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Einleitung

Die mathematischen Methoden, die in der Feldtheorie — klassisch oder quan-
tentheoretisch — Anwendungen finden, sind vielfiltig:

e Eigenschaften von Operatoren auf einem Hilbertraum und Spektral-
theorie.

e Darstellungen der kanonischen Vertauschungsrelationen von unendlich
vielen Freiheitsgraden auf der Basis der Weyl-Relationen.

e Differentialgeometrie der Faserbiindel als Grundlage der Eichtheorien.

e Borchers-Algebra und Wightman-Funktionale, filschlich als “axioma-
tische Feldtheorie” bezeichnet.

e Theorie der Distributionen oder “verallgemeinerter Funktionen”.

e Fuklidische und konstruktive Feldtheorie auf der Basis einer Mafltheo-
rie iiber einem Raum von Distributionen. Existenzbeweise fiir nicht-
triviale Feldtheorien. Osterwalder-Schrader-Axiome.

e Algebren von lokalen Observablen, entweder als C*-Algebren oder als
von-Neumann-Algebren. Theorie der Sektoren als Interpretation von
Superauswahlregeln.

Alles in einer Vorlesung abzuarbeiten, ist unmdoglich. Der erste Versuch wur-
de von mir 1973 an der Universitit Hamburg in einem 2-semestrigen Kurs
mit zweifelhaftem Erfolg unternommen. Teile, die mir heute obsolet erschei-
nen, habe ich aus dem Skriptum entfernt. An der RWTH Aachen habe spéter
ich im kleinen Kreis von Diplomanden und Doktoranden mehrfach differen-
tialgeometrische Themen behandelt, als klar wurde, daf§ die Eichtheorien ein
solches Fundament benétigen. Aus der Wechselwirkung mit vielen begabten
jungen Leuten sind Notizen hervorgegangen, die ich nun zusammen mit alten
Notizen zu einem Ganzen vereinige, als Skriptum einer Vorlesung, die ich nie
gehalten habe, aber gern gehalten hétte.

Die “Vorlesung” gliedert sich in drei Teile. Der erste Teil benutzt die sehr
einfache Theorie der kanonischen Vertauschungsrelationen von endlich vielen
Freiheitsgraden, um in das sehr komplizierte Verhalten von unbeschréinkten
Operatoren einzufithren. Der zweite Teil zeigt, dafl es sehr viele indquiva-
lente Darstellungen der Weyl-Relationen gibt, sobald man unendlich viele
Freiheitsgrade behandeln mochte, wie es die Quantenfeldtheorie verlangt. Ei-
nige interessante und in Anwendungen wichtige Beispiele werden ausfiihrlich



diskutiert. Der dritte Teil schliefflich fiihrt in die Terminologie der Differenti-
algeometrie soweit ein, dafl die Grundlagen der Eichtheorien sichtbar werden.
Der Schwerpunkt liegt nicht im Bereich der Riemannschen Geometrie (ob-
wohl wichtig fiir die Allgemeine Relativitdtstheorie), sondern in dem Studium
von Vektorbiindeln, die assoziiert zu einem Hauptfaserbiindel sind, und auf
dem Begriff des Zusammenhanges sowie der kovarianten Ableitung. Zentrale
Bedeutung kommt dem Yang-Mills-Funktional zu. Zum tieferen Verstindnis
des dritten Teils empfehle ich die folgenden Biicher:

1. M. Schottenloher, Geometrie und Symmetrie in der Physik, Vieweg,
Wiesbaden 1995

2. A. Trautmann, Differential Geometry For Physicists, Stony Brook Lec-
tures, Monographs and Textbooks in Physical Science, Bibliopolis, Na-
poli (Italia) 1984

3. H. Holmann, H. Rummler, Alternierende Differentialformen, B.I.-Wissenschaftsverlag
Mannheim 1972

4. J. Jost, Riemannian Geometry and Geometric Analysis, Springer 1995

5. K.B. Marathe, G. Martucci, The Mathematical Foundations of Gauge
Theories, North-Holland 1992



1 Methoden fiir Systeme mit endlich vielen
Freiheitsgraden

1.1 Was sind und warum studiert man unbeschrinkte
Operatoren?

Wir wollen zunéchst folgendes vereinbaren. Mit dem Wort Hilbertraum mei-

nen wir stets einen komplezen Hilbertraum, der separabel ist, d.h. eine abz&hl-

bare Basis besitzt. Das Skalarprodukt (f, g) ist linear in ¢ und antilinear in

f. Unter einem Operator in dem Hilbertraum H verstehen wir eine lineare

Abbildung
A:D(A) = H, D(A) C H,

wobei D(A) der Definitionsbereich ist, fiir den wir zwei Dinge voraussetzen:
1. D(A) ist eine lineare Mannigfaltigkeit,
2. D(A) liegt dicht in H.

Ein Operator A heifit beschrinkt, wenn eine Konstante C' existiert, so dafl
iiberall im Definitionsgebiet

[AfIF< Il (1)

gilt. Die kleinste Konstante mit dieser Eigenschaft wird die Norm des Opera-
tors genannt und mit || A|| bezeichnet. Man sieht sofort, da§ (1) der Aussage

[Af = Agll < Cllf =4 (2)
dquivalent ist, und diese wiederum mit der Stetigkeitsaussage
(Ve>0)(3 > 0)(¥f,9)  |f—gll<d=[Af—Ag|<e  (3)

Zum Beweis setze man § = ¢/C in der einen und C' = 2¢/§ in der anderen
Richtung. Das Beweisverfahren lehrt:

Eine lineare Abbildung zwischen normierten Rdumen ist genau
dann stetig, wenn sie beschrdinkt ist.

Beschriankte Operatoren mit einem dichten Definitionsbereich kénnen immer
eindeutig zu einem stetigen Operator auf ganz H erweitert werden.

Die Notwendigkeit, unbeschrinkte (also in jedem Punkt unstetige) Ope-
ratoren in die Betrachtung einzubeziehen, tritts bereits in der Quantenme-
chanik auf, und verstéirkt sich in der Quantenfeldtheorie. Nehmen wir etwa

die Vertauschungsrelation
[a,a*] =1 (4)
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und versuchen wir, sie als eine Identitét fiir beschrinkte Operatoren zu deu-
ten. Dann finden wir durch Induktion fiir jedes natiirliche n

[a",a*] = na™! (5)

und damit
nlla" M < 2lla* || la™ || < 2[ja”[[{]all [la" "] (6)
Wiéhlen wir nun N > 2[|a*|| [|a||, so folgt ||[a¥ || = 0. Ebenso folgt aus (6)
firn=N—-1
(N = D)la™?[ < 2[la”| la™ ], (7)
also |Ja¥ 72| = 2 falls N > 2, und durch Induktion schlielich ||a|| = 0, d.h.

a = 0 im Widerspruch zu den Vertauschungsrelationen. Ahnlich beweist man
ax = 0. Fazit: Unsere Annahme, a und a* seien beschrdinkte Operatoren, ist
falsch.

Wir haben hier die Wurzel eines Ubels zu fassen, das den kanonischen
Vertauschungsrelationen

(6" (2), my(2")]e=p = 60" (x — X) (8)

fiir Bose-Felder anhaftet. Selbst nach Integration mit geeigneten Testfunk-
tionen f sind die Operatoren

b(f1) = / P fo(x)6°(x. )
n(f,t) = /d3xf“(x)7ra(x,t)

noch unbeschrinkt.
Die zweite Schwierigkeit folgt auf dem Fufle. Operatoren wie a und a*
kénnen nicht auf dem ganzen Hilbertraum (stetig) definiert werden:

Wenn zwei Operatoren A und B tberall auf H setig definiert sind
und (Ag, f) = (g, Af) fiir alle f,g € H gilt, so sind A und B
beschrinkt.

Wenn wir diesen Satz besser verstehen wollen, miissen wir ihn zu beweisen
suchen. Die Aussage ||Ag|| < C||g||, die wir herleiten wollen, kénnen wir in
die Form

[Ael| <C, g=lglle

bringen, d.h. A ist beschrénkt genau dann, wenn das Bild der Einheitskugel
in ‘H, also die Menge

M ={Ae|lee M, |e|| =1}
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beschrankt ist. Aus

((Ag, /)l = (9. BN < lglll|BS]] (9)

folgt, dal M schwach beschrdinkt ist. Die Definition hierfiir lautet:
(Vf e H)(3C > 0)(Vh € M) |(h, f)] < C'. (10)

Die Reihenfolge (Vf € H)(3C > 0) sagt, daf die Konstante C' von f abhéngt.
In unserem Beispiel erfiillt M die Bedingung (10) mit C' = || Bf||. Man sagt,
M sei beschrdnkt, wenn die stirkere Bedingung

(3C > 0)(Yhe M)  ||h]| <C (11)

erfiillt ist. Obwohl in unserem Beispiel die Menge M schwach beschrinkt ist,
haben wir noch keinen Beweis dafiir geliefert, dafi sie auch beschrinkt ist.

Es gehort zu den bemerkenswerten Eigenschaften eines Hilbertraumes,
daf} die beiden Beschrianktheitsbegriffe in einen zusammenfallen. Der Grund
liegt in einem sehr tiefen und fundamentalen Satz der Funktionalanalysis,
dem Satz von Banach oder dem Prinzip von der gleichméfligen Beschrankt-
heit:

Eine Menge M wvon stetigen Abbildungen T : F — G zwischen
normierten Rdumen sei in jedem Punkt beschrankt,

(Vf € F)(3C > 0)(vT e M) |Tf|<C.

Ist F vollstindig (jede Cauchy-Folge konvergent), so ist M gleich-
mdafig beschrinkt,

(3C >0)(VT e M) ||T|<C.

Der Satz von Banach macht deutlich, wie stark die Voraussetzung sein kann,
da} ein Raum vollstindig ist. Zum Beweis des Satzes sei auf die Literatur
verwiesen. Um den Satz auf unseren Fall anzuwenden, setzen wir F' = H
und G = C und definieren spezielle Abbildungen T}, : H — C, T, f = (h, f).
Insbesondere lernen wir auf diese Weise:

Jede schwach beschrankte Teilmenge eines Hilbertraumes ist be-
schrankt.

Wir kehren zuriick zu der Vertauschungsrelation (4) mit dem Wissen, daf}
a und a* nicht auf dem ganzen Hilbertraum definiert werden kénnen. Zwei
Fragen dridngen sich auf:



1. Welchen Sinn hat die Relation (4), wenn die drei Operatoren, aa*, a*a
und 1 verschiedene Definitionsbereiche haben?

2. Welchen Sinn hat die Aussage, a* sei der adjungierte Operator zu a ?

Um die erste Frage zu beantworten, miissen wir erst Regeln aufstellen fiir
die Addition und Multiplikation von Operatoren mit verschiedenen Definiti-
onsbereichen. Seien also A und B mit Definitionsbereichen D(A) und D(B).
Wir vereinbaren:

e D(cA) =cD(A) und (cA)f = c¢(Af) fiir alle f € D(A) und ¢ # 0.
e cA=0fallsc=0.

e DA+ B)=D(A)ND(B) und (A+ B)f = Af + Bf fiir
f € D(A)N D(B).

e D(1) =H.

Gilt D(A) € D(B) und Af = Bf fiir alle f € D(A), dann schreiben wir
A C B. Man sagt, B sei eine Erweiterung von A.
Aus den genannten Regeln folgen sofort einige Aussagen:

(1) (A+ B)+C=A+ (B+C) und (AB)C = A(BC).
(1) (A4 B)C = AC + BC aber A(B+C) D> AB+ AC.

Warnung: Aus A + B = A + C kann nicht auf B = C' geschlossen werden!
Wir haben nun noch den adjungierten Operator zu definieren. Was konnte
der Definitionsbereich von D(A*) sein? Fiir welche g € H hat

(VfeD(A)  (9,Af) = (h,f) (12)

eine eindeutige Losung h. Die Menge dieser Vektoren g identifizieren wir mit
D(A*).

Existenz: Der Satz von Riesz sagt, daf ein h € ‘H mit der Eigenschaft (12)
genau dann existiert, wenn das Funktional

Fy:D(A) = C, Fy(f) = (9,Af)

beschréinkt ist, d.h.

[Fy(f) < CIIAI (13)
gilt.
Eindeutigkeit: Der Vektor h ist eindeutig genau dann, wenn aus (h, f) = 0

fir alle f € D(A) die Aussage h = 0 folgt. An dieser Stelle erkennen wir, daf§
die Annahme wichtig wird, D(A) sei dicht in . Wir unterscheiden folgende
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Falle:

1. Fall. D(A) dicht in H und A beschriankt. Hier kann die Bedingung (13)
fir alle g € H erfiillt werden. Man hat nur C' = ||A|| ||g|| zu setzen. Folglich
gilt D(A*) = H.

2. Fall. D(A) dicht in H, aber A unbeschrénkt. Hier kann die Bedingung (13)
nur fiir geeignete g (z.B. fiir g = 0) erfiillt werden: D(A*) ist nichtleer.

In den beiden genannten Fillen ist der adjungierte Operator A* auf D(A*)
durch die lineare Abbildung g — h definiert.

Wir wollen uns die abstrakte Konstruktion an einem Beispiel klarmachen.
Wir wiihlen hierzu den Raum L?(R) der quadratintegrablen Funktionen f(x)
und setzen

(Af)(@) = f(0)e™,  D(A) = I*(R) N C(R) (14)
Der Operator A ist linear, unbeschrinkt und dicht definiert. Um D(A*) zu
finden, fragen wir: Fiir welche Funktionen g € L?(R) hat

W eD() (04N =10 [deg@e = [ k@@ 03

eine eindeutige Losung in h 7 Zur Abkiirzung setzen wir I = [ dx g(z)e "
und unterscheiden:

1. Fall I # 0. Dann folgt |£(0)| < C||f|| mit C = |I|~!||h|| and alle f € D(A),
was unmoglich ist.

2. Fall I = 0. Dann folgt h = 0 eindeutig.

Wir sehen also, D(A*) besteht aus allen g € L?(R), die orthogonal zu e *°
sind. Der Operator A* bildet D(A*) auf den Nullvektor ab. Da D(A*) nicht
dicht in L*(R) ist, existiert der Operator A** nicht. Hier zeigt sich, daf} recht
harmlose Operatoren pathologische Ziige haben konnen.

Gleichfalls auf dem Raum L?*(R) betrachten wir den Operator

1 .
Af)(z) = —= [ dee™ f(x 16
(A1) = <= [ dver f(a) (16)
mit D(A) = L?(R) N L'(R). Die L'-Eigenschaft ist erforderlich, damit das

Integral (16) — im Sinne von Lebesgue — wohldefiniert ist. Aufgrund der
Parsevalschen Gleichung

[avianr = [ arlswe
ist A ein beschrinkter Operator mit ||A|| = 1 und somit gilt
D(A*) = D(A*) = L*(R).
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Der Operator F' = A**, der Abschlufl von A, wird Fourier-Operator genannt.
Er ist unitir: F* = F~ L.

1.2 Abschlie3bare Operatoren

Es gibt eine Eigenschaft von Operatoren, die einen dafiir entschiidigen kann,
dal man auf die Stetigkeit verzichtet hat: Ein Operator mufl abschliefsbar
sein. Beispiele zeigen, dafi nichtabschliebare Operatoren extrem unstetig
sind. Wir haben von Beginn an verlangt, dal D(A) dicht in H ist. Nun ver-
langen wir noch, daf§ auch D(A*) dicht in # ist. In diesem Fall existiert
A** und stellt eine Erweiterung von A dar. Nun hat A** die bemerkenswerte
Eigenschaft, abgeschlossen zu sein. Hierfiir kann man zwei Definitionen an-
geben, eine “geometrische” und eine “topologische”. Zuvor stellen wir einige
leicht zu beweisende Tatsachen zusammen:

e Aus A C B folgt B* C A*.

e Ist A abschlieibar, so gilt A C A**.

e Ist A invertierbar und D(A™") dicht in H, so gilt (A~")* = (A4*)~".

e Ist B beschrinkt, so gilt (A + B)* = A* 4+ B* und (BA)* = A*B*.
Warnung: Nicht immer gilt (AB)* = B*A*, wenn B beschrinkt ist. Wichtig:

FExistiert A**, so auch A*™* und stimmt mit A* berein. Damit
stellt A — A** eine Abschlufloperation dar.

Denn A** ist dicht definiert. Also existiert A***. Aus A C A** folgt (A**)* C
A*. Andererseits gilt A* C (A*)*.

Fiir den Abschlufl von A (falls er existiert) schreibt man auch A= = A**.
Esgilt A=~ = A= und: Aus A C B folgt B~ C A~. Gilt A = A~ so heif}t der
Operator A abgeschlossen. Gilt A C B fiir einen abgeschlossenen Operator
B, so heifit B eine abgeschlossene FErweiterung von A.

Unsere Resultate lassen sich auch so interpretieren, dafl A* stets abge-
schlossen ist. Ferner, dafl A~, falls existent, stets eine abgeschlossene Er-
weiterung von A darstellt. Die Frage, wie A~ sich zu anderen denkbaren
Erweiterungen verhilt, kann beantwortet werden:

Falls A eine abgeschlossene Erweiterung besitzt, so existiert auch
der Abschluff A~ und stellt die kleinste abgeschlossene Erweite-
rung dar.
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Zum Beweis nehme man an, B sei eine abgeschlossene Erweiterung von A.
Aus B** = B* folgt, daBl B* dicht definiert ist. Aus A C B folgt D(B*) C
D(A*). Folglich ist auch A* dicht definiert und A** existiert. Ebenso folgt
A~ C B~ = B und somit ist A~ in jeder abgeschlossenen Erweiterung von
A enthalten. q.e.d.

Warnung: Zwar gilt (cA)* = ¢A* fiir ¢ € C, aber die Relationen (A+B)* =
A*+B*, (A+ B)” = A + B und (AB)* = B*A* sind i.allg. falsch. Ein
giinstiger Fall tritt dann ein, wenn A + B und (A + B)* dicht definiert sind:

Ist D(A)ND(B) dicht in H, so gilt (A+ B)* D A*+ B*. Ist auch
D(A*) N D(B*) dicht in H, so gilt
A+B C (A+B)" C(A"+B")"
A+B C A +B C A"+ DB
Beweis. Sei g € D(A*) N D(B*). Dies bedeutet, daf}
(g, AN < GllfIl (g, B < Collfl
fir alle f € D(A) N D(B) gilt. Damit folgt
(g, (A+ B)f) < (Cr + )| f]]

und g liegt somit in D((A+ B)*), weil D(A)ND(B) dicht in #H ist. Wir haben
noch zu zeigen, daf die Operatoren (A% B)* und A* + B* auf D(A*)ND(B*)
ibereinstimmen. Aus

(9,Af) = (A9, [)
(9,Bf) (B*g, f)
(9,Af)+ (9, Bf) = ((A+B)'g,f)

folgt
([((A+B)*— A* = B*lg, f) =0 feDA)ND(B), g€ D(A*)ND(B")

Da D(A) N D(B) dicht in H ist, gilt (A + B)*g = A*g + B*g. Aus unseren
Annahmen folgt auch die Existenz der Operatoren A=, B~ und (A* + B*)*.
Da (A + B)* D A* 4+ B*, ist auch (A + B)* dicht definiert und (A + B)~
existiert. Der Rest ist einfach. q.e.d.

Wir setzen nun die Diskussion des Vertauschungsrelationen [a,a*] = 1
fort, indem wir eine konkrete Darstellung des Operators a angeben:

(af)(n) = Vn+1f(n+1) (17)

D(a) = {fel| 3 nlf(n)|* < oo} (18)

Unter dem Raum ¢? versteht man alle quadratsummierbaren Folgen f(0),
f(1), f(2),... von komplexen Zahlen. Wir behaupten:
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1. Zwar ist der Operator a unbeschriankt, aber durch unseren Ansatz be-
reits dicht definiert. Der adjungierte Operator a* ist dicht definiert und
es gilt D(a*) = D(a). Konkret:

@nm={ Va1 no1 19

und

la*|[* = llaf]* + I£I*  f € D(A). (20)
2. Der Operator a ist abgeschlossen.
3. Die Operatoren a*a und aa* sind dicht definiert. Es gilt
D(a*a) = D(aa") = {f € €| 3252, n?|f(n)[* < oo}

und (a*af)(n) = nf(n). Eine korrekte Form der Vertauschungsrelation
(unter Beriicksichtigung der Definitionsbereiche) lautet:

aa* =a‘a+ 1.

4. Jede komplexe Zahl ist Eigenwert von a. Hingegen besitzt der Operator
a* keinen Eigenwert.

Zu 1. Wir bestimmen D(a*), indem wir die Frage beantworten: Fiir welche
g € (2 gilt
(3C>0)(vf € D(a))  g:aN) <CfII7

Nun ist D(a) dicht in ¢ und

(g.af) = gn)(af)(n) = g(n) f(n+1) ng
n=0 n=0
so dafl wegen der Cauchy-Ungleichung zu fordern ist:
D nlgn =P =Y (n+1)gn)* =Y nlgn)* +[|gl|* < oc.
n=1 n=0 n=1

Zu 2. Wir bestimmen D(a**) indem wir fragen: Fiir welche g € ¢? gilt
(FC>0)(vf e D@))  [g.a" )l <Clf| 7

Nun gilt

(g,0"f) = Z a*f)(n) =) gm)vnf(n=1)= Va+1gn+1)f(n)




und wir haben zu fordern:

o

Z(n+1|gn+1 Zn\g

n=0

Damit gilt D(a**) = D(a) und a** keine echte Erweiterung von a, d.h. a =

ok

a**: a ist abgeschlossen.
Zu 3. Wegen D(a) = D(a*) gilt

D(a*a) = D(aa*) = {f € D(a)|af € D(a)}

Damit f in D(a*a) liegt, miissen also zwei Bedingungen erfiillt sein:

2. > nl(af)(n) Z (n+1)|f(n+1) <.

Sie lassen sich zu einer Bedingung zusammenfassen: Y - n?|f(n)[* < oc.
Fiir alle f € D(a*a) gilt definitionsgemiB a*af = a*(af) und aa* f = a(a* f)
und somit

N _ 0 n=>0
(a*af)(n) = {\/ﬁ(af)(n_l):nf(n) n>1

(aa”f)(n) = Vn+1(a'f)(n+1)=(n+1)f(n)

Zu 4. Sei z € C. Der Vektor f, € /2 mit den Komponenten f,(n) = 2"/v/n!
hat das Normquadrat

o 2n
z 2
TARED DL
n=0 )

Wegen
- IRkl 122
Skl = 30 g gy = e
liegt f, sogar in D(a). Wegen
(af,)(n)=vVn+1f,(n+1)=vVn+1 L = Zi = 2f.(n)
(n+1)! n!

ist f, ein Eigenvektor des Operators a zum Eigenwert z. Schliefilich zeigen
wir, dafl der adjungierte Operator a* keine Eigenwerte besitzt. Fiir jedes
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komplexe z und jeden Vektor f € D(a) gilt (unter Ausnutzung der Vertau-
schungsrelation ||a* f||? = |laf|]* + || f|I*)

la*f = 2fII* = lla"fII* + [z fI* = 2(a" . f) = 2(f,a % f)
= llafI* + @+ [P)f1* = 2(f, af) - Z(af, f)
= llaf = 2fI* +1F1* > I£17

Da offenbar die linke Seite nur fiir f = 0 verschwindet, folgt, daf§ kein kom-
plexes z Figenwert sein kann.

1.3 Der Graph eines Operators

Wir nehmen unsere allgemeine Erérterung der Eigenschaften von abgeschlos-
senen bzw. abschlieSbaren Operatoren wieder auf. Ein sehr niitzliches Hilfs-
mittel ist der Graph 7 (A) eines Operators A. Hierbei handelt es sich um
einen linearen Teilraum des Hilbertraumes H @ H. Er besteht aus allen Paa-
ren der Form {f, Af} mit f € D(a). Obwohl ein Teilraum, ist 7 (A) i.allg.
nicht abgeschlossen in H & H.

In der Sprache der Graphen hat der adjungierte Operator A* eine sehr
einfache Charaktesierung. Die Gleichung

(9, Af) = (A"g, f) =0

148t sich ndmlich als eine Orthogonalitétsrelation in H & H lesen:

{=A%g.9} = {/, A}
Umgekehrt: Gilt fiir irgendein Element {—h, g} € H & H die Aussage

{_h’ag} - {f:Af};

also die Relation (g, Af) = (h, f), so gehort g zum Definitionsbereich von
A* und es gilt h = A*g. Man kann daher die Definition des adjungierten
Operators (vermoge seines Graphen) auch in der folgenden Form angeben:

?7(A%) = (U7 (A))~ = U? (A)" .

Hier bezeichnet U den durch U{f, g} = {—g, f} definierten unitiren Opera-
tor auf H @ H. Dies zeigt, dal ? (A*) stets abgeschlossen ist.

Die Abgeschlossenheit eines Graphen hat eine bemerkenswerte Konse-
quenz: Die Konvergenz (fiir n — o)

{fo AR} — {f.9}  fa€ D(A)
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hat automatisch {f, g} € 7(A) und g = Af zur Folge. Wir zeigen nun, daf
der Begriff Abgeschlossenheit eines Graphen mit dem Begriff Abgeschlossen-
heit eines Operators iibereinstimmt und behaupten, dafl die folgenden drei
Aussagen gleichwertig sind:

1.  A*™ existiert und es gilt A = A**.
2. Der Graph ? (A) ist abgeschlossen in H @& H.

3. D(A) ist ein Hilbertraum in bezug auf das Skalarprodukt

ist also insbesondere vollstindig in der neuen Topologie.

Der Beweis benétigt drei Schritte:

1.—2.7(A) =7(A") = (U?(A*))~

2.— 1. Wir miissen zunéchst zeigen, dafl D(A*) dicht ist. Sei f — D(A*).
Dann gilt {f,0} — 7 (A*) oder

{f,0} €?(A") =U?(A) =U?(A)

wobei die letzte Gleichung gilt, weil ? (A) abgeschlossen ist. Also gilt {0, —f} €
?(A), was nur fiir f = 0 erfiillbar ist. Also eistiert A** und

T(AT) = (U?(AY) =7(A) " =7(4)
2.— 3. Die lineare Abbildung
D(A) = 7(A), f—={f Af}

ist 1:1. Unter dem Skalarprodukt (20) ist D(A) ist genau dann ein Hilber-
traum, wenn ? (A) ein solcher ist.

Der Graph eines Operators hat eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft:
Er enthélt keine Elemente der Form {0, g} mit ¢ # 0. Es ist genau diese
Eigenschaft, die bei der Abschliefung eines Operators gewahrt werden muf:

FEin Operator A ist abschlieffbar genau dann, wenn 7 (A)~ (der
AbschlufS des Graphen also) die folgende Eigenschaft hat: Aus
{0,9} € 7(A)~ folgt g = 0. Es gilt dann ? (A7) =7(A)".
Hier benutzten wir die Bezeichnungen
T(A)T =7 A- =A™,

)
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Zum Beweis wollen wir annehmen, aus {0,¢9} € 7(A)~ folge ¢ = 0. Wir
schliefen, dafl D(A*) dicht ist. Aus 7 (A*) = U? (A)~ folgt 7 (A)” =U? (4%)
und somit ? (A)” = (U? (A*))". Nehmen wir nun an, es existiere g € H mit
(g9, f) =0 fiir alle f € D(A*), also

{0,9} —{=A"1. [}

oder anders geschrieben, {0, g} € (U? (A*))” =7(A)~, also g = 0 und D(A*)
ist dicht in H. In der umgekehrten Richtung wollen wir annehmen, daf§ D(A*)
dicht sei. Dann existiert A~ und es gilt

P(A7) = 7(A™) = (U7 (A*)" =7 (A)"~ =7 (A)".

Dies zeigt, dal ? (A)~ der Graph eines Operators, nimlich von A~ ist. Von
einem Graphen wissen wir, daf§ {0, g} nur dazugehéren kann, wenn g = 0 ist.

1.4 Symmetrische und selbstadjungierte Operatoren

Nicht alle Operatoren sund abschlielbar. Von symmetrischen Operatoren
weifl man aber mit Sicherheit, dafl sie abschliebar sind.

Definition: Ein Operator A heifit symmetrisch, wenn (g, Af) = (Ag, f) fiir
alle f,g € D(A) gilt, gleichbedeutend mit A C A*. Gilt dariiberhinaus A =
A*, so heifit A selbstadjungiert.

Die Definition zeigt, dafi A* dicht definiert ist, wenn A symmetrisch ist.
Also ist A abschliebar und es gilt A*™* C A*. Dies zeigt, dafl A* i.allg.
nicht mehr symmetrisch ist, und es ist genau diese Pathologie, die man in
Anwendungen verhindern mufl. Allgemein lassen sich folgende Situationen
unterscheiden:

AC A C A A ist symmetrisch

AC A = A A ist wesentlich selbstadjungiert
A=A C A A ist abgeschlossen symmetrisch
A= A" = A* A ist selbstadjungiert

Ein Operator heifit mazimal symmetrisch, wenn er keine echte symmetrische
Erweiterung zuléft.

Ein Hamilton-Operator H, wie er in der Feldtheorie auftritt, ist zunéchst
nur als ein symmetrischer Operator erklért, sobald wir eine Wechselwirkung
H, betrachten: H = Hy + H,. Das ist selbst dann dann der Fall, wenn wir
schon wissen, dafl Hy und H, fiir sich genommen selbstadjungierte Operato-
ren sind. Das Grundproblem lautet: Welche selbstadjungierte Erweiterungen
besitzt die Summe Hy + H;? Das Problem, solche Erweiterungen zu finden,
ist keinerwegs einfach, noch immer I6sbar.
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Sei nun B irgendeine selbstadjungierte Erweiterung das symmetrischen
Operators A. Dann gilt:

A C A C A*
N N U

Wir erkennen hieran zweierlei:

1. Jede selbstadjungierte Erweiterung liegt zwischen A** und A*:

A™ Cc BC A*.

2. TIst A wesentlich selbstadjungiert, so ist A* die einzige selbstadjungierte
Erweiterung.

Aufgrund der 2. Aussage ist es wiinschenswert, den Definitionsbereich eines
Hamilton-Operators H wenigstens so grofl zu machen, dafl H darauf selbstad-
jungiert ist; denn nur in diesem Fall ist das durch H formulierte dynamische
Problem als geldst zu betrachten. Insbesondere gilt dann der Spektralsatz.
Zu seiner Vorbereitung beno6tigen wir neue Begriffe.

Definition: Unter der Resolventenmenge r(A) eines abgeschlossenen Ope-
rators A verstehen wir die Gesamtheit der komplexen Zahlen z, fiir die
(A—2z1)~" als ein beschriinkter Operator existiert. Das Komplement s(A) =
C\r(A) wird das Spektrum von A genannt.

Es ist leicht zu sehen, dafi r(A) eine offene Menge in C ist, d.h. mit
jeder Zahl z gehort auch eine ganze Umgebung zu r(A). Als Komplement
einer offenen Menge ist s(A) eine abgeschlossene Menge in C. Wéhrend das
Spektrum eines symmetrischen Operators nicht notwendig reell ist, gilt fiir
selbstadjungierte Operatoren der folgende Spektralsatz:

Das Spektrum s(A) eines selbstadjungierten Operators A ist reell.
Es gibt genau ein projektionswertiges Maff E(B) auf den Borel-
Mengen B C R mit Trager s(A), so dafs

D(A) = {f e H| [p*(f. E(dp)f) < oo},
Af = [pE(dp)f fiir alle f € D(A) und 1= [ E(dp) gilt.

Fiir eine prézise Definition der Begriffe Borel-Menge und Maf verweisen
wir auf die Literatur (z.B. Halmos: Measure Theory). Fiir einen Beweis des
Spektralsatzes siehe Dunford-Schwartz, Chapter XII.
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Man nennt F(B) das Spektralmafl von A und wegen der Eigenschaft 1 =
[ E(dp) auch eine Zerlegung der Einheit (vergleiche hierzu die entsprechende
Eigenschaft eines Wahrscheinlichkeitsmafes). Durch

Ut)f = /ei”tE(dp), (f e H,t € R)

ist ein iiberall definierter unitirer Operator gegeben. Wir schreiben auch
U(t) = €™, betonen aber, da8 U(t) nicht durch die Entwicklung der Ex-
ponentialfunktion ist. Grund: Die Glieder der Reihe existieren nur auf den
Vektoren

o

feC™(A)=)D(A).

n=0

Fiir t — U(t) gilt
e die Gruppeneigenschaft U(t)U(s) = U(t + s),
e die Stetigkeit im Sinne der starken Operatortopologie.

Diese Eigenschaften charakterisieren die zeitliche Evolution jedes quanten-
mechanischen Systems. Konkrete dynamische Theorien werden jedoch immer
“infinitesimal” definiert, d.h. durch eine Differentialgleichung der Art

d

i f () = (1),

wobei der Zusammenhang durch f(t) = e /" f hergestellt wird. Hat jede
einparametrige unitéire Gruppe ein erzeugendes Element H? Hierauf gibt der
Satz von Stone und v. Neumann eine Antwort:

Ist U(t) eine stark stetige unitire Gruppe auf einem Hilbertraum,
so gibt es genau einen selbstadjungierten Operator H, so daf
U(t) = e”™". Der Definitionsbereich dieses Operators ist

D(H)={feH|U(t)f differentierbar in t}

Auch hier verweisen wir auf die Literatur. Unsere Problemstellung macht es
wiinschenswert, Kriterien dafiir zu kennen, wann ein vorgelegter symmetri-
scher Operator selbstadjungiert oder doch wenigstens wesentlich selbstadjun-
giert ist. Wir geben verschiedene Antworten:

1. Ist A ein abgeschlossener Operator (A = A™), so sind A*A und AA*
selbstadjungiert.
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2. Ist A abgeschlossen (abschliefibar), B ein weiterer Operator mit D(A) C
D(B) und gilt
IBFII* < all £1I* + bl Af|?

fir b < 1 und alle f € D(A), so ist A+ B abgeschlossen (abschliefbar).
3. Ist A selbstadjungiert und r, s € R, so ist auch r A+ s1l selbstadjungiert.

4. Ist A selbstadjungiert und B symmetrisch beschrinkt mit D(B) = H,
so ist A + B selbstadjungiert.

5. Ist A (wesentlich) selbstadjungiert, B symmetrisch mit D(A) C D(B)
und gilt
IBAI? < all £11* + BlLAS|?

fir (b <1)b< 1 undalle f € D(A), so ist A+ B (wesentlich) selbst-
adjungiert (Rellich, Kato).

6. Folgt fiir alle f € D(A) aus dem Bestehen der Relationen

(g, Af +if) =0, (h, Af —if) =0

sowohl g = 0 als auch h = 0 fiir einen symmetrischen Operator A, so
ist A wesentlich selbstadjungiert (v. Neumann).

7. Besitzt ein symmetrischer Operator eine dichte Menge von analytischen
Vektoren in seinem Definitionsbereich, so ist er wesentlich selbstadjun-
giert (Nelson).

Definition: Ein Vektor f € H heifit analytisch in Bezug auf einen Operator
A, falls f € C>(A) gilt (f liegt im Definitionsbereich aller Potenzen A™) und
die Reihe

oo Zn
S LA (e
n=0

einen positiven Konvergenzradius in z hat.

Diese Begriffsbildung und das Kriterium von Nelson bilden den Ausgangs-
punkt fiir die analytische Stérungstheorie, auf die wir nicht ndher eingehen.

Wir illustrieren die Aussagen anhand sehr einfacher Beispiele. Sei a der
Operator auf dem Hilbertraum ¢ mit dem frither angebenen Definitions-
bereich und der Vertauschungsrelation aa* = a*a + 1. Alle Ausdriicke der
Form

aa’+fa (B €C, |a| #|B)

20



sind abgeschlossene Operatoren. Die Aussage wird falsch fiir |o| = |3]. Je-
doch: Der symmetrische Operator A = aa* + aa ist wesentlich selbstadjun-
giert; denn alle Vektoren f € ¢* deren Komponenten f(n) fiir fast alle n
verschwinden, sind analytisch fiir A, wie man sofort nachpriift.

Wir betrachten nun Hy = a*a als “freien” Hamilton-Operator. Er ist wie
wir wissen selbstadjungiert auf seinem natiirlichen Definitionsbereich. Frage:
Gilt dies auch fiir Stérungen der Form

H=qa"a+ aad" + aa,

wenn a € C beliebig ist? Die Antwort lautet: Ja. Denn fiir jedes f € D(a*a)
und 8 > 0 gilt die Abschéitzung

lfl? = (f.a'af) < |fllla*af]
1
_ (—2 ﬂ ||f||) (VBla“ar)
1
5 1512+ Blara

IN

und somit

I(ea” +aa) fI* < 2lal*(la"fI* + llaf]]*)
= 2’ (IfI” + lla*af]?)
< a2+ B IR +Alal*Blla*af|*.

Wenn wir jetzt 3 so wihlen, so dafi 4|a|?3 < 1 gilt, so haben wir die Vor-
aussetzungen des 5. Kriteriums erfiillt. Der Operator H ist selbstadjungiert,
obwohl das Storglied aa* + aa fiir sich genommen nur wesentlich selbstadjun-
giert ist. Die hier angewandte Beweistechnik ist im Grunde zu umsténdlich.
Ein sehr viel einfacherer Beweis der Selbstadjungiertheit griindet auf der
Darstellung

H = (a+ al)*(a+ al) — |a’1

und bleibt den Horern (Lesern) iiberlassen.

Das betrachtete Beispiel legt die folgende Definition nahe: Wir sagen, ein
Operator A wird durch den Operator B majorisiert, und schreiben A < B,
wenn D(A) C D(B) gilt und

(Ve>0)(30 >0)  [AFI* <07 fII* +ell B
fir alle f € D(B) erfiillt ist. Ein Hamilton-Operator der Form

H=Hy+AH, (MeR)
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ist somit selbstadjungiert, wenn Hj selbstadjungiert ist und den symmetri-
schen Operator H; majorisiert. Leider kann man sich nicht darauf verlassen,
daf} konkrete Ansétze fiir die Wechselwirkung diese Eigenschaft haben. Die
Erfahrung zeigt:

FEine kleine Kopplungskonstante X bedeutet nicht immer eine “klei-
ne” Storung.

Zur Illustration betrachten wir den symmetrischen Hamilton-Operator
Hy=a*a+ Ma+a*)®

in Abhéngigkeit von X\. Wihrend (f, Hof) > 0 fiir alle f € D(H,) gilt, gibt
es keine Konstante C', so daf}

(f, Haf) > =C| fI?

fiir irgendein € # 0 und alle f € D(H,) gilt: Hy ist nicht nach unten be-
schrankt. Zum Beweis dieser Behauptung nehmen wir an, f, sei der Eigen-
vektor von a zum reellen Eigenwert z. Man sieht leicht, dal f, € D(H)) fiir
alle A € R erfiillt ist. Es folgt

(a+a*)f, = (a®+a*®+d’a* +aad*a+a*a® + aa*® + a*aa* + a*%a) f,

(a® + a** + 3a*a® + 3a*a + 3a* + 3a) f.

weil f, in dem Definitionsbereich eines jeden Polynoms von a und a* liegt.
Nachdem wir die Wick-Ordnung erreicht haben, folgt

(fo: (a+a*)’fy) = (2% +2° + 32% + 32° + 32 + 32) || fu|”
= 2z(42” 4 3) || f,]]?

und somit

(fo: Hafo) = o(z + 2X(42° + 3)) [| fo®

Da wir —Az durch Wahl von z bei festem A\ # 0 beliebig grofi machen kénnen,
erkennen wir, dafl H) keine untere Schranke besitzt. Die Erkenntnis hat un-
mittelbare Relevanz fiir das sog. ®3-Modell der Feldtheorie.

Wenn A ein symmetrischer Operator ist, so ist jede selbstadjungierte Fr-
weiterung von A eine Einschréinkung von A*. Ist dariiber hinaus der Operator
A nach unten beschrankt, d.h.

(3C > 0)(Vf € D(A))  (f, Af) > =C|fI?,
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so kann man eine natiirliche Einschrankung von A* angeben, die symmetrisch
ist und die gleiche untere Grenze wie A besitzt. Man vervollstdndigt zu diesem
Zweck D(A) in der Norm || f||, wobei

IFIF = (C + 1) IfII* + (£, A, f)

gesetzt wurde. Die Vervollsténdigung sei mit D(A); bezeichnet. Nun definiert
man

Af = A*f,  fe D(A) = D(A*)N D(A);.

Wichtig: Der so definierte Operator A stellt eine selbstadjungierte Erweite-
rung von A dar (die sog. Friedrichssche Erweiterung). Wir miissen hier auf
einen Beweis verzichten.

Der Satz von Friedrichs macht klar, dafl formale Hamilton-Operatoren,
sofern sie nach unten beschrénkt sind, immer eine selbstadjungierte Erwei-
terung besitzen. Es bleibt jedoch im Dunkel, wann diese Erweiterung die
einzige selbstadjungierte Erweiterung darstellt und ob, wenn mehrere Erwei-
terungen moglich sind, die durch das Verfahren von Friedrichs gewonnene
Erweiterung in jedem Fall den physikalisch relevanten Operator ergibt.

1.5 Hilbert-Tensorprodukte

Den linearen Raum C" konnen wir auch als einen n-dimensionalen Hilbert-
raum auffassen. Zwei Konstruktionen erzeugen weitere endlich-dimensionale
Hilbertraume.

1. Direkte Summe: C" @ C™ = C**+™
2. Tensorprodukt: C" @ C™ = C"*™

Hier fassen wir C"*™ als den Raum aller komplexen n x m-Matrizen auf mit
dem Skalarprodukt
(M,N) = Spur(M*N).

Der Begriff des Tensorproduktes erlaubt eine Verallgemeinerung auf unendlich-
dimensionale lineare Riume (algebraisches Tensorprodukt) und unendlich-
dimensionale Hilbertrdume (Hilbert-Tensorprodukt).

Sind ‘H und H' zwei lineare Raume, so bildet man alle Paare f @ f
mit f € H bzw. f' € H', Produktvektoren genannt, und deren endliche
Linearkombinationen. Sodann vereinbart man die folgenden Regeln:

f+9ef = fof +gaf
fo(f'+d) = fof'+fed
alfef) = (af)ef =fo(af) (aeC).
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Genauer: Man bildet den Quotientenraum beziiglich des durch diese Rela-
tionen gewonnenen Teilraumes aller Linearkombinationen. Der so erhaltene
Raum H ® H' heifit das algebraische Tensorprodukt. Sind H und H' dariiber
hinaus Hilbertraume, so konnen wir durch Einfiihrung des Skalarproduktes

(feofged)=(f9f9)

(und seine natiirliche Fortsetzung auf Linearkombinationen von Produkt-
vektoren) dem Tensorprodukt die Struktur eines Préi-Hilbertraumes geben.
Er ist nicht vollstindig (nicht alle Cauchy-Folgen darin sind konvergent),
wenn sowohl H als auch H' unendliche-dimensional sind. Unter dem Hilbert-
Tensorprokt versteht die Vervollstandigung (H®%H') ™ schreibt aber weiterhin
HOH.

Sind A und A’ abgeschlossene Operatoren in H bzw. H' mit Definitions-
bereichen D(A) bzw. D(A'), so definieren wir A ® A" als den Abschluf} des
Operators T', der auf allen endlichen Linearkombinationen

Y fi® [l € D(A) ® D(A)
i=1

durch . .
TY hefi=) Afl;oAf
i=1 i=1

definiert ist. Da D(A*) @ D(A"™) dicht in H ® H' ist, besitzt T immer einen
Abschlu$f.

Wir wollen dieses Verfahren anhand des speziellen Operators A® 1 néher
erliutern. Sei (e,)° eine Basis in dem Hilbertraum H'. Die Formel

1320 fr @ enll* = 32, 11 fnll?

zeigt, dafl jedes Element in H ® H' als eine Folge (f,,){° von Vektoren f, € ‘H
mit Y || fal|? < oo aufgefaBt werden kann. Der Operator A induziert die
Transformation (Tf), = Af, auf Folgen (f,)° mit f, = 0 fiir fast alle
n. Obwohl A als abgeschlossen vorausgesetzt wurde, ist der so definierte
Operator T nicht abgeschlossen. Der Abschlul 7 = A ® 1 wird gewonnen,
wenn wir als Bereich D(T ) alle Folgen (f,,)7° mit f, € D(A) wihlen, fiir
die
D llfall? <oo, 3o, IIASRl? <00

erfiillt ist.
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1.6 Theorie der Vertauschungsrelationen

Eine Darstellung der Bose-Vertauschungsrelationen fiir N Freiheitsgrade in
dem Hilbertraum

Hy=0PR07 . @ * (N Faktoren)

bekommt man aus dem frither betrachteten Operator a auf ¢* (fiir einen
Freiheitsgrad) durch

;=101 1®exl1al---®1

(N Faktoren, a an der i-ten Stelle, i = 1,..., N). Die Vektoren des Raum-
es Hy lassen sich auffassen als komplexe Funktionen f(nq,...,ny) von N
Variablen n; = 0,1,2,... mit

an'"ZnN ‘f(nla"':nN)P < o0,
sodaB (a;f)(n1,...,nn) =+/n; + 1f(n1,...,ny) mit dem Definitionsbereich

D(a) = {f € H| Xy, Sy il (... nx)? < 0}

Es ist sofort zu sehen, dafl die Operatoren a; abgeschlossen sind und die
Vertauschungsrelationen
aia’,; = a,’;ai + 5119]1

erfiillen (0;z=Kronecker-Symbol). Der n#chste wichtige Satz sagt, daf§ diese
Darstellung bereits die allgemeinste (irreduzible) Darstellung ist. Wir wollen
sie die Standarddarstellung nennen.

Eindeutigkeitssatz. Seien A; (i = 1,..., N) abgeschlossene Operatoren in
einem Hilbertraum #, so dafi ). A;A; wesentlich selbstadjungiert ist und
die Relationen

AjAp = AgA;,  ATAL = ATAT, AAL = ALA; + 0yl

erfiillt sind, und sei H' die Menge aller Vektoren f € (1), D(A;) mit A;f =0
(¢ = 1,...,N). Dann ist H' ein abgeschlossener linearer Teilraum, und es
existiert eine unitire Transformation

U!?‘[—>HN®7‘[’,

so daf§
UAU '=q;®@1, UAU '=a a1

gilt, wobei a; die Standarddarstellung auf H y beschreibt.
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Beweis. Er verlangt einigen Aufwand und vollzieht sich in Schritten.

1. Schritt. Wir wéhlen ein festes i und setzen A = A;. Da A abgeschlossen
ist, ist A*A selbstadjungiert und es existiert eine Spektralzerlegung A*A =
[ pE(dp). Das Spektrum enthélt mit Sicherheit eine reelle Zahl r > 0; denn
A*A ist positiv und nicht der Nulloperator. Wir zeigen nun, dafl auch r — 1
zum Spektrum gehort. Dies folgt, wenn die Annahme der Existenz eines
beschrénkten inversen Operators zu A*A — (r — 1)1 zum Widerspruch fiihrt.
Dazu wihlen wir geeignete Borel-Mengen B,, C R, die die Zahl r enthalten:

B, =1[r,r+n7" (n=1,2,...)

Da r zum Spektrum gehort, gilt E(B,,) # 0 fiir alle n und es gibt Vektoren
fn mit f, = E(B,)f, und || f,|| = 1. Wir definieren

— (AT A1), = / (v - r)E(dp)

und schliefien

I

Jp.(p = 1)*(fn, E(dp) f2)
_2 an fn’ dp)fn)
= 17(fn, E(Bn)fn)

= n?|full* =07

also lim,, g, = 0. Aus f, € D(A*A) C D(A) folgt

> 1= [(fa,gn)l =7 = fall lgall > 7 —n7".

Aus g, = E(By,)gn, € D(A*A) C D(A) folgt

||Agn||2 = (gnaA*Agn fB gna dp)gn)
< (r+n gl < ((r+n""n72.

||gn

IN

Die Vertauschungsrelation AA* = A* A+ 1 ausnutzend kénnen wir schreiben:
Ag, = A(A*A =) f, = (AA* —r)Af, = (A"A— (r — D) Af,.

Die Annahme, R = (A*A — (r — 1)1)~" existiere und sei beschriinkt, fiihrt
auf Ungleichungen

r—n ' < [Afl* <RI Agall* < [|RI*(r+n )
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giiltig fiir alle n, die im Widerspruch zu r > 0 stehen. Folglich gehért r — 1
zum Spektrum von A*A. Durch Induktion finden wir, dal » —n im Spektrum
liegt, falls dies fiir r —n + 1 gilt und r —n + 1 > 0 ist. Da keine negative
Zahl zum Spektrum gehoren kann, mufl das Spektrum ein Punktspektrum
sein (enthilt nur Eigenwerte) und aus den Zahlen 0,1,2,... bestehen. Dies
vereinfacht die Spektralzerlegung (das Integral wird zu einer Summe):

A*A=) "nE,, E,=E({n}).

2. Schritt. Seien H,, die den Projektoren E, zugeordneten Teilrdiume von H,
den wir als eine direkte Summe darstellen konnen:

HEH DHI BHLP -
Die Transformationen

Uy : Hpo1 = Hp, fron" 24
Vi ¢ Hp— Ho1, [ n V2Af

sind isometrisch, d.h.

|UfII? = n '(f,AA") =n '(f,(A"A+ 1) f) = || f|?
[Vagll? = n~'(g, A" Ag) = |9,

(f € Hn_1, g € H,) und invers zueinander:

ViUnf = n'AA f=n"'(A"A+ 1) f = f
UVeg = n'A*Ag=g.

Dies zeigt uns, daf alle Riume H,, die gleiche Dimension haben (endlich
oder abzéhlbar unendlich). Ferner: Ist (ex) eine Basis in Hg, so definiert
enk = (n!)71/2A*"e,, eine Basis (fiir festes n) in H,. Die Vektoren e, (alle n)
bilden eine Basis in H.

2. Schritt. Nun betrachten wir nicht nur ein 7, sondern alle Freiheitsgrade
zugleich und haben demgeméf viele Spektralprojektoren:

Frage: Konnen wir aus der Tatsache, dafl die Operatoren A} A; miteinander
kommutieren, schlieflen, daf} dies auch fiir deren Spektralprojektoren gilt? Die
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Antwort ist: Nein, im allgemeinen nicht. Die pathologischen Fille entstehen
dadurch, dafl der Durchschnitt

D(AA;) N D(AAy) (i # k)

eventuell nicht “geniigend grof” ist. Diese Pathologie haben wir ausgeschlos-
sen, indem wir voraussetzten, der Durchschnitt

N

() D(A; 4))

=1

sei so grof}, daf} der Operator Zfil A A; darauf wesentlich selbstadjungiert
ist. Der Beweis, daf} in diesem Fall die Projektoren F;, miteinander kom-
mutieren, stammt von Nelson (Annals of Mathematics, Vol.70, 572 (1959)
Theorem 5). Ohne Beweis benutzten wir das Ergebnis. Damit ist

E1n1E2Tl2...ENnN (nz :0,1,2,...)

ein Projektor. Den zugehorigen Teilraum von ‘H bezeichnen wir mit H,, .., -
Die Vereinigung dieser Rédume ergibt H. Ist (e;);>1 eine Basis in H' = H...g
(dem Raum der Grundzusténde), so ist mit n = (4,n4,...,ny) und

_ —1/2 Axn *N N
en = (nq! - npy!) V2AT ATV
eine Basis in H erklart. Wir definieren die Transformation

UH— HyQH, f'—>Zf¢®€z’

durch f;(ny,...,ny) = (e, f). Wir finden sofort, dafl U isometrisch ist:
ULIP =D AP =D lem AP = [1£17

Hier benutzten wir die Vollstindigkeitsrelation der e,. Nun besitzt U aber
einen isometrischen inversen Operator:

U'Hy@H — H, Zfi(g)ei = f,
der durch f = Y _ fi(ni,...,ny) definiert ist. Hier benutzten wir die Or-

thogonalitéitsrelation der e,,. Fazit: U beschreibt eine unitire Transformation
zwischen Hilbertrdumen. Die Relationen

UAZ'U71:CZ1'®]1, UA:U7120:®]1

28



bestéitigt man leicht durch direkte Rechnung. Es bleibt schliefilich nur noch
anzumerken, dafl der Raum der Grundzustinde auf verschiedene Weise cha-
rakterisiert werden kann:

H = {f|IX,AAf=0} = {flAf=0,i=1,...,N}

wie die die Identitit

AP+ AN I = (. 30 AT Aif)

zeigt. Damit ist der Beweis abgeschlossen.

Anmerkung: Die Darstellung der Vertauschungsrelationen ist genau dann
irreduzibel, wenn der Raum H' eindimensional ist. In diesem Fall besteht er
aus den Vielfachen eines Einheitsvektors e, den man das Vakuum nennt. Die
Darstellung ist dann dquivalent zur Standarddarstellung. Ist #' mehrdimen-
sional, so haben wir die Wahl, entweder von einer Entartung des Vakuums
zu sprechen, oder weitere, bisher unentdeckte Freiheitsgrade anzunehmen. In
Anwendungen heifit Y. AfA; der Teilchenzahloperator.

Antivertauschungsrelationen als Folge des Pauli-Prinzips giiltig fiir Fer-
mionen wurden zuerst von Jordan und Wigner untersucht. Es zeigte sich, daf3
mit beschrinkten Operatoren, ja sogar mit Matrizen auf endlich-dimensionalen
Hilbertrdumen zu ihrer Darstellung auskommt, solange die Zahl der Freiheits-
grade endlich ist. Konkret: Mit Hilfe der Matrizen

(1 0
-G 4

0 1 . (00
=(00) v=(10)
hi—e®--e@b1®---@1

und der Definition

(N Faktoren, b an der i-ten Stelle, i = 1,..., N) bekommt man auf dem
Hilbertraum
CN=C®---aC

eine Darstellung der Antivertauschungsrelationen:
bibp + bkb; = 0
biby +bb; = 0

Wir wollen sie die Standarddarstellung nennen.

Auch hier findet man eine Entsprechung fiir den vorigen Eindeutigkeits-
satz, der im vorliegenden Fall jedoch sehr viel einfacher zu beweisen ist.
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Eindeutigkeitssatz. Seien B; (i = 1,..., N) beschriinkte Operatoren auf
einem Hilbertraum H mit den obigen (fiir b;) geltenden Relationen und sei
H' der Raum aller Vektoren f € H mit B;f =0 (i=1,...,N). Dann ist '
ein abgeschlossener Teilraum, und es existiert eine unitire Transformation

UH—CNH, sodaB UB;U! = b; ® 1 gilt.

Der Satz erlaubt somit die Riickfiihrung einer beliebigen Darstellung auf
die Standarddarstellung. Eine Darstellung ist genau dann irreduzibel, wenn
‘H' eindimensional ist. In diesem Fall ist sie dquivalent zur Standarddarstel-
lung. Man erkennt ferner, daf§ das Spektrum jedes Operator B;B; nur aus
den Zahlen 0 und 1 besteht. Diese werden als Besetzungszahlen fiir den Frei-
heitsgrad (Zustand) i interpretiert und sind der mathematische Ausdruck des
Pauli-Prinzips. Auch hier wird ), By B; der Teilchenzahloperator genannt.
Sein Spektrum besteht aus den Zahlen 0, ..., N, wobei im irreduziblen Fall
der Wert 0 das Vakuum (alle Zustdnde unbesetzt) und der Wert N das An-
tivakuum (alle Zustéinde sind besetzt) charakterisiert.
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2 Methoden fiir Systeme mit unendlich vie-
len Freiheitsgraden

2.1 Die Fock-Cook-Darstellung

Die Darstellungen der kanonischen (Anti)vertauschungsrelationen fiir endlich
viele Freiheitsgrade besitzen, wie sir sahen, drei wesentliche Eigenschaften:

1. Existenz eines selbstadjungierten Teilchenzahloperators mit ganzzahli-
gem diskreten Spektrum.

2. Existenz mindestens eines Vakuumzustandes.

3. Eindeutigkeit (bis auf unitire Aquivalenz) fiir die irreduzible Darstel-
lung.

Alle diese Aussagen werden falsch, wollte man sie auf Systeme mit unendlich
(d.h. abzéhlbar) vielen Freiheitsgraden iibertragen. Dennoch gibt es auch hier
so etwas wie eine Standarddarstellung, die einen Teilchenzahloperator und
ein Vakuum besitzt und irreduzibel ist. Die Konstruktion, die wir zunéchst
im Bose-Fall beschreiben wollen, fiihrt auf die sog. Fock-Cook-Darstellung.
Da die Darstellung einen Teilchenzahloperator N besitzen soll, dessen
Spektrum aus den Zahlen 0,1, ... besteht, konnen wir von einer Spektralzer-

legung
N=> nE,
n=0

ausgehen, wobei Ej auf die Vakuumzustinde projiziert. Die mit F,, verkniipf-
ten Teilriume H,, beschreiben — physikalisch gesprochen — Zustéinde mit n
Teilchen. Da das Vakuum bis auf einen Phasenfaktor als eindeutig ange-
nommen wird, setzen wir H, = C. Mit Blick auf die relativistische Feld-
theorie wiihlen wir als H, den Raum L?(R®") aller komplexen Funktionen
én(P1,- -+, Pn), die symmetrisch in den n Vektorvariablen p; € R® sind und
eine endliche Norm besitzen, deren Quadrat durch

d®p d>py,
|oull? = —/ 6a(P1, 1 Do)

2wy 2wy,

gegeben wird, wobei w; = (m” + p;)'/? zu setzen ist. Ein Vektor in dem
Fock-Raum

H=Co L) R L*(R*xR) @ L*(R* xR* x R?) - .
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ist definitionsgeméf eine Folge ¢ = (¢, ¢1, ¢2, . ..) von n-Teilchenfunktionen
¢n, deren Normquadrat
61> =" llgnll®
n=0

einen endlichen Wert annimmt. Natiirlich ist ¢g € C und ||¢o|| = |do|. Wie
immer stimmt die Zahl der Freiheitsgrade mit der Dimension des Einteil-
chenraumes H; iiberein: Diese ist hier abzihlbar unendlich.

Auf dem von uns konstruierten Raum H definieren wir nun die Projek-
toren E, durch (E,¢)y = dpw ¢, und finden so den Definitionsbereich des
Operators N:

D(N) ={¢ € H| 32, n*[[¢n]]* < o0}

Eine im folgenden benutzte Verallgemeinerung stellt
D(N®) ={¢p € H| X, n**||¢n|> <o}  (a>0)

dar.

Wenn wir auf dem Raum #H Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
konstruieren wollen, so erweist es sich als zweckmiflig, einen gemeinsamen
dichten Definitionsbereich zu wihlen. Als solcher bietet sich D(N'/?) an. Fiir
jedes p € L?(R?) und jedes ¢ € D(N'/?) definieren wir:

(a(¢)¢)n(p177pn) = (n+1)1/2/65—590(p)¢n+1(p7p17---;pn)

(@' (©)0)n(P1,- ) = 02> 0(P) bur(P1,- -, Pict, Pit1,- - Pn)
i=1

Wir erkennen sofort folgende Tatsachen:

e Die Operatoren a(p) und a'(p) sind nicht abgeschlossen, wohl aber
abschlieffbar; denn es gilt

a'(p) Calp)*,  alp) Cal(p)

also Folge von
(¢, a(0)¥) = (a'(¢), )

giiltig fiir ¢,¢ € D(N'/?). Die adjungierten Operatoren sind dicht de-
finiert und abgeschlossen.

e Die leicht zu beweisenden Abschitzungen

la(@)gll < Nl IN'2g]
la' ()l < llell IV + 1) /29|
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zeigen, daB die Abbildungen ¢ + a(p) und ¢ — af(p) ein gewisses
Maf} an Stetigkeit haben.

Es gelten die Vertauschungsrelationen

a(pla(¢’) = af
a(p)a'(¢’) = o
(¥) *

T
a'(p)al(y) = a

mit dem Skalarprodukt
d*p ——
(. ¢)) = / 5, PP)¢(P)-

Die Abbildung ¢ + af(y) ist linear, die Abbildung ¢ — a(y) hingegen
antilinear. Man schreibt deshalb oft —in Anlehnung an die Theorie der
Distributionen (Laurent Schwartz, Gelfand/Schilov) —

o) = [T eIae)  ae) = [ 52 epial),

d.h. man interpretiert a(p) und a'(p) als operatorwertige Distributio-
nen. Ahnliches gilt fiir die Darstellungen

N = /d?’pf Ja(p),  H= /—wa (0)

d3
P = 2—pa "(p)a(p)

der Operatoren der Teilchenzahl, der Energie und des Impulses: Sie sind
formaler Natur und konnen nicht als gewdhnliche Integrale interpretiert
werden.

Der durch Q = (1,0,0,--+) € H heiit das Vakuum. AuBer der Ei-
genschaft a(¢)Q2 = 0 besitzt dieser Vektor eine weitere wichtige Ei-
genschaft. Die von den Operatoren af(y) (alle ) gebildete abelsche
Algebra A aus unbeschréinkten Operatoren mit dem gemeinsamen De-
finitionsbereich C*°(N) reicht aus, um ganz H aus dem Vakuum zu
erzeugen:

= (AQ)"

gleichdedeutend mit (A4 Q)~ = {0}. Man sagt, Q sei zyklisch fiir die
Algebra A, und beweist diese Tatsache auf folgende Weise. Sei ¢ ein
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Vektor mit (¢, AQ) = 0 fiir alle A € A. Dann gibt es sicher ein n mit
¢ # 0. Ist n = 0, so erhélt man einen Widerspruch fiir A = 1. Ist n > 0,
so wahlt man

A=d'(p1)---al(pn)
und erhélt aus (¢, AQ) = 0 die Aussage

d3p1 d3pn
Ty / o, Gn(P1;-- > Pn) P1(P1) - @n(Pn) =0

fiir alle ¢; € L?(R?), eine Relation, die sich nur fiir ¢, = 0 befriedigen
148t, was ein Widerspruch zur Annahme darstellt.

2.2 Das neutrale Skalarfeld

Die zweite Quantisierung stellt das freie neutrale Skalarfeld in der folgenden
Weise dar:

A(r) = (27r)—3/2 / d;_p (a(p) e~iPT aT(p) 6ipm)

w

mit pr = wt — px. Natiirlich ist auch dieses Integral formaler Natur, d.h.
auch A(z) ist eine operator-wertige Distribution. Wohldefinierte Operatoren
— obwohl unbeschriankt — erhélt man erst durch “Integration” mit reellen
Testfunktionen f(x):

Af) = / 0 f(z) A(x) = alp) + a' () (22)
o) = (20) 22 [ d'a fa) e 3

Als klassisches Feld ist A(x) reell, als quantisiertes Feld ist A(f) ein sym-
metrischer Operator mit dem Definitionsbereich D(N'/?), wenn ¢ quadra-
tintegrabel ist. Angenommen, A(f) beséfle mehrere selbstadjungierte Erwei-
terungen. Dann wire das Skalarfeld nicht eindeutig definiert und wir hétten
ein grofles Problem. Wir kénnen jedoch zeigen, dal A(f) wesentlich selbsta-
jungiert ist,

A(f) C AN = A",

und benétigen hierzu zwei vorbereitende Ergebnisse:

Lemma 1. Fiir jedes natiirliche n und ¢ € C*(N) gilt die Abschétzung

1A(H) gll < 2"Vl [leol|" [| (N + 1)) (24)
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mit dem durch (23) definierten Zusammenhang zwischen f und .
Beweis. Wir zeigen die stirkere Aussage
1A ol < 2%l TRz, (N = &1)'/26 (25)
durch Induktion. Die Aussage (24) ist dann eine Folge der Ungleichung
Die Abschiitzung (25) ist richtig fiir n = 1; denn
ANl < llale)gll + la' ()¢
< llell (I8 20] + [[(V + 1)"/26))
< 2[lell (N + 1)1

Angenommen, (25) sei schon beliebiges n bewiesen. Indem wir Gebrauch
machen von der Gleichung

F(N)(a(¢) + a'(¢)) = a(p)F(N) + a'(¢) F(N + 1)

— giiltig fiir jede auf den ganzen Zahlen definierte Funktion F' — erhalten wir
unter Berticksichtigung von A(f)C*(N) C C*°(N):

IACH)™ ol < 2"l TTezy (N — KD 2 A(f) 4|
= 2"|l¢"la(e) TI 2o (N — k1) + af (@) TTiE5 (N — k1)1/24||

< 2l (INV TS (N — kD)2
+ OV + D2 T (N = k1)26)))
2| T (O = k)2

IN

was zu beweisen war.

Lemma 2. Jeder analytische Vektor fiir N + 1 mit dem Konvergenzradius r
ist auch ein analytischer Vektor fiir A(f) mit einem Konvergenzradius

X

r' < .
2[|e|

Auch hier gilt der durch (23) definierte Zusammenhang zwischen f und ¢.
Beweis. Sei ¢ € C*°(N) und die Reihe

X _n

> SV + 1)

n=0

35



absolut konvergent fiir |z| < r. Sei @ € C mit 0 < || < 1. Fiir die beiden
Folgen

a, = o

_ L (2zllel” n/2
b = —= (ZLEL) v e

gilt:

o< 1
2 _
E a,|® = P < 00

n=0

S =1 (AERIEPY o g
Sl = oS o (LR v+ aa <o
n=0 n=0

falls 4|z |%||¢||* < |@|?r. Unter dieser Bedingung konvergiert die Reihe

oo

2" n
S 2 lAcyel
n=0
absolut; denn
> =AMl < Z—,(%Hsoll) (N + 1)"2¢||
n=0 n: n=0 n.
S el < (ZmnIQ-Zbﬁ)
n=0 n=0 n=0

Da « beliebig nahe bei 1 gewéhlt werden kann, folgt die Behauptung.

Insbesondere folgt aus diesem Lemma, daf D(N'/?) eine dichte Menge von
Vektoren enthilt, die analytisch fiir A(f) sind; denn der Operator N + 1 ist
selbstadjungiert und besitzt sicher eine dichte Menge von analytischen Vekto-
ren (z.B. alle ¢ € H mit ¢,, = 0 fiir fast alle n). Aufgrund des Kriteriums von
Nelson ist A(f) wesentlich selbstadjungiert und damit seine selbstadjungierte
Erweiterung eindeutig.

2.3 Tensoralgebra und symmetrische Algebra

Die Konstruktion des Fock-Raumes hat einige algebraische Aspekte, die wir
nun beleuchten. Ausgehend von dem Einteilchenraum L*(R?) und Vektoren
@; darin formen wir das n-fache Tensorprodukt auf folgende Weise,

(01 ® - ®@©n)(P1s---Pn) = ©1(P1) - Pn(Pn) .
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und fassen es als einen Vektor in L*(R*") auf. Das Hilbert-Tensorprodukt
von n Kopien des Einteilchenraumes enthélt beliebige Summen solcher Pro-
duktvektoren und alle daraus gebildeten Cauchy-Folgen. Da man auf diese
Weise alle n-Teilchen-Wellenfunktionen erhilt, gilt

L*(R™) = L*(R*)®" = L*(R*) ® --- ® L*(R®)  (n Faktoren).
Bose-Statistik wahlt hiervon einen Unterraum:
LX(R™) = L2(R*)V" = LA (R*) v - - - vV L*(R?) (n Faktoren),

wobei das symmetrische Produkt auf die folgende Weise definiert wird:
VeV = — > @ ®
¥1 Pn = \/m - Pr(1) Pr(n) -

Die Summe erstreckt sich iiber alle Permutationen 7 der Zahlen 1 bis n. Man
errechnet leicht

(91 Voo Vo, V-V g,) = Perm (01, 4})

wobei die sogenannte Permanente einer n X n-Matrix analog zur Determi-
nante gebildet wird:

Perm (95, ¢4) = > (01, o)+ (Pns Coimy) -

™

Die Konstruktionen machen nicht Gebrauch von der Struktur des Einteil-
chenraumes H als L?(R?). Unter der Hilbert-Tensoralgebra (kurz: Tensoral-
gebra) eines beliebigen Hilbertraumes # verstehen wir die Vervollstdndigung
der algebraischen direkten Summe aller Tensorprodukte:

oo

T(H)=> H™"

n=0

mit der Vereinbarung H®° = C. In analoger Weise definiert man die symme-
trische Algebra (auch hier HY? = C):

S(H) = i%vn.

Ignoriert man die algebraische Struktur, so sind T(H) und S(H) immer noch
Hilbertrdume, und S(#) ist gerade identisch mit dem Fock-Raum tber dem

37



FEinteilchenraum H mit Bose-Statistik. Das Vakuum (2 ist wie immer durch
die Zahl 1 € H° repriisentiert.
Der Zusammenhang mit Erzeugungsoperatoren in S(H) wird durch

a'(p1)al(pn) Q=1 V-V,

hergestellt. Dies bedeutet eine Neudefinition von af(y) als Multiplikations-
operator:

al(p)p=¢pVe, oeSH).

An dieser Stelle wird von der algebraischen Struktur von S(#) Gebrauch
gemacht. Doch ist hier Vorsicht geboten: Wie wir bereits wissen, ist a'(¢)
nur dicht definiert, etwa so:

a'(Q) =0V bn,  bncH™.

Der Vernichtungsoperator a(y) kann direkt durch

n

=1

(" bedeutet Elimininierung) oder auch induktiv definiert werden:

a(p)? = 0
a(@) (@' Von) = (0,¢)bn+ ¢ Valp)d,

Die Konstruktion des Hilbertraumes S(H) hat die charakteristische Ei-
genschaft
S(H1 & Hy) = S(H1) @ S(Ha),

d.h. S verwandelt eine direkte Summe stets in ein Tensorprodukt. Diese Re-
lation wird relevant, wenn mehrere Teilchensorten beschrieben werden sollen
(z.B. Teilchen + Antiteilchen). Grundlegend fiir diese Eigenschaft sind zwei
Identifizierungen:

Q= e
a'(p1,00) = al(p) @1+ 1@ al(p,) (pi € H;) .

Hier beschreiben €2; die Vakua in S(H;) und © das gemeinsame Vakuum in
S(H1 @ Ha).
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2.4 Die duflere Algebra

Zur Beschreibung von Fermionen bendtigen wir einen anderen Teilraum der
Tensoralgebra T'(H), ndmlich den Raum

/\H — Z H/\n
n=0

der antisymmetrischen Tensoren, auch dufiere Algebra genannt. Auch hier
vereinbaren wir H"? = C. Das antisymmetrische Produkt auf wird durch

SWARER ngn @ Pr(n)

definiert und erzeugt Produktvektoren in H"". Auch hier erstreckt sich die
Summe iiber alle Permutationen 7 der Zahlen 1 bis n. Das Signum sgn(r)
der Permutation sorgt fiir die Antisymmetrie der linken Seite. Man errechnet
leicht

(1A ANpn, @y Ao Apl) = Det (04, ¢5)

wobei die Determinante wie {iblich gebildet wird:

Det (i1, ¢},) ngn (@1, Cn1) -+ (Pns Pomy) -

Der so konstruierte Raum A # ist identisch mit dem Fock-Raum tber dem
FEinteilchenraum H mit Fermi-Statistik. Das Vakuum €2 ist auch hier durch
die Zahl 1 € H"° repriisentiert.

Der Zusammenhang mit Erzeugungsoperatoren in A\ H wird durch

(1) b (gn) Q=1 A Ay

hergestellt. Dies bedeutet eine Charakterisierung von b'(p) als Multiplikati-
onsoperator:

be)s=pne, oe\H.

An dieser Stelle wird von der algebraischen Struktur von A H Gebrauch
gemacht. Im Gegensatz zur Bose-Situation handelt es sich hier um einen
beschrinkten Operator. Man sieht dies auf folgende Weise ein. Sei (e;);en
eine Basis in H, so bilden die Vektoren

er=¢e;, Ne, N---Ne;,, n=20,1,2,...
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eine Basis in A H (fiir gegebenes n eine Basis in H""). Hier bezeichnet I eine
beliebige endliche Teilmenge der natiirlichen Zahlen, die wir nach Ordnung
so darstellen konnen:

I:(il,ig,...,in), 1 <y < ...<iy.

Fiir die leere Menge I = () setzt man ey = €. Jedes ¢ € H kann nach I und
dessen Komplement I’ (in N) zerlegt werden:

(p:ZCiei‘i‘@’, QO’:ZCZ'GZ'.
i€l ier
Es gilt offenbar af(¢)e; = a(¢')e; und somit
la'(p)esl” = (¢ Aer, ¢’ Aer) = Det diag([l¢[I%,1,...,1) = [l¢']|*.

Da a'(y) auf den Basisvektoren gleichméfig durch ||¢||? beschrinkt ist, han-
delt es sich um einen iiberall definierten beschrinkten Operator.

Gleiches gilt fiir den Vernichtungsoperator a(y), den wir als den adjun-
gierten Operator zu a'(¢p) einfiihren konnen. Der Vernichtungsoperator b(¢)
kann aber auch direkt durch

n

b() (1 A App) = Z(—l)i_l(%%)@l N Qi N Ny

i=1
(" bedeutet Elimininierung) oder auch induktiv definiert werden:
b(p)2 = 0
b(@) (@' Adn) = (0, @) — ¢ Ab(0)¢n

Die Konstruktion des Hilbertraumes A H fiir Fermionen hat ebenfalls die
charakteristische Eigenschaft

ANH @H,) = N Hi® \ Ho, (26)

d.h. A verwandelt eine direkte Summe stets in ein Tensorprodukt. Mit &®
wird das schiefe Tensorprodukt zweier graduierter Algebren bezeichnet, das
durch die gedinderte Produktvorschrift

(61 ® 62) () ® ¢5) = (—1)"" 18} @ doddh, 2 € HL", ¢} € H{™

charakterisiert ist. Die Isomorphie (26) wird relevant, wenn mehrere Teilchen-
sorten beschrieben werden sollen (z.B. Teilchen + Antiteilchen). Grundlegend
fiir diese Eigenschaft sind zwei Identifizierungen:

Q = e
b (o1, 02) = b(p1) @ 14+ 1@ b () (pi € Hi).
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Hier beschreiben ; die Vakua in A H; und Q das gemeinsame Vakuum in
ANH1 @ Ho).

Sobald der Raum # eine endliche Dimension — sagen wir n — hat, ist auch
die dariiber konstruierte duflere Algebra endlich-dimensional. Es gilt

Dim A\ # =2".

Denn Dim#H"* = (7). Insbesondere H"* = {0} fiir k > n.

2.5 Weyl-Systeme

Erfahrungen mit wechselwirkenden Systemen, die unendlich viele Freiheits-
grade haben, zeigen, dal man die Betrachtung nicht auf die Fock-Cook-
Darstellung beschranken kann. Die Zeitevolution bringt i.allg. eine Vielzahl
von nichtdquivalenten Darstellungen der kanonischen (Anti-)Vertauschungs-
relationen ins Spiel. Das gilt sowohl fiir die statistische Mechanik als auch
fiir die Quantenfeldtheorie. Viele physikalische Phinomene, unter ihnen die
Bosekondensation, die Supraleitung, die Infrarotstrahlung beschleunigter La-
dungen und der Higgs-Mechanismus, verdanken ihre befriedigende mathema-
tische Beschreibung der Kenntnis spezieller Darstellungen der (Anti-)Vertau-
schungsrelationen.

Wir konzentrieren uns auf den Bose-Fall. Der Nutzen und die Anwendung
von indquivalenten Darstellungen lafit sich erst dann sinnvoll diskutieren,
wenn wir

1. nicht die Existenz eines Teilchenzahloperators fordern,

2. keine a-priori-Voraussetzungen {iber den Definitionsbereich der Erzeu-
gungs- und Vernichtungsoperatoren machen und

3. nicht verlangen, daf die Darstellung irreduzibel ist.

Es geniigt sicher, den Operator
Alp) = alp) +a' ()
zu studieren, da wir a und a' daraus zuriickgewinnen kénnen:
a(p) = 5(A(p) +id(ip)),  al(p) = 5(A(p) —iA(iv)).

Wir nehmen an, daf§ der Operator A(p) wesentlich selbstadjungiert ist. Be-
achte: Die Abbildung ¢ — A(p) ist lediglich reell-linear. Der Abschluf
A(p)” = A(p)™ ist dann selbstadjungiert und erzeugendes Element einer
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einparametrigen stark stetigen unitiren Gruppe (siehe den Satz von von Sto-
ne und v. Neumann):

W(tp) = exp(itA(p)”) (L €R).

Ohne Verlust an Information kénnen wir den Parameter ¢ in dem Vektor ¢
absorbieren. Man nennt die Gesamtheit aller W (p) mit ¢ € H die Weyl-
Operatoren®. Aus der Vertauschungsrelation

[A(), A(¢")]d = 2iIm (p, ') 9,

giiltig auf einer dichten Menge von Vektoren ¢, gewinnt man die entspre-
chende Relation fiir die Weyl-Operatoren:

W ()W () = e MW (o + o) (27)
(eine Folge der Cambell-Hausdorff-Formel).

Definition. Sei L ein fest gewihlter dichter Teilraum von Einteilchen-Wel-
lenfunktionen. Ein Weyl-System (H,W) besteht aus unitéren Operatoren
W(p) (¢ € L) auf einem Hilbertraum H, so dal ¢ — W (ty) stark ste-
tig und die Weyl-Relation (27) erfiillt sind. Zwei Weyl-Systeme (#, W) und
(H', W') heilen dquivalent, wenn UW (¢) = W'(¢)U fiir eine unitére Abbil-
dung U: H — H' gilt.

Aus der Definition folgt W (0)WW (0) = W(0), also W (0) = 1, sodann
W(@W(=p)=W(0) =1 also  W(p)" =W(-y)

Die Frage entsteht, wie man auf einfache Weise die Fock-Cook-Darstellung
charakterisieren kann. Wir erinnern daran, dafl das Vakuum ein zyklischer
Vektor fiir die durch af(yp) erzeugte Algebra ist. Das gilt erst recht fiir die
groflere Algebra der Operatoren A(p) und somit auch fiir die Weyl-Algebra
(die von den Weyl-Operatoren W () erzeugte Algebra). Die Weyl-Relationen
(27) sagen uns, dafi das allgemeinste Element der Weyl-Algebra aus Linear-
kombinationen Y, ;W (pr) (¢ € C) besteht. Also sind die Vektoren der
Form

6= ¢;W(p;)Q
7=1

dicht im Fock-Raum H. Behauptung:

Das Funktional (2, W ()Q2) = exp(—3||¢||?) gibt bereits eine vollstindi-
ge Charakterisierung der Fock-Cook-Darstellung.

!Nach Hermann Weyl, der sie zuerst betrachtete

42



Neben den obigen Vektor ¢ betrachten wir einen weiteren Vektor der gleichen
Art:

¢ = AW ().
k=1
Fiir das Skalarprodukt gilt unter Ausnutzung der Weyl-Relationen:
(6.0) = D k(W (=)W (@) ) = D _eiche’ ™D B(p}, — )
Jk Jk

Da alle Skalarprodukte bestimmt sind und die Wirkung der Operatoren W (¢)
ebenfalls, ist die Behauptung bewiesen, wenn wir die explizite Form des Funk-
tionals F(¢) kennen. Durch Induktion beweist man zuerst

ney )0 n ungerade
(€2, A(9)"2) = { nlgl|” n = 2m gerade

2mm!

und findet so den zweiten Teil der Behauptung bestétigt:

oo

E(p) =Y (2 A()"Q) = exp(—3]l¢l*) -

n=0

2.6 Der moderne Begriff des Zustandes

Wir sind gewohnt, den Zustand eines quantenmechanischen Systems als einen
Vektor in einem Hilbertraum aufzufassen, nehmen dabei aber zwei Nachteile
in Kauf: (1) Alle Vielfache eines Vektors ¢ bestimmen den gleichen Zustand,
(2) bei einer unitdren Abbildung des Raumes A auf einen Raum #', bei der
der Vektor ¢ in den Vektor ¢’ iibergeht, kann ¢’ ebensogut zur Beschrei-
bung des gemeinten Zustandes herangezogen werden, d.h. wir treffen auf die
physikalisch bedeutungslose Vielfalt von moglichen Realisierungen ein und
desselben Zustandes.

Der moderne Begriff des Zustandes vermeidet die unnotige Komplikation
und betrachtet den Zustand als ein Funktional. Dieses ist eindeutig und in
allen Realisierungen gleichlautend. Die neue Auffassung findet man nicht nur
in der Quantenfeldtheorie. Sie hat inzwischen alle Bereiche der Physik erfasst,
beginnend mit der klassischen Mechanik.

Sei (H, W) ein Weyl-System und ¢ ein normierter Vektor in . Dann hat
das Funktional E(y) = (¢, W(p)¢) stets folgende Eigenschaften:

e E(0) = 1 (Normierung)

>k Eicpe! T @it By — ;) > 0 (Positivitiit)
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e E(p+1ty') — E(p) wenn t — 0 (Stetigkeit)

Definition. Ein Funktional F heifit Zustand, wenn die obigen drei Eigen-
schaften erfiillt sind. Der Zustand heif3t kohdrent, wenn er die Form

E(e) = exp (= Hgl* +iF (%))

hat, wobei F'(p) ein reell-lineares und reell-wertiges Funktional ist.

Beispiele fiir kohéirente Zusténde liefert schon das Fock-System:

(6. W(9)8) = exp (= el +2im (4, )

mit
Lo e 1
— W(Q = e 2llvl — Jdw)rQ

o = W) Z 0
Der Begriff kohdrenter Zustand ist der Quantentheorie der elektromagneti-
schen Strahlung entlehnt, in der diese Zustéinde eine bedeutende Rolle spie-
len.

Die Teilchenzahl N der Fock-Darstellung ist der erzeugende Operator
einer U(1)-Gruppe mit den charakterisierenden Eigenschaften:

emNW(cp) — W(eiasp)eiaN
N = Q.

Auf den kohédrenten Zusténden des Fock-Raumes bestéitigt man die erwartete
Wirkung:

iaN N A T
N ()0 = e 2 ;ma(w)ﬂ.

In diesen Zustdnden fluktuiert die Teilchenzahl gemé&fl einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung P(n), deren charakteristische Funktion wir auf die folgende
Weise berechnen:

Y Pm)em = (W(p)Q W(ep)Q)

exp (—1|(e™ = 1)g|* + 2Im(¢p, e*¢))
= exp (JolPe — 1)) .

Man erhilt so die Poisson-Verteilung

n
Pn)=e"=,  a=|¢l
n| ) ()0
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wobei a = Y nP(n) die mittlere Teilchenzahl beschreibt. Wir sehen, daf die
Existenz einer mittleren Teilchenzahl an die Bedingung ||¢|| < co gebunden
ist. Es gibt kohérente Zustinde (auBerhalb des Fock-Raumes), die dieser
Bedingung nicht geniigen.

Aus gegebenen Zusténden lassen sich leicht neue Zustéinde konstruieren.
Denn mit E; und Fy ist auch E = pE; + (1 — p)E; fiir jedes p € [0,1]
ein Zustand, ndmlich ein statistisches Gemisch oder gemischter Zustand. Die
Gewichte p und 1 — p erhalten die Bedeutung von Wahrscheinlichkeiten.
Aufgrund dieser Moglichkeit, Zustdnde zu mischen, bildet die Gesamtheit
der Zustéinde eine konvere Menge £. Die Extremalpunkte von £ heiflen reine
Zustdinde. Es sind genau diejenigen Zustinde E € £, die keine Zerlegung der
Form E = pE; + (1 — p)E; mit 0 < p < 1 gestatten. Man stelle sich £ als
einen Simplex in groflen Dimensionen vor. Die Anschauung lehrt, dafl die
Zerlegung eines nicht-reinen Zustandes E in reine Zustédnde obwohl losbar,
jedoch nicht immer eindeutig l6sbar ist?.

Der Vorteil des modernen Zustandsbegriffes liegt u.a. darin, daf eine Folge
von Funktionalen

En () = (dn, W(p)dn)

eventuell gegen ein Grenzfunktional E konvergiert und E einen Zustand be-
schreibt, obwohl die Vektoren ¢, im Fockraum nicht konvergieren. Fiir diese
Phinomen gibt es viele physikalische Beispiele. Ein solches Beispiel wollen
wir im néchsten Kapitel betrachten.

2.7 Die Bose-Einstein-Kondensation

Wenn wir die Teilchenzahl in einem unendlich ausgedehnten System vor-
schreiben, so hat die Energie ein rein kontinuierliches Spektrum. Wir finden
dann zwar Zustinde beliebig kleiner Energie, aber keinen Grundzustand. Die
Sache wird anders, wenn wir die Dichte der Teilchen vorschreiben.

Wir studieren das relativistische Bose-Gas und gehen aus von den Wellen-
funktionen ¢ einzelner Teilchen, betrachten die zugehorigen Ortraumfunktio-
nen
d3p

V2w v

B(x) = (2m) " (p) ™

(x € R?), so daB

()= [ 2P0 = [ 3¢ ).

2w

2Man mache sich diese Tatsache am Beispiel des Spinzustandes klar, wenn dieser ein
unpolarisiertes Elektron beschreibt.
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Fiir ein Teilchen, das in einem beschrinkten Gebiet B des Ortraumes loka-
lisiert ist, existiert ein Zustand minimaler Energie:

~1/2
¢p(x) = {|B P oxen
0 sonst

(|B|=Volumen von B). Sind n Bose-Teilchen in dem Bereich B lokalisiert, so
kann der Grundzustand durch den normierten Vektor

1 n
¢p = NG a'(pp)"Q2

im Fock-Raum beschrieben werden.

Unsere Aufgabe besteht nun darin, B gegen R?® und gleichzeitig n gegen
oo streben zu lassen, so dafl die Dichte p = n/|B]| konstant gehalten wird.
Zu diesem Zweck fixieren wir p > 0, definieren n = | p|B| | als die grofite
ganze Zahl kleiner als p|B| und beriicksichtigen dies bei der Definition von
¢p. Vom mathematischen Standpunkt bilden die Borel-Mengen B € R? eine
gerichtete Menge von Mengen und die ¢ ein Netz von normierten Vektoren

im Fock-Raum, dessen Konvergenz man studieren kann.
Sind B und B’ zwei Borel-Mengen mit | p|B| | # | p|B'| |, so gilt

(6B, ¢p) =0 und daher o — dm||* =2,

so dal die Vektoren ¢p nicht konvergieren. Auch der Begriff der schwachen
Konvergenz hilft hier nicht: Die Vektoren ¢p konvergieren schwach gegen
Null. Man sieht dies so ein: Fiir einen beliebigen Vektor ¢/ im Fockraum mit
Komponenten ,, (n=Teilchenzahl) gilt ||, || — 0 fiir n — oo und deshalb

(¥, ¢5)| < [[tm] — 0.

In einer anderen Formulierung:

Im thermodynamischen Limes B — R® wird der Vektor ¢p des
Grundzustandes orthogonal zu jedem Vektor des Fock-Raumes.

Dessen ungeachtet werden wir nun zeigen, dafl das Netz der Funktionale

Ep = (¢, W(¢)¢n)

einem Grenzfunktional zustrebt. Dabei machen wir Gebrauch von den La-
guerreschen Polynomen

n

L@ =35 (3] o



und der Bessel-Funktion 0-ter Ordnung Jy(x).

Theorem. Es gilt die Darstellung

Es(9) = - La(l(e, 05)?) exp(~S )

und es existiert der thermodynamische Limes

E(g) = lim () = Jo(20"7%] [ d*z $(x)] ) exp(~$]4]?)

B—R3
fiir alle ¢, so dafl ¢ € L> N L.

Beweis. Die Campbell-Hausdorff-Formel fiihrt zu

W(p)p = e—%lleQeia*(s@)eia(w)qg (28)
fir € C*°(N). Aus

a(p)"a’ () = a'(Y)a(p)" + (¢, Y)na(e)"™"
folgt
"al(y) = (a'(¥) +i(p, )
und somit durch Induktion

e"Oal (1h)" = (af () + (i, 1)) ™).

Wegen pp € C*(N) konnen wir bedenkenlos die Zerlegung (28) in der fol-
genden Rechnung verwenden:

- 2 1 —tia n ia n
Ep(e) = e g llell |(e @al(pp)"Q, @l (pp) Q)

n

= I (0! m) ~ il )", () (08) + i 08)"2)

n

_ e%iwil ;( ) (- ltoem) >k<at(¢B)nkQ,at(¢B)nkQ)
= e*%”‘PHQ ; % (Z) ( — (e SOB)|2>k

Damit folgt der erste Teil der Behauptung. Um die Konvergenz zu zeigen,
beachten wir zunéchst, dal das Netz der Zahlen

2 LP‘BH /Bd3x@(x)

CB:n|(50aSOB)| = |B‘

2

47



fiir ¢ € L' konvergiert und den Grenzwert

2
c:p/d3:1:gb(x)

besitzt. Dariiberhinaus sind die positiven Zahlen cg nach oben durch

sz(/fﬂﬂﬂ>2

beschriankt. Wir erhalten so die Abschéitzung
k
= = |- Xh e

Sodann gilt fiir n > 1

AUNCISEES ity | (Y

< kQ¥eg—c¢ (k> 1).

Wir benétigen die Bessel-Funktionen

1/2 — 1/2
o(2 _; k!2 n(20 Zk'k—i—n (x20)

und die Abschétzung

Dann folgt fiir n > 1

L. (%) — Jo(26112)

1 c ¢

;a%(f)‘L4EM+7ﬂ

< |CB_C‘Z 12 Z%%
=2

< en —C\Q 111( 2Q"%) + (2n) "' ,(2¢'?) .

L. (%B) — Jy(26112)

n!

Setzen wir n = | p|B] |, so folgt unmittelbar der zweite Teil der Behauptung,
und das Theorem ist bewiesen.

48



Man stellt sofort fest, dal der Grundzustand, das Funktional E(y) also,
eine Reihe bemerkenswerter Symmetrien mit dem Vakuum-Funktional teilt:

Eichinvarianz: E(e"?) =FE(y) 0<a<2r
Translationsinvarianz: E((x)p) = E(p) (/X)TO(XI = p(x' — x)
Rotationsinvarianz: E(Ry) = E(y) fip(x) = ¢(R7'x), R € SO(3)
Spiegungssymmetrie:  E(Py) = E(p) f’?o(x) = @(—x)

Physikalisch gesehen beschreibt E den Zustand des Bose-Einstein-Kondensats:
alle Teilchen haben sich im Impuls-Null-Zustand versammelt. Einzelne Teil-
chen daraus lassen sich sicher anregen und im Fock-Raum beschreiben. Wir
konstruieren nun das Weyl-System (#, E') des Bose-Gases und zeigen die Be-
ziehung zum Fock-System (Hpock, Wroek) und seinem Vakuum Qpoec € Hrock
mit

(QFocka WFock((p)a QFock) = eXp(_%HSOHQ) :

Dazu definieren wir L?(G) als den Hilbertraum iiber der Eichgruppe G, d.h.
als den Raum aller Funktionen f : G — C mit

1 27
17 = 5= | dalre)l <.

Auf L?(G) fithren wir sodann den unitédren Operator U(p) durch

U(p)f) (@) = f(a)exp (2ip"* Im ([ d*z ¢(x)))

ein. Setzen wir nun

H = rHFock ® LQ(G)
W((P) = WFock((P) & U((P)
Q = QFock ®1

(mit 1 bezeichnen wir die konstante Funktion 1 in L?(G)), so ist (H, W) ein
Weyl-System mit der gewiinschten Eigenschaft

(2, W()Q) = (ocks Wroek () 2rock) (1, U(p)1) = E(p) .

Das Bose-System spaltet also auf in einen Fock-Anteil und ein Kondensat,
wobei die Zustéinde des Kondensats durch den Raum L?(G) beschrieben wer-
den. Fiir den Fock-Anteil allein existiert ein Teilchenzahloperator. Er zahlt
die Teilchen, die sich nicht in der kondensierten Phase befinden.

Man hat die kondensierte Phase eines Bose-Gases oft auch den fiinften
Aggregatzustand genannt und die Bose-Kondensation fiir das Ph&nomen der
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Superfluiditiit in He* verantwortlich gemacht. Dariiberhinaus ist es in letzter
Zeit gelungen, verdiinnte Gase aus Alkali-Atomen so weit abzukiihlen, dafl
ein Bose-Kondensat entstand. Hierfiir wurde 2001 der Nobelpreis fiir Physik
vergeben.

Schliefilich geben wir noch den Ausdruck fiir den Feldoperator A(y) an,
der der oben beschriebenen Darstellung der Weyl-Operatoren entspricht:

A(p) = Aroar (@) @ T+ TRV (i) .

Hierin bezeichnet V() den Operator

Ao
Vig) = _Z%U(Wp)t:o

auf L?(G). Also
V(e)fa) =2p"Im (¢ [ Pz (x)) fle)  (f € L*(@)).
Hieraus folgt eine Darstellung fiir das relativistische neutrale Skalarfeld:

A@) = Apac(r) @ 1+ 10 S, Sf(a) = (2p/m)'*sina f(a).

2.8 Higgs-Teilchen und das Higgs-Kondensat

Bevor wir den thermodynamischen Limes B — R? ausfiihrten, waren alle
Grundzustéinde Ep extremal (oder “rein”). Dies gilt nicht mehr fiir deren
Limes F. Eine Riickfiihrung auf extremale Zusténde gelingt durch ein Integral

iiber die Eichgruppe,
1 2w
E= —/ da E, ,
21 Jo

mit den kohédrenten (und deshalb extremalen), aber nicht mehr eichinvarian-
ten Zusténden

Eo(p) = exp (—3llell® +iF(e?9)) . Flp) = 2p"Im ([ d*z ¢(x)) .
Dies ist eine Folge der Integraldarstellung der Besselfunktion:

Jo(|z]) = %/0 7rcloz exp (i Im(ez)) (z € C).

Der Versuch einer Beschreibung des reell-linearen Funktionals F' als F'(p) =
2Im (1, ¢) fiihrt auf ¢)(x) = p'/2. Da die Funktion ¢) konstant und somit nicht
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quadrat-integrabel ist, liegt keiner der kohirenten Zustdnde E, im Fock-
Raum. Einen Teilchenzahloperator einzufiihren verbietet sich von selbst: Be-
reits der Grundzustand hat unendlich viele Teilchen.

Fiir jeden Wert von « existiert ein neutrales Skalarfeld A(z) auf dem
Fockraum Hpyek, das sich von dem “freien Feld” zur Masse m nur um eine
additive Konstante unterscheidet:

A(z) = Apoe(2) + (2p/m) Y2 sin .

Der kohérente Zustand FE,, entspricht dem Fock-Vakuum €.

Die geschilderte Situation finden wir im Salam-Weinberg-Modell der Ele-
mentarteilchenphysik: Das Higgsfeld entwickelt hier einen konstanten Vaku-
umerwartungswert

v=(Q,Az)Q) = (2p/m)"?sina ~ 246GeV,

dem die fundamentalen Fermionen ihre Masse verdanken. Mit Ap,c () be-
schreiben wir das neutrale Higgs-Teilchen, dessen Masse m noch unbekannt
ist und moglicherweise in der Ndhe von 160 GeV liegt. Es ist iiblich, v
das Higgs-Kondensat zu nennen. Man macht sich leicht klar, dal (p/m)'/?
tatséchlich die Dimension einer Energie hat. Zu diesem Zweck fithren wir die
Compton-Wellenldnge A\ = i/(mc) ein, messen das Volumen in Einheiten von
A3 und erhalten nach Wiedereinfithrung von % und e:

(phPe/m)'/? = me*(pA®) /2.

Der dimensionslose Ausdruck pA? ist von der Gréenordnung 1. Er beschreibt
die Zahl der kondensierten Higgs-Teilchen, enthalten in jedem Wiirfel mit
einer Seitenlénge, die der Compton-Wellenlénge entspricht. Beachte, dal p/m
das quadratische Mittel < v? > ist, wenn iiber den Winkel o gemittelt wird.

2.9 Infrarotdarstellungen

Es gehort zu unseren wichtigen Einsichten, dafl die Emission von weichen
Photonen nicht durch die Fock-Darstellung des auslaufenden freien Maxwell-
Feldes

Fu(@) = 0,Au(2) = 3, A,(x),  8,F"(x) =0

beschrieben werden kann, weil die Zahl der Photonen formal unendlich, also
sinnlos ist. M6glich wird dies, weil die Photonen masselos sind. Die Einfiihrung
sogenannter Infrarot-Darstellungen wird erzwungen durch das singulére Ver-
halten des elektromagnetischen Stromes, der von den beschleunigten Ladun-
gen hervorgerufen wird. Die Singularitét finden wir nach Fourier-Transformation
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im Ursprung p = 0 des Impulsraumes. In dhnlicher Weise hat die Storungs-
theorie der QED mit Infrarot-Singularitdten der Feynman-Graphen zu kdmp-
fen, da sie von der Existenz einzelnen Photonen ausgeht.

Es zeigte sich, dafi kohédrente Zusténde auflerhalb des Fock-Raumes zu den
Infrarot-Darstellungen Anlass geben und in natiirlicher Weise in Modellen
(klassische duflere Strome, Bloch-Nordsieck-Modell, Pauli-Fierz-Modell usw.)
auftreten. Moglicherweise gibt es tiefere Griinde statistischer Art fiir das
Auftreten kohérenter Zustinde, wenn, wie angenommen wird, die Emission
weicher Photonen durch den Poisson-Prozess beschrieben wird.

Um die Algebra der Weyl-Operatoren

exp (i [ d'x L7 (@) Ey(a)) = exp (i [ d'a j(x) Au(x) = W(p).

fiir das Photonfeld einzufiihren, gehen wir aus von reellen Testfunktionen

JHx) = 0 f* (), f(x) = —f"(x)

mit kompakten Triger und gelangen so zu einem Raum L von komplexen
Funktionen

wAm=@m*@/“wmmux P’ =w=|p|,

die bei p = 0 hinreichend rasch verschwinden und die Bedingung p*¢, = 0

erfiillen, aus der
3

_@MSOM — Z

=1

2
>0

folgt. Funktionen ¢, ~ p,, fiir die die rechte Seite verschwindet, fiihren zu
0"A,Q0 = 0 in der Fock-Darstellung. Wir sind deshalb gehalten, Aquiva-
lenzklassen von Funktionen ¢, (p) zu betrachten. In jeder Klasse wihlen wir
einen Reprisentanten mit ¢q(p) = 0, dessen Normquadrat wir durch

2 d’p & 2
:/g Z\%(P)
i=1

definieren. AuBerdem gilt 377 p;¢;(p) = 0. Den so definierten Raum wol-
len wir mit L bezeichnen. Durch Vervollstindigung in der Norm erhalten
wir so einen Hilbertraum Ly von Ein-Photon-Wellenfunktionen in der sog.
Coulomb-Fichung. Das Skalarprodukt (¢, ¢') folgt in der gewohnten Weise.
Es ist Bestandteil der Weyl-Relation

W(p)W(¢') = exp (—iTm(p, ¢')) W(p +¢').
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Die Coulomb-Eichung benutzend wollen wir weitere Normen einfiihren,

d*p w
2 _ [ ap RNE:
ol = [ 52 (755) Lo,

um spéter die Singularititen bei p = 0 besser in den Griff zu bekommen.
Durch Vervollstindigung erhalten wir neue Rdume L. Wegen

w 1+ w
<l

d.h. < < 1.
1+ el < llell < llell-1

bilden sie mit L zusammen ein Gel’fand- Tripel:
L,CLyC L.

Dies bedeutet, dafl — beziiglich des Skalarproduktes (¢, ¢') — die Rdume L,
und L_; dual zueinander sind, wiahrend L, selbstdual ist.
Es sei (H, W) die Fock-Darstellung des Weyl-Systems iiber L mit dem
Vakuum €2 und
Wi(p) = Wo()e™¥)  (pe L)

fiir ein reell-lineares Funktional F': L. — R. Dann definiert auch (H, Wg) ein
Weyl-System, so daf 2 darin einen kohéirenten Zustand beschreibt:

(Q Wr(9)Q) = exp (—3ll¢ll* +iF(¥))
Man beweist nun leicht das folgende

Lemma 1. Seien F} und Fy zwei reell-lineare Funktionale. Dann sind die
Weyl-Systeme (H,Wg,) und (H,Wg,) unitir dquivalent genau dann, wenn

[Fi(e) — Fa(p)| < Cllgl]
fiir eine Konstante C' gilt. In diesem Fall gibt es einen Vektor & € Lq mit
Fi(p) — Fa() = 21Im(S, ¢) .
Mit dem unitiren Operator U = Wy(&) folgt

UWF1 (QO)U_l = WF2 (90) .

Auf dem Raum L operiert die Gruppe der Raumzeit-Translationen:

—ipT

(x)p(p) =€ " o(p),p= ") = (Ip|,p)
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Sie konnen auf den Rdumen L, zu unitiren Operatoren V' (z) erweitert wer-
den. Ebenso existiert eine unitire Darstellung U, der Translationen auf dem
Fock-Raum, so dal Uy(z)Wy(p) = Wy((z)¢)Uy(x) gilt. Dies garantiert noch
nicht, da} der Automorphismus

Wi(p) = We((z)e) (29)

unitdr implementiert werden kann, was unverzichtbar fiir die Existenz eines
Energie-Impuls-Operators ist. Das entscheidende Kriterium wollen wir nun
formulieren. Es folgt im wesentlichen aus dem Lemma 1.

Lemma 2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. Der Automorphismus (29) ist fir jedes x unitir implementiert.
2. [F(p) = F((x)e)| < Cla)lell
3. F((x)p) = 2 Im(&(x), ) mit (x) € Lo.
Gilt U(x)Wg(p) = Wr((2)e)U(z) fir ein unitires U(x), so hat die Gestalt

Uz) = Mz)Uo(2)Wo(&(2)), [ Mx)[ =1, (30)
Die Funktion &(z) erfillt

Ex+y) =V(y) &) +£E(y) - (31)

Die Relation (31) charakterisiert &(x) als einen 1-Kozyklus beziiglich der
Darstellung V' der Translationsgruppe auf Ly. 1-Kozyklen (engl. cocycles)
bilden einen komplex-linearen Raum Z'(V, Ly). Spezielle 1-Kozyklen haben
die Gestalt

@)= (1-V(@))m, neL.

Sie heifien 1-Korinder (engl. coboundaries) und bilden einen Teilraum B*(V, Ly).
Ist £(x) ein Korand und

Az) = exp (iIm(n, V(z)n)) , (32)

so folgt U(x) = Wy(n)*Us(x)Wy(n) fiir den Operator U(x) in (30). Kordnder
dieser Art sind typisch fiir eine Situation, wo der kohérente Zustand durch
F(p) = 2Im(n, ¢) charakterisiert ist. Solche Zusténde gehdren zum Fock-
Sektor und bieten nichts neues.

Wenn wir anstelle von Photonen massive Bosonen studieren, so wire je-
der 1-Kozyklus ein 1-Korand: Wir konnten hier keine neuen Darstellungen

54



gewinnen®. Im Fall masseloser Teilchen gewinnen wir jedoch sog. Infrarotdar-
stellungen. Wegen Im(n, n) = 0 kann die Formel (32) umgeschrieben werden:

Az) = exp (i Tm(n, (V(z) = 1)n)) = exp (i m(n, £(2))) -

Sie gibt nun einen Hinweis darauf, dafl ein groflerer Raum von Korédndern,
namlich B(V, L) zuléssig ist:

(z)=N=V(x))ne L_y, ne L.
Die Beobachtung wird erhértet durch das folgende

Theorem. Drei Aussagen sind dquivalent:

1. Es existiert eine stetige unitire Darstellung der Translationsgruppe, die
die Automorphismen (29) implementiert mit physikalischem Spektrum
fiir Energie und Impuls.

2. |[F(o—(2)p)| < M(x)||e|li und lim,_,o M(x) = 0.

3. F(p) = Fo(p) +21Im(n, ¢) mitn € Ly und einem translationsinvarian-
ten Funktional Fy.

Die Darstellung der Translationen hat die Form
Uy(x) = <O Us () Wo(¢(x))

mit £(z) = (1 — V(x)*)n und ((z) = Im(n,&(z)). Wir erfahren so, daf} die
Infrarotsektoren durch Elemente des Quotienten L;/Lq charakterisiert sind
(fiir massive Teilchen wire L; = Ly und der Quotient trivial). Durch eine
leichte Rechnung bestétigt man die niitzliche Formel

(2, Up(2)Q2) = exp(n, (V(z) — M)n). (33)

In Rechnungen der QED — insbesondere bei Streuquerschnitten — tritt ein
“Korrekturfaktor” auf, der die unbeobachtete Strahlung bei kleinen Frequen-
zen beriicksichtigt. Er stellt eine Wahrscheinlichkeit dar und ist bezogen auf
die Spektralzerlegung eines geeigneten kohérenten Zustandes:

(Q,U,(z)Q) = /(Q, dE,(k)Q) e’** .

Angenommen, n einlaufende und m auslaufende Teilchen nehmen teil an ei-
nem Streuprozess mit den Impulsen —py, ..., —pPp, Prits- -y Porm und den

3 Abgesehen von einem moglichen Kondensat.
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elektrischen Ladungen —eq, ..., —€pn, €n11,---,€nim, so daB > p, = 0 und
Y eq = 0 gilt. Die Abstrahlung weicher Photonen kann in guter Nihe-
rung durch einen kohérenten Zustand Er beschrieben werden mit F(yp) =
2Im(n, ¢), wobei 1 aus dem klassischen Strom

(@)= eaph /OOO 0* (2 = Apa)

[0}

hervorgeht (siehe den Zusammenhang von j und ¢ zu Beginn des Kapitels).
Sei B ein Bereich des Energie-Impuls-Raumes, der der unbeobachteten Strah-
lung entspricht. Sei s ein cutoff fiir die Frequenzen einzelner Photonen, ver-
kniipft mit der Auflosung der Zéhler. Dann ist der genannte Korrekturfaktor
identisch mit

(Q, E,(B)Q) = (217)4/3#16/1&4 di

1 / d3p
.eX [
P @ Lo, 2w

Das Auftreten eines Kondensates ist wenig wahrscheinlich, weil es keine Pho-
tonenzahlerhaltung gibt. Nehmen wir etwa die Hohlraumstrahlung bei der
Temperatur 7 und kiihlen ein solches Gas ab, so verschwinden nacheinander
alle Photonen, bis bei T' = 0 ein leerer Hohlraum {ibrig bleibt. Dennoch ist
aus rein theoretischen Griinden die Existenz eines Kondensates unter geeig-
neten Bedingungen nicht auszuschlieflen.

Die Beweise fiir alle in diesem Kapitel gemachten Behauptungen fin-
det man in: G.R.: Coherent Photon States and Spectral Condition, Com-
mun.math.Phys. 19, 301-314 (1970).

papg) .
e €ats — ik
Z (pap)(pgD)

w=po=|p|

2.10 Die Gel’fand-Neumark-Segal-Konstruktion

Wenn ein Zustand F iiber L gegeben ist, so sind wir aufgrund unserer bisher
durchgefiihrten Analyse keineswegs sicher,

e ob ein Weyl-System (#, W) und ein Vektor ¢ € H existiert, so daf
(0, W(p)p) = E(p) fiir alle ¢ € L darin gilt,

e wie sich verschiedene Weyl-Systeme zueinander verhalten, fiir die Vek-
toren ¢ mit dieser Eigenschaft existieren.
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Dies sind Fragen nach der Existenz und der Eindeutigkeit. Beide Fragen fin-
den Antworten, wenn wir die folgende Begriffsbildung heranziehen.

Definition. Ein Weyl-System (#, W, ¢) mit dem Vektor ¢ € H heifit zy-
Elisch, wenn die Menge {W ()¢ | € L} total® ist. Ferner, (H, W, ¢) und
(H', W' @) heilen dquivalent, wenn es eine unitére Abbildung U : H — H'
gibt, so daBB UW (¢) = W' (p)U und Ugp = ¢’ gilt.

Satz. Zu jedem Zustand E gibt es ein bis auf Aquivalenz eindeutiges zykli-
sches Weyl-System (H, W, ¢) mit E(p) = (¢, W(p)o).

Beweis. Wir betrachten alle formalen endlichen Summen ) ¢;[p;] mit kom-
plexen Koeffizienten ¢;, d.h. wir konstruieren den linearen Raum iiber einer
Menge. Die Menge erhalten wir aus L, indem wir die lineare Struktur von
L vergessen (oder ignorieren). Wir wollen den so erhaltenen linearen Raum
mit £ bezeichnen. Auf £ kénnen wir durch

1575 cileil 17 = 324 Giek E(or — #5) exp(i Im (g, 1))

eine Halbnorm || - || einfithren. Alle Vektoren von L, deren Halbnorm ver-
schwindet, bilden einen linearen Teilraum A . Vektoren, die sich um Elemente
von N unterscheiden sollen identifiziert werden. Der Quotentienraum L£/N
wird somit zu einem normierten komplex-linearen Raum. Da aus der Norm
sich das Skalarprodukt ableitet, ist £/A sogar ein Pri-Hilbertraum®. Durch
Vervollstindigung erhalten wir daraus einen Hilbertraum:

H=(L/N)"
Dies beendet den ersten Teil der GNS-Konstruktion. Durch
W(p)[¢'] = ™ [p + ]
(und einer linearen Fortsetzung) ist ein Operator W (y) auf £ gegeben. Wegen
1355 cje! ™) o+ ] |17 = || 32 esles] I1”

148t sich W (¢) zu einem isometrischen Operator auf H erweitern. Die Weyl-
Relation .
W(p)W(¢) = e ™2 W (0 + )

4Eine Menge von Vektoren heifit total, wenn die daraus gebildeten endlichen Linear-
kombinationen dicht im Hilbertraum sind.

’Ein Raum mit allen Eigenschaften eines Hilbertraumes mit Aufinahme der Vollsténdig-
keit.
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kann unmittelbar verifiziert werden. Desgleichen W (0) = 1 und W(p)* =
W(—¢), sowie die Tatsache, dal W () unitér ist. SchlieBlich setzen wir ¢ =
[0] und sehen so, dafi die Vektoren W (p)¢p = [¢] eine totale Menge in H
bilden und daf

(¢, W(p)o) = (0], [¢]) = E(y)
gilt.

Wir haben noch zu zeigen, dafl die so gewonnene Darstellung bis auf
unitire Aquivalenz eindeutig ist. Sei also (H', W', ¢') ein weiteres zyklisches
Weyl-System mit der Eigenschaft E(p) = (¢', W'(¢)¢'). Durch T[p] = W' ()¢’
ist eine lineare Abbildung T : £ — H’' definiert. Offenbar gilt

135 W (@) 1P = 25 8ien(d, W' (on — ;) ¢')e! M ei90)
= Y G (or — @)™t = || 37 ¢l
so dafl der Kern der Abbildung 7' mit N iibereinstimmt, d.h. T faktorisiert:

T:L—L/NSH

wobei U eine Isometrie ist und sich auf ganz # in eindeutiger Weise fortsetzen
1a8t. Da die Vektoren {W'(p)¢' | ¢ € L} als eine totale Menge vorausgesetzt
war, existiert eine durch W'(p)¢' — [p] definierte inverse isometrische Ab-
bildung U~ !, und U ist unitir. Offenbar gilt

UW(p)l¢'] = ™D U+ ] = ™AW (o + o)
W'(@)W'(¢") ' = W' (p)U[¢']
fiir alle ¢’ € L und somit
UW(p) =W'()U, Up=U[0] =W'(0)¢' = ¢'.

Damit sind die Systeme (H, W, ¢) und (H', W', ¢') dquivalent.

Es fehlt noch der Nachweis, dafl fiir den durch die GNS-Konstruktion
gewonnene Weyl-Operator die Abbildung ¢ — W (ty) stetig (bei ¢ = 0) im
Sinne der starken Operatortopologie ist. Wegen

(W () — M[* < 2(P, (W (tp) — 1))

geniigt es aber, die Stetigkeit im Sinne der schwachen Operatortopologie zu
zeigen, wobei wir uns noch auf eine dichte Menge von Vektoren ® beschriinken
konnen, da die Norm der Operatoren W (ty) — 1 t-unabhéngig abgeschétzt
werden kann: ||[W(t¢) — 1|] < 2. Wéhlen wir als dichte Menge die endlichen
Linearkombinationen ) . ¢;[¢;], so bleibt nur noch die Stetigkeit von

([e1]. W (te)[p2]) = E(p2 — o1 + te) exp (i Im [(p1, 2) + t(o1 + ¢2, ©)])

d.h. von E(¢' + tp) zu priifen. Diese Stetigkeit ist aber Teil der Vorausset-
zungen an den Zustand FE.
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2.11 Thermo-Feldtheorie

Das Ziel ist nun die Einfiihrung der Temperatur T, #quivalent 8 = (kT)"!,
und des chemischen Potentials y als neue Variablen in die Feldtheorie. Wir
beginnen mit einem (Bose-)Freiheitsgrad, der kanonischen Vertauschungsre-
lation [a,af] = 1 und den Observablen

H=wda, N =d'a

Fiir dieses sehr einfache System wird das groflkanonische Ensemble durch
den Erwartungswert

. = Spur (Ae=AH=1N))
< >ﬂ,u - Spur (e—ﬂ(H—uN))

beschrieben, wobei A irgendeine Observable darstellt. Eine elementare Rech-
nung liefert die Formeln:

1 1
T - - il _
<a’ a’)ﬁ’# - eﬁ(w*#) -1 ’ <aa >’6’” - 1 — e*ﬁ(w*l‘)

Um dieses Ergebnis auf das freie neutrale Skalarfeld A(z) iibertragen zu
kénnen, miissen wir dieses zunéchst in einem Kasten mit dem Volumen V'
quantisieren, damit das Spektrum der Energie diskret wird, und am Ende
den thermodynamischen Limes V' — oo ausfithren. Das Ergebnis fiir die
2-Punktfunktion lautet:

1 dBp e"PE=y) 4 o=Blo—p)gip(z=y)
(A(@)A(y))pu = @n) / o [ oA :

Im Gegensatz zu p ist w = /m? + p? kein Parameter, sondern eine Funktion
des Impulses p.
Sei f(x) eine reelle Testfunktion, A(f) = [d'z f(z)A(z) und

o(p) = (273)3/2 /d4x f@)e™, P =w.

Dann ist der Grundzustand durch

E(g) = (exp(iA(f))sn = exp (= 5(A(f)*)s.) = exp(=3l¢l[5,.)
gegeben mit

43
IolB, = [ 52 oo coth(b5(w — ).
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Der Zusammenhang zwischen der Dichte p (Anzahl der Teilchen pro Volu-
men) und dem chemischen Potential p ist durch

IR 1
p - (271')3 p 6’6(“)7”) . 1 ) ,LL <m

gegeben. Bei festem [ ist somit

_ 1 (o 1
p<pkrit—w P Bw-m —1°

Erreicht p die kritische Dichte, setzt die Bose-Einstein-Kondensation ein und
es gilt bei nunmehr festem y=m

= pot+ — /d3 !
p - pU (27T)3 p eﬂ(w_m) . 1

sobald p > pyrit, wobei py die Dichte des Kondensates darstellt. Es gibt eine
Reihe von Zustdnden, die das 2-Phasenmodell beschreiben:

E(p)a = exp (= 3llel3,, +iF(e®p)) . Flg) =2p,/"Im ([ d*z (x)) .
Wie im Kapitel 2.8 haben wir auch hier

d*p

V2w 4

[ = (%)mw(o»

Der Gauflische Charakter der hier beschriebenen Zustéinde ist charakteri-
stisch fiir das ideale Bose-Gas. Nach Einschaltung von Wechselwirkungen
erwarten wir deutliche Abweichungen von der Gauf-Funktion.

px) = (2m) " (p) ™

gesetzt, so dafl

2.12 Wigner-Funktionale

In der klassischen Mechanik werden Observable durch Funktionen auf dem
Phasenraum beschrieben. Wigner hatte die Idee, auch in der Quantenme-
chanik die Observablen, oder allgemeiner, Operatoren auf dem Hilbertraum
durch Funktionen von p und ¢ zu repréasentieren. Wir beschreiben das We-
sentliche dieser Zuordnung anhand von Systemen mit einem Freiheitsgrad:

[a,a'] =1, aQ?=0.
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Die Beziehung zu der Heisenberg-Relation [(Q), P] = il wird durch

1 1
a=—(P—10Q), ol = —(P+i
\/5( Q) \/5( Q)
hergestellt. In Analogie zu den Weyl-Operatoren und den kohérenten Zustéinden
der Feldtheorie bildet man

W(p,q) = 2PV |p q) = W(p,q)Q.

Hierbei werden p und ¢ als reelle Variable eines fiktiven klassischen Phasen-
raumes aufgefasst. Dem Raum L des Weyl-Systems entspricht der Phasen-
raum, der Funktion ¢(p) die komplexe Variable (—q — ip)/v/2.

Jedem Operator A wird nun die Wigner-Funktion

~

A(p,q) = (p.q|Alp, q)

zugeordnet®. Man zeigt leicht, daf diese Funktion den Operator A in eindeu-
tiger Weise charakterisiert. Ist ¢ eine normierte Wellenfunktion, so existiert
eine komplexwertige Funktion w(p, ¢) derart, daf3

(v, Ay) = / dpdqw(p, ¢)A(p, q)

fiir alle Operatoren A gilt. Man nennt w(p, q) die Wigner-Distribution des
durch ¢ beschriebenen Zustandes. Sie spielt eine wichtige Rolle in semiklas-
sischen Niherungen und in der Theorie des Quantenchaos’.

Diese Uberlegungen lassen sich miihelos auf endlich viele Freiheitsgrade
iibertragen. Bei unendlich vielen Freiheitsgraden ist Vorsicht geboten. Wir
finden aber eine Entsprechung der Idee von Wigner in der Fock-Darstellung
(H, W, Q) des freien neutralen Skalarfeldes. Indem wir nimlich die kohérenten
Zustande

) = W(p)Q

einfithren, kann jeder Operator A auf dem Fock-Raum durch das Wigner-
Funktional

A(p) = (plAlp)

charakterisiert werden. Die Behauptung, dafl hierdurch der Operator ein-
deutig bestimmt ist, erfordert jedoch einen gewissen Aufwand. Die folgende
Begriffsbildung ist hierbei niitzlich:

6Der Einfachheit halber betrachten wir nur beschrinkte Operatoren.
"Siehe hierzu M.C. Gutzwiller: Chaos in Classical and Quantum Mechanics, Springer
1990.
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Definition. Sei L ein komplex-linearer Raum und A ein Hilbertraum. Eine
Funktion F' : L — H heiflit ganze Funktion, falls fiir jede endliche Menge
(i)} von Vektoren in L die Funktion

f(zla---azn):F(Zl<p1+"'+zn<pn) ('ZZE(C)
analytisch in ganz C" ist.

Aufgund eines Theorems von Hartog® ist F' bereits ganz im obigen Sinne,
wenn g(z2) = F(zp + ¢') fiir alle ¢, ¢’ € L eine ganze Funktion ist?.

Satz. Fiir das Fock-System (H, W, Q) ist

1 2
F(p) = 2w (p)0
eine ganze Funktion.

1 ’ !
Beweis. Wegen F(zp + ¢') = e2/l#'IP DWW (Y F(2¢) geniigt es, die Ana-
lytizitdt von F'(z¢) nachzuweisen. Sei N = > nkE, die Spektralzerlegung des
Teilchenzahloperators. Dann gilt

1 21 i i I ,
E,F(p) _/ dte ™ F(e'y), (F(p), F(¢') = o(:¢)
0

:27r

und

1 2w . . 1 .
IB.F()* = (F(¢), EaF () = 2—/ dt exp (=int +e"llel”) = [l
U .

™

so daf} die Reihe f(z) = Y 2"F, F () iiberall absolut konvergiert und folglich
eine ganze analytische Funktion darstellt. Es folgt:

P 1) = Sorgs [ aremr ), o)
= Z z"%/o ' dt exp (—int + GZt(SOI, 90))
= YT = e = (R, i)

8siche Bochner,Martin: Several Complex Variables, Chapter VII.
Den Begriff einer ganzen analytischen Funktion mit Werten in einem komplexen
Banach-Raum findet man bei Dieudonné: Foundations of Modern Analysis, Chapter IX.
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Da die Vektoren F'(¢') total in # sind, folgt f(z) = F(zy), die Behauptung
des Satzes.

Insbesondere folgt aus dem Satz, daf fiir jeden Vektor ¢ € H die Funk-
tionen

f(2) = (6, Fzo+¢)),  [(2)=(Fzo+¢.9)

ganz analytisch sind. Wir formulieren nun die entscheidende Behauptung:

Satz. Sei (H,W, Q) das Fock-System,

o) = W(p)Q = e 219 F(y)

und A ein beschrdnkter Operator in H. Aus (p|Alg) = 0 fir alle p € L folgt
A=0.

Beweis. Die Funktion

flzi,22) = (F(2iz(e— @) +3(0+¢) AF (i(e— &) +3(e+¢"))
= (A'F (21i(e—¢) + 30+ ¢)) . F (2aiz(e— ¢) + 3(0 + ¢)))

ist ganz analytisch in z; (fiir festes z;), ebenso in zy (fiir festes z;, dann
aber auch in (21, z2) € C* aufgrund des Theorems von Hartog. Schlielich ist
g(z) = f(z,2) ganz analytisch in z. Nach Voraussetzung verschwindet g(z)
entlang der reellen Aachse. Folglich gilt g(z) = 0 {iberall in C. Insbesondere
g(i) = (F(p), AF(¢') = 0 fiir beliebige Vektoren ¢, ¢' € L und somit A = 0,
was den Beweis beendet.

Der Satz sagt uns, dafl der Operator A durch sein Wigner-Funktional
(p|Alp) eindeutig bestimmt ist. Denn sei

(plAlp) = (¢|Ble) ,

so gilt (p|A — B|y) = 0 und folglich A = B.
Der Satz hat auch eine weitere interessante Folgerung.

Satz. Sei (H, W, Q) das Fock-System und A ein beschrinkter Operator in H
mit AW (p) = W (p)A fir alle ¢ € L. Dann gilt A = cll mit ¢ = (2, AQ).

Beweis. Mit B = A — (Q, AQ)1 und der Relation W (p)*BW (¢) = B (auf-
grund der Voraussetzung) erhalten wir

(¢|Ble) = € ?I"(Q, W (0)* B (¢)Q) = el?I" (2, (4 = (2, AQ)1)Q) = 0

also B = 0 durch Anwendung des vorigen Satzes.
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2.13 Weitere Eigenschaften des Fock-Weyl-Systems

Wie wir sahen, geht die Weyl-Formulierung der Feldtheorie von einem reell-
linearen Teilraum L des Einteilchenraumes H; und einer symplektischen
Form
o(p,¢') =Im(p, ¢')

aus. Besser gesagt, H; erscheint als Abschlufl von L beziiglich der durch
|lell? = (o, p) gegebenen Normtopologie. Nur im Fock-System darf man we-
gen der besonderen Stetigkeit der Weyl-Operatoren W (y) den Raum L mit
‘H, identifizieren. Es ist nicht {iberraschend, dafl im Fock-System viele Aus-
sagen in H; eine Entsprechung im Fock-Raum H haben. Wir betrachten hier
einige Beispiele und benutzen dabei die Bezeichnungen des vorigen Kapitels.

Satz. Sei M C H; ein reell-linearer Teilraum. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. M ist total in H;.
2. {W(p)Q|p € M} ist total in H.

Beweis. 1. — 2. Sei ¢ € H und (¢, F(p)) = 0 fiir alle ¢ € M. Die Funktion
f(z) = (6, F(zp + ¢')) mit o, ¢ € M ist ganz analytisch und verschwindet
fiir reelle z. Also verschwindet f(z) identisch, und (¢, F(¢)) = 0 fiir alle
¢ € MUiM. Da M reell-linear und total ist M U ¢M komplex-linear und
dicht in H,. Da (¢, F(p)) stetig in ¢ ist, folgt (¢, F(¢)) = 0 fiir alle ¢ € H;.
Also gilt ¢ = 0. Denn {F(p) | ¢ € H;} ist total in H.

2. > 1. Sei ¢’ € Hy und (¢, ¢) =0 fiiralle p € M. Fiir g = Q — F(¢') € H
gilt

(6, W(0)g) = e 2ol (1 _ e(wtap)) L el = e 1

Wir finden daher (¢, W(p)Q2) = 0 fiir alle ¢ € M und somit ¢ = 0, da
{W(p)Q2|p € M} dicht in H ist. Die Aussage ||¢|| = 0 impliziert ||¢’|| = 0.
Folglich ist M total in H,, was den Beweis beendet.

Sei M ein reell-linearer Teilraum von H; und
M ={p M |o(p¢)=0, ¢ € M},

das Komplement von M beziiglich der symplektischen Form o. Wegen |0 (¢, ¢')| <
lell [|¢']| ist M" ein abgeschlossener reell-linearer Teilraum von H;. Das dop-
pelte Komplement, M", stellt den Abschluss von M beziiglich der Normto-
pologie dar. M heifit reguldr, falls M N M' = {0}. Wir definieren die von-
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Neumann-Algebra R(M) als den schwachen Abschluf§ der durch die Opera-
toren W () erzeugten Algebra!?:

R(M) ={W(gp)|p e M}".
Es gelten die leicht zu beweisenden Aussagen:
(A) R(M) = R(M").
(B) R(M'") C R(M)'".
(C) My C M, impliziert R(M;) C R(Ms).

Die erste Aussage ist eine Folge der Stetigkeit von W (), die zweite eine Folge
der Weyl-Relationen und die dritte eine unmittelbare Folge der Definition von
R(M).

Satz. Die folgenden Aussagen sind fiir reell-lineare Teilrdume My, My C H;4
dquivalent:

(a) R(My) C R(M,).
(b) M{ C MJ.

Beweis. (a)—(b) ist eine Folge von (A) und (B). Zum Beweis von (b)—(a)
nehmen wir M{" ¢ M} an. Daraus folgt M) ¢ M. Also existiert ¢ € M)}, so
daBB ¢ € M]. Zu diesem ¢ finden wir ein ¢’ € M, so dafi Im(¢', ¢) = 7/2
und

(W (), W(¢")] = 2iW (¢ + ¢) sin (Im(¢', ¢)) = 2iW (¢ + ¢') # 0,

also W(yp) ¢ R(M,)". Andererseits, W(yp) € R(M}) C R(M,)', also auch
R(MQ)’ ¢ R(MQ)I und somit R(Ml) ¢ R(MQ) qed

Sei 1 der Einheitsoperator in H, Cyy = {cl|c € C} und M C H, ein linearer
Teilraum.

Corollar. Die folgenden Aussagen sind #quivalent fiir einen reell-linearen
Teilraum M C H;:

(a) R(M) = Cy,
(b) M" = {0}

"Mit A" = {B|[A,B] =0, A € A} bezeichnet man den Kommutator einer Menge A
von Operatoren. Der Doppelkommutator A" heifit der schwache Abschlufl von A.
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Beweis. Aufgrund des vorangegangenen Satzes ist R(M) = R(H;) gleichbe-
deutend mit M" = H,.

Ein Vergleich von Eigenschaften der Vektoren W ()2 mit Eigenschaften
der Operatoren W (¢) fiihrt zu der folgenden interessanten Ubersicht:

(W()Q| g e M}~ = {0} = M~ =M niM' = {0}
{W(p)lpe M} = Cy & M’ = {0}

Identifizieren wir L mit M, so erkennen wir hier, welche Bedingungen an L
no6tig sind, damit das Fock-Weyl-System (H, W, Q) iiber dem symplektischen
Raum (L, o) die gewiinschten Resultate hervorbringt, d.h. ohne Einbufle an
Information alle Zustdnde, Operatoren usw. zu konstruieren erlaubt.
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3 Grundlagen der Eichtheorien

3.1 Mannigfaltigkeiten

Differentialgeometrie ist das Studium von Mannigfaltigkeiten und den Ab-
bildungen zwischen ihnen. Grob gesprochen handelt es bei einer Mannig-
faltigkeit um einen topologischen Raum M, der lokal wie der R" aussieht
und eine differenzierbare Struktur besitzt. Man nennt dann n die Dimension
von M. Wird der R" durch C" ersetzt, so spricht man von einer komplexen
Mannigfaltigkeit der Dimension n. Wir werden uns jedoch auf reelle Mannig-
faltigkeiten konzentrieren und beginnen mit einer Reihe von Definitionen.

Definition. Ein topologischer Raum M heifit topologische Mannigfaltigkeit
der Dimension n, wenn jeder Punkt eine Umgebung U besitzt, die homeo-
morph zu einer offenen Teilmenge des R" ist:

¢ U — ¢(U) C R"

Man nennt dann (U, ¢) eine Koordinatenkarte, oder kurz Karte, von M.
Unter einem Atlas versteht man eine Familie von Karten, die M {iberdecken:

A:{(UZ,¢1),Z€[| Uzg[Ul:M}

Zwei Atlanten A und A’ heifien vergleichbar, falls ihre Vereinigung A U A’
wieder ein Atlas ist. Ein Atlas heifit mazimal, wenn jeder vergleichbare Atlas
darin enthalten ist, differenzierbar, wenn fiir je zwei seiner Karten (U;, ¢;)

und (U, ¢;) mit U;; = U; U U; # () die Ubergangsfunktion
bij = ¢io ¢j_1 t ¢ (Uij) = ¢i(Usj)

vom Typ C'*, d.h. unendliche oft differenzierbar ist. Ein maximaler differen-
zierbarer Atlas wird eine differenzierbare Struktur genannt. Eine topologische
Mannigfaltigkeit mit einer differenzierbaren Struktur heifit differenzierbare
Mannigfaltigkeit.

In der Folge wird Differenzierbarkeit stillschweigend vorausgesetzt. Kom-
pakte Mannigfaltigkeiten haben die Eigenschaft, dafl man stets einen endli-
chen Atlas fiir sie finden kann. Die bekannteste kompakte Mannigfaltigkeit,
die n-dimensionale Sphére S™, kann bereits durch zwei Karten iiberdeckt
werden. Man beachte, daf3 jede Lie-Gruppe G u.a. eine Mannigfaltigkeit mit
differenzierbarer Struktur ist. So ist die SU(2) als Mannigfaltigkeit mit der
Sphire S? identisch.
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Definition. Eine Abbildung f : M — M’ zwischen zwei Mannifaltigkei-
ten heiit differenzierbar, wenn fiir beliebige Karten (U, ¢) und (U’, ¢') in M
bzw. M’ die Abbildung ¢’ o f o ¢! vom Typ C* ist. Die Menge solcher
Abbildungen wird mit F'(M, M') bezeichnet. Eine besondere Rolle spielt die
kommutative Algebra

? = F(M,R)

aller C*°-Funktionen auf M. Man darf mit Recht behaupten, dafl die Kennt-
nis von 7 identisch sei mit der differenzierbaren Struktur auf einer topologi-
schen Mannigfaltigkeit'!. Alle weiteren Konstruktionen von Objekten iiber
M gehen von der Algebra ? aus. Anmerkung: Die nicht-kommutative Geo-
metrie (A. Connes) verzichtet auf das Objekt M und geht von einer nicht-
kommutativen Algebra ? aus.

Eine Abbildung f € F(M,M') heiit ein Diffeomorphismus, wenn f~1
existiert und differenzierbar ist. Mit Diff(A/) bezeichnet man die Gruppe der
Diffeomorphismen von M.

Jede Derivation X der Algebra ? wird Vektorfeld auf M genannt. Die Menge
der Vektorfelder wollen wir mit 0 bezeichnen. Zur Erinnerung, eine Deriva-
tion hat zwei Eigenschaften:

1. Linearitéit: X (af + 8g9) = aX f + Xg
2. Leibniz Regel: X (fg) = fXg+ gXf.

In lokalen Koordinaten 2 hat X dann immer die Gestalt X‘0;, wobei die
X'* Funktionen der z* sind und die Komponenten des Vektorfeldes genannt
werden. In jedem Punkt x € M induziert X eine lineare Abbildung

X(x):? >R, f— (X[f)(x),

Tangentenvektor im Punkt 2z genannt. In lokalen Koordinaten kann X (z) mit
einem Vektor in R” identifiziert werden. Die Menge der Tangentenvektoren
im Punkt x wird mit 7, M bezeichnet und heifit der Tangentialraum in z. Die
(disjunkte) Vereinigung aller Tangentialrdume wird mit 7'M bezeichnet und
stellt das einfachste Beispiel eines Vektorbiindels dar mit dem Basisraum M,
der natiirlichen Projektion 7 : TM — M und der typischen Faser R" (jeder
Raum T, M ist homeomorph zu R™). In dieser Sprache ist ein Vektorfeld nicht
anderes als ein differenzierbarer Schnitt des Tangentialbiindels 7'M, d.h. eine
Abbildung
X:M—TM, so daf Xom=id,

UTst die Dimension n > 4, so kann es mehrere solcher Strukturen auf M geben.
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wobei id: M — M die identische Abbildung darstellt. In Worten: X ordnet
jedem Punkt x € M ein Vektor in T, M zu. Wenn wir allgemein die Schnitte
eines Biindels € mit ? (&) bezeichnen, so gilt

B =7(TM).

Wichtig ist die Einsicht, dal man jedes f € F(M, M') differenzieren kann.
Man wéhlt hierzu Karten (U, ¢) und (U’, ¢') in M bzw. M' und fiihrt die
Ableitung an ¢’ o f o ¢~! aus. Das Ergebnis ist eine lineare Abbildung

Txf : TIM — Tf(x)M’

in jedem Punkt x € M. In lokalen Koordinaten wird 7, f durch eine Matrix
von partiellen Ableitungen (in dem gegebenen Punkt) représentiert. Variiert
x liber M, so ergibt dies eine Abbildung

Tf:TM — TM'

zwischen den Tangentialbiindeln.

Eine weitere wichtige Einsicht ist, dafl die Gesamtheit der Vektorfelder
eine Lie-Algebra bildet unter dem Kommutator [X,Y] = X oY — Y o X.
Denn in lokalen Koordinaten findet man

(X, Y] = (X7(0;,Y*) = Y7 (8;X")) O .

Mehr noch: Mit X ist auch fX ein Vektorfeld fiir jedes f € 7 (M). Beachte,
daB ein Produkt der Form X oY fiir sich genommen kein Vektorfeld darstellt,
weil es Ableitungen 2. Ordnung beinhaltet.

Vektorfelder spielen eine prominente Rolle in der Theorie der dynami-
schen Systeme, speziell auch in der klassischen Mechanik und der Ergoden-
theorie. Sie dienen zur Beschreibung von kontinuierlichen Symmetrien, von
Erhaltungsgréfien und der zeitlichen Evolution, die durch eine Differential-
gleichung der Form

%ft =X/, fte? (34)

charakterisiert wird. Statt also Bahnen z(¢) im Phasenraum zu studieren,
betrachtet man Funktionen f(z(t)) = fi(x) mit x(0) = x € M. Bewegungs-
gleichungen, die z(¢) definieren, sind typischerweise nichtlinear, wihrend (34)
eine lineare Differentialgleichung darstellt, was ein entscheidender Vorteil ist.
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3.2 Differentialformen

Zu jedem Tangentialraum 7T, M betrachtet man den Dualraum 7 M der Li-
nearformen auf 7, M und die hierdurch definierte Abbildung

()« T,M x T*M — R.

Die Gesamtheit der Rdume T M definiert das Kotangentialbiindel 7% M. Ein
Schnitt
A:M —T"M (Aom =id)

ist dann gewissermafien das duale Objekt zu einem Vektorfeld und heif3t eine
1-Form. In lokalen Koordinaten schreibt man

A= Ai(z)da’

unter der Vereinbarung (9;, dz') = 6}. Die A; sind C*°-Funktionen der lokalen
Koordinaten und heiflen die Komponenten von A.

Die Menge aller 1-Formen soll mit U* bezeichnet werden. Die Konstruk-
tion liefert gleichzeitig eine Abbildung

() 0 WXV =7 (35)

so daf8 (X, A) in lokalen Koordinaten durch die Funktion X®A; beschrieben
wird. Gleichzeitig kénnen wir 1-Formen als Schnitte des Kotangentialbiindels
T*M auffassen. Somit gilt

T =7 (T*M).

Schlielich kénnen wir in jedem Punkt x € M die duflere Algebra
AT;M =Y A'T;M (n=DimM)
k=0

konstruieren, um so das Kotangentialbiindel AT*M zu erhalten. Man ver-
einbart A\’T*M = R. Damit wird A°T*M zu dem trivialen Biindel M x R.
Jeder Schnitt

B:M — N'T:M

heift k-Form. Eine 0-Form ist ganz einfach eine Funktion f € ?(M). In
lokalen Koordinaten hat eine 2-Form F' die Gestalt:

F = LFy(z) da’ A d2*
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mit Komponenten Fj;, = —F},;. Klassische Feldtheorie, inshesondere die Max-
wellsche Theorie, benutzt Objekte (Felder, Potentiale, Strome usw.), die man
als Elemente von ? (AT*M) aufzufassen hat.
Die Abbildung (35) kann in kanonischer Weise erweitert werden zu einer
Abbildung
() s 2(NTM) x 2 (NPT M) — 7

so daf
<X1 AN AN X ug A /\uk> = Det(fag), faﬁ = <Xa,Uﬁ> e7.
Wir fiihren vereinfachende Bezeichnungen ein,
Q=2(AT"M)=>_0F Q" =2(A\"T"M),
k=0
und merken an, daf Q eine Algebra und Q° = ? ist. Aus der Vektoranalysis
kennt man die dufere Ableitung:
d:Q—Q, d:QF — Q!

(man setzt QF = {0} fiir & > n) mit der charakteristischen Eigenschaft
d? = 0. Sie fiihrt eine k-Form in eine (k + 1)-Form iiber und kann durch drei
definierende Eigenschaften charakterisiert werden:

(1) Falls f € Q° so ist df € Q' durch
(X,df) = X f
gegeben.
(2) Falls u € Q' so ist du € Q? durch
(XA, du) = X(V,u) — V(X,u) — ([X, V], )
gegeben.

(3) Es gilt eine Leibniz-Regel (Produktregel der Differentiation) der fol-
gende Art:

dluANv) = (du) Nv—uAdv, ueQ, veq.
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Die Definition nutzend kann man folgendes zeigen: Ist in lokalen Koordinaten

u = Z uil.ikdxil A Adxt

11 <<l
so gilt (wiederum lokal)
du = Z 8juil.ikd:cj Adz A Adat

11 <<l
In abgekiirzter Form: d = 9;dz’. Man zeigt auch leicht die Giiltigkeit der
allgemeinen Leibniz-Regel:

du Av) = (du) Av+ (=) uAdo, ueQ veQ.

Eine k-Form u heifit geschlossen, wenn du = 0 gilt, exakt, wenn u = dv
fiir eine (k — 1)-Form erfiillt ist. Wegen d? = 0 ist jede exakte Form auch
geschlossen. Es hiingt von der Mannigfaltigkeit ab, ob die Umkehrung gilt. In
der physikalischen Literatur spielt lokale Umkehrbarkeit eine wichtige Rolle,
die wir hier ohne Beweis zitieren:

Lemma von Poincaré. Ist u eine geschlossene k-Form, so existiert zu jedem
x € M eine Umgebung, so daf} die Einschrinkung von u auf diese Umgebung
dort exakt ist. Kurz, lokal ist jede geschlossene Form exakt.

3.3 Pull-back von Differentialformen

Es sei ¢ : M — N ein Morphismus'? zwischen zwei Mannigfaltigkeiten. Er
induziert eine lineare Abbildung

Te
T4

.M ToywmyN (v € M)

zwischen Tangentialriumen, so daf fiir alle X (z) € T, M gilt:
(T:¢X (2))f = X(2)(fod),  [f€Tn:=CPN)
Zur Erinnerung:
X(x): 7y — R, T,0X(z): 7y — R.
Alle Abbildungen T,¢ (xz € M) zusammengenommen ergeben einen Mor-
phismus

™ % TN

zwischen Tangentialbiindeln. Zusammenfassend stellen wir fest:

12Eine differenzierbare Abbildung
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Der Tangential-Funktor T fihrt von der Kategorie der Mannig-
faltigkeiten zu der Kategorie der Vektorbiindel.

Unser Ziel ist, zu zeigen, dafl man jede Differentialform auf der Mannigfaltig-
keit NV in eine Differentialform auf M mit Hilfe von ¢ umwandeln (“zuriickzie-
hen”) kann. Wir beginnen bei den 0-Formen, den gewohnlichen Funktionen
auf N:

fed=7n

Jeder Funktion auf NV entspricht eine Funktion auf M vermdége der Vorschrift
¢*(f)=fo0,

die auf einfache Weise bereits den pull-back
0% 5 oa,

fiir O-Formen definiert. Beachte, dafl ¢* die algebraische Struktur respektiert.
Wir wenden uns nun den 1-Formen u € Q) zu und erwarten einen pull-
back ¢*(u) € Q},. Zur Konstruktion nutzen wir die Vektoren

¢ (u)(x) € ;M u(d(x)) € TN

Zu jedem Vektorfeld X auf M gibt es Vektoren in den zugehorigen Dualrdum-
en:

X(x) e T,M, T,¢X(x) € Ty N .
Dies gibt uns die Mdoglichkeit, den pull-back von 1-Formen durch die Bedin-
gung

(X(2), 6" (u)(x)) = (TopX (), u(d(x)))
eindeutig festzulegen, indem X iiber alle Vektorfelder auf M und =z iiber alle
Punkte von M variiert.

Die Konstruktion des pull-backs 14t sich nun leicht auf alle k-Formen
ausdehnen, indem man fordert, dafl ¢* linear ist und duflere Produkte erhélt:

O (ur A ANug) = @ (ug) A+ A" (ug) (u; € QY)
Die so konstruierte Abbildung
Qn = 2(AT*N) 55 Qo= 2(AT* M)

nennt man den pull-back von Differentialformen. Sie kommutiert nicht nur
mit dem dufleren Produkt sondern auch mit der dufleren Ableitung:

O (u Av) = ¢*(u) A ¢*(v) , ¢ (dv) = do*(v) , u,v € Qy.
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SchlieBlich respektiert ¢* die 7-Modulstruktur:

¢*(fv) =¢"(f)e"(v)  (f €N veEQy)

Anmerkung: Ein Morphismus ¢ : M — N fiihrt i.allg. nicht zu Abbildung
zwischen Vektorfeldern; denn dazu wére nétig, dafl zu jedem Vektorfeld X
auf M ein Vektorfeld Y auf N existiert mit der Eigenschaft

Y(¢(x)) =To¢X(x)  (x € M).
Dies ist jedoch nur garantiert, falls ¢ invertierbar ist:

Y(g) =T,¢X(z) (g€ N, z=29¢ '(q)).

In vielen Situationen, die wir spéter betrachten wollen, ist dies gewéahrleistet,
so in dem folgenden Fall:

M=N, ¢eDiff(M).

Nehmen wir etwa an, eine Lie-Gruppe G operiere auf M, also G C Diff(M).
Die Wirkung der Gruppe driickt man oft durch eine “Rechtsmultiplikation”
aus:

MxG—= M, (z,9)—2xg,
so daf}

2(99') = (z9)g’

gilt. Jedes ¢ € G induziert vermdége der pull-back-Konstruktion eine lineare
Abbildung ¢* : Q — . Man rechnet sofort nach, daf}

(99) =g*og”, g¢,d€G

gilt, d.h. die Abbildung g — ¢* ist eine lineare Darstellung von G. Die infi-
nitesimale Form dieser Darstellung ist durch die Lie-Ableitung gegeben, mit
der wir uns im nédchsten Kapitel beschéftigen.

3.4 Die Lie-Ableitung

Wir haben Vektorfelder als Derivationen der Funktionanalgebra ? eingefiihrt.
Indem wir ? = QY auch als Teil der grofieren Algebra Q auffassen konnen,
entsteht die Frage, ob sich ein Vektorfeld X zu einer Derivation

LX:Q—>Q

erweitern lif3t. Die Antwort ist positiv und Ly wird die Lie-Ableitung ge-
nannt. Sie kann durch drei Eigenschaften definiert werden:
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(1) Falls f € Q° sogilt Lyf = Xf.
(2) Falls u € Q', so ist Lxu € Q' durch

(Y, Lxu) = X(Y,u) — ([X,Y], u)

gegeben.
(3) Es gilt eine Leibniz-Regel (Produktregel der Differentiation) der fol-
gende Art:
Lx(uAv)=(Lxu) ANv+uA Lxv, ue, veQ.

Selbstverstéindlich folgt hieraus die allgemeine Leibniz-Regel
Lx(unv)=(Lxu) ANv+uA Lxv, u,v €.

Vom Standpunkt der Physik ist es niitzlich, sich die Lie-Ableitung als eine
“infinitesimale Transformation” von () vorzustellen, d.h. als erzeugendes Ele-
ment einer einparametrigen Gruppe von Automorphismen. Da Lx die Wir-
kung von X auf ganz € fortsetzt, ist X — Lx eine Lie-Homomorphismus:

Loxipy = aLx + BLy , [Lx,Ly| = Lixy (a, B € R).

Man iiberzeugt sich leicht, dafi die d&uflere Ableitung und Lie-Ableitung kom-
mutieren,

d(Lxv) = Lx(dv) (v eQ),

was wir auch in der Form [d, Lx] = 0 schreiben konnen.

Die formale Ahnlichkeit von Q mit dem Fock-Raum der Teilchenphysik
fiihrt dazu, dafl viele dem Physiker bekannte Konstruktionen (Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren fiir Fermionen, Operator der Teilchenzahl usw.)
in der Differentialgeometrie ihre Entsprechung — jedoch mit anderen Namen
— haben.

Definition. Jeder 1-Form u ordnen wir den Operator der dufieren Multipli-
kation e(u) auf Q zu:

e(u)v =uAwv (v e Q).

Dual dazu ordnen wir jedem Vektorfeld X den Operator der Kontraktion
t(X) auf ©Q zu mit den definierenden Eigenschaften:

(1) Falls f € Q° so gilt «(X)f = 0.
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(2) Falls u € Q' so ist 1(X)u € Q° durch «(X)u = (X, u) gegeben.
(3) Es gilt eine Produktregel der folgende Art:
(X)) (uAv) = (X, u)v —uAi(X)v, ueQ, veq.

Die Entsprechung

e(u) : QF — Q1 & Erzeugungsoperator
L(X):QF — Q1 & Vernichtungssoperator
1eQ < Vakuum

ist offensichtlich, und es verwundert uns nicht, wenn man aus den Definitio-
nen die Giiltigkeit der Antivertauschungsrelation

{(X);e(u)} = (X,u) €7
folgert. Interesant sind zwei weitere (Anti-)Kommutatoren:
{e(X).d} = Lx, [Lx,o(Y)] = o([X,Y]).

Erstere kann zur alternative Definition der Lie-Ableitung benutzt werden.
Sie ist in der Literatur als Cartan-Relation bekannt.

3.5 Differentialformen mit Werten in einem
Vektorraum

Bislang waren Differentialformen reell-wertig. Wir benétigen fiir unsere Zwecke
eine Verallgemeinerung, bei der R durch einen Vektorraum E (iiber R oder
C) ersetzt wird. Dies kann auf mehrfache Weise beschrieben werden. Eine
Methode besteht darin, dafl man dem Vektorraum E das triviale Biindel
¢ = M x E zuordnet und das Produktbiindel AT*M ® & konstruiert, dessen
Schnitte

weQME)=7(\T"M® ¢)

gerade die gewiinschten F-wertigen Differentialformen sind. Der Raum der
E-wertigen k-Formen wird entsprechend mit QF(M, E) bezeichnet.

Sei w eine solche k-Form und X; (7 = 1,..., k) gewohnliche Vektorfelder
auf M. Fiir jedes x € M gilt aufgrund unserer Konstruktion:

(X1(z) AN Xi(z),w(z)) € E.
Anders ausgedriickt:

(Xi A AN Xp,w) €7(€),
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wobei 7 (€) (der Raum der Schnitte des Biindels €) nicht anderes ist als der
Vektorraum C*°(M, E) aller Funktionen f : M — FE.

In den Eichtheorien ist der Fall bedeutsam, bei dem E eine Lie-Algebra
ist. Man sieht an dem von uns gewéhlten Zugang, da} € auch ein beliebiges
(nicht-triviales) Vektorbiindel sein kann. Die Konstruktion ergibt dann €-
wertige Differentialformen. In diesem Fall gilt

(Xy(x) A AN Xg(2),w(z)) € Ey

mit F, der Faser iiber x € M. Wir werden Beispiele hierfiir sehen.

3.6 Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Eine nichtentartete symmetrische Bilinearform in jedem Tangentialraum T}, M,
die differenzierbar von x € M abhéngt, definiert eine semi-Riemannsche
Geometry. Falls dariiber hinaus die Bilinearform positiv ist (also ein Skalar-
produkt darstellt), haben wir es mit einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
im klassischen Sinn zu tun. Anders ausgedriickt: Eine (semi-)Riemannsche
Mannigfaltigkeit induziert eine (pseudo-)euklidische Struktur in jedem ihrer
Tangentialrdume. Jede Metrik besitzt eine Signatur (r, s) mit r +s = n. Der
Einfachheit halber werden wir s allein als die Signatur bezeichnen, so dafl
s = 0 fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten gilt. Die Allgemeine Relativitéts-
theorie wird auf Mannigfaltigkeiten der Signatur s = 1 formuliert.

Entscheidend fiir das folgende ist, dafl die Riemannsche Geometrie zu
einer Bilinearform (X,Y) € 7 in dem Raum der Vektorfelder, U, fiihrt.

Lokal (in einer Karte) gibt es eine Basis (0;)i_,, so da§ [0;,0;] = 0 gilt.
Dort hat ein Vektorfeld die Form X = X'0; und der metrische Tensor ist
durch

gij:(ai,aj), i,jzl,...,n.

Da die Bilinearform (-,-) nach Voraussetzung nichtentartet ist, wird durch
sie ein Isomorphismus
V-V, VY?

mit der Eigenschaft (X, Y#) = (X,Y) definiert. Die bedeutet auch, daf} eine
symmetrische Bilinearform auf dem Raum der 1-Formen, 2U*, induziert wird:
(X#,Y#) = (X,Y). Lokal kénnen wir die duale Basis dz® in 90" einfiihren
mit der definierenden Eigenschaft (3;,dz7) = 67. Es gilt dann 9} = g;;da’,
und der inverse metrische Tensor ist ¢ = (dz?, da?).

Die Metrik auf 0* = Q! kann in kanonischer Weise zu einer Metrik auf
O und somit auf ganz Q erweitert werden, und zwar durch die Formel

(ug A= Aug,v1 A== - Avg) = Det(fap), fop = (Ua,up) €7
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giiltig fiir alle u,, vg € Q.
Eine orientierte Mannigfaltigkeit der Dimension n besitzt immer eine ka-
nonische Volumenform w, € Q". Sie ist lokal durch

wp = \Det(gij)|1/2 dz' A~ Adz”

definiert!3. Sie gibt Anlafl zu einer der wichtigsten Konstruktionen in der
Riemannschen Geometrie, des Hodge-Operators: Die Abbildung

x 1 Q— Q) o QF 5 Qnk
ist durch die Eigenschaft
u A xv = (u,v)wy (u,v € QF)

festgelegt. Es gilt dann 1 = wy und *w = (—1)°, wobei s die Signatur der
Metrik ist. Sodann auch

sk = (—l)k(”_kH’S CQF = QF.

Man sieht, bis auf ein Vorzeichen ist der Hodge-Operator eine Involution.
Verbunden mit dem Hodge-Operator ist die Koableitung: Die Abbildung d* :
QF — QF=1 (falls kK > 1 und d* = 0 falls k£ = 0) ist durch

& =0 xdx, o=+l
definiert, wobei das Vorzeichen durch
d(u A *v) = ((v,du) — (d*v,u)) wy, u € QF, ve Q! (36)

festgelegt ist!'®,
Man findet o = (—1)k*k+s+1 ynd die folgenden Eigenschaften:

(1) d?=0, xd*d = dd** xdd* = d*dx, dxd* =d* *d

(2) *(uf)=(xu)f, *(du) = (=1)*d(xu), d*(xu) = (=1)""* (du)
mit f € ? und u € QF. Als Laplace-Beltrami- Operator bezeichnet man'®

A= (d+d)=dd +dd.

13Dieser Ausdruck ist invariant gegeniiber einem Wechsel des Koordinatensystems, so-
fern dieser Wechsel die Orientierung der Mannigfaltigkeiterhélt.

4Manchmal bezeichnet man auch § = —d* als die Koableitung.

15 Auch hier ist es so, dafl oft —A diesen Namen trigt.
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Wir definieren das L2-Produkt von u,v € QF mit kompakten Triger durch
eine Integration iiber die Mannigfaltigkeit:

(u,v)p:/M(u,v)wg:/Mu/\*v.

Nur fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten ist dieses Produkt positiv definit,
sonst indefinit.
Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum lauten

dF =0, d'F=0

fir das Maxwell-Feld F' = 1F),, (z)dz" A dz¥, wenn M mit dem Minkowski-
Raum identifiziert wird. Sie resultieren aus dem Variationsprinzip

(F, F)» = stationdr

wobei man die rechte Seite als die Wirkung bezeichnet. Oft nennt man *F'
den dualen Feldstirkentensor und schreibt die zweite Maxwell-Gleichung in
der Form d(xF') = 0. Mit dem Poincaré-Lemma erhalten wir die Darstellung
F = dA, wobei A = A, (z)dz" das Potential ist. Eichtransformationen werden
durch

A — A+df (f €QY

und die Lorentz-Bedingung durch d* A = 0 beschrieben, so dafy die Wellenglei-
chung AA = d*dA = 0 gilt. Physiker schreiben jedoch [ anstelle von A und
sprechen von dem d’Alembert-Operator. In Materie werden diese Gleichun-
gen durch die Anwesenheit eines Stromes j modifiziert. Es ist sinnvoll, den
Strom nicht als 1-Form, sondern vermége des Hodge-Operators als 3-Form
einzufiihren:

d(xF) = j,

so daf} die Kontinuitétsgleichung die Form dj = 0 annimmt und aufgrund des
Satzes von Gauf} der Flufl durch eine 3-dimensionale Oberfliche verschwin-

det:
/j:/dj:O (G C M).
oG G

Zum Abschlufl berechnen wir einen expliziten Ausdruck fiir d*F' in der all-
gemeinen Situation, wo der metrische Tensor g"” = (dx*, dz”) ortsabhéngig
ist, jedoch |Det(g"”)| = 1 erfiillt. Dazu setzen wir

F=jdit Ada"Fy,,  d'F=da"(d'F),,  +F = da" Ada"(xF),,

sowie
Fr = glwgVTFaTa (d*F)# - gwj(d*F)u
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und erhalten fiir beliebiges u = datu, € Q':

uN*xF = %dx” Adx’ Adx" u,(xF)sr
duA*F) = Ldaz" Adz” Adz” Ada” 0, (uy(xF)or)
= wy 3”770, (uy(xF)4r)

= wo((F,du) — (d"F,u)) (siehe (36)
= wo(F*"ou, — (d"F)"u,).

Hieraus folgen zwei Gleichungen:

Fuu — %GMVUT(*F)UT

(d*F)" = —1e"770,(xF)or .
Insbesondere folgt so die einfache Beziehung
(d*F)" = —0,F" .
Durch eine analoge Rechnung finden wir
A=dxzt'A,, Al =g"A, = d*A = —0,A".

Die Gleichung d*A = 0 ist als Lorentz-Bedingung bekannt. Sie schrénkt die
Eichfreiheit ein.

3.7 Der Levi-Civita-Zusammenhang

Tangentialrdume in verschiedenen Punkten der Mannigfaltigkeit obwohl iso-
morph konnen i.allg. nicht miteinander identifiziert werden: Es gibt keinen
Zusammenhang, der einen Vektor a € T,(M) in einen Vektor b € T, M
iiberfiihrt. Hat man jedoch einen solchen Zusammenhang definiert, so spricht
man von einem Paralleltransport. Dem Physiker begegnet ein solcher Trans-
port zum erstenmal in Form des Levi-Civita-Zusammenhanges einer semi-
Riemannschen Mannigfaltigkeit!6. Er wird infinitesimal dadurch charakteri-
siert, dal man jedem Vektorfeld X einen Differentialoperator Vx mit gewis-
sen Eigenschaften zuordnet. Es ist dieser mehr algebraische Aspekt, den wir
hervorheben wollen, weil er verallgemeinerungsfihig ist, namlich auf beliebige
Vektorbiindel € iibertragen werden kann.

Zunichst wollen wir den Begriff “Differentialoperator” nédher beleuch-
ten, d.h. abheben von der Klasse der lokalen Operatoren. Wahrend Differen-
tialoperatoren zwischen infinitesimal benachbarten Fasern von € vermitteln,

16Gjehe hierzu die mathematische Ausformung der Allgemeinen Relativitétstheorie.

80



operieren lokale Operatoren nur innerhalb der Fasern. Wie 1483t sich dies
streng formulieren?

Dazu betrachten wir als Beispiel den Raum Q = ? (AT*M) der Differen-
tialformen und beschreiben ihn als ein 7-Module. Dies entspricht der Beob-
achtung, da} Elemente v € 2 mit Funktionen f,g € 7 multipliziert werden
konnen, so dafl gilt:

(f +9)v=fv+gv, (fg)v = f(gv).

Folglich 148t sich jedes f € 7 auch als Multiplikationsoperator in 2 auffassen.
Ein Operator A : Q — Q heifit lokal, wenn [A, f] = 0 gilt, d.h. wenn A die
Struktur von € als ein ?-Module respektiert. Die Operatoren «+(X) und €(u)
sind solche Beispiele:

[((X), /=0,  [e(v). f]=0.

Operatoren, die die Bedingung der Lokalitdt nicht erfiillen, weil sie f diffe-
renzieren, werden Differentialoperatoren genannt. Die duflere Ableitung und
die Lie-Ableitung sind Beispiele hierfiir:

[d,f]zﬁ(df), [LX;f]:Xf
Wir kommen nun zu der entscheidenden

Definition. Sei M eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Der Levi- Civita-
Zusammenhang V, auch kovariante Ableitung auf dem Tangentialbiindel ge-
nannt, ist durch zwei Eigenschaften charakterisiert:

1. Er ist torsionsfrei
VxY - VyX - [X,Y] =0, Vx =¢€X)oV.
2. Er erhilt die Metrik:
d(X,Y)=(VX,)Y)+ (X,VY).

Bemerkung: Man charakterisiert den Levi-Civita-Zusammenhang entweder
durch einen Operator

V. U->?2(T"MeTM),
oder durch die Richtungsableitungen

Vi : BT (X e

81



Somit ist (VX,Y) € L*, also eine 1-Form, ebenso wie (X, VY) und d(X,Y),
da (X,Y) € ? = QO In lokalen Koordinaten haben wir die Darstellung durch
Christoffel-Symbole: .

Vo, = ?fj dz' ® O .
wobei

78 = 19"(Big + 0,90 — D19i5) -

Dualitiit erlaubt die Ubertragung des Levi-Civita-Zusammenhanges vom Tangential-
auf das Kotangentialbiindel, d.h. wir definieren

Voe?(T"M @ T*M) fiir v €Y*
durch
d(X,v) = (VX v) 4+ (X, Vv) € T*.
Es folgt damit die Giiltigkeit von
d(u,v) = (Vu,v) + (u, Vo) € T~ (u,v € T*),

was auf andere Weise die Erhaltung der Metrik ausdriickt. Lokal erhalten wir
so die Beschreibung ,

Vda! = =7}, da’ ® da* .
(Man beachte das Minuszeichen.)

Unser néchstes Ziel ist die Ubertragung des Levi-Civita-Zusammenhanges
von dem Kotangentialbiindel T*M auf das grofiere Biindel AT*M, dessen
Schnitte Differentialformen sind, an denen wir vornehmlich interessiert sind.
Die Ubertragung geschieht auf bewiihrte Weise durch drei Forderungen:

(1) Falls f € Q°% so gilt Vxf = X f.

(2) Falls u € Q' so ist Vxu € Q! durch X(Y,u) = (Vx,u) + (Y, Vxu)
gegeben.

(3) Es gilt die Leibniz-Regel Vx(uAv) = VxuAv+uA Vyv mit u € Q
und v € Q.

Die Leibniz-Regel ist dquivalent der Kommutator-Relation
Vx,e(u)] = e(Vxu).

Nach Konstruktion ist Vx ein Differentialoperator auf €2, der den Grad k&
einer Differentialform erhélt und [V, f] = X f erfiillt, wenn wir f € 7 als
Multiplikationsoperator auffassen. In lokalen Koordinaten gilt

j_ _97 k
Vo, da? = =77 dx”,
also

X = X'0;, u=u;dz’ = Vxu = X' (Ohuy, — ?gkuj) dz® .
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3.8 Lie-Gruppen als Mannigfaltigkeiten

Unter einer Lie-Gruppe G der Dimension m versteht man eine differenzier-
bare Mannigfaltigkeit (der Dimension m), die zugleich eine Gruppenstruktur
hat. Das neutrale Element (oder Einheit) in G' bezeichnen wir mit e. Jedes
g € G definiert eine Linkstranslation

ly : G—=G h— gh
und eine Rechtsstranslation
rg : G =G h+— hg.

Beide Abbildungen sind Diffeomorphismen von G. Mit 7 bezeichnen wir
die Algebra der Funktionen f : G — R, erinnern an die induzierten linearen
Abbildungen

Tily = TWG = TG,  (TalgX(h))f = X(h)(foly)  (f€7?¢)
Th’l“g : ThG — Tth, (TthX(h))f = X(h)(f o Tg)

und die hierdurch beschriebenen Automorphismen des Tangentialbiindels:
Tl,; TG = TG, Try; TG = TG .
Ein Vektorfeld X € ? (T'G) wird rechts-invariant genannt, wenn
TyrgX =X org, das heif3t ThryX (h) = X (hg)

Ein rechts-invariantes Vektorfeld X ist bereits eindeutig durch den den Vek-
tor X(e) € T.G gegeben: X(g) = T.ryX(e). Den Tangentialraum T.G be-
zeichnen wir mit g = Lie G. Wir erhalten somit eine 1:1-Korrespondenz zwi-
schen Vektoren in g und rechts-invarianten Vektorfeldern:

r. . g—7(TM), (rea)(g) = Terga (a€g).

Der Lie-Kommutator [X, Y] zweier rechts-invarianter Vektorfelder ist wieder
rechts-invariant. Dies erlaubt uns, den Lie-Kommutator g zu iibertragen:

rela, b] = [r.a, 0] (a,b € g).

Folglich ist g eine Lie-Algebra.
Auf g wirkt eine Darstellung von g, die man die adjungierte Darstellung
nennt:
ad(a) : g — g, b [a,b].
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Sie fiihrt auf eine ausgezeichnete quadratische Form
(a,b) = Spur (ad(a)ad(b)) ,

die man die Killing-Form von g nennt. Da wir jedem a € g := T,G in kanoni-
scher Weise einen Vektor Tyrya € TG zuordnen, konnen wir die Killing-Form
auf alle Tangentialrdume 7,G durch

(Terga, Teryb) = (a,b)

iibertragen. In Situationen, wo die Killing-Form nicht entartet ist, besitzen
wir somit eine semi-Riemannsche Struktur auf G. Fiir kompakte halbeinfache
Gruppen ist —(a, b) positiv definit.
Schliefllich wenden wir uns den Differentialformen u € )5 zu, auf denen
die Gruppe G operiert:
7’; : QG — QG .

Sei speziell u eine 1-Form. Fiir jedes Vektorfeld X € 7 (TG) gilt somit

<TthX(h): U(hg)) = <X(h’)7 T; (u)(h’)) )
Noch spezieller: Sei X ein rechts-invariantes Vektorfeld, so erhalten wir die
Aussage

(X(hg), u(hg)) = (X (h),ry(u)(h)),
giiltig fiir alle g, h € G, und damit fiir h = e:

*

Eine Differentialform u heifit rechts-invariant, wenn ry

gilt.In diesem Fall gilt sogar

u = u fir alle g € G

fiir alle ¢ € G und jedes rechts-invariante Vektorfeld X. Wir haben somit
eine 1:1-Korrespondenz zwischen rechts-invarianten 1-Formen u € €}, und
Vektoren u(e) € g*, wobei g* den Dualraum von g bezeichnet.

Oft betrachtet man auch g-wertige Differentialformen, d.h. Elemente des
Raumes u € Q(G, g) = Qe ®@ g, so daBl (X (g),u(g)) € g.

Definition. Als kanonische 1-Form oder Zusammenhang auf G bezeichnet
man © € Q'(G, g) mit

@(h) =Tyrp-1 : TG - T.G=g (h S G)
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Aufgrund der Definition besitzt © die Eigenschaft
(X(h),©(h)) =Tyr,-1 X (h) € g, heG, X e?(Tq).

Da ©(h) die Vektoren von T, G mit denen von T,G in Beziehung setzt, kann
man die Wirkung als eine Parallelverschiebung interpretieren. Deshalb de-
finiert © einen Zusammenhang auf der Lie-Gruppe. Man zeigt leicht die
Giiltigkeit der folgenden Relation

dO + 1(0,0] =0 (Maurer-Cartan),

wobei d : QF — Q% die duflere Ableitung bezeichnet und man das Klammer-
symbol geeignet definiert: Seien u ® a und v ® b Elemente in Q}, ® g, so setzt
man

[u®a, vRb = (uAv)®[a,b].

Die Klammer ist damit auf das Lie-Produkt [a,b] zuriickgefiihrt. Es wird
spiter klar, dafl die Maurer-Cartan-Relation das Verschwinden der Kriimmung
ausdriickt.

3.9 Zusammenhinge auf allgemeinen Vektorbiindeln

Sei & ein Vektorbiindel iiber der Mannigfaltigkeit M. Selbst wenn M in
Anwendungen der Minkowski-Raum oder irgendein anderer flacher Raum ist,
gibt es nicht-triviale Zusammenhénge — auch kovariante Ableitungen genannt
— auf €. In der Feldtheorie interessiert man sich sogar fiir den Raum aller
Zusammenhénge dieser Art. Der Levi-Civita-Zusammenhang erweist sich nur
als ein Beispiel, bei dem € mit dem Tangentialbiindel 7'M iibereinstimmt. Ja
selbst in der Situation € = T'M gibt es viele weitere Beispiele von kovarianten
Ableitungen auf €.

“Felder” im Sinne der Feldtheorie sind stets Schnitte eines geeigneten
Vektorbiindels € und damit Elemente von ? (€). Wir betonen auch an dieser
Stelle, daf8 7 (&) ein 7-Modul ist, d.h. Felder ¢ € 7 (¢) konnen mit Funktionen
f,g €7 (reell-wertige Funktionen auf M) multipliziert werden, so daf gilt:

(f+9)o=rfo+g0,  (f9)¢=[(99).

Sind €; und €&, zwei Vektorbiindel iiber der gleichen Mannigfaltigkeit M, so
konstruiert man deren Tensorprodukt €; ® &, auf naheliegende Weise, um
ein neues Vektorbiindel zu erhalten. Will man die Produktstruktur auf die
Felder iibertragen, so ist Vorsicht geboten. Man findet einen Isomorphismus
der Form

?(¢) Qr ?(&) X?(¢ @ E,)
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gleichbedeutend damit, dal man links die folgende Identifikation vornimmt:

(f¢1)®¢2:¢1®(f¢2)a f€7a¢z€?((’zz)

Sind etwa A; Operatoren auf ? (&;), so 148t sich deren Tensorprodukt A; ® A
auf 7 (€;) ®r 7 (&;) nur konstruieren, falls [4;, f] = 0 fiir alle f € 7 erfiillt
ist, d.h. wenn die Operatoren A; die ?-Modulstruktur von ? (&;) respektieren.
Erinnerung: Operatoren mit dieser Eigenschaft haben wir lokale Operatoren
genannt. Zu ihnen gehoren der Kontraktionsoperator +(X) und der Multipli-
kationsoperator €(u) (beide auf ? (AT*M) definiert). Wenn wir im folgenden
das Biindel AT*M ® & betrachten, so wollen wir +(X) anstelle von «(X) ® 1
schreiben. Ahnlich verfahren wir mit anderen lokalen Operatoren.

Unser Hauptinteresse gilt Differentialoperatoren. Sie respektieren nicht
die 7-Modulstruktur. Vielmehr ist deren Kommutator mit f eine charakte-
risierende Gréfle. Dies gilt es zu beachten.

Definition. Eine kovariante Ableitung auf € ist ein Differentialoperator er-
ster Ordnung

V:72(¢)=7(T"M ® €), [V, f] =df (fe?)
dquivalent den Richtungsableitungen
Vx=u(X)oV :7(¢)—7(¢).
Hier ist X ein beliebiges Vektorfeld, d.h. ein Element von ? (T'M).

Sind V; und Vy zwei kovariante Ableitungen auf &, so ist deren Differenz
V1 — V5 ein lokaler Operator und

Vi -V, € ?(T*M ® Ende).

In Worten: Die Differenz ist eine End&-wertige 1-Form, wobei End€ das
Endomorphismenbiindel bezeichnet. Dies bedeutet: Die kovarianten Ablei-
tungen bilden einen affinen Raum modelliert iiber dem Raum End€.
Wir wollen sehen, was die obige Definition in lokalen Koordinaten bedeu-
tet:
V=dr'® (0; +4;) =d+di' ® A;.

In einer anderen Schreibweise
V =dr'®V, Vo =0 + A; .

Die Felder A;(z) — auch “Potential” genannt — sind lokale Schnitte des
Biindels End€. Im allgemeinen kann das Potential nicht global definiert wer-
den.
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3.10 Hauptfaserbiindel

Wir haben spezielle Vektorbiindel kennengelernt und einen Zusammenhang
darauf konstruiert. Wenn wir nun allgemeine Vektorbiindel ins Auge fassen,
wie sie fiir die Zwecke der Eichtheorien wichtig werden, so stellen wir fest, daf3
sie sich oft auf ein Biindel zuriickfiihren lassen, das man aus diesem Grunde
das Hauptfaserbiindel nennt. Die vielen Vektorbiindel, die sich daraus ablei-
ten lassen, heiflen assoziierte Biindel. Ist ein Zusammenhang einmal auf dem
Hauptfaserbiindel definiert, so iibertrigt sich diese Struktur auf alle assozi-
ierten Vektorbiindel. Wir wollen die notigen Begriffe stufenweise einfiihren.

Definition. Ein differenzierbares Faserbiindel (E, M, 7, G) (kurz Biindel E
iiber M genannt) besteht aus drei Mannigfaltigkeiten F/, M und G und einer
surjektiven differenzierbaren Abbildung 7 : E — M, so daf lokal E = M x G
gilt und 7 die natiirliche Projektion 7(z,g) = x darstellt. Falls E = M x G
global gilt, so heifit E ein triviales Biindel. E heifit totaler Raum, M heifit
Basis, 7 die Projektion und G die typische Faser. E, = 7 () heifit Faser
iiber x € M.

Die in der Definition zitierte lokale Trivialitat bedarf einer ndheren Erldute-
rung:

Es existiert eine offene Uberdeckung (Uy)ier der Basis M und dazu
eine Familie von Diffeomorphismen

i UixG—7mHU;) (i€l
so daf (7o ¢;)(x, g) = x fir alle (z,g) € U; X G gilt.

Man zeigt leicht, daf} fiir jedes i € [ und jedes x € U; die Abbildung
f: G = E;, g+~ ¢;(x,g) ein Diffecomorphismus ist: Jede Faser sieht wie
die typische Faser aus. Wenn G eine Lie-Gruppe ist, so gelangen wir zu dem
Konzept des Hauptfaserbiindels, miissen hier aber zusitzliche Bedingungen
stellen:

Definition. Sei G eine Lie-Gruppe. Ein Biindel (P, M, 7, G) heifit Hauptfa-
serbiindel (engl. principal G bundle), wenn gilt:

1. G operiert frei auf P (von rechts nach Vereinbarung), d.h. (p, g) € PxG
wird auf pg € P abgebildet, so dall pg # p fiir ¢ # e (e = Einheit) und

(pg9)g’ = p(gg') gilt.

2. Bezeichnen wir den Raum der Bahnen unter der Gruppe G mit P/G,
so gilt M = P/G, so daB jede Faser 7~ '(x) (z € M) mit G identifiziert
werden kann.
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3. Das Biindel ist lokal trivial in dem folgenden erweiterten Sinne. Zu
jedem x € M existiert eine Umgebung U von x und ein Diffeomorphis-
mus

¢ HU)—=UxG, z— (m(z), p(x)),

der dquivariant ist:
o(zg) = (7(9), ¢(x)g) (9 €G).

Ein typisches Beispiel ist das sog. Rahmenbiindel (engl. frame bundle) einer
Mannigfaltigkeit M der Dimension n, das man so konstruiert. Unter einem
Rahmen'™ im Punkt z € M versteht man eine Basis b = (e;)", des Tan-
gentenraumes T, M. Die Menge aller solchen Basen soll mit B, bezeichnet
werden. Thre disjunkte Vereinigung (z variiert iiber M) ergibt das Biindel B
mit der Projektion 7 : B — M, b+~ x wenn b € B,. Sei G = GL(n,R) die
volle reell-lineare Gruppe in n Dimensionen. Sie operiert frei auf B vermoge
der aus der linearen Algebra vertrauten Basis-Transformation:

(b,g) > bg=10,  b=(e), b =(e}), e} =exg"

mit ¢ = (¢*,) € G. Dies gibt (B, M,n,G) die Struktur eines Hauptfa-
serbiindels.

Ist in dem vorangegangenen Beispiel M eine Riemannsche Mannigfaltig-
keit, so bekommt “Basis” eine neue Bedeutung: Sie ist stets orthonormiert,
so dafl G = O(n) gesetzt merden mufl. Ist M dariiberhinaus orientiert, so
hat man G = SO(n) zu setzen. Ist M eine semi-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit und hat ihre Metrik die Signatur (r,s) (r + s = n), so setzt man
G = O(r,s). Die Allgemeine Relativitétstheorie benutzt G = O(3,1), auch
Lorentz-Gruppe genannt.

Weitere Beispiele von Hauptfaserbiindeln — manche davon interessant fiir
die Feldtheorie — wollen wir nun kurz diskutieren:

1 0
0 eia

bilden die Elemente einer Untergruppe U(1) von U(2). Den Raum der
Rechtsnebenklassen U(2)/U(1) kénnen wir mit der Sphire S? identi-
fizieren, weil die Nebenklassen durch zwei komplexe Zahlen a und b
beschrieben werden:

u= (Cb‘ ) af + b =1.

1"Physiker sprechen auch von einem “Vielbein” oder einem n-Bein.

1. Die Matrizen
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Die kanonische (Maurer-Cartan) 1-Form auf U(2) hat die Gestalt

_ -1 ok _ a l_) da .
O = u du-udu-<. -)(db )
_ (ada+bdb >

Hieraus resultiert die kanonische 1-Form auf S3:
w = ada + bdb .
Als lokale Koordinaten wihlen wir die Euler-Winkel:
a = XD/ c05(0/2), b=eX=9/25in(/2) .
Darin wird
w =i(dx + d¢ cosh)/2.

Wir kénnen nun eine Wirkung der Gruppe U(1) auf die 3-Sphire defi-
nieren: ' '
a—e%a, b eb.

Dies entspricht der Ersetzung x — x + 2a. Der Quotient S? = S3/U(1)
wird zur Basis eines U(1)-Hauptfaserbiindel S* (ein Spezialfall der
Hopf-Faserung, s.u.), auf dem w einen Zusammenhang definiert. Die
Winkel # und ¢ werden zu Kugelkoordinaten der 2-Sphére. Mit der
Kriimmung

Q =dw+ tw,w] = dw = idp A df5sinf

verbinden wir Physik: Die 2-Form B = d¢ A dH% sin # beschreibt — bis
auf einen konstanten Vorfaktor — das Magnetfeld eines magnetischen
Monopols der Stiarke ge = % mit Sitz im Zentrum der 2-Sphére. Die
1-Form w ist mit seinem Vektorpotential zu identifizieren. Dafl hier
[w,w] = 0 gilt, liegt an der abelschen Natur der Eichgruppe U(1). Die
Nichttrivialitit des U(1)-Biindels S* — S? dufert sich in der Anwesen-
heit des “Dirac string” im R3.

. Die Gruppe SU(2) operiert auf
SL(2,C) ={A € GL(2,C) | DetA = 1}.
Der Quotient SL(2,C)/SU(2) kann mit dem Hyperboloid
Vim ={p € My |(p,p) =m? p° > m}
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zur Masse m identifiziert werden, indem man AA* = p/m setzt mit

- (p°+p3 p' —ip2>

p: Pl P —pp )

Den Wurzeln (p/m)'/? € SL(2,C) entsprechen spezielle Lorentz-Trans-
formationen (engl. “boosts”) unter der Uberlagerungsabbbildung

SL(2,C) — L1

in die eigentliche orthochrone Lorentzgruppe. Durch = : SL(2,C) —
Vim ist ein Hauptfaserbiindel mit der Strukturgruppe SU(2) gegeben.

3. Die beiden vorigen Beispiele sind Spezialfiille einer allgemeinen Kon-
struktion. Sei G eine abgeschlossene!® Untergruppe in der Lie-Gruppe

H und H/G der homogene Raum aller Linksnebenklassen hG (h € H).
Die kanonische Projektion

m:H— H/G, h — hG

definiert ein Hauptfaserbiindel mit Strukturgruppe G. Selbst wenn G
ein Normalteiler (auch invariante Untergruppe genannt) in H und so-
mit H/G eine Gruppe darstellt, ist es nur selten méglich, H mit dem
direkten Produkt H/G x G zu identifizieren. Wir erwéhnen weitere
Sonderfille!?:

(a) Das Biindel SO(n+1) — SO(n+1)/SO(n) = S™,

(b) Das Biindel SU(n+1) — SU(n +1)/SU(n) = S2n+!

(c) Das Biindel Sp(n +1) — Sp(n +1)/Sp(n) = Sn+3.
)

(d) Das Biindel U(3) — U(3)/U(2) = S° spielt in der Theorie der
Instantonen eine wichtige Rolle, wobei U(2) die Eichgruppe einer
Yang-Mills-Theorie ist.

4. Durch |zg|*+- -+ |2,]? = 1 wird die Sphére S?"*! in den C"*! eingebettet
mit einer natiirlichen Wirkung z; — e®z; der Gruppe G = U(1) und
der Interpretation

CP" = S*™1/U(1)

als komplex-projektiver Raum der Dimension n. Das Biindel S?"*+! —
C'P™ mit der Strukturgruppe U(1) wird als Hopf-Faserung bezeichnet.

18Die Abgeschlossenheit in H ist notwendig, um pathologische Fille auszuschlieBen. Ein
solcher Fall liegt etwa vor, wenn man die Gruppe G = R dicht in den 2-Torus H =
U(1) x U(1) einbettet.

1987 bezeichnet die n-Sphére und Sp(n) die symplektische Gruppe in 2n Dimensionen.
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5. Die Eichgruppe des Standardmodells der Elementarteilchen ist
G=S(U3)xU(2) c SU(>5)
mit der Lie-Algebra g = su(3) x su(2) x u(1). Der homogene Raum
M =SU(5)/S(U(3) xU(2))

ist kompakt, 12-dimensional und ein Kandidat fiir die Raumzeit erwei-
tert um 8 Extradimensionen. Das Biindel SU(5) — M mit Struktur-
gruppe G konnte zur Interpretation des Standarmodells dienen.

In der Quantentheorie, der Elementarteilchenphysik und in der Feldtheo-
rie treten verschiedene Lie-Gruppen auf, und zwar immer in geeignet gewihl-
ten linearen Darstellungen auf Vektorrdumen. Wir sagen in einem solchen
Fall, die Gruppe G operiert auf dem Vektorraum V (von links nach Verein-
barung):

(g,v) — gv (g€ G, veV).

Verlangt wird, dal diese Abbildung strukturerhaltend ist:
e 9(g9'v) = (99)v.
e g(v+2') =gv+ g

Ein Vektorraum V mit diesen Eigenschaften heifit auch ein G-Modul. Die
folgende Konstruktion ist grundlegend fiir die Feldtheorie:

Definition. Sei P ein Hauptfaserbiindel iiber M mit der Strukturgruppe G
und V ein G-Modul. Unter dem assoziierten Biindel R = P x5V verstehen
wir ein Vektorbiindel mit Basis M und der typischen Faser V. Der totale
Raum R entsteht aus dem direkten Produkt P x V' durch Identifizierung:

(pg,v) = (p,gv)  (alle g € G).

In einer anderen Formulierung sagt man, G operiere von rechts auf P x V
vermoge der Vorschrift (p,v)g = (pg, ¢ 'v) und R ist der Raum der Bahnen
unter der Wirkung von G:

R=(PxV)/G.

Wir erkennen Sinn und Nutzen dieser Konstruktion sofort an dem folgenden
Beispiel. Sei B, die Menge aller Basen b = (e;)"_; in dem Tangentialraum
T, M eines Punktes z € M und x = (2°))", € R" beliebig. Die Abbildung

B, xR" = B, xgR" (b,z) — ez’
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hat die oben geforderte Eigenschaft, daf (bg, z) und (b, gx) das gleiche Bild
liefern, wenn g ein Element der Strukturgruppe ist. Gleichzeitig erkennen wir
die Identitét

B, x¢gR"=T,M .

Da dies fiir alle z € M gilt, folgt, da} das Tangentialbiindel einer Mannig-
faltigkeit ein zum Rahmenbiindel B assoziiertes Vektorbiindel ist:

BxgR'"=TM.
Die gleiche Aussage ist richtig fiir viele weitere Vektorbiindel, z.B.
Bxg N'R" = N"TM,  Bxg AR" = ANTM.

Sei g = LieG die Lie-Algebra von G. Dann operiert G darauf vermdge der
adjungierten Darstellung:

ad(g)a=gag ', ge€G, acg

Wir konnen auch sagen, G operiere von links auf dem linearen Raum g, und
so das adjungierte Vektorbiindel zu einem Hauptfaserbiindel P (mit Struk-
turgruppe G) konstruieren:

ad(P) =P xg g.

Dies Biindel hat also Fasern, die alle der typischen Faser g gleichen. Biindel
deren Fasern Lie-Algebren sind, werden im folgenden eine besondere Rolle
spielen.

3.11 Zusammenhinge auf einem Hauptfaserbiindel

Ein Hauptfaserbiindel P ist in erster Linie ein Mannigfaltigkeit. Vergessen
wir alle weitere Struktur, so ist P ein Objekt in der Kategorie der Mannig-
faltigkeiten, und wir sind in der Lage nacheinander die Objekte

TP, TP, A\T*P
in der Kategorie der Vektorbiindel zu konstruieren. Vektorfelder
X €?(TP)
sind wie frither Schnitte des Tangentialbiindels TP, Differentialformen

v € Qp =7 (\T*P)
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Schnitte des Vektorbiindels A\T*P.

Jetzt geben wir noch ein weiteres Strukturelement hinzu: Die Lie-Gruppe
G operiert auf P (von rechts). Durch die pull-back-Konstruktion operiert sie
dann auch auf Qp (von links):

g Qp — Qp, v gt (v) (g € G).

Siehe hierzu den Abschnitt 3.3.

Es sei g die Lie-Algebra von G und Qp ® g der Raum der g-wertigen
Differentialformen. Die Gruppe G operiert auf Qp ® g (von links) vermdoge
des pull-backs und der adjungierten Darstellung:

gv®a)=g"(v) ®gag™", geG, aceg, veEp.

Eine g-wertige Differentialform w heif3t dquivariant, wenn sie invariant unter
dieser Wirkung von G ist, d.h. wenn gw = w fiir alle g € G gilt.

Schliefflich erinnern wir an die Rolle von a € g als erzeugendes Element
einer einparametrigen Untergruppe e'® € G (t € R). Dies erlaubt die Kon-
struktion des Vektorfeldes X, iiber P vermdoge

Xof(0) = S f0e) i (FE70)

Mit w € QL ® g gilt (X,(p),w(p)) € g. Wir werden somit durch w und p € P
zuriickgefiihrt zu einem Element in der Lie-Algebra. Ein Sonderfall tritt ein,
wenn es mit dem Ausgangselement a € g iibereinstimmt. Dies fiithrt zu der

Definition. Sei P ein Hauptfaserbiindel mit der Strukturgruppe G und
g = LieG. Ein Zusammenhang in P ist eine g-wertige 1-Form w mit den
Eigenschaften:

(1) w ist Aquivariant.

(2) (Xu(p),w(p)) =a fiir alle p € P und a € g.

3.12 Das horizontale und das vertikale Biindel

Sei P ein Hauptfaserbiindel mit der Basis M. Wir erinnern an die Projektion

T

P M, TP % TM,
Das vertikale Biindel V P = ker(T'w) iiber M hat als Fasern die Teilrdume
VP ={X(p) | T,mX(p) =0} C T, P (peP).
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Elemente von 7 (V P) heien vertikale Vektorfelder. Ein Vektorfeld X ist ge-
nau dann vertikal, wenn

(X,u)y=0, u € T (Q),) C Qp

gilt. Eine 1-Form u, die auf allen vertikalen Vektorfeldern verschwindet, heifit
horizontal. Die Gesamtheit solcher 1-Formen wollen wir mit Q}; bezeichnen.
Jedes u € 7*(Q},) ist horizontal. Jedoch umfasst 7*(Q2},) nicht alle horizon-
talen 1-Formen.

Sei G die Strukturgruppe von P. Aus 7(pg) = 7 (p) fiir alle p € P und
g € G folgt

giomt =7m".

In Worten: Die Gruppe G 148t jede horizontale 1-Form invariant. Sie operiert
somit auf dem Quotienten QL/QL. Es gibt jedoch i.allg. keine kanonische
Weise, den Quotienten mit einem Unterraum von Q) zu identifizieren (es
existiert keine kanonische Projektion QL — QL); es sei denn, wir haben
einen Zusammenhang auf P definiert.

Sei w ein Zusammenhang auf P. Das horizontale Biindel HP = ker(w)
iiber M hat als Fasern die Teilrdume

HyP = {X(p)[(X(p),w(p) =0} CT,P  (peP).

Elemente von ? (H P) heiflen horizontale Vektorfelder. Ein Vektorfeld X ist
genau dann horizontal, wenn (X, w) = 0 gilt. Eine 1-Form u, die auf allen
horizontalen Vektorfeldern verschwindet, heif3t vertikal.

Das Tangentialbiindel kann als direkte Summe dargestellt werden?°:

TP=VP@HP d.h. T,P=V,P® H,P
Dies bedeutet, dafl die Tangentialvektoren eindeutig zerlegt werden kénnen:
X(p) =Xv(p) + Xulp),  Xv(p) € VP, Xu(p) € H,P.
Folglich besitzt jedes Vektorfeld X iiber P eine Zerlegung
X =Xy + Xy, Xy e?(VP), Xy €?(HP).

Wir wollen nun sehen, was unsere Definitionen in lokalen Koordinaten be-
deuten.

20Hierzu beweist man, daf§ die Bedingungen (X,u) = 0 (u € 7*(Q},)) und (X,w) = 0
die Aussage X = 0 zur Folge haben.

94



3.13 Das Hauptfaserbiindel lokal gesehen

Lokal ist das Hauptfaserbiindel P trivial, d.h. es hat die Gestalt M x G, so
daB 7(p) = x wenn p = (z, h). Alle folgenden Formeln in diesem Abschnitt
gehen von der lokalen Trivialisierung aus und haben deshalb auch nur lokal
Giiltigkeit. Die Aufspaltung der Tangentialrdume

T,P=T,M & TG, p=(x,h).
fiihrt dazu, dafl jedes Vektorfeld X € ? (T'P) in zwei Anteile zerfllt,

X = Xy®Xg
Xy :+ G—=7(TM), h — X (h)
X¢ : M—=?2(TG), z— Xg(z),

so daBl Xy (h) fiir festes h € G ein Vektorfeld auf M und Xq(z) fiir festes
x € M ein Vektorfeld auf G' darstellt. In dhnlicher Weise zerfillt die 1-Form
w € QL ® g, die den Zusammenhang auf P bestimmt:

w = wM®wG
Wy = G—)Q}M@g, h'—)u}M(h)
we = M—=Q,0g, = wg(x).

Die Forderung (X,,w) = a (a € g) sagt uns, daB wg(x) unabhiingig von
x € M mit der kanonischen 1-Form © also dem Zusammenhang auf G
iibereinstimmt (siche hierzu den Abschnitt 3.8). Die Aquivarianzbedingung
war(h) = gwar(hg)g™" fiihrt zu der Darstellung

war(h) = h twy(e)h,
so daf} wir zu der folgenden wichtigen Erkenntnis gelangen:

Es besteht lokal eine 1:1-Korrespondenz zwischen den mdglichen
Zusammenhdngen w auf dem Hauptfaserbiindel P und g-wertigen
1-Formen wys(e) auf der Basismannigfaltigkeit M.

Ein Vektorfeld X ist vertikal, falls X, = 0, horizontal, falls
<XM, wM> + <Xg,wg> =0.
An der Stelle p = (z, h) lautet diese Bedingung

(Xn(z, h), b 'wr (2, e)h) + (Xa(z, h),0(h)) =0
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mit der offensichtlichen Interpretation:
Xuy(z, h) e T, M, Xg(z, h) € TG, wu(r,e) eThrM®g.
Nun gilt (Xg(z,h),0(h)) = Tyr,-1 Xa(z, h) € g und deshalb

Xg(z,h) = Torp(Xg(z, h),0(h))
= —Terh<XM(x,h),wM(:1:,h)) = — I’hX(;(x,h).

Hier haben wir jedem p = (z, h) eine Abbildung .J,, : T, M — T),,G als Produkt
zweier Abbildungen zwischen Tangentialriumen zugeordnet:

.M M o TG

Vermoge dieser Abbildung ist es mdoglich, X durch X, auszudriicken, falls
X = Xy & X horizontal ist: Xg = —JX,,. Dies ermoglicht uns, die
gewiinschten Projektionen auf die horizontalen und vertikalen Anteile eines
Vektorfeldes X auf dem Hauptfaserbiindel P (lokal) explizit anzugeben:

Xp=Xud(=JXy), Xy=0&(JXy+Xg).

Es sei n die Dimension der Basismannigfaltigkeit M und seien z' (i =
1,...,n) lokale Koordinaten fiir + € M. Wie wir sahen, ist ein Zusammen-
hang w auf P lokal durch eine g-wertige 1-Form A auf M mit A(z) = wy(zx,e)
festgelegt, die keinen Einschrinkungen mehr unterliegt. In den lokalen Ko-
ordinaten kénnen wir schreiben:

Wir nennen A das Potential. Es ist das zentrale Objekt der Eichtheorien und
bestimmt den Zusammenhang auf allen assozierten Vektorbiindeln. Dies ist
das Thema des Abschnittes 3.14.

Es ist M x g offenbar die lokale Version des adjungierten Biindels ad(P) =
P xg g und Q'(M,g) = Q}, ® g die lokale Version von Q!(M,ad(P)). Es
ist zwar falsch, Q'(M, ad(P)) mit dem Raum der Zusammenhiinge auf P zu
identifizieren (es sei denn, P ist trival), jedoch gilt: Je zwei Zusammenhinge
auf P unterscheiden sich (global!) immer um ein Element in Q'(M, ad(P)).

Als Kriimmung zeichnet man die dem Zusammenhang w auf P zugeord-
nete g-wertige 2-Form Q € Q% ® g mit der definierenden Eigenschaft

(XAY,Q) = (Xy AYy,dw), X,Y €?2(TP).

96



Der Zusammenhang wird flach genannt, wenn seine Kriimmung verschwin-
det. Man findet die folgende explizite Gestalt?!:

Q= dw + §[w,w)]
Lokal gilt
Q:QMEBQg, QM:de—l-%[wM,wM], QGZO

Die Relation Qg = 0 sagt, dafi der Zusammenhang auf G flach ist (siehe die
Maurer-Cartan-Relation). Schlielich haben wir die Moglichkeit durch

Qu(h) =h'Fh,  F=dA+}[AA]

die Kriimmung (lokal) auf die Feldstirke F' € Q3, zuriickzufiihren.

3.14 Die Ubertragung des Zusammenhanges auf asso-
zierte Vektorbiindel: Die kovariante Ableitung

Es sei P ein Hauptfaserbiindel iiber M mit G als Strukturgruppe, E ein G-
Modul, d.h. ein Vektorraum mit einer Darstellung von GG. Wir betrachten das
assoziierte Vektorbiindel &€ = P x4 E iiber M, dessen Fasern Vektorrdume
sind, die wie die typische Faser F aussehen. Die Projektion 7 : ¢ — M
wird durch P — M induziert. In der Feldtheorie ist M ein Modell fiir die
Raumezeit, G eine Eichgruppe und E ein Darstellungsraum, der die “inneren”
Freiheitgrade (wie Farbe, schwacher Isospin, Hyperladung usw.) beschreibt.

Eine kovariante Ableitung (oder Zusammenhang) auf € ist ein Differen-
tialoperator erster Ordnung

Ve (T Mee), [V.fl=df (fe?) (37)

(? ist die Algebra der Funktionen f : M — R). Siehe hierzu den Abschnitt
3.8. Eine kovariante Ableitung auf € 14t sich aus einem Zusammenhang w
auf P ableiten. Zunéchst fiihrt w zu einer Zerlegung des Tangentalbiindels in
einen vertikales aund einen horizontales Biindel:

TP=VP@HP.
Die natiirliche Projektion

¢ : PxE—-PxgE=¢, o(p,v)=r

21Das Klammersymbol ist in gleicher Weise definiert, wie im Abschnitt 3.8 erliutert.
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fithrt zu einer Projektion

¢ P—= €, Gp)=r

und die wiederum zu einer linearen Abbildung
T, : T,P—=1T,€¢

und somit zu einer Aufspaltung T¢ = V& @ HE in horizontale und vertikale
Biindel verméoge

Vi€ = {T¢,X(p)|X(p) € V;P}
H,¢ = {T¢,X(p)|X(p) € HyP}

Man kann zeigen, dafl diese Definitionen unabhéngig von (p, v) sind, solange
é(p,v) = r gilt (Grund: Die Gruppe G operiert nur auf dem horizontalen
Biindel). Damit sind wir in der Lage, der Projektion

7(T¢) - 7(HE), X — Xy

einen Sinn zu geben, die jedem Vektorfeld ein horizontales Vektorfeld zuord-
net. Als Lift bezeichnet man die eindeutige Abbildung

(TM) = ?(T¢), X — X5,
die folgende zwei Bedingungen erfiillt:
(1) X4 ist horizontal, d.h. X} € 7 (H@E).
(2) Es gilt (X4, 7*(u)) = (X, u) fiir alle u € ?(T*M).

Die Bedingung (1) macht deutlich, daf§ die Konstruktion des Liftes ganz ent-
scheidend von dem gewéhlten Zusammenhang auf P abhéingt. Die Bedingung
(2) 148t sich auch so formulieren:

T,wX4(r) = X(x), r=m(r)eM, reé¢.

Schliellich erinnern wir an die &uflere Ableitung von k-Formen auf dem Vek-
torbiindel €:

d: ?(N'T¢) = 2(NT'Tre).
Beachte hierbei, daB ? (A\’T*&) = ? (&) der Vektorraum aller Funktionen f :

M — €& mit wo f = id,, ist. Auf der &ufleren Ableitung beruht entscheidend
die folgende Definition:
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Definition. Die kovariante Ableitung (37) auf dem assoziierten Vektorbiindel
¢ ist durch

(X, Vf) = (X4, df) € 7(¢), X e?(TM), fe?(€
definiert.
Die Darstellung von G auf dem Vektorraum F sei mit D bezeichnet:
D(g) : E—F v D(g)v (g € G).

Verbunden damit ist eine Darstellung 6 der Lie-Algebra g auf E:

O(a) = %D(em)t_g (a €g).

Man rechnet leicht nach, daf§ in lokalen Koordinaten
V =d+0(A) =ds'(0; + 0(A))

gilt, wenn der Zusammenhang auf P durch das Potential A = da'A; mit
A;(x) € g beschrieben wird (siehe den vorigen Abschnitt).
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4 Wirkungsfunktionale fiir Eichtheorien

4.1 Metrische Zusammenhinge auf hermiteschen
Vektorbiindeln

Sei € — M ein Vektorbiindel mit typischer Faser E. Hierbei kann E ein
reeller oder komplexer Vektorraum sein. In vielen Situationen, die in der
Feldtheorie auftreten, ist E' ein komplexer endlich-dimensionaler Vektorraum
mit einer hermiteschen Struktur, der eine unitére Darstellung der Eichgruppe
G tragt, wihrend M, wie schon friiher betont, ein Modell fiir die Raum-Zeit
darstellt. Wir haben es also im wesentlichen mit einer der folgenden typischen
Situationen zu tun:

E ist ein komplexer (reeller) Vektorraum mit einem Skalarprodukt
(+,+) und einer unitiren (orthogonalen) treuen Darstellung D(g)
der Eichgruppe G. Das Vektorbiindel € ist assoziiert zu einem
Hauptfaserbiindel P — M mit der Strukturgruppe G:

@:PXGE.

Das Skalarprodukt in E induziert ein Skalarprodukt (-,-) in jeder
Faser E, in einer Weise, dafi dieses differenzierbar von p € M
abhingt, d.h. aus f € 7(€) folgt (f,f) € C®(M). Jeder Zu-
sammenhang w auf P fihrt auf eine kovariante Ableitung V (ein
Zusammenhang auf €) mit der Eigenschaft

d(f, f) = (V[ )+ (/. V) (38)

fiir alle f € 7(&). Aquivalent hierzu ist die Relation

X(f, 1) =(xf, [)+(f,Vx[)
gliltig fir alle Vektorfelder X € 7 (T M).

Ein Vektorbiindel mit einer hermiteschen Struktur in jeder Faser wird hermi-
tesches Biindel genannt??, und eine kovariante Ableitung V mit der Bedin-
gung (38) heiBt metrisch. Wir erinnern daran, dafy die Darstellung D dann
treu genannt wird, wenn D(g) = id nur fiir ¢ = e (Einheit in G) gilt.

Lokal haben wir immer die Darstellung

V=d+A, A=0Q},®EndE,

2Immer vorausgesetzt, dal das Skalarprodukt sich differenzierbar mit p € M #ndert.
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gleich welche Eichgruppe G und Darstellung D wir gew#hlt haben. Sei n die
Dimension von E und (e,)} eine orthonormierte Basis in E. In Analogie zu
den Christoffel-Symbolen des Levi-Civita-Zusammenhanges kann man auch
hier schreiben:

Ae, = d:c“?fm(:c)eb ,
wobei die ?Za reell- oder komplexwertige Funktionen auf einer Karte von M

sind.

Die Erweiterung der kovarianten Ableitung zu einem Operator auf ganz
Q(¢) mit der Eigenschaft

V(@) = QFfl(e)

vermoge der Leibniz-Regel ist eine Standard-Prozedur: Dies geschieht am
zweckméafigsten iiber die Richtungsableitung

Vi OF @) 5 of e Mook, X erTm),
die den Grad einer Differentialform erhélt. Siehe hierzu die parallele Diskussi-
on im Abschnitt 3.7. Schlieflich ben6tigen wir die Ubertragung der kovarian-
ten Ableitung auf Differentialformen mit Werten im Endomorphismenbiindel
End €. Dies geschieht so, daf3

Vx(Uw) = (VxU)w+U(Vxw), UeQEnd@€), we Q)

erfiillt ist. Anders ausgedriickt: Man identifiziert V xU mit dem Kommutator
[V x,U]. Wollen wir diese Vereinbarung direkt fiir V formulieren, so wird sie
ein wenig komplizierter:

VI [V,U] U € QFEnd¢€) und k=gerade
N , € n un =ungerade.
=V {V.U} U e QEnd¢) und k=ungerad

Als Krimmung F bezeichnet man die folgende Komposition zweier Abbil-

dungen:

F . Qfe) 5 ofle) 5 oF2(e).

Aus [V, f] = df fiir alle Funktionen f € ? und d*> = 0 folgt [F, f] = 0, d.h.
F ist ein lokaler Operator auf (€). Wir kénnen F' als 2-Form mit Werten
in dem Endomorphismenbiindel interpretieren: F' € Q?(End &). Lokal haben
wir die vertraute Darstellung

F=dA+1[AA] €03, ®0),

wobei 0 : g — End E die mit D verkniipfte Darstellung der Lie-Algebra ist.
Beziiglich des Skalarproduktes in E gilt

(O(a)u,v) + (u,0(a)v) =0, a€g, uvekl,
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wofiir wir auch 6(a)* + 6(a) = 0 schreiben.

Es seien D;(g) und Dy(g) zwei unitire (bzw. orthogonale) Darstellungen
der Eichgruppe G auf den komplex-(bzw. reell-)linearen Rdumen E; und FEj.
Es sei ¢ : F1 — FEy eine lineare Abbildung mit ¢ o D1(g) = Ds(g) o ¢ fiir alle
g € (7, also ein Morphismus

(B, D)) -% (B, Ds)

zwischen G-Modulen, kurz ein G-Morphismus. Verbunden damit ist ein Mor-
phismus zwischen den assoziierten Vektorbiindeln &; und &;, so dafl das
folgenden Diagramm kommutativ ist:

PxE ¥ pxEg
! idx o +
Q-:'l = P XaG El — P XaG EQ =: QEQ

Zur Begriindung: Wenn (pg, v) und (p, D1(g)v) dasselbe Element in P x g E;
sind, so auch (pg, ¢v) und (p, pD1(g)v) = (p, Da(g)dv) in P X Es. Der Ein-
fachheit halber schreiben wir ¢ anstelle von id x ; ¢. Wir demonstrieren diese
Konstruktion an zwei Beispielen.

1. Beispiel. Es sei E ein komplex-linearer Raum mit einer hermiteschen
Struktur, U(FE) die Gruppe der unitiren Operatoren, D : G — U(E) eine
treue Darstellung der Eichgruppe und 0 : g — u(FE) die zugehorige Darstel-
lung der Lie-Algebra. Es seien durch

(ElaDl):ga (EQ,DQ) :ll(E)
zwei reell-lineare G-Module bestimmt mit den Darstellungen
Di(g)a=gag ' (a€g),  Diy(g)A=D(9)AD(g) " (A€ u(E)).

Wegen 6(gag™') = D(g)8(a)D(g) " ist 6 ein G-Morphismus und kann zu
einem Morphismus

adP =P xcg — P xgu(FE)=:ad¢

erweitert werden. Wir erkennen sofort, dafl die Kriimmung F' (oder Feldstérke)
eine 2-Form mit Werten in der Lie-Algebra ad & ist. Zwei kovariante Ablei-
tungen auf € unterscheiden sich um einen lokalen Operator:

Vi-Vo=A, AcQ'(f(adP)).

Im Gegensatz zu dem Vektorpotential ist die 1-Form A global definiert. Die
kovarianten Ableitungen bilden also einen affinen Raum iiber den 1-Formen
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mit Werten in der Lie-Algebra 6(ad P).

2. Beispiel. Mit den Vorausetzungen vom 1. Beispiel betrachten wir den
G-Morphismus

A
zwischen komplex-linearen G-Modulen. Er kann zu einem Morphismus
@Z:PXGE A) PXG/\E:Z/\QE

erweitert werden.

Oft schreibt man auch A A A fiir 1[4, A]. Mit
A=dz"'A,(x), F = Ldat A da"F,(z)

— 2
finden wir explizit:
F.=0,A,—0,A, +[A, A).
Satz. Die Kriimmung erfiillt die sog. zweite Bianchi-Identitit VF = 0.

Den Beweis fiihrt man am besten lokal, um zu erkennen, dafl VF = 0 eine
Folge der Jakobi-Identitét ist:

VF = dF +[A,F]
= dANA—-—ANdA+[A dA+ ANA]
= dANA—-—ANdA+ANdA—dANA+[A AN A]
= 2ANANA

= 2t nda Ada? (A [, A) 4 (A (A, AL+ (A, (A, AL
= 0.

Es sei M eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension d. Im
Abschnitt 3.6 wurde gezeigt, dal in jedem Punkt z € M ein kanonisches
reelles Skalarprodukt in dem reellen Vektorraum A"T*M existiert mit der
Eigenschaft

v A xu = x(u,v) = wg(u,v), u,vE/\kT;M,

wobei *x den Hodge-Operator und wy = %1 die Volumenform der Mannig-
faltigkeit bezeichnet. Dies gibt dem reellen Vektorbiindel AT*M eine reell-
hermitesche Struktur. Wir konnen sie dazu nutzen, um dem komplexen Vek-
torbiindel AT*M ® End & eine komplex-hermitesche Struktur zu geben, und
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zwar dadurch, dafi wir in jeder Faser AT M ® End E, ein Skalarprodukt
einzufiihren:

(u® A,v® B) = (u,v) Spur(A*B) , u,v € NTiM, A, B € End E,.

Der Hodge-Operator kann ebenfalls auf das Biindel AT*M ® End € durch
die Vorschrift
x(u®A) =xu® A",

ausgedehnt werden, so daf} gilt:

Spur(V A *U) = wy (U, V), U,V € QF(End ¢).

Mit der Erweiterung des Hodge-Operators gelingt es uns, jeder Ableitung V
ihre Koableitung V zuzuordnen:

V* = (=1)MH Vs © QF(End ¢) — QF1(End ¢)

in Analogie zur Definition der Koableitung d* (siehe den Abschnitt 3.6).
Deshalb ist auch hier das Vorzeichen so gewihlt, dafl

dSpur(U A #V) = wy ((V, VU) = (V*V, 1))

fiir alle U € QF(End ¢) und V € Q¥'(End €) gilt. Nach Integration iiber
die Mannigfaltigkeit verschwindet die linke Seite aufgrund des Theorems von
Stokes.

4.2 Wirkungsfunktionale

Wir iibernehmen alle Voraussetzungen des vorigen Abschnittes und fordern
dariiberhinaus, daf§ die Raumzeit M kompakt sei (damit Integrale iiber M
existieren). Die hermitesche Struktur des Biindels AT*M ® End € erlaubt,
der Kriimmung F' eine d-Form (d ist die Dimension von M) zuzuordnen:

wo (F,F) e Ql, =2 (\T*M), 0<(F,F)eQ) =7.

Durch Integration entsteht daraus das Wirkungsfunktional einer Eichtheorie:

W:%(F,F)LQZ/ LU[]%(F,F)

M

Es wird begriffen als ein Funktional des Zusammenhanges auf €. Wir betonen
erneut, daf} die moglichen kovarianten Ableitungen V einen affinen Raum
bilden: Zwei kovarianten Ableitungen unterscheiden sich um ein Element

A€ Q'(9(ad P)) € Q'(ad &) C Q' (End &)
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Um die Euler-Lagrangeschen Gleichungen des Variationsproblems
W = stationér

zu erhalten, haben wir V durch V +¢A zu ersetzen, das Wirkungsfunktional
an der Stelle ¢t = 0 zu differenzieren und das Ergebnis gleich Null zu setzen.
Durch die Ersetzung werden F' und W t-abhingig. Wir finden F'(t) = F +
tVA + O(#?) und somit

iW(t)t_U:/ woRe(VA,F):/ wo Re(A, V*F).
dt Y M

Hier haben wir die Eigenschaft

[ awvv) = [ wEvo

M

giiltig fiir U € QF(End &) und V € QF"1(End &) ausgenutzt. Die Kriimmung
F' entspricht einem stationdren Punkt der Wirkung genau dann, wenn

Re(4,V*F) =0

fiir alle A € Q'(ad €) gilt. Da sowohl A wie auch V*F antihermitesche Ma-
trizen als Werte annehmen, ist (A, V*F') sicher reell, und wir kénnen uns
auf die Bedingung (A, V*F) = 0 konzentrieren. Da wir verlangten, daf} die
Darstellung der Eichgruppe auf E treu sei, folgt daraus die Feldgleichung

V*F =0.

Beachte, daf} V*F in Q'(ad €) liegt.
Da 6 : g — u(FE) injektiv ist (aus 0(a) = 0 folgt a = 0), ist die durch

(a,b) := Spur(f(a)*6(b)) = —Spur(6(a)b(b)) (a,b € g)

definierte (reelle) Bilinearform nicht-entartet, stellt also ein Skalarprodukt in
g dar. Wir konnen eine Basis e; € g so wéhlen, daf} (e;, e;) = d; gilt, und
definieren

é; =0(e;) € End E.

In einer lokalen Trivialisierung
Uxg -5 Uxu(E), (UcM)

werden die é; zu Vektoren in der Faser ad E, (z € U), nach denen das
Eichpotential zerlegt werden kann,

A =dz'e; Al (z),
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mit reellen Koeffizienten A/ (z), den “Komponenten” von A. Ahnlich verfah-
ren wir mit der Kriimmung:

F = jdz" A dz"é;F,,(z) .

2

Auch hier sind die Koeffizienten Fﬁy(a:) reell. Wir sehen in ihnen die physi-
kalischen Feldstérken. Wir finden nun lokal

(F,F) = 3(d"Adx¥, dx” Adx™)Spur (€] éy)Fy, FL,
= 1 ((d", dz?)(da”, da™) — (d*, da7)(dx”, dz”)) (e, ex) Fl, Fr,
— i(guagur _ guTgua)(SikFi Fk

uvt ot
— %guagm' 6zk Fz Fk

uvs ot

Wir kénnen nach bewihrtem Schema (siehe die Rechnung am Ende des Ab-
schnittes 3.6) einen expliziten lokal giiltigen Ausdruck fiir V*F erhalten.
Dazu setzen wir:

V*F = da*(V'F),, (V'F)" =g¢"(V*F),

F = Ydo"Ad'F,,, F"=g¢"“¢"F,,,

nehmen wie friither |Det(¢"”| = 1 an und erhalten
(V'F) = —0,F" —[A,, F"].

Bevor wir mit den allgemeinen Erorterungen fortfahren, wollen wir einige
relevante Beispiele studieren.

4.3 Beipiele fiir Eichtheorien

In den folgenden Beispielen wollen wir offen lassen, wie das jeweilige Haupt-
faserbiindel P — M beschaffen ist. Man mag um der Konkretheit willen an-
nehmen, dafl es sich um ein triviales Hauptfaserbiindel der Form P = M x G
handelt, so dafl alle assozierten Vektorbiindel gleichfalls trivial werden, z.B.

C=MXxF, End€& =M x End F.

Zugleich hat dann jede kovariante Ableitung auf & nicht nur lokal, sondern
auch global die Gestalt V = d + A mit A € Q}, ® g. Wir wihlen lokale
Koordinaten z#, setzen g"* := (dz*, dx") und schliefien den Fall der Lorentz-
Metrik nicht aus. Wenn wir von dem Raum C" sprechen, so besitzt er die
durch

l® + [z + o Ll
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gegebene hermitesche Struktur.
Die Elektrodynamik im Vakuum. Hier ist G = U(1) und E = C mit der
Darstellung z — e'®z. Zugleich gilt g = iR, § = id und

ad€ =M xiRC M xC=End¢€.

Wir betrachten die imaginire Einheit ¢ als die normierte Basis der eindi-
mensionalen Lie-Algebra u(1) und zerlegen das Eichpotential A sowohl nach
dieser Basis als auch nach der Basis dz# in ? (T*M):

A =dx"iA,(x), A,(z) € R.

Ahnlich verfahren wir mit der Feldstirke F. Da die Eichgruppe abelsch ist,
ist die Feldgleichung linear:

VF=d'F =0 = 0, F" =0.
Das Beispiel ist sehr einfach und wurde schon im Abschnitt 3.6 betrachtet.

Die Eichtheorie des Salam-Weinberg-Modells. Dieses Modell vereinigt
alle Eichfelder der elektro-schwachen Wechselwirkung, ohne Higgs-Feld und
Materie-Felder. Folglich findet keine Symmetriebrechung statt, und alle Eich-
teilchen sind masselos. Die Eichgruppe ist G = U(2). Ihr Darstellungsraum
ist £ = AC? mit der durch v : C* — C?, 2z — uz (u € U(2)) induzierten
Darstellung Au : AC*? — AC?. Wir gewinnen die zugeordnete Darstellung
der Lie-Algebra durch

0(a) = % (A),_,  (acu@).

Nun rechnet man leicht nach, daf}
(a,a) := —Spur 0(a)* = —Spur a* — (Spur a)?

gilt. Dies hat man zu vergleichen mit dem von Salam und Weinberg gewihl-
ten Ansatz, der eine Trennung in einen su(2)-Anteil und einen u(1)-Anteil
vorsieht mit den Kopplungskonstanten ¢ und g¢':

(0, a)sw = — é«a — {a))?) - %W ()= 1Spur().
su(2) u(1)

Man findet Ubereinstimmung mit (a,a) (bis auf einen Faktor), wenn g =
3¢ gesetzt wird. Gewdhnlich schreibt man ¢'/g = tan By und nennt Oy den
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Weinberg-Winkel. Experimentell mit man sin? fy. Die theoretische Voraus-
sage ergibt den Wert sin? fy = 0,25.

Eine geeignete Basis e; in der Lie-Algebra u(2), die (e;, ex) = d;; erfiillt,
ist durch

. —i<¢ﬂaﬁ+& ahw&3>6u@) (a* € R

a:aek:ﬁ a' +ia? V1/3a* —a

gegeben. In der gewéhlten Darstellung erhalten wir die Bilder é; = 6(e;).
Dies ist auch die Basis, nach der das Eichfeld A und die Feldstiarke F zerlegt
wird, um die “physikalischen” reell-wertigen Felder zu erhalten:

A = dzté; Al F = Jdz" A dz"é;F), .

Die Wirkung zerfillt in einen U(1)-Anteil und einen SU(2)-Anteil. Der erste
beschreibt eine QED-artige Theorie, der zweite eine Yang-Mills-Theorie.

Die Eichtheorie des Standardmodells. Diese Modell vereinigt alle Eich-
felder der elektro-schwachen und der starken Wechselwirkung, jedoch ohne
das Higgs-Feld und die Dirac-Felder der fundamentalen Fermionen. Die Eich-
gruppe ist

G=SU(@3) xU(2)) c SU(5)

mit der Lie-Algebra g = su(3) x su(2) x u(1). Der Darstellungsraum ist
E = AC° mit der Darstellungen

N:G—=U(E), 6 =Lie\:g— u(F).

Hier bezeichnet U(F) die Gruppe der unitiren Operatoren auf F und u(E)
die korrespondierende Lie-Algebra. Jedes Element a € g verstehen wir als
eine antihermitesche 5 x 5-Matrix. Eine Rechnung zeigt:

(a,a) = —Spurf(a)® = —8 (Spura® + (Spura)?) .

Eine Basis e, = —it; (k=1,...,12) mit der Eigenschaft (e;, ex) = d;;, ist
| k=1,2,3 | k=4 | k=5,...,12 |

l 0 0 l § _§]13 0 l )\k74 0

1\ 0 oy 4\5 0 1, 4 0 0

Hier sind o}, die Pauli-Matrizen und )\, die Gell-Mann-Matrizen. Beschranken
wir uns auf die darin enthaltene u(2)-Algebra, so erhalten wir die folgende
Parametrisierung:

—i ((/3/5a* + a? al —ia?
- ( al +ia? \/3/75a4—a3 € u(2) (a" €R).
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Der Faktor vor a (relativ zu dem vor a® und absolut genommen) ist mit
g'/g = tan fy zu identifizieren. Also

3 ) 3
tan Oy, = R = sin’ Oy = 3
Die Abweichung von dem im Experiment bestimmten Wert? des Weinberg-

Winkels 148t sich durch Quantenkorrekturen erklaren.

Die Yang-Mills-Theorie. Historisch gesehen war dies die erste nicht-abelsche
Eichtheorie, ein Modell also, mit dem wir heute keine konkrete Physik mehr
verkniipfen. Die Eichgruppe ist G = SU(n) (n > 2, urspriinglich n = 2) in
der adjungierten Darstellung auf dem reellen Vektorraum E = su(n). Bis
auf ein Vorzeichen ist das Skalarprodukt mit der Killing-Form identisch:

(a,a) = —Spur(ad(a)?) = —2n Spura?,

wobei
ad(a):g =g, b—[a,0] (a,b€g)

die adjungierte Darstellung der Lie-Algebra g = su(n) beschreibt.

Es ist unmittelbar klar, dafl man ebensogut von dem Darstellungsraum
E = C? ausgehen kann, mit einem unbedeutenden Unterschied, der sich im
veréinderten Skalarprodukt zeigt. Es gilt jetzt (a,a) = —Spura? ohne den
Vorfaktor 2n.

4.4 FEichtransformationen

Sei P ein Hauptfaserbiindel iiber M mit der Lie-Gruppe G als Strukturgrup-
pe. Sei g die Lie-Algebra von G. Eine globale Eichung wire dann ein Schnitt
s € 7(P). Gébe es einen solchen Schnitt, so kénnten wir jedem Zusammen-
hang w € QL ® g vermoge der pull-back-Konstruktion

A=5"(w)eQ,®g

ein global (auf M) definiertes Eichpotential zuordnen. Es zeigt sich jedoch,
daf ein globaler Schnitt nur dann existiert — 7 (P) also nichtleer ist —, wenn
P ein triviales Biindel ist, d.h. die Struktur M x G besitzt. Wir erkennen so
den tieferen Grund, warum Eichpotentiale i.allg. nicht global definiert werden
kénnen.

Das Wirkungsfunktional einer Eichtheorie ist so konstruiert, daf es ei-
chinvariant ist. Was ist jedoch eine Eichtransformation? Die Gruppe Diff(P)

ZExperimentell: sin” fyy ~ 0,23
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der Diffeomorphismen von P ist zu grof3, da sie die Faserstruktur von P nicht
respektiert. Ein Diffeomorphismus f : P — P respektiert die Faserstruktur —
ist ein Biindelmorphismus —, wenn es einen Diffeomorphismus fy; : M — M
gibt, so daf} das folgende Diagramm kommutiert:

p Ly p
1 ; l
Mooy

Nun ist P nicht nur ein Biindel, sondern besitzt auch noch eine Strukturgrup-
pe G. Hieraus resultiert die stiarkere Forderung, ndmlich dal f dquivariant
sei:

flpg) = flplg (peP geq)

Fiir ein Hauptfaserbiindel folgt hieraus in der Tat, da} f die Faserstruktur
respektiert. Man definiert deshalb die Automorphismengruppe von P in der
folgenden Weise:

Aut(P) = {f € Diff(P) | f ist Aquivariant}.

Vom Standpunkt der Differentialgeometrie erscheint diese Definition sehr
natiirlich. Vom Standpunkt der Eichtheorien ist jedoch diese Gruppe immer
noch zu grof3. Als Gruppe der Eichtransformationen bezeichnet man diejenige
Untergruppe von Aut(P), deren Elemente trivial auf der Basis M operieren:

G(P) ={f € Aut(P) | fy =id}.

Man erkennt leicht, da§ G(P) eine normale (oder invariante) Untergruppe
von Aut(P) ist, wobei der Quotient gerade alle Diffeomorphismen von M
enthilt?*. Dieser Sachverhalt 148t sich durch die folgende exakte Sequenz
von Gruppen ausdriicken:

1 G(P) - Aut(P) -1 Diff(M) — 1.

Hier bezeichnet die Abbildung ¢ die natiirliche Einbettung, und j ist durch
3(f) = fu (f € Aut(P)) gegeben.

Die physikalische Interpretation einer Eichtransformation f € G(P) ist
die einer lokalen (punktweisen in Bezug auf M) Anderung der Eichung. Tst
das Biindel trivial, so kann f wiederum als eine Abbildung M — G aufgefaflt
werden. Es ist bemerkenswert, dafl es alternative Charakterisierungen der
Gruppe G(P) gibt.

Theorem. Die folgenden beiden Gruppen sind isomorph zu G(P):

24Da M ein Modell fiir die Raumzeit sein soll, bedeutet die Forderung fy; =id gera-
de, daB} eine Eichtransformation nicht auch noch einen Koordinatenwechsel im Sinne der
Allgemeinen Relativitéitstheorie mit beinhaltet.
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1. Die Gruppe aller dquivarianten C'*°-Funktionen f : P — G,
C&(P,G) ={f € C*(P,G)| f(pg) = 9~ f(p)g, p€ P, g € G}

2. Die Gruppe ? (Ad(P)) der Schnitte des assoziierten Biindels Ad(P) =
P x ¢ G, konstruiert beziiglich der adjungierten Wirkung von G auf sich
selbst.

Der Beweis ist leicht und wird hier iibergangen. Wir sehen: Nach allen Hinder-
nissen ist dennoch moglich, Eichtransformationen als Schnitte eines Biindels
aufzufassen. Man beachte jedoch, dafl Ad(P) zwar ein Biindel von Gruppen,
jedoch kein Hauptfaserbiindel ist. Ferner: Wir kénnen der Gruppe G(P) eine
Lie-Algebra zuordnen, die unendlich-dimensional ist:

LieG(P) =7 (ad(P)),

wenn ad(P) = P X g dasjenige assoziierte Vektorbiindel ist, das beziiglich
der adjungierten Wirkung der Gruppe G auf ihre Lie-Algebra g konstruiert
ist. Eine andere Auffassung ist

LieG(P) = C3(P.g) ,

als Folge des obigen Theorems. Gemeint sind alle Funktionen C'*°-Funktionen
f: P — g mit der Eigenschaft, dquivariant zu sein: f(pg) = g *f(p)g.
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