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EinleitungDie mathematischen Methoden, die in der Feldtheorie { klassisch oder quan-tentheoretisch { Anwendungen �nden, sind vielf�altig:� Eigenschaften von Operatoren auf einem Hilbertraum und Spektral-theorie.� Darstellungen der kanonischen Vertauschungsrelationen von unendlichvielen Freiheitsgraden auf der Basis der Weyl-Relationen.� Di�erentialgeometrie der Faserb�undel als Grundlage der Eichtheorien.� Borchers-Algebra und Wightman-Funktionale, f�alschlich als \axioma-tische Feldtheorie" bezeichnet.� Theorie der Distributionen oder \verallgemeinerter Funktionen".� Euklidische und konstruktive Feldtheorie auf der Basis einer Ma�theo-rie �uber einem Raum von Distributionen. Existenzbeweise f�ur nicht-triviale Feldtheorien. Osterwalder-Schrader-Axiome.� Algebren von lokalen Observablen, entweder als C�-Algebren oder alsvon-Neumann-Algebren. Theorie der Sektoren als Interpretation vonSuperauswahlregeln.Alles in einer Vorlesung abzuarbeiten, ist unm�oglich. Der erste Versuch wur-de von mir 1973 an der Universit�at Hamburg in einem 2-semestrigen Kursmit zweifelhaftem Erfolg unternommen. Teile, die mir heute obsolet erschei-nen, habe ich aus dem Skriptum entfernt. An der RWTH Aachen habe sp�aterich im kleinen Kreis von Diplomanden und Doktoranden mehrfach di�eren-tialgeometrische Themen behandelt, als klar wurde, da� die Eichtheorien einsolches Fundament ben�otigen. Aus der Wechselwirkung mit vielen begabtenjungen Leuten sind Notizen hervorgegangen, die ich nun zusammen mit altenNotizen zu einem Ganzen vereinige, als Skriptum einer Vorlesung, die ich niegehalten habe, aber gern gehalten h�atte.Die \Vorlesung" gliedert sich in drei Teile. Der erste Teil benutzt die sehreinfache Theorie der kanonischen Vertauschungsrelationen von endlich vielenFreiheitsgraden, um in das sehr komplizierte Verhalten von unbeschr�anktenOperatoren einzuf�uhren. Der zweite Teil zeigt, da� es sehr viele in�aquiva-lente Darstellungen der Weyl-Relationen gibt, sobald man unendlich vieleFreiheitsgrade behandeln m�ochte, wie es die Quantenfeldtheorie verlangt. Ei-nige interessante und in Anwendungen wichtige Beispiele werden ausf�uhrlich4



diskutiert. Der dritte Teil schlie�lich f�uhrt in die Terminologie der Di�erenti-algeometrie soweit ein, da� die Grundlagen der Eichtheorien sichtbar werden.Der Schwerpunkt liegt nicht im Bereich der Riemannschen Geometrie (ob-wohl wichtig f�ur die Allgemeine Relativit�atstheorie), sondern in dem Studiumvon Vektorb�undeln, die assoziiert zu einem Hauptfaserb�undel sind, und aufdem Begri� des Zusammenhanges sowie der kovarianten Ableitung. ZentraleBedeutung kommt dem Yang-Mills-Funktional zu. Zum tieferen Verst�andnisdes dritten Teils empfehle ich die folgenden B�ucher:1. M. Schottenloher, Geometrie und Symmetrie in der Physik, Vieweg,Wiesbaden 19952. A. Trautmann, Di�erential Geometry For Physicists, Stony Brook Lec-tures, Monographs and Textbooks in Physical Science, Bibliopolis, Na-poli (Italia) 19843. H. Holmann, H. Rummler,Alternierende Di�erentialformen, B.I.-WissenschaftsverlagMannheim 19724. J. Jost, Riemannian Geometry and Geometric Analysis, Springer 19955. K.B. Marathe, G. Martucci, The Mathematical Foundations of GaugeTheories, North-Holland 1992
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1 Methoden f�ur Systeme mit endlich vielenFreiheitsgraden1.1 Was sind und warum studiert man unbeschr�ankteOperatoren?Wir wollen zun�achst folgendes vereinbaren. Mit dem Wort Hilbertraum mei-nen wir stets einen komplexen Hilbertraum, der separabel ist, d.h. eine abz�ahl-bare Basis besitzt. Das Skalarprodukt (f; g) ist linear in g und antilinear inf . Unter einem Operator in dem Hilbertraum H verstehen wir eine lineareAbbildung A : D(A)!H; D(A) � H;wobei D(A) der De�nitionsbereich ist, f�ur den wir zwei Dinge voraussetzen:1. D(A) ist eine lineare Mannigfaltigkeit,2. D(A) liegt dicht in H.Ein Operator A hei�t beschr�ankt, wenn eine Konstante C existiert, so da��uberall im De�nitionsgebiet kAfk � Ckfk (1)gilt. Die kleinste Konstante mit dieser Eigenschaft wird die Norm des Opera-tors genannt und mit kAk bezeichnet. Man sieht sofort, da� (1) der AussagekAf � Agk � Ckf � gk (2)�aquivalent ist, und diese wiederum mit der Stetigkeitsaussage(8� > 0)(9� > 0)(8f; g) kf � gk < � ) kAf � Agk < � (3)Zum Beweis setze man � = �=C in der einen und C = 2�=� in der anderenRichtung. Das Beweisverfahren lehrt:Eine lineare Abbildung zwischen normierten R�aumen ist genaudann stetig, wenn sie beschr�ankt ist.Beschr�ankte Operatoren mit einem dichten De�nitionsbereich k�onnen immereindeutig zu einem stetigen Operator auf ganz H erweitert werden.Die Notwendigkeit, unbeschr�ankte (also in jedem Punkt unstetige) Ope-ratoren in die Betrachtung einzubeziehen, tritts bereits in der Quantenme-chanik auf, und verst�arkt sich in der Quantenfeldtheorie. Nehmen wir etwadie Vertauschungsrelation [a; a�] = 1l (4)6



und versuchen wir, sie als eine Identit�at f�ur beschr�ankte Operatoren zu deu-ten. Dann �nden wir durch Induktion f�ur jedes nat�urliche n[an; a�] = nan�1 (5)und damit nkan�1k � 2ka�k kank � 2ka�k kak kan�1k : (6)W�ahlen wir nun N > 2ka�k kak, so folgt kaN�1k = 0. Ebenso folgt aus (6)f�ur n = N � 1 (N � 1)kaN�2k � 2ka�k kaN�1k ; (7)also kaN�2k = 2 falls N � 2, und durch Induktion schlie�lich kak = 0, d.h.a = 0 im Widerspruch zu den Vertauschungsrelationen. �Ahnlich beweist mana� = 0. Fazit: Unsere Annahme, a und a� seien beschr�ankte Operatoren, istfalsch.Wir haben hier die Wurzel eines �Ubels zu fassen, das den kanonischenVertauschungsrelationen[�a(x); �b(x0)]t=t0 = i�ab �3(x� x0) (8)f�ur Bose-Felder anhaftet. Selbst nach Integration mit geeigneten Testfunk-tionen f sind die Operatoren�(f; t) = Z d3x fa(x)�a(x; t)�(f; t) = Z d3x fa(x)�a(x; t)noch unbeschr�ankt.Die zweite Schwierigkeit folgt auf dem Fu�e. Operatoren wie a und a�k�onnen nicht auf dem ganzen Hilbertraum (stetig) de�niert werden:Wenn zwei Operatoren A und B �uberall auf H setig de�niert sindund (Ag; f) = (g; Af) f�ur alle f; g 2 H gilt, so sind A und Bbeschr�ankt.Wenn wir diesen Satz besser verstehen wollen, m�ussen wir ihn zu beweisensuchen. Die Aussage kAgk � Ckgk, die wir herleiten wollen, k�onnen wir indie Form kAek � C; g = kgkebringen, d.h. A ist beschr�ankt genau dann, wenn das Bild der Einheitskugelin H, also die Menge M = fAe j e 2 H; kek = 1g7



beschr�ankt ist. Aus j(Ag; f)j = j(g; Bf)j � kgkkBfk (9)folgt, da� M schwach beschr�ankt ist. Die De�nition hierf�ur lautet:(8f 2 H)(9C > 0)(8h 2M) j(h; f)j < C : (10)Die Reihenfolge (8f 2 H)(9C > 0) sagt, da� die Konstante C von f abh�angt.In unserem Beispiel erf�ullt M die Bedingung (10) mit C = kBfk. Man sagt,M sei beschr�ankt, wenn die st�arkere Bedingung(9C > 0)(8h 2M) khk < C (11)erf�ullt ist. Obwohl in unserem Beispiel die Menge M schwach beschr�ankt ist,haben wir noch keinen Beweis daf�ur geliefert, da� sie auch beschr�ankt ist.Es geh�ort zu den bemerkenswerten Eigenschaften eines Hilbertraumes,da� die beiden Beschr�anktheitsbegri�e in einen zusammenfallen. Der Grundliegt in einem sehr tiefen und fundamentalen Satz der Funktionalanalysis,dem Satz von Banach oder dem Prinzip von der gleichm�a�igen Beschr�ankt-heit: Eine Menge M von stetigen Abbildungen T : F ! G zwischennormierten R�aumen sei in jedem Punkt beschr�ankt,(8f 2 F )(9C > 0)(8T 2M) kTfk � C :Ist F vollst�andig (jede Cauchy-Folge konvergent), so istM gleich-m�a�ig beschr�ankt,(9C > 0)(8T 2M) kTk � C :Der Satz von Banach macht deutlich, wie stark die Voraussetzung sein kann,da� ein Raum vollst�andig ist. Zum Beweis des Satzes sei auf die Literaturverwiesen. Um den Satz auf unseren Fall anzuwenden, setzen wir F = Hund G = C und de�nieren spezielle Abbildungen Th : H ! C , Thf = (h; f).Insbesondere lernen wir auf diese Weise:Jede schwach beschr�ankte Teilmenge eines Hilbertraumes ist be-schr�ankt.Wir kehren zur�uck zu der Vertauschungsrelation (4) mit dem Wissen, da�a und a� nicht auf dem ganzen Hilbertraum de�niert werden k�onnen. ZweiFragen dr�angen sich auf: 8



1. Welchen Sinn hat die Relation (4), wenn die drei Operatoren, aa�, a�aund 1l verschiedene De�nitionsbereiche haben?2. Welchen Sinn hat die Aussage, a� sei der adjungierte Operator zu a ?Um die erste Frage zu beantworten, m�ussen wir erst Regeln aufstellen f�urdie Addition und Multiplikation von Operatoren mit verschiedenen De�niti-onsbereichen. Seien also A und B mit De�nitionsbereichen D(A) und D(B).Wir vereinbaren:� D(cA) = cD(A) und (cA)f = c(Af) f�ur alle f 2 D(A) und c 6= 0.� cA = 0 falls c = 0.� D(A+B) = D(A) \D(B) und (A+B)f = Af +Bf f�urf 2 D(A) \D(B).� D(1l) = H.Gilt D(A) � D(B) und Af = Bf f�ur alle f 2 D(A), dann schreiben wirA � B. Man sagt, B sei eine Erweiterung von A.Aus den genannten Regeln folgen sofort einige Aussagen:(1) (A+B) + C = A+ (B + C) und (AB)C = A(BC).(1) (A+B)C = AC +BC aber A(B + C) � AB + AC.Warnung: Aus A+B = A + C kann nicht auf B = C geschlossen werden!Wir haben nun noch den adjungierten Operator zu de�nieren. Was k�onnteder De�nitionsbereich von D(A�) sein? F�ur welche g 2 H hat(8f 2 D(A)) (g; Af) = (h; f) (12)eine eindeutige L�osung h. Die Menge dieser Vektoren g identi�zieren wir mitD(A�).Existenz: Der Satz von Riesz sagt, da� ein h 2 H mit der Eigenschaft (12)genau dann existiert, wenn das FunktionalFg : D(A)! C ; Fg(f) = (g; Af)beschr�ankt ist, d.h. jFg(f) � Ckfk (13)gilt.Eindeutigkeit: Der Vektor h ist eindeutig genau dann, wenn aus (h; f) = 0f�ur alle f 2 D(A) die Aussage h = 0 folgt. An dieser Stelle erkennen wir, da�die Annahme wichtig wird, D(A) sei dicht in H. Wir unterscheiden folgende9



F�alle:1. Fall. D(A) dicht in H und A beschr�ankt. Hier kann die Bedingung (13)f�ur alle g 2 H erf�ullt werden. Man hat nur C = kAk kgk zu setzen. Folglichgilt D(A�) = H.2. Fall.D(A) dicht in H, aber A unbeschr�ankt. Hier kann die Bedingung (13)nur f�ur geeignete g (z.B. f�ur g = 0) erf�ullt werden: D(A�) ist nichtleer.In den beiden genannten F�allen ist der adjungierte Operator A� auf D(A�)durch die lineare Abbildung g 7! h de�niert.Wir wollen uns die abstrakte Konstruktion an einem Beispiel klarmachen.Wir w�ahlen hierzu den Raum L2(R) der quadratintegrablen Funktionen f(x)und setzen (Af)(x) = f(0)e�x2; D(A) = L2(R) \ C(R) (14)Der Operator A ist linear, unbeschr�ankt und dicht de�niert. Um D(A�) zu�nden, fragen wir: F�ur welche Funktionen g 2 L2(R) hat(8f 2 D(A)) (g; Af) = f(0) Z dx g(x)e�x2 = Z dx h(x)f(x) (15)eine eindeutige L�osung in h ? Zur Abk�urzung setzen wir I = R dx g(x)e�x2und unterscheiden:1. Fall I 6= 0. Dann folgt jf(0)j � Ckfk mit C = jIj�1khk and alle f 2 D(A),was unm�oglich ist.2. Fall I = 0. Dann folgt h = 0 eindeutig.Wir sehen also, D(A�) besteht aus allen g 2 L2(R), die orthogonal zu e�x2sind. Der Operator A� bildet D(A�) auf den Nullvektor ab. Da D(A�) nichtdicht in L2(R) ist, existiert der Operator A�� nicht. Hier zeigt sich, da� rechtharmlose Operatoren pathologische Z�uge haben k�onnen.Gleichfalls auf dem Raum L2(R) betrachten wir den Operator(Af)(x) = 1p2� Z dx eipxf(x) (16)mit D(A) = L2(R) \ L1(R). Die L1-Eigenschaft ist erforderlich, damit dasIntegral (16) { im Sinne von Lebesgue { wohlde�niert ist. Aufgrund derParsevalschen GleichungZ dp j(Af)(p)j2 = Z dx jf(x)j2ist A ein beschr�ankter Operator mit kAk = 1 und somit giltD(A�) = D(A��) = L2(R) :10



Der Operator F = A��, der Abschlu� von A, wird Fourier-Operator genannt.Er ist unit�ar: F � = F�1.1.2 Abschlie�bare OperatorenEs gibt eine Eigenschaft von Operatoren, die einen daf�ur entsch�adigen kann,da� man auf die Stetigkeit verzichtet hat: Ein Operator mu� abschlie�barsein. Beispiele zeigen, da� nichtabschlie�bare Operatoren extrem unstetigsind. Wir haben von Beginn an verlangt, da� D(A) dicht in H ist. Nun ver-langen wir noch, da� auch D(A�) dicht in H ist. In diesem Fall existiertA�� und stellt eine Erweiterung von A dar. Nun hat A�� die bemerkenswerteEigenschaft, abgeschlossen zu sein. Hierf�ur kann man zwei De�nitionen an-geben, eine \geometrische" und eine \topologische". Zuvor stellen wir einigeleicht zu beweisende Tatsachen zusammen:� Aus A � B folgt B� � A�.� Ist A abschlie�bar, so gilt A � A��.� Ist A invertierbar und D(A�1) dicht in H, so gilt (A�1)� = (A�)�1.� Ist B beschr�ankt, so gilt (A+B)� = A� +B� und (BA)� = A�B�.Warnung: Nicht immer gilt (AB)� = B�A�, wenn B beschr�ankt ist. Wichtig:Existiert A��, so auch A��� und stimmt mit A� �uberein. Damitstellt A 7! A�� eine Abschlu�operation dar.Denn A�� ist dicht de�niert. Also existiert A���. Aus A � A�� folgt (A��)� �A�. Andererseits gilt A� � (A�)��.F�ur den Abschlu� von A (falls er existiert) schreibt man auch A� = A��.Es gilt A�� = A� und: Aus A � B folgt B� � A�. Gilt A = A�, so hei�t derOperator A abgeschlossen. Gilt A � B f�ur einen abgeschlossenen OperatorB, so hei�t B eine abgeschlossene Erweiterung von A.Unsere Resultate lassen sich auch so interpretieren, da� A� stets abge-schlossen ist. Ferner, da� A�, falls existent, stets eine abgeschlossene Er-weiterung von A darstellt. Die Frage, wie A� sich zu anderen denkbarenErweiterungen verh�alt, kann beantwortet werden:Falls A eine abgeschlossene Erweiterung besitzt, so existiert auchder Abschlu� A� und stellt die kleinste abgeschlossene Erweite-rung dar. 11



Zum Beweis nehme man an, B sei eine abgeschlossene Erweiterung von A.Aus B�� = B� folgt, da� B� dicht de�niert ist. Aus A � B folgt D(B�) �D(A�). Folglich ist auch A� dicht de�niert und A�� existiert. Ebenso folgtA� � B� = B und somit ist A� in jeder abgeschlossenen Erweiterung vonA enthalten. q.e.d.Warnung: Zwar gilt (cA)� = �cA� f�ur c 2 C , aber die Relationen (A+B)� =A� + B�, (A + B)� = A� + B� und (AB)� = B�A� sind i.allg. falsch. Eing�unstiger Fall tritt dann ein, wenn A+B und (A+B)� dicht de�niert sind:Ist D(A)\D(B) dicht in H, so gilt (A+B)� � A�+B�. Ist auchD(A�) \D(B�) dicht in H, so giltA+B � (A+B)� � (A� +B�)�A+B � A� +B� � (A� +B�)�Beweis. Sei g 2 D(A�) \D(B�). Dies bedeutet, da�j(g; Af)j � C1kfk; j(g; Bf)j � C2kfkf�ur alle f 2 D(A) \D(B) gilt. Damit folgtj(g; (A+B)f)j � (C1 + C2)kfkund g liegt somit in D((A+B)�), weilD(A)\D(B) dicht inH ist. Wir habennoch zu zeigen, da� die Operatoren (A�B)� und A�+B� auf D(A�)\D(B�)�ubereinstimmen. Aus (g; Af) = (A�g; f)(g; Bf) = (B�g; f)(g; Af) + (g; Bf) = ((A+B)�g; f)folgt([(A+B)� � A� � B�]g; f) = 0 f 2 D(A) \D(B); g 2 D(A�) \D(B�)Da D(A) \ D(B) dicht in H ist, gilt (A + B)�g = A�g + B�g. Aus unserenAnnahmen folgt auch die Existenz der Operatoren A�, B� und (A� +B�)�.Da (A + B)� � A� + B�, ist auch (A + B)� dicht de�niert und (A + B)�existiert. Der Rest ist einfach. q.e.d.Wir setzen nun die Diskussion des Vertauschungsrelationen [a; a�] = 1lfort, indem wir eine konkrete Darstellung des Operators a angeben:(af)(n) = pn + 1f(n+ 1) (17)D(a) = ff 2 `2 j P1n=1 njf(n)j2 <1g (18)Unter dem Raum `2 versteht man alle quadratsummierbaren Folgen f(0),f(1), f(2); : : : von komplexen Zahlen. Wir behaupten:12



1. Zwar ist der Operator a unbeschr�ankt, aber durch unseren Ansatz be-reits dicht de�niert. Der adjungierte Operator a� ist dicht de�niert undes gilt D(a�) = D(a). Konkret:(a�f)(n) = � 0 n = 0pnf(n� 1) n � 1 (19)und ka�k2 = kafk2 + kfk2 f 2 D(A): (20)2. Der Operator a ist abgeschlossen.3. Die Operatoren a�a und aa� sind dicht de�niert. Es giltD(a�a) = D(aa�) = ff 2 `2 j P1n=1 n2jf(n)j2 <1gund (a�af)(n) = nf(n). Eine korrekte Form der Vertauschungsrelation(unter Ber�ucksichtigung der De�nitionsbereiche) lautet:aa� = a�a+ 1l :4. Jede komplexe Zahl ist Eigenwert von a. Hingegen besitzt der Operatora� keinen Eigenwert.Zu 1. Wir bestimmen D(a�), indem wir die Frage beantworten: F�ur welcheg 2 `2 gilt (9C � 0)(8f 2 D(a)) j(g; af)j � Ckfk ?Nun ist D(a) dicht in `2 und(g; af) = 1Xn=0 g(n)(af)(n) = 1Xn=0 g(n)pn+ 1f(n+ 1) = 1Xn=1pn g(n)f(n)so da� wegen der Cauchy-Ungleichung zu fordern ist:1Xn=1 njg(n� 1)j2 = 1Xn=0(n + 1)jg(n)j2 = 1Xn=1 njg(n)j2 + kgk2 <1 :Zu 2. Wir bestimmen D(a��) indem wir fragen: F�ur welche g 2 `2 gilt(9C � 0)(8f 2 D(a�)) j(g; a�f)j � Ckfk ?Nun gilt(g; a�f) = 1Xn=0 g(n)(a�f)(n) = 1Xn=1 g(n)pnf(n�1) = 1Xn=0pn + 1 g(n+ 1)f(n)13



und wir haben zu fordern:1Xn=0(n + 1)jg(n+ 1)j2 = 1Xn=1 njg(n)j2 :Damit gilt D(a��) = D(a) und a�� keine echte Erweiterung von a, d.h. a =a��: a ist abgeschlossen.Zu 3. Wegen D(a) = D(a�) giltD(a�a) = D(aa�) = ff 2 D(a) j af 2 D(a)gDamit f in D(a�a) liegt, m�ussen also zwei Bedingungen erf�ullt sein:1: 1Xn=1 njf(n)j2 <12: 1Xn=1 nj(af)(n)j2 = 1Xn=1 n(n + 1)jf(n+ 1)j2 <1 :Sie lassen sich zu einer Bedingung zusammenfassen: P1n=1 n2jf(n)j2 < 1.F�ur alle f 2 D(a�a) gilt de�nitionsgem�a� a�af = a�(af) und aa�f = a(a�f)und somit (a�af)(n) = � 0 n = 0pn (af)(n� 1) = nf(n) n � 1(aa�f)(n) = pn+ 1 (a�f)(n+ 1) = (n+ 1)f(n)Zu 4. Sei z 2 C . Der Vektor fz 2 `2 mit den Komponenten fz(n) = zn=pn!hat das Normquadrat kfzk2 = 1Xn=0 jzj2nn! = ejzj2 :Wegen 1Xn=1 njfz(n)j2 = 1Xn=0 jzj2n(n� 1)! = jzj2ejzj2liegt fz sogar in D(a). Wegen(afz)(n) = pn + 1 fz(n+ 1) = pn + 1 zn+1p(n+ 1)! = z znn! = zfz(n)ist fz ein Eigenvektor des Operators a zum Eigenwert z. Schlie�lich zeigenwir, da� der adjungierte Operator a� keine Eigenwerte besitzt. F�ur jedes14



komplexe z und jeden Vektor f 2 D(a) gilt (unter Ausnutzung der Vertau-schungsrelation ka�fk2 = kafk2 + kfk2)ka�f � zfk2 = ka�fk2 + jzj2kfk2 � z(a�f; f)� �z(f; a � f)= kafk2 + (1 + jzj2)kfk2 � z(f; af)� �z(af; f)= kaf � �zfk2 + kfk2 � kfk2 :Da o�enbar die linke Seite nur f�ur f = 0 verschwindet, folgt, da� kein kom-plexes z Eigenwert sein kann.1.3 Der Graph eines OperatorsWir nehmen unsere allgemeine Er�orterung der Eigenschaften von abgeschlos-senen bzw. abschlie�baren Operatoren wieder auf. Ein sehr n�utzliches Hilfs-mittel ist der Graph �(A) eines Operators A. Hierbei handelt es sich umeinen linearen Teilraum des Hilbertraumes H�H. Er besteht aus allen Paa-ren der Form ff; Afg mit f 2 D(a). Obwohl ein Teilraum, ist �(A) i.allg.nicht abgeschlossen in H�H.In der Sprache der Graphen hat der adjungierte Operator A� eine sehreinfache Charaktesierung. Die Gleichung(g; Af)� (A�g; f) = 0l�a�t sich n�amlich als eine Orthogonalit�atsrelation in H�H lesen:f�A�g; gg ? ff; Afg :Umgekehrt: Gilt f�ur irgendein Element f�h; gg 2 H �H die Aussagef�h; gg ? ff; Afg ;also die Relation (g; Af) = (h; f), so geh�ort g zum De�nitionsbereich vonA� und es gilt h = A�g. Man kann daher die De�nition des adjungiertenOperators (verm�oge seines Graphen) auch in der folgenden Form angeben:�(A�) = (U�(A))? = U�(A)? :Hier bezeichnet U den durch Uff; gg = f�g; fg de�nierten unit�aren Opera-tor auf H�H. Dies zeigt, da� �(A�) stets abgeschlossen ist.Die Abgeschlossenheit eines Graphen hat eine bemerkenswerte Konse-quenz: Die Konvergenz (f�ur n!1)ffn; Afng ! ff; gg fn 2 D(A)15



hat automatisch ff; gg 2 �(A) und g = Af zur Folge. Wir zeigen nun, da�der Begri� Abgeschlossenheit eines Graphen mit dem Begri� Abgeschlossen-heit eines Operators �ubereinstimmt und behaupten, da� die folgenden dreiAussagen gleichwertig sind:1. A�� existiert und es gilt A = A��.2. Der Graph �(A) ist abgeschlossen in H�H.3. D(A) ist ein Hilbertraum in bezug auf das Skalarprodukt(f; g)1 = (f; g) + (Af;Ag) ; (21)ist also insbesondere vollst�andig in der neuen Topologie.Der Beweis ben�otigt drei Schritte:1.! 2. �(A) = �(A��) = (U�(A�))?2.! 1. Wir m�ussen zun�achst zeigen, da� D(A�) dicht ist. Sei f ? D(A�).Dann gilt ff; 0g ? �(A�) oderff; 0g 2 �(A�)? = U�(A)?? = U�(A)wobei die letzte Gleichung gilt, weil �(A) abgeschlossen ist. Also gilt f0;�fg 2�(A), was nur f�ur f = 0 erf�ullbar ist. Also eistiert A�� und�(A��) = (U�(A�))? = �(A)?? = �(A)2.! 3. Die lineare AbbildungD(A)! �(A); f 7! ff; Afgist 1:1. Unter dem Skalarprodukt (20) ist D(A) ist genau dann ein Hilber-traum, wenn �(A) ein solcher ist.Der Graph eines Operators hat eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft:Er enth�alt keine Elemente der Form f0; gg mit g 6= 0. Es ist genau dieseEigenschaft, die bei der Abschlie�ung eines Operators gewahrt werden mu�:Ein Operator A ist abschlie�bar genau dann, wenn �(A)� (derAbschlu� des Graphen also) die folgende Eigenschaft hat: Ausf0; gg 2 �(A)� folgt g = 0. Es gilt dann �(A�) = �(A)�.Hier benutzten wir die Bezeichnungen�(A)� = �??; A� = A�� :16



Zum Beweis wollen wir annehmen, aus f0; gg 2 �(A)� folge g = 0. Wirschlie�en, da� D(A�) dicht ist. Aus �(A�) = U�(A)? folgt �(A)? = U�(A�)und somit �(A)� = (U�(A�))?. Nehmen wir nun an, es existiere g 2 H mit(g; f) = 0 f�ur alle f 2 D(A�), alsof0; gg ? f�A�f; fgoder anders geschrieben, f0; gg 2 (U�(A�))? = �(A)�, also g = 0 und D(A�)ist dicht inH. In der umgekehrten Richtung wollen wir annehmen, da�D(A�)dicht sei. Dann existiert A� und es gilt�(A�) = �(A��) = (U�(A�))? = �(A)?? = �(A)� :Dies zeigt, da� �(A)� der Graph eines Operators, n�amlich von A� ist. Voneinem Graphen wissen wir, da� f0; gg nur dazugeh�oren kann, wenn g = 0 ist.1.4 Symmetrische und selbstadjungierte OperatorenNicht alle Operatoren sund abschlie�bar. Von symmetrischen Operatorenwei� man aber mit Sicherheit, da� sie abschlie�bar sind.De�nition: Ein Operator A hei�t symmetrisch, wenn (g; Af) = (Ag; f) f�uralle f; g 2 D(A) gilt, gleichbedeutend mit A � A�. Gilt dar�uberhinaus A =A�, so hei�t A selbstadjungiert.Die De�nition zeigt, da� A� dicht de�niert ist, wenn A symmetrisch ist.Also ist A abschlie�bar und es gilt A�� � A�. Dies zeigt, da� A� i.allg.nicht mehr symmetrisch ist, und es ist genau diese Pathologie, die man inAnwendungen verhindern mu�. Allgemein lassen sich folgende Situationenunterscheiden:A � A�� � A�A � A�� = A�A = A�� � A�A = A�� = A� A ist symmetrischA ist wesentlich selbstadjungiertA ist abgeschlossen symmetrischA ist selbstadjungiertEin Operator hei�t maximal symmetrisch, wenn er keine echte symmetrischeErweiterung zul�a�t.Ein Hamilton-OperatorH, wie er in der Feldtheorie auftritt, ist zun�achstnur als ein symmetrischer Operator erkl�art, sobald wir eine WechselwirkungH1 betrachten: H = H0 + H1. Das ist selbst dann dann der Fall, wenn wirschon wissen, da� H0 und H1 f�ur sich genommen selbstadjungierte Operato-ren sind. Das Grundproblem lautet: Welche selbstadjungierte Erweiterungenbesitzt die Summe H0 +H1? Das Problem, solche Erweiterungen zu �nden,ist keinerwegs einfach, noch immer l�osbar.17



Sei nun B irgendeine selbstadjungierte Erweiterung das symmetrischenOperators A. Dann gilt: A � A�� � A�\ \ [B = B�� = B�Wir erkennen hieran zweierlei:1. Jede selbstadjungierte Erweiterung liegt zwischen A�� und A�:A�� � B � A� :2. Ist A wesentlich selbstadjungiert, so ist A� die einzige selbstadjungierteErweiterung.Aufgrund der 2. Aussage ist es w�unschenswert, den De�nitionsbereich einesHamilton-OperatorsH wenigstens so gro� zu machen, da�H darauf selbstad-jungiert ist; denn nur in diesem Fall ist das durch H formulierte dynamischeProblem als gel�ost zu betrachten. Insbesondere gilt dann der Spektralsatz.Zu seiner Vorbereitung ben�otigen wir neue Begri�e.De�nition: Unter der Resolventenmenge r(A) eines abgeschlossenen Ope-rators A verstehen wir die Gesamtheit der komplexen Zahlen z, f�ur die(A� z1l)�1 als ein beschr�ankter Operator existiert. Das Komplement s(A) =C nr(A) wird das Spektrum von A genannt.Es ist leicht zu sehen, da� r(A) eine o�ene Menge in C ist, d.h. mitjeder Zahl z geh�ort auch eine ganze Umgebung zu r(A). Als Komplementeiner o�enen Menge ist s(A) eine abgeschlossene Menge in C . W�ahrend dasSpektrum eines symmetrischen Operators nicht notwendig reell ist, gilt f�urselbstadjungierte Operatoren der folgende Spektralsatz:Das Spektrum s(A) eines selbstadjungierten Operators A ist reell.Es gibt genau ein projektionswertiges Ma� E(B) auf den Borel-Mengen B � R mit Tr�ager s(A), so da�D(A) = ff 2 H j R p2(f; E(dp)f) <1g ;Af = R pE(dp)f f�ur alle f 2 D(A) und 1l = R E(dp) gilt.F�ur eine pr�azise De�nition der Begri�e Borel-Menge und Ma� verweisenwir auf die Literatur (z.B. Halmos: Measure Theory). F�ur einen Beweis desSpektralsatzes siehe Dunford-Schwartz, Chapter XII.18



Man nennt E(B) das Spektralma� von A und wegen der Eigenschaft 1l =R E(dp) auch eine Zerlegung der Einheit (vergleiche hierzu die entsprechendeEigenschaft eines Wahrscheinlichkeitsma�es). DurchU(t)f = Z eiptE(dp); (f 2 H; t 2 R)ist ein �uberall de�nierter unit�arer Operator gegeben. Wir schreiben auchU(t) = eiAt, betonen aber, da� U(t) nicht durch die Entwicklung der Ex-ponentialfunktion ist. Grund: Die Glieder der Reihe existieren nur auf denVektoren f 2 C1(A) = 1\n=0D(An) :F�ur t 7! U(t) gilt� die Gruppeneigenschaft U(t)U(s) = U(t + s),� die Stetigkeit im Sinne der starken Operatortopologie.Diese Eigenschaften charakterisieren die zeitliche Evolution jedes quanten-mechanischen Systems. Konkrete dynamische Theorien werden jedoch immer\in�nitesimal" de�niert, d.h. durch eine Di�erentialgleichung der Arti ddtf(t) = Hf(t) ;wobei der Zusammenhang durch f(t) = e�itHf hergestellt wird. Hat jedeeinparametrige unit�are Gruppe ein erzeugendes Element H? Hierauf gibt derSatz von Stone und v. Neumann eine Antwort:Ist U(t) eine stark stetige unit�are Gruppe auf einem Hilbertraum,so gibt es genau einen selbstadjungierten Operator H, so da�U(t) = e�itH . Der De�nitionsbereich dieses Operators istD(H) = ff 2 H jU(t)f di�erentierbar in tgAuch hier verweisen wir auf die Literatur. Unsere Problemstellung macht esw�unschenswert, Kriterien daf�ur zu kennen, wann ein vorgelegter symmetri-scher Operator selbstadjungiert oder doch wenigstens wesentlich selbstadjun-giert ist. Wir geben verschiedene Antworten:1. Ist A ein abgeschlossener Operator (A = A�), so sind A�A und AA�selbstadjungiert. 19



2. Ist A abgeschlossen (abschlie�bar),B ein weiterer Operator mitD(A) �D(B) und gilt kBfk2 � akfk2 + bkAfk2f�ur b < 1 und alle f 2 D(A), so ist A+B abgeschlossen (abschlie�bar).3. Ist A selbstadjungiert und r; s 2 R, so ist auch rA+s1l selbstadjungiert.4. Ist A selbstadjungiert und B symmetrisch beschr�ankt mit D(B) = H,so ist A+B selbstadjungiert.5. Ist A (wesentlich) selbstadjungiert, B symmetrisch mit D(A) � D(B)und gilt kBfk2 � akfk2 + bkAfk2f�ur (b � 1) b < 1 und alle f 2 D(A), so ist A + B (wesentlich) selbst-adjungiert (Rellich, Kato).6. Folgt f�ur alle f 2 D(A) aus dem Bestehen der Relationen(g; Af + if) = 0; (h;Af � if) = 0sowohl g = 0 als auch h = 0 f�ur einen symmetrischen Operator A, soist A wesentlich selbstadjungiert (v. Neumann).7. Besitzt ein symmetrischer Operator eine dichte Menge von analytischenVektoren in seinem De�nitionsbereich, so ist er wesentlich selbstadjun-giert (Nelson).De�nition: Ein Vektor f 2 H hei�t analytisch in Bezug auf einen OperatorA, falls f 2 C1(A) gilt (f liegt im De�nitionsbereich aller Potenzen An) unddie Reihe 1Xn=0 znn! kAnfkn (z 2 C )einen positiven Konvergenzradius in z hat.Diese Begri�sbildung und das Kriterium von Nelson bilden den Ausgangs-punkt f�ur die analytische St�orungstheorie, auf die wir nicht n�aher eingehen.Wir illustrieren die Aussagen anhand sehr einfacher Beispiele. Sei a derOperator auf dem Hilbertraum `2 mit dem fr�uher angebenen De�nitions-bereich und der Vertauschungsrelation aa� = a�a + 1l. Alle Ausdr�ucke derForm �a� + �a (�; � 2 C ; j�j 6= j�j)20



sind abgeschlossene Operatoren. Die Aussage wird falsch f�ur j�j = j�j. Je-doch: Der symmetrische Operator A = �a� + ��a ist wesentlich selbstadjun-giert; denn alle Vektoren f 2 `2, deren Komponenten f(n) f�ur fast alle nverschwinden, sind analytisch f�ur A, wie man sofort nachpr�uft.Wir betrachten nun H0 = a�a als \freien" Hamilton-Operator. Er ist wiewir wissen selbstadjungiert auf seinem nat�urlichen De�nitionsbereich. Frage:Gilt dies auch f�ur St�orungen der FormH = a�a + �a� + ��a ;wenn � 2 C beliebig ist? Die Antwort lautet: Ja. Denn f�ur jedes f 2 D(a�a)und � > 0 gilt die Absch�atzungkafk2 = (f; a�af) � kfk ka�afk= 2� 12p� kfk��p�ka�afk�� 14� kfk2 + �ka�afk2und somitk(�a� + ��a)fk2 � 2j�j2(ka�fk2 + kafk2)= 2j�j2(kfk2 + ka�afk2)� j�j2(2 + ��1)kfk2 + 4j�j2�ka�afk2 :Wenn wir jetzt � so w�ahlen, so da� 4j�j2� < 1 gilt, so haben wir die Vor-aussetzungen des 5. Kriteriums erf�ullt. Der Operator H ist selbstadjungiert,obwohl das St�orglied �a�+��a f�ur sich genommen nur wesentlich selbstadjun-giert ist. Die hier angewandte Beweistechnik ist im Grunde zu umst�andlich.Ein sehr viel einfacherer Beweis der Selbstadjungiertheit gr�undet auf derDarstellung H = (a + �1l)�(a + �1l)� j�j21lund bleibt den H�orern (Lesern) �uberlassen.Das betrachtete Beispiel legt die folgende De�nition nahe: Wir sagen, einOperator A wird durch den Operator B majorisiert, und schreiben A < B,wenn D(A) � D(B) gilt und(8� > 0)(9� > 0) kAfk2 � ��1kfk2 + �kBfk2f�ur alle f 2 D(B) erf�ullt ist. Ein Hamilton-Operator der FormH = H0 + �H1 (� 2 R)21



ist somit selbstadjungiert, wenn H0 selbstadjungiert ist und den symmetri-schen Operator H1 majorisiert. Leider kann man sich nicht darauf verlassen,da� konkrete Ans�atze f�ur die Wechselwirkung diese Eigenschaft haben. DieErfahrung zeigt:Eine kleine Kopplungskonstante � bedeutet nicht immer eine \klei-ne" St�orung.Zur Illustration betrachten wir den symmetrischen Hamilton-OperatorH� = a�a+ �(a+ a�)3in Abh�angigkeit von �. W�ahrend (f;H0f) � 0 f�ur alle f 2 D(H0) gilt, gibtes keine Konstante C, so da�(f;H�f) � �Ckfk2f�ur irgendein � 6= 0 und alle f 2 D(H�) gilt: H� ist nicht nach unten be-schr�ankt. Zum Beweis dieser Behauptung nehmen wir an, fx sei der Eigen-vektor von a zum reellen Eigenwert x. Man sieht leicht, da� fx 2 D(H�) f�uralle � 2 R erf�ullt ist. Es folgt(a+ a�)3fx = (a3 + a�3 + a2a� + aa�a+ a�a2 + aa�2 + a�aa� + a�2a)fx= (a3 + a�3 + 3a�a2 + 3a�2a+ 3a� + 3a)fxweil fx in dem De�nitionsbereich eines jeden Polynoms von a und a� liegt.Nachdem wir die Wick-Ordnung erreicht haben, folgt(fx; (a+ a�)3fx) = (x3 + x3 + 3x3 + 3x3 + 3x + 3x) kfxk2= 2x(4x2 + 3) kfxk2und somit (fx; H�fx) = x(x+ 2�(4x2 + 3)) kfxk2Da wir��x durch Wahl von x bei festem � 6= 0 beliebig gro� machen k�onnen,erkennen wir, da� H� keine untere Schranke besitzt. Die Erkenntnis hat un-mittelbare Relevanz f�ur das sog. �3-Modell der Feldtheorie.Wenn A ein symmetrischer Operator ist, so ist jede selbstadjungierte Er-weiterung von A eine Einschr�ankung von A�. Ist dar�uber hinaus der OperatorA nach unten beschr�ankt, d.h.(9C � 0)(8f 2 D(A)) (f; Af) � �C kfk2 ;22



so kann man eine nat�urliche Einschr�ankung von A� angeben, die symmetrischist und die gleiche untere Grenze wie A besitzt. Man vervollst�andigt zu diesemZweck D(A) in der Norm kfk1, wobeikfk21 = (C + 1) kfk2 + (f; A; f)gesetzt wurde. Die Vervollst�andigung sei mitD(A)1 bezeichnet. Nun de�niertman Âf = A�f; f 2 D(Â) = D(A�) \D(A)1 :Wichtig: Der so de�nierte Operator Â stellt eine selbstadjungierte Erweite-rung von A dar (die sog. Friedrichssche Erweiterung). Wir m�ussen hier aufeinen Beweis verzichten.Der Satz von Friedrichs macht klar, da� formale Hamilton-Operatoren,sofern sie nach unten beschr�ankt sind, immer eine selbstadjungierte Erwei-terung besitzen. Es bleibt jedoch im Dunkel, wann diese Erweiterung dieeinzige selbstadjungierte Erweiterung darstellt und ob, wenn mehrere Erwei-terungen m�oglich sind, die durch das Verfahren von Friedrichs gewonneneErweiterung in jedem Fall den physikalisch relevanten Operator ergibt.1.5 Hilbert-TensorprodukteDen linearen Raum C n k�onnen wir auch als einen n-dimensionalen Hilbert-raum au�assen. Zwei Konstruktionen erzeugen weitere endlich-dimensionaleHilbertr�aume.1. Direkte Summe: C n � C m �= C n+m2. Tensorprodukt: C n 
 C m �= C n�mHier fassen wir C n�m als den Raum aller komplexen n�m-Matrizen auf mitdem Skalarprodukt (M;N) = Spur(M�N) :Der Begri� des Tensorproduktes erlaubt eine Verallgemeinerung auf unendlich-dimensionale lineare R�aume (algebraisches Tensorprodukt) und unendlich-dimensionale Hilbertr�aume (Hilbert-Tensorprodukt).Sind H und H0 zwei lineare R�aume, so bildet man alle Paare f 
 f 0mit f 2 H bzw. f 0 2 H0, Produktvektoren genannt, und deren endlicheLinearkombinationen. Sodann vereinbart man die folgenden Regeln:(f + g)
 f 0 = f 
 f 0 + g 
 f 0f 
 (f 0 + g0) = f 
 f 0 + f 
 g0�(f 
 f 0) = (�f)
 f 0 = f 
 (�f 0) (� 2 C ):23



Genauer: Man bildet den Quotientenraum bez�uglich des durch diese Rela-tionen gewonnenen Teilraumes aller Linearkombinationen. Der so erhalteneRaum H
H0 hei�t das algebraische Tensorprodukt. Sind H und H0 dar�uberhinaus Hilbertr�aume, so k�onnen wir durch Einf�uhrung des Skalarproduktes(f 
 f 0; g 
 g0) = (f; g)(f 0; g0)(und seine nat�urliche Fortsetzung auf Linearkombinationen von Produkt-vektoren) dem Tensorprodukt die Struktur eines Pr�a-Hilbertraumes geben.Er ist nicht vollst�andig (nicht alle Cauchy-Folgen darin sind konvergent),wenn sowohl H als auch H0 unendliche-dimensional sind. Unter dem Hilbert-Tensorprokt versteht die Vervollst�andigung (H
H0)� schreibt aber weiterhinH
H0.Sind A und A0 abgeschlossene Operatoren in H bzw. H0 mit De�nitions-bereichen D(A) bzw. D(A0), so de�nieren wir A 
 A0 als den Abschlu� desOperators T , der auf allen endlichen LinearkombinationennXi=1 fi 
 f 0i 2 D(A)
D(A0)durch T nXi=1 fi 
 f 0i = nXi=1 Afi 
 A0f 0ide�niert ist. Da D(A�)
D(A0�) dicht in H
H0 ist, besitzt T immer einenAbschlu�.Wir wollen dieses Verfahren anhand des speziellen Operators A
1l n�ahererl�autern. Sei (en)11 eine Basis in dem Hilbertraum H0. Die FormelkPn fn 
 enk2 =Pn kfnk2zeigt, da� jedes Element in H
H0 als eine Folge (fn)11 von Vektoren fn 2 Hmit Pn kfnk2 < 1 aufgefa�t werden kann. Der Operator A induziert dieTransformation (Tf)n = Afn auf Folgen (fn)11 mit fn = 0 f�ur fast allen. Obwohl A als abgeschlossen vorausgesetzt wurde, ist der so de�nierteOperator T nicht abgeschlossen. Der Abschlu� T� = A
 1l wird gewonnen,wenn wir als Bereich D(T�) alle Folgen (fn)11 mit fn 2 D(A) w�ahlen, f�urdie Pn kfnk2 <1; Pn kAfnk2 <1erf�ullt ist. 24



1.6 Theorie der VertauschungsrelationenEine Darstellung der Bose-Vertauschungsrelationen f�ur N Freiheitsgrade indem Hilbertraum HN = `2 
 `2 � � � 
 `2 (N Faktoren)bekommt man aus dem fr�uher betrachteten Operator a auf `2 (f�ur einenFreiheitsgrad) durchai = 1l
 1l � � � 
 1l
 a
 1l
 1l � � � 
 1l(N Faktoren, a an der i-ten Stelle, i = 1; : : : ; N). Die Vektoren des Raum-es HN lassen sich au�assen als komplexe Funktionen f(n1; : : : ; nN) von NVariablen ni = 0; 1; 2; : : : mitPn1 � � �PnN jf(n1; : : : ; nN)j2 <1 ;so da� (aif)(n1; : : : ; nN) = pni + 1f(n1; : : : ; nN) mit dem De�nitionsbereichD(ai) = ff 2 H j Pn1 � � �PnN nijf(n1; : : : ; nN )j2 <1g :Es ist sofort zu sehen, da� die Operatoren ai abgeschlossen sind und dieVertauschungsrelationen aia�k = a�kai + �ik1lerf�ullen (�ik=Kronecker-Symbol). Der n�achste wichtige Satz sagt, da� dieseDarstellung bereits die allgemeinste (irreduzible) Darstellung ist. Wir wollensie die Standarddarstellung nennen.Eindeutigkeitssatz. Seien Ai (i = 1; : : : ; N) abgeschlossene Operatoren ineinem Hilbertraum H, so da� PiA�iAi wesentlich selbstadjungiert ist unddie RelationenAiAk = AkAi ; A�iA�k = A�kA�i ; AiA�k = A�kAi + �ik1lerf�ullt sind, und sei H0 die Menge aller Vektoren f 2 TiD(Ai) mit Aif = 0(i = 1; : : : ; N). Dann ist H0 ein abgeschlossener linearer Teilraum, und esexistiert eine unit�are TransformationU :H ! HN 
H0 ;so da� UAiU�1 = ai 
 1l; UA�iU�1 = a�i 
 1lgilt, wobei ai die Standarddarstellung auf HN beschreibt.25



Beweis. Er verlangt einigen Aufwand und vollzieht sich in Schritten.1. Schritt. Wir w�ahlen ein festes i und setzen A = Ai. Da A abgeschlossenist, ist A�A selbstadjungiert und es existiert eine Spektralzerlegung A�A =R pE(dp). Das Spektrum enth�alt mit Sicherheit eine reelle Zahl r > 0; dennA�A ist positiv und nicht der Nulloperator. Wir zeigen nun, da� auch r � 1zum Spektrum geh�ort. Dies folgt, wenn die Annahme der Existenz einesbeschr�ankten inversen Operators zu A�A� (r� 1)1l zum Widerspruch f�uhrt.Dazu w�ahlen wir geeignete Borel-Mengen Bn � R, die die Zahl r enthalten:Bn = [r; r + n�1) (n = 1; 2; : : :)Da r zum Spektrum geh�ort, gilt E(Bn) 6= 0 f�ur alle n und es gibt Vektorenfn mit fn = E(Bn)fn und kfnk = 1. Wir de�nierengn = (A�A� r1l)fn = ZBn(p� r)E(dp)fnund schlie�en kgnk2 = RBn(p� r)2(fn; E(dp)fn)� n�2 RBn(fn; E(dp)fn)= n�2(fn; E(Bn)fn)= n�2kfnk2 = n�2also limn gn = 0. Aus fn 2 D(A�A) � D(A) folgtkAfnk2 = (fn; A�Afn) = r + (fn; gn)� r � j(fn; gn)j � r � kfnk kgnk � r � n�1 :Aus gn = E(Bn)gn 2 D(A�A) � D(A) folgtkAgnk2 = (gn; A�Agn) = RBn p(gn; E(dp)gn)� (r + n�1)kgnk2 � ((r + n�1)n�2 :Die Vertauschungsrelation AA� = A�A+1l ausnutzend k�onnen wir schreiben:Agn = A(A�A� r1l)fn = (AA� � r1l)Afn = (A�A� (r � 1)1l)Afn :Die Annahme, R = (A�A � (r � 1)1l)�1 existiere und sei beschr�ankt, f�uhrtauf Ungleichungenr � n�1 � kAfnk2 � kRk2kAgnk2 � kRk2(r + n�1)n�226



g�ultig f�ur alle n, die im Widerspruch zu r > 0 stehen. Folglich geh�ort r � 1zum Spektrum von A�A. Durch Induktion �nden wir, da� r�n im Spektrumliegt, falls dies f�ur r � n + 1 gilt und r � n + 1 > 0 ist. Da keine negativeZahl zum Spektrum geh�oren kann, mu� das Spektrum ein Punktspektrumsein (enth�alt nur Eigenwerte) und aus den Zahlen 0; 1; 2; : : : bestehen. Diesvereinfacht die Spektralzerlegung (das Integral wird zu einer Summe):A�A = 1Xn=0 nEn ; En = E(fng) :2. Schritt. Seien Hn die den Projektoren En zugeordneten Teilr�aume von H,den wir als eine direkte Summe darstellen k�onnen:H �= H0 �H1 �H2 � � � �Die TransformationenUn : Hn�1 !Hn; f 7! n�1=2A�fVn : Hn ! Hn�1; f 7! n�1=2Afsind isometrisch, d.h.kUnfk2 = n�1(f; AA�) = n�1(f; (A�A+ 1l)f) = kfk2kVngk2 = n�1(g; A�Ag) = kgk2 ;(f 2 Hn�1, g 2 Hn) und invers zueinander:VnUnf = n�1AA�f = n�1(A�A+ 1l)f = fUnVng = n�1A�Ag = g :Dies zeigt uns, da� alle R�aume Hn die gleiche Dimension haben (endlichoder abz�ahlbar unendlich). Ferner: Ist (ek) eine Basis in H0, so de�niertenk = (n!)�1=2A�nek eine Basis (f�ur festes n) in Hn. Die Vektoren enk (alle n)bilden eine Basis in H.2. Schritt. Nun betrachten wir nicht nur ein i, sondern alle Freiheitsgradezugleich und haben demgem�a� viele Spektralprojektoren:A�iAi =Xn nEin (i = 1; : : : ; N)Frage: K�onnen wir aus der Tatsache, da� die Operatoren A�iAi miteinanderkommutieren, schlie�en, da� dies auch f�ur deren Spektralprojektoren gilt? Die27



Antwort ist: Nein, im allgemeinen nicht. Die pathologischen F�alle entstehendadurch, da� der DurchschnittD(A�iAi) \D(A�kAk) (i 6= k)eventuell nicht \gen�ugend gro�" ist. Diese Pathologie haben wir ausgeschlos-sen, indem wir voraussetzten, der DurchschnittN\i=1D(A�iAi)sei so gro�, da� der Operator PNi=1A�iAi darauf wesentlich selbstadjungiertist. Der Beweis, da� in diesem Fall die Projektoren Ein miteinander kom-mutieren, stammt von Nelson (Annals of Mathematics, Vol.70, 572 (1959)Theorem 5). Ohne Beweis benutzten wir das Ergebnis. Damit istE1n1E2n2 � � �ENnN (ni = 0; 1; 2; : : :)ein Projektor. Den zugeh�origen Teilraum von H bezeichnen wir mit Hn1���nN .Die Vereinigung dieser R�aume ergibt H. Ist (ei)i�1 eine Basis in H0 = H0���0(dem Raum der Grundzust�ande), so ist mit n = (i; n1; : : : ; nN) unden = (n1! � � �nN !)�1=2A�n11 � � �A�nNN eieine Basis in H erkl�art. Wir de�nieren die TransformationU :H ! HN 
H0; f 7!Xi fi 
 eidurch fi(n1; : : : ; nN) = (en; f). Wir �nden sofort, da� U isometrisch ist:kUfk2 =Xi kfik2 =Xn j(en; f)j2 = kfk2 :Hier benutzten wir die Vollst�andigkeitsrelation der en. Nun besitzt U abereinen isometrischen inversen Operator:U�1:HN 
H0 !H; Xi fi 
 ei 7! f ;der durch f = Pn fi(n1; : : : ; nN) de�niert ist. Hier benutzten wir die Or-thogonalit�atsrelation der en. Fazit: U beschreibt eine unit�are Transformationzwischen Hilbertr�aumen. Die RelationenUAiU�1 = ai 
 1l; UA�iU�1 = a�i 
 1l28



best�atigt man leicht durch direkte Rechnung. Es bleibt schlie�lich nur nochanzumerken, da� der Raum der Grundzust�ande auf verschiedene Weise cha-rakterisiert werden kann:H0 = ff j PiA�iAif = 0g = ff jAif = 0; i = 1; : : : ; Ngwie die die Identit�atkA1fk2 + � � �+ kANfk2 = (f;PiA�iAif)zeigt. Damit ist der Beweis abgeschlossen.Anmerkung: Die Darstellung der Vertauschungsrelationen ist genau dannirreduzibel, wenn der Raum H0 eindimensional ist. In diesem Fall besteht eraus den Vielfachen eines Einheitsvektors e, den man das Vakuum nennt. DieDarstellung ist dann �aquivalent zur Standarddarstellung. Ist H0 mehrdimen-sional, so haben wir die Wahl, entweder von einer Entartung des Vakuumszu sprechen, oder weitere, bisher unentdeckte Freiheitsgrade anzunehmen. InAnwendungen hei�t PiA�iAi der Teilchenzahloperator.Antivertauschungsrelationen als Folge des Pauli-Prinzips g�ultig f�ur Fer-mionen wurden zuerst von Jordan und Wigner untersucht. Es zeigte sich, da�mit beschr�ankten Operatoren, ja sogar mit Matrizen auf endlich-dimensionalenHilbertr�aumen zu ihrer Darstellung auskommt, solange die Zahl der Freiheits-grade endlich ist. Konkret: Mit Hilfe der Matrizenb = � 0 10 0� ; b� = � 0 01 0� ; � = � 1 00 �1�und der De�nition bi = �
 � � � �
 b
 1l
 � � � 
 1l(N Faktoren, b an der i-ten Stelle, i = 1; : : : ; N) bekommt man auf demHilbertraum C 2N = C 2 
 � � � 
 C 2eine Darstellung der Antivertauschungsrelationen:bibk + bkbi = 0bib�k + b�kbi = �ikb�i b�k + b�kb�i = 0Wir wollen sie die Standarddarstellung nennen.Auch hier �ndet man eine Entsprechung f�ur den vorigen Eindeutigkeits-satz, der im vorliegenden Fall jedoch sehr viel einfacher zu beweisen ist.29



Eindeutigkeitssatz. Seien Bi (i = 1; : : : ; N) beschr�ankte Operatoren aufeinem Hilbertraum H mit den obigen (f�ur bi) geltenden Relationen und seiH0 der Raum aller Vektoren f 2 H mit Bif = 0 (i = 1; : : : ; N). Dann ist H0ein abgeschlossener Teilraum, und es existiert eine unit�are TransformationU :H ! C 2N 
H0, so da� UBiU�1 = bi 
 1l gilt.Der Satz erlaubt somit die R�uckf�uhrung einer beliebigen Darstellung aufdie Standarddarstellung. Eine Darstellung ist genau dann irreduzibel, wennH0 eindimensional ist. In diesem Fall ist sie �aquivalent zur Standarddarstel-lung. Man erkennt ferner, da� das Spektrum jedes Operator B�iBi nur ausden Zahlen 0 und 1 besteht. Diese werden als Besetzungszahlen f�ur den Frei-heitsgrad (Zustand) i interpretiert und sind der mathematische Ausdruck desPauli-Prinzips. Auch hier wird PiB�iBi der Teilchenzahloperator genannt.Sein Spektrum besteht aus den Zahlen 0; : : : ; N , wobei im irreduziblen Fallder Wert 0 das Vakuum (alle Zust�ande unbesetzt) und der Wert N das An-tivakuum (alle Zust�ande sind besetzt) charakterisiert.
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2 Methoden f�ur Systeme mit unendlich vie-len Freiheitsgraden2.1 Die Fock-Cook-DarstellungDie Darstellungen der kanonischen (Anti)vertauschungsrelationen f�ur endlichviele Freiheitsgrade besitzen, wie sir sahen, drei wesentliche Eigenschaften:1. Existenz eines selbstadjungierten Teilchenzahloperators mit ganzzahli-gem diskreten Spektrum.2. Existenz mindestens eines Vakuumzustandes.3. Eindeutigkeit (bis auf unit�are �Aquivalenz) f�ur die irreduzible Darstel-lung.Alle diese Aussagen werden falsch, wollte man sie auf Systeme mit unendlich(d.h. abz�ahlbar) vielen Freiheitsgraden �ubertragen. Dennoch gibt es auch hierso etwas wie eine Standarddarstellung, die einen Teilchenzahloperator undein Vakuum besitzt und irreduzibel ist. Die Konstruktion, die wir zun�achstim Bose-Fall beschreiben wollen, f�uhrt auf die sog. Fock-Cook-Darstellung.Da die Darstellung einen Teilchenzahloperator N besitzen soll, dessenSpektrum aus den Zahlen 0; 1; : : : besteht, k�onnen wir von einer Spektralzer-legung N = 1Xn=0 nEnausgehen, wobei E0 auf die Vakuumzust�ande projiziert. Die mit En verkn�upf-ten Teilr�aume Hn beschreiben { physikalisch gesprochen { Zust�ande mit nTeilchen. Da das Vakuum bis auf einen Phasenfaktor als eindeutig ange-nommen wird, setzen wir H0 = C . Mit Blick auf die relativistische Feld-theorie w�ahlen wir als Hn den Raum L2s(R3n) aller komplexen Funktionen�n(p1; : : : ;pn), die symmetrisch in den n Vektorvariablen pi 2 R3 sind undeine endliche Norm besitzen, deren Quadrat durchk�nk2 = Z d3p12!1 � � �Z d3pn2!n j�n(p1; : : : ;pn)j2gegeben wird, wobei !i = (m2 + p2i )1=2 zu setzen ist. Ein Vektor in demFock-RaumH = C � L2(R3)� L2s(R3 � R3)� L2s(R3 � R3 � R3) � � �31



ist de�nitionsgem�a� eine Folge � = (�0; �1; �2; : : :) von n-Teilchenfunktionen�n, deren Normquadrat k�k2 = 1Xn=0 k�nk2einen endlichen Wert annimmt. Nat�urlich ist �0 2 C und k�0k = j�0j. Wieimmer stimmt die Zahl der Freiheitsgrade mit der Dimension des Einteil-chenraumes H1 �uberein: Diese ist hier abz�ahlbar unendlich.Auf dem von uns konstruierten Raum H de�nieren wir nun die Projek-toren En durch (En�)n0 = �nn0�n und �nden so den De�nitionsbereich desOperators N : D(N) = f� 2 H j Pn n2k�nk2 <1gEine im folgenden benutzte Verallgemeinerung stelltD(N�) = f� 2 H j Pn n2�k�nk2 <1g (� > 0)dar.Wenn wir auf dem Raum H Erzeugungs- und Vernichtungsoperatorenkonstruieren wollen, so erweist es sich als zweckm�a�ig, einen gemeinsamendichten De�nitionsbereich zu w�ahlen. Als solcher bietet sich D(N1=2) an. F�urjedes ' 2 L2(R3) und jedes � 2 D(N1=2) de�nieren wir:(a(')�)n(p1; : : : ;pn) = (n+ 1)1=2 Z d3p2! '(p)�n+1(p;p1; : : : ;pn)(ay(')�)n(p1; : : : ;pn) = n�1=2 nXi=1 '(p)�n�1(p1; : : : ;pi�1;pi+1; : : : ;pn)Wir erkennen sofort folgende Tatsachen:� Die Operatoren a(') und ay(') sind nicht abgeschlossen, wohl aberabschlie�bar; denn es giltay(') � a(')� ; a(') � ay(')�also Folge von (�; a(') ) = (ay(')�;  )g�ultig f�ur �;  2 D(N1=2). Die adjungierten Operatoren sind dicht de-�niert und abgeschlossen.� Die leicht zu beweisenden Absch�atzungenka(')�k � k'k kN1=2�kkay(')�k � k'k k(N + 1l)1=2�k32



zeigen, da� die Abbildungen ' 7! a(') und ' 7! ay(') ein gewissesMa� an Stetigkeit haben.� Es gelten die Vertauschungsrelationena(')a('0) = a('0)a(')a(')ay('0) = ay('0)a(') + ('; '0)1lay(')ay('0) = ay('0)ay(')mit dem Skalarprodukt('; '0) = Z d3p2! '(p)'0(p) :� Die Abbildung ' 7! ay(') ist linear, die Abbildung ' 7! a(') hingegenantilinear. Man schreibt deshalb oft { in Anlehnung an die Theorie derDistributionen (Laurent Schwartz, Gelfand/Schilov) {a(') = Z d3p2! '(p)a(p) ay(') = Z d3p2! '(p)ay(p);d.h. man interpretiert a(p) und ay(p) als operatorwertige Distributio-nen. �Ahnliches gilt f�ur die DarstellungenN = Z d3p2! ay(p)a(p) ; H = Z d3p2! ! ay(p)a(p)P = Z d3p2! p ay(p)a(p)der Operatoren der Teilchenzahl, der Energie und des Impulses: Sie sindformaler Natur und k�onnen nicht als gew�ohnliche Integrale interpretiertwerden.� Der durch 
 = (1; 0; 0; � � �) 2 H hei�t das Vakuum. Au�er der Ei-genschaft a(')
 = 0 besitzt dieser Vektor eine weitere wichtige Ei-genschaft. Die von den Operatoren ay(') (alle ') gebildete abelscheAlgebra A aus unbeschr�ankten Operatoren mit dem gemeinsamen De-�nitionsbereich C1(N) reicht aus, um ganz H aus dem Vakuum zuerzeugen: H = (A
)�gleichdedeutend mit (A
)? = f0g. Man sagt, 
 sei zyklisch f�ur dieAlgebra A, und beweist diese Tatsache auf folgende Weise. Sei � ein33



Vektor mit (�;A
) = 0 f�ur alle A 2 A. Dann gibt es sicher ein n mit� 6= 0. Ist n = 0, so erh�alt man einen Widerspruch f�ur A = 1l. Ist n � 0,so w�ahlt man A = ay('1) � � �ay('n)und erh�alt aus (�;A
) = 0 die AussageZ d3p12!1 � � �Z d3pn2!n �n(p1; : : : ;pn)'1(p1) � � �'n(pn) = 0f�ur alle 'i 2 L2(R3), eine Relation, die sich nur f�ur �n = 0 befriedigenl�a�t, was ein Widerspruch zur Annahme darstellt.2.2 Das neutrale SkalarfeldDie zweite Quantisierung stellt das freie neutrale Skalarfeld in der folgendenWeise dar: A(x) = (2�)�3=2 Z d3p2! �a(p) e�ipx + ay(p) eipx�mit px = !t � px. Nat�urlich ist auch dieses Integral formaler Natur, d.h.auch A(x) ist eine operator-wertige Distribution. Wohlde�nierte Operatoren{ obwohl unbeschr�ankt { erh�alt man erst durch \Integration" mit reellenTestfunktionen f(x):A(f) = Z d4x f(x)A(x) = a(') + ay(') (22)'(p) = (2�)�3=2 Z d4x f(x) eipx (23)Als klassisches Feld ist A(x) reell, als quantisiertes Feld ist A(f) ein sym-metrischer Operator mit dem De�nitionsbereich D(N1=2), wenn ' quadra-tintegrabel ist. Angenommen, A(f) bes�a�e mehrere selbstadjungierte Erwei-terungen. Dann w�are das Skalarfeld nicht eindeutig de�niert und wir h�attenein gro�es Problem. Wir k�onnen jedoch zeigen, da� A(f) wesentlich selbsta-jungiert ist, A(f) � A(f)�� = A(f)� ;und ben�otigen hierzu zwei vorbereitende Ergebnisse:Lemma 1. F�ur jedes nat�urliche n und � 2 C1(N) gilt die Absch�atzungkA(f)n�k � 2npn! k'kn k(N + 1l)n=2�k (24)34



mit dem durch (23) de�nierten Zusammenhang zwischen f und '.Beweis. Wir zeigen die st�arkere AussagekA(f)n�k � 2nk'knkQnk=1(N � k1l)1=2�k (25)durch Induktion. Die Aussage (24) ist dann eine Folge der Ungleichung(';Qnk=1(N � k1l)') � (';Qnk=1(kN � k1l)') = n!(�; (N � 1l)n�)Die Absch�atzung (25) ist richtig f�ur n = 1; dennkA(f)�k � ka(')�k+ kay(')�k� k'k�kN1=2�k+ k(N + 1l)1=2�k�� 2k'k k(N + 1l)1=2�kAngenommen, (25) sei schon beliebiges n bewiesen. Indem wir Gebrauchmachen von der GleichungF (N)(a(') + ay(')) = a(')F (N) + ay(')F (N + 1l){ g�ultig f�ur jede auf den ganzen Zahlen de�nierte Funktion F { erhalten wirunter Ber�ucksichtigung von A(f)C1(N) � C1(N):kA(f)n+1�k � 2nk'knkQnk=1(N � k1l)1=2A(f)�k= 2nk'knka(')Qn�1k=0(N � k1l)1=2 + ay(')Qn+1k=2(N � k1l)1=2�k� 2nk'kn+1�kN1=2Qn�1k=0(N � k1l)1=2�k+ k(N + 1l)1=2Qn+1k=2(N � k1l)1=2�k�� 2n+1k'kn+1kQn+1k=1(N � k1l)1=2�kwas zu beweisen war.Lemma 2. Jeder analytische Vektor f�ur N +1l mit dem Konvergenzradius rist auch ein analytischer Vektor f�ur A(f) mit einem Konvergenzradiusr0 � pr2k'k :Auch hier gilt der durch (23) de�nierte Zusammenhang zwischen f und '.Beweis. Sei � 2 C1(N) und die Reihe1Xn=0 znn! k(N + 1l)n�k35



absolut konvergent f�ur jzj < r. Sei � 2 C mit 0 < j�j < 1. F�ur die beidenFolgen an = �nbn = 1pn! �2zk'k� �n k(N + 1l)n=2�kgilt: 1Xn=0 janj2 = 11� j�j2 <11Xn=0 jbnj2 = k�k 1Xn=0 1n! �4jzj2k'k2j�j2 �n k(N + 1l)n�k <1falls 4jzj2k'k2 < j�j2r. Unter dieser Bedingung konvergiert die Reihe1Xn=0 znn! kA(f)n�kabsolut; denn1Xn=0 znn! kA(f)n�k � 1Xn=0 1pn! (2zk'k)n k(N + 1l)n=2�k= 1Xn=0 janj jbnj �  1Xn=0 janj2 � 1Xn=0 jbnj2!1=2 :Da � beliebig nahe bei 1 gew�ahlt werden kann, folgt die Behauptung.Insbesondere folgt aus diesem Lemma, da� D(N1=2) eine dichte Menge vonVektoren enth�alt, die analytisch f�ur A(f) sind; denn der Operator N + 1l istselbstadjungiert und besitzt sicher eine dichte Menge von analytischen Vekto-ren (z.B. alle � 2 H mit �n = 0 f�ur fast alle n). Aufgrund des Kriteriums vonNelson ist A(f) wesentlich selbstadjungiert und damit seine selbstadjungierteErweiterung eindeutig.2.3 Tensoralgebra und symmetrische AlgebraDie Konstruktion des Fock-Raumes hat einige algebraische Aspekte, die wirnun beleuchten. Ausgehend von dem Einteilchenraum L2(R3) und Vektoren'i darin formen wir das n-fache Tensorprodukt auf folgende Weise,('1 
 � � � 
 'n)(p1; : : : ;pn) = '1(p1) � � �'n(pn) ;36



und fassen es als einen Vektor in L2(R3n) auf. Das Hilbert-Tensorproduktvon n Kopien des Einteilchenraumes enth�alt beliebige Summen solcher Pro-duktvektoren und alle daraus gebildeten Cauchy-Folgen. Da man auf dieseWeise alle n-Teilchen-Wellenfunktionen erh�alt, giltL2(R3n) = L2(R3)
n = L2(R3)
 � � � 
 L2(R3) (n Faktoren).Bose-Statistik w�ahlt hiervon einen Unterraum:L2s(R3n) = L2(R3)_n = L2(R3) _ � � � _ L2(R3) (n Faktoren),wobei das symmetrische Produkt auf die folgende Weise de�niert wird:'1 _ � � � _ 'n = 1pn!X� '�(1) 
 � � � 
 '�(n) :Die Summe erstreckt sich �uber alle Permutationen � der Zahlen 1 bis n. Manerrechnet leicht('1 _ � � � _ 'n ; '01 _ � � � _ '0n) = Perm ('i; '0k) ;wobei die sogenannte Permanente einer n � n-Matrix analog zur Determi-nante gebildet wird:Perm ('i; '0k) =X� ('1; '0�(1)) � � � ('n; '0�(n)) :Die Konstruktionen machen nicht Gebrauch von der Struktur des Einteil-chenraumes H als L2(R3). Unter der Hilbert-Tensoralgebra (kurz: Tensoral-gebra) eines beliebigen Hilbertraumes H verstehen wir die Vervollst�andigungder algebraischen direkten Summe aller Tensorprodukte:T (H) = 1Xn=0H
nmit der Vereinbarung H
0 = C . In analoger Weise de�niert man die symme-trische Algebra (auch hier H_0 = C ):S(H) = 1Xn=0H_n :Ignoriert man die algebraische Struktur, so sind T (H) und S(H) immer nochHilbertr�aume, und S(H) ist gerade identisch mit dem Fock-Raum �uber dem37



Einteilchenraum H mit Bose-Statistik. Das Vakuum 
 ist wie immer durchdie Zahl 1 2 H_0 repr�asentiert.Der Zusammenhang mit Erzeugungsoperatoren in S(H) wird durchay('1) � � �ay('n) 
 = '1 _ � � � _ 'nhergestellt. Dies bedeutet eine Neude�nition von ay(') als Multiplikations-operator: ay(')� = ' _ � ; � 2 S(H) :An dieser Stelle wird von der algebraischen Struktur von S(H) Gebrauchgemacht. Doch ist hier Vorsicht geboten: Wie wir bereits wissen, ist ay(')nur dicht de�niert, etwa so:ay(')�n = ' _ �n ; �n 2 H_n :Der Vernichtungsoperator a(') kann direkt durcha(')('1 ^ � � � ^ 'n) = nXi=1 ('; 'i)'1 ^ � � � '̂i ^ � � � ^ 'n(^ bedeutet Elimininierung) oder auch induktiv de�niert werden:a(')
 = 0a(')('0 _ �n) = ('; '0)�n + '0 _ a(')�nDie Konstruktion des Hilbertraumes S(H) hat die charakteristische Ei-genschaft S(H1 �H2) �= S(H1)
 S(H2) ;d.h. S verwandelt eine direkte Summe stets in ein Tensorprodukt. Diese Re-lation wird relevant, wenn mehrere Teilchensorten beschrieben werden sollen(z.B. Teilchen + Antiteilchen). Grundlegend f�ur diese Eigenschaft sind zweiIdenti�zierungen: 
 = 
1 
 
2ay('1; '2) = ay('1)
 1l + 1l
 ay('2) ('i 2 Hi) :Hier beschreiben 
i die Vakua in S(Hi) und 
 das gemeinsame Vakuum inS(H1 �H2).
38



2.4 Die �au�ere AlgebraZur Beschreibung von Fermionen ben�otigen wir einen anderen Teilraum derTensoralgebra T (H), n�amlich den Raum^H = 1Xn=0H^nder antisymmetrischen Tensoren, auch �au�ere Algebra genannt. Auch hiervereinbaren wir H^0 = C . Das antisymmetrische Produkt auf wird durch'1 ^ � � � ^ 'n = 1pn!X� sgn(�)'�(1) 
 � � � 
 '�(n)de�niert und erzeugt Produktvektoren in H^n. Auch hier erstreckt sich dieSumme �uber alle Permutationen � der Zahlen 1 bis n. Das Signum sgn(�)der Permutation sorgt f�ur die Antisymmetrie der linken Seite. Man errechnetleicht ('1 ^ � � � ^ 'n ; '01 ^ � � � ^ '0n) = Det ('i; '0k) ;wobei die Determinante wie �ublich gebildet wird:Det ('i; '0k) =X� sgn(�)('1; '0�(1)) � � � ('n; '0�(n)) :Der so konstruierte Raum VH ist identisch mit dem Fock-Raum �uber demEinteilchenraum H mit Fermi-Statistik. Das Vakuum 
 ist auch hier durchdie Zahl 1 2 H^0 repr�asentiert.Der Zusammenhang mit Erzeugungsoperatoren in VH wird durchby('1) � � � by('n) 
 = '1 ^ � � � ^ 'nhergestellt. Dies bedeutet eine Charakterisierung von by(') als Multiplikati-onsoperator: by(')� = ' ^ � ; � 2^H :An dieser Stelle wird von der algebraischen Struktur von VH Gebrauchgemacht. Im Gegensatz zur Bose-Situation handelt es sich hier um einenbeschr�ankten Operator. Man sieht dies auf folgende Weise ein. Sei (ei)i2Neine Basis in H, so bilden die VektoreneI = ei1 ^ ei2 ^ � � � ^ ein; n = 0; 1; 2; : : :39



eine Basis in VH (f�ur gegebenes n eine Basis in H^n). Hier bezeichnet I einebeliebige endliche Teilmenge der nat�urlichen Zahlen, die wir nach Ordnungso darstellen k�onnen:I = (i1; i2; : : : ; in); i1 < i2 < : : : < in :F�ur die leere Menge I = ; setzt man e; = 
. Jedes ' 2 H kann nach I unddessen Komplement I 0 (in N) zerlegt werden:' =Xi2I ciei + '0; '0 =Xi2I0 ciei :Es gilt o�enbar ay(')eI = ay('0)eI und somitkay(')eIk2 = ('0 ^ eI ; '0 ^ eI) = Det diag(k'0k2; 1; : : : ; 1) = k'0k2 :Da ay(') auf den Basisvektoren gleichm�a�ig durch k'k2 beschr�ankt ist, han-delt es sich um einen �uberall de�nierten beschr�ankten Operator.Gleiches gilt f�ur den Vernichtungsoperator a('), den wir als den adjun-gierten Operator zu ay(') einf�uhren k�onnen. Der Vernichtungsoperator b(')kann aber auch direkt durchb(')('1 ^ � � � ^ 'n) = nXi=1 (�1)i�1('; 'i)'1 ^ � � � '̂i ^ � � � ^ 'n(^ bedeutet Elimininierung) oder auch induktiv de�niert werden:b(')
 = 0b(')('0 ^ �n) = ('; '0)�n � '0 ^ b(')�nDie Konstruktion des Hilbertraumes VH f�ur Fermionen hat ebenfalls diecharakteristische Eigenschaft^(H1 �H2) �=^H1
̂^H2 ; (26)d.h. V verwandelt eine direkte Summe stets in ein Tensorprodukt. Mit 
̂wird das schiefe Tensorprodukt zweier graduierter Algebren bezeichnet, dasdurch die ge�anderte Produktvorschrift(�1 
 �2)(�01 
 �02) = (�1)nn0�1�01 
 �2�02; �2 2 H^n2 ; �01 2 H^n01charakterisiert ist. Die Isomorphie (26) wird relevant, wenn mehrere Teilchen-sorten beschrieben werden sollen (z.B. Teilchen + Antiteilchen). Grundlegendf�ur diese Eigenschaft sind zwei Identi�zierungen:
 = 
1 
 
2by('1; '2) = by('1)
 1l + 1l
 by('2) ('i 2 Hi) :40



Hier beschreiben 
i die Vakua in VHi und 
 das gemeinsame Vakuum inV(H1 �H2).Sobald der RaumH eine endliche Dimension { sagen wir n { hat, ist auchdie dar�uber konstruierte �au�ere Algebra endlich-dimensional. Es giltDim^H = 2n :Denn DimH^k = �nk�. Insbesondere H^k = f0g f�ur k > n.2.5 Weyl-SystemeErfahrungen mit wechselwirkenden Systemen, die unendlich viele Freiheits-grade haben, zeigen, da� man die Betrachtung nicht auf die Fock-Cook-Darstellung beschr�anken kann. Die Zeitevolution bringt i.allg. eine Vielzahlvon nicht�aquivalenten Darstellungen der kanonischen (Anti-)Vertauschungs-relationen ins Spiel. Das gilt sowohl f�ur die statistische Mechanik als auchf�ur die Quantenfeldtheorie. Viele physikalische Ph�anomene, unter ihnen dieBosekondensation, die Supraleitung, die Infrarotstrahlung beschleunigter La-dungen und der Higgs-Mechanismus, verdanken ihre befriedigende mathema-tische Beschreibung der Kenntnis spezieller Darstellungen der (Anti-)Vertau-schungsrelationen.Wir konzentrieren uns auf den Bose-Fall. Der Nutzen und die Anwendungvon in�aquivalenten Darstellungen l�a�t sich erst dann sinnvoll diskutieren,wenn wir1. nicht die Existenz eines Teilchenzahloperators fordern,2. keine a-priori-Voraussetzungen �uber den De�nitionsbereich der Erzeu-gungs- und Vernichtungsoperatoren machen und3. nicht verlangen, da� die Darstellung irreduzibel ist.Es gen�ugt sicher, den OperatorA(') = a(') + ay(')zu studieren, da wir a und ay daraus zur�uckgewinnen k�onnen:a(') = 12(A(') + iA(i')); ay(') = 12(A(')� iA(i')):Wir nehmen an, da� der Operator A(') wesentlich selbstadjungiert ist. Be-achte: Die Abbildung ' 7! A(') ist lediglich reell-linear. Der Abschlu�A(')� = A(')�� ist dann selbstadjungiert und erzeugendes Element einer41



einparametrigen stark stetigen unit�aren Gruppe (siehe den Satz von von Sto-ne und v. Neumann):W (t') = exp(itA(')�) (t 2 R):Ohne Verlust an Information k�onnen wir den Parameter t in dem Vektor 'absorbieren. Man nennt die Gesamtheit aller W (') mit ' 2 H die Weyl-Operatoren1. Aus der Vertauschungsrelation[A('); A('0)]� = 2i Im ('; '0)�;g�ultig auf einer dichten Menge von Vektoren �, gewinnt man die entspre-chende Relation f�ur die Weyl-Operatoren:W (')W ('0) = e�i Im (';'0)W ('+ '0) (27)(eine Folge der Cambell-Hausdor�-Formel).De�nition. Sei L ein fest gew�ahlter dichter Teilraum von Einteilchen-Wel-lenfunktionen. Ein Weyl-System (H;W ) besteht aus unit�aren OperatorenW (') (' 2 L) auf einem Hilbertraum H, so da� t 7! W (t') stark ste-tig und die Weyl-Relation (27) erf�ullt sind. Zwei Weyl-Systeme (H;W ) und(H0;W 0) hei�en �aquivalent, wenn UW (') = W 0(')U f�ur eine unit�are Abbil-dung U :H ! H0 gilt.Aus der De�nition folgt W (0)W (0) =W (0), also W (0) = 1l, sodannW (')W (�') =W (0) = 1l also W (')� = W (�')Die Frage entsteht, wie man auf einfache Weise die Fock-Cook-Darstellungcharakterisieren kann. Wir erinnern daran, da� das Vakuum ein zyklischerVektor f�ur die durch ay(') erzeugte Algebra ist. Das gilt erst recht f�ur diegr�o�ere Algebra der Operatoren A(') und somit auch f�ur die Weyl-Algebra(die von den Weyl-OperatorenW (') erzeugte Algebra). Die Weyl-Relationen(27) sagen uns, da� das allgemeinste Element der Weyl-Algebra aus Linear-kombinationen Pk ckW ('k) (ck 2 C ) besteht. Also sind die Vektoren derForm � = nXj=1 cjW ('j)
dicht im Fock-Raum H. Behauptung:Das Funktional (
;W (')
) = exp(�12k'k2) gibt bereits eine vollst�andi-ge Charakterisierung der Fock-Cook-Darstellung.1Nach Hermann Weyl, der sie zuerst betrachtete42



Neben den obigen Vektor � betrachten wir einen weiteren Vektor der gleichenArt: �0 = n0Xk=1 c0kW ('0k)
 :F�ur das Skalarprodukt gilt unter Ausnutzung der Weyl-Relationen:(�; �0) =Xj;k �cjc0k(
;W (�'j)W ('k)
) =Xj;k �cjc0kei Im ('j ;'0k)E('0k � 'j)Da alle Skalarprodukte bestimmt sind und dieWirkung der OperatorenW (')ebenfalls, ist die Behauptung bewiesen, wenn wir die explizite Form des Funk-tionals E(') kennen. Durch Induktion beweist man zuerst(
; A(')n
) = � 0 n ungeraden!2mm! k'kn n = 2m geradeund �ndet so den zweiten Teil der Behauptung best�atigt:E(') = 1Xn=0(
; A(')n
) = exp(�12k'k2) :2.6 Der moderne Begri� des ZustandesWir sind gewohnt, den Zustand eines quantenmechanischen Systems als einenVektor in einem Hilbertraum aufzufassen, nehmen dabei aber zwei Nachteilein Kauf: (1) Alle Vielfache eines Vektors � bestimmen den gleichen Zustand,(2) bei einer unit�aren Abbildung des Raumes H auf einen Raum H0, bei derder Vektor � in den Vektor �0 �ubergeht, kann �0 ebensogut zur Beschrei-bung des gemeinten Zustandes herangezogen werden, d.h. wir tre�en auf diephysikalisch bedeutungslose Vielfalt von m�oglichen Realisierungen ein unddesselben Zustandes.Der moderne Begri� des Zustandes vermeidet die unn�otige Komplikationund betrachtet den Zustand als ein Funktional. Dieses ist eindeutig und inallen Realisierungen gleichlautend. Die neue Au�assung �ndet man nicht nurin der Quantenfeldtheorie. Sie hat inzwischen alle Bereiche der Physik erfasst,beginnend mit der klassischen Mechanik.Sei (H;W ) ein Weyl-System und � ein normierter Vektor in H. Dann hatdas Funktional E(') = (�;W (')�) stets folgende Eigenschaften:� E(0) = 1l (Normierung)� Pnj;k �cjckei Im ('j ;'k)E('k � 'j) � 0 (Positivit�at)43



� E('+ t'0)! E(') wenn t! 0 (Stetigkeit)De�nition. Ein Funktional E hei�t Zustand, wenn die obigen drei Eigen-schaften erf�ullt sind. Der Zustand hei�t koh�arent, wenn er die FormE(') = exp�� 12k'k2 + iF (')�hat, wobei F (') ein reell-lineares und reell-wertiges Funktional ist.Beispiele f�ur koh�arente Zust�ande liefert schon das Fock-System:(�;W (')�) = exp �� 12k'k2 + 2iIm ( ; ')�mit � = W ( )
 = e�12k k2 1Xn=0 1pn! ay( )n
Der Begri� koh�arenter Zustand ist der Quantentheorie der elektromagneti-schen Strahlung entlehnt, in der diese Zust�ande eine bedeutende Rolle spie-len.Die Teilchenzahl N der Fock-Darstellung ist der erzeugende Operatoreiner U(1)-Gruppe mit den charakterisierenden Eigenschaften:ei�NW (') = W (ei�')ei�Nei�N
 = 
 :Auf den koh�arenten Zust�anden des Fock-Raumes best�atigt man die erwarteteWirkung: ei�NW ( )
 = e�12k k2 1Xn=0 ein�pn! ay( )n
 :In diesen Zust�anden uktuiert die Teilchenzahl gem�a� einer Wahrscheinlich-keitsverteilung P (n), deren charakteristische Funktion wir auf die folgendeWeise berechnen:1Xn=0 P (n)ein� = (W (')
;W (ei�')
)= exp ��12k(ei� � 1)'k2 + 2 Im('; ei�')�= exp �k'k2(ei� � 1)� :Man erh�alt so die Poisson-VerteilungP (n) = e�aann! ; a = k'k244



wobei a =PnP (n) die mittlere Teilchenzahl beschreibt. Wir sehen, da� dieExistenz einer mittleren Teilchenzahl an die Bedingung k'k <1 gebundenist. Es gibt koh�arente Zust�ande (au�erhalb des Fock-Raumes), die dieserBedingung nicht gen�ugen.Aus gegebenen Zust�anden lassen sich leicht neue Zust�ande konstruieren.Denn mit E1 und E2 ist auch E = pE1 + (1 � p)E2 f�ur jedes p 2 [0; 1]ein Zustand, n�amlich ein statistisches Gemisch oder gemischter Zustand. DieGewichte p und 1 � p erhalten die Bedeutung von Wahrscheinlichkeiten.Aufgrund dieser M�oglichkeit, Zust�ande zu mischen, bildet die Gesamtheitder Zust�ande eine konvexe Menge E . Die Extremalpunkte von E hei�en reineZust�ande. Es sind genau diejenigen Zust�ande E 2 E , die keine Zerlegung derForm E = pE1 + (1 � p)E2 mit 0 < p < 1 gestatten. Man stelle sich E alseinen Simplex in gro�en Dimensionen vor. Die Anschauung lehrt, da� dieZerlegung eines nicht-reinen Zustandes E in reine Zust�ande obwohl l�osbar,jedoch nicht immer eindeutig l�osbar ist2.Der Vorteil des modernen Zustandsbegri�es liegt u.a. darin, da� eine Folgevon Funktionalen En(') = (�n;W (')�n)eventuell gegen ein Grenzfunktional E konvergiert und E einen Zustand be-schreibt, obwohl die Vektoren �n im Fockraum nicht konvergieren. F�ur diesePh�anomen gibt es viele physikalische Beispiele. Ein solches Beispiel wollenwir im n�achsten Kapitel betrachten.2.7 Die Bose-Einstein-KondensationWenn wir die Teilchenzahl in einem unendlich ausgedehnten System vor-schreiben, so hat die Energie ein rein kontinuierliches Spektrum. Wir �ndendann zwar Zust�ande beliebig kleiner Energie, aber keinen Grundzustand. DieSache wird anders, wenn wir die Dichte der Teilchen vorschreiben.Wir studieren das relativistische Bose-Gas und gehen aus von den Wellen-funktionen ' einzelner Teilchen, betrachten die zugeh�origen Ortraumfunktio-nen '̂(x) = (2�)�3=2 Z d3pp2! '(p) eipx(x 2 R3), so da�('; '0) = Z d3p2! '(p)'0(p) = Z d3x '̂(x) '̂0(x) :2Man mache sich diese Tatsache am Beispiel des Spinzustandes klar, wenn dieser einunpolarisiertes Elektron beschreibt. 45



F�ur ein Teilchen, das in einem beschr�ankten Gebiet B des Ortraumes loka-lisiert ist, existiert ein Zustand minimaler Energie:'̂B(x) = � jBj�1=2 x 2 B0 sonst(jBj=Volumen von B). Sind n Bose-Teilchen in dem Bereich B lokalisiert, sokann der Grundzustand durch den normierten Vektor�B = 1pn! ay('B)n
im Fock-Raum beschrieben werden.Unsere Aufgabe besteht nun darin, B gegen R3 und gleichzeitig n gegen1 streben zu lassen, so da� die Dichte � = n=jBj konstant gehalten wird.Zu diesem Zweck �xieren wir � > 0, de�nieren n = b �jBj c als die gr�o�teganze Zahl kleiner als �jBj und ber�ucksichtigen dies bei der De�nition von�B. Vom mathematischen Standpunkt bilden die Borel-Mengen B 2 R3 einegerichtete Menge von Mengen und die �B ein Netz von normierten Vektorenim Fock-Raum, dessen Konvergenz man studieren kann.Sind B und B0 zwei Borel-Mengen mit b �jBj c 6= b �jB0j c, so gilt(�B; �B0) = 0 und daher k�B � �B0k2 = 2 ;so da� die Vektoren �B nicht konvergieren. Auch der Begri� der schwachenKonvergenz hilft hier nicht: Die Vektoren �B konvergieren schwach gegenNull. Man sieht dies so ein: F�ur einen beliebigen Vektor  im Fockraum mitKomponenten  n (n=Teilchenzahl) gilt k nk ! 0 f�ur n!1 und deshalbj( ; �B)j � k nk ! 0 :In einer anderen Formulierung:Im thermodynamischen Limes B ! R3 wird der Vektor �B desGrundzustandes orthogonal zu jedem Vektor des Fock-Raumes.Dessen ungeachtet werden wir nun zeigen, da� das Netz der FunktionaleEB = (�B;W (')�B)einem Grenzfunktional zustrebt. Dabei machen wir Gebrauch von den La-guerreschen Polynomen Ln(x) = nXk=0 n!k!�nk�(�x)k46



und der Bessel-Funktion 0-ter Ordnung J0(x).Theorem. Es gilt die DarstellungEB(') = 1n! Ln(j('; 'B)j2) exp(�12k'k2)und es existiert der thermodynamische LimesE(') = limB!R3(') = J0�2�1=2j R d3x '̂(x)j� exp(�12k'k2)f�ur alle ', so da� '̂ 2 L2 \ L1.Beweis. Die Campbell-Hausdor�-Formel f�uhrt zuW (')� = e�12 k'k2eiay(')eia(')� (28)f�ur � 2 C1(N). Ausa(')nay( ) = ay( )a(')n + (';  )na(')n�1folgt eia(')ay( ) = (ay( ) + i(';  ))eia(')und somit durch Induktioneia(')ay( )n = (ay( ) + i(';  ))neia(') :Wegen 'B 2 C1(N) k�onnen wir bedenkenlos die Zerlegung (28) in der fol-genden Rechnung verwenden:EB(') = e�12k'k2 1n! �e�ia(')ay('B)n
; eia(')ay('B)n
�= e�12k'k2 1n! �(ay( B)� i('; 'B))n
; (ay('B) + i('; 'B))n
�= e�12k'k2 1n! nXk=0 �nk�2�� j('; 'B)j2�k�ay('B)n�k
; ay('B)n�k
�= e�12k'k2 nXk=0 1k!�nk��� j('; 'B)j2�kDamit folgt der erste Teil der Behauptung. Um die Konvergenz zu zeigen,beachten wir zun�achst, da� das Netz der ZahlencB = nj('; 'B)j2 = b �jBj cjBj ����ZB d3x '̂(x)����247



f�ur '̂ 2 L1 konvergiert und den Grenzwertc = � ����Z d3x '̂(x)����2besitzt. Dar�uberhinaus sind die positiven Zahlen cB nach oben durchQ = ��Z d3x j'̂(x)j�2beschr�ankt. Wir erhalten so die Absch�atzungjckB � ckj = ���(cb � c)Pki=1 ci�1B ck�i��� � kQk�1jcB � cj (k � 1):Sodann gilt f�ur n � 11n! Ln �xn� = 1 + nXk=1 (�x)kk!2 k�1Yi=0 �1� in�= 1 + 1Xk=1 (�x)kk!2 k�1Yi=0 �1� in�Wir ben�otigen die Bessel-FunktionenJ0(2x1=2) = 1Xn=0 (�x)kk!2 ; In(2x1=2) = 1Xn=0 xk�nk!(k + n)! (x � 0)und die Absch�atzung1� k�1Yi=0 �1� in� � (k � 1)k2n (k � 1; n � 1):Dann folgt f�ur n � 1���� 1n! Ln �cBn �� J0(2c1=2)���� � ���� 1n! Ln �cBn �� Ln � cn�����+ ���� 1n! Ln � cn�� J0(2c1=2)����� jcB � cj 1Xk=1 kQk�1k!2 + 1Xk=2 ckk!2 (k � 1)k2n� jcB � cjQ�1I1(2Q1=2) + (2n)�1I2(2c1=2) :Setzen wir n = b �jBj c, so folgt unmittelbar der zweite Teil der Behauptung,und das Theorem ist bewiesen. 48



Man stellt sofort fest, da� der Grundzustand, das Funktional E(') also,eine Reihe bemerkenswerter Symmetrien mit dem Vakuum-Funktional teilt:Eichinvarianz: E(ei�') = E(') 0 � � < 2�Translationsinvarianz: E((x)') = E(') [(x)'(x0) = '̂(x0 � x)Rotationsinvarianz: E(R') = E(') cR'(x) = '̂(R�1x); R 2 SO(3)Spiegungssymmetrie: E(P') = E(') cP'(x) = '̂(�x)Physikalisch gesehen beschreibt E den Zustand des Bose-Einstein-Kondensats:alle Teilchen haben sich im Impuls-Null-Zustand versammelt. Einzelne Teil-chen daraus lassen sich sicher anregen und im Fock-Raum beschreiben. Wirkonstruieren nun das Weyl-System (H; E) des Bose-Gases und zeigen die Be-ziehung zum Fock-System (HFock;WFock) und seinem Vakuum 
Fock 2 HFockmit (
Fock;WFock(');
Fock) = exp(�12k'k2) :Dazu de�nieren wir L2(G) als den Hilbertraum �uber der Eichgruppe G, d.h.als den Raum aller Funktionen f : G! C mitkfk2 = 12� Z 2�0 d� jf(�)j2 <1 :Auf L2(G) f�uhren wir sodann den unit�aren Operator U(') durch(U(')f) (�) = f(�) exp �2i�1=2 Im �R d3x '̂(x)��ein. Setzen wir nun H = HFock 
 L2(G)W (') = WFock(')
 U(')
 = 
Fock 
 1(mit 1 bezeichnen wir die konstante Funktion 1 in L2(G)), so ist (H;W ) einWeyl-System mit der gew�unschten Eigenschaft(
;W (')
) = (
Fock;WFock(')
Fock) (1; U(')1) = E(') :Das Bose-System spaltet also auf in einen Fock-Anteil und ein Kondensat,wobei die Zust�ande des Kondensats durch den Raum L2(G) beschrieben wer-den. F�ur den Fock-Anteil allein existiert ein Teilchenzahloperator. Er z�ahltdie Teilchen, die sich nicht in der kondensierten Phase be�nden.Man hat die kondensierte Phase eines Bose-Gases oft auch den f�unftenAggregatzustand genannt und die Bose-Kondensation f�ur das Ph�anomen der49



Superuidit�at in He4 verantwortlich gemacht. Dar�uberhinaus ist es in letzterZeit gelungen, verd�unnte Gase aus Alkali-Atomen so weit abzuk�uhlen, da�ein Bose-Kondensat entstand. Hierf�ur wurde 2001 der Nobelpreis f�ur Physikvergeben.Schlie�lich geben wir noch den Ausdruck f�ur den Feldoperator A(') an,der der oben beschriebenen Darstellung der Weyl-Operatoren entspricht:A(') = AFock(')
 1l + 1l
 V (') :Hierin bezeichnet V (') den OperatorV (') = �i ddtU(it')t=0auf L2(G). AlsoV (')f(�) = 2�1=2Im �ei� R d3x '̂(x)� f(�) (f 2 L2(G)):Hieraus folgt eine Darstellung f�ur das relativistische neutrale Skalarfeld:A(x) = AFock(x)
 1l + 1l
 S; Sf(�) = (2�=m)1=2 sin� f(�) :2.8 Higgs-Teilchen und das Higgs-KondensatBevor wir den thermodynamischen Limes B ! R3 ausf�uhrten, waren alleGrundzust�ande EB extremal (oder \rein"). Dies gilt nicht mehr f�ur derenLimesE. Eine R�uckf�uhrung auf extremale Zust�ande gelingt durch ein Integral�uber die Eichgruppe, E = 12� Z 2�0 d�E� ;mit den koh�arenten (und deshalb extremalen), aber nicht mehr eichinvarian-ten Zust�andenE�(') = exp ��12k'k2 + iF (ei�')� ; F (') = 2�1=2Im �R d3x '̂(x)� :Dies ist eine Folge der Integraldarstellung der Besselfunktion:J0(jzj) = 12� Z 2�0 d� exp �i Im(ei�z)� (z 2 C ):Der Versuch einer Beschreibung des reell-linearen Funktionals F als F (') =2Im( ; �) f�uhrt auf  ̂(x) = �1=2. Da die Funktion  ̂ konstant und somit nicht50



quadrat-integrabel ist, liegt keiner der koh�arenten Zust�ande E� im Fock-Raum. Einen Teilchenzahloperator einzuf�uhren verbietet sich von selbst: Be-reits der Grundzustand hat unendlich viele Teilchen.F�ur jeden Wert von � existiert ein neutrales Skalarfeld A(x) auf demFockraum HFock, das sich von dem \freien Feld" zur Masse m nur um eineadditive Konstante unterscheidet:A(x) = AFock(x) + (2�=m)1=2 sin� :Der koh�arente Zustand E� entspricht dem Fock-Vakuum 
.Die geschilderte Situation �nden wir im Salam-Weinberg-Modell der Ele-mentarteilchenphysik: Das Higgsfeld entwickelt hier einen konstanten Vaku-umerwartungswertv = (
; A(x)
) = (2�=m)1=2 sin� � 246GeV;dem die fundamentalen Fermionen ihre Masse verdanken. Mit AFock(x) be-schreiben wir das neutrale Higgs-Teilchen, dessen Masse m noch unbekanntist und m�oglicherweise in der N�ahe von 160 GeV liegt. Es ist �ublich, vdas Higgs-Kondensat zu nennen. Man macht sich leicht klar, da� (�=m)1=2tats�achlich die Dimension einer Energie hat. Zu diesem Zweck f�uhren wir dieCompton-Wellenl�ange � = ~=(mc) ein, messen das Volumen in Einheiten von�3 und erhalten nach Wiedereinf�uhrung von ~ und c:(�~3c=m)1=2 = mc2(��3)1=2 :Der dimensionslose Ausdruck ��3 ist von der Gr�o�enordnung 1. Er beschreibtdie Zahl der kondensierten Higgs-Teilchen, enthalten in jedem W�urfel miteiner Seitenl�ange, die der Compton-Wellenl�ange entspricht. Beachte, da� �=mdas quadratische Mittel < v2 > ist, wenn �uber den Winkel � gemittelt wird.2.9 InfrarotdarstellungenEs geh�ort zu unseren wichtigen Einsichten, da� die Emission von weichenPhotonen nicht durch die Fock-Darstellung des auslaufenden freien Maxwell-Feldes F��(x) = @�A�(x)� @�A�(x) ; @�F ��(x) = 0beschrieben werden kann, weil die Zahl der Photonen formal unendlich, alsosinnlos ist. M�oglich wird dies, weil die Photonen masselos sind. Die Einf�uhrungsogenannter Infrarot-Darstellungen wird erzwungen durch das singul�are Ver-halten des elektromagnetischen Stromes, der von den beschleunigten Ladun-gen hervorgerufen wird. Die Singularit�at �nden wir nach Fourier-Transformation51



im Ursprung p = 0 des Impulsraumes. In �ahnlicher Weise hat die St�orungs-theorie der QED mit Infrarot-Singularit�aten der Feynman-Graphen zu k�amp-fen, da sie von der Existenz einzelnen Photonen ausgeht.Es zeigte sich, da� koh�arente Zust�ande au�erhalb des Fock-Raumes zu denInfrarot-Darstellungen Anlass geben und in nat�urlicher Weise in Modellen(klassische �au�ere Str�ome, Bloch-Nordsieck-Modell, Pauli-Fierz-Modell usw.)auftreten. M�oglicherweise gibt es tiefere Gr�unde statistischer Art f�ur dasAuftreten koh�arenter Zust�ande, wenn, wie angenommen wird, die Emissionweicher Photonen durch den Poisson-Prozess beschrieben wird.Um die Algebra der Weyl-Operatorenexp �i R d4x 12f��(x)F��(x)� = exp �i R d4x j�(x)A�(x)� = W (') ;f�ur das Photonfeld einzuf�uhren, gehen wir aus von reellen Testfunktionenj�(x) = @�f��(x) ; f��(x) = �f ��(x)mit kompakten Tr�ager und gelangen so zu einem Raum L von komplexenFunktionen '�(p) = (2�)�3=2 Z d4x eipxj�(x) ; p0 = ! = jpj ;die bei p = 0 hinreichend rasch verschwinden und die Bedingung p�'� = 0erf�ullen, aus der � �'�'� = 3Xi=1 ���'i � pi! '0���2 � 0folgt. Funktionen '� � p�, f�ur die die rechte Seite verschwindet, f�uhren zu@�A�
 = 0 in der Fock-Darstellung. Wir sind deshalb gehalten, �Aquiva-lenzklassen von Funktionen '�(p) zu betrachten. In jeder Klasse w�ahlen wireinen Repr�asentanten mit '0(p) = 0, dessen Normquadrat wir durchk'k2 = Z d3p2! 3Xi=1 j'i(p)j2de�nieren. Au�erdem gilt P3i=1 pi'i(p) = 0. Den so de�nierten Raum wol-len wir mit L bezeichnen. Durch Vervollst�andigung in der Norm erhaltenwir so einen Hilbertraum L0 von Ein-Photon-Wellenfunktionen in der sog.Coulomb-Eichung. Das Skalarprodukt ('; '0) folgt in der gewohnten Weise.Es ist Bestandteil der Weyl-RelationW (')W ('0) = exp (�i Im('; '0)) W ('+ '0) :52



Die Coulomb-Eichung benutzend wollen wir weitere Normen einf�uhren,k'k2�1 = Z d3p2! � !1 + !��1 3Xi=1 j'i(p)j2 ;um sp�ater die Singularit�aten bei p = 0 besser in den Gri� zu bekommen.Durch Vervollst�andigung erhalten wir neue R�aume L�1. Wegen!1 + ! < 1 < 1 + !! d.h. k'k1 < k'k < k'k�1 :bilden sie mit L zusammen ein Gel'fand-Tripel :L�1 � L0 � L1 :Dies bedeutet, da� { bez�uglich des Skalarproduktes ('; '0) { die R�aume L1und L�1 dual zueinander sind, w�ahrend L0 selbstdual ist.Es sei (H;W0) die Fock-Darstellung des Weyl-Systems �uber L mit demVakuum 
 und WF (') = W0(')eiF (') (' 2 L)f�ur ein reell-lineares Funktional F : L! R. Dann de�niert auch (H;WF ) einWeyl-System, so da� 
 darin einen koh�arenten Zustand beschreibt:(
;WF (')
) = exp ��12k'k2 + iF (')�Man beweist nun leicht das folgendeLemma 1. Seien F1 und F2 zwei reell-lineare Funktionale. Dann sind dieWeyl-Systeme (H;WF1) und (H;WF2) unit�ar �aquivalent genau dann, wennjF1(')� F2(')j � Ck'kf�ur eine Konstante C gilt. In diesem Fall gibt es einen Vektor � 2 L0 mitF1(')� F2(') = 2 Im(�; ') :Mit dem unit�aren Operator U =W0(�) folgtUWF1(')U�1 = WF2(') :Auf dem Raum L operiert die Gruppe der Raumzeit-Translationen:(x)'(p) = e�ipx'(p) ; p = (p�) = (jpj;p):53



Sie k�onnen auf den R�aumen Ln zu unit�aren Operatoren V (x) erweitert wer-den. Ebenso existiert eine unit�are Darstellung U0 der Translationen auf demFock-Raum, so da� U0(x)W0(') = W0((x)')U0(x) gilt. Dies garantiert nochnicht, da� der AutomorphismusWF (') 7!WF ((x)') (29)unit�ar implementiert werden kann, was unverzichtbar f�ur die Existenz einesEnergie-Impuls-Operators ist. Das entscheidende Kriterium wollen wir nunformulieren. Es folgt im wesentlichen aus dem Lemma 1.Lemma 2. Die folgenden Aussagen sind �aquivalent:1. Der Automorphismus (29) ist f�ur jedes x unit�ar implementiert.2. jF (')� F ((x)')j � C(x)k'k.3. F ((x)') = 2 Im(�(x); ') mit �(x) 2 L0.Gilt U(x)WF (') =WF ((x)')U(x) f�ur ein unit�ares U(x), so hat die GestaltU(x) = �(x)U0(x)W0(�(x)); j�(x)j = 1 : (30)Die Funktion �(x) erf�ullt�(x+ y) = V (y)��(x) + �(y) : (31)Die Relation (31) charakterisiert �(x) als einen 1-Kozyklus bez�uglich derDarstellung V der Translationsgruppe auf L0. 1-Kozyklen (engl. cocycles)bilden einen komplex-linearen Raum Z1(V; L0). Spezielle 1-Kozyklen habendie Gestalt �(x) = (1l� V (x)�)� ; � 2 L0 :Sie hei�en 1-Kor�ander (engl. coboundaries) und bilden einen TeilraumB1(V; L0).Ist �(x) ein Korand und�(x) = exp (i Im(�; V (x)�)) ; (32)so folgt U(x) = W0(�)�U0(x)W0(�) f�ur den Operator U(x) in (30). Kor�anderdieser Art sind typisch f�ur eine Situation, wo der koh�arente Zustand durchF (') = 2 Im(�; ') charakterisiert ist. Solche Zust�ande geh�oren zum Fock-Sektor und bieten nichts neues.Wenn wir anstelle von Photonen massive Bosonen studieren, so w�are je-der 1-Kozyklus ein 1-Korand: Wir k�onnten hier keine neuen Darstellungen54



gewinnen3. Im Fall masseloser Teilchen gewinnen wir jedoch sog. Infrarotdar-stellungen. Wegen Im(�; �) = 0 kann die Formel (32) umgeschrieben werden:�(x) = exp (i Im(�; (V (x)� 1l)�)) = exp (i Im(�; �(x))) :Sie gibt nun einen Hinweis darauf, da� ein gr�o�erer Raum von Kor�andern,n�amlich B1(V; L1) zul�assig ist:�(x) = (1l� V (x)�)� 2 L�1 ; � 2 L1 :Die Beobachtung wird erh�artet durch das folgendeTheorem. Drei Aussagen sind �aquivalent:1. Es existiert eine stetige unit�are Darstellung der Translationsgruppe, diedie Automorphismen (29) implementiert mit physikalischem Spektrumf�ur Energie und Impuls.2. jF ('� (x)')j �M(x)k'k1 und limx!0M(x) = 0.3. F (') = F0(')+ 2 Im(�; ') mit � 2 L1 und einem translationsinvarian-ten Funktional F0.Die Darstellung der Translationen hat die FormU�(x) = ei�(x)U0(x)W0(�(x))mit �(x) = (1l � V (x)�)� und �(x) = Im(�; �(x)). Wir erfahren so, da� dieInfrarotsektoren durch Elemente des Quotienten L1=L0 charakterisiert sind(f�ur massive Teilchen w�are L1 = L0 und der Quotient trivial). Durch eineleichte Rechnung best�atigt man die n�utzliche Formel(
; U�(x)
) = exp(�; (V (x)� 1l)�) : (33)In Rechnungen der QED { insbesondere bei Streuquerschnitten { tritt ein\Korrekturfaktor" auf, der die unbeobachtete Strahlung bei kleinen Frequen-zen ber�ucksichtigt. Er stellt eine Wahrscheinlichkeit dar und ist bezogen aufdie Spektralzerlegung eines geeigneten koh�arenten Zustandes:(
; U�(x)
) = Z (
; dE�(k)
) eikx :Angenommen, n einlaufende und m auslaufende Teilchen nehmen teil an ei-nem Streuprozess mit den Impulsen �p1; : : : ;�pn; pn+1; : : : ; pn+m und den3Abgesehen von einem m�oglichen Kondensat.55



elektrischen Ladungen �e1; : : : ;�en; en+1; : : : ; en+m, so da� P p� = 0 undP e� = 0 gilt. Die Abstrahlung weicher Photonen kann in guter N�ahe-rung durch einen koh�arenten Zustand EF beschrieben werden mit F (') =2 Im(�; '), wobei � aus dem klassischen Stromj�(x) =X� e�p�� Z 10 �4(x� �p�)hervorgeht (siehe den Zusammenhang von j und ' zu Beginn des Kapitels).Sei B ein Bereich des Energie-Impuls-Raumes, der der unbeobachteten Strah-lung entspricht. Sei s ein cuto� f�ur die Frequenzen einzelner Photonen, ver-kn�upft mit der Au�osung der Z�ahler. Dann ist der genannte Korrekturfaktoridentisch mit(
; E�(B)
) = 1(2�)4 ZB d4k ZR4 d4x� exp8<: 1(2�)3 Z!<s d3p2! "(eipx � 1)X�� e�e� �(p�p�)(p�p)(p�p)#!=p0=jpj � ikx9=;Das Auftreten eines Kondensates ist wenig wahrscheinlich, weil es keine Pho-tonenzahlerhaltung gibt. Nehmen wir etwa die Hohlraumstrahlung bei derTemperatur T und k�uhlen ein solches Gas ab, so verschwinden nacheinanderalle Photonen, bis bei T = 0 ein leerer Hohlraum �ubrig bleibt. Dennoch istaus rein theoretischen Gr�unden die Existenz eines Kondensates unter geeig-neten Bedingungen nicht auszuschlie�en.Die Beweise f�ur alle in diesem Kapitel gemachten Behauptungen �n-det man in: G.R.: Coherent Photon States and Spectral Condition, Com-mun.math.Phys. 19, 301-314 (1970).2.10 Die Gel'fand-Neumark-Segal-KonstruktionWenn ein Zustand E �uber L gegeben ist, so sind wir aufgrund unserer bisherdurchgef�uhrten Analyse keineswegs sicher,� ob ein Weyl-System (H;W ) und ein Vektor � 2 H existiert, so da�(�;W (')�) = E(') f�ur alle ' 2 L darin gilt,� wie sich verschiedene Weyl-Systeme zueinander verhalten, f�ur die Vek-toren � mit dieser Eigenschaft existieren.56



Dies sind Fragen nach der Existenz und der Eindeutigkeit. Beide Fragen �n-den Antworten, wenn wir die folgende Begri�sbildung heranziehen.De�nition. Ein Weyl-System (H;W; �) mit dem Vektor � 2 H hei�t zy-klisch, wenn die Menge fW (')� j' 2 Lg total4 ist. Ferner, (H;W; �) und(H0;W 0; �0) hei�en �aquivalent, wenn es eine unit�are Abbildung U : H ! H0gibt, so da� UW (') =W 0(')U und U� = �0 gilt.Satz. Zu jedem Zustand E gibt es ein bis auf �Aquivalenz eindeutiges zykli-sches Weyl-System (H;W; �) mit E(') = (�;W (')�).Beweis. Wir betrachten alle formalen endlichen Summen P ci['i] mit kom-plexen Koe�zienten ci, d.h. wir konstruieren den linearen Raum �uber einerMenge. Die Menge erhalten wir aus L, indem wir die lineare Struktur vonL vergessen (oder ignorieren). Wir wollen den so erhaltenen linearen Raummit L bezeichnen. Auf L k�onnen wir durchkPj cj['j] k2 =Pjk �cjckE('k � 'j) exp(i Im('j; 'k))eine Halbnorm k � k einf�uhren. Alle Vektoren von L, deren Halbnorm ver-schwindet, bilden einen linearen TeilraumN . Vektoren, die sich um Elementevon N unterscheiden sollen identi�ziert werden. Der Quotentienraum L=Nwird somit zu einem normierten komplex-linearen Raum. Da aus der Normsich das Skalarprodukt ableitet, ist L=N sogar ein Pr�a-Hilbertraum5. DurchVervollst�andigung erhalten wir daraus einen Hilbertraum:H = (L=N )�Dies beendet den ersten Teil der GNS-Konstruktion. DurchW (')['0] = ei Im(';'0) ['+ '0](und einer linearen Fortsetzung) ist ein OperatorW (') auf L gegeben. WegenkPj cjei Im('j ;') ['j + '] k2 = kPj cj['j] k2l�a�t sich W (') zu einem isometrischen Operator auf H erweitern. Die Weyl-Relation W (')W ('0) = e�i Im(';'0)W ('+ '0)4Eine Menge von Vektoren hei�t total, wenn die daraus gebildeten endlichen Linear-kombinationen dicht im Hilbertraum sind.5Ein Raummit allen Eigenschaften eines Hilbertraumes mit Au�nahme der Vollst�andig-keit. 57



kann unmittelbar veri�ziert werden. Desgleichen W (0) = 1l und W (')� =W (�'), sowie die Tatsache, da� W (') unit�ar ist. Schlie�lich setzen wir � =[0] und sehen so, da� die Vektoren W (')� = ['] eine totale Menge in Hbilden und da� (�;W (')�) = ([0]; [']) = E(')gilt.Wir haben noch zu zeigen, da� die so gewonnene Darstellung bis aufunit�are �Aquivalenz eindeutig ist. Sei also (H0;W 0; �0) ein weiteres zyklischesWeyl-System mit der Eigenschaft E(') = (�0;W 0(')�0). Durch T ['] =W 0(')�0ist eine lineare Abbildung T : L ! H0 de�niert. O�enbar giltkPj cjW 0('j)�0k2 = Pjk �cjck(�0;W 0('k � 'j)�0)ei Im('j ;'k)= Pjk �cjckE('k � 'j)ei Im('j ;'k) = kPj cj['j]k2so da� der Kern der Abbildung T mit N �ubereinstimmt, d.h. T faktorisiert:T : L ! L=N U!H0wobei U eine Isometrie ist und sich auf ganzH in eindeutiger Weise fortsetzenl�a�t. Da die Vektoren fW 0(')�0 j' 2 Lg als eine totale Menge vorausgesetztwar, existiert eine durch W 0(')�0 7! ['] de�nierte inverse isometrische Ab-bildung U�1, und U ist unit�ar. O�enbar giltUW (')['0] = ei Im('0;') U [' + '0] = ei Im('0;')W 0('+ '0)�0= W 0(')W 0('0)�0 = W 0(')U ['0]f�ur alle '0 2 L und somitUW (') =W 0(')U ; U� = U [0] =W 0(0)�0 = �0 :Damit sind die Systeme (H;W; �) und (H0;W 0; �0) �aquivalent.Es fehlt noch der Nachweis, da� f�ur den durch die GNS-Konstruktiongewonnene Weyl-Operator die Abbildung t 7! W (t') stetig (bei t = 0) imSinne der starken Operatortopologie ist. Wegenk(W (t')� 1l)�k2 � 2j(�; (W (t')� 1l)�)jgen�ugt es aber, die Stetigkeit im Sinne der schwachen Operatortopologie zuzeigen, wobei wir uns noch auf eine dichte Menge von Vektoren � beschr�ankenk�onnen, da die Norm der Operatoren W (t') � 1l t-unabh�angig abgesch�atztwerden kann: kW (t')� 1lk � 2. W�ahlen wir als dichte Menge die endlichenLinearkombinationenPi ci['i], so bleibt nur noch die Stetigkeit von(['1];W (t')['2]) = E('2 � '1 + t') exp (i Im [('1; '2) + t('1 + '2; ')])d.h. von E('0 + t') zu pr�ufen. Diese Stetigkeit ist aber Teil der Vorausset-zungen an den Zustand E. 58



2.11 Thermo-FeldtheorieDas Ziel ist nun die Einf�uhrung der Temperatur T , �aquivalent � = (kT )�1,und des chemischen Potentials � als neue Variablen in die Feldtheorie. Wirbeginnen mit einem (Bose-)Freiheitsgrad, der kanonischen Vertauschungsre-lation [a; ay] = 1l und den ObservablenH = !aya ; N = ayaF�ur dieses sehr einfache System wird das gro�kanonische Ensemble durchden Erwartungswert hAi�;� = Spur �Ae��(H��N)�Spur (e��(H��N))beschrieben, wobei A irgendeine Observable darstellt. Eine elementare Rech-nung liefert die Formeln:hayai�;� = 1e�(!��) � 1 ; haayi�;� = 11� e��(!��)Um dieses Ergebnis auf das freie neutrale Skalarfeld A(x) �ubertragen zuk�onnen, m�ussen wir dieses zun�achst in einem Kasten mit dem Volumen Vquantisieren, damit das Spektrum der Energie diskret wird, und am Endeden thermodynamischen Limes V ! 1 ausf�uhren. Das Ergebnis f�ur die2-Punktfunktion lautet:hA(x)A(y)i�;� = 1(2�)3 Z d3p2! e�ip(x�y) + e��(!��)eip(x�y)1� e��(!��) :Im Gegensatz zu � ist ! =pm2 + p2 kein Parameter, sondern eine Funktiondes Impulses p.Sei f(x) eine reelle Testfunktion, A(f) = R d4x f(x)A(x) und'(p) = 1(2�)3=2 Z d4x f(x)eipx ; p0 = ! :Dann ist der Grundzustand durchE(') = hexp(iA(f))i�;� = exp ��12hA(f)2i�;�� = exp(�12k'k2�;�)gegeben mit k'k2�;� = Z d3p2! j'(p)j2 coth(12�(! � �)) :59



Der Zusammenhang zwischen der Dichte � (Anzahl der Teilchen pro Volu-men) und dem chemischen Potential � ist durch� = 1(2�)3 Z d3p 1e�(!��) � 1 ; � < mgegeben. Bei festem � ist somit� < �krit = 1(2�)3 Z d3p 1e�(!�m) � 1 :Erreicht � die kritische Dichte, setzt die Bose-Einstein-Kondensation ein undes gilt bei nunmehr festem � = m� = �0 + 1(2�)3 Z d3p 1e�(!�m) � 1sobald � > �krit, wobei �0 die Dichte des Kondensates darstellt. Es gibt eineReihe von Zust�anden, die das 2-Phasenmodell beschreiben:E(')� = exp ��12k'k2�;m + iF (ei�')� ; F (') = 2�1=20 Im �R d3x '̂(x)� :Wie im Kapitel 2.8 haben wir auch hier'̂(x) = (2�)�3=2 Z d3pp2! '(p) eipxgesetzt, so da� Z d3x '̂(x) = �(2�)32m �1=2 '(0) :Der Gau�ische Charakter der hier beschriebenen Zust�ande ist charakteri-stisch f�ur das ideale Bose-Gas. Nach Einschaltung von Wechselwirkungenerwarten wir deutliche Abweichungen von der Gau�-Funktion.2.12 Wigner-FunktionaleIn der klassischen Mechanik werden Observable durch Funktionen auf demPhasenraum beschrieben. Wigner hatte die Idee, auch in der Quantenme-chanik die Observablen, oder allgemeiner, Operatoren auf dem Hilbertraumdurch Funktionen von p und q zu repr�asentieren. Wir beschreiben das We-sentliche dieser Zuordnung anhand von Systemen mit einem Freiheitsgrad:[a; ay] = 1l ; a
 = 0 :60



Die Beziehung zu der Heisenberg-Relation [Q;P ] = i1l wird durcha = 1p2(P � iQ) ; ay = 1p2(P + iQ)hergestellt. In Analogie zu denWeyl-Operatoren und den koh�arenten Zust�andender Feldtheorie bildet manW (p; q) = ei(pQ�qP ) ; jp; qi =W (p; q)
 :Hierbei werden p und q als reelle Variable eines �ktiven klassischen Phasen-raumes aufgefasst. Dem Raum L des Weyl-Systems entspricht der Phasen-raum, der Funktion '(p) die komplexe Variable (�q � ip)=p2.Jedem Operator A wird nun die Wigner-FunktionÂ(p; q) = hp; qjAjp; qizugeordnet6. Man zeigt leicht, da� diese Funktion den Operator A in eindeu-tiger Weise charakterisiert. Ist  eine normierte Wellenfunktion, so existierteine komplexwertige Funktion w(p; q) derart, da�( ;A ) = Z dpdq w(p; q)Â(p; q)f�ur alle Operatoren A gilt. Man nennt w(p; q) die Wigner-Distribution desdurch  beschriebenen Zustandes. Sie spielt eine wichtige Rolle in semiklas-sischen N�aherungen und in der Theorie des Quantenchaos7.Diese �Uberlegungen lassen sich m�uhelos auf endlich viele Freiheitsgrade�ubertragen. Bei unendlich vielen Freiheitsgraden ist Vorsicht geboten. Wir�nden aber eine Entsprechung der Idee von Wigner in der Fock-Darstellung(H;W;
) des freien neutralen Skalarfeldes. Indem wir n�amlich die koh�arentenZust�ande j'i =W (')
einf�uhren, kann jeder Operator A auf dem Fock-Raum durch das Wigner-Funktional Â(') = h'jAj'icharakterisiert werden. Die Behauptung, da� hierdurch der Operator ein-deutig bestimmt ist, erfordert jedoch einen gewissen Aufwand. Die folgendeBegri�sbildung ist hierbei n�utzlich:6Der Einfachheit halber betrachten wir nur beschr�ankte Operatoren.7Siehe hierzu M.C. Gutzwiller: Chaos in Classical and Quantum Mechanics, Springer1990. 61



De�nition. Sei L ein komplex-linearer Raum und H ein Hilbertraum. EineFunktion F : L ! H hei�t ganze Funktion, falls f�ur jede endliche Menge('i)n1 von Vektoren in L die Funktionf(z1; : : : ; zn) = F (z1'1 + � � �+ zn'n) (zi 2 C )analytisch in ganz C n ist.Aufgund eines Theorems von Hartog8 ist F bereits ganz im obigen Sinne,wenn g(z) = F (z'+ '0) f�ur alle '; '0 2 L eine ganze Funktion ist9.Satz. F�ur das Fock-System (H;W;
) istF (') = e12 k'k2W (')
eine ganze Funktion.Beweis. Wegen F (z' + '0) = e12k'0k2+z('0;')W ('0)F (z') gen�ugt es, die Ana-lytizit�at von F (z') nachzuweisen. Sei N =PnEn die Spektralzerlegung desTeilchenzahloperators. Dann giltEnF (') = 12� Z 2�0 dt e�intF (eit') ; (F ('); F ('0)) = e(';'0)undkEnF (')k2 = (F ('); EnF (')) = 12� Z 2�0 dt exp ��int + eitk'k2� = 1n!k'k2n ;so da� die Reihe f(z) =P znEnF (') �uberall absolut konvergiert und folglicheine ganze analytische Funktion darstellt. Es folgt:(F ('0); f(z)) = 1Xn=0 zn 12� Z 2�0 dt e�int(F ('0); F (eit'))= 1Xn=0 zn 12� Z 2�0 dt exp ��int + eit('0; ')�= 1Xn=0 znn! ('0; ')n = e('0;z') = (F ('0); F (z')) :8siehe Bochner,Martin: Several Complex Variables, Chapter VII.9Den Begri� einer ganzen analytischen Funktion mit Werten in einem komplexenBanach-Raum �ndet man bei Dieudonn�e: Foundations of Modern Analysis, Chapter IX.62



Da die Vektoren F ('0) total in H sind, folgt f(z) = F (z'), die Behauptungdes Satzes.Insbesondere folgt aus dem Satz, da� f�ur jeden Vektor � 2 H die Funk-tionen f(z) = (�; F (z'+ '0)) ; f(�z) = (F (�z'+ '0; �)ganz analytisch sind. Wir formulieren nun die entscheidende Behauptung:Satz. Sei (H;W;
) das Fock-System,j'i = W (')
 = e�12k'k2F (')und A ein beschr�ankter Operator in H. Aus h'jAj'i = 0 f�ur alle ' 2 L folgtA = 0.Beweis. Die Funktionf(z1; z2) = �F ��z1i12('� '0) + 12('+ '0)� ; AF ��z2 i2('� '0) + 12('+ '0)��= �A�F ��z1 i2('� '0) + 12('+ '0)� ; F ��z2i12('� '0) + 12('+ '0)��ist ganz analytisch in z1 (f�ur festes z2), ebenso in z2 (f�ur festes z1, dannaber auch in (z1; z2) 2 C 2 aufgrund des Theorems von Hartog. Schlie�lich istg(z) = f(z; z) ganz analytisch in z. Nach Voraussetzung verschwindet g(z)entlang der reellen Aachse. Folglich gilt g(z) = 0 �uberall in C . Insbesondereg(i) = (F ('); AF ('0) = 0 f�ur beliebige Vektoren '; '0 2 L und somit A = 0,was den Beweis beendet.Der Satz sagt uns, da� der Operator A durch sein Wigner-Funktionalh'jAj'i eindeutig bestimmt ist. Denn seih'jAj'i = h'jBj'i ;so gilt h'jA� Bj'i = 0 und folglich A = B.Der Satz hat auch eine weitere interessante Folgerung.Satz. Sei (H;W;
) das Fock-System und A ein beschr�ankter Operator in Hmit AW (') = W (')A f�ur alle ' 2 L. Dann gilt A = c1l mit c = (
; A
).Beweis. Mit B = A � (
; A
)1l und der Relation W (')�BW (') = B (auf-grund der Voraussetzung) erhalten wirh'jBj'i = ek'k2(
;W (')�BW (')
) = ek'k2 (
; (A� (
; A
)1l)
) = 0also B = 0 durch Anwendung des vorigen Satzes.63



2.13 Weitere Eigenschaften des Fock-Weyl-SystemsWie wir sahen, geht die Weyl-Formulierung der Feldtheorie von einem reell-linearen Teilraum L des Einteilchenraumes H1 und einer symplektischenForm �('; '0) = Im('; '0)aus. Besser gesagt, H1 erscheint als Abschlu� von L bez�uglich der durchk'k2 = ('; ') gegebenen Normtopologie. Nur im Fock-System darf man we-gen der besonderen Stetigkeit der Weyl-Operatoren W (') den Raum L mitH1 identi�zieren. Es ist nicht �uberraschend, da� im Fock-System viele Aus-sagen in H1 eine Entsprechung im Fock-Raum H haben. Wir betrachten hiereinige Beispiele und benutzen dabei die Bezeichnungen des vorigen Kapitels.Satz. Sei M � H1 ein reell-linearer Teilraum. Dann sind folgende Aussagen�aquivalent:1. M ist total in H1.2. fW (')
 j' 2Mg ist total in H.Beweis. 1: ! 2: Sei � 2 H und (�; F (')) = 0 f�ur alle ' 2 M . Die Funktionf(z) = (�; F (z' + '0)) mit '; '0 2 M ist ganz analytisch und verschwindetf�ur reelle z. Also verschwindet f(z) identisch, und (�; F (')) = 0 f�ur alle' 2 M [ iM . Da M reell-linear und total ist M [ iM komplex-linear unddicht in H1. Da (�; F (')) stetig in ' ist, folgt (�; F (')) = 0 f�ur alle ' 2 H1.Also gilt � = 0. Denn fF (') j' 2 H1g ist total in H.2:! 1: Sei '0 2 H1 und ('0; ') = 0 f�ur alle ' 2M . F�ur � = 
� F ('0) 2 Hgilt (�;W (')�) = e�12k'k2 �1� e('0;')� ; k�k2 = ek'0k2 � 1 :Wir �nden daher (�;W (')
) = 0 f�ur alle ' 2 M und somit � = 0, dafW (')
 j' 2 Mg dicht in H ist. Die Aussage k�k = 0 impliziert k'0k = 0.Folglich ist M total in H1, was den Beweis beendet.Sei M ein reell-linearer Teilraum von H1 undM 0 = f' 2 H1 j �('; '0) = 0; '0 2Mg ;dasKomplement vonM bez�uglich der symplektischen Form �. Wegen j�('; '0)j �k'k k'0k istM 0 ein abgeschlossener reell-linearer Teilraum von H1. Das dop-pelte Komplement, M 00, stellt den Abschluss von M bez�uglich der Normto-pologie dar. M hei�t regul�ar, falls M \M 0 = f0g. Wir de�nieren die von-64



Neumann-Algebra R(M) als den schwachen Abschlu� der durch die Opera-toren W (') erzeugten Algebra10:R(M) = fW (') j' 2Mg00 :Es gelten die leicht zu beweisenden Aussagen:(A) R(M) = R(M 00).(B) R(M 0) � R(M)0.(C) M1 �M2 impliziert R(M1) � R(M2).Die erste Aussage ist eine Folge der Stetigkeit vonW ('), die zweite eine Folgeder Weyl-Relationen und die dritte eine unmittelbare Folge der De�nition vonR(M).Satz. Die folgenden Aussagen sind f�ur reell-lineare Teilr�aume M1;M2 � H1�aquivalent:(a) R(M1) � R(M2).(b) M 001 �M 002 .Beweis. (a)!(b) ist eine Folge von (A) und (B). Zum Beweis von (b)!(a)nehmen wir M 001 6� M 002 an. Daraus folgt M 02 6�M 01. Also existiert ' 2 M 02, soda� � 62 M 01. Zu diesem ' �nden wir ein '0 2 M1, so da� Im('0; ') = �=2und [W (');W ('0)] = 2iW ('+ '0) sin (Im('0; ')) = 2iW ('+ '0) 6= 0;also W (') 62 R(M1)0. Andererseits, W (') 2 R(M 02) � R(M1)0, also auchR(M2)0 6� R(M2)0 und somit R(M1) 6� R(M2). q.e.d.Sei 1l der Einheitsoperator in H, C H = fc1l j c 2 C g und M � H1 ein linearerTeilraum.Corollar. Die folgenden Aussagen sind �aquivalent f�ur einen reell-linearenTeilraum M � H1:(a) R(M)0 = C H(b) M 0 = f0g10Mit A0 = fB j [A;B] = 0; A 2 Ag bezeichnet man den Kommutator einer Menge Avon Operatoren. Der Doppelkommutator A00 hei�t der schwache Abschlu� von A.65



Beweis. Aufgrund des vorangegangenen Satzes ist R(M) = R(H1) gleichbe-deutend mit M 00 = H1.Ein Vergleich von Eigenschaften der Vektoren W (')
 mit Eigenschaftender Operatoren W (') f�uhrt zu der folgenden interessanten �Ubersicht:fW (')
 j' 2Mg? = f0g , M? =M 0 \ iM 0 = f0gfW (') j' 2 Mg0 = C H , M 0 = f0gIdenti�zieren wir L mit M , so erkennen wir hier, welche Bedingungen an Ln�otig sind, damit das Fock-Weyl-System (H;W;
) �uber dem symplektischenRaum (L; �) die gew�unschten Resultate hervorbringt, d.h. ohne Einbu�e anInformation alle Zust�ande, Operatoren usw. zu konstruieren erlaubt.
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3 Grundlagen der Eichtheorien3.1 MannigfaltigkeitenDi�erentialgeometrie ist das Studium von Mannigfaltigkeiten und den Ab-bildungen zwischen ihnen. Grob gesprochen handelt es bei einer Mannig-faltigkeit um einen topologischen Raum M , der lokal wie der Rn aussiehtund eine di�erenzierbare Struktur besitzt. Man nennt dann n die Dimensionvon M . Wird der Rn durch C n ersetzt, so spricht man von einer komplexenMannigfaltigkeit der Dimension n. Wir werden uns jedoch auf reelle Mannig-faltigkeiten konzentrieren und beginnen mit einer Reihe von De�nitionen.De�nition. Ein topologischer Raum M hei�t topologische Mannigfaltigkeitder Dimension n, wenn jeder Punkt eine Umgebung U besitzt, die homeo-morph zu einer o�enen Teilmenge des Rn ist:�:U ! �(U) � Rn :Man nennt dann (U; �) eine Koordinatenkarte, oder kurz Karte, von M .Unter einem Atlas versteht man eine Familie von Karten, dieM �uberdecken:A = f(Ui; �i); i 2 I j Si2I Ui =Mg :Zwei Atlanten A und A0 hei�en vergleichbar, falls ihre Vereinigung A [ A0wieder ein Atlas ist. Ein Atlas hei�t maximal, wenn jeder vergleichbare Atlasdarin enthalten ist, di�erenzierbar, wenn f�ur je zwei seiner Karten (Ui; �i)und (Uj; �j) mit Uij = Ui [ Uj 6= ; die �Ubergangsfunktion�ij = �i � ��1j : �j(Uij)! �i(Uij)vom Typ C1, d.h. unendliche oft di�erenzierbar ist. Ein maximaler di�eren-zierbarer Atlas wird eine di�erenzierbare Struktur genannt. Eine topologischeMannigfaltigkeit mit einer di�erenzierbaren Struktur hei�t di�erenzierbareMannigfaltigkeit.In der Folge wird Di�erenzierbarkeit stillschweigend vorausgesetzt. Kom-pakte Mannigfaltigkeiten haben die Eigenschaft, da� man stets einen endli-chen Atlas f�ur sie �nden kann. Die bekannteste kompakte Mannigfaltigkeit,die n-dimensionale Sph�are Sn, kann bereits durch zwei Karten �uberdecktwerden. Man beachte, da� jede Lie-Gruppe G u.a. eine Mannigfaltigkeit mitdi�erenzierbarer Struktur ist. So ist die SU(2) als Mannigfaltigkeit mit derSph�are S3 identisch. 67



De�nition. Eine Abbildung f : M ! M 0 zwischen zwei Mannifaltigkei-ten hei�t di�erenzierbar, wenn f�ur beliebige Karten (U; �) und (U 0; �0) in Mbzw. M 0 die Abbildung �0 � f � ��1 vom Typ C1 ist. Die Menge solcherAbbildungen wird mit F (M;M 0) bezeichnet. Eine besondere Rolle spielt diekommutative Algebra � = F (M;R)aller C1-Funktionen auf M . Man darf mit Recht behaupten, da� die Kennt-nis von � identisch sei mit der di�erenzierbaren Struktur auf einer topologi-schen Mannigfaltigkeit11. Alle weiteren Konstruktionen von Objekten �uberM gehen von der Algebra � aus. Anmerkung: Die nicht-kommutative Geo-metrie (A. Connes) verzichtet auf das Objekt M und geht von einer nicht-kommutativen Algebra � aus.Eine Abbildung f 2 F (M;M 0) hei�t ein Di�eomorphismus, wenn f�1existiert und di�erenzierbar ist. Mit Di�(M) bezeichnet man die Gruppe derDi�eomorphismen von M .Jede Derivation X der Algebra � wird Vektorfeld aufM genannt. Die Mengeder Vektorfelder wollen wir mit V bezeichnen. Zur Erinnerung, eine Deriva-tion hat zwei Eigenschaften:1. Linearit�at: X(�f + �g) = �Xf + �Xg2. Leibniz Regel: X(fg) = fXg + gXf .In lokalen Koordinaten xi hat X dann immer die Gestalt X i@i, wobei dieX i Funktionen der xi sind und die Komponenten des Vektorfeldes genanntwerden. In jedem Punkt x 2M induziert X eine lineare AbbildungX(x) : �! R; f ! (Xf)(x) ;Tangentenvektor im Punkt x genannt. In lokalen Koordinaten kann X(x) miteinem Vektor in Rn identi�ziert werden. Die Menge der Tangentenvektorenim Punkt x wird mit TxM bezeichnet und hei�t der Tangentialraum in x. Die(disjunkte) Vereinigung aller Tangentialr�aume wird mit TM bezeichnet undstellt das einfachste Beispiel eines Vektorb�undels dar mit dem BasisraumM ,der nat�urlichen Projektion � : TM ! M und der typischen Faser Rn (jederRaum TxM ist homeomorph zu Rn). In dieser Sprache ist ein Vektorfeld nichtanderes als ein di�erenzierbarer Schnitt des Tangentialb�undels TM , d.h. eineAbbildung X :M ! TM ; so da� X � � = id ;11Ist die Dimension n � 4, so kann es mehrere solcher Strukturen auf M geben.68



wobei id: M ! M die identische Abbildung darstellt. In Worten: X ordnetjedem Punkt x 2M ein Vektor in TxM zu. Wenn wir allgemein die Schnitteeines B�undels E mit �(E) bezeichnen, so giltV = �(TM) :Wichtig ist die Einsicht, da� man jedes f 2 F (M;M 0) di�erenzieren kann.Man w�ahlt hierzu Karten (U; �) und (U 0; �0) in M bzw. M 0 und f�uhrt dieAbleitung an �0 � f � ��1 aus. Das Ergebnis ist eine lineare AbbildungTxf : TxM ! Tf(x)M 0in jedem Punkt x 2M . In lokalen Koordinaten wird Txf durch eine Matrixvon partiellen Ableitungen (in dem gegebenen Punkt) repr�asentiert. Variiertx �uber M , so ergibt dies eine AbbildungTf : TM ! TM 0zwischen den Tangentialb�undeln.Eine weitere wichtige Einsicht ist, da� die Gesamtheit der Vektorfeldereine Lie-Algebra bildet unter dem Kommutator [X; Y ] = X � Y � Y � X.Denn in lokalen Koordinaten �ndet man[X; Y ] = �Xj(@jY k)� Y j(@jXk)� @k :Mehr noch: Mit X ist auch fX ein Vektorfeld f�ur jedes f 2 �(M). Beachte,da� ein Produkt der Form X �Y f�ur sich genommen kein Vektorfeld darstellt,weil es Ableitungen 2. Ordnung beinhaltet.Vektorfelder spielen eine prominente Rolle in der Theorie der dynami-schen Systeme, speziell auch in der klassischen Mechanik und der Ergoden-theorie. Sie dienen zur Beschreibung von kontinuierlichen Symmetrien, vonErhaltungsgr�o�en und der zeitlichen Evolution, die durch eine Di�erential-gleichung der Form ddtft = Xft ; ft 2 � (34)charakterisiert wird. Statt also Bahnen x(t) im Phasenraum zu studieren,betrachtet man Funktionen f(x(t)) = ft(x) mit x(0) = x 2 M . Bewegungs-gleichungen, die x(t) de�nieren, sind typischerweise nichtlinear, w�ahrend (34)eine lineare Di�erentialgleichung darstellt, was ein entscheidender Vorteil ist.
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3.2 Di�erentialformenZu jedem Tangentialraum TxM betrachtet man den Dualraum T �xM der Li-nearformen auf TxM und die hierdurch de�nierte Abbildungh�; �i : TxM � T �xM ! R :Die Gesamtheit der R�aume T �xM de�niert das Kotangentialb�undel T �M . EinSchnitt A :M ! T �M (A � � = id)ist dann gewisserma�en das duale Objekt zu einem Vektorfeld und hei�t eine1-Form. In lokalen Koordinaten schreibt manA = Ai(x) dxiunter der Vereinbarung h@j; dxii = �ij. Die Ai sind C1-Funktionen der lokalenKoordinaten und hei�en die Komponenten von A.Die Menge aller 1-Formen soll mit V� bezeichnet werden. Die Konstruk-tion liefert gleichzeitig eine Abbildungh�; �i : V�V� ! � (35)so da� hX;Ai in lokalen Koordinaten durch die Funktion X iAi beschriebenwird. Gleichzeitig k�onnen wir 1-Formen als Schnitte des Kotangentialb�undelsT �M au�assen. Somit gilt V� = �(T �M) :Schlie�lich k�onnen wir in jedem Punkt x 2M die �au�ere AlgebraVT �xM = nXk=0VkT �xM (n = DimM)konstruieren, um so das Kotangentialb�undel VT �M zu erhalten. Man ver-einbart V0T �xM = R. Damit wird V0T �M zu dem trivialen B�undel M � R.Jeder Schnitt B :M ! VkT �xMhei�t k-Form. Eine 0-Form ist ganz einfach eine Funktion f 2 �(M). Inlokalen Koordinaten hat eine 2-Form F die Gestalt:F = 12Fik(x) dxi ^ dxk70



mit Komponenten Fik = �Fki. Klassische Feldtheorie, insbesondere die Max-wellsche Theorie, benutzt Objekte (Felder, Potentiale, Str�ome usw.), die manals Elemente von �(VT �M) aufzufassen hat.Die Abbildung (35) kann in kanonischer Weise erweitert werden zu einerAbbildung h�; �i : �(VkTM)� �(VkT �M)! �so da�hX1 ^ � � � ^Xk; u1 ^ � � � ^ uki = Det(f��) ; f�� = hX�; u�i 2 � :Wir f�uhren vereinfachende Bezeichnungen ein,
 = �(VT �M) = nXk=0 
k; 
k = �(VkT �M) ;und merken an, da� 
 eine Algebra und 
0 = � ist. Aus der Vektoranalysiskennt man die �au�ere Ableitung :d : 
! 
; d : 
k ! 
k+1(man setzt 
k = f0g f�ur k > n) mit der charakteristischen Eigenschaftd2 = 0. Sie f�uhrt eine k-Form in eine (k+1)-Form �uber und kann durch dreide�nierende Eigenschaften charakterisiert werden:(1) Falls f 2 
0, so ist df 2 
1 durchhX; dfi = Xfgegeben.(2) Falls u 2 
1, so ist du 2 
2 durchhX ^ Y; dui = XhY; ui � Y hX; ui � h[X; Y ]; uigegeben.(3) Es gilt eine Leibniz-Regel (Produktregel der Di�erentiation) der fol-gende Art:d(u ^ v) = (du) ^ v � u ^ dv ; u 2 
1; v 2 
 :
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Die De�nition nutzend kann man folgendes zeigen: Ist in lokalen Koordinatenu = Xi1<�<ik ui1�ikdxi1 ^ � � � ^ dxik ;so gilt (wiederum lokal)du = Xi1<�<ik @jui1�ikdxj ^ dxi1 ^ � � � ^ dxik :In abgek�urzter Form: d = @jdxj. Man zeigt auch leicht die G�ultigkeit derallgemeinen Leibniz-Regel:d(u ^ v) = (du) ^ v + (�1)ku ^ dv ; u 2 
k; v 2 
 :Eine k-Form u hei�t geschlossen, wenn du = 0 gilt, exakt, wenn u = dvf�ur eine (k � 1)-Form erf�ullt ist. Wegen d2 = 0 ist jede exakte Form auchgeschlossen. Es h�angt von der Mannigfaltigkeit ab, ob die Umkehrung gilt. Inder physikalischen Literatur spielt lokale Umkehrbarkeit eine wichtige Rolle,die wir hier ohne Beweis zitieren:Lemma von Poincar�e. Ist u eine geschlossene k-Form, so existiert zu jedemx 2 M eine Umgebung, so da� die Einschr�ankung von u auf diese Umgebungdort exakt ist. Kurz, lokal ist jede geschlossene Form exakt.3.3 Pull-back von Di�erentialformenEs sei � : M ! N ein Morphismus12 zwischen zwei Mannigfaltigkeiten. Erinduziert eine lineare AbbildungTxM Tx��! T�(x)N (x 2M)zwischen Tangentialr�aumen, so da� f�ur alle X(x) 2 TxM gilt:(Tx�X(x))f = X(x)(f � �) ; f 2 �N := C1(N)Zur Erinnerung: X(x) : �M ! R ; Tx�X(x) : �N ! R :Alle Abbildungen Tx� (x 2 M) zusammengenommen ergeben einen Mor-phismus TM T��! TNzwischen Tangentialb�undeln. Zusammenfassend stellen wir fest:12Eine di�erenzierbare Abbildung 72



Der Tangential-Funktor T f�uhrt von der Kategorie der Mannig-faltigkeiten zu der Kategorie der Vektorb�undel.Unser Ziel ist, zu zeigen, da� man jede Di�erentialform auf der Mannigfaltig-keit N in eine Di�erentialform aufM mit Hilfe von � umwandeln (\zur�uckzie-hen") kann. Wir beginnen bei den 0-Formen, den gew�ohnlichen Funktionenauf N : f 2 
0N = �N :Jeder Funktion auf N entspricht eine Funktion aufM verm�oge der Vorschrift��(f) = f � � ;die auf einfache Weise bereits den pull-back
0N ���! 
0Mf�ur 0-Formen de�niert. Beachte, da� �� die algebraische Struktur respektiert.Wir wenden uns nun den 1-Formen u 2 
1N zu und erwarten einen pull-back ��(u) 2 
1M . Zur Konstruktion nutzen wir die Vektoren��(u)(x) 2 T �xM ; u(�(x)) 2 T ��(x)N :Zu jedem VektorfeldX aufM gibt es Vektoren in den zugeh�origen Dualr�aum-en: X(x) 2 TxM ; Tx�X(x) 2 T�(x)N :Dies gibt uns die M�oglichkeit, den pull-back von 1-Formen durch die Bedin-gung hX(x); ��(u)(x)i = hTx�X(x); u(�(x))ieindeutig festzulegen, indem X �uber alle Vektorfelder auf M und x �uber allePunkte von M variiert.Die Konstruktion des pull-backs l�a�t sich nun leicht auf alle k-Formenausdehnen, indem man fordert, da� �� linear ist und �au�ere Produkte erh�alt:��(u1 ^ � � � ^ uk) = ��(u1) ^ � � � ^ ��(uk) (ui 2 
1N)Die so konstruierte Abbildung
N := �(VT �N) ���! 
M := �(VT �M)nennt man den pull-back von Di�erentialformen. Sie kommutiert nicht nurmit dem �au�eren Produkt sondern auch mit der �au�eren Ableitung:��(u ^ v) = ��(u) ^ ��(v) ; ��(dv) = d��(v) ; u; v 2 
N :73



Schlie�lich respektiert �� die �-Modulstruktur:��(fv) = ��(f)��(v) (f 2 �N ; v 2 
N):Anmerkung: Ein Morphismus � : M ! N f�uhrt i.allg. nicht zu Abbildungzwischen Vektorfeldern; denn dazu w�are n�otig, da� zu jedem Vektorfeld Xauf M ein Vektorfeld Y auf N existiert mit der EigenschaftY (�(x)) = Tx�X(x) (x 2M):Dies ist jedoch nur garantiert, falls � invertierbar ist:Y (q) = Tx�X(x) (q 2 N; x = ��1(q)):In vielen Situationen, die wir sp�ater betrachten wollen, ist dies gew�ahrleistet,so in dem folgenden Fall:M = N ; � 2 Di�(M):Nehmen wir etwa an, eine Lie-Gruppe G operiere auf M , also G � Di�(M).Die Wirkung der Gruppe dr�uckt man oft durch eine \Rechtsmultiplikation"aus: M �G!M; (x; g) 7! xg ;so da� x(gg0) = (xg)g0gilt. Jedes g 2 G induziert verm�oge der pull-back-Konstruktion eine lineareAbbildung g� : 
! 
. Man rechnet sofort nach, da�(gg0)� = g� � g0� ; g; g0 2 Ggilt, d.h. die Abbildung g 7! g� ist eine lineare Darstellung von G. Die in�-nitesimale Form dieser Darstellung ist durch die Lie-Ableitung gegeben, mitder wir uns im n�achsten Kapitel besch�aftigen.3.4 Die Lie-AbleitungWir haben Vektorfelder als Derivationen der Funktionanalgebra � eingef�uhrt.Indem wir � = 
0 auch als Teil der gr�o�eren Algebra 
 au�assen k�onnen,entsteht die Frage, ob sich ein Vektorfeld X zu einer DerivationLX : 
! 
erweitern l�a�t. Die Antwort ist positiv und LX wird die Lie-Ableitung ge-nannt. Sie kann durch drei Eigenschaften de�niert werden:74



(1) Falls f 2 
0, so gilt LXf = Xf .(2) Falls u 2 
1, so ist LXu 2 
1 durchhY; LXui = XhY; ui � h[X; Y ]; uigegeben.(3) Es gilt eine Leibniz-Regel (Produktregel der Di�erentiation) der fol-gende Art:LX(u ^ v) = (LXu) ^ v + u ^ LXv ; u 2 
1; v 2 
 :Selbstverst�andlich folgt hieraus die allgemeine Leibniz-RegelLX(u ^ v) = (LXu) ^ v + u ^ LXv ; u; v 2 
 :Vom Standpunkt der Physik ist es n�utzlich, sich die Lie-Ableitung als eine\in�nitesimale Transformation" von 
 vorzustellen, d.h. als erzeugendes Ele-ment einer einparametrigen Gruppe von Automorphismen. Da LX die Wir-kung von X auf ganz 
 fortsetzt, ist X 7! LX eine Lie-Homomorphismus:L�X+�Y = �LX + �LY ; [LX ; LY ] = L[X;Y ] (�; � 2 R):Man �uberzeugt sich leicht, da� die �au�ere Ableitung und Lie-Ableitung kom-mutieren, d(LXv) = LX(dv) (v 2 
) ;was wir auch in der Form [d; LX ] = 0 schreiben k�onnen.Die formale �Ahnlichkeit von 
 mit dem Fock-Raum der Teilchenphysikf�uhrt dazu, da� viele dem Physiker bekannte Konstruktionen (Erzeugungs-und Vernichtungsoperatoren f�ur Fermionen, Operator der Teilchenzahl usw.)in der Di�erentialgeometrie ihre Entsprechung { jedoch mit anderen Namen{ haben.De�nition. Jeder 1-Form u ordnen wir den Operator der �au�eren Multipli-kation �(u) auf 
 zu: �(u)v = u ^ v (v 2 
):Dual dazu ordnen wir jedem Vektorfeld X den Operator der Kontraktion�(X) auf 
 zu mit den de�nierenden Eigenschaften:(1) Falls f 2 
0, so gilt �(X)f = 0.75



(2) Falls u 2 
1, so ist �(X)u 2 
0 durch �(X)u = hX; ui gegeben.(3) Es gilt eine Produktregel der folgende Art:�(X)(u ^ v) = hX; uiv � u ^ �(X)v ; u 2 
1; v 2 
 :Die Entsprechung�(u) : 
k ! 
k+1 , Erzeugungsoperator�(X) : 
k ! 
k�1 , Vernichtungssoperator1 2 
0 , Vakuumist o�ensichtlich, und es verwundert uns nicht, wenn man aus den De�nitio-nen die G�ultigkeit der Antivertauschungsrelationf�(X); �(u)g = hX; ui 2 �folgert. Interesant sind zwei weitere (Anti-)Kommutatoren:f�(X); dg = LX ; [LX ; �(Y )] = �([X; Y ]) :Erstere kann zur alternative De�nition der Lie-Ableitung benutzt werden.Sie ist in der Literatur als Cartan-Relation bekannt.3.5 Di�erentialformen mit Werten in einemVektorraumBislang waren Di�erentialformen reell-wertig.Wir ben�otigen f�ur unsere Zweckeeine Verallgemeinerung, bei der R durch einen Vektorraum E (�uber R oderC ) ersetzt wird. Dies kann auf mehrfache Weise beschrieben werden. EineMethode besteht darin, da� man dem Vektorraum E das triviale B�undelE =M �E zuordnet und das Produktb�undel VT �M 
E konstruiert, dessenSchnitte ! 2 
(M;E) := �(VT �M 
 E)gerade die gew�unschten E-wertigen Di�erentialformen sind. Der Raum derE-wertigen k-Formen wird entsprechend mit 
k(M;E) bezeichnet.Sei ! eine solche k-Form und Xi (i = 1; : : : ; k) gew�ohnliche Vektorfelderauf M . F�ur jedes x 2M gilt aufgrund unserer Konstruktion:hX1(x) ^ � � � ^Xk(x); !(x)i 2 E :Anders ausgedr�uckt: hX1 ^ � � � ^Xk; !i 2 �(E) ;76



wobei �(E) (der Raum der Schnitte des B�undels E) nicht anderes ist als derVektorraum C1(M;E) aller Funktionen f :M ! E.In den Eichtheorien ist der Fall bedeutsam, bei dem E eine Lie-Algebraist. Man sieht an dem von uns gew�ahlten Zugang, da� E auch ein beliebiges(nicht-triviales) Vektorb�undel sein kann. Die Konstruktion ergibt dann E-wertige Di�erentialformen. In diesem Fall gilthX1(x) ^ � � � ^Xk(x); !(x)i 2 Exmit Ex der Faser �uber x 2 M . Wir werden Beispiele hierf�ur sehen.3.6 Semi-Riemannsche MannigfaltigkeitenEine nichtentartete symmetrische Bilinearform in jedem Tangentialraum TxM ,die di�erenzierbar von x 2 M abh�angt, de�niert eine semi-RiemannscheGeometry. Falls dar�uber hinaus die Bilinearform positiv ist (also ein Skalar-produkt darstellt), haben wir es mit einer Riemannschen Mannigfaltigkeitim klassischen Sinn zu tun. Anders ausgedr�uckt: Eine (semi-)RiemannscheMannigfaltigkeit induziert eine (pseudo-)euklidische Struktur in jedem ihrerTangentialr�aume. Jede Metrik besitzt eine Signatur (r; s) mit r+ s = n. DerEinfachheit halber werden wir s allein als die Signatur bezeichnen, so da�s = 0 f�ur Riemannsche Mannigfaltigkeiten gilt. Die Allgemeine Relativit�ats-theorie wird auf Mannigfaltigkeiten der Signatur s = 1 formuliert.Entscheidend f�ur das folgende ist, da� die Riemannsche Geometrie zueiner Bilinearform (X; Y ) 2 � in dem Raum der Vektorfelder, V, f�uhrt.Lokal (in einer Karte) gibt es eine Basis (@i)ni=1, so da� [@i; @j] = 0 gilt.Dort hat ein Vektorfeld die Form X = X i@i und der metrische Tensor istdurch gij = (@i; @j) ; i; j = 1; : : : ; n:Da die Bilinearform (�; �) nach Voraussetzung nichtentartet ist, wird durchsie ein Isomorphismus V! V� ; Y 7! Y #mit der Eigenschaft hX; Y #i = (X; Y ) de�niert. Die bedeutet auch, da� einesymmetrische Bilinearform auf dem Raum der 1-Formen, V�, induziert wird:(X#; Y #) = (X; Y ). Lokal k�onnen wir die duale Basis dxi in V� einf�uhrenmit der de�nierenden Eigenschaft h@i; dxji = �ji . Es gilt dann @#i = gijdxj,und der inverse metrische Tensor ist gij = (dxi; dxj).Die Metrik auf V� = 
1 kann in kanonischer Weise zu einer Metrik auf
k und somit auf ganz 
 erweitert werden, und zwar durch die Formel(u1 ^ � � � ^ uk; v1 ^ � � � ^ vk) = Det(f��); f�� = (u�; u�) 2 �77



g�ultig f�ur alle u�; v� 2 
1.Eine orientierte Mannigfaltigkeit der Dimension n besitzt immer eine ka-nonische Volumenform !0 2 
n. Sie ist lokal durch!0 = jDet(gij)j1=2 dx1 ^ � � � ^ dxnde�niert13. Sie gibt Anla� zu einer der wichtigsten Konstruktionen in derRiemannschen Geometrie, des Hodge-Operators: Die Abbildung� : 
! 
 ; � : 
k ! 
n�kist durch die Eigenschaftu ^ �v = (u; v)!0 (u; v 2 
k)festgelegt. Es gilt dann �1 = !0 und �! = (�1)s, wobei s die Signatur derMetrik ist. Sodann auch�� = (�1)k(n�k)+s : 
k ! 
k :Man sieht, bis auf ein Vorzeichen ist der Hodge-Operator eine Involution.Verbunden mit dem Hodge-Operator ist die Koableitung : Die Abbildung d� :
k ! 
k�1 (falls k � 1 und d� = 0 falls k = 0) ist durchd� = � � d� ; � = �1de�niert, wobei das Vorzeichen durchd(u ^ �v) = ((v; du)� (d�v; u))!0 ; u 2 
k; v 2 
k+1 (36)festgelegt ist14.Man �ndet � = (�1)kn+k+s+1 und die folgenden Eigenschaften:(1) d�2 = 0 ; �d�d = dd�� ; �dd� = d�d� ; d � d� = d� � d(2) �(uf) = (�u)f ; �(d�u) = (�1)kd(�u) ; d�(�u) = (�1)k�1 � (du)mit f 2 � und u 2 
k. Als Laplace-Beltrami-Operator bezeichnet man15� = (d+ d�) = dd� + d�d :13Dieser Ausdruck ist invariant gegen�uber einem Wechsel des Koordinatensystems, so-fern dieser Wechsel die Orientierung der Mannigfaltigkeiterh�alt.14Manchmal bezeichnet man auch � = �d� als die Koableitung.15Auch hier ist es so, da� oft �� diesen Namen tr�agt.78



Wir de�nieren das L2-Produkt von u; v 2 
k mit kompakten Tr�ager durcheine Integration �uber die Mannigfaltigkeit:(u; v)L2 = ZM(u; v)!0 = ZM u ^ �v :Nur f�ur Riemannsche Mannigfaltigkeiten ist dieses Produkt positiv de�nit,sonst inde�nit.Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum lautendF = 0; d�F = 0f�ur das Maxwell-Feld F = 12F��(x)dx� ^ dx�, wenn M mit dem Minkowski-Raum identi�ziert wird. Sie resultieren aus dem Variationsprinzip12(F; F )L2 = station�arwobei man die rechte Seite als die Wirkung bezeichnet. Oft nennt man �Fden dualen Feldst�arkentensor und schreibt die zweite Maxwell-Gleichung inder Form d(�F ) = 0. Mit dem Poincar�e-Lemma erhalten wir die DarstellungF = dA, wobei A = A�(x)dx� das Potential ist. Eichtransformationen werdendurch A ! A+ df (f 2 
0)und die Lorentz-Bedingung durch d�A = 0 beschrieben, so da� die Wellenglei-chung �A = d�dA = 0 gilt. Physiker schreiben jedoch2 anstelle von � undsprechen von dem d'Alembert-Operator. In Materie werden diese Gleichun-gen durch die Anwesenheit eines Stromes j modi�ziert. Es ist sinnvoll, denStrom nicht als 1-Form, sondern verm�oge des Hodge-Operators als 3-Formeinzuf�uhren: d(�F ) = j ;so da� die Kontinuit�atsgleichung die Form dj = 0 annimmt und aufgrund desSatzes von Gau� der Flu� durch eine 3-dimensionale Ober�ache verschwin-det: Z@G j = ZG dj = 0 (G �M):Zum Abschlu� berechnen wir einen expliziten Ausdruck f�ur d�F in der all-gemeinen Situation, wo der metrische Tensor g�� = (dx�; dx�) ortsabh�angigist, jedoch jDet(g��)j = 1 erf�ullt. Dazu setzen wirF = 12dx� ^ dx�F�� ; d�F = dx�(d�F )� ; �F = 12dx� ^ dx�(�F )��sowie F �� = g��g��F�� ; (d�F )� = g��(d�F )�79



und erhalten f�ur beliebiges u = dx�u� 2 
1:u ^ �F = 12dx� ^ dx� ^ dx� u�(�F )��d(u ^ �F ) = 12dx� ^ dx� ^ dx� ^ dx� @�(u�(�F )�� )= !0 12�����@�(u�(�F )�� )= !0((F; du)� (d�F; u)) (siehe (36)= !0(F ��@�u� � (d�F )�u�) :Hieraus folgen zwei Gleichungen:F �� = 12����� (�F )��(d�F )� = �12�����@�(�F )�� :Insbesondere folgt so die einfache Beziehung(d�F )� = �@�F �� :Durch eine analoge Rechnung �nden wirA = dx�A� ; A� = g��A� ) d�A = �@�A� :Die Gleichung d�A = 0 ist als Lorentz-Bedingung bekannt. Sie schr�ankt dieEichfreiheit ein.3.7 Der Levi-Civita-ZusammenhangTangentialr�aume in verschiedenen Punkten der Mannigfaltigkeit obwohl iso-morph k�onnen i.allg. nicht miteinander identi�ziert werden: Es gibt keinenZusammenhang, der einen Vektor a 2 Tx(M) in einen Vektor b 2 Tx0M�uberf�uhrt. Hat man jedoch einen solchen Zusammenhang de�niert, so sprichtman von einem Paralleltransport. Dem Physiker begegnet ein solcher Trans-port zum erstenmal in Form des Levi-Civita-Zusammenhanges einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit16. Er wird in�nitesimal dadurch charakteri-siert, da� man jedem Vektorfeld X einen Di�erentialoperator rX mit gewis-sen Eigenschaften zuordnet. Es ist dieser mehr algebraische Aspekt, den wirhervorheben wollen, weil er verallgemeinerungsf�ahig ist, n�amlich auf beliebigeVektorb�undel E �ubertragen werden kann.Zun�achst wollen wir den Begri� \Di�erentialoperator" n�aher beleuch-ten, d.h. abheben von der Klasse der lokalen Operatoren. W�ahrend Di�eren-tialoperatoren zwischen in�nitesimal benachbarten Fasern von E vermitteln,16Siehe hierzu die mathematische Ausformung der Allgemeinen Relativit�atstheorie.80



operieren lokale Operatoren nur innerhalb der Fasern. Wie l�a�t sich diesstreng formulieren?Dazu betrachten wir als Beispiel den Raum 
 = �(VT �M) der Di�eren-tialformen und beschreiben ihn als ein �-Module. Dies entspricht der Beob-achtung, da� Elemente v 2 
 mit Funktionen f; g 2 � multipliziert werdenk�onnen, so da� gilt:(f + g)v = fv + gv; (fg)v = f(gv) :Folglich l�a�t sich jedes f 2 � auch als Multiplikationsoperator in 
 au�assen.Ein Operator A : 
 ! 
 hei�t lokal, wenn [A; f ] = 0 gilt, d.h. wenn A dieStruktur von 
 als ein �-Module respektiert. Die Operatoren �(X) und �(u)sind solche Beispiele: [�(X); f ] = 0 ; [�(v); f ] = 0 :Operatoren, die die Bedingung der Lokalit�at nicht erf�ullen, weil sie f di�e-renzieren, werden Di�erentialoperatoren genannt. Die �au�ere Ableitung unddie Lie-Ableitung sind Beispiele hierf�ur:[d; f ] = �(df) ; [LX ; f ] = Xf :Wir kommen nun zu der entscheidendenDe�nition. SeiM eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Der Levi-Civita-Zusammenhang r, auch kovariante Ableitung auf dem Tangentialb�undel ge-nannt, ist durch zwei Eigenschaften charakterisiert:1. Er ist torsionsfreirXY �rYX � [X; Y ] = 0 ; rX := �(X) � r :2. Er erh�alt die Metrik:d(X; Y ) = (rX; Y ) + (X;rY ) :Bemerkung: Man charakterisiert den Levi-Civita-Zusammenhang entwederdurch einen Operator r : V! �(T �M 
 TM) ;oder durch die RichtungsableitungenrX : V! V (X 2 V):81



Somit ist (rX; Y ) 2 V�, also eine 1-Form, ebenso wie (X;rY ) und d(X; Y ),da (X; Y ) 2 � = 
0. In lokalen Koordinaten haben wir die Darstellung durchChristo�el-Symbole: r@j = �kij dxi 
 @k :wobei �kij = 12gkl(@igjl + @jgil � @lgij) :Dualit�at erlaubt die �Ubertragung des Levi-Civita-Zusammenhanges vom Tangential-auf das Kotangentialb�undel, d.h. wir de�nierenrv 2 �(T �M 
 T �M) f�ur v 2 V�durch dhX; vi = hrX; vi+ hX;rvi 2 V� :Es folgt damit die G�ultigkeit vond(u; v) = (ru; v) + (u;rv) 2 V� (u; v 2 V�);was auf andere Weise die Erhaltung der Metrik ausdr�uckt. Lokal erhalten wirso die Beschreibung rdxj = ��jik dxi 
 dxk :(Man beachte das Minuszeichen.)Unser n�achstes Ziel ist die �Ubertragung des Levi-Civita-Zusammenhangesvon dem Kotangentialb�undel T �M auf das gr�o�ere B�undel VT �M , dessenSchnitte Di�erentialformen sind, an denen wir vornehmlich interessiert sind.Die �Ubertragung geschieht auf bew�ahrte Weise durch drei Forderungen:(1) Falls f 2 
0, so gilt rXf = Xf .(2) Falls u 2 
1, so ist rXu 2 
1 durch XhY; ui = hrX ; ui + hY;rXuigegeben.(3) Es gilt die Leibniz-Regel rX(u ^ v) = rXu ^ v + u ^rXv mit u 2 
1und v 2 
.Die Leibniz-Regel ist �aquivalent der Kommutator-Relation[rX ; �(u)] = �(rXu) :Nach Konstruktion ist rX ein Di�erentialoperator auf 
, der den Grad keiner Di�erentialform erh�alt und [rX ; f ] = Xf erf�ullt, wenn wir f 2 � alsMultiplikationsoperator au�assen. In lokalen Koordinaten giltr@idxj = ��jik dxk ;also X = X i@i; u = uidxi ) rXu = X i(@iuk � �jikuj) dxk :82



3.8 Lie-Gruppen als MannigfaltigkeitenUnter einer Lie-Gruppe G der Dimension m versteht man eine di�erenzier-bare Mannigfaltigkeit (der Dimension m), die zugleich eine Gruppenstrukturhat. Das neutrale Element (oder Einheit) in G bezeichnen wir mit e. Jedesg 2 G de�niert eine Linkstranslationlg : G! G h 7! ghund eine Rechtsstranslationrg : G! G h 7! hg :Beide Abbildungen sind Di�eomorphismen von G. Mit �G bezeichnen wirdie Algebra der Funktionen f : G! R, erinnern an die induzierten linearenAbbildungenThlg : ThG! TghG ; (ThlgX(h))f = X(h)(f � lg) (f 2 �G)Thrg : ThG! ThgG ; (ThrgX(h))f = X(h)(f � rg)und die hierdurch beschriebenen Automorphismen des Tangentialb�undels:T lg ; TG! TG ; Trg ; TG! TG :Ein Vektorfeld X 2 �(TG) wird rechts-invariant genannt, wennThrgX = X � rg ; das hei�t ThrgX(h) = X(hg)Ein rechts-invariantes Vektorfeld X ist bereits eindeutig durch den den Vek-tor X(e) 2 TeG gegeben: X(g) = TergX(e). Den Tangentialraum TeG be-zeichnen wir mit g = LieG. Wir erhalten somit eine 1:1-Korrespondenz zwi-schen Vektoren in g und rechts-invarianten Vektorfeldern:r� : g! �(TM) ; (r�a)(g) = Terga (a 2 g):Der Lie-Kommutator [X; Y ] zweier rechts-invarianter Vektorfelder ist wiederrechts-invariant. Dies erlaubt uns, den Lie-Kommutator g zu �ubertragen:r�[a; b] = [r�a; r�b] (a; b 2 g):Folglich ist g eine Lie-Algebra.Auf g wirkt eine Darstellung von g, die man die adjungierte Darstellungnennt: ad(a) : g! g ; b 7! [a; b] :83



Sie f�uhrt auf eine ausgezeichnete quadratische Form(a; b) = Spur (ad(a)ad(b)) ;die man die Killing-Form von g nennt. Da wir jedem a 2 g := TeG in kanoni-scher Weise einen Vektor Terga 2 TgG zuordnen, k�onnen wir die Killing-Formauf alle Tangentialr�aume TgG durch(Terga; Tergb) = (a; b)�ubertragen. In Situationen, wo die Killing-Form nicht entartet ist, besitzenwir somit eine semi-Riemannsche Struktur auf G. F�ur kompakte halbeinfacheGruppen ist �(a; b) positiv de�nit.Schlie�lich wenden wir uns den Di�erentialformen u 2 
G zu, auf denendie Gruppe G operiert: r�g : 
G ! 
G :Sei speziell u eine 1-Form. F�ur jedes Vektorfeld X 2 �(TG) gilt somithThrgX(h); u(hg)i = hX(h); r�g(u)(h)i ;Noch spezieller: Sei X ein rechts-invariantes Vektorfeld, so erhalten wir dieAussage hX(hg); u(hg)i = hX(h); r�g(u)(h)i ;g�ultig f�ur alle g; h 2 G, und damit f�ur h = e:hX(g); u(g)i = hX(e); r�g(u)(e)i ;Eine Di�erentialform u hei�t rechts-invariant, wenn r�gu = u f�ur alle g 2 Ggilt.In diesem Fall gilt sogarhX(g); u(g)i = hX(e); u(e)if�ur alle g 2 G und jedes rechts-invariante Vektorfeld X. Wir haben somiteine 1:1-Korrespondenz zwischen rechts-invarianten 1-Formen u 2 
1G undVektoren u(e) 2 g�, wobei g� den Dualraum von g bezeichnet.Oft betrachtet man auch g-wertige Di�erentialformen, d.h. Elemente desRaumes u 2 
(G; g) = 
G 
 g, so da� hX(g); u(g)i 2 g.De�nition. Als kanonische 1-Form oder Zusammenhang auf G bezeichnetman � 2 
1(G; g) mit�(h) = Thrh�1 : ThG! TeG = g (h 2 G):84



Aufgrund der De�nition besitzt � die EigenschafthX(h);�(h)i = Thrh�1X(h) 2 g ; h 2 G; X 2 �(TG):Da �(h) die Vektoren von ThG mit denen von TeG in Beziehung setzt, kannman die Wirkung als eine Parallelverschiebung interpretieren. Deshalb de-�niert � einen Zusammenhang auf der Lie-Gruppe. Man zeigt leicht dieG�ultigkeit der folgenden Relationd�+ 12 [�;�] = 0 (Maurer-Cartan);wobei d : 
1G ! 
2G die �au�ere Ableitung bezeichnet und man das Klammer-symbol geeignet de�niert: Seien u
 a und v
 b Elemente in 
1G
g, so setztman [u
 a; v 
 b] = (u ^ v)
 [a; b] :Die Klammer ist damit auf das Lie-Produkt [a; b] zur�uckgef�uhrt. Es wirdsp�ater klar, da� die Maurer-Cartan-Relation das Verschwinden der Kr�ummungausdr�uckt.3.9 Zusammenh�ange auf allgemeinen Vektorb�undelnSei E ein Vektorb�undel �uber der Mannigfaltigkeit M . Selbst wenn M inAnwendungen der Minkowski-Raum oder irgendein anderer acher Raum ist,gibt es nicht-triviale Zusammenh�ange { auch kovariante Ableitungen genannt{ auf E. In der Feldtheorie interessiert man sich sogar f�ur den Raum allerZusammenh�ange dieser Art. Der Levi-Civita-Zusammenhang erweist sich nurals ein Beispiel, bei dem E mit dem Tangentialb�undel TM �ubereinstimmt. Jaselbst in der Situation E = TM gibt es viele weitere Beispiele von kovariantenAbleitungen auf E.\Felder" im Sinne der Feldtheorie sind stets Schnitte eines geeignetenVektorb�undels E und damit Elemente von �(E). Wir betonen auch an dieserStelle, da� �(E) ein �-Modul ist, d.h. Felder � 2 �(E) k�onnen mit Funktionenf; g 2 � (reell-wertige Funktionen auf M) multipliziert werden, so da� gilt:(f + g)� = f�+ g�; (fg)� = f(g�) :Sind E1 und E2 zwei Vektorb�undel �uber der gleichen MannigfaltigkeitM , sokonstruiert man deren Tensorprodukt E1 
 E2 auf naheliegende Weise, umein neues Vektorb�undel zu erhalten. Will man die Produktstruktur auf dieFelder �ubertragen, so ist Vorsicht geboten. Man �ndet einen Isomorphismusder Form �(E1)
� �(E2) �= �(E1 
 E2)85



gleichbedeutend damit, da� man links die folgende Identi�kation vornimmt:(f�1)
 �2 = �1 
 (f�2); f 2 �; �i 2 �(Ei):Sind etwa Ai Operatoren auf �(Ei), so l�a�t sich deren Tensorprodukt A1
A2auf �(E1) 
� �(E2) nur konstruieren, falls [Ai; f ] = 0 f�ur alle f 2 � erf�ulltist, d.h. wenn die Operatoren Ai die �-Modulstruktur von �(Ei) respektieren.Erinnerung: Operatoren mit dieser Eigenschaft haben wir lokale Operatorengenannt. Zu ihnen geh�oren der Kontraktionsoperator �(X) und der Multipli-kationsoperator �(u) (beide auf �(VT �M) de�niert). Wenn wir im folgendendas B�undel VT �M 
E betrachten, so wollen wir �(X) anstelle von �(X)
 1lschreiben. �Ahnlich verfahren wir mit anderen lokalen Operatoren.Unser Hauptinteresse gilt Di�erentialoperatoren. Sie respektieren nichtdie �-Modulstruktur. Vielmehr ist deren Kommutator mit f eine charakte-risierende Gr�o�e. Dies gilt es zu beachten.De�nition. Eine kovariante Ableitung auf E ist ein Di�erentialoperator er-ster Ordnungr : �(E)! �(T �M 
 E); [r; f ] = df (f 2 �)�aquivalent den RichtungsableitungenrX = �(X) � r : �(E)! �(E) :Hier ist X ein beliebiges Vektorfeld, d.h. ein Element von �(TM).Sind r1 und r2 zwei kovariante Ableitungen auf E, so ist deren Di�erenzr1 �r2 ein lokaler Operator undr1 �r2 2 �(T �M 
 EndE):In Worten: Die Di�erenz ist eine EndE-wertige 1-Form, wobei EndE dasEndomorphismenb�undel bezeichnet. Dies bedeutet: Die kovarianten Ablei-tungen bilden einen a�nen Raum modelliert �uber dem Raum EndE.Wir wollen sehen, was die obige De�nition in lokalen Koordinaten bedeu-tet: r = dxi 
 (@i + Ai) = d+ dxi 
 Ai :In einer anderen Schreibweiser = dxi 
r@i r@i = @i + Ai :Die Felder Ai(x) { auch \Potential" genannt { sind lokale Schnitte desB�undels EndE. Im allgemeinen kann das Potential nicht global de�niert wer-den. 86



3.10 Hauptfaserb�undelWir haben spezielle Vektorb�undel kennengelernt und einen Zusammenhangdarauf konstruiert. Wenn wir nun allgemeine Vektorb�undel ins Auge fassen,wie sie f�ur die Zwecke der Eichtheorien wichtig werden, so stellen wir fest, da�sie sich oft auf ein B�undel zur�uckf�uhren lassen, das man aus diesem Grundedas Hauptfaserb�undel nennt. Die vielen Vektorb�undel, die sich daraus ablei-ten lassen, hei�en assoziierte B�undel. Ist ein Zusammenhang einmal auf demHauptfaserb�undel de�niert, so �ubertr�agt sich diese Struktur auf alle assozi-ierten Vektorb�undel. Wir wollen die n�otigen Begri�e stufenweise einf�uhren.De�nition. Ein di�erenzierbares Faserb�undel (E;M; �;G) (kurz B�undel E�uber M genannt) besteht aus drei Mannigfaltigkeiten E,M und G und einersurjektiven di�erenzierbaren Abbildung � : E !M , so da� lokal E =M�Ggilt und � die nat�urliche Projektion �(x; g) = x darstellt. Falls E = M �Gglobal gilt, so hei�t E ein triviales B�undel. E hei�t totaler Raum, M hei�tBasis, � die Projektion und G die typische Faser. Ex = ��1(x) hei�t Faser�uber x 2M .Die in der De�nition zitierte lokale Trivialit�at bedarf einer n�aheren Erl�aute-rung: Es existiert eine o�ene �Uberdeckung (Ui)i2I der BasisM und dazueine Familie von Di�eomorphismen�i : Ui �G! ��1(Ui) (i 2 I)so da� (� � �i)(x; g) = x f�ur alle (x; g) 2 Ui �G gilt.Man zeigt leicht, da� f�ur jedes i 2 I und jedes x 2 Ui die Abbildungf : G ! Ex; g 7! �i(x; g) ein Di�eomorphismus ist: Jede Faser sieht wiedie typische Faser aus. Wenn G eine Lie-Gruppe ist, so gelangen wir zu demKonzept des Hauptfaserb�undels, m�ussen hier aber zus�atzliche Bedingungenstellen:De�nition. Sei G eine Lie-Gruppe. Ein B�undel (P;M; �;G) hei�t Hauptfa-serb�undel (engl. principal G bundle), wenn gilt:1. G operiert frei auf P (von rechts nach Vereinbarung), d.h. (p; g) 2 P�Gwird auf pg 2 P abgebildet, so da� pg 6= p f�ur g 6= e (e = Einheit) und(pg)g0 = p(gg0) gilt.2. Bezeichnen wir den Raum der Bahnen unter der Gruppe G mit P=G,so giltM = P=G, so da� jede Faser ��1(x) (x 2 M) mit G identi�ziertwerden kann. 87



3. Das B�undel ist lokal trivial in dem folgenden erweiterten Sinne. Zujedem x 2M existiert eine Umgebung U von x und ein Di�eomorphis-mus � : ��1(U)! U �G ; x 7! (�(x); '(x));der �aquivariant ist:�(xg) = (�(g); '(x)g) (g 2 G):Ein typisches Beispiel ist das sog. Rahmenb�undel (engl. frame bundle) einerMannigfaltigkeit M der Dimension n, das man so konstruiert. Unter einemRahmen17 im Punkt x 2 M versteht man eine Basis b = (ei)ni=1 des Tan-gentenraumes TxM . Die Menge aller solchen Basen soll mit Bx bezeichnetwerden. Ihre disjunkte Vereinigung (x variiert �uber M) ergibt das B�undel Bmit der Projektion � : B ! M; b 7! x wenn b 2 Bx. Sei G = GL(n;R) dievolle reell-lineare Gruppe in n Dimensionen. Sie operiert frei auf B verm�ogeder aus der linearen Algebra vertrauten Basis-Transformation:(b; g) 7! bg = b0; b = (ei); b0 = (e0i); e0i = ek gkimit g = (gki) 2 G. Dies gibt (B;M; �;G) die Struktur eines Hauptfa-serb�undels.Ist in dem vorangegangenen Beispiel M eine Riemannsche Mannigfaltig-keit, so bekommt \Basis" eine neue Bedeutung: Sie ist stets orthonormiert,so da� G = O(n) gesetzt merden mu�. Ist M dar�uberhinaus orientiert, sohat man G = SO(n) zu setzen. Ist M eine semi-Riemannsche Mannigfal-tigkeit und hat ihre Metrik die Signatur (r; s) (r + s = n), so setzt manG = O(r; s). Die Allgemeine Relativit�atstheorie benutzt G = O(3; 1), auchLorentz-Gruppe genannt.Weitere Beispiele von Hauptfaserb�undeln { manche davon interessant f�urdie Feldtheorie { wollen wir nun kurz diskutieren:1. Die Matrizen � 1 00 ei��bilden die Elemente einer Untergruppe U(1) von U(2). Den Raum derRechtsnebenklassen U(2)=U(1) k�onnen wir mit der Sph�are S3 identi-�zieren, weil die Nebenklassen durch zwei komplexe Zahlen a und bbeschrieben werden:u = � a �b �� ; jaj2 + jbj2 = 1 :17Physiker sprechen auch von einem \Vielbein" oder einem n-Bein.88



Die kanonische (Maurer-Cartan) 1-Form auf U(2) hat die Gestalt� = u�1du = u�du = � �a �b� � �� da �db ��= � �ada+ �bdb �� ��Hieraus resultiert die kanonische 1-Form auf S3:! = �ada+�bdb :Als lokale Koordinaten w�ahlen wir die Euler-Winkel:a = ei(�+�)=2 cos(�=2) ; b = ei(���)=2 sin(�=2) :Darin wird ! = i(d�+ d� cos �)=2 :Wir k�onnen nun eine Wirkung der Gruppe U(1) auf die 3-Sph�are de�-nieren: a 7! ei�a ; b 7! ei�b :Dies entspricht der Ersetzung � 7! �+2�. Der Quotient S2 = S3=U(1)wird zur Basis eines U(1)-Hauptfaserb�undel S3 (ein Spezialfall derHopf-Faserung, s.u.), auf dem ! einen Zusammenhang de�niert. DieWinkel � und � werden zu Kugelkoordinaten der 2-Sph�are. Mit derKr�ummung 
 = d! + 12 [!; !] = d! = id� ^ d� 12 sin �verbinden wir Physik: Die 2-Form B = d� ^ d� 12 sin � beschreibt { bisauf einen konstanten Vorfaktor { das Magnetfeld eines magnetischenMonopols der St�arke ge = 12 mit Sitz im Zentrum der 2-Sph�are. Die1-Form ! ist mit seinem Vektorpotential zu identi�zieren. Da� hier[!; !] = 0 gilt, liegt an der abelschen Natur der Eichgruppe U(1). DieNichttrivialit�at des U(1)-B�undels S3 ! S2 �au�ert sich in der Anwesen-heit des \Dirac string" im R3 .2. Die Gruppe SU(2) operiert aufSL(2; C ) = fA 2 GL(2; C ) jDetA = 1g :Der Quotient SL(2; C )=SU(2) kann mit dem HyperboloidV+m = fp 2M�4 j (p; p) = m2; p0 � mg89



zur Masse m identi�ziert werden, indem man AA� = p=m setzt mitp := � p0 + p3 p1 � ip2p1 + ip2 p0 � p3 � :Den Wurzeln (p=m)1=2 2 SL(2; C ) entsprechen spezielle Lorentz-Trans-formationen (engl. \boosts") unter der �UberlagerungsabbbildungSL(2; C ) ! L"+in die eigentliche orthochrone Lorentzgruppe. Durch � : SL(2; C ) !V+m ist ein Hauptfaserb�undel mit der Strukturgruppe SU(2) gegeben.3. Die beiden vorigen Beispiele sind Spezialf�alle einer allgemeinen Kon-struktion. Sei G eine abgeschlossene18 Untergruppe in der Lie-GruppeH und H=G der homogene Raum aller Linksnebenklassen hG (h 2 H).Die kanonische Projektion� : H ! H=G; h 7! hGde�niert ein Hauptfaserb�undel mit Strukturgruppe G. Selbst wenn Gein Normalteiler (auch invariante Untergruppe genannt) in H und so-mit H=G eine Gruppe darstellt, ist es nur selten m�oglich, H mit demdirekten Produkt H=G � G zu identi�zieren. Wir erw�ahnen weitereSonderf�alle19:(a) Das B�undel SO(n+ 1)! SO(n+ 1)=SO(n) �= Sn ,(b) Das B�undel SU(n + 1)! SU(n + 1)=SU(n) �= S2n+1 ,(c) Das B�undel Sp(n+ 1)! Sp(n+ 1)=Sp(n) �= S4n+3 .(d) Das B�undel U(3) ! U(3)=U(2) = S5 spielt in der Theorie derInstantonen eine wichtige Rolle, wobei U(2) die Eichgruppe einerYang-Mills-Theorie ist.4. Durch jz0j2+� � � jznj2 = 1 wird die Sph�are S2n+1 in den C n+1 eingebettetmit einer nat�urlichen Wirkung zi 7! ei�zi der Gruppe G = U(1) undder Interpretation CP n = S2n+1=U(1)als komplex-projektiver Raum der Dimension n. Das B�undel S2n+1 !CP n mit der Strukturgruppe U(1) wird als Hopf-Faserung bezeichnet.18Die Abgeschlossenheit in H ist notwendig, um pathologische F�alle auszuschlie�en. Einsolcher Fall liegt etwa vor, wenn man die Gruppe G = R dicht in den 2-Torus H =U(1)� U(1) einbettet.19Sn bezeichnet die n-Sph�are und Sp(n) die symplektische Gruppe in 2n Dimensionen.90



5. Die Eichgruppe des Standardmodells der Elementarteilchen istG = S(U(3)� U(2)) � SU(5)mit der Lie-Algebra g = su(3)� su(2)� u(1). Der homogene RaumM = SU(5)=S(U(3)� U(2))ist kompakt, 12-dimensional und ein Kandidat f�ur die Raumzeit erwei-tert um 8 Extradimensionen. Das B�undel SU(5) ! M mit Struktur-gruppe G k�onnte zur Interpretation des Standarmodells dienen.In der Quantentheorie, der Elementarteilchenphysik und in der Feldtheo-rie treten verschiedene Lie-Gruppen auf, und zwar immer in geeignet gew�ahl-ten linearen Darstellungen auf Vektorr�aumen. Wir sagen in einem solchenFall, die Gruppe G operiert auf dem Vektorraum V (von links nach Verein-barung): (g; v) 7! gv (g 2 G; v 2 V ):Verlangt wird, da� diese Abbildung strukturerhaltend ist:� g(g0v) = (gg0)v.� g(v + v0) = gv + gv0Ein Vektorraum V mit diesen Eigenschaften hei�t auch ein G-Modul. Diefolgende Konstruktion ist grundlegend f�ur die Feldtheorie:De�nition. Sei P ein Hauptfaserb�undel �uber M mit der Strukturgruppe Gund V ein G-Modul. Unter dem assoziierten B�undel R = P �G V verstehenwir ein Vektorb�undel mit Basis M und der typischen Faser V . Der totaleRaum R entsteht aus dem direkten Produkt P � V durch Identi�zierung:(pg; v) = (p; gv) (alle g 2 G):In einer anderen Formulierung sagt man, G operiere von rechts auf P � Vverm�oge der Vorschrift (p; v)g = (pg; g�1v) und R ist der Raum der Bahnenunter der Wirkung von G: R = (P � V )=G :Wir erkennen Sinn und Nutzen dieser Konstruktion sofort an dem folgendenBeispiel. Sei Bx die Menge aller Basen b = (ei)ni=1 in dem TangentialraumTxM eines Punktes x 2M und x = (xi))ni=1 2 Rn beliebig. Die AbbildungBx � Rn ! Bx �G Rn (b; x) 7! eixi91



hat die oben geforderte Eigenschaft, da� (bg; x) und (b; gx) das gleiche Bildliefern, wenn g ein Element der Strukturgruppe ist. Gleichzeitig erkennen wirdie Identit�at Bx �G Rn = TxM :Da dies f�ur alle x 2 M gilt, folgt, da� das Tangentialb�undel einer Mannig-faltigkeit ein zum Rahmenb�undel B assoziiertes Vektorb�undel ist:B �G Rn = TM :Die gleiche Aussage ist richtig f�ur viele weitere Vektorb�undel, z.B.B �G VkRn = VkTM; B �G VRn = VTM :Sei g = LieG die Lie-Algebra von G. Dann operiert G darauf verm�oge deradjungierten Darstellung:ad(g)a = gag�1 ; g 2 G; a 2 gWir k�onnen auch sagen, G operiere von links auf dem linearen Raum g, undso das adjungierte Vektorb�undel zu einem Hauptfaserb�undel P (mit Struk-turgruppe G) konstruieren: ad(P ) = P �G g :Dies B�undel hat also Fasern, die alle der typischen Faser g gleichen. B�undelderen Fasern Lie-Algebren sind, werden im folgenden eine besondere Rollespielen.3.11 Zusammenh�ange auf einem Hauptfaserb�undelEin Hauptfaserb�undel P ist in erster Linie ein Mannigfaltigkeit. Vergessenwir alle weitere Struktur, so ist P ein Objekt in der Kategorie der Mannig-faltigkeiten, und wir sind in der Lage nacheinander die ObjekteTP ; T �P ; VT �Pin der Kategorie der Vektorb�undel zu konstruieren. VektorfelderX 2 �(TP )sind wie fr�uher Schnitte des Tangentialb�undels TP , Di�erentialformenv 2 
P := �(VT �P )92



Schnitte des Vektorb�undels VT �P .Jetzt geben wir noch ein weiteres Strukturelement hinzu: Die Lie-GruppeG operiert auf P (von rechts). Durch die pull-back-Konstruktion operiert siedann auch auf 
P (von links):g� : 
P ! 
P ; v 7! g�(v) (g 2 G):Siehe hierzu den Abschnitt 3.3.Es sei g die Lie-Algebra von G und 
P 
 g der Raum der g-wertigenDi�erentialformen. Die Gruppe G operiert auf 
P 
 g (von links) verm�ogedes pull-backs und der adjungierten Darstellung:g(v 
 a) = g�(v)
 gag�1 ; g 2 G; a 2 g; v 2 
P :Eine g-wertige Di�erentialform ! hei�t �aquivariant, wenn sie invariant unterdieser Wirkung von G ist, d.h. wenn g! = ! f�ur alle g 2 G gilt.Schlie�lich erinnern wir an die Rolle von a 2 g als erzeugendes Elementeiner einparametrigen Untergruppe eta 2 G (t 2 R). Dies erlaubt die Kon-struktion des Vektorfeldes Xa �uber P verm�ogeXaf(p) = ddtf(peta)t=0 (f 2 �P ):Mit ! 2 
1P 
g gilt hXa(p); !(p)i 2 g. Wir werden somit durch ! und p 2 Pzur�uckgef�uhrt zu einem Element in der Lie-Algebra. Ein Sonderfall tritt ein,wenn es mit dem Ausgangselement a 2 g �ubereinstimmt. Dies f�uhrt zu derDe�nition. Sei P ein Hauptfaserb�undel mit der Strukturgruppe G undg = LieG. Ein Zusammenhang in P ist eine g-wertige 1-Form ! mit denEigenschaften:(1) ! ist �aquivariant.(2) hXa(p); !(p)i = a f�ur alle p 2 P und a 2 g.3.12 Das horizontale und das vertikale B�undelSei P ein Hauptfaserb�undel mit der BasisM . Wir erinnern an die ProjektionP ��! M ; TP T��! TM :Das vertikale B�undel V P = ker(T�) �uber M hat als Fasern die Teilr�aumeVpP = fX(p) jTp�X(p) = 0g � TpP (p 2 P ):93



Elemente von �(V P ) hei�en vertikale Vektorfelder. Ein Vektorfeld X ist ge-nau dann vertikal, wennhX; ui = 0 ; u 2 ��(
1M ) � 
1Pgilt. Eine 1-Form u, die auf allen vertikalen Vektorfeldern verschwindet, hei�thorizontal. Die Gesamtheit solcher 1-Formen wollen wir mit 
1H bezeichnen.Jedes u 2 ��(
1M) ist horizontal. Jedoch umfasst ��(
1M) nicht alle horizon-talen 1-Formen.Sei G die Strukturgruppe von P . Aus �(pg) = �(p) f�ur alle p 2 P undg 2 G folgt g� � �� = �� :In Worten: Die Gruppe G l�a�t jede horizontale 1-Form invariant. Sie operiertsomit auf dem Quotienten 
1P=
1H . Es gibt jedoch i.allg. keine kanonischeWeise, den Quotienten mit einem Unterraum von 
1P zu identi�zieren (esexistiert keine kanonische Projektion 
1P ! 
1H); es sei denn, wir habeneinen Zusammenhang auf P de�niert.Sei ! ein Zusammenhang auf P . Das horizontale B�undel HP = ker(!)�uber M hat als Fasern die Teilr�aumeHpP = fX(p) j hX(p); !(p)i = 0g � TpP (p 2 P ):Elemente von �(HP ) hei�en horizontale Vektorfelder. Ein Vektorfeld X istgenau dann horizontal, wenn hX;!i = 0 gilt. Eine 1-Form u, die auf allenhorizontalen Vektorfeldern verschwindet, hei�t vertikal.Das Tangentialb�undel kann als direkte Summe dargestellt werden20:TP = V P �HP d.h. TpP = VpP �HpPDies bedeutet, da� die Tangentialvektoren eindeutig zerlegt werden k�onnen:X(p) = XV (p) +XH(p); XV (p) 2 VpP; XH(p) 2 HpP :Folglich besitzt jedes Vektorfeld X �uber P eine ZerlegungX = XV +XH ; XV 2 �(V P ); XH 2 �(HP ) :Wir wollen nun sehen, was unsere De�nitionen in lokalen Koordinaten be-deuten.20Hierzu beweist man, da� die Bedingungen hX;ui = 0 (u 2 ��(
1M )) und hX;!i = 0die Aussage X = 0 zur Folge haben. 94



3.13 Das Hauptfaserb�undel lokal gesehenLokal ist das Hauptfaserb�undel P trivial, d.h. es hat die Gestalt M � G, soda� �(p) = x wenn p = (x; h). Alle folgenden Formeln in diesem Abschnittgehen von der lokalen Trivialisierung aus und haben deshalb auch nur lokalG�ultigkeit. Die Aufspaltung der Tangentialr�aumeTpP = TxM � ThG ; p = (x; h) :f�uhrt dazu, da� jedes Vektorfeld X 2 �(TP ) in zwei Anteile zerf�allt,X = XM �XGXM : G! �(TM) ; h 7! XM(h)XG : M ! �(TG) ; x 7! XG(x) ;so da� XM(h) f�ur festes h 2 G ein Vektorfeld auf M und XG(x) f�ur festesx 2 M ein Vektorfeld auf G darstellt. In �ahnlicher Weise zerf�allt die 1-Form! 2 
1P 
 g, die den Zusammenhang auf P bestimmt:! = !M 
 !G!M = G! 
1M 
 g ; h 7! !M(h)!G = M ! 
1G 
 g ; x 7! !G(x) :Die Forderung hXa; !i = a (a 2 g) sagt uns, da� !G(x) unabh�angig vonx 2 M mit der kanonischen 1-Form � also dem Zusammenhang auf G�ubereinstimmt (siehe hierzu den Abschnitt 3.8). Die �Aquivarianzbedingung!M(h) = g!M(hg)g�1 f�uhrt zu der Darstellung!M(h) = h�1!M(e)h ;so da� wir zu der folgenden wichtigen Erkenntnis gelangen:Es besteht lokal eine 1:1-Korrespondenz zwischen den m�oglichenZusammenh�angen ! auf dem Hauptfaserb�undel P und g-wertigen1-Formen !M(e) auf der Basismannigfaltigkeit M .Ein Vektorfeld X ist vertikal, falls XM = 0, horizontal, fallshXM ; !Mi+ hXG; !Gi = 0 :An der Stelle p = (x; h) lautet diese BedingunghXM(x; h); h�1!M(x; e)hi + hXG(x; h);�(h)i = 095



mit der o�ensichtlichen Interpretation:XM(x; h) 2 TxM ; XG(x; h) 2 ThG ; !M(x; e) 2 T �xM 
 g :Nun gilt hXG(x; h);�(h)i = Thrh�1XM(x; h) 2 g und deshalbXG(x; h) = TerhhXG(x; h);�(h)i= �TerhhXM(x; h); !M(x; h)i = �Jx;hXG(x; h) :Hier haben wir jedem p = (x; h) eine Abbildung Jp : TxM ! ThG als Produktzweier Abbildungen zwischen Tangentialr�aumen zugeordnet:TxM !M (x;h)�! TeG Terh�! ThG :Verm�oge dieser Abbildung ist es m�oglich, XG durch XM auszudr�ucken, fallsX = XM � XG horizontal ist: XG = �JXM . Dies erm�oglicht uns, diegew�unschten Projektionen auf die horizontalen und vertikalen Anteile einesVektorfeldes X auf dem Hauptfaserb�undel P (lokal) explizit anzugeben:XH = XM � (�JXM) ; XV = 0� (JXM +XG) :Es sei n die Dimension der Basismannigfaltigkeit M und seien xi (i =1; : : : ; n) lokale Koordinaten f�ur x 2 M . Wie wir sahen, ist ein Zusammen-hang ! auf P lokal durch eine g-wertige 1-FormA aufM mit A(x) = !M(x; e)festgelegt, die keinen Einschr�ankungen mehr unterliegt. In den lokalen Ko-ordinaten k�onnen wir schreiben:A = Ai(x)dxi ; Ai(x) 2 g :Wir nennen A das Potential. Es ist das zentrale Objekt der Eichtheorien undbestimmt den Zusammenhang auf allen assozierten Vektorb�undeln. Dies istdas Thema des Abschnittes 3.14.Es istM�g o�enbar die lokale Version des adjungierten B�undels ad(P ) =P �G g und 
1(M; g) = 
1M 
 g die lokale Version von 
1(M; ad(P )). Esist zwar falsch, 
1(M; ad(P )) mit dem Raum der Zusammenh�ange auf P zuidenti�zieren (es sei denn, P ist trival), jedoch gilt: Je zwei Zusammenh�angeauf P unterscheiden sich (global!) immer um ein Element in 
1(M; ad(P )).Als Kr�ummung zeichnet man die dem Zusammenhang ! auf P zugeord-nete g-wertige 2-Form 
 2 
2P 
 g mit der de�nierenden EigenschafthX ^ Y;
i = hXH ^ YH ; d!i ; X; Y 2 �(TP ):96



Der Zusammenhang wird ach genannt, wenn seine Kr�ummung verschwin-det. Man �ndet die folgende explizite Gestalt21:
 = d! + 12 [!; !]Lokal gilt
 = 
M � 
G ; 
M = d!M + 12 [!M ; !M ] ; 
G = 0 :Die Relation 
G = 0 sagt, da� der Zusammenhang auf G ach ist (siehe dieMaurer-Cartan-Relation). Schlie�lich haben wir die M�oglichkeit durch
M(h) = h�1Fh ; F = dA+ 12 [A;A]die Kr�ummung (lokal) auf die Feldst�arke F 2 
2M zur�uckzuf�uhren.3.14 Die �Ubertragung des Zusammenhanges auf asso-zierte Vektorb�undel: Die kovariante AbleitungEs sei P ein Hauptfaserb�undel �uber M mit G als Strukturgruppe, E ein G-Modul, d.h. ein Vektorraum mit einer Darstellung von G. Wir betrachten dasassoziierte Vektorb�undel E = P �G E �uber M , dessen Fasern Vektorr�aumesind, die wie die typische Faser E aussehen. Die Projektion � : E ! Mwird durch P ! M induziert. In der Feldtheorie ist M ein Modell f�ur dieRaumzeit, G eine Eichgruppe und E ein Darstellungsraum, der die \inneren"Freiheitgrade (wie Farbe, schwacher Isospin, Hyperladung usw.) beschreibt.Eine kovariante Ableitung (oder Zusammenhang) auf E ist ein Di�eren-tialoperator erster Ordnungr : �(E)! �(T �M 
 E); [r; f ] = df (f 2 �) (37)(� ist die Algebra der Funktionen f : M ! R). Siehe hierzu den Abschnitt3.8. Eine kovariante Ableitung auf E l�a�t sich aus einem Zusammenhang !auf P ableiten. Zun�achst f�uhrt ! zu einer Zerlegung des Tangentalb�undels ineinen vertikales aund einen horizontales B�undel:TP = V P �HP :Die nat�urliche Projektion� : P � E ! P �G E = E ; �(p; v) = r21Das Klammersymbol ist in gleicher Weise de�niert, wie im Abschnitt 3.8 erl�autert.97



f�uhrt zu einer Projektion�v : P ! E ; �v(p) = rund die wiederum zu einer linearen AbbildungT�v : TpP ! TrEund somit zu einer Aufspaltung TE = V E�HE in horizontale und vertikaleB�undel verm�oge VrE = fT�vX(p) jX(p) 2 VpPgHrE = fT�vX(p) jX(p) 2 HpPgMan kann zeigen, da� diese De�nitionen unabh�angig von (p; v) sind, solange�(p; v) = r gilt (Grund: Die Gruppe G operiert nur auf dem horizontalenB�undel). Damit sind wir in der Lage, der Projektion�(TE)! �(HE) ; X 7! XHeinen Sinn zu geben, die jedem Vektorfeld ein horizontales Vektorfeld zuord-net. Als Lift bezeichnet man die eindeutige Abbildung�(TM)! �(TE) ; X 7! X" ;die folgende zwei Bedingungen erf�ullt:(1) X" ist horizontal, d.h. X" 2 �(HE).(2) Es gilt hX"; ��(u)i = hX; ui f�ur alle u 2 �(T �M).Die Bedingung (1) macht deutlich, da� die Konstruktion des Liftes ganz ent-scheidend von dem gew�ahlten Zusammenhang auf P abh�angt. Die Bedingung(2) l�a�t sich auch so formulieren:Tr�X"(r) = X(x) ; x = �(r) 2M; r 2 E :Schlie�lich erinnern wir an die �au�ere Ableitung von k-Formen auf dem Vek-torb�undel E: d : �(VkT �E) ! �(Vk+1T �E) :Beachte hierbei, da� �(V0T �E) = �(E) der Vektorraum aller Funktionen f :M ! E mit � � f = idM ist. Auf der �au�eren Ableitung beruht entscheidenddie folgende De�nition: 98



De�nition.Die kovariante Ableitung (37) auf dem assoziierten Vektorb�undelE ist durchhX;rfi = hX"; dfi 2 �(E) ; X 2 �(TM); f 2 �(E)de�niert.Die Darstellung von G auf dem Vektorraum E sei mit D bezeichnet:D(g) : E ! E v 7! D(g)v (g 2 G):Verbunden damit ist eine Darstellung � der Lie-Algebra g auf E:�(a) = ddtD(eta)t=0 (a 2 g):Man rechnet leicht nach, da� in lokalen Koordinatenr = d+ �(A) = dxi(@i + �(Ai))gilt, wenn der Zusammenhang auf P durch das Potential A = dxiAi mitAi(x) 2 g beschrieben wird (siehe den vorigen Abschnitt).
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4 Wirkungsfunktionale f�ur Eichtheorien4.1 Metrische Zusammenh�ange auf hermiteschenVektorb�undelnSei E ! M ein Vektorb�undel mit typischer Faser E. Hierbei kann E einreeller oder komplexer Vektorraum sein. In vielen Situationen, die in derFeldtheorie auftreten, ist E ein komplexer endlich-dimensionaler Vektorraummit einer hermiteschen Struktur, der eine unit�are Darstellung der EichgruppeG tr�agt, w�ahrend M , wie schon fr�uher betont, ein Modell f�ur die Raum-Zeitdarstellt. Wir haben es also im wesentlichen mit einer der folgenden typischenSituationen zu tun:E ist ein komplexer (reeller) Vektorraum mit einem Skalarprodukt(�; �) und einer unit�aren (orthogonalen) treuen Darstellung D(g)der Eichgruppe G. Das Vektorb�undel E ist assoziiert zu einemHauptfaserb�undel P !M mit der Strukturgruppe G:E = P �G E:Das Skalarprodukt in E induziert ein Skalarprodukt (�; �) in jederFaser Ex in einer Weise, da� dieses di�erenzierbar von p 2 Mabh�angt, d.h. aus f 2 �(E) folgt (f; f) 2 C1(M). Jeder Zu-sammenhang ! auf P f�uhrt auf eine kovariante Ableitung r (einZusammenhang auf E) mit der Eigenschaftd(f; f) = (rf; f) + (f;rf) (38)f�ur alle f 2 �(E). �Aquivalent hierzu ist die RelationX(f; f) = (rXf; f) + (f;rXf)g�ultig f�ur alle Vektorfelder X 2 �(TM).Ein Vektorb�undel mit einer hermiteschen Struktur in jeder Faser wird hermi-tesches B�undel genannt22, und eine kovariante Ableitung r mit der Bedin-gung (38) hei�t metrisch. Wir erinnern daran, da� die Darstellung D danntreu genannt wird, wenn D(g) = id nur f�ur g = e (Einheit in G) gilt.Lokal haben wir immer die Darstellungr = d+ A ; A = 
1M 
 EndE ;22Immer vorausgesetzt, da� das Skalarprodukt sich di�erenzierbar mit p 2M �andert.100



gleich welche Eichgruppe G und Darstellung D wir gew�ahlt haben. Sei n dieDimension von E und (ea)n1 eine orthonormierte Basis in E. In Analogie zuden Christo�el-Symbolen des Levi-Civita-Zusammenhanges kann man auchhier schreiben: Aea = dx��b�a(x)eb ;wobei die �b�a reell- oder komplexwertige Funktionen auf einer Karte von Msind.Die Erweiterung der kovarianten Ableitung zu einem Operator auf ganz
(E) mit der Eigenschaft r : 
k(E)! 
k+1(E)verm�oge der Leibniz-Regel ist eine Standard-Prozedur: Dies geschieht amzweckm�a�igsten �uber die RichtungsableitungrX : 
k(E) r�! 
k+1(E) �(X)�! 
k(E) ; X 2 �(TM);die den Grad einer Di�erentialform erh�alt. Siehe hierzu die parallele Diskussi-on im Abschnitt 3.7. Schlie�lich ben�otigen wir die �Ubertragung der kovarian-ten Ableitung auf Di�erentialformen mit Werten im Endomorphismenb�undelEndE. Dies geschieht so, da�rX(U!) = (rXU)! + U(rX!) ; U 2 
(EndE); ! 2 
(E)erf�ullt ist. Anders ausgedr�uckt: Man identi�ziert rXU mit dem Kommutator[rX ; U ]. Wollen wir diese Vereinbarung direkt f�ur r formulieren, so wird sieein wenig komplizierter:rU := � [r; U ] U 2 
k(EndE) und k=geradefr; Ug U 2 
k(EndE) und k=ungerade.Als Kr�ummung F bezeichnet man die folgende Komposition zweier Abbil-dungen: F : 
k(E) r�! 
k+1(E) r�! 
k+2(E) :Aus [r; f ] = df f�ur alle Funktionen f 2 � und d2 = 0 folgt [F; f ] = 0, d.h.F ist ein lokaler Operator auf 
(E). Wir k�onnen F als 2-Form mit Wertenin dem Endomorphismenb�undel interpretieren: F 2 
2(EndE). Lokal habenwir die vertraute DarstellungF = dA+ 12 [A;A] 2 
2M 
 �(g) ;wobei � : g ! EndE die mit D verkn�upfte Darstellung der Lie-Algebra ist.Bez�uglich des Skalarproduktes in E gilt(�(a)u; v) + (u; �(a)v) = 0 ; a 2 g; u; v 2 E;101



wof�ur wir auch �(a)� + �(a) = 0 schreiben.Es seien D1(g) und D2(g) zwei unit�are (bzw. orthogonale) Darstellungender Eichgruppe G auf den komplex-(bzw. reell-)linearen R�aumen E1 und E2.Es sei � : E1 ! E2 eine lineare Abbildung mit � �D1(g) = D2(g) � � f�ur alleg 2 G, also ein Morphismus(E1; D1) ��! (E2; D2)zwischen G-Modulen, kurz ein G-Morphismus. Verbunden damit ist ein Mor-phismus zwischen den assoziierten Vektorb�undeln E1 und E2, so da� dasfolgenden Diagramm kommutativ ist:P � E1 id���! P � E2# #E1 := P �G E1 id�G��! P �G E2 =: E2Zur Begr�undung: Wenn (pg; v) und (p;D1(g)v) dasselbe Element in P �GE1sind, so auch (pg; �v) und (p; �D1(g)v) = (p;D2(g)�v) in P �G E2. Der Ein-fachheit halber schreiben wir � anstelle von id�G�. Wir demonstrieren dieseKonstruktion an zwei Beispielen.1. Beispiel. Es sei E ein komplex-linearer Raum mit einer hermiteschenStruktur, U(E) die Gruppe der unit�aren Operatoren, D : G ! U(E) einetreue Darstellung der Eichgruppe und � : g ! u(E) die zugeh�orige Darstel-lung der Lie-Algebra. Es seien durch(E1; D1) = g ; (E2; D2) = u(E)zwei reell-lineare G-Module bestimmt mit den DarstellungenD1(g)a = gag�1 (a 2 g) ; D2(g)A = D(g)AD(g)�1 (A 2 u(E)):Wegen �(gag�1) = D(g)�(a)D(g)�1 ist � ein G-Morphismus und kann zueinem MorphismusadP := P �G g ��! P �G u(E) =: adEerweitert werden. Wir erkennen sofort, da� die Kr�ummung F (oder Feldst�arke)eine 2-Form mit Werten in der Lie-Algebra adE ist. Zwei kovariante Ablei-tungen auf E unterscheiden sich um einen lokalen Operator:r1 �r2 = A ; A 2 
1(�(adP )):Im Gegensatz zu dem Vektorpotential ist die 1-Form A global de�niert. Diekovarianten Ableitungen bilden also einen a�nen Raum �uber den 1-Formen102



mit Werten in der Lie-Algebra �(adP ).2. Beispiel. Mit den Vorausetzungen vom 1. Beispiel betrachten wir denG-Morphismus (E;D) V�! (VE;VD)zwischen komplex-linearen G-Modulen. Er kann zu einem MorphismusE := P �G E V�! P �G VE =: VEerweitert werden.Oft schreibt man auch A ^ A f�ur 12 [A;A]. MitA = dx�A�(x) ; F = 12dx� ^ dx�F��(x)�nden wir explizit: F�� = @�A� � @�A� + [A�; A�] :Satz. Die Kr�ummung erf�ullt die sog. zweite Bianchi-Identit�at rF = 0.Den Beweis f�uhrt man am besten lokal, um zu erkennen, da� rF = 0 eineFolge der Jakobi-Identit�at ist:rF = dF + [A; F ]= dA ^ A� A ^ dA+ [A; dA+ A ^ A]= dA ^ A� A ^ dA+ A ^ dA� dA ^ A + [A;A ^ A]= 2A ^ A ^ A= 23! dx� ^ dx� ^ dx� ([A�; [A� ; A�]] + [A�; [A�; A�]] + [A�; [A�; A�]])= 0:Es seiM eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension d. ImAbschnitt 3.6 wurde gezeigt, da� in jedem Punkt x 2 M ein kanonischesreelles Skalarprodukt in dem reellen Vektorraum VkT �xM existiert mit derEigenschaft v ^ �u = �(u; v) = !0(u; v) ; u; v 2 VkT �xM;wobei � den Hodge-Operator und !0 = �1 die Volumenform der Mannig-faltigkeit bezeichnet. Dies gibt dem reellen Vektorb�undel VT �M eine reell-hermitesche Struktur. Wir k�onnen sie dazu nutzen, um dem komplexen Vek-torb�undel VT �M 
EndE eine komplex-hermitesche Struktur zu geben, und103



zwar dadurch, da� wir in jeder Faser VT �xM 
 EndEx ein Skalarprodukteinzuf�uhren:(u
 A; v 
 B) = (u; v) Spur(A�B) ; u; v 2 VT �xM; A;B 2 EndEx:Der Hodge-Operator kann ebenfalls auf das B�undel VT �M 
 EndE durchdie Vorschrift �(u
 A) = �u
 A� ;ausgedehnt werden, so da� gilt:Spur(V ^ �U) = !0 (U; V ) ; U; V 2 
k(EndE):Mit der Erweiterung des Hodge-Operators gelingt es uns, jeder Ableitung rihre Koableitung r zuzuordnen:r� = (�1)kd+k+1 � r� : 
k(EndE)! 
k�1(EndE)in Analogie zur De�nition der Koableitung d� (siehe den Abschnitt 3.6).Deshalb ist auch hier das Vorzeichen so gew�ahlt, da�d Spur(U ^ �V ) = !0 ((V;rU)� (r�V; U))f�ur alle U 2 
k(EndE) und V 2 
k+1(EndE) gilt. Nach Integration �uberdie Mannigfaltigkeit verschwindet die linke Seite aufgrund des Theorems vonStokes.4.2 WirkungsfunktionaleWir �ubernehmen alle Voraussetzungen des vorigen Abschnittes und forderndar�uberhinaus, da� die Raumzeit M kompakt sei (damit Integrale �uber Mexistieren). Die hermitesche Struktur des B�undels VT �M 
 EndE erlaubt,der Kr�ummung F eine d-Form (d ist die Dimension von M) zuzuordnen:!0 (F; F ) 2 
dM = �(VdT �M); 0 � (F; F ) 2 
0M = �:Durch Integration entsteht daraus das Wirkungsfunktional einer Eichtheorie:W = 12(F; F )L2 = ZM !0 12(F; F ) :Es wird begri�en als ein Funktional des Zusammenhanges auf E. Wir betonenerneut, da� die m�oglichen kovarianten Ableitungen r einen a�nen Raumbilden: Zwei kovarianten Ableitungen unterscheiden sich um ein ElementA 2 
1(�(adP )) � 
1(adE) � 
1(EndE)104



Um die Euler-Lagrangeschen Gleichungen des VariationsproblemsW = station�arzu erhalten, haben wir r durch r+ tA zu ersetzen, das Wirkungsfunktionalan der Stelle t = 0 zu di�erenzieren und das Ergebnis gleich Null zu setzen.Durch die Ersetzung werden F und W t-abh�angig. Wir �nden F (t) = F +trA +O(t2) und somitddtW (t)t=0 = ZM !0Re(rA; F ) = ZM !0Re(A;r�F ):Hier haben wir die EigenschaftZM !0 (V;rU) = ZM !0 (r�V; U)g�ultig f�ur U 2 
k(EndE) und V 2 
k+1(EndE) ausgenutzt. Die Kr�ummungF entspricht einem station�aren Punkt der Wirkung genau dann, wennRe(A;r�F ) = 0f�ur alle A 2 
1(adE) gilt. Da sowohl A wie auch r�F antihermitesche Ma-trizen als Werte annehmen, ist (A;r�F ) sicher reell, und wir k�onnen unsauf die Bedingung (A;r�F ) = 0 konzentrieren. Da wir verlangten, da� dieDarstellung der Eichgruppe auf E treu sei, folgt daraus die Feldgleichungr�F = 0:Beachte, da� r�F in 
1(adE) liegt.Da � : g! u(E) injektiv ist (aus �(a) = 0 folgt a = 0), ist die durch(a; b) := Spur(�(a)��(b)) = �Spur(�(a)�(b)) (a; b 2 g)de�nierte (reelle) Bilinearform nicht-entartet, stellt also ein Skalarprodukt ing dar. Wir k�onnen eine Basis ei 2 g so w�ahlen, da� (ei; ek) = �ik gilt, undde�nieren êi = �(ei) 2 EndE :In einer lokalen TrivialisierungU � g ��! U � u(E) ; (U � M)werden die êi zu Vektoren in der Faser adEx (x 2 U), nach denen dasEichpotential zerlegt werden kann,A = dx�êiAi�(x) ;105



mit reellen Koe�zienten Ai�(x), den \Komponenten" von A. �Ahnlich verfah-ren wir mit der Kr�ummung:F = 12dx� ^ dx� êiF i��(x) :Auch hier sind die Koe�zienten F i��(x) reell. Wir sehen in ihnen die physi-kalischen Feldst�arken. Wir �nden nun lokal(F; F ) = 14(d� ^ dx�; dx� ^ dx� ) Spur (ê�i êk)F i��F k��= 14 ((d�; dx�)(dx�; dx� )� (d�; dx� )(dx�; dx�)) (ei; ek)F i��F k��= 14(g��g�� � g��g��)�ikF i��F k��= 12 g��g�� �ik F i��F k�� :Wir k�onnen nach bew�ahrtem Schema (siehe die Rechnung am Ende des Ab-schnittes 3.6) einen expliziten lokal g�ultigen Ausdruck f�ur r�F erhalten.Dazu setzen wir:r�F = dx�(r�F )� ; (r�F )� = g��(r�F )�F = 12dx� ^ d�F�� ; F �� = g��g��F�� ;nehmen wie fr�uher jDet(g��j = 1 an und erhalten(r�F )� = �@�F �� � [A�; F ��] :Bevor wir mit den allgemeinen Er�orterungen fortfahren, wollen wir einigerelevante Beispiele studieren.4.3 Beipiele f�ur EichtheorienIn den folgenden Beispielen wollen wir o�en lassen, wie das jeweilige Haupt-faserb�undel P !M bescha�en ist. Man mag um der Konkretheit willen an-nehmen, da� es sich um ein triviales Hauptfaserb�undel der Form P =M �Ghandelt, so da� alle assozierten Vektorb�undel gleichfalls trivial werden, z.B.E =M � E ; EndE =M � EndE :Zugleich hat dann jede kovariante Ableitung auf E nicht nur lokal, sondernauch global die Gestalt r = d + A mit A 2 
1M 
 g. Wir w�ahlen lokaleKoordinaten x�, setzen g�� := (dx�; dx�) und schlie�en den Fall der Lorentz-Metrik nicht aus. Wenn wir von dem Raum C n sprechen, so besitzt er diedurch jz1j2 + jz2j2 + � � � jznj2106



gegebene hermitesche Struktur.Die Elektrodynamik im Vakuum. Hier ist G = U(1) und E = C mit derDarstellung z 7! ei�z. Zugleich gilt g = iR, � = id undadE =M � iR � M � C = EndE :Wir betrachten die imagin�are Einheit i als die normierte Basis der eindi-mensionalen Lie-Algebra u(1) und zerlegen das Eichpotential A sowohl nachdieser Basis als auch nach der Basis dx� in �(T �M):A = dx�iA�(x) ; A�(x) 2 R :�Ahnlich verfahren wir mit der Feldst�arke F . Da die Eichgruppe abelsch ist,ist die Feldgleichung linear:r�F = d�F = 0 ) @�F �� = 0 :Das Beispiel ist sehr einfach und wurde schon im Abschnitt 3.6 betrachtet.Die Eichtheorie des Salam-Weinberg-Modells. Dieses Modell vereinigtalle Eichfelder der elektro-schwachen Wechselwirkung, ohne Higgs-Feld undMaterie-Felder. Folglich �ndet keine Symmetriebrechung statt, und alle Eich-teilchen sind masselos. Die Eichgruppe ist G = U(2). Ihr Darstellungsraumist E = VC 2 mit der durch u : C 2 ! C 2 ; z 7! uz (u 2 U(2)) induziertenDarstellung Vu : VC 2 ! VC 2 . Wir gewinnen die zugeordnete Darstellungder Lie-Algebra durch�(a) = ddt �Veita�t=0 (a 2 u(2)):Nun rechnet man leicht nach, da�(a; a) := �Spur �(a)2 = �Spur a2 � (Spur a)2gilt. Dies hat man zu vergleichen mit dem von Salam und Weinberg gew�ahl-ten Ansatz, der eine Trennung in einen su(2)-Anteil und einen u(1)-Anteilvorsieht mit den Kopplungskonstanten g und g0:(a; a)SW := � 1g2 h(a� hai)2i| {z }su(2) � 1g02 hai2| {z }u(1) ; h�i = 12 Spur (�):Man �ndet �Ubereinstimmung mit (a; a) (bis auf einen Faktor), wenn g2 =3g02 gesetzt wird. Gew�ohnlich schreibt man g0=g = tan �W und nennt �W den107



Weinberg-Winkel. Experimentell mi�t man sin2 �W . Die theoretische Voraus-sage ergibt den Wert sin2 �W = 0;25.Eine geeignete Basis ei in der Lie-Algebra u(2), die (ei; ek) = �ik erf�ullt,ist durcha = akek = �ip2 �p1=3 a4 + a3 a1 � ia2a1 + ia2 p1=3 a4 � a3� 2 u(2) (ak 2 R)gegeben. In der gew�ahlten Darstellung erhalten wir die Bilder êi = �(ei).Dies ist auch die Basis, nach der das Eichfeld A und die Feldst�arke F zerlegtwird, um die \physikalischen" reell-wertigen Felder zu erhalten:A = dx�êiAi� ; F = 12dx� ^ dx� êiF i�� :Die Wirkung zerf�allt in einen U(1)-Anteil und einen SU(2)-Anteil. Der erstebeschreibt eine QED-artige Theorie, der zweite eine Yang-Mills-Theorie.Die Eichtheorie des Standardmodells. Diese Modell vereinigt alle Eich-felder der elektro-schwachen und der starken Wechselwirkung, jedoch ohnedas Higgs-Feld und die Dirac-Felder der fundamentalen Fermionen. Die Eich-gruppe ist G = S(U(3)� U(2)) � SU(5)mit der Lie-Algebra g = su(3) � su(2) � u(1). Der Darstellungsraum istE = VC 5 mit der DarstellungenV : G! U(E) ; � = LieV : g! u(E) :Hier bezeichnet U(E) die Gruppe der unit�aren Operatoren auf E und u(E)die korrespondierende Lie-Algebra. Jedes Element a 2 g verstehen wir alseine antihermitesche 5� 5-Matrix. Eine Rechnung zeigt:(a; a) = �Spur �(a)2 = �8 �Spur a2 + (Spur a)2� :Eine Basis ek = �itk (k = 1; : : : ; 12) mit der Eigenschaft (ej; ek) = �jk istk = 1; 2; 3 k = 4 k = 5; : : : ; 12tk 14 � 0 00 �k � 14q35 ��231l3 00 1l2� 14 ��k�4 00 0�Hier sind �k die Pauli-Matrizen und �k die Gell-Mann-Matrizen. Beschr�ankenwir uns auf die darin enthaltene u(2)-Algebra, so erhalten wir die folgendeParametrisierung:�i4 �p3=5 a4 + a3 a1 � ia2a1 + ia2 p3=5 a4 � a3� 2 u(2) (ak 2 R):108



Der Faktor vor a4 (relativ zu dem vor a3 und absolut genommen) ist mitg0=g = tan �W zu identi�zieren. Alsotan �W =r35 ) sin2 �W = 38Die Abweichung von dem im Experiment bestimmten Wert23 des Weinberg-Winkels l�a�t sich durch Quantenkorrekturen erkl�aren.Die Yang-Mills-Theorie.Historisch gesehen war dies die erste nicht-abelscheEichtheorie, ein Modell also, mit dem wir heute keine konkrete Physik mehrverkn�upfen. Die Eichgruppe ist G = SU(n) (n � 2, urspr�unglich n = 2) inder adjungierten Darstellung auf dem reellen Vektorraum E = su(n). Bisauf ein Vorzeichen ist das Skalarprodukt mit der Killing-Form identisch:(a; a) = �Spur(ad(a)2) = �2n Spur a2 ;wobei ad(a) : g! g; b 7! [a; b] (a; b 2 g)die adjungierte Darstellung der Lie-Algebra g = su(n) beschreibt.Es ist unmittelbar klar, da� man ebensogut von dem DarstellungsraumE = C 2 ausgehen kann, mit einem unbedeutenden Unterschied, der sich imver�anderten Skalarprodukt zeigt. Es gilt jetzt (a; a) = �Spur a2 ohne denVorfaktor 2n.4.4 EichtransformationenSei P ein Hauptfaserb�undel �uberM mit der Lie-Gruppe G als Strukturgrup-pe. Sei g die Lie-Algebra von G. Eine globale Eichung w�are dann ein Schnitts 2 �(P ). G�abe es einen solchen Schnitt, so k�onnten wir jedem Zusammen-hang ! 2 
1P 
 g verm�oge der pull-back-KonstruktionA = s�(!) 2 
1M 
 gein global (auf M) de�niertes Eichpotential zuordnen. Es zeigt sich jedoch,da� ein globaler Schnitt nur dann existiert { �(P ) also nichtleer ist {, wennP ein triviales B�undel ist, d.h. die Struktur M �G besitzt. Wir erkennen soden tieferen Grund, warum Eichpotentiale i.allg. nicht global de�niert werdenk�onnen.Das Wirkungsfunktional einer Eichtheorie ist so konstruiert, da� es ei-chinvariant ist. Was ist jedoch eine Eichtransformation? Die Gruppe Di�(P )23Experimentell: sin2 �W � 0;23 109



der Di�eomorphismen von P ist zu gro�, da sie die Faserstruktur von P nichtrespektiert. Ein Di�eomorphismus f : P ! P respektiert die Faserstruktur {ist ein B�undelmorphismus {, wenn es einen Di�eomorphismus fM :M !Mgibt, so da� das folgende Diagramm kommutiert:P f�! P# #M fM�! MNun ist P nicht nur ein B�undel, sondern besitzt auch noch eine Strukturgrup-pe G. Hieraus resultiert die st�arkere Forderung, n�amlich da� f �aquivariantsei: f(pg) = f(p)g (p 2 P; g 2 G):F�ur ein Hauptfaserb�undel folgt hieraus in der Tat, da� f die Faserstrukturrespektiert. Man de�niert deshalb die Automorphismengruppe von P in derfolgenden Weise:Aut(P ) = ff 2 Di�(P ) j f ist �aquivariantg:Vom Standpunkt der Di�erentialgeometrie erscheint diese De�nition sehrnat�urlich. Vom Standpunkt der Eichtheorien ist jedoch diese Gruppe immernoch zu gro�. Als Gruppe der Eichtransformationen bezeichnet man diejenigeUntergruppe von Aut(P ), deren Elemente trivial auf der Basis M operieren:G(P ) = ff 2 Aut(P ) j fM = idg:Man erkennt leicht, da� G(P ) eine normale (oder invariante) Untergruppevon Aut(P ) ist, wobei der Quotient gerade alle Di�eomorphismen von Menth�alt24. Dieser Sachverhalt l�a�t sich durch die folgende exakte Sequenzvon Gruppen ausdr�ucken:1! G(P ) i�! Aut(P ) j�! Di�(M)! 1 :Hier bezeichnet die Abbildung i die nat�urliche Einbettung, und j ist durchj(f) = fM (f 2 Aut(P )) gegeben.Die physikalische Interpretation einer Eichtransformation f 2 G(P ) istdie einer lokalen (punktweisen in Bezug auf M) �Anderung der Eichung. Istdas B�undel trivial, so kann f wiederum als eine AbbildungM ! G aufgefa�twerden. Es ist bemerkenswert, da� es alternative Charakterisierungen derGruppe G(P ) gibt.Theorem. Die folgenden beiden Gruppen sind isomorph zu G(P ):24Da M ein Modell f�ur die Raumzeit sein soll, bedeutet die Forderung fM =id gera-de, da� eine Eichtransformation nicht auch noch einen Koordinatenwechsel im Sinne derAllgemeinen Relativit�atstheorie mit beinhaltet.110



1. Die Gruppe aller �aquivarianten C1-Funktionen f : P ! G,C1G (P;G) = ff 2 C1(P;G) j f(pg) = g�1f(p)g; p 2 P; g 2 Gg2. Die Gruppe �(Ad(P )) der Schnitte des assoziierten B�undels Ad(P ) =P�GG, konstruiert bez�uglich der adjungierten Wirkung von G auf sichselbst.Der Beweis ist leicht und wird hier �ubergangen. Wir sehen: Nach allen Hinder-nissen ist dennoch m�oglich, Eichtransformationen als Schnitte eines B�undelsaufzufassen. Man beachte jedoch, da� Ad(P ) zwar ein B�undel von Gruppen,jedoch kein Hauptfaserb�undel ist. Ferner: Wir k�onnen der Gruppe G(P ) eineLie-Algebra zuordnen, die unendlich-dimensional ist:LieG(P ) = �(ad(P ));wenn ad(P ) = P �G g dasjenige assoziierte Vektorb�undel ist, das bez�uglichder adjungierten Wirkung der Gruppe G auf ihre Lie-Algebra g konstruiertist. Eine andere Au�assung istLieG(P ) = C1G (P; g) ;als Folge des obigen Theorems. Gemeint sind alle Funktionen C1-Funktionenf : P ! g mit der Eigenschaft, �aquivariant zu sein: f(pg) = g�1f(p)g.
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