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Kapitel 1EinleitungDie Quantenfeldtheorie ist die Methode zur theoretischen Beschreibung der Elementar-teilchenphysik, d.h. der elementaren Bausteine der Natur und ihrer Wechselwirkung-en. Anwendung �ndet die Elementarteilchenphysik in den letzten Jahren verst�arkt inkosmologischen und anderen astrophysikalischen Problemstellungen. Experimente mitElementarteilchen werden haupts�achlich an Hochenergiebeschleunigern durchgef�uhrt.Hohe Energien, gemessen in 1 GeV= 1:6 � 10�10J, sind dabei notwendig, um erstenseine hohe Au
�osung zu erzielen (�� = �h=p � d), zweitens zur Erzeugung neuer Teilchen(E > mc2). Besonders geeignet sind sog. Collider, bei denen die gesamte kinetischeEnergie der beschleunigten Teilchen f�ur die Reaktion zur Verf�ugung steht. Die wichtig-sten Collider und ihre Eigenschaften sind in der folgenden Tabelle aufgelistet.Beschleuniger Projektil-Target Energie[GeV] EntdeckungenLEP (CERN) e+-e� 55 W�, Z0HERA (DESY) e�-p 30(e�), 820(p) Test der QCDTEVATRON p-�p 1000 Top-Quark(FERMILAB)LHC (CERN) p-p 7000 Higgs?,ab 2005 Supersymmetrie?Als Beispiel betrachten wir LEP: Die zur Verf�ugung stehende Schwerpunktsenergiedes Elektron-Positron-Paares betr�agt E=110 GeV. Der Impuls dieser ultrarelativisti-schen Teilchen ist gegeben durch p ' E=c, woraus die Au
�osung d = �hc=E = 0:2 GeVfm=110 GeV' 2 � 10�3 fm folgt, wobei 1 fm= 10�15m ist. Die Energie reicht aus umW - und Z-Bosonen mit Ruheenergien von 80 - 90 GeV zu erzeugen.3



Die theoretische Behandlung von Elementarteilchen und ihrer Eigenschaften beruhtentweder auf gruppentheoretischen Methoden zur Untersuchung der zugrundeliegendenSymmetrien und zur Klassi�zierung des Teilchenspektrums oder auf der Quantenfeld-theorie zur Beschreibung der Dynamik, z.B. zur Berechnung vonWirkungsquerschnittenund Lebensdauern. Die Quantenfeldtheorie basiert auf einer Kombination von Quan-tenmechanik und spezieller Relativit�atstheorie, da Elementarteilchenprozesse quanten-mechanische, relativistische Prozesse sind.Das Ziel dieser Vorlesung ist die Einf�uhrung in die Quantenfeldtheorie auf der Basisder kanonischen Quantisierung. Im wesentlichen werden wir uns hier auf die Quanten-elektrodynamik als eines der wichtigsten und erfolgreichsten Beispiele f�ur eine Quan-tenfeldtheorie konzentrieren. Aus Gr�unden der Einfachheit werden aber auch skalareFelder betrachtet und die gefundenen Resultate auf die Quantenelektrodynamik �uber-tragen. Zun�achst einmal soll hier aber ein kurzer �Uberblick �uber die Ph�anomenologieder Elementarteilchenphysik gegeben werden. Im n�achsten Kapitel werden dann einigeNotationen und die Theorie klassischer Felder dargestellt. Im dritten Kapitel kommenwir dann zur kanonischen Quantisierung dieser Felder, bevor im vierten Kapitel dieSt�orungstheorie im Rahmen von Feynman-Regeln und ihre Anwendungen (Berechnungvon Wirkungsquerschnitten) besprochen wird. Zuletzt wird noch ein kurzer Einblick indas komplexe Gebiet der Renormierung gew�ahrleistet. Die verwendete Literatur wirdan den relevanten Stellen angegeben. Zu einem gro�en Teil h�alt sich diese Vorlesung andas Buch von F. Mandl und G. Shaw, Quantum Field Theory (John Wiley, Chichester,1984), das inzwischen auch in deutscher �Ubersetzung vorliegt.1.1 Ph�anomenologie der ElementarteilchenphysikDas Bild der modernen Elementarteilchenphysik wurde in den letzten 20 bis 30 Jahreneiner drastischen Wandlung unterzogen. Die elementaren Bausteine der Materie sindnach heutiger Ansicht durch Fermionen gegeben, w�ahrend als Vermittler der Wechsel-wirkungen oder zur Erzeugung von Massen Bosonen angesehen werden.1.1.1 Bausteine der MaterieAlle Materie besteht aus Quarks (Up, Down, Strange, Charm, Bottom, Top) und Lep-tonen (Elektron, Muon, Tauon und zugeh�orige Neutrinos), die jeweils in drei Familienauftreten: 4



1.Familie 2.Familie 3.Familieu c bd s te � ��e �� ��Dazu kommen noch die Antiteilchen. Quarks sind die Bestandteile der Hadronen,d.h. der stark-wechselwirkenden Teilchen, wobei man noch zwischen den fermionischenBaryonen (Proton, Neutron, Delta, etc.) und den bosonischen Mesonen, z.B. Pionen,unterscheidet. Die Hadronen werden nicht mehr als fundamentale Elementarteilchenbetrachtet, da sie aus Quarks zusammengesetzt sind. Mit Hilfe dieser Annahme istman in der Lage, das gesamte Spektrum der Hadronen qualitativ zu erkl�aren, wobeiBaryonen drei Quarks und Mesonen ein Quark und ein Antiquark enthalten. Die inder Natur vorkommende Materie wird aus den Teilchen der ersten Familie in Form vonNeutronen und Protonen, die aus Up- und Down-Quarks bestehen, im Atomkern undder atomaren Elektronenh�ulle gebildet. Die Teilchen der h�oheren Familien treten inhochenergetischen Prozessen, wie z.B. in Beschleunigerexperimenten, in Erscheinung.Alle diese Teilchen sind Fermionen und besitzen den Spin 1=2. Sie umfassen ein breitesMassenspektrum und sind bis auf die Neutrinos elektrisch geladen. In der folgendenTabelle sind die experimentell bekannten Massen bzw. Obergrenzen der Massen undLadungen in Einheiten der Elementarladung aller Quarks und Leptonen angegeben.(Das Top-Quark wurde erst 1994 entdeckt.)Teilchen Ruheenergie Ladungu 2-8 MeV 2/3d 5-15 MeV -1/3s 100-300 MeV -1/3c 1-1.6 GeV 2/3b 4.1-4.5 GeV -1/3t 170-190 GeV 2/3e 511 keV 1� 106 MeV 1� 1.78 GeV 1�e < 7 eV 0�� < 270 keV 0�� < 31 MeV 0 5
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νµAbbildung 1.1:1.1.2 Fundamentale WechselwirkungenDie Wechselwirkungen zwischen den Elementarteilchen werden durch sog. Eichtheorienbeschrieben, auf die wir im n�achsten Kapitel n�aher eingehen werden. In der quanti-sierten Version kommen die Wechselwirkungen durch den Austausch von Teilchen, denEichbosonen, zustande. Man unterscheidet heutzutage vier Arten der Wechselwirkung.1.GravitationDie bisher am wenigsten verstandene Wechselwirkung, an der alle Teilchen gem�a�ihrer Masse bzw. Energie teilnehmen, ist die Gravitation. Sie ist sehr schwach: Die An-ziehung zwischen einem Elektron und einem Positron aufgrund der Gravitation ist etwa10�36 mal schw�acher als ihre elektrostatische Anziehung. Allerdings ist sie langreich-weitig und wird im Gegensatz zur elektromagnetischen Kraft nicht abgeschirmt, so da�sie die dominante Wechselwirkung auf gro�en L�angenskalen darstellt und insbesonderedie Struktur des Universums bestimmt. Es ist bisher noch nicht gelungen, eine quan-tenmechanische Theorie der Gravitation abzuleiten. Auch das Austauschteilchen, dassog. Graviton, das einen Spin 2 und eine verschwindene Ruhemasse haben sollte, konntebisher nicht entdeckt werden.2.Schwache WechselwirkungDiese Wechselwirkung ist f�ur den �-Zerfall und �ahnliche Prozesse verantwortlich,z.B. n! p + e� + ��e; �� ! e� + �� + ��eund die Umwandlung von Quarks untereinander (u; c; t$ d; s; b). Alle fundamentalenFermionen nehmen an dieser Wechselwirkung teil. Die Eichbosonen sind die W�-, unddas Z0-Teilchen, die den Spin 1 und die Massen mW = 80 GeV und mZ=91 GeV besit-zen. Wie der Name sagt, ist diese Wechselwirkung schwach, etwa 10�10 mal schw�acher6
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γAbbildung 1.2:als die elektromagnetische. Au�erdem ist sie aufgrund der gro�en Massen der Eichbo-sonen kurzreichweitig, d.h. sie wird durch ein Yukawa-Potential V (r) � exp(�mr)=rbeschrieben. In Abb.1.1 ist diagrammatisch dargestellt, wie der ��-Zerfall des Neutronsund Elektron-Muonneutrino-Streuung zustandekommen.3.Elektromagnetische WechselwirkungAlle geladenen Teilchen, d.h. alle fundamentalen Fermionen (au�er den Neutrinos)plus dieW�-Bosonen nehmen an der elektromagnetischeWechselwirkung teil. Beschrie-ben wird sie durch eine sog. abelsche U(1)-Eichtheorie, die in der quantisierten Versionals Quantenelektrodynamik (QED) bezeichnet wird. Als Austauschteilchen dient dasPhoton, das einen Spin 1 und die Masse Null besitzt. Die Obergrenze f�ur die Photonen-masse, 3� 10�27 eV, wurde aus Messungen des galaktischen Magnetfeldes ermittelt, daeine endliche Photonmasse zu einer �Anderung der Maxwell-Gleichungen f�uhren w�urde.Z.B. ergibt sich eine langreichweitige elektromagnetischeWechselwirkung, wie sie durchdas Coulomb-Gesetz, V (r) � 1=r, beschrieben wird, nur im Falle einer verschwindendenPhotonmasse. Die elektromagnetische Wechselwirkung ist verantwortlich f�ur viele Pro-zesse in der Elementarteilchenphysik, wie z.B. Elektron-Elektron-Streuung (s. Abb.1.2),Compton-Streuung, �0-Zerfall, etc. Au�erdem bestimmt sie den Aufbau der makrosko-pischen Materie (Festk�orperphysik).Heutzutage werden die schwache und die elektromagnetische Wechselwirkung nichtmehr als unabh�angig voneinander angesehen, sondern wurden zur sog. elektroschwachenoder Glashow-Weinberg-Salam Theorie vereinigt, die auf einer SU(2)�U(1)-Eichsym-metrie beruht. Bei Energien von ungef�ahr 100 GeVwerden die beidenWechselwirkungengleich stark.4.Starke WechselwirkungAn der starken Wechselwirkung nehmen nur die Quarks teil, die die Substrukturteil-7



g

g g

q qAbbildung 1.3:chen der Hadronen darstellen. Die Wechselwirkung zwischen Quarks ist etwa 100 malst�arker als die elektromagnetische und wird durch eine nicht-abelsche SU(3)-Eichtheorie,in der quantisierten Version Quantenchromodynamik (QCD) genannt, beschrieben. Je-des Quark kommmt in drei verschiedenen \Farben" vor, die die Ladungszust�ande derstarken Wechselwirkung kennzeichnen. Im Gegensatz zur elektromagnetischen Wech-selwirkung gibt es also nicht nur eine Ladung (und ihre Anti-Ladung), sondern dreiverschiedene, was dazu f�uhrt, da� es acht verschiedene masselose Eichbosonen mit Spin1 gibt. Diese werden als Gluonen bezeichnet, sind elektrisch neutral, tragen aber eineFarbladung. Deshalb k�onnen die Gluonen imGegensatz zu Photonen direkt miteinanderwechselwirken (s. Abb.1.3).Als Konsequenz dieser Gluonselbstwechselwirkung nimmt die St�arke der Wechsel-wirkung mit kleiner werdendem Abstand zwischen den Farbladungen (Quarks oderGluonen, zusammenfassend als Partonen bezeichnet) ab (asymptotische Freiheit) undmit wachsendem Abstand zu. Bei gro�en Abst�anden scheint das Potential zwischenFarbladungen linear anzuwachsen (V (r) � r), so da� man von einem \Gummibandpo-tential" sprechen kann (s. Abb.1.4).Es existieren somit keine freien Farbladungen (, die durch die Enden des Gummi-bandes oder \Strings" dargestellt werden), was als \Con�nement" bezeichnet wird. In�Ubereinstimmung mit dieser Hypothese konnten z.B. bisher keine Drittelladungen, wieman sie f�ur freie Quarks erwarten w�urde, nachgewiesen werden. Allerdings ist es bishernicht gelungen, die Con�nement-Hypothese aus der QCD zu beweisen. Dies liegt daran,da� bei Abst�anden gr�o�er als ca. 1 fm, die Wechselwirkung so stark wird, da� st�orungs-theoretische Methoden nicht mehr anwendbar sind. Die Entwicklung nicht-st�orungs-theoretischer Methoden, wie die Gittereichtheorie, bei der die QCD-Gleichungen nu-merisch auf einem vierdimensionalen Raum-Zeit-Gitter gel�ost werden, ist bisher nochnicht soweit fortgeschritten, um Con�nement zu beweisen. Empirisch ergibt sich, da�8



q qAbbildung 1.4:alle Quarks in Hadronen eingebaut sind, wobei Baryonen aus drei Quarks (das Protonz.B. p =̂ uud) und Mesonen (z.B. �+ =̂ u �d) aus einem Quark-Antiquark-Paar bestehen.Hadronen k�onnen somit als Quarktaschen, den sog. \Bags", angesehen werden. Bei ho-hen Energien k�onnen sie zu Strings angeregt werden, aus denen ein Quark zwar nichtentfernt werden kann, die aber bei gen�ugend hoher Energie in zwei Strings zerfallenk�onnen (\Zerrei�en des Gummibandes"), was der Produktion eines Hadrons entspricht.Die starke Wechselwirkung ist f�ur viele Prozesse zwischen Hadronen verantwortlich,wie z.B. �! N�, wobei N ein Nukleon bezeichnet. Au�erdem ist sie die letztendlicheUrsache f�ur die Kernkraft, die man als die Van-der-Waals Wechselwirkungen zwischenzwei Nukleonen au�assen kann. Insofern stellt der Atomkern eine Art Molek�ul derstarken Wechselwirkung dar. Die Annahme einer Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung alsRestwechselwirkung der Quarks erkl�art auch die komplizierte Struktur des Nukleon-Nukleon-Potentials, wie z.B. seine Kurzreichweitigkeit und Spinabh�angigkeit.Heutzutage gibt es vielf�altige experimentelle Hinweise auf die Existenz von Quarks,die zun�achst Mitte der sechziger Jahre als Substrukturteilchen der Hadronen zur Er-kl�arung der bis dahin entdeckten zahlreichen Hadronen postuliert wurden. Dabei wur-den die Hadronen mit gleichem Spin und Parit�at zu Multipletts �ahnlich wie beimDrehimpuls in der Quantenmechanik zusammengefa�t (s. Kap.2). Sp�ater wurde dannin sog. tie�nelastischen Streuexperimenten mit Elektronen festgestellt, da� Nukleonentats�achlich drei Streuzentren besitzen, die mit den Quarks identi�ziert wurden.Allerdings ergab sich bei der Erkl�arung des Hadronenspektrums auf diese Weise einProblem: So widerspricht z.B. das �++-Teilchen (J = 3=2), das aus drei identischen Up-Quarks mit Spin in gleicher Richtung bestehen m�u�te, dem Pauli-Prinzip. Erst durch dieEinf�uhrung einer zus�atzlichen Quantenzahl, n�amlich der Farbe, konnte diese Problemumgangen werden. Experimentell �ndet man aus dem Verh�altnis der Wirkungsquer-schnitte der Elektron-Positron-Annihilation in Hadronen zu der in Muonenpaare, dasproportional zur Anzahl der Quarkzust�ande ist, da� die Anzahl der Farben drei betr�agt.Mitte der siebziger Jahre wurde dann erkannt, da� die Farbe nicht nur zur Rettung desPauli-Prinzips dient, sondern in Form der Ladung der starken Wechselwirkung die Dy-namik der Quarks bestimmt. Dazu wurde analog zur QED die QCD entwickelt. Der9



wesentliche Unterschied zwischen den beiden Theorien liegt in der Selbstwechelwirkungder Gluonen als Folge der drei verschiedenen Farben. Diese ist die Ursache f�ur dieasymptotische Freiheit und vermutlich auch f�ur Con�nement.Gluonen wurden zum ersten Mal am DESY beobachtet, wo sie sich in Form von sog.Drei-Jet-Ereignissen manifestieren. Ein Jet ist ein Schauer von Hadronen in einem klei-nen Raumwinkelbereich, der sich aus der Stringfragmentation eines hochenergetischenPartons ergibt. Neben Ereignissen mit zwei Jets, die einem Quark-Antiquark-Paar ent-sprechen, wurden am DESY auch solche mit drei, die auf ein hochenergetisches Gluonhindeuten, registriert.In den letzten Jahren wurde die QCD und ihre Vorhersagen z.B. in Elektron-Proton-oder aber auch in Proton-Proton-Streuexperimenten im Detail getestet. Ein Problemstellt dabei die Tatsache dar, da� sowohl die Anfangs- wie Endzust�ande durch nicht-st�orungstheoretische Prozesse (Con�nement), die sich nur ph�anomenologisch behandelnlassen, bestimmt sind. Trotzdem besteht heute kein Zweifel mehr an der Richtigkeit derQCD als Theorie der starken Wechselwirkung.Eines der Hauptziele der modernen Kernphysik stellt die Suche nach dem sog.Quark-Gluon-Plasma in relativistischen Schwerionenkollisionen dar. Dabei stellt mansich vor, da� die Kerne in diesen Kollisionen so stark komprimiert und aufgeheizt wer-den, da� der dabei enstehende Feuerball nicht mehr aus Hadronen besteht, sondernein Phasen�ubergang zu einer neuen Art von Materie bestehend aus freien Quarks undGluonen, dem Quark-Gluon-Plasma, statt�ndet.1.1.3 Spontane SymnmetriebrechungIn der oben beschrieben Vorstellung von den fundamentalen Wechselwirkungen trittein Problem auf, n�amlich die Massen der W - und Z-Eichbosonen. Eichbosonen m�ussenn�amlich masselos sein, da sonst die der Theorie zugrundeliegende Eichsymmterie ver-letzt ist. Ein Ausweg f�ur dieses Problem besteht in der sog. spontanen Symmetriebre-chung, bei der die Massen der W - und Z-Bosonen und auch der Fermionen durch dieWechselwirkung mit einem neuen Teilchen, dem sog. Higgs-Teilchen, zustandekommen.Dieses Teilchen existiert (, wie alle anderen Teilchen auch,) als virtuelles Teilchen imVakuum. Die urspr�unglich masselosen W - und Z-Eichbosonen und Fermionen bewegensich also durch ein Medium von virtuellen Higgs-Teilchen und erhalten �ahnlich wie dieElektronen in den B�andern eines Festk�orper auf diese Weise eine e�ektive Masse. Aller-dings wurde das Higgs-Teilchen, das den Spin 0 und eine Masse oberhalb von 60 GeVbesitzen sollte, selbst noch nicht beobachtet. Seine Entdeckung stellt eine der gro�en10



Herausforderung der experimentellen Hochenergiephysik dar.1.1.4 Standardmodell und \Neue Physik"Das oben dargestellte Bild der Elementarteilchen und ihrer Wechselwirkungen wirdals das Standardmodell der Elementarteilchenphysik bezeichnet. Es besteht aus derQCD (SU(3)-Eichtheorie) und der elektroschwachen Theorie (SU(2)�U(1)-Eichtheoriemit spontaner Symmetriebrechung). Zus�atzlich gibt es eine Reihe von weiteren Sym-metrien neben der Eichsymmetrie, die bestimmen, welche Prozesse erlaubt sind. Da-zu geh�oren die Energie-Impulserhaltung, die Drehimpulserhaltung, die Lorentzinvari-anz (Kausalit�at), die Ladungserhaltung, die Baryonen- und Leptonenzahlerhaltung, dasCPT-Theorem und das Pauli-Prinzip.In gewisser Hinsicht stellt das Standardmodell allerdings keine wirklich fundamen-tale Theorie dar, da sie zum einen viele freie Parameter (Massen, Kopplungskonstantenetc.) enth�alt zum anderen nicht die Gravitation ber�ucksichtigt. In den letzten Jahrenwurden deshalb zahlreiche Verbesserungsvorschl�age gemacht. Dabei wurde zun�achstversucht, die elektroschwache und starke Wechselwirkung zur GUT (\Grand Uni�edTheory") zu vereinigen. Diese w�urde dann �Uberg�ange zwischen Quarks und Leptonenerlauben, so da� z.B. das Proton in ein Positron zerfallen k�onnte. Die experimentell ge-messene Untergrenze f�ur die Lebensdauer des Protons liegt bei 1031 Jahren. Die GUTsollte als Eichtheorie die bekannten Eichgruppen als Untergruppen enthalten. Die klein-ste Gruppe, die dies zul�a�t, ist die SU(5), die 20 Eichbosonen enth�alt. D.h. neben den 12bekannten Eichbosonen (Gluonen, Photon,W�, Z0) werden 8 weitere vorhergesagt. DieVereinigungsenergie, bei der alle Wechselwirkungen gleich stark w�urden, liegt bei 1015GeV, also weit au�erhalb der derzeitigen experimentellenM�oglichkeiten. Allerdings sagtdie SU(5)-Eichtheorie eine Lebensdauer des Protons voraus, die weit geringer als diegemessene Grenze ist. Deshalb mu� man auf h�ohere Eichgruppen, wie z.B. die SO(10),zur�uckgreifen.Eine weitreichendere Theorie, die in den letzten 20 Jahren intensiv studiert wurde,ist die sog. Superstring-Theorie. Hierbei werden die Elementarteilchen als Anregungengeschlossener Strings mit Durchmessern typischerweise von 10�35 cm beschrieben. DerVorteil dieser Theorie liegt darin, da� auf diese Weise die Gravitation mitber�ucksich-tigt werden kann. Die Superstring-Theorie beruht auf einer Supersymmetrie, d.h. einerSymmetrie zwischen Fermionen und Bosonen: Zu jedem Fermion gibt es ein zugeh�ori-ges Boson und umgekehrt. Bisher konnte allerdings noch kein supersymmterisches Teil-chen, wie z.B. das Photino, der fermionische Partner des Photons, beobachtet werden.11



Ein weiteres Problem besteht darin, da� Superstring-Theorien nur in 11 Dimensionenkonsistent formuliert werden k�onnen. Durch sog. Kompakti�zierung k�onnen sieben Di-mensionen beseitigt werden. Allerdings ist dieses Verfahren nicht eindeutig, so da� dieVorhersagekraft dieser Theorie sehr eingeschr�ankt ist. Dar�uberhinaus gibt es, genauwie bei der GUT, bisher keine experimentellen Hinweise, z.B. neue Teilchen, auf dieRelevanz der Superstring-Theorie.
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Kapitel 2Klassische FeldtheorieDas Ziel der Vorlesung ist es, in die st�orungstheoretische Berechnung von Wirkungs-querschnitten, Lebensdauern von Teilchen usw. im Rahmen der Quantenfeldtheorieeinzuf�uhren. Dazu betrachten wir zun�achst einmal die klassische Feldtheorie. Den Aus-gangspunkt stellt der Lagrangeformalismus f�ur Felder dar. Die klassische Feldtheorie�ndet ihre Anwendungen z.B. in der Hydrodynamik, in der Elektrodynamik und in derallgemeinen Relativit�atstheorie. Zun�achst einmal ist es notwendig, einige De�nitionenund Grundlagen aufzustellen, von denen wir dann ausgehen k�onnen.2.1 De�nitionen und Grundlagen2.1.1 Relativistische NotationenEin kontravarianter vierdimensionaler Raum-Zeit-Vektor wird als x� � (ct;x) de�niert,wobei der Index � von 0 bis 3 l�auft. Die Zeitkomonente ist durch x0 = ct und dieRaumkomponenten durch xi mit i = 1; 2; 3 gegeben.Mit der Matrix g�� bezeichnet man die sog. Minkowski-Metrik, die durch die Kom-ponenten g00 = 1, g11 = g22 = g33 = �1 und g�� = 0 f�ur � 6= � bestimmt ist.Einen kovarianten Vektor, de�niert als x� � (ct;�x), erh�alt man aus dem kontra-varianten durch Kontraktion mit der Minkowski-Metrik, d.h. x� = g��x�, wobei �uberdoppelt vorkommende Indices summiert wird (Einstein'sche Summenkonvention).Das Skalarprodukt zweier Vierervektoren ist gegeben durch:a � b = a�b� = a�b� = g��a�b� = a0b0 � a � b: Oft schreiben wir einfach a statt a�oder a�.Ein Feld ist eine Funktion (bzw. mehrere Funktionen) von x, z.B. das skalare Feld13



�(x).Partielle Raum-Zeit-Ableitungen von Feldern werden folgenderma�en abgek�urzt:@�=@x� � @�� bzw. @�=@x� � @��. @�� stellt einen kovarianten Vektor dar, da�� = (@�=@x�)�x� ebenfalls ein Skalar sein soll, falls � ein Skalar ist. Analog ist deshalb@�� ein kontravarianter Vektor.Im folgenden werden wir noch �ofter den Di�erentialoperator @�@� = (1=c2)(@2=@t2)�r2 � 2 brauchen, der auch als d'Alembert-Operator bezeichnet wird.2.1.2 Nat�urliche EinheitenWir setzen im folgenden �h = c = 1. Dann k�onnen alle hier auftretenden Einheitenals Potenzen der Energieeinheit MeV geschrieben werden. Diese Wahl der Einheitenwird als nat�urliche Einheiten bezeichnet. Die Umrechnung auf die �ublichen Einheitengeschieht einfach durch Multiplikation mit �h = 6:58�10�22 MeV s und �hc = 1:97�10�13MeV m.Als Beispiel betrachten wir den Thomson Streuquerschnitt (Streuung von Photonenan Atomelektronen). Im Falle �h = c = 1 ist er durch � = 8��2=(3m2) gegeben, wobei� = e2=(4�) = 1=137 die Feinstrukturkonstante bezeichnet und m = 0:511 MeV dieElektronenmasse. In nat�urlichen Einheiten ist der Thomson Streuquerschnitt durch� = 1:71 � 10�3 MeV�2 gegeben. Die Umrechnung auf SI-Einheiten, in denen derWirkungsquerschnitt die Dimension m2 hat erfolgt durch Multiplikation mit (�hc)2:� = 8�3 �2 (�hc)2m2 = 6:65 � 10�29 m2 = 0:665 barn:2.1.3 FunktionalableitungFunktionale oder verallgemeinerte Funktionen sind Funktionen von Funktionen: F =F [f(x)]. Beispiele sind: F1[f ] = f(x), F2[f ] = R dxf(x) und F3[f ] = R dxf2(x). (Hierbeiist x eine eindimensionale Koordinate. Die Verallgemeinerung auf vier Dimensionen isttrivial.)Die Funktionalableitung ist folgenderma�en de�niert:�F [f(x)]�f(y) � lim�!0 F [f(x) + ��(x� y)]� F [f(x)]� :F�ur die obigen Beispiele ergibt sich:�F1[f(x)]�f(y) � lim�!0 f(x) + ��(x� y)� f(x)� = �(x� y);14



�F2[f(x)]�f(y) � lim�!0 R dx[f(x) + ��(x� y)]� R dxf(x)� = 1;�F3[f(x)]�f(y) � lim�!0 R dx[f(x) + ��(x� y)]2 � R dxf2(x)� = 2 Z dxf(x)�(x� y) = 2f(y):Allgemein gilt, wie man durch Taylor-Entwicklung leicht erkennt: SeiL eine beliebigeFunktion von f(x) und L = R dxL, dann ist die Funktionalableitung von L nach f�aquivalent zu einer partiellen Ableitung von L nach f , �L=�f = @L=@f .Literatur: C. Nash, Relativistic Quantum Fields2.2 Das skalare FeldDas skalare Feld ist der einfachste Fall. Im folgenden werden alle Rechnungen f�ur skalareFelder explizit durchgef�uhrt. Die erhaltenen Resultate werden dann auf Spinoren undVektorfelder ohne explizite Rechnungen �ubertragen. Bis auf das Higgs-Feld kommenallerdings in der Natur keine elementaren skalaren Felder vor. Jedoch treten sie ine�ektiven Feldtheorien, wie z.B. das �-Feld im Walecka-Modell, auf.Das Ziel ist die Ableitung des Lagrange-Formalismus f�ur Felder. Dazu starten wirvon der aus der Mechanik-Vorlesung bekannten Punktmechanik, in der die Koordinateeine Funktion der Zeit ist: x = x(t). Die Lagrange-Funktion ist dann eine Funktionder Koordinate und der Geschwindigkeit: L = L(x; _x). Die Wirkung ist das zeitlicheIntegral �uber die Lagrange-Funktion: S = R dtL. Aus der Variation der Wirkung erh�altman die Bewegungsgleichungen (Euler-Lagrange-Gleichungen):�S = 0 ) ddt @L@ _x � @L@x = 0Der �Ubergang von der Punktmechanik zu Feldern erfolgt, indem man die Koordi-naten durch die Felder x(t) ! �(x) und die Geschwindigkeiten durch die Raum-Zeit-Ableitungen _x(t)! @�� ersetzt. Die Lagrangedichte wird dann ein Funktional der FormL = L[�(x); @��(x)]. Die Lagrangefunktion erh�alt man daraus durch Integration �uberden Raum, L = R d3xL, und die Wirkung wiederum daraus durch Integration �uberdie Zeit, S = R dtL = R d4xL. Die Wirkung ist einheitenlos, so da� die Einheit derLagrangedichte L�ange�4, in nat�urlichen Einheiten MeV4, betr�agt.Die Variation von S f�uhrt auf die Bewegungsgleichungen, die sich nun als Funktio-nalableitungen von L bez�uglich der Felder und der Raum-Zeit-Ableitungen der Felderund somit als partielle Ableitungen von L schreiben lassen:@� @L@(@��) � @L@� = 0: (2.1)15



Als Beispiel betrachten wir die LagrangedichteL = 12(@��@���m2�2); (2.2)wobei m die Masse des Feldes bzw. in der quantisierten Version der Feldquanten be-zeichnet. Aus (2.2) folgt mit (2.1):m2�+ 12@� "@(@��)@(@��)@��+ @��@(@��)@(@��)# = 0;wobei @(@��)@(@��) = ���und @(@��)@(@��) = g�� @(@��)@(@��) = g����� = g��sind. Hier ist ��� die vierdimensionale Einheitsmatrix. Damit erh�alt man:m2�+ 12@� [���@��+ @��g�� ] = 0und daraus m2�+ 12@� [@��+ @��] = 0und schlie�lich (2+m2)� = 0: (2.3)Diese Gleichung ist als Klein-Gordon-Gleichung f�ur Felder mit Spin 0 bekannt.Nat�urlich haben wir die Lagrangedichte (2.2) so gew�ahlt, da� die Bewegungsgleichungmit der Klein-Gordon-Gleichung identisch ist.An dieser Stelle sind zwei Bemerkungen angebracht:1. Die Klein-Gordon-Gleichung ist hier als eine rein klassische Gleichung abgeleitetworden.2. Im Falle m = 0 stimmt sie mit der Wellengleichung, die die Ausbreitung freierWellen beschreibt, �uberein. Die Klein-Gordon-Gleichung beschreibt also die klassischeAusbreitung eines skalaren Feldes ohne Wechselwirkung. Allgemeinwird sich zeigen, da�freie Bewegungsgleichungen durch lineare Di�erentialgleichungen gegeben sind. Diesist immer dann der Fall, wenn die Lagrangedichten die Felder und die Raum-Zeit-Ableitungen der Felder nur quadratisch enthalten.Schlie�lichwollen wir hier noch den kanonisch konjugierten Impuls des Feldes einf�uh-ren. In der Punktmechanik ist er durch p = @L=@ _x gegeben. In der Feldtheorie ist er16



�uber �(x) � @L=@(@0�) de�niert. Die Ableitung erfolgt nicht nach @��, damit � genauwie � ein Skalar ist. Im Falle der Lagrangedichte (2.2) �nden wir�(x) = @0�(x) = _�(x): (2.4)Wechselwirkungen werden eingef�uhrt, indem man einen Term zur freien Lagran-gedichte hinzuaddiert, der h�ohere Potenzen als quadratische in den Feldern enth�alt,z.B. L = 12@��@��� 12m2�2 � ��4: (2.5)� stellt dabei die sog. Kopplungskonstante, die die St�arke der Wechselwirkung angibt,dar. Daraus erh�alt man die nicht-lineare Bewegungsgleichung(2+m2)� = �4��3: (2.6)Auf dem klassischen Niveau kann man Wechselwirkungsterme beliebiger Form zurfreien Lagrangedichte hinzuf�ugen. In der Quantentheorie dagegen ist die Wahl dieserTerme sehr eingeschr�ankt, wie wir sp�ater (Kap.5) sehen werden.2.3 SpinorenSpinorfelder sind Felder, die zu Teilchen mit dem Spin 1/2 geh�oren, wie z.B. Elektronen.Wir werden sie, wie �ublich, mit  (x) bezeichnen. Die freie Lagrangedichte f�ur dieseFelder lautet: LF = � (i
�@� �m) (2.7)mit � (x) =  y(x)
0, wobei y klassisch komplex konjugiert, quantenmechanisch adjun-giert bedeutet. Die 
-Matrizen erf�ullen die sog. Cli�ord-Algebra:[
�; 
� ]+ = 2g�� :Eine m�ogliche Darstellung in Form von 4� 4-Matrizen ist
0 = 0@ I 00 �I 1A ; 
i = 0@ 0 �i��i 0 1A ;wobei I die 2 � 2 Einheitsmatrix und �i die drei Paulimatrizen darstellen.Da L ein Skalar sein mu�, mu�  vier Komponenten besitzen, die den zwei m�oglichenSpineinstellungen von Teilchen und Antiteilchen entsprechen.17



Die Euler-Lagrange-Gleichungen erh�alt man durch Variation nach � :i
�@� �m = 0 (2.8)Dies ist die Dirac-Gleichung, die hier als klassische Bewegungsgleichnug f�ur Spinorenabgeleitet wurde.Eine wichtige Tatsache ist die Beobachtung, da� die Lagrangedichte (2.7) invariantunter einer globalen Transformation der Form ! exp(ie�) (2.9)(U(1)-Symmetrie) ist, wobei e die Elementarladung und � eine beliebige, reelle Kon-stante ist. Daraus ergibt sich, da� die LadungQ = e Z d3x y(x) (x)erhalten ist, d.h. _Q = 0. Der Beweis dieser Behauptung folgt aus dem Noether-Theoremund sei dem Leser als �Ubungsaufgabe �uberlassen (Hinweis:Man leite zun�achst die Euler-Lagrange-Gleichung f�ur � ab und zeige damit, da� sich _Q als das Volumenintegral �ubereine Divergenz darstellen l�a�t. Weiterhin beachte man, da� 
20 gleich der Einheitsmatrixist.)2.4 PhotonenPhotonen werden durch ein masseloses Vektorfeld oder auch Eichfeld A�(x), das vierKomponenten besitzt, repr�asentiert. Die Lagrangedichte lautet:LA = �14F��F �� (2.10)mit dem Feldst�arketensor F�� = @�A� � @�A�: (2.11)Die Euler-Lagrange-Gleichung folgt daraus durch Variation nach A�, d.h.@LA@A� � @� @LA@(@�A�) = 0:Damit erh�alt man aus der LagrangedichteLA = �12(@�A�@�A� � @�A�@�A�)18



die Gleichung 12@�(2@�A� � 2@�A�) = 0;woraus die Feldgleichung @�F �� = 0 (2.12)folgt. Daneben gibt es noch eine weitere Gleichung@�F �� + @�F �� + @�F �� = 0; (2.13)die eine direkte Konsequenz der De�nition des Feldst�arketensors (2.11) ist und in derTensoralgebra als ein Beispiel f�ur sog. Bianchi-Identit�aten bekannt ist.Die Lagrangedichte (2.10) ist invariant unter einer lokalen Eichtransformation derForm A�(x)! A�(x) + @��(x); (2.14)da F�� trivialerweise unter dieser Transformation invariant ist. Lokal bedeutet hier, da�die beliebige Gr�o�e �(x) von x abh�angen darf im Gegensatz zum Drehwinkel � bei derglobalen U(1)-Transformation im letzten Abschnitt. Beispielsweise kann man �(x) sow�ahlen, da� @�A� = 0 gilt (Lorentz-Eichung), so da� sich die Feldgleichung (2.12) aufdie Wellengleichung 2A� = 0 reduziert.Im Falle massiver Vektorfelder wird zur Lagrangedichtte (2.10) der Massenterm�(1=2)m2A�A� hinzuaddiert. Dann ist allerdings die Eichinvarianz nicht mehr gegeben.Die Eichinvarianz, die Masselosigkeit der Photonen und die Langreichweitigkeit derelektromagnetischen Wechselwirkung h�angen also eng miteinander zusammen.Der Feldst�arketensor kann auch durch die elektrischen Felder E(x; t) und magneti-schen Felder B(x; t) ausgedr�uckt werden:F�� = 0BBBBB@ 0 E1 E2 E3�E1 0 B3 �B2�E2 �B3 0 B1�E3 B2 �B1 0 1CCCCCA :Oder eleganter: Ei = F0i = @0Ai � @iA0; (2.15)Bi = 12�ijkFjk = �ijk@jAk (2.16)mit dem Levi-Civita-Tensor �ijk. Dieser ist 1, falls ijk eine gerade Permutation von 123ist, -1 f�ur eine ungerade Permutation und 0, falls zwei Indices gleich sind. Auf dieseWeise erh�alt man das Vektorprodukt in Tensorschreibweise, z.B.B1 = �123@2A3 + �132@3A2 = @2A3 � @3A2:19



In nicht-relativistischer Notation bekommt man aus (2.15) und (2.16) mit dem ko-varianten Vektor A� = (�;�A):E = �r�� 1c @A@tB = r�A:Aus der Feldgleichung (2.12) wird dann r �E = 0r�B� 1c @E@t = 0;was bei Anwesenheit von Quellen und Str�omen (s. n�achsten Abschnitt) den inhomo-genen Maxwellgleichungen entspricht. Aus der Bianchi-Identit�at (2.13) folgen dagegendie homogenen Maxwellgleichungen: r �B = 0r�E+ 1c @B@t = 0:2.5 Wechselwirkung von Photonen mit ElektronenBisher wurden sowohl die Photonen als auch die Elektronen als freie Felder aufgefa�t.Jetzt wollen wir eine Wechselwirkung einf�uhren. Um dies zu erreichen, stellen wir dieForderung nach lokaler U(1)-Symmetrie f�ur den Elektronensektor, d.h. die Lagrange-dichte der Elektronen soll nun unter der Transformation (x)! eie�(x) (x)invariant sein, wobei die beliebige Gr�o�e � nun eine Funktion der Raum-Zeit-Koordinateist. Die Lagrangedichte (2.7) erf�ullt diese Bedingung o�ensichtlich nicht:LF ! � (x)e�ie�(x)(i
�@� �m)eie�(x) (x) = LF � e � (x)
� (x)@��(x):Durch die Einf�uhrung eines WechselwirkungstermsLI = e � 
� A�;ist die Summe LF +LI invariant unter der gleichzeitigen lokalen Transformation f�ur  ,� und A� ! A� + @��, da LI ! LI + e � 
� @��20



und sich somit die �-abh�angigen Terme in LF und LI gegenseitig wegheben. Mit an-deren Worten, die Forderung nach lokaler Eichinvarianz erzwingt die Einf�uhrung einerWechselwirkung, deren St�arke durch die Ladung e als Kopplungskonstante bestimmtist.Kompakt l�a�t sich die eichinvariante Lagrangedichte alsLF + LI = � (i
�D� �m) (2.17)mit der sog. kovarianten AbleitungD� � @��ieA� schreiben. Die gesamte eichinvarianteLagrangedichte der Elektrodynamik erh�alt man durch hinzuf�ugen der Lagrangedichte(2.10) f�ur die Photonen: LED = LA + LF + LI : (2.18)Durch Variation nach A� ergeben sich daraus die inhomogen Maxwellgleichungen@�F �� = j� (2.19)mit dem Viererstrom j� = e � 
� der geladenen Fermionenfelder als Quelle des elek-tromagnetischen Feldes. In nicht-relativistischer Notation: j� = (�; j) mit der Elektro-nendichte � = e y .Aufgrund der Antisymmetrie des Feldst�arketensors, F �� = �F ��, gilt@�@�F �� = �@�@�F �� = �@�@�F �� = �@�@�F �� = 0;woraus die Kontinuit�atsgleichung@�j� = _��r � j = 0;folgt, die die bereits in Abschnitt 2.3 besprochene Ladungserhaltung, _Q = mit Q =R d3x�, impliziert. (Die Invarianz unter einer lokalen Eichtransformation bringt ge-gen�uber der globalen Eichinvarianz keine neue Erhaltungsgr�o�e.)Die Variation nach � f�uhrt auf die Dirac-Gleichung bei Anwesenheit eines elektro-magnetischen Feldes: (i
�D� �m) = 0: (2.20)Die Gleichungen (2.19) und (2.20) bilden ein gekoppeltes System von nicht-linearenDi�erentialgleichungen, das die Wechselwirkung zwischen Photonen und Elektronenauf dem klassischen Niveau beschreibt. 21



2.6 Nicht-abelsche EichtheorienNicht-abelsche Eichtheorien, auch Yang-Mills Theorien gennant, spielen in der moder-nen Elementarteilchenphysik (QCD, elektroschwache Theorie) eine entscheidende Rolle.Man erh�alt sie durch Verallgemeinerung der lokalen U(1)-Eichsymmetrie auf SU(N)-Gruppen, die zur Klasse der Lie-Gruppen geh�oren. Dazu erweitert man den Eichwinkel�(x) auf Ta�a(x), wobei �uber a summiert wird. Ta ist hierbei ein Generator der GruppeSU(N), d.h. eine hermitesche N �N -Matrix. Im Falle der SU(2) ist er gerade durch diePauli-Matrizen gegeben: Ta = (1=2)�a, wobei a von 1 bis 3 l�auft. Der Spinor  (x) istnun ein N -komponentiger Vektor im Raum der Eichgruppe (fundamentale Darstellung)und geht unter Eichtransformation in  (x)! U(x) (x) �uber, wobei die unit�are N�N -Matrix U(x) = exp(igTa�a(x)) ein Element der SU(N) ist und �uber die Taylorreihe derExponentialfunktion de�niert ist. g ist analog zu e die Ladung bzw. Kopplungskonstan-te. Wegen detU = 1 (U� SU(N)) gibt es N2 � 1 linear unabh�angige Matrizen, d.h.a=1,2,...N2 � 1.Die Vektorfelder sind nun durch A� = TaAa� gegeben, d.h. es existieren N2 � 1Vektorfelder Aa� (adjungierte Darstellung). Sie transformieren sich wieA� ! U(A� + ig @�)U�1: (2.21)Im Beispiel der U(1) ist Ta = 1 und U = exp(ig�), woraus die bekannte Eichtransfor-mation A� ! A� + @�� folgt.Die Generatoren der SU(N) erf�ullen die folgenden Relationen[Ta; Tb] = ifabcTc; Ta = T ya ; Sp(Ta) = 0; Sp(TaTb) = 12�abmit den total antisymmetrischen Strukturkonstanten fabc, z.B. Im Fall der SU(2) istfabc = �abc, so da� die erste Relation den bekannten Drehimpulsvertauschungsrelationenentspricht.Man geht nun analog zur Elektrodynamik vor und konstruiert zun�achst die einfach-ste Lagrangedichte f�ur die Eichfelder, die unter der Eichtransformation (2.21) invariantist. Diese lautet LA = �14F a��F ��a ;wobei nun allerdings der Feldst�arketensor die FormF a�� = @�Aa� � @�Aa� + gfabcAb�Ac�22



oder F�� � TaF a�� = @�A� � @�A� � ig[A�; A�]besitzt. Der Zusatzterm proportional zu g ist notwendig, um die Eichinvarianz zu ga-rantieren. Eine etwas langwierige Rechnung zeigt n�amlich, da� dann F�� ! UF��U�1gilt, so da� zwar im Gegensatz zur abelschen Theorie F�� nicht selbst eichinvariant ist,daf�ur aber wegen Sp(AB) = Sp(BA) die LagrangedichteLA = �12Sp(F��F ��):Folgende Bemerkungen sind an dieser Stelle von Interesse:1. Die Lagrangedichte LA enth�alt im Gegensatz zum abelschen Fall (Photonen) nunkubische und quartische Terme in den Eichfeldern, d.h. die Euler-Lagrange-Gleichungen(verallgemeinerte Maxwellgleichungen) sind nicht-lineare Di�erentialgleichungen. Dasentspricht einer Selbstwechselwirkung der Eichfelder.2. Die elektrischen und magnetischen Felder Eai = F a0i und Bai = (1=2)�ijkF ajk sindnicht eichinvariant und somit keine Observablen.Die vollst�andige, lokal eichinvariante Lagrangedichte bei Anwesenheit von Fermionenlautet: L = �12Sp(F��F ��)� � (
�D� �m) (2.22)mit der kovarianten Ableitung D� � @� � igA�.Als wichtigstes Beispiel betrachten wir die QCD. Die Quarks kommen in drei Far-ben vor, so da� eine SU(3)-Eichsymmetrie vorliegt. Das Quarkfeld  ist ein 4 � 3 �NF -komponentiger Spinor, wobei die 4 von den Spineinstellungen von Teilchen undAntiteilchen, die 3 von den Farben und NF von den m�oglichen \Flavor"-Zust�anden(u; d; s; c; b; t) kommen. m ist eine diagonale NF � NF -Matrix mit den verschiedenenQuarkmassen in der Diagonale. Der Farbindex a l�auft von 1 bis 8, so da� es acht Gene-ratoren �a = 2Ta (3�3-Matrizen) gibt, die als Gell-Mann-Matrizen bezeichnet werden.Somit gibt es auch acht Eichfelder, die Gluonen, die selbst miteinander wechselwirken.Con�nement bedeutet nun, da� in der Natur keine farbigen Zust�ande existierenk�onnen, sondern nur Farbsinguletts. (In der Drehimpulsalgebra, die zur Lie-GruppeSU(2) geh�ort, w�urde das Zust�anden mit Drehimpuls Null entsprechen.) Die Quarks inden Hadronen m�ussen nun so gekoppelt werden (SU(3)-Clebsch-Gordan-Koe�zienten),da� nur Farbsinguletts auftreten. Die einfachsten Kombinationen zur Erzeugung vonFarbsinguletts ist nun die Kopplung eines Quarks und eines Antiquarks zu einemMesonoder von drei Quarks zu einem Baryon. (Mehr zur Gruppentheorie und ihrer Anwen-dung in der Elementarteilchenphysik �ndet sich in W. Greiner, Quantenmechanik II {Symmetrien.) 23



Kapitel 3Quantisierung von FeldtheorienEs gibt drei verschiedene M�oglichkeiten, klassische Felder zu quantisieren:1. Die am l�angsten bekannte Methode ist die kanonische Quantisierung. Dabeiwird die in der Quantenmechanik bekannte Vertauschungsrelation von Ort und Im-puls, [x̂i; p̂j ] = i�h�ij auf die Felder und ihre kanonisch konjugierten Impulse �ubertragen,die nun als Operatoren angesehen werden: x̂i ! �̂(x) und p̂j ! �̂(y).2. Die Methode der Quantisierung durch Pfadintegrale, die sowohl in der Quanten-mechanik als auch in der Quantenfeldtheorie anwendbar ist, geht auf Feynman zur�uck.Die Idee ist dabei, da� in der Wirkung nicht nur die klassischen Pfade, die dem Mi-nimum der Wirkung entspechen, sondern auch benachbarte beitragen. Somit werdenz.B. �Ubergangswahrscheinlichkeiten durch Integrale �uber Pfade (Funktionalintegrale)ausgedr�uckt.3. In der sog. stochastischen Quantisierung wird die quantenmechanische Zeitent-wicklung eines Feldes durch eine Langevin-Gleichung, die einen Rauschterm zur Ber�uck-sichtigung der Quanten
uktuationen enth�alt, beschrieben.Hier werden wir uns nur mit der kanonischen Quantisierung befassen, da sie formalam einfachsten ist - sie erfordert keine neuen mathematischenGrundlagen im Gegensatzzur Pfadintegralmethode - und direkt aus der bekannten Quantenmechanik �ubernom-men werden kann. Allerdings hat sie Nachteile bei der Quantisierung von Eichtheorienund auch die Ableitung der Feynman-Regeln ist teilweise komplizierter.3.1 Das skalare FeldDie kanonische Quantisierung des skalaren Feldes erfolgt, indem �(x) und �(x) = _�(x)nun als Operatoren aufgefa�t werden und kanonische Vertauschungsrelationen zu glei-24



chen Zeiten erf�ullen: [�(x; t); �(y; t)] = i�(3)(x� y);[�(x; t); �(y; t)] = [�(x; t); �(y; t)] = 0: (3.1)Das Feld � soll eine L�osung der freien Klein-Gordon-Gleichung sein. Dazu zerlegenwir es in sog. postive und negative Frequenzanteile�(x) = �(+)(x) + �(�)(x)und entwickeln nach ebenen Wellen (Fourier-Transformation):�(+)(x) = Z d3k(2�)3=2 1(2!k)1=2a(k)e�ik�x;�(�)(x) = Z d3k(2�)3=2 1(2!k)1=2ay(k)eik�x; (3.2)wobei k = (k0;k) durch k0 = !k � (k2 + m2)1=2 gegeben ist, um die Klein-Gordon-Gleichung zu erf�ullen:(@�@� +m2)e�ik�x� = 0 , �k�k� +m2 = 0 , k20 = k2 +m2:Die Fourierkoe�zienten (zweckm�a�igerweise wurde der Faktor 1=(2!k)1=2 herausge-zogen) sind nun Operatoren mit Vertauschungsrelationen[a(k); ay(k0)] = �(3)(k� k0);[a(k); a(k0)] = [ay(k); ay(k0)] = 0: (3.3)(Die Ableitung dieser Relationen aus (3.1) und (3.2) stellt eine gute �Ubung dar.) DieGleichungen (3.3) stellen gerade die Vertauschungsrelationen f�ur die Auf- und Absteige-operatoren eines harmonischen Oszillators mit unendliche vielen, kontinuierlichen Frei-heitsgraden (statt einem Kronecker-Symbol auf der rechten Seite steht eine �-Funktion)dar. Daraus erkennt man, da� skalare Teilchen genau wie Phononen Bosonen sind. a(k)wird als Vernichtungsoperator bezeichnet, der die Anzahl der Bosonen in einem Zustandum das Boson mit dem Impuls k verringert und insbesondere den Vakuumzustand de-�niert: a(k)j0i = 0 f�ur alle k:ay(k) ist der Erzeugungsoperator, der durch wiederholte Anwendung auf das VakuumZust�ande mit beliebig vielen Bosonen konstruiertjni = jn1(k1); n2(k2); :::i =Yi [ay(ki)]ni(ki)qni(ki)! j0i25



mit Energie En =Xi �!kini(ki) + 12� :Nun wollen wir uns �uberlegen, wie die Vertauschungsrelationen bei ungleichen Zeitenaussehen. Aus (3.3) folgt f�ur beliebige x0 und y0, da�[�(+)(x); �(+)(y)] = [�(�)(x); �(�)(y)] = 0:Das bedeutet, da�[�(x); �(y)] = [�(+)(x); �(�)(y)] + [�(�)(x); �(+)(y)]:Mittels (3.3) �ndet man[�(+)(x); �(�)(y)] = 12(2�)3 Z d3kd3k0 1(!k!k0)1=2 [a(k); ay(k0)]e�i(k�x�k0�y)= 12(2�)3 Z d3k 1!k e�ik�(x�y) mit k0 = !k:Als n�achstes de�nieren wir die Funktion �(x):�+(x) � �i2(2�)3 Z d3k!k e�ik�x mit k0 = !k: (3.4)Damit gilt: [�(+)(x); �(�)(y)] = i�+(x� y):Analog l�a�t sich leicht zeigen, da�[�(�)(x); �(+)(y)] = �i�+(y � x) � i��(x� y):Damit erh�alt man insgesamt: [�(x); �(y)] = i�(x� y)mit �(x) = �+(x) + ��(x) = �1(2�)3 Z d3k!k sin(k � x): (3.5)Die Funktion �(x) hat folgende interessante Eigenschaften:1. �(x) erf�ullt die Klein-Gordon-Gleichung, d.h. (2x +m2)�(x� y) = 0.2. �(x � y) = 0 f�ur x0 = y0, da der Integrand in (3.5) f�ur x0 = 0 eine ungeradeFunktion von k ist. Dies entspricht gerade der gleichzeitigen Vertauschungsrelation(3.1). 26
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Abbildung 3.1:3. Weiterhin gilt �(x� y) = 0 f�ur (x� y)2 < 0, d.h. f�ur sog. raumartige Abst�ande,�uber die sich ein Signal nicht ausbreiten kann, da dazu �Uberlichtgeschwindigkeit wegen(x � y)2 > (x0 � y0)2 notwendig w�are. Dies wird als Mikrokausalit�at bezeichnet. DerBeweis der Behauptung folgt daraus, da� �(x� y) Lorentzinvariant ist und man durchLorentztranformation von der Geraden x0 = y0, wo �(x� y) verschwindet, jedes (x�y)2 < 0 erreichen kann.Die Lorentzinvarianz von (3.5) wird o�ensichtlich, indem man ��(x) durch einKontourintegral in der komplexen k0-Ebene ausdr�uckt:��(x) = �1(2�)4 ZC� d4k e�ik�xk2 �m2 : (3.6)Die Kontouren C� sind in Abb.3.1 dargestellt.Der Beweis von (3.6) erfolgt mit Hilfe des Residuensatzes:Der Integrand in (3.6) hat einfache Pole bei k0 = �!k. Das Residuum ist bei k0 = !kdurch Res " e�ik0x0k20 � !2k ; !k# = e�i!kx02!kgegeben. Nach dem Residuensatz erh�alt man dannZC� dk0 e�ik0x0k2 �m2 = 2�ie�i!kx02!kund somit aus (3.6) die Funktion �+(x) in (3.4). Analog geht der Beweis f�ur ��(x).Nun f�uhren wir den Propagator, eine der zentralen Gr�o�en der Quantenfeldtheorie,ein. Seine herausragende Bedeutung wird im n�achsten Kapitel o�ensichtlich werden.27
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x0>y0
x0<y0Abbildung 3.2:Dazu bemerken wir zun�achst, da� �+(x) als Vakuumserwartungswert von Produktenzweier Feldoperatoren geschrieben werden kann. Wegen h0j0i = 1 und der Tatsache,da� �+ eine komplexe Zahl und kein Operator ist, gilt n�amlich:i�+(x� y) = [�(+)(x); �(�)(y)]= h0j[�(+)(x); �(�)(y)]j0i= h0j�(+)(x)�(�)(y)� �(�)(y)�(+)(x)j0i= h0j�(+)(x)�(�)(y)j0i= h0j(�(+)(x) + �(�)(x))(�(+)(y) + �(�)(y))j0i= h0j�(x)�(y)j0i: (3.7)Hierbei wurde mehrfach �(+)j0i = h0j�(�) = 0 (s. (3.2)) angewandt. Analog gilt:i��(x� y) = �h0j�(x)�(y)j0i:Als n�achstes de�nieren wir das sog. zeitgeordnete Produkt zweier Feldoperatoren:Tf�(x)�y)g = 8<: �(x)�(y) x0 > y0�(y)�(x) x0 < y0= �(x0 � y0)�(x)�(y) + �(y0 � x0)�(y)�(x) (3.8)mit der Stufenfunktion �(x) = 1 f�ur x > 0 und �(x) = 0 f�ur x < 0.Nun de�nieren wir den Feynman-Propagator als den Vakuumserwartungswert deszeitgeordneten Produkts zweier Feldoperatoren:i�F (x� y) � h0jTf�(x)�(y)gj0i = �(x0 � y0)�+(x� y)� �(y0 � x0)��(x� y): (3.9)28
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-i εAbbildung 3.3:Den Feynmanpropagator k�onnen wir folgenderma�en veranschaulichen: F�ur x0 > y0wird ein skalares Teilchen gem�a� �(�)(y)j0i bei y produziert. Es propagiert dann nachx und wird dort wegen �(+)(x)�(�)(y)j0i vernichtet. F�ur x0 < y0 wird das Teilchen beix erzeugt und bei y vernichtet. Dies ist in Abb.3.2 graphisch darstellt.Der Feynman-Propagator kann ebenfalls durch ein komplexes Integral ausgedr�ucktwerden: �F (x) = Z d4k(2�)4 e�ik�xk2 �m2 + i� : (3.10)Der in�ntesimale Term i� schiebt dabei die Pole von der rellen k0-Achse weg, so da� ent-lang dieser Achse integriert werden kann, ohne die Pole umgehen zu m�ussen. Aufgrundder Exponentialfunktion exp(�ik0x0) in (3.10) kann die Kontour in der komplexen Ebe-ne im Unendlichen geschlossen werden. F�ur x0 > 0, entsprechend dem Beitrag �+, mu�dabei die Kontour in der unteren Halbebene geschlossen werden, da f�ur k0 ! �i1 dieExponentialfunktion verschwindet (exp(�ik0x0)! 0), f�ur x0 < 0, entsprechend ��, inder oberen Halbebene (s. Abb.3.3).Zum Schlu� wollen wir noch zeigen, da� der Feynman-Propagator die Green'scheFunktion der Klein-Gordon Gleichung ist:(2+m2)�F (x) = Z d4k(2�)4 1k2 �m2 + i�(2 +m2)e�ik�x = Z d4k(2�)4 �k2 +m2k2 �m2 + i�e�ik�x= � Z d4k(2�)4e�ik�x = ��(4)(x):29



3.2 SpinorenAus Abschnitt 2.3 wissen wir, da� die freie Lagrangedichte f�ur SpinorenLF = � (i
�@� �m) lautet. Der kanonisch konjugierte Impuls zu  ist somit gegeben durch�� = @LF@ _ � = i � �
0 = i y�
02 = i y�;wobei der Spinor-Index � von 1 bis 4 l�auft.Umdas Pauli-Prinzip zu erf�ullen (s.u.), fordern wir nun Antivertauschungsrelationenzu gleichen Zeiten: [ �(x; t); ��(y; t)]+ = i����(3)(x� y)bzw. [ �(x; t);  y�(y; t)]+ = ����(3)(x� y);[ �(x; t);  �(y; t)]+ = [ y�(x; t);  y�(y; t)]+ = 0: (3.11)Wir gehen analog zu den skalaren Feldern vor und entwickeln zun�achst die Spinorenals L�osungen der freien Dirac-Gleichung nach ebenen Wellen: (x) =  (+)(x) +  (�)(x)= 2Xs=1 Z d3p(2�)3=2 1(2Ep)1=2 hcs(p)us(p)e�ip�x + dys(p)vs(p)eip�xi� (x) = � (+)(x) + � (�)(x)= 2Xs=1 Z d3p(2�)3=2 1(2Ep)1=2 hds(p)�vs(p)e�ip�x + cys(p)�us(p)eip�xi (3.12)mit p0 = Ep � (p2 +m2)1=2.Die orthogonalen vierkomponentigen Spinoren im Impulsraum us(p) und vs(p) (s.Anhang), wobei s die beiden Spineinstellungen angibt, erf�ullen die folgenden Gleichun-gen, wie man durch Anwendung der Diracgleichung (2.8) auf (3.12) erkennt:(
�p� �m)us(p) = 0;(
�p� +m)vs(p) = 0 (3.13)Daraus liest man ab, da� us Teilchen und vs Anti-Teilchen (L�osungen mit negativerEnergie) beschreiben. Entsprechend erzeugt cys bzw. vernichtet cs ein Elektron und dyserzeugt bzw. ds vernichtet ein Positron. 30



Die Erzeugungs-und Vernichtungsoperatoren erf�ullen die folgenden Antivertausch-ungsrelationen, die sich durch Einsetzen von (3.12) in (3.11) ergeben:[cr(p); cys(p0)]+ = [dr(p); dys(p0)]+ = �rs�(p� p0): (3.14)Alle anderen Antikommutatoren verschwinden, z.B.[cyr(p); cys(p0)]+ = 0: (3.15)Das Vakuum ist bestimmt durchcs(p)j0i = ds(p)j0i = 0: (3.16)Einteilchenzust�ande sind durch cys(p)j0i (Elektronen) bzw. dys(p)j0i (Positronen) ge-geben. Mehrteilchenzust�ande ergeben sich wieder durch wiederholte Anwendung derErzeuger, z.B. ein Zwei-Elektronen-Zustandcyr(p)cys(p0)j0i: (3.17)Aus (3.15) und (3.17) folgt insbesondere f�ur r = s und p = p0, da�[cyr(p)]2j0i = 0;d.h. zwei Elektronen k�onnen nicht im selben Zustand vorkommen (Pauli-Prinzip). DieArt der Vertauschungsrelationen (Kommutatoren oder Antikommutatoren) legt somitdie Spin-Statistik (Bose- oder Fermi-Statistik) fest.Als n�achstes wollen wir den Fermionpropagator ableiten, indem wir wieder analogzum skalaren Feld vorgehen. Dazu betrachten wir die Antivertauschungsrelationen zubeliebigen Zeiten. Aus den Antivertauschungsrelationen f�ur die Erzeuger und Vernichter(3.14) und (3.15) folgt, da�[ (x);  (y)]+ = [ � (x); � (y)]+ = 0:Den nicht-verschwindenden Antikommutator bezeichnen wir mitiS(x� y) � [ (x); � (y)]+:Es kann gezeigt werden, da� S(x) = (i
�@� +m)�(x):31



Um diesen Zusammenhang zu zeigen, setze man (3.12) in den Antikommutator einund benutze die im Anhang angegebenen Beziehungen Ps us(p)�us(p) = 
�p� +m undPs vs(p)�vs(p) = 
�p� �m.Nun f�uhren wir das zeitgeordnete Produkt f�ur zwei Fermionoperatoren ein:Tf (x) � (y)g = 8<:  (x) � (y) x0 > y0� � (y) (x) x0 < y0 : (3.18)Das Minuszeichen tritt dabei wegen der Antivertauschungsrelationen auf.Es l�a�t sich nun leicht zeigen, da� der Feynman-Propagator f�ur Elektronen SF (x�y) � h0jTf (x) � (y)j0i durchSF (x) = (i
�@� +m)�F (x� y) = Z d4p(2�)4 
�p� +mp2 �m2 + i�e�ip�x (3.19)gegeben ist. Den Feynman-Propagator f�ur Fermionen k�onnen wir uns wieder dadurchveranschaulichen, da� wir das auftretende Matrixelement betrachten: F�ur x0 > y0 lautetes h0j (x) � (y)j0i � h0jccyj0i, so da� ein Elektron von y nach x propagiert, f�ur x0 < y0l�auft entsprechend h0j � (y) (x)j0i � h0jddyj0i ein Positron von x nach y. Positronenwerden zum Unterschied von Elektronen dadurch gekennzeichnet, da� der Pfeil an derentsprechenden Linie entgegen der Zeit l�auft.3.3 PhotonenDie Lagrangedichte f�ur Photonen ist gegeben durch (2.10):LA = �14F��F �� = �12(@�A�@�A� � @�A�@�A�): (3.20)Daraus �ndet man den kanonisch konjungierten Impuls zu A�:�� = @LA@ _A� = �(@0A� � @�A0): (3.21)Die Quantisierung erfolgt wieder durch Vertauschungsrelationen, da es sich bei Pho-tonen um Bosonen handelt:[A�(x; t);��(y; t)] = ig���(3)(x� y): (3.22)Dabei tritt allerdings ein Problem auf: Die Vertauschungsrelation (3.22) kann nicht f�ur� = � = 0 erf�ullt werden, da �0 = 0 nach (3.21). Dieses Problem kann umgangenwerden, indem man die Lagrangedichte modi�ziert. Statt (3.20) gehen wir vonLA = �12@�A�@�A� (3.23)32



aus. Der kanonisch konjugierte Impuls, der daraus folgt, lautet �� = � _A�, dessenZeitkomponente nicht verschwindet, �0 = � _A0 6= 0, so da� jetzt die Quantisierungm�oglich ist.(3.23) ist �aquivalent zu LA = �14F��F �� � 12(@�A�)2; (3.24)wie man durch Addition eines totalen Di�erentials, wodurch sich die Wirkung S =R d4xLA nicht �andert, der Form �(1=2)@�(@�A�A�) zu (3.23) und anschlie�ender par-tieller Integration sieht.Aus (3.23) bzw. (3.24) ergibt sich die Wellengleichung 2A� = 0 als Euler-Lagrange-Gleichung. Die Wellengleichung folgt aus der urspr�unglichen Lagrangedichte (3.20),wenn man die Eichung so w�ahlt, da� die Lorentz-Bedingung @�A� = 0 erf�ullt ist. DieLagrangedichten (3.23) und (3.24) sind nicht eichinvariant, sondern hier wurde die Ei-chung schon festgelegt, n�amlich die Lorentz-Eichung, in der Feldtheorie auch Feynman-Eichung genannt. Der Term �(1=2)(@�A�)2 hei�t deshalb eich�xierender Term. AndereEichungen entsprechen anderen eich�xierenden Termen, z.B. die (nicht-Lorentzinvar-iante) Coulomb-Eichung mit dem eich�xierenden Term (r � A)2. Zur Quantisierungmu� also eine bestimmte Eichung gew�ahlt werden.Dazu gehen wir wieder analog zum skalaren Feld vor und bemerken, da� die Wel-lengleichung, die das Vektorfeld erf�ullen soll, einer Klein-Gordon-Gleichung mit MasseNull f�ur jede Komponente des Vektorfeldes entspricht. Deshalb entwickeln wir das Pho-tonenfeld nach ebenen Wellen folgenderma�en:A�(x) = A(+)� (x) +A(�)� (x)= 3Xr=0 Z d3k(2�)3=2 1(2!k)1=2 h�r�(k)ar(k)e�ik�x + �r�(k)ayr(k)eik�xi ; (3.25)wobei k0 = !k = jkj.Die Polarisationsvektoren �r�(k) bilden ein orthonormales System und k�onnen fol-genderma�en gew�ahlt werden:�0� = (1; 0; 0; 0); �r� = (0;~�r(k)) f�ur r = 1; 2; 3;wobei die longitudinale Polarisation durch~�3(k) = kjkj33



und die transversalen durch k � ~�r(k) = 0 f�ur r = 1; 2bestimmt sind.Die Vertauschungsrelationen f�ur die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren sindgegeben durch [ar(k); ays(k0)] = �r�rs�(3)(k� k0) (3.26)(keine Summation �uber r) mit �r = 1 f�ur r = 1; 2; 3 und �0 = �1. Alle anderenKommutatoren verschwinden.Der Photonpropagator, de�niert alsiD��F (x� y) � h0jTfA�(x)A�(y)gj0i;lautet D��F (x) = limm!0[�g���F (x)] = �g�� Z d4k(2�)4 e�ip�xk2 + i�: (3.27)Dies ergibt sich direkt durch Vergleich mit dem skalaren Propagator, wenn man denkanonisch konjugierten Impuls in Feynman-Eichung �� = � _A� in (3.22) einsetzt. Mansieht, da� sich die Photonen von den skalaren Teilchen nur durch den Faktor �g��unterscheiden. Die Ableitung des Propagators in beiden F�allen ist deshalb bis auf diesenFaktor identisch. D.h. aber auch, da� der Propagator (3.27) in dieser Form nur in derFeynman-Eichung gilt und in anderen Eichungen anders aussieht. Er ist damit keineeichinvariante Gr�o�e und somit auch keine Observable.Nun taucht aber ein neues Problem auf: Betrachten wir den Kommutator[@�A�(x); A�(y)] = i@�D��(x� y);so verschwindet die linke Seite wegen der Lorentz-Bedingung im Gegensatz zur rech-ten Seite, d.h. die Lorentz-Bedingung und die Vertauschungsrelationen sind doch nichtkompatibel. Dieses Problem kann man beseitigen, indem man die Lorentz-Bedingungin der Quantentheorie nicht als Operatoridentit�at (A� ist ja jetzt ein Operator), son-dern nur im Erwartungswert mit physikalischen Zust�anden j	i fordert (Gupta-Bleuler-Vorschrift): h	j@�A�j	i = 0 (3.28)bzw., was �aquivalent dazu ist, @�A(+)� j	i = 0. Aus (3.25) folgt damitk���r (k)ar(k)j	i ) (k0a0 � jkja3)j	i = 0:34



F�ur reale Photonen, f�ur die k0 = jkj gilt, bedeutet das, da�(a0 � a3)j	i = 0: (3.29)Als physikalische Zust�ande sind demnach nur solche Zust�ande zul�assig , in denen sichdie longitudinalen und zeitlichen Photonen gegenseitig eliminieren. Z.B. verschwindeth	jay3a3� ay0a0j	i wegen (3.29) und der dazu adjungierten Beziehung, d.h. im Energie-erwartungswert tragen die longitudinalen und zeitlichen Photonen nicht bei. Dasselbegilt f�ur alle anderen Observablen. Mit anderen Worten, nur die transversalen Photonentragen in Erwartungswerten von Observablen bei. Das stimmt mit der Beobachtung�uberein, da� reale Photonen nur in zwei transversalen Polarisationen auftreten. DerGrund daf�ur liegt darin, da� Photonen masselos sind. Ein massives Vektorfeld dagegenbesitzt drei m�ogliche Polarisationen (Spin 1). Das Problem bei der Quantisierung isteinfach, da� das Vektorfeld A� vier Freiheitsgrade (� = 0; 1; 2; 3) besitzt, von denenaber nur zwei physikalisch sind.Eine andere M�oglichkeit zur Beseitigung der �uberz�ahligen Freiheitsgrade ist dieEinf�uhrung eines skalaren, antikommutierenden Hilfsfeldes (sog. Geister), welches dieunphysikalischen longitudinalen und zeitlichen Photonen eliminiert. In der QED ent-koppeln die Geister von den Photonen. Das gilt aber nicht mehr in nicht-abelschenEichtheorien wie der QCD. Dort ist die Quantisierung wesentlich komplizierter. Dieeinzige �Anderung f�ur den Gluonpropagator gegen�uber dem Photonpropagator ist je-doch nur ein trivialer Farbfaktor:D��F ab(x) = �abD��F (x) (a; b = 1; 2; :::; 8): (3.30)
35



Kapitel 4St�orungstheorieDas Ziel dieses Kapitels ist die Ableitung von Regeln, sog. Feynman-Regeln, zur Berech-nung von �Ubergangsmatrixelementen, aus denen Wirkungsquerschnitte, Lebensdauernetc. berrechnet werden k�onnen. Das Problem besteht darin, da� die gekoppelten, nicht-linearen, quantisierten Feldgleichungen bisher nur approximativ gel�ost werden k�onnen.Die hierzu am weitesten entwickelte Methode ist die (zeitabh�angige) St�orungstheo-rie. Dabei wird der nicht-lineare Wechselwirkungsterm als kleine St�orung betrachtet.Dies sollte gelten, falls die Kopplungskonstante klein ist, wie z.B. in der QED, wo� = e2=(4�) = 1=137 � 1 ist. In der QCD hingegen ist die Verwendung der St�orungs-theorie fragw�urdig, da die starke Kopplungskonstante �s = g2=(4�) ' 0:1 - 2 nichtklein ist. (Auf die Frage der Konvergenz der St�orungsreihe, selbst im Fall beliebig klei-ner Kopplungkonstanten, werden wir nicht eingehen.)4.1 S-Matrix-Entwicklung4.1.1 Bilder der QuantenmechanikAusgangspunkt f�ur die st�orungstheoretische Berrechnung von �Ubergangswahrschein-lichkeiten in der Quantenfeldtheorie ist das sog. Wechselwirkungs- oder Dirac-Bild. Umdieses einzuf�uhren, wiederholen wir zun�achst die bekannten Bilder der Quantenmecha-nik:1. Im Schr�odinger-Bild wird die Zeitabh�angigkeit von den Zust�anden j�(t)iS getra-gen. Die Operatoren OS sind zeitunabh�angig. Die Zeitentwicklung der Zust�ande folgtaus der Schr�odinger-Gleichung: i ddtj�(t)iS = Hj�(t)iS : (4.1)36



die formale L�osung lautet j�(t)iS = U j�(t0)iS mit dem unit�aren Zeitentwicklungsope-rator U = U(t; t0) = e�iH(t�t0) (4.2)2. Das Heisenberg-Bild erh�alt man aus dem Schr�odinger-Bild durch die unit�areTransformation (4.2) der Zust�ande und Operatorenj�iH � Uyj�(t)iSOH(t) � UyOSU (4.3)Die Zust�ande sind somit zeitunabh�angig, die Operatoren zeitabh�angig. Aus (4.3) folgterstens, da� der Hamiltonoperator HH = HS � H in beiden Bildern derselbe ist, undzweitens, da� Erwartungswerte unabh�angig von der Darstellung sind:Sh�0(t)jOSj�(t)iS =H h�0jOH(t)j�iH :Durch Di�erenzieren von (4.3) bez�uglich der Zeit bekommt man die Heisenberg-Gleichung, die die Zeitentwicklung der Operatoren beschreibt:i ddtOH(t) = [OH(t);H]: (4.4)3. Das Dirac-Bild erh�alt man aus dem Schr�odinger-Bild, indem man den Hamilton-operator in einen freien und einen Wechselwirkungsanteil zerlegt, H = H0 + HI , undeine unit�are Transformation mit Hilfe des freien Hamiltonoperators durchf�uhrt,U0 = U0(t; t0) � e�iH0(t�t0): (4.5)Dann sind die Zust�ande im Dirac-Bild durchj�(t)iD � Uy0 j�(t)iS (4.6)und die Operatoren durch OD(t) � Uy0OSU0 (4.7)de�niert. Insbesondere der Hamiltonoperator ist gegeben durchHD0 = HS0 � H0; HDI (t) = Uy0HSI U0:Durch Di�erenzieren von (4.7) bez�uglich t �ndet man die Zeitentwicklungsgeichung f�urdie Operatoren i ddtOD(t) = [OD(t);H0] (4.8)und durch Einsetzen von (4.6) in (4.1) die Gleichung f�ur die Zust�andei ddtj�(t)iD = HDI (t)j�(t)iD: (4.9)Im folgenden werden wir den IndexD weglassen, da wir nur noch im Dirac-Bild arbeitenwerden. 37



4.1.2 HamiltonoperatorBisher haben wir es vermieden, eine Hamiltonfunktion bzw. einen Hamiltonoperatoreinzuf�uhren. Nun wollen wir aber zur Beschreibung der Zeitentwicklung der quantisier-ten Felder von (4.9) aus starten. Dazu brauchen wir den Hamiltonoperator. Analog zurklassischen Mechanik erhalten wir die Hamiltondichte, hier f�ur skalare Felder, ausH = � _�� L (4.10)und daraus die Hamiltonfunktion H = R d3xH(x).Als Beispiel betrachten wir die �4-Theorie mit der LagrangedichteL = 12@��@��� 12m2�2 � ��4und kanonisch konjugiertem Impuls � = _�. Die Hamiltondichte lautetH = 12 _�2 + 12(r�)2 + 12m2�2 + ��4Dazu merken wir folgendes an:1. Im Gegensatz zu L ist H nicht Lorentzinvariant.2. Der Wechselwirkungsterm von Lagrangedichte und Hamiltondichte stimmen ab-gesehen vom Vorzeichen �uberein, d.h. H = �L , falls der Wechselwirkungsterm keineZeitableitungen enth�alt, z.B. in der �4-Theorie, HI = ��4, und in der QED, HI =�e � 
� A�.3. Durch Substitution von (3.2) in die freie skalare HamiltondichteH0 = 12 _�2 + 12(r�)2 + 12m2�2ergibt sich H0 = Z d3k(2�)3!k �ay(k)a(k) + 12� ; (4.11)was einem harmonischen Oszillator mit unendlich vielen, kontinuierlichen Freiheitsgra-den entspricht.4. Die Reihenfolge der Felder ist klassisch nicht festgelegt im Gegensatz zur Quan-tentheorie, in der die Felder Operatoren sind. Deshalb hat man bei der Wahl des Ha-miltonoperators gewisse Freiheiten, die wir weiter unten noch ausnutzen werden.38



4.1.3 S-MatrixNun kommen wir zur sog. S-Matrix. Im folgenden interessieren wir uns nur f�ur Streu-prozesse, nicht f�ur gebundene Zust�ande. Z.B. werden wir die Streuung von zwei Elektro-nen aneinander studieren, aber nicht das Spektrum des Positroniums. Bei Streuungenk�onnen wir annehmen, da� die Teilchen zur Zeit t = �1 weit voneinander entferntsind und nichts voneinander sp�uren. Das System be�ndet sich dann im Anfangszustandj�(�1)i � jii: (4.12)Bei t =1 ist die Streuung abgeschlossen, und die Teilchen sind wieder weit voneinanderentfernt. Dieser Zustand wird mit j�(1)i bezeichnet. Die S-Matrix verkn�upft nun jiimit j�(1)i: j�(1)i = Sjii: (4.13)Eine Kollision kann auf verschiedene Endzust�ande f�uhren, die in j�(1)i enthaltensind. Z.B. kann der Endzustand bei einer Elektron-Elektron-Streuung entweder auszwei Elektronen bestehen (elastische Streuung), oder weitere Teilchen k�onnen auftretenwie z.B. ein Photon (Bremsstrahlung). Die �Ubergangswahrscheinlichkeit, das Systemzur Zeit t =1 in einem bestimmten Endzustand jfi zu �nden, istjhf j�(1)ij2 mit hf j�(1)i = hf jSjii:Um S zu berechnen, m�ussen wir die Zeitentwicklungsgleichung (4.9) mit der Anfangsbe-dingung (4.12) l�osen. Dazu schreiben wir (4.9) �ahnlich wie in der nicht-relativistischenStreutheorie zun�achst in eine Integralgleichung um:j�(t)i = jii � i Z t�1 dt1HI(t1)j�(t1)i: (4.14)Diese Gleichung kann iterativ gel�ost werden, was zu einer Entwicklung in Potenzen vonHI f�uhrt. Dies Entwicklung ist dann sinnvoll, falls die St�orung HI schwach ist. Dashier beschriebene Verfahren ist �aquivalent zur zeitabh�angigen St�orungstheorie. Manbekommt auf diese Weise aus (4.14)j�(t)i = jii+ (�i) Z t�1 dt1HI (t1)jii+ (�i)2 Z t�1 dt1 Z t1�1 dt2HI (t1)HI(t2)jii+ ::: (4.15)Aus (4.13) folgt daraus die S-Matrix f�ur t =1:S = 1Xn=0(�i)n Z t�1 dt1 Z t1�1 dt2::: Z tn�1�1 dtnHI (t1)HI(t2):::HI(tn)= 1Xn=0 (�i)nn! Z 1�1 dt1 Z 1�1 dt2::: Z 1�1 dtnTfHI(t1)HI (t2):::HI(tn)g; (4.16)39



wobei TfO1(x1)O2(x2):::On(xn)g = �POp1(xp1)Op2(xp2):::Opn(xpn)mit tp1 > tp2 > ::: > tpn und �P = 1 f�ur Bosonen bzw. �P = (�1)P , falls eine P -facheVertauschung von Fermionoperatoren notwendig ist, um die Zeitordnung zu erzielen.Der letzte Schritt in (4.15) ist nicht trivial. Auf seine Ableitung werden wir hier aller-dings verzichten. Die dazu notwendigen mathematischen Umformungen k�onnen z.B. inSchweber, Bethe, An Introduction to Relativistic Quantum Field Theory, gefunden wer-den. Es wurde dabei vorausgesetzt, da� HI eine gerade Anzahl an Fermionoperatorenbesitzt, wie es z.B. in der QED der Fall ist, da sonst zus�atzliche Faktoren �1 auftreten.Schlie�lich wollen wir die S-Matrix noch in der FormS = 1Xn=0 (�i)nn! Z 1�1 d4x1 Z 1�1 d4x2::: Z 1�1 d4xnTfHI(t1)HI(t2):::HI(tn)g (4.17)schreiben.4.1.4 Normalordnung und Wick'sches TheoremDie Berechnung der Matrixelemente hf jSjii kann sehr erleichtert werden, indemman al-le Vernichtungsoperatoren nach rechts und alle Erzeugungsoperatoren nach links bringt.Dies wird als Normalordnung bezeichnet. Als Beispiel betrachten wir zwei skalare Felderin Normalordnung, die durch : ::: : gekennzeichnet wird:: �(x)�(y) :=: (�(+)(x) + �(�)(x))(�(+)(y) + �(�)(y)) :=: �(+)(x)�(+)(y) : + : �(+)(x)�(�)(y) : + : �(�)(x)�(+)(y) : + : �(�)(x)�(�)(y) := �(+)(x)�(+)(y) + �(�)(y)�(+)(x) + �(�)(x)�(+)(y) + �(�)(x)�(�)(y); (4.18)wobei die Normalordnung nur im zweiten Term zum Tragen kommt, da wegen �(+) � aund �(�) � ay alle anderen Terme schon normalgeordnet sind. F�ur Fermionen unter-scheidet sich die Normalordnung durch ein Vorzeichen aufgrund der Antivertauschungs-relationen:  �(x) �(y) :=  (+)� (x) (+)� (y)� (�)� (y) (+)� (x) +  (�)� (x) (+)� (y) +  (�)� (x) (�)� (y):(4.19)Von Bedeutung f�ur die Auswertung von Erwartungswerten ist die Tatsache, da� Va-kuumserwartungswerte von normalgeordneten Produkten von Operatoren verschwin-den, h0j : ::: : j0i = 0, da entweder ein Vernichtungsoperator auf das Vakuum nachrechts oder ein Erzeuger nach links (adjungierter Zustand) wirkt.40



Wie wir schon erw�ahnt haben, ist auf dem klassischen Niveau die Reihenfolge derFelder bzw. ihrer Frequenzanteile nicht festgelegt. Beim �Ubergang von der klassischenPhysik zur Quantentheorie k�onnen wir deshalb den Hamiltonoperator in Normalord-nung w�ahlen. Dadurch vermeiden wir unendlich gro�e Nullpunktsenergien, die z.B. imfreien Hamiltonoperator (4.11) auftreten. Normalordnung f�uhrt dazu, da� die Konstan-te 1=2 unter dem Integral in (4.1) fehlt. In der QED zum Beispiel werden wir von nunan den Wechselwirkungsterm HI = �e : � (x)
�A� (x) : (4.20)verwenden.Nun betrachten wir ein Produkt von Feldoperatoren A = A(x1), B = B(x2), ... ,die jeweils linear in den Erzeugern und Vernichtern sind. Nach (4.18) bzw. (4.19) giltAB� : AB := 8<: [A(+); B(�)]+[A(+); B(�)] ; (4.21)wobei der obere Fall f�ur zwei Fermionoperatoren gilt und der untere sonst. Desweiterengilth0jABj0i = h0jA(+)B(+)+A(+)B(�)+A(�)B(+)+A(�)B(�)j0i = h0jA(+)B(�)j0i; (4.22)und da Kommutatoren komplexe Zahlen sind[A(+); B(�)]� = h0j[A(+); B(�)]�j0i = h0jA(+)B(�)j0i: (4.23)Kombiniert man (4.21) bis (4.23) �ndet manAB =: AB : +h0jABj0i: (4.24)Weiterhin gilt : AB := � : BA :; (4.25)wobei das Minuszeichen im Falle zweier Fermionoperatoren gilt und das Pluszeichensonst. D.H. bis auf das Vorzeichen ist die Reihenfolge der Operatoren in Normalpro-dukten egal.Beweis: : AB : = A(+)B(+) �B(�)A(+) +A(�)B(+) +A(�)B(�): BA : = B(+)A(�) �A(�)B(+) +B(�)A(+) +B(�)A(�)= �A(+)B(�) +B(�)A(+) �A(�)B(+) �A(�)B(�)= � : AB : : 2 41



Desweiteren werden wir zeigen, da�TfA(x1)B(x2)g =: A(x1)B(x2) : +h0jTfA(x1)B(x2)gj0i: (4.26)Beweis:TfA(x1)B(x2)g = 8<: A(x1)B(x2) t1 > t2�B(x1)A(x2) t2 > t1(4:24)= 8<: : A(x1)B(x2) : +h0jA(x1)B(x2)j0i t1 > t2� : B(x2)A(x1) : +h0j �B(x2)A(x1)j0i t2 > t1(4:25)= : A(x1)B(x2) : +h0jTfA(x1)B(x2)gj0i: 2Wir werden die folgende Abk�urzung f�ur den Vakuumserwartungswert eines zeitgeord-neten Produkts zweier Feldoperatoren verwenden, den man auch als Kontraktion be-zeichnet: A(x1)B(x2) � h0jTfA(x1)B(x2)j0i:Kontraktionen verschwinden, z.B. �(x1)  (x2) = 0 oder  (x1)  (x2) = 0 (s. (3.12)),au�er einer der beiden Feldoperatoren erzeugt ein Feld, das der andere vernichtet. Dannstimmt die Kontraktion mit dem Feynman-Propagator �uberein, z.B. �(x1) �(x2) =i�F (x1 � x2).Zusammenfassend gilt also die wichtige Formel:TfABg =: AB : + AB: (4.27)Die Verallgemeinerung dieser Formel auf Produkte beliebig vieler Feldoperatoren istunter dem Namen Wick'sches Theorem bekannt. Es lautet:TfAB C D ::: W X Y Zg = : AB C D ::: W X Y Z : + : AB C ::: Y Z :+ : AB C ::: Y Z : + ::: + : AB C ::: Y Z :+ : AB C D ::: Y Z : + ::: + : AB ::: W X Y Z : + :::(4.28)Auf der rechten Seite steht eine Summe von Normalprodukten mit allen m�oglichenKontraktionen, z.B.: A B C D E F ::: J K L M ::: := (�1)P AK B C E L : DF ::: JM ::: :;42



wobei P die Anzahl der Vertauschungen benachbarter Fermionoperatoren ist, die not-wendig sind, um die Kontraktionen aus dem normalgeordneten Produkt herauszuziehen.Der Beweis des Wick'schen Theorems beruht auf vollst�andiger Induktion. Wir wollenauf seine Darstellung hier verzichten. Der interessierte Leser sei z.B. auf das Buch vonT.D. Lee, Particle Physics and Introduction to Field Theory, verwiesen.Die Bedeutung des Wick'schen Theorems liegt, wie bereits erw�ahnt, darin, da� mandurch Zerlegung des zeitgeordneten Produkts in eine Summe von Normalprodukten malPropagatoren Erwartungswerte von zeitgeordneten Produkten leicht berechnen kann.Insbesondere verschwinden alle Vakuumserwartungswerte von Normalprodukten undnur der Term, der lauter Kontraktionen enth�alt, bleibt �ubrig.In gemischten Produkten der Form Tf: A(x1)B(x1)::: : ::: : A(xn)B(xn)::: :g, wie siein der S-Matrix auftreten, erscheinen keine Kontraktionen innerhalb eines normalgeord-neten Produkts, z.B. gibt es keinen Term A(x1)B(x1), aber z.B. A(x1)A(xn). DerTerm A(x1)B(x1) verschwindet schon deshalb, da Propagatoren zu gleichen Zeitenverschwinden.4.2 Feynman Diagramme und RegelnDas Ziel dieses Abschnitts ist die Herleitung von Regeln zur Berechnung der Matrix-elemente hf jSjii in einer bestimmten Ordnung der St�orungstheorie: S = P1n=0 S(n) (s.(4.17)). Im folgenden betrachten wir hierzu ausschlie�lich die QED, da sie das wichtigstephysikalische Beispiel einer Feldtheorie, in der die St�orungstheorie �au�erst erfolgreichist, darstellt. Ausgangspunkt ist also der WechselwirkungstermHI = �e : � =A :, wobeiwir die Abk�urzung =A = 
�A� (\A-Slash") verwenden. Damit lautet der Term ersterOrdnung in der S-Matrix:S(1) = ie Z d4x : � (x)=A(x) (x) := ie Z d4x : ( � (+)(x) + � (�)(x))(=A(+)(x) + =A(�)(x))( (+)(x) +  (�)(x)) : :(4.29)Multipliziert man die Produkte im Integranden aus, so erh�alt man acht Basisprozesse.Z.B. entspricht der Term e : � (+)=A(�)(x) (+) :� dayc der Vernichtung eines Elektron-Positron-Paares und der Erzeugung eines Photons. Das bedeutet, da� der Anfangszu-stand (zumindest) ein Elektron-Positron-Paar enthalten mu�, jii = je+e�i, und derEndzustand (zumindest) ein Photon, jfi = j
i. Die verschiedenen Prozesse, die in ei-ner bestimmten Ordnung von S enthalten sind, legen also die Endzust�ande fest, die43



e
-

e
+

γAbbildung 4.1:selbst wieder aus auf den Vakuumzustand wirkende Erzeugern von Feldern bestehen.Diagrammatisch l�a�t sich dieser Proze� wie in Abb.4.1 darstellen. (Positronen unter-scheiden sich dabei von Elektronen dadurch, da� der Pfeil im Eingangskanal vomVertexwegzeigt und im Ausgangskanal auf den Vertex zeigt.)Dieses Diagramm hei�t Vertex. Alle Prozesse in der St�orungstheorie entstehen durchKombinationen von Vertices und Propagatoren, wie wir sehen werden. Die zu S(1)geh�origen Prozesse sind f�ur reale Teilchen aufgrund der Energie-Impulserhaltung verbo-ten, d.h. hf jS(1)jii = 0 (Beweis s.u.). Allgemein gilt, da� die �Ubergangswahrscheinlich-keit f�ur Prozesse, die aufgrund von Erhaltungss�atzen verboten sind, verschwinden. F�urreale Prozesse m�ussen wir zumindest bis zur Ordnung S(2) gehen. Nach demWick'schenTheorem gibt es dabei sechs Subprozesse: S(2) = P6i=1 S(2)i . (Im folgenden benutzen wir( � =A )x �: � (x)=A(x) (x) :.)Der erste Subproze� nach dem Wick'schen Theorem ist der ohne Kontraktionen:S(2)1 = �e22 Z d4x1d4x2 : ( � =A )x1( � =A )x2 :Das entspricht zwei unverbundenen Vertices, da keine Kontraktion (Propagator) auf-tritt. Daraus folgt wegen der Energie-Impulserhaltung wieder hf jS(2)1 jii = 0Der n�achste Term enth�alt eine Kontraktion zwischen Fermionoperatoren:S(2)2 = �e22 Z d4x1d4x2 : ( � =A )x1( � =A )x2 : + : ( � =A )x1( � =A )x2 :Nat�urlich sind die beiden Summanden identisch, so da�S(2)2 = �e2 Z d4x1d4x2 : ( � =A )x1( � =A )x2 :Allgemein gilt in QED und QCD, da� der Faktor 1=n! in S in jeder Ordnung ver-nachl�assigt werden kann, da gerade soviele identische Terme in diesen Theorien auftre-ten, da� sich dieser Faktor weghebt. Das gilt nicht f�ur andere Theorien, wie z.B. die44
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γAbbildung 4.2:�4-Theorie. Hier mu� man die identischen Terme abz�ahlen und mit dem Faktor 1=n! zusog. Symmetriefaktoren kombinieren.Der obige Subproze� beinhaltet zwei externe Photonen, zwei externe Fermionenund einen Fermionpropagator. Aufgrund der Energie-Impulserhaltung sind nur Prozesseerlaubt, bei denen sich je zwei Teilchen im Anfangs- und Endzustand be�nden. Das sinddie folgenden Prozesse: 
e� ! 
e� (Compton-Streuung), e+e� ! 2
 (Paarvernichtung)und 2
 ! e+e� (Paarerzeugung). Diagrammatisch sind sie in Abb.4.2 dargestellt.Als n�achstes betrachten wir den Subproze� mit einem Photonpropagator:S(2)3 = �e2 Z d4x1d4x2 : ( � =A )x1( � =A )x2 :(Auch hier verschwindet der Faktor 1=2, wie man durch Vertauschen von x1 mit x2sieht.) Dieser Proze� enth�alt jeweils zwei Fermionen im Anfangs- und Endzustand so-wie einen Photonpropagator. Die m�oglichen physikalischen Prozesse sind e�e� ! e�e�(M�ller-Streuung) bzw. e+e� ! e+e�, die Abb.4.3 zeigt.Als n�achstes diskutieren wir Terme mit zwei Kontraktionen. Hier gibt es zun�achst
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e- e-Abbildung 4.4:den Subproze� S(2)4 = �e2 Z d4x1d4x2 : ( � =A )x1( � =A )x2 :;der je ein Fermion im Anfangs- und Endzustand, einen Photon- und einen Fermion-propagator besitzt (s. Abb.4.4) Dieser Proze� wird als Fermionselbstenergie bezeichnet.Er beschreibt die Modi�kation des freien Elektrons durch die Anwesenheit virtuellerPhotonen im Vakuum, die emittiert und wieder absorbiert werden k�onnen.Au�erdem existiert noch der Subproze�S(2)5 = �e2 Z d4x1d4x2 : ( � =A )x1( � =A )x2 :;der je ein Photon im Anfangs- und Endzustand und zwei Fermionpropagatoren enth�alt(s. Abb.4.5). Dieser Proze� hei�t Photonselbstenergie oder Polarisationstensor und ent-spricht der Modi�kation eines freien Photons durch spontane Bildung von virtuellenElektron-Positron-Paaren im Vakuum.Letztendlich gibt es noch den Subproze�, der nur aus Kontraktionen besteht,S(2)6 = �e2 Z d4x1d4x2 : ( � =A  )x1( � =A )x2 :;und keine externen Teilchen besitzt (s. Abb.4.6). Solche Diagramme werden als Vaku-umdiagramme bezeichnet. Sie k�onnen i.a. vernachl�assigt werden, da sie keinem �Uber-gang entsprechen.
γ γAbbildung 4.5:46



Abbildung 4.6:Das Ziel wird nun sein, Regeln zu �nden, um das Matrixelement hf jSjii f�ur festgeleg-te Anfangs- und Endzust�ande aus den entsprechenden Diagrammen direkt zu erhalten.Dazu ist es zweckm�a�ig zum Impulsraum �uberzugehen.F�ur die Kontraktion zweier Fermionfelder �ndet man: (x1) � (x2) = iSF (x1 � x2) = i Z d4p(2�)4SF (p)e�ip�(x1�x2)mit SF (p) = =p +mp2 �m2 + i� = 1=p �m+ i�: (4.30)Hierbei wurde im letzten Schritt=p2 = p�
�p�
� = 12(p�
�p�
� + p�
�p�
�)= 12p�p� [
�; 
�]+ = 12p�p�2g�� = p�p� = p2verwendet.F�ur die Kontraktion zweier Photonfelder ergibt sich:A�(x1)A�(x2) = iD��F (x1 � x2) = i Z d4k(2�)4DF (k)e�ik�(x1�x2)mit (Feynman-Eichung) D��F (k) = �g�� 1k2 + i� : (4.31)Die Anfangs- und Endzust�ande enthalten Teilchen entsprechend den externen (nicht-kontrahierten) Feldern, die auf jii und jfi wirken. Z.B. ben�otigt die Fermionselbstener-gie einen Anfangszustand, der ein Elektron mit Impuls p und Spin s besitzt,jii = je�;p; si = cys(p)j0i:Wir wollen nun annehmen, da� sich das System in einem endlichen Volumen Vbe�ndet, so da� aus den Fourierintegralen in (3.2), (3.12) und (3.25) Fourierreihen wer-den. Dann haben wir dort einfach R d3p=(2�)3=2 durch (1=V 1=2)Pp zu ersetzen. Wie wir47
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k’Abbildung 4.7:unten sehen werden, fallen die Faktoren V aus dem Wirkungsquerschnitt heraus. Manerh�alt f�ur die Wirkung der positiven Frequenzanteile (Vernichter) der externen Felderauf Elektron-, Positron- und Photonzust�ande, wie sie im Anfangs- und Endzustandvorkommen, aus den Fourierreihen f�ur die verschiedenen Felder (+)(x)je�;p; si = 1(2V Ep)1=2us(p)e�ip�xj0i;� (+)(x)je+;p; si = 1(2V Ep)1=2 �vs(p)e�ip�xj0i;A(+)� (x)j
;k; ri = 1(2V !k)1=2 �r�(k)e�ik�xj0i: (4.32)Die Impuls- und Spinsummen verschwinden hierbei, da nur das Teilchen mit dem rich-tigen Impuls und Spin herausgesucht wird.F�ur die Wirkung der negativen Frequenzanteile (Erzeuger) auf das Vakuum be-kommt man: � (�)(x)j0i = Xp;s 1(2V Ep)1=2 �us(p)eip�xje�;p; si; (�)(x)j0i = Xp;s 1(2V Ep)1=2vs(p)eip�xje+;p; si;A(�)� (x)j0i = Xk;r 1(2V !k)1=2�r�(k)eik�xj
;k; ri: (4.33)Als Beispiel betrachten wir den Term erster Ordnung,S(1) = ie Z d4x : � =A :;wobei wir nur den darin enthaltenen Proze� der Photoemission von einem Elektrondiskutieren wollen (s. Abb.4.7).Der Anfangs- und Endzustand sind somit durchjii = je�;p; si jfi = je�;p0; s0; 
;k0; r0i48



festgelegt. Damit bekommt man mit (4.32) und (4.33)hf jS(1)jii = he�;p0; s0; 
;k0; r0jie Z d4x � (�)(x)
�A(�)� (x) (+)(x)je�;p; si= ie Z d4x " 1(2V Ep0)1=2 �us0(p0)eip0�x# 
� " 1(2V !k0)1=2 �r0� (k0)eik0�x#� " 1(2V Ep)1=2us(p)e�ip�x# : (4.34)Die Impuls- und Spinsummen in (4.33) fallen weg, da der Endzustand festgelegt ist.( � (�) und A(�)� nach links auf jfi angewandt sind Vernichter.)Nun benutzen wir nochZ d4xei(p0+k0�p)�x = (2�)4�(4)(p0 + k0 � p);was nichts anderes als Energie-Impulserhaltung bedeutet.Damit ergibt sich insgesamt f�ur das Matrixelementhf jS(1)jii = "(2�)4�(4)(p0 + k0 � p) 1(2V Ep0)1=2 1(2V !k0)1=2 1(2V Ep)1=2# �M (4.35)mit der Feynman-Amplitude M = ie�us0(p0)=�r0(k0)us(p):Als n�achstes wollen wir die Energie-Impulserhaltung ausnutzen, um zu zeigen, da�das Matrixelement (4.35) verschwindet. Aufgrund der �-Funktion ist das Matrisxele-ment nur dann von Null verschieden, wenn p = p0+k0 gilt. Zus�atzlich gilt f�ur reale Teil-chen die Massenschalenbedingung, d.h. p20 = E2p = p2 +m2 bzw. p2 = m2 = p02 f�ur dasElektron und k02 = 0 f�ur das Photon. Quadriert man nun die Energie-Impulserhaltung,p2 = (p0 + k0)2, so folgt m2 = m2+2p0 � k0, d.h. p0 � k0 = 0 mu� gelten. Diese Gleichnungkann aber nicht erf�ullt werden, dap0 � k0 = p00k00 � p0 � k0 = qp02 +m2jk0j � jp0jjk0j cos � > 0gilt, wobei � der Winkel zwischen p0 und k0 ist. Mit anderen Worten, ein freies Elek-tron kann kein Photon emittieren. Dasselbe gilt f�ur alle anderen Prozesse, die in S(1)enthalten sind. Allerdings kann das Vertexdiagramm ohne weiteres Bestandteil einesnicht-verschwindenen Diagramms h�oherer Ordnung, z.B. Compton-Streuung in S(2),sein. Dann mu� aber mindestens eine Linie am Vertex eine innere Linie sein, d.h. einemPropagator entsprechen. Innere Linien entsprechen virtuellen Teilchen, die ausgetauscht49



k

p pq=p-kν µAbbildung 4.8:werden und nicht auf der Massenschale sitzen. Tats�achlich wird der Propagator auf derMassenschale singul�ar.In Schleifendiagrammen, wie z.B. in der Elektronselbstenergie (s.Abb.4.8), tretenzus�atzlich noch Impulsintegrationen auf.Nach den Regeln f�ur Propagatoren und externe Felder (4.30) bis (4.33) �ndet man:hf jS(2)(e� ! e�)jii = �e2 1(2V Ep)1=2 1(2V Ep0)1=2 Z d4qd4k�(4)(p0 � k � q)�(4)(p� k � q)iD��F (k)�u(p0)
�iSF (q)
�u(p):Man beachte, da� die Reihenfolge der Spinorfaktoren 
�, SF ,u etc. nicht beliebig ist.Nach Integration �uber q �uberlebt die k-Integration:hf jS(2)(e� ! e�)jii = (2�)4�(4)(p � p0) 1(2V Ep)1=2 1(2V Ep0)1=2�(�e2) Z d4k(2�)4 iD��F (k)�u(p0)
�iSF (p � k)
�u(p): (4.36)Allgemein l�a�t sich jedes Matrixelement in der FormSfi � hf jSjii = "(2�)4�(4)(Pf � Pi)Yext 1(2V E)1=2#M (4.37)schreiben, wobei E�fEp; !kg, Pi die Summe aller Viererimpulse im Anfangszustand undPf im Endzustand bezeichnet. Die Feynman-Amplitude kann als eine st�orungstheoreti-sche Reihe geschrieben werden: M = 1Xn=1M(n):Die einzelnen TermeM(n) dieser Summe erh�alt man, indem man alle topologisch ver-schiedenen Diagramme mit n Vertices und den korrekten externen Linien, die zu jii undjfi geh�oren, zeichnet.M(n) folgt dann aus diesen Diagrammen mit Hilfe der Feynman-Regeln, die in der folgenden Liste zusammengefa�t sind:50



µ1.  Vertex: i e γµ

2. Interne Photonlinie: i DF
µν(k) = - i g µν (k 2 + i ε)-1

k

µ ν

3. Interne Fermionlinie:
p

p

p

p

p

i SF(p) = i (p/ - m + i ε)-1

4. Externe Linien:

a) e- im Anfangszustand: u(p)

u(p)b) e- im Endzustand:

c) e+ im Anfangszustand:     v(p)

v(p)d) e+
im Endzustand: 

e) γ im Anfangszustand:
k

k

εµ(k)

εµ(k)f) γ im Endzustand:5. Die Reihenfolge der Spinorfaktoren (
�, SF , u, etc.) f�ur eine durchgehende Fer-mionlinie werden von links nach rechts in der Reihenfolge aufgeschrieben, die manantri�t, wenn man dem Pfeil in Gegenrichtung folgt.6. F�ur jede geschlossene Fermionlinie bekommt man einen Faktor �1 und eine Spur�uber die 
-Matrizen. (Um dies zu sehen, betrachte man als �Ubung die Photonselbst-energie.)7. F�ur jeden internen Impuls q in einer Schleife, der nicht durch Energie-Impulser-haltung festgelegt ist, erh�alt man ein Integral R d4q=(2�)4.Die Diagramme erkl�aren also nicht nur die physikalisch ablaufenden Prozesse an-schaulich, z.B. Elektron-Elektron-Streuung unter dem Austausch eines Photons, son-51



dern lassen sich mittels der Feynman-Regeln direkt in mathematische Ausdr�ucke f�ur die�Ubergangsamplituden �ubersetzen. Hat man alle Diagramme zu einer bestimmten Ord-nung und bestimmten Anfangs- und Endzust�anden gefunden, so erh�alt man daraus die�Ubergangswahrscheinlichkeit f�ur den betrachteten Proze� in der betre�enden OrdnungSt�orungstheorie.4.3 Anwendungen der St�orungstheorieLiteratur: F. Halzen, A.D. Martin, Quarks and Leptons.4.3.1 Der WirkungsquerschnittDie zentrale Gr�o�e bei Streuprozessen ist der Wirkungsquerschnitt. Dazu ben�otigen wirzun�achst die �Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeitintervall T vom Zustand jii nach jfi.Diese folgt aus der S-Matrix gem�a� Wfi = jSfij2T : (4.38)Der Wirkungsquerschnitt ist nun de�niert als� � Wfij nf ; (4.39)wobei j den Flu� der einfallenden Teilchen und nf die Zahl der m�oglichen Endzust�andebezeichnet. Wir beschr�anken uns jetzt speziell auf Prozesse der Art AB ! CD. (EineVerallgemeinerung auf mehr Teilchen im Endzustand ist leicht m�oglich.) Die Zahl derEndzust�ande im Volumen V und Impulsraumelement d3pCd3pD, d.h., da� der Impulsvom Teilchen C zwischen pC und pC + dpC liegt und analoges f�ur Teilchen D gilt, istgegeben durch V d3pC(2�)3 V d3pD(2�)3 : (4.40)Dies entspricht der Zahl der quantenmechanisch erlaubten Zust�ande freier Teilchen ineinem W�urfel mit Volumen V (�h = 1).Der Flu� der einfallenden Teilchen wird bestimmt durch die Relativgeschwindigkeitder Teilchen geteilt durch das Volumen:j = jvA � vBjV : (4.41)52



Aus (4.37) ergibt sichjSfij2 = h(2�)4�(4)(pC + pD � pA � pB)i2 116V 4EAEBECED jMj2: (4.42)Das hierbei auftretende, mathematisch nicht-wohlde�nierte Quadrat einer �-Funktionerfordert eine Erkl�arung. Wir behandeln es durch folgende Vorschrift:h(2�)4�(P )i2 = (2�)4�(P ) limT;V!1 Z T=2�T=2 dt ZV d3xeix�P = limT;V!1 TV (2�)4�(P ): (4.43)Damit erhalten wir f�ur den di�erentiellen Wirkungsquerschnitt durch Kombinationvon (4.39), (4.40), (4.41) und (4.43)d� = V (2�)4�(4)(pC + pD � pA � pB) 116V 4EAEBECED jMj2 VjvA � vBj V d3pC(2�)3 V d3pD(2�)3� jMj2F dQ (4.44)mit den Lorentzinvarianten Gr�o�en (s. Halzen, Martin), Flu�faktor,F = jvA � vBj2EA2EB; (4.45)und Phasenraumfaktor,dQ = (2�)4�(4)(pC + pD � pA � pB) V d3pC(2�)32EC V d3pD(2�)32ED : (4.46)Man beachte, da� der Wirkungsquerschnitt weder von T noch von V abh�angt!Nun wollen wir speziell das Schwerpunktsystem, de�niert durch pA = �pB, be-trachten. Dann gilt F = 4pips;dQ = 14�2 pf4psd
 (4.47)mit pi � jpAj, pf � jpCj, s � (EA + EB)2 und dem Raumwinkelelement d
 gegebendurch d3pC = p2CdjpCjd
.Beweis: F = jvA � vBj4EAEB = ����pAEA � pBEB ���� 4EAEB= EA + EBEAEB jpAj4EAEB = 4pips53
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νAbbildung 4.9:Z dQ::: = 116�2 Z d3pCd3pD�(pC + pD �pA � pB| {z }=0) pC=�pD)�(EA + EB � EC �ED) 1ECED :::= 116�2 Z d
dpfp2f�(ps� EC �ED) 1ECED :::)ps = EC + ED = qm2C + p2f +qm2D + p2f) dpsdpf = pf � 1EC + 1ED�) Z dQ::: = 116�2 Z d
dps �(ps� EC �ED) pfEC + ED :::= 116�2 pfps Z d
::: 2Damit ergibt sich f�ur den di�erentiellenWirkungsquerschnitt im Schwerpunktsystem d�d
!SPS = 164�2s pfpi hjMj2i: (4.48)4.3.2 Elektron-Muon-StreuungAls Beispiel wollen wir den Wirkungsquerschnitt f�ur die Streuung eines Elektrons aneinem Muon im Detail durchrechnen. In niedrigster Ordnung St�orungstheorie tritt nurdas in Abb.4.9 gezeigte Diagramm auf.Durch Anwendung der Feynman-Regeln bekommen wir die Feynman-Amplitude f�urdiesen Proze�. (Muonen unterscheiden sich dabei von Elektronen nur durch ihre Masse.)M = �u(k0)ie
�u(k) �ig�� 1q2 + i�! �u(p0)ie
�u(p)= ie2q2 �u(k0)
�u(k)| {z }e� �u(p0)
�u(p)| {z }�� (4.49)54



Im allgemeinen sind die einlaufenden Teilchen unpolarisiert und die Polarisationender auslaufenden werden nicht beobachtet. Dann mu� man �uber die Spins im Eingangs-kanal mitteln und �uber die im Ausgangskanal, da der Wirkungsquerschnitt proportio-nal zur Anzahl der Endzust�ande ist, summieren. Das so gemittelte Betragsquadrat derFeynman-Amplitude wird mit hjMj2i bezeichnet. Aus (4.49) ergibt sich hierf�urhjMj2i = e4q4L��el Lmuon�� : (4.50)Die Zerlegung in einen elektronischen und einen muonischen Tensor ist m�oglich, da�u
�u ein Skalar im Spinorraum ist. Der elektronische Anteil lautet:L��el = 12 XSpins[�u(k0)
�u(k)][�u(k0)
�u(k)]y;wobei der Faktor 1=2 von der Mittelung �uber den Elektronen-Spin im Anfangszustandstammt. F�ur das adjungierte Spinorprodukt gilt:[uy(k0)
0
�u(k)]y = uy(k)
�y
0u(k0) = �u(k)
�u(k0);wobei im letzten Schritt 
�y = 
0
�
0 benutzt wurde, was sich leicht mit der in Ab-schnitt 2.3 angegebenen Darstellung f�ur die 
-Matrizen zeigen l�a�t. Damit lautet derelektronische Anteil: L��el = 12Xr;s �ur�(k0)
���us�(k)�us
(k)
�
�ur�(k0);wobei r; s wieder die Spins und �; �; 
; � die Spinorkomponenten bezeichnen. Mit Hilfeder Vollst�andigkeitsrelationP2s=1 us�(k)�us�(k) = (=k+m)��, die im Anhang gezeigt wird,�ndet man: L��el = 12(=k0 +m)��
���(=k +m)�

�
�= 12Sp[(=k0 +m)
�(=k +m)
�]= 12Sp(=k0
�=k
� ) + 12m2Sp(
�
�)Die Auswertung der Spuren �uber Produkte von 
-Matrizen (s. Anhang (A.11)) ergibt:L��el = 2[k0�k� + k0�k� � (k � k0 �m2)g�� ]: (4.51)Analog erh�alt man f�ur den muonischen Tensor:Lmuon�� = 2[p0�p� + p0�p� � (p � p0 �M2)g�� ]; (4.52)55
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DAbbildung 4.10:wobei M die Muonmasse darstellt.Aus (4.50) bis (4.52) ergibt sichhjMj2i = 4e4q4 [2(k � p)(k0 � p0) + 2(k � p0)(k0 � p)�2(k � k0 �m2)(p � p0)� 2(p � p0 �M2)(k � k0) + 4(k � k0 �m2)(p � p0 �M2)]= 8e4q4 [(k � p)(k0 � p0) + (k � p0)(k0 � p) �m2(p � p0)�M2(k � k0) + 2m2M2]: (4.53)Um den Ausdruck weiter zu vereinfachen, wollen wir den ultrarelativistischen Li-mes jkj; jpj � m;M annehmen, in dem wir die Massen vernachl�assigen k�onnen. Dannreduziert sich (4.53) aufhjMj2i ' 8 e4(k � k0)4 [(k � p)(k0 � p0) + (k � p0)(k0 � p)]: (4.54)An dieser Stelle ist es sinnvoll die sog. Mandelstam-Variablen f�ur Prozesse der ArtA+B ! C +D (s. Abb.4.10) einzuf�uhren:s � (k + p)2; t � (k � k0)2; u � (k � p0)2: (4.55)(Im Schwerpunktsystem ist die Mandelstam-Variable s durch die bereits in (4.47)verwendete Gr�o�e s gegeben.) Der Vorteil dieser Variablen ist ihre manifeste Lorentzin-varianz als Skalarprodukte von Viererimpulsen. Allerdings sind sie nicht voneinanderunabh�angig, das+ t+ u = k2 + 2k � p + p2 + k2 � 2k � k0 + k02 + k2 � 2k � p0 + p02= m2A +m2B +m2C +m2D + 2k � (p + k � k0 � p0)| {z }=0 : (4.56)Im ultrarelativistischen Limes m;M ' 0, d.h. k2 ' p2 ' k02 ' p02 ' 0 gilts ' 2k � p ' 2k0 � p0; u ' �2k � p0 ' �2k0 � p;56
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Abbildung 4.11:wobei die Energie-Impulserhaltung z.B. in Form (k + p)2 = (k0 + p0)2 benutzt wurde.Setzen wir diese N�aherungen in (4.54) so erhalten wir das einfache ResultathjMj2i ' 2e4 s2 + u2t2 : (4.57)Solche Prozesse, die einem Diagramm wie dem der Elektron-Muon-Streuung entspre-chen und somit die Variable t im Nenner enthalten, hei�en t-Kanal-Prozesse. Durch\Kreuzen" k�onnen daraus andere Prozesse, hier z.B. e+e� ! �+��, ohne expliziteRechnung abgeleitet werden, wie in Abb.4.11 demonstriert.Durch Vergleich der Impulse der beteiligten Teilchen in den beiden Prozessen, k $ k,p $ �k0, k0 $ �p und p0 $ p0, woraus s $ t und u $ u folgt, resultiert direkt dieAmplitude f�ur den Proze� e+e� ! �+��:hjMj2i ' 2e4 t2 + u2s2 : (4.58)Wegen des Faktors s im Nenner werden Prozesse der Art, wie sie auf der rechten Seitevon Abb.4.11 dargestellt sind, als s-Kanal-Prozesse bezeichnet. Man beachte, da� dieAmplituden (4.57) und (4.58) Lorentzinvariant sind.Zur Berechnung der Wirkungsquerschnitte gehen wir wieder ins Schwerpunktsystem,in dem die Rechnung besonders einfach ist. Die Impulse in diesem System, in demjkj = jpj und jk0j = jp0j gelten, sind in der Abb.4.12 gezeigt.Da Elektronen und Muonen elementare Teilchen sind und nicht angeregt werdenk�onnen, handelt es sich bei der Streuung e��� ! e��� um eine elastische Streuung,d.h. es gilt jkj = jk0j und jp0j = jpj und somit pi = pf . Die Mandelstam-Variable s istnun gegeben durchs ' 2k � p = 2(k0p0 � k � p) = 2jkjjpj(1� cos �) = 4jkjjpj = 4jkjjk0j57
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pAbbildung 4.12:und die Mandelstam-Variable t durcht ' �2k � k0 = �2jkjjk0j(1 � cos �):Nun werden wir den di�erentiellen Wirkungsquerschnitt (4.48) auf eine Ableitungnach t umschreiben, d.h. d�d
 = d�dt dtd
 :Mit d
 = 2�d cos � und dtd
 = 1� jkjjk0j = s4��nden wir aus (4.48) d�dt = 116�s2 hjMj2i: (4.59)Der Vorteil des Ausdrucks (4.49) ist, da� er Lorentzinvariant ist, so da� er in jedemSystem gilt, obwohl wir ihn nur im Schwerpunktsystem abgeleitet haben.Setzen wir die Amplituden (4.57) und (4.58) in (4.59) ein, erhalten wir die di�eren-tiellen Wirkungsquerschnitte f�ur die von uns betrachteten Prozesse: d�dt !e���!e��� = e48� s2 + u2s2t2 ; (4.60) d�dt !e+e�!�+�� = e48� t2 + u2s4 : (4.61)Den totalen Wirkungsquerschnitt erhalten wir daraus durch Integration �uber t. tl�auft dabei von t = �s, entsprechend cos � = �1, bis t = 0, entsprechend cos � = 1. DieVariable u ersetzen wir wegen s + t+ u ' 0 durch �t� s. Damit erhalten wir f�ur die58



Abbildung 4.13:Elektron-Positron-Annihilation (4.61)�e+e�!�+�� = e48�s4 Z 0�s dt(2t2 + 2ts + s2)= e48�s4 �23 t3 + st2 + s2t�0�s= e412�s:Unter Benutzung der Feinstruktur-Konstanten � = e2=(4�) ergibt sich das Endresultat�e+e�!�+�� = 4��23s : (4.62)Diese Formel stimmt f�ur Energien ps � 10 GeV sehr gut mit dem Experiment, wie esz.B. am Speicherring PETRA am DESY durchgef�uhrt wurde, �uberein (s. Abb.4.13).Der totale Wirkungsquerschnitt f�ur Elektron-Muon-Streuung ist dagegen wegenR 0�s dt=t2 divergent, was darauf zur�uckzuf�uhren ist, da� die elektromagnetischeWechsel-wirkung langreichweitig ist. Diese infrarote Divergenz ist eine physikalische Divergenz,die auftritt, wenn die Streupartner unendlich weit voneinander entfernt sind. Nur durch59



die Anwesenheit von Materie, die Ladungen enth�alt, zwischen den weit entfernten Streu-partnern kann diese Divergenz abgeschirmt werden (Debye-Abschirmung).Zum Abschlu� dieses Kapitels wollen wir noch einige Bemerkungen zur Berechnungvon anderen Prozessen machen:1. Be�nden sich Photonen im Eingangs- oder Ausgangskanal, wie z.B. bei derCompton-Streuung, so mu� man ebenfalls �uber die Photonenpolarisationen mittelnbzw. summieren. Externe, reale Photonen haben nur transversale Polarisationen (s.Abschnitt 3.3). Zur Auswertung der Summen verwendet man die Formel (s. Halzen,Martin): 2Xr=1 �r�(k)�s�(k) = �g�� :2. In der QCD mu� au�erdem noch �uber die Farben der Teilchen im Anfangs- undEndzustand gemittelt bzw. summiert werden.3. Kompliziertere Prozesse wie z.B. Bremsstrahlung (e�e� ! e�e�
) k�onnen, �ahn-lich wie oben beschrieben, behandelt werden. Allerdings w�achst die Komplexit�at derRechnungen sehr schnell an, und analytische Ausdr�ucke k�onnen meistens nicht mehrangegeben werden.4. In Schleifendiagrammen, wie z.B. der Fermionselbstenergie, in denen Impulsin-tegrationen auftreten, begegnet man h�au�g Ultraviolettsingularit�aten. Diese werdendurch Renormierung beseitigt, wie wir im n�achsten Kapitel diskutieren werden.

60



Kapitel 5RenormierungIn diesem Kapitel soll ein Einblick in die Renormierungsprozedur in der Quantenfeld-theorie gegeben werden. Die Darstellung dieses komplexen Themas wird gr�o�tenteilsnur schematisch bleiben. Auf detaillierte Ableitungen wird zugunsten einer mehr qua-litativen Diskussion meistens verzichtet. F�ur eine weitergehende Einf�uhrung in diesesProblem wird auf die folgende Literatur verwiesen:Mandl, Shaw, Quantenfeldtheorie, Kap. 9, 10; Nash, Relativistic Quantum FieldTheory; Bogoliubov, Sirkov, Quantenfelder, Kap. 22 - 29.5.1 UltraviolettdivergenzenBisher wurden nur sog. Baumdiagramme, die keine Schleifen enthalten, berechnet, wiez.B. Streuprozesse in niedrigster Ordnung. Schleifendiagramme wie z.B. Selbstenergienhaben wir dagegen noch nicht ausgewertet. Nach den Feynman-Regeln treten in Schlei-fendiagrammen Impulsintegrationen mit Integranden, in denen Propagatoren vorkom-men, auf. In vielen F�allen konvergieren diese Integrale leider nicht, wenn man die obereImpulsgrenze unendlich setzt (Ultraviolettdivergenz).Als Beispiel betrachten wir die Photonselbstenergie, die eine Impulsintegration �uberFermionpropagatoren enth�alt (s. Abb.5.1).Aus den Feynman-Regeln ergibt sich bei Vernachl�asssigung der �au�eren Photonen-linien (Amputation):i���(p) = (�1) Z d4k(2�)4 Sp[ie
�iSF (k)ie
�iSF (q)]= �e2 Z d4k(2�)4 Sp[
�(=k +m)
�(=q +m)](k2 �m2)(q2 �m2) : (5.1)61
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µ νAbbildung 5.1:Nach Ausf�uhrung der Spur mittels (s. Anhang (A.11))Sp[
�(=k +m)
�(=q +m)] = 4(k�q� + k�q� � k � qg�� +m2g��)erkennt man, da� der Intergand in (5.1) f�ur gro�e k wie 1=k2 abf�allt, so da� die Selbst-energie quadratisch (R d4k=k2) divergiert.Der mathematisacheGrund f�ur diese Divergenz ist die Benutzung von Propagatoren,die (im Ortsraum) �ahnlich wie die �-Funktion Distributionen sind (s. z.B. Bogoliubov,Sirkov, Kap. 18). Distributionen sind im Gegensatz zu Funktionen nur �uber die Wir-kung einer Integration de�niert. Ein Produkt von Distributionen (Multiplikation zweierPropagatoren) stellt eine neue Distribution dar, die durch Anwendung eines Integralsneu de�niert werden mu�. Eine naive Multiplikation von Distributionen kann dagegenauf Singularit�aten f�uhren, wie z.B. im Falle eines Produkts zweier �-Funktionen mitdemselben Argument.Die physikalische Ursache ist darin zu suchen, da� wir es bei den bisher betrach-teten Theorien mit lokalen Feldtheorien zu tun haben, d.h. die Felder h�angen nur voneinem Raum-Zeit-Punkt x ab. Deshalb �ndet die Wechselwirkung nur lokal an einemPunkt (Vertex) statt. Dazwischen breiten sich die Teilchen frei aus. Dies ist sicherlicheine grobe Idealisierung der in der Natur ablaufenden physikalischen Vorg�ange. Besserw�are deshalb eine Formulierung in Form nicht-lokaler Feldtheorien, was allerdings aufSchwierigkeiten st�o�t, wenn man gleichzeitig Lorentzinvarianz, wie es in relativistischenTheorien der Fall sein sollte, verlangt. Dar�uberhinaus ist es fraglich, ob unendlich hoheImpuls�ubertr�age, bei denen die Ultraviolettdivergenzen auftreten, physikalisch sinnvollsind. Diese entsprechen n�amlich einer punktf�ormigen Au
�osung, die unter Umst�andender zugrundeliegenden Raum-Zeit-Struktur widerspricht. Bei sehr kleinen Abst�andenvon der Gr�o�enordnung 10�35 cm kommt es aufgrund der Unsch�arferelation zu Fluk-tuationen in der Raum-Zeit (z.B. spontane Bildung von Schwarzen L�ochern), so da�man nicht mehr von einer homogenen Minkowski-Metrik sprechen kann.Die Beseitigung der Divergenzen erfolgt in zwei Schritten: Als erstes m�ussen die Sin-62
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-Abbildung 5.2:gularit�aten abgespaltet werden (Regularisierung). Danach werden diese Singularit�atenin physikalischen Gr�o�en wie Ladung oder Masse absorbiert (Renormierung). Die Ideeist dabei, da� die in der Lagrangedichte auftretenden Parameter (Masse, Kopplungs-konstanten, etc.) bei Vernachl�assigung der Wechselwirkung keine physikalischen Gr�o�en(Observable), sondern unendlich gro� und unbeobachtbar sind. Erst die Wechselwir-kung, die ja immer vorhanden ist (z.B. in Form der Vakuumpolarisation bei den Selbst-energien), f�uhrt auf Singularit�aten. Diese werden nun in den Parametern so absorbiert,da� die neuen (renormierten) Gr�o�en endlich sind und den beobachtbaren entsprechen.Als anschauliches Beispiel betrachten wir die unendlich gro�e Ladung eines punktf�ormi-gen Elektrons. Durch die Polarisation des Vakuums (spontane Bildung von virtuellenElektron-Positron-Paaren) wird, wie in Abb.5.2 gezeigt, die Ladung des Elektrons ab-geschirmt und es ergibt sich die endliche beobachtbare Ladung.Im Detail wollen wir die Beseitigung der Ultraviolettdivergenzen im n�achsten Ab-schnitt am Beispiel der Renormierung der Elektronmasse in der Elektron-Selbstenergiestudieren.5.2 Die Elektron-SelbstenergieWir betrachten die in Abb.5.3 dargestellte Elektron-Selbstenergie und amputieren die�au�eren Beine.
k

p pq=p-kµ νAbbildung 5.3:63



+Abbildung 5.4:Mittels der Feynman-Regeln und der Regeln f�ur das Rechnen mit 
-Matrizen (s.Anhang (A.12)) �nden wir:i�(p) = Z d4k(2�)4 [ie
�iSF (p � k)ie
�iD��F (k)]= �e2 Z d4k(2�)4 "
� =p � =k +m(p� k)2 �m2 + i�
�g�� 1k2 + i�#= e2 Z d4k(2�)4 " 2=p � 2=k � 4m(p � k)2 �m2 + i� 1k2 + i�# : (5.2)Dieses Integral divergiert f�ur k!1 linear wie R d4k=k3.Die Schleifendiagrammewerden auch Strahlungskorrekturen genannt. So stellt n�am-lich z.B. die Elektron-Selbstenergie eine Korrektur zum Elektronpropagator dar, diedurch die Emission und Absorption eines virtuellen Photons zustandekommt (s. Abb.5.4).Durch Iteration der Selbstenergie in Form einer Dyson-Schwinger-Gleichung wollenwir nun einen e�ektiven Elektronpropagator, der die Wechselwirkung mit den Photonenenth�alt, de�nieren. In diagrammatischer Form sieht die Dyson-Schwinger-Gleichung wiein Abb.5.5 gezeigt aus.Als Formel geschrieben lautet sie:iS� = iS + iSi�iS�S� = S + S(��)S�= S + S(��)S + S(��)S(��)S + :::= S 1Xn=0(��S)n = S 11 + �S = 1S�1 + �) S�(p) = 1=p �m0 + �(p) + i� : (5.3)Der freie unrenormierte PropagatorS(p) = 1=p �m0 + i�hat einen Pol bei der freien, unbeobachtbaren Masse m0. Der e�ektive Propagatorsoll einen Pol bei der renormierten, beobachtbaren Masse m haben. �Ahnlich wie in der64
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. . . Abbildung 5.5:Festk�orperphysik, wo e�ektiveMasssen f�ur Elektronen in den B�andern auftreten, kommtdie neue Masse durch die Wechselwirkung (hier mit virtuellen Photonen) zustande. ImGegensatz zur Festk�orperphysik wird dieser Mechanismus zur Beseitigung von UV-Divergenzen benutzt. Die renormierte Masse erh�alt man aus der freien durch Additionder unendlichen Gr�o�e �m, die sich aus �(p) ergibt:m = m0 + �m: (5.4)Dies wird als Massenrenormierung bezeichnet.Allgemein l�a�t sich die Elektron-Selbstenergie folgenderma�en schreiben, wie mandurch Entwicklung um =p = m und unter Benutzung von =p2 = p2 sieht (s. Nash):�(p) = A+ (=p �m)B + (=p �m)�c(p): (5.5)Hierbei sind A = �(=p = m) und B unendliche p-unabh�angige Konstanten, und �c(p) istendlich. Die Konstante B wird in der Ladungsrenormierung, die weiter unten diskutiertwird, absorbiert, w�ahrend A die Massenrenormierung bestimmt. Dazu setzen wir (5.5)in (5.3) ein: S�(p) = 1=p �m0 +A+ (=p �m)(B + �c(p))Dieser Propagator hat einen Pol bei =p = m, wie gew�unscht, fallsA = ��m; (5.6)wie mit (5.4) folgt.Eine Alternative zu dem hier beschriebenen Vorgehen stellt die Benutzung von Kon-tertermen in der Lagrangedichte dar. Dazu benutzen wir die renormierte (physikalische)65



Masse in der freien Lagrangedichte und f�uhren einen Konterterm im Wechselwirkungs-term ein, der die unendliche Renormierungskonstante �m enth�alt:L0 = �14F��F �� + � (i=@ �m) ;LI = e � =A + �m �  : (5.7)Die Benutzung der physikalischen anstelle der freien Masse in der Lagrangedichte wirddurch den Konterterm kompensiert. Wichtig dabei ist, da� die Konterterme dieselbeStruktur wie bereits in L vorkommende Terme besitzen, damit durch den Kontertermkeine Symmetrien (z.B. Eichinvarianz) verletzt werden.Als n�achstes wollen wir die Renormierungskonstante �m explizit ausrechnen. Da-zu m�ussen wir zuerst die Divergenz durch Regularisierung des divergenten Integralsabspalten. Dazu gibt es verschiedene Verfahren. Konzeptionell am einfachsten ist die\Cuto�"-Regularisierung, bei der einfach nur bis zu einer Obergrenze � integriert wird:Z 10 dk:::! Z �0 dk:::Allerdings kann man zeigen, da� man auf diese Weise die Eichinvarianz verletzt. Besserist die sog. Pauli-Villars-Regularisierung oder die dimensionale Regularisierung. Letzte-re, bei der die vierdimensionalen Integrale nach 4��Dimensionen fortgesetzt werden, wodie Integrale konvergieren (s. Mandl, Shaw), stellt das �ubliche Regularisierungsverfahrenin der modernen Feldtheorie dar. Hier wollen wir allerdings die Pauli-Villars-Methodeanwenden, da sie mathematisch einfacher ist. Die Methode besteht darin, da� wir inunserem Beispiel den Photonpropagator folgenderma�en ersetzen:1k2 + i� ! 1k2 + i� � 1k2 � �2 + i�: (5.8)Im Falle �!1 erhalten wir den �ublichen Photonpropagator der QED zur�uck. F�ur� <1 dagegen �nden wir1k2 + i� � 1k2 � �2 + i� = ��2(k2 + i�)(k2 � �2 + i�) ;so da� die auf diese Weise regularisierte Elektron-Selbstenergie�regk!1� Z d4kk5konvergiert. 66



Nun berechnen wir damit die Massenrenormierungskonstante aus (5.2):�m = ��(p)���=p=m= ie2 Z d4k(2�)4 " 2(=k +m)k2 � 2p � k + i� � 1k2 + i� � 1k2 ��2 + i��# : (5.9)Zur Auswertug dieses Integrals benutzen wir einige mathematische Tricks, die beiquantenfeldtheoretischen Rechnungen laufend verwendet werden und unter dem Be-gri� Feynman-Parametrisierung bekannt sind. Zun�achst verwenden wir1k2 + i� � 1k2 � �2 + i� = Z �20 dx 1(k2 � x+ i�)2 :Desweiteren gilt (s. Bronstein, Taschenbuch der Mathematik):1a2b = 2 Z 10 dz z[b+ (a� b)z]3 :Damit bekommen wir:�m = ie2 Z �20 dx Z 10 dz Z d4k(2�)4 4(=k +m)z[k2 � 2p � k + (k2 � x� k2 + 2p � k)z + i�| {z }k2�2p�k(1�z)�xz+i� ]3 : (5.10)Der Vorteil der Einf�uhrung zus�atzlicher Integrale besteht darin, da� nun die vierdi-mensionale k-Integration ausfgef�uhrt werden kann. Dies ist ansonsten wegen der dabeiauftretenden Winkelintegration nicht so einfach. Zu diesem Zweck benutzen wir diefolgenden Formeln:Z d4q 1(q2 + y + i�)n = i�2�(n � 2)�(n) 1yn�2 f�ur n � 3;Z d4q q�(q2 + y + i�)n = 0: (5.11)Hierbei ist die �-Funktion f�ur nat�urliche Zahlen n durch �(n) = (n � 1)! gegeben.Der Beweis f�ur die erste Formel erfolgt durch komplexe Integration �uber q0 mittelsdes Residuensatzes und anschlie�ender Integration �uber jqj. Er kann z.B. in Sakurai,Advanced Quantum Mechanics, f�ur n = 3 gefunden werden. Die zweite Formel ist trivial,da der Integrand ungerade ist. Um (5.10) auf die Form (5.11) zu bringen, machen wirdie folgende Substitution:q = k � p(1 � z); y = �p2(1� z)2 � xz:67



Damit reduziert sich (5.10) auf�m = ie2 Z �20 dx Z 10 dz Z d4k(2�)4 4=qz + 4=p(1 � z)z + 4mz(q2 + y + i�)3 �����=p=m= ie2 Z �20 dx Z 10 dz " i�2(2�)4 12! 4m(1� z)z + 4mz�m2(1� z)2 � xz #= e2m8�2 Z �20 dx Z 10 dz 2z � z2xz +m2(1� z)2= e2m8�2 Z 10 dz (2� z) ln �2z +m2(1 � z)2m2(1� z)2 :Da wir nur an dem divergenten Anteil im Limes � ! 1 interessiert sind, k�onnen wirden Logarithmus durch ln (�2=m2) ersetzen, daln �2z +m2(1� z)2m2(1� z)2 �!1�! ln �2m2 + ln z(1 � z)2und das z-Integral �uber den �-unabh�angigen Term konvergiert. Als Endergebnis �ndenwir somit �m = 3e2m8�2 ln �m (5.12)Wichtig ist es, noch anzumerken, da� verschiedene Regularisierungsverfahren aufdasselbe Ergebnis f�uhren. Dies wird dadurch gew�ahrleistet, da� man die Renormierungs-konstanten an den beobachtbaren Gr�o�en, in unserem Beispiel an der Elektronenmasse,festlegt.Ohne explizite Rechnung (s. Bogoliubov, Sirkov) geben wir hier noch die Gr�o�en Bund �c in (5.5) an:B = e2m8�2 ln �m;�c(p) = e24� " =p p2 +m24p2 �m! p2 �m2p2 ln m2 � p2m2 +m� =p 38 + m24p2!#(5.13)Man beachte, da� entgegen der naiven Erwartung die Elektron-Selbstenergie nicht linearsondern nur logarithmisch divergiert. Eine einfache Absch�atzung wie nach (5.2) gibt nurden maximal m�oglichen Divergenzgrad.Die unendliche Konstante B wird nun nicht in der Massenrenormierung absorbiert,sondern in der Renormierung der Ladung gem�a� e2 = (1 � B)e20, wobei e0 die unphy-sikalische, unrenormierte und e die beobachtbare, renormierte Ladung bezeichnen. DieRenormierungskonstante der Ladung 1 �B wird mit Z2 bezeichnet. Im Gegensatz zur68



Abbildung 5.6:Massenrenormierung handelt es sich bei der Ladung um eine multiplikative Renormie-rung.Die divergente Photonselbstenergie f�uhrt ebenfalls zu einer Ladungsrenormierung,e = Z1=23 e0, und ebenso die Vertexkorrektur (s.Abb.5.6), e = e0=Z1.Insgesamt lautet somit die Ladungsrenormierung: e = e0Z1=23 Z2=Z1. Der Faktor Z2statt Z1=22 r�uhrt daher, da� an jedem Vertex zwei Fermionen vorkommen, so da� mandie Elektron-Selbstenergie zweimal einsetzen mu� (s. Abb.5.7).Eine explizite Berechnung ergibt, da� Z1 = Z2 gilt. Dies ist eine Konsequenz derEichinvarianz, die Relationen zwischen verschiedenen Diagrammen bedingt, die alsWard-Identit�aten bezeichnet werden. Somit gibt es in der QED nur zwei unabh�angigeRenormierungskonstanten, n�amlich f�ur die Elektronmasse �m und f�ur die Ladung Z3.Bisher haben wir nur die Renormierung f�ur Graphen niedrigster Ordnung (Ein-Schleifen-Diagramme) betrachtet. Aber auch in h�oheren Graphen mit mehr Schleifentreten Divergenzen auf, z.B. in den Diagrammen in Abb.5.8.Die ersten beiden Diagramme k�onnen als Kombination der Ein-Schleifen-Selbsten-ergien und der Vertex-Korrektur angesehen werden und enthalten somit keine prinzipellneuen Divergenzen. Das dritte Diagramm hingegen besitzt eine neue Divergenzstruktur.Solche Diagamme werden als primitiv divergent bezeichnet.Es kann gezeigt werden, da� in QED zur Beseitigung der Divergenzen in allen Ord-nungen keine zus�atzlichen Renormierungskonstanten eingef�uhrt werden m�ussen.
Abbildung 5.7:69



Abbildung 5.8:Eine Theorie hei�t renormierbar, wenn man zur Beseitigung aller Divergenzen (inallen Ordnungen der St�orungstheorie) mit endlich vielen Renormierungskonstanten aus-kommt. Beispiele daf�ur sind die QED, die QCD und �4-Theorie. Dagegen ist die sog.NJL-Theorie, die einen Vier-Fermion-Wechselwirkungsterm der Form ( �  )2 enth�altnicht renormierbar. Die Forderung nach Renormierbarkeit einer Theorie schr�ankt dieWahl der Wechselwirkungsterme, die klassisch beliebig sind, drastisch ein. Wir wollenhier f�ur die Renormierbarkeit ein Kriterium angeben, das auf Wilson zur�uckgeht. Dazuf�uhren wir zun�achst die Wilson-Dimension ein: Damit die Wirkung dimensionslos ist,m�ussen Lagrangedichten die DimensionMeV4, kurz die Dimension vier, haben. Betrach-ten wir die bisher verwendeten freien Lagrangedichten f�ur skalare Teilchen, Spinorenund Vektorfelder, so folgt daraus unter Beachtung von dim[m] = dim[@] = 1, da� dieDimensionen dieser Felder durchdim[A�] = dim[�] = 1; dim[ ] = 3=2gegeben sind.Das Wilson-Kriterium besagt nun, da� eine Theorie superrenormierbar ist, d.h. esexistieren nur endlich viele primitiv divergente Diagramme, falls die Dimension desWechselwirkungsterms ohne Kopplungskonstante kleiner als vier ist. Z.B. ist die �3-Theorie mit einem Wechselwikungsterm LI = ��3 superrenormierbar. In diesem Fallist die Kopplungskonstante dimensionsbehaftet, dim[�] = 1, d.h. � hat die Dimensioneiner Energie.Eine Theorie kann renormierbar sein, falls der Wechselwirkungsterm (ohne Kopp-lungskonstante) die Dimension vier hat. Dann ist die Kopplungskonstante dimensi-onslos, so wie � in der �4-Theorie oder e bzw. � in der QED. Sie kann aber auchnicht-renormierbar sein, d.h. in jeder Ordnung werden neue Renormierungskonstantenben�otigt, wie z.B. eine Theorie mit massiven Vektorfeldern, die aufgrund des Massen-terms der Vektorfelderm2A�A� nicht eichinvariant ist. Entscheidend f�ur die Renormier-barkeit von QED, QCD und der elektroschwachenTheorie ist n�amlich die Eichinvarianz,die aufgrund der daraus folgenden Ward-Identit�aten die Zahl der Renormierungskon-70



Abbildung 5.9:stanten reduziert. Der Beweis f�ur die Renormierbarkeit von nicht-abelschen Eichtheorienist kompliziert und wurde erst um 1970 von t'Hooft durchgef�uhrt. Erst dadurch wur-den die nicht-abelschen Theorien als m�ogliche physikalische Theorien akzeptiert undihr bahnbrechender Erfolg in Form der QCD und der elektroschwachen Theorie in dermodernen Elemenarteilchenphysik erm�oglicht.Theorien mit einemWechselwirkungsterm ohne Kopplungskonstante der Dimensionf�unf oder gr�o�er sind nicht-renormierbar. Beispiele sind die Fermi-Theorie der schwa-chen Wechselwirkung und die NJL-Theorie, bei der ein Wechselwirkungsterm der FormLI = G( �  )2 auftritt, da dim[( �  )2] = 6. In diesem Fall hat G die Dimension MeV�2.Trotzdem k�onnen diese Theorien als e�ektive Theorien sinnvoll sein, solange man aufdem Baumgraphenniveau bleibt, in dem keine Divergenzen auftreten. So liefert dieFermi-Theorie der schwachen Wechselwirkung, in der vier Fermionen direkt (ohne Aus-tausch eines Eichbosons) miteinander wechselwirken, sehr gute Resultate. Der Erfolgdieser e�ektiven Theorie liegt darin begr�undet, da� die zugrundeliegende Theorie wegender gro�en Massen der Eichbosonen (W�, Z0) kurzreichweitig ist, so da� die Annahmeeiner punktf�ormigen Wechselwirkung der z.B. am �-Zerfall beteiligten Fermionen f�urviele Zwecke in guter N�aherung gerechtfertigt ist. Insbesondere f�ur die QCD bei nied-rigen Energien, wo die St�orungstheorie versagt, leisten e�ektive nicht-renormierbareTheorien wie das NJL-Modell mit einer Vier-Quark-Wechselwirkung gute Dienste.Zum Abschlu� wollen wir noch kurz zwei Anwendungen diskutieren. Als erstes be-trachten wir das anomale magnetische Moment des Elektrons. In der Dirac-Theorie istdas magnetische Moment des Elektrons durch�0 = � e2mgegeben (Bohr'sches Magneton). Dieses magnetischeMoment tritt in Erscheinung, wenndas Elektron mit einem �au�eren elektromagnetische Feld wechselwirkt, wie es in derAbb.5.9 dargestellt ist. (Das Kreuz an der Wellenlinie bedeutet, da� es sich nicht umein Photon, sondern ein klassisches elektromagnetisches Feld handelt.)71



Abbildung 5.10:Durch quantenfeldtheoretische Strahlungskorrekturen wird das magnetische Mo-ment des Elektrons modi�ziert. In niedrigster Ordnung geschieht dies durch die Dia-gramme in Abb.5.10. (Nach Renormierung tragen die beiden Vertexkorrekturenmit denFermionselbstenergien (s. Abb.5.7) hierbei nicht mehr bei.):Nach Renormierung �ndet man:� =  1 + e28�2! �0 = 1:00116�0:Unter Mitnahme der Zwei- und Drei-Schleifen-Diagramme { es gibt 72 verschiedeneDrei-Schleifen-Diagramme! { wie z.B. die in Abb.5.11 gezeigten, ergibt sich:� = 1:0011596524(4)�0 ;wobei die theoretische Unsicherheit in der letzten Stelle in Klammern angegeben ist.Der Vergleich mit dem Experiment (Stand: 1978),�exper = 1:00115965241(20)�0liefert eine der besten �Ubereinstimmungen von Theorie und Experiment in der Physik�uberhaupt. Dieser Erfolg w�are ohne die vom mathematischen Standpunkt aus etwasdubiose Renormierung nicht m�oglich.Als letztes Beispiel wollen wir die Lamb-Verschiebung erw�ahnen. Dabei handeltes sich um eine Verschiebung der 2s1=2- und 2p1=2-Niveaus im Wassersto�atom durch
+ + . . .Abbildung 5.11:72



Strahlungskorrekturen hervorgerufen durch das elektromagnetische Feld des Kerns. DieVerschiebung f�ur die beiden Niveaus ist unterschiedlich, da die s-Welle im Gegensatzzur p-Welle in den Kern eindringt. Deshalb kommt es zu einer Energieaufspaltung derNiveaus, die 4:4 � 10�6 eV betr�agt und zur Hyperfeinstruktur des Wassersto�atomsgeh�ort.
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Anhang ASpinoren und 
-MatrizenIn diesem Anhang wollen wir einige n�utzliche Relationen f�ur Spinorwellenfunktionenund 
-Matrizen aufstellen.Die Dirac-Gleichung im Impulsraum lautet (s. Abschnitt 3.2):(=p �m)ur(p) = 0;(=p +m)vr(p) = 0 (A.1)mit =p � p�
�.Die 
-Matrizen erf�ullen die Antivertauschungsrelation[
�; 
� ]+ = 2g�� : (A.2)Eine m�ogliche Darstellung der 
-Matrizen haben wir in Abschnitt 2.3 angegeben:
0 = 0@ I 00 �I 1A ; 
i = 0@ 0 �i��i 0 1A (A.3)mit der 2� 2 Einheitsmatrix I und den drei Pauli-Matrizen �i. Nun wollen wir zeigen,da� die L�osungen der Dirac-Gleichung (A.1) die folgende Form besitzen:ur(p) = N 0@ �r~��pE+m�r 1A (A.4)mit �1 = 0@ 10 1A ; �2 = 0@ 01 1Aund dem Normierungsfaktor N .Beweis: 74



Aus (A.1) folgt: (
0E � ~
 � p�m)ur(p) = 0mit p0 = E = (p2 +m2)1=2. Durch Multiplikation mit 
0 folgt daraus:(
0m+ 
0~
 � p)ur(p) = Eur(p);wobei wir 
20 = 0@ I 00 I 1Averwendet haben. In Matrixform lautet diese Gleichung:240@ m 00 �m 1A+ 0@ I 00 �I 1A � 0@ 0 ~� � p�~� � p 0 1A35 ur(p) = Eur(p)) 0@ m ~� � p~� � p �m 1A ur(p) = Eur(p): (A.5)Einsetzen von (A.4) in (A.5) ergibt einerseits:m�r + (~� � p)2E +m�r = E�r, (E +m)m+ p2 = E(E +m); da (~� � p)2 = p2, m2 + p2 = E2;was erf�ullt ist, und andererseits:(~� � p)�r �m ~� � pE +m�r = E ~� � pE +m�r, p2(E +m)�mp2 = Ep2, Ep2 = Ep2;was identisch erf�ullt ist. 2Analog gilt: vr(p) = N 0@ ~��pE+m�0r�0r 1A (A.6)mit �01 = �2; �02 = �1.Die Normierungskonstante N w�ahlen wir folgenderma�en:N = (E +m)1=2: (A.7)75



Damit ergibt sich:uyr(p)us(p) = N 2  �yr; ~� � pE +m�yr! � 0@ �s~��pE+m�s 1A= N 2  �rs + p2(E +m)2�rs! = N 2  1 + E2 �m2(E +m)2! �rs= N 2 �1 + E �mE +m� �rs = 2E�rs: (A.8)Der Faktor 1=(2E)1=2 in (3.12) war gerade so gew�ahlt worden, da�  (x) auf Eins nor-miert ist.Weiterhin gilt die Vollst�andigkeitsrelation:2Xr=1ur(p)�ur(p) = =p +m (A.9)Beweis:Es gilt: �ur(p) = uyr(p)
0 = N  �yr; ~� � pE +m�yr! � 0@ I 00 �I 1A= N  �yr; � ~� � pE +m�yr! :Weiterhin gilt: 2Xr=1�r�yr = I:Daraus folgt: 2Xr=1 ur(p)�ur(p) = N 20@ I � ~��pE+m~��pE+m � � ~��pE+m�2 1A= 0BBBB@ E +m �~� � p~� � p p2E +m| {z }�E+m 1CCCCA = 
0E +mI � ~
 � p = =p +m: 2Analog gilt: 2Xr=1 vr(p)�vr(p) = =p �m: (A.10)76



Zum Schlu� wollen wir noch einige n�utzliche Formeln f�ur das Rechnen mit 
-Matrizen aufstellen, die sich aus (A.2) und (A.3) ergeben:Sp(
�
�) = 4g�� ;Sp(
�
�
�
�) = 4(g��g�� � g��g�� + g��g��);Sp(
�
� ::: 
!) = 0; falls die Anzahl der Matrizen ungerade ist: (A.11)Die erste Beziehung folgt ausSp(
�
�) = 12Sp(
�
� + 
�
�) = g��Sp0@ I 00 I 1A = 4g�� :Der Beweis der anderen Relationen stellt eine gute �Ubung f�ur den Umgang mit 
-Matrizen dar.Au�erdem gilt (ohne Beweis):
�
� = 4; 
�=a
� = �2=a; 
�=a =b
� = 4a � b (A.12)f�ur beliebige Vierervektoren a, b.
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