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Einleitung

Im Jahre 1928 erschien die erste Ausgabe des Buches Gruppentheo-
rie und Quantenmechanik von H. Weyl, einem Gottinger Mathematiker.
Nach Vorlesungen, die er iiber den gleichen Gegenstand in Princeton
1928-29 hielt, erschien 1930 eine iiberarbeitete zweite Auflage, der 1931
die englische Ubersetzung folgte. Ebenfalls im Jahre 1931 veréffent-
lichte E.P.Wigner das Buch Gruppentheorie und ihre Anwendung auf
die Theorie der Atomspektren. Beide Biicher blieben Standardwerke
auf diesem Gebiet fiir Generationen von Studierenden. In ihnen wur-
de zum erstenmal die Bedeutung der Darstellungstheorie von Gruppen
fiir die Quantenmechanik dem Physiker sichtbar vor Augen gefiihrt.
Der Begriff der Symmetrie gehorte von da an zu den Grundlagen des
physikalischen Weltbildes. Im einzelnen setzte sich folgende Erkenntnis
durch:

e Jedem quantenmechanischen System liegt eine Symmetriegruppe
zugrunde, die bereits durch ihre blofle Existenz das Verhalten
des Systems weitgehend festlegt. Das Auffinden dieser Gruppe ist
der erste Schritt bei der theoretischen Analyse eines vorgelegten
Modells.

e Es ist typisch fiir die Quantenmechanik, daf}, abgesehen von ei-
nigen Ausnahmen, alle Gruppen als konkrete Transformations-
gruppen linearer Rdume realisiert sind. Man spricht in diesem
Zusammenhang von unitdren Darstellungen der abstrakten Grup-
pen. Ausnahmen finden wir bei den diskreten Gruppen. Hier ist
es moglich, daf} eine Symmetrietransformation auch einmal anti-
unitdr dargestellt wird, wie dies zum Beispiel bei der Zeitumkehr
der Fall ist.
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Eine Transformationsgruppe ist genau dann eine Symmetriegrup-
pe, wenn der Hamilton-Operator des Systems mit allen unitéren
Operatoren der Darstellung kommutiert.

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen Symmetriegruppen
und Erhaltungsgréfien.Fiir eine kontinuierliche Gruppe bedeutet
dies den Ubergang zu der Lie-Algebra dieser Gruppe.

Gelingt es, die einem Problem innewohnenden Symmetrien zu
erkennen, so kann eine den Symmetrien angepafite mathematische
Behandlung zu entscheidenden Vereinfachungen fiihren.

Die statistische Interpretation der Quantenmechanik (i.e. eine
rdumlich konstante Phase der Wellenfunktion ist nicht mefibar)
macht es notwendig, den allgemeineren Begriff der projektiven
Darstellung einer Symmetriegruppe einzufiithren. Dieser Begriff
fithrt zwangslaufig auf mathematische Konstruktionen an den Grup-
pen selbst, wie etwa die Bildung von zentralen Erweiterungen und
Uberlagerungen einer Symmetriegruppe. Am bekanntesten ist in
diesem Zusammenhang der Ubergang von der orthogonalen Grup-
pe SO(3) zu der unitiaren Gruppe SU(2), mit deren Hilfe man erst
in der Lage ist, das Auftreten halbzahliger Spins in der Natur zu
verstehen.

e Manchmal trifft die Natur eine Auswahl unter der Vielzahl der
moglichen Darstellungen einer Gruppe, wie etwa bei den n-Teil-
chensystemen ununterscheidbarer Teilchen: Die Dichotomie Bose-
Fermi ist eine solche Einschrankung in bezug auf die Permutati-
onsgruppe.

In viel radikalerer Weise, als es in der Quantenmechanik moglich ist,
wurde in der modernen Physik der Elementarteilchen der Symmetrie-
begriff als Leitidee an den Anfang gestellt. Das heute giiltige Standard-
modell, mit dem wir die fundamentalen Wechselwirkungen beschreiben,
beruht entscheidend auf dem Konzept der lokalen Eichsymmetrie. Hier-
bei bleibt jedoch ungeklért, wo der tiefere Grund fiir das Auftreten be-
stimmter Eichgruppen zu suchen ist. Es gibt Anzeichen dafiir, daf§ der
Grund in einer verborgenen geometrischen Struktur unserer Welt liegt,
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einer Struktur, die sich erst bei extrem kleinen Abstinden zu erkennen
gibt.

Diese Vorlesung hat sich zum Ziel gesetzt, die Strukturen der Quan-
tenmechanik und der in ihrem Rahmen formulierten Modelle aufzu-
zeigen. Dabei werden Anleihen bei der bestehenden Mathematik ge-
macht. Es wird nicht versucht, unter Umgehung der etablierten mathe-
matischen Begriffsbildungen, eigene, angeblich ”physikerfreundliche”
Bezeichnungen und Benennungen an ihre Stelle zu setzen. Dies wire
schlechter Stil und sollte in einer von Verantwortung getragenen Aus-
bildung der Studenten keinen Platz haben.

Die benutzte Mathematik wird allerdings auf ein Minimum be-
grenzt. Gruppentheorie sowie Darstellungstheorie der Gruppen stehen
im Vordergrund. Nicht behandelt wird die Spektraltheorie von Hilbert-
raum-Operatoren, die Theorie der selbstadjungierter Erweiterungen von
symmetrischen Operatoren und die Maftheorie. Uberhaupt wird mit
unbeschrankten Operatoren sehr lidssig umgegangen: die zugehorigen
Definitionsbereiche werden nicht explizit genannt oder konstruiert. Bei
allen Ableitungen werden die notigen Differenzierbarkeits-Annahmen
implizit vorausgesetzt. Der Gewissenhafte kann solche technischen De-
tails leicht ergiinzen; in dem vorliegenden Manuskript sind sie wegge-
lassen, weil sie den Blick auf das Wesentliche verstellen, auf die alge-
braische Struktur der Quantenmechanik.
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Kapitel 1

Grundziige der
Quantenmechanik

1.1 Die Schrédinger-Gleichung fiir ein spin-
loses Teilchen

Die einfachste Situation, auf die der Formalismus der Quantenmecha-
nik Anwendung findet, ist die Bewegung eines Elektrons unter Ver-
nachléssigung seines Spins. Bewegt sich das Elektron vermdége seiner
elektrostatischen Wechselwirkung in einem Potential V' (x), so lautet
die Schrodinger- Gleichung:

LA V@) = i%z/}(x,t) (11)

2m

Die Mafleinheiten sind so gewéhlt, dal 7 = 1 gilt; m bezeichnet die
Masse des Elektrons und A den Laplace-Operator; z € R3? ist der
Ortsvektor und ¢ die Zeit.

Partielle Differentialgleichungen kommen in allen Bereichen der Phy-
sik vor. Jedoch unterscheidet sich die Schrédinger-Gleichung in einem
wesentlichen Punkt von allen bekannten klassischen Gleichungen: Die
Wellenfunktion ¢ ist komplexwertig. Damit hiingt zusammen, dafl nach
unserer heutigen Auffassung die Wellenfunktion selbst keine beobacht-
bare (d.h. mebare) Grofe darstellt, obwohl das Absolutquadrat |¢|? je-

7
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denfalls im Prinzip der Beobachtung zuginglich ist!. Die Normierungs-
bedingung

/d% Wl P =1 (1.2)

iibernimmt die Rolle einer Randwertbedingung im Unendlichen: Sie
begrenzt das Wachstumsverhalten von ¢ fiir grofie |z|. Nur durch Hin-
zunahme einer solchen Bedingung werden bestimmte Energieniveaus
ausgezeichnet (etwa beim harmonischen Oszillator oder dem H-Atom).
Bekanntlich folgt aus der Realitdt von V(z), dal die Normierungsbe-
dingung fiir ¢ fiir alle Zeiten erfiillt ist, wenn sie nur fiir eine feste Zeit
(etwa t = 0) giiltig ist.

Von den elektromagnetischen Wechselwirkungen, denen das Elek-
tron unterworfen ist, haben wir bislang nur den elektrostatischen Fall
betrachtet. In der allgemeinen Situation, wo das Elektron (Ladung
-e) mit einem dGuferem * elektromagnetischem Feld F,, = 9,4, —
0, A, wechselwirkt und wir auch noch zulassen, dafi das Viererpoten-
tial A, = (Ao, —cA) zeitabhiingig ist, miissen wir von der allgemeinen
Schrodinger-Gleichung

11 0

ausgehen. Dies setzt allerdings voraus, dafl wir alle relativistischen Ef-
fekte vernachléssigen diirfen.

1.2 Der Hilbertraum der Quantenmecha-
nik

Die Normierungsbedingung fiir Wellenfunktionen (zu einer festen Zeit,
sodal wir den Zeitparameter nun unterdriicken konnen) fiithrt zu dem

!Die genaue Analyse zeigt, dafl es nur eine riumlich konstante, aber mogli-
cherweise zeitlich variable Phase der Wellenfunktion ist, die sich der Beobachtung
entzieht.

2Man spricht von einem dufleren Feld dann, wenn die Riickwirkung des Elektrons
auf dieses Feld vernachléssigt wird: im allgemeinen baut eine bewegte Ladung ein
eigenes el.magn. Feld auf, was wir hier aufler acht lassen.
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Begriff der Norm:
Il = [ d'z o)l (1.4)

Fiir die Gesamtheit der Funktionen ¢(x) mit ||¢|| < co benutzen man
das Symbol L?*(R?). Es handelt sich hier, wie wir bereits wissen, um
einen Hilbertraum mit dem Skalarprodukt 3

(61,62) = [ A5 61(@)ala) (15)

Dies ist, strenggenommen, nicht der Raum der Zusténde, wie man mei-
nen konnte; vielmehr iibernimmt diese Rolle der zugehorige projektive
Raum®. Das liegt darin begriindet, da§ wir den Zustand ¢ von dem Zu-
stand c¢ nicht unterscheiden kénnen, wobei ¢ # 0 aber im {ibrigen eine
beliebige komplexe Zahl sein kann. Jeder Hilbertraum ist zuallererst ein
Vektorraum: diese Struktur ergibt sich in unserem Fall aus dem Super-
positionsprinzip fiir Wellenfunktionen. Wir werden daher auch von ¢
als von einem Vektor des Hilbertraumes sprechen. Eine konkrete Wel-
lenfunktion ¢ (einen Vektor also) werden wir stets als einen Reprdsen-
tanten des Zustandes ansehen. Der eigentliche Sinn der Schrédinger-
Gleichung ist, daf} sie die zeitliche Entwicklung, also gewissermafien
den Pfad eines Zustandes beschreibt, d.h., indem wir ¢;(z) = 1(x, 1)
setzen, wird ¢; € L?(R?®) zum Reprisentanten des Zustandes zur Zeit
t. Die Struktur der Schrodinger-Gleichung wird besser sichtbar, wenn
wir schreiben

Hey = igy (1.6)

mit der formalen Losung ¢, = e *#¢,. Hier heilt H der Hamilton-
Operator. Seine konkrete Gestalt ist modellabhéngig. In der einfachsten
Situation haben wir

H6)(@) = (~5-0+ V(@) 6(2) (1.7

3In der Physik ist ein Skalarprodukt linear im zweiten, antilinear im ersten
Argument.

4Selbst der projektive Raum reicht im Grunde nicht aus, um alle Zustinde zu
beschreiben. Er enth&lt nur die 'reinen’ Zustéinde. Daneben existieren noch ’ge-
mischte Gesamtheiten’, die wir durch Dichteoperatoren p mit p > 0 und Spurp =1
beschreiben.
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und es ist leicht, anhand einer solchen konkreten Gestalt des Hamilton-
Operators die Eigenschaft

(91, Hoo) = (Ho, ¢2),

giiltig fiir alle ¢, ¢ € L?(R3?) nachzuweisen®.

Einen Operator mit dieser Eigenschaft nennt man selbstadjungiert.
Die Eigenschaft hat zur Folge, dafl Erwartungswerte (¢, H¢) grundsétz-
lich reell sind und dafl das Spektrum eines solchen Operators reell ist.
Beides ist vom physikalischen Standpunkt notwendig, weil es gerade
diese Groflen sind, die gemessen werden kénnen. Wie auch immer der
Hamilton-Operator konstruiert sein mag, diese Forderung darf er auf
keinen Fall verletzen: H muf selbstadjungiert sein®.

Wesentliche Groflen in der Quantenmechanik werden durch selbst-
adjungierte Operatoren beschrieben, z.B.

e der Impuls P = (P}, P, P;) durch [Py¢](z) = 1V,¢(x)

o der Ort Q = (Q1, @2, Q3) durch [Q¢](z) = zxd(x)

e der Bahndrehimpuls L = Q x P (Vektorprodukt)

e die kinetische Energie Hy durch [Hy¢](z) = —5-Ad(x)
e die potentielle Energie V' durch (V¢)(z) =V (z)¢(z)

Eine nicht ganz unproblematische Verallgemeinerung besagt, daf} alle
selbstadjungierten Operatoren auf dem Hilbertraum eines quantenme-
chanischen Systems mefibare Gréflen beschreiben. Wir wollen sie des-
halb in der Folge als Observablen ansprechen, ganz gleich, ob wir nun zu
jedem s.a.Operator die Meflvorschrift kennen oder nicht. Es ist wichtig

5Streng genommen, kann eine solche Eigenschaft, da H ein unbeschrinkter Ope-
rator ist, nur fiir eine dichte Menge von Vektoren des Hilbertraumes richtig sein.

6Wie man weiB, ist diese Forderung identisch mit der Annahme, da8 e~ fiir
relles ¢ eine stark stetige unitire Gruppe beschreibt. Man nennt e~ den Evoluti-
onsoperator. Seine Unitaritét bewirkt die zeitliche Konstanz von ||¢;||, eine Eigen-
schaft, die unverzichtbar fiir die statistische Interpretation der Quantenmechanik
ist. Die genannte Stetigkeit besagt, daB} ||¢: — ¢s|| — O fiir |t — s| — 0: natura non
facit saltus.
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sich klar zu machen, dafl alle Mefiwerte durch geeignet gewihlte Er-
wartungswerte (¢, A¢) mit ||¢|| = 1 ausdriickbar” sind. Sie bilden die
Briicke zwischen dem mathematischen Formalismus der Quantenme-
chanik und dem Experiment. Spezielle Erwartungswerte erhalten wir,
wenn A ein Projektor ist. Sie interpretieren wir als bedingte Wahr-
scheinlichkeiten. Konkret: Unter der Annahme, es liege der Zustand ¢
vor, berechnet man die Wahrscheinlichkeit dafiir, den Zustand ) zu
finden, als ®

w(Wlg) = (¢, Pypo) = (¢, 9)/* (1.8)

Hier sind ¢ und ¢ normiert und Py¢ = (¢, ¢)1.
Spezielle Losungen der Schrodinger-Gleichung haben die Gestalt

Y(@,t) = p(z)e”"” (1.9)

fiir ein reelles F. Sie heiflen stationdre Ldsungen. In diesem Fall be-
schreibt ¢ einen Eigenvektor des Hamilton-Operators zu dem Eigenwert
E:

Hp=FE¢ (1.10)

1.3 Das Problem mehrerer Elektronen

Das wichtigste Anliegen der theoretischen Atomphysik ist die Bestim-
mung der Energieniveaus fiir ein Atom oder auch fiir ein Ton. In erster
Néaherung ist dies das Problem von n Elektronen unter der Wirkung ih-
rer gegenseitigen Coulomb-Krifte und der Coulomb-Anziehung durch
einen (als unendlich schwer angenommenen) Kern der Kernladungszahl
Z. Sei 21 der Ortsvektor des i-ten Elektrons und A® der zugehorige
Laplace-Operator, so konnen wir fiir den Hamilton-Operator schreiben:

2

1 . Ze? e
H=Y (——a® - 2% S 1.11
S ad ) St 0

"Wird der Zustand durch einen statistischen Operator p beschrieben, so ist der
Erwartungswert einer Observablen A durch Spur(pA) gegeben.

8 Auch diese Formel erlaubt eine Verallgemeinerung: es gilt néimlich w(p;|p2) =
Spur(p1p2) fiir zwei statistische Operatoren p; und ps. Bemerkenswert ist hier die
Symmetrie dieses Ausdruckes unter der Vertauschung der Indizes.
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Als Hilbertraum, auf dem dieser Operator definiert ist, mufi der Raum
L*(R3") gewiihlt werden. Dieser umfafit alle Wellenfunktionen

die auf dem Konfigurationsraum R?" von n Teilchen quadratintegrabel
sind. In diesem Raum sind die Eigenwerte E und die Eigenfunktionen ¢
zu bestimmen: H¢ = F¢. Der im Laboratorium zu beobachtende Uber-
gang von einem stationdren Zustand zu einem anderen ist nur durch
Emission oder Absorption von Photonen moglich, deren Beschreibung
unser Hamilton-Operator noch nicht vorsieht.

Eine explizite und vollstidndige Losung des Eigenwertproblems ist
uns versagt. Fiir die schweren Atome (grofies 7) ist jedoch die Zentral-
feld-Approzimation sinnvoll. Diese nimmt an, dafl sich jedes Elektron
der Atombhiille in einem Zentralpotential V(r) bewegt, das von dem
Kern und allen anderen Elektronen im Mittel erzeugt wird. Man geht
hierbei von der folgenden Aufspaltung des Hamilton-Operators aus:

H = Hy+ H, (1.12)

mit 1
Ho=)_ <_2—A(i) + V(Ti)> , 1y = |29 (1.13)
i m

und
2

. e
Hi=2 20 — )] _Z(

i<k )

Ze?

7

Diese Aufspaltung ist streng und kann noch keinen Fehler verursachen.
Die Annahme besteht vielmehr darin, dafl ein Potential V' gewihlt
werden kann, fiir das der Operator H; nur noch eine kleine Storung
darstellt, die man in nullter Ndherung vernachlissigt: Man 16st also
zunéchst das Problem Hpp = E¢ mit ||¢| = 1. In erster Niherung
nimmt man dann die Ersetzung F — E + (¢, Hi¢) vor, so wie es die
Schrodingersche Stérungsrechnung vorschreibt. Um nun einen geeig-
neten Ausdruck fiir das Zentralpotential V' zu gewinnen, gibt es im
wesentlichen zwei Verfahren:

e Die Berechnung im Rahmen des statistischen Modells von Tho-
mas und Fermi.
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e Die Bestimmung durch Lsung eines Variationsproblems in einem
Raum spezieller Wellenfunktionen (Hartree-Fock-Funktionen).

Worin liegt nun die Vereinfachung, wenn wir die Eigenwerte von H, (an-
stelle von H) aufsuchen? Antwort: Hy ist eine Summe von Einteilchen-
Operatoren. Wir haben also das Einteilchenproblem nur einmal zu
16sen, um alle Eigenwerte von Hy zu kennen:

E=FE +Ey+---+E, (1.15)

wobei die E; beliebige Energie-Eigenwerte des Elektrons in dem Zentral-
potential V' sind. Unsere Vorstellung, dafy die Elektronen eines Atoms
in Schalen angeordnet sind, sowie unsere Vorstellung vom dem Aufbau
dieser Schalen und die atomtheoretische Deutung des Periodensystems
der Elemente beruht entscheidend auf der Korrektheit der Zentralfeld-
Approximation, der angenommenen Proportionalitit V(r) oc r=' und
dem Pauli-Prinzip.

1.4 Der Spin der Elektronen

Bislang haben wir unberiicksichtigt gelassen, dafl die Elektronen einen
Spin besitzen. Eine konsistente Beschreibung des Elektrons, die den
Spin mit einbezieht, ist nur auf der Basis der Dirac-Gleichung moglich.
Diese Gleichung gibt zugleich eine lorentz-kovariante Formulierung des
Problems. Obwohl es scheinen mag, daf} relativistische Effekte bei der
Bindung von Elektronen in Atomen keine Rolle spielen, zeigen die Tat-
sachen ein anderes Bild. Die korrekte Beschreibung der Feinstruktur der
Ein-Elektron-Atome folgt einzig aus der Dirac-Gleichung und nicht aus
der Schrédinger-Gleichung. Ferner: die Einbeziehung der Spin-Bahn-
Wechselwirkung in den Hamilton-Operator, wie wir sie gleich weiter
unten vornehmen wollen, stellt eine Korrektur dar, die aus einer Appro-
ximation der Dirac-Gleichung folgt. Diese Spin-Bahn-Wechselwirkung
spielt, wie wir wissen, eine wichtige Rolle bei der Bestimmung der
Energieniveaus. Dennoch: aus Platzmangel kénnen wir auf die Dirac-
Gleichung nicht eingehen.

Es gibt genau zwei Basiszustinde fiir die Polarisation des Elek-
trons: beziiglich einer beliebig vorgegebenen Richtung (meistens die



14 KAPITEL 1. GRUNDZUGE DER QUANTENMECHANIK

3-Richtung) kann der Spin so 1 oder so | gerichtet sein. Wenn wir
nun alle weiteren Freiheitsgrade des Elektrons aufler acht lassen, so ha-
ben wir es hier mit einem zweidimensionalen Hilbertraum zu tun, den
wir den Spinorraum nennen (seine Elemente heifien Spinoren) und den
wir kurz mit C? bezeichnen®. Die vollstindige Beschreibung des Ein-
Elektron-Hilbertraumes wird erreicht, wenn wir nun Funktionen ¢ auf
dem Konfigurationsraum einfiihren mit Werten im Spinorraum:

R = C |olf = [da @) <o (116)

Der Hilbertraum dieser Funktionen wird mit L?(R?, C?) bezeichnet. In
dieser erweiterten Theorie des Elektrons beschreibt ||¢(x)[|? die Dichte
fiir den Aufenthalt des Teilchens und ||¢(x)|| '@ (x) die Polarisation am
Ort z, sofern dort ||¢(x)|| nicht verschwindet.

Mit Hilfe der Paulischen Spinmatrizen o}, definieren wir jetzt den
Spinoperator S = (51, Sy, S3) durch

[Skgl(z) = j016(2) (1.17)

Zur Beschreibung eines Zustandes zieht man manchmal die beiden Ei-
genwerte u = +1 von S; heran, indem man Wellenfunktionen ¢(z, 11)
mit Werten in C benutzt. Die Verbindung zu den vorigen Uberlegungen
kann durch

p(x) = {(z,3).(z,—3)}
hergestellt werden.

Eine geeignete Beschreibung eines Zustandes von n Elektronen ge-
schieht nun durch Angabe einer Wellenfunktion ¢(1,2,...,n) (mit Wer-
ten in C), wobei die Zahl i fiir das Paar (29, u() steht, also fiir den
Ort und die Spinvariable des i-te Teilchens. Das Pauli- Prinzip fordert
nun die totale Antisymmetrie eines solchen Zustandes. Es gilt also fiir
jedes 1

o1, . ii+1,....n)=—¢(1,....i+1,i,...,n) (1.18)

9Hiermit meinen wir den Vektorraum aller Paare z = {z1, 22} gebildet aus kom-
plexen Zahlen unter dem Skalarprodukt (z,z') = Z;2] + Z225. Die Vektoren {1,0}
und {0, 1} formen eine Basis und entsprechen den beiden Polarisationszustéinden
7 und . Die allgemeinste Situation wird jedoch durch eine Polarisationsmatrix p
beschrieben: dies ist eine komplexe 2 x 2-Matrix mit p > 0 und Spurp = 1. Ein
Elektron heifit unpolarisiert, wenn 2p = 1 (Einheitsmatrix) gilt.
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Diese Eigenschaft ist charakteristisch fiir identische Teilchen mit halb-
zahligen Spin. Man nennt sie Fermionen. Diese Besonderheit, die uns
bei den identischen Teilchen begegnet, wollen wir ein wenig beleuchten.

Sind H; und H, zwei Hilbertraume, mit denen wir zwei verschie-
dene (d.h. unterscheidbare) physikalische Systeme hinsichtlich der fiir
sie moglichen Zusténde beschreiben, so gibt es stets einen Hilbertraum,
der alle Zusténde des vereinigten Systems, sozusagen die gemeinsamen
Zustinde und nur diese, umfafit. Der gesuchte Raum ist das Tensor-
produkt H; ® H,. Ist also H = L?(R?, C?) etwa der Hilbertraum eines
einzelnen Elektrons, so wiirde man erwarten, dafy die Wellenfunktionen
von n Elektronen in dem n-fachen Tensorprodukt

RQH=HIH®: - ®H (n Faktoren) (1.19)

=1

zu suchen sind. Fiir unterscheidbare Teilchen wére dies richtig. Elektro-
nen sind jedoch identische Teilchen, und das Pauliprinzip sagt uns, daf}
die Zustinde von n Elektronen in einem Unterraum liegen, den man
das n-fache alternierende Produkt der Ein-Teilchen-Rdume nennt:

ANH=HAHA---AH (n Faktoren) (1.20)

=1

Ein gendherter Hamilton-Operator fiir ein n-Elektronen-Atom, der
die genannte Spin-Bahn-Wechselwirkung mit einbezieht, ist H = Hy +
H1 + HQ mit

H, = Zf(i)L(i) . g (1.21)
i—1
wobei
(€D](... 2D ) =¢(|zD (... 2D ) (1.22)
1 1dV
£(r) = W;Wm (1.23)

Hier bezeichnen L®) und S den Bahndrehimpuls- bzw. den Spinope-
rator des i-ten Elektrons und L® - S() deren Skalarprodukt.
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1.5 Symmetrien und Erhaltungssitze

1.5.1 Translationen

Wir wollen bekannte Transformationen aus der klassischen Mechanik
auf die Quantenmechanik iibertragen und beginnen mit dem einfach-
sten Beispiel, ndmlich der Translation:

¥ =x+4+a ,aeR?

Wir konnen zwei grundsétzlich verschiedene Vorstellungen mit einer
solchen Transformation verbinden.

e Passive Auffassung (ein System, zwei Beobachter):
die Translation beschreibt die relative Position zweier Bezugssy-
steme, K und K’, von denen aus ein physikalisches System (d.h.
sein Zustand) beurteilt wird. Ist in dem System K der Zustand
durch die Wellenfunktion ¢ beschrieben, so wird der gleiche Zu-
stand in K" durch die Wellenfunktion ¢’ beschrieben, wobei die
Tatsache, dafl es sich um den gleichen Zustand handelt, durch

¢'(') = ¢(x)
ausgedriickt ist.

e Aktive Auffassung (zwei Systeme, ein Beobachter):

die Translation beschreibt einen Vorgang, bei dem ein physika-
lisches System als Ganzes um einen Vektor a verschoben wird.
War der urspriingliche Zustand durch eine Wellenfunktion ¢ be-
schrieben, so kann der neue Zustand durch eine Wellenfunktion
¢’ beschrieben werden, wobei die benutzten Ortskoordinaten un-
verdndert bleiben und durch x bezeichnet werden. Der Zusam-
menhang ist dann durch

#(x) = bz — a)
gegeben.

Beide Auffassungen sind mathematisch dquivalent: gilt ndmlich ¢'(z +
a) = ¢(z) fiir alle x, so gilt auch ¢'(z) = ¢(x — a) fiir alle z und um-
gekehrt. Es wird deshalb in Zukunft nicht nétig sein, den Unterschied,
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der in den beiden Bildern besteht, zu betonen. Es ist wichtig fiir das
Versténdnis, daf mit der Einfiihrung einer Transformation (wie hier
der Translation) iiberhaupt keine Symmetrie verbunden sein muf: dies
bleibt eine gesonderte Forderung an die Physik des zugrundegelegten
Systems. Welche Auffassung wir dabei vertreten, die aktive oder passi-
ve, ist wiederum irrelevant.

Der néchste Schritt in unserer Analyse der Situation besteht darin,
daf3 wir den Operator U(a) : L?*(R?*) — L*(R?) einfiihren'?:

[U(a)¢](z) = ¢(x —a) (1.24)
Dieser Operator hat eine Reihe von Eigenschaften!!

1. Uf(a) ist ein linearer Operator, d.h. er respektiert Superpositionen
von Wellenfunktionen.

2. Es gilt ||U(a)g|| = ||¢] fiir alle ¢, d.h. U(a) ist unitdr und re-
spektiert damit nicht nur die Normierung einer Wellenfunktion,
sondern erhiilt auch alle Wahrscheinlichkeiten w = |(¢, ¢)|* (so-
fern ¢ und ¢ der gleichen Transformation unterworfen werden).'2

3. Es gilt U(a)U(b) = U(a + b). Da wir hier den Vektor a als eine
Variable betrachten, sagt dies, dafl die Gesamtheit der Operatoren
U(a) eine Gruppe von unitdren Operatoren, kurz, eine unitdre
Gruppe definiert.

Der Hamilton-Operator eines einzelnen kréftefreien Teilchens ist H =
—A/2m. Fiir alle ¢ im Definitionsbereich von H gilt [U(a)H¢|(x) =
[HU(a)¢|(x), wie man durch eine leichte Rechnung bestétigt. Also gilt
U(a)H = HU(a), kurz: [U(a), H] = 0, und wir haben hier die charakte-
risierende Eigenschaft einer Symmetrie vor uns. In Worten: der unitére
Operator U(a) vertauscht mit dem Hamilton-Operator. Beachte: dies
ist mit der Aussage U(a) 'HU(a) = H identisch.

"OWir schreiben hier [U(a)¢](z) anstelle von U(a)é(z), um unmifiverstéindlich
deutlich zu machen, dafl U(a) auf die Funktion ¢ und nicht auf den Funktionswert
¢(z) wirkt.

"UWichtig auch hier: diese Eigenschaften allein machen aus U(a) noch keine
Symmetrieoperation.

12Ein linearer Operator auf einem Hilbertraum, der die Norm erhélt, erhélt auch
das Skalarprodukt. Dies folgt aus der Darstellung 4(¢,+) = > M| + A¢||? (Sum-
mation {iber die vier Wurzeln der Gleichung \* = 1).
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1.5.2 Translationen im homogenen Magnetfeld

Das néchste Beispiel ist komplizierter aber lehrreich. Wir wéhlen als
physikalisches System ein Elektron (Ladung -e), das sich in einem rium-
lich wie zeitlich konstanten Magnetfeld B bewegt. Es ist anschaulich
klar, dafl ein solches System translationsinvariant ist. Die klassische
Hamilton-Funktion

1 e 2
Hy(p,q) = . (p — §q><B> (1.25)

driickt diese Symmetrie durch
Hy(p+ 5axB,q+a) = Hy(p, q) (1.26)

aus. Das zugehorige quantenmechanische Problem wird durch den Hamilton-

Operator
1 1_
[Hol() = 5 (-V = 57 xB)*¢(z) (1.27)
definiert. Der unitére Operator U(a), der eine Symmetrietransformati-
on auf dem Hilbertraum ausfiihren soll, muf} hier anders gewahlt, d.h.

der neuen Situation angepafit werden:
[U(a)p)(x) = ¢(z — a) exp(if[aBz]) (1.28)

Neu ist das Auftreten einer z-abhingigen Phase!®. Die Anderung ge-
geniiber dem urspriinglichen Ausdruck fiir U(a), so konnen wir sagen,
wird durch eine Fichtransformation bewirkt. Setzen wir

Pl() = (57 - 5o x B)6(x) (1.29)
so findet man leicht PU(a) = U(a)P und deshalb
HU(a) =U(a)H (1.30)

in offensichtlicher Analogie zur klassischen Situation. Ein nicht-klassischer
Effekt besteht nun darin, daf§ die so definierten Translationen i.a. nicht
miteinander kommutieren. Vielmehr gilt fiir zwei Vektoren a und B

U(a)U(b) = U(a + b) exp(i<[aBb]) (1.31)

13Mit [aBx] bezeichnen wir das Spatprodukt aus den drei Vektoren a, B und z.
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Es gilt jedoch weiterhin U(0) =1 und U(a)~"' = U(—a), sodaf
U(a)U(b)U(—a)U(—b) = exp(ielaBb]) (1.32)

mit der folgenden Konsequenz: ein Teilchen der Ladung e, das in ei-
nem Magnetfeld B entlang der Berandung eines Parallelogramms, auf-
gespannt von den Vektoren a und b, verschoben wird, kehrt zwar zu
seinem Ursprung zuriick. Jedoch nimmt seine Wellenfunktion den kon-
stanten Phasenfaktor exp(—ieF-B) auf, wobei F' = axb der Vektor der
umfahrenen Fliche ist. Wir erkennen in M = F'-B den magnetischen
Flu8 durch das Parallelogramm. Da eine beliebige Fliche durch eine
Summe von Rechtecken approximiert werden kann, ist die Aussage all-
gemein: bei dem Umfahren einer Fléche erhélt die Wellenfunktion einen
konstanten Phasenfaktor der Form exp(—ieM ), wobei M den magne-
tischen Flufl durch diese Fliiche bezeichnet.!'

Wir lernen an diesem Beispiel, da} die Symmetrie eines Systems,
wenn sie klassisch durch eine abelsche Gruppe beschrieben ist, quan-
tenmechanisch betrachtet, sehr wohl nichtabelsche Ziige haben kann.
Die Verletzung der Kommutativitét zeigt sich stets im Auftreten von
Phasenfaktoren und beruht auf der Tatsache, dafl konstante Phasen
physikalisch bedeutungslos sind.

1.5.3 Infinitesimale Translationen
Wir kehren zu der Situation zuriick, in der eine Translation durch
[U(a)¢](x) = ¢(x —a)

dargestellt wird. Wir nehmen an, daBl ¢(z — a) beziiglich a in eine
konvergente Taylorreihe entwickelt werden kann:

br—a) = 3 —(~a-V)"o(a)
n=0 """
Indem wir hier den Impuls P = —iV einfiihren, wird
Ula) = —(=ia-P)" = e P

n=0 """

!4Man vergleiche hierzu den bekannten Aharanov-Bohm-Effekt in der Quanten-
mechanik der Elektronen.
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Wir nennen dies die Exponentialkonstruktion der unitiren Gruppe U (a).
Die Gruppe hat drei Generatoren, ndmlich die Komponenten von P.
Wir haben gesehen, wie man U(a) aus P konstruiert. Wir kénnen aber
auch den umgekehrten Weg gehen:

—4a-P:=%g3t*1ufua)—-u (1.33)

Wir nennen -ia-P die infinitesimale Transformation'® der einparamet-
rigen Schar U(ta) , t € R.

Unsere Betrachtungen lassen sich leicht auf n-Teilchensysteme iibert-
ragen. Hier bewirkt eine Translation, daf alle Koordinaten gemeinsam
um einen Vektor a verschoben werden:

[U(A)¢](zD, ..., 2™) = p(zV—aq,...,2W—q) (1.34)

Eine Taylorentwicklung ergibt

._Il—l

o) k
p(zV—a,.. . ™ —q) = Z Z W 2™y (1.35)
k=0 :

Also gilt auch hier U(a) = exp(—ia-P), wobei P den Gesamtimpuls
bezeichnet:
P=PY 4+ +P" PO =_;v0)

Wie in der klassischen Mechanik kénnen wir definieren: Ein System
heifit abgeschlossen, wenn es translationsinvariant ist, d.h. wenn

[U(a), H] = 0

fiir alle a € R? gilt. Dies ist mit der Aussage dquivalent, dafl die Gene-
ratoren von U(a) mit dem Hamilton-Operator vertauschen:

[P,H]=0

15Man beachte den begrifflichen Unterschied zwischen Generatoren und infinite-
simalen Transformationen(i.Tn.). Es gibt nur drei Generatoren der Translationen,
jedoch unendlich viele i.Tn.: sie formen ndmlich einen 3-dimensionalen Vektorraum,
der von iP;, i P> und iP5 aufgespannt wird. Generatoren sind selbstadjungiert, die
i.Tn. sind es nicht.
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Selbstadjungierte Operatoren wie P, die mit H vertauschen, nennen
wir Erhaltungsgrifien. Ein Beispiel fiir viele: das System von n Elek-
tronen unter der Wirkung ihrer gegenseitigen Coulomb-Abstolung ist
abgeschlossen. Formal folgt dies aus der Tatsache, dafl die potentielle
Energie nur von den Differenzen () — z(®) abhingt. Als Konsequenz
davon ist der Gesamtimpuls der Elektronen eine Erhaltungsgrofie.

1.5.4 Rotationen

Wir wollen uns nun den Rotationen zuwenden und ihren Zusammen-
hang mit dem Drehimpuls untersuchen. Wir gehen dabei von dem geo-
metrischen Begriff aus. Sei R = (Rj;) eine reelle 3x3-Matrix. Die durch
sie vermittelte Transformation des R?, 2’ = Rz, heiit orthogonal (wir
sagen auch, R sei eine orthogonale Matrix), wenn die Linge der Vek-
toren erhalten bleibt: |Rx| = |z|. Bekanntlich ist dies mit der Aussage
RTR = 1 identisch, wenn man mit R” die transponierte Matrix be-
zeichnet. Wir erinnern an die Regeln fiir Determinanten:

det(RS) = (det R)(detS)
det(R") = detR
detl = 1

Aus RTR = 1 folgt (det R)?> = 1 und somit det R = +1: orthogonale
Matrizen sind nichtsingulir'® und erfiillen R=! = R’ Die orthogonalen
Transformationen bilden eine Gruppe, die man die orthogonale Gruppe
nennt und mit O(3) bezeichnet. Die Untergruppe

SOB)={R € O(3)|det R =1}
heiit spezielle orthogonale Gruppe oder kurz Drehgruppe. Ist R € SO(3),

so ist -R in der Nebenklasse derjenigen Matrizen, deren Determinante
-1 ist. Die Matrix -1 ist ein Element dieser Nebenklasse und beschreibt

16Diese sehr einfache Tatsache wird falsch in unendlich-dimensionalen Rdumen.
Eine Isometrie im Hilbertraum, ||[U¢|| = ||¢|| erfiillt zwar U*U = 1 aber nicht not-
wendigerweise U~ = U*: nicht jeder isometrische Operator ist unitéir. Der Defekt
tritt immer dann auf, wenn U nicht invertierbar ist.
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eine Spiegelung: 2’ = —z. Jede orthogonale Matrix R € O(3) ist al-
so entweder speziell orthogonal (eine Drehung) oder das Produkt einer
Drehung (ndmlich -R) und der Spiegelungsmatrix -1.

Auch in der Quantenmechanik gibt eine Drehung R Anlafl zu einem
Wechsel des Bezugssystems. Fiir die Wellenfunktion eines Teilchens lau-
tet die Transformationsformel:

¢'(a') = ¢(z) (1.36)
¥ = Rz (1.37)

In ¢'(Rz) = ¢(x) kénnen wir x durch R™'x ersetzen und die Bezeich-
nung U(R)¢ = ¢’ einfiihren. Dann gilt:

[U(R)¢](z) = 6(R™"x) (1.38)

Der hierdurch eingefiihrte Operator ist unitiir'’. Es gilt:

UR)™ = UR=UR")=UR" (1.39)
UR)U(S) = U(RS) (1.40)
Uy =1 (1.41)

Auch hier gilt: diese Eigenschaften allein machen aus SO(3) noch keine
Symmetriegruppe.
Viele Einteilchenprobleme sind rotationssymmetrisch. Sei etwa

[Hol(z) = [-A/2m + V(2)]¢(x) (1.42)

der Ausdruck fiir den Hamilton-Operator. Dann sind die folgenden bei-
den Aussagen dquivalent:

e Das Potential ist drehinvariant: V(z) = V(Rx), d.h. V hingt nur
von r = |z| ab.

e Der Hamilton-Operator vertauscht mit U(R), d.h. [U(R), H] = 0.

"Der Grund ist sehr einfach: das Volumenelement d*z, mit dem wir |¢|? integrie-
ren, ist invariant gegeniiber Drehungen. Fiir diese Eigenschaft wiirde es ausreichen
anzunehmen, dafl |det R| = 1 ist.
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1.5.5 Infinitesimale Rotationen

Wir betrachten Drehungen R(t), die stetig differenzierbar von einem
reellen Parameter ¢ abhéingen und R(0) = 1 erfiillen. Differenzieren wir
nun die Relation R(#)"R(t) = 1 auf beiden Seiten an der Stelle ¢ = 0,
so erkennen wir, daf§ jede infinitesimale Rotation A = (dR/dt)(0) die
Bedingung

AT+ A=0 (1.43)

erfiillt, d.h. A ist antisymmetrisch. Tatsichlich bekommen wir alle reel-
len antisymmetrischen Matrizen auf diese Weise; denn sei A eine solche
Matrix, so beschreibt R(t) = exp(tA) eine geeignete einparametrige
Schar von Drehungen'®.

Der Vorteil der Beschreibung durch A liegt nun darin, daf§ antisym-
metrische Matrizen sich leicht parametrisieren lassen:

0 —das a9
A= as 0 —aq (144)
—Aa9 ay 0

so daB Ar = axx mit a = (a1, ay,a3) fiir alle z € R? ist. Die charak-
teristische Gleichung det(A — \) = 0 einer solchen Matrix hat stets die
Form A\? + w?\ = 0 mit

w? = —SpurA4?/2 = |a|*.

Das Theorem von Caley-Hamilton sagt, dafy die Matrix A ihre eigene
charkteristische Gleichung erfiillt, also

AP+ wA=0 (1.45)

Mit Hilfe dieser Matrixidentitéit 148t sich die Exponentialreihe leicht

aufsummieren,
sin w 1 —cosw

e =1+ A+ A? (1.46)

w w?

18Dies folgt aus [exp(tA)]T = exp(tAT) = exp(—tA) = [exp(tA)]~! und der
Stetigkeit der Funktion f(t) = detexp(tA): da f(0) = 1 und f(#)*> =1, ist f(t) = 1.
Es gilt jedoch noch mehr: R(t) = exp(tA) stellt eine einparametrige Untergruppe
von SO(3) dar und jedes Element R € SO(3) liegt in einer solchen Untergruppe.
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und auf diese Weise haben wir eine Parametrisierung der Drehgruppe
gewonnen. Wegen der Periodizitit der trigonometrischen Funktionen
konnen wir den Vektor a so einschrinken, daf§ |a| < 7 erfiillt ist.

Aus z || a folgt ez = x, und aus x — a mit |z| = 1 folgt zes =
cos |al. Deshalb ist fiir die Rotation R = e

a/|a| = Richtung der Drehachse, w = |a| = Drehwinkel.

Wir betrachten die einparametrige Gruppe U(e) und berechnen die
zugehorige infinitesimale Transformation:

U(Elx) = o = taxz+0(1))
= (1 —t[axV]+ O(t?))¢(x)
= (1 —ita-L+0(t*)¢(x)

mit L = 2Xx(—iV), dem Drehimpulsoperator. Die infinitesimale Trans-
formation ist also —ia-L, und die von ihr erzeugte einparametrige Un-
tergruppe gewinnen wir durch die Exponentialkonstruktion:

Ul(e!t) = ¢tk (1.47)

Auf eine Wellenfunktion von n Teilchen (ohne Spin) wirkt eine Rotation
in analoger Weise:

[U(R)¢)(zV,...,2M) = ¢(R W, ..., R 1a™) (1.48)

Es ist offensichtlich, in welchen Situationen die so eingefiihrte Transfor-
mationsgruppe zu einer Symmetrie wird. Lassen wir ndmlich die Teil-
chen so miteinander wechselwirken, daf} die Zweikorperpotentiale nur
von den Abstéinden |z} — 2(*)| abhiingen, hat der Hamilton-Operator
die Eigenschaft [U(R), H] = 0. Die Generatoren von U(R) sind die drei
Komponenten des Gesamtdrehimpulses

L=LW4...4L" (1.49)

Nur er (und nicht jeder Einteilchen-Drehimpuls separat) hat die Eigen-
schaft, eine eine Erhaltungsgrofie zu sein: [L, H] = 0. Haben die Teil-
chen zudem noch Spinfreiheitsgrade, so miissen diese ebenfalls der Dre-
hung unterworfen werden, damit eine Symmetrie entsteht. Dies fiihrt
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dazu, dafl man in die Summe aller Drehimpulse auch noch die Spins
der einzelnen Teilchen mit einbeziehen mufl. Die genaue Beschreibung
dieser Situation erfolgt spiiter.

Es ist aus dem Gesagten klar, dal man Einzeldrehimpulse (eben-
so wie die zugehorigen partiellen Drehungen) zwar definieren kann, sie
aber i.a. keine Erhaltungsgrofien darstellen, weil die Wechselwirkung
der Teilchen untereinander dies nicht zuldfit. Damit kénnen partielle
Drehungen auch keine Symmetrien beschreiben. In einer wichtigen Si-
tuation ist es jedoch moglich, eine partielle Drehgruppe einzufiihren, die
gleichzeitig Symmetriegruppe ist. Betrachten wir etwa ein abgeschlos-
senes System von zwei Teilchen, die vermdoge eines Potentials V (r) mit-
einander wechselwirken, das nur von dem Abstand r = |2(") — 2(?)|
abhéngt. Hier ist es zweckmiflig, zunéchst Schwerpunkts- und Relativ-
koordinaten einzufiihren:

5 _ mlx(l) —+ mgl‘@) - x(l) B x(2)
mq + mo

Eine Symmetriegruppe ist dann durch
[U(a, R)p)(&,7) = ¢p(€ —a, R 'z) , a € R’, Re SO(3) (1.50)

erkliart. Die hier enthaltenen Translationen fiihren zur Erhaltung des
Gesamtimpulses (klassisch: die Bewegung des Schwerpunktes mit kon-
stanter Geschwindigkeit). Die Drehungen der Relativkoordinaten kénnen
wir anschaulich auffassen als Drehungen der Teilchenkoordinaten um
den bewegten Schwerpunkt als Zentrum. Sie fiihren zur Erhaltung des
relativen Bahndrehimpulses L, = —1x X V.

Natiirlich 148t sich die Vorstellung von Drehungen im mitbeweg-
ten Bezugssystem iibertragen auf das n-Korperproblem, wobei & =

(X me) ' X ma®:

Ul a™) = g6+ B! (=W = ¢),....£+ BT (z™ = ©))
(1.51)
Durch Ubergang zu infinitesimalen Drehungen finden wir leicht die Ge-
neratoren: es sind die Komponenten von

L,=L-QxP (1.52)
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wobei L den Gesamtdrehimpuls, Q den Ortsoperator des Schwerpunktes'’
und P den Gesamtimpuls bezeichnet.

1.5.6 Paritit und Zeitumkehr

In der Gruppe O(3) finden wir auler den Drehungen auch die Spiege-
lungstransformation x — —z. In der klassischen Mechanik fiihrt eine
Invarianz des Systems gegeniiber Spiegelungen zu keiner neuen Erhal-
tungsgrofle. Dies ist anders in der Quantenmechanik: die neue Erhal-
tungsgrofle P heifit Paritdt:

(P](zV), ... a™) = ¢(—zM, ... —z™) (1.53)

Die Situation ist dadurch speziell, dal der Operator P zugleich unitér
und selbstadjungiert ist: wir konnen damit P als Symmetrietransfor-
mation und zugleich auch als Erhaltungsgréfie auffassen. Offensichtlich
gilt P? = 1, d.h. P besitzt die Eigenwerte +1 (und nur diese). Jede
Wellenfunktion Iafit sich in einen Anteil positiver Paritit und einen
Anteil negativer Paritit zerlegen. Die Zerlegung ist eindeutig und wird
durch Anwendung der Projektoren 3(1 & P) erreicht. Bekanntlich ha-
ben die Kugelfunktionen Y}, (6, ¢), die als Drehimpuls-Eigenfunktionen
eine wichtige Rolle spielen, eine definierte Paritét, ndmlich (—1)L.

Viele Hamilton-Operatoren, die SO(3)-invariant sind, besitzen au-
tomatisch die volle O(3)-Symmetrie. Dies gilt fiir die kinetische Energie,
Einteichenpotentiale, die nur von r; = |#(|, und Zweiteilchenpotentia-
le, die nur von 7y = |2 —z®)| abhiingen. Es ist jedoch nicht schwierig,
ad hoc SO(3)-invariante Operatoren zu konstruieren, die nicht O(3)-
invariant sind:

, P-S wsw.

Alle diese Groflen haben eines gemeinsam: sie lassen sich als Skalarpro-
dukte eines polaren Vektors mit einem Axialvektor darstellen. Solche
Groflen wollen wir Pseudoskalare nennen. Wie die beiden Typen von
Vektoren in der Quantenmechanik zu unterscheiden sind, ist leicht aus-
zumachen:

Ydh [Qel(z™M), ..., z™) = (S m) = (X miz)p(zM), ..., (™),
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Definition 1 Fin System von drei Operatoren A = (Ay, Ag, A3) heifit
Vektor, wenn gilt?°:

U(R)"'A,U(R) = i R*A, |, Re SO(3) (1.54)

Definition 2 FEin Vektor A heifit polar, wenn gilt: PAP = —A . Er
heift axial, wenn gilt*' : PAP = A.

Typischerweise entstehen Axialvektoren als Vektorprodukte von pola-
ren Vektoren. Damit ist auch jeder Drehimpuls L ein Axialvektor. Es
gibt aber auch Axialvektoren, die nicht durch Produktbildung entste-
hen, z.B. den Spin S (also den Eigendrehimpuls) eines Teilchens.

Wir wenden uns nun der Zeitumkehr zu und erldutern sie anhand
der kriftefreien Bewegung eines Teilchens: (—A/2m)y(x, t) = ith(z,t).
Fragen wir hier, ob mit ¢(z,t) auch ¢(x, —t) eine Losung ist, so lautet
die Antwort nein. Man erkennt jedoch sofort, daf durch ¢ (x, —t) eine
neue Losung beschrieben wird. Dies fithrt uns dazu, den Operator T
der Zeitumkehr durch

[T¢)(x) = é(z) , ¢ € L*(R?) (1.55)

zu definieren, also durch eine einfache komplexe Konjugation der Wel-
lenfunktion. Ist ndmlich ¢ (z,t) die zeitliche Entwicklung des Anfang-
zustandes ¢(x) = 1(z,0), so ist ¥ (z, —t) die zeitliche Entwicklung des

Anfangzustandes ¢(z). Die Eigenschaften der so eingefiihrten Zeitum-
kehr sind:

1. Der Operator T ist antilinear, d.h.

T(cp+¢)=cTp+T¢ |, ¢,d € C (1.56)

20Wir sehen hier, daf der Vektorcharakter nur in bezug auf eine bestimmte Dar-
stellung U(R) der Drehgruppe definiert werden kann.

21 Die weitere Diffenzierung unter den Vektoren beruht offenbar darauf, daf eine
bestimmte Darstellung U(R) der orthogonalen Gruppe O(3) vorgegeben ist, so daf§
U(R)~'AU(R) = RA fiir polare Vektoren, hingegen U(R)"'AU(R) = (det R)RA
fiir axiale Vektoren gilt.
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. Der Operator T invertiert das Skalarprodukt:

(T, Td') = (¢',9) (1.57)

Operatoren mit den Eigenschaften 1. und 2. heiflen antiunitdr®?.

. Ist der Grundzustand ¢ eines Hamilton-Operators H mit [T, H| =

0 nicht entartet, so gilt T¢ = c¢ mit |¢| = 1. Dies heifit: nach
Wabhl einer geeigneten Phase wird der Grundzustand durch eine
reelle Wellenfunktion beschrieben, so etwa der Grundzustand des
Wasserstoffatoms.

. Ist ¢p(z) = €™ eine ebene Welle mit dem Impuls p, so gilt

T¢, = ¢_p, . Man nennt daher auch 7" den Operator der Be-
wegungsumkehr, und diese Bezeichnung ist vielleicht sogar klarer
und dem Begriff Zeitumkehr vorzuziehen. Impulse und Drehim-
pulse dndern ihr Vorzeichen: TPT = —P | TLT = —L. Ortsope-
ratoren bleiben unverindert: TQT = Q. Deshalb gilt: Skalarpro-
dukte vom Typ Q-P und Q-L , ebenso wie Hamilton-Operatoren,
die von solchen Groflen in linearer Weise abhéingen, sind nicht
zeitumkehrinvariant.

. Bewegt sich ein Teilchen in einem Potential V(x), so gilt fiir

den Hamilton-Operator H die Beziehung [T, H] = 0 genau dann,
wenn das Potential reellist. Die Einfiihrung komplexer Potentiale??
verstofit gegen die Forderung nach Invarianz gegeniiber der Zeit-
umkehr (ganz abgesehen davon, daf} ein solcher Hamilton-Operator
dann nicht mehr selbstadjungiert wére).

Der antilineare Charakter der Zeitumkehr ist, was seinen Giiltigkeits-
bereich betrifft, nicht auf die Schrédinger-Theorie beschrinkt. Um dies

22Man kann leicht zeigen, daf} jeder antiunitire Operator A als Produkt A = TU
der Konjugation 7" und eines unitdren Operators U geschrieben werden kann: man
hat nur U = T A zu setzen und T2 = 1 auszunutzen.

Z3Eine beliebte Methode in der Theorie der Streuung von Neutronen an einem
Kern besteht darin, mit Hilfe komplexer Potentiale die Absorption der Neutronen
durch den Kern mitzubeschreiben, in Analogie zu dem optischen Verhalten eines
Festkorpers, den wir durch einen komplexen Brechungsindex charakterisieren. Eine
solche Theorie verletzt wesentliche Prinzipien der Quantentheorie.
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einzusehen, denken wir uns irgendeine relativistische Theorie der Ele-
mentarteilchen mit unitérer Zeitevolution U(t) = exp(—itH). In relati-
vistischen Theorien gilt grundsétzlich H > 0. Eine Zeitumkehr 7" muf,
wenn sie diesen Namen verdient, die Eigenschaft TU(t) = U(—t)T be-
sitzen. Gehen wir hier zu infinitesimalen Zeitverschiebungen iiber, so
folgt TtH = «HT'. Damit haben wir die folgende Alternative: entweder
gilt

TH =HT und Ti = —iT
oder
TH=—HT und Ti=1T.

Im ersten Fall ist 7" antilinear, im zweiten Fall linear. Ist ¢ ein Zustand
positiver Energie, so ist T'¢ ein Zustand positiver Energie im ersten, ein
Zustand negativer Energie im zweiten Fall. Der zweite Fall verletzt die
Bedingung H > 0 und scheidet fiir uns aus. Es bleibt nur die Moglich-
keit, dafl T antilinear ist.

Es gilt zwar T? = 1 in der Quantenmechanik, doch wiire es falsch,
von einer Observablen T mit den Eigenwerten +1 zu sprechen. Der
Grund: T ist nicht selbstadjungiert. Dies bewirkt, dal mit einer solchen
Symmetrie keine Erhaltungsgrofie verbunden ist. Denoch sind mit der
Invarianz gegeniiber Zeitumkehr viele Auswahlregeln verkniipft, z.B.
kann ein neutrales Spin—%—Teilchen (etwa das Neutron) kein elektrisches
Dipolmoment besitzen.

E.P.Wigner hat gezeigt, daf} eine allgemeine Transformation des Zu-
standsraumes, die alle Wahrscheinlichkeiten w(t|¢) = |(1, ¢)|? (siehe
den Abschnitt 2.2) invariant 148t, entweder unitdr oder antiunitdr ist.
Es ist bemerkenswert, dafl die Natur von der zweiten Moglichkeit, eine
Symmetrie darzustellen, wenigstens in einem bekannten Fall Gebrauch
gemacht hat.

1.5.7 Symmetrien im engeren Sinn

Wir wollen nun nach der Diskussion einiger Beispiele in den voran-
gegangenen Abschnitten den Begriff der Symmetriegruppe allgemein
fassen. Wir denken uns ein physikalisches System. Es benennen heifit
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seinen Zustandsraum H und seinen Hamilton-Operator H kennen. Sei
G eine abstrakte Gruppe und U(g) : H — H fiir jedes g € G entweder
unitir oder antiunitér, so dafl

Ug)U(g') =Ulgyg') , Ule) =1 (1.58)

fiir alle g, ¢’ € G erfiillt ist?!. Ist U(g) fiir jedes g € G unitiir, so nennen
wir die Abbildung g — U(g) eine unitire Darstellung der Gruppe G. Die
individuellen Operatoren U(g) der Darstellung U heifien die Darsteller.
Fiir den Fall, da8 die schwéchere Bedingung

U(g)U(g') = c(g,9")U(99') (1.59)

mit ¢(g,¢') € C und |c(g,¢')| = 1 erfiillt ist, sprechen wir von einer
projektiven Darstellung der Gruppe G.

Definition 3 . Gilt [U(g), H] = 0 fir alle g € G, so heifit G eine
Symmetriegruppe im engeren Sinn fir das physikalische System und
g — Ul(g) ihre Darstellung.

Die Existenz einer Symmetriegruppe hat die folgende offensichtliche
Konsequenz:

Ist ¢ € H ein stationdrer Zustand, d.h. gilt H¢p = E¢, so
sind auch alle Zustinde U(g)¢ (g € G) stationdr und zwar
zum gleichen Eigenwert E.

Da Eigenlésungen zum gleichen Eigenwert einen linearen Raum?® bil-
den, kénnen wir sagen, dafl U(g) auf diesem Raum operiert, ohne ihn
zu verlassen:

Hp = {¢| Hp = E¢} ist ein invarianter Unterraum fiir die
Darstellung U der Symmetriegruppe G.

24Wir schreiben allgemein gg' fiir das Gruppenprodukt und bezeichnen mit e das
neutrale Element in G.

25Die Dimension eines solchen Raumes kann endlich oder unendlich sein. Im all-
gemeinen stellt sich die Dimension jedoch als endlich heraus.
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Die Einschrinkung von U(g) auf den invarianten Unterraum Hpg be-
schreibt eine Teildarstellung U von U, wobei sich die Darsteller Ug(g)
von U(g) nur dadurch unterscheiden, daf§ ihr Wirkungsbereich iiber H g
nicht hinaus geht.

Ein selbstadjungierter Operator A auf H wird eine Erhaltungsgrofie
genannt, wenn [A, H| = 0 gilt. Es besteht ein wichtiger Zusammenhang
zwischen diesem Konzept und dem Begriff der Symmetrie: Sei ndmlich
A eine Erhaltungsgrofie, so beschreibt U(s) = exp(isA) mit s € R
eine einparametrige unitire Gruppe von Symmetrietransformationen;
denn es gilt [U(s), H] = 0 fiir alle s € R. Umgekehrt fiihrt jede ein-
parametrige Symmetriegruppe durch Ubergang zu der infinitesimalen
Transformation auf eine Erhaltungsgrofle.

Die Existenz einer Erhaltungsgréfie A erlaubt einige Folgerungen:

e Sei ¢, eine Losung der Schrodinger-Gleichung H ¢, = zqﬁt , so daf}
Ay = agy (A nimmt zur Zeit t = 0 den Eigenwert a an). Dann
gilt Ag; = a¢, fiir alle Zeiten t.

e Sei ¢, irgendeine Losung der Schrédinger-Gleichung. Dann ist der
Erwartungswert (¢;, A¢;) unabhéngig von der Zeit ¢. Diese Aussa-
ge a8t sich noch verschérfen. Zu ¢, mit ||¢;]| = 1 und A existiert
eine zeitlich konstante Wahrscheinlichkeitsverteilung der Mef3wer-
te von A, d.h. es gibt ein W-Maf 1 auf R, so daf3?6

¢t, 25A¢ /d/L zsa

fiir alle s € R unabhéingig von ¢ erfiillt ist. Ein Beispiel: in ei-
nem abgeschlossenen System ist nicht nur der Erwartungswert
des Impulses zeitlich konstant, sondern auch die gesamte Impuls-
verteilung.

e Mit A ist auch jedes Polynom P,(A) mit reellen Koeffizienten ei-
ne Erhaltungsgréfie. Mit der gebotenen mathematischen Vorsicht
kann man sogar behaupten, dafl jede Funktion f(A) eine Erhal-
tungsgrofle ist. Das Problem besteht lediglich darin, dem Symbol

26Die hier beschriebene Funktion von s ist die Fourier-Transformierte des Mafles
u. Sie wird auch die charakteristische Funktion des W-Mafles genannt.
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f(A) eine Bedeutung zu geben. Wir wollen auf dieses Problem
hier nicht eingehen.

e Sei E ein Energie-Eigenwert und Hg der Raum der zugehorigen
Eigenlosungen. Dann gilt AHg C Hg. Allgemeiner: Jeder invari-
ante Unterraum von H ist auch ein invarianter Unterraum von A
und umgekehrt. Hatten wir es hier mit gewohnlichen Matrizen H
und A zu tun, so liele sich der Sachverhalt auch so ausdriicken:
H und A haben ein gemeinsames System von Eigenfunktionen,
sind also ”gemeinsam diagonalisierbar”.

e Fiir die Theorie des Mefiprozesses bedeutet die Relation [A, H] =
0 , daBB Messungen der Observablen H und A kompatibel sind,
d.h. sie sich nicht gegenseitig beeinflussen. Insbesondere kénnen
H und A zugleich mit beliebiger Genauigkeit gemessen werden;
es existiert keine Unschérfe-Relation fiir kommutierende Gréfien.

Die hier aufgefiihrten Behauptungen sind so elementar, dafl es dem
Leser iiberlassen wird, sie im einzelnen zu verifizieren.

1.5.8 Symmetrien im weiteren Sinne

Das bisher benutzte Symmetriekonzept gibt der Zeit eine Sonderstel-
lung unter den vier Koordinaten der Raum-Zeit. Dies ist auf jeden Fall
dann nicht wiinschenswert, wenn wir zu einer relativistischen Theorie
der Teilchen iibergehen wollen. Zu einer allgemeineren Begriffsbildung
innerhalb der Schrédinger-Theorie gelangen wir, wenn wir die Bedin-
gung [U(g), H] = 0 aufgeben.

Sei (#H, H) ein physikalisches System und g — U(g) eine beliebige
unitdre Darstellung einer Gruppe G auf H. Wir definieren

Uilg) = e U (g)e™ (1.60)

abhéngig von der Zeit ¢. Dann gilt: ist ¢, eine Losung der Schrédinger-
Gleichung H¢, = iy, so auch &7 = U,(g)¢, fiir jedes g € G. Auch hier
gilt, dal die Gruppe G auf dem Raum der (zeitabhingigen) Losungen
operiert, jedoch ist ihre Wirkung selbst zeitabhéngig und kann deshalb
nicht zu Erhaltungsgréfien fiihren. Der Nutzes des neuen Konzeptes ist
daher sehr begrenzt. Wir betrachten zwei Beispiele.
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Galilei-Transformationen.

Fiir eine beliebige Geschwindigkeit v, die wir als Relativgeschwin-
digkeit zweier Bezugssysteme interpretieren, fiithrt der Ansatz

@' 1) = [o(w, 1) (1.61)
¥ = x+ot (1.62)
t =t (1.63)

auf '
¢ (x,t) = e @D p(z — vt, t)

mit, einer zunéchst belieben reell-wertigen Funktion f. Wir wollen an-
nehmen, dal ¢(z,t) eine Losung der Schrodinger-Gleichung mit H =
—A/2m darstellt. Dann ist die transformierte Wellenfunktion ¢'(z,t)
genau dann eine Losung derselben Gleichung, wenn die folgenden bei-
den Differentialgleichungen erfiillt sind:

Vi(x,t) = mo (1.64)
0
Ef(:r, t) = —imu? (1.65)
Mit der Festsetzung f(0,0) = 0 wird die Losung eindeutig:
f(x,t) = mv-z — smo?t (1.66)
Schreiben wir nun
[Ui(0)6e](x) = ¢i(x — vt, t)e' " (1.67)
so gilt in der Tat U(v) = exp(—itH)U(v) exp(itH) mit
U(v)gl(x) = p(x)e™" (1.68)

oder U(v) = exp(imv-Q). Die Generatoren der Darstellung U sind
die drei Komponenten von mQ@Q. Obwohl der Ortsoperator Q keine
Erhaltungsgrofie ist, haben wir dennoch mit seiner Hilfe die Galilei-
Transformationen in dem Raum L?(R?) beschrieben.
Galilei-Invarianz finden wir bei allen abgeschlossenen n-Teilchensystemen.

Die genaue Gestalt des Hamilton-Operators H ist irrelevant. Entschei-
dent ist nur, dafl sich der Schwerpunkt mit konstanter Geschwindigkeit
bewegt:

e Qe = Q+tP/m (1.69)
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Hier bezeichnet m die Gesamtmasse, Q den Ortsoperator des Schwer-
punktes und P den Operator des Gesamtimpulses. Genau wie vorher,
sind auch hier die Komponenten von mQ die Erzeuger der Darstel-
lung U. An der Gestalt der Funktion f(z,t) &ndert sich nichts; wir
miissen darin nur m als die Gesamtmasse und z als die Koordinaten
des Schwerpunktes interpretieren.

Translationen im homogenen FE-Feld.

Das Problem eines Elektrons im homogenen E-Feld ist translations-
invariant. Gesucht ist eine geeignete Beschreibung der Translationen.
Sei also

[Hg)(x) = (~A/2m — ca-E)é(x) (1.70)

der Hamilton-Operator. Wir gehen aus von [U(a)¢](z) = ¢(z — a). Da
dies keine Symmetrietransformationen sind, konstruieren wir

Ut(a) — efitHU(a) eitH
exp (—ie’“Ha-Pe“H)
= exp(—ia-P —t[H,a-P])

— eieaEtU(a)

Hierbei haben wir ausgenutzt, dafi [H,P] = —ieF und [H,[H,P]] =0
gilt. Als Resultat erhalten wir die Symmetrietransformationen

[Ui(a)e](z) = ¢z — a)e’*™* (1.71)

Obwohl die Translationen damit auf dem Raum der Lésungen der Bewe-
gungsgleichung operieren, konnen wir aus dieser Wirkung keine vekto-
rielle Erhaltungsgrofie ableiten. Jedoch gilt hier, dafl U;(a) genau dann
unabhéngig von ¢ ist, wenn a — E gilt: fiir solche a ist a-P eine Erhal-
tungsgrofe. Wihlen wir etwa E = (0,0, E3), so sind P; und P, zeitlich
konstant, und diese beiden Operatoren erzeugen eine Symmetriegruppe
im engeren Sinn.



Kapitel 2

Darstellungen von Gruppen

In welchem sich zeigt, daf} einer,
so er nur gelernt hat, den rech-
ten Glauben von den Irrlehren zu
scheiden, durchaus imstande ist,
auch iiber Dinge zu reden, von de-
nen er keine Ahnung hat.

Stefan Heym, Ahasver

2.1 Homomorphismen

Die Untersuchung der Struktur von Gruppen, ihrer Beziehungen unter-
einander und ihrer Darstellungen beruht auf einem zentralen Begriff,
dem des Homomorphismus, aus dem weitere wichtige Begriffe ableitbar
sind.

Definition 4 . Eine Abbildung f : H — G zwischen Gruppen G und
H wird ein Homomorphismus genannt, wenn sie die Gruppenstruktur
respektiert, d.h. wenn fiir alle h,h' € H gilt:

f(hh') = f(h) f(h')

Unter Kern und Bild eines Homomorphismus f verstehen wir die Men-
gen

Kerf = {heH: f(h)=e} (2.1)
Imf = {f(h):heH}

35
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wobei e das neutrale Element in G bezeichnet.
Es ist leicht, die folgenden Aussagen zu beweisen:

1. Kerf und Imf sind Untergruppen von H bzw. G. Kerf ist so-
gar eine invariante Untergruppe! von H, und jede invariante Un-
tergruppe ist Kern eines Homomorphismus. In einer abelschen
Gruppe ist jede Untergruppe invariant.

2. Kerf ist trivial (besteht nur aus einem Element) genau dann,
wenn f injektiv ist; f wird surjektiv genannt, wenn Imf = G
gilt. Also ist f bijektiv oder ein Isomorphismus genau dann, wenn
sowohl Ker f trivial ist als auch Imf = G gilt. Wir schreiben dann
H=G.

3. Bezeichnen wir mit 1 die triviale Gruppe (sie besteht nur aus
einem Element), so sind fiir jede Gruppe G die Homomorphismen
1 — G und G — 1 eindeutig.

Ist f : H — G ein Homomorphismus und K = Kerf die zugehorige
invariante Untergruppe von H, so ist es moglich, eine Faktorgruppe
H/K auf folgende Weise zu konstruieren: Zu h € H betrachten wir
die Nebenklasse hK C H. Da K invariant in H ist, gilt hK = Kh
(Rechts- und Linksnebenklassen sind identisch). Fiir zwei Teilmengen
A, B C H schreiben wir AB = {ab: a € A,b € B}. Das Produkt zweier
Nebenklassen ist wieder eine Nebenklasse:

(hK)(WK) = h(KW)K = (W K)K = (hl')(KK) = (hi)K

Beziiglich der so erkldrten Multiplikation bilden die Nebenklassen eine
Gruppe, in der K die Rolle des neutralen Elementes iibernimmt.

Satz 1 (Kanonische Zerlegung eines Homomorphismus.) Jeder Homo-
morphismus f: H — G besitzt eine eindeutige Darstellung der Art
H H/Kerf B Imf & G

wobei fi surjektiv, fo bijektiv und f5 injektiv ist. Setzen wir K = Kerf,
so gilt fi(h) = hK und fo(hK) = f(h); f3 ist die kanonische Einbettung
einer Untergruppe.

!Eine Untergruppe K C H heifit invariant, wenn hkh~' € K fiir alle h € H und
k e K gilt.
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Die wichtigste Eigenschaft von Homomorphismen ist, dafl sie sich
verketten lassen, wobei wieder Homomorphismen entstehen. Eine Se-
quenz von zwei Homomorphismen

alLalag

definiert einen Homomorphismus f'o f : G — G". Das hierdurch defi-
nierte Verkniipfungsgesetz ist assoziativ. Oft begegnen wir umfangrei-
cheren Sequenzen:

R NI e W N LN R ez

Eine solche Sequenz heifit exakt an der Stelle n, wenn gilt: Imf, | =
Kerf,. Sie heifit exakt, wenn sie an jeder Stelle exakt ist. Die verschie-
denen Situationen, die wir schon friither diskutiert haben, lassen sich
auch durch exakte Sequenzen charakterisieren:

1 KL H . f ist injektiv.
HL G -1 . f ist surjektiv.
1= KL G—1 :fistbijektiv.

1K >HLG -1 : K =2 Kerf und G = H/Kerf.
Etwas vereinfachend: K ist eine invariante Untergruppe von
H und G ist ihre Faktorgruppe.

1 —- Kerf - H— Imf — 1 : diese Sequenz ist exakt fiir
alle Homomorphismen f : H — G.

1.Beispiel. Alle Vielfachen der ganzen Zahl n formen eine Untergruppe
nZ der additiven Gruppe der ganzen Zahlen. Die Faktorgruppe Z, =
Z/nZ heifit zyklische Gruppe der Ordnung n:

1 snZ 5Z™2%7 1

Man kann Z,, ebensogut identifizieren mit der multiplikativen Gruppe
der n-ten Einheitswurzeln (Losungen der Gleichung 2" = 1) oder auch
mit den Drehungen eines reguldren n-Ecks.

2.Beispiel. Wir kénnen die ganzen Zahlen als Untergruppe der re-
ellen Zahlen auffassen; die Faktorgruppe R/Z ist das Einheitsintervall
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mit Endpunkten identifiziert. Diese Gruppe beschreibt man am be-
quemsten als die unitére Gruppe in einer Dimension, U (1) = {exp(i27t) :
0<t<1}:

15Z-5>R2YU@1)—1

3. Beispiel. Sei O(n) die Gruppe der orthogonalen nxn-Matrizen.
Fiir jedes R € O(n) gilt det R = 41, und die Determinante beschreibt
einen Homomorphismus in die Gruppe Zs:

1= S0(n) = O(n) 2% 7, — 1

4. Beispiel. Sei U(n) die Gruppe aller unitéiren n x n-Matrizen @,
so ist det @) eine komplexe Zahl vom Betrag 1. Alle Q € U(n) mit
det Q = 1 bilden eine invariante Untergruppe, so daf}

1— SU(n) = Un) <5 U(1) - 1

5.Beispiel. Sei GL(n, C) die Gruppe aller komplexen nichtsinguléren
n x n-Matrizen A, so gilt det A # 0, d.h. die Determinante beschreibt
hier einen Homomorphismus in die multiplikative Gruppe? exp C =
{e* : z € C}. Alle Matrizen mit Determinante 1 bilden wiederum eine
invariante Untergruppe:

1 — SL(n,C) = GL(n,C) 2% expC — 1

6.Beispiel. Die euklidische Gruppe E(n) in n Dimensionen besteht
aus allen Transformationen z — Rz + a des R mit R € O(n) und
a € R". Die Translationen x + z + a bilden hier eine invariante Unter-
gruppe, die wir mit der additiven Gruppe R” identifizieren. Es ist nicht
sinnvoll, die O(n) als eine Untergruppe von E(n) aufzufassen. Grund:
es gibt viele Untergruppen isomorph zu O(n), und keine ist in irgend-
einer Weise ausgezeichnet. Vielmehr ist hier die O(n) als Faktorgruppe

aufzufassen:
1-R"—= E(n)—0(Mn) =1

?Wihrend die multiplikative Gruppe exp R isomorph zur additiven Gruppe R
ist, gilt dies nicht, wenn wir hier R durch C ersetzen; denn exp(i2m) = 1. Dies
zeigt aber, daf} die Exponentialabbildung die folgende Sequenz exakt macht: 1 —
1217 - C -5 expC — 1.
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2.2 Lineare Darstellungen

Jeder lineare Raum L (auch Vektorraum genannt) ist in natiirlicher
Weise mit einer Gruppe verkniipft. Dies ist die Gruppe Aut(L) der
Automorphismen von L, also die Gruppe der linearen Abbildungen
A . L — L, die umkehrbar sind. Jede physikalische Theorie, in der
ein Superpositionsprinzip wirksam ist, benutzt einen reellen oder kom-
plexen Vektorraum zur Beschreibung ihrer Zustéinde. Da wir allen un-
seren Betrachtungen die Quantentheorie zugrunde legen, wollen wir
stets voraussetzen, dafl L ein komplex-linearer Raum ist. Ist L endlich-
dimensional und ist seine Dimension n, so kann dieser Raum nach Wahl
einer Basis mit dem Raum C" und jede Transformation A : L — L

mit einer komplexen n x n-Matrix (A;;) identifiziert werden®, wobei
det A # 0 gilt. Wir sehen so, dafi Aut(C") mit GL(n, C) iibereinstimmt.

Definition 5 . Ein Homomorphismus D : G — Aut(L) heifst lineare
Darstellung oder auch kurz Darstellung der Gruppe G auf dem Dar-
stellungsraum L. Die Darstellung heifst treu, wenn

1— G -2 Aut(L)
exakt ist.

Ist der Darstellungsraum endlich-dimensional und n seine Dimension,
so sprechen wir von einer n-dimensionalen Darstellung der Gruppe. Die
einfachste Darstellung ist die triviale Darstellung: sie ordnet jedem Ele-
ment einer Gruppe die identische Transformation des eindimensionalen
Raumes C zu. Um diese Situation anzudeuten, schreiben wir einfach
D(g) =1 fiir alle g € G oder auch D = 1. Diese Darstellung ist nicht
treu, wenn G nicht nur aus einem Element besteht. Die Frage entsteht,
ob jede Gruppe eine treue Darstellung besitzt. Darauf konnen wir eine
partielle Antwort geben.

Satz 2 Jede endliche® Gruppe besitzt eine treue n-dimensionale Dar-
stellung mit n = |G|. Diese durch die folgende Konstruktion ausgezeich-

3Bei Vorgabe einer Basis {e;} wird eine lineare Transformation A durch Aey =
ZiAikei erkldrt. Ist z = Zixiei ein allgemeiner Vektor mit den Komponenten
z; € C,sogilt Az =), xle; mit of = >, Ay,

4Eine Gruppe heiflt endlich, wenn sie endlich viele Gruppenelemente besitzt. Die
Zahl der Elemente wird die Ordnung der Gruppe G genannt und mit |G| bezeichnet.
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nete Darstellung D,., heifst die reguldre Darstellung einer endlichen
Gruppe.

Konstruktion. Sei V(G) der freie Vektorraum iiber der Gruppe G dies
ist der Raum aller Funktionen f : G — C. Identifizieren wir jedes g € GG
mit der Funktion g : G — C , g(h) = 1, falls ¢ = h, und g(h) = 0, falls
g # h, so besitzt jedes f € V(G) die Darstellung

f=2> f(h)h

hed

d.h. wir betrachten V(G) als einen Vektorraum mit der Basis G. Auf
diesem Vektorraum wirkt die Gruppe G durch Multiplikation von links:

Dieg(9)f = 3 f(R)gh (2.3)

hed

Offensichtlich handelt es sich hier um eine Darstellung mit der Dimen-
sion n = |G|. Um zu entscheiden, ob sie treu ist, bestimmen wir den
Kern von D,,, also alle g € G mit D,.,(g)f = [ fiir alle f € V(G).
Dies fiihrt auf gh = h (alle h), also auf g = e, d.h. die Darstellung ist
treu. O

Durch Konstruktion besitzt V' (G) eine ausgezeichnete Basis. Beziiglich
dieser Basis haben die Darstellungsmatrizen D,.,(G) eine spezielle Struk-
tur: ihre Elemente sind entweder 0 oder 1:

|1 h=gl
Dreg(g)nn = { 0 sonst (2.4)
1.Beispiel. Die zyklische Gruppe Z, = (a,a?,...,a" = e) hat ein

erzeugendes Element a. Zur Beschreibung der regulidren Darstellung
geniigt es, fiir dieses Element die Darstellungsmatrix anzugeben:

0 e |
0 e o 0
Dreg(a): 1 0 oo 0
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Nun ist es ohne weiteres moglich, dafl eine Gruppe eine n-dimensionale
treue Darstellung besitzt mit n < |G|. Dies demonstrieren die nichsten
drei Beispiele.

2.Beispiel. Da die zyklische Gruppe Z, Drehungen des reguléren
n-Ecks beschreibt, kénnen wir das erzeugende Element dieser Gruppe

durch ) )
cosZ —sin L
Dg(a) = ( i 27; Qﬂ_n ) (25)

Sin — COS —
n n

darstellen. Wir erhalten so eine 2-dimensionale treue Darstellung der
Gruppe Z,,. Thre Matrizen haben allerdings nicht mehr die Eigenschaft,
nur aus den Zahlen 0 und 1 aufgebaut zu sein. Da es uns erlaubt ist,
auch komplexe Matrizen als mégliche Darstellungsmatrizen in Betracht
zu ziehen, koénnen wir noch einen Schritt weitergehen und die eindimen-
sionale Darstellung

Dy (a) = exp(i27/n) (2.6)

der Gruppe Z,, einfiihren, die ebenfalls treu ist.

3.Beispiel. Die Permutationen o von 1,...,n bilden eine Grup-
pe Sp, die symmetrische Gruppe der Ordnung n!. Eine n-dimensionale
treue Matrixdarstellung finden wir, indem wir setzen:

1 i=o(k)

0 sonst ik=1,...,n (2.7)

Auch diese Matrizen sind nur aus den Zahlen 0 und 1 aufgebaut. Man
nennt sie Permutationsmatrizen, und fiir viele Zwecke ist es bequem, sie
mit den Gruppenelementen selbst zu identifizieren: damit wird S,, zu
einer Matrixgruppe. Fiir die nxn-Matrix o hat det 0 den Wert +1 oder
-1, je nachdem, ob o eine gerade oder ungerade Permutation beschreibt.
Da die Determinante fiir alle Matrixgruppen einen Homomorphismus
definiert, haben wir die folgende exakte Sequenz:

1—-A,—35, det, Z, (2.8)

Die invariante Untergruppe A, aller geraden Permutationen wird die
alternierende Gruppe genannt. Es gilt |A,| = n!/2.

4.Beispiel. Wir betrachten alle Decktransformationen eines gleich-
seitigen Dreiecks. Die hierdurch beschriebene Gruppe wird erzeugt durch
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zwei Elemente: ¢ = Drehung um 27/3 |, b = Spiegelung an einer Sei-
tenhalbierenden. Dies liefert uns die Darstellung

po=( 5 1) ee=(3 5)

Jede Permutation der drei Ecken ist so erreichbar. Tatséchlich haben
wir also eine 2-dimensionale Darstellung der symmetrischen Gruppe
S; konstruiert, wobei irrationale Zahlen unter den Matrixelementen
auftreten. Dies lafit sich vermeiden. Dieselben Decktransformationen
konnen wir namlich auch anders beschreiben. Seien e;, e; und e; die
drei Vektoren vom Mittelpunkt zu den Eckpunkten des Dreiecks. Es
gilt 1 + e3 +e3 = 0, und die Gruppe S3 permutiert diese Vektoren. Je
zwel dieser Vektoren bilden eine Basis aller Vektoren der Ebene. Wir
wéhlen e; und ey und

a : €1 > €, a2 — €3, €3 > €1

b : e ey, e3> e, e3> €3

In Matrizenschreibweise:

, 0 —1 , 0 1

D(a)-(l _1> | D(b)_<1 0)
Auf diese Weise haben wir erreicht, daf§ alle Darstellungsmatrizen nur
ganzzahlige Matrixelemente besitzen. Fiir die Kristallographie ist ei-
ne solche Darstellung von groflem Vorteil. Obwohl die Darstellungen
D und D' an sich verschieden sind (die Matrizen sind verschieden),
beschreiben beide Darstellungen dennoch dieselben linearen Transfor-
mationen der Ebene (in verschiedenen Koordinaten). Man wiirde sie
damit als dquivalent empfinden. Was wir nun brauchen, ist ein allge-
meiner Aquivalenzbegriff.

Definition 6 Zwei Darstellungen D : G — Aut(L) und D' : G —
Aut(L') mit dim(L) = dim(L') = n heiflen dquivalent, wenn eine li-
neare und umkehrbare Abbildung T : L — L' existiert, so dajs

TD(g) = D'(9)T
fiir alle g € G gilt.
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Nachdem wir in beiden R&umen eine Basis gewdhlt haben und wir
somit D(g) und D'(g) als Matrizen auffassen diirfen, besagt diese De-
finition gerade, daf} eine nichtsinguldre nxn-Matrix T existiert, so daf}
TD(g) = D'(g)T gilt, wobei wir es hier mit einer gewdhnlichen Matrix-
multiplikation zutun haben.

2.3 Unitare Darstellungen

In der Quantenmechanik ist man vorwiegend an Darstellungen einer
Gruppe durch unitédre Operatoren auf einem Hilbertraum interessiert.
Wir werden deshalb annehmen, dafl der Darstellungsraum # ein Hil-
bertraum ist, und werden mit Aut(#) die Gruppe aller invertierbaren
linearen Transformationen U : H — H bezeichnen, die das Skalarpro-
dukt invariant lassen. Damit ist Aut(#) als die Gruppe aller unitéren
Operatoren U auf H gekennzeichnet. Nach Wahl einer Basis® wird U
zu einer endlichen oder unendlichen Matrix.

Definition 7 Fin Homomorphismus D : G — Aut(H) heifit unitire
Darstellung der Gruppe G auf dem Hilbertraum H.

Man kénnte nun meinen, dafl durch die Forderung der Unitaritét der
Spielraum stark eingeschrinkt ist. Dafl diese Besorgnis fiir endliche
(oder auch kompakte) Gruppen unberechtigt ist, zeigt das folgende
klassische (A.Hurwitz zugeschriebene) Ergebnis.

Satz 3 Jede lineare Darstellung einer endlichen Gruppe auf einem Vek-
torraum endlicher Dimension ist beziiglich eines geeignet gewdhlten Ska-
larproduktes unitdr.

Zum Beweis betrachten wir eine Darstellung D : G — Aut(L), wobei
L lediglich ein linearer Raum ist, dessen Dimension wir als endlich
annehmen. Das Skalarprodukt auf L wird in zwei Schritten konstruiert:

1. Wihle eine Basis {¢;} in L und definiere mit ihrer Hilfe ein
vorldufiges Skalarprodukt (z,y) = > Z;y;, wobei x = 3 x;¢; und
y = Y y;e; beliebige Vektoren in L sind.

5Unter einer Basis in einem Hilbertraum verstehen wir stets ein orthonormiertes
vollstdndiges System von Vektoren.
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2. Definiere das endgiiltige Skalarprodukt als

(#,9) = = 3" (D(g)z. D(9)y)

| ‘gEG

Es besitzt durch Konstruktion die Eigenschaft

(D(g)z, D(g)y) = (x,y)
fiir jedes g € G. O

Bemerkung: Die Art des Beweises zeigt, dafl der Satz verallgemeine-
rungsfihig ist. Ist ndmlich G eine kompakte Gruppe, so existiert auf
ihr ein invariantes Mafl g mit u(G) = 1, das man das Haarsche Maf}
nennt. Zur Konstruktion des Skalarproduktes kénnen wir dann ein In-
tegral an die Stelle der Summe setzen:

(v,9) = [ du(g) (D(g)z, Dl(g)y)

Das urspriingliche Skalarprodukt (x,y) konnte vorgegeben sein: Wir
beginnen also mit einer linearen und stetigen Darstellung der kompak-
ten Gruppe G durch beschrinkte (nicht notwendig unitére) Operatoren
auf einem Hilbertraum . Durch eine Anderung des Skalarproduktes
kann erreicht werden, dafl diese Darstellung unitéir wird.

Viele Gruppen, die man in der Physik betrachtet, sind nicht kom-
pakt, wohl aber lokalkompakt: So etwa die Gruppe der Translationen,
die euklidische Gruppe, die Galilei-Gruppe und die Lorentz-Gruppe.
Auch fiir eine lokalkompakte (nichtkompakte) Gruppe G existiert stets
ein invariantes Maf§ y. Es ist jedoch nicht normierbar® : p(G) = oc.
In dieser Situation kann nicht bewiesen werden, dafl das Integral in
der Formel fiir (z,y) wohldefiniert ist, und der Beweis versagt. Fiir die
Klasse der lokalkompakten Gruppen geniigt es also nicht, sich auf das
Studium der unitiren Darstellungen zu beschrinken.

6Man sieht dies am besten an der Gruppe der Translationen, die formal mit
der additiven Gruppe R? iibereinstimmt. Hier stimmt das Haarsche Maf8 mit dem
Lebesgueschen Maf} {iberein: du(z) = dzidzadrs.
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2.4 Reduzibilitat

Wir kehren zur allgemeinen Situation einer linearen Darstellung D :
G — Aut(L) zuriick. Mitunter ist es moglich, eine solche Darstellung
in einfachere Bestandteile zu zerlegen.

Definition 8 FEin Teilraum Ly C L heifit invariant, wenn D(g)L; C
Ly fiir alle g € gilt. Ist L, ein echter” Teilraum von L, so heifit die Dar-
stellung D reduzibel. In einem solchen Fall definiert die Finschrinkung
aller Darsteller D(g) auf Ly eine Teildarstellung Dy : G — Aut(L,),
und wir schreiben Dy C D. Eine Darstellung, die keinen echten invari-
anten Teilraum besitzt, heif§t irreduzibel.

Wir wollen nun annehmen, da8 D : G — Aut(G) reduzibel sei mit
dim(L) = n und dim(L;) = ny < n. Wir kénnen dann durch eine
geeignete Wahl der Basis in L erreichen, dafl alle darstellenden Matrizen
die folgende Blockstruktur annehmen:

D(Q)—( 3 } 2gg)> (2.9)

Dy(g)
Fiir beliebige g, h € G gilt D(gh) = D(g)D(h). Dies ist dquivalent den
Bedingungen:

Q(gh) = Di(9)Q(h) + Q(g)D2(h)

Hieraus wird deutlich, dafy sowohl D; als auch Dy Matrixdarstellungen
der Gruppe G sind, wobei Dy C D gilt. Fiir Dy C D ist jedoch Q =0
notwendig®.

Definition 9 Die Darstellung D : G — Aut(L) zerfallt und ist direkte
Summe zweier Teildarstellungen Dy und Do, wenn nach Wahl einer
geeigneten Basis in L eine Blockstruktur (2.9) erreicht werden kann,
so daf$ darin Q = 0 gilt. Wir schreiben dann abkiirzend D = Dy & Dy
und sagen, D sei die direkte Summe der Darstellungen Dy und D,.

"Ein Teilraum L; C L soll echt heifien, wenn weder L; = 0 noch Ly = L gilt. Es
ist tiblich, den trivialen Raum {0}, der nur aus dem Nullvektor besteht, selbst mit
0 zu bezeichnen.

8Q(g) ist eine ny x (n — nq)-Matrix. Wie bei Funktionen iiblich, schreibt man
Q =0, falls Q(g) = 0 fiir alle g € G gilt.
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Nehmen wir an, wir hdtten bereits einen invarianten Teilraum einer
gegebenen Darstellung gefunden. Die entscheidende Frage lautet dann:
Zertillt die Darstellung? Die Frage 148t sich nicht dadurch beantworten,
dafl man fiir irgendeine Basis, die auf die Dreiecksblockstruktur (2.9)
fithrt, nachpriift, ob hierin () = 0 gilt. Im allgemeinen wird dies nicht
erfiillt sein. Vielmehr mufl untersucht werden, ob es iiberhaupt eine
Basis gibt, fiir die die Bedingung ) = 0 erfiillt ist. Diese schwierige
Arbeit wird uns abgenommen, wenn D : G — Aut(#) eine unitire
Darstellung auf einem Hilbertraum A ist: Haben wir ndmlich in H,
einen (abgeschlossenen) invarianten Teilraum von #H gefunden, so ist
auch sein orthogonales Komplement Hy = H; ein (abgeschlossener)
invarianter Teilraum, wie man sehr leicht beweist. Es gilt sodann H =
Hy D Ho und D = Dy & D,. Mit anderen Worten:

Satz 4 Jede reduzible unitdire Darstellung zerfallt.

In der allgemeinen Situation einer linearen (nicht notwendig unitéren)
Darstellung kommt uns der Satz 3 zu Hilfe, der uns gestattet, bei end-
lichen Gruppen und endlich-dimensionalen Rdumen, eine Hilbertraum-
struktur zu finden, durch die die Darstellung unitér wird. Deshalb ha-
ben wir das wichtige Ergebnis:

Satz 5 Jede reduzible Darstellung einer endlichen Gruppe zerfillt.

Bemerkung: Auch dieser Satz kann sinngemif auf kompakte Gruppen
ausgedehnt werden. Dazu beachte man die Bemerkung im vorigen Ab-
schnitt.

Daf} lokalkompakte (aber nichtkompakte) Gruppen reduzible nicht-
zerfallende Darstellungen besitzen, zeigen wir nun an drei markanten
Beispielen.

1.Beispiel Durch

D(z):<(1) j) cecC (2.10)

wird eine zweidimensionale reduzible Darstellung der additiven Grup-
pe der komplexen Zahlen beschrieben. Sie zerfillt nicht; denn fiir jedes
z # 0 besitzt die Matrix z7'D(z) Jordan-Gestalt. Aus der Algebra ist
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bekannt, daf} eine Jordan-Matrix der Dimension n > 1 nicht diagonali-
sierbar ist.
2.Beispiel Durch

D(a,R) = < ]g ‘f) ReO(n), acR" (2.11)

wird eine (n + 1)-dimensionale Darstellung der euklidischen Gruppe
E(n) beschrieben (s.S.26). Sie besitzt die Teildarstellung Dy (a, R) = R,
zerféllt aber nicht.

3.Beispiel Die nichtrelativistischen Transformationen von Raum
und Zeit

© = Rrx+vuvt+a (2.12)
t = t+7 ReO@B),v,acR®, TeR

bilden die volle Galilei-Gruppe. Eine treue 5-dimensionale Darstellung
dieser Gruppe ist, wie man sich leicht iiberzeugt, durch

R

D(r,a,v,R)=| 0 (2.13)
0

O = <
— 3 2

gegeben. Sie zerfillt nicht, obwohl sie zwei Teildarstellungen? enthélt.

Wir haben diskutiert, welche Vereinfachungen sich ergeben, wenn
eine Darstellung D : G — Aut(L) einen invarianten Teilraum besitzt.
Moéglicherweise besitzt eine Darstellung mehrere invariante Teilrdume,
und das Verfahren der Vereinfachung 148t sich solange fortsetzen, bis
die Darsteller nach Wahl einer diesen Teilriumen angepafiten Basis alle
die Blockdreiecksgestalt

D, (g) ° °
D(g) = 0 D?_(g) * (2.14)
0 0 Dy(g)
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annehmen, wobei die Reduktion notwendigerweise dadurch ein Ende
findet, daf schlieB8lich alle Darstellungen D; irreduzibel werden (also
keine echten invarianten Teilriume mehr besitzen). Kénnen wir die Ba-
sis sogar so einrichten, daf alle Blocke oberhalb der Blockdiagonale ver-
schwinden, so zerfillt die Darstellung D vollsténdig in irreduzible Teil-
darstellungen D;, und wir schreiben dann kurz D = D ® Dy &---® D,
oder auch

D =P D; (2.15)

i=1

Sind in dieser Zerlegung einige Teildarstellungen dquivalent, so fassen
wir sie zusammen und schreiben

D:m1D1 EBmQDQGB (216)

wobei jede Zahl m; die Vielfachheit!? angibt, mit der D, in D vorkommt.
Wir nennen auch m; die Multiplizitit von D; in D.

Definition 10 FEine Darstellung, die direkte Summe irreduzibler Dar-
stellungen oder selbst irreduzibel ist, heifit vollreduzibel oder diskret
reduzibel.

Wir haben gelernt, dafi unitire Darstellungen automatisch zerfallen,
wenn sie reduzibel sind. Sind die (unitéren) Teildarstellungen reduzibel,
zerfallen sie wiederum, und so weiter. Es mag scheinen, dafl durch die-
sen Vorgang man schliellich die gewiinschte Zerlegung der Darstellung
in irreduzible Bestandteile erreicht. Dies ist aber in co-dimensionalen
Rédumen im allgemeinen nicht garantiert. Ein Ende der Zerlegung ist
nur abzusehen, wenn es minimale invariante Teilrdume gibt. Diese brau-
chen jedoch nicht zu existieren, wie wir uns an einem sehr einfachen
Beispiel klar machen kénnen. Die Darstellung (1.24) der Translationen
fiir ein Schrodinger-Teilchen besitzt viele invariante Teilrdume. Jeder
dieser Rdume kann beschrieben werden als Gesamtheit aller Wellen-
funktionen, deren Impulsspektrum in einer festen Teilmenge B des Im-
pulsraumes beheimatet ist:

o(a) = [ d'pe™d(p) (2.17)

19Da wir zulassen, daf die Dimension des Darstellungsraumes abzihlbar unend-
lich ist, wollen wir auch m; = oc als méglichen Wert zulassen.
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Die Menge B C R? mufl mefibar sein und ein positives Maf} besit-
zen. Minimale Mengen dieser Art gibt es aber nicht; die Darstellung ist
nicht diskret reduzibel. Tatséchlich leistet das Fourierintegral hier die
Zerlegung in irreduzible Bestandteile: Ein Integral tritt an die Stelle
der Summe, und diese Erscheinung ist charakteristisch fiir viele nicht-
kompakte Gruppen.

Fiir kompakte Gruppen ist die Situation giinstiger. Insbesondere
konnen wir im Spezialfall der endlichen Gruppen aufgrund der Ergeb-
nisse des letzten Abschnittes feststellen:

Satz 6 Jede endlich-dimensionale Darstellung einer endlichen Gruppe
st diskret reduzibel.

In Hinblick auf die Anwendungen in der Quantenmechanik bedeutsamer
ist jedoch das Pendant dazu:

Satz 7 (Peter-Weyl) Jede unitire Darstellung einer kompakten Gruppe
ist diskret reduzibel, und die irreduziblen unitiren Darstellungen haben
alle endliche Dimension.

Bemerkung: Natiirlich 148t das Peter-Weyl-Theorem die Moglichkeit
zu, dafl in der Zerlegung D = Dy @& Dy & - - - unendlich viele Summan-
den auftreten. Wichtig ist nur die Aussage, daf} die Zerlegung in Form
einer Summe und nicht in Form eines Integrals geschieht!!. Dieses fun-
damentale Theorem ebnet den Weg zur Behandlung wichtiger Gruppen
in der Quantenphysik, so der SO(n)-Gruppen, der SU(n)-Gruppen und
anderer.

Eine Besonderheit der endlichen Gruppen soll hier noch ohne Beweis
mitgeteilt werden: Die Anzahl k der Klassen zueinander indquivalen-
ten irreduziblen Darstellungen einer endlichen Gruppe G ist endlich.
Bezeichnen wir die Dimensionen dieser Darstellungen mit ny, ng,...ng
und setzen

n(G,s) =ni+n;+...+n; (2.18)

!1Ein Problem, das hier nicht niihert erértert wird, ist die Eindeutigkeit der Zer-
legung (bis auf Aquivalenz). Auch diese Frage kann positiv entschieden werden fiir
die hier betrachteten Gruppen. Dies ist aber keinesfalls selbstverstindlich, wie aus
Gegenbeispielen hervorgeht, die man bei einigen nichtkompakten Gruppen und In-
tegralzerlegungen ihrer Darstellungen findet.
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so haben wir auf diese Weise charakteristische Zahlen n(G, s) (s=0,1,2,. ..
der Gruppe G definiert. Fiir gewisse Werte von s haben diese Zahlen
eine elementare Bedeutung!?:

Satz 8 (Burnside)

n(G,0) = k= Anzahl der Klassen von G (2.19)
n(G,2) = |G| = Ordnung von G. (2.20)

Fiir eine endliche Gruppe ist es daher moglich, eine Liste aller irredu-
zibler Darstellungen anzulegen (also eine Liste endlich vieler Matrizen)
und anhand des Relationen des Burnside-Theorems zu iiberpriifen, ob
diese Liste vollstdndig ist.

Beispiel Die symmetrische Gruppe S3 enthilt 6 Elemente in 3 Klas-
sen. Die Relation 6 = n? 4+ nZ + n3 besitzt nur eine Losung: n; = ny =
1,n3 = 2. Die drei irreduziblen Darstellungen mit den Dimensionen
1,1,2 sind uns bereits bekannt. Es handelt sich um die triviale Darstel-
lung D; = 1, die alternierende Darstellung Dy = +1 (siehe (2.8)) und
die Darstellung, die durch die Decktransformationen eines gleichseiti-
gen Dreiecks (siehe S.29) beschrieben wird. Diese Liste ist vollsténdig;
jede weitere irreduzible Darstellung mufl zu einer Darstellung in dieser
Liste dquivalent sein.

2.5 Zwel Sitze von Schur

Zerfallt eine gegebene Darstellung in Teildarstellungen, so konnen wir,
ohne auf die invarianten Teilrdume eingehen zu miissen, den Zerfall
auch rein algebraisch charakterisieren. Grob gesprochen: je mehr Opera-
toren mit einer gegebenen Darstellung vertauschen, umso ”reduzibler”
erweist sie sich.

Wir beginnen mit der einfachsten Situation: Die Darstellung D :
G — Aut(L) habe die invarianten Teilrdiume L; und L, und es gelte
L = L & L,. Die Darstellung ist damit blockdiagonal, d.h. sie zerfllt.
Ein Operator P : L — L mit 0 # P2 = P # 1 heifit Projektor. Jede

12Zwei Gruppenelemente g; und g» gehoren zur selben Klasse, wenn sie konjugiert
zueinander sind, d.h. wenn ein Element h in der Gruppe existiert, so dafl g1h = hgs
gilt.
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Zerlegung L = Ly @ Ly gibt Anlaf zu einem Projektor P (er annulliert
Vektoren in L,). Umgekehrt definiert jeder Projektor in eindeutiger
Weise eine Aufspaltung des Raumes L in zwei direkte Summanden. In
unserer Situation geniigt also die Angabe eines Projektors P mit der
Eigenschaft!3

D(g)P = PD(g) fiir alleg € G (2.21)

Wir wollen nun annehmen, dafl die Darstellung D diskret reduzibel ist
und in n irreduzible Bestandteile zerfallt. In dieser Situation existieren

minimale Projektoren Py, ..., P,, so daf}
PP, = 0 (i#k) (2.22)
P+...+4P, =1 (2.23)
D(g)P; = PBD(g) (i=1,...,n) (2.24)

Daraus folgt unmittelbar, dafl alle Operatoren A, deren Spektralzerle-
gung die Form

annimmt, mit der Darstellung D vertauschen: D(g)A = AD(g). Unter
Umsténden hat man auf diese Weise alle Operatoren A konstruiert, die
mit D vertauschen. Ist dies der Fall, so formen die mit D vertauschbaren
Operatoren eine abelsche Algebra. Es kann aber durchaus sein, dafl
weitere Operatoren A mit D(g)A = AD(g) existieren, die nicht die
Form (2.25) besitzen. Dies wird immer dann der Fall sein, wenn wenn
zwei irreduzible Teildarstellungen von D zueinander Aquivalent sind:
Operatoren A, die lediglich eine Permutation solcher Teildarstellungen
bewirken, haben nicht die Gestalt (2.25). Hier verliert die Algebra der
Operatoren A mit D(g)A = AD(g) die Eigenschaft abelsch zu sein; sie
sind dann nicht mehr gemeinsam diagonalisierbar. Der Verlust dieser
Eigenschaft ist verkniipft mit dem Auftreten einer Multiplizitit > 1,
d.h. einer Vielfachheit, mit der die irreduziblen Teildarstellungen in D
auftreten. Wenn némlich in der Zerlegung (2.16) m; > 1 fiir wenigstens

13Es ist trivial, daf8 die gleiche Relation fiir den komplementiren Projektor @ =
1— P gilt, wenn sie fiir P erfiillt ist. Man mache sich folgendes klar: Die schwéchere
Bedingung PD(g)P = D(g)P besagt, dal die Darstellung reduzibel ist, d.h. sie
besitzt die Blockdreiecksgestalt (2.9).
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ein ¢ gilt, so ist die Darstellung nicht multiplizitidtsfrei. Wir kommen
nun zu dem allgemeinen Begriff.

Definition 11 Seien D und D' Darstellungen der gleichen Gruppe G
auf linearen Rdumen L und L', so bezeichnen wir mit R(D,D') den
linearen Raum aller linearen Abbildungen't A : L — L' mit D'(g)A =
AD(g) fir alle g € G. Fir D = D' ist R(D, D) ist eine Algebra. Die
Darstellung D heifit multiplizitdtsfrei, wenn R(D, D) abelsch ist.

Was ist gewonnen, wenn wir, statt von Teilriumen zu reden, nur noch
von Abbildungen sprechen, die zwei Darstellungen D und D’ mitein-
ander verbinden? Die erste erfreuliche Nachricht kommt uns von einem
Satz (der oft das 1.Schursche Lemma genannt wird):

Satz 9 (Schur) Sind D und D' irreduzible Darstellungen einer Gruppe
G auf (endlich-dimensionalen) Rdumen L und L', so ist jedes A €
R(D, D") entweder ein Isomorphismus oder es gilt A = 0.

Beweis. Sei A € R(D, D') und A # 0. Offenbar sind

Ker(A) = {ze€L: Az =0} (2.26)
Im(A) = {Azel': z €L} (2.27)

invariante Teilrdume beziiglich D bzw. D’. Da aber beide Darstellungen
nach Voraussetzung keine echten Teilrdume besitzen, kommen nur vier
Fille in Betracht:

Ker(4) =0, Im(4)=0 = T=0
Ker(A)=L, Im(A)=0 = T=0

Ker(A) =0, Im(A) =L' = T = Isomophismus
Ker(A) =L, Im(A) =L = Widerspruch O

Dieser Satz hat eine bemerkenswerte Konsequenz, wenn wir hierin D =
D' setzen (bekannt als 2.Schursches Lemma):

14In der englischsprachigen Literatur heien solche Abbildungen intertwining
maps, also etwa ” Verflechtungsabbildungen”.
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Satz 10 (Schur) Ist D eine irreduzible Darstellung einer Gruppe G auf
einem Raum L endlicher Dimension, so gilt R(D,D) ={A1: X\ € C}.
In Worten: Nur die Vielfachen des Finheitsoperators vertauschen mit
einer irreduziblen Darstellung.

Beweis: Sei A € R(D, D). Nach Wahl einer Basis in L kdnnen wir A
als Matrix auffassen. Der Fundamentalsatz der Algebra garantiert, dafl
det(A — A1) = 0 eine Losung A € C besitzt. Fiir dieses A ist A — A1
nicht invertierbar, also kein Isomorphismus. Andererseits gilt A — \1 €
R(D, D). Deshalb folgt A—A1 = 0 aufgrund des vorhergehenden Satzes.
|

Dieser Satz endlich hat viele bedeutende Anwendungen. Eine davon
betrifft die abelschen Gruppen.

Satz 11 Jede irreduzible Darstellung einer abelschen Gruppe ist eindi-
mensional.

Beweis: Aus gh = hg, giiltig in abelschen Gruppen, folgt D(g)D(h) =
D(h)D(g) in einer Darstellung D. Ist D irreduzibel, so folgt aus dem
vorhergehenden Satz D(h) = A(h)1. Fiir eine solche Darstellung ist
jeder Teilraum invariant, aber nur der eindimensionale Raum besitzt
keine echten Teilrdume. Folglich ist der Darstellungsraum eindimensio-
nal. O

Eine andere Anwendung betrifft die Physik unmittelbar.

Satz 12 Der Hamilton-Operator nimmt in irreduziblen Darstellungen
von Symmetriegruppen einen Eigenwert an.

Zum besseren Versténdnis sei daran erinnert, dafl der Hamilton-Operator
H die Symmetriegruppe'® G besitzt, wenn U(g)H = HU(g) mit g € G
fiir eine unitéare Darstellung U gilt, wobei alle Operatoren auf dem glei-
chen Hilbertraum H definiert sind. Nun kann U immer in irreduzible
Bestandteile zerlegt werden:

U=U,0U,;...

15Damit die folgenden Betrachtungen mathematisch korrekt sind, wollen wir an-
nehmen, dafl G eine kompakte Gruppe ist. Mit etwas mehr Aufwand ist es méglich,
auch nichtkompakte Gruppen und die damit verbundenen Integralzerlegungen in
die Betrachtung einzubeziehen.
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Betrachten wir etwa den Teilraum H; C H, auf dem die Darstellung U,
wirkt, so gilt HH; C H; denn H und U(g) sind gemeinsam diagonali-
sierbar. Die Einschrinkung des Hamilton-Operators auf den Teilraum
H, wollen wir mit H; bezeichnen. Es gilt H; € R(U;,U;) und damit
H, = E\1 fiir ein reelles E;, den Energie-Eigenwert von H in der Dar-
stellung U;. Sei n = dim(#;), so nennt man n die Multipizitit oder den
Entartungsgrad des Eigenwertes E;. Man sagt auch der Eigenwert sei
n-fach entartet.

In der Quantenphysik ist die Entartung von Energie-Eigenwerten
eine hiufig beobachtete Erscheinung. Es gehort zu den festen Glau-
benssitzen des Physikers, dafl eine Entartung stets ihren Ursprung in
einer (moglicherweise verborgenen) Symmetrie des Problems hat, so
dal der Entartungsgrad n als Dimension einer irreduziblen Darstel-
lung erkldrt werden kann. Als Folge dieser Auffassung gibt es keine
"zufdllige” Entartung. Eine Stérung dieser Symmetrie kann die Entar-
tung dann auch wieder aufheben. So fiihrt das Einschalten eines Ma-
gnetfeldes bekanntlich zum Zeeman-Effekt.

Es gibt weitere Griinde, warum die algebraische Betrachtungsweise
niitzlich ist, warum lineare Abbildungen und Operatoren Vorrang vor
Vektoren und Teilrdumen haben. Ein wichtiges Argument ist, da} wir
R(D, D') konstruieren kénnen, wie wir nun zeigen wollen.

Satz 13 Sei G eine endliche (allgemeiner: kompakte) Gruppe, D und
D' zwei Darstellungen von G auf den Rdaumen L und L'. Fir eine
beliebige lineare Abbildung A : L — L' sei Ay : L — L' durch

1
Ay == > D'(9)AD(g7) (2.28)
definiert. Dann ist Ay € R(D,D") und jedes Element von R(D,D')
kann auf diese Weise erhalten werden. Ist G eine kompakte Gruppe
mit dem Haarschen Maf p, so lautet die (2.28) analoge Formel:

A= [ dulg) D'(g)AD(g™") (2:29)

Beweis: Durch unmittelbare Rechnung bestétigt man D'(g) Ay = A¢D(g),
also Ay € R(D,D"). Ist nun A bereits in R(D, D'), so zeigt die Kon-
struktion, dafl A = A gilt. O
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Diese so niitzliche Mittelung iiber die Gruppe kann in verschiede-
nen physikalischen Situationen eingesetzt werden. Sei etwa U : G —
Aut(H) eine unitire Darstellung einer Gruppe G, die nur "néherungs-
weise” als eine Symmetriegruppe fiir den Hamilton-Operators H (mit
dem Zustandsraum #) aufgefafit werden kann. Wir definieren dann den
symmetrischen Anteil von H als

= S Ul HU( ) (2.30)
bzw.
Hy = [ du(9) Ulg)HU (g (231)

Ist H selbstadjungiert, so auch Hy. Wir schreiben sodann

und nennen H; den symmetrieverletzenden Anteil des Energie-Operators.
In giinstigen Situationen ist Hy durch Ausnutzung der Symmetrie leicht
zu diagonalieren und H; so beschaffen, daf} eine storungstheoretische
Behandlung moglich ist.

1.Beispiel. In (2.53) wurde der Paritétsoperator P eingefiihrt. Ein
Hamilton-Operator H, der nicht mit P vertauscht, wird parititsverlet-
zend genannt. Ein solcher Operator besitzt die kanonische Zerlegung
H = Hy + H, in einen paritéitserhaltenden Anteil,

Hy = Y(H + PHP), (2.33)

und in einen Anteil,

Hy=i(H - PHP), (2.34)

1
2
der die Paritét eines Zustandes umkehrt. Man nennt H, auch einen ska-
laren und H; einen pseudoskalaren Operator aufgrund dieses Verhaltens
unter P.

2.Beispiel. Ein asymmetrischer Kreisel wird durch den Hamilton-
Operator
J? J2 J2

I B

20; 20, 205

H= (2.35)
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beschrieben, wobei J = (Ji, Jo, J3) der korperfesten Drehimpuls ist.
Der Operator besitzt die Zerlegung H = Hy + H; in einen rotations-
symmetrischen Anteil,

J2 1 1/1 1 1
Hy = — e (= — 2.
790 ' 06 3<91+@2+93> (2.36)

und einen symmetriebrechenden Term
Hl = €1J12 + 62J22 + 63J§ s € = — 6 (237)

mit €; + €9 + €3 = 0.

2.6 Orthogonalitatsrelationen

In diesem Abschnitt betrachten wir nur Darstellungen, die irreduzibel
sind. Wir wollen die fundamentalen Sitze von Schur auf sie anwenden
und zeigen, dafl wir aus ihnen weitere interessante Relationen herleiten
kénnen. Wir miissen zuvor die folgende Frage beantworten: Wenn zwei
Darstellungen D und D' dquivalent sind, was 148t sich {iber den Raum
R(D, D') sagen? Offensichtlich gilt: Jedes Element A € R(D, D') mit
A # 0 ist ein Isomorphismus (1.Lemma von Schur). Sind A und A’ zwei
nichtverschwindende Elemente in R(D, D'), so sind sie linear abhingig:
A = MA". Denn A7'A’ € R(D, D), also A~'A" = A\ (2.Lemma von
Schur). Damit gilt:

1 D und D’ sind dquivalent

0 D und D' sind indquivalent (2.38)

dimR(D, D) = {

Das Ergebnis ist einer Orthogonalitétsrelation schon sehr dhnlich. Ha-
ben wir ein weiteres Werkzeug, die Mittelung iiber die Gruppe, zur
Verfiigung, so konnen wir daraus Orthogonalititsrelationen fiir die Ma-
trizen von irreduziblen Darstellungen ableiten. Wir wollen zunéchst an-
nehmen, die Gruppe G sei endlich.

1.Fall. D und D' sind #quivalent, gleichbedeutend mit R(D, D) =
{A : X\ € C} fiir einen gewissen Isomorphismus I : L — L'. Sei {e;}
eine Basis in L und {7e;} die korrespondierende Basis in L'. Dann sind
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die darstellenden Matrizen in beiden Darstellungen gleich, und es ist
nicht langer notig, sie voneinander zu unterscheiden. Fiir eine beliebige
Matrix A gilt dann

— S D(g)AD(g ") = A1 (2.39)

wobei es gelingt, A durch Spurbildung auf beiden Seiten zu berechnen:
SpurA = nA (dimL = dim L' = n). Sei speziell A diejenige Matrix,
die an der Stelle (j,k) eine 1 und sonst nur Nullen aufweist, so ist
SpurA = §;; und somit

1
eG

2.Fall. D und D' sind indquivalent, gleichbedeutend mit R(D, D') =
{0}. Wir wihlen eine beliebige Basis {e;}, i =1,...n in L und eine be-
liebige Basis {€}}, j = 1,...n' in L. Fiir eine beliebige n'xn-Matrix A
ist >, D(g)AD'(g) = 0 und somit

|G\ Z Dz] Dke ) =0 (2-41)

geG

Selbstversténdlich konnen die Orthogonalitétsrelationen (2.40-41)
in einer solchen Weise verallgemeinert werden, daf sie fiir eine beliebige
kompakte Gruppe G mit dem Haarschen Maf ;i Giiltigkeit haben'6

[ du9) Dis(9) Dials ) = {SMM@kg;g: (2.42)

Erinnern wir uns daran, daf es keine Einschriankung bedeutet, wenn wir
annehmen, D und D’ seien unitdre Darstellungen: durch eine geeignete
Wahl der Basis in L und L' ist also erreichbar, daf§ die Darsteller der
Gruppe G unitdre Matrizen sind. In diesem Fall konnen wir in den
obigen Formeln Dj,(¢g™") durch D}, (g) ersetzen.

16Wir schreiben hier vereinfachend D # D', falls D und D’ nicht dquivalent sind.
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2.7 Der Charakter einer Darstellung

Wir stellen nun die Frage nach den Invarianten: das sind Gréflen, die
in dquivalenten Darstellungen gleich sind und somit die Aquivalenz-
klasse charakterisieren. Die wichtigste Invariante gewinnen wir durch
Spurbildung:

Definition 12 Die komplezwertige Funktion

x(g) = SpurD(g) (2.43)

heifit Charakter der Darstellung D. Er wird primitiv genannt, wenn D
irreduzibel ist.

Aus der Definition folgt unmittelbar, dal &quivalente Darstellungen den
gleichen Charakter haben, ferner, dafy der Charakter eine Klassenfunk-
tion ist'", d.h. Vg,h € G : x(hgh™") = x(g). Es gilt

x(g™") = x(g) (2.44)

falls G kompakt ist. Grund: die darstellenden Matrizen konnen als
unitir angenommen werden. Fiir kompakte Gruppen haben wir in dem
Charakter bereits ein vollstdndiges Invariantensystem, d.h. zwei Dar-
stellungen mit demselben Charakter sind dquivalent. Dies ist nicht rich-
tig fiir nichtkompakte Gruppen. Ein Beispiel: Die Darstellungen

D(x) = ( - ) D'(z) = ( o > (2.45)

der additiven Gruppe der reellen Zahlen haben den gleichen Charakter
X(x) = 2, sind aber nicht dquivalent.
Wir wollen uns jetzt vorstellen,

DI;D27D3:"'

sei eine Liste von indquivalenten und irreduziblen Darstellungen einer
kompakten Gruppe mit Dimensionen n;. Der Zerlegung D = m; D @

"Mit anderen Worten: x nimmt jeder Ahnlichkeitsklasse von G einen konstanten
Wert an. Beweis: Spur(D(h)D(g)D(h)~') = SpurD(g).
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moDy @ . .. einer Darstellung D nach irreduziblen Bestandteilen'® ent-
spricht eine ebensolche Zerlegung ihres Charakters x:

X = miX1+ Maxa + ... (2.46)

d.h. Charaktere von reduziblen Darstellungen lassen sich stets in ein-
deutiger Weise in primitive Charaktere zerlegen, wobei die Koeffizien-
ten m; gerade die Multiplizitdten und damit natiirliche Zahlen sind.
Fiir primitive Charaktere y; folgt eine Orthogonalitéiitsrelation direkt
aus den Ergebnissen des vorigen Abschnittes (vgl.(2.42)):

— 1 1=k
/du(g) Xi(9)xk(9) —{ 0 itk (2.47)
Fiihren wir die Norm eines Charakters durch

I = [ dat) [x(9)I?

ein, so finden wir unter der Zerlegung (2.46)
IxII> = mi +mj)+ ... (2.48)

Der minimale Wert der rechten Summe ist 1. Er tritt genau dann auf,
wenn die Darstellung D irreduzibel ist. Also:

Satz 14 FEine Darstellung ist genau dann irreduzibel, wenn ihr Cha-
rakter die Norm 1 besitzt.

Ein Blick in die Resultate des vorigen Abschnittes lehrt (vgl.(2.42)):

[ auta) g ={ {7 24 2.49)

Hier bezeichnet ”1” eine n;-dimensionale Einheitsmatrix. Hieraus folgt
unmittelbar eine Aussage fiir eine allgemeine Darstellung D, in der die
irreduzible Darstellung Dy (Dimension ng) mit der Multiplizitidt my
vorkommt: Der Operator

P =i [ dulg) D(9)xil9) (2.50)

8Wir setzen m; = 0, wenn D; in der Zerlegung von D nicht auftritt. Im iibrigen
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ist ein Projektor in R(D, D). Er projiziert auf den invarianten Unter-
raum, der zur Teildarstellung my Dy gehort (dieser Teilraum hat die
Dimension myng). Wir sehen auf diese Weise, dafl es ausreicht, eine
Liste aller primitiven Charaktere einer kompakten Gruppe zu besitzen,
um jede beliebige Darstellung soweit ausreduzieren zu konnen, dafl wir
die Teildarstellungen my Dy, als elementare Bausteine erhalten. Fiir die
Zerlegung eines ” Konglomerats” my, Dy, in seine m; Bestandteile gibt es
dann kein kanonisches Verfahren mehr: jede weitere Zerlegung ist der
Willkiir des Physikers iiberlassen.

Sind wir nur daran interessiert zu erfahren, mit welcher Multiplizitét
my, die Darstellung Dy, in einer vorgelegten Darstellung D auftritt, so
berechnen wir einfach den Charakter x(g) = SpurD(g) und projizieren
auf xy:

my, = /du(g)x(g)xk—(w (2.51)

Dies wird im weiteren Verlauf unserer Untersuchungen vom groflen Nut-
zen sein.



Kapitel 3

Die Theorie der SU(2)

3.1 Wie dreht man den Spin?

Bei der Beschreibung des Spins eines einzelnen Elektrons benutzt man,
wie schon im Abschnitt 1.4 erwiahnt, die Pauli-Matrizen

() ee(07) ()

Jede dieser Matrizen wirkt als Operator auf dem Hilbertraum C2. Zu-
gleich fassen wir sie als Basisvektoren eines reellen 3-dimensionalen
Raumes auf, dem Raum der hermiteschen spurfreien 2 x 2-Matrizen.
Dieser Raum ist dem gewohnlichen 3-dimensionalen euklidischen Raum
isomorph, und wir kénnen deshalb untersuchen, welche Wirkung ein
Basiswechsel hat, wenn er durch eine Drehung des Koordinatensytems
hervorgerufen wird. Zu jedem R € SO(3) erhalten wir die ”gedrehten”
Pauli-Matrizen als

O';C = ZRikO'i (32)

Die Frage lautet: Entspricht dieser Drehung eine Transformation im
Hilbertraum? Genauer: Gibt es zu jedem R € SO(3) ein u € SU(2), so
dafl

uakufl = ZRzkaz (33)

61
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erfiillt ist'? In diesem Fall wiirden wir sagen, daf} jedes System (3.2) von
"gedrehten” Pauli-Matrizen dem urspriinglichen System unitér dquiva-
lent sei. Eine andere Sprechweise wire, dal die Drehung R durch den
Operator u auf dem Hilbertraum C? reprisentiert wird. Wir behaupten
konkret:

Satz 15 Zu jedem u € SU(2) existiert genau ein R € SO(3), so daf
die Gleichung (3.3) erfillt ist. Alle R € SO(3) kénnen auf diese Wei-
se erzeugt werden. Die hierdurch vermittelte Abbildung f : SU(2) —
SO(3) ist ein Homomorphismus. Sie ist eine 2:1-Abbildung in dem Sin-
ne, daff v und —u die gleiche Rotation R ergeben. Insbesondere gilt
Kerf = {1, —1} = ZQ.

Die verschiedenen Teilaussagen dieses Satzes lassen sich in einer Aus-
sage zusammenfassen: Die Sequenz

1 — Zy — SU2) -1 SO(3) — 1 (3.4)

ist exakt.
Beweis des Satzes. Fiir jedes z € R? definieren wir

zo = ( Ty U ) (3.5)

T+ iQTQ —XT3

Wir erhalten so jede hermitesche spurfreie 2 x 2-Matrix. Fiir jedes u €
SU(2) ist urou~" wieder eine solche Matrix, und folglich existiert 2’ €
R3? mit 2’0 = uzou~'. Die hierdurch vermittelte Abbildung ist linear.
Wegen

—|2'|? = det 2’0 = det(uzou ') = detzo = —|z|?

ist sie normerhaltend, also orthogonal: ' = Rx mit R = f(u) € O(3).
Es gilt sogar R € SO(3). Grund: Als topologischer Raum ist SU(2) zu-
sammenhéngend (man kommt stetig von einem Punkt zum anderen),
und die Abbildung u +— det f(u) ist stetig mit Werten in {£1}. Der

'Es geniigt die Matrizen in SU(2) statt in U(2) zu suchen; denn mit u € U(2)
leistet auch cu bei |¢] = 1 die gleichen Dienste, und durch det(cu) = 1 kann ¢
geeignet festgelegt werden.
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Wert +1 tritt sicher auf (z.B. fiir « = 1). Dann kann aus Stetigkeits-
griinden -1 als Wert nicht auftreten. Eine einfache Uberlegung zeigt,
da f(uu') = f(u)f(u') und f(1) = 1 erfiillt sind. Um nun zu zei-
gen, daB jedes R € SO(3) erhiltlich ist, erinnern wir daran, daf} eine
beliebige Rotation als R = exp A mit

0 —as (05}
A= as 0 —aq
—AQa9 ay 0

darstellt werden kann. Der infinitesimalen Rotation A ordnen wir die
Matrix A = —%a-a VAVE

A:_i( al—i“2>:_;aa

2 ai + tas —as 2

Dann lautet unsere Behauptung, dafl u = expfl das Problem
Ve e R® : wzou™' = (Rx)0

16st. Es geniigt, die entsprechende Behauptung fiir infinitesimale Rota-
tionen zu verifizieren:

veeR® : [A z0] = (Azx)o

Diese Formel ist aber inhaltlich identisch mit den Vertauschungsrela-
tionen der Pauli-Matrizen: [ao, 0] = 2i(ax x)o. Wir kommen nun zu
der Behauptung, daf es sich bei f um eine 2:1-Abbildung handelt, bei
der v und —u auf das gleiche R abgebildet werden. Angenommen, wir
hiitten zwei Losungen u und u' zu gegebenem R. Definiere v = v/u~"'.
Dann vertauscht v mit allen Matrizen zo und folglich mit allen hermi-
teschen 2x2-Matrizen: das leistet nur v = A\1. Auflerdem gilt v € SU(2)

und deshalb det v = A\? = 1. Somit ergeben sich die beiden Lésungen

A=1 =
A=-1 =

v =u

u' = —u

d.h. genau v und —u (und keine weiteren Matrizen) fithren zum glei-
chen R. Das Zentrum der Gruppe SU(2) (das sind diejenigen Grup-
penelemente, die mit jedem Gruppenelement vertauschen) besteht aus
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1 und -1. Diese sind zugleich diejenigen Elemente der SU(2), die auf
R =1 abgebildet werden. Sie bilden den Kern des Homomorphismus
f:SU((2) = SO(3). O

Der Satz 15 demonstriert die enge Verwandtschaft der beiden Grup-
pen SU(2) und SO(3). In vier weiteren Anmerkungen soll diese Ver-
wandtschaft ndher beleuchtet werden.

1. Nach Division durch das Zentrum werden die beiden Gruppen
isomorph:
SU(2)/Zy =2 SO(3)

2. SU(2) und SO(3) sind lokal isomorph: Zu jedem u € SU(2) exi-
stiert eine Umgebung? von u, die stetig und bijektiv auf eine Um-
gebung von R = f(u) in SO(3) abgebildet wird.

3. f: SU(2) — SO(3) beschreibt eine 3-dimensionale Darstellung
der Gruppe SU(2) (oder kann so aufgefait werden). Sie ist unitir
und irreduzibel. Erlduterung: Normalerweise sind Drehungen or-
thogonale Transformationen eines reellen Raumes: x} = 3", Ry.xy.
Vermoge z; = Y., Rz, konnen wir sie aber ebenso gut als spe-
zielle unitire Transformationen des Hilbertraumes C? auffassen,
und damit gilt f: SU(2) — Aut(C?). Wir werden spiiter sehen,
daf3 diese Darstellung durch die Drehimpulsquantenzahl ¢ = 1
charakterisiert ist.

4. SU(2) ist die universelle Uberlagerungsgruppe der Drehgruppe
SO(3). Sie ist damit die "kleinste”, bis auf Isomorphie eindeuti-
ge, einfach zusammenhéngende Gruppe G, die " grofler” als SO(3)
ist.

In dem letzten Punkt wird ein wichtiges Konzept bei den topologischen
Gruppen angesprochen, das wir kurz erldutern wollen. In einer exakten
Sequenz

15K—->G-LH-1 (3.6)

2Gemeint ist eine Umgebung U in der Gruppenmannigfaltigkeit; denn wenn wir
einmal von der Gruppenstruktur absehen, so sind SU(2) und SO(3) topologische
Raume, zu deren Beschreibung wir lokal drei reelle Parameter benttigen. Umgebun-
gen in diesen Rdumen konnen wir daher durch Umgebungen im R? beschreiben.
Bei der Wahl von I/ hat man nur Sorge zu tragen, dafl ¢ N (=U) = 0 erfiillt ist.
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von stetigen Homomorphismen, wo H zusammenhingend, G einfach
zusammenhéngend und K diskret (also vollig unzusammenhéngend)
ist, heiflt f eine Uberlagerungsabbzldung (UA), und eine universelle UA
dann, wenn jede weitere UA

1K -G ~— H—>1

die Eigenschaft hat, dal f’ iiber f faktorisiert, d.h. wenn f' = f oe fiir
ein e : G' — G gilt. Jede der hier angesprochenen Gruppen G,G’ usw.
wird Uberlagerungsgruppe (UG) von H genannt. Existenz und Eindeu-
tigkeit (bis auf Isomorphie) der universellen UG kann allgemein bewie-
sen werden: Auf dieser Tatsache beruht Bedeutung und Tragweite des
gesamten Konzeptes. Trivial ist, daB die universelle UG einer einfach
zusammenhéngenden Gruppe H mit H zusammenféllt. Weiterhin gilt,
daB Gruppe und universelle UG immer lokal isomorph sind. In einer UA
(3.6) gibt n = |K| (auch n = oo moglich) die Zahl der ”Blitter” an,
mit der H iiberdeckt Wird, dhnlich den Blédttern einer Riemannschen
Flache, die die komplexe Ebene iiberdecken.

Wir zihlen nun (ohne Beweis) wichtige Fille von universellen UA’s
auf, die in der Physik eine Rolle spielen:

1-Z—-R — U(l)—1 (3.7)

1-Z—-R — SO2)—1 (3.8)

1—2Zy,— SU(2) — SOB3)—1 (3.9)
1—Zy— SUQ2)xSU(2) — SO(4)—1 (3.10)
1—-Zy— SL(2,R) — LOG(3) =1 (3.11)
1—Zy,— SL(2,C) — LOG(4)—1 (3.12)

Hier bezeichnet LOG(n) die Lorentz-Gruppe® in n Dimensionen (n-1
Raum- und eine Zeitdimension). Man stellt leicht fest, dal die Gruppe
LOG(2), im Gegensatz zu ihren hoheren Schwestern, einfach zusam-
menhéngend ist.

3Genau gesprochen, betrachten wir hier nur die Zusammenhangskomponen-
te der Einheit: das sind diejenigen Lorentz-Transformationen, die stetig mit
der 4 x 4-Einheitsmatrix durch einen Weg innerhalb der Gruppe aller Lorentz-
Transformationen verbunden werden kénnen.
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3.2 Parametrisierung der SU(2)

Eine beliebige Matrix u € SU(2) hat die Gestalt

d —b 9 9
u-(b d) ,|dF+ b =1 (3.13)
Umgekehrt gehort jede Matrix, die diese Gestalt hat, zur Gruppe SU(2).
Damit steht uns eine bequeme Parametrisierung der Gruppe durch zwei
komplexe Zahlen, die einer einschrinkenden Bedingung geniigen, zur
Verfiigung. Von hier aus gelangt man zu einer Beschreibung durch vier
reelle Groflen cg, 1, co, c3, die sog. Caley-Parameter, indem man

d = co+ics (3.14)
b = Cg+i61 (315)

setzt und sie der Bedingung
g+l +cs+a=1

unterwirft. Dies zeigt, dafi die SU(2) als topologische Mannigfaltig-
keit mit der 3-Sphiire S3, also mit der Oberfliche einer Hyperkugel im
R* vom Radius 1 identifiziert werden kann. Da die S? einfach zusam-
menhéngend und kompakt ist, gilt dies auch fiir die SU(2).

In einem weiteren Schritt, durch die Uberlagerungsabbildung SU(2) —
SO(3) ndmlich, gelangt man zu einer Parametrisierung der Drehgruppe
SO(3) durch die Caley-Parameter:

cd—cl—ci+c 2cpey — cies) 2(cocr + cacs)
R=1| 2(-—coco —cic3) ca+c?—c3—c2  2(coes — c109)
2(—coer + cacs)  2(—coes —cien) i — i+ s — 2
(3.16)

Die SO(3) als Mannigfaltigkeit darf natiirlich nicht unmittelbar mit der
S3 identifiziert werden. Dazu ist nétig, dafl wir zuvor gegeniiberliegen-
de Punkte auf der S?* identifizieren; denn (¢;) und (—¢;) fithren zum
gleichen R. Die so entstehende Mannigfaltigkeit ist nicht mehr einfach
zusammenhéngend (nicht jeder geschlossene Weg ldft sich auf einen
Punkt zusammenziehen).
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Nun haben wir schon bei dem Beweis des Satzes 15 gewisse u €
SU(2) kennengelernt, ndmlich

u=expA , A= —%aa , (3.17)
mit @ = {a1,as,a3} € R* und w = |a| < 7. Wir fragen uns nun, ob

durch diese Formel eine Parametrisierung der gesamten SU(2) erreicht
werden kann. Die Beantwortung verlangt Sorgfalt von uns. Mit Hilfe
der Matrixidentitit

442 + w1 =0 (3.18)

kann die Exponentialreihe aufsummiert werden:

X 2 X
exp A = (cos %)1 + (; sin %)A (3.19)

Vergleiche hierzu die analoge Formel (1.46). Die Caley-Parameter lassen
sich nun leicht durch den Vektor a ausdriicken:

w

g = cosy (3.20)
a; . w .

. = —Lsin— =1,2,3 3.21

c —sing (i ) (3.21)

Aber nun erkennen wir, dafl die Einschrinkung 0 < w < 7 auf ¢y > 0
fiihrt, und damit erreichen wir nur die ”Hilfte” von SU(2), néimlich?

{u € SU(2) : Spuru > 0}
Erst die Erweiterung 0 < w < 27 und damit
0<lal <2rm (3.22)

bringt das gewiinschte Ergebnis: eine Uberdeckung der gesamten SU(2).
Das Gebiet (3.22) stellt eine Kugel vom Radius 27 dar, so dafl den
Punkten der Kugeloberfliche nur ein Element der Gruppe entspricht:
die Matrix -1. Indem wir alle Punkte der Kugeloberfliche identifizie-
ren, erhalten wir eine topologische Mannigfaltigkeit, die der Sphére S3
isomorph ist, wie zu erwarten war.

4Es ist leicht einzusehen, daf dieser Teil der SU(2) keine Untergruppe ist; denn
aus Spuru > 0 und Spurv > 0 folgt keineswegs immer Spuruv > 0.
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Unser Ziel ist eine Parametrisierung der Sphiire S durch geeignete
Winkelvariable: Wir wéhlen Polarkoordinaten fiir den Vektor a mit
la| < 27

a; = wsinfcos ¢
a; = wsinfsin ¢
a3 = wcosh

Dies kénnen wir in (3.20-21) einsetzen:

co = Ccos% (3.23)
¢y = sin§sinfcos¢ (3.24)
cy = sin§sinfsing (3.25)
cg = sin%cosd (3.26)

Die drei Winkel 7, 6, ¢ erweisen sich somit als Polarkoordinaten der S3,
wobei 0, ¢ Polarkoordinaten der S? sind und die Richtung der Drehach-
se beschreiben. Der Bereich, iiber den die Winkel variieren, ist:

0<w<27r 0<o<nr 0<¢<2rm (3.27)

L.Euler, als er sich mit dem Verhalten des Kreisels befafite, bevorzugte
eine andere Parametrisierung (fiir ihn handelte es um Lagekoordinaten
des Kreisels). Die nach ihm benannten Euler-Winkel o, 3, 7 sind beque-
me Parameter der SO(3), aber auch jedes Element u € SU(2) kann so
geschrieben werden:

u = u(y)uz(B)us(c) (3.28)
wobei
1%@):€W”ﬂ=cwg—%®n%wk k=1,2,3 (3.29)

Diesen Gruppenelementen entsprechen in der Drehgruppe SO(3) Dre-
hungen um die k-Achse mit dem Winkel w. Der Zusammenhang mit
urspriinglichen Parametrisierung (3.13) ist leicht hergestellt:

d = exp(ia—'_fy)cosg (3.30)
b= mmﬂgvnmg (3.31)
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Daraus ergeben sich die Caley-Parameter:

g = CoS o+ cos 5 Cy = COS = T in é(3.32)
2 2 2
¢, = sin a ; 7 sin 5 ¢3 = sin 7 cos 2(3.33)

Eine genaue Inspektion dieser Darstellung zeigt, wie der Definitionsbe-
reich zu wéhlen ist:

0<a<dr 0<f<7 0<y<2rm (3.34)

Zur Parametrisierung der Gruppe SO(3) geniigt es, wenn « im Intervall
[0, 27] variiert.

3.3 Die invariante Integration

Wir wollen nun das Haarsche Ma8 y fiir die Gruppe SU(2) bestimmen.
Voraussetzung ist, dafl wir die Gruppe geeignet parametrisiert haben,
so daf} stetige Funktionen auf der Gruppe als stetige Funktionen in den
Gruppenparametern angesehen werden kénnen.

Was soll das Haarsche Maf leisten? Mit seiner Hilfe muf§ es moglich
sein, jeder stetigen Funktion f : SU(2) — R ihren Mittelwert zuzuord-
nen,

MIf] = [ dufu) f(u) (3.35)

so daBB M([f] einer Invarianzforderung geniigt: Fiir alle v,v" € SU(2)
soll

MIf] = [ dpu) f@o'u™) (3.36)

gelten. Fiir festes v und v’ heifit u — v'uv~! eine Translation in der

Gruppe. Indem wir jedes u € SU(2) mit einem Punkt der Sphire S*
identifizieren und die Caley-Parameter {¢;} zur Beschreibung heranzie-
hen,

[ co—icg —co — iy ) ) ) )
u_<02_i01 co + ic3 > cqotcatet+ea=1, (3.37)
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lassen sich die Translationen als Abbildungen
tww S =S ues vur™! (3.38)

der Sphére interpretieren. Wir wollen jetzt zeigen, dafl es sich, an-
schaulich gesprochen, um Drehungen der Sphére handelt, wenn wir
sie uns in den 4-dimensionalen Raum eingebettet denken. Der R*,
in den die Sphére eingebettet ist, soll durch cartesische Koordinaten
zi=rc¢ (1=0,1,2,3)(0 < r < 00) beschrieben werden. Jedem Punkt
des R* entspricht dann genau eine Matrix

To — iZCl To + 7:373

ru = < Loty mda T > weSU2) , r>0 (3.39)

Die durch (3.38) induzierten reell-linearen Abbildungen
t(v',v): R* = R* | ru~ v'ruv™! (3.40)

transformieren jede Hyperkugel |z| = r = const. in sich und sind damit
Elemente der orthogonalen Gruppe O(4). Es gilt sogar t(v',v) € SO(4);
denn sowohl v als auch v’ konnen in der SU(2) stetig in die 2 x 2-
Einheitsmatrix iiberfiihrt werden und es gilt ¢(1,1) = 1.

Satz 16 Die Abbildung t : SU(2)xSU(2) — SO(4) , (v',v) — t(v',v)
st ein Homomorphismus, dessen Kern aus genau zwei Elementen be-
steht: (1,1) und (-1,-1). Die Produktgruppe SU(2)x SU(2) ist die uni-
verselle UG der SO(4) und t die universelle UA. Die Sequenz

1= Zy — SU2)xSU(2) = SO(4) — 1 (3.41)
1st exakt.

Die noch fehlenden Details zum Beweis dieses Satzes werden dem Le-
ser iiberlassen. Fiir uns ist im Augenblick nur wichtig, dafl} es genau
ein normiertes Mafl p auf S® gibt, das SO(4)-invariant ist, nimlich
das Oberflichenmaf df23, wenn wir es durch das MaB |S?| = 272 der
gesamten Oberfliche dividieren:

dp(u) = (27%) 1dS (3.42)
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Das Oberflichenmaf steht mit dem Volumenmaf d*z = dzydx,drodzs
in einem einfachen Zusammenhang,

d'z = ridrdQs (3.43)

und die Jacobi-Determinante fiir den Ubergang zu Polarkoordinaten ist
leicht ausgerechnet:

0 1

% = 17‘3(1 — cosw) sin 6 (3.44)
Hierbei haben wir z; = r¢; und (3.23-26) benutzt. Jetzt konnen wir
schreiben:

1
dQs = 1 (1 — cosw)dw dy (3.45)
dQy = sinf0dfd¢ (3.46)

Wir interpretieren das Ergebnis anschaulich so: Eine Mittelung iiber
die Gruppe SU(2) vollzieht sich in zwei Schritten, (1) Mittelung iiber
die Sphére S? (d.h. iiber die mdglichen Richtungen der Drehachse), (2)
Mittelung iiber alle Werte des Drehwinkels w mit dem Gewicht 1—cos w,
wobei im Gegensatz zur SO(3) der ”vergrofierte” Bereich 0 < w < 27
zugrundegelegt werden muf3.

Satz 17 Fiir jede stetige Funktion f auf der Gruppe SU(2) ist das
Mittel durch

M[f] = é/jﬂdw(l —cosw)/oﬂdﬁ sinﬁfo%dd)f(w,ﬁ, 8)  (3.47)
gegeben.

In den Anwendungen kommt es oft vor, dafl f eine Klassenfunktion ist,
also auf den auf den Konjugationsklassen konstant ist, d.h. es gilt

Vu,v € SU(2) : f(uv) = f(vu) (3.48)

In einer solchen Situation vereinfacht sich die Vorschrift (3.47). Die
Funktion f ist genau dann Klassenfunktion, wenn f invariant ist ge-
geniiber allen Translationen ¢,,. Die Elemente (v, v) formen eine Un-
tergruppe von SU(2) x SU(2), die sog. Diagonalgruppe des direkten
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Produktes. Sie ist der Gruppe SU(2) isomorph. Das Bild der Diago-
nalgruppe unter ¢ ist die Untergruppe SO(3) C SO(4). Welche Unter-
gruppe? Aus

Spur(vuv~') = Spuru (3.49)
folgt, daB es sich bei ¢(v, v) um genau diejenigen SO(4)-Transformationen
handelt, die den Caley-Parameter ¢y und damit den Drehwinkel w er-
halten. Sie formen eine Untergruppe = SO(3). Klassenfunktionen sind
also einfach Funktionen von w. Damit folgt:

Satz 18 Jedem u € SU(2) ist ein Drehwinkel w € [0, 27| zugeordnet,
der sich gemdf$ der Formel 2 cos § = Spur u berechnet. Klassenfunktio-
nen auf der Gruppe sind Funktionen von w allein. Der Mittelwert einer
Klassenfunktion ist durch

M(f] = % /0%(1 —cosw) f(w) dw (3.50)
gegeben.

Typische Klassenfunktionen sind Charaktere von Darstellungen.
Manchmal ist es niitzlich, die Beschreibung des invarianten Integrals

auch in der Parametrisierung der SU(2) durch die Euler-Winkel «, 3, v

zu kennen. In diesem Fall erhélt man eine andere Jacobi-Determinante:

8(5603715521‘3)
d(rafy)
und damit die folgende Vorschrift fiir die Berechnung des Mittelwertes:

7,3

1 4m m . 2w
Mf) = —— [ da ["dpsing [ "y fla,5.9) (3.52)
(4m)% Jo 0 0
Fiir die Beschreibung von Klassenfunktionen sind die Euler-Winkel je-

doch nicht besonders bequem.

3.4 Konstruktion irreduzibler Darstellun-
gen

Wir beginnen mit einer Voriiberlegung. Die SU(2) ist eine Matrixgrup-
pe; ihre Matrizen wirken auf Spinoren z = (21, 23) € C?. Man kann den
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Raum C?, in einer anderen Betrachtungsweise, auch als den Raum aller
linearen Funktionen f((y,(y) von zwei komplexen Variablen auffassen
gemif} der Korrespondenz

(21,22) = [(C, ) = 21G + 20

Wir scheiben vereinfachend ¢ = ((;, () und f(¢). Der Wirkung von
u € SU(2) auf dem Raum C? entspricht eine Wirkung von v auf dem
Funktionenraum:

[D'(u)f] (¢) = F(u"¢) (3.53)

Genau genommen ist diese Darstellung - wir haben sie D'/? genannt -
nichts anderes als die vertraute Darstellung der SU(2) auf C?. Denn,
indem wir in dem Funktionenraum die Basis, bestehend aus den beiden
Funktionen f;(¢) = (3 und f5(C) = (s, einfiihren, hat jede Funktion die
Gestalt f = z1f1 + 22f2, d.h. z; und 2, sind die Koordinaten von f,
und bei dieser (natiirlichen) Wahl der Koordinaten kann Dy, mit der
Matrix u identifiziert werden®.

Die folgende Konstruktion geht auf H.Weyl zuriick. Sei L der Vek-
torraum aller® Polynome P(¢) von ¢ = ((;,¢2). Eine Darstellung D :
SU(2) — Aut(L) erkldren wir durch

[D(u)P)(¢) = P(u"¢) , ueSU(?2) (3.54)

’Bekanntlich studiert man in der Theorie der Vektorrdume den Dualraum L'
eines (endlich-dimensionalen) Vektorraumes L und findet eine natiirliche Isomorphie
L" = L. Davon haben wir hier Gebrauch gemacht. Jedem linearen Operator A :
L — L entspricht ein dualer Operator A’ : L' — L'. Es gilt (AB)' = B'A’. Eine
Darstellung D einer Gruppe G auf L induziert immer eine Darstellung D* auf L'
durch die Vorschrift D*(g) = D(g~')’ fiir alle ¢ € G. Man sagt, D* sei konjugiert
zu D. Nach Wabhl einer Basis (e;) in L und der zugeordneten dualen Basis (e}) mit
ei(er) = i in L' sind die Darsteller Matrizen, so dafl D*(g) = D(97 ") gilt,
oder, wie wir auch schreiben konnen: D*(g) = (D(g)”)~!. Natiirlich induziert D*
wiederum eine Darstellung D** auf dem Raum L". Unter der Isomorphie L" = L
gilt aber D** = D. In unserer Situation haben wir z € C2, ¢ € (C?)' und f € (C?)".
Gehen wir von der identischen Darstellung D(u) = u der SU(2) aus, so kénnen wir
- in der Matrizenschreibweise - die konjugierte Darstellung durch D*(u) = (uT)™!
beschreiben; D**(u) = u ist automatisch erfiillt. Anstelle von D** haben wir D'/?
geschrieben.

6Gemeint sind selbstverstindlich Polynome beliebigen Grades in zwei komplexen
Variablen ¢; und (» mit komplexen Koeffizienten. Die Dimension des Raumes L ist
abzdhlbar unendlich.
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Mit Hilfe des Haarschen Mafles auf der Gruppe gelingt es, ein Ska-
larprodukt in L einzufiihren, so dafl D zu einer unitdren Darstellung
wird”:

(P.Q) =2 [ du(u) P(u)Q(ul) (3.55)

Die Wahl von ¢ ist im Grunde irrelevant. Wir wiihlen ¢ = (1,0). Inva-
riante Teilrdume sind leicht zu finden. Fiir die Werte

ji=0, (3.56)

sind die Teilrdume
Li={PeL: P(t)=t7P(()} (3.57)

alle invariant beziiglich D. Die Vektoren in L, heiflen homogene Po-
lynome vom Grade 2j. Mit D’ bezeichnen wir die Teildarstellung auf
dem Raum L;. Da jedes Polynom P € L als Summe homogener Polyno-
me geschrieben werden kann, und da eine unitidre Darstellung zerfallt,
erhalten wir eine Zerlegung in Form einer direkten Summe:

L=@r; . D:EBDj
J J

Wir konnen nun eine Basis in L aus homogenen Polynomen P;,, so
bestimmen, daf} fiir festes j und m = —j,—5+1,...,j—1,j gerade der
Teilraum L; aufgespannt wird:

. 1/2
(2J + 1)' / J+m ~j—m

Damit folgt dim(L;) = 2j + 1. Die Matrizen der Darstellung D’ sind
durch

Py (7 Q) = 37 Pjun(Q) Dy (1) (3.59)
gegeben. Zum besseren Verstindnis betrachten wir die einfachsten Félle:

1. Der Fall j=0. Es ist Py(¢) = 1, dim(Lp) = 1 und D°(u) = 1 fiir
alle u € SU(2). Es handelt sich hier offensichtlich um die triviale
Darstellung D° = 1 der SU(2).

"Dies wurde auf den Seiten 30-31 ausfiihrlich diskutiert.
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2. Der Fall j=1/2. Es ist

©=a PO =G

2

P,

2

[NIE

Ein beliebiger Vektor in L/, hat Qie Gestalt z1(; + 22(s, und
aufgrund der eingangs angestellten Uberlegungen kann man Ly,
mit dem Spinorraum C? identifizieren, von dem die gesamte Kon-
struktion ihren Ausgang nahm. Fazit: Bei der von uns gewihlten
Basis ist D'/2(u) = u, d.h. D'/ erweist sich als die identische
Darstellung der SU(2).

3. Der Fall j=1. Anstelle der Basis Pi1, Pig, P11 kann man auch

die Basis
a0 = Le-o (3.60)
@0 = L@+ 3.61)
Q:(Q) = V3G (3.62)

benutzen. Dann zeigt eine kleine Rechnung, dafl

3

Qr(u™¢) = Qi(Q)Ri  (k=1,2,3) (3.63)
i=1

gilt, wobei R € SO(3) die Gestalt (3.16) besitzt, wenn u € SU(2)

in der Form (3.37) vorliegt. Die Darstellung D' ist also dquivalent

zur Uberlagerungsabbildung f : SU(2) — SO(3). Wir koénnen

schreiben: D'(u) = Sf(u)S™!, wobei S eine unitéire 3 x 3-Matrix

ist, die sich aus dem Basiswechsel ergibt.

Wir kommen nun zu den allgemeinen Aussagen:

Satz 19 Die Polynome Py, bilden eine orthonormierte Basis in L. Fir
jedes j sind die Darstellungsmatrizen D?(u) unitir. Der Charakter der
Darstellung D7 ist

) — sin(2j + 1)(w/2)
Xi(@) sin(w/2)

(3.64)
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(w=Drehwinkel). Jede der Darstellungen D’ ist irreduzibel; sie sind
paarweise indquivalent zueinander und stellen eine vollstindige Liste
von irreduziblen Darstellungen dar, d.h. jede weitere irreduzible Dar-
stellung der SU(2) ist dquivalent zu einer der Darstellungen D?. Es
gilt

DI (—u) = (=1)% DI (u) (3.65)
Folglich sind Darstellungen mit ganzzahligem j zugleich auch unitdre
Darstellungen der Gruppe SO(3). Darstellungen mit halbzahligem j
sind "zweiwertige”, d.h. projektive Darstellungen der SO(3).

Beweis. Wir wihlen die Parametrisierung der SU(2) durch die Euler-
Winkel a, 3,7. Wir setzen ¢ = u”( fiir u € SU(2) und ¢ = (1,0), so
dafy

G o= e @ 2co5(3/2) (3.66)
G = —e@ M 25in(3/2) (3.67)

Nun fiihren wir noch die Konstante

cjm:[ (2j+ 1) ]1/2 (3.68)

2(j +m)l(j —m)!
ein und erhalten so
Pin(u"Q) = cjnl{tET™ (3.69)

Jj+m j—m
= Cjme ™ lcos g] [— sin g] e 7 (3.70)

Jetzt konnen wir das Skalarprodukt berechnen:

2 % 7r . 2 _ N
(Pins Pywt) = (53 | da ["dB sing [ dy Py (T C) Py (2))
= |ejm|*Lim0jjOmm (3.72)
wobei wir
4 2

; dov e —me — 470 ; dry el =37 = 27
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ausnutzten und die Abkiirzung

x 2(j+m)
Iim = /0 df sin (3 [cos g] [sin é

2

r(a‘—m) (3.73)

einfiihrten. Indem wir sin 5 = 2sin(/2) cos(3/2) setzen und sodann
die neue Integrationsvariable ©® = (/2 einfiihren, kann I, auf ein
bekanntes Integral zuriickgefiihrt werden:

Lim=14 [ ™40 [cos 020+ [sin pJ2u-m+1 ol U — )
! 0 (25 + 1)!
(3.74)
Also gilt |¢jm|*jm = 1 und damit
(ij, Pj’m’) = 6jj’6mm’ (375)

Da wir nachgewiesen haben, daf§ die Basis in L orthonormiert ist, wird
jeder unitére Operator D7(u) beziiglich der Basis {Pj,, , —j <m < j}
in L7 zu einer unitdren Matrix: Die Darstellungen D’ sind unitér.

Wir berechnen nun den Charakter ;. Da er als Klassenfunktion
nur von dem Drehwinkel w abhingen kann, geniigt es fiir jeden Wert
von w einen Repréisentanten in der Klasse zu wihlen, z.B.

—iw/2 0
€
U3(L¢)) = < 0 eiw/Z )

Dann ist
Pim(uz(@)'¢) = ¢jm [e*iw/QCl}ﬂm [ei“’”@}jw (3.76)
= P () (3.77)
Also
Dan’(u3(w)) - eiimwémm’ (_] S m, m’ S ]) (378)
und |
J , in(25 + 1 2
(W)= 3 e = Sm(sijnJ(“w /)2()” /2) (3.79)
m=—j
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Wir berechnen nun das Skalarprodukt der Charaktere zweier Darstel-
lungen D’ und D’ unter Benutzung von Satz 18:

) 1 g sin(2j + Dw/2 sin(2)' + 1)u/2
Mxixy] = 27r/o dw (1 — cosw) S/ Sinw/2\u.U0)
2 T
- ;/ dO sin(2j +1)0 sin(2j' +1)0 (3.81)
0

Die Darstellung D/ ist irreduzibel, weil ihr Charakter die Norm 1 hat
(Satz 14). Zwei Darstellungen D7 und D’ mit j # j' sind infiquivalent,
weil ihre Charaktere orthogonal zueinander sind. Die Liste {D? , j =
0,1/2,1,3/2,...} der irreduziblen Darstellungen ist vollstindig; denn
géibe es eine weitere irreduzible Darstellung, so miifite fiir ihren Cha-
rakter x gelten: Vi M(y;x) =0, d.h.

/Oﬂd@ sin(2j + 1)O [x(20) sin O]

Weil das Funktionensystem sinn® (n=0,1,2,...) fiir den Raum aller
stetigen Funktionen f(©) auf dem Intervall [0, 7] mit f(0) = f(7) =0
vollsténdig ist, folgt® x(20)sin © = 0, d.h. x = 0. Daraus folgt: x(0) =
Dimension der Darstellung = 0, also ein Widerspruch. Da die Polynome
Pjm, homogen vom Grade 2j sind, gilt Py, (—u”¢) = (=1)% Pjp, (u’¢)
und somit D’(—u) = (=1)¥D’(u). Bei der Uberlagerungsabbildung
SU(2) — SO(3) werden aber genau u und —u auf das gleiche R €
SO(3) abgebildet. Damit ergeben sich die restlichen Aussagen des Sat-
zes. [

Jede (unitire) Darstellung D der SU(2) hat ihre eigenen (selbstad-
jungierten) Generatoren J = {J;, Jo, J3}. Definitionsgemaf gilt

D(e 7?) = ¢ id (3.83)

fiir a = {ay, as, a3} mit reellen Komponenten. In der Darstellung D =
D7 bestitigt man leicht durch Ubergang zu den infinitesimalen SU(2)-
Transformationen die aus der Quantenmechanik bekannten Formeln:

i+ T = [(G—m+ 1) +m)] 20pmrsr (3.84)

8Wir nutzen hier natiirlich aus, daf§ die Darstellung stetig ist. Folglich ist der
Charakter x eine stetige Funktion. Beachte, daf f(f) = x(20)sin © die Bedingung
f(0) = f(m) = 0 erfiillt.




3.5. EINE REALISIERUNG DURCH BOSE-OPERATOREN 79

(Ji =0T = [(GAm+1)G —m)]?0mm 1 (3.85)
(J3)mm = M Oy ! (3.86)
(J12 + ‘]22 + ']32)mm’ = ](] + 1) 6m,m’ (387)

In der irreduziblen Darstellung D’ nimmt der Operator J? - wie erwar-
tet - den Eigenwert j(j + 1) an.

3.5 Eine Realisierung durch Bose-Operatoren

Wir variieren das Thema des vorangegangenen Abschnittes, indem wir
eine Methode vorstellen, die von J.Schwinger in die Physik eingefiihrt
wurde. Bekanntlich kann der eindimensionale quantenmechanische Os-
zillator dadurch behandelt werden, dafl man seinen Hamilton-Operator
in die folgende Form bringt:

H=w(a'a + %)
Die Operatoren a und a', die die Vertauschungsrelationen
[a,al] =1 (3.88)

erfiillen, spielen auch in anderen Bereichen der Quantenphysik eine we-
sentliche Rolle und werden kurz Bose-Operatoren genannt. Es ist {iblich
den (normierten) Grundzustand des Oszillators mit dem Symbol |0) zu
belegen und alle angeregten Zusténde |n) daraus zu konstruieren:

n) =" |0) (n=1,2,3,...)

Der Formalismus 14t sich ohne weiteres auf den d-dimensionalen har-
monischen Oszillator ausdehnen, indem wir schreiben:

d
H =Y wi(ala; + 1)
i=1

Die Vertauschungsrelationen nehmen hier die Form an:

[a;, ag] =0 [al,al] =0 [a;, al] = 04 (3.89)



80 KAPITEL 3. DIE THEORIE DER SU(2)

(i,k =1,...,d). Der Grundzustand eines solchen Osrzillators ist durch
die Bedingungen a;|0) = 0 und (0|0) = 1 bis auf eine irrelevante Phase
charakterisiert, wahrend die Anregungszustinde durch

(@) (el -

\/m!ng! v

beschrieben sind. Die a} heiflen Erzeugungsoperatoren, die a; Vernich-
tungsoperatoren. Nun sei d = 2 und

0) (3.90)

J = %(a]{aQ + agal) (3.91)
Jy = %(a]{ag — a;al) (3.92)
Jy = %(a]{al — a;ag) (3.93)

Dann erfiillen die so definierten Operatoren die Vertauschungsrelatio-
nen der Drehimpulskomponenten:

[T, Jo) = iJ (k,¢,m = 1,2,3 zyklisch)

Damit sind diese Operatoren die Erzeuger einer Darstellung der SU(2)
auf dem Zustandsraum L des zweidimensionalen Oszillators. Analog
der Einfithrung homogener Polynome (3.58) in der Weylschen Kon-
struktion, betrachtet Schwinger homogene Polynome in den beiden Er-

zeugungsoperatoren a{ und ag und definiert die Zusténde

(g
= G -

(—7 <m < j). Man findet durch bloie Anwendung der Vertauschungs-
relationen (3.88) und der Bedingung a;|0) = 0 die Wirkung der Dre-
himpulskomponenten auf die Basisvektoren:

0) (3.94)

(S +ib)jm) = JG+m+1)(j —m)|j,m+1) (3.95)

(Ji = i)ljsm) = /(= m+1)(j +m) |j.m — 1) (3.96)
J3lj,m) = mlj,m) (3.97)

(JP+ I3+ T5)5,m) = (5 +1)[4,m) (3.98)
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Ein Vergleich mit (3.82-85) lehrt, dafi die Oszillatorzustéinde |j, m) mit
festem j einen invarianten Teilraum L; aufspannen, auf dem die Dar-
stellung D7 der SU(2) wirkt. Es ist auch klar, dal L in die direkte
Summe der Rédume L; (j = 0, %, 1,...) zerfillt. Damit ist der Oszil-
latorraum von Schwinger dem Weylschen Raum der Polynome vollig
isomorph.

Durch rekursive Anwendung der Formel (3.95) gelingt es, die Basis-
zustinde |j, m) zu festem j und variablem m aus einem Zustand, etwa

|7,7), abzuleiten:

- 1/2 ‘
A i (as)

o) = |
Der Zustand |j,j) entspricht - anschaulich gesprochen - der physika-
lischen Situation, in der der Drehimpuls in die 3-Richtung weist (der
Eigenwert von .J3 ist maximal).

3.6 Harmonische Polynome

Die Methode von Weyl, die Einfiihrung homogener Polynome, besitzt
viele interessante Varianten. Wir diskutieren eine weitere Variante.

Sei x = {x1, 9, x3} der Ortsvektor eines Teilchens und r, 6, ¢ seine
Polarkoordinaten:

xy = rsinfcoso
xg = rsinfsing
Ts = 7rcosf

Mit Hilfe der Kugelfunktionen Y}, definieren wir
Hym(z) = 7Y (0, ¢) (3.100)

(=0 <m < { ¢=0,1,2,...). Die Funktionen Hy,,(x) erweisen sich
als Polynome, homogen vom Grade /. Die einfachsten harmonischen
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Polynome sind:

ity Hom ()

m
0 |1

0 T3

+1 | Fos (1 £ixy)

0 | 3(225 — 2% —2})

+1 :F\/gxg(l'l + Z.IQ)

+2 | 1 /3 () +imy)?

Die harmonischen Polynome wurden von J.C.Maxwell eingefiihrt, von
ihm in seiner Theorie des Elektromagnetismus benutzt und heiflen har-
monische Polynome, weil sie Losungen der Laplace-Gleichung AH =0
sind. Zugleich beschreiben sie fiir festes ¢ eine Basis in L;, dem Raum
aller harmonischen Polynome, die homogen vom Grade /¢ sind. L, ist

Darstellungsraum der (2/+1)-dimensionalen Darstellung D* der SO(3).
Ihre Darstellungsmatrizen sind durch

N NN = =IO

Hyw (R '2) =Y Hyp(2)DE,0 (R) (3.101)

gegeben. Es handelt sich hier um die gleichen Matrizen, die wir schon
frither (Abschnitt 3.4) konstruiert haben, mit dem Unterschied aller-
dings, da nun das Argument nicht u sondern R heifit und ¢ nur der
Werte 0,1, 2, ... fihig ist (vgl. die Aussage des Satzes 19). Dies wollen
wir kurz begriinden.

Ausgangspunkt ist der Bahndrehimpuls L = z x (—iV). Die Kugel-
funktionen werden in der Quantenmechanik so eingefiihrt, daf gilt:

(Li+iLo)Yim = \/(L+m+1)((=m)Vimsr  (3102)

(Ly = iLo)Yim = J(E=m+1)({+m)Yem 1 (3.103)
LiYim = mYim (3.104)

(L2 + L2+ L)Yy, = (L4 1)Yy, (3.105)

3.102

Man erkennt: Es handelt sich hier um einen Spezialfall der Relationen
(3.94-97) fiir ganzzahliges j. Die Kenntnis von Yy, geniigt, um Yy, fiir
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allgemeines m zu konstruieren (Gleichung (3.98)):

Yu(0,¢) = (;23 (%;1)!6”%11#9 (3.106)
(;ﬂz') (2644;1)! <x1tz’x2> (3.107)
Yim(0,0) = %(Ll—wg)‘—mm(e,@ (3.108)

Damit erhalten wir die folgende Darstellung fiir die harmonischen Po-
lynome:

Hy () = (1) [2£+1 (€ +m)!

1/2
20 i (0 m)'] (L — Z’L2)é7m(:r1 +iI2)l (3.109)

An dieser Darstellung wird iiberhaupt erst deutlich, dafi es sich um
Polynome handelt®.
Fiir den Laplace-Operator kann man schreiben:
1d ,d L?
A= 2 drr i (3.110)
Benutzen wir nun (3.99) und (3.104), so folgt in der Tat AHy,, = 0 fiir
alle £ und m.

Da die harmonischen Polynome Hy, homogen vom Grade ¢ sind,
gilt insbesondere Hy,(—z) = (=1)*Hyy,(x). Dies wird gewdhnlich so
ausgedriickt'?: Die Kugelfunktionen Y7, haben die Paritit (—1)°.

Wir fassen die Winkel § und ¢ als Koordinaten der Sphire S? auf. Es
ist bequem ( fiir dieses Winkelpaar zu schreiben. Das Oberflichenmaf
ist durch

dQ) = sin 0 df do

gegeben. Mit der Sphire S? ist in natiirlicher Weise ein Hilbertraum
L*(S?) verkniipft:

L2S?) = {f:S2 = C : [AQ|F(Q)* < oo}

9Beachte: Ist P(z) ein Polynom in @1, s, 3, so ist L;P(x) wieder ein solches
Polynom, wenn k& = 1,2, oder 3. Ist P homogen vom Grade ¢, so auch L;P.

10Entspricht = den Winkeln 6, ¢, so —z den Winkeln 7 — 6, 27 — ¢. Deshalb gilt
Yim(m = 6,21 — ¢) = (=1)"Vem (6, ).
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In diesem Hilbertraum bilden die Kugelfunktionen eine (orthonormier-
te) Basis. Dies bedeutet konkret zweierlei:

1. Orthogonalitdt und Normierung, d.h.

Vi Yomr) ™ [ A2 V(@) () = b0 (3111)

2. Vollsténdigkeit, d.h. jede Funktion f € L?(S?) kann nach Kugel-
funktionen entwickelt werden:

) = % Y@ (3.112)

Com = /dQ Yo () £(Q) (3.113)

Die erste Eigenschaft wird in den Vorlesungen iiber Quantenmechanik
behandelt, die zweite Eigenschaft erfordert etwas Aufwand (insbeson-
dere Methoden aus der Funktionalanalysis).

3.7 Multipole

In der Elektrostatik begegnet man den harmonischen Polynomen bei
der Multipolentwicklung des Potentials. Der Weg zu einer solchen Ent-
wicklung fiihrt iiber die Legendre-Polynome P;((). Gewohnlich werden
die Legendre-Polynome durch ihre erzeugende Funktion definiert:

1 oo
T 2O

(-1 <¢<1,0<u<1).Fiir zwei Vektoren z,2' € R?, die den
Winkel 9 einschlielen, gilt dann

LI (g)ﬂpé(cos 9) (3.114)

v —a'| i

(le] = r > r" = |2']). Eine andere Weise, Legendre-Polynome ein-
zufiihren, ist, sie als spezielle Kugelfunktionen aufzufassen:

Py(cos V) = /522 Yy (99, 0) (3.115)

20+1
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Noch interessanter wird der Zusammenhang mit den Kugelfunktionen
durch das folgende Resultat.

Satz 20 (Additionstheorem fiir Kugelfunktionen) Es seien (0, ¢) und
(0',¢") die Polarkoordinaten zweier Einheitsvektoren e und €' im R3
mit e-¢’ = cos . Dann gilt

3157 Zme—t Yom (0. ) Yom (0, ¢') (3.116)

Beweis. Wir schreiben Yy, (e) fiir Yy, (0, ), Yin(€') fir Yo, (6, ¢') und

setzen

Py(cosv) =

ZYem )Y (€') (3.117)

Aus der Unitaritiit der Darstellung D* der Gruppe SO(3) folgt die Ro-
tationsinvarianz dieses Ausdruckes, d.h. VR € SO(3) : Si(Re, Re') =
Si(e,e'), mit dem Resultat, dafl S; nur eine Funktion von e-e’ = cos?
ist. Wir berechnen sie, indem wir die Wahl ¢’ = {0,0,1} treffen. In
diesem Fall gilt ¥ = 6 und

2£+1 Yim(€') = Omo

Somit

(e,€') = 23+1on(9 0) = Py(cosh)

2[+1

unter Ausnutzung von (3.114). O
Die Gleichungen (3.113), (3.115) und Hyp,(2') = 1Yy (0', ¢') fiihren
uns direkt zu dem néchsten Resultat.

Satz 21 (Multipolentwicklung) Sei p(x) eine Ladungsverteilung mit
p(x) =0 fir |x| > R. Dann existiert eine Entwicklung

/d3’ plr) fo(M’) (r=|z|>R)  (3.118)

x—af| o rtt!
wobei (1,0, ¢) die Polarkoordinaten von x sind und

0,0) = \/5t51 Lme ¢ Tim Yom(0, 0) (3.119)

Die qun sind Integrale der harmonischen Polynome dber die Ladungs-

verteilung:
= \/5ir7 Jd% p(x) Hym () (3.120)
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Die durch das Integral (3.119) eingefiihrten Grofen nennt man die Mul-
tipolmomente der Ladungsverteilung:

£ =0 | qoo = Gesamtladung

{ =1 | ¢, = Dipolmoment

{ =2 | qop = Quadrupolmoment
(=3 | q3;, = Oktupolmoment etc.

Die Ubertragung dieser Formeln aus der Elektrostatik in die Quan-
tenphysik ist nun sehr leicht. In verschiedenen Situationen (sphérisch
asymmetrische Atomkerne, Tonen, Molekiile usw.) méchte man die Mul-
tipolmomente der Ladungsverteilung bestimmen, wenn die Wellenfunk-
tion des Vielkdrperproblems als bekannt vorausgesetzt wird. Wir stellen
uns allgemein vor, ein solches System bestehe aus n Teilchen mit den

Ladungen ¢; (i = 1,...,n). Die normierte Wellenfunktion sei ®(z", ..., z(™).

Dann hat man in allen Formeln der Elektrostatik nur die Ladungsdichte!!

:/d%l) .../d3 qu )—z) [, .. 2™ (3.121)

einzusetzen. Ergebnis: Die Multipolmomente sind Erwartungswerte, d.h.
es existieren Operatoren (g, so dafl

Gom = (P, Qen®) (3.122)

Anders ausgedriickt: In der Quantenmechanik sind die Multipolmomen-
te Operatoren, deren Erwartungswerte mit den (statischen) Mefigrofien

iibereinstimmen. Die Gestalt dieser Operatoren folgt unmittelbar aus
den Formeln (3.119) und (3.120):

[Qem®] (2, ... 2™) = /5 T i Hp (2D) @ (2D, 2™)
(3.123)
Unter Drehungen (s.(1.48)) zeigen diese Operatoren das folgende Ver-

halten:

( )Qfm’U Zle mm’ ) (3.124)

Dies ist eine Konsequenz des Transformationsverhaltens der harmo-
nischen Polynome. Fiir festes ¢ transformieren sich die Operatoren

"Hier bezeichnet §(z) die 3-dimensionale Diracsche Deltafunktion.
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{Qim , —¢ < m < (} wie die Basisvektoren einer irreduziblen Darstel-
lung der Gruppe SO(3). Wir nennen solche Operatoren in der Quanten-
mechanik deshalb irreduzible Tensoroperatoren. Wir kommen auf diesen
Begriff im néchsten Kapitel noch einmal zuriick.
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Kapitel 4

Kopplung von Drehimpulsen

4.1 Motivation und Problemstellung

Aus der klassischen Mechanik wissen wir, dafl Drehimpulse sich wie
Vektoren addieren. Die analoge Aussage fiir die Quantenmechanik eines
n-Korperproblems wurde in dem Abschnitt 1.5.5 diskutiert!: Es gilt die
gleiche Regel, diesmal fiir die Operatoren:

L=1W4+L® 4. +LW

Welche Drehimpulsoperatoren sind nun Erhaltungsgréfien? Aus der an-
genommenen SO(3)-Invarianz? folgt, daB nur der Gesamtdrehimpuls L
eine Erhaltungsgrofie ist, und selbst diese Aussage bleibt korrekt nur
so lange, wie wir den Spin vernachléssigen diirfen. Wegen der Existenz
der Spin-Bahn-Kopplung (s. Abschnitt 1.4) ist selbst fiir ein einzelnes
Elektron im rotationssymmetrischen Potential weder sein Bahndrehim-
puls L noch sein Spin S separat erhalten, sondern lediglich die Summe
J =L+ S. In Formeln: Es gilt weder [L,L-S] = 0 noch [S,L-S] = 0,
wohl aber [L + S,L-S] = 0.

Fiir ein System von n Elektronen wire, unter Umstédnden, nur noch
J=JW 4. +JI™ eine Erhaltungsgrofe, weil die Elektronen in Wech-
selwirkung miteinander stehen. In einem solchen Fall ist die SU(2) eine

Vergleiche hierzu insbesondere die Formeln (1.48) und (1.49).
’Die Annahme besteht konkret darin, dafl der Hamilton-Operator invariant unter
simultanen Drehungen aller in ihm auftretenden Vektoren ist.

89
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Symmetriegruppe, und die Komponenten des Gesamtdrehimpulses J
sind die Erzeuger einer unitéren Darstellung der SU(2) auf dem Hilber-
traum der n-Teilchenzustinde : Fiir jedes u € SU(2) existiert also ein
unitirer Operator U(u), der mit dem Hamilton-Operator kommutiert
(was hier immer angenommen werden soll und zu unseren Vorausset-
zungen gehort). Welche Wirkung der Operator U(u) auf eine Wellen-
funktion hat, mufl noch im Detail studiert werden.

Wir beginnen mit dem einfachsten physikalischen System, einem
Elektron in einem Potential V'(r) unter dem Einfluf der Spin-Bahn-
Wechselwirkung. Hierbei konnte es sich etwa um das Valenzelektron
eines Alkaliatomes handeln. Der zugrundeliegende Hilbertraum ist H =
L?*(R3,C?) und die Wirkung der SU(2) wird durch

[U(u)¢)(z) = up(R™'x) u e SU(2) R = f(u) (4.1)

beschrieben, wobei f : SU(2) — SO(3) die Uberlagerungsabbildung
ist. Der Hamilton-Operator

H=—A/2m+V +¢(L-S

wurde schon im Abschnitt 1.3 vorgestellt. Es empfiehlt sich, H = Hy +
H, mit H; = £L-S zu schreiben. Der Sinn dieser Aufspaltung liegt
darin, dafl nun

[Ho, L] = [Ho, 8] =0

gilt, d.h. unter Vernachléssigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung sind
sowohl der Spin S als auch der Bahndrehimpuls L Erhaltungsgréfien.
Dies bedeutet die Existenz einer Symmetriegruppe von der Art SU(2)x
SU(2), also einer Produktgruppe?, die es ermoglicht, daf$ Spin und Ort
unabhdngig voneinander gedreht werden konnen®:

[U(u,v)®)(z) = u®(R '2) u,v € SU(2) R = f(v)

3Sind G und H Gruppen, so versteht man unter der Produktgruppe G x H die
Menge aller Paare (g, h) mit g € und h € H . Durch die Verkniipfungsvorschrift
(g,h)(g',h") = (gg', hh') wird G x H zu einer Gruppe.

4Wir benutzen iiberall die Gruppe SU(2), selbst dann, wenn sie einmal, wie bei
den gewodhnlichen Drehungen eines Ortvektors z, durch die Gruppe SO(3) ersetzt
werden kann. Dies diirfen wir tun, weil jede Darstellung der SO(3) auch als eine
Darstellung der SU(2) verstanden werden kann.
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Wir betrachten nur gebundene Zustédnde des Elektrons. Thnen ent-
sprechen Eigenwerte der Energie. Auf jedem Eigenwertraum ist die
Spin-SU(2) durch die zweidimensionale Darstellung D'/? | die Bahn-
SU(2) durch eine der Darstellungen D (¢ = 0,1,2,...) vertreten.
Jedes Energieniveau ist daher mit einer irreduziblen Darstellung D¢
von SU(2)x SU(2) verkniipft und ist aus diesem Grund 2(2¢ + 1)-fach
entartet (von weiteren zufilligen Entartungen einmal abgesehen). Die
2(2¢ + 1) Basiszustéinde, die den Eigenraum L, aufspannen, sind

nm(m(é) , wm(?) (~£<m<

(4.2)
Nun studieren wir den vollen Hamilton-Operator H = Hy+ H; und be-
merken eine Reduktion der Symmetrie: nicht die SU(2)xSU(2), sondern
die Diagonalgruppe SU(2) beschreibt nunmehr die Symmetrie®. Die
verminderte Symmetrie hat zur Folge, dafl nur noch die Kombination
L+S eine Erhaltungsgrofe ist. Damit sind wir aufgefordert, die Darstel-
lung D** der Produktgruppe auf die Diagonalgruppe einzuschriinken,
die ja eine Untergruppe darstellt, und die so bestimmte Darstellung
auszureduzieren; denn nur so erhalten wir die neuen Eigenwertriaume,
wenn auch nicht automatisch die neuen Energie-Eigenwerte.

Die Liste (4.2) der Basisvektoren zeigt die Struktur des Raumes
Ls, : Er ist ein Tensorprodukt Lg ® L,, gebildet aus den vertrauten
Darstellungsrdumen L; der Gruppe SU(2) (siehe die Abschnitte 3.4-
5). In einer abstrakten Notation konnten wir die Basisvektoren (4.2)
auch symbolisch durch |sp) ® [¢m) kennzeichnen, wobei p = +3 die
Projektion des Spins auf die 3-Richtung beschreibt. Die hier gemachte
Beobachtung 148t sich natiirlich verallgemeinern:

Satz 22 Sind G und H zwei Gruppen, so hat jede irreduzible Darstel-
lung D : Gx H — Aut(L) die Gestalt eines Tensorproduktes, d.h. es
existieren irreduzible Darstellungen Dy : G — Aut(L,) und Dy : H —
Aut(Lsy), so dafy L = Ly @ Ly und D(g,h) = Di(g) ® Do(h) fiir alle
g€ G undhe H gilt.

5Zur Erinnerung: Ist (u,v) das allgemeine Element in SU(2)x SU(2), so haben
alle Elemente der Diagonalgruppe die Form (u, u).
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Kurz, kennt man die irreduziblen Darstellungen von GG und H, so kennt
man sie von GxH. Der formale Beweis dieser Tatsache bleibt dem Leser
iiberlassen. Die wesentliche Voraussetzung fiir die Giiltigkeit des Satzes
ist die Irreduzibilitit der Darstellung der Produktgruppe.

Die andere Beobachtung, die wir bei der Diskussion unseres Bei-
spiels gemacht haben, war die Reduktion der Symmetrie durch be-
stimmte Anteile des Hamilton-Operators. Dem Verlust an Symmetrie
korrespondiert ein sehr allgemeiner Begriff der Darstellungstheorie:

Definition 13 Sei D : G — Aut(L) eine Darstellung und H C G eine
Untergruppe, so bezeichnet man die Einschrinkung des Homomorphis-
mus D auf die Untergruppe H als Subduktion und nennt D : H —
Aut(L) eine subduzierte Darstellung von H.

Wir werden subduzierte Darstellungen, soweit Irrtiimer ausgeschlossen

sind, mit dem gleichen Buchstaben (etwa D) kennzeichnen. Grob ge-

sprochen: Subduzierte Darstellungen einer Gruppe H sind solche Dar-

stellungen, die sich aus Darstellungen einer gréfleren Gruppe ergeben.
Bei unserem Beispiel gingen wir von

D*(u,v) = D*(u) ® D*(v) u,v € SU(2)

aus, um schlieflilich durch die Einschrinkung u = v eine subduzierte
Darstellung der SU(2) zu erhalten. Wir stoffen somit auf einen beson-
deren Typ von Darstellungen, auf die direkten Produkte.

Definition 14 Seien D; — Aut(L;) (i = 1,2) zwei Darstellungen ei-
ner Gruppe G, so heifit die durch D(g) = D1(g) ® Dy(g) bestimmte
Darstellung D : G — Aut(L, ® Ly) das direkte Produkt der Darstel-
lungen Dy und Dy. Es wird mit D = Dy x Dy bezeichnet.

Anmerkung: Ist dim(L;) = n; < oo, so gilt dim(L; ® Ly) = ning, d.h.
D, x D, ist eine nyny-dimensionale Darstellung.

Zuriick zu unserem Beispiel: Fiir £ > 0 ist die Darstellung D*® x D*
der SU(2) reduzibel. Zu jeder Teildarstellung D7 existiert ein Energie-
niveau Fy; von H = Hy+ H;: Dies ist der Inhalt des Satzes 12. Deshalb
wird die Ausreduktion von Produktdarstellungen eines unserer Haupt-
probleme sein.
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Wir wollen ein weiteres Bespiel aus der Atomphysik heranziehen,
um zu demonstrieren, daf§ der Verlust an Symmetrie sich immer nach
dem gleichen Muster vollzieht. Es sei H = Hy + H; der Hamilton-
Operator eines Zweielektronenatoms, wie in Gleichung (1.11) definiert,
auf dem Hilbertraum L?*(R®) gegeben, d.h. wir vernichlissigen den
Spin, beriicksichtigen aber die Coulombabstolung H; der beiden Elek-
tronen. Ohne H; finden wir finden wir die Symmetriegruppe SU(2) x
SU(2), weil die Ortsvektoren 2" und z(® unabhiingig voneinander ge-
dreht werden kénnen. Konsequenz: sowohl L™ als auch L(® sind Erhal-
tungsgroBen. Den irreduziblen Darstellungen D der Produktgruppe
entsprechen (2¢ + 1)(2¢' 4+ 1)-fach entartete Energienieveaus Eyp des
ungestorten Hamilton-Operators Hy. Die Basiszustinde, die den FEi-
genraum L, ® Ly aufspannen, sind

nm(Ql)n’m’(QZ) 4
-y

A IA
s,
~

(Q; = Winkelkoordinaten von (). Wir werden diese Zustinde auch

symbolisch durch [¢m)®|¢'m') beschreiben. Der volle Hamilton-Operator
H = Hy + H; besitzt eine verminderte Symmetrie, entsprechend dem

Ubergang von der Produktgruppe zur Diagonalgruppe. Konsequenz:

nur noch der Gesamtbahndrehimpuls L(Y) + L ist jetzt eine Erhal-

tungsgréfle. Durch die Subduktion entstehen Produktdarstellungen der

SU(2) vom Typ DxD?, und jeder darin enthaltenen Teildarstellung D7

entspricht ein Eigenwert Eyp; von H; dies ist durch den Satz 12 garan-

tiert. Die Beispiele motivieren uns, den zugrundeliegenden Gedanken

allgemein zu formulieren:

Definition 15 Ist {D, : a = 1,2,...} eine vollstindige Liste von
indquivalenten, unitdren und irreduziblen Darstellungen einer kompak-
ten Gruppe G, so heifit die fiir jedes Wertepaar a,b existierende Zerle-
gung
D, x Dy = @ MapeDe Mape € {0,1,2,...} (4.3)
Cc

eine Clebsch-Gordan-Reihe der Gruppe G.

Wir haben somit in den Multiplizitdten m,,. weitere charakteristische
Zahlen der Gruppe G gefunden. So wie wir die Clebsch-Gordan-Reihe
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eingefiithrt haben, ist sie nur fiir kompakte Gruppen sinnvoll. Denn wir
benutzten hierbei das Peter-Weyl-Theorem (Satz 7 auf Seite 34). Mit-
unter geschieht es, wie bei der SU(2), daf§ alle Produktdarstellungen
multiplizititsfrei® sind. In einem solchen Fall ist mg, nur der beiden
Werte 0 oder 1 fihig, d.h. eine Darstellung D, tritt oder tritt nicht in
(4.3) auf. Dies ist nicht immer so: Schon im Falle der SU(3) findet man
Multiplizitdten mg. > 2.

Da wir G als kompakt vorausgesetzt haben, ist jede Darstellung
D, endlichdimensional. Damit ist es moglich, die Darsteller D,(g) als
ng X ng-Matrizen aufzufassen. Die Tensorprodukte D,(g) ® Dy(g) sind
dann n xn-Matrizen mit n = n,n,. Die Gleichung (4.3) sagt konkret,
daf} eine unitére nxn-Matrix C (abhéngig von a und b) existiert, derart
dafl

Da(g) ® Db(g) =C (@ mabch(g)> Cil (44)
fiir alle g € G gilt.

Definition 16 Die Matriz C' heifit Clebsch-Gordan-Matrix, ihre Ma-
trizelemente Clebsch-Gordan-Koeffizienten.

Die Matrix C ist leider nicht eindeutig, und es bedarf einiger Kon-
ventionen, um den Wert der Clebsch-Gordan-Koeffizienten festzulegen.
Physikalische Aussagen bleiben von solchen Konventionen unberiihrt.

Satz 23 Sei D = D, x D, und C und C' zwei CG-Matrizen, die das
Problem (4.4) lésen, so gilt C' = AC, wobei A eine unitire Matrix
in R(D, D) ist. Ist umgekehrt A € R(D, D) unitir und C eine CG-
Matriz, so beschreibt AC' ebenfalls eine CG-Matriz. Ist D multiplizitits-
frei und sind P. die minimalen Projektoren in R(D, D), so hat jedes
unitire A € R(D, D) die Form

A= > e*P, (A €R) (4.5)

c:Mgpe=1

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Tatsache, daf die Matrix C'C~!
mit allen Darstellern D(g) vertauscht, somit in R(D, D) liegt, und
aus der Tatsache, daBl R(D, D) abelsch ist, wenn D multiplizitétsfrei

6Siehe die Ausfithrungen im Abschnitt 2.5.
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ist (vergleiche die allgemeine Diskussion in Abschnitt 2.5). Wir sehen,
daf} es notig ist, alle Phasen ). in Abhéngigkeit von a und b festzule-
gen. Fiir die Gruppe SU(2) wurde dies erstmalig von E.U.Condon und
G.H.Shortley 1935 in ihrem Monumentalwerk The Theory of Atomic
Spectra durchgefiihrt. Die hier getroffene Konvention ist heute allge-
mein akzeptiert.

Es sind zwei Probleme, denen wir uns jetzt zuwenden wollen: (1)
Bestimmung der CG-Reihen fiir die SU(2), (2) Bestimmung der CG-
Koeffizienten auf der Basis der Condon-Shortley-Konvention.

4.2 Die Clebsch-Gordan-Reihen der SU(2)

Aud der Vektorrechnung ist die Dreiecksungleichung bekannt:
la] = [b]] < la+ 0] < [a] + [b]

In der Theorie des Drehimpulses findet man interessante Parallelen,
und wir wollen deshalb den folgenden Sprachgebrauch einfiihren: Drei
Quantenzahlen ji, ja, j3 € {0,1/2,1,3/2,...} erfiillen die Dreiecksbezie-
hung, wenn gilt

(1) J1 + J2 + j3 = 0(mod1)
(2) 1 —Jol < s < i+ 2

Es ist iiblich, diesen Sachverhalt durch ein besonderes Symbol zum
Ausdruck zu bringen:

1

S , falls (1) und (2) gilt,
8(j1j2J3) :{ 0 (1) (2) g

sonst

(4.6)

Die so definierte Funktion ¢ ist symmetrisch unter Permutationen ihrer
Argumente, und es gilt

Zé(jlej) = min(2j; + 1, 2js + 1) (4.7)
J

(25 4 Do(ged) = (251 +1)(2j2 + 1) (4.8)

J

Wir zeigen nun, dafl die Zahlen 0(j;72j) mit den Multiplizitéiten der
CG-Reihen iibereinstimmen.
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Satz 24 Fir die Darstellungen D7 (j = 0,5,1...) der SU(2) haben
alle CG-Reihen die Gestalt
D’ x D = 3" 5(j1j25) D’ (4.9)
J

Insbesondere sind alle Produktdarstellungen multiplizitdtsfrei.

Beweis. Wir fassen die Darsteller D7 (u), u € SU(2), als Matrizen auf
und berechnen den Charakter der Produktdarstellung, wobei 2 cos(w/2) =
Spur u:

Spur (Dj1 (u) ® Dj2(u)) = Spur D’ (u) - Spur D? (u)
= Xi (W)X (@)

J1 J2
— Z Z efi(mlerg)u)

mi1=—j1 ma=—/ja

J1+i2 J ]
= DY e =3 6(hed)x(w)
Jj=|j1—ja2| m=—j J

Dabei haben wir auf die Formel (3.79) zuriickgegriffen. Die Multiplizitét
der Darstellung D7 in D71x D7 berechnen wir gemif} der Formel (2.51),
indem wir den Charakter x = xj, xj, auf x; projizieren und dabei (3.81)
ausnutzen:
MIXj X5 X5] = 6(71723) (4.10)

Damit ist der Satz bewiesen. O

Wir konnen jetzt die Diskussion unseres sehr einfachen Beispiels
aus dem vorigen Abschnitt zu Ende fiihren und erinnern daran, dafl
die Spin-Bahn-Kopplung bei den Alkaliatomen (ein Elektron auf der
dufleren Schale) oder auch bei dem Wasserstoffatom zur Feinstruktur
fiihrt. Diese wird nun charakterisiert durch die Zerlegung

D*x D'~ D' g D=3 s=1,0>1

Sie erkldrt auf einfache Weise die Dublettstruktur der Spektrallinien,
soweit es sich um Ubergéinge in den Grundzustand (¢ = 0) handelt. Die-
se Situation finden wir etwa bei den beriihmten Natrium-D-Linien mit
5890 bzw. 5896 Angstrom. Der Spin-Bahn-Term hat keinen Einflul auf
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den Grundzustand; die angeregten Niveaus (¢ > 1) spalten in je zwei
benachbarte Niveaus auf, die durch den Gesamtdrehimpuls j = ¢ £+ %
charakterisiert sind:

/=1 - j=3 / 2
\ j=1/2
Feinstruktur durch
/=0 Spin-Bahn-Wechselwirkung

Die Aufspaltung ist erfahrungsgemaf klein, so dafl man die Schrédinger-
sche Storungstheorie in 1.0Ordnung anwenden darf. Fiir festes ¢ sei E die
ungestorte Energie. Die beiden durch die Spin-Bahn-Wechselwirkung
daraus entstehenden Energien E; ergeben sich als

Ej = E+ (§)(L-S)

unter Benutzung von (1.21-23). Die Mittelwerte von ¢ und L-S sind
beziiglich der Radialwellenfunktion des ungestorten Problems (abhéingig
von ¢) und der Eigenfunktion des Gesamtdrehimpulses (abhéngig von
¢ und j) zu bilden. Der zweite Mittelwert &8t sich ohne Aufwand be-
stimmen:

2(L-S) = (J*-L?-S?%
= j+1)—L(l+1)—s(s+1)

B 14 j=V{+s B
- {—5—1 j—t—s =

)

Der erste Mittelwert ist schwieriger zubestimmen. Ist das Potential
V(r) jedoch negativ und strebt es streng monoton gegen 0 fiir r — oc,
so gilt V'(r) > 0, also (£) > 0 und damit

E£+s - Eé—s = (ﬂ + %)<€> >0

N [—

in Ubereinstimmung mit der Beobachtung. Uber die GréSenordnung
des Effektes, in Einheiten mc?, 148t sich ebenfalls eine allgemeine Aus-
sage machen. Es gilt
2
& _ 0@ o= ;— = (137,036.. )"

me? c
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Die Konstante «, die sich auf diese Weise in der Atomphysik bemerkbar
macht, heifit darum auch die Feinstrukturkonstante. Sie erweist sich als
die fundamentale Konstante fiir die Quantenelektrodynamik (QED).
Fiir das H-Atom konnen alle Rechnungen selbstverstédndlich explizit
durchgefiihrt werden mit dem Ergebnis:

mc2at

(&= n3 (0 + 1)(20+ 1)

n > 1 : Hauptquantenzahl

Vergleicht man dieses Ergebnis mit strengen Rechnung (Sommerfeld,
Jordan und Pauli) fiir das H-Atom auf der Basis der Dirac-Gleichung,

-1/2
«

n—(+ 3+ (j+%)2—a2)

Enj:m62 1+<

(7 + % =1,2,...,n; n =Hauptquantenzahl), so findet man durch eine
Entwicklung nach a véllige Ubereinstimmung mit der nichtrelativisti-
schen Rechnung bis zur Ordnung o*. Abweichungen stellen sich erst
bei der Ordnung o ein. Wie man sieht, fijhrt die Dirac-Theorie auf
Niveaus, die unabhingig von der Drehimpulsquantenzahl ¢ sind. Je-
des Niveau E,; ist 2(2j + 1)-fach entartet. Die Entartung beziiglich ¢
wird erst durch die Wechselwirkung des Elektrons mit den Vakuum-
fluktuationen des Strahlungsfeldes aufgehoben (Lamb shift) und kann
im Rahmen der Quantenelektrodynamik berechnet werden.

4.3 Die Clebsch-Gordon-Koeffizienten

Es ist bequem, die Basisvektoren in L;, dem Vektorraum zur Darstel-
lung D’, wie im Abschnitt 3.5 geschehen, symbolisch mit [jm) zu be-
zeichnen und fiir die Basisvektoren des Produktraumes L/t ®@ L7

. . def | . .
|j1m1 jams) L jimy) @ |jama)

zu schreiben. Wir betrachten die Quantenzahlen j; und j, als fest
gewdhlt und setzen n = (2j; + 1)(2jo + 1). Aus dem Satz 24 folgt,
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daf} eine unitire n x n-Matrix C' existiert, deren Elemente wir die CG-
Koeffizienten nennen und mit

J

m

Ji J2
my Mo
/ > | j1ma jama) (4.11)

bezeichnen, so dafy der durch
m

jm)= ¥ (j1 2

mims \ 101 M

beschriebene Basiswechsel die Produktdarstellung in irreduzible Be-
standteile zerlegt. Aus der Definition folgt unmittelbar:

J)ZO
m

Durch Anwendung der Operatoren J; = Jél) + J§2) auf (4.11) unter
Ausnutzung von (3.96) gewinnen wir die Aussage

o o J2
6(j1723) =0 = ( my ms

Ji Ja

(m1+m2—m)<m1 Mo

J >:o (4.12)

m

Lassen wir andererseits die Operatoren J; & iJy = (J{" + iJ5") +
(Jl(Q) + iJQ(Q)) auf (4.11) wirken und benutzen (3.94-95), so erhalten wir
die Rekursionsformeln:
J
m =+ 1

")

+ \/(jz¢m2+1)(j2im2)<£l mgjim‘r]n) (4.13)

JaEm G (b

_ : - v Je
= \/(J1:Fm1+1)(11im1)<m1¢1 -

Allen CG-Koeffizienten mit gegebenen ji, jo, j3 kénnen wir Punkte
eines zweidimensionalen Gitters Z? zuordnen, als dessen Koordinaten
wir £ = j; —my und y = js — mo wihlen. Den nichtverschwinden-
den CG-Koeffizienten entsprechen Punkte (z,y) € Z?, die entweder auf
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dem Rande oder im Inneren eines Sechsecks liegen; gegeniiberliegende
Seiten sind parallel und gleichlang. Durch Rekursion sind alle Punkte
miteinander verkniipft. Dies bedeutet, dafl wir die CG-Koeffizienten al-
le aus einem Koeffizienten ableiten konnen. Es ist zweckméfBig, hierfiir
einen Eckpunkt auszusuchen. Wir wiahlen denjenigen, fiir den m; = j,
mo = j — j; und m = j gilt (siehe die Abbildung: die Pfeile geben
die Richtung an, in die die Rekursion verlduft). Ist der zugehorige Ko-
effizient reell, so sind alle Koeffizienten reell, und die CG-Matrix ist
orthogonal: CTC = 1.

252
T
Y
3C=j1—m1
.- Yy=7J2—ma
' N
Start K=>—=, 0<zxz<2y
N 0<y<2j
A Nnt+p—J7<z+y<jp+ip+tj

T — 2j1

Wir kénnen noch iiber das Vorzeichen des ausgewihlten Koeffizienten
verfiigen - also zwischen C' und —C' wihlen - und verlangen

v g2
Juv g =

(=0 nur dann, wenn die Dreiecksbedingung verletzt ist). Dies ist der
Inhalt der Konvention von Condon & Shortley. Nutzt man die Bezie-
hung CTC' = 1 zur Normierung der CG-Koeffizienten, so kommt man

J
y ) >0 (4.14)
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nach einer lingeren Rechnung auf den Ausdruck

(];1 0 j)ﬂ (2)!(2) + 1)!
B J—n

J (i1 —Jde+ )1+ +7+1
aus dem man nun alle CG-Koeffizienten durch Rekursion berechnen
kann. Mit dem Wissen, dafi alle CG-Koeffizienten reell sind, kénnen
wir die Umkehrung von (4.11) in der folgenden Form angeben:

|j1my jamsg) = Z( R m

m my Mo

J ) jm) (4.16)

Die CG-Koeffizienten besitzen eine Reihe von Symmetrien, die - wie
E.Wigner erkannte, sich besser offenbaren, wenn man zu den sog. 3j-
Symbolen iibergeht:

JvoJ2 g def (=Dt g g
mp mz m V25 +1 mp My
Man kann den Sinn der Wigerschen 3j-Symbole auch darin sehen, dafl

mit ihrer Hilfe drei Drehimpulse mit den Quantenzahlen ji, j5, j3 zum
Drehimpuls 0 gekoppelt werden:

J ) (4.17)

—m

00) = > ( i 2 s ) [jim1) ® [joma) ® |jams)  (4.18)

mimama \ M1 M2 M3

Sie beschreiben somit die Projektion der Darstellung D71 x D72x D73 auf
die darin enthaltene Teildarstellung D°.
Eine andere Schreibweise des 3j-Symbols hat T.Regge vorgeschla-
gen:
—hiti2t+Jg hi—Jet] Sitje—J
J1—my J2 — My J—m (4.19)
J1+m J2 + ma J+m

Das Regge-Symbol hat iiberraschende Eigenschaften:

1. Alle neun Elemente des Regge-Symbols sind nichtnegative ganze
Zahlen (d.h. anderenfalls ist es trivialerweise Null).
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2. Es ist ein magisches Quadrat: Jede Zeile und jede Spalte hat die
gleiche Summe 7, + 75 + J.

3. Es dndert nicht seinen Wert bei zyklischer Vertauschung von Zei-
len oder Spalten.

4. Es dndert nicht seinen Wert bei Spiegelung an der Hauptdiago-
nalen. (Dies ist der Inhalt der sog. Regge-Symmetrie.)

5. Bei Vertauschung von zwei Zeilen oder zwei Spalten erhilt das
Regge-Symbol einen Faktor (—1)71772+7, Eine Folge davon ist, daf}
es verschwindet, wenn j; + jo + 7 ungerade ist und zwei Zeilen
oder zwei Spalten gleich sind.

6. Das quadrierte Regge-Symbol ist immer eine rationale Zahl.

Durch Ausnutzung der Symmetrien des Regge-Symbols ist es moglich
das kleinste Element in die linke obere Ecke zu bringen. Dies hilft die
CG-Koeffizienten in moglichst 6konomischer Weise zu berechnen. Man
beginnt die Berechnung mit der Formel

0 N1y N3 1/2

n12!n21 !7’L13!7’L31!

Na21 Moz MNas :(—1)n23+n32

(4.20)
N3y N3 N33 nn99'M33 M9z N3s!

(n = j1 + jo + 7+ 1) und fiithrt durch Rekursion alle Regge-Symbole

darauf zuriick:

Ny N1z M3 [ nyp — 1 N2 N3
VIn | Nop Nog Moy = /N23N32 Nay N9g ngg — 1
n3; N3z N33 L N31 n3g — 1 n33
[ nyp — 1 N2 N3
— 4/ N99MN33 No1 Nog — 1 7’7,23(42 )
RALE! n32 naz — 1

CG-Koeffizienten werden h#ufig benotigt, und manche davon haben
sehr einfache Werte:

JiJ2
Ji J2|m

/ > = 6j,j1+j26jm (4'22)
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i 0y ({0
m 0|lm ) — \0 m

J >:6jj/5mm, (4.23)

m

A N G Y
< o —m' |0 = AT 8t Ommt (4.24)
< J 2, ‘ J+ 2 ) — u (4.25)
m +5|m+ts V' 2 +1
J 3173 _ J+m
<m :I:%‘mi%) = T 25+ 1 (4.26)

Insbesondere kann man aus (4.24) ablesen, wie man aus Drehimpuls-
zustdnden |jm) einen SU(2)-invarianten Zustand konstruiert:

00 )@ |j —m) (4.27)

1y
=T

Aus (4.25-26) folgt, wie wir angesichts der Spin-Bahn-Wechselwirkung
fiir das H-Atom oder fiir die Alkali-Atome den Elektronenzustand mit
den Quantenzahlen j, m des Gesamtdrehimpulses konstruieren:

L T
thgtm 1 b5 —m 0 '
|jm) = vl _m ] P 0
+5— L1 '
_\/%Y‘m—l/? @ (0) + \/gyémum ® (1> j=0-3

(4.28)

Eine oft benutzte Symmetrierelation der CG-Koeffizienten im Zusam-
menhang mit dem Pauli-Prinzip ist

jl j2 ] — (_1)]1+]2—g j2 jl
my Mo

4.4 Das Wigner-Eckart-Theorem

J ) (4.29)

m

Es sei U eine unitiire Darstellung der SU(2) auf einem Hilbertraum #.
Im allgemeinen ist eine solche Darstellung reduzibel, und die irreduzi-
ble Darstellung D’ kommt oft mit hoher Multiplizitit darin vor. Wir
konnen deshalb davon ausgehen, dafl es auf vielfache Weise moglich ist,
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Vektoren ®;,, € H fiir gewisse Werte von j und fiir —j < m < j so
anzugeben, dafl

Uuw) @ = > DL (1)@ (4.30)

fir alle u € SU(2) erfiillt ist. Wenn wir auch noch zulassen, daf§ ®;,,
gelegentlich der Nullvektor ist, so kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, die
Vektoren ®;,, seien fiir alle j und m definiert. Angesichts der Eigen-
schaft (4.30) hat sich folgender Sprachgebrauch eingebiirgert: Man sagt,
das System der Vektoren @, mit festem j transformiert sich wie die
kanonische Basis der Darstellung D?. Das darf nicht dazu verleiten an-
zunehmen, die Vektoren ®;,, bilden selbst eine Basis in H: Wir haben
nicht einmal vorausgesetzt, dal es sich um normierte Vektoren han-
delt. In den Anwendungen begegnet man solchen Vektoren auf vielfache
Weise, und es bleibt die Struktur von Skalarprodukten zu untersuchen,
wenn wir etwa einen zweiten Satz von Vektoren V,,, € H, der genau die
gleichen Eigenschaften - ausgedriickt in (4.30) - besitzt, vor uns haben.

Satz 25 Unter den genannten Bedingungen gilt
(Wjrmes jm) = €055 Omm (4.31)
fiir gewisse komplexe Zahlen c; unabhingig von m.

Beweis. 1.Fall: j # j'. ®;,, und ¥, gehéren orthogonalen Teilrdumen
H; und H; an, weil die auf diesen Teilrdumen operierenden Darstel-
lungen der SU(2) indquivalent sind.

2.Fall: j = j', m #m'. ®;,, und ¥,y gehdren orthogonalen Teilrdumen
Hjm und Hjpy an, weil die auf diesen Teilriumen operierenden Dar-
stellungen der U(1) infiquivalent sind”.

3.Fall: j = j', m = m/. Wenn .J;, .J5, J3 die Erzeuger der Darstellung U
sind, so gilt fiir —j <m < j

(Vjmat, (J1 +12) @) = ((J1 = iJ2) Vg1, Pjm)

also unter Ausnutzung von (3.94-95)

VG +m+ 1) = m) ¥, Bimst) = (G — m) G+ m+ 1)(Vjm, Bjn)

"Gemeint ist diejenige Untergruppe U(1) C SU(2), die den Drehungen um die
3-Achse entspricht.
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Da die Wurzelausdriicke ungleich Null sind, miissen die Zahlen ¢; =
(¥m, @) unabhingig von m sein. O

Nicht nur Vektoren konnen sich wie die kanonische Basis einer ir-
reduziblen Darstellung transformieren, auch Operatoren konnen diese
Eigenschaft besitzen.

Definition 17 Euzistiert fir festes j ein Satz von Operatoren {Tj, :
—j <m < j} auf dem Hilbertraum H, so da]? fir alle uw € SU(2)

erfiillt ist, so heifit T ein irreduzibler Tensoroperator oder kurz Tenso-
roperator vom Typ j unter der Darstellung U.

Bemerkung: Obwohl die Definition fiir die SU(2) vorgenommen wur-
de, ist es, wie man leicht sieht, ohne weiteres moglich eine dhnliche
Definition fiir jede kompakte Gruppe zu geben. Zugleich ist diese De-
finition eine Verallgemeinerung des Konzeptes ” Vektoroperator”: Drei
Operatoren Aq, Ay, Az auf H bilden einen Vektoroperator, wenn

U(u) AU (u ZRzkA (4.33)

mit R = f(u) gilt, wobei SU(2) ER SO(3) die Uberlagerungsabbildung
bezeichnet. Gehen wir hier zu infinitesimalen Transformationen {iber,
so erhalten wir die dquivalente Formulierung

4000 = g = { gl B = IR SAABA

Auf diese Weise konnen viele bekannte Operatoren, wie der Ortsope-
rator Q, der Impulsoperator P und alle Drehimpulsoperatoren L, S,
J etc. als Vektoroperatoren erkliart werden. Es ist nun leicht, aus den
Komponenten A;, Ay, A3 eines beliebigen Vektoroperators die kanoni-
schen Komponenten Ay, (m = —1,0,1) eines Tensoroperators vom
Typ 1 im Sinne der Definition 13 zu formen:

_%(Al + ZAQ) m=1
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Zur Verifizierung kann man etwa (3.100) fiir £ = 1 heranziehen.
Wir studieren nun die Anwendung eines Tensoroperators vom Typ
j1 auf Vektoren ¢;,, (ja fest):

7—1]'17711 ¢j2m2

Die Gleichungen (4.30) und (4.32) zusammen ergeben, daf} die so ge-
wonnenen Vektoren einen invarianten Teilraum von H aufspannen, auf
dem U durch die Darstellung D' x D7 vertreten ist. Diese Darstel-
lung kann in irreduzible Bestandteile zerlegt werden: Mit Hilfe der CG-
Koeffizenten definieren wir Vektoren

J1 Jo
. —
= Y (m »

myms m

J
) 7—1]'17711 ¢j2m2

die, falls sie nicht verschwinden, die gewiinschten Teilrdume aufspan-
nen. Die Relation 148t sich umkehren und wir erhalten

1 J2 | J
T]‘1m1d)j2m2 = Z ( ! > m ) (I)jm

im my Mo
Diese Darstellung erlaubt es nun, die allgemeine Gestalt von Matrix-
elementen eines Tensoroperators zu bestimmen.

Satz 26 (Wigner-Eckart-Theorem) Seien {¢;,m, } und {¥;,,} zwei Sdtze
von Vektoren mit dem durch (4.30) beschriebenen Transformationsver-
halten und T ein Tensoroperator vom Typ j1. Dann existieren komplexe
Zahlen, unabhdngig von my, ma, m, die wir mit

(\IIJ||T]1||¢32)

bezeichnen und reduzierte Matrixelemente nennen, so daf

(\Iljmalem1¢j2m2) = < /1 /2

my Mo

J ) (W ITy6,)  (4.36)

m
qgilt.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus der Gleichung (4.4) und Satz
25. 0O
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Eine Konsequenz dieses Satzes: Unter den Observablen der Quan-
tenmechanik kénnen keine Tensoroperatoren vom halbzahligen Typ
vorkommen, also keine vom Typ 1/2, 3/2 usw.; denn alle Erwartungs-
werte eines solchen Operators in Zustdnden mit festem Drehimpuls
wiirden verschwinden, weil der zugehorige CG-Koeffizient verschwin-
det. Wir miifiten schon Erwartungswerte von solchen Zustinden be-
trachten, die aus Superpositionen von Wellenfunktionen mit halbzahli-
gen und ganzzahligen Drehimpulsen hervorgehen. Aber solche Zustéinde
gibt es nicht in der Natur®. In der Quantenfeldtheorie treten dagegen
Tensoroperatoren vom Typ 1/2 auf: Jeder Erzeugungs- oder Vernich-
tungsoperator eines Elektrons mit ¢ = 0 ist ein solcher Operator.

Tensoroperatoren vom Typ 0 sind natiirlich alle diejenigen Operato-
ren, die im herkémmlichen Sinne invariant genannt werden. Sie heiflen
auch Skalare. Ist also T ein skalarer Operator, so reduziert sich das
Wigner-Eckart-Theorem auf die Aussage:

(\Ijjm’quj’m') = (\IIJHTHd)])(SJ]’(Smm’

Tensoroperatoren vom Typ ¢ (¢ = 0,1,2,...) haben wir bereits im
Abschnitt 3.7 kennengelernt. Es handelt sich dabei um die Multipolope-
ratoren QQyp,. Aufgrund ihrer Definition haben diese Operatoren noch
eine weitere entscheidende Eigenschaft: sie besitzen eine definierte Pa-
ritdt. Sei ndmlich P der Paritdtsoperator, so gilt

PQumP = (1) Qum (4.37)

Dies folgt ganz einfach aus der Tatsache, daff die harmonischen Polyno-
me eine definierte Paritéit besitzen. Damit ist nun klar, dafl Erwartungs-
werte von Dy, in Zustinden definierter Paritit gleich Null sind, wenn ¢
ungerade ist. Wir beobachten deshalb weder bei den Atomen, noch bei
den Kernen, noch bei den Elementarteilchen statische elektrische Di-
polmomente (oder Oktupolmomente etc.). Welchen Gesamtdrehimpuls
J muf} der Grundzustand eines Atoms (eines Kerns, eines Elementar-
teilchens im Ruhsystem) mindestens besitzen, damit ein elektrisches
Quadrupolmoment beobachtet werden kann? Aus der Dreiecksbedin-
gung §(j2j) = 1 folgt j > 1. Fiir den Erwartungswert erhalten wir

8Dies ist der Inhalt einer sog. Superauswahlregel, die solche Superpositionen
verbietet, als nicht realisierbar erklért.
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dann den Ausdruck

. v (7 217 . .
it Quulind = (3 2|2 ) Gleal) a9
d.h. das Quadrupolmoment ist durch eine Zahl vollkommen bestimmt,
als die wir das reduzierte Matrixelement wihlen, wobei wir die Normie-
rung (ju'|jp) = 6,,s voraussetzen.

4.5 Wirkungen des Pauli-Prinzips

Bei einem n-Korperproblem von identischen Teilchen tritt durch die
Statistik? oft eine Reduktion der Symmetrie ein, gerade so, als ob
ein symmetriebrechender Term im Hamilton-Operator vorhanden wire.
Wir betrachten ein einfaches Beispiel.

Zwei Elektronen ohne Beriicksichtigung ihrer Spins werden durch
eine antisymmetrische Ortsfunktion beschrieben:

Bewegen die Elektronen sich in einem Zentralpotential und bleibt die
gegenseitige Coulomb-Abstolung unberiicksichtigt, so kénnte man Sym-
metrietransformationen der Art

o' (zV, 2?) = ®(R7'2W, Ry '2?) Ri, Ry € SO(3)

vermuten, da man, ohne die Energie zu beeinflussen, die beiden Orts-
vektoren unabhéngig voneinander drehen kann. Daf} dies dennoch nicht
richtig ist, erkennt man daran, daf} die so erhaltene Wellenfunktion &’
das Pauli-Prinzip verletzt: ®' ist nicht mehr antisymmetrisch, es sei
denn Ry = R,. Mit anderen Worten, das Pauli-Prinzip vermindert die
Symmetrie; von der grofieren Gruppe SO(3)xSO(3) bleibt nur die klei-
nere Diagonalgruppe {ibrig. Dies duflert sich so, dafl nicht, wie zuvor
erwartet, die Einzeldrehimpulse Erhaltungsgrofien sind, sondern nur

9Man unterscheidet Bosonen und Fermionen, je nachdem, ob die Teilchen der
Bose-Einstein-Statistik oder der Fermi-Dirac-Statistik geniigen. Im ersten Fall sind
die Wellenfunktionen symmetrische im zweiten Fall antisymmetrische Funktionen
der Teilchenkoordinaten.
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noch deren Summe L = L") 4+ L®: Das Pauli-Prinzip bewirkt eine
Kopplung der Drehimpulse, so als ob die Elektronen miteinander in
Wechselwirkung stiinden.

Wir erweitern nun die Betrachtung durch Einbeziehung des Elek-
tronenspins. Fiir den Raum C* = C? ® C? der Spinzustinde zweier
Elektronen bilden die folgenden Vektoren eine Basis:

()21 (e (@)} o e

B EIOF

Die hierbei auftretenden Linearkombinationen wurden mit Hilfe der
CG-Koeffizienten bestimmt. Als Ergebnis erhalten wir antisymmetri-
sche Spinfunktionen fiir den Gesamtspin s = 0, dagegen symmetrische
fiir s = 1. Wird nun eine bestimmte Symmetrie erzwungen, z.B. durch
das Pauli-Prinzip fiir die Gesamtwellenfunktion, tritt damit zugleich
eine Kopplung der Elektronenspins ein und wir erhalten Zustdnde mit
definiertem Gesamtspin s. Diesen Effekt sehen wir bei dem Heliuma-
tom. Denn, insoweit wir die Spin-Bahn-Wechselwirkung vernachléssi-
gen und zufillige Entartungen ausschlieflen diirfen, ist hier jeder sta-
tiondre Zustand ein Produkt aus einer Orts- und einer Spinfunktion.
Die Ortsfunktion ist entweder symmetrisch oder antisymmetrisch unter
der Vertauschung'® von () und 2(?). Dies erzwingt die Antisymmetrie
bzw. Symmetrie der Spinfunktion, und wir haben es mit Gesamtwel-
lenfunktionen der folgenden Art zu tun:

wobei
CI)s(x(l): x(Z)) = (—l)s(I)s(x@), x(l))

19Formal entspricht der Vertauschung o der Ortskoordinaten eine Symmetrie-
gruppe, ndmlich die symmetrische Gruppe Ss. Jedem Eigenwert der Energie ent-
spricht eine irreduzible Darstellung dieser Gruppe, sofern keine zufillige Entartung
vorliegt. Die beiden irreduziblen Darstellungen sind ¢ =1 und ¢ = —1.
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gilt. Das Termschema des Heliumatoms besteht aus einem Singulett-
Termsystem (s = 0) und einem Triplett-Termsystem (s = 1), die nicht
interkombinieren, zwischen denen also keine Strahlungsiiberginge be-
obachtet werden''. Man hat deshalb zuniichst geglaubt, es giibe zwei
Arten von Helium-Atomen, und hat diese Parhelium und Orthoheli-
um genannt. Der Grundzustand des Heliums ist ein Singulett-Zustand
und wird mit 1'S bezeichnet. Das Zerfallen des Spektrums in Singulett-
und Triplettserien findet man auch bei den Erdalkalien, bei Quecksil-
ber, Cadmium und Zink sowie allen Ionen mit zwei dufleren Elektronen,
ist also eine fiir alle Zweielektronensysteme typische Erscheinung.

Als néchstes Beispiel studieren wir ein 3-Elektronensystem, eine Si-
tuation also typisch fiir die Elemente der dritten Hauptgruppe des Peri-
odensystems. Wir beginnen mit der Konstruktion der Spinfunktionen,
die einem 8-dimensionalen Raum angehoren, auf dem die Darstellung

Dl/QXDl/QXDl/Q o 2D1/2 D D3/2

der SU(2) wirkt. Dem Teilraum mit s = 3/2 gehdren nur symmetri-
sche Spinfunktionen an; er ist 4-dimensional und besitzt die kanonische

Basis:
0)e(o)e(s) m=3/2

(0)e (o)} m=1/2

7 s
<?>®<(1)>} m=—1/2
\ < >®<(1J>®<[1]> m=—3/2

Hier ist dem Pauli-Prinzip Rechnung getragen, wenn die Ortsfunktion
total antisymmetrisch ist. Die Energieniveaus, die zu s = 3/2 gehoren,

(

"Eine Untersuchung der Spektren bei hoher Auflésung ergibt, dafl die Singulett-
Zustinde einfach, die Triplett-Zustinde dagegen aus aus drei dicht beieinander-
liegenden Niveaus bestehen, was durch die Spin-Bahn-Kopplung erklirt werden
kann. Strahlungsiibergéinge zwischen Zustéinden mit gleichgerichteten Spins (11)
und Zustédnden mit entgegengerichteten Spins (1) sind extrem unwahrscheinlich.
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machen sich dadurch bemerkbar, daf} sie bei geniigender Auflésung eine
Feinstruktur von vier dicht beieinander liegenden Niveaus zeigen. Man
spricht dann von einem Quartett-Termsystem.

Auflerdem beobachtet man ein Dublett-Termsystem entsprechend
dem Gesamtspin s = 1/2. Die Symmetrie der zugehorigen Spinfunktio-
nen ist ein wenig verwickelter. Fiir den 4-dimensionalen Vektorraum L,
der Darstellung D'/? @ D'/? wihlen wir ein iibervollstéindiges System
von sechs Basisvektoren:

o [#e)e(o)e(V)-(s)e (1) (a)} ==
T lHE()e)e(1)-()e(t)e (o)) m-
o [#i()e(0)elo)=(0)e (o) (h)} m-
T lHE()e()e0)-(0)e (1) e (V) -
o[ #E{(0)e(D)e(o)-(1)e(o)e (o)} m-
T lHE{0)e(M)e(1)-(1)elo)e (1)} -

s+ O+ 80y =0 (m = +3) (4.39)

durch die es im Prinzip mdoglich wére zwei der Basisvektoren zu eli-
minieren. Die Willkiir, die in einer solchen Prozedur steckt, hat ihre
Ursache darin, daf§ die Darstellung D*® (s = %) zweifach auftritt. Man
findet fiir die Skalarprodukte die folgenden Werte:

i k _ mm
( sm's ¢sm) - { _%6mm’ 275 k (440)

Es ist nun moglich, die Beschreibung der genannten Situation iiber-
sichtlicher zu gestalten, indem man den Raum C? @ C? @ C? zum
Darstellungsraum der Gruppe G = SU(2) xS erklért, und zwar durch
die folgende Wirkung der symmetrischen Gruppe Ss:

V1 @ Vg Q V3 — Ug(l) &® UU(Q) &® Ug(3)



112 KAPITEL 4. KOPPLUNG VON DREHIMPULSEN

vi:<(1)> oder (?) ., 0€ES;

Auf die Vektoren ¢! angewandt, bewirkt eine Permutation o die Trans-
formation

wobei

P det o @2l
Hierbei ist detc = +1 die Signatur der Permutation. Auf diese Wei-
se wird deutlich, dafl der Raum L, ein invarianter Teilraum unter der
Wirkung der Gruppe G ist. Wir schreiben diesen Raum als Tensorpro-
dukt, L, = C?® C?, indem wir den Basisvektoren die folgende Gestalt
geben:
= Osm ® € (i=1,2,3)

wobei die Vektoren ¢, mit s = % eine kanonische Basis fiir die iden-

tische Darstellung der SU(2) bilden; insbesondere gilt (dsp, dsm) =
Omm'- Die Vektoren e; dagegen erfiillen die Beziehungen

e + ey + €3 = 0
(eir ex) = 1 i=k
Lep) = :
v —% i £k
und konnen somit geometrisch-anschaulich als Vektoren interpretiert
werden, die vom Zentrum eines gleichseitigen Dreiecks zu dessen Ecken
fiihren. Eine Permutation ¢ € S3 bewirkt nun die folgende Transfor-
mation:
e; — det o e,

Ein Vergleich mit den Ausfithrungen Abschnitt 2.2 (Beispiel 4) lehrt,
daB die Gruppe G auf L4 irreduzibel und treu dargestellt ist, als D*(u)®
det o D'(0) mit (u,0) € G, wobei D’ die zweidimensionale irreduzible
Darstellung!'?der Gruppe S3 bezeichnet (siehe S.29).

Der néichste Schritt besteht nun darin, Gesamtwellenfunktionen fiir
drei Elektronen mit dem Gesamtspin s = % als Summen iiber Produkt-
funktionen zu konstruieren:

3
> () psm @ € = {zW,z® 2®} ¢ R’ (4.41)
i=1

12Getzen wir D"(0) = deto D'(0), so gilt D" = D', wie man sich leicht klar
macht. Diese Tatsache benétigen wir jedoch nicht.
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Eine auf diese Weise konstruierte Gesamtwellenfunktion ist normiert,
wenn gilt

5[1@1 = Ba|” + 5[| P2 — Bs|” + 3| D3 — 4 =1 (4.42)

wobei ||.|| die Norm in L*(R?) bezeichnet. Eine Verschiebung ®;
®;+ W verdndert die Gesamtwellenfunktion nicht, so dafl wir die Freiheit
haben, die drei Ortsfunktionen durch die Relation

@14‘@24‘@3:0

miteinander zu verkniipfen. Weitere einschréinkende Bedingungen fol-
gen aus dem Pauli-Prinzip. Eine Permutation der Ortskoordinaten kann
so beschrieben werden:

a=o(1)
oz = {z(@, 2O 2} b=0(2)
c=0(3)

und eine unitire Darstellung der S3 durch die Vorschrift, alle Teilchen-
koordinaten zu permutieren:

U(o) Z D; R o R ;| () = Z ®;(07'2) o ® det o eoiy (4.43)

Die entscheidende Symmetriebedingung fiir die drei Ortsfunktionen ist
Vo € S3 (bz(l') = (I)a(i) (O'l‘) (444)

Denn nur so folgt U(o) = deto 1, d.h. nur so ist dem Pauli-Prinzip
Rechnung getragen.

4.6 Die Elektronenkonfiguration

In einem Atom mit mehr als einem Elektron wechselwirken alle Elektro-
nen miteinander. Als Zusténde eines solchen Systems kommen streng
genommen nur Wellenfunktionen in Betracht, in denen alle Teilchenko-
ordinaten miteinander korreliert werden: Vom Zustand eines einzelnen
Elektrons kann dabei nicht gesprochen werden, er bleibt undefiniert.
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Dennoch zeigt es sich, dal man bei einem Atom in Ndherung von
den Zustédnden der einzelnen Elektronen sprechen kann. Die Ndherung,
die eine solche Beschreibung moglich macht, ist die Zentralfeldappro-
ximation (s.Abschnitt 1.3). Es handelt sich dabei um die stationéren
Zusténde jedes einzelnen Elektrons in einem effektiven Potential, das
von dem Kern und allen {ibrigen Elektronen im Mittel erzeugt wird.
Im allgemeinen mufl man sogar davon ausgehen, dafi dieses Potential
fiir 2s-Elektronen anders aussieht als fiir 4f-Elektronen. Die Gesamtwel-
lenfunktion wird dann aus Produkten der Einteilchenwellenfunktionen
aufgebaut unter Beriicksichtigung des Pauli-Prinzips.

Zu den Annahmen gehort, dal das Potential rotationssymmetrisch
ist. Deshalb wird jeder Einteilchenzustand durch einen bestimmten
Wert des Bahndrehimpulses ¢ charakterisiert. Die Zusténde fiir festes
¢ werden - in der Reihenfolge wachsender Energie - durch die Zahl n
numeriert, die man die Hauptquantenzahl nennt. Wie beim H-Atom be-
ginnt man die Zahlung stets bei n = ¢+1. Jedoch ist die Reihenfolge der
Energieniveaus mit verschiedenem n und ¢ im allgemeinen anders als bei
dem H-Atom. Zum Beispiel hingt die Energie bei wasserstoffihnlichen
Atomen iiberhaupt nicht von ¢ ab: dies ist bei komplizierten Atomen
nicht mehr der Fall. Beim Gang durch das Periodensystem kommt es
vor, dafl das Niveau mit n = 5, £ = 0 tiefer liegt als das Niveau mit
n =4, { = 2. Es gibt aber immer 2(2/ + 1) verschiedene Zusténde mit
gleichem n und /¢ entsprechend den moglichen Einstellungen des Bahn-
drehimpulses und des Spins. Diese Zustéinde werden dquivalent genannt.
Das Pauli-Prinzip gestattet nicht, daff mehr als 2(2¢ + 1) Elektronen
dieselben Werte von n und ¢ haben. Sind daher alle Zustdnde mit gege-
benen n und /¢ besetzt, so spricht man von einer abgeschlossenen Schale.
Die Verteilung der Elektronen iiber die Zustinde mit verschiedenen n
und ¢ nennt man die Elektronenkonfiguration. So hat der Grundzustand
des Aluminiums die Konfiguration

15%25%2p53523p
und es ist ersichtlich, dafl hier die K-Schale (n = 1, ¢ = 0), die bei-
den L-Unterschalen (n = 2, £ = 0 und n = 2, { = 1) sowie die
M-Unterschale mit n = 3, £ = 0 abgeschlossen ist. Dabei wird un-

terstellt, der Gesamtspin von dem 3p-Elektron allein bestimmt wird:
Der Grundzustand hat also s = % Zugleich bietet das Aluminium ein
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Beispiel fiir ein 3-Elektronensystem, wenn wir alle Valenzelektronen auf
der M-Schale in die Rechnung einbeziehen. Die allgemeine Analyse ei-
nes solchen Systems, die wir in dem vorigen Abschnitt durchgefiihrt
haben und die die Zentralfeldapproximation nicht benutzte, 143t auch
eine Beschreibung des 3s23p-Zustandes zu, wobei der Approximation
zufolge Produktwellenfunktionen gebildet aus der 3s-Ortsfunktion wug
und der 3p-Ortsfunktion u; auftreten'®:

Py = ug(1){uo(2)u1(3) — ui(2)ue(3)}

Dy = uo(2){uo(3)ur(1) — ur(3)ue(1)}
D3 = uo(3){uo(1)u1(2) — ui(1)ue(2)}

Wir diskutieren nun das allgemeine Problem, Korrekturen zur ZF-
Approximation zu erfassen. Zu beriicksichtigen sind im wesentlichen
zwei Anteile des Hamilton-Operators H = Hy + H, + H> :

1. Die Differenz H; zwischen der Coulomb-Wechselwirkung der Elek-
tronen untereinander und der mittleren Wechselwirkung, die be-
reits durch das Zentralfeld beriicksicht wurde.

2. Die Spin-Bahn-Wechselwirkung H,.

Das LS-Kopplungsschema. Hier nimmt man an, dafl der zu erwar-
tende Effekt von H; den von Hj iiberwiegt. In dieser Situation ist von
allen Bahndrehimpulsen nur noch deren Summe L = ZiL(i) eine Er-
haltungsgrofie und damit auch J — L = S = ¥, S, Das Pauli-Prinzip
verhindert, daf die individuellen Spinoperatoren S Erhaltungsgrofen
sind. Die Grobstruktur der beobachteten Niveaus kann also durch die
Eigenwerte von L? und S? gut beschrieben werden. Die zugehérigen
Eigenfunktionen werden ndherungsweise als Linearkombinationen von
Zustdnden eines Energieniveaus von Hy berechnet (keine Konfigurati-
onsmischung). Dies sind endlich viele Zusténde (nédmlich 2, 6, 10 14
oder 18), und das Problem reduziert sich darauf, die Eigenwerte einer
Matrix zu bestimmen. In einem zweiten Schritt beriicksichtigt man Hs.

3Wir unterdriicken hier die Abhiingigkeit von der Richtungsquantenzahl m des
Drehimpulses £ = 1. Ebenso benutzen wir ¢ anstelle von z(9 als Argument in den
Einteilchenfunktionen. Die entstehenden Funktionen sind unnormiert.
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Jetzt ist nur noch J eine Erhaltungsgrofie, und man beobachtet eine
Kopplung von L und S in Form der Feinstruktur, deren Niveaus durch
die Eigenwerte von L2, S? und J?, also durch Quantenzahlen ¢, s, j
charakterisiert werden. Die Nédherung besteht darin, dafl die wahren
Eigenfunktionen als Linearkombinationen von Wellenfunktionen eines
Energieniveaus von Hy + H; konstruiert werden, und dies ist wieder-
um ein Matrixproblem. Der Anwendungsbereich dieser Naherung ist
beschrénkt. Auf diese Weise konnen die Niveaus der leichten Atome
bestimmt werden. Mit zunehmender Ordnungszahl oder bei stark an-
geregten leichten Atomen ist die Ndherung nicht mehr anwendbar.

Das jj-Kopplungsschema. Hier nimmt man an, dafl der zuerwar-
tende Effekt iiberwiegend von Hs; bestimmt wird. Die individuellen
Bahndrehimpulse und Spins sind keine Erhaltungsgrofien, wohl aber
deren Summe J® = L® 4 8@ Auch hier erlaubt man keine Konfigu-
rationsmischung, um den numerischen Aufwand in Grenzen zu halten.
Beriicksichtigt man dann noch Hi, so bleibt nur J = ¥, J® als Er-
haltungsgrofle {ibrig. Bei der im letzten Schritt benutzten Né&herung
werden die Niveaus durch die Eigenwerte von J®? und J? charakte-
risiert und die wahren Eigenfunktionen als Linearkombinationen von
Wellenfunktionen eines Energieniveaus von Hy + H, konstruiert. In
Wirklichkeit tritt dieser Kopplungstyp in reiner Form iiberhaupt nicht
auf. Bei sehr schweren Atomen beobachtet man Zwischenstufen zwi-
schen der LS- und der jj-Kopplung. Fiir viele Atome ist weder die eine
noch die andere Ndherung brauchbar.

In ein konstantes Magnetfeld B gebracht, besitzt ein Atom eine
zusitzliche Wechselwirkungsenergie

Hs = pup B-(L + ¢S) g—2=0,00231928....

wobei pup das Bohrsche Magneton bezeichnet. Die Abweichung von
g = 2 (der Vorhersage der Dirac-Theorie) wird einem anomalen ma-
gnetischen Moment des Elektrons zugeschrieben, das durch die Wech-
selwirkung des Elektrons mit dem Strahlungsfeld hervorgerufen wird
und mit Hilfe der Quantenelektrodynamik berechnenbar ist.

Die SU(2)-Symmetrie wird durch die Anwesenheit von Hj gebro-
chen, und die verbleibende U(1)-Symmetrie wird durch diejenige Un-
tergruppe der SU(2) beschrieben, die den Drehungen um die Achse
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des Magnetfeldes entspricht. Geben wir dem B-Feld die Richtung der
3-Achse, so handelt es sich offenbar um die Gruppe

G:{(eo e%) : 0§a<27r}%U(1)

Da G eine abelsche Gruppe ist, sind die irreduziblen Darstellungen von
G alle eindimensional:

d"(a) = e neZz (4.45)

Setzt man in die Darstellungsmatrizen D7 der SU(2) die Elemente der
Untergruppe G ein (siehe Gleichung 3.78), so erhiilt man'*

D () i = €6 (4.46)

Resultat: Bei Einschréinkung (Subduktion) der Darstellung D7 der SU(2)
auf die Untergruppe G zerfillt diese Darstellung in eine direkte Summe
von 27 + 1 irreduziblen Darstellungen:
) J
Dllg= @ & (4.47)

m=—j

Wir erldutern nun das Verhalten eines Atoms in schwachen und starken
Magnetfeldern.

Der Zeeman-Effekt. Werden die Energieniveaus bei abgeschaltetem
Magnetfeld gut durch das LS-Kopplungsschema beschrieben, so duflert
sich die Anwesenheit eines schwachen Magnetfeldes in der Aufspaltung
der durch ¢, s, j gekennzeichneten Niveaus: die (2j+1)-fache Entartung
wird aufgehoben. Entsprechend den in D’ enthaltenen Darstellungen
d*™ von G entstehen dquidistante Subniveaus. Die Aufspaltung ist dem
Magnetfeld proportional. Jedem Subniveau ist somit eine Quantenzahl
m zugeordnet, die man aus diesem Grund die magnetische Quantenzahl
nennt. Da die Darstellungen d?™ eindimensional sind, ist kein Subni-
veau entartet. Diese Vorstellung ist nur insoweit korrekt, als man an-
nehmen darf, daf§ die Matrixelemente von S zwischen Zustinden mit

MWir schreiben vereinfachend D7 (a) anstelle von D7 (u3(—2a)).
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verschiedenem j vernachlissigbar sind. In der Praxis der Storungsrech-
nung erreicht man dies durch den (nur als Niherung gedachten) Ansatz
S = rJ, wobei r eine fiir jedes (¢sj)-Niveau charakteristische reelle Zahl
ist, die man leicht bestimmen kann:

2rj(j+1) =2rJ> =2JS =J? + 8> — (J — S)?

=J+8-L*=j(G+1) +s(s+1)— £ +1)

Der Operator Hj erhédlt (mit ¢ = 2) die Form pug|B|(J; + S3) =
pp|B|(1 + r).J;. Bezeichnen wir die Eigenwerte von J; mit m, so er-
geben sich die Energieniveaus zu

Efsjm = E£5j+/LB|B‘g£5jm (448)

JU+1) +s(s+1)=L(£+1)
2j(j +1)

grsj = 1+ (4.49)

Die Konstante gys; wird Landé-Faktor genannt.

Der Paschen-Back-Effekt. In starken Magnetfeldern entsprechen die
beobachteten Niveaus eher den Eigenwerten von H, + H3 mit einer
durch H, verursachten Feinstruktur. Das Magnetfeld hebt die Entar-
tung der Niveaus von Hj (ausgedriickt in den magnetischen Quanten-
zahlen m € {—(,..., ¢} und = +1 der Valenzelektronen) auf. Bei den
Alkali-Atomen erhielten wir so Energieniveaus

Egmu =F,+ /LB‘B|(m+ gu)

In der Ndherung g = 2 sind hier im allgemeinen (d.h. wenn |m+2u| < ¢)
zwei der Energien gleich. Diese zweifache Entartung wird aber durch die
Spin-Bahn-Wechselwirkung aufgehoben und wir erhalten ein Dublett-
Termsystem.



Kapitel 5

Spezielle Potentiale

Im Jahre 1873 bewies J.Bertrand den folgenden Satz: Gegeben ein
Punktteilchen, das sich gem den Gesetzen der klassischen Mechanik in
einem rotationssymmetrischen Potential V'(r) bewegt, wobei die Funk-
tion V' dreimal stetig differentierbar ist, angenommen werden soll, so
erfllen nur die beiden Potentialfunktionen ar? und —a/r (a > 0) die
Bedingung, da jede beschrnkte Bahn des Teilchens geschlossen ist!. Ob-
wohl wir keine hnliche Bedingung in der Quantenmechanik formulieren
knnen, sind dennoch diese Potentiale auch hier in besonderer Weise
ausgezeichnet: Sie thren zu Hamilton-Operatoren, die einen unerwartet
hohen Grad an Symmetrie besitzen.

5.1 Das 1/r-Potential

5.1.1 Bindungszustnde

Als Grundlage fr die Diskussion whlen wir das Modell des H-Atoms.
Hierbei ist es bequem, grundstzlich alle Energien und Lngen in soge-
nannten atomaren Einheiten anzugeben:

mc’a? = e*/ag = 27,21165 eV (2 Rydberg)
h

—a~ ' =ay =0,529177-107% em  (Bohrscher Radius)
me

'Eine Bahn x(t) heit beschrnkt, wenn |z(t)] < R fr ein R und alle ¢ erfllt ist. Sie
heit geschlossen, oder periodisch, wenn x(t + T') = z(t) fr ein T und alle ¢ gilt.

119
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Bei dieser Wahl der Einheiten vereinfacht sich der Ausdruck fr den

Hamilton-Operator:
H=—-A/2—-1)r (5.1)

Der Hilbertraum L?*(R?) kann als eine direkte Summe H_ & H, ge-
schrieben werden, so da

peH- = (¢, Hp) <0
peH, = (¢,Hp)>0

gilt. Zugleich ist H_ der kleinste abgeschlossene Teilraum von H, der
alle Bindungszustnde enthlt: H_ ist der Raum des diskreten Spektrums
von H. Im Gegensatz dazu enthlt das orthogonale Komplement 7, alle
Streuzustnde fr die Streuung eines Elektrons an einem Proton-Target:
‘H. ist der Raum des kontinuierlichen Spektrums von H.

Ein geeignetes System von orthonormierten Eigenfunktionen der
Gestalt

,2,3,.
1 n—1 (5.2)
m E

O (2) = Rne(r)Yem (€2) ¢

‘\II
|/\O,_;
I/\

bildet eine Basis in H_. Dies sind

Funktionen fr festes n, die Hauptquantenzahl. Nur von dieser Zahl hngen
die Eigenwerte der Energie ab:

1

(5.3)
Dies hat zur Konsequenz, da jedes Niveau n?-fach entartet ist. Die
Radialwellenfunktionen sind

(n—~0—1)!

1/2
(n+0)! ] Lne(2r/n) (5.4)

R(r) = (_1)n—g_13 [

n2
wobei

Laly) = e "y LI (y) (y=>0) (5.5)

n—_0—1



5.1. DAS 1/R-POTENTIAL 121

Es handelt sich bei den Funktionen L%(y) um Polynome vom Grad
n, die unter dem Namen zugeordnete Laguerresche Polynome bekannt
sind:

1 dr

Lo(y) = meyy‘“d—w(e‘yy”“) (5.6)
- LTS 62

5.1.2 Der Lenz-Runge-Vektor

Fr zwei Vektoroperatoren? A und B mit Komponenten A; und B; de-
finieren wir ihr antisymmetrisches Produkt als

AANB =1(AxB-BxA) (5.8)
Es hat die Eigenschaften:

1. AAB ist wieder ein Vektoroperator, ist also insbesondere selbst-
adjungiert.

2. AAB = —-BAA | insbesondere gilt AANA = 0.
3. Kommutieren A; und By, fr i # k, so folgt AAB = A xB.

Im Zusammenhang mit dem 1/r-Potential sind fr uns die folgenden
Vektoroperatoren von Interesse:

P= _;V F= —z/r
L =ax(—iV) G=uzx/r

Fr den durch (5.1) definierten Hamilton-Operator ergeben sich die
Kommutatoren

i[H,L] = 0
i[HP] = F
i[H,G] = FAL

2Der Begriff des Vektoroperators wurde im Abschnitt 4.4 diskutiert. Wir werden
von nun an vorausetzen, da die Komponenten eines Vektoroperators selbstadjun-
gierte Operatoren sind.
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Unter anderem folgt nun
i[H, PAL] = FAL
so da der Vektoroperator
R=PAL -G (5.9)

mit A kommutiert und somit eine Erhaltungsgre darstellt. Man nennt
R den Lenz-Runge- Vektor. Er geht in den klassischen Ausdruck fr den
LR-Vektor ber, wenn man P und L durch ihre klassischen Ausdrcke
ersetzt. Aus den Definitionen folgt die Beziehung L-(PAL) = - (L-P —
P-L). Andererseits gilt L-P = L-G = 0, so da

LR=0 (5.10)

erfllt ist (gleichbedeutend mit R-L = 0).

Nachdem wir das antisymmetrische Produkt zweier Vektoroperato-
ren kennengelernt haben, wollen wir nun das symmetrische Produkt
einfhren. Es ist durch

AoB =5 (AxB+BxA) (5.11)
definiert und hat die folgenden Eigenschaften:

1. AoB ist wieder ein Vektoroperator (insbesondere selbstadjun-
giert).

2. AocB =BocA
3. AcA = —jAxXA

4. Kommutieren A; und By fr ¢ # k, so ist dies gleichbedeutend mit
AoB = 0.

5. Die Gleichung AoB = C ist quivalent den Relationen

[Aj, Bk] + [B], Ak] = QZCg j, k,g = 1, 2, 3 ZyklZSCh
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Es ist nun bemerkenswert, da die Kommutatorrelationen fr den Dre-
himpuls L sich durch LoLL = L ausdrcken lassen. Darberhinaus gilt: Ist
A ein Vektoroperator, so ist die Beziechung Lo A = A erfllt. [nsgesamt
stellen wir fest, da der Drehimpuls und der Lenz-Runge-Vektor drei
wichtige algebraische Relationen befriedigen,

LoL =1L LoR=R RoR =-2HL, (5.12)
die nahelegen, auf dem Hilbertraum #_ den Vektoroperator
M = (-2H)"'’R (5.13)
einzufhren, um die Relationen symmetrischer zu gestalten:
LoL =1L LoM =M MoM =L (5.14)
Durch Einfhrung der Linearkombinationen
J:%(L—i-l\/l) K:%(L—M)
erhalten wir schlielich
JoJ =] KoK =K (5.15)

und [J;, Ky] = 0 fr i, = 1,2,3. Daraus ist ersichtlich, da sowohl die
Komponenten von J als auch die Komponenten von K den Vertau-
schungsrelationen von Drehimpulsen gengen. Da J und K komponen-
tenweise kommutieren, sind die so bestimmten sechs Operatoren die
Erzeuger einer unitren Darstellung der Gruppe G' = SU(2)xSU(2) auf
‘H_. Die Gruppe G ist eine Symmetriegruppe fr den Teil des Hamilton-
Operators, der durch Einschrnkung von H auf den Teilraum # _ ent-
steht. Die Existenz dieser Symmetriegruppe erklrt die n2-fache Entar-
tung eines jeden Niveaus FE,, dadurch, da, wie noch zu beweisen ist, der
zugehrige Eigenraum Trger einer n2-dimensionalen irreduziblen Dar-
stellung von G ist. Im Prinzip knnten alle irreduziblen Darstellungen
(7, k) mit 5, k =0, %, 1,... und Darstellern

D (u) ® D¥(v) u,v € SU(2)

bei diesem Problem eine Rolle spielen, und (25 + 1)(2k + 1) wre die
Dimension des Darstellungsraumes. Wegen L-R = L-M = 0 gilt jedoch
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J? = K? also j = k, und nur Darstellungen vom Typ (j,5) knnen
auftreten. Wir haben jetzt nur noch die Dimension (25 + 1)? dieser
Darstellung mit n? gleichzusetzen, um die Beziehung zwischen j und
der Hauptquantenzahl n zu bekommen:

n=2+1 (5.16)

Da L = J+ K ist, werden die gewhnlichen Drehungen durch die Diago-
nalgruppe des Produktes SU(2)xSU(2) beschrieben. Die Einschrnkung
(Subduktion) der Darstellung (7, j) auf die Diagonal-SU(2) ergibt die
reduzible Produktdarstellung

2j
Dix DI = P D"

=0
d.h. bei gegebenem n durchluft die Drehimpulsquantenzahl ¢ alle Werte
zwischen 0 und n —1 in bereinstimmung mit dem Ergebnis der elemen-
taren Analyse des Wasserstoffproblems. Da die Operatoren (—2H)™!
und 4J% + 1 berall in H_ den gleichen Eigenwert (nmlich n?) anneh-
men, mssen sie bereinstimmen. Die hierfr verantwortliche Relation

R?=1+2H(L*+1) (5.17)

gilt berall in ‘H und 1t sich auch durch eine direkte Rechnung aus den
Definitionen heraus besttigen. Wie in der klassischen Mechanik gilt:

R? <1 (in H_) R? > 1 (in H,)

Klassisch gilt R? = €2 fr elliptische Bahnen, wobei ¢ die numerische
Ekzentrizitt bezeichnet.

5.1.3 Die SO(4)-Symmetrie

Wir haben soeben die Erzeuger der Symmetriegruppe G = SU(2) x
SU(2) konstruiert und kennen somit die infinitesimalen Symmetrie-
transformationen. Es fehlt jedoch eine Beschreibung der endlichen Trans-
formationen. Thre Gestalt ist entscheidend fr die Beantwortung der Fra-
ge, um welche Gruppe es sich in Wirklichkeit hierbei handelt. Denn wir
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mssen damit rechnen, da eine diskrete invariante Untergruppe K von GG
existiert, die trivial dargestellt wird, so da in Wahrheit H = G/K die
gesuchte Symmetriegruppe ist, weil nur H und nicht G treu dargestellt
ist. Wir bekommen leicht einen berblick, wenn wir alle Mglichkeiten
auflisten?:

K G/K
) SU2)xSU2)
(1,1),(-1,1) SO(3)x SU(2)
(1,1),(1,-1) SU(2)x SO(3)
(1.1),(-1,-1) SO(4)
(1,1),(-1,1),(1,-1),(-1,-1) | SO(3)x SO(3)

Zur Entscheidung dieser Frage ist es notwendig, eine symmetriegerechte
Basis in #_ einzufhren. Wir gehen dabei von der Basis (5.2) aus und
konstruieren mit Hilfe der CG-Koeffizienten die neue Basis als

i iG] g o
‘Ilm1m2_z<m1 me )q)fm ]—0,

m m

... (5.18)

Eine unitre Darstellung U:G — Aut (H_) kann dann durch

Ul(u,v) = > v D mim! (u )Dfnzmz( v) u,v € SU(2)

mi mo
(5.19)
definiert werden. Da die Eigenrume von H zugleich die invarianten Teil-
rume dieser Darstellung sind, ist G tatschlich eine Symmetriegruppe.
Da G auf jedem dieser Teilrume irreduzibel dargestellt ist, ist die Wir-
kung von G bis auf einen Isomorphismus eindeutig festgelegt. Wenn
wir fordern, da Transformationen U(u,u) mit gewhnlichen Drehungen
zu identifizieren sind, so kann ein solcher Isomorphismus I : H_ — H_
(unter Heranziehung des 2. Schurschen Lemmas) nur von der Form

19}, = cn®y, |Cnel =1

sein. Die gleiche Freiheit der Phasenwahl hatten wir bereits bei der
Definition des Vektors M in (5.13): anstelle von M htten wir eben-

3Hier bezeichnet 1 € SU(2) die 2 x 2-Einheitsmatrix. Die Liste enthlt alle Lie-
Gruppen, die zu der gleichen Lie-Algebra, d.h. zur Lie-Algebra der SU(2) x SU(2)
thren.
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sogut IMI~! einfhren knnen. Aus diesem Grund ist keine Phasen-
wahl in irgendeiner Weise ausgezeichnet. Die (5.4) eingefhrte Phase
cne = (—=1)" "1 hat den Zweck, da (5.13) und (5.18) miteinander kon-
sistent sind.

Die Darstellung U hat die folgenden Eigenschaften:

U(lal) = U(—l,—l):l
U(-1,1) = U(1,-1) = (=1)¥

Dies bedeutet, da es sich in Wahrheit um eine treue Darstellung der
Symmetriegruppe SO(4) handelt.

Die Tatsache, da wir auf eine kompakte Symmetriegruppe gefhrt
wurden, beruht entscheidend auf der Ungleichung H < 0, die nur auf
den Bindungszustnden richtig ist. Die Relationen (5.12) sind dagegen
berall auf ‘H korrekt. Auf H, wren wir jedoch gezwungen, den Vektor
M so zu definieren:

M = (2H) ’R

In den Relationen (5.14) wre ein einziges Vorzeichen anders ausgefallen:
MoM = —L

Dies sind nicht mehr die Strukturrelationen einer kompakten Lie-Gruppe.
Vielmehr handelt es sich, wie eine Analyse zeigt, um die pseudo-orthogonale
Gruppe SO(3,1).

5.2 Das r’-Potential

Glatte Potentiale V'(r) knnen in der Nhe ihres Minimums, sofern es exi-
stiert, durch eine Parabel approximiert werden. Ein gebundenes Teil-
chen vollfhrt harmonische Schwingungen mit der klassischen Frequenz w
in einem r?-Potential; quantenmechanisch kann ein solches Teilchen ver-
schiedene Bindungszustnde eingehen, die den Eigenwerten des Hamilton-

Operators

1 1
H= — %A + §mw2r2 (5.20)

auf
H = L*(R?)
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entsprechen. Zur Behandlung des Eigenwertproblems setzt man

mw [ 1 0
R By -  =1.2 21
a; 9 T; + 9 ErS (Z ) 73) ) (5 )

erhlt die adjungierten Operatoren als

fo fmw 1 0
N T T e o (5.22)

H=uw Z(ajai + 1) (5.23)

und findet so

zusammen mit den kanonischen Vertauschungsrelationen (abgekrzt CCR
vom englischen canonical commutation relations)

[a;, a) = [al,al] = 0 [a;, al] = i (5.24)

Der nichtentartete Grundzustand wird durch eine Gau-Funktion be-
schrieben:
2
Q(x) = Ne ™ /?

Hierbei ist N eine geignete Normierungskonstante. Diese Funktion Ist
simultan die drei Differentialgleichungen

;=0 (i=1,2,3) (5.25)

und minimiert aus diesem Grund die Energie; denn fr eine allgemeine
normierte Wellenfunktion gilt (¢, H¢) = w ¥;(||a;d||* + 3)-
Fr beliebiges ¢ = {ci, s, c3} € C? setzen wir

a*(c) = Z a} c;
Den Hilbertraum, der von allen Vektoren der Form
at(e) . at(d™)Q D e 3

aufgespannt wird, wollen wir mit H,, bezeichnen. Auf jedem dieser Ru-
me nimmt H einen Eigenwert E, an, und zwar ist F, = (n + 3/2)w.
Dies zeigt man durch bloe Anwendung der CCR. Man findet leicht

dimH, = 3(n+1)(n+2),
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und somit wchst die Entartung hnlich schnell an wie bei dem Coulomb-
Potential. In der hier gewhlten Darstellung wurden die Eigenfunktionen
abstrakt eingefhrt. Sie lassen sich natrlich auch als konkrete Funktio-
nen, d.h. als Bessel-Hermite-Funktionen berechnen. Das System dieser
Funktionen ist vollstndig in H, und somit gilt

H=EDPH,
n=0

Rotationsinvarianz allein kann die Entartung nicht erklren. Den-
noch ist die Ursache der Entartung schnell gefunden: Sie liegt in einer
U(3)-Invarianz des Modells. Es zeigt sich nmlich, da sowohl H als auch
die CCR erhalten bleiben, wenn man die Operatoren a; einer unitren
Transformation unterwirft:

ab = > w  ak u e U(3) (5.26)

Denn es folgt
ol = > alup
i

und damit beweist man auf direktem Wege die gewnschte Invarianz.
Damit die Gruppe U(3) zur Symmetriegruppe des 3-dimensionalen Os-
zillators wird, ist notwendig, da wir eine unitre Darstellung U auf H
angeben knnen, so da

Uu)aU(u)™' = > alug (5.27)

fr alle u € U(3) gilt. Diese Forderung ist gleichbedeutend mit
Ulu)a'(c) = a' (uc)U(u)

wobei wir die natrliche Wirkung von u auf C? benutzen. Auf dem
Grundzustand soll die Gruppe trivial dargestellt sein:

U(u)Q = (5.28)
Damit ist aber die Wirkung von U(u) auf H bereits eindeutig festgelegt:

U(u)aT(C(l)) . ,aT(C(n))Q - at(uc(l)) . -a*(uc("))Q (5.29)
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Zugleich wird deutlich, da fr jedes n der Raum #,, die Darstellung U
reduziert. Mit etwas mehr Aufwand kann man sogar beweisen: die Teil-
darstellung U, der U(3) auf H, mit der Dimension £ (n+1)(n+2) ist ir-
reduzibel und stimmt mit dem n-fachen symmetrischen Tensorprodukt
der identischen Darstellung berein. Im Gegensatz zur Gruppe SU(2)
sind nicht alle irreduziblen Darstellungen der U(3) oder der SU(3) in
dieser Weise erhltlich. Wie bei dem Coulomb-Potential ist es auch hier
nicht mglich, die U(3) geometrisch, d.h. als Transformationsgruppe des
3-dimensionalen euklidischen Raumes zu deuten. Andererseits ist die
Gruppe O(3), die eine geometrische Interpretation besitzt, in natrli-
cher Weise in der U(3) als Untergruppe vorhanden. Die Zustnde in #,,
lassen sich daher nach ihrem Drehimpuls und ihrer Paritt klassifizieren.
Die Paritt ermitteln wir ohne Probleme:

Un(=1) = (=1)"

Durch Einschrnkung der Darstellung U,, der Gruppe U(3) auf die Un-
tergruppe SO(3) findet man die Zerlegung:

Unlso@ = P D

wobei ber alle / mit 0 < ¢/ < n und n = ¢ mod 2 zu summieren ist.
Dies It sich zum Beispiel dadurch beweisen, da man den Charakter der
reduziblen Darstellung ermittelt und ihn nach primitiven Charakteren
zerlegt. Man kann allerdings auch auf direktem Wege, nmlich durch den
Separationsansatz
CI)Zm(x) = Rnf(r)nm(g)

und Lsen der Radialwellengleichung die Basis ermitteln, die der Sym-
metriegruppe SO(3) angepat ist. Man findet

225! 1
Roe(r) = (meo)?" lﬁ ] ol
: 2
mit ,
Koe(y) = e 2y L0 L () (y >0)

wobei wiederum die zugeordneten Laguerreschen Polynome auftreten,
die in (5.6) definiert wurden. Auch bei Wahl dieser Basis sind nur solche
Quantenzahlen n und ¢ zugelassen, fr die 0 < ¢ < n und n = £ mod 2
gilt.
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Kapitel 6

Strahlungsiiberginge

In der Atom-, Molekiil- und Kernphysik erhalten wir wichtige Infor-
mationen iiber die innere Struktur durch Beobachtung der Emission
oder Absorption von Photonen. Will man die Strahlungsiibergéinge in
Strenge beschreiben, so miiBten alle Uberlegungen auf der Basis der
Quantenelektrodynamik durchgefiihrt werden. In der semiklassischen
Approximation, bei der das Strahlungsfeld als klassisches Maxwell-Feld
behandelt wird, macht man Gebrauch von dem Korrespondenzprinzip,
das einem Photon mit dem Impuls ik und der Energie iw eine ebene
Welle mit dem Wellenvektor £ und der Frequenz w zuordnet. Unser
erstes Ziel ist die Entwicklung von e*** nach Kugelwellen.

6.1 Die Rayleigh-Entwicklung

Sphirische Bessel-Funktionen werden durch ihre erzeugende Funktion
eingefiihrt:

o

e = N"38(20 + 1)j4(2) Pe(cos 1)) (6.1)

£=0

Eine solche Entwicklung der Exponentialfunktion ist immer moglich;
denn eine Reihe nach steigenden Potenzen cos™ geordnet kann durch
bloe Umordnung als eine Reihe in den Legendre-Polynomen Py(cos 1)
geschrieben werden. Im Gegensatz zu den gew6hnlichen Bessel-Funktionen
existieren fiir die sphérischen Bessel-Funktionen sehr einfache geschlos-
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sene Ausdriicke:

z2jo(2) = sinz
2%j1(z) = sinz—zcosz
22ja(2) = (3— 2%)sinz — 3zcos z usw.

In der Nithe von 2z = 0 besitzen diese Funktionen das folgende Verhalten!:

£

je(2) = (

2y TOET) (62

Der folgende Satz beschreibt die Entwicklung einer ebenen Welle nach
sphérischen Bessel-Funktionen und harmonischen Polynomen Hy,,.

Satz 27 (Rayleigh-Entwicklung) Es seien k und r die Betrdge von k €
R? und z € R3. Dann gilt

00 4
e =4 N it (kr) CGe(kr) . Hpm(k)Hem () (6.3)

£=0 m=—/
Zum Beweis schreibt man k& = ke, + = re/, z = kr und e-e’ = cos?.
Aus (6.1), dem Additionstheorem fiir Kugelfunktionen (Satz 20) sowie
aus (3.99) folgt dann das Resultat. O
Sind (x, Q') und (r,Q) die Polarkoordinaten von k bzw. z, so konnen
wir (6.3) auch in der folgenden Weise schreiben:

00 14
e =4 N i) Y Vi ()Y () (6.4)
£=0 m=—/{
Daraus folgt dann unmittelbar
0
Go(K) Yim () = 24— / 4 ey, (€)) (6.5)
s
i(kx—wt)

Nun sei ¢ die Lichtgeschwindigkeit und w = ¢k die Frequenz. Dae
eine Losung der Wellengleichung ist, folgt aus (6.5)

0* , »
<026t2 - A> Ge(kr) Yo (Q)e ™ =0 Ck =W (6.6)

'Man setzt (20+ 1)!!'=1-3-5--- (20 + 1)
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Die hierdurch konstruierten Losungen der Wellengleichung bezeichnet
man als Kugelwellen. Eliminieren wir die zeitabhingige Funktion e="¢,

so erhalten wir

(A + &%) (k1) Yom (92) = 0 (6.7)

oder auch, indem wir von (3.109) Gebrauch machen,

1 d ,d  0+1) L\,
<r2drr o = + k" | Je(kr) =0 (6.8)

6.2 Die Wechselwirkung mit ebenen Wel-
len

Um auch die Spinfreiheitsgrade des Photons zu beriicksichtigen, erwei-
tern wir die Beschreibung der ebenen Welle so, daf§ sie als Losungen der
Maxwell-Gleichungen im Vakuum erscheinen. Hierfiir ist notwendig, ein
Viererpotential A, = (A, —cA) anzugeben, das der Wellengleichung
geniigt. Wir konnen durch Wahl der Eichung erreichen, da} Ay = 0
und V-A = 0 gilt. Eine ebene Welle wiirde dann die Gestalt

Az, t) =R [aei(“’“’t)]
annehmen, wobei £ € R?, a € C? und

gilt. Der komplexe Vektor a enthélt die Information iiber die Intensitét
und die Polarisation der Welle und damit iiber den Spinzustand des
Photons. Wir normieren die Intensitét, indem wir

aa=1 (6.9)

setzen.
Der klassische Ausdruck fiir die Energie einer gegebenen Stromdich-
te j(x,t) in Wechselwirkung mit der ebenen Welle ist

W(t) = —/d%A(m,t)-j(x,t)
= —R[a-j(k.t)e ] (6.10)
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Hierbei wurden wir auf die Fourier-Transformierte der Stromdichte
gefiihrt,

ik, 1) = /d% ehi(z, 1) | (6.11)

die nun ihrerseits eine Rayleigh-Entwicklung gestattet:
£=0

jelk,t) = 4mit > Hgm(k)/d?’:r (k1) (k) Hppm (2)j (2, 1(6.12)

m=—/{

Bei Anwendungen, die wir im Auge haben, werden die elektrischen
Stréome ausschliefilich durch die Bewegung der Ladungstriger innerhalb
eines Molekiils, eines Atoms oder Kernes verursacht. Gewohnlich ist die
Wellenlénge der Strahlung grofl gegeniiber den Lineardimensionen der
Stromverteilung?. Wenn aber xr < 1 iiberall im Integrationsgebiet gilt,
kénnen wir von (6.2) Gebrauch machen und erhalten so niherungsweise:

S (k) = ﬁ > FonlF) [ dx H(@liet)  (619)

In dieser Ndherung werden wir auf die Multipolmomente der Stromver-
teilung gefiihrt:

8um(t) = /37 / &% Hym(2)j(, ) (6.14)

Fiir festes ¢ sind die Momente g, , —¢ < m < ¢, (die Abhéngigkeit
von t wollen wir fiir den Augenblick unterdriicken) nicht irreduzibel
unter der SO(3), was man daran erkennt, daf} g, einerseits ein Vek-
tor, andererseits aber auch ein Tensor vom Typ £ ist. Dieser Charakter
der Momente wird deutlicher, wenn wir eine Basistransformation vor-
nehmen. Allgemein gesprochen, kénnen wir jedem Vektor a € C? seine

2Nehmen wir die Kernphysik: die Kerne senden -Strahlen im MeV-Bereich aus,
entsprechend einer Wellenléinge von ~ 10~'°cm. Der Kernradius ist dagegen nur
~ 107 '3¢em. Oder die Atomphysik: alle charakteristischen Linien des Wasserstoff-
spektrums erfiillen die Bedingung A > 4ma~'ag mit a~! ~ 137, wobei ag der
Bohrsche Radius ist.
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”sphirischen” Komponenten [a],, (m = +1,0,—1) zuordnen?, indem
wir setzen:

—%(a1+m2) m = +1
al, ¥ J/=H,,(a) = a m=0 (6.15)
\L@(al—m) m=—1

Auf die Situation a = gy, angewandt, liefert dies einen Tensor [gm, |m.,
dessen Transformationseigenschaften durch die Produktdarstellung D%
D' der SO(3) bestimmt sind: Im Teilchenbild stehen ¢ und 1 fiir den
Bahndrehimpuls bzw. Spin des Photons. Irreduzible Tensoren erhalten
wir, sobald wir die Produktdarstellung nach dem bekannten Verfahren
ausreduzieren:
D'xD'~ @ Di >1
j=t+1

Konkret heif$t dies, dafl wir mit Hilfe der CG-Koeffizienten zu den Kom-
ponenten

l 1
L _
gjm_z<m1 ma

mima

2 ) ol (6.16)

iibergehen, die ebenfalls als Momente der Stromdichte interpretierbar
sind. Andererseits ist nun g ein irreduzibler Tensor vom Typ j. Die
Umkehrung dieser Transformation lautet:

4 1
[gfm1]m2 = Z ( my Mo

: m
jm

J ) Gim (6.17)

Ist a die komplexe Amplitude der ebenen Welle mit der Information
iiber die Polarisation, so sind wir aufgefordert das Produkt a-gy, zu
berechnen. Wir stellen zunéchst fest, daf fiir beliebige Vektoren a, b €

C? gilt:
a-b =73 (~1)"[a]_[b]n

Folglich,

D I ol (S

jmms jm

J ) Gim (6.18)

m

3Gruppentheoretisch bedeutet dies natiirlich, da8 wir zu einer SO(2)-angepafiten
Basis iibergehen, wobei SO(2) € SO(3) alle Drehungen um die 3-Achse enthiilt.
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Wir vereinbaren nun, dafl der Impuls des Photons in die 3-Richtung
weist: k = {0,0,x}. Aus der Transversalititsbedingung k-a = 0 folgt
dann a3 = [a]o = 0, und [a]4; ist die Amplitude einer rechtszirkularen
Welle (Spin und Impuls des Photons stehen parallel), wihrend [a]_; die
Amplitude einer linkszirkularen Welle ist (Spin und Impuls des Photons
stehen antiparallel). Man bezeichnet die Quantenzahl m in [a],, auch
als die Helizitdt des Photons.

Wir geben nun die expliziten Ausdriicke fiir die einfachsten Momen-
te der Stromdichte an:

Q@) = /d?’x (2, )] (6.19)
goo(t) = =5 [ dlraj(e.t) (6.20)
g1 () = i/d?w [2xj(2,t)|m (6.21)
Hierbei machten wir von den allgemeinen Formeln
1 110 L
mgh ( m; mo |0 > [a]ml [b]mz = \/§a b
1 1 |1 |
mgzg ( m; Mg | m ) @], [b]m, = i[axbl,

Gebrauch.

In der klassischen Elektrodynamik ist die Stromdichte grundsétz-
lich reell. Ferner kennt man ein Teilgebiet der Elektrodynamik, wo die
Stromdichte als zeitlich konstant und divergenzfrei vorausgesetzt wer-
den darf ("stationére Strome”). Sofern die stationdre Stromdichte j(z)
fiir grofle |z| hinreichend schnell gegen Null strebt, verschwinden viele
Momente gfm identisch als Folge des Satzes von Gauf}, z.B. gilt

Die erste nichttriviale Grofle ist dann das magnetische Moment m, das
durch

m = [ d xxj(z)
eingefiihrt wird und mit dem von uns definierten Moment fiir / = j = 1
in einem einfachen Zusammenhang steht: g{,, = 2i[m],, .
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6.3 Ubergangsstrome

Oft ist die Annahme zutreffend, dal an der Emission oder Absorpti-
on eines Photons nur ein einziges geladenes Teilchen (Elektron,Proton
usw.) beteiligt ist. Dennoch kénnen wir weder in der Atomhiille noch im
Kern ein solches Teilchen isoliert betrachten, weil es Teil eines grofie-
ren Verbandes ist, dessen mogliche Zustinde durch Mehrteilchenwel-
lenfunktionen beschrieben werden. Wir wollen annehmen, daf es sich
hierbei um gleichartige Teilchen der Masse M und der Ladung ¢ han-
delt, deren Wellenfunktionen &, ®’' usw. entweder symmetrisch oder
antisymmetrisch unter der Vertauschung der Teilchenkoordinaten sind.
Der Ladungsoperator Q(xz, t) ist durch seine Matrixelemente auf folgen-
de Weise bestimmt:

(¢ Qe 00) = g [ A3 6 - T DR

Hier haben wir die Bezeichnungen ¢(Z) = ®(Z,0), ¢'(¥) = ®'(Z,0) und
J7 = BV B

= {zW,. . . ™}

eingefiihrt. Sucht man nun nach einem Vektorfeld J(x, ¢), das mit Q(z, t)
zusammen die Kontinuitdtsgleichung

V-3(,t) + %Q(m,t) —0

erfiillt, so bietet sich die Definition an:

(&', I(w,t)¢) =

4 =N 0 [FTERYOG(7 1) — b7 T OFTE
QZ_M/dxkz:;l(S(x 2) {FEOVPS(E, 1) — 0(7, 1) VPIF(F,1)

(6.22)
Dieser Ansatz beriicksichtigt nicht einen etwa vorhandenen Spin der
Teilchen und 1488t Modifikationen aufler acht, die aus der Dirac-Theorie
fiir Spin-1/2-Teilchen folgen.
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Fiir die Wechselwirkungsenergie einer ebenen Welle A(x,t) schrei-
ben wir in Anlehnung an den klassischen Ausdruck:

Hi(t) = —/d3:1:A(:c,t)-J(x,t) (6.23)

Diese Energie, als Teil des Hamilton-Operators, soll storungstheoretisch
in erster Ordnung beriicksichtigt werden. Man beginnt also mit Lsun-
gen der Schrodinger-Gleichung fiir das ungestdrte Problem; wir wollen
insbesondere annehmen, dafl ® und @' stationdre Losungen sind:

1) = e@e
0= S@e

Zwischen zwei Zustdnden dieser Art vermittelt die Wechselwirkung
Hy(t) Ubergiinge ¢ — ¢, fiir die man die Ubergangsrate berechnen
méchte. Der erste Schritt* in Richtung auf dieses Ziel ist die Bestim-
mung des Zeitintegrals

B
' (

8y

8y

1= [ at (@ m®)9)

= —/ dt /d3x§R [aei(kx_“t)]-(qﬁ',J(m,O)d))ei(El_E)t
Hierdurch erhélt das Matrixelement
(@) = (¢, J(x,0)0) (6.24)
eine reale Bedeutung, obwohl j(z) als komplexe Grofle keinem klassi-

schen Agsdruck mehr entspricht. Man nennt j(z) den Ubergangsstrom
fiir den Ubergang ¢ — ¢'. Die Zeitintegration 1afit sich ausfiihren:

/ dt ' F'~EFI) = 9n5(E' — F T w)

Das Ergebnis driickt die Energie-Erhaltung aus. Wir unterscheiden zwei
Fille:

4In den Biichern der Quantenmechanik wird dieses Vorgehen unter dem Stich-
wort Diracsche Stérungstheorie ausfiihrlich diskutiert.
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1. E' > E: Absorption von Photonen aus dem umgebenden Strah-
lungsfeld. In diesem Fall gilt

I=—n6(E'— E —w)a-j(k) (6.25)

2. E' < FE: Eine durch das umgebende Strahlungsfeld induzierte
Emission von Photonen. In diesem Fall gilt

I =—n0(E' — E +w)aj(—k) (6.26)

In beiden Fillen wurde eine Fourier-Transformation des Ubergangsstro-
mes, wie in (6.11) beschrieben, durchgefiihrt. In beiden Fillen definiert
man den Wirkungsquerschnitt als®

Zahl der Uberginge pro Zeit
g =
Zahl der einfallenden Photonen pro Flache und Zeit

und findet® fiir die Absorption den Ausdruck

47?2 .
o = ——la-j(k)[ (6.27)

cw?

Der entsprechende Ausdruck fiir die induzierte Emission lautet:

472

cw?

[a@j(—k)|? (6.28)

09 =
Unter der Vertauschung von ¢ und ¢’ geht j(k) in j(—k) iiber, sodaf,
unter der Annahme E’ > F, die beiden Prozesse
1. ¢ — ¢ (optisches Pumpen)
2. ¢ — ¢ (induzierte Emission)

den gleichen Wirkungsquerschnitt besitzen.

SHierbei wird angenommen, daf alle Photonen den Impuls ik, die Energie fiw
und die Polarisation a haben.
6Siehe L.I.Schiff, Quantum Mechanics,Chap.X. Sec.35.
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6.4 Elektrische Dipoliiberginge

Eine in vielen Situationen brauchbare drastische Ndherung besteht dar-
in, in (6.11) die Exponentialfunktion e** durch 1 zu ersetzen, wenn
j(x,t) der (komplexe) Ubergangsstrom ist. Im Rahmen der Rayleigh-
Entwicklung bedeutet dies, dal wir nur den ersten Term, also den mit
¢ = 0, beriicksichtigen. In dieser Ndherung miissen wir lediglich das
Integral

200 = / & (¢, 3 (x,0)0) (6.29)

bestimmen. Wir bemiihen uns um eine Vereinfachung dieses Ausdruckes.
Ein Blick auf die Definition (6.22) des Stromoperators lehrt, daf} es sich
hier offenbar - bis auf den Faktor ¢/M - um ein Matrixelement des Ge-
samtimpulses P handelt:

goo = (¢/M)(¢', Po) (6.30)

Fiir den ungestérten Hamilton-Operator H, der aufler der kinetischen
Energie nur Potentialterme enthilt, trifft ein wichtiger Sachverhalt zu,

P/M = i[H, Q] (6.31)
Q = W4 4z (6.32)

sodaf
oo = i(E' - E)(¢’7 1Q9) (6.33)

Wir erinnern uns nun an die in (3.122) eingefiihrten Multipoloperatoren
(Qum und schreiben (fiir E' > FE) mit ihrer Hilfe das Ergebnis (6.33) um:

9 = iw(¢, Quu0) p=—1,0,+1 (6.34)

Wir sehen so, dafl g?u einem elektrischen (Ubergangs—) Dipolmoment
proportional ist.

Anfangs- und Endzustand haben im allgemeinen einen definierten
Drehimpuls aufgrund der SO(3)-Invarianz von H. Wir schreiben daher
|jm) anstelle von ¢ und [j'm') anstelle von ¢'. Das Wigner-Eckart-
Theorem erlaubt nun eine Darstellung durch reduzierte Matrixelemen-
te: y
7

(' |Qulm) = ( L \

wom

) Glal)  63)
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Dies begriindet die
1.Auswahlregel: 6(1j5") =1

fiir solche Uberginge.

Anfangs- und Endzustand haben im allgemeinen eine definierte Pa-
ritdt aufgrund der O(3)-Invarianz von H. Da der Dipoloperator @y,
die Paritéit -1 besitzt und damit die Paritit eines Zustandes umkehrt,
finden wir die

2.Auswahlregel: Anfang- und Endzustand haben entge-
gengesetzte Paritét (Regel von Laporte).

Die experimentelle Situation ist oft dadurch charakterisiert, daff im
Anfangszustand |jm) alle Werte der Richtungsquantenzahl m gleich-
wahrscheinlich sind, ferner auch dadurch, daf§ im Endzustand |j'm') der
Wert von m/ nicht festgestellt wird. Wir werden deshalb den Wirkungs-
querschnitt, der im Prinzip von m und m’ abhéngt, iiber m mitteln und
tiber m’ summieren und erreichen so eine Vereinfachung; denn

1 |5 1 5 25" + 1
Z(ﬂ m‘m><u m|m )T g o (6.36)

und der so bestimmte totale Wirkungsquerschnitt wird unabhéngig von
der Polarisation der elektromagnetischen Strahlung:

472 25" + 1
3c 2j+1

Qi) (6.37)

Otot =

6.5 Spontane Emission

Neben der induzierten Emission beobachtet man den Vorgang der spon-
tanen Emission, bei dem das System unter Aussendung eines Photons
einen Ubergang E' — E vollzieht, unabhiingig davon, ob ein dufle-
res elektromagnetisches Feld vorhanden ist oder nicht. Auf diese Weise
erhélt jeder angeregte Zustand eine endliche Lebensdauer. Die Quante-
nelektrodynamik gibt eine Beschreibung auch dieses Vorganges, indem
sie ihn, wie alle anderen Prozesse, auf die Wechselwirkung mit dem
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quantisierten Photonfeld zuriickfiihrt. Es hat nicht an Versuchen ge-
fehlt, die hierzu notwendige Rechnung auf semiklassischen Boden nach-
zuvollziehen, jedoch mit zweifelhaften Erfolg: Die Ableitungen sind ne-
belhaft und keineswegs iiberzeugend.

Bereits 1917 hat A.Einstein gezeigt, dafl die Wahrscheinlichkeiten
fiir Absorption, induzierte und spontane Emission in einer festen Re-
lation zueinander stehen miissen, wenn die Plancksche Strahlungsfor-
mel richtig ist. Wir wollen diesen Gedanken hier kurz erldutern und
stellen uns vor, wir hitten einen Hohlraum, dessen Wénde die einheit-
liche Temperatur T besitzen und sich im thermodynamischen Gleich-
gewicht mit der Strahlung im Hohlraum befinden. Wir nehmen weiter
an, dafl die Wéande des Hohlraumes Teilchen der Masse M und der La-
dung ¢ enthalten, die sich in verschiedenen Bindungszustinden definier-
ter Energie, Paritdt und definiertem Drehimpuls aufhalten. Von diesen
Teilchen werden im Gleichgewicht pro Zeiteinheit gleichviel Photonen
der Frequenz w emittiert wie absorbiert. Es konnen in unserem Modell
natiirlich nur solche Frequenzen auftreten, die einer moglichen Differenz
E' — FE von Bindungsenergien entsprechen. Wir fragen nach der Zahl
I(w) der Photonen mit der Energie Aiw, die pro Zeit und Fliche auf die

Wand treffen und erhalten aus der Planckschen Theorie die Antwort
3 _
T(w) = o (™ 1) (6.38)

22
mit 3 = (kgT) ' und A = 1. Ist N(F) die Anzahl der Teilchen in
der Wand, die die Energie E besitzen, so ergibt sich die Rate (=Zahl
der Ereignisse E — E' pro Zeit) fiir die Absorption eines Photons der
Energie hw als das Produkt

R, = 04l (w)N(E)

wobei 0,4 der fiir den Ubergang verantwortliche totale Wirkungsquer-
schnitt ist, dessen Dimension (Fliche) ! ist. Der gleiche Wirkungsquer-
schnitt beschreibt auch den induzierten Anteil der Emission: o4, 1 (w) N (E').
Hinzu kommt allerdings die Rate fiir den spontanen Prozef, 7='N(E'),
wobei 7 die Lebensdauer des angeregten Niveaus E' bezeichnet”. Die
Gesamtrate fiir die Emission eines Photons der Energie hw ist deshalb

R, = [0 ] (w) + 77N (E")

1

"Genauer: 7' ist die partielle Breite, die dem Ubergang E' — E entspricht.
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Aus der Bedingung R, = R, folgt dann

_ N(E
77 = oyl (w) (N((E,)) — 1) w=FE-F (6.39)
Wir wollen nun annehmen, daf§ die Teilchen in der Wand den Geset-
zen der klassischen statistischen Mechanik geniigen. Wir nehmen also,
konkret gesprochen, an, die einzelnen Energieniveaus seien so besetzt,
wie es die Boltzmann-Verteilung vorschreibt:

N(E) _ e PE

N(E") e PE

Aus (6.38) und (6.39) folgt dann die Beziehung zwischen Lebensdauer
und totalem Wirkungsquerschnitt:

3

Tl = #Utot (6.40)
Die einfache Ableitung und das Ergebnis ist verbliiffend, weil die Tem-
peratur hierbei nur eine Hilfsrolle spielt und in der Endformel nicht
mehr vorkommt®. Da wir auch keine speziellen Annahmen iiber oy,
gemacht haben, gilt die Formel sogar allgemein. Benutzen wir nun fiir
010t die Dipolndherung (6.37), so gelangen wir zu der Aussage

4 rw\3 25
=2 (B T e (6.41)

T =< :
3 27+1

Es bleibt zu erwihnen, daf h/7 mit der natiirlichen Linienbreite des
Uberganges E' — E identifiziert werden kann.

C

Stehen némlich verschiedene Zerfallskanile E' — FE; offen, so errechnet sich die
Gesamtbreite als Summe der partiellen Breiten und die Lebensdauer als die inverse
Gesamtbreite. Da8 7=! mit der Rate fiir die spontane Emission iibereinstimmt, folgt
aus dem exponentiellen Zerfallsgesetz.

8Die Temperaturunabhingigkeit der Lebensdauer ist nur so lange richtig, als
wir mit klassischer Statistik der Teilchen in der Wand rechnen diirfen. Haben wir es
dagegen mit einem entarteten Elektronengas zu tun, so tritt in unserer Rechnung die
Fermiverteilung an die Stelle der Boltzmann-Verteilung. Hierdurch wird neben der
Temperatur noch ein weiterer Parameter, ndmlich die Fermi-Energie Er eingefiihrt.
Das Ergebnis der neuen Rechnung zeigt, dafl die partielle Breite (6.40) durch einen
zusiitzlichen Faktor [exp 3(Er — E) + 1]7! vermindert ist, was plausibel erscheint,
weil das Pauli-Prinzip den Ubergang E' — E behindert, und zwar umso stiirker, je
vollstéandiger das Niveau F besetzt ist. In solchen Situationen ist die Lebensdauer
temperaturabhingig.
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6.6 Verbotene Uberginge

Es ist denkbar, daf fiir gewisse stationédre Zustinde ¢ und ¢’ das Ma-
trixelement (¢, Q1m¢) verschwindet, zum Beispiel dann, wenn die fiir
elektrische Dipoliiberginge giiltigen Auswahlregeln verletzt sind. In ei-
nem solchen Fall tritt der Term mit ¢ = 0 in der Entwicklung (6.13)
nicht auf, und es wire dann zu priifen, ob der der Folgeterm mit ¢/ =1
einen endlichen Beitrag liefert. Dann wére dieser Beitrag zwar domi-
nant, aber dennoch um eine Faktor xa kleiner® als Beitrige mit £ = 0
normalerweise sein wiirden. Die Ubergangsrate wire somit um einen
Faktor (ka)? kleiner, und der Ubergang wiire weitgehend unterdriickt.
Allgemein: Hat das emittierte oder absorbierte Photon einen Bahndre-
himpuls ¢ > 0, so enthilt die Ubergangsrate einen Unterdriickungsfak-
tor (ka)?* (" Drehimpulsbarriere” ), und man spricht von einem verbote-
nen Ubergang.

Um einen verbotenen Ubergang niher zu analysieren, miissen Ma-
trixelemente eines fiir den Ubergang charakteristischen Tensoropera-
tors berechnet werden. Alle hierfiir notwendigen Tensoroperatoren lei-
ten sich von dem Stromoperator ab. Die Konstruktion vollziehen wir in
zwei Schritten, die den Formeln (6.14) und (6.16) entsprechen. Erster

Schritt:
Gon = \Jal%; [ @ Hon(2)3(2,0) (6.42)

Zweiter Schritt:

. ¢ 1
Gjm_z (ml may

mima2

J ) ol (6.43)

m

Wir wollen die Struktur der hier eingefiihrten Operatoren niher unter-
suchen, indem wir von der Formel (6.22) fiir den Stromoperator ausge-
hen. Damit die entstehenden Ausdriicke nicht uniibersichtlich werden,
wollen wir einige Definitionen treffen.

Definition 18 Das (-fache Tensorprodukt eines Vektoroperators P =
{Py, Py, P3} mit sich selbst ist ein Tensoroperator vom Typ € mit den

OHier ist K = w/c und a der Ladungsradius, den man durch nga® = [ d°z p(z)|z|?
definiert, wobei p(z) durch (3.120) gegeben ist.
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Komponenten
[Plon = /5705 Hom(P) (6.44)

Definition 19 FEs seien A, und B;, Tensoroperatoren vom Typ j; bzw.
jo mit den Komponenten Aj p, und Bjym,. Fir jedes j mit 6(j1727) = 1
ist das symmetrische Tensorprodukt (A;, o Aj,); vom Typ j ein Tenso-
roperator mit den Komponenten

(Aj, 0 Ajy)jm = Y ( S

mims \ M1 T2

J
m > %{Aj1m1aBj2m2} (645)
wobei {A, B} = AB + BA den Antikommutator bezeichnet.

Die Schrodinger-Theorie eines einzelnen Teilchens bendtigt nur den
Ortsoperator Q und den Impulsoperator P als Bausteine, mit deren
Hilfe alle Observablen von Interesse konstruiert werden kénnen. Unsere
Definitionen benutzend, konnen wir einem solchen Teilchen eine Reihe
von Tensoroperatoren zuordnen,

(1Qle © [Plex) g

von denen einige physikalische Bedeutung besitzen, z.B. erhalten wir
die Drehimpulskomponenten als

([Ql1 o [Plh)y,, = i[QXPim

Wir erinnern an die im Abschnitt 6.3 beschriebene Situation von n
gleichartigen Teilchen der Masse M und der Ladung ¢, mit Ortsope-
ratoren Q¥) und Impulsoperatoren P*®), k& =1,...,n. Aus (6.22) und
(6.42) folgt zunéchst

i = 5= 3 (1QP]P® + POIQW],) (6.46)
2M k=1
und somit
G, I LM > {1QW]in, + PD]in,) (6.47)

k=1
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SchlieBlich folgt aus (6.43) und (6.45)

n

Gl = 223 (1Q¥) 0 [PM]), (6.48)

k=1 Jm
Insbesondere erkennen wir in
GY, = (g/M)PY + .+ P,

den Operator, der fiir die elektrischen Dipoliibergéinge verantwortlich
ist. Unter den Operatoren (6.47) befinden sich auch - von einem Fak-
tor 27 abgesehen - die sphérischen Komponenten des Operators M des
magnetischen Momentes:

Gim = J1m (6.49)

M = Z L® =QWxP®  (6.50)

2i[M
q
2M £
Strahlungsiibergiinge ¢ — ¢', die durch (¢', G}, ¢) dominiert werden,
bezeichnet man daher auch als magnetische Dipoliiberginge. Allgemein
werden Ubergiinge, die durch Gﬁm mit / = j vermittelt werden, als ma-
gnetische Uberginge, alle anderen als elektrische Uberginge bezeichnet.
Eine gesonderte Betrachtung erfordert der Fall ¢ =1, j = 0: Es
gibt keine Strahlungsiibergiinge, die durch den Operator G}, vermit-
telt werden, selbst dann nicht, wenn (¢, Gj,¢) # 0 gilt. Wir erhal-
ten ndmlich einen Gradienten als Beitrag dieses Matrixelementes zum
Ubergangsstrom j(z). Anders ausgedriickt, der Beitrag'® zur Fourier-
Transformierten j(k) hat die Form ck. Ist a der Polarisationsvektor des
Photons und & sein Impuls, so gilt a-k = 0 (Transversalitidtsbedingung),
so daB wir auf diese Weise keinen Beitrag zu a-j(k) bekommen, und
damit kann G{, keinen Beitrag zu den Wirkungsquerschnitten (6.27-
28) liefern. Diese Uberlegung hat gezeigt, daB keine Photonzustinde

0Fine einfache Rechnung zeigt, daff dieser Beitrag zu j(k) sich explizit als
(i/9k [ o (&.-3(@)0) =~/ VDK Glo)

schreiben 148t.
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produziert werden kénnen, bei denen das Photon den Bahndrehimpuls
¢ = 1, gleichzeitig aber den Gesamtdrehimpuls j = 0 besitzt (antipar-
allele Stellung von Spin und Bahndrehimpuls).

Das Wigner-Eckart-Theorem erlaubt die Darstellung

, e (T Ji
GGl = (

Jf A
) sl
sobald Anfangs- und Endzustand einen definierten Drehimpuls besit-
zen. Beachten wir dariiberhinaus noch die Paritdt der durch (6.47) ein-
gefithrten Operatoren,

14 l 14
PG, P =(-1)"*"G]

jm

(6.51)

so erhalten wir die Auswahlregeln, die auch die verbotenen Uberginge
mit einschliefen.

e Magnetische Uberginge: j; — j; mit 6(jj;j;) = 1 und j > 1.
Die relative Paritit von Anfangs- und Endzustand ist (—1)7*%,

e Elektrische Uberginge: j; — j; mit 6(jjij;) = 1 und j > 1.
Die relative Paritiit von Anfangs- und Endzustand ist (—1)7.

Ein Ubergang heifit strikt verboten, wenn er die allgemein giiltigen Aus-
wahlregeln verletzt. Dies ist fiir jeden Ubergang j;, = 0 — Jjr = 0 der
Fall, ungeachtet ob Anfangs- und Endzustand die gleiche Paritdt be-
sitzen oder nicht. Ubergiinge der Art 0 — 0 werden erst in hoheren
Ordnungen der Storungstheorie méglich. An einem solchen Prozefl sind
dann (mindestens) zwei Photonen beteiligt, wobei drei Félle unterschie-
den werden konnen:

1. Zwei Photonen werden in einem Elementarprozefl absorbiert.

2. Ein Photon wird absorbiert unter gleichzeitiger Aussendung eines
anderen Photons (inelastische Streuung).

3. Zwei Photonen werden in einem Elementarprozefl emittiert.



