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INHALTSVERZEICHNIS 3
EinleitungIm Jahre 1928 erschien die erste Ausgabe des Buches Gruppentheo-rie und Quantenmechanik von H.Weyl, einem G�ottinger Mathematiker.Nach Vorlesungen, die er �uber den gleichen Gegenstand in Princeton1928-29 hielt, erschien 1930 eine �uberarbeitete zweite Auage, der 1931die englische �Ubersetzung folgte. Ebenfalls im Jahre 1931 ver�o�ent-lichte E.P.Wigner das Buch Gruppentheorie und ihre Anwendung aufdie Theorie der Atomspektren. Beide B�ucher blieben Standardwerkeauf diesem Gebiet f�ur Generationen von Studierenden. In ihnen wur-de zum erstenmal die Bedeutung der Darstellungstheorie von Gruppenf�ur die Quantenmechanik dem Physiker sichtbar vor Augen gef�uhrt.Der Begri� der Symmetrie geh�orte von da an zu den Grundlagen desphysikalischen Weltbildes. Im einzelnen setzte sich folgende Erkenntnisdurch:� Jedem quantenmechanischen System liegt eine Symmetriegruppezugrunde, die bereits durch ihre blo�e Existenz das Verhaltendes Systems weitgehend festlegt. Das Au�nden dieser Gruppe istder erste Schritt bei der theoretischen Analyse eines vorgelegtenModells.� Es ist typisch f�ur die Quantenmechanik, da�, abgesehen von ei-nigen Ausnahmen, alle Gruppen als konkrete Transformations-gruppen linearer R�aume realisiert sind. Man spricht in diesemZusammenhang von unit�aren Darstellungen der abstrakten Grup-pen. Ausnahmen �nden wir bei den diskreten Gruppen. Hier istes m�oglich, da� eine Symmetrietransformation auch einmal anti-unit�ar dargestellt wird, wie dies zum Beispiel bei der Zeitumkehrder Fall ist.



4 INHALTSVERZEICHNIS� Eine Transformationsgruppe ist genau dann eine Symmetriegrup-pe, wenn der Hamilton-Operator des Systems mit allen unit�arenOperatoren der Darstellung kommutiert.� Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen Symmetriegruppenund Erhaltungsgr�o�en.F�ur eine kontinuierliche Gruppe bedeutetdies den �Ubergang zu der Lie-Algebra dieser Gruppe.� Gelingt es, die einem Problem innewohnenden Symmetrien zuerkennen, so kann eine den Symmetrien angepa�te mathematischeBehandlung zu entscheidenden Vereinfachungen f�uhren.� Die statistische Interpretation der Quantenmechanik (i.e. einer�aumlich konstante Phase der Wellenfunktion ist nicht me�bar)macht es notwendig, den allgemeineren Begri� der projektivenDarstellung einer Symmetriegruppe einzuf�uhren. Dieser Begri�f�uhrt zwangsl�au�g auf mathematische Konstruktionen an den Grup-pen selbst, wie etwa die Bildung von zentralen Erweiterungen und�Uberlagerungen einer Symmetriegruppe. Am bekanntesten ist indiesem Zusammenhang der �Ubergang von der orthogonalen Grup-pe SO(3) zu der unit�aren Gruppe SU(2), mit deren Hilfe man erstin der Lage ist, das Auftreten halbzahliger Spins in der Natur zuverstehen.� Manchmal tri�t die Natur eine Auswahl unter der Vielzahl derm�oglichen Darstellungen einer Gruppe, wie etwa bei den n-Teil-chensystemen ununterscheidbarer Teilchen: Die Dichotomie Bose-Fermi ist eine solche Einschr�ankung in bezug auf die Permutati-onsgruppe.In viel radikalerer Weise, als es in der Quantenmechanik m�oglich ist,wurde in der modernen Physik der Elementarteilchen der Symmetrie-begri� als Leitidee an den Anfang gestellt. Das heute g�ultige Standard-modell, mit dem wir die fundamentalen Wechselwirkungen beschreiben,beruht entscheidend auf dem Konzept der lokalen Eichsymmetrie. Hier-bei bleibt jedoch ungekl�art, wo der tiefere Grund f�ur das Auftreten be-stimmter Eichgruppen zu suchen ist. Es gibt Anzeichen daf�ur, da� derGrund in einer verborgenen geometrischen Struktur unserer Welt liegt,



INHALTSVERZEICHNIS 5einer Struktur, die sich erst bei extrem kleinen Abst�anden zu erkennengibt.Diese Vorlesung hat sich zum Ziel gesetzt, die Strukturen der Quan-tenmechanik und der in ihrem Rahmen formulierten Modelle aufzu-zeigen. Dabei werden Anleihen bei der bestehenden Mathematik ge-macht. Es wird nicht versucht, unter Umgehung der etablierten mathe-matischen Begri�sbildungen, eigene, angeblich "physikerfreundliche"Bezeichnungen und Benennungen an ihre Stelle zu setzen. Dies w�areschlechter Stil und sollte in einer von Verantwortung getragenen Aus-bildung der Studenten keinen Platz haben.Die benutzte Mathematik wird allerdings auf ein Minimum be-grenzt. Gruppentheorie sowie Darstellungstheorie der Gruppen stehenim Vordergrund. Nicht behandelt wird die Spektraltheorie von Hilbert-raum-Operatoren, die Theorie der selbstadjungierter Erweiterungen vonsymmetrischen Operatoren und die Ma�theorie. �Uberhaupt wird mitunbeschr�ankten Operatoren sehr l�assig umgegangen: die zugeh�origenDe�nitionsbereiche werden nicht explizit genannt oder konstruiert. Beiallen Ableitungen werden die n�otigen Di�erenzierbarkeits-Annahmenimplizit vorausgesetzt. Der Gewissenhafte kann solche technischen De-tails leicht erg�anzen; in dem vorliegenden Manuskript sind sie wegge-lassen, weil sie den Blick auf das Wesentliche verstellen, auf die alge-braische Struktur der Quantenmechanik.
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Kapitel 1Grundz�uge derQuantenmechanik
1.1 Die Schr�odinger-Gleichung f�ur ein spin-loses TeilchenDie einfachste Situation, auf die der Formalismus der Quantenmecha-nik Anwendung �ndet, ist die Bewegung eines Elektrons unter Ver-nachl�assigung seines Spins. Bewegt sich das Elektron verm�oge seinerelektrostatischen Wechselwirkung in einem Potential V (x), so lautetdie Schr�odinger- Gleichung:[� 12m�+ V (x)] (x; t) = i @@t (x; t) (1.1)Die Ma�einheiten sind so gew�ahlt, da� �h = 1 gilt; m bezeichnet dieMasse des Elektrons und � den Laplace-Operator; x 2 R3 ist derOrtsvektor und t die Zeit.Partielle Di�erentialgleichungen kommen in allen Bereichen der Phy-sik vor. Jedoch unterscheidet sich die Schr�odinger-Gleichung in einemwesentlichen Punkt von allen bekannten klassischen Gleichungen: DieWellenfunktion  ist komplexwertig. Damit h�angt zusammen, da� nachunserer heutigen Au�assung die Wellenfunktion selbst keine beobacht-bare (d.h. me�bare) Gr�o�e darstellt, obwohl das Absolutquadrat j j2 je-7



8 KAPITEL 1. GRUNDZ�UGE DER QUANTENMECHANIKdenfalls im Prinzip der Beobachtung zug�anglich ist1. Die Normierungs-bedingung Z d3x j (x; t)j2 = 1 (1.2)�ubernimmt die Rolle einer Randwertbedingung im Unendlichen: Siebegrenzt das Wachstumsverhalten von  f�ur gro�e jxj. Nur durch Hin-zunahme einer solchen Bedingung werden bestimmte Energieniveausausgezeichnet (etwa beim harmonischen Oszillator oder dem H-Atom).Bekanntlich folgt aus der Realit�at von V (x), da� die Normierungsbe-dingung f�ur  f�ur alle Zeiten erf�ullt ist, wenn sie nur f�ur eine feste Zeit(etwa t = 0) g�ultig ist.Von den elektromagnetischen Wechselwirkungen, denen das Elek-tron unterworfen ist, haben wir bislang nur den elektrostatischen Fallbetrachtet. In der allgemeinen Situation, wo das Elektron (Ladung-e) mit einem �au�erem 2 elektromagnetischem Feld F�� = @�A� �@�A� wechselwirkt und wir auch noch zulassen, da� das Viererpoten-tial A� = (A0;�cA) zeitabh�angig ist, m�ussen wir von der allgemeinenSchr�odinger-Gleichung[ 12m(1ir+ eA)2 � eA0] = i @@t (1.3)ausgehen. Dies setzt allerdings voraus, da� wir alle relativistischen Ef-fekte vernachl�assigen d�urfen.1.2 Der Hilbertraum der Quantenmecha-nikDie Normierungsbedingung f�ur Wellenfunktionen (zu einer festen Zeit,soda� wir den Zeitparameter nun unterdr�ucken k�onnen) f�uhrt zu dem1Die genaue Analyse zeigt, da� es nur eine r�aumlich konstante, aber m�ogli-cherweise zeitlich variable Phase der Wellenfunktion ist, die sich der Beobachtungentzieht.2Man spricht von einem �au�eren Feld dann, wenn die R�uckwirkung des Elektronsauf dieses Feld vernachl�assigt wird: im allgemeinen baut eine bewegte Ladung eineigenes el.magn. Feld auf, was wir hier au�er acht lassen.



1.2. DER HILBERTRAUM DER QUANTENMECHANIK 9Begri� der Norm: k�k2 = Z d3x j�(x)j2 (1.4)F�ur die Gesamtheit der Funktionen �(x) mit k�k < 1 benutzen mandas Symbol L2(R3). Es handelt sich hier, wie wir bereits wissen, umeinen Hilbertraum mit dem Skalarprodukt 3(�1; �2) = Z d3x �1(x)�2(x) (1.5)Dies ist, strenggenommen, nicht der Raum der Zust�ande, wie man mei-nen k�onnte; vielmehr �ubernimmt diese Rolle der zugeh�orige projektiveRaum4. Das liegt darin begr�undet, da� wir den Zustand � von dem Zu-stand c� nicht unterscheiden k�onnen, wobei c 6= 0 aber im �ubrigen einebeliebige komplexe Zahl sein kann. Jeder Hilbertraum ist zuallererst einVektorraum: diese Struktur ergibt sich in unserem Fall aus dem Super-positionsprinzip f�ur Wellenfunktionen. Wir werden daher auch von �als von einem Vektor des Hilbertraumes sprechen. Eine konkrete Wel-lenfunktion � (einen Vektor also) werden wir stets als einen Repr�asen-tanten des Zustandes ansehen. Der eigentliche Sinn der Schr�odinger-Gleichung ist, da� sie die zeitliche Entwicklung, also gewisserma�enden Pfad eines Zustandes beschreibt, d.h., indem wir �t(x) =  (x; t)setzen, wird �t 2 L2(R3) zum Repr�asentanten des Zustandes zur Zeitt. Die Struktur der Schr�odinger-Gleichung wird besser sichtbar, wennwir schreiben H�t = i _�t (1.6)mit der formalen L�osung �t = e�itH�0. Hier hei�t H der Hamilton-Operator. Seine konkrete Gestalt ist modellabh�angig. In der einfachstenSituation haben wir[H�](x) = �� 12m�+ V (x)��(x) (1.7)3In der Physik ist ein Skalarprodukt linear im zweiten, antilinear im erstenArgument.4Selbst der projektive Raum reicht im Grunde nicht aus, um alle Zust�ande zubeschreiben. Er enth�alt nur die 'reinen' Zust�ande. Daneben existieren noch 'ge-mischte Gesamtheiten', die wir durch Dichteoperatoren � mit � > 0 und Spur� = 1beschreiben.



10 KAPITEL 1. GRUNDZ�UGE DER QUANTENMECHANIKund es ist leicht, anhand einer solchen konkreten Gestalt des Hamilton-Operators die Eigenschaft(�1; H�2) = (H�1; �2);g�ultig f�ur alle �1; �2 2 L2(R3) nachzuweisen5.Einen Operator mit dieser Eigenschaft nennt man selbstadjungiert.Die Eigenschaft hat zur Folge, da� Erwartungswerte (�;H�) grunds�atz-lich reell sind und da� das Spektrum eines solchen Operators reell ist.Beides ist vom physikalischen Standpunkt notwendig, weil es geradediese Gr�o�en sind, die gemessen werden k�onnen. Wie auch immer derHamilton-Operator konstruiert sein mag, diese Forderung darf er aufkeinen Fall verletzen: H mu� selbstadjungiert sein6.Wesentliche Gr�o�en in der Quantenmechanik werden durch selbst-adjungierte Operatoren beschrieben, z.B.� der Impuls P = (P1; P2; P3) durch [Pk�](x) = 1irk�(x)� der Ort Q = (Q1; Q2; Q3) durch [Qk�](x) = xk�(x)� der Bahndrehimpuls L = Q�P (Vektorprodukt)� die kinetische Energie H0 durch [H0�](x) = � 12m��(x)� die potentielle Energie V durch (V �)(x) = V (x)�(x)Eine nicht ganz unproblematische Verallgemeinerung besagt, da� alleselbstadjungierten Operatoren auf dem Hilbertraum eines quantenme-chanischen Systems me�bare Gr�o�en beschreiben. Wir wollen sie des-halb in der Folge als Observablen ansprechen, ganz gleich, ob wir nun zujedem s.a.Operator die Me�vorschrift kennen oder nicht. Es ist wichtig5Streng genommen, kann eine solche Eigenschaft, da H ein unbeschr�ankter Ope-rator ist, nur f�ur eine dichte Menge von Vektoren des Hilbertraumes richtig sein.6Wie man wei�, ist diese Forderung identisch mit der Annahme, da� e�itH f�urrelles t eine stark stetige unit�are Gruppe beschreibt. Man nennt e�itH den Evoluti-onsoperator. Seine Unitarit�at bewirkt die zeitliche Konstanz von k�tk, eine Eigen-schaft, die unverzichtbar f�ur die statistische Interpretation der Quantenmechanikist. Die genannte Stetigkeit besagt, da� k�t � �sk ! 0 f�ur jt � sj ! 0: natura nonfacit saltus.



1.3. DAS PROBLEM MEHRERER ELEKTRONEN 11sich klar zu machen, da� alle Me�werte durch geeignet gew�ahlte Er-wartungswerte (�;A�) mit k�k = 1 ausdr�uckbar7 sind. Sie bilden dieBr�ucke zwischen dem mathematischen Formalismus der Quantenme-chanik und dem Experiment. Spezielle Erwartungswerte erhalten wir,wenn A ein Projektor ist. Sie interpretieren wir als bedingte Wahr-scheinlichkeiten. Konkret: Unter der Annahme, es liege der Zustand �vor, berechnet man die Wahrscheinlichkeit daf�ur, den Zustand  zu�nden, als 8 w( j�) = (�; P �) = j( ; �)j2 (1.8)Hier sind  und � normiert und P � = ( ; �) .Spezielle L�osungen der Schr�odinger-Gleichung haben die Gestalt (x; t) = �(x)e�itE (1.9)f�ur ein reelles E. Sie hei�en station�are L�osungen. In diesem Fall be-schreibt � einen Eigenvektor des Hamilton-Operators zu dem EigenwertE : H� = E� (1.10)1.3 Das Problem mehrerer ElektronenDas wichtigste Anliegen der theoretischen Atomphysik ist die Bestim-mung der Energieniveaus f�ur ein Atom oder auch f�ur ein Ion. In ersterN�aherung ist dies das Problem von n Elektronen unter der Wirkung ih-rer gegenseitigen Coulomb-Kr�afte und der Coulomb-Anziehung durcheinen (als unendlich schwer angenommenen) Kern der KernladungszahlZ. Sei x(i) der Ortsvektor des i-ten Elektrons und �(i) der zugeh�origeLaplace-Operator, so k�onnen wir f�ur den Hamilton-Operator schreiben:H =̂ Xi  � 12m�(i) � Ze2jx(i)j!+Xi<k e2jx(i) � x(k)j (1.11)7Wird der Zustand durch einen statistischen Operator � beschrieben, so ist derErwartungswert einer Observablen A durch Spur(�A) gegeben.8Auch diese Formel erlaubt eine Verallgemeinerung: es gilt n�amlich w(�1j�2) =Spur(�1�2) f�ur zwei statistische Operatoren �1 und �2. Bemerkenswert ist hier dieSymmetrie dieses Ausdruckes unter der Vertauschung der Indizes.



12 KAPITEL 1. GRUNDZ�UGE DER QUANTENMECHANIKAls Hilbertraum, auf dem dieser Operator de�niert ist, mu� der RaumL2(R3n) gew�ahlt werden. Dieser umfa�t alle Wellenfunktionen�(x(1); : : : ; x(n));die auf dem Kon�gurationsraum R3n von n Teilchen quadratintegrabelsind. In diesem Raum sind die Eigenwerte E und die Eigenfunktionen �zu bestimmen:H� = E�. Der im Laboratorium zu beobachtende �Uber-gang von einem station�aren Zustand zu einem anderen ist nur durchEmission oder Absorption von Photonen m�oglich, deren Beschreibungunser Hamilton-Operator noch nicht vorsieht.Eine explizite und vollst�andige L�osung des Eigenwertproblems istuns versagt. F�ur die schweren Atome (gro�es Z) ist jedoch die Zentral-feld-Approximation sinnvoll. Diese nimmt an, da� sich jedes Elektronder Atomh�ulle in einem Zentralpotential V (r) bewegt, das von demKern und allen anderen Elektronen im Mittel erzeugt wird. Man gehthierbei von der folgenden Aufspaltung des Hamilton-Operators aus:H = H0 +H1 (1.12)mit H0 =̂ Xi �� 12m�(i) + V (ri)� ; ri = jx(i)j (1.13)und H1 =̂ Xi<k e2jx(i) � x(k)j �Xi  Ze2ri + V (ri)! (1.14)Diese Aufspaltung ist streng und kann noch keinen Fehler verursachen.Die Annahme besteht vielmehr darin, da� ein Potential V gew�ahltwerden kann, f�ur das der Operator H1 nur noch eine kleine St�orungdarstellt, die man in nullter N�aherung vernachl�assigt: Man l�ost alsozun�achst das Problem H0� = E� mit k�k = 1. In erster N�aherungnimmt man dann die Ersetzung E ! E + (�;H1�) vor, so wie es dieSchr�odingersche St�orungsrechnung vorschreibt. Um nun einen geeig-neten Ausdruck f�ur das Zentralpotential V zu gewinnen, gibt es imwesentlichen zwei Verfahren:� Die Berechnung im Rahmen des statistischen Modells von Tho-mas und Fermi.



1.4. DER SPIN DER ELEKTRONEN 13� Die Bestimmung durch L�osung eines Variationsproblems in einemRaum spezieller Wellenfunktionen (Hartree-Fock-Funktionen).Worin liegt nun die Vereinfachung, wenn wir die Eigenwerte vonH0 (an-stelle von H) aufsuchen? Antwort: H0 ist eine Summe von Einteilchen-Operatoren. Wir haben also das Einteilchenproblem nur einmal zul�osen, um alle Eigenwerte von H0 zu kennen:E = E1 + E2 + � � �+ En (1.15)wobei die Ei beliebige Energie-Eigenwerte des Elektrons in dem Zentral-potential V sind. Unsere Vorstellung, da� die Elektronen eines Atomsin Schalen angeordnet sind, sowie unsere Vorstellung vom dem Aufbaudieser Schalen und die atomtheoretische Deutung des Periodensystemsder Elemente beruht entscheidend auf der Korrektheit der Zentralfeld-Approximation, der angenommenen Proportionalit�at V (r) / r�1 unddem Pauli-Prinzip.1.4 Der Spin der ElektronenBislang haben wir unber�ucksichtigt gelassen, da� die Elektronen einenSpin besitzen. Eine konsistente Beschreibung des Elektrons, die denSpin mit einbezieht, ist nur auf der Basis der Dirac-Gleichung m�oglich.Diese Gleichung gibt zugleich eine lorentz-kovariante Formulierung desProblems. Obwohl es scheinen mag, da� relativistische E�ekte bei derBindung von Elektronen in Atomen keine Rolle spielen, zeigen die Tat-sachen ein anderes Bild. Die korrekte Beschreibung der Feinstruktur derEin-Elektron-Atome folgt einzig aus der Dirac-Gleichung und nicht ausder Schr�odinger-Gleichung. Ferner: die Einbeziehung der Spin-Bahn-Wechselwirkung in den Hamilton-Operator, wie wir sie gleich weiterunten vornehmen wollen, stellt eine Korrektur dar, die aus einer Appro-ximation der Dirac-Gleichung folgt. Diese Spin-Bahn-Wechselwirkungspielt, wie wir wissen, eine wichtige Rolle bei der Bestimmung derEnergieniveaus. Dennoch: aus Platzmangel k�onnen wir auf die Dirac-Gleichung nicht eingehen.Es gibt genau zwei Basiszust�ande f�ur die Polarisation des Elek-trons: bez�uglich einer beliebig vorgegebenen Richtung (meistens die



14 KAPITEL 1. GRUNDZ�UGE DER QUANTENMECHANIK3-Richtung) kann der Spin so " oder so # gerichtet sein. Wenn wirnun alle weiteren Freiheitsgrade des Elektrons au�er acht lassen, so ha-ben wir es hier mit einem zweidimensionalen Hilbertraum zu tun, denwir den Spinorraum nennen (seine Elemente hei�en Spinoren) und denwir kurz mit C2 bezeichnen9. Die vollst�andige Beschreibung des Ein-Elektron-Hilbertraumes wird erreicht, wenn wir nun Funktionen � aufdem Kon�gurationsraum einf�uhren mit Werten im Spinorraum:� : R3 ! C2 ; k�k2 = Z d3x k�(x)k2 <1 (1.16)Der Hilbertraum dieser Funktionen wird mit L2(R3;C2) bezeichnet. Indieser erweiterten Theorie des Elektrons beschreibt k�(x)k2 die Dichtef�ur den Aufenthalt des Teilchens und k�(x)k�1�(x) die Polarisation amOrt x, sofern dort k�(x)k nicht verschwindet.Mit Hilfe der Paulischen Spinmatrizen �k de�nieren wir jetzt denSpinoperator S = (S1; S2; S3) durch[Sk�](x) = 12�k�(x) (1.17)Zur Beschreibung eines Zustandes zieht man manchmal die beiden Ei-genwerte � = �12 von S3 heran, indem man Wellenfunktionen �(x; �)mit Werten inC benutzt. Die Verbindung zu den vorigen �Uberlegungenkann durch �(x) = f�(x; 12); �(x;�12)ghergestellt werden.Eine geeignete Beschreibung eines Zustandes von n Elektronen ge-schieht nun durch Angabe einer Wellenfunktion �(1; 2; : : : ; n) (mitWer-ten in C), wobei die Zahl i f�ur das Paar (x(i); �(i)) steht, also f�ur denOrt und die Spinvariable des i-te Teilchens. Das Pauli-Prinzip fordertnun die totale Antisymmetrie eines solchen Zustandes. Es gilt also f�urjedes i �(1; : : : ; i; i+ 1; : : : ; n) = ��(1; : : : ; i+ 1; i; : : : ; n) (1.18)9Hiermit meinen wir den Vektorraum aller Paare z = fz1; z2g gebildet aus kom-plexen Zahlen unter dem Skalarprodukt (z; z0) = �z1z01 + �z2z02. Die Vektoren f1; 0gund f0; 1g formen eine Basis und entsprechen den beiden Polarisationszust�anden" und #. Die allgemeinste Situation wird jedoch durch eine Polarisationsmatrix �beschrieben: dies ist eine komplexe 2 � 2-Matrix mit � � 0 und Spur� = 1. EinElektron hei�t unpolarisiert, wenn 2� = 1 (Einheitsmatrix) gilt.



1.4. DER SPIN DER ELEKTRONEN 15Diese Eigenschaft ist charakteristisch f�ur identische Teilchen mit halb-zahligen Spin. Man nennt sie Fermionen. Diese Besonderheit, die unsbei den identischen Teilchen begegnet, wollen wir ein wenig beleuchten.Sind H1 und H2 zwei Hilbertr�aume, mit denen wir zwei verschie-dene (d.h. unterscheidbare) physikalische Systeme hinsichtlich der f�ursie m�oglichen Zust�ande beschreiben, so gibt es stets einen Hilbertraum,der alle Zust�ande des vereinigten Systems, sozusagen die gemeinsamenZust�ande und nur diese, umfa�t. Der gesuchte Raum ist das Tensor-produkt H1 
H2. Ist also H = L2(R3;C2) etwa der Hilbertraum eineseinzelnen Elektrons, so w�urde man erwarten, da� die Wellenfunktionenvon n Elektronen in dem n-fachen TensorproduktnOi=1H = H
H
 � � � 
 H (n Faktoren) (1.19)zu suchen sind. F�ur unterscheidbare Teilchen w�are dies richtig. Elektro-nen sind jedoch identische Teilchen, und das Pauliprinzip sagt uns, da�die Zust�ande von n Elektronen in einem Unterraum liegen, den mandas n-fache alternierende Produkt der Ein-Teilchen-R�aume nennt:n̂i=1H = H ^H ^ � � � ^ H (n Faktoren) (1.20)Ein gen�aherter Hamilton-Operator f�ur ein n-Elektronen-Atom, derdie genannte Spin-Bahn-Wechselwirkung mit einbezieht, ist H = H0 +H1 +H2 mit H2 = nXi=1 �(i)L(i) � S(i) (1.21)wobei [�(i)�](: : : x(i) : : :) = �(jx(i)j)�(: : : x(i) : : :) (1.22)�(r) = 12m2c2 1r dVdr (r) (1.23)Hier bezeichnen L(i) und S(i) den Bahndrehimpuls- bzw. den Spinope-rator des i-ten Elektrons und L(i) � S(i) deren Skalarprodukt.



16 KAPITEL 1. GRUNDZ�UGE DER QUANTENMECHANIK1.5 Symmetrien und Erhaltungss�atze1.5.1 TranslationenWir wollen bekannte Transformationen aus der klassischen Mechanikauf die Quantenmechanik �ubertragen und beginnen mit dem einfach-sten Beispiel, n�amlich der Translation:x0 = x + a ; a 2 R3Wir k�onnen zwei grunds�atzlich verschiedene Vorstellungen mit einersolchen Transformation verbinden.� Passive Au�assung (ein System, zwei Beobachter):die Translation beschreibt die relative Position zweier Bezugssy-steme, K und K 0, von denen aus ein physikalisches System (d.h.sein Zustand) beurteilt wird. Ist in dem System K der Zustanddurch die Wellenfunktion � beschrieben, so wird der gleiche Zu-stand in K 0 durch die Wellenfunktion �0 beschrieben, wobei dieTatsache, da� es sich um den gleichen Zustand handelt, durch�0(x0) = �(x)ausgedr�uckt ist.� Aktive Au�assung (zwei Systeme, ein Beobachter):die Translation beschreibt einen Vorgang, bei dem ein physika-lisches System als Ganzes um einen Vektor a verschoben wird.War der urspr�ungliche Zustand durch eine Wellenfunktion � be-schrieben, so kann der neue Zustand durch eine Wellenfunktion�0 beschrieben werden, wobei die benutzten Ortskoordinaten un-ver�andert bleiben und durch x bezeichnet werden. Der Zusam-menhang ist dann durch�0(x) = �(x� a)gegeben.Beide Au�assungen sind mathematisch �aquivalent: gilt n�amlich �0(x+a) = �(x) f�ur alle x, so gilt auch �0(x) = �(x � a) f�ur alle x und um-gekehrt. Es wird deshalb in Zukunft nicht n�otig sein, den Unterschied,



1.5. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSS�ATZE 17der in den beiden Bildern besteht, zu betonen. Es ist wichtig f�ur dasVerst�andnis, da� mit der Einf�uhrung einer Transformation (wie hierder Translation) �uberhaupt keine Symmetrie verbunden sein mu�: diesbleibt eine gesonderte Forderung an die Physik des zugrundegelegtenSystems. Welche Au�assung wir dabei vertreten, die aktive oder passi-ve, ist wiederum irrelevant.Der n�achste Schritt in unserer Analyse der Situation besteht darin,da� wir den Operator U(a) : L2(R3)! L2(R3) einf�uhren10:[U(a)�](x) = �(x� a) (1.24)Dieser Operator hat eine Reihe von Eigenschaften111. U(a) ist ein linearer Operator, d.h. er respektiert Superpositionenvon Wellenfunktionen.2. Es gilt kU(a)�k = k�k f�ur alle �, d.h. U(a) ist unit�ar und re-spektiert damit nicht nur die Normierung einer Wellenfunktion,sondern erh�alt auch alle Wahrscheinlichkeiten w = j(�;  )j2 (so-fern � und  der gleichen Transformation unterworfen werden).123. Es gilt U(a)U(b) = U(a + b). Da wir hier den Vektor a als eineVariable betrachten, sagt dies, da� die Gesamtheit der OperatorenU(a) eine Gruppe von unit�aren Operatoren, kurz, eine unit�areGruppe de�niert.Der Hamilton-Operator eines einzelnen kr�aftefreien Teilchens ist H =��=2m. F�ur alle � im De�nitionsbereich von H gilt [U(a)H�](x) =[HU(a)�](x), wie man durch eine leichte Rechnung best�atigt. Also giltU(a)H = HU(a), kurz: [U(a); H] = 0, und wir haben hier die charakte-risierende Eigenschaft einer Symmetrie vor uns. In Worten: der unit�areOperator U(a) vertauscht mit dem Hamilton-Operator. Beachte: diesist mit der Aussage U(a)�1HU(a) = H identisch.10Wir schreiben hier [U(a)�](x) anstelle von U(a)�(x), um unmi�verst�andlichdeutlich zu machen, da� U(a) auf die Funktion � und nicht auf den Funktionswert�(x) wirkt.11Wichtig auch hier: diese Eigenschaften allein machen aus U(a) noch keineSymmetrieoperation.12Ein linearer Operator auf einem Hilbertraum, der die Norm erh�alt, erh�alt auchdas Skalarprodukt. Dies folgt aus der Darstellung 4(�;  ) = P�k + ��k2 (Sum-mation �uber die vier Wurzeln der Gleichung �4 = 1).



18 KAPITEL 1. GRUNDZ�UGE DER QUANTENMECHANIK1.5.2 Translationen im homogenen MagnetfeldDas n�achste Beispiel ist komplizierter aber lehrreich. Wir w�ahlen alsphysikalisches System ein Elektron (Ladung -e), das sich in einem r�aum-lich wie zeitlich konstanten Magnetfeld B bewegt. Es ist anschaulichklar, da� ein solches System translationsinvariant ist. Die klassischeHamilton-Funktion Hkl(p; q) = 12m �p� e2q�B�2 (1.25)dr�uckt diese Symmetrie durchHkl(p+ e2a�B; q + a) = Hkl(p; q) (1.26)aus. Das zugeh�orige quantenmechanische Problem wird durch den Hamilton-Operator [H�](x) = 12m(1ir� e2x�B)2�(x) (1.27)de�niert. Der unit�are Operator U(a), der eine Symmetrietransformati-on auf dem Hilbertraum ausf�uhren soll, mu� hier anders gew�ahlt, d.h.der neuen Situation angepa�t werden:[U(a)�](x) = �(x� a) exp(i e2 [aBx]) (1.28)Neu ist das Auftreten einer x-abh�angigen Phase13. Die �Anderung ge-gen�uber dem urspr�unglichen Ausdruck f�ur U(a), so k�onnen wir sagen,wird durch eine Eichtransformation bewirkt. Setzen wir[P�](x) = (1ir� e2x�B)�(x) (1.29)so �ndet man leicht PU(a) = U(a)P und deshalbHU(a) = U(a)H (1.30)in o�ensichtlicher Analogie zur klassischen Situation. Ein nicht-klassischerE�ekt besteht nun darin, da� die so de�nierten Translationen i.a. nichtmiteinander kommutieren. Vielmehr gilt f�ur zwei Vektoren a und BU(a)U(b) = U(a + b) exp(i e2 [aBb]) (1.31)13Mit [aBx] bezeichnen wir das Spatprodukt aus den drei Vektoren a, B und x.



1.5. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSS�ATZE 19Es gilt jedoch weiterhin U(0) = 1 und U(a)�1 = U(�a), soda�U(a)U(b)U(�a)U(�b) = exp(ie[aBb]) (1.32)mit der folgenden Konsequenz: ein Teilchen der Ladung e, das in ei-nem Magnetfeld B entlang der Berandung eines Parallelogramms, auf-gespannt von den Vektoren a und b, verschoben wird, kehrt zwar zuseinem Ursprung zur�uck. Jedoch nimmt seine Wellenfunktion den kon-stanten Phasenfaktor exp(�ieF �B) auf, wobei F = a�b der Vektor derumfahrenen Fl�ache ist. Wir erkennen in M = F �B den magnetischenFlu� durch das Parallelogramm. Da eine beliebige Fl�ache durch eineSumme von Rechtecken approximiert werden kann, ist die Aussage all-gemein: bei dem Umfahren einer Fl�ache erh�alt die Wellenfunktion einenkonstanten Phasenfaktor der Form exp(�ieM), wobei M den magne-tischen Flu� durch diese Fl�ache bezeichnet.14Wir lernen an diesem Beispiel, da� die Symmetrie eines Systems,wenn sie klassisch durch eine abelsche Gruppe beschrieben ist, quan-tenmechanisch betrachtet, sehr wohl nichtabelsche Z�uge haben kann.Die Verletzung der Kommutativit�at zeigt sich stets im Auftreten vonPhasenfaktoren und beruht auf der Tatsache, da� konstante Phasenphysikalisch bedeutungslos sind.1.5.3 In�nitesimale TranslationenWir kehren zu der Situation zur�uck, in der eine Translation durch[U(a)�](x) = �(x� a)dargestellt wird. Wir nehmen an, da� �(x � a) bez�uglich a in einekonvergente Taylorreihe entwickelt werden kann:�(x� a) = 1Xn=0 1n! (�a�r)n�(x)Indem wir hier den Impuls P = �ir einf�uhren, wirdU(a) = 1Xn=0 1n! (�ia�P)n = e�iaP14Man vergleiche hierzu den bekannten Aharanov-Bohm-E�ekt in der Quanten-mechanik der Elektronen.



20 KAPITEL 1. GRUNDZ�UGE DER QUANTENMECHANIKWir nennen dies die Exponentialkonstruktion der unit�aren Gruppe U(a).Die Gruppe hat drei Generatoren, n�amlich die Komponenten von P.Wir haben gesehen, wie man U(a) aus P konstruiert. Wir k�onnen aberauch den umgekehrten Weg gehen:�ia�P = limt!0 t�1[U(ta) � 1] (1.33)Wir nennen -ia�P die in�nitesimale Transformation15 der einparamet-rigen Schar U(ta) , t 2 R.Unsere Betrachtungen lassen sich leicht auf n-Teilchensysteme �ubert-ragen. Hier bewirkt eine Translation, da� alle Koordinaten gemeinsamum einen Vektor a verschoben werden:[U(A)�](x(1); : : : ; x(n)) = �(x(1)�a; : : : ; x(n)�a) (1.34)Eine Taylorentwicklung ergibt�(x(1)�a; : : : ; x(n)�a) = 1Xk=0 1i! (� kXj=1 a�r(j))k�(x(1); : : : ; x(n)) (1.35)Also gilt auch hier U(a) = exp(�ia �P), wobei P den Gesamtimpulsbezeichnet: P = P(1) + : : :+P(n) ; P(j) = �ir(j)Wie in der klassischen Mechanik k�onnen wir de�nieren: Ein Systemhei�t abgeschlossen, wenn es translationsinvariant ist, d.h. wenn[U(a); H] = 0f�ur alle a 2 R3 gilt. Dies ist mit der Aussage �aquivalent, da� die Gene-ratoren von U(a) mit dem Hamilton-Operator vertauschen:[P; H] = 015Man beachte den begri�ichen Unterschied zwischen Generatoren und in�nite-simalen Transformationen(i.Tn.). Es gibt nur drei Generatoren der Translationen,jedoch unendlich viele i.Tn.: sie formen n�amlich einen 3-dimensionalen Vektorraum,der von iP1, iP2 und iP3 aufgespannt wird. Generatoren sind selbstadjungiert, diei.Tn. sind es nicht.



1.5. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSS�ATZE 21Selbstadjungierte Operatoren wie P, die mit H vertauschen, nennenwir Erhaltungsgr�o�en. Ein Beispiel f�ur viele: das System von n Elek-tronen unter der Wirkung ihrer gegenseitigen Coulomb-Absto�ung istabgeschlossen. Formal folgt dies aus der Tatsache, da� die potentielleEnergie nur von den Di�erenzen x(i) � x(k) abh�angt. Als Konsequenzdavon ist der Gesamtimpuls der Elektronen eine Erhaltungsgr�o�e.1.5.4 RotationenWir wollen uns nun den Rotationen zuwenden und ihren Zusammen-hang mit dem Drehimpuls untersuchen. Wir gehen dabei von dem geo-metrischen Begri� aus. Sei R = (Rik) eine reelle 3�3-Matrix. Die durchsie vermittelte Transformation des R3, x0 = Rx, hei�t orthogonal (wirsagen auch, R sei eine orthogonale Matrix), wenn die L�ange der Vek-toren erhalten bleibt: jRxj = jxj. Bekanntlich ist dies mit der AussageRTR = 1 identisch, wenn man mit RT die transponierte Matrix be-zeichnet. Wir erinnern an die Regeln f�ur Determinanten:det(RS) = (detR)(detS)det(RT ) = detRdet 1 = 1Aus RTR = 1 folgt (detR)2 = 1 und somit detR = �1: orthogonaleMatrizen sind nichtsingul�ar16 und erf�ullen R�1 = RT . Die orthogonalenTransformationen bilden eine Gruppe, die man die orthogonale Gruppenennt und mit O(3) bezeichnet. Die UntergruppeSO(3) = fR 2 O(3)j detR = 1ghei�t spezielle orthogonale Gruppe oder kurz Drehgruppe. IstR 2 SO(3),so ist -R in der Nebenklasse derjenigen Matrizen, deren Determinante-1 ist. Die Matrix -1 ist ein Element dieser Nebenklasse und beschreibt16Diese sehr einfache Tatsache wird falsch in unendlich-dimensionalen R�aumen.Eine Isometrie im Hilbertraum, kU�k = k�k erf�ullt zwar U�U = 1 aber nicht not-wendigerweise U�1 = U�: nicht jeder isometrische Operator ist unit�ar. Der Defekttritt immer dann auf, wenn U nicht invertierbar ist.



22 KAPITEL 1. GRUNDZ�UGE DER QUANTENMECHANIKeine Spiegelung: x0 = �x. Jede orthogonale Matrix R 2 O(3) ist al-so entweder speziell orthogonal (eine Drehung) oder das Produkt einerDrehung (n�amlich -R) und der Spiegelungsmatrix -1.Auch in der Quantenmechanik gibt eine Drehung R Anla� zu einemWechsel des Bezugssystems. F�ur die Wellenfunktion eines Teilchens lau-tet die Transformationsformel:�0(x0) = �(x) (1.36)x0 = Rx (1.37)In �0(Rx) = �(x) k�onnen wir x durch R�1x ersetzen und die Bezeich-nung U(R)� = �0 einf�uhren. Dann gilt:[U(R)�](x) = �(R�1x) (1.38)Der hierdurch eingef�uhrte Operator ist unit�ar17. Es gilt:U(R)�1 = U(R)� = U(R�1) = U(RT ) (1.39)U(R)U(S) = U(RS) (1.40)U(1) = 1 (1.41)Auch hier gilt: diese Eigenschaften allein machen aus SO(3) noch keineSymmetriegruppe.Viele Einteilchenprobleme sind rotationssymmetrisch. Sei etwa[H�](x) = [��=2m + V (x)]�(x) (1.42)der Ausdruck f�ur den Hamilton-Operator. Dann sind die folgenden bei-den Aussagen �aquivalent:� Das Potential ist drehinvariant: V (x) = V (Rx), d.h. V h�angt nurvon r = jxj ab.� Der Hamilton-Operator vertauscht mit U(R), d.h. [U(R); H] = 0.17Der Grund ist sehr einfach: das Volumenelement d3x, mit dem wir j�j2 integrie-ren, ist invariant gegen�uber Drehungen. F�ur diese Eigenschaft w�urde es ausreichenanzunehmen, da� j detRj = 1 ist.



1.5. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSS�ATZE 231.5.5 In�nitesimale RotationenWir betrachten Drehungen R(t), die stetig di�erenzierbar von einemreellen Parameter t abh�angen und R(0) = 1 erf�ullen. Di�erenzieren wirnun die Relation R(t)TR(t) = 1 auf beiden Seiten an der Stelle t = 0,so erkennen wir, da� jede in�nitesimale Rotation A = (dR=dt)(0) dieBedingung AT + A = 0 (1.43)erf�ullt, d.h. A ist antisymmetrisch. Tats�achlich bekommen wir alle reel-len antisymmetrischen Matrizen auf diese Weise; denn sei A eine solcheMatrix, so beschreibt R(t) = exp(tA) eine geeignete einparametrigeSchar von Drehungen18.Der Vorteil der Beschreibung durch A liegt nun darin, da� antisym-metrische Matrizen sich leicht parametrisieren lassen:A = 0B@ 0 �a3 a2a3 0 �a1�a2 a1 0 1CA (1.44)so da� Ax = a�x mit a = (a1; a2; a3) f�ur alle x 2 R3 ist. Die charak-teristische Gleichung det(A� �) = 0 einer solchen Matrix hat stets dieForm �3 + !2� = 0 mit!2 = �SpurA2=2 = jaj2:Das Theorem von Caley-Hamilton sagt, da� die Matrix A ihre eigenecharkteristische Gleichung erf�ullt, alsoA3 + !2A = 0 (1.45)Mit Hilfe dieser Matrixidentit�at l�a�t sich die Exponentialreihe leichtaufsummieren, eA = 1 + sin!! A+ 1� cos!!2 A2 (1.46)18Dies folgt aus [exp(tA)]T = exp(tAT ) = exp(�tA) = [exp(tA)]�1 und derStetigkeit der Funktion f(t) = det exp(tA): da f(0) = 1 und f(t)2 = 1, ist f(t) = 1.Es gilt jedoch noch mehr: R(t) = exp(tA) stellt eine einparametrige Untergruppevon SO(3) dar und jedes Element R 2 SO(3) liegt in einer solchen Untergruppe.



24 KAPITEL 1. GRUNDZ�UGE DER QUANTENMECHANIKund auf diese Weise haben wir eine Parametrisierung der Drehgruppegewonnen. Wegen der Periodizit�at der trigonometrischen Funktionenk�onnen wir den Vektor a so einschr�anken, da� jaj � � erf�ullt ist.Aus x k a folgt eAx = x, und aus x ? a mit jxj = 1 folgt xeAx =cos jaj. Deshalb ist f�ur die Rotation R = eAa=jaj = Richtung der Drehachse, ! = jaj = Drehwinkel.Wir betrachten die einparametrige Gruppe U(etA) und berechnen diezugeh�orige in�nitesimale Transformation:[U(etA)�](x) = �(x� ta�x+O(t2))= (1� t[axr] +O(t2))�(x)= (1� ita�L+O(t2))�(x)mit L = x�(�ir), dem Drehimpulsoperator. Die in�nitesimale Trans-formation ist also �ia�L, und die von ihr erzeugte einparametrige Un-tergruppe gewinnen wir durch die Exponentialkonstruktion:U(etA) = e�itaL (1.47)Auf eine Wellenfunktion von n Teilchen (ohne Spin) wirkt eine Rotationin analoger Weise:[U(R)�](x(1); : : : ; x(n)) = �(R�1x(1); : : : ; R�1x(n)) (1.48)Es ist o�ensichtlich, in welchen Situationen die so eingef�uhrte Transfor-mationsgruppe zu einer Symmetrie wird. Lassen wir n�amlich die Teil-chen so miteinander wechselwirken, da� die Zweik�orperpotentiale nurvon den Abst�anden jx(i) � x(k)j abh�angen, hat der Hamilton-Operatordie Eigenschaft [U(R); H] = 0. Die Generatoren von U(R) sind die dreiKomponenten des GesamtdrehimpulsesL = L(1) + � � �+ L(n) (1.49)Nur er (und nicht jeder Einteilchen-Drehimpuls separat) hat die Eigen-schaft, eine eine Erhaltungsgr�o�e zu sein: [L; H] = 0. Haben die Teil-chen zudem noch Spinfreiheitsgrade, so m�ussen diese ebenfalls der Dre-hung unterworfen werden, damit eine Symmetrie entsteht. Dies f�uhrt



1.5. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSS�ATZE 25dazu, da� man in die Summe aller Drehimpulse auch noch die Spinsder einzelnen Teilchen mit einbeziehen mu�. Die genaue Beschreibungdieser Situation erfolgt sp�ater.Es ist aus dem Gesagten klar, da� man Einzeldrehimpulse (eben-so wie die zugeh�origen partiellen Drehungen) zwar de�nieren kann, sieaber i.a. keine Erhaltungsgr�o�en darstellen, weil die Wechselwirkungder Teilchen untereinander dies nicht zul�a�t. Damit k�onnen partielleDrehungen auch keine Symmetrien beschreiben. In einer wichtigen Si-tuation ist es jedoch m�oglich, eine partielle Drehgruppe einzuf�uhren, diegleichzeitig Symmetriegruppe ist. Betrachten wir etwa ein abgeschlos-senes System von zwei Teilchen, die verm�oge eines Potentials V (r) mit-einander wechselwirken, das nur von dem Abstand r = jx(1) � x(2)jabh�angt. Hier ist es zweckm�a�ig, zun�achst Schwerpunkts- und Relativ-koordinaten einzuf�uhren:� = m1x(1) +m2x(2)m1 +m2 ; x = x(1) � x(2)Eine Symmetriegruppe ist dann durch[U(a; R)�](�; x) = �(� � a; R�1x) ; a 2 R3; R 2 SO(3) (1.50)erkl�art. Die hier enthaltenen Translationen f�uhren zur Erhaltung desGesamtimpulses (klassisch: die Bewegung des Schwerpunktes mit kon-stanter Geschwindigkeit). Die Drehungen der Relativkoordinaten k�onnenwir anschaulich au�assen als Drehungen der Teilchenkoordinaten umden bewegten Schwerpunkt als Zentrum. Sie f�uhren zur Erhaltung desrelativen Bahndrehimpulses Lrel = �ix�rx.Nat�urlich l�a�t sich die Vorstellung von Drehungen im mitbeweg-ten Bezugssystem �ubertragen auf das n-K�orperproblem, wobei � =(Pmi)�1Pmix(i):[U(R)�](x(1); : : : ; x(n)) = �(� +R�1(x(1) � �); : : : ; � +R�1(x(n) � �))(1.51)Durch �Ubergang zu in�nitesimalen Drehungen �nden wir leicht die Ge-neratoren: es sind die Komponenten vonLrel = L�Q�P (1.52)



26 KAPITEL 1. GRUNDZ�UGE DER QUANTENMECHANIKwobei L den Gesamtdrehimpuls,Q den Ortsoperator des Schwerpunktes19und P den Gesamtimpuls bezeichnet.1.5.6 Parit�at und ZeitumkehrIn der Gruppe O(3) �nden wir au�er den Drehungen auch die Spiege-lungstransformation x 7! �x. In der klassischen Mechanik f�uhrt eineInvarianz des Systems gegen�uber Spiegelungen zu keiner neuen Erhal-tungsgr�o�e. Dies ist anders in der Quantenmechanik: die neue Erhal-tungsgr�o�e P hei�t Parit�at:[P�](x(1); : : : ; x(n)) = �(�x(1); : : : ;�x(n)) (1.53)Die Situation ist dadurch speziell, da� der Operator P zugleich unit�arund selbstadjungiert ist: wir k�onnen damit P als Symmetrietransfor-mation und zugleich auch als Erhaltungsgr�o�e au�assen. O�ensichtlichgilt P 2 = 1, d.h. P besitzt die Eigenwerte �1 (und nur diese). JedeWellenfunktion l�a�t sich in einen Anteil positiver Parit�at und einenAnteil negativer Parit�at zerlegen. Die Zerlegung ist eindeutig und wirddurch Anwendung der Projektoren 12(1 � P ) erreicht. Bekanntlich ha-ben die Kugelfunktionen Ylm(�; �), die als Drehimpuls-Eigenfunktioneneine wichtige Rolle spielen, eine de�nierte Parit�at, n�amlich (�1)l.Viele Hamilton-Operatoren, die SO(3)-invariant sind, besitzen au-tomatisch die volle O(3)-Symmetrie. Dies gilt f�ur die kinetische Energie,Einteichenpotentiale, die nur von ri = jx(i)j, und Zweiteilchenpotentia-le, die nur von rik = jx(i)�x(k)j abh�angen. Es ist jedoch nicht schwierig,ad hoc SO(3)-invariante Operatoren zu konstruieren, die nicht O(3)-invariant sind: [x(1)x(2)x(3)] ; x(1) �L(2) ; P�S u:s:w:Alle diese Gr�o�en haben eines gemeinsam: sie lassen sich als Skalarpro-dukte eines polaren Vektors mit einem Axialvektor darstellen. SolcheGr�o�en wollen wir Pseudoskalare nennen. Wie die beiden Typen vonVektoren in der Quantenmechanik zu unterscheiden sind, ist leicht aus-zumachen:19d.h. [Q�](x(1); : : : ; x(n)) = (Pmi)�1(Pmix(i))�(x(1); : : : ; x(n)).



1.5. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSS�ATZE 27De�nition 1 Ein System von drei Operatoren A = (A1; A2; A3) hei�tVektor, wenn gilt20:U(R)�1AiU(R) = 3Xk=1R ki Ak ; R 2 SO(3) (1.54)De�nition 2 Ein Vektor A hei�t polar, wenn gilt: PAP = �A . Erhei�t axial, wenn gilt21: PAP = A.Typischerweise entstehen Axialvektoren als Vektorprodukte von pola-ren Vektoren. Damit ist auch jeder Drehimpuls L ein Axialvektor. Esgibt aber auch Axialvektoren, die nicht durch Produktbildung entste-hen, z.B. den Spin S (also den Eigendrehimpuls) eines Teilchens.Wir wenden uns nun der Zeitumkehr zu und erl�autern sie anhandder kr�aftefreien Bewegung eines Teilchens: (��=2m) (x; t) = i _ (x; t).Fragen wir hier, ob mit  (x; t) auch  (x;�t) eine L�osung ist, so lautetdie Antwort nein. Man erkennt jedoch sofort, da� durch  (x;�t) eineneue L�osung beschrieben wird. Dies f�uhrt uns dazu, den Operator Tder Zeitumkehr durch[T�](x) = �(x) ; � 2 L2(R3) (1.55)zu de�nieren, also durch eine einfache komplexe Konjugation der Wel-lenfunktion. Ist n�amlich  (x; t) die zeitliche Entwicklung des Anfang-zustandes �(x) =  (x; 0), so ist  (x;�t) die zeitliche Entwicklung desAnfangzustandes �(x). Die Eigenschaften der so eingef�uhrten Zeitum-kehr sind:1. Der Operator T ist antilinear, d.h.T (c�+ c0�0) = �cT�+ �c0T�0 ; c; c0 2 C (1.56)20Wir sehen hier, da� der Vektorcharakter nur in bezug auf eine bestimmte Dar-stellung U(R) der Drehgruppe de�niert werden kann.21Die weitere Di�enzierung unter den Vektoren beruht o�enbar darauf, da� einebestimmte Darstellung U(R) der orthogonalen Gruppe O(3) vorgegeben ist, so da�U(R)�1AU(R) = RA f�ur polare Vektoren, hingegen U(R)�1AU(R) = (detR)RAf�ur axiale Vektoren gilt.



28 KAPITEL 1. GRUNDZ�UGE DER QUANTENMECHANIK2. Der Operator T invertiert das Skalarprodukt:(T�; T�0) = (�0; �) (1.57)Operatoren mit den Eigenschaften 1. und 2. hei�en antiunit�ar22.3. Ist der Grundzustand � eines Hamilton-OperatorsH mit [T;H] =0 nicht entartet, so gilt T� = c� mit jcj = 1. Dies hei�t: nachWahl einer geeigneten Phase wird der Grundzustand durch einereelle Wellenfunktion beschrieben, so etwa der Grundzustand desWassersto�atoms.4. Ist �p(x) = eipx eine ebene Welle mit dem Impuls p, so giltT�p = ��p . Man nennt daher auch T den Operator der Be-wegungsumkehr, und diese Bezeichnung ist vielleicht sogar klarerund dem Begri� Zeitumkehr vorzuziehen. Impulse und Drehim-pulse �andern ihr Vorzeichen: TPT = �P , TLT = �L. Ortsope-ratoren bleiben unver�andert: TQT = Q. Deshalb gilt: Skalarpro-dukte vom Typ Q�P und Q�L , ebenso wie Hamilton-Operatoren,die von solchen Gr�o�en in linearer Weise abh�angen, sind nichtzeitumkehrinvariant.5. Bewegt sich ein Teilchen in einem Potential V (x), so gilt f�urden Hamilton-Operator H die Beziehung [T;H] = 0 genau dann,wenn das Potential reell ist. Die Einf�uhrung komplexer Potentiale23verst�o�t gegen die Forderung nach Invarianz gegen�uber der Zeit-umkehr (ganz abgesehen davon, da� ein solcher Hamilton-Operatordann nicht mehr selbstadjungiert w�are).Der antilineare Charakter der Zeitumkehr ist, was seinen G�ultigkeits-bereich betri�t, nicht auf die Schr�odinger-Theorie beschr�ankt. Um dies22Man kann leicht zeigen, da� jeder antiunit�are Operator A als Produkt A = TUder Konjugation T und eines unit�aren Operators U geschrieben werden kann: manhat nur U = TA zu setzen und T 2 = 1 auszunutzen.23Eine beliebte Methode in der Theorie der Streuung von Neutronen an einemKern besteht darin, mit Hilfe komplexer Potentiale die Absorption der Neutronendurch den Kern mitzubeschreiben, in Analogie zu dem optischen Verhalten einesFestk�orpers, den wir durch einen komplexen Brechungsindex charakterisieren. Einesolche Theorie verletzt wesentliche Prinzipien der Quantentheorie.



1.5. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSS�ATZE 29einzusehen, denken wir uns irgendeine relativistische Theorie der Ele-mentarteilchen mit unit�arer Zeitevolution U(t) = exp(�itH). In relati-vistischen Theorien gilt grunds�atzlich H � 0. Eine Zeitumkehr T mu�,wenn sie diesen Namen verdient, die Eigenschaft TU(t) = U(�t)T be-sitzen. Gehen wir hier zu in�nitesimalen Zeitverschiebungen �uber, sofolgt T iH = iHT . Damit haben wir die folgende Alternative: entwedergilt TH = HT und T i = �iToder TH = �HT und T i = iT .Im ersten Fall ist T antilinear, im zweiten Fall linear. Ist � ein Zustandpositiver Energie, so ist T� ein Zustand positiver Energie im ersten, einZustand negativer Energie im zweiten Fall. Der zweite Fall verletzt dieBedingung H � 0 und scheidet f�ur uns aus. Es bleibt nur die M�oglich-keit, da� T antilinear ist.Es gilt zwar T 2 = 1 in der Quantenmechanik, doch w�are es falsch,von einer Observablen T mit den Eigenwerten �1 zu sprechen. DerGrund: T ist nicht selbstadjungiert. Dies bewirkt, da� mit einer solchenSymmetrie keine Erhaltungsgr�o�e verbunden ist. Denoch sind mit derInvarianz gegen�uber Zeitumkehr viele Auswahlregeln verkn�upft, z.B.kann ein neutrales Spin-12-Teilchen (etwa das Neutron) kein elektrischesDipolmoment besitzen.E.P.Wigner hat gezeigt, da� eine allgemeine Transformation des Zu-standsraumes, die alle Wahrscheinlichkeiten w( j�) = j( ; �)j2 (sieheden Abschnitt 2.2) invariant l�a�t, entweder unit�ar oder antiunit�ar ist.Es ist bemerkenswert, da� die Natur von der zweiten M�oglichkeit, eineSymmetrie darzustellen, wenigstens in einem bekannten Fall Gebrauchgemacht hat.1.5.7 Symmetrien im engeren SinnWir wollen nun nach der Diskussion einiger Beispiele in den voran-gegangenen Abschnitten den Begri� der Symmetriegruppe allgemeinfassen. Wir denken uns ein physikalisches System. Es benennen hei�t



30 KAPITEL 1. GRUNDZ�UGE DER QUANTENMECHANIKseinen Zustandsraum H und seinen Hamilton-Operator H kennen. SeiG eine abstrakte Gruppe und U(g) : H ! H f�ur jedes g 2 G entwederunit�ar oder antiunit�ar, so da�U(g)U(g0) = U(gg0) ; U(e) = 1 (1.58)f�ur alle g; g0 2 G erf�ullt ist24. Ist U(g) f�ur jedes g 2 G unit�ar, so nennenwir die Abbildung g 7! U(g) eine unit�are Darstellung der GruppeG. Dieindividuellen Operatoren U(g) der Darstellung U hei�en die Darsteller.F�ur den Fall, da� die schw�achere BedingungU(g)U(g0) = c(g; g0)U(gg0) (1.59)mit c(g; g0) 2 C und jc(g; g0)j = 1 erf�ullt ist, sprechen wir von einerprojektiven Darstellung der Gruppe G.De�nition 3 . Gilt [U(g); H] = 0 f�ur alle g 2 G, so hei�t G eineSymmetriegruppe im engeren Sinn f�ur das physikalische System undg 7! U(g) ihre Darstellung.Die Existenz einer Symmetriegruppe hat die folgende o�ensichtlicheKonsequenz:Ist � 2 H ein station�arer Zustand, d.h. gilt H� = E�, sosind auch alle Zust�ande U(g)� (g 2 G) station�ar und zwarzum gleichen Eigenwert E.Da Eigenl�osungen zum gleichen Eigenwert einen linearen Raum25 bil-den, k�onnen wir sagen, da� U(g) auf diesem Raum operiert, ohne ihnzu verlassen:HE = f�jH� = E�g ist ein invarianter Unterraum f�ur dieDarstellung U der Symmetriegruppe G.24Wir schreiben allgemein gg0 f�ur das Gruppenprodukt und bezeichnen mit e dasneutrale Element in G.25Die Dimension eines solchen Raumes kann endlich oder unendlich sein. Im all-gemeinen stellt sich die Dimension jedoch als endlich heraus.



1.5. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSS�ATZE 31Die Einschr�ankung von U(g) auf den invarianten Unterraum HE be-schreibt eine Teildarstellung UE von U , wobei sich die Darsteller UE(g)von U(g) nur dadurch unterscheiden, da� ihr Wirkungsbereich �uberHEnicht hinaus geht.Ein selbstadjungierter Operator A auf H wird eine Erhaltungsgr�o�egenannt, wenn [A;H] = 0 gilt. Es besteht ein wichtiger Zusammenhangzwischen diesem Konzept und dem Begri� der Symmetrie: Sei n�amlichA eine Erhaltungsgr�o�e, so beschreibt U(s) = exp(isA) mit s 2 Reine einparametrige unit�are Gruppe von Symmetrietransformationen;denn es gilt [U(s); H] = 0 f�ur alle s 2 R. Umgekehrt f�uhrt jede ein-parametrige Symmetriegruppe durch �Ubergang zu der in�nitesimalenTransformation auf eine Erhaltungsgr�o�e.Die Existenz einer Erhaltungsgr�o�e A erlaubt einige Folgerungen:� Sei �t eine L�osung der Schr�odinger-Gleichung H�t = i _�t , so da�A�0 = a�0 (A nimmt zur Zeit t = 0 den Eigenwert a an). Danngilt A�t = a�t f�ur alle Zeiten t.� Sei �t irgendeine L�osung der Schr�odinger-Gleichung. Dann ist derErwartungswert (�t; A�t) unabh�angig von der Zeit t. Diese Aussa-ge l�a�t sich noch versch�arfen. Zu �t mit k�tk = 1 und A existierteine zeitlich konstante Wahrscheinlichkeitsverteilung der Me�wer-te von A, d.h. es gibt ein W-Ma� � auf R, so da�26(�t; eisA�t) = Z d�(a) eisaf�ur alle s 2 R unabh�angig von t erf�ullt ist. Ein Beispiel: in ei-nem abgeschlossenen System ist nicht nur der Erwartungswertdes Impulses zeitlich konstant, sondern auch die gesamte Impuls-verteilung.� Mit A ist auch jedes Polynom Pn(A) mit reellen Koe�zienten ei-ne Erhaltungsgr�o�e. Mit der gebotenen mathematischen Vorsichtkann man sogar behaupten, da� jede Funktion f(A) eine Erhal-tungsgr�o�e ist. Das Problem besteht lediglich darin, dem Symbol26Die hier beschriebene Funktion von s ist die Fourier-Transformierte des Ma�es�. Sie wird auch die charakteristische Funktion des W-Ma�es genannt.



32 KAPITEL 1. GRUNDZ�UGE DER QUANTENMECHANIKf(A) eine Bedeutung zu geben. Wir wollen auf dieses Problemhier nicht eingehen.� Sei E ein Energie-Eigenwert und HE der Raum der zugeh�origenEigenl�osungen. Dann gilt AHE � HE. Allgemeiner: Jeder invari-ante Unterraum von H ist auch ein invarianter Unterraum von Aund umgekehrt. H�atten wir es hier mit gew�ohnlichen Matrizen Hund A zu tun, so lie�e sich der Sachverhalt auch so ausdr�ucken:H und A haben ein gemeinsames System von Eigenfunktionen,sind also "gemeinsam diagonalisierbar".� F�ur die Theorie des Me�prozesses bedeutet die Relation [A;H] =0 , da� Messungen der Observablen H und A kompatibel sind,d.h. sie sich nicht gegenseitig beeinussen. Insbesondere k�onnenH und A zugleich mit beliebiger Genauigkeit gemessen werden;es existiert keine Unsch�arfe-Relation f�ur kommutierende Gr�o�en.Die hier aufgef�uhrten Behauptungen sind so elementar, da� es demLeser �uberlassen wird, sie im einzelnen zu veri�zieren.1.5.8 Symmetrien im weiteren SinneDas bisher benutzte Symmetriekonzept gibt der Zeit eine Sonderstel-lung unter den vier Koordinaten der Raum-Zeit. Dies ist auf jeden Falldann nicht w�unschenswert, wenn wir zu einer relativistischen Theorieder Teilchen �ubergehen wollen. Zu einer allgemeineren Begri�sbildunginnerhalb der Schr�odinger-Theorie gelangen wir, wenn wir die Bedin-gung [U(g); H] = 0 aufgeben.Sei (H; H) ein physikalisches System und g 7! U(g) eine beliebigeunit�are Darstellung einer Gruppe G auf H. Wir de�nierenUt(g) = e�itHU(g)eitH (1.60)abh�angig von der Zeit t. Dann gilt: ist �t eine L�osung der Schr�odinger-Gleichung H�t = i _�t, so auch �gt = Ut(g)�t f�ur jedes g 2 G. Auch hiergilt, da� die Gruppe G auf dem Raum der (zeitabh�angigen) L�osungenoperiert, jedoch ist ihre Wirkung selbst zeitabh�angig und kann deshalbnicht zu Erhaltungsgr�o�en f�uhren. Der Nutzes des neuen Konzeptes istdaher sehr begrenzt. Wir betrachten zwei Beispiele.



1.5. SYMMETRIEN UND ERHALTUNGSS�ATZE 33Galilei-Transformationen.F�ur eine beliebige Geschwindigkeit v, die wir als Relativgeschwin-digkeit zweier Bezugssysteme interpretieren, f�uhrt der Ansatzj�0(x0; t0)j = j�(x; t)j (1.61)x0 = x + vt (1.62)t0 = t (1.63)auf �0(x; t) = eif(x;t)�(x� vt; t)mit einer zun�achst belieben reell-wertigen Funktion f . Wir wollen an-nehmen, da� �(x; t) eine L�osung der Schr�odinger-Gleichung mit H =��=2m darstellt. Dann ist die transformierte Wellenfunktion �0(x; t)genau dann eine L�osung derselben Gleichung, wenn die folgenden bei-den Di�erentialgleichungen erf�ullt sind:rf(x; t) = mv (1.64)@@tf(x; t) = �12mv2 (1.65)Mit der Festsetzung f(0; 0) = 0 wird die L�osung eindeutig:f(x; t) = mv �x� 12mv2t (1.66)Schreiben wir nun [Ut(v)�t](x) = �t(x� vt; t)eif(x;t) (1.67)so gilt in der Tat Ut(v) = exp(�itH)U(v) exp(itH) mit[U(v)�](x) = �(x)eimv�x (1.68)oder U(v) = exp(imv �Q). Die Generatoren der Darstellung U sinddie drei Komponenten von mQ. Obwohl der Ortsoperator Q keineErhaltungsgr�o�e ist, haben wir dennoch mit seiner Hilfe die Galilei-Transformationen in dem Raum L2(R3) beschrieben.Galilei-Invarianz �nden wir bei allen abgeschlossenen n-Teilchensystemen.Die genaue Gestalt des Hamilton-Operators H ist irrelevant. Entschei-dent ist nur, da� sich der Schwerpunkt mit konstanter Geschwindigkeitbewegt: e�itHQeitH = Q + tP=m (1.69)



34 KAPITEL 1. GRUNDZ�UGE DER QUANTENMECHANIKHier bezeichnet m die Gesamtmasse, Q den Ortsoperator des Schwer-punktes und P den Operator des Gesamtimpulses. Genau wie vorher,sind auch hier die Komponenten von mQ die Erzeuger der Darstel-lung U . An der Gestalt der Funktion f(x; t) �andert sich nichts; wirm�ussen darin nur m als die Gesamtmasse und x als die Koordinatendes Schwerpunktes interpretieren.Translationen im homogenen E-Feld.Das Problem eines Elektrons im homogenen E-Feld ist translations-invariant. Gesucht ist eine geeignete Beschreibung der Translationen.Sei also [H�](x) = (��=2m� ex�E)�(x) (1.70)der Hamilton-Operator. Wir gehen aus von [U(a)�](x) = �(x� a). Dadies keine Symmetrietransformationen sind, konstruieren wirUt(a) = e�itHU(a)eitH= exp ��ie�itHa�PeitH�= exp(�ia�P� t[H; a�P])= eieaEtU(a)Hierbei haben wir ausgenutzt, da� [H;P] = �ieE und [H; [H;P]] = 0gilt. Als Resultat erhalten wir die Symmetrietransformationen[Ut(a)�t](x) = �t(x� a)eieaEt (1.71)Obwohl die Translationen damit auf dem Raum der L�osungen der Bewe-gungsgleichung operieren, k�onnen wir aus dieser Wirkung keine vekto-rielle Erhaltungsgr�o�e ableiten. Jedoch gilt hier, da� Ut(a) genau dannunabh�angig von t ist, wenn a ? E gilt: f�ur solche a ist a�P eine Erhal-tungsgr�o�e. W�ahlen wir etwa E = (0; 0; E3), so sind P1 und P2 zeitlichkonstant, und diese beiden Operatoren erzeugen eine Symmetriegruppeim engeren Sinn.



Kapitel 2Darstellungen von GruppenIn welchem sich zeigt, da� einer,so er nur gelernt hat, den rech-ten Glauben von den Irrlehren zuscheiden, durchaus imstande ist,auch �uber Dinge zu reden, von de-nen er keine Ahnung hat.Stefan Heym, Ahasver2.1 HomomorphismenDie Untersuchung der Struktur von Gruppen, ihrer Beziehungen unter-einander und ihrer Darstellungen beruht auf einem zentralen Begri�,dem des Homomorphismus, aus dem weitere wichtige Begri�e ableitbarsind.De�nition 4 . Eine Abbildung f : H ! G zwischen Gruppen G undH wird ein Homomorphismus genannt, wenn sie die Gruppenstrukturrespektiert, d.h. wenn f�ur alle h; h0 2 H gilt:f(hh0) = f(h)f(h0)Unter Kern und Bild eines Homomorphismus f verstehen wir die Men-gen Kerf = fh 2 H : f(h) = eg (2.1)Imf = ff(h) : h 2 Hg (2.2)35



36 KAPITEL 2. DARSTELLUNGEN VON GRUPPENwobei e das neutrale Element in G bezeichnet.Es ist leicht, die folgenden Aussagen zu beweisen:1. Kerf und Imf sind Untergruppen von H bzw. G. Kerf ist so-gar eine invariante Untergruppe1 von H, und jede invariante Un-tergruppe ist Kern eines Homomorphismus. In einer abelschenGruppe ist jede Untergruppe invariant.2. Kerf ist trivial (besteht nur aus einem Element) genau dann,wenn f injektiv ist; f wird surjektiv genannt, wenn Imf = Ggilt. Also ist f bijektiv oder ein Isomorphismus genau dann, wennsowohl Kerf trivial ist als auch Imf = G gilt. Wir schreiben dannH �= G.3. Bezeichnen wir mit 1 die triviale Gruppe (sie besteht nur auseinem Element), so sind f�ur jede Gruppe G die Homomorphismen1! G und G! 1 eindeutig.Ist f : H ! G ein Homomorphismus und K = Kerf die zugeh�origeinvariante Untergruppe von H, so ist es m�oglich, eine FaktorgruppeH=K auf folgende Weise zu konstruieren: Zu h 2 H betrachten wirdie Nebenklasse hK � H. Da K invariant in H ist, gilt hK = Kh(Rechts- und Linksnebenklassen sind identisch). F�ur zwei TeilmengenA;B � H schreiben wir AB = fab : a 2 A; b 2 Bg. Das Produkt zweierNebenklassen ist wieder eine Nebenklasse:(hK)(h0K) = h(Kh0)K = h(h0K)K = (hh0)(KK) = (hh0)KBez�uglich der so erkl�arten Multiplikation bilden die Nebenklassen eineGruppe, in der K die Rolle des neutralen Elementes �ubernimmt.Satz 1 (Kanonische Zerlegung eines Homomorphismus.) Jeder Homo-morphismus f : H ! G besitzt eine eindeutige Darstellung der ArtH f1! H=Kerf f2! Imf f3! Gwobei f1 surjektiv, f2 bijektiv und f3 injektiv ist. Setzen wir K = Kerf ,so gilt f1(h) = hK und f2(hK) = f(h); f3 ist die kanonische Einbettungeiner Untergruppe.1Eine Untergruppe K � H hei�t invariant, wenn hkh�1 2 K f�ur alle h 2 H undk 2 K gilt.



2.1. HOMOMORPHISMEN 37Die wichtigste Eigenschaft von Homomorphismen ist, da� sie sichverketten lassen, wobei wieder Homomorphismen entstehen. Eine Se-quenz von zwei HomomorphismenG f! G0 f 0! G00de�niert einen Homomorphismus f 0�f : G ! G00. Das hierdurch de�-nierte Verkn�upfungsgesetz ist assoziativ. Oft begegnen wir umfangrei-cheren Sequenzen:� � � fn�2�! Gn�1 fn�1�! Gn fn�! Gn+1 fn+1�! � � �Eine solche Sequenz hei�t exakt an der Stelle n, wenn gilt: Imfn�1 =Kerfn. Sie hei�t exakt, wenn sie an jeder Stelle exakt ist. Die verschie-denen Situationen, die wir schon fr�uher diskutiert haben, lassen sichauch durch exakte Sequenzen charakterisieren:1! K f! H : f ist injektiv.H f! G! 1 : f ist surjektiv.1! K f! G! 1 : f ist bijektiv.1 ! K ! H f! G ! 1 : K �= Kerf und G �= H=Kerf .Etwas vereinfachend: K ist eine invariante Untergruppe vonH und G ist ihre Faktorgruppe.1 ! Kerf ! H ! Imf ! 1 : diese Sequenz ist exakt f�uralle Homomorphismen f : H ! G.1.Beispiel. Alle Vielfachen der ganzen Zahl n formen eine UntergruppenZ der additiven Gruppe der ganzen Zahlen. Die Faktorgruppe Zn =Z=nZ hei�t zyklische Gruppe der Ordnung n:1! nZ! Z modn�! Zn ! 1Man kann Zn ebensogut identi�zieren mit der multiplikativen Gruppeder n-ten Einheitswurzeln (L�osungen der Gleichung zn = 1) oder auchmit den Drehungen eines regul�aren n-Ecks.2.Beispiel. Wir k�onnen die ganzen Zahlen als Untergruppe der re-ellen Zahlen au�assen; die Faktorgruppe R=Z ist das Einheitsintervall



38 KAPITEL 2. DARSTELLUNGEN VON GRUPPENmit Endpunkten identi�ziert. Diese Gruppe beschreibt man am be-quemsten als die unit�are Gruppe in einer Dimension, U(1) = fexp(i2�t) :0 � t < 1g: 1! Z! R mod1�! U(1)! 13. Beispiel. Sei O(n) die Gruppe der orthogonalen n�n-Matrizen.F�ur jedes R 2 O(n) gilt detR = �1, und die Determinante beschreibteinen Homomorphismus in die Gruppe Z2:1! SO(n)! O(n) det�! Z2 ! 14. Beispiel. Sei U(n) die Gruppe aller unit�aren n�n-Matrizen Q,so ist detQ eine komplexe Zahl vom Betrag 1. Alle Q 2 U(n) mitdetQ = 1 bilden eine invariante Untergruppe, so da�1! SU(n)! U(n) det�! U(1)! 15.Beispiel. SeiGL(n;C) die Gruppe aller komplexen nichtsingul�arenn�n-Matrizen A, so gilt detA 6= 0, d.h. die Determinante beschreibthier einen Homomorphismus in die multiplikative Gruppe2 expC =fez : z 2 Cg. Alle Matrizen mit Determinante 1 bilden wiederum eineinvariante Untergruppe:1! SL(n;C)! GL(n;C) det�! expC! 16.Beispiel. Die euklidische Gruppe E(n) in n Dimensionen bestehtaus allen Transformationen x 7! Rx + a des Rn mit R 2 O(n) unda 2 Rn. Die Translationen x 7! x+a bilden hier eine invariante Unter-gruppe, die wir mit der additiven Gruppe Rn identi�zieren. Es ist nichtsinnvoll, die O(n) als eine Untergruppe von E(n) aufzufassen. Grund:es gibt viele Untergruppen isomorph zu O(n), und keine ist in irgend-einer Weise ausgezeichnet. Vielmehr ist hier die O(n) als Faktorgruppeaufzufassen: 1! Rn ! E(n)! O(n)! 12W�ahrend die multiplikative Gruppe expR isomorph zur additiven Gruppe Rist, gilt dies nicht, wenn wir hier R durch C ersetzen; denn exp(i2�) = 1. Dieszeigt aber, da� die Exponentialabbildung die folgende Sequenz exakt macht: 1 !i2�Z! C! expC! 1.



2.2. LINEARE DARSTELLUNGEN 392.2 Lineare DarstellungenJeder lineare Raum L (auch Vektorraum genannt) ist in nat�urlicherWeise mit einer Gruppe verkn�upft. Dies ist die Gruppe Aut(L) derAutomorphismen von L, also die Gruppe der linearen AbbildungenA : L ! L, die umkehrbar sind. Jede physikalische Theorie, in derein Superpositionsprinzip wirksam ist, benutzt einen reellen oder kom-plexen Vektorraum zur Beschreibung ihrer Zust�ande. Da wir allen un-seren Betrachtungen die Quantentheorie zugrunde legen, wollen wirstets voraussetzen, da� L ein komplex-linearer Raum ist. Ist L endlich-dimensional und ist seine Dimension n, so kann dieser Raum nach Wahleiner Basis mit dem Raum Cn und jede Transformation A : L ! Lmit einer komplexen n�n-Matrix (Aik) identi�ziert werden3, wobeidetA 6= 0 gilt. Wir sehen so, da� Aut(Cn) mitGL(n;C) �ubereinstimmt.De�nition 5 . Ein Homomorphismus D : G ! Aut(L) hei�t lineareDarstellung oder auch kurz Darstellung der Gruppe G auf dem Dar-stellungsraum L. Die Darstellung hei�t treu, wenn1! G D�! Aut(L)exakt ist.Ist der Darstellungsraum endlich-dimensional und n seine Dimension,so sprechen wir von einer n-dimensionalen Darstellung der Gruppe. Dieeinfachste Darstellung ist die triviale Darstellung: sie ordnet jedem Ele-ment einer Gruppe die identische Transformation des eindimensionalenRaumes C zu. Um diese Situation anzudeuten, schreiben wir einfachD(g) = 1 f�ur alle g 2 G oder auch D = 1. Diese Darstellung ist nichttreu, wenn G nicht nur aus einem Element besteht. Die Frage entsteht,ob jede Gruppe eine treue Darstellung besitzt. Darauf k�onnen wir einepartielle Antwort geben.Satz 2 Jede endliche4 Gruppe besitzt eine treue n-dimensionale Dar-stellung mit n = jGj. Diese durch die folgende Konstruktion ausgezeich-3Bei Vorgabe einer Basis feig wird eine lineare Transformation A durch Aek =PiAikei erkl�art. Ist x = Pi xiei ein allgemeiner Vektor mit den Komponentenxi 2 C , so gilt Ax =Pi x0iei mit x0i =Pk Aikxk.4Eine Gruppe hei�t endlich, wenn sie endlich viele Gruppenelemente besitzt. DieZahl der Elemente wird die Ordnung der Gruppe G genannt und mit jGj bezeichnet.



40 KAPITEL 2. DARSTELLUNGEN VON GRUPPENnete Darstellung Dreg hei�t die regul�are Darstellung einer endlichenGruppe.Konstruktion. Sei V (G) der freie Vektorraum �uber der Gruppe G: diesist der Raum aller Funktionen f : G! C. Identi�zieren wir jedes g 2 Gmit der Funktion g : G! C ; g(h) = 1, falls g = h, und g(h) = 0, fallsg 6= h, so besitzt jedes f 2 V (G) die Darstellungf = Xh2G f(h)hd.h. wir betrachten V (G) als einen Vektorraum mit der Basis G. Aufdiesem Vektorraum wirkt die Gruppe G durch Multiplikation von links:Dreg(g)f = Xh2G f(h)gh (2.3)O�ensichtlich handelt es sich hier um eine Darstellung mit der Dimen-sion n = jGj. Um zu entscheiden, ob sie treu ist, bestimmen wir denKern von Dreg, also alle g 2 G mit Dreg(g)f = f f�ur alle f 2 V (G).Dies f�uhrt auf gh = h (alle h), also auf g = e, d.h. die Darstellung isttreu. 2Durch Konstruktion besitzt V (G) eine ausgezeichnete Basis. Bez�uglichdieser Basis haben die DarstellungsmatrizenDreg(G) eine spezielle Struk-tur: ihre Elemente sind entweder 0 oder 1:Dreg(g)hh0 = ( 1 h = gh00 sonst (2.4)1.Beispiel. Die zyklische Gruppe Zn = (a; a2; : : : ; an = e) hat einerzeugendes Element a. Zur Beschreibung der regul�aren Darstellunggen�ugt es, f�ur dieses Element die Darstellungsmatrix anzugeben:Dreg(a) = 0BBBBBBB@ 0 0 � � � � � � 11 0 � � � � � � 00 1 0 � � � 0... . . . . . . ...0 � � � � � � 1 0
1CCCCCCCA



2.2. LINEARE DARSTELLUNGEN 41Nun ist es ohne weiteres m�oglich, da� eine Gruppe eine n-dimensionaletreue Darstellung besitzt mit n < jGj. Dies demonstrieren die n�achstendrei Beispiele.2.Beispiel. Da die zyklische Gruppe Zn Drehungen des regul�arenn-Ecks beschreibt, k�onnen wir das erzeugende Element dieser Gruppedurch D2(a) =  cos 2�n � sin 2�nsin 2�n cos 2�n ! (2.5)darstellen. Wir erhalten so eine 2-dimensionale treue Darstellung derGruppe Zn. Ihre Matrizen haben allerdings nicht mehr die Eigenschaft,nur aus den Zahlen 0 und 1 aufgebaut zu sein. Da es uns erlaubt ist,auch komplexe Matrizen als m�ogliche Darstellungsmatrizen in Betrachtzu ziehen, k�onnen wir noch einen Schritt weitergehen und die eindimen-sionale Darstellung D1(a) = exp(i2�=n) (2.6)der Gruppe Zn einf�uhren, die ebenfalls treu ist.3.Beispiel. Die Permutationen � von 1; : : : ; n bilden eine Grup-pe Sn, die symmetrische Gruppe der Ordnung n!. Eine n-dimensionaletreue Matrixdarstellung �nden wir, indem wir setzen:D(�)ik = ( 1 i = �(k)0 sonst i; k = 1; : : : ; n (2.7)Auch diese Matrizen sind nur aus den Zahlen 0 und 1 aufgebaut. Mannennt sie Permutationsmatrizen, und f�ur viele Zwecke ist es bequem, siemit den Gruppenelementen selbst zu identi�zieren: damit wird Sn zueiner Matrixgruppe. F�ur die n�n-Matrix � hat det � den Wert +1 oder-1, je nachdem, ob � eine gerade oder ungerade Permutation beschreibt.Da die Determinante f�ur alle Matrixgruppen einen Homomorphismusde�niert, haben wir die folgende exakte Sequenz:1! An ! Sn det�! Z2 (2.8)Die invariante Untergruppe An aller geraden Permutationen wird diealternierende Gruppe genannt. Es gilt jAnj = n!=2.4.Beispiel. Wir betrachten alle Decktransformationen eines gleich-seitigen Dreiecks. Die hierdurch beschriebene Gruppe wird erzeugt durch



42 KAPITEL 2. DARSTELLUNGEN VON GRUPPENzwei Elemente: a = Drehung um 2�=3 , b = Spiegelung an einer Sei-tenhalbierenden. Dies liefert uns die DarstellungD(a) = 0@ �12 �12p312p3 �12 1A ; D(b) =  1 00 �1 !Jede Permutation der drei Ecken ist so erreichbar. Tats�achlich habenwir also eine 2-dimensionale Darstellung der symmetrischen GruppeS3 konstruiert, wobei irrationale Zahlen unter den Matrixelementenauftreten. Dies l�a�t sich vermeiden. Dieselben Decktransformationenk�onnen wir n�amlich auch anders beschreiben. Seien e1, e2 und e3 diedrei Vektoren vom Mittelpunkt zu den Eckpunkten des Dreiecks. Esgilt e1+ e2+ e3 = 0 , und die Gruppe S3 permutiert diese Vektoren. Jezwei dieser Vektoren bilden eine Basis aller Vektoren der Ebene. Wirw�ahlen e1 und e2 unda : e1 7! e2; e2 7! e3; e3 7! e1b : e1 7! e2; e2 7! e1; e3 7! e3In Matrizenschreibweise:D0(a) =  0 �11 �1 ! ; D0(b) =  0 11 0 !Auf diese Weise haben wir erreicht, da� alle Darstellungsmatrizen nurganzzahlige Matrixelemente besitzen. F�ur die Kristallographie ist ei-ne solche Darstellung von gro�em Vorteil. Obwohl die DarstellungenD und D0 an sich verschieden sind (die Matrizen sind verschieden),beschreiben beide Darstellungen dennoch dieselben linearen Transfor-mationen der Ebene (in verschiedenen Koordinaten). Man w�urde siedamit als �aquivalent emp�nden. Was wir nun brauchen, ist ein allge-meiner �Aquivalenzbegri�.De�nition 6 Zwei Darstellungen D : G ! Aut(L) und D0 : G !Aut(L0) mit dim(L) = dim(L0) = n hei�en �aquivalent, wenn eine li-neare und umkehrbare Abbildung T : L! L0 existiert, so da�TD(g) = D0(g)Tf�ur alle g 2 G gilt.



2.3. UNIT�ARE DARSTELLUNGEN 43Nachdem wir in beiden R�aumen eine Basis gew�ahlt haben und wirsomit D(g) und D0(g) als Matrizen au�assen d�urfen, besagt diese De-�nition gerade, da� eine nichtsingul�are n�n-Matrix T existiert, so da�TD(g) = D0(g)T gilt, wobei wir es hier mit einer gew�ohnlichen Matrix-multiplikation zutun haben.2.3 Unit�are DarstellungenIn der Quantenmechanik ist man vorwiegend an Darstellungen einerGruppe durch unit�are Operatoren auf einem Hilbertraum interessiert.Wir werden deshalb annehmen, da� der Darstellungsraum H ein Hil-bertraum ist, und werden mit Aut(H) die Gruppe aller invertierbarenlinearen Transformationen U : H ! H bezeichnen, die das Skalarpro-dukt invariant lassen. Damit ist Aut(H) als die Gruppe aller unit�arenOperatoren U auf H gekennzeichnet. Nach Wahl einer Basis5 wird Uzu einer endlichen oder unendlichen Matrix.De�nition 7 Ein Homomorphismus D : G ! Aut(H) hei�t unit�areDarstellung der Gruppe G auf dem Hilbertraum H.Man k�onnte nun meinen, da� durch die Forderung der Unitarit�at derSpielraum stark eingeschr�ankt ist. Da� diese Besorgnis f�ur endliche(oder auch kompakte) Gruppen unberechtigt ist, zeigt das folgendeklassische (A.Hurwitz zugeschriebene) Ergebnis.Satz 3 Jede lineare Darstellung einer endlichen Gruppe auf einem Vek-torraum endlicher Dimension ist bez�uglich eines geeignet gew�ahlten Ska-larproduktes unit�ar.Zum Beweis betrachten wir eine Darstellung D : G ! Aut(L), wobeiL lediglich ein linearer Raum ist, dessen Dimension wir als endlichannehmen. Das Skalarprodukt auf L wird in zwei Schritten konstruiert:1. W�ahle eine Basis feig in L und de�niere mit ihrer Hilfe einvorl�au�ges Skalarprodukt hx; yi = P �xiyi, wobei x = Pxiei undy = P yiei beliebige Vektoren in L sind.5Unter einer Basis in einem Hilbertraum verstehen wir stets ein orthonormiertesvollst�andiges System von Vektoren.



44 KAPITEL 2. DARSTELLUNGEN VON GRUPPEN2. De�niere das endg�ultige Skalarprodukt als(x; y) = 1jGj Xg2GhD(g)x;D(g)yiEs besitzt durch Konstruktion die Eigenschaft(D(g)x;D(g)y) = (x; y)f�ur jedes g 2 G: 2Bemerkung: Die Art des Beweises zeigt, da� der Satz verallgemeine-rungsf�ahig ist. Ist n�amlich G eine kompakte Gruppe, so existiert aufihr ein invariantes Ma� � mit �(G) = 1, das man das Haarsche Ma�nennt. Zur Konstruktion des Skalarproduktes k�onnen wir dann ein In-tegral an die Stelle der Summe setzen:(x; y) = Z d�(g) hD(g)x;D(g)yiDas urspr�ungliche Skalarprodukt hx; yi k�onnte vorgegeben sein: Wirbeginnen also mit einer linearen und stetigen Darstellung der kompak-ten Gruppe G durch beschr�ankte (nicht notwendig unit�are) Operatorenauf einem Hilbertraum H. Durch eine �Anderung des Skalarprodukteskann erreicht werden, da� diese Darstellung unit�ar wird.Viele Gruppen, die man in der Physik betrachtet, sind nicht kom-pakt, wohl aber lokalkompakt: So etwa die Gruppe der Translationen,die euklidische Gruppe, die Galilei-Gruppe und die Lorentz-Gruppe.Auch f�ur eine lokalkompakte (nichtkompakte) Gruppe G existiert stetsein invariantes Ma� �. Es ist jedoch nicht normierbar6 : �(G) = 1.In dieser Situation kann nicht bewiesen werden, da� das Integral inder Formel f�ur (x; y) wohlde�niert ist, und der Beweis versagt. F�ur dieKlasse der lokalkompakten Gruppen gen�ugt es also nicht, sich auf dasStudium der unit�aren Darstellungen zu beschr�anken.6Man sieht dies am besten an der Gruppe der Translationen, die formal mitder additiven Gruppe R3 �ubereinstimmt. Hier stimmt das Haarsche Ma� mit demLebesgueschen Ma� �uberein: d�(x) = dx1dx2dx3.



2.4. REDUZIBILIT �AT 452.4 Reduzibilit�atWir kehren zur allgemeinen Situation einer linearen Darstellung D :G ! Aut(L) zur�uck. Mitunter ist es m�oglich, eine solche Darstellungin einfachere Bestandteile zu zerlegen.De�nition 8 Ein Teilraum L1 � L hei�t invariant, wenn D(g)L1 �L1 f�ur alle g 2 gilt. Ist L1 ein echter7 Teilraum von L, so hei�t die Dar-stellung D reduzibel. In einem solchen Fall de�niert die Einschr�ankungaller Darsteller D(g) auf L1 eine Teildarstellung D1 : G ! Aut(L1),und wir schreiben D1 � D. Eine Darstellung, die keinen echten invari-anten Teilraum besitzt, hei�t irreduzibel.Wir wollen nun annehmen, da� D : G ! Aut(G) reduzibel sei mitdim(L) = n und dim(L1) = n1 < n. Wir k�onnen dann durch einegeeignete Wahl der Basis in L erreichen, da� alle darstellenden Matrizendie folgende Blockstruktur annehmen:D(g) =  D1(g) Q(g)0 D2(g) ! (2.9)F�ur beliebige g; h 2 G gilt D(gh) = D(g)D(h). Dies ist �aquivalent denBedingungen: Di(gh) = Di(g)Di(h) ; i = 1; 2Q(gh) = D1(g)Q(h) +Q(g)D2(h)Hieraus wird deutlich, da� sowohl D1 als auch D2 Matrixdarstellungender Gruppe G sind, wobei D1 � D gilt. F�ur D2 � D ist jedoch Q = 0notwendig8.De�nition 9 Die Darstellung D : G! Aut(L) zerf�allt und ist direkteSumme zweier Teildarstellungen D1 und D2, wenn nach Wahl einergeeigneten Basis in L eine Blockstruktur (2.9) erreicht werden kann,so da� darin Q = 0 gilt. Wir schreiben dann abk�urzend D = D1 �D2und sagen, D sei die direkte Summe der Darstellungen D1 und D2.7Ein Teilraum L1 � L soll echt hei�en, wenn weder L1 = 0 noch L1 = L gilt. Esist �ublich, den trivialen Raum f0g, der nur aus dem Nullvektor besteht, selbst mit0 zu bezeichnen.8Q(g) ist eine n1� (n � n1)-Matrix. Wie bei Funktionen �ublich, schreibt manQ = 0, falls Q(g) = 0 f�ur alle g 2 G gilt.



46 KAPITEL 2. DARSTELLUNGEN VON GRUPPENNehmen wir an, wir h�atten bereits einen invarianten Teilraum einergegebenen Darstellung gefunden. Die entscheidende Frage lautet dann:Zerf�allt die Darstellung? Die Frage l�a�t sich nicht dadurch beantworten,da� man f�ur irgendeine Basis, die auf die Dreiecksblockstruktur (2.9)f�uhrt, nachpr�uft, ob hierin Q = 0 gilt. Im allgemeinen wird dies nichterf�ullt sein. Vielmehr mu� untersucht werden, ob es �uberhaupt eineBasis gibt, f�ur die die Bedingung Q = 0 erf�ullt ist. Diese schwierigeArbeit wird uns abgenommen, wenn D : G ! Aut(H) eine unit�areDarstellung auf einem Hilbertraum H ist: Haben wir n�amlich in H1einen (abgeschlossenen) invarianten Teilraum von H gefunden, so istauch sein orthogonales Komplement H2 = H?1 ein (abgeschlossener)invarianter Teilraum, wie man sehr leicht beweist. Es gilt sodann H =H1 �H2 und D = D1 �D2. Mit anderen Worten:Satz 4 Jede reduzible unit�are Darstellung zerf�allt.In der allgemeinen Situation einer linearen (nicht notwendig unit�aren)Darstellung kommt uns der Satz 3 zu Hilfe, der uns gestattet, bei end-lichen Gruppen und endlich-dimensionalen R�aumen, eine Hilbertraum-struktur zu �nden, durch die die Darstellung unit�ar wird. Deshalb ha-ben wir das wichtige Ergebnis:Satz 5 Jede reduzible Darstellung einer endlichen Gruppe zerf�allt.Bemerkung: Auch dieser Satz kann sinngem�a� auf kompakte Gruppenausgedehnt werden. Dazu beachte man die Bemerkung im vorigen Ab-schnitt.Da� lokalkompakte (aber nichtkompakte) Gruppen reduzible nicht-zerfallende Darstellungen besitzen, zeigen wir nun an drei markantenBeispielen.1.Beispiel Durch D(z) =  1 z0 1 ! z 2 C (2.10)wird eine zweidimensionale reduzible Darstellung der additiven Grup-pe der komplexen Zahlen beschrieben. Sie zerf�allt nicht; denn f�ur jedesz 6= 0 besitzt die Matrix z�1D(z) Jordan-Gestalt. Aus der Algebra ist



2.4. REDUZIBILIT �AT 47bekannt, da� eine Jordan-Matrix der Dimension n > 1 nicht diagonali-sierbar ist.2.Beispiel DurchD(a; R) =  R a0 1 ! R 2 O(n) ; a 2 Rn (2.11)wird eine (n + 1)-dimensionale Darstellung der euklidischen GruppeE(n) beschrieben (s.S.26). Sie besitzt die TeildarstellungD1(a; R) = R,zerf�allt aber nicht.3.Beispiel Die nichtrelativistischen Transformationen von Raumund Zeit x0 = Rx + vt+ a (2.12)t0 = t + � R 2 O(3) ; v; a 2 R3 ; � 2 Rbilden die volle Galilei-Gruppe. Eine treue 5-dimensionale Darstellungdieser Gruppe ist, wie man sich leicht �uberzeugt, durchD(�; a; v; R) = 0B@ R v a0 1 �0 0 1 1CA (2.13)gegeben. Sie zerf�allt nicht, obwohl sie zwei Teildarstellungen9 enth�alt.Wir haben diskutiert, welche Vereinfachungen sich ergeben, wenneine Darstellung D : G ! Aut(L) einen invarianten Teilraum besitzt.M�oglicherweise besitzt eine Darstellung mehrere invariante Teilr�aume,und das Verfahren der Vereinfachung l�a�t sich solange fortsetzen, bisdie Darsteller nach Wahl einer diesen Teilr�aumen angepa�ten Basis alledie BlockdreiecksgestaltD(g) = 0BBBBB@ D1(g) � � � � �0 D2(g) . . . �... . . . . . . �0 � � � 0 Dn(g)
1CCCCCA (2.14)9Die Darsteller sind R bzw. � R v0 1 �.



48 KAPITEL 2. DARSTELLUNGEN VON GRUPPENannehmen, wobei die Reduktion notwendigerweise dadurch ein Ende�ndet, da� schlie�lich alle Darstellungen Di irreduzibel werden (alsokeine echten invarianten Teilr�aume mehr besitzen). K�onnen wir die Ba-sis sogar so einrichten, da� alle Bl�ocke oberhalb der Blockdiagonale ver-schwinden, so zerf�allt die Darstellung D vollst�andig in irreduzible Teil-darstellungen Di, und wir schreiben dann kurz D = D1�D2�� � ��Dnoder auch D = nMi=1Di (2.15)Sind in dieser Zerlegung einige Teildarstellungen �aquivalent, so fassenwir sie zusammen und schreibenD = m1D1 �m2D2 � � � � (2.16)wobei jede Zahlmi die Vielfachheit10 angibt, mit derDi inD vorkommt.Wir nennen auch mi die Multiplizit�at von Di in D.De�nition 10 Eine Darstellung, die direkte Summe irreduzibler Dar-stellungen oder selbst irreduzibel ist, hei�t vollreduzibel oder diskretreduzibel.Wir haben gelernt, da� unit�are Darstellungen automatisch zerfallen,wenn sie reduzibel sind. Sind die (unit�aren) Teildarstellungen reduzibel,zerfallen sie wiederum, und so weiter. Es mag scheinen, da� durch die-sen Vorgang man schlie�lich die gew�unschte Zerlegung der Darstellungin irreduzible Bestandteile erreicht. Dies ist aber in 1-dimensionalenR�aumen im allgemeinen nicht garantiert. Ein Ende der Zerlegung istnur abzusehen, wenn esminimale invariante Teilr�aume gibt. Diese brau-chen jedoch nicht zu existieren, wie wir uns an einem sehr einfachenBeispiel klar machen k�onnen. Die Darstellung (1.24) der Translationenf�ur ein Schr�odinger-Teilchen besitzt viele invariante Teilr�aume. Jederdieser R�aume kann beschrieben werden als Gesamtheit aller Wellen-funktionen, deren Impulsspektrum in einer festen Teilmenge B des Im-pulsraumes beheimatet ist:�(x) = ZB d3p eipx ~�(p) (2.17)10Da wir zulassen, da� die Dimension des Darstellungsraumes abz�ahlbar unend-lich ist, wollen wir auch mi =1 als m�oglichen Wert zulassen.



2.4. REDUZIBILIT �AT 49Die Menge B � R3 mu� me�bar sein und ein positives Ma� besit-zen. Minimale Mengen dieser Art gibt es aber nicht; die Darstellung istnicht diskret reduzibel. Tats�achlich leistet das Fourierintegral hier dieZerlegung in irreduzible Bestandteile: Ein Integral tritt an die Stelleder Summe, und diese Erscheinung ist charakteristisch f�ur viele nicht-kompakte Gruppen.F�ur kompakte Gruppen ist die Situation g�unstiger. Insbesonderek�onnen wir im Spezialfall der endlichen Gruppen aufgrund der Ergeb-nisse des letzten Abschnittes feststellen:Satz 6 Jede endlich-dimensionale Darstellung einer endlichen Gruppeist diskret reduzibel.In Hinblick auf die Anwendungen in der Quantenmechanik bedeutsamerist jedoch das Pendant dazu:Satz 7 (Peter-Weyl) Jede unit�are Darstellung einer kompakten Gruppeist diskret reduzibel, und die irreduziblen unit�aren Darstellungen habenalle endliche Dimension.Bemerkung: Nat�urlich l�a�t das Peter-Weyl-Theorem die M�oglichkeitzu, da� in der Zerlegung D = D1 �D2 � � � � unendlich viele Summan-den auftreten. Wichtig ist nur die Aussage, da� die Zerlegung in Formeiner Summe und nicht in Form eines Integrals geschieht11. Dieses fun-damentale Theorem ebnet den Weg zur Behandlung wichtiger Gruppenin der Quantenphysik, so der SO(n)-Gruppen, der SU(n)-Gruppen undanderer.Eine Besonderheit der endlichen Gruppen soll hier noch ohne Beweismitgeteilt werden: Die Anzahl k der Klassen zueinander in�aquivalen-ten irreduziblen Darstellungen einer endlichen Gruppe G ist endlich.Bezeichnen wir die Dimensionen dieser Darstellungen mit n1; n2; : : : nkund setzen n(G; s) = ns1 + ns2 + : : :+ nsk (2.18)11Ein Problem, das hier nicht n�ahert er�ortert wird, ist die Eindeutigkeit der Zer-legung (bis auf �Aquivalenz). Auch diese Frage kann positiv entschieden werden f�urdie hier betrachteten Gruppen. Dies ist aber keinesfalls selbstverst�andlich, wie ausGegenbeispielen hervorgeht, die man bei einigen nichtkompakten Gruppen und In-tegralzerlegungen ihrer Darstellungen �ndet.



50 KAPITEL 2. DARSTELLUNGEN VON GRUPPENso haben wir auf diese Weise charakteristische Zahlen n(G; s) (s=0,1,2,. . . )der Gruppe G de�niert. F�ur gewisse Werte von s haben diese Zahleneine elementare Bedeutung12:Satz 8 (Burnside)n(G; 0) = k = Anzahl der Klassen von G (2.19)n(G; 2) = jGj = Ordnung von G: (2.20)F�ur eine endliche Gruppe ist es daher m�oglich, eine Liste aller irredu-zibler Darstellungen anzulegen (also eine Liste endlich vieler Matrizen)und anhand des Relationen des Burnside-Theorems zu �uberpr�ufen, obdiese Liste vollst�andig ist.BeispielDie symmetrische Gruppe S3 enth�alt 6 Elemente in 3 Klas-sen. Die Relation 6 = n21 + n22 + n23 besitzt nur eine L�osung: n1 = n2 =1; n3 = 2. Die drei irreduziblen Darstellungen mit den Dimensionen1,1,2 sind uns bereits bekannt. Es handelt sich um die triviale Darstel-lung D1 = 1, die alternierende Darstellung D2 = �1 (siehe (2.8)) unddie Darstellung, die durch die Decktransformationen eines gleichseiti-gen Dreiecks (siehe S.29) beschrieben wird. Diese Liste ist vollst�andig;jede weitere irreduzible Darstellung mu� zu einer Darstellung in dieserListe �aquivalent sein.2.5 Zwei S�atze von SchurZerf�allt eine gegebene Darstellung in Teildarstellungen, so k�onnen wir,ohne auf die invarianten Teilr�aume eingehen zu m�ussen, den Zerfallauch rein algebraisch charakterisieren. Grob gesprochen: je mehr Opera-toren mit einer gegebenen Darstellung vertauschen, umso "reduzibler"erweist sie sich.Wir beginnen mit der einfachsten Situation: Die Darstellung D :G ! Aut(L) habe die invarianten Teilr�aume L1 und L2 und es gelteL = L1 � L2. Die Darstellung ist damit blockdiagonal, d.h. sie zerf�allt.Ein Operator P : L ! L mit 0 6= P 2 = P 6= 1 hei�t Projektor. Jede12Zwei Gruppenelemente g1 und g2 geh�oren zur selben Klasse, wenn sie konjugiertzueinander sind, d.h. wenn ein Element h in der Gruppe existiert, so da� g1h = hg2gilt.



2.5. ZWEI S �ATZE VON SCHUR 51Zerlegung L = L1 �L2 gibt Anla� zu einem Projektor P (er annulliertVektoren in L2). Umgekehrt de�niert jeder Projektor in eindeutigerWeise eine Aufspaltung des Raumes L in zwei direkte Summanden. Inunserer Situation gen�ugt also die Angabe eines Projektors P mit derEigenschaft13 D(g)P = PD(g) f�ur alle g 2 G (2.21)Wir wollen nun annehmen, da� die Darstellung D diskret reduzibel istund in n irreduzible Bestandteile zerf�allt. In dieser Situation existierenminimale Projektoren P1; : : : ; Pn, so da�PiPk = 0 (i 6= k) (2.22)P1 + : : :+ Pn = 1 (2.23)D(g)Pi = PiD(g) (i = 1; : : : ; n) (2.24)Daraus folgt unmittelbar, da� alle Operatoren A, deren Spektralzerle-gung die FormA = �1P1 + �2P2 + : : :+ �nPn (�i 2 C) (2.25)annimmt, mit der Darstellung D vertauschen: D(g)A = AD(g). UnterUmst�anden hat man auf diese Weise alle Operatoren A konstruiert, diemitD vertauschen. Ist dies der Fall, so formen die mitD vertauschbarenOperatoren eine abelsche Algebra. Es kann aber durchaus sein, da�weitere Operatoren A mit D(g)A = AD(g) existieren, die nicht dieForm (2.25) besitzen. Dies wird immer dann der Fall sein, wenn wennzwei irreduzible Teildarstellungen von D zueinander �aquivalent sind:Operatoren A, die lediglich eine Permutation solcher Teildarstellungenbewirken, haben nicht die Gestalt (2.25). Hier verliert die Algebra derOperatoren A mit D(g)A = AD(g) die Eigenschaft abelsch zu sein; siesind dann nicht mehr gemeinsam diagonalisierbar. Der Verlust dieserEigenschaft ist verkn�upft mit dem Auftreten einer Multiplizit�at > 1,d.h. einer Vielfachheit, mit der die irreduziblen Teildarstellungen in Dauftreten. Wenn n�amlich in der Zerlegung (2.16) mi > 1 f�ur wenigstens13Es ist trivial, da� die gleiche Relation f�ur den komplement�aren Projektor Q =1�P gilt, wenn sie f�ur P erf�ullt ist. Man mache sich folgendes klar: Die schw�achereBedingung PD(g)P = D(g)P besagt, da� die Darstellung reduzibel ist, d.h. siebesitzt die Blockdreiecksgestalt (2.9).



52 KAPITEL 2. DARSTELLUNGEN VON GRUPPENein i gilt, so ist die Darstellung nicht multiplizit�atsfrei. Wir kommennun zu dem allgemeinen Begri�.De�nition 11 Seien D und D0 Darstellungen der gleichen Gruppe Gauf linearen R�aumen L und L0, so bezeichnen wir mit R(D;D0) denlinearen Raum aller linearen Abbildungen14 A : L ! L0 mit D0(g)A =AD(g) f�ur alle g 2 G. F�ur D = D0 ist R(D;D) ist eine Algebra. DieDarstellung D hei�t multiplizit�atsfrei, wenn R(D;D) abelsch ist.Was ist gewonnen, wenn wir, statt von Teilr�aumen zu reden, nur nochvon Abbildungen sprechen, die zwei Darstellungen D und D0 mitein-ander verbinden? Die erste erfreuliche Nachricht kommt uns von einemSatz (der oft das 1.Schursche Lemma genannt wird):Satz 9 (Schur) Sind D und D0 irreduzible Darstellungen einer GruppeG auf (endlich-dimensionalen) R�aumen L und L0, so ist jedes A 2R(D;D0) entweder ein Isomorphismus oder es gilt A = 0.Beweis. Sei A 2 R(D;D0) und A 6= 0. O�enbar sindKer(A) = fx 2 L : Ax = 0g (2.26)Im(A) = fAx 2 L0 : x 2 Lg (2.27)invariante Teilr�aume bez�uglichD bzw. D0. Da aber beide Darstellungennach Voraussetzung keine echten Teilr�aume besitzen, kommen nur vierF�alle in Betracht:Ker(A) = 0; Im(A) = 0 =) T = 0Ker(A) = L; Im(A) = 0 =) T = 0Ker(A) = 0; Im(A) = L0 =) T = IsomophismusKer(A) = L; Im(A) = L0 =) Widerspruch 2Dieser Satz hat eine bemerkenswerte Konsequenz, wenn wir hierin D =D0 setzen (bekannt als 2.Schursches Lemma):14In der englischsprachigen Literatur hei�en solche Abbildungen intertwiningmaps, also etwa "Verechtungsabbildungen".



2.5. ZWEI S �ATZE VON SCHUR 53Satz 10 (Schur) Ist D eine irreduzible Darstellung einer Gruppe G aufeinem Raum L endlicher Dimension, so gilt R(D;D) = f�1 : � 2 Cg.In Worten: Nur die Vielfachen des Einheitsoperators vertauschen miteiner irreduziblen Darstellung.Beweis: Sei A 2 R(D;D). Nach Wahl einer Basis in L k�onnen wir Aals Matrix au�assen. Der Fundamentalsatz der Algebra garantiert, da�det(A � �1) = 0 eine L�osung � 2 C besitzt. F�ur dieses � ist A � �1nicht invertierbar, also kein Isomorphismus. Andererseits gilt A��1 2R(D;D). Deshalb folgtA��1 = 0 aufgrund des vorhergehenden Satzes.2 Dieser Satz endlich hat viele bedeutende Anwendungen. Eine davonbetri�t die abelschen Gruppen.Satz 11 Jede irreduzible Darstellung einer abelschen Gruppe ist eindi-mensional.Beweis: Aus gh = hg, g�ultig in abelschen Gruppen, folgt D(g)D(h) =D(h)D(g) in einer Darstellung D. Ist D irreduzibel, so folgt aus demvorhergehenden Satz D(h) = �(h)1. F�ur eine solche Darstellung istjeder Teilraum invariant, aber nur der eindimensionale Raum besitztkeine echten Teilr�aume. Folglich ist der Darstellungsraum eindimensio-nal. 2Eine andere Anwendung betri�t die Physik unmittelbar.Satz 12 Der Hamilton-Operator nimmt in irreduziblen Darstellungenvon Symmetriegruppen einen Eigenwert an.Zum besseren Verst�andnis sei daran erinnert, da� der Hamilton-OperatorH die Symmetriegruppe15 G besitzt, wenn U(g)H = HU(g) mit g 2 Gf�ur eine unit�are Darstellung U gilt, wobei alle Operatoren auf dem glei-chen Hilbertraum H de�niert sind. Nun kann U immer in irreduzibleBestandteile zerlegt werden:U = U1 � U2 � : : :15Damit die folgenden Betrachtungen mathematisch korrekt sind, wollen wir an-nehmen, da� G eine kompakte Gruppe ist. Mit etwas mehr Aufwand ist es m�oglich,auch nichtkompakte Gruppen und die damit verbundenen Integralzerlegungen indie Betrachtung einzubeziehen.



54 KAPITEL 2. DARSTELLUNGEN VON GRUPPENBetrachten wir etwa den TeilraumH1 � H, auf dem die Darstellung U1wirkt, so gilt HH1 � H; denn H und U(g) sind gemeinsam diagonali-sierbar. Die Einschr�ankung des Hamilton-Operators auf den TeilraumH1 wollen wir mit H1 bezeichnen. Es gilt H1 2 R(U1; U1) und damitH1 = E11 f�ur ein reelles E1, den Energie-Eigenwert von H in der Dar-stellung U1. Sei n = dim(H1), so nennt man n die Multipizit�at oder denEntartungsgrad des Eigenwertes E1. Man sagt auch der Eigenwert sein-fach entartet.In der Quantenphysik ist die Entartung von Energie-Eigenwerteneine h�au�g beobachtete Erscheinung. Es geh�ort zu den festen Glau-benss�atzen des Physikers, da� eine Entartung stets ihren Ursprung ineiner (m�oglicherweise verborgenen) Symmetrie des Problems hat, soda� der Entartungsgrad n als Dimension einer irreduziblen Darstel-lung erkl�art werden kann. Als Folge dieser Au�assung gibt es keine"zuf�allige" Entartung. Eine St�orung dieser Symmetrie kann die Entar-tung dann auch wieder aufheben. So f�uhrt das Einschalten eines Ma-gnetfeldes bekanntlich zum Zeeman-E�ekt.Es gibt weitere Gr�unde, warum die algebraische Betrachtungsweisen�utzlich ist, warum lineare Abbildungen und Operatoren Vorrang vorVektoren und Teilr�aumen haben. Ein wichtiges Argument ist, da� wirR(D;D0) konstruieren k�onnen, wie wir nun zeigen wollen.Satz 13 Sei G eine endliche (allgemeiner: kompakte) Gruppe, D undD0 zwei Darstellungen von G auf den R�aumen L und L0. F�ur einebeliebige lineare Abbildung A : L! L0 sei A0 : L! L0 durchA0 = 1jGj Xg2GD0(g)AD(g�1) (2.28)de�niert. Dann ist A0 2 R(D;D0) und jedes Element von R(D;D0)kann auf diese Weise erhalten werden. Ist G eine kompakte Gruppemit dem Haarschen Ma� �, so lautet die (2.28) analoge Formel:A0 = Z d�(g)D0(g)AD(g�1) (2.29)Beweis: Durch unmittelbare Rechnung best�atigt manD0(g)A0 = A0D(g),also A0 2 R(D;D0). Ist nun A bereits in R(D;D0), so zeigt die Kon-struktion, da� A = A0 gilt. 2



2.5. ZWEI S �ATZE VON SCHUR 55Diese so n�utzliche Mittelung �uber die Gruppe kann in verschiede-nen physikalischen Situationen eingesetzt werden. Sei etwa U : G !Aut(H) eine unit�are Darstellung einer Gruppe G, die nur "n�aherungs-weise" als eine Symmetriegruppe f�ur den Hamilton-Operators H (mitdem Zustandsraum H) aufgefa�t werden kann. Wir de�nieren dann densymmetrischen Anteil von H alsH0 = 1jGj Xg2GU(g)HU(g�1) (2.30)bzw. H0 = Z d�(g)U(g)HU(g�1) (2.31)Ist H selbstadjungiert, so auch H0. Wir schreiben sodannH = H0 +H1 (2.32)und nennenH1 den symmetrieverletzenden Anteil des Energie-Operators.In g�unstigen Situationen istH0 durch Ausnutzung der Symmetrie leichtzu diagonalieren und H1 so bescha�en, da� eine st�orungstheoretischeBehandlung m�oglich ist.1.Beispiel. In (2.53) wurde der Parit�atsoperator P eingef�uhrt. EinHamilton-Operator H, der nicht mit P vertauscht, wird parit�atsverlet-zend genannt. Ein solcher Operator besitzt die kanonische ZerlegungH = H0 +H1 in einen parit�atserhaltenden Anteil,H0 = 12(H + PHP ); (2.33)und in einen Anteil, H0 = 12(H � PHP ); (2.34)der die Parit�at eines Zustandes umkehrt. Man nennt H0 auch einen ska-laren undH1 einen pseudoskalarenOperator aufgrund dieses Verhaltensunter P .2.Beispiel. Ein asymmetrischer Kreisel wird durch den Hamilton-Operator H = J212�1 + J222�2 + J232�3 (2.35)



56 KAPITEL 2. DARSTELLUNGEN VON GRUPPENbeschrieben, wobei J = (J1; J2; J3) der k�orperfesten Drehimpuls ist.Der Operator besitzt die Zerlegung H = H0 + H1 in einen rotations-symmetrischen Anteil,H0 = J22� ; 1� = 13 � 1�1 + 1�2 + 1�3� (2.36)und einen symmetriebrechenden TermH1 = �1J21 + �2J22 + �3J23 ; �i = 1�i � 1� (2.37)mit �1 + �2 + �3 = 0.2.6 Orthogonalit�atsrelationenIn diesem Abschnitt betrachten wir nur Darstellungen, die irreduzibelsind. Wir wollen die fundamentalen S�atze von Schur auf sie anwendenund zeigen, da� wir aus ihnen weitere interessante Relationen herleitenk�onnen. Wir m�ussen zuvor die folgende Frage beantworten: Wenn zweiDarstellungen D und D0 �aquivalent sind, was l�a�t sich �uber den RaumR(D;D0) sagen? O�ensichtlich gilt: Jedes Element A 2 R(D;D0) mitA 6= 0 ist ein Isomorphismus (1.Lemma von Schur). Sind A und A0 zweinichtverschwindende Elemente inR(D;D0), so sind sie linear abh�angig:A = �A0. Denn A�1A0 2 R(D;D), also A�1A0 = �1 (2.Lemma vonSchur). Damit gilt:dimR(D;D0) = ( 1 D und D0 sind �aquivalent0 D und D0 sind in�aquivalent (2.38)Das Ergebnis ist einer Orthogonalit�atsrelation schon sehr �ahnlich. Ha-ben wir ein weiteres Werkzeug, die Mittelung �uber die Gruppe, zurVerf�ugung, so k�onnen wir daraus Orthogonalit�atsrelationen f�ur die Ma-trizen von irreduziblen Darstellungen ableiten. Wir wollen zun�achst an-nehmen, die Gruppe G sei endlich.1.Fall. D und D0 sind �aquivalent, gleichbedeutend mit R(D;D0) =f�I : � 2 Cg f�ur einen gewissen Isomorphismus I : L ! L0. Sei feigeine Basis in L und fIeig die korrespondierende Basis in L0. Dann sind



2.6. ORTHOGONALIT�ATSRELATIONEN 57die darstellenden Matrizen in beiden Darstellungen gleich, und es istnicht l�anger n�otig, sie voneinander zu unterscheiden. F�ur eine beliebigeMatrix A gilt dann 1jGj Xg2GD(g)AD(g�1) = �1 (2.39)wobei es gelingt, � durch Spurbildung auf beiden Seiten zu berechnen:SpurA = n� (dimL = dimL0 = n). Sei speziell A diejenige Matrix,die an der Stelle (j; k) eine 1 und sonst nur Nullen aufweist, so istSpurA = �jk und somit1jGj Xg2GDij(g)Dk`(g�1) = 1n�i`�jk (2.40)2.Fall.D undD0 sind in�aquivalent, gleichbedeutend mitR(D;D0) =f0g. Wir w�ahlen eine beliebige Basis feig, i = 1; : : : n in L und eine be-liebige Basis fe0jg, j = 1; : : : n0 in L0. F�ur eine beliebige n0�n-Matrix Aist PgD(g)AD0(g) = 0 und somit1jGj Xg2GDij(g)D0k`(g�1) = 0 (2.41)Selbstverst�andlich k�onnen die Orthogonalit�atsrelationen (2.40-41)in einer solchen Weise verallgemeinert werden, da� sie f�ur eine beliebigekompakte Gruppe G mit dem Haarschen Ma� � G�ultigkeit haben16:Z d�(g)Dij(g)D0k`(g�1) = ( (1=n)�i`�jk D = D00 D 6= D0 (2.42)Erinnern wir uns daran, da� es keine Einschr�ankung bedeutet, wenn wirannehmen, D und D0 seien unit�are Darstellungen: durch eine geeigneteWahl der Basis in L und L0 ist also erreichbar, da� die Darsteller derGruppe G unit�are Matrizen sind. In diesem Fall k�onnen wir in denobigen Formeln D0k`(g�1) durch D 0̀k(g) ersetzen.16Wir schreiben hier vereinfachend D 6= D0, falls D und D0 nicht �aquivalent sind.



58 KAPITEL 2. DARSTELLUNGEN VON GRUPPEN2.7 Der Charakter einer DarstellungWir stellen nun die Frage nach den Invarianten: das sind Gr�o�en, diein �aquivalenten Darstellungen gleich sind und somit die �Aquivalenz-klasse charakterisieren. Die wichtigste Invariante gewinnen wir durchSpurbildung:De�nition 12 Die komplexwertige Funktion�(g) = SpurD(g) (2.43)hei�t Charakter der Darstellung D. Er wird primitiv genannt, wenn Dirreduzibel ist.Aus der De�nition folgt unmittelbar, da� �aquivalente Darstellungen dengleichen Charakter haben, ferner, da� der Charakter eine Klassenfunk-tion ist17, d.h. 8g; h 2 G : �(hgh�1) = �(g). Es gilt�(g�1) = �(g) (2.44)falls G kompakt ist. Grund: die darstellenden Matrizen k�onnen alsunit�ar angenommen werden. F�ur kompakte Gruppen haben wir in demCharakter bereits ein vollst�andiges Invariantensystem, d.h. zwei Dar-stellungen mit demselben Charakter sind �aquivalent. Dies ist nicht rich-tig f�ur nichtkompakte Gruppen. Ein Beispiel: Die DarstellungenD(x) =  1 00 1 ! D0(x) =  1 x0 1 ! (2.45)der additiven Gruppe der reellen Zahlen haben den gleichen Charakter�(x) = 2, sind aber nicht �aquivalent.Wir wollen uns jetzt vorstellen,D1 ; D2 ; D3 ; : : :sei eine Liste von in�aquivalenten und irreduziblen Darstellungen einerkompakten Gruppe mit Dimensionen ni. Der Zerlegung D = m1D1 �17Mit anderen Worten: � nimmt jeder �Ahnlichkeitsklasse von G einen konstantenWert an. Beweis: Spur(D(h)D(g)D(h)�1) = SpurD(g).



2.7. DER CHARAKTER EINER DARSTELLUNG 59m2D2 � : : : einer Darstellung D nach irreduziblen Bestandteilen18 ent-spricht eine ebensolche Zerlegung ihres Charakters �:� = m1�1 +m2�2 + : : : (2.46)d.h. Charaktere von reduziblen Darstellungen lassen sich stets in ein-deutiger Weise in primitive Charaktere zerlegen, wobei die Koe�zien-ten mi gerade die Multiplizit�aten und damit nat�urliche Zahlen sind.F�ur primitive Charaktere �i folgt eine Orthogonalit�atsrelation direktaus den Ergebnissen des vorigen Abschnittes (vgl.(2.42)):Z d�(g)�i(g)�k(g) = ( 1 i = k0 i 6= k (2.47)F�uhren wir die Norm eines Charakters durchk�k2 = Z d�(g) j�(g)j2ein, so �nden wir unter der Zerlegung (2.46)k�k2 = m21 +m22 + : : : (2.48)Der minimale Wert der rechten Summe ist 1. Er tritt genau dann auf,wenn die Darstellung D irreduzibel ist. Also:Satz 14 Eine Darstellung ist genau dann irreduzibel, wenn ihr Cha-rakter die Norm 1 besitzt.Ein Blick in die Resultate des vorigen Abschnittes lehrt (vgl.(2.42)):Z d�(g)Di(g)�k(g) = ( (1=ni)1 i = k0 i 6= k (2.49)Hier bezeichnet "1" eine ni-dimensionale Einheitsmatrix. Hieraus folgtunmittelbar eine Aussage f�ur eine allgemeine Darstellung D, in der dieirreduzible Darstellung Dk (Dimension nk) mit der Multiplizit�at mkvorkommt: Der OperatorPk = nk Z d�(g)D(g)�k(g) (2.50)18Wir setzen mi = 0, wenn Di in der Zerlegung von D nicht auftritt. Im �ubrigengilt mi � 1.



60 KAPITEL 2. DARSTELLUNGEN VON GRUPPENist ein Projektor in R(D;D). Er projiziert auf den invarianten Unter-raum, der zur Teildarstellung mkDk geh�ort (dieser Teilraum hat dieDimension mknk). Wir sehen auf diese Weise, da� es ausreicht, eineListe aller primitiven Charaktere einer kompakten Gruppe zu besitzen,um jede beliebige Darstellung soweit ausreduzieren zu k�onnen, da� wirdie Teildarstellungen mkDk als elementare Bausteine erhalten. F�ur dieZerlegung eines "Konglomerats"mkDk in seine mk Bestandteile gibt esdann kein kanonisches Verfahren mehr: jede weitere Zerlegung ist derWillk�ur des Physikers �uberlassen.Sind wir nur daran interessiert zu erfahren, mit welcher Multiplizit�atmk die Darstellung Dk in einer vorgelegten Darstellung D auftritt, soberechnen wir einfach den Charakter �(g) = SpurD(g) und projizierenauf �k: mk = Z d�(g)�(g)�k(g) (2.51)Dies wird im weiteren Verlauf unserer Untersuchungen vom gro�en Nut-zen sein.



Kapitel 3Die Theorie der SU(2)
3.1 Wie dreht man den Spin?Bei der Beschreibung des Spins eines einzelnen Elektrons benutzt man,wie schon im Abschnitt 1.4 erw�ahnt, die Pauli-Matrizen�1 =  0 11 0 ! �2 =  0 �ii 0 ! �3 =  1 00 �1 ! (3.1)Jede dieser Matrizen wirkt als Operator auf dem Hilbertraum C2. Zu-gleich fassen wir sie als Basisvektoren eines reellen 3-dimensionalenRaumes auf, dem Raum der hermiteschen spurfreien 2�2-Matrizen.Dieser Raum ist dem gew�ohnlichen 3-dimensionalen euklidischen Raumisomorph, und wir k�onnen deshalb untersuchen, welche Wirkung einBasiswechsel hat, wenn er durch eine Drehung des Koordinatensytemshervorgerufen wird. Zu jedem R 2 SO(3) erhalten wir die "gedrehten"Pauli-Matrizen als �0k =Xi Rik�i (3.2)Die Frage lautet: Entspricht dieser Drehung eine Transformation imHilbertraum? Genauer: Gibt es zu jedem R 2 SO(3) ein u 2 SU(2), soda� u�ku�1 =Xi Rik�i (3.3)61



62 KAPITEL 3. DIE THEORIE DER SU(2)erf�ullt ist1? In diesem Fall w�urden wir sagen, da� jedes System (3.2) von"gedrehten" Pauli-Matrizen dem urspr�unglichen System unit�ar �aquiva-lent sei. Eine andere Sprechweise w�are, da� die Drehung R durch denOperator u auf dem HilbertraumC2 repr�asentiert wird. Wir behauptenkonkret:Satz 15 Zu jedem u 2 SU(2) existiert genau ein R 2 SO(3), so da�die Gleichung (3.3) erf�ullt ist. Alle R 2 SO(3) k�onnen auf diese Wei-se erzeugt werden. Die hierdurch vermittelte Abbildung f : SU(2) !SO(3) ist ein Homomorphismus. Sie ist eine 2:1-Abbildung in dem Sin-ne, da� u und �u die gleiche Rotation R ergeben. Insbesondere giltKerf = f1;�1g = Z2.Die verschiedenen Teilaussagen dieses Satzes lassen sich in einer Aus-sage zusammenfassen: Die Sequenz1 �! Z2 �! SU(2) f�! SO(3) �! 1 (3.4)ist exakt.Beweis des Satzes. F�ur jedes x 2 R3 de�nieren wirx� =  x3 x1 � ix2x1 + ix2 �x3 ! (3.5)Wir erhalten so jede hermitesche spurfreie 2�2-Matrix. F�ur jedes u 2SU(2) ist ux�u�1 wieder eine solche Matrix, und folglich existiert x0 2R3 mit x0� = ux�u�1. Die hierdurch vermittelte Abbildung ist linear.Wegen �jx0j2 = det x0� = det(ux�u�1) = det x� = �jxj2ist sie normerhaltend, also orthogonal: x0 = Rx mit R = f(u) 2 O(3).Es gilt sogar R 2 SO(3). Grund: Als topologischer Raum ist SU(2) zu-sammenh�angend (man kommt stetig von einem Punkt zum anderen),und die Abbildung u 7! det f(u) ist stetig mit Werten in f�1g. Der1Es gen�ugt die Matrizen in SU(2) statt in U(2) zu suchen; denn mit u 2 U(2)leistet auch cu bei jcj = 1 die gleichen Dienste, und durch det(cu) = 1 kann cgeeignet festgelegt werden.



3.1. WIE DREHT MAN DEN SPIN? 63Wert +1 tritt sicher auf (z.B. f�ur u = 1). Dann kann aus Stetigkeits-gr�unden -1 als Wert nicht auftreten. Eine einfache �Uberlegung zeigt,da� f(uu0) = f(u)f(u0) und f(1) = 1 erf�ullt sind. Um nun zu zei-gen, da� jedes R 2 SO(3) erh�altlich ist, erinnern wir daran, da� einebeliebige Rotation als R = expA mitA = 0B@ 0 �a3 a2a3 0 �a1�a2 a1 0 1CAdarstellt werden kann. Der in�nitesimalen Rotation A ordnen wir dieMatrix Â = � i2a�� zu:Â = � i2  a3 a1 � ia2a1 + ia2 �a3 ! = � 12ia�Dann lautet unsere Behauptung, da� u = exp Â das Problem8x 2 R3 : ux�u�1 = (Rx)��l�ost. Es gen�ugt, die entsprechende Behauptung f�ur in�nitesimale Rota-tionen zu veri�zieren:8x 2 R3 : [Â; x�] = (Ax)�Diese Formel ist aber inhaltlich identisch mit den Vertauschungsrela-tionen der Pauli-Matrizen: [a�; x�] = 2i(a�x)�. Wir kommen nun zuder Behauptung, da� es sich bei f um eine 2:1-Abbildung handelt, beider u und �u auf das gleiche R abgebildet werden. Angenommen, wirh�atten zwei L�osungen u und u0 zu gegebenem R. De�niere v = u0u�1.Dann vertauscht v mit allen Matrizen x� und folglich mit allen hermi-teschen 2�2-Matrizen: das leistet nur v = �1. Au�erdem gilt v 2 SU(2)und deshalb det v = �2 = 1. Somit ergeben sich die beiden L�osungen� = 1 ) u0 = u� = �1 ) u0 = �ud.h. genau u und �u (und keine weiteren Matrizen) f�uhren zum glei-chen R. Das Zentrum der Gruppe SU(2) (das sind diejenigen Grup-penelemente, die mit jedem Gruppenelement vertauschen) besteht aus



64 KAPITEL 3. DIE THEORIE DER SU(2)1 und -1. Diese sind zugleich diejenigen Elemente der SU(2), die aufR = 1 abgebildet werden. Sie bilden den Kern des Homomorphismusf : SU(2)! SO(3). 2Der Satz 15 demonstriert die enge Verwandtschaft der beiden Grup-pen SU(2) und SO(3). In vier weiteren Anmerkungen soll diese Ver-wandtschaft n�aher beleuchtet werden.1. Nach Division durch das Zentrum werden die beiden Gruppenisomorph: SU(2)=Z2 �= SO(3)2. SU(2) und SO(3) sind lokal isomorph: Zu jedem u 2 SU(2) exi-stiert eine Umgebung2 von u, die stetig und bijektiv auf eine Um-gebung von R = f(u) in SO(3) abgebildet wird.3. f : SU(2) ! SO(3) beschreibt eine 3-dimensionale Darstellungder Gruppe SU(2) (oder kann so aufgefa�t werden). Sie ist unit�arund irreduzibel. Erl�auterung: Normalerweise sind Drehungen or-thogonale Transformationen eines reellen Raumes: x0i = PkRikxk.Verm�oge z0i = PkRikzk k�onnen wir sie aber ebenso gut als spe-zielle unit�are Transformationen des Hilbertraumes C3 au�assen,und damit gilt f : SU(2) ! Aut(C3). Wir werden sp�ater sehen,da� diese Darstellung durch die Drehimpulsquantenzahl ` = 1charakterisiert ist.4. SU(2) ist die universelle �Uberlagerungsgruppe der DrehgruppeSO(3). Sie ist damit die "kleinste", bis auf Isomorphie eindeuti-ge, einfach zusammenh�angende Gruppe G, die "gr�o�er" als SO(3)ist.In dem letzten Punkt wird ein wichtiges Konzept bei den topologischenGruppen angesprochen, das wir kurz erl�autern wollen. In einer exaktenSequenz 1! K ! G f�! H ! 1 (3.6)2Gemeint ist eine Umgebung U in der Gruppenmannigfaltigkeit; denn wenn wireinmal von der Gruppenstruktur absehen, so sind SU(2) und SO(3) topologischeR�aume, zu deren Beschreibung wir lokal drei reelle Parameter ben�otigen. Umgebun-gen in diesen R�aumen k�onnen wir daher durch Umgebungen im R3 beschreiben.Bei der Wahl von U hat man nur Sorge zu tragen, da� U \ (�U) = ; erf�ullt ist.



3.1. WIE DREHT MAN DEN SPIN? 65von stetigen Homomorphismen, wo H zusammenh�angend, G einfachzusammenh�angend und K diskret (also v�ollig unzusammenh�angend)ist, hei�t f eine �Uberlagerungsabbildung (�UA), und eine universelle �UAdann, wenn jede weitere �UA1! K 0 ! G0 f 0�! H ! 1die Eigenschaft hat, da� f 0 �uber f faktorisiert, d.h. wenn f 0 = f � e f�urein e : G0 ! G gilt. Jede der hier angesprochenen Gruppen G;G0 usw.wird �Uberlagerungsgruppe (�UG) von H genannt. Existenz und Eindeu-tigkeit (bis auf Isomorphie) der universellen �UG kann allgemein bewie-sen werden: Auf dieser Tatsache beruht Bedeutung und Tragweite desgesamten Konzeptes. Trivial ist, da� die universelle �UG einer einfachzusammenh�angenden Gruppe H mit H zusammenf�allt. Weiterhin gilt,da� Gruppe und universelle �UG immer lokal isomorph sind. In einer �UA(3.6) gibt n = jKj (auch n = 1 m�oglich) die Zahl der "Bl�atter" an,mit der H �uberdeckt wird, �ahnlich den Bl�attern einer RiemannschenFl�ache, die die komplexe Ebene �uberdecken.Wir z�ahlen nun (ohne Beweis) wichtige F�alle von universellen �UA'sauf, die in der Physik eine Rolle spielen:1! Z! R �! U(1)! 1 (3.7)1! Z! R �! SO(2)! 1 (3.8)1! Z2 ! SU(2) �! SO(3)! 1 (3.9)1! Z2 ! SU(2)�SU(2) �! SO(4)! 1 (3.10)1! Z2 ! SL(2;R) �! LOG(3)! 1 (3.11)1! Z2 ! SL(2;C) �! LOG(4)! 1 (3.12)Hier bezeichnet LOG(n) die Lorentz-Gruppe3 in n Dimensionen (n-1Raum- und eine Zeitdimension). Man stellt leicht fest, da� die GruppeLOG(2), im Gegensatz zu ihren h�oheren Schwestern, einfach zusam-menh�angend ist.3Genau gesprochen, betrachten wir hier nur die Zusammenhangskomponen-te der Einheit: das sind diejenigen Lorentz-Transformationen, die stetig mitder 4� 4-Einheitsmatrix durch einen Weg innerhalb der Gruppe aller Lorentz-Transformationen verbunden werden k�onnen.



66 KAPITEL 3. DIE THEORIE DER SU(2)3.2 Parametrisierung der SU(2)Eine beliebige Matrix u 2 SU(2) hat die Gestaltu =  �d �b�b d ! ; jdj2 + jbj2 = 1 (3.13)Umgekehrt geh�ort jede Matrix, die diese Gestalt hat, zur Gruppe SU(2).Damit steht uns eine bequeme Parametrisierung der Gruppe durch zweikomplexe Zahlen, die einer einschr�ankenden Bedingung gen�ugen, zurVerf�ugung. Von hier aus gelangt man zu einer Beschreibung durch vierreelle Gr�o�en c0; c1; c2; c3, die sog. Caley-Parameter, indem mand = c0 + ic3 (3.14)b = c2 + ic1 (3.15)setzt und sie der Bedingungc20 + c21 + c22 + c23 = 1unterwirft. Dies zeigt, da� die SU(2) als topologische Mannigfaltig-keit mit der 3-Sph�are S3, also mit der Ober�ache einer Hyperkugel imR4 vom Radius 1 identi�ziert werden kann. Da die S3 einfach zusam-menh�angend und kompakt ist, gilt dies auch f�ur die SU(2).In einem weiteren Schritt, durch die �Uberlagerungsabbildung SU(2)!SO(3) n�amlich, gelangt man zu einer Parametrisierung der DrehgruppeSO(3) durch die Caley-Parameter:R = 0B@ c20 � c21 � c22 + c23 2(c0c2 � c1c3) 2(c0c1 + c2c3)2(�c0c2 � c1c3) c20 + c21 � c22 � c23 2(c0c3 � c1c2)2(�c0c1 + c2c3) 2(�c0c3 � c1c2) c20 � c21 + c22 � c23 1CA(3.16)Die SO(3) als Mannigfaltigkeit darf nat�urlich nicht unmittelbar mit derS3 identi�ziert werden. Dazu ist n�otig, da� wir zuvor gegen�uberliegen-de Punkte auf der S3 identi�zieren; denn (ci) und (�ci) f�uhren zumgleichen R. Die so entstehende Mannigfaltigkeit ist nicht mehr einfachzusammenh�angend (nicht jeder geschlossene Weg l�a�t sich auf einenPunkt zusammenziehen).



3.2. PARAMETRISIERUNG DER SU(2) 67Nun haben wir schon bei dem Beweis des Satzes 15 gewisse u 2SU(2) kennengelernt, n�amlichu = exp Â ; Â = � i2a� ; (3.17)mit a = fa1; a2; a3g 2 R3 und ! = jaj � �. Wir fragen uns nun, obdurch diese Formel eine Parametrisierung der gesamten SU(2) erreichtwerden kann. Die Beantwortung verlangt Sorgfalt von uns. Mit Hilfeder Matrixidentit�at 4Â2 + !21 = 0 (3.18)kann die Exponentialreihe aufsummiert werden:exp Â = (cos !2 )1 + ( 2! sin !2 )Â (3.19)Vergleiche hierzu die analoge Formel (1.46). Die Caley-Parameter lassensich nun leicht durch den Vektor a ausdr�ucken:c0 = cos !2 (3.20)ci = ai! sin !2 (i = 1; 2; 3) (3.21)Aber nun erkennen wir, da� die Einschr�ankung 0 � ! � � auf c0 � 0f�uhrt, und damit erreichen wir nur die "H�alfte" von SU(2), n�amlich4fu 2 SU(2) : Spur u � 0gErst die Erweiterung 0 � ! � 2� und damit0 � jaj � 2� (3.22)bringt das gew�unschte Ergebnis: eine �Uberdeckung der gesamten SU(2).Das Gebiet (3.22) stellt eine Kugel vom Radius 2� dar, so da� denPunkten der Kugelober�ache nur ein Element der Gruppe entspricht:die Matrix -1. Indem wir alle Punkte der Kugelober�ache identi�zie-ren, erhalten wir eine topologische Mannigfaltigkeit, die der Sph�are S3isomorph ist, wie zu erwarten war.4Es ist leicht einzusehen, da� dieser Teil der SU(2) keine Untergruppe ist; dennaus Spuru � 0 und Spurv � 0 folgt keineswegs immer Spuruv � 0.



68 KAPITEL 3. DIE THEORIE DER SU(2)Unser Ziel ist eine Parametrisierung der Sph�are S3 durch geeigneteWinkelvariable: Wir w�ahlen Polarkoordinaten f�ur den Vektor a mitjaj � 2�: a1 = ! sin � cos�a2 = ! sin � sin�a3 = ! cos �Dies k�onnen wir in (3.20-21) einsetzen:c0 = cos !2 (3.23)c1 = sin !2 sin � cos� (3.24)c2 = sin !2 sin � sin� (3.25)c3 = sin !2 cos � (3.26)Die drei Winkel !2 ; �; � erweisen sich somit als Polarkoordinaten der S3,wobei �; � Polarkoordinaten der S2 sind und die Richtung der Drehach-se beschreiben. Der Bereich, �uber den die Winkel variieren, ist:0 � ! � 2� 0 � � � � 0 � � � 2� (3.27)L.Euler, als er sich mit dem Verhalten des Kreisels befa�te, bevorzugteeine andere Parametrisierung (f�ur ihn handelte es um Lagekoordinatendes Kreisels). Die nach ihm benannten Euler-Winkel �; �;  sind beque-me Parameter der SO(3), aber auch jedes Element u 2 SU(2) kann sogeschrieben werden: u = u3()u2(�)u3(�) (3.28)wobei uk(!) = e�i!�k=2 = cos !2 � i(sin !2 )�k k = 1; 2; 3 (3.29)Diesen Gruppenelementen entsprechen in der Drehgruppe SO(3) Dre-hungen um die k-Achse mit dem Winkel !. Der Zusammenhang miturspr�unglichen Parametrisierung (3.13) ist leicht hergestellt:d = exp(i� + 2 ) cos �2 (3.30)b = exp(i�� 2 ) sin �2 (3.31)



3.3. DIE INVARIANTE INTEGRATION 69Daraus ergeben sich die Caley-Parameter:c0 = cos � + 2 cos �2 c2 = cos �� 2 sin �2(3.32)c1 = sin �� 2 sin �2 c3 = sin � + 2 cos �2 (3.33)Eine genaue Inspektion dieser Darstellung zeigt, wie der De�nitionsbe-reich zu w�ahlen ist:0 � � � 4� 0 � � � � 0 �  � 2� (3.34)Zur Parametrisierung der Gruppe SO(3) gen�ugt es, wenn � im Intervall[0; 2�] variiert.3.3 Die invariante IntegrationWir wollen nun das Haarsche Ma� � f�ur die Gruppe SU(2) bestimmen.Voraussetzung ist, da� wir die Gruppe geeignet parametrisiert haben,so da� stetige Funktionen auf der Gruppe als stetige Funktionen in denGruppenparametern angesehen werden k�onnen.Was soll das Haarsche Ma� leisten? Mit seiner Hilfe mu� es m�oglichsein, jeder stetigen Funktion f : SU(2)! R ihren Mittelwert zuzuord-nen, M[f ] = Z d�(u) f(u) ; (3.35)so da� M[f ] einer Invarianzforderung gen�ugt: F�ur alle v; v0 2 SU(2)soll M[f ] = Z d�(u) f(v0uv�1) (3.36)gelten. F�ur festes v und v0 hei�t u 7! v0uv�1 eine Translation in derGruppe. Indem wir jedes u 2 SU(2) mit einem Punkt der Sph�are S3identi�zieren und die Caley-Parameter fcig zur Beschreibung heranzie-hen,u =  c0 � ic3 �c2 � ic1c2 � ic1 c0 + ic3 ! c20 + c21 + c22 + c23 = 1 ; (3.37)



70 KAPITEL 3. DIE THEORIE DER SU(2)lassen sich die Translationen als Abbildungentv0 ;v : S3 ! S3 ; u 7! v0uv�1 (3.38)der Sph�are interpretieren. Wir wollen jetzt zeigen, da� es sich, an-schaulich gesprochen, um Drehungen der Sph�are handelt, wenn wirsie uns in den 4-dimensionalen Raum eingebettet denken. Der R4,in den die Sph�are eingebettet ist, soll durch cartesische Koordinatenxi = rci (i = 0; 1; 2; 3)(0 � r <1) beschrieben werden. Jedem Punktdes R4 entspricht dann genau eine Matrixru =  x0 � ix3 �x2 � ix1x2 � ix1 x0 + ix3 ! u 2 SU(2) ; r � 0 (3.39)Die durch (3.38) induzierten reell-linearen Abbildungent(v0; v) : R4 ! R4 ; ru 7! v0ruv�1 (3.40)transformieren jede Hyperkugel jxj = r = const: in sich und sind damitElemente der orthogonalen Gruppe O(4). Es gilt sogar t(v0; v) 2 SO(4);denn sowohl v als auch v0 k�onnen in der SU(2) stetig in die 2� 2-Einheitsmatrix �uberf�uhrt werden und es gilt t(1; 1) = 1.Satz 16 Die Abbildung t : SU(2)�SU(2)! SO(4) ; (v0; v) 7! t(v0; v)ist ein Homomorphismus, dessen Kern aus genau zwei Elementen be-steht: (1,1) und (-1,-1). Die Produktgruppe SU(2)�SU(2) ist die uni-verselle �UG der SO(4) und t die universelle �UA. Die Sequenz1! Z2 ! SU(2)�SU(2) t�! SO(4)! 1 (3.41)ist exakt.Die noch fehlenden Details zum Beweis dieses Satzes werden dem Le-ser �uberlassen. F�ur uns ist im Augenblick nur wichtig, da� es genauein normiertes Ma� � auf S3 gibt, das SO(4)-invariant ist, n�amlichdas Ober�achenma� d
3, wenn wir es durch das Ma� jS3j = 2�2 dergesamten Ober�ache dividieren:d�(u) = (2�2)�1d
3 (3.42)



3.3. DIE INVARIANTE INTEGRATION 71Das Ober�achenma� steht mit dem Volumenma� d4x = dx0dx1dx2dx3in einem einfachen Zusammenhang,d4x = r3dr d
3 ; (3.43)und die Jacobi-Determinante f�ur den �Ubergang zu Polarkoordinaten istleicht ausgerechnet:@(x0x1x2x3)@(r!��) = 14r3(1� cos!) sin � (3.44)Hierbei haben wir xi = rci und (3.23-26) benutzt. Jetzt k�onnen wirschreiben: d
3 = 14(1� cos!)d! d
2 (3.45)d
2 = sin �d� d� (3.46)Wir interpretieren das Ergebnis anschaulich so: Eine Mittelung �uberdie Gruppe SU(2) vollzieht sich in zwei Schritten, (1) Mittelung �uberdie Sph�are S2 (d.h. �uber die m�oglichen Richtungen der Drehachse), (2)Mittelung �uber alle Werte des Drehwinkels ! mit dem Gewicht 1�cos!,wobei im Gegensatz zur SO(3) der "vergr�o�erte" Bereich 0 � ! � 2�zugrundegelegt werden mu�.Satz 17 F�ur jede stetige Funktion f auf der Gruppe SU(2) ist dasMittel durchM[f ] = 18�2 Z 2�0 d! (1� cos!) Z �0 d� sin � Z 2�0 d� f(!; �; �) (3.47)gegeben.In den Anwendungen kommt es oft vor, da� f eine Klassenfunktion ist,also auf den auf den Konjugationsklassen konstant ist, d.h. es gilt8u; v 2 SU(2) : f(uv) = f(vu) (3.48)In einer solchen Situation vereinfacht sich die Vorschrift (3.47). DieFunktion f ist genau dann Klassenfunktion, wenn f invariant ist ge-gen�uber allen Translationen tv;v. Die Elemente (v; v) formen eine Un-tergruppe von SU(2)�SU(2), die sog. Diagonalgruppe des direkten



72 KAPITEL 3. DIE THEORIE DER SU(2)Produktes. Sie ist der Gruppe SU(2) isomorph. Das Bild der Diago-nalgruppe unter t ist die Untergruppe SO(3) � SO(4). Welche Unter-gruppe? Aus Spur(vuv�1) = Spur u (3.49)folgt, da� es sich bei t(v; v) um genau diejenigen SO(4)-Transformationenhandelt, die den Caley-Parameter c0 und damit den Drehwinkel ! er-halten. Sie formen eine Untergruppe �= SO(3). Klassenfunktionen sindalso einfach Funktionen von !. Damit folgt:Satz 18 Jedem u 2 SU(2) ist ein Drehwinkel ! 2 [0; 2�] zugeordnet,der sich gem�a� der Formel 2 cos !2 = Spur u berechnet. Klassenfunktio-nen auf der Gruppe sind Funktionen von ! allein. Der Mittelwert einerKlassenfunktion ist durchM[f ] = 12� Z 2�0 (1� cos!)f(!) d! (3.50)gegeben.Typische Klassenfunktionen sind Charaktere von Darstellungen.Manchmal ist es n�utzlich, die Beschreibung des invarianten Integralsauch in der Parametrisierung der SU(2) durch die Euler-Winkel �; �; zu kennen. In diesem Fall erh�alt man eine andere Jacobi-Determinante:@(x0x1x2x3)@(r��) = r38 sin� (3.51)und damit die folgende Vorschrift f�ur die Berechnung des Mittelwertes:M[f ] = 1(4�)2 Z 4�0 d� Z �0 d� sin � Z 2�0 d f(�; �; ) (3.52)F�ur die Beschreibung von Klassenfunktionen sind die Euler-Winkel je-doch nicht besonders bequem.3.4 Konstruktion irreduzibler Darstellun-genWir beginnen mit einer Vor�uberlegung. Die SU(2) ist eine Matrixgrup-pe; ihre Matrizen wirken auf Spinoren z = (z1; z2) 2 C2. Man kann den



3.4. KONSTRUKTION IRREDUZIBLER DARSTELLUNGEN 73Raum C2, in einer anderen Betrachtungsweise, auch als den Raum allerlinearen Funktionen f(�1; �2) von zwei komplexen Variablen au�assengem�a� der Korrespondenz(z1; z2) () f(�1; �2) = z1�1 + z2�2Wir scheiben vereinfachend � = (�1; �2) und f(�). Der Wirkung vonu 2 SU(2) auf dem Raum C2 entspricht eine Wirkung von u auf demFunktionenraum: hD1=2(u)fi (�) = f(uT �) (3.53)Genau genommen ist diese Darstellung - wir haben sie D1=2 genannt -nichts anderes als die vertraute Darstellung der SU(2) auf C2. Denn,indem wir in dem Funktionenraum die Basis, bestehend aus den beidenFunktionen f1(�) = �1 und f2(�) = �2, einf�uhren, hat jede Funktion dieGestalt f = z1f1 + z2f2, d.h. z1 und z2 sind die Koordinaten von f ,und bei dieser (nat�urlichen) Wahl der Koordinaten kann D1=2 mit derMatrix u identi�ziert werden5.Die folgende Konstruktion geht auf H.Weyl zur�uck. Sei L der Vek-torraum aller6 Polynome P (�) von � = (�1; �2). Eine Darstellung D :SU(2)! Aut(L) erkl�aren wir durch[D(u)P ](�) = P (uT �) ; u 2 SU(2) (3.54)5Bekanntlich studiert man in der Theorie der Vektorr�aume den Dualraum L0eines (endlich-dimensionalen) Vektorraumes L und �ndet eine nat�urliche IsomorphieL00 �= L. Davon haben wir hier Gebrauch gemacht. Jedem linearen Operator A :L ! L entspricht ein dualer Operator A0 : L0 ! L0. Es gilt (AB)0 = B0A0. EineDarstellung D einer Gruppe G auf L induziert immer eine Darstellung D� auf L0durch die Vorschrift D�(g) = D(g�1)0 f�ur alle g 2 G. Man sagt, D� sei konjugiertzu D. Nach Wahl einer Basis (ei) in L und der zugeordneten dualen Basis (e0i) mite0i(ek) = �ik in L0 sind die Darsteller Matrizen, so da� D�(g)ik = D(g�1)ki gilt,oder, wie wir auch schreiben k�onnen: D�(g) = (D(g)T )�1. Nat�urlich induziert D�wiederum eine Darstellung D�� auf dem Raum L00. Unter der Isomorphie L00 �= Lgilt aberD�� �= D. In unserer Situation haben wir z 2 C2, � 2 (C2)0 und f 2 (C2)00.Gehen wir von der identischen Darstellung D(u) = u der SU(2) aus, so k�onnen wir- in der Matrizenschreibweise - die konjugierte Darstellung durch D�(u) = (uT )�1beschreiben; D��(u) = u ist automatisch erf�ullt. Anstelle von D�� haben wir D1=2geschrieben.6Gemeint sind selbstverst�andlich Polynome beliebigen Grades in zwei komplexenVariablen �1 und �2 mit komplexen Koe�zienten. Die Dimension des Raumes L istabz�ahlbar unendlich.



74 KAPITEL 3. DIE THEORIE DER SU(2)Mit Hilfe des Haarschen Ma�es auf der Gruppe gelingt es, ein Ska-larprodukt in L einzuf�uhren, so da� D zu einer unit�aren Darstellungwird7: (P;Q) = 2 Z d�(u)P (u�̂)Q(u�̂) (3.55)Die Wahl von �̂ ist im Grunde irrelevant. Wir w�ahlen �̂ = (1; 0). Inva-riante Teilr�aume sind leicht zu �nden. F�ur die Wertej = 0 ; 12 ; 1 ; 32 ; 2 ; 52 ; : : : (3.56)sind die Teilr�aumeLj = fP 2 L : P (t�) = t2jP (�)g (3.57)alle invariant bez�uglich D. Die Vektoren in Lj hei�en homogene Po-lynome vom Grade 2j. Mit Dj bezeichnen wir die Teildarstellung aufdem Raum Lj. Da jedes Polynom P 2 L als Summe homogener Polyno-me geschrieben werden kann, und da eine unit�are Darstellung zerf�allt,erhalten wir eine Zerlegung in Form einer direkten Summe:L =Mj Lj ; D =Mj DjWir k�onnen nun eine Basis in L aus homogenen Polynomen Pjm sobestimmen, da� f�ur festes j und m = �j;�j+1; : : : ; j�1; j gerade derTeilraum Lj aufgespannt wird:Pjm(�) = " (2j + 1)!2(j +m)!(j �m)!#1=2 �j+m1 �j�m2 (3.58)Damit folgt dim(Lj) = 2j + 1. Die Matrizen der Darstellung Dj sinddurch Pjm0(uT �) =Xm Pjm(�)Djmm0(u) (3.59)gegeben. Zum besseren Verst�andnis betrachten wir die einfachsten F�alle:1. Der Fall j=0. Es ist P00(�) = 1, dim(L0) = 1 und D0(u) = 1 f�uralle u 2 SU(2). Es handelt sich hier o�ensichtlich um die trivialeDarstellung D0 = 1 der SU(2).7Dies wurde auf den Seiten 30-31 ausf�uhrlich diskutiert.



3.4. KONSTRUKTION IRREDUZIBLER DARSTELLUNGEN 752. Der Fall j=1/2. Es istP 12 12 (�) = �1 P 12� 12 (�) = �2Ein beliebiger Vektor in L1=2 hat die Gestalt z1�1 + z2�2, undaufgrund der eingangs angestellten �Uberlegungen kann man L1=2mit dem Spinorraum C2 identi�zieren, von dem die gesamte Kon-struktion ihren Ausgang nahm. Fazit: Bei der von uns gew�ahltenBasis ist D1=2(u) = u, d.h. D1=2 erweist sich als die identischeDarstellung der SU(2).3. Der Fall j=1. Anstelle der Basis P11; P10; P1�1 kann man auchdie Basis Q1(�) = p32 (�21 � �22 ) (3.60)Q2(�) = p32i (�21 + �22) (3.61)Q3(�) = p3 �1�2 (3.62)benutzen. Dann zeigt eine kleine Rechnung, da�Qk(uT �) = 3Xi=1Qi(�)Rik (k = 1; 2; 3) (3.63)gilt, wobei R 2 SO(3) die Gestalt (3.16) besitzt, wenn u 2 SU(2)in der Form (3.37) vorliegt. Die DarstellungD1 ist also �aquivalentzur �Uberlagerungsabbildung f : SU(2) ! SO(3). Wir k�onnenschreiben: D1(u) = Sf(u)S�1, wobei S eine unit�are 3�3-Matrixist, die sich aus dem Basiswechsel ergibt.Wir kommen nun zu den allgemeinen Aussagen:Satz 19 Die Polynome Pjm bilden eine orthonormierte Basis in L. F�urjedes j sind die Darstellungsmatrizen Dj(u) unit�ar. Der Charakter derDarstellung Dj ist �j(!) = sin(2j + 1)(!=2)sin(!=2) (3.64)



76 KAPITEL 3. DIE THEORIE DER SU(2)(!=Drehwinkel). Jede der Darstellungen Dj ist irreduzibel; sie sindpaarweise in�aquivalent zueinander und stellen eine vollst�andige Listevon irreduziblen Darstellungen dar, d.h. jede weitere irreduzible Dar-stellung der SU(2) ist �aquivalent zu einer der Darstellungen Dj. Esgilt Dj(�u) = (�1)2jDj(u) (3.65)Folglich sind Darstellungen mit ganzzahligem j zugleich auch unit�areDarstellungen der Gruppe SO(3). Darstellungen mit halbzahligem jsind "zweiwertige", d.h. projektive Darstellungen der SO(3).Beweis. Wir w�ahlen die Parametrisierung der SU(2) durch die Euler-Winkel �; �; . Wir setzen � = uT �̂ f�ur u 2 SU(2) und �̂ = (1; 0), soda� �1 = e�i(�+)=2 cos(�=2) (3.66)�2 = �ei(��)=2 sin(�=2) (3.67)Nun f�uhren wir noch die Konstantecjm = " (2j + 1)!2(j +m)!(j �m)!#1=2 (3.68)ein und erhalten soPjm(uT �̂) = cjm�j+m1 �j�m2 (3.69)= cjme�im� "cos �2 #j+m "� sin �2 #j�m e�ij (3.70)Jetzt k�onnen wir das Skalarprodukt berechnen:(Pjm; Pj0m0) = 2(4�)2 Z 4�0 d� Z �0 d� sin � Z 2�0 d Pjm(uT �̂)Pj0m0(uT �̂)(3.71)= jcjmj2Ijm�jj0�mm0 (3.72)wobei wirZ 4�0 d� ei(m0�m)� = 4��mm0 Z 2�0 d ei(j0�j) = 2��jj0



3.4. KONSTRUKTION IRREDUZIBLER DARSTELLUNGEN 77ausnutzten und die Abk�urzungIjm = Z �0 d� sin� "cos �2 #2(j+m) "sin �2 #2(j�m) (3.73)einf�uhrten. Indem wir sin� = 2 sin(�=2) cos(�=2) setzen und sodanndie neue Integrationsvariable � = �=2 einf�uhren, kann Ijm auf einbekanntes Integral zur�uckgef�uhrt werden:Ijm = 4 Z �=20 d� [cos�]2(j+m)+1[sin�]2(j�m)+1 = 2(j +m)!(j �m)!(2j + 1)! (3.74)Also gilt jcjmj2Ijm = 1 und damit(Pjm; Pj0m0) = �jj0�mm0 (3.75)Da wir nachgewiesen haben, da� die Basis in L orthonormiert ist, wirdjeder unit�are Operator Dj(u) bez�uglich der Basis fPjm ; �j � m � jgin Lj zu einer unit�aren Matrix: Die Darstellungen Dj sind unit�ar.Wir berechnen nun den Charakter �j. Da er als Klassenfunktionnur von dem Drehwinkel ! abh�angen kann, gen�ugt es f�ur jeden Wertvon ! einen Repr�asentanten in der Klasse zu w�ahlen, z.B.u3(!) =  e�i!=2 00 ei!=2 !Dann ist Pjm(u3(!)T �) = cjm he�i!=2�1ij+m hei!=2�2ij�m (3.76)= e�im!Pjm(�) (3.77)Also Djmm0(u3(!)) = e�im!�mm0 (�j � m;m0 � j) (3.78)und �j(!) = jXm=�j e�im! = sin(2j + 1)(!=2)sin(!=2) (3.79)



78 KAPITEL 3. DIE THEORIE DER SU(2)Wir berechnen nun das Skalarprodukt der Charaktere zweier Darstel-lungen Dj und Dj0 unter Benutzung von Satz 18:M[ ��j�j0] = 12� Z 2�0 d! (1� cos!)sin(2j + 1)!=2sin!=2 sin(2j 0 + 1)!=2sin!=2(3.80)= 2� Z �0 d� sin(2j + 1)� sin(2j 0 + 1)� (3.81)= �jj0 (� = !=2) (3.82)Die Darstellung Dj ist irreduzibel, weil ihr Charakter die Norm 1 hat(Satz 14). Zwei Darstellungen Dj und Dj0 mit j 6= j 0 sind in�aquivalent,weil ihre Charaktere orthogonal zueinander sind. Die Liste fDj ; j =0; 1=2; 1; 3=2; : : :g der irreduziblen Darstellungen ist vollst�andig; denng�abe es eine weitere irreduzible Darstellung, so m�u�te f�ur ihren Cha-rakter � gelten: 8j M(��j�) = 0, d.h.Z �0 d� sin(2j + 1)� [�(2�) sin�]Weil das Funktionensystem sinn� (n = 0; 1; 2; : : :) f�ur den Raum allerstetigen Funktionen f(�) auf dem Intervall [0; �] mit f(0) = f(�) = 0vollst�andig ist, folgt8 �(2�) sin� = 0, d.h. � = 0. Daraus folgt: �(0) =Dimension der Darstellung = 0, also ein Widerspruch. Da die PolynomePjm homogen vom Grade 2j sind, gilt Pjm(�uT �) = (�1)2jPjm(uT �)und somit Dj(�u) = (�1)2jDj(u). Bei der �UberlagerungsabbildungSU(2) ! SO(3) werden aber genau u und �u auf das gleiche R 2SO(3) abgebildet. Damit ergeben sich die restlichen Aussagen des Sat-zes. 2.Jede (unit�are) Darstellung D der SU(2) hat ihre eigenen (selbstad-jungierten) Generatoren J = fJ1; J2; J3g. De�nitionsgem�a� giltD(e�ia�=2) = e�iaJ (3.83)f�ur a = fa1; a2; a3g mit reellen Komponenten. In der Darstellung D =Dj best�atigt man leicht durch �Ubergang zu den in�nitesimalen SU(2)-Transformationen die aus der Quantenmechanik bekannten Formeln:(J1 + iJ2)mm0 = [(j �m+ 1)(j +m)]1=2�m;m0+1 (3.84)8Wir nutzen hier nat�urlich aus, da� die Darstellung stetig ist. Folglich ist derCharakter � eine stetige Funktion. Beachte, da� f(�) = �(2�) sin� die Bedingungf(0) = f(�) = 0 erf�ullt.



3.5. EINE REALISIERUNG DURCH BOSE-OPERATOREN 79(J1 � iJ2)mm0 = [(j +m + 1)(j �m)]1=2�m;m0�1 (3.85)(J3)mm0 = m�m;m0 (3.86)(J21 + J22 + J23 )mm0 = j(j + 1) �m;m0 (3.87)In der irreduziblen Darstellung Dj nimmt der Operator J2 - wie erwar-tet - den Eigenwert j(j + 1) an.3.5 Eine Realisierung durch Bose-OperatorenWir variieren das Thema des vorangegangenen Abschnittes, indem wireine Methode vorstellen, die von J.Schwinger in die Physik eingef�uhrtwurde. Bekanntlich kann der eindimensionale quantenmechanische Os-zillator dadurch behandelt werden, da� man seinen Hamilton-Operatorin die folgende Form bringt:H = !(aya + 12)Die Operatoren a und ay, die die Vertauschungsrelationen[a; ay] = 1 (3.88)erf�ullen, spielen auch in anderen Bereichen der Quantenphysik eine we-sentliche Rolle und werden kurz Bose-Operatoren genannt. Es ist �ublichden (normierten) Grundzustand des Oszillators mit dem Symbol j0i zubelegen und alle angeregten Zust�ande jni daraus zu konstruieren:jni = (ay)npn! j0i (n = 1; 2; 3; : : :)Der Formalismus l�a�t sich ohne weiteres auf den d-dimensionalen har-monischen Oszillator ausdehnen, indem wir schreiben:H = dXi=1 !i(ayiai + 12)Die Vertauschungsrelationen nehmen hier die Form an:[ai; ak] = 0 [ayi ; ayk] = 0 [ai; ayk] = �ik (3.89)



80 KAPITEL 3. DIE THEORIE DER SU(2)(i; k = 1; : : : ; d). Der Grundzustand eines solchen Oszillators ist durchdie Bedingungen aij0i = 0 und h0j0i = 1 bis auf eine irrelevante Phasecharakterisiert, w�ahrend die Anregungszust�ande durch(ay1)n1(ay2)n2 � � �pn1!n2! � � � j0i (3.90)beschrieben sind. Die ayi hei�en Erzeugungsoperatoren, die ai Vernich-tungsoperatoren. Nun sei d = 2 undJ1 = 12(ay1a2 + ay2a1) (3.91)J2 = 12i(ay1a2 � ay2a1) (3.92)J3 = 12(ay1a1 � ay2a2) (3.93)Dann erf�ullen die so de�nierten Operatoren die Vertauschungsrelatio-nen der Drehimpulskomponenten:[Jk; J`] = iJm (k; `;m = 1; 2; 3 zyklisch)Damit sind diese Operatoren die Erzeuger einer Darstellung der SU(2)auf dem Zustandsraum L des zweidimensionalen Oszillators. Analogder Einf�uhrung homogener Polynome (3.58) in der Weylschen Kon-struktion, betrachtet Schwinger homogene Polynome in den beiden Er-zeugungsoperatoren ay1 und ay2 und de�niert die Zust�andejj;mi = (ay1)j+m(ay2)j�mq(j +m)!(j �m)! j0i (3.94)(�j � m � j). Man �ndet durch blo�e Anwendung der Vertauschungs-relationen (3.88) und der Bedingung aij0i = 0 die Wirkung der Dre-himpulskomponenten auf die Basisvektoren:(J1 + iJ2)jj;mi = q(j +m+ 1)(j �m) jj;m + 1i (3.95)(J1 � iJ2)jj;mi = q(j �m + 1)(j +m) jj;m� 1i (3.96)J3jj;mi = m jj;mi (3.97)(J21 + J22 + J23 )jj;mi = j(j + 1) jj;mi (3.98)



3.6. HARMONISCHE POLYNOME 81Ein Vergleich mit (3.82-85) lehrt, da� die Oszillatorzust�ande jj;mi mitfestem j einen invarianten Teilraum Lj aufspannen, auf dem die Dar-stellung Dj der SU(2) wirkt. Es ist auch klar, da� L in die direkteSumme der R�aume Lj (j = 0; 12 ; 1; : : :) zerf�allt. Damit ist der Oszil-latorraum von Schwinger dem Weylschen Raum der Polynome v�olligisomorph.Durch rekursive Anwendung der Formel (3.95) gelingt es, die Basis-zust�ande jj;mi zu festem j und variablem m aus einem Zustand, etwajj; ji, abzuleiten:jj;mi = " (j +m)!(j �m)!(2j)!#1=2 (J1 � iJ2)j�mjj; ji (3.99)Der Zustand jj; ji entspricht - anschaulich gesprochen - der physika-lischen Situation, in der der Drehimpuls in die 3-Richtung weist (derEigenwert von J3 ist maximal).3.6 Harmonische PolynomeDie Methode von Weyl, die Einf�uhrung homogener Polynome, besitztviele interessante Varianten. Wir diskutieren eine weitere Variante.Sei x = fx1; x2; x3g der Ortsvektor eines Teilchens und r; �; � seinePolarkoordinaten: x1 = r sin � cos �x2 = r sin � sin�x3 = r cos �Mit Hilfe der Kugelfunktionen Y`m de�nieren wirH`m(x) = r`Y`m(�; �) (3.100)(�` � m � `; ` = 0; 1; 2; : : :). Die Funktionen H`m(x) erweisen sichals Polynome, homogen vom Grade `. Die einfachsten harmonischen



82 KAPITEL 3. DIE THEORIE DER SU(2)Polynome sind: ` m q 4�2`+1H`m(x)0 0 11 0 x31 �1 � 1p2(x1 � ix2)2 0 12(2x23 � x21 � x22)2 �1 �q 32x3(x1 � ix2)2 �2 12q32(x1 � ix2)2Die harmonischen Polynome wurden von J.C.Maxwell eingef�uhrt, vonihm in seiner Theorie des Elektromagnetismus benutzt und hei�en har-monische Polynome, weil sie L�osungen der Laplace-Gleichung �H = 0sind. Zugleich beschreiben sie f�ur festes ` eine Basis in L`, dem Raumaller harmonischen Polynome, die homogen vom Grade ` sind. L` istDarstellungsraum der (2`+1)-dimensionalen DarstellungD` der SO(3).Ihre Darstellungsmatrizen sind durchH`m0(R�1x) =Xm H`m(x)Dm̀m0(R) (3.101)gegeben. Es handelt sich hier um die gleichen Matrizen, die wir schonfr�uher (Abschnitt 3.4) konstruiert haben, mit dem Unterschied aller-dings, da� nun das Argument nicht u sondern R hei�t und ` nur derWerte 0; 1; 2; : : : f�ahig ist (vgl. die Aussage des Satzes 19). Dies wollenwir kurz begr�unden.Ausgangspunkt ist der Bahndrehimpuls L = x�(�ir). Die Kugel-funktionen werden in der Quantenmechanik so eingef�uhrt, da� gilt:(L1 + iL2)Y`m = q(`+m+ 1)(`�m)Y`m+1 (3.102)(L1 � iL2)Y`m = q(`�m + 1)(`+m)Y`m�1 (3.103)L3Y`m = mY`m (3.104)(L21 + L22 + L23)Y`m = `(`+ 1)Y`m (3.105)Man erkennt: Es handelt sich hier um einen Spezialfall der Relationen(3.94-97) f�ur ganzzahliges j. Die Kenntnis von Y`` gen�ugt, um Y`m f�ur



3.6. HARMONISCHE POLYNOME 83allgemeines m zu konstruieren (Gleichung (3.98)):Y``(�; �) = (�1)`2``! s(2`+ 1)!4� ei`� sin` � (3.106)= (�1)`2``! s(2`+ 1)!4� �x1 + ix2r �` (3.107)Y`m(�; �) = vuut (`+m)!(2`)!(`�m)!(L1 � iL2)`�mY``(�; �) (3.108)Damit erhalten wir die folgende Darstellung f�ur die harmonischen Po-lynome:H`m(x) = (�1)`2``! "2`+ 14� (`+m)!(`�m)!#1=2 (L1� iL2)`�m(x1+ ix2)` (3.109)An dieser Darstellung wird �uberhaupt erst deutlich, da� es sich umPolynome handelt9.F�ur den Laplace-Operator kann man schreiben:� = 1r2 ddrr2 ddr � L2r2 (3.110)Benutzen wir nun (3.99) und (3.104), so folgt in der Tat �H`m = 0 f�uralle ` und m.Da die harmonischen Polynome H`m homogen vom Grade ` sind,gilt insbesondere H`m(�x) = (�1)`H`m(x). Dies wird gew�ohnlich soausgedr�uckt10: Die Kugelfunktionen Y`m haben die Parit�at (�1)`.Wir fassen die Winkel � und � als Koordinaten der Sph�are S2 auf. Esist bequem 
 f�ur dieses Winkelpaar zu schreiben. Das Ober�achenma�ist durch d
 = sin � d� d�gegeben. Mit der Sph�are S2 ist in nat�urlicher Weise ein HilbertraumL2(S2) verkn�upft:L2(S2) = ff : S2 ! C : Rd
 jf(
)j2 <1g9Beachte: Ist P (x) ein Polynom in x1; x2; x3, so ist LkP (x) wieder ein solchesPolynom, wenn k = 1; 2; oder 3. Ist P homogen vom Grade `, so auch LkP .10Entspricht x den Winkeln �; �, so �x den Winkeln � � �; 2� � �. Deshalb giltY`m(� � �; 2� � �) = (�1)`Y`m(�; �).



84 KAPITEL 3. DIE THEORIE DER SU(2)In diesem Hilbertraum bilden die Kugelfunktionen eine (orthonormier-te) Basis. Dies bedeutet konkret zweierlei:1. Orthogonalit�at und Normierung, d.h.(Y`m; Y`0m0) def= Z d
Y`m(
)Y`0m0(
) = �``0�mm0 (3.111)2. Vollst�andigkeit, d.h. jede Funktion f 2 L2(S2) kann nach Kugel-funktionen entwickelt werden:f(
) = 1X̀ X̀m=�` c`mY`m(
) (3.112)c`m = Z d
Y`m(
)f(
) (3.113)Die erste Eigenschaft wird in den Vorlesungen �uber Quantenmechanikbehandelt, die zweite Eigenschaft erfordert etwas Aufwand (insbeson-dere Methoden aus der Funktionalanalysis).3.7 MultipoleIn der Elektrostatik begegnet man den harmonischen Polynomen beider Multipolentwicklung des Potentials. Der Weg zu einer solchen Ent-wicklung f�uhrt �uber die Legendre-Polynome P`(�). Gew�ohnlich werdendie Legendre-Polynome durch ihre erzeugende Funktion de�niert:1p1� 2u� + u2 = 1X̀=0 u`P`(�)(�1 � � � 1 ; 0 � u < 1). F�ur zwei Vektoren x; x0 2 R3, die denWinkel # einschlie�en, gilt dann1jx� x0j = 1r 1X̀=0 r0r !` P`(cos #) (3.114)(jxj = r > r0 = jx0j). Eine andere Weise, Legendre-Polynome ein-zuf�uhren, ist, sie als spezielle Kugelfunktionen aufzufassen:P`(cos#) = q 4�2`+1Y`0(#; 0) (3.115)



3.7. MULTIPOLE 85Noch interessanter wird der Zusammenhang mit den Kugelfunktionendurch das folgende Resultat.Satz 20 (Additionstheorem f�ur Kugelfunktionen) Es seien (�; �) und(�0; �0) die Polarkoordinaten zweier Einheitsvektoren e und e0 im R3mit e�e0 = cos#. Dann giltP`(cos#) = 4�2`+1 Pm̀=�` Y`m(�; �)Y`m(�0; �0) (3.116)Beweis. Wir schreiben Y`m(e) f�ur Y`m(�; �), Y`m(e0) f�ur Y`m(�0; �0) undsetzen S`(e; e0) =Xm Y`m(e)Y`m(e0) (3.117)Aus der Unitarit�at der Darstellung D` der Gruppe SO(3) folgt die Ro-tationsinvarianz dieses Ausdruckes, d.h. 8R 2 SO(3) : S`(Re;Re0) =S`(e; e0), mit dem Resultat, da� S` nur eine Funktion von e�e0 = cos#ist. Wir berechnen sie, indem wir die Wahl e0 = f0; 0; 1g tre�en. Indiesem Fall gilt # = � undq 4�2`+1Y`m(e0) = �m0Somit 4�2`+1S`(e; e0) = q 4�2`+1Y`0(�; 0) = P`(cos �)unter Ausnutzung von (3.114). 2Die Gleichungen (3.113), (3.115) und H`m(x0) = r0`Y`m(�0; �0) f�uhrenuns direkt zu dem n�achsten Resultat.Satz 21 (Multipolentwicklung) Sei �(x) eine Ladungsverteilung mit�(x) = 0 f�ur jxj > R. Dann existiert eine EntwicklungZ d3x0 �(x0)jx� x0j = 1X̀=0 f`(�; �)r`+1 (r = jxj > R) (3.118)wobei (r; �; �) die Polarkoordinaten von x sind undf`(�; �) = q 4�2`+1 Pm̀=�` q`m Y`m(�; �) (3.119)Die q`m sind Integrale der harmonischen Polynome �uber die Ladungs-verteilung: q`m = q 4�2`+1 R d3x �(x)H`m(x) (3.120)



86 KAPITEL 3. DIE THEORIE DER SU(2)Die durch das Integral (3.119) eingef�uhrten Gr�o�en nennt man dieMul-tipolmomente der Ladungsverteilung:` = 0 q00 = Gesamtladung` = 1 q1m = Dipolmoment` = 2 q2m = Quadrupolmoment` = 3 q3m = Oktupolmoment etc.Die �Ubertragung dieser Formeln aus der Elektrostatik in die Quan-tenphysik ist nun sehr leicht. In verschiedenen Situationen (sph�arischasymmetrische Atomkerne, Ionen, Molek�ule usw.) m�ochte man die Mul-tipolmomente der Ladungsverteilung bestimmen, wenn die Wellenfunk-tion des Vielk�orperproblems als bekannt vorausgesetzt wird. Wir stellenuns allgemein vor, ein solches System bestehe aus n Teilchen mit denLadungen qi (i = 1; : : : ; n). Die normierteWellenfunktion sei �(x(1); : : : ; x(n)).Dann hat man in allen Formeln der Elektrostatik nur die Ladungsdichte11�(x) = Z d3x(1) : : : Z d3x(n) nXi=1 qi �(x(i)�x) j�(x(1); : : : ; x(n))j2 (3.121)einzusetzen. Ergebnis: Die Multipolmomente sind Erwartungswerte, d.h.es existieren Operatoren Q`m, so da�q`m = (�; Q`m�) (3.122)Anders ausgedr�uckt: In der Quantenmechanik sind die Multipolmomen-te Operatoren, deren Erwartungswerte mit den (statischen) Me�gr�o�en�ubereinstimmen. Die Gestalt dieser Operatoren folgt unmittelbar ausden Formeln (3.119) und (3.120):[Q`m�](x(1); : : : ; x(n)) = q 4�2`+1 Pni=1 qiH`m(x(i))�(x(1); : : : ; x(n))(3.123)Unter Drehungen (s.(1.48)) zeigen diese Operatoren das folgende Ver-halten: U(R)Q`m0U(R�1) =Xm Q`mDm̀m0(R) (3.124)Dies ist eine Konsequenz des Transformationsverhaltens der harmo-nischen Polynome. F�ur festes ` transformieren sich die Operatoren11Hier bezeichnet �(x) die 3-dimensionale Diracsche Deltafunktion.



3.7. MULTIPOLE 87fQ`m ; �` � m � `g wie die Basisvektoren einer irreduziblen Darstel-lung der Gruppe SO(3). Wir nennen solche Operatoren in der Quanten-mechanik deshalb irreduzible Tensoroperatoren. Wir kommen auf diesenBegri� im n�achsten Kapitel noch einmal zur�uck.



88 KAPITEL 3. DIE THEORIE DER SU(2)



Kapitel 4Kopplung von Drehimpulsen
4.1 Motivation und ProblemstellungAus der klassischen Mechanik wissen wir, da� Drehimpulse sich wieVektoren addieren. Die analoge Aussage f�ur die Quantenmechanik einesn-K�orperproblems wurde in dem Abschnitt 1.5.5 diskutiert1: Es gilt diegleiche Regel, diesmal f�ur die Operatoren:L = L(1) + L(2) + : : :+ L(n)Welche Drehimpulsoperatoren sind nun Erhaltungsgr�o�en? Aus der an-genommenen SO(3)-Invarianz2 folgt, da� nur der Gesamtdrehimpuls Leine Erhaltungsgr�o�e ist, und selbst diese Aussage bleibt korrekt nurso lange, wie wir den Spin vernachl�assigen d�urfen. Wegen der Existenzder Spin-Bahn-Kopplung (s. Abschnitt 1.4) ist selbst f�ur ein einzelnesElektron im rotationssymmetrischen Potential weder sein Bahndrehim-puls L noch sein Spin S separat erhalten, sondern lediglich die SummeJ = L + S. In Formeln: Es gilt weder [L;L�S] = 0 noch [S;L�S] = 0,wohl aber [L + S;L�S] = 0.F�ur ein System von n Elektronen w�are, unter Umst�anden, nur nochJ = J(1)+ : : :+J(n) eine Erhaltungsgr�o�e, weil die Elektronen in Wech-selwirkung miteinander stehen. In einem solchen Fall ist die SU(2) eine1Vergleiche hierzu insbesondere die Formeln (1.48) und (1.49).2Die Annahme besteht konkret darin, da� der Hamilton-Operator invariant untersimultanen Drehungen aller in ihm auftretenden Vektoren ist.89



90 KAPITEL 4. KOPPLUNG VON DREHIMPULSENSymmetriegruppe, und die Komponenten des Gesamtdrehimpulses Jsind die Erzeuger einer unit�aren Darstellung der SU(2) auf dem Hilber-traum der n-Teilchenzust�ande : F�ur jedes u 2 SU(2) existiert also einunit�arer Operator U(u), der mit dem Hamilton-Operator kommutiert(was hier immer angenommen werden soll und zu unseren Vorausset-zungen geh�ort). Welche Wirkung der Operator U(u) auf eine Wellen-funktion hat, mu� noch im Detail studiert werden.Wir beginnen mit dem einfachsten physikalischen System, einemElektron in einem Potential V (r) unter dem Einu� der Spin-Bahn-Wechselwirkung. Hierbei k�onnte es sich etwa um das Valenzelektroneines Alkaliatomes handeln. Der zugrundeliegende Hilbertraum istH =L2(R3;C2) und die Wirkung der SU(2) wird durch[U(u)�](x) = u�(R�1x) u 2 SU(2) R = f(u) (4.1)beschrieben, wobei f : SU(2) ! SO(3) die �Uberlagerungsabbildungist. Der Hamilton-OperatorH = ��=2m + V + �L�Swurde schon im Abschnitt 1.3 vorgestellt. Es emp�ehlt sich, H = H0+H1 mit H1 = �L �S zu schreiben. Der Sinn dieser Aufspaltung liegtdarin, da� nun [H0;L] = [H0;S] = 0gilt, d.h. unter Vernachl�assigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung sindsowohl der Spin S als auch der Bahndrehimpuls L Erhaltungsgr�o�en.Dies bedeutet die Existenz einer Symmetriegruppe von der Art SU(2)�SU(2), also einer Produktgruppe3, die es erm�oglicht, da� Spin und Ortunabh�angig voneinander gedreht werden k�onnen4:[U(u; v)�](x) = u�(R�1x) u; v 2 SU(2) R = f(v)3Sind G und H Gruppen, so versteht man unter der Produktgruppe G�H dieMenge aller Paare (g; h) mit g 2 und h 2 H . Durch die Verkn�upfungsvorschrift(g; h)(g0; h0) = (gg0; hh0) wird G�H zu einer Gruppe.4Wir benutzen �uberall die Gruppe SU(2), selbst dann, wenn sie einmal, wie beiden gew�ohnlichen Drehungen eines Ortvektors x, durch die Gruppe SO(3) ersetztwerden kann. Dies d�urfen wir tun, weil jede Darstellung der SO(3) auch als eineDarstellung der SU(2) verstanden werden kann.



4.1. MOTIVATION UND PROBLEMSTELLUNG 91Wir betrachten nur gebundene Zust�ande des Elektrons. Ihnen ent-sprechen Eigenwerte der Energie. Auf jedem Eigenwertraum ist dieSpin-SU(2) durch die zweidimensionale Darstellung D1=2 , die Bahn-SU(2) durch eine der Darstellungen D` (` = 0; 1; 2; : : :) vertreten.Jedes Energieniveau ist daher mit einer irreduziblen Darstellung Ds;`von SU(2)�SU(2) verkn�upft und ist aus diesem Grund 2(2`+ 1)-fachentartet (von weiteren zuf�alligen Entartungen einmal abgesehen). Die2(2`+ 1) Basiszust�ande, die den Eigenraum Ls;` aufspannen, sindY`m(
) 10 ! ; Y`m(
) 01 ! (�` � m � `)(4.2)Nun studieren wir den vollen Hamilton-OperatorH = H0+H1 und be-merken eine Reduktion der Symmetrie: nicht die SU(2)�SU(2), sonderndie Diagonalgruppe SU(2) beschreibt nunmehr die Symmetrie5. Dieverminderte Symmetrie hat zur Folge, da� nur noch die KombinationL+S eine Erhaltungsgr�o�e ist. Damit sind wir aufgefordert, die Darstel-lung Ds;` der Produktgruppe auf die Diagonalgruppe einzuschr�anken,die ja eine Untergruppe darstellt, und die so bestimmte Darstellungauszureduzieren; denn nur so erhalten wir die neuen Eigenwertr�aume,wenn auch nicht automatisch die neuen Energie-Eigenwerte.Die Liste (4.2) der Basisvektoren zeigt die Struktur des RaumesLs;` : Er ist ein Tensorprodukt Ls 
 L`, gebildet aus den vertrautenDarstellungsr�aumen Lj der Gruppe SU(2) (siehe die Abschnitte 3.4-5). In einer abstrakten Notation k�onnten wir die Basisvektoren (4.2)auch symbolisch durch js�i 
 j`mi kennzeichnen, wobei � = �12 dieProjektion des Spins auf die 3-Richtung beschreibt. Die hier gemachteBeobachtung l�a�t sich nat�urlich verallgemeinern:Satz 22 Sind G und H zwei Gruppen, so hat jede irreduzible Darstel-lung D : G�H ! Aut(L) die Gestalt eines Tensorproduktes, d.h. esexistieren irreduzible Darstellungen D1 : G ! Aut(L1) und D2 : H !Aut(L2), so da� L �= L1 
 L2 und D(g; h) �= D1(g) 
 D2(h) f�ur alleg 2 G und h 2 H gilt.5Zur Erinnerung: Ist (u; v) das allgemeine Element in SU(2)�SU(2), so habenalle Elemente der Diagonalgruppe die Form (u; u).



92 KAPITEL 4. KOPPLUNG VON DREHIMPULSENKurz, kennt man die irreduziblen Darstellungen von G und H, so kenntman sie von G�H. Der formale Beweis dieser Tatsache bleibt dem Leser�uberlassen. Die wesentliche Voraussetzung f�ur die G�ultigkeit des Satzesist die Irreduzibilit�at der Darstellung der Produktgruppe.Die andere Beobachtung, die wir bei der Diskussion unseres Bei-spiels gemacht haben, war die Reduktion der Symmetrie durch be-stimmte Anteile des Hamilton-Operators. Dem Verlust an Symmetriekorrespondiert ein sehr allgemeiner Begri� der Darstellungstheorie:De�nition 13 Sei D : G! Aut(L) eine Darstellung und H � G eineUntergruppe, so bezeichnet man die Einschr�ankung des Homomorphis-mus D auf die Untergruppe H als Subduktion und nennt D : H !Aut(L) eine subduzierte Darstellung von H.Wir werden subduzierte Darstellungen, soweit Irrt�umer ausgeschlossensind, mit dem gleichen Buchstaben (etwa D) kennzeichnen. Grob ge-sprochen: Subduzierte Darstellungen einer Gruppe H sind solche Dar-stellungen, die sich aus Darstellungen einer gr�o�eren Gruppe ergeben.Bei unserem Beispiel gingen wir vonDs;`(u; v) = Ds(u)
D`(v) u; v 2 SU(2)aus, um schlie�lich durch die Einschr�ankung u = v eine subduzierteDarstellung der SU(2) zu erhalten. Wir sto�en somit auf einen beson-deren Typ von Darstellungen, auf die direkten Produkte.De�nition 14 Seien Di ! Aut(Li) (i = 1; 2) zwei Darstellungen ei-ner Gruppe G, so hei�t die durch D(g) = D1(g) 
 D2(g) bestimmteDarstellung D : G ! Aut(L1 
 L2) das direkte Produkt der Darstel-lungen D1 und D2. Es wird mit D = D1�D2 bezeichnet.Anmerkung: Ist dim(Li) = ni < 1, so gilt dim(L1 
 L2) = n1n2, d.h.D1�D2 ist eine n1n2-dimensionale Darstellung.Zur�uck zu unserem Beispiel: F�ur ` > 0 ist die Darstellung Ds�D`der SU(2) reduzibel. Zu jeder Teildarstellung Dj existiert ein Energie-niveau Es`j von H = H0+H1: Dies ist der Inhalt des Satzes 12. Deshalbwird die Ausreduktion von Produktdarstellungen eines unserer Haupt-probleme sein.



4.1. MOTIVATION UND PROBLEMSTELLUNG 93Wir wollen ein weiteres Bespiel aus der Atomphysik heranziehen,um zu demonstrieren, da� der Verlust an Symmetrie sich immer nachdem gleichen Muster vollzieht. Es sei H = H0 + H1 der Hamilton-Operator eines Zweielektronenatoms, wie in Gleichung (1.11) de�niert,auf dem Hilbertraum L2(R6) gegeben, d.h. wir vern�achl�assigen denSpin, ber�ucksichtigen aber die Coulombabsto�ung H1 der beiden Elek-tronen. Ohne H1 �nden wir �nden wir die Symmetriegruppe SU(2)�SU(2), weil die Ortsvektoren x(1) und x(2) unabh�angig voneinander ge-dreht werden k�onnen. Konsequenz: sowohl L(1) als auch L(2) sind Erhal-tungsgr�o�en. Den irreduziblen Darstellungen D`;`0 der Produktgruppeentsprechen (2` + 1)(2`0 + 1)-fach entartete Energienieveaus E`;`0 desungest�orten Hamilton-Operators H0. Die Basiszust�ande, die den Ei-genraum L` 
 L`0 aufspannen, sindY`m(
1)Y`0m0(
2) � ` � m � `�`0 � m0 � `0(
i = Winkelkoordinaten von x(i)). Wir werden diese Zust�ande auchsymbolisch durch j`mi
j`0m0i beschreiben. Der volle Hamilton-OperatorH = H0 + H1 besitzt eine verminderte Symmetrie, entsprechend dem�Ubergang von der Produktgruppe zur Diagonalgruppe. Konsequenz:nur noch der Gesamtbahndrehimpuls L(1) + L(2) ist jetzt eine Erhal-tungsgr�o�e. Durch die Subduktion entstehen Produktdarstellungen derSU(2) vom Typ D`�D`0 , und jeder darin enthaltenen TeildarstellungDjentspricht ein Eigenwert E``0j von H; dies ist durch den Satz 12 garan-tiert. Die Beispiele motivieren uns, den zugrundeliegenden Gedankenallgemein zu formulieren:De�nition 15 Ist fDa : a = 1; 2; : : :g eine vollst�andige Liste vonin�aquivalenten, unit�aren und irreduziblen Darstellungen einer kompak-ten Gruppe G, so hei�t die f�ur jedes Wertepaar a; b existierende Zerle-gung Da�Db �=Mc mabcDc mabc 2 f0; 1; 2; : : :g (4.3)eine Clebsch-Gordan-Reihe der Gruppe G.Wir haben somit in den Multiplizit�aten mabc weitere charakteristischeZahlen der Gruppe G gefunden. So wie wir die Clebsch-Gordan-Reihe



94 KAPITEL 4. KOPPLUNG VON DREHIMPULSENeingef�uhrt haben, ist sie nur f�ur kompakte Gruppen sinnvoll. Denn wirbenutzten hierbei das Peter-Weyl-Theorem (Satz 7 auf Seite 34). Mit-unter geschieht es, wie bei der SU(2), da� alle Produktdarstellungenmultiplizit�atsfrei6 sind. In einem solchen Fall ist mabc nur der beidenWerte 0 oder 1 f�ahig, d.h. eine Darstellung Dc tritt oder tritt nicht in(4.3) auf. Dies ist nicht immer so: Schon im Falle der SU(3) �ndet manMultiplizit�aten mabc � 2.Da wir G als kompakt vorausgesetzt haben, ist jede DarstellungDa endlichdimensional. Damit ist es m�oglich, die Darsteller Da(g) alsna�na-Matrizen aufzufassen. Die Tensorprodukte Da(g) 
Db(g) sinddann n�n-Matrizen mit n = nanb. Die Gleichung (4.3) sagt konkret,da� eine unit�are n�n-Matrix C (abh�angig von a und b) existiert, derartda� Da(g)
Db(g) = C  Mc mabcDc(g)!C�1 (4.4)f�ur alle g 2 G gilt.De�nition 16 Die Matrix C hei�t Clebsch-Gordan-Matrix, ihre Ma-trixelemente Clebsch-Gordan-Koe�zienten.Die Matrix C ist leider nicht eindeutig, und es bedarf einiger Kon-ventionen, um den Wert der Clebsch-Gordan-Koe�zienten festzulegen.Physikalische Aussagen bleiben von solchen Konventionen unber�uhrt.Satz 23 Sei D = Da�Db und C und C 0 zwei CG-Matrizen, die dasProblem (4.4) l�osen, so gilt C 0 = AC, wobei A eine unit�are Matrixin R(D;D) ist. Ist umgekehrt A 2 R(D;D) unit�ar und C eine CG-Matrix, so beschreibt AC ebenfalls eine CG-Matrix. Ist D multiplizit�ats-frei und sind Pc die minimalen Projektoren in R(D;D), so hat jedesunit�are A 2 R(D;D) die FormA = Xc :mabc=1 ei�cPc (�c 2 R) (4.5)Der Beweis folgt unmittelbar aus der Tatsache, da� die Matrix C 0C�1mit allen Darstellern D(g) vertauscht, somit in R(D;D) liegt, undaus der Tatsache, da� R(D;D) abelsch ist, wenn D multiplizit�atsfrei6Siehe die Ausf�uhrungen im Abschnitt 2.5.



4.2. DIE CLEBSCH-GORDAN-REIHEN DER SU(2) 95ist (vergleiche die allgemeine Diskussion in Abschnitt 2.5). Wir sehen,da� es n�otig ist, alle Phasen �c in Abh�angigkeit von a und b festzule-gen. F�ur die Gruppe SU(2) wurde dies erstmalig von E.U.Condon undG.H.Shortley 1935 in ihrem Monumentalwerk The Theory of AtomicSpectra durchgef�uhrt. Die hier getro�ene Konvention ist heute allge-mein akzeptiert.Es sind zwei Probleme, denen wir uns jetzt zuwenden wollen: (1)Bestimmung der CG-Reihen f�ur die SU(2), (2) Bestimmung der CG-Koe�zienten auf der Basis der Condon-Shortley-Konvention.4.2 Die Clebsch-Gordan-Reihen der SU(2)Aud der Vektorrechnung ist die Dreiecksungleichung bekannt:jjaj � jbjj � ja+ bj � jaj+ jbjIn der Theorie des Drehimpulses �ndet man interessante Parallelen,und wir wollen deshalb den folgenden Sprachgebrauch einf�uhren: DreiQuantenzahlen j1; j2; j3 2 f0; 1=2; 1; 3=2; : : :g erf�ullen die Dreiecksbezie-hung, wenn gilt (1) j1 + j2 + j3 = 0(mod1)(2) jj1 � j2j � j3 � j1 + j2Es ist �ublich, diesen Sachverhalt durch ein besonderes Symbol zumAusdruck zu bringen:�(j1j2j3) = ( 1 ; falls (1) und (2) gilt;0 sonst (4.6)Die so de�nierte Funktion � ist symmetrisch unter Permutationen ihrerArgumente, und es giltXj �(j1j2j) = min(2j1 + 1 ; 2j2 + 1) (4.7)Xj (2j + 1)�(j1j2j) = (2j1 + 1)(2j2 + 1) (4.8)Wir zeigen nun, da� die Zahlen �(j1j2j) mit den Multiplizit�aten derCG-Reihen �ubereinstimmen.



96 KAPITEL 4. KOPPLUNG VON DREHIMPULSENSatz 24 F�ur die Darstellungen Dj (j = 0; 12 ; 1 : : :) der SU(2) habenalle CG-Reihen die GestaltDj1�Dj2 �=Xj �(j1j2j)Dj (4.9)Insbesondere sind alle Produktdarstellungen multiplizit�atsfrei.Beweis. Wir fassen die Darsteller Dj(u), u 2 SU(2), als Matrizen aufund berechnen den Charakter der Produktdarstellung, wobei 2 cos(!=2) =Spur u:Spur �Dj1(u)
Dj2(u)� = SpurDj1(u) � SpurDj2(u)= �j1(!)�j2(!)= j1Xm1=�j1 j2Xm2=�j2 e�i(m1+m2)!= j1+j2Xj=jj1�j2j jXm=�j e�im! =Xj �(j1j2j)�j(!)Dabei haben wir auf die Formel (3.79) zur�uckgegri�en. Die Multiplizit�atder Darstellung Dj in Dj1�Dj2 berechnen wir gem�a� der Formel (2.51),indem wir den Charakter � = �j1�j2 auf �j projizieren und dabei (3.81)ausnutzen: M[�j1�j2�j] = �(j1j2j) (4.10)Damit ist der Satz bewiesen. 2Wir k�onnen jetzt die Diskussion unseres sehr einfachen Beispielsaus dem vorigen Abschnitt zu Ende f�uhren und erinnern daran, da�die Spin-Bahn-Kopplung bei den Alkaliatomen (ein Elektron auf der�au�eren Schale) oder auch bei dem Wassersto�atom zur Feinstrukturf�uhrt. Diese wird nun charakterisiert durch die ZerlegungDs�D` �= D`+s �D`�s s = 12 ; ` � 1Sie erkl�art auf einfache Weise die Dublettstruktur der Spektrallinien,soweit es sich um �Uberg�ange in den Grundzustand (` = 0) handelt. Die-se Situation �nden wir etwa bei den ber�uhmten Natrium-D-Linien mit5890 bzw. 5896 �Angstr�om. Der Spin-Bahn-Term hat keinen Einu� auf



4.2. DIE CLEBSCH-GORDAN-REIHEN DER SU(2) 97den Grundzustand; die angeregten Niveaus (` � 1) spalten in je zweibenachbarte Niveaus auf, die durch den Gesamtdrehimpuls j = ` � 12charakterisiert sind:A ??` = 1` = 0 j = 3=2j = 1=2 Feinstruktur durchSpin-Bahn-WechselwirkungDie Aufspaltung ist erfahrungsgem�a� klein, so da� man die Schr�odinger-sche St�orungstheorie in 1.Ordnung anwenden darf. F�ur festes ` sei E dieungest�orte Energie. Die beiden durch die Spin-Bahn-Wechselwirkungdaraus entstehenden Energien Ej ergeben sich alsEj = E + h�ihL�Siunter Benutzung von (1.21-23). Die Mittelwerte von � und L �S sindbez�uglich der Radialwellenfunktion des ungest�orten Problems (abh�angigvon `) und der Eigenfunktion des Gesamtdrehimpulses (abh�angig von` und j) zu bilden. Der zweite Mittelwert l�a�t sich ohne Aufwand be-stimmen: 2hL�Si = hJ2 � L2 � S2i= j(j + 1)� `(`+ 1)� s(s+ 1)= ( ` j = `+ s�`� 1 j = `� s (s = 12)Der erste Mittelwert ist schwieriger zubestimmen. Ist das PotentialV (r) jedoch negativ und strebt es streng monoton gegen 0 f�ur r!1,so gilt V 0(r) > 0, also h�i > 0 und damitE`+s � E`�s = (`+ 12)h�i > 0in �Ubereinstimmung mit der Beobachtung. �Uber die Gr�o�enordnungdes E�ektes, in Einheiten mc2, l�a�t sich ebenfalls eine allgemeine Aus-sage machen. Es gilth�imc2 = O(�4) � = e2�hc = (137; 036 : : :)�1



98 KAPITEL 4. KOPPLUNG VON DREHIMPULSENDie Konstante �, die sich auf diese Weise in der Atomphysik bemerkbarmacht, hei�t darum auch die Feinstrukturkonstante. Sie erweist sich alsdie fundamentale Konstante f�ur die Quantenelektrodynamik (QED).F�ur das H-Atom k�onnen alle Rechnungen selbstverst�andlich explizitdurchgef�uhrt werden mit dem Ergebnis:h�i = mc2�4n3`(`+ 1)(2`+ 1) n � 1 : HauptquantenzahlVergleicht man dieses Ergebnis mit strengen Rechnung (Sommerfeld,Jordan und Pauli) f�ur das H-Atom auf der Basis der Dirac-Gleichung,Enj = mc2 2641 + 0@ �n� (j + 12) +q(j + 12)2 � �21A2375�1=2(j + 12 = 1; 2; : : : ; n; n =Hauptquantenzahl), so �ndet man durch eineEntwicklung nach � v�ollige �Ubereinstimmung mit der nichtrelativisti-schen Rechnung bis zur Ordnung �4. Abweichungen stellen sich erstbei der Ordnung �6 ein. Wie man sieht, f�uhrt die Dirac-Theorie aufNiveaus, die unabh�angig von der Drehimpulsquantenzahl ` sind. Je-des Niveau Enj ist 2(2j + 1)-fach entartet. Die Entartung bez�uglich `wird erst durch die Wechselwirkung des Elektrons mit den Vakuum-uktuationen des Strahlungsfeldes aufgehoben (Lamb shift) und kannim Rahmen der Quantenelektrodynamik berechnet werden.4.3 Die Clebsch-Gordon-Koe�zientenEs ist bequem, die Basisvektoren in Lj, dem Vektorraum zur Darstel-lung Dj, wie im Abschnitt 3.5 geschehen, symbolisch mit jjmi zu be-zeichnen und f�ur die Basisvektoren des Produktraumes Lj1 
 Lj2jj1m1j2m2i def= jj1m1i 
 jj2m2izu schreiben. Wir betrachten die Quantenzahlen j1 und j2 als festgew�ahlt und setzen n = (2j1 + 1)(2j2 + 1). Aus dem Satz 24 folgt,



4.3. DIE CLEBSCH-GORDON-KOEFFIZIENTEN 99da� eine unit�are n�n-Matrix C existiert, deren Elemente wir die CG-Koe�zienten nennen und mit j1 j2 jm1 m2 m !bezeichnen, so da� der durchjjmi = Xm1m2  j1 j2 jm1 m2 m ! jj1m1j2m2i (4.11)beschriebene Basiswechsel die Produktdarstellung in irreduzible Be-standteile zerlegt. Aus der De�nition folgt unmittelbar:�(j1j2j) = 0 )  j1 j2 jm1 m2 m ! = 0Durch Anwendung der Operatoren J3 = J (1)3 + J (2)3 auf (4.11) unterAusnutzung von (3.96) gewinnen wir die Aussage(m1 +m2 �m) j1 j2 jm1 m2 m ! = 0 (4.12)Lassen wir andererseits die Operatoren J1 � iJ2 = (J (1)1 � iJ (1)2 ) +(J (2)1 � iJ (2)2 ) auf (4.11) wirken und benutzen (3.94-95), so erhalten wirdie Rekursionsformeln:q(j �m + 1)(j �m) j1 j2 jm1 m2 m� 1 != q(j1 �m1 + 1)(j1 �m1) j1 j2 jm1 � 1 m2 m !+ q(j2 �m2 + 1)(j2 �m2) j1 j2 jm1 m2 � 1 m ! (4.13)Allen CG-Koe�zienten mit gegebenen j1; j2; j3 k�onnen wir Punkteeines zweidimensionalen Gitters Z2 zuordnen, als dessen Koordinatenwir x = j1 � m1 und y = j2 � m2 w�ahlen. Den nichtverschwinden-den CG-Koe�zienten entsprechen Punkte (x; y) 2 Z2, die entweder auf



100 KAPITEL 4. KOPPLUNG VON DREHIMPULSENdem Rande oder im Inneren eines Sechsecks liegen; gegen�uberliegendeSeiten sind parallel und gleichlang. Durch Rekursion sind alle Punktemiteinander verkn�upft. Dies bedeutet, da� wir die CG-Koe�zienten al-le aus einem Koe�zienten ableiten k�onnen. Es ist zweckm�a�ig, hierf�ureinen Eckpunkt auszusuchen. Wir w�ahlen denjenigen, f�ur den m1 = j1,m2 = j � j1 und m = j gilt (siehe die Abbildung: die Pfeile gebendie Richtung an, in die die Rekursion verl�auft). Ist der zugeh�orige Ko-e�zient reell, so sind alle Koe�zienten reell, und die CG-Matrix istorthogonal: CTC = 1.
x = j1 �m1y = j2 �m20 � x � 2j10 � y � 2j2j1 + j2 � j � x+ y � j1 + j2 + j@@@@@@@@@
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Wir k�onnen noch �uber das Vorzeichen des ausgew�ahlten Koe�zientenverf�ugen - also zwischen C und �C w�ahlen - und verlangen j1 j2 jj1 j � j1 j ! � 0 (4.14)(=0 nur dann, wenn die Dreiecksbedingung verletzt ist). Dies ist derInhalt der Konvention von Condon & Shortley. Nutzt man die Bezie-hung CTC = 1 zur Normierung der CG-Koe�zienten, so kommt man



4.3. DIE CLEBSCH-GORDON-KOEFFIZIENTEN 101nach einer l�angeren Rechnung auf den Ausdruck j1 j2 jj1 j � j1 j ! = vuut (2j1)!(2j + 1)!(j1 � j2 + j)!(j1 + j2 + j + 1)!�(j1j2j) (4.15)aus dem man nun alle CG-Koe�zienten durch Rekursion berechnenkann. Mit dem Wissen, da� alle CG-Koe�zienten reell sind, k�onnenwir die Umkehrung von (4.11) in der folgenden Form angeben:jj1m1j2m2i =Xjm  j1 j2 jm1 m2 m ! jjmi (4.16)Die CG-Koe�zienten besitzen eine Reihe von Symmetrien, die - wieE.Wigner erkannte, sich besser o�enbaren, wenn man zu den sog. 3j-Symbolen �ubergeht: j1 j2 jm1 m2 m ! def= (�1)j1�j2+mp2j + 1  j1 j2 jm1 m2 �m ! (4.17)Man kann den Sinn der Wigerschen 3j-Symbole auch darin sehen, da�mit ihrer Hilfe drei Drehimpulse mit den Quantenzahlen j1; j2; j3 zumDrehimpuls 0 gekoppelt werden:j00i = Xm1m2m3  j1 j2 j3m1 m2 m3 ! jj1m1i 
 jj2m2i 
 jj3m3i (4.18)Sie beschreiben somit die Projektion der Darstellung Dj1�Dj2�Dj3 aufdie darin enthaltene Teildarstellung D0.Eine andere Schreibweise des 3j-Symbols hat T.Regge vorgeschla-gen: 264 �j1 + j2 + j j1 � j2 + j j1 + j2 � jj1 �m1 j2 �m2 j �mj1 +m1 j2 +m2 j +m 375 (4.19)Das Regge-Symbol hat �uberraschende Eigenschaften:1. Alle neun Elemente des Regge-Symbols sind nichtnegative ganzeZahlen (d.h. anderenfalls ist es trivialerweise Null).



102 KAPITEL 4. KOPPLUNG VON DREHIMPULSEN2. Es ist ein magisches Quadrat: Jede Zeile und jede Spalte hat diegleiche Summe j1 + j2 + j.3. Es �andert nicht seinen Wert bei zyklischer Vertauschung von Zei-len oder Spalten.4. Es �andert nicht seinen Wert bei Spiegelung an der Hauptdiago-nalen. (Dies ist der Inhalt der sog. Regge-Symmetrie.)5. Bei Vertauschung von zwei Zeilen oder zwei Spalten erh�alt dasRegge-Symbol einen Faktor (�1)j1+j2+j. Eine Folge davon ist, da�es verschwindet, wenn j1 + j2 + j ungerade ist und zwei Zeilenoder zwei Spalten gleich sind.6. Das quadrierte Regge-Symbol ist immer eine rationale Zahl.Durch Ausnutzung der Symmetrien des Regge-Symbols ist es m�oglichdas kleinste Element in die linke obere Ecke zu bringen. Dies hilft dieCG-Koe�zienten in m�oglichst �okonomischer Weise zu berechnen. Manbeginnt die Berechnung mit der Formel264 0 n12 n13n21 n22 n23n31 n32 n33 375 = (�1)n23+n32 " n12!n21!n13!n31!n!n22!n33!n23!n32!#1=2 (4.20)(n = j1 + j2 + j + 1) und f�uhrt durch Rekursion alle Regge-Symboledarauf zur�uck:pn11n264 n11 n12 n13n21 n22 n23n31 n32 n33 375 = pn23n32 264 n11 � 1 n12 n13n21 n22 n23 � 1n31 n32 � 1 n33 375� pn22n33 264 n11 � 1 n12 n13n21 n22 � 1 n23n31 n32 n33 � 1 375(4.21)CG-Koe�zienten werden h�au�g ben�otigt, und manche davon habensehr einfache Werte: j1 j2 jj1 j2 m ! = �j;j1+j2�jm (4.22)



4.4. DAS WIGNER-ECKART-THEOREM 103 j 0 0 jm0 0 m ! =  0 j 0 j0 m0 m ! = �jj0�mm0 (4.23) j j 0 0m �m0 0 ! = (�1)j�mp2j + 1 �jj0�mm0 (4.24) j 12 j + 12m �12 m� 12 ! = sj �m+ 12j + 1 (4.25) j 12 j � 12m �12 m� 12 ! = �s j �m2j + 1 (4.26)Insbesondere kann man aus (4.24) ablesen, wie man aus Drehimpuls-zust�anden jjmi einen SU(2)-invarianten Zustand konstruiert:j00i =Xm (�1)j�mp2j + 1 jjmi 
 jj �mi (4.27)Aus (4.25-26) folgt, wie wir angesichts der Spin-Bahn-Wechselwirkungf�ur das H-Atom oder f�ur die Alkali-Atome den Elektronenzustand mitden Quantenzahlen j;m des Gesamtdrehimpulses konstruieren:jjmi = 8>>>><>>>>: r `+ 12 +m2`+1 Y`m�1=2 
 � 10 �+r `+ 12 �m2`+1 Y`m+1=2 
 � 01 � j=`+ 12�r `+ 12 �m2`+1 Y`m�1=2 
 � 10 � +r `+ 12 +m2`+1 Y`m+1=2 
 � 01 � j=`� 12(4.28)Eine oft benutzte Symmetrierelation der CG-Koe�zienten im Zusam-menhang mit dem Pauli-Prinzip ist j1 j2 jm1 m2 m ! = (�1)j1+j2�j  j2 j1 jm2 m1 m ! (4.29)4.4 Das Wigner-Eckart-TheoremEs sei U eine unit�are Darstellung der SU(2) auf einem Hilbertraum H.Im allgemeinen ist eine solche Darstellung reduzibel, und die irreduzi-ble Darstellung Dj kommt oft mit hoher Multiplizit�at darin vor. Wirk�onnen deshalb davon ausgehen, da� es auf vielfache Weise m�oglich ist,



104 KAPITEL 4. KOPPLUNG VON DREHIMPULSENVektoren �jm 2 H f�ur gewisse Werte von j und f�ur �j � m � j soanzugeben, da� U(u)�jm0 =Xm Djmm0(u)�jm (4.30)f�ur alle u 2 SU(2) erf�ullt ist. Wenn wir auch noch zulassen, da� �jmgelegentlich der Nullvektor ist, so k�onnen wir o.B.d.A. annehmen, dieVektoren �jm seien f�ur alle j und m de�niert. Angesichts der Eigen-schaft (4.30) hat sich folgender Sprachgebrauch eingeb�urgert: Man sagt,das System der Vektoren �jm mit festem j transformiert sich wie diekanonische Basis der Darstellung Dj. Das darf nicht dazu verleiten an-zunehmen, die Vektoren �jm bilden selbst eine Basis in H: Wir habennicht einmal vorausgesetzt, da� es sich um normierte Vektoren han-delt. In den Anwendungen begegnet man solchen Vektoren auf vielfacheWeise, und es bleibt die Struktur von Skalarprodukten zu untersuchen,wenn wir etwa einen zweiten Satz von Vektoren 	jm 2 H, der genau diegleichen Eigenschaften - ausgedr�uckt in (4.30) - besitzt, vor uns haben.Satz 25 Unter den genannten Bedingungen gilt(	j0m0 ;�jm) = cj�jj0�mm0 (4.31)f�ur gewisse komplexe Zahlen cj unabh�angig von m.Beweis. 1.Fall: j 6= j 0. �jm und 	j0m0 geh�oren orthogonalen Teilr�aumenHj und Hj0 an, weil die auf diesen Teilr�aumen operierenden Darstel-lungen der SU(2) in�aquivalent sind.2.Fall: j = j 0,m 6= m0. �jm und 	j0m0 geh�oren orthogonalen Teilr�aumenHjm und Hj0m0 an, weil die auf diesen Teilr�aumen operierenden Dar-stellungen der U(1) in�aquivalent sind7.3.Fall: j = j 0, m = m0. Wenn J1; J2; J3 die Erzeuger der Darstellung Usind, so gilt f�ur �j � m < j(	j m+1; (J1 + iJ2)�jm) = ((J1 � iJ2)	j m+1;�jm)also unter Ausnutzung von (3.94-95)q(j +m + 1)(j �m)(	j m+1;�j m+1) = q(j �m)(j +m + 1)(	jm;�jm)7Gemeint ist diejenige Untergruppe U(1) � SU(2), die den Drehungen um die3-Achse entspricht.



4.4. DAS WIGNER-ECKART-THEOREM 105Da die Wurzelausdr�ucke ungleich Null sind, m�ussen die Zahlen cj =(	jm;�jm) unabh�angig von m sein. 2Nicht nur Vektoren k�onnen sich wie die kanonische Basis einer ir-reduziblen Darstellung transformieren, auch Operatoren k�onnen dieseEigenschaft besitzen.De�nition 17 Existiert f�ur festes j ein Satz von Operatoren fTjm :�j � m � jg auf dem Hilbertraum H, so da� f�ur alle u 2 SU(2)U(u)Tjm0U(u�1) =Xm Djmm0(u)Tjm (4.32)erf�ullt ist, so hei�t T ein irreduzibler Tensoroperator oder kurz Tenso-roperator vom Typ j unter der Darstellung U .Bemerkung: Obwohl die De�nition f�ur die SU(2) vorgenommen wur-de, ist es, wie man leicht sieht, ohne weiteres m�oglich eine �ahnlicheDe�nition f�ur jede kompakte Gruppe zu geben. Zugleich ist diese De-�nition eine Verallgemeinerung des Konzeptes "Vektoroperator": DreiOperatoren A1; A2; A3 auf H bilden einen Vektoroperator, wennU(u)AkU(u�1) =Xi RikAi (4.33)mit R = f(u) gilt, wobei SU(2) f! SO(3) die �Uberlagerungsabbildungbezeichnet. Gehen wir hier zu in�nitesimalen Transformationen �uber,so erhalten wir die �aquivalente Formulierung[Aj; Jk] = [Jj; Ak] = ( iA` j; k; ` = 1; 2; 3 zyklisch0 j = k (4.34)Auf diese Weise k�onnen viele bekannte Operatoren, wie der Ortsope-rator Q, der Impulsoperator P und alle Drehimpulsoperatoren L, S,J etc. als Vektoroperatoren erkl�art werden. Es ist nun leicht, aus denKomponenten A1; A2; A3 eines beliebigen Vektoroperators die kanoni-schen Komponenten A1m (m = �1; 0; 1) eines Tensoroperators vomTyp 1 im Sinne der De�nition 13 zu formen:A1m = 8>><>>: � 1p2(A1 + iA2) m = 1A3 m = 01p2(A1 � iA2) m = �1 (4.35)



106 KAPITEL 4. KOPPLUNG VON DREHIMPULSENZur Veri�zierung kann man etwa (3.100) f�ur ` = 1 heranziehen.Wir studieren nun die Anwendung eines Tensoroperators vom Typj1 auf Vektoren �j2m2 (j2 fest):Tj1m1�j2m2Die Gleichungen (4.30) und (4.32) zusammen ergeben, da� die so ge-wonnenen Vektoren einen invarianten Teilraum von H aufspannen, aufdem U durch die Darstellung Dj1�Dj2 vertreten ist. Diese Darstel-lung kann in irreduzible Bestandteile zerlegt werden: Mit Hilfe der CG-Koe�zenten de�nieren wir Vektoren�jm = Xm1m2  j1 j2 jm1 m2 m !Tj1m1�j2m2die, falls sie nicht verschwinden, die gew�unschten Teilr�aume aufspan-nen. Die Relation l�a�t sich umkehren und wir erhaltenTj1m1�j2m2 =Xjm  j1 j2 jm1 m2 m !�jmDiese Darstellung erlaubt es nun, die allgemeine Gestalt von Matrix-elementen eines Tensoroperators zu bestimmen.Satz 26 (Wigner-Eckart-Theorem) Seien f�j2m2g und f	jmg zwei S�atzevon Vektoren mit dem durch (4.30) beschriebenen Transformationsver-halten und T ein Tensoroperator vom Typ j1. Dann existieren komplexeZahlen, unabh�angig von m1; m2; m, die wir mit(	jkTj1k�j2)bezeichnen und reduzierte Matrixelemente nennen, so da�(	jm; Tj1m1�j2m2) =  j1 j2 jm1 m2 m ! (	jkTj1k�j2) (4.36)gilt.Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus der Gleichung (4.4) und Satz25. 2



4.4. DAS WIGNER-ECKART-THEOREM 107Eine Konsequenz dieses Satzes: Unter den Observablen der Quan-tenmechanik k�onnen keine Tensoroperatoren vom halbzahligen Typvorkommen, also keine vom Typ 1/2, 3/2 usw.; denn alle Erwartungs-werte eines solchen Operators in Zust�anden mit festem Drehimpulsw�urden verschwinden, weil der zugeh�orige CG-Koe�zient verschwin-det. Wir m�u�ten schon Erwartungswerte von solchen Zust�anden be-trachten, die aus Superpositionen von Wellenfunktionen mit halbzahli-gen und ganzzahligen Drehimpulsen hervorgehen. Aber solche Zust�andegibt es nicht in der Natur8. In der Quantenfeldtheorie treten dagegenTensoroperatoren vom Typ 1/2 auf: Jeder Erzeugungs- oder Vernich-tungsoperator eines Elektrons mit ` = 0 ist ein solcher Operator.Tensoroperatoren vom Typ 0 sind nat�urlich alle diejenigen Operato-ren, die im herk�ommlichen Sinne invariant genannt werden. Sie hei�enauch Skalare. Ist also T ein skalarer Operator, so reduziert sich dasWigner-Eckart-Theorem auf die Aussage:(	jm; T�j0m0) = (	jkTk�j)�jj0�mm0Tensoroperatoren vom Typ ` (` = 0; 1; 2; : : :) haben wir bereits imAbschnitt 3.7 kennengelernt. Es handelt sich dabei um die Multipolope-ratoren Q`m. Aufgrund ihrer De�nition haben diese Operatoren nocheine weitere entscheidende Eigenschaft: sie besitzen eine de�nierte Pa-rit�at. Sei n�amlich P der Parit�atsoperator, so giltPQ`mP = (�1)`Q`m (4.37)Dies folgt ganz einfach aus der Tatsache, da� die harmonischen Polyno-me eine de�nierte Parit�at besitzen. Damit ist nun klar, da� Erwartungs-werte von Q`m in Zust�anden de�nierter Parit�at gleich Null sind, wenn `ungerade ist. Wir beobachten deshalb weder bei den Atomen, noch beiden Kernen, noch bei den Elementarteilchen statische elektrische Di-polmomente (oder Oktupolmomente etc.). Welchen Gesamtdrehimpulsj mu� der Grundzustand eines Atoms (eines Kerns, eines Elementar-teilchens im Ruhsystem) mindestens besitzen, damit ein elektrischesQuadrupolmoment beobachtet werden kann? Aus der Dreiecksbedin-gung �(j2j) = 1 folgt j � 1. F�ur den Erwartungswert erhalten wir8Dies ist der Inhalt einer sog. Superauswahlregel, die solche Superpositionenverbietet, als nicht realisierbar erkl�art.



108 KAPITEL 4. KOPPLUNG VON DREHIMPULSENdann den Ausdruckhj�0jQ2mjj�i =  j 2 j�0 m � ! (jkQ2kj) (4.38)d.h. das Quadrupolmoment ist durch eine Zahl vollkommen bestimmt,als die wir das reduzierte Matrixelement w�ahlen, wobei wir die Normie-rung hj�0jj�i = ���0 voraussetzen.4.5 Wirkungen des Pauli-PrinzipsBei einem n-K�orperproblem von identischen Teilchen tritt durch dieStatistik9 oft eine Reduktion der Symmetrie ein, gerade so, als obein symmetriebrechender Term im Hamilton-Operator vorhanden w�are.Wir betrachten ein einfaches Beispiel.Zwei Elektronen ohne Ber�ucksichtigung ihrer Spins werden durcheine antisymmetrische Ortsfunktion beschrieben:�(x(1); x(2)) = ��(x(2); x(1))Bewegen die Elektronen sich in einem Zentralpotential und bleibt diegegenseitige Coulomb-Absto�ung unber�ucksichtigt, so k�onnte man Sym-metrietransformationen der Art�0(x(1); x(2)) = �(R�11 x(1); R�12 x(2)) R1; R2 2 SO(3)vermuten, da man, ohne die Energie zu beeinussen, die beiden Orts-vektoren unabh�angig voneinander drehen kann. Da� dies dennoch nichtrichtig ist, erkennt man daran, da� die so erhaltene Wellenfunktion �0das Pauli-Prinzip verletzt: �0 ist nicht mehr antisymmetrisch, es seidenn R1 = R2. Mit anderen Worten, das Pauli-Prinzip vermindert dieSymmetrie; von der gr�o�eren Gruppe SO(3)�SO(3) bleibt nur die klei-nere Diagonalgruppe �ubrig. Dies �au�ert sich so, da� nicht, wie zuvorerwartet, die Einzeldrehimpulse Erhaltungsgr�o�en sind, sondern nur9Man unterscheidet Bosonen und Fermionen, je nachdem, ob die Teilchen derBose-Einstein-Statistik oder der Fermi-Dirac-Statistik gen�ugen. Im ersten Fall sinddie Wellenfunktionen symmetrische im zweiten Fall antisymmetrische Funktionender Teilchenkoordinaten.



4.5. WIRKUNGEN DES PAULI-PRINZIPS 109noch deren Summe L = L(1) + L(2): Das Pauli-Prinzip bewirkt eineKopplung der Drehimpulse, so als ob die Elektronen miteinander inWechselwirkung st�unden.Wir erweitern nun die Betrachtung durch Einbeziehung des Elek-tronenspins. F�ur den Raum C4 = C2 
 C2 der Spinzust�ande zweierElektronen bilden die folgenden Vektoren eine Basis:
�sm = 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

1p2 �� 10 �
 � 01 �� � 01 �
 � 10 �� s = 0 m = 0� 10 �
 � 10 � s = 1 m = 11p2 �� 10 �
 � 01 �+ � 01 �
 � 10 �� s = 1 m = 0� 01 �
 � 01 � s = 1 m = �1Die hierbei auftretenden Linearkombinationen wurden mit Hilfe derCG-Koef�zienten bestimmt. Als Ergebnis erhalten wir antisymmetri-sche Spinfunktionen f�ur den Gesamtspin s = 0, dagegen symmetrischef�ur s = 1. Wird nun eine bestimmte Symmetrie erzwungen, z.B. durchdas Pauli-Prinzip f�ur die Gesamtwellenfunktion, tritt damit zugleicheine Kopplung der Elektronenspins ein und wir erhalten Zust�ande mitde�niertem Gesamtspin s. Diesen E�ekt sehen wir bei dem Heliuma-tom. Denn, insoweit wir die Spin-Bahn-Wechselwirkung vernachl�assi-gen und zuf�allige Entartungen ausschlie�en d�urfen, ist hier jeder sta-tion�are Zustand ein Produkt aus einer Orts- und einer Spinfunktion.Die Ortsfunktion ist entweder symmetrisch oder antisymmetrisch unterder Vertauschung10 von x(1) und x(2). Dies erzwingt die Antisymmetriebzw. Symmetrie der Spinfunktion, und wir haben es mit Gesamtwel-lenfunktionen der folgenden Art zu tun:�s(x(1); x(2))�smwobei �s(x(1); x(2)) = (�1)s�s(x(2); x(1))10Formal entspricht der Vertauschung � der Ortskoordinaten eine Symmetrie-gruppe, n�amlich die symmetrische Gruppe S2. Jedem Eigenwert der Energie ent-spricht eine irreduzible Darstellung dieser Gruppe, sofern keine zuf�allige Entartungvorliegt. Die beiden irreduziblen Darstellungen sind � = 1 und � = �1.



110 KAPITEL 4. KOPPLUNG VON DREHIMPULSENgilt. Das Termschema des Heliumatoms besteht aus einem Singulett-Termsystem (s = 0) und einem Triplett-Termsystem (s = 1), die nichtinterkombinieren, zwischen denen also keine Strahlungs�uberg�ange be-obachtet werden11. Man hat deshalb zun�achst geglaubt, es g�abe zweiArten von Helium-Atomen, und hat diese Parhelium und Orthoheli-um genannt. Der Grundzustand des Heliums ist ein Singulett-Zustandund wird mit 11S bezeichnet. Das Zerfallen des Spektrums in Singulett-und Triplettserien �ndet man auch bei den Erdalkalien, bei Quecksil-ber, Cadmium und Zink sowie allen Ionen mit zwei �au�eren Elektronen,ist also eine f�ur alle Zweielektronensysteme typische Erscheinung.Als n�achstes Beispiel studieren wir ein 3-Elektronensystem, eine Si-tuation also typisch f�ur die Elemente der dritten Hauptgruppe des Peri-odensystems. Wir beginnen mit der Konstruktion der Spinfunktionen,die einem 8-dimensionalen Raum angeh�oren, auf dem die DarstellungD1=2�D1=2�D1=2 �= 2D1=2 �D3=2der SU(2) wirkt. Dem Teilraum mit s = 3=2 geh�oren nur symmetri-sche Spinfunktionen an; er ist 4-dimensional und besitzt die kanonischeBasis:
�sm =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
� 10 �
 � 10 �
 � 10 � m = 3=21p3 �� 10 �
 � 10 �
 � 01 � + � 10 �
 � 01 �
 � 10 �+ � 01 �
 � 10 �
 � 10 �� m = 1=21p3 �� 10 �
 � 01 �
 � 01 � + � 01 �
 � 10 �
 � 01 �+ � 01 �
 � 01 �
 � 10 �� m = �1=2� 01 �
 � 01 �
 � 01 � m = �3=2Hier ist dem Pauli-Prinzip Rechnung getragen, wenn die Ortsfunktiontotal antisymmetrisch ist. Die Energieniveaus, die zu s = 3=2 geh�oren,11Eine Untersuchung der Spektren bei hoher Au�osung ergibt, da� die Singulett-Zust�ande einfach, die Triplett-Zust�ande dagegen aus aus drei dicht beieinander-liegenden Niveaus bestehen, was durch die Spin-Bahn-Kopplung erkl�art werdenkann. Strahlungs�uberg�ange zwischen Zust�anden mit gleichgerichteten Spins ("")und Zust�anden mit entgegengerichteten Spins ("#) sind extrem unwahrscheinlich.



4.5. WIRKUNGEN DES PAULI-PRINZIPS 111machen sich dadurch bemerkbar, da� sie bei gen�ugender Au�osung eineFeinstruktur von vier dicht beieinander liegenden Niveaus zeigen. Manspricht dann von einem Quartett-Termsystem.Au�erdem beobachtet man ein Dublett-Termsystem entsprechenddem Gesamtspin s = 1=2. Die Symmetrie der zugeh�origen Spinfunktio-nen ist ein wenig verwickelter. F�ur den 4-dimensionalen Vektorraum L4der Darstellung D1=2 � D1=2 w�ahlen wir ein �ubervollst�andiges Systemvon sechs Basisvektoren:�1sm = 8>><>>: 1p2 �� 10 �
 � 10 �
 � 01 �� � 10 �
 � 01 �
 � 10 �� m = 1=21p2 �� 01 �
 � 10 �
 � 01 �� � 01 �
 � 01 �
 � 10 �� m = �1=2�2sm = 8>><>>: 1p2 �� 01 �
 � 10 �
 � 10 �� � 10 �
 � 10 �
 � 01 �� m = 1=21p2 �� 01 �
 � 01 �
 � 10 �� � 10 �
 � 01 �
 � 01 �� m = �1=2�3sm = 8>><>>: 1p2 �� 10 �
 � 01 �
 � 10 �� � 01 �
 � 10 �
 � 10 �� m = 1=21p2 �� 10 �
 � 01 �
 � 01 �� � 01 �
 � 10 �
 � 01 �� m = �1=2Die verkn�upfende Relation lautet�1sm + �2sm + �3sm = 0 (m = �12) (4.39)durch die es im Prinzip m�oglich w�are zwei der Basisvektoren zu eli-minieren. Die Willk�ur, die in einer solchen Prozedur steckt, hat ihreUrsache darin, da� die Darstellung Ds (s = 12) zweifach auftritt. Man�ndet f�ur die Skalarprodukte die folgenden Werte:(�ism0 ; �ksm) = ( �mm0 i = k�12�mm0 i 6= k (4.40)Es ist nun m�oglich, die Beschreibung der genannten Situation �uber-sichtlicher zu gestalten, indem man den Raum C2 
 C2 
 C2 zumDarstellungsraum der Gruppe G = SU(2)�S3 erkl�art, und zwar durchdie folgende Wirkung der symmetrischen Gruppe S3:v1 
 v2 
 v3 7! v�(1) 
 v�(2) 
 v�(3)



112 KAPITEL 4. KOPPLUNG VON DREHIMPULSENwobei vi = � 10 � oder � 01 � ; � 2 S3Auf die Vektoren �ism angewandt, bewirkt eine Permutation � die Trans-formation �ism 7! det � ��(i)smHierbei ist det � = �1 die Signatur der Permutation. Auf diese Wei-se wird deutlich, da� der Raum L4 ein invarianter Teilraum unter derWirkung der Gruppe G ist. Wir schreiben diesen Raum als Tensorpro-dukt, L4 = C2
C2, indem wir den Basisvektoren die folgende Gestaltgeben: �ism = �sm 
 ei (i = 1; 2; 3)wobei die Vektoren �sm mit s = 12 eine kanonische Basis f�ur die iden-tische Darstellung der SU(2) bilden; insbesondere gilt (�sm0; �sm) =�mm0 . Die Vektoren ei dagegen erf�ullen die Beziehungene1 + e2 + e3 = 0(ei; ek) = ( 1 i = k�12 i 6= kund k�onnen somit geometrisch-anschaulich als Vektoren interpretiertwerden, die vom Zentrum eines gleichseitigen Dreiecks zu dessen Eckenf�uhren. Eine Permutation � 2 S3 bewirkt nun die folgende Transfor-mation: ei 7! det � e�(i)Ein Vergleich mit den Ausf�uhrungen Abschnitt 2.2 (Beispiel 4) lehrt,da� die GruppeG auf L4 irreduzibel und treu dargestellt ist, alsDs(u)
det � D0(�) mit (u; �) 2 G, wobei D0 die zweidimensionale irreduzibleDarstellung12der Gruppe S3 bezeichnet (siehe S.29).Der n�achste Schritt besteht nun darin, Gesamtwellenfunktionen f�urdrei Elektronen mit dem Gesamtspin s = 12 als Summen �uber Produkt-funktionen zu konstruieren:3Xi=1�i(x)�sm 
 ei x = fx(1); x(2); x(3)g 2 R9 (4.41)12Setzen wir D00(�) = det�D0(�), so gilt D00 �= D0, wie man sich leicht klarmacht. Diese Tatsache ben�otigen wir jedoch nicht.



4.6. DIE ELEKTRONENKONFIGURATION 113Eine auf diese Weise konstruierte Gesamtwellenfunktion ist normiert,wenn gilt12k�1 � �2k2 + 12k�2 � �3k2 + 12k�3 � �1k2 = 1 (4.42)wobei k:k die Norm in L2(R9) bezeichnet. Eine Verschiebung �i 7!�i+	 ver�andert die Gesamtwellenfunktion nicht, so da� wir die Freiheithaben, die drei Ortsfunktionen durch die Relation�1 + �2 + �3 = 0miteinander zu verkn�upfen. Weitere einschr�ankende Bedingungen fol-gen aus dem Pauli-Prinzip. Eine Permutation der Ortskoordinaten kannso beschrieben werden:�x = fx(a); x(b); x(c)g a = �(1)b = �(2)c = �(3)und eine unit�are Darstellung der S3 durch die Vorschrift, alle Teilchen-koordinaten zu permutieren:"U(�)Xi �i 
 �sm 
 ei# (x) =Xi �i(��1x)�sm 
 det � e�(i) (4.43)Die entscheidende Symmetriebedingung f�ur die drei Ortsfunktionen ist8� 2 S3 �i(x) = ��(i)(�x) (4.44)Denn nur so folgt U(�) = det � 1, d.h. nur so ist dem Pauli-PrinzipRechnung getragen.4.6 Die Elektronenkon�gurationIn einem Atom mit mehr als einem Elektron wechselwirken alle Elektro-nen miteinander. Als Zust�ande eines solchen Systems kommen strenggenommen nur Wellenfunktionen in Betracht, in denen alle Teilchenko-ordinaten miteinander korreliert werden: Vom Zustand eines einzelnenElektrons kann dabei nicht gesprochen werden, er bleibt unde�niert.



114 KAPITEL 4. KOPPLUNG VON DREHIMPULSENDennoch zeigt es sich, da� man bei einem Atom in N�aherung vonden Zust�anden der einzelnen Elektronen sprechen kann. Die N�aherung,die eine solche Beschreibung m�oglich macht, ist die Zentralfeldappro-ximation (s.Abschnitt 1.3). Es handelt sich dabei um die station�arenZust�ande jedes einzelnen Elektrons in einem e�ektiven Potential, dasvon dem Kern und allen �ubrigen Elektronen im Mittel erzeugt wird.Im allgemeinen mu� man sogar davon ausgehen, da� dieses Potentialf�ur 2s-Elektronen anders aussieht als f�ur 4f-Elektronen. Die Gesamtwel-lenfunktion wird dann aus Produkten der Einteilchenwellenfunktionenaufgebaut unter Ber�ucksichtigung des Pauli-Prinzips.Zu den Annahmen geh�ort, da� das Potential rotationssymmetrischist. Deshalb wird jeder Einteilchenzustand durch einen bestimmtenWert des Bahndrehimpulses ` charakterisiert. Die Zust�ande f�ur festes` werden - in der Reihenfolge wachsender Energie - durch die Zahl nnumeriert, die man die Hauptquantenzahl nennt. Wie beim H-Atom be-ginnt man die Z�ahlung stets bei n = `+1. Jedoch ist die Reihenfolge derEnergieniveaus mit verschiedenem n und ` im allgemeinen anders als beidem H-Atom. Zum Beispiel h�angt die Energie bei wassersto��ahnlichenAtomen �uberhaupt nicht von ` ab: dies ist bei komplizierten Atomennicht mehr der Fall. Beim Gang durch das Periodensystem kommt esvor, da� das Niveau mit n = 5, ` = 0 tiefer liegt als das Niveau mitn = 4, ` = 2. Es gibt aber immer 2(2`+ 1) verschiedene Zust�ande mitgleichem n und ` entsprechend den m�oglichen Einstellungen des Bahn-drehimpulses und des Spins. Diese Zust�ande werden �aquivalent genannt.Das Pauli-Prinzip gestattet nicht, da� mehr als 2(2` + 1) Elektronendieselben Werte von n und ` haben. Sind daher alle Zust�ande mit gege-benen n und ` besetzt, so spricht man von einer abgeschlossenen Schale.Die Verteilung der Elektronen �uber die Zust�ande mit verschiedenen nund ` nennt man die Elektronenkon�guration. So hat der Grundzustanddes Aluminiums die Kon�guration1s22s22p63s23pund es ist ersichtlich, da� hier die K-Schale (n = 1, ` = 0), die bei-den L-Unterschalen (n = 2, ` = 0 und n = 2, ` = 1) sowie dieM-Unterschale mit n = 3, ` = 0 abgeschlossen ist. Dabei wird un-terstellt, der Gesamtspin von dem 3p-Elektron allein bestimmt wird:Der Grundzustand hat also s = 12 . Zugleich bietet das Aluminium ein



4.6. DIE ELEKTRONENKONFIGURATION 115Beispiel f�ur ein 3-Elektronensystem, wenn wir alle Valenzelektronen aufder M-Schale in die Rechnung einbeziehen. Die allgemeine Analyse ei-nes solchen Systems, die wir in dem vorigen Abschnitt durchgef�uhrthaben und die die Zentralfeldapproximation nicht benutzte, l�a�t aucheine Beschreibung des 3s23p-Zustandes zu, wobei der Approximationzufolge Produktwellenfunktionen gebildet aus der 3s-Ortsfunktion u0und der 3p-Ortsfunktion u1 auftreten13:�1 = u0(1)fu0(2)u1(3)� u1(2)u0(3)g�2 = u0(2)fu0(3)u1(1)� u1(3)u0(1)g�3 = u0(3)fu0(1)u1(2)� u1(1)u0(2)gWir diskutieren nun das allgemeine Problem, Korrekturen zur ZF-Approximation zu erfassen. Zu ber�ucksichtigen sind im wesentlichenzwei Anteile des Hamilton-Operators H = H0 +H1 +H2 :1. Die Di�erenzH1 zwischen der Coulomb-Wechselwirkung der Elek-tronen untereinander und der mittleren Wechselwirkung, die be-reits durch das Zentralfeld ber�ucksicht wurde.2. Die Spin-Bahn-Wechselwirkung H2.Das LS-Kopplungsschema. Hier nimmt man an, da� der zu erwar-tende E�ekt von H1 den von H2 �uberwiegt. In dieser Situation ist vonallen Bahndrehimpulsen nur noch deren Summe L = PiL(i) eine Er-haltungsgr�o�e und damit auch J� L = S = Pi S(i). Das Pauli-Prinzipverhindert, da� die individuellen Spinoperatoren S(i) Erhaltungsgr�o�ensind. Die Grobstruktur der beobachteten Niveaus kann also durch dieEigenwerte von L2 und S2 gut beschrieben werden. Die zugeh�origenEigenfunktionen werden n�aherungsweise als Linearkombinationen vonZust�anden eines Energieniveaus von H0 berechnet (keine Kon�gurati-onsmischung). Dies sind endlich viele Zust�ande (n�amlich 2, 6, 10 14oder 18), und das Problem reduziert sich darauf, die Eigenwerte einerMatrix zu bestimmen. In einem zweiten Schritt ber�ucksichtigt man H2.13Wir unterdr�ucken hier die Abh�angigkeit von der Richtungsquantenzahl m desDrehimpulses ` = 1. Ebenso benutzen wir i anstelle von x(i) als Argument in denEinteilchenfunktionen. Die entstehenden Funktionen sind unnormiert.



116 KAPITEL 4. KOPPLUNG VON DREHIMPULSENJetzt ist nur noch J eine Erhaltungsgr�o�e, und man beobachtet eineKopplung von L und S in Form der Feinstruktur, deren Niveaus durchdie Eigenwerte von L2, S2 und J2, also durch Quantenzahlen `; s; jcharakterisiert werden. Die N�aherung besteht darin, da� die wahrenEigenfunktionen als Linearkombinationen von Wellenfunktionen einesEnergieniveaus von H0 + H1 konstruiert werden, und dies ist wieder-um ein Matrixproblem. Der Anwendungsbereich dieser N�aherung istbeschr�ankt. Auf diese Weise k�onnen die Niveaus der leichten Atomebestimmt werden. Mit zunehmender Ordnungszahl oder bei stark an-geregten leichten Atomen ist die N�aherung nicht mehr anwendbar.Das jj-Kopplungsschema. Hier nimmt man an, da� der zuerwar-tende E�ekt �uberwiegend von H2 bestimmt wird. Die individuellenBahndrehimpulse und Spins sind keine Erhaltungsgr�o�en, wohl aberderen Summe J(i) = L(i) + S(i). Auch hier erlaubt man keine Kon�gu-rationsmischung, um den numerischen Aufwand in Grenzen zu halten.Ber�ucksichtigt man dann noch H1, so bleibt nur J = Pi J(i) als Er-haltungsgr�o�e �ubrig. Bei der im letzten Schritt benutzten N�aherungwerden die Niveaus durch die Eigenwerte von J(i)2 und J2 charakte-risiert und die wahren Eigenfunktionen als Linearkombinationen vonWellenfunktionen eines Energieniveaus von H0 + H2 konstruiert. InWirklichkeit tritt dieser Kopplungstyp in reiner Form �uberhaupt nichtauf. Bei sehr schweren Atomen beobachtet man Zwischenstufen zwi-schen der LS- und der jj-Kopplung. F�ur viele Atome ist weder die einenoch die andere N�aherung brauchbar.In ein konstantes Magnetfeld B gebracht, besitzt ein Atom einezus�atzliche WechselwirkungsenergieH3 = �B B �(L+ gS) g � 2 = 0; 00231928 : : :wobei �B das Bohrsche Magneton bezeichnet. Die Abweichung vong = 2 (der Vorhersage der Dirac-Theorie) wird einem anomalen ma-gnetischen Moment des Elektrons zugeschrieben, das durch die Wech-selwirkung des Elektrons mit dem Strahlungsfeld hervorgerufen wirdund mit Hilfe der Quantenelektrodynamik berechnenbar ist.Die SU(2)-Symmetrie wird durch die Anwesenheit von H3 gebro-chen, und die verbleibende U(1)-Symmetrie wird durch diejenige Un-tergruppe der SU(2) beschrieben, die den Drehungen um die Achse



4.6. DIE ELEKTRONENKONFIGURATION 117des Magnetfeldes entspricht. Geben wir dem B-Feld die Richtung der3-Achse, so handelt es sich o�enbar um die GruppeG = ( ei� 00 e�i� ! : 0 � � < 2�) �= U(1)Da G eine abelsche Gruppe ist, sind die irreduziblen Darstellungen vonG alle eindimensional:dn(�) = ein� n 2 Z (4.45)Setzt man in die Darstellungsmatrizen Dj der SU(2) die Elemente derUntergruppe G ein (siehe Gleichung 3.78), so erh�alt man14Dj(�)m0m = e2im��mm0 (4.46)Resultat: Bei Einschr�ankung (Subduktion) der DarstellungDj der SU(2)auf die Untergruppe G zerf�allt diese Darstellung in eine direkte Summevon 2j + 1 irreduziblen Darstellungen:DjjG �= jMm=�j d2m (4.47)Wir erl�autern nun das Verhalten eines Atoms in schwachen und starkenMagnetfeldern.Der Zeeman-E�ekt. Werden die Energieniveaus bei abgeschaltetemMagnetfeld gut durch das LS-Kopplungsschema beschrieben, so �au�ertsich die Anwesenheit eines schwachen Magnetfeldes in der Aufspaltungder durch `; s; j gekennzeichneten Niveaus: die (2j+1)-fache Entartungwird aufgehoben. Entsprechend den in Dj enthaltenen Darstellungend2m von G entstehen �aquidistante Subniveaus. Die Aufspaltung ist demMagnetfeld proportional. Jedem Subniveau ist somit eine Quantenzahlm zugeordnet, die man aus diesem Grund die magnetische Quantenzahlnennt. Da die Darstellungen d2m eindimensional sind, ist kein Subni-veau entartet. Diese Vorstellung ist nur insoweit korrekt, als man an-nehmen darf, da� die Matrixelemente von S zwischen Zust�anden mit14Wir schreiben vereinfachend Dj(�) anstelle von Dj(u3(�2�)).



118 KAPITEL 4. KOPPLUNG VON DREHIMPULSENverschiedenem j vernachl�assigbar sind. In der Praxis der St�orungsrech-nung erreicht man dies durch den (nur als N�aherung gedachten) AnsatzS = rJ, wobei r eine f�ur jedes (`sj)-Niveau charakteristische reelle Zahlist, die man leicht bestimmen kann:2rj(j + 1) = 2rJ2 = 2JS = J2 + S2 � (J� S)2= J2 + S2 � L2 = j(j + 1) + s(s+ 1)� `(`+ 1)Der Operator H3 erh�alt (mit g = 2) die Form �BjBj(J3 + S3) =�BjBj(1 + r)J3. Bezeichnen wir die Eigenwerte von J3 mit m, so er-geben sich die Energieniveaus zuE`sjm = E`sj + �BjBjg`sjm (4.48)g`sj = 1 + j(j + 1) + s(s+ 1)� `(`+ 1)2j(j + 1) (4.49)Die Konstante g`sj wird Land�e-Faktor genannt.Der Paschen-Back-E�ekt. In starken Magnetfeldern entsprechen diebeobachteten Niveaus eher den Eigenwerten von H0 + H3 mit einerdurch H2 verursachten Feinstruktur. Das Magnetfeld hebt die Entar-tung der Niveaus von H0 (ausgedr�uckt in den magnetischen Quanten-zahlen m 2 f�`; : : : ; `g und � = �12 der Valenzelektronen) auf. Bei denAlkali-Atomen erhielten wir so EnergieniveausE`m� = E` + �BjBj(m+ g�)In der N�aherung g = 2 sind hier im allgemeinen (d.h. wenn jm+2�j < `)zwei der Energien gleich. Diese zweifache Entartung wird aber durch dieSpin-Bahn-Wechselwirkung aufgehoben und wir erhalten ein Dublett-Termsystem.



Kapitel 5Spezielle PotentialeIm Jahre 1873 bewies J.Bertrand den folgenden Satz: Gegeben einPunktteilchen, das sich gem den Gesetzen der klassischen Mechanik ineinem rotationssymmetrischen Potential V (r) bewegt, wobei die Funk-tion V dreimal stetig di�erentierbar ist, angenommen werden soll, soerlen nur die beiden Potentialfunktionen ar2 und �a=r (a > 0) dieBedingung, da jede beschrnkte Bahn des Teilchens geschlossen ist1. Ob-wohl wir keine hnliche Bedingung in der Quantenmechanik formulierenknnen, sind dennoch diese Potentiale auch hier in besonderer Weiseausgezeichnet: Sie fhren zu Hamilton-Operatoren, die einen unerwartethohen Grad an Symmetrie besitzen.5.1 Das 1/r-Potential5.1.1 BindungszustndeAls Grundlage fr die Diskussion whlen wir das Modell des H-Atoms.Hierbei ist es bequem, grundstzlich alle Energien und Lngen in soge-nannten atomaren Einheiten anzugeben:mc2�2 = e2=a0 = 27; 21165 eV (2 Rydberg)�hmc��1 = a0 = 0; 529177 � 10�8 cm (Bohrscher Radius)1Eine Bahn x(t) heit beschrnkt, wenn jx(t)j < R fr ein R und alle t erfllt ist. Sieheit geschlossen, oder periodisch, wenn x(t+ T ) = x(t) fr ein T und alle t gilt.119



120 KAPITEL 5. SPEZIELLE POTENTIALEBei dieser Wahl der Einheiten vereinfacht sich der Ausdruck fr denHamilton-Operator: H=̂��=2� 1=r (5.1)Der Hilbertraum L2(R3) kann als eine direkte Summe H� � H+ ge-schrieben werden, so da� 2 H� ) (�;H�) < 0� 2 H+ ) (�;H�) > 0gilt. Zugleich ist H� der kleinste abgeschlossene Teilraum von H, deralle Bindungszustnde enthlt:H� ist der Raum des diskreten Spektrumsvon H. Im Gegensatz dazu enthlt das orthogonale KomplementH+ alleStreuzustnde fr die Streuung eines Elektrons an einem Proton-Target:H+ ist der Raum des kontinuierlichen Spektrums von H.Ein geeignetes System von orthonormierten Eigenfunktionen derGestalt �ǹm(x) = Rn`(r)Y`m(
) n = 1; 2; 3; : : :` = 0; 1; : : : ; n� 1�` � m � ` (5.2)bildet eine Basis in H�. Dies sindn�1X̀=0 X̀m=�` 1 = n2Funktionen fr festes n, die Hauptquantenzahl. Nur von dieser Zahl hngendie Eigenwerte der Energie ab:H�ǹm = En�ǹm En = � 12n2 (5.3)Dies hat zur Konsequenz, da jedes Niveau n2-fach entartet ist. DieRadialwellenfunktionen sindRn`(r) = (�1)n�`�1 2n2 "(n� `� 1)!(n+ `)! #1=2 Ln`(2r=n) (5.4)wobei Ln`(y) = e�y=2y`L2`+1n�`�1(y) (y � 0) (5.5)



5.1. DAS 1/R-POTENTIAL 121Es handelt sich bei den Funktionen L�n(y) um Polynome vom Gradn, die unter dem Namen zugeordnete Laguerresche Polynome bekanntsind: L�n(y) = 1n!eyy�� dndyn (e�yyn+�) (5.6)= nXk=0�n + �n� k� (�y)kk! (5.7)5.1.2 Der Lenz-Runge-VektorFr zwei Vektoroperatoren2 A und B mit Komponenten Ai und Bi de-�nieren wir ihr antisymmetrisches Produkt alsA^B = 12(A�B�B�A) (5.8)Es hat die Eigenschaften:1. A^B ist wieder ein Vektoroperator, ist also insbesondere selbst-adjungiert.2. A^B = �B^A , insbesondere gilt A^A = 0.3. Kommutieren Ai und Bk fr i 6= k, so folgt A^B = A�B.Im Zusammenhang mit dem 1/r-Potential sind fr uns die folgendenVektoroperatoren von Interesse:P =̂ � ir F =̂ � x=r3L =̂ x�(�ir) G =̂ x=rFr den durch (5.1) de�nierten Hamilton-Operator ergeben sich dieKommutatoren i[H;L] = 0i[H;P] = Fi[H;G] = F^L2Der Begri� des Vektoroperators wurde im Abschnitt 4.4 diskutiert. Wir werdenvon nun an vorausetzen, da die Komponenten eines Vektoroperators selbstadjun-gierte Operatoren sind.



122 KAPITEL 5. SPEZIELLE POTENTIALEUnter anderem folgt nun i[H;P^L] = F^Lso da der Vektoroperator R = P^L�G (5.9)mit H kommutiert und somit eine Erhaltungsgre darstellt. Man nenntR den Lenz-Runge-Vektor. Er geht in den klassischen Ausdruck fr denLR-Vektor ber, wenn man P und L durch ihre klassischen Ausdrckeersetzt. Aus den De�nitionen folgt die Beziehung L�(P^L) = 12i(L�P�P�L). Andererseits gilt L�P = L�G = 0, so daL�R = 0 (5.10)erfllt ist (gleichbedeutend mit R�L = 0).Nachdem wir das antisymmetrische Produkt zweier Vektoroperato-ren kennengelernt haben, wollen wir nun das symmetrische Produkteinfhren. Es ist durchA�B = 12i(A�B+B�A) (5.11)de�niert und hat die folgenden Eigenschaften:1. A�B ist wieder ein Vektoroperator (insbesondere selbstadjun-giert).2. A�B = B�A3. A�A = �iA�A4. Kommutieren Ai und Bk fr i 6= k, so ist dies gleichbedeutend mitA�B = 0.5. Die Gleichung A�B = C ist quivalent den Relationen[Aj; Bk] + [Bj; Ak] = 2iC` j; k; ` = 1; 2; 3 zyklisch



5.1. DAS 1/R-POTENTIAL 123Es ist nun bemerkenswert, da die Kommutatorrelationen fr den Dre-himpuls L sich durch L�L = L ausdrcken lassen. Darberhinaus gilt: IstA ein Vektoroperator, so ist die Beziehung L�A = A erlt. Insgesamtstellen wir fest, da der Drehimpuls und der Lenz-Runge-Vektor dreiwichtige algebraische Relationen befriedigen,L�L = L L�R = R R�R = �2HL ; (5.12)die nahelegen, auf dem Hilbertraum H� den VektoroperatorM = (�2H)�1=2R (5.13)einzufhren, um die Relationen symmetrischer zu gestalten:L�L = L L�M =M M�M = L (5.14)Durch Einfhrung der LinearkombinationenJ = 12(L+M) K = 12(L�M)erhalten wir schlielichJ�J = J K�K = K (5.15)und [Ji; K`] = 0 fr i; ` = 1; 2; 3. Daraus ist ersichtlich, da sowohl dieKomponenten von J als auch die Komponenten von K den Vertau-schungsrelationen von Drehimpulsen gengen. Da J und K komponen-tenweise kommutieren, sind die so bestimmten sechs Operatoren dieErzeuger einer unitren Darstellung der Gruppe G = SU(2)�SU(2) aufH�. Die Gruppe G ist eine Symmetriegruppe fr den Teil des Hamilton-Operators, der durch Einschrnkung von H auf den Teilraum H� ent-steht. Die Existenz dieser Symmetriegruppe erklrt die n2-fache Entar-tung eines jeden Niveaus En dadurch, da, wie noch zu beweisen ist, derzugehrige Eigenraum Trger einer n2-dimensionalen irreduziblen Dar-stellung von G ist. Im Prinzip knnten alle irreduziblen Darstellungen(j; k) mit j; k = 0; 12 ; 1; : : : und DarstellernDj(u)
Dk(v) u; v 2 SU(2)bei diesem Problem eine Rolle spielen, und (2j + 1)(2k + 1) wre dieDimension des Darstellungsraumes. Wegen L�R = L�M = 0 gilt jedoch



124 KAPITEL 5. SPEZIELLE POTENTIALEJ2 = K2, also j = k, und nur Darstellungen vom Typ (j; j) knnenauftreten. Wir haben jetzt nur noch die Dimension (2j + 1)2 dieserDarstellung mit n2 gleichzusetzen, um die Beziehung zwischen j undder Hauptquantenzahl n zu bekommen:n = 2j + 1 (5.16)Da L = J+K ist, werden die gewhnlichen Drehungen durch die Diago-nalgruppe des Produktes SU(2)�SU(2) beschrieben. Die Einschrnkung(Subduktion) der Darstellung (j; j) auf die Diagonal-SU(2) ergibt diereduzible ProduktdarstellungDj�Dj �= 2jM̀=0D`d.h. bei gegebenem n durchluft die Drehimpulsquantenzahl ` alle Wertezwischen 0 und n�1 in bereinstimmung mit dem Ergebnis der elemen-taren Analyse des Wassersto�problems. Da die Operatoren (�2H)�1und 4J2 + 1 berall in H� den gleichen Eigenwert (nmlich n2) anneh-men, mssen sie bereinstimmen. Die hierfr verantwortliche RelationR2 = 1 + 2H(L2 + 1) (5.17)gilt berall in H und lt sich auch durch eine direkte Rechnung aus denDe�nitionen heraus besttigen. Wie in der klassischen Mechanik gilt:R2 < 1 (in H�) R2 � 1 (in H+)Klassisch gilt R2 = �2 fr elliptische Bahnen, wobei � die numerischeEkzentrizitt bezeichnet.5.1.3 Die SO(4)-SymmetrieWir haben soeben die Erzeuger der Symmetriegruppe G = SU(2)�SU(2) konstruiert und kennen somit die in�nitesimalen Symmetrie-transformationen. Es fehlt jedoch eine Beschreibung der endlichenTrans-formationen. Ihre Gestalt ist entscheidend fr die Beantwortung der Fra-ge, um welche Gruppe es sich in Wirklichkeit hierbei handelt. Denn wir



5.1. DAS 1/R-POTENTIAL 125mssen damit rechnen, da eine diskrete invariante Untergruppe K von Gexistiert, die trivial dargestellt wird, so da in Wahrheit H = G=K diegesuchte Symmetriegruppe ist, weil nur H und nicht G treu dargestelltist. Wir bekommen leicht einen berblick, wenn wir alle Mglichkeitenauisten3: K G=K(1,1) SU(2)�SU(2)(1,1),(-1,1) SO(3)�SU(2)(1,1),(1,-1) SU(2)�SO(3)(1,1),(-1,-1) SO(4)(1,1),(-1,1),(1,-1),(-1,-1) SO(3)�SO(3)Zur Entscheidung dieser Frage ist es notwendig, eine symmetriegerechteBasis in H� einzufhren. Wir gehen dabei von der Basis (5.2) aus undkonstruieren mit Hilfe der CG-Koe�zienten die neue Basis als	jm1m2 = X̀m  j j `m1 m2 m !�2j+1`m j = 0; 12 ; 1; : : : (5.18)Eine unitre Darstellung U : G! Aut (H�) kann dann durchU(u; v)	jm01m02 = Xm1m2	jm1m2Djm1m01(u)Djm2m02(v) u; v 2 SU(2)(5.19)de�niert werden. Da die Eigenrume von H zugleich die invarianten Teil-rume dieser Darstellung sind, ist G tatschlich eine Symmetriegruppe.Da G auf jedem dieser Teilrume irreduzibel dargestellt ist, ist die Wir-kung von G bis auf einen Isomorphismus eindeutig festgelegt. Wennwir fordern, da Transformationen U(u; u) mit gewhnlichen Drehungenzu identi�zieren sind, so kann ein solcher Isomorphismus I : H� !H�(unter Heranziehung des 2. Schurschen Lemmas) nur von der FormI�ǹm = cn`�ǹm jcn`j = 1sein. Die gleiche Freiheit der Phasenwahl hatten wir bereits bei derDe�nition des Vektors M in (5.13): anstelle von M htten wir eben-3Hier bezeichnet 1 2 SU(2) die 2�2-Einheitsmatrix. Die Liste enthlt alle Lie-Gruppen, die zu der gleichen Lie-Algebra, d.h. zur Lie-Algebra der SU(2)�SU(2)fhren.



126 KAPITEL 5. SPEZIELLE POTENTIALEsogut IMI�1 einfhren knnen. Aus diesem Grund ist keine Phasen-wahl in irgendeiner Weise ausgezeichnet. Die (5.4) eingefhrte Phasecn` = (�1)n�`�1 hat den Zweck, da (5.13) und (5.18) miteinander kon-sistent sind.Die Darstellung U hat die folgenden Eigenschaften:U(1; 1) = U(�1;�1) = 1U(�1; 1) = U(1;�1) = (�1)2jDies bedeutet, da es sich in Wahrheit um eine treue Darstellung derSymmetriegruppe SO(4) handelt.Die Tatsache, da wir auf eine kompakte Symmetriegruppe gefhrtwurden, beruht entscheidend auf der Ungleichung H < 0, die nur aufden Bindungszustnden richtig ist. Die Relationen (5.12) sind dagegenberall auf H korrekt. Auf H+ wren wir jedoch gezwungen, den VektorM so zu de�nieren: M = (2H)�1=2RIn den Relationen (5.14) wre ein einziges Vorzeichen anders ausgefallen:M�M = �LDies sind nicht mehr die Strukturrelationen einer kompakten Lie-Gruppe.Vielmehr handelt es sich, wie eine Analyse zeigt, um die pseudo-orthogonaleGruppe SO(3; 1).5.2 Das r2-PotentialGlatte Potentiale V (r) knnen in der Nhe ihres Minimums, sofern es exi-stiert, durch eine Parabel approximiert werden. Ein gebundenes Teil-chen vollfhrt harmonische Schwingungen mit der klassischen Frequenz !in einem r2-Potential; quantenmechanisch kann ein solches Teilchen ver-schiedene Bindungszustnde eingehen, die den Eigenwerten des Hamilton-Operators H =̂ � 12m�+ 12m!2r2 (5.20)auf H = L2(R3)



5.2. DAS R2-POTENTIAL 127entsprechen. Zur Behandlung des Eigenwertproblems setzt manai =̂ rm!2 xi +s 12m! @@xi (i = 1; 2; 3) ; (5.21)erhlt die adjungierten Operatoren alsayi =̂ rm!2 xi �s 12m! @@xi (5.22)und �ndet so H = !Xi (ayiai + 12) (5.23)zusammen mit den kanonischen Vertauschungsrelationen (abgekrzt CCRvom englischen canonical commutation relations)[ai; ak] = [ayi ; ayk] = 0 [ai; ayk] = �ik (5.24)Der nichtentartete Grundzustand wird durch eine Gau-Funktion be-schrieben: 
(x) = Ne�m!r2=2Hierbei ist N eine geignete Normierungskonstante. Diese Funktion lstsimultan die drei Di�erentialgleichungenai
 = 0 (i = 1; 2; 3) (5.25)und minimiert aus diesem Grund die Energie; denn fr eine allgemeinenormierte Wellenfunktion gilt (�;H�) = !Pi(kai�k2 + 12).Fr beliebiges c = fc1; c2; c3g 2 C3 setzen wiray(c) =Xi ayiciDen Hilbertraum, der von allen Vektoren der Formay(c(1)) � � �ay(c(n))
 c(i) 2 C3aufgespannt wird, wollen wir mit Hn bezeichnen. Auf jedem dieser Ru-me nimmt H einen Eigenwert En an, und zwar ist En = (n + 3=2)!.Dies zeigt man durch bloe Anwendung der CCR. Man �ndet leichtdimHn = 12(n+ 1)(n+ 2) ;



128 KAPITEL 5. SPEZIELLE POTENTIALEund somit wchst die Entartung hnlich schnell an wie bei dem Coulomb-Potential. In der hier gewhlten Darstellung wurden die Eigenfunktionenabstrakt eingefhrt. Sie lassen sich natrlich auch als konkrete Funktio-nen, d.h. als Bessel-Hermite-Funktionen berechnen. Das System dieserFunktionen ist vollstndig in H, und somit giltH = 1Mn=0HnRotationsinvarianz allein kann die Entartung nicht erklren. Den-noch ist die Ursache der Entartung schnell gefunden: Sie liegt in einerU(3)-Invarianz des Modells. Es zeigt sich nmlich, da sowohl H als auchdie CCR erhalten bleiben, wenn man die Operatoren ai einer unitrenTransformation unterwirft:a0i =Xk (u�1)ik ak u 2 U(3) (5.26)Denn es folgt a0yk =Xi ayiuikund damit beweist man auf direktem Wege die gewnschte Invarianz.Damit die Gruppe U(3) zur Symmetriegruppe des 3-dimensionalen Os-zillators wird, ist notwendig, da wir eine unitre Darstellung U auf Hangeben knnen, so da U(u)aykU(u)�1 =Xi ayiuik (5.27)fr alle u 2 U(3) gilt. Diese Forderung ist gleichbedeutend mitU(u)ay(c) = ay(uc)U(u)wobei wir die natrliche Wirkung von u auf C3 benutzen. Auf demGrundzustand soll die Gruppe trivial dargestellt sein:U(u)
 = 
 (5.28)Damit ist aber die Wirkung von U(u) aufH bereits eindeutig festgelegt:U(u)ay(c(1)) � � �ay(c(n))
 = ay(uc(1)) � � �ay(uc(n))
 (5.29)



5.2. DAS R2-POTENTIAL 129Zugleich wird deutlich, da fr jedes n der Raum Hn die Darstellung Ureduziert. Mit etwas mehr Aufwand kann man sogar beweisen: die Teil-darstellung Un der U(3) aufHn mit der Dimension 12(n+1)(n+2) ist ir-reduzibel und stimmt mit dem n-fachen symmetrischen Tensorproduktder identischen Darstellung berein. Im Gegensatz zur Gruppe SU(2)sind nicht alle irreduziblen Darstellungen der U(3) oder der SU(3) indieser Weise erhltlich. Wie bei dem Coulomb-Potential ist es auch hiernicht mglich, die U(3) geometrisch, d.h. als Transformationsgruppe des3-dimensionalen euklidischen Raumes zu deuten. Andererseits ist dieGruppe O(3), die eine geometrische Interpretation besitzt, in natrli-cher Weise in der U(3) als Untergruppe vorhanden. Die Zustnde in Hnlassen sich daher nach ihrem Drehimpuls und ihrer Paritt klassi�zieren.Die Paritt ermitteln wir ohne Probleme:Un(�1) = (�1)nDurch Einschrnkung der Darstellung Un der Gruppe U(3) auf die Un-tergruppe SO(3) �ndet man die Zerlegung:UnjSO(3) �=MD`wobei ber alle ` mit 0 � ` � n und n = ` mod 2 zu summieren ist.Dies lt sich zum Beispiel dadurch beweisen, da man den Charakter derreduziblen Darstellung ermittelt und ihn nach primitiven Charakterenzerlegt. Man kann allerdings auch auf direktemWege, nmlich durch denSeparationsansatz �ǹm(x) = Rn`(r)Y`m(
)und Lsen der Radialwellengleichung die Basis ermitteln, die der Sym-metriegruppe SO(3) angepat ist. Man �ndetRn`(r) = (m!)3=4 " 2(n�`2 )!�(n+`+32 )#1=2Kn`(m!r2)mit Kn`(y) = e�y=2y`=2L`+1=2(n�`)=2(y) (y � 0)wobei wiederum die zugeordneten Laguerreschen Polynome auftreten,die in (5.6) de�niert wurden. Auch bei Wahl dieser Basis sind nur solcheQuantenzahlen n und ` zugelassen, fr die 0 � ` � n und n = ` mod 2gilt.



130 KAPITEL 5. SPEZIELLE POTENTIALE



Kapitel 6Strahlungs�uberg�angeIn der Atom-, Molek�ul- und Kernphysik erhalten wir wichtige Infor-mationen �uber die innere Struktur durch Beobachtung der Emissionoder Absorption von Photonen. Will man die Strahlungs�uberg�ange inStrenge beschreiben, so m�u�ten alle �Uberlegungen auf der Basis derQuantenelektrodynamik durchgef�uhrt werden. In der semiklassischenApproximation, bei der das Strahlungsfeld als klassisches Maxwell-Feldbehandelt wird, macht man Gebrauch von dem Korrespondenzprinzip,das einem Photon mit dem Impuls �hk und der Energie �h! eine ebeneWelle mit dem Wellenvektor k und der Frequenz ! zuordnet. Unsererstes Ziel ist die Entwicklung von eikx nach Kugelwellen.6.1 Die Rayleigh-EntwicklungSph�arische Bessel-Funktionen werden durch ihre erzeugende Funktioneingef�uhrt: eiz cos # = 1X̀=0 i`(2`+ 1)j`(z)P`(cos#) (6.1)Eine solche Entwicklung der Exponentialfunktion ist immer m�oglich;denn eine Reihe nach steigenden Potenzen cosn# geordnet kann durchblo�e Umordnung als eine Reihe in den Legendre-Polynomen P`(cos#)geschrieben werden. Im Gegensatz zu den gew�ohnlichen Bessel-Funktionenexistieren f�ur die sph�arischen Bessel-Funktionen sehr einfache geschlos-131



132 KAPITEL 6. STRAHLUNGS�UBERG�ANGEsene Ausdr�ucke:z j0(z) = sin zz2j1(z) = sin z � z cos zz3j2(z) = (3� z2)sinz � 3z cos z usw:In der N�ahe von z = 0 besitzen diese Funktionen das folgende Verhalten1:j`(z) = z`(2`+ 1)!! +O(z`+2) (6.2)Der folgende Satz beschreibt die Entwicklung einer ebenen Welle nachsph�arischen Bessel-Funktionen und harmonischen Polynomen H`m.Satz 27 (Rayleigh-Entwicklung) Es seien � und r die Betr�age von k 2R3 und x 2 R3. Dann gilteikx = 4� 1X̀=0 i`(�r)�`j`(�r) X̀m=�`H`m(k)H`m(x) (6.3)Zum Beweis schreibt man k = �e, x = re0, z = �r und e �e0 = cos #.Aus (6.1), dem Additionstheorem f�ur Kugelfunktionen (Satz 20) sowieaus (3.99) folgt dann das Resultat. 2Sind (�;
0) und (r;
) die Polarkoordinaten von k bzw. x, so k�onnenwir (6.3) auch in der folgenden Weise schreiben:eikx = 4� 1X̀=0 i`j`(�r) X̀m=�`Y`m(
0)Y`m(
) (6.4)Daraus folgt dann unmittelbarj`(�r)Y`m(
) = i�`4� Z d
0 eikxY`m(
0) (6.5)Nun sei c die Lichtgeschwindigkeit und ! = c� die Frequenz. Da ei(kx�!t)eine L�osung der Wellengleichung ist, folgt aus (6.5) @2c2@t2 ��! j`(�r)Y`m(
)e�i!t = 0 c� = ! (6.6)1Man setzt (2`+ 1)!! = 1 � 3 � 5 � � � (2`+ 1)



6.2. DIE WECHSELWIRKUNG MIT EBENEN WELLEN 133Die hierdurch konstruierten L�osungen der Wellengleichung bezeichnetman als Kugelwellen. Eliminieren wir die zeitabh�angige Funktion e�i!t,so erhalten wir (� + �2)j`(�r)Y`m(
) = 0 (6.7)oder auch, indem wir von (3.109) Gebrauch machen, 1r2 ddrr2 ddr � `(`+ 1)r2 + �2! j`(�r) = 0 (6.8)6.2 Die Wechselwirkung mit ebenen Wel-lenUm auch die Spinfreiheitsgrade des Photons zu ber�ucksichtigen, erwei-tern wir die Beschreibung der ebenen Welle so, da� sie als L�osungen derMaxwell-Gleichungen im Vakuum erscheinen. Hierf�ur ist notwendig, einViererpotential A� = (A0;�cA) anzugeben, das der Wellengleichunggen�ugt. Wir k�onnen durch Wahl der Eichung erreichen, da� A0 = 0und r�A = 0 gilt. Eine ebene Welle w�urde dann die GestaltA(x; t) = < haei(kx�!t)iannehmen, wobei k 2 R3, a 2 C3 undk �a = 0 cjkj = !gilt. Der komplexe Vektor a enth�alt die Information �uber die Intensit�atund die Polarisation der Welle und damit �uber den Spinzustand desPhotons. Wir normieren die Intensit�at, indem wira�a = 1 (6.9)setzen.Der klassische Ausdruck f�ur die Energie einer gegebenen Stromdich-te j(x; t) in Wechselwirkung mit der ebenen Welle istW (t) = � Z d3xA(x; t)�j(x; t)= �< ha�~j(k; t)e�i!ti (6.10)



134 KAPITEL 6. STRAHLUNGS�UBERG�ANGEHierbei wurden wir auf die Fourier-Transformierte der Stromdichtegef�uhrt, ~j(k; t) = Z d3x eikxj(x; t) ; (6.11)die nun ihrerseits eine Rayleigh-Entwicklung gestattet:~j(k; t) = 1X̀=0~j`(k; t)~j`(k; t) = 4�i` X̀m=�`H`m(k) Z d3x (�r)�`j`(�r)H`m(x)j(x; t)(6.12)Bei Anwendungen, die wir im Auge haben, werden die elektrischenStr�ome ausschlie�lich durch die Bewegung der Ladungstr�ager innerhalbeines Molek�uls, eines Atoms oder Kernes verursacht. Gew�ohnlich ist dieWellenl�ange der Strahlung gro� gegen�uber den Lineardimensionen derStromverteilung2. Wenn aber �r� 1 �uberall im Integrationsgebiet gilt,k�onnen wir von (6.2) Gebrauch machen und erhalten so n�aherungsweise:~j`(k; t) = 4�i`(2`+ 1)!! X̀m=�`H`m(k) Z d3xH`m(x)j(x; t) (6.13)In dieser N�aherung werden wir auf die Multipolmomente der Stromver-teilung gef�uhrt: g`m(t) = q 4�2`+1 Z d3xH`m(x)j(x; t) (6.14)F�ur festes ` sind die Momente g`m ; �` � m � `, (die Abh�angigkeitvon t wollen wir f�ur den Augenblick unterdr�ucken) nicht irreduzibelunter der SO(3), was man daran erkennt, da� g`m einerseits ein Vek-tor, andererseits aber auch ein Tensor vom Typ ` ist. Dieser Charakterder Momente wird deutlicher, wenn wir eine Basistransformation vor-nehmen. Allgemein gesprochen, k�onnen wir jedem Vektor a 2 C3 seine2Nehmen wir die Kernphysik: die Kerne senden -Strahlen im MeV-Bereich aus,entsprechend einer Wellenl�ange von � 10�10cm. Der Kernradius ist dagegen nur� 10�13cm. Oder die Atomphysik: alle charakteristischen Linien des Wassersto�-spektrums erf�ullen die Bedingung � > 4���1a0 mit ��1 � 137, wobei a0 derBohrsche Radius ist.



6.2. DIE WECHSELWIRKUNG MIT EBENEN WELLEN 135"sph�arischen" Komponenten [a]m (m = +1; 0;�1) zuordnen3, indemwir setzen:[a]m def= q4�3 H1m(a) = 8>><>>: � 1p2(a1 + ia2) m = +1a3 m = 01p2(a1 � ia2) m = �1 (6.15)Auf die Situation a = g`m angewandt, liefert dies einen Tensor [g`m1 ]m2 ,dessen Transformationseigenschaften durch die ProduktdarstellungD �̀D1 der SO(3) bestimmt sind: Im Teilchenbild stehen ` und 1 f�ur denBahndrehimpuls bzw. Spin des Photons. Irreduzible Tensoren erhaltenwir, sobald wir die Produktdarstellung nach dem bekannten Verfahrenausreduzieren: D`�D1 �= Mj=`�1Dj ` � 1Konkret hei�t dies, da� wir mit Hilfe der CG-Koe�zienten zu den Kom-ponenten gj̀m = Xm1m2  ` 1 jm1 m2 m ! [g`m1 ]m2 (6.16)�ubergehen, die ebenfalls als Momente der Stromdichte interpretierbarsind. Andererseits ist nun g` ein irreduzibler Tensor vom Typ j. DieUmkehrung dieser Transformation lautet:[g`m1 ]m2 =Xjm  ` 1 jm1 m2 m ! gj̀m (6.17)Ist a die komplexe Amplitude der ebenen Welle mit der Information�uber die Polarisation, so sind wir aufgefordert das Produkt a �g`m zuberechnen. Wir stellen zun�achst fest, da� f�ur beliebige Vektoren a;b 2C3 gilt: a�b =Xm (�1)m[a]�m[b]mFolglich,a�g`m1 = Xjmm2(�1)m2 [a]�m2 Xjm  ` 1 jm1 m2 m ! gj̀m (6.18)3Gruppentheoretisch bedeutet dies nat�urlich, da� wir zu einer SO(2)-angepa�tenBasis �ubergehen, wobei SO(2) � SO(3) alle Drehungen um die 3-Achse enth�alt.



136 KAPITEL 6. STRAHLUNGS�UBERG�ANGEWir vereinbaren nun, da� der Impuls des Photons in die 3-Richtungweist: k = f0; 0; �g. Aus der Transversalit�atsbedingung k �a = 0 folgtdann a3 = [a]0 = 0, und [a]+1 ist die Amplitude einer rechtszirkularenWelle (Spin und Impuls des Photons stehen parallel), w�ahrend [a]�1 dieAmplitude einer linkszirkularenWelle ist (Spin und Impuls des Photonsstehen antiparallel). Man bezeichnet die Quantenzahl m in [a]m auchals die Helizit�at des Photons.Wir geben nun die expliziten Ausdr�ucke f�ur die einfachsten Momen-te der Stromdichte an:g01m(t) = Z d3x [j(x; t)]m (6.19)g100(t) = � 1p3 R d3x x�j(x; t) (6.20)g11m(t) = i Z d3x [x�j(x; t)]m (6.21)Hierbei machten wir von den allgemeinen FormelnXm1m2  1 1 0m1 m2 0 ! [a]m1 [b]m2 = � 1p3 a�bXm1m2  1 1 1m1 m2 m ! [a]m1 [b]m2 = i[a�b]mGebrauch.In der klassischen Elektrodynamik ist die Stromdichte grunds�atz-lich reell. Ferner kennt man ein Teilgebiet der Elektrodynamik, wo dieStromdichte als zeitlich konstant und divergenzfrei vorausgesetzt wer-den darf ("station�are Str�ome"). Sofern die station�are Stromdichte j(x)f�ur gro�e jxj hinreichend schnell gegen Null strebt, verschwinden vieleMomente gj̀m identisch als Folge des Satzes von Gau�, z.B. giltg01m = g100 = g12m = 0Die erste nichttriviale Gr�o�e ist dann das magnetische Moment m, dasdurch m = 12 R d3x x�j(x)eingef�uhrt wird und mit dem von uns de�nierten Moment f�ur ` = j = 1in einem einfachen Zusammenhang steht: g11m = 2i[m]m .



6.3. �UBERGANGSSTR �OME 1376.3 �Ubergangsstr�omeOft ist die Annahme zutre�end, da� an der Emission oder Absorpti-on eines Photons nur ein einziges geladenes Teilchen (Elektron,Protonusw.) beteiligt ist. Dennoch k�onnen wir weder in der Atomh�ulle noch imKern ein solches Teilchen isoliert betrachten, weil es Teil eines gr�o�e-ren Verbandes ist, dessen m�ogliche Zust�ande durch Mehrteilchenwel-lenfunktionen beschrieben werden. Wir wollen annehmen, da� es sichhierbei um gleichartige Teilchen der Masse M und der Ladung q han-delt, deren Wellenfunktionen �;�0 usw. entweder symmetrisch oderantisymmetrisch unter der Vertauschung der Teilchenkoordinaten sind.Der Ladungsoperator Q(x; t) ist durch seine Matrixelemente auf folgen-de Weise bestimmt:(�0; Q(x; t)�) = q Z d~x nXk=1 �(x(k) � x)�0(~x; t)�(~x; t)Hier haben wir die Bezeichnungen �(~x) = �(~x; 0), �0(~x) = �0(~x; 0) undd~x = d3x(1) � � �d3x(n)~x = fx(1); : : : ; x(n)geingef�uhrt. Sucht man nun nach einem Vektorfeld J(x; t), das mitQ(x; t)zusammen die Kontinuit�atsgleichungr�J(x; t) + @@tQ(x; t) = 0erf�ullt, so bietet sich die De�nition an:(�0;J(x; t)�) =q2iM Z d~x nXk=1 �(x(k) � x) n�0(~x; t)r(k)�(~x; t)� �(~x; t)r(k)�0(~x; t)o(6.22)Dieser Ansatz ber�ucksichtigt nicht einen etwa vorhandenen Spin derTeilchen und l�a�t Modi�kationen au�er acht, die aus der Dirac-Theorief�ur Spin-1/2-Teilchen folgen.



138 KAPITEL 6. STRAHLUNGS�UBERG�ANGEF�ur die Wechselwirkungsenergie einer ebenen Welle A(x; t) schrei-ben wir in Anlehnung an den klassischen Ausdruck:H1(t) = � Z d3xA(x; t)�J(x; t) (6.23)Diese Energie, als Teil des Hamilton-Operators, soll st�orungstheoretischin erster Ordnung ber�ucksichtigt werden. Man beginnt also mit L�osun-gen der Schr�odinger-Gleichung f�ur das ungest�orte Problem; wir wolleninsbesondere annehmen, da� � und �0 station�are L�osungen sind:�(~x; t) = �(~x)e�iEt�0(~x; t) = �0(~x)e�iE0tZwischen zwei Zust�anden dieser Art vermittelt die WechselwirkungH1(t) �Uberg�ange � ! �0, f�ur die man die �Ubergangsrate berechnenm�ochte. Der erste Schritt4 in Richtung auf dieses Ziel ist die Bestim-mung des ZeitintegralsI = Z 1�1 dt (�0; H1(t)�)= � Z 1�1 dt Z d3x< haei(kx�!t)i�(�0;J(x; 0)�)ei(E0�E)tHierdurch erh�alt das Matrixelementj(x) = (�0;J(x; 0)�) (6.24)eine reale Bedeutung, obwohl j(x) als komplexe Gr�o�e keinem klassi-schen Ausdruck mehr entspricht. Man nennt j(x) den �Ubergangsstromf�ur den �Ubergang �! �0. Die Zeitintegration l�a�t sich ausf�uhren:Z 1�1 dt ei(E0�E�!)t = 2��(E 0 � E � !)Das Ergebnis dr�uckt die Energie-Erhaltung aus. Wir unterscheiden zweiF�alle:4In den B�uchern der Quantenmechanik wird dieses Vorgehen unter dem Stich-wort Diracsche St�orungstheorie ausf�uhrlich diskutiert.



6.3. �UBERGANGSSTR �OME 1391. E 0 > E: Absorption von Photonen aus dem umgebenden Strah-lungsfeld. In diesem Fall giltI = ���(E 0 � E � !)a�~j(k) (6.25)2. E 0 < E: Eine durch das umgebende Strahlungsfeld induzierteEmission von Photonen. In diesem Fall giltI = ���(E 0 � E + !)a�~j(�k) (6.26)In beiden F�allen wurde eine Fourier-Transformation des �Ubergangsstro-mes, wie in (6.11) beschrieben, durchgef�uhrt. In beiden F�allen de�niertman den Wirkungsquerschnitt als5� = Zahl der �Uberg�ange pro ZeitZahl der einfallenden Photonen pro Fl�ache und Zeitund �ndet6 f�ur die Absorption den Ausdruck�1 = 4�2c!2 ja�~j(k)j2 (6.27)Der entsprechende Ausdruck f�ur die induzierte Emission lautet:�2 = 4�2c!2 ja�~j(�k)j2 (6.28)Unter der Vertauschung von � und �0 geht ~j(k) in ~j(�k) �uber, soda�,unter der Annahme E 0 > E, die beiden Prozesse1. �! �0 (optisches Pumpen)2. �0 ! � (induzierte Emission)den gleichen Wirkungsquerschnitt besitzen.5Hierbei wird angenommen, da� alle Photonen den Impuls �hk, die Energie �h!und die Polarisation a haben.6Siehe L.I.Schi�,Quantum Mechanics,Chap.X. Sec.35.



140 KAPITEL 6. STRAHLUNGS�UBERG�ANGE6.4 Elektrische Dipol�uberg�angeEine in vielen Situationen brauchbare drastische N�aherung besteht dar-in, in (6.11) die Exponentialfunktion eikx durch 1 zu ersetzen, wennj(x; t) der (komplexe) �Ubergangsstrom ist. Im Rahmen der Rayleigh-Entwicklung bedeutet dies, da� wir nur den ersten Term, also den mit` = 0, ber�ucksichtigen. In dieser N�aherung m�ussen wir lediglich dasIntegral g00 = Z d3x (�0;J(x; 0)�) (6.29)bestimmen.Wir bem�uhen uns um eine Vereinfachung dieses Ausdruckes.Ein Blick auf die De�nition (6.22) des Stromoperators lehrt, da� es sichhier o�enbar - bis auf den Faktor q=M - um ein Matrixelement des Ge-samtimpulses P handelt:g00 = (q=M)(�0;P�) (6.30)F�ur den ungest�orten Hamilton-Operator H, der au�er der kinetischenEnergie nur Potentialterme enth�alt, tri�t ein wichtiger Sachverhalt zu,P=M = i[H;Q] (6.31)Q =̂ x(1) + � � �+ x(n) ; (6.32)soda� g00 = i(E 0 � E)(�0; qQ�) (6.33)Wir erinnern uns nun an die in (3.122) eingef�uhrten MultipoloperatorenQ`m und schreiben (f�ur E 0 > E) mit ihrer Hilfe das Ergebnis (6.33) um:g01� = i!(�0; Q1��) � = �1; 0;+1 (6.34)Wir sehen so, da� g01� einem elektrischen (�Ubergangs-) Dipolmomentproportional ist.Anfangs- und Endzustand haben im allgemeinen einen de�niertenDrehimpuls aufgrund der SO(3)-Invarianz von H. Wir schreiben daherjjmi anstelle von � und jj 0m0i anstelle von �0. Das Wigner-Eckart-Theorem erlaubt nun eine Darstellung durch reduzierte Matrixelemen-te: hj 0m0jQ1�jjmi =  1 j j 0� m m0 ! hj 0kQ1kji (6.35)



6.5. SPONTANE EMISSION 141Dies begr�undet die1.Auswahlregel: �(1jj 0) = 1f�ur solche �Uberg�ange.Anfangs- und Endzustand haben im allgemeinen eine de�nierte Pa-rit�at aufgrund der O(3)-Invarianz von H. Da der Dipoloperator Q1�die Parit�at -1 besitzt und damit die Parit�at eines Zustandes umkehrt,�nden wir die2.Auswahlregel: Anfang- und Endzustand haben entge-gengesetzte Parit�at (Regel von Laporte).Die experimentelle Situation ist oft dadurch charakterisiert, da� imAnfangszustand jjmi alle Werte der Richtungsquantenzahl m gleich-wahrscheinlich sind, ferner auch dadurch, da� im Endzustand jj 0m0i derWert von m0 nicht festgestellt wird. Wir werden deshalb den Wirkungs-querschnitt, der im Prinzip von m und m0 abh�angt, �uber m mitteln und�uber m0 summieren und erreichen so eine Vereinfachung; dennXmm0  1 j j 0� m m0 ! 1 j j 0�0 m m0 ! = 2j 0 + 13 ���0 (6.36)und der so bestimmte totaleWirkungsquerschnitt wird unabh�angig vonder Polarisation der elektromagnetischen Strahlung:�tot = 4�23c 2j 0 + 12j + 1 jhj 0kQ1kjij2 (6.37)6.5 Spontane EmissionNeben der induzierten Emission beobachtet man den Vorgang der spon-tanen Emission, bei dem das System unter Aussendung eines Photonseinen �Ubergang E 0 ! E vollzieht, unabh�angig davon, ob ein �au�e-res elektromagnetisches Feld vorhanden ist oder nicht. Auf diese Weiseerh�alt jeder angeregte Zustand eine endliche Lebensdauer. Die Quante-nelektrodynamik gibt eine Beschreibung auch dieses Vorganges, indemsie ihn, wie alle anderen Prozesse, auf die Wechselwirkung mit dem



142 KAPITEL 6. STRAHLUNGS�UBERG�ANGEquantisierten Photonfeld zur�uckf�uhrt. Es hat nicht an Versuchen ge-fehlt, die hierzu notwendige Rechnung auf semiklassischen Boden nach-zuvollziehen, jedoch mit zweifelhaften Erfolg: Die Ableitungen sind ne-belhaft und keineswegs �uberzeugend.Bereits 1917 hat A.Einstein gezeigt, da� die Wahrscheinlichkeitenf�ur Absorption, induzierte und spontane Emission in einer festen Re-lation zueinander stehen m�ussen, wenn die Plancksche Strahlungsfor-mel richtig ist. Wir wollen diesen Gedanken hier kurz erl�autern undstellen uns vor, wir h�atten einen Hohlraum, dessen W�ande die einheit-liche Temperatur T besitzen und sich im thermodynamischen Gleich-gewicht mit der Strahlung im Hohlraum be�nden. Wir nehmen weiteran, da� die W�ande des Hohlraumes Teilchen der Masse M und der La-dung q enthalten, die sich in verschiedenen Bindungszust�anden de�nier-ter Energie, Parit�at und de�niertem Drehimpuls aufhalten. Von diesenTeilchen werden im Gleichgewicht pro Zeiteinheit gleichviel Photonender Frequenz ! emittiert wie absorbiert. Es k�onnen in unserem Modellnat�urlich nur solche Frequenzen auftreten, die einer m�oglichen Di�erenzE 0 � E von Bindungsenergien entsprechen. Wir fragen nach der ZahlI(!) der Photonen mit der Energie �h!, die pro Zeit und Fl�ache auf dieWand tre�en und erhalten aus der Planckschen Theorie die AntwortI(!) = !3�2c2 �e�! � 1��1 (6.38)mit � = (kBT )�1 und �h = 1. Ist N(E) die Anzahl der Teilchen inder Wand, die die Energie E besitzen, so ergibt sich die Rate (=Zahlder Ereignisse E ! E 0 pro Zeit) f�ur die Absorption eines Photons derEnergie �h! als das ProduktRa = �totI(!)N(E)wobei �tot der f�ur den �Ubergang verantwortliche totale Wirkungsquer-schnitt ist, dessen Dimension (Fl�ache)�1 ist. Der gleiche Wirkungsquer-schnitt beschreibt auch den induzierten Anteil der Emission: �totI(!)N(E 0).Hinzu kommt allerdings die Rate f�ur den spontanen Proze�, ��1N(E 0),wobei � die Lebensdauer des angeregten Niveaus E 0 bezeichnet7. DieGesamtrate f�ur die Emission eines Photons der Energie �h! ist deshalbRe = [�totI(!) + ��1]N(E 0)7Genauer: ��1 ist die partielle Breite, die dem �Ubergang E0 ! E entspricht.



6.5. SPONTANE EMISSION 143Aus der Bedingung Ra = Re folgt dann��1 = �totI(!) N(E)N(E 0) � 1! ! = E 0 � E (6.39)Wir wollen nun annehmen, da� die Teilchen in der Wand den Geset-zen der klassischen statistischen Mechanik gen�ugen. Wir nehmen also,konkret gesprochen, an, die einzelnen Energieniveaus seien so besetzt,wie es die Boltzmann-Verteilung vorschreibt:N(E)N(E 0) = e��Ee��E0Aus (6.38) und (6.39) folgt dann die Beziehung zwischen Lebensdauerund totalem Wirkungsquerschnitt:��1 = !3�2c2�tot (6.40)Die einfache Ableitung und das Ergebnis ist verbl�u�end, weil die Tem-peratur hierbei nur eine Hilfsrolle spielt und in der Endformel nichtmehr vorkommt8. Da wir auch keine speziellen Annahmen �uber �totgemacht haben, gilt die Formel sogar allgemein. Benutzen wir nun f�ur�tot die Dipoln�aherung (6.37), so gelangen wir zu der Aussage��1 = 43 �!c �3 2j 0 + 12j + 1 jhj 0kQ1kjij2 (6.41)Es bleibt zu erw�ahnen, da� �h=� mit der nat�urlichen Linienbreite des�Uberganges E 0 ! E identi�ziert werden kann.Stehen n�amlich verschiedene Zerfallskan�ale E0 ! Ei o�en, so errechnet sich dieGesamtbreite als Summe der partiellen Breiten und die Lebensdauer als die inverseGesamtbreite. Da� ��1 mit der Rate f�ur die spontane Emission �ubereinstimmt, folgtaus dem exponentiellen Zerfallsgesetz.8Die Temperaturunabh�angigkeit der Lebensdauer ist nur so lange richtig, alswir mit klassischer Statistik der Teilchen in der Wand rechnen d�urfen. Haben wir esdagegen mit einem entarteten Elektronengas zu tun, so tritt in unserer Rechnung dieFermiverteilung an die Stelle der Boltzmann-Verteilung. Hierdurch wird neben derTemperatur noch ein weiterer Parameter, n�amlich die Fermi-Energie EF eingef�uhrt.Das Ergebnis der neuen Rechnung zeigt, da� die partielle Breite (6.40) durch einenzus�atzlichen Faktor [exp�(EF �E) + 1]�1 vermindert ist, was plausibel erscheint,weil das Pauli-Prinzip den �Ubergang E0 ! E behindert, und zwar umso st�arker, jevollst�andiger das Niveau E besetzt ist. In solchen Situationen ist die Lebensdauertemperaturabh�angig.



144 KAPITEL 6. STRAHLUNGS�UBERG�ANGE6.6 Verbotene �Uberg�angeEs ist denkbar, da� f�ur gewisse station�are Zust�ande � und �0 das Ma-trixelement (�0; Q1m�) verschwindet, zum Beispiel dann, wenn die f�urelektrische Dipol�uberg�ange g�ultigen Auswahlregeln verletzt sind. In ei-nem solchen Fall tritt der Term mit ` = 0 in der Entwicklung (6.13)nicht auf, und es w�are dann zu pr�ufen, ob der der Folgeterm mit ` = 1einen endlichen Beitrag liefert. Dann w�are dieser Beitrag zwar domi-nant, aber dennoch um eine Faktor �a kleiner9 als Beitr�age mit ` = 0normalerweise sein w�urden. Die �Ubergangsrate w�are somit um einenFaktor (�a)2 kleiner, und der �Ubergang w�are weitgehend unterdr�uckt.Allgemein: Hat das emittierte oder absorbierte Photon einen Bahndre-himpuls ` > 0, so enth�alt die �Ubergangsrate einen Unterdr�uckungsfak-tor (�a)2` ("Drehimpulsbarriere"), und man spricht von einem verbote-nen �Ubergang.Um einen verbotenen �Ubergang n�aher zu analysieren, m�ussen Ma-trixelemente eines f�ur den �Ubergang charakteristischen Tensoropera-tors berechnet werden. Alle hierf�ur notwendigen Tensoroperatoren lei-ten sich von dem Stromoperator ab. Die Konstruktion vollziehen wir inzwei Schritten, die den Formeln (6.14) und (6.16) entsprechen. ErsterSchritt: G`m = q 4�2`+1 Z d3xH`m(x)J(x; 0) (6.42)Zweiter Schritt:Gj̀m = Xm1m2  ` 1 jm1 m2 m ! [G`m1 ]m2 (6.43)Wir wollen die Struktur der hier eingef�uhrten Operatoren n�aher unter-suchen, indem wir von der Formel (6.22) f�ur den Stromoperator ausge-hen. Damit die entstehenden Ausdr�ucke nicht un�ubersichtlich werden,wollen wir einige De�nitionen tre�en.De�nition 18 Das `-fache Tensorprodukt eines Vektoroperators P =fP1; P2; P3g mit sich selbst ist ein Tensoroperator vom Typ ` mit den9Hier ist � = !=c und a der Ladungsradius, den man durch nqa2 = R d3x �(x)jxj2de�niert, wobei �(x) durch (3.120) gegeben ist.



6.6. VERBOTENE �UBERG�ANGE 145Komponenten [P]`m = q 4�2`+1H`m(P) (6.44)De�nition 19 Es seien Aj1 und Bj2 Tensoroperatoren vom Typ j1 bzw.j2 mit den Komponenten Aj1m1 und Bj2m2 . F�ur jedes j mit �(j1j2j) = 1ist das symmetrische Tensorprodukt (Aj1 �Aj2)j vom Typ j ein Tenso-roperator mit den Komponenten(Aj1 � Aj2)jm = Xm1m2  j1 j2 jm1 m2 m ! 12fAj1m1 ; Bj2m2g (6.45)wobei fA;Bg = AB +BA den Antikommutator bezeichnet.Die Schr�odinger-Theorie eines einzelnen Teilchens ben�otigt nur denOrtsoperator Q und den Impulsoperator P als Bausteine, mit derenHilfe alle Observablen von Interesse konstruiert werden k�onnen. UnsereDe�nitionen benutzend, k�onnen wir einem solchen Teilchen eine Reihevon Tensoroperatoren zuordnen,([Q]`1 � [P]`2)`m ;von denen einige physikalische Bedeutung besitzen, z.B. erhalten wirdie Drehimpulskomponenten als([Q]1 � [P]1)1m = i[Q�P]1mWir erinnern an die im Abschnitt 6.3 beschriebene Situation von ngleichartigen Teilchen der Masse M und der Ladung q, mit Ortsope-ratoren Q(k) und Impulsoperatoren P(k), k = 1; : : : ; n. Aus (6.22) und(6.42) folgt zun�achstG`m = q2M nXk=1 �[Q(k)]`mP(k) +P(k)[Q(k)]`m� (6.46)und somit [G`m1 ]m2 = q2M nXk=1n[Q(k)]`m1 ; [P(k)]1m2o (6.47)



146 KAPITEL 6. STRAHLUNGS�UBERG�ANGESchlie�lich folgt aus (6.43) und (6.45)Gj̀m = qM nXk=1 �[Q(k)]` � [P(k)]1�jm (6.48)Insbesondere erkennen wir inG01m = (q=M)[P(1) + : : :+P(n)]1mden Operator, der f�ur die elektrischen Dipol�uberg�ange verantwortlichist. Unter den Operatoren (6.47) be�nden sich auch - von einem Fak-tor 2i abgesehen - die sph�arischen Komponenten des Operators M desmagnetischen Momentes:G11m = 2i[M]1m (6.49)M = q2M nXk=1L(k) L(k) = Q(k)�P(k) (6.50)Strahlungs�uberg�ange � ! �0, die durch (�0; G11m�) dominiert werden,bezeichnet man daher auch als magnetische Dipol�uberg�ange. Allgemeinwerden �Uberg�ange, die durch Gj̀m mit ` = j vermittelt werden, als ma-gnetische �Uberg�ange, alle anderen als elektrische �Uberg�ange bezeichnet.Eine gesonderte Betrachtung erfordert der Fall ` = 1 ; j = 0: Esgibt keine Strahlungs�uberg�ange, die durch den Operator G100 vermit-telt werden, selbst dann nicht, wenn (�0; G100�) 6= 0 gilt. Wir erhal-ten n�amlich einen Gradienten als Beitrag dieses Matrixelementes zum�Ubergangsstrom j(x). Anders ausgedr�uckt, der Beitrag10 zur Fourier-Transformierten ~j(k) hat die Form ck. Ist a der Polarisationsvektor desPhotons und k sein Impuls, so gilt a�k = 0 (Transversalit�atsbedingung),so da� wir auf diese Weise keinen Beitrag zu a �~j(k) bekommen, unddamit kann G100 keinen Beitrag zu den Wirkungsquerschnitten (6.27-28) liefern. Diese �Uberlegung hat gezeigt, da� keine Photonzust�ande10Eine einfache Rechnung zeigt, da� dieser Beitrag zu ~j(k) sich explizit als(i=3)k Z d3x (�0; x�J(x)�) = �(i=p3)k(�0; G100�)schreiben l�a�t.



6.6. VERBOTENE �UBERG�ANGE 147produziert werden k�onnen, bei denen das Photon den Bahndrehimpuls` = 1, gleichzeitig aber den Gesamtdrehimpuls j = 0 besitzt (antipar-allele Stellung von Spin und Bahndrehimpuls).Das Wigner-Eckart-Theorem erlaubt die Darstellunghjfmf jGj̀mjjimii =  j ji jfm mi mf ! hjfkGj̀kjiisobald Anfangs- und Endzustand einen de�nierten Drehimpuls besit-zen. Beachten wir dar�uberhinaus noch die Parit�at der durch (6.47) ein-gef�uhrten Operatoren, PGj̀mP = (�1)`+1Gj̀m ; (6.51)so erhalten wir die Auswahlregeln, die auch die verbotenen �Uberg�angemit einschlie�en.� Magnetische �Uberg�ange: ji ! jf mit �(jjijf ) = 1 und j � 1.Die relative Parit�at von Anfangs- und Endzustand ist (�1)j+1.� Elektrische �Uberg�ange: ji ! jf mit �(jjijf ) = 1 und j � 1.Die relative Parit�at von Anfangs- und Endzustand ist (�1)j.Ein �Ubergang hei�t strikt verboten, wenn er die allgemein g�ultigen Aus-wahlregeln verletzt. Dies ist f�ur jeden �Ubergang ji = 0 ! jf = 0 derFall, ungeachtet ob Anfangs- und Endzustand die gleiche Parit�at be-sitzen oder nicht. �Uberg�ange der Art 0 ! 0 werden erst in h�oherenOrdnungen der St�orungstheorie m�oglich. An einem solchen Proze� sinddann (mindestens) zwei Photonen beteiligt, wobei drei F�alle unterschie-den werden k�onnen:1. Zwei Photonen werden in einem Elementarproze� absorbiert.2. Ein Photon wird absorbiert unter gleichzeitiger Aussendung einesanderen Photons (inelastische Streuung).3. Zwei Photonen werden in einem Elementarproze� emittiert.


