UNIVERSITAT BONN

Darstellungstheorie der Drehgruppe

Skriptum zur Vorlesung

Quantentheorie I
von Prof. D. Schiitte
im Wintersemester 1991/92

2. liberarbeitete, korrigierte und erweiterte Auflage 1995
Zusammengestellt von
J. Nitschkowski
XTEX-Satz von
C. Weichmann

Institut fiir

Theoretische Kernphysik
Nufallee 14-16 -D-53115 Bonn - Germany




Inhaltsverzeichnis

1 Drehungen im R3
2 Drehungen in der klassischen Mechanik
3 Drehungen in der Quantenmechanik

4 Lineare Lie-Gruppen und Untermannigfaltigkeiten des R"
4.1 Untermannigfaltigkeiten und Tangentialrdume . . . . . . . .. . ... ... ... ..

4.2 Lie-Gruppen und Algebren . . . . . . . . . . ...
5 Lie-Algebra der Drehgruppe
6 Irreduzible Darstellungen der Drehgruppe
7 Das Wasserstoffatom im Magnetfeld

8 Spin-s-Felder und Tensorprodukt
8.1 Exkurs: Tensorprodukt . . . . . . . . . ..o
8.2 Der Spin-Hilbertraum als Tensorprodukt . . . . . . ... ... ... ... ... ...

9 Der Spinoperator

10 Darstellungen von SO (3) fiir Spin-;-Felder
11 Ausreduktion von Produktdarstellungen
Literaturverzeichnis

Index

17

28

35

37
37
40

44

49

64

78

79



Kapitel 1

Drehungen im R’

Wir wollen in den ersten beiden Kapiteln kurz wiederholen, wie Drehungen im R?® beschrieben und
charakterisiert werden, und die Konsequenzen in der klassischen Mechanik darstellen.

Def.: Drehgruppe, SO (3)

-1
SO (3) := {R|R ‘R® - R3, Rlinear, R=R", detR = 1}

Def.: E* : =R® mit euklidischem Skalarprodukt (-, -)

Bem.: ReSO (3), #, 7€ B, (RT, Rjj) = (7, 7)

Die Drehungen sind also im E?* dadurch charakterisiert, daf} sie das euklidische Skalarprodukt
unverdndert lassen.

Welche Konsequenzen sich daraus fiir die klassische Mechanik ergeben, werden wir im néchsten
Kapitel kurz (ohne explizite Beweise) angeben.



Kapitel 2

Drehungen in der klassischen Mechanik

Die Aktion der Drehgruppe SO (3) auf dem Phasenraum der klassischen Mechanik ist wie folgt
gegeben:

ReSO@); (#(1),0(t) — (RE(t), Rp(t))

d.h. die Kurven im Phasenraum gehen in gedrehte Kurven iiber.

Von Interesse ist nun der Zusammenhang zwischen einer rotationsinvarianten klassischen Hamilton-
funktion und dem Drehimpuls.

Def.. H (7 (t),7(#)) rotationsinvariant - H (RT (t), RF (t)) = H (7 (t) , 7 (¢))

Es gilt nun der Zusammenhang:
H (Z(t),p(t)) rotationsinvariant < {H (Z(t),p(t)),L;} =0, i =1,2,3

Dabei sind L; die Komponenten des klassischen Drehimpulses.

Die Klammer {-, -} ist die sogenannte Poisson-Klammer:

" Of O of 0
{fgy =3 2100 07 %
=1

dx; Op; B Op; Ox;

Nach dieser kurzen Wiederholung kénnen wir uns nun der Ubertragung in die Quantenmechanik
widmen.



Kapitel 3

Drehungen in der Quantenmechanik

Bisher hatten wir Drehungen im E? betrachtet, nun wollen wir untersuchen, wie die Wirkung der
Drehgruppe SO (3) auf quantenmechanische Zustinde im Hilbertraum H erklirt werden kann. Dazu
stellen wir zunéchst eine anschauliche Uberlegung an:

Betrachte (beispielsweise) den Real- oder Imaginérteil einer im allgemeinen komplexen (hier zwei-
dimensionalen) Wellenfunktion v (z,y).

Y

<— Re ¢ (x,y)

T

Wir verlangen, dafl ein Beobachter im gedrehten System (2:) =R (i) die gleiche funktionale
Abhéngigkeit seiner Wellenfunktion ' von den gedrehten Koordinaten mifit.
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Mathematisch ausgedriickt, lautet unsere Bedingung:

V(@) =), 7T E (3.1)

Diese Bedingung gilt natiirlich fiir Vektoren im E?, die Beschrinkung auf 2 Dimensionen diente nur
der Veranschaulichung.

Das Transformationsverhalten gilt so aber nur, weil die Wellenfunktion eine skalare Funktion im
Hilbertraum ist, die spinlose Teilchen beschreibt. Das Transformationsverhalten von Wellenfunktio-
nen fiir Teilchen mit Spin ist komplizierter, da diese Wellenfunktionen keine skalaren Funktionen
mehr sind. Deshalb verschieben wir die Betrachtung dieses Falles auf die Kapitel 7 bis 10.

Man kann nun die Bedingung (3.1) umschreiben. Mit

-1
FT=RZ—>T=R7T

und der Umbenennung

lautet sie nun:
-1
V(&) =9 <R a?’)
Y' ist der ,,gedrehte Zustand“, der zu einer Drehung R gehort. Wir definieren nun eine Abbildung
p:

Def.:
p: SOB3) — AutH

R 1= p(R), mit ' (Z) = (p(R) ) (¥)

Damit lautet unsere Bedingung in der endgiiltigen Form:

)@= (7 7)

Mit dieser, zwar anschaulich motivierten, jedoch abstrakten Definition von p beweisen wir die fol-
genden beiden Aussagen:

i). p ist unitéir.

Interpretation: Die in dem gestrichenen, bzw. ungestrichenen System gemessenen Wahrschein-
lichkeitsdichten miissen natiirlich gleich sein:

117 = 1907 = e (R)9)I” =[]



ii). Bs gilt: p(Ry - Ry) =p(R1) - p(Ry)

Interpretation: Zwei hintereinander ausgefithrte Drehungen R;, R, des Labors dndern die
Wellenfunktion in der gleichen Weise, als wenn das Labor direkt mit R, - Ry
gedreht wird.

Dieser Zusammenhang wird besonders einprégsam durch ein klassisches Zitat
dargestellt:

, s ist egal, ob man erst um ¢ und dann um 1 dreht oder ob man gleich ganz
durchdreht“[4]

Durch diese Eigenschaft von p wird die Matrixmultiplikation des K3
im Hilbertraum dargestellt, deshalb nennt man diese Eigenschaft auch
Darstellungseigenschaft.

Beweis:
0.
(b(Bolp(B)0) = [ (p(R)6) @) (0 (R)v) @

- /d‘o'm* <§f> " <§f>

Mit der Substitution ¢ : = R~'# und der Tatsache, daf} die Jacobi-Determinante dieser Trans-
formation 1 ist, erhdlt man:

<p(R)¢|p(R)w>=/d3y¢* @) 6 @) = (8 4) Vo, € H
ih).
(R R ) (@) = 0 (R R 7) = (Re I 7)

~ (vl (i 7)

= p(R)[p(R) Y] (%)
= (p(R1)p(R2) ) (¥) VY € H

= p(Ri-Ry) = p(Ri)p(Re)



Kapitel 4

Lineare Lie-Gruppen und
Untermannigfaltigkeiten des R"

4.1 Untermannigfaltigkeiten und Tangentialridume

In diesem Kapitel soll eine allgemein gehaltene Definition von Lie-Gruppen und -Algebren gegeben
werden. Dabei wird die Sprache der Differentialgeometrie benutzt, wie sie auch in immer stirkerem
Maf} in der physikalischen Literatur Eingang findet. Die fundamentalen Konzepte sind dabei die
differenzierbare (Unter-)Mannigfaltigkeit und der Tangentialraum an diese Mannigfaltigkeit. Aus
Platzgriinden und um nicht vom eigentlichen Thema dieses Skriptums abzuschweifen, wird auf
Beweise in diesem Abschnitt verzichtet, sie konnen beispielsweise in der angegebenen Literatur
nachgelesen werden.

Wir beginnen mit dem Begriff der Untermannigfaltigkeit des R*. Dazu betrachten wir zunéchst als
Beispiel die Lage eines Blattes Papier im Raum. Aus der unmittelbaren Anschauung ergibt sich,
daf dieses (idealisiert) ein 2-dimensionales Objekt ist. Betrachtet man nun ein solches Blatt im
Raum, also im R?, so muf} dieses 2-dimensionale Objekt in den R? eingebettet werden. Mathema-
tisch bedeutet das, dal man eine Abbildung zwischen einem Rechteck als Teilmenge des R? (dem
,Standardblatt“® und einer Teilmenge des R® definiert. Diese Abbildung muf hinreichend glatt
sein, denn man wird erwarten, daf sie die lokalen Eigenschaften des Blattes richtig beschreibt. Dies
fiihrt uns zunéchst zur Definition des Diffeomorphismus:

Def.: Seien U,V C R*,U,V offen, sei ¢ : U—V eine differenzierbare Abbildung. ¢ heifit Diffeo-
morphismus, falls ein ebenfalls differenzierbares Inverses ¢! existiert. Differenzierbarkeit ist
hierbei natiirlich im Sinne des R", aber eingeschrinkt auf U gemeint.

Wir wissen nun aus der Anschauung, daf} ein Blatt Papier im Raum lokal um einen Punkt auf diesem
Blatt aussieht wie der R? x {0}. Mit dem Begriff des Diffeomorphismus 1t sich diese Beobachtung
préaziser und allgemeiner fassen:

D Fliche m?, Seitenverhéltnis \/Li
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Def.: M C R", M offen, heiflt k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R", falls fiir jeden Punkt
x € M die folgende Bedingung erfiillt ist:

Vee M U C M,U offen, mit t € U d¢p : U — V
Dabei ist ¢ ein Diffeomorphismus mit der ,,Flachmacher-Eigenschaft“ (Kartenbedingung): @)

p(UNM)=Vn (R x{0},,)={zeV|tg = =12,=0}

Ein weiteres Beispiel fiir eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R?® bildet die 2-Sphéire
S? (z.B. eine Kristallkugel). Es ist klar, daf man jeden Punkt auf dieser Kugel durch Angabe von
2 Koordinaten (Polarkoordinaten) beschreiben kann, allerdings ist dies global (z. B. an den Polen)
nicht in ein-eindeutiger Weise moglich.

Um nun nachzupriifen, ob diese Kugel oder ein beliebiges Objekt eine Untermannigfaltigkeit des
R? oder R” ist, benutzt man nun nicht die obige Definition, sondern versucht, Sitze zu finden, die
es ermoglichen, die Untermannigfaltigkeitseigenschaft komfortabler zu priifen. Eine analoge Situa-
tion kennt man aus der Analysis: Dort wird fiir eine gegebene Funktion meistens auch nicht die
e — 0—Definition der Stetigkeit verwendet, um diese Funktion auf ihre Stetigkeitseigenschaften zu
untersuchen, sondern es wird versucht, die aus dieser grundlegenden Definition folgenden Eigen-
schaften stetiger Funktionen (Summe, Produkt, Hintereinanderschaltung stetiger Funktionen sind
wieder stetig) zum Stetigkeitsnachweis heranzuziehen.

Analog sollen nun zwei Sétze (ohne Beweis) angegeben werden, die zeigen, wie sich Untermannig-
faltigkeiten erzeugen lassen. Mit diesen Sdtzen ausgeriistet, 1afit sich bereits aus der Konstruktion
eines Objektes angeben, ob es eine Untermannigfaltigkeit darstellt.

Satz 1: Sei U C R*, U offen und g : U —RP, g differenzierbar. Ferner habe Dg () den Rang p, fiir
alle  mit g (x) =0. Dann ist g~ (0) eine (n — p)-dimensionale Untermannigfaltigkeit im
R".

In Worten: Die Nullstellenmenge einer differenzierbaren Abbildung g ist eine Untermannigfaltigkeit,
wenn die Jacobi-Matrix dieser Abbildung auf der Nullstellenmenge maximalen Rang
besitzt.

Satz 2: Eine offene Teilmenge M C R" ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R® genau
dann, wenn fiir alle Punkte z in M die folgende Bedingung erfiillt ist:

JU C R" offen, mit €U, 3W C R* offen und 3f : W —R" mit:

). fW)=MnU
ii). Rg(Df (y)) =k VyeW

Eine Funktion mit diesen Eigenschaften heifit Parametrisierung (von M).

Ein Beispiel fiir die Anwendung von Satz 1 ist die n-Sphéire (also auch unsere Kristallkugel, die S5?):

(i) Die Schreibweise {0},_, kennzeichnet den Nullpunkt im R*~*
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Die n-Sphére ist charakterisiert durch die folgende Menge:
S":={z e R |||lz|| = 1, ||| ist die euklidische Norm des R*"" }

Definiere nun eine Abbildung ¢ (x):
g(x) = [Jzf| -1
Dann gilt:
g(z9) =0 <= zp€ 5"
Die S™ ist also die Nullstellenmenge von g. Bleibt noch die Rangeigenschaft zu zeigen. Es ist
Dg(x) =D (2] —1) =D ( (x,x)) - H%TII (7 Zeilenvektor)

Ferner: ¢ (zp) =0 <= ||z¢|| =1. Also Dg (zy) =23 und damit Rg(Dg (x()) =1. Somit ist S™ eine
(n + 1) — 1=n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R**!.

Bemerkung und Beispiel fiir Satz 2:
Wir betrachten den Spezialfall n=3. Ferner sei eine Abbildung F : R? —+R gegeben. Dann ist:
¢: R — R
x
(,y) 1— y
F(z,y)

eine Parametrisierung einer Untermannigfaltigkeit M, mit

x
M = Yy (x,y) € R? 3,
F(x,y)

wenn F (-,-) die Rangbedingung ii) auf der vorhergehenden Seite erfiillt("). Diese Konstruktion
von f erklirt die Bezeichnung ,Koordinatenbedingung®, bzw. ,Parametrisierung“ in der obigen
Definition, da eine auf diese Weise zustande gekommene Mannigfaltigkeit aus einem , Netz“ der
Koordinaten (z,y) aufgebaut wird.

iii)

x
Beispiel: Sei ceRund f (z,y)=| y | ,W=R?
¢
T
Dann ist M = Y (z,y) €R? 3 eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des
c
R?, denn
1 0
Df=1| 0 1 | und Rg(Df (x,y)) =2 V(z,y) € R?
0 0

Veranschaulicht man sich diese Mannigfaltigkeit, so erkennt man den Ausgangspunkt un-
serer Uberlegungen, das im Raum befindliche Blatt Papier.®

(i) Die Bedingung i) auf der vorhergehenden Seite ist per Konstruktion erfiillt.

(iv) Jedenfalls fast, denn die beschriebene Mannigfaltigkeit ist natiirlich unendlich ausgedehnt. Tatséchlich ist das
Papier auch keine echte Mannigfaltigkeit, da es keine offene Menge darstellt, sondern eine sogenannte Mannigfaltigkeit
mit Rand. Doch dieser Unterschied ist fiir unsere Zwecke unwesentlich.
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Spéter bendtigen wir noch den Begriff der differenzierbaren Abbildung zwischen zwei Untermannig-
faltigkeiten. Diese ist wie folgt definiert:

Def.. M C R*, N C R™, M, N Untermannigfaltigkeiten.

¢ : M — N Abbildung. ¢ heifit differenzierbar in x € M, falls f eine Parametrisierung von M
ist und die Abbildung ¢ o f : R - R™ (k= dim M) differenzierbar ist.

Damit ist die Diskussion von Untermannigfaltigkeiten des R" abgeschlossen. Wir behandeln nun
den zweiten wichtigen Begriff fiir die Diskussion von Lie-Gruppen und -Algebren, den des Tangen-
tialraums (an eine Untermannigfaltigkeit).

Def.: Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit in R*,/ C R mit 0€/ und T
= {v:I— M} die Menge aller Kurven in M, dann ist

T, (M) ::{dz—f)

761“/\7(0):95}

t=0

der Tangentialraum von M in x.

Diese Formulierung des Tangentialraumes ist die am einfachsten einzusehende, da hier die Ab-
leitungen von ~ als Tangentenvektoren von M in x aufgefafit werden. Dies entspricht gerade der
urspriinglichen geometrischen Bedeutung der Ableitung.

Vergleicht man diese Definition mit den in der Literatur angegebenen, so wird man feststellen, daf3
es verschiedene dquivalente Formulierungen des Tangentialraumes gibt. Eine Diskussion von drei
dquivalenten Definitionen (nimlich den drei hiufigsten) und den Beweis ihrer Aquivalenz findet
man im Buche von Jéanich [2].

4.2 Lie-Gruppen und Algebren

Nach dieser Vorbereitung konnen wir die allgemeine Definition einer linearen Lie-Gruppe angeben:

Def.: Sei G CGL(n, K) (K =R oder C). G heifit lineare Lie-Gruppe, falls gilt:

i). G ist eine Untergruppe von GL(n, K) (d.h. G hat Gruppenstruktur).

ii). G ist eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit im R" bzw. R2".

Dabei ist zu beachten, dafl aus dieser Definition schon folgt, daf} die Gruppenoperationen Mul-
tiplikation und Inversion differenzierbar sind. Denn in GL(n, K) sind dies ja Matrixmultiplikation
und Inversion, die sich komponentenweise als einfache (und differenzierbare) algebraische Ausdriicke
schreiben lassen.

Beispiele:
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i). SL(n,R) : = {A€GL (n,R) ;det A=1} ist Lineare Lie-Gruppe, denn sei
g(A):=detA—1

Dann ist: .
SL (n,R) =g (0)
Ferner ist: P (d . A)
e
Dg(A) = =q;
8AU J

wobei a;; der Minor zu A;; ist
= Dg(A) #0falls g(A) =0
mit Satz 1 ergibt sich die Behauptung.
ii). O(n,R) : = {ReGL (n,R); RTR=1} ist Lineare Lie-Gruppe:
g(R) : = R'R-1

Dg(R) = 89855) =R" = Dg(R) # 0 fiir R € _91 (0)

Allgemein gilt (ohne Beweis):
Satz (Elie Cartan): Jede abgeschlossene Untergruppe von GL(n, K) ist eine Lineare Lie-Gruppe

Man kénnte nun glauben, daf jede physikalisch relevante Gruppe eine Lie-Gruppe sei (z.B. Rota-
tionen, Translationen, Boosts).

Daher soll hier auch ein Beispiel fiir eine Gruppe, die zwar auch physikalische Bedeutung hat, aber
keine Lie-Gruppe ist, gegeben werden. Dazu betrachten wir die Symmetriegruppe des Wassermo-
lekiils in seiner Gleichgewichtsgeometrie:

Z
§

/0] .
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Die Symmetrieelemente des Wasser-Molekiils sind diejenigen Operationen, die man am Molekiil
ausfithren kann, ohne dessen Lage im Raum zu dndern. Dies sind im einzelnen:

e die Identitdt (d.h. nichts tun) (E)
e cine Drehung um 180° um die z-Achse (Cs,)
e cine Spiegelung an der zz-Ebene (o,,)

e eine Spiegelung an der yz-Ebene (o)

Stellt man eine Verkniipfungstafel auf, so findet man, daf3 die vier oben genannten Elemente eine
Gruppe bilden. Diese wird iiblicherweise mit Cs,(") bezeichnet.

Da die Elemente dieser Gruppe diskret sind, bilden sie keine differenzierbare Mannigfaltigkeit, also
ist Cy, keine Lie-Gruppe. Dennoch ist die Symmetrieklassifikation von Molekiilen keine blofle Spie-
lerei, sondern mit gruppentheoretischen Methoden lassen sich Aussagen iiber Schwingungsspektren
herleiten, sowie quantenmechanische Rechnungen vereinfachen.

Nach dieser — zugegebenermaflen recht kurzen — Behandlung der Lie-Gruppen, fithren wir nun
noch den Begriff der Lie-Algebra ein und geben den Zusammenhang zwischen diesen beiden Struk-
turen an.

Da wir eine Lie-Gruppe als Mannigfaltigkeit definiert haben, kénnen wir auch den Tangentialraum
an diese betrachten. Sei G also eine Lie-Gruppe und L¢ : =17 (G) sei der Tangentialraum von G' im
,Punkt“ T (I: Identitidt in G) angeheftet. Das bedeutet, daf} sich jedes X € L wie folgt darstellen

1483t: i
Amer, x=%¥O)  Jo=1
dr 7=0
Sei ferner die Lie-Klammer [-,-] : Lg X Lg— L wie folgt definiert:

VX,V €Lg: [X,Y]:=XoY -YoX

Dabei ist ,0° das Matrixprodukt in L.

Dann gilt: Mit der Lie-Klammer versehen, bildet L¢ eine schiefe (daher nichtkommutative), abge-
schlossene Algebra.

Beweis:

Schiefe: [X,Y]=XoY —-YoX=—-(YoX —-XoY)=—-[Y,X]
Abgeschlossenheit: Seien X,Y € L. Dann existieren Kurven A (s), B (t) in G mit

x= WO g =1
ds |-,

y= B0 g =1
dt |,

(V)Nicht zu verwechseln mit 2CV.
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Definiere:
C(7):=A(s) B() (A(5)™ (BM) | ,_i_ s
Dann gilt: C €I’ und C (0) =1. Nun:
dC (7) _ th(T)—][:
dr | _, 70 T
= im > (A(vn) B(v) (A(v) T (B(v) 1)
=l ((4(v7) B(vA) - B(VF) A (V7)) x
x(A(vr) " (B(W)))
(A (vR). B (A (D) (B (V7))
@ AGD T BWA 1], o
= i ([P 2V = v (v )
() {;_SA @) %B (s) SZO] - Y] O
Ferner sieht man leicht, daf§ [-, -] bilinear ist, und weniger leicht, daf die Jacobi-Identitét gilt:

(XY 2]+ [Y, [Z, X]| + [Z, [X, Y]] =0
Definition: L mit [+, -] als Verkniipfung ausgestattet, heifit Lie-Algebra zur Lie-Gruppe G.

Bemerkung: Wir haben die Lie-Algebra L als Tangentialraum der Gruppe(nmannigfaltigkeit) G,
angeheftet am Einheitselement, L : =17 (G) definiert. Es ergibt sich dabei gleich die
Frage, warum gerade ,I' gewdhlt werden sollte. Dazu untersuchen wir den Tangenti-
alraum Ty, (G) mit Ay €G-

Sei also Ag€G und X, €T, (G). Dann existiert nach Definition eine Kurve A (¢) in

G mit A (0) =4 und X,= £ 4 (t)‘r:o'

Definiere nun eine zweite Kurve B (t):

—1
B (t) :==Ay A(t) (Beachte: Ay ist Matrix!)
Dann gilt B (0) =1 und A (t) 148t sich durch B (t) ausdriicken:

A(t) = AyB (t)

(M)Da 1T mit allem vertauscht.
(vii) Ausfithren des Grenziibergangs.
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Damit ist aber:

d d
X = —A(t = — (AyB(t
W= Al = FBo)
d
= AO —B (t) c A()T][ (G) = AOLG
dt =0
ET][(G)

Da dies fiir alle X 4, gilt, ist
TAO (G) — A()LG

Deshalb ist die Kenntnis von L voOllig ausreichend, um die Struktur der anderen
Tangentialrdume T4, (G) festzulegen.

Beispiele fiir Lie Algebren:

i).
G = GL(n,K); K =R oder C
Le = gl(n,K) = {X|X ist K-wertige n x n-Matrix }

denn sei X € gl(n, K) so ist:
A(r) i=e™*

eine Kurve in GL(n, K), da det A (7) =e™5PX £0 fiir alle X € gl(n, K) gilt, mit A (0) =1 und
(differenziere die Potenzreihe von exp gliedweise)

o0

d TX d 1 m 1 m—1ym
Ee = E — % (TX) = n;) %mT X
oo 1 . oo 1
_ Z Fmelxym Z 7_mfl)(mfl
= (m—1)! — (m —1)!
=1

d
also: —e = X

if).
G = SL(n,K); K =R oder C
LG = sl (7’1,, K)

Sei A (7) eine Kurve in SL(n, K) mit A (0) =1, dann ist det A (7) =1 V7
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Differenzieren dieser Beziehung bei 7=0 liefert:

(viii)
0 = Laea(y Ty ddetd)
dr

8az~ j
or

7=0

i aal] 7=0 7=0

- ZAU (0) ai; (0) = Zdii (0) = SpX

= N——"
(ix)

= (X €sl(n,K)=SpX =0)

Sei andererseits: Sp X =0 und A (1) : =e™ dann:
A) =1, det A(1) =e™P¥ =e" =1 = A(r) € SL(n, K)

also gilt:
Xesl(n,K) < SpX =0

oder:
slin, K) ={X|SpX =0}

iii).
G = U(n)

Le = u(n)

At (1)A(r)=1

Differenzieren unter Beachtung der Produktregel:

d
EAT (1) A (1) . =0

= AT (0)+A(0) = 0
=X'+X =0

Also:
Xcun)=X"+X=0

Umgekehrt gelte: X7+ X =0, dann ist mit A (7) : =e™: A(0) =1
AT () A(r) =X ™ = ™'+ X — 0 = 1 also A(r) € U(n)

Und damit ist:
u(n)={X|X"+X =0}

(vii) 2271 Minor.

(X)Wegen der Bedingung an die Kurve.
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iv).
G = Of(n)
LG = O (7’1,)

Wie in iii) auf der vorherigen Seite, nur ist wegen K =R, statt der konjugiert-transponierten
nur die transponierte Matrix zu verwenden, und es ist:

on)={X|XT+X =0}

G = SO(n)
Le = so(n)
Kombiniere ii) auf Seite 13 und iv):

so(n)={X[SpX=0X"+X=0}

Die Beziehung zwischen einer Lie-Gruppe G und ihrer Lie-Algebra L wird (wie die Beispiele ja
schon nahelegten) durch die Exponentialabbildung hergestellt, es gilt:

Satz: G Lie-Gruppe, Lg Lie-Algebra von G. Das Bild der Abbildung exp : L —W ist in G, d. h.
W C G, und exp ist ein lokaler Diffeomorphismus.

Der Beweis soll hier nicht vorgefiihrt werden, da dort weitere Begriffe aus der Differentialgeometrie
(Vektorfeld, Losungskurve eines Vektorfeldes, Geodétische) ben6tigt werden.

Zum Abschluf} dieses Abschnittes wird angegeben, wie aus der Darstellung p einer Lie-Gruppe G
die dazugehorige Darstellung p’ der Lie-Algebra Lg konstruiert werden kann. Das Hauptproblem
bei dieser Konstruktion ist der Beweis der Darstellungseigenschaft von p/, die lautet:

PN Y]L,) =0 (X)), 0 (V)]

Wir werden sehen, daf3 sich der Beweis mit den in diesem Kapitel angegebenen Mitteln relativ

einfach und kurz ausfiihren 1i8t. Im Gegensatz dazu wird die Darstellungseigenschaft weiter unten (
auf Seite 20-24) nochmals bewiesen, dort allerdings ohne die differentialgeometrische Definition der

Lie-Algebra als Tangentialraum an der Identitét. Deshalb gestaltet sich der Beweis dann auch um

einiges ldanger.

Sei p : G— AutH eine Darstellung einer Lie-Gruppe. Da p (A (¢)) mit A () Kurve in G definiert
ist, kann man eine Darstellung p' : Lg — Aut H erkliren:

VX €Lg: p(X):= dd—Tp(A(T)) mit A(0) = X

7=0
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Diese Abbildung ist wohldefiniert und mit unserer bereits oben angegebenen Kurve an den Kom-
mutator C' (7) (auf Seite 12) ist:

p(X.V],) = <p(@ )

Eﬂ

—
<
Na¥

T M@ (W) ) o (E W) ™)

Dann kann man exakt die gleiche Rechnung wie auf Seite 12 durchfiihren, lediglich die Terme
vom Typ A (y/7) miissen durch p (A (y/7)) und so weiter ersetzt werden. Ferner ist am Ende der
Rechnung zu beachten, daf

7=0

Lp(am)

ist und dies analog auch fiir p (B (7)) gilt.

Damit erhalten wir

PXY]L,) =10 (X)), 0 (V)
P ist also tatséchlich eine Darstellung der Lie-Algebra.

Driickt man nun noch die Elemente der Lie-Gruppe durch die Exponentialfunktion der entsprechen-
den Lie-Algebra-Elemente aus
Ar) =e™,

so ist gezeigt worden, dafl

d
(X)) = —
prX) =

eine von der Darstellung p der Gruppe induzierte Darstellung der Lie-Algebra ist.

p (eTX)

7=0

Im niichsten Kapitel kehren wir nun zur Drehgruppe zuriick, und zeigen die Ubertragung der Dar-
stellungen an diesem Beispiel ganz explizit, was wie oben angedeutet wesentlich ldnger ist, dafiir
aber nicht des ganzen differentialgeometrischen Apparats bedarf.

Wer weiter an diesen mathematischen Themen und ihrer Beziehung zur Physik interessiert ist
oder auch nur die fehlenden Beweise dieses Kapitels nachlesen will, sollte mal in die Biicher von
Straumann|[8] oder Isham[1] sehen.

(x) p ist Darstellung.



Kapitel 5

Lie-Algebra der Drehgruppe

Wir wollen nun den Zusammenhang von R mit den schiefen 3 x 3-Matrizen herstellen, dazu fiihren
wir zunéchst die Lie-Algebra der Drehgruppe ein:

Def.:
LieSO (3) :=s0(3) := Lg := {©O]© : E* — E*; O linear, SpO = 0,0 = -0"}

Die Lie-Algebra der Drehgruppe sind also die schiefen 3 x 3-Matrizen, wie wir bereits in Beispiel v)
auf Seite 15 gezeigt haben.

Ferner definieren wir die folgende Abbildung:
I:E — Lg
i@ +— (@) mitI(@)b: =axb Vbek
Beh.: I definiert einen Isomorphismus zwischen dem E? und den schiefen 3 x 3-Matrizen.

Bew.: Injektivitét:

zz.. I(d) =1(d) = d=d
1@ =1(@) = VYoeE :I(@b=1(@)b
= dxb=a xb
= (@—a)xb=0 VbecE
= d=a

Surjektivitét:
z.2.:.¥OELg Jd: I (d) =0©
©€L, = O ist von folgender Gestalt:

17
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0 ©: 0O,
@ - —@1 O @3
-0y, —03 0
. ) O1by + Osbs
Vb e B : Ob= —01b; + O3b3
—@le - @3[)2
Andererseits ist:
. . azbs — azby
I(a)b:6Xb: a3b1—a1b3
CleQ - CLle
Damit gilt . .
1(@)b=0Ob
setzt man:
a; = —@3
a; = 0Oy
as = —@1

Mit dieser Abbildung sind wir nun in der Lage, die Drehungen im E* wie folgt auszudriicken:

R =@ (5.1)

dabei beschreibt |J| den Drehwinkel und @ ist der Einheitsvektor in Richtung der Drehachse.

Beweis: Man beweist diese Aussage, indem man die e-Funktion als Reihe schreibt, die Potenzen von
I (J) berechnet und dann die Reihe geeignet zusammenfafit. Diese Berechnung kann mit
den allgemeinen Summen ausgefiihrt werden, wir wollen jedoch nur einige Summenglieder
explizit angeben, um so den Beweis etwas durchsichtiger zu gestalten.

Wir betrachten nun die Wirkung dieser Exponentialabbildung auf einen beliebigen Vektor
acIE?. Zuvor jedoch geben wir eine Zerlegung dieses Vektors an:

&>

&
—~
&
S
N




Bei fest vorgegebenem & 148t sich a@ wie folgt zerlegen:

~ — ~ ~

d=w-d)—wx(wxa)

Man iiberzeugt sich leicht, dafl die Summe der Vektoren einen Vektor mit Betrag |@| ergibt.
Ferner sieht man, dafl die beiden Summanden orthogonal zueinander stehen, so daf} wir
eine Zerlegung vorliegen haben, wie sie in der Zeichnung dargestellt ist. Warum wir gerade
so zerlegen, wird im weiteren Verlauf der Rechnung klar.

Es ist:
- 1 1
R(a_})é’:e[(“’)&’:<1+I(JJ’)+§I2(¢D’)+§[3(Jj)+...>g,;
Man findet nun fiir die ersten 6 Potenzen von I (J):
I(@)ad = dxda
I?(@)d = &x (3 xa)
P@a = dx[@x(@xad)] =6 [3(@-a) —w’d
= (-w)oxa
I'@a = (—w*)dx (dxa)
P@a = (—w)’axa
B@)a = (—w?)’dx (@ xa)
R(@d = o(@-d)—wx(@xad)+
Y = 1 1 2
i wxa{1+§(—w2)+a(—w2) +]
IR I S R B
+ wx(wxa)[aﬂLa(—w)—i-&(—w) —i—}

Bei dieser Zusammenfassung haben wir die obige orthogonale Zerlegung von @ verwendet,
ferner wurden jeweils alle Terme mit J x @ und & x (J x @) zusammengefafit.

Nun gehen wir mit d=w - © zum Einheitsvektor & iiber:

N —

=RW)d = oW -ad)—wx(wxa)+

N B Los 15
+ wXa w—aw +aw F---

1 1 1
+ @ x (@ xad) {5w2—5w4+aw6$---]
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= R(@)d = & (v-a)
N Ls, 15
+ wXa w—gw +aw F---
o 1, 1, 1,
— Ox(wxad) {l—gw —i—aw v i]
=| RW@d=w(w -d)+wxdsinw—wx (& X ad)cosw (5.2)

Beim Ubergang zum letzten Schritt haben wir die Potenzreihenentwicklung der Sinus- bzw.
Cosinusfunktion benutzt (s. z. B. [6, S. 515]).

Wir erhalten als Resultat, da R (&) @ die Komponente in Richtung der w-Achse konstant
148t und dafl in der von @ x @ und @ x (& x @) aufgespannten Ebene — die zu & orthogonal
ist — eine Drehung von @ um den Winkel w ausgefiihrt wird. Il

Wir definieren nun die zur Darstellung p der Lie-Gruppe SO (3) gehorige Darstellung p' der Lie-
Algebra Lg

Def.:

p: Ls — EndH

O 1 F(O): = lim £ [p(e*) 1]

A—0
Man schreibt formal: p' () =< p (') |
Unser weiteres Vorgehen ist nun wie folgt: Zunéichst beweisen wir einige Eigenschaften von p/ ().
Anschlieflend betrachten wir den Spezialfall © =1 (J) und zeigen, da8 p' (I (J)) = : p/ (J) mit
dem quantenmechanischen Operator des Drehimpulses verkniipft ist. Aufgrund dieser Verkniipfung

ergeben sich automatisch die Kommutatoren der Drehimpulskomponenten. Damit ist gezeigt, daf3
die Vertauschungsrelationen des Drehimpulses eine Folge der Struktur der Drehgruppe sind.

Eigenschaften von p':

i). p(e) =e'®
ii). p' ist linear:
(a) ¢ (AO) =Ap' ()
(b) p'(©1+02) =9 (61) + /' (02)

Beweis:

zu i)

F (1) =p(e®); F(t):=e"®



Wir miissen nun zeigen, daf§ diese beiden Funktionen fiir alle ¢ {ibereinstimmen.
Dazu weisen wir nach, dafl F, F5 bei t=0 gleich sind und dieselbe Differen-
tialgleichung 1. Ordnung l6sen. Daraus folgt dann die Ubereinstimmung von F}
und F; fiir alle ¢, denn die Losung einer Differentialgleichung 1. Ordnung ist
bis auf eine Konstante eindeutig. Diese Konstante wird dann noch durch die
— hier identischen — Anfangsbedingungen (bei t=0) festgelegt. Losen also zwei
Funktionen dieselbe Differentialgleichung 1. Ordnung, so sind ihre Losungskurven
parallelverschoben. Sind sie dann noch in einem Punkt gleich, so miissen sie
identisch sein.

Wir haben nun:
F(0) = p(e”) =p(I) =1

Es bleibt zu zeigen, dafl Fi, F, dieselbe Differentialgleichung 1. Ordnung l6sen.
Es ist
d /
TR = 00" =/ (0)F (1)
YE () = lim~ [p(®) — p ()]
dt ! as0 A P P
1
= lim < [p (") p (€29) = p (¢'°)]
1
= lim < [p(e2?) = 1] p(c°)
= ' (©)p(e)
= 0 (©)Fi(t)
d /
= i) = P (O) ()

F} und F5 16sen also dieselbe Differigntialgleichung 1. Ordnung und stimmen bei
t=0 iiberein. Nach unserer obigen Uberlegung konnen wir daraus folgern, daf

Mithin gilt also:
p (etO) — etp’(@)
zu ii)a auf der vorherigen Seite

/ .1
p(AO) = ilg%) x [p (e22°) — 1]

~ lim A [p (eA@> . ][] . A=A

A—0

~ Alim — [p (eA®> - 1[] = A\ (O)

A-0 A
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zu ii)b auf Seite 20
PO +0,) = lim 1 [p(e2©0) 1]
= lim < [p (e37%) = p(e3%) 4+ (2%) — 1]
= lim [ (e3009) p e 9 p (¢4%7) — p (¢9)] +

= lim l |:p (eA(@l-l-@Q)e—A@z) p (eAez) —p (eAez)] + pl (@2)

= lim - [p (eA(®1+®2)e_A@2) — 1] p (e2°?) + o' (02)

Warnung: Hat man Exponentialfunktionen von Matrizen, darf man im allgemeinen nicht
wie mit Funktionen von reellen Zahlen rechnen, das Zusammenfassen der Expo-
nenten ist ndmlich fiir beliebige Matrizen nicht erlaubt. Es gilt zwar

et - ef = e falls [A, B] = 0(!)

aber diese Kommutatorbedingung ist meistens nicht erfiillt! Aus diesem Grund
ist Vorsicht beim Umgang mit matrixwertigen Exponentialfunktionen geboten!
Da wir in unserem hier vorliegenden Fall die kleine Grole A im Exponenten
stehen haben, entwickeln wir die Exponentialfunktion nach Potenzen von A,
wobei wir die Reihen nur bis zur 1. Ordnung in A schreiben.

e (O1102)0=202 — (1 L A(Q; +65) + ) (1 — Ay +--+)
= 1-A0,+A (O, +63) +---

= 1+AO 4

— eA@l

1
= p' (@1 + @2) = ilg%) Z [p (eAel) — ][] 1% (eA®2) + p' (@2)

= 0 (©1)+p(0:). []

Damit sind wir nun in der Lage, die Darstellungseigenschaft von p' zu beweisen:

01,0, € Lg: [p'(01),p (@2)]H =/ ([917 GQ]Ls) ‘

Dabei wird der Kommutator [-,-],, auf Operatoren im Hilbertraum ausgewertet und
[©1, @g]LS = 0,0, — 0,0, auf Elementen der Lie-Algebra.



P iibertragt also die Kommutatorstruktur der Lie-Algebra auf den quantenmechanischen Hilber-
traum. Aus diesem Grund wird die obige Beziehung als Darstellungseigenschaft bezeichnet, dhnlich
wie eine entsprechende Gleichung bei p.

Zum Beweis dieser Eigenschaft benotigen wir folgende Hilfsformel:

eAeBaA — e(eABe—A)

Beweis der Hilfsformel: .
AB -A_ A L oon A
ee’e f=e Z n!B e

Nun gilt:
B" = Be * (¢"Be )" ? B n>2

Bem.: Diese Formel gilt auch fiir beliebige n, allerdings miissen dann die Inversen der auf-
tretenden Operatoren existieren!

Beweis durch Induktion ab n=2:

n = 2: Klar!
n—n+1
B = B-B"=B(Be ! (" Be)" o)
= Be ‘et (Be’A (eABe’A)n_2 eAB)
= Be 4 (eABe’A)n_1 e'B
Damit ist:

e Z %B” et = et Z % (Be’A (eABe’A)n_2 eAB> e 4

= Z i (eABe’A)n

n!
n

_ e(eABe—A) u

Nun koénnen wir die angegebene Darstellungseigenschaft beweisen:

Es ist:
t,T c R, p (et@1) p (eTez) p (e—tel) =p (etelereze—t®1) =p (eT@12(t))

@12 (t) = etGl@geitGI

Fiir das Zusammenfassen der drei Exponentialfunktionen wurde die soeben bewiesene Hilfsformel
verwendet.
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Wir differenzieren diese Beziehung nun zuerst nach 7, werten die Ableitung bei 7=0 aus und
wiederholen diese Schritte beziiglich der Variablen ¢:

ar (P (e0) p(e792) p (7)) = gop (e7000)
= o () [Ge ()] e () = [Fp(e7®=0)]
= p () 0/ (O2)p (") = p'(O12(1))
= Lp(e®) p (©) p(e®)] = Lo (O12(1))
= [(§Ge () p (©2)p(e7*)] o+
+[p(et@1)p’(@)%p(e‘t@1ﬁto = [£0(012(1)]
= P (01) 0 (02) —p' (02) 0/ (©1) =[50 (G12(1)]

Es bleibt die Ableitung auf der rechten Seite zu berechnen:
Es gilt allgemein:

A(t) € Ly : %p’ (A1) =¢ (%A (t)>
denn:
d | 1 :
T/ (A®) = lim <[ (At +A) o (A1)
=t (S48 - 40)
(Td
e
Also ist:

[Eﬁ@umﬂhoz P(iemoﬂho

- (o] )

= [(@16@1@ ) (¢90,0,0)] )
109 — 0,0)

)
' @1’@2]LS)

(
= '
= o' (]
Wir haben also:

P (01)p' (02) — p'(02) p' (©1) = 9’ ([61,02],,)
(00,0 (@), = 7 (01,6],) [
Damit ist die Darstellungseigenschaft von p’ bewiesen.

Nach diesen rein mathematischen Aussagen iiber die Eigenschaften einer abstrakten Darstellung
der Lie-Algebra Lg wollen wir nun diese Darstellung konkret angeben.
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Dazu setzen wir fiir O =1 (

wens (@@ = (gl ) -1v) @)

Der Operator (—i) (f X 6) 1Bt sich mit = (—i) AV als +2 x ' schreiben.

In Analogie zur klassischen Mechanik, wo & x p’ der Bahndrehimpuls war, definiert man nun in der
Quantenmechanik einen Bahndrehimpulsoperator:

E::(—i)(fxﬁ):%(fxm

Wir haben also folgendes Resultat:

p (@) =—i3 L

Und damit haben wir auch eine konkrete Darstellung der Drehgruppe, denn geméif

p (/@) = o 10D

haben wir

Das ist die Formel, die sich auch in der Literatur findet.

() Hierbei verwenden wir die zyklische Eigenschaft des Spatproduktes, wobei allerdings auf die Nichtvertauschbar-
keit der Operatoren geachtet werden mufl. Dieser Sachverhalt wird auch klar, wenn die Formel unter Verwendung
des Levi-Civita-Symbols (siche Fufinote (iii) auf Seite 27) mit allen Indizes ausgeschrieben wird.
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Bem.: Wir haben hier den Drehimpuls ohne 7 definiert, in den meisten Lehrbiichern wird das A
in die Definition des Drehimpulses einbezogen. Aus diesem Grunde steht in den meisten
Biichern statt L der Bruch L/A.

Also: Unsere Definition: Andere Definition:
L=(-)ZxV L= (-i)&xV-(h)
L=tzxp L= xJ

Mittels der Darstellungseigenschaft von p’ konnen wir nun die Vertauschungsrelationen fiir die
Komponenten herleiten.

Wir hatten:
[0 (©1), 0" (©2)];, = p' ([01,02],,)

Zunichst berechnen wir
[01,02],, = [I (&), I (&2)],

Im folgenden lassen wir die Bezeichnungen H und Lg an den Kommutatoren weg, da sich aus dem
jeweiligen Zusammenhang ergibt, welche Kommutatoren gemeint sind.

Beh.: Es gilt: [1 (&), (dy)] =1 (J1 X &y)

Beweis: Wende die beiden Seiten jeweils auf einen Vektor # € E? an und verifiziere, daf beide Seiten
das gleiche Resultat ergeben:

VIEE [I(&),1(@)]7 = 1(@)1(&)T—1(&)I (&)
= [ (&) (P x T) — I (&a) (&1 x )

= LUlX(QQXf)—ujQX(&IXf)

Auflerdem ist:

](leﬁg)f = (u_)’lxu_)’g)Xf: —fX(u_)’lxu_)’g)

Wie man sieht, fiihren beide Seiten der Gleichung zu demselben Resultat, damit ist die
Gleichheit bewiesen.

Also haben wir:



<

Nun ist(:

Andererseits ist(i:
P ([01,0:]) = o (I (&), 1 (&)])
= p' (I (& x d))
= —i(@ X)L
= —iﬁkijwuw2ij
so dafl mit der Darstellungseigenschaft von p’ folgt:

[0 (©1), 0/ (©2)] = p'([61,6])

= —W1Wej [L;, Lj] = W1W2j ((—1) ekiij) Vi, &y

= [Lz; L]] = iekiij

Dies sind die fundamentalen Vertauschungsrelationen fiir den Bahndrehimpuls. Bei dieser Herleitung
haben wir keinerlei Gebrauch von der expliziten Struktur von L gemacht, sondern lediglich die
Darstellungseigenschaft von p' benutzt.

Wir haben gesehen, dafl die Komponenten des quantenmechanischen Drehimpulses eine Darstellung
von Lg bzw. SO (3) formen. Wenn man diese hat, méchte man invariante Unterrdume beziiglich der
Darstellung finden, da sich dann der Umgang damit vereinfacht.

() Bei dieser Formel wird, wie auch im folgenden eine verallgemeinerte Einsteinsche Summationskonvention ver-
wendet. Und zwar in dem Sinne, daf}, soweit nichts anderes gesagt wird, iiber auf einer Seite einer Gleichung doppelt
vorkommende Indizes entsprechend summiert wird. Bei lateinischen Raumindizes also von 1 bis 3, bei griechischen
Raum-Zeit-Indizes von 0 bis 3.

(i) er;; ist das sogenannte Levi-Civita-Symbol. eg;; ist in {k,4,;} total antisymmetrisch und es ist €j23 = 1.



Kapitel 6

Irreduzible Darstellungen der
Drehgruppe

Def.: Reduzible Darstellung, irreduzible Darstellung

G Gruppe H Hilbertraum (i.A. geniigt ein komplexer Vektor-
raum (dessen Dimension aber normalerweise un-
endlich ist) mit Skalarprodukt)

p:G — AutH heiflt unitire Darstellung <

p(grg2) = plg)p(g2)
ple) = 1
pg) = (pg)"

Ein Beispiel fiir eine Darstellung ist die im letzten Kapitel angegebene Abbildung p (R).

Eine Darstellung heifit reduzibel, wenn es eine Zerlegung des Hilbertraums in invariante
Teilrdume gibt, d.h.:
H=H 1 ®PH DHsD -

Voi € Hi: (p(g) ¢i) € Hi

Existiert keine solche Zerlegung, so heifit die Darstellung irreduzibel.

Beziiglich obiger Zerlegung von H hat die reduzible Darstellung p Blockdiagonalform:

P1

P2

p(g) = s ]

28



Ist nun eine beliebige Darstellung gegeben, so méchte man ihre invarianten Unterrdume bestimmen.
Wir werden unten sehen, daf sich diese Zerlegung des Hilbertraums in invariante Unterrdume als
niitzlich erweist.

Man nennt das Auffinden invarianter Unterrdume einer Darstellung ausreduzieren.

Wir wollen nun fiir den Fall der Drehgruppe SO (3) diese Ausreduktion vornehmen. Da wir gefunden
haben, daf} die drei Komponenten des quantenmechanischen Bahndrehimpulses eine Darstellung der
Drehgruppe definieren, miissen nun die invarianten Unterrdume beziiglich dieser drei Drehimpuls-
operatoren bestimmt werden.

Wir haben also drei Operatoren L;, :=1, 2,3 mit folgender Vertauschungsrelation gegeben:
[Li, LJ] = ieijkLk

Nun erweist es sich als zweckmifig, statt der Operatoren Lq, L, die sogenannten Leiteroperatoren
L4 zu verwenden:

L+ .= Ll + 1L2
L. : = L1 - 1L2

Ferner definiert man einen Operator® L?:

3
L=0"=) L
=1

Man findet unter Anwendung obiger Vertauschungsrelationen fiir die Komponenten des Bahndre-
himpulses folgende Kommutatoren:

[L?,L;] = 0; i=1,2,3

[L2,Li} =0
(L3, Li] = +L4
[Ly,L ] = 2L3
Ferner findet man:
L = L}

L:Ly = L*— LT Ly

Da L? und Lz kommutieren, besitzen sie einen gemeinsamen Satz von Eigenvektoren® |g),,):
L? |¢)\m> = A |¢)\m>

L3|¢)\m> - m|¢)\m>

() Dieser wird in der Literatur auch als Casimiroperator bezeichnet.
() Djes bedeutet allerdings nicht, daB jeder Eigenvektor von L? auch Eigenvektor von Ls ist und umgekehrt!
Beispiele hierfiir finden sich in Kapitel 11.
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Wendet man nun die Kommutatorrelationen fiir L, L?, L; an, so findet man:

L (L |6xm) = A(Lx |Pam))
Ly (Lt |pam)) = (m£1) (Li[dam))

Die Eigenriume von L?, Ly sind die invarianten Unterriume des Drehimpulsoperators. Wir haben
also die Aufgabe, diese Eigenrdume zu bestimmen, wenn wir die irreduzible Darstellung auffinden
wollen.

Wir beginnen mit der Berechnung des Normquadrates fir Ly (¢, ):

1Ls [ Grm)* = (Librm| Lidrm)
= (®xm [LyLidam)
= (&am |[(L> = L3 F L3) 6am)
= (A=m*Fm) (Sam| bam)

= [ Le loxa)||© = (A= m®F m) [||oam)]I”

Wir betrachten nun zunéchst das Normquadrat fiir L

Die Normquadrate auf beiden Seiten der obigen Gleichung sind beide > 0 und zwar fiir alle Werte
von A und m. Der Ausdruck (A — m? — m) wird jedoch fiir geniigend grofies m negativ, so daf§ nun
1L+ |pxm)]|* <0 wiire! Da dies ein offensichtlicher Widerspruch ist, kann m nicht beliebig anwachsen,
es muf} also ein maximales positives M., geben, mit:

2

A— My, — Mmax = 0

Dann gilt:
L+ | ¢>\mmax > = 0

L3 | ¢Ammax > = Mmax | ¢Ammax >

Die Grofle m darf aber auch nicht beliebig negativ werden, denn aus der Relation, die aus dem
Normquadrat fiir L_ folgt, ergibt sich: Wiirde m beliebig negativ, so wiirde (A\*> — m? + m) ebenfalls
negativ fiir geniigend negative Werte von m. Aus diesem Grunde muf} es ein negatives minimales
Mmin geben, mit:

2
)\ - mmin + Mmin — 0

L_ | ¢)\mmin> = 0
L3 | ¢)\mmin > =  Mmin | ¢Ammin>

Wir haben durch diese Forderungen an m gefunden, dal A=max (Mmax + 1) und andererseits
)\:mmin (mmin - 1)

= Mmax (mmax + 1) = Mmin (mmin - ]-)

= (m?nax - m?nin) + (mmax + mmin) =0

= (mmax + mmin) (mmax — Mpmin + ]-) =0



Da nun:
Mmax Z Mmin = (mma.x — Mmin + 1) 7£ 0
=  Mmax T Mmin = 0

= Mmax = — Mmin

Nun ist:
Ls (L% |¢am)) = (m+n) (L7 |pam)) n € NU{0}

was man durch Induktion nach n leicht beweist.
= dn: L3 (Li |¢)\mmin>) = (mmin + Tl) (Li |¢/\mmin>)

mit: mupin + 1 = Mpmax

mit Mmin = — Mmax

n
= Mmax = 5

d.h. mpa kann nur ganz- oder halbzahlige Werte annehmen!

Wir fiihren nun eine Umbenennung durch:

Mmax = 1
n
= ==
2
1 3
= [=0,-,1,-,2,.
727 7277

Die Zustéinde werden also durch die Quantenzahlen [ und m charakterisiert, wir schreiben nun statt

|¢)\m>: |¢lm>

Es ist also:

L i) = 114 1) |¢um)

L3|¢lm> - m|¢lm>
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Da wir an einer irreduziblen Darstellung der SO (3) interessiert sind, miissen wir uns fragen, ob die
erlaubten Werte fiir [ und m eine solche Darstellung erméglichen. In der Tat findet man, daf nicht
alle zuléssigen Werte fiir [ eine irreduzible Darstellung erlauben. Es gilt vielmehr die Aussage:

Man erhilt eine irreduzible Darstellung der SO (3) nur fiir die ganzzahligen Werte von (.

Die halbzahligen Werte finden ihre Bedeutung bei der Darstellung der SU (2) (s. Kapitel 10).

Damit sind die Eigenriume von L? und Lj; gefunden und klassifiziert und wir haben nun eine
Zerlegung des Hilbertraumes  in invariante Unterrdume gefunden:

H =D Hi; Hi:=Span {|¢im); —I <m <1}, dimH; =20+1
=0

wobei mit Span {|@;,)} die Menge der Linearkombinationen der |@y,,) zu festem [ und variablem m
gemeint ist (natiirlich mit der Einschrinkung — < m <1).

Die Vektoren |¢,) konnen nun explizit aus |¢;) bestimmt werden, denn wir hatten:
L3 (L") |im) = (m —n) L™ |m)

= Ly (L) |pu) = m (L) |gu)

= (L_)"™|¢y) ist Eigenvektor zu Ls mit dem Eigenwert m.
= (L) |¢u) = Nim |bim)

mit einer noch zu bestimmenden Normierungskonstanten Nj,,. Man findet (zur Berechnung verglei-
che auf Seite 30):

B (I +m)! I—m
) = P (1) )

Wir mochten noch einmal darauf hinweisen, daf |¢;) durch

L+ |¢u> =0und L; |¢ll> =1 |¢ll>

bestimmt ist.

Geht man nun von abstrakten Hilbertraumvektoren in den Ortsraum, so mufl man die Operatoren
L? Ly, Ly als Differentialoperatoren schreiben (i)

1 0 0 1 0?
L? = — — | si _
sin 9 90 <Sm 19819) sin® 9 002
: 0 0
_ i :
Ly = +e (819i1com9819>
.0
b = iy

(1) Wir benutzen die in (6.1) auf der gegeniiberliegenden Seite beschriebenen Kugelkoordinaten



Wir bezeichnen im Ortsraum die Vektoren |¢y;,) mit Yy, (9, ¢). Dann ist Y}; durch folgende Diffe-
rentialgleichungen gegeben:

w0 0
Ly|py) =0 — e (819+1C0t19819> Y (9,0) =0

Ls|pu) =1|pu) — —i({%Yu (0, 0) = 1Yy (0, 9)

Man findet Losungen, indem man zuerst die (leichtere) Eigenwertgleichung fiir Lj 16st:

Yy (9,0) = yu (9) '

Diese Losung wird in die Differentialgleichung fiir L eingesetzt und y; (J) bestimmt. Es ergibt
sich:

yu (9) = ¢ -sin'd
= Yu(9,6) = ¢ -sin'el?

Man erhilt durch Normieren:

Yy (0,¢) = (-1) = RVAC R smz?elld’

24! A

Man kann dieses Resultat auch bekommen, indem man zeigt, daf}

T T .. I
i (22) = Va8 @ id)

~

Tr; =

die Differentialgleichungen
L.Yy (33“1, 5%2) =0; L3Yy (fl,i"z) = 1Yy (33“1, 532)

erfiillt, wobei man in diesem Fall zweckméBigerweise die Drehimpulsoperatoren in kartesischen Ko-
ordinaten ausdriickt. Anschlielend schreibt man Y;; mit den Kugelkoordinaten um:

xry = r-sind¥cos ¢
To = r-sindsing (6.1)
r3 = r-cost

und findet: .
Yy (9, 6) = Ny (=1)" sin 9ell?

Durch Normierung erhélt man wiederum das obige Resultat:

Vi (9. 6) = (—1) o= YLEDE G peits

2L 47
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Da wir nun den Hilbertraum der Winkelfunktionen in invariante Unterrdume von L; zerlegt (also
die Darstellung der Drehgruppe ausreduziert) haben, kann man jede Wellenfunktion ¢ (Z) unter
Hinzunahme des Radialanteils schreiben als:

Mit der Tatsache, da die Y}, (9, ¢) als Eigenfunktionen der hermiteschen Operatoren L? und L;
orthogonal beziiglich m sind, gilt:

[ ¥ 0.6) Yo (0.6) c059) 46 = iy

= g (r) = / 40 Y7, (9, 6) 0 (7)

8B1(0)

Dies bedeutet, dafl die Kugelfunktionen Y}, ein vollstidndiges Funktionensystem bilden.

Wir diskutieren abschliefend die Darstellung von Drehungen im Raum der Kugelfunktionen:
-1
(V) () = vin (T 2)

[da Y}, irreduzibel (s. auf Seite 28)] = Z valz)m' (R) Yy ()

mit Koeffizienten D,(q?m, (R)
= p(R)|, = Dy)

mm/

(R)

Die Darstellungen der Drehungen auf Kugelfunktionen sind also durch die sogenannten Wignerschen
D-Funktionen gegeben.



Kapitel 7

Das Wasserstoffatom im Magnetfeld

Nachdem sich unsere bisherigen Uberlegungen auf skalare Teilchen beschrinkt hatten, wollen wir
nun die Darstellungen der Drehgruppe fiir solche mit Spin konstruieren. Doch zuvor erinnern wir
kurz daran, was der Spin eigentlich ist und warum man ihn einfiihrt.

Dazu beginnen wir mit einer Diskussion des Spektrums des Wasserstoffatoms. Dafiir liefert die
Theorie folgende Energieniveauschemata (mit und ohne dufleres Magnetfeld):

ohne B-Feld mit B-Feld

Experimentell findet man nur fiir das Spektrum des Wasserstoffatoms ohne Magnetfeld eine Bestéti-
gung der Theorie. Mif}t man jedoch das Spektrum des Wasserstoffatoms unter dem Einfluf} eines
duleren Magnetfeldes, so ergibt sich folgendes Energieschema:

35
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Im Vergleich zur theoretischen Vorhersage spaltet also im Experiment jedes Energieniveau — auch
der Grundzustand — in doppelt so viele Niveaus auf. Die Theorie beschreibt das Verhalten des
Wasserstoffatoms im Magnetfeld nicht richtig. Dies legt den Schluff nahe, daf3 die bisherigen An-
nahmen {iber das Atom nicht vollstdndig sind, sondern noch Freiheitsgrade existieren, die in der
Schrodingertheorie nicht enthalten sind.



Kapitel 8

Spin-s-Felder und Tensorprodukt

Bisher haben wir zur Beschreibung der Quantenmechanik in konkreten Hilbertrdumen (Ortsraum,
Impulsraum) skalare Wellenfunktionen ¢ : R* — C verwendet. Sollen nun zusétzliche Freiheitsgra-
de in die Theorie eingebaut werden, so kann man versuchen, dies durch eine mehrkomponentige
Wellenfunktion zu erreichen. Wir erweitern also die Wellenfunktion auf den C?*!:

1 3
. R — %L =0,-,1,—,...
X ) S 727 727
x1 (7)
X (&) = :
X2s+1(f)

Eine solche Funktion y (Z) heifit Spin-s-Feld.

Der Grund, warum wir fiir die Charakterisierung dieser mehrkomponentigen Funktion die Grofle s

mit s=0, %, 1, %, ... und die Zahl 2s + 1 verwenden, ist zu Beginn von Kapitel 9 angegeben.

An dieser Stelle fithren wir nun eine neue mathematische Struktur zur Beschreibung von Hilber-

triumen mehrkomponentiger Funktionen ein. Es handelt sich um den Begriff des Tensorproduktes,
sowie um die Wirkung von linearen Operatoren auf Tensorprodukten.

8.1 Exkurs: Tensorprodukt
U,V seien lineare Vektorrdume iiber C mit den Skalarprodukten (-,-);;, (-, )

Def.: Kartesisches Produkt.
Als kartesisches Produkt von U und V' bezeichnet man die Menge:

UxV={(pv)]peclUreV}

Def.: In U x V sei eine lineare Struktur definiert durch:
A, Y) = (A, ¥) = (6, M)

37
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(P1+ @2, 0) = (d1,¢) + (d2,9)
(@, 01 +12) = (,¢1) + (¢, ¢2)

Def.: Das Tensorprodukt U @V ist die lineare Hiille von U x V' mit dieser linearen Struktur.

U®V:{X

Anstelle von (¢, 1) verwendet man die Notation ¢ ® 1.

X:ZAmn(¢mawn);Amn EC;¢m S ann EV}

fiir das Tensorprodukt gelten folgende Eigenschaften (ohne Beweis):

i). dm(UQQV)=dimU -dimV

i) ¢m (meN) Basis von U

¥n  (nEN) Basis von V } = ¢m Q@ ¢, (m,neN) Basis von UQV

iii). Da wir nur lineare Operatoren auf dem Tensorprodukt zulassen wollen, ist es fiir Beweise
hinreichend, die entsprechende Eigenschaft nur fiir (beliebige) Produkte zu beweisen, und
nicht notig, die vollen Summen zu betrachten.

Def.: Skalarprodukt auf U @V

(91 @ Y1| P2 @ 2) 1= (b1] B2)y (V1] 12)y,

Das Skalarprodukt in U@V wird also auf das Produkt der Skalarprodukte in U und V'
zuriickgefiihrt.

Def.: Tensorprodukt von linearen Operatoren:

Seien

A U—=U

B : V-V

lineare Operatoren.
Dann ist der Operator A® B: UQV —U @V durch folgende Eigenschaften definiert:

i). A® B ist linear
ii). (A® B) (¢ @) : = (A9) @ (BY)

Es gilt nun, falls A, B diagonalisierbar sind und

Ap,, = Qmbm; Om Basis von U
By, = by,; ¥, Basisvon V
= Xmn = Om Q@ Un; Xmn Basis von U ® \%
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Wir erweitern nun die in U, bzw. V definierten Operatoren A bzw. B auf den Produktraum U @ V:

A .= A®][V

o
|

Iy ®B

Mit dieser Definition wirken A, B nur in den Riumen U bzw. V| den jeweils anderen Raum des
Tensorproduktes lassen sie unveréndert.

In der Physik treten nun Summen von Operatoren auf, die analog zu A, B definiert sind. Man
schreibt abkiirzend:

Die Summe A + B wirkt nun auf ein Element aus U Q) V:

(A+B)(p2¢) = (49) @Y +¢® (BY)

= (A + B) Xmn = (am + bn) Xmn

Ferner gilt die Formel:
eAHB oA g oB
Beachte, daf in dieser Formel auf der linken Seite die Summe A+ B als A+ B zu lesen ist, withrend

auf der rechten Seite A, B die urspriinglich definierten Operatoren sind. Korrekt geschrieben lautet
die Formel:

Beweis: Wir wenden wieder jenes Verfahren an, das wir schon in Kapitel 5 auf Seite 21 kennen-
gelernt haben: Wir fiithren parametrisierte Operatoren Fj (), Fy (t) ein und zeigen, dafl
Fy (t), F, (t) dieselbe Differentialgleichung 1. Ordnung 16sen. Auflerdem zeigen wir noch,
daf} diese Operatoren die gleiche Anfangsbedingung erfiillen. Damit ist die Identitéit der
Operatoren Fy (t), F, (t) fiir alle Parameter nachgewiesen. Daraus gewinnen wir dann un-
sere Behauptung.

Wir definieren:

Fi (1) = e(3B). (1) = et @ et

= B = (!1 + B) eH(A+5) = (A + B) F (t)
F(t) = (4e') @e” + e @ Be'P
= (A1) (" ®e”) + (Iy ® B) (¢ ® ')
= (A® 1y + 1y @ B) (" ®@ ')

= ([1 + B) B (t)
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Fy (t), Fy (t) 1osen also dieselbe Differentialgleichung 1. Ordnung. Ferner gilt:

F0) = @) 1,01, (da Iygy =1y © 1)

F0) = @ =101y

Damit ist gezeigt, dal F} (¢), F, (t) auch den gleichen Anfangsbedingungen geniigen. Also
folgt:

also die Behauptung!

Wir zeigen nun noch:

(A1 ® By) (A2 ® By) = A1Ay ® BBy
denn es ist:
VoY eUEV: (418 B1) (40 B,) (¢©Y) = (A ® Bi)(A20® Byy))
= A1As¢ ® BBy
= (4142 ® Bi1Bs) (9 ® 1))

= (A1®B1) (A ®B,y) = (A4, @ B1Bs)

Damit ist der Exkurs iiber das Tensorprodukt abgeschlossen und wir kénnen uns nun der Konkre-
tisierung dieser abstrakten Aussagen in der Physik zuwenden.

8.2 Der Spin-Hilbertraum als Tensorprodukt

Wir werden nun den Hilbertraum der 2s + 1-komponentigen Wellenfunktionen als Tensorprodukt
zweier Vektorrdume auffassen. Zunéchst definieren wir:

H, :={¢\¢:Ru<c;<w|¢> = [ @ @6 @) 016 < 0}

Hy ist also der bisher verwendete Hilbertraum A der quadratintegrablen Funktionen.

Schreibe nun:
X1 (x ) 2s+1

X (&) = :ZXm(f)em

X2s+1 (f)
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Dabei ist e,,:

—_
e}
e}

; ; |
e = : , €9 1= y €541 1= 0
0 0 1

Die 2s+1 Vektoren e,, seien also die Standardbasis von C**!. Die Funktion X, (Z) sei ein Element
des Hilbertraumes H,. Entwickle nach einer Basis von Hj:

Xm (f) = Z aml¢l (f)

l

2s+1

=S X@) = D> amend ()

Nun 148t sich e, ¢, (Z) als Tensorprodukt e,, ® ¢; (Z) auffassen, denn dieses Paar besitzt die fiir ein
Tensorprodukt charakteristischen Eigenschaften, wie man leicht sieht. Wir kénnen also schreiben:

2s+1

) = Zza’mlem®¢l (f)
m=1 |

Nun ist e, € C*T! ¢, () € Ho und somit y () € C** Q) H,y. Also lassen sich die Spin-s-Felder als
Elemente des Tensorproduktraumes C***! &) H, verstehen. Wir definieren:

H, — 2s+1 ®H0:{X‘X¢R3 —y 2stL. <X|X <oo}

Auf H, ist das Skalarprodukt in der im Exkurs auf Seite 38 beschriebenen Weise erklért:

X1 = Zem®xm,xg Zen®xn € Hs; Xons X € Ho

(X1l x2) = <Zem®X}n Zen®Xi>

- Z (en] en><CZS+1 ' <X}”‘ X?L>H°

m,n

da die e,, orthogonal sind = Z Omn <XM Xi>7't0

iil

= S (il = X [ @

Wir haben also:

(x1lx2) = Z / &>z X (7) X5, (2)
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Wir werden nun den Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms, der bislang in H, definiert war, auf
den H, erweitern und sehen, dafl dieser Hamiltonoperator einen 2s+ 1-fach entarteten Grundzustand
liefert, also tatséchlich neue Freiheitsgrade in die Theorie einbringt.

Die Ausdehnung des Hamiltonoperators erfolgt ganz analog zu der im Exkurs auf Seite 39 angege-
benen Erweiterung der Operatoren A, B zu A, B:

H He — H,
h2 2
H = ][(C23+1 X (——A — €_>
2m T
Der Anteil
h? e?
omT

bezieht sich natiirlich nur auf #H,.

Dieser Hamiltonoperator wirkt auf eine Funktion x (Z) =a®¢ (¥); a€ C**!, ¢ (F) € H, in folgender
Weise:

Hx (%) = <11@s+1®<—h—2A—6—2>>(a®¢(f))

2m T
h? e? .
= a® (—%A— 7) o (7)

Wir wollen nun zeigen, daf fiir eine 2s + 1-komponentige Wellenfunktion der Grundzustand 2s + 1-
fach entartet ist.

Dazu haben wir folgende Eigenwertgleichung in H, zu losen:
Hx (7) = E (%)

wobei x (Z) e H,=C*»" @ Ho und H : H,—H, ist.

Wir haben gesehen, wie H auf ein Tensorprodukt in ‘H, wirkt, daher konnen wir die Eigenwertglei-
chung umschreiben in:

. (—h—2A—e—2)¢<f>=E(a®¢<f>>=a®(E¢<f>>

2m T

fiir alle a € C*+1.

Diese Eigenwertgleichung ist geldst, wenn fiir ¢ (¥) gilt:

( hZA—ef)cb(f):EW)

omT

Die Losung dieses Problems ist bekannt, es ergeben sich die Wasserstoff-Eigenfunktionen ¢y, (7)
und die Energieeigenwerte F,, des Wasserstoff-Atoms.
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= X (Z) =adnm (T) =a @ dpim () 16st das Eigenwertproblem fiir jedes a € C**!,

Nun gibt es aber nicht beliebig viele Lésungen, denn da dimC?**! =2s 4 1 ist, existieren nur 2s + 1
linear unabhiingige Vektoren. Wihlt man fiir die Vektoren a die 2s + 1 Basisvektoren des C***!, so
erhélt man als Losungsmenge fiir das Eigenwertproblem:

X1 (f) - e1¢nlm(f)

X2 (f) - e2¢nlm(f)

X2s+1 (f) = e28+1¢nlm (f)

Zu jedem Energieeigenwert, also auch fiir den Grundzustand ¢ (%), existiert ein solcher Satz von
2s + 1 linear unabhéngigen Eigenvektoren.

Das heif3t, dafl jeder Energieeigenwert, also auch der Grundzustand, 2s + 1-fach entartet ist!

Im folgenden Kapitel werden wir den Operator konstruieren, der mit den neuen Freiheitsgraden
zusammenhéngt, und wir werden zeigen, dafl diese 2s + 1-fache Entartung des Grundzustandes
durch Anlegen eines dufleren Magnetfeldes vollsténdig aufgehoben werden kann.



Kapitel 9

Der Spinoperator

Wir haben in Kapitel 8 gesehen, dafl der Grundzustand des Wasserstoffatoms fiir den Fall einer
2s + 1-komponentigen Wellenfunktion (Spin-s-Feld) genau 2s + 1-fach entartet ist. Wie wir spéter
sehen werden, kann diese Entartung durch die Anwesenheit eines dufleren Magnetfeldes aufgehoben
werden, der Grundzustand spaltet in 2s 4+ 1 dquidistante Niveaus auf.

Diese Entartung erinnert uns an den Bahndrehimpuls, auch dort hatten wir ein dhnliches Verhalten:
Die Energien waren im feldfreien Fall fiir jeden Bahndrehimpuls [ 2] + 1-fach entartet und spalteten
beim Anlegen eines Magnetfeldes in 2/ + 1 dquidistante Niveaus auf.

Man kénnte nun vermuten, dafl eine Aufspaltung des Grundzustandes im Magnetfeld (wie sie experi-
mentell beobachtet wird) mit zusétzlichen Drehimpulsfreiheitsgraden zusammenhéingt. Aus diesem
Grunde wiirden wir spitestens hier in Analogie zum Bahndrehimpuls von C* zu C?**! iibergehen
und s als Quantenzahl des neuen Drehimpulses interpretieren.

Fiir die doppelte Aufspaltung des Wasserstoff-Grundzustandes gilt demnach s:% und der fiir uns
interessante Hilbertraum wird der ’H% sein.

In volliger Analogie zum Bahndrehimpuls kénnen wir nun die Struktur des zu der Quantenzahl s
gehorenden Operators erhalten, indem wir abermals Darstellungen der SO (3) betrachten.

Wir suchen in diesem Fall die Darstellung der SO (3) auf dem Hilbertraum der Spin-s-Felder:
D; : SO (3) — Aut H,
Da H,=C*"1 Q H, ist, liegt es nahe, auch D, als Tensorprodukt zu schreiben:
D, = ps (R) ® p(R)
Dabei ist p (R) die in Kapitel 6 behandelte Darstellung der SO (3) in H, gemif:

beHo (p(R)Y) (@) = v <Rl )

ps (R) ist die — noch anzugebende — Darstellung:
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ps (R) : SO (3) — Aut C**!

Damit ist:
R €S0 (3),6(7) € Hosa € CHix (7) = a.® 6 () € Ho QT

(Ds (B)x) (%) = (ps (R)@p(R)) (a® ¢ (T))

= (ps (R)a) @ (p(R) ¢) (7)

Damit haben wir:

Wir haben nun die Aufgabe, ps (R) anzugeben.
Hier geht man analog zur Konstruktion der Darstellung p (R) vor: Wir hatten auf Seite 25

mit:

Ferner hatten wir gesehen, daf} p’ (©) folgende Darstellungseigenschaft besitzt:

[0"(61), 0/ (©2)] = ¢’ ([61,6])

Aus dieser Darstellungseigenschaft haben wir dann auf die Vertauschungsrelationen von L geschlos-
sen:

[Li, LJ] = ieijkLk

In Anlehnung an die Exponentialdarstellung von p (R) definieren wir nun eine analoge Exponenti-
aldarstellung von p, (R):

mit:

p.(©) = —id-N; N; € AutC>*!
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Wir verlangen nun fiir dieses p, (©) die obige Darstellungseigenschaft und erhalten damit die obigen
Vertauschungsrelationen als Bedingung an N. Wir fordern also:

[0 (©1), 0 (©2)] = pf; ([©1,02])

Die N; miissen nun die gleichen Vertauschungsregeln wie die Komponenten des Bahndrehimpulses
erfiillen:

[Ni, N]] = iﬁjkiNk

Ferner verlangt man die Unitaritéit der Darstellung ps (R):

pH(R) = (ps(R)™
= elt4_5-]\7Jr _ elu_)"N

Die N; miissen also hermitesch sein.
Nun sei skizziert, wie die Matrizen N; fiir konkrete Félle berechnet werden kénnen:
Definiert man (wie beim Bahndrehimpuls) Leiteroperatoren N.:

Ny = N;xiN,

3

N = ) N

i=1
so finden wir aufgrund der Vertauschungsrelationen fiir die /V;:
[N?,Ny] = 0
[N, Ny] = £Ni
Wir wihlen nun eine Basis von simultanen Eigenfunktionen zu N3 und N?:
N%|sm,) = s(s+1)|smy)

Ni|s mg) = mgl|s my)

Man kann nun aus den Vertauschungsrelationen der N, N3 folgern, daf gilt:

Ny |s mg) = /5 (s +1) —my (ms £1) |s my)
Schreibt man nun noch Ny auf N;, Ny um:

1
N1 - 5 (N++N_)

1
Ny = 5 (Ni—No)
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so findet man fiir die Matrixelemente:

[\/s (51 1) — my (M + 1) - Oty

(NN

(s ml|Ny|s mg) =

+vs(s+1) —my (my — 1) - 5m’s,mrl]

1
(s ml|Ny|s mg) = 5[\/s(s+1)—ms(ms+1)-(5mfs,ms+1

—/s(s4+ 1) —my (my —1) - (5m;7m5,1]

<S m; |N3| S ms> = "77'55m’s,mS

Berechnet man diese Matrixelemente fiir den Fall s:%;ms,m’s:%, —% so erhilt man mit dem
Schema:
[ma=+h m= =}
mi=+ 3
mh=—3

die folgenden 2 x 2-Matrizen:

01 0
S, = N = %(1()) :%01; o = (1

- 01 0 —i
5’2::]\72:—%(_10):%02; oy = <i 0)

1 0 1 0
S3 1= N3 = %(0_1> :%03; 03:<0_1>

Um den Fall s:% durch den Operator anzudeuten, schreiben wir statt Ny, Ny, N3 : Sy, Ss, S3. Die
Matrizen o1, 09, 03 bezeichnet man als Paulische Spinmatrizen (Pauli-Matrizen).

Analog kann man die Matrizen N; fiir andere Werte von s erhalten. Die Matrizen N; bezeichnet
man als Spinmatrizen, den Parameter s, der den Eigenwert von N? bestimmt, als Spin.

Zum Abschlufl dieses Kapitels zeigen wir, dafl die Wechselwirkung der Spinfreiheitsgrade, beschrie-
ben durch den Spinoperator ]\7, mit einem #ufBleren Magnetfeld die 2s 4+ 1-fache Entartung des
Grundzustandes aufhebt, und dafl dieser Zustand in 2s + 1 dquidistante Niveaus aufspaltet. Insbe-
sondere sehen wir, dal der Grundzustand des Wasserstoffatoms fiir den Fall s:% in zwei Niveaus
aufspaltet. Dies entspricht genau dem experimentellen Befund.

Dazu konstruieren wir die Wechselwirkung mit dem Magnetfeld in Analogie zum Bahndrehimpuls.
Dort hatten wir gefunden, daff das Anlegen eines duleren Magnetfeldes einen Zusatzterm p,L - B
bewirkt. Vollig analog setzen wir nun fiir die Spin-Magnetfeld-Wechselwirkung psN - B.

Beriicksichtigen wir noch, da$§ der Hamiltonoperator in H; wirken soll, und daB N in C2*! wirkt,
so finden wir fiir den erweiterten Hamiltonoperator:

2m

h? e? A A
H: ][(C2s+l ® <<——A—7> —|—/1,LLB> +,U/SNB®]['H0
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oder abgekiirzt:
h? e? - - o
H=—A—-—+puL-B+puN-B
2m r

Wiihlt man nun B in z-Richtung B : =B&, so erhilt man:
L-B=BL;; N-B=BN,
h? e?
= H = ][(C23+1 ® <——A - — + /LLBL:;) —+ [LSBNg ® ][7.[0

2m r

Wihle nun als Basis von C*7! eine Eigenfunktionsbasis von Ns:
Nse,,, = mgsep,; ms=—s,...,8

Die Tatsache, dafl mg von —s bis +s lduft, folgt aus den algebraischen Eigenschaften von N3, N,
und N? in volliger Analogie zum Bahndrehimpuls (siehe auf Seite 46-47 und auf Seite 29-31).

Nun folgt:
X (f) =ep, ® ¢nlm (f)

Hx (%) = (En + prmB + psmsB) x (Z)

Dabei ist E,, der Eigenwert von H,:

2 2
<—h—A — e—> ¢nlm (f) = En¢nlm

2m T
2 2
H o= A E
2m r
denn es ist:
Hx (Z) = [leatr @ (Ho+ prBL3g) + (s BN3 @ 1yy,)] (€, ® Gnim (7))

= en, @ (Ho + prBL3) Grim (T) + ps BN3ey,, @ duim (7)

= en, ® (Ey + prBm) ¢pim (L) + psBmgen,, @ ¢nim (7)

= (En+ prBm) (em, ® dnim (7)) + psBms (€m, @ buim (7))
= (En + prBm + psBmy) (€m, @ Gnim (7))

= (En+ ppBm + psBmy) X (T) = Entm,m, X ()

Betrachte nun den Grundzustand: n=1,[=0,m=0:

E100,ms = E1oo + psBmg;  mg = —s,...,+s
Man sieht nun, daf} die Entartung des Grundzustandes aufgehoben ist, da jedem Energieeigenwert
E\imm, genau ein Zustandsvektor x (Z) =e,,, @ ¢ (¥) zugeordnet ist.

Mit dem Spinwert s:% ist der Wasserstoffgrundzustand also tatsdchlich in zwei Niveaus aufgespal-
ten, wie es auch das Experiment ergibt.



Kapitel 10

Darstellungen von SO (3) fiir
Spin-%-Felder

Wir haben nun angegeben, wie die Matrizen N; konstruiert werden, ferner haben wir gesehen,
dafl in unserem Formalismus mit Spin-s-Feldern und einer Spin-Magnetfeld-Wechselwirkung der
Grundzustand ohne Feld 2s + 1-fach entartet ist und dafl diese Entartung durch Anlegen eines
Magnetfeldes vollstindig aufgehoben wird. Am Beispiel des Wasserstoffatoms schlielen wir aus der
beobachteten doppelten Aufspaltung aller Niveaus auf s= %

Wir wollen nun die Darstellung von SO (3) fiir Spin-i-Felder genauer untersuchen, da dieser Fall

2
von konkretem physikalischem Interesse ist.

Wir gehen von der Exponentialdarstellung fiir P (R) aus:

L - &
N = S = —

2
P% (R) — e—w N — e—lw s
pr(R) = %%

Nun ist:

e TS — 1+(—i&-§)+l(—iw-§)2+%(—i&-§)3+%(—w-§)4+---
= 16§ (5-8) +5i(8-5) + 4 (5-8) =

Um die auftretenden Potenzen (JJ .S )n berechnen zu konnen, zeigen wir folgende niitzliche Formel:
(6-ff (5-5) —A-B+id- (ffx E)

Beweis:

(5. A’) (a.é) = Y (:A) (0;8) = Y AiBjowo,

()

49
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1
= ZAZBJE [O'Z'O'j + O'jO'i + O'iO'j — O'jO'i]
(2]

1
= ZAZBJ§ [(O’Z'Uj + UjUZ') + (Uin - O'jUZ')]
]

Explizites Einsetzen der Pauli-Matrizen aus Kapitel 9 auf Seite 47 zeigt, daf} gilt:
(03,05 = {03, 05} 1= 040; + 0j0; = 20y
Auflerdem ist:
loi,05] = 00, —o0jo; = [25;,25;] =4[S;, Sj]

- 41€l]ksk == 21€z]k (QSk)

= 2i€ijkak
Wir haben also:
03,05, = 24
[0, 05]_ = oi,04] = 2iejp0

Und damit ist dann:
(5 . A) (5 . B) = %:AiBj% {loio;], + oi0;]_}
= Y A;iB; {0 +ieijon}
2
= A-B+id- (Ex E)
Mit dieser Formel erhalten wir:

(a)-§)2 = (@‘g
1
4

. 1 . L~
G = 2¢% ¢ = 37 T =90

4
Damit ergibt sich folgende Liste der Potenzen von (J) : §>

585 =209
e = (3)
(5 - (3) e
@5 = (5)



—
SIS
N
Z.
=}
—
e
N—r

Wenn nun p; (R) Darstellung von SO (3) wére, so miifite P (I) =T gelten. Wir finden:
¢$=0: R=e9 =1 pi(R)=p(1)=1

Allerdings gilt auch fiir p=27 R=1. Es ist aber fiir dieses ¢:

py (R) = py (1) = —T (1)

1
2 2
Offenbar ist Py nicht eindeutig, also auch keine Abbildung!

Die Folgerung ist, daf es keine Darstellung von SO (3) fiir s:% gibt!

Wir kénnen den bisherigen Darstellungsbegriff zwar nicht auf Spin—%—Felder anwenden, allerdings
gibt es eine Verallgemeinerung bzw. Abschwichung des Darstellungsbegriffes, ndmlich die sogenann-
te Strahldarstellung.

Diese Darstellung wird statt auf Zustinden des Hilbertraumes auf Aquivalenzklassen der Zustinde
definiert. Wir wollen daher zunichst eine Aquivalenzrelation auf ’Hl einfiihren. Diese Aquivalenz-
relation ist mit der Vorzeichenfrage bei quantenmechanischen Zustéinden verkniipft.

Wie wir wissen, ist das Vorzeichen eines quantenmechanischen Zustandes nicht meflbar, sondern
nur die Erwartungswerte eines Operators O. Der Erwartungswert ist definiert als:

(¢ ]0]¥)

Ok = 00T

Man sieht sofort, daf3:
(O)w, = (O>¢ falls ' = Ap; A e C, A #0

Dies legt nun nahe, eine Aquivalenzrelation auf den quantenmechanischen Zustinden zu erkliren,
indem wir zwei Zusténde 1), 10" als Aquivalent bezeichnen, wenn sie zum gleichen Erwartungswert von
Operatoren auf dem Hilbertraum fiihren, also durch Messungen nicht voneinander unterschieden
werden konnen.

Wir definieren in diesem Sinne eine Aquivalenzrelation auf H

bl e INEC, N0, ¢ = M
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Man zeigt sofort, daB dieses ~ eine Aquivalenzrelation im mathematischen Sinn definiert. Ferner
sieht man, daf} dquivalente Zustinde zu gleichen Erwartungswerten fiihren.

Der Hilbertraum der Zustiinde zerfillt also in ,,Strahlen®, wobei jeder ,,Strahl“ eine Aquivalenzklasse
darstellt:

20 AYs Ay

V3 Y
(0

A

4

Wir definieren nun einen Hilbertraum der Aquivalenzklassen:

W~ e GANEC, A£D0, 1/)':)\1/);/|1b(f)|2d3a:<oo}}

A= {wlw={v

D gl en

Das Skalarprodukt auf H definiert man in natiirlicher Weise als:

(¥, ¢)
[l el

(9], (9D g =

Dies ist, wie man leicht sicht, unabhingig von der Wahl der Reprisentanten in den Aquivalenz-
klassen, denn ein anderer Reprisentant unterscheidet sich ja nur in einem Faktor A, der sowohl im
Zahler als auch im Nenner eingeht und sich somit im Ergebnis herauskiirzt.

Wir haben oben gesehen, daf es keine wohldefinierte Darstellung der SO (3) fiir halbzahlige Dre-
himpulse gibt. Allerdings ist es moglich, wie ebenfalls schon angedeutet, den Begriff der Dar-
stellung durch den (schwécheren) der Strahldarstellung zu ersetzen. Bei Strahldarstellungen von
Lie-Gruppen betrachtet man keine Darstellungen auf den Zustdnden, sondern Darstellungen auf
Aquivalenzklassen von Zusténden, also auf den Strahlen.

Def.: Strahldarstellung (auch: projektive Darstellung)

G Lie-Gruppe, # Hilbertraum der Aquivalenzklassen



D: G — Aut?# heifit unitire Strahldarstellung von G auf 7, falls gilt:

~

D(g192) =D (g1)-D(92) Va1,92 € G

~ ~\ —1
b= (D)

In unserem konkreten Fall suchen wir die Strahldarstellung der Lie-Gruppe SO (3) auf dem Hilber-
traum der Aquivalenzklassen von Spin—%—Feldern.

o

M

SO (3) — AutH,

=)

(M

= {M|X = {XR=>CW~v

& dNeC, M #0, 1/)':)\1/);<X|X>Hl <oo}}

2

Um diese Strahldarstellung zu finden, bedient man sich einer Aussage der Gruppentheorie (dem Satz
von Wigner-Bargmann), nach der jede Strahldarstellung einer (Lie-)Gruppe durch die Darstellung

einer anderen Gruppe (der Uberlagerungsgruppe) induziert wird.

Wir wollen nun zeigen, da8 fiir die Strahldarstellung der SO (3) in ’;f[\% die Darstellung der SU (2)
in ’H% benétigt wird.

Dazu gehen wir wie folgt vor:

i). Konstruktion einer Abbildung zwischen den Gruppen SO (3) und SU (2).
ii). Bestimmung der Darstellung der Gruppe SU (2).

iii). Konstruktion der Strahldarstellung der Gruppe SO (3).

Zu Beginn unserer Uberlegungen geben wir die Definition der Gruppe SU (2) an:

SU (2) := {a ‘a . C? - C?; o linear, of :_ozl, det v = 1}

Nun koénnen wir den ersten Punkt unseres Programms erfiillen. Dazu definieren wir einen Homo-
morphismus von SU (2) auf SO (3) in folgender Weise:

Def.:

h : SU((2) — SO(3)
a +— h(a)

Sei {€} Basis von R’. Dann ist h (o) & = }; hjx () & mit:

QO O!T = hjk (O!) 0j (101)
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In dieser Definition wird bei der Anwendung der Matrix h («) auf Vektoren aus R® die in der linearen
Algebra iibliche Indexkonvention benutzt.

Man zeigt nun folgende Eigenschaften von h:

h(a) € SO(3) VYaeSU(2) (10.2)
Kern(h) = {-11} (10.3)
Bild(h) = SO (3) (10.4)

Beweis: Wir zeigen zunichst die folgende

Vorbemerkung:
ieR |a@° = —det(d@-G) = —det (Z aiai>

Die o; sind die in Kapitel 9 auf Seite 47 definierten Pauli-Matrizen.

Es ist:
- o 01 0 —i
a-o = Zaiai:ch(l 0>+a2<i O>+
n 1 0
“\o -1
o as al—iaQ
- a1+ia2 —as
= —det(@-7) = —[—a3— (a1 —iaz) (a1 +ias)]

_ 2 2 2
= a3t aj+a;

Damit ist die Vorbemerkung gezeigt.

Sei nun @€R? und @ =h () @ Wir behaupten, daf§ h (a) eine Isometrie ist, daf§ also gilt:
@ = |al”
Wir haben:

@=h(d = h(a)) ad =Y ah(@)d

k k

= Z akhjk (Oé) é}'
k)j

— s it d = Y o)

J k



Anm.: Hier zeigt sich nun der Sinn der obigen Indexkonvention fiir Vektoren: Die
Komponenten transformieren sich wie bekannt.

Nun ist mit obiger Vorbemerkung:

@) = —det(@-3) = —det (Za;aj)
J

= —det

Z arhj (@) Uj)

= —det (aa') -det (@ &)
=1

= —det(@-) = |@

Mit der Erhaltung des Normquadrates haben wir gezeigt, da8 h (a) € O (3) gilt. Es bleibt
noch zu zeigen, daf det h (a) =1 ist. Dieser Beweis hingt mit der topologischen Struktur
von SU (2) zusammen und erfordert ein mathematisches Niveau, welches den Rahmen dieses
Skriptums sprengen wiirde®.

zu (10.3))
Sei a€ Kern (h) = h (a) =1
= h (O!) € = _Zj hjk (Oé) é}'

—

andererseits: h(a)€, = €=

Dies in (10.1) auf Seite 53 eingesetzt, ergibt:

aoral = hjk, (@) 05 = 03,0
= aodl = oy

= QO = OpQ
= |ayo] = 0 k=1,2,3

Wir brauchen an dieser Stelle nun die Schurschen Lemmata[9]:

(Fiir Interessierte: Wegen der Stetigkeit der Uberlagerungsabbildung, kann die einfach zusammenhingende Man-
nigfaltigkeit SU (2) nur auf eine Zusammenhangskomponente von O(3) abgebildet werden. Grob gesagt, kann sich
in einer stetigen Abbildung eine Eigenschaft der Bildelemente (in diesem Fall die Determinante) nicht sprunghaft
dndern, es sei denn das Urbild wére nicht zusammenhiingend. Da aber in O(3) nur die Werte 1 und —1 fiir die
Determinante moglich sind, und die Identit#it mit Determinante 1 im Bild der Uberlagerungsabbildung liegt, miissen
alle Bildelemente Determinante 1 haben.
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Vorbem.: G Gruppe, V' Vektorraum, D : G— AutV. g + — D (g) irreduzible Darstellung.
Sei ferner V] ein invarianter Unterraum unter D (g); D (g) V1 C Vi Yg€G. Dann
ist V1= {0} oder V1=V

Bew.: Dies ist nur eine Umformulierung der Definition von irreduzibel: Falls V; C
V,Vi#V,V1# {0}, so gibe es in V einen invarianten Teilraum unter D (g), und
D wiire nicht irreduzibel = V; =V oder V= {0}.

1. Schursches Lemma:

D: G — AutV
g '— Di(g)

D: G — AutV’
g +— D' (g)

seien irreduzible Darstellungen der Gruppe G. Sei nun S : V — V',
S linear und es gelte

SD(g)=D"(g)S (10.5)
Dannist S=0 v 45 1: V=V

Bew.: Es wird zunéchst gezeigt, daf3

V! : = Bild S ein invarianter Teilraum unter D’ (¢) und
Vo : = Kern S ein invarianter Teilraum unter D (g) ist.

Denn wegen (10.5) gilt:

D' (g)V] =D'(g) SV =SD(g)V =5V =V/

= V] invariant unter D' (g)

sowie

0'=D"(9)SVo=SD(g)Vo = D(g9) Vo € Kern S =V}
= 1} invariant unter D (g)

Da D, D’ irreduzibel sind, mufl nach der Vorbemerkung fiir V{ und V; folgendes
gelten:
Vi={0} v V=V 'und Vy ={0} vV V=V

Falls nun V=V ist, folgt sofort S = 0, denn nur S = 0 annulliert den gesamten
Vektorraum V. Damit folgt dann automatisch V)= {0'}.

Ist hingegen Vy= {0} so folgt sofort, daf} ein S—! existiert, denn es ist ja nur die
Eindeutigkeit der Umkehrung zu zeigen. Gébe es aber vy, vy mit Sv;,=v, i1=1,2 so
folgt

0=S8v; —Svy=5(v1 —vg) = v —ve € Kern S

= v = v, da KernS = {0}



J I

Dabei ist V/=V", denn V] = {0’} hétte automatisch V5=V zur Folge, was in Wider-
spruch zur Setzung Vo= {0} steht.

Damit ist gezeigt, dafl nur die Moglichkeiten
Vo=V, V] ={0"} oder V; = {0}, V{ =V’

existieren, und damit folgt, daf§ entweder S = 0 ist oder S~! existiert.

1

Wichtiger als die oben bewiesene Aussage ist das nun folgende 2. Schursche Lemma(®,
welches oft bei Aussagen iiber die Gestalt von Matrizen benutzt wird:

2. Schursches Lemma: Sei D : g— D (g) eine Darstellung im Raum V und S : V —V eine
lineare Abbildung. Ferner gelte:

VD (g): SD(g9) = D(g)S (10.6)

bzw. [S,D(g)] =0

Dann muf} entweder S ein Vielfaches der Identitdt oder D reduzibel
sein.

Bem.: Meistens geht man in den Anwendungen davon aus, dafl die Darstellung D bereits
irreduzibel ist. Liegt nun ein S vor, das (10.6) erfiillt, so besagt das 2. Schursche
Lemma, dafl dann S= AT gilt.

Beweis des 2. Schurschen Lemmas:

Idee: Es wird zunéchst gezeigt, dal der Teilraum der Eigenvektoren von S ein
unter D (g) invarianter Unterraum ist, anschlieBend folgert man dann wie im
Beweis des 1. Schurschen Lemmas die Behauptung.

Sei also Vs C V' Teilraum der Eigenvektoren vy von S zum Eigenwert s:
Yo, € Vi@ Sv, = su,
Dann folgt:
Vs € Vs 1 SD (g) vs (29 (9) Svs = sD (g) vs
= mit v; € V; ist auch D (g) vs € Vj

=V, ist invariant unter D (g)

Nun ist es moglich, dafl D reduzibel oder irreduzibel ist. Im zweiten Fall mufl V=V
sein (Vs= {0} ist ausgeschlossen, da die Eigenvektoren von Null verschieden sein
miissen).

= Vv eV gilt Sv=sv
(da wegen V; =V jeder Vektor v auch Eigenvektor mit

Eigenwert s ist.)

= S =35l

(1) Dieses ist auch meist gemeint, wenn man nur von dem Schurschen Lemma spricht.
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Damit ist die Behauptung bewiesen.

In unserem Fall bilden die drei Pauli-Matrizen eine irreduzible Darstellung der SU (2) in
C?, aus diesem Grunde mufl gemif dem 2. Schurschen Lemma

a = apl

sein.

Da nun « unitér ist, gilt:
afa=1 = |a) =1

Also muB ag=e!? gelten. Da aber noch det a=1 gefordert ist, kann es nur 1 oder -1 sein.
= Qqy = +1
= Kern(h) = {+1,—-1}

zu (10.4):

Wir hatten h(a) bei der Definition mit Indizes ausgeschrieben, man kann nun als
Abkiirzung die Gleichung (10.1) auf Seite 53 in Matrixform schreiben, dabei wirkt A («)
auf den matrixwertigen Vektor wie auf einen gewohnlichen Vektor aus R3:

—

adal = h(a)d
In Exponentialform ist wegen h (a)) €SO (3) (s. (10.2) auf Seite 54)
h(a) = el
Wir miissen nun zeigen, daf es ein o€ SU (2) gibt, mit:

adal =h(a)d =@ (10.7)

g

Beh.: a=e5=¢%% erfiillt die obige Gleichung.
Zunichst sieht man, dafl a € SU (2):
Dafl o unitér ist, folgt aus der Hermitezitéit von o;.

det =1 ergibt sich aus der Spurfreiheit der Pauli-Matrizen, geméf:

det e = P4

Daf} die Pauli-Matrizen verschwindende Spur haben, rechnet man anhand ihrer expliziten
Darstellung sofort nach.

Wir beweisen die Aussage (10.7), indem wir wieder parametrisierte Operatoren & (¢), 7 (¢)
einfiihren, die entsprechenden Differentialgleichungen 1. Ordnung herleiten und anschlie-
Bend zeigen, daBl & (¢),7 (¢t) der gleichen Differentialgleichung 1. Ordnung geniigen und
ferner & (0) =7(0) gilt. Damit ist dann auch gezeigt (vgl. Kapitel 5 auf Seite 21) dafl
g (t) =7(t).



Es ist nun:

(10.7) auf der vorherigen Seite in Exponentialgestalt ergibt die Behauptung:

—i@ 1(@) =

[NISN

¥ 2 Fe = Wz
s (1) = 7(1)
Auflerdem ist:
if‘(zs) = I(@)e1@g
dt
Tt) = I(@)7T(t) =d xT(t)
Andererseits
% (elu_)' %ta_'eflu_ﬁ %t) _
— elu_)' %t i g 6_»67155 %t . elu_)' %ta_» io g e*lu_)' %t
2 2
— lelu_)' %t |:u—)' . %,5{| eflu_i %t
Nun ist:
L 0 1
w - 5,% = iwi [Ui,Uk]
= W€k 0oy
= —i(d xa),
Also:
— 6: — .
G- 5.0) = (—i) (& x &)
und damit:
d g L
—d(t) = a(t) =e* 3t (& x &) L
dt
= 3 x elu}%ta:eflu}%t
= () = dxa(t)

= & (t), 7 () erfiillen die gleiche Differentialgleichung 1. Ordnung.
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Auflerdem gilt:

eidz’- -

Damit ist der erste Punkt unseres Programms, die Konstruktion eines Homomorphismus von SU (2)
auf SO (3) abgeschlossen.

Wir kénnen nun beginnen, die Darstellung der SU (2) in #1 und anschlieffend die Strahldarstellung

der SO (3) in ?Tt\% zu konstruieren.

Wir definieren zunéchst die Darstellung der SU (2):

Dy : SU@2) — AutH,

a 1 D%(a)

NI

mit:

(D @) @ =ax (#2): R=h()

Und zeigen, dafl Dy (I) = 1 ist, D () die Darstellungseigenschaft hat und unitér ist.
Da$f D, (I) =1 gilt, ist aus den Eigenschaften von h (a) klar!

Die Darstellungseigenschaft von D 1 sieht man wie folgt ein:
a1, g € SU (2)

(D% (o) X) (@) = ajaex ((Rle)*1 f)

-1 -1
= 102X <R2R1 f)

—1
X = D% () X] = X <R1 5:’)



AuBerdem zeigt man leicht die Unitaritdt von Dy (Im folgenden bedeutet (:|:)» natiirlich das
Skalarprodukt in C?):

(Dy @]y @), = [(D

<
it
/{

X1 (@) |aaxg(f')> Az’
C2

- / o (@) e (7)) de!

= <X1|X2>7-[1

¥

Wir geben jetzt noch die Exponentialstruktur der Darstellung Dy (a) an.

Oben hatten wir bereits gesagt, daf sich « € SU (2) in Exponentialgestalt schreiben 1a8t als:

o= e—lw-S

Ferner ist:
-1 -1 )
XIRZ) = a®¢| RT); acC,pecH,
= a®e Ly (7)

= (Lo ®e™F) (a® 6 (@)

Damit gilt, wegen

Dy (a) x <R1 f) = ay (Rl f)
_ (e*i“ ® ][%0> (][Q ® e*i“”’f) (a® ¢ (7))

dann:

(a) = (efiw.§® ][7_[0) <][<c2 2 efi&}-L)

— eflw-S ® eflw-L

= Di(a) = efi“*"(§®1”0+lcz®i)
2
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Def.:
J=8® 1y, +1c, ®L
oder in der iiblichen Notation: L
J:=S+1L
Die GréBe .J bezeichnet man als Gesamtdrehimpuls des Spin—%—Feldes.
Also:

AbschlieBend miissen wir nun mittels der Darstellung D; (o) von SU (2) die (irreduziblen) Strahl-
darstellungen von SO (3) aufbauen.

Um eine Strahldarstellung auf ’7{[\% zu erkldren, geniigt es, die Aktion dieser Darstellung auf den

Représentanten der Aquivalenzklassen von 1 zu kennen.
2

Zu diesem Zweck definieren wir zunéchst eine Projektionsabbildung P:
Def.: Sei ¢ €My mit U =[] E’I—/{\%

P : /H%—fzfl\

NI

P : = o VoeHy ¢~

d. h. P ordnet jedem qﬁEH% seine Aquivalenzklasse in 7-/[\% 7.

Da wir die Aquivalenzrelation durch
P~y s =0

definiert haben, ist, da P den gesamten ,Strahl“ Ay auf den Reprisentanten abbildet, sofort klar,
da} P die Eigenschaft
P\Xp=Pip; AeCAN#0

besitzt, da P sowohl A\ als auch ¢ auf z/A) abbildet.
Wir kénnen nun die Strahldarstellung der SO (3) angeben:

b€ Ha

NI

1 1
2 2

(Dy(R)0) @) = P(Dy(@)9)(@ mitd=Py;R=h(0)

Bei dieser Definition der Strahldarstellung kommt es, wie wir gleich zeigen werden, nicht auf die
Wahl von ¢ € ’H% an, es geniigt D% (a) auf einem ) reprisentierenden 1) operieren zu lassen. Ebenso
kommt es auch nicht auf das Vorzeichen von « an, sowohl « als auch —a liefern das gleiche Resultat.
Wir zeigen also nun: P (D; () zp) () ist gleich fiir alle ) ~ ¥ = Ag)

2



Bew.:

Es ist:
h(al) = h,(a2)
U = h(alagfl) =
(h(an))™" = (h(aw)™ J ajay! € Kern (h)
(65} C_Y; ==+1
U
o = :|:O[2

Nun ist R € SO (3) gegeben = R =h(a) mita= +ay

= Di(a) = + D, (ag)

= P (Dy(@0) =P (£Dy(ar)) = P (Dy (ar) v)

M

unabhéngig vom Vorzeichen von a.
Mit der Angabe der Strahldarstellung der SO (3) sind wir nun endgiiltig am Ziel.

Zum Abschlufl unserer Betrachtungen sei noch bemerkt, da} man bei der Untersuchung auf Dre-
hinvarianz bestimmter Systeme zumeist mit Darstellungen der SU (2) arbeitet, da diese leichter
handhabbar sind, als die doch recht umsténdliche Strahldarstellung der SO (3).



Kapitel 11

Ausreduktion von Produktdarstellungen

Nachdem wir nun die irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe gefunden haben, kénnen wir ein-
zelne Teilchen oder effektive Ein-Teilchen-Systeme in Bezug auf ihren Drehimpuls beschreiben und
haben auch die nétigen Operatoren zur Hand, um durch Skalarproduktbildung (j j, J- §, S . 5')
die Wechselwirkung zu behandeln.

Allerdings stellt sich die Frage, wie man bei einem Nukleon (das aus drei Quarks (Spin 3) besteht)

davon sprechen kann, es habe auch Spin 3, oder gar einem Au'*"-Kern mit 79 Protonen und 118
Neutronen einen Kernspin von % zuspricht. Dieses Problem fiihrt uns auf einen neuen physikali-
schen Begriff, die Drehimpulskopplung, bei der es sich mathematisch um die Ausreduktion von

Produktdarstellungen handelt.

Bevor wir erkldren, was eine Produktdarstellung ist, und wie man sie ausreduziert, wollen wir
erldutern, warum dieses Problem physikalisch relevant ist.

Dies wurde oben schon durch die Beispiele angedeutet. Wie so hiufig in der Physik ist alles nur eine
Frage der Skala: Denn je nachdem in welchem Energiebereich man mifit, sieht man gewisse Teil-
chen (z.B. das Proton) als zusammengesetztes System (aus Quarks) oder als elementare Bausteine
(des Kerns). Es stellt sich also die Frage, ob und wie man einem zusammengesetzten System die
Eigenschaften eines Elementarteilchens (insbesondere auch den Spin) zuweisen kann.

Natiirlich mufl man sich dazu — angesichts der oben angedeuteten Mehrdeutigkeit erst einmal
dariiber einigen — was man als Elementarteilchen bezeichnen will. Eine der elegantesten und aus
unserer Sicht natiirlichsten Definitionen dafiir ergibt sich aus der Uberlegung, da$ Teilchen (auch
nicht elementare) iiblicherweise durch ihr Verhalten unter Symmetrietransformationen gekennzeich-
net werden. Die grundlegenden Symmetrien unserer Welt sind nun durch die Poincaré-Gruppe [5]
gegeben. Teilchen sind also Darstellungen der Poincaré-Gruppe. Die Eigenschaft elementar (d.h.
moglichst einfach und nicht zusammengesetzt) zu sein, ist auf die Darstellungen {ibertragen natiirlich
die Irreduzibilitidt. Also sind Elementarteilchen irreduzible Darstellungen der Poincaré-Gruppe und
damit (da die Drehgruppe eine Untergruppe der Poincaré-Gruppe ist) auch der Drehgruppe. Zusam-
mengesetzte Teilchen sind hingegen reduzible Darstellungen und somit ist klar, daB beim Ubergang
von einem Bild ins andere eine Ausreduktion notig ist.

Nach diesen allgemeinen Voriiberlegungen kommen wir nun zu den mathematischen Details.

Zuerst miissen wir uns iiberlegen, wie mit unseren Mitteln zusammengesetzte Systeme beschrie-
ben werden, und wie eine reduzible Darstellung der Drehgruppe auf diesen definiert wird: Ein
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zusammengesetztes Objekt ist zuerst einmal ein System von unabhingigen Teilchen™, die bei einer
Drehung alle gleichzeitig um denselben Winkel gedreht werden. Dieses physikalische Phinomen
beschreiben wir am besten mit dem bekannten Tensorprodukt, indem wir fiir jedes Teilchen den
entsprechenden Ein-Teilchen-Hilbertraum nehmen und diese tensorieren:

Def.: Seien Hyy, ..., Hun) n€N moglicherweise unterschiedliche Hilbertrdume, auf denen quanten-
mechanisch ein Teilchen beschrieben wird (Ein-Teilchen-Hilbertrdume), so heifit

H = ® H
i=1
n-Teilchen-Hilbertraum.

Die Drehimpulsoperatoren der einzelnen Teilchen werden — wie schon in Kapitel 8 dargestellt —
durch Ergénzen der Identitéit auf allen anderen Komponenten in den Produktraum geliftet:

|

Lk H—H
= [5kjﬁ<j> + (1= 6y I
j=1
wobei L\ : Hiy — Hi

Dabei ist zu beachten, dafl bei Systemen von Teilchen mit Spin schon die Ein-Teilchen-Drehimpulse
L™ Gesamtdrehimpulsoperatoren im Sinne von Kapitel 8 sind. Ebenso wie in diesem Fall auch die
Ein-Teilchen-Hilbertriume schon Tensorprodukte aus skalarem Hilbertraum und C?"*! sind.

Auflerdem méchten wir noch auf einen moglichen Fallstrick der Nomenklatur in diesem Fall hinwei-
sen: Hiaufig werden die in den n-Teilchen-Hilbertraum gelifteten Drehimpulsoperatoren der einzelnen
Teilchen als Ein-Teilchen-Operatoren bezeichnet. Ein-Teilchen-Operatoren, sind also keine Opera-
toren im Ein-Teilchen-Hilbertraum, sondern Operatoren im n-Teilchen-Hilbertraum, die nur auf ein
Teilchen wirken.

Zusitzlich ist es moglich, einen Gesamtdrehimpulsoperator fiir das ganze System zu definieren.
Auch hierbei orientieren wir uns wieder an Kapitel 8. Dort waren die Tensorproduktkomponen-
ten der Spin- und der Bahndrehimpulsanteil und der Gesamtdrehimpuls die Summe der gelifteten
Operatoren. Ebenso ist im n-Teilchen Fall der Gesamtdrehimpuls die Summe der gelifteten Ein-
Teilchen-Drehimpulse:

f;:@im CH—H
7j=1

Diesen Definitionen folgend, kénnen iiber die Exponentialdarstellung verschiedene Darstellungen
der Drehgruppe auf dem n-Teilchen-Hilbertraum angegeben werden. Zum einen die einzelnen Dar-
stellungen fiir jedes Teilchen:

DO) = exp (ﬁﬁ)

() Natiirlich im allgemeinen mit Wechselwirkung, aber diese hat keinen Einflul auf unsere Uberlegungen.
(i) Bezichungsweise deren gemeinsames Koordinatensystem um einen bestimmten Winkel gedreht wird.
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Andererseits auch die Darstellung auf dem Gesamtsystem:
Dj; =exp <$ T )

Letztere bezeichnet man auch als die Produktdarstellung, da es sich hier ja einerseits um eine
Darstellung auf einem Tensorprodukt von Darstellungsrdumen, andererseits auch direkt um ein
Produkt der Ein-Teilchen-Darstellungen handelt:

e~

Dy =exp (5 j) = exp <$ @ﬁ”) = ®exp (5 EU)> = ®5(VJ)
j=1 j=1 j=1

Betrachtet man diese Darstellung genauer, fillt bald auf, daf3 sie normalerweise reduzibel ist. Denn
auch hier hat man fiir den Gesamtdrehimpuls einen Casimiroperator J?, der mit der Operation der
Darstellung vertauscht. Da die Eigenwerte dieses Operators also invariant unter Drehungen sind,
bilden die Eigenrdiume invariante Unterriume(@des Produktraums. Zur Ausreduktion miissen wir
diese Unterrdume auffinden und kénnen dann die irreduziblen Darstellungen des n-Teilchen-Systems
als Einschrankungen der Produktdarstellung auf die Unterrdume einfiihren. Wir suchen also Darstel-
lungen, die einen definierten Gesamtdrehimpuls haben und die zusammen die Produktdarstellung

bilden: _
D, - @Dy

Wie schon oben gesagt, ist es mit diesen irreduziblen Darstellungen dann moglich, das zusammen-
gesetzte System als effektives Elementarteilchen zu beschreiben().

Zur Bestimmung der J?-Eigenriume, benutzt man meistens die Methode der maximalen Gewichte.
Diese werden wir nun erst einmal allgemein vorstellen, um dann zum Abschlufl noch ein Beispiel
vorzufithren (eventuell empfiehlt es sich, wenn Sie das allgemeine Verfahren nicht gleich verstehen,
zuerst das Beispiel durchzuarbeiten).

Im allgemeinen haben wir ein n-Teilchen-System und bezeichnen die Drehimpulsquantenzahl des
k-ten Teilchens mit [(*). Zur Ausreduktion gehen wir nun folgendermafBen vor:

i). Die Zusténde im Produktraum werden nach ihrem Js;-Eigenwert geordnet:

jy = zn:l(k) . é ‘l(k), l(k)>
k=1 k=1
jg = Zl(k)_l : ‘l(l),(l(l)—1)>® (®‘l(’“),l(’“)>> .
k=1

k=2

n—1
) <® ‘l(k),l(k)>> ® ‘l(”), (l(”) _ 1)>

k=1

(i) Dag es echte Teilriume sind, sehen wir gleich bei der Ausreduktion.
(iv) Jedenfalls in Bezug auf Drehungen. Zur vollstindigen Beschreibung miiffite man Darstellungen der ganzen Poin-
caré-Gruppe betrachten.
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Desweiteren definiert man wie in Kapitel 6 die Leiteroperatoren:
J+ L= J1 + 1J2
J_ = J1 - 1J2

ii). Nun sucht man den Zustand mit dem maximalen Gewicht (= maximalen Eigenwert von .J3).(")
Also jenen Zustand |5™#*, jm)0) fiir den gilt

J3 |j1’1'la.)(7 jmax> _ ~max |j1"1"la}(7 -ma.x>

= J J

n n
jmax . —  max {m J3 ® ‘l(k)7 m(k)> =m ® ‘l(lﬂ)7 m(k)> 7
k=1

k=1

R 19, m®) e ,H}

k=1
J+ |jma.x7jmax> — 0
J2 |jma.x7jmax> — jmax (jmax + 1) |jma.x7jmax>

Diese Beschreibung mag iibergenau erscheinen, da es ja nur einen Zustand mit maximalen J3
Eigenwert gibt, aber dies gilt nur im ersten Durchlauf. Wiederholt man das Verfahren um die
Eigenrdume zu niedrigeren Gesamtdrehimpulsen zu finden, ist diese vollstidndige Kennzeich-
nung notig.

iii). Aus diesem Zustand maximalen Gewichtes erhdlt man nun leicht, durch wiederholtes Anwen-
den des Absteigeoperators und anschliefendes Normieren, alle Eigenzustéinde mit demselben
J%-Eigenwert

|jmax7 (jmax . k)> _ (Jﬁ)k |jmax7jmax> / H(J*)k |jmax,jmax>

(V) Es wiire natiirlich auch moglich das minimale Gewicht zu nehmen, dann miifiten im folgenden immer Auf- und
Absteigeoperatoren ausgetauscht werden.

(M)Wir benutzen diese vereinfachte Notation fiir die sonst tibliche |jmex, jmax((1) ()} um die Ubersicht zu
erleichtern. Die Konvention ist also ganz einfach: Kets in denen die Eigenwerte mit () bezeichnet werden, sind
Elemente des i-ten Ein-Teilchen-Hilbertraums. Jene mit den j-Eigenwerten sind Elemente des Produktraumes nach
der Ausreduktion. Spiter werden wir dann noch andere Elemente des Produktraumes definieren, die noch nicht
unbedingt Eigenvektoren zum Gesamtdrehimpuls-Casimir-Operator sind. Diese werden dann durch ein ,,7“ in der
ersten Komponente gekennzeichnet.
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Diese Eigenzustidnde sind natiirlich Elemente des Unterraums der Funktionen mit dem .J5-
Eigenwert j™* — k und koénnen als Linearkombination der urspriinglichen Produktbasisfunk-
tionen mit diesem Eigenwert geschrieben werden. Im Falle der Kopplung von zwei Drehim-
pulsen, nennt man die dabei auftretenden Koeffizienten Clebsch-Gordan-Koeffizienten und

schreibt sie in der Form (JM |llm1[2m2>;(vii)

7 G =Ry = > T (G = k) [amadema ) (1, ma) © |1, ma)

mi1=—Il1 mo=—I»

Natiirlich sind viele dieser Koeffizienten 0. Wir wollen aber nicht genauer auf die Symmetrien,
die Bedingungen fiir das Verschwinden und die genaue Definition (insbesondere die Normie-
rung) eingehen, sondern verweisen dazu nur auf die iibliche Quantenmechanik-Literatur.

iv). AnschlieBend muff man noch in den Unterrdumen mit konstantem Jj-Eigenwert, eine
neue Orthogonalbasis konstruieren, deren erster Basisvektor der berechnete Eigenzustand
|jma,x7 (jmax _ k)> ist.

Man sucht also Zustinde

12,my)., i=1,...kp,; kp, =dim{h € H|Jsh =m;h}

(viii)

fiir jedes m; mit folgenden Eigenschaften:

J3|Tmy), = my[?,my);
2my)y ot = 7 my)
i<?; mJ| 7, mJ>l = dit

Dies geht zum Beispiel durch die Anwendung des Gram-Schmidtschen Orthonormierungsver-
fahrens auf den entsprechenden Teilraum des Produktraumes.

v). SchlieBlich wiederholt man dieses Vorgehen auf dem Resthilbertraum, der sich ergibt, wenn
man die Zustéinde [j™** m) und alle ihre Linearkombinationen aus dem Produktraum entfernt,
solange bis keine Basisvektoren mehr iibrigbleiben, die nicht nach Eigenwerten von J? und J;
klassifiziert sind.

Dabei mufl man natiirlich in der oben gegebenen Anleitung die Bedeutung von A und des Wor-
tes ,,Produktraum® entsprechend modifizieren. Aber um keine unnétige Verwirrung zu stiften
haben wir darauf verzichtet, eine konsistente Schreibweise fiir dieses Verfahren einzufiihren,
da wir denken, daf es auch so einigermaflen klar wird.

Damit sind dann die invarianten Unterrdume H; und die irreduziblen Darstellungen bestimmt:

H; o= span{l|j,m,)|j>ms; > —j}
DY = Dyl

(Vi) Normalerweise kann man die komplexe Konjugation in dieser Formel weglassen, da die Koeffizienten reell definiert
sind, aber wir gehen hier auf Nummer sicher.

(Vi) Das , ?“bedeutet, hier, wie schon in der FuBnote (vi) auf der vorhergehenden Seite definiert, daB diese Zustinde
zwar Eigenzustinde zu J3, aber nicht unbedingt zu J? sind. Dies ist das schon in Kapitel 6 auf Seite 28 angekiindig-
te Beispiel dafiir, dafl aus der Vertauschbarkeit zweier Operatoren nicht folgt, dafl Eigenvektoren des einen auch
Eigenvektoren des anderen sind.



Die Anzahl der invarianten Unterrdume 148t sich fiir die Kopplung zweier Teilchen mit den Drehim-
pulsen & und L. (0.B.d.A. L. > ) leicht berechnen. Sie entspricht nach dem beschriebenen Verfahren
gerade der maximalen Dimension eines Teilraums mit festem Js;-Eigenwert: Jeder invariante Unter-
raum enthélt je einen Eigenvektor aus allen vorhandenen .J3-Teilriumen (wir beginnen ja mit dem
obersten und steigen durch alle ab), der zum Abschlufl aus diesem entfernt wird, wodurch sich die
Dimension um eins erniedrigt. Das Verfahren endet, wenn auch der grofite entsprechende Teilraum
,leergerdumt® ist.

Im gegebenen Fall ist nun m;=m; +my und es gilt —L < m;, <L und -l < m; < l.. Um ein
gegebenes m; zu erreichen, kann my hochstens (wenn {iberhaupt moglich) zwischen m; — . und
my + [ schwanken. Die gesuchte maximale Dimension ist also 2[. + 1.

Im allgemeinen erspart man sich die Uberlegungen mit gréferem und kleinerem Drehimpuls und
gibt nur die Schwankungsbreite an:

ll+l22j2|l1—l2|

Die Kopplung von mehr als zwei Drehimpulsen kann man immer auch auf die sukzessive Kopplung
von jeweils zweien zuriickfithren, indem man zuerst zwei beliebige und anschlieend den jeweiligen
Gesamtdrehimpuls mit einem weiteren koppelt.

Dabei ergeben sich allerdings abhéingig von der Reihenfolge, in der die Spins gekoppelt werden,
unterschiedliche Basisfunktionen, die bestimmte Fille besser oder schlechter beschreiben. Das be-
kanntesten Beispiele dafiir sind die sogenannte LS-Kopplung und die jj-Kopplung, die unter anderem
in der Atomphysik[3] eine Rolle spielen.

Bei der LS—Koppllmg werden zuerst die Bahndrehimpulse aller Valenzelektronen zu einem Gesamt-
bahndrehimpuls L gekoppelt, dann die Spins zu einem Gesamtspin S, und schliefllich der Gesamt-
bahndrehimpuls und der Gesamtspin zu einem Gesamtdrehimpuls J.

Bei der jj-Kopplung hingegen werden zuerst fiir jedes Teilchen Spin und Bahndrehimpuls zu einem
Ein-Teilchen-Gesamtdrehimpuls ;7 und dann diese zu einem Gesamtdrehimpuls J gekoppelt.

Den Ubergang zwischen den beiden Basen beschreibt man im Falle von zwei Elektronen mit den
sogenannten 9-j-Symbolen.(™ Entsprechenden Umkopplungskoeffizientengibt es auch fiir 3 (6-j-
Symbole), 5 (35-j-Symbole), ... Drehimpulse. Fiir die hiufigsten Félle sind die Koeffizienten gliick-
licherweise tabelliert.

Zum Abschlufi mochten wir noch als kleines Beispiel (auch fiir die Moglichkeit sofort mehr als zwei
Drehimpulse zu koppeln) die Verbindung von zwei u-Quarks und einem d-Quark zu einem Baryon
vorfiihren (natiirlich nur soweit es die Spins betrifft)®). Dabei werden wir die Schritte genau wie
beim allgemeinen Schema numerieren, um den Vergleich zu erleichtern:

i). Zuerst einmal bemerken wir, da§ wir, da wir uns nur fiir das Verhalten beziiglich Drehun-
gen interessieren, nur den Orts- und Spinanteil der Wellenfunktionen, bzw. des Hilbertraums
betrachten miissen. Nehmen wir nun noch zur Vereinfachung an, daf} sich die Teilchen in

(X)Der Name kommt daher, daB 4 Ausgangsdrehimpulse (2 Bahn, 2 Spins), ein Enddrehimpuls und je Basis zwei
Zwischendrehimpulse (j_i, j» oder I_:, S ), also insgesamt 9 Drehimpulse (allgemein durch j abgekiirzt) notig sind, um
den Ubergang eindeutig zu bezeichnen.

(*)Das andere am Anfang angegebene Beispiel, den 197er-Gold-Kern, rechnen wir aus naheliegenden Griinden nicht
vor.
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Bahndrehimpuls-I=0-Zustinden®" befinden, so miissen wir uns nur mit den Spinkomponen-
ten beschéftigen. Das heifit, wir nehmen als Ein-Teilchen-Hilbertraum nur den Spinanteil (den
C?). Ebenso ist der Produktraum nur ein Tensorprodukt dieser Spinanteile.

Da wir es hier nur mit Spin—%—Teilchen in den Ein-Teilchen-Hilbertrdumen zu tun haben, also

gilt Vie {1,2,3} : H :”H%, fithren wir fiir die Ein-Teilchen-Zusténde eine in diesem Fall sehr
hiufig verwendete Abkiirzung ein:

In jedem der drei Ein-Teilchen-Hilbertrdume, ist nun der Spin-Operator definiert und es gilt:

Si ¢ He = Hp

S = %oi

s = 52|¢>=§(%+1):§
sty = 5

Sl = 5

Der Gesamthilbertraum ist in diesem Fall der 3-Teilchen-Produktraum:
W @M QW

Daher sind die drei Ein-Teilchen-Spin-Operatoren im Gesamthilbertraum:

SV HH = SeIol
SPHSH = IS0l
SV HSH = IR1IRS,

und der Gesamtdrehimpulsoperator ist:

Damit ergibt sich fiir die Tabelle mit den nach J; Eigenwerten geordneten Zustédnden folgendes
Bild:

3

1325 e met).

) Diese werden spektroskopisch oft auch als s-Zustéinde bezeichnet



1

=5 c Memel; melhe; Wemel.
=3 Melbel: Wele; hemel.
=5 Welel).

Die Auf- und Absteigeoperatoren definiert man nun wie vorgeschrieben:

3
Jo 1= JSLi+i)= Zs +1252 —Z( +iS§z)>:ng)
=1

3
I = JL—ih= ZS —125 Z( —155”)2259)
=1

=1

Damit erhélt der Casimiroperator folgende zwar iibel aussehende, aber dem Problem ange-
pafite Form:

J? = ((i(s<>))+s S® 4+ 55?1 2850 5P

=1
+SS+SS+QSS+SS+
2) o(3 2) (3
+ 5P 4 2505)
ii). Wie gesagt, ist es im ersten Durchlauf relativ einfach, den Zustand maximalen Gewichtes zu

finden, denn es ist immer der einzige in der ersten Zeile der Tabelle. Trotzdem wollen wir
schnell nachrechnen, ob er die geforderten Bedingungen erfiillt:

Bnemenm) = (Zsl> (Imeneln) = Z(% |T>®|T>®|T>>

=1

= Smeme

3 3
3 1 1
- = max{m J3< —,m(k)>> :m< —,m(k)>>,
2 2
k=1 k=1
2|1 31 1 3
= k) - S - _-_2
(g 5 M >) 67—[} max{2,2, 5 2}

(e meln) = (ZS@) Memelt) =3 0=0

Fhemel) = ((Z(S(l))2)+5$)s +5Ws 4 95l g
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+SS+SS+QSS+SS+

+5P5P 4 25P50) 1ty @ 1) @ 1)

= 2325 0+0+1+0+0+1+0+0+1
N 4 4 4 4

=1

- Piyemem

4
- 2(E+)memen

Also ist wirklich:
3 3

27 §> =MHemheln

iii). Nun berechnen wir durch Absteigen die anderen Zusténde mit j= %:
31 33 33
§’§> =, §’§>/ T §’§>‘

> = Y5O (me e )

=1

= hemeh+Nelhem+neh)el)

— 3(xii)

:,§1> - %(M@|T>®IT>+IT>®|¢>®|T>+IT>®IT>®I¢>)

1) = BB - R
J §;> - ﬁ;ST”(|¢>®|¢>®|¢>+|¢>®|¢>®|¢>+|¢>®|¢>®|¢>)

1
= §(0+|¢>®|¢>®|T>+|¢>®|T>®|¢>+|¢>®|¢>®|T>+

Ho+Mmelheh+hemMell)+Meoll)el)+0

2
= 7 (Welhen+hemelh)+INhel)el)

i) Da die Ein-Teilchen-Zusténde orthonormal sind.
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3 1\|?
J,——
" [53)

=5-3) = FWememmeel+iee

v2)! |0 la )] = a2 a)]

S

J g—%> = gs—g)(mww@|T>+|¢>®|¢>®|¢>+|¢>®|¢>®|¢>)
- %(0+|¢>®|¢>®|¢>+0+0+0+|¢>®|¢>®|¢>+
+) @) @l)+0+0)
= V3lhelh) el
i -
:,B—§> — Delel

Die neuen Gesamtdrehimpulszusténde sind oben schon als Linearkombination der Produktba-
siszustdnde angegeben. Da wir allerdings drei Drehimpulse und nicht nur zwei koppeln, sind
die Koeffizienten nicht die iiblichen Clebsch-Gordans.*i1)

iv). Nun miissen wir noch die neuen Orthonormalbasissysteme in den J3-Eigenrdumen bestimmen:

In den j3=+ %—Eigenréumen gibt es ja nur einen Basisvektor, der es auch weiterhin bleibt,

so daf} hier mit
28} [3 .8
2/, 272

Die beiden j3= + %—Eigenréume machen da schon etwas mehr Arbeit. Wir fiihren hier die
Orthonormierung nach Gram-Schmidt nur fiir jgzé vor, denn im anderen Fall geht es vollig
analog:

schon die ganze Basis bestimmt ist.

Zunichst wihlen wir einen der berechneten und schon normierten Zustinde in diesem Eigen-
raum aus und bezeichnen diesen als den ersten Basisvektor der neuen Orthonormalbasis:

20 W
"2/, 22

(xiii) Allerdings bezeichnet man diese Darstellung der Zustinde auch als Clebsch-Gordan-Reihe und kann somit die
Koeffizienten in diesem Sinne auch Clebsch-Gordan-Koeffizienten nennen.
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Anschliefend nehmen wir den zweiten Zustand aus diesem Eigenraum und ziehen von ihm
den zum ersten Basisvektor parallelen Anteil ab. Dies tun wir, indem wir den Basisvektor,
multipliziert mit dem Skalarprodukt der beiden Zusténde, subtrahieren. Hierbei schreiben wir
das Skalarprodukt sofort — nach der allgemeinen Definition des Skalarproduktes im Tensor-
produkt auf Seite 38 — als Produkt der Skalarprodukte in den einzelnen Faktoren aus, wobei
auch die Dualraum-(Bra-)zustéinde analog zu den Vektoren mit den Pfeilen bezeichnet werden.

?lkzz e ® ) -

1

V3
+ 1D (T (H) %

(CHA CETE) R 4 CHIT (D (D +

X

1
7 (hemem+meibym+Imet)el))
= Moo -

(hemem+ine)em+Inet)el)

Wl

1
= gCERemem+zmehem -mehel)
Dieser Zustand ist nun schon orthogonal zu dem anderen Basiselement, aber er mufi noch
normiert werden, was dadurch geschieht, dafy er durch seine Norm geteilt wird.

2

e~

2
3

2 W _
i >2 \@( Hemeh+2inelheh)-Mmelt)el)

Abschlieflend wird diese Prozedur (Abziehen der Anteile parallel zu den beiden schon be-
stimmten Elementen der neuen Orthonormalbasis und anschlieendes Normieren) mit dem
dritten noch verbleibenden berechneten Zustand in diesem Eigenraum wiederholt:

1) 1= Mememn-

1

7 (CHE AT D+ (P (D (D +

+ D (1) (H) x

1
73 (hemen+Mmehemh+Ihelnel)



9

(= CHO AT AT + 2 (1) (D) (1)

< |-

= (110 (1) (L) %

1
75 =lhemem+2mebhem-met)el)
= |[heomhe -

—semem+meleh+mete)+

Mo +2mel e - e el

= S(hemel)-em e
v 1
S B
j?ék = Zmemel-mememn

=

= helhem+2ihemell)-Mell)el)

%> 7
")

- waww®m Mo e )

v). Nun miissen wir dasselbe Verfahren auf den Resthilbertraum anwenden, der sich ergibt, wenn
%, m>—Zustiinde herausnimmt.

Also geht es nun folgendermafien weiter:

i).
]3_1 ?71 ; 771 .
2 2/, 172/,
]3—_1 ?7_1 3 77_1 .
2 2/, 2/,
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ii). In diesem Fall ist es nicht so einfach, den Zustand mit dem maximalen Gewicht zu finden. Es ist

klar, daB er im j3= %—Unterraum liegen muf, da nun % der hochste Js-Eigenwert ist. Wir priifen

noch einmal nach, daf} diese Zustédnde alle durch den Aufsteigeoperator annihiliert werden,
indem wir J, auf einen beliebigen normierten Vektor®") in diesem Unterraum anwenden.

)

T (cos (a)

1
7, —> + sin («)
2/

_ cos(a) B B

= 7 b emet+2ne e -Jihelhel)
sin ()
L Jr(hemeh-lhehe(t)
cos ()

= =Mmemem+2mehen-Mmelh)en)

sin ()

V2

+ (IMmeheh-InNemeln) =0

Zur Bestimmung des Zustandes maximalen Gewichtes muf also ein Eigenvektor von .J? in die-
sem Unterraum gesucht werden. Dazu wendet man den Operator wieder auf einen allgemeinen
normierten Zustand an. Dabei ergibt sich unter Verwendung der schon oben angegebenen Zer-

legung des Operators:
1 3 1 1
7, = = —(cos(a)|?,=) +sin(a)|?, =
2/, 4 2/, 2/,

Wir sehen also, dafi alle Zusténde in diesem Unterraum gleichberechtigt sind, und daf} es keinen
eindeutigen Zustand maximalen Gewichtes gibt. Das kommt daher, daf} es in der Ausreduktion
zwei orthogonale Unterrdume zum Gesamtdrehimpuls % gibt. Wenn man den iiblichen Weg
gehen wiirde, erst zwei Drehimpulse zu koppeln und dann den dritten dazu, so ergeben sie
sich einmal aus der Kopplung des Zweiteilchen-Drehimpulses 1 mit dem dritten und zum
anderen aus der von 0 mit % Wobei die Zuordnung eines beliebigen Basisvektors zu einem der
beiden Teilrdume gerade von der Definition je eines Drehimpulses als ,,ersten,  zweiten* und
ydritten” abhingt, womit wir wieder bei dem schon auf Seite 69 angesprochenen Problem der
Umkopplung (hier mit 6-j-Symbolen) wéren.

J? <cos ()

1
?, —> + sin («)
2/

In unserem Fall wihlen wir einfach einen der Zustinde aus:

LIV L
22/, |72/,

iii). Absteigen ergibt nun:

11
J‘_,_> N i
2’2/,

Um diesen als Linearkombination der Basisvektoren darzustellen, benutzen wir einen ,, Mischungswinkel“ « zur
Parametrisierung der Koeffizienten.



[

1N
27 2/, '

Weiteres Absteigen annihiliert die Zusténde ganz analog zum Aufsteigen im letzten Schritt.

iv). Eine erneute Orthonormierung ist nicht mehr nétig, da wir keine neuen Zustinde als Line-
arkombinationen eingefiihrt haben und somit die Basen der Eigenrdume schon orthonormal
sind. Vorzeichenidnderungen beeinflussen ja gliicklicherweise die Orthonormalitét nicht.

v). Der verbleibende Resthilbertraum ist schon invariant, so da man nur noch die beiden
Zustinde mit einem neuen Namen versehen muf. Durch das Absteigen zwischen den bei-
den ergibt sich noch ein Vorzeichen im unteren Teilraum, das aber natiirlich reine Konvention
ist.

Damit haben wir die Produktdarstellung fiir drei Quarks ausreduziert. Wir erhielten eine irreduzible
Darstellung zum Spin % und zwei mit Spin %

Natiirlich miiite zur Angabe der vollstdndigen Wellenfunktion des Protons, die entsprechende Spin-
funktion noch mit Orts-(und Farb-)anteilen versehen.
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