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Kapitel 1Drehungen im R 3
Wir wollen in den ersten beiden Kapiteln kurz wiederholen, wie Drehungen im R3 bes
hrieben und
harakterisiert werden, und die Konsequenzen in der klassis
hen Me
hanik darstellen.Def.: Drehgruppe, SO (3)SO (3) := �RjR : R3 ! R3 ; R linear; �1R= RT; detR = 1�Def.: E 3 : =R3 mit euklidis
hem Skalarprodukt (�; �)Bem.: R2SO (3), ~x; ~y2E 3 , (R~x;R~y) = (~x; ~y)Die Drehungen sind also im E 3 dadur
h 
harakterisiert, da� sie das euklidis
he Skalarproduktunver�andert lassen.Wel
he Konsequenzen si
h daraus f�ur die klassis
he Me
hanik ergeben, werden wir im n�a
hstenKapitel kurz (ohne explizite Beweise) angeben.
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Kapitel 2Drehungen in der klassis
hen Me
hanik
Die Aktion der Drehgruppe SO (3) auf dem Phasenraum der klassis
hen Me
hanik ist wie folgtgegeben: R 2 SO (3) ; (~x (t) ; ~p (t)) 7! (R~x (t) ; R~p (t))d.h. die Kurven im Phasenraum gehen in gedrehte Kurven �uber.Von Interesse ist nun der Zusammenhang zwis
hen einer rotationsinvarianten klassis
hen Hamilton-funktion und dem Drehimpuls.Def.: H (~x (t) ; ~p (t)) rotationsinvariant :, H (R~x (t) ; R~p (t)) =H (~x (t) ; ~p (t))Es gilt nun der Zusammenhang:H (~x (t) ; ~p (t)) rotationsinvariant , fH (~x (t) ; ~p (t)) ; Lig = 0; i = 1; 2; 3Dabei sind Li die Komponenten des klassis
hen Drehimpulses.Die Klammer f�; �g ist die sogenannte Poisson-Klammer:ff; gg := nXi=1 �f�xi �g�pi � �f�pi �g�xiNa
h dieser kurzen Wiederholung k�onnen wir uns nun der �Ubertragung in die Quantenme
hanikwidmen.
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Kapitel 3Drehungen in der Quantenme
hanik
Bisher hatten wir Drehungen im E 3 betra
htet, nun wollen wir untersu
hen, wie die Wirkung derDrehgruppe SO (3) auf quantenme
hanis
he Zust�ande im HilbertraumH erkl�art werden kann. Dazustellen wir zun�a
hst eine ans
hauli
he �Uberlegung an:Betra
hte (beispielsweise) den Real- oder Imagin�arteil einer im allgemeinen komplexen (hier zwei-dimensionalen) Wellenfunktion  (x; y).6
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Wir verlangen, da� ein Beoba
hter im gedrehten System �x0y0� =R �xy� die glei
he funktionaleAbh�angigkeit seiner Wellenfunktion  0 von den gedrehten Koordinaten mi�t.
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4 Drehungen in der Quantenme
hanikMathematis
h ausgedr�u
kt, lautet unsere Bedingung: 0 (~x0) =  (~x) ; ~x0; ~x 2 E 3 (3.1)Diese Bedingung gilt nat�urli
h f�ur Vektoren im E 3 , die Bes
hr�ankung auf 2 Dimensionen diente nurder Verans
hauli
hung.Das Transformationsverhalten gilt so aber nur, weil die Wellenfunktion eine skalare Funktion imHilbertraum ist, die spinlose Teil
hen bes
hreibt. Das Transformationsverhalten von Wellenfunktio-nen f�ur Teil
hen mit Spin ist komplizierter, da diese Wellenfunktionen keine skalaren Funktionenmehr sind. Deshalb vers
hieben wir die Betra
htung dieses Falles auf die Kapitel 7 bis 10.Man kann nun die Bedingung (3.1) ums
hreiben. Mit~x0 = R~x! ~x =�1R ~x0und der Umbenennung ~x0 ! ~x~x ! �1R ~xlautet sie nun:  0 (~x) =  ��1R ~x� 0 ist der "gedrehte Zustand\, der zu einer Drehung R geh�ort. Wir de�nieren nun eine Abbildung�:Def.: � : SO (3) ! AutHR 7 ! � (R) , mit  0 (~x) = (� (R) ) (~x)Damit lautet unsere Bedingung in der endg�ultigen Form:(� (R) ) (~x) =  ��1R ~x�Mit dieser, zwar ans
hauli
h motivierten, jedo
h abstrakten De�nition von � beweisen wir die fol-genden beiden Aussagen:i). � ist unit�ar.Interpretation: Die in dem gestri
henen, bzw. ungestri
henen System gemessenen Wahrs
hein-li
hkeitsdi
hten m�ussen nat�urli
h glei
h sein:k 0k2 = k k2 ) k(� (R) )k2 = k k2



5ii). Es gilt: � (R1 �R2) =� (R1) � � (R2)Interpretation: Zwei hintereinander ausgef�uhrte Drehungen R1, R2 des Labors �andern dieWellenfunktion in der glei
hen Weise, als wenn das Labor direkt mit R1 � R2gedreht wird.Dieser Zusammenhang wird besonders einpr�agsam dur
h ein klassis
hes Zitatdargestellt:"Es ist egal, ob man erst um � und dann um  dreht oder ob man glei
h ganzdur
hdreht\[4℄Dur
h diese Eigens
haft von � wird die Matrixmultiplikation des E 3im Hilbertraum dargestellt, deshalb nennt man diese Eigens
haft au
hDarstellungseigens
haft.Beweis:i). h� (R)�j � (R) i = Z d3x (� (R)�)� (~x) (� (R) ) (~x)= Z d3x ����1R ~x� ��1R ~x�Mit der Substitution ~y : =R�1~x und der Tatsa
he, da� die Ja
obi-Determinante dieser Trans-formation 1 ist, erh�alt man:h� (R)�j � (R) i = Z d3y �� (~y) (~y) = h�j i 8�;  2 Hii). (� (R1 �R2) ) (~x) =  �(R1 �R2)�1 ~x� =  ��1R2 � �1R1 ~x�= [� (R2) ℄��1R1 ~x�= � (R1) [� (R2) ℄ (~x)= (� (R1) � (R2) ) (~x) 8 2 H) � (R1 �R2) = � (R1) � (R2)



Kapitel 4Lineare Lie-Gruppen undUntermannigfaltigkeiten des R n
4.1 Untermannigfaltigkeiten und Tangentialr�aumeIn diesem Kapitel soll eine allgemein gehaltene De�nition von Lie-Gruppen und -Algebren gegebenwerden. Dabei wird die Spra
he der Di�erentialgeometrie benutzt, wie sie au
h in immer st�arkeremMa� in der physikalis
hen Literatur Eingang �ndet. Die fundamentalen Konzepte sind dabei diedi�erenzierbare (Unter-)Mannigfaltigkeit und der Tangentialraum an diese Mannigfaltigkeit. AusPlatzgr�unden und um ni
ht vom eigentli
hen Thema dieses Skriptums abzus
hweifen, wird aufBeweise in diesem Abs
hnitt verzi
htet, sie k�onnen beispielsweise in der angegebenen Literaturna
hgelesen werden.Wir beginnen mit dem Begri� der Untermannigfaltigkeit des Rn . Dazu betra
hten wir zun�a
hst alsBeispiel die Lage eines Blattes Papier im Raum. Aus der unmittelbaren Ans
hauung ergibt si
h,da� dieses (idealisiert) ein 2-dimensionales Objekt ist. Betra
htet man nun ein sol
hes Blatt imRaum, also im R3 , so mu� dieses 2-dimensionale Objekt in den R3 eingebettet werden. Mathema-tis
h bedeutet das, da� man eine Abbildung zwis
hen einem Re
hte
k als Teilmenge des R2 (dem"Standardblatt\(i) und einer Teilmenge des R3 de�niert. Diese Abbildung mu� hinrei
hend glattsein, denn man wird erwarten, da� sie die lokalen Eigens
haften des Blattes ri
htig bes
hreibt. Diesf�uhrt uns zun�a
hst zur De�nition des Di�eomorphismus:Def.: Seien U; V � Rn ; U; V o�en, sei � : U!V eine di�erenzierbare Abbildung. � hei�t Di�eo-morphismus, falls ein ebenfalls di�erenzierbares Inverses ��1 existiert. Di�erenzierbarkeit isthierbei nat�urli
h im Sinne des Rn , aber einges
hr�ankt auf U gemeint.Wir wissen nun aus der Ans
hauung, da� ein Blatt Papier im Raum lokal um einen Punkt auf diesemBlatt aussieht wie der R2 �f0g. Mit dem Begri� des Di�eomorphismus l�a�t si
h diese Beoba
htungpr�aziser und allgemeiner fassen:(i)Fl�a
he 116m2, Seitenverh�altnis 1p2 6



4.1 Untermannigfaltigkeiten und Tangentialr�aume 7Def.: M � Rn ;M o�en, hei�t k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn , falls f�ur jeden Punktx2M die folgende Bedingung erf�ullt ist:8x 2M 9U �M;U o�en, mit x 2 U 9� : U ! VDabei ist � ein Di�eomorphismus mit der "Fla
hma
her-Eigens
haft\ (Kartenbedingung):(ii)� (U \M) = V \ �Rk � f0gn�k� = fx 2 V jxk+1 = � � � = xn = 0gEin weiteres Beispiel f�ur eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R3 bildet die 2-Sph�areS2 (z.B. eine Kristallkugel). Es ist klar, da� man jeden Punkt auf dieser Kugel dur
h Angabe von2 Koordinaten (Polarkoordinaten) bes
hreiben kann, allerdings ist dies global (z. B. an den Polen)ni
ht in ein-eindeutiger Weise m�ogli
h.Um nun na
hzupr�ufen, ob diese Kugel oder ein beliebiges Objekt eine Untermannigfaltigkeit desR3 oder Rn ist, benutzt man nun ni
ht die obige De�nition, sondern versu
ht, S�atze zu �nden, diees erm�ogli
hen, die Untermannigfaltigkeitseigens
haft komfortabler zu pr�ufen. Eine analoge Situa-tion kennt man aus der Analysis: Dort wird f�ur eine gegebene Funktion meistens au
h ni
ht die� � Æ�De�nition der Stetigkeit verwendet, um diese Funktion auf ihre Stetigkeitseigens
haften zuuntersu
hen, sondern es wird versu
ht, die aus dieser grundlegenden De�nition folgenden Eigen-s
haften stetiger Funktionen (Summe, Produkt, Hintereinanders
haltung stetiger Funktionen sindwieder stetig) zum Stetigkeitsna
hweis heranzuziehen.Analog sollen nun zwei S�atze (ohne Beweis) angegeben werden, die zeigen, wie si
h Untermannig-faltigkeiten erzeugen lassen. Mit diesen S�atzen ausger�ustet, l�a�t si
h bereits aus der Konstruktioneines Objektes angeben, ob es eine Untermannigfaltigkeit darstellt.Satz 1: Sei U � Rn ; U o�en und g : U!Rp ; g di�erenzierbar. Ferner habe Dg (x) den Rang p, f�uralle x mit g (x) =0. Dann ist g�1 (0) eine (n� p)-dimensionale Untermannigfaltigkeit imRn .In Worten: Die Nullstellenmenge einer di�erenzierbaren Abbildung g ist eine Untermannigfaltigkeit,wenn die Ja
obi-Matrix dieser Abbildung auf der Nullstellenmenge maximalen Rangbesitzt.Satz 2: Eine o�ene TeilmengeM � Rn ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn genaudann, wenn f�ur alle Punkte x in M die folgende Bedingung erf�ullt ist:9U � Rn o�en, mit x2U , 9W � Rk o�en und 9f : W!Rn mit:i). f (W ) =M \ Uii). Rg(Df (y)) =k 8y2WEine Funktion mit diesen Eigens
haften hei�t Parametrisierung (von M).Ein Beispiel f�ur die Anwendung von Satz 1 ist die n-Sph�are (also au
h unsere Kristallkugel, die S2):(ii)Die S
hreibweise f0gn�k kennzei
hnet den Nullpunkt im Rn�k



8 Lineare Lie-Gruppen und Untermannigfaltigkeiten des RnDie n-Sph�are ist 
harakterisiert dur
h die folgende Menge:Sn := �x 2 Rn+1 ��kxk = 1; k�k ist die euklidis
he Norm des Rn+1 	De�niere nun eine Abbildung g (x): g (x) := kxk � 1Dann gilt: g (x0) = 0 () x0 2 SnDie Sn ist also die Nullstellenmenge von g. Bleibt no
h die Rangeigens
haft zu zeigen. Es istDg (x) = D (kxk � 1) = D �phx; xi� = xTkxk �xT Zeilenvektor�Ferner: g (x0) =0 () kx0k =1. Also Dg (x0) =xT0 und damit Rg(Dg (x0)) =1. Somit ist Sn eine(n+ 1)� 1=n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn+1 .Bemerkung und Beispiel f�ur Satz 2:Wir betra
hten den Spezialfall n=3. Ferner sei eine Abbildung F : R2!R gegeben. Dann ist:� : R2 ! R3(x; y) 7 ! 0� xyF (x; y) 1Aeine Parametrisierung einer Untermannigfaltigkeit M , mitM = 8<:0� xyF (x; y) 1A������ (x; y) 2 R29=; ;wenn F (�; �) die Rangbedingung ii) auf der vorhergehenden Seite erf�ullt(iii). Diese Konstruktionvon f erkl�art die Bezei
hnung "Koordinatenbedingung\, bzw. "Parametrisierung\ in der obigenDe�nition, da eine auf diese Weise zustande gekommene Mannigfaltigkeit aus einem "Netz\ derKoordinaten (x; y) aufgebaut wird.Beispiel: Sei 
2R und f (x; y) = 0� xy
 1A ;W =R2Dann ist M= 8<:0� xy
 1A������ (x; y) 2R29=; eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit desR3 , denn Df = 0� 1 00 10 0 1A und Rg (Df (x; y)) = 2 8 (x; y) 2 R2Verans
hauli
ht man si
h diese Mannigfaltigkeit, so erkennt man den Ausgangspunkt un-serer �Uberlegungen, das im Raum be�ndli
he Blatt Papier.(iv)(iii)Die Bedingung i) auf der vorhergehenden Seite ist per Konstruktion erf�ullt.(iv)Jedenfalls fast, denn die bes
hriebene Mannigfaltigkeit ist nat�urli
h unendli
h ausgedehnt. Tats�a
hli
h ist dasPapier au
h keine e
hte Mannigfaltigkeit, da es keine o�ene Menge darstellt, sondern eine sogenannte Mannigfaltigkeitmit Rand. Do
h dieser Unters
hied ist f�ur unsere Zwe
ke unwesentli
h.



4.2 Lie-Gruppen und Algebren 9Sp�ater ben�otigen wir no
h den Begri� der di�erenzierbaren Abbildung zwis
hen zwei Untermannig-faltigkeiten. Diese ist wie folgt de�niert:Def.: M � Rn ; N � Rm ;M;N Untermannigfaltigkeiten.� : M!N Abbildung. � hei�t di�erenzierbar in x2M , falls f eine Parametrisierung von Mist und die Abbildung � Æ f : Rk!Rm (k= dimM) di�erenzierbar ist.Damit ist die Diskussion von Untermannigfaltigkeiten des Rn abges
hlossen. Wir behandeln nunden zweiten wi
htigen Begri� f�ur die Diskussion von Lie-Gruppen und -Algebren, den des Tangen-tialraums (an eine Untermannigfaltigkeit).Def.: Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit in Rn ; I � R mit 02I und � := f
 : I!Mg die Menge aller Kurven in M , dann istTx (M) := � d
 (t)dt ����t=0���� 
 2 � ^ 
 (0) = x�der Tangentialraum von M in x.Diese Formulierung des Tangentialraumes ist die am einfa
hsten einzusehende, da hier die Ab-leitungen von 
 als Tangentenvektoren von M in x aufgefa�t werden. Dies entspri
ht gerade derurspr�ungli
hen geometris
hen Bedeutung der Ableitung.Verglei
ht man diese De�nition mit den in der Literatur angegebenen, so wird man feststellen, da�es vers
hiedene �aquivalente Formulierungen des Tangentialraumes gibt. Eine Diskussion von drei�aquivalenten De�nitionen (n�amli
h den drei h�au�gsten) und den Beweis ihrer �Aquivalenz �ndetman im Bu
he von J�ani
h [2℄.4.2 Lie-Gruppen und AlgebrenNa
h dieser Vorbereitung k�onnen wir die allgemeine De�nition einer linearen Lie-Gruppe angeben:Def.: Sei G �GL(n;K) (K=R oder C ). G hei�t lineare Lie-Gruppe, falls gilt:i). G ist eine Untergruppe von GL(n;K) (d.h. G hat Gruppenstruktur).ii). G ist eine di�erenzierbare Untermannigfaltigkeit im Rn2 bzw. R2n2 .Dabei ist zu bea
hten, da� aus dieser De�nition s
hon folgt, da� die Gruppenoperationen Mul-tiplikation und Inversion di�erenzierbar sind. Denn in GL(n;K) sind dies ja Matrixmultiplikationund Inversion, die si
h komponentenweise als einfa
he (und di�erenzierbare) algebrais
he Ausdr�u
kes
hreiben lassen.Beispiele:



10 Lineare Lie-Gruppen und Untermannigfaltigkeiten des Rni). SL(n;R) : = fA2GL(n;R) ; detA=1g ist Lineare Lie-Gruppe, denn seig (A) := detA� 1Dann ist: SL (n;R) =�1g (0)Ferner ist: Dg (A) = � (detA)�Aij = aijwobei aij der Minor zu Aij ist ) Dg (A) 6= 0 falls g (A) = 0mit Satz 1 ergibt si
h die Behauptung.ii). O(n;R) : = �R2GL(n;R) ;RTR=1	 ist Lineare Lie-Gruppe:g (R) : = RTR � 1) O(n;R) = �1g (0)Dg (R) = �g (R)�R = RT ) Dg (R) 6= 0 f�ur R 2 �1g (0)Allgemein gilt (ohne Beweis):Satz (�Elie Cartan): Jede abges
hlossene Untergruppe von GL(n;K) ist eine Lineare Lie-GruppeMan k�onnte nun glauben, da� jede physikalis
h relevante Gruppe eine Lie-Gruppe sei (z.B. Rota-tionen, Translationen, Boosts).Daher soll hier au
h ein Beispiel f�ur eine Gruppe, die zwar au
h physikalis
he Bedeutung hat, aberkeine Lie-Gruppe ist, gegeben werden. Dazu betra
hten wir die Symmetriegruppe des Wassermo-lek�uls in seiner Glei
hgewi
htsgeometrie:6 x-z
�������

���� y
&%'$O����������H

AAAAAA����H



4.2 Lie-Gruppen und Algebren 11Die Symmetrieelemente des Wasser-Molek�uls sind diejenigen Operationen, die man am Molek�ulausf�uhren kann, ohne dessen Lage im Raum zu �andern. Dies sind im einzelnen:� die Identit�at (d.h. ni
hts tun) (E)� eine Drehung um 180Æ um die z-A
hse (C2z)� eine Spiegelung an der xz-Ebene (�xz)� eine Spiegelung an der yz-Ebene (�yz)Stellt man eine Verkn�upfungstafel auf, so �ndet man, da� die vier oben genannten Elemente eineGruppe bilden. Diese wird �ubli
herweise mit C2v(v) bezei
hnet.Da die Elemente dieser Gruppe diskret sind, bilden sie keine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit, alsoist C2v keine Lie-Gruppe. Denno
h ist die Symmetrieklassi�kation von Molek�ulen keine blo�e Spie-lerei, sondern mit gruppentheoretis
hen Methoden lassen si
h Aussagen �uber S
hwingungsspektrenherleiten, sowie quantenme
hanis
he Re
hnungen vereinfa
hen.Na
h dieser | zugegebenerma�en re
ht kurzen | Behandlung der Lie-Gruppen, f�uhren wir nunno
h den Begri� der Lie-Algebra ein und geben den Zusammenhang zwis
hen diesen beiden Struk-turen an.Da wir eine Lie-Gruppe als Mannigfaltigkeit de�niert haben, k�onnen wir au
h den Tangentialrauman diese betra
hten. Sei G also eine Lie-Gruppe und LG : =T1I (G) sei der Tangentialraum von G im"Punkt\ 1I (1I: Identit�at in G) angeheftet. Das bedeutet, da� si
h jedes X2LG wie folgt darstellenl�a�t: A (�) 2 �; X = dA (�)d� �����=0 ; A (0) = 1ISei ferner die Lie-Klammer [�; �℄ : LG � LG!LG wie folgt de�niert:8X; Y 2 LG : [X; Y ℄ := X Æ Y � Y ÆXDabei ist 'Æ` das Matrixprodukt in LG.Dann gilt: Mit der Lie-Klammer versehen, bildet LG eine s
hiefe (daher ni
htkommutative), abge-s
hlossene Algebra.Beweis:S
hiefe: [X; Y ℄ =X Æ Y � Y ÆX= � (Y ÆX �X Æ Y ) = � [Y;X℄Abges
hlossenheit: Seien X; Y 2LG. Dann existieren Kurven A (s) ; B (t) in G mitX = dA (s)ds ����s=0 ; A (0) = 1IY = dB (t)dt ����t=0 ; B (0) = 1I(v)Ni
ht zu verwe
hseln mit 2CV.



12 Lineare Lie-Gruppen und Untermannigfaltigkeiten des RnDe�niere: C (�) := A (s)B (t) (A (s))�1 (B (t))�1��s=t=p�Dann gilt: C2� und C (0) =1I. Nun:dC (�)d� �����=0= lim�!0 C (�)� 1I� == lim�!0 1� �A �p��B �p�� �A �p����1 �B �p����1� 1I�= lim�!0 1� ��A �p��B �p��� B �p��A �p����� �A �p����1 �B �p����1�= lim�!0 1� ��A �p�� ; B �p��� �A �p����1 �B �p����1�(vi)= lim�!0��A (p� )� 1Ip� ;B (p�)� 1Ip� ��A�p����1�B�p����1�(vii)= � ddsA (s)����s=0 ; ddsB (s)����s=0� = [X; Y ℄
Ferner sieht man lei
ht, da� [�; �℄ bilinear ist, und weniger lei
ht, da� die Ja
obi-Identit�at gilt:[X; [Y; Z℄℄ + [Y; [Z;X℄℄ + [Z; [X; Y ℄℄ = 0De�nition: LG mit [�; �℄ als Verkn�upfung ausgestattet, hei�t Lie-Algebra zur Lie-Gruppe G.Bemerkung: Wir haben die Lie-Algebra LG als Tangentialraum der Gruppe(nmannigfaltigkeit) G,angeheftet am Einheitselement, LG : =T1I (G) de�niert. Es ergibt si
h dabei glei
h dieFrage, warum gerade '1I` gew�ahlt werden sollte. Dazu untersu
hen wir den Tangenti-alraum TAo (G) mit A02G:Sei also A02G und XA0 2TAo (G). Dann existiert na
h De�nition eine Kurve A (t) inG mit A (0) =A0 und XA0= ddtA (t)��t=0.De�niere nun eine zweite Kurve B (t):B (t) :=�1A0 A (t) (Bea
hte: A0 ist Matrix!)Dann gilt B (0) =1I und A (t) l�a�t si
h dur
h B (t) ausdr�u
ken:A (t) = A0B (t)(vi)Da 1I mit allem vertaus
ht.(vii)Ausf�uhren des Grenz�ubergangs.



4.2 Lie-Gruppen und Algebren 13Damit ist aber: XA0 = ddtA (t)����t=0 = ddt (A0B (t))����t=0= A0 ddtB (t)����t=0| {z }2T1I(G) 2 A0T1I (G) = A0LGDa dies f�ur alle XA0 gilt, ist TA0 (G) = A0LGDeshalb ist die Kenntnis von LG v�ollig ausrei
hend, um die Struktur der anderenTangentialr�aume TA0 (G) festzulegen.Beispiele f�ur Lie Algebren:i). G = GL(n;K) ; K = R oder CLG = gl (n;K) = fX jX ist K-wertige n� n-Matrixgdenn sei X2 gl(n;K) so ist: A (�) := e�Xeine Kurve in GL(n;K), da detA (�) =e� SpX 6=0 f�ur alle X2 gl(n;K) gilt, mit A (0) =1I und(di�erenziere die Potenzreihe von exp gliedweise)dd� e�X = dd� Xm 1m! (�X)m = 1Xm=0 1m!m�m�1Xm= 1Xm=1 1(m� 1)!�m�1Xm = X 1Xm=1 1(m� 1)!�m�1Xm�1= X 1Xl=0 1l! (�X)l = Xe�Xalso: dd� e�X �����=0 = Xii). G = SL (n;K) ; K = R oder CLG = sl (n;K)Sei A (�) eine Kurve in SL(n;K) mit A (0) =1I, dann ist detA (�) =1I 8�



14 Lineare Lie-Gruppen und Untermannigfaltigkeiten des RnDi�erenzieren dieser Beziehung bei � =0 liefert:0 = dd� detA (�)�����=0 (viii)= Xi;j � detA (�)�aij �����=0 �aij�� �����=0= Xi;j Aij (0)| {z }=Æij(ix) _aij (0) = Xi _aii (0) = SpX
) (X 2 sl (n;K)) SpX = 0)Sei andererseits: SpX=0 und A (�) : =e�X dann:A (0) = 1I; detA (�) = e� SpX = e0 = 1I ) A (�) 2 SL (n;K)also gilt: X 2 sl (n;K) () SpX = 0oder: sl (n;K) = fX jSpX = 0giii). G = U(n)LG = u (n)Sei wieder X2u (n), A (�) Kurve in U(n) mit A (0) =1I, X= dA(�)d� ����=0 dann ist:Ay (�)A (�) = 1IDi�erenzieren unter Bea
htung der Produktregel:dd� Ay (�)A (�)�����=0 = 0) _Ay (0) + _A (0) = 0) Xy +X = 0Also: X 2 u (n)) Xy +X = 0Umgekehrt gelte: Xy +X=0, dann ist mit A (�) : =e�X : A (0) =1IAy (�)A (�) = e�Xye�X = e�Xy+�X = e0 = 1I; also A (�) 2 U (n)Und damit ist: u (n) = �X ��Xy +X = 0	(viii)aij Minor.(ix)Wegen der Bedingung an die Kurve.



4.2 Lie-Gruppen und Algebren 15iv). G = O(n)LG = o (n)Wie in iii) auf der vorherigen Seite, nur ist wegen K=R, statt der konjugiert-transponiertennur die transponierte Matrix zu verwenden, und es ist:o (n) = �X ��XT +X = 0	v). G = SO (n)LG = so (n)Kombiniere ii) auf Seite 13 und iv):so (n) = �X ��SpX = 0; XT +X = 0	Die Beziehung zwis
hen einer Lie-Gruppe G und ihrer Lie-Algebra LG wird (wie die Beispiele jas
hon nahelegten) dur
h die Exponentialabbildung hergestellt, es gilt:Satz: G Lie-Gruppe, LG Lie-Algebra von G. Das Bild der Abbildung exp : LG!W ist in G, d. h.W � G, und exp ist ein lokaler Di�eomorphismus.Der Beweis soll hier ni
ht vorgef�uhrt werden, da dort weitere Begri�e aus der Di�erentialgeometrie(Vektorfeld, L�osungskurve eines Vektorfeldes, Geod�atis
he) ben�otigt werden.Zum Abs
hlu� dieses Abs
hnittes wird angegeben, wie aus der Darstellung � einer Lie-Gruppe Gdie dazugeh�orige Darstellung �0 der Lie-Algebra LG konstruiert werden kann. Das Hauptproblembei dieser Konstruktion ist der Beweis der Darstellungseigens
haft von �0, die lautet:�0 �[X; Y ℄LG� = [�0 (X) ; �0 (Y )℄HWir werden sehen, da� si
h der Beweis mit den in diesem Kapitel angegebenen Mitteln relativeinfa
h und kurz ausf�uhren l�a�t. Im Gegensatz dazu wird die Darstellungseigens
haft weiter unten (auf Seite 20{24) no
hmals bewiesen, dort allerdings ohne die di�erentialgeometris
he De�nition derLie-Algebra als Tangentialraum an der Identit�at. Deshalb gestaltet si
h der Beweis dann au
h umeiniges l�anger.Sei � : G! AutH eine Darstellung einer Lie-Gruppe. Da � (A (t)) mit A (t) Kurve in G de�niertist, kann man eine Darstellung �0 : LG! AutH erkl�aren:8X 2 LG : �0 (X) := dd� � (A (�))�����=0 mit A (0) = X



16 Lineare Lie-Gruppen und Untermannigfaltigkeiten des RnDiese Abbildung ist wohlde�niert und mit unserer bereits oben angegebenen Kurve an den Kom-mutator C (�) (auf Seite 12) ist:� �[X; Y ℄LG� = dd� � (C (�))�����=0= dd� ��A �p��B �p�� �A �p����1 �B �p����1������=0(x)= dd� �� �A �p��� � �B �p��� ���A �p����1� ���B �p����1�������=0Dann kann man exakt die glei
he Re
hnung wie auf Seite 12 dur
hf�uhren, ledigli
h die Termevom Typ A (p� ) m�ussen dur
h � (A (p� )) und so weiter ersetzt werden. Ferner ist am Ende derRe
hnung zu bea
hten, da� dd� � (A (�))�����=0 = �0 (X)ist und dies analog au
h f�ur � (B (�)) gilt.Damit erhalten wir �0 �[X; Y ℄LG� = [�0 (X) ; �0 (Y )℄H ;�0 ist also tats�a
hli
h eine Darstellung der Lie-Algebra.Dr�u
kt man nun no
h die Elemente der Lie-Gruppe dur
h die Exponentialfunktion der entspre
hen-den Lie-Algebra-Elemente aus A (�) = e�X ;so ist gezeigt worden, da� �0 (X) := dd� � �e�X������=0eine von der Darstellung � der Gruppe induzierte Darstellung der Lie-Algebra ist.Im n�a
hsten Kapitel kehren wir nun zur Drehgruppe zur�u
k, und zeigen die �Ubertragung der Dar-stellungen an diesem Beispiel ganz explizit, was wie oben angedeutet wesentli
h l�anger ist, daf�uraber ni
ht des ganzen di�erentialgeometris
hen Apparats bedarf.Wer weiter an diesen mathematis
hen Themen und ihrer Beziehung zur Physik interessiert istoder au
h nur die fehlenden Beweise dieses Kapitels na
hlesen will, sollte mal in die B�u
her vonStraumann[8℄ oder Isham[1℄ sehen.
(x)� ist Darstellung.



Kapitel 5Lie-Algebra der Drehgruppe
Wir wollen nun den Zusammenhang von R mit den s
hiefen 3� 3-Matrizen herstellen, dazu f�uhrenwir zun�a
hst die Lie-Algebra der Drehgruppe ein:Def.: LieSO (3) := so (3) := LS := ��j� : E 3 ! E 3 ; � linear, Sp� = 0;� = ��T	Die Lie-Algebra der Drehgruppe sind also die s
hiefen 3� 3-Matrizen, wie wir bereits in Beispiel v)auf Seite 15 gezeigt haben.Ferner de�nieren wir die folgende Abbildung:I : E 3 ! LS~a 7 ! I (~a) mit I (~a)~b : = ~a�~b 8~b 2 E 3Beh.: I de�niert einen Isomorphismus zwis
hen dem E 3 und den s
hiefen 3� 3-Matrizen.Bew.: Injektivit�at: z.z.: I (~a) = I (~a0) ) ~a = ~a0I (~a) = I (~a0) ) 8~b 2 E 3 : I (~a)~b = I (~a0)~b) ~a�~b = ~a0 �~b) (~a� ~a0)�~b = 0 8~b 2 E 3) ~a = ~a0Surjektivit�at: z.z.: 8�2LS 9~a : I (~a) =��2Ls ) � ist von folgender Gestalt:17



18 Lie-Algebra der Drehgruppe
� = 0� 0 �1 �2��1 0 �3��2 ��3 0 1A8~b 2 E 3 : �~b = 0� �1b2 +�2b3��1b1 +�3b3��2b1 ��3b2 1AAndererseits ist: I (~a)~b = ~a�~b = 0� a2b3 � a3b2a3b1 � a1b3a1b2 � a2b1 1ADamit gilt I (~a)~b = �~bsetzt man: a1 = ��3a2 = �2a3 = ��1Mit dieser Abbildung sind wir nun in der Lage, die Drehungen im E 3 wie folgt auszudr�u
ken:R = eI(~!) (5.1)dabei bes
hreibt j~!j den Drehwinkel und !̂ ist der Einheitsvektor in Ri
htung der Dreha
hse.Beweis: Man beweist diese Aussage, indem man die e-Funktion als Reihe s
hreibt, die Potenzen vonI (~!) bere
hnet und dann die Reihe geeignet zusammenfa�t. Diese Bere
hnung kann mitden allgemeinen Summen ausgef�uhrt werden, wir wollen jedo
h nur einige Summengliederexplizit angeben, um so den Beweis etwas dur
hsi
htiger zu gestalten.Wir betra
hten nun die Wirkung dieser Exponentialabbildung auf einen beliebigen Vektor~a2E 3 . Zuvor jedo
h geben wir eine Zerlegung dieses Vektors an:66

-���������
���>` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` `
`̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀
`̀̀̀̀!̂ ~a!̂ (!̂ � ~a) �!̂ � (!̂ � ~a)



19Bei fest vorgegebenem ~! l�a�t si
h ~a wie folgt zerlegen:~a = !̂ (!̂ � ~a)� !̂ � (!̂ � ~a)Man �uberzeugt si
h lei
ht, da� die Summe der Vektoren einen Vektor mit Betrag j~aj ergibt.Ferner sieht man, da� die beiden Summanden orthogonal zueinander stehen, so da� wireine Zerlegung vorliegen haben, wie sie in der Zei
hnung dargestellt ist. Warum wir geradeso zerlegen, wird im weiteren Verlauf der Re
hnung klar.Es ist: R (~!)~a = eI(~!)~a = �1 + I (~!) + 12!I2 (~!) + 13!I3 (~!) + � � ��~aMan �ndet nun f�ur die ersten 6 Potenzen von I (~!):I (~!)~a = ~! � ~aI2 (~!)~a = ~! � (~! � ~a)I3 (~!)~a = ~! � [~! � (~! � ~a)℄ = ~! � �~! (~! � ~a)� !2~a�= ��!2� ~! � ~aI4 (~!)~a = ��!2� ~! � (~! � ~a)I5 (~!)~a = ��!2�2 ~! � ~aI6 (~!)~a = ��!2�2 ~! � (~! � ~a)...R (~!)~a = !̂ (!̂ � ~a)� !̂ � (!̂ � ~a) ++ ~! � ~a �1 + 13! ��!2�+ 15! ��!2�2 + � � ��+ ~! � (~! � ~a) � 12! + 14! ��!2�+ 16! ��!2�2 + � � ��Bei dieser Zusammenfassung haben wir die obige orthogonale Zerlegung von ~a verwendet,ferner wurden jeweils alle Terme mit ~! � ~a und ~! � (~! � ~a) zusammengefa�t.Nun gehen wir mit ~!=! � !̂ zum Einheitsvektor !̂ �uber:) R (~!)~a = !̂ (!̂ � ~a)� !̂ � (!̂ � ~a) ++ !̂ � ~a �! � 13!!3 + 15!!5 � � � ��+ !̂ � (!̂ � ~a) � 12!!2 � 14!!4 + 16!!6 � � � ��



20 Lie-Algebra der Drehgruppe) R (~!)~a = !̂ (!̂ � ~a)+ !̂ � ~a �! � 13!!3 + 15!!5 � � � ��� !̂ � (!̂ � ~a) �1� 12!!2 + 14!!4 � 16!!6 � � � ��) R (~!)~a = !̂ (!̂ � ~a) + !̂ � ~a sin! � !̂ � (!̂ � ~a) 
os! (5.2)Beim �Ubergang zum letzten S
hritt haben wir die Potenzreihenentwi
klung der Sinus- bzw.Cosinusfunktion benutzt (s. z. B. [6, S. 515℄).Wir erhalten als Resultat, da� R (~!)~a die Komponente in Ri
htung der !̂-A
hse konstantl�a�t und da� in der von !̂�~a und !̂� (!̂ � ~a) aufgespannten Ebene | die zu !̂ orthogonalist | eine Drehung von ~a um den Winkel ! ausgef�uhrt wird.Wir de�nieren nun die zur Darstellung � der Lie-Gruppe SO (3) geh�orige Darstellung �0 der Lie-Algebra LSDef.: �0 : LS ! EndH� 7 ! �0 (�) : = lim�!0 1� �� �e���� 1I�Man s
hreibt formal: �0 (�) = ddt� �et�� jt=0Unser weiteres Vorgehen ist nun wie folgt: Zun�a
hst beweisen wir einige Eigens
haften von �0 (�).Ans
hlie�end betra
hten wir den Spezialfall �=I (~!) und zeigen, da� �0 (I (~!)) = : �0 (~!) mitdem quantenme
hanis
hen Operator des Drehimpulses verkn�upft ist. Aufgrund dieser Verkn�upfungergeben si
h automatis
h die Kommutatoren der Drehimpulskomponenten. Damit ist gezeigt, da�die Vertaus
hungsrelationen des Drehimpulses eine Folge der Struktur der Drehgruppe sind.Eigens
haften von �0:i). � �et�� =et�0(�)ii). �0 ist linear:(a) �0 (��) =��0 (�)(b) �0 (�1 +�2) =�0 (�1) + �0 (�2)Beweis:zu i) F1 (t) := � �et�� ; F2 (t) := et�0(�)



21Wir m�ussen nun zeigen, da� diese beiden Funktionen f�ur alle t �ubereinstimmen.Dazu weisen wir na
h, da� F1; F2 bei t=0 glei
h sind und dieselbe Differen-tialglei
hung 1. Ordnung l�osen. Daraus folgt dann die �Ubereinstimmung von F1und F2 f�ur alle t, denn die L�osung einer Di�erentialglei
hung 1. Ordnung istbis auf eine Konstante eindeutig. Diese Konstante wird dann no
h dur
h die| hier identis
hen | Anfangsbedingungen (bei t=0) festgelegt. L�osen also zweiFunktionen dieselbe Di�erentialglei
hung 1. Ordnung, so sind ihre L�osungskurvenparallelvers
hoben. Sind sie dann no
h in einem Punkt glei
h, so m�ussen sieidentis
h sein.Wir haben nun: F1 (0) = � �e0� = � (1I) = 1IF2 (0) = 1IEs bleibt zu zeigen, da� F1; F2 dieselbe Di�erentialglei
hung 1. Ordnung l�osen.Es ist ddtF2 (t) = �0 (�) et�0(�) = �0 (�)F2 (t)ddtF1 (t) = lim�!0 1� �� �e(t+�)��� � �et���= lim�!0 1� �� �et�� � �e���� � �et���= lim�!0 1� �� �e���� 1I� � �et��= �0 (�) � �et��= �0 (�)F1 (t)) ddtF1 (t) = �0 (�)F1 (t)F1 und F2 l�osen also dieselbe Di�erentialglei
hung 1. Ordnung und stimmen beit=0 �uberein. Na
h unserer obigen �Uberlegung k�onnen wir daraus folgern, da�8t : F1 (t) = F2 (t)Mithin gilt also: � �et�� = et�0(�)zu ii)a auf der vorherigen Seite�0 (��) = lim�!0 1� �� �e����� 1I�= lim~�!0� 1~� h��e ~���� 1Ii ; ~� = ��= � lim~�!0 1~� h��e ~���� 1Ii = ��0 (�)



22 Lie-Algebra der Drehgruppezu ii)b auf Seite 20�0 (�1 +�2) = lim�!0 1� �� �e�(�1+�2)�� 1I�= lim�!0 1� �� �e�(�1+�2)�� � �e��2�+ � �e��2�� 1I�= lim�!0 1� �� �e�(�1+�2)� � �e���2� � �e��2�� � �e��2��++ lim�!0 1� �� �e��2�� 1I�= lim�!0 1� �� �e�(�1+�2)e���2� � �e��2�� � �e��2��+ �0 (�2)= lim�!0 1� �� �e�(�1+�2)e���2�� 1I� � �e��2�+ �0 (�2)Warnung: Hat man Exponentialfunktionen von Matrizen, darf man im allgemeinen ni
htwie mit Funktionen von reellen Zahlen re
hnen, das Zusammenfassen der Expo-nenten ist n�amli
h f�ur beliebige Matrizen ni
ht erlaubt. Es gilt zwareA � eB = eA+B falls [A;B℄ = 0(!)aber diese Kommutatorbedingung ist meistens ni
ht erf�ullt! Aus diesem Grundist Vorsi
ht beim Umgang mit matrixwertigen Exponentialfunktionen geboten!Da wir in unserem hier vorliegenden Fall die kleine Gr�o�e � im Exponentenstehen haben, entwi
keln wir die Exponentialfunktion na
h Potenzen von �,wobei wir die Reihen nur bis zur 1. Ordnung in � s
hreiben.e�(�1+�2)e���2 = (1 + � (�1 +�2) + � � �) (1���2 + � � �)= 1���2 +�(�1 +�2) + � � �= 1 +��1 + � � �= e��1) �0 (�1 +�2) = lim�!0 1� �� �e��1�� 1I� � �e��2�+ �0 (�2)= �0 (�1) + �0 (�2) :Damit sind wir nun in der Lage, die Darstellungseigens
haft von �0 zu beweisen:�1;�2 2 LS : [�0 (�1) ; �0 (�2)℄H = �0 �[�1;�2℄LS�Dabei wird der Kommutator [�; �℄H auf Operatoren im Hilbertraum ausgewertet und[�1;�2℄LS = �1�2 � �2�1 auf Elementen der Lie-Algebra.



23�0 �ubertr�agt also die Kommutatorstruktur der Lie-Algebra auf den quantenme
hanis
hen Hilber-traum. Aus diesem Grund wird die obige Beziehung als Darstellungseigens
haft bezei
hnet, �ahnli
hwie eine entspre
hende Glei
hung bei �.Zum Beweis dieser Eigens
haft ben�otigen wir folgende Hilfsformel:eAeBe�A = e(eABe�A)Beweis der Hilfsformel: eAeBe�A = eAXn 1n!Bne�ANun gilt: Bn = Be�A �eABe�A�n�2 eAB n � 2Bem.: Diese Formel gilt au
h f�ur beliebige n, allerdings m�ussen dann die Inversen der auf-tretenden Operatoren existieren!Beweis dur
h Induktion ab n=2:n = 2: Klar!n!n+ 1 Bn+1 = B �Bn = B �Be�A �eABe�A�n�2 eAB�= Be�AeA �Be�A �eABe�A�n�2 eAB�= Be�A �eABe�A�n�1 eABDamit ist: eAXn 1n!Bn e�A = eAXn 1n! �Be�A �eABe�A�n�2 eAB� e�A= Xn 1n! �eABe�A�n= e(eABe�A)Nun k�onnen wir die angegebene Darstellungseigens
haft beweisen:Es ist: t; � 2 R; � �et�1� � �e��2� � �e�t�1� = � �et�1e��2e�t�1� = � �e��12(t)��12 (t) := et�1�2e�t�1F�ur das Zusammenfassen der drei Exponentialfunktionen wurde die soeben bewiesene Hilfsformelverwendet.



24 Lie-Algebra der DrehgruppeWir di�erenzieren diese Beziehung nun zuerst na
h � , werten die Ableitung bei � =0 aus undwiederholen diese S
hritte bez�ugli
h der Variablen t:dd� �� �et�1� � �e��2� � �e�t�1�� = dd� � �e��12(t)�) � �et�1� � dd� � �e��2���=0 � �e�t�1� = � dd� � �e��12(t)���=0) � �et�1� �0 (�2) � �e�t�1� = �0 (�12 (t))) ddt �� �et�1� �0 (�2) � �e�t�1�� = ddt�0 (�12 (t))) �� ddt� �et�1�� �0 (�2) � �e�t�1��t=0++ �� �et�1� �0 (�2) ddt� �e�t�1��t=0 = � ddt�0 (�12 (t))�t=0) �0 (�1) �0 (�2)� �0 (�2) �0 (�1) = � ddt�0 (�12 (t))�t=0Es bleibt die Ableitung auf der re
hten Seite zu bere
hnen:Es gilt allgemein: A (t) 2 LS : ddt �0 (A (t)) = �0� ddtA (t)�denn: ddt �0 (A (t)) = lim�!0 1� [�0 (A (t+�))� �0 (A (t))℄= lim�!0 �0� 1� [A (t +�)� A (t)℄�= �0�� ddtA (t)��Also ist: � ddt �0 (�12 (t))�t=0 = ��0� ddt�12 (t)��t=0= �0 �� ddt �et�1�2e�t�1��t=0�= �0 ����1et�1�2e�t�1�� �et�1�2�1e�t�1��t=0�= �0 (�1�2 � �2�1)= �0 �[�1;�2℄LS�Wir haben also: �0 (�1) �0 (�2)� �0 (�2) �0 (�1) = �0 �[�1;�2℄LS�[�0 (�1) ; �0 (�2)℄H = �0 �[�1;�2℄LS�Damit ist die Darstellungseigens
haft von �0 bewiesen.Na
h diesen rein mathematis
hen Aussagen �uber die Eigens
haften einer abstrakten Darstellungder Lie-Algebra LS wollen wir nun diese Darstellung konkret angeben.



25Dazu setzen wir f�ur �=I (~!) und �0 (�) = : �0 (~!). Dann ist:8 2 H : (�0 (~!) ) (~x) = � lim�!0 1� �� �e�I(~!)�� 1I� � (~x)= lim�!0 1� ��� �e�I(~!)� � (~x)�  (~x)�= lim�!0 1� � �e��I(~!)~x��  (~x)�= lim�!0 1� � �~x�� ~! � ~x +O ��2���  (~x)�= lim�!0 1� h (~x)��(~! � ~x) � ~r (~x)�  (~x) +O ��2�i= � (~! � ~x) � ~r (~x)(i)= �~! � �~x� ~r� (~x)= �i h~! � (�i)�~x� ~r�i (~x)Der Operator (�i)�~x� ~r� l�a�t si
h mit ~p= (�i)~~r als 1~~x� ~p s
hreiben.In Analogie zur klassis
hen Me
hanik, wo ~x� ~p der Bahndrehimpuls war, de�niert man nun in derQuantenme
hanik einen Bahndrehimpulsoperator:~L := (�i)�~x� ~r� = 1~ (~x� ~p)Wir haben also folgendes Resultat: �0 (~!) = �i~! � ~LUnd damit haben wir au
h eine konkrete Darstellung der Drehgruppe, denn gem�a�� �eI(~!)� = e�0(I(~!))haben wir � (R) = � �eI(~!)� = e�i~!�~LDas ist die Formel, die si
h au
h in der Literatur �ndet.(i)Hierbei verwenden wir die zyklis
he Eigens
haft des Spatproduktes, wobei allerdings auf die Ni
htvertaus
hbar-keit der Operatoren gea
htet werden mu�. Dieser Sa
hverhalt wird au
h klar, wenn die Formel unter Verwendungdes Levi-Civit�a-Symbols (siehe Fu�note (iii) auf Seite 27) mit allen Indizes ausges
hrieben wird.



26 Lie-Algebra der DrehgruppeBem.: Wir haben hier den Drehimpuls ohne ~ de�niert, in den meisten Lehrb�u
hern wird das ~in die De�nition des Drehimpulses einbezogen. Aus diesem Grunde steht in den meistenB�u
hern statt ~L der Bru
h ~L=~.Also: Unsere De�nition: Andere De�nition:~L= (�i)~x� ~r ~L= (�i)~x� ~r � (~)~L= 1~~x� ~p ~L=~x� ~pMittels der Darstellungseigens
haft von �0 k�onnen wir nun die Vertaus
hungsrelationen f�ur dieKomponenten herleiten.Wir hatten: [�0 (�1) ; �0 (�2)℄H = �0 �[�1;�2℄LS�Zun�a
hst bere
hnen wir [�1;�2℄LS = [I (~!1) ; I (~!2)℄LSIm folgenden lassen wir die Bezei
hnungen H und LS an den Kommutatoren weg, da si
h aus demjeweiligen Zusammenhang ergibt, wel
he Kommutatoren gemeint sind.Beh.: Es gilt: [I (~!1) ; I (~!2)℄ =I (~!1 � ~!2)Beweis: Wende die beiden Seiten jeweils auf einen Vektor ~x2E 3 an und veri�ziere, da� beide Seitendas glei
he Resultat ergeben:8~x 2 E 3 [I (~!1) ; I (~!2)℄ ~x = I (~!1) I (~!2) ~x� I (~!2) I (~!1) ~x= I (~!1) (~!2 � ~x)� I (~!2) (~!1 � ~x)= ~!1 � (~!2 � ~x)� ~!2 � (~!1 � ~x)= ~!2 (~!1 � ~x)� ~x (~!1 � ~!2)�~!1 (~!2 � ~x) + ~x (~!2 � ~!1)= ~!2 (~!1 � ~x)� ~!1 (~!2 � ~x)Au�erdem ist: I (~!1 � ~!2)~x = (~!1 � ~!2)� ~x = � ~x� (~!1 � ~!2)= � (~!1 (~x � ~!2)� ~!2 (~x � ~!1))= (~!2 (~!1 � ~x)� ~!1 (~!1 � ~x))Wie man sieht, f�uhren beide Seiten der Glei
hung zu demselben Resultat, damit ist dieGlei
hheit bewiesen.Also haben wir: [I (~!1) ; I (~!2)℄ = I (~!1 � ~!2)



27Nun ist(ii): [�0 (�1) ; �0 (�2)℄ = [�0 (I (~!1)) ; �0 (I (~!2))℄) [�0 (�1) ; �0 (�2)℄ = h�i~!1 � ~L;�i~!2 � ~Li= �!1i!2j [Li; Lj℄Andererseits ist(iii): �0 ([�1;�2℄) = �0 ([I (~!1) ; I (~!2)℄)= �0 (I (~!1 � ~!2))= �i (~!1 � ~!2) � ~L= �i�kij!1i!2jLkso da� mit der Darstellungseigens
haft von �0 folgt:[�0 (�1) ; �0 (�2)℄ = �0 ([�1;�2℄)) �!1i!2j [Li; Lj℄ = !1i!2j ((�i) �kijLk) 8~!1; ~!2) [Li; Lj℄ = i�kijLkDies sind die fundamentalen Vertaus
hungsrelationen f�ur den Bahndrehimpuls. Bei dieser Herleitunghaben wir keinerlei Gebrau
h von der expliziten Struktur von ~L gema
ht, sondern ledigli
h dieDarstellungseigens
haft von �0 benutzt.Wir haben gesehen, da� die Komponenten des quantenme
hanis
hen Drehimpulses eine Darstellungvon LS bzw. SO (3) formen. Wenn man diese hat, m�o
hte man invariante Unterr�aume bez�ugli
h derDarstellung �nden, da si
h dann der Umgang damit vereinfa
ht.

(ii)Bei dieser Formel wird, wie au
h im folgenden eine verallgemeinerte Einsteins
he Summationskonvention ver-wendet. Und zwar in dem Sinne, da�, soweit ni
hts anderes gesagt wird, �uber auf einer Seite einer Glei
hung doppeltvorkommende Indizes entspre
hend summiert wird. Bei lateinis
hen Raumindizes also von 1 bis 3, bei grie
his
henRaum-Zeit-Indizes von 0 bis 3.(iii)�kij ist das sogenannte Levi-Civit�a-Symbol. �kij ist in fk; i; jg total antisymmetris
h und es ist �123 = 1.



Kapitel 6Irreduzible Darstellungen derDrehgruppe
Def.: Reduzible Darstellung, irreduzible DarstellungG Gruppe H Hilbertraum (i.A. gen�ugt ein komplexer Vektor-raum (dessen Dimension aber normalerweise un-endli
h ist) mit Skalarprodukt)� : G ! AutH hei�t unit�are Darstellung :,� (g1g2) = � (g1) � (g2)� (e) = 1I�y (g) = (� (g))�1
Ein Beispiel f�ur eine Darstellung ist die im letzten Kapitel angegebene Abbildung � (R).Eine Darstellung hei�t reduzibel, wenn es eine Zerlegung des Hilbertraums in invarianteTeilr�aume gibt, d.h.: H = H1 �H2 �H3 � � � �8�i 2 Hi : (� (g)�i) 2 HiExistiert keine sol
he Zerlegung, so hei�t die Darstellung irreduzibel.Bez�ugli
h obiger Zerlegung von H hat die reduzible Darstellung � Blo
kdiagonalform:� (g) = 0BBB� �1 �2 �3 . . . 1CCCA28



29Ist nun eine beliebige Darstellung gegeben, so m�o
hte man ihre invarianten Unterr�aume bestimmen.Wir werden unten sehen, da� si
h diese Zerlegung des Hilbertraums in invariante Unterr�aume alsn�utzli
h erweist.Man nennt das Auf�nden invarianter Unterr�aume einer Darstellung ausreduzieren.Wir wollen nun f�ur den Fall der Drehgruppe SO (3) diese Ausreduktion vornehmen. Da wir gefundenhaben, da� die drei Komponenten des quantenme
hanis
hen Bahndrehimpulses eine Darstellung derDrehgruppe de�nieren, m�ussen nun die invarianten Unterr�aume bez�ugli
h dieser drei Drehimpuls-operatoren bestimmt werden.Wir haben also drei Operatoren Li; i=1; 2; 3 mit folgender Vertaus
hungsrelation gegeben:[Li; Lj℄ = i�ijkLkNun erweist es si
h als zwe
km�a�ig, statt der Operatoren L1; L2 die sogenannten LeiteroperatorenL� zu verwenden: L+ : = L1 + iL2L� : = L1 � iL2Ferner de�niert man einen Operator(i)L2:L2 := ~L2 = 3Xi=1 L2iMan �ndet unter Anwendung obiger Vertaus
hungsrelationen f�ur die Komponenten des Bahndre-himpulses folgende Kommutatoren: �L2; Li� = 0; i = 1; 2; 3�L2; L�� = 0[L3; L�℄ = �L�[L+; L�℄ = 2L3Ferner �ndet man: L� = Ly+L�L� = L2 � L23 � L3Da L2 und L3 kommutieren, besitzen sie einen gemeinsamen Satz von Eigenvektoren(ii) j��mi:L2 j��mi = � j��miL3 j��mi = m j��mi(i)Dieser wird in der Literatur au
h als Casimiroperator bezei
hnet.(ii)Dies bedeutet allerdings ni
ht, da� jeder Eigenvektor von L2 au
h Eigenvektor von L3 ist und umgekehrt!Beispiele hierf�ur �nden si
h in Kapitel 11.



30 Irreduzible Darstellungen der DrehgruppeWendet man nun die Kommutatorrelationen f�ur L�; L2; L3 an, so �ndet man:L2 (L� j��mi) = � (L� j��mi)L3 (L� j��mi) = (m� 1) (L� j��mi)Die Eigenr�aume von L2; L3 sind die invarianten Unterr�aume des Drehimpulsoperators. Wir habenalso die Aufgabe, diese Eigenr�aume zu bestimmen, wenn wir die irreduzible Darstellung auf�ndenwollen.Wir beginnen mit der Bere
hnung des Normquadrates f�ur L� j��mi:kL� j��mik2 = hL���mjL���mi= h��m jL�L���m i= 
��m ���L2 � L23 � L3���m �= ���m2 �m� h��mj��mi) kL� j��mik2 = ���m2 �m� kj��mik2Wir betra
hten nun zun�a
hst das Normquadrat f�ur L+:Die Normquadrate auf beiden Seiten der obigen Glei
hung sind beide � 0 und zwar f�ur alle Wertevon � und m. Der Ausdru
k (��m2 �m) wird jedo
h f�ur gen�ugend gro�es m negativ, so da� nunkL+ j��mik2 <0 w�are! Da dies ein o�ensi
htli
her Widerspru
h ist, kannm ni
ht beliebig anwa
hsen,es mu� also ein maximales positives mmax geben, mit:��m2max �mmax = 0Dann gilt: L+ j��mmaxi = 0L3 j��mmaxi = mmax j��mmaxiDie Gr�o�e m darf aber au
h ni
ht beliebig negativ werden, denn aus der Relation, die aus demNormquadrat f�ur L� folgt, ergibt si
h: W�urde m beliebig negativ, so w�urde (�2 �m2 +m) ebenfallsnegativ f�ur gen�ugend negative Werte von m. Aus diesem Grunde mu� es ein negatives minimalesmmin geben, mit: ��m2min +mmin = 0L� j��mmini = 0L3 j��mmini = mmin j��mminiWir haben dur
h diese Forderungen an m gefunden, da� �=mmax (mmax + 1) und andererseits�=mmin (mmin � 1) ) mmax (mmax + 1) = mmin (mmin � 1)) �m2max �m2min�+ (mmax +mmin) = 0) (mmax +mmin) (mmax �mmin + 1) = 0



31Da nun: mmax � mmin ) (mmax �mmin + 1) 6= 0) mmax +mmin = 0) mmax = �mminNun ist: L3 �Ln+ j��mi� = (m+ n) �Ln+ j��mi� n 2 N [ f0gwas man dur
h Induktion na
h n lei
ht beweist.) 9n : L3 �Ln+ j��mmini� = (mmin + n) �Ln+ j��mmini�mit: mmin + n = mmaxDa n 2 N [ f0g ) mmax �mmin = n 2 N [ f0gmit mmin = �mmax) mmax = n2d.h. mmax kann nur ganz- oder halbzahlige Werte annehmen!Wir f�uhren nun eine Umbenennung dur
h: mmax = : l) l = n2) l = 0; 12 ; 1; 32 ; 2; : : :Wir haben nun folgende Resultate f�ur die Eigenwerte von L2 und L3 erhalten:� = l (l + 1) ; l = 0; 12 ; 1; 32 ; 2; : : :�l � m � l; m 2 ZDie Zust�ande werden also dur
h die Quantenzahlen l und m 
harakterisiert, wir s
hreiben nun stattj��mi: j�lmi.Es ist also: L2 j�lmi = l (l + 1) j�lmiL3 j�lmi = m j�lmi



32 Irreduzible Darstellungen der DrehgruppeDa wir an einer irreduziblen Darstellung der SO (3) interessiert sind, m�ussen wir uns fragen, ob dieerlaubten Werte f�ur l und m eine sol
he Darstellung erm�ogli
hen. In der Tat �ndet man, da� ni
htalle zul�assigen Werte f�ur l eine irreduzible Darstellung erlauben. Es gilt vielmehr die Aussage:Man erh�alt eine irreduzible Darstellung der SO (3) nur f�ur die ganzzahligen Werte von l.Die halbzahligen Werte �nden ihre Bedeutung bei der Darstellung der SU (2) (s. Kapitel 10).Damit sind die Eigenr�aume von L2 und L3 gefunden und klassi�ziert und wir haben nun eineZerlegung des Hilbertraumes H in invariante Unterr�aume gefunden:H = 1Ml=0 Hl; Hl := Span fj�lmi ;�l � m � lg ; dimHl = 2l + 1wobei mit Span fj�lmig die Menge der Linearkombinationen der j�lmi zu festem l und variablem mgemeint ist (nat�urli
h mit der Eins
hr�ankung �l � m � l).Die Vektoren j�lmi k�onnen nun explizit aus j�lli bestimmt werden, denn wir hatten:L3 �Ln�� j�lmi = (m� n)Ln� j�lmi) L3 (L�)l�m j�lli = m (L�)l�m j�lli) (L�)l�m j�lli ist Eigenvektor zu L3 mit dem Eigenwert m:) (L�)l�m j�lli = Nlm j�lmimit einer no
h zu bestimmenden Normierungskonstanten Nlm. Man �ndet (zur Bere
hnung verglei-
he auf Seite 30): j�lmi = p(l +m)!p(2l)! (l �m)! (L�)l�m j�lliWir m�o
hten no
h einmal darauf hinweisen, da� j�lli dur
hL+ j�lli = 0 und L3 j�lli = l j�llibestimmt ist.Geht man nun von abstrakten Hilbertraumvektoren in den Ortsraum, so mu� man die OperatorenL2; L�; L3 als Di�erentialoperatoren s
hreiben(iii):L2 = � 1sin# ��# �sin# ��#�� 1sin2 # �2�#2L� = �e�i�� ��# � i 
ot# ��#�L3 = �i ���(iii)Wir benutzen die in (6.1) auf der gegen�uberliegenden Seite bes
hriebenen Kugelkoordinaten



33Wir bezei
hnen im Ortsraum die Vektoren j�lmi mit Ylm (#; �). Dann ist Yll dur
h folgende Di�e-rentialglei
hungen gegeben:L+ j�lli = 0 ! ei�� ��# + i 
ot# ��#�Yll (#; �) = 0L3 j�lli = l j�lli ! �i ���Yll (#; �) = lYll (#; �)Man �ndet L�osungen, indem man zuerst die (lei
htere) Eigenwertglei
hung f�ur L3 l�ost:Yll (#; �) = yll (#) eil�Diese L�osung wird in die Di�erentialglei
hung f�ur L+ eingesetzt und yll (#) bestimmt. Es ergibtsi
h: yll (#) = 
l � sinl #) Yll (#; �) = 
l � sinl # eil�Man erh�alt dur
h Normieren:Yll (#; �) = (�1)l 12ll!p(2l + 1)!4� sinl # eil�Man kann dieses Resultat au
h bekommen, indem man zeigt, da�Yll�~x1r ; ~x2r � = Yll (x̂1; x̂2) : = Nl (�1)l (x̂1 + ix̂2)lx̂i = ~xij~xijdie Di�erentialglei
hungenL+Yll (x̂1; x̂2) = 0; L3Yll (x̂1; x̂2) = lYll (x̂1; x̂2)erf�ullt, wobei man in diesem Fall zwe
km�a�igerweise die Drehimpulsoperatoren in kartesis
hen Ko-ordinaten ausdr�u
kt. Ans
hlie�end s
hreibt man Yll mit den Kugelkoordinaten um:x1 = r � sin# 
os�x2 = r � sin# sin� (6.1)x3 = r � 
os#und �ndet: Yll (#; �) = Nl (�1)l sinl #eil�Dur
h Normierung erh�alt man wiederum das obige Resultat:Yll (#; �) = (�1)l 12ll!p(2l + 1)!4� sinl #eil�



34 Irreduzible Darstellungen der DrehgruppeDa wir nun den Hilbertraum der Winkelfunktionen in invariante Unterr�aume von Li zerlegt (alsodie Darstellung der Drehgruppe ausreduziert) haben, kann man jede Wellenfunktion  (~x) unterHinzunahme des Radialanteils s
hreiben als: (~x) = 1Xl=0�l�m�l glm (r)Ylm (#; �)Mit der Tatsa
he, da� die Ylm (#; �) als Eigenfunktionen der hermites
hen Operatoren L2 und L3orthogonal bez�ugli
h m sind, gilt:Z Y �lm (#; �)Yl0m0 (#; �) d (
os#) d� = Æmm0Æll0) glm (r) = Z�B1(0) d
 Y �lm (#; �) (~x)Dies bedeutet, da� die Kugelfunktionen Ylm ein vollst�andiges Funktionensystem bilden.Wir diskutieren abs
hlie�end die Darstellung von Drehungen im Raum der Kugelfunktionen:(� (R)Ylm) (x̂) = Ylm��1R x̂�[da Ylm irreduzibel (s. auf Seite 28)℄ = Xm0 D(l)mm0 (R)Ylm0 (x̂)mit KoeÆzienten D(l)mm0 (R) ) � (R)jl = D(l)mm0 (R)Die Darstellungen der Drehungen auf Kugelfunktionen sind also dur
h die sogenannten Wigners
henD-Funktionen gegeben.



Kapitel 7Das Wassersto�atom im Magnetfeld
Na
hdem si
h unsere bisherigen �Uberlegungen auf skalare Teil
hen bes
hr�ankt hatten, wollen wirnun die Darstellungen der Drehgruppe f�ur sol
he mit Spin konstruieren. Do
h zuvor erinnern wirkurz daran, was der Spin eigentli
h ist und warum man ihn einf�uhrt.Dazu beginnen wir mit einer Diskussion des Spektrums des Wassersto�atoms. Daf�ur liefert dieTheorie folgende Energieniveaus
hemata (mit und ohne �au�eres Magnetfeld):l = 0 l = 1 l = 0 l = 1

ohne ~B-Feld mit ~B-FeldExperimentell �ndet man nur f�ur das Spektrum des Wassersto�atoms ohne Magnetfeld eine Best�ati-gung der Theorie. Mi�t man jedo
h das Spektrum des Wassersto�atoms unter dem Ein
u� eines�au�eren Magnetfeldes, so ergibt si
h folgendes Energies
hema:
35



36 Das Wassersto�atom im Magnetfeldl = 0 l = 1

Im Verglei
h zur theoretis
hen Vorhersage spaltet also im Experiment jedes Energieniveau | au
hder Grundzustand | in doppelt so viele Niveaus auf. Die Theorie bes
hreibt das Verhalten desWassersto�atoms im Magnetfeld ni
ht ri
htig. Dies legt den S
hlu� nahe, da� die bisherigen An-nahmen �uber das Atom ni
ht vollst�andig sind, sondern no
h Freiheitsgrade existieren, die in derS
hr�odingertheorie ni
ht enthalten sind.



Kapitel 8Spin-s-Felder und Tensorprodukt
Bisher haben wir zur Bes
hreibung der Quantenme
hanik in konkreten Hilbertr�aumen (Ortsraum,Impulsraum) skalare Wellenfunktionen � : R3!C verwendet. Sollen nun zus�atzli
he Freiheitsgra-de in die Theorie eingebaut werden, so kann man versu
hen, dies dur
h eine mehrkomponentigeWellenfunktion zu errei
hen. Wir erweitern also die Wellenfunktion auf den C 2s+1 :� : R3 ! C 2s+1 ; s = 0; 12 ; 1; 32 ; : : :� (~x) = 0B� �1 (~x)...�2s+1 (~x) 1CAEine sol
he Funktion � (~x) hei�t Spin-s-Feld.Der Grund, warum wir f�ur die Charakterisierung dieser mehrkomponentigen Funktion die Gr�o�e smit s=0; 12 ; 1; 32 ; : : : und die Zahl 2s+ 1 verwenden, ist zu Beginn von Kapitel 9 angegeben.An dieser Stelle f�uhren wir nun eine neue mathematis
he Struktur zur Bes
hreibung von Hilber-tr�aumen mehrkomponentiger Funktionen ein. Es handelt si
h um den Begri� des Tensorproduktes,sowie um die Wirkung von linearen Operatoren auf Tensorprodukten.8.1 Exkurs: TensorproduktU; V seien lineare Vektorr�aume �uber C mit den Skalarprodukten h�; �iU ; h�; �iV .Def.: Kartesis
hes Produkt.Als kartesis
hes Produkt von U und V bezei
hnet man die Menge:U � V = f(�;  ) j� 2 U;  2 V gDef.: In U � V sei eine lineare Struktur de�niert dur
h:� (�;  ) = (��;  ) = (�; � )37



38 Spin-s-Felder und Tensorprodukt(�1 + �2;  ) = (�1;  ) + (�2;  )(�;  1 +  2) = (�;  1) + (�;  2)Def.: Das Tensorprodukt UNV ist die lineare H�ulle von U � V mit dieser linearen Struktur.UOV = (� ������ =Xm;n �mn (�m;  n) ;�mn 2 C ;�m 2 U;  n 2 V )Anstelle von (�;  ) verwendet man die Notation �
  .f�ur das Tensorprodukt gelten folgende Eigens
haften (ohne Beweis):i). dim (UNV ) = dimU � dimVii). �m (m2N) Basis von U n (n2N) Basis von V �) �m 
  n (m;n2N) Basis von UNViii). Da wir nur lineare Operatoren auf dem Tensorprodukt zulassen wollen, ist es f�ur Beweisehinrei
hend, die entspre
hende Eigens
haft nur f�ur (beliebige) Produkte zu beweisen, undni
ht n�otig, die vollen Summen zu betra
hten.Def.: Skalarprodukt auf UNV h�1 
  1j�2 
  2i := h�1j�2iU h 1j 2iVDas Skalarprodukt in UNV wird also auf das Produkt der Skalarprodukte in U und Vzur�u
kgef�uhrt.Def.: Tensorprodukt von linearen Operatoren:Seien A : U ! UB : V ! Vlineare Operatoren.Dann ist der Operator A
 B : UNV !UNV dur
h folgende Eigens
haften de�niert:i). A
 B ist linearii). (A
 B) (�
  ) : = (A�)
 (B )Es gilt nun, falls A;B diagonalisierbar sind undA�m = am�m; �m Basis von UB n = bn n;  n Basis von V) �mn : = �m 
  n; �mn Basis von UOVmit: (A
 B)�mn = ambn�mn



8.1 Exkurs: Tensorprodukt 39Wir erweitern nun die in U , bzw. V de�nierten Operatoren A bzw. B auf den Produktraum UNV :~A : = A
 1IV~B : = 1IU 
BMit dieser De�nition wirken A;B nur in den R�aumen U bzw. V , den jeweils anderen Raum desTensorproduktes lassen sie unver�andert.In der Physik treten nun Summen von Operatoren auf, die analog zu A;B de�niert sind. Mans
hreibt abk�urzend: A+B := ~A + ~B = A
 1IV + 1IU 
BDie Summe A +B wirkt nun auf ein Element aus UNV :(A+B) (�
  ) = (A�)
  + �
 (B )) (A+B)�mn = (am + bn)�mnFerner gilt die Formel: eA+B = eA 
 eBBea
hte, da� in dieser Formel auf der linken Seite die Summe A+B als ~A+ ~B zu lesen ist, w�ahrendauf der re
hten Seite A;B die urspr�ungli
h de�nierten Operatoren sind. Korrekt ges
hrieben lautetdie Formel: e ~A+ ~B = eA 
 eBBeweis: Wir wenden wieder jenes Verfahren an, das wir s
hon in Kapitel 5 auf Seite 21 kennen-gelernt haben: Wir f�uhren parametrisierte Operatoren F1 (t) ; F2 (t) ein und zeigen, da�F1 (t) ; F2 (t) dieselbe Di�erentialglei
hung 1. Ordnung l�osen. Au�erdem zeigen wir no
h,da� diese Operatoren die glei
he Anfangsbedingung erf�ullen. Damit ist die Identit�at derOperatoren F1 (t) ; F2 (t) f�ur alle Parameter na
hgewiesen. Daraus gewinnen wir dann un-sere Behauptung.Wir de�nieren: F1 (t) := et( ~A+ ~B); F2 (t) := etA 
 etB) _F1 (t) = � ~A+ ~B� et( ~A+ ~B) = � ~A+ ~B�F1 (t)_F2 (t) = �AetA�
 etB + etA 
 BetB= (A
 1IV ) �etA 
 etB�+ (1IU 
B) �etA 
 etB�= (A
 1IV + 1IU 
B) �etA 
 etB�= � ~A+ ~B�F2 (t)



40 Spin-s-Felder und TensorproduktF1 (t) ; F2 (t) l�osen also dieselbe Di�erentialglei
hung 1. Ordnung. Ferner gilt:F1 (0) = e0�( ~A+ ~B) = 1IU 
 1IV (da 1IUNV = 1IU 
 1IV )F2 (0) = e0�A 
 e0�B = 1IU 
 1IVDamit ist gezeigt, da� F1 (t) ; F2 (t) au
h den glei
hen Anfangsbedingungen gen�ugen. Alsofolgt: F1 (t) = F2 (t) 8t, et( ~A+ ~B) = etA 
 etB 8t) e( ~A+ ~B) = eA 
 eBalso die Behauptung!Wir zeigen nun no
h: (A1 
 B1) (A2 
B2) = A1A2 
 B1B2denn es ist:8�
  2 UOV : (A1 
 B1) (A2 
B2) (�
  ) = (A1 
 B1) (A2�
B2 )= A1A2�
B1B2 = (A1A2 
 B1B2) (�
  )) (A1 
 B1) (A2 
B2) = (A1A2 
 B1B2)Damit ist der Exkurs �uber das Tensorprodukt abges
hlossen und wir k�onnen uns nun der Konkre-tisierung dieser abstrakten Aussagen in der Physik zuwenden.8.2 Der Spin-Hilbertraum als TensorproduktWir werden nun den Hilbertraum der 2s + 1-komponentigen Wellenfunktionen als Tensorproduktzweier Vektorr�aume auffassen. Zun�a
hst de�nieren wir:H0 := �� ����� : R3 ! C ; h j�i := Z d3x � (~x)� (~x) ; h�j�i <1�H0 ist also der bisher verwendete Hilbertraum H der quadratintegrablen Funktionen.S
hreibe nun: � (~x) = 0B� �1 (~x)...�2s+1 (~x) 1CA = 2s+1Xm=1 �m (~x) em



8.2 Der Spin-Hilbertraum als Tensorprodukt 41Dabei ist em: e1 := 0BBB� 10...0 1CCCA ; e2 := 0BBBBB� 010...0
1CCCCCA ; � � � ; e2s+1 := 0BBB� 0...01 1CCCA.Die 2s+1 Vektoren em seien also die Standardbasis von C 2s+1 . Die Funktion �m (~x) sei ein Elementdes Hilbertraumes H0. Entwi
kle na
h einer Basis von H0:�m (~x) = Xl aml�l (~x)) � (~x) = 2s+1Xm=1Xl amlem�l (~x)Nun l�a�t si
h em�l (~x) als Tensorprodukt em
 �l (~x) auffassen, denn dieses Paar besitzt die f�ur einTensorprodukt 
harakteristis
hen Eigens
haften, wie man lei
ht sieht. Wir k�onnen also s
hreiben:� (~x) = 2s+1Xm=1Xl amlem 
 �l (~x)Nun ist em2C 2s+1 ; �l (~x) 2H0 und somit � (~x) 2C 2s+1NH0. Also lassen si
h die Spin-s-Felder alsElemente des Tensorproduktraumes C 2s+1NH0 verstehen. Wir de�nieren:Hs := C 2s+1OH0 = �� ��� : R3 ! C 2s+1 ; h�j�i <1	Auf Hs ist das Skalarprodukt in der im Exkurs auf Seite 38 bes
hriebenen Weise erkl�art:�1 = Xm em 
 �1m; �2 = Xn en 
 �2n 2 Hs;�1m; �2n 2 H0h�1j�2i = *Xm em 
 �1m�����Xn en 
 �2n+= Xm;n hemj eniC2s+1 � 
�1m���2n�H0da die em orthogonal sind = Xm;n Æmn 
�1m���2n�H0= Xm 
�1m���2m�H0 = Xm Z d3x�1�m (~x)�2m (~x)Wir haben also: h�1j�2i =Xm Z d3x�1�m (~x)�2m (~x)



42 Spin-s-Felder und TensorproduktWir werden nun den Hamiltonoperator des Wassersto�atoms, der bislang in H0 de�niert war, aufdenHs erweitern und sehen, da� dieser Hamiltonoperator einen 2s+1-fa
h entarteten Grundzustandliefert, also tats�a
hli
h neue Freiheitsgrade in die Theorie einbringt.Die Ausdehnung des Hamiltonoperators erfolgt ganz analog zu der im Exkurs auf Seite 39 angege-benen Erweiterung der Operatoren A;B zu ~A; ~B:H : Hs !HsH : = 1IC2s+1 
 �� ~22m�� e2r �Der Anteil � ~22m�� e2rbezieht si
h nat�urli
h nur auf H0.Dieser Hamiltonoperator wirkt auf eine Funktion � (~x) =a
� (~x); a2C 2s+1 , � (~x) 2H0 in folgenderWeise: H� (~x) = �1IC2s+1 
 �� ~22m�� e2r �� (a
 � (~x))= a
 �� ~22m�� e2r �� (~x)Wir wollen nun zeigen, da� f�ur eine 2s+1-komponentige Wellenfunktion der Grundzustand 2s+1-fa
h entartet ist.Dazu haben wir folgende Eigenwertglei
hung in Hs zu l�osen:H� (~x) = E (~x)wobei � (~x) 2Hs=C 2s+1NH0 und H : Hs!Hs ist.Wir haben gesehen, wie H auf ein Tensorprodukt in Hs wirkt, daher k�onnen wir die Eigenwertglei-
hung ums
hreiben in:a
 �� ~22m�� e2r �� (~x) = E (a
 � (~x)) = a
 (E� (~x))f�ur alle a2C 2s+1 .Diese Eigenwertglei
hung ist gel�ost, wenn f�ur � (~x) gilt:�� ~22m�� e2r �� (~x) = E� (~x)Die L�osung dieses Problems ist bekannt, es ergeben si
h die Wassersto�-Eigenfunktionen �nlm (~x)und die Energieeigenwerte En des Wassersto�-Atoms.



8.2 Der Spin-Hilbertraum als Tensorprodukt 43) � (~x) =a�nlm (~x) =a
 �nlm (~x) l�ost das Eigenwertproblem f�ur jedes a2C 2s+1 .Nun gibt es aber ni
ht beliebig viele L�osungen, denn da dimC 2s+1=2s+1 ist, existieren nur 2s+1linear unabh�angige Vektoren. W�ahlt man f�ur die Vektoren a die 2s+ 1 Basisvektoren des C 2s+1 , soerh�alt man als L�osungsmenge f�ur das Eigenwertproblem:�1 (~x) = e1�nlm (~x)�2 (~x) = e2�nlm (~x)...�2s+1 (~x) = e2s+1�nlm (~x)Zu jedem Energieeigenwert, also au
h f�ur den Grundzustand �100 (~x), existiert ein sol
her Satz von2s+ 1 linear unabh�angigen Eigenvektoren.Das hei�t, da� jeder Energieeigenwert, also au
h der Grundzustand, 2s+ 1-fa
h entartet ist!Im folgenden Kapitel werden wir den Operator konstruieren, der mit den neuen Freiheitsgradenzusammenh�angt, und wir werden zeigen, da� diese 2s + 1-fa
he Entartung des Grundzustandesdur
h Anlegen eines �au�eren Magnetfeldes vollst�andig aufgehoben werden kann.



Kapitel 9Der Spinoperator
Wir haben in Kapitel 8 gesehen, da� der Grundzustand des Wassersto�atoms f�ur den Fall einer2s+ 1-komponentigen Wellenfunktion (Spin-s-Feld) genau 2s+ 1-fa
h entartet ist. Wie wir sp�atersehen werden, kann diese Entartung dur
h die Anwesenheit eines �au�eren Magnetfeldes aufgehobenwerden, der Grundzustand spaltet in 2s+ 1 �aquidistante Niveaus auf.Diese Entartung erinnert uns an den Bahndrehimpuls, au
h dort hatten wir ein �ahnli
hes Verhalten:Die Energien waren im feldfreien Fall f�ur jeden Bahndrehimpuls l 2l+1-fa
h entartet und spaltetenbeim Anlegen eines Magnetfeldes in 2l + 1 �aquidistante Niveaus auf.Man k�onnte nun vermuten, da� eine Aufspaltung des Grundzustandes imMagnetfeld (wie sie experi-mentell beoba
htet wird) mit zus�atzli
hen Drehimpulsfreiheitsgraden zusammenh�angt. Aus diesemGrunde w�urden wir sp�atestens hier in Analogie zum Bahndrehimpuls von C n zu C 2s+1 �ubergehenund s als Quantenzahl des neuen Drehimpulses interpretieren.F�ur die doppelte Aufspaltung des Wassersto�-Grundzustandes gilt demna
h s= 12 und der f�ur unsinteressante Hilbertraum wird der H 12 sein.In v�olliger Analogie zum Bahndrehimpuls k�onnen wir nun die Struktur des zu der Quantenzahl sgeh�orenden Operators erhalten, indem wir abermals Darstellungen der SO (3) betra
hten.Wir su
hen in diesem Fall die Darstellung der SO (3) auf dem Hilbertraum der Spin-s-Felder:Ds : SO (3)! AutHsDa Hs=C 2s+1NH0 ist, liegt es nahe, au
h Ds als Tensorprodukt zu s
hreiben:Ds = �s (R)
 � (R)Dabei ist � (R) die in Kapitel 6 behandelte Darstellung der SO (3) in H0 gem�a�: 2 H0; (� (R) ) (~x) =  ��1R ~x��s (R) ist die | no
h anzugebende | Darstellung:44



45
�s (R) : SO (3)! Aut C 2s+1Damit ist: R 2 SO (3) ; � (~x) 2 H0; a 2 C 2s+1 ;� (~x) := a
 � (~x) 2 H0O C 2s+1 :(Ds (R)�) (~x) = (�s (R)
 � (R)) (a
 � (~x))= (�s (R) a)
 (� (R)�) (~x)= (�s (R) a)
 ���1R ~x�Damit haben wir: (Ds (R)�) (~x) = �s (R)���1R ~x�Wir haben nun die Aufgabe, �s (R) anzugeben.Hier geht man analog zur Konstruktion der Darstellung � (R) vor: Wir hatten auf Seite 25R = eI(~!); � (R) = e�0(�) = e�i~!�~Lmit: � = I (~!)Ferner hatten wir gesehen, da� �0 (�) folgende Darstellungseigens
haft besitzt:[�0 (�1) ; �0 (�2)℄ = �0 ([�1;�2℄)Aus dieser Darstellungseigens
haft haben wir dann auf die Vertaus
hungsrelationen von ~L ges
hlos-sen: [Li; Lj℄ = i�ijkLkIn Anlehnung an die Exponentialdarstellung von � (R) de�nieren wir nun eine analoge Exponenti-aldarstellung von �s (R): R = eI(~!); � = I (~!) ; �s (R) = e�0s(�)mit: �0s (�) = �i~! � ~N ; Ni 2 Aut C 2s+1



46 Der SpinoperatorWir verlangen nun f�ur dieses �0s (�) die obige Darstellungseigens
haft und erhalten damit die obigenVertaus
hungsrelationen als Bedingung an ~N . Wir fordern also:[�0s (�1) ; �0s (�2)℄ = �0s ([�1;�2℄)Die Ni m�ussen nun die glei
hen Vertaus
hungsregeln wie die Komponenten des Bahndrehimpulseserf�ullen: [Ni; Nj℄ = i�jkiNkFerner verlangt man die Unitarit�at der Darstellung �s (R):�ys (R) = (�s (R))�1) ei~!� ~Ny = ei~!� ~N) N yi = NiDie Ni m�ussen also hermites
h sein.Nun sei skizziert, wie die Matrizen Ni f�ur konkrete F�alle bere
hnet werden k�onnen:De�niert man (wie beim Bahndrehimpuls) Leiteroperatoren N�:N� = N1 � iN2N2 = 3Xi=1 N2iso �nden wir aufgrund der Vertaus
hungsrelationen f�ur die Ni:�N2; N�� = 0[N3; N�℄ = �N�Wir w�ahlen nun eine Basis von simultanen Eigenfunktionen zu N3 und N2:N2 js msi = s (s+ 1) js msiN3 js msi = ms js msiMan kann nun aus den Vertaus
hungsrelationen der N�; N3 folgern, da� gilt:N� js msi =ps (s+ 1)�ms (ms � 1) js msiS
hreibt man nun no
h N� auf N1; N2 um:N1 = 12 (N+ +N�)N2 = 12i (N+ �N�)



47so �ndet man f�ur die Matrixelemente:hs m0s jN1j s msi = 12 hps (s+ 1)�ms (ms + 1) � Æm0s;ms+1+ps (s+ 1)�ms (ms � 1) � Æm0s;ms�1ihs m0s jN2j s msi = 12i hps (s+ 1)�ms (ms + 1) � Æm0s;ms+1�ps (s + 1)�ms (ms � 1) � Æm0s;ms�1ihs m0s jN3j s msi = msÆm0s;msBere
hnet man diese Matrixelemente f�ur den Fall s= 12 ;ms; m0s= 12 ;�12 so erh�alt man mit demS
hema: ms= + 12 ms= � 12m0s= + 12m0s= � 12die folgenden 2� 2-Matrizen:S1 : = N1 = 12 � 0 11 0 � = 12�1; �1 = � 0 11 0 �S2 : = N2 = � i2� 0 1�1 0 � = 12�2; �2 = � 0 �ii 0 �S3 : = N3 = 12� 1 00 �1 � = 12�3; �3 = � 1 00 �1 �Um den Fall s= 12 dur
h den Operator anzudeuten, s
hreiben wir statt N1; N2; N3 : S1; S2; S3. DieMatrizen �1; �2; �3 bezei
hnet man als Paulis
he Spinmatrizen (Pauli-Matrizen).Analog kann man die Matrizen Ni f�ur andere Werte von s erhalten. Die Matrizen Ni bezei
hnetman als Spinmatrizen, den Parameter s, der den Eigenwert von N2 bestimmt, als Spin.Zum Abs
hlu� dieses Kapitels zeigen wir, da� die We
hselwirkung der Spinfreiheitsgrade, bes
hrie-ben dur
h den Spinoperator ~N , mit einem �au�eren Magnetfeld die 2s + 1-fa
he Entartung desGrundzustandes aufhebt, und da� dieser Zustand in 2s+ 1 �aquidistante Niveaus aufspaltet. Insbe-sondere sehen wir, da� der Grundzustand des Wassersto�atoms f�ur den Fall s= 12 in zwei Niveausaufspaltet. Dies entspri
ht genau dem experimentellen Befund.Dazu konstruieren wir die We
hselwirkung mit dem Magnetfeld in Analogie zum Bahndrehimpuls.Dort hatten wir gefunden, da� das Anlegen eines �au�eren Magnetfeldes einen Zusatzterm �L~L � ~Bbewirkt. V�ollig analog setzen wir nun f�ur die Spin-Magnetfeld-We
hselwirkung �s ~N � ~B.Ber�u
ksi
htigen wir no
h, da� der Hamiltonoperator in Hs wirken soll, und da� ~N in C 2s+1 wirkt,so �nden wir f�ur den erweiterten Hamiltonoperator:H = 1IC 2s+1 
 ��� ~22m�� e2r � + �L~L � ~B�+ �s ~N � ~B 
 1IH0



48 Der Spinoperatoroder abgek�urzt: H = � ~22m�� e2r + �L~L � ~B + �s ~N � ~BW�ahlt man nun ~B in z-Ri
htung ~B : =B~ez so erh�alt man:~L � ~B = BL3; ~N � ~B = BN3) H = 1IC2s+1 
 �� ~22m�� e2r + �LBL3� + �sBN3 
 1IH0W�ahle nun als Basis von C 2s+1 eine Eigenfunktionsbasis von N3:N3ems = msems; ms = �s; : : : ; sDie Tatsa
he, da� ms von �s bis +s l�auft, folgt aus den algebrais
hen Eigens
haften von N3; N+und N2 in v�olliger Analogie zum Bahndrehimpuls (siehe auf Seite 46{47 und auf Seite 29{31).Nun folgt: � (~x) := ems 
 �nlm (~x)H� (~x) = (En + �LmB + �smsB)� (~x)Dabei ist En der Eigenwert von H0: �� ~22m�� e2r ��nlm (~x) = En�nlmH0 : = � ~22m�� e2rdenn es ist: H� (~x) = [1IC2s+1 
 (H0 + �LBL3) + (�sBN3 
 1IH0)℄ (ems 
 �nlm (~x))= ems 
 (H0 + �LBL3)�nlm (~x) + �sBN3ems 
 �nlm (~x)= ems 
 (En + �LBm)�nlm (~x) + �sBmsems 
 �nlm (~x)= (En + �LBm) (ems 
 �nlm (~x)) + �sBms (ems 
 �nlm (~x))= (En + �LBm + �sBms) (ems 
 �nlm (~x))= (En + �LBm + �sBms)� (~x) = Enlm;ms� (~x)Betra
hte nun den Grundzustand: n=1; l=0; m=0:E100;ms = E100 + �sBms; ms = �s; : : : ;+sMan sieht nun, da� die Entartung des Grundzustandes aufgehoben ist, da jedem EnergieeigenwertEnlm;ms genau ein Zustandsvektor � (~x) =ems 
 �nlm (~x) zugeordnet ist.Mit dem Spinwert s= 12 ist der Wassersto�grundzustand also tats�a
hli
h in zwei Niveaus aufgespal-ten, wie es au
h das Experiment ergibt.



Kapitel 10Darstellungen von SO (3) f�urSpin-12-FelderWir haben nun angegeben, wie die Matrizen Ni konstruiert werden, ferner haben wir gesehen,da� in unserem Formalismus mit Spin-s-Feldern und einer Spin-Magnetfeld-We
hselwirkung derGrundzustand ohne Feld 2s + 1-fa
h entartet ist und da� diese Entartung dur
h Anlegen einesMagnetfeldes vollst�andig aufgehoben wird. Am Beispiel des Wassersto�atoms s
hlie�en wir aus derbeoba
hteten doppelten Aufspaltung aller Niveaus auf s= 12 .Wir wollen nun die Darstellung von SO (3) f�ur Spin-12-Felder genauer untersu
hen, da dieser Fallvon konkretem physikalis
hem Interesse ist.Wir gehen von der Exponentialdarstellung f�ur � 12 (R) aus:~N = ~S = ~�2� 12 (R) = e�i~!� ~N = e�i~!�~S� 12 (R) = e�i~!�~�2Nun ist: e�i~!�~S = 1 + ��i~! � ~S�+ 12! ��i~! � ~S�2 + 13! ��i~! � ~S�3 + 14! ��i~! � ~S�4 + � � �= 1� i~! � ~S � 12! �~! � ~S�2 + 13!i�~! � ~S�3 + 14! �~! � ~S�4 � � � �Um die auftretenden Potenzen �~! � ~S�n bere
hnen zu k�onnen, zeigen wir folgende n�utzli
he Formel:�~� � ~A��~� � ~B� = ~A � ~B + i~� � � ~A� ~B�Beweis: �~� � ~A��~� � ~B� = Xi;j (�iAi) (�jBj) = Xi;j AiBj�i�j49



50 Darstellungen von SO (3) f�ur Spin-12-Felder= Xi;j AiBj 12 [�i�j + �j�i + �i�j � �j�i℄= Xi;j AiBj 12 [(�i�j + �j�i) + (�i�j � �j�i)℄Explizites Einsetzen der Pauli-Matrizen aus Kapitel 9 auf Seite 47 zeigt, da� gilt:[�i; �j℄+ := f�i; �jg := �i�j + �j�i = 2ÆijAu�erdem ist: [�i; �j℄ : = �i�j � �j�i = [2Si; 2Sj℄ = 4 [Si; Sj℄= 4i�ijkSk = 2i�ijk (2Sk)= 2i�ijk�kWir haben also: [�i; �j℄+ = 2Æij[�i; �j℄� = [�i; �j℄ = 2i�ijk�kUnd damit ist dann:�~� � ~A��~� � ~B� = Xi;j AiBj 12 �[�i�j℄+ + [�i�j℄�	= Xi;j AiBj fÆij + i�ijk�kg= ~A � ~B + i~� � � ~A� ~B�Mit dieser Formel erhalten wir:�~! � ~S�2 = �~! � ~�2�2 = 14 (~! � ~�)2= 14 j~!j2 = 14�2; �2 : = j~!j2 : ~! = �b!Damit ergibt si
h folgende Liste der Potenzen von �~! � ~S�~! � ~S = �2 (b! � ~�)�~! � ~S�2 = ��2�2�~! � ~S�3 = ��2�3 (b! � ~�)�~! � ~S�4 = ��2�4



51) e�i~!�~S = 1� i��2� (b! � ~�)� 12! ��2�2 + i3! ��2�3 (b! � ~�) + 14! ��2�4 � � � �=  1� 12! ��2�2 + 14! ��2�4 � � � �!| {z }
os(�2 ) �i (b! � ~�) �2 � 13! ��2�3 � � � �!| {z }sin(�2 )Mit den bekannten Potenzreihen f�ur Sinus und Cosinus �ndet man:� 12 (R) = e�i~!�~S = 
os��2�� i (b! � ~�) � sin��2�Wenn nun � 12 (R) Darstellung von SO (3) w�are, so m�u�te � 12 (1I) =1I gelten. Wir �nden:� = 0 : R = eI(~!) = 1I; � 12 (R) = � 12 (1I) = 1IAllerdings gilt au
h f�ur �=2� R=1I. Es ist aber f�ur dieses �:� 12 (R) = � 12 (1I) = �1I (!!)O�enbar ist � 12 ni
ht eindeutig, also au
h keine Abbildung!Die Folgerung ist, da� es keine Darstellung von SO (3) f�ur s= 12 gibt!Wir k�onnen den bisherigen Darstellungsbegri� zwar ni
ht auf Spin-12-Felder anwenden, allerdingsgibt es eine Verallgemeinerung bzw. Abs
hw�a
hung des Darstellungsbegri�es, n�amli
h die sogenann-te Strahldarstellung.Diese Darstellung wird statt auf Zust�anden des Hilbertraumes auf �Aquivalenzklassen der Zust�andede�niert. Wir wollen daher zun�a
hst eine �Aquivalenzrelation auf H 12 einf�uhren. Diese �Aquivalenz-relation ist mit der Vorzei
henfrage bei quantenme
hanis
hen Zust�anden verkn�upft.Wie wir wissen, ist das Vorzei
hen eines quantenme
hanis
hen Zustandes ni
ht me�bar, sondernnur die Erwartungswerte eines Operators O. Der Erwartungswert ist de�niert als:hOi = h jOj ih j iMan sieht sofort, da�: hOi 0 = hOi falls  0 = � ; � 2 C ; � 6= 0Dies legt nun nahe, eine �Aquivalenzrelation auf den quantenme
hanis
hen Zust�anden zu erkl�aren,indem wir zwei Zust�ande  ;  0 als �aquivalent bezei
hnen, wenn sie zum glei
hen Erwartungswert vonOperatoren auf dem Hilbertraum f�uhren, also dur
h Messungen ni
ht voneinander unters
hiedenwerden k�onnen.Wir de�nieren in diesem Sinne eine �Aquivalenzrelation auf H �  0 :, 9� 2 C ; � 6= 0;  0 = � 



52 Darstellungen von SO (3) f�ur Spin-12-FelderMan zeigt sofort, da� dieses � eine �Aquivalenzrelation im mathematis
hen Sinn de�niert. Fernersieht man, da� �aquivalente Zust�ande zu glei
hen Erwartungswerten f�uhren.Der Hilbertraum der Zust�ande zerf�allt also in "Strahlen\, wobei jeder "Strahl\ eine �Aquivalenzklassedarstellt:
6 3� 3

- 2 � 2����� 1������������������

� 4
����R 4

�������
�������

����� 1

Wir de�nieren nun einen Hilbertraum der �Aquivalenzklassen:bH : = �[ ℄ ����[ ℄ = � 0 ���� 0 �  :, 9� 2 C ; � 6= 0;  0 = � ; Z j (~x)j2 d3x <1��[7℄= f� j 2 HgDas Skalarprodukt auf bH de�niert man in nat�urli
her Weise als:h[ ℄ ; [�℄i bH := h ; �ik k k�kDies ist, wie man lei
ht sieht, unabh�angig von der Wahl der Repr�asentanten in den �Aquivalenz-klassen, denn ein anderer Repr�asentant unters
heidet si
h ja nur in einem Faktor �, der sowohl imZ�ahler als au
h im Nenner eingeht und si
h somit im Ergebnis herausk�urzt.Wir haben oben gesehen, da� es keine wohlde�nierte Darstellung der SO (3) f�ur halbzahlige Dre-himpulse gibt. Allerdings ist es m�ogli
h, wie ebenfalls s
hon angedeutet, den Begri� der Dar-stellung dur
h den (s
hw�a
heren) der Strahldarstellung zu ersetzen. Bei Strahldarstellungen vonLie-Gruppen betra
htet man keine Darstellungen auf den Zust�anden, sondern Darstellungen auf�Aquivalenzklassen von Zust�anden, also auf den Strahlen.Def.: Strahldarstellung (au
h: projektive Darstellung)G Lie-Gruppe, bH Hilbertraum der �Aquivalenzklassen



53bD : G! Aut bH hei�t unit�are Strahldarstellung von G auf bH, falls gilt:bD (g1g2) = bD (g1) � bD (g2) 8g1; g2 2 GbD (1I) = 1IbDy = � bD��1In unserem konkreten Fall su
hen wir die Strahldarstellung der Lie-Gruppe SO (3) auf dem Hilber-traum der �Aquivalenzklassen von Spin-12 -Feldern.bD 12 : SO (3) ! Aut 
H 12
H 12 : = �[�℄ ��[�℄ = ��0 : R3 ! C 2 j 0 �  :, 9� 2 C ; � 6= 0;  0 = � ; h�j�iH 12 <1��Um diese Strahldarstellung zu �nden, bedient man si
h einer Aussage der Gruppentheorie (dem Satzvon Wigner-Bargmann), na
h der jede Strahldarstellung einer (Lie-)Gruppe dur
h die Darstellungeiner anderen Gruppe (der �Uberlagerungsgruppe) induziert wird.Wir wollen nun zeigen, da� f�ur die Strahldarstellung der SO (3) in 
H 12 die Darstellung der SU (2)in H 12 ben�otigt wird.Dazu gehen wir wie folgt vor:i). Konstruktion einer Abbildung zwis
hen den Gruppen SO (3) und SU (2).ii). Bestimmung der Darstellung der Gruppe SU (2).iii). Konstruktion der Strahldarstellung der Gruppe SO (3).Zu Beginn unserer �Uberlegungen geben wir die De�nition der Gruppe SU (2) an:SU (2) := n� ���� : C 2 ! C 2 ; � linear, �y =�1� ; det� = 1oNun k�onnen wir den ersten Punkt unseres Programms erf�ullen. Dazu de�nieren wir einen Homo-morphismus von SU (2) auf SO (3) in folgender Weise:Def.: h : SU (2) ! SO (3)� 7 ! h (�)Sei f~ekg Basis von R3 . Dann ist h (�)~ek=Pj hjk (�)~ej mit:��k �y =: hjk (�) �j (10.1)



54 Darstellungen von SO (3) f�ur Spin-12-FelderIn dieser De�nition wird bei der Anwendung der Matrix h (�) auf Vektoren aus R3 die in der linearenAlgebra �ubli
he Indexkonvention benutzt.Man zeigt nun folgende Eigens
haften von h:h (�) 2 SO (3) 8� 2 SU (2) (10.2)Kern (h) = f�1I; 1Ig (10.3)Bild (h) = SO (3) (10.4)Beweis: Wir zeigen zun�a
hst die folgendeVorbemerkung: ~a 2 R3 ; j~aj2 = � det (~a � ~�) = � det Xi ai�i!Die �i sind die in Kapitel 9 auf Seite 47 de�nierten Pauli-Matrizen.Es ist: ~a � ~� = Xi ai�i = a1 � 0 11 0 � + a2� 0 �ii 0 � ++ a3� 1 00 �1 �= � a3 a1 � ia2a1 + ia2 �a3 �) � det (~a � ~�) = � ��a23 � (a1 � ia2) (a1 + ia2)�= a23 + a21 + a22= j~aj2Damit ist die Vorbemerkung gezeigt.Sei nun ~a2R3 und ~a0=h (�)~a. Wir behaupten, da� h (�) eine Isometrie ist, da� also gilt:j~a0j2 = j~aj2Wir haben: ~a0 = h (�)~a = h (�)Xk ak~ek = Xk akh (�)~ek= Xk;j akhjk (�)~ej= Xj a0j~ej mit: a0j = Xk akhjk (�)



55Anm.: Hier zeigt si
h nun der Sinn der obigen Indexkonvention f�ur Vektoren: DieKomponenten transformieren si
h wie bekannt.Nun ist mit obiger Vorbemerkung:j~a0j = � det (~a0 � ~�) = � det Xj a0j�j!= � det Xj;k akhjk (�)�j!= � det Xk ak��k�y!= � det ��~a � ~��y�= � det (�) � det (~a � ~�) det ��y�= � det ���y�| {z }=1I � det (~a � ~�)= � det (~a � ~�) = j~aj2Mit der Erhaltung des Normquadrates haben wir gezeigt, da� h (�) 2O(3) gilt. Es bleibtno
h zu zeigen, da� det h (�) =1 ist. Dieser Beweis h�angt mit der topologis
hen Strukturvon SU (2) zusammen und erfordert ein mathematis
hes Niveau, wel
hes den Rahmen diesesSkriptums sprengen w�urde(i).zu (10.3))Sei �2 Kern (h)) h (�) =1I) h (�)~ek = Pj hjk (�)~ejandererseits: h (�)~ek = ~ek=Pj Æjk~ej �) hjk (�) = ÆjkDies in (10.1) auf Seite 53 eingesetzt, ergibt:��k�y = hjk (�)�j = Æjk�j) ��k�y = �k) ��k = �k�) [�; �k℄ = 0 k = 1; 2; 3Wir brau
hen an dieser Stelle nun die S
hurs
hen Lemmata[9℄:(i)F�ur Interessierte: Wegen der Stetigkeit der �Uberlagerungsabbildung, kann die einfa
h zusammenh�angende Man-nigfaltigkeit SU (2) nur auf eine Zusammenhangskomponente von O(3) abgebildet werden. Grob gesagt, kann si
hin einer stetigen Abbildung eine Eigens
haft der Bildelemente (in diesem Fall die Determinante) ni
ht sprunghaft�andern, es sei denn das Urbild w�are ni
ht zusammenh�angend. Da aber in O(3) nur die Werte 1 und �1 f�ur dieDeterminante m�ogli
h sind, und die Identit�at mit Determinante 1 im Bild der �Uberlagerungsabbildung liegt, m�ussenalle Bildelemente Determinante 1 haben.



56 Darstellungen von SO (3) f�ur Spin-12-FelderVorbem.: G Gruppe, V Vektorraum, D : G! AutV: g 7 !D (g) irreduzible Darstellung.Sei ferner V1 ein invarianter Unterraum unter D (g) ; D (g)V1 � V1 8g2G. Dannist V1= f0g oder V1=VBew.: Dies ist nur eine Umformulierung der De�nition von irreduzibel: Falls V1 �V; V1 6=V; V1 6= f0g, so g�abe es in V einen invarianten Teilraum unter D (g), undD w�are ni
ht irreduzibel ) V1=V oder V1= f0g.1. S
hurs
hes Lemma: D : G ! AutVg 7 ! D (g)D0 : G ! AutV 0g 7 ! D0 (g)seien irreduzible Darstellungen der Gruppe G. Sei nun S : V !V 0,S linear und es gelte SD (g) = D0 (g)S (10.5)Dann ist S � 0 _ 9S�1 : V 0!VBew.: Es wird zun�a
hst gezeigt, da�V 01 : = BildS ein invarianter Teilraum unter D0 (g) undV0 : = KernS ein invarianter Teilraum unter D (g) ist.Denn wegen (10.5) gilt:D0 (g)V 01 = D0 (g)SV = SD (g)V = SV = V 01) V 01 invariant unter D0 (g)sowie 00 = D0 (g)SV0 = SD (g)V0 ) D (g)V0 2 KernS = V0) V0 invariant unter D (g)Da D;D0 irreduzibel sind, mu� na
h der Vorbemerkung f�ur V 01 und V0 folgendesgelten: V 01 = f00g _ V 01 = V 0 und V0 = f0g _ V0 = VFalls nun V0=V ist, folgt sofort S � 0, denn nur S � 0 annulliert den gesamtenVektorraum V . Damit folgt dann automatis
h V 01= f00g.Ist hingegen V0= f0g so folgt sofort, da� ein S�1 existiert, denn es ist ja nur dieEindeutigkeit der Umkehrung zu zeigen. G�abe es aber v1; v2 mit Svi=v; i=1; 2 sofolgt 0 = Sv1 � Sv2 = S (v1 � v2) ) v1 � v2 2 KernS) v1 = v2; da KernS = f0g



57Dabei ist V 01=V 0, denn V 01= f00g h�atte automatis
h V0=V zur Folge, was in Wider-spru
h zur Setzung V0= f0g steht.Damit ist gezeigt, da� nur die M�ogli
hkeitenV0 = V; V 01 = f00g oder V0 = f0g ; V 01 = V 0existieren, und damit folgt, da� entweder S � 0 ist oder S�1 existiert.Wi
htiger als die oben bewiesene Aussage ist das nun folgende 2. S
hurs
he Lemma(ii),wel
hes oft bei Aussagen �uber die Gestalt von Matrizen benutzt wird:2. S
hurs
hes Lemma: Sei D : g!D (g) eine Darstellung im Raum V und S : V !V einelineare Abbildung. Ferner gelte:8D (g) : SD (g) = D (g)S (10.6)bzw. [S;D (g)℄ = 0Dann mu� entweder S ein Vielfa
hes der Identit�at oder D reduzibelsein.Bem.: Meistens geht man in den Anwendungen davon aus, da� die Darstellung D bereitsirreduzibel ist. Liegt nun ein S vor, das (10.6) erf�ullt, so besagt das 2. S
hurs
heLemma, da� dann S=�1I gilt.Beweis des 2. S
hurs
hen Lemmas:Idee: Es wird zun�a
hst gezeigt, da� der Teilraum der Eigenvektoren von S einunter D (g) invarianter Unterraum ist, ans
hlie�end folgert man dann wie imBeweis des 1. S
hurs
hen Lemmas die Behauptung.Sei also Vs � V Teilraum der Eigenvektoren vs von S zum Eigenwert s:8vs 2 Vs : Svs = svsDann folgt: 8vs 2 Vs : SD (g) vs ((10:6))= D (g)Svs = sD (g) vs) mit vs 2 Vs ist au
h D (g) vs 2 Vs) Vs ist invariant unter D (g)Nun ist es m�ogli
h, da�D reduzibel oder irreduzibel ist. Im zweiten Fall mu� Vs=Vsein (Vs= f0g ist ausges
hlossen, da die Eigenvektoren von Null vers
hieden seinm�ussen). ) 8v 2 V gilt Sv = sv(da wegen Vs = V jeder Vektor v au
h Eigenvektor mitEigenwert s ist.)) S = s1I(ii)Dieses ist au
h meist gemeint, wenn man nur von dem S
hurs
hen Lemma spri
ht.



58 Darstellungen von SO (3) f�ur Spin-12-FelderDamit ist die Behauptung bewiesen.In unserem Fall bilden die drei Pauli-Matrizen eine irreduzible Darstellung der SU (2) inC 2 , aus diesem Grunde mu� gem�a� dem 2. S
hurs
hen Lemma� = �01Isein.Da nun � unit�ar ist, gilt: �y� = 1I ) j�0j2 = 1Also mu� �0=ei� gelten. Da aber no
h det�=1 gefordert ist, kann es nur 1 oder -1 sein.) �0 = �1) Kern (h) = f+1I;�1Igzu (10.4):Wir hatten h (�) bei der De�nition mit Indizes ausges
hrieben, man kann nun alsAbk�urzung die Glei
hung (10.1) auf Seite 53 in Matrixform s
hreiben, dabei wirkt h (�)auf den matrixwertigen Vektor wie auf einen gew�ohnli
hen Vektor aus R3 :�~��y = h (�)~�In Exponentialform ist wegen h (�) 2SO (3) (s. (10.2) auf Seite 54)h (�) = eI(~!)Wir m�ussen nun zeigen, da� es ein �2SU (2) gibt, mit:�~��y = h (�)~� = eI(~!)~� (10.7)Beh.: �=ei~!�~S=ei~!�~�2 erf�ullt die obige Glei
hung.Zun�a
hst sieht man, da� �2SU (2):Da� � unit�ar ist, folgt aus der Hermitezit�at von �i.det�=1 ergibt si
h aus der Spurfreiheit der Pauli-Matrizen, gem�a�:det eA = eSpADa� die Pauli-Matrizen vers
hwindende Spur haben, re
hnet man anhand ihrer explizitenDarstellung sofort na
h.Wir beweisen die Aussage (10.7), indem wir wieder parametrisierte Operatoren ~� (t) ; ~� (t)einf�uhren, die entspre
henden Di�erentialglei
hungen 1. Ordnung herleiten und ans
hlie-�end zeigen, da� ~� (t) ; ~� (t) der glei
hen Di�erentialglei
hung 1. Ordnung gen�ugen undferner ~� (0) =~� (0) gilt. Damit ist dann au
h gezeigt (vgl. Kapitel 5 auf Seite 21) da�~� (t) =~� (t).



59Es ist nun: ~� (t) = ei~!�~�2 t~�e�i~!�~�2 t~� (t) = etI(~!)~�(10.7) auf der vorherigen Seite in Exponentialgestalt ergibt die Behauptung:ei~!�~�2 ~�e�i~!�~�2 = eI(~!)~�, ~� (1) = ~� (1)Au�erdem ist: ddt~� (t) = I (~!) etI(~!)~�_~� (t) = I (~!)~� (t) = ~! � ~� (t)Andererseits ddt �ei~!�~�2 t~�e�i~!�~�2 t� == ei~!�~�2 t �i~! � ~�2� ~�e�i~!�~�2 t � ei~!�~�2 t~��i~! � ~�2� e�i~!�~�2 t= iei~!�~�2 t �~! � ~�2 ; ~�� e�i~!�~�2 tNun ist: �~! � ~�2 ; �k� = 12!i [�i; �k℄= i!i�ikl�l= �i (~! � ~�)kAlso: �~! � ~�2 ; ~�� = (�i) (~! � ~�)und damit: ddt~� (t) = _~� (t) = ei~!�~�2 t (~! � ~�) e�i~!�~�2 t= ~! � hei~!�~�2 t~�e�i~!�~�2 ti) _~� (t) = ~! � ~� (t)=) ~� (t) ; ~� (t) erf�ullen die glei
he Di�erentialglei
hung 1. Ordnung.



60 Darstellungen von SO (3) f�ur Spin-12-FelderAu�erdem gilt: ~� (0) = ~� (0) = ~�) 8t : ~� (t) = ~� (t)F�ur t=1 ergibt si
h die obige Behauptung:ei~!�~�2 ~�e�i~!�~�2 = eI(~!)~�Damit ist der erste Punkt unseres Programms, die Konstruktion eines Homomorphismus von SU (2)auf SO (3) abges
hlossen.Wir k�onnen nun beginnen, die Darstellung der SU (2) in H 12 und ans
hlie�end die Strahldarstellungder SO (3) in 
H 12 zu konstruieren.Wir de�nieren zun�a
hst die Darstellung der SU (2):D 12 : SU (2) ! AutH 12� 7 ! D 12 (�)mit: �D 12 (�)�� (~x) = ����1R ~x� ; R = h (�)Und zeigen, da� D 12 (1I) = 1I ist, D 12 (�) die Darstellungseigens
haft hat und unit�ar ist.Da� D 12 (1I) =1I gilt, ist aus den Eigens
haften von h (�) klar!Die Darstellungseigens
haft von D 12 sieht man wie folgt ein:�1; �2 2 SU (2)�D 12 (�1�2)�� (~x) = �1�2� �(R1R2)�1 ~x�= �1�2���1R2 �1R1 ~x�= �1 �D 12 (�2)����1R1 ~x�h�̂ := D 12 (�2)�i = �1�̂��1R1 ~x�= �D 12 (�1) �̂� (~x)= �D 12 (�1)D 12 (�2)�� (~x)



61Au�erdem zeigt man lei
ht die Unitarit�at von D 12 (Im folgenden bedeutet h�j �iC2 nat�urli
h dasSkalarprodukt in C 2):DD 12 (�)�1���D 12 (�)�2EH 12 = Z DD 12 (�)�1 (~x)���D 12 (�)�2 (~x)EC2d3x= Z ���1��1R ~x�������2��1R ~x��C 2d3x�~x0 :=�1R ~x� = Z *�1 (~x0)j �y�|{z}=1I �2 (~x0)+C 2d3x0= Z h�1 (~x0)j�2 (~x0)iC 2d3x0= h�1j�2iH 12.Wir geben jetzt no
h die Exponentialstruktur der Darstellung D 12 (�) an.Oben hatten wir bereits gesagt, da� si
h �2SU (2) in Exponentialgestalt s
hreiben l�a�t als:� = e�i~!�~SFerner ist: ���1R ~x� = a
 ���1R ~x� ; a 2 C 2 ; � 2 H0= a
 e�i~!�~L� (~x)= �1IC2 
 e�i~!�~L� (a
 � (~x))Damit gilt, wegenD 12 (�)���1R ~x� = ����1R ~x�= �e�i~!�~S 
 1IH0��1IC2 
 e�i~!�~L� (a
 � (~x))dann: D 12 (�) = �e�i~!�~S 
 1IH0��1IC2 
 e�i~!�~L�= e�i~!�~S 
 e�i~!�~L) D 12 (�) = e�i~!�(~S
1IH0+1IC2
~L)



62 Darstellungen von SO (3) f�ur Spin-12-FelderDef.: ~J := ~S 
 1IH0 + 1IC 2 
 ~Loder in der �ubli
hen Notation: ~J := ~S + ~LDie Gr�o�e ~J bezei
hnet man als Gesamtdrehimpuls des Spin-12-Feldes.Also: D 12 (�) = e�i~!� ~JAbs
hlie�end m�ussen wir nun mittels der Darstellung D 12 (�) von SU (2) die (irreduziblen) Strahl-darstellungen von SO (3) aufbauen.Um eine Strahldarstellung auf 
H 12 zu erkl�aren, gen�ugt es, die Aktion dieser Darstellung auf denRepr�asentanten der �Aquivalenzklassen von 
H 12 zu kennen.Zu diesem Zwe
k de�nieren wir zun�a
hst eine Projektionsabbildung P :Def.: Sei  2H 12 mit  ̂ : = [ ℄ 2 
H 12 P : H 12 ! 
H 12P� : =  ̂ 8� 2 H 12 ; � �  d. h. P ordnet jedem �2H 12 seine �Aquivalenzklasse in 
H 12 zu.Da wir die �Aquivalenzrelation dur
h  0 �  :,  0 = � de�niert haben, ist, da P den gesamten "Strahl\ � auf den Repr�asentanten abbildet, sofort klar,da� P die Eigens
haft P� = P ; � 2 C ; � 6= 0besitzt, da P sowohl � als au
h  auf  ̂ abbildet.Wir k�onnen nun die Strahldarstellung der SO (3) angeben: ̂ 2 
H 12� bD 12 (R)  ̂� (~x) : = P �D 12 (�) � (~x) mit  ̂ = P ;R = h (�)Bei dieser De�nition der Strahldarstellung kommt es, wie wir glei
h zeigen werden, ni
ht auf dieWahl von  2H 12 an, es gen�ugt D 12 (�) auf einem  ̂ repr�asentierenden  operieren zu lassen. Ebensokommt es au
h ni
ht auf das Vorzei
hen von � an, sowohl � als au
h �� liefern das glei
he Resultat.Wir zeigen also nun: P �D 12 (�) � (~x) ist glei
h f�ur alle  �  0=� 



63Bew.: P �D 12 (�)� � = P ��D 12 (�) � = P �D 12 (�) � 8� 2 C ; � 6= 0Als n�a
hstes zeigen wir: P �D 12 (�) � = P �D 12 (��) �Es ist: h (�1) = h (�2)+(h (�1))�1 = (h (�2))�1 9=; ) h (�1�2�1) = 1I+ �1�2�1 2 Kern (h)�1 �1�2 = � 1I+�1 = � �2Nun ist R 2 SO (3) gegeben ) R = h (�) mit � = � �R) D 12 (�) = �D 12 (�R)) P �D 12 (�) � = P ��D 12 (�R) � = P �D 12 (�R) �unabh�angig vom Vorzei
hen von �.Mit der Angabe der Strahldarstellung der SO (3) sind wir nun endg�ultig am Ziel.Zum Abs
hlu� unserer Betra
htungen sei no
h bemerkt, da� man bei der Untersu
hung auf Dre-hinvarianz bestimmter Systeme zumeist mit Darstellungen der SU (2) arbeitet, da diese lei
hterhandhabbar sind, als die do
h re
ht umst�andli
he Strahldarstellung der SO (3).



Kapitel 11Ausreduktion von Produktdarstellungen
Na
hdem wir nun die irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe gefunden haben, k�onnen wir ein-zelne Teil
hen oder e�ektive Ein-Teil
hen-Systeme in Bezug auf ihren Drehimpuls bes
hreiben undhaben au
h die n�otigen Operatoren zur Hand, um dur
h Skalarproduktbildung ( ~J � ~J; ~J � ~S; ~S � ~S)die We
hselwirkung zu behandeln.Allerdings stellt si
h die Frage, wie man bei einem Nukleon (das aus drei Quarks (Spin 12) besteht)davon spre
hen kann, es habe au
h Spin 12 , oder gar einem Au197-Kern mit 79 Protonen und 118Neutronen einen Kernspin von 32 zuspri
ht. Dieses Problem f�uhrt uns auf einen neuen physikali-s
hen Begri�, die Drehimpulskopplung, bei der es si
h mathematis
h um die Ausreduktion vonProduktdarstellungen handelt.Bevor wir erkl�aren, was eine Produktdarstellung ist, und wie man sie ausreduziert, wollen wirerl�autern, warum dieses Problem physikalis
h relevant ist.Dies wurde oben s
hon dur
h die Beispiele angedeutet. Wie so h�au�g in der Physik ist alles nur eineFrage der Skala: Denn je na
hdem in wel
hem Energieberei
h man mi�t, sieht man gewisse Teil-
hen (z.B. das Proton) als zusammengesetztes System (aus Quarks) oder als elementare Bausteine(des Kerns). Es stellt si
h also die Frage, ob und wie man einem zusammengesetzten System dieEigens
haften eines Elementarteil
hens (insbesondere au
h den Spin) zuweisen kann.Nat�urli
h mu� man si
h dazu | angesi
hts der oben angedeuteten Mehrdeutigkeit erst einmaldar�uber einigen | was man als Elementarteil
hen bezei
hnen will. Eine der elegantesten und ausunserer Si
ht nat�urli
hsten De�nitionen daf�ur ergibt si
h aus der �Uberlegung, da� Teil
hen (au
hni
ht elementare) �ubli
herweise dur
h ihr Verhalten unter Symmetrietransformationen gekennzei
h-net werden. Die grundlegenden Symmetrien unserer Welt sind nun dur
h die Poin
ar�e-Gruppe [5℄gegeben. Teil
hen sind also Darstellungen der Poin
ar�e-Gruppe. Die Eigens
haft elementar (d.h.m�ogli
hst einfa
h und ni
ht zusammengesetzt) zu sein, ist auf die Darstellungen �ubertragen nat�urli
hdie Irreduzibilit�at. Also sind Elementarteil
hen irreduzible Darstellungen der Poin
ar�e-Gruppe unddamit (da die Drehgruppe eine Untergruppe der Poin
ar�e-Gruppe ist) au
h der Drehgruppe. Zusam-mengesetzte Teil
hen sind hingegen reduzible Darstellungen und somit ist klar, da� beim �Ubergangvon einem Bild ins andere eine Ausreduktion n�otig ist.Na
h diesen allgemeinen Vor�uberlegungen kommen wir nun zu den mathematis
hen Details.Zuerst m�ussen wir uns �uberlegen, wie mit unseren Mitteln zusammengesetzte Systeme bes
hrie-ben werden, und wie eine reduzible Darstellung der Drehgruppe auf diesen de�niert wird: Ein64



65zusammengesetztes Objekt ist zuerst einmal ein System von unabh�angigen Teil
hen(i), die bei einerDrehung alle glei
hzeitig um denselben Winkel gedreht werden(ii). Dieses physikalis
he Ph�anomenbes
hreiben wir am besten mit dem bekannten Tensorprodukt, indem wir f�ur jedes Teil
hen denentspre
henden Ein-Teil
hen-Hilbertraum nehmen und diese tensorieren:Def.: Seien H(1); : : : ;H(n) n2N m�ogli
herweise unters
hiedli
he Hilbertr�aume, auf denen quanten-me
hanis
h ein Teil
hen bes
hrieben wird (Ein-Teil
hen-Hilbertr�aume), so hei�tH := nOi=1 H(i)n-Teil
hen-Hilbertraum.Die Drehimpulsoperatoren der einzelnen Teil
hen werden | wie s
hon in Kapitel 8 dargestellt |dur
h Erg�anzen der Identit�at auf allen anderen Komponenten in den Produktraum geliftet:g~L(k) : H ! Hg~L(k) : = nOj=1 hÆkj~L(j) + (1� Ækj) 1Iiwobei ~L(j) : H(j) !H(j)Dabei ist zu bea
hten, da� bei Systemen von Teil
hen mit Spin s
hon die Ein-Teil
hen-Drehimpulse~L(k) Gesamtdrehimpulsoperatoren im Sinne von Kapitel 8 sind. Ebenso wie in diesem Fall au
h dieEin-Teil
hen-Hilbertr�aume s
hon Tensorprodukte aus skalarem Hilbertraum und C 2n+1 sind.Au�erdem m�o
hten wir no
h auf einen m�ogli
hen Fallstri
k der Nomenklatur in diesem Fall hinwei-sen: H�au�g werden die in den n-Teil
hen-Hilbertraum gelifteten Drehimpulsoperatoren der einzelnenTeil
hen als Ein-Teil
hen-Operatoren bezei
hnet. Ein-Teil
hen-Operatoren, sind also keine Opera-toren im Ein-Teil
hen-Hilbertraum, sondern Operatoren im n-Teil
hen-Hilbertraum, die nur auf einTeil
hen wirken.Zus�atzli
h ist es m�ogli
h, einen Gesamtdrehimpulsoperator f�ur das ganze System zu de�nieren.Au
h hierbei orientieren wir uns wieder an Kapitel 8. Dort waren die Tensorproduktkomponen-ten der Spin- und der Bahndrehimpulsanteil und der Gesamtdrehimpuls die Summe der geliftetenOperatoren. Ebenso ist im n-Teil
hen Fall der Gesamtdrehimpuls die Summe der gelifteten Ein-Teil
hen-Drehimpulse: ~J := nMj=1 g~L(j) : H ! HDiesen De�nitionen folgend, k�onnen �uber die Exponentialdarstellung vers
hiedene Darstellungender Drehgruppe auf dem n-Teil
hen-Hilbertraum angegeben werden. Zum einen die einzelnen Dar-stellungen f�ur jedes Teil
hen: gD(j) = exp�~� �g~L(j)�(i)Nat�urli
h im allgemeinen mit We
hselwirkung, aber diese hat keinen Ein
u� auf unsere �Uberlegungen.(ii)Beziehungsweise deren gemeinsames Koordinatensystem um einen bestimmten Winkel gedreht wird.



66 Ausreduktion von ProduktdarstellungenAndererseits au
h die Darstellung auf dem Gesamtsystem:DJ = exp �~� � ~J�Letztere bezei
hnet man au
h als die Produktdarstellung, da es si
h hier ja einerseits um eineDarstellung auf einem Tensorprodukt von Darstellungsr�aumen, andererseits au
h direkt um einProdukt der Ein-Teil
hen-Darstellungen handelt:DJ = exp�~� � ~J� = exp ~� � nMj=1 g~L(j)! = nOj=1 exp�~� �g~L(j)� = nOj=1 gD(j)Betra
htet man diese Darstellung genauer, f�allt bald auf, da� sie normalerweise reduzibel ist. Dennau
h hier hat man f�ur den Gesamtdrehimpuls einen Casimiroperator J2, der mit der Operation derDarstellung vertaus
ht. Da die Eigenwerte dieses Operators also invariant unter Drehungen sind,bilden die Eigenr�aume invariante Unterr�aume(iii)des Produktraums. Zur Ausreduktion m�ussen wirdiese Unterr�aume auÆnden und k�onnen dann die irreduziblen Darstellungen des n-Teil
hen-Systemsals Eins
hr�ankungen der Produktdarstellung auf die Unterr�aume einf�uhren. Wir su
hen also Darstel-lungen, die einen de�nierten Gesamtdrehimpuls haben und die zusammen die Produktdarstellungbilden: DJ =MD(j)JWie s
hon oben gesagt, ist es mit diesen irreduziblen Darstellungen dann m�ogli
h, das zusammen-gesetzte System als e�ektives Elementarteil
hen zu bes
hreiben(iv).Zur Bestimmung der J2-Eigenr�aume, benutzt man meistens die Methode der maximalen Gewi
hte.Diese werden wir nun erst einmal allgemein vorstellen, um dann zum Abs
hlu� no
h ein Beispielvorzuf�uhren (eventuell emp�ehlt es si
h, wenn Sie das allgemeine Verfahren ni
ht glei
h verstehen,zuerst das Beispiel dur
hzuarbeiten).Im allgemeinen haben wir ein n-Teil
hen-System und bezei
hnen die Drehimpulsquantenzahl desk-ten Teil
hens mit l(k). Zur Ausreduktion gehen wir nun folgenderma�en vor:i). Die Zust�ande im Produktraum werden na
h ihrem J3-Eigenwert geordnet:j3 = nXk=1 l(k) : nOk=1 ��l(k); l(k)�j3 = nXk=1 l(k) � 1 : ��l(1); �l(1) � 1��
 nOk=2 ��l(k); l(k)�! ; : : :: : : n�1Ok=1 ��l(k); l(k)�!
 ��l(n); �l(n) � 1��... ...(iii)Das es e
hte Teilr�aume sind, sehen wir glei
h bei der Ausreduktion.(iv)Jedenfalls in Bezug auf Drehungen. Zur vollst�andigen Bes
hreibung m�u�te man Darstellungen der ganzen Poin-
ar�e-Gruppe betra
hten.



67j3 = � nXk=1 l(k) � 1 : ��l(1); ��l(1) + 1��
 nOk=2 ��l(k); ��l(k)��! ; : : :: : : n�1Ok=1 ��l(k); ��l(k)��!
 ��l(n); ��l(n) + 1��j3 = � nXk=1 l(k) : nOk=1 ��l(k); ��l(k)��Desweiteren de�niert man wie in Kapitel 6 die Leiteroperatoren:J+ : = J1 + iJ2J� : = J1 � iJ2ii). Nun su
ht man den Zustand mit dem maximalen Gewi
ht (= maximalen Eigenwert von J3).(v)Also jenen Zustand jjmax; jmaxi(vi) f�ur den giltJ3 jjmax; jmaxi = jmax jjmax; jmaxijmax : = max(m �����J3 nOk=1 ��l(k); m(k)� = m nOk=1 ��l(k); m(k)� ;nOk=1 ��l(k); m(k)� 2 H)J+ jjmax; jmaxi = 0J2 jjmax; jmaxi = jmax (jmax + 1) jjmax; jmaxiDiese Bes
hreibung mag �ubergenau ers
heinen, da es ja nur einen Zustand mit maximalen J3Eigenwert gibt, aber dies gilt nur im ersten Dur
hlauf. Wiederholt man das Verfahren um dieEigenr�aume zu niedrigeren Gesamtdrehimpulsen zu �nden, ist diese vollst�andige Kennzei
h-nung n�otig.iii). Aus diesem Zustand maximalen Gewi
htes erh�alt man nun lei
ht, dur
h wiederholtes Anwen-den des Absteigeoperators und ans
hlie�endes Normieren, alle Eigenzust�ande mit demselbenJ2-Eigenwert jjmax; (jmax � k)i = (J�)k jjmax; jmaxi = 


(J�)k jjmax; jmaxi


(v)Es w�are nat�urli
h au
h m�ogli
h das minimale Gewi
ht zu nehmen, dann m�u�ten im folgenden immer Auf- undAbsteigeoperatoren ausgetaus
ht werden.(vi)Wir benutzen diese vereinfa
hte Notation f�ur die sonst �ubli
he ��jmax; jmaxl(1) : : : l(n)�, um die �Ubersi
ht zuerlei
htern. Die Konvention ist also ganz einfa
h: Kets in denen die Eigenwerte mit l(i) bezei
hnet werden, sindElemente des i-ten Ein-Teil
hen-Hilbertraums. Jene mit den j-Eigenwerten sind Elemente des Produktraumes na
hder Ausreduktion. Sp�ater werden wir dann no
h andere Elemente des Produktraumes de�nieren, die no
h ni
htunbedingt Eigenvektoren zum Gesamtdrehimpuls-Casimir-Operator sind. Diese werden dann dur
h ein "?\ in derersten Komponente gekennzei
hnet.



68 Ausreduktion von ProduktdarstellungenDiese Eigenzust�ande sind nat�urli
h Elemente des Unterraums der Funktionen mit dem J3-Eigenwert jmax � k und k�onnen als Linearkombination der urspr�ungli
hen Produktbasisfunk-tionen mit diesem Eigenwert ges
hrieben werden. Im Falle der Kopplung von zwei Drehim-pulsen, nennt man die dabei auftretenden KoeÆzienten Clebs
h-Gordan-KoeÆzienten unds
hreibt sie in der Form hJM jl1m1l2m2 i:(vii)jjmax; (jmax � k)i =: l1Xm1=�l1 l2Xm2=�l2 hjmax (jmax � k) jl1m1l2m1 i? jl1; m1i 
 jl2; m2iNat�urli
h sind viele dieser KoeÆzienten 0. Wir wollen aber ni
ht genauer auf die Symmetrien,die Bedingungen f�ur das Vers
hwinden und die genaue De�nition (insbesondere die Normie-rung) eingehen, sondern verweisen dazu nur auf die �ubli
he Quantenme
hanik-Literatur.iv). Ans
hlie�end mu� man no
h in den Unterr�aumen mit konstantem J3-Eigenwert, eineneue Orthogonalbasis konstruieren, deren erster Basisvektor der bere
hnete Eigenzustandjjmax; (jmax � k)i ist.Man su
ht also Zust�ande(viii)j?; mJii ; i = 1; : : : ; kmJ ; kmJ = dim fh 2 H jJ3h = mJhgf�ur jedes mJ mit folgenden Eigens
haften:J3 j?; mJii = mJ j?; mJiij?; mJi1 : = jjmax; mJiih?; mJ j ?; mJil = ÆilDies geht zum Beispiel dur
h die Anwendung des Gram-S
hmidts
hen Orthonormierungsver-fahrens auf den entspre
henden Teilraum des Produktraumes.v). S
hlie�li
h wiederholt man dieses Vorgehen auf dem Resthilbertraum, der si
h ergibt, wennman die Zust�ande jjmax; mi und alle ihre Linearkombinationen aus dem Produktraum entfernt,solange bis keine Basisvektoren mehr �ubrigbleiben, die ni
ht na
h Eigenwerten von J2 und J3klassi�ziert sind.Dabei mu� man nat�urli
h in der oben gegebenen Anleitung die Bedeutung vonH und des Wor-tes "Produktraum\ entspre
hend modi�zieren. Aber um keine unn�otige Verwirrung zu stiftenhaben wir darauf verzi
htet, eine konsistente S
hreibweise f�ur dieses Verfahren einzuf�uhren,da wir denken, da� es au
h so einigerma�en klar wird.Damit sind dann die invarianten Unterr�aume Hj und die irreduziblen Darstellungen bestimmt:Hj : = span fjj;mJij j � mJ � �jgD(j)J : = DJ jHj(vii)Normalerweise kann man die komplexe Konjugation in dieser Formel weglassen, da die KoeÆzienten reell de�niertsind, aber wir gehen hier auf Nummer si
her.(viii)Das "?\bedeutet hier, wie s
hon in der Fu�note (vi) auf der vorhergehenden Seite de�niert, da� diese Zust�andezwar Eigenzust�ande zu J3, aber ni
ht unbedingt zu J2 sind. Dies ist das s
hon in Kapitel 6 auf Seite 28 angek�undig-te Beispiel daf�ur, da� aus der Vertaus
hbarkeit zweier Operatoren ni
ht folgt, da� Eigenvektoren des einen au
hEigenvektoren des anderen sind.



69Die Anzahl der invarianten Unterr�aume l�a�t si
h f�ur die Kopplung zweier Teil
hen mit den Drehim-pulsen l> und l< (o.B.d.A. l>� l<) lei
ht bere
hnen. Sie entspri
ht na
h dem bes
hriebenen Verfahrengerade der maximalen Dimension eines Teilraums mit festem J3-Eigenwert: Jeder invariante Unter-raum enth�alt je einen Eigenvektor aus allen vorhandenen J3-Teilr�aumen (wir beginnen ja mit demobersten und steigen dur
h alle ab), der zum Abs
hlu� aus diesem entfernt wird, wodur
h si
h dieDimension um eins erniedrigt. Das Verfahren endet, wenn au
h der gr�o�te entspre
hende Teilraum"leerger�aumt\ ist.Im gegebenen Fall ist nun mJ=ml< +ml> und es gilt �l> � ml> � l> und �l< � ml< � l<. Um eingegebenes mJ zu errei
hen, kann ml> h�o
hstens (wenn �uberhaupt m�ogli
h) zwis
hen mJ � l< undmJ + l< s
hwanken. Die gesu
hte maximale Dimension ist also 2l<+ 1.Im allgemeinen erspart man si
h die �Uberlegungen mit gr�o�erem und kleinerem Drehimpuls undgibt nur die S
hwankungsbreite an: l1 + l2 � j � jl1 � l2jDie Kopplung von mehr als zwei Drehimpulsen kann man immer au
h auf die sukzessive Kopplungvon jeweils zweien zur�u
kf�uhren, indem man zuerst zwei beliebige und ans
hlie�end den jeweiligenGesamtdrehimpuls mit einem weiteren koppelt.Dabei ergeben si
h allerdings abh�angig von der Reihenfolge, in der die Spins gekoppelt werden,unters
hiedli
he Basisfunktionen, die bestimmte F�alle besser oder s
hle
hter bes
hreiben. Das be-kanntesten Beispiele daf�ur sind die sogenannte LS-Kopplung und die jj-Kopplung, die unter anderemin der Atomphysik[3℄ eine Rolle spielen.Bei der LS-Kopplung werden zuerst die Bahndrehimpulse aller Valenzelektronen zu einem Gesamt-bahndrehimpuls ~L gekoppelt, dann die Spins zu einem Gesamtspin ~S, und s
hlie�li
h der Gesamt-bahndrehimpuls und der Gesamtspin zu einem Gesamtdrehimpuls ~J .Bei der jj-Kopplung hingegen werden zuerst f�ur jedes Teil
hen Spin und Bahndrehimpuls zu einemEin-Teil
hen-Gesamtdrehimpuls ~j und dann diese zu einem Gesamtdrehimpuls ~J gekoppelt.Den �Ubergang zwis
hen den beiden Basen bes
hreibt man im Falle von zwei Elektronen mit densogenannten 9-j-Symbolen.(ix) Entspre
henden UmkopplungskoeÆzientengibt es au
h f�ur 3 (6-j-Symbole), 5 (35-j-Symbole), . . . Drehimpulse. F�ur die h�au�gsten F�alle sind die KoeÆzienten gl�u
k-li
herweise tabelliert.Zum Abs
hlu� m�o
hten wir no
h als kleines Beispiel (au
h f�ur die M�ogli
hkeit sofort mehr als zweiDrehimpulse zu koppeln) die Verbindung von zwei u-Quarks und einem d-Quark zu einem Baryonvorf�uhren (nat�urli
h nur soweit es die Spins betri�t)(x). Dabei werden wir die S
hritte genau wiebeim allgemeinen S
hema numerieren, um den Verglei
h zu erlei
htern:i). Zuerst einmal bemerken wir, da� wir, da wir uns nur f�ur das Verhalten bez�ugli
h Drehun-gen interessieren, nur den Orts- und Spinanteil der Wellenfunktionen, bzw. des Hilbertraumsbetra
hten m�ussen. Nehmen wir nun no
h zur Vereinfa
hung an, da� si
h die Teil
hen in(ix)Der Name kommt daher, da� 4 Ausgangsdrehimpulse (2 Bahn, 2 Spins), ein Enddrehimpuls und je Basis zweiZwis
hendrehimpulse (~j1; ~j2 oder ~L; ~S ), also insgesamt 9 Drehimpulse (allgemein dur
h j abgek�urzt) n�otig sind, umden �Ubergang eindeutig zu bezei
hnen.(x)Das andere am Anfang angegebene Beispiel, den 197er-Gold-Kern, re
hnen wir aus naheliegenden Gr�unden ni
htvor.



70 Ausreduktion von ProduktdarstellungenBahndrehimpuls-l=0-Zust�anden(xi) be�nden, so m�ussen wir uns nur mit den Spinkomponen-ten bes
h�aftigen. Das hei�t, wir nehmen als Ein-Teil
hen-Hilbertraum nur den Spinanteil (denC 2). Ebenso ist der Produktraum nur ein Tensorprodukt dieser Spinanteile.Da wir es hier nur mit Spin-12 -Teil
hen in den Ein-Teil
hen-Hilbertr�aumen zu tun haben, alsogilt 8i2 f1; 2; 3g : H(i)=H 12 , f�uhren wir f�ur die Ein-Teil
hen-Zust�ande eine in diesem Fall sehrh�au�g verwendete Abk�urzung ein:j"i := ����12 ;+12� ; j#i := ����12 ;�12� ;In jedem der drei Ein-Teil
hen-Hilbertr�aume, ist nun der Spin-Operator de�niert und es gilt:Si : H(i) !H(i)Si : = 12�iS2 j"i = S2 j#i = 12 �12 + 1� = 34S3 j"i = 12 j"iS3 j#i = �12 j#iDer Gesamthilbertraum ist in diesem Fall der 3-Teil
hen-Produktraum:H = H1OH2OH3Daher sind die drei Ein-Teil
hen-Spin-Operatoren im Gesamthilbertraum:S(1)i : H ! H : = Si 
 1I
 1IS(2)i : H ! H : = 1I
 Si 
 1IS(3)i : H ! H : = 1I
 1I
 Siund der Gesamtdrehimpulsoperator ist: Ji := 3Xl=1 S(l)iDamit ergibt si
h f�ur die Tabelle mit den na
h J3 Eigenwerten geordneten Zust�anden folgendesBild: j3 = 32 : j"i 
 j"i 
 j"i :(xi)Diese werden spektroskopis
h oft au
h als s-Zust�ande bezei
hnet



71j3 = 12 : j"i 
 j"i 
 j#i ; j"i 
 j#i 
 j"i ; j#i 
 j"i 
 j"i :j3 = � 12 : j"i 
 j#i 
 j#i ; j#i 
 j#i 
 j"i ; j#i 
 j"i 
 j#i :j3 = � 32 : j#i 
 j#i 
 j#i :Die Auf- und Absteigeoperatoren de�niert man nun wie vorges
hrieben:J+ : = J1 + iJ2 = 3Xl=1 S(l)1 + i 3Xl=1 S(l)2 = 3Xl=1 �S(l)1 + iS(l)2 � = 3Xl=1 S(l)+J� : = J1 � iJ2 = 3Xl=1 S(l)1 � i 3Xl=1 S(l)2 = 3Xl=1 �S(l)1 � iS(l)2 � = 3Xl=1 S(l)�Damit erh�alt der Casimiroperator folgende zwar �ubel aussehende, aber dem Problem ange-pa�te Form: J2 =   3Xl=1 �S(l)�2!+ S(1)+ S(2)� + S(1)� S(2)+ + 2S(1)3 S(2)3 ++ S(1)+ S(3)� + S(1)� S(3)+ + 2S(1)3 S(3)3 + S(2)+ S(3)� ++ S(2)� S(3)+ + 2S(2)3 S(3)3 �ii). Wie gesagt, ist es im ersten Dur
hlauf relativ einfa
h, den Zustand maximalen Gewi
htes zu�nden, denn es ist immer der einzige in der ersten Zeile der Tabelle. Trotzdem wollen wirs
hnell na
hre
hnen, ob er die geforderten Bedingungen erf�ullt:J3 (j"i 
 j"i 
 j"i) =  3Xl=1 S(l)3 ! (j"i 
 j"i 
 j"i) = 3Xl=1 �12 j"i 
 j"i 
 j"i�= 32 j"i 
 j"i 
 j"i32 = max(m �����J3 3Ok=1 ����12 ; m(k)�! = m 3Ok=1 ����12 ; m(k)�! ; 3Ok=1 ����12 ; m(k)�! 2 H) = max�32 ; 12 ;�12 ;�32�J+ (j"i 
 j"i 
 j"i) =  3Xl=1 S(l)+ ! (j"i 
 j"i 
 j"i) = 3Xl=1 0 = 0J2 (j"i 
 j"i 
 j"i) =   3Xl=1 �S(l)�2!+ S(1)+ S(2)� + S(1)� S(2)+ + 2S(1)3 S(2)3 +



72 Ausreduktion von Produktdarstellungen+ S(1)+ S(3)� + S(1)� S(3)+ + 2S(1)3 S(3)3 + S(2)+ S(3)� ++ S(2)� S(3)+ + 2S(2)3 S(3)3 � j"i 
 j"i 
 j"i=   3Xl=1 34!+ 2�0 + 0 + 14 + 0 + 0 + 14 + 0 + 0 + 14�!� j"i 
 j"i 
 j"i= 154 j"i 
 j"i 
 j"i= 32 �32 + 1� j"i 
 j"i 
 j"iAlso ist wirkli
h: ����32 ; 32� = j"i 
 j"i 
 j"iiii). Nun bere
hnen wir dur
h Absteigen die anderen Zust�ande mit j= 32 :����32 ; 12� = J� ����32 ; 32� = 



J� ����32 ; 32�



J� ����32 ; 32� = 3Xl=1 S(l)� (j"i 
 j"i 
 j"i)= j#i 
 j"i 
 j"i+ j"i 
 j#i 
 j"i+ j"i 
 j"i 
 j#i



J� ����32 ; 32�



2 = 3(xii)) ����32 ; 12� = 1p3 (j#i 
 j"i 
 j"i+ j"i 
 j#i 
 j"i+ j"i 
 j"i 
 j#i)����32 ;�12� = (J�)2 ����32 ; 32� = 



(J�)2 ����32 ; 32�



 = J� ����32 ; 12� = 



J� ����32 ; 12�



J� ����32 ; 12� = 3Xl=1 S�(l)p3 (j#i 
 j"i 
 j"i+ j"i 
 j#i 
 j"i+ j"i 
 j"i 
 j#i)= 1p3 (0 + j#i 
 j#i 
 j"i+ j#i 
 j"i 
 j#i+ j#i 
 j#i 
 j"i++0 + j"i 
 j#i 
 j#i+ j#i 
 j"i 
 j#i+ j"i 
 j#i 
 j#i+ 0= 2p3 (j#i 
 j#i 
 j"i+ j#i 
 j"i 
 j#i+ j"i 
 j#i 
 j#i)(xii)Da die Ein-Teil
hen-Zust�ande orthonormal sind.
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J� ����32 ; 12�



2 = 4) ����32 ;�12� = 1p3 (j#i 
 j#i 
 j"i+ j"i 
 j#i 
 j#i+ j#i 
 j"i 
 j#i)����32 ;�32� = (J�)3 ����32 ; 32� = 



(J�)3 ����32 ; 32�



 = J� ����32 ;�12� = 



J� ����32 ;�12�



J� ����32 ;�12� = 3Xl=1 S�(l)p3 (j#i 
 j#i 
 j"i+ j"i 
 j#i 
 j#i+ j#i 
 j"i 
 j#i)= 1p3 (0 + j#i 
 j#i 
 j#i+ 0 + 0 + 0 + j#i 
 j#i 
 j#i ++ j#i 
 j#i 
 j#i+ 0 + 0)= p3 j#i 
 j#i 
 j#i



J� ����32 ;�12�



2 = 3) ����32 ;�32� = j#i 
 j#i 
 j#iDie neuen Gesamtdrehimpulszust�ande sind oben s
hon als Linearkombination der Produktba-siszust�ande angegeben. Da wir allerdings drei Drehimpulse und ni
ht nur zwei koppeln, sinddie KoeÆzienten ni
ht die �ubli
hen Clebs
h-Gordans.(xiii)iv). Nun m�ussen wir no
h die neuen Orthonormalbasissysteme in den J3-Eigenr�aumen bestimmen:In den j3= � 32 -Eigenr�aumen gibt es ja nur einen Basisvektor, der es au
h weiterhin bleibt,so da� hier mit ����?;�32�1 := ����32 ;�32�s
hon die ganze Basis bestimmt ist.Die beiden j3= � 12 -Eigenr�aume ma
hen da s
hon etwas mehr Arbeit. Wir f�uhren hier dieOrthonormierung na
h Gram-S
hmidt nur f�ur j3= 12 vor, denn im anderen Fall geht es v�olliganalog:Zun�a
hst w�ahlen wir einen der bere
hneten und s
hon normierten Zust�ande in diesem Eigen-raum aus und bezei
hnen diesen als den ersten Basisvektor der neuen Orthonormalbasis:����?; 12�1 : = ����32 ; 12�(xiii)Allerdings bezei
hnet man diese Darstellung der Zust�ande au
h als Clebs
h-Gordan-Reihe und kann somit dieKoeÆzienten in diesem Sinne au
h Clebs
h-Gordan-KoeÆzienten nennen.



74 Ausreduktion von ProduktdarstellungenAns
hlie�end nehmen wir den zweiten Zustand aus diesem Eigenraum und ziehen von ihmden zum ersten Basisvektor parallelen Anteil ab. Dies tun wir, indem wir den Basisvektor,multipliziert mit dem Skalarprodukt der beiden Zust�ande, subtrahieren. Hierbei s
hreiben wirdas Skalarprodukt sofort | na
h der allgemeinen De�nition des Skalarproduktes im Tensor-produkt auf Seite 38 | als Produkt der Skalarprodukte in den einzelnen Faktoren aus, wobeiau
h die Dualraum-(Bra-)zust�ande analog zu den Vektoren mit den Pfeilen bezei
hnet werden.�̂���?; 12�2 : = j"i 
 j#i 
 j"i �� 1p3 (h#j "i h"j #i h"j "i+ h"j "i h#j #i h"j "i++ h"j "i h"j #i h#j "i)�� 1p3 (j#i 
 j"i 
 j"i+ j"i 
 j#i 
 j"i+ j"i 
 j"i 
 j#i)= j"i 
 j#i 
 j"i ��13 (j#i 
 j"i 
 j"i+ j"i 
 j#i 
 j"i+ j"i 
 j"i 
 j#i)= 13 (� j#i 
 j"i 
 j"i+ 2 j"i 
 j#i 
 j"i � j"i 
 j"i 
 j#i)Dieser Zustand ist nun s
hon orthogonal zu dem anderen Basiselement, aber er mu� no
hnormiert werden, was dadur
h ges
hieht, da� er dur
h seine Norm geteilt wird.




�̂���?; 12�2




2 = 23) ����?; 12�2 = 1p6 (� j#i 
 j"i 
 j"i+ 2 j"i 
 j#i 
 j"i � j"i 
 j"i 
 j#i)Abs
hlie�end wird diese Prozedur (Abziehen der Anteile parallel zu den beiden s
hon be-stimmten Elementen der neuen Orthonormalbasis und ans
hlie�endes Normieren) mit demdritten no
h verbleibenden bere
hneten Zustand in diesem Eigenraum wiederholt:�̂���?; 12�3 : = j#i 
 j"i 
 j"i �� 1p3 (h#j #i h"j "i h"j "i+ h"j #i h#j "i h"j "i++ h"j #i h"j "i h#j "i)�� 1p3 (j#i 
 j"i 
 j"i+ j"i 
 j#i 
 j"i+ j"i 
 j"i 
 j#i)
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2 = 12) ����?; 12�3 = 1p2 (j"i 
 j"i 
 j#i � j#i 
 j"i 
 j"i)F�ur den j3= � 12 -Fall ist das Ergebnis dann:����?;�12�1 : = ����32 ;�12�����?;�12�2 = 1p6 (� j#i 
 j#i 
 j"i+ 2 j#i 
 j"i 
 j#i � j"i 
 j#i 
 j#i)����?;�12�3 = 1p2 (j#i 
 j#i 
 j"i � j"i 
 j#i 
 j#i)v). Nun m�ussen wir dasselbe Verfahren auf den Resthilbertraum anwenden, der si
h ergibt, wennman die ��32 ; m�-Zust�ande herausnimmt.Also geht es nun folgenderma�en weiter:i). j3 = 12 : ����?; 12�2 ; ����?; 12�3 :j3 = � 12 : ����?;�12�2 ; ����?;�12�3 :



76 Ausreduktion von Produktdarstellungenii). In diesem Fall ist es ni
ht so einfa
h, den Zustand mit dem maximalen Gewi
ht zu �nden. Es istklar, da� er im j3= 12 -Unterraum liegen mu�, da nun 12 der h�o
hste J3-Eigenwert ist. Wir pr�ufenno
h einmal na
h, da� diese Zust�ande alle dur
h den Aufsteigeoperator annihiliert werden,indem wir J+ auf einen beliebigen normierten Vektor(xiv) in diesem Unterraum anwenden.J+�
os (�) ����?; 12�2 + sin (�) ����?; 12�3�= 
os (�)p6 (�J+ j#i 
 j"i 
 j"i+ 2J+ j"i 
 j#i 
 j"i � J+ j"i 
 j"i 
 j#i)+sin (�)p2 J+ (j"i 
 j"i 
 j#i � j#i 
 j"i 
 j"i)= 
os (�)p6 (� j"i 
 j"i 
 j"i+ 2 j"i 
 j"i 
 j"i � j"i 
 j"i 
 j"i)+sin (�)p2 (j"i 
 j"i 
 j"i � j"i 
 j"i 
 j"i) = 0Zur Bestimmung des Zustandes maximalen Gewi
htes mu� also ein Eigenvektor von J2 in die-sem Unterraum gesu
ht werden. Dazu wendet man den Operator wieder auf einen allgemeinennormierten Zustand an. Dabei ergibt si
h unter Verwendung der s
hon oben angegebenen Zer-legung des Operators:J2�
os (�) ����?; 12�2 + sin (�) ����?; 12�3� = 34 �
os (�) ����?; 12�2 + sin (�) ����?; 12�3�Wir sehen also, da� alle Zust�ande in diesem Unterraum glei
hbere
htigt sind, und da� es keineneindeutigen Zustand maximalen Gewi
htes gibt. Das kommt daher, da� es in der Ausreduktionzwei orthogonale Unterr�aume zum Gesamtdrehimpuls 12 gibt. Wenn man den �ubli
hen Weggehen w�urde, erst zwei Drehimpulse zu koppeln und dann den dritten dazu, so ergeben siesi
h einmal aus der Kopplung des Zweiteil
hen-Drehimpulses 1 mit dem dritten und zumanderen aus der von 0 mit 12 . Wobei die Zuordnung eines beliebigen Basisvektors zu einem derbeiden Teilr�aume gerade von der De�nition je eines Drehimpulses als "ersten\, "zweiten\ und"dritten\ abh�angt, womit wir wieder bei dem s
hon auf Seite 69 angespro
henen Problem derUmkopplung (hier mit 6-j-Symbolen) w�aren.In unserem Fall w�ahlen wir einfa
h einen der Zust�ande aus:����12 ; 12�1 := ����?; 12�2iii). Absteigen ergibt nun: J� ����12 ; 12�1 = � ����?;�12�2(xiv)Um diesen als Linearkombination der Basisvektoren darzustellen, benutzen wir einen "Mis
hungswinkel\ � zurParametrisierung der KoeÆzienten.



77) ����12 ;�12�1 : = � ����?;�12�2Weiteres Absteigen annihiliert die Zust�ande ganz analog zum Aufsteigen im letzten S
hritt.iv). Eine erneute Orthonormierung ist ni
ht mehr n�otig, da wir keine neuen Zust�ande als Line-arkombinationen eingef�uhrt haben und somit die Basen der Eigenr�aume s
hon orthonormalsind. Vorzei
hen�anderungen beein
ussen ja gl�u
kli
herweise die Orthonormalit�at ni
ht.v). Der verbleibende Resthilbertraum ist s
hon invariant, so da� man nur no
h die beidenZust�ande mit einem neuen Namen versehen mu�. Dur
h das Absteigen zwis
hen den bei-den ergibt si
h no
h ein Vorzei
hen im unteren Teilraum, das aber nat�urli
h reine Konventionist. ����12 ; 12�2 : = ����?; 12�3����12 ;�12�2 : = � ����?;�12�3Damit haben wir die Produktdarstellung f�ur drei Quarks ausreduziert. Wir erhielten eine irreduzibleDarstellung zum Spin 32 und zwei mit Spin 12 .Nat�urli
h m�u�te zur Angabe der vollst�andigen Wellenfunktion des Protons, die entspre
hende Spin-funktion no
h mit Orts-(und Farb-)anteilen versehen.
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