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Kapitel 1
Ursprunge der Quantentheorie

In den letzten Jahren haben wir erkannt, dass Elektronen in manchen Situa-
tionen sinnvollerweise, ja vielleicht notwendigerweise, als Wellen und nicht
als Teilchen betrachtet werden sollten, und Begriffe wie Beugung, Brechung,
Reflexion und Dispersion zu threr Beschreibung anzuwenden sind.

C. Davisson; Nobelpreis 1937

1.1 Literaturhinweise

Folgende Biicher kénnen empfohlen werden:

Zur Vorlesung:

K. GOTTFRIED UND Y. TUNG-MONG, Quantum Mechanics: Fundamentals; Springer,
2003.

S. GASIOROWICZ, Quantenphysik; Oldenbourg, 2002.

C. CoHEN-TANNOUDJI, B. D1u UND F. LALOE, Quantenmechanik I,II; de Gruyter,
1997.

N. STRAUMANN, Quantenmechanik - Ein Grundkurs tber nichtrelativistische Quanten-
theorie; Springer, 2002.

F. SCHECK, Theoretische Physik, Band 3, Nichtrelativistische Quantentheorie - Vom Was-
serstoffatom zu den Vielteilchensystemen; Springer, 1999.

M. SCHUBERT UND G. WEBER, Quantentheorie; Spektrum Akademischer Verlag, 1993
U. SCHERZ, Quantenmechanik: Fine Einfihrung mit Anwendungen auf Atome, Molekiile
und Festkorper; Teubner Studienbiicher, 1999.
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F. SCHWABL, Quantenmechanik I; Springer, 2002;

Quantenmechanik fiir Fortgeschrittene; Springer, 2000.

W. NOLTING, Grundkurs Theoretische Physik; Springer, 2000;

Band 5/1, Quantenmechanik - Grundlagen,

Band 5/2, Quantenmechanik - Methoden und Anwendungen.

E. SCHMUTZER, Grundlagen der Theoretischen Physik II, BI-Wissenschaftsverlag, 1989.
A. MESSIAH, Quantenmechanik I,11; de Gruyter, 1990/91.

Klassiker

P.A.M. DIrRAC, The Principles of Quantum Mechanics; 4th edition; Clarendon Press,
1958.

W. PAULIL, Die allgemeinen Prinzipien der Wellenmechanik; Springer, 1990.

R. FEYNMAN, The Feynman Lectures on Physics; Bd. I1I; Addison - Wesley, 1965.

L.D. LANDAU UND E.M. LIFSCHITZ, Lehrbuch der theoretischen Physik III, Quanten-
mechanik; Hrsg. Paul Ziesche; 1986.

G. BAyM, Lectures on Quantum Mechanics; Lecture Notes and Supplements in Physics,
Addison-Wesley, 1969.

A. BouM, Quantum Mechanics; Springer, 1994.

Geschichte und Interpretation der Quantenmechanik

F. HUND, Geschichte der Quantenmechanik; Hochschultaschenbiicher.

M. JAMMER, The Philosophy of Quantum Mechanics; Wiley & Sons, 1974.

B. D’ESPAGNAT, Conceptual Foundations of Quantum Mechanics; Benjamin, 1976.

K. BAUMANN UND R.U. SEXL, Die Deutungen der Quantentheorie; Vieweg, 1984.

J.A. WHEELER and W.H. ZUREK (eds.), Quantum Theory and Measurement; Princeton
University Press, 1983.

A. RAE, Quantenphysik: Illusion oder Realitit? Reclam 9607, 1996.

J. Audretsch, Verschrinkte Welt - Faszination der Quanten, Wiley, Berlin, 2002.

Mathematik zur Quantenmechanik:

J. VON NEUMANN, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik; Springer, 1996.
H. WEYL, The Theory of groups and quantum mechanics; Dover, 1931.

G. HELIWIG, Differentialoperatoren der Mathematischen Physik; Springer, 1964.

T.F. JORDAN, Linear Operators for Quantum Mechanics; Wiley & Sons, 1969.

G. Lubwia, Foundations of Quantum Mechanics I und II; Springer, 1983 und 1985.
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W. THIRRING, Lehrbuch der mathematischen Physik, Vol. II1, IV; Springer 1994.

Weitere Literatur wird im Laufe der Vorlesung angegeben.

1.2 Einfihrung

Ein Verstandnis der modernen Naturwissenschaften ist ohne Kenntnis der Quantenmecha-
nik, deren Grundgleichungen das Verhalten mikroskopischer Objekte beschreibt, undenk-
bar. Ohne Quantenmechanik géibe es keine Laser, Kernkraftwerke oder ein Versténdnis,
warum die Sonne schon mehrere Milliarden Jahre Energie ausstrahlt. Die Quantentheo-
rie darf wohl zu recht als eine der gréfiten naturwissenschaftlichen Errungenschaften des
zwanzigsten Jahrhunderts angesehen werden - revolutiondr und von grofem praktischen
Nutzen.

Die quantenmechanischen Gesetze beschreiben Wahrscheinlichkeiten und machen eini-
ge sehr seltsame Vorhersagen. Selbst ALBERT EINSTEIN und ERWIN SCHRODINGER, die
wesentlich zur Entwicklung und einem tieferen Versténdnis der Quantenmechanik beitru-
gen, konnten die von BORN, JORDAN, HEISENBERG und BOHR stammende Interpretation
nie akzeptieren. Nach den Gesetzen der Quantenmechanik kann ein radioaktives Element
wahrend eines Zeitintervalls ein Elektron ausstrahlen oder auch nicht. Man kann sich Ex-
perimente denken, bei denen eine 50-prozentige Chance besteht, dass ein Atom in einem
Klumpen radioaktiven Materials zerfallt oder nicht.

SCHRODINGER versuchte diese prinzipielle Unbestimmtheit des Zerfallszeitpunktes
durch sein berithmt gewordenes Katzenexperiment ad absurdum zu fiithren [1]. Man schlie-
e eine lebendige Katze, zusammen mit einer Apparatur, die Gift entlésst, sobald ein in ihr
enthaltenes radioaktives Atom zerfillt, in einen Kasten ein. Nach der Quantenmechanik
hat keine der beiden Moglichkeiten - radioaktiver Zerfall und Vergiftung der Katze oder
kein Zerfall und lebende Katze - eine Realitéit, solange man nicht nachschaut, was wirk-
lich passiert ist. Der Zerfall ist weder geschehen noch nicht geschehen, die Katze ist weder
lebendig noch tot, solange wir den Kasten nicht 6ffnen. Sie ist in einem Zwischenzustand
zwischen lebendig und tot. Mit Schrédingers Worten:

Man kann auch ganz burleske Félle konstruieren. FEine Katze wird in ei-
ne Stahlkammer gesperrt, zusammen mit folgender Héllenmaschine (die man
gegen den direkten Zugriff der Katze sichern muss): in einem Geigerschen
Zéhlrohr befindet sich eine winzige Menge radioaktiver Substanz, so wenig,
dass im Laufe einer Stunde vielleicht eines von den Atomen zerfillt, ebenso
wahrscheinlich aber auch keines; geschieht es, so spricht das Zahlrohr an und
betéatigt iiber ein Relais ein Hammerchen, das ein Kélbchen mit Blausdure

A. Wipf, Quantenmechanik I
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zertriimmert. Hat man dieses ganze System eine Stunde lang sich selbst iiber-
lassen, so wird man sich sagen, dass die Katze noch lebt, wenn inzwischen kein
Atom zerfallen ist. Der erste Atomzerfall wiirde sie vergiftet haben. Die Psi-
Funktion des ganzen Systems wiirde das so zum Ausdruck bringen, dass in ihr
die lebende und die tote Katze zu gleichen Teilen gemischt oder verschmiert
sind.

EINSTEIN hat diesen nichtdeterministischen Charakter der Quantenmechanik nie ak-
zeptiert und glaubte an eine tiefergehende deterministische Theorie. Eine solche Theorie
hatte verborgene, dem Experimentator unbekannte, Parameter. Der Wahrscheinlichkeits-
charakter der Quantenmechanik wére dann ganz analog dem der klassischen statistischen
Mechanik. EINSTEIN ersann viele ingeniose Gedankenexperimente, die die zugrunde lie-
gende Realitat der Erscheinungen klar machen sollten. Eine wichtige Rolle spielte dabei ei-
ne Argumentation von EINSTEIN, PODOLSKY und ROSEN [2|, oft EPR-Paradoz genannt.
Dabei zerfalle, wie in der Abbildung (1.1) (nach der Version von A. BOHM) gezeigt, ein
Teilchen mit verschwindendem Drehimpuls in zwei Teilchen A und B, die sich voneinander
wegbewegen. Misst man die z-Komponente des Spins von Teilchen A, so kennt man wegen
der Drehimpulserhaltung die z-Komponente des Spins von Teilchen B. Das Experiment
an A beeinflusst den Ausgang des Experiments an B, obwohl A und B weit getrennt sind.

Detektor Filter Quelle Filter Detektor
A A 0
@ ‘ ’ Y, L Y ‘ @
Photon A Photon B
I Koinzidenzzahler I

Abbildung 1.1: Jedes Photon trifft auf einen Polarisationsanalysator. Die Quantenmecha-
nik sagt vorher, dass zwischen dem Durchgang der Photonen durch die beiden Analysa-
toren eine Korrelation besteht, obwohl die Photonen sich offensichtlich nicht miteinander
verstidndigen kénnen.

Auch wenn die beiden Zerfallsteilchen beliebig weit voneinander entfernt sind und
nicht mehr kommunizieren konnen, findet man eine Korrelation bei der Messung der
Einteilchen-Zusténde. Diese Nichtlokalitit der Quantenmechanik fiihrt allerdings zu kei-
nerlei Widerspriichen mit der speziellen Relativitatstheorie. Zwar ist nach Messung einer

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Spinkomponente des ersten Teilchens sofort bekannt, welchen Wert die gleiche Spinkompo-
nente des zweiten Teilchens besitzt, aber es lédsst sich dadurch keine Information iibertra-
gen. EINSTEIN, PODOLSKY und ROSEN haben dieses Gedankenexperiment als Argument
fiir die Existenz einer vollstandigeren Theorie mit verborgenen Parametern angesehen:
Wegen der Trennung der beiden Teilchen hat keine gegenseitige Beeinflussung stattgefun-
den und die Spinkomponenten miissen deshalb schon vor deren Messung festgelegt sein
[3].

In einer Serie von Experimenten von ALAIN ASPECT und Mitarbeitern in Paris wurden
1982 die Korrelationen zwischen den Polarisationen zweier von einer Quelle in entgegenge-
setzter Richtungen emittierter Photonen gemessen [4], siehe Abbildung (1.1). Die Quan-
tenmechanik und (lokale) Theorien mit verborgenen Parametern sagen fiir bestimmte Kor-
relationskoeffizienten hier verschiedene Resultate voraus. Die Messresultate von ASPECT
waren in vollstandiger Ubereinstimmung mit den Vorhersagen der Quantenmechanik. Sie
sind unvertraglich mit der Bellschen Ungleichung [5], die fiir (lokale) Theorien mit ver-
borgenen Parametern Giiltigkeit hat. Die beiden Photonen bilden einen verschrankten
Zustand. Es ist unmoglich, dem einzelnen Photon lokale Eigenschaften zuzuordnen.

Bevor wir die Quantenmechanik zu verstehen suchen, mdchte ich einige historische
Bemerkungen anbringen. Ende des 19. Jahrhunderts schien die Physik zu einem gewissen
Abschluss gekommen zu sein. Dies geht aus dem folgenden Zitat von A. MICHELSON (aus
"Light Waves and Their Uses’, 1903) hervor:

Die wichtigsten Grundgesetze und Grundtatsachen der Physik sind alle schon
entdeckt, und diese haben sich bis jetzt so fest bewadhrt, dass die Méglich-
keit, sie wegen neuer Entdeckungen beiseite zu schieben, aufserordentlich fern
zu liegen scheint ..... Unsere kiinftigen Entdeckungen miissen wir in den 6.
Dezimalen suchen.

Am Ende der klassischen Periode bestand das Universum nur aus Materie und Strahlung:

Materie: Die Dynamik der Materie wird durch die deterministischen Newtonschen Glei-
chungen beschrieben. Der Zustand jedes Teilchens ist in jedem Augenblick durch Angabe
seiner Position und seines Impulses eindeutig bestimmt.

Die Korpuskulartheorie der Materie wurde zunéchst auf die Mechanik der Himmels-
korper und auf makroskopische feste Korper beschrankt. Nach der Atomhypothese der
Chemiker LAVOISIER, PROUST, GAY-LUSSAC und DALTON wurde sie auch zur grund-
legenden Theorie der Materie im mikroskopischen Bereich. Anfang des 19. Jahrhunderts
hat JOHN DALTON mit seiner atomistischen Erklarung der Gesetze von der Konstanz und

A. Wipf, Quantenmechanik I
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von den multiplen Proportionen der Verbindungsgewichte der Substanzen der Atomhypo-
these in der Chemie wichtige Impulse gegeben. Sein Gesetz wurde durch die Annahme
leicht verstandlich, dass sich Atome mit bestimmter Masse zu Molekiilen verbinden. Heute
rechnet man mit relativen Atommassen und diese werden beziiglich der vereinheitlichten
atomaren Masseneinheit (die Masse des Kohlenstoff-Isotops 2C wird gleich 12 gesetzt)
gemessen.

Inspiriert von dem Gesetz iiber die Volumenverhéltnisse reagierender Gase von GAY-
LUssAC stellte AVOGADRO 1811 seine berithmte Hypothese auf, dass fiir feste Temperatur
und Druck gleiche Volumina von Gasen die gleiche Anzahl Molekiile enthalten, unabhéngig
von deren chemischer Zusammensetzung,

pv

N, —
ATRT

p: Druck, v: molares Volumen.
Spétere Experimente bestétigten AVOGADRO und nach den gegenwértig genauesten Mes-
sungen betragt die Avogadro-Konstante

N4 = 6.0221367 - 10%> Mol ™.

In der deutschsprachigen Literatur wird sie hdufig auch Loschmidtsche Zahl genannt.

Ende des 19. Jahrhunderts brachten J.C. MAXWELL und L. BOLTZMANN die kine-
tische Theorie der Gase zu einem gewissen Abschluss. Nach dieser Theorie ist Wérme
eine Form von Bewegung der Atome: eine Temperaturerhhung bedeutet eine schnellere
Bewegung der Teilchen und entsprechend mehr Stofe gegen die Wand des umgebenden
Behélters oder einen hoheren Druck. In der kinetischen Gastheorie berechnen sich ma-
kroskopische GroRen wie Temperatur und Druck als Mittelwerte von sehr vielen (~ 10%3)
mikroskopischen Freiheitsgraden. Die entstehende statistische Mechanik beschrankt sich
dabei auf statistische Untersuchungen und versucht nicht die mikroskopische Dynamik ex-
akt zu 16sen. Die Ergebnisse bei der Untersuchung von Gasen (kinetische Gastheorie) und
in der Thermodynamik (statistische Thermodynamik) bestétigten die Korpuskulartheorie
der Materie qualitativ und quantitativ. Aufgrund der Untersuchung der Brownschen Be-
wegung von sehr feinen Teilchen in Fliissigkeiten oder Gasen wurde die reale Existenz von
Atomen und Molekiilen dann endgiiltig akzeptiert. Die vom englischen Botaniker ROBERT
BROWN 1827 entdeckte Zick-Zack-Bewegung wird den zahlreichen Stofsen mit benachbar-
ten Atomen und Molekiilen zugeschrieben. A. EINSTEIN und M. SMOLUCHOWSKI zeigten
1905, wie diese Bewegung vermittels statistischer Bewegungsgesetze Riickschliisse auf die
Molekiile erlaubt [6]. Zum Beispiel wurde die Avogadrosche Zahl auf diese Art bestimmt.

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Strahlung: 1. NEWTON versuchte die Eigenschaften des Lichts durch eine Teilchen-
theorie zu erkldren. Diese konnte zum Beispiel die Refraktion leicht erkldren, falls sich
Lichtteilchen in optisch dichteren Medien schneller bewegen wiirden. Die etwa zur selben
Zeit entwickelte Huygensche Wellentheorie des Lichts fand anfianglich wenige Anhénger
(L. EULER und B. FRANKLIN waren Ausnahmen), da damals nur Schatten mit scharfen
Kanten beobachtet wurden. Erst nach Youngs und insbesondere Fresnels Interferenzver-
suchen an engen Schlitzen Anfang des 19. Jahrhunderts dnderte sich die Situation grund-
legend. Als dann Mitte des Jahrhunderts L. FOUCAULT demonstrierte, dass sich Licht in
Wasser langsamer als in der Luft fortpflanzte, war dies keine sonderliche Uberraschung
mehr, da sich die Wellentheorie des Lichts zu dieser Zeit schon durchgesetzt hatte. Die
Theorie des Lichts kam mit der Mazwellschen Theorie des Elektromagnetismus von 1855
zu einem gewissen Abschluss und die vorhergesagten Radiowellen wurden dann auch von
H. HERTZ nachgewiesen. Seither fand die Maxwellsche Theorie ihre volle Bestétigung
in der Behandlung von Wellenausbreitungsproblemen. Sie fiihrte zu einer einheitlichen
Behandlung von Optik und Elektrodynamik. Nach der Maxwellschen Feldtheorie hat die
Strahlung unendlich viele Freiheitsgrade, ndmlich die Komponenten des elektrischen und
magnetischen Feldes an jedem Raumpunkt. Die Strahlung kann nicht in lokalisierte Teil-
chen zerlegt werden.

Das mechanistische Weltbild: Gegen Ende des vorletzten Jahrhunderts konnten al-
le bekannten physikalischen Phanomene durch eine allgemeine Theorie der Materie und
Strahlung erklért werden. Es bestand ein hoher Grad an Vereinheitlichung und die Physik
stellte sich als abgeschlossenes und scheinbar widerspruchsfreies Gebaude dar.

Aber nur scheinbar. Es gab Probleme bei der Erklarung der elektromagnetischen Er-
scheinungen. Die Wellenausbreitung war schon von den akustischen Vorgéngen bekannt,
wo sie eine makroskopische Erscheinung ist, die sich aus der mikroskopischen Bewegung
von Atomen oder Molekiilen ableiten ldsst. In Analogie suchte man nach einem Trager
der elektromagnetischen Wellen, dem sogenannten Ather. Auf diese Weise wollte man die
Wellenausbreitung ebenfalls auf die Kraftgesetze der Newtonschen Mechanik, angewandt
auf einen geeigneten Trager, zurlickfithren. Dieser Wunsch nach einer weiteren Vereinheit-
lichung der physikalischen Theorien im Rahmen einer mechanistischen Weltauffassung hat
LORD KELVIN etwa 1884 zum Ausdruck gebracht:

Ich bin niemals zufrieden, bevor ich ein mechanisches Modell des Gegenstan-
des konstruiert habe, mit dem ich mich beschéftige. Wenn es mir gelingt, ein
solches herzustellen, verstehe ich, andernfalls nicht. Daher kann ich die elek-
tromagnetische das Licht so vollstindig verstehen wie méglich, ohne Dinge
einzufiihren, die ich noch weniger verstehe. Daher halte ich an der einfachen
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Dynamik fest, denn dort kann ich ein Modell finden, jedoch nicht in der elek-
tromagnetischen Theorie.

Der negative Ausgang des Michelson-Morley-Experiments drei Jahre spater machte klar,
dass eine mechanistische Erklarung des Elektromagnetismus nicht moglich war [7]. Das
augenscheinliche Paradoxon wurde endgiiltig von A. EINSTEIN im ,Wunderjahr* 1905 im
Rahmen seiner speziellen Relativitiatstheorie erklért [8]. Diese erweiterte die nichtrelati-
vistische klassische Theorie, stellte ihr Programm, und insbesondere den Determinismus,
aber nicht in Frage.

1.2.1 Erste Probleme mit der klassischen Physik

Um 1900 konzentrierten sich die Experimentalphysiker auf zwei Forschungsgebiete:

e Die genaue Untersuchung der mikroskopischen Struktur der Materie.

e Die Wechselwirkung der Teilchen untereinander und mit dem elektromagnetischen

Feld.

J.J. THOMSON entdeckte 1897 das Elektron als Teilchen der Kathodenstrahlung [9]. Sei-
ne Apparatur war so angelegt, dass er durch eine Kompensation der elektrischen und
magnetischen Kraft das Verhéltnis e/m der elektrischen Ladung zur Elektronenmasse
bestimmen konnte. Im Folgenden wurde das Verhalten der Elektronen in gekreuzten elek-
tromagnetischen Feldern E 1 B (KAUFMANN 1901-1906), in parallelen Feldern (J.J.
THOMSON 1911) und mittels der magnetischen Langsfokussierung (H. BuscH, 1926) ein-
gehend studiert, und unter Anwendung der Lorentzschen Theorie der Wechselwirkung
zwischen Elektronen und elektromagnetischen Feldern konnte e/m genau bestimmt wer-
den.

Die Vervollkommnung der experimentellen Techniken ermoglichte die Beobachtung
einzelner mikroskopischer Vorgénge und das Zahlen von mikroskopischen Teilchen. Zu
erwéhnen sind die Messung der elektrischen Elementarladung (MILLIKAN 1911) durch
Beobachtung schwebender geladener Oltropfchen zwischen den Platten eines Kondensa-
tors mittels eines Mikroskops, die Beobachtung von Teilchenbahnen in Wilson-Kammern
(1912) und die Entwicklung des Geigerzéhlers (1913).

Parallel dazu wurde mit der Entdeckung der Radioaktivitit durch BECQUEREL (1896)
und den bahnbrechenden Experimenten von MARIE und PIERRE CURIE an der Sorbonne
Eigenschaften von Atomkernen erkennbar. H. GEIGER, E. MARSDEN und E. RUTHER-
FORD untersuchten systematisch die Streuung von a-Teilchen (He-Kerne) an Atomen in
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diinnen Substanzschichten. Die abgelenkten a-Teilchen wurden durch Beobachtung der
Lichtblitze auf einem um das streuende Préparat herumgelegten bzw. herum bewegbaren
Szintillationsschirm nachgewiesen. Nach Entdeckung der Wilsonschen Nebelkammer war
es moglich, die Bahnen der a-Teilchen direkt sichtbar zu machen und auszumessen. Man
sah, dass sie nur selten mehr als 3° von ihrer Richtung abgelenkt wurden. Nur in gerade
mal einem von achttausend Fillen gab es Ablenkwinkel von 90° bis 180°.

RUTHERFORD entwickelte das erste moderne Bild von Atomen'. Sein Atommodell be-
stand aus einem sehr kleinen (~ 107 —107!2cm) positiv geladenen Kern der Ladung Ze,
um den Z Elektronen kreisen. Darin unterschied es sich von dlteren Modellen, erwahnens-
wert ist das Rosinenpudding-Modell von J.J THOMSON, das als erster Schritt auf dem
Weg zu einer theoretischen Deutung des Periodensystems angesehen werden kann. Nach
RUTHERFORD vereinigt der Kern fast die ganze Masse des Atoms in sich. Das Modell
dhnelt einem Sonnensystem im Kleinen, bei dem die Gravitationskrafte durch die elek-
trischen Kréfte ersetzt werden. Die Coulomb-Anziehung des Kerns, die Zentrifugalkrafte
und die gegenseitige Abstoffung der Elektronen sollten bewirken, dass diese stabile Bah-
nen mit Radien von etwa 107® ¢cm um den Kern vollfiihren. Das Rutherfordsche Modell
hatte aber ein grofses Problem, dessen Losung den Anfang der Quantenmechanik bedeu-
tete. Um nicht in den Atomkern zu fallen, mussten die Elektronen um den anziehenden
Kern kreisen. Nach den Gesetzen der Elektrodynamik strahlt aber ein kreisendes Elektron
und sollte aufgrund des Energieverlustes in den Kern stiirzen. Eine kurze Abschétzung
zeigt, dass im Rutherfordschen Modell fiir das Wasserstoffatom das Elektron aufgrund
der Dipolabstrahlung in nur 1.1 - 107% seinen Abstand vom Kern von 1071%m auf 10714
m verringern wiirde.

Einige Monate vor der Radioaktivitat fand W. RONTGEN durch Zufall die nach ihm
benannte Strahlung. Deren Wellencharakter wurde 1912 von LAUE mit Beugungsexperi-
menten an Kristallen nachgewiesen. Seither vervollstandigte sich die Kenntnis des Spek-
trums der elektromagnetischen Wellen im Bereich kleiner Wellenléngen. So wurde auch
die elektromagnetische Struktur der v-Strahlung radioaktiver Stoffe erkannt. Die Spek-
tralanalyse erweiterte dabei nicht nur ihren Bereich, sondern wurde gleichzeitig immer
genauer. Sie lieferte eine Fiille von Daten iiber Emission, Streuung und Absorption von
Licht durch Materie. Beim Vergleich der Voraussagen der Lorentzschen Theorie mit den
Daten zeigten sich erste Widerspriiche zwischen klassischer Theorie und Erfahrung. Die
Probleme traten bei der Untersuchung der Spektralverteilung der elektromagnetischen
Strahlung im thermodynamischen Gleichgewicht mit der Materie auf. Die Losung des
Problems gelang MAX PLANCK 1900 und gilt als Geburtsstunde der Quantentheorie.
Wir wollen uns nun dieses Problem und seine Losung etwas naher ansehen.

'LENARD kam aufgrund seiner Deutung des Durchgangs von Elektronen durch Metallfolien zu dhnli-
chen Schliissen wie RUTHERFORD.
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1.3 Hohlraumstrahlung

Hier sei nur eine kurze Zusammenfassung gegeben. Mehr Details finden sich im Anhang
zu diesem Kapitel und in der Vorlesung iiber Thermodynamik und Statistik.

Die Wande eines Hohlraums seien auf die (absolute) Temperatur 7" gebracht. Die Ato-
me in den Wanden wechselwirken mit den elektromagnetischen Wellen im Hohlraum: sie
absorbieren und emittieren Wellen. Dabei stellt sich bald ein von 7" abhingiges Gleich-
gewicht ein. Die Strahlung im Hohlraum enthalt elektromagnetische Schwingungen mit
verschiedenen Frequenzen und Wellenzahlvektoren. Um die spektrale Energieverteilung
dieser Strahlung zu untersuchen, zerlegen wir das Strahlungsfeld in Normalmoden.

Bekanntlich lassen sich die beiden homogenen Maxwellgleichungen durch Einfithrung
von elektromagnetischen Potentialen losen

1.
B=VANA und FE=-V¢p—-A. (1.1)
c
Im materiefreien Hohlraum diirfen wir ¢ = 0 setzen und die Coulombeichung
V-A=0 (1.2)
wahlen. Die verbleibenden Maxwellgleichungen
1.
VAB—-—-E=0 und V-E=0
c
sind dann gleichbedeutend mit
1 . B

Der Hohlraum sei ein Kubus mit Seitenldnge L. Die elektromagnetischen Felder bilden dar-
in stehende Wellen, fiir die i, und Bpoym an der Wand verschwinden. Statt mit diesen
annihernd realistischen Randbedingungen zu arbeiten?, wollen wir periodische Randbe-
dingungen fiir das Vektorpotential fordern. Die unten angegebene Spektraldichte stimmt
dann bis auf Terme der Ordnung O(9V') und fiir die zu berechnenden Dichten verschwin-
det der Fehler fiir grofte Hohlraumvolumina. Nun entwickeln wir A in eine Fourierreihe,

Alt,z) =Y a(tk)e™  a(t,—k)=a'(t,k), 0<z <L,
keK

2Fiir kleine Wellenléngen ist jede realistische Hohlraumwand durchléssig.
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wobei wegen der Periodizitat des Potentials die Wellenzahlvektoren k aus

2
K = {%(nl,ng,ng)}ni € Z}

sein miissen. Aus der Coulomb-Eichbedingung

ks

T d2r/L

ki

L

Abbildung 1.2: Hohlraumstrahlung und mégliche Wellenzahlvektoren

V.- A(t,x) :iZk a(t k)e*™® =0
folgt, dass a senkrecht auf der Ausbreitungrichtung der Welle steht,
k-a(t,k)=0.

Zu jedem Wellenzahlvektor k gehoren also zwei unabhéngige Polarisationsvektoren a(t, k).
Die Polarisation ist senkrecht zur Ausbreitungsrichtung und man sagt, das Strahlungsfeld
sei transversal®. Mit (1.1) finden wir das elektrische und magnetische Feld:

C

1 . :
E=-- Z a(t,k)e®™® und B = ZZ kA a(t k)e*®.
K K

Um die Energie des Strahlungsfeldes zu bestimmen, benutzen wir die Orthogonalitit der
stehenden Wellen im Hohlraum,

o
/ dglL' ezkazezk T _ V5k+k’-
|4

3Der Spezialfall k = 0 verlangt eine separate Behandlung. Aber eine genauere Analyse fiihrt fiir grofie
Volumen ebenfalls auf die unten bestimmten Dichten.
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Man findet nun leicht fiir die Energie der Hohlraumstrahlung den Ausdruck

U= # S (lat k)P + (k) alt, B)E),  w=2mw = clk| (1.4)

Die Grofe w heifit Kreisfrequenz. Die Maxwellgleichungen (1.3) schreiben sich geméfs

0A = é; (a(t k) +w2alt, k) €% =0,

oder dquivalent dazu
a(t, k) +w(k)a(t, k) = 0. (1.5)

Aus (1.4,1.5) entnehmen wir, dass das Strahlungsfeld im Hohlraum V' einem System von
unendlich vielen harmonischen Oszillatoren dquivalent ist, und zwar 2 je Wellenzahlvektor.

Spektrale Dichte der Oszillatoren: Wir wollen die Anzahl Freiheitsgrade mit Fre-
quenzen kleiner als v = w /27, gegeben durch

vy =k frl < 222,

berechnen. Zu jedem Wellenzahlvektor gibt es 2 Oszillatoren. Das Gitter im k-Raum hat
die Dichte (L/2m)? und wir finden

oder auch

Nv) & Vi (1.6)

= —V2 (L.7)

Energiedichte: Im thermischen Gleichgewicht ist die mittlere Energie je Oszillator we-
gen der Isotropie unabhéngig von der Polarisation und der Richtung von k, also eine
Funktion E(T,v), die nur von der Temperatur und der Frequenz abhéngt. Damit finden
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wir fiir die Energiedichte pro Frequenzintervall, auch spektrale Energiedichte genannt,

82

ZB(T,v). (1.8)

1
p(T>V) = —n(l/)E(T,l/) =
V c
Durch eine Kombination von Thermodynamik und Lichttheorie gelang es W. WIEN 1886
zu zeigen (siehe Anhang), dass p die folgende funktionale Abhéngigkeit von Frequenz und
Temperatur haben muss:

82 v
T, ) = KT P (-) . 1.9
o(Tv) = k1 P (7 (19)
Man sieht leicht, dass daraus bereits das Stefan-Boltzmannsche Gesetz [10] fiir die Energie
der Hohlraumstrahlung folgt:

_ _% 2p (¥ _@ 4 2 _ i
u(T)—/p(T,V)dl/— 3 T/VP<T> dv = 3 T /y P(y) = aT", (1.10)

wobei wir die Variablensubstitution v = T'y vornahmen.

Aus dem Vergleich von (1.9) mit der Beziehung (1.8) ergibt sich unmittelbar, dass
E(T,v)/kT nur eine Funktion des Verhéltnisses v/T sein kann

E(T,v) = kT P (%) . (1.11)
Einen expliziten Ausdruck fiir die universelle Funktion P konnte WIEN mit Hilfe lediglich
thermodynamischer Uberlegungen nicht erhalten.

Rayleigh-Jeans-Formel: Ein sehr allgemeines Gesetz der klassischen Statistik, der
Gleichverteilungssatz, bietet sich hier geradezu an. Nach diesem Satz kommt auf jeden
Freiheitsgrad die mittlere kinetische Energie £7'/2. Da fiir einen harmonischen Oszillator
diese gleich der mittleren potentiellen Energie ist (siche Anhang), sollten wir fir die
mittlere Energie je Oszillator k7 wéhlen. Durch Einsetzen in (1.8) kam RAYLEIGH im
Juni 1900 zu folgender Formel:*

812

pr(T,v) = ET. (1.12)

3
Fiir grofse Wellenldngen oder kleine Frequenzen hat sich diese Formel als korrekt erwiesen.
Allerdings stand sie bei hohen Frequenzen im krassen Widerspruch zu den Messungen
von LUMMER, PRINGSHEIM, RUBENS und KURLBAUM [11]. Dass das klassische Ergebnis

4RAYLEIGH irrte sich um einen Faktor 8. Dies wurde einige Jahre spéter von JEANS korrigiert.
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(1.12) nicht in Ordnung sein kann, erkennt man auch, wenn man damit die Energiedichte
der elektromagnetischen Strahlung im Hohlraum zu berechnen versucht:

o0

u:/deV: SZk‘T/lﬂdu:oo.

C
0

Diese Ultraviolettkatastrophe wie auch die Diskrepanz zwischen (1.12) und den experi-
mentellen Daten zeugen eindeutig vom Versagen der klassischen Physik bei der Erkléarung
der Hohlraumstrahlung.

Wiensches Strahlungsgesetz: Unter der Annahme, dass ein Zusammenhang zwischen
dem Strahlungsgesetz und der Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung existieren miisse,
wobei die Geschwindigkeit durch eine nur von der Frequenz abhingige Grofie ersetzt
werden sollte, hat WIEN die folgende spektrale Energiedichte angegeben [13]:

82 —hw kT hv

. hve = pr(T,v) - ze™", T = (1.13)

pW(Ta V) =

Die Grofe z muft dimensionslos sein und deshalb ist hv eine Energie. Die hier auftregende
Naturkonstante h ist das Plancksche Wirkungsquantum. Oft fiihrt man das reduzierte
Wirkungsquantum

h

h=— 1.14

o (1.14)
ein, so dass hv = hw gilt. Die theoretische Begriindung der Wienschen Spektraldichte war
auferst unbefriedigend, und PLANCK versuchte ihr in den Jahren 1897 bis 1899 ein besse-
res theoretisches Fundament zu geben. Das Gesetz stimmt fiir kurze Wellenldngen (grofe
x) sehr gut, aber mit den oben erwdhnten Messungen konnte eindeutig seine begrenzte
Giiltigkeit nachgewiesen werden.

1.3.1 Plancksches Strahlungsgesetz

Im Herbst 1900 stellte sich die Situation in Bezug auf die schwarze Strahlung wie folgt
dar. Es existieren zwei theoretisch abgeleitete Gesetze, das Wien-Planck-Gesetz und das
Rayleigh-Jeans-Gesetz. Die theoretische Herleitung des ersteren ist problematisch, und ei-
ne Ubereinstimmung mit den Experimenten wird nur bei hohen Frequenzen erreicht. Das
Rayleigh-Jeans-Gesetz steht auf einer festeren theoretischen Grundlage, denn es stiitzt
sich auf ein sehr allgemeines Prinzip der klassischen Statistik, den Gleichverteilungssatz.
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Trotzdem stimmt das Gesetz nur fiir kleine Frequenzen mit den Beobachtungen {iberein.
Um die beiden Losungen zu kombinieren, hat nun PLANCK zwischen pr und pw interpo-
liert [12] (tatséichlich hat er die zweiten Ableitungen der Entropie nach der Energie auf
moglichst einfache Weise miteinander verbunden), was auf das Plancksche Strahlungsge-
setz

8 o  hv x hv

ATv) =GV gopr 1 = P(T0v) oder B(T\v) = o —1

(1.15)

er —

fithrt. In der Abbildung (1.3) ist die Spektraldichte fiir drei Temperaturen geplottet.
Folgende Eigenschaften dieser Formel dienen als Hinweise fiir ihre Richtigkeit:

Rayleigh- Wmax ~T
Jeans

Abbildung 1.3: Frequenzverteilung der Warmestrahlungsintensitét fiir 3 verschiedene T

e Im Nieder- und Hochfrequenzbereich gelten (x = hv/kT)

x {1 falls x — 0
—

T falls x — 00, ’

e —1 re~
in Ubereinstimmung mit der Formeln von Rayleigh-Jeans und Wien.

e PLANCK konnte aus dem Experiment bekannten Stefan-Boltzmann-Konstanten und
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der Konstanten im Wienschen Verschiebungsgesetz

ca

o=—= 5.67051(19) - 10°* Wm 2 K™*
Trmax = ”mTa" =5.88- 10" HzK™"
die Boltzmann-Konstante £ und Plancksche Konstante h wie folgt bestimmen: Mit

seiner Formel fiir die spektrale Energiedichte ist die Konstante a im Stefan-Boltzmann-
Gesetz (1.10) gegeben durch

kN o K
=7 T)dv = 87k | — ——dr = ———
¢ /p(”’ Jdv = 8x (hc) /ew—1 ¥ 7 15 (ho)

und fiir die Konstante im Verschiebungsgesetz (sieche Anhang) ergibt sich

Vmax k k

Nach Vergleich mit den experimentellen Werten ergeben sich daraus die Naturkon-
stanten k und h, deren heutigen Werte

k = 1.380658(12)- 1073 JK™!
h = 6.6260755(40) - 107**J s (1.16)

sind. Aus der Boltzmann- und Gaskonstanten folgt die Loschmidtsche Zahl,

Ny = % ~ 6.0221367(36) - 10%* Mol ™',

und schliefslich ergibt sich aus der Loschmidtschen Zahl und Faraday-Konstanten
die elektrische Ladung des Elektrons

e=F/Ny =1.60217733(49) - 10~ *C.

e Das Plancksche Strahlungsgesetz beschreibt die spektrale Energieverteilung der schwar-
zen Strahlung im gesamten Frequenzbereich richtig.

RUBENS und KURLBAUM haben 1901 die verschieden Strahlungsformeln iiberpriift und
Plancks Formel fiir richtig befunden [14]. Das physikalische Problem, dessen Losung die
Quantentheorie gebar, war, E(T,v) zu erkléren.
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1.4 Lichtquanten

Zahlreiche in ihrer Beweiskraft zwingende Versuche haben gezeigt, dass das Licht ein
Wellenvorgang ist. Es gibt jedoch eine Reihe genauso iiberzeugender Versuche, die sich
mit einer solchen Vorstellung nicht erkléaren lassen. Man versteht sie aber sofort mit der
Annahme, dass das Licht aus Photonen besteht, die qualitativ dhnliche Eigenschaften
haben wie materielle Teilchen.

1.4.1 Einsteins Lichtquantenhypothese

Die Einsteinsche Lichtquantenhypothese (1905) besagt, dass die von einer elektromagneti-
schen Welle der Frequenz v transportierte Energie immer ein ganzzahliges Vielfaches von
hv = hw (h = h/2m) ist [15]. EINSTEIN wurde iiber die Analyse der fiir groke Frequenzen
giiltigen Wienschen Strahlungsformel auf die Lichtquantenhypothese gefiihrt. Er war sich
der Radikalitit seiner Hypothese bewusst und suchte nach Mdoglichkeiten der experimen-
tellen Bestétigung. Eine solche findet man im lichtelektrischen Effekt (Photoeffekt), den
wir im folgenden Abschnitt besprechen werden.

Doch zuerst wenden wir die Lichtquantenhypothese auf die Hohlraumstrahlung an.
Wir nehmen an, dass zur Beschreibung des thermischen Gleichgewichts der Strahlung das
Boltzmann-Gibbssche Postulat giiltig sei: im thermischen Gleichgewicht bei der Tempe-
ratur 7" ist die Wahrscheinlichkeit eines Zustandes mit Energie F proportional zu

1
—BE _
e 7, =—.
p kT
Mit der Lichtquantenhypothese findet man dann fiir die mittlere Energie eines Oszillators
mit Frequenz v die Formel

E(T,v) = Z(nhu)wn
n=0
—Bnhv ©
_ € _ —Bmhy __ 1
Wn = — , Z—mzzoe i p——
Daraus berechnet sich nun die mittlere Energie geméfs
d hye=Phv hv
E(T,v) = —%logZ =1 o = o ]

in Ubereinstimmung mit der Planckschen Strahlungsformel (1.15).
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1.4.2 Lichtelektrischer Effekt (Photoeffekt)

1888 bestrahlte W. Hallwachs negativ geladene Metallplatten mit ultraviolettem Licht
und stellte mit dem angeschlossenen Elektrometer fest, dass diese Ladung allméhlich
verschwand [16]. Eine positive Ladung blieb dagegen erhalten. Allgemein 16st hinreichend
kurzwelliges Licht aus Metalloberflachen negative Ladungstriager, ndmlich die 1897 von
J.J. THOMSON entdeckten FElektronen, aus. Die Starke des Stromes ist proportional zur
Intensitdt der Strahlung, vorausgesetzt, die Frequenz des Lichts ist grofter als eine fiir
das bestrahlte Metall charakteristische kritische Frequenz v.. LENARD fand 1902 den
klassisch unerkléarlichen Effekt, dass die mit einer Gegenspannung gemessene Energie der
Elektronen nur von der Frequenz der Strahlung, nicht aber von ihrer Intensitit abhéangt

17].

EINSTEIN erkliarte dies 1905 mit Hilfe seiner Lichtquantenhypothese und dem Ener-
giesatz wie folgt: die einfallende Strahlung besteht aus Lichtquanten (Photonen), die eine
Energie hv haben. Ein Elektron im Metall kann nun ein Photon absorbieren und gewinnt
dabei nach dem Energiesatz die Energie hv. Nach Abzug der Austrittsarbeit W bleibt
dem austretenden Elektron noch die kinetische Energie
lme’Uzth—W:>I/21/c:K.

2 h

Offensichtlich hingt die Bewegungsenergie der austretenden Elektronen nur von der Fre-
quenz des eingestrahlten Lichts oder der Energie der auftreffenden Photonen ab. Dieses
Gesetz wurde von MILLIKAN 1916 bestétigt [18]. Die Konstante h hat genau denselben
Wert wie die im Ausdruck fiir das Spektrum der Hohlraumstrahlung auftretende Kon-
stante. EINSTEIN erhielt 1921 fiir seine Erklarung des Photoeffektes den Nobelpreis. Die
klassische Wellentheorie ist nicht in der Lage, den Photoeffekt zu erkldren (siehe MESSIAH
I, Seite 23).

1.4.3 Comptoneffekt

Wenn wir die Energie £ = hr der mit Materie wechselwirkenden Photonen allméhlich
steigern, wird zuerst das Stadium der Absorption durch den Photoeffekt an gebundenen
Elektronen durchlaufen. Ist schlieklich £ wesentlich grofer als die Elektronenbindung, so
wird die Absorption abgelost durch die Streuung an quasifreien Elektronen. Dieser Effekt
wurde 1922 von COMPTON entdeckt [19], wofiir er 1927 den Physik-Nobelpreis erhielt.
Fiir einen geradlinig durch Materie gehenden Strahl bedeutet die Streuung durch den
Compton-Effekt eine Schwiachung wie die Absorption durch den Photoeffekt.

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Elektromagnetische Strahlung breitet sich mit Lichtgeschwindigkeit aus. Nach den
Formeln der relativistischen Mechanik ist

2
mc 1
E:7~m02+§mvz+...,

V1—0v?/c?

und da mit hr die Energie eines Photons beliebig klein werden kann, muf ein Lichtquant
verschwindende Ruhemasse haben. Nun gilt allgemein, dass

E?* — (cp)? = (mc?)?, (1.17)

also fiir Lichtquanten mit Frequenz v

E  hv
lpl=—=—="nlk|,
c c

wobel k der Wellenzahlvektor ist. Dies kann man auch der Maxwellschen Theorie entneh-
men. Fiir eine monochromatische Welle,

E=%R (5 ei(km_“t)> , B=% <£(k A 5)6“’“‘“’“) ,
w
wobei € L k und w = ¢|k| gilt, zeigt eine kurze Rechnung, dass

1 1
S= "k u=u=-|8 (1.18)
w &

gilt, wobei

1

(B’ +B%) und S=SEAB
T

b 47

die Energiedichte und der Poynting-Vektor (die Impulsdichte) sind. Wenden wir dies auf
einen Quant des Strahlungsfeldes der Energie hv an, dann folgt

1 L = M= e
2w

2y

Also sind die Energie und der Impuls eines Photons
E=hv=hw und p = hk. (1.19)

Glaubt man an die unbeschrinkte Giiltigkeit des Energie-Impuls-Erhaltungssatzes, so
kann man die Formeln (1.19) bei Stofen von Lichtquanten an Teilchen, z.B. Elektronen,
testen. In der Tat hat die Photonenvorstellung folgenden zunéchst ratselhaften Effekt
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aufgeklart: Monochromatisches Rontgenlicht wird durch Materie gestreut, und zwar im
Gegensatz zum sichtbaren Licht unter Vergrofserung seiner Wellenlénge. Die Wellenlén-
ge des Streulichts ist um so grofer, je grofser der Streuwinkel 6 ist. Riickwértsstreuung
mit § = 7 liefert eine Wellenldngenzunahme um 4.85 pm= 0.0485A(ngstr6m), unabhén-
gig von der eingestrahlten Wellenlinge®. Die fehlende Energie wird von den auftretenden
‘Riickstofelektronen’; die beim Streuprozess aus dem Atom des streuenden Materials her-
ausgeschlagen werden, weggetragen.

Betrachten wir nun die Kollision zwischen einem ldngs der x-Achse einlaufenden Pho-
ton mit Energie hv und Impuls ik, = h/\ und einem ruhenden Elektron, p = 0. Die

hv'/c
Photon hv/c  Elektron 0
[V U U WU W W Wl |
vor dem Stofs gnach dem
- Stofs
mu
............... q

Abbildung 1.4: Die Streuung eines Photons an einem ruhenden Elektron. Die Erhaltungs-
sdtze fiir Energie und Impuls sind auch mikroskopisch streng giiltig.

Impulserhaltung impliziert

h h
N 4z + I\ cos 6
h .
0 = g, + v sin
und die Energieerhaltung

hc hc
2 NC_ 2.2 L 2 4 42 4 °
mc—l—)\ c\/mc +qx+qy+>\/.

Bringen wir den rechten Term in der Energiebilanz nach links, dividieren durch ¢ und

1A (ngstrom) = 10~'"%m= 0.1 nm und 1 Fermi = 10~ m= 1 fm sind Atom -und Kerndimensionen.
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quadrieren, so erhalten wir

1 1 ? 2 2 2
mc+ h Y = (mec)”+q, +q,
1 cosh\? hsin )2
_ 2 2 (L
= (mc) +h <)\ )\/ ) +< )\/ ) )

wobei wir in der letzten Gleichung die Impulserhaltung benutzten. Nach Ausmultiplikation

ergibt sich
mc(N — X) = h(1 — cosh)

oder mit 1 — cosf = 2sin?#/2 die Beziehung

2h 0
N —X=A\N= "—sin’®_. (1.20)
mc 2
Das Experiment bestétigt diese Formel glanzend; speziell ist 2k /mc der bei einer Riickstreu-

ung gefundene Wert von 0.0485A. Die Halfte davon,

h
Ae = — = 0.0243A, (1.21)

mc
heifst Compton- Wellenlinge des Elektrons. Ein Photon mit Wellenlédnge A, hat die Energie
hv = hc/X. = mc?, also die der Ruhemasse des Elektrons entsprechende Energie. Es wiir-
de bei Riickwértsstreuung seine Wellenlénge verdoppeln. Die Annahme eines gestofienen
Elektrons in Ruhe ist gerechtfertigt, solange gilt

h

3 Ip|

1.5 Materiewellen

Die Schwierigkeit der klassischen Physik mit kleinen Strukturen, man denke an die In-
stabilitit des Atoms, fiihrten LOUIS DE BROGLIE auf die Idee, dass es in der Optik
dhnlich sei [20]%: Fiir Beugung und Streuung von Licht an Objekten, die gross verglichen
mit der Wellenldnge sind, kann man die Lichtausbreitung mit den Methoden der geo-

6de Broglie formulierte diese These 1923 in seiner Doktorarbeit. Sie war so revolutioniir, dass der
Priifungsausschuss vollig im Dunkeln dariiber tappte, was davon zu halten sei. Der bekannte Physiker
Paul Langevin sandte ein Exemplar der Arbeit an Einstein mit der Bitte um Kritik. Auf Grund Einsteins
positver Fiirsprache wurde die Arbeit akzeptiert.
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metrischen Optik (Strahlenoptik) beschreiben, genauso wie in der klassischen Mechanik
die Teilchenausbreitung mit klassischen Bahnen. Erst fiir kleine Objekte offenbart das
Licht seinen Wellencharakter und Beugungserscheinungen treten auf. Sind auch Teilchen
in Wirklichkeit Materiewellen? Falls ja, miissen die Frequenz und Wellenldnge der pos-
tulierten Materiewelle auf ganz bestimmte Weise mit den Teilchenparametern wie Masse
und Impuls zusammenhéngen.

Da auch Licht aus Teilchen, den Photonen, mit Energie
E=hv (1.22)

besteht, ist es naheliegend diesen Zusammenhang fiir beliebige Teilchen zu iibernehmen.
Ein massives Teilchen, zum Beispiel ein Elektron, hat in seinem Ruhesystem die Energie
Ey = myc? und Frequenz

Y 022 moc?/h. (1.23)
Dem ruhenden Teilchen werde eine stationare Welle
¢ _ ¢0 627ri1/0t — Q/)O eiwot

zugeordnet. In einem Inertialsystem, welches sich beziiglich dem Ruhesystem mit der
Geschwindigkeit v in die negative z-Richtung bewegt, hat ein Punkt (¢, z) die Koordinaten

1
V1—=v?/c?

der relativistische vy-Faktor ist. In diesem System bewegt sich das Teilchen mit Geschwin-

tIZ’y(t—l-%:L') , o =~(t+x), wobei =

digkeit v in die z-Richtung und wegen

()= ) 0)
= ’}/ f
x —v 1 x
hat die Wellenfunktion in diesem System die Gestalt
w — wo eiwot — wo eiwo’y(t’—vw’/cz) _ wo ei(w/t/_k/m/)'
Ein mit v bewegtes Teilchen hat also die Frequenz und den Wellenzahlvektor

v="rp und k=——7.
c
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Mit A = 27/k findet man auch

A= li (1:25) ﬁ, wobei p = ymyv
Y Vv p
der relativistische Teilchenimpuls ist. Beriicksichtigen wir noch, dass die Energie eines
Teilchens gleich E = ymgc? = vhy ist, so finden wir folgende Beziehungen zwischen den
Teilchengroffen Energie und Impuls und den zugeordneten Welleneigenschaften Kreisfre-
quenz und Wellenzahlvektor:

E=hw und p=ymov = hk. (1.24)

Wird ein Elektron aus der Ruhe auf die Geschwindigkeit v = p/m gebracht, indem
man es eine Potentialdifferenz U durchlaufen ldsst, so gilt gemaf dem Energiesatz im
nichtrelativistischen Grenzfall

2
2

_g’m —eU  mit p=hk, [kl=T.

Aufgelost nach der de Broglie-Wellenlénge des Elektrons,

1/2
)= 2mh N ( 150 ) i
2melU U[V]

Fiir eine Spannung von 100 — 1000 Volt liegt diese im Roéntgenbereich.

1.5.1 Elektronenstreuung

Wenn die Bewegung von Teilchen durch Materiewellen beschrieben wird, miissten sich
auch Beugungs- und Interferenzerscheinungen nachweisen lassen. Dies wird in der Tat
beobachtet. Allerdings wurde die Wellennatur der Elektronen erst nach Schaffung der
Quantenmechanik iiberzeugend nachgewiesen. C. DAVISSON und L. GERMER sahen 1927
deutliche Interferenzmaxima bei der Reflexion von Elektronen an Nickeleinkristallen [21].
Im gleichen Jahr konnte G.P. THOMSON an Interferenzen beim Durchgang von Elektro-
nen durch diinne Metallfolien die Beziehung von DE BROGLIE, A = h/muw, gut priifen und
bestitigen [22]”. Auch bei Atomstrahlen wurden 1929 Andeutungen von Interferenzen
gefunden, nédmlich von O. STERN bei He-Strahlen an Steinsalzkristallen [23], deutlichere
von I. ESTERMANN und O. STERN mit He- und Hy-Strahlen an LiF-Kristallen [24].

7J.J. Thomson erhielt den Nobelpreis fiir den Nachweis, dass Elektronen Teilchen sind und sein Sohn
G.P. Thomson fiir den Nachweis, dass sie Wellen sind.

A. Wipf, Quantenmechanik I



1. Urspriinge der Quantentheorie 1.5. Materiewellen 24

Der Wellencharakter von Elektronen ist uns heutzutage von Elektronenmikroskopen
[25] her wohlbekannt. Im Elektronenmikroskop begrenzt die de Broglie-Wellenlénge des
Elektrons genauso das Auflosungsvermogen wie die optische Wellenldnge das im Lichtmi-
kroskop. Das wohl einfachste Experiment, welches diesen Wellencharakter zeigt, ist die
Streuung von Elektronen an einem langen, geraden und positiv geladenen Faden, siche
Abbildung (1.5). Das Biprisma von DUKER und MOLLENSTEDT trennt zwei Strahlen frei-
er Elektronen, die aus der gleichen Quelle kommen, und lésst sie dann fast parallel wieder
zusammenlaufen [26]. Als Quelle dient das elektronenoptisch auf 50nm verkleinerte Bild
einer Elektronenquelle. Die Elektronen fliegen an einem positiv geladenen Metallfaden
vorbei und werden von ihm zur Mitte hin abgelenkt. Man kann sich iiberzeugen, dass
im Feld eines langen geraden Drahtes der Gesamtablenkwinkel nicht von dem Abstand
abhéngt, in dem das Elektron den Draht passiert, sondern nur von seiner Energie. Aus
dem beobachteten Interferenzmuster fiir Elektronen mit 1eV kann man deren Wellenlénge
bestimmen. Man misst A = 1.2nm. Dies ist genau die Wellenldnge, die wir aufgrund der
de Broglie-Beziehung erwarten. Das erste Doppelspaltexperiment mit Elektronen wurde

Faden

Elektronen-

quelle \

Abbildung 1.5: Elektronenbeugung am ’Biprisma’ nach Diiker und Mollenstedt [26].

von C. JONSSON 1960 in Tiibingen durchgefiihrt® [27] und danach schrittweise verbes-
sert [28]. Elektronen wechselwirken stark mit Materie und auch deshalb verwendet man
gerne Neutronen in Interferenzversuchen [29]. Da Neutronen etwa 2000-mal schwerer als
Elektronen sind, miissen nach A = h/muv diese sehr langsam sein, damit ihre Wellenlénge
noch messbar ist.

8In einer Umfrage des Organs der englischen physikalischen Gesellschaft ,Physics World“ nach dem
schonsten Experiment aller Zeiten, kam der Versuch von Claus Jonsson auf den ersten Platz.
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1.6 Quantisierungsregeln von Bohr-Sommerfeld

Die éltere Quantentheorie beruht auf folgendem Verfahren: Man nehme an, dass Systeme
materieller Teilchen den Gesetzen der klassischen Mechanik folgen. Man postuliere aber
dariiber hinaus, dass von allen Losungen der Bewegungsgleichungen nur diejenigen iibrig
bleiben sollten, die bestimmten, ad hoc eingefiihrten Quantisierungsregeln geniigen [30].
Die Regeln sondern spezielle Bewegungen aus, die auf Grund der Hypothese als allein rea-
lisierbar vorausgesetzt werden. Zu jeder dieser Bewegungen gehort ein bestimmter Wert
der Energie. Die so ermittelten diskreten Energiewerte bilden das quantisierte Energie-
spektrum. In derselben Weise erhélt man ein Spektrum von erlaubten Werten fiir die
anderen Konstanten der Bewegung.

Das Aufstellen der ’Quantisierungsregeln’ war vor allem eine Sache der Intuition: Man
postulierte gewisse Regeln und verglich die sich daraus ergebenden Energiespektren mit
den Experimenten. Bei dieser Suche spielte das Bohrsche Korrespondenzprinzip eine wert-
volle Rolle. Dieses Prinzip besagt, dass die klassische Theorie makroskopisch richtig ist,
d.h. im Grenzfall, wo die quantenhaften Unstetigkeiten noch als unendlich klein angesehen
werden kénnen. Oder anders ausgedriickt:

Die Quantentheorie muss fir grofle Quantenzahlen
asymptotisch in die klassische Theorie iibergehen®.

Insbesondere die Hohlraumstrahlung gehorcht dem Korrespondenzprinzip: Fiir hohe Tem-
peraturen, k7" > hv, wenn die typische Energie der Strahlungsmoden wesentlich grofer
als die Energiedifferenz hv ist, geht die Plancksche Strahlungsformel in die klassische
Strahlungsformel von Rayleigh-Jeans iiber.

Fiir periodische Systeme fiithrt das Korrespondenzprinzip auf natiirliche Weise zu fol-
gender Quantisierungsbedingung:

S = %pdq =nh (PLANCK 1911, BOHR, SOMMERFELD 1913-17) (1.25)

Hier bedeutet § das Integral tiber eine volle Periode der Bewegung mit der Energie E.
Offensichtlich ist S die von der Bahn eingeschlossene Flédche im Phasenraum, hat die
Dimension einer Wirkung und wird Wirkungsintegral genannt.

Wir wollen diese Quantisierungsregel nun auf die Oszillatoren der Hohlraumstrahlung
anwenden: Wir haben gesehen, dass die Moden mit Kreisfrequenz 27v folgende Energie

9Eventuell muss man einige quantenmechanische Zustéinde mit groken Quantenzahlen iiberlagern, um
einen klassischen Zustand zu erhalten.

A. Wipf, Quantenmechanik I



1. Urspriinge der Quantentheorie 1.6. Quantisierungsregeln von Bohr-Sommerfeld

26

haben,

1
H:§(p2+w2q2).

Die Losungen der Bewegungsgleichung G + w?q = 0 sind

q(t) = acoswt+ Fsinwt

p(t) = wpfcoswt — wasinwt

und haben die Energie %wz(a2 + 3?). Das Wirkungsintegral ist

S = j{pdq = j{pq'dt = wr(a® + (7).

Nach der Quantisierungsregel S = nh muss also

w w
H = %ww(of + 52) = %nh = nhv

gelten, d.h. die Einsteinsche Lichtquantenhypothese folgt aus der Bedingung (1.25).

1.6.1 Bohrsches Modell des Wasserstoffatoms

Das Rutherfordsche Atommodell beschreibt wasserstoffdhnliche Atome als einen winzigen

Kern mit positiver Ladung Ze, um den das Elektron auf einer ,,Planetenbahn® kreist. Am

Elektron greift infolge der Kernladung Ze die Kraft

Ze?
Fe - ?
an, die entgegengesetzt gleich der Zentrifugalkraft

F, = mw?r

ist. Entsprechend gilt

mw?rd = Zé?. (1.26)

Wird das umlaufende Elektron durch eine Welle beschrieben, dann entspricht seinem

Impuls p eine Wellenldnge A = h/muv. Man kann sich nun leicht vorstellen, dass nur solche

Wellen erlaubt sind, bei denen auf den Umfang der entsprechenden Bahn eine ganze

Anzahl von Wellenldngen passt; nur so entsteht eine stehende Welle und interferiert sich
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nicht weg. Also muss gelten

h
2Tr =nA=n—=n .
mu mwr

(1.27)
Nun quadrieren wir diese Beziehung und eliminieren w mit Hilfe von (1.26) mit dem
Resultat

n2h?
Zme?’

Tn

Eingesetzt in (1.26) finden wir die erlaubten Kreisfrequenzen

mZ2e*
Wy = ——.
n3h3

Fiir die entsprechenden Energien findet man

, Ze? Z*met
"o, 2n2h? "

Fiihren wir den Bohrschen Radius und die Rydberg-Energie gemaéfs

h2
rp = —5 =0.529-10"%cm = 0.529 A
me
4
me

ein, so ergeben sich fiir die erlaubten Radien und Energien die Formeln

rp = n_2 -rg und FE, = —Z—2 - Ry. (1.29)
Z n?

Je grofer die Quantenzahl, desto ausgedehnter ist das Atom und desto dichter liegen
die Energiewerte F,. Zu denselben Schliissen kommt man iibrigens auch vermittels der
Bohr-Sommerfeldschen Quantenbedingungen. Es ergeben sich drei Bedingungen der Art
§ pdq = nh, da das Elektron zu einer raumlichen Bewegung féhig ist. Da die zugrunde
liegenden Annahmen heute iiberholt sind, wollen wir diese Rechnung hier nicht durchfiih-
ren.

Die Bohrschen Postulate: Als neue, mit der klassischen Physik unvereinbare Postu-
late fiihrte BOHR 1913 zur Deutung der Lichtemission folgende Postulate ein [30, 31]:

e Fiir jedes Atom gibt es eine Anzahl stationdrer Zusténde, in denen das Atom nicht
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strahlt. Eine Anderung seines Energieinhaltes kann nur durch Ubergang von einem
stationdren Zustand in einen anderen erfolgen.

e Die Frequenz der bei einem Ubergang zwischen zwei stationéiren Zustinden ausge-
strahlten oder absorbierten Wellen geniigt der Bedingung

hv =FE, — E,, (1.30)
wobei E, und E,, die Energien der stationdren Zusténde sind.

Nach diesen Postulaten kann ein Wasserstoffatom (Z = 1) also nur Licht mit den Fre-
quenzen
1 1 R,
v(n,m >n) = <ﬁ - W) Ry, wobei Ry = % =3.2899 - 10" s7* (1.31)
die Rydbergfrequenz ist, emittieren oder absorbieren. Fiir festes n erhélt man verschiedene
Serien von moglichen Frequenzen oder Wellenldngen. Die niedrigsten sind

Lyman-Serie (1906) im Ultravioletten [32]:

1
v(l,m) = Ry (1 — —2) , Ao = 121,568 nm, Aoo = 91,176 nm.
m

Balmer-Serie (1885) im Sichtbaren [33]:

1 1
v(2,m) =Ry |-—— ), Ao = 656,470 nm, Moo = 364, 705 nm.
4 m?

Paschen-Serie (1908) im Infraroten [34]:

1 1
v(3,m) = Re (§ — W) , Ao = 1.875,628 nm, Moo = 820, 587 nm.

Brackett-Serie (1922) im Infraroten [35]:

1 1
16 m?

v(4,m) = Ry ( ) , Ao = 4.052,283 nm, Ao = 1458.822 nm.

Pfund-Serie (1924) im Ultraroten [36]:

1 1
v(bom) =Ry | —— — |, Ao = 7.459, 884 nm, Ao = 2.279,409 nm.
25  m?
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Ahnliche Serienformeln findet man fiir die wasserstoffahnlichen Ionen He®, Lit™*, .. ..

1.7 Emission, Absorption und Strahlungsgesetz

Die Strahlung im Hohlraum ist in Kontakt mit den Atomen der begrenzenden Wéande.
Ausgehend von der Bohrschen Atomtheorie nahm EINSTEIN bei der Herleitung der Formel
fir p(T,v) an [37]:

e dass Atome Energie nur in wohldefinierten Betrigen aufnehmen oder abgeben kon-
nen. Diese Beobachtung fiihrte zur Annahme, dass Atome Zustdnde mit diskreten
Energien

Ei<Ey<..<EBE,<...

annehmen. Durch Absorption von Licht der Energie hv = E; — E) kann das Atom
im Zustand k£ mit Energie E} in einen Zustand [ mit grofserer Energie E; angeregt
werden. Durch FEmission von Licht derselben Frequenz kann [ dann wieder in k

‘zerfallen’.

e Die Zahl der Atome im Energieniveau Ej, ist

N, = Ae PEx A aus ZNk = Niot, 6 =1/kT.
k

Nun stellen wir die verschiedenen Moglichkeiten des Energieaustausches zwischen Atomen
und Strahlung zusammen und geben die Haufigkeit der entsprechenden Ereignisse an:

El ; Nl = Ae_El/kT

By N = A e~ Er/kT

induziert spontan

Abbildung 1.6: Ubergangsraten mit entsprechenden Einsteinkoeffizienten.
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o Absorption: Die Ubergangsrate von k nach [ durch Absorptionsprozesse ist propor-
tional zu Ny und zur Intensitdt der Strahlung im entsprechenden Frequenzbereich

Vit® = Bup(T,v) - Ny

Induzierte Emission: Man erwartet, dass es zum Prozess der induzierten Absorp-
tion auch den Umkehrprozess gibt: Das Strahlungsfeld sollte Ubergéinge aus dem
Zustand [ in den Zustand k induzieren. Diese induzierte (erzwungene) Emission ist
entscheidend fiir das Funktionieren von Maser und Laser. Sie ist proportional zu NV,
und p:

Vind = Byp(T,v) - N

Spontane Emission: Angeregte Atome kénnen auch spontan zerfallen wenn kein
Strahlungsfeld vorhanden ist, dhnlich wie Atomkerne radioaktiv zerfallen kénnen.

Die Emissionsrate von [ ist proportional zu /N; und entsprechend

‘rspontan

Die Gleichgewichtsbedingung lautet
'2le _ Nli]?d i le]fontan
oder
p(T,v)BuNy, = p(T,v) BNy + AN
Das Einsetzen der Boltzmannverteilung fiir N, und N; ergibt wegen E; — E), = hv
o(T, V) Bye®™ = p(T,v) By, + Ay,

beziehungsweise

Alk
To)=— "
p(T,v) Boci — By,

(1.32)

Die Einstein-Koeffizienten Ay, By, By hdngen von der Atomsorte ab, sind aber unabhén-
gig von der Temperatur. Fiir hr < 1, das heifst fiir grofe Temperaturen, muss nach dem
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Korrespondenzprinzip das Rayleigh-Jeans-Gesetz gelten, also

Alk 8 2
T ~ = —v°kT. 1.33
pTv) (B — Big) + BhwBy, 3 . (1.33)

Dies fiihrt auf die wichtigen Einsteinschen Beziehungen:

A 3
Bkl = Blk und i = 8mh (K) s mit hv = El - Ek (134)
Blk C

Eingesetzt in (1.32) ergibt sich das Plancksche Gesetz

1.8 Zusammenfassung

Der Wellencharakter des Lichts ist zum Beispiel durch Beugung an Strich- oder Kristall-
gittern glanzend bestétigt. Eine wichtige Konsequenz der Wellennatur der elektromagne-
tischen Strahlung sind die Unschéarferelationen:

Aw-At>1 und AZ’Ak;>1, j=1,2,3. (1.35)

Die Zweite kann man folgendermafien einsehen: Sei u(t, z) ein Wellenpaket

ko+Ak
ut,z) = / a(k)ellke=w®H g

ko—Ak

d.h. eine Uberlagerung von ebenen Wellen, deren Wellenzahlvektoren in die z-Richtung
zeigen und Werte im Intervall

ko — Ak < k < ko + Ak

haben. Ist u zum Beispiel eine Komponente des elektrischen Feldes, dann lautet die Di-
spersionsrelation w = c¢|k|. Wir fithren nun eine Variablensubstitution £ = k — k¢ ein und
entwickeln w(k) in eine Potenzreihe in &, w(k) = wy + w(€ + . . .. Beschrinken wir uns auf
die ersten beiden Glieder, dann finden wir

Ak
: /
U(t, [L') _ a(ko)ei(kox—wot) / dgei(x—w(’)t)g _ 2@(1{:0) SIH(AI{,’[{L’ —/ ujot]) . 6i(kox—wot) ‘
T — wyt
—Ak
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kor—wol) kann man als Amplitude

Den Faktor vor der schnell oszillierenden Funktion e
der Funktion bezeichnen. Eine schematische Darstellung dieser Amplitude zur Zeit ¢t = 0

zeigt die folgende Abbildung. Der Maximalwert der Amplitude ist 2a(ko)Ak und gehort

Abbildung 1.7: Die Amplitude des Wellenpaketes ist um x = 0 konzentriert

zum Wert x = 0. Fir x = x,, = nw/Ak mit n = +1, 42, ... verschwindet die Amplitude.
Az = 2x; = 2r/Ak kann man als minimale rdumliche Ausdehnung des Wellenpaketes
ansehen. Je kleiner Ak ist (die Streuung der Wellenzahlvektoren oder Photonenimpulse),
desto grofer ist die rdumliche Ausdehnung des Paketes. Wir finden also

Ax - Ak > 2. (1.36)

Der Teilchencharakter der Lichtquanten kommt im Wien-Planckschen Gesetz der Hohl-
raumstrahlung, im Photoeffekt und in der Comptonstreuung klar zum Ausdruck. Die
wichtigsten Formeln, die die Einsteinsche Lichtquantenhypothese wiedergeben, sind

E=hv=hv und p=hk. (1.37)
Damit wird (1.35) zu
AE-At>h und Az’ -Ap; > 2rh. (1.38)

Dies sind die Heisenbergschen Unschdirferelationen [38|.

Innerhalb einer klassischen, deterministischen Theorie kann man Interferenzerschei-
nungen, die auf dem Superpositionsprinzip der Wellentheorie beruhen, mit der Korpusku-
lartheorie des Lichts nicht vereinbaren. Notig ist daher eine neue Theorie, die diese beiden
komplementéren Aspekte der elektromagnetischen Strahlung vereinigt. Eine solche Theo-
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rie wird auf geeignet gestellte Fragen notwendigerweise nur statistische Antworten geben
konnen. Zum Beispiel: Wo treffen Lichtquanten nach Beugung einer elektromagnetischen
Welle am Spalt oder Gitter auf einem Schirm auf? Die statistische Antwort ist dann, dass
die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen eines Photons in einem kleinen Gebiet um « des
Schirms proportional zur Intensitit des klassischen Interferenzmusters im Punkte x des
Schirmes ist. Diese Feststellung kann experimentell mit Hilfe des Photoeffektes getestet
werden.

1.9 Anhang: Theorie der Hohlraumstrahlung

Jeder Korper tauscht mit seiner Umgebung Wirme aus. Dieser Austausch erfolgt auch,
wenn er sich in einem evakuierten Raum befindet, so dass die gewohnliche Wérmeleitung
ausgeschaltet ist. Die Energieabgabe und -aufnahme erfolgt durch Emission und Absorp-
tion von Strahlung. Je nach Temperatur des Korpers oder seiner Umgebung ist diese
Strahlung im infraroten, sichtbaren oder ultravioletten Bereich. Wir nennen diese Strah-
lung Warmestrahlung. Das Wesen dieser Strahlung ist in einer Umwandlung eines Teiles
der Warmeenergie des strahlenden Koérpers in Energie des elektromagnetischen Strah-
lungsfeldes zu suchen. Besteht zwischen einem Kérper und seiner Umgebung eine Tempe-
raturdifferenz, so wird diese Differenz durch Strahlung ausgeglichen. Bei Emission kiihlt
sich der Korper ab und umgekehrt erwérmt er sich bei Absorption von Warmestrahlung.
Im Gleichgewicht ist die ausgestrahlte Energie gleich der aus der Umgebung aufgenomme-
nen. Die Strahlung héngt von der Temperatur des Strahlers und von der Beschaffenheit
seiner Oberflache ab. Die Ausstrahlung eines Korpers wird durch sein Emissionsvermdgen
E die von der Flacheneinheit seiner Oberfliche in den Halbraum pro Zeiteinheit ausge-
strahlte Energie, gemessen. Das Emissionsvermogen einer blanken Flache ist bei gleicher
Temperatur kleiner als das einer schwarzen. Das Absorptionsvermaogen A ist das Verhéltnis

0< A— absorbierte Strahlungsenergie <1

auffallende Strahlungsenergie —

Kirchhoffsches Gesetz: Der Quotient F /A ist von der stofflichen Beschaffenheit des Kor-
pers unabhéngig und hangt nur von der Temperatur des Korpers und der Frequenz der
Strahlung ab. Ein Korper, der viel Strahlung emittiert, kann auch viel Strahlung absor-
bieren und umgekehrt.

Wire dem nicht so, so kann man eine Vorrichtung konstruieren, mit deren Hilfe sich im
Widerspruch zum zweiten Hauptsatz der Thermodynamik eine Warmemenge von einem
kélteren auf einen wéarmeren Korper iibertragen liese: Es mogen sich zwei Platten mit
gleicher Temperatur 7" wie in der Figur 1.8 gegeniiberstehen. Die erste sei ein schwarzer
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schwarzer Platte
Korper Ay, Ey
Ala El
AVAVAY NN
Winde: ideale Spiegel

Abbildung 1.8: Zur Ableitung des Kirchhoffschen Gesetzes

Korper und absorbiere alle auffallende Strahlung, d.h. habe maximales Absorptionsver-
mogen A; = 1, und die zweite habe ein Absorptionsvermogen A, < 1. Der Raum zwischen
den Platten sei durch ideale Spiegel nach aufen abgeschlossen, so dass keine Strahlung
entweichen kann. Die ganze Anordnung sei von adiabatischen Wénden eingeschlossen.

Die Emissionsvermogen der Platten seien F; und Es. Im Gleichgewicht muss die Aus-
strahlung jeder Platte gleich der absorbierten Energie sein. Wére dem nicht so, miisste
eine Platte sich abkiihlen, die andere sich erwédrmen, im Widerspruch zum 2. Hauptsatz.

Also:

schwarze Platte: E, = Ey+FE-(1-Ay)
andere Platte : Ey = Ay-Ey.

Hieraus folgt Es/A; = E; und der Kirchhoffsche Satz ist gezeigt. Wir haben zusétzlich
gesehen, dass fiir jedes Material das Verhéltnis F/A gleich dem Emissionsvermégen des
schwarzen Korpers bei dieser Temperatur ist. Es ist ausschlieflich eine Funktion von T
und der Wellenldnge A:

E

S =JT).

Nun erinnern wir uns an die beiden ersten Hauptsitze der Thermodynamik.

1. Hauptsatz: Die Konstruktion einer energie-erzeugenden Maschine (Perpetuum Mobile
1. Art) ist unmdoglich.

Bezeichnet dU die Anderung der inneren Energie U des Systems, §Q die aufgenommene
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Wirmemenge und 6 A die abgegebene Arbeit, dann ist
dU = 6@Q — 0 A.

Fiir ein einatomiges Gas ist 0A = pdV und fiir einen Magneten 0A = HdM. Weiter gilt
der

2. Hauptsatz: Es ist unmdoglich, eine periodisch arbeitende Maschine zu konstruieren,
die nichts weiter macht als Arbeit zu leisten und dabei einen Wéarmespeicher abzukiihlen
(Perpetuum Mobile 2. Art).

Aus diesem Hauptsatz folgt, dass es eine Zustandsfunktion S(U, V'), genannt Entropie,
gibt, so dass gilt

Stefan-Boltzmannsches Gesetz: Korper, die das Absorptionsvermégen 1 haben, die
also alle auffallende Strahlung absorbieren, bezeichnet man als schwarze Korper. Es wurde
bald erkannt, dass die schwarze Strahlung in einem Hohlraum mit metallischen Wéanden
(aus Platin-Iridium) realisiert ist. Wird die Hohlraumwandung auf einer festen Tempe-
ratur gehalten, dann bildet sich im Hohlraum die schwarze Strahlung aus. Bringt man
in der Hohlraumwandung eine so kleine Offnung an, dass das Strahlungsgleichgewicht
nicht gestort wird, dann kann die durch diese Offnung emittierte Strahlung in sehr guter
Néaherung als schwarze Strahlung angesehen werden.

K. STEFAN hat 1879 Messungen an Tyndall analysiert und dabei festgestellt, dass ein
Probekdrper bei einer Temperatur von 1473 K eine 11.7 mal grofere Energie abstrahlt als
bei einer Temperatur von 798 K. Er hat bemerkt, dass

1473\ "
117~ | —
798
ist, und daraus geschlossen, dass die gesamte Emissionsintensitét eines schwarzen Korpers
proportional zur vierten Potenz der Temperatur ist,

I(T) = oT". (1.39)

Bemerkenswert ist, dass erstens Tyndall nicht einmal anndhernd ein schwarzer Korper ist
und zweitens die Messung fehlerhaft war. Der richtige Quotient ist 18.6 und nicht 11.7.
Hier hat offensichtlich eine fehlerhafte Messung ihre guten Dienste geleistet. BOLTZMANN
verdanken wir die strenge thermodynamische Begriindung des Gesetzes (1.39) und wir
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wollen seine Herleitung nun geben:

Nach dem zweiten Hauptsatz ist das Strahlungsfeld in einem Hohlraum homogen, iso-
trop (keine Richtung ist ausgezeichnet) und unpolarisiert. Aus der Maxwellschen Theorie
ergibt sich fiir die Energie der Strahlung

B S "
u_87r(E —I—B)

und deren Spannungstensor

1 /1

Die Spur des Spannungstensors ist
3p=SpT = i(E2 + B?) — i(EQ +B*) =u

8T 4

und entsprechend lautet die Zustandsgleichung fiir das Strahlungsfeld
u = 3p. (1.40)
Die Strahlungsenergie im Hohlraum ist also gleich
U(T,V)=Vu(T) = 3pV.
Nun folgt aus dem ersten und zweiten Hauptsatz
dU = 6Q — pdV =TdS — pdV

oder
_dU +pdV _ 3d(pV) +pdV 0SS a8

. = = o5V + ondT. (1.41)

as

Durch Koeffizientenvergleich finden wir

oS  4p oS 3Vdp

Wegen S,y = S,y folgt dann
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und damit

1dp 4p dp dr
o _ Y
Tar 10 p T

Nach Integration findet man den Druck p(T') = aT*/3, woraus mit der Zustandsgleichung
(1.40) sofort das Gesetz von Stefan und Boltzmann folgt,

u(T) = aT™.

Die gesamte Emissionsintensitit [(7") eines absolut schwarzen Korpers ist [41]

und damit folgt (1.39) mit der Stefan-Boltzmann-Konstante o = ca/4. Aus (1.42) folgt
weiter, dass

4
g—g = 4aVT? oder S(V,T)= §VT3 + So(V). (1.43)
Abermalige Benutzung von (1.42) fiihrt auf
oS p 4da 4a 05y
A/ S A —— o S Tl
ov T3 T3 v
wobei wir beim letzten Schritt (1.43) benutzten. Also ist Sy volumenunabhéngig und
da . o
S(V,T) = ?VT , (1.44)

wobei wir eine Version des 3. Hauptsatzes bemiihten, nach der S fiir T\, 0 verschwindet.

Immer noch auf der Grundlage der klassischen Physik ist es WIEN 1894 gelungen,
ein weiteres Gesetz aufzustellen, dem eine Kontrollfunktion zuerkannt werden kann. Als
ersten Schritt hat er das folgende Gedankenexperiment ausgefiihrt: Stellen wir uns einen
‘'mit schwarzer Strahlung angefiillten’” Hohlraum vor, der von einem verspiegelten und
beweglichen Kolben verschlossen wird. Verringern wir mit Hilfe des Kolbens das Hohl-
raumvolumen langsam (adiabatisch), so dass

0QQ =0 oder dS=0

gilt, dann nehmen Energieinhalt und Temperatur im Hohlraum zu, da vom Kolben Arbeit
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geleistet wird:

dU = —pdV.
Wegen p = U/3V ist
v _ _pdv. U AV AU AV
u U  3VU U 7

und entsprechend sind das Volumen des Hohlraumes und die darin enthaltene Strahlungs-
energie folgendermafen verkniipft:

UV = konstant.
Aufgrund des Stefan-Boltzmannschen Gesetzes ist U = aT*V und damit

T3V = konstant. (1.45)

Wiensches Gesetz und Wiensches Verschiebungsgesetz: Durch eine Kombination
von Thermodynamik und Lichttheorie gelang es W. WIEN 1886 zu zeigen, dass die auf
Seite 13 eingefiihrte universelle Funktion v~!- E(T, v) nur eine Funktion des Verhiltnisses
v/T sein kann. Um dies einzusechen bemerken wir, dass die Mode des Stahlungsfeldes
mit Koeffizient a(t, k) die Frequenz c|k|/27 hat, welche proportional zu 1/L ist. Deshalb
werden die Frequenzen bei Vergroferung des Hohlraumes geméf

1*V = konstant (1.46)

rotverschoben. Wir wollen nun das Volumen des Hohlraumes adiabatisch vergrofern, das
heift V' = V(t) nehme mit der Zeit langsam zu. Der Beitrag der Strahlung im Frequenz-
intervall [vy, 15| zum Strahlungsdruck,

V2

1 1
p(v1,10) = gu(l/l, vy) = 3 /p(T, v)dy

V1

driickt auf die Wande und verrichtet bei einer infinitesimalen Vergroferung des Kastens
die Arbeit 6A = dt V(t) - p(11(t), v5(t)). Damit wird die verrichtete Leistung

v2

A0) = %V(O) / o(T, v)dv, (1.47)

v
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wobei A(0) die Ableitung der Arbeit nach der Zeit zur Zeit ¢t = 0 bedeutet.
Andererseits ist die Arbeit auch § A = —dU und damit

vy va(t)

A(t):UO—U(t):VO/ (T, v)dv — V /p W), Vo=V(E=0). (1.48)

V1 v1(t)

Deshalb kann die verrichtete Leistung auch folgendermafsen geschrieben werden:

V2

A(0) = —V(0) / p(T,v)dv — Vo (0)p(T,v) |22 — Vq gj@ (T, v)T(0)dv. (1.49)
Wegen (1.46,1.45) ist bei adiabatischer Expansion
T*(N)WV(r) =T;Vy und 2(1)V (1) = iV, (1.50)

Dies benutzen wir, um Vy(0) und V,7'(0) durch —lI/OV(O) und —37ToV /(0) zu ersetzen.
Der Vergleich von (1.47) und (1.49) ergibt die folgende Beziehung fiir p(7, v) :

1 0 :
3/pdV——/pdl/—|— /0 Tdu—l— Ll. (1.51)

v
Die Ableitung dieser Gleichung nach v, an der Stelle v, = v ergibt

4 0p 0

Diese partielle Differentialgleichung fiir die spektrale Energiedichte kann man leicht inte-
grieren und dies fithrt auf das Wiensche Gesetz (1.9).

Wenn p als Funktion der Frequenz ein Maximum bei 1y,,, hat, dann muss

dp 9 (V v v

r e (5) -5 ()

o TV =3P\ )+ T PA\7
fiir ¥ = vpax verschwinden. Dies ist gleichbedeutend mit

%P(x)jLP’(x)} =0, mit z=v/T.

Tmax
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Die Losung dieser Gleichung ist ein bestimmter Zahlenwert x,,,, und

Vmax

T = Tmax, (Verschiebungsgesetz) (1.52)

Aus diesem Gesetz folgt eine Verschiebung des Maximums der Intensititsverteilung mit
wachsender Temperatur zu kiirzeren Wellenldngen hin, deshalb der Name Wiensches Ver-
schiebungsgesetz. Die der maximalen spektralen Energiedichte entsprechende Frequenz ist
der Temperatur direkt proportional.

Gleichverteilungsgesetz: FEin sehr allgemeines Gesetz der klassischen Statistik, der
Gleichverteilungssatz, bietet sich hier zur Anwendung an. Nach diesem Satz kommt auf
jeden Freiheitsgrad die mittlere kinetische Energie %kT, wobei k die Boltzmannsche Kon-
stante ist. Da fiir einen harmonischen Oszillator die mittlere kinetische Energie gleich der
mittleren potentiellen Energie ist, sollten wir fiir die mittlere Energie E(T,v) in (1.8)
gleich KT wahlen. Etwas genauer: Wir haben gesehen, dass jeder Freiheitsgrad des Strah-
lungsfeldes ein harmonischer Oszillator mit Kreisfrequenz w = c¢|k| ist. Nach der klassi-
schen statistischen Mechanik ist die Wahrscheinlichkeit, den Oszillator mit Impuls in der
Phasenraumzelle dpdq um p, ¢ herum zu finden, durch die Boltzmannverteilung
P(g,p) = %6‘6 H“”‘”@ mit H = %(p2 +w?¢?)

gegeben. Darin ist § = 1/kT proportional zur inversen Temperatur. Die Division durch
die Zustandssumme

_ dpdq 2T
7 — BH (p,q) —
/ c h Bhw

macht P(p, q) zu einem Wahrscheinlichkeitsmaf. Fiir die mittlere Energie des Oszillators
ergibt sich dann wie erwartet

1
E(T,v) = / He PH@a) —dphdq — kT

1.10 Anhang: Einheitensysteme, Konstanten

Auf der 10. Generalkonferenz fiir Maf und Gewicht (1954) wurde die Einfithrung des so-
genannten Internationalen Einheitensystems empfohlen (Systeme International d’Unites,
Kurzbezeichnung: SI). In der Lehrbuchliteratur und Forschung ist aber bis heute neben
diesem System auch noch das traditionelle Gaufssche Mafisystem weit verbreitet. Im fol-
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genden gebe ich einen Uberblick iiber beide Einheitensysteme (vgl. die Vorlesung iiber
Elektrodynamik). Fiir weitere Informationen verweise ich auf die particle data group [39].

Internationales Einheitensystem:

Basisgrofien:

e Linge mit der Einheit Meter (m)

e Zeit mit der Einheit Sekunde (s)

e Masse mit der Einheit Kilogramm (kg)

e clektrische Stromstérke mit der Einheit Ampere (A)
e Temperatur mit der Einheit Kelvin (K)

e Stoffmenge mit der Einheit Mol (mol)

e Lichtstérke mit der Einheit Candela (cd)

Name, Symbol Einheit | Einheitszeichen
elektrische Ladung @, e Coulomb | C=As
elektrischer Strom [ Ampere | A=Cs™!
elektrische Feldstirke E ms kg A~!
magnetischer Fluss ® Weber Wb=Vs
magnetische Induktion B | Tesla Wb m~2
Vektorpotential A ms?kg A~!
skalares el. Potential ¢ Volt V=WA~1=m?s™3 kg A~!
Frequenz v Hertz Hz—s!

Kraft F Newton | N=ms 2kg
Energie F Joule J=Nm=m?s"%kg
Leistung P Watt W=Js~1
Kapazitiat C Farad F=CV-!
Induktivitat L Henry H=Wb A~!

Gaufssches Malfisystem:

Basisgrofien:

e Linge mit der Einheit Zentimeter (cm)
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e Zeit mit der Einheit Sekunde (s)
e Masse mit der Einheit Gramm (g)

Name der Grofse, Symbol Einheit | Einheitszeichen
elektrische Ladung @, e cm?/257 g2
elektrischer Strom [ cm?®/2s~2g!/2
elektrische Feldstirke cm 2T gh/?
magnetischer Fluss ® Maxwell | cm?/2s~1gl/2
magnetische Induktion B Gaufs cm ™12 1gl/2
Vektorpotential A cm'/?s7g
skalares elektrisches Potential ¢ cm'/?s7 g
Frequenz v Hertz Hz=s"!
Kraft I’ dyn dyn=cm s2g
Energie £ erg erg—cm?s—2g
Leistung cm’s g
Kapazitat cm
Induktivitit cm~ls?

Die Umrechnungsbeziehungen zwischen diesen beiden Einheitensystemen lauten:

1 Coulomb 2.997 924 58 - 10%cm?/ 25~ 1g!/?
1 Joule 107erg

1 Volt s cm!/2sTgl/?

1 Elektronenvolt (eV) 1.60217733 - 10712 erg
1eV/c? 1.78262270 - 10~%3¢g

KT bei 300 K (38.68149)1 &V

Die Zahlenwerte fiir die wichtigsten physikalischen Konstanten sind
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Name Symbol Wert Einheit
Zahl 7 ™ 3.14159265359
Zahl e e 2.71828182846

Euler’s Konstante

v = lim (Z 1/k — ln(n)) = 0.577215665
n—% \k=1

Elementarladung e 1.60217733-107° C
Feinstrukturkonstante a = e*/2hceg ~ 1/137
Lichtgeschwindigkeit c 2.99792458 - 108 m/s (def)
Influenzkonstante €0 8.854187 - 10712 F/m
Induktionskonstante Lo 41077 H/m
(4meg) L 8.9876 - 10° Nm?C—2
Planck’s Konstante h 6.6260755- 1073 Js
Dirac’s Konstante h=nh/2m 1.0545727- 1073 Js
Bohrsches Magneton ug = eh/2m, 9.2741 - 10~ Am?
Bohrradius ag 0.52918 A
Rydberg’s Konstante Ry 13.595 eV
Compton-Wellenlénge e~ | Ace = h/mec 2.4263 - 10712 m
Compton-Wellenldnge p | A¢p = h/mye 1.3214-1071% m

red, Masse des H-Atoms | ug 9.1045755- 1073 kg
Stefan-Boltzmann Konst. | o 5.67032- 1078 Wm?2K 4
Wien’s Konstante kw 2.8978 - 1073 mK
Molare Gaskonstante R 8.31441 J/mol
Avogadro-Konstante Na 6.0221367 - 10?3 mol !
Boltzmann-Konstante k= R/Nx 1.380658 - 1023 J/K
Elektronenmasse Me 9.1093897 - 10731 kg
Protonenmasse mp 1.6726231-107%" kg
Neutronenmasse My 1.674954 - 10727 kg
clementare Masseneinheit | m, = 5m('3C)  1.6605656 - 10727 kg
Kern-Magneton UN 5.0508 - 10727 J/T
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Kapitel 2
Wellenmechanik

Der Gedanke, dass ein in einem Strahl ausgesetztes Elektron aus freiem Ent-
schluss den Augenblick und die Richtung wdhlt, in der es fortspringen will,
1st mar unertrdaglich. Wenn schon, dann mdchte ich lieber Schuster oder gar
Angestellter in einer Spielbank sein als Physiker.

A. Einstein; Nobelpreis 1921

2.1 Unbestimmtheitsprinzip fiir materielle Teilchen

Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass die Unbestimmtheitsrelationen fiir Lichtquanten
und der fiir die Kollisionen zwischen Photonen und geladenen Teilchen vorausgesetzte
Energie-Impulssatz uns zwingen, Unbestimmtheitsrelationen auch fiir materielle Teilchen
als giiltig anzusehen. Daraus werden wir auf die Teilchen-Welle-Doppelnatur der Materie
schliefsen. Als Folge werden wir auf die eindeutige Objektivierbarkeit der Naturvorgéinge
verzichten miissen, und die Naturgesetze werden die Form statistischer Gesetze annehmen.

Die Unbestimmtheitsrelationen fiir materielle Teilchen werden dieselbe Form wie die-

jenigen fiir Lichtquanten annehmen,

AE-At>h und Az’ -Ap; > h, (2.1)

~

und wir werden sehen, dass sie aus den de Broglieschen Relationen
E=hv und p=nhk (2.2)

und der Teilchen-Welle-Doppelnatur des Lichts folgen.
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2.1.1 Orts- und Impulsmessung von Teilchen

Wir wollen analysieren, ob es moglich ist, den Zustand eines Teilchens zu einer bestimm-
ten Zeit durch gleichzeitige Angabe seines Ortes und Impulses zu charakterisieren. Wir
versuchen zuerst den Ort durch Lichtstreuung zu bestimmen. Die Frequenz des einfal-
lenden Lichts sei v und die des gestreuten Lichts sei /. Wir detektieren die gestreute
Lichtwelle mit einem Mikroskop, einer photographischen Platte oder einem Zahlrohr.

Ortsmessung: Nach der Abbeschen Theorie nimmt das Auflésungsvermogen eines Mi-
kroskops und damit die Genauigkeit der Ortsmessung des Teilchens in Abbildung (2.1) mit
zunehmender Wellenlédnge ab. Ein Mikroskop kann Objekte bis zu einer Grofe AZreiichen
auflosen, die bei einem Offnungswinkel 6 und einer Strahlungswellenlinge A\’ durch die
Beziehung

)\/

sin 6

AxTeilchen ~ (2 . 3)

gegeben ist!. Fiir eine genaue Ortsbestimmung ist eine kurze Wellenlinge A’ und ein grofer

Objektlinse

des

Mikroskops
Gamma- /Y
strahl /

Elektron
/
A
x

Abbildung 2.1: Das Gammastrahl-Mikroskop von Heisenberg als Gedankenexperiment.

Offnungswinkel 6 wiinschenswert.

'HEISENBERG hat bei seinem Promotionsrigorosum 1923 gerade auf die von Wien gestellte Frage nach
dem Auflésungsvermégen des Mikroskops nicht antworten kénnen.

A. Wipf, Quantenmechanik I



2. Wellenmechanik 2.1. Unbestimmtheitsprinzip fiir materielle Teilchen 46

Impulsmessung: Die Richtung des gestreuten Lichts ist innerhalb des Offnungs-winkel
0 unbestimmt. Seine Impulsunschérfe ist demnach Apppoton ~ BAE ~ hsind/N. Auf-
grund der Impulserhaltung ist der Impuls des streuenden Teilchens nach dem Streuprozess
dann auch nur bis auf einen Fehler der Grofe

h .
ApTeilchen ~ ApPhoton ~ y sin @

bekannt. Fiir eine genaue Impulsmessung braucht es eine groke Wellenlinge A und einen
kleinen Offnungswinkel 6. Fiir das Produkt von Orts- und Impulsunschérfe finden wir

ApTeilchen : A:L’Teilchen Z h.

Zeitmessung: Der Zeitpunkt der Streuung ist bis auf einen Fehler der Grofse

>\/

1
At > — =
v c

(2.4)
bestimmbar. Daraus folgt, dass der Zeitpunkt scharf bestimmbar wird im Grenzfall v/ —
0o. Nun kann die Wellenlédnge )\ des gestreuten Lichts aber nicht beliebig klein sein. Nach
der Theorie des Compton-Effekts ist die Wellenlénge der gestreuten Photonen gréfser als
die Wellenlénge der einlaufenden Photonen,
2h 0
N =X+ —sin® -,
mc 2
und fiir 0 ~ 7/2 grofer gleich der Compton-Wellenlénge des streuenden Elektrons. Die
Zeitauflosung ist also beschréankt durch
Ae h
At > —, Ae = .

c MeC

Wir folgern, dass im nicht-relativistischen Grenzfall (¢ — oo, schwere Teilchen) der Zeit-
punkt einer Ortsmessung und der Teilchenort genau messbar sind. Deswegen ist folgende
Grundannahme natiirlich:

Fiir jeden Zustand eines Teilchens kann man zu jedem Zeitpunkt eine Wahr-
scheinlichkeit w(t, z)d3x dafiir angeben, bei einer Messung des Teilchenorts
diesen innerhalb einer kleinen Umgebung des Punktes x vom Volumen d*z zu
finden. Zu jeder Zeit muss die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo zu
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finden, gleich Eins sein:
/w(t,m)d% =1, Vt

Diese Grundannahme gilt nur im nichtrelativistischen Grenzfall - also nicht fiir Photonen
- und ist insbesondere keine direkte Folge der Unbestimmtheitsrelationen. Im nichtrelati-
vistischen Limes kommen in der Grundannahme Zeit und Ort nicht symmetrisch vor.

Eine analoge Grundannahme kann auch fiir Messungen eines Teilchenimpulses ge-
macht werden. Ein Gedankenexperiment dhnlich dem soeben beschriebenen zeigt, dass
im nichtrelativistischen Grenzfall ¢ — oo der Teilchenimpuls in beliebig kurzer Zeit be-
liebig genau bestimmt werden kann, allerdings unter Einhaltung der Heisenbergschen
Unbestimmtheitsrelation. Also fordern wir

Man kann fiir jeden Zustand eines Teilchens im nichtrelativistischen Grenz-
fall eine Wahrscheinlichkeit w(t, p)d®p dafiir angeben, bei einer Messung des
Teilchenimpulses diesen in einer kleinen Umgebung von p mit Volumen d®p
zu finden. Man findet mit Sicherheit irgendeinen Impuls,

/w(t,p)d3p =1, WVt

Da w und w die Wahrscheinlichkeitsdichten fiir den Ort und Impuls des Teilchens sind,
sind der mittlere Aufenthaltsort und der mittlere Impuls zur Zeit t gleich

<w>t:/ww(t,w)d3x und <p)t:/pzb(t,p)d3p. (2.5)

Die Mittelwerte von Funktionen des Ortes oder des Impulses berechnen sich geméfs

(f(m)%:/f(w)w(t, z)d’z und (g(P)>t=/9(P)ﬁJ(t,P)d3p- (2.6)

Im folgenden Abschnitt werden wir die Wahrscheinlichkeitsdichten w und @ charakteri-
sieren und angeben, wie sie sich mit der Zeit d&ndern. Wegen der Unbestimmtheitsrelation
sollten w und w korreliert sein.
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2.2 Materiewellen fiir kraftefreie Teilchen

Wir wollen nun kréftefreie Teilchen quantenmechanisch so beschreiben, dass die Unbe-
stimmtheitsrelationen und die eben formulierten Grundannahmen, d.h. die Existenz von
w(t, ) und w(t, p), automatisch erfiillt sind. Die Ideen von de BROGLIE, seine Relationen

E=hw und p=hk (2.7)

und die Versuche von DAVISSON und GERMER sowie STERN und Mitarbeiter legen nahe,
eine Wellentheorie der Teilchen zu konstruieren.

Relativistische Teilchen: Aus der relativistischen Mechanik ist folgende Beziehung
zwischen Energie und Impuls bekannt,

E c?
— = vVp?+m?2 und v = 7P = V,E. (2.8)

Mit den de Broglie-Beziehungen folgt die entsprechende Beziehung zwischen Kreisfrequenz
und Wellenzahlvektor,

2
k) _ e rmieli wd v =V ="k, (2.9)
c w

Die Teilchengeschwindigkeit ist gleich der Gruppengeschwindigkeit und fiir massive Teil-
chen kleiner c. Dagegen ist die Phasengeschwindigkeit grofer als die Lichtgeschwindigkeit,

Wir stellen uns die Materiewelle als Uberlagerung von monochromatischen Wellen vor:

Das Wellenpaket ¢ habe also die Form

1 T ip-x
Vit.2) = g [ )
1 - o
= W/RS?/J(O,p)e“” B0 Pp (2.10)

mit Dispersionsrelation F(p). Nach der Umkehrformel der Fouriertransformationen ist

Ot p) = W R (2.11)
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und wegen der Parsevalschen Gleichung sind dann die Integrale

/ Pelp(t, ) = / Ep it ) = / p 150, p)|? (2.12)

zeitunabhéngig. Wir konnen das letzte Integral gleich 1 wahlen. Diese Normierung bleibt
dann zu allen Zeiten erhalten. Dies legt nun nahe, in den Grundannahmen des vorherigen
Abschnitts

w(t,z) = [¥(t2)* wd @t p) = [Pt p)| (2.13)

zu setzen. Das Betragsquadrat der Wellenfunktion im Ortsraum ist dann die Wahrschein-
lichkeitsdichte im Ortsraum und das Betragsquadrat ihrer Fouriertransformierten die
Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum.

Diese auf M.BORN zuriickgehende Identifikation [40] kann durch folgende Betrach-
tungen weiter plausibel gemacht werden. Falls (2.13) gilt, finden wir fiir den mittleren
Aufenthaltsort eines Teilchens zur Zeit ¢

@) = [alitto)fds = ey [ it 0)0 { / @(t,mewmdi"’p} o
= Can [ ute.2) { [ientv, e"“/ﬁd?’p}d%.

Wir wollen annehmen, dass die Wellenfunktion und ihre Fourier-Transformierte im Un-
endlichen geniigend schnell abfallen. Dann diirfen wir partiell integrieren, ohne Oberfla-
chenterme aufzusammeln, und finden

(x); = (27rh)_3/2/¢(t, x) {/ei’"m/hz’hvpz/;(t,p) d?’p} dx
= /d(t,p)iﬁvpi(t,p) d*p.
Mit der Zeitabhingigkeit

b(t,p) = ePM0, p)
folgt dann unmittelbar die Zeitabhéngigkeit fiir den mittleren Ort,

OE(p) .

(Z)y = (z)o+t Ww(o,p)df‘p:<a:>0+t<mappC)0. (2.14)

Also bewegt sich im Mittel das Teilchen gleichméfig und geradlinig. Der Erwartungswert
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des Ortes geniigt damit dem Newtonschen Bewegungsgesetz der klassischen Mechanik.
Aus (2.13) folgen auch sofort die Unbestimmtheitsrelationen zwischen Ort und Impuls
(siehe erstes Kapitel). SchlieRlich ist |¢(t, z)|? der einzige in 1,4 quadratische Ausdruck,
dessen Integral iiber £ unabhéngig von der Zeit ist.

Nun kehren wir zur Gleichung (2.10) zurtick. Man sieht sofort, dass ¢ (¢, z) die Wel-
lengleichung

02 _ - _E'2_|_p202 .
<028t2 - A) v(t,e) = (27h) 3/2/¢(0’p) (T) eiPz=Bt)/h 3,

also die sogenannte Klein-Gordon-Gleichung

<m n m;f) b(t,z) =0 (2.15)

erfiillt. Diese relativistische Wellengleichung wurde zuerst von DE BROGLIE zur Beschrei-
bung von Elektronen vorgeschlagen. Neben der Losung (2.10) hat die Klein-Gordon-
Gleichung allerdings auch Losungen mit negativer Energie

E(p) = —c\/p? + m2c%.

Es gibt also Losungen der Klein-Gordon-Gleichung mit beliebig negativer Energie. Das
ist physikalisch unsinnig. Auch SCHRODINGER glaubte anfanglich, dass die Klein-Gordon-
Gleichung im Coulombpotential die Wellengleichung fiir das Elektron im Wasserstoffatom
sei. Es hat sich aber schnell herausgestellt, dass diese Wellengleichung die Feinstruktur
des Wasserstoffspektrums nicht erkléaren konnte.

Nichtrelativistische Teilchen: Diese Ergebnisse deuten darauf hin, dass die im letz-
ten Abschnitt getroffenen Grundannahmen, wie dort bereits angedeutet, in einer rela-
tivistischen Theorie nicht giiltig sein werden. Darum gehen wir zur nichtrelativistischen
Ndherung iiber und iibernehmen aus der klassischen nichtrelativistischen Mechanik die
Beziehung zwischen Impuls und Geschwindigkeit,

Ow(k)

p=mv="hk , V= Vcruppe = T (2.16)
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Daraus folgt der Zusammenhang zwischen Kreisfrequenz und Wellenzahlvektor

ow(k) _ hk? _p?
o hk = w(k) = e oder E = . (2.17)

m

Mit dieser nichtrelativistischen Dispersionsrelation erfiillt ein Wellenpaket

b(t,x) = (20h) 2 / B(0, p)eitr e E@/gs), (2.18)

die zeitabhingige Schrodinger-Gleichung fiir ein kréftefreies Teilchen
2

) h
ih=b(t, @) = —o—Du(t, ). (2.19)

Wiederum ist [ d®z|y(t, )| zeitunabhingig, (x), erfiillt das klassische Galileische Gesetz
und die Unschérferelationen gelten. Die explizite Form der Dispersionsrelation w(k) geht
in deren Beweis ja nicht ein.

Lost ¢(t, ) die Schrodinger-Gleichung (2.19), so ist auch

Ur(t,x) = Y(—t, x)

eine Losung. Daraus folgt die Zeitumkehrinvarianz, dhnlich wie in der klassischen Mecha-
nik. Weiterhin ist selbst fiir reelle Anfangsbedingungen die Losung (¢, ) zu spéteren
Zeiten nicht mehr reell. Daraus folgt schon, dass v selbst nicht beobachtbar ist.

2.2.1 Allgemeine Losung der freien Schrodingergleichung

Wir konstruieren nun die Losung der zeitabhéngigen Schrédinger-Gleichung (2.19) fiir
beliebige Anfangsbedingungen. Dazu untersuchen wir das Anfangswertproblem

) 2
ma—f = —3-00 mit $(0,2) = vi(a). (2.20)

Im ersten Schritt 16sen wir das Problem fiir die spezielle Anfangsbedingung

to(z) = d(z — y), (2.21)

wobei § die 3-dimensionale Diracsche §-Distribution ist. Wir bezeichnen die entsprechende,
von y abhéngige partikuldre Losung mit K (¢, z, y). Da

vo(x) = 0(z — y) 22 (0, p) = (2rh) 2 iy (2.22)
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ist, ergibt sich mit (2.10) und p = hk folgende Form fiir die partikuldre Losung
K(t, T, y> — (27T)—3/ei[k:-(m—y)—hkzt/2m}d3k'
Nun setzen wir £ =  — y und ergénzen quadratisch

hk? m \2 t m .
kg got=—(hk - TE) oo e

Nach Einfiihrung der Variablen ¢ = hk — m&/t findet man

1
(2wh)?

K(t, z, y> _ eim(m—y)2/2th/e—itq2/2mhd3q'

Ersetzen wir g durch g = (1 —i€)l, € > 0, so konvergiert das Gaufssche Integral, und wir
finden fiir ¢ — 0 das Resultat

m 3/2 m(x—
Kt,x—y)= (2m’ht> emUE—y) /20t (2.23)

Die allgemeine Losung der linearen Schrédinger-Gleichung (2.20) mit ¢(0,x) = to(x)
ergibt sich nun aus (2.23) durch Uberlagerung der partikuliren Lésungen wie folgt,

Ot x) = [ K(t,z—y)vo(y)d’y. (2.24)

2.2.2 Zerflielten von Wellenpaketen

Ein anfénglich lokalisiertes Wellenpaket 1y zerflieltt mit fortschreitender Zeit. Dies folgt
unmittelbar aus der Darstellung (2.24), wenn wir annehmen, dass |1y(y)| integrierbar ist.
Dann gilt wegen | [ fg| < [|f||g| die Abschitzung

vl < 1Ko - lla@lies = (5) [ Wowldy =55 @229

mit einer fiir uns unbedeutenden Konstanten C'. Also nimmt die Wahrscheinlichkeitsdichte
im Ortsraum mit der dritten Potenz der Zeit ab,

2

wlt,@) = Wit )P < o (2.26)
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Ist das Teilchen zum Zeitpunt ¢ in einem Gebiet mit Volumen AV (¢) lokalisiert, so wéchst
wegen

1= / w(t, z)dz ~ o)AV (t) “2) "tgt)

die Breite o des Wellenpakets linear mit der Zeit an. Die Abnahme (2.26) ist also in
Ubereinstimmung mit der Geometrie des R?.

Teilchen auf einer Geraden oder Ebene: In einer Dimension erwarten wir wegen

~ | =

1~ @(t)o(t) ~ B(E)t = w(t) ~

Y

dass die Wahrscheinlichkeitsdichte an jedem Ort mit 1/t gegen Null strebt. Mit

/ d€ 6im€2/2ﬁt . 27T7,ht 1/2
N m

erhiilt man in der Tat nach Integration iiber die Koordinaten y? und y? in (2.24) fiir eine
anfanglich nur von der ersten Koordinate abhéngige Wellenfunktion die Losung

m im(xz* —
Y(t,ath) = \/mm/e (@ =y 21280 (1) iy (2.27)

und fiir eine anfinglich nur von #! und 2 abhingige Wellenfunktion

m iml(z! —y1)2 4 (22 —y2)2
Ot 2t 2?) = 57 | € (@ =y )"+ @ =720 0 ('t gy dy dy?. (2.28)

Die Funktionen (¢, z') und (¢, ', 2%) sind Lésungen der Schrédinger-Gleichung (2.19),
wobei A\ der Laplace-Operator in einer und zwei Dimensionen ist. Damit héngen die
Losungen der freien Schrodinger-Gleichung nur von denselben Koordinaten ab wie die
anfangliche Wellenfunktion v¢y. Genau wie im dreidimensionalen Fall beweist man

in einer Dimension

[o(t,2")| <

}@b(t, zt :172)} < in zwei Dimensionen. (2.29)

~lagla

Die Wellenfunktion kann nur in eine oder zwei Dimensionen entweichen und zerfliefdt
deshalb langsamer als in drei Dimensionen.
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Zerfliefien eines Gaufsschen Wellenpakets: Wir untersuchen hier das Zerfliefsen ei-
nes Gaufsschen Wellenpakets etwas ndher. Dazu brauchen wir das folgende n-dimensionale
Gaufsche Integral, das auch bei vielen anderen Untersuchungen auftritt:

(271')”/2
Vdet A

Die Eigenwerte der symmetrischen n xn-Matrix A diirfen keinen negativen Realteil haben.

/d"x exp (—i(z,Az) + (j,z)) = exp (3(7,47")), A=(4;). (2.30)

GemaB dieser Formel ist die Gausssche Wellenfunktion

1

) = i are?)

exp (—i(m,a”m)) , (2.31)

wobei 02 eine symmetrische, reelle und positive Matrix ist, auf Eins normiert. Die zuge-
horige Wahrscheinlichkeitsdichte

w(0, ) = [yo(@)?

1 _
= —det1/2(27rc72) exp (—%(m,a 233))

ist eine am Ursprung konzentrierte Gauf-Verteilung der 'Breite’ . Nun konnen wir mit
Hilfe von (2.24, 2.23) und (2.30) die Losung der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung
(2.19) mit Anfangsbedingung 1)y berechnen. Man findet

iht

1
exp (—1(z, B 'z)), wobei B=o0"+ — (2.32)

t,x) =
Vit ) det/*(2m0—2B2) 2m

bezeichnet. Fiir die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte im Ortsraum erhalten wir

2 - L xp (—1(z, 0 %(t)x a2ty =0+ —0 2
()| = TP (0) ¢ p(—3(@,0(t)z)), (1) +oet - (2:33)

Wiichst ¢ von —oo bis 0, so nimmt die Breite des Pakets o(t) ab und erreicht fir ¢t = 0
ihr Minimum o. Danach wird sie stdndig grofer: Das Wellenpaket zerfliefst wie in der

Abbildung (2.2) skizziert.
2.2.3 Impulsoperator

In diesem Abschnitt finden wir die wichtigen Korrespondenzregeln im Ortsraum. Dazu be-
rechnen wir den mittleren Impuls eines Teilchens mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsdichte

A. Wipf, Quantenmechanik I



2. Wellenmechanik 2.2. Materiewellen fiir kraftefreie Teilchen 55

Abbildung 2.2: Mit der Zeit verbreitert sich das Gaufssche Wellenpaket.

im Impulsraum. Aus (2.13) und (2.11) folgt

®) = [pittp)as= [ ppit o)y
= 7(27371)3/d?’p/d?’zw(t,m)eip'm/hp/dgy@/)(t,y)e_ip'y/h. (234)

Hier kénnen wir p durch iAV,, angewandt auf die letzte Exponentialfunktion, ersetzen.
Nach einer partiellen Integration unter dem y-Integral ergibt sich der mittlere Impuls

1 . h
Pl = o / By / d'p eV @)=V 0t y)
~ [ #rite)ivata) (2:35)

wobei wir (2.22) benutzten. Ganz analog schliefst man, dass fiir eine beliebige Funktion
f(p) des Impulses der Erwartungswert durch

- h
U= [ @it (39, ) vito) (2.36)
gegeben ist. Also wird im Ortsraum der Impuls durch den Ableitungsoperator dargestellt,

Pp— Ve (2.37)
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Wegen der Schrodinger-Gleichung berechnet sich die mittlere Energie eines freien Teil-
chens gemaélfs

_ 1 o I 3.7
By = 5-(p°), = —%/d zp(t, z) Ap(t, x)
2 [ @i o) o)
und wir folgern, dass die Energie durch die Ableitung nach der Zeit dargestellt wird
E — iho;. (2.38)

Da weiter w(t, ¢) die Wahrscheinlichkeitsdichte im Ortsraum ist, ist der Mittelwert einer
beliebigen Funktion des Teilchenorts

(@) = [ oo @uit.a) (239
Die soeben gefundenen Vorschriften

Energie  F — tho,

Ot z=—=x (2.40)
h
Impuls p— =V,
i
sind die wichtigen Korrespondenzregeln im Ortsraum. Die klassische Hamilton-Funktion
eines nichtrelativistischen freien Teilchens ist Hy = p*/2m. Unter Benutzung der Korre-
spondenzregeln schreibt sich die Schrodinger-Gleichung (2.19) geméf
L O0Y(t,x h
22T g o), p=v.. (2.41)
ot i
In dieser Form erweist sich die Schrodinger-Gleichung als verallgemeinerbar. Man kann
sie nicht deduktiv ableiten. Thre Rechtfertigung besteht in der Ubereinstimmung ihrer
Vorhersagen mit den experimentell gewonnenen Ergebnissen. Nichtsdestoweniger wird die
Wahl der Wellengleichung durch die Deutung von 1) als Wahrscheinlichkeitsamplitude
durch a priori-Bedingungen eingeschrankt:

e Die Wellengleichung muss linear und homogen sein. Die Welle besitzt dann die
fiir Wellen charakteristische Superpositionseigenschaft, entsprechend der die Line-
arkombination a1 + ast)s zweier Losungen wieder eine Losung der Gleichung ist.
Wir haben diese Eigenschaft bei der Fourierdarstellung von v benutzt.
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e Sie muss eine Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit sein. Dann reicht
die Kenntnis der Funktion v zu einem gegebenen Zeitpunkt aus, um ihre spétere
Entwicklung zu bestimmen. Das entspricht der Forderung, dass der Zustand des
physikalischen Systems vollstdndig durch die einmal gegebene -Funktion bestimmt
sein soll. Die relativistische Klein-Gordon-Gleichung erfiillt diese Forderung nicht.

2.3  Wellenmechanik mit Kraften

Nach dem Studium von freien Teilchen untersuchen wir nun die Dynamik von Teil-
chen, welche Potentialkréiften ausgesetzt sind. Das betrachtete Potential V(z) sei vorerst
schwach ortsabhingig. Klassisch gilt der Energiesatz

2
p=r 4 V(x) = konstant, (2.42)

2m

den wir nach dem Impulsbetrag aufiésen,

p| = Ip(2)| = vV2m(E - V(=)). (2.43)

Fiir schwach verdnderliche Potentiale ist der Betrag des ortsabhéngigen Impulses quasi-
konstant. Wir nehmen weiter an, dass auch seine Richtung n(x) quasi-konstant sei, was
wir durch Losung der Hamiltonschen Gleichungen

OH oH
. S 2.44

bestatigen konnen. Nach de Broglie beschreiben wir jedes Teilchen durch eine 'monochro-
matische Welle’

U(t, @) = exp (i(p - @ — Et)/h)
= exp (z {V2m(E-V(z))n(z) = — Et}/h)

beschreiben. Vernachléssigen wir die Ortsabhéngigkeit des Potentials V' und Einheitsvek-
tors m, so ergeben sich

ihop(t, @) ~ Ep(t, @), Dt ®) ~ —— (B = V(2)) ¢(t, z).
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Ersetzen wir ~ durch ein Gleichheitszeichen, dann finden wir die im Zentrum dieser
Vorlesung stehende zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung
oU(t, x) h?

th =5 (AY)(t,x) + V(z)Y(t, x), (2.45)

von der wir annehmen wollen, dass sie auch fiir schnell variierende Potentiale Giiltigkeit

habe.
Offensichtlich hat die Schrodinger-Gleichung die Form

L OY(t, z)
Zhi@t

= H(p,z)Y(t,x), wobei p = i—ZV (2.46)

der Impulsoperator im Ortsraum ist, siche (2.40). ERWIN SCHRODINGER veréffentlichte
1926 eine Reihe von Arbeiten, wovon vier den Titel 'Quantisierung als Eigenwertproblem’
tragen [42]. Der von SCHRODINGER gewéahlte Weg iiber die von HAMILTON angegebene
Formulierung der Mechanik war voller Hindernisse. Der Weg zu seiner beriihmten zeitun-

abhangigen Wellengleichung
2m e?
ANp=—|FE+ — 24
v=ta(E+5) (2.47)

fiir ein Elektron im Feld des Wasserstoffatomkerns war in seiner ersten Arbeit noch wenig
durchsichtig. Diesem Punkt war der grofite Teil seiner zweiten Arbeit gewidmet.

2.3.1 Von der klassischen Mechanik zur Wellenmechanik

Ahnlich wie die Strahlenoptik der Grenzfall der Wellenoptik fiir kleine Wellenléingen ist,
sollte auch die klassische Mechanik als Grenzfall einer neuen Mechanik, der Wellenme-
chanik verstanden werden. Wir wollen diesen zentralen Schrédingerschen Gedankengang
rekapitulieren. Dazu wiederholen wir zuerst die Grundidee der Hamilton-Jacobi Theorie.

Es seien (¢',...,¢") = ¢ die verallgemeinerten Koordinaten eines klassischen me-
chanischen Systems mit Lagrangefunktion L(q,q,t). Zum Beispiel kénnen (¢, ¢%, ¢%) die
kartesischen Koordinaten eines Teilchens oder aber dessen Polarkoordinaten sein. Sei wei-
ter

S = /L(t,q,cj)dt (2.48)

die Wirkung einer Bahn ¢(¢) im Konfigurationsraum. Die Variation der Wirkung berechnet
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sich zu
5S = / (L,q0q + L,48G + L, ot) dt
d 2
_ / ({L,q —%L,q }og+ Ly 5t) dt + L, 5q\; (2.49)

wobei beispielsweise L,q dq fiir ) L, d¢* steht. Nun wollen wir annehmen, dass ¢(t) eine
klassisch erlaubte Bahn sei, d.h. eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen.

Gxlass. (S)

tlan t2aq25taq

Da eine Losung durch Anfangsort und Anfangszeit sowie Endort und Endzeit bestimmt
ist, héngt S[q(t)] nur von den Orten und Zeiten zu Beginn und am Ende der klassischen
Bahn ab, S = S(t2, q2;t1,¢1). Diese Funktion heift Hamiltonsche Prinzipalfunktion. Fiir
Losungen verschwindet der Term zwischen den geschweiften Klammern in (2.49). Der
verbleibende Integrand L,; ist eine totale Zeitableitung, da sich auf der rechten Seite von

d

7 (L,qk qk — L) = <%L’qk ) qk + L, gk qk — L,k qk — L4 qk — Ly

wegen der Euler-Lagrange-Gleichungen alle Terme bis auf den letzten wegheben,

d

at (Ln;k qk - L) =—L,

gilt. Die Variation der Prinzipalfunktion ist nun einfach

58 = (L,qk 5q* + <L -S> Ly q’f) (575) -

Halten wir die Anfangswerte fest und variieren nur die Enddaten, dann ergibt sich wegen
g

Sp=pe und S,=— (Z i — L) , (2.50)

wobei das Teilchen zur Zeit t am Zielort ¢ ankommt. Da der kanonische Impuls senkrecht
auf den Niveauflichen von S steht, konnen die klassischen Bahnen aus S reproduziert
werden.
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Zwischen den Klammern in (2.50) steht die Legendre-Transformierte der Lagrange-
funktion, also die Hamilton-Funktion. Damit ergibt sich die Hamilton-Jacobische Diffe-
rentialgleichung fiir die Prinzipalfunktion:

Su+H (t,¢", pi) = Su+H (t,¢", S, ) = 0. (2.51)
Zum Beispiel, fiir den harmonischen Oszillator mit Hamilton-Funktion?

1 2
H=—p*+ m;" 2 (2.52)

ist die klassische Losung, welche zur Zeit s = 0 bei y startet und zur Zeit s = ¢ bei x
ankommt, gleich

T — ycoswt

x(s) = ycosws + oo Snws. (2.53)
Fiir die Prinzipalfunktion findet man
/ 2
_m 20N 2.9 _ 2 2 _sT-y
S = 5 /(z (s) — w?x*(s)) ds 5 ((:B + y?) cot(wt) sinwt)' (2.54)
0

Man priift leicht nach, dass diese Funktion die Hamilton-Jacobi-Gleichung

1 mw?

S +—(VS)* + 5 > =0 (2.55)

2m
erfiillt. Aus p = VS = mw|z cotwt — y/sinwt] kann man nun die Bahnen (z(t), p(t))
des harmonischen Oszillators im Phasenraum rekonstruieren.

Im stationédren Fall hingt die Hamilton-Funktion nicht explizit von der Zeit ab, H =
H(q,p), und wir kénnen die Zeitabhéngigkeit der Prinzipalfunktion abspalten, S = —Et+
W (q). Die Funktion W erfiillt dann die zeitunabhdingige Hamilton-Jacobi-Gleichung

E=H (q, %—Z/) (2.56)

mit fester Energie F.

Nun wollen wir den Abschluss zur Wellenmechanik a la SCHRODINGER herstellen. Eine
allgemeine lineare Wellengleichung fiir die Materiewellen, welche erster Ordnung in der

2Sind die ¢* kartesisch, dann setzen wir meistens ¢* = 2*.
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Zeitableitung ist, hat die Form

oy h o

mit einer noch unbestimmten Funktion H. Nun schreiben wir die Wellenfunktion gemafs
P = eSta/h (2.58)

mit einer langsam mit den ¢ verédnderlichen Phasenfunktion S. Vernachléssigen wir zweite
und hoéhere Ableitungen von S nach ¢, so impliziert die Wellengleichung folgende Glei-
chung fiir die Phase S von :

oS
aS+H(t, ,—)zo. 2.59

Dies ist aber gerade die Hamilton-Jacobi-Gleichung zur Hamilton-Funktion H.

Zur Ilustration kehren wir zum harmonischen Oszillator mit Hamilton-Funktion (2.52)
zuriick. Setzen wir die Parametrisierung (2.58) in die Wellengleichung (2.57) ein, so finden
wir

2 .
mw e R g
2 2m

1 2
0= Sut5-(VS)+

Hier sehen wir explizit, dass die Phasenfunktion S die Hamilton-Jacobi-Gleichung er-
fiillt, wenn wir hohere Ableitungen von S vernachléssigen, oder dquivalent dazu, nur
Terme der Ordnung h° beibehalten. Fiir & — 0 sollte aber die Quantenmechanik in die
klassische Mechanik iibergehen. Wir konnen also die Wellengleichung (2.57), welche fiir
h — 0 in die klassische Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir die Phase S von v iibergeht, als
korrekte Wellengleichung fiir ein allgemeines System, das klassisch durch die Hamilton-
Funktion H(t, q, p) beschrieben wird, ansehen. Damit haben wir die Verallgemeinerung der
Schrodinger-Gleichung fiir ein Punktteilchen (2.46) auf beliebige Hamiltonsche Systeme
gefunden.

Gleichzeitig ergeben sich die allgemeinen Korrespondenzregeln, wie ein klassisches Sys-
tem zu quantisieren ist. Man ersetze in der klassischen Hamilton-Funktion die kanoni-
schen Impulse durch die partiellen Ableitungen nach den verallgemeinerten Koordinaten
pi — ?0, Die zum System gehorige zeitabhdngige Schrodinger-Gleichung lautet dann

_no
i 0

ihopp(t,q) = H(t, ¢',pi)(t.q),  pi (2.60)
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Im stationdren Fall, H = H(q,p), kénnen wir wie bei der Hamilton-Jacobi-Gleichung die
Zeitabhangigkeit abspalten,

b(t, q) = e FMp(q). (2.61)

Nach Einsetzen in (2.60) ergibt sich die stationdre Schrodinger-Gleichung fiir die zeitun-
abhéngige Wellenfunktion (q) in (2.61),

Y.
i 0g

Ey(q) = H(¢',p)¥(q),  pi (2.62)
Diese Figenwertgleichung ist die Verallgemeinerung der zeitunabhéngigen Schrédinger-
Gleichung fiir das Wasserstoffatom (2.47) auf beliebige stationdre Hamiltonsche Systeme.
Der Differentialoperator H(q', p;) heift Hamilton-Operator und seine Eigenwerte E sind
die moglichen Werte der Energie.

2.3.2 Wellengleichung bei elektromagnetischen Kraften

Wir wenden nun die soeben gewonnenen Erkenntnisse an, um die Quantenmechanik eines
elektrisch geladenen Teilchens in elektrischen und magnetischen Feldern abzuleiten. In
der klassischen Physik wird die Bewegung eines Teilchens mit Masse m und Ladung e
durch eine Trajektorie eines (idealisierten) Punktteilchens beschrieben. Auf ein Teilchen,
das sich zur Zeit t am Ort x befindet und mit der Geschwindigkeit & bewegt, wirkt die
Lorentz-Kraft

P (E(t, z) + %m A B(t, w)) | (2.63)

Zur Lagrangeschen oder Hamiltonschen Formulierung der Bewegungsgleichung des Mas-
senpunktes ist es notwendig, anstelle des elektromagnetischen Feldes die elektromagneti-
schen Potentiale ¢(t, ) und A(t, ) einzufiihren,
E=-V 18A B=VANA (2.64)
B LAY ’ B ' '
Elektrodynamische Potentiale, die sich lediglich durch eine Eichtransformation mit einer
Eichfunktion A(t, ) unterscheiden,

A'(t,z) = A(t,z) — VA(t, x)

Ot,x) = p(t,x) + %%)\(t,m) (2.65)
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liefern dasselbe elektromagnetische Feld. In der klassischen Mechanik wird nun gezeigt,
dass die (nichtrelativistische) Lorentzgleichung dquivalent zu den kanonischen Gleichun-
gen zur Hamilton-Funktion

1

H= %n<p—~qﬂtm»2+ewﬁﬂﬂ, (2.66)

ist. Nach der Korrespondenzregel lautet die zeitabhédngige Schrodinger-Gleichung fiir ein
geladenes Teilchen mit Masse m und Ladung e, zum Beispiel ein Elektron, im elektroma-
gnetischen Feld wie folgt,

1 (h ?
ihoy)(t,x) = HY(t,z), H= 3 ( V- —A(t m)) + ep(t, x). (2.67)
m \ ¢
Auf die Vieldeutigkeiten bei der Ordnung der Operatoren kommen wir spéter zu spre-
chen. Fiir zeitunabhéngige Potentiale ist H zeitunabhéngig und nach Faktorisierung der

Zeitabhangigkeit ergibt sich die stationdre Schrédinger-Gleichung

Ey(x) = Hy(x). (2.68)

Die Schrédinger-Gleichung eines geladenen Punktteilchens erhélt man also aus derjenigen
des ungeladenen Teilchens durch die Ersetzungen

&f I &f + % QO(t, 27)
V — V- LAl 1) (2.69)
he
Die hierdurch gewonnene Wirkung eines elektromagnetischen Feldes auf das geladene
Punktteilchen wird als minimale Kopplung bezeichnet.

Die minimale Kopplung des elektromagnetischen Feldes lasst sich direkt auf den Fall
mehrerer Teilchen verallgemeinern. Fiir n unterscheidbare und spinlose Punktteilchen mit
Massen m; und Ladungen e; in einem auferen elektrischen und magnetischen Feld hat
der Hamilton-Operator die Form

HZ{

wobei die gesamte innere Wechselwirkung der Teilchen untereinander durch die hier nicht
niaher spezifizierte Potentialfunktion V' beschrieben wird. Fiir nicht unterscheidbare Teil-

( CA@%»ZfM@%%+V@M”ﬂm, (2.70)

chen miissen die Wellenfunktionen (¢, x;, . .., x,) weiter eingeschrankt werden.
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Das Losen der zentralen partiellen Differentialgleichungen ik = Hv oder Evy = H
fiir spezielle elektromagnetische Felder ist ein Hauptanliegen der Quantenmechanik und
aller Gebiete, welchen die Quantenmechanik zugrunde liegt. Eine geschlossene Losung
kann nur fiir einfache Systeme angegeben werden. Fiir realistische Vielkérpersysteme ist
man auf Ndherungen oder numerische Verfahren zur Losung dieser komplizierten Glei-
chungen angewiesen.

2.3.3 Allgemeine Potentialprobleme

Wir betrachten ein System mit N Freiheitsgraden und beschreiben die Systemlage mit
verallgemeinerten lokalen Koordinaten ¢ = {¢', ..., ¢"} des Konfigurationsraums C. Zum
Beispiel ist der Konfigurationsraum eines Punktteilchens R? und man kann kartesische
Koordinaten oder Kugelkoordianten zur Festlegung des Teilchenorts wéahlen. Im Konfigu-
rationsraum des Kreisels RP? wihlt man oft die drei Eulerwinkel.

Der Abstand zweier infinitesimal benachbarter Punkte mit Koordinaten ¢ und ¢ 4 dg
wird durch den metrischen Tensor g;;(q) charakterisiert,

ds® = gij(q)dq'de’, (2.71)

ij

und fiir eine Trajektorie ¢(¢) in C ist das Geschwindigkeitsquadrat gleich

ds\? L
2 . .7 .
Ve = (E) = E 9i;4'¢’. (2.72)

Damit lautet die klassische Lagrange-Funktion eines Systems mit Potentialkraften
1 i i
L=3 Zgij(Q)q ¢ = V(). (2.73)
ij

Zum Beispiel hat der gestiitzte symmetrische Kreisel mit Masse M und Haupttragheits-
momenten (A, A, C) im Schwerefeld die Lagrange-Funktion

L= g @2 + sin? ﬂgbz) + % @ + cos ﬁgb)z — Mgt cosd,

wobei ¢ den Abstand zwischen Stiitz- und Schwerpunkt bezeichnet.

Der zur verallgemeinerten Koordinate ¢ kanonisch konjugierte Impuls ist p; = > i 9ii ¢,
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und damit ist die zu L in (2.73) gehorige klassische Hamilton-Funktion
I ' o
=3 > g (@pip; +V(Q) mit Y gug® =0/ (2.74)
ij k

Dabei ist ¢ die zu g¢;; inverse Matrixfunktion. Wenn wir dem Korrespondenzprinzip
folgend die klassischen Impulse durch Ableitungsoperatoren ersetzen, dann ergibt sich
sofort das Ordnungsproblem: Klassisch sind zum Beispiel

ij 1 ij
g"pip; wnd  —p;(\/99p;), g = det(gy;), (2.75)
V9
gleich, quantenmechanisch aber nicht, da die Ableitungsoperatoren p; und die Funktionen
\/ggij fiir eine g-abhéngige Metrik nicht vertauschen. Wir werden im néchsten Abschnitt
argumentieren, dass die zweite Wahl mit den Prinzipien der Quantenmechanik vertraglich

ist. Die korrekte Schrodingergleichung fiir ein allgemeines System mit Lagrange-Funktion
(2.73) hat also die Form

i (t,q) = Hy(t,q) baw. Ey(q) = Hy(q)
11 ho

mi 2\[191\/9 pi+VI(Q), pi P00

Dies ist die allgemeine Schrodinger-Gleichung fiir Hamiltonsche Systeme mit Potential-

(2.76)

kraften. Sie beschreibt zum Beispiel die Dynamik von n iiber die Coulombkraft wechsel-
wirkenden Teilchen, von starren Kérpern und Kreiseln oder von Systemen im statischen
Gravitationsfeld. Das Gravitationsfeld wird dabei durch den metrischen Tensor g;; und
das Newtonsche Potential V' beschrieben. Diese sogenannte minimale Kopplung ans Gravi-
tationsfeld, bei der die gewohnlichen durch die allgemein kovarianten Ableitungen ersetzt
werden, wurde experimentell bestétigt. Dazu wurden zwei von einer Quelle emittierte
Neutronenstrahlen, nachdem sie verschiedene Wege im Gravitationsfeld der Erde zuriick-
legten, zur Interferenz gebracht. Im urspriinglichen Experiment von OVERHAUSER und
COLELLA wurde ein Neutroneninterferometer benutzt, fiir den die zwei Neutronenstrah-
len eine Fliche von etwa 6 cm? einschlossen [43]. Das Interferometer wurde 180° um die
Achse senkrecht zur Erdoberfliche (und dem einfallenden Neutronenstrahl) gedreht und
die Verschiebung des Interferenzmusters gemessen. Die Beobachtung stimmt mit den Vor-
hersagen der Schrodingergleichung (2.76) im Rahmen der Messgenauigkeit iiberein. Die
Genauigkeit der Experimente ist heute besser als ein Prozent.

Wir wollen uns nun iiberlegen, was die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Auffinden
des Systems im Konfigurationsraum ist. Wir haben bereits frither argumentiert, dass fiir
ein Teilchen im R?® die Wahrscheinlichkeit dafiir, das Teilchen im Volumenelement d3z
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um z zu finden, fiir eine auf eins normierte Materiewelle gleich [¢(t, z)|*d®z ist. Benut-

zen wir krummlinige Koordinaten x = x(q) = z(¢', ¢% ¢*), so ergibt sich fiir dieselbe
Wabhrscheinlichkeit

ox’

w(t, )d*x = |ih(t, )2z = |¢ (t, 2(q))|” (det J)d?q mit J = o

Da in diesem Fall die Jacobi-Matrix J auch die Koeffizienten der Metrik bestimmt,
ds* =Y da'da’ = (J') , da'dg’ = > gidg'dg’ (2.77)

ist die Determinante von J'J gleich der Determinante g des metrischen Tensors g¢;; und
man erhélt fiir die Wahrscheinlichkeit den Ausdruck

w(t,@)d’z = [¥(t,q))Vadie,  W(t,q) = (tx(g), g=det(g;). (2.78)

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, das Teilchen zur Zeit ¢ im Teilgebiet A C C des Konfigura-
tionsraums zu finden, ist dann

- /A () P/ (2.79)

Der Wurzelfaktor sorgt dafiir, dass das Integral unabhéngig von den gewéhlten Koor-
dinaten ist. Diese natiirliche Forderung stellen wir auch fiir allgemeinere Systeme, zum
Beispiel Systeme, deren Konfigurationsraum keine kartesischen Koordinaten zulassen. Wir
wollen aber annehmen, dass C mindestens eine Mannigfaltigkeit mit Riemannscher Me-
trik ist. Fiir derartige Systeme ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, im Zustand mit
Wellenfunktion ¢ (q) das System im Gebiet A des Konfigurationsraum zu finden,

_ /A Bt v(t, )vGd . (2.80)

Die Wahrscheinlichkeit, das System irgendwo in C zu finden, soll wieder das Quadrat der
Norm der Wellenfunktion sein,

[0)1* = (v, ) = /¢ (4)v/gd"q. (2.81)

Diese Norm ist positiv und verschwindet nur fiir ¢» = 0. Sie definiert das folgende Skalar-
podukt auf dem Raum der Wellenfunktionen

0.0) = [ Sviavds (2.82)
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Diese Bilinearform hat alle Eigenschaften eines Skalarpodukts und seine Eigenschaften
werden uns im nachsten Kapitel beschéftigen.

2.4 FErhaltung der Wahrscheinlichkeit

Fiir eine auf Eins normierte Wellenfunktion, ||| = 1, ist wa(¢) in (2.80) die Wahrschein-
lichkeit dafiir, das Teilchen im Gebiet A des Konfigurationsraums C zu finden. Damit
diese Aussage zu allen Zeiten sinnvoll ist, darf die Norm einer Losung der zeitunabhén-
gigen Schrodinger-Gleichung nicht von der Zeit abhidngen. Die Wahrscheinlichkeit, das
System irgendwo im Konfigurationsraum zu finden muss ndmlich zu allen Zeiten Eins
sein. Also muss die Zeitableitung dieser Wahrscheinlichkeit verschwinden,

d - N d

& [teavtovaata= 5w -o (283)

c

Diese Bedingung an die Losungen von ihdyp = Ht schrinkt die Form der Hamilton-

Operatoren und die Menge der erlaubten Wellenfunktionen ¢ : C — C ein, da sie fiir jede
Losung dquivalent zur Bedingung

L (,) = (0, H) — (Hib, ) = 0 (2.84)

ist. Wie im letzten Abschnitt wird ein zeitunabhéngiger metrischer Tensor vorausgesetzt.
In vielen Fillen legt (2.84) die richtige Ordnung der Operatoren beim Ubergang von der
klassischen Hamilton-Funktion zum quantenmechanischen Hamilton-Operator fest. Die
Wahrscheinlichkeit wa (t) fiir das Auffinden des System in A wird fiir A # C im Allgemei-
nen von der Zeit abhdngen. Aber dhnlich wie bei der Bilanzgleichung fiir die elektrische
Ladung werden wir fiir die Wahrscheinlichkeiten wa eine Bilanzgleichung erwarten, die
angibt, in welche Richtung die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fliefst. Entsprechend wird
diese Bilanzgleichung einen Wahrscheinlichkeitsstrom enthalten.

Wir betrachten den sehr allgemeinen Modell-Hamilton-Operator

h? 1 g
H==5 D74Vl DP=—5Di/gg D, Di=0: = idila), (2.85)

wie er in den letzten beiden Abschnitten vorkam. Der obige Hamilton-Operator beschreibt
allgemeine Systeme im dufseren elektromagnetischen Feld in beliebigen Koordinaten oder
bei Kopplung ans statische Gravitationsfeld. Die Lichtgeschwindigkeit, Ladungen und
Massen wurden in den duferen Feldern A;, g;; und V' absorbiert. Das Potential V' kann
zum Beispiel auch die gegenseitige Coulomb-Wechselwirkung von geladenen Teilchen mo-
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dellieren. Es wird vorausgesetzt, dass die Hamilton-Funktion iiber dem Phasenraum mit
Koordinaten (¢, p) definiert ist. Fiir die Beschreibung von Teilchen mit Spin ist deshalb
das Modell (2.85) ungeniigend.

Wir haben die Operatorordnung in (2.85) schon so gewéhlt, dass fiir geniigend schnell
abfallende Wellenfunktionen in einem unbeschrinkten Konfigurationsraum die Wahr-
scheinlichkeit, das System irgendwo zu finden, zeitunabhéngig ist. Um dies einzusehen,
integrieren wir im Integral

/A V3 Db g Dy

einmal partiell beziiglich der Koordinate ¢* und einmal beziiglich der Koordinate ¢/. Wenn
wir noch die Symmetrie des metrischen Tensors beriicksichtigen ergibt sich die Gleichung

[ avasgine) - [ vaerro= [ o (iDagw) - [ Ve,
A A A A
oder, wenn wir die Divergenz-Terme zusammenfassen,
[ v (6070 - D% 0) = [ 8 (vag" (6D - Dov)). (2.56)
A A

Setzen wir in dieser Gleichung ¢ = 1, dann ergibt sich fiir die zeitliche Anderung der
Wahrscheinlichkeit, das System im Gebiet A C C zu finden, die Formel

dwa (2.80

1 - S . . .
—2 0 / (PHY - Hy) JgdVg "2 - / dj'dNq = — / jidsi (287)
A A

0A

dt

mit ;' = 2—1\/§g J (@bDﬂb — ijw) . (2.88)
Dabei ist d¥; das gerichtete Oberflichenelement auf dem Rand A von A. Im letzten

Schritt in (2.87) wurde der Gaussche Satz zur Anwendung gebracht.

Dies ist die gesuchte Bilanzgleichung fiir die Wahrscheinlichkeit: die Anderung der
Wahrscheinlichkeit fiir das Auffinden des Systems in A ist gleich dem Fluss des Stroms
j* durch die Oberfliche von A. Demnach ist der reelle Strom j? als Wahrscheinlichkeitss-
tromdichte zu interpretieren. In seiner differenziellen Form wird (2.87) zu einer Kontinui-
tatsgleichung,

d - .
—(VgUY) +0ij* =0, (2.89)
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ghnlich der Kontinuitétsgleichung fiir die elektrische Ladung in der Elektrodynamik. Es
ist der nach Schrodinger benannte Erhaltungssatz.

Die Bilanzgleichung (2.87) kann auch auf den gesamten Konfigurationsraum ange-
wandt werden. Dann folgt fiir geniigend schnell abfallende, beziehungsweise auf dem Rand
von C verschwindende Wellenfunktionen, dass we = ||¢||* zeitunabhéngig ist. Fiir eine an-
dere Ordnung der Operatoren in (2.85) wére dies im Allgemeinen nicht mehr der Fall.
Dies ist das oben erwdhnte Argument fiir die Wahl der Operatorordnung in (2.85). Fiir
geeignete Randbedingungen gilt also

(¢, H) = (Hy, ) bzw. (¢, HY) = (Ho, ). (2.90)

Operatoren, die unter dem Skalarprodukt ,jibergewilzt werden konnen, heifsen hermi-
tesch. Ob ein Operator hermitesch ist hédngt neben seiner expliziten Form, zum Beispiel
der Operatorordnung, auch von den gewéhlten Randbedingungen an die Wellenfunktionen
ab.

Um die Kontinuitétsgleichung (2.89) zu finden, haben wir in (2.86) ¢ = ¢ gesetzt.
Ohne diese Annahme folgt aus (2.86) eine Verallgemeinerung der aus der Theorie der
gewohnlichen Differentialgleichungen bekannten Wronski-Identitét,

ih (\goy) + 300, (Vg (6D — D;d o)) = 0. (2.91)
Fiir zeitunabhéngige Hamilton-Operatoren diirfen wir die Zeitabhéngigkeit faktorisieren,

o(t,q) = e Fothgy(q) . Hepy= Esp
w(ta q) = e—iEwt/th(q> ) HQ/JO = Eww(]v

und (2.91) vereinfacht sich dann zu

2
T {vag" (GuDsto ~ Do)} = (Bo — Bu) Vot 2.92)

Dies ist die verallgemeinerte Wronskische Identitdt. Ist insbesondere ¢g = 1y, dann ver-
schwindet die rechte Seite und links steht die Divergenz des Wahrscheinlichkeitsstroms
von 1. Also ist fiir jede Eigenfunktionen von H der Strom quellenfrei und die Wahrschein-
lichkeit dafiir, das System in einem beliebigen Gebiet zu finden, ist zeitunabhéngig.

Fiir ein Punktteilchen, kartesische Koordinaten und ein verschwindendes Vektorpo-
tential hat der Wahrscheinlichkeitsstrom die einfache Form

R o
i =5 (0VY = Vi),

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Ist 9 reell, dann verschwindet der Strom und die Wahrscheinlichkeitsdichte ist zeitunab-
héngig. Fiir eine ebene Welle

b= ae®/h st j:W% (2.93)

ortsunabhéngig. Die Wahrscheinlichkeit fliefst in Richtung des Teilchenimpulses und ist
proportional zur Intensitat der Welle.

A. Wipf, Quantenmechanik I



Kapitel 3
Formalismus der Quantenmechanik

Es ist unmoglich, die Schonheiten der Naturgesetze angemessen zu vermitteln,
wenn jemand die Mathematik nicht versteht. Ich bedaure das, aber es ist wohl
s0.

R. Feynman; Nobelpreis 1965

In der Quantenmechanik spielen lineare partielle Differentialgleichungen eine grofie Rolle.
Die Schrédinger- und Klein-Gordon-Gleichungen sind zwei Thnen schon bekannte Beispie-
le. Jedoch kommt noch eine vollig neue Komponente hinzu: Die diskrete Struktur von
Observablen in der Mikrophysik erfordert, Aspekte der Funktionalanalysis beim Studium
der entsprechenden Differentialgleichungen zu beriicksichtigen. Grob gesagt geht es dar-
um, die Quantisierung von physikalischen Gréfen im Kontext einer Eigenwerttheorie zu
verstehen, dhnlich zur Situation in der linearen Algebra.

3.1 Hilbertraume und lineare Operatoren

Wir betrachten ein idealisiertes Beugungsexperiment mit Elektronen, die auf eine Blende
mit Doppelspalt fallen. Eine Photoplatte in der Schirmebene hinter dem Doppelspalt ge-
be uns Informationen iiber das von den auftreffenden Elektronen erzeugte Bild. Zunéchst
bleibe jeweils einer der beiden Spalte geschlossen. Sind v; und 5 diejenigen Wellenfunk-
tionen, die zu geodffneten Spalt 1 oder Spalt 2 gehoren, dann erhélt man die Verteilungen

wit,z) = [Ya(t, ) und  ws(t, z) = [¢a(t, )|

auf dem Schirm. 6ffnet man beide Spalte, so entsteht ein Interferenzbild mit Verstarkung
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x T T
|1h1 +1hs
S w \\
W1+ W2
< T
S2 Wao
S

Abbildung 3.1: Auf dem Schirm liefert der Spalt S; eine Intensitdt proportional zu w;,
1 = 1,2. Sind beide Spalte gleichzeitig gedfinet, so ist die Intensitét nicht die Summe der
Intensititen, sondern zeigt das oszillierende Muster, wie es durch Interferenz von 1 und
1o entsteht.

dort, wo die Wegdifferenz A¢ von beiden Spalten ein ganzzahliges Vielfaches der Wellen-
lange ist, Al = n\. Wegen der Interferenz ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung w nicht
die Summe der Verteilungen w; und wy. Man muss, wie aus der Wellenoptik bekannt, die
beiden Wellen tiberlagern, v = a1y + (1, und entsprechend ist die Schirmschwérzung
proportional zu

w =i = |afwy + |Bws + @B + Bataih.
Zwei Bemerkungen sind hier angebracht:

e Jedes Elektron macht einen lokalen Einschlag, die Schwérzung der Photoplatte durch
ein Elektron ist nicht ausgeschmiert. w ist nicht die Ladungsverteilung des Elektrons,
sondern gibt seine Aufenthaltswahrscheinlichkeit an.

e Die Wahrscheinlichkeitsverteilung kommt nicht durch Interferenz vieler gleichzeitig
einfallender Elektronen zustande, sondern man erhélt das gleiche Interferenzbild
auch bei sehr kleiner Intensitidt der Quelle, selbst wenn jedes Elektron einzeln ein-
trifft.

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Wegen des Superpositionsprinzips miissen die Summe zweier Wellenfunktionen oder das
Produkt einer Wellenfunktion mit einer Zahl wieder eine Wellenfunktion sein. Die 1’s
bilden also einen linearen Raum oder Vektorraum H. Wegen

(f (@) =/d3$¢(m)x(w) mit  x(x) = f(2))(z)

sollte dies ein linearer Raum mit positiv-definitem inneren Produkt sein,

(6,0) = / 0 3(z)(x). (3.1)

Dieses Skalarprodukt hat folgende evidente Eigenschaften:

hermitesch: (¢, ¢) = (¢, ¢) € C, Vo, € H
sesqui-linear: (¢, a1ty + agthy) = a1(@, Y1) + aa(d, 1), mit o, a0 € C (3.2)
positiv:  ||¢]|* = (¥,%) >0, wenn v #0 € H.

Es ist nun naheliegend, den Raum der Wellenfunktionen mit dem Vektorraum der quadra-
tintegrierbaren Funktionen zu identifizieren. Das Skalarprodukt definiert eine Norm auf
diesem Raum, ||| = 1/ (¢, ). Vervollstandigt man den Raum beziiglich der von dieser
Norm induzierten Metrik, so ergibt sich ein unendlich dimensionaler, vollstdndiger Vek-
torraum mit Skalarprodukt, ein Hilbertraum H. Eine Wellenfunktion ist also ein Vektor
in H. Hat ein Vektor die Norm Null, so ist es der Nullvektor

[¥]]* =0 <= =0.

Den Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen R? — C bezeichnet man mit
Ly(R3). Zwei Wellenfunktionen 1,1’ € Ly(IR?) werden identifiziert, wenn sie sich nur auf
einer Menge mit Maf Null unterscheiden.

Es wird nun postuliert, dass durch eine Wellenfunktion ¢ € H das physikalische Sys-
tem fiir alle erzielbaren Mefesultate hinreichend vollsténdig beschrieben wird. Wir haben
frither gesehen, dass

(0, z¢) = / )z (@) dx
(6, pv) = / 3(@) 2 v(e) '

die mittlere Position und der mittlere Impuls eines Teilchens sind, falls der Zustandsvektor
auf Eins normiert ist, [w(x) = (¢,%) = 1. Die Komponenten von z und p sind lineare
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Operatoren auf dem Hilbertraum der Zustandsvektoren. Ein Operator A ist linear, wenn

A (a1 + agha) = g Ay + ap Ay

fiir beliebige komplexe Zahlen «; und Vektoren (Wellenfunktionen) 1; gilt. Relevante
Beispiele von linearen Operatoren sind

Z. h 1,
T, pj = G on Hy = %P und  f(z). (33)

In der Ortsdarstellung sind der erste und letzte Multiplikationsoperatoren, wéahrend die
mittleren beiden Ableitungsoperatoren sind. Operatoren kann man linear superponieren
und miteinander multiplizieren,

(A+B)p =AY+ By,  (ad)p=a(Ay),  (AB)Y = A(BY).

Im allgemeinen kommutieren zwei Operatoren nicht, A(Bv) # B(Av), und die Nichtver-
tauschbarkeit wird durch ihr Kommutator charakterisiert

[A,B] = AB — BA = —[B, A]. (3.4)
Zum Beispiel berechnet sich die Kommutatoren der Orts- und Impulsoperatoren geméfs

B S s
(a:@j — 0% — :)3’8]-) Y = tho%

?

[2", p]p = ? (:Eiaj — @-:Ei) P
und haben, da v beliebig ist, die einfache Form
[, pj] = ihd",. (3.5)
Dagegen kommutieren die 2° miteinander und genauso die Impulse:
[2',27] =0 und [p;,p,] = 0. (3.6)
Der Kommutator erfiillt die wichtige Derivations- oder Produktregel

[A, BC] = B[A,C] +[A, BIC
[AB,C] = A[B,C]+[A,C]B, (3.7)

A. Wipf, Quantenmechanik I
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wie man leicht nachrechnet. Mit dieser fiir explizite Rechnungen sehr hilfreichen Regel
folgt zum Beispiel

[377]99']—1 1D _Zﬁ—pi(pj)' (3.8)
Wir beweisen diese Formel (die Thnen aus der klassischen Mechanik bekannt vorkommen
sollte) mittels Induktion und unter Hinzunahme der Produktregel. Offensichtlich gilt die
Formel fiir n = 1. Sie gelte auch fiir alle Potenzen von p; bis zur Potenz n. Wegen

[, 0] = pylat,pf] + 2 pylp) = piihdinp] ! + ihdip]

3 o n . 0 n+1
= ihd;(n+1)p} = Zhﬁ—pi (p)""

gilt sie dann auch fiir die Potenz n + 1, was zu beweisen war. Ganz analog beweist man

[ps, (#7)"] = —z'haii (xj)n (3.9)

Wegen der Linearitét des Kommutators kann man die Formeln (3.8,3.9) zuerst auf Poly-
nome und danach auf Funktionen ausdehnen:

z- _ 0A(z,p)
[z', Az, p)] = Zthi
Al p)] = —in 2P (3.10)

Die Analogie zu den Poisson-Klammern zwischen Ort bzw. Impuls und Funktionen von
Ort und Impuls springt ins Auge. Wir werden darauf zuriickkommen.

3.1.1 Dirac-Notation

Die Formulierung der Quantenmechanik wird transparenter, wenn wir die Diracschen Bras
und Kets verwenden. In der Dirac-Notation entspricht einem beliebigen v im Hilbertraum
das Ket |¢). Die Kets |¢) sind nichts anderes als unsere tiblichen Hilbert-Raum-Vektoren
1. Dabei wird offen gelassen, ob man in der Orts-, Impuls- oder irgend einer anderen
Darstellung arbeitet. Gerade beim iibergang zwischen verschiedenen Darstellungen ist die
abstrakte Formulierung hilfreich.

Die Erklarung der bra-Vektoren (1| ist etwas schwieriger. Am verstdndlichsten ist
vielleicht die Folgende: Die bra-Vektoren sind die linearen stetigen Funktionale auf H, d.h.
die Elemente aus H'. Nach dem Satz von Riesz entspricht jedem f € H' ein eindeutiges
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|¢) € H mit f(¢) = (p|y) fir alle v € H. Dann bedeutet ($[¢)) nicht anderes als das
Skalarprodukt,

(¢,9) = (0[¥) = (¥9). (3.11)

In einem endlich-dimensionalen Vektorraum mit Skalarprodukt ist (nach Wahl einer Basis)
das Ket |¢) ein Spaltenvektor und das Bra (1| ein Zeilenvektor.

Dagegen ist der eindimensionale Operator |¢)(¢| eine lineare Abbildung H — H:

)@l Ix) — (o) [¢)-

Eine Eigenwertgleichung A, = a,v, mit Eigenwert a, und Eigenfunktion ), schreibt
man dann mit zunehmender Abstraktion

A\%) = M%)
Alan) = anlan)
Aln) = apln).

Matrixelemente von Operatoren schreiben sich gemaéfs

(0] Al) = (¢, A).

Im Folgenden wollen wir neben der bisherigen Notation auch die in Physikbiichern oft
benutzte Diracsche Notation verwenden.

3.1.2 Symmetrische Operatoren

Wir kehren zu den Erwartungswerten zuriick. (¢|z%|¢) und (¢|p;]1)) konnen gemessen
werden und miissen deshalb reell sein. Davon wollen wir uns iiberzeugen. Zuerst werden
wir zeigen, dass die Orts- und Impulsoperatoren ’iiberwélzbar’, d.h. hermitesch oder zu
sich selbst adjungiert sind. Der zu einem linearen Operator A adjungierte Operator AT ist
definiert durch

(0Al) = (¢, A¥) = (ATo,y) fix ¢ € D(A) C H. (3.12)

Ist A beschrénkt, d.h. gilt (|A]y) < Konstante - ([¢) fir alle Elemente des Hilbert-
Raums, dann ist A auf dem ganzen Hilbertraum definiert und entsprechend ist sein De-
finitionsbereich D(A) gleich dem ganzen Hilbert-Raum. Fiir unbeschrénkte Operatoren,
wie zum Beispiel den Orts- oder Impulsoperator, wahlt man einen geeigneten Unter-
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raum D(A) C 'H als Definitionsbereich. Im Folgenden soll der Definitionsbereich dicht im
Hilbertraum liegen. Dann entféllt die Unterscheidung zwischen hermiteschen und sym-
metrischen Operatoren. Wir werden in dieser Vorlesung meistens etwas sorglos mit den
Definitionsbereichen umgehen. Trotzdem lohnt es, an dieser Stelle den Unterschied zwi-
schen symmetrischen und selbstadjungierten Operatoren festzuhalten:

Ein Operator A mit dichtem Definitionsbereich D(A) C H heift:

o symmetrisch, A C AT, wenn A hermitesch ist und D(A) C D(A') gilt.
o sclbstadjungiert, A = AT, wenn A hermitesch ist und D(A) = D(A') gilt.

Der Definitionsbereich des adjungierten Operators ist
D(A") = {¢ € H| existiert ¢ € H, so dass (¢, Ax) = (¢, x) fiir alle y € D(A)}.

Da nach Voraussetzung D(A) dicht in H liegt, ist der Vektor ¢ eindeutig und man setzt
At¢ = . Jeder beschriinkte symmetrische Operator ist offensichtlich selbstadjungiert.

Die meisten Operatoren der Quantenmechanik sind unbeschrinkt und zu ihrer Cha-
rakterisierung gehort die Angabe ihres Definitionsbereichs. Ist der Operator symmetrisch,
so kann er eine, keine oder auch viele verschiedene selbstadjungierte Erweiterungen haben.
Héaufig hat man es aber mit wesentlich selbstadjungierten Operatoren zu tun. Das sind
Operatoren, fiir die der Abschluss mit dem adjungierten Operator zusammenfillt, A = Af.
Ein wesentlich selbstadjungierter Operator hat also genau eine selbstadjungierte Erweite-
rung. In der Quantenmechanik mit Hilbertraum Lo bietet sich oft der Schwartzraum als
Definitionsbereich an. Es gilt der folgende niitzliche

Satz: Es sei A ein symmetrischer Operator. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. A ist wesentlich selbstadjungiert
2. ny = Ker (AT £1i) = {0}
3. R(A 1) ist dicht in 'H.

Im dritten Punkt ist R(A £ ¢) das Bild (range) des Operators A £ i1, also
R(A+i)=(A+i)D(A) C H.

Bei den letzten beiden Charakterisierungen von wesentlich selbstadjungierten Operatoren
miissen jeweils beirde Bedingungen erfiillt sein. Zum Beispiel miissen beide Defekt-Indizes
ny und n_ verschwinden.
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Im Folgenden mochte ich die Probleme mit den Definitionsbereichen nicht mehr wei-
ter behandeln. Meistens kann man die formalen Betrachtungen im Nachgang mit den
Methoden der Funktionalanalysis streng begriinden. Wir kehren zu (3.12) zuriick. Aus
der Definition des adjungierten Operators folgt nun

(AB)'o, ) = (9, ABY) = (Ao, By) = (B'AT¢, ),
oder die wichtige, aus der linearen Algebra bekannte (formale) Identitét
(AB)' = BT AT (3.13)
Man sieht auch leicht, dass die {-Operation antilinear ist.
(aA+ BB)' = aAl + BB (3.14)

Nun wollen wir uns davon iiberzeugen, dass Orts- und Impulsoperator iibergewélzt werden
konnen. Auf dem dichten Schwartzschen Raum der Testfunktionen gelten

(¢, ) = /d:c Pz = /d$$—¢¢ = (xp, ) und
6pv) = 5 [dedvo= -2 [deV6u = (po.v).

i
Also ist jede Komponente der Operatoren & und p symmetrisch. Beide koénnen zu selbst-
adjungierten Operatoren erweitert werden'. Fiir einen symmetrischen Operator gilt offen-
sichtlich

(W|AW) = (v, AY) = (AY, ¢) = (¢, AY) = (Y| AJY)

wobei wir benutzt haben, dass bei Vertauschung der beiden Eintrdge das Skalarprodukt
komplex konjugiert wird. Also sind die Matrixelemente (1| A|¢)) eines symmetrischen Ope-
rators fiir alle [¢)) € D(A) reell. Speziell sind der mittlere Teilchenort und Impuls reell.

An dieser Stelle entlehnen wir ein Resultat aus der Funktionalanalysis, nach dem jeder
selbstadjungierte Operator A diagonalisiert werden kann und reelle Eigenwerte hat. Wir
wollen uns jetzt iiberzeugen, dass die Eigenwerte eines s.a. Operators reell sind und die
Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten senkrecht aufeinander stehen. Sei also

Aln) = ay|n) und  Alm) = a,,|m).

!Die Defektindizes sind jeweils (0, 0).
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Dann folgt nach tiberwélzen von A die Identitét
(n|Alm) = a,, (n|m) = a,(n|m).

Fiir gleiche Vektoren |n) = |m) folgt, dass die Eigenwerte a,, reell sein miissen. Fiir ver-
schiedene Eigenwerte a,, # a,, folgt hingegen, dass die Eigenvektoren senkrecht sind,
(nlm) = (Y, ¥m) = 0. Gibt es mehrere Eigenfunktionen mit demselben Eigenwert a,,,
oder in anderen Worten, ist a, entartet, so sind die Eigenfunktionen nicht automatisch
orthogonal. In diesem Fall kénnen wir uns aber mit dem Schmidtschen Verfahren Linear-
kombinationen von Eigenfunktionen mit demselben Eigenwert beschaffen, die orthogonal
zueinander sind. Also, unabhéngig davon ob A entartete Eigenwerte hat oder nicht, kon-
nen wir immer annehmen, dass die Eigenfunktionen eines selbstadjungierten Operators
ein orthonormiertes System im Hilbertraum bilden

Aln) = ay|n), |n) orthonormiert.

Nun wollen wir ein weiteres Resultat aus der Funktionalanalysis iibernehmen, nachdem
die Eigenfunktionen jedes selbstadjungierten Operators in H ein vollstindiges System
bilden. Ein vollstdndiges normiertes Orthogonalsystem nennt man eine Menge |n) von
Vektoren mit (n|m) = &, und mit S a,|n) iiberall dicht im Hilbert-Raum; d.h. zu
jedem Vektor |¢) und vorgegebenen € > 0 gibt es Zahlen «,, und N mit

N
[10) =) " anln)|| = en <. (3.15)
n=1
ey wird bei vorgegebenem N am kleinsten, wenn man
an = (n|¢)
wahlt. Daher gilt
[0) =Y anln) =Y (n|v)|n). (3.16)
n=1 n=1

Da insbesondere die orthonormiert gewéhlten Eigenfunktionen jedes selbstadjungierten
Operators mit diskretem Spektrum ein vollstdndiges orthonormiertes System bilden, kon-
nen wir in (3.16) diese Eigenfunktionen wéhlen. In anderen Worten: wir konnen jedes
Element |¢) im Hilbertraum nach den Eigenfunktionen eines gegebenen selbstadjungier-
ten Operators entwickeln.

Aus (3.16) leiten wir folgende wichtige Eigenschaft fiir die Entwicklungskoeffizienten
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o, in dieser Entwicklung ab:

W) = (awn|amm) = Gnam(nlm) =Y Gnmbum = > _ ||

nm

Die Menge der Koeffizientenfolgen {«,,} bilden einen linearen Raum, auf welchem wir das
Skalarprodukt

(Oé, /6) = Z QB

definieren kénnen. Nach Vervollstandigung erhalten wir den Hilbertraum /5 der quadrat-
summierbaren Zahlenfolgen. Wir haben soeben gezeigt, dass die lineare Abbildung

) — {an = (n|¢)}

von Ly nach ¢y das Skalarprodukt erhélt. In der Tat ist diese Abbildung ein ldngen-
erhaltender Isomorphismus von L, auf /5, also der quadratintegrierbaren Funktionen
auf die quadratsummierbaren Zahlenfolgen. Dieser Isomorphismus ist die Grundlage des
Schrodingerschen Beweises der dquivalenz zwischen seiner Wellen- und Heisenbergs Ma-
trizenmechanik. Ist der Zustandsvektor normiert, (,%) = 1, so dass |1)(x)|* eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte darstellt, so ist

D g =1. (3.17)

Wir werden spéter argumentieren, dass fiir ein System im "Zustand’ |¢)) die Wahrschein-
lichkeit, bei der Messung von A den Eigenwert a,, zu finden, gleich |ay,|* ist. (3.17) besagt
dann, dass die Wahrscheinlichkeit, irgend einen Messwert zu finden, gleich Eins ist.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem lehrreichen Beispiel. Wir betrachten den Im-
pulsoperator auf der Kreislinie S' mit Umfang L und quasiperiodischen Randbedingungen,

_hd
- gdr’

P D(p,0) = {w e C™(5,0) }@D(x +L)= eQmegb(z)} ) (3.18)

Fiir verschiedene reelle Parameter 6 handelt es sich um verschiedene Operatoren. Obwohl
sich die Impulsoperatoren nur im Definitionsbereich unterscheiden, haben sie unterschied-
liche Spektren.

Diese Operatoren sind symmetrisch, da fiir alle ¢, aus dem im Hilbertraum H =
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Ly(S) dichten Definitionsbereich D(p, 0) gilt

h d - h- L
(600) ~ (po.0) = [ 5 (60) = Touly =0 (3.19)
1 Jg dx ?
Die normierten Eigenfunktionen von p sind ebene Wellen mit #-abhéngiger Wellenzahl,
1 2m
w(r) = —=¢€""", k,=—(n+0), 3.20
nle) = 7 S (n+0) (320)

und die zugehorigen Eigenwerte héngen ebenfalls von 6 ab,

Die Eigenfunktionen bilden eine orthonormierte Basis von H. Jede Funktion in H kann
beliebig genau durch eine endliche Linearkombination der 1, approximiert werden.

3.2 Eigenfunktionen und Spektralzerlegung

Die normierten Eigenvektoren |n) einer hermiteschen linearen Abbildung (Matrix) A :
V' — V definieren eine Orthonormalbasis des Vektorraums V',

Aln) = ay|ny, (n|m) = opm, a, € R.

Fiir entartete Eigenwerte muss die Basis der Eigenvektoren eventuell angepasst werden.
Beziiglich der Eigenbasis |n) ist die Matrix A diagonal,

0) =) anln) = Av) = Y anan|n) =) an(nv) n).

Beim letzten Schritt benutzten wir a,, = (n|v). Da dies fiir jeden Vektor gilt, folgt sofort
die Spektralzerlegung der linearen Abbildung A,

A= Zan|n><n|

Die Abbildung P, = |n)(n| projiziert orthogonal auf den von |n) aufgespannten eindi-
mensionalen Unterraum von V' und daher ist A eine Linearkombination von orthogonalen
Projektoren, A = > a, P,. Diese Konstruktion wollen wir nun auf lineare selbstadjun-
gierte Operatoren im Hilbertraum ausdehnen. Es ist gerade die delikate Eigenschaft eines
Operators, selbstadjungiert zu sein und nicht lediglich hermitesch, welche die Quanten-
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mechanik fiir Operatoren fordert, denen Observablen zugeordnet werden (siche unten).
Der Grund dafiir liegt in den Spektraleigenschaften selbstadjungierter Operatoren, die
physikalisch interpretiert werden.

3.2.1 Operatoren mit diskretem Spektrum

Fiir lineare selbstadjungierte Operatoren mit diskretem Spektrum hat die Spektralzerle-
gung die gleiche Form wie in der linearen Algebra. Im Allgemeinen enthalten die auftre-
tenden Summen aber unendlich viele Glieder. Seien |n, a) die orthonormierten Eigenfunk-
tionen eines selbstadjungierten (s.a.) Operators A zu gegebenem Eigenwert a,,,

Aln, a) = ay|n, a).

Abweichend von obiger Notation beriicksichtigen wir nun die mogliche Entartung von
a, durch eine zusitzliche Quantenzahl «, die endlich viele Werte annehmen kann. Der
Projektor auf den Unterraum von H, auf dem A den Wert a,, hat, ist

I Z |n,a><n,a| = Pn|¢> = Z<n>a|¢>|nva>'

«

In der Tat ist jeder Vektor im Unterraum P,H Eigenvektor von A mit Eigenwert a,,

P1 P2 P3 P4 P5 P6 Projektoren

ap as az ai az  ag Eigenwerte
12)

PH
— P2H

/|1,2>

1,1)

Abbildung 3.2: Die P, projizieren auf orthogonale A-FEigenrdume P,’H von H.
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AP ) =Y (n,al)Aln, o) = anPalyy), ¥V [) € H.

«

Da dies fiir beliebige |¢)) € H wahr ist, gilt die Operator-Identitét
AP, = a,P,. (3.22)

Der Unterraum P,’H C H ist also der Eigenraum zum Eigenwert a,, von A. Die Projek-
toren P, auf die Eigenrdume haben die Eigenschaften

> Po=1, P/=P, ud PP, =6l (3.23)

Die erste Eigenschaft ist gerade die Vollstandigkeitsrelation (3.16). Die beiden anderen Ei-
genschaften bedeuten, dass die Unterrdume P,’H und P,,’H zu verschiedenen Eigenwerten
a, und a,, orthogonal zueinander sind, wie in Abbildung (3.2) skizziert. Dies haben wir
schon frither gesehen, als wir zeigten, dass Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten
orthogonal sind. Der explizite Beweis macht auch davon Gebrauch,

BBy =Y |m,B)(m, Bln, a)(n,a| =0,

al,3

da |n, @) und |m, ) senkrecht aufeinander stehen. Wegen (3.22) und der Vollstandigkeits-
relation in (3.23) folgt die wichtige spektrale Zerlegung des s.a. Operators A

A=Y "a,P,. (3.24)

Ist die Spektralzerlegung von A bekannt, so folgt die Spektralzerlegung von Potenzen von
A oder allgemeiner beliebiger Funktionen von A,

AP = Z ab P, oder allgemeiner f(A) = Z flan)P, (3.25)

Diese Zerlegungen werden bei der Diskussion des Messprozesses von grofser Bedeutung
sein. Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dass zwei kommutierende s.a. Operatoren
A und B gleichzeitig diagonalisiert werden konnen. Diese Beobachtung erleichtert oft die
Berechnung der Eigenwerte von Operatoren.

Sei nun |n,«) eine Eigenfunktion von A mit Eigenwert a,, d.h. |n,a) € P,/H. Da A
und B vertauschen, ist

AB|n,a) = BA|n,a) = a,B|n, a),
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und deshalb liegt auch das Bild B|n, «) im A-Eigenraum P, ’H. Ist a,, nicht entartet, dann
ist B|n) proportional zu |n),

Bln) = bu|n).

Fiir ein entartetes a, ist das Bild B|n,«) im Allgemeinen nicht mehr parallel zu |n, ).
Aber wir kénnen B : P,H — P,’H auf dem Eigenraum P, ’H diagonalisieren. Die entspre-
chenden Eigenvektoren |n, 3) von B sind gleichzeitig Eigenvektoren von A mit Eigenwert
a,. Beziiglich der neuen Basis sind die Operatoren A und B beide diagonal.

3.2.2 Operatoren mit kontinuierlichen Spektren

Das Standardbeispiel eines Operators mit kontinuierlichem Spektrum ist der Impulsope-
rator. Wir wollen uns hier nicht auf 3 Dimensionen beschrinken und untersuchen diesen
Operator in d Dimensionen. Im Ortsraum ist p = ?V und die Eigenfunktionen sind ebene
Wellen

V() = KeP /M K= e mit Eigenwert p = (p1,...,pa)-

Die Fourierdarstellung einer quadratintegrierbaren Funktion im Ortsraum hat die Form

wwzf@wM%m, wmzfmwmwwzwmx

wobei dz und dp fiir die Integrationen tiber die kartesischen Koordinaten im d-dimensionalen
Orts- bzw. Impulsraum stehen. Die Fouriertransformierte v von v ist also gleich dem Ska-
larprodukt von 1, und 1, so dass

b(x) = / dp (Y, ) (). (3.26)

Dies sollte mit der Entwicklung (3.16) eines Zustandsvektors nach der vollsténdigen or-
thonormierten Eigenbasis eines s.a. Operators mit diskretem Spektrum verglichen werden:

W) = (b, V) n ().

Ein weiteres Beispiel sind die Eigenfunktionen des eindimensionalen Hamilton-Operators
mit einem Kastenpotential wie in der Abbildung (3.3). Es gibt eine endliche Anzahl nor-
mierbarer Eigenzustdnde des zugehorigen Hamilton-Operators mit F,, < 0 und Eigenzu-
stdnde mit beliebigen F > 0, die Streuzustinde. Die Streuzustdnde haben ein kontinuier-
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V(z) E

Streu-
zustande

geb.
Zustande

Vv

Abbildung 3.3: Kastenpotential und das entsprechende Spektrum von H

liches Energiespektrum und sind nicht normierbar.

Wie in diesen Beispielen gilt auch in der allgemeinen Situation, dass die Eigenfunk-
tionen eines selbstadjungierten Operators A im diskreten Teil des Spektrums,

Awn = anwna a, € R (327)
normierbar sind und diejenigen mit Eigenwerten im kontinuierlichen Spektrum,
Ay = aty, a € R, (328)

nicht normierbar sind. Die Formeln werden iibersichtlicher, wenn wir wieder die Dirac-
schen Bras und Kets verwenden. In dieser Notation entspricht einem beliebigen ¢ im
Hilbertraum das Ket |¢) und fiir die Eigenzusténde schreiben wir

[Yn) ~ [n)  und  [a) ~ ).

Die Beziehungen (3.27) und (3.28) schreiben sich dann wie folgt,

Aln) = anln) = f(A)ln) = flan)[n)
Ala) = ala) = f(A)la) = f(a)la). (3.29)

Da die Eigenfunktionen {|n),|a)} ein vollstdndiges Funktionensystem bilden, ist jeder
Zustandsvektor [1) eine Linearkombination dieser Eigenfunktionen,

) = Y aul)+ [ daata)la)
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(| = Zan<n\+/daa(a)<a\. (3.30)

Enthélt das Spektrum nur diskrete Eigenwerte, dann finden wir wieder die Entwicklung
(3.16). Die Koefhizienten {a,, a(a)} bestimmen den Vektor |¢) eindeutig. Mit (3.29) ist
dann

FA) = an flan)n) +/daa(a)f(a)la>- (3.31)

Frither haben wir bewiesen, dass die quadratintegrierbaren Eigenfunktionen |n) ortho-
normiert gewdhlt werden konnen. Wir werden jetzt zeigen, dass die Eigenfunktionen im
kontinuierlichen Spektrum orthogonal zu den gebundenen Zusténden sind und ebenfalls
‘orthonormiert” gewéhlt werden kdnnen:

(m|n) = mn, (alby = d(a — b) und (nla) = 0. (3.32)

Diese Normierungsvorschriften fiir die Eigenfunktionen des diskreten und kontinuierlichen
Spektrums bezeichnet man als Normierung auf eine §-Funktion. Die |a) sind nicht nor-
mierbar, da (a|a) formal unendlich ist.

Um die letzte Eigenschaft in (3.32) zu zeigen wéhlen wir fiir [¢)) eine beliebige tiberlage-
rung der ungebundenen Zustinde, [¢) = [ daa(a)|a). Dann ist

(n|AJp) = /daa(a)a<n|a) azal an/daa(a)<n|a).

Wir wollen annehmen, dass die Mengen {a,, } und {a} disjunkt sind. Dann impliziert diese
Gleichung, die ja fiir beliebige Koeffizientenfunktionen a(a) gilt, dass die gebundenen
Zusténde senkrecht zu den ungebundenen Zustdnden sind, was zu beweisen war. Die
Identitat

(Bl Al) = / da a(a) albla) “=" b / da a(a){bla).

kann nur gelten wenn (b|a) proportional zu §(b—a) ist. Nun kann man jede Eigenfunktion
|a) mit einer passenden Zahl multiplizieren, so dass die mittlere Beziehung in (3.32) gilt.

Mit den gerade gezeigten Orthogonalitéitsrelationen (3.32) findet man nun fiir die
Entwicklungskoeffizienten in (3.30) die Formeln

an = (n¢) und  a(a) = (aly), (3.33)
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so dass

6y = Sl ln) + / da ol o) wnd (1) = 3 ool + / dala(a)  (3.34)

n

ist. Die letzte Gleichung ist die Verallgemeinerung der Parsevalgleichung. Wenn wir die
fiir beliebige Vektoren giiltige erste Formel etwas umschreiben,

— (Z\m(n\ +/da|a)<a|> 1),

dann identifizieren wir den Operator zwischen den runden Klammern als Einheitsoperator,
1= |n)in| + /da a)(al. (3.35)

Diese Zerlegung der Eins werden wir im Folgenden sehr oft brauchen.

Wegen (3.31) und (3.32) ist der Mittelwert von f(A) im (normierten) Zustand |¢)
gleich

WA = 3 ol + [ das@la (330

Fiir einen auf Eins normierten Zustand |¢) legt uns dieses Resultat und die letzte Glei-
chung in (3.34) nahe,

=) ol + /da\a(a)ﬁ (3.37)

als Wahrscheinlichkeit dafiir anzusehen, bei der Messung der Observablen A im Zustand
|4) einen Wert in A C R zu finden. Insbesondere ist dann |a,|? die Wahrscheinlichkeit
dafiir, den Wert a,, zu messen. Wir kommen darauf zuriick bei der Besprechung des
Messprozef.

3.2.3 Orts- und Impulsoperator

Wir illustrieren das Gelernte anhand des Orts- und Impulsoperators. In R¢ haben beide
ein kontinuierliches Spektrum und wir bezeichnen die Eigenzustédnde mit |z) und |p),

z|z) =x|z) , plp)=plp) (3.38)
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Die entsprechenden Zerlegungen der Eins lauten

/dx|m><m|:]l und /dp|p)(p|:ﬂ. (3.39)

Wir koénnen einen beliebigen Zustandsvektor |¢)) nach den Eigenzustdnden des Orts- bzw.
Impulsoperators entwickeln:

hwzfmmwm5/mwww
|w=/@mwm5/@mmm. (3.40)

In der Ortsdarstellung ist der Ortsoperator diagonal und der (abstrakte) Zustandsvektor
|¢) wird durch die Koeffizientenfunktion ¢ (x), also die Wellenfunktion im Ortsraum,
charakterisiert. Analog ist @(p) die Koeffizientenfunktion in der Impulsdarstellung. Die
verallgemeinerte Parsevalgleichung (3.34) geht {iber in die gewohnliche Parsevalgleichung
der Fouriertransformation,

Wity = [ delo(@)P = [ anlie)?
Die nach der Gleichung (3.36) gemachten Aussagen bedeuten nun, dass

w(@) = [¢()* uwnd @(p) = |[(p)l’

die Wahrscheinlichkeitdichten dafiir sind, das System im Ortsraum bei  bzw. im Im-
pulsraum bei p zu finden, in {ibereinstimmung mit unseren Grundannahmen iiber die
Struktur der Quantenmechanik in Abschnitt (2.1.1).

Der iibergang von der Orts- in die Impulsdarstellung erfolgt geméfs

wmz@wz@mw=/@@mmw5/@@mam

Dabei ist (z|p) der Eigenzustand von p in der Ortsdarstellung,

1

ip-x/h
Ry e . (3.41)

(z|p) = vp(x) =

Die Koeffizientenfunktionen @E(p) in der Impulsdarstellung ist, wie erwartet, die Fourier-
transformierte der Koeffizientenfunktion ¢(z) in der Ortsdarstellung. Im Ortsraum lautet
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die Zerlegung der Fins (3.35) fiir einen beliebigen selbstadjungierten Operator

Sz~ y) = (aly) = Galtly) X Yol nly) + [ dalalaaly). G2

n

Da sie die Vollstédndigkeit der Eigenfunktionen {|n),|a)} im Ortsraum ausdriickt, heisst
sie ebenfalls Vollstandigkeitsrelation. Ein linearer Operator A wirkt folgendermassen auf
eine Wellenfunktion im Ortsraum,

mwwz@mw:/@@mmwwsz@mmww

Dies ist eine Faltung von ¢ (x) mit dem Kern (x|A|y). Speziell ist

(elély) = yile —y) =iz —y) wd (elbly) = V. i - y)

3.2.4 Spektralprojektoren

dghnlich wie im diskreten Fall kann man fiir jeden s.a. Operator die Schar der Projektions-
operatoren, Pa, wobei A ein Intervall in R ist, einfiihren:

Pa= Y \n><n\+/da\a><a\. (3.43)

n:an €A aeA

PA projiziert senkrecht auf dem Unterraum PaH, der von allen Eigenvektoren {|n), |a)}
von A aufgespannt wird, deren Eigenwerte {a,,a} im Intervall A liegen. Dass die Pa
orthogonale Projektoren sind, folgt aus den Eigenschaften

Pl =Pr,  PaPa =PaxPa=Pan und Ploo =1 (3.44)

Die Symmetrie der Spektralprojektoren ist leicht einzusehen und die letzte Eigenschaft ist
gerade die Zerlegung der Eins in (3.35). Wir brauchen deshalb nur die zweite Eigenschaft
beweisen. Mit (3.32) folgt

2:mmm+[¢mww)(ZNmW+1yw@w)

am €A’

= < > |n><n|+/ da|a><a|) = Pana,
an€A'NA A'NA

PPy = <
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was zu beweisen war. Die P sind also kommutierende Projektoren. Sind A und A’ dis-
junkte Spektralbereiche, dann sind die zugehorigen Projektoren orthogonal. Die PA kom-
mutieren mit A. Wahlen wir A = A’ in (3.44), dann folgt

PR = Pa.
Die Spektralprojektoren haben also die Eigenwerte 0 und 1. Die Eigenfunktionen mit

Eigenwert 0 sind senkrecht zu PA’H und diejenigen mit Eigenwert 1 liegen in PA'H.

Abschliessend wollen wir noch die Spektralprojektoren des Ortsoperators explizit be-
stimmen. Das rein kontinuierliche Spektrum der gleichzeitig diagonalisierbaren Operato-
ren & = {2' ... 29} ist R% Sei also A eine Untermenge des R%. Dann ist

cmwm>:uﬂmwzlywmm@wwiéwam—mww

[ (x|Y) =y(x) fallsz e A
B {0 falls x ¢ A (345)

und entsprechend ist der Mittelwert des Projektors auf den Unterraum der Eigenfunktio-
nen mit Eigenwert in A gleich

wmmzAmwwwzﬁmwm (3.46)

Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im Zustand [¢)) im Gebiet A zu finden, ist demnach
gleich ()| Pa|t)). Der Unterraum PaH besteht aus allen Funktionen mit Tréger in A.

3.3 Unitare Operatoren

In der Quantentheorie spielen neben den selbstadjungierten auch die unitdren Operatoren
eine herausragende Rolle. Zum Beispiel ist die Losung der zeitabhéngigen Schrodinger-
Gleichung mit Anfangsfunktion [i¢(fy)) durch einen unitéren Zeitentwicklungsoperator
bestimmt,

[0(t)) = Ul(t, o) (to))-

Auch Symmetrien in der Quantenmechanik werden immer durch (anti)unitdre Operato-
ren implementiert. Unitdre Operatoren sind spezielle isometrische Operatoren. Dies sind
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Operatoren, welche die Norm von Vektoren unveréndert lassen,
(U, Ux) = (U'U,x) = (¥,x) -
Invertierbare isometrische Operatoren heifsen nun unitdr und erfiillen
U'U=UU"=1 beziechungsweise U'=U"". (3.47)

Hier wollen wir noch anmerken, dass es zwischen unitdren und selbstadjungierten Opera-
toren den folgenden Zusammenhang gibt:

U unitir <= U = ¢4 A selbstadjungiert. (3.48)

Dass U fiir ein selbstadjungiertes A unitér ist, ist formal schnell bewiesen
Ut — (eiA)T _ e—z‘AT — oA (eiA)_l ey

Die Umkehrung erfordert etwas mehr Arbeit und wird hier nicht gezeigt. Ist |n) eine
Eigenfunktion von A mit reellem Eigenwert a,,, dann ist

Uln) = e|n) = e |n). (3.49)

Die Eigenwerte von unitdren Operatoren sind also reine Phasen und die (passend gewahl-
ten) Eigenfunktionen bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem. Ist U unitér und B
selbstadjungiert, so ist auch der zu B dhnliche Operator UBU ™! selbstadjungiert:

(uBu)' = u-BiUT = UBU.

dghnlich wie oben kann man nun zeigen, dass ein selbstadjungierter Operator B und ein
unitérer Operator U, die kommutieren,

UBU™ = B+ UB = BU, (3.50)

gleichzeitig diagonalisiert werden konnen.

Schlussendlich bemerken wir noch, dass jeder selbstadjungierte Operator und damit
auch jeder unitdre Operator, mit einem unitdren Operator diagonalisiert werden kann.
Dies folgt aus den obigen Betrachtungen und insbesondere daraus, dass die Eigenfunk-
tionen von selbstadjungierten und unitdren Operatoren ein vollstdndiges orthonormiertes
System bilden. Also gibt es zu jedem selbstadjungierten Operator B bezichungsweise je-

A. Wipf, Quantenmechanik I



3. Formalismus der Quantenmechanik 3.3. Unitare Operatoren 92

dem unitdren Operator U einen unitdren Operator V', so dass
Vi;'BVg =Dy,  V;'UVy=Dy , Dp,Dy diagonal (3.51)

gelten. Die nichtverschwindenden Diagonalelemente von Dg bzw. Dy sind die Eigenwerte
von B bzw. U und damit reelle Zahlen bzw. reine Phasen.

3.3.1 Unitare Translationsoperatoren

Wir illustrieren nun die allgemeine Theorie anhand der einparametrigen Schar von uni-
taren Operatoren

h d

U _ iap/h bei _
(a)=¢ ,  wobei p P

a€RR, (3.52)
der Impulsoperator auf der Kreislinie S mit Umfang L ist, siehe (3.18). Auf reelle und
analytische Wellenfunktionen wirken sie wie folgt,

(Ua)) (2) = (e) + a (2) &+ S0 (@) + ... = V(e +a).

Die exponentierten Impulse verschieben also das Argument der Wellenfunktion. Aus der
letzten Darstellung entnehmen wir, dass die Verschiebungs- oder Translationsoperatoren
U(a) auf dem ganzen Hilbert-Raum, im Beispiel Ly(S), definiert sind. Wie nach der
allgemeinen Theorie erwartet, sind sie unitar,

(U(a)o, Ula)e) = /

S

dz 3z + a)(z + a) = / dz d(o)b(a) = (Glp).  (3.53)

S

Unitére und damit beschrinkte Translationsoperatoren kénnen natiirlich auch auf dem
Hilbertraum Ly(R?) definiert werden,

(U(a)y) () = (/") (z) = ¢(z + a). (3.54)

Wir werden dieses Resultat spéter in dieser Vorlesung brauchen.

3.3.2 Cayley-Transformation

Neben der Exponentiation gibt es eine weitere Transformation, die einem selbstadjun-
gierten Operator einen unitiaren Operator zuordnet. Diese nach CAYLEY benannte Trans-
formation ist motiviert durch die einfache Beobachtung, dass fiir jede reelle Zahl a die
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komplexe Zahl

T —a
t+a

u =

die Lénge 1 hat, also eine Phase ist. Die Umkehrtransformation lautet

1—u
=1 .
1+u

Sie existiert nur, wenn 1+ w nicht verschwindet. Die Cayley-Transformation R 3 a — u €
S wird zu einer Transformation von selbstadjungierten Operatoren (mit reellen Eigenwer-
ten) auf unitdre Operatoren (mit Eigenwerten auf dem Einheitskreis in der komplexen
Ebene). Fiir jeden selbstadjungierten Operator A ist die Cayley-Transformierte

U=(i—A)Gi+A)™" (3.55)

ein unitidrer Operator. Umgekehrt ist fiir jeden unitédren Operator fiir den —1 nicht im
Spektrum liegt, der transformierte Operator

A=i1-0U)1+U)! (3.56)

selbstadjungiert.

Wihlen wir zum Beispiel fiir den selbstadjungierten Operator A eine Linearkombina-
tion der Impulse, A = ap/h = —ia'0;, dann zeigt eine kurze Rechnung

1 1 +ika Gike,),
V(@) () = G [ O e (E)

(2
= Y(z)+2(aVy + (aV)*P +...) (z) (3.57)
() + /0 (e + Ea)dt.

Offensichtlich ist U(a) unitdr, da die Fourier-Transformierte von U bis auf eine Pha-
se gleich der Transformierten von v ist. Aus der zweiten Darstellung folgern wir, dass
die Cayley-Transformierte mit Parametern a/2 die Exponentialfunktion (3.54) mit Pa-
rametern a bis auf einen Fehler der Ordnung a? approximiert. Die letzte Darstellung
dagegen macht deutlich, dass die unitdren Operatoren U(a) auf ganz Lo(IR"™) definiert
sind. Die Cayley-Transformation wird in numerischen Codes zur Losung der zeitabhéngi-
gen Schrodinger-Gleichung verwendet.
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Kapitel 4

Observable, Zustande und
Unbestimmtheit

Entgegen allen riickschrittlichen Bemihungen ... bin ich gewiss, dass der sta-
tistische Charakter der Psi-Funktion und damit der Naturgesetze ... den Stil
der Gesetze wenigstens fir einige Jahrhunderte bestimmen wird ... Von einem
Weg zuriick zu traumen, zurick zum klassischen Stil von Newton-Mazwell ...
scheint mir hoffnungslos, abwegig ...

W. Pauli 1952; Nobelpreis 1945

Wir wollen versuchen, die Bedeutung des Messprozess in der Quantenmechanik zu verste-
hen. Hier miissen wir zuerst zwischen zwei Klassen von Gréfsen unterscheiden: den direkt
beobachtbaren Gréfsen und den mittelbaren Grofen. Zur ersten Klasse gehoren die mess-
baren Eigenwerte von hermiteschen Operatoren oder Wahrscheinlichkeiten, zur zweiten
Klasse die Zustandsvektoren oder linearen hermiteschen Operatoren. Die folgenden Pos-
tulate der Quantenmechanik (BORN, VON NEUMANN) schaffen die Verbindung zwischen
Experimenten und der Quantentheorie. Die meisten sind naheliegend und wir haben sie
in unseren bisherigen Betrachtungen auch schon benutzt.

4.1 Die Postulate der Quantenmechanik

Nach dem anfénglichen Raten von HEISENBERG und SCHRODINGER fiir Einzelfille wurde
der entscheidende Schritt zur .endgiiltigen Klarung* der Interpretation der Quantenme-
chanik von MAX BORN in seiner Arbeit iiber die Quantenmechanik der Stofvorgéinge
gemacht [40].
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Einige dieser Postulate haben wir schon diskutiert. Andere sind naheliegend und wur-
den schon benutzt.

o Der Messapparatur fir eine Observable entspricht ein linearer s.a. Operator.

Dieses Postulat haben wir schon frither diskutiert. Es impliziert, dass im Prinzip fir
die interessierenden Grofen eine Messapparatur stets realisierbar ist.

o Linem reinen Zustand des Systems entspricht ein Strahl im Hilbertraum,

Ry = {Al), A # 0}. (4.1)

Zwei Vektoren [¢) und Atp) mit A # 0 beschreiben also denselben Zustand. Spéter
werden wir noch allgemeinere Zustande, die gemischten Zustinde, kennen lernen.

e Fine Messung entspricht einer Wechselwirkung zwischen System und Apparatur.

Im Gegensatz zur klassischen Physik wird in der Regel eine Messung den Zustand
andern, so dass eine anschlieffende zweite Messung das System in einem anderen Zu-
stand antreffen wird. Dies nennt man den Kollaps der Wellenfunktion. Verschiedene
Messapparaturen, die verschiedenen Observablen entsprechen, &ndern den Zustand
auf verschiedene Weise. Es muss durchaus nicht dieselben Endresultate geben, wenn
wir nicht vertauschbare Observablen in unterschiedlicher Reihenfolge messen.

e Die moglichen Messergebnisse sind die Eigenwerte des der Observablen entsprechen-
den s.a. Operators A.
Die Apparatur sorgt fiir eine Spektralzerlegung des Zustandes |¢/) in Komponenten
parallel zu den Eigenzustédnden von A. Wird bei der Messung von A ein nichtentar-
teter Eigenwert a,, im diskreten Spektrum gemessen, so findet sich das System nach
der Messung im Zustand

Bal) = (nlg) ), (nln) = 1. (4.2)

Bei Messungen im kontinuierlichen Spektrum muss man beachten, dass jede reale
Messapparatur den Messwert nur bis auf eine endliche Breite festlegen kann. Man
kann zum Beispiel nie einen scharfen Impuls messen. Dazu miisste man die Wellen-
funktionen an allen Raumpunkten bestimmen. Der Ausgangszustand |¢)) wird durch
die Messung von A in folgender Weise veréndert: Findet man bei der Messung einen
Wert in A, dann filtert die Messung die Komponente

PalY) € PAH (4.3)

von [¢) heraus.

A. Wipf, Quantenmechanik I



4. Observable, Zustdnde und Unbestimmtheit 4.1. Die Postulate der Quantenmechanik 96

e Die Wahrscheinlichkeit dafir, fir ein System im Zustand |¢) fir eine Observable
A = AT ein Messresultat im Intervall A zu finden, ist

wap(d) = WPA) = 3 Janf? + /A (@),

an€A

worin geméfs (3.43) und (3.33) die Koeffizienten auf der rechten Seite gleich den
Skalarpodukten der A-Eigenvektoren mit dem betrachteten Zustandsvektor sind,

an = (nl) und afa) = {al), (W) =1

Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit, im Zustand |¢) den (nicht-entarteten) dis-
kreten Eigenwert a,, zu messen, gleich

wa(an) = lon|* = [(n|Y)]?,

wobei «ay, der Koeffizient von |n) in der Entwicklung von |¢)) nach den orthonormier-
ten Eigenfunktionen von A ist. Mit dieser Interpretation der Entwicklungskoeffizi-
enten {a,, a(a)} ergibt sich fiir den Erwartungswert der Observablen A im Zustand
|¢)) der Wert,

(A = aulanl? + / ala(a) = (¢|Al). (4.4)

Ist A = H die Energie, so nannte BORN die Wahrscheinlichkeit |a,|* die Haufig-
keit dafiir, dass in einem Haufen gleicher, nicht gekoppelter Atome der Energiewert
E,, vorkommt. Die Schwankung der Haufigkeiten bei mehrfacher Wiederholung des
Experiments an identischen Systemen wird mit wachsender Anzahl Experimente
kleiner. Im Folgenden wollen wir unter einer Gesamtheit, d.h. einem Haufen glei-
cher Systeme, eine so groffe Menge von Objekten verstehen, bei der es wegen der
grofen Anzahl nicht auf die genaue Zahl ankommt. Die Wahrscheinlichkeit einer
Eigenschaft P im Zustand |¢)) bedeutet dann die Haufigkeit, mit der bei einer Mes-
sung mit Hilfe einer durch P symbolisierten ’ja-nein-Apparatur’ (ein Projektor) der
ja-Effekt an der durch |¢) charakterisierten Gesamtheit auftritt. Nach dem letzten
Postulat ist die Wahrscheinlichkeit einen Messwert in A zu finden, gleich Eins, falls

Pal) = |¢) ist.

Messen wir fiir A den Wert a,, (der nicht entartet sei), so kollabiert die Wellen-
funktion nach der Messung in |n). Bei einer anschliefslenden zweiten Messung von
A finden wir mit Sicherheit wieder den Wert a,,. Wegen P_ o) = 1 ist die Wahr-
scheinlichkeit, irgendein Messresultat fiir A zu finden, gleich Eins.
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Wir wenden die Postulate auf die Ortsmessung fiir ein Teilchen an. Wegen (3.46) ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei der Messung der Position ein Resultat in A C R?
zu finden, gleich

z%MAwwmew:/ﬁwwmﬁ

A

Dies ist ein uns wohlbekanntes Ergebnis.

Vertrigliche Observable: Auf den Ausgangszustand |¢) wenden wir zunédchst A und
dann B an. Die erste Messung moge den Eigenwert a,, liefern, die zweite den Eigenwert b,,,.
Seien P, und P, die zu a, und b,, gehérenden Projektoren in den Spektralzerlegungen
von A und B. Dann ist

) 2 Po|0) 25 By, Pa|0). (4.5)

Wir bezeichnen A und B als vertraglich, wenn sie sich bei einer Messung nicht storen,
so dass es auf die Reihenfolge der Messung von A und B nicht ankommt. Das bedeutet
insbesondere, dass in der Anordnung (4.5) eine nochmalige Messung von A mit Sicherheit
wieder den Messwert a,, liefert. Der Endzustand ist also gleichzeitig Eigenzustand von A
und B. Offensichtlich sind zwei Observablen vertraglich, wenn sie vertauschen.

Ist a, nicht entartet, dann ist P, |¢) ~ B, P, |¢). Findet man bei der Messung von
A den Wert a,,, dann findet man bei der anschlieffenden Messung der mit A vertriglichen
Observablen B mit Sicherheit den Wert b,,. Ist aber a, entartet, so ist P, ’H mehrdi-
mensional und enthélt mehrere Eigenzustdnde von B mit im Allgemeinen verschiedenen
Eigenwerten. Durch die nachfolgende Messung von B wird zumindest ein Teil der Un-
kenntnis aufgehoben. P, P, 'H ist bereits durch zwei Eigenwerte oder zwei Quantenzah-

len charakterisiert. Die gemeinsamen Eigenrdume P, P, H von A und B kénnen immer

noch mehrdimensional sein, und durch Messung von a, und b,, ist der Systemzustand
immer noch unbestimmt. Dann gibt es eine weitere mit A und B vertriagliche Observa-
ble C', durch deren Messung B, P,,’H in P, P, P, H kollabiert. Das Verfahren wird so
lange fortgesetzt, bis ein vollstandiger Satz von kommutierenden Observablen zu einer
eindeutigen Praparation eines Zustands fithrt:

P

am

Py, P, - - H = |ambncy . . .).

Der Zustand ist dann durch die Spezifikation der Quantenzahlen eines vollstandigen Satzes
vertraglicher Observablen bestimmt.
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4.2 Allgemeine Unbestimmtheitsrelation

Es sei nun einer physikalischen Observablen A im Rahmen des Hilbertraum-Formalismus
der Quantenmechanik ein selbstadjungierter Operator zugeordnet, den wir mit demsel-
ben Symbol A bezeichnen. Was meinen wir nun, wenn wir sagen, eine Observable A sei
scharf? Offensichtlich ist eine Observable umso schérfer, je kleiner das Schwankungsqua-
drat ((AA)?), des zugehorigen Operators ist, wobei AA = A — (A),1 die Abweichung
des Operators von seinem Mittelwert (A), = (|A|)) bezeichnet. Insbesondere kann die
Unschérfe oder Unbestimmtheit nur verschwinden, wenn

0= ((A4)%)y = (AAY|AAY) = Aly) = (A)y|¥) (4.6)

gilt, d.h. wenn |¢) ein Figenvektor (eine Eigenfunktion) des zugeordneten Operators ist.

Nun seien A und B zwei Observable!. Wir werden fiir das Produkt ihrer Schwankungs-
quadrate

((a4)%), - ((AB)"),

eine untere Schranke ableiten. Dazu fithren wir den Hilfsoperator () = AA 4+ icAB mit
reellem o und seinem adjungierten Operator Qf = AA — iaAB ein. Natiirlich muss

1Qv]* = (QvIQY¥) = (¥IQ'QlY) = 0

fiir alle o sein und das Gleichheitszeichen kann nur gelten, wenn Q[¢)) = 0 ist. Nun ist
(Q'Q)y = ((AA)?)y + a*((AB)*)y +ia([AA, AB])y = g(a) 20, Va€R,

wobei der Erwartungswert des Kommutators der beiden symmetrischen Operatoren AA
und AB imaginér ist. Verschwindet ((AB)?),, so ist die Funktion g(a) nur dann fiir alle «
nicht-negativ, wenn ([AA4, ABJ), = ([A, B])y = 0 ist. Falls ((AB)?), nicht verschwindet,
so wird wegen [AA, AB] = [A, B] das Minimum von g(«) fiir

i lABD
" 2{((AB)?),

"'Wir werden im Folgenden eine Observable und den ihr zugeordneten hermiteschen Operator nicht
mehr unterscheiden.
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angenommen, und es muss

) 1 ([A, B]);
g(am) = ((AA)%)y + Zm >0

sein. Nach Multiplikation mit ((AB)?) ergibt sich die allgemeine Unschirferelation

((A4)%), ((AB)?), > (4[4, B)), (4.7)

die auch gilt, wenn B scharf ist.
Angewandt auf den Ort und Impuls eines Teilchens finden wir die bekannten Unglei-
chungen

(A, ((Bpy)), 2 (lstp))? = (438)

Deshalb ist zum Beispiel das Produkt der Unschérfen bei der Messung von x und p, immer
grofer oder gleich /2. Es gibt keinen Zustand, fiir welchen x und p, gleichzeitig scharf
sind. Solche Observable heifsen nichtvertrigliche Observable im strengen Sinn. Falls [A, B]
nicht ein Vielfaches der Identitét ist kann es unter Umstédnden Zusténde geben, fiir die
[A, B]|¢) = 0 ist. In diesen speziellen Zustéanden kénnen dann A und B beide scharf sein,
obwohl sie nicht vertauschen. Ist dies der Fall, dann heifsen A und B unwvertrdgliche Ob-
servable im weniger strengen Sinn. Die Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelationen (4.8)
sind, wie wir frither gesehen haben, eine Konsequenz des Teilchen-Welle-Dualismus in der
Quantenmechanik.

4.3 Reine und gemischte Zustande

Vektoren |¢)) im Hilbertraum H sind nicht allgemein genug, um die physikalisch moglichen
Gesamtheiten zu charakterisieren. Nur wenn ein vollstdndiger Satz von kommutierenden
Observablen gemessen wurde, ist der Zustand vollstandig prapariert. In den meisten Si-
tuationen ist eine vollstdndige Préaparation praktisch unmoglich und unnétig. Fiir ma-
kroskopische Korper mit etwa 10?® Atomen braucht man nicht die exakte Wellenfunktion
zu kennen, um makroskopische Variablen wie Druck, Volumen, freie Energie oder Ma-
gnetisierung zu bestimmen. Aber auch fiir einfachere Systeme kann eine unvollstindige
Praparation gewollt sein. Man denke nur an die Streuung von unpolarisierten Elektronen.
Steht nur ein unvollstédndiger Satz von Angaben {iber ein Quantensystem zur Verfiigung,
so miissen die bisher besprochenen Methoden durch statistische Verfahren ergénzt werden.
Dies wird durch die sogenannte Dichtematriz, auch statistischen Operator oder Gemisch
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genannt, geleistet. Dichtematrizen sind von zentraler Bedeutung in der Quantenstatistik.

Hat man zwei Gesamtheiten |1) und |2), z.B. zwei Strahlen spinpolarisierter Elektro-
nen, so kann man durch Mischen experimentell eine dritte Gesamtheit herstellen: Man
nehme aus der ersten Gesamtheit N; und aus der zweiten Ny Objekte und mische sie zu
der neuen Gesamtheit aus N = N;+ Ny Objekten. Die Haufigkeit fiir eine ja-nein-Messung
irgendeiner Observablen A, z.B. die Frage, ob der Spin in die z-Richtung zeigt, also die
Héaufigkeit, wie oft bei der Messung von A im Gemisch ein Wert im Intervall A liegt, ist
dann
Ny

wa(A) = WwA’l(A) + WwA,g(A) = AMwa1(A) + (1 = Nwa2(4), (4.9)
wobei wa ;(A) = (i|Pali) die Héufigkeiten bei der Messung von A in den Gesamtheiten
i) sind. Da die NV; sehr grofe Zahlen sein sollen, kann A praktisch alle Werte zwischen 0
und 1 annehmen. Gehoren |1) und |2) zu verschiedenen Zusténden, dann hat die Wahr-
scheinlichkeitsfunktion wa(A) nicht mehr die Form (3|Pa|3) mit einem reinen Zustand
13).

Wir schreiben nun die Erwartungswerte von Observablen in reinen Zusténden, (| A|y),
so um, dass das Symbol fiir die Gesamtheit linear auftritt, weil wir dann (4.9) leicht zu-
sammenfassen konnen. Dies ist moglich mit Hilfe der Spur eines Operators®

Sp(4) =) _(nlAln),

n

wobei die |n) ein vollstandiges Orthonormalsystem, eine orthonormierte Basis, bilden.
Bilden die |m) ein anderes derartiges System, so folgt mit Hilfe von 1 = |m)(m|

Sp(A) = {nlAjm)(m|n) = <Z<MIH><HIA\M>> = > (m|Am).

Die Spur ist also unabhéngig vom gewahlten Orthonormalsystem. Sei nun speziell Py, =
|1) (| der Projektor auf den Zustand [¢). Dann ist

(WIPalg) = > (@In)(nlPalty) = > (n|Pale)(ln) = > (n|PaPyln) = Sp (PaPy)

n n n

und damit ist die Wahrscheinlichkeit, bei der Messung von A im Zustand [¢) einen Wert

2Wir wollen im Folgenden immer voraussetzen, dass diese Spuren endlich sind. Dies ist der Fall wenn
A ein Spurklassen-Operator ist, d.h. wenn Sp |A| < oo ist. Das Spektrum dieser Operatoren ist diskret.

A. Wipf, Quantenmechanik I



4. Observable, Zustdnde und Unbestimmtheit 4.3. Reine und gemischte Zustdnde 101

in A C R zu finden, gegeben durch
wA,d,(A) == Sp (PAPd;) (410)
Entsprechend findet man fiir den Mittelwert von A

(Y| Alyp) = Sp (APy). (4.11)

Ein reiner Zustand |¢) kann also immer mit dem orthogonalen Projektor P, identifiziert
werden. Einem reinen Zustand entspricht also ein Strahl im Hilbertraum oder dquivalent
ein eindimensionaler orthogonaler Projektor. Die Wahrscheinlichkeit, bei der Messung von
A im Zustand Py einen Wert in A zu finden, ist Sp (PaP,), und der Erwartungswert von
A im Zustand P, ist Sp (AP,).

Da nach Definition die Spurbildung eine lineare Operation ist, ist die Haufigkeit, bei
der Messung von A im Gemisch einen Wert in A zu finden, gleich

wa(A) = ASp (PaPy,) + (1=A) Sp (PaPy,) = Sp (Pap)- (4.12)
Der Erwartungswert von A im Gemisch ist
(A) = ASp (APy,) + (1-X)Sp (APy,) = Sp (Ap). (4.13)
Der unreine Zustand wird also durch den statistischen Operator
p= APy, + (1=X\)Py,,

auch Dichtematriz genannt, beschrieben. Die Formeln (4.10,4.11) fiir reine Zusténde sind
identisch mit den entsprechenden Formeln (4.12,4.13) fiir Gemische bis auf die Tatsache,
dass p im Allgemeinen kein Projektor ist.

Offensichtlich ist der statistische Operator p hermitesch, da die Projektoren P, her-
mitesch sind und A reell ist. Weiter ist p positiv

(Ylply =0, Vo,

da die Py, positiv sind und A sowie (1 — A) nichtnegative Zahlen sind. Schlussendlich ist
die Spur von p gleich

Spp=ASpPy, + (1=N)Sp Py, =A+(1—-)) =1

Fiir zwei beliebige positive hermitesche Operatoren p; und py mit Spp; = 1 ist der ge-
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mischte Operator p = Ap; + (1 — A)pe wieder positiv und hermitesch. Die Menge {p} der
Dichtematrizen bildet also eine konvere Menge.

Umgekehrt kann ein positiv definiter hermitescher Operator p mit Sp p = 1 nur nicht-
negative diskrete Eigenwerte p, haben und ) p, = 1. Sind |n) die orthonormierten Ei-
genfunktionen von p, dann ist

p = an|n n| an ne (4-14>

Also lasst sich p als Gemisch von reinen Zustdnden mit Gewichten p,, schreiben. Das Sys-
tem befindet sich mit der Wahrscheinlichkeit p, im reinen Zustand |n). |n) ist einer der
denkbaren Zustédnde, in denen sich das System, iiber das wir nur unvollstdandig informiert
sind, befinden kénnte. Wenn sich das System in einem reinen Zustand befinden wiirde,
dann wére der Mittelwert von einer Observablen A gleich (¢|A|y) = Sp (P, A). Die Un-
kenntnis {iber den genauen Zustand des Systems erzwingt eine zuséatzliche statistische
Mittelung

= pa(n|Aln) =) p.Sp (P.A) = SppA. (4.15)

Nun wollen wir noch die Frage beantworten, wann eine Dichtematrix p ein reiner Zustand
ist, d.h. wann sie die groftmogliche Information enthélt. Ein Zustand ist genau dann rein,
wenn nur ein p, = 1 ist und alle anderen p,,, m # n verschwinden. Die reinen Zustédnde
sind die Extremalpunkte der konvexen Menge von Gemischen. Wegen

p2 = anpmpnpm = Zpipn

n,m

und p? < p, fiir p, < 1, gehort eine Dichtematrix genau dann zu einem reinen Zustand,
wenn p? = p ist. Wegen

Spp* =Y _p

ist die Summe auf der rechten Seite genau dann Eins, wenn genau ein p, = 1 ist und die
anderen verschwinden. Deshalb gilt auch

9 1 falls p = p? ein reiner Zustand ist
Spp” =
<1 falls p # p? ein gemischter Zustand ist.
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4.3.1 Spinpolarisierte Elektronen

Wir wollen uns einmal iiberlegen, wie die allgemeinste Dichtematrix p : C* — C? aus-
sieht. Eine Dichtematrix ist hermitesch und hat die Spur Eins. Da jede zweidimensionale
hermitesche Matrix eine reelle Linearkombination der Identitdt und der Pauli-Matrizen

0 1 0 — 1 0
01—<1 0), U2_<z' 0) und O'3—<0 _1> (4.16)
ist, hat sie die Entwicklung

P = (IL+£0') mit 50'2510'14—520'24‘530'3.

N | —

Die Eigenwerte einer zweidimensionalen hermiteschen Matrix mit positiver Spur sind
genau dann positiv, wenn sie eine positive Determinante hat. Also ist p positiv fir
4det(p) = 1 — &> > 0. Die Dichtematrizen haben also die Form

1
p:§(1+rna), mit n*=1 und 0<r <1, (4.17)
Die Zustédnde werden durch die Vektoren rn parametrisiert und kénnen mit den Punkten
der 3-dimensionalen Vollkugel mit Radius 1 identifiziert werden. Sie bilden eine konvexe
Menge.

T3
reiner Zustand

reiner Zustand

Gemisch

D)

Ty

reine und gemischte

Zustande im C?
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Um die Reinheit von p zu testen, berechnen wir

2

pP==(1+r)1+2rno) =10 —1)1+p.

A~ =

Also entsprechen den Punkten auf der Kugeloberfliche mir » = 1 reinen Zusténden. Im
Gegensatz zu den reinen Zustdnden kann ein Gemisch (im Allgemeinen auf viel Arten) in
2 reine Zustande zerlegt werden,

1
p = §(Il—l—rn0') =Ap1 + (1 = A)pg, mit
1
pi = §(It+nia) und rn = An; + (1 — \)ny.

Es liege nun ein Gemisch von nicht-wechselwirkenden Elektronen vor, von dem wir nur
die Mittelwerte der Spinkomponenten kennen,

i it s, = 505
(si), mit s 50
Die s; sind die den Spinkomponenten zugeordneten hermiteschen Operatoren. Wegen
h h
(si)p = Spps; = ZSp oi(l+rno) = o1

lautet dann die entsprechende Dichtematrix
1 1
- -4 E Noi. 4.1
p 9 + 3 ,- (si)0 (4.18)

Es gibt genau einen unreinen Zustand fiir den alle drei Erwartungswerte (s;) verschwin-
den. Ein Zustand ist genau dann rein, wenn gilt

(s1)% + (s2)% + (s3)* = —.

Unschirferelation fiir gemischte Zustande: Die quadrierte Unschérfe einer Obser-
vablen A im Gemisch p ist

((AAY), = Spp(4? — (4)2). mit (A),=SppA

p

Wie fiir reine Zusténde kann man nun die Unschérferelation fiir zwei Observable beweisen,

(AA)*), - ((AB)*), > S ([A, B]),I" (4.19)

e~ =
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Kapitel 5
Zeitentwicklung und Bilder

Zeit ist, was verhindert, dass alles auf einmal passiert!

John A. Wheeler

Durch Messungen eines vollstandigen Satzes vertraglicher Observablen sei ein reiner Zu-
stand [i(to)) zur Zeit to prapariert. Wird das System nicht durch weitere Messungen
oder andere dufere Einfliisse gestort, dann ist seine Zeitentwicklung durch die lineare
Schrodingergleichung bestimmt,

L d
th—[¥) = Hy). (5.1)

Der Zustandsvektor zu spéteren Zeiten hingt offensichtlich linear vom anfénglichen Zu-
standsvektor |1 (o)) ab,

[¥(8)) = Ut to) ¢ (to))- (5.2)

Der Operator U(t,ty) ist von fundamentaler Bedeutung, denn er enthélt die ganze Dyna-
mik des Quantensystems: Wenn man weifs, wie sich der Zustand im Lauf der Zeit dndert,
so versteht man das betrachtete System offenbar vollstandig. Man iiberlédsst das System
zur Anfangszeit to sich selbst, wartet dann (unbeteiligt) bis ¢ und sieht dann nach, was
daraus geworden ist.

Fiir die Wahrscheinlichkeitsinterpretation ist es unumgénglich, dass die Norm eines
Zustandes zeitlich konstant ist,

(W) = (¥(to)[¥(t)), (5.3)
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und wir erwarten, dass der Zeitentwicklungs-Operator U (auch Evolutionsoperator oder
Propagator genannt) unitér sein sollte,

Ut(t,to) = U, to). (5.4)

Warten wir von tq bis t; und dann von t; bis ¢, so ist dies offensichtlich gleichbedeutend
damit, dass wir von ¢y bis ¢t warten,

U(t,t1) Ulty,to) = U(t, to). (5.5)
Wenn wir gar nicht warten, so dndert sich das System nicht,
U(to,to) = 1. (5.6)
Die beiden letzten Bedingungen lassen sich wie folgt zusammenfassen:
Ul(t,to) = U (tg, 1). (5.7)

Im folgenden Abschnitt werden wir den Zusammenhang zwischen dem selbstadjungierten
Hamilton-Operator H und dem unitéren Entwicklungs-Operator U(t,ty) herstellen.

5.1 Dysons Losung der Schrodingergleichung

Setzen wir (5.2) in die zeitabhéngige Schrodingergleichung (5.1) ein, so erhalten wir fol-
gende Gleichung fiir den Zeitentwicklungs-Operator

ih%U(t, to) = HU(t, to). (5.8)

Diese lédsst sich mit der Anfangsbedingung (5.6) formal integrieren
1 t
Ult,tg) =1+ g /dtlH(tl)U(tl,to). (5.9)
to

Diese Volterrasche Integralgleichung zweiter Art l6sen wir mittels Iteration. Setzen wir
fiir U(ty,tp) auf der rechten Seite wiederum (5.9) ein, so folgt

t t t1
1 1
Ult ) =1+ - /dtlﬂ(tl) + /dt1 /dt2 HE)H () Ut ).
to to to
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Dies lasst sich offenbar fortsetzen und fiithrt schliefflich auf die von Neumannsche Reihe

Ult.ty) = 1+ U™M(tt) mit
n=1

n—1

U™ (1 t,) = (i;)" / dt, / dts ... / A HE)H(E) . H(b).  (5.10)

0

Es ergibt sich eine formale Potenzreihe in H. U™ ist die Korrektur n-ter Ordnung in H
zur tiefsten Approximation U©® = 1. Im Ausdruck fiir U™ ist auf die Zeitordnung zu
achten, da zeitabhéngige Hamilton-Operatoren zu verschiedenen Zeitpunkten im Allge-
meinen nicht vertauschen. Der Operator zur frithesten Zeit steht rechts, der zur spétesten
Zeit links.

Zur weiteren Umformung des Zeitentwicklungsoperators fithren wir den Zeitordnungs-
operator ein:

r(ae) = { N o s

Die Zeitordnung des Produktes von mehr als zwei Operatoren wird analog definiert: Der
Operator zur spatesten Zeit steht links, der zur zweitspéatesten Zeit rechts daneben usw.
und der Operator zur frithsten Zeit steht ganz rechts. Wegen

dty ... dt H(t)) - H(t,)

t>t1>.. >ty >t

_ / oty o H(tony) -~ Hltoim)
1>t5(1)>. -t (n)>to
_ / dtor) - . Aty T (H(t1) .. H(t,))

t1>t5(1)>. b (n)>to

fiir jede Permutation o der Indizes 1,...,n erhdlt man nach Summation {iber alle Permu-
tationen die Dyson-Reihe

/ dtrdty . dt,T (H(E)H(b) ... H(by)). (5.12)

to

n 1
Ut 1) = i

Setzt man dieses Ergebnis in (5.10) ein, so resultiert die kompakte Darstellung des Zeit-
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entwicklungsoperators im Schrodinger-Bild:

t

Ut o) = Texp (- % / dt’H(t’)). (5.13)

to

Dieses Resultat fiir U(t, ) ist sehr niitzlich, wenn man die Anderung von Zusténden unter
zeitabhéngigen Storungen untersucht. Fiir konkrete Anwendungen benutzt man allerdings
nicht diese elegante Form, sondern die Dysonreihe (5.10). Fiir konservative Systeme ist H
zeitunabhéngig und

Ult,ty) = e HU)/P — (¢ — ) (5.14)

héngt nur von der Zeitdifferenz t —t, ab. Fiir jeden selbstadjungierten Hamilton-Operator
ist der Evolutionsoperator offensichtlich unitér.

Bei vielen Anwendungen mit zeitunabhéngigem H geht man wie folgt vor um die
explizite Zeitabhéngigkeit zu finden. Man entwickelt den Anfangszustand [¢(0)) nach den
Eigenzusténden |n) des Hamilton-Operators,

[W(0) = ann),  Hin) = Eyln). (5.15)

Dann lautet die Losung der Schrodingergleichung
[p(t) = Z A T (5.16)

Dies bedeutet, dass der Evolutionsoperator folgende Spektraldarstellung hat,

Ut)y=>Y e ™p, P, =n)nl|. (5.17)

Man beweist leicht, dass der Zustand (5.16) die Schrodingergleichung (5.1) erfiillt und fur
t = 0 gleich dem Anfangszustand ist. Ist insbesonders [¢)(0)) ein Eigenzustand von H zur
Energie F, dann ist

(t) = e "F7 (0)). (5.18)

Die Multiplikation eine Vektors mit einer Zahl &ndert den durch den Vektor reprisentier-
ten Zustand nicht. Ist ein konservatives System in einem Eigenzustand der Energie, so
andert sich dieser Zustand unter der Zeitevolution nicht.

A. Wipf, Quantenmechanik I



5. Zeitentwicklung und Bilder 5.2. Die Bilder der Quantenmechanik 109

5.2 Die Bilder der Quantenmechanik

Bisher haben wir ausschlieflich im sogenannten Schrodinger-Bild gearbeitet, in dem die
Zustandsvektoren zeitabhéingig und die den Observablen entsprechenden Operatoren (ge-
nerisch) zeitunabhingig sind. Wir kénnen mit Hilfe einer zeitabhéingigen unitiren Ahn-
lichkeitstransformation die Zeitentwicklung von den Zustandsvektoren auf die Operatoren
iiberwalzen.

5.2.1 Der Ubergang vom Schrédinger- zum Heisenbergbild

Der Erwartungswert einer Observablen beziehungsweise des entsprechenden Operators A
andert sich mit der Zeit gemaf

(A)(t) = (L) Al(1)). (5.19)

Die Zeitabhéngigkeit riihrt von der Evolution des Zustandsvektors. Wir setzen dessen
Zeitentwicklung (5.2) ein und finden

(A)(t) = (U(t, to)v(to)[AJU (t, to)b(to)) = (W (to)|UT (L, to) AU(L, to)[¥(to))-

Definieren wir nun den zeitabhdingigen Operator Ay (t) und den zeitunabhdingigen Zustand
V) geméf

Au(t) = Ut t) AUt to)
) = U'(tto)|e(t) = |(to)), (5.20)

dann schreibt sich der Erwartungswert wie folgt,
(A)(t) = (DulAn(t)[Vn)- (5.21)
Die Umkehrung von (5.20) lautet

A = Ut ty) Ag(t)U'(t, 1)
(@) = Ut to)|vm)- (5.22)

In (5.21) haben wir die Zeitabhéngigkeit von Erwartungswerten auf die Zeitentwicklung
der Operatoren Ay (t) zuriickgefiihrt. Diese neue Art die Zeitentwicklung zu betrachten,
heifst das Heisenberg-Bild. In diesem Bild sind also die Zustandsvektoren zeitunabhén-
gig und die Operatoren zeitabhéangig. In dem betrachteten Schridinger-Bild sind dagegen
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die Zusténde zeitabhéngig und die Operatoren zeitunabhéngig. Man kann entweder ver-
suchen, die Zeitabhéngigkeit der Zustdnde im Schrodinger-Bild oder der Operatoren im
Heisenberg-Bild zu 16sen. Zur anfanglichen Zeit ¢, stimmen die Zustéinde und Operatoren
in beiden Bildern iiberein.

Beim Ubergang vom Schrodinger- zum Heisenberg-Bild ist die Formel

(f(A,B,...)y = f(Au, Bu,...) (5.23)

sehr niitzlich. Wegen UUT = 1 gilt sie offensichtlich fiir alle Monome eines Operators,
(AMy = UTA™U = UTAUUTA - - - AUTUAU' = (UTAU)" = (Ag)",

und ebenso fiir Monome A"B™ ... und damit fiir alle Polynome in A, B, .... Aber sie gilt
auch fiir allgemeine Funktionen der Operatoren A, B, .... Insbesonder fiir Kommutator
zweier Operatoren gilt

[A, Blu = [An, Bul. (5.24)

Ist [A, B] proportional dem Einheitsoperator, dann ist [Ay, By| = [A, B]. Kommutieren
zwei Operatoren im Schrédinger-Bild dann kommutieren sie auch im Heisenberg-Bild und
umgekehrt.

5.2.2 Heisenberg-Gleichung und Ehrenfest-Theorem

Im Heisenberg-Bild sind die Operatoren zeitabhéngig und gehorchen einer Differential-
gleichung erster Ordnung in der Zeit. Diese Bewegungsgleichung fiir Operatoren ersetzt
die Schrédingergleichung fiir Zustandsvektoren im Schrodinger-Bild. Um sie abzuleiten,
benotigen wir die Zeitableitung des zu U inversen oder adjungierten Operators. Sie folgt
aus

%(UT(t,tO)U(t, to)) =0 =U'(t,t0)U(t,to) + U'(t,t0)U(t, t0),

durch Auflésung nach Ut. Es ergibt sich folgende Zeitableitung von Ay

dA(t)

h
A

. A )
= —ihUTUUAU + z'hUTa&—tU + ihUTAU,
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wobei wir eine explizite Zeitabhéngigkeit von A im Schrodinger-Bild erlauben. Zum Bei-
spiel ist A = p - t explizit zeitabhéngig. Mit Hilfe von (5.8) folgt dann

dAx(t
z‘hTZU = —UTHUUTAU +ihUT A, U + UTAUUTHU,

also die Heisenberg-Gleichung fiir Operatoren,

m%i(t) = [Ap(t), Hy ()] + ih(Ay ). (5.25)

Kommutiert ein Operator A (der im Schrodinger-Bild nicht explizit von der Zeit abhénge)
mit dem Hamilton-Operator, [A, H] = 0 = [Ay, Hy|, dann ist die zu A gehdrende Obser-
vable eine Konstante der Bewegung und alle Erwartungswerte von A sind zeitunabhéngig,

%WHMHWH) = %<¢H|[AHaHH]|¢H> =0 fir [4, H]=0. (5.26)

Fiir ein konservatives System vertauscht der zeitunabhingige Hamilton-Operator mit

[ — e—iH(t—to)/n

und deshalb ist Hy = UTHU = H zeitunabhingig. Konservative Systeme haben eine
erhaltene Energie.

Beispiel: Wir betrachten das Potentialproblem
H = p_2 +V(x) (5.27)
2m
mit zeitunabhéngigem Potential. Wir transformieren ins Heisenberg-Bild

1 2
H

wobei wir von (5.23) Gebrauch machten. Um die Notation zu vereinfachen, werden wir
die Zeitabhingigkeit der Operatoren im Heisenberg-Bild nicht mehr explizit schreiben.
Fiir das betrachtete konservative System ist Hy = H zeitunabhéngig. Wegen (5.24) kom-

mutieren xy und V(xy) und es ist [z;g,pju] = ihd;;1. Mit der Derivationsregel folgt
dann
P} PH
[JTH, _H] — R
2m m
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und damit lautet die Heisenbergsche Bewegungsgleichung (5.25) fiir den Ortsoperator

dCBH 1

A PH
dt

E[QUH,HH} T (5.29)

eine aus der klassischen Hamiltonschen Mechanik wohlbekannte Beziehung. Da xy und
py die gleichen Vertauschungsregeln wie & und p erfiillen, ist

[pu,V(zw)| = —ihVV (zy),

und der Impulsoperator im Heisenberg-Bild gehorcht der Bewegungsgleichung

dﬁngﬁ%bmﬂhy:_vvwm, (5.30)

Wir kénnen den Ausdruck —VV (xy) auf der rechten Seite als den auf das Teilchen wir-
kenden Kraftoperator interpretieren. In (5.29) und (5.30) erkennen wir die klassischen
Bewegungsgleichungen fiir die kanonisch konjugierten Variablen Ort und Impuls.

Da im Heisenberg-Bild die Zustédnde zeitunabhéngig sind, erfiillen die mittlere Position
und der mittlere Impuls eines Teilchens die Bewegungsgleichungen

d 1

E(mH): (pg) und i(pH):—(VV(mH», (EHRENFEST) (5.31)

dt

m
wobei (Ag) = (V| Ay |ty) den Erwartungswert von Ay in irgendeinem Zustand bezeich-
net. Die Gleichungen (5.31) bedeuten, dass die Mittelwerte im Wesentlichen die klassi-
schen Hamiltonschen Bewegungsgleichungen erfiillen. Diese Eigenschaft der Mittelwer-
te wurde von EHRENFEST abgeleitet und heisst entsprechend Ehrenfest-Theorem. Ware

(VV(zg)) = VV({(zy)), dann wiirden die Erwartungswerte genau die klassischen Hamil-
tonschen Bewegungsgleichung erfiillen. Aber die Differenz

<VV($H)> - VV(<"BH>) (5.32)

verschwindet nur fiir sehr einfache Systeme, wie zum Beispiel den harmonischen Oszillator.

5.2.3 Das Wechselwirkungsbild und die Streumatrix
Wir zerlegen den Hamilton-Operator im Schrodinger-Bild geméf

H=Hy+YV, (5.33)
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wobei in vielen Anwendungen Hy der Hamilton-Operator des ungestérten Systems und V'
eine kleine Storung ist. Oft ist auch H der vollstindige Hamilton-Operator eines Systems
und Hj ein einfaches (moglicherweise unrealistisches) Modell nahe H. Die Dynamik des
zeitunabhéngigen Modell-Hamilton-Operators Hj sei losbar. Im Gegensatz zu Hy kann V'
von der Zeit abhéngen.

Da V klein sein soll, kommt der grofste Anteil der Zeitentwicklung, die im Schrodinger-
Bild durch die Schrédingergleichung

L) = (Ho+ V)I(0) (5.34)

bestimmt ist, von Hy. Wir wollen die entsprechende Zeitabhéngigkeit in den Zustédnden
abspalten

[w (1)) = e TN t)) = Ut — to) (1)) (5.35)

Damit die Erwartungswerte dieselben bleiben, miissen die Operatoren entsprechend trans-
formiert werden

Aw (t) = Ul (t — to) AU (t — to). (5.36)

Insbesondere ist Hoy (t) = Hy zeitunabhéngig. Fiir ¢t =t stimmen die Zustandsvektoren
und Operatoren im Schrédinger- und Wechselwirkungsbild iiberein. Ahnlich wie oben
zeigt man leicht, dass

P2 — 1y, Aw] + (A dw
ih 5 ) = Vielo) (5.37)

ist. Dies sind die beiden Diracschen Gleichungen.

Die zweite Diracgleichung kann &dhnlich wie die Schrédingergleichung iterativ geldst
werden. Die Losung ist wieder durch die zeitgeordnete Exponentialfunktion gegeben,

[Yw (b)) = S(t,to)\wW_(to)% mit
S(t,to) = Texp (—%/ dt’vw(t/)). (5.38)

to
Wie im Schrédinger-Bild ist die rechte Seite durch die Reihenentwicklung definiert. In der
entsprechenden Dyson-Reihe sind in jedem Term die Produkte von Viy (t) chronologisch
anzuordnen. Die Formel (5.37) ist der Ausgangspunkt fiir die zeitabhéngige Storungstheo-
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rie. Fermis goldene Regel, die Berechnung von Ubergangswahrscheinlichkeiten und viele
andere physikalisch wichtige Formeln und Grofen konnen (meist storungstheoretisch) aus
ihr abgeleitet werden.

Der unitédre Operator

S = lim S(t,ty) = Texp (—%/ dt’ VW(t')) : (5.39)
top——o0 o

ist die sogenannte Streumatriz. Ohne Wechselwirkung ist S=1 und es findet keine Streu-
ung statt. Sind

W)ein) = |¢W(_OO)> und |'l/)aus> = W)W(OO))

die kréftefreien Losungen, die zu sehr frithen und sehr spéiten Zeiten gegen |¢y (d00))
konvergieren (die einlaufenden und auslaufenden freien Losungen), dann vermittelt die
Streumatrix zwischen diesen asymptotischen Zusténden:

|¢aus> = S|¢ein>- (540)

5.3 Zeitentwicklung von Gemischen

Es sei p ein statistischer Operator (Gemisch, Dichtematrix) im Schrédinger-Bild

P = anpn = an|n> <n| (541>

mit zeitunabhéngigen Wahrscheinlichkeiten p,,. Die normierten Eigenfunktionen |n) des
statistischen Operators &ndern sich ohne dufiere Einfliisse geméf der Schrodingergleichung
und als Folge ergibt sich die Zeitentwicklung

p(t) =Y paln,t)(t,n| = U(t, to) p(to) U (¢, to)- (5.42)

Dies ist die Losung der Liouville-von Neumann-Gleichung im Schrédinger-Bild,

ihp(t) = [H. (1) (5.43)

Fiir zeitunabhéngige Wahrscheinlichkeiten p,, ist der statistische Operator im Heisenberg-
Bild zeitunabhéngig. Im Wechselwirkungsbild hat er die Form

pw = U§(t — to) p(t) Un(t — o). (5.44)
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und erfiillt die Differentialgleichung

o = UY(H — Ho)o(t)Uy — Ulo(t)(H — Ho)U
= (vlvuo) (vletto) - (Ulpus) (vlvu).

Auf der rechten Seite stehen die Wechselwirkung und Dichtematrix im Wechselwirkungs-
bild und deshalb finden wir die Liouville-von Neumann—Gleichung
d
m% = [Viv. pw, (5.45)
t
in Einklang mit der Zeitentwicklung (5.35) der Zustédnde in diesem Bild. Erwartungswerte
sind natiirlich unabhéngig vom gewéhlten Bild, (A),=Sp pA=Sp pw Aw.

A. Wipf, Quantenmechanik I



Kapitel 6
Eindimensionale Systeme

Es ist schon zu wissen, dass der Computer das Problem wversteht. Aber ich
wiirde es auch gerne verstehen.

E. Wigner; Nobelpreis 1963

In diesem Kapitel untersuchen wir die Losungen der stationdren Schrédingergleichung fiir
eindimensionale Systeme mit Potentialkrédften. Sie sind auch deshalb interessant, weil sie
nichtklassische Effekte wie zum Beispiel den Tunneleffekt beschreiben. Aufserdem sind
viele physikalische Systeme aufgrund ihrer Symmetrie praktisch eindimensional, obwohl
wir in einer dreidimensionalen Welt leben.

6.1 Potentialprobleme

Fiir viele Systeme lésst sich die zeitunabhéngige Schrodingergleichung durch Separations-
ansitze auf 1-dimensionale Differentialgleichungen reduzieren. Ein prominentes Beispiel
ist das Wasserstoffatom. Im Allgemeinen wird der Konfigurationsraum des reduzierten
Systems aber nur eine Teilmenge der reellen Achse sein. Wir wollen deshalb annehmen,
dass die Wellenfunktionen in der Ortsdarstellung Elemente des Hilbertraums Lo (pdg, I)
sind. Dieser besteht aus den im Intervall I C R beziiglich des Mafes p(q)dg mit p > 0
quadratintegrierbaren Funktionen und tragt das Skalarprodukt

(Bl = / 3(@)v(@)p(@)ds. (6.1)
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Das Potential sei zeitunabhéngig, V' = V(¢). In diesem Abschnitt wollen wir nun die
wichtigsten Eigenschaften der eindimensionalen zeitunabhéngigen Schrodingergleichung

Hip = —%(A@b’)/ + Vi = Ey (6.2)

mit reellen und positiven Funktionen p(z) und A(z) diskutieren. Der Hamiltonoperator
H in (6.2) ist hermitesch, falls

(0010) ~ (16,0) = [ (0110~ Hov) dy = (640! + FA0)[[7 =0

gilt, wobei der Strich die g-Ableitung bezeichnet. Hier sind L; < L, die Grenzen des
Quantisierungsintervalls 7. Wir sehen, dass der Hamiltonoperator hermitesch ist, wenn

e die Funktionen an den Enden des Intervalls verschwinden. Dies sind die sogenann-
ten Dirichlet- Randbedingungen. Sie konnen durch unendlich hohe Potentialbarrieren
,realisiert’ werden.

e die ersten Ableitungen der Funktionen an den Enden des Intervalls verschwinden.
Dies sind die Neumann-Randbedingungen.

6.2 Knotensatz

Die eindimensionale stationére Schrodingergleichung (6.2) ist reell und deshalb kénnen die
Eigenfunktionen von H in (6.2) reell gewahlt werden, da Realteil und Imaginérteil jeder
Losung ebenfalls Losungen sind. Wir wollen ein stetiges Potential voraussetzen. Dann
sind die Losungen differenzierbar. Wir definieren nun die Wronski- Determinante fiir zwei
Losungen der zeitunabhéngigen Schrédingergleichung gemafs

W(g,v) = Ay — ¢'v),  Alz) > 0. (6.3)
Es seien ¢ und 7 Eigenfunktionen mit Eigenwerten F, und E,. Nun ist offensichtlich

(62

W' = g(AY) — (A 2 por(By — Ey). (6.4)

Sei weiter By < Eyund ¢' und ¢? zwei benachbarte Nullstellen der Losung 1, die zwischen
den beiden Nullstellen positiv sei. Nun integrieren wir (6.4) vom Knoten ¢' bis zum Knoten
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¢* mit dem Resultat
2 2
WS = Aow! |3y = (B, - £0) [ pov da (6.5)

Fiir eine im betrachteten Intervall positive Losung ¢ ist (Es— Ey, )¢ positiv, 1/(¢?) negativ
und 9’(q') positiv, wie in der Abbildung 6.1 angedeutet. Wir haben hier angenommen,
dass die Steigung einer Losung bei den Knoten nicht verschwindet. Diese Annahme ist
gerechtfertigt, wie wir weiter unten sehen werden.

Nehmen wir nun einmal an, die zweite Losung ¢ mit der groferen Energie sei im
Intervall [¢!, ¢?] ebenfalls positiv. Dann wire die rechte Seite in (6.5) positiv und die linke
Seite negativ, was offensichtlich unméglich ist. Ist ¢ in dem Intervall dagegen negativ,
so findet man wieder einen Widerspruch. Deshalb muss ¢ positive und negative Werte
annehmen und hat damit zwischen ¢* und ¢? eine Nullstelle, einen Knoten.

Knoten ~<

Abbildung 6.1: Verschwindet eine Lésung 1) der zeitunabhédngigen Schrédingergleichung
an den Orten ¢' und ¢?, dann muss jede andere Losung ¢ mit gréferer Energie zwischen
diesen Orten das Vorzeichen wechseln, d.h. eine Knoten haben.

Nun wollen wir noch einsehen, dass der Grundzustand keinen Knoten und der n-te an-
geregte Zustand genau n Knoten hat. Es sei ¢ nun eine Losung der Differentialgleichung
Hyp = Eyg. Wir leiten diese Gleichung partiell nach der Energie ab und erhalten

: Mg
Ho = E t = —. .
6=vu+ B mit ¢= (6.6)
Nun finden wir fiir die Ortsableitung der Wronski-Determinante von ¢z und ¢
[AWed' — )] = —pi. (6.7)

Wir untersuchen das Dirichlet-Problem, bei dem die Funktionen insbesondere am linken
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Intervallende bei L; verschwinden miissen. Dazu 16sen wir das Anfangswertproblem
Hyp = EvYp mit ¢p(L) =0, ¢i(L)=C#0, (6.8)

wobei es wegen der Linearitét der Schrodingergleichung nicht auf den Wert der Konstanten
C ankommt. Fiir ein generisches ' € R wird die Losung ¥ am rechten Intervallende bei
L allerdings nicht verschwinden. g erfiillt zwar das Anfangswertproblem (6.8), ist aber
keine Losung des vorliegenden Randwertproblems

Hip = EYp mit ¢p(Li) =Yp(Lly) = 0. (6.9)

Die zeitunabhéngige Schrodingergleichung ist aber ein Randwertproblem und neben der
Differentialgleichung miissen auch die Randbedingungen erfiillt sein. Nur fiir spezielle Wer-
te fiir £ wird eine Losung des Anfangswertproblems auch eine Losung des Randwertpro-
blems sein. Diese Werte sind die messbaren Energien des Systems mit Hamilton-Operator
H und Dirichlet-Randbedingungen.

Nun integrieren wir die Gleichung (6.7) von L; bis zu dem Ort ¢*(E) > Ly, wo g
erstmalig verschwindet. Da ¢ (L;) fir alle E verschwindet, ist ¢(L;) = 0 und damit gilt
fiir jede Losung des Anfangswertproblems

*(E)

(Adpd) ((E)) = / % > 0. (6.10)

Ly

Fiir eine im Integrationsgebiet positive Wellenfunktion 1z ist ¢ (¢?) negativ und damit
#(q?) negativ. Ist ¢p dagegen negativ, dann muss ¢(q?) positiv sein. Da ¢ die Ableitung
von Y g nach der Energie ist, und daher

YE1sE (q2(E)) = Ygp (QQ(E)) +¢ (QQ(E)) 0E+ 0O ((5E)2)
= ¢ (*(E)) 6E+ O((0E)?)

gilt, wandert also in beiden Fillen mit zunehmender Energie die Nullstelle ¢*(E) nach
links, siehe Abbildung 6.2.

Nehmen wir nun einmal an, der Grundzustand verschwinde nicht nur an den Interval-
lenden L; < Ls, sondern habe aufserdem einen Knoten im Intervall. Nun verringern wir
die Energie in der Schrodingergleichung relativ zur vermeintlichen Grundzustandsenergie.
Dann wandert der Knoten nach rechts. Bei stetiger Verringerung von £ wird der Knoten
irgendwann bei L, ankommen. Dann haben wir eine Lésung der Schrédingergleichung mit
kleinerem F/, die bei Ly verschwindet, also eine Eigenfunktion mit kleinerer Energie. Da-
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L ¢(E) L PN

¢*(E+0E) \

Abbildung 6.2: Mit zunehmender Energie wandert die Nullstelle ¢*(E) nach links.

mit war der Ausgangszustand offensichtlich nicht der Grundzustand. Der Grundzustand
hat also keinen Knoten. Ahnlich zeigt man nun, dass der erste angeregte Zustand genau
einen Knoten hat usw. Wegen (6.10) kénnen fiir eine Losung der eindimensionalen Schro-
dingergleichung v und v’ nicht gleichzeitig verschwinden. Losungen miissen die g-Achse
immer schneiden, sie konnen sie nicht nur beriihren.

6.3 Barrieren

In den verbleibenden Abschnitten dieses Kapitels wollen wir weitere wichtige Eigenschaf-
ten von Losungen der eindimensionalen Schrédingergleichung

h? 7

untersuchen. Der Raum der Wellenfunktionen sei der Raum Ly(R) der quadratintegrier-
baren komplexen Funktionen mit Skalarprodukt

(6,4) = /R By (x)dz. (6.12)

Deshalb bezeichnen wir die kartesische Koordinate im Folgenden mit x. Es sei nun V()
eine Potentialstufe

V(z) = 0 falls z < 0, (6.13)
V>0 fallsz>0.

In der klassischen Mechanik gibt es zwei qualitativ verschiedene Situationen:
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e Fir £ > V kann sich ein Teilchen iiberall aufhalten. Wegen der Energieerhaltung
ist seine Geschwindigkeit auf der rechten Seite der Stufe kleiner als auf der linken
Seite.

e iir F < V kann sich das Teilchen nur links der Stufe authalten. Die Stufe wird zur
uniberwindbaren Barriere.

In der Quantenmechanik ist die letzte Aussage falsch. Um dies einzusehen, l6sen wir
die Schrédingergleichung (6.11) fiir das Stufenpotential (6.13). Sie ist eine gewohnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung und hat zwei linear unabhéngige Losungen. Fiir
ein konstantes Potential V' lautet die allgemeine Losung

Vg = a4 Bem /M mit g = \/2m(E - V) (6.14)
und zwei beliebigen Koeffizienten a und . Fiir E > V oder reelles ¢ ist ¢p die Uberla-

V()

durchgehende Welle
I \a U U VU o UV D U e N

reflektierte Welle V

einlaufende Welle

x

Abbildung 6.3: Reflektions und Transmission an der Potentialbarriere.

gerung von zwei ebenen Wellen und fiir £ < V' oder imaginéres ¢ von einer exponentiell
fallenden und einer exponentiell wachsenden Funktion.

Teilchen mit Energien grofier V:

Erinnert man sich an die Zeitabhingigkeit der zeitabhédngigen Losung,

6ipx/ﬁ N 6—1'(Et—px)/ﬁ’ (615)

so sieht man, dass die Losungen ~ e*/" zu nach rechts laufenden Teilchen gehéren, und
Losungen e~#*/" zu nach links laufenden Teilchen. Deshalb beschreibt

aer/h 4 Ge=iva/h ) — (9mE)Y2 fir x <0,

. 6.16
vem/h, q= (2m(F — V))1/2 flir x > 0, ( )

vele) = {
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eine nur von links einlaufende Welle. Der Term proportional a gehort zur einlaufenden
ebenen Welle, der Term proportional 3 zur nach links reflektierten ebenen Welle und der
Term proportional v zur nach rechts transmittierten ebenen Welle. Diese Interpretation
ergibt sich auch aus den Vorzeichen der entsprechenden Beitrége zur Wahrscheinlichkeit-
stromdichte

L(la? —|6]?) fallsz <0
L |y|? falls > 0.

h
j =g (v =) = { (6.17)

Fiir ein endliches Potential V' ist jede Losung von (6.11) stetig differenzierbar. Andernfalls
wére ¢ an einigen Stellen unendlich, im Gegensatz zu (E — V)i g, und kénnte niemals
Losung der Schrodingergleichung (6.11) sein. Die Losung (6.16) ist aber nur dann stetig
differenzierbar an der Schwelle bei x = 0, wenn die Koeffizienten «, 5 und v wie folgt
verbunden sind,

p—q 2p
f=——a und yv=——aqa. 6.18
p+q p+q ( )

Benutzt man die Identitéten (6.18), so findet man
jlz < 0) = j(z > 0). (6.19)

Der Nettofluss von links ist also gleich dem transmittierten Fluss. Die Wahrscheinlich-
keitsstromdichte ist quellenfrei, im Einklang mit dem Schrédingerschen Erhaltungssatz
fiir Eigenfunktionen von H. Die Reflektion ist ein aus der Wellenoptik bekanntes Phéno-
men. Fiir klassische Teilchen gibt es aber fiir £ > V keinen vergleichbaren Effekt.

Es ist instruktiv, die Reflexion und Transmission eines Wellenpaketes anzuschauen.
Fiir negative x sei also

_ [ dp
—O/%f(p)

und fiir positive x

<€ipx/ﬁ+ i;ge—im/ﬁ) TBYR — )i (t, 1) 4 Yo (8, ), (6.20)

[e.e]

- dp 2p i(qz—FEt)/h __
¢(t7'r) - \/ﬁf(p)p 4 q € - 7ptrans(tu Jf) (621>

Dies ist die allgemeinste Losung der zeitabhéngigen Schrodingergleichung fiir ein von
links einlaufendes Wellenpaket. Die reelle Funktion f habe bei p = py ein ausgepragtes
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Maximum. Fiir festes t oszilliert die Funktion im Exponenten des Integranden
f(p) ei(pw—Et)/h

von en in der Nahe von pg so schnell, dass destruktive Interferenz stattfindet. Falls aber
x ein Punkt ist, wo die Phase einigermafsen konstant ist fiir p in der Néahe von pg, dann
werden wir einen wesentlichen Beitrag zum Integral erhalten. Also lautet die Bedingung
fiir konstruktive Interferenz

d Po Po
d—p(px — Et)]po =2 — Et =0 bzw. z= Et. (6.22)

Fiir positive Zeiten kann diese Bedingung nicht mehr erfiillt werden, da x negativ und py
positiv ist, und die einlaufende Welle verschwindet rasch. Die reflektierte Welle

o0

d —q
Uret(t, 1) = P p(p)=Leitortrny/n (6.23)

b
J V21h p+q

ist dagegen bei © = —pot/m konzentriert. Wegen 2 < 0 muss ¢ positiv sein. Ahnlich ist
die transmittierte Welle

oo

dp 2D i(ga—Et
rans t, xr) = e"a* )k 6.24

bei & = qot/m konzentriert, solange = > 0 und ¢ > 0 sind. Fiir ¢ < 0 sind die reflektierte
und transmittierte Welle beliebig klein.

Wir gewinnen also folgendes Bild: zur Zeit t = 0 trifft das Wellenpaket mit konstan-
ter Geschwindigkeit py/m von links auf die Potentialbarriere, wo es in ein reflektiertes
und ein transmittiertes Paket aufspaltet. Das reflektierte Paket bewegt sich mit derselben
Geschwindigkeit wie das einlaufende Paket nach links von der Barriere weg. Das trans-
mittierte Paket bewegt sich mit der kleineren Geschwindigkeit go/m nach rechts von der
Barriere weg. Wir betonen noch einmal: nicht das Teilchen zerbricht in zwei Teile, nur die
Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir den Aufenthaltsort des Teilchens spaltet sich auf.

Teilchen mit Energien kleiner V:

In diesem unklassischen Fall ist die Losung die analytische Fortsetzung von (6.16) zu
imagindrem ¢ = ihk, wobei fir hk = /2m(V — E) die positive Wurzel gewéhlt werden
muss, damit die Losung auf der rechten Seite exponentiell abfillt und nicht exponenti-
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ell anwiichst. In diesem Fall ist |a|?> = |3]? und die einfallende Welle wird vollstéindig
reflektiert; es gibt keine Transmission. Schreiben wir

B p—ihk _ 2i(E)

B _ _ 2
«  p+ihk ’ (02
so finden wir
hk = pcot d. (6.26)
Die zeitabhéngige Losung hat also die Form
a(e iBtmpo)/h _ o=ilBtapn)/h=2i0)  falls 1 < O
b o) = ' 6.27
Ve(t, ) { 2ap/(p + mk)e—zEt/ﬁ—kx falls z > 0 ( )

Verglichen mit der einfallenden Welle ist die reflektierte Welle bei © = 0 mit einem Faktor
—e?® phasenverschoben. Fiir p — 0 ist f = —« und damit § = 0. Fiir £ > V hat
die reflektierte Welle keine Phasenverschiebung bei x = 0, stattdessen findet man eine
Anderung des Betrages.

Wir schen, dass die Losung (6.27) in die rechte Seite eindringt, obwohl E < V ist.
Bedeutet dies eine Verletzung der Energieerhaltung? Die Antwort ist nein. Das Teilchen
dringt etwa bis zu einer Tiefe 1/k in die rechte Seite ein. Um es da zu messen, miissen
wir eine Ortsmessung mit einer Genauigkeit von mindestens Az < 1/k vornehmen. Dann
wird der Teilchenimpuls mit einer Unschérfe Ap > hk und die Energie mit einer Unschérfe
AFE ~ h*k*/2m =V — E behaftet sein. Nach der Messung ist die Energie, die £ plus die
zusatzliche kinetische Energie von der Lokalisierung des Teilchens ist, gerade mindestens
so unsicher, dass wir nicht mehr sicher sind, ob die Energie des Teilchens kleiner als V' ist.

6.4 Tunneleffekt

Die Tatsache, dass Teilchen in klassisch verbotene Gebiete eindringen konnen, fithrt zum
wichtigen Tunneleffekt. Wir betrachten ein Potential der Héhe V' > 0 zwischen z = 0 und
x = a. Eine Eigenfunktion von H mit Energie £ < V, die zu einer von links einfallenden
Welle gehort, hat die Form

aePr/h 4 ge=irr/h fijy 1 < ()
Yp(r) = ¢ ve " + geke fir 0<z<a (6.28)
aS(E)eP@=a/h iy x> a,
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wobei gilt

p=V2mE wund hk=+/2m(V - E). (6.29)

Verlangen wir Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Wellenfunktion, so finden wir, dass

V(x)
v
~ ]
einlaufende +
reflektierte Welle transmittierte Welle
T~ " " X

a

Abbildung 6.4: Ein Teilchen kann eine Barriere durchtunneln.

aS(E) ungleich Null ist. Dies muss so sein: Wire aS(E) = 0, so wiirde die Wellenfunk-
tion rechts von der Barriere verschwinden, und wegen der Eindeutigkeit der Losung ware
Y = 0. Dies bedeutet, dass obwohl klassische Teilchen mit £ < V die Barriere nicht iiber-
winden konnen, es eine nichtverschwindende Amplitude dafiir gibt, dass quantenmechani-
sche Teilchen die Barriere durchtunneln. Die Funktion S(F) heift Tunnel-Matrixelement
oder Transmissionsamplitude. Es ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dass ein von
links einlaufendes Teilchen mit Energie E die Barriere durchtunnelt. Die explizite Rech-
nung fithrt auf

2ihkp

E) = .
S(E) 2ihkp cosh(ka) + (p? — h?k?) sinh(ka)

(6.30)

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein von links einlaufendes Teilchen die Barriere durch-
tunnelt, ist

T(E) = |S(B)]? = (1 + mSinhz(lm))_ . (6.31)

Fiir grofse ka vereinfacht sich dieses Resultat zu

16E(V — FE o VB
T(E)N 6 (“;2 )6—211 2m(V—E)/ﬁ. (632)

Die Wahrscheinlichkeit nimmt exponentiell mit der Barrierenbreite a und der Wurzel der
effektiven Barrierenhshe V' — E ab. Wegen log(16E(V — E)/V?) < 2a+/2m(V — E)/h
kann der Vorfaktor in einer Uberschlagsrechnung erst einmal weggelassen werden.
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Wir betrachten das Potentialmodell

falls x < 0,

falls 0 < z < a,
falls a < x < a+d,
falls x > a + d,

Vix) =

siche Abbildung 6.5. Zur Anfangszeit ¢ = 0 sei nun ein Teilchen mit Energie“ F < V

MY
\/\/\/\/\/\/\/ x

a a+d

Abbildung 6.5: Ein Potentialmodell fiir den a-Zerfall.

im Topf 0 < x < a. Dieses kann durch die Mauer zwischen a und a + d der Hohe V

durchtunneln und die Wellenfunktion im Topf wird langsam abnehmen. Das Verhéltnis
der Amplitudenquadrate bei x = ¢ und = = a + d wird fiir groke a+/2m(V — E)/h etwa

T(E) ~ 6—2d\/2m(V—E)/h (633)

sein. Klassisch wiirden wir sagen, dass jedesmal, wenn ein Teilchen gegen die Schwelle
anrennt, es mit der Wahrscheinlichkeit T durchkommt und mit der Wahrscheinlichkeit
1 — T reflektiert wird. Wie oft rennt das Teilchen gegen den Wall an? Im halbklassischen
Bild kénnen wir dies leicht beantworten: Die kinetische Energie im tiefsten Topfzustand
ist Fig, = h?/8ma?, also ist die Geschwindigkeit v = h/2ma. Der Graben der Breite a
wird also pro Zeiteinheit 2ma?/h-mal durchquert. Das Reziproke davon gibt an, wie oft
in der Sekunde das Teilchen anrennt

h

2ma?’

(6.34)

vy ~
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Sitzen nun N Teilchen in Potentialtopfen der diskutierten Art, entkommt davon innerhalb
des néchsten Zeitintervalls dt eine Anzahl

dN = -, T(E)Ndt = _Wha? e~ 2/ 2m(V=E)/h N\t (6.35)
Ein atomarer Potentialtopf hat Abmessungen von einigen Angstréom und typische Wall-
héhen von einigen V. Fiir Elektronen (m = 0.9 - 10~ kg) wird fiir 1Angstrom und 1eV
der Exponent in (6.35) gleich —1 und der Faktor vy etwa 10'%s~!. Protonen und schwerere
Teilchen haben sehr viel kleinere vy und erst recht kleinere T'. Fiir solche Teilchen sind
nur wesentlich diinnere Wénde durchléssig.

Die Moglichkeit zu tunneln ist inhdrent in die Schrodingergleichung eingebaut. Haben
wir eine nichtverschwindende Amplitude in einem Gebiet, so setzt sich die Amplitude we-
gen der Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingung in das andere Gebiet fort. Mittels
des Tunneleffekts kann man im nuklearen Bereich den a-Zerfall oder das relativ einfache
Eindringen von geladenen Teilchen in Kerne verstehen; auch beim Herausreiften von Elek-
tronen aus Molekiilen oder Metalloberflichen durch elektrische Felder, beim Ladungsfluss
zwischen zwei durch einen Isolator getrennte Metalle u.v.a. spielt der Tunneleffekt eine
wichtige Rolle (Feldemission, Tunneldioden, ...).

6.5 Resonanzen

Die gebundenen Eigenzustéinde im Potentialtopf

0 falls © < —a
V()= =V falls —a<z<a (6.36)
0 falls x > a,

haben negative Energien zwischen 0 und —V und sind entweder gerade oder ungerade

Funktionen, wie wir spéter sehen werden. Die geraden Eigenfunktionen haben die Form
acos ¥ im Wall

P(z) =< ve ™k fallsz >a (6.37)

yeke falls r < —a
und die ungeraden Eigenfunktionen

o sin % im Wall

P(x) =< yek*  fallsx >a (6.38)

—vekr  falls < —a,
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Abbildung 6.6: Gebundene Zustiande und Resonanzen im Potentialtopf.

wobei
g=+2m(E+V) und hk=+v-2mE
gesetzt wurden. Stetigkeit und Differenzierbarkeit implizieren

qtan% — Bk bzw. gcot % — ik, (6.39)
je nachdem, ob die Eigenfunktionen gerade oder ungerade sind. Fiir sehr kleine V' gibt es
nur einen gebundenen Zustand, den geraden Grundzustand. Erhéht man V', dann taucht
ein zweiter gebundener Zustand auf, der ungerade ist. Erhoht man V weiter, so findet
man eine zunehmende Zahl gebundener Zustinde, abwechselnd gerade und ungerade.

Nach der endlichen Anzahl gebundener Zustdnde wollen wir uns nun mit den unge-
bundenen Zustéinden mit positiven Energien beschéftigen. Die Zusténde positiver Energie
sollen wieder von links einlaufende Teilchen beschreiben, die teilweise reflektiert, teilweise
transmittiert werden. Derartige Streulésungen haben die Form

aeP*h 4 Be=r/h falls < —a
VYp(r) = ve9®/h 4 geiar/h falls —a < x < a (6.40)
aS(E)e?@=a/h falls x > a

wobei ¢ = v/2m(E + V) und S(F) die Transmissionsamplitude ist. Stetigkeit und Diffe-
renzierbarkeit implizieren

p L4 P\ _iopasn . 2aq

rFo_ (Y _F i2pa, E =71

- ACEY e S(E)sin "

Yo E(BH) e—ialrra/ng( ) (6.41)
o 2 \ g

) 1/p ,

Z = Z([E_1)eelen/hg(p

a 2 (q )6 S
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mit Transmissionsamplitude

B 2ag 1 (p q\ . 2aq !
S(E) = (cos =~ 3 (q—l—p) sin — ) . (6.42)

Die Transmissionswahrscheinlichkeit ist dann

V2 !
_ 2 2
T(E) = |S(E)]? = (1 tEvT R (2aq/h)) . (6.43)
Fir
h2m?
sin(2aq/h) = 0 <= E, = n? V >0, n=12... (6.44)

8ma?

wird das Potential vollstdndig transparent. Gleichzeitig verschwindet  und es gibt kei-
ne Reflektion, wie durch die Stromerhaltung verlangt wird. Die Maxima von 7' heifen
Resonanzen, siche Abb. 6.7. Die eben diskutierte Resonanzerscheinung tritt in der mikro-

Resonanzen

/ Ey Es
Abbildung 6.7: Resonanzen bei der Streuung am Potentialtopf.

skopischen Physik haufig auf. Streuresonanzen zeigen sich auch bei anderen Formen des
Potentials, falls dieses in einem bestimmten Raumbereich stark anziehend wird.

6.5.1 Analytische Eigenschaften von S(E)

S(E) in (6.42) hat Pole, wenn

cos —= = % (g + %) sin - (6.45)
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gilt. Diese Gleichung hat nur Losungen fiir imaginére p. Ist der Imaginérteil von p positiv,
so fallen die transmittierte und reflektierte ,Welle exponentiell ab. Weiterhin muss wegen
(6.41) der Koeffizient v verschwinden (sonst wiirden v und ¢ beide unendlich sein). Also
gibt es keine exponentiell anwachsende ,einlaufende Welle“. Natiirlich propagieren die
exponentiell abfallenden transmittierten und reflektierten Anteile der Losungen nicht und
die Bedingung S = oo ist genau die Bedingung dafiir, dass die Losungen gebundene
Zusténde beschreiben. Davon wollen wir uns nun auch formelmaéfig tiberzeugen. Wegen
tan 2z = 2(cot x — tanz)~! ist die Polbedingung dquivalent zu

aq aqg _1ip 4q
t tan — _- - = 4
cot an P (6.46)
und hat die Losungen
q cot 49 _ ip bzw. gtan a9 _ —ip. (6.47)

Vergleichen wir mit unserem fritheren Resultat (6.39) fiir die gebundenen Zustdnde im
Topf, so sehen wir, dass dies gerade die Bedingungen fiir die mdoglichen Energien der
gebundenen Zusténde sind (setze p = ihik). Deshalb sind die Polstellen der Transmissions-
oder Streuamplitude S(F) die Energien der gebundenen Zustédnde.

6.6 Zerfallsbreiten

Wir untersuchen nun die Streuamplitude in der Néhe einer Resonanz mit Energie Fy > 0.
Nach (6.44) ist tan(2aq/h) = 0 und in erster Ordnung in £ — Ey gilt

P a4\ 2% _ (P, q) 1d(2aq)
<q+p)tan h _<<q+p) h dE

Damit hat S(F) in der Ndhe der Resonanzenergie die Form

EO(E — Fy) = %(

E—E,).  (6.48)

1 1 iT/2

E) ~ - ~ .
S(B) cos(2aq/h)1 —23(E — Ey) E — Ey+1iI'/2

(6.49)

Die Transmissionsamplitude hat einen Pol bei £ = Ey—il'/2. Der Realteil der Polstelle ist
gleich der Resonanzenergie. Die Amplitude ist eine Funktion von vE. Mit E = |E|e*™
ist VE = \/E €™ keine einfachwertige Funktion iiber der Energieebene. Wenn man
VE um den Ursprung der komplexen Ebene fortsetzt und nach einem Umlauf zur selben
Energie zuriickkehrt, dann geht V'E in —V/E iiber. VE ist also nicht einfachwertig, und wir
withlen den Schnitt gerade unterhalb der positiven reellen Achse. Damit hat S(E) langs
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des Schnittes ein Unstetigkeitsstelle. Mathematisch gesehen ist S(E) eine Funktion auf der
zweiblattrigen Riemannschen Fléche tiber der Energieebene. Der Pol bei E = Ey—il'/2 ist
ein Pol der analytischen Fortsetzung von S(E) von oberhalb nach unterhalb der positiven
reellen Achse. Der Pol ist damit auf dem zweiten Riemannschen Blatt von S(F). Wir
fassen zusammen:

e Die Energien der gebundenen Zusténde sind die Polstellen von S(E) auf der nega-
tiven reellen Achse.

e Die Resonanzen sind da, wo S(E) auf der reellen Achse Maxima hat.

e Alternativ gehoren zu den Resonanzen Pole von S(E) unterhalb der reellen Achse
auf dem zweiten Riemannschen Blatt.

Diese Eigenschaften sind nicht spezifisch fiir den Potentialtopf. Es sind allgemeine Ei-
genschaften von Transmissionsproblemen in einer Dimension und Streuproblemen in drei
Dimensionen.

Wir schreiben nun S(FE) mit Hilfe der Phasenverschiebung § geméf
S(E) = BT (E)|V2. (6.50)

Mit (6.42) findet man fiir die Phasenverschiebung bei Streuung am Potentialtopf
1 2
tand(E) = 5 (S + g) tan %. (6.51)
Mit (6.48) ergibt sich dann
2
d(F) ~ arctan (f(E — EO)) . (6.52)

Wir sehen, dass sich die Phasenverschiebung in der Néhe einer Resonanz schnell édndert.

Physikalisch ist eine Resonanz beinahe ein gebundener Zustand. Schiefen wir ein Teil-
chen mit Resonanzenergie von grofser Entfernung auf das Potential, dann wird es im Topf
oft hin- und herlaufen, &hnlich einem gebundenen Teilchen, bis es schliefslich aufgrund
seiner positiven Energie dem Potential entkommt. Man kann zeigen, dass //I" die Lebens-
dauver des Zustands ist.
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6.7 Numerische Losung der stationaren Gleichung

Zur numerischen Losung der Schrodingergleichung (6.11) bringen wir diese zuerst in eine
,dimensionslose” Form. Dazu reskalieren wir die Ortskoordinate mit einer Lange zy und
erhalten

d? 2mr?

CIE A=

Messen wir x in Einheiten von xy und bezeichnen die Koordinate in diesem Einheitensys-

(E - V() () = 0.

tem wieder mit x, so folgt

2
_ 2maxg

Yi(2) + Fe)(z) =0, Flz)=—3

(B —V(xoz)). (6.53)
Zum Beispiel, fiir den anharmonischen Oszillator mit Potential

V = lmw’s® + Az (6.54)

bietet sich die Langeneinheit zq = y/h/mw als Mafstab an. Damit ergibt sich die dimen-
sionslose Schrodingergleichung

E A
w”‘i‘Flp:O, F(QE):F—$2—)\—$'4
0 0
huw m2w?
B o= X = _ .
b= o= (6.55)

Die Hilfsfunktion F'(x) ist proportional zur kinetische Energie und positiv in den klassisch
zuginglichen Gebieten mit F > V(z).

6.7.1 Numerov-Algorithmus und Schiefs-Verfahren

Die Schrodingergleichung (6.53) liefse sich ohne grofen Aufwand mit der Runge-Kutta-
Methode 16sen. Ein jedoch besonders auf die Schrodingergleichung abgestimmtes numeri-
sches Verfahren stellt der sogenannte Numerov- oder Fox-Goodwin-Algorithmus dar, der
sich durch Genauigkeit und dennoch hohe Effizienz auszeichnet. Auf Grund dieser Vorteile
wird im folgenden Programm der Numerov-Algorithmus zur Losung der Schrodingerglei-
chung auf einem endlichen Intervall verwendet.
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Wir unterteilen das Intervall [a, b] in N

h  h h h h h h Strecken gleicher Lénge h = (b—a)/N.
a:ll’o 55'1 55'2 ' ' ' ' b:I:cN Die n—te Stiitzstelle ist x,, = a + nh,
also xo=a,ry =a+h,..., zy = 0.

Wie bei jeder numerischen Integrationsroutine ersetzen wir Differentiale durch Differen-
zen und die Funktion ¢ (z) durch ihre Werte an den Stiitzstellen. Fiir h — 0 sollen die
Differenzenquotienten gegen die entsprechenden Differentialquotienten konvergieren. Der
gesuchte numerische Algorithmus zur Losung der diskretisierten Schrodingergleichung soll
eine zweigliedrige Iteration sein, die ausgehend von den Startwerten ¥ (xy) und ¢ (z) alle
weiteren Werte 1(x,,) der gesuchten Losung ¢ (x) liefert. Nun wird die Wellenfunktion an
den Orten x %+ h in eine Taylorreihe nach h entwickelt,

h? h3 ht

Ve +h) = (@) +h'(2) + 59" (@) + 2" (@) + ")+
h? h3 ht

V(e —h) = Y(a) = (@) + 59" (2) = 9" (@) + 9™ (@) + ...

Fiir die Summe ergibt sich

Wz + h) +d(x — h) = 20(x) + h2" (x) + %W’”(:c) _— (6.56)

was uns erlaubt, ¢)(x + h) bis zur Ordnung O(h®) aus den Daten bei x und = — h zu

berechnen. Da 1 die Schrodingergleichung erfiillen soll, diirfen wir ¢”(z) durch —F'(z)(x)

ersetzen. Wir miissen noch einen geeignenten Ausdruck fiir ¢/"(x) finden. Dazu benutzen

wir nochmals (6.56), allerdings ohne den letzten Term der Ordnung O(h*) und angewandt

auf Fy in
0"(@) 2 (F(a)()"

F(x+ h)Y(x+ h) — 2F (z)Y(x) + F(x — h)Y(z — h)

- _ 7 +O(h?). (6.57)

Durch Einsetzen in (6.56) ergibt sich die zweigliedrige Rekursionsformel

1
Bt ) = (o)) — el — Wt — )
h? 5h°
clx) =1+ EF(m), a(x) =2 — TF@) (6.58)

Wir haben mit dem Numerov-Algorithmus einen Algorithmus gefunden, der es ermog-
licht, die Wellenfunktion (x) fiir eine beliebige Energie E und ein beliebiges Potential
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V' (z) numerisch zu berechnen. Die erhaltene Wellenfunktion geniigt den Randbedingun-
gen jedoch meistens nicht. Zwei Arten von Randbedingungen kénnen numerisch leicht
implementiert werden:

1. Fir ein im Intervall [—L, L] eingesperrtes Teilchen muf die Wellenfunktion bei +L
verschwinden. Wir kénnen bei der Integration mit dem Numerov-Verfahren die Be-
dingung (—L) = 0, ergénzt durch ¢(—L + h) = h, stellen und den Wert der
Funktion bei L berechnen. Wegen der Linearitédt der Schrodingergleichung ist dabei
der Wert von ¢(—L + h) nicht von Bedeutung, solange er nicht Null ist.

2. Fiir ein gerades Potential sind die Eigenfunktionen entweder gerade oder unge-
rade und es geniigt, sie auf der positiven Halbachse zu berechnen. Wir integrie-
ren dann von x = 0 bis zum rechten Intervallende. Fiir gerade Funktionen kon-
nen wir mit ¢ (—h/2) = ¥(h/2) = 1 starten und fiir ungerade Funktionen mit

U(h/2) = =(=h/2) = h/2.

Die Funktionsweise der Shooting- oder Schiess-Methode ist wie folgt: Wenn fiir ein gera-
des Potential die Startwerte bei x = 0 gewéhlt wurden, also ¥/(—h/2) = ¢(h/2) # 0 fur
gerade Losungen oder 1(h/2) = —1p(—h/2) # 0 fiir ungerade Losungen, muss die Energie
FE so lange ausprobiert werden, d.h. es miissen so viele , Probeschiisse“abgefeuert werden,
bis ¢ (x) fir L gegen gegen Null strebt. Dabei kann L endlich oder unendlich sein. Bei
einem Fehlschuss wichst oder fallt ¢ (x) fiir grosse x exponentiell. Betrachtet man ¢ (x)
fiir groke = (oder z = L fiir endliches L) bei verschiedenen Energien E, so dndert ¢(x)
das Vorzeichen, wenn E einen Energie-Eigenwert F,, iiberstreicht. Bei einem Vorzeichen-
wechsel dndert die Knotenzahl um Eins und deshalb ist die Anzahl Vorzeichenwechsel
gleich der Knotenzahl. Nach dem Knotensatz steigt also die Anzahl Vorzeichenwechsel
mit der Energie. Demnach muss zundchst nach zwei Energie-Eigenwerten gesucht werden,
deren Knotenzahl sich um genau 1 unterscheiden. Zwischen diesen beiden Energie-Werten
befindet sich genau ein Energie-Eigenwert E,,, der durch das Bisektionsverfahren beliebig
genau angenédhert werden kann. Durch wiederholtes Anwenden dieser Methode lassen sich
alle gewiinschten Energie-Eigenwerte FE, berechnen.

Das folgende einfache Matlab-Octave-Programm?® 16st die Schrodingergleichung fiir
den anharmonischen Oszillator. Das Potential V' = 22 + A\z* wurde als Funktion im File
pot.m definiert,
function V=pot (lam,x);

V=x.x%xx;
V=Vi+lam*V.xV;

endfunction

Tch benutzte den Matlab-Clone Octave
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Als Input wird die Kopplungskonstante A und der Vektor x der Stiitzpunkte erwartet,
x=(x[1],x[2],x[3],.. .)=%[—h,h,3h,5h. ..,]. Die Funktion wird im Skript schroed.m
(sieche unten) aufgerufen. Dieses erfragt die Schrittweite, die dimensionslose Kopplungs-
konstante A und einen Schatzwert fiir die Energie. Die entsprechende Losung der Diffe-
rentialgleichung wird geplottet. Als Anfangsdaten werden im Programm

W(=h/2) =P(h/2) =1

gewahlt (der Wellenfunktion entspricht im Programm der Vektor wfu). Das Programm be-
rechnet gerade Losungen, also Losungen mit ¢(x) = 1)(—x). Um die ungeraden Losungen
zu gewinnen, sollte man das Programm abéndern und zum Beispiel -wfu(1)=wfu(2)=h/2
wahlen. Das Programm enthalt als wichtige Variablen die Schrittweite h, die Intervall-
Lange Ilaenge, die Kopplung A\ und die Energie E. Nach Abfrage der Parameter wird nach
dem ersten Plot die gewiinschte Anderung der Energie abgefragt. Will man die Energie
erniedrigen, so gibt man ein negatives AF ein, will man sie erhohen, ein positives.

% schroed.m: Schiessverfahren fuer anharmonischen Oszillator.
% Ruft Funktion pot.m auf. Es werden die Schrittweite ,

% die Kopplung lambda und anfaengliche Energie abgefragt.
% Es wird mit dem Numerov—Verfahren von 0 bis 5 integriert.
h=input (" Schrittweite (typisch 0.001) ");

lam=input (" gebe lambda ein ");
[Laenge=5.0;n=ceil (ILaenge /h+1);
wfu=ones(1,n);zero=zeros(1,n);
x=linspace(—h /2 ,ILaenge—h/2,n);

gset xrange |[0:5]; gset yrange [—2:2];

hl=hxh /12;h2=5xh*h/6;

fh=pot (lam,x);

ch=1-hlxfh;bh=shift (ch,+1);ah=2+h2xfh;

E=input (" Energie eingeben ");

do

c=hlxEt+shift (ch,—1); a=ah—h2«E; a=a./c; b=bht+hlxE; b=b./c;
for k=2:n—1

wiu (k+1)=a(k).xwfu(k)—b(k).*wfu(k—1);

endfor

d1=5xomnes (1,length (wfu)); d2=min(wfu,dl); d3=max(d2,—dl);
plot (x’,d3,zero ’);

dE=input (" Aenderung von E ");

E=E+dE; E
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t=(dE==0);
until (t==1)

Die folgende Tabelle enthélt die sieben tiefsten Eigenwerte des anharmonischen Oszillators

fiir verschiedene Werte von A. Die entsprechenden Kurven FE, (\) sind rechts geplottet.

Fiir den harmonischen Oszillator mit A = 0 ergeben sich fiir die Energie-Eigenwerte in
Einheiten Aw/2 die Werte E,, = 1 + 2n. Wir werden sie im folgenden Kapitel mit rein
algebraischen Methoden berechnen.

A 0 0.1 0.2 0.3
Ey| 1.000 1.065 1.118 1.164
E; | 3.000 3.307 3.539 3.732
Ey | 5.000 5.748 6.277 6.705
Es | 7.000 8352 9.257 9.975
Ey| 9.000 11.098 12.440 13.488
E5 [ 11.000 13.969 15.799 17.212
Eg [ 13.000 16.954 19.315 21.123

A 0.4 0.5 0.6 0.7
Ey| 1205 1.242 1.276 1.308
E,| 3901 4.052 4.189 4.316
Ey| 7072 7396 7.689 7.957
E5110.582 11.114 11.592 12.028
Ey 14368 15.136 15.823 16.447
E5 [ 18.392 19.417 20.332 21.162
Eg | 22.625 23.928 25.087 26.138

A 0.8 0.9 1.0 10
Ey| 1337 1.366 1.392 2.449
Ey| 4434 4544 4648 8.598
Ey | 8205 8437 8.654 16.634
E5 112,430 12.805 13.156 25.804
E, | 17.022 17.556 18.056 35.882
E5 21925 22.633 23.296 46.725
Ee | 27.103 27.997 28.834 58.237
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6.7.2 Matrizenmechanik auf dem Computer

Wir wollen annehmen, das Intervall I sei endlich. Diese Annahme darf in guter Ndherung
auch fiir Systeme auf R mit lim;—, V(2) = oo gemacht werden, da fiir £ < V(z) die
Eigenzustdnde exponentiell abfallen. Es sollte deshalb zu vernachléssighbaren Fehlern fiih-
ren, wenn wir kiinstliche Rénder bei gentigend grofsem Abstand vom Ursprung einfiihren.
Wiéhlt man angepasste Einheiten, so bedeutet dies

I'=la,a+ L] mit [I[|=L>1

Wir diskretisieren dieses Intervall mit einer Schrittweite h, die fein genug sein muf, um
Strukturen in den vorkommenden Wellenfunktionen auflésen zu kénnen. Bei Wahl von
natiirlichen Einheiten heifft das h < 1. Erh6ht man die Energie, so mufs man unter Um-
stdanden L vergrofern, da die Eigenfunktionen weniger lokalisiert sind, und A verkleinern,
da v kiirzere Wellenldngen enthélt.

Wir fithren nun die dquidistanten Stiitzstellen?
x=a+kh, k=1,...,N, h=— (6.59)

ein, und ersetzen Wellenfunktionen durch Vektoren der Lénge N mit komplexen Kom-
ponenten ¢, = (xx), k = 1,...,N. Der Einfachheit wegen wéhlen wir periodische
Randbedingungen und identifizieren die Stiitzstellen x; und xy.x. Der Hilbertraum ist
isomorph zu C¥, versehen mit dem Skalarprodukt,

(6,9) = s, {n} {u} eCV =H. (6.60)

Fiir eine auf Eins normierte Wellenfunktion interpretieren wir || als Wahrscheinlichkeit
dafiir, das Teilchen am Gitterpunkt x; zu finden. Entsprechend ist der Erwartungswert
des Ortsoperators

(Z)y = (Wl2]) = Z%WJHQ = Z@k%ki%/- (6.61)

kk'

Wie erwartet ist der Ortsoperator in der Ortsdarstellung diagonal,
Tgrr = TpOks, (6.62)

und die Matrixelemente von & verschwinden fir & # k. Um zu einer Darstellung des

2Wir folgen hier teilweise der Vorlesung Computational Physics I von U. Wolf.
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Impulsoperators zu gelangen, wechseln wir mit Hilfe der diskreten Fourier-Transformation
in den Impulsraum mit Wellenfunktionen ¢ (p,) = 1, wie folgt

N
- 1 . 2 N+1
Uy = R E e TPk pe = fﬂ- (f — T+) , {=1,2,...,N. (6.63)
k=1

Die Verschiebung (N 4+ 1)/2 wurde so gewahlt, dass die p, symmetrisch um den Ursprung
liegen. Damit 1, periodisch ist muss N ungerade sein. Die Riicktransformation lautet

N
1 I
b = 2 :ezpz:vkw£7 x,=a+kh, k=1,2...,N. (6.64)
VN =

Mit 1) ist auch 1 auf Eins normiert und wir konnen |¢|? als Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten des Impulses p, interpretieren. Dann ergibt sich fiir den Erwartungwert von

f(®)

- 1 N _ _
(f(P))y = ; Fpe) |4l = ¥ ; > et f(p b =Y U f (0)kethe

kK’ kK’
1

mit  f(p)w = N Z e k=) £ (py). (6.65)
¢

Im Gegensatz zum Ortsoperator hat, wie erwartet, der Impulsoperators in der Ortsdar-
stellung nicht-diagonale Matrixelemente pg. Mit Hilfe der erzeugenden Funktion

N .
Z(z) = Z pilper _ sinTtNx
=1

sin Tx

konnen die Matrixelemente bestimmt werden,

a=(k—k')/N

Insbesondere findet man folgende Matrixelemente fiir p

P = 0 fir k=&
v k—k' 1 . /
= —(— —_ f k #k 6.66
’LL( ) Siﬂtkk/ b 7& ( )
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und folgende fiir p?,

2 2
pk‘k’ = ﬁ 3 fur k = k,
27’(’2 k—k' COS tkk’
= — ()" ——r fir k#£K. 6.67
L2 ( ) Sill2 tkk’ b 7& ( )

wobei wir ty = w(k — k')/N definiert haben. Nachdem wir die Matrixdarstellungen von
% und p? gefunden haben, kénnen wir Systeme vom Typ

I=tpive

= — T
om!

untersuchen. Dabei ist V(x) ein Potential, dass fiir grofe |z| gegen unendlich streben soll.
Wie weiter oben wahlen wir Einheiten, fiir welche die zeitunabhéngige Schrodingerglei-
chung die dimensionslose Form

Hy = p*h + V(i) = E (6.68)

annimmt. Fiir den anharmonischen Oszillator mit V = 22+ Ax* hat H die Matrixelemente

mit den Matrixelementen p?,, aus (6.66).

Das folgende Matlab-Octave-Programm Hmatrix.m setzt die Geometrie und berech-
net die Eigenwerte von (Hyy) fiir den anharmonischen Oszillator. Die Funktion wird mit

[H,x]=Hmatrix(a,N,lambda)

aufgerufen. Die Ausgangsmatrix H enthélt die Hamilton-Matrix fiir den anharmonischen
Ostzillator mit Kopplungskonstante . Der Ausgangsvektor x enthélt die Stiitzstellen fiir
die gewahlte Diskretisierung des Intervalls [—L/2, L/2] mit N Stiitzstellen. Die Eigenwerte
kann man mit der Matlab-Octave-Funktion eig(H) auslesen. Um die Genauigkeit der
Resultate zu priifen, sollte man fiir ein festes A die Diskretisierung variieren.

function [H,x|=Hmatrix(L N, lam);

# file Hmatrix.m

# Diskretisierung des Intervalls [-L/2,L/2] in N
# Intervalle und Berechnung der Energiematrizen

# fuer den anharmonischen Oszillator x°2 + lam x"4
# Aufruf (|H|]=)Hmatrix(L,N,lam)
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ks=linspace (1 ,N—1,N—1);
if (rem(N,2)==0)
disp (’_N_must_be_odd! " );
break ;
endif ;
hilfl=pi/N; t=hilflxks; hilf2=pi/L;
#
t1=hilf2%(—1)."ks./sin(t);
t2=toeplitz ([0 ,t1],[0,—t1]);

Hh=—t2xt2;
#

kl=|ks ,NJ;
h=L/N;

x=—L/2+hx*(kl —1/2);
[w|=pot (lam,x);
H=Hh+diag (w);
[(kl—1)" eig(H)]

endfunction

Fir eine Intervall [—10,10] und N = 101 Stiitzstellen erhélt man bereits die tiefs-
ten 20 Energiecigenwerte des harmonischen und anharmonischen Oszillators mit A =
0.2,0.4,0.6,0.8 und 1.0 mit einer relativen Genauigkeit von etwa 107°. In der folgenden
Tabelle habe ich die tiefsten 20 Eigenwerte von H tabelliert.

A 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Ey| 1.0000 1.1183 1.2048 1.2760 1.3375 1.3924
E, | 3.0000 3.5390 3.9011 4.1893 4.4339 4.6488
Ey | 5.0000 6.2772 7.0726 7.6896 8.2057  8.6550
Es | 7.0000 9.2578 10.5825 11.5931 12.4312 13.1568
Ey | 9.0000 12.4406 14.3689 15.8235 17.0228 18.0576
E5 | 11.0000 15.7995 18.3927 20.3330 21.9263 23.2974
Egs | 13.0000 19.3157 22.6265 25.0885 27.1041 28.8353
E | 15.0000 22.9746 27.0498 30.0655 32.5285 34.6408
Eg | 17.0000 26.7649 31.6466 35.2449 38.1778 40.6904
Ey | 19.0000 30.6773 36.4040 40.6111 44.0349 46.9650
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Eyp | 21.0000 34.7038 41.3110 46.1515 50.0853  53.4491
Ey1123.0000 38.8379 46.3587 51.8552  56.3170  60.1295
Ei15125.0000 43.0737 51.5392 57.7131 62.7196  66.9950
Ey3127.0000 47.4064 56.8456  63.7171  69.2843  74.0359
E14129.0000 51.8313 62.2721 69.8601  76.0031  81.2435
Ey5 1 31.0000 56.3446 67.8132 76.1360 82.8690 88.6103
Ei6 | 33.0000 60.9428 73.4643 82.5392 89.8759  96.1296
Ey7135.0000 65.6225 79.2210 89.0645 97.0181 103.7953
Ey5 | 37.0000 70.3809 85.0794 95.7076 104.2907 111.6018
Ei9139.0000 75.2153 91.0360 102.4642 111.6888 119.5442

Die tiefsten 20 Eigenwerte von Oszillatoren

Das folgende Matlab-Octave-Skript eigvekt.m plottet die Eigenfunktion 1, (z). Es ver-
langt als Eingabe die Nummer des Eigenwertes. Der Grundzustand hat die Nummer 1,
der erste angeregte Zustand die Nummer 2 usw. Danach wird die Kopplungkonstante A
des anharmonischen Oszillators abgefragt.

# eigvekt .m: plottet die Eingenfunktionen
# des anharmonischen Oszillators. Die

# Funktion Hmatrix wird aufgerufen

#

closeplot ;

L=input ("Intervall —Laege L = ");
N=input (" Anzahl Stuetzstellen N = ");

lam=input (" Kopplungskonstante lam = ");

[H,x|=Hmatrix (L N, lam );

[v,d]=eig(H);

# v enthaelt die Eigenvektoren

n=1;

grid;

while (n>0)

n=input (" Eigenfunktion zu wievielten Eigenwert (Beenden = 0) ");
data=[x",v(:,n)];gplot [-L/2:L/2] data;

endwhile

Das folgende Matlab-Octave-Skript eigwerte.m plottet die Energie-Eigenwerte E,. Es
verlangt als Eingabe die Intervall-Lange L, die Anzahl Stiitzstellen N, den Kopplungspa-
rameter A und die Anzahl zu plottender Energieniveaus. Gibt man n = 5 ein, so werden
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die Energie des Grundzustands und der ersten 4 angeregten Zustédnde angezeigt.

# eigwerte.m: plottet die Eingenfunktionen
# des anharmonischen Oszillators. Die
# Funktion Hmatrix wird aufgerufen

L=input (" Intervall —Laenge = ");
N=input (" Anzahl Stuetzstellen N = ");
lam=input (" Kopplungskonstante lam = ");
[H,y|=Hmatrix (L ,N, lam );

v, d] - eig (H):

# v enthaelt die Eigenvektoren

# d auf der Diagonalen die Eigenwerte
n=1;x=[0;1];

do

clearplot ;

gset xrange [0:2];gset grid;gset nokey;
n=input (" Wieviel Energien anzeigen (Exit = 0)
hold on;

for i=1:n

y=[d(i,i);d(i,1)+0.001];

data=[x,y]; gplot data;

endfor

until (n==0)
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Kapitel 7
Der harmonische Oszillator

Das Einzige was Sie rechnen kénnen, ist ein Kastenpotential, der Tunneleffekt,
das Wasserstoffatom und vor allem der harmonische Oszillator. Wenn Sie so
einen haben, freuen Sie sich. Wenn nicht, ndhern Sie so lange, bis Sie einen
haben.

aus: Die besten Spriiche von Professoren

In diesem Kapitel werden wir das nach dem freien Teilchen einfachste physikalische Sys-
tem, den harmonischen Oszillator, untersuchen. Ein gutes Verstdndnis des quantisierten
Oszillators ist unabdingbar bei der Untersuchung von komplizierteren Quantensystemen.
Viele Naherungen in der Festkorperphysik, Quantenfeldtheorie usw. beruhen in tiefster
Ordnung auf der Losung fiir den harmonischen Oszillator. Die Maxwellgleichungen im
Vakuum fiihren nach einer Fouriertransformation auf ein System von unendlich vielen
ungekoppelten harmonischen Oszillatoren.

Wir werden die Schrédingergleichung fiir den 3-dimensionalen Oszillator mit Masse m
und Federkonstanten mwjz-, J =1,2,3, und Hamilton-Operator

. ) 1 m
H = ZHj(pj,xj), mit H;(p,x) = %ﬁ + gwfwz (7.1)

J=1

untersuchen. H ist zeitunabhéngig und wir diirfen die Zeitabhéngigkeit der Wellenfunk-
tionen abspalten,

bt @) = e P (). (7.2)
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Die zeitunabhéngige Funktion () erfiillt die stationdre Schrodingergleichung

mmzwszm@ﬂww (7.3)

mit Energie F. Bei der Losung dieser Eigenwertgleichung fordern wir, dass ¢ (z) quadra-
tintegrierbar ist. Nur quadratintegrierbare 1) beschreiben gebundene Zustéande.

Der Hamiltonoperator ist die Summe von drei kommutierenden eindimensionalen Ope-
ratoren. Diese konnen gleichzeitig diagonalisiert werden. Es folgt, dass die Eigenfunktionen
faktorisieren ¢ (x) = 11 (x')hy(2?)1h3(x3). Deshalb geniigt es, die stationdre Schrodinger-
gleichung fiir den eindimensionalen harmonischen Oszillator,

2 w2
Ed(x) = — 2 (2) + " 2 a),

2m
zu 16sen. Dies wird uns im néchsten Abschnitt mit algebraischen Methoden gelingen.

Aus Masse und Kreisfrequenz des Oszillators sowie der Naturkonstanten A kann man
eine Lange bilden,

h
=4 — i
« p— (7.4)

Misst man die Masse in Kilogramm und die Kreisfrequenz in Sekunden, dann ergibt sich
am] ~ 1071 (mw) 2, (7.5)

Selbst fiir makroskopische Oszillatoren ist o mikroskopisch klein.

7.1 Auf- und Absteigeoperatoren

Um fortzufahren, ist es hilfreich, den dimensionslosen Absteigeoperator a und sein Adjun-
giertes, den Aufsteigeoperator al, einzufiihren:

a:%<§+w‘7p>, aT:%@—i%p). (7.6)

Oft nennt man a auch Vernichtungsoperator und a' Erzeugungsoperator. Die Namen fiir
diese Operatoren werden im Verlauf der folgenden Untersuchungen einen Sinn erhalten.
Da Orts- und Impulsoperator nicht kommutieren, [z, p| = ik, kommutieren auch Absteige-
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und Aufsteigeoperator nicht:

Nz ozt i ar— i = L (Cifw gl 4 ilpa]) = 1
0,01) = [aw + it~z — ] = — (~ifo,p] + ilp,a]) = 1.

Natiirlich vertauschen a und a' mit sich selbst. Wir fassen die wichtigen Vertauschungre-
lationen fiir Absteige- und Aufsteigeoperator zusammen,

[a,a) = [a',a'] =0 | [a,a']=1. (7.7)

Da weiterhin

. . 2 .
tq = _ P P 22 p i
a'a (am 2ha) (ozx+ 2ha) a‘z” + (Oha)? + 2h[:c,p]

gilt, kann der Hamilton-Operator durch afa ausgedriickt werden
H=hw(dla+3) =hw(N+3). (7.8)

Der Operator N = a'a heifit Besetzungszahloperator. Offensichtlich ist er hermitsch und
nicht-negativ,

0 < (ap|ay) = (Y|N]y).

Im folgenden werden wir die Eigenwerte und Eigenfunktionen von N, und damit auch von
H, mit algebraischen Methoden bestimmen.

7.1.1 Energien und Eigenfunktionen

Wir wollen das Spektrum (die moglichen Eigenwerte E, von H) nur mit Hilfe der alge-
braischen Bezichungen (7.7) und (7.8) finden, ohne dabei die spezielle Darstellung (7.6)
zu benutzen. Lost man sich ndmlich von dieser Darstellung, dann kann man die folgenden
Resultate zum Beispiel auf die Erzeugung und Vernichtung von Phononen oder Photonen
iibertragen.

Der Zustand mit kleinster Energie, der Grundzustand des harmonischen Oszillators,
muf offensichtlich minimales N haben. Nehmen wir nun an |n) sei Eigenzustand des
hermiteschen und nicht-negativen Operators N,

N|n) = ay|n), wobei a, >0 sein muh.
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Die Eigenwerte des Besetzungszahloperators N nennt man Besetzungszahlen. Also hat
|n) die Besetzungszahl a,,. Wegen

[N,d'] = a'aa' — a'a’a = a'[a,a’] = o

[N,a] = a'aa — aa'a = [a',ala = —a (7.9)
haben af|n) und a|n) die Besetzungszahlen a,, + 1 und a,, — 1:

Na'|n) = a'(N + 1)|n) = (a, + 1)a’|n)

Nal|n) = a(N —1)|n) = (a, — 1)a|n).
a' erhoht und a erniedrigt die Besetzungszahl um Eins. Entsprechend findet man, dass
a'? die Besetzungszahl um p erhéht und a? sie um p erniedrigt.

Wir wollen zuerst die Frage nach dem kleinsten Eigenwert von N beantworten. Wegen
(anlan) = (n|N|n) = an(n|n)

ist fiir a,, # 0 mit |n) auch a|n) ungleich dem Nullvektor. Deshalb ist mit a,, # 0 auch a,,—1
Eigenwert von N. Da die Eigenwerte von N aber nicht negativ sind, mufs a,, € Ny gelten
und deshalb ist der kleinste Eigenwert von N gleich 0 ist. Der entsprechende Eigenvektor
|0) wird von @ annihiliert,

NJ0) = 0 <= a|0) = 0. (7.10)

Damit wiire gezeigt, dass |n) ~ a!™|0) der Eigenzustand von N mit Besetzungszahl a,, = n
ist. Die Eigenwerte von N sind also die natiirlichen Zahlen Nj.

Es habe nun |n — 1) die Norm 1. Wir wollen den Koeffizienten 3 in |n) = Ba'ln — 1)
so bestimmen, dass auch |n) auf Eins normiert ist:

1= (nn) = |6)*(n - 1]aal|n —1)
= |8 (n = 1|(N+1)|n — 1) = n|B[*.

Ist der Grundzustand |0) auf Eins normiert, dann sind die angeregten Zusténde

1 1 1
_ T — 2 — — n
n) = a'ln—1) = a“n—=2)=...= a0 7.11
ebenfalls auf Eins normiert. Insbesondere sind die Eigenwerte n =0,1,2,... von N nach

oben unbeschrinkt. Diese Eigenwerte konnen nicht entartet sein. Ware n ndmlich entartet,
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so gabe es mindestens zwei unabhéngige Zustéinde

1 1 ~
— tn S\ n
ny =——a"|0) und |n)=-——=a'"|0),
m) = —=a™l0) und i) = a0
die aus zwei verschiedenen Zustdnden mit Besetzungszahl 0 durch n-malige Wirkung des
Erzeugungsoperators gewonnen wiirden. Wir haben aber bereits gezeigt, dass

al0) =0 und al0) =0

gelten muf. Wir werden unten beweisen, dass es nur einen Zustand |0) gibt, der von a
annihiliert wird. Also sind die Eigenwerte von N nicht entartet. Wir fassen zusammen:

e Die Eigenwerte von N sind {0, 1,2, ...} und sie sind nicht entartet. Die zugehérigen
orthonormierten Eigenfunktionen kénnen nach (7.11) durch mehrfaches Anwenden
von a' auf den Zustand |0) mit Besetzungszahl 0 erzeugt werden.

Mit dem Spektrum des Besetzungszahloperators kennen wir mit (7.8) auch die Energie-
eigenwerte

Hln) = E,n) , E,=hw(n+3). (7.12)

Die Operatoren a' und a erhthen und erniedrigen die Energie um je eine Einheit Aw. Das
Spektrum des harmonischen Oszillators ist dquidistant und a' steigt im Spektrum auf und
a steigt ab.

Zur expliziten Konstruktion der Eigenfunktion im Ortsraum, ¢,(z) = (z|n) kehren
wir zur Ortsdarstellung (7.6) fiir den Absteige- und Aufsteigeoperator zuriick. In dieser
Darstellung ist p = ?QE und die Gleichung ai)y = 0 fiir den Grundzustand lautet

ahy = (a:)s + %&C)wo =0.

Die Losung dieser Differentialgleichung erster Ordnung ist eine Gaufsche Funktion

20&2 1/4 — o222 2 mw
wo(l') = 7 (& 5 o = %’ (713)

und die Eindeutigkeit der Losung impliziert, dass der Grundzustand |0) des harmonischen
Ostzillators eindeutig ist. Die angeregten Zustédnde konnen aus

Yn(x) = ﬁ(a*)"wo(;p) — \/% (777:_;;> 1/4 (a:t B %ax)" —ola?
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berechnet werden. Zum Beispiel findet man fiir den ersten angeregten Zustand

Y1 () = @ZE ~ o ().

Die hoheren angeregten Zustiande 1, sind proportional zum Grundzustand, multipliziert
mit dem Hermite-Polynom H,(§) vom Grade n,

Yn(T) = (?;:)1/4 \/%Hn (ﬁam> e (7.14)

Die Hermite-Polynome H, der
niedrigsten Ordnungen lauten

¢ ?
Ho(¢) =1 n=0
Hy(€) = 2¢ n=1
Hy(€) = 46* -2 n=2
2(€) 53 >
H3(£) = 88" —12¢
Hy(§) = 16¢* — 48¢% + 12
H;5(§) = 326° — 160> + 120¢ .
In der Abbildung sind die Wahrscheinlichkeitsdichten
1 1 _x
w () = [¢n(@)]? Hi(w)e ™

a NP e

fiir die Zustdnde mit den 3 kleinsten Energien geplottet. Als angepasste Langeneinheit
wurde die Wurzel von h/mw gewdhlt. Nach Konstruktion bilden die v, ein vollstindiges
orthonormiertes Funktionensystem,

(¢n> Q/)m) = 5nm~

Es ist kein Zufall, dass 1, fiir (un)gerades n eine (un)gerade Funktion ist. Wir werden
diesen Sachverhalt spéter fiir die allgemeine Schrédingergleichung diskutieren.

Die Losungen des dreidimensionalen Oszillators (7.3) sind nun einfach Produkte der
Losungen (7.14) des eindimensionalen Oszillatoren,

¢n17n2,m (m) = Yn, (xl)wnz (x2)¢n3 (Ig)’
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mit den Eigenfunktionenen 1, (z') in (7.14), wobei allerdings die Ersetzungen n —
n;, * — x',w — w; vorzunehmen sind. Die zugehorigen Energieeigenwerte sind die Summe
der entsprechenden Energien der drei 1-dimensionalen Oszillatoren,

3
Bt mans = hzwi(ni + %)

1=1

7.1.2 Interpretationen

In diesem Abschnitt werden wir die gewonnen Resultate interpretieren und weiter ergén-
zen. Zuerst invertieren wir die Beziehungen (7.6) um den Orts- und Impulsoperator durch
den Auf- und den Absteigeoperator auszudriicken,

1
x = 2—(@T +a) und p=iha(a’ —a). (7.15)
a
Damit lassen sich die Erwartungswerte von Ort und Impuls in den Energie-Eigenzu-
stdnden |n) in einfacher Weise bestimmen. Dazu wollen wir uns etwas genauer anschauen,
wie Auf- und Absteigeoperator auf die normierten |n) wirken. In (7.11) haben wir bereits

a'ln)y =vn+1|n+1)

abgeleitet. Um die Wirkung von a auf |n) zu berechnen, multiplizieren wir beide Seiten
dieser Gleichung (wobei wir n durch n—1 ersetzen) mit dem Absteigeoperator: aa’|n—1) =
vnaln). Da aa’ = a'a+ 1= N + 1 ist, fiihrt diese Relation auf

aln) = v/nin —1).
Also noch einmal zusammengefasst:
a'ln)=vn+1|ln+1) und aln)=+nn—1). (7.16)

Da Ort und Impuls linear von a und a' abhéngen, sind z|n) und p|n) Linearkombinatio-
nen von |n — 1) und |n + 1). Die Eigenzustédnde |n) bilden ein Orthonormalsystem und
deshalb stehen z|n) und p|n) senkrecht auf |n). Mit anderen Worten, in allen Energie-
Eigenzustdnden sitzt ruht der Oszillator im Mittel am Ursprung und hat einen verschwin-
denden mittleren Impuls, (n|z|n) = (n|p|n) = 0. Nun wollen wir noch die mittleren
Schwankungen von Ort und Impuls bestimmen. Wegen

h
2 = (aTaT +aa+a'a + aa*)
2mw
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himw
P = — 5 (aTaT +aa —a'a — aaT)

finden wir folgenden Erwartungswert fiir 22 im n’ten angeregten Zustand,

(nla?ln) = 2 —{nl(ala + aa') )

= %(n\@]\f—k 1)n) = % (n+ %)

und ganz analog
2o\ hmw i i B 1
(n|p®In) = T(n\(aa +aa')|n) = hmw (n + 1) .

Da die Mittelwerte von x und p verschwinden, sind dies genau die Schwankungsquadrate
von Orts- und Impulsoperator im Zustand |n). Thr Produkt ist

h2

(nl(Aw2 ) (nl(Ap)Pn) =2 (n+ )P > 2 n=0,1,2,... (7.17)
Im Grundzustand hat der Oszillators das nach der Unschérferelation kleinstmdégliche Pro-
dukt der Unschérfen, Az - Ap = h/2. Mit wachsender Energie des Zustandes nimmt das
Produkt der Unschérfen jedoch zu, fiir grofse Energien proportional zu n.

Uminterpretation: Im harmonischen Potential haben zwei benachbarte Energiewer-
te den Abstand Aw, wobei w die Kreisfrequenz der klassischen Schwingungsbewegung
ist. Deswegen konnen wir das System im Zustand |n) als Anregung von n gleichartigen
Schwingungsquanten, jedes mit Energie Aw, interpretieren. Dann wird N zum Teilchen-
zahloperator, da er die Quanten zihlt. Wegen a'|n) ~ |n+ 1) erzeugt a' einen Quant und
wegen a|n) ~ |n—1) vernichtet a einen Quant. Deshalb werden a' und a auch Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren genannt.

Diese Interpretation wird benutzt zur Beschreibung der Schwingungsbewegung der
atomaren Bausteine in Molekiilen, der Gitteratome in Kristallen und bei der Quantisie-
rung des freien elektromagnetischen Feldes. In allen drei Féllen basiert die Beschreibung
auf Systemen ungekoppelter, eindimensionaler harmonischer Oszillatoren, die im Allge-
meinen verschiedene Frequenzen haben. Bei der Diskussion der Hohlraumstrahlung haben
wir dies explizit gesehen. Die durch af, a erzeugten bzw. vernichteten Quanten sind die
Molekiil-Schwingungsquanten, die Phononen und beim Strahlungsfeld die Photonen.
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Niitzliche Formeln: Folgende Formeln sind bei der Behandlung von harmonischen
Oszillatoren hilfreich:

[N,a"] = —pa?, [N,a'"?] = pa'?, [a,a™] = na' "1

Sie konnen miihelos aus [a,a'] = 1 und der Definition N = a'a induktiv bewiesen werden.

7.2 Koharente Zustande

Durch Uberlagerung von Eigenfunktionen koénnen Zustinde konstruiert werden, fiir die
der mittlere Ort und Impuls die klassische Bewegung des Oszillators vollfithren. Solche
kohdrenten Zustinde bilden die Briicke zwischen der klassischen Mechanik und der Quan-
tenmechanik. Sie wurden bereits von E. SCHRODINGER zu Beginn der Wellenmechanik
eingefithrt [45]. In der zitierten Arbeit untersuchte er nicht-zerfliekende Wellenpakete.
Kohérente Zustédnde haben diese interessante Eigenschaft.

Wir haben gesehen, dass im Grundzustand das Produkt aus Orts- und Impulsunschérfe
minimal ist. Dies gilt auch, wenn wir die Wellenfunktion im Ortsraum verschieben, d.h.

Ye(x) =tho (x —20),  E=ame= 1/%1’0. (7.18)

Die Zusténde 1 nennt man kohdrent, und die Eigenschaften dieser Zusténde wollen wir

fiir

nun untersuchen. Nach der Formel (3.54) verschiebt der unitidre Operator exp(inp/h) das
Argument einer Wellenfunktion um 7, und wir kénnen deshalb schreiben

(7.15)

ws(x> _ e—imop/hwo(x) 6§aT—5a¢0(x>. (719>

Wir benutzen die Baker-Campbell-Hausdorff- Formel' zur Umformung des auf den Grund-
zustand wirkenden unitiren Operators. Wegen [a,a'] = 1 gilt nimlich

gfal—€a _ o~€2/2 gat ~ta.

und da a den Grundzustand annihiliert, ist exp(—&a)iy = 1ho und (7.19) vereinfacht sich
zu

be(w) = e € 2es g ().

siehe z.B. mein Mechanik Skript
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Wir 16sen uns nun von der Ortsdarstellung und wechseln zur Diracschen Schreibweise. Die
kohérenten Zustdnde werden mit |£) bezeichnet und haben die Ortsdarstellung (z|€) =
Ye(x). Erlauben wir noch komplexe Parameter £ in den kohérenten Zusténden, so lauten
diese

€)= e P28 |0y, (7.20)

Diese Zustédnde sind Eigenzusténde des nicht-hermiteschen Absteigeoperators. Dies zeigt
man am schnellsten mit Hilfe der Formel

2
e ae"" = a —nla,a] + %[CLT, [a' a] +...=a+n (7.21)

wie folgt,
al¢) = 7125 (a + €)[0) = €[e). (7.22)

Der Eigenwert von |{) ist also gleich dem Parameter £. Entwickeln wir nun die Exponenti-
alfunktion in (7.20) und machen Gebrauch von der Darstellung (7.11) fiir die angeregten
Zusténde des Oszillators, so erhalten wir

o l€1%/2 Z \/7‘” (7.23)

Die kohérenten Zusténde sind eine Uberlagerung unendlich vieler Energie-Eigenzusténde.

Nun ist es relativ einfach, diejenige Losung der zeitabhéngigen Schrodingergleichung
anzugeben, die zur Zeit ¢ = 0 gleich dem kohérenten Zustand |£) ist. Wir brauchen nur
die bekannte Zeitabhéngigkeit der Energie-Eigenzusténde in (7.23) einzusetzen,

— o lE?/2 OO é-—n _iBt/n _ZWt/2 P2 zwt
90 = 163 S may = ot (e EE )

Der Ausdruck zwischen den Klammern ist offensichtlich wieder ein kohérenter Zustand,
allerdings mit zeitabhiingigem Parameter £(t) = e~“!£(t). Ein anfinglich kohirenter Zu-
stand bleibt also zu allen Zeiten kohérent,

[E)(t) = e “2le(t)),  £(t) = (7.24)

Die Wellenfunktion und zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte im Ortsraum haben damit
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die folgende Zeitentwicklung,

be(t,x) = (z|&(t)) = e ™24y (& — e “"a0)
Wﬁ(t@‘z = Wo(l" - ZB(t)) }2, :.E(t) = Ty coswt.

Diese lasst eine einfache Deutung zu: das anfénglich verschobene Gaufssche Wellenpaket
schwingt harmonisch um den Koordinatenursprung.

7.2.1 Erwartungswerte und Unscharfen

Bei der Berechnung von Erwartungswerten im kohérenten Zustand |£) benutzt man, dass
al¢) = £|€) gilt. Deshalb findet man fiir den mittleren Ort des Oszillators

(ahe = (elele) 2 - el(a" + a)le) = e,

und fiir den mittleren Impuls

(e = {€lple) 2 ina(ela’ - a)le) = "

Im letzten Schritt setzten wir fiir o die Definition (7.6) ein. Ein anfdnglich kohdrenter
Zustand mit Parameter £ entwickelt sich mit der Zeit in einen kohdrenten Zustand mit
Parameter £(¢) in (7.24) und wir finden fiir die Zeitabhéngigkeit des mittleren Ortes und
Impulses

()e(t) = x(t) = xgcoswt und (p)e(t) = —mwrg sinwt = ma(t). (7.25)

Nicht unerwartet ist der mittlere Ort gleich dem Maximum der Wahrscheinlichkeitdichte
im Ortsraum. Er beschreibt die klassische Schwingungsbewegung des harmonischen Oszil-
lators mit Amplitude x¢ und Kreisfrequenz w. Analog berechnen sich nun mit aa’ +afa =
2a'a + 1 die Erwartungswerte von 22 und p? im kohérenten Zustand,

1 1 2
(2%)e = 1o (a4 2ata + a® + 1>5 = 20)? + <x>5
(Pe = —(ha)? (a? = 2ata + a® = 1), = (ha)* + (p);. (7.26)
Die Zeitentwicklung dieser Erwartungswerte erhdlt man wieder, wenn man & durch £(t)

aus (7.24) ersetzt. Insbesondere sind fiir die Erwartungswerte rechts das Quadrat der
Mittelwerte (7.25) einzusetzen.
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Im Gegensatz zum mittleren Ort und mittleren Impuls sind Orts- und Impulsunschérfe

zeitunabhéngig,
1 h
2 = _— i = _—
<(A:c) >5 42 Ar 2muw
<(Ap)2>5 = h*a’ = Ap = mThw (7.27)

Die kohérenten Zusténde zerflieken also weder im Orts- noch im Impulsraum. Das Produkt
der Orts- und Impulsunschérfe ist so klein, wie es nach der Unschérferelation nur sein kann,
h2

(A)%)e - ((Ap)*)e = - (7.28)

Zusammenfassend haben unsere Rechnungen gezeigt, dass die Wellenfunktion )¢ ei-
ne Schwingung mit Kreisfrequenz w und Amplitude xg um den Ursprung beschreibt und
dass sich dabei die Orts- und Impulsunschérfen nicht dndern. Der Zustand ist das quan-
tenmechanische Analogon des schwingenden Massenpunktes der klassischen Mechanik.
Der zusammengesetzte Zustand |£) verdient in der Tat den Namen kohérenter Zustand.
Betrachten wir zum Beispiel einen makroskopischen Oszillator mit m = 1kg und einer
Schwingungsdauer von 7' = 0.63s. Dies entspricht etwa der Periode eines Pendels der
Liange 10 cm im Erdfeld. Der Oszillator hat o ~ 2 - 10 cm™! und

Az ~2-100%m sowie Ap~2-10""kgm/s.

Seine Ortsunscharfe ist also etwa drei Grokenordnungen kleiner als ein durchschnittlicher
Kerndurchmesser. Auf eine derartige Genauigkeit kann man keine makroskopische Lénge
messen. Fiir die Beschreibung eines makroskopischen Oszillators sind die Gesetze der
klassischen Mechanik also mehr als ausreichend.

Jeder koharente Zustand ist eine Superposition von unendlich vielen Eigenzustéinden
|n). Daher ist weder die Teilchenzahl N noch die Energie in einem kohérenten Zustand
scharf. Die Wahrscheinlichkeit, mit der man den Zustand |n) im kohérenten Zustand
antrifft, ist durch das Betragsquadrat der Koeffizienten «, in der Entwicklung (7.23)
gegeben,

g
anf? = [{pI€)P = B e = 3 T fan P = 1.

Diese Gleichung zeigt, dass der Anteil des Zustandes |n) mit n Quanten im kohérenten
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S5

Abbildung 7.1: Die Bewegung des Wellenpakets kann mit der Zeitabhangigkeit des Erwar-
tungswertes der Koordinate samt ihrer Unschérfe veranschaulicht werden. Fiir kohédrente
Zusténde ist die Unschérfe zeitunabhéngig.

Zustand |£) durch eine Poisson-Verteilung gegeben ist. Aus der erzeugenden Funktion

F(z)

zIN _ zn _ _—€&¢ (gg)n zn exp (566'2)
(e Tl =T G e - 2

findet man die mittlere Besetzungszahl als erste Ableitung nach dem Parameter z,

(N)e = nlan|* = F'(0) = &.

Das mittlere Quadrat der Besetzungszahl ist gleich der zweiten Ableitung am Ursprung,

(N?)e = F"(0) = € + (6€)* = (N)e + (N)Z.

Die Unschérfe der Besetzungszahl N im kohédrenten Zustand |¢) ist nach Definition

AN = \[(N2)e = (N)2 = /{N)e = . (7.29)
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und ist dquivalent zu folgender Energieunschérfe

AE = hwAN = hwy/(N)e.

Aus (7.27,7.29) entnehmen wir, dass

1 Ax 1 -1/2
ANA$:§$0 und x—0:§<N>5 s
gelten, eine fiir kohdrente Zustédnde charakteristische Form der Unschérferelationen. Um
das Teilchen im Ortsraum zu lokalisieren, braucht man grofse Besetzungszahlen.

Zwei kohérente Zusténde sind niemals orthogonal,
(€l€) = [ dote = ropnte = at) = g=az, € = azh

Fiir eine groke Differenz der Parameter ¢ und & wird der Uberlapp aber beliebig klein.
Dann sind die entsprechenden kohérenten Zusténde in guter Ndherung orthogonal.

Die kohérenten Zusténde |€) sind ein Spezialfall der allgemeineren gequetschten Zu-
stinde. Zur Zeit t = 0 hat die Wellenfunktion eines gequetschten Zustandes |£, ) im
Ortsraum ebenfalls eine Gaufssche Form,

e (0,7) = (x[¢, B) =~ 7P lrmm0)”,

Ahnlich wie fiir kohérente Zustinde kann man die Losungen Ve 5(t, x) der zeitabhéngigen
Schrodingergleichung explizit berechnen. Wie fiir die kohérenten Zustdnde ist AxAp =
h/2 minimal. Allerdings sind Az und Ap zeitabhéngig. Zu gewissen Zeiten ist die Ortsun-
schérfe sehr klein (und entsprechend die Impulsunschérfe grofs) und zu anderen Zeiten ist
die Impulsunschérfe sehr klein (und entsprechend die Ortsunschérfe grof). Gequetschte
Zusténde finden sich zuerst in den Arbeiten [44]. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion die-
ser interessanten Zusténde des harmonischen Oszillators verweise ich auf [46] oder die
Lehrbiicher iiber Quantenoptik.
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Kapitel 8
Symmetrien in der Quantenmechanik

Symmetrie, ob man ihre Bedeutung weit oder eng fafst, ist eine Idee, vermage
derer der Mensch durch Jahrtausende seiner Geschichte versucht hat, Ord-
nung, Schonheit und Vollkommenheit zu begreifen und zu schaffen.

Hermann Weyl

In der Entwicklung der Physik passierte es oft, dass man die Dynamik eines Systems nicht
genau kannte, die experimentellen Daten aber die Existenz einer erhaltenen Grofe anzeig-
ten. Erhaltene Grofien verdanken ihre Existenz in den meisten Féllen einer Symmetrie des
Systems, und die Kenntnis dieser Symmetrie kann hilfreich sein beim Auffinden der kor-
rekten Bewegungsgleichungen. In den fundamentalen Theorien sind die Symmetrien meist
evident und werden von Anfang an bei der Systembeschreibung implementiert. Zum Bei-
spiel wird sich das Spektrum eines Atoms nicht éndern, wenn wir dieses in Weimar statt
in Jena messen. Wir werden also fordern, dass bei einer Bewegung des physikalischen
Systems die Ubergangsamplituden oder Eigenwerte von Observablen nicht éndern.

Allgemein verstehen wir unter einer Symmetrie eine Abbildung I', welche

e cine 1 — 1 Beziehung zwischen den (physikalisch realisierbaren) reinen Zustédnden,
dargestellt durch Einheitsstrahlen im Hilbert-Raum, herstellt und

e Ubergangswahrscheinlichkeiten erhilt
2 2
[(slv)|” = [(TglTy) |

Das wichtige Theorem von Wigner besagt nun, dass I' entweder linear unitar oder antili-
near antiunitir ist!.

'fiir die prézise Voraussetzungen des Theorems und dessen Beweis siehe Kapitel 7 in A. Galindo und
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8.1 Raumspiegelungen

Unter einer Raumspiegelung P, auch Paritdtsoperation genannt, d&ndert sich das Vorzei-
chen aller Koordinaten. Fiir ein Teilchen in drei Dimensionen bedeutet das

P:xz— —z. (8.1)
Fir N Teilchen miissen die Ortskoordinaten aller Teilchen umgekehrt werden.
P:Ax,...,zn} — {—z1,...,—2n}.

Es gibt viele physikalische Systeme, bei denen die Raumspiegelung eine Symmetrietrans-
formation ist, bei denen ,rechts® und ,links* vollig gleichberechtigt sind. Wenn es eine
Spiegelungssymmetrie gibt, dann muss nach dem Wignerschen Satz ein (anti)unitdren
Operator I'( P) existieren, der die Symmetrietransformation implementiert,

W) =T(P)ly) , A =T(P)Ar(P)~..

Die Wirkung auf Ortseigenzustande ist |z, ..., zy) — |—x,..., —zy). Eine Wellenfunk-
tion im Ortsraum geht daher bei einer Spiegelung iiber in

V(... zy) = (T(P)W) (21, ..., 2n) =(—@1, ..., —2N). (8.2)

Der lineare Paritatsoperator ist unitir, wie man im Ortsraum leicht nachweist,

Abbildung 8.1: Die Spiegelung einer Wellenfunktion

@) = / Py Py =i, —aN) (1, ) = (B]0),

P. Pascual, Quantum Mechanics I, Springer 1990
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und ' =1. Deshalb sind die Eigenwerte von I'(P) reine Phasen, die zu eins quadrieren,
also 1 oder —1. Die Eigenfunktionen zum Eigenwert 1 sind die geraden und diejenigen
zum Eigenwert —1 die ungeraden Funktionen:

7\p/(mlw"vw]\/') = ¢(_wlv"'7_w]\/) = ¢($l,...,$N> gera’de
Y(xy, ..., 2n) = U(—x,...,—xy) =—(xy,...,Ty) ungerade. (8.3)

Wir haben uns frither davon iiberzeugt, dass fiir den harmonischen Oszillator die Wel-
lenfunktion des Grundzustandes 1y(z) eine gerade Funktion ist, und diejenige des ersten
angeregten Zustands ¢, (z) ungerade. Weil a' eine Linearkombination der Ableitung nach
x und Multiplikation mit z ist, ist afy eine ungerade Funktion, wenn 1) gerade ist und
umgekehrt. Deshalb sind die 1, mit geradem n gerade Funktionen und diejenigen mit
ungeradem n ungerade Funktionen.

Diese Eigenschaft der Eigenfunktionen von spiegelsymmetrischen Systemen gelten
nicht nur fiir den harmonischen Oszillator. Wir werden beweisen, dass alle Eigenfunk-
tionen eines Hamilton-Operators mit geradem Potential

V(xy,...,zn) =V (—2,...,—2N) (8.4)

entweder gerade oder ungerade gewahlt werden konnen. Dazu bestimmen wir den gespie-
gelten Hamilton-Operator. Impulse wechseln bei einer Raumspiegelung das Vorzeichen
und es gilt

F(P)H(Pl,--~>PN>$1,--->$N)F(P)_1:H(—Pb--->—PN>—1‘1,--->—1‘N)-

Ein hermitescher Vielteilchen-Hamilton-Operator der Form

H = Z

vertauscht mit dem unitéren Paritétsoperator genau dann, wenn des Potential wie in (8.4)
gerade ist. Dann konnen wir H und I'(P) gleichzeitig diagonalisieren. Sind die Eigenwerte

+V 5171,...,.’12]\[) (85)

von H nicht entartet, wie beim eindimensionalen harmonischen Oszillator, dann sind
seine Eigenfunktionen automatisch Eigenfunktionen von I'(P), d.h. entweder gerade oder
ungerade. Andernfalls kénnen die Eigenfunktionen von H immer gerade oder ungerade
gewihlt werden.
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8.2 Translationen

Nach den Spiegelungen wenden wir uns den wohl einfachsten kontinuierlichen Symmetrien
zu, namlich den Verschiebungen im Raum. Die Verschiebungen oder Translationen des
Ortes aller Teilchen,

r,—x,+a, i=1,....N (8.6)

bilden eine dreidimensionale kontinuierliche Liegruppe. Zwei beliebige Translationen kom-
mutieren und derartige Gruppen nennt man Abelsch. Die Translationsgruppe ist isomorph
zum Vektorraum R3.

Wie gewohnt transformieren Zustandsvektoren und Operatoren gemafs
) — [¢)=T(a)ly) . A-— A'=T(a)AT(a)", (8.7)
mit unitdren I'(a). Im Ortsraum &ndert eine Wellenfunktionen wie erwartet,
(..., zy) — (T(a)Y) (i, ...,2y) =U(T1 + a,...,xNy + a), (8.8)

und die Unitaritdt der I' ist manifest. Die Abbildung a — I'(a) ist eine Abbildung von
der Gruppe R? der Translationen in die Gruppe der unitéiren Operatoren auf dem Hilbert-
Raum. Es handelt sich hier um einen Gruppenhomomorphismus,

[(a+b)=T(a)l(b) =I(b)[(a) und I !(a)=TI(—a). (8.9)

Man spricht in diesen Zusammenhang von einer unitdren Darstellung der Translationen
auf dem Hilbert-Raum. Die Darstellungseigenschaft impliziert, dass mit den Translationen
auch die darstellenden Operatoren I'(a) untereinander vertauschen,

[C(a),0(b)] =0, Va,b. (8.10)

Sie konnen deshalb gleichzeitig diagonalisiert werden.

Es stellt sich sofort die Frage, wann die I'(a) mit H vertauschen. Der Hamilton-
Operator (8.5) transformiert geméfs

F(a’)H(pla -« DN, 1, .. '7wN)F_1<a’) = H(plv' PN, T+ @, ..., TN+ a’) (811>
und ist genau dann translationsinvariant, wenn das Potential invariant ist,

V(iem+a,...,ey+a) =V (z,...,zy) . (8.12)
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Fiir derartige Potentiale kénnen die Operatoren H und I'(a) simultan diagonalisiert wer-
den. Die Translationen werden vom Gesamtimpuls des Systems erzeugt,

[(a)=¢*P"  P=p +.. +py, (8.13)
und die Invarianz des Hamilton-Operators
H = eia,-P/hHe—ia-P/h (814)

impliziert, dass der gesamte Impuls mit dem Hamilton-Operator kommutiert, [FP;, H] = 0.
Die Diagonalisierung der unitidren Translationsoperatoren ist dquivalent zur Diagonalisie-
rung des hermiteschen Gesamtimpulses. Genauso wie in der klassischen Mechanik ist fiir
translationsinvariante Systeme der Gesamtimpuls eine zeitlich erhaltene Grofe.

Hamilton-Operator mit Paar-Wechselwirkungen die nur von den Differenzvektoren
zwischen den Teilchepaaren abhingen,

1

1<j

beschreiben translationsinvariante Systeme. Die Coulomb-Wechselwirkung ist von dieser
Art. Fiir ein Teilchen in einem duferen Potential ist die Invarianzbedingung V(z + a) =
V(x) nur fiir konstante Potentiale erfullt. Nur in Abwesenheit von duferen Kréften ist
der Hamilton-Operator fiir ein Teilchen translationsinvariant.

8.3 Periodische Potentiale

Zahlreiche physikalische Eigenschaften und Vorgédnge in geordneten Festkorpern wer-
den durch Elektronen beeinflusst oder gar verursacht. Um einen Festkorper zu verste-
hen stoft man auf die Schwierigkeit der Losung eines komplizierten Vielkorperproblems.
Eine wesentliche Vereinfachung verspricht - wie beim freien Atom - die Beschrinkung
der Diskussion auf ein einzelnes Elektron. Die Elektron-Elektron- und Elektron-Kern-
Wechselwirkungen werden entweder vernachléssigt oder durch ein auf jedes Elektron glei-
chermafsen wirkendes gemitteltes effektives Elektron-Gitterpotential beriicksichtigt.

Wenn wir noch weiter vereinfachen und das Gitter als unendlich annehmen, so miindet
die angestrebte Reduzierung auf das Einteilchenproblem in der fiir ein Elektron giiltigen
Schrodingergleichung mit dem effektiven Gitterpotential

V(z) =V(z+ a), (8.16)
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wobei a ein Gittervektor ist, also zwei beliebige Punkte des Gitters A verbindet. Das Gitter

V(z)
] ] ] ] () CIL 2Ia 3Ia ] ] T
Abbildung 8.2: Periodisches Potential
werde von den Gittervektoren ay, ..., ag erzeugt. Fiir ein d-dimensionales kubisches Gitter
A ware
a;, = ae;, a= Znia,i, n; € 7, (8.17)

wobei die e; eine Orthonormalbasis im R? bilden und a den Gitterabstand und damit die
Translationsperiode bezeichnet. Das Verstiandnis des Energiespektrums im periodischen
Potential fiihrt zur Einsicht, warum einige Kristalle Isolatoren und andere Leiter sind.

Bei einer Verschiebung mit einem Gittervektor a dndern sich die Wellenfunktionen
im Ortsraum geméfs

U(z) — (C(a)y) (z) =(z +a), a€A, (8.18)
und der effektive Einteilchen-Hamilton-Operator

H(p,z) = 2”—m +V(x)

vertauscht mit den Verschiebungsoperatoren, wenn das Gitterpotential periodisch ist,
V(i) =V(rx+a), acA. (8.19)

Im Gegensatz zum vorigen Abschnitt betrachten wir hier nur Verschiebungen die das Kris-
tallgitter in sich tiberfithren. Diese Verschiebungen bilden eine diskrete Abelsche Gruppe
und die I'(a) stellen diese Gruppe im Hilbertraum dar. Sie erben die Gruppenstruktur
der Gittertranslationen und bilden eine Gruppe von unitdren kommutierenden Operato-
ren. Wir haben es also mit einer unitdren Darstellung der Abelschen Gruppe von Git-
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tertranslationen auf dem Hilbertraum Lo(IR?) zu tun. Wegen (8.19) vertauschen fiir ein
periodisches Potential alle Verschiebungsoperatoren mit dem Hamilton-Operator sowie
untereinander. Deshalb konnen alle I'(a) gleichzeitig mit H diagonalisiert werden. Die
Eigenwerte dieser unitdren Operatoren sind reine Phasen.

8.3.1 Blochwellen

Wie sehen nun die gemeinsamen FEigenfunktionen der unitdren Verschiebungsoperatoren
aus? Wegen

(L(a)y)(2) = Y(z) + a'dp(z) + ... = (e*VY)(z) = (¢"*P/") ()
haben die unitdren Verschiebungsoperatoren die Form
[(a)=e*?/" a €A, (8.20)

wobei p der Impulsoperator ist. Die Eigenfunktionen der Verschiebungsoperatoren sind
deshalb ebene Wellen,

F(a)eik-m — eik:-a . eik:-m (821)

ik-a

mit zugehdrigen Figenwerten e ®. Offensichtlich &ndern sich die Eigenwerte nicht, wenn

wir den Wellenzahlvektor k folgendermafsen dndern

k —>k—|—27er,aZ* mit (al*,aj) :(5”

Die Vektoren ay, ..., a; bilden die zu den Gittervektoren a;, ..., a; duale Basis. Wir diir-
fen also annehmen, dass die Wellenzahlvektoren in der Elementarzelle des dualen Gitters
liegen. Wegen

L(a)(¢v) = (I(a)¢) (I(a)v)

haben ¢ und v denselben Eigenwert, falls ¢ periodisch ist, I'(a)¢ = ¢. Deshalb sind die
simultanen Eigenfunktionen der Verschiebungsoperatoren

V() = *®¢, 1 (z) mit periodischem ¢y, . (8.22)

Die zugehorigen Eigenwerte von I'(a) sind exp(ik - a). Wir konnen die Eigenfunktionen
von H also immer wie in (8.22) ansetzen, wobei die k in der Elementarzelle des dualen
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Gitters liegen. Die Eigenfunktionen (8.22) sind die nach FELIX BLOCH benannten Wellen.
Die Schrodingergleichung fiir ¢ geht dann in folgende fiir die ¢-Funktionen iiber:
2 hk- h?k?
(p P

2m m 2m

+ V) (bn,k: = E¢n,k-

Es gentigt, die Translationen I'(a;) in Richtung der Basisvektoren zu untersuchen, da diese
alle anderen Gittertranslationen erzeugen,

I(a) =T(a)" ...T(ag)™, falls a=>) nia
ist. Die Eigenwerte der erzeugenden Verschiebungsoperatoren

I'(@)Ynk = €ik'ai¢n,k

hangen nur vom Wellenzahlvektor in der Elementarzelle des dualen Gitters ab. Wie wir
gesehen haben, unterscheiden sich zwei Blochwellen 1, , und %, zum selben Wellen-
zahlvektor nur um eine periodische Funktion.

8.3.2 Kronig-Penney-Modell und Energiebander

Als ein instruktives und losbares Modell betrachten wir das eindimensionale periodische
und unendlich ausgedehnte Gitter von Delta-Distributionen

V(z)= Y Vé(x—na) (a"=1/d). (8.23)

n=—oo

In diesem primitiven Modell wird die Wechselwirkung mit den Gitteratomen durch ex-
trem kurzreichweitige Delta-Distributionen am Orte der Atome modelliert. Geméf der
allgemeinen Theorie suchen wir Losungen der Schrédingergleichung in Form von Bloch-
Wellen,

wn,k = eikxgbn,k (824)

mit periodischen ¢, ;. Im einfachen 1-dimensionalen System ist die Elementarzelle des
dualen Gitters [—m/a, 7/a] und

——<k<
a

. (8.25)

™ ™
a
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Im Intervall 0 < x < a verschwindet das Potential und die Bloch-Wellen sind ebene
Wellen,

Vng = @' + Be™" % mit hg = V2mE. (8.26)
Deshalb ist
bu(z) = ae@he 4 ge=ilathye
Die Konstanten «, # und ¢ sind bestimmt durch folgende Forderungen:

e Jede Losung ¢, x(x) muf stetig sein, da sonst an jeder Sprungstelle die zweite Ab-
leitung proportional zur Ableitung der d-Distribution wére. Deshalb ist auch ¢, x
stetig

¢n,k(€) = ¢n,k(_€) = ¢n,k(a - 6) fir e— Oa

wobei wir die Periodizitét von ¢, benutzten, um wieder in das Intervall [0, a] zu
gelangen. Dies fiihrt auf die erste Gleichung fiir die Konstanten

a+ B = aeilt=kae 4 ge=ila+kae, (8.27)

e Die Bloch-Wellen sollen die Schrédingergleichung 16sen,

2mV 2mE
¢Zk TR Z 6(x — na)nr, — Fwnk (8.28)

Offensichtlich muf v, , an den Gitterpunkten springen, damit die ¢-Distribution in
der Schrodingergleichung erzeugt wird. Wir erinnern daran, dass die Ableitung der
Stufenfunktion #(z) gleich der Delta-Distribution ist, #'(x) = J(x). Deshalb mufs
gelten

V' (€) — ' (—e) = 27;:2vw(0) fiir € — 0.

Wegen der Periodizitdat von ¢y ist aber
6_ikx’l7b/(l') _ e—ik(x+a)¢/(x —FCI,)

Setzen wir hier x = —e¢, so impliziert die Schrédingergleichung eine zweite Gleichung
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fiir die Konstanten,

. . 2mV
iq [oz — B — ek 4 ﬂe_l(‘”k)“] = 7;; (o + 3). (8.29)

Die Gleichungen (8.27,8.29) sind zwei homogene lineare Gleichungen fiir a und . Daraus
gewinnt man durch Elimination folgende Gleichung fiir die Konstante « in (8.26):

cos(ka) — cos(qa) — m_‘g sin(ga)|a = 0.
[ qh

Der Koeffizient zwischen den eckigen Klammern muss offensichtlich verschwinden,

mVa sin(qa)
h? qa

cos(ka) = cos(qa) + , E=—. (8.30)

Die Losungen dieser Gleichung diskutiert man am besten graphisch (siehe Fig.8.3): Die

cos(qa)+ % sin(qa)

Abbildung 8.3: Erlaubte Werte fiir q

rechte Seite, interpretiert als Funktion von qa ist die Summe einer geraden periodischen
Funktion und einer geraden geddampften Schwingung. Fiir positive V' {iberschiefit diese
Funktion 1, z.B ist die rechte Seite an der Stelle ga = 0 gleich 1 +mVa/h%. Anderseits ist
die linke Seite zwischen —1 und 1. Deshalb kann ga immer nur Werte annehmen, fiir welche
der Betrag der rechten Seite < 1 ist. Anderseits gibt es fiir jedes k im Intervall (—7/a, 7/a]
unendlich viele ¢, und damit wegen E = h?¢*/2m unendlich viele Energiecigenwerte.
Als Funktionen von k sehen die Kurven E(k) wie in Fig.8.4 aus und wir schliessen: Die
erlaubten Energien liegen in einem Band, und zwischen den Béndern sind Energie-Liicken.
Diese Béanderstruktur mit Liicken zwischen den Béndern ist typisch fiir alle periodischen
Potentiale, auch in 3 Dimensionen.
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Liicke

Band

—7/a 0 T/a

Abbildung 8.4: Energiebdnder

Fiir einen endlichen Kristall der Lange L = Na gibt es natiirlich nur eine endliche
Anzahl von Zustdnden in einem Band. Mit den einfachen Randbedingungen

$(0) = (L) und ¢'(0) =¥'(L)
gelten dann fiir gerades N
(bk(o) — elkL(bk(L) — eikL =1

und der Wellenzahlvektor nimmt diskrete Werte an,

s 2 2
ke E{l’l_ﬁ’”"ﬁ_l}‘
Wir erwarten also fiir ein 1-dimensionales Kristall mit NV Atomen N verschiedene Zustédnde
in jedem Band. Beriicksichtigen wir das Pauli-Prinzip, nachdem zwei identische Elektronen
nicht im gleichen Zustand sitzen konnen, und dass ein Elektron zwei Spinzustdnde hat,
dann haben in jedem Band 2N Elektronen Platz. Im Grundzustand sind die tiefsten
Zusténde mit den N, Elektronen besetzt. Falls nun genau eine bestimmte Anzahl Bénder
besetzt und die anderen unbesetzt sind, dann verhélt sich der Festkorper wie ein Isolator.
Ist ein Band nur teilweise gefiillt, dann ist er ein elektrischer Leiter.
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8.4 Drehungen

Nach den Spiegelungen und Gittertranslationen untersuchen wir eine dritte Klasse von
wichtigen Symmetrien vieler physikalischer Systeme, die Drehungen. Im Gegensatz zu
den Translationen vertauschen die zugehorigen unitdaren Operatoren im Allgemeinen nicht
mehr und kénnen deshalb nicht gleichzeitig diagonalisiert werden.

8.4.1 Unitare Darstellung der Drehungen

Bei der Diskussion der Drehungen im Raum folge ich den entsprechenden Ausfiihrungen
in der Vorlesung , Theoretische Mechanik®, wie zum Beispiel in meinem Skript dargelegt?.
Drehungen im Raum

r — ¢’ = Rz, (8.31)
lassen das Skalarprodukt zweier Vektoren invariant,
(Rz,Ry) = (z,y) = R' = R, (8.32)

und bilden die spezielle orthogonale Gruppe SO(3) der eigentlichen Drehungen im Raum.
Die Wellenfunktion transformieren gemafs

Y(@,...,oy) — (R @, ..., R 'ay) = (D(R)Y) (@1, ..., zy) - (8.33)

Wie fiir alle Symmetrien ist I'(R) unitdr (antiunitér wire auch erlaubt), weil das Integra-
tionsmak im Skalarprodukt

(¥, ¢) = /d?’xl Py (z, .. EN)O(T, . TN (8.34)

bei Drehungen der x; nicht dndert, da die Jakobi-Determinante der Transformation den
Betrag Eins hat. Man tiberzeugt sich schnell, dass die Zuordnung R — T'(R) eine Dar-
stellung der Drehungen ist,

T(RiRy) =T(R)T(Ry), T(R™)=T"YR)=T(13) = 1. (8.35)

Es ist eine unitire Darstellung der Drehgruppe SO(3) auf dem Hilbertraum Ly(R?). Zwei
Drehungen kommutieren im Allgemeinen nicht und deshalb werden zwei unitdre Opera-
toren I'(R;) und I'(R2) im Allgemeinen nicht vertauschen.

?Kapitel 2 des Skriptes auf der Seite http://www.tpi.uni-jena.de/~wipf/lecturenotes.html.
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Da sich bei einer Drehung die Lange r; von x; nicht d&ndert, diirfen wir annehmen, dass
die r; konstant sind und die x; auf Kugeloberflichen liegen. Dann wirken die Drehungen

auf dem Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen auf S? x ... x S2,
N . 14 14 A L
(F<R)w)($177a}N>:w(R lwla"'vR lmN)v T, = —.

T

Wir wollen nun untersuchen, wann der Mehrteilchen-Hamilton-Operator (8.5) mit den
Drehungen vertauscht. Der Operator im transformierten System lautet

D(R)H(py,...,z1,.. ) ["YR) = H(R 'py,...,R 'z, ...). (8.36)
Die kinetischen Terme sind drehinvariant und H vertauscht mit den Drehungen wenn gilt,
V(zy,...,zn) = V(R xy,..., R zy). (8.37)

Zum Beispiel sind Potentiale deren Paarwechselwirkungen nur von den Absténden der
Teilchenpaare abhéngt,

V=3 V(= -, (8.38)
i<j

drehinvariant. Das Coulomb-Potential ist in diesem Sinne drehinvariant.

8.4.2 Einteilchensysteme

Fiir ein Teilchen ist das (dann dussere) Potential drehinvariant, wenn es nur vom Abstand
r = || vom Ursprung abhéngt,

D(R)HT(R) ™' = H <= V(z) = V(r). (8.39)

Diesen einfachen Fall werden wir im Folgenden ndher untersuchen. Die Verallgemeinerung
der gewonnen Resultate auf Mehrteilchensysteme ohne Spin ist dann relativ einfach.

Jedes unitére I'(R) kann als exp(—iL/k) mit einem hermiteschen Operator L geschrie-
ben werden. Fiir drehinvariante Potentiale kommutiert mit I'(R) auch L mit H und ist
eine Konstante der Bewegung. Wir wollen nun untersuchen, was die zu den Drehungen
gehorenden hermiteschen Operatoren sind. Dazu betrachten wir Drehungen um die Achse
definiert durch den Einheitsvektor e mit Winkel 6. Aus der Figur 8.5 entnimmt man, dass
eine derartige Drehung folgende Form hat:

R(e,0)x = (e,xz)e—eAN(eNx)cosf+ e xsind
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e
eNx
—eN(eNx)
i
R(e,0)x (e,x)e x

0
Abbildung 8.5: Drehung um e-Achse mit Winkel 6

=z+enzl+O0. (8.40)

Die infinitesimale Drehung ist

d
@R(e,ﬁ)w‘gzo =eNz =z, (8.41)

wobei wir die reelle und schiefsymmetrische Matrix

0 —e3 €9
Qe = €3 0 —€1 s (842)
—€9 €1 0

eingefiihrt haben. Sie dreht Vektoren infinitesimal um die Drehachse. Da e ein Einheits-
vektor ist, gelten die Identitaten:

Qx = en(enz)=(e,x)e—=

Pr = —enz=-Qx

und deshalb sind alle geraden Potenzen von (2, proportional zu Q2 und alle ungeraden
Potenzen proportional zu €2,

an = _(_)an> an-H = (_)nQea n= 1>2’ T
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Damit kénnen wir #€2, leicht exponentieren:
% — 140Q, (9—2—?+...) + Q2 (g—i—i—jju...)
= (1+Q2) — Q2cosf + Q. sinb.
Es folgt dann fiir jeden Vektor
’ex=(e,x)e —eN(eNx)cosh+eAzxsinh =R(e, 0z
und damit die Matrix-Identitét

e = R(e,0).

(8.43)

Die schiefsymmetrische Matrix €. in (8.42) erzeugt also die Drehungen um die Achse e.

8.4.3 Drehimpulsoperatoren

Nun suchen wir denjenigen hermiteschen Operator L., der die Drehungen um e im Hil-

bertraum erzeugt,
T (6996) — p—i0Le/h
Ausgewertet auf Wellenfunktionen im Ortsraum bedeutet dies
¢(e‘996w) _ (e—ieLe/hw) (z).
Wir berechnen nun die Entwicklung der linken Seite in Potenzen von 6,

2
0Q 0

V(e Mz) = P(z) —0Qz - VY(z) + — (Qz - V) P(z) + ...

2!
_ (e—G(Qem)-V¢) (27)

Der Vergleich mit (8.45) ergibt folgende explizite Form fiir Le,

Lezg(ﬂem)-V:(e/\m)-p:e-(m/\p).

Wir finden die Projektion des Drehimpuls-Operators auf die Drehachse, also

L.=e-L, wobei L=xAp
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der Drehimpulsoperator ist. Fassen wir zusammen: Die Drehungen um die 3 Koordinaten-
achsen werden durch die 3 Drehimpulsoperatoren

Li = Eijkxjpk (846)

0Q,

im folgenden Sinn erzeugt: Ist e”*¢ die Drehung um e mit Winkel 6, dann ist

P (e_mea:) = (e‘iee'L/hw) (). (8.47)
Insbesondere erzeugt (e, L) eine infinitesimale Drehung um e,

4
do

?

(7™ 2) [y = =7 (e D)v(x). (8.48)

Ohne zu rechnen, wissen wir a priori, das die L; hermitesche Operatoren sein miissen.

Vertauschungsregeln: Wir wollen nun die Kommutatoren der Drehimpulsoperatoren
mit den Orts- und Impulsoperatoren und mit sich selbst bestimmen. Wegen

L; = €;j,x;py,
findet man unter Benutzung der Derivationsregel:

[Li, xj] = €ipg[TpPy> xj] = €ipgTp|Pg> xj] = the;jpxy,

[Li, pj] = €ipg[TpPgs Di] = €ipglTp, DjIPg = ihicijqpy-

Diese Kommutationsregeln kann man nun in den Vertauschungsregeln der Drehimpuls-
operatoren untereinander verwenden

[Li, Lj] = Equ[Lia xppq] = €jpg (xp[Liapq] + [Ls, xp]pq) = thejpq€igs (xpps - xspp)-
Mit der niitzlichen Identitat
€abe€ade = ObdOce — OpeOcd (8-49)
wird daraus
L, L;] = z'ﬁ( — 0ji0ps + 5js5pi) (SL’pps - xspp) = ih(xipj - SL’jpi),
was nichts anderes ist, als

[Ll, LQ] = ith, [Lg, Lg] = ’ih,Ll, [Lg, Ll] = ’LhLQ < [LZ, LJ] = ’Lh,Ekak (850)
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Die gefundenen Vertauschungregeln sind also

le- L x] = —ihe Nz
le-L,p] = —ihe ADp (8.51)
le- L, L] = —ihe A L.

Fiir ein radialsymmetrisches Potential vertauschen alle drei Komponenten des Drehim-
pulsoperators mit H. Da die L; nicht miteinander vertauschen, kénnen sie nicht gleich-
zeitig diagonalisiert werden. Nur eine Drehimpulskomponente kann gleichzeitig mit H
diagonalisiert werden.

Die Operatoren x, p und L transformieren unter den Drehimpulsoperatoren alle gleich.
Ich tiberlasse es Thnen zu zeigen, dass die Kommutationsregeln (8.51) dquivalent sind zu

IR VI(R™) = R'V, Ve {z,p L} (8.52)

Die Operatoren x,p und L transformieren wie Vektoren unter Drehungen und heissen
deshalb Vektoroperatoren. Dagegen ist

N(R)HT(R)™ =H und T(R)(z-p)I(R)" =(z-p),
woraus folgt, dafs
[e-L,H|=0 und [e-L,x-p|=0. (8.53)

Drehinvariante Operatoren wie H und x - p vertauschen mit dem Drehimpuls und heifen
skalare Operatoren.

Die Verallgemeinerung auf N spinlose Teilchen ist nicht schwierig. Anstelle von (8.47)
tritt

) (e‘mewl, . e‘mewN) = (e‘we"‘/hqﬂ) (z1,...,xN). (8.54)
Die Entwicklung fiir kleine 6 bestimmt den hermiteschen Generator e - L der Drehungen

der Zustandsvektoren um die e-Achse. L ist der gesamte Bahndrehimpuls des Systems,

N
L= L, L=xzAp (8.55)

i=1

und die Komponenten von L erfiillen die Kommutationsregeln (8.50).
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8.5 Eigenvektoren/werte des Drehimpulses

Neben dem Bahndrehimpuls L gibt andere Drehimpulse, zum Beispiel der Teilchenspin
oder der gesamte Drehimpuls eines zusammengesetzten Systems. Wird der Drehimpuls
nicht ndher spezifiziert, dann bezeichnen wir ihn mit J. Allen Drehimpulsen gemeinsam
sind die Vertauschungsrelationen (8.50) und die Hermizitét,

[Ji, J;] = ihegp e und  J) = J,. (8.56)

Wir werden die Eigenfunktionen und Eigenwerte der Drehimpulsoperatoren konstruie-
ren, wobei wir nur diese Vertauschungsrelationen und die Hermizitdt benutzen werden.
Deshalb gelten die folgenden Resultate fiir alle Drehimpulse (Bahndrehimpulse, Spins,
gesamte Drehimpulse) gleichermassen.

Wir werden versuchen J3 zu diagonalisieren (dann werden .Ji, Jo notwendigerweise
nichtdiagonal sein). Dafiir wird es hilfreich sein, anstelle von J; und J; die sogenannten
Leiteroperatoren bzw. Auf- und Absteigeoperatoren

Jo=J +i, mit J'=J, (8.57)
einzufithren. Die Leiteroperatoren und J5 erfiillen die folgenden Vertauschungsrelationen:

[Js, Ji] = [Js, 1] £ i[Js, Jo] = ihJy + hJy = £h(Jy £ iJy) = £hJy,
[J+, J_] - i[JQ, Jl] - ’i[Jl, JQ] = 2hJ3

Diese Relationen werden eine wichtige Rolle spielen, und wir wollen sie hervorheben:
[Js, Ju] = £hJe ,  [J4, -] = 2hJs. (8.58)

Die Leiteroperatoren J. sind nicht hermitesch und entsprechen keinen Observablen.

Zuerst bemerken wir, daf J? ein skalarer Operator ist und mit den J; vertauscht,
[J?,J] =0, wobei J?=Y) J7. (8.59)

Wir kénnen also J? gleichzeitig mit einer Komponente des Drehimpulses diagonalisie-
ren. Ublicherweise wihlt man die Komponente J;, und wir wollen uns dieser Tradition
anschliefsen. Da das Quadrat jedes hermiteschen Operators nicht-negativ ist,

(Wl [) = (Jip| i) > 0,
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ist J? als Summe von solchen Operatoren selbst nicht-negativ. Ist |¢)) eine Eigenfunktion
von J? mit Eigenwert A\, dann ist also

(1T ) = AMely) > 0. (8.60)

Den nichtnegativen Eigenwert A konnen wir als A = h?j(j + 1) schreiben mit j > 0. Da
der Drehimpuls die Dimension [h] hat, ist j eine dimensionslose Zahl. Spéter wird sich
zeigen, dafs 25 € {0,1,2,...} gelten muss. Die Quantenzahl j heit Drehimpulsquantenzahl
oder im Wasserstoffatom auch Nebenquantenzahl (um sie von der Hauptquantenzahl zu
unterscheiden). Die Eigenwerte von J3 seien fijs, das dimensionslose j3 ist die magnetische
Quantenzahl (sie gibt Auskunft iiber die Energie eines Elektrons im dufteren Magnetfeld),
und die gemeinsamen normierten Eigenfunktionen von J? und Js seien |jjs),

T?djs) = 025 (G + Dlijs) und  Js|jds) = hjs|ijs)- (8.61)
Im Folgenden brauchen wir noch die Umformung des Produktes Jy J5:
Jode =3+ T3 Fi(N1 o — JoJy) = J* — J; + hs. (8.62)
Wegen J! = J4 gilt auch
(JslJedxids) = (Jidsl Jxids) = 0,
worin wir die linke Seite mit Hilfe von (8.62) leicht ausrechnen konnen,
(sl 5 Teligs) = (s (J* = T3 F hJs)\gjs) = B*cx (5, s) (slids)- (8.63)
mit Konstanten
c+(J,J3) = 3(1 +1) — Js(js £ 1) (8.64)

Die linke Seite von (8.63) ist nur wie gefordert nicht-negativ fiir

- N1
c+(j, j3) > 0 <= (j + 5) > (j3 T 5) : (8.65)
Diese beiden Ungleichungen implizieren

—j < js <. (8.66)

Nun beniitzen wir dhnliche Argumente wie bei der Bestimmung der Eigenfunktionen und
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Eigenwerte des harmonischen Oszillators mittels der Auf- und Absteigeoperatoren. Wegen
(8.58) gilt

JsJiljis) = Je(Js £ h)|jis) = hJ(js £ 1)|jJs) = h(js £ 1)J1|173).

Damit hat J.|jj3) den Js-Eigenwert h(js+1). Allerdings brauchen diese Zusténde nicht
normiert zu sein, und wir kénnen nur schliefen

Jiljgs) = cxld, js £ 1),

mit j und js-abhéngigen Normierungskonstanten c.. Wir wollen diese Konstanten so
wihlen, dass die |j73) alle Norm Eins haben. Wegen

. . . . (8.63) .
(Gjsl| JxJe|dds) = lex|* (G, ds £ 1|4, js £ 1) =" hcw (4, js) (i jalids)

gilt nach geeigneter Wahl der Phasen der Eigenfunktionen die niitzliche Bezichung

Jiljgs) = hv/cx(J, Js) |7, 73 £ 1) (8.67)

zwischen den gleich normierten Eigenfunktionen. Ist Aj; Eigenwert von J3, so sind es auch
h(j3 £ 1), es sei denn, die Wurzeln in (8.67) verschwinden. In der Tat, wegen (8.66) muss
j3 kleiner gleich j sein und deshalb muss fiir ein j3 < j gelten

o . 1 1
cr(j,js) =0 jz =+ (J + 5) 5
Von den zwei Losungen dieser Gleichung ist wegen (8.66) nur diejenige mit j; = j erlaubt.
Am anderen Ende des Spektrums sollte fiir ein j3 > —j gelten

. . 1 1
c-(J,js) =0 <= js ==+ (J + 5) +t3
damit j3 nicht kleiner als —j wird. Die mit (8.66) vertrigliche Losung ist j; = —j. Damit
die Ungleichungen (8.66) erfiillt sind, miissen also hj und —hj Eigenwerte von J3 sein. Da
aber die Differenz zweier Eigenwerte von J3 ein ganzzahliges Vielfaches von A ist, muss
Jj — (—7j) = 27 eine ganze Zahl sein:

j = ganz oder halbganz, js=—4,—j+1,...,5—1,7. (8.68)

Fiir jede Nebenquantenzahl j gibt es dann 25 + 1 verschiedene magnetische Quantenzah-
len j3 und die Entartung von j ist 2j 4+ 1. Da die |jj3) normierte Eigenfunktionen der
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Js

Abbildung 8.6: Illustration zum quantenmechanischen Drehimpuls fiir j = 2.

hermiteschen Operatoren J? und .J; sind, bilden sie ein Orthonormalsystem,
(79317'35) = 0451 O, (8.69)

Wir haben also folgendes Bild vor Augen: Im Zustand |[jjs) ist die dritte Komponente
des Spins gleich Ajs. Die Linge des Drehimpulsvektors ist A{j(j 4+ 1)}'/2. Die transversale
Komponente des Drehimpulses, (J2+.J2)Y/2 = (J?—J2)'/2 hat die Lénge h{j(j+1)—j2}1/2.
Allerdings kennen wir die Richtung des transversalen Drehimpulses nicht, da J;, Jo nicht
gleichzeitig mit J; scharf sein kénnen (die Drehimpulskomponenten kommutieren nicht).
In der Tat, mit der Heisenbergschen Unschérferelation folgt

(el i) Gl i) = (7)) (8.10)

Im néchsten Abschnitt werden wir sehen, dass fiir den Bahndrehimpuls L = x A p die
magnetische Quantenzahl und damit auch die Nebenquantenzahl immer ganzzahlig sein
muss. Dies folgt aus der Forderung, daff die Wellenfunktion einfachwertig sein soll. Ubli-
cherweise bezeichnet man den Bahndrehimpuls mit L, seine magnetische Quantenzahl j3
mit m und seine Nebenquantenzahl j mit /.

Der Spinoperator eines Teilchens mit Spin %, zum Beispiel eines Elektrons, Myons,

Quarks oder Protons, lautet

S=—o, (8.71)
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und erfiillt ebenfalls die Kommutationsregeln S A S = ihS. Wegen
3
2 932
S = 4h

sind die moglichen Eigenwerte von S3 gleich :i:%h.

8.5.1 Kugelflichenfunktionen

Nun wollen wir die Eigenfunktionen Yy,,(Z) € Lo(S?) des Bahndrehimpulses fiir ein Ein-
teilchensystem in der Ortsdarstellung explizit konstruieren, dhnlich den Eigenfunktionen
des harmonischen Oszillators. Wir wihlen Kugelkoordinaten

sin  cos ¢
x=rz, &= |sinfsingp |. (8.72)
cos

Dann ist die dritte Komponente des Drehimpulses in der Ortsdarstellung

h h o

L3 = ; (1’182 — 1’281) = (873)

r
Die Losungen der Eigenwertgleichung L3Y7,, = hmY,,, sind Exponentialfunktionen in ¢,

Yom (0, 0) = €™ Po (0), (8.74)

wobei die P, noch unbestimmte Funktionen sind. Die verbleibenden zwei Drehimpulse
lauten in Kugelkoordinaten

Ly = wp3 — x3p2 =il (sin @% + cot f cos @%) ,

0 0
Lo = x3p; — x1p3 = th (— cos QD% + cot @ sin QP%) )
Daraus folgt die explizite Form fiir die Leiteroperatoren:

- 0 0
= he™ [ +— 4+ —
L. = he (:l:&@ + i cot 68@) : (8.75)

Explizite Form der Kugelflichenfunktionen.

Wir bestimmen zuerst die Eigenfunktion Y, = e"&”PM(H) mit maximaler magnetischer
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Quantenzahl m=/. Diese werden vom Aufsteigeoperator L, annihiliert,

L. .Yy = he® (ﬁ + 1 cot Gg) e P,

90 D
_ Rttt (agpa ! ?OSQPM) —0.
sin @

Damit wird
Yy = ce' sin‘(),

mit einer Konstante ¢. Nun kénnen wir die Eigenfunktionen Y7, durch mehrmaliges An-
wenden des Leiteroperators L_ generieren,

Yo (0, 9) = com(L-)""Y0u(8, ¢).

Die Normierungsbedingung fiir die Kugelflichenfunktionen lauten

T 2m
/dQ Y/gm(e, QO)nlm/(e, QO) = /d@ SiHH/d(p Em(é’, @)n/m/(e, QO) = 5@@/5mm/.
0 0
Mit Hilfe des Integrals
[ 2 (2002
241 39
/(sm@) do = 2+1 (20) (8.76)
0

ergeben sich die normierten Eigenfunktionen mit maximaler magnetischer Quantenzahl,

(=1)¢ [(20+1)
20! A7

Yy(0, ) = (20)! sin® @ €™, (8.77)

wobei der Phasenfaktor (—)¢ der {iblichen Konvention entspricht. Die anderen Kugelfli-
chenfunktionen Yj,, konnen vermittels

1
VEl+1) —m(m —1)

}/Z,m—l(ev (P) = e—igo( - 89 + 1 cot eaw)nm(ev @)
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aus Yy, berechnet werden. Diese rekursive Definition fiihrt zu folgendem orthonormierten
System (u = cosf):

G R Y (O I A R
Yim0:0) = S50\ T e—my sog \aw) ) (8.78)

Die Funktionen bis ¢ = 2 sind:

1
Vg — ——
00 =
3 /3 ..
Yio =1/ — cos¥, Yii1 = F/ —e % sinf
47 8w

[ D /15 ,
Yoo =4/ — (3 cos?0 — 1), Yo, = Fy/ — sinf cos fe*™?
167 8T

Nur Yy ist kugelsymmetrisch. Fiir m = ¢, also ,Parallelstellung” von Bahndrehimpuls
und 3-Achse, wiirde sich klassisch das Elektron auf einer Kreisbahn in der (1,2)-Ebene
bewegen. Quantenmechanisch ergibt sich eine keulenférmige Verteilung fiir die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit ~ |Yy(6, )|?, die um so schlanker wird, je grofer ¢ wird. Fiir
m =0 ist der Drehimpuls irgendwo senkrecht zur 3-Achse. Wenn man sich das Teilchen
auf einer die 3-Achse enthaltende Bahnebene denkt und dann die Ebene um diese Achse
dreht, sieht man, dass die grofte Aufenthaltswahrscheinlichkeit ~ |Yy|? bei den Polen
liegt.

Eigenschaften: Die Kugelfunktionen mit m und —m sind, bis auf eine Phase, komplex
konjugiert:

}/Z,—m(ev 4,0) = <_1>m17fm(97 @)

Da fiir ein kugelsymmetrisches Potential neben Lz und L? auch der Paritéitsoperator mit H
vertauscht, sollten wir nachpriifen, wie die Wellenfunktionen unter der Paritétsoperation
Y(x) — (—x) transformieren: In Kugelkoordinaten ist eine Spiegelung

r—T, 0 —-m—0, p—p+m
und damit

P — (=1)™e"™¢  sinf — sinf, cosfh — —cosb.
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Aus (8.78) folgt dann, dass
(PYem) (0, 0) = (=1) Y (0, ) (8.79)

gilt. Die Zusténde mit gerader Nebenquantenzahl sind gerade und diejenigen mit ungera-
der Nebenquantenzahl ungerade.

Die Operatoren Lj, L? sind auf Ly(S?), dem Raum der quadratintegrablen Funktionen
auf der Kugeloberfiche, selbstadjungiert. Die Eigenfunktionen Y, bilden deshalb ein
vollstandiges Orthonormalsystem auf diesem Raum. Jede Funktion f(6, p) € Ly(S?) kann
als Linearkombination der Y,,, dargestellt werden:

.f(97 90) = Z aémnm(ev 90)
4m
Die Koeffizienten berechnen sich dann geméfs

= / 00 Y30, ) F(0.2).

Diese Vollstandigkeit ist dquivalent zur Relation Y [¢m)(¢m|=1, die in der Ortsdarstel-
lung folgende Form hat

[e'e) 0
Z Z Yo (@, 0 Yo (0, 0) = 6(¢ — ¢')6(cos § — cos@').
£=0 m=—¢

Wir notieren noch, dass die Kugelfunktionen folgende Summenregel erfiillen:

l
20+ 1
2 __

m=—/{

Betrachtet man die Coulomb-Wechselwirkung zwischen Elektronen als Storung, dann ist
die folgende , Faktorisierung”“ des Coulombpotentials niitzlich

00 l
1 1t
= 4772 Z m@nm(el,d)nm(aS@,

wobei 7~ (rs) den kleineren (groferen) der Radien r und r’ bezeichnet.
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8.6 Darstellung der Drehungen

Wir haben uns frither davon iiberzeugt, dass die Operatoren

(D(a)w) (@) = (@) (@) =& (R (e)z),  a=fe

eine unitire Darstellung der Drehgruppe auf dem Hilbertraum Lo(S?) der auf S* quadra-
tintegrablen Funktionen definieren,

R(v) = R(B)R(a) = T'(y) = [(B)I'(). (8.80)
Der (2¢ + 1)-dimensionale Unterraum
Ve = Span{Yy,|m = —(,... (} C Ly(5?) (8.81)

wird durch die Operatoren L3z, L+ und damit durch die Drehimpulsoperatoren L; auf sich
abgebildet. Damit ist jedes ), in der orthogonalen Zerlegung

L2(52)=y0@y1@y2@---=@ye

invariant unter jeder Potenz von e - L und damit unter jeder Drehung I'(av),
D) : Y, — Vo, a)ltm) = Z |m' YD) () (8.82)

mit (2¢ 4 1)-dimensionaler unitdrer Matrix

DY) () = (tm!/|T(cx)|m). (8.83)

m'm

Diese Formeln sind dquivalent zu

Yom (R Z Yems (&) D3y, (0). (8.84)

m/'=—/{

Wir wollen uns nun iiberzeugen, dafs
R(a) — DY (a) (8.85)

eine (2¢ + 1)-dimensionale unitédre Darstellung der Drehgruppe definiert.
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Die Matrix D) () ist die Einschrinkung des unitéiren I'(a) auf den invarianten Teil-
raum )y und ist deshalb unitir. Seien nun

DY) () = (tm!|D(@)|¢m) und DY) (B) = (tm/|D(B)|tm)

die den Drehungen R(a) und R(3) zugeordneten Matrizen und I'(7y) wie in (8.80) defi-
niert. Dann ist

DY.(v) = (tm[D(B)T(e)em) = > {tnd|D(B)]em") (em|T(ex) | )

m/’!

= Z Df??m” (ﬁ)Dr(ﬁg’m(a%

beziehungsweise
D(v) = DV(B)D"(cv). (8.86)

Da zusitzlich D (0) = 1 gilt haben wir bewiesen, dass (8.85) eine (2¢ + 1)-dimensionale
Darstellung der Drehgruppe SO(3) ist. Diese Darstellungen sind irreduzibel, da vermittels
der Leiteroperatoren jeder Zustand im invarianten Unterraum auf jeden anderen Zustand
in diesem Unterraum abgebildet werden kann.

Wir wollen noch die Charakteren dieser irreduziblen Darstellungen von SO(3) bestim-
men. Wir konnen als z-Achse unseres Koordinatensystems immer die Drehachse wéhlen.
Also ist die Drehung um e mit Winkel 6 dquivalent zu der Drehung um die z-Achse mit
demselben Winkel,

cosf —sinf 0
R(A,e) ~ R0, e3) = e’ = [ sinf cosf 0 |. (8.87)
0 0 1

Die zugehorige Darstellungsmatrix

P

m’'m

(0) = (tm/|e" "3/ tm) = ™05,
ist diagonal. Damit ist der Charakter y, der Darstellung R — D© gleich

_ ©(g)) — —imp _ SI(20+1)0 _
xe(8) = Sp (D(9)) m;ee —5 (=012 (8.88)

Diese Charakteren sind uns aus der Vorlesung Mathematischen Methoden der Physik
wohlbekannt. Es sind die Charakteren der irreduziblen Darstellungen von SO(3). Die
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Darstellungsmatrizen D kénnen mit unseren bisherigen Resultaten berechnet werden.
Aus Zeitgriinden muss ich allerdings auf die Literatur verweisen.
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Kapitel 9
Zentralkrafte - Das Wasserstoffatom

Das Atom ist seinem Wesen nach nicht ein materielles Gebilde in Raum und
Zeit, sondern gewissermafien nur ein Symbol, beir dessen Einfiihrung die Na-
turgesetze eine besonders einfache Form annehmen.

Werner Heisenberg, 1947

Als besonders wichtige Anwendung fiir die quantenmechanische Berechnung von Ener-
gieeigenwerten betrachten wir wasserstoffihnliche Atome. Als wasserstoffahnliche Atome
bezeichnet man Systeme aus einem Kern mit Ladung Ze und einem Elektron, wie etwa H,
He*, Li** usw. Das Spektrum des Wasserstoffatoms spielte bei der Entwicklung der Quan-
tenmechanik eine wichtige Rolle. Als das einfachste aller Atome ist es der Theorie und
dem Experiment gleichermafsen zugénglich und eignet sich hervorragend als Testobjekt
fiir physikalische Theorien. Immer genauere spektroskopische Untersuchungen lieferten in
der Vergangenheit den Anstofs dazu, theoretische Modelle neu zu entwickeln und zu ver-
feinern. Heutzutage dient die Spektroskopie am Wasserstoffatom hauptséchlich dazu, die
Quantenelektrodynamik (QED) als derzeit préziseste aller physikalischen Theorien sehr
genau zu testen. Fiir die Ubergangsfrequenz des Zweiphotonen-Ubergangs vom 1s in den
25 Zustand! fanden HANSCH und Mitarbeiter den Wert

Frs—os = 2466061 102474 851(25)Hz, (9.1)

die genaueste Messung einer Frequenz im UV-Bereich? [47].

In dieser Vorlesung iiber nichtrelativistische Quantenmechanik werden wir nur die
Grobstruktur des Spektrums berechnen. Sie riithrt von der Coulomb-Wechselwirkung zwi-

IFiir Zweiphotonen-Ubergénge gilt nicht die Auswahlregel A¢ = 41, sondern Al = 0, +2.
2vgl. http://www.mpq.mpg.de/~haensch/hydrogen/h.html.
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schen dem als spinlos gedachten Proton und Elektron des Wasserstoffatoms. Auf die no-
tigen vorwiegend relativistischen Korrekturen werden wir am Ende dieses Kapitels und
in der Vorlesung Quantenmechanik I zuriickkommen. Im ersten Schritt betrachten wir
beliebige radialsymmetrische Potentiale und werden uns erst in der zweiten Hélfte des
Kapitels auf das Coulomb-Potential einschranken.

9.1 Elektronen im Zentralfeld

Die zu einem stationdren Zustand eines Teilchens (Elektrons) in einem Potential gehérende
Wellenfunktion 16st die zeitunabhingige Schrodingergleichung mit Hamilton-Operator
2 h2
H=P v & Y Ayv(a) (9.2)
21 21
wobei wir in diesem Kapitel die Masse mit p bezeichnen, um eine Verwechslung mit der
magnetischen Quantenzahl m zu vermeiden.

Wir stellen zuerst eine Beziehung zwischen der fiir ein drehinvariantes Potential erhal-
tenen Grosse L? und dem Laplace-Operator her, wobei wir die Relation

7 T ) h 0
- — (9.3)

T
PNy P o h
p=2x(x-p) . mit I , I-p o

benutzen. Mit Hilfe von (8.49) und den Vertauschungsregeln zwischen Ort und Impuls
folgen die Beziehungen

(@AL?=L% , & (8AL)=0
(#AL)-&=2ih , [0,,L]=0,

und damit die gesuchte Relation zwischen A und L2,

2 2 2 (a2, 2 L’
pr=-NA=-h" (0, +-0. | +—. (9.4)
r r
Um die explizite Form des Differentialoperators L? in der Ortsdarstellung zu gewinnen,
berechnen wir den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten. In diesen Koordinaten hat das

Langenelement die Form

ds* = dr® + r* (d9” + sin® fdp?) (9.5)

A. Wipf, Quantenmechanik I



9. Zentralkrafte - Das Wasserstoffatom 9.1. Elektronen im Zentralfeld 187

und damit sind die Determinante und die Inverse der Metrik
Vg=r*sinf und g¢” = diag (1, =2 r2sin 2 9) )

Deshalb lautet der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

A—La(\/’ J9;) =07 + 0 L 9 smé’a +;8—2 (9.6)
T /g \WI9e T Tsme o0 96) " 12sin?0 052 '

Der Vergleich mit (9.4) ergibt folgende Form fiir das Quadrat des Drehimpulses,

1 0 0 1 02
I’=-p|—= —— . .
n (meae <Sm989> * sm29&p2> (97)
Nun kénnen wir H folgendermafen umschreiben:
R0 [ ,0 L?

Wir wollen nun ein drehinvariantes Potential V' = V(r) betrachten. V' koénnte zum Bei-
spiel die Wechselwirkung von zwei Elektronen oder eines Proton-Elektron-Systems in
Relativkoordinaten beschreiben. Fiir ein kugelsymmetrisches Potential kommutieren die
Operatoren H, L? Ls; und P. Die gemeinsamen Eigenfunktionen dieser vertriglichen Ob-
servablen bezeichnen wir mit |E¢m),

H|Etm) = E|Em)
L*|Efm) = R+ 1)|Efm)
Ls|Elm) = hm|E(m).

Sie sind gleichzeitig Eigenfunktionen des Paritéitsoperators, P|Efm) = (—)*|E¢m). In der
Ortsdarstellung haben sie die Form

Vpem(2) = (x| Elm) = foi(r)Ym(0,¢), (9.9)

wobei wir schon vorweggenommen haben, daft die Radialfunktionen fg,(r) nicht von der
magnetischen Quantenzahl abhéngen.

Setzen wir die Funktionen (9.9) in die Schrodingergleichung mit Hamilton-Operator
(9.8) ein, so reduziert sich diese auf folgende gewthnliche Differentialgleichung zweiter
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Ordnung fiir die Radialfunktionen,

+V(r)— E) fee(r) =0, wobei p,= 7—1137“ (9.10)

Zpr 2,“ 7,2

1rOor

1 h2 00+ 1
( 2, (+1)

der auf Ly(R",7?dr) hermitesche Radialimpuls ist. Setzen wir fg, = uge/r, dann erfiillen
die ug, die etwas einfachere gewohnliche Differentialgleichung

2udr? ' 2u 12

( R d2 h? 0(0+1) +V(r) - E) ug(r) = 0. (9.11)

Die Gleichungen (9.10) und (9.11) haben die Form von eindimensionalen Schrédinger-
Gleichungen, allerdings ist 0 < r < co. Bei der Losungssuche fiir die radiale Schrédinger-
Gleichung gilt es allerdings zu beachten, dass fiir jedes ¥ ge, € Lo(R?) die Integrale in

1V em :/|ng|2T2d7‘:/|uEg|2dr (9.12)
0 0

endlich sein miissen. Wegen der Zentrifugalbarriere ¢(¢ + 1)/r? in der radialen Schro-
dingergleichung werden ganz dhnlich wie in der klassischen Mechanik Teilchen mit ¢ > 0
vom Ursprung ferngehalten. Wellenfunktionen von Teilchen mit Drehimpuls ungleich Null
sollten am Ursprung verschwinden. Etwas allgemeiner wird die Wellenfunktion g, nur
quadratintegrierbar sein, wenn upgy in der Ndhe des Ursprungs nicht zu singulér ist. Dies
ist der Fall wenn es eine positive Zahl € gibt, so dass

luge(r)| < "2 fiir 7 —0 (9.13)

mit einer positiven Konstanten c¢ gilt. Fiir groke Abstinde vom Ursprung miissen die
radialen Wellenfunktionen von gebundenen Zustédnden schneller als ug, ~ r~2 abfallen.

Verhalten der Losungen fiir grofse und kleine Radien: Wenn wir annehmen,
dass

7(r + 1)V (r)dr < oo

gilt, dann kénnen die im Folgenden abgeleiteten asymptotischen Abschétzungen fiir die
Losungen der radialen Schrodingergleichung streng bewiesen werden. Insbesondere sollte
das Potential am Ursprung nicht zu singuldr werden und im Unendlichen geniigend schnell
gegen Null streben. Der hiermit ausgeschlossene Fall eines Coulombpotentials wird an-
schlieffend gesondert behandelt.
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Da fiir grofle r das Potential verschwindet, gilt

h2
ﬂugé + Bupe ~0 fir r— oo.

Die asymptotische Form der Losungen ist daher

dikr p T 1272
UEZN{Q fir £ = +h?k*/21 >0 (9.14)

e kr fiir B = —h?k?/2p < 0.
Fiir ein nicht-negatives Potential ist H nicht-negativ,

9.2)

(w0, ) 2 (p, pi) + (0, Vi) > 0

und die Energie-Eigenwerte sind alle grofer gleich Null. Ein Teilchen in einem nicht-
negativen und im Unendlichen verschwindenden Potential hat keine gebundenen Zustande.

Fiir kleine r hat jede Losung der Fuchsschen Differentialgleichung (9.11) die Entwick-
lung

u(r) ~r*(14+air +...).

rT—00

Setzen wir dies in die radiale Schrodingergleichung ein, so folgt fiir 72V (r) "— 0 die
Bedingung

(0= =+ 92 102 =0,
mit den beiden Losungen

a=0+1 und a=-—( (9.15)

Fiir die zweite Wahl o= —/ ist die Wellenfunktion am Ursprung singuldr, ¥gg, ~ 1.

Fiir ¢ > 0 ist sie nicht mehr normierbar und fiir ¢/ = 0 ist der Hamilton-Operator nicht
wesentlich selbstadjungiert, wenn wug, fiir r — 0 nicht schneller als \/r verschwinden
wiirde®. Also ist nur die erste Losung in (9.15) realisiert und

Wie erwartet verschwinden am Ursprung alle Lésungen mit ¢ > 0.

3Vgl. das Buch von S. GRUSSMANN iiber Funktionalanalysis.
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9.2 Elektron im kugelformigen Potentialtopf

Setzen wir fiir positive Energien wie in (9.14) F = h*k*/2u mit Wellenzahlvektor &, dann
lautet fiir V' = 0 die radiale Schrédingergleichung (9.10) (wir unterdriicken den Index E)

L)+ ) W; Y 1 () 4 K2 () = 0. (9.17)

Setzen wir in dieser Differentialgleichung vom Fuchsschen Typ x = kr, dann erhalten wir
die Besselsche Differentialgleichung;:

2 (x) + 2z fy(x) + (2° — €(( + 1)) fo(z) = 0. (9.18)

Die Losungen sind die sphdrischen Besselfunktionen der ersten und zweiten Art:

) = {jg(m) ~ S () (sne/) (9.19)

Die expliziten Formeln auf der rechten Seite gehen auf RAYLEIGH zuriick. Die sphérischen
Besselfunktionen zu kleinen Bahndrehimpulsen haben die Form:

. sin x CcosS T
Jo = Yo = —
x T
. sinx cosz cosx sinx
J1= - 1= — -
2 x 2 T
) 3 1\ . 3 3 1 3 .
Jo=|—3— < |sinz— —cosx Yo=—|—5— - |coszx — 5 sinx
T T T T T T

Die reguléren Losungen j, sind in der folgenden Figur fiir £ = 0, 1, 2 geplotted. Bis auf j
verschwinden alle Losungen am Ursprung und beschreiben geddmpfte Schwingungen.

1.0 1
0.8 1
0.6 1
041
021
0
—0.2 1
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Unter Benutzung der Differentialgleichung zeigt man, dass die Wronski-Determinante die-
ser Losungen nicht verschwindet,

Cdye  djy 1

Je dz - d.ﬁl]ye: ;7

und damit bilden die j, und ¥, ein linear unabhéngiges System (ein Fundamentalsystem )
von Losungen. In der Ndhe des Ursprungs verhalten sich diese Losungen wie folgt,

¢

Jel) ~ 1-3-5---(20+1)
pelz) ~ _1-3-53-345%—1). (9.20)

Fiir grofte Radien oder grofse z gilt

Jo(x) ~ B sin (l’ - £_7r) und  y,(z) ~ 1 oS (x — g—ﬂ) , (9.21)
x 2 x 2

in Ubereinstimmung mit unseren Resultaten iiber die asymptotische Form der Losungen
im allgemeinen Fall.

Wir bemerken, dass die y, fiir » — 0 divergieren. Deshalb sind fiir das freie Teilchen
nur die Losungen j, zugelassen. Dies gilt auch fiir ein nicht-verschwindendes Potential,
falls dieses in der Nahe des Ursprungs gegen eine Konstante strebt. Fiir grofse Radien
oszillieren beide Losungen j, und y,. Sie streben wie jede Kugelwelle in 3 Dimensionen
wie 1/r gegen Null. Wir kénnen auch Linearkombinationen von j, und y, bilden. Hier
bieten sich die sphdrischen Hankelfunktionen

he(z) = jo(@) + iye(x) und  he(z) = jo(z) — iye(x), (9.22)

an. hy beschreibt eine auslaufende Kugelwelle,
1
ho(z) ~ =exp (i(z — [0+ 1]7/2)) fir = — oo, (9.23)
x

und hy eine einlaufende Kugelwelle. Die sphirische Besselfunktion j, = (he + 715) /2 be-
schreibt als Uberlagerung von aus- und einlaufender Welle eine stehende Welle.

Es sei nun

V(r) = {0 fiir < (9.24)
oo firr>a
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ein kugelsymmetrischer Potentialtopf. Fiir » < a bewegt sich das Teilchen frei. Ein Zu-
stand mit festem Bahndrehimpuls und magnetischer Quantenzahl wird daher durch die
Wellenfunktion

h2k?

,QDEZm = A]Z(kr)nm(ea Q0)7 E (925)

beschrieben. Fiir r > a verschwindet die Wellenfunktion und aus Stetigkeitsgriinden folgt
jg(k’a) =0.

Wir bezeichnen die nach ihrer Grofe geordneten Nullstellen von j, mit x,0, n = 1,2,.. ..
Damit wird die Stetigkeitsbedingung bei r=a zu

h2

By =—=12,
£ 2ua2xné

(9.26)

Die Zustdnde mit Hauptquantenzahl n und Bahndrehimpuls ¢ bezeichnet man mit
nl, wobei ¢=1{0,1,2,3,...} ~{s,p,d,...}.

Also ist der 1s Zustand derjenige mit Hauptquantenzahl n = 1 und Bahndrehimpuls
¢ = 0 usw. Die Bezeichnungen s,p,d, f,g,... fiir die Zustdnde mit Bahndrehimpulsen
0,1,2,3,4,... stammen aus der Spektroskopie und sind die Abkiirzungen fiir ,scharf*,
yprinzipal“, | diffus”, ,fundamental“ usw. In der folgenden Tabelle sind die Nullstellen an-
gegeben, die zu den sechs tiefsten Zustdnden Anlass geben:

Zustand | 1s 1p 1d 2s 1f 2p

(9.27)

Tne 3.142 | 4.493 | 5.763 | 6.283 | 6.988 | 7.725

9.3 Wasserstoffatom - diskretes Spektrum

Das Wasserstoffatom ist ein Zweiteilchensystem und seine Wellenfunktion (¢, z;, x2)
héngt von der Position x; des Protons und der Position a, des Elektrons ab. Dann ist

/ Baa [t 21, 2)?
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die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, das Elektron bei @, zu finden, unabhéngig davon wo
sich das Proton aufhélt. Wir haben dabei die Normierungsbedingung

6P = [ e, [0tz 2P =1 (0.28)

vorausgesetzt. Den Observablen ordnen wir hermitesche Operatoren zu, zum Beispiel den
Orten und Impulsen der beiden Teilchen die Operatoren x; und p;. In der Ortsdarstellung
werden die Impulse durch —:AV; dargestellt. Da man den Ort des Protons und den Impuls
des Elektrons gleichzeitig scharf messen kann, miissen die entsprechenden Operatoren
vertauschen, [x;, po] = 0. In der Ortsdarstellung ist dies offensichtlich der Fall, da

(@1, Va| = [23, V1] =0

gelten. Da bei einer Drehung die Orte beider Teilchen gedreht werden,

Y(x, 1) — ¥ (R 'z, R 'a) = (T(R)Y) (21, ), (9.29)

ist der Drehimpuls des Zweiteilchensystems

He L) v, m) (9:30)

—?/)( ez, "ewy) }9:0 -

die Summe der Drehimpulse der individuellen Teilchen, L = L; + L.

Wir erinnern an die Verallgemeinerung auf N-Teilchensysteme: In der Ortsdarstellung
wird dem Ort und Impuls des i’ten Teilchens der hermitesche Operator x; und p; = —ihV;
zugeordnet. Die Wellenfunktion (¢, zy, . .., xy) ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir
das Auffinden von Teilchen 1 am Ort x;, Teilchen 2 am Ort x; usw. Der Gesamtdrehimpuls
ist die Summe der individuellen Drehimpulse (dies bleibt auch wahr fiir Teilchen mit
Spin). Die zeitliche Anderung des Zustandvektors [¢(¢)) wird durch die zeitabhingige
Schrédingergleichung

d
ih— [9(1)) = HI$(1)) (9.31)

bestimmt, wobei der Hamilton-Operator fiir spinlose und wechselwirkende Teilchen (ohne
auferes Magnetfeld) die folgende Form hat

Z

+ Z V(z; — z). (9.32)

2M2 1<j
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9.3.1 Separation der Schwerpunktsbewegung
Fiir das Zweiteilchensystem Wasserstoffatom ist

pi D3
N U - E V. 9.33
oy omy (@1 — ) (9.33)

und entsprechend lautet die Schrodingergleichung

.0
tho [ (t)) = H|y(t)). (9.34)

In der Orstsdarstellung ist dies eine partielle Differentialgleichung in sieben ,Dimensio-
nen“. Wie in der klassischen Mechanik vereinfacht sich das Problem enorm, wenn wir
Schwerpunkts- und Relativkoordinaten einfithren,

r=x—1 , MX =mx +mx
P=p +p , Mp= mopi —mips, (9.35)

wobei M =my + my die Gesamtmasse des Proton-Elektron-Systems bezeichnet. Da dies
eine kanonische Transformation ist lauten die nicht-verschwindenden Kommutatoren

(X', P}l = ihd! und [z%,p;] = ikd". (9.36)

Im Ausdruck fiir den Hamiltonoperator in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten,

2 2
p
H=—+—+V(x) = Hy, + Hyq, 9.37
tritt die reduzierte Masse pu = mymsy/M auf. Das Potential hdngt nur von den Relativko-
ordinaten zwischen Kern und Elektron ab und deshalb vertauschen H und P und damit
auch die Hamiltonoperatoren H, und Hg, fiir Relativ- und freie Schwerpunktsbewegung.
In der Ortsdarstellung ist

p= ?Vm und P = ?VX. (9.38)

Setzen wir ¥(t, 1, x3) = ¢(t, x, X ), dann lautet die zeitabhéngige Schrédingergleichung

'ha t,x, X) = h2A h2A V t,x, X 9.39
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Dies ist ein separable Gleichung und Losungen koénnen als Produkt von zwei Funktionen
angesetzt werden,

ot z, X) = f(t, X)0(t, z). (9.40)

Die Giiltigkeit dieses Produktansatzes folgt auch aus [H,q, P] = 0. Die Schrodingerglei-
chung spaltet in zwei Gleichungen auf,
h2

L0
zhaf(t,X) = —mAxf(t X) (9.41)

m%w, z) = (—h—A +V(z ))w(t, z). (9.42)

Die Wellenfunktion f(t, X) ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, den Schwerpunkt
am Ort X zu finden. Sie erfiillt die freie Schrodinger-Gleichung. Machen wir den Schwer-
punktsimpuls scharf, dann sind die Eigenfunktionen fiir die freie Schwerpunktsbewegung

o= (: (px - F1)).

Die Gleichung fiir die Relativbewegung ist ein Einteilchenproblem fiir ein Teilchen mit
Masse p im ,Auferen” Potential V(). Der schwierigere Teil der Aufgabe wird sein, die
Dynamik der Relativbewegung zu 16sen.

Angenommen, wir hétten die stationére Gleichung fiir die relative Bewegung,

2

~550(@) + V(a)i(e) = Bvla) (9.43)

gelost. Hier ist E die Energie der Relativbewegung. Dann haben die Energie-Eigenzustéande
des Gesamtsystems die Form

O(t, T, @) = exp (%P~X) -exp( : (E+%) ) ().

Die Gesamtenergie des Systems ist £ + P?/2M.

9.3.2 Dynamik der Relativbewegung

Die bisherigen Resultate gelten fiir ein allgemeines Zweikorperproblem mit Hamilton-
Operator (9.33). Jetzt wollen wir uns auf die Wechselwirkung zwischen zwei nichtrela-
tivistischen geladenen Punktteilchen beschrédnken, zum Beispiel ein Elektron und den
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positiv geladenen Kern eines wasserstoffahnlichen Atoms. Diese Wechselwirkung wird in
guter Naherung durch das Coulomb-Potential
7 2
V(@) =V(r)= - (9.44)
r
beschrieben. Z ist die Kernladung. Sie ist 1 fiir das Wasserstoffatom, kann aber grofer 1
sein fiir mehrfach ionisierte Atome wie LiT™.

Da V drehinvariant ist, kénnen wir, wie im letzten Abschnitt besprochen, L? und Ls

diagonalisieren, so dafs die Eigenfunktionen die folgende Form annehmen,

Y (L) = uEi(r) Yim(0, ). (9.45)

Die ugy erfiillen dann die radiale Schréodingergleichung mit dem Coulomb-Potential

R OR+1)  Ze
(@W — @ 2 + ; + E) uEg(r) = 0. (9.46)

Es ist zweckmaéfig, in dieser Gleichung zu dimensionslosen Grofsen iiberzugehen. Dazu
fithren wir die natiirliche atomare Léngeneinheit, den Bohrschen Radius
h2
a=—~52918 -10 "cm (9.47)
e
ein, sowie die atomare Energieeinheit
B =S ori9701326v (9.48)
= — = — ~ 27. eVv. .
a h?
Wir messen den Radius und die Energien in Einheiten von a und £,

und €= — (9.49)

beziiglich welcher die radiale Schréodingergleichung folgende einfache Form annimmt,

( d? 27 Ul +1)

dp? P e ) upe(p) = 0. (9.50)

Die gebundenen Zustiande haben negative Energien, und es ist angebracht bei der Unter-
suchung des diskreten Spektrums

1
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zu setzen. Fiir groke Radien, d.h. grofe p, ist die asymptotische Losung von (9.50)
uge(p) ~ ae™ " + be’.

Damit die Losung normierbar ist, muss b Null sein. Wir separieren das asymptotische
Verhalten ab, und setzen

upe(p) = € F(p), wobei F(p)=p")  anp"

ist. Wir haben oben gesehen, dass in der Nihe des Ursprungs ug, ~ r‘*! gelten muss.
Also ist v = £ 4+ 1 und wir schreiben

ugy = e Ppttt Zakpk. (9.52)
%

Nun setzen wir diesen Ansatz in die radiale Schrédingergleichung (9.50) mit 2¢ = —x?

ein. Dies fithrt auf folgende Rekursionsformel fiir die Entwicklungskoeffizienten:

B 2(k(n+0+1)—Z)
= e+ )+ + 1)~ + 1)

. (9.53)

Wiirde diese Reihe nicht abbrechen, dann wére fiir grofte n

2K (2k)" Tt
Ap41 ~ ——ap ~~
n

Qo
n!

und entsprechend

E arp® ~ age*”.

Damit wiirde ug, fiir grofe Radien gegen Unendlich streben. Also muss die Potenzreihe
in (9.52) abbrechen. Die Reihe bricht bei dem Glied mit n = n,. ab, falls

kn, +0+1)=2
ist. Wir schliefsen also, dafs

E K2 Z?
B, T 27 2 tlr1p (9:54)

Die Groke n = n, + ¢+ 1 = 1,2,... heikt Hauptquantenzahl, da sie die Energie der
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stationdren Zustande bestimmt

Z? Z? et Z*
En = _ﬁEa = _ﬁﬁ = _ﬁ -13.6eV. (955)
Wieder benutzt man die spektroskopische Bezeichnung n/ fiir die gebundenen Zusténde,
wobei man anstelle von ¢ die Buchstaben s, p,d, ... verwendet. In der néchsten Tabelle

sind die Quantenzahlen der tiefsten 14 Zusténde gelistet.

n | £ n, | Bezeichnung | Entartung
110 O 1s 1
210 1 2s 1
201 0 2p 3
310 2 3s 1
311 1 3p 3
312 0 3d 5

Das Termschema des Wassertoffatoms sieht damit folgendermassen aus:

E(eV)!  3s 3p 3d
0 ' _ __Kontinuum ¢
z ‘n=3
2s + 2p
: n=2 gebundene Zustande
ls
136 ————n=1

Spektrum des nichtrelativistischen Wasserstoffatoms

Da die Nebenquantenzahl ¢ die Werte 0,1, ...n — 1 durchlauft, gehoren zu jedem Niveau
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mit Hauptquantenzahl n

—_

n—

(20+1) =n? (9.56)

o~
Il

Zusténde. Die Hauptlinien des Wasserstoffspektrums entstehen durch Uberginge zwischen
Zustdnden mit verschiedenen Hauptquantenzahlen. Die Balmer-Linien durch Uberginge
zwischen Zustdnden mit n = 2 und denjenigen mit n > 2 und die Lyman-Linien durch
Ubergiinge zwischen dem Grundzustand mit n = 1 und den Zustéinden mit n > 1.

Da die Aufsteige- und Absteigeoperatoren L, und L_ mit einem drehinvarianten H
vertauschen, haben Zustédnde mit demselben ¢ und verschiedenem m immer dieselbe Ener-
gie. Fiir jedes V' = V/(r) hat ein Niveau also mindestens die Entartung 2¢ + 1. Die weit
grofsere Entartung im Coulombfeld ist Ausdruck einer groferen Symmetrie als der Dre-
hinvarianz. In der Tat, die Schrodingergleichung mit Coulomb-Potential ist invariant ge-
geniiber vierdimensionalen Drehungen aus O(4). Diese grofere Symmetrie gestattet eine
rein algebraische Bestimmung der Energieniveaus im Coulomb-Potential?.

Fir ein Leuchtelektron in einem Alkali-Atom tritt nach entsprechenden Naherungen
(z.B. der Thomas-Fermi Naherung, die im néchsten Semester besprochen wird) anstelle
des Coulombpotentials das kugelsymmetrische effektive Potential

2

vin = -Z= %) (9.57)
fiir ein Atom mit Kernladungszahl Z und N Rumpfelektronen, d.h. Elektronen in den voll-
besetzten inneren Schalen. Aufserhalb des Rumpfes ist ¢ = 1. Deshalb ist das Energieniveau-
Schema der Leuchtelektronen wasserstoffahnlich. Allerdings ist wegen g # 1 innerhalb des
Rumpfes die Entartung beziiglich ¢ aufgehoben. Die Energie-Eigenwerte hingen nicht nur
von der Kombination n, 4+ ¢, sondern von n, und ¢ getrennt ab. Solange V' drehinvariant
ist, liegt aber noch eine (2¢ + 1)-fache Entartung vor.

Bei der Abzéhlung der moglichen Elektronenzustéinde muss man unbedingt beachten,
dafs jedes Elektron 2 Spinzustdnde einnehmen kann. Wegen des Pauli-Prinzips kénnen
sich deshalb 2 Elektronen im 1s-Zustand aufhalten, ein Elektron mit Spin nach oben und
ein Elektron mit Spin nach unten. Zu einer Elektronenschale der Hauptquantenzahl n
im Coulomb-Potential gibt es also 2n? Zustinde. Diese Zahl 2n? ist aber auch genau die
Anzahl der Elemente in einer Periode des Periodensystems.

4Fiir eine rein gruppentheoretische Ableitung des H-Spektrums verweise ich auf [48].
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Die nach der Formel (9.55) berechnete Frequenz des 1s — 2s Ubergangs,

E, 1 3
T (1 — Z) =3 6.576206075 - 10" Hz = 2.466077278 - 10" Hz ~ (9.58)

erfahrt mehrere Korrekturen:

e MICHELSON und MORLEY beobachteten 1887 die Feinstruktur, eine durch den Elek-
tronenspin verursachte kleine Aufspaltung der Spektrallinien. Dieser relativistische
Effekt wird von der Diracschen Theorie des Elektrons richtig beschrieben (siche
Quantenmechanik IT). Allerdings ist bei Beriicksichtigung der endlichen Protonen-
masse das relativistische Problem nicht mehr exakt 16sbar, es lédsst sich nicht einmal
ein Zweiteilchen-Hamilton-Operator fiir das Gesamtsystem angeben. Die Losung des
Problems erfolgt deshalb nur stérungstheoretisch durch eine Reihenentwicklung in
der Feinstrukturkonstanten a. Das Ergebnis wird in der Form

m
EDirac - Roo : f (n>j> «, _P)
me

geschrieben, wobei die Dirac-Energien f eingefiihrt wurden. Als Argumente treten
die Hauptquantenzahl n, die Quantenzahl j des Gesamtdrehimpulses des Elektrons,
die Feinstrukturkonstante und das sehr genau bekannte Massenverhaltnis m,,/m,
auf.

e Mit der Dirac-Theorie war erstmals eine fast perfekte Ubereinstimmung von spektro-
skopischen Experimenten und theoretischen Vorhersagen gelungen. Dies dnderte sich
schlagartig, als 1947 LAMB und RETHERFORD mit Methoden der Radiofrequenz-
Spektroskopie eine Aufspaltung von etwa 1 GHz der Niveaus 15/, und 2P/, (in
der relativistischen Benennung der Zusténde nL;) entdeckten, die klassische Lamb-
Verschiebung. Diese Aufspaltung gab den Anstofs zur Entwicklung der Quantenelek-
trodynamik (QED) durch FEYNMAN, SCHWINGER und TOMONAGA. Sie hat ihre
Ursache in der Wechselwirkung des Elektrons mit den Fluktuationen des elektro-
magnetischen Feldes. Definitionsgeméf werden auch die eigentlich nicht quanten-
elektrodynamischen Effekte, die durch den endlichen Protonenradius entstehen, der
Lamb-Verschiebung zugeordnet. Deshalb geht auch der ungenau bekannte Proto-
nenradius in den Theoriewert fiir die Lamb-Verschiebung mit ein.

e Die Wechselwirkung von Kernspin und Gesamtdrehimpuls des Elektrons fithrt zur
Aufspaltung in Hyperfeinniveaus. Diese Hyperfeinstruktur wird im kommenden Se-
mester besprochen werden.
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Die seit 1970 verfiigbare Technik der Laser-Spektroskopie hat die Auflésung der Linien
merklich verbessert, da sie die Anwendung neuer Methoden zur Vermeidung der Doppler-
Verbreiterung der Linien ermdéglicht. Die Messungen haben gegenwértig die Genauigkeit
wie in (9.1) und alle aufgezéhlten Korrekturen zu (9.55) wurden beobachtet.

9.3.3 Eigenfunktionen und Erwartungswerte

Wir kehren zu den Wasserstoff-Eigenfunktionen zuriick. Im Coulombfeld lauten die radia-
len Wellenfunktionen

1 - z
Faelp) = —une(p) = e p" Y arp¥, k==, n=n+0+1, (9.59)
P k=0 "
die gemafs der Vorschrift
[ Fowdo=1. p=r/a (9.60)

normiert sind, fiir Hauptquantenzahlen n < 3 wie folgt

Zustand | n, f(p) Zustand | n, f(p)
1s 0 2e~° 3s 2 3_23 (1 _ §p+ %,02) o—r/3
2s 1|5 (1—§)e?? 3p 1 seh (L—gp) e
2p 0 2—\1/6pe_p/2 3d 0 ﬁp%_”/g

Man beachte, dafs nur Elektronen in den s-Zusténden, welche keine Zentrifugalbarriere zu
iiberwinden haben, an den Ort des Kerns gelangen kénnen. Die Quantenzahl n,. ist gleich
der Anzahl Nullstellen der radialen Wellenfunktion. Die allgemeine Formel fiir die nach
(9.60) normierten radialen Eigenfunktionen lautet

27p\" 27
fnf(p> = _an e—Zp/n <—p> Lf_ﬁ;l) <—p> y (961)

n n

mit den zugeordneten modifizierten Laguerre-Polynomen

®) ar "

L&) = ToLulo). Lul) =2 (

= gl prer). (9.62)
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Der Normierungsfaktor in (9.61) ist

), (2Z\° (n—t-1)
e = ( n) 2n[(n+0)1] 963

Fiir Anwendungen ist es oft niitzlich, den Mittelwert von Potenzen von r zu kennen. Es

Pz 3@(0)

2.
1 Bd/’—‘\\ 3s
// 3p \\\
i 8 12 16 20 P

Abbildung 9.1: Normierte radiale Wahrscheinlichkeitsdichten |pfpe(p)|*.

gilt

_ St fR(r)

= T )

e / a2 £2,(0), (9.64)
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wobei wir die Normierung (9.60) fiir die f,.,(p) voraussetzten. Mit der Formel

_ p!
0

findet man dann fiir die wichtigsten Erwartungswerte

()= L (= e+ 1) (%) = T (e + 130+ 1)
(1) = % 4 <i_> (r2) = m (9.65)

Der mittlere Abstand vom Kern wéchst stark mit » an und nimmt mit 1/Z ab. Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung im Grundzustand des Wasserstoffatoms

w(x) ~ d>x e/ = e~ 2/ drd) (9.66)

ist maximal bei 7 = a. Aber wegen des langen ,Schwanzes der Wellenfunktion ist der
Erwartungswert von r im Grundzustand 3a/2. Weiter folgt, dass der Mittelwert der po-
tentiellen Energie gleich der doppelten Gesamtenergie ist:

(V) = —Z¢ <1> __Zel g (9.67)

a n?

In einem Energie-Eigenzustand ist (V) =—2(T), im Einklang mit dem Virialsatz fiir den
Hamilton-Operator des Wasserstoffatoms.
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Kapitel 10

(Geladene Teilchen im
elektromagnetischen Feld

Das Interessanteste aber ist gegenwartig das Experiment von Stern und Ger-
lach. Die Einstellung der Atome ohne Zusammenstifie ist nach den jetzigen
Uberlegungsmethoden durch Strahlung nicht zu verstehen; eine Einstellung soll-
te von Rechts wegen mehr als 100 Jahre dauern. Ich habe mit Ehrenfest eine
kleine Rechnung dariiber angestellt. Rubens hdlt das exerimentelle FErgebnis fir
absolut sicher.

A. Einstein an M. Born; 1921

Zum Verstindnis der komplizierten elektromagnetischen Kréfte zwischen Elektronen
und Atomen (z.B. in Festkorpern) einerseits, sowie zum tieferen Studium des Atombaus
andererseits untersucht man elektrisch geladene und/oder polarisierbare Teilchen in be-
kannten duferen elektrischen und magnetischen Feldern. Dank ihrer elektromagnetischen
Eigenschaften (Ladung, Momente) reagieren Atome in charakteristischer Weise auf an-
gelegte Felder. Die Beschreibung eines dufleren elektromagnetischen Feldes ist eine Né-
herung, bei der vorausgesetzt wird, dass in dem betrachteten System Teilchen plus Feld
die Riickwirkung der Teilchen auf das Feld vernachléssigt werden kann. Das ist fiir ma-
kroskopische Felder, die von Spulen, Kondensatoren oder anderen elektromagnetischen
Anordnungen erzeugt werden, wenigstens dann zu erwarten, wenn die Zahl der Teilchen,
die sich im Feld bewegen, nicht makroskopisch ist. Wir miissen auch annehmen, dass ei-
ne klassische Beschreibung der der Feld-Freiheitsgrade moglich ist. In vielen praktischen
Féllen ist dies eine sehr gute Naherung. Hier wirkt das Korrespondenzprinzip, da in ma-
kroskopischen Feldern derart viele hoch angeregte Quantenzustinde enthalten sind, dass
man von Interferenzphénomenen absehen kann. Eine strenge Begriindung dieser Annahme
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muss von der Quantenelektrodynamik geliefert werden, in der die Potentiale und Feldstar-
ke zu operatorwertigen Feldern werden.

Wir betrachten ein Teilchen der Ladung e, das sich in einem elektromagnetischen Feld
bewegt, das durch ein skalares Potential ¢ und ein Vektorpotential A beschrieben wird.
Diese Felder sind Funktionen von Raum und Zeit, wobei ein Raumpunkt die Stelle ist, an
der das Teilchen (dessen Riickwirkung auf das Feld vernachléssigt wird) das Feld spiirt.
In der Quantentheorie ist aber der Ort ein Operator, der als Argument der Potentiale
auftritt,

p=p(t,x) und A= At x).

Wie diese Grofen in den Hamilton-Operator einzubauen sind, ergibt sich aus dem klas-
sischen Hamilton-Formalismus. In der klassischen Mechanik ist die Bewegung eines gela-
denen Teilchens mit Masse p durch die Losung der Lorentz-Gleichung

dx

no = (E(a:,t) + % A B(a:,t)) . (10.1)

mit vorgegebenen Anfangsbedingungen bestimmt. Diese Bewegungsgleichung ist die Euler-
Lagrange-Gleichung zur Lagrangefunktion

L=5v+ gvA —ep. (10.2)

Aus den Potentialen kénnen das magnetische und elektrische Feld vermittels

10A
B=VxA und E=—————-Vyp
c Ot
berechnet werden. Wie aus der Elektrodynamik bekannt, fiihren eichédquivalente Poten-
tiale zu denselben elektromagnetischen Feldern. Um die zugehorige Hamiltonfunktion zu
berechnen, benutzt man
oL
p:—:uv:p—EAEﬂ', (10.3)
Jv c
wobei wir neben dem eichvarianten kanonischen Impuls p den eichinvarianten kinetischen
Impuls 7 eingefiihrt haben. Es folgt nun

1 e \2 1,
H=— (p — —A) +ep=—m" +ep. (10.4)
21 c 20
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Der Hamilton-Operator hat dieselbe Form wie die Hamilton-Funktion, wobei p und «
(auch als Argument der Potentiale) als Operatoren aufgefasst werden. In Gegenwart eines
Magnetfeldes kommutieren die Komponenten des kinetischen Impulses allerdings nicht,
ieh 1eh

e
Aiapj — EAJ = TFZ) = T‘SijkBk? (105)

e
T, i) = T
[ il [p c
im Gegensatz zu den Komponenten des kanonischen Impulses.
Beim Ubergang von der klassischen Hamiltonfunktion zum Hamilton-Operator gibt es
Mehrdeutigkeiten, wie sie schon frither im Abschnitt iiber Wellenmechanik mit Krdften
besprochen wurden. Die in der klassischen Theorie identischen Ausriicke

y € et ., , € e,
p° — 2;Ap + EA und p° — E(Ap + pA) + gA (10.6)

sind in der Quantentheorie verschiedene Operatoren, da im Allgemeinen p und A(t, x)
nicht vertauschen. Diese sogenannte ordering ambiguity wird eingeschrinkt, indem man
H = H' verlangt. Dies garantiert eine unitére Zeitentwicklung und schreibt die zweite
Alternative in (10.6) vor. In Kapitel 2 haben wir bereits allgemeine Eigenschaften der
Schrodingergleichung in beliebigen Eichfeldern (und krummlinigen Koordinaten) disku-
tiert. Insbesondere haben wir gesehen, daf der Schrédingersche Erhaltungssatz gilt: Die
Wahrscheinlichkeitsdichte p = 1Ty und die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

. 1
Jj= % (Wi + () Ty) (10.7)
erfiillen die Kontinuitatsgleichung
2 +V-3=0 (10.8)
g’ TV '

Mit richtigen Abfalleigenschaften oder Randbedingungen der Wellenfunktionen folgt dar-
aus die Erhaltung fiir die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo zu finden.

10.1 Elektronen im Magnetfeld

Untersucht man die Bewegung eines geladenen Teilchens im Magnetfeld, so ist es vorteil-
haft die Weyl-Fichung ¢ =0 zu wéhlen, was immer moglich ist. In dieser Eichung ist H

A. Wipf, Quantenmechanik I
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in (10.4) proportional zum Quadrat des eichinvarianten kinetischen Impulses,

1
H=_—=" 10.
2,u7r (10.9)
Um die Bewegungsgleichungen im Heisenberg-Bild abzuleiten berechnen wir
i = i 2= Lx (10.10)
= izl =2 .

. E (105) ¢ B
T = h[H,ﬂ'] T (FANB—-—BAm), (10.11)

wobei wir den Index H an den Operatoren im Heisenberg-Bild nicht explizit schreiben.
Die beiden Beziehungen entsprechen der klassischen Lorentz-Gleichung im Magnetfeld.
Allerdings erhalten wir hier einen symmetrisierten Ausdruck fiir die Kraft, weil # und B
im Allgemeinen nicht vertauschen.

Im Folgenden wollen wir die Bewegung eines Elektrons mit e=—eqy studieren. Weiter
sei das Magnetfeld B = Be homogen, d.h. seine Stirke B und seine Richtung e seien
ortsunabhingig. Dann vereinfachen sich die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen wie
folgt,

pur=7m und T=w,eAT (10.12)

wobei die Zyklotronfrequenz

6()B
we. [MHz] = — ~ 27 - 2.8 X B [Gauss] (10.13)
pe

auftritt. Die zweite Bewegungsgleichung in (10.12) besagt, daf 7 = pv mit der Umlauf-
frequenz w, um das Magnetfeld rotiert. Diese Gleichung ist einfach zu integrieren,

m(t) = ™o — e A (e A ) coswet + e A\ o sinw,t, (10.14)

wobei 7y = 7(0) den anféinglichen kinetischen Impuls und 7= (e, 7)m den kinetischen
Impuls in Richtung des Magnetfelds bezeichnen. Die Geschwindigkeit v = 7 /p in Rich-
tung des Magnetfeldes ist zeitunabhéngig. Die Integration von & = v fiihrt auf folgende
Zeitentwicklung fiir den Ortsoperator

1 1
z(t) =X + vyt + —e A (e A vy)sinwet + —e A vy cosw,t, (10.15)
w

c wc

Der beiden letzten Terme auf der rechten Seite hdngen nur von der Anfangsgeschwindig-

A. Wipf, Quantenmechanik I



10. Geladene Teilchen im elektromagnetischen Feld 10.1. Elektronen im Magnetfeld 208

keit senkrecht zum Magnetfeld ab. Offensichtlich sind die Integrationskonstanten X die
Schwerpunktskoordinaten in der Ebene senkrecht zum Magnetfeld und die Anfangskoordi-
nate in Richtung des Magnetfeldes. Mit dem Ortsoperator im Heisenberg-Bild durchlauft
der mittlere Ort des Teilchens eine Spiralbahn auf der Oberfliche des Zylinders mit Sym-
metrieachse in Richtung von B durch X mit Radius

r=le A ()| fwe. (10.16)

Der Einfachheit halber legen wir nun das Magnetfeld in die 3-Richtung, B = (0,0, B).
Dann ist die Bewegung in diese Richtung die eines freien Teilchens, da 73 mit dem
Hamilton-Operator vertauscht. Es gentligt daher im Folgenden die Bewegung in der zum
Magnetfeld senkrechten 12-Ebene zu betrachten. Die Losung (10.15) der Bewegungsglei-
chung in dieser Ebene lautet

1 in w.t ot
z (1) =X, + < St oS ) 7. (0), m = (9’1) . (10.17)
Uwe \ —COSwet  sinw,t To

Da die Schwerpunktskoordinaten X, Bewegungskonstanten sind, ergibt die Auswertung
dieser Gleichung zur Zeit t=0

X =@ (0) Mic (_01 (1)) . (0). (10.18)

Statt Orts- und Impulsoperatoren ist es hier niitzlich die hermiteschen Operatoren 7, , X
zu benutzen. Deren Komponenten haben die Vertauschungsrelationen

h ij -

mio 5] = —pweeis,  [Xiy X = h—) [m, X;] =0, ij=12 (10.19)
1 HWe

Die Berechnung des Kommutators zweier Operatoren im Heisenberg-Bild ist einfacher,

wenn diese zu gleichen Zeiten auftreten. Selbst der Kommutator [z;(t), p;(t')] mit ¢ # ¢/

ist fiir viele Systeme schwierig zu berechnen. Deshalb ist auch die Formel (10.18) hilfreich

bei der Berechnung der Vertauschungrelationen (10.19).

Nun sieht man explizit, dass der Hamilton-Operator fiir die Bewegung in der 12-Ebene,
H = - (7 +73), (10.20)
24

mit den Operatoren der Schwerpunktskoordinaten X; vertauscht. Da 7 und 7, (bis auf
eine Skalierung) dieselben Vertauschungsrelation wie die Position und der Impuls eines
Teilchens auf der Linie erfiillen, kann H als Hamilton-Operator eines harmonischen Oszil-
lators interpretiert werden. Aber wegen der vorhandenen Bewegungskonstanten X; wird
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das Spektrum entartet sein.

Nun kénnen wir die von der Theorie des harmonischen Oszillators bekannten Vernichtungs-
und FErzeugungsoperatoren einfiihren,

1

a = m(ﬂ'l — ’i7T2)
1
at = W(m + imy), (10.21)
welche die bekannten Kommutationsregeln [a, a'] = 1 erfiillen. Der Hamilton-Operator

fiir ein Elektron im homogenen Magnetfeld schreibt sich dann geméfs
Hi =hw(a'la+1). (10.22)

Die Energieeigenwerte von H sind die Landau-Niveaus,

1
E, = hw, (n + 5) : (10.23)

die eine wichtige Rolle in der Festkorperphysik spielen, zum Beispiel beim Verstédndnis
des Quanten-Hall-Effekts. Der Erzeugungsoperator a' erhoht die Energie um ein Quant
hw. und a erniedrigt sie um denselben Betrag.

Um die explizite Form der Energie-Eigenfunktionen

]' n
|n>=ﬁoﬁ 0) , al0)=0 (10.24)

in der Ortsdarstellung, ¢, (z, )= (x,|n), zu finden, brauchen wir die explizite Form von a
und a' in dieser Darstellung. Da einerseits

HWe

2

h c h
™ = —,81 — ke ) und o = —,82 +
1 2 1

T
gilt und andererseits die a, a' komplexe Linearkombinationen der kinetischen Impulse sind,
treten die komplexen Operatoren

z = (v1 +ixe) resp. 0, = % (O — i0s)

1
V2
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auf. Eine kurze Rechnung ergibt folgende Darstellung fiir @ und a':

1 ’ 5 i
a = T’I‘O (Z + 27"382) ’ aT = QLTO (Z o 27"382) ’ wobei o= MW

(10.25)

die magnetische Linge bezeichnet. Der Grundzustand (10.24) hat damit in der Ortsdar-
stellung die Form

Wolz, 2) = e 220 f(z) (10.26)

und ist hochgradig entartet. Die angeregten Zustédnde kénnen nun geméf (10.24) mit Hilfe
des Operators a' aus dem Grundzustand erzeugt werden. Die hochgradige Entartung
der Energie-Figenzustinde deutet darauf hin, dass es neben der Energie noch weitere
vertragliche Observablen gibt, die den Zustand des Elektrons festlegen. Eine davon wird
eine Funktion der Bewegungskonstante X, sein.

Da die Komponenten X; und X5 nicht vertauschen, kénnen wir den Schwerpunkt nicht
scharf machen. Aber wir konnen den quadrierten Abstand des Bahnschwerpunktes vom
Ursprung festlegen,

X% = X2 4 X2 =2b"b+ 12, (10.27)

wobei wir die dimensionsbehafteten neuen Erzeugungs-und Vernichtungsoperatoren

1 , z -
b:ﬁ(Xl‘i"ng):i—'_Tgaz

1 z
F— (X, —iX,) =2 — 72 10.2
b \/5( 1 7 2) 9 T’Oaz (O 8)

eingefiihrt haben. Diese erfiillen die vertraute Vertauschungsrelation
[b,0'] = 72 (10.29)

Da die Schwerpunktskoordinaten mit den kinetischen Impulsen vertauschen, kommutie-
ren b,b' mit a,a’. Der kleinste Wert des Schwerpunktsradius ist wegen (10.27) gleich
der magnetischen Lange ry und die entsprechende Eigenfunktion muss von b annihiliert
werden,

biby ~ ba™py = al™bipy = e /¥ 120, f(z) = 0.
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Also ist f konstant und der normierte Grundzustand mit minimalem X?=r? gleich

1
Yoo = N eI (10.30)
0

Die angeregten Zustédnde mit Energie £, =hw.(n + %) und X? =12 lauten

1 1 iz\"
7vbn,O = ﬁ CLTnQﬂ070 = \/7 (’[“_0> %,o- (1031)

Auf diese Zustinde konnen wir nun wiederholt mit b" wirken und erhalten,

1
B 7’6”\/@

Die Quantenzahl n = 0,1,2,... charakterisiert die Energie und die Quantenzahl m =

¢n,m bTm 7pn,O-

0,1,2,... den Abstand des Schwerpunktes vom Ursprung,

Hlmn) = hw(n + %)|mn)
X?|mn) = rg(2m + 1)|mn). (10.32)

Diese Zustande haben die Form
wn,m = Pn,m(za 2)6_T2/4r87

wobei P, ,,, ein Polynom der Ordnung n in z und der Ordnung m in 2 ist.

10.2 Wasserstoffatom im Magnetfeld

Die Einwirkung eines iiberlagerten Magnetfeldes auf die Bewegung der Atomelektronen
bildet die Grundlage fiir ein Verstédndnis des Zeeman-Effektes und des Diamagnetismus.
Wir betrachten hier das einfache Wasserstoffatom im &ufseren Magnetfeld und berechnen
die Eigenwerte und Eigenfunktionen des 1-Elektron Hamilton-Operators

1 e \2
H = @(p—EA) + (1)
h? ie \’
= 2 (v-Xa
(- 1a) +et
h? ieh ieh e
= A4+ —(V-A)+—A4. A? : 10.
2 + 2uc(v )+ i vV + e + o(r) (10.33)
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Hier beschreibt A das dufere Magnetfeld und ¢ das Coulomb-Feld des Atomkerns. Wir
wollen annehmen, das Magnetfeld sei in einer Umgebung von mehreren Angstrgm um den
Atomkern anndhernd konstant. Ohne grofie Fehler diirfen wir dann das Magnetfeld durch
ein konstantes Feld B ersetzen. Fiir ein homogenes Magnetfeld wéhlen wir das Potential

1
A= §B Nz = V AN A= B = Be = konstant, (10.34)

so daf fiir ein in die 3-Richtung zeigendes Magnetfeld die feldabhéngigen Terme in (10.33)
folgende Form annehmen,

1 1
V . A = §8ieijkBjxk = ieijiBj =0

1 {
1

A? = 1 (B Ax) = i (#*B* — (z - B)?) = iBz (2* + 7).

Damit lautet der Hamilton-Operator

h? e e? B2
H=——~A—-—B-L
241 2uc * 81c?

(x2 + y2) + o(r). (10.35)

Der zweite Term ~ B - L liefert einen Beitrag zum Paramagnetismus, der dritte Term
zum Diamagnetismus. Das Verhéltnis des paramagnetischen Terms zur Coulomb-Energie
ist

(—e/2pc){Ls)B  (—e/2uc)hB o B

2/a 2/a = Je/a? =2 x 1071 . B(Gauss) (10.36)

und deshalb stort fiir irdische Magnetfelder (demnéchst 45 Tesla = 4.5 x 10°5-Gauss am
National High Magnetic Field Laboratory in Tallahassee, Florida) der paramagnetische
Term das Wasserstoffatom nur sehr wenig. Wir haben den Bohrschen Radius a und die
Sommertfeldsche Feinstrukturkonstante o benutzt,

h? e

a= i 53-10%cm und o« = o 1/137.

Fiir ein nur leicht gestortes Atom ist

(2* +y?) ~ a?
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und das Verhéltnis des diamagnetischen zum paramagnetischen Anteil etwa

(€*/8uc?)(z® +y*)B*> e a®B> o B ~10
—(e/2uc)(Ls)B  4c hB  degja 1.1 x 107" B(Gauss).  (10.37)

Unter Laborbedingungen sind diamagnetische Effekte also sehr viel kleiner als paramagne-
tische Effekte. Aber auf der Oberfliche von Neutronensternen sollten Magnetfeldstéarken
von bis zu 10'?2 Gauss vorhanden sein. Diese Stirke folgt theoretisch aus der magneti-
schen Fluferhaltung und wurde auch beobachtet (magnetische Bremsung der Rotation,
Zyklotron Resonanz Linien ~ Bs).

Falls wir nun den diamagnetischen Term vernachlédssigen und B in die 3-Richtung
legen, dann ist
HeH.— S BlL; wobei H.——""A e2/ (10.38)
=H.— — , wobei H.=-——A—¢"/r :
2uc 5 21
der Coulomb-Hamilton-Operator ist, dessen Eigenfunktionen |E¢m) wir im Ortsraum
explizit kennen. Offensichtlich gilt

H|El{m) = <—% + uBBm) |Elm) = (—% + hwyn) |Elm), (10.39)

wobel die Grofien

(10.40)

15 und wjy =

" 2uc 2uc

das Bohrsche Magneton und die Larmor-Prdzession bezeichnen und
pp B =136V x 4 x 107'° . B(Gauss)

ist. Deshalb sind die Coulomb-Wellenfunktionen auch Eigenfunktionen von H mit den
Energieeigenwerten

R
B = —n—f + pupBm. (10.41)

Die Zustdnde mit und ohne Magnetfeld unterscheiden sich nur durch den Wert der Ener-
gien, nicht durch die Form der Eigenfunktionen. Die dquidistante Aufspaltung, welche
die 2¢ + 1-fache Entartung aufhebt und unabhéngig von ¢ ist, wird der normale Zeeman-
Effekt genannt. Fiir Magnetfelder der Stirke 1T~ 10* Gauss ist die Aufspaltung von etwa
~ 107* eV spektroskopisch leicht auflésbar und man findet im Magnetfeld auch eine Auf-
spaltung der Wasserstofflinien. Allerdings nicht die dem normalen Zeeman-Effekt (10.41)
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Abbildung 10.1: Die Aufspaltung der Energieniveaus durch den normalen Zeeman-FEffekt
ohne Spinterm.

entsprechende Aufspaltung. Atome mit einer ungeraden Anzahl Elektronen haben Linien-
aufspaltungen die eher einer halbganzen magnetischen Quantenzahl m entsprechen. Fiir
den Grundzustand mit ¢=0 sollte sich nach der obigen Rechnung die Energie im Magnet-
feld nicht &ndern. Auch dies widerspricht dem Experiment. Zum Beispiel findet man eine
Aufspaltung der Grundzustandsenergie des Wasserstoffatoms in zwei Energieniveaus.

10.3 Der Spin des Elektrons

Elektronen, Muonen, Protonen, Neutronen, Neutrinos und die A, ¥ oder = Teilchen haben
alle einen inneren Drehimpuls. Die experimentellen Nachweise fiir die Existenz dieses Spins
sind zahlreich! und sind fiir viele bedeutende physikalische Phinomene verantwortlich.
Zum Beispiel kénnen die magnetischen Eigenschaften der ferromagnetischen Metalle nur
unter Beriicksichtigung des Elektronenspins erkléart werden.

Misst man die Komponente des Elektronenspins in irgend eine Richtung, so findet
man nur die beiden Werte +//2. Der Spin wird durch einen hermiteschen Vektoropera-
tor s=(s1, S2, s3) beschrieben, dessen Komponenten die Drehimpuls-Vertauschungsregeln

IMan erinnere sich an den berithmten Stern-Gerlach Versuch.
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erfillen,
[Si, Sj] = ihEiijk. (1042)

Die Aussage, dass der Spin in eine beliebige Richtung n nur die beiden Werte +//2
annehmen kann bedeutet, daft n - s nur diese beiden Eigenwerte besitzt. Wir bezeichnen
die entsprechenden orthonormalen Eigenzustdnde mit [nq) und |n,):

(n-s)lng) = o) wd - (n-s)ng) = ).

Jeder Zustandsvektor kann nach den beiden Spineigenzustdnden entwickelt werden,

U(x) = Pr(@)ng) + ¢ (@)lny). (10.43)

Dabei ist der Entwicklungskoeffizient ¢;(x) die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, das
Teilchen am Ort  mit Spin 2 in die n-Richtung zu finden und ¢ (z) die Amplitude
dafiir, das Teilchen bei & mit Spin —g in die n-Richtung zu finden. Entsprechend ist

[ (@)]* + [ ()] = o' (2)y(x)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, das Teilchen am Ort & zu finden.

Wir wihlen als Referenzrichtung die 3-Richtung. In der Basis mit diagonalem s3 gilt

IO O
BT 75 0 —1

und entsprechend hat die Wellenfunktion im Ortsraum die Darstellung

_ (hi(=) 2
v(z) = (¢l($)) e C=. (10.44)

Die Wellenfunktion eines (nichtrelativistischen) Elektrons hat also 2 Komponenten und
liegt im Hilbertraum H= Ly(RR?) ® C? mit Skalarprodukt

(plv) = / PPx (¢5(z)y(z) + ¢ (z)Y) () = / Pr o (z) (). (10.45)

Die Vertauschungsregeln und die Wahl s3=ho3/2 legen die Darstellung der anderen zwei
Spinoperatoren bis auf eine Phase fest. Man findet

h ) 0 1 0 —i 1 0
3—50' mit 01—<1 O)’ Ug—(l_ O)’ 03—<0 _1>. (10.46)
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Diese hier auftretenden Pauli-Matrizen o; erfiillen die Relationen
O'Z'O'j = 5ij + iEijkO'k — [O’i, O'j] = QiEijkO’k. (1047)

Fiir das weitere Vorgehen ist es angebracht die wichtigsten Eigenschaften der Pauli-
Matrizen in Erinnerung zu rufen. Jede hermitesche und spurlose Matrix A ist eine reelle
Linearkombination der drei hermiteschen und spurlosen Pauli-Matrizen,

: 3
as a; — 149 3
A = = 10 — . 5 R .
(a1 +iay —as ) ;:1 a;o. a-o, ac
Es gelten die Relationen
det A=—a®’ und AB=a-b+i(aAb)- o, (10.48)

wobei B=0b - o eine zweite hermitesche und spurlose Matrix ist. Fiir jede zweidimensio-
nale unitire Matrix U ist wegen UT = U~! mit A auch die konjugierte Matrix UAU !
hermitesch und spurlos, da sich die Spur unter zyklischer Vertauschung der Argumente
nicht dndert. Also gilt fiir jedes U € SU(2)

Ula-o)U'=b-0,

wobei b € R? linear von a abhiingt. Da die Determinante unter Ahnlichkeitstransforma-
tionen A — UAU~! nicht #ndert, folgt sofort

deta-o =detbh- o,

oder mit der ersten Identitét in (10.48), dass die lineare Abbildung @ — b die Lange
erhélt und deshalb eine Drehung im dreidimensionalen Raum sein muss,

b=R({U)a, R(U) € SO(3). (10.49)
Weiterhin ist die Abbildung

SU(2)>U — R(U) € SO(3)
Ula-o)Ut=(RU)a) o (10.50)

eine Darstellung der zweidimensionalen unitiren Matrizen als Drehungen im R?. Es gelten
die wichtigen Darstellungseigenschaften R(15) = 13 und R(U,Us) = R(U;)R(Us). Der
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Beweis der ersten Eigenschaft ist offensichtlich und derjenige der zweiten einfach:

(R(UUs)a) -0 = (Uilh) a-o (Uilh) " =U, (Ua - aUy ') Ut
= U, (R(Uy)a - o) Uyt = R(U)R(Us)a - o,

Die folgende niitzliche Formel gibt einen expliziten nichtlinearen Zusammenhang zwischen
den Elementen von SU(2) und denjenigen von SO(3),

Ule,0) = e e0/" — R(U(e,0)) = ¢t = R(e, ). (10.51)

Nach diesen Vorbereitungen ist der Zusammenhang zwischen Drehungen im Raum und
Drehungen des Spins schnell hergestellt. Wir werden dazu die Eigenzustdnde von n - s mit
denjenigen von m- s in Verbindung bringen. Es seien also |n;) und |m;) die Eigenzusténde
der Spinoperatoren in Richtung von n und m,

(n-8)lny) = Lhin) wnd (m-s)imy) = Lajmy) (10.52)

Die Einheitsvektoren m und m kénnen mit einer Drehung R verbunden werden, m = Rn.
Transformieren wir beide Seiten der ersten Eigenwertgleichung mit einer unitdren Matrix
U und benutzen (10.50), so folgt mit s = $ho

Un-sU'Uln) = RU)n-sUlny) = (m - s)U|ny) = LaU|ny).

1 m

Also ist Uln;) der gesuchte Eigenzustand |m;) des Spins in Richtung von m = Rmn.
Analog ist U|n|) der Eigenzustand |m|) von s in Richtung m. Wir folgern, dass bei einer
Raumdrehung die Wellenfunktion eines Spin—% Teilchens mit U ,dreht",

(COW) (z) =Uy (R (U)z), (10.53)

wobei R(U) die oben definierte Darstellung SU(2) — SO(3) ist. Wie man leicht nach-
rechnet hat die Abbildung U — T'(U) ebenfalls die Darstellungseigenschaft

(U Uy) = T(U)T(Uy), (1) = 1. (10.54)
Wegen der Erhaltung des Skalarprodukts,
CWITE)0) = [ vf (7 ') U6 (R0) d's = (o) (10.55)

ist es eine unitdre Darstellung der quantenmechanischen Drehgruppe SU(2) auf dem Hil-
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bertraum H = Ly(R*) @ C?* des nichtrelativistischen Elektrons.
Fiir Drehungen um die dritte Achse mit Winkel 6 sind

o—i9/2 0 cos@ —sinf 0O
Ul(es,0) = ( 0 ei9/2) und R(es,0) = | sinf cosf 0 |. (10.56)
0 0 1

Drehen wir das Bezugssystem einmal um die dritte Achse, dann &ndert wegen R(eg, 2m) =
13 und U(es, 2m) =—15 die zweikomponentige Wellenfunktion (10.53) das Vorzeichen,

(I'(27 —Drehung um eine Achse)y)(z) = —(z).

Wir fassen zusammen: Die Wellenfunktion des Elektrons muss gegeniiber der eines spin-
losen Teilchens durch eine zusétzliche Spinkoordinate s mit den zwei moglichen Werten
j:% ergénzt werden. Wéhlen wir den Eigenwert von s in (10.46), dann ist

()
¢$=¢$T+¢ml=< -
() = ¢r(2)| 1) + ¢y (2)] 1) o, (2)
Bei einer Drehung mischen die Koeffizientenfunktionen von ¢ geméfs (10.53). Insbesondere
wechselt die Wellenfunktion bei einer Drehung um 27 das Vorzeichen.

Der Gesamtdrehimpuls: Wir folgen hier der Vorgehensweise im Kapitel iiber Sym-
metrien und setzen

(T(U(e,0)) (z) = (e /M) (). (10.57)

Fiir ein spinloses Teilchen ist J. der Bahndrehimpuls in Richtung e und wir erwarten
deshalb, dass fiir ein Teilchen mit Spin der hermitesche Operator J. der Gesamtdrehimpuls
in Richtung e sein wird. Wir setzen in (10.53) die explizite Darstellung (10.51) ein und
finden
L d 1

J. = zh@ (U(e,0) (R (e, 0)x)) |,_,=e-s+e- L
Im letzten Schritt machten wir von (8.48) Gebrauch. Die Drehungen der Wellenfunktion
eines Spin %—Teilchens um die Achse e werden durch den Operator J. = e - J erzeugt,
wobei J die Summe von Bahndrehimpuls und Spin des Teilchens ist,

J=L+s (10.58)

Da I'(U) eine Darstellung von SU(2) ist, miissen die Komponenten J; des Gesamtdrehim-
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pulses J die iiblichen Drehimpuls-Vertauschungsregeln erfiillen,

Dies folgt natiirlich sofort aus der Tatsache das die L; und s; diese Kommutationrelationen
erfiillen und die L; mit den s; vertauschen. Die Formeln fiir spinlose Teilchen verallge-
meinern sich auf Teilchen mit Spin, wenn wir jeweils den Bahndrehimpuls L durch den
Gesamtdrehimpuls J ersetzen. Vektoroperatoren sind nun beziiglich J definiert. Zum
Beispiel ist

(LUsT(U)¥) (2) = (U 'sU) d(z) =" (R(U)s) ¥(z)
woraus folgt
DU 1sT(U) = R(U)s (10.60)

und deshalb ist s wie erwartet ein Vektoroperator. Weitere Vektoroperatoren sind zum
Beispiel x, p, L und J. Folglich sind ¢ - s, p- s, - p oder J - J skalare Operatoren, die
mit J vertauschen.

10.4 Magnetische Momente

Ein klassisches Teilchen mit Ladung e, Masse p und Bahndrehimpuls L hat ein mit der
Bahnbewegung einhergehendes magnetisches Moment (siche (10.35))

. e
HBahn = 2

L
e
Wie wir gesehen haben, gilt dies auch in der Quantenmechanik. Das mit dem Spin eines
Teilchens assoziierte magnetische Moment hat die Form

e

l‘l’Spin = Q—,UCg s, (1061)

wobei g der sogenannte Lande-Faktor ist. Die Lande-Faktoren fiir das Elektron, Proton
und Neutron sind etwa

ge =2, gp=2>5.59, g,=—3.83, 10.62
D

wobei beim Neutron die positive Ladung des Protons in die Formel (10.61) eingesetzt
wird. Wegen seiner negativen Ladung hat das Elektron ein dem Spin entgegengerichtetes
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Moment. Da das Proton etwa 1836-mal schwerer als das Elektron ist, ist sein magnetisches
Moment etwa 1000-mal kleiner als dasjenige des Elektrons. Das magnetische Moment des
Elektrons ist doppelt so grofs wie man klassisch erwarten wiirde, und der Lande-Faktor
ge =2 erschwert die Erklarung des magnetischen Moments durch eine Eigenrotation. Fiir
diese bekommt man bei Proportionalitdt von Massen- und Ladungsdichte immer g = 1.
Der ungewohnliche Faktor g, =2 fiithrt aber zu einer Erklarung der magnetomechanischen
Anomalie von Ferromagneten beim Einstein-de Haas-Effekt. Bei diesem Effekt wird der
Faktor g =2 gemessen und man folgert, dafs der Ferromagnetismus nicht von den Bahn-
sondern den Spin-Momenten herriihrt. Ubrigens, die einzigen mir bekannten ,klassischen®
Objekte mit Lande-Faktor g=2 sind geladene rotierende schwarze Locher.

Die Energie eines magnetischen Momentes in einem Magnetfeld ist — B, und deshalb
ist der Hamilton-Operator eines geladenen Teilchens mit Spin und Lande-Faktor g gleich

1 1 eg
H=—n>—B pu_. - _—x2_2pB. . 10.
2" Hopin + ©(T) o "ol + ¢(x) (10.63)

Beachte, dass der Hamilton-Operator auf 2-komponentige Wellenfunktionen im Hilber-
traum H = Lo(R3) ® C? wirkt. Die zeitabhingige Schrodingergleichung

(o) = (o o) gz e) (3)- oo

heifst Pauli-Gleichung und sie bestimmt die zeitliche Entwicklung eines Zustandvektors.

Fiir konstante Magnetfelder vereinfacht sich der Hamilton-Operator (10.63) fiir ein
Teilchen mit Spin im &uferen Feld bei Vernachlissigung des diamagnetischen Effektes zu

€
H=Hy——B- (L . 10.65
0= 5B (Lt 09) (10.65)

Wir legen das Magnetfeld wieder in die 3-Richtung, so dass H nur die 3-Komponenten
des Bahndrehimpulses und Spin enthilt. Wir kénnen nun L?, Ls, s3 gleichzeitig diago-
nalisieren, da diese miteinander und mit H kommutieren. Die Eigenwerte von ss sind

:l:%ﬁ:
Y\ Ay 0 h/0
5(0)=3(9) ()3 (0)

Wahlen wir fiir ¢; und 9| die Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms, so finden wir

Ry
n?

Hnlmss) = Enppsg[nlmss) . Eppmsy, = —— + ppB(m + gs3/h), (10.66)
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mit s3 :;i fiir ¢4 und s3= —g fiir ¢;. Wegen g ~ 2 ist jeder m-Eigenwert jetzt doppelt
aufgespalten. Die Energie éndert sich abhéngig von der Richtung des Elektronenspins.
Zum Beispiel, fiir £ = 1 findet man 6 Zustdnde und nicht 3, wie es ohne Spin wiéren.

s3
m 1
2 i
lusB 1 X 1%
3d 0 X it
| x -1 X ; ;
| —2 X gt
! ?
! )

|

35y

l

|
! 3
| ] i
2y 0 X 1%
-1 X 2

NI

Abbildung 10.2: Die Aufspaltung der Energieniveaus durch den Paschen-Back-FEffekt.

Allerdings haben die Zusténde mit (m, s3) = (1, —3) und (—1, 3) dieselbe Energie, so dass
man nur 5 verschiedene Energieniveaus findet, wie in der Abbildung (10.2) angedeutet.

Damit man das eben besprochene Level-Schema beobachtet, muss die Wechselwirkung
mit dem B Feld stiarker als die Spin-Bahn Kopplung sein, einem relativistischen Effekt,
den wir spéter besprechen werden. Das heifit, die magnetischen Felder miissen geniigend
groft sein, B > 10° Gauss. Ist die magnetische Wechselwirkung mit dem #uReren Feld
stirker als die Spin-Bahn-Wechselwirkung wie in (10.65) angenommen, dann heift die
einfache Aufspaltung (10.66) Paschen-Back-Effekt.

10.5 Spinprazession

Als néchstes besprechen wir die Spinpréazession im Magnetfeld. Der Hamilton-Operator
eines Spins im homogenen B-Feld, bei Vernachlassigung der Bahnbewegung, lautet

€g
H ,=—"B5B":s. 10.67
P 2IUC S ( )
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Im Heisenberg-Bild folgt die Spinbewegung aus der Heisenberg-Gleichung fiir den Spin-
operator,
ds: Z[H Si z'eg[BS si Y c.wB;s
— = 7 Hspins Si) = =757 |DjS5, Sil = 5 €jikD;
dt  h " h2uc 77 2,ucMC ik

beziehungsweise aus

ds eg egB

= 2ic A s e ens, e (10.68)
Auf der rechten Seite steht eine infinitesimale Drehung um die Magnetfeldachse e. Deshalb
ergibt die Zeitintegration

geB g

s(t) = R(e, —wot)s(0), mit Kreisfrequenz wy = = 5w (10.69)

2uc

Fiir Elektronen und Muonen ist g ~ 2 und deshalb wy dem Betrage nach beinahe gleich
der Zyklotronfrequenz. Fiir ein Magnetfeld in 3-Richtung ist

cos(zgwet) —sin(zgwet) 0
R (63, %gwct) = sin(%gwct) cos(%gwct) 0
0 0 1

Zeigt der Elektronenspin zur Zeit t=0 in 1-Richtung,

, (92(0)) = (53(0)) = 0.

| St

(51(0)) =

dann ergibt sich folgende Zeitentwicklung fiir die mittleren Spinkomponenten

(Sl(t))zi—;cos(%gwct) , (Sg(t)>:§sin(%gwct) S =0, (10.70)

Der Erwartungwert dreht also fiir die negativ geladenen Elektronen und Muonen im po-
sitiven Sinn in der 12 Ebene.

Dieser Effekt wird nun ausgenutzt, um das magnetische Moment des Myons

eh

(1.001165924 + 0.000000009)
m,c

iiber den schwachen Zerfall des Myons in ein Elektron und ein Neutrinopaar,

W— e+ V,+ Ve,
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préazise zu bestimmen.

Abbildung 10.3: Bestimmung des anomalen magnetischen Moments von Muonen.

Dazu prapariert man einen Strahl spinpolarisierter Muonen mit einer ihrer Geschwin-
digkeit entgegengesetzten Polarisation und schiefst diesen in ein Gebiet mit konstantem
Magnetfeld. Die Elektronen werden (im Schwerpunktsystem) bei dem Zerfall vorwiegend
in die dem Spin der Muonen entgegengesetzte Richtung emittiert, wie in Abbildung (10.3)
gezeigt. Wegen

[ cos(zgwet)  —sin(3gwct)
su(t) = ( sin(%gwct) cos(%gwct) 51(0)

und

oL () = (cos(wct) —sin(wct)) 01(0)

sin(wet)  cos(wet)

wiirden die Elektronen immer in Strahlrichtung emittiert, falls der Lande-Faktor der Muo-
nen genau 2 ware. Deshalb ist der Winkel zwischen dem Muonenstrahl und den emittierten
Elektronen ein direktes Maf fiir g—2 der Muonen.

10.6 Lie Gruppen und Algebren

Wir haben schon gesehen, dass Symmetrien in der Quantenmechanik und allgemeiner in
der Physik eine herausragende Bedeutung haben. Wir wollen deshalb die dabei immer
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wieder auftretenden Darstellungen von Symmetriegruppen etwas néher untersuchen. Sei
also G eine Lie-Gruppe. Die Elemente g € G konnten z.B. Verschiebungen, Drehungen
im Raum, quantenmechanische Drehungen von Spinoren oder Lorentz-Transformationen
sein. Sei g(s) eine Kurve in G welche fiir s =0 durch die Identitdt geht, g(0) = e. Die
Lie-Algebra G der Gruppe G enthélt alle moglichen infinitesimalen Erzeugenden

A= %g(s)\szo = 4(0). (10.71)

Zum Beispiel, fiir Drehungen im Raum ist R'(s)R(s) = 13 und damit

% (Rt(S)R(S)) ‘3:0 = Rt(O) + R(O) =0'+Q=0.

Die infinitesimalen Erzeugenden von SO(3) sind also die schiefsymmetrischen reellen Ma-
trizen. Wegen

d : :
s (91(18)g2(cas)) ‘8:0 = 2101(0) + a292(0) = a1A; + az Ay

ist G ein linearer Raum. Da mit g(s) auch die konjugierte Kurve gga(s)g; " fiir s = 0
durch die Gruppenidentitit geht, ist mit Ay auch

d

Ts (9192(8)91_1) ‘s:O = g1 A297"

Element der Lie-Algebra. Die Abbildung A — ¢gAg~! heift adjungierte Darstellung,
welche immer existiert. Da G ein Vektorraum ist, muss

d

s (91(5)/1291_1(8)) }S:O = [A1, A

ebenfalls in G liegen. Damit ist G ein Vektorraum mit antisymmetrischem Produkt, dem
sogenannten Kommutator,

AZ' € g — OélAl + OK2A2 - g, [Al,Ag] = —[AQ,Al] - g (1072)

Damit ist G eine Lie-Algebra. Wahlen wir darin eine Basis A;, so definieren die Kommu-
tatoren der Basiselemente die Strukturkonstanten
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Fiir einparametrige Untergruppen, fiir die g(s; + s2) = g(s1)g(s2) gilt, folgt nun

L os) = (et 5)],_y = g0 _y0(s) = Agls)

oder nach Integration beziiglich s mit der Anfangsbedingung ¢(0)=e die Losung
g(s) = e, (10.74)

Die Abbildung A — g(s) ist die Exponentialabbildung. Es sei nun ein quantenmecha-
nischer ,Zustand“ [¢) gegeben. Die moglichen Symmetrien bilden eine Gruppe G und
der mit g € G transformierte Zustand sei I'(g)|¢). Nach dem Wignerschen Satz miissen
Symmetrietransformationen I'(¢) (anti)linear und (anti)unitér sein,

(C(g)o[l(g)) = (9lv), (10.75)

und G stark-stetig darstellen,
['(e) = 1, I'(9192) = I'(91)T'(g2). (10.76)
Deshalb ist die Zuordnung
G>g9—T(g) € B(H)

eine (stark stetige) unitare Darstellung der Gruppe G auf dem Hilbertraum.

Wie werden nun die infinitesimalen Symmetrietransformationen dargestellt? Die in-
finitesimale Transformation zu g(s) ist A in (10.71). Entsprechend ist die infinitesimale
Transformation zu I'(g(s)) mit g(s) = exp(sA) gleich

%F (eSA) ‘5:0 =TI, (A) (10.77)

Da die Operatoren I'(g) unitér sind, gilt fiir jede Kurve g(s) in der Gruppe
T (9(s) T (g(s)) = Ln.
Die Ableitung dieser Identitéit nach s an der Stelle s=0 ergibt dann
I.(4) +Ti(4) =0, (10.78)

was bedeutet, dass die infinitesimalen Erzeugenden I',(A) antihermitesch sind. Genauso
wie jedes A eine einparametrige Untergruppe erzeugt, siehe (10.74), erzeugt jede (antiher-
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mitesche) Erzeugende I',(A) eine einparametrige Gruppe von unitéiren Operatoren. Mit
Hilfe der Darstellungseigenschaft (10.76) ergibt sich

d sA\ s—cts d €A sA sA
-T (exh) 7= T (e) |, T (e) = Tu(A) T(e™?)
woraus nach einer Integration beziiglich s folgt, dass

I (e) = e T+, (10.79)

Wegen I'(g192) =T'(g1)I'(g2) sieht man sofort, dak T, eine lineare Abbildung ist. Um zu
sehen, daf dies ein Lie-Algebra-Homomorphismus ist, benutzt man wiederum die Darstel-
lungseigenschaft von I,

I (9192(5)g1 ") = T(g1)T (92(5)) T (91)
aus welcher durch Ableitung nach s an der Stelle s=0 folgt
Pe(g1d2gr) = T(g1)T(A2)T(g7).
Mit g1 =¢:1(s) und nochmals ableiten nach s erhalten wir
s ([A1, Ag]) = [Ti(A1), T (A2)] (10.80)

Wir wollen untersuchen, was diese Beziechungen fiir G = SO(3) bedeuten. Wir betrachten
die infinitesimalen Drehungen um die Achsen 6 und n:

QYr=0ANz und Qz=nAcz
Es folgt fiir den Kommutator zweier infinitesimaler Drehungen
Qo, Yz =0N(NAZ)—ANOANZ)=(0AN) AT =Qp,x.

Das Bild des Kommutator zweier kleiner Drehungen ist gleich dem Kommutator der Bil-
der,

L (192, €09)) = T (Q9nn) = [T4(0), T (29)] (10.81)

in Einklang mit der allgemeinen Formel (10.80).
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Kapitel 11

Stationare Naherungsverfahren

Gar Manches rechnet Erwin schon
Mit seiner Wellenfunktion.

Nur wissen maocht’ man gern wohl,
Was man sich dabei vorstell’n soll.

E. Hiickel; 1925

Nur fiir relativ wenige physikalische Systeme konnen exakte Losungen der zeitunab-
hangigenSchrédingergleichung angegeben werden. Dagegen kann fiir viele Systeme der
Hamilton-Operator H durch einen 16sbaren Modelloperator H, gendhert und die Abwei-
chung V. = H — Hj als kleine Stérung von H, behandelt werden. Je nachdem ob V'
zeitabhéngig oder zeitunabhéngig ist, interessiert man sich fiir andere Fragen. Fiir zei-
tunabhéngige Storungen wurde die Stérungsrechnung von SCHRODINGER entwickelt und
wird deshalb oft nach ihm benannt. Wird die Abweichung V' von H, gréfser, dann verliert
die Schrédingersche Stérungstheorie in Potenzen der Storung ihre Giiltigkeit. Dann kann
man immer noch die Variationsmethode von RAYLEIGH und RI1TZ anwenden.

Wir werden hier diese beiden Naherungsverfahren fiir die zeitunabhéngigeSchrédinger-
gleichung einfithren und zur Anwendung bringen. Wir berechnen die gendherten Energien
des anharmonischen Oszillators, die Aufpaltung von Spektrallinien des Wasserstoffatoms
im elektrischen Feld und die van der Waals- Wechselwirkung zwischen zwei Wasserstoffa-
tomen mit Hilfe der Schrodingerschen Storungstheorie und die Grundzustandsenergie von
heliumartigen Atomen mit Hilfe der Variationsmethode.
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11.1 Rayleigh-Schrodingersche Storungstheorie

Ein typisches Problem der wichtigen stationédren oder Schrédingerschen Stérungstheorie
ist das Auffinden von gendherten Energien und Eigenzustdnden eines Hamilton-Operators

H=Hy+V (11.1)
wobei die Eigenzusténde |n, o) und Energien €, des ungestorten Hy bekannt sein sollen,
Holn,a) = eyn,a), mit neN und a=1,2,...,N,. (11.2)

Die Quantenzahl n charakterisiert die Energie €,, die natiirliche Zahl N,, bezeichnet die
Entartung von ¢, und « zaéhlt die verschiedenen Eigenfunktionen zum selben Eigenwert
ab. Ist V' nur eine kleine Stérung von Hj, dann sollten die Eigenzustinde und Energien
von H wenig von den ungestorten Grofen abweichen. Wir fithren eine Kopplungsstdirke A
ein, um auf einfache Weise die Potenzen der Stérung zu zéhlen,

H(\) = Hy + AV. (11.3)

Am Ende werden wir A =1 setzen. Wir wollen nun annehmen, die Eigenfunktionen |, )
und Eigenwerte F()) von H()) beséfen eine Potenzreihenentwicklung in A,

) = [WO) + Ap®) + X)) + - (11.4)
E(\) = E® 4+ E® £ NE® ... (11.5)

Diese Annahme ist nicht immer gerechtfertigt. Zum Beispiel liegt ein System ohne gebun-
denem Zustand nicht nahe bei einem System mit gebundenem Zustand.

Wenn |,) nicht senkrecht auf [1/(?)) steht, was aus Stetigkeitsgriinden fiir kleine A der
Fall sein wird, diirfen wir folgende Normierung fordern,

(W Op) = 1. (11.6)

Setzen wir die Reihe (11.4) fiir |¢,) ein,
1= (@) = (@O0) + ZA’f Dyp®),

so folgt durch Koeffizientenvergleich, dass (1) [1)() =1 ist und das die Stérungen senk-
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recht auf der ungestorten Eigenfunktion stehen,
WOp®)y =0, k=1,2,3,.... (11.7)

Nun setzen wir obige Reihenentwicklungen in die Eigenwertgleichung H(A)|yn) = E(A\)|¢))
ein und vergleichen Potenzen von \. Es ergibt sich die Rekursionsformel

Hol ™) + VIgt=l) = 3 | EW[). (11.8)
p+g=k

Ausgeschrieben lauten die drei tiefsten Gleichungen

Holp®) = EOp0)
Holp W)y + V) = EWp@) + pO)yp0) (11.9)
Holp®) + VIp®y = E@|pO) 4 EO1p®y O3,

Die erste Gleichung bedeutet, dass [¢(0)) =[1(0)) wie erwartet ein Eigenvektor des unge-
storten Hamilton-Operators sein soll. Wir wollen zunéchst annehmen, der Eigenwert £
sei nicht entartet. Dann gilt bis auf eine irrelevante Phase

W) = 4p(0)) = |n) und E© = E(0) =¢, (11.10)

fiir ein n € Ny. Mit dieser ,Anfangsbedingung” fiir die Wellenfunktion und die Energie sind
nun alle Korrekturen hoherer Ordnung bestimmt. Die Betrédge der Ordnung k£ werden im
Folgenden mit EY” und |w,(f)) bezeichnet, um die Bedingung (11.10) kenntlich zu machen.

Nehmen wir das Skalarprodukt der zweiten Gleichung in (11.9) mit |n) und bertick-
sichtigen (11.7,11.10), so folgt fiir die Energie in erster Ordnung Stoérungstheorie,

EV = (n|VIn) = Vi, dhe Eu(\) =€+ AWV + 0 (V). (11.11)

Um die Verschiebung eines nicht-entarteten Energieniveaus ¢, zu bestimmen, brauchen
wir also nur das diagonale Matrixelement V,,,, zu berechnen. Nehmen wir nun das Skalar-
produkt von beiden Seiten der Gleichung (11.8) mit |n), dann finden wir

EX = (n|VpY),  k>1. (11.12)

Kennen wir die Anderung des Zustandes bis zu einer gewissen Ordnung, dann kénnen wir
die Anderung der Energie in der nichsten Ordnung nach (11.12) berechnen. Wenn wir
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diese Gleichung mit A* multiplizieren und iiber ¥ summieren,

E(\) = BEY =) NEP =% Mn|ViplD),
k=1 k=1
dann erhalten wir das einfache Resultat,
E,(\) = EQ + Mn|V[,(\). (11.13)

Um die Anderung der Eigenzusténde zu finden, entwickeln wir |¢£Lk)) in das vollstandige
System der Eigenfunktionen von Hy:

W) =" (mlpP) Im),  k=1,2,3,..., (11.14)

m#n

wobei wegen der Orthogonalitatsrelation (11.7) und der Identifikation (11.10) in der Sum-
me der Term mit m = n auszulassen ist. Um <m|¢g€)) zu finden, nehmen wir das innere
Produkt von (11.8) mit |m),

em (| 4+ (m|V[p*DY = e, (m|p®) + .+ BEFD (m|ypDY,

und 16sen nach dem Skalarprodukt auf der linken Seite auf,

(mly?) = % ((mVIR=D) = BRD(mleyt =) = = BV (m|gD)) - (11.15)
Die direkte Auflésung ist nur moglich, wenn die ungestorten Eigenwerte, wie angenommen,
nicht entartet sind. Fiir entartete Eigenwerte konnte der Nenner nédmlich Null werden.
Mit (11.14) und (11.15) kann man die Korrektur der Wellenfunktion in der Ordnung k
bestimmen, wenn ihre Korrektur und die Korrektur der Energien bis zur Ordnung k& — 1
bekannt sind.

Wir untersuchen nun die tiefsten Ordnungen. Fiir £ = 1 erhalten wir mit (11.10)

1 1
() = ———(m|V|n) = Vins (11.16)
€n — €m €n — €m
und (11.14) fithrt unmittelbar auf
1)\ an . . . «

6 j—
m;énn m

Nachdem die Zustandsédnderung in erster Ordnung bekannt ist, kénnen wir mit (11.12)
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die Storung der Energien in zweiter Ordnung berechnen,

B = 3 YV _ 5~ Wonl” (11.18)
m#n

€, — € €, — €
mn n m n m

Wir notieren, dass fiir den Grundzustand alle Energienenner negativ sind, und deshalb
E((]Z) immer negativ sein muss. Um die Anderung der Wellenfunktion in zweiter Ordnung
zu berechnen, benutzen wir (11.14,11.15,11.11) mit dem Resultat

rwwzgj@_%k

m,pF#n

1
Vi Vinn|m). (11.19)

VouVinli) = 3 (o0

n 61”) m#n

Nachdem wir die formale Stérungstheorie fiir nicht-entartete Energien und Wellenfunk-
tionen bis zur zweiten Ordnung entwickelt haben, ist es angebracht, den Formalismus auf
physikalische Systeme anzuwenden.

11.1.1 Storung des harmonischen Oszillators
Als erstes einfaches Beispiel betrachten wir den eindimensionalen harmonischen Oszillator
mit Hamilton-Operator

2
1
Hy = 2p—m + §mw2x2 = hw (aTa +1). (11.20)

Die Ab- und Aufsteigeoperatoren sind komplexe Linearkombinationen von Orts- und Im-

_ P it =,/
a—§x+2hc, mit ¢ 57 (11.21)

siehe (7.6). Wir storen nun den Oszillator mit einer konstanten Kraft in z-Richtung, die

pulsoperator,

aus dem linearen Potential

F
V=-Fz=-=—(a+ad) (11.22)
2¢
abgeleitet werden kann. Wir erinnern uns nun an die Wirkung des Auf- und Absteigeope-
rators auf die orthonormierten Eigenzustédnde des harmonischen Oszillators,
1
n) = == afln—1) =

N4D

1
aln+1). 11.23
T+l (11.23)
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Deshalb verschwinden die Matrixelemente V,,,, fiir n # m + 1 und die nichtverschwinden-
den Elemente haben die Form

F
c vn+1="V, i, (11.24)

Vant1 = ——(n|a|n+1) =

F
2 2(

Offensichtlich verschwinden die Korrekturen erster Ordnung zu den ungestoérten Energien
€, =hw(n + 3). Die Korrekturen zweiter Ordnung sind

V2 V2 V2_ F2
E® — mn_ _ _ ¥l Tnoln 7 11.25

also unabhiingig von n. Fiir die Anderung der Grundzustandsenergie ist die Rechnung
etwas anders, aber das Resultat dasselbe. Deshalb vermindert sich bei Einwirkung einer
konstanten Kraft die Energie jedes Zustandes um denselben Betrag.

Tatséchlich ist das Resultat zweiter Ordnung exakt. Dies folgt unmittelbar aus

2 2 2 2
P mw F F
H=H - Fz =1 - - 11.26

0 *T om + 2 (x mwz) 2mw?’ ( )

was bedeutet, dass der gestorte Hamilton-Operator bis auf eine additive Konstante ein
harmonischer Oszillator am verschobenen Ort ist. Deshalb hat er dieselben Energiecigen-
werte wie Hy, bis auf diese additive Konstante.

11.1.2 Anharmonischer Oszillator

Nun stéren wir den harmonischen Oszillator mit Hamilton-Operator Hy in (11.20) mit
einer anziehenden anharmonischen Kraft ~ —4\23, die aus einem quartischen Potential

i A
~ 16¢4

V=X'= (a+a)

Toci (11.27)

abgeleitet werden kann. Wir multiplizieren das quartische Polynom A= (a+ a')?* aus und
fassen Terme zusammen, die die Besetzungszahl um denselben Betrag verédndern. Mit
Hilfe von aa'=a'a+1=N+1 findet man

A =3(2N?+2N+1) +2a(2N+1)a + 2a’' (2N +1)a’ + a* + a'™. (11.28)
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Nur der erste Term auf der rechten Seite &ndert die Besetzungszahl nicht und tréagt zu
EY in (11.11) bei. Entsprechend erhalten wir fiir den anharmonischen Oszillator mit

H = Hy+ \r* (11.29)

in der ersten Ordnung Storungstheorie die Energien

1 3
E,()\) = hw (n +5+ §X (2n* +2n + 1)) +0 (X)), neN,, (11.30)
wobei X die Kopplungskonstante in Einheiten von A\g=m?w?3/2h in (6.55) ist, X' =\/\,.
Fiir die Storungsglieder hoherer Ordnung benotigen wir alle Matrixelemente der anhar-
monischen Stérung V. Da A in (11.28) die Besetzungszahl N um 0, £2 und +4 &ndern
kann, sind nur die Matrixelemente

Ay = (m|Aln) mit |m—n|=0,2,4

ungleich Null. Davon benétigen wir bei der Berechnung der Stérung E® nur

An—i—Z,n = Anm-‘r? = 2(2n + 3) \/(n + 1)(7’L + 2)
Apian = Dppia=(n+1)(n+2)(n+3)(n+4).

Setzen wir dies in (11.18) ein und berticksichtigen €, —¢,, = f(n—m)hw, dann finden wir
fiir die Anderung der Energien in zweiter Ordnung Stérungstheorie
1
E7(12) = _m (2Vn2+2,n + Vn2+4,n - 2Vn2—2,n - Vn2—4,n)
)\/2
= —hws (34n® + 51n* +59n +21), n € N,. (11.31)

Damit erhalten wir fiir die Energien des anharmonischen Oszillators bis zur Ordnung \?

/2

hw 3N A
E,(\) = ~ <2n+1 + T(2n2+2n+1) - (34n3+51n2+59n—|—21)) +....(11.32)

Das Ergebnis stellt nur fiir nA < A\ eine gute Naherung dar, da dann EP <« EY <« EY
gilt. Die Energien des anharmonischen Oszillators sind nicht dquidistant wie diejenigen
des harmonischen Ostzillators. Weiter unten werden wir das Resultat der zweiten Ordnung
Storungstheorie fiir Ey(\) mit den numerischen Werten vergleichen. Nicht ganz unerwartet
zeigt sich, dass wir der zweiten Ordnung Storungstheorie nur bis A’ < 0.1 trauen diirfen.
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11.2 Entartete Storungstheorie

In der obigen Ableitung der Storungsreihen wurde angenommen, der ungestorte Eigenwert
€, sel nicht entartet und das Spektrum von Hj sei diskret. Wir wollen uns nun von diesen
Einschrankungen befreien, da sie in vielen Anwendungen (man denke nur an das H-Atom)
nicht erfiillt sind.

Wir betrachten die Storung eines festen Eigenwertes ¢, von Hy und unterdriicken den
Index n. Sei Py der orthogonale Projektor auf den Eigenraum des ungestérten Hamilton-
Operators Hy zum Eigenwert £©) =¢,

Py=Pj=PRP, , [HyP)=0. (11.33)

Sind |a), a=1,..., N, orthonormierte Eigenfunktionen zum N-fach entarteten Eigenwert
e von Hy, dann hat der Projektor die Form

a=1,...N

Da P, auf den e-Eigenraum FPyH projiziert, gilt
(Hy—¢€) Py =Py (Hy—¢) =0.
Nun wenden wir B auf die zweite Gleichung in (11.9) an mit dem Resultat
PV P |p®) = BV ), (11.34)

wobei wir Py|¢(@) = |4(?) benutzten. Im entarteten Fall miissen die ungestorten Eigenzu-
stdnde an die Storung adaptiert werden, d.h. Eigenvektoren des hermiteschen Operators
P,V By sein. Fiir eine endliche Entartung /N von € ist PyV P, eine hermitische N x N-Matrix
auf dem Unterraum Py’H und kann diagonalisiert werden. Wir miissen die adaptierte Basis
|a) in PyH so wéhlen, dass

P,V Pyla) = EVa) (11.35)

) von PyV P, sind die Anderungen der Energie in erster Ordnung

gilt. Die Eigenwerte E!
Storungstheorie. In vielen Anwendungen ist diese Matrix sehr grofs und ihre Diagonalisie-
rung, d.h. das Losen der Sakulargleichung (11.34), kann aufwendig werden. Symmetrie-

iiberlegungen erleichtern diese Diagonalisierung oft enorm.

Um fortzufahren, definieren wir den orthogonalen Projektor @y auf das Orthogonal-
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komplement zum e-Eigenraum FPyH,

Q=1y—F , RQo=QF =0 , [QoHy=0. (11.36)

Nun wirken wir mit @y auf die zweite Gleichung in (11.9) und erhalten mit |(?) =|a)

(e — Hop) QO‘¢&1)> = QoVla).
Im Unterraum QyH hat der ungestorte Hamilton-Operator Hy nicht mehr den Eigenwert

€ und wir konnen darin € — H, invertieren,

1
— H,

Qolv)) = — QoVl).
Diese Gleichung legt 1)) nicht eindeutig fest, da mit [/™M)) auch Qoly)™V) eine Lésung
ist. Wir fordern nun, dass die [¢)(")) senkrecht auf PyH stehen, d.h. dass

Qolv) = |u) (11.37)

gilt. Diese Annahme kann immer getroffen werden. Sollte sie nicht erfiillt sein, so ersetzen
wir die Losung |4V} einfach durch Qo|y)™). Wir haben diese vereinfachende Annahme
schon in der nichtentarteten Stérungstheorie gemacht, als wir (1)) = 0 verlangten.

Mit (11.37) folgern wir

1

My —
‘wa1>_Q0€_HO

QoV|a), (11.38)

wobei wir daran erinneren, dass |«) ein Element der adaptierten Basis ist. Um die Stérung
der Energien in zweiter Ordnung zu bestimmen, bemerken wir, dass die Funktion auf der
linken Seite orthogonal zu PyH steht, und damit (11.12) mit k=2 immer noch gilt. Nach
Einsetzen von (11.38) finden wir

1
E—HQ

EQ = <a}VQ0 Qov\a>. (11.39)

Ist € nicht entartet, so ist keine Adaption der ungestoérten Basis notwendig und die Formeln
fir EM, [1)M) und E? vereinfachen sich zu denjenigen der nichtentarteten Stérungstheo-
rie.

Wir wenden das Resultat auf den Grundzustand an. Dazu schreiben wir

HA+XN) = (Ho+AV)+ XV =H(\) + XV,
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und fassen N’V als Stérung von H () auf. Offensichtlich gilt dann

1

B O) = 3B = (U0 Vo) —

(0)
> o= @OV <A>>-

Fiir die Grundzustandsenergie ist der Erwartungswert auf der rechten Seite immer negativ
und wir folgern, dass die Grundzustandsenergie als Funktion von A eine konkave Funktion
ist. Dies gilt allerdings nur, falls H()\), wie angenommen, eine lineare Funktion von A ist.

11.3 Stark-Effekt

Als erste wichtige Anwendung der entarteten Storungstheorie berechnen wir die Auf-
spaltung der Wasserstofflinien im &duferen elektrischen Feld. Bei starken Feldern ist die
Aufspaltung der Spektrallinien durch das elektrische Feld grofer als die Feinstrukturauf-
spaltung und wir diirfen den Hamilton-Operator des Coulombproblems (ohne Spin-Bahn-
Wechselwirkung) als ungestorten Hamilton-Operator Hy wihlen. Wir betrachten hier die
Storung der 4 entarteten Eigenzustédnde mit Hauptquantenzahl n=2, so dass

PyH = span {|250), [2By), |2P)), |2P_1)} . (11.40)

Wir erinnern hier an die spektroskopische Notation [ném), wobei n die Hauptquantenzahl,
¢ =S5, P D,...den Drehimpuls und m die magnetische Quantenzahl bezeichnen. Wir
legen das konstante elektrische Feld in die 3-Richtung und wéhlen das Potential

V= 6EI‘3.

Dieses wird als Storung des Coulomb-Problems behandelt. Wir diagonalisieren zunéchst
die 4-dimensionale Stormatrix PyV Py. Dazu bemerken wir, dass wegen [x3, L3] = 0 gilt

0 = (nlm|[xs, Ls]|n''m") = (m’ — m)(nlm|zs|n't'm’),

so dass Matrixelemente von V' zwischen Zusténden mit verschiedenen magnetischen Quan-
tenzahlen verschwinden.

Der Coulomb-Hamilton-Operator vertauscht mit der Paritat, [P, Hy] = 0. Deshalb kon-
nen die ungestorten Energie-Eigenfunktionen auch als P-Eigenfunktionen gewéhlt werden.
In der Tat gilt

Plntm) = (=)*|ntm), (11.41)
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und deshalb
(nlm|xs|nlbm) = /$3|¢n5m(m)|2d3x =0, (11.42)

da der Integrand das Produkt der paritdtsungeraden Funktion x3 und der geraden Funkti-

on |...|*ist. Also verschwinden alle Diagonalelemente der Stérmatrix. Im Zusammenhang

mit der elektrischen Dipolstrahlung wird diese Auswahlregel weiter verschérft zu
(=1041.
Nur wenn die Auswahlregeln
m'=m und ¢ =(+1 (11.43)

erfiillt sind, kann das Matrixelement (nfm|xs|n’¢'m’) ungleich Null sein.

Die beiden Zustédnde |2P;) und |2P_;) haben also keine endlichen Nichtdiagonalele-
mente mit den anderen Zustéanden und lésen die Sékulargleichung (11.34) mit Eigenwert
EM = 0. Es bleibt also noch die mit den Zustinden |2S;) und |2P) gebildete Sikular-
matrix

0 (2S0|25]2Pp)
o <<2P0|IL'3|250) 0 (11.44)

zu diagonalisieren, wobei

1
(250|x3]2F0) = /drr4e_r/“ <1 — L)

8at 2a

1
/dn n* = —3a
—1

ist. Die Eigenwerte und Vektoren der Sidkulargleichung lauten daher

1 1
EW = 3eqk : — < )
v2 -1

1 /1
EW = _3eak : —< ) 11.45
7\ ( )

Fiir diese zwei Zustidnde existiert deshalb ein Stark-Effekt erster Ordnung. Wegen

022 Ry, wobel E, = — ~5.15x 10°——
a cm

EM® = —
eo/a? 2a E,

das elektrische Feld eines Protons im Abstand von einem Bohrradius ist, ist £V < Ae,
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und die Storungstheorie konvergiert fiir normale elektrische Felder < E, sehr gut. Fiir
kleine Feldstirken E < 103V /cm ist die Feinstruktur im Wasserstoffatom allerdings grofer
als die Aufspaltung der Spektrallinien aufgrund des Stark-Effektes.

Ein Wasserstoffatom im ersten angeregten Zustand verhélt sich also wie ein elektri-
sches Dipolmoment der Groke 3ea, das sich parallel und antiparallel zum elektrischen Feld
orientieren kann. Im Feld vertauscht H nicht mehr mit L? und die adaptierten Eigenzu-
stinde sind Uberlagerungen von Zustinden mit verschiedenen Drehimpulsen ¢. In der Tat,
die adaptierten Eigenzustéinde mit permanenten Dipolmomenten sind Uberlagerungen des
|2S0) und |2F) Zustands. Die verbleibenden Zusténde |2P;) und |[2P_;) besitzen keine
Dipolkomponente in Feldrichtung.

Der Grundzustand ist nicht entartet und nach (11.11) und (11.43) erfdhrt seine Ener-
gie keine Verschiebung in erster Ordnung Storungsthreorie. Die Verschiebung ist mindes-
tens quadratisch in F und deshalb hat ein H-Atom im Grundzustand kein permanentes
Dipolmoment. Fiir die Anderung zweiter Ordnung finden wir mit (11.18) und den Aus-
wahlregeln (11.43)

00 2
£ — ZezEz |(n,1,0]x3]1,0,0)| +0(B%) = —Za3E2 +0 (E%). (11.46)

€1 — €n

n=2

Durch Vergleich mit —%Osz2 folgt fiir die Polarisierbarkeit des Wasserstoffatoms im
Grundzustand die einfache Formel

a, = =a’. (11.47)

11.4 Van-der-Waals-Wechselwirkung

Eine wichtige Anwendung der Storungstheorie ist die Berechnung der Wechselwirkung
zwischen zwei wohl-separierten Atomen. Hier bestimmen wir die storungstheoretische
Wechselwirkung zwischen zwei Wasserstoffatomen.

Die punktférmig angenommenen Protonen der Atome seien durch einen Vektor R
getrennt. Seien x und y die Vektoren vom ersten und zweiten Proton zu ihren jeweiligen
Elektronen.
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R+y—z €2

b1 R D2

Die Wechselwirkung zwischen den zwei Atomen ist die Summe der verschiedenen Coulomb-
Energien zwischen den Ladungen des ersten und zweiten Atoms:

V =¢? (1 L L ! ) (11.48)

R R+y—z| Rty |R—a

Sind die Atome mehrere Bohr-Radien voneinander entfernt, dann kénnen wir die Nenner
in Potenzen von z/R und y/R entwickeln. Die ersten nichtverschwindenden Terme sind
von zweiter Ordnung,

o (B0 e R Y

Daher ist die Wechselwirkung zweier wohlseparierten Atome diejenige zweier Dipole ex
und ey, die durch R getrennt sind. Nun legen wir die 3-Achse ldngs R, so dass

62

2
e
'7j

Fiir weit entfernte Atome kénnen wir V' als Stérung behandeln. Der ungestérte Hamilton-
Operator ist die Summe der individuellen Atom-Hamilton-Operatoren

H(] - H1+H2.

Sei nun Atom ¢ im Eigenzustand |n;a;) von H; mit Energie €,,. Das heift, das System ist
im Eigenzustand

In,a) = [njaq, nace) = |njag) ® [noay)  mit Energie €, = €,, + €,, (11.50)

des ungestoérten Hamilton-Operators Hy. Das Tensorprodukt zweier Vektoren in der Orts-
darstellung ist durch ihr Produkt gegeben,

(Z,ylv@x) =) x(y)
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Nun bringen wir die beiden Atome zusammen und beriicksichtigen die Wechselwirkung
zwischen ihnen (und zwar bis zu der Ordnung O(1/R?)) als Stérung. Die Matrixelemente
von V in dem von den Zustédnden |na) mit Energie ¢, aufgespannten Unterraum PyH
lauten

2
e
Vo = (nalV|na') = o Z<n1a1|x,~|n1a'1) M;; (nacs|y;|naay). (11.51)

1,J

Wir sehen, dass diesselben Matrixelemente beitragen wie zum elektrischen Dipoliibergang.
Deshalb gelten auch die oben besprochenen Auswahlregeln und wir schliefsen:

Sind beide Atome in entarteten Zustinden, so miissen wir erst die Sdkulargleichung
16sen um die adaptierte Basis zu finden. Die Sédkularmatrix V. hat in den meisten Féllen
von Null verschiedene Eigenwerte und man erhélt dann eine Wechselwirkungsenergie in
erster Ordnung Stérungstheorie, d.h. von der Ordnung O(1/R?).

Ist ein Atom im Grundzustand, dann ist Vo =0 und es gibt keine Anderung der Ener-
gien in der ersten Ordnung Storungstheorie. Die Wechselwirkung zwischen den Atomen
ist von zweiter Ordnung, d.h. von der Ordnung O(1/R9).

Sind beide Atome im Grundzustand und damit €y nicht entartet, so ist die Energiekor-
rektur in fithrender Ordnung

E((f)(R):e—z 3 {0I(=, My)[mB)*

€0 — €m

(11.52)
B,m#0
Der Energienenner ist negativ, und deshalb
2
E(R)=€+e+EP(R)=¢+e S
=€+ € —ataT o

wobei ¢; die Grundzustandsenergie des i’ten Atoms ist. Also ist die van-der- Waals- Wechselwirkung
zwischen zwei Atomen im Grundzustand immer attraktiv.

Fiir wasserstoffahnliche Atome sind die ungestorten Energien quadratisch in der elek-
trischen Ladung e und die Matrixelemente héingen nur vom Bohrradius a ab. Da E? die
Dimension e?/a einer Energie haben muss, ist €?/a® mal die Summe in (11.52) dimensi-
onslos und es ist angebracht, die dimensionslose Grofse

(=8 5 [l ary)m)P? 1153

B,m#0 €0 — €m
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einzufithren. Die totale Energie zweier Atome im Grundzustand ist deshalb

2 ra

E()(R) :El—l—Eg—% (E)Gg—l— (1154)

mit einem dimensionslosen Parameter £. Fiir zwei Wasserstoffatome im Grundzustand ist
der Parameter £ =6.5.

Wir sehen also, dass zwei Atome im Grundzustand, welche kein permanentes Dipolmo-
ment besitzen, sich anziehen. Dies gilt auch allgemeiner fiir zwei Atome in nicht-entarteten
Eigenzusténden. Die ausgedehnte Ladungsverteilung des einen Atoms beeinflusst die La-
dungsverteilung des anderen Atoms, so dass die Ladungsverteilungen um die beiden Atom-
kerne nicht mehr drehsymmetrisch sind. Dies fiihrt dann zu einer 1/RS-Wechselwirkung
zwischen den asymmetrischen ausgedehnten Ladungswolken und Kernen der beiden Ato-
me.

Unsere Approximation verliert ihre Giiltigkeit fiir Atomabsténde klein verglichen mit
dem Bohrradius a. Einerseits kénnen wir dann das Wechselwirkungspotential V' nicht mehr
durch (11.49) approximieren und andererseits wird das Pauli-Prinzip wirksam. Wenn die
Wellenfunktionen der Elektronen der zwei Atome iiberlappen, dann wird dass Ausschluf-
prinzip wichtig und fithrt zu einer Abstofsung der Elektronen. Zum Beispiel stofsen sich
Edelgasatome bei kleinen Abstédnden ab.

11.5 Hellmann-Feynman-Formel

Wir beweisen hier eine einfache Formel fiir die A-Variation der Eigenwerte E()\) einer
einparametrigen Schar von selbstadjungierten Hamilton-Operatoren H (). Dabei braucht
H(\) nicht unbedingt linear von A abhéngen wie in (11.3). Es sei [¢)) eine zugehorige
normierte Eigenfunktion,

H(N)[x) = E(N)[¥a), (Ualhr) = 1. (11.55)

Wir wollen annehmen, dass alle H(\) denselben Definitionsbereich haben, so dass mit
|tx) auch |¢,) im Definitionsbereich liegt. Nun leiten wir

E(X) = (Oa[H(A)[1hx) (11.56)

nach dem Parameter \ ab,

E(\) = (x| HIa) + (OalH ) + al H(A)[1hy).
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Mit den gemachten Annahmen diirfen wir den Hamilton-Operator iiberwélzen und finden

BN = B~ (Ualin) + (0l H) o).

Der erste Term auf der rechten Seite verschwindet, da [¢,) fiir alle A die Norm 1 hat. Also
finden wir die bekannte Formel von HELLMANN und FEYNMAN

E(\) = (GaH(N)[) (11.57)
Publiziert wurde sie zuerst in einem Buch von HELLMANN [49]. Ohne Kenntnis davon hat

sie zwei Jahre spater R. FEYNMAN als junger Student wiederentdeckt [50].

Héngt der Hamilton-Operator linear von A ab, H(\)= Hy+ AV, dann vereinfacht sich
die Formel (11.57) zu

E(X\) = ([ V]). (11.58)

Mit dem Hellmann-Feynman-Theorem lassen sich zum Beispiel zwischenatomare Kréafte
gebundener Atome bestimmen. Dabei charakterisiert A die Lage der Atomkerne.

11.5.1 Virialsatz

Fiir eine grofe Klasse von Systemen ist die mittlere kinetische Energie in einem Eigenzu-
stand der Energie proportional zur mittleren potentiellen Energie. Dieser schon aus der
klassischen Mechanik bekannte Virialsatz gilt insbesondere fiir Systeme mit folgenden
Hamilton-Operatoren auf H = Lo(RY),

N
H = B E 9“pipj +V(x) =T +V, (11.59)

4,j=1

wobei die Elemente der inversen Metrik ¢* konstant sind und V'(z) eine homogene Funk-
tion der Ortskoordinaten vom Grade « ist,

V(A\z) = AV (). (11.60)

Zum Beispiel ist das Potential des harmonischen Oszillators homogen vom Grade 2. Bei
Mehrteilchensystemen mit Hamilton-Operator

n 2

H =

+V(zy,...,z,) =T+V, (11.61)
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ist das Coulomb-Potential eine homogene Funktion vom Grade —1. Dass fiir identische
Teilchen der Hilbertraum ein Unterraum von Lo(IRY) ist, spielt bei den folgenden Be-
trachtungen keine Rolle.

Es sei nun |¢) ein gebundener Energie-Eigenzustand. Im Ortsraum erfiillt er die sta-
tiondre Schrodingergleichung

1 .
(-3 T a"00 4 Vo)) ota) = Bu(a), (wlo) =1
Fiir homogene Potentiale ist dann die skalierte Wellenfunktion

x(z) = APp(Ax), (Valon) = (V[Y), (11.62)

die fiir A=1 den Eigenzustand 1 durchlauft, eine Eigenfunktion von
H(\) = A72T + \°V. (11.63)

Der Beweis ist einfach,

2

HOWA) = 8 (5 Y g s 4 V) ) 0l

= (BT V) ) = Bus(o)

2

Nun wenden wir das Hellmann-Feynman-Theorem an. Da F(\) = E unabhéngig von A
ist, verschwindet die linke Seite in (11.57), und wir finden die Identitét

0 = (Un|HN)|¥a) = =227 (| T|1hn) + a X" (x| V]1)y). (11.64)

Insbesondere fiir A = 1 ist [¢,) nach Voraussetzung ein Energie-Figenzustand. Damit
erhalten wir den wichtigen Virialsatz

2T ) = (| V]g), (11.65)

der fiir alle gebundenen Eigenzusténde eines Systems mit Hamilton-Operator (11.59) mit
homogenem Potential gilt. Er findet vielfache Anwendungen in Atom- und Molekiilphysik.
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11.6 Das Rayleigh-Ritzsche Variationsprinzip

Wir betrachten nun eine wichtige nicht-storungstheoretische Methode um genéherte Ei-
genwerte und Eigenfunktionen von Hamilton-Operatoren zu finden - das Variationsprin-
zip von Rayleigh und Ritz. Nichtstorungstheoretisch deshalb, weil das Variationsprinzip
keine Reihenentwicklung der Energien und Eigenfunktionen in einem kleinen Parameter
enthélt. Diese erfolgreiche Methode liefert oft erstaunlich gute Resultate fiir Grundzu-
standsenergien. Im Gegensatz dazu werden die Eigenfunktionen im Allgemeinen nicht so
gut approximiert.

Wir betrachten das Energiefunktional E auf dem Hilbertraum H

E:H-—c, B =T (11.66)

(W)
Ist |¢)) eine Losung der stationdren Schréodinger-Gleichung, dann ist E[i] die Energie
dieses Zustandes. Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, dass H ein rein diskretes

Spektrum mit orthonormierten Eigenfunktionen |n) habe. Dann kénnen wir jedes Element

in H nach dieser Basis entwickeln, [¢)) = > (n|¢)|n). Daher gilt
WHHW) = > (GHYnlY) = Ea(ln) (nle)
> By S (Wlnhnlv) = Eo(lu).

Diese Ungleichung wird genau dann zu einer Gleichung, wenn [t)) keinen Uberlapp mit
allen angeregten Zusténden hat. Falls also [¢)) kein Grundzustand ist, dann ist dies eine
echte Ungleichung. Es gilt also das

Rayleigh-Ritzsch Variationsprinzip: Der Operator H=H' sei nach unten beschrankt
und der kleinste Spektralwert Fq gehdre zu seinem diskreten Spektrum, dann gilt

Ey < E[Y], V|Y) €Dy und Wr)ngijr)l E[Y] = Ep. (11.67)

Mit dem Variationsprinzip von Rayleigh und Ritz kann man mit relativ geringem Auf-
wand eine obere Schranke fiir die Grundzustandsenergie ableiten. Bei geschickter Aus-
nutzung des Prinzips erhdlt man nicht nur obere Schranken, sondern gute N&herungs-
werte fiir Ey. Dazu wéhlt man eine n-parametrige Familie von Versuchsfunktionen [¢g),

B=A{b1,...,0.}, so dass

e die Familie dem unbekannten Grundzustand méoglichst nahe kommt. Beim Ansatz
fiir [15) muss unbedingt das Pauli-Prinzip beachtet werden (fiir Details verweise
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ich auf die Vorlesung Quantenmechanik IT). Symmetrieiiberlegungen sind oft sehr
hilfreich um einen verniinftigen Ansatz zu finden.

e Das Energiefunktional E[yg] = E() sollte berechenbar sein.

e Nun bestimmt man die Parameter 5%, welche E(3) minimieren. Da E(/3) fiir alle
grofser als die Grundzustandsenergie ist, gilt

E(5) > Ey. (11.68)

Auch die angeregten Energien konnen mit Hilfe eines analogen Variationsprinzips berech-
net werden. Um zum Beispiel die Energie des ersten angeregten Zustandes zu bestimmen,
minimiert man beziiglich aller Funktionen, die senkrecht auf dem Grundzustand stehen.

11.6.1 Nochmals der anharmonische Oszillator

Nachdem wir den anharmonischen Oszillator mit Hilfe storungstheoretischer und numeri-
scher Methoden behandelt haben, wollen wir hier die Variationsmethode darauf anwenden.
Als Versuchsfunktion wéihlen wir das auf eins normierte Gaufssche Wellenpaket

1/4
nle) = (alws) = () e, (11.69)

mit nur einem Variationsparameter (3. Man findet folgenden Erwartungswert fiir den
Hamilton-Operator des anharmonischen Oszillators H = Hy + Az* mit Hy aus (11.20)
in diesem Versuchszustand,

37" 22 o 2h

die in (6.55) eingefiihrte Konstante ist. Das minimierende (5* ist eine Losung der reduzier-
ten kubischen Gleichung 33 — 5* — 3\ = 0. Mit k=2/9v/3 ~ 0.12830 schreiben sich die
reellen und positiven Losungen geméafs

hw 1 Y A *w?
E(ﬂ):7(5+—+§_)’ wobei N = -— und Ao:mw (11.70)

N<w: (= (4/3)"*cos (% arccos ()\,//{))

N>kt B =(3/2)"° ((X + )P (V= 1/)1/3) L v=(\ =)

Eingesetzt in die Energiefunktion ergibt sich

B(§") = éhw (35 +1/5). (11.71)
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In der folgende Tabelle sind die Energien in Einheiten von hw/2 fiir verschiedene Werte
von X tabelliert. Zum Vergleich wurden die numerisch und stérungstheoretisch (bis zweite
Ordnung Storungstheorie) berechneten Energien angegeben.

N 0 1/30 2/30 0.1 02 03 04
4 | 1.000 1.047 1.088 1.125 1.221 1.301 1.370
Ewe |1.000 1.024 1.046 1.066 1.121 1.168 1.210
Epum | 1.000 1.024 1.045 1.065 1.118 1.164 1.205
Esioer | 1.000 1.024 1.044 1.062 1.098 1.107 1.090

N | o5 06 07 08 09 1.0 1.1
#* | 1431 1.487 1538 1.586 1.630 1.672 1.711
Eow | 1248 1283 1.316 1.347 1.376 1.403 1.430
Eoum | 1242 1.276 1.308 1.337 1.366 1.392 1.418
Etoer | 1.047 0978 0.882 0.760 0.612 0.438 0.237

In der folgenden Abbildung wurden die verschiedenen Néherungen fiir £(\) mit A zwischen
0 und 1 geplottet. Zu sehen sind die numerischen und nahezu exakten Werte aus Kapitel
5, die zweite Ordnung Stoérungstheorie in (11.32) und die obere Schranke (11.71) der
Variationsrechnung mit einer einfachen Gaufschen Versuchsfunktion.

E(\) . .
1.4+ Rayleigh-Ritz
>
1.3 numerische
Rechnung
1.2
1.1+ 2. Ordnung
Storungstheorie
A Ao
1.0 T T T T BN T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Schon fiir unsere einparametrige Schar von Versuchsfunktionen gibt die Variations-
methode bereits erstaunlich genauer Werte fiir die Grundzustandsenergie des anharmoni-
schen Oszillators.
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11.7 Heliumartige Atome

Nach den wasserstoffihnlichen Atomen sind Atome mit zwei Elektronen, also H™, He,
Lit und Be™ ", die einfachsten Atome. Wir vernachlissigen die Eigenbewegung des Kerns
und wéhlen Koordinaten, fiir die der Kern im Ursprung sitzt. Weiter bezeichnet r; = |z;]|
den Abstand des i'ten Elektrons vom Kern und 75 = | — a»| den Abstand der beiden
Elektronen. Bei Vernachlissigung der Spin-Bahn-Kopplung hat der Hamilton-Operator
der heliumartigen Atome die Form

H=Hy+V, (11.72)

wobei Hy der Hamilton-Operator fiir zwei nicht-wechselwirkende Elektronen im Coulomb-
Feld des Kerns mit Kernladungszahl 7 ist,

h? o1 1
HOI—— (A1+A2)—Z€ — + — y (1173)
21 L T

und V =¢€?/ry5 die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Elektronen.

Wegen der Elektron-Elektron Wechselwirkung ist es nicht moglich die exakten Ener-
gien F, und Eigenfunktionen |¢,) von H zu finden und wir sind auf Ndherungen, wie
die oben besprochene Rayleigh-Ritz-Naherung angewiesen. Die Suche nach ,,guten” Test-
funktionen wird durch Ausnutzung von Symmetrien der heliumartigen Atome, z.B. der
Drehsymmetrie oder Paritét, wesentlich erleichtert. Auch fiir die méglichen Ubergiinge bei
Emission oder Absorption eines Photons sind derartige Symmetrieiiberlegungen wichtig.

In einem gedrehten System sieht die Orts-Wellenfunktion der beiden Elektronen in
heliumartigen Atomen folgendermafsen aus,

(T(R)®) (z1,22) = ¢ (R 'a1, R 'as) , R € SO(3). (11.74)

Da der Hamilton-Operator nur vom Betrag der Impulse der beiden Elektronen und deren
Abstand vom Ursprung und voneinander abhéngt, ist H drehinvariant

F(R)H(mla T2, P1, pQ)F_l(R) = H(xla L2, P1, p2) (1175)
und vertauscht mit dem gesamten Bahndrehimpuls,
[H,L]:O, L:L1+L2:$1/\p1+$2Ap2 (1176)

Damit ist bei Vernachlédssigung der spinabhéngigen Terme in H der Gesamtbahndrehim-
puls erhalten. Die individuellen Bahndrehimpulse L; sind es nicht, da die Energie sich
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andert, wenn man nur ein Elektron bewegt und das zweite festhdlt. Wiirde man die
relativistische Spin-Bahn-Kopplung beriicksichtigen, dann wére nur noch der Gesamtdre-
himpuls J, das heisst die Summe aus Gesamtbahndrehimpuls und Gesamtspin der beiden
Elektronen erhalten. Aber obwohl wir die Spin-Bahn-Wechselwirkung vernachléssigt ha-
ben und H damit spinunabhéngig wurde, miissen wir wegen des Pauli-Prinzips fiir die
beiden Elektronen deren Spin beim Aufsuchen der (genidherten) Eigenfunktionen bertick-
sichtigen.

Der Operator fiir den Spin des ,ersten” Elektrons sei s; und derjenige fiir den Spin des
szweiten Elektrons s;. Da die Spins zu verschiedenen Teilchen gehoren, kommutieren sie,

[81, 82] =0. (1177)

Bei der Messung des Spins langs der 3-Achse gibt es zwei mogliche Eigenzusténde, x; und
X1, also hat das 2-Elektronensystem vier unabhéngige Spinzustinde,

XIT=X1®X1, X=X1®X,: Xu=XI9X1 X=X QX (11.78)

wobei die Pfeile anzeigen, ob der Spin in Richtung der 3-Achse zeigt (nach oben) oder
in die entgegengesetzte Richtung (nach unten). Zum Beispiel ist xy; der Zustand, in dem
der Spin des ersten Elektrons nach oben zeigt und der Spin des zweiten Elektrons nach
unten. Nun betrachten wir den Gesamtspin

S =81+ 8

der beiden Elektronen. Da die individuellen Spinoperatoren s; die Drehimpulsalgebra
erfiillen und s; mit sy kommutiert, erfiillt auch der Gesamtspin die Drehimpulsalgebra:

Wir haben A gleich 1 gesetzt. Mit Dimensionsiiberlegungen kann man in den folgenden
Formeln die Abhiingigkeit von A leicht wiedergewinnen. Wir diirfen also s? und S, gleich-
zeitig diagonalisieren, und die entsprechenden Eigenfunktionen bezeichnen wir mit |smy).
Offensichtlich sind die vier Zusténde in (11.78) Eigenzusténde von S,. Zum Beispiel ist

Saxtr = (512 + 52:) (X1 ® X1) = S12X1 ® X1 + X1 @ S2:X1 = X1t
und entsprechend

Saxrp =0, Sxi1 =0, S:x;1=—x1
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Die Eigenwerte von S, sind also £1 und 0. Der letztere ist zweifach entartet. Wir erwarten
also, dass ein Triplett mit S, = 4+1,0 und ein Singlett mit S, = 0 vorliegt. Die Zustdnde
X171 und x;; gehoren offensichtlich zum Triplett und miissen deshalb Eigenvektoren von
s% mit Eigenwert 2 sein. Dies kann man auch direkt nachpriifen. Wegen

3
s? = (81 + 82)2 =57+ 8. +28 -8 = 3 + 251,52, + S145_ +51-S2,  (11.80)

wobei zum Beispiel S;4 = S, £S5}, die Leiteroperatoren des ersten Spins sind, gilt

3 1
s*X11 = (5 * 5) Xit=2xy und 8%y =2y,

und wir folgern, dass x1y und x;; Triplettzusténde mit maximalem und minimalem S,
sind,

Xt =[11) und  x;p =1 -1). (11.81)

Um den Triplettzustand mit m,=0 zu erhalten, wirken wir mit dem Absteigeoperator S_
auf |11),

1
V2

Die drei Triplettzustande lauten also

1

10) = 1511y = ﬁ<sl_+52_>>m=%mwm.

1
111) = x11, '10)25(’“1””) und |1 —1) = . (11.82)

Der noch fehlende Singlettzustand |00) ist die zu |10) orthogonale Linearkombination von
Xp1 und Xy,

00) = % Oets = Xan) (11.83)

Man priift leicht nach, dass s? diesen Singlett-Zustand annihiliert.

Damit haben wir das Problem gelost, die Eigenzustinde von s? und S, durch die
Eigenzustdnde von S, und Ss, auszudriicken. Die Addition von zwei Spin—% ergibt einen
Triplettzustand mit Spin 1 und einen Singlettzustand mit Spin 0. Den Triplettzustand
konnen wir uns als Zustand mit parallelen Spins und den Singlettzustand als Zustand mit
antiparallelen Spins vorstellen!. Im Heliumatom werden die Zustinde mit antiparallelen

'Das Tensorprodukt von zwei Darstellungen mit Drehimpuls % ergibt eine Darstellung mit Drehimpuls
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Spins Parazustinde und diejenigen mit parallelen Spins Orthozustinde bezeichnet. Fiir das
Folgende ist zu beachten, dass die Parazustdnde antisymmetrisch und die Triplettzustiande
symmetrisch in den Spinvariablen sind.

Nun wollen wir das Ritzsche Variationsverfahren zur Anwendung bringen, um die
Energie und Wellenfunktion des Grundzustandes von heliuméhnlichen Atomen zu ap-
proximieren. Wiirden wir die Elektron-Elektron-Wechselwirkung vernachléssigen, dann
wire H = Hy die Summe von kommutierenden Ein-Elektronen Hamilton-Operatoren im
Coulomb-Feld, und der Grundzustand wére einfach das Produkt der Grundzustandswel-
lenfunktionen des Wasserstoffatoms:

1z ’ —Z(r1+r2)/a
Yo = Pr00(T1)Pro0(22)x = — | — | e 7V, (11.84)

™ a

wobei y die Spinwellenfunktion bezeichnet. Ohne Elektron-Elektron-Wechselwirkung wére
die Energie dieses Zustandes

Z2e?

a

E(]:

Die Wellenfunktion (11.84) ist drehinvariant und hat damit verschwindenden Bahndre-
himpuls. Sie ist gegeniiber einer Vertauschung der Orte der beiden Elektronen symme-
trisch. Um eine antisymmetrische Gesamtfunktion zu erhalten, muss y bei Austausch der
Teilchenspins antisymmetrisch sein. Wir erwarten also, dass im Grundzustand die beiden
Elektronen Bahndrehimpuls Null haben und die Spins antiparallel sind. Der Gesamtdre-
himpuls J = L + s verschwindet dann ebenfalls, da Para-Helium s = 0 hat.

Als normierte Testfunktion im Ritzschen Variationsverfahren wihlen wir nun (11.84),
worin wir die Kernladung Z durch einen Variationsparameter 3 ersetzen,

T™\a

L (BN’ seisrae
Yg=—(—| e P"T/00). (11.85)
Zur Bestimmung der Energie des Grundzustandes hat man das Integral

E(B) = /}RG Y Hpg (11.86)

zu berechnen, worin H der Hamilton-Operator (11.72) der Helium-ahnlichen Atome ist.

1 und eine Darstellung mit Drehimpuls 0:

01 ®01 =0, 3D0,.

NS
N

A. Wipf, Quantenmechanik I



11. Stationdre Naherungsverfahren 11.7. Heliumartige Atome 251

E(f) ist dann die Summe von drei Termen

E(B) = Ev(8) + E2(5) + E5(B).

Unter Benutzung von h?/u = ae? findet man

Bi8) = 5 [0a(ba+ o)y = 75
2
B9) = ~2¢ [ v, (11 " %) by = —225%
62

Die Energie hat also folgende funktionale Abhéngigkeit vom Variationsparameter,
2

B(B) == (# - (22~ 1) B). (11.87)

Sie wird minimal fiir §* = Z — 1%. Damit findet man folgende obere Schranke fiir die
Energie des Grundzustandes,

5 25\ €
Ec<EB)=—-(Z2"-ZZ+— | — 11.
v B = (2-22+ 2 (11.85)
und die gendherte Wellenfunktion hat die Form
1(27\° A
o ~ e = — (—) exp (—M) 100) (11.89)
™\ a a

mit einer effektiven Kernladung Z* = Z — %. Diese Wellenfunktion unterscheidet sich
von der wasserstoffdhnlichen Funktion (11.84) dadurch, dass die Kernladung Z durch
die effektive Kernladung Z* ersetzt wird. Die Kernladung wird vom ,zweiten Elektron‘
teilweise abgeschirmt.

Experimentell kann man die Grundzustandsenergie durch Messung der lonisierungs-
energie, d.h. der minimalen Energie, die ben6tigt wird um ein Elektron ins Unendliche zu
entfernen, bestimmen. Unsere einfache Variationsmethode ergibt die Ionisierungsenergie

ZQ 2 2 2
Jvar = _EO - 25 ~ <Z2 — EZ + —5) c (1190)

4 128 ) 2a°

In der folgenden Tabelle haben wir die experimentellen Werte der Ionisierungsenergie (in
atomaren Einheiten) den aus (11.90) berechneten variationellen Werten gegeniibergestellt:
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Jexp Jvar
H~ —0.027
He 0.9035 0.848

Lit 27798 | 2,723
Be Tt | 5.6560 | 5.598
C 4t | 14.4070 | 14.348

Aus dieser Tabelle ist zu ersehen, dass das Variationsverfahren mit obigen einfachen Ver-
suchsfunktionen fiir alle heliumartigen Atome, bis auf das negativ geladene Wasserstoffa-
tom H~, eine befriedigende Ubereinstimmung mit dem Experiment ergibt.

Die erste Anwendung des Rayleigh-Ritz Verfahrens auf Helium stammt von G.W.
KELLNER [51]. Eine systematische Verbesserung wurde anschlieflend von E. HYLLER-
AAS in drei wichtigen Arbeiten zwischen 1928 und 1930 geleistet?. Mit Hilfe von Test-
funktionen mit mehreren Variationsparametern berechnete er die Ionisierungsenergien
von 2-Elektonensystemen mit einer Genauigkeit von 1075, Zum Beispiel fand er mit 8-
parametrigen Testfunktionen fiir die Ionisierungsenergie von Helium den Wert J=0.9037.
Fiir neuere Resultate verweise ich auf [53].

Die obigen einparametrigen Testfunktionen geben fiir H™ ein qualitativ falsches Re-
sultat, ndmlich dass die Ionisierungsenergie negativ ist und damit H~ keinen gebundenen
Zustand hat. HANS BETHE hat schon 1929 gezeigt, dass H™ im Singlettsektor mit antipar-
allelen Elektronenspins mindestens einen gebundenen Zustand aufweist. Spater hat C.L.
PERKERIS mit einer 444-parametrigen Schar von Versuchsfunktionen die Ionisierungsener-
gie J=0.0550 erhalten. Andererseits hat R.N. HILL bewiesen, dass H™ im Singlettsektor
hochstens einen und im Triplettsektor keinen gebundenen Zustand hat [54].

2Fiir eine nette personliche Geschichte des Problems verweise ich auf [52].
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