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KAPITEL I

N

�

aherungsverfahren

Nur wenige quantenme
hanis
he Probleme lassen si
h ges
hlossen

l

�

osen. Man ist daher im allgemeinen auf N

�

aherungsmethoden angewie-

sen. Es gibt eine ganze Reihe h

�

o
hst unters
hiedli
her N

�

aherungsver-

fahren, deren E�ektivit

�

at und Zuverl

�

assigkeit oftmals s
hwer zu

�

uber-

bli
ken sind. Wir wollen uns zun

�

a
hst mit den N

�

aherungsverfahren f

�

ur

gebundene Zust

�

ande bes
h

�

aftigen; hierbei gibt es die zeitunabh

�

angigen

Verfahren - S
hr

�

odingers
he St

�

orungstheorie und das Rayleigh-Ritzs
he

Variationsverfahren - mit denen man Informationen

�

uber die Eigenwer-

te und Eigenzust

�

ande erh

�

alt, und die zeitabh

�

angigen Verfahren, mit

deren Hilfe man die

�

Uberg

�

ange zwis
hen station

�

aren Zust

�

anden unter-

su
ht.

1. S
hr

�

odingers
he St

�

orungstheorie

Ausgangspunkt der S
hr

�

odingers
hen St

�

orungstheorie ist eine Auf-

spaltung des Hamiltonoperators

H = H

0

+H

1

;

sodass Eigenwerte und Eigenfunktionen des selbstadjungierten Ope-

rators H

0

bekannt sind und der hermites
he Operator H

1

in einem

geeigneten Sinn als kleine St

�

orung aufgefasst werden kann.

In einem ersten S
hritt betra
htet man die Familie der Operatoren

H(�) = H

0

+ �H

1

, � 2 [0; 1℄, und nimmt an, dass es (unendli
h oft)

di�erenzierbare Funktionen E(�) und 	(�) 2 H n f0g gibt, sodass gilt

H(�)	(�) = E(�)	(�) :

Die Funktion

�

	(0);	(�)

�

ist na
h Annahme di�erenzierbar und un-

glei
h Null. Wir k

�

onnen daher die Hilbertraum-wertige Funktion 	(�)

so w

�

ahlen, dass die Normierungsbedingung

�

	(0);	(�)

�

= 1

erf

�

ullt ist. F

�

ur die TaylorkoeÆzienten der Funktionen E(�) und 	(�)

folgen die Glei
hungen

H

0

	

0

= E

0

	

0

(I.1)

H

1

	

0

+H

0

	

1

= E

1

	

0

+ E

0

	

1

(I.2)

� � � � � � � � � (I.3)

H

1

	

n�1

+H

0

	

n

= E

n

	

0

+ � � �+ E

0

	

n

(I.4)
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aus der Eigenwertglei
hung sowie

�

	

0

;	

n

�

= Æ

n0

(I.5)

aus der Normierungsbedingung. Aus der Glei
hung (I.1) folgt, dass 	

0

ein Eigenvektor von H

0

zum Eigenwert E

0

sein muss.

Sei P

0

der Projektor auf den Raum der Eigenvektoren von H

0

zum

Eigenwert E

0

. Dann ergibt si
h aus (I.2) wegen P

0

(H

0

� E

0

)	

0

= 0

P

0

H

1

P

0

	

0

= E

1

	

0

;

d.h. 	

0

ist ein Eigenvektor von P

0

H

1

P

0

zum Eigenwert E

1

. Ist E

0

ni
ht

entartet, so ist

P

0

= j	

0

ih	

0

j

und daher

P

0

H

1

P

0

=

�

	

0

;H

1

	

0

�

P

0

;

also E

1

=

�

	

0

;H

1

	

0

�

. Die erste Korrektur zum Eigenwert E

0

ergibt

si
h daher als der Erwartungswert des St

�

orterms im ungest

�

orten Zu-

stand. Ist E

0

endli
h entartet und ist f�

1

; : : : ;�

n

g eine Orthonormal-

basis des Eigenraums, so ist

P

0

=

n

X

i=1

j�

i

ih�

i

j :

E

1

ergibt si
h dann als Eigenwert der (n� n)-Matrix

�

�

�

i

;H

1

�

k

�

�

i;k=1;::: ;n

; (I.6)

und 	

0

ergibt si
h zu 	

0

=

P




i

�

i

, wobei der Spaltenvektor


 =

0

B

B

�




1

: : :

: : :




n

1

C

C

A

der zugeh

�

orige Eigenvektor der Matrix in (I.6) ist.

Wir wollen uns zun

�

a
hst mit dem ni
htentarteten Fall bes
h

�

aftigen.

In diesem Fall ist 	

1

dur
h (I.2) und (I.5) eindeutig bestimmt. Es gilt

	

1

= �(H

0

� E

0

)

�1

(H

1

� E

1

)	

0

: (I.7)

Hierbei ist der Operator (H

0

� E

0

)

�1

auf dem Unterraum (1 � P

0

)H

das Inverse von H

0

� E

0

; auf dem Unterraum P

0

H wird er glei
h Null

gesetzt. Wir wollen au
h annehmen, dass E

0

im Spektrum von H

0

isoliert ist; dann ist (H

0

� E

0

)

�1

auf ganz H de�niert.

Die KoeÆzienten E

n

und 	

n

�ndet man jetzt dur
h Rekursion. Es

gilt f

�

ur n � 2

E

n

=

�

	

0

; (H

1

� E

1

)	

n�1

�

(I.8)
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und

	

n

= (H

0

� E

0

)

�1

�

�(H

1

� E

1

)	

n�1

+ E

2

	

n�2

+ � � �+ E

n

	

0

�

: (I.9)

Oft bere
hnet man die Korrektur zweiter Ordnung zur Energie. Sie

ergibt si
h zu

E

2

= �

�

(H

1

� E

1

)	

0

; (H

0

�E

0

)

�1

(H

1

� E

1

)	

0

�

: (I.10)

Ist E

0

die Grundzustandsenergie von H

0

, so ist E

2

� 0, d.h. die Grund-

zustandsenergie ist eine konkave Funktion von �.

Als Beispiel f

�

ur die Anwendung der St

�

orungstheorie betra
hten wir

das Heliumatom, der Einfa
hheit halber wird der Kern als unendli
h

s
hwer angenommen. Der Hilbertraum der Zustandsvektoren ist (bei

Verna
hl

�

assigung des Spins)

H = L

2

(R

6

) = f� : R

3

�R

3

! C ;

Z

d

2

x

1

d

3

x

2

j�(x

1

;x

2

)j

2

<1g :

Der Hamiltonoperator ist

H = �

1

2m

(�

x

1

+�

x

2

) + �(�

Z

jx

1

j

�

Z

jx

2

j

+

1

jx

1

� x

2

j

)

mit der Elektronenmasse m, der Kernladungszahl Z (= 2 f

�

ur Helium)

und der Feinstrukturkonstanten � �

1

137

. Es ist zwe
km

�

a�ig, dimensi-

onslose Koordinaten

y

i

=

Z

a

x

i

einzuf

�

uhren, mit dem Bohrs
hen Radius a = (m�)

�1

. Man �ndet

H = 2RZ

2

(H

0

+ �H

1

)

mit der Rydbergkonstanten R =

1

2

m�

2

= 13; 6 eV und � =

1

Z

,

H

0

= �

1

2

(�

y

1

+�

y

2

)�

1

jy

1

j

�

1

jy

2

j

und

H

1

=

1

jy

1

� y

2

j

:

Die physikalis
h realisierbaren Werte von � sind

1

Z

, Z 2 N (H

�

, He,

Li

+

, Be

++

, : : : ).

Die Grundzustandswellenfunktion des ungest

�

orten Hamiltonopera-

tors H

0

ist das Produkt der Wellenfunktionen '

100

des Grundzustands

der Einteil
hen-Hamiltonoperatoren �

1

2

��

1

jyj

,

'

100

(y) = Ne

�r

; r = jyj; N > 0 Normierungsfaktor

mit der Grundzustandsenergie �

1

2

, daher ist die Grundzustandsenergie

von H

0

E

0

= �1 :
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Das kontinuierli
he Spektrum beginnt, wenn ein Teil
hen im Grund-

zustand ist und das andere im Kontinuum, also bei �

1

2

. F

�

ur Helium

z.B. ist die Grundzustandsenergie �2 � R � 2

2

= �108; 8eV und die

Ionisationsenergie �54; 4eV.

Zur Bestimmung der ersten Korrektur zur Grundzustandsenergie

bere
hnen wir den Erwartungswert von H

1

im Grundzustand

hH

1

i =

�

	

0

;H

1

	

0

�

=

Z

d

3

y

1

d

3

y

3

2

j'

100

(y

1

)j

2

j'

100

(y

2

)j

2

1

jy

1

� y

2

j

:

Dieses Integral ist symmetris
h unter Vertaus
hung der beiden Orts-

vektoren. Wir k

�

onnen es daher dur
h das Zweifa
he des Integrals

�

uber

den Berei
h jy

2

j > jy

1

j ersetzen. F

�

ur die y

2

-Integration f

�

uhren wir

Kugelkoordinaten mit der z-A
hse in Ri
htung von y

1

ein und setzen

wie

�

ubli
h w = 
os �. Das Ergebnis h

�

angt nur no
h von jy

1

j ab. Wir

erhalten

hH

1

i = N

4

16�

2

Z

1

0

dr

1

r

2

1

Z

1

r

1

dr

2

r

2

2

e

�2(r

1

+r

2

)

Z

+1

�1

dw(r

2

1

+ r

2

2

� 2r

1

r

2

w)

�1=2

:

Die Integration

�

uber w ergibt

Z

+1

�1

dw(r

2

1

+ r

2

2

� 2r

1

r

2

w)

�1=2

=

2

r

2

Damit folgt

hH

1

i = N

4

32�

2

Z

1

0

dr

1

r

2

1

e

�2r

1

Z

1

r

1

dr

2

r

2

e

�2r

2

:

Es gilt

Z

1

s

drre

�2r

= (

s

2

+

1

4

)e

�2s

:

Einsetzen ergibt

hH

1

i = N

4

32�

2

Z

1

0

dr(

r

3

2

+

r

2

4

)e

�4r

Mit

Z

1

0

dr r

k

e

��r

= �

�(k+1)

k!

f

�

ur k 2 N

0

und � > 0 �ndet man den Normierungsfaktor N = �

�1=2

und damit

hH

1

i = 3! � 2

�4

+ 2! � 2

�3

=

5

8

:

Also betr

�

agt die Korrektur erster Ordnung zur Grundzustandsenergie-

energie

E

1

= �

5

8Z

E

0

:
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F

�

ur das Wassersto�-Ion H

�

liegt die bere
hnete Energie dann bereits im

Kontinuum; tats

�

a
hli
h besitzt das Waasersto�-Ion aber einen stabilen

Grundzustand mit einer Energie unterhalb der Ionisationsenergie. Beim

Helium �ndet man

E

0

+ E

1

= (1�

5

16

)(�108; 8eV) = �74; 8eV

vergli
hen mit dem experimentellen Wert

E

exp

= �78; 975eV :

F

�

ur Li

+

(Z = 3) und Be

++

(Z = 4) wird die

�

Ubereinstimmung besser.

Als n

�

a
hstes bere
hnen wir die Korrektur 1.Ordnung zum ersten

angeregten Zustand. Die Energie des ersten angeregten Zustands von

H

0

ist

E

0

= �

1

2

(1 +

1

4

) = �

5

8

:

Dieser Eigenwert ist 8-fa
h entartet, mit Eigenfunktionen

'

100

(y

1

)'

200

(y

2

) ; '

100

(y

1

)'

21m

(y

2

) ; m = �1; 0; 1

und den daraus dur
h Vertaus
hung von y

1

und y

2

entstehenden Funk-

tionen. Hierbei ist '

nlm

die normierte Eigenfunktion des Operators

�

1

2

� �

1

jyj

mit Quantenzahlen n = n

r

+ l + 1, n

r

radiale Quanten-

zahl, l Drehimpulsquantenzahl und m magnetis
he Quantenzahl.

Da der Gesamtdrehimpuls L = L

(1)

+ L

(2)

mit H

0

und H

1

ver-

taus
ht, kann das Eigenwertproblem f

�

ur jeden Eigenwert von jLj

2

und

L

3

getrennt gel

�

ost werden. Der Eigenraum zu E

0

zerf

�

allt daher in 4

zweidimensionale Unterr

�

aume, die Eigenr

�

aume von jLj

2

und L

3

sind.

Auf diesen Unterr

�

aumen bere
hnet man die Matrixelemente von

H

1

. F

�

ur l = 0 ergibt si
h die 2� 2-Matrix

�

H

1

�

=

�

J K

K J

�

mit dem sogenannten Coulombintegral

J =

Z

d

3

y

1

Z

d

3

y

2

j'

100

(y

1

)j

2

1

jy

1

� y

2

j

j'

200

(y

2

)j

2

und dem sogenannten Austaus
hintegral

K =

Z

d

3

y

1

Z

d

3

y

2

'

100

(y

1

)'

200

(y

2

)

1

jy

1

� y

2

j

'

100

(y

2

)'

200

(y

1

) :

J bes
hreibt die We
hselwirkungsenergie der mit den Wellenfunktionen

verbundenen Ladungsdi
hten. K hat dagegen kein klassis
hes Analo-

gon.

Die obige Matrix hat die Eigenwerte J �K mit den Eigenvektoren

(1;�1). Die normierten Eigenfunktionen in 0.Ordnung sind also

�

�

(y

1

;y

2

) =

1

p

2

�

'

100

(y

1

)'

200

(y

2

)� '

100

(y

2

)'

200

(y

1

)

�

:
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Sie sind Eigenvektoren des Transpositionsoperators � ,

(��)(y

1

;y

2

) = �(y

2

;y

1

) ;

der seinerseits mit H

0

, H

1

und L vertaus
ht. Die gemeinsamen Eigen-

funktionen von H

0

und P

0

H

1

P

0

k

�

onnen daher immer als Eigenvektoren

von � gew

�

ahlt werden.

J und K lassen si
h

�

ahnli
h wie bei der Bere
hnung der 1.Korrektur

zur Grundzustandsenergie bere
hnen. Da K > 0 ist die antisymmetri-

s
he Wellenfunktion �

�

der Zustand mit der kleineren Energie. Dies

leu
htet ein, da die beiden Elektronen in diesem Zustand im Mittel

weiter voneinander entfernt sind.

Bei der obigen

�

Uberlegung haben wir den Spin und das Pauli-

Prinzip ni
ht ber

�

u
ksi
htigt. Die volle Wellenfunktion muss na
h dem

Pauli-Prinzip antisymmetris
h sein. Ist die Ortswellenfunktion sym-

metris
h, so muss die Spinwellenfunktion antisymmetris
h sein, und

umgekehrt. Antisymmetris
he Spinwellenfunktionen haben den Spin

0, symmetris
he den Spin 1. Die Positivit

�

at des Austaus
hintegrals

beg

�

unstigt also die Parallelstellung der Spins. Dies ist die von Hei-

senberg erkannte quantenme
hanis
he Ursa
he des Ferromagnetismus.

Magnetis
he We
hselwirkungen zwis
hen den Spins spielen meist nur

eine untergeordnete Rolle.

Als ein weiteres Beispiel f

�

ur St

�

orungstheorie betra
hten wir die Hy-

perfeinstruktur des Wassersto�s. Diese wird verursa
ht dur
h das vom

magnetis
hen Moment des Kerns erzeugte Magnetfeld. Das magneti-

s
he Moment des Protons ist

~�

p

= g

p

e

2m

p

S

p

;

wobei e die Ladung des Protons, S

p

der Operator des Protonspins und

g

p

� 5; 56 der gyromagnetis
he Faktor des Protons ist.

Das von einem punktf

�

ormigen magnetis
hen Moment ~� am Ur-

sprung erzeugte Vektorpotential in der Ei
hung divA = 0 ist

A(x) = �

1

4�

~�� grad

1

jxj

;

das zugeh

�

orige Magnetfeld ist

B(x) = rotA(x) = �

1

4�

(~��� (~� � r)r)

1

jxj

:

In einem Zustand mit l = 0 ist der We
hselwirkungsterm allein dur
h

den Spin des Elektrons bestimmt (Ladung -e)

H

1

= g

e

2m

S �B :
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Der Grundzustand ist bei Ber

�

u
ksi
htigung von Elektron und Kern-

spin 4-fa
h entartet. Der Erwartungswert von �

i

�

j

1

jyj

in einem Grund-

zustand ist unabh

�

angig vom Spin und ergibt si
h zu

b

ij

:=

Z

d

3

yj'

100

(y)j

2

�

i

�

j

1

jyj

=N

2

Z

d

3

ye

�2jyj

�

i

�

j

1

jyj

=

1

3

Æ

ij

N

2

Z

d

3

ye

�2jyj

�

1

jyj

wegen Rotationsinvarianz. Mit �

1

jyj

= �4�Æ(y) und N = �

�1=2

folgt

b

ij

= �

4

3

Æ

ij

:

Mit B(ay) = �

1

4�

a

�3

(~�� � (~� � r)r)

1

jyj

�ndet man f

�

ur den Erwar-

tungswert des vom Kernmoment erzeugten Magnetfeldes

hBi =

1

4�

a

�3

~�

p

8

3

:

Also erh

�

alt man f

�

ur P

0

H

1

P

0

die folgende 4 � 4-Matrix, ausgedr

�

u
kt

dur
h die Spinoperatoren S und S

p

(H

1

) =

1

4�

S � S

p

gg

p

e

2m

e

2m

p

8

3

=

2

3

gg

p

m

2

m

p

�

4

S � S

p

:

Es bleibt, das Produkt der Spinoperatoren zu diagoalisieren. Eine ana-

loge Re
hnung wurde bei der Bere
hnung der Spin-Bahn-We
hselwirkung

gema
ht. Es gilt

S � S

p

=

1

2

�

jS+ S

p

j

2

� jSj

2

� jS

p

j

2

�

=j(j + 1) �

3

4

� 2 =

�

1

4

; j = 1

�

3

4

; j = 0

:

F

�

ur die Energieaufspaltung zwis
hen Ortho- und Parawassersto� ergibt

si
h also

�E =

2

3

gg

p

m

m

p

�

4

�m :

Bere
hnung des Vorfaktors mit m=m

p

= 1=1840 liefert

�E = 1; 14 � 10

�11

m :

Mit der Elektronmasse m = 0; 511MeV ergibt si
h �E zu 5; 8�eV.

Die Wellenl

�

ange der zugeh

�

origen elektromagnetis
henWelle ergibt si
h

aus der Comptonwellenl

�

ange des Elektrons

2�

m

= 2; 4 � 10

�12

m zu � =

21; 4
m.

Elektromagnetis
he Strahlung dieser Wellenl

�

ange wird im Kosmos

beoba
htet. Aus der Intensit

�

at dieser Linie zieht man R

�

u
ks
hl

�

usse auf

die Di
hte und Temperatur des Wassersto�s im interstellaren Raum
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(Di
hte 1
m

�3

, Temperatur 100K im Berei
h der Mil
hstra�e, in dem

unser Sonnensystem liegt).

Als ein drittes Beispiel betra
hten wir den Stark-E�ekt. Damit be-

zei
hnet man die Ver

�

anderung der Spektrallinien eines Atoms infolge

eines von au�en angelegten homogenen elektris
hen Feldes E. F

�

ur das

Wassersto�atom ergibt si
h als St

�

orterm

H

1

= ex �E :

In einem Zustand, dessen Wellenfunktion ein Eigenzustand der Parit

�

at

P ,

(P')(x) = '(�x) ;

ist, vers
hwindet der Erwartungswert von H

1

. Ein sol
her Zustand hat

kein permanentes elektris
hes Dipolmoment (= h�exi). Alle Drehim-

pulseigenzust

�

ande sind Eigenzust

�

ande der Parit

�

at (mit Parit

�

at (�1)

l

).

Da beim Wassersto�atom aber die Energieniveaus zus

�

atzli
h entartet

sind, gibt es au
h Energieeigenzust

�

ande, die keine Eigenzust

�

ande der

Parit

�

at sind

Wir legen die z-A
hse in Ri
htung des elektris
hen Feldes und be-

re
hnen f

�

ur die Hauptquantenzahl n = 2 die Matrixelemente

�

'

200

; z'

21m

�

; m = �1; 0; 1 :

Da z und L

z

vertaus
hen, kann nur das Matrixelement mit m = 0 von

Null vers
hieden sein. Es gilt (mit x = ay, a Bohrs
her Radius) in

Polarkoordinaten f

�

ur y

'

200

(r; �; �) = (8�)

�

1

2

(1�

r

2

)e

�

r

2

;

'

210

(r; �; �) = (32�)

�

1

2

re

�

r

2


os � :

Mit z = ar 
os � folgt

�

'

200

; z'

210

�

=(16�)

�1

Z

drr

2

r(1 �

r

2

)are

�r

� 2�

Z

d� sin � 
os

2

�

=a

Z

dr(r

4

�

r

5

2

)e

�r

�

2

16

�

2

3

=a � (4!�

1

2

5!) �

1

12

= �3a :

Die Eigenwerte des St

�

orterms H

1

auf dem Unterraum zur Hauptquan-

tenzahl n = 2 und zur magnetis
hen Quantenzahl m = 0 sind also

�3aeE mit Eigenvektoren N('

200

� '

210

).

Eigenr

�

aume des Hamiltonoperators, die keine Eigenr

�

aume des Pa-

rit

�

atsoperators sind, k

�

onnen also Zust

�

ande mit permanentem Dipol-

moment enthalten und zeigen daher den linearen Stark-E�ekt, d.h. ei-

ne lineare Abh

�

angigkeit der Energieeigenwerte vom elektris
hen Feld.
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Eigenzust

�

ande des Parit

�

atsoperators k

�

onnen aber ein induziertes Di-

polmoment haben, das proportional zum angelegten Feld ist. Die Ver-

s
hiebung der Energieeigenwerte ist dann f

�

ur kleine Feldst

�

arken pro-

portional zum Quadrat der angelegten Feldst

�

arke. Dieser sogenannte

quadratis
he Stark-E�ekt wird dur
h die Korrektur 2. Ordnung der

St

�

orungstheorie bes
hrieben.

F

�

ur den Grundzustand von Wassersto� gilt

E

1

= eE � hxi = 0 :

Da der Grundzustand ni
ht entartet ist (der Spin kann bei dieser

�

Uber-

legung au�er Betra
ht bleiben), ist die erste Korrektur zur Grundzu-

standswellenfunktion

 

1

= �(H

0

� E

0

)

�1

H

1

'

100

;

und die Korrektur zweiter Ordnung zur Grundzustandsenergie ist

E

2

= �e

2

jEj

2

�

z'

100

; (H

0

� E

0

)

�1

z'

100

�

:

Eine explizite Ber
hnung vonE

2

ist etwas m

�

uhsam;wir bes
hr

�

anken

uns daher auf eine grobe Abs
h

�

atzung. Ist (�

k

) eine verallgemeinerte

Orthonormalbasis s
hwa
her Eigenvektoren von H

0

mit Eigenwerten

E(k), so ist f

�

ur E(k) 6= E

0

(H

0

� E

0

)

�1

�

k

= (E(k)� E

0

)

�1

�

k

:

Auf '

100

vers
hwindet der Operator de�nitionsgem

�

a�. Da der niedrigste

Eigenwert na
h E

0

den Wert

1

4

E

0

hat, gilt im Sinne von Erwartungs-

werten

(H

0

� E

0

)

�1

�

�

(

1

4

� 1)E

0

�

�1

=

4

3

jE

0

j

�1

:

Der Betrag von E

2

wird daher abges
h

�

atzt dur
h

jE

2

j �

4

3

e

2

jEj

2

hz

2

i

jE

0

j

:

Wir bere
hnen

hr

2


os

2

�i =

R

drr

4

e

�2r

R

dww

2

R

drr

2

e

�2r

R

dw

=

2

�5

� 4! �

2

3

2

�3

2! � 2

= 1 ;

also gilt

jE

2

j �

4

3

e

2

jEj

2

a

2

jE

0

j

:

Man erwartet ni
ht, dass die St

�

orungstheorie gute Ergebnisse lie-

fert, wenn die 1. Korrektur zum Eigenwert gr

�

o�er ist als der Abstand

zum n

�

a
hsten Punkt im Spektrum. Ist aber eine Menge von Eigenwer-

ten M di
ht konzentriert und weit entfernt vom

�

ubrigen Spektrum, so

kann man die St

�

orung in der folgenden Weise behandeln: Sei P

0

der zu
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den Eigenwerten geh

�

orige Spektralprojektor, und sei E

0

der Mittelwert

der betra
hteten Eigenwerte. Dann de�niert man die Operatoren

H(�) = H

0

(1 � P

0

) + E

0

P

0

+ �

�

(H

0

� E

0

)P

0

+H

1

�

Die Eigenwerte von H

0

+H

1

, die den betra
hteten Eigenwerten von H

0

entspre
hen, werden in erster Ordnung in � dur
h die Eigenwerte von

P

0

(H

0

+H

1

)P

0

auf dem Unterraum P

0

H gegeben.

Als Beispiel untersu
hen wir den Stark-E�ekt beim Ammoniakmo-

lek

�

ul NH

3

. In einer halbklassis
hen Betra
htung hat das Molek

�

ul die

Form einer dreiseitigen Pyramide, wobei die 3 Wassersto�atome ein

glei
hseitiges Dreie
k bilden und das Sti
ksto�atom si
h entweder ober-

oder unterhalb der dadur
h gebildeten Ebene be�ndet. Quantenme
ha-

nis
h kann man die Position des Sti
ksto�atoms auf der Mittelsenk-

re
hten n

�

aherungsweise dur
h die 1-dimensionale S
hr

�

odigerglei
hung

und ein Doppelwall-Potential bes
hreiben, bei dem die Minima einen

Abstand 2h haben. Die Wellenfunktion des Grundzustands ist symme-

tris
h, die des ersten angeregten Zustands antisymmetis
h. Ihre Ener-

giedi�erenz ist sehr klein (
a. 10

�4

eV). Sind '

0

und '

1

die normierten

Eigenvektoren mit Eigenwerten E

0

��, so m

�

ussen wir die Matrix

�

E

0

�� p

p E

0

+�

�

diagonalisieren, mit p = QjEj

�

'

0

; x'

1

�

� QjEjh. Hierbei ist Q die

mittlere elektris
he Ladung des Sti
ksto�atoms. Die Eigenwerte sind

E

0

�

p

�

2

+ p

2

� E

0

� p(1 +

�

2

2p

2

)

f

�

ur p � �. In diesem Fall ergibt si
h also ein e�ektives Dipolmoment

f

�

ur das Ammoniakmolek

�

ul.

Na
h diesen Beispielen, aus denen man entnehmen kann. wie rei
h-

haltig und vielf

�

altig die Anwendungen der St

�

orungstheorie sind, wollen

wir uns kritis
h mit der Re
htfertigung der St

�

orungstheorie und mit

ihren Grenzen bes
h

�

aftigen.

Betra
hten wir zun

�

a
hst das endli
hdimensionale Problem. Seien

H

0

und H

1

hermites
he n�n-Matrizen. Die Eigenwerte von H

0

+ �H

1

sind dann Nullstellen des 
harakteristis
hen Polynoms

p

�

(z) = det(H

0

+ �H

1

� z1) :

Na
h S

�

atzen der Funktionentheorie sind die Nullstellen z

i

(�) algebrai-

s
he Funktionen in �. Sie lassen si
h in einer Umgebung von � = 0 in

eine Potenzreihe von �

1=p

entwi
keln, wobei p � n die Multiplizit

�

at der

Nullstelle bei � = 0 ist. Hierbei darf � au
h komplexeWerte annehmen.

Wir nutzen jetzt aus, dass H

0

+ �H

1

f

�

ur reelle � hermites
h ist.

Daher muss z

i

(�) f

�

ur relle � selbst reell sein. Dies ist aber nur m

�

ogli
h,

wenn in der Potenzreihenentwi
klung auss
hlie�li
h Vielfa
he von p als

Exponenten auftau
hen. Das hei�t aber, dass die Eigenwerte in einer
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Umgebung des Nullpunkts sogar analytis
he Funktionen von � sind

(Theorem von Relli
h). So hatten wir bei der Diskussion des Stark-

E�ekts beimAmmoniak die Eigenwerte als algebrais
he Funktionen der

elektris
hen Feldst

�

arke erhalten, die f

�

ur reelle Feldst

�

arken analytis
h

sind und im Komplexen Verzweigungspunkte besitzen.

Im unendli
hdimensionalen Fall erweist si
h der Begri� der Resol-

vente als g

�

unstig. Ist H selbstadjungiert und z ni
ht im Spektrum von

H, dann besitzt der Operator H � z1 ein Inverses R(z) = (H � z1)

�1

.

R(z) ist auf ganz H erkl

�

art und ist ein bes
hr

�

ankter Operator, d.h.

kR(z)k := sup

k�k=1

kR(z)�k <1

(es gilt kR(z)k = dist(z; spH)

�1

, wie aus der Spektraldarstellung von

H lei
ht zu entnehmen ist).

Man nennt die auf dem Komplement des Spektrums de�nierte ope-

ratorwertige Funktion R(z) die Resovente von H. R(z) erf

�

ullt die fol-

gende Glei
hung (1.Resolventenglei
hung)

R(z

1

)�R(z

2

) = (z

1

� z

2

)R(z

1

)R(z

2

) : (I.11)

Beweis: Es gilt

R(z

1

)(z

1

� z

2

)R(z

2

) = R(z

1

)

�

(z

1

�H)� (z

2

�H)

�

R(z

2

) = R(z

1

) �R(z

2

) :

Ist ein Teil des Spektrums vonH isoliert, so kann man den zugeh

�

ori-

gen Spektralprojektor P dur
h die Resovente ausdr

�

u
ken. Man w

�

ahlt

dazu einen Weg 
, der den gew

�

uns
hten Teil des Spektrums positiv

umrandet. Dann gilt

P = �

1

2�i

Z




dzR(z) : (I.12)

Zum Beweis geht man in die Spektraldarstellung von H. Sei � ein

Eigenvektor von H zum Eigenwert E. Dann gilt

�

1

2�i

Z




dzR(z)� =

1

2�i

Z




dz

1

z � E

�

=

�

� ; E wird von 
 einges
hlossen,

0 ; sonst :

F

�

ur die Resolvente gibt es eine sehr einfa
he St

�

orungstheorie. Diese

beruht auf der 2. Resolventenglei
hung. Seien H

1

und H

2

selbstadjun-

gierte Operatoren mit demselben De�nitionsberei
h und mit Resolven-

ten R

1

bzw. R

2

. Dann gilt:

R

1

�R

2

= R

1

(H

2

�H

1

)R

2

: (I.13)

Beweis: Es gilt

R

1

(z)(H

2

�H

1

)R

2

(z) = R

1

(z)(H

2

� z1)R

2

(z)�R

1

(z)(H

1

� z1)R

2

(z)

= R

1

(z)�R

2

(z) :
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Sei nun H(�) = H

0

+ �H

1

mit Resolvente R

�

. Dann gilt

R

�

= R

0

� �R

0

H

1

R

�

:

Dur
h Iteration erh

�

alt man die L

�

osung

R

�

=

1

X

n=0

(��)

n

R

0

(H

1

R

0

)

n

:

Diese Reihe konvergiert f

�

ur alle z, f

�

ur die kH

1

R

0

(z)kj�j � 
 < 1 ist.

Ist diese Bedingung auf der ganzen Kurve 
 erf

�

ullt, so erh

�

alt man eine

Reihenentwi
klung f

�

ur den Projektor P

�

zu dem von 
 einges
hlos-

senen Teil des Spektrums von H(�). Insbesondere ist dann au
h die

Dimension des zugeh

�

origen Eigenraums

dimP

�

H = trP

�

analytis
h, also konstant.

Im Fall, dass 
 einen einzigen ni
htentarteten Eigenwert E

0

von

H

0

umrandet, ist dimP

�

H = 1. Sei � ein Eigenvektor von H

0

zum

Eigenwert E

0

. Die Abbildung �!

�

�; P

�

�

�

ist stetig und vers
hwindet

ni
ht bei Null

�

�; P

0

�

�

= k�k

2

6= 0 :

Also ist P

�

� 6= 0 f

�

ur kleine � und damit ein Eigenvektor von H(�).

Der zugeh

�

orige Eigenwert ergibt si
h aus

E(�) =

�

�;H(�)P

�

�

�

�

�; P

�

�

�

:

Falls dimP

�

H = n, konstruiert man unit

�

are Operatoren U

�

mit

U

�

P

0

= P

�

U

�

. Di�erentiation liefert

U

0

�

P

0

= P

0

�

U

�

+ P

�

U

0

�

:

Au


�

osen na
h P

0

�

ergibt, unter Benutzung von P

0

U

�1

�

= U

�1

�

P

�

P

0

�

= [U

0

�

U

�1

�

; P

�

℄ :

Um eine L

�

osung dieser Glei
hung zu �nden, di�erenzieren wir zun

�

a
hst

die Projektorglei
hung P

2

�

= P

�

,

P

0

�

P

�

+ P

�

P

0

�

= P

0

�

:

Hieraus folgt insbesondere dur
h Multiplikation mit P

�

P

�

P

0

�

P

�

= 0 :

Aus diesen Glei
hungen ergibt si
h

P

0

�

= [[P

0

�

; P

�

℄; P

�

℄ :

Wir setzenQ

�

= [P

0

�

; P

�

℄. Eine L

�

osung f

�

ur U

�

ergibt si
h also als L

�

osung

der Glei
hung

U

0

�

= Q

�

U

�

(I.14)
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mit der Anfangsbedingung U

0

= 1. Die L

�

osung kann dur
h einen Po-

tenzreihenansatz gefunden werden:

Q

�

= Q

0

+ �Q

1

+ : : :

U

�

= U

0

+ �U

1

+ : : :

mit U

0

= 1 und

U

k

= k

�1

(Q

0

U

k�1

+Q

1

U

k�2

+ : : :+Q

k�1

) :

Per Konstruktion besitzt jetzt der Operator

~

H

�

= U

�1

�

H

�

U

�

den invarianten Unterraum P

0

H. Seien E

�;i

die Eigenwerte und

~

�

�;i

die

zugeh

�

origen Eigenvektoren von

~

H

�

auf diesem Unterraum. Dann sind

�

�;i

= U

�

~

�

�;i

die Eigenvektoren von H

�

auf P

�

H mit Eigenwerten E

�;i

.

In erster Ordnung gilt

P

�

= P

0

+ �P

1

; P

1

=

1

2�i

Z




dzR

0

(z)H

1

R

0

(z) ;

U

�

= 1 + �Q

0

; Q

0

= [P

0

; P

1

℄ ;

und damit

~

H

�

= H

0

+ �(H

1

+ [H

0

; [P

1

; P

0

℄℄) :

Mit [H

0

; P

0

℄ = 0 und P

0

P

1

P

0

= 0 folgt

P

0

~

H

�

P

0

= P

0

(H

0

+ �H

1

)P

0

:

Es ergibt si
h also genau derjenige Operator, den wir bereits bei der

formalen St

�

orungstheorie erster Ordnung betra
htet haben.

Die h

�

oheren Ordnungen der St

�

orungstheorie f

�

uhren in derselben

Weise auf endli
h dimensionale Eigenwertprobleme.

Aus den obigen

�

Uberlegungen entnimmt man, dass die Anwendung

der St

�

orungstheorie gere
htfertigt ist, wenn die folgenden Vorausset-

zungen erf

�

ullt sind:

(i) kH

1

R

0

(z)k <1 f

�

ur alle z 62 spH

0

.

(ii) Die untersu
hte Menge von Eigenwerten von H

0

ist isoliert vom

�

ubrigen Spektrum.

(iii) Der St

�

orparameter � ist gen

�

ugend klein (in Abh

�

angigkeit von

kH

1

R

0

(z)k und dem Abstand der zu untersu
henden Eigenwerte

vom restli
hen Spektrum).

Bei vielen erfolgrei
hen Anwendungen der St

�

orungstheorie sind die-

se Voraussetzungen ni
ht erf

�

ullt. Ein besonders merkw

�

urdiges Beispiel

bildet der Stark-E�ekt. Man kann n

�

amli
h zeigen, dass der Operator

H

�

= �

1

2

��

1

jyj

+ �y

3
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f

�

ur � 6= 0

�

uberhaupt keine normierbaren station

�

aren Zust

�

ande besitzt.

Dies liegt daran, dass das Potential im Unendli
hen na
h unten unbe-

s
hr

�

ankt ist und dass es f

�

ur jeden Zustand eine endli
he Wahrs
hein-

li
hkeit gibt, in das Gebiet unendli
h tiefen Potentials zu gelangen. Es

stellt si
h daher die Frage,

"

wieso so viele Physiker erfolgrei
he Karrie-

ren dur
h Messung und Bere
hnung der Eigenwerte von H

�

gema
ht

haben\(Thirring, Bd. 3).

Die Antwort ist, dass dieser Operator langlebige Resonanzen be-

sitzt, deren Energien man mit Hilfe der St

�

orungstheorie approximativ

bere
hnen kann. Allerdings ist der Begri� der Resonanz mathematis
h

s
hwer zu fassen. Ein einfa
hes Argument, warum die St

�

orungstheorie

oft bessere Antworten liefert, als na
h der obigen Analyse zu erwarten

ist, kann wie folgt gegeben werden.

Sei P

0

ein Spektralprojektor von H

0

zum Eigenwert E

0

und sei

	

0

2 P

0

H ein Eigenvektor von P

0

H

1

P

0

zum Eigenwert E

1

. Der Vektor

	

�

= 	

0

� �(H

0

� E

0

)

�1

(H

1

�E

1

)	

0

erf

�

ullt die Eigenwertglei
hung bis auf Terme der Ordnung �

2

,

(H(�)� E(�))	

�

= ��

2

(H

1

� E

1

)(H

0

�E

0

)

�1

(H

1

�E

1

)	

0

:

Damit folgt

k

�

e

itH(�)

� e

itE(�)

�

	

�

k

2

=

4

�

	

�

; sin

2

t

2

(H(�) � E(�))	

�

�

� t

2

�

	

�

; (H(�)� E(�))

2

	

�

�

= t

2

�

4

k(H

1

�E

1

)(H

0

� E

0

)

�1

(H

1

� E

1

)	

0

k

2

;

f

�

ur Zeiten, die klein sind vergli
hen mit

T = �

�2

k(H

1

�E

1

)(H

0

� E

0

)

�1

(H

1

� E

1

)	

0

k

�1

;

verh

�

alt si
h 	

�

also wie ein station

�

arer Zustand der Energie E(�).

2. Rayleigh-Ritzs
hes Variationsverfahren

Ein einfa
hes, aber sehr e�ektives Verfahren zur Abs
h

�

atzung der

Grundzustandsenergie E

0

beruht darauf, dass der Erwartungswert ei-

nes selbstadjungierten Operators H immer mindestens so gro� ist wie

der kleinste Spektralwert,

�

�;H�

�

� E

0

k�k

2

:

Man kann dur
h Variation von � versu
hen, diese S
hranke zu verbes-

sern. Tats

�

a
hli
h gilt

Theorem I.1.

inf

�2D(H);k�k=1

�

�;H�

�

= E

0
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Beweis: Da E

0

ein verallgemeinerter Eigenwert von H ist, gibt es

eine Folge �

n

2 D(H) mit k�

n

k = 1 und (H � E

0

)�

n

! 0. Daher gilt

�

�

n

;H�

n

�

= E

0

+

�

�

n

; (H � E

0

)�

n

�

! 0 :

Wir wollen dieses Verfahren zur Abs
h

�

atzung der Grundzustands-

energie des Heliums anwenden. Sei wie im vorigen Abs
hnitt

H = �

1

2

�

y

1

�

1

jy

1

j

�

1

2

�

y

2

�

1

jy

2

j

+

1

Z

1

jy

1

� y

2

j

:

Als Versu
hsfunktion w

�

ahlen wir ein Produkt von Einteil
henwellen-

funktionen, die Grundzust

�

ande des Einteil
henhamiltonoperators h

�

mit teilweise abges
hirmtem Coulombpotential sind,

h

�

= �

1

2

��

�

jyj

; � 2 (0; 1) :

Die Grundzustandswellenfunktion von h

�

ist

'

�

(y) = �

3=2

�

�1=2

e

��jyj

mit Eigenwert �

1

2

�

2

. Die Versu
hsfunktion ist daher

 

�

(y

1

;y

2

) = '

�

(y

1

)'

�

(y

2

) :

Der Erwartungswert von H in diesem Zustand ist

�

 

�

;H 

�

�

= 2

�

'

�

; h

�

'

�

�

+ 2

�

'

�

;

� � 1

jyj

'

�

�

+

1

Z

�

 

�

;

1

jy

1

� y

2

j

 

�

�

:

Es gilt

�

'

�

;

1

jyj

'

�

�

= �

3

�

�1

Z

dr4�r

2

1

r

e

�2�r

= � ;

sowie

�

 

�

;

1

jy

1

� y

2

j

 

�

�

= �

�

 

1

;

1

jy

1

� y

2

j

 

1

�

:

Im vorigen Abs
hnitt haben wir das Skalarprodukt auf der re
hten Seite

zu

5

8

bere
hnet. Damit folgt

�

 

�

;H 

�

�

= ��

2

+ 2(� � 1)�+

1

Z

�

5

8

= �

2

� (2�

5

8Z

)� :

Das Minimum wird angenommen f

�

ur � = 1�

5

16Z

und betr

�

agt

inf

�

�

 

�

;H 

�

�

= �(1�

5

16Z

)

2

:

F

�

ur Helium ergibt si
h

E

0

� �4m�

2

�

27

32

�

2

= �77; 46eV :

Die

�

Ubereinstimmung mit dem experimentellen Wert (-78.975 eV) ist

also wesentli
h besser als bei der St

�

orungstheorie 1. Ordnung (-74,8

eV) bei verglei
hbarem re
hneris
hen Aufwand.
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ImRahmen der St

�

orungstheorie hatten wir gefunden, dass die Grund-

zustandsenergie E

0

(�) der Hamiltonoperatoren H

0

+�H

1

eine konkave

Funktion von � ist (wegen

d

2

d�

2

E

0

(�) � 0). Mit Hilfe des Variationsver-

fahrens k

�

onnen wir diesen Sa
hverhalt sehr allgemein beweisen:

Theorem I.2. Sei H(�) = H

0

+ �H

1

, � 2 R selbstadjungiert mit

D(H(�)) = D(H

0

). Dann ist die Grundzustandsenergie E

0

(�) eine kon-

kave Funktion von �.

Beweis: F

�

ur alle 	 2 D(H

0

) mit k	k = 1 ist die Funktion

E

	

(�) =

�

	;H(�)	

�

=

�

	;H

0

	

�

+ �(	;H

1

	)

linear inhomogen, also konkav. Daher ist E

0

(�) als In�mum konkaver

Funktionen selbst konkav.

Die Variationsmethode liefert exakte obere S
hranken f

�

ur die Grund-

zustandsenergie. Sie gibt aber keine Information

�

uber die G

�

ute dieser

S
hranken.

Eine untere S
hranke f

�

ur die Grundzustandsenergie erh

�

alt man aus

der Temples
hen Unglei
hung:

Theorem I.3. Sei H selbstadjungiert, sei E

0

die Grundzustands-

energie und Æ der Abstand vom

�

ubrigen Spektrum von H. Sei 	 2

D(H) mit k	k = 1 und

hHi :=

�

	;H	

�

<

^

E < E

0

+ Æ :

Dann gilt

E

0

� hHi �

(�H)

2

^

E � hHi

mit der quadratis
hen Uns
h

�

arfe (�H)

2

=

�

	; (H � hHi)

2

	

�

.

Beweis: F

�

ur alle E 2 spH gilt

(E �E

0

)(E �

^

E) � 0 :

Also erf

�

ullt der Vektor 	 im Theorem die Unglei
hung

�

	; (H �

^

E)H	

�

� E

0

�

	; (H �

^

E)	

�

:

Na
h Annahme gilt f

�

ur 	

�

	; (H �

^

E)	

�

< 0 :

Daher folgt

E

0

�

�

	; (H �

^

E)H	

�

�

	; (H �

^

E)	

�

=

^

EhHi � hH

2

i

^

E � hHi

= hHi �

(�H)

2

^

E � hHi

:

Um diese Unglei
hung anwenden zu k

�

onnen, ben

�

otigt man Infor-

mationen

�

uber die Energie des ersten angeregten Zustands. Wenn der
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Eigenvektor 	

0

zur Grundzustandsenergie E

0

bekannt ist, so gilt na
h

dem Variationsprinzip

E

1

= inf

�?	

0

;k�k=1

�

�;H�

�

:

Ist 	

0

ni
ht bekannt, so betra
htet man f

�

ur jedes 	 2 H die Gr

�

o�e

E

1

(	) = inf

�?	;k�k=1

�

�;H�

�

O�enbar gilt E

1

(	) � E

1

. Daraus folgt das sogenannte Minimax-

Prinzip

E

1

= sup

	

inf

�?	;k�k=1

�

�;H�

�

:

Allgemein gilt f

�

ur den n-ten Eigenwert E

n

, von unten an mit Multipli-

zit

�

at gez

�

ahlt,

E

n

= sup

	

1

;::: ;	

n

2H

inf

�?	

1

; : : : ;	

n

;

k�k = 1

�

�;H�

�

:

Aus demMinimax-Prinzip ergibt si
h sofort die plausible Aussage, dass

positive St

�

orungen die Eigenwerte erh

�

ohen: seien H

1

, H

2

selbstadjun-

giert mit demselben De�nitionsberei
h, und sei

�

�;H

1

�

�

�

�

�;H

2

�

�

f

�

ur alle � 2 D(H

1

) = D(H

2

). Dann ist der n-te Eigenwert von H

1

gr

�

o�er oder glei
h dem n-ten Eigenwert von H

2

.

Zur praktis
hen Anwendung des Minimax-Prinzips dient das fol-

gende Corollar:

Corollar 1. Sei V ein n-dimansionaler Teilraum von D(H), und

sei P der Ortogonalprojektor auf V . Seien

^

E

1

� : : : �

^

E

n

die Eigen-

werte von PHP , einges
hr

�

ankt auf V . Dann gilt

E

k

�

^

E

k

; k = 1; : : : ; n :

Beweis:

^

E

k

= sup

	

1

;::: ;	

k�1

2V

inf

�?	

1

; : : : ;	

k�1

;

� 2 V; k�k = 1

�

�;H�

�

= sup

	

1

;::: ;	

k�1

2H

inf

�?	

1

; : : : ;	

k�1

;

� 2 V; k�k = 1

�

�;H�

�

� sup

	

1

;::: ;	

k�1

2H

inf

�?	

1

; : : : ;	

k�1

;

� 2 D(H); k�k = 1

�

�;H�

�

= E

k

:
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3. Zeitabh

�

angige St

�

orungstheorie

Wir wollen in diesemAbs
hnitt die zeitli
heEntwi
klung von Zust

�

anden

approximativ bere
hnen. Hierbei sind wir vor allem an zeitabh

�

angigen

Hamiltonoperatoren interessiert.

Sei H(t) eine dur
h die Zeit t parametrisierte Familie selbstadjun-

gierter Operatoren. Zur L

�

osung der S
hr

�

odingerglei
hung

i

�

�t

 (t) = H(t) (t)

su
hen wir eine Familie unit

�

arer Operatoren U(t

1

; t

2

) mit den Eigen-

s
haften

i

�

�t

U(t; t

0

) = H(t)U(t; t

0

) ;

U(t

1

; t

2

)U(t

2

; t

3

) = U(t

1

; t

3

) ;

U(t; t) = 1 :

Dann ist

 (t) = U(t; t

0

) 

0

eine L

�

osung der S
hr

�

odingerglei
hung mit der Anfangsbedingung

 (t

0

) =  

0

:

Um U zu �nden, formt man die Di�erentialglei
hung f

�

ur U in eine

Integralglei
hung um (t > t

0

),

U(t; t

0

) = 1� i

Z

t

t

0

dt

1

H(t

1

)U(t

1

; t

0

) ;

und l

�

ost diese dur
h Iteration:

U(t; t

0

) =1� i

Z

t

t

0

dt

1

H(t

1

) + (�i)

2

Z

t

t

0

dt

1

Z

t

1

t

0

dt

2

H(t

1

)H(t

2

)

+ � � �+ (�i)

n

Z

t

t

0

dt

1

� � �

Z

t

n�1

t

0

dt

n

H(t

1

) � � �H(t

n

) + � � �

Die obige Reihe nennt man die Dyson-Reihe; sie spielt in der Quanten-

feldtheorie eine gro�e Rolle. Mit dem Begri� des zeitgeordneten Pro-

dukts l

�

asst sie si
h in eine

�

ubersi
htli
he Form bringen:

Definition I.1. SeiA(t) eine operatorwertige Funktion von t. Dann

de�niert man das zeitgeordnete Produkt

TA(t

1

) � � �A(t

n

)

als die operatorwertige symmetris
he Funktion der n reellen Variablen

t

1

; : : : ; t

n

mit der Eigens
haft

TA(t

1

) � � �A(t

n

) = A(t

1

) � � �A(t

n

) ;

falls die Argumente zeitgeordnet sind, t

1

� t

2

� � � � � t

n

.
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Damit erh

�

alt die Dyson-Reihe die Form

U(t; t

0

) =

1

X

n=0

(�i)

n

n!

Z

[t

0

;t℄

n

d

n

tTH(t

1

) � � �H(t

n

)

=: Te

�i

R

t

t

0

dt

0

H(t

0

)

;

wobei der Ausdru
k in der letzten Zeile, das

"

zeitgeordnete Exponen-

tial\, dur
h die angegebene Reihe de�niert wird.

Die Dyson-Reihe ist besonders dann n

�

utzli
h, wenn man die zeit-

li
he Entwi
klung f

�

ur vers
hiedene Hamiltonoperatoren verglei
ht. Sei

U

0

(t; t

0

) die Familie der Zeitentwi
klungsoperatoren zu den Hamilton-

operatoren H

0

(t) und sei

H

1

(t) = U

0

(t; t

0

)

�1

(H(t)�H

0

(t))U

0

(t; t

0

) :

Wir betra
hten die unit

�

aren Operatoren

U

1

(t; t

0

) = Te

�i

R

t

t

0

dt

0

H

1

(t

0

)

:

Dann gilt

U(t; t

0

) = U

0

(t; t

0

)U

1

(t; t

0

)

Als Anwendung bere
hnen wir die

�

Ubergangswahrs
heinli
hkeit zwi-

s
hen station

�

aren Zust

�

anden eines zeitunabh

�

angigen Hamiltonopera-

tors H

0

unter dem Ein
uss eines zeitabh

�

angigen St

�

orterms H(t)�H

0

.

Seien �

i

und �

f

normierte Eigenvektoren von H

0

mit Energeieigenwer-

ten E

i

6= E

f

. Zur Zeit t

0

sei das System im Anfangszustand �

i

. Dann

ist die Wahrs
heinli
hkeit, das System zur Zeit t > t

0

im Zustand �

f

zu �nden, gegeben dur
h

W

i!f

(t; t

0

) = j

�

�

f

; U(t; t

0

)�

i

�

j

2

= j

�

�

f

; U

1

(t; t

0

)�

i

�

j

2

:

In unterster Ordnung in der St

�

orung �ndet man

W

i!f

(t; t

0

) = j

Z

t

t

0

dt

0

�

�

f

;H(t)�

i

�

e

i(t

0

�t

0

)(E

f

�E

i

)

j

2

Wei
ht H(t) nur in einem endli
hen Zeitintervall von H

0

ab, und ist

W

i!f

= lim

t

0

!�1;t!1

W

i!f

(t; t

0

) ;

so gilt

W

i!f

= 2�j

[

h

i!f

(!

if

)j

2

; h

i!f

(t) =

�

�

f

;H(t)�

i

�

; !

if

= E

i

� E

f

:

Sei z.B. H(t) = H

0

+Af(t) +A

�

f(t) mit supp f kompakt. Dann ist

W

i!f

= 2�j

^

f(!

if

)

�

�

f

; A�

f

�

+

^

f(�!

if

)

�

�

f

; A

�

�

f

�

j

2

:
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Ist f(t) = e

i!t

f

�

ur t 2 [�T=2; T=2℄ und Null au�erhalb, so ist

^

f(!

if

) =

(2�)

�1

2 sin(!�!

if

)T=2

!�!

if

. Die

�

Ubergangswahrs
heinli
hkeit zeigt bei ! � !

if

ein Resonanzverhalten,

W

i!f

� j

�

�

f

; A�

i

�

j

2

4 sin

2

(! � !

if

)T=2

(! � !

if

)

2

� T

2

j

�

�

f

; A�

i

�

j

2

:

In vielen F

�

allen, z.B. bei der Bestrahlung eines Atoms mit inkoh

�

aren-

tem Li
ht, kann f als eine Zufallsvariable angesehen werden, mit dem

statistis
hen Mittelwert der 2-Punkkorrelationen

hf(t)f(t

0

)i =

Z

d!I(!)e

i!(t�t

0

)

hf(t)f(t

0

)i = 0 = hf(t)f(t

0

)i :

Ist die Quelle eine Zeit T lang einges
haltet, so gilt f

�

ur die

�

Ubergangs-

wahrs
heinli
hkeit im statistis
hen Mittel

W

i!f

=

Z

d!I(!)

�

j

�

�

f

; A�

i

�

j

2

4 sin

2

(! � !

if

)T=2

(! � !

if

)

2

+ j

�

�

f

; A

�

�

i

�

j

2

4 sin

2

(! + !

if

)T=2

(! + !

if

)

2

�

:

Ist die Frequenzverteilung I konzentriert bei !

if

, so kann der zweite

Term verna
hl

�

assigt werden. Setzen wir !

0

= (!�!

if

)T , so ergibt si
h

W

i!f

� T

Z

d!

0

I(!

if

+

!

0

T

)

4 sin

2

!

0

=2

!

0

2

Ist I stetig, so w

�

a
hst die

�

Ubergangswahrs
heinli
hkeit linear an, und

man erh

�

alt f

�

ur die

�

Ubergangsrate w

i!f

(

�

Ubergangswahrs
heinli
hkeit

pro Zeit) den Ausdru
k

w

i!f

= 2�I(!

if

)j

�

�

f

; A�

i

�

j

2

Hierbei haben wir die Formel

Z

d!

4 sin

2

!=2

!

2

= 2�

ausgenutzt.

Als eine Anwendung betra
hten wir das Wassersto�atom im elek-

tromagnetis
hen Feld . Wir bes
hreiben die Welle dur
h ein Vektorpo-

tential A(x; t), das die Wellenglei
hung

(

�

2

�t

2

��)A(x; t) = 0

erf

�

ullt und der Coulombei
hbedingung

divA = 0
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gen

�

ugt. Der Hamiltonoperator ist

H(t) =

1

2m

(p� eA)

2

�

e

2

4�jxj

�

ge

2m

S �B

mit dem Magnetfeld B = rotA. Wir setzen

H

0

=

1

2m

jpj

2

�

e

2

4�jxj

und wie vorher

H

1

(t) = e

iH

0

t

(�

e

2m

p �A�

ge

2m

S �B+

e

2

2m

jAj

2

)e

�iH

0

t

:

Wir wollen voraussetzen, dass das magnetis
he Feld so klein ist, dass

der quadratis
he Term in A verna
hl

�

assigt werden kann. Na
h der vor-

angegangenen Diskussion kommt der Hauptbeitrag f

�

ur die

�

Ubergangs-

wahrs
heinli
hkeit von den Frequenzen, die nahe bei �!

if

liegen. Die

zugeh

�

origen Wellenl

�

angen sind gro� vergli
hen mit dem Bohrs
hen Ra-

dius

� =

2�

!

if

�

2�

m�

2

= a

2�

�

mit der Feinstrukturkonstante � =

e

2

4�

� 1=137. Wir k

�

onnen daher die

Ortsabh

�

angigkeit von A (und damit B) verna
hl

�

assigen. Wir erhalten

f

�

ur die

�

Ubergangswahrs
heinli
hkeit in 1. Ordnung

W

i!f

= 2�

e

2

m

2

j

^

A(!

if

) �

�

�

f

;p�

i

�

j

2

:

Nutzt man no
h aus, dass wegen

�

�

f

;x(t)�

i

�

= e

�i!

if

t

�

�

f

;x(0)�

i

�

gilt

�

�

f

;p�

i

�

= �i!

if

m

�

�

f

;x�

i

�

;

sowie dass das elektris
he Feld E dur
h E = �

�

�t

A gegeben ist (f

�

ur

die Fouriertransformierten gilt also

^

E(!) = i!

^

A(!)), so �ndet man die

Formel

W

i!f

= 2�e

2

j

^

E(!

if

) �

�

�

f

;x�

i

�

j

2

:

�

Uberg

�

ange, bei denen dieser Term dominiert, nennt man elektris
he

Dipol

�

uberg

�

ange.

�

Uberg

�

ange,bei denen das Matrixelelement

�

�

f

;x�

i

�

vers
hwindet, nennt man verboten. Tats

�

a
hli
h k

�

onnen au
h die ver-

botenen

�

Uberg

�

ange auftreten, aber ihre Intensit

�

at ist geringer. Man

�ndet als Auswahlregel f

�

ur erlaubte

�

Uberg

�

ange (falls das elektris
he

Feld in z-Ri
htung zeigt) �m = 0;�l = �1, wie si
h lei
ht aus den

Eigens
haften der Kugelfunktionen ergibt,

�

Y

lm

; 
os �Y

l

0

m

0

�

= 0 f

�

ur m 6= m

0

oder jl� l

0

j 6= 1 :
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�

Uberg

�

ange mit E

f

> E

i

nennt man Absorption; das Atom ab-

sorbiert ein Quant der Gr

�

o�e ! = E

f

� E

i

aus dem Strahlungsfeld;

�

Uberg

�

ange mit E

f

< E

i

nennt man induzierte Emission; das Atom

emittiert ein Quant der Gr

�

o�e E

i

� E

f

. Dieser Prozess ist die Grund-

lage f

�

ur den Laser.

Bei inkoh

�

arenter linear polarisierter Strahlung mit Polarisations-

ri
htung n �ndet man als

�

Ubergangsrate

w

i!f

= �e

2

I(!

if

)j

�

�

i

;n � x�

i

�

j

2

wobei I(!)d! die Intensit

�

at der elektromagnetis
hen Welle im Fre-

quenzberei
h [j!j; j!j+ d!℄ ist.

Als n

�

a
hstes betra
hten wir die

�

Ubergangswahrs
heinli
hkeit bei

einer konstanten St

�

orung. Dieser Fall ist besonders dann interessant,

wenn ein Eigenwert des ungest

�

orten Hamiltonoperators ni
ht isoliert

liegt und daher bereits dur
h kleine St

�

orungen instabil wird.

Sei E

0

ein Eigenwert des ungest

�

orten Hamiltonoperators H

0

mit

(normierter) Eigenfunktion 	, und seien �

k

, k 2 
 � R

n

s
hwa
he

Eigenvektoren von H

0

mit Eigenwerten E(k), die eine verallgemeinerte

Orthonormalbasis des orthogonalen Komplements von 	 bilden, d.h.

es gibt ein Ma� � auf 
, sodass gilt

�

�;�

0

�

=

Z

d�(k)

�

�; �

k

��

�

k

;�

0

�

+

�

�;	

��

	;�

0

�

(Vollst

�

andigkeit) und sodass f

�

ur alle � 2 L

2

(
; �) ein � 2 H, �?	

existiert mit

�

�

k

;�

�

= �(k) :

F

�

ur die Zerfallswahrs
heinli
hkeit des Zustands 	 zur Zeit t na
h Ein-

s
halten einer zeitli
h konstanten St

�

orung H

1

gilt in 1. Ordnung

W (t) =

Z

d�(k)j

�

�

k

;H

1

	

�

j

2

4 sin

2

(E(k)� E

0

)t=2

(E(k)� E

0

)

2

:

F

�

ur gro�e t kommt der Hauptbeitrag von den s
hwa
hen Eigenvektoren

mit Energie E(k) � E

0

. Wir nehmen an, dass

g(E) =

Z

d�(k)j

�

�

k

;H

1

	

�

j

2

Æ(E(k)� E)

in der N

�

ahe von E

0

eine stetige Funktion ist (g(E)dE ist auf jeden

Fall ein wohlde�niertes Ma�). Dann folgt wie vorher, dass die Wahr-

s
heinli
hkeit proportional zur Zeit anw

�

a
hst, und man �ndet f

�

ur die

Zerfallsrate

w = 2�

Z

d�(k)j

�

�

k

;H

1

	

�

j

2

Æ(E(k)� E

0

) =: �

(Fermis

"

Goldene Regel\).
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��=2 l

�

asst si
h im folgenden Sinn als Imagin

�

arteil der Energie in

zweiter Ordnung St

�

orungstheorie interpretieren. Im Fall isolierter ni
h-

tentarteter Eigenwerte hatten wir f

�

ur die Korrektur zweiter Ordnung

gefunden

E

2

= �

�

PH

1

	; (H

0

� E

0

)

�1

PH

1

	

�

;

wobei P der Projektor auf das orthogonale Komplement von 	 ist.

Wenn E

0

ni
ht isoliert ist, dann ist (H

0

� E

0

)

�1

auf PH ni
ht be-

s
hr

�

ankt. Man betra
htet stattdessen f

�

ur Im z > 0

E

2

(z) = �

�

PH

1

	; (H

0

� z)

�1

PH

1

	

�

= �

Z

d�(k)j

�

�

k

;H

1

	

�

j

2

(E(k)� z)

�1

Mit limIm

1

x�i"

= �Æ(x) ergibt si
h

limImE

2

(E

0

+ i") = ��=2 :

Als eine Anwendung betra
hten wir die spontane Emission. Die-

se ist im Rahmen der Quantenme
hanik ni
ht ableitbar. Sie beruht

darauf, dass ein quantisiertes elektromagnetis
hes Feld ni
ht identis
h

vers
hwinden kann, weil die Operatoren der elektris
hen und magneti-

s
hen Feldst

�

arke kanonis
he Vertaus
hungsrelationen besitzen und da-

her Uns
h

�

arferelationen erf

�

ullen.

Wir betra
hten einen Hilbertraum, der ein Tensorprodukt des Hil-

bertraums des untersu
hten atomaren Systemmit demHilbertraumder

Photonen ist. Anfangs ist das System im Zustand �

i


 j0i, wobei j0i

den Vakuumzustand des elektromagnetis
hen Feldes bezei
hnet. Das

gekoppelte System besitzt aber, wenn �

i

ni
ht der Grundzustand ist,

kontinuierli
hes Spektrum nahe bei E

i

, namli
h die s
hwa
hen Eigen-

vektoren �

f


 jk; �i mit jkj � E

i

� E

f

. Hierbei bezei
hnet jk; �i den

1-Photonzustand mit Impuls k und Polarisation �. Wir normieren die

uneigentli
hen 1-Photonzust

�

ande mit s
harfem Impuls dur
h

hk; �jk

0

; �

0

i = 2jkjÆ(k� k

0

)Æ

��

0

(Diese Normierung hat den Vorteil, dass sie lorentzinvariant ist.) Um

Fermis goldene Regel anwenden zu k

�

onnen, bere
hnen wir die Matrix-

elemente des We
hselwirkungsterms �eA � p=m. Hierbei ist A(x) ein

Operator im Fo
kraum der Photonen, der aus dem Vakuum einen 1-

Photonzustand erzeugt. Es gilt

hk; �jA(x)j0i = (2�)

�3=2

e

�ik�x

e

�

Die Polarisationsvektoren e

�

; � = 1; 2 sind dabei eine orthonormale

Basis des Orthogonalraums von k. Die Wellenl

�

ange, die den atomaren

�

Uberg

�

angen entspri
ht, ist sehr viel gr

�

o�er als der Radius der Atome,

daher kann e

�ik�x

bei der Bere
hnung der Matrixelemente zwis
hen �

f
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und �

i

glei
h 1 gesetzt werden. Wir �nden f

�

ur die Zerfallsrate na
h der

goldenen Regel

w = 2�

e

2

m

2

Z

d

3

k

2jkj

X

�

Æ(jkj � !

if

)j

�

�

f

; hk; �jA(x)j0i � p�

i

�

j

2

= 2�e

2

!

2

if

j

�

�

f

;x�

i

�

j

2

(2�)

�3

Z

dk

k

2

Æ(k � !

if

)2�

Z

d� sin �(1� 
os

2

�)

=

4

3

�!

3

if

j

�

�

f

;x�

i

�

j

2

:

4. Pl

�

otzli
he und adiabatis
he

�

Anderungen

Wir wollen jetzt zwei Extremf

�

alle zeitli
h ver

�

anderli
her Hamilton-

operatoren untersu
hen. Sei H(s), s 2 [0; 1℄ eine Familie selbstadjun-

gierter Operatoren. Wir skalieren die Zeitabh

�

angigkeit von H und set-

zenH

�

(t) = H(t=� ), t 2 [0; � ℄. Wir untersu
hen die � -Abh

�

angigkeit der

zugeh

�

origen Zeitentwi
klungsoperatoren U

�

(t; 0). Zun

�

a
hst bes
h

�

afti-

gen wir uns mit der pl

�

otzli
hen

�

Anderung (� ! 0). Es gilt die Integral-

glei
hung

U

�

(s�; 0) = 1� i�

Z

s

0

ds

0

H(s

0

)U

�

(s

0

�; t) :

Ist H(s) glei
hm

�

a�ig bes
hr

�

ankt, kH(s)k < 
, so folgt

kU

�

(s�; 0) � 1k � �
 ;

d.h. U

�

(s� ) ! 1 im Limes � ! 0. Bei sprungartiger

�

Anderung des

Hamiltonoperators

H(t) = H

i

; i 2 [t

i

; t

i+1

℄ ; t

0

< t

1

< : : : < t

n

tragen also die Sprungstellen ni
hts zum Zeitentwi
klungsoperator bei,

und wir erhalten

U(t; t

0

) = e

�iH

j

(t�t

j

)

e

�iH

j�1

(t

j

�t

j�1

)

� � � e

�iH

k�1

(t

k

�t

0

)

;

falls t

k�1

� t

0

� � � � � t

j

� t � t

j+1

.

Ein Beispiel f

�

ur eine pl

�

otzli
he

�

Anderung ist die

�

Anderung des Cou-

lombfelds eines Kerns infolge eines �-Zerfalls.

Der andere Extremfall ist der adiabatis
he (unendli
h langsame)

�

Ubergang. Hierbei betra
htet man den Limes � ! 1. Sei E(s) ein

isolierter Eigenwert von H(s), s 2 [0; 1℄, mit Spektralprojektor P (s),

sodass die operatorwertigen Funktionen H(s), E(s) und P (s) (in einem

zu pr

�

azisierenden Sinn) gen

�

ugend glatt sind. Im Rahmen der St

�

orungs-

theorie haben wir eine Familie unit

�

arer Operatoren V

s

gefunden, die den

Spektralprojektor P (s) in P (0)

�

uberf

�

uhren,

V

s

P (0) = P (s)V

s

;

und dur
h die Di�erentialglei
hung

d

ds

V

s

= [

d

ds

P (s); P (s)℄V

s
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und die Anfangsbedingung V

0

= 1 bestimmt sind. Insbesondere gilt

P (s)V

0

s

P (0) = P (s)[P

0

(s); P (s)℄V

s

P (0) = P (s)[P

0

(s); P (s)℄P (s)V

s

= 0 :

Es gilt nun, dass der Zeitentwi
klungsoperator U

�

(s�; 0) bis auf einen

oszillierenden Faktor gegen V

s

strebt. Die adiabatis
he Zeitentwi
klung

f

�

uhrt also Eigenzust

�

ande in Eigenzust

�

ande

�

uber. Es gilt das Adiaba-

tentheorem

Theorem I.4.

k

�

U

�

(s�; 0) � e

�i�

R

s

0

ds

0

E(s

0

)

V

s

�

P (0)k � 
onst�

�1

:

Beweis: Sei W

�

(s) = U

�

(s�; 0)e

i�

R

s

0

ds

0

E(s

0

)

. Wir wollen zeigen, dass

die Norm von (W

�

(s)

�

V

s

�1)P (0) wie �

�1

gegen Null konvergiert. Wir

betra
hten die Ableitung dieses Operators na
h s,

d

ds

W

�

(s)

�

V

s

P (0) =

�

d

ds

W

�

(s)

�

�

V

s

P (0) +W

�

(s)

�

d

ds

V

s

P (0) :

Es gelten die Beziehungen

d

ds

W

�

(s)

�

= i�W

�

(s)

�

�

H(s)� E(s)

�

;

V

s

P (0) = P (s)V

s

;

und

�

H(s)� E(s)

�

P (s) = 0 :

Daher vers
hwindet der erste Term in der Ableitung. Im zweiten Term

k

�

onnen wir wegen P (s)V

0

s

P (0) = 0 einen Faktor (1 � P (s)) vor V

0

s

einf

�

ugen.

Na
h Voraussetzung ist E(s) im Spektrum von H(s) isoliert. Daher

existiert das Inverse von H(s)�E(s) auf (1�P (s))H, und wir k

�

onnen

die Beziehung

W

�

(s)

�

(1� P (s)) =

1

i�

d

ds

W

�

(s)

�

(H(s) �E(s))

�1

(1 � P (s))

benutzen. Wir �nden

d

ds

W

�

(s)

�

V

s

P (0) =

1

i�

d

ds

W

�

(s)

�

A(s)

mit

A(s) = (H(s)� E(s))

�1

(1� P (s))

d

ds

V

s

P (0) :

Dur
h partielle Integration erhalten wir s
hlie�li
h

(W

�

(s)

�

V

s

� 1)P (0) =

1

i�

�

W

�

(s)

�

A(s)�A(0)�

Z

ds

0

W

�

(s

0

)

�

d

ds

0

A(s

0

)

�

:

Unter der Voraussetzung, dass A und seine Ableitung glei
hm

�

a�ig be-

s
hr

�

ankt sind (hierf

�

ur ist die Isoliertheit von E(s) wesentli
h), erh

�

alt

man die gew

�

uns
hte Abs
h

�

atzung.
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Bei langsamen

�

Anderungen bleibt ein System also in einemEigenzu-

stand. Bei periodis
hen

�

Anderungen kehrt es daher zum Grundzustand

des urspr

�

ungli
hen Hamiltonoperators zur

�

u
k, wenn es zu Beginn im

Grundzustand war; der Operator V

s

kann aber selbst im ni
htentarte-

ten Fall vers
hieden von 1 sein. (

"

Berry-Phase\).



KAPITEL II

Der klassis
he Limes

1. Klassis
he Me
hanik als Grenzfall der Quantenme
hanik

Bei der Begr

�

undung der Quantenme
hanik hat das Korrespondenz-

prinzip eine gro�e Rolle gespielt. Na
h diesem Prinzip m

�

ussen die Aus-

sagen der Quantenme
hanik in den Berei
hen, in denen die klassis
he

Me
hanik g

�

ultig ist, mit dieser (approximativ)

�

ubereinstimmen.

Eine erste Pr

�

azisierung dieser heuristis
hen Forderung ist das Ehrenfest-

Theorem

m

d

2

dt

2

hxi = hF(x)i

mit F = �grad V . Falls hF(x)i = F(hxi), also f

�

ur konstante und linea-

re Kraftgesetze, gen

�

ugen die Erwartungswerte den klassis
hen Bewe-

gungsglei
hungen.

Wir wollen die Abwei
hungen von der klassis
hen Bahn untersu-


hen. Seien f

�

ur einen Zustand die Erwartungswerte von Ort und Ge-

s
hwindigkeit dur
h

hxi =

~

�

0

; h
_
xi = ~�

0

gegeben. Sei

~

�(t) die L

�

osung der klassis
hen Bewegungsglei
hung mit

den Anfangsbedingungen

~

�(0) =

~

�

0

;

_

~

�(0) = ~�

0

:

Dann gilt (im Heisenberg-Bild) f

�

ur die Abwei
hung von der klassis
hen

Bahn die Glei
hung

m

d

2

dt

2

�

x(t)�

~

�(t)

�

= grad V (�(t)) � grad V (x(t)) :

Wir entwi
keln jetzt V bis zur 2. Ordnung um die klassis
he Bahn,

V (x) =V (

~

�(t)) + grad V (

~

�(t)) � (x�

~

�(t))

+

1

2

X

�

2

V

�x

i

�x

j

(

~

�(t))(x

i

� �

i

(t))(x

j

� �

j

(t)) :

In dieser Ordnung erh

�

alt man die Bewegungsglei
hung

m

d

2

dt

2

�

x

i

(t)� �

i

(t)

�

= �

X

j

�

i

�

j

V (

~

�(t))(x

j

(t)� �

j

(t)) :

31
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Die Abwei
hung von der klasis
hen Bahn gehor
ht also einem Bewe-

gungsgesetz mit linearer Kraft; falls die Matrix der partiellen Ableitun-

gen (�

i

�

j

V ) positiv de�nit ist, oszilliert x(t) um die klassis
he Bahn,

sonst w

�

a
hst die Abwei
hung linear in t (bei Null-Eigenwerten) oder

exponentiell (bei negativen Eigenwerten).

2. Die WKB-Methode

Diese na
h Wenzel, Kramers und Brillouin benannte Methode be-

ruht auf einer Entwi
klung der Wellenfunktionen na
h ~.

Sei  

~

(x) eine ~-abh

�

angige Familie von Eigenfunktionen der Hamil-

tonoperatoren

H

~

= �

~

2

2m

d

2

dx

2

+ V (x)

in einer Dimension. Wir ma
hen den Ansatz

 

~

(x) = A(x)e

i

~

S(x)

mit A und S gerade in ~. Die Eigenwertglei
hung f

�

ur  

~

f

�

uhrt zu der

Glei
hung

�

~

2

2m

�

�1

~

2

(S

0

)

2

+

i

~

S

00

+

2i

~

A

0

A

S

0

+

A

00

A

�

+ V �E = 0 :

Zerlegung in den geraden und den ungeraden Anteil in ~ ergibt die

beiden Glei
hungen

(S

0

)

2

� 2m(E � V ) = ~

2

A

00

A

; (II.1)

2A

0

S

0

+AS

00

= 0 :

Die zweite Glei
hung l

�

a�t si
h integrieren. Es gilt

(lnA)

0

=

A

0

A

= �

1

2

S

00

S

0

= �

1

2

(lnS

0

)

0

:

Also erhalten wir als L

�

osung

A = 
(S

0

)

�

1

2

; 
 2 C :

Hieraus folgt

A

00

A

=

3

4

(S

00

)

2

(S

0

)

2

�

1

2

S

000

S

0

:

Einsetzen in die Glei
hung (II.1) ergibt die folgende ni
htlineare Di�e-

rentialglei
hung f

�

ur S

(S

0

)

2

= 2m(E � V ) + ~

2

�

3

4

(S

00

)

2

(S

0

)

2

�

1

2

S

000

S

0

�

: (II.2)

Die WKB-N

�

aherung besteht nun darin, S na
h Potenzen von ~

2

zu

entwi
keln,

S = S

0

+ ~

2

S

1

+ : : : :
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In unterster Ordnung erh

�

alt man die Glei
hung

(S

0

0

)

2

= 2m(E � V ) :

Im klassis
h erlaubten Berei
h E > V (x) de�niert man die reduzierte

Wellenl

�

ange

�(x) =

~

p

2m(E � V (x))

und �ndet als L

�

osungen

S

0

0

= �

~

�

;

also

S

0

= 


1

� ~

Z

dx

�

; A = 


2

p

� :

F

�

ur die Wellenfunktion ergibt si
h damit

 = 


p

�e

�i

R

dx

�

:

Als approximative L

�

osungen der S
hr

�

odingerglei
hung w

�

ahlen wir alle

Linearkombinationen der gefundenen Wellenfunktionen.

Entspre
hend erh

�

alt man im klassis
h verbotenen Berei
h

 = 


p

le

�

R

dx

l

mit der Eindringtiefe

l(x) =

~

p

2m(V (x)� E)

:

Um einen Eindru
k von der G

�

ute der Approximation zu bekommen,

bestimmen wir die erste Korrektur S

1

. Es gilt

2S

0

0

S

0

1

=

3

4

(S

00

0

)

2

(S

0

0

)

2

�

1

2

S

000

0

S

0

0

:

Im klassis
h erlaubten Berei
h E > V �ndet man

~S

0

1

= �

�

1

4

�

00

�

�

2

8�

�

:

Wir erwarten daher, dass die WKB-N

�

aherung nur da gut ist, wo si
h

die reduzierte Wellenl

�

ange � wenig

�

andert. Entspre
hend �ndet man

f

�

ur den klassis
h verbotenen Berei
h E < V das Kriterium jl

0

j � 1.

Dieses Kriterium ist si
her an den klassis
hen Umkehrpunkten x

0

mit E = V (x

0

) verletzt. Wenn die Ableitung von V an diesen Punkten

ni
ht vers
hwindet, k

�

onnen wir V dur
h eine lineare Funktion appro-

ximieren,

V (x) � E � F (x� x

0

) ;
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mit der an der Stelle x

0

wirkenden Kraft F . Die S
hr

�

odingerglei
hung

mit linearem Potential l

�

asst si
h ges
hlossen l

�

osen. Das asymptotis
he

Verhalten der beiden linear unabh

�

angigen L

�

osungen ist (f

�

ur F > 0)

 

1

(x) =

(

p

l

2

e

�

R

x

0

x

dx

0

l(x

0

)

; x� x

0

p

� 
os

�R

x

x

0

dx

0

�(x

0

)

�

�

4

�

; x� x

0

 

2

(x) =

(

p

le

R

x

x

0

dx

0

l(x

0

)

; x� x

0

�

p

� sin

�R

x

x

0

dx

0

�(x

0

)

�

�

4

�

; x� x

0

;

sie stimmen also weit von x

0

mit den vorher gefundenen L

�

osungen

�

uberein. Sie k

�

onnen daher benutzt werden, um diese in getrennten Be-

rei
hen de�nierten L

�

osungen miteinander zu verbinden.

Als erstes Beispiel betra
hten wir einen Potentialtopf mit V > E

au�erhalb eines Intervalls [a; b℄ und V < E im Inneren des Intervalls.

F

�

ur normierbare L

�

osungen gilt f

�

ur x < a

 (x) = 


p

l

2

e

�

R

a

x

dx

0

l(x

0

)

;

und f

�

ur x > b gilt

 (x) = 


0

p

l

2

e

�

R

x

b

dx

0

l(x

0

)

:

Im Intervall [a; b℄ gilt wegen der beiden Ans
hlussbedingungen

 (x) = 


p

� 
os

�

Z

x

a

dx

0

�(x

0

)

�

�

4

�

= 


0

p

� 
os

�

Z

b

x

dx

0

�(x

0

)

�

�

4

�

:

Diese Bedingung ist nur erf

�

ullbar, wenn gilt

Z

b

a

dx

�

= (n+

1

2

)� :

Hieraus folgt mit p = �=~ die Bohr-Sommerfelds
he Quantisierungsbe-

dingung

I

pdx = (n+

1

2

)h ;

wobei das Integral

�

uber eine volle Periode der klassis
hen Bahn zu

nehmen ist.

Als ein zweites Beispiel betra
hten wir den Tunnele�ekt. Sei V ein

Potential mit V > E in einem Intervall [a; b℄, V < E au�erhalb des

Intervalls und V (x) ! V

�

f

�

ur x ! �1. Wir wollen die Wahrs
hein-

li
hkeit abs
h

�

atzen, mit der ein von links mit der Energie E kommendes

Teil
hen na
h x = +1 gelangt. Wir setzen daher im Berei
h x > b eine

auslaufende Welle an, die na
h der WKB-Methode gegeben ist dur
h

 (x) = 


p

�e

i

R

x

b

dx

0

�

�i

�

4

:
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Wegen der Ans
hlussbedingung am Punkt b haben wir im Berei
h a <

x < b

 (x) =




2

p

le

�

R

b

x

dx

0

l

� i


p

le

R

b

x

dx

0

l

:

Wir setzen

� =

Z

b

a

dx

l

und �nden

 (x) =




2

p

le

��

e

R

x

a

dx

0

l

� i


p

le

�

e

�

R

x

a

dx

0

l

:

Wir k

�

onnen jetzt die Ans
hlussbedingung am Punkt a ber

�

u
ksi
htigen

und erhalten als L

�

osung im Berei
h x < a

 (x) =�




2

e

��

p

� sin

�

Z

a

x

dx

0

�(x

0

)

�

�

4

�

� 2i
e

�

p

� 
os

�

Z

a

x

dx

0

�(x

0

)

�

�

4

�

:

Spaltet man diese L

�

osung na
h dem einlaufenden (d.h. die Ableitung

na
h x im Exponenten ist positiv) und re
ektierten Anteil auf, so �ndet

man vor dem einlaufenden Anteil den KoeÆzienten

a = �i


p

�(

1

4

e

��

+ e

�

) ;

und vor dem re
ektierten steht der Faktor

b = �i


p

�(�

1

4

e

��

+ e

�

)

W

�

ahlt man 
 so, dass der einfallende Strom jaj

2

=� auf 1 normiert ist,

so �nden wir f

�

ur den transmittierten Strom (dieser entspri
ht dann der

Tunnelwahrs
heinli
hkeit)

T = j
j

2

=� =

e

�2�

(1 +

1

4

e

�2�

)

2

:

F

�

ur den re
ektierten Strom ergibt si
h

R =

(1�

1

4

e

�2�

)

2

(1 +

1

4

e

�2�

)

2

;

im Einklang mit der Stromerhaltung T +R = 1.
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KAPITEL III

Pfadintegrale

Wahrs
heinli
hkeiten spielen in der Quantenme
hanik eine gro�e

Rolle. Daher liegt die Frage nahe, wel
he Beziehung die Quantenme-


hanik zu statistis
hen Theorien hat. Zun

�

a
hst springt ins Auge, dass

die freie S
hr

�

odingerglei
hung formal mit der W

�

armeleitungsglei
hung

�

�t

T (t;x) = ��T (t;x)

�

ubereinstimmt, wobei T die Temperaturverteilung und � =

�


�

ist, mit

der W

�

armeleitf

�

ahigkeit �, der spezi�s
hen W

�

armekapazit

�

at 
 und der

Di
hte �. Die W

�

armeleitungsglei
hung stimmt mit der Di�usionsglei-


hung

�

uberein. Diese besitzt eine wahrs
heinli
hkeitstheoretis
he Inter-

pretation, die von Einstein in seiner Theorie der Browns
hen Bewegung

gefunden worden ist.

Man l

�

ost dieW

�

armeleitungsglei
hung dur
h einen Zeitentwi
klungs-

kern (den sogenannten W

�

armekern (

"

heat kernel\))

K(t;x) = (2�)

�3

Z

d

3

ke

��jkj

2

t

e

ik�x

= (4��t)

�3=2

e

�

jxj

2

4�t

t > 0 ;

der die folgenden Eigens
haften besitzt

Z

d

3

yK(t� t

0

;x� y)K(t

0

;y) = K(t;x) ; t > t

0

> 0

lim

t!0

K(t;x) = Æ(x)

�

�t

K(t;x) = ��K(t;x)

K(t;x) � 0

Z

d

3

xK(t;x) = 1

Die L

�

osung des Cau
hy-Problems f

�

ur die W

�

armeleitungsglei
hung ist

T (t;x) =

Z

d

3

yK(t;x� y)T (0;y) :

Bei der Anwendung dieser Glei
hung auf die Browns
he Bewegung in-

terpretiert man

W (G; t) :=

Z

G

d

3

xK(t;x� y)

als die Wahrs
heinli
hkeit, ein Teil
hen zur Zeit t im Gebiet G zu �n-

den, wenn es si
h zur Zeit 0 im Punkt y aufgehalten hat. Entspre
hend

37
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ist f

�

ur 0 � t

0

< t

1

< : : : < t

n

die Wahrs
heinli
hkeit, dass das Teil
hen

zur Zeit t

i

im Gebiet G

i

ist,

W (G

1

� � � � �G

n

; t

1

; : : : ; t

n

)

=

Z

G

1

����G

n

d

3n

xK(t

n

� t

n�1

;x

n

� x

n�1

) � � �K(t

1

;x

1

� y) :

Man erh

�

alt auf diese Weise eine Wahrs
heinli
hkeitsverteilung auf der

Menge der m

�

ogli
hen Bahnen des Teil
hens, das sogenannte Wiener-

Ma� �

W

. Der Integrand ist

n

Y

i=1

(4��(t

i

� t

i�1

))

�3=2

e

�

1

4�

P

n

i=1

jx

i

�x

i�1

j

2

t

i

�t

i�1

:

Der Exponent ist eine Riemann-Summe f

�

ur das Integral

�

Z

t

n

t

0

dtj
_
x(t)j

2

:

Dies suggeriert die folgende Darstellung des Wiener-Ma�es:

d�

W

(x) = Dxe

�

R

t

0

dtj _x(t)j

2

:

Hierbei stellt man si
h Dx als ein geeignet normiertes Lebesgue-Ma�

auf dem Raum der Bahnen x(t) vor. Wenn man die Zeit dur
h ein

(eindimensionales) Gitter ersetzt, liefert diese Vorstellung das ri
hti-

ge Ergebnis. Im kontinuierli
hen Fall gibt es kein Lebesgue-Ma� auf

dem Raum der Bahnen; au�erdem l

�

a�t si
h zeigen, da� die Bahnen

mit Wahrs
heinli
hkeit 1 ni
ht di�erenzierbar sind. Trotz dieser Ein-

s
hr

�

ankungen ist die angegebene Darstellung von gro�em heuristis
hen

Wert.

Dass eine entspre
hende Interpretation au
h in der Quantenme
ha-

nik m

�

ogli
h ist, wurde, aufbauend auf

�

alteren Ideen von Dira
, zuerst

von Feynman gesehen. Im kr

�

aftefreien Fall ist der Integralkern K des

Zeitentwi
klungsoperators e

�iH

0

t

, H

0

= �

~

2

2m

�,

(e

�itH

0

 )(x) =

Z

d

3

yK(t;x� y) (y)

gegeben dur
h

K(t;x) =

�

m

2�it~

�

3=2

e

i

mjxj

2

2t~

:

Na
h Aufteilung des Intervalls [0; t℄ �ndet man wie bei der Browns
hen

Bewegung

K(t;x

f

� x

i

) =

Z

Dxe

i

~

S(x)

mit der klassis
hen Wirkung

S(x) =

Z

t

0

L(x(t

0

);
_
x(t

0

))dt

0

=

Z

t

0

m

2

j
_
xj

2

:
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Au
h diese Formel ist nat

�

urli
h nur heuristis
h.

Verbl

�

u�end ist jetzt, dass man dieselbe Formel bekommt, wenn das

Teil
hen si
h unter dem Ein
uss eines Potentials be�ndet. Dies kann

man mit Hilfe der sogenannten Trotter-Produkt-Formel begr

�

unden.

Theorem III.1. Seien H, H

0

und V selbstadjungierte Operatoren

mit D(H) = D(H

0

)\D(V ) und H = H

0

+V . Dann gilt f

�

ur alle � 2 H

k(e

�itH

� (e

�itH

0

=n

e

�itV=n

)

n

)�k ! 0 :

Einen Beweis �ndet man z.B. im Reed-Simon.

Aus diesem Theorem ergibt si
h f

�

ur den Integralkern von e

�itH

(e

�itH

)(x

f

;x

i

) = lim

n!1

(

mn

2�it

)

3n=2

Z

d

3

x

n

� � �

Z

d

3

x

2

exp i

�

m

2

(

(x

f

� x

n

)

2

t=n

+ : : :+

(x

2

� x

i

)

2

t=n

)�

t

n

�

V (x

n

) + : : :+ V (x

i

)

�

�

= Dxe

iS(x)

mit der klassis
hen Wirkung

S(x) =

Z

t

0

dt

0

L(x(t

0

);
_
x(t

0

)) ; L(x;
_
x) =

m

2

j
_
xj

2

� V (x) :

Wertet man dieses Integral na
h der Methode der station

�

aren Pha-

se aus , so erh

�

alt man als Hauptbeitrag die Beitr

�

age der Bahnen mit

station

�

arer Wirkung, also der L

�

osungen der klassis
hen Bewegungsglei-


hung. Die Quantenme
hanik kann daher so gedeutet werden, dass die

Amplitude f

�

ur die Wahrs
heinli
hkeit, dass das Teil
hen in der Zeit t

von y na
h x geht, si
h als Superposition f

�

ur alle Bahnen von y na
h x

ergibt, wobei jede Bahn x mit dem Phasenfaktor e

iS(x)=~

beitr

�

agt. Im

Limes ~! 0 oszillieren die Beitr

�

age der Bahnen, deren Wirkung ni
ht

station

�

ar ist, so stark, dass man die Gesetze der klassis
hen Me
hanik

erh

�

alt.

Obwohl es s
hwierig ist, diese heuristis
hen Ideen mathematis
h

zu pr

�

azisieren, so haben sie denno
h, vor allem in der semiklassis
hen

Approximation, zu vielen interessanten Vermutungen gef

�

uhrt, die si
h

mit anderen Methoden (z.B. numeris
h)

�

uberpr

�

ufen lassen.

Lei
hter pr

�

azisieren l

�

a�t si
h die sogenannte euklidis
he Version des

Pfadintegrals. Bekanntli
h geht die Metrik des Minkowskiraums in die

eines euklidis
hen Raumes

�

uber, wenn man t dur
h �it ersetzt. In der

Quantenme
hanik studiert man den Operator

e

�tH

:

Dieser Operator gehor
ht der Di�usionsglei
hung mit Potential V . Man

�ndet formal

(e

�tH

)(x

f

;x

i

) =

Z

Dxe

�S

E

(x)
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mit der sogenannten euklidis
hen Wirkung

S

E

(x) =

Z

t

0

dt

0

(

m

2

j
_
x(t

0

)j+ V (x(t

0

))) :

S

E

ist also f

�

ur ges
hwindigkeitsunabh

�

angige Kr

�

afte das Integral

�

uber

die Energie l

�

angs der Bahn.

Rigoros beweisen l

�

a�t si
h die Feynman-Ka
-Formel

(e

�tH

)(x

f

;x

i

) =

Z

d�

W;x

f

;x

i

;t

(x)e

�

R

t

0

dt

0

V (x(t

0

))

: (III.1)

Hierbei ist �

W;x

f

;x

i

;t

das Wiener-Ma�

�

uber Bahnen x(t

0

) mit x(0) =

x

i

;x(t) = x

f

. Die Normierung ist so gew

�

ahlt, dass das Integral

�

uber

alle zul

�

assigen Bahnen gerade den Zeitentwi
klungskern e

�tH

0

(x

f

;x

i

)

ergibt.

Als eine Anwendung dieser Formel beweisen wir die Goldon-Thompson-

Symanzik-Unglei
hung, na
h der die quantenme
hanis
he Zustands-

summe dur
h die klassis
he bes
hr

�

ankt ist.

Theorem III.2.

tr e

��H

� h

�3

Z

d

3

pd

3

xe

��(

jpj

2

2m

+V (x))

Beweis: In der klassis
hen ZustandssummeZ

klass

kann die p-Integration

ausgef

�

uhrt werden und ergibt einen Faktor (2�m=�)

3=2

,

Z

klass

= (2�~

2

�=m)

�3=2

Z

d

3

xe

��V (x)

:

F

�

ur die quantenme
hanis
he Zustandssumme gilt na
h der Feynman-

Ka
-Formel

Z

qm

(�) =

Z

d

3

xe

��H

(x;x)

=

Z

d

3

y

Z

d�

W;y;y;~�

e

�

1

~

R

~�

0

dtV (x(t))

=

Z

d�

W;0;0;~�

Z

d

3

ye

�

1

~

R

~�

0

dtV (x(t)+y)

Da die Exponentialfunktion konvex ist, gilt

e

�

1

~

R

~�

0

dtV (x(t)+y)

�

1

~�

Z

~�

0

dte

��V (x(t)+y)

(Jensens
he Unglei
hung). Setzt man diese Unglei
hung in die For-

mel f

�

ur die quantenme
hanis
he Zustandssumme ein, so kann die t-

Integration mit der y-Integration vertaus
ht werden, und man erh

�

alt

die klassis
he Zustandssumme.

F

�

ur den harmonis
hen Oszillator z.B. gilt

Z

qm

=

X

e

��!(n+

1

2

)~

=

e

�

1

2

�~!

1 � e

��~!

=

1

2 sinh �~!=2

;
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Z

klass

= (

m

2��~

2

)

1=2

Z

dxe

�

�m!

2

2

x

2

=

1

�~!

:

F

�

ur � ! 1 (hohe Temperaturen) stimmen also klassis
he und quan-

tenme
hanis
he Zustandssumme

�

uberein, w

�

ahrend f

�

ur � ! 0 (tiefe

Temperaturen) die quantenme
hanis
he Zustandssumme deutli
h klei-

ner als die klassis
he ist.

Eine weitere Konsequenz der Feynman-Ka
-Formel ist die Positi-

vit

�

at des Integralkerns von e

�tH

.

Theorem III.3. Es gilt e

�tH

(x;y) > 0 f

�

ur fast alle x;y.

Beweis: Sei I(R) die Wahrs
heinli
hkeit, dass eine Bahn von (y; 0)

na
h (x; t) die Kugel mit Radius R, R > jxj; jyj, ni
ht verl

�

asst. Diese

Wahrs
heinli
hkeit ist gr

�

o�er als 0 (siehe z.B. Roepstor�). SeiM(R) =

supfV (z); jzj < Rg. Dann gilt

e

�tH

(x;y) � e

�tH

0

(x;y)I(R)e

�tM(R)

> 0 :

Hieraus folgt, dass der Grundzustand eindeutig ist:

Theorem III.4. Wenn H einen Grundzustand besitzt, dann ist

dieser ni
htentartet. Die zugeh

�

orige Wellenfunktion 
 kann strikt po-

sitiv gew

�

ahlt werden, 
(x) > 0 fast

�

uberall.

Beweis: Sei 
 der Grundzustand von H. Da H mit der komple-

xen Konjugation vertaus
ht, kann 
 reell gew

�

ahlt werden. Wir k

�

onnen

o.B.d.A. annehmen, dass die Grundzustandsenergie glei
hNull ist. Dann

gilt

k
k

2

=

�


; e

�tH




�

=

Z

dx

Z

dy
(x)e

�tH

(x;y)
(y)

�

Z

dx

Z

dyj
(x)je

�tH

(x;y)j
(y)j

=

�

j
j; e

�tH

j
j

�

� kj
jk

2

= k
k

2

:

Zerlegen wir 
 in positiven und negativen Anteil, 
 = 


+

�


�

, j
j =




+

+ 


�

, so folgt

�




+

; e

�tH




�

�

= 0. Wegen der strikten Positivit

�

at

des Integralkerns von e

�tH

folgt daraus, dass entweder 


+

oder 


�

vers
hwindet. Daher kann 
 immer als ni
htnegative Funktion gew

�

ahlt

werden. Wegen 
 = e

�tH


 ergibt si
h aus der strikten Positivit

�

at des

Integralkerns au
h die strikte Positivit

�

at von 
.

Sei nun 	?
 mit e

�tH

	 = 	. Realteil und Imagin

�

arteil von 	

erf

�

ullen dann dieselben Glei
hungen; und mit demselben Argument
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wie eben zeigt man, dass beide bis auf ein Vorzei
hen mit ihren Be-

tr

�

agen

�

ubereinstimmen. Ihr Skalarprodukt mit 
 kann also nur dann

vers
hwinden, wenn sie selbst glei
h Null sind.

Die Posititvit

�

at von 
 kann zur Bere
hnung verwendet werden. Sei




0

eine beliebige ni
htnegative Wellenfunktion (6= 0). Dann gilt:

Theorem III.5.


 = lim

t!1

e

�tH




0

ke

�tH




0

k

�1

(III.2)

Beweis: Es gilt




0

= 

 + �

mit 
 =

�


;


0

�

> 0 (wegen der Positivit

�

at von 
 und 


0

) und �?
.

Wir benutzen die Spektraldarstellung von H und identi�zieren das or-

thogonale Komplement von 
 mit L

2

(K;d�), sodass H auf diesem

Raum dur
h den Multiplikationsoperator E(k) dargestellt wird, mit

E(k) � 0 f

�

ur k 2 K und

Z

E(k)=0

d�(k) = 0 ;

da dieser Raum keinen Eigenvektor von H zum Eigenwert 0 besitzt.

Damit gilt

ke

�tH

�k

2

=

Z

d�(k)e

�2tE(k)

j�(k)j

2

�

Z

E(k)<"

d�(k)j�(k)j

2

+ e

�2t"

k�k

2

:

Der erste Term kann dur
h Wahl eines gen

�

ugend kleinen " > 0 beliebig

klein gema
ht werden. Mit diesem Wert von " kann dann der 2. Term

dur
hWahl eines gen

�

ugend gro�en t > 0 beliebig klein gema
ht werden.

Also gilt

lim

t!1

e

�tH

� = 0 :

Damit gilt f

�

ur den Nenner in III.2

lim

t!1

ke

�tH




0

k

�1

= 
 :

F

�

ur den Z

�

ahler gilt

lim

t!1

e

�tH




0

= 

 :

Wir haben hierbei angenommen, dass H einen Grundzustand be-

sitzt. Man kann zeigen, dass dies genau dann der Fall ist, wenn die in

III.2 angegebene Folge (stark) konvergiert.

Mit Hilfe des Theorems III.5 kann eine ges
hlossene Formel zur

Bere
hnung von Vakuumerwartungswerten von Multiplikationsopera-

toren angegeben werden (t

1

� t

2

� : : : � t

n

). Seien f

1

(x); : : : ; f

n

(x)
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Multiplikationsoperatoren. Dann gilt

�


; f

1

e

�(t

2

�t

1

)H

f

2

� � � e

�(t

n

�t

n�1

)H

f

n




�

= lim

t!1

�

e

�(t

1

+t)H




0

; f

1

e

�(t

2

�t

1

)H

f

2

� � � e

�(t

n

�t

n�1

)H

f

n

e

�(t�t

n

)H




0

�

ke

�tH




0

k

2

=

Z

d�

H

(x)f

1

(x(t

1

)) � � � f

n

(x(t

n

))

mit dem Wahrs
heinli
hkeitsma�

d�

H

= lim

t!1

Z

�1

dx

f

dx

i

d�

W;x

f

;x

i

;�t;t

e

�

R

t

�t

dt

0

V (x(t

0

)




0

(x

f

)


0

(x

i

)

auf der Menge aller Bahnen (x(t))

t2R

. Dieses Ma� h

�

angt nur von H ab.

Formal ergibt si
h

d�

H

= Z

�1

Dxe

�S

E

(x)

(Gell-Mann-Low-Formel) mit dem Normierungsfaktor

Z =

Z

Dxe

�S

E

(x)

:

Das Ma� �

H

l

�

asst si
h in der folgenden Weise faktorisieren:

d�

H

= d�

+

H;x

0

d

3

x

0

d�

�

H;x

0

:

Hierbei ist �

�

H;x

0

das Ma� auf der Menge der Bahnen (x(t))

t�0

mit

x(0) = x

0

, das dur
h

Z

d�

�

H;x

0

f

1

(x(t

1

)) � � � f

n

(x(t

n

))

=

�

e

t

1

H

f

1

(x)e

(t

2

�t

1

)H

� � � e

(t

n

�t

n�1

H)

f

n

(x)


�

(x

0

)

festgelegt wird (0 � t

1

� : : : � t

n

). �

+

H;x

0

wird entspre
hend de�niert

und ergibt si
h wegen der Positivit

�

at von 
 und des Integralkerns von

e

�tH

aus �

�

H;x

0

dur
h die Transformation t!�t. Insbesondere erhalten

wir die folgende Integraldarstellung von 
:


(x

0

) =

Z

d�

�

H;x

0

= N

Z

(x(t))

t<0

;x(0)=x

0

Dxe

�S

E

x

mit einem Normierungsfaktor N > 0.

Wir wollen diese Formel benutzen, um einen N

�

aherungsausdru
k

f

�

ur die Grundzustandswellenfunktion des eindimensionalen anharmo-

nis
hen Oszillators herzuleiten. Sei V =

g

2

(x

2

� a

2

)

2

, g > 0. Dann ist

die euklidis
he Wirkung

S

E

(x) =

Z

0

�1

dt

�

m

2

_x

2

+

g

2

(x

2

� a

2

)

2

�

:

Die Wirkung wird nur dann endli
h, wenn lim

t!�1

x(t) = �a ist.

Eine notwendige Bedingung f

�

ur Minima ist, dass die Variation von S

E

vers
hwindet, d.h. dass die Bahn die klassis
he Bewegungsglei
hung

mit Potential �V erf

�

ullt. Die Energie T � V auf einer sol
hen Bahn

ist erhalten. F

�

ur t ! �1 vers
hwinden sowohl kinetis
he als au
h
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potentielle Energie, also kommen nur L

�

osungen mit E = 0 in Frage.

Mithilfe der Methode der Separation der Variablen �ndet man

dx

x

2

� a

2

= �

r

g

m

dt

mit den L

�

osungen (

"

Instantonen\)

x = �a tanh

g

m

(t+ t

0

)

x = �a 
oth

g

m

(t+ t

0

)

wobei t

0

dur
h die Bedingung x(t

0

) = x

0

bestimmt ist. F

�

ur die Wirkung

einer Bahn von �a bis x

0

2 (�a; a) ergibt si
h z. B.

S

�

E

(x

0

) = g

Z

0

�1

dtjx

2

� a

2

j

2

=

p

gm

Z

x

0

�a

dxjx

2

� a

2

j :

Wir �nden auf diese Weise f

�

ur 
 den N

�

aherungsausdru
k


(x

0

) = N

�

e

�S

�

E

(x

0

)

+ e

�S

+

E

(x

0

)

�

:



KAPITEL IV

Symmetrien in der Quantenme
hanik

1. Symmetrieoperatoren

Symmetrien spielen in der Physik eine gro�e Rolle. In der klassi-

s
hen Me
hanik sind die allgemeinsten Symmetrien die kanonis
hen

Transformationen. In der Quantenme
hanik de�niert man Symmetri-

en als bijektive Abbildungen des Zustandsraums, die alle

�

Ubergangs-

wahrs
heinli
hkeiten invariant lassen. Hierbei ist zu bea
hten, dass ein

reiner Zustand dur
h einen eindimensionalen Teilraum (einen Strahl)

des Hilbertraumes bes
hrieben wird. Die Menge der 1-dimensionalen

Teilr

�

aume eines Hilbertraums H ist der sogenannte projektive Raum

PH. Ist [�℄ der vom Einheitsvektor � 2 H erzeugte Teilraum, so ist die

�

Ubergangswahrs
heinli
hkeit dur
h

T ([�℄; [	℄) = j

�

�;	

�

j

2

gegeben. Sie ist unabh

�

angig von der Wahl der Basisvektoren in den

eindimensionalen Teilr

�

aumen.

Sei nun V eine bijektive Abbildung von PH mit

T (V[�℄;V[	℄) = T ([�℄; [	℄) :

Dann gilt der folgende Satz von Wigner:

Theorem IV.1. Es gibt einen bis auf eine Phase eindeutig be-

stimmten Operator V in H mit V[�℄ = [V �℄ f

�

ur alle � 2 H, sodass

V entweder unit

�

ar oder antiunit

�

ar ist.

Hierbei hei�t ein Operator antiunit

�

ar, wenn er antilinear ist,

V (�� + �	) = �� + �	 ;

und die Bedingungen

V

�

V = 1 = V V

�

erf

�

ullt. Zu bea
hten ist, dass f

�

ur einen antilinearen Operator der ad-

jungierte dur
h die Relation

�

	; V

�

�

�

=

�

�; V	

�

de�niert wird.

Einen Beweis �ndet man in Messiah II,15.1.1 sowie in V. Bargmann,

Journal of Mathemati
al Physi
s 5, 862 (1964).

Beispiele f

�

ur unit

�

are Symmetrien:

45
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(i) Translationen in L

2

(R

n

):

(U(a)	)(x) = 	(x� a) :

(ii) Dilationen in L

2

(R

n

):

(U(�)	)(x) = �

�n=2

	(�

�1

x) ; � > 0 :

(iii) Rotationen L

2

(R

3

): Sei R eine Rotation im R

3

. Dann de�niert

man den zugeh

�

origen unit

�

aren Operator in L

2

(R

3

) dur
h

(U(R)	)(x) = 	(R

�1

x) :

(iv) Di�eomorphismen: Sei � : R

n

! R

n

ein Di�eomorphismus, d.h.

eine bijektive Abbildung, die zusammen mit ihrer Umkehrabbil-

dung unendli
h oft di�erenzierbar ist. Dann de�nieren wir

(U(�)	)(x) = jdet��j

�1=2

	(�

�1

(x))

mit der Ja
obi-Matrix

(��)

ij

=

��

j

�x

i

:

Die Beispiele (i)-(iii) sind Spezialf

�

alle von Beispiel (iv).

Ein Beispiel f

�

ur eine antiunit

�

are Symmetrie ist die komplexe Kon-

jugation

(K�)(x) = �(x) :

K vertaus
ht mit Funktionen des Ortsoperators und antivertaus
ht mit

dem Impulsoperator,

Kp

j

= K

1

i

�

�x

j

= �

1

i

K

�

�x

j

= �

1

i

�

�x

j

K = �p

j

K :

K wird als Bewegungsumkehr interpretiert. Ist der Hamiltonoperator

von der Form H = �
� + V mit 
 und V reell, so vertaus
ht H mit

K. F

�

ur den Zeitentwi
klungsoperator gilt dann

KU(t) = Ke

�itH

= e

itH

K = U(�t)K ;

K kehrt also die Zeitri
htung um und wird daher au
h Zeitinversion

genannt.

2. Symmetriegruppen

Symmetrietransformationen bilden eine Gruppe. Hierbei ist das Grup-

penprodukt dur
h Hintereinanderausf

�

uhrung der Abbildungen erkl

�

art;

das Produkt ist daher automatis
h assoziativ. Die Gruppeneins ist die

identis
he Abbildung, und das Inverse ist die inverse Abbildung.

Sei nun G eine Gruppe, und sei V eine projektive Darstellung von

G, d.h. zu jedem Gruppenelement g gibt es eine Strahltransformation

V

g

, die die

�

Ubergangswahrs
heinli
hkeiten erh

�

alt, sodass das Gruppen-

produkt der Komposition der Abbildungen entspri
ht,

V

g

1

g

2

= V

g

1

V

g

2

:



2. SYMMETRIEGRUPPEN 47

Na
h dem Theorem von Wigner gibt es dann zu jedem g 2 G einen

unit

�

aren oder antiunit

�

aren Operator V

0

(g), der bis auf eine Phase ein-

deutig bestimmt ist. Also gilt

V

0

(g

1

g

2

) = !(g

1

; g

2

)V

0

(g

1

)V

0

(g

2

)

mit einem Phasenfaktor !(g

1

; g

2

). Ist ! = 1, so nennt man V

0

eine Dar-

stellung von G. Da V

0

(g) nur bis auf eine Phase bestimmt ist, kann man

versu
hen, den Faktor ! dur
h eine geeignete Wahl des Phasenfaktors

zu vereinfa
hen. Setzt man

V (g) = �(g)V

0

(g)

mit einem Phasenfaktor �(g) 2 C , j�(g)j = 1, so ergibt si
h

V (g

1

)V (g

2

) = !

0

(g

1

; g

2

)V (g

1

g

2

)

mit

!

0

(g

1

; g

2

) = �(g

1

)�(g

2

)�(g

1

g

2

)

�1

!(g

1

; g

2

) :

Es h

�

angt von der Gruppe ab, ob es immer eine Wahl von � gibt,

sodass !

0

= 1 errei
ht werden kann. Betra
hten wir einige Beispiele:

(i) Die Abbildung a ! U(a), a 2 R

n

, mit (U(a)	)(x) = 	(x � a),

	 2 L

2

(R

n

), ist eine unit

�

are Darstellung der Translationsgruppe.

Die Translationsgruppe besitzt aber au
h e
hte projektive Dar-

stellungen, die si
h ni
ht auf Darstellungen zur

�

u
k f

�

uhren lassen.

So wird die Translationssymmetrie in einem konstanten Magnet-

feld B ni
ht dur
h die oben angegebenen Operatoren bes
hrie-

ben, sondern dur
h die sogenannten magnetis
hen Translationen

(U

B

(a)	)(x) = e

i

e

2

B�(a�x)

	(x� a) :

Diese sind gerade so gew

�

ahlt, dass sie mit den kinetis
hen Im-

pulsen

~� = p+

e

2

a �B

vertaus
hen:

(U

B

(a)~�	)(x) = e

i

e

2

B�(a�x)

~�	(x� a)

= e

i

e

2

B�(a�x)

(

1

i

r+

e

2

(x� a) �B)	(x� a)

(~�U

B

(a)	)(x) = (

1

i

r+

e

2

x�B)e

i

e

2

B�(a�x)

	(x� a)

= e

i

e

2

B�(a�x)

(

1

i

r�

e

2

a�B+

e

2

x�B)	(x� a) :

Daher vertaus
hen sie au
h mit dem Hamiltonoperator

H =

j~�j

2

2m

:

Sie vertaus
hen aber ni
ht untereinander. Stattdessen gilt

U

B

(a)U

B

(b) = e

i

e

2

B�(a�b)

U

B

(a+ b) :
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Wegen der Antisymmetrie des Vektorprodukts ist das Produkt

ni
ht kommutativ. Es ist ni
ht m

�

ogli
h, den Phasenfaktor im

Multiplikationsgesetz zu eliminieren.

(ii) Dur
h R ! U(R), (U(R)	)(x) = 	(R

�1

x) wird eine Darstel-

lung der Rotationsgruppe de�niert:

(U(R

1

)U(R

2

)	)(x) = (U(R

2

)	(R

�1

1

x) = 	(R

�1

2

R

�1

1

x)

= 	((R

1

R

2

)

�1

x) = (U(R

1

R

2

)	)(x) :

(iii) Sei C

2

der Hilbertraum, der einen Spin-

1

2

-Freiheitsgrad bes
hreibt.

Wir su
hen eine projektive Darstellung der Rotationsgruppe,

sodass si
h die Spinoperatoren S

i

=

1

2

�

i

, �

i

; i = 1; 2; 3 Pauli-

Matrizen, wie Drehimpulsoperatoren unter Rotationen verhal-

ten,

V (R)(n � S)V (R)

�1

= (Rn) � S ; n 2 R

3

; jnj = 1 :

Zun

�

a
hst betra
hten wir die Rotationen um die z-A
hse. Sei

R(e

3

; �) die Rotation um die z-A
hse mit Drehwinkel �. Die-

se Rotation l

�

asst die z-Komponente des Spins unver

�

andert. Mit

�

3

=

�

1 0

0 �1

�

folgt, dass V (R(e

3

; �)) diagonal sein muss,

V (R(e

3

; �)) =

�

�(�) 0

0 �(�)

�

;

mit Phasenfaktoren �(�) und �(�). Der Einheitsvektor e

1

trans-

formiert si
h unter den Rotationen um die z-A
hse na
h

R(e

3

; �)e

1

= e

1


os �+ ie

2

sin� :

Mit

�

1

=

�

0 1

1 0

�

; �

2

=

�

0 �i

i 0

�

ergibt si
h

�(�)�(�)

�1

= e

�i�

:

V (R(e

3

; �)) hat also die Form

V (R(e

3

; �)) = 
(1 
os

�

2

� �

3

i sin

�

2

)

mit einem Phasenfaktor 
. Drehoperatoren um andere A
hsen

erh

�

alt man dur
h

V (R(Re

3

; �)) = 
(R)V (R)(1 
os

�

2

� �

3

i sin

�

2

)V (R)

�1

= 
(R)(1 
os

�

2

�Re

3

� ~�i sin

�

2

) :
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Die einfa
hste Wahl ist 
 = 1. Dann ist die Determinante von

V glei
h 1, also gilt ! = �1. Z.B. gilt f

�

ur das Produkt zweier

Drehungen um dieselbe A
hse mit Drehwinkel

�

2

V

2

= �1 :

Es ist ni
ht m

�

ogli
h, dieses Vorzei
hen dur
h eine andere Wahl

von V zu eliminieren. Dies kann man in der folgenden Weise

einsehen.

Sei V

0

= �V eine andere Wahl mit

V

0

(R)V

0

(R(e; �)V

0

(R)

�1

= V

0

(R(Re; �)) :

(Eine Darstellung m

�

usste diese Relation erf

�

ullen). Dann folgt,

dass � unabh

�

angig von der Dreha
hse ist. Insbesondere ist �(R) =

�(R

�1

), da R

�1

die Drehung mit demselbenWinkel und der ent-

gegengesetzten Dreha
hse ist.

Wenn V

0

eine Darstellung ist, dann muss au
h gelten

V

0

(R)V

0

(R

�1

) = 1 :

Da au
h V diese Glei
hunng erf

�

ullt, folgt �(R)

2

= 1. Damit

bleibt aber die Relation (V

0

)

2

= �1 f

�

ur Halbdrehungen erhalten.

F

�

ur � 2 [0; 2�℄ und e beliebig dur
hl

�

auft V (R(e; �)) alle

unit

�

aren (2 � 2)-Matrizen mit Determinante 1. Diese bilden die

sogenannte spezielle unit

�

are Gruppe SU(2). Umgekehrt de�niert

jedes U 2 SU(2) eine Drehung R(U) dur
h

U(n � ~�)U

�1

= (R(U)n) � ~� ;

da jede hermites
he (2�2)-Matrix mit Spur 0 und Determinante

-1 si
h in der Form n�~� s
hreiben l

�

asst, mit einem Einheitsvektor

n 2 R

3

. O�enbar ist die Abbildung

�

SU(2) ! SO(3)

U 7! R(U)

eine Grupenhomomorphismus mit Kern f�1g.

Tats

�

a
hli
h ist jede irreduzible projektive Darstellung V der

Drehgruppe von der Form

V (R(U)) = �(U)V

0

(U)

mit einem Phasenfaktor � und einer irreduziblen Darstellung

V

0

der SU(2). Hierbei hei�t eine Darstellung irreduzibel, wenn

es keinen ni
httrivialen invarianten Unterraum gibt.

�

Aquivalent

dazu ist na
h dem S
hurs
hen Lemma, dass nur die Vielfa
hen

der Eins mit den Darstellungsoperatoren vertaus
hen.
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3. In�nitesimale Symmetrien

Viele der betra
hteten Symmetrien sind kontinuierli
h, wie z.B.

die Translationen und die Rotationen. Diese Symmetrien bilden soge-

nannte topologis
he Gruppen, d.h. Gruppen, die zuglei
h topologis
he

R

�

aume sind, sodass Produkt und Inversenbildung stetige Abbildungen

sind. Besonders wi
htig sind die Lie-Gruppen. Diese besitzen zus

�

atzli
h

no
h eine Di�erenzierbarkeitsstruktur, sodass die erw

�

ahnten Abbildun-

gen unendli
h oft di�erenzierbar sind.

Sei G eine Lie-Gruppe. Sei H = fh(t); t 2 Rg eine 1-parametrige

Untergruppe mit h(t)h(s) = h(t + s). Sei U eine unit

�

are Darstellung

von G. Wir de�nieren den in�nitesimalen Generator von H in der Dar-

stellung U dur
h

A

h

:= i

d

dt

U(h(t))

t=0

de�niert auf allen Vektoren �, f

�

ur die die vektorwertige Funktion t 7!

U(h(t))� di�erenzierbar ist. Wenn die Abbildung t 7! U(h(t))� f

�

ur

alle � stetig ist, dann ist na
h dem Satz von Stone A

h

di
ht de�niert

und selbstadjungiert, und es gilt

U(h(t)) = e

�itA

h

:

Man nennt A

h

den Generator der 1-parametrigen Untergruppe U(H).

Wir wollen einige Beispiele diskutieren:

(i) Einparametrige Untergruppen der Translationsgruppe inR

n

sind

von der Form h(t) = ta, a 2 R

n

. Bei der Standarddarstellung der

Translationsgruppe in L

2

(R

n

) ergibt si
h

i

d

dt

(U(ta)�)(x)

t=0

= i

d

dt

�(x� ta)

t=0

= �ia � r�(x) ;

d.h. A

h

= a �p mit dem Impulsoperator p = �ir. Der Impuls ist

also der in�nitesimale Generator der Translationen, analog wie,

aber viel einfa
her als in der klassis
hen Me
hanik.

(ii) Sei h(t) = R(n; !t), t 2 R eine 1-parametrige Untergruppe der

Rotationsgruppe, und sei U die

�

ubli
he Darstellung in L

2

(R

3

).

Dann ergibt si
h f

�

ur den in�nitesimalen Generator

i

d

dt

(U(R(n; !t))�)(x)

t=0

= i

d

dt

�(R(n;�!t)x)

t=0

=i

d

dt

�(n(n � x) + 
os!t(x� n(x � n))� sin!t(n� x))

t=0

=� i!(n� x) � r�(x) = !n � L�(x)

mit dem Drehimpulsoperator L. Der Drehimpuls ist also der Ge-

nerator der Rotationen.

(iii) Die Dilatationen x 7! e

t

x im R

n

bilden eine einparametrige

Gruppe. Wir bere
hnen ihren Generator in der Darstellung

(U(e

t

)	)(x) = e

�

n

2

t

	(e

�t

x) :
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Es gilt

i

d

dt

(U(e

t

)	)(x) = �

d

dt

(e

�

n

2

t

	(e

�t

x)

= (�i

n

2

� ix � r)	(x) =

1

2

(x � p+ p � x) :

1

2

(x � p+ p � x) ist also der Generator der Dilatationen.

Wir wollen jetzt studieren, wie si
h die Eigens
haften der Gruppe

dur
h Eigens
haften der Generatoren ausdr

�

u
ken lassen. Ist G abels
h,

so bilden die Generatoren o�enbar einen Vektorraum, dessen Elemen-

te miteinander kommutieren. Au
h im ni
htabels
hen Fall bilden die

Generatoren einen Vektoraum. Es gilt

(�A+ �B)	 = i

d

dt

(e

�i�At

e

�i�Bt

	)

t=0

:

Die Generatoren vertaus
hen i.a. ni
ht. Ihr Kommutator ist au
h ein

Generator. Man erh

�

alt ihn z.B. aus

[A;B℄ = �

d

dt

(e

�i

p

tA

e

�i

p

tB

e

i

p

tA

e

i

p

tB

)

t=0

:

Die Generatoren einer Lie-Gruppe bilden eine sogenannte Lie-Algebra,

d.i. ein Vektorraum g mit einem i.a. ni
htassoziativen Produkt, der

Lie-Klammer [�; �℄. Die Lie-Klammer ist bilinear, antisymmetris
h und

erf

�

ullt die Ja
obi-Identit

�

at.

Eine Darstellung einer Lie-Algebra ist ein Homomorphismus der

Lie-Algebra in die Lie-Algebra der Operatoren eines Vektorraums, wo-

bei dort als Lie-Klammer der Kommutator de�niert ist.

Jede stetige Darstellung einer Lie-Gruppe f

�

uhrt zu einer Darstel-

lung ihrer Lie-Algebra. Die Umkehrung gilt ni
ht, da vers
hiedene Lie-

Gruppen glei
he Lie-Algebren besitzen k

�

onnen. Z.B. stimmt die Lie-

Algebra von SU(2) mit der von SO(3)

�

uberein,

so(3) = fx 2 R

3

; [x;y℄ := x� yg

�

=

fA 2 Mat

2

(C ); A = �A

�

; trA = 0g = su(2) :

Es gilt aber, dass jede endli
hdimensionaleDarstellung einer Lie-Algebra

dur
h die Exponentialabbildung zu einer Darstellung einer Umgebung

der Eins f

�

uhrt. Dies liegt an der sogenannten Baker-Campbell-Hausdor�-

Formel, die es gestattet, das Produkt h

1

(t)h

2

(t) f

�

ur zwei einparametrige

Halbgruppen f

�

ur kleine t dur
h die Generatoren und ihre Mehrfa
hkom-

mutatoren auszudr

�

u
ken.

Dur
h Produkte erh

�

alt man alle Gruppenelemente in der Zusam-

menhangskomponente G

0

der Eins ; allerdings ist die Darstellung als

Produkt von Elementen der urspr

�

ungli
hen Umgebung der Eins ni
ht

eindeutig, sodass man ni
ht notwendig eine Darstellung der Grup-

pe erh

�

alt. Stattdessen erh

�

alt man eine Darstellung der sogenannten

universellen

�

Uberlagerungsgruppe

~

G

0

von G

0

. Dies ist die Menge der

Homotopieklassen [
℄ von Wegen 
 in der Gruppe mit Anfangspunkt
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(

"

sour
e\) s(
) = e. (Zwei Wege liegen in derselben Homotopieklasse,

wenn sie stetig, bei festgehaltenen Endpunkten, ineinander

�

uberf

�

uhrt

werden k

�

onnen.) Mit r(
) (

"

range\) wird der Endpunkt von 
 bezei
h-

net. Dieser h

�

angt nat

�

urli
h nur von der Homotopieklasse ab und de�-

niert dur
h �([
℄) = r(
) eine Abbildung von

~

G

0

auf G

0

. Ist 
 ein Weg

in G

0

und g 2 G

0

, so sei g
 der Weg, den man erh

�

alt, wenn man jeden

Punkt des Weges von links mit g multipliziert. Wir de�nieren jetzt das

Produkt zweier Homotopieklassen dur
h

[


1

℄[


2

℄ := [


1

Æ r(


1

)


2

℄

Dur
h diese De�nition erh

�

alt

~

G

0

die Struktur einer Gruppe, und � wird

ein surjektiver Homomorphismus, die sogenannte

�

Uberlagerungsabbil-

dung.

Z. B. ist SU(2) die universelle

�

Uberlagerungsgruppe von SO(3); Dar-

stellungen der Lie-Algebra su(2) mit halbzahligem Spin k

�

onnen ni
ht

zu Darstellungen der SO(3) integriert werden. Die

�

Uberlagerungsgrup-

pe der SO(2) (der Drehgruppe in 2 Dimensionen) ist R. R besitzt die

irreduziblen Darstellungen � 7! e

is�

mit s 2 R. Daher ist der Spin in 2

Dimensionen ni
ht quantisiert (

"

Anyonen\).

Projektiven Darstellungen einer Lie-Gruppe entspre
hen projektive

Darstellungen der Lie-Algebra

[T (a); T (b)℄ = T ([a; b℄) + 
(a; b)1

mit 
(a; b) 2 iR. Zum Beispiel ist der Generator der magnetis
hen

Translationen

p

B

= p�

e

2

x�B :

a 7! a � p

B

ist eine projektive Darstellung der zugeh

�

origen Liealgebra

(mit Lie-Produkt [a;b℄ = 0) und erf

�

ullt

[a � p

B

;b � p

B

℄ = �ie(a� b) �B :

Die in�nitesimalen magnetis
hen Translationen in der Ebene senkre
ht

zum Magnetfeld erf

�

ullen also ebenso wie die zugeh

�

origen kinetis
hen

Impulse kanonis
he Vertaus
hungsrelationen, wobei die Rolle von ~

dur
h die Fl

�

a
hendi
hte jeBj

�

ubernommen wird.

In der klassis
hen Me
hanik bes
hreibt ein geladenes Teil
hen in

einem homogenen Magnetfeld eine Spiralbahn um die Ri
htung des

Magnetfelds. Die Koordinaten des Mittelpunkts der zugeh

�

origen Kreis-

bahn in der Ebene senkre
ht zum Magnetfeld sind proportional zu den

magnetis
hen Impulsen. Quantenme
hanis
h ist dieser Mittelpunkt of-

fenbar ni
ht mehr s
harf bestimmt, sondern seine Koordinaten unter-

liegen den Heisenbergs
hen Uns
h

�

arferelationen.

Ein weiteres Beispiel sind die Galilei-Transformationen (t;x) 7!

(t;x+tv). F

�

ur ein Teil
henmitMassem wird die Galilei-Transformation

auf ein Bezugssytem mit Ges
hwindigkeit v de�niert dur
h

(G(v)	)(x) = e

imv�x

	(x) :
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Der zugeh

�

orige Generator ist

i

d

dt

G(ta)

t=0

= �ma � x :

In der Galilei-Gruppe kommutieren Bes
hleunigungen und Translatio-

nen. F

�

ur die zugeh

�

origen Generatoren in der Quantenme
hanik aber

gilt

[�ma � x;b � p℄ = �ima � b ;

sie bilden daher eine projektive Darstellung der Lie-Algebra der Galilei-

Gruppe, die dur
h denWert der Massem 
harakterisiert wird. Tats

�

a
h-

li
h l

�

asst si
h die S
hr

�

odingerglei
hung f

�

ur ein freies Teil
hen aus der

Forderung der Galilei-Invarianz ableiten.

4. Tensorprodukte

In der Physik steht man oft vor der Aufgabe, komplexe Systeme als

Zusammensetzung einfa
her Systeme zu bes
hreiben. Der einfa
hste

Weg zur Zusammensetzung quantenme
hanis
her Systeme benutzt die

mathematis
heMethode des Tensorprodukts (au
h Krone
ker-Produkt

oder direktes Produkt genannt; die letztere Bezei
hnung wird aber in

der Mathematik f

�

ur eine andere Konstruktion verwendet und sollte

daher vermieden werden).

Seien H

1

und H

2

zwei Hilbertr

�

aume. Das Tensorprodukt H = H

1




H

2

ist der dur
h die folgenden Eigens
haften eindeutig 
harakterisierte

Hilbertraum:

(i) Es gibt eine bilineare Abbildung


 :

�

H

1

� H

2

! H

�

1

;�

2

7! �

1


 �

2

(ii) Das Skalarprodukt in H erf

�

ullt die Bedingung

�

�

1


 �

2

;	

1


	

2

�

=

�

�

1

;	

1

��

�

2

;	

2

�

:

(iii) Die Vektoren

P

n

i=1

�

(i)

1


�

(i)

2

, n 2 N

0

, �

(i)

j

2 H

j

, j = 1; 2, liegen

di
ht in H.

Z. B. ist L

2

(R

2

) = L

2

(R)
 L

2

(R) mit

(�
  )(x; y) = �(x) (x) :

Eine Methode zur Konstruktion des Tensorprodukts geht von der

Wahl von Orthonormalbasen f�

(n)

j

; n 2 Ng von H

j

, j = 1; 2 aus.

Sei l

2

(N � N) der Raum der quadratis
h summierbaren Doppelfolgen

(


nm

)

n;m2N

,

P

n;m

j


nm

j

2

<1. Dann wird dur
h

	

1


	

2

:= (


nm

)

mit 


nm

=

�

�

(n)

1

;	

1

��

�

(m)

2

;	

2

�

eine Abbildung mit den geforderten

Eigens
haften de�niert. Man erkennt, dass f�

(n)

1


 �

(m)

2

; n;m 2 Ng

eine Orthonormalbasis von H

1


 H

2

bildet.
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Observable der Teilsystemewerdenmit Observablen des zusammen-

gesetzten Systems in der folgenden Weise identi�ziert. Seien A

j

Ope-

ratoren in H

j

, j = 1; 2. Dann de�niert man einen Operator A

1


A

2

in

H

1


H

2

dur
h

(A

1


A

2

)(�

1


 �

2

) = A

1

�

1


A

2

�

2

:

Insbesondere gilt, dass die Identi�kationen A

1

7! A

1


 1 und A

2

7!

1 
 A

2

alle Eigens
haften der Observablen eines Teilsystems erh

�

alt

(Spektren, Vertaus
hungsrelationen) bis auf die Vielfa
hheit der Ei-

genwerte. Ist z.B. �

1

ein Eigenvektor von A

1

zum Eigenwert a

1

, so

sind alle Vektoren der Form �

1


 	, 	 2 H

2

;	 6= 0 Eigenvektoren

von A

1


 1 zum selben Eigenwert; der Entartungsgrad ist gerade die

Dimension von H

2

.

Wir betra
hten jetzt projektive Darstellungen U

1

; U

2

einer Symme-

triegruppe G auf den Zustandsr

�

aumen H

1

bzw. H

2

. Dann erh

�

alt man

dur
h

(U

1


 U

2

)(g) := U

1

(g)
 U

2

(g)

eine projektive Darstellung von G auf H

1


 H

2

.

F

�

ur projektive Darstellungen T

1

und T

2

einer Lie-Algebra g setzt

man entspre
hend

T (a) = T

1

(a)
 1+ 1 
 T

2

(a)

und �ndet eine projektive Darstellung der Lie-Algebra in H

1


 H

2

.

Auf diese Weise erh

�

alt man z.B. eine projektive Darstellung der

Galileigruppe in einem Zweiteil
hensystemmit Massenparameter m =

m

1

+m

2

.

Typis
herWeise sind die Darstellungen auf dem Produktraum ni
ht

irreduzibel. Dur
h Zerlegung in irreduzible Bestandteile erh

�

alt man i.a.

neue Darstellungen. In vielen F

�

allen kann man dur
h wiederholte Ten-

sorprodukte und Ausreduktionen alle irreduzible Darstellungen �nden.

Wir wollen diese Zusammenh

�

ange am Beispiel der Drehgruppe stu-

dieren. Wir haben gesehen, dass projektive Darstellungen der SO(3)

dur
h Darstellungen der SU(2) gegeben sind, die wiederum dur
h Dar-

stellungen ihrer Lie-Algebra erzeugt werden.

Sei T eine Darstellung der su(2),

[T (a); T (b)℄ = T (a� b) :

Dann erf

�

ullen die Operatoren L

k

= iT (e

k

) die Drehimpulsvertaus
hungs-

relationen. Deren Darstellungen haben wir bereits in Quantenme
hanik

I bestimmt. Es gibt daher zu jeder nat

�

urli
hen Zahl d genau eine ir-

reduzible Darstellung der Dimension d, die

�

ubli
her Weise dur
h die

Drehimpulsquantenzahl j, 2j + 1 = d bezei
hnet wird. Der Operator

jLj

2

= �

3

X

k=1

T (e

k

)

2
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(der sogenannte Casimir-Operator der SU(2)) hat in dieser Darstel-

lung den Wert j(j +1), die Komponenten von L haben die Eigenwerte

�j;�j + 1; : : : ; j � 1; j. Man w

�

ahlt jetzt eine Komponente von L aus,

z.B. L

3

, und bezei
hnet den Eigenvektor jji zum h

�

o
hsten Eigenwert

von L

3

als den h

�

o
hsten Gewi
htsvektor. Er ist bis auf einen Faktor

eindeutig dur
h die Bedingung

L

+

jji = 0 ; L

+

= L

1

+ iL

2

ausgezei
hnet. Dur
h wiederholte Anwendung von L

�

= L

1

� L

2

auf

jji erh

�

alt man die anderen Eigenvektoren von L

3

,

jmi = 


m

L

j�m

�

jji ; m = �j;�j + 1; : : : ; j � 1; j :

Wir w

�

ahlen die KoeÆzienten 


m

> 0 so, dass die Eigenvektoren nor-

miert sind. Es gilt

L

�

jmi =

p

j(j + 1)�m(m� 1)jm� 1i :

Explizite Formeln f

�

ur die Darstellungen der SU(2) �ndet man z.B. im

Messiah, Bd. II, Anhang C.

Bildet man das Tensorprodukt zweier Darstellungen mit Quanten-

zahlen j

1

und j

2

, so �ndet man zwei kommutierende Drehimpulsope-

ratoren L

(1)

;L

(2)

, deren Summe L = L

(1)

+ L

(2)

daher wieder die Dre-

himpulsvertaus
hungsrelationen erf

�

ullt. Die Zerlegung der Produktdar-

stellung na
h irreduziblen Darstellungen entspri
ht der Zerlegung na
h

Eigenwerten von jLj

2

. Diese haben wir in Quantenme
hanik I bei der

Bespre
hung der Feinstruktur dur
hgef

�

uhrt. Die m

�

ogli
hen Eigenwerte

von jLj

2

sind dana
h j(j + 1) mit j 2 fjj

1

� j

2

j; jj

1

� j

2

j+ 1; : : : ; j

1

+

j

2

�1; j

1

+ j

2

g. F

�

ur die Dimensionen der Darstellungsr

�

aume ergibt si
h

entspre
hend

d = jd

1

� d

2

j+ 1; : : : ; d

1

+ d

2

� 1

mit

P

d = d

1

d

2

. Insbesondere tritt jede erlaubte Darstellung genau

einmal auf. Wir erhalten die Zerlegung des Darstellungsraums

H

j

1


 H

j

2

=

M

j

H

j

:

Hierbei bedeutet

L

die Summe paarweise orthogonaler Hilbertr

�

aume

(direkte Summe). Zur Bestimmung der Unterr

�

aume H

j

verwenden wir

zwei vers
hiedene Orthonormalbasen. Die eine, dem Tensorprodukt an-

gepasste Basis besteht aus gemeinsamen Eigenvektoren von L

(1)

3

und

L

(2)

3

,

fjm

1

i 
 jm

2

i;m

i

2 f�j

i

; : : : ; j

i

g; i = 1; 2g ;

die andere aus den gemeinsamen Eigenvektoren von jLj

2

und L

3

,

fjj;mi; j 2 fjj

1

� j

2

j; : : : ; j

1

+ j

2

g;m 2 f�j; : : : ; jgg :
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Entwi
kelt man die zweite Basis na
h der ersten, so erh

�

alt man

jj;mi =

X

C

j

j

1

j

2

(m

1

;m

2

;m)jm

1

i 
 jm

2

i

mit den Clebs
h-Gordon-KoeÆzienten

C

j

j

1

j

2

(m

1

;m

2

;m) = hm

1

j 
 hm

2

jj;mi :

Zur Fixierung der Phasen setzen wir jj

1

+ j

2

; j

1

+ j

2

i = jj

1

i 
 jj

2

i

und erhalten dann dur
h Anwendung von L

�

alle Basisvektoren mit

Quantenzahl j

1

+ j

2

. Z.B. ist

jj

1

+ j

2

; j

1

+ j

2

� 1i = L

�

jj

1

i 
 jj

2

i(2(j

1

+ j

2

))

�1=2

=(L

(1)

�

+ L

(2)

�

)jj

1

i 
 jj

2

i(2(j

1

+ j

2

))

�1=2

=

s

j

1

j

1

+ j

2

jj

1

� 1i 
 jj

2

i+

s

j

2

j

1

+ j

2

jj

1

i 
 jj

2

� 1i :

Der h

�

o
hste Gewi
htsvektor der Darstellung mit Quantenzahl j

1

+j

2

�1

ist orthogonal zu jj

1

+ j

2

; j

1

+ j

2

� 1i und ist wie dieser eine Linear-

kombination von jj

1

� 1i 
 jj

2

i und jj

1

i 
 jj

2

� 1i. Er ist bis auf eine

Phase eindeutig. Wir w

�

ahlen diese Phase so, dass der KoeÆzient von

jj

1

i 
 jj

2

� 1i positiv ist.

Allgemein w

�

ahlen wir die Phasen so, dass

hj;m� 1jL

�

jj;mi > 0 ;

hj

1

j 
 hj � j

1

jj; ji > 0

gilt. Hierdur
h sind die Clebs
h-Gordon-KoeÆzienten eindeutig festge-

legt. In der Literatur �ndet man man
hmal au
h andere Konventionen.

Als Elemente einer unit

�

aren Matrix erf

�

ullen die Clebs
h-Gordon-

KoeÆzientenOrthogonalit

�

ats- und Vollst

�

andigkeitsrelationen.Diese las-

sen si
h

�

ubersi
htli
h s
hreiben, wenn man die (2j

1

+1)(2j

2

+1)�(2j+

1)-Matrizen C

j

j

1

j

2

= (C

j

j

1

j

2

(m

1

;m

2

;m)) als lineare Operatoren von H

j

na
h H

j

1


H

j

2

au�asst. Diese Operatoren erf

�

ullen die Verkettungs (

"

In-

tertwiner\)-Relation

(U

j

1


 U

j

2

)(g)C

j

j

1

j

2

= C

j

j

1

j

2

U

j

(g) ; g 2 SU(2) :

Die Orthogonalit

�

ats-und Vollst

�

andigkeitsrelationen lauten nun

(C

j

j

1

j

2

)

�

C

j

0

j

1

j

2

= Æ

jj

0

1

H

j

;

X

j

C

j

j

1

j

2

(C

j

j

1

j

2

)

�

= 1

H

j

1


H

j

2

:

5. Tensor-Operatoren und Wigner-E
kart-Theorem

Ist U eine unit

�

are Darstellung einer Gruppe G in einem Hilber-

traum H und A ein Operator in H, dessen De�nitionsberei
h invariant

unter U(g) ist, so spannen die Operatoren A

g

= U(g)AU(g)

�1

einen

Unterraum in der Menge der Operatoren auf D(A) auf, auf dem die

Gruppe dur
h g 7! A

g

dargestellt wird. Dies ist besonders interessant,

wenn die Darstellung irreduzibel ist. Ein Beispiel f

�

ur eine sol
he ir-

reduzible Darstellung in einem Vektorraum von Operatoren sind die
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Transformationseigens
haften des Ortsoperators unter Drehungen. Es

gilt

U(R)(a � x)U(R)

�1

= (Ra) � x ;

auf demRaum der Operatoren fa�x;a 2 R

3

g wirkt die Drehgruppe also

in ihrer de�nierenden Darstellung (l = 1). Ist V ein irreduzibler Dar-

stellungsraum von Operatoren, und ist fA

1

; : : : ; A

n

g eine Basis von V ,

so nennt man das n-Tupel (A

1

; : : : ; A

n

) einen irreduziblen Tensorope-

rator. Beispiele f

�

ur irreduzible Tensoroperatoren bez

�

ugli
h der Dreh-

gruppe sind Impuls, Drehimpuls, Spin, : : : . Multipliziert man einen

irreduziblen Tensoroperator komponentenweise mit den Vektoren eines

Hilbertraums, auf dem die Gruppe dargestellt ist, so erh

�

alt man als

Darstellungsraum einen Quotientenraum des Tensorprodukts. Im Fall

der Drehgruppe kann dieser mit einem Unterraum des Tensorprodukts

identi�ziert werden.

Seien E

k

: H

j

k

! H, k = 1; 2 Verkettungsoperatoren,

E

k

U

j

k

(g) = U(g)E

k

;

und sei F : H

j

! L(D;H) eine lineare Abbildung von H

j

in den Raum

der Operatoren mit invariantem De�nitionsberei
h D, sodass gilt

F (U

j

(g)�) = U(g)F (�)U(g)

�1

:

Dann gilt das Wigner-E
kart-Theorem:

Theorem IV.2. DieMatrixelementeder Operatoren F (�) zwis
hen

Vektoren der Form E

1

� und E

2

	 sind von der Form

�

E

1

�; F (�)E

2

	

�

=

�

C

j

1

jj

2

�; �
	

�

hE

1

jjF jjE

2

i(2j

1

+ 1)

�1=2

mit einem von �; � und 	 unabh

�

angigem Faktor hE

1

jjF jjE

2

i (dem

"

reduzierten Matrixelement\)

Beweis: Die lineare Abbildung

K :

�

H

j


 H

j

2

! H

�
	 7! F (�)E

2

	

erf

�

ullt die Verkettungsrelation

U(g)K = KU

j

(g)
 U

j

2

(g) :

Es gilt

�

E

1

�; F (�)E

2

	

�

=

�

�; E

�

1

K(�
	

�

:

Wir s
hieben zwis
hen K und �
 	 eine Zerlegung der Eins mithilfe

der Clebs
h-Gordonoperatoren ein,

X

j

0

C

j

0

jj

2

(C

j

0

jj

2

)

�

= 1

H

j


H

j

2

:
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Der Operator E

�

1

KC

j

0

jj

2

:= T

j

0

verkettet die Darstellung j

0

mit der Dar-

stellung j

1

,

U

j

1

(g)T

j

0

= T

j

0

U

j

0

(g) ; g 2 SU(2) :

Da die Darstellungen U

j

0

irreduzibel und paarweise in

�

aquivalent sind,

vers
hwindet T

j

0

f

�

ur j

0

6= j

1

, und T

j

1

ist na
h dem S
hurs
hen Lemma

ein Vielfa
hes der Eins . Sei �

0

= (C

j

1

jj

2

)

�

(�
 �). Dann gilt

�

E

1

�; F (�)E

2

	

�

= �

�

�;�

0

�

= �

�

C

j

1

jj

2

�; �
	

�

mit � 2 C unabh

�

angig von �; � und 	.

Als Beispiel betra
hten wir elektromagnetis
he Strahlungs

�

uberg

�

ange.

Hierbei entwi
kelt man den We
hselwirkungsterm na
h Multipolen.

Der 2

l

-Pol-Term ist von der Form

F (
) =

X

m




m

Y

lm

(�; �)f

l

(r) :

Diese Operatoren bilden einen irreduziblen Tensoroperator. Bei der Be-

re
hnung von

�

Ubergangswahrs
heinli
hkeiten zwis
hen Zust

�

anden mit

Drehimpulsquantenzahlen l

1

;m

1

und l

2

;m

2

�ndet man

hl

1

;m

1

jF (
)jl

2

;m

2

i =

X

m

C

l

1

ll

2

(m;m

2

;m

1

)


m

� 
onst

mit einer Konstanten, die ni
ht von m

1

und m

2

abh

�

angt. Dies liefert

Auswahlregeln jl

2

� lj � l

1

� l

2

+ l und Intensit

�

atsregeln.

6. Ununters
heidbare Teil
hen

Bei der Bes
hreibung eines n-Teil
hensystems dur
h ein n-fa
hes

Tensorprodukt der Einteil
hen-Hilbertr

�

aume

H

n

= H

1


 � � � 
 H

1

| {z }

n

bereitet die Ununters
heidbarkeit der Teil
hen Probleme. Wir betra
h-

ten auf H

n

die unit

�

are Darstellung der symmetris
hen Gruppe S

n

,

U(�)�

1


 � � � 
 �

n

= �

�

�1

(1)


 � � � 
 �

�

�1

(n)

:

SeiA eine Observable des n-Teil
hensystems. Die Ununters
heidbarkeit

der Teil
hen bedeutet, dass A mit allen Permutationsoperatoren U(�)

vertaus
hen muss,

[A;U(�)℄ = 0 ; � 2 S

n

:

Daher ist ni
ht jeder selbstadjungierte Operator auf H

n

eine Observa-

ble.

Tats

�

a
hli
h zerf

�

allt H

n

in orthogonale Teilr

�

aume, zwis
hen denen

keine

�

Uberg

�

ange dur
h Observable m

�

ogli
h sind,

H

n

=

M

r

H

r

n
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�

�; A	

�

= 0 ; � 2 H

r

n

; 	 2 H

r

0

n

; r 6= r

0

:

Die Projektoren auf diese Teilr

�

aume sind Linearkombinationen der Per-

mutationsoperatoren. Z.B. ist

P

symm

=

1

n!

X

�

U(�)

der Projektor auf den total symmetris
hen Unterraum, und

P

anti

=

1

n!

X

�

sign(�)U(�)

der Projektor auf den total antisymmetris
hen Unterraum. Allgemein

�ndet man die Unterr

�

aumeH

r

n

mitHilfe der sogenannten Young-Rahmen.

Ein Young-Rahmen r ist eine Anordnung von n K

�

ast
hen in Zeilen

und Spalten, sodass die Spaltenl

�

ange von links na
h re
hts und die

Zeilenl

�

ange von oben na
h unten ni
ht zunimmt. Er wird festgelegt

dur
h die Angabe der Spaltenl

�

angen n

1

� : : : � n

r

,

P

i

n

i

= 1. Auf

diese K

�

ast
hen werden die Zi�ern 1 bis n verteilt. Die so erhaltene An-

ordnung der Zahlen 1; : : : ; n nennt man ein Young-Tableau. Sei t ein

sol
hes Tableau, sei S

Z

t

die Untergruppe der symmetris
hen Gruppe,

bei der nur die Zi�ern in derselben Zeile vertaus
ht werden, und sei S

S

t

die Untergruppe, bei der nur die Zi�ern in derselben Spalte vertaus
ht

werden. Dann ist

H

t

n

=

X

�

1

2S

S

t

X

�

2

2S

Z

t

sign(�

1

)U(�

1

�

2

)H

n

ein Unterraum, der invariant unter der Wirkung der Observablen ist.

Die Summe

�

uber alle Tableaux mit Rahmen r ist ein Unterraum, der

au
h unter Permutationen invariant ist. Dies ist der Unterraum H

r

n

Die

Restriktion der Observablen auf einen Teilraum H

t

n

liefert eine Darstel-

lung �

t

der Algebra aller Observablen. Wenn zwei Tableaux dur
h eine

Umnumerierung � 2 S

n

auseinander hervorgehen, so sind die zugeh

�

ori-

gen Darstellungen

�

aquivalent,

�

t

(A) = U(�)�

t

0

(A)U(�)

�1

;

anderenfalls in

�

aquivalent. Relative Phasen zwis
hen Zustandsvektoren,

die zu vers
hiedenen R

�

aumen H

r

n

geh

�

oren, sind unbeoba
htbar, man

spri
ht von einer Superauswahlregel.

Die bekannten Elementarteil
hen sind entweder Bosonen oder Fer-

mionen, d.h. sie geh

�

oren zur total symmetris
hen bzw. total antisymme-

tris
hen Darstellung. Dies gilt allerdings nur, wenn alle Freiheitsgrade

ber

�

u
ksi
htigt werden. Verna
hl

�

assigt man z.B. in der Atomphysik den

Spin der Elektronen, so muss die Ortswellenfunktion keineswegs total

antisymmetris
h sein. Es gilt

H

n

= H

Ort

n


H

Spin

n

:
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Daraus folgt f

�

ur die Darstellung der S

n

U = U

Ort


 U

Spin

:

Die m

�

ogli
hen Ortswellenfunktionen und Spinwellenfunktionen haben

Symmetrietypen r

Ort

bzw. r

Spin

, sodass das Tensorprodukt die total an-

tisymmetris
he Darstellung besitzt. Dies ist nur m

�

ogli
h, wenn die Rah-

men dur
h Spiegelung ineinander

�

ubergehen. Da der Elektronenspin

aber auf einem 2-dimensionalen Hilbertraum dargestellt wird, k

�

onnen

ni
httriviale Darstellungen der Permutationsgrupppe auf den Spinwel-

lenfunktionen nur zu Rahmen mit h

�

o
hstens 2 Zeilen existieren. Die-

se entspre
hen Werten des Spins s = (l

1

� l

2

)=2, wenn l

1

und l

2

die

Zeilenl

�

angen des Rahmens sind. Daher treten f

�

ur die Symmetrietypen

der Ortswellenfunktion nur Rahmen mit Spaltenl

�

angen l

1

= s + n=2,

l

2

= �s+ n=2 auf, wobei s die Spinquantenzahl des n-Teil
hensystems

ist. Die vers
hiedenen Symmetrietypen der Ortswellenfunktion k

�

onnen

also dur
h den Wert des Spins gekennzei
hnet werden. Auf diese Wei-

se k

�

onnen die Energie-Niveaus spinabh

�

angig werden, au
h wenn spi-

nabh

�

angige We
hselwirkungen ignoriert werden. Ein Beispiel bilden die

angeregten Zust

�

ande des Helium-Atoms.



KAPITEL V

Relativistis
he Quantenme
hanik

1. Die Klein-Gordon-Glei
hung

Die relativistis
he Energie-Impuls-Beziehung

E =

p

jpj

2

+m

2

f

�

uhrt auf die folgende Zeitabh

�

angigkeit f

�

ur Wellenfunktionen

 (t;x) = (2�)

�3=2

Z

d

3

k'(k)e

�i(!(k)t�k�x)

mit !(k) =

p

jkj

2

+m

2

.  erf

�

ullt die folgende Di�erentialglei
hung

(Klein-Gordon-Glei
hung):

�

�

2

 

�t

2

= �� +m

2

 :

Diese Glei
hung besitzt aber no
h weitere L

�

osungen, bei denen ! dur
h

�! ersetzt wird. Diese L

�

osungen w

�

urden in einer quantenme
hani-

s
hen Interpretation Teil
hen mit negativer Energie entspre
hen; da

diese ni
ht beoba
htet werden, lassen si
h nur die positiven Frequenz-

L

�

osungen als Teil
hen interpretieren.

Die Klein-Gordon-Glei
hung besitzt ebenso wie die S
hr

�

odingerglei-


hung einen erhaltenen Strom. Sei

� =

i

2m

( 

� 

�t

) ;

und sei

j =

1

2im

( r �  r ) :

Dann gilt die Kontinuit

�

atsglei
hung

�

�t

� + div j = 0 :

� ist aber i.a. ni
ht positiv, sodass eine Interpretation als Wahrs
hein-

li
hkeitsdi
hte ni
ht m

�

ogli
h ist. Das Normierungsintegral aber ist f

�

ur

positive Frequenzl

�

osungen positiv,

Z

d

3

x�(t;x) =

1

m

Z

d

3

k!(k)j'(k)j

2

> 0 :

Die Kopplung an ein elektromagnetis
hes Potential (�;A) liefert f

�

ur

ein Teil
hen mit Ladung e die Glei
hung

(E � e�)

2

= jp� eAj

2

+m

2

61
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und damit die Wellenglei
hung

(i

�

�t

� e�)

2

 =

�

j

1

i

r� eAj

2

+m

2

�

 :

Wir wollen annehmen, dass das Vektorpotential A zeitunabh

�

angig ist.

Der Operator auf der re
hten Seite der obigen Glei
hung ist positiv

und invertierbar und vertaus
ht mit dem Di�erentialoperator auf der

re
hten Seite. Daher kann  in eine Summe der L

�

osungen der beiden

Glei
hungen

(i

�

�t

� e�) 

�

= �

r

j

1

i

r� eAj

2

+m

2

 

�

zerlegt werden. Im ni
htrelativistis
hen Grenzfall kann der Operator

auf der re
hten Seite dur
h

�(m�

1

2m

jr+ ieAj

2

)

ersetzt werden, und man erh

�

alt f

�

ur e

imt

 

+

die ni
htrelativistis
he S
hr

�

odin-

gerglei
hung f

�

ur ein Teil
hen mit Ladung e und mit vers
hwindendem

magnetis
hen Moment.

Wir wollen die Klein-Gordon-Glei
hung f

�

ur den Fall l

�

osen, dassA =

0 und e� = �

Z�

r

. Dies bes
hreibt ein �

�

-Meson im Feld eines Kerns

mit Kernladungszahl Z. Wie im ni
htrelativistis
hen Fall absorbieren

wir Zeit und Winkelabh

�

angigkeit dur
h den Ansatz

 (t; r; �; ') = e

�itE

Y

lm

(�; ')

�

r

:

Die Radialwellenfunktion � erf

�

ullt dann die Glei
hung

�

�

d

2

dr

2

+

l(l+ 1)

r

2

+m

2

�

� = (E +

Z�

r

)

2

� :

Diese Glei
hung stimmt formal mit der Radialglei
hung der ni
htre-

lativistis
hen S
hr

�

odingerglei
hung

�

uberein, wobei der KoeÆzient des

Coulombterms jetzt A =

EZ�

m

ist, im Zentrifugalterm l dur
h l

0

mit

l

0

(l

0

+ 1) = l(l + 1) � Z

2

�

2

ersetzt werden muss und der Eigenwert E

0

des ni
htrelativistis
hen Problems dur
h die Formel

E

0

=

E

2

2m

�

m

2

gegeben ist.

Aus Quantenme
hanik I wissen wir, dass die Eigenwerte E

0

gegeben

sind dur
h

E

0

= �

A

2

m

2(n

r

+ 1 + l

0

)

2

; n

r

= 0; 1; : : :

Hierbei muss vorausgesetzt werden, dass l

0

reell ist,

l

0

= �

1

2

+

r

(l +

1

2

)

2

� Z

2

�

2
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d.h. es muss gelten

Z� < l +

1

2

:

Bei l = 0 ist diese Bedingung f

�

ur s
hwere Kerne verletzt; bei einem

punktf

�

ormigen Kern w

�

urde das Teil
hen in den Ursprung st

�

urzen, die

Abwei
hungen von der Punktf

�

ormigkeit werden dann wi
htig.

Dur
h Au


�

osung na
h E erhalten wir die L

�

osungen

E = �m(1 +

Z

2

�

2

�

2

)

�

1

2

mit

� = n

r

+ 1 + l

0

Entwi
klung na
h Potenzen von Z� bis zur 4. Ordnung ergibt f

�

ur die

positiven L

�

osungen

E = m(1�

Z

2

�

2

2n

2

+

Z

4

�

4

n

4

(

3

8

�

n

2l + 1

)) :

mit n = n

r

+1+l. Hierbei ist der erste Term die relativistis
he Ruhmas-

se, der zweite die Bindungsenergie des ni
htrelativistis
hen Systems.

Der dritte Term ist der Erwartungswert der ersten relativistis
hen Kor-

rektur zur kinetis
hen Energie, �

jpj

2

8

, im entspre
henden Zustand des

ni
htrelativistis
hen Systems. Der Beitrag der Spin-Bahn-Kopplung,

der von derselben Gr

�

o�enordnung ist, fehlt, daher bes
hreibt die Klein-

Gordon-Glei
hung Teil
hen mit Spin 0. Die Tatsa
he, dass die Fein-

struktur des Wassersto�atoms dur
h die Klein-Gordon-Glei
hung ni
ht

ri
htig bes
hrieben wird, veranlasste S
hr

�

odinger dazu, diese Glei
hung

zu verwerfen, und war einer der Ausgangspunkte f

�

ur die Aufstellung

der Dira
-Glei
hung.

2. Die Dira
-Glei
hung

Der Hamiltonoperator f

�

ur positive Energie-L

�

osungen der Klein-Gordon-

Glei
hung ist

H = e�+

p

jp� eAj

2

+m

2

Dira
's Idee war es, die Quadratwurzel dur
h einen Term zu ersetzen,

der linear in p ist,

H = e�+ ~� � (p� eA) + �m

mit ~� = (�

1

; �

2

; �

3

) und � Elementen einer ni
htkommutativen Al-

gebra, die mit p und x vertaus
hen. Im Fall eines vers
hwindenden

elektromagnetis
hen Feldes soll H eine Quadratwurzel von jpj

2

+ m

2

sein. Daraus folgen die Relationen

�

i

�

j

+ �

j

�

i

= Æ

ij

; �

i

� + ��

i

= 0 ; �

2

= 1
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Die Elemente �

1

; �

2

; �

3

; � erzeugen eine sogenannte Cli�ordalgebra.

Diese ist dur
h die angegebenen Relationen eindeutig bestimmt. Eine

explizite Darstellung dieser Algebren dur
h 4� 4-Matrizen ist

�

i

=

�

0 �

i

�

i

0

�

; � =

�

1 0

0 �1

�

mit den Paulimatrizen �

i

(als Blo
kmatrizen mit 2 � 2-Matrizen als

Eintr

�

agen). Bis auf

�

Aquivalenz ist dies die einzige irreduzible Darstel-

lung.

Auf diese Weise �ndet man die Dira
-Glei
hung

i

�

�t

 = (e�+ ~� � (p� eA) + �m) 

mit 4-komponentigenWellenfunktionen . Ebenso wie die Klein-Gordon-

Glei
hung besitzt die Dira
glei
hung einen erhaltenen Strom,

j

0

(t;x) = �(t;x) =

�

 (t;x);  (t;x)

�

=  (t;x)

�

 (t;x)

j

i

(t;x) =

�

 (t;x); �

i

 (t;x)

�

=  (t;x)

�

�

i

 (t;x)

Hierbei wird  (t;x) als Spaltenmatrix aufgefasst.  (t;x)

�

ist die da-

zu adjungierte Zeilenmatrix. Auf den ersten Bli
k sieht es so aus, als

k

�

onne man � als Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte interpretieren und so eines

der Probleme der Klein-Gordon-Glei
hung vermeiden.Wir werden aber

sp

�

ater sehen, dass dies ni
ht zutri�t.

Umdie Lorentz-Invarianz der Dira
glei
hung zu untersu
hen, s
hrei-

ben wir sie in der

�

aquivalenten Form

(


�

(�

�

� ieA

�

) � im) = 0

mit t = x

0

, 


0

= �; 


i

= ��

i

und A

0

= �. Wir verwenden immer die

Summationskonvention, dass

�

uber Indizes, die oben und unten vorkom-

men, summiert wird. Die 
-Matrizen sind bis auf

�

Aquivalenz eindeutig

dur
h die Antivertaus
hungsrelationen

f


�

; 


�

g = 2g

��

bestimmt.

Die obige Glei
hung ist o�enbar lorentzinvariant, wenn si
h die 
-

Matrizen wie ein Lorentz-Vektor transformieren. Hierzu ben

�

otigen wir

eine projektive Darstellung S der Lorentzgruppe auf C

4

mit der Eigen-

s
haft

S(�)

�1




�

S(�) = �

�

�




�

Hierzu ist es bequem, zu einer anderen Darstellung der 
-Matrizen

�

uberzugehen. Wir w

�

ahlen




0

=

�

0 1

1 0

�

; 


i

=

�

0 �

i

��

i

0

�
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Dann gilt

x

�




�

=

 

0 x

�

�

x 0

!

mit den 2� 2-Matrizen

x

�

= x

0

+ x � ~�;

�

x = x

0

� x � ~�

Dies sind hermites
he Matrizen mit der Determinante x

�

x

�

. Lorentz-

transformationen sind lineare Abbildungen x 7! �x auf dem Minkow-

skiraum, die das Lorentzquadrat invariant lassen. Entspre
hend su-


hen wir lineare Abbildungen auf dem Raum der hermites
hen 2 � 2-

Matrizen, die die Determinante invariant lassen. Sol
he Abbildungen

erh

�

alt man z.B. dur
h

h 7! AhA

�

mit A 2 SL(2; C ). Wir �nden auf diese Weise einen Homomorphismus

A 7! �(A),

Ax

�

A

�

= �(A)x

�

S
hr

�

ankt man diesen auf die SU(2) ein, so erh

�

alt man die s
hon be-

spro
hene

�

Uberlagerungsabbildung auf die Drehgruppe. Im Fall der

Lorentzgruppe erh

�

alt man als Bild die eigentli
h ortho
hrone Lorent-

zgruppe. Dies sind Lorentztransformationen mit Determinante 1, die

den Vorw

�

artsli
htkegel in si
h abbilden.

Es gilt x

�

�

x = x

�

x

�

F

�

ur ni
ht li
htartige x ist also

�

x ein Vielfa
hes

des Inversen von x

�

. Daher transformiert si
h

�

x na
h

�

�(A)x = (A

�

)

�1

�

xA

�1

:

Die gesu
hte projektive Darstellung der Lorentzgruppe ist daher

dur
h die folgende Darstellung der SL(2; C ) gegeben,

S(A) =

�

A 0

0 (A

�

)

�1

�

Wir wollen zur
kkehren zur Hamiltons
hen Form der Dira
glei-


hung

i

�

�t

 = H 

mit dem Hamiltonoperator

H = e�+ ~� � (p� eA) + �m

und wollen sie in Analogie zur S
hr

�

odingerglei
hung als Zeitentwi
k-

lungsglei
hung auf dem Hilbertraum H = L

2

(R

3

; C

4

) deuten.
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Die Rotationen werden auf diesem Raum dur
h eine Darstellung

der SU(2) realisiert

(U(V ) )(x) =

�

V 0

0 V

�

 (R(V )

�1

x) :

Unter dieser Transformation ist der Hamiltonoperator invariant, falls

A = 0 und � rotationsinvariant ist.

Die in�nitesimalen Erzeuger sind

J

i

= L

i

+ S

i

;

wobei L

i

die

�

ubli
he Form des Bahndrehimpulses hat und die Spinope-

ratoren S

i

dur
h die Matrizen

S

i

=

1

2

�

�

i

0

0 �

i

�

gegeben sind. Die Dira
glei
hung bes
hreibt also Teil
hen mit Spin

1

2

.

Bei der Interpretation von H als Hamiltonoperator tritt allerdings

das Problem auf, dass dieser Operator au
h negatives Spektrum hat.

Nur das positive Spektrum kann als Energiespektrum eines physika-

lis
hen Teil
hens interpretiert werden. Im Fall eines vers
hwindenden

elektromagnetis
hen Feldes kann der Projektor P

+

auf den positiven

Teil des Spektrums lei
ht in der Impulsdarstellung angegeben werden,

P

+

=

~� � p+ �m+

p

jpj

2

+m

2

2

p

jpj

2

+m

2

:

Im ni
htrelativistis
hen Limes kann jpj gegen

�

uber m verna
hl

�

assigt

werden, und man �ndet P

+

=

1

2

(� + 1), die Dira
glei
hung f

�

ur positi-

ve Energien geht dann in die S
hr

�

odingerglei
hung f

�

ur 2-komponentige

Wellenfunktionen

�

uber.(Wird fortgesetzt.)



KAPITEL VI

Streutheorie

1. Zeitabh

�

angige Streutheorie

Bindungszust

�

ande von Teil
hen, die si
h unter dem Ein
uss ei-

nes kurzrei
hweitigen Potentials bewegen, k

�

onnen geometris
h dadur
h


harakterisiert werden, dass sie nie einen endli
h ausgedehnten Berei
h

verlassen, d.h., f

�

ur alle " > 0 gibt es ein endli
h ausgedehntes Gebiet,

au�erhalb dessen si
h das Teil
hen zu keiner Zeit mit einer Wahrs
hein-

li
hkeit > " aufh

�

alt. Superpositionen von Eigenzust

�

anden des Hamil-

tonoperators besitzen diese Eigens
haft, und man kann zeigen, dass

f

�

ur Potentiale, die si
h als Summe einer bes
hr

�

ankten stetigen Funk-

tion und einer quadratis
h integrierbaren Funktion s
hreiben lassen,

alle gebundenen Zust

�

ande im Unterraum H

P

(H) liegen, der von den

Eigenvektoren von H aufgespannt wird.

Die Vektoren im orthogonalen Komplement von H

P

(H) bes
hreiben

in diesem Fall Zust

�

ande, bei denen das Teil
hen im zeitli
hen Mittel

jedes endli
h ausgedehnte Gebiet G verl

�

a�t,

1

2T

Z

T

�T

dt

Z

G

d

3

xj�(t;x)j

2

! 0 : (VI.1)

Wegen der angenommenen Kurzrei
hweitigkeit des Potentials verh

�

alt

es si
h in gro�em Abstand vom Ursprung wie ein freies Teil
hen. Wir

erwarten daher, dass es Wellenfunktionen �

ein;aus

gibt mit

ke

�itH

�� e

�itH

0

�

ein;aus

k ! 0

f

�

ur t!�1. Dies ist

�

aquivalent zu

� = lim

t!�1

e

itH

e

�itH

0

�

ein;aus

:

Wir de�nieren die M�lleroperatoren (au
h Wellenoperatoren genannt)




ein;aus

= lim

t!�1

e

itH

e

�itH

0

:

Die M�lleroperatoren sind isometris
h, aber i.a. ni
ht unit

�

ar, da die

Bindungszust

�

ande ni
ht in ihrem Bild liegen k

�

onnen.

F

�

ur die Existenz der M�lleroperatoren gibt es ein einfa
hes Krite-

rium (Cook-Kriterium):

Theorem VI.1. SeienH und H

0

selbstadjungierte Operatoren mit

D(H) = D(H

0

). Ihre Di�erenz V = H � H

0

erf

�

ulle die Bedingung

R

kV e

�itH

0

t

�kdt < 1 f

�

ur alle � aus einem di
hten Teilraum D, D �

D(H

0

). Dann existieren die M�lleroperatoren.

67
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Beweis: Wir wollen zeigen, dass f

�

ur alle 	 2 H die vektorwertige

Funktion

t 7! e

itH

e

�itH

0

	

das Cau
hy-Kriterium f

�

ur t! �1 erf

�

ullt.

Sei � 2 D. Dann gilt

ke

itH

e

�itH

0

	 � e

itH

e

�itH

0

�k = k	� �k :

F

�

ur � 2 D gilt na
h Di�erentiation und ans
hlie�ender Integration

e

itH

e

�itH

0

�� e

isH

e

�isH

0

� =

Z

t

s

dt

0

e

it

0

H

iV e

�it

0

H

0

� :

Die Norm der re
hten Seite ist bes
hr

�

ankt dur
h

Z

t

s

dt

0

kV e

�it

0

H

0

�k :

Na
h Vorausetzung existiert dieses Integral au
h im Limes s ! �1,

t! +1.

Sei nun " > 0. Dann w

�

ahlen wir ein � 2 D mit k	��k < "=3 und

T > 0 mit

Z

1

T

dt

0

kV e

�it

0

H

0

�k < "=3 :

Dann gilt f

�

ur alle t; s > T

ke

itH

e

�itH

0

	� e

isH

e

�isH

0

	k < " :

Damit folgt die Existenz der auslaufenden M�lleroperatoren. Die Exi-

stenz der einlaufenden M�lleroperatoren folgt entspre
hend.

Theorem VI.2. Das Cook-Kriterium ist erf

�

ullt, wenn H

0

der freie

Hamiltonoperator auf R

n

ist und V = V (x) die Abs
h

�

atzung

jV (x)j �




(1 + jxj)

1+"

mit " > 0 erf

�

ullt.

Beweis: Der Beweis beruht auf den Eigens
haften der Zeitentwi
klung

freier Wellenpakete, wie sie in Quantenme
hanik I diskutiert worden

ist. Als Berei
h D w

�

ahlen wir

D = f� 2 L

2

(R

n

;

^

� 2 C

1

(R

n

); supp

^

� kompakt ; 0 62 supp

^

�g :

Sei � 2 D, k�k = 1, und sei

v = inff

jpj

m

;p 2 supp

^

�g

die kleinste im Zustand � auftretende Ges
hwindigkeit. Dann ver-

s
hwindet die Wellenfunktion

�(t;x) = (e

�itH

0

�)(x)
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innerhalb des Kegels

C = f(t;x); jxj < vjtj=2g

s
hneller als jede Potenz,

j�(t;x)j < 


N

jtj

�N

; N 2 N :

Bei der Bere
hnung von

kV e

�itH

0

�k

2

=

Z

d

n

xjV (x)j

2

j�(t;xj

2

teilen wir den Integrationsberei
h in die Teile jxj < vjtj=2 und jxj �

vjtj=2 auf. Im ersten Term nutzen wir den s
hnellen Abfall von � in C

aus und �nden, dass er dur
h





N

v

n

2

�n

C

n

jtj

n�N

bes
hr

�

ankt ist, mit dem Volumen C

n

der Einheitskugel in n Dimen-

sionen. Im zweiten Term nutzen wir aus, dass V f

�

ur gro�e Argumente

vers
hwindet, und erhalten die S
hranke




(1 + vjtj=2)

1+"

Der erste Term ist integrabel (wir w

�

ahlen N > n + 1) ebenso wie der

zweite, damit ist die Behauptung gezeigt.

Die M�lleroperatoren sind isometris
he Abbildungen des Hilber-

traumsH auf Teilr

�

aumeH

ein

bzw. H

aus

. Die Vektoren in diesen Teilr

�

aum-

en bes
hreiben Zust

�

ande, deren Zeitentwi
klung zu sehr fr

�

uhen, bzw.

sehr sp

�

aten Zeiten dur
h den freien Hamiltonoperator bes
hrieben wer-

den kann,

sup

s>0

k(e

�isH

� e

�isH

0

)e

�itH




aus

�k ! 0; t!1 :

und entspre
hend f

�

ur den einlaufenden Fall. Die obige Abs
h

�

atzung ist

eine direkte Konsequenz der Existenz der M�lleroperatoren. Denn f

�

ur

jedes " > 0 gibt es ein t > 0, sodass f

�

ur alle t

0

> t gilt

k(


aus

� e

it

0

H

e

�it

0

H

0

)�k < "=2 :

Wir s
hreiben

(e

�isH

� e

�isH

0

)e

�itH




aus

� =

(e

�i(s+t)H




aus

� e

�i(s+t)H

0

)� +

e

�isH

0

(e

�itH

0

� e

�itH




aus

)�

Beide Terme auf der re
hten Seite lassen si
h dur
h "=2 abs
h

�

atzen.

Damit folgt die Behauptung.

Die M�lleroperatoren erf

�

ullen die folgenden Verkettungsrelationen

e

�itH




ein,aus

= lim

s!�1

e

i(s�t)H

e

�isH

0

= 


ein,aus

e

�itH

0

:
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Der Hamiltonoperator H auf den Teilr

�

aumen H

ein,aus

ist also unit

�

ar

�

aquivalent zu H

0

. Dies werden wir im n

�

a
hsten Abs
hnitt ausnutzen,

um eine verallgemeinerte Eigenbasis von H zu �nden.

Eine wi
htige und s
hwierige Frage ist, ob jeder Zustand im ortho-

gonalen Komplement des Raums der Bindungszust

�

ande zu asymptoti-

s
hen Zeiten der freien Zeitentwi
klung gen

�

ugt, d.h. ob gilt

H

ein

= H

aus

= H

?

P

?

(Asymptotis
he Vollst

�

andigkeit.) Aus der klassis
hen Me
hanik ist be-

kannt, dass es Zust

�

ande gibt, die aus dem Unendli
hen kommen und

dann f

�

ur alle Zeiten im Endli
hen bleiben. Dieser Fall tritt z.B. bei

Zentralpotentialen ein, wenn die Energie gerade glei
h einem Maxi-

mum des e�ektiven Potentials ist. Au
h in der Quantenme
hanik kann

man f

�

ur sehr spezielle Potentiale eine sol
he Situation �nden. Es ist

aber vor etwa 20 Jahren vor allem dur
h die Arbeiten von Enss ge-

lungen, zu zeigen, dass f

�

ur gen

�

ugend regul

�

are Potentiale asymptotis
he

Vollst

�

andigkeit gilt. Einen Beweis �ndet man im Reed-Simon.

Im folgenden wollen wir annehmen, dass die asymptotis
he Vollst

�

andig-

keit erf

�

ullt ist. In diesem Fall kann man die S-Matrix dur
h

S = 


�

aus




ein

als unit

�

aren Operator in H de�nieren.Wegen der Verkettungsrelationen

der M�lleroperatoren vertaus
ht die S-Matrix mit H

0

. Die Matrixele-

mente der S-Matrix,

�

	; S�

�

=

�




aus

	;


ein

�

�

interpretiert man als die Wahrs
heinli
hkeitsamplitude daf

�

ur, dass ein

Zustand, der zu fr

�

uhen Zeiten wie der si
h frei entwi
kelnde Zustand

� aussieht, zu sp

�

aten Zeiten wie der si
h frei entwi
kelnde Zustand 	

aussieht.

2. Zeitunabh

�

angige Streutheorie

In der zeitunabh

�

angigen Streutheorie, wie wir sie in Quantenme
ha-

nik I behandelt haben, betra
htet man L

�

osungen �

k

der zeitunabh

�

angi-

gen S
hr

�

odingerglei
hung zum Energieeigenwert E(k) = jkj

2

=(2m), de-

ren asymptotis
hes Verhalten f

�

ur jxj ! 1 von der Form

�

k

(x) � e

ik�x

+ f(k;

x

r

)

e

ikr

r

ist, mit r = jxj und k = jkj. Wir wollen diese L

�

osungen mit Hilfe der

einlaufenden M�lleroperatoren konstruieren. Sei �

(0)

k

= e

ik�x

eine ebene

Welle, die einem s
hwa
hen Eigenvektor von H

0

zum Eigenwert E(k)

entspri
ht. �

(0)

k

kann als lineares Funktional auf dem di
hten Teilraum

D

0

= f� 2 L

2

(R

3

);

^

� stetigg
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dur
h

�

�

(0)

k

;�

�

= (2�)

3=2

^

�(k)

de�niert werden. Wir setzen D = H

P

+


ein

D

0

. Dann gilt 


�

ein

D = D

0

.

Wir de�nieren den Streuzustand, der zu fr

�

uhen Zeiten wie die ebene

Welle �

(0)

k

aussieht, als lineares Funktional auf D dur
h

�

�

ein

k

;�

�

=

�

�

(0)

k

;


�

ein

�

�

:

O�enbar bilden die Funktionale �

ein

k

, k 2 R

3

eine verallgemeinerte

Orthonormalbasis von H

ein

, die aus s
hwa
hen Eigenvektoren von H

besteht.

Wir wollen jetzt annehmen, dassD � D

0

ist (dies sollte f

�

ur gen

�

ugend

kurzrei
hweitigePotentiale erf

�

ullt sein). Die folgenden Re
hnungen sind

nur heuristis
h.

Zur Bere
hnung von �

ein

k

ma
henwir vom sogenannten abels
hen Li-

mesGebrau
h. Sei f(t) eine bes
hr

�

ankte stetige Funktion mit lim

t!0

f(t) =

a. Dann gilt

lim

"!0

"

Z

1

0

dte

�"t

f(t) = a :

Denn sei Æ > 0 beliebig. Dann existiert na
h Voraussetzung ein T > 0

mit jf(t)� aj < Æ f

�

ur alle t > T . Also gilt

j"

Z

1

0

dte

�"t

f(t)� aj = j

Z

1

0

dte

�t

(f(

t

"

)� a)j

�

Z

"T

0

dte

�t

supjf � aj+

Z

1

"T

dte

�t

Æ

� "T supjf � aj+ Æ! Æ f

�

ur "! 0 :

Wir s
hreiben daher

�

ein

k

= lim

t!�1

e

itH

e

�itH

0

�

(0)

k

= lim

"!0

"

Z

dte

�it(H�E(k)�i")

�

(0)

k

= �i lim

"!0

"R

H

(E(k) + i")�

(0)

k

mit der Resolvente R

H

von H. Mit der zweiten Resolventenglei
hung

R

H

(z)�R

H

0

(z) = �R

H

(z)V R

H

0

(z)

und mit

R

H

0

(E(k) + i")�

(0)

k

= (�i")

�1

�

(0)

k

folgt

�

ein

k

= �

(0)

k

� lim

"!0

R

H

(E(k) + i")V �

(0)

k

:

Entspre
hend �ndet man

�

(0)

k

= 


�

ein

�

ein

k

= �

ein

k

+ lim

"!0

R

H

0

(E(k) + i")V �

ein

k
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und damit die Lippmann-S
hwinger-Glei
hung

�

ein

k

= �

(0)

k

� lim

"!0

R

H

0

(E(k) + i")V �

ein

k

:

Der Integralkern von lim

"!0

R

H

0

(E(k)+i") im Ortsraum ist gerade die

aus der Quantenme
hanik I bekannte Greens
he Funktion

m

2�

e

ijkjjx�yj

jx� yj

;

die Lippmann-S
hwinger-Glei
hung ist die dort gefundene Integralglei-


hung f

�

ur eine L

�

osung der zeitabh

�

angigen S
hr

�

odingerglei
hung mit

Eigenwert E(k) und dem f

�

ur einlaufende Wellen asymptotis
hen Ver-

halten bei unendli
h. Die dur
h Iteration gewonnene L

�

osung der In-

tegralglei
hung (Borns
he Reihe) ist gerade die Reihe, die si
h ergibt,

wenn man f

�

ur die Resolvente die Neumanns
he Reihe einsetzt.

Eine entspre
hende Formel f

�

ur die auslaufenden Streul

�

osungen erh

�

alt

man, wenn man " dur
h �" ersetzt.

Da die S-Matrix mitH

0

vertaus
ht, kann ihr Impulsraum-Integralkern

in der Form

S(k;k

0

) = Æ(k� k

0

)� 2�iÆ(E(k)� E(k

0

))T (k;k

0

)

ges
hrieben werden, wobei die sogenannte

�

Ubergangsmatrix T zun

�

a
hst

nur f

�

ur jkj = jk

0

j (

"

on shell\) de�niert ist. Es gilt

�

�

(0)

k

; (S � 1)�

(0)

k

0

�

=

�

(


aus

� 


ein

)�

(0)

k

;


ein

�

(0)

k

0

�

= lim

"!0

�

(R

H

(E(k) + i")�R

H

(E(k)� i")V �

(0)

k

; �

ein

k

0

�

= lim

"!0

�2i"

(E � E

0

)

2

+ "

2

�

�

(0)

k

; V �

ein

k

0

�

= �2�iÆ(E � E

0

)

�

�

(0)

k

; V �

ein

k

0

�

:

Wir de�nieren daher die T-Matrix f

�

ur alle k;k

0

dur
h

T (k;k

0

) =

�

�

(0)

k

; V �

ein

k

0

�

:

Aus der Lippmann-S
hwinger-Glei
hung erh

�

alt man die Integralglei-


hung f

�

ur T

T (k;k

0

) =

�

�

(0)

k

; V �

(0)

k

0

�

� lim

"!0

Z

d

3

k

00

�

�

(0)

k

; V �

(0)

k

00

�

E

00

� E � i"

T (k

00

;k

0

) :

Diese Glei
hung kann man wieder dur
h Iteration l

�

osen. Die

�

Uber-

gangsmatrix T entspri
ht f

�

ur jkj = jk

0

j bis auf einen Faktor der Streu-

amplitude f . Es gilt

f(k;n) = �

m

2�

Z

d

3

xe

�in�xjkj

V (x)�

ein

k

(x)

= �

m

2�

�

�

njkj

; V �

ein

k

�

= �

m

2�

T (njkj;k) :
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Insbesondere ergibt si
h f

�

ur den di�erentiellen Wirkungsquers
hnitt

d�

d


= jf j

2

=

m

2

4�

2

jT j

2

:

Wir de�nieren jetzt die operatorwertige Funktion

T (z) = V � V R

H

(z)V :

Sie h

�

angt mit der T-Matrix zusammen dur
h

T (k;k

0

) = lim

"!0

�

�

(0)

k

; T (E(k

0

) + i")�

(0)

k

0

�

:

Diese Funktion ist auf der l

�

angs der positiven reellen A
hse aufges
hnit-

tenen komplexen Ebene meromorph mit Polen an den Eigenwerten von

H auf der negativen reellen A
hse. F

�

ur gen

�

ugend s
hnell abfallende Po-

tentiale V l

�

asst sie si
h

�

uber den S
hnitt ins zweite Blatt fortsetzen.

Dort auftretende Pole lassen si
h als Resonanzen deuten. Ist E �

i

2

�

eine sol
he Resonanz, E > 0, � > 0 gen

�

ugend klein, so gilt f

�

ur E

0

nahe

bei E

T (E

0

) = (E �

i

2

�� E

0

)

�1

A+Q(E

0

)

mit Q analytis
h. Daher folgt f

�

ur die

�

Ubergangsamplitude

T (k;k

0

) = (E �

i

2

� �E(k

0

))

�1

�

�

(0)

k

; A�

(0)

k

0

�

+

�

�

(0)

k

; Q(E(k

0

))�

(0)

k

0

�

und damit f

�

ur den totalen Wirkungsquers
hnitt

�(E

0

) =

m

2�

ImT (k

0

;k

0

) = ((E � E

0

)

2

+

�

2

4

)

�1


onst +D(E

0

) :

D h

�

angt typis
herWeise nur wenig von E

0

ab. DerWirkungsquers
hnitt

hat daher in der N

�

ahe einer Resonanz ein ausgepr

�

agtes Maximum mit

Halbwertsbreite �.

Wir wollen die Gr

�

o�en der Streutheorie f

�

ur ein einfa
hes, etwas

k

�

unstli
hes Beispiel bestimmen. Sei V ein sogenanntes separables Po-

tential, d.h. V = j�ih�j mit einem � 2 L

2

(R

3

), z.B. �(x) = e

��jxj

,

� > 0.

F

�

ur die Resolvente ergibt si
h

R

H

(z)�R

H

0

(z) =

1

X

n=1

(�1)

n

(R

H

0

(z)V )

n

R

H

0

(z)

=

1

X

n=1

(�1)

n

(R

H

0

(z)j�i(h�jR

H

0

(z)j�i)

n�1

h�j

= �(1 +

�

�; R

H

0

(z)�

�

)

�1

R

H

0

(z)j�ih�jR

H

0

(z) :

und damit

T (E) = V � V R

H

(E)V =

j�ih�j

1 +

�

�; R

H

0

(E)�

�

:
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Damit ergibt si
h f

�

ur den Wirkungsquers
hnitt

d�

d


=

m

2

4�

2

�

�

�

�

�

(2�)

3

^

�(k)

^

�(k

0

)

1 +

�

�; R

H

0

(E)�

�

�

�

�

�

�

2

:

Falls die asymptotis
he Vollst

�

andigkeit erf

�

ullt ist, ist die S-Matrix

unit

�

ar. F

�

ur die T-Matrix folgt daraus die Relation

T (k;k

0

)� T (k

0

;k) = �2�mk

Z

S

2

d

2

nT (kn;k)T (kn;k

0

) ;

mit k = jkj = jk

0

j. F

�

ur k = k

0

ergibt si
h gerade das optis
he Theorem.

Wenn das Potential rotationssymmetris
h ist, vertaus
ht die S-Matrix

mit den Rotationen, also au
h mit den Drehimpulsoperatoren. Zerlegen

wir den Hilbertraum H = L

2

(R

3

) na
h Drehimpulsquantenzahlen, so

erhalten wir eine entspre
hende Zerlegung der S-Matrix. Die S-Matrix

vertaus
ht au
h mit H

0

. Man kann zeigen, dass bei vorgegebener Dre-

himpulsquantenzahl l alle Operatoren, die rotationsinvariant sind und

mitH

0

vertaus
hen, Funktionen von H

0

sind. In der Energiedarstellung

wirkt S daher als Multiplikationsoperator mit einer Funktion S

l

(E). Es

gilt

S

l

(E) = e

2iÆ

l

(E)

mit der in Quantenme
hanik I de�nierten Streuphase.

3. Vielkanalstreuung

Bei Mehrteil
henproblemen ist das asymptotis
he Verhalten sehr

kompliziert. Zwar hat der Hamiltonoperator dieselbe Form wie im Ein-

teil
henproblem,

H = �

n

X

i=1

1

2m

i

�

x

i

+

X

i<j

V

ij

(x

i

� x

j

) ;

das Potential f

�

allt aber selbst bei kurzrei
hweitigen 2-K

�

orper-Potentialen

ni
ht in alle Ri
htungen des 3n-dimensionalen Raumes s
hnell ab.

�

Ubli-


herWeise teilt man das asymptotis
he Verhalten in sogenannte Kan

�

ale

ein. Dazu zerlegt man das n-Teil
hen-System in Cluster

f1; : : : ; ng = C

1

[ : : : [ C

k

;

mitC

i

\C

j

= ; f

�

ur i 6= j und w

�

ahlt f

�

ur jeden Cluster einen Bindungszu-

stand. Betra
htet etwa das 3-Nukleonensystem, das aus zwei Neutronen

und einem Proton besteht, so gibt es die Kan

�

ale (ppn); (dp); (t).

Bei einem 2-Teil
hensystem zerlegt man den Hamiltonoperator in

S
hwerpunkt- und Relativkoordinaten und erh

�

alt

H =

jpj

2

2m

+H

rel

mit dem S
hwerpunktsimpuls p und der Gesamtmasse m. Bindungs-

zust

�

ande sind dabei Eigenzust

�

ande des Operators H

rel

.
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Au
h bei einem n-Teil
hensystemmit n > 2 kann der Hamiltonope-

rator in S
hwerpunkt- und Relativanteil geteilt werden. Im Gegensatz

zum 2-Teil
hensystem gibt es aber kein ausgezei
hnetes System un-

abh

�

angiger Relativkoordinaten. n-Teil
hen-Bindungszust

�

ande k

�

onnen

aber einfa
h als Eigenzust

�

ande des Operators H �

jpj

2

2m

de�niert wer-

den.

Wir betra
hten jetzt zu jedem Cluster C � f1; : : : ; ng den Raum

der Bindungszust

�

ande

H

C

�

O

i2C

H

i

mit dem Zustandsraum H

i

des i-ten Teil
hens. Sei I

C

, C = fC

1

; : : : ; C

k

g

die nat

�

urli
he Einbettung

I

C

: H

C

= H

C

1


 � � � 
 H

C

k

! H :=

n

O

i=1

H

i

:

Wir de�nieren den zum Kanal C geh

�

origen Hamiltonoperator H

C

da-

dur
h, dass alle We
hselwirkungen zwis
hen vers
hiedenen Clustern

weggelassen werden. Dann sind die zu diesemKanal geh

�

origen M�lleroperatoren

dur
h




(C)

aus,ein

= lim

t!�1

e

itH

e

�itH

C

I

C

F

�

ur vers
hiedene Kan

�

ale sind die Bilder der M�lleroperatoren orthogo-

nal. Daher k

�

onnen die vollen M�lleroperatoren als isometris
he Abbil-

dungen




aus,ein

: H

0

! H ; H

0

=

M

C

H

C

dur
h




aus,ein

�

H

C

= 


(C)

aus,ein

erkl

�

art werden. Die S-Matrix wird dann dur
h S = 


�

aus




ein

. Sie ist

unit

�

ar, wenn die Bilder der beiden M�lleroperatoorn

�

ubereinstimmen.

Wenn jeder Zustand asymptotis
h eine Superposition von Kanal-

zust

�

anden ist,

H = 


ein

H

0

= 


aus

H

0

;

spri
ht man von asymptotis
her Vollst

�

andigkeit. Man bea
hte, dass da-

bei au
h die n-Teil
hen-Bindungszust

�

ande imBild der M�lleroperatoren

liegen. Auf ihnen ist der Kanal-Hamiltonoperator glei
h dem vollen Ha-

miltonoperator, daher ist die S-Matrix dort glei
h 1.

Die asymptotis
he Vollst

�

andigkeit von n-Teil
hensystemen wurde

f

�

ur gen

�

ugend s
hnell abfallende 2-K

�

orperpotentiale von Sigal und So�er

gezeigt.
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KAPITEL VII

N

�

aherungsverfahren f

�

ur Mehrteil
henprobleme

1. Hartree-Fo
k-Verfahren

Wir betra
hten ein Atom mit n Elektronen und einem unendl
ih

s
hweren Kern mit Ladung Ze. Der Hamiltonoperatir hat die Form

H = �

1

2m

n

X

i=1

�

x

i

�

Ze

2

4�

n

X

i=1

1

jx

i

j

+

e

2

4�

X

i<j

1

jx

i

� x

j

j

:

Verna
hl

�

assigt man die Elektron-Elektron-We
hselwirkung, so ist der

Grundzustand ein antisymmetrisiertes Produkt von Einteil
henwellen-

funktionen (

"

Slater-Determinante\),

	 =

1

p

n!

X

�2S

n

sign(�)	

�

�1

(1)


 � � � 
	

�

�1

(n)

:

Hierbei sind 	

1

; : : : ;	

n

normierte Eigenfunktionen des Einteil
hen-

Hamiltonoperators

H

1

= �

1

2m

��

Ze

2

4�jxj

zu den n ersten Eigenwerten (unter Ber

�

u
ksi
htigung der Spinfreiheits-

grade).

Zur n

�

aherungsweisen Bestimmung der Grundzustandsenergie und

der zugeh

�

origen Wellenfunktionen ma
ht man den Ansatz, dass die

n-Teil
hen-Wellenfunktion au
h im we
hselwirkenden Fall als Slater-

Determinante ges
hrieben werden kann. Na
h demVariationsprinzip ist

der Erwartungswert in einem beliebigen Zustand eine obere S
hranke

f

�

ur die Grundzustandsenergie. BeimHartree-Fo
k-Verfahren su
ht man

das Minimumder Erwartungswerte imRaum der Slater-Determinanten.

Sei 	 wie oben mit beliebigen orthonormierten Einteil
henwellen-

funktionen 	

i

; i = 1; : : : ; n. Der Erwartungswert von H ist

�

	;H	

�

=

X

i

�

	

i

;H

1

	

i

�

+

X

i<j

�

	

ij

; V	

ij

�

mit den 2-Teil
henzust

�

anden

	

ij

=

1

p

2

(	

i


	

j

�	

j


	

i

)

77
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und der 2-Teil
henwe
hselwirkung

(V �)(x;y) =

e

2

4�

1

jx� yj

�(x;y) :

Wir su
hen jetzt staation

�

are Punkte bei Variation der Einteil
henwel-

lenfunktionen 	

i

unter den Nebenbedingungen

�

	;	

j

�

= Æ

ij

.

Wir erhalten die Glei
hungen

H

	

	

i

=

X

j

�

ij

	

j

mit den Lagrangeparametern �

ij

und

H

	

= H

1

+ U

	

�K

	

;

Hierbei ist

U

	

(x) =

Z

d

3

y

X

i

�

	

i

(y);	

j

(y)

�

e

2

4�jx� yj

das von der Ladungsdi
hte der Elektronen erzeugte Potential, und

(K

	

�)(x) =

Z

d

3

y

X

i

�

	

i

(y);�(y)

�

e

2

4�jx� yj

	

i

(x)

ist der von der Fermistatistik herr

�

uhrende Austaus
hterm.

Die Matrix der Lagrangeparameter ist hermites
h, da H

	

hermi-

tes
h ist. Wir k

�

onnen sie daher dur
h eine unit

�

are Matrix diagonalisie-

ren. U

	

und K

	

behalten dabei ihre Form.

Die Aufgabe besteht jetzt darin, die ersten n Eigenfunktionen 	

0

1

; : : : ;	

0

n

von H

	

zu �nden, sodass die Selbstkonsistenzbedingung

	 =

1

p

n!

X

�2S

n

sign(�)	

0

�

�1

(1)


 � � � 
	

0

�

�1

(n)

erf

�

ullt ist.

Praktis
h l

�

ost man das Glei
hungssystem approximativ dur
h Ite-

ration und erh

�

alt in jeder Stufe exakte obere S
hranken an die Bin-

dungsenergie. Die erhaltenen Werte stimmen, von relativistis
hen Ef-

fekten abgesehen, die zus

�

atzli
h ber

�

u
ksi
htigt werden m

�

ussen, bis auf

wenige Prozent mit den experimentellen Werten

�

uberein.

Die Existenz einer L

�

osung konnte f

�

ur n � Z (neutrale Atome und

positiv geladene Ionen) gezeigt werden (Lieb, Simon, Commun. Math.

Phys. 53, 185 (1977)).
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2. Thomas-Fermi-Glei
hung

Bei gro�en Atomen mit vielen Elektronen liegt es nahe, die Elektro-

nen dur
h eine kontinuierli
he Ladungsdi
hte � zu bes
hreiben. Aus-

gangspunkt f

�

ur eine Bestimmung von � ist die halbklassis
he Zustands-

di
hte im Phasenraum. F

�

ur ein Elektron mit Impuls jpj � p

0

im Volu-

men V gibt es dana
h

n = 2 �

4

3

�p

3

0

V

h

3

Zust

�

ande. Bei voller Ausnutzung des Phasenraums (Grundzustand)

erh

�

alt man daher f

�

ur die Ladungsdi
hte

� =

�ne

V

= �

e

3�

2

p

3

0

:

Sei nun ' das elektrostatis
he Potential des Atoms (mit '(r)! 0 f

�

ur

r!1), und sei E

0

� 0 der Maximalwert der Energie eines Bindungs-

elektrons. Dann gilt f

�

ur den Maxiamalwert der kinetis
hen Energie

p

2

0

2m

= e'+ E

0

Da im Grundzustand die Ladungsverteilung kugelsymmetris
h ist, ver-

s
hwindet das Potential ' bei einem neutralen Atom am Rand, also ist

E

0

= 0, und wir erhalten f

�

ur die Ladungsdi
hte

� = �
'

3=2

mit 
 =

1

3�

2

e

5=2

(2m)

3=2

.

Mit der Poissonglei
hung

�'(x) = ��(x)� ZeÆ(x)

erh

�

alt man f

�

ur ' die Integralglei
hung

'(x) = �




4�

Z

d

3

y

'

3=2

jx� yj

+

Ze

4�jxj

mit '(x) ! 0 f

�

ur x ! 1 und jxj'(x) !

Ze

4�

f

�

ur x ! 0. Wir su
hen

eine kugelsymmetris
he L

�

osung. Sei �

0

(r) = r'(r). Dann erf

�

ullt �

0

die

Di�erentialglei
hung

d

2

dr

2

�

0

(r) = �r�(r) = 
r

�1=2

�

3=2

0

(r)

mit den Randbedingungen �

0

(0) =

Ze

4�

und �

0

(r)! 0 f

�

ur r !1.

�

0

ist eine positive monoton abnehmende konvexe Funktion. Setzen

wir

�(r) = Z

�1

�

0

(rZ

�1=3

)

so erf

�

ullt � dieselbe Di�erentialglei
hung wie oben, aber mit der Rand-

bedingung �(0) =

e

4�

. Im Rahmen der Thomas-Fermi-Theorie sind also

alle Atome

�

ahnli
h gebaut.
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Um aus der obigen Ladungsverteilung die Bindungsenergie zu be-

re
hnen, bestimmt man zun

�

a
hst die elektrostatis
he Energie

E

stat

=

1

2

Z

d

3

xd

3

y

�(x)�(y)

4�jx� yj

+

Z

d

3

�(x)Ze

4�jxj

=

1

2

Z

d

3

x�(x)

�

'(x) +

Ze

4�jxj

�

= �2�


Z

dr

�

r

2

'(r)

5=2

+

r'(r)

3=2

Ze

4�

�

= �2�


Z

dr

�

r

�1=2

�

�

0

(r)

5=2

+

�

0

(r)

3=2

Ze

4�

�

�

= �2�


Z

dr

�

r

�1=2

�

�(r)

5=2

+

�(r)

3=2

Ze

4�

�

�

Z

7=3

:

Na
h dem Virialtheorem ist f

�

ur ein System von Teil
hen, die mit Cou-

lombkr

�

aften we
hselwirken, die kinetis
he Energie

E

kin

= �

1

2

E

stat

:

Damit ergibt si
h f

�

ur die Bindungsenergie

E = E

kin

+ E

stat

=

1

2

E

stat

Numeris
h erh

�

alt man E � �Z

7=3

�20; 8eV. Die experimentellen Werte

liegen bei E � �Z

7=3

� 16eV.

InteressanterWeise kann manmit Hilfe der Thomas-Fermi-Methode

exakte untere S
hranken f

�

ur die Bindungsenergie erhalten. Man nutzt

dabei aus, dass die elektrostatis
he Energie f

�

ur eine beliebige kontinu-

ierli
he Ladungsverteilung positiv ist. Sei �

q

die quantenme
hanis
he

Ladungsverteilung (eine operatorwertige Funktion). Sei �




eine beliebi-

ge numeris
he Ladungsverteilung.

Dann gilt

0 �

1

2

Z

d

3

xd

3

y(�

q

(x)� �




(x))

1

4�jx� yj

(�

q

(y)� �




(y)) = E

qq

� E

q


+ E





:

Die We
hselwirkungsenergie E

qq

der quantenme
hanis
hen Ladungs-

di
hte kann daher dur
h die We
hselwirkungsenergie mit einer klassi-

s
hen Ladungsdi
hte und deren Selbstenergie abges
h

�

atzt werden,

E

qq

� E

q


� E





:

E





ist f

�

ur gegebenes �




ein Vielfa
hes der Eins. Die quantenme
hani-

s
he Ladungsdi
hte ist

�

q

(x) = �e

X

i

Æ(x� x

i

) ;
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wobei (x

1

; : : : ;x

n

) das Argument der 1-Teil
henwellenfunktion ist. Da-

her ist E

q


eine Summe von Einteil
henoperatoren. Der We
hselwir-

kungsterm l

�

a�t si
h also na
h unten dur
h eine Summe von Einteil-


hentermen abs
h

�

atzen.

Leider ist die obige Betra
htung wegen der Divergenz der Selbst-

we
hselwirkungen der Punktladungen ni
ht anwendbar. In der quan-

tenme
hanis
henWe
hselwirkungsenergie hatten wir diese Terme weg-

gelassen, w

�

ahrend sie in der obigen Herleitung f

�

ur die Positivit

�

at des

Ausdru
ks ben

�

otigt wurde.

Man kann dieses Problem in der folgenden Weise umgehen. Wir

s
h

�

atzen das Coulombpotential na
h unten dur
h ein Potential ab, das

bei 0 ni
ht divergiert

V (x) =

1

4�r

(1 � e

��r

) :

wobei � > 0 ein sp

�

ater zu optimerender Parameter ist. Au
h V besitzt

die Positivit

�

atseigens
haft

Z

d

3

xd

3

y�(x)�(y)V (x� y) :

Damit ergibt si
h f

�

ur den We
hselwirkungsterm die Abs
h

�

atzung

H

I

=

X

i<j

e

2

4�jx

i

� x

j

j

�

1

2

X

ij

e

2

V (x

i

� x

j

)�

n

2

e

2

V (0)

� �

n

2

e

2

V (0) +

X

i

Z

d

3

x�




(x)eV (x� x

i

)�

1

2

Z

dx

Z

d

3

y�




(x)�




(y)V (x� y) :

Wir setzen

'(x) =

Z

d

3

y�




(y)V (y � x) ; �(x) = ��'(x) :

Es gilt

�




=

1

�

2

�(�� �

2

)' :

Eliminiert man jetzt �




aus der Abs
h

�

atzung von H

I

, so ergibt si
h

H

I

� �

n

2

e

2

4�

� +

X

i

e'(x

i

)�

1

2

Z

d

3

x

�

'(x)�(x) +

�(x)

2

�

2

�

:

Das Minimumder re
hten Seite als Funktion von � (bei festgehaltenem

' (und damit au
h �) wird angenommen bei

� =

�

8�

R

d

3

x�(x)

2

ne

2

�

1=3

:

Einsetzen ergibt die Abs
h

�

atzung

H

I

�

X

e'(x

i

)�

1

2

Z

d

3

x'(x)�(x)�

�

Z

d

3

x�(x)

2

�

1=3

�

3

2

�

ne

2

8�

�

2=3

:
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In dieser Abs
h

�

atzung ist ' ein geeignet zu w

�

ahlendes Potential. F

�

ur

jede Wahl erh

�

alt man untere S
hranken f

�

ur die Grundzustandsenergie,

wenn man die ersten n Eigenzust

�

ande des Einteil
henoperators

H

'

= H

1

+ e'

bestimmt. Gute Abs
h

�

atzungen erh

�

alt man, wenn man f

�

ur ' das Po-

tential der Elektronendi
hte der Thomas-Fermi-Theorie w

�

ahlt.


