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Vorwort
Sehr geehrter Leser,

das hier vorliegende Skriptum zur Theorie D (Quantenmechanik 2) auf der
Grundlage einer Vorlesung von Professor Hollik befindet sich noch in einem
frithen BETA-Stadium. Es erleichtert einem das Verstandnis der Vorlesung,
da man sich auf den Inhalt einer Vorlesung konzentrieren kann und sich nicht
auf das Abschreiben langer Formeln konzentrieren mufl. Es kann auf gar
keinen Fall eine Vorlesung ersetzen, da sich mit Sicherheit einige Fehler und
unzureichende Erklarungen eingeschlichen haben und viele Erklarungen sehr
unverstandlich sind, die vom jeweiligen Professor sicherlich verstandlicher
dargelegt werden. Hier ist Thre Mithilfe gefragt.

Bitte schreiben Sie mir (ralf@krisal.physik.uni-karlsruhe.de), falls Sie Fehler
finden, oder Anregungen haben, wie sich Erklarungen verbessern lassen. Ich
hoffe, mit Threr Mithilfe schon bald eine neue Auflage dieses Skripts heraus-
bringen zu kénnen.

Ich méchte mich hier vor allem bei Sigrid Rausch bedanken, die zahllose
Fehler in meinem Skript aus dem ALPHA-Stadium verbesserte, bei Regi-
na Hoffmann, die mir zahlreiche Hinweise iiber Fehler und Gestaltung des
Skriptes gab, die zur besseren Lesbarkeit beitrugen, bei Dominik Stockinger,
der viele Anregungen fiir bessere Erklarungen der Sachverhalte gab, und bei
vielen anderen, die zur Fehlerkorrektur beigetragen haben.

Es sei darauf hingewiesen, dafl von mir demnichst auch ein Skriptum
zur Festkorperphysik auf der Grundlage einer Vorlesung von Professor von
Lohneysen herauskommen wird. Ferner gibt es von Gerrit Jahn sehr gute
Skripte zur Physikalischen Chemie, Theorie A (klassische Mechanik) und
Theorie B (klassische Elektrodynamik) und von Wolfgang Voss zur Theorie
C (Quantenmechanik I).

Das Skript wurde ausschliellich auf meinem Linux—Rechner mit EMACS,
AUC-TEXund BTEXproduziert. Die Bilder wurden allesamt mit xfig gemalt

und als pictex—Makros in den Text eingebunden. Dies erméglichte, Formeln

im BTEX-Outfit in die Graphiken einzubinden.

Ralf Miiller
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0.1

1.

Grundstrukturen der Quantenmechanik

Zustande eines physikalischen Systems lassen sich abbilden auf die
Vektoren eines Hilbert—Raumes H. Bezeichnung:

|S‘Q>7 |77Z)>, GH, ,,ket“

Die Grundidee der Quantenmechanik ist, daf} es eine Abbildung A gibt,
die dem Hilbertraum H eine Menge von Zustdnden zuordnet, die das
betrachtete System einnehmen kann. Diese Abbildung ist nicht bijektiv,
sondern es gilt: A(c|v)) = A(|¢)), Ve # 0. Aber es gibt eine bijektive

Abbildung zwischen den Zustdnden und den Einheitsvektoren.

Hilbertraum

e Er ist ein linearer Raum und die Dimension ist im allgemeinen
unendlich.

e Skalarprodukt (¢ |¢) € C, (duale Vektoren: (¢ | (,bra“), Linear-
form: |} () ¥]4) € )
e 7 ist vollstindig in der Norm ||¢|| := /(% |¢)

o 7 ist separabel: d. h. es gibt eine abz&hlbare Basis: ¢ ), |@2)...

. Die Observablen des physikalischen Systems lassen sich abbilden auf

die linearen selbstadjungierten Operatoren auf H.

AV = A (Apld) = (el Ap)

Jeder Observablen entspricht ein hermitischer Operator, aber nicht um-
gekehrt (z.B. das Vektorpotential A).

Mef3werte einer Observablen A sind die Eigenwerte von A .
Alp,)=a,|en), a, : Eigenwerte von A

Satz: Figenwerte sind reell. Eigenvektoren sind orthogonal, wenn a,, #
., und vollstandig (sie bilden eine Basis).

[0) = eulen) = (palv)  falls(on]em) =6

n
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>=Q_lea)ea DY) YY)
Vollstandigkeit: > |, )(¢,| =1

| 0, ) (@ | projiziert auf |, ).

|0, ) (@ |1) ist die Komponente von | ) in Richtung von |¢, ).
Die Menge der Figenwerte ist das Spektrum von A. Man unterscheidet
zwischen einem diskreten Spektrum und einem kontinuierlichen Spek-
trum des Operators A. Ala) = ala) ,a € R (z.B. Q,P) sind nicht
normierbar im eigentlichen Sinne. Aber es gilt: (¢'|a) = é(a — a'). Die
Vollstandigkeit lautet jetzt:

/ dala)a| =1

Spektrum

Beispiel: Ort:)_()|:f;’> =7|7), Impuls:ﬁ|}7> =p|p)

5. Kanonische Vertauschungsregeln: x; , k¥ = 1,2,3 sei der Ortsope-
rator, P, , k= 1,2,3 sei der Impulsoperator. Dann gilt:

[l’k,P]‘] = Zﬁ&k]

Dies entspricht den Poisson-Klammern aus der klassischen Mecha-

6. Zeitentwicklung: Sie wird beschrieben durch:
thd; |v) = H |¢) H: Hamilton—Operator

H erhélt man zunachst aus der klassischen Hamilton—Funktion durch
Ersetzen von den Orten und Impulsen durch die entsprechenden Ope-
ratoren.

—

2

H = 3 + V(&), falls ein Potential V existiert.
m

bei eem-Feldern: H = + e®, B =V x %_1), E = —at%_l)— Vo
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7. Die Wahl der Basis fithrt auf die Darstellung. Wenn |a, ) die Ei-
genvektoren zu A sind, dann nennt man |v¢) = > ¢,|a,) die A-
Darstellung. Fir (a, | Aa,, ) = @,,6,,, schreibt man auch: (a, | Ala,, ).

e Ortsdarstellung: Sei |7) Eigenvektor von :
)= [ (z]v) 19)
——
=y(#t) Wellenfunktion

Die Bewegungsgleichung lautet jetzt:
2

h —
ihoab(F.8) = HO(Z,1), H=—3-A+V(#) ,P=-ihV
m

Dies beschreibt ein Teilchen der Masse m im Potential V. Die
Eigenfunktion zu P ist:

1 ikz 7 P
3 € 7k:_
(27)3 h
o Impulsdarstellung: P |p) =p1p)
)= [ &p (plY) |D)
——

Alle Punkte sind unabhéngig vom “Bild” der Quantenmechanik. Aber 6.
stimmt nur im Schrédingerbild. Im Heisenbergbild gilt: d,]¢) = 0, 44 =
> [A, H] + 0, A.
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1 Quantenmechanische Streutheorie

1.1 Grundbegriffe
1.1.1 Streuexperimente und theoretische Konzepte
Typisch sind :

e Streuung von (festen) Teilchen an festem Target (z.B.Potential)

o Teilchen—Teilchen—Streuung

Wechsel-
wirkung
begrenzt

auslaufende

einlaufende

freie Teilchen freie Teilchen

mikroskopischer
Bereich

Wir betrachten jetzt eine idealisierte Situation: Der einfallende Strahl sei aus
gleichartigen Teilchen (gleiche Energie und Richtung) und wird gestreut an

einem Potential endlicher Reichweite E.
Streuzentrum

Radius R

durchgelassener Strahl

=
dQ) = sinddddy

hk =7
Projektil Masse 1fi

r>» R Q
Detektor im Abstand r
Wenn nun | k| = | ¥| gilt, so sprechen wir von elastischer Strenung. Wenn

dagegen |];| + |]g’| gilt, so sprechen wir von inelastischer Streuung. Man
kann anhand der Streuung also zum Beispiel feststellen, ob man an einem
Target, welches ein zusammengesetztes System ist, gestreut hat (z.B. Atome,
Kerne, Nukleonen, Quarks. . .).

Energie-Impuls—Zusammenhang:

(¢) nicht-relativistisch £ = = — =1



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 9

(1¢) relativistisch £ =+/c?p? 4+ m2c¢t ,p=1h| ];|

Im folgenden betrachten wir nicht-relativistische, elastische Streuung (die
Substrukturen sind vernachlassigt). Fiir die zeitabhéngige Beschreibung be-
nutzen wir ein einlaufendes Wellenpaket:

t— —oo: o(E,t) = /d?’kei’?fe—i?—’“%ko(é)

—

Ay (k) : Peak bei

7=y
Il

Fir das gestreute Wellenpaket gilt: (r = |Z| ,2 = f| )

eikr B, o o
t—oo: (¥ t)= /dSk—e_ZTtAko(k)F(k,:i‘)
Annahme: Das Wellenpaket bleibt scharf.
o, 1) = / PheF A, (F)

. 5 eikr _Z'E_kt )
Y, (F,t) = | &k—e "2 AL(k) F(k,2)
r N —
WW: starke, ¥, p—Abhangigkeit

1 - : : .

~ = Pl d) - /d3keme‘2€b_ktAko(k)
N
::fE0(797(p)

festgelegt durch Anfangszustand 1,
fE, (U, ) ist die Streuamplitude.

Warum hat eigentlich die gestreute Welle die Form einer winkelabhingigen Kugelwelle
elkr

— f(J,¢)7 Es stellt sich also die Frage, ob die Wellenfunktion so aussehen muf, damit
sich dies ergibt. Die Antwort ist: nein, denn z.B. fiir % 62:W

gleiche. Die Bedingung 1 = %% + e;lf(ﬂ, ) ist also nicht ableitbar, sondern ein Ansatz.

f erhilt man asymptotisch das

Eine Randbedingung, an die Gestalt der Wellenfunktion im Unendlichen. Es wéren auch
andere Randbedungungen moglich (trivial ist die Summe aus zwei solchen Streuldsungen)

z.B. auch Bindungszustinde, Drehimpulseigenzustinde, usw.

Ziel der Streutheorie ist es:

e Bestimmung der Streuphase fg(1),¢) aus gegebenem Potential
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e Bestimmung der Eigenschaften der WW aus Kenntnis von fr (¥, ¢) aus

dem Experiment.
Ubliche Behandlung:
o Idealisierung: scharfes E(ﬁ)

. . L ;B E
o Energie-Eigenzsutand: stationir ¢o(Z,t) ~ e 2" Jth, ~e !

e Das Problem ist separierbar — stationire Schrodingergleichung.

Stationidre Behandlung des Streuproblems:

— — _Z'Et hsz = ’LEJ:"
¢0(x7t) = ¢k(x)e " 7Ek = 2— 777Z)k(x) = Ne
m
- 1
Normierungs [ Eeui(2)ou() = S(E— ) = N = o
)2

Die stationdre Schrodingergleichung lautet: Hyyyp = Eiy,.
Fir V(&) # 0:

[_%A + V(f)] P(7) = E(T)

Fiir die Reichweite R eines Potentials gilt: V() ~0 , |Z| > R.

Die Losung fiir grole Werte von r lautet nun:

V(7)) = N + f(9,0)22)

Zur Begriindung: asymptotisch =V = 0:

R L’
H0¢s = _%;ar (rqvbs) + W¢s

r-unabhéngig

! 2 ikr ethr =9
= —%;(@«6 (0, 0) + 55 L J(W, )
N%zo
h2k2 eikr
= 2 |: " f(ﬁ799):|
\,_/—/_/

=k e
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1.1.2 2-Teilchen—Streuproblem

Wenn das Potential nur vom Abstand der beiden Teilchen abhéngt, so kann
man eine Koordmatentransformat10n in Schwerpunkt— und Relatlvkoordl—
naten bzw. —Impulse vonehmen. R = mfidmerd @ o Ty, P =

mi+mz
m1pi+mops mimo

p1+ P, ﬁ—Wa H= i fms M =m; + ma.

Der Hamilton ist jetzt eine Summe aus einem Schwerpunktsterm und ei-
nem Relativterm: H,,, = H, + H,, H, = %, H, = % + V(7), und die
Wellenfunktion ist ein Produkt aus zwei Faktoren: ¢ (a7, 23) = qﬁ(ﬁ);/)(f')
Es folgen daraus zwei Gleichungen. Eine fiir die freie Bewegung des Schwer-

puktes und eine fiir das effektive 1-Teilchen—Problem, das Streuproblem eines

Teilchen der Masse g an einem Potential V(7). Im folgenden wird stets diese
1-Teilchen Streuung behandelt.

H,é(R) = E,¢(R); H,4p(F) = E,(7)

1.1.3 Stromdichte und Wirkungsquerschnitt

Wir betrachten einen 1-Teilchenzustand mit der Wellenfunktion (%, 1), die
normiert sein soll.

Wir definieren die Stromdichte (Wahrscheinlichkeitsstromdichte):
ft) = vy — (Ve = v { g L
J(l'a ) =~ %m - ( ) = m

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ergibt sich zu: p(#,1) = ¢™¢

Es ergibt sich die Kontinuitéatsgleichung (Erhaltung der Wahrscheinlich-
keit):

Vji+0ip=0

d

dt Prp(Z,1) =0, da j{d(}'j — 0, fiirr — oo

Die asymptotische Wellenfunktion ist eine Summe aus der einlaufenden
Wellenfunktion und der gestreuten Wellenfunktion fiir grofle Entfernungen
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(;/)AE) = t;, + ). Die zu diesen Wellenfunktionen gehérenden Stromdich-

ten sind:

—

—

AL
Din = — = const.
m

. e—zkr ezkr

8?{f (0 p)— =V I, ¢)——}

Der Gradient in Kugelkoordmaten lautet: V = €,.0, + ¢+ 1o + €,

——0,

[ TSZ?’L”L9

Nun ergibt sich s zu

_.) N2 —ikr ezkr . . .
Lie{S e e at m+a o)

Dominant fiir grofle r ist also nur der erste Term:

. hk 9, 0) 2 1
‘%:éN2<_>|ﬂ,fH +0<?>
m T T
R (O ROIE 1
js:€T|]in|(72)+0 -3
T T

Damit ist fdé’j_; = [r2dQe, = [dQ] (9, ) |* unabhingig von r.
Der differentielle Wirkungsquerschnitt oder Streuquerschnitt ist defi-
niert als:

do  Zahl der gestreuten Teilchen pro Zeit und Raumwinkel
dQ  Anzahl der einlaufenden Teilchen pro Zeit und Fliche

Er hat die Dimension einer Flache.

do 7,E.r%d9
=T = | f(V,¢)|?

Der totale Wirkungsquerschnitt (auch integrierter Wirkungsquerschnitt)
ist definiert als:

o= fdﬁidgég’w)
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1.2 Optisches Theorem

Der einlaufende Strom ist divergenzfrei (d.h. Vj =0), da fiir jedes Volumen

V gilt:

ov

Da aber fiir den gestreuten Strom j_; gilt: fdé’j_; # 0, wére die Summe der

Integrale § dé’(jm + ;5) # 0. Man muf} also die Interferenz zwischen dem
einlaufenden Strahl (hinter dem Target) und dem gestreutem Strahl beriick-
sichtigen. Es gilt also:

O

Interferenz gibt es auch vor dem Streuzentrum (sie hingt von |f(9, ¢)[* ab),
aber sie ist klein.

Fiir die Wellenfunktion gilt also: ¢ = N(e”;f + f&—), mit k= ke..
eik(r—z) .

Nun lautet der Strom unter Vernachléssigung aller Terme ~ &% und ~

2 tk(r—=z)
.+ 1L e:we{fe : <e:e;>}]

ezkr

r

ek
m

J

Es muf} gelten:

Wir rechnen nun zunéchst ¢ dé’j}m aus und vergleichen es dann mit § dé’js.
Sei ¥ = Winkel zwischen €. und €, und ¢ beliebig klein:

. . eik(r—z)
7( 457 = |7 | R / 2A0fC (e e
'S

2 1
= |j2_7;t | R /dc,o / dcosﬂeikT(l_C()Sﬁ)(cosﬂ + 1) f(9,¢)
o




1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 14

Fiir r — oo geht dies tiber in:

1

|j2_7;t| + R < 272£(0) / dge*rd-2)

1—¢

. 1 .
= — | Jine | 7ATR {f(O)%(l — e“f”)}

e tragt nach Faltung mit AkO(E) nichts bei.
L. 47 =
§ dain, =3O 1

Der Vergleich mit fd(?fs = |j;n | o liefert nun das optische Theorem:

7= 43 {f(0))

Die Analogie zur Optik besteht durch ersetzen von f durch n (Brechungsin-
dex). I{f} < S{n} entspricht der Absorption.

Anmerkungen:

e Bei Streuung besitzt [ stets einen Imaginarteil(S{f(0)} # 0).

e Das optische Theorem gilt auch bei inelastischer Streuung (Streuung
mlt Absorption)' 0 — Otot = O¢last —I_ Oinels O¢ot = %%{fel(o)}

e Das optische Theorem ist nur sinnvoll bei Potentialen mit endlicher
Reichweite. Wenn R = oo, dann ist auch o,; = 0o (z.B. beim Coulomb—
Potential).

Im folgenden wenden wir uns der Bestimmung der f(¢, p) zu. Dabei gibt es
im wesentlichen zwei Methoden.

1. Losen der Schrodingergleichung mit Randbedingungen

2. Umwandlung der Schrédingergleichung in eine dquivalente Integralglei-
chung, die man iterativ 16st (Bornsche Reihe).



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 15

1.3 Streutheorie mit Integralgleichungen
1.3.1 Greensche Funktionen

Sei D ein linearer Differentialoperator. Gesucht ist die Lésung der folgenden
Gleichung, wenn f(Z) eine gegebene Funktion ist.

Dy(E) = [ ()

Die allgemeine Losung lautet:

() = i / P/ GE, ) [(F) (1)

to()
——
homogen

G ist die Losung von:

D,G(2,7) = §(7 — 7

Man nennt G die Greenfunktion des Operators D. (G ist nicht eindeutig
bestimmt, G' = G + H, mit DH = 0 ist ebenfalls Greenfunktion.

(7 ist bestimmt durch:

e den Operator D

e die Wahl der Randbedingungen geméafl der physikalischen Problemstel-
lung.

1.3.2 Integralgleichung fiir Streutheorie

Wir betrachten ein stationdres Problem, elastische Streuung, ein Teilchen oh-
ne Spin, das eine Wechselwirkung erfahrt durch ein Potential V() endlicher
Reichweite.

Die Schrédingergleichung lautet:

2m

[_B_QA + V(f)] P(7) = E(T)

Mit k% = 2%”2E ,E >0 und U(Z) = 2V(Z) wird sie zu:
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Sei nun G(Z,#') die Greenfunktion von D = A+ k%. Dann gilt:
(A + kz)G(:JZ", ) =6(7 -7

Infolgedessen kann man die Schrédingergleichung in eine Integralgleichung
umwandeln, indem man f(#) = U(Z)(Z) aus der Gleichung (1) setzt.

P(X) = ho(X) + [ EX'GE,X)UE ) (X)

o entspricht hierbei der Lésung der freien Schrédingergleichung zu U = 0

Der Vorteil dieser Umwandlung liegt darin, daf sie ein einfaches Naherungs-
verfahren erlaubt. Als Greensche Funktion wird (wie spéter gezeigt werden
wird) gew&hlt:

| (k|22
S
Gy stellt eine auslaufende, G_ eine einlaufende Kugelwelle dar. Da die
Losung eines Streuproblems wohl einer auslaufenden Welle entspricht, wird
G, gewahlt. Die Integralgleichung fiir ein Streuproblem mit einer einlaufen-

den ebenen Welle (%) = ¢ Tautet nun:

Gy(T, 7

@/)(}_()) _ eiE)‘c‘ __m fd3xlwv(}—(»/)¢(}—(»/)

27h? [R-%'|

Dies ist die Lippmann—Schwinger—Gleichung (L.S-Gleichung).

Wenn V(Z) um &’ = 0 lokalisiert ist, dann gilt fiir groBe |7 | =: 7, |2/ | =: 1"

— =
TT
!
| & — & :\/rz—l—r’Q—Q:ff:f;”:r(l——)

Wir vereinfachen nun das Integral in der LS—Gleichung:

otk | 7= | ctkr e—ik%
/ Lo TV @WE) = = / d%’lwwf’);b(f’)
\ri/
~0
otk
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Durch Vergleich mit:

- eikr
P(@) =™+ (0 0)—
ergibt sich f(¥, ) zu:
£V, ) = =527 [ dX'e ™ IV(R)1(X) (2)

1.3.3 Bornsche Niherung

Die Lippmann—Schwinger—Gleichung kann (n&herungsweise) durch Iteration
gelost werden. Die LS-Gleichung lautet:

. ik | =2 |

¢(f) — elkl’ o m de/ €

27 h* |7 — 7|

V(@)(7)
Wir starten bei ¢ (¥) = ¢ Nun gilt fiir ¥y (7):

o (7)

eigf+/d3x/G+(f_f/)U(f/) kT

3(T) = () + /de’/de"G+(f — WU ()G (Z - x_;/)U(f//)eiEf

Und so weiter... Analog geht es fiir (1), ). Wenn wir nun die ¢, in die Glei-
chung (2) einsetzen, so bekommen wir die f; in i—ter Bornschen Naherung.

1. Bornsche Naherung:

fl(ﬂv 99) _ m fd?)xle—i(l}'_k‘/)f/v(f/)

T onR?

f1 1st die Fouriertransformierte des Potentials V.

(27)7).

~ m

fr = V(=) (=5

Anmerkungen:
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e f, (1. Bornsche Naherung) ist reell, d.h. S{f1(0)} = 0. Das optische
Theorem ist verletzt. Es erlangt jedoch durch die héheren Ordnungen
wieder seine Giiltigkeit.

o Jede Ordnung liefert einen Faktor V(&). Daher sind schwache Poten-
tiale (V <« F) geeignete Anwendungsgebiete.

Nun holen wir die Bestimmung der Greenschen Funktion G/, nach:

Wir wollen die Greenfunktion, welche die folgende Gleichung 16st, bestimmen:
(A+ )G(E = ) = 8%(7 - 7) )

Wir kennen die Fouriertransformierte der Deltafunktion:

1 f
8T -7 = T / dqe T

Also machen wir jetzt einen Fourier-Ansatz fiir G

[ #aigene

1
(2r)F

(T —1) =

(3) ist nun dquivalent zu:

/dSq {(—q2 + k)G (q) — ( ! ] M=) =

=0

— G = . !
(2m)2 (k* — ¢*)

Diese Aquivalenz ist allerdings eine “Physikeriquivalenz”, mathematisch ist
das gar nicht definiert, daher benétigt man +e. Die Fourier—Riicktransfor-

mation liefert jetzt G,. Um G integrieren zu kénnen, fithren wir im Nenner
ein ti¢ ein und berechnen lim,_:

G(7— ') = lime_o (2717)3 [ d%q k2—ql2:|:ie =)
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Diese Funktion hat Pole bei |k| = ||, daher kénnen wir das Integral mit
Hilfe des Residuensatzes berechnen. Sei nun |# — #'| =: r und der Winkel
zwischen ¢ und (¥ — ') = 9, so gilt:

o0

ewcosﬁq
d d 19
qq° cos o
> 7 q .
= —— [ dg———¢€'""
drtyr / T2 - q* £ it

Die Pole liegen jetzt bei ¢ = £vk? + ie—fiir Gy : ¢ = £(k + te).

Aus dem Residuensatz folgt nun:

o0

L— , _ . o tkr  —ter
/quQ_qul.e—ZWzRes{f(q—k—l—ze)}—me e , — G

=:f(q)

Analog geht man bei der Bestimmung von G_ vor.

Wir wenden nun die Bornsche Naherung auf die Streuung am Yukawa— und
Coulomb—Potential an:

1. Yukawa—Potential: V(r) = V==, x> 0 Die Reichweiteist R = 1

Es enthélt also als Grenzfall das Coulomb—Potential (x = 0).

1.Bornsche Néherung:
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Jetzt setzen wir: ¢:= ke — ]2’, qZ =: grcosy’ und den Winkel zwischen

(E und &’ als 0
ACHTUNG: nicht ' und ¢ verwechseln! ¢ ist die Winkelabhangigkeit

von f(v) und 9’ ist die Integrationsvariable von df2.

v
q2 =4 k7 - Zkk’(cosﬂ) = 4k? <3in2§>

Jetzt wird (4) zu:

00 1
Ve : ;
() = o drre ™ [ dcos’ e'1mos?
f( h2
0 21

— #(eiqr_e—iqr)

B mVO[ 1 1 ]
T ikq lp—ig  ptig

f(ﬂ) — _2mVO 1 — _2mVO 1
B2 24l K2 4k2sin2g—|—u2

Der Wirkungsquerschnitt lautet:

do
a0

oy = e !
h* <4k25in2§ + ,u2)2

Der totale Wirkungsquerschnitt ist endlich fir g #£ 0.

2. Coulomb—Potential:

do
a0

mQ‘/OZ

41p|tsinty

u=0

Kuriositaten des Coulomb—Potentials:
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¢ 0 = 00 (<= unendliche Reichweite)

e Ein quantenmechanisches Ergebnis entspricht einem klassischen
Ergebnis(fA tritt nicht auf)

o Die 1.Bornsche Naherung liefert bereits das exakte Ergebnis fiir
den Wirkungsquerschnitt. Der Grund ist, daf§ alle hoheren Ord-
nungen in die Phase der Streuamplitude gehen.

e Alle Probleme mit R = oo sind in der Phase von f(¢).

1.3.4 Darstellungsfreie Formulierung

Die stationédre Schrodingergleichung lautet:

(Hot V)| 0) = BIw), Ho= 5 )

Ein freier Zustand | E} erfullt: Hy | E} = F| ]2>, E=1E

2m
Wir kénnen nun die Schrodingergleichung umschreiben:

(B —Ho)|)=VI]y)

Nun dividieren wir formal durch den Operator (£ — H,). Bei der Di-
vision miissen wir bedenken, dafi die freie Losung |k) hinzukommt, da

(E— Ho)| k) =0.

Es gilt: (K — Hy)Gp = 1 analog zur Greenfunktion. GG existiert nicht, wenn
FE ¢ Spektrum(Hy) = R,. Aber es gibt eine Funktion R, mit (symbolisch

Schreibweise):

R(7Z) VZ € C,7Z ¢ Spektrum(H,)

" Z—Hy
R(7) ist tatsachlich ein Operator, da eben Z ¢ Spektrum(Hy). R nennt man
die Resolvente von Hy Wir definieren jetzt:
1

+ . _ : _
GE’Z%QR@%‘E—mim’6>O
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(1 entspricht dem auslaufenden Streuzustand, daher ist dies die natiirli-
che Wahl fiir das Streuproblem. Wir kénnen jetzt also die darstellungsfreie
Lippmann-Schwinger—Gleichung aufstellen:

[0) = k) + sV [9) (6)

Die Ortsdarstellung erhalten wir jetzt durch multiplizieren mit (¥ |:

(T1e) = (F|k) HFIGEV |¢)
(@) d
Y(& ik

Durch Einschieben von |a’)( 2| erhalten wir:

W):e“gf+/de’<f|GE|f’><f'|vw>

~GL(E-F) V(@)

(F VI = [de @ vie @)
S——_——— N—_——
V(f/)é:’)(f/—f//) w(f//)
Die Losung von (6) erhalten wir wieder durch Iteration und ist die Bornsche
Reihe: . . .
) = [B) + GEV k) + GEVGEVE) + ...
= (L+GEV + (GEV)GEV + .. )| k)
Das ist eine geometrische Reihe. Wir erhalten die LSG durch formales Auf-
summieren:

) = e | K)

1

w =: Q" nennt man auch den Mgller—Operator.

Wir kénnen jetzt auch noch den T—Operator einfiihren:

TE = VQ+ — Vl—é;v
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Formal gilt also: Ty = V + TpGEV (Den Nachweis fithrt man durch Ent-
wicklung in eine Reihe. Das fiithrt auf die Bornsche Reihe fiir f(¥, ¢)).

(KT kY =: Tp(K k)

F0.9) ~ Te(KF) | 72
Dies fithrt auf die formale Streutheorie und auf die analytischen Eigenschaf-
ten von f (Dispersions—Relation)
Wichtige Eigenschaften von Tp:
Ty als Funktion von F ist singulér, das heifit existiert nicht, hat Polstelle

oder dhnliches, also die Inverse einer nicht invertierbaren Abbildung bildet,
wenn

1

— + = = —_—

det[E — Hy—V], Ho+V=H

Streuzustinde I > 0, kontinuierlich

pindupeszystande

e I/ > 0: Eigenwert von Hy und H, gemeinsame Nullstellen von Zahler
und Nenner

o £ <0: F = F, <0 aus diskretem Spektrum. F, ist Eigenwert von
H, nicht von Hy = T}, ist singular.

— fp hat Pole bei £, : f. ~ E+& Die Streuamplitude als Funktion von F
hat Pole bei I/ = F,, wobei E, < 0 die Energie der Bindungszustande ist.

ezkr h2k2

r’ 2m

v — fp
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E<0: VE:—k—ilk| =i/ mh|2 |

e—kr

v == fg
Das ist eine exponentiell abfallende, getrennte Welle. Das entspricht einer
gebundenen Welle. = f als Funktion von k hat Pole auf der positiven Ima-

gindren Achse fiir Bindungszustdnde. Die Umkehrung gilt nicht, d.h. nicht
jeder Pol von fg entspricht einem Bindungszustand, z.B. Resonanzen.

U (e |

1.4 Partialwellenzerlegung

Entwicklung der Wellenfunktion nach Eigenfunktionen von [_:2, L,

1.4.1 Sphaérische Lésungen der freien Schrédingergleichung

Wir schreiben zunéchst den Hamilton-Operator um, so dafl er einen Term
hat, der nur nach r ableitet und einen Term, der nur nach 9, ¢ ableitet:

P h?
stationdre SRG:  Hoy(¥) = (&), Hp = 3 = —%A
h:1 o, L
Hop = —%;&«(T@b) + 2mr2¢

[Hy, [72] = [Hy, L.] =0 = H,, [_:2, L, haben gemeinsame Eigenfunktionen.

Daher kénnen wir jetzt die Wellenfunktion zerlegen:

Y= R(T)i/lm(ﬂv 99)
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LY, = KA1+ 1)Y,,, [=0,1,2,...
L.Y,, =mhY,,, m=—-0L-1+1,...,1
Die Radialgleichung fiir die R(r) lautet nun:

I(1+1)

2

]R—o ol oy
— Y — hzv

7

1
;83(7“]%) + [18 -

Wir setzen: kr =: pund R(r) = R(%) =: x(p) und erhalten so die sphérische
Bessel-Differentialgleichung:

2

P

‘ =%
<

> N
O-|O..
o [

> +

=

+ {1 - ‘“*;1)} xX=0 (7)

P

Diese DGL hat zwei linear unabhéngige Losungen:

1. Sphérische Besselfunktionen j;(p):

p—0 pl pl

~ —

I TR ) @i N

2. Sphérische Neumannfunktionen n;(p):

nl(p) - 21_|_1 pl_|_1

Die asymptotischen Losungen fiir grofie p lauten:

)= sin (p=13) i) = eos (5= 13)

Die Randbedingung fiir ein physikalisches System lautet: lir% rR(r) = 0. das

ist der Fall, wenn: R "2 const. Daher sind die Neumannfunktionen keine
Losung des Eigenwertproblems. Der Grund ist, dafl die n; keine Eigenfunk-

coskr ~, 1

tionen von Hy sind. (Beispiel: ng = <27 ~ L fiir r — 0. A() = —476%(0).
Fiir physikalische Probleme kommen also nur die j; in Betracht.
ap)

[=0: jo(p):T—>d—p2—|—u:0:>u:{

stnp
cosp
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stnp cosp
Jo = ’ ng =
p p
1 d\' sinp
=1 glp) = —1lpl<——>

(Beweis durch vollstandige Induktion)

Die normierten Eigenfunktionen von H, lauten jetzt:

¢k1m(§) = %jl(kr)Ylm(&‘P)

Das sind freie sphérische Wellen. Sie sind:

e orthonormiert: [ d®xtbiy,, (D) pim(T) = 81106 mib(k — k')

o vollstindig: Y. [ dkiy,, () pm(Z) = 8°(F — )

l,m 0

-

Wir entwickeln nun e**¥ nach sphérischen Wellen:

eikf = Z clm¢klm(f)7 Clm = /d3x¢21m(f)elk5
l,m

Es sei k = ké.. Daher existiert keine ¢o—Abhéngigkeit:

elk? — gikreosd _ > i1(2l + 1)ji(kr)Py(cos?))

1=0

1.4.2 Streulésungen bei V # 0

Es werden hier zwei verschiedene Zugéange zu diesem Kapitel gegeben. Der
erste ist der, den Prof Hollik in der Vorlesung brachte, der zweite ist ein
Zugang, der auf einen Vorschlag von Dominik Stockinger zuriickgeht.

1. Sei V ein Potential mit endlicher Reichweite. Die SRG lautet:

[Ho + V(2)]1b(T) = E(F)
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Wir beschranken uns auf ein V(Z) = V(r), es muf} gelten: [H, LY =
[H,L.] =0. Nun gilt:

¢k1m(f) = Rkl(r)ylm(ﬁa ‘P)

Es sei F > 0, das entspricht den Streuzustanden (F < 0 entspricht
den Bindungszustanden). Losen der Radialgleichung fiir Ry(r) zusam-
men mit der Randbedingung lir% rR(r) = 0 liefert die Partialwellen

¢k1m(f)i

Wir machen einen Ansatz Ry =

Ukl (7’) :

r

[d_2 n k?] = [U(r) + Z(l: 1)] w U(r) = 2y ()

dr? 2

Die asymptotischen Lésungen sind: % und Cof,]”, (fiir groBe r). Die

allgemeine asmptotische Losung (ohne Nenner) ist eine Linearkombi-
nation mit beliebigen Konstanten ¢, ¢;:

uy(r) = ¢sin(kr — 15 4 §))

Der einzige Unterschied zu den freien Lésungen ist die Phasenverschie-
bung ¢;, welche man die Streuphase nennt.

Wie bestimmt man nun diese ¢;7 Zunéchst 16st man die Radialgleichung
zu gegebenen V(r) mit der Randbedingung u(0) = 0. Dies fithrt auf
eine Losung, die bis auf die Normierung eindeutig ist. Man muf} die
Losung stetig differenzierbar an die asymptotische Losung ~ sin(kr —
% + 6;) anschlieflen.

Wir rechnen nun ein Beispiel: V(r) =0, r > Ry

Sei u; die Losung im Innenraum und u, die Lésung im Auflenraum.
Dann lauten die Anschlufibedingungen:

u;(Ro) = u,(Ro), U;(Ro) = UQ(RO)

Im folgenden seien die ¢; bekannt. Die asymptotische Form der
Streuldsungen lautet:

sin(kr — 15 + 0
¢a = ch ( Lr l) : Z O‘mi/lm(ﬁvg‘o) (8)

l

Py(cos?) bei Kugelsymmetrie
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Andererseits gilt auch fiir die Streuphase:
tkr
e

o o ™ f(0)—

J) = Z by Py(cos?)

Dies ist eine Entwicklung einer beliebigen Funktion nach Legendrepo-
lynomen.

Sm (kr =15+ &)
Z o Py(cos?)

1 2041 PR P
;/)a(r,ﬂ, ¢) ~ ; Z <|:7(—Z)l + bl:| e fr 2]{ 21 ! 'k > PZ(COSﬂ)
l

Die asymptotische Form lautet andererseits nach (8):

l )
Vq "’chsm T Z)Pl(csoﬂ)

cl . T
— _§ l—|—1 zélezkr o Zl 16 2516 zkr] PZ(COSﬂ)

Koeﬂizientenverglelch liefert (nach b, bzw. ¢; aufgelost):

¢ = 212—1@'162617 bl — 2[2—1 GZSZSZ.TL5[

f(v) = ZI:bIPl(cosﬁ) (9)

Vo= 3 B {(—ijletine — ot py
1

Man sieht durch den Vergleich mit der freien Losung den Effekt des Po-
tentials. Es bewirkt eine Phasenverschiebung der auslaufenden 1-Welle.
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2. Nun der zweite Weg. Zunachst wird versucht, plausibel zu machen,
warum der erste Weg nicht so gelungen ist:

o Die Herleitungen sind sehr verschlungen, kompliziert und unsyste-
matisch.

e Wozu wird etwa @, eingefithrt, was vorher und nachher nie
benutzt wird?

o Der Ansatz oy, = R Y, wird sooft gemacht und wieder aufge-
hoben, dafl es nicht zu durchschauen ist.

o Was hat es mit dem Beispiel auf sich? Die Bedingung, die dann
folgt, ist ja allgemeingiiltig.
Das Ziel des Kapitels ist:

e Streuphasen é; einfithren
e mit den ¢; die asymptotische Folrm der ¢ aufschreiben

o daraus die form von f(9) ableiten (siehe 1.4.3)

V' habe unendliche Reichweite und sei kugelsymmetrisch. V' = V(r).
Dann ist [[,L%] = [H,L] = 0. Dann kann man jede Losung der
Schrédingergleichung nach Drehimpulseigenzustanden entwickeln. Die
Drehimpulseigenzustidnde haben die Form:

Ry (r)Yim (9, ¢)

wobei Ry, die Radialgleichung 16st.

(02 + K Yuy = <U(r) G 1)> "

7

Sie wird einfach mit dem Ansatz:
Ukl

Rkl =
r

Diese Gleichung hat asymptotisch die beiden Losungen sin kr und
cos kr. Aber insgesamt hat sie wegen der Randbedingung lir% u(r) =0

nur eine eindeutige Losung (bis aufVerfielfachung). Diese eine Losung
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ug(r) muB als asmptotischen Verlauf eine Linearkombination von sin kr
und cos kr besitzen, also:

up(r) ~ ¢ sin(kr — l% +4;)

mit eindeutigem 9.

Diese eindeutig durch U(r) und die Randbedingung bestimmte 6, heifit
Streuphase.

Um die Streuphase zu bestimmen, mufl man prinzipiell die Schrodin-
gergleichung exakt 16sen. Dies lduft darauf hinaus, eine exakte Losung
u;(r) im Innenbereich zu finden und daran die AuBenlosung u,(r) =
asin(kr — (5 4 &) stetig differenzierbar anzuschliefen. Also folgende
Gleichungen zu l6sen:

Im folgenden seien die ¢; bekannt. Ganz allgemein ergibt sich also fiir
eine beliebige Losung der Schrodingergleichung folgende asymptotische

Form: )
Up\Tr
77Z) = z]: &) kr Z Oém}/lm

————’
Pj(cos )

in(kr —I1Z+6
~ qum( " kr2 T I)Pl(cosﬂ) (10)

l

Zum einen fordert man aber von “Streulésungen” die ganz bestimmte

asymptotische Form:
ikr

Y N () (11)

Beide Gleichungen (10),(11) miissen also gelten. Da (10) fiir jede
Losung der Schrodingergleichung gilt und (11) nicht, ergeben sich dar-
aus Bedingungen fiir ¢;, b;, 0;:

f(¥) 1aBt sich nach Legendre—Polynomen entwickeln:

F@) =" b P(cos)
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Damit wird (10) und (11) auf die entsprechende Form gebracht: wenn

man in (10) sinz = % (e”’ — e‘”’) setzt wird (10) zu

o [ azrani€ _ gzesyie”"
(10)</:>77Z)§Zﬂ6 2 — — €2 . Pl

"
. 21+1 ) e*r 2041 241 € etk P
(1) = ¢ = Z ok T o 2k e :
Dies ist die gleiche asymptotische Entwicklung. Also gilt:
ieugz’e—ml - 20+ 1@-21—1
2k 2k
und: o4 1
G azi s _
ok T T T
= o= (20 + 1)
20+ 1 20+ 1 i

b, = 57k (ez“sl — 1) ¢ sin ¢,

Daraus folgt also insbesondere:

f(lg) = Z b1P1 = Z 21T+1ei51 sin 51P1

Und daraus der asymtotische Ausdruck fiir .

1.4.3 Streuamplitude, Wirkungsquerschnitt

Fiir die Streuamplitude gilt, wenn man in (9) b, einsetzt:

1 o0
f() =7 Z (2l +1) e’ sind Py(cost))
=0

Fiir den differentiellen und den totalen Wirkungsquerschnitt gilt nun:

2
do o
g =1/ = —2(21+1)(21’+1) =) 406,80 PPy

LU
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1

o= /dﬂ|f(19)| = Z...-Qr/del(x)Pl/(x)

LI e

_ 2
=by 2041

c=9%> 20+ 1)sin*6 =Y o
(=0

(=0

Jede Partialwelle liefert einen Beitrag o;.

e Ergebnisse sind einfach, wenn 6, bekannt sind.

e Die Hauptarbeit besteht darin, die Radialgleichung zu 16sen und so die
6; zu bestimmen.

e Dieses Verfahren ist dann niitzlich, falls nur wenige [ signifikant beitra-
gen (bei niedrigen Energien).

Wir fithren nun eine Abschétzung fiir die [ durch (halb—klassisch).

by
N

Bei einem kugelsymmetrischen Potential endlicher Reichweite (V(r) =
0, r > Ry) kann der Drehimpuls des einlaufenden Teilchens maximal 7k R,
sein.

Zmaac(lmax —I_ 1) S hkRO

Dies ist ganz grob der Fall, wenn [,,,, < kR,.
Relevante [-Beitrége gibt es also nur bei kleinen Energien oder bei kleinen
Reichweiten. Bei sehr kleinen Energieen tragt nur die [ = 0 (s—Welle) bei

(eventuell auch die [ = 1 (p—Welle)). Im folgenden sei nur die s— und p—Welle
relevant:

[e"%0sinby + 3€ costl]sind,

o] =

f0) =
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=|f]*= [Sm S0 + 6sindysind cost) + 9sin’écos V]

Dies ist ein Polynom in 00319. Messungen liefern die 64, 6;. (3{f(0)} > 0) —
f(V) als komplexe GroBe. Bei verschiedenen k erhalt man é,(k), f(v, k).

Anmerkungen und Ergidnzungen:

1. Optisches Theorem (bei elastischer Streuung): (F(1) = 1)

1 & 9 k 4rx o
S{f(0) E; (21 + 1)sin“é; = i FZ:(ZZ—I— 1)sin?é,

= o= Ta((0)

2. Streuung mit Absorption: Zunichst fiir elastische Streuung:
™ 5 |2
o= M§1m+m\—zl\

Wir fithren jetzt das Streumatrixelement ein:
SiI(E) = i
Die Verallgemeinerung auf Streuung mit Absorption lautet:
SIE) = e, 0 <y <1

n; = 1 entspricht der elastischen Streuung, 1, < 1 entspricht einer
Dampfung. Absorption bedeutet, dafl Teilchen aus der elastisch ge-
treuten Gesamtheit in andere Kanéle verschwinden.

Der elastische Wirkungsquerschnitt und die Streuamplitude lauten:

Col = 1= Y214+ 1)1 - mezi‘s1 |2
1

f(9) = L30(21+ 1)221=1P (cos )
1
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/dﬂ| f() | =04 =... (obiges Ergebnis)
Das Optische Theorem gilt auch fiir inelastische Streuung

Ar 27
O = T S{F0)} = 73 Y (21 +1) (1~ mcos2éy)

! 1 erier}

Der inelastische Wirkungsgrad lautet nun:

Oinelast — Otot — OTelast — klz 2(21 + 1)(1 - 7712) >0
1

Betrachten wir nun die Extremfalle:

o =1 Oueast =0, Opp = Tpps rein elastische Streuung.

L
o =00<L): Cipetast = 72 22l +1) = 0oyse  ein total abso-
]

bierendes “Potential”. Allerdings ist im Gegensatz zur klassischen
Physik, bei der bei Totalabsorption keine elastische Streuung auf-
tritt (o0t = 0), Oror = 20105t

In der Quantenmechanik gibt es immer elastische Streu-
ung. Das optische Analogon ist die Beugung an einer schwarzen

Scheibe.
3. Praktische Bestimmung der é;: (7, = 1) durch Losen der Radial-
gleichung:
d*u , l(l+1) 2mV (r)
ﬁ—l—[k_ 2 ]u— ﬁ2 U—O, V(T)—O,T>R

Wir gehen in 3 Schritten vor:

(a) Losung im Bereich r < R mit Randbedingung «(0) = 0. Die
Losung ist bis auf die Normierung eindeutig: u;(r). Man erh&lt
sie im allgemeinen numerisch.
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(b) Losung fiir r > R:
u,(r) = AF(r) — BG(r)

Fy(r) = krj;(kr); (Besselfunktionen)
Gy(r) = krny(kr); (Neumannfunktionen)

Fiir grofie r ist u,(r) (Normierung irrelevant):

U (r) ~ Asin(kr — l%) — Beos(kr — l%)

Sy

. T .
= Csin(kr — 15 +6;), mittand, = -

(c) Festlegung von £ durch AnschluBbedingung bei r = R
UZ(R) == ua(R) == AF[(R) - BG[(R)

ui(R) = uy(R) = AFi(R) — BGY(R)

Dividieren dieser beiden Gleichungen bringt uns auf die Beding-
ung fiir tané;:

w'(R) _ F/(R) - 3Gi(R)

L(R = = =
&8 = 0w T Rr) - BGR)
=logu(r) |
_ —F{(R)-LF|(R)
tand, = grm-ram
aWaWa\ el .

'
~.___t=freie Losung

V=0r>R

4. Streuung bei niedrigen Energien:

k—0, kR—0, F.,F~E" GG~k
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L ist fiir & — 0 (also kleine Energie) unabhéngig von k. Die Losungen
u;(r) sind also durch V bestimmt. Wenn «a; k—unabhéngige Konstanten
sind, gilt:

tané; = a k!

Bei kleinen k ist die s—Welle dominant. Fiir [ = 0 gilt:

tanédy = agk

Mit aq als Streulénge. Fiir die Streuamplitude und den Wirkungs-

querschnitt gilt:
L sy %o
fO = Ee 3m50 = m

a4+ ajk? h—0
(1 + a?k?)?
fo hat einen Pol bei kg = —%. Wenn ay < 0, dann ist der Pol auf der

positiven imagindren Achse. Falls ein Bindungszustand existiert, gilt
fiir die Bindungsenergie:

2
oc=0g=47 drag

Rk RE R
— -

2m 2m _Zmao

by = (s—Zustand)

Warnung: hingt von der Qualitét der Naherung tandy = agk ab. Diese
ist gut, falls Fg nahe bei 0 ist (grofle Sreulange).

Die geometrische Bedeutung von ag:

r < R: uy=sin(kr+ég) ~ sink(r+ag) ~ k(r+ag) Tangente im Punkt R
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u(r)
Vo
wwwwwwwwwwwwwwwwwww E —
r
R
E
r ag >0 sink'r\k' ~/Vy — F ~
k¢in Bindungszustand T
-7 !
P !
P I
VO —ag - - ¥r
= i
R u(r) schwach anziehendar Zustand R
r
\\
Bindungszustand S ap < 0
N
\\
N
[N
i AN
L r
VO R —ap

5. Resonanzen:

Fall: ein é; bei F' = Ey: ¢ = 5 in der Umgebung von I, :  tané; =
Iy

2 —
=5, L1=const.

2041
k

fi(0) = el sind,

tand; g

1—itan(5l - By—E—i

Py(cos?)

|

Pol bei Fy = F — z% Wenn die I-Welle dominant ist, gilt:
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U(r

Bindungszustand

4 I
Uzo—l:ﬁ(Ql—l_l) 4 T2
(Fo — E)* +

2
2mbg

o o 2 i = 22
Ul(EO)? UI(EO + %) — U?ﬂ%‘

(Mechanik: Resonanz bei Schwingungen)

Umax -
o 0(Ly) =73, fi(Ep) ist rein imaginér.
o 6(Fy) = Opaw = %(2[ +1)
e Pol von f; bei £ = K, — z%
Zeitverhalten von Resonanzen:
ikr ikr I
» e -t 204+ 1
= e* 1 fr+ 2 Py(cos?)
%f:l r EO — E — Z% k
resonant,=:,cs(E,9)

nicht resonant

Ein Wellenpaket:
B
/dEA(E)¢T65(E, P)e ' w!

Resonanz

/

|
Ey—AE Ey Eqg+ AE
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Wenn Fy < AE < I’y (hinreichend klein).

Eo+AE

o it 2 4 1 eikor  gikor o it -
Eo— E—ilJ2 ke r  kor —EO—E—Z'%( +1)
Fo—AE “%o

= (o, T)o(t)
Fiir ¢ > 0 gilt:

oy~ JE T

stat. Zustand Dampfung

h
K |2 — Lebensdauer 7 = F_l — 7, =h

Eine Resonanz ist ein temporédrer bindungsartiger Zustand mit endli-
cher Lebensdauer.

1.5 Zusammenfassung der Streutheorie

Wir wollen nochmal zusammenfassen, wie wir in der Streutheorie vorgegan-
gen sind:

e Zunéchst haben wir das zeitabhéngige Problem in ein stationédres Pro-
. E
blem umgewandelt durch Abseparieren von e™"#",

—iF

e Dann beschrinkten wir uns auf die asymptotische Losung ¢ ~ e** +

F)=-
do

o Der Wirkungsquerschnitt lautet: 42 = | f|?

o Zur Berechnung gab es zwei Moglichkeiten:

1. Losen der Lippmann—Schwinger—Gleichung durch Born-Iteration.
Die 1. bornsche Naherung entspricht der Fouriertransformation

des Potentials f ~ V.
2. Durch Partialwellenzerlegung: f = > b, P(cos?), b(FE)
]
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2 Symmetrien in der Quantenmechanik

In der klassischen Mechanik lieferte eine (kontinuierliche) Symmetrie eine Er-
haltungsgroBe (Integral der Bewegung). Je hoher die Symmetrie war, desto
einfacher wurde die Lésung der Bewegungsgleichung. In der Quantenmecha-
nik liefert eine Symmetrie zum einen ebenfalls eine Erhaltungsgrofle, aber
zum andern auch Aussagen iiber die Eigenwertrdume von Observablen. Da-
bei geht man in zwei Richtungen vor:

1. Wenn H bekannt und gegeben ist, erhélt man {iber die Symmetrie die
physikalischen Eigenschaften. Die Symmetrie stellt eine Vereinfachung
des Problems dar.

2. Andererseits kann man, wenn man empirische Eigenschaften eines Sy-
stems kennt, die eine bestimmte Symmetrie zeigen, einen Ansatz fiir
den Hamilton—Operator bekommen. Die Dynamik wird so (teilweise)
erschliefbar.

2.1 Transformationen von Observablen und Zustinden

(auf H)

Einer Observablen entspricht ein MeBapparat, einem Zustand ein Praparier-
apparat. Unter der Transformation 7 transformiert sich eine Observable:

A — T(A) = A'. Ein Zustand transformiert sich: [¢) — T |¢) = |¢').

Fine Messung von A im Zustand |t ) und eine Messung von A’ im Zustand
| ") beinhalten dieselben physikalischen Aussagen.

Bedingung:
e Das Spektrum von A muf gleich dem Spektrum von A’ sein.
o Fiir die Erwartungswerte muf gelten: (' | A"|¢") = (| A|¢)
e Fiir die Wahrscheinlichkeiten muf gelten: |[( | )* = [(¢' | ¢’ )]?

Diese Bedingungen sind erfiillt, wenn 7 durch einen unitdren Operator U
dargestellt wird. Unitér bedeutet:

uut =utu =1 ut =u
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Damit werden die Transformationen zu:

) —Ulp) A —UAUT ()] — (g |uf

Der Beweis, daf die Bedingungen erfiillt sind, ist einfach:

=1
~ =

(O 10) = (| UTU )

(WA ) = (el Uy AdTY )

Spektrum (UAU") = Spektrum (A)

Anmerkung: Die Bedingungen werden auch durch anti—unitére Operatoren
erfiillt. (Sie treten bei Zeitumkehr auf.)

~

U ,Z;{TZ;{ = L?Z;{J[ =1, anti-linear
Ula| )+ B10)) = U )+ 5U| )
Schauen wir uns nun an, wie sich die Eigenvektoren von A transformieren:

Aley) =ay|ey) = Uy ) = |o))

| ¢\ ) ist Eigenvektor von A" zum gleichen Eigenwert a,.

Al =UAUTH O\ ) =U Aloy) = all |or) = ay|#))
———

Die Vertauschungsrelationen gehen iiber in:
[A,B]=C — [A",B] ="

(Ausnahme bei anti-unitéren Operatoren: if :  [A’, B'] = —(").
Von vorrangigem physikalischen Interesse ist entweder die Transformation

von Observablen oder von Zustanden. Betrachten wir die Zustandstransfor-
mation:

[v) — [¥) =Ul)
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(P A") = (LU AU ) = (v ] Al4)

b
[¥) — &) i A—UTAU = |d) —U|P) 1 A— A
Wie lauten die Gruppeneigenschaften von Transformationen?
e Eine Verkniipfung 7, 07, entspricht einer Hintereinanderausfithrung.
e Verkniipfungen sind assioziativ: 7y 0 (7,073) = (71 07;) 073
e Die Identitat 7 bewirkt nichts.

¢ Es existiert eine inverse Transformation mit: 7 -7 ' = 7.

Daher bilden die Transtformationen eine Gruppe. Wie wirken nun die Ope-
ratoren auf H?

o U(T, 0 Ty) = UTU(T,)
o U(ZT)=1
o UT H=UT)!

2.2 Symmetrien

Falls fir A gilt:
AT = A=U(T) " AU(T)

so heiit A invariant (oder symmetrisch) unter 7. Wenn nun 7 eine Sym-
metrietransformation ist, 7 € Gruppe ist, so heifit diese Gruppe Symmetrie-
gruppe (von A).

A symmetrisch unter 7 < [A,U(T)] =0

1. Diskrete Symmetrien:

Diskrete Symmetrien kénnen durch eine endliche Anzahl von 7y,...,7,
bewirkt werden. Es existieren also endliche Transformationsmatrizen

U(Ty), ..., U(T,)

Beispiele:
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e Spiegelungen (i — —7)

Wir definieren den Paritdtsoperator P :

¢(f’t) - P#’(*ﬂﬂ = ¢(_fvt)

Die Eigenschaften sind: P* = 1 <= P = P~'. Unabhéngig davon
gilt: P = P, P st eine Observable mit den Eigenwerten £1. Es
gibt zwei Figenfunktionen von P:

(a) Py (2,1) = 4o (2,1) = Py (—7,1) symmetrische Wel-

lenfunktion.

(b) Py_(Z,t) = —op_(Z,t) = Y_(=72,1) anti-symmetrische
Wellenfunktion.

A ist genau dann symmetrisch unter P, wenn gilt: [A, P] = 0.

Dann haben A und P gemeinsame Eigenzustande, daher sind
die Eigenfunktionen von A entweder symmetrisch oder anti—
symmetrisch.

Beispiel: Harmonischer Oszillator: A = H

2
1
H = 2p—m + §mw2:1;2
Die Eigenfunktionen von H sind also entweder symmetrisch oder

anti-symmetrisch.

¢ Permutationen bei Mehrteichensystemen

Wir betrachten das Verhalten eines 2-Teilchen—Systems mit der
Wellenfunktion (27, @3) unter Teilchenaustausch (Permutation).
Sei II der Permutationsoperator:

ep (27, 25) = o (ay, 27) =1, = HJ[, Eigenwerte £ 1

Zum Eigenwert +1 gehort die symmetrische Wellenfunktion ,,
zum Eigenwert —1 gehort die anti-symmetrische Wellenfunktion
V-

Fiir identische (nicht unterscheidbare) Teilchen gilt das Pauli—
Prinzip, welches besagt: Fiir einen Operator A’ = A mit [A, 1] =
0 gilt:
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Die Eigenfunktionen von A sind:

{ symmetrisch, fiir Teilchen mit Spin =0,1,2, ...

anti-symmetrisch, fiir Teilchen mit Spin = 1,2...
Bei grofleren Teilchenzahlen bewirkt die Permutation:
Wopth(Z1y ey @y ooy Tyyee oy @) = (1, ooy Ty ey Ty e e, T)

Wenn die Symmetrie in allen Paaren gleich ist, spricht man von
totaler (Anti-) Symmetrie.

2. Kontinuierliche Symmetrien:

Kontinuierliche Symmetrien sind zum Beispiel Translationen, Drehun-
gen, Zeitverschiebungen und die inneren Symmetrien: Eichtransforma-
tionen, Symmetriegruppen fiir Elementarteilchen und SUSY (SUper-
SYmmetrien).

Wir betrachten jetzt Symmetrien, bei denen man die Transformation
als unitare Matrix darstellen kann (z.B. Translationen oder Drehun-

gen):

T(agy .. 0,) — Ulay, ... o)
Wir betrachten nun infinitesimale Transformationen (day, ..., d0a,), so
daB wir (6aq)?, ..., (8a,)? vernachldssigen konnen. Wir stellen nun ¢/
dar:

U(bay, ..., 00,) =1+ Ty bay + ... +iT,6a, + o((6c;)?)
——

_au
 day

Die T} nennen wir die Erzeugenden. Sie sind hermitisch (7}, = T,j)
Wenn A symmetrisch unter der Transformation U(day,...,dq,) ist,
gilt:

[A1+) 6a;Tj]=0 = [AT]=0, k=1,...,n

J

Nun betrachten wir vier Beispiele:
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(a) Raumliche Translation: U (z) = (z — a)

=)= )+ 3 S )
::§;<ijl(%)ngzé%2i¢cw:=§5§i¢¢w
U=e "

Wenn « infinitesimal ist, so gilt: & =1 —¢22P.

P ist Erzeugende der Ortstranslation.

U_IXU;X—ai

(1+ %&LP)X(l - %&lp) =X+ %5@(13)( _XP)L: X —éa

(X, P] = —ih

Aus dieser Vertauschungsrelation folgt: P erzeugt Translation.

Dies ermoéglicht einem einen umgekehrten Zugang zur Quantenme-
chanik. Man definiert den Impuls als den Erzeugenden von Trans-
lationen und erhélt die kanonischen Vertauschungsrelationen. Die
Verallgemeinerung auf drei Dimensionen lautet:

"
ar

e

U(d) =e”

(b) Zeittranslation: Die SRG lautet: ih<4 |4(t)) = H |(1)).
0014 60)) = [0(0)) + 5L (1)) =

(1~ +otH) [ (1))
S—_———’

=U(5t)
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H ist Erzeugende der Zeittranslation

Postulat: Die Zeitentwicklung eines Systems lafit sich
durch einen kontinuierlichen unitiaren Operator mit H als
Erzeugende beschreiben — SRG

(c) Drehungen: fiir feste Achse (z—Achse)

W(p) — UP(p) =Y —7)

=2 % [0,(—7)]" () = e () = TR ()

n=0

Uy) = e i

Infinitesimale Drehungen werden mit U(y) = 1 — £6vL, darge-
stellt. Beliebige Drehungen werden durch drei aufeinander folgen-
de Drehungen mit den Euler—Winkeln zusammengesetzt.

R(a, 8,7) = Re(@) Ry (B)R.(7)

Ula,B,7)=1— %(50@ +8BL, + 6vL.)

0 -1 0 0 0 1 0 -1 0
—|t+al1 0 0]+p| 0 o0 vyl 1 0 0
0 0 0 10 0 0 0 0

— 1 4 8R]5

vy = vy — (o +7)vy + Bos
05 = v+ (a + 7)oy
vy = vz — vy

=
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Dies gilt nur infinitesimal! Fiir den Drehimpuls gilt:

['=U"(a,8,7) U (a, B,7) = (14 §R)L

L; =L +(a+7)L,

[ hat das gleiche Transformationsverhalten wie das eines Vektors.
[L;, L;] = 1€, Ly
L ist Erzeugende von Drehungen.

(d) Innere Symmetrien:
Dies sind zusétzliche nicht Raum-Zeit—Symmertrien (z.B. Iso-
spin). Beziiglich der starken Wechselwirkung sind die Drehungen

im 2—dimensionalen durch |p), |n) (Proton und Neutron) aufge-
spannten Isospin—Raum Symmetrie-Transformationen.

_ _ _ . .
¢T270%T372P ¢T3 = R(a, B,7), oy : Pauli-Matrizen.

7 J1,2,3
R=1- 50350z- ... ; Erzeugende: 5 = [H,o;] =0

2.3 Erhaltungsgrofien
Die zeitliche Entwicklung eines Zustandes 1 (t) ist durch die SRG gegeben:

thd [¢(t)) = H (1))
Fir die Erwartungwerte von Observablen A im Zuzstand (t) gilt nach Eh-
renfest:
d 1
< A>= ()| AlY(t)) b < A>= = < (A, H] >+ < 0,A >
Wir definieren jetzt eine ErhaltungsgréBe: Falls £ < A >=0,V|¢(¢)), dann
nennen wir A Erhaltungsgréfle. Falls 9,4 = 0, gilt:

d A—1 A H
7 < >_ﬁ<[’ | >

d
[A,H] =0 «— £<A>:O
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1. Systeme mit diskreter Symmetrie: S = P/ 11,..., [H,5] =0, S= st
2. Systeme mit kontinuierlicher Symmetrie: U(ay, ..., o, ) erzeugt durch
T, [H,U] =0 — [H,T;] =0V, d.h. T; sind Erhaltungsgrofien.
Spezialfille:

e O,H=0, [H H =0 = H ist erhalten. H = 2]3—; + V(z) = die

Energie ist erhalten.
e [H,P,]=0 = P, sind erhalten = Impulserhaltung.
o [H,[.]=0 = L, ist erhalten = Drehimpulserhaltung.
e [H P]=0
o [H1I]=0
Zeitentwicklung eines Zustandes | () ): Sei t, = const Die Zeitent-

wicklung eines Zustandes bekommt man durch Anwenden des Zeitentwick-
lungsoperators U(t,to) auf diesen Zustand:

[9(1)) = Ul to) |(to) )
Aus der SRG folgt:
HU ) = ih0U(E, 1) [ (to) ) = HUL 1) [ 0(t0) ), Ult, 1) = 1

Integrieren dieser Gleichung liefert:

Ut ty) =1+ %/dt’H(t’)U(t’, lo) (1)

to

H ist symmetrisch unter einer Gruppe von Transformationen 7, beschrie-
ben durch unitire Operatoren U(7) im quantenmechanischen Zustandsraum
([H,U(T)] = 0). Wir multiplizieren nun Gleichung (1) von links mit /=!(7)
und von rechts mit U(7):

t

U (TUL)U(T) =1+ %/dt’H(t’)U‘l(T)U(t’,tO)U(T)

Z/{(t,to) tO Z/{(t/,to)
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Der rechte Teil ist nach Gleichung (1) = U(t,t,). Also gilt: U(t,ty) = U(t, 1)
und damit [U(t, 1), U(T)] =0, V7T € G (Gruppe). Was sind nun die Kon-

sequenezen?
1. Bei diskreten Symmetriend = S € (P, Pi), mit S = st ([U(t, o), S] =
0) hermitische Observable gilt:

Ist [1(tp)) ein Eigenzustand von S mit Eigenwert s, so bleibt | (t))
auch Figenzustand zu s. Denn:

S1i(te) ) = s[(to))
Ut o) S Y (te) ) = sU(t, 1) [P (to) )

=SU(t,t0) |¢(t)>
= Slp(t)) =slo(t))
2. Bei kontinuierlichen Symmetrien mit den Erzeugenden T',...7T,,, T; =

Tj (, die hermitische Observablen sind) gilt:

U(T)=U(ay,...,a,) und nach Vorraussetzung: [H,U(ay, ..., a,)] =0
= [U(t,to), U(ay,...,0,)] =0

Da die a; unabhingig sind gilt fiir infinitesimale «:
[U(t, 1), T:] =0, Yi=1,...,n

Daraus folgt nun ebenfalls (Schlufiweise analog zu (1.)), daB | (¢))
ein Eigenzustand von T; bleibt, falls | (ty)) ein Eigenzustand von T;
war. Im allgemeinen ist [T;,7T}] # 0. Es gibt einen maximalen Satz
von kommutierenden Ty : Ty,...,7T,, ,m < n. Ist nun |¢(ty)) ein
simultaner Eigenvektor |7,...,7, ), so ist es |¢(t)) auch. 7y,..., 7,
sind erhaltene Quantenzahlen.

Beispiele:

(a) Translationsinvarianz: [H,P;] =0, ¢ = 1,2,3. p = (p1,p2,p3)
sind erhaltene Quantenzahlen, da [P;, P,] = 0.

(b) Drehinvarianz: [H, L;] =0, [L;, L] # 0, daher ist maximal eine
Komponente des Drehimpulses erhalten (wéhle L.). m ist eine
erhaltene Quantenzahl. Zusétzlich gilt noch: [H, L?] = [L?,L,] =
0, daher ist 1 eine erhaltene Quantenzahl. Die Eigenvektoren lauten
also: [1,m).
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2.4 Darstellungen und Eigenwertproblem
2.4.1 Gruppendarstellungen

Gegeben sei eine Gruppe G, Elemente g € (¢ und eine Verkniipfung ¢, o gs.
Wir definieren:

Eine Darstellung der Gruppe (' ist eine Abbildung, die der Gruppe eine
Menge von Matrizen (I' : G — {n x n—Matrizen}), einem Element der
Gruppe eine Matrix zuordnet (nur quadratische Matrizen haben eine Deter-
minante und kénnen eine Gruppe bilden).

g€ G — D(g) (nxn Matrix),det(D) #0,

so dafB gilt: ¢, 0 g — D(g1) - D(gy) im Sinne der Matrizenmultiplikation,
wobei n = dim(I') die Dimension der Darstellung ist.

o Identitdt wird als 1 = D(I) dargestellt.
e Die Inverse stellt g7! als D™'(g) dar.

e Die n x n-Matrizen entsprechen linearen Transformationen auf den n—
dimensionalen Raum bei vorgegebenen Basisvektoren dar. Dies ist der
Darstellungsraum.

o [' ist genau dann eine unitare Darstellung, wenn D(g) fiir alle ¢ € G
unitdre Matrizen sind.

o [ ist die zu I' konjugierte Darstellung, fiir die gilt: D(g) von T :

D(g) = D*(g)-
Zwei Darstellungen I', T” heiflen aquivalent, wenn gilt:
— dim(T") = dim(T")
— es gibt eine Matrix S, mit D'(¢g) = SD(¢)S™', Vge &

Die Matrix S bewirkt einen Basiswechsel im Darstellungsraum.

Beispiel: R&umliche Drehungen R(«, 3,7):

Dastellung: i’ = R¥, R™'=R", det(R)=1

R — R st eine 3 x3-Matrix. Die Darstellung ist 3—dimensional. Die Matrizen
bilden eine Drehgruppe (rdumlich), welche isomorph zu SO(3) ist.
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Zusammenhang mit der Quantenmechanik:
Sei A eine Observable, (¢ eine Symmetriegruppe mit ¢ € GG und U(g) auf H,
mit [A,U(g)]=0 Vgedq.

Alay)y=ay|ay), r=1,...,n,

Das heifit: |a?) ist ein Eigenvektor zum Eigenwert a,. Wenn ny > 1, dann
ist a) ein n—fach entarteter Figenwert. Der Eigenraum zu a, wird durch die
| a’y ) aufgespannt. Die |a’ ) konnen senkrecht gewahlt werden.

Da nun [A,U(g)] = 0, ist auch U(g) | a’ ) Eigenvektor zu a,, denn:
AlU(g), [ax)] =U(g) Alay) = ax[U(g), [a})]
——

T
a>\>
)

— Ulg)lai) =) Dlg)y la5)
= ny X ny—Matrix

=ay

Auf jedem Figenraum von A 148t sich eine Darstellung der Symmetriegruppe
(i definieren. D(g) ist gerade die Abbildungsmatrix der Abbildung U(g),

eingeschrankt auf den Eigenraum.

Die Eigenrdume von A = Darstellungen von ¢

Reduzible Darstellungen:

Wann ist D reduzibel? Wenn die Matrizen D(g), ¢ € (G gemeinsame inva-
riante Unterrdume besitzen, die den ganzen Darstellungsraum aufspannen.

Gegeben seien I'; : ¢ — D;(g), ¢=1,2... — neue Darstellung:

Dl(g)

Ds(g)

Schreibweise: I' =Ty @ Ty ®. .., D(g) = Di(g9)® Dy(g) @ ..., dim = > diml;.

Nach einem Basiswechsel mit D(g) — SD(g)S™" ist D nicht mehr von der
Form (2).
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Wichtig ist meistens die umgekehrte Frage: Gibt es zu einer gegebenen Dar-
stellung D(g) Vg, eine Matrix S, so dal SD(g)S™ Vg von der Form (2)
ist? Die Antwort ist: Im allgemeinen nicht. Falls eine solche Matrix existiert,
nennt man die Darstellung reduzibel. Man erhilt durch eine Basistransfor-
mation die Form (2), welche invariante Teilraume beinhaltet. Existiert keine
solche Matrix, so heifit die Darstellung irreduzibel. Man erhilt durch Aus-
reduktion (also geeignete Basiswahl) aus einer reduziblen Darstellung lauter
irreduzible.

Wenn man die irreduzible Darstellung kennt, kann man sich andere Darstel-
lungen konstruieren, indem man direkte Summen und Aquivalenztransfor-
mationen durchfiihrt.

Produktdarstellung:

Wenn wir zwei Darstellungen gegeben haben mit: I'; g —
D;(g), dimI'; =n;, @ = 1,2, dann definieren wir die Produktdarstel-
lung mit Hilfe des Kronecker—Produktes (Dieses Produkt heifit auch oft
Tensorprodukt. Es ist zu unterscheiden vom karthesischen Produkt):

I''xTy: g — D(g) = Di(9) @ Dy(g) auch Di(g) x Dy(g)

D(g)yrrss = D1(9)er - D3(9)ssr, 17 ' =1,...m 8,8 =1,....m

Dy @ Dy kénnen als (nyny) X (nynq)-Matrix geschrieben werden, durch “Ein-
setzen” der zweiten Matrix in die erste:

11 Q1 - 511 512 a1 Dy a13D;

Dy=1| an - @Dy = by - = | anD;

) eine Basis von Iy ist, so gilt fiir die

) = | E,.,). Die Basisvektoren haben

Wenn |e, ) eine Basis von I'; und |

Produktbasis fiir I'; x I'y: e, )|
folgende Gestalt:

€s
€s

1 0
0 : .=

ler)=1{ . |- lew) = 0 ny, analog fir |é,),s=1,...,ny
0 1

Die Basisvektoren der Produktbasis erhalten wir nun durch “Finsetzen” der
| €, ) in die |e, ):
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| Ey ) = 1 = i ny - noKomponenten

En1 no = :
o) = |
1
Produktdarstellungen sind im allgemeinen reduzibel. Seien I',, ' irreduzibel,
so ist: ' '
L, xTy=T{" &Iy & ...

Eine Anwendung hat das ganze bei der Kopplung von Drehimpulsen.

2.4.2 Eigenwertproblem bei Symmetrie

Sei A eine Observable, G eine Symmetriegruppe, die Eigenraiime von A sind
die Darstellung I' von G, die Entartung von a) = dimI’, dann folgt daraus:
Die Entartung von Eigenwerten ist (mindestens) die Dimension ei-
ner irreduziblen Darstellung. Wir betrachten nun zusammengesetzte
Systeme, zum Beispiel 2-Teilchen—Probleme, Spin—Bahn-Kopplung, ...

Betrachten wir zunédchst die beiden Teilsysteme: Die Zustandsraume sind H;
und H,, die jeweilige Basis lautet: |4() und |42 und die Observablen:
Ay, By, ... Ay, By, . ... Im Gesamtsystem lautet der Zustandsraum: H; x H,
die Produktbasis: |1 ) - [43)) und die Observablen: A; © 1,1 @ By, A; ©
By, ...

Wie ist nun die Wirkungsweise solcher Operatoren definiert?
Ar® By [0 |6l ) = A ) By |1

[ww)  e®)
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Ein Beispiel wére der Spin und der Bahndrehimpuls (Z S H, entspricht der
Bahnbewegung, H,; dem 2—-dimensionalen Spinraum. L wirkt ~auf My, und S
auf Hs. Im Produktraum lauten die Operatoren eigentlich: L = ® 1 und
S=1 ® S. Der Gesamtdrehimpuls ist also: J=1 R1+1® S=1 + S in der

iiblichen Schreibweise.

Wir betrachten nun den Hamilton—Operator des Gesamtsystems. Da-
bei gehen wir schrittweise vor, indem wir zunéchst keine Wechselwirkung
zulassen.

1. H=H, 4+ H,=H, ®14+1® H,, keine Wechsewirkung, H; wirkt auf
H17 HQ auf HQ.

Das bedeutet: Die H; seien invariant unter (. Es sei U;(g) Symme-
triegruppe auf H; und Uy(g) Symmetriegruppe auf H,. Daher gilt:
[H;,U;(g)] =0, Vg € G.Daraus folgt nun, daB H auf H; x Hy symme-
trischist, [H,U(g)] =0, U(g)=U(g)DU(g). (Zum Beweis verwende
A1B; @ AyBy = (A @ Ay)(By @ By).) Daher sind die Eigenrdume von

H die Darstellungsrdume von G.

Wir betrachten zunéchst das Figenwertproblem auf den Einzelrdumen
und dann das auf dem Produktraum:

o H |EY)=F\|EY), r=1,...,ny Die Darstellung I'; wird auf-
gespannt durch die | EY ), sei ¢} ein Teilraum.

o Hy|le)=¢€.l€l), s=1,...,ny; Die Darstellung I'; wird aufge-

2

spannt durch die | ), sei €, ein Teilraum.

Eigenwertproblem auf H = H; x H; ist separierbar:
(Hi+ Hy) | By ) |en) = (BEx+e) | EV)|er)
(AR
Produktbasis
Der Eigenraum &} x €2 hat die Dimension nqn,.

Da [H,U(g)] =0,ist U(g) | EY )| €, ) Eigenvektor zu E\ + €.

:>ZD1 Voot Da(g)ssr | EX Y| €5), | EY) | € ) Basis von I'y x Ty

el
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Der Eigenraum £} x ¢2 ist Darstellungsraum von I'y xI'y (im allgemeinen
reduzibel). Ausreduktion liefert:

Dix Ty =TI @&l e, =) T

Ty besitzt die Basisvektoren |Ac), o = ,dimT;"". Die Basi-
stransformation lautet:

| E5Y | €8 Z cAU | Ao)
Zahlen
Die Entartung ist nyn,. Man kann die Energie-Zustdnde nun klassifi-
zieren nach:
o den Quantenzahlen A, r, k, s aus den Produktzustdnden, oder

o den Quantenzahlen A, k, A, o aus den irreduziblen Zustdnden.

2. H = H, + Hy+ Hyw wirkt auf beide Einzelrdume (z.B. [_jb_tKopphmg.
Sei H invariant unter GG :  [H,U(g)] =0 Vg € G, daher betrachten

wir nun die Figenrdume von H: Darstellungen von G.

H|E)=FE\|EY), o=1 n, n=dim(l)

9o ey

Die | E{) konnen nicht als | E%)|ex®) geschrieben werden. Jedoch
wenn [ (mindestens) eine irreduzible Darstellung ist, dann gilt: Ei-
genrdume von H = irreduzible Darstellung von G.

[ x Ty = Z Ty dimIy" < nyng

Das bedeutet, dafl im allgemeinen eine geringere Fntartung vorhanden
ist. Dies fithrt zu einer Termaufspaltung.

Wenn Hy, = eh, ¢ — 0 gilt fiir i (wenn ein stetiger Ubergang moglich
ist):
H = H,+H, die Eigenrdume von H — Eigenraume von H; + H,

Eine irreduzible Darstellung geht fiir ¢ — 0 in eine reduzible Darstel-
lung und nicht in eine Produktdarstellung tiber. Wir betrachten nun
die Figenzustinde von H:

| E,Ac) — s | E)\ + €., Ao ) und nicht gegen | EY ) |€).)
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Wichtig fir die Stérungsrechnung ist nun: Der Ausgangspunkt ist
die Basis |F) + €.,Ac) und die Aufspaltung AF., = (F, +
€, Ao | Hiy | Ey + €., Ao ) ist unabhéngig von o aber abhangig von A.

')
A=1

A=2
Entanl;tung
E)\ + € A

A=3

€
0

Die Entartung ist dimI'y", dimD'y", dimI'y".
Symmetrieverminderung:

Habe Hy eine Symmetriegruppe ¢ und H = Hy + ¢h eine Symme-
triegruppe G' ¢ G, mit dimI™"(G') < dimI™"(G). Also ist auch die

Entartung von H kleiner als die Entartung von Hj.

Eine Anwendung ist das H-Atom im homogenen B-Feld (Zeemann-—

Effekt).

o B=0:Es gilt die volle Drehsymmetrie, die Entartung ist 2.J +1-
fach.

o B # 0 : Die Drehsymmetrie ist nur noch bezgl. der B-Achse (7z—
Achse). Die Darstellung lautet (mit .J, als Erzeugende):

—tad
e
' p—ic(J=1) 0
D(a) = e =
0 :
ezon
Die Darstellung ist irreduzibel. dimI""" = 1, der Entartungsgrad

st 1.

Satz: ist G eine abelsche Symmetriegruppe, so existieren 1-dimensionale

irreduzible Darstellungen (hier: R, (a)R.(o') = R.(¢') = R.(«a)).
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2.5 Drehungen
2.5.1 Irreduzible Darstellungen

Die Gruppe der (rdumlichen) Drehungen sind eine kontinuierliche Gruppe.
Die Erzeugenden J,, k = 1,2,3 erfiillen die kanonischen Vertauschungsre-
geln:

[Jk, Jl] = iéklmjm (3)

Die Erzeugende sind bis auf einen Faktor & identisch mit dem Drehimpuls.
Die Darstellungen von .J, fiir infinitesimale Drehungen lauten:

1 — Z(&wljl, —I‘ 5@2Jy —I‘ 56{)31]2)

Durch Exponenzieren erhalten wir die Darstellung fiir endliche Drehungen.
Die Darstellungen der .J; sind Matrizen, die die kanonischen Vertauschungsre-
geln (3) erfiillen. Notation: Die Darstellungsmatrizen werden mit demselben
Symbol J;, bezeichnet.

Fiir endliche Drehungen lautet die Darstellung mit den Eulerwinkeln o, 3, v:
Dia, B,7) = e~iod =iy gmind

Anmerkung: Die Erzeugenden .J;, bilden zusammen mit den Vertauschungs-
relationen (3) eine Lie—Algebra.

Wir erklaren den allgemeinen Begriff der Lie-Algebra: Seien Ty, ..., T, her-

mitische Operatoren (T, = T),) und es gelten folgende Vertauschungsregeln:

n

[T T = > ifiam T

m=1

Die fi,, sind Zahlen und werden Strukturkonstanten genannt. Die T} sind
die Erzeugenden einer kontinuierlichen Gruppe, einer Lie—Gruppe. Fiir die
Transformationsmatrix gilt:

Ulaq, ... ap) = e (1T anT2) mﬁ_m>t. 142 Z noa Ty,
k=1

Beispiele von physikalischer Bedeutung sind:
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e SU(2), unitire 2 x 2-Matrizen mit Determinante= +1. Die drei Erzeu-
genden Ty, Ty, T3 sind T}, = 3o, mit o den Pauli-Matrizen. Anwen-
dung ist der Isospin mit der schwachen Wechselwirkung. Die Algebra
lautet: [Iy, [}] = t€pmd -

e SU(3), unitare 3 x 3-Matrizen mit Determinante= +1. Die Gruppe hat
8 Erzeugende: T}, ..., Tg, mit T, = 1X,. Die ), sind 3 x 3-Matrizen,
die sogenannten Gell-Mann—Matrizen. Man verwendet diese Gruppe
zur Beschreibung der starken Wechselwirkung und Quarks.

Betrachten wir nun Darstellungen der .J;: Bekannt ist schon folgende Dar-
stellung:

. . . , 1 3
JHjm) = j(j +1) | jm), 320515
J.|gm)=mljm), m=—j,...,]

In der Basis der |jm ) lautet J, nun :

0
%ol 0
0 —3
J, = 1 0 0
00 0
0 00 —1

Wie definieren nun die Schiebeoperatoren: Jy := J,£¢J,. Ihre Wirkungsweise
auf einen Zustand ist wie folgt:

Jylim) =G +1) —mm+1)]jm+1), J|jj)=0

J_|jm) =G+ 1) —mlm—1)]jm=1), J_|j,—j)=0

Darstellung von Ji zerfdllt jetzt in irreduzible Dartstellungen, wobei jede
dieser Darstellungen zu festem j der zugehorige Teilraum von | jm ) ist. Das
sind invariante Teilriume, d.h. es sind keine Uberginge j — j' maoglich.
Die irreduziblen Darstellungen zu einem festem j sind 2k + 1-dimensional
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(Spinor—Darstellungen):

0

2% 2 0

e = 3% 3]

4 x4

Die Darstellungen von J? = S JE: Fiir festes j gilt:
2

JP=jG+01 LTI =0

Die irreduziblen Darstellungen sind klassifiziert durch die Figenwerte von J2.
Allgemein gilt fiir Lie-Gruppen das Schursche Lemma:

Wenn C(Ty,...,T,) ein Polynom in Ty ist, mit [C,T},] =0, k=1,...,n
dann gilt in einer irreduziblen Darstellung mit A als Zahl: C' = A1.

Wir betrachten die Poincaré— Gruppe Sei P,P* = P? = m” der Masse der

Teilchen und 52 — Spin, mit s =0, L ., dann gilt fiir Spin :

R 7"

D.(a)=e"% = < 6_02 69% >

Bei einer Drehung von 27, gilt fiir alle halbzahligen Darstellungen:
D.(2x) = —1. Das heifit, eine Drehung um 2 fithrt einen Spinor nicht wieder
auf sich selber zuriick:

(Ppon) = — (o)

2.5.2 Produktdarstellung, Addition von Drehimpulsen

Gegeben sei ein System H;, mit J1 und ein System Hy, mit JQ, das Gesamt—
system H = H; x H, besitzt den Gesamt—Drehimpuls: J = J1 Q14+1® J2

J1 + J2 und die J; erfiillen die Vertauschungsrelation: [Jy, Ji] = t€gJpn, d. h
J ist Erzeugende von Drehungen auf H; x H,, Die irreduzible Darstellung
I';y wirke auf dem Teilraum von H;.

j12 |jima ) = j1(j1 + 1) [ 71mq )
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I';y wirke auf Teilraum von Hj:

J2 | ama) = ja(a + 1) | Jama )

| jim; ) ist die Basis.
Wir schauen uns nun die Produkt—Darstellung auf H; x H;y an: I';; xI'j5 :
Die Produktbasis |jimy ) |jame) ist (251 + 1)(27, + 1)—-dimensional

Jo=Ji,+Jde s |j1m1 > |j2m2> = (ml + mz) |j1m1 > |j2m2>

M = mq +ms

Die Produkt-Basis beinhaltet jedoch keine Eigenvektoren von J?. Die Eigen-
zustande von J? (= irred. Darstellung, (2. 4 1)-dimensional):

1
JHIMY=J(J+1)|JM), J=0.5.0.., M=—J....J

Wir wollen nun I'j; x I'j; nach I'j ausreduzieren:

Imaz J1—J2
F]‘IXF]‘QZ Z FJ: Z FJ
J=Jmin J=|j1+72|
itz
Yo 204 1=(2i+1)(2h+1)
J=|j1-s2]

Die Matrizen J,, Jy (~ J,,J_) in der Basis |JM ) haben folgende Gestalt:

Jmin X szn 0

0 Jmax X Jmax

Beispiel: 5y, =2, j, =1
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J=3 | J=2]J=1
3
2 2
1 1 1
0 0 0
-1 -1 -1
-2 -2
-3

Die moglichen Werte von J sind: j; + ja,. .., |j1 — j2|. Die zugehorigen M-
Werte sind —.J,...,J. Die physikalische Bedeutung ist: J(.J + 1) ist die Ge-
samtdrehimpulsquantenzahl, m ist die Quantenzahl der z—Komponente des
Gesamtdrehimpulses.

Basis—Transformationen: orthogonal — orthogonal (unitér).
Fiir feste jy, j, berechnen sich die | JM ) :

| JM ) = Z (Jimajamg [ JM) | J1m ) [ J2my)
" lebsch—Gordan—Koeffizient

Die Clebsch—-Gordan-Koeffizienten sind nur fiir my4+my = M verschieden von
Null. Sie sind Elemente einer unitdren Matrix und bis auf eine Phasenwahl
eindeutig. Wir fithren jetzt eine Konvention ein (Messiah):

(j1magama|gy) >0, my =7y

Die anderen CG—K sind durch die J; bestimmt. Wie geht man nun vor, wenn
man die CG-K bestimmen will?

1. Berechnung fiir maximales J = j; + j5:

| JJ ) = |j1g1) | 7202 ); | JM ) durch Anwenden von .J_

|J7—J> = |j17—j1>|j27—j2>
2. kleinere J = j; + j, — 1,... durch Normierung, Orthogonalitit und
Phasenkonvention.
Das 3—5—Symbol:
L _ya—hem '
(50 3 ) e s

my My M V27 +1
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e ist symmetrisch unter zyklischen Permutationen.
e ist antisymmetrisch bei Transposition von Spalten

Anwendungen: Spin—-Bahn—Kopplung

Ein Elektron sei im Zentralfeld. Der wechselwirkungsfreie Hamilton—
Operator sei Hy = 2=+ V(r). Wenn L der Bahndrehimpuls, S der Spin und
J=1L+S der Gesamtdrehimpuls ist, lautet der gesamte Hamilton-Operator:
H=Hy+£LS.
N
H
Es gelten folgende Vertauschungsregeln:

(L2, 0] = [S2, 0] = [L%, 7% = [S%, J*] = 0

- o 1 - =
[stjk] = §[j2 — L7 - Szvjk] =0
Daraus folgt, dafl [H, J,] = 0, also der Gesamtdrehimpuls erhalten ist. J, M

sind also erhaltene QQuantenzahlen, H, jQ,JZ,EQ,gz haben gemeinsame Fi-
genzustande |E,J, M, s).
Andererseits ist [H, L;] # 0 und [H,S,] # 0, d.h. L, S sind nicht separat
erhalten, m;, m, sind keine erhaltenen Quantenzahlen. Also sind |Im;) | sm )
keine Eigenzustdnde von H.

prazedieren um J-achse

Korrekturen zu den Energieniveaus ~ ( E,JM |J? — [* — §?|E,JM). Da
j=1x1 1#0undj=s, [=0,sind die Korrekturen ~ J(J+1)—1({+
1) —s(s+1).

2.5.3 Tensor—Operatoren

Definition: Ein Satz von 2k + 1 Operatoren:
TW =k, —k+1,...,+k
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heifit irreduzibler Tensor—Operator k—ter Stufe, wenn unter Drehungen
gilt:

Das heifit er transformiert sich wie die | km )

Eine dquivalente Formulierung ist:

LT = mT P, g, TW) = Vk(k+ 1) = m(m + 1T,
Beispiele:
o k=0: TO: [J, T =[], T =0

e k=1: Vektor \j = Tél) =z V= Tl(l) = —%(Vw +:V,), Vo, =

T_ll) = = (V, —iV,) & = (z,y,2) ;j—> (Jg,J.) das heifit in (Till))

o k=2: Tensor 2-ter Stufe mit 5 Komponenten. Karthesisch hat er
9 Komponenten — Symmetrie — Sp(...) = 0 ergibt 5 Komponenten.
Ein Beispiel ist der elektrische Quadrupoltensor.

o Allgemein: Y, (¥, ¢), [=0,1,2,...1ist ein Tensoroperator I-ter Stufe
(bzgl. Multiplikation).

Wir machen jetzt wichtige Aussagen iiber Matrixelemente. Allen vor-
ran das

Wiegner—Eckart—Theorem

Seien |a, JM ) Basisvektoren einer (2J+1)-dimensionalen irreduziblen Dar-
stellung mit « einer weiteren simultanen Quantenzahl (z.B. Energie) und
entsprechend |o/, J'M") diejenigen fiir eine irreduzible Darstellung zu J'.
Tfk) seien Komponenten eines irreduziblen Tensoroperators. Dann gilt:

(o, IMIT o, M)y = (J'M ki | JM ) (o, ' [ TP [ J) 55y

CG-K “red. Matrixelement” .
Konvention
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Die CG-K sind fir (J'M")(km) — (JM), die reduzierten Matrixelemente
sind unabhangig von M, M’ und m.

Wenn man nun das reduzierte Matrixelement aus der einfachsten Konfigura-
tion (z.B. M = M’ = m = 0) berechnet, so sind alle Matrixelemente durch
die CG-K bestimmt. Diese kann man aus einer Tabelle ablesen (Man kann
sie sich auch jedesmal ausrechnen, wenn man gerade zuviel Zeit hat, oder sie
auf ein Ubungsblatt stellen).

=2 I'=3 k=2
3 7 3

Da nun die CG-K nur fiir bestimmte Ubergénge von Null verschieden sind,
bekommt man so die Auswahlregeln fiir Ubergénge.

Anwendung in der Spektroskopie:
e Dipolstrahlung: < &> 7w k=1
e Quadrupolstrahlung: < Q; >~< T2 > k=2

Allgemein gelten fiir k-Pol-Strahlung die folgenden Auswahlregeln

J—J|<k<|J+J|, M-M=0%1

Jedoch kénnen noch weitere Einschrankungen zum Beispiel durch die Paritat
hinzukommen. So ist zum Beispiel bei k =1, J —.J" = 0 nicht erlaubt (Q-
Zweig).
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3 Zeitabhingige Probleme der Quantenmecha-

nik
3.1 “Bilder” der Quantenmechanik

1. Schrédinger—Bild:

Im Schrodinger—Bild sind die Zustande | (t)) zeitabhdngig und die
Observablen A zeitunabhingig. Wenn 0;A # 0, d.h. bei expliziter
Zeitabhingigkeit ist: 4 = 9, A.

Die Bewegungsgleichung ist die Schrodinger—Gleichung (SRG):

i [6(0)) = H | 0(0)
Die Losung dieser SRG lautet:
[0(t)) =U(t, o) |P(to))  U(to,to) =1
o Falls 9,H = 0 ist, lautet: ¢(L, o) = e~#(t=t)H
Die Lésung von ih® — HU, baw i) — o/t 1 lautet:

(1)) = Y (B, [0(t) )e 500 | B, )

n

wobei im diskreten Spektrum H | E, ) = E, | E, ) gilt.

Im kontinuierlichen Spektrum gilt:
(1)) = /dE<E|q7/;(t0)>e—%(t—to)E|E>

o Falls 0,H # 0 sei H = Hy+ Hi(t), mitd;H, = 0, wahle H, =
0, t < to — 0

— Fiir ¢t <0 gilt nun :
[(to)) = | En) JHo | EYY = B, | EY)  (sei gelost)
— Fir t > 0 gilt

| (1)) = Z er(t) | B (Entartung sei ausgeschlossen)
f
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m%w(m = N ihe(t) | ES) = H| (1)) =

k/

= Z cr(t)(Ho+ Hy) | E))

Durch Multiplizieren von ( F. | von links wird dies zu:

thep(t) = Efey + > e (O ER | Hy | EY) (1)
k/

Dies ist ein System von gew6hnlichen Differentialgleichungen.
Diese sind exakt l6sbar z.B. fiir Systeme mit endlich vielen
Energie-Niveaus (z.B. Spin im Magnetfeld).

Sei nun H, = const:
H

Hi#0

H1:0
t

Nun ist (1) ein lineares homogenes System von gewohnlichen Dif-
ferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Der Ansatz zur
Losung dieses Systems lautet mit €} den Eigenwerten und n; den
Eigenvektoren:

¢ ny

[6()) =D elt) | L) sei gelost.

n

Die Ubergangswahrscheinlichkeit also die Wahrscheinlichkeit,
daB das System zur Zeit ¢ im Zustand | E}, ) angetroffen wird,
ergibt sich zu:

W (L) = (£ (1)) = |en(t)]’
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2. Heisenberg—Bild:

Im Heisenberg-Bild sind die Zustande [ty ) zeitunabhdngig und
die Observablen Apy(t) zeitabhdngig. Zur Unterscheidung schreiben
wir fir das Schrodinger-Bild [¢s), As. Fir die Umrechnung von
Schrédinger—Bild in das Heisenberg-Bild gilt:

< A>=(s(l) | Ag¥s(t)) = (ws(lo) | U(tato)TAsU(tato) | ¥s(to) )
=An(!) |¢H>

= < A>= (Ys(to) | Au(t) [n)

Ap(t) = U(t 1) Asta(t, 1)
[en(t)) = |slte)) = Ut t0)! | $s(1))

Die Bewegungsgleichung lautet nun:

dA dut du

OH Al +UTAg vuto,aqu

dt i o ) LA
S: A

Dies fiihrt auf die Heisenberg—Gleichung:

(%TH = 4 [Au. Hy| + 0, An

Sei nun Ag = Ag(xy, P, ..., 1), O =y, P,S,,..., dann ist Ag:

AS_ZO .0, g,(1) 8tAS_ZO .0, (1)

n mal n mal

Fiir die Zeitableitung im Heisenberg—Bild gilt:

O Au(Op,t) = U AU =S UTOUUTOU ... UTOsUG, (1)

n ::OH(t)
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P
2m*

Beispiele: Ein freies Teilchen (1-dimensional), Hy =

PH = %[pHaﬂH] =0

Diese Gleichungen entsprechen in der klassischen Mechanik die Hamil-
tonschen Bewegungsgleichungen: Sei A = A(qy, pi,1):
dA
dt N

Poisson—-Klammern

Die Losungen in der klassischen Mechanik lauten:
1
pu(t) = pu(0);  wu(t) = —pu(0) -1 +m(0)

Die Losung der Differenzialgleichungen fiir die Operatoren bendtigt
Anfangsbedingungen Ay (0). Sei 0,Ay = 0 (<= 0;As = 0), und
OHg = 0, dann ist Hy = Hg, da [e”#~0)H ] = 0. Die Bewegungs-

gleichung und deren Lésung lauten jetzt:

dA,; 1

i =
Ag(t) = e%(t—tO)HAH(tO)e—%(t—tO)H

Das Eigenwertproblem von Ay beinhaltet nun zeitabhingige Eigenvek-
toren:

Au(t)|au(l)) = alan(l))

Die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit ¢ den Wert a zu messen, ist nun:

Wo = [(an(t) |¥n)]” = Kas [ ¥s(t) )

3.2 Zeitabhingige Storungsrechnung

In der Regel sind die Probleme nicht exakt 16sbar. Daher bendtigt man ein
Néherungsvertahren.
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3.2.1 Wechselwirkungsbild (Dirac)

Das Wechselwirkungsbild ist eine Synthese aus Heisenberg— und Schro-
dinger—Bild, welches sich fiir die Stérungsrechnung besonders eignet.

Sei im Schrédinger—Bild ein Hamilton gegeben: H = Hy + H,, O0H =0
(Wir wollen nun Operatoren im Schrédingerbild mit einem oberen Index
bezeichnen: z.B. Hy =: Hy.)

Das Wechselwirkungsbild (I fiir Interaction) ist nun definiert durch:

o Operatoren A(t) beziiglich Hy (Heisenbergbild)
Ay(t) = enHol A, (0)e wHo!

o Zustande |v;(t)), die zeitabhangig beztiglich H,(?) (Schrodinger—Bild)

sind.
thd, |0r(t)) = Hi(t) [ (1))
mit ‘ ‘
HII = e%HOtHIe_%HOt
Dabei wird festgesetzt, dafi fiir alle Operatoren A;(0) = Ags(0) und

Y1(0) = ¥g(0) gilt. Zur Zeit t ist also das Wechselwirkungsbild gleich dem
Schrédinger—Bild.

Wir l6sen nun die Bewegungsgleichung fiir | ):

| r(t) ) = Us(t,0) [:(0))
Dabei ist U die Losung der folgenden Gleichung (Beweis durch Einsetzen).

t
Up(t,0) =1+ % [dt'H (1)U, 0)
0

Die Eigenzustinde von Hy: (HE = Hy)
Ho|EYY = E) | EY) | ) sind zeitunabhéngig

Dir typische Fragestellung ist: Wenn ein System zum Zeitpunkt ¢ = 0 in
einem bestimmten Zustand | E2) ist, mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft
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man bei ¢ > 0 das System im Zustand | ES ) an? Diese Uberganswahr-
scheinlichkeit ergibt sich zu:

W) = [( B [br(8))* = [( Ly [Us(t,0) | By |?
Falls die Energie I aus dem kontinuierlichen Spektrum von Hj ist, gilt:

p(En)dE), = dn = Zahl der Zustinde im Intervall [E2, Em® + dES)]
——
Zustandsdichte

Die Wahrscheinlichkeit in einem Intervall dE?, ist:
AW, = p(Ep )dE, [( By | 41(1))[*

AW 0 0 2

Allgemein gilt fiir die Wahrscheinlichkeit:

£y

0 dW,
| dEy e
IR

Wir fithren nun eine Notation ein, wenn A = (Ay,..., A,) weitere simultane
Quantenzahlen sind:

[a) = [E,N) i 1b)=[E)\)

Wobei E?. E} Eigenwerte des freien Hamilton H, (diskret oder kontinuier-
lich) sind.

Sei nun |a) = |¢;(0)) also der Anfangszustand. Fiir ¢ > 0 ist der Zustand
gegeben durch: |¢(t)) = U (t,0)]a). Die Ubergangsamplitude vom Zu-
stand |a) zum Zustand |b) betrigt:

Ape = (b[U(1,0) [ a)
Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist:

Wba = |Aba|2
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Falls |b) € Spektrum(H,), gilt:
AWy = | Ayl p(E})d Ey

Die Wahrscheinlichkeit, dafl der Zustand |a) in den Energiebereich [Fy, F]
iibergeht, ist:

E2 E2
m%:/ﬂwwMsz/ﬂwwmwwwmmw
E1 El

Beispiel: Uberginge zwischen freien Teilchenzustinden:
h2k?

o2m

|a>:|Ea7Ea>v |b>:|Ebvlgb>7 E? =

1 N o
wWﬁﬁsz/@ﬂy%wwmmmww

Die Wahrscheinlichk_)eit, daf} der Zustand mit ];a in das Intervall dgb bei ];b
tibergeht, betragt: (ky, = (ky, Uy, ¢p)):
——

Qp
W= |<b|l/{1(t,0)| >| dSkb |Aba| kbdkbde

A 2mBE
= |Aba|2 %dﬁb dE,
N— ——

p(Ep)

3.2.2 Bestimmung von U;(¢,0)

Die Integralgleichung fiir ¢, (¢, 0) lautet:

t

1
Ur(1,0) =1 + E dt' Hi (U (t',0)

Deren Losung erhélt man durch sukzessive Approximation:
Uo(t, 0) = 1
¢
U (t,0) =1+ %fdt’[—]{(t’)

t & ¢!
Us(t, 0 + L P I + () [ [deHE (Y HE (")
0 0 0
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Dies fithrt auf eine Stérungsreihe fiir ¢(¢,0):

tn_

1 1
o0 1 n
uum)=1+§:<%>L/ﬁy-u-/deﬁh%~-Jﬁ@v
n=1 0 0

Dieses Vorgehen ist dann sinnvoll, wenn Hy nur eine verglichen mit Hy schwa-
che Stérung ist. Dann herrscht hinreichend rasche Konvergenz, d.h. es sind
nur wenige Terme relevant. Z.B. H,(t) = Ah(t) mit A einer kleinen Zahl.

Wir betrachten die 1. N&herung:

t

i0) = 1))+ 55 [ e} | 0(0))

0

Fiir [¢7(0)) = |a) ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude (mit W, = |Ay,|*)
a

fiir [6) # |a);

t

1
1 1 : 0 04/
I%ZE/Mwwmﬂwzﬁ/W@Efﬁ@WﬁN@
0

0 —ptwt
1. Zeitlich konstante St6rung:

0, <0
Hl(t) - { V = const, t> 0, atv =0

Die Anfangsbedingung lautet: [¢;(0)) = |a). In 1. Nadherung lautet
nun die Amplitude:

t

1 | el _ 1
Ape = = (b|V]a) [ dle™’ = —y,, —
th ~e— — th Wy
::Vba 0 wy
K Sa t sznfdlg t)
2

Die Wahrscheinlichkeit betragt also:

1
Wba = |14ba|2 = ﬁ|‘/ba|2f(t7wba)



3 ZEITABHANGIGE PROBLEME DER QUANTENMECHANIK 73

F(t,wpe) = sin”(*5+1)

2
Yha
4

f

Nk

Fiir grofe ¢ sind die Ubergénge, fiir die w, ~ w, gilt, bevorzugt. Es gilt:

2rh
B — Ef| > —

T\

AV

2 lar
3

t

Das heiBt, daB die Energie bei solchen Ubergingen bis auf den Wert
4211 erhalten ist.

Wie betrachten nun Uberginge im Kontinuum (Ey € kontin. Spek-
trum von Hy):

1
dWa—>b = p(El?)dEl?|Aba|2 = p(El?)ﬁH/ban(tvwba)

1
Wa—>b — /dEl??H/ban(tvwba)

B
(a) EY ¢ B=(F,, E,) , | By — Ey| so klein, daf:
1
Wa—>b ~ p(E1)|‘/ba|2 |E1 . ﬁ(EQ - El) f(t7wba)
N —
iiber ¢ gelrmittelt:—>(Eb’é’_#;)2

(b) E° € B =(E°— AE,, E® + AE), AE kein

EO+AE
1
W= pEDlVial Ly [ dBSf ()

EO—AF,

o0

:/ dEg?...-I—RAE

— 00
———
N
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EO

Wir definieren nun ¢ := %Egt. Damit wird (1) zu:

(1) = 2ht / dgszgé

——

=T

o0

Rag| =2 / JEY . <
EOYAE

8k
AE

Fiir grofie ¢ also AE > 2 «— L < L gilt nun:

VAN VAN

2m
Wiy = W [|%a|2P(E£)]Eg:Egt

Die Wahrscheinlichkeit ist proportional zur Zeit !! Also defi-

nieren wir eine Ubergangsrate (¥). Dies fithrt auf die goldene

t
Regel:

Wha = (ﬂ:ivtba = 2% [|Vba|2/’(Eg)]Eg:Eg

Ein anderer Zugang ist:

d

Wbazﬁ

1
Wams = [ AESp(E) 5 Vi P00,
B

SINWt 4+ oo

— 276(w)

atf(tvwba) =2

2. Stérung wihrend einer endlichen Zeit [-7, 7]

Sei Hi(t) = 0 auflerhalb von [—T,T]. (T kann auch oo sein, wenn
lim H,(t) = 0 schnell genug). Setze nun noch ¢, := 1"

|t|—>oo
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ol=-T: a)=|¢(=T))
o t>-—T: pr(t) =U(t,=T)|a)
o t>1": in 1. Ndherung:
T
%@r45—1+£; dt' Hi (')
_

[ dvHI@)

— o0

Die Amplitude ist nun:

:—/dtb|H1 )|a) = ./dt<b| e“ Hy(t)|a)

— 00

1 : Vs ~
A= = (0] /C“@“"““*hﬁ(t>|a>=7:““1’1(“’“)"‘>

Dabei ist H;(t) = \/%—W | dwe ™' H, (w) die Fourier—Transformierte.

Damit ein Ubergang maglich ist, muB H, (wpe) # 0 sein, also hwy, =
EY — E? muf} im Fourier-Spektrum von F; vorkommen. Dies ist die
Bohrsche Frequenzbedingung.

3.2.3 Periodische Zeitabhangigkeit

Sei H = Hy+ Hy(t), OHy=0  Hy(t)=Ve“' +VTe ™ 9§V =

°t=0: |a) = [41(0))

e t>10:
Vi(t) = ehHOtVe_hHOt

ViH() = ety e
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Die Ubergangswahrscheinlichkeit betrigt:

Ape = (b[U(1,0) [ a)

t
1 : :
:E/dt/<b|‘/le—zwt+‘/l+ezwt|a>
0

t

1 . , ' /
= — / dt/ < b | 1% | a > eZ(Wba—W)t T < b | V-I— | a > ez(wba+w)t
Zh N——— \
° Vi v
1 ei(wba—w)t -1 ei(Wba‘Fw)t _1

1
_ - R V. S
N iﬁvba H(wpy — W) + iﬁvba H(wpy — W)

Die Wahrscheinlichkeit betragt:

1
Wba = ﬁ{h/baﬁf(tvwba - w) + |‘/b-z|1—|2f(t7wba ‘|‘CU)‘|’

ei(wba—w)t -1 e—(wba—l—w)t -1
+2R (Vi Vi . )}
Hwpy —w) 1wy — w)
sinZba %y
~ U)ba—w

Es gibt einen Peak fiir wy, >~ w, ¢ groB}, bzw. fiir w,, ~ —w. Die Eigenschat-
ten fiir grofle Zeiten ¢ sind:

Zimt—ﬁnff(tvwba - w) ~ t5(wba - w)

Zimt—ﬁnff(tvwba + w) ~ t5(wba + w)

1. w=wy, = Eb%E“ > 0 : niedriges — hoheres Energie-Niveau
1 2
Wi, = ﬁ|‘/ba| f(tvwba_w)
2. w=—wy, = 2 > 0: umgekehrt (= Emission)
1 2
Wba = _|‘/ba| f(tvwba—l_w)

h2
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dW,, 2
w0y = :h—Z|na|25(E£—Egﬂw)

Fiir das kontinuierliche Spektrum gilt:

27

= ?P(Ez?ﬂvbap |Eb:Ea:|:hw

Wyg,

Anmerkung: Die 6—Funktion ist eine zu starke Idealisierung. Eine genauere
Beschreibung ist: H(t) als Fourier-Spektrum # é6(w —wg) ,V — H, (wpy £
w), Voo — (b[Hy]a).

Wir betrachten nun eine Anwendung: Ein Atom im elektrischen Feld (e-

m—Welle)

]5’2
HOZ%—I_‘/O? |a>:|Envlvm>7 |b>:|€n/,l/m/>

—

P E_’wei(ﬁf—wt) n E_’ﬁe—i(ﬁf—wt)
Es gibt zwei Moglichkeiten, dies nun zu behandeln:
1. Dipolndherung: ki < 1, 7 —
2. Vernachléssigung des magnetischen Anteils

Hi(t) = 7 =BT = eﬁofe_th + eﬁofem

Wir betreiben Stérungsrechnung:

Vie= (bleb,@|a) = Eq(b] o7 la)
Dipolmatrixelement Dipolmoment,

Uberginge sind unmoglich (“verboten”), fiir: (b|#|a) = 0 und méglich ( “er-
laubt”), fir (b|&|a) #0

7Ey = —:z:gl)E_ + x(ll)E_l_ + l’él)EOZ

+ — ’ 1,-1 —
\/§ ' \/§
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Vie = —eB_(b|at" |a) + eBy (]2 |a) + Eoz(b] 2 |a)
Das Wiegner—Eckart—Theorem sagt nun:

(B Um! |2V B lm) = (I, 1p [ I'm]) (B[] 91

1
V2I 1
Die Auswahlregeln sind nun:

L m'=m+4p < m'—-m=p=0,%1

2.0'=14+1,1,l1-1 < I'-1=0,%1

Wir fithren nun die Berechnung des reduzierten Matrixelements durch:

(B0 |28V | EC10) = (10,10 [ 10 Epl" | |2] | Eu1)

1
V2041
L.S = / xRy (r) Yz Ry (r)Ye

o0

/dTTQRk/l/RMT/dQPZPl/

0

V2 + 120+ 1
47T CcO

S

:(2[—|—1)XP[ZZPZ_1—|—(Z—|—1)PH_1
V¥ 12T 11
o 3
—/drr RR 220+ 1)

V2 + 121+ 1
:/drr3R’R 2RI+ 1) (1610 4+ (14 1)é310]

1
= [ drr* B RB——— (16,1 p + (1 + )61y
/ rr 5 /—21—|—1( 11,1—|-( + )1+1,1)
1

N SO ES

/lPl_lpl/ —|— (l —|— 1)P[+1Pl/dl'

[151_171/ + (l + 1)514_171/] /dTTBRn/l/Rnl

V20'm (
(10,10]7'0)

Weitere Auswahlregeln sind: I' = [ + 1,1 — 1, [ = [’ ist wegen der Paritat
verboten.

— (n'l'| 2D |nl) = n'l'0] z | nl0)

Anmerkungen:
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1. Uberginge, die in 1. Ordnung verboten sind, kénnen in héheren Ord-
nungen erlaubt sein. H; = Ah, A klein.

Wba = Cl)\—I_CQ)\2 —I‘C3)\3—|‘...

2. Bei 2. Ordnung: € =14 ikz + ... wird 7kz bendtigt und die magne-
tische WW von B. Dies fiithrt auf den elektrischen Quadrupol und den

magnetischen Dipol.
3. Wiy ~ |Vie|* ~ |EO|2. Die Energiedichte der Welle ist: v = %60|EO|2.

Im Quantenbild ist v = Nhw = Zahl %grl’ul;l?ggonen‘ Wy, ~ N
Photonenunabhéangig (ohne WW).

4. Uberginge sind induziert, d.h. nur fiir |[Eyl2~ N £0n —n': E, >
FE,, : induzierte Absorption sonst Emission.

5. Laser: Spontane Emission sind Ubergénge ohne duBeres Feld. Ein an-
geregtes Atom geht in den Grundzustand und ein Photon iiber. Diese
wird von dieser Theorie nicht erfafit. Sie erfordert das e-m—Feld als
Quantenfeld.
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4 Quantisierung des elektro—magnetischen Fel-

des

Die Wechselwirkung mit Teilchen der Ladung e wird durch den Hamilton-
Operator: H = ;5(P — eA)? 4+ e¢® beschrieben. Die Grundgréfien, also die

2m

Potentiale %_1), ® werden durch Operatoren ersetzt.

4.1 Klassisches e-m—Feld
Wir erinnern uns an die Definition des Vektorpotentials A

B=VxA :E=-0A-V®

Im folgenden wird die Coulomb—Eichung verwendet: VA=0 | Die
Maxwell-Gleichungen fiir die Potentiale lauten nun:
1
Ad = ——p(7,1) , ®: instantanes Coulomb-Potential
€0

OA=—pojr  (J=Jy+JL-Vxjj=0.Vj1)=0
A)(f,t) ist das Strahlungsfeld. Im folgenden betrachten wir ein freies Feld
(p=0,7 =0). Nun lauten die freien Maxwellgleichungen:

AG=0 ,04=0

Es ist durch eine Eichtransformation stets erreichbar, dal ® = 0 ist. Daraus
folgt, daf: B =V x %Y,E) = —&A),V%_f = 0: Das ist die Transversalitat.
Ein freies Strahlungsfeld hat also 2 physikalische Freiheitsgrade. Dies sind
die Polarisationen. Zu ® = 0 : & gegeben,® # 0.Da V& = 0, hat ¢’

dieselbe physikalische Bedeutung, wenn gilt:
O =0 —gANT ) LJA=A+VA

Dies sind Fichtransformationen. Wir wahlen nun:
¢
A= /dt’cb(:i",t’) — &' =0

0
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——VA+AN=0

Die Hamilton—Funktion des e-m—Feldes ist nun:

H= /d3 < E2+—B>
240

E und B werden durch A ausgedriickt.

4.2 Quantisierung des freien Feldes

A ist die Losung von OA = 0:

— 1 — g — g
A(f7t) = - /dSk{ Ei(k,t) ezkx 4 6*(k,t) e—zkx}
(27‘(’)2 S—— N o’

a(g)e_m 3*(E)eiwt

Wenn wir nun £ = —[f, B =V x Ain H einsetzen und folgende Beziehung
benutzen

/dee 797y = 8k F k'),

so ergibt dies in H:
H = eo/d?’sz(c_ic_i* +ad*d), w= c|l;|

Die Transversalitit lautet: @k = 0. Wir wahlen nun zwei zu k senkrechte
Vektoren €, €; (Polarisations—Vektoren), mit den Eigenschaften: €,k = 0,
g E’*/ - 500/

2
Wir schreiben nun: a( ) = Z ( t). Damit wird H zu:

2
= e/d?’k sz(agafr +asa,) (1)
o=1

Wir definieren neue Variablen: QU(E,t) = /eola, +ay), PU(E,t) = /eola, —
»)(—iw) Diese Variablen in (1) eingesetzt ergibt:

g

2
H=> fd?’k%(Pﬁ +w?Q?)
o=1
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Dies ist eine kontinuierliche Summe aus ungekoppelten harmonischen Oszil-
latoren. Wir ersetzen zunachst das Integral durch eine diskrete Summe iiber

Zellen im k-Raum.
/ Pk — Z AV,
B

Unsere Variablen P,, (), und aU(E, t) gehen nun tiber in:

1 1 - 1
Pcr - ﬁpfggv ch — \/T‘/k@fggv acr(kvt) —

Also ist H nun:

H = Z %(P]—?U + CUQQ%U)
k.o

Kanonische Quantisierung:

Der Hamilton eines harmonischen Oszillators lautet:

—

H=— +w%?

2m

P und () gehen jetzt {iber in Operatoren mit kanonischen Vertauschungsre-
geln.

Prper Pl = Qe Q] = 0, [Qr o B ] = 1hb50 07

Analog ersetzen wir die ap , a3 durch Operatoren:
o k,o

mit den Vertauschungsregeln:

47007, ) = Soorbppss [ag)v “Ej)g] =0
Die Variablen @ , und Py lauten nun:
h 7 .
Qe =\ qptona tob,) Fro =\ qp(-iwog, —a,)

— H = Z ﬁw{aag,azg}

>
k.o
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Dies fithrt auf die endgiiltige Form des Hamilton—Operators:

H =Y ho(a) ag, +1) (2)

Wenn wir nun den Teilchenzahloperator N definieren, kénnen wir analog zum
harmonischen Oszillator verfahren:

Ny =ag ag,, Vk, o

0

Aus den Vertauschungsregeln fiir die a; folgt die Wirkungsweise dieses Ope-
rators:
NE,a | ng., ) = ng., |n,;7g R ng, = 0,1,2,..., Vk,o

Die Wirkungsweise der ay —als Aufsteiger und Absteiger lautet nun:

a,ggln;;,ﬁ =/np, T1Ing, +1)
ap, | n,) = /. 75, — 1)

Also kann man den Zustand |ng ) durch ny -maliges Anwenden des Auf-
steigers aus dem Grundzustand |0) erzeugen:

Die Operatoren sind im Heisenberg-Bild. Es gilt:

d
zﬁ—aag = [aRU,H] = ﬁwaag

Die Zeitabhiangigkeit des Operators ist also gegeben durch:
a1, (1) = a, (0)e™!

Da sich die e Faktoren beim Produkt ala wegheben, ist der Teilchenzahl-
i

operator N = a.
b k.o
a:=ag,,al=ap und N :=ng

a zeitunabhédngig. Wir definieren nun fiir die Zukunft:
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Analog zur E-Dynamik gibt es folgende Schwierigkeit: Z %ﬁw(l_ﬁ)) (das ist
k.o

der Summand 1 im Hamilton in (2) fiir den gesamten Raum) ist eine diver-

gente Konstante. Das ist die “Nullpunktsenergie” des Feldes. Diese ist ohne

physikalische Bedeutung und wird daher weggelassen. Wir setzen also im

folgenden:
H = Z hwala = Z hwN
ko ko

Vollig analog verfahren wir fiir den Impuls des Feldes. In der klassischen
E-Dynamik gilt:

ExB

Uy

1 ~ 1
Pklass = c—z/deS, %

Daher ist der Impulsoperator:

P = Y hkN

[

qW'l

Wir betrachten den Zustandsraum:

H ist eine Summe aus den Hamilton—Operatoren ungekoppelter Oszillatoren
H =} H. Die gemeinsamen Eigenvektoren von H; = Eigenvektoren von

ko
H. Die Produktbasis ist:

|n131,cr1’n132,02’ cl) = |n,;1701 ) N7, ).

Nun gilt fiir die Wirkungsweise der Operatoren H und P:

H|n,;17gl,n,;27g2,...>: Zﬁw(kl)nag |n,;1701,n,;2702,...>

<
kio;

-
P|nE17U1’nE2702""> - thlngmz |nE17U1’nE2702"">
kio

NEo sind die Besetzungszahlen zu ];i,ai und ng  ist die Zahl der Photo-
nen. Photonenzustande sind total symmetrisch Bezﬁglich Vertauschung von
Teilchen, denn die al vertauschen. Photonen sind Bosonen, Der Spin ist
ganzzahlig.
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4.3 Photonen

Photonen sind die naheliegende Interpretation. Ein freies e-m—Feld ist die
Gesamtheit von freien Teilchen mit Energie hw und Impuls hk. Photonen
sind Teilchen mit der Masse 0. F = hw = hke = |p]c. (allgemein gilt:
E?*=p** + mzc4).

Der Zustandsraum der Photonen wird aufgespannt von freien Photonen-
zustanden. Das Vakuum ist der Zustand ohne Photon (Grundzustand des
Feldes) und wird mit |0) = |0)|0)... bezeichnet. Das Vakuum ist nor-
miert: (0]0) = 1. Der Einteilchenzustand mit einem Photon mit & und
Polarisation o wird dargestellt:

1z, )= ko) =dl|0)

alko) =6:06,,]0)  Lal0)=0

al ist ein Erzeuger und a ein Vernichter von Photonen.

2- und Mehrteilchenzusténde erreicht man durch Produktbildung aus
| ko) |ka). ... Dies ergibt einen Hilbertraum H(™ bei n-Teilchenzustinde
mitn=1,2,...

H = HD s 7D oy

n-mal

Der gesamte Zustandsraum ist H = ) &H™, wobei H® der Raum ist,

n=0
der von |0) aufgespannt wird. Dieser gesamte Zustandsraum ist der Fock—

Raum. Die Teilchenzahl ist nicht fest. Den Ubergang zum Kontinuum ma-
chen wir durch Riicksetzung der Summe durch die Integrale, die wir vorher
eingefiithrt haben:

5"" — —
3 kk' 3 /
Z AVk—>/dk, NG &k — k)
k
: B, ——|Fo) — |Fo)
—_— —_—
AV T Ry o
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la,al] — [a, (), al(F)] = 8,,:8°(k — F')
~——

=6t

S(F)10) = [Fo) an(F) | Fo') = 8,08 (F — F)10) :an(F)|0) =0

Das klassische Vektorpotential A ist:

S 1 L o
Allags(T1) = /dSk Z{ggag(k)el(kx_m)E;a;(k)e—l(kl’—wt)}

Das ist die “Wellenfunktion” des Photons. A)(f,t) ist ein Operator auf dem
Fock—Raum, der die Gleichung OA = 0 erfiillt. Die Quanten £— und B-Felder

sind nun:

E=-9,A Feldgleichung fiir Quantenfeld
B=VxA Bewegungsgleichung fiir Quantenfeld

Anmerkungen:

1. Der Operator fiir die Gesamt—Photonenzahl:

N = ZN~ —>/d3ka (k)a, (k)



4 QUANTISIERUNG DES ELEKTRO-MAGNETISCHEN FELDES 87

[N,A]#0# [N, E], [N.B]#0
Daher sind die Photonenzahl und die £ und B-Werte nicht gleichzeitig

scharf meBbar. Wenn aber (#,¢) und (Z’,¢') raumartige Vektoren sind,
gilt: . .
[E(Z, 1), B(Z',1)] =0

2. |n) ist ein Zustand fester Photonenzahl.

In) = |ng, )ng,, ). anig:zv

(n | E| n)=70 inkoh&rente Photonen
n|E2|n Zﬁw . #0
k oy
Das bedeutet: Feste Photonenzahl gehért nicht zu einem klas-

sischen Feld.

3. kohirente Zustinde: Es seien k, o fest. Sei | z) ein Zustand mit der
Eigenschaft: a|z) = z|z) mit z einer komplexen Zahl. Nun gilt:

— y h R e
<Z | FE | Z> = _ﬁ 2_(4) {E’ZGZ(kx—wt) . E*Z*e—z(kx—wt):|
T2 €

Dies ist eine klassische ebene Welle mit |z| der Amplitude. Im Zustand
| ) sind die Photonen phasenkohérent.

Z|n V(n| =) Z(\/%e—'f) In)

Dies folgt aus |n) = (?jn—)'n |0), al |z) = 2"|z) und der Normierung

(z]z)=1
Die Wahrscheinlichkeit, dal n Photonen im Zustand |z) vorhanden

|2

. . . . . . 2n —
sind, ist eine Poisson—Verteilung zum Mittelwert |z|*: %e =

Also ist < n >= die mittlere Zahl der Photonen mit der Schwan-
kung An = /< n > = |z| und der relativen Schwankung - oS = \/<IT>
Diese ist klein fiir grofle < n >.

Kl
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4. Spin des Photons: Die Wellenfunktion bzw. A ist eine Vektorgrofle.
Sie hat also 3 Komponenten, von denen jedoch nur 2 physikalisch sind.
€; und €, stehen senkrecht aufeinander und sind zwei Basis—Vektoren
in einem karthesischen Koordinatensystem. Die dritte Richtung (€3 :=

-

|§| ) ist unphysikalisch, hat fiir festes k3 Freiheitsgrade und entspricht

der Projektion von Spin 1 auf die l_ﬁ)fRichtung, der Helizitat.

e Physikalisch sind nun €, ¢, und Linearkombination aus Spin 41
und Spin -1.

e Unphysikalisch ist €3 Spin 0.

Mit den Erzeugern:

T_l(T

i

a; —iay) ,a

ar, = \/5 (aj + Za;[)

Sl -

i i

ayp erzeugt Spin +1 und rechtszirkular, und a; erzeugt Spin -1 und
linkszirkular.
4.4 Wechselwirkung von Strahlung mit Materie

Wir betrachten ein System ohne Strahlungsfeld. H, = 2]3—; + V(r), z. B. ein
e~ im Atom. V(r) = 0 gilt fiir ein freies Teilchen. Das Strahlungsfeld ist
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durch das Coulomb-geeichte Vektorpotential A)(f,t) mit VA = 0 gegeben.
Der Hamilton—-Operator des Gesamtsystems lautet nun:

1 — -9 .
H = %(P —eA)y+V(r)+ Hgalq ,mit

1 S 1
HFeld = §/d3$(60E2 —|— —BQ)
Ho
Die Basis des Zustandsraumes ist ein Produktraum aus den Atom— und Pho-
tonenzustdnden: |a)|n). Wenn wir nun das Quadrat ausquadrieren, erhal-

ten wir die neuem Summanden:

s

L + V(r)

H =
2m

+ Hpg + Hy + H}

e - = ’ (&4 2
H =—-——AP, H =—A
m 2m
Dies ist der Fall, da P= AV und VA=0.

Wir betreiben nun Stérungsrechnung bzgl. H, und Hj. Dazu schreiben
wir die Operatoren im Wechselwirkungsbild:

s

P(t) == By(t) = e B0

Je #Ho
a,(F.1) = af(k,1) = a, (F)e™™'

Die ai werden entsprechend definiert. Im folgenden wird der Index I wegge-
lassen. Der Anfangszustand |¢) bei t = 0 ist ein Produktzustand zu Hy und

HFeld mit n Photonen:

i) = |a)|koy, kyos, ..
Der Zustand | f) ist ein Produktzustand zu Hy und n’ Photonen:

|f> = | >|k10-17 20-27"'>
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist das System im Zustand |i). Gesucht ist Ubergang-

samplitude fiir positive Zeiten in den Zustand | f ):

In 1. Ordnung Stérungsrechnung ist diese Amplitude:

t
di'(f] L) +Hi(t)]i)
N——
0 WW-Bild

Agi= ih
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H, ~ AP ist linear in a,aJ[ — Die Photonenzahl in |f) und |¢) ist um

1 verschieden. Hj ~ A? ist bilinear in a, al = Die Photonenzahl ist um 2
verschieden, oder gleich.

Da fiir Strahlungstibergéange 1. Ordnung im Atom |a) # |b) ist, kommt nur
Hy in Frage.
Spontane Emission:

Das ist die Emission von Licht durch ein angeregtes Atom. Der Ausgangs-
zustand ist ein Zustand ohne Photon: |i¢) = |a)|0). Dieser geht in einen
Zustand fiiber, der 1 Photon enthalt: | f) = |b)| ga} Die Energie L) muf
aber kleiner als E, sein. (Sei |b) z.B. der Grundzustand) Nun ist die Uber-
gangsamplitude:

1 L e s
Ag = —ﬁ/dt’<b,ka|%AP|a,0>

' 7 —w;t—l—zkac &, -i- iw t'—igf}
= / Z,/%Ow aor (') +&al (F)e
A, dt/ Twt! —M< b —ikd

1= (27 2zﬁw\/ 260w/ (e pt) fa)

zu bestimmen

In der elektrischen Dipolndherung (e ~ 1, wenn die Wellenlédnge sehr viel
grofer ist, als die Abmessungen des Atoms) ist das Impulsmatrixelement:

<MﬁWa>=”thﬂﬂla>=%%<5Hf@3J%Ha>

by —F ot
:E<O byMWNMZﬁMEWWMMM
h ? ——

4

Dies eingesetzt in die Ubergangsamplitude ergibt die Ubergangswahrschein-
lichkeit:

t 2

1 ho é? , )
A E e — 2 2 =2 dt/ Z(w—wab)t
| f2| (271')3 260(4)0 hzwab|xba60| €

0

2T (w—wep)=F(t,w)
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Die Ubergangsrate fiir den Ubergang von |7) nach | f) mit den Photonen-
impuls d°k bei k und 0 ist:

1

Die gesamte Rate fiir |a) nach |b) ist:

2 2
1 I e Z —
Wy, = E /dwfl = ? E /d3k|Afz|2 — S?G(JTL—CSwg)a/dgk |xba6cr|2
o=1 o

[

————

=512 9 |Fpal?

it
T~
k
€1
\ J
Eo
2 —
Wha = mwgbKMX | a>|2
Anmerkung:
Wenn wir die Feinstrukturkonstante « := Mizhc ~ 3= definieren, ist:
4w .
Wy, = —2 (b7 |a)|]” = cra(+cya? +cza” +..)

3¢

Wir betrachten nun die Lebensdauer eines Zustandes: Ein Zustand |a)

hat eine endliche Lebensdauer. Falls der Ubergang |a) — |b) der einzig

mogliche Ubergang ist, ist die Lebensdauer 7 := w%a Falls die Uberginge

la) — |b;),j =1,2,... moglich sind, ist ) w,, = L die Gesamtrate. Falls
J

N, Atome im Zustand |a) sind, gilt:

1 1
EdNa = —wy,dl = —;dt = const

27 27 27 h

— << w, t> — T >
t “ab ’ Wap T Ea_Eb
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2r
Wha + 5

|
|
Wha

Typische GroBlenordnungen sind, wenn £, — £, ~ leV (optische Ubergéinge),

- 6,6-10~16eV -
T~ 1078 i = S5 107 s,

Die Linienbreite ist: Wenn | a ) kein Eigenzustand von Hy ist, wird das e T

Verhalten dadurch erreicht, dafl man |a) ersetzt durch: |a >6_§ = |a >e_gt.
Man definiert also: I' := 1. Dies muB man dann in der Ubergangsamplitude

beriicksichtigen:

t

Api=(...) / di e iletea)t! =50 2

0

1

fin G T T
Die Ausnahme ist, wenn alle anderen Faktoren schwach w-abhéangig sind,

w — w,p. Die Rate fiithrt auf die natiirliche Linienform:

dW,, 1

= W _
dw ba =0 (w—wu)2+ 5

Die Né&herung ist gut fir 't < E, — F,

Wir betrachten die induzierte Emission: Wenn [¢) = |a)|...ng, ...) und
| f)=1b)]...ng, +1...), wobei ng_ die Anzahl der Photonen mit Impuls

k und Polarisation o ist. Dies ergibt einen Faktor \/nz +1 in Ay, In der
Rate ergibt das einen Faktor ng 41 (Normierung auf den Fluf} einfallender
Photonen np_hwe — Wirkungsquerschnitt).

Anders bei der Absorption: Wenn |7) = |a)|...nz ...) und |f) =
|6)|...ng, —1...), ergibt es einen Faktor ,/mz in Ay und einen Faktor

ng, . Die Normierung auf die einfallende Stromdichte ergibt den Absorptions—

WQ (keine Integration {iber k und eine Summation iiber o). Fiir realistische
Situationen mufl man tiber das Spektrum der einlaufenden Welle integrieren.



4 QUANTISIERUNG DES ELEKTRO-MAGNETISCHEN FELDES 93

Wenn wir nun auch héhere Multipole zulassen, entwickeln wir e~ bis zu
héheren Termen: e~ ~ 1—ikf+(—ikf)2%+. ... Dies ermoglicht Multipol—
Ubergiinge. Sei El ein elektrischer 2'~Pol und M1 ein magnetischer 2'-Pol.
—ik#
=1

Betrachten wir nun die Entwicklung 1. Ordnung: e —ikZ. Damit wird

das Impulsmatrixelement:

(ble ™G a) = (b|F|a)—i(b] (kZ)F|a)
N e !
Dipol neu

Wir machen einige Definitionen (magnetisches Moment): i := 3£ E, T =
Z(t), p=p(t)=mi(t). In Ay, zeigt sich die :

(& - 1 =k 1 d =y 12 v 7
Fn b (FD7a) = e (bl g (BR)T) + 5F (7 x ) a)
eEa_Ebl . —k 1 € 7 7 =
=== Z<b|(kx)x|a>eg+%2—<b|kXL|“>60

N——
Wab %gg[k’x<b|ﬁ|a>]

Die Auswahlregeln sind: (diagonal in [ (77)): I'=1, m'=m+1.

_) <b|lu|a = abzkjecrlb| l’l’l ]l$)|6l>

Wir definieren nun den elektrischen Quadrupoltensor: Q);; = e(z;z; —
16,27), der spurfrei ist. Er hat also 5 unabhingige Komponenten, die als

Linearkombination geschrieben werden kénnen. Y5, =5 5. Y3, ist ein ir-

.....

reduzibler Tensoroperator der Stufe 2.

Q=2 er?Vy, = QY

(U 1QP [t ) B 1QO [nl) (i, 20| I
red. Matrixel. liefert Auswahlregeln

Die k#-Terme sind ~ d(AtAom)

und daher unterdriickt gegen den elektrischen
Dipol. In der Amplitude fiir den optischen Bereich ist die GréBenordnung
von 4 ~ 107%, das heiBt in der Rate nur 107°. Daher ist die Betrachtung
héherer Terme nur sinnvoll, wenn der Dipoliibergang verboten ist.
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Anmerkung: Die systematische Multipolentwicklung fiir Strahlung ist
die Entwicklung von A(Z,t)nachY}, (Drehimpulseigenzustande, Vektor—
Kugelfunktionen).

Zusammenfassung:

Das freie quantisierte e-m-5trahlungsfeld besitzt: Photonen mit der
Energie hiw, dem Impuls ik, der Masse 0 und der Polarisation o = +
(zirkular), welches der Spinprojektion +1lauf die k—Richtung entspricht.

Die Feldoperatoren gehorchen den kanonischen Vertauschungsregeln.

Die Wechselwirkung mit der Materie bekommt man durch ersetzen von
P durch p—eA in Hy = % + V(r), der minimalen Substitution und
der minimalen Kopplung.

Die Uberginge sind bestimmt durch:

1. Frequenzbedingung: w = w, — w, = 2 hE“
2. Matrixelement des (FI, M)-Moments zwischen (b]| ... |a).
Die endliche Lebensdauer angeregter Niveaus ist I = w,, = > wy,.

7

1 .
+ 1st.

Daraus folgt, daf} die natiirliche Linienform ~ Y

Uberginge zwischen freien Elektronen (e 4+ — ¢/, e — ¢'47) sind
verboten wegen der Energie-Impuls—Erhaltung. Dagegen ist e + v —
¢’ ++" moglich (Compton—Effekt), in 2. Ordnung in H; oder 1.0rdnung
in Hj ist:
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5 Relativistische Quantenmechanik

Im folgenden sei i = ¢ = ¢y = 1, die Energie-Einheit sei 1eV und die Dimen-
sion einer Lange ist gleich der Dimension einer Zeit ist gleich der Dimension

[Enelm‘ Fiir die Umrechnung gilt: ic = 197.327TMeV - fm.

5.1 Lorentz—Transformationen, klassische Physik
Die Prinzipien der Relativitatstheorie sind:
1. Relativitatsprinzip: Alle Inertialsysteme sind gleichberechtigt.
2. ¢ ist unabhéngig vom Bezugssystem.

Die Lorentz—Transformation ist die Transformation, die ein Inertialsy-
stem in ein anderes transformiert. Ein Ereignis ist gegeben durch einen 4-
dimensinalen Weltpunkt (t,2) = («*), p =0,1,2,3. Dabei seien Weltpunk-
te mit dem Index oben kontravariante Vektoren (z* = (2 = ¢, 2", k =
1,2,3)) und Weltpunkte mit dem Index unten kovariante Vektoren. Die
kovarianten Komponenten ergeben sich aus: z, = g,,z". Wobei g, der me-
trische Tensor ist:

Dies ist die Vorzeichenkonvention, die in der Kern— und Teilchenphysik tiblich
ist. Ansonsten ist das Vorzeichen genau andersherum definiert.

Das Skalarprodukt der beiden Vektoren z* und y* ist definiert als:
_ w v 00 == v
TY=9ut'Yy =Y —IY =2,y

Das 4-dim. Langenquadrat ist invariant unter Lorentz—Transformationen:

2 02 =2
=gt = = (") - &

Eine lineare Lorentz—Transformation A transfomiert einen Vektor z* von
einem System S in den Vektor 2* im System S’. Diese Transformation kann
man als durch eine Matrix darstellen. Es gilt also:

"= A
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Damit das Liangenquadrat invariant bleibt, muf} die Lorentz—Transformation
folgende Bedingung ertiillen:

G = MNAY =g,

Also ist die Determinante von A = £1. Nun ist d*ax = |det(A)|d*s’ = d*a’
invariant (was gleichzeitig bedeutet, daff das dreidimensionale Langenelement
d’z nicht invariant ist.)

Bisher haben wir nur homogene Lorentz—Transformation betrachtet. Wenn
wir noch eine Verschiebung um a* = const zulassen, erhalten wir die Point-
caré—Transformation, welche eine inhomogene Lorentz—Transformation
ist:

2" = At + o
2™ = Alz” ist die kontravariante Komponente der homogenen Lorentz—
Transformation und x, = Afz, die kovariante.

Wir betrachten nun spezielle Lorentz—Transformation :

1 0
B
A”_<O Rf)

RY ist eine orthogonale 3 x 3-Matrix mit detRf = +1.

2. Boost langs der x-Achse (¥ = 2€,, v = /122 ):

1. Drehungen

10
0 1
analog geht es bei Boosts in y— und z—Achse.

Die homogenen Lorentz—Transformationen bilden eine (kontinuierliche)
Gruppe mit 6 Parametern (3 Drehwinkel und 3 Boost—Parameter). Sie
ist eine 6—parametrige Lie-Gruppe (sie besitzt 6 Erzeigende).

3. Spiegelungen (det = —1), ¥ — —& sind diskrete Transformationen.
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Die gesamte Pointcaré—Gruppe besitzt 4 zusédtzliche kontinuiertliche Para-
meter (a"), ist also eine 10—parametrige Lie-Gruppe mit den Erzeugenden

HP, J K
—— N
Transl. Dreh. Boosts

Wir definieren einen allgemeinen Vierer—Vektor a”, der sich unter Lorentz—
Transfomationen A folgendermafien transformiert: «’* = A%a”. Ein Skalar ist
invariant unter Lorentz—Transformationen (z.B. ="z, ="y,,)

Ein Tensor n—ter Stufe A“'#" ist eine Grofle, die sich unter Lorentz—
Transformationen folgendermaflen transformiert:

T yeein 1 H ISR %
A 77n_Ay1”‘Ay:le7 n

Wir definieren die Differentiation: 0, := % (Das ist die kovariante Kompo-
nente). Es gilt nun also:

oa'™
/
d,=MN,0, <= A = 5
Analog definieren wir die kontravariante Komponente: 9" := ¢*”d,, es gilt

ebenso: 0" = A*9”. 9y, = 0° = 0, 0, = 22 = —0" ist der Gradient. Also

Il
gilt:
2

0
9,0" = ¢"' 9,0, = Eroie A =+0

Der 4-dimensionale Gradient ist invariant unter Lorentz—Transformationen

(0,0 = 0,0").

o Bin Skalarfeld ¢(z) = (2% 2", 2% 2%) verhilt sich unter Lorentz—
Transformationen folgendermaflen (2’ = Ax):

plz) — ¢'(2') = w(x)
e Ein Vektorfeld V#(x):

VH(z) — V(") = ALV (2)
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Wir wenden nun diesen Formalismus auf die Mechanik und die E-Dynamik
an:

1. Mechanik:

Wir beschreiben die Bewegung eines Teilchens der Masse m. Die Kurve
t — Z(1) sei die Bahnkurve. Die 4-dimensionale Bahn sei die Weltlinie
t — (2°, %) Das Abstandsquadrat sei invariant:

g datde” = (dv)? = invariant = dt* — (d7)* =: dr*

7 ist die Eigenzeit eines Korpers (die Zeit im mitbewegten Koordina-
tensystem). Es gilt:

~

dZ\* di
dr =dty/1 - | —
dt

Das Koordinatenzeitintervall ist also gedehnt (Zeitdilatation)

o u':= % ist die 4er—Geschwindigkeit
o Py := mu* ist der 4er—Impuls, mit P’ = ym = F, P = ymav

o= di
mit v = pr

Y

¢ Der Zusammenhang zwischen £ und P ist:

(P°)? —(P)? =m?=P,P" —

B? = B? 4 m?

P P?
EF=m\/[l+ —=m+ —+...
m 2m

In 1. Naherung ist die Energie also die Summe aus der Ruheenergie
m und der kinetischen Energie.

2. E-Dynamik:
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o (1) = (p,f) ist der 4er—Strom, wenn p die Ladungsdichte und
) die Stromdichte ist. Die Kontinuitatsgleichung (d;p + Vj = 0)
liefert die Erhaltung des 4er—Stroms:

9,54 =0

Ebenfalls erhalten ist die Ladung als Integral {iber die Ladungs-
dichte: p p

“H_ @ 3.0 _

FTAT / dwj” =0

o A' = (0, %_f) ist das 4er—Potential

o [ =" AY — 9V A" ist der Feldstarke—Tensor:
0 —FE' —FE? —E3
E' 0 By —B,
E* —B; 0 B,
E* B, —-B, 0

(1) =

E=-0,A-V® B=VxA

Wenn wir nun die Lorentz—Eichung (d,A" = 0) durchfiihren, lau-
ten die Maxwellgleichungen: 9, F'** = j* und mit den Potentalen:

OA* = —j

Nach dem Ubergang vom einen Koordinatensystem S in ein an-
deres 5, gilt:

a/ F/p,l/ — j/p,7 D/A/p, — _j/p,
Das heifit, es handelt sich um forminvariante kovariante Glei-
chungen.
5.2 Relativistische “Wellengleichungen”

Wir suchen eine relativistische invariante Form der Schrédinger—Gleichung.
Dabei gehen wir hier den heuristischen Weg (,der historisch gegangen wurde).
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5.2.1 Die Klein—Gordan—Gleichung

Die Schrédinger—Gleichung in Ortsdarstellung ist nicht Lorentz—invariant
und lautet:

s

P
100 (2, 1) = Hp(2,1) JH=—+V4+...

2m

Den Hamilton—Operator fiir ein freies Teilchen erhalten wir durch Anwenden
der Korespondenz zur Hamilton—Funktion:

H=\/P2+m?2— H = \/ P2 4 m? ,]3 : Impulsoperator

Die Schrodinger—Gleichung lautet: :9,0p = Hep. Wie auch bisher iiblich, sollen
die Vertauschungsrelationen gelten: [2!, P¥] = i6'"". Diese sind erfiillt, wenn
der Impulsoperator P* — Lo, = 10" ist. Also gilt: P, = i0;

Der Hamilton—Operator ist nun also:

H=+v-A+m? (1)

Dieser Operator ist allerdings kein lokaler Operator, von daher ist er unprak-
tisch. Stattdessen wird also eine Gleichung fiir das Quadrat aufgestellt. Spater
werden wir den Operator durch Wurzelziehen vereinfachen. Doch zunéchst
betrachten wir das Quadrat:

(10,)%) = H*p = (= +m*)
0? )
<w—A—|—m>¢=0

(D—|— mz);/):O (2)

Dies ist die Klein—-Gordan—Gleichung. Sie ist in lorentz—invarianter Form,
wenn (Z,1) = () ein Skalarfeld ist, was bedeutet, dal '(z") =
() ,#' = Az. Das heift, daf} folgende Gleichungen gelten:

(O +m*)y'(2") =0 (O+m*)ip(x) =0
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Doch was ist die Bedeutung dieses s? In der Schrédinger-Theorie ist [)]* =
Y™ = p > 0 die Wahrscheinlichkeitsdichte im Raum und j= (V) —
V™) die Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Die Kontinuitatsgleichung 9;p +
Vj = 0 fithrt auf die Erhaltung der Normierung: &4 [ d®zp = 0.

Kann man nun in der Klein—-Gordan—Theorie |¢/|* auch als Wahrscheinlich-

keitsdichte interpretieren? v ist ein Skalar, also ist auch ™ ein Skalar, also
kann [ d®z|¢|? nicht invariant sein, da d*z invariant ist und somit d’a nicht
invariant sein kann.

Wie sieht es mit einem erhaltenen Strom aus?
P (O m*)p — (04 m?)e* =0

¢

= (W70 — ") =0 |5

om
o ([ ok o0 i N
5 o (05 =5 ) |49 | g 9w wven)| =0

— 7 -
=p: =y

p ist die 0-Komponente eines Vierer-Vektors j,, also ist [ d’zp lorentz—
invariant.

Betrachten wir ein Beispiel:
x) = PF) = =7 geoi Lsung der Klein-Gordan—Gleichung (2) fiir
g g
E=VPE+m? Alsoist p=£ = %. Es ist d?’xfn—o = d’zv. Da d*z invariant

ist auch d*z = d®zdt = d°zv \d; , also ist d’zv invariant.
invar.
Ein neues Problem ist: ¢, = =" b = P fithrt auf p, = % P =
%. p hat kein definiertes Vorzeichen. f+ = % ,f_ = %.
Fithren wir eine neue Interpretation ein: (j*) = (p,;) ist der elektro-

magnetische Strom, p die Ladungsdichte und die Klein—-Gordan—Gleichung
beschreibt Teilchen mit 2 Ladungen 4+1. Das Teilchen mit +1 hat die Wel-
lenfunktion ¢, (z) = €*, den Impuls p und die Energie E, das andere ist
das Anti—Teilchen mit der Wellenfunktion ¢»_ = ¢~%%, den Impuls § und
die Energie F. 0%j, = 0 heift jetzt Ladungserhaltung. Es gibt keine weiteren
Freiheitsgrade, das heifit der Spin ist 0.

Betrachten wir nun eine konsistente Interpretation:
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), die Losung von (2) ist das Quantenfeld. Wir fithren Operatoren ein:

¢~/d3p

a,b, aJ[, bf sind Operatoren mit kanonischen Vertauschungsrelationen.

a(P)e™ + 5T (F)e™

aT|O> = |+,p) ist der Erzeuger eines Teilchens mit dem Impuls p,
bT(ﬁ)|0> = |—,p) ist der Erzeuger von Anti-Teilchen, a,b die jeweili-
gen Vernichter. Die “Wellengleichungen” sind ¢, = (0] (x)|+,p) und
o =(0]y(x)|-,p).

Ein Klein—Gordan—Teilchen im e-m-Feld wird vom freien Teilchen ausge-
hend (i0y)* = (p* + m*)y = 0 durch minimale Substitution (5 —

-

p—eA, 0y — 18y — e®) beschrieben.
(i~ @) = (5~ eA)? + m? |
Das Ganze schreiben wir kovariant mit A* = (®, A), P* := i9*
(0, — eA,)(i0" — eA”) —m*| ¢ =0
Die Lorentz Transformation A bewirkt: @ — o/, 8, — &, A, — A, ¢(z) —

(). Der Strom ist erhalten (9,7* = 0) Die Herleitung ist analog zur freien

i

Klein-Gordan-Gleichung. Mit dem elektrostatischen Potential (A =0, ® =
(), V(7) = e®(F)) folgt (die stationire Losung ist o (z) = e Fhp(7)) die

stationare Klein—Gordan—Gleichung:

(E=V)*9(7) = (=A+m”)i(F)

[A+E2-m?-2EV + VZi))(x) =0

2

Fir das H-Atom ist V = —3= = —% Wenn V = V(r), ist ¢(z) =

4rr

u(T)Ylm(ﬁ, ©). Das fiihrt auf einen Radialterm und die Energie-Werte F,;.

r

5.2.2 Die Dirac—Gleichung

Wir beschaffen uns den Hamilton—-Operator nun durch “Wurzelziehen”
(H =“v=A 4+ m?”). Wir machen einen Ansatz von 1. Ordnung in allen Ab-
leitungen (Jy, dy,). Dies fithrt auf zusédtzliche Freiheitsgrade, das fithrt auf
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den Spin und die Positronen. Es gibt jedoch &hnliche Probleme, wie bei der
Klein—-Gordan—Theorie. Alles ist im Rahmen einer 1-Teilchen—Theorie, da-
her mufl man den begrenzten Giiltigkeitsbereich beachten. (Eine konsistente
Theorie erhdlt man, wenn man 1 als einen Quantenfeldoperator einfiihrt.)
Wir machen also den Ansatz:

1 d d 0
./ 26 1 2 3
Atm LY 9t Ox? Oz

5|+ Bm=—a"p.+ pm

10 = Hyp

Die Forderung H? = p*> + m? = —A + m? (O + m2)¢ = 0 fithrt auf
folgende Bedingung:

3 i joi a2
2 a'ad +’at 0 m ; Ji -
i = Z 2 axiaxf—l_ 2 Z(aﬂ—l_ﬂa)axf—l_ﬂm

g J

Diese Forderung ist ertiillt, wenn gilt:

alad + oot = 26,5, a'p+pat =0, p*P=1 (3)

Dies ist durch Matrizen erfiillt, die Dirac—Matrizen. Die Eigenschaften der
Matrizen sind: (')* = 1, Spur(a') = 0, Spur(3) = 0, da die o', 3 hermitisch
sind, sind die Figenwerte +1, die Dimension ist geradzahlig, die Spur =
Summe der Eigenwerte ist 0.

e in zwei Dimensionen erfiillen nur 3 Matrizen diese Eigenschaften. Dies
sind die Pauli-Matrizen.

e wir betrachten die minimale Realisierung in vier Dimensionen in der
moglichen Darstellung als (4 x 4)-Matrizen.
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Worin hier die ¢ die Pauli-Matrizen sind. Dies ist die Standard-Darstellung,
die Dirac—Darstellung.

Nun suchen wir eine kovariante Form der Dirac—Gleichung. Dazu fithren wir
formal neue Matrizen ein:

0 _ k_ Ey o oouw ko 0 ot
(V=8 =pat) =" = _ &

g

Damit lautet nun (3):

VT Ty =29

Wir definieren nun den Anti-Kommutator: {7#,4"} 1= y#4" + 4¥~*, 7, =

9uy” und zusétzlich: v5 := 10y vy = < (1) (1) > und o = %[7“7711]- Es

gilt (79)? =1, (+")? = —1. o ist antisymmetrisch und hat 6 unabhéingige
Parameter.

Wir haben jetzt einen Satz aus: 1,v5,~4",v"7s,0"”, welches 16 linear un-
abhéngige Matrizen sind. Also bilden sie eine Basis der 4 x 4—Matrizen.

Die Dirac—Gleichung lautet nun:

10y = (ap+ fm)m

Nun formen wir die Gleichung ein letztes mal um:
[10y +ia"0), — Bm] =0
[1(7°00 + ") — m)]e> = 0

("0, —m)b =0

Wir definieren nun das Symbol: 4 := v*a, = 7,a", welches ein Vierer—Vektor
ist. 9 :=+"0,. Nun haben wir die endgiiltige Form der Dirac-Gleichung:

(i p—m)p=0
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Wy
ths
s
s

SpiHOI’ ist: ¢T = (¢T7¢;7¢§7¢Z) 777) = ¢T¢O = (¢T7¢;7 _¢§7 _¢Z) fithrt auf
die adjungierte Dirac—Gleichung:

iB,07" +mp =0, (1)1 =12, (1)1 = = 1% 110 = 5

Dies zusammen fithrt uns nun auf einen erhaltenen Strom:

=

ist ein 4—komponentiger Spinor (Dirac—Spinor). Der adjungierte

Y (Dirac-Gl.) 4+ (adj. D.-Gl.)y» =0

= 0,(P7"Y) =0
Hat jetzt dieses j* = ¢py*3) eine physikalische Bedeutung? (Ist j* ein Vierer—
Vektor?)

p =30 =" = 0T = |0 4 [+ sl + i 2 0
p kann als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden (— Ladungs—
Dichte). Es muB gelten: [ d®zp ist lorentz-invariant. Falls j* ein Vierer—
Vektor ist, gilt dies auch. Es ist zu beweisen, ob eine Transformation folgendes
bewirkt: 11 — 'y = Alghy .
Wie sehen die Losugen zu festem Impuls p' aus? Dazu setzen wir ¢(z) =
e~y (p) in die Dirac-Gleichung (i /0 — m)i = 0 ein und erhalten eine
algebraische Gleichung:

(p—m)u(p) =0

Das ist ein homogenes lineares Gleichungssystem, die Losung im Ruhesystem
(p') = (m,ﬁ) lautet:

0 o 0 0 U9 .
(' = Du=0 <0 —1> us |

o O O O

1 0

W

o OO
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¢(1) _ u(l)e—imf7 ¢(2) — () mimt

Das sind zwei Spin—Einstellungen im Ruhesystem (z—Achse).

Betrachten wir das Ruhesystem:
b= ue B, (i p—m)p =0

— (VE—-mlu=0

Uy

(K —m)l 0 Uy
=0

0 —(E+m)l Us

Uy

Die Bedingung det = 0 = (E — m)*(

E
7u2(
0
0
0
1

+ m)2 <= FE = +m ergibt 2 Fille:

1. E=4m:u, = , ;/q_zu(”e_mt, r=1,2

o O = O

2. E=—m:u3 cps = uPet™ s =34

, Uz =

o= OO S ——
o O O =

w1 =1,2,3,4 ist eine Basis im Spinorraum. Was ist die physikalische
Bedeutung von u®, u®? (eF)

Anmerkung: wir fithren einen Darstellungswechsel (Aquivalenztransforma—
tion) der v* durch. ¥* — T~ '4*T mit T einer festen Matrix. Diese neuen
Matrizen erfiillen ebenfalls die Dirac—Algebra ({y*,~"} = 2¢""1). Dies fiihrt
auf die Chirale Darstellung, welche spéter verwendet wird.

0 . 0 1 . k ' . 0 —O'k
Vehiral — 1 0 3 Vehiral = O_k 0

Wir haben nun noch zwei offene Fragen:
1. Ist die Dirac—Gleichung Lorentz—invariant?

v =2l = Az, pla) — ¢'(a) = Sip(a)
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0
(i @=mpp(x)=0—( §=m}' ') =0

Dann ist auch d®zp = j%dz invariant und damit die Wahrscheinlich-

keitsinterpretation sinnvoll.

2. Was sind die Lésungen zu negativer Energie, und beschreibt die Dirac—
Gleichug Teilchen mit Spin 17

Die Antwort auf die erste Frage werden wir im nachsten Kapitel bekommen.

5.3 Darstellungen der Lorentz—Gruppe
5.3.1 Spinor—Darstellungen

Die homogene Lorentz—Transformation bilden eine 6—parametrige Lie-Grup-
pe.

1. Drehungen um die z—Achse ¥’ = R¥

1 0 0 0 1 0 0 0
0 cosf sinf 0 infinites. | 0 1 60 0
0 —sinf cosfd 0 0 60 1 O
0 0 0 1 0 0 1

=14:600° J: Erzeugende
Unter Vernachléssigung von 662, ... gilt:

0 0 00

Lto 0 10
3—_

J_i 0 -1 00

0 0 00

Analog gilt es fiir Drehungen um x—, y—Achse. Insgesamt gilt:

3
L4iy 60T = 141600, J=(J',J%J%

=1

000 0 00 0 0
Lt ooo —1 Lfoo o o0

2 _ - 1 _
J_z' 000 0 ’J_@ 00 0 1
010 0 00 -1 0

Diese Matrizen erfiillen die Vertauschungsrelationen [J*, J'] = ie¥™ J™,
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2. Boosts langs x—Achse (cosh¢ = \/11_—2, sinh¢ = \/fi—z))

coshd' sinh¢' 0 0 0100
sinh¢' cosh¢! 0 0 inf. e 1 L[ 1000
0 0 10 | MFEOREE=F10 009
0 0 0 1 0000
Da infinitesimal gilt: coshx = 1; sinhx = 6¢. Analog folgt fiir alle
Achsen: . .
1463, 83 = (56",6¢%,86%)
0 010 00 01
L{foo0oo00 Lfo o000
2 . 73 _
E=511000 " =5 000 0
0000 1 000

Wir kennen also 6 Generatoren, daraus folgen die Vertauschungsrela-
tionen:

K', K?] = —iJ?, zyklisch

Y

existiert eine Gruppenstruktur?

[
[
[J, K] =0, usw.
[Ji7 Jl] — 6ilme
Wir fithren neue Matrizen ein: A := %(J_)—I—i[{;), B = %(J_)—z[{;) Daraus
folgen die Vertauschungsregeln fiir A und B:

[AY, A?] = 1A%, zyklisch
[BY, B*] = 1B, zyklisch Lie-Algebra der SU(2) x SU(2)
(A7, BY] = 0, Vj. k

Die A-Algebra ist eine SU(2) und entspricht der Drehimpulsalgebra
(Pauli-Matrizen), die B-Algebra ist ebenfalls eine SU(2). Also ist die
Lorentz—Gruppe isomorph zu SU(2) x SU(2).

Es folgt ein mathematischer Einschub zu einem neuen Begriff: das Grup-
pen—Produkt.

Seien GG und H zwei Gruppen. Nun gilt:

GxH=A{(g,h)|g € G heH}
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Eine Verkniipfung ist folgendermafBen definiert:

(917 hl) 0 (927 hz) = (91 0 gy, hy0 hz)

Falls nun G und H Lie-Gruppen sind, mit den Erzeugenden und Vertausch-
ungsrelationen

o« G:Ty,.... T,

o [1}, 1] = ifli?T)rLva
e H:Ry,....,R,, und
[Ri Ri) = i\ R,

dann folgt: G x H st eine Lie-Gruppe mit den FErzeugenden
Ty,....,T,,Ry,..., R, und den Vertauschungsrelationen [T}, R;] =0, VI, k.

Genauer sind die Erzeugenden eigentlich: T; @ 1,...,1 ® R;. Die fy;,, heiflen

Strukturkonstanten.

Betrachten wir nun die SU(2): Wir betrachten irreduzible Darstellungen
zuj = 0,%,1,3,..., also die Spinor-Darstellungen der SU(2). Dann sind

die Darstellungen der SU(2) x SU(2) bestimmt durch (j;,7;): Die Spinor—
Darstellungen der SU(2) x SU(2).

* (J1,72) = (0,0):
Eindimensionale Darstellung, A),B) = 0= J =K = 0. Das ist die
triviale Transformation. Jede Lorentz—Transformation wird als 1 dar-
gestellt. Ein einkomponentiger Spinor ist ein Skalar: ¢ A, Y Fiir ein
Teilchen mit fester Masse m gilt:

P*Pp = m*yp

Dies ist eine invariante Gleichung. Dies fithrt mit P, = ¢d,,u auf die

Klein—Gordan—Gleichung:

(O+m?)p =0

Die Klein—Gordan—Gleichung ist also die einfachste Darstellung der
SU(2) x SU(2) und beschreibt nur spinlose Teilchen.
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o (J1,J2) = (%70)3

B = 0, A= 17, mit o den Pauli-Matrizen.

Die infinitesimale Lorentz—Transformation lautet nun:
1+ 807 +i66K =1+ @'%(55— i60)

Eine endliche Lorentz—Transformation wird dargestellt durch eine 2 x2—

Matrix: }
M = e2700=i9)

Dies ist eine 2-dimensionale Darstellung. Die Elemente des Darstel-

lungsraumes sind 2-komponentige Spinoren { = < gl > Eine Lorentz—
2

Transformation bewirkt: ¢ A, ME¢.
4 (j17j2) = (07 %) :

A= 0, B = g J = 10, K=il= £0. Die Lorentz—Transformationen
7: — -
A1+ 55(50 +i6¢)

Die 2 x 2-Matrix der endlichen Lorentz—Transformation lautet:

—+ -,

N .= e%&(eurms)

Ein 2-komponentiger Spinor n = < Zl > geht iiber in: p AL Nn.
2

Ferner gilt:
N=TMT ' T=—is*

Drehungen und Boosts kénnen als 2—dimensionale Spinor—Darstellungen rea-
lisiert werden. Spiegelungen (P : ¢ — —4), daher K — —-K, J — J

Pseudo—Vektor.
1 P N (30 0
(30) = (3): (5" oy
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Wenn wir Spiegelungen in der Darstellung aufnehmen, so erhalten wir die
4-komponentige Darstellung (3,0) @ (0,1). Die Elemente des Darstellungs-
raumes sind 4—komponentige Spinoren. Dies ist also die einfachste irredu-
zible Darstellung der homogenen Lorentz—Gruppe nach der Trivialen. Die
Darstellungs—Matrizen sind 4 x4—Matrizen und stellen Drehungen und Boosts
dar. Die Elemente und Matrizen sind:

& o
f B 52 ‘ e%c’r’(é’—i ) 0
< n > Sl om ) ( 0 570 +id) )
M2
Die Lorentz—Gruppe ist also isomorph zu SU(2) x SU(2), die Darstellungen
sind (jlvj?)v

e (0,0): 1-dimensional, 1-komponentiger Spinor, ¢ entspricht dem Zu-
stand eines Teilchens mit der Masse m und ist ein Skalar = (L +
2 —
m*) = 0.
e (£,0)® (0,3): ist irreduzibel, wenn P eingeschoben wird. < i > = 1.

sind 4—komponentige Spinoren und entsprechen den Zustidnden eines
Teilchens der Masse m. Eine Lorentz—Transformation bewirkt, wenn

D(A) = e37(0-19) ynd D(A) — 53 (6+id).

()= 07 ol ) ()

Y = < i > ist die Zustandswellenfunktion der Masse m. Folgt daraus
eine Bedingung fiir ¢»7 Fiir Boosts gilt:

A
(m70) - (povﬁ) = (Evﬁ)v E2 :}52 +m2

Ein Teilchen in Ruhe wird in ein Teilchen mit dem Impuls § transfor-
miert. Fiir einen Boost (keine Drehung) in Richtung it = 157, cosh¢ =

|7
’y:%:\/ﬁgﬂtmitqﬁ:ﬁqﬁ:

A €(0) — &(p) = e%(ﬁa)(bf(()) = [cosh§ + (ﬁ&’)sinh?]{(@)
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Das folgt aus der Reihenentwicklung und (¢7)* = 1, n® = 1.

. 0
- (W)n(()) = [cosh§ - (55)5i”h§]"(0)

(Benutze cosh% = 1/% = /52 und Sinh% — /cosh2¢—1 _

)

2m

Im Ruhesystem (p'= 0, ¢»(0) < iig; >) gilt mit P dem Paritatsope-

P(30)- ( 3) ( ) ()
Die Bedingung hierfiir ist £(0) =
auf das gleiche Ergebnis).

rator:

+7(0). Wir wihlen “47 (“=7 fiihrt

L E+m+ap ‘ L E+4+m—ap
{(7) = Tt S0y ) = ot
EL9 ) = e =) = ni)

[en i an il an B an )

o(03)#(2 )i

~k
¥ = (’717’727’73)7 Vk = < ;k 00 > , 70,7’“: sind die Dirac-Matrizen in

chiraler Form.
(EY° + 79 —ml)y(p) =0
EY° + 75 =poy’ + piy" = puyt =
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Daraus ergibt sich die Dirac—Gleichung im Impulsraum:

(p—m)(p) =0

5.3.2 Kovarianz unter Lorentz—Transformationen

Kovarianz ist Forminvarianz unter Lorentz—Transformationen. Es ist zu zei-
gen, ob aus ( p—m)y(p) = 0 folgt: ( p'—m)Y'(p’) = 0, wenn die gestrichenen
Groflen die Groflen nach einer Lorentz—Transformation sind. Es folgt der
Beweis mit 1)y dem Spinor im Ruhesystem:

B 1 E+m+adp 0 >
=0 +ml
Py’ +m
= =9
»(p) (B + m) o »o
—— ——
=:5p

7 ist in chiraler Form. Die Inverse Transformation ist S™' = % Ein

Test 1st SpSp_I =1
V() = Sptbo = S8, ()
") () = ' /.0 m 0 m 1 1
HomU ) = (=) ) )
(p = m nach Vorraussetzung (( p — m)y(p) =0).)

~ (" =D+ D) =0, da(y”)* =1
Was sind die Fundamentaleigenschaften der v#7
W'(p) = S(M)p(p), p* = ALp”, (' —m)d'(p') =0

STHAP = m)S(M)p(p) = 0; (p—m)i(p) =0
Diese Gleichungen miissen beide gelten. Daher muB gelten: S~ p'S = p.

U (p)

STINtSY, =4,y b, = AL,
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STIMSp, = Ayt Y,

I

Daher gilt der Paulische Fundamentalsatz:

ST19/S(A) = ALy

Wir betrachten nun die Dirac—Gleichung im Ortsraum:

A

Y(w) — (@) = S(A)p(x)
S| (i, — ) () = 0
i ST'S 9 —mly(x) =0
:A{f’y”@ﬁ:’yf‘ay
(1770, —=m)y(x) =0
Es gibt eine kovariante Schreibweise der Darstellungsmatrizen:

Fiir die homogene Lorentz—Transformation (z'* = Alx) gilt:

9Ny NG = Gpo (4)

Fiir infinitesimale Lorentz—Transformationen gilt:

a't =2t +wha’ = (68 + W) 2"

AY

Aus (4) folgt: w,, = —w,,. Es gibt 6 unabhingige Komponenten (w’*, k =
1,2,3,w'? w* w). Die Transformation ist also:

7
ot =at + e,

Die Transformation von ¢ unter infinitesimaler Lorentz—Transformation

(¢'(2") = S(A)(2)) kann man bis zur 1. Ordnung entwickeln.

S=1- WS

9 )

S =S

Vi
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STl=1+ %w“”Sw + o(w?)

(da S™1y"S = AkqY)

i i

(1 ‘I‘ §CUPUSPU)’}/M(1 — §w005’pg) = (5UIM ‘|‘ w;f)")/y = "}/M —|— u)“g"}/
7: a 1 a

= §wp (oo —4"S5,0) = 5@” (687, — &4v,)

[’Vﬂv Spcr] = 1(55’}/0 - 52:’7/))

Spo =4 [70:7]

i i
S=1- 5(“)# - 1[7#771/] =1 + gwﬂ [7#771/]
1
ST =1 - g ] = 70514

Dies gilt wegen 7°[7,, 7)1 = ~[7,. 3.
Fiir eine endliche Lorentz—Transformation gilt:

S(A) = 3w

ST = ’yOST’yO folgt aus der Reihendarstellung Term fiir Term. Folgt dar-

aus, daf} ;/)J[;/) eine Wahrscheinlichkeitsdichte reprasentiert? Sei wieder mal
A eine Lorentz—Transformation , fiir die gilt' ¥ = Az, (") = S(A)(2)

und S(A) = e~ 5" S Ferner gllt S =73 ’yu,’yy ] und 7 = ’yOST’yO Eine
Spiegelung wird dargestellt durch: S(p < > = ~% in chiraler Form.

0

In der Dirac—Darstellung gilt: S(p) = T <0 4

Bilineare Kovariante: 1 (z )% (x).

>. Wir definieren die

7
I' € {17,}/577M77M,}/570MV}7 ot = 5[’}/#7’}/”]
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L p(e)b(z) == P'(a) (')
W' =S =) = ST = )’ — ST Sep = oap 1 Skalar
2. hyiah syt = pSTIyESY = Afpy'yp Wir definieren einen
Vierer—Vektor j*, mit 1% Ty = p ist eine Dichte und d®zp ist ein Skalar.
3. o = A% AYapo Vi) ist ein Tensor 2-ter Stufe.
4. p'ysi = det(A)pysib ist ein Pseudoskalar (“—7 bei Spiegelungen).

5. ' ytyseh = det(A) A py 50 ist ein Pseudo-Vektor (Axialvektor).

5.3.3 Drehungen und Drehimpuls

Wir betrachen infinitesimale Drehungen w" = —w™ mit W% =W =0, k =
1,2,3 (3 w* sind unabhéngig). Die Drehmatrix lautet: S = 1 — Lw* Sy, mit
Sy = k) = ™35 Die k, I, m zyklisch. Die ¥ sind: ¥ = < UO Uom >

Wir definieren also wieder einen Vektor: & = (X1, %2, %7). Die Drehmatrix
ist also jetzt:
S =143, S = —(w?,w? w?)

Die Transformation einer Wellenfunktion lautet nun:
W2’y = (1 +i38)p (e(2))
= 2" + WM, — oF =% — WMy
(a') = (1 +i88)¢ (e(a) = ¢ (e(2)) + B¢ (2(2)))
¢ (a(e) = (e = wHay) = (') + 5 (@) (M) + o(w?)

’ X 8 X 8 ’ .
= (") + 5@“ <7@ - 7@) p(x') k1, m zyklisch

=—L!

1k
Z

Dabei ist L' der Bahndrehimpuls, den wir zusammenfassend schreiben: [ =
(L', L* L?). Es gelten die wohlbekannten Vertauschungsrelationen: [L', L?] =
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¢:L?, zyklisch. Daraus ergibt sich: [? = S(LF)?, die Eigenwerte sind (1 +
1), 1=0,1,2,...

Die Transformation sieht nun folgendermaflen aus:
¥ (2(a) = (') +iS Ly (')
— (a’) = (1 + %ﬁ FiGLy (") = (1 + @) ()
Das fithrt uns mal wieder zum Gesamtdrehimpuls J=1 + %i =1 + g, mit

. — 1 —
dem Spinoperator S = X.

Im Ruhesystem ist L =0 und daher J = 5. Nun gilt fiir den Eigenwert des
Drehimpulsquadrates:

I 3 1/1
=Y =l =o (o411
s 4;( ) ;T 3\g "

Der Spinor ¢ (x) beschreibt ein Teilchen der Masse m und dem

festen Spin 1.
Die Eigenwerte von %* sind +1 und von den S*  + 1 (doppelt!?)

Was sind die Eigenschaften des Drehimpulses? Der Hamilton ist, wie

schon oben erwihnt: H = P& + pm, mit 3 =+° und & = < g g > Nun

sind die Figenschaften:

3
L [H,L'] =Y of[P* LF] =3 of[P*, o' P? — 2° P?]

k=1
= —i(a’P® — o®P?) = —i(d@ x P)!

Fiir L*, L? geht es analog. Dies fithrt auf die Eigenschaft:

[H, L] = —id x P

Das bedeutet, dafl L keine Erhaltungsgrofe ist.
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2. [H,S] = P&, 5]

HSI—QZQ S PF = i(d x P)!

(Dies folgt mit [¢%, ¢'] = 2i0? zyklisch) Fiir die anderen Komponenten
geht es analog, also gilt:

[H,S] = +id@ x P

Das bedeutet, dafl auch S keine Erhaltungsgrofe ist. Also sind die Ei-

genwerte der S* keine erhaltenen Quantenzahlen.

3. Man sieht aber an den Kommutatoren, daf} J erhalten ist, das heif}t es
ist eine Spin-Bahn—Kopplung vorhanden.

4. PS ist eine Erhaltungsgrofie, denn:
[H, PS] = ZPkHSk iP(@x P)=0

Wir definieren die Helizitét: |P| Ferner gilt [H, P] = 0. P ist also
erhalten. Fiir Impulszustdnde P= P egilt:
PS  pS  .
S22 G oa=L 0 w2
2| 1Pl | 7]

Die Helizitét hat den Eigenwert +7 (doppelt!)

Teilchenzustiande sind beschrieben durch
den Impuls und die Helizitit

5.4 Lo6sungen der freien Dirac—Gleichung
5.4.1 Impuls— und Helizitdtszusténde

Wir machen den Ansatz zur Losung: o (z) = w(p)e?, mit p = p* = (F, ]3)
Die Losung ist dann bestimmt durch:

(o —m)w(p) =0
Mit det( p—m) = 0 fiir p® = £/p2 + m2.
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e Die Losungen zu positiver Energie lauten: ¢ (z) = u(p)e™#* Das ist
einfach nur eine Umbenennung. Die Loésung ist nun dquivalent zu (/

p —mju(p) = 0.

e Die Losugen zu negativer Energie lauten (ersetze p — —p): ¢_(x) =
v(p)et®”. Die Losung ist dquivalent zu (p + m)v(p) = 0. (Also gilt:
v(p) = w(—FE,—p).) Fiir den Viererimpuls gilt: P*“p_(x) =— p“op_(z).

1 0
ind die «®0) = | @ _ |1 W —
Im Ruhesystem sind die «'V(0) = o | v = 0o |0 v =
0 0
0 0
(1) . o = 8 die Eigenzustinde von ¥°, S°.
0 1
Die u")(p) und die v(")(p) erhilt man durch Boosts: u((p) = Spu(T)(O),
v (p) = Spv(T)(O). mit S, = % (siehe Kapitel 5.3.2). In der
Standard—Darstellung ist diese Matrix:
g _ E+m op
P op  E+m
In expliziter Form gilt mit py := p' & ip*:
1 0
E+m 0 E+m 1
W (p) = 1/ ! . @) () =
P+ __p
E4+m E+m
p— s
E+ R B+ o
M () = UL N o @) (p) = m Erm
1

Damit gilt (p —m)u(p) =0 und ( p — m)v(p) = 0 (nachpriifen).
Es gilt die Orthogonalitét:

u " (pyu(p) = 8,3 oM () (p) = =6,
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é{“(r)(p)ﬂ“)(p)—v(” (p)o07) (p) p=1=:A4 +A—

Ay = p;"—mm und A_ = _g% sind die Projektionsoperatoren auf die

Teilrdume zu positiver und negativer Energie. Sie erfiillen folgende Bedin-
gungen: (A4)? = Ay (AL)? = ALy ALA = AAL = 0; Apu =
uy Ao = Ay = A+v(T) =0.

Die Losungen im Ortsraum sind:

Yy (r)(2) = u (p)r= 7 PO (z) = o (p)e™

Daraus folgt, daB pp = 1vIpL = £. Es sind keine Eigenzusténde der Helizitét.

Die allgemeine Losung erhédlt man durch Entwickeln:

$x) = X [ & fau(p)u(ple + bi(p)vi® pe)

Die Helizitatszustande sind nun mit der Helizitat W := 1 ﬁ;i . Fir den u—
Zustand (¢, = we™7) gilt: P = p und fir den v—Zustand (¢Y_ = ve'”)
gilt: P = —p. Die Helizitat ist also fiir positive Energie: W = 2?§| und fir
negative Energie: W = —2|E§| .

Die Eigenzustinde von W sind ug(p) und vi(p) mit den Eigenwerten +1
(Wuy(p) = +3ux(p); Wos(p) = *3vi(p)). Man nennt den Zustand

zum Eigenwert +3 rechtshindig und den Zustand zum Eigenwert —1
linkshéandig.

2l
[57]

Wir betrachten einen Boost A, vom Ruhesystem in die Richtung 7 =

Ap: (m,())—> (Evﬁ); W(O)—>W

1 —
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Die u4(0) und vy (0) sind Eigenzustinde von W. Nun gilt: uyi(p) =
S(Ap)us(0) und ve(p) = S(A,)v4(0). Beachte: Beim v—Spinor ist der Spin
im Ruhesystem in 7i-Richtung, dann ist die Helizitat +1.

Wir schreiben das nun in der kovarianten Form:

N
=

=
=
=
=

=

o

=

=

=
0
)

wt

|
TN
—_ O
el
N—
D

(o)
I
TN
(eI
=
—
N—
=

=
=
2y

I
TN
|
=
< Qu
N—

— o
(5?0) =(0,7), v° = 2% und pé‘o) = (m,0).)

Wenden wir nun A, an:

4 pM = Agpzo)v
o oy — P,

o 5" =17, Ei),
o s"=—1,ps=p,s" =0.

7

m’

Auf X7 angewandt ergibt sich: N — Vs
—)_) ﬁ .
(Mm)ug(0) — 75 /égui(p) = Aus(p)

~(S)eal0) — —16 Aus(p) = 36 fralp)

Wy — W fiihrt auf die kovariante Form der Helizitét:

W:%’Ys/é
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Anmerkung: W kann geschrieben werden als: W = 225 s wie oben
st = L(|p|, ER). Nun gilt:
o L e !
W = 56 Suppcrv Sup = 1[71/775]

Dies ist also ein kontravarianter Spin—-Operator. W#W, ist invariant (neben

PP WEW, = —s(s+ 1)1l mit s = %

5.4.2 Losungen zu negativer Energie, Positronen

Die Dirac—Gleichung ist geeignet zur Beschreibung von Elektronen. Immer
noch offen ist allerdings die Frage, welche Bedeutung die Losung ¢_ =
v(p)et”” hat. Die “Erklarung” von Dirac ist die Locher—Theorie:

Im Grundzustand sind alle Zustdnde mit negativer Energie besetzt (Dirac—
See). Wegen des Pauli—Prinzips miissen nun Elektronen positive Energie ha-
ben. Es sind jedoch bei Energiezufuhr Anregungen méglich, wenn die Energie
groBer als 2m ist. Dann entsteht ein Elektron-Loch—Paar. Das Elektron (e™)
ist ein Teilchen mit postiver Energie F und negativer Ladung. Das Loch hat
positive Ladung, positive Energie v/p? + m? (also fehlende negative Energie)
und den Impuls p. Die Interpretation dieses Loches ist das Anti—Teilchen

zum Elektron, also das Positron e*.

Die Wellenfunktion des Anti-Teilchens ist: 1/_ = 5 (p)e?™. Ein Positron
kann nur paarweise mit einem Elektron erzeugt werden (z.B.y ++v — et +
e” ), wenn E. + FE.,, > 2m. Ein Positron kann zusammen mit einem Elektron
vernichtet werden: et 4+ ¢= — v+ .

Diese Theorie lieferte die Vorhersage des Positrons! Sie beinhaltet allerdings
noch folgende Bedenken:

e Die Gesamtladung des Sees sollte null sein.
o Die Theorie ist unsymmetrisch beziiglich Teilchen und Anti—Teilchen

e Dies ist bereits keine Einteilchen—-Quantenmechanik mehr. Daher ist
die Wahrscheinlichkeitsinterpretation fragwiirdig.

e Wie beschreibt man die Erzeugung und Vernichtung?

Eine konsistente Beschreibung liefert die relativistische Quantenfeld—Theorie:
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() geht in einen Operator iiber, die Dirac-Gleichung wird eine Feldglei-
chung und die a,(p) und b.(p) aus der Fourierentwicklung werden zu Ope-

ratoren mit kanonischen Anti—Vertauschungsregeln. ([,] — {, }). Die a, al
sind nun die Vernichter und Erzeuger von Elektronen, die b von Positronen.

Die Dirac—Gleichung als Finteilchen—Gleichung

o liefert ein fast richtiges Spektrum des H-Atoms

e enthilt die Pauli-Gleichung als nichtrelativistischen Limes

o enthilt die Spin—Bahn-Kopplung, relativistische Korrekturen
o liefert ¢ = 2 fiir das magnetische Moment

o ist anwendbar fiir £ < 2m, also fiir genigend schwache dufiere Felder

(sonst QFED).

5.5 Dirac—Teilchen im e—m-—Feld

—

Wir betrachten fiir ein aufleres Feld (A*) = (¢, A) die minimale Substitution:
10, — 10, — eA,

(140, — m) = 0 fithrt damit auf:

[(v#(20, —eA,) —m]p =0 (5)

Adjungieren der Gleichung (5) liefert ¥ (v*(:d, + eA,) + m) = 0 und die
Addition: B

JE——
Also ist der Strom erhalten (9,7* = 0). Wir fithren nun die Ladungskonju-
gation ein (C kann als 4 x4-Matrix gewahlt werden):

by
Ci ) — o= o), |

—3
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C =1y%4°

Die Eigenschaften von C' sind nun: €~ = cf = —C, O™y C = ()T und

die Wirkung auf unsere Funktionen: Cu? = v und C97 = u. Es gilt nun:
¢f_ = C@/;_{ = ve'?” =)

W8 = Ol =ue™™ =y,
Die Dirac—Gleichung ist also symmetrisch beziiglich Ladungskonjugation:

V(10 — €A,) — mlip = 0 == [y"(id,, + eAp) — m]p:" =0

Teilchen und Anti—Teilchen sind symmetrisch beziiglich Ladungskonjugation.
Die Festlegung, was nun Anti—-Teilchen und was Teilchen sind ist also reine
Konventionssache und historisch bedingt. Neutrinos haben die Leptonenzahl
1.
5.6 Nicht—relativistischer Limes der Dirac—Gleichung
Fiir ein Teilchen im elektromagnetischen Feld gilt:

(10, — ed)ib(x) = [ap + Bmly(2) (6)

Wir betrachten ein nicht-relativistisches Elektron (% =vl, F-m<
m). Wir fithren eine sinnvolle Separation der Masse gemafl durch (¢, ¢y
sind 2-komponentige Spinoren):

 imt [ UR(E)
() =e < Wi (1) > (7)
Dies in (6) eingesetzt ergibt gekoppelte Gleichungen fiir Pauli-Spinoren:

0 = 3(P — e Ay + ety (8)

i0pb, = 3(P — eAypg + ediby (9)
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Fiir v < 1 ist @y, unterdriickt durch einen Faktor ~ v. % = v, o <K
m(~ v?). (9) fithrt nun auf:

F(P — cA)

2m

(Zat - €¢)77Z)L

2m

vr = VK =
Wir bezeichnen nun g als die grofie Komponente und 1 als die kleine
Komponente. Die Entwicklung von ¢ nach v unter Vernachldssigung von
o(v?) lifert:
vy =0
(1) 5(ﬁ — 614))
b=k

2m
Dies in (8) eingesetzt ergibt:

1 — —

ipx = 5—1G(P = eANF(P — ek + edvn

- -

Unter Benutzung von (&d)(ab) = @b+ io(d x b) ergibt sich:

. 1 - - (@ = — —
1O = %(P - 614)2 T [V x (Avk) + A x Vibg| +eprbg

m

=(VxA)r=Byx

Nun folgt mit S = 16 und ¢ = 2 die Pauligleichung:

—

2
-
=
|
—
n
2|~
o)

— el&)z — ﬁggﬁ + eqﬁ} K

g = 2 ist also eine Konsequenz _gier Dirac—Gleichung. Der SB-Term ent-
spricht H;,, = —fi, B, fi; = 55-9S5. jis ist das magnetische Dipolmoment des
Elektrons zum Spin s. (Beachte: i, = %[_j)

Das Experiment liefert jedoch g > 2. Den genauen Wert lefert die QED in

einer Entwicklung:
9—2 « (a)2

Die Wechselwirkung mit dem Photonenfeld enthélt in erster Ordnung ¢ = 2.
Fine Storungsrechnung 2. Ordnung liefert ¢ =2 4 2.
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Die Theorie liefert bis jetzt 8 Stellen tiir ¢ — 2, die alle mit dem Experiment
iibereinstimmen.

Die néchste Naherung ; = ;/)](:1)(1)) + ;/)](;2)(1)2) (systematisches Verfahren:
Foldy—Wonthnysen—Transformation) fithrt auf Korrekturterme zur Pauliglei-

chung:
Z'at@bK =H @Z’K
He 2 (Pocdy— 3B +eo 7 " _F(Ex P)-
2m 8m3  4m?
e - e ==

Fiir ein statisches Zentralpotential: A = 0, ¢ = o(r), V(r)=ed(r), E0—V¢
gilt darin:

Das beinhaltet die Spin—-Bahn—Kopplung.

ie_, —
“ PE=_Av
8m?2 T 8m?

Dies ist der Darwin-Term. Fiir V(r) = —2 ist er AV = 476G)(0). Er trigt
nur fiir s—Zustande bei.
5.7 Dirac—Teilchen im Zentralfeld, H-Atom

Wir betrachten ein statisches Potential A = 0, V(r)=eo(r), i0pp = H, mit
H = aP + fm+ V(r). Die stationdren Losungen lauten:

6= (o)
Das Eigenwertproblem H(x) = Eiy(x) lautet:

[@F + pm + V(r)J(z) = Ev(z)

Es gelten die Vertauschungsrelationen
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—

o [H,J]=0,
o H=Hy,+V(r),
o Uy J]=[V(r),J)=[H,J* =[HJ5] =0.

Also haben H, J? und J? gemeinsame Eigenzustdnde mit den Figenwerten
E o m.

[H,P] = 0 also ist H spiegelinvariant, und die Eigenzustiande haben eine
definierte Paritdt +1.

—

Mit (&) = < Zzg,; > (i, x Spinoren) folgt:

m P © © ©
L 1% =F 10
(op D) (D)o (0)=2(0) oo
#(7) > P o < p(—7) > < »(7) > ! < #(7) >
5 5 = 5 = :l: 5
<x@» A=) ~X(=7) x(7)
Die Losungen ¢,y sind von der Form c(r)c,o;i)(ﬂ). Mit j=1+3, (=j5—1,
l—;——l—m l—%—m -
a =1\ =g und b =/ —5H ist:

o = ity
e bi/l,m—l—%

Und mit j =1— 3, [ =7+ % (fiir [ > 0) ist:

(£)

Die Eigenschaften der ¢ " sind:

1. c,o;Tin) sind Eigenfunktionen von j’27 J3 G- L.

7 2 & » 3
gL ‘P(‘i)Z(ﬁ—L2—52)¢§i)=[J(]+1)—l(1+1)+z] (&)

FLeE) = (14 r)p) = —(1 + |x])!®)

kst —(J + %) fir (4) und j + % fir (—).
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= Pelt) = (-1 5l
o1 _ 1
l=j+3:  Pel)=(-1)"50)

Dies eingesetzt in (10) unter Benutzung von:

P = (7)) 8l

r r

=1

- 5')[2/') 1d - f(r)
=7 [;%—I—mlj] " ém
oxr 1d f(r r
= <ﬁ¢§m> [mfi) -1+ ) )]

liefert gekoppelte Radialgleichungen:

G+ Gy = [E+m =V (r)]Fy
— 5 b+ 5y = (B —m = V()]G

Wir fithren eine Variablensubstitution durch: ¢, := m + E, ¢ := m — F

und p = /e, 6,1 = vm? — E?r. Die Indices [ lassen wir ab jetzt weg und
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wahlen das Coulomb-Potential V(r) = —2% mit » der Koordinationszahl
und o = %. Nun gilt also:

dG H( €1 ZQ g
dp P \/2 4 (11)
dF K €5 za G

o jF = \/Z

P

Die Schritte zur Losung von (10) sind:

G Jap _dF e,
dp €2 dp €1

Da also { g } ~ e * lautet der Ansatz:

1. Fiir p — oo:

o0

G=e"’ Z aup’™’; F=e" i b, p°t”
v=0

v=0
2. Fir p — 0 gilt die Euler-DGL:

dG &k zZa dF" & zov
dp ~ p p dp p p

Der Ansatz lautet G = agp® und F' = byp® unter den Bedingungen:

(s 4+ Kk)ag — zaby = zaag + (s — k)by =0

(—) ist nicht normierbar.

3. Wir machen also einen Reihenansatz:

G=e¢"p™° i a,p”
v=0
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G=¢"p’ i b,p”
v=0

Diesen in (11) eingesetzt ergibt eine Rekursionsformel:

(s+v+k)a, —a,_ — Zab, — \/gbl,_l =0

(S +v—= /i)bl/ - bl/—l + ZOéCll, - E_;au—l =0 (12)

Subtrahieren dieser beiden Gleichungen liefert: \/g = 0. Daraus folgt:

|:S—|—Z/—I-I<J—Z0é1/6—1 Cll,:|:(8—|-l/—/£)1/6—1—|-ZOé:|bl, (13)
€2 €2

4. Das asymtotische Verhalten (s — o0o) ist durch groBe v bestimmt. (14)
fithrt also auf:

a, =~ \/gby (14)

(12) und (14) sind fiir grofe v:

va, —2a,_, =10

Also ist:

2
N
|

;au—l
2
— ;bu—l

o~
AN
|

F. G sind also ~ €.

5. Physikalische Losungen gibt es nur, wenn die v—Reihe abbricht. Es muf}
also die Bedingung gelten: a,,; = b,,; = 0 fiir alle v > n,. Aus (12)
folgt fiir v = n,44:

€1

an, +4/—b,, =0

€2
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€1
b, +4/—a, =0
€2

Aus (13) folgt dann fir v =n,: a, #0

€y /€2
|:S—|—nT—|—/<J—ZOé —]am:[s—l—nT—/i—l—Zoz —| a,,
€9 €1

Also gilt:

s+n, E

Za  m?—E?
, da gilt: \/§— T=— m22E_E2
Auflésen nach £ (E > 0 fiir Elektronen) liefert:
m
E= ——
a+ ()

Mit:

1 2
s = <1—|—§> — Z%a?

E o

verbotener Bereich

Mit der Hauptquantenzahl n: n =n, +j+ 3, n=1,2,3,... und 0 <

j 4 1 < nfolgen die Energieniveaus. Im Grundzustand ist: £

my1 — Z2a2. Die Niveaus sind:

n=1,j=% =

— m
E,; =

J*(()%))
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Anmerkung: 7 — [ ergibt das Spektrum der Klein—-Gordan—Gleichung.
Diskussion:

1. Die Niveaus sind nur von n,j anhangig (nicht von /).

2. Die Klassifizierung ist analog zur nicht-relativistischen Bezeichnungs-

weise: n, 1, j.
'—l'l— 05
R I 2
3

3, _frp
J=5° "7 Y 2D

2
Die Termbezeichnungen sind: "S5y, " Pj:
Term | 'S:1 25: 2P %Ps
2 2 2 2
n 1 2 2 2
[ 0 0 1 1
~ 1 1 1 3
J 2 2 2 2
Fiir ein festes E,; > E,; ist j' > j.
T 5
2
3 3
1 2 2
3 -1 5 E
2
21 1 1
2 2
14 1
2
S P D

3. Die Entwicklung nach Potenzen von Z« liefert:

P 72 m ! 7%a? 1 3
nj T Zn? T n j—|—%_4n T

m ist die Ruheenergie des Elektrons. Der zweite Term ist das Schrédin-
gerspektrum und der dritte Term sind die relativistischen Korrekturen:
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Erstens die Spin-Bahn-Kopplung und zweitens der p*~Term zur kine-
tischen Energie.

4. V1 — Z?a? ist imaginar fir 4Za > 1, z > 1 = 137. Bereich der Viel-
teilchentheorie. Die Dirac—Gleichung ist als 1-Teilchengleichung nicht
meht anwendbar, wenn die Feldstirke zu grof} ist.

5. Das Spektrum F,; enthélt die folgenden beobachtbaren Effekte nicht:

o Hyperfeinstruktur—Aufspaltung (Wechselwirkung mit dem Kern—
Spin)

e Lamb—Shift: Die S—Niveaus sind gegeniiber den P-Niveaus zu
gleichem j nach oben verschoben.

3
2
] S —
Lamb-Shift 2
11 1
2
S P

bei groflen n, [l schwicher

Die Erklarung ist aus Quanteneffekten aus der QED ableitbar.

Coulomb:

Kern
Kern

Kern

Die letzten beiden Feynman—Graphen ergeben den Lamb—Shift.
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