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INHALTSVERZEICHNIS 4VorwortSehr geehrter Leser,das hier vorliegende Skriptum zur Theorie D (Quantenmechanik 2) auf derGrundlage einer Vorlesung von Professor Hollik be�ndet sich noch in einemfr�uhen BETA{Stadium. Es erleichtert einem das Verst�andnis der Vorlesung,da man sich auf den Inhalt einer Vorlesung konzentrieren kann und sich nichtauf das Abschreiben langer Formeln konzentrieren mu�. Es kann auf garkeinen Fall eine Vorlesung ersetzen, da sich mit Sicherheit einige Fehler undunzureichende Erkl�arungen eingeschlichen haben und viele Erkl�arungen sehrunverst�andlich sind, die vom jeweiligen Professor sicherlich verst�andlicherdargelegt werden. Hier ist Ihre Mithilfe gefragt.Bitte schreiben Sie mir (ralf@krisal.physik.uni-karlsruhe.de), falls Sie Fehler�nden, oder Anregungen haben, wie sich Erkl�arungen verbessern lassen. Ichho�e, mit Ihrer Mithilfe schon bald eine neue Au
age dieses Skripts heraus-bringen zu k�onnen.Ich m�ochte mich hier vor allem bei Sigrid Rausch bedanken, die zahlloseFehler in meinem Skript aus dem ALPHA-Stadium verbesserte, bei Regi-na Ho�mann, die mir zahlreiche Hinweise �uber Fehler und Gestaltung desSkriptes gab, die zur besseren Lesbarkeit beitrugen, bei Dominik St�ockinger,der viele Anregungen f�ur bessere Erkl�arungen der Sachverhalte gab, und beivielen anderen, die zur Fehlerkorrektur beigetragen haben.Es sei darauf hingewiesen, da� von mir demn�achst auch ein Skriptumzur Festk�orperphysik auf der Grundlage einer Vorlesung von Professor vonL�ohneysen herauskommen wird. Ferner gibt es von Gerrit Jahn sehr guteSkripte zur Physikalischen Chemie, Theorie A (klassische Mechanik) undTheorie B (klassische Elektrodynamik) und von Wolfgang Voss zur TheorieC (Quantenmechanik I).Das Skript wurde ausschlie�lich auf meinem Linux{Rechner mit EMACS,AUC{TEXund LATEXproduziert. Die Bilder wurden allesamt mit x�g gemaltund als pictex{Makros in den Text eingebunden. Dies erm�oglichte, Formelnim LATEX{Out�t in die Graphiken einzubinden. Ralf M�uller



INHALTSVERZEICHNIS 50.1 Grundstrukturen der Quantenmechanik1. Zust�ande eines physikalischen Systems lassen sich abbilden auf dieVektoren eines Hilbert{Raumes H. Bezeichnung:j' i; j i; : : : 2 H; "ket\Die Grundidee der Quantenmechanik ist, da� es eine Abbildung A gibt,die dem Hilbertraum H eine Menge von Zust�anden zuordnet, die dasbetrachtete System einnehmen kann. Diese Abbildung ist nicht bijektiv,sondern es gilt: A(c j i) = A( j i); 8c 6= 0. Aber es gibt eine bijektiveAbbildung zwischen den Zust�anden und den Einheitsvektoren.2. Hilbertraum� Er ist ein linearer Raum und die Dimension ist im allgemeinenunendlich.� Skalarprodukt h' j i 2 C, (duale Vektoren: h' j ("bra\), Linear-form: j i 7! h' j i 8 j i 2 H:)� H ist vollst�andig in der Norm jj jj :=ph j i� H ist separabel: d. h. es gibt eine abz�ahlbare Basis: j'1 i; j'2 i : : :3. Die Observablen des physikalischen Systems lassen sich abbilden aufdie linearen selbstadjungierten Operatoren auf H.Ay = A : hA' j i = h' jA iJeder Observablen entspricht ein hermitischerOperator, aber nicht um-gekehrt (z.B. das Vektorpotential ~A).4. Me�werte einer Observablen A sind die Eigenwerte von A .A j'n i = an j'n i; an : Eigenwerte von ASatz: Eigenwerte sind reell. Eigenvektoren sind orthogonal, wenn an 6=am, und vollst�andig (sie bilden eine Basis).j i =Xn cn j'n i; cn = h'n j i falls h'n j'm i = �nm



INHALTSVERZEICHNIS 6j >= (Xn j'n ih'n j ) j i ;8 j iVollst�andigkeit: Pn j'n ih'n j = 1j'n ih'n j projiziert auf j'n i.j'n ih'n j i ist die Komponente von j i in Richtung von j'n i.Die Menge der Eigenwerte ist das Spektrum von A. Man unterscheidetzwischen einem diskreten Spektrum und einem kontinuierlichen Spek-trum des Operators A. A j a i = a ja i ; a 2 R (z.B. Q,P) sind nichtnormierbar im eigentlichen Sinne. Aber es gilt: h a0 j a i = �(a� a0). DieVollst�andigkeit lautet jetzt:ZSpektrum da j a ih a j = 1Beispiel: Ort: ~X j~x i = ~x j~x i , Impuls: ~P j ~p i = ~p j ~p i5. Kanonische Vertauschungsregeln: xk , k = 1; 2; 3 sei der Ortsope-rator, Pk , k = 1; 2; 3 sei der Impulsoperator. Dann gilt:[xk; Pj] = i�h�kjDies entspricht den Poisson{Klammern aus der klassischen Mecha-nik.( fxk; Pjg = �kj ).6. Zeitentwicklung: Sie wird beschrieben durch:i�h@t j i = H j i H: Hamilton{OperatorH erh�alt man zun�achst aus der klassischen Hamilton{Funktion durchErsetzen von den Orten und Impulsen durch die entsprechenden Ope-ratoren. H = ~P 22m + V (~x); falls ein Potential V existiert.bei e{m{Feldern: H = (~P � e ~A)22m + e�; ~B = r� ~A; ~E = �@t ~A�r�



INHALTSVERZEICHNIS 77. Die Wahl der Basis f�uhrt auf die Darstellung. Wenn jan i die Ei-genvektoren zu A sind, dann nennt man j i = Pn cn j an i die A{Darstellung. F�ur h an jAam i = am�nm schreibt man auch: h an jA jam i.� Ortsdarstellung: Sei j~x i Eigenvektor von ~x:j i = Z d3x h~x j i| {z }=: (~x;t) Wellenfunktionj~x iDie Bewegungsgleichung lautet jetzt:i�h@t (~x; t) = H (~x; t); H = � �h22m�+ V (~x) ; ~P = �i�hrDies beschreibt ein Teilchen der Masse m im Potential V . DieEigenfunktion zu ~P ist: 1(2�) 32 ei~k~x ; ~k = ~P�h� Impulsdarstellung: ~P j ~p i = ~p j ~p i.j i = Z d3p h ~p j i| {z }'(~p;t) ! (~x;t) j ~p ih ~x0 j ~X j~x i = ~x�3(~x� ~x0)h ~x0 jV (~x) j~x i = V (~x)�3(~x� ~x0)Alle Punkte sind unabh�angig vom \Bild" der Quantenmechanik. Aber 6.stimmt nur im Schr�odingerbild. Im Heisenbergbild gilt: @t j i = 0; ddtA =12�h [A;H] + @tA.



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 81 Quantenmechanische Streutheorie1.1 Grundbegri�e1.1.1 Streuexperimente und theoretische KonzepteTypisch sind :� Streuung von (festen) Teilchen an festem Target (z.B.Potential)� Teilchen{Teilchen{Streuung..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqWechsel-wirkungbegrenzteinlaufendefreie Teilchen auslaufendefreie TeilchenmikroskopischerBereichWir betrachten jetzt eine idealisierte Situation: Der einfallende Strahl sei ausgleichartigen Teilchen (gleiche Energie und Richtung) und wird gestreut aneinem Potential endlicher Reichweite R........................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ....................................................................................................................................................................................................................................................... .............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................�h~k = ~pProjektil Masse mStreuzentrumRadius R durchgelassener StrahlDetektor im Abstand r~k0# d
d
 = sin#d#d'r � RWenn nun j~k j = j ~k0 j gilt, so sprechen wir von elastischer Streuung. Wenndagegen j~k j 6= j ~k0 j gilt, so sprechen wir von inelastischer Streuung. Mankann anhand der Streuung also zum Beispiel feststellen, ob man an einemTarget, welches ein zusammengesetztes System ist, gestreut hat (z.B. Atome,Kerne, Nukleonen, Quarks: : :).Energie{Impuls{Zusammenhang:(i) nicht{relativistisch E = ~p22m = �h2~k22m = Ek



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 9(ii) relativistisch E =pc2~p2 +m2c4 ; p = �h j~k jIm folgenden betrachten wir nicht{relativistische, elastische Streuung (dieSubstrukturen sind vernachl�assigt). F�ur die zeitabh�angige Beschreibung be-nutzen wir ein einlaufendes Wellenpaket:t!�1 :  0(~x; t) = Z d3kei~k~xe�iEk�h tAk0(~k)Ak0(~k) : Peak bei ~k = ~k0F�ur das gestreute Wellenpaket gilt: (r = j~x j ; x̂ = ~xj~x j )t!1 :  s(~x; t) = Z d3keikrr e�iEk�h tAk0(~k)F (~k; x̂)Annahme: Das Wellenpaket bleibt scharf. 0(~x; t) = Z d3kei~k~xe�iEk�h tAk0(~k) s(~x; t) = Z d3keikrr e�iEk�h tAk(~k) F (~k; x̂)| {z }WW: starke, #;'{Abh�angigkeit' 1r F (~k0; x̂)| {z }=:fE0(#;') � Z d3keikre�iEk�h tAk0(~k)| {z }festgelegt durch Anfangszustand  ofE0(#;') ist die Streuamplitude.Warum hat eigentlich die gestreute Welle die Form einer winkelabh�angigen Kugelwelleeikrr f(#; ')? Es stellt sich also die Frage, ob die Wellenfunktion so aussehen mu�, damitsich dies ergibt. Die Antwort ist: nein, denn z.B. f�ur 1p2 e2ikrr f erh�alt man asymptotisch dasgleiche. Die Bedingung  = eikz+ eikrr f(#; ') ist also nicht ableitbar, sondern ein Ansatz.Eine Randbedingung, an die Gestalt der Wellenfunktion im Unendlichen. Es w�aren auchandere Randbedungungen m�oglich (trivial ist die Summe aus zwei solchen Streul�osungen)z.B. auch Bindungszust�ande, Drehimpulseigenzust�ande, usw.Ziel der Streutheorie ist es:� Bestimmung der Streuphase fE(#;') aus gegebenem Potential



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 10� Bestimmung der Eigenschaften der WW aus Kenntnis von fE(#;') ausdem Experiment.�Ubliche Behandlung:� Idealisierung: scharfes ~k(~p)� Energie{Eigenzsutand: station�ar  0(~x; t) � e�iEk�h t ;  s � e�iEk�h t� Das Problem ist separierbar ! station�are Schr�odingergleichung.Station�are Behandlung des Streuproblems: 0(~x; t) =  k(~x)e�iE�h t ; Ek = �h2k22m ; k(~x) = Nei~k~xNormierung: Z d3x �k(~x) k0(~x) = �3(~k � ~k0) () N = 1(2�) 32Die station�are Schr�odingergleichung lautet: H0 k = E k.F�ur V (~x) 6= 0: �� �h22m�+ V (~x)� (~x) = E (~x)F�ur die Reichweite R eines Potentials gilt: V (~x) ' 0 ; j~x j > R.Die L�osung f�ur gro�e Werte von r lautet nun: k(~x) = Nfei~k~x + f(#;') eikrr gZur Begr�undung: asymptotisch =) V � 0:H0 s = � �h22m 1r@2r (r s) + ~L22mr2 s= � �h22m 1r (@2reikr)f(#;') + eikr2mr3 r-unabh�angigz }| {~L2f(#;')| {z }� 1r3�0= �h2k22m| {z }=E �eikrr f(#;')�| {z } s



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 111.1.2 2{Teilchen{StreuproblemWenn das Potential nur vom Abstand der beiden Teilchen abh�angt, so kannman eine Koordinatentransformation in Schwerpunkt{ und Relativkoordi-naten bzw. {Impulse vonehmen. ~R = m1 ~x1+m2 ~x2m1+m2 ; ~r = ~x1 � ~x2; ~P =~p1 + ~p2; ~p = m1 ~p1+m2 ~p2m1+m2 ; � = m1m2m1+m2 ; M = m1 +m2.Der Hamilton ist jetzt eine Summe aus einem Schwerpunktsterm und ei-nem Relativterm: Htot = Hs +Hr; Hs = ~P 22M ; Hr = ~p22� + V (~r), und dieWellenfunktion ist ein Produkt aus zwei Faktoren:  ( ~x1; ~x2) = �(~R) (~r).Es folgen daraus zwei Gleichungen. Eine f�ur die freie Bewegung des Schwer-puktes und eine f�ur das e�ektive 1{Teilchen{Problem, das Streuproblem einesTeilchen der Masse � an einem Potential V (~r). Im folgenden wird stets diese1{Teilchen Streuung behandelt.Hs�(~R) = Es�(~R); Hr (~r) = Er (~r)1.1.3 Stromdichte und WirkungsquerschnittWir betrachten einen 1{Teilchenzustand mit der Wellenfunktion  (~x; t), dienormiert sein soll.Wir de�nieren die Stromdichte (Wahrscheinlichkeitsstromdichte):~j(~x; t) = �h2im [ �r � (r �) ] = <� � ~pm �Die Wahrscheinlichkeitsdichte ergibt sich zu: �(~x; t) =  � Es ergibt sich die Kontinuit�atsgleichung (Erhaltung der Wahrscheinlich-keit): r~j+ @t� = 0=) ddt Z d3x�(~x; t) = 0; da I d~o~j ! 0 ; f�ur r !1Die asymptotische Wellenfunktion ist eine Summe aus der einlaufendenWellenfunktion und der gestreuten Wellenfunktion f�ur gro�e Entfernungen



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 12( k(~k) =  in +  s). Die zu diesen Wellenfunktionen geh�orenden Stromdich-ten sind: ~jin = N2�h~km = const.~js = N2 �hm<ff�(#;')e�ikrir rf(#;')eikrr gDer Gradient in Kugelkoordinaten lautet: r = ~er@r + ~e# 1r@# + ~e' 1rsin#@'Nun ergibt sich ~js zu:~js = N2�hm j f j 2<�e�ikrir @r eikrr �~er + ~e#(� 1r3 ) + ~e'(� 1r3 )Dominant f�ur gro�e r ist also nur der erste Term:~js = ~erN2 �h~km! j f(#;') j 2r2 + o� 1r3�~js = ~er j ~jin j j f(#;') j 2r2 + o� 1r3�Damit ist R d~o~js = R r2d
~er = R d
 j f(#;') j 2 unabh�angig von r.Der di�erentielle Wirkungsquerschnitt oder Streuquerschnitt ist de�-niert als:d�d
 = Zahl der gestreuten Teilchen pro Zeit und RaumwinkelAnzahl der einlaufenden Teilchen pro Zeit und Fl�acheEr hat die Dimension einer Fl�ache.d�d
 = ~js~err2d
j ~jin j d� = j f(#;') j 2d�d
 = j f(#;') j 2Der totale Wirkungsquerschnitt (auch integrierter Wirkungsquerschnitt)ist de�niert als: � = R d
d�(#;')d




1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 131.2 Optisches TheoremDer einlaufende Strom ist divergenzfrei (d.h. r~j = 0), da f�ur jedes VolumenV gilt: I@V d~o~jin = 0Da aber f�ur den gestreuten Strom ~js gilt: H d~o~js 6= 0, w�are die Summe derIntegrale H d~o(~jin + ~js) 6= 0. Man mu� also die Interferenz zwischen demeinlaufenden Strahl (hinter dem Target) und dem gestreutem Strahl ber�uck-sichtigen. Es gilt also:................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ~j = ~jin +~js +~jintInterferenz gibt es auch vor dem Streuzentrum (sie h�angt von jf(#;')j2 ab),aber sie ist klein.F�ur die Wellenfunktion gilt also:  = N(ei~k~x + f eikrr ), mit ~k = k~ez.Nun lautet der Strom unter Vernachl�assigung aller Terme� 1r2 und � eik(r�z)r2 :~j = N2�hkm "~ez + j f j 2r ~er + <(f eik(r�z)r (~er~ez))#Es mu� gelten:I d~o(~jint +~js) = 0 () I d~o~jint = �I d~o~jsWir rechnen nun zun�achst H d~o~jint aus und vergleichen es dann mit H d~o~js.Sei # =Winkel zwischen ~er und ~ez und � beliebig klein:I d~o~jint = j ~jin j <(Z r2d
f eik(r�z)r (~ez + ~er)~er)= j ~jint j r<8<: 2�Z0 d' 1Z�1 dcos#eikr(1�cos#)(cos#+ 1)f(#;')9=;



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 14F�ur r !1 geht dies �uber in:j ~jint j +<8<:2�2f(0) 1Z1�� dxeikr(1�x)9=;= � j ~jint j r4�<�f(0) 1ikr (1� eikr�)�eikr� tr�agt nach Faltung mit Ak0(~k) nichts bei.I d~o ~jint = �4�k =ff(0)g j ~jin jDer Vergleich mit H d~o~js = j ~jin j� liefert nun das optische Theorem:� = 4�k =ff(0)gDie Analogie zur Optik besteht durch ersetzen von f durch n (Brechungsin-dex). =ffg $ =fng entspricht der Absorption.Anmerkungen:� Bei Streuung besitzt f stets einen Imagin�arteil(=ff(0)g 6= 0).� Das optische Theorem gilt auch bei inelastischer Streuung (Streuungmit Absorption). � ! �tot = �elast + �inel; �tot = 4�k =ffel(0)g.� Das optische Theorem ist nur sinnvoll bei Potentialen mit endlicherReichweite.Wenn R =1, dann ist auch �tot =1 (z.B. beim Coulomb{Potential).Im folgenden wenden wir uns der Bestimmung der f(#;') zu. Dabei gibt esim wesentlichen zwei Methoden.1. L�osen der Schr�odingergleichung mit Randbedingungen2. Umwandlung der Schr�odingergleichung in eine �aquivalente Integralglei-chung, die man iterativ l�ost (Bornsche Reihe).



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 151.3 Streutheorie mit Integralgleichungen1.3.1 Greensche FunktionenSei D ein linearer Di�erentialoperator. Gesucht ist die L�osung der folgendenGleichung, wenn f(~x) eine gegebene Funktion ist.D (~x) = f(~x)Die allgemeine L�osung lautet: (~x) =  0(~x)| {z }homogen+Z d3x0G(~x; ~x0)f(~x0) (1)G ist die L�osung von: DxG(~x; ~x0) = �(~x� ~x0)Man nennt G die Greenfunktion des Operators D. G ist nicht eindeutigbestimmt, G0 = G+H, mit DH = 0 ist ebenfalls Greenfunktion.G ist bestimmt durch:� den Operator D� die Wahl der Randbedingungen gem�a� der physikalischen Problemstel-lung.1.3.2 Integralgleichung f�ur StreutheorieWir betrachten ein station�ares Problem, elastische Streuung, ein Teilchen oh-ne Spin, das eine Wechselwirkung erf�ahrt durch ein Potential V (~x) endlicherReichweite.Die Schr�odingergleichung lautet:�� �h22m�+ V (~x)� (~x) = E (~x)Mit k2 = 2mE�h2 ; E > 0 und U(~x) = 2m�h2 V (~x) wird sie zu:(� + k2) (~x) = U(~x) (~x)



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 16Sei nun G(~x; ~x0) die Greenfunktion von D = �+ k2. Dann gilt:(�+ k2)G(~x; ~x0) = �(~x� ~x0)Infolgedessen kann man die Schr�odingergleichung in eine Integralgleichungumwandeln, indem man f(~x) = U(~x) (~x) aus der Gleichung (1) setzt. (~x) =  0(~x) + R d3x0G(~x; ~x0)U(~x0) (~x0) 0 entspricht hierbei der L�osung der freien Schr�odingergleichung zu U = 0Der Vorteil dieser Umwandlung liegt darin, da� sie ein einfaches N�aherungs-verfahren erlaubt. Als Greensche Funktion wird (wie sp�ater gezeigt werdenwird) gew�ahlt: G�(~x; ~x0) = � 14� e�(ik j~x�~x0 j )j~x� ~x0 jG+ stellt eine auslaufende, G� eine einlaufende Kugelwelle dar. Da dieL�osung eines Streuproblems wohl einer auslaufenden Welle entspricht, wirdG+ gew�ahlt. Die Integralgleichung f�ur ein Streuproblem mit einer einlaufen-den ebenen Welle  0(~x) = ei~k~x lautet nun: (~x) = ei~k~x � m2��h2 R d3x0 e(ik j ~x�~x0 j )j~x�~x0 j V(~x0) (~x0)Dies ist die Lippmann{Schwinger{Gleichung (LS{Gleichung).Wenn V (~x0) um ~x0 = 0 lokalisiert ist, dann gilt f�ur gro�e j~x j =: r ; j ~x0 j =: r0:j~x� ~x0 j = pr2 + r02 � 2~x~x0 ' r�1 � ~x~x0r2 �Wir vereinfachen nun das Integral in der LS{Gleichung:Z d3x0 eik j~x�~x0 jj~x� ~x0 j V (~x0) (~x0) = eikrr Z d3x0 e�ik ~x~x0r1� ~x~x0r2|{z}'0 V (~x0) (~x0)= eikrr Z d3x0e�i~k0~x0V (~x0) (~x0)



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 17Durch Vergleich mit:  (~x) = ei~k~x + f(#;')eikrrergibt sich f(#;') zu:f(#;') = � m2��h2 R d3x0e�i~k0~x0V(~x0) (~x0) (2)1.3.3 Bornsche N�aherungDie Lippmann{Schwinger{Gleichung kann (n�aherungsweise) durch Iterationgel�ost werden. Die LS-Gleichung lautet: (~x) = ei~k~x � m2��h2 Z d3x0 eik j~x�~x0 jj~x� ~x0 j V (~x0) (~x0)Wir starten bei  1(~x) = ei~k~x. Nun gilt f�ur  2(~x): 2(~x) = ei~k~x + Z d3x0G+(~x� ~x0)U(~x0) ei~k~x0|{z} 1(~x0) 3(~x) =  2(~x) + Z d3x0 Z d3x00G+(~x� ~x0)U(~x0)G+(~x0 � ~x00)U(~x00)ei~k~x00Und so weiter... Analog geht es f�ur f(#;'). Wenn wir nun die  i in die Glei-chung (2) einsetzen, so bekommen wir die fi in i{ter Bornschen N�aherung.1. Bornsche N�aherung:f1(#;') = � m2��h2 R d3x0e�i(~k�~k0)~x0V (~x0)f1 ist die Fouriertransformierte des Potentials V .f1 = ~V (~k � ~k0)(� m2��h2 (2�) 32 ):Anmerkungen:



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 18� f1 (1. Bornsche N�aherung) ist reell, d.h. =ff1(0)g = 0. Das optischeTheorem ist verletzt. Es erlangt jedoch durch die h�oheren Ordnungenwieder seine G�ultigkeit.� Jede Ordnung liefert einen Faktor V (~x). Daher sind schwache Poten-tiale (V � E) geeignete Anwendungsgebiete.Nun holen wir die Bestimmung der Greenschen Funktion G+ nach:Wir wollen die Greenfunktion, welche die folgende Gleichung l�ost, bestimmen:(�+ k2)G(~x� ~x0) = �3(~x� ~x0) (3)Wir kennen die Fouriertransformierte der Deltafunktion:�3(~x� ~x0) = 1(2�)3 Z d3qei~q(~x�~x0)Also machen wir jetzt einen Fourier{Ansatz f�ur G+:G(~x� ~x0) = 1(2�) 32 Z d3q ~G(q)ei~q(~x�~x0)(3) ist nun �aquivalent zu:Z d3q "(�q2 + k2) ~G(q)� 1(2�) 32 #| {z }=0 ei~q(~x�~x0) = 0() ~G = 1(2�) 32 (k2 � q2)Diese �Aquivalenz ist allerdings eine \Physiker�aquivalenz", mathematisch istdas gar nicht de�niert, daher ben�otigt man ��. Die Fourier{R�ucktransfor-mation liefert jetzt G+. Um G+ integrieren zu k�onnen, f�uhren wir im Nennerein �i� ein und berechnen lim�!0:G�(~x� ~x0) = lim�!0 1(2�)3 R d3q 1k2�q2�i�ei~q(~x�~x0)



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 19Diese Funktion hat Pole bei j~k j = j ~q j , daher k�onnen wir das Integral mitHilfe des Residuensatzes berechnen. Sei nun j~x� ~x0 j =: r und der Winkelzwischen ~q und (~x� ~x0) = #, so gilt:G� = 1(2�)2 1Z0 dqq2 1Z�1 dcos# eircos#qk2 � q2 � i�= 24�2ir 1Z�1 dq qk2 � q2 � i�eiqrDie Pole liegen jetzt bei q = �pk2 � i�|f�ur G+ : q = �(k + i�).................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. .................................................................................................... ........................ =(q) <(q)i��i� ~k�~k tr�agt nichts bei1Aus dem Residuensatz folgt nun:1Z�1 dq eiqrqk2 � q2 � i�| {z }=:f(q) = 2�iResff(q = k + i�)g = i�eikr e�i�r|{z}!0 =) G+Analog geht man bei der Bestimmung von G� vor.Wir wenden nun die Bornsche N�aherung auf die Streuung am Yukawa{ undCoulomb{Potential an:1. Yukawa{Potential: V (r) = V0 e��rr ; � > 0 Die Reichweite ist R = 1� .Es enth�alt also als Grenzfall das Coulomb{Potential (� = 0).1.Bornsche N�aherung:f1(#) = �mV02��h2 1Z0 drr2 Z d
e��rr ei(~k�~k0)~x (4)



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 20.................................................................................... ................................ ....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .#~k #0 d
0 = d'0dcos#0~k0Jetzt setzen wir: ~q := ~k�~k0; ~q~x =: qrcos#0 und den Winkel zwischen(~k und ~k0 als #ACHTUNG: nicht #0 und # verwechseln!# ist die Winkelabh�angigkeitvon f(#) und #0 ist die Integrationsvariable von d
.q2 = k2 + k02 � 2kk0(cos#) = 4k2�sin2#2�Jetzt wird (4) zu:f1(#) = �mV0�h2 1Z0 drre��r 1Z�1 dcos#0eiqrcos#0| {z }= 1iqr (eiqr�e�iqr)= �mV0i�h2q � 1�� iq � 1� + iq�f(#) = �2mV0�h2 1q2+�2 = �2mV0�h2 14k2sin2 #2+�2Der Wirkungsquerschnitt lautet:���� d�d
 ���� = j f(#) j2 = 4m2V 20�h4 1�4k2sin2 #2 + �2�2Der totale Wirkungsquerschnitt ist endlich f�ur � 6= 0.2. Coulomb{Potential:d�d
 �����=0 = m2V 204 j ~p j 4sin4#2 =1Kuriosit�aten des Coulomb{Potentials:



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 21� � =1 (() unendliche Reichweite)� Ein quantenmechanisches Ergebnis entspricht einem klassischenErgebnis(�h tritt nicht auf)� Die 1.Bornsche N�aherung liefert bereits das exakte Ergebnis f�urden Wirkungsquerschnitt. Der Grund ist, da� alle h�oheren Ord-nungen in die Phase der Streuamplitude gehen.� Alle Probleme mit R =1 sind in der Phase von f(#).1.3.4 Darstellungsfreie FormulierungDie station�are Schr�odingergleichung lautet:(H0 + V ) j i = E j i; H0 = ~P 22m (5)Ein freier Zustand j~k i erf�ullt: H0 j~k i = E j~k i; E = �h2k22m .Wir k�onnen nun die Schr�odingergleichung umschreiben:(E �H0) j i = V j iNun dividieren wir formal durch den Operator (E � Ho). Bei der Di-vision m�ussen wir bedenken, da� die freie L�osung j~k i hinzukommt, da(E �H0) j~k i = 0. j i = j~k i+ (E �H0)�1| {z }=:GE V j iEs gilt: (E �H0)GE = 1 analog zur Greenfunktion. GE existiert nicht, wennE =2 Spektrum(H0) � R+. Aber es gibt eine Funktion R, mit (symbolischSchreibweise):R(Z) = 1Z �H0 ; 8Z 2 C;Z =2 Spektrum(H0)R(Z) ist tats�achlich ein Operator, da eben Z =2 Spektrum(H0). R nennt mandie Resolvente von H0 Wir de�nieren jetzt:G�E := limZ!E�i�R(Z) = 1E �H0 � i� ; � > 0



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 22G+E entspricht dem auslaufenden Streuzustand, daher ist dies die nat�urli-che Wahl f�ur das Streuproblem. Wir k�onnen jetzt also die darstellungsfreieLippmann{Schwinger{Gleichung aufstellen:j i = j~k i+ 1E�H0+i�V j i (6)Die Ortsdarstellung erhalten wir jetzt durch multiplizieren mit h~x j :h~x j i| {z } (~x) = h~x j~k i| {z }ei~k~x +h~x jG+EV j iDurch Einschieben von jx0 ihx0 j erhalten wir: (~x) = ei~k~x + Z d3x0 h ~x jGE j~x0 i| {z }�G+(~x�~x0) h~x0 jV j i| {z }V (~x0) (~x0)h~x0 jV j i = Z d3x00 h ~x0 jV j~x00 i| {z }V (~x0)�3(~x0�~x00) h~x00 j i| {z } (~x00)Die L�osung von (6) erhalten wir wieder durch Iteration und ist die BornscheReihe: j i = j~k i+G+EV j~k i+G+EV G+EV j~k i+ : : := (1 +G+EV + (G+EV )G+EV + : : :) j~k iDas ist eine geometrische Reihe. Wir erhalten die LSG durch formales Auf-summieren: j i = 11�G+EV j~k i11�G+EV =: 
+nennt man auch den M�ller{Operator.Wir k�onnen jetzt auch noch den T{Operator einf�uhren:TE := V 
+ = V 11�G+EV



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 23Formal gilt also: TE = V + TEG+EV (Den Nachweis f�uhrt man durch Ent-wicklung in eine Reihe. Das f�uhrt auf die Bornsche Reihe f�ur f(#;')).h~k0 jT j~k i =: TE(~k0; ~k)f(#;') � TE(~k0; ~k) j j~k j= j ~k0 jDies f�uhrt auf die formale Streutheorie und auf die analytischen Eigenschaf-ten von f (Dispersions{Relation)Wichtige Eigenschaften von TE:TE als Funktion von E ist singul�ar, das hei�t existiert nicht, hat Polstelleoder �ahnliches, also die Inverse einer nicht invertierbaren Abbildung bildet,wenndet[1�G+EV ] = 0 = 1det[E �H0]det[E �H0 � V ]; H0 + V � H. . . . . . . . .. . . . . . . .. . . . . . . . .. . . . . . . .. . . . . . . . .. . . . . . . ..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... rU(r) Streuzust�ande E > 0, kontinuierlichBindungszust�andeEn < 0, diskret� E > 0: Eigenwert von H0 und H, gemeinsame Nullstellen von Z�ahlerund Nenner� E < 0 : E = E1 < 0 aus diskretem Spektrum. En ist Eigenwert vonH, nicht von H0 =) TE ist singul�ar.=) fE hat Pole bei En : fe � 1E�En Die Streuamplitude als Funktion von Ehat Pole bei E = En, wobei En < 0 die Energie der Bindungszust�ande ist. r!1�! fE eikrr ; E = �h2k22m



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 24E < 0 : pE :! k ! i j~k j = ir2mjE j�h2 r!1�! fE e�krrDas ist eine exponentiell abfallende, getrennte Welle. Das entspricht einergebundenen Welle. =) f als Funktion von k hat Pole auf der positiven Ima-gin�aren Achse f�ur Bindungszust�ande. Die Umkehrung gilt nicht, d.h. nichtjeder Pol von fE entspricht einem Bindungszustand, z.B. Resonanzen.. . . . . . . . . .. . . . . . . . . .. . . . . . . . . .. . . . . ..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................U(r) r1.4 PartialwellenzerlegungEntwicklung der Wellenfunktion nach Eigenfunktionen von ~L2; Lz1.4.1 Sph�arische L�osungen der freien Schr�odingergleichungWir schreiben zun�achst den Hamilton{Operator um, so da� er einen Termhat, der nur nach r ableitet und einen Term, der nur nach #;' ableitet:station�are SRG: H0 (~x) = E (~x); H0 = ~P 22m = � �h22m�H0 = � �h22m 1r@2r (r ) + ~L22mr2 [H0; ~L2] = [H0; Lz] = 0 =) H0; ~L2; Lz haben gemeinsame Eigenfunktionen.Daher k�onnen wir jetzt die Wellenfunktion zerlegen: = R(r)Ylm(#;')



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 25~L2Ylm = �h2l(l+ 1)Ylm; l = 0; 1; 2; : : :LzYlm = m�hYlm; m = �l;�l+ 1; : : : ; lDie Radialgleichung f�ur die R(r) lautet nun:1r@2r (rR) + �k2 � l(l+ 1)r2 �R = 0; k2 = 2mE�h2 ; E > 0Wir setzen: kr =: � und R(r) = R( �k ) =: �(�) und erhalten so die sph�arischeBessel{Di�erentialgleichung:d2�d�2 + 2� d�d� + h1� l(l+1)�2 i� = 0 (7)Diese DGL hat zwei linear unabh�angige L�osungen:1. Sph�arische Besselfunktionen jl(�):jl(�) �!0' �l1 � 3 � 5 : : : (2l + 1) = �l(2l + 1)!!2. Sph�arische Neumannfunktionen nl(�):nl(�) �!0' (2l + 1)!!2l + 1 1�l+1Die asymptotischen L�osungen f�ur gro�e � lauten:jl(�) ' 1�sin��� l�2� nl(�) ' 1�cos��� l�2�Die Randbedingung f�ur ein physikalisches System lautet: limr!0 rR(r) = 0. dasist der Fall, wenn: R r!0! const. Daher sind die Neumannfunktionen keineL�osung des Eigenwertproblems. Der Grund ist, da� die nl keine Eigenfunk-tionen von H0 sind. (Beispiel: n0 = coskrkr ' 1kr , f�ur r ! 0. �(1r ) = �4��3(0).F�ur physikalische Probleme kommen also nur die jl in Betracht.l = 0 : j0(�) = u(�)� �! d2ud�2 + u = 0 =) u = � sin�cos�



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 26j0 = sin�� ; n0 = cos��l � 1 : jl(�) = (�1)l�l�1� dd��l sin��(Beweis durch vollst�andige Induktion)Die normierten Eigenfunktionen von H0 lauten jetzt: klm(~x) =q2k2� jl(kr)Ylm(#;')Das sind freie sph�arische Wellen. Sie sind:� orthonormiert: R d3x �klm(~x) k0l0m0(~x) = �ll0�mm0�(k � k0)� vollst�andig: Pl;m 1R0 dk �klm(~x0) klm(~x) = �3(~x� ~x0)Wir entwickeln nun ei~k~x nach sph�arischen Wellen:ei~k~x =Xl;m clm klm(~x); clm = Z d3x �klm(~x)ei~k~xEs sei ~k = k~ez. Daher existiert keine '{Abh�angigkeit:eikz = eikrcos# = 1Pl=0 il(2l+ 1)jl(kr)Pl(cos#)1.4.2 Streul�osungen bei V 6= 0Es werden hier zwei verschiedene Zug�ange zu diesem Kapitel gegeben. Dererste ist der, den Prof Hollik in der Vorlesung brachte, der zweite ist einZugang, der auf einen Vorschlag von Dominik St�ockinger zur�uckgeht.1. Sei V ein Potential mit endlicher Reichweite. Die SRG lautet:[H0 + V (~x)] (~x) = E (~x)



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 27Wir beschr�anken uns auf ein V (~x) = V (r), es mu� gelten: [H; ~L2] =[H;Lz] = 0. Nun gilt: �klm(~x) = Rkl(r)Ylm(#;')Es sei E > 0, das entspricht den Streuzust�anden (E < 0 entsprichtden Bindungszust�anden). L�osen der Radialgleichung f�ur Rkl(r) zusam-men mit der Randbedingung limr!0 rR(r) = 0 liefert die Partialwellen�klm(~x):Wir machen einen Ansatz Rkl = ukl(r)r :� d2dr2 + k2�ukl = �U(r) + l(l+ 1)r2 �ukl; U(r) = 2m�h2 V (r)Die asymptotischen L�osungen sind: sinkrr und coskrr , (f�ur gro�e r). Dieallgemeine asmptotische L�osung (ohne Nenner) ist eine Linearkombi-nation mit beliebigen Konstanten cl; �l:ukl(r) = clsin(kr� l�2 + �l)Der einzige Unterschied zu den freien L�osungen ist die Phasenverschie-bung �l, welche man die Streuphase nennt.Wie bestimmtman nun diese �l? Zun�achst l�ost man die Radialgleichungzu gegebenen V (r) mit der Randbedingung ukl(0) = 0. Dies f�uhrt aufeine L�osung, die bis auf die Normierung eindeutig ist. Man mu� dieL�osung stetig di�erenzierbar an die asymptotische L�osung � sin(kr �l�2 + �l) anschlie�en.Wir rechnen nun ein Beispiel: V (r) = 0; r > R0Sei ui die L�osung im Innenraum und ua die L�osung im Au�enraum.Dann lauten die Anschlu�bedingungen:ui(R0) = ua(R0); u0i(R0) = u0a(R0)Im folgenden seien die �l bekannt. Die asymptotische Form derStreul�osungen lautet: a =Xl cl sin(kr � l�2 + �l)kr � Xm �mYlm(#;')| {z }Pl(cos#) bei Kugelsymmetrie (8)



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 28Andererseits gilt auch f�ur die Streuphase: a ' eikz + f(#)eikrrf(#) =Xl blPl(cos#)Dies ist eine Entwicklung einer beliebigen Funktion nach Legendrepo-lynomen. eikz 'Xl il(2l + 1)sin(kr � l�2 + �l)kr Pl(cos#) a(r; #; �) ' 1rXl ��2l + 12k (�i)l + bl� eikr � 2l + 12k i2l�1e�ikr�Pl(cos#)Die asymptotische Form lautet andererseits nach (8): a 'Xl cl sin(kr � l�2 + �l)kr Pl(cso#)= 1rXl cl2 �(�i)l+1ei�leikr � il�1e�i�le�ikr�Pl(cos#)Koe�zientenvergleich liefert (nach bl bzw. cl aufgel�ost):cl = 2l+1k ilei�l; bl = 2l+1k ei�lsin�lf(#) =Pl blPl(cos#) (9) a =Pl 2l+1k n(�i)le2i�l eikrr � i2l�1�eikrr oPleikz 'Xl 2l + 1k �(�i)l eikrr � i2l�1�eikrr �PlMan sieht durch den Vergleich mit der freien L�osung den E�ekt des Po-tentials. Es bewirkt eine Phasenverschiebung der auslaufenden l-Welle.



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 292. Nun der zweite Weg. Zun�achst wird versucht, plausibel zu machen,warum der erste Weg nicht so gelungen ist:� Die Herleitungen sind sehr verschlungen, kompliziert und unsyste-matisch.� Wozu wird etwa �klm eingef�uhrt, was vorher und nachher niebenutzt wird?� Der Ansatz  klm = RklYlm wird sooft gemacht und wieder aufge-hoben, da� es nicht zu durchschauen ist.� Was hat es mit dem Beispiel auf sich? Die Bedingung, die dannfolgt, ist ja allgemeing�ultig.Das Ziel des Kapitels ist:� Streuphasen �l einf�uhren� mit den �l die asymptotische Folrm der  aufschreiben� daraus die form von f(#) ableiten (siehe 1.4.3)V habe unendliche Reichweite und sei kugelsymmetrisch. V = V (r).Dann ist [H; ~L2] = [H; ~L] = 0. Dann kann man jede L�osung derSchr�odingergleichung nach Drehimpulseigenzust�anden entwickeln. DieDrehimpulseigenzust�ande haben die Form:Rkl(r)Ylm(#; �)wobei Rkl die Radialgleichung l�ost.(@2r + k2)ukl = �U(r) + l(l+ 1)r2 �uklSie wird einfach mit dem Ansatz:Rkl = uklrDiese Gleichung hat asymptotisch die beiden L�osungen sin kr undcos kr. Aber insgesamt hat sie wegen der Randbedingung limr!0u(r) = 0nur eine eindeutige L�osung (bis aufVer�elfachung). Diese eine L�osung



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 30ukl(r) mu� als asmptotischen Verlauf eine Linearkombination von sin krund cos kr besitzen, also:ukl(r) ' cl sin(kr � l�2 + �l)mit eindeutigem �l.Diese eindeutig durch U(r) und die Randbedingung bestimmte �l hei�tStreuphase.Um die Streuphase zu bestimmen, mu� man prinzipiell die Schr�odin-gergleichung exakt l�osen. Dies l�auft darauf hinaus, eine exakte L�osungui(r) im Innenbereich zu �nden und daran die Au�enl�osung ua(r) =cl sin(kr � l�2 + �l) stetig di�erenzierbar anzuschlie�en. Also folgendeGleichungen zu l�osen: u0i(R)ui(R) = u0a(R)ua(R)ui(R) = ua(R)Im folgenden seien die �l bekannt. Ganz allgemein ergibt sich also f�ureine beliebige L�osung der Schr�odingergleichung folgende asymptotischeForm:  =Xl clukl(r)kr Xm �mYlm| {z }Pl(cos#)'Xl cl sin(kr � l�2 + �l)kr Pl(cos#) (10)Zum einen fordert man aber von \Streul�osungen" die ganz bestimmteasymptotische Form:  ' eikz + f(#)eikrr (11)Beide Gleichungen (10),(11) m�ussen also gelten. Da (10) f�ur jedeL�osung der Schr�odingergleichung gilt und (11) nicht, ergeben sich dar-aus Bedingungen f�ur cl; bl; �l:f(#) l�a�t sich nach Legendre{Polynomen entwickeln:f(#) =X blPl(cos #)



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 31Damit wird (10) und (11) auf die entsprechende Form gebracht: wennman in (10) sinx = 12i �eix � e�ix� setzt wird (10) zu:(10)()  'X cl2ik �e(�l�2+�l)i eikrr � e(l�2��l)ie�ikrr �Pl(11)()  'X��2l + 12ik + bk� eikrr � 2l + 12k i2l+1e�ikre �PlDies ist die gleiche asymptotische Entwicklung. Also gilt:cl2ik eil�2 ie�i�l = 2l + 12k i2l�1und: cl2ik eil�2 iei�l = 2l + 12ik + bl() cl = (2l + 1)ilei�lbl = 2l + 12ik �e2i�l � 1� = 2l + 1k ei�l sin �lDaraus folgt also insbesondere:f(#) =PblPl =P 2l+1k ei�l sin �lPlUnd daraus der asymtotische Ausdruck f�ur  .1.4.3 Streuamplitude, WirkungsquerschnittF�ur die Streuamplitude gilt, wenn man in (9) bl einsetzt:f(#) = 1k 1Xl=0 (2l + 1)ei�lsin�lPl(cos#)F�ur den di�erentiellen und den totalen Wirkungsquerschnitt gilt nun:d�d
 = j f(#) j2 = ����� 1k2 Xl;l0 (2l + 1)(2l0 + 1)ei(�l��0l)sin�l�l0PlPl0�����2



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 32� = Z d
 j f(#) j =Xl;l0 : : : � 2� 1Z�1 dxPl(x)Pl0(x)| {z }=�ll0 22l+1� = 4�k2 1Pl=0(2l + 1)sin2�l = 1Pl=0�lJede Partialwelle liefert einen Beitrag �l.�l � 4�k2 (2l+ 1)� Ergebnisse sind einfach, wenn �l bekannt sind.� Die Hauptarbeit besteht darin, die Radialgleichung zu l�osen und so die�l zu bestimmen.� Dieses Verfahren ist dann n�utzlich, falls nur wenige l signi�kant beitra-gen (bei niedrigen Energien).Wir f�uhren nun eine Absch�atzung f�ur die l durch (halb{klassisch).................................................................................................................................................................................................................................................................................. R0�hkBei einem kugelsymmetrischen Potential endlicher Reichweite (V (r) =0; r > R0) kann der Drehimpuls des einlaufenden Teilchens maximal �hkR0sein. () �hplmax(lmax + 1) � �hkR0Dies ist ganz grob der Fall, wenn lmax � kR0.Relevante l{Beitr�age gibt es also nur bei kleinen Energien oder bei kleinenReichweiten. Bei sehr kleinen Energieen tr�agt nur die l = 0 (s{Welle) bei(eventuell auch die l = 1 (p{Welle)). Im folgenden sei nur die s{ und p{Wellerelevant: f(#) = 1k [ei�0sin�0 + 3ei�1cos#]sin�1



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 33d�d
 = j f j2 = 1k2 [sin2�0 + 6sin�0sin�1cos#+ 9sin2�1cos2#]Dies ist ein Polynom in cos#. Messungen liefern die �0; �1. (=ff(0)g > 0)!f(#) als komplexe Gr�o�e. Bei verschiedenen k erh�alt man �l(k); f(#; k).Anmerkungen und Erg�anzungen:1. Optisches Theorem (bei elastischer Streuung): (Pl(1) = 1)=ff(0)g = 1k 1Xl=0 (2l + 1)sin2�l = k4� 4�k2 Xl (2l + 1)sin2�l| {z }=�() � = 4�k =ff(0)g2. Streuung mit Absorption: Zun�achst f�ur elastische Streuung:� = �k2 Xl (2l + 1) �� 1� e2i�l ��2Wir f�uhren jetzt das Streumatrixelement ein:Sl(E) := e2i�lDie Verallgemeinerung auf Streuung mit Absorption lautet:Sl(E) = �le2i�l; 0 � �l � 1�l = 1 entspricht der elastischen Streuung, �l < 1 entspricht einerD�ampfung. Absorption bedeutet, da� Teilchen aus der elastisch ge-treuten Gesamtheit in andere Kan�ale verschwinden.Der elastische Wirkungsquerschnitt und die Streuamplitude lauten:�el = �k2 Pl (2l+ 1)j1� �le2i�l j2f(#) = 1kPl (2l+ 1)�le2i�l�12i Pl(cos#)



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 34Z d
j f(#) j2 = �el = : : : (obiges Ergebnis)Das Optische Theorem gilt auch f�ur inelastische Streuung�tot = 4�k =ff(0)g = 2�k2 Xl (2l + 1) (1 � �lcos2�l)| {z }1�<f�e2i�lgDer inelastische Wirkungsgrad lautet nun:�inelast = �tot � �elast = �k2 Pl (2l+ 1)(1� �2l ) � 0Betrachten wir nun die Extremf�alle:� �l = 1 : �inelast = 0; �tot = �elast rein elastische Streuung.� �l = 0(l � L) : �inelast = �k2 LPl (2l + 1) = �elast ein total abso-bierendes \Potential". Allerdings ist im Gegensatz zur klassischenPhysik, bei der bei Totalabsorption keine elastische Streuung auf-tritt (�tot = 0), �tot = 2�elast.In der Quantenmechanik gibt es immer elastische Streu-ung. Das optische Analogon ist die Beugung an einer schwarzenScheibe.3. Praktische Bestimmung der �l: (�l = 1) durch L�osen der Radial-gleichung:d2udr2 + �k2 � l(l+ 1)r2 �u = 2mV (r)�h2 u = 0; V (r) = 0; r > RWir gehen in 3 Schritten vor:(a) L�osung im Bereich r < R mit Randbedingung u(0) = 0. DieL�osung ist bis auf die Normierung eindeutig: ui(r). Man erh�altsie im allgemeinen numerisch.



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 35(b) L�osung f�ur r > R: ua(r) = AFl(r) �BGl(r)Fl(r) = krjl(kr); (Besselfunktionen)Gl(r) = krnl(kr); (Neumannfunktionen)F�ur gro�e r ist ua(r) (Normierung irrelevant):ua(r) ' Asin(kr� l�2 )�Bcos(kr � l�2 )= Csin(kr� l�2 + �l); mit tan�l = �BA(c) Festlegung von BA durch Anschlu�bedingung bei r = Rui(R) = ua(R) = AFl(R)�BGl(R)u0i(R) = u0a(R) = AF 0l (R) �BG0l(R)Dividieren dieser beiden Gleichungen bringt uns auf die Beding-ung f�ur tan�l:L(R)| {z }= ddr logu(r) jR := u0(R)u(R) = F 0l (R) � BAG0l(R)Fl(R)� BAGl(R) ()tan�l = �F0l(R)�LFl(R)G0l(R)�LGl(R).......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... ..........freie L�osungV = 0; r > R4. Streuung bei niedrigen Energien:k ! 0; kR! 0; F 0l ; Fl � kl+1; Gl; G0l � k�l



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 36L ist f�ur k ! 0 (also kleine Energie) unabh�angig von k. Die L�osungenui(r) sind also durch V bestimmt.Wenn al k{unabh�angige Konstantensind, gilt: tan�l = alk2l+1Bei kleinen k ist die s{Welle dominant. F�ur l = 0 gilt:tan�0 = a0kMit a0 als Streul�ange. F�ur die Streuamplitude und den Wirkungs-querschnitt gilt: f0 = 1k ei�0sin�0 = a01� ia0k� = �0 = 4� a20 + a40k2(1 + a2k2)2 k!0�! 4�a20f0 hat einen Pol bei k0 = � ia0 . Wenn a0 < 0, dann ist der Pol auf derpositiven imagin�aren Achse. Falls ein Bindungszustand existiert, giltf�ur die Bindungsenergie:EB = ��h2j k0 j22m = �h2k202m = � �h22ma20 ; (s{Zustand)Warnung: h�angt von der Qualit�at der N�aherung tan�0 = a0k ab. Dieseist gut, falls EB nahe bei 0 ist (gro�e Sreul�ange).Die geometrische Bedeutung von a0:r < R : u0 = sin(kr+�0) ' sink(r+a0) ' k(r+a0) Tangente im Punkt R
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u(r)
u(r) rrr rr ru(r)V0V0

EE �a0�a0 �a0
R RR

V0 RRRBindungszustand a0 < 0a0 > 0
a0 < 0 sink0r; k0 � pV0 � E ' pV0schwach anziehender Zustandkein Bindungszustand

5. Resonanzen:Fall: ein �l bei E = E0 : �l = �2 in der Umgebung von E0 : tan�l =�l2Eo�E ; �l = const.fl(#) = ei�lsin�l| {z }tan�l1�itan�l= �2E0�E�i�2 �2l + 1k Pl(cos#)Pol bei E0 = E � i�l2 . Wenn die l{Welle dominant ist, gilt:



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 38. . . . . . .......... .......... .......... .......... .......... .......... ......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................U(r) rBindungszustandE
� ' �l = 4�k2 (2l + 1) �2l4(E0 �E)2 + �2l4�l � E0 : k2 ! k20 = 2mE20�h2 (Mechanik: Resonanz bei Schwingungen)�max = �l(E0); �l(Eo � �l2 ) = �max2 .� �l(E0) = �2 ; fl(E0) ist rein imagin�ar.� �l(E0) = �max = 4�k2 (2l + 1)� Pol von fl bei E = E0 � i�l2Zeitverhalten von Resonanzen: = eikz + eikrr Xl0 6=l fl0| {z }nicht resonant + eikrr �l2E0 � E � i�l2 2l + 1k Pl(cos#)| {z }resonant,=: res(E;#)Ein Wellenpaket: Z dEA(E) res(E;#)e�iE�h t.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................A(E) EE0 ��E E0 +�EE0 ResonanzA(E)



1 QUANTENMECHANISCHE STREUTHEORIE 39Wenn E0 � �E � �l (hinreichend klein).� E0+�EZE0��E dE e�iE�h tE0 � E � i�l=2 2l+ 1k0 eik0rr ' eik0rk0r 1Z�1 dE e�iE�h tE0 � E � i�l2 (2l+1)=  (E0; ~x)�(t)F�ur t > 0 gilt: �(t) � e�iE�h t| {z }stat. Zustand e� �l2�h t| {z }D�ampfungj� j2 �! Lebensdauer � = �h�l () ��l = �hEine Resonanz ist ein tempor�arer bindungsartiger Zustand mit endli-cher Lebensdauer.1.5 Zusammenfassung der StreutheorieWir wollen nochmal zusammenfassen, wie wir in der Streutheorie vorgegan-gen sind:� Zun�achst haben wir das zeitabh�angige Problem in ein station�ares Pro-blem umgewandelt durch Abseparieren von e�iE�h t.� Dann beschr�ankten wir uns auf die asymptotische L�osung  ' eikz +f(
) eikrr .� Der Wirkungsquerschnitt lautet: d�d
 = j f j2� Zur Berechnung gab es zwei M�oglichkeiten:1. L�osen der Lippmann{Schwinger{Gleichung durch Born{Iteration.Die 1. bornsche N�aherung entspricht der Fouriertransformationdes Potentials f � ~V .2. Durch Partialwellenzerlegung: f =Pl blPl(cos#); bl(E)



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 402 Symmetrien in der QuantenmechanikIn der klassischen Mechanik lieferte eine (kontinuierliche) Symmetrie eine Er-haltungsgr�o�e (Integral der Bewegung). Je h�oher die Symmetrie war, destoeinfacher wurde die L�osung der Bewegungsgleichung. In der Quantenmecha-nik liefert eine Symmetrie zum einen ebenfalls eine Erhaltungsgr�o�e, aberzum andern auch Aussagen �uber die Eigenwertr�aume von Observablen. Da-bei geht man in zwei Richtungen vor:1. Wenn H bekannt und gegeben ist, erh�alt man �uber die Symmetrie diephysikalischen Eigenschaften. Die Symmetrie stellt eine Vereinfachungdes Problems dar.2. Andererseits kann man, wenn man empirische Eigenschaften eines Sy-stems kennt, die eine bestimmte Symmetrie zeigen, einen Ansatz f�urden Hamilton{Operator bekommen. Die Dynamik wird so (teilweise)erschlie�bar.2.1 Transformationen von Observablen und Zust�anden(auf H)Einer Observablen entspricht ein Me�apparat, einem Zustand ein Pr�aparier-apparat. Unter der Transformation T transformiert sich eine Observable:A �! T (A) = A0. Ein Zustand transformiert sich: j i �! T j i = j 0 i.Eine Messung von A im Zustand j i und eine Messung von A0 im Zustandj 0 i beinhalten dieselben physikalischen Aussagen.Bedingung:� Das Spektrum von A mu� gleich dem Spektrum von A0 sein.� F�ur die Erwartungswerte mu� gelten: h 0 jA0 j 0 i = h jA j i� F�ur die Wahrscheinlichkeiten mu� gelten: jh j' ij2 = jh 0 j'0 ij2Diese Bedingungen sind erf�ullt, wenn T durch einen unit�aren Operator Udargestellt wird. Unit�ar bedeutet:UUy = UyU = 1 ;Uy = U�1



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 41Damit werden die Transformationen zu:j i �! U j i ;A �! UAU�1 ; h j �! h j UyDer Beweis, da� die Bedingungen erf�ullt sind, ist einfach:h'0 j 0 i = h' j =1z}|{UyU j ih 0 jA0 j 0 i = h j UyU|{z}=1 AUyU|{z}=1 j iSpektrum(UAU�1) = Spektrum(A)Anmerkung: Die Bedingungen werden auch durch anti{unit�are Operatorenerf�ullt. (Sie treten bei Zeitumkehr auf.)Û ; ÛyÛ = Û Ûy = 1; anti{linearÛ(� j i+ � j i) = ��Û j i+ ��Û j iSchauen wir uns nun an, wie sich die Eigenvektoren von A transformieren:A j'� i = a� j'� i =) U j'� i = j'0� ij'0� i ist Eigenvektor von A0 zum gleichen Eigenwert a�.A0 j'0� i = UAU�1 j'0� i = U A j'� i| {z }=a� j'� i = a�U j'� i = a� j'0� iDie Vertauschungsrelationen gehen �uber in:[A;B] = C �! [A0; B 0] = C 0(Ausnahme bei anti{unit�aren Operatoren: Û : [A0; B 0] = �C 0).Von vorrangigem physikalischen Interesse ist entweder die Transformationvon Observablen oder von Zust�anden. Betrachten wir die Zustandstransfor-mation: j i �! j 0 i = U j i



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 42h 0 jA j 0 i = h j U�1AU| {z }A0 j i = h jA j ij i �! j i ;A �! U�1AU () j i �! U j i ;A �! AWie lauten die Gruppeneigenschaften von Transformationen?� Eine Verkn�upfung T1 �T2 entspricht einer Hintereinanderausf�uhrung.� Verkn�upfungen sind assioziativ: T1 � (T2 � T3) = (T1 � T2) � T3� Die Identit�at I bewirkt nichts.� Es existiert eine inverse Transformation mit: T � T �1 = I.Daher bilden die Transformationen eine Gruppe. Wie wirken nun die Ope-ratoren auf H?� U(T1 � T2) = U(T1)U(T2)� U(I) = 1� U(T �1) = U(T )�12.2 SymmetrienFalls f�ur A gilt: A�1 = A = U(T )�1AU(T )so hei�t A invariant (oder symmetrisch) unter T . Wenn nun T eine Sym-metrietransformation ist, T 2 Gruppe ist, so hei�t diese Gruppe Symmetrie-gruppe (von A).A symmetrisch unter T () [A;U(T )] = 01. Diskrete Symmetrien:Diskrete Symmetrien k�onnen durch eine endliche Anzahl von T1; : : : ; Tnbewirkt werden. Es existieren also endliche TransformationsmatrizenU(T1); : : : ;U(Tn)Beispiele:



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 43� Spiegelungen (~x �! �~x)Wir de�nieren den Parit�atsoperator P : (~x; t) �! P (~x; t) =  (�~x; t)Die Eigenschaften sind: P 2 = 1 () P = P�1. Unabh�angig davongilt: P = P y. P ist eine Observable mit den Eigenwerten �1. Esgibt zwei Eigenfunktionen von P :(a) P +(~x; t) = + +(~x; t) =  +(�~x; t) symmetrische Wel-lenfunktion.(b) P �(~x; t) = � �(~x; t) =  �(�~x; t) anti{symmetrischeWellenfunktion.A ist genau dann symmetrisch unter P , wenn gilt: [A;P ] = 0.Dann haben A und P gemeinsame Eigenzust�ande, daher sinddie Eigenfunktionen von A entweder symmetrisch oder anti{symmetrisch.Beispiel: Harmonischer Oszillator: A = HH = p22m + 12m!2x2Die Eigenfunktionen von H sind also entweder symmetrisch oderanti{symmetrisch.� Permutationen bei MehrteichensystemenWir betrachten das Verhalten eines 2{Teilchen{Systems mit derWellenfunktion  ( ~x1; ~x2) unter Teilchenaustausch (Permutation).Sei � der Permutationsoperator:� ( ~x1; ~x2) =  ( ~x2; ~x1) ;�2 = 1; � = �y; Eigenwerte � 1Zum Eigenwert +1 geh�ort die symmetrische Wellenfunktion  s,zum Eigenwert �1 geh�ort die anti{symmetrische Wellenfunktion a.F�ur identische (nicht unterscheidbare) Teilchen gilt das Pauli{Prinzip, welches besagt: F�ur einen Operator A0 = A mit [A;�] =0 gilt:



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 44Die Eigenfunktionen von A sind:� symmetrisch, f�ur Teilchen mit Spin = 0; 1; 2; : : :anti{symmetrisch, f�ur Teilchen mit Spin = 12 ; 32 : : :Bei gr�o�eren Teilchenzahlen bewirkt die Permutation:�ab (~x1; : : : ; ~xa; : : : ; ~xb; : : : ; ~xn) =  (~x1; : : : ; ~xb; : : : ; ~xa; : : : ; ~xn)Wenn die Symmetrie in allen Paaren gleich ist, spricht man vontotaler (Anti{) Symmetrie.2. Kontinuierliche Symmetrien:Kontinuierliche Symmetrien sind zum Beispiel Translationen, Drehun-gen, Zeitverschiebungen und die inneren Symmetrien: Eichtransforma-tionen, Symmetriegruppen f�ur Elementarteilchen und SUSY (SUper-SYmmetrien).Wir betrachten jetzt Symmetrien, bei denen man die Transformationals unit�are Matrix darstellen kann (z.B. Translationen oder Drehun-gen): T (�1; : : : ; �n) �! U(�1; : : : ; �n)Wir betrachten nun in�nitesimale Transformationen (��1; : : : ; ��n), soda� wir (��1)2; : : : ; (��n)2 vernachl�assigen k�onnen. Wir stellen nun Udar: U(��1; : : : ; ��n) = 1 + iT1|{z}= @U@�1 ��1 + : : :+ iTn��n + o((��i)2)Die Tk nennen wir die Erzeugenden. Sie sind hermitisch (Tk = T yk ).Wenn A symmetrisch unter der Transformation U(��1; : : : ; ��n) ist,gilt: [A; 1 +Xj ��jTj] = 0 =) [A;Tk] = 0; k = 1; : : : ; nNun betrachten wir vier Beispiele:



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 45(a) R�aumliche Translation: U (x) =  (x� a) (x� a) =  (x) + 1Xn=1 (�a)nn! dndxn (x)= 1Xn=1 (�a)nn! � i�h�n ��hi ddx�n| {z }P  (x) = e�ia�hP| {z }U(a)  (x)U = e�ia�hPWenn a in�nitesimal ist, so gilt: U = 1� i �a�h P .P ist Erzeugende der Ortstranslation.U�1XU != X � a :(1 + i�h�aP )X(1� i�h�aP ) = X + i�h�a(PX �XP ) != X � �a[X;P ] = �i�hAus dieser Vertauschungsrelation folgt: P erzeugt Translation.Dies erm�oglicht einem einen umgekehrten Zugang zur Quantenme-chanik. Man de�niert den Impuls als den Erzeugenden von Trans-lationen und erh�alt die kanonischen Vertauschungsrelationen. DieVerallgemeinerung auf drei Dimensionen lautet:U(~a) = e� i�h~a~P(b) Zeittranslation: Die SRG lautet: i�h ddt j (t) i = H j (t) i.j (t+ �t) i = j (t) i+ 1i�h�tH j (t) i =(1 � i�h�tH| {z }=U(�t) ) j (t) i



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 46H ist Erzeugende der ZeittranslationPostulat: Die Zeitentwicklung eines Systems l�a�t sichdurch einen kontinuierlichen unit�aren Operator mit H alsErzeugende beschreiben =) SRG(c) Drehungen: f�ur feste Achse (z{Achse) (') �! U (') =  ('� 
)= 1Xn=0 1n! �@'(�
)�n  (') = e�
@' (') = e� i�h
Lz (')U(
) = e� i�h
LzIn�nitesimale Drehungen werden mit U(
) = 1 � i�h�
Lz darge-stellt. Beliebige Drehungen werden durch drei aufeinander folgen-de Drehungen mit den Euler{Winkeln zusammengesetzt.R(�; �; 
) = Rẑ(�)Ry(�)Rz(
)U(�; �; 
) = 1� i�h(��Lz + ��Ly + �
Lz)~v0 = R~v = Rz(�)Ry(�)Rz(
)~v= 241 + �0@ 0 �1 01 0 00 0 0 1A+ �0@ 0 0 10 0 0�1 0 0 1A+ 
0@ 0 �1 01 0 00 0 0 1A35~v= [1 + �R]~v8<: v01 = v1 � (�+ 
)v2 + �v3v02 = v2 + (�+ 
)v1v03 = v3 � �v1



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 47Dies gilt nur in�nitesimal! F�ur den Drehimpuls gilt:~L0 = U�1(�; �; 
)~LU(�; �; 
) = (1 + �R)~L8<: L0x = Lx � (�+ �)Ly + �LzL0y = Lz + (� + 
)LxL0z = Lz � �Lx~L hat das gleiche Transformationsverhalten wie das eines Vektors.[Li; Lj] = i�ijkLk~L ist Erzeugende von Drehungen.(d) Innere Symmetrien:Dies sind zus�atzliche nicht Raum{Zeit{Symmertrien (z.B. Iso-spin). Bez�uglich der starken Wechselwirkung sind die Drehungenim 2{dimensionalen durch jp i; jn i (Proton und Neutron) aufge-spannten Isospin{Raum Symmetrie{Transformationen.e� i2�3�e� i2�2�e� i2�3
 � R(�; �; 
); �i : Pauli{Matrizen.R = 1� i2�3�� � : : : ; Erzeugende: �1;2;32 =) [H;�i] = 02.3 Erhaltungsgr�o�enDie zeitliche Entwicklung eines Zustandes  (t) ist durch die SRG gegeben:i�h@t j (t) i = H j (t) iF�ur die Erwartungwerte von Observablen A im Zuzstand  (t) gilt nach Eh-renfest:< A >= h (t) jA j (t) i ; ddt < A >= 1i�h < [A;H] > + < @tA >Wir de�nieren jetzt eine Erhaltungsgr�o�e: Falls ddt < A >= 0 ;8 j (t) i, dannnennen wir A Erhaltungsgr�o�e. Falls @tA = 0, gilt:ddt < A >= 1i�h < [A;H] >[A;H] = 0 () ddt < A >= 0



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 481. Systeme mit diskreter Symmetrie: S = P;�; : : :, [H;S] = 0; S = Sy2. Systeme mit kontinuierlicher Symmetrie: U(�1; : : : ; �n) erzeugt durchTi; [H;U ] = 0 ! [H;Ti] = 0 8i, d.h. Ti sind Erhaltungsgr�o�en.Spezialf�alle:� @tH = 0; [H;H] = 0 =) H ist erhalten. H = ~P 22m + V (x) =) dieEnergie ist erhalten.� [H;Pk] = 0 =) Pk sind erhalten =) Impulserhaltung.� [H;Lz] = 0 =) Lz ist erhalten =) Drehimpulserhaltung.� [H;P ] = 0� [H;�] = 0Zeitentwicklung eines Zustandes j (t0) i: Sei t0 = const Die Zeitent-wicklung eines Zustandes bekommt man durch Anwenden des Zeitentwick-lungsoperators U(t; t0) auf diesen Zustand:j (t) i = U(t; t0) j (t0) iAus der SRG folgt:HU j i = i�h@tU(t; t0) j (t0) i = HU(t; t0) j (t0) i; U(to; to) = 1Integrieren dieser Gleichung liefert:U(t; t0) = 1 + i�h tZt0 dt0H(t0)U(t0; t0) (1)H ist symmetrisch unter einer Gruppe von Transformationen T , beschrie-ben durch unit�are Operatoren U(T ) im quantenmechanischen Zustandsraum([H;U(T )] = 0). Wir multiplizieren nun Gleichung (1) von links mit U�1(T )und von rechts mit U(T ):U�1(T )U(t; t0)U(T )| {z }�U(t;t0) = 1 + i�h tZt0 dt0H(t0)U�1(T )U(t0; t0)U(T )| {z }�U(t0;t0)



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 49Der rechte Teil ist nach Gleichung (1) = U(t; t0). Also gilt: �U(t; t0) = U(t; t0)und damit [U(t; t0);U(T )] = 0; 8T 2 G (Gruppe). Was sind nun die Kon-sequenezen?1. Bei diskreten Symmetrien U = S 2 (P;P i), mit S = Sy ([U(t; t0); S] =0) hermitische Observable gilt:Ist j (t0) i ein Eigenzustand von S mit Eigenwert s, so bleibt j (t) iauch Eigenzustand zu s. Denn:S j (t0) i = s j (t0) iU(t; t0)S| {z }=SU(t;t0) j (t0) i = sU(t; t0) j (t0) i| {z }j (t)i() S j (t) i = s j (t) i2. Bei kontinuierlichen Symmetrien mit den Erzeugenden T1; : : :Tn; Ti =T yi (, die hermitische Observablen sind) gilt:U(T ) = U(�1; : : : ; �n) und nach Vorraussetzung: [H;U(�1; : : : ; �n)] = 0=) [U(t; t0);U(�1; : : : ; �n)] = 0Da die �i unabh�angig sind gilt f�ur in�nitesimale �i:[U(t; t0); Ti] = 0; 8i = 1; : : : ; nDaraus folgt nun ebenfalls (Schlu�weise analog zu (1.)), da� j (t) iein Eigenzustand von Ti bleibt, falls j (t0) i ein Eigenzustand von Tiwar. Im allgemeinen ist [Ti; Tk] 6= 0. Es gibt einen maximalen Satzvon kommutierenden Tk : T1; : : : ; Tm ;m � n. Ist nun j (t0) i einsimultaner Eigenvektor j �1; : : : ; �m i, so ist es j (t) i auch. �1; : : : ; �msind erhaltene Quantenzahlen.Beispiele:(a) Translationsinvarianz: [H;Pi] = 0; i = 1; 2; 3: ~p = (p1; p2; p3)sind erhaltene Quantenzahlen, da [Pi; Pk] = 0.(b) Drehinvarianz: [H;Li] = 0; [Li; Lk] 6= 0, daher ist maximal eineKomponente des Drehimpulses erhalten (w�ahle Lz). m ist eineerhaltene Quantenzahl. Zus�atzlich gilt noch: [H; ~L2] = [~L2; Lz] =0, daher ist l eine erhaltene Quantenzahl. Die Eigenvektoren lautenalso: j l;m i.



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 502.4 Darstellungen und Eigenwertproblem2.4.1 GruppendarstellungenGegeben sei eine Gruppe G, Elemente g 2 G und eine Verkn�upfung g1 � g2.Wir de�nieren:Eine Darstellung der Gruppe G ist eine Abbildung, die der Gruppe eineMenge von Matrizen (� : G �! fn � n {Matrizeng), einem Element derGruppe eine Matrix zuordnet (nur quadratische Matrizen haben eine Deter-minante und k�onnen eine Gruppe bilden).g 2 G �! D(g) (n� n Matrix);det(D) 6= 0 ;so da� gilt: g1 � g2 �! D(g1) �D(g2) im Sinne der Matrizenmultiplikation,wobei n = dim(�) die Dimension der Darstellung ist.� Identit�at wird als 1 = D(I) dargestellt.� Die Inverse stellt g�1 als D�1(g) dar.� Die n� n{Matrizen entsprechen linearen Transformationen auf den n{dimensionalen Raum bei vorgegebenen Basisvektoren dar. Dies ist derDarstellungsraum.� � ist genau dann eine unit�are Darstellung, wenn D(g) f�ur alle g 2 Gunit�are Matrizen sind.� �� ist die zu � konjugierte Darstellung, f�ur die gilt: �D(g) von �� :�D(g) = D�(g).Zwei Darstellungen �;�0 hei�en �aquivalent, wenn gilt:{ dim(�) = dim(�0){ es gibt eine Matrix S, mit D0(g) = SD(g)S�1; 8 g 2 GDie Matrix S bewirkt einen Basiswechsel im Darstellungsraum.Beispiel: R�aumliche Drehungen R(�; �; 
):Dastellung: ~x0 = R~x; R�1 = RT ; det(R) = 1R! R ist eine 3�3{Matrix. Die Darstellung ist 3{dimensional. Die Matrizenbilden eine Drehgruppe (r�aumlich), welche isomorph zu SO(3) ist.



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 51Zusammenhang mit der Quantenmechanik:Sei A eine Observable, G eine Symmetriegruppe mit g 2 G und U(g) auf H,mit [A;U(g)] = 0 8 g 2 G:A jar� i = a� j ar� i; r = 1; : : : ; n�Das hei�t: j ar� i ist ein Eigenvektor zum Eigenwert a�. Wenn n� > 1, dannist a� ein n{fach entarteter Eigenwert. Der Eigenraum zu a� wird durch diej ar� i aufgespannt. Die j ar� i k�onnen senkrecht gew�ahlt werden.Da nun [A;U(g)] = 0, ist auch U(g) j ar� i Eigenvektor zu a�, denn:A [U(g); jar� i] = U(g) A jar� i| {z }=a� j ar� i = a� [U(g); j ar� i]=) U(g) j ar� i = n�Xr0=1 D(g)r;r0| {z }n� � n�{Matrix j ar0� iAuf jedem Eigenraum von A l�a�t sich eine Darstellung der SymmetriegruppeG de�nieren. D(g) ist gerade die Abbildungsmatrix der Abbildung U(g),eingeschr�ankt auf den Eigenraum.Die Eigenr�aume von A � Darstellungen von GReduzible Darstellungen:Wann ist D reduzibel? Wenn die Matrizen D(g); g 2 G gemeinsame inva-riante Unterr�aume besitzen, die den ganzen Darstellungsraum aufspannen.Gegeben seien �i : g �! Di(g); i = 1; 2 : : : �! neue Darstellung:D(g) := 0BBBBBBBBBB@ D1(g) D2(g) D3(g) . . . 1CCCCCCCCCCA (2)Schreibweise: � = �1��2� : : :, D(g) = D1(g)�D2(g)� : : :, dim =Pi dim�i.Nach einem Basiswechsel mit D(g) �! SD(g)S�1 ist D nicht mehr von derForm (2).



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 52Wichtig ist meistens die umgekehrte Frage: Gibt es zu einer gegebenen Dar-stellung D(g) 8g, eine Matrix S, so da� SD(g)S�1 8g von der Form (2)ist? Die Antwort ist: Im allgemeinen nicht. Falls eine solche Matrix existiert,nennt man die Darstellung reduzibel. Man erh�alt durch eine Basistransfor-mation die Form (2), welche invariante Teilr�aume beinhaltet. Existiert keinesolche Matrix, so hei�t die Darstellung irreduzibel. Man erh�alt durch Aus-reduktion (also geeignete Basiswahl) aus einer reduziblen Darstellung lauterirreduzible.Wenn man die irreduzible Darstellung kennt, kann man sich andere Darstel-lungen konstruieren, indem man direkte Summen und �Aquivalenztransfor-mationen durchf�uhrt.Produktdarstellung:Wenn wir zwei Darstellungen gegeben haben mit: �i : g �!Di(g); dim�i = ni; i = 1; 2, dann de�nieren wir die Produktdarstel-lung mit Hilfe des Kronecker{Produktes (Dieses Produkt hei�t auch oftTensorprodukt. Es ist zu unterscheiden vom karthesischen Produkt):�1 � �2 : g �! D(g) = D1(g)
D2(g) auch D1(g)�D2(g)D(g)rr0ss0 = D1(g)rr0 �D2(g)ss0 ; r; r0 = 1; : : : ; n s; s0 = 1; : : : ;mD1
D2 k�onnen als (n1n2)� (n1n2){Matrix geschrieben werden, durch \Ein-setzen" der zweiten Matrix in die erste:D1 = 0B@ a11 a12 � � �a21 . . .... . . . 1CA
D2 = 0B@ b11 b12 � � �b21 .. .... .. . 1CA = 0B@ a11D2 a12D2 � � �a21D2 . . .... . . . 1CAWenn j er i eine Basis von �1 und j �es i eine Basis von �2 ist, so gilt f�ur dieProduktbasis f�ur �1 � �2: j er i j �es i � jErs i. Die Basisvektoren habenfolgende Gestalt:j e1 i = 0BBB@ 10...0 1CCCA ; : : : j en1 i = 0BBB@ 0...01 1CCCA9>>>=>>>;n1; analog f�ur j �es i; s = 1; : : : ; n2Die Basisvektoren der Produktbasis erhalten wir nun durch \Einsetzen" derj �es i in die j er i:



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 53jE11 i = 0BBBBBBBBBBB@ 1 0B@ 10... 1CA0 0B@ 10... 1CA... 1CCCCCCCCCCCA = 0BBB@ 10...0 1CCCA9>>>=>>>;n1 � n2Komponenten...jEn1;n2 i = 0BBB@ 0...01 1CCCAProduktdarstellungen sind im allgemeinen reduzibel. Seien �a;�b irreduzibel,so ist: �a � �b = �irr1 � �irr2 � : : :Eine Anwendung hat das ganze bei der Kopplung von Drehimpulsen.2.4.2 Eigenwertproblem bei SymmetrieSei A eine Observable, G eine Symmetriegruppe, die Eigenra�ume von A sinddie Darstellung � von G, die Entartung von a� = dim�, dann folgt daraus:Die Entartung von Eigenwerten ist (mindestens) die Dimension ei-ner irreduziblen Darstellung. Wir betrachten nun zusammengesetzteSysteme, zum Beispiel 2{Teilchen{Probleme, Spin{Bahn{Kopplung, ...Betrachten wir zun�achst die beiden Teilsysteme: Die Zustandsr�aume sind H1und H2, die jeweilige Basis lautet: j (1)n i und j (2)m i und die Observablen:A1; B1; : : : A2; B2; : : :. Im Gesamtsystem lautet der Zustandsraum: H1�H1,die Produktbasis: j (1)n i � j (2)m i und die Observablen: A1 
 1; 1 
B2; A1 
B2; : : :Wie ist nun die Wirkungsweise solcher Operatoren de�niert?A1 
B2 j (1)n i j'(2)n i := A1 j (1)n i| {z }j (1) i B2 j'(2)n i| {z }j'(2) i



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 54Ein Beispiel w�are der Spin und der Bahndrehimpuls (~L; ~S: H1 entspricht derBahnbewegung, H2 dem 2{dimensionalen Spinraum. ~L wirkt auf H1, und ~Sauf H2. Im Produktraum lauten die Operatoren eigentlich: ~L = ~L 
 1 und~S = 1
 ~S. Der Gesamtdrehimpuls ist also: ~J = ~L
 1+1
 ~S = ~L+ ~S in der�ublichen Schreibweise.Wir betrachten nun den Hamilton{Operator des Gesamtsystems. Da-bei gehen wir schrittweise vor, indem wir zun�achst keine Wechselwirkungzulassen.1. H = H1 +H2 = H1 
 1 + 1
H2, keine Wechsewirkung, H1 wirkt aufH1, H2 auf H2.Das bedeutet: Die Hi seien invariant unter G. Es sei U1(g) Symme-triegruppe auf H1 und U2(g) Symmetriegruppe auf H2. Daher gilt:[Hi;Ui(g)] = 0; 8g 2 G. Daraus folgt nun, da� H auf H1�H2 symme-trisch ist, [H;U(g)] = 0; U(g) = U1(g)
U2(g). (Zum Beweis verwendeA1B1 
A2B2 = (A1 
A2)(B1 
B2).) Daher sind die Eigenr�aume vonH die Darstellungsr�aume von G.Wir betrachten zun�achst das Eigenwertproblem auf den Einzelr�aumenund dann das auf dem Produktraum:� H1 jEr� i = E� jEr� i; r = 1; : : : ; n1; Die Darstellung �1 wird auf-gespannt durch die jEr� i, sei "1� ein Teilraum.� H2 j �s� i = �� j �s� i; s = 1; : : : ; n2; Die Darstellung �2 wird aufge-spannt durch die j �s� i, sei �2� ein Teilraum.Eigenwertproblem auf H = H1 �H2 ist separierbar:(H1 +H2) jEr� i j �s� i = (E� + ��) jEr� i j �s� i| {z }ProduktbasisDer Eigenraum "1� � �2� hat die Dimension n1n2.Da [H;U(g)] = 0, ist U(g) jEr� i j �s� i Eigenvektor zu E� + ��.=)Xr0s0 D1(g)rr0| {z }2�1 D2(g)ss0| {z }2�2 jEr� i j �s� i; jEr� i j �s� iBasis von �1 � �2



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 55Der Eigenraum "1���2� ist Darstellungsraum von �1��2 (im allgemeinenreduzibel). Ausreduktion liefert:�1 � �2 = �irr1 � �irr1 � : : : �X� T irr�T irr� besitzt die Basisvektoren j�� i; � = 1; : : : ; dimT irr� . Die Basi-stransformation lautet:jEr� i j �s� i =X�;� C��rs|{z}Zahlen j�� iDie Entartung ist n1n2. Man kann die Energie{Zust�ande nun klassi�-zieren nach:� den Quantenzahlen �; r; �; s aus den Produktzust�anden, oder� den Quantenzahlen �; �;�; � aus den irreduziblen Zust�anden.2. H = H1+H2+HWW wirkt auf beide Einzelr�aume (z.B. ~L~S{Kopplung.Sei H invariant unter G : [H;U(g)] = 0 8g 2 G, daher betrachtenwir nun die Eigenr�aume von H: Darstellungen von G.H jE�� i = E� jE�� i; � = 1; : : : ; n; n = dim(�)Die jE�� i k�onnen nicht als jEr� i j ��s i geschrieben werden. Jedochwenn � (mindestens) eine irreduzible Darstellung ist, dann gilt: Ei-genr�aume von H � irreduzible Darstellung von G.�1 � �2 =X� �irr� ; dim�irr� � n1n2Das bedeutet, da� im allgemeinen eine geringere Entartung vorhandenist. Dies f�uhrt zu einer Termaufspaltung.WennH12 = �h; �! 0 gilt f�urH (wenn ein stetiger �Ubergang m�oglichist):H �!0�! H1+H2 die Eigenr�aume von H �! Eigenr�aume von H1 +H2Eine irreduzible Darstellung geht f�ur � ! 0 in eine reduzible Darstel-lung und nicht in eine Produktdarstellung �uber. Wir betrachten nundie Eigenzust�ande von H:jE;�� i �!0�! jE� + ��;�� iund nicht gegen jEr� i j �s� i



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 56Wichtig f�ur die St�orungsrechnung ist nun: Der Ausgangspunkt istdie Basis jE� + ��;�� i und die Aufspaltung �E�� = hE� +��;�� jH12 jE� + ��;�� i ist unabh�angig von � aber abh�angig von �..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................E� + ��E �0 � = 1� = 3� = 2EntartungP�miDie Entartung ist dim�irr1 ; dim�irr2 ; dim�irr3 .Symmetrieverminderung:Habe H0 eine Symmetriegruppe G und H = H0 + �h eine Symme-triegruppe G0 6� G, mit dim�irr(G0) < dim�irr(G). Also ist auch dieEntartung von H kleiner als die Entartung von H0.EineAnwendung ist das H{Atom im homogenen ~B{Feld (Zeemann{E�ekt).� ~B = 0 : Es gilt die volle Drehsymmetrie, die Entartung ist 2J+1{fach.� ~B 6= 0 : Die Drehsymmetrie ist nur noch bezgl. der ~B{Achse (z{Achse). Die Darstellung lautet (mit Jz als Erzeugende):D(�) = e�i�Jz = 0BBB@ e�i�J e�i�(J�1) 00 . . . ei�J 1CCCADie Darstellung ist irreduzibel. dim�irr = 1, der Entartungsgradist 1.Satz: ist G eine abelsche Symmetriegruppe, so existieren 1{dimensionaleirreduzible Darstellungen (hier: Rr(�)Rz(�0) = Rz(�0) = Rz(�)).



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 572.5 Drehungen2.5.1 Irreduzible DarstellungenDie Gruppe der (r�aumlichen) Drehungen sind eine kontinuierliche Gruppe.Die Erzeugenden Jk; k = 1; 2; 3 erf�ullen die kanonischen Vertauschungsre-geln: [Jk; Jl] = i�klmJm (3)Die Erzeugende sind bis auf einen Faktor �h identisch mit dem Drehimpuls.Die Darstellungen von Jk f�ur in�nitesimale Drehungen lauten:1� i(�!1Jx + �!2Jy + �!3Jz)Durch Exponenzieren erhalten wir die Darstellung f�ur endliche Drehungen.Die Darstellungen der Jk sind Matrizen, die die kanonischen Vertauschungsre-geln (3) erf�ullen.Notation:Die Darstellungsmatrizen werden mit demselbenSymbol Jk bezeichnet.F�ur endliche Drehungen lautet die Darstellung mit den Eulerwinkeln �; �; 
:D(�; �; 
) = e�i�Jze�i�Jye�i
JzAnmerkung:Die Erzeugenden Jk bilden zusammenmit den Vertauschungs-relationen (3) eine Lie{Algebra.Wir erkl�aren den allgemeinen Begri� der Lie{Algebra: Seien T1; : : : ; Tn her-mitische Operatoren (T yk = Tk) und es gelten folgende Vertauschungsregeln:[Tk; Tl] = nXm=1 ifklmTmDie fklm sind Zahlen und werden Strukturkonstanten genannt. Die Tk sinddie Erzeugenden einer kontinuierlichen Gruppe, einer Lie{Gruppe. F�ur dieTransformationsmatrix gilt:U(�1; : : : ; �n) = ei(�1T1;:::;�nT2) in�nit.�! 1 + iXk=1 n��kTkBeispiele von physikalischer Bedeutung sind:



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 58� SU(2), unit�are 2�2{Matrizen mit Determinante= +1. Die drei Erzeu-genden T1; T2; T3 sind Tk = 12�k, mit �k den Pauli{Matrizen. Anwen-dung ist der Isospin mit der schwachen Wechselwirkung. Die Algebralautet: [Ik; Il] = i�klmIm.� SU(3), unit�are 3�3{Matrizen mit Determinante= +1. Die Gruppe hat8 Erzeugende: T1; : : : ; T8, mit Tk = 12�k. Die �k sind 3 � 3{Matrizen,die sogenannten Gell{Mann{Matrizen. Man verwendet diese Gruppezur Beschreibung der starken Wechselwirkung und Quarks.Betrachten wir nun Darstellungen der Jk: Bekannt ist schon folgende Dar-stellung: ~J2 j jm i = j(j + 1) j jm i; j = 0; 12 ; 1; 32 ; : : :Jz j jm i = m j jm i; m = �j; : : : ; jIn der Basis der j jm i lautet Jz nun :Jz = 0BBBBBBBBBBB@ 0 12 00 �12 00 1 0 00 0 00 0 �1 . . . 1CCCCCCCCCCCAWie de�nieren nun die Schiebeoperatoren: J� := Jx�iJy. Ihre Wirkungsweiseauf einen Zustand ist wie folgt:J+ j jm i =pj(j + 1)�m(m+ 1) j j;m+ 1 i; J+ j jj i = 0J� j jm i =pj(j + 1)�m(m� 1) j j;m� 1 i; J� j j;�j i = 0Darstellung von J� zerf�allt jetzt in irreduzible Dartstellungen, wobei jededieser Darstellungen zu festem j der zugeh�orige Teilraum von j jm i ist. Dassind invariante Teilr�aume, d.h. es sind keine �Uberg�ange j $ j0 m�oglich.Die irreduziblen Darstellungen zu einem festem j sind 2k + 1{dimensional



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 59(Spinor{Darstellungen):J� = 0BBB@ 0 2� 2 00 3� 3 4� 4 1CCCADie Darstellungen von ~J2 =Pk J2k : F�ur festes j gilt:~J2 = j(j + 1)1 ; [ ~J2; J�] = 0Die irreduziblen Darstellungen sind klassi�ziert durch die Eigenwerte von ~J2.Allgemein gilt f�ur Lie{Gruppen das Schursche Lemma:Wenn C(T1; : : : ; Tn) ein Polynom in Tk ist, mit [C;Tk] = 0; k = 1; : : : ; n,dann gilt in einer irreduziblen Darstellung mit � als Zahl: C = �1.Wir betrachten die Poincar�e{Gruppe: Sei P�P � = P 2 � m2 der Masse derTeilchen und ~S2 �! Spin, mit s = 0; 12 ; 1; : : :, dann gilt f�ur Spin 12 :Dz(�) = e�i��z2 = � e�i�2 00 ei�2 �Bei einer Drehung von 2�, gilt f�ur alle halbzahligen Darstellungen:Dz(2�) = �1. Das hei�t, eine Drehung um 2� f�uhrt einen Spinor nicht wiederauf sich selber zur�uck: ( + �) 2��! � ( + �)2.5.2 Produktdarstellung, Addition von DrehimpulsenGegeben sei ein System H1, mit ~J21 und ein System H2, mit ~J22 , das Gesamt-system H = H1�H2 besitzt den Gesamt{Drehimpuls: ~J = ~J1
1+1
 ~J2 =:~J1+ ~J2 und die Ji erf�ullen die Vertauschungsrelation: [Jk; Jl] = i�klmJm, d.h.~J ist Erzeugende von Drehungen auf H1 � H2, Die irreduzible Darstellung�j1 wirke auf dem Teilraum von H1.~J21 j j1m1 i = j1(j1 + 1) j j1m1 i



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 60�j2 wirke auf Teilraum von H2:~J22 j j2m2 i = j2(j2 + 1) j j2m2 ij jimi i ist die Basis.Wir schauen uns nun die Produkt{Darstellung auf H1�H2 an: �j1��j2 :Die Produktbasis j j1m1 i j j2m2 i ist (2j1 + 1)(2j2 + 1){dimensionalJz = J1z + J2z : Jz j j1m1 i j j2m2 i = (m1 +m2)| {z }=:M j j1m1 i j j2m2 iM := m1 +m2Die Produkt{Basis beinhaltet jedoch keine Eigenvektoren von ~J2. Die Eigen-zust�ande von ~J2 (� irred. Darstellung, (2J + 1){dimensional):~J2 jJM i = J(J + 1) jJM i; J = 0; 12 ; 1; : : : ; M = �J; : : : ; JWir wollen nun �j1 � �j2 nach �J ausreduzieren:�j1 � �j2 = JmaxXJ=Jmin �J = j1�j2XJ=jj1+j2j�J0@ j1+j2XJ=jj1�j2j 2J + 1 = (2j1 + 1)(2j2 + 1)1ADie Matrizen Jz; J� (� Jx; J�) in der Basis jJM i haben folgende Gestalt:0BB@ Jmin � Jmin 0. ..0 Jmax � Jmax 1CCABeispiel: j1 = 2; j2 = 1



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 61J=3 J=2 J=132 21 1 10 0 0-1 -1 -1-2 -2-3Die m�oglichen Werte von J sind: j1 + j2; : : : ; jj1 � j2j. Die zugeh�origen M{Werte sind �J; : : : ; J . Die physikalische Bedeutung ist: J(J + 1) ist die Ge-samtdrehimpulsquantenzahl, m ist die Quantenzahl der z{Komponente desGesamtdrehimpulses.Basis{Transformationen: orthogonal �! orthogonal (unit�ar).F�ur feste j1; j2 berechnen sich die jJM i :jJM i = Xm1;m1 h j1m1j2m2 jJM i| {z }Clebsch{Gordan{Koe�zient j j1m1 i j j2m2 iDie Clebsch{Gordan{Koe�zienten sind nur f�urm1+m2 =M verschieden vonNull. Sie sind Elemente einer unit�aren Matrix und bis auf eine Phasenwahleindeutig. Wir f�uhren jetzt eine Konvention ein (Messiah):h j1m1j2m2 j jj i � 0; m1 = j1Die anderen CG{K sind durch die J� bestimmt.Wie geht man nun vor, wennman die CG{K bestimmen will?1. Berechnung f�ur maximales J = j1 + j2:jJJ i = j j1j1 i j j2j2 i; jJM i durch Anwenden von J�...jJ;�J i = j j1;�j1 i j j2;�j2 i2. kleinere J = j1 + j2 � 1; : : : durch Normierung, Orthogonalit�at undPhasenkonvention.Das 3{j{Symbol:� j1 j2 jm1 m2 m � := (�1)j1�j2�mp2j + 1 h j1m1j2m2 j j;�m i



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 62� ist symmetrisch unter zyklischen Permutationen.� ist antisymmetrisch bei Transposition von SpaltenAnwendungen: Spin{Bahn{KopplungEin Elektron sei im Zentralfeld. Der wechselwirkungsfreie Hamilton{Operator sei H0 = ~p22m + V (r). Wenn ~L der Bahndrehimpuls, ~S der Spin und~J = ~L+ ~S der Gesamtdrehimpuls ist, lautet der gesamte Hamilton{Operator:H = H0 + �~L~S|{z}H1 .Es gelten folgende Vertauschungsregeln:[~L2; Jk] = [~S2; Jk] = [~L2; ~J2] = [~S2; ~J2] = 0[~L~S; Jk] = 12[ ~J2 � ~L2 � ~S2; Jk] = 0Daraus folgt, da� [H;Jk] = 0, also der Gesamtdrehimpuls erhalten ist. J;Msind also erhaltene Quantenzahlen, H; ~J2; Jz; ~L2; ~S2 haben gemeinsame Ei-genzust�ande jE; J;M; l; s i.Andererseits ist [H;Lk] 6= 0 und [H;Sk] 6= 0, d.h. ~L; ~S sind nicht separaterhalten,ml;ms sind keine erhaltenen Quantenzahlen. Also sind j lml i j sms ikeine Eigenzust�ande von H................................................................................................................................................................. .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... ........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ............................................................................................................................................................................................................. . ................................~S~LZ ~L; ~S pr�azedieren um ~J{achse~JKorrekturen zu den Energieniveaus � hE; JM j ~J2 � ~L2 � ~S2 jE; JM i. Daj = l� 12; l 6= 0 und j = s; l = 0, sind die Korrekturen � J(J +1)� l(l+1)� s(s+ 1).2.5.3 Tensor{OperatorenDe�nition: Ein Satz von 2k + 1 Operatoren:T (k)m ; m = �k;�k + 1; : : : ;+k



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 63hei�t irreduzibler Tensor{Operator k{ter Stufe, wenn unter Drehungengilt: U(R)T (k)m U�1(R) = kXm0=�kD(k)mm0(R)T 0(k)mDas hei�t er transformiert sich wie die j km iEine �aquivalente Formulierung ist:[Jz; T (k)m ] = mT (k)m ; [J�; T (k)m ] =pk(k + 1)�m(m+ 1)T (k)m�1Beispiele:� k = 0 : T (0) : [J�; T (0)] = [J+; T (0)] = 0� k = 1 : Vektor V0 = T (1)0 = z; V1 = T (1)1 = � 1p2(Vx + iVy), V�1 =T (1)�1 = 1p2(Vx � iVy) ~x = (x; y; z) ; ~J �! (J�; Jz) das hei�t in (T (1)�1 )� k = 2 : Tensor 2{ter Stufe mit 5 Komponenten. Karthesisch hat er9 Komponenten | Symmetrie | Sp(: : :) = 0 ergibt 5 Komponenten.Ein Beispiel ist der elektrische Quadrupoltensor.� Allgemein: Ylm(#;'); l = 0; 1; 2; : : : ist ein Tensoroperator l{ter Stufe(bzgl. Multiplikation).Wir machen jetzt wichtige Aussagen �uber Matrixelemente. Allen vor-ran dasWiegner{Eckart{TheoremSeien j�; JM i Basisvektoren einer (2J+1){dimensionalen irreduziblen Dar-stellung mit � einer weiteren simultanen Quantenzahl (z.B. Energie) undentsprechend j�0; J 0M 0 i diejenigen f�ur eine irreduzible Darstellung zu J 0.T (k); seien Komponenten eines irreduziblen Tensoroperators. Dann gilt:h�; JM jT (k)m j�0; J 0M 0 i = hJ 0M 0; km jJM i| {z }CG{K h�0; J 0 j jT (k)j j�; J i| {z }\red. Matrixelement" 12J + 1| {z }Konvention



2 SYMMETRIEN IN DER QUANTENMECHANIK 64Die CG{K sind f�ur (J 0M 0)(km) ! (JM), die reduzierten Matrixelementesind unabh�angig von M;M 0 und m.Wenn man nun das reduzierte Matrixelement aus der einfachsten Kon�gura-tion (z.B. M = M 0 = m = 0) berechnet, so sind alle Matrixelemente durchdie CG{K bestimmt. Diese kann man aus einer Tabelle ablesen (Man kannsie sich auch jedesmal ausrechnen, wenn man gerade zuviel Zeit hat, oder sieauf ein �Ubungsblatt stellen).� l = 2 l0 = 3 k = 25 7 5 �Da nun die CG{K nur f�ur bestimmte �Uberg�ange von Null verschieden sind,bekommt man so die Auswahlregeln f�ur �Uberg�ange.Anwendung in der Spektroskopie:� Dipolstrahlung: < ~x > T (1)m ; k = 1� Quadrupolstrahlung: < Qik >�< T (2)m > ; k = 2Allgemein gelten f�ur k{Pol{Strahlung die folgenden AuswahlregelnjJ � J 0j � k � jJ + J 0j; M �M 0 = 0;�1Jedoch k�onnen noch weitere Einschr�ankungen zum Beispiel durch die Parit�athinzukommen. So ist zum Beispiel bei k = 1; J � J 0 = 0 nicht erlaubt (Q{Zweig).



3 ZEITABH�ANGIGE PROBLEME DER QUANTENMECHANIK 653 Zeitabh�angige Probleme der Quantenmecha-nik3.1 \Bilder" der Quantenmechanik1. Schr�odinger{Bild:Im Schr�odinger{Bild sind die Zust�ande j (t) i zeitabh�angig und dieObservablen A zeitunabh�angig. Wenn @tA 6= 0, d.h. bei expliziterZeitabh�angigkeit ist: dAdt = @tA.Die Bewegungsgleichung ist die Schr�odinger{Gleichung (SRG):i�h ddt j (t) i = H j (t) iDie L�osung dieser SRG lautet:j (t) i = U(t; t0) j (t0) i ;U(t0; t0) = 1� Falls @tH = 0 ist, lautet: U(t; t0) = e� i�h (t�t0)H.Die L�osung von i�hdUdt = HU , bzw i�hdUydt = UyH lautet:j (t) i =Xn hEn j (t0) ie� i�h (t�t0)En jEn iwobei im diskreten Spektrum H jEn i = En jEn i gilt.Im kontinuierlichen Spektrum gilt:j (t) i = Z dEhE j (t0) ie� i�h (t�t0)E jE i� Falls @tH 6= 0 sei H = H0 +H1(t); mit@tH0 = 0, w�ahle H1 =0; t < t0 = 0.{ F�ur t < 0 gilt nun :j (t0) i = jE0n i ;H0 jE0n i = En jE0n i (sei gel�ost){ F�ur t > 0 giltj (t) i =Xk ck(t) jE0n i (Entartung sei ausgeschlossen)



3 ZEITABH�ANGIGE PROBLEME DER QUANTENMECHANIK 66i�h ddt j (t) i =Xk0 i�h _ck(t) jE0n i = H j (t) i ==Xk ck(t)(H0 +H1) jE0n iDurch Multiplizieren von hE0n j von links wird dies zu:i�h _ck(t) = E0kck +Pk0 ck0(t)hE0k jH1 jE0k0 i (1)Dies ist ein System von gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen.Diese sind exakt l�osbar z.B. f�ur Systeme mit endlich vielenEnergie{Niveaus (z.B. Spin im Magnetfeld).Sei nun H1 = const:H1 = 0 H1 6= 0 tHNun ist (1) ein lineares homogenes System von gew�ohnlichen Dif-ferentialgleichungen mit konstanten Koe�zienten. Der Ansatz zurL�osung dieses Systems lautet mit 
 den Eigenwerten und ni denEigenvektoren: 0B@ c1...cn 1CA = 0B@ n1...nn 1CA e�i
tj (t) i =Xn cn(t) jE0k i sei gel�ost.Die �Ubergangswahrscheinlichkeit also die Wahrscheinlichkeit,da� das System zur Zeit t im Zustand jE0m i angetro�en wird,ergibt sich zu: W (t) = jhE0m j (t) ij2 = jcm(t)j2



3 ZEITABH�ANGIGE PROBLEME DER QUANTENMECHANIK 672. Heisenberg{Bild:Im Heisenberg{Bild sind die Zust�ande j H i zeitunabh�angig unddie Observablen AH(t) zeitabh�angig. Zur Unterscheidung schreibenwir f�ur das Schr�odinger{Bild j S i; AS. F�ur die Umrechnung vonSchr�odinger{Bild in das Heisenberg{Bild gilt:< A >= h S(t) jAS j S(t) i = h S(t0) j U(t; t0)yASU(t; t0)| {z }=AH(t) j S(t0) i| {z }j H i() < A >� h S(t0) jAH(t) j H iAH(t) = U(t; t0)yASU(t; t0)j H(t) i = j S(t0) i = U(t; t0)y j S(t) iDie Bewegungsgleichung lautet nun:dAHdt =  dUydt !ASU + UyAS �dUdt �+ Uy@tASU| {z }@tAHDies f�uhrt auf die Heisenberg{Gleichung:dAHdt = 1i�h [AH;HH] + @tAHSei nun AS = AS(xk; Pl; : : : ; t); O = xk; Pl; Sm; : : :, dann ist AS:AS =Xn Os : : :Os| {z }n mal gn(t) ; @tAS =Xn Os : : :Os| {z }n mal _gn(t)F�ur die Zeitableitung im Heisenberg{Bild gilt:@tAH(OH ; t) � Uy@tASU =Xn UyOSU| {z }=:OH(t) UyOSU : : :UyOSU _gn(t)



3 ZEITABH�ANGIGE PROBLEME DER QUANTENMECHANIK 68Beispiele: Ein freies Teilchen (1{dimensional), HH = p2h2m :_xH = 1i�h [xH;HH ] = 12mi�h [xH; P 2H ] = pHm_pH = 1i�h [pH ;HH] = 0Diese Gleichungen entsprechen in der klassischen Mechanik die Hamil-tonschen Bewegungsgleichungen: Sei A = A(qk; pk; t):dAdt = fA;Hg| {z }Poisson{Klammern+@tADie L�osungen in der klassischen Mechanik lauten:pH(t) = pH (0); xH(t) = 1mpH(0) � t+ xH(0)Die L�osung der Di�erenzialgleichungen f�ur die Operatoren ben�otigtAnfangsbedingungen AH(0). Sei @tAH = 0 (() @tAS = 0), und@tHS = 0, dann ist HH = HS , da [e� i�h (t�t0)H;H] = 0. Die Bewegungs-gleichung und deren L�osung lauten jetzt:dAHdt = 1i�h[AH;H]AH(t) = e i�h (t�t0)HAH(t0)e� i�h (t�t0)HDas Eigenwertproblem von AH beinhaltet nun zeitabh�angige Eigenvek-toren: AH(t) jaH(t) i = a jaH(t) iDie Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t den Wert a zu messen, ist nun:Wa = jh aH(t) j H ij2 � jh aS j S(t) ij23.2 Zeitabh�angige St�orungsrechnungIn der Regel sind die Probleme nicht exakt l�osbar. Daher ben�otigt man einN�aherungsverfahren.



3 ZEITABH�ANGIGE PROBLEME DER QUANTENMECHANIK 693.2.1 Wechselwirkungsbild (Dirac)Das Wechselwirkungsbild ist eine Synthese aus Heisenberg{ und Schr�o-dinger{Bild, welches sich f�ur die St�orungsrechnung besonders eignet.Sei im Schr�odinger{Bild ein Hamilton gegeben: H = H0 + H1; @tH = 0(Wir wollen nun Operatoren im Schr�odingerbild mit einem oberen Indexbezeichnen: z.B. H0 =: HS0 .)Das Wechselwirkungsbild (I f�ur Interaction) ist nun de�niert durch:� Operatoren AI(t) bez�uglich H0 (Heisenbergbild)AI(t) = e i�hH0tAI(0)e� i�hH0t� Zust�ande j I(t) i, die zeitabh�angig bez�uglich H1(t) (Schr�odinger{Bild)sind. i�h@t j I(t) i = HI1 (t) j I(t) imit HI1 = e i�hH0tH1e� i�hH0tDabei wird festgesetzt, da� f�ur alle Operatoren AI(0) � AS(0) und I(0) �  S(0) gilt. Zur Zeit t ist also das Wechselwirkungsbild gleich demSchr�odinger{Bild.Wir l�osen nun die Bewegungsgleichung f�ur j I i:j I(t) i = UI(t; 0) j I(0) iDabei ist UI die L�osung der folgenden Gleichung (Beweis durch Einsetzen).UI(t; 0) = 1 + 1i�h tR0 dt0HI1 (t0)UI(t0; 0)Die Eigenzust�ande von H0: (HI0 = H0)H0 jE0n i = E0n jE0n i jE0n i sind zeitunabh�angigDir typische Fragestellung ist: Wenn ein System zum Zeitpunkt t = 0 ineinem bestimmten Zustand jE0n i ist, mit welcher Wahrscheinlichkeit tri�t



3 ZEITABH�ANGIGE PROBLEME DER QUANTENMECHANIK 70man bei t > 0 das System im Zustand jE0m i an? Diese �Uberganswahr-scheinlichkeit ergibt sich zu:Wmn(t) = jhE0m j I(t) ij2 = jhE0m j UI(t; 0) jE0n ij2Falls die Energie E0m aus dem kontinuierlichen Spektrum von H0 ist, gilt:�(E0m)dE0m| {z }Zustandsdichte = dn = Zahl der Zust�ande im Intervall [E0m; Em0 + dE0m]Die Wahrscheinlichkeit in einem Intervall dE0m ist:dWmn = �(E0m)dE0mjhE0m j I(t) ij2dWmndE0m = �(E0m)jhE0m j I(t) ij2Allgemein gilt f�ur die Wahrscheinlichkeit:E2RE1 dE0m dWmndE0mWir f�uhren nun eine Notation ein, wenn � = (�1; : : : ; �k) weitere simultaneQuantenzahlen sind: j a i := jE0a; � i ; j b i = jE0b�0 iWobei E0a ; E0b Eigenwerte des freien Hamilton H0 (diskret oder kontinuier-lich) sind.Sei nun ja i = j I(0) i also der Anfangszustand. F�ur t > 0 ist der Zustandgegeben durch: j I(t) i = UI(t; 0) j a i. Die �Ubergangsamplitude vom Zu-stand j a i zum Zustand j b i betr�agt:Aba = h b j UI(t; 0) j a iDie �Ubergangswahrscheinlichkeit ist:Wba = jAbaj2



3 ZEITABH�ANGIGE PROBLEME DER QUANTENMECHANIK 71Falls j b i 2 Spektrum(H0), gilt:dWba = jAbaj2�(E0b )dE0bDie Wahrscheinlichkeit, da� der Zustand ja i in den Energiebereich [E1; E2]�ubergeht, ist:Wa!b = E2ZE1 dE0b �(E0b )jAbaj2 = E2ZE1 dE0b �(E0b )jh b j UI(t; 0) ja ij2Beispiel: �Uberg�ange zwischen freien Teilchenzust�anden:j a i = jEa; ~ka i; j b i = jEb; ~kb i; E2 = �h2k22m :h b j UI(t; 0) j a i = Z 1(2�)3d3xe�i~kb~xUI(t; 0)ei~ka~xDie Wahrscheinlichkeit, da� der Zustand mit ~ka in das Intervall d~kb bei ~kb�ubergeht, betr�agt: (~kb = (kb; #b; 'b| {z }
b )):W = jh b j UI(t; 0) j a ij2d3kb = jAbaj2k2bdkbd
b= jAbaj2 p2m3Eb�h3 d
b| {z }�(Eb) dEb3.2.2 Bestimmung von UI(t; 0)Die Integralgleichung f�ur UI(t; 0) lautet:UI(t; 0) = 1 + 1i�h tZ0 dt0HI1 (t0)UI(t0; 0)Deren L�osung erh�alt man durch sukzessive Approximation:U0(t; 0) = 1U1(t; 0) = 1 + 1i�h tR0 dt0HI1 (t0)U2(t; 0) = 1 + 1i�h tR0 dt0HI1 (t0) + ( 1i�h)2 tR0 dt0 t0R0 dt00HI1 (t0)HI1 (t00)



3 ZEITABH�ANGIGE PROBLEME DER QUANTENMECHANIK 72Dies f�uhrt auf eine St�orungsreihe f�ur U(t; 0):U(t; 0) = 1 + 1Xn=1� 1i�h�n tZ0 dt1 � : : : � tn�1Z0 dtnHI1 (t1) � : : : �HI1 (tn)Dieses Vorgehen ist dann sinnvoll, wennH1 nur eine verglichenmitH0 schwa-che St�orung ist. Dann herrscht hinreichend rasche Konvergenz, d.h. es sindnur wenige Terme relevant. Z.B. H1(t) = �h(t) mit � einer kleinen Zahl.Wir betrachten die 1. N�aherung:j I(t) i = j I(0) i+ 1i�h tZ0 dt0H1I (t0) j I(0) iF�ur j I(0) i = ja i ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude (mit Wba = jAbaj2)f�ur j b i 6= j a i:Aba = 1i�h tZ0 dt0h b jH1I (t0) ja i = 1i�h tZ0 dt0 e i�h (E0b�E0a)t0| {z }=:ei!t h b jH1(t0) j a i1. Zeitlich konstante St�orung:H1(t) = � 0; t < 0V = const; t > 0; @tV = 0Die Anfangsbedingung lautet: j I(0) i = j a i. In 1. N�aherung lautetnun die Amplitude:Aba = 1i�h h b jV ja i| {z }=:Vba tZ0 dt0ei!bat0 = 1i�hVba ei!bat � 1i!ba| {z }ei !ba2 t sin(!ba2 t)!ba2Die Wahrscheinlichkeit betr�agt also:Wba = jAbaj2 = 1�h2 jVbaj2f(t; !ba)



3 ZEITABH�ANGIGE PROBLEME DER QUANTENMECHANIK 73f(t; !ba) = sin2(!ba2 t)!2ba4...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................f !2�t 4�tF�ur gro�e t sind die �Uberg�ange, f�ur die !b ' !a gilt, bevorzugt. Es gilt:jE0b � E0aj ' 2��htDas hei�t, da� die Energie bei solchen �Uberg�angen bis auf den Wert�2��ht erhalten ist.Wie betrachten nun �Uberg�ange im Kontinuum (E0b 2 kontin. Spek-trum von H0):dWa!b = �(E0b )dE0b jAbaj2 = �(E0b ) 1�h2 jVbaj2f(t; !ba)Wa!b = ZB dE0b 1�h2 jVbaj2f(t; !ba)(a) E0a =2 B = (E1; E2) ; jE2 � E1j so klein, da�:Wa!b ' �(E1)jVbaj2 jE1 � 1�h2 (E2 �E1) f(t; !ba)| {z }�uber t gemittelt:! 2�h2(Eb�Ea)2(b) E0a 2 B = (E0a ��E1; E0a +�E); �E keinWa!b ' �(E0a) 1�h2 jVbaj2 jE0a E0a+�EZE0a��E1 dE0b f(t; !ba)| {z }= 1Z�1 dE0b : : :| {z }(I) +R�E



3 ZEITABH�ANGIGE PROBLEME DER QUANTENMECHANIK 74Wir de�nieren nun � := E0b�E0a�h t. Damit wird (I) zu:(I) = 2�ht 1Z�1 d� sin��2| {z }=�jR�Ej = 2 1ZE0a+�E dE0b : : : � 8�h2�EF�ur gro�e t also �E � 2��ht () 1�E � i2��h gilt nun:......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................Wa!b = 2��h �jVbaj2�(E0b )�E0b=E0a tDie Wahrscheinlichkeit ist proportional zur Zeit !! Also de�-nieren wir eine �Ubergangsrate (Wt ). Dies f�uhrt auf die goldeneRegel: Wba = dWbadt = 2��h �jVbaj2�(E0b)�E0b=E0aEin anderer Zugang ist:Wba = ddtWa!b = ZB dE0b �(E0b ) 1�h2 jVbaj2@tf(t; !ba)@tf(t; !ba) = 2sin!t! t!1�! 2��(!)2. St�orung w�ahrend einer endlichen Zeit [�T; T ]Sei H1(t) = 0 au�erhalb von [�T; T ]. (T kann auch 1 sein, wennlimjtj!1H1(t) = 0 schnell genug). Setze nun noch t0 := �T :



3 ZEITABH�ANGIGE PROBLEME DER QUANTENMECHANIK 75� t = �T : ja i = j I(�T ) i� t > �T :  I(t) = UI(t;�T ) ja i� t > T : in 1. N�aherung:UI(t;�T ) = 1 + 1i�h TZ�T dt0HI1 (t0)| {z }1R�1 dt0HI1 (t0)Die Amplitude ist nun:Aba = 1i�h 1Z�1 dth b jHI1 (t) j a i = 1i�h 1Z�1 dth b j ei!tH1(t) j a iAba = 1i�hh b j 1Z�1 dtei!batH1(t) ja i = p2�i�h = h b j ~H1(!ba) j a iDabei ist H1(t) = 1p2� 1R�1 d!e�i!t ~H1(!) die Fourier{Transformierte.Damit ein �Ubergang m�oglich ist, mu� ~H1(!ba) 6= 0 sein, also �h!ba =E0b � E0a mu� im Fourier{Spektrum von H1 vorkommen. Dies ist dieBohrsche Frequenzbedingung.3.2.3 Periodische Zeitabh�angigkeitSei H = H0 +H1(t); @tH0 = 0 H1(t) = V ei!t + V +e�i!t; @tV = 0.� t = 0 : j a i = j I(0) i� t > 0 : VI(t) = e i�hH0tV e� i�hH0tV +I (t) = e i�hH0tV +e� i�hH0t



3 ZEITABH�ANGIGE PROBLEME DER QUANTENMECHANIK 76Die �Ubergangswahrscheinlichkeit betr�agt:Aba = h b j UI(t; 0) j a i= 1i�h tZ0 dt0h b jVIe�i!t + V +I ei!t ja i= 1i�h tZ0 dt0 264h b jV j a i| {z }Vba ei(!ba�!)t0 + h b jV + j a i| {z }V +ba ei(!ba+!)t0375= 1i�hVba ei(!ba�!)t � 1i(!ba � !) + 1i�hV +ba ei(!ba+!)t � 1i(!ba � !)Die Wahrscheinlichkeit betr�agt:Wba = 1i�hnjVbaj2f(t; !ba � !) + jV +ba j2f(t; !ba + !)++2<�VbaVab ei(!ba�!)t � 1i(!ba � !)| {z }� sin!ba�!2 t!ba�!2 e�(!ba+!)t � 1i(!ba � !) �oEs gibt einen Peak f�ur !ba ' !; t gro�, bzw. f�ur !ba ' �!. Die Eigenschaf-ten f�ur gro�e Zeiten t sind:limt!inff(t; !ba � !) � t�(!ba � !)limt!inff(t; !ba + !) � t�(!ba + !)1. ! = !ba = Eb�Ea�h > 0 : niedriges �! h�oheres Energie{NiveauWba = 1�h2 jVbaj2f(t; !ba � !)2. ! = �!ba = Ea�Eb�h > 0 : umgekehrt (=) Emission)Wba = 1�h2 jVbaj2f(t; !ba + !)



3 ZEITABH�ANGIGE PROBLEME DER QUANTENMECHANIK 77wba := dWbadt = 2��h2 jVbaj2�(E0b �E0a � �h!)F�ur das kontinuierliche Spektrum gilt:wba = 2��h2 �(E0b )jVbaj2 jEb=Ea��h!Anmerkung: Die �{Funktion ist eine zu starke Idealisierung. Eine genauereBeschreibung ist: H1(t) als Fourier{Spektrum 6= �(! � !0) ; V �! ~H1(!ba �!); Vba �! h b j ~H1 ja i.Wir betrachten nun eine Anwendung: Ein Atom im elektrischen Feld (e{m{Welle) H0 = ~P 22m + V0; ja i = jEn; l;m i; j b i = j en0; l0m0 i~E = ~E'ei(~k~x�!t) + ~E#e�i(~k~x�!t)Es gibt zwei M�oglichkeiten, dies nun zu behandeln:1. Dipoln�aherung: ~k~x� 1; ei~k~x = 02. Vernachl�assigung des magnetischen AnteilsH1(t) = �~F~x = e ~E~x = e ~E0~xe�i!t + e ~E0~xei!tWir betreiben St�orungsrechnung:Vba = h b j e ~Eo~x j a i| {z }Dipolmatrixelement = ~E0h b j e~x|{z}Dipolmoment ja i�Uberg�ange sind unm�oglich (\verboten"), f�ur: h b j~x j a i = 0 und m�oglich (\er-laubt"), f�ur h b j~x j a i 6= 0~x~E0 = �x(1)1 E� + x(1)�1E+ + x(1)0 E0ZE� = Ex � iEyp2 ; x(1)1;�1 = �(x� iy)p2



3 ZEITABH�ANGIGE PROBLEME DER QUANTENMECHANIK 78Vba = �eE�h b jx(1)1 ja i+ eE+h b jx(1)�1 j a i+E0Zh b jx(1)0 j a iDas Wiegner{Eckart{Theorem sagt nun:hE0b ; l0m0 jx(1)� jE0a; lm i = h lm; 1� j l0m0 i 1p2l0 + 1hE0b l0 j jx(1)j jE0al iDie Auswahlregeln sind nun:1. m0 = m+ � () m0 �m = � = 0;�12. l0 = l + 1; l; l� 1 () l0 � l = 0;�1Wir f�uhren nun die Berechnung des reduzierten Matrixelements durch:hE0b l00 jx(1)0 jE0al0 i = 1p2l0 + 1 h l0; 10 j l00 ihEbl0 j jzj jEal iL.S = Z d3xR�k0l0(r)Y �l00zRkl(r)Yl01Z0 drr2Rk0l0Rklr Z d
PlPl0p2l0 + 1p2l + 14� cos#= : : : (2l + 1)� Pl = lPl�1 + (l + 1)Pl+1= Z drr3R0Rp2l0 + 1p2l + 12(2l + 1) Z lPl�1Pl0 + (l + 1)Pl+1Pl0dx= Z drr3R0Rp2l0 + 1p2l + 12(2l + 1) �l�l�1;l0 + (l + 1)�l+1;l0�= Z drr3R0R 12p2l + 1(l�l�1;l0 + (l + 1)�l+1;l0)= 1p2l0 + 1p2l + 1[l�l�1;l0 + (l + 1)�l+1;l0]Z drr3Rn0l0Rnl=) hn0l0 j jx(1)j jnl i = p2l0mh l0; 10 j l00 ihn0l00 j z jnl0 iWeitere Auswahlregeln sind: l0 = l + 1; l � 1, l = l0 ist wegen der Parit�atverboten.Anmerkungen:



3 ZEITABH�ANGIGE PROBLEME DER QUANTENMECHANIK 791. �Uberg�ange, die in 1. Ordnung verboten sind, k�onnen in h�oheren Ord-nungen erlaubt sein. H1 = �h; � klein.Wba = c1� + c2�2 + c3�3 + : : :2. Bei 2. Ordnung: eikx = 1+ ikx+ : : : wird ikx ben�otigt und die magne-tische WW von ~B. Dies f�uhrt auf den elektrischen Quadrupol und denmagnetischen Dipol.3. Wba � jVbaj2 � j ~E0j2. Die Energiedichte der Welle ist: u = 12�0j ~E0j2.Im Quantenbild ist u = N�h! = Zahl der PhotonenVolumen . wba � N :Photonenunabh�angig (ohne WW).4. �Uberg�ange sind induziert, d.h. nur f�ur j ~E0j2 � N 6= 0 n! n0 : En0 >En : induzierte Absorption sonst Emission.5. Laser: Spontane Emission sind �Uberg�ange ohne �au�eres Feld. Ein an-geregtes Atom geht in den Grundzustand und ein Photon �uber. Diesewird von dieser Theorie nicht erfa�t. Sie erfordert das e{m{Feld alsQuantenfeld.



4 QUANTISIERUNG DES ELEKTRO{MAGNETISCHEN FELDES 804 Quantisierung des elektro{magnetischen Fel-desDie Wechselwirkung mit Teilchen der Ladung e wird durch den Hamilton{Operator: H = 12m(~P � e ~A)2 + e� beschrieben. Die Grundgr�o�en, also diePotentiale ~A;� werden durch Operatoren ersetzt.4.1 Klassisches e{m{FeldWir erinnern uns an die De�nition des Vektorpotentials ~A:~B = r� ~A ; ~E = �@t ~A�r�Im folgenden wird die Coulomb{Eichung verwendet: r ~A = 0 . DieMaxwell{Gleichungen f�ur die Potentiale lauten nun:�� = � 1�0�(~x; t) ;�: instantanes Coulomb{Potential2~A= ��0~j? (~j = ~jk +~j? ;r� ~jk = 0 ;r ~j?) = 0~A(~x; t) ist das Strahlungsfeld. Im folgenden betrachten wir ein freies Feld(� = 0 ;~j = 0). Nun lauten die freien Maxwellgleichungen:�� = 0 ;2~A= 0Es ist durch eine Eichtransformation stets erreichbar, da� � � 0 ist. Darausfolgt, da�: ~B = r � ~A, ~E = �@t ~A,r ~A = 0: Das ist die Transversalit�at.Ein freies Strahlungsfeld hat also 2 physikalische Freiheitsgrade. Dies sinddie Polarisationen. Zu � � 0 : � gegeben,� 6= 0.Da r� = 0, hat �0dieselbe physikalische Bedeutung, wenn gilt:�0 = �� @t�(~x; t) ; ~A0 = ~A+r�Dies sind Eichtransformationen. Wir w�ahlen nun:� = tZ0 dt0�(~x; t0) =) �0 = 0



4 QUANTISIERUNG DES ELEKTRO{MAGNETISCHEN FELDES 81=)= r ~A+�� = 0Die Hamilton{Funktion des e{m{Feldes ist nun:H = Z d3x�12 ~E2 + 12�0 ~B2�~E und ~B werden durch ~A ausgedr�uckt.4.2 Quantisierung des freien Feldes~A ist die L�osung von 2~A= 0:~A(~x; t) = 1(2�) 32 Z d3kf~a(~k; t)| {z }~a(~k)e�i!t ei~k~x + ~a�(~k; t)| {z }~a�(~k)ei!t e�i~k~xgWenn wir nun ~E = � _~A, ~B = r� ~A in H einsetzen und folgende Beziehungbenutzen Z d3xei(k�k0)~x(2�)3 = �3(~k � ~k0);so ergibt dies in H:H = �0 Z d3k!2(~a~a� + ~a�~a); ! = c j~k jDie Transversalit�at lautet: ~a~k = 0. Wir w�ahlen nun zwei zu ~k senkrechteVektoren ~�1;~�2 (Polarisations{Vektoren), mit den Eigenschaften: ~��~k = 0,~��~���0 = ���0Wir schreiben nun: ~a(~k; t) = 2P�=1~��a�(~k; t). Damit wird H zu:H = �Z d3k 2X�=1 !2(a�a�� + a��a�) (1)Wir de�nieren neue Variablen: Q�(~k; t) := p�0(a�+a��), P�(~k; t) := p�0(a��a��)(�i!) Diese Variablen in (1) eingesetzt ergibt:H = 2P�=1 R d3k 12(P 2� + !2Q2�)



4 QUANTISIERUNG DES ELEKTRO{MAGNETISCHEN FELDES 82Dies ist eine kontinuierliche Summe aus ungekoppelten harmonischen Oszil-latoren. Wir ersetzen zun�achst das Integral durch eine diskrete Summe �uberZellen im ~k{Raum. Z d3k �!X~k �VkUnsere Variablen P�, Q� und a�(~k; t) gehen nun �uber in:P� �! 1p�VkP~k�; Q� �! 1p�VkQ~k�; a�(~k; t) �! 1p�Vk a~k�(t)Also ist H nun: H =P~k;� 12(P 2~k� + !2Q2~k�)Kanonische Quantisierung:Der Hamilton eines harmonischen Oszillators lautet:H = ~P 22m + !2x2P und Q gehen jetzt �uber in Operatoren mit kanonischen Vertauschungsre-geln. [P~k�� ; P~k;�0 ] = [Q~k;��; Q~k;�0 ] = 0; [Q~k;�; P~k;�0 ] = i�h���0�~k~k0Analog ersetzen wir die a~k;�; a�~k;� durch Operatoren:a(�)~k� �!s �h2!�0a(y)~k;�mit den Vertauschungsregeln:[a~k;�; ay~k0�0 ] = ���0�~k~k0; [a(y)~k� ; a(y)~k0;�0] = 0Die Variablen Q~k;� und P~k;� lauten nun:Q~k;� =r �h2! (a~k;� + ay~k;�); P~k;� =r �h2! (�i!)(a~k;� � ay~k;�)=) H =X~k;� �h!fa~k;�; ay~k;�g



4 QUANTISIERUNG DES ELEKTRO{MAGNETISCHEN FELDES 83Dies f�uhrt auf die endg�ultige Form des Hamilton{Operators:H =P~k;� �h!(ay~k;�a~k;� + 12 ) (2)Wenn wir nun den TeilchenzahloperatorN de�nieren, k�onnen wir analog zumharmonischen Oszillator verfahren:N~k;� := ay~k;�a~k;�; 8~k; �Aus den Vertauschungsregeln f�ur die a~k;� folgt die Wirkungsweise dieses Ope-rators: N~k;� jn~k;� i = n~k;� jn~k;� i; n~k;� = 0; 1; 2; : : : ; 8~k; �Die Wirkungsweise der a~k;� als Aufsteiger und Absteiger lautet nun:ay~k;� jn~k;� i =qn~k;� + 1 jn~k;� + 1 ia~k;� jn~k;� i =pn~k;� jn~k;� � 1 iAlso kann man den Zustand jn~k;� i durch n~k;�{maliges Anwenden des Auf-steigers aus dem Grundzustand j 0 i erzeugen:jn~k;� i = 1pn~k;�!(ay~k;�)n~k;� j0 iDie Operatoren sind im Heisenberg{Bild. Es gilt:i�h ddta~k;� = [a~k;�;H] = �h!a~k;�Die Zeitabh�angigkeit des Operators ist also gegeben durch:a~k;�(t) = a~k;�(0)ei!tDa sich die e{Faktoren beim Produkt aya wegheben, ist der Teilchenzahl-operator N = ay~k;�a zeitunabh�angig. Wir de�nieren nun f�ur die Zukunft:a := a~k;�, ay := ay~k;� und N := n~k;�



4 QUANTISIERUNG DES ELEKTRO{MAGNETISCHEN FELDES 84Analog zur E{Dynamik gibt es folgende Schwierigkeit: P~k;� 12�h!(~k) (das istder Summand 12 im Hamilton in (2) f�ur den gesamten Raum) ist eine diver-gente Konstante. Das ist die \Nullpunktsenergie" des Feldes. Diese ist ohnephysikalische Bedeutung und wird daher weggelassen. Wir setzen also imfolgenden: H =X~k;� �h!aya =X~k� �h!NV�ollig analog verfahren wir f�ur den Impuls des Feldes. In der klassischenE{Dynamik gilt: Pklass = 1c2 Z d3x~S; ~S = 1�0 ~E � ~BDaher ist der Impulsoperator: ~P =P~k;� �h~kNWir betrachten den Zustandsraum:H ist eine Summe aus den Hamilton{Operatoren ungekoppelter OszillatorenH = P~k� H. Die gemeinsamen Eigenvektoren von H~k;� � Eigenvektoren vonH. Die Produktbasis ist:jn~k1 ;�1; n~k2;�2 ; : : : i := jn~k1;�1 i jn~k2 ;�2 i : : :Nun gilt f�ur die Wirkungsweise der Operatoren H und P :H jn~k1;�1 ; n~k2;�2 ; : : : i = 0@X~ki�i �h!(~ki)n~ki ;�1A jn~k1;�1 ; n~k2;�2 ; : : : iP jn~k1;�1 ; n~k2;�2 ; : : : i = 0@X~ki� �h~kin~ki�i1A jn~k1 ;�1; n~k2;�2 ; : : : in~ki�i sind die Besetzungszahlen zu ~ki; �i und n~k;� ist die Zahl der Photo-nen. Photonenzust�ande sind total symmetrisch bez�uglich Vertauschung vonTeilchen, denn die ay vertauschen. Photonen sind Bosonen, Der Spin istganzzahlig.



4 QUANTISIERUNG DES ELEKTRO{MAGNETISCHEN FELDES 854.3 PhotonenPhotonen sind die naheliegende Interpretation. Ein freies e{m{Feld ist dieGesamtheit von freien Teilchen mit Energie �h! und Impuls �h~k. Photonensind Teilchen mit der Masse 0. E = �h! = �hkc = j~p j c. (allgemein gilt:E2 = ~p2c2 +m2c4):Der Zustandsraum der Photonen wird aufgespannt von freien Photonen-zust�anden. Das Vakuum ist der Zustand ohne Photon (Grundzustand desFeldes) und wird mit j 0 i � j 0 i j0 i : : : bezeichnet. Das Vakuum ist nor-miert: h 0 j 0 i = 1. Der Einteilchenzustand mit einem Photon mit ~k undPolarisation � wird dargestellt:j1~k;� i � j~k� i = ay j 0 ia j~k� i = �~k~k0���0 j0 i ; a j0 i = 0ay ist ein Erzeuger und a ein Vernichter von Photonen.2{ und Mehrteilchenzust�ande erreicht man durch Produktbildung ausj~k� i j~k� i : : :. Dies ergibt einen Hilbertraum H(n) bei n{Teilchenzust�andemit n = 1; 2; : : : H(n) = H(1) �H(1)� : : :�H(1)| {z }n{malDer gesamte Zustandsraum ist H = 1Pn=0�H(n), wobei H(0) der Raum ist,der von j0 i aufgespannt wird. Dieser gesamte Zustandsraum ist der Fock{Raum. Die Teilchenzahl ist nicht fest. Den �Ubergang zum Kontinuum ma-chen wir durch R�ucksetzung der Summe durch die Integrale, die wir vorhereingef�uhrt haben:X~k �Vk �! Z d3k; �~k~k0�Vk = �3(~k � ~k0)1p�Vk a �! a�(~k); 1p�Vk j~k� i �! j~k� ih~k� j~k0�0 i| {z }=�~k~k0��0 �! h~k� j~k0�0 i| {z }=���0�3(~k�~k0)



4 QUANTISIERUNG DES ELEKTRO{MAGNETISCHEN FELDES 86[a; ay]| {z }=���0�~k~k0 �! [a�(~k); ay�(~k0)] = ���0�3(~k � ~k0)ay�(~k) j 0 i = j~k� i ; a�(~k) j~k0�0 i = ���0�3(~k � ~k0) j 0 i ; a�(~k) j 0 i = 0Das klassische Vektorpotential ~A ist:~Aklass(~x; t) = 1(2�) 32 Z d3kX� f~��a�(~k)ei(~k~x�!t)~���a��(~k)e�i(~k~x�!t)gDas Photonenfeld erhalten wir durch Ersetzen von:a�(~k) �!s �h2!�0a�(~k); a��(~k) =s �h2!�0ay�(~k)~A(~x; t) = 1(2�)32 R d3k! P� f~��a�(~k; t)ei~k~x +~��ay�(~k; t)e�i~k~xgDie Vakuum{1{Teilchenamplitude betr�agt nun:h 0 j ~A(~x; t) j~k� i = 1(2�) 32s �h2�0!~��ei(~k~x�!t)Das ist die \Wellenfunktion" des Photons. ~A(~x; t) ist ein Operator auf demFock{Raum, der die Gleichung2~A= 0 erf�ullt. Die Quanten ~E{ und ~B{Feldersind nun: ~E = �@t ~A Feldgleichung f�ur Quantenfeld~B = r� ~A Bewegungsgleichung f�ur QuantenfeldAnmerkungen:1. Der Operator f�ur die Gesamt{Photonenzahl:N =X~k� N~k;� �! Z d3kay�(~k)a�(~k)



4 QUANTISIERUNG DES ELEKTRO{MAGNETISCHEN FELDES 87[N; ~A] 6= 0 6= [N; ~E]; [N; ~B] 6= 0Daher sind die Photonenzahl und die ~E und ~B{Werte nicht gleichzeitigscharf me�bar. Wenn aber (~x; t) und (~x0; t0) raumartige Vektoren sind,gilt: [ ~E(~x; t); ~B(~x0; t0)] = 02. jn i ist ein Zustand fester Photonenzahl.jn i = jn~k1�1 i jn~k2�2 i : : : ; X~ki�i n~ki� = Nhn j ~E jn i = 0 inkoh�arente Photonen�02 hn j ~E2 jn i =X~ki�i �h!(~ki)n ~ki�i 6= 0Das bedeutet: Feste Photonenzahl geh�ort nicht zu einem klas-sischen Feld.3. koh�arente Zust�ande: Es seien ~k; � fest. Sei j z i ein Zustand mit derEigenschaft: a j z i = z j z i mit z einer komplexen Zahl. Nun gilt:h z j ~E j z i = � i(2�) 32r�h!2� h~�zei(~k~x�!t) �~��z�e�i(~k~x�!t)iDies ist eine klassische ebene Welle mit jzj der Amplitude. Im Zustandj z i sind die Photonen phasenkoh�arent.j z i = 1Xn=0 jn ihn j z i = 1Xn=0� znpn!e� jzj22 � jn iDies folgt aus jn i = (ay)npn! j0 i; ay j z i = zn j z i und der Normierungh z j z i = 1Die Wahrscheinlichkeit, da� n Photonen im Zustand j z i vorhandensind, ist eine Poisson{Verteilung zum Mittelwert jzj2: jzj2nn! e�jzj2Also ist < n >= jzj2 die mittlere Zahl der Photonen mit der Schwan-kung �n = p< n > = jzj und der relativen Schwankung �n<n> = 1p<n> .Diese ist klein f�ur gro�e < n >.



4 QUANTISIERUNG DES ELEKTRO{MAGNETISCHEN FELDES 884. Spin des Photons: Die Wellenfunktion bzw. ~A ist eine Vektorgr�o�e.Sie hat also 3 Komponenten, von denen jedoch nur 2 physikalisch sind.~�1 und ~�2 stehen senkrecht aufeinander und sind zwei Basis{Vektorenin einem karthesischen Koordinatensystem. Die dritte Richtung (~�3 :=~kj~k j ) ist unphysikalisch, hat f�ur festes ~k 3 Freiheitsgrade und entsprichtder Projektion von Spin 1 auf die ~k{Richtung, der Helizit�at.� Physikalisch sind nun ~�1;~�2 und Linearkombination aus Spin +1und Spin -1.� Unphysikalisch ist ~�3 Spin 0........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... ................. .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... ...... ..............................................................................................................+1-10zWir f�uhren nun neue Koordinaten ein:~��� = 1p2(~�1 � i~�2)X� ~��a� = ~�+aR +~��aLMit den Erzeugern:ayL = 1p2(ay1 � iay2) ; ayR = 1p2(ay1 + iay2)ayR erzeugt Spin +1 und rechtszirkular, und ayL erzeugt Spin -1 undlinkszirkular.4.4 Wechselwirkung von Strahlung mit MaterieWir betrachten ein System ohne Strahlungsfeld. H0 = ~P 22m + V (r), z. B. eine� im Atom. V (r) = 0 gilt f�ur ein freies Teilchen. Das Strahlungsfeld ist



4 QUANTISIERUNG DES ELEKTRO{MAGNETISCHEN FELDES 89durch das Coulomb{geeichte Vektorpotential ~A(~x; t) mit r ~A = 0 gegeben.Der Hamilton{Operator des Gesamtsystems lautet nun:H = 12m(~P � e ~A)2 + V (r) +HFeld ,mitHFeld = 12 Z d3x(�0 ~E2 + 1�0 ~B2)Die Basis des Zustandsraumes ist ein Produktraum aus den Atom{ und Pho-tonenzust�anden: ja i jn i. Wenn wir nun das Quadrat ausquadrieren, erhal-ten wir die neuem Summanden:H = " ~P2m + V (r)#+HFeld +H1 +H 01H1 = � em ~A~P ; H 01 = e2m ~A2Dies ist der Fall, da ~P = �hir und r ~A = 0.Wir betreiben nun St�orungsrechnung bzgl. H1 und H 01. Dazu schreibenwir die Operatoren im Wechselwirkungsbild:~P (t) := ~PI(t) = e i�hH0t ~P (0)e� i�hH0ta�(~k; t) := aI�(~k; t) = a�(~k)e�i!tDie ay� werden entsprechend de�niert. Im folgenden wird der Index I wegge-lassen. Der Anfangszustand j i i bei t = 0 ist ein Produktzustand zu H0 undHFeld mit n Photonen: j i i = ja i j~k1�1; ~k2�2; : : : iDer Zustand j f i ist ein Produktzustand zu H0 und n0 Photonen:j f i = j b i j~k01�01; ~k02�02; : : : iZum Zeitpunkt t = 0 ist das System im Zustand j i i. Gesucht ist �Ubergang-samplitude f�ur positive Zeiten in den Zustand j f i:In 1. Ordnung St�orungsrechnung ist diese Amplitude:Afi = 1i�h tZ0 dt0h f j H1(t0)| {z }WW{Bild+H 01(t0) j i i



4 QUANTISIERUNG DES ELEKTRO{MAGNETISCHEN FELDES 90H1 � ~A~P ist linear in a; ay =) Die Photonenzahl in jf i und j i i ist um1 verschieden. H 01 � ~A2 ist bilinear in a; ay =) Die Photonenzahl ist um 2verschieden, oder gleich.Da f�ur Strahlungs�uberg�ange 1. Ordnung im Atom j a i 6= j b i ist, kommt nurH1 in Frage.Spontane Emission:Das ist die Emission von Licht durch ein angeregtes Atom. Der Ausgangs-zustand ist ein Zustand ohne Photon: j i i = ja i j 0 i. Dieser geht in einenZustand �uber, der 1 Photon enth�alt: j f i = j b i j~k� i. Die Energie Eb mu�aber kleiner als Ea sein. (Sei j b i z.B. der Grundzustand) Nun ist die �Uber-gangsamplitude: Afi = � 1i�h tZ0 dt0h b;~k� j em ~A~P j a; 0 iA(~x; t) = 1(2�) 32 Z d3kX� s �h2�0! n~��0a�0(~k0)e�i!0t0+i~k~x +~���0ay�0(~k0)ei!0t0�i~k~xoAfi = 1(2�) 32 ei�h!s �h2�0! tZ0 dt0ei!t0~��� h b j e�i~k~x~p(t0) j a i| {z }zu bestimmenIn der elektrischen Dipoln�aherung (e�i~k~x � 1, wenn die Wellenl�ange sehr vielgr�o�er ist, als die Abmessungen des Atoms) ist das Impulsmatrixelement:h b j ~p j a i = mh b j _~x(t) j a i = mi�hh b j [~x(t0);H0] ja i= mi �E0 � Eb�h � h b j~x(t0) ja i = mi !abe�i!abt0 h b jx j a i| {z }~xbaDies eingesetzt in die �Ubergangsamplitude ergibt die �Ubergangswahrschein-lichkeit: jAfij2 = 1(2�)3 �h2�0!0 e2�h2!2abj~xba~���j2 ������ tZ0 dt0ei(!�!ab)t0������2| {z }�t2��(!�!ab)=f(t;!)



4 QUANTISIERUNG DES ELEKTRO{MAGNETISCHEN FELDES 91Die �Ubergangsrate f�ur den �Ubergang von j i i nach jf i mit den Photonen-impuls d3k bei ~k und 0 ist: dwfi = 1t jAfij2d3kDie gesamte Rate f�ur j a i nach j b i ist:wba = 2X�=1 Z dwfi = 1tX� Z d3kjAfij2 = 18�2 e2�0�hc3!3ba Z d
kX� j~xba~���j2| {z }=sin2#kj~xbaj2................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... .......................... ~k~x~�1 #kE2 wba = e23��0�hc3!3abjhb j~x ja ij2Anmerkung:Wenn wir die Feinstrukturkonstante � := e24��0�hc � 1137 de�nieren, ist:wba = �4!3ab3c2 jh b j~x ja ij2 = c1�(+c2�2 + c3�3 + : : :)Wir betrachten nun die Lebensdauer eines Zustandes: Ein Zustand ja ihat eine endliche Lebensdauer. Falls der �Ubergang j a i �! j b i der einzigm�ogliche �Ubergang ist, ist die Lebensdauer � := 1wba . Falls die �Uberg�angej a i �! j bj i ; j = 1; 2; : : : m�oglich sind, istPj wba = 1� die Gesamtrate. FallsNa Atome im Zustand ja i sind, gilt:1NadNa = �wbadt = �1� dt = const2�t � !ab ; t� 2�!ab () � � 2��hEa � Eb



4 QUANTISIERUNG DES ELEKTRO{MAGNETISCHEN FELDES 92
.......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................!ba!ba + 2�tTypische Gr�o�enordnungen sind, wenn Eb�Ea � 1eV (optische �Uberg�ange),� � 10�8. �h1eV = 6;6�10�16eV s1eV � 10�15s.Die Linienbreite ist: Wenn j a i kein Eigenzustand vonH0 ist, wird das e� t� {Verhalten dadurch erreicht, da� man j a i ersetzt durch: j a ie� t2� = j a ie��2 t.Man de�niert also: � := 1� . Dies mu� man dann in der �Ubergangsamplitudeber�ucksichtigen: Afi = (: : :) tZ0 dt0e�i(!+!ab)t0��2 t0j : : : j2liml!1Afi = (: : :) 1(! � !ab)2 + �24Die Ausnahme ist, wenn alle anderen Faktoren schwach !{abh�angig sind,! ! !ab. Die Rate f�uhrt auf die nat�urliche Linienform:dWbad! = wba j�=0 1(! � !ab)2 + �24Die N�aherung ist gut f�ur ��h� Eb � EaWir betrachten die induzierte Emission: Wenn j i i = j a i j : : : n~k� : : : i undj f i = j b i j : : : n~k� + 1 : : : i, wobei n~k� die Anzahl der Photonen mit Impuls~k und Polarisation � ist. Dies ergibt einen Faktor pn~k� + 1 in Afi. In derRate ergibt das einen Faktor n~k� + 1 (Normierung auf den Flu� einfallenderPhotonen n~k��h!c �! Wirkungsquerschnitt).Anders bei der Absorption: Wenn j i i = j a i j : : : n~k� : : : i und jf i =j b i j : : : n~k� � 1 : : : i, ergibt es einen Faktor pn~k� in Afi und einen Faktorn~k�. Die Normierung auf die einfallende Stromdichte ergibt den Absorptions{WQ (keine Integration �uber ~k und eine Summation �uber �). F�ur realistischeSituationen mu� man �uber das Spektrum der einlaufenden Welle integrieren.



4 QUANTISIERUNG DES ELEKTRO{MAGNETISCHEN FELDES 93Wenn wir nun auch h�ohere Multipole zulassen, entwickeln wir e�i~k~x bis zuh�oheren Termen: e�i~k~x ' 1�i~k~x+(�i~k~x)2 12+: : :. Dies erm�oglichtMultipol{�Uberg�ange. Sei El ein elektrischer 2l{Pol und Ml ein magnetischer 2l{Pol.Betrachten wir nun die Entwicklung 1. Ordnung: e�i~k~x = 1�i~k~x. Damit wirddas Impulsmatrixelement:h b j e�i~k~x~p j a i = h b j~p ja i| {z }Dipol � ih b j (~k~x)~p j a i| {z }neuWir machen einige De�nitionen (magnetisches Moment): ~� := e2m~L; ~x �~x(t); ~p � ~p(t) = m _~x(t). In Afi zeigt sich die :e�hm~���h b j (~k~x)~p j a i = 1�he~���h b j 12 ddt [(~k~x)~x] + 12~k � (~x� _~x) j a i= e�h Ea � Eb�h| {z }!ab 12ih b j (~k~x)~x j a i~��� + 1�h e2mh b j~k � ~L j a i~���| {z }1�h~���[~k�h b j ~� j a i| {z }~�ba ]Die Auswahlregeln sind: (diagonal in l (??)): l0 = 1; m0 = m� 1.~k � h b j ~� j a i~��� = !ab2i Xj;l kj���;lh b j e(xjxl � 13�jl~x2) j a iWir de�nieren nun den elektrischen Quadrupoltensor: Qjl = e(xjxl �13�jl~x2), der spurfrei ist. Er hat also 5 unabh�angige Komponenten, die alsLinearkombination geschrieben werden k�onnen. Y2;m;m=�2;:::;2. Y2m ist ein ir-reduzibler Tensoroperator der Stufe 2.Qjl l=2�! er2Y2m � Q(2)mhn0l0m0 jQ(2)� jnlm iWiegner=) = hn0l0 j jQ(2)j jnl i| {z }red. Matrixel. h lm; 2� j l0m0 i| {z }liefert AuswahlregelnDie ~k~x{Terme sind � d(Atom)� und daher unterdr�uckt gegen den elektrischenDipol. In der Amplitude f�ur den optischen Bereich ist die Gr�o�enordnungvon d� � 10�3, das hei�t in der Rate nur 10�6. Daher ist die Betrachtungh�oherer Terme nur sinnvoll, wenn der Dipol�ubergang verboten ist.



4 QUANTISIERUNG DES ELEKTRO{MAGNETISCHEN FELDES 94Anmerkung: Die systematische Multipolentwicklung f�ur Strahlung istdie Entwicklung von ~A(~x; t) nachYlm (Drehimpulseigenzust�ande, Vektor{Kugelfunktionen).Zusammenfassung:� Das freie quantisierte e{m{Strahlungsfeld besitzt: Photonen mit derEnergie �h!, dem Impuls �h~k, der Masse 0 und der Polarisation � = �(zirkular), welches der Spinprojektion�1auf die ~k{Richtung entspricht.� Die Feldoperatoren gehorchen den kanonischen Vertauschungsregeln.� Die Wechselwirkung mit der Materie bekommtman durch ersetzen von~P durch ~p � e ~A in H0 = ~P 22m + V (r), der minimalen Substitution undder minimalen Kopplung.� Die �Uberg�ange sind bestimmt durch:1. Frequenzbedingung: ! = !b � !a = Eb�Ea�h2. Matrixelement des (El;Ml){Moments zwischen h b j : : : j a i.� Die endliche Lebensdauer angeregter Niveaus ist 1� = wba � Pi wbia.Daraus folgt, da� die nat�urliche Linienform � 1(!�!ab)2+�4 ist.� �Uberg�ange zwischen freien Elektronen (e+
 �! e0; e �! e0+
) sindverboten wegen der Energie{Impuls{Erhaltung. Dagegen ist e+ 
 �!e0+
0 m�oglich (Compton{E�ekt), in 2. Ordnung in H1 oder 1.Ordnungin H 01 ist: h ~p0~k0�0 j 1(i�h)2 tZ0 t0Z0 dt0dtnH1(t0)H1(tn) j ~p~k� ih � � � j 1i�h Z0 tdt0H1(t0) j � � � i; H1 = e22m ~A2



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 955 Relativistische QuantenmechanikIm folgenden sei �h = c = �0 = 1, die Energie{Einheit sei 1eV und die Dimen-sion einer L�ange ist gleich der Dimension einer Zeit ist gleich der Dimension1[Energie] . F�ur die Umrechnung gilt: �hc = 197:327MeV � fm.5.1 Lorentz{Transformationen, klassische PhysikDie Prinzipien der Relativit�atstheorie sind:1. Relativit�atsprinzip: Alle Inertialsysteme sind gleichberechtigt.2. c ist unabh�angig vom Bezugssystem.Die Lorentz{Transformation ist die Transformation, die ein Inertialsy-stem in ein anderes transformiert. Ein Ereignis ist gegeben durch einen 4{dimensinalenWeltpunkt (t; ~x) = (x�); � = 0; 1; 2; 3. Dabei seien Weltpunk-te mit dem Index oben kontravariante Vektoren (x� = (x0 = t; xk; k =1; 2; 3)) und Weltpunkte mit dem Index unten kovariante Vektoren. Diekovarianten Komponenten ergeben sich aus: x� = g��x� . Wobei g�� der me-trische Tensor ist:g�� = g�� = 0BB@ 1 �1 00 �1 �1 1CCADies ist die Vorzeichenkonvention, die in der Kern{ und Teilchenphysik �ublichist. Ansonsten ist das Vorzeichen genau andersherum de�niert.Das Skalarprodukt der beiden Vektoren x� und y� ist de�niert als:x � y = g��x�y� = x0y0 � ~x~y = x�y�Das 4-dim. L�angenquadrat ist invariant unter Lorentz{Transformationen:x2 = g��x�x� = x�x� = (x0)2 � ~x2Eine lineare Lorentz{Transformation � transfomiert einen Vektor x� voneinem System S in den Vektor x0� im System S0. Diese Transformation kannman als durch eine Matrix darstellen. Es gilt also:x0� = ���x�



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 96Damit das L�angenquadrat invariant bleibt, mu� die Lorentz{Transformationfolgende Bedingung erf�ullen: g�� = ������ = g��Also ist die Determinante von � = �1. Nun ist d4x = jdet(�)jd4x0 = d4x0invariant (was gleichzeitig bedeutet, da� das dreidimensionale L�angenelementd3x nicht invariant ist.)Bisher haben wir nur homogene Lorentz{Transformation betrachtet. Wennwir noch eine Verschiebung um a� = const zulassen, erhalten wir die Point-car�e{Transformation, welche eine inhomogene Lorentz{Transformationist: x0� = ���x� + a�x0� = ���x� ist die kontravariante Komponente der homogenen Lorentz{Transformation und x� = ���x0� die kovariante.Wir betrachten nun spezielle Lorentz{Transformation :1. Drehungen ��� = � 1 00 Rkl �Rkl ist eine orthogonale 3� 3{Matrix mit detRkl = +1.2. Boost l�angs der x{Achse (~x = x~ex; 
 =q 11�v2 ):��� = 0BB@ 
 �v
�v
 
 00 1 00 1 1CCAanalog geht es bei Boosts in y{ und z{Achse.Die homogenen Lorentz{Transformationen bilden eine (kontinuierliche)Gruppe mit 6 Parametern (3 Drehwinkel und 3 Boost{Parameter). Sieist eine 6{parametrige Lie{Gruppe (sie besitzt 6 Erzeigende).3. Spiegelungen (det = �1), ~x �! �~x sind diskrete Transformationen.



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 97Die gesamte Pointcar�e{Gruppe besitzt 4 zus�atzliche kontinuiertliche Para-meter (a�), ist also eine 10{parametrige Lie{Gruppe mit den ErzeugendenH; ~P ;| {z }Transl. ~J;|{z}Dreh. ~K|{z}Boosts.Wir de�nieren einen allgemeinenVierer{Vektor a�, der sich unter Lorentz{Transfomationen � folgenderma�en transformiert: a0� = ���a�. Ein Skalar istinvariant unter Lorentz{Transformationen (z.B. x�x�; x�y�)Ein Tensor n{ter Stufe A�1;:::;�n ist eine Gr�o�e, die sich unter Lorentz{Transformationen folgenderma�en transformiert:A0�1;:::;�n = ��1�1 � � ���n�nA�1;:::�nWir de�nieren die Di�erentiation: @� := @@x� (Das ist die kovariante Kompo-nente). Es gilt nun also: @� = ���@0� () ��� = @x0�@x�Analog de�nieren wir die kontravariante Komponente: @� := g��@�, es giltebenso: @ 0� = ���@�. @0 = @0 = @t ; @k = @@xk = �@k ist der Gradient. Alsogilt: @�@� = g��@�@� = @2@t2 �� = +2Der 4{dimensionale Gradient ist invariant unter Lorentz{Transformationen(@0�@ 0� = @�@�).� Ein Skalarfeld '(x) := '(x0; x1; x2; x3) verh�alt sich unter Lorentz{Transformationen folgenderma�en (x0 = �x):'(x) �! '0(x0) = '(x)� Ein Vektorfeld V �(x):V �(x) �! V 0�(x0) = ���V �(x)� Ein Tensorfeld A�1;:::;�n(x):A0�1;:::;�n(x0) = ��1�1 � � ���n�nA�1;:::;�n(x)



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 98Wir wenden nun diesen Formalismus auf die Mechanik und die E{Dynamikan:1. Mechanik:Wir beschreiben die Bewegung eines Teilchens der Masse m. Die Kurvet �! ~x(t) sei die Bahnkurve. Die 4{dimensionale Bahn sei die Weltliniet �! (x0; ~x) Das Abstandsquadrat sei invariant:g��dx�dx� = (dx)2 = invariant = dt2 � (d~x)2 =: d� 2� ist die Eigenzeit eines K�orpers (die Zeit im mitbewegten Koordina-tensystem). Es gilt: d� = dts1� �d~xdt �2 = dt
Das Koordinatenzeitintervall ist also gedehnt (Zeitdilatation)� u� := dx�d� ist die 4er{Geschwindigkeit� P� := mu� ist der 4er{Impuls, mit P 0 = 
m = E; ~P = 
m~v,mit ~v = d~xdt� Der Zusammenhang zwischen E und ~P ist:(P 0)2 � (~P )2 = m2 = P�P � ()E2 = ~P2 +m2E = ms1 + ~Pm = m+ ~P 22m + : : :In 1. N�aherung ist die Energie also die Summe aus der Ruheenergiem und der kinetischen Energie.2. E{Dynamik:



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 99� (j�) = (�;~j) ist der 4er{Strom, wenn � die Ladungsdichte und~j die Stromdichte ist. Die Kontinuit�atsgleichung (@t� + r~j = 0)liefert die Erhaltung des 4er{Stroms:@�j� = 0Ebenfalls erhalten ist die Ladung als Integral �uber die Ladungs-dichte: ddtQ = ddt Z d3xj0 = 0� A� = (�; ~A) ist das 4er{Potential� F �� = @�A� � @�A� ist der Feldst�arke{Tensor:(F ��) = 0BB@ 0 �E1 �E2 �E3E1 0 B3 �B2E2 �B3 0 B1E3 B2 �B1 0 1CCA~E = �@t ~A�r� ; ~B = r� ~AWenn wir nun die Lorentz{Eichung (@�A� = 0) durchf�uhren, lau-ten die Maxwellgleichungen: @�F �� = j� und mit den Potentalen:2A� = �j�Nach dem �Ubergang vom einen Koordinatensystem S in ein an-deres S0, gilt: @0�F 0�� = j0�; 20A0� = �j 0�Das hei�t, es handelt sich um forminvariante kovariante Glei-chungen.5.2 Relativistische \Wellengleichungen"Wir suchen eine relativistische invariante Form der Schr�odinger{Gleichung.Dabei gehen wir hier den heuristischenWeg (,der historisch gegangen wurde).



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 1005.2.1 Die Klein{Gordan{GleichungDie Schr�odinger{Gleichung in Ortsdarstellung ist nicht Lorentz{invariantund lautet: i@t (~x; t) = H (~x; t) ;H = ~P2m + V + : : :Den Hamilton{Operator f�ur ein freies Teilchen erhalten wir durch Anwendender Korespondenz zur Hamilton{Funktion:H =q~P 2 +m2 �! H =q~P 2 +m2 ; ~P : ImpulsoperatorDie Schr�odinger{Gleichung lautet: i@t = H . Wie auch bisher �ublich, sollendie Vertauschungsrelationen gelten: [xl; P k] = i�lk. Diese sind erf�ullt, wennder Impulsoperator P k �! 1i @k = i@k ist. Also gilt: Pk = i@kDer Hamilton{Operator ist nun also:H = p��+m2 (1)Dieser Operator ist allerdings kein lokaler Operator, von daher ist er unprak-tisch. Stattdessen wird also eine Gleichung f�ur das Quadrat aufgestellt. Sp�aterwerden wir den Operator durch Wurzelziehen vereinfachen. Doch zun�achstbetrachten wir das Quadrat:(i@t)2 = H2 = (��+m2) � @2@t2 ��+m2� = 0�2+m2� = 0 (2)Dies ist dieKlein{Gordan{Gleichung. Sie ist in lorentz{invarianter Form,wenn  (~x; t) �  (~x) ein Skalarfeld ist, was bedeutet, da�  0(x0) = (x) ; x0 = �x. Das hei�t, da� folgende Gleichungen gelten:(20+m2) 0(x0) = 0 (2+m2) (x) = 0



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 101Doch was ist die Bedeutung dieses  s? In der Schr�odinger{Theorie ist j j2 = � = � � 0 die Wahrscheinlichkeitsdichte im Raum und ~j = 12im( �r � r �) die Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Die Kontinuit�atsgleichung @t�+r~j = 0 f�uhrt auf die Erhaltung der Normierung: ddt R d3x� = 0.Kann man nun in der Klein{Gordan{Theorie j j2 auch als Wahrscheinlich-keitsdichte interpretieren?  ist ein Skalar, also ist auch  � ein Skalar, alsokann R d3xj j2 nicht invariant sein, da d4x invariant ist und somit d3x nichtinvariant sein kann.Wie sieht es mit einem erhaltenen Strom aus? �(2+m2) �  (2+m2) � = 0() @�( �@� �  @� �) = 0 j � i2m@@t � i2m � �@ @t �  @ @t ��| {z }=�? +r � i2m ( �r �  r �)�| {z }=~j = 0� ist die 0{Komponente eines Vierer{Vektors j�, also ist R d3x� lorentz{invariant.Betrachten wir ein Beispiel: (x) = ei(~p~x�Et) � e�ipx sei L�osung der Klein{Gordan{Gleichung (2) f�urE = p~p2 +m2. Also ist � = Em = p0m . Es ist d3xp0m = d3x
. Da d4x invariantist auch d4x = d3xdt = d3x
 d�|{z}invar., also ist d3x
 invariant.Ein neues Problem ist:  + = e�ipx ;  � = eipx f�uhrt auf �+ = Em ; �� =Em . � hat kein de�niertes Vorzeichen. ~j+ = ~pm ;~j� = ~pm .F�uhren wir eine neue Interpretation ein: (j�) = (�;~j) ist der elektro{magnetische Strom, � die Ladungsdichte und die Klein{Gordan{Gleichungbeschreibt Teilchen mit 2 Ladungen �1. Das Teilchen mit +1 hat die Wel-lenfunktion  +(x) = eipx, den Impuls ~p und die Energie E, das andere istdas Anti{Teilchen mit der Wellenfunktion  � = e�ipx, den Impuls ~p unddie Energie E. @�j� = 0 hei�t jetzt Ladungserhaltung. Es gibt keine weiterenFreiheitsgrade, das hei�t der Spin ist 0.Betrachten wir nun eine konsistente Interpretation:



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 102 , die L�osung von (2) ist das Quantenfeld. Wir f�uhren Operatoren ein: � Z d3p ha(~p)e�ipx + by(~p)eipxia; b; ay; by sind Operatoren mit kanonischen Vertauschungsrelationen.ay j 0 i = j+; ~p i ist der Erzeuger eines Teilchens mit dem Impuls ~p,by(~p) j 0 i = j�; ~p i ist der Erzeuger von Anti{Teilchen, a; b die jeweili-gen Vernichter. Die \Wellengleichungen" sind  + = h 0 j (x) j+; ~p i und � = h 0 j (x) j�; ~p i.Ein Klein{Gordan{Teilchen im e{m{Feld wird vom freien Teilchen ausge-hend (i@0)2 = (~p2 + m2) = 0 durch minimale Substitution (~p �!~p� e ~A; i@0 �! i@0� e�) beschrieben.(i@0 � e�)2 = h(~p� e ~A)2 +m2i Das Ganze schreiben wir kovariant mit A� = (�; ~A), P � := i@��(i@� � eA�)(i@� � eA�)�m2� = 0Die Lorentz{Transformation � bewirkt: x! x0; @� ! @ 0�; A� ! A0�;  (x)! 0(x). Der Strom ist erhalten (@�j� = 0) Die Herleitung ist analog zur freienKlein{Gordan{Gleichung. Mit dem elektrostatischen Potential ( ~A = 0; � =�(~x); V (~x) = e�(~x)) folgt (die station�are L�osung ist  (x) = e�iEt (~x)) diestation�are Klein{Gordan{Gleichung:(E � V )2 (~x) = (��+m2) (~x)[�+E2 �m2 � 2EV+V2] (x) = 0F�ur das H{Atom ist V = � e24�r = ��r . Wenn V = V (r), ist  (x) =u(r)r Ylm(#;'). Das f�uhrt auf einen Radialterm und die Energie{Werte Enl.5.2.2 Die Dirac{GleichungWir bescha�en uns den Hamilton{Operator nun durch \Wurzelziehen"(H =\p��+m2"). Wir machen einen Ansatz von 1. Ordnung in allen Ab-leitungen (@0; @k). Dies f�uhrt auf zus�atzliche Freiheitsgrade, das f�uhrt auf



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 103den Spin und die Positronen. Es gibt jedoch �ahnliche Probleme, wie bei derKlein{Gordan{Theorie. Alles ist im Rahmen einer 1{Teilchen{Theorie, da-her mu� man den begrenzten G�ultigkeitsbereich beachten. (Eine konsistenteTheorie erh�alt man, wenn man  als einen Quantenfeldoperator einf�uhrt.)Wir machen also den Ansatz:\p��+m2\ = 1i ��1 @@x1 + �2 @@x2 + �3 @@x3�+ �m = ��kpk + �mH = ~�~p + �mi@0 = H Die Forderung H2 = ~p2 + m2 = �� + m2 ; (2+ m2) = 0 f�uhrt auffolgende Bedingung:H2 = � 3Xij �i�j + �j�i2 @2@xi@xj + m2 Xj (�j� + ��j) @@xj + �2m2Diese Forderung ist erf�ullt, wenn gilt:�i�j + �j�i = 2�ij ; �i� + ��i = 0; �2 = 1 (3)Dies ist durch Matrizen erf�ullt, die Dirac{Matrizen. Die Eigenschaften derMatrizen sind: (�i)2 = 1, Spur(�i) = 0, Spur(�) = 0, da die �i; � hermitischsind, sind die Eigenwerte �1, die Dimension ist geradzahlig, die Spur =Summe der Eigenwerte ist 0.� in zwei Dimensionen erf�ullen nur 3 Matrizen diese Eigenschaften. Diessind die Pauli{Matrizen.� wir betrachten die minimale Realisierung in vier Dimensionen in derm�oglichen Darstellung als (4� 4){Matrizen.� = � 1 00 �1 � ; �i = � 0 �i�i 0 �



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 104Worin hier die �i die Pauli{Matrizen sind. Dies ist die Standard{Darstellung,die Dirac{Darstellung.Nun suchen wir eine kovariante Form der Dirac{Gleichung. Dazu f�uhren wirformal neue Matrizen ein:(
0 = �; 
k = ��k) =: 
� 
k = � 0 �k��k 0 �Damit lautet nun (3): 
�
� + 
�
� = 2g��Wir de�nieren nun den Anti{Kommutator: f
�; 
�g := 
�
� + 
�
�, 
� :=g��
� und zus�atzlich: 
5 := i
0
1
2
3 = � 0 11 0 � und ��� := i2[
�; 
�]. Esgilt (
0)2 = 1; (
k)2 = �1. ��� ist antisymmetrisch und hat 6 unabh�angigeParameter.Wir haben jetzt einen Satz aus: 1; 
5; 
�; 
�
5; ���, welches 16 linear un-abh�angige Matrizen sind. Also bilden sie eine Basis der 4� 4{Matrizen.Die Dirac{Gleichung lautet nun:i@0 = (~�~p+ �m)mNun formen wir die Gleichung ein letztes mal um:[i@0 + i�k@k � �m] = 0[i(
0@0 + 
k@k)�m)] = 0(i
�@� �m) = 0Wir de�nieren nun das Symbol: 6 a := 
�a� = 
�a�, welches ein Vierer{Vektorist. 6 @ := 
�@�. Nun haben wir die endg�ultige Form der Dirac{Gleichung:(i 6 @ �m) = 0



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 105 = 0BB@  1 2 3 4 1CCA ist ein 4{komponentiger Spinor (Dirac{Spinor). Der adjungierteSpinor ist:  y = ( �1;  �2;  �3;  �4). � :=  y 0 = ( �1;  �2;� �3;� �4) f�uhrt aufdie adjungierte Dirac{Gleichung:i@� � 
� +m � = 0 ; (
0)y = 
0 ; (
k)y = �
k ; 
0(
�)y
0 = 
�Dies zusammen f�uhrt uns nun auf einen erhaltenen Strom:� (Dirac{Gl.) + (adj. D.{Gl.) = 0=) @�( � 
� ) = 0Hat jetzt dieses j� = � 
� eine physikalische Bedeutung? (Ist j� ein Vierer{Vektor?) � = j0 = � 
0 =  y = j 1j2 + j 2j2 + j 3j2 + j 4j2 � 0� kann als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden (! Ladungs{Dichte). Es mu� gelten: R d3x� ist lorentz{invariant. Falls j� ein Vierer{Vektor ist, gilt dies auch. Es ist zu beweisen, ob eine Transformation folgendesbewirkt: � 
� �! � 0
� 0 = ��� � 
� .Wie sehen die L�osugen zu festem Impuls ~p aus? Dazu setzen wir  (x) =e�ipxu(p) in die Dirac{Gleichung (i 6 @ � m) = 0 ein und erhalten einealgebraische Gleichung: ( 6 p�m)u(p) = 0Das ist ein homogenes lineares Gleichungssystem, die L�osung im Ruhesystem(p�) = (m;~0) lautet:(
0 � 1)u = 0 � 0 00 �1 �0BB@ u1u2u3u4 1CCA = 0BB@ 0000 1CCADie Matrix hat den Rang 2 und daher 2 linear unabh�angige L�osungen:u(1) = 0BB@ 1000 1CCA ; u(2) = 0BB@ 0100 1CCA



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 106 (1) = u(1)e�imt;  (2) = u(2)e�imtDas sind zwei Spin{Einstellungen im Ruhesystem (z{Achse).Betrachten wir das Ruhesystem: = ue�iEt; (i 6 @ �m) = 0() (
0E �m1)u = 0� (E �m)1 00 �(E +m)1 �0BB@ u1u2u3u4 1CCA = 0Die Bedingung det = 0 = (E �m)2(E +m)2() E = �m ergibt 2 F�alle:1. E = +m : u1 = 0BB@ 1000 1CCA ; u2 = 0BB@ 0100 1CCA ;  + = u(r)e�imt; r = 1; 22. E = �m : u30BB@ 0010 1CCA ; u3 = 0BB@ 0001 1CCA ;  � = u(s)e+imt; s = 3; 4u(r); r = 1; 2; 3; 4 ist eine Basis im Spinorraum. Was ist die physikalischeBedeutung von u(3); u(4)? (e+)Anmerkung: wir f�uhren einen Darstellungswechsel (�Aquivalenztransforma-tion) der 
� durch. 
� �! T�1
�T , mit T einer festen Matrix. Diese neuenMatrizen erf�ullen ebenfalls die Dirac{Algebra (f
�; 
�g = 2g��1). Dies f�uhrtauf die Chirale Darstellung, welche sp�ater verwendet wird.
0chiral = � 0 11 0 � ; 
kchiral = � 0 ��k�k 0 �Wir haben nun noch zwei o�ene Fragen:1. Ist die Dirac{Gleichung Lorentz{invariant?x ��! x0 = �x;  (x) �!  0(x0) = S (x)



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 107(i 6 @ �m) (x) = 0 ?�! (i 6 @0�m) 0(x0) = 0Dann ist auch d3x� = j0d3x invariant und damit die Wahrscheinlich-keitsinterpretation sinnvoll.2. Was sind die L�osungen zu negativer Energie, und beschreibt die Dirac{Gleichug Teilchen mit Spin 12?Die Antwort auf die erste Frage werden wir im nachsten Kapitel bekommen.5.3 Darstellungen der Lorentz{Gruppe5.3.1 Spinor{DarstellungenDie homogene Lorentz{Transformation bilden eine 6{parametrige Lie{Grup-pe.1. Drehungen um die z{Achse ~x0 = R~x0BB@ 1 0 0 00 cos� sin� 00 �sin� cos� 00 0 0 1 1CCA in�nites.�! 0BB@ 1 0 0 00 1 �� 00 �� 1 00 0 0 1 1CCA= 1 + i��J3 J3 : ErzeugendeUnter Vernachl�assigung von ��2; : : : gilt:J3 = 1i 0BB@ 0 0 0 00 0 1 00 �1 0 00 0 0 0 1CCAAnalog gilt es f�ur Drehungen um x{, y{Achse. Insgesamt gilt:1 + i 3Xl=1 ��lJ l = 1 + i�~� ~J; ~J = (J1; J2; J3)J2 = 1i 0BB@ 0 0 0 00 0 0 �10 0 0 00 1 0 0 1CCA ; J1 = 1i 0BB@ 0 0 0 00 0 0 00 0 0 10 0 �1 0 1CCADiese Matrizen erf�ullen die Vertauschungsrelationen [Jk; J l] = i�klmJm.



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 1082. Boosts l�angs x{Achse (cosh� = 1p1�v2x ; sinh� = vxp1�v2x ):0BB@ cosh�1 sinh�1 0 0sinh�1 cosh�1 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCA inf.�! 1 + i��1K1; K1 = 1i 0BB@ 0 1 0 01 0 0 00 0 0 00 0 0 0 1CCADa in�nitesimal gilt: coshx = 1; sinhx = ��. Analog folgt f�ur alleAchsen: 1 + i�~� ~K; �~� = (��1; ��2; ��3)K2 = 1i 0BB@ 0 0 1 00 0 0 01 0 0 00 0 0 0 1CCA ; K3 = 1i 0BB@ 0 0 0 10 0 0 00 0 0 01 0 0 0 1CCAWir kennen also 6 Generatoren, daraus folgen die Vertauschungsrela-tionen:[K1;K2] = �iJ3; zyklisch[J1;K2] = iK3; zyklisch[J1;K1] = 0;usw.[J i; J l] = �ilmJm 9>>=>>; existiert eine Gruppenstruktur?Wir f�uhren neue Matrizen ein: ~A := 12( ~J+i ~K); ~B := 12( ~J�i ~K). Darausfolgen die Vertauschungsregeln f�ur ~A und ~B:[A1; A2] = iA3; zyklisch[B1; B2] = iB3; zyklisch[Aj; Bk] = 0; 8j; k 9=; Lie{Algebra der SU(2)� SU(2)Die A{Algebra ist eine SU(2) und entspricht der Drehimpulsalgebra(Pauli{Matrizen), die B{Algebra ist ebenfalls eine SU(2). Also ist dieLorentz{Gruppe isomorph zu SU(2)� SU(2).Es folgt ein mathematischer Einschub zu einem neuen Begri�: das Grup-pen{Produkt.Seien G und H zwei Gruppen. Nun gilt:G�H = f(g; h)j g 2 G;h 2 Hg



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 109Eine Verkn�upfung ist folgenderma�en de�niert:(g1; h1) � (g2; h2) = (g1 � g2; h1 � h2)Falls nun G und H Lie{Gruppen sind, mit den Erzeugenden und Vertausch-ungsrelationen� G : T1; : : : ; Tn;� [Tk; Tl] = if (g)klmTm;� H : R1; : : : ; Rm und� [Rk; Rl] = if (h)klmRm,dann folgt: G � H ist eine Lie{Gruppe mit den ErzeugendenT1; : : : ; Tn; R1; : : : ; Rm und den Vertauschungsrelationen [Tk; Rl] = 0; 8 l; k.Genauer sind die Erzeugenden eigentlich: Ti 
 1; : : : ; 1
Ri. Die fklm hei�enStrukturkonstanten.Betrachten wir nun die SU(2): Wir betrachten irreduzible Darstellungenzu j = 0; 12; 1; 32 ; : : :, also die Spinor{Darstellungen der SU(2). Dann sinddie Darstellungen der SU(2) � SU(2) bestimmt durch (j1; j2): Die Spinor{Darstellungen der SU(2) � SU(2).� (j1; j2) = (0; 0):Eindimensionale Darstellung, ~A; ~B = 0 =) ~J = ~K = 0. Das ist dietriviale Transformation. Jede Lorentz{Transformation wird als 1 dar-gestellt. Ein einkomponentiger Spinor ist ein Skalar:  ��!  F�ur einTeilchen mit fester Masse m gilt:P �P� = m2 Dies ist eine invariante Gleichung. Dies f�uhrt mit P� = i@mu auf dieKlein{Gordan{Gleichung: (2+m2) = 0Die Klein{Gordan{Gleichung ist also die einfachste Darstellung derSU(2)� SU(2) und beschreibt nur spinlose Teilchen.



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 110� (j1; j2) = (12 ; 0):~B = 0; ~A = 12~�, mit � den Pauli{Matrizen.~B = 0() ~K = �i ~J; ~J = 12~�Die in�nitesimale Lorentz{Transformation lautet nun:1 + i�~� ~J + i�~� ~K = 1 + i~�2 (�~�� i�~�)Eine endliche Lorentz{Transformation wird dargestellt durch eine 2�2{Matrix: M := e 12~�(~��i~�)Dies ist eine 2{dimensionale Darstellung. Die Elemente des Darstel-lungsraumes sind 2-komponentige Spinoren � = � �1�2 �. Eine Lorentz{Transformation bewirkt: � ��!M�.� (j1; j2) = (0; 12) :~A = 0; ~B = ~�2 ; ~J = 12~�; ~K = i ~J = i2~�. Die Lorentz{Transformationensind: � : 1 + i2~�(�~�+ i�~�)Die 2� 2{Matrix der endlichen Lorentz{Transformation lautet:N := e i2~�(~�+i~�)Ein 2{komponentiger Spinor � = � �1�2 � geht �uber in: � ��! N�.Ferner gilt: N = TM�T�1; T = �i�2Drehungen und Boosts k�onnen als 2{dimensionale Spinor{Darstellungen rea-lisiert werden. Spiegelungen (P : ~v �! �~v), daher ~K �! � ~K; ~J �! ~JPseudo{Vektor. �12 ; 0� P ! �0; 12� ; � (12 ; 0) 00 (0; 12) �



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 111Wenn wir Spiegelungen in der Darstellung aufnehmen, so erhalten wir die4{komponentige Darstellung (12 ; 0) � (0; 12). Die Elemente des Darstellungs-raumes sind 4{komponentige Spinoren. Dies ist also die einfachste irredu-zible Darstellung der homogenen Lorentz{Gruppe nach der Trivialen. DieDarstellungs{Matrizen sind 4�4{Matrizen und stellen Drehungen und Boostsdar. Die Elemente und Matrizen sind:� �� � = 0BB@ �1�2�1�2 1CCA ;  e i2~�(~��i~�) 00 e 12~�(~�+i~�) !Die Lorentz{Gruppe ist also isomorph zu SU(2)� SU(2), die Darstellungensind (j1; j2),� (0; 0): 1{dimensional, 1{komponentiger Spinor,  entspricht dem Zu-stand eines Teilchens mit der Masse m und ist ein Skalar =) (2+m2) = 0.� (12 ; 0)� (0; 12): ist irreduzibel, wenn P eingeschoben wird. � �� � =  :sind 4{komponentige Spinoren und entsprechen den Zust�anden einesTeilchens der Masse m. Eine Lorentz{Transformation bewirkt, wennD(�) := e 12~�(~��i~�) und �D(�) := e 12~�(~�+i~�):� �� � ��! � D(�) 00 �D(�) �� �� � = � �� � ist die Zustandswellenfunktion der Masse m. Folgt darauseine Bedingung f�ur  ? F�ur Boosts gilt:(m; 0) ��! (p0; ~p) = (E; ~p); E2 = ~p2 +m2Ein Teilchen in Ruhe wird in ein Teilchen mit dem Impuls ~p transfor-miert. F�ur einen Boost (keine Drehung) in Richtung ~n = ~pj ~p j ; cosh� =
 = Em = 1p1�v2 gilt mit ~� = ~n�:� : �(0) �! �(~p) = e 12 (~n~�)��(0) = [cosh�2 + (~n~�)sinh�2 ]�(0)



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 112Das folgt aus der Reihenentwicklung und (~�~n)2 = 1; n2 = 1.�(0) �! �(~p) = e� 12 (~n~�)�(0) = [cosh�2 � (~n~�)sinh�2 ]�(0)(Benutze cosh�2 = q cosh�+12 = qE+m2m und sinh�2 = q cosh��12 =qE�m2m ).Im Ruhesystem (~p = 0,  (0) = � �(0)�(0) �) gilt mit P dem Parit�atsope-rator: P (0) = � (0)P � �(0)�(0) � = � �(0)�(0) � = � 0 11 0 �� �(0)�(0) �Die Bedingung hierf�ur ist �(0) = ��(0). Wir w�ahlen \+" (\�" f�uhrtauf das gleiche Ergebnis).�(~p) = E +m+ ~�~pp2m(E +m)�(0); �(~p) = E +m� ~�~pp2m(E +m)�(0)=) E + ~�~pm �(~p) = �(~p); E � ~�~pm �(~p) = �(~p)� �m1 E + ~�~pE � ~�~p �m1 �� �(~p)�(~p) �| {z }= (~p) = 0BB@ 0000 1CCA8>>><>>>:E � 0 11 0 �| {z }=:
0 �~p� 0 �~�~� 0 �| {z }=:~
 �m19>>>=>>>; (~p) = 0~
 = (
1; 
2; 
3); 
k = � 0 ~�k~�k 0 � ; 
0; 
k: sind die Dirac{Matrizen inchiraler Form. (E
0 + ~
~p �m1) (~p) = 0E
0 + ~
~p = p0
0 + pk
k = p�
� =6 p



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 113Daraus ergibt sich die Dirac{Gleichung im Impulsraum:( 6 p�m) (~p) = 05.3.2 Kovarianz unter Lorentz{TransformationenKovarianz ist Forminvarianz unter Lorentz{Transformationen. Es ist zu zei-gen, ob aus ( 6 p�m) (p) = 0 folgt: ( 6 p0�m) 0(p0) = 0, wenn die gestrichenenGr�o�en die Gr�o�en nach einer Lorentz{Transformation sind. Es folgt derBeweis mit  0 dem Spinor im Ruhesystem: (p) = 1p2m(E +m) � E +m+ ~�~p 00 E +m� ~�~p �| {z }= 6p
0+m1  0 (p) = 6 p
0 +mp2m(E +m)| {z }=:Sp  0 � Sp 0
 ist in chiraler Form. Die Inverse Transformation ist S�1 = 
0 6p+mp2m(E+m) . EinTest ist SpS�1p = 1  0(p0) = Sp0 0 = Sp0S�1p  (p)( 6 p0�m) 0(p0) = ( 6 p0�m)(6 p0
0+m)(
0 6 p+m) 1p2m(E0 +m) 1p2m(E +m) (p)( 6 p = m nach Vorraussetzung ((6 p�m) (p) = 0).)� (
0 � 1)(
0 + 1) (p) = 0; da (
0)2 = 1Was sind die Fundamentaleigenschaften der 
�? 0(p0) = S(�) (p); p0� = ���p� ; ( 6 p0 �m) 0(p0) = 0S�1(�)(6 p0 �m)S(�) (p) = 0; ( 6 p �m) (p) = 0Diese Gleichungen m�ussen beide gelten. Daher mu� gelten: S�1 6 p0S =6 p.S�1
�Sp0� = 
�p� ; p� = ���p0�



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 114S�1
�Sp0� = ���p0�
� 8p0�Daher gilt der Paulische Fundamentalsatz:S�1
�S(�) = ���
�Wir betrachten nun die Dirac{Gleichung im Ortsraum: (x) ��!  0(x0) = S(�) (x)S�1 �� (i
�@0� �m) 0(x0) = 0[i S�1
�S| {z }=��� 
�@0�=
�@� @ 0� �m] (x) = 0(i
�@� �m) (x) = 0Es gibt eine kovariante Schreibweise der Darstellungsmatrizen:F�ur die homogene Lorentz{Transformation (x0� = ���x�) gilt:g�������� = g�� (4)F�ur in�nitesimale Lorentz{Transformationen gilt:x0� = x� + !�� x� = (��� + !�� )| {z }��� x�Aus (4) folgt: !�� = �!��. Es gibt 6 unabh�angige Komponenten (!0k; k =1; 2; 3 ; !12; !23; !31). Die Transformation ist also:x0� = x� + !��x�Die Transformation von  unter in�nitesimaler Lorentz{Transformation( 0(x0) = S(�) (x)) kann man bis zur 1. Ordnung entwickeln.S = 1� i2!��S�� ; S�� = �S��



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 115S�1 = 1 + i2!��S�� + o(!2)(da S�1
�S = ���
�)(1 + i2!��S��)
�(1� i2!��S��) = (���+ !�� )
� = 
� + !��
�() i2!�� �S��
� � 
�S��� = 12!�� ����
� � ���
���
�; S��� = i(���
� � ���
�)S�� = i4 �
�; 
��S = 1 � i2!�� � i4 [
�; 
�] = 1 + 18!�� [
�; 
� ]S�1 = 1� 18!�� [
�; 
� ] = 
0Sy
0Dies gilt wegen 
0[
�; 
�]y
0 = �[
�; 
� ].F�ur eine endliche Lorentz{Transformation gilt:S(�) = e� i2!��S��S�1 = 
0Sy
0 folgt aus der Reihendarstellung Term f�ur Term. Folgt dar-aus, da�  y eine Wahrscheinlichkeitsdichte repr�asentiert? Sei wieder mal� eine Lorentz{Transformation , f�ur die gilt: x0 = �x,  0(x0) = S(�) (x)und S(�) = e� i2!��S�� . Ferner gilt: S�� = i4 [
�; 
� ] und S�1 = 
0Sy
0. EineSpiegelung wird dargestellt durch: S(p) = � 0 11 0 � = 
0 in chiraler Form.In der Dirac{Darstellung gilt: S(p) = 
0 = � 1 00 �1 �. Wir de�nieren dieBilineare Kovariante: � (x)� (x).� 2 f1; 
5; 
�; 
�
5; ���g ; ��� = i2 [
�; 
� ]



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 1161. � (x) (x) ��! � 0(x0) 0(x0) 0 = S =) � 0 = � S�1 =) � 0 0 �! � S�1S = �  : Skalar2. � 
� ��! � 0
� 0 = � S�1
�S = ��� � 
� Wir de�nieren einenVierer{Vektor j�, mit j0 y = � ist eine Dichte und d3x� ist ein Skalar.3. � 0��� 0 = ���0���0 � ��0� ist ein Tensor 2{ter Stufe.4. � 0
5 0 = det(�) � 
5 ist ein Pseudoskalar (\�" bei Spiegelungen).5. � 0
�
5 = det(�)��� � 
�
5 ist ein Pseudo{Vektor (Axialvektor).5.3.3 Drehungen und DrehimpulsWir betrachen in�nitesimale Drehungen !kl = �!lk mit !0k = !k0 = 0; k =1; 2; 3 (3 !kl sind unabh�angig). Die Drehmatrix lautet: S = 1 � i2!klSkl, mitSkl = i4 [
k; 
l] = �m 12 . Die k; l;m zyklisch. Die �m sind: �m = � �m 00 �m �.Wir de�nieren also wieder einen Vektor: ~� = (�1;�2;�3). Die Drehmatrixist also jetzt: S = 1 + i~!~�; ~! = �(!23; !31; !12)Die Transformation einer Wellenfunktion lautet nun: 0(x0) = (1 + i~!~�) �x(x0)�x0k = xk + !klxl () xk = x0k � !klxl 0(x0) = (1 + i~!~�) �x(x0)� =  �x(x0)�+ i~!~� �x(x0)� �x(x0)� =  (x0k � !klxl) =  (x0) + @ @xl (x0)(�!klxl) + o(!2)=  (x0) + i2!kl�xli @@xl � xli @@xk�| {z }=�Ll  (x0) k; l;m zyklischDabei ist Ll der Bahndrehimpuls, den wir zusammenfassend schreiben: ~L =(L1; L2; L3). Es gelten die wohlbekannten Vertauschungsrelationen: [L1; L2] =



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 117iL3, zyklisch. Daraus ergibt sich: ~L2 = P(Lk)2, die Eigenwerte sind l(l +1); l = 0; 1; 2; : : :Die Transformation sieht nun folgenderma�en aus: �x(x0)� =  (x0) + i~!~L (x0)=)  0(x0) = (1 + i2~!~� + i~!~L) (x0) � (1 + i~! ~J) (x0)Das f�uhrt uns mal wieder zum Gesamtdrehimpuls ~J = ~L+ 12~� = ~L+ ~S, mitdem Spinoperator ~S = 12~�.Im Ruhesystem ist ~L = 0 und daher ~J = ~S. Nun gilt f�ur den Eigenwert desDrehimpulsquadrates:~S2 = 14 3Xk=1(�k)2 = 341 = 12 �12 + 1� 1Der Spinor  (x) beschreibt ein Teilchen der Masse m und demfesten Spin 12.Die Eigenwerte von �k sind �1 und von den Sk � 12 (doppelt!?)Was sind die Eigenschaften des Drehimpulses? Der Hamilton ist, wieschon oben erw�ahnt: H = ~P ~� + �m, mit � = 
0 und ~� = � 0 ~�~� 0 �. Nunsind die Eigenschaften:1. [H;L1] = 3Pk=1�k[P k; Lk] =P�k[P k; x1P 2 � x3P 2]= �i(�2P 3 � �3P 2) = �i(~�� ~P )1F�ur L2; L3 geht es analog. Dies f�uhrt auf die Eigenschaft:[H; ~L] = �i~�� ~PDas bedeutet, da� ~L keine Erhaltungsgr�o�e ist.



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 1182. [H; ~S] = [~P ~�; ~S] [H;S1] = 12X[�k;�1]P k = i(~�� ~P )1(Dies folgt mit [�k; �l] = 2i�j zyklisch) F�ur die anderen Komponentengeht es analog, also gilt: [H; ~S] = +i~�� ~PDas bedeutet, da� auch ~S keine Erhaltungsgr�o�e ist. Also sind die Ei-genwerte der Sk keine erhaltenen Quantenzahlen.3. Man sieht aber an den Kommutatoren, da� ~J erhalten ist, das hei�t esist eine Spin{Bahn{Kopplung vorhanden.4. ~P ~S ist eine Erhaltungsgr�o�e, denn:[H; ~P ~S] =XP k[H;Sk] = i ~P (~�� ~P ) = 0Wir de�nieren die Helizit�at: ~P ~Sj ~P j . Ferner gilt [H;P ] = 0. P ist alsoerhalten. F�ur Impulszust�ande ~P = ~p gilt:~P ~Sj ~P j = ~p~Sj ~p j = ~S~n; ~n = pj ~p j ; ~n2 = 1Die Helizit�at hat den Eigenwert �12 (doppelt!)Teilchenzust�ande sind beschrieben durchden Impuls und die Helizit�at5.4 L�osungen der freien Dirac{Gleichung5.4.1 Impuls{ und Helizit�atszust�andeWir machen den Ansatz zur L�osung:  (x) = w(p)eipx, mit p = p� = (E; ~P ).Die L�osung ist dann bestimmt durch:( 6 p�m)w(p) = 0Mit det( 6 p�m) = 0 f�ur p0 = �p~p2 +m2.



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 119� Die L�osungen zu positiver Energie lauten:  +(x) = u(p)e�ipx Das isteinfach nur eine Umbenennung. Die L�osung ist nun �aquivalent zu ( 6p�m)u(p) = 0.� Die L�osugen zu negativer Energie lauten (ersetze ~p �! �~p):  �(x) =v(p)e+ipx. Die L�osung ist �aquivalent zu ( 6 p + m)v(p) = 0. (Also gilt:v(p) � w(�E;�~p).) F�ur den Viererimpuls gilt: P � �(x) = !� p� �(x).Im Ruhesystem sind die u(1)(0) = 0BB@ 1000 1CCA ; u(2) = 0BB@ 0100 1CCA ; v(1) =0BB@ 0010 1CCA ; v(2) = 0BB@ 0001 1CCA die Eigenzust�ande von �3; S3.Die u(r)(p) und die v(r)(p) erh�alt man durch Boosts: u(r)(p) = Spu(r)(0),v(r)(p) = Spv(r)(0). mit Sp = 
0+mp2m(E+m) (siehe Kapitel 5.3.2). In derStandard{Darstellung ist diese Matrix:Sp = � E +m ~�~p~�~p E +m �In expliziter Form gilt mit p� := p1 � ip2:u(1)(p) =rE +m2m 0BB@ 10p3E+mp+E+m 1CCA ; u(2)(p) =rE +m2m 0BB@ 01p�E+m� p3E+m 1CCAv(1)(p) =rE +m2m 0BB@ p�E+m� p3E+m01 1CCA ; v(2)(p) =rE +m2m 0BB@ p3E+mp+E+m10 1CCADamit gilt ( 6 p �m)u(p) = 0 und ( 6 p�m)v(p) = 0 (nachpr�ufen).Es gilt die Orthogonalit�at:�u(r)(p)u(r0)(p) = �rr0; �v(r)(p)v(r0)(p) = ��rr0



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 120�u(r)(p)v(r0)(p) = �v(r)(p)u(r0)(p) = 0Und es gilt Vollst�andigkeit:2Xr=1 u(r)(p)�u(r)(p) = 6 p +m2m ; Xr=1 2v(r)(p)�v(r)(p) = 6 p �m2m| {z }2Pr=1fu(r)(p)�u(r)(p)�v(r)(p)�v(r)(p)g=1=:�++���+ = 6p+m2m und �� = �6p+m2m sind die Projektionsoperatoren auf dieTeilr�aume zu positiver und negativer Energie. Sie erf�ullen folgende Bedin-gungen: (�+)2 = �+; (��)2 = ��; �+�� = ���+ = 0; �+u(r) =u(r); ��v(r) = v(r); ��u(r) = �+v(r) = 0.Die L�osungen im Ortsraum sind: +(r)(x) = u(r)(p)r�ipx;  (r)� (x) = v(r)(p)eipxDaraus folgt, da� �� =  +� � = Em . Es sind keine Eigenzust�ande der Helizit�at.Die allgemeine L�osung erh�alt man durch Entwickeln: (x) = 2Pr=1 R d3p�ar(p)u(r)(p)e�ipx + b�r(p)v(r)(p)eipx	Die Helizit�atszust�ande sind nun mit der Helizit�at W := 12 ~� ~Pj ~P j . F�ur den u{Zustand ( + = ue�ipx) gilt: ~P = ~p und f�ur den v{Zustand ( � = veipx)gilt: ~P = �~p. Die Helizit�at ist also f�ur positive Energie: W = ~�~p2 j ~p j und f�urnegative Energie: W = � ~�~p2 j ~p j .Die Eigenzust�ande von W sind u�(p) und v�(p) mit den Eigenwerten �12(Wu�(p) = �12u�(p); Wv�(p) = �12v�(p)). Man nennt den Zustandzum Eigenwert +12 rechtsh�andig und den Zustand zum Eigenwert �12linksh�andig.Wir betrachten einen Boost �p vom Ruhesystem in die Richtung ~n = ~pj ~p j .�p : (m; 0) �! (E; ~p); W(0) �!WW(0) = �12~�~n



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 121Die u�(0) und v�(0) sind Eigenzust�ande von W(0). Nun gilt: u�(p) =S(�p)u�(0) und v�(p) = S(�p)v�(0). Beachte: Beim v{Spinor ist der Spinim Ruhesystem in ~n{Richtung, dann ist die Helizit�at +12.Wir schreiben das nun in der kovarianten Form:~�~n = 
5~�~n = 
5
0~
~nZur Erinnerung: 
5 = � 0 11 0 �, 
0 = � 1 00 �1 � und ~
 = � 0 ~��~� 0 �.~�~n = �
5(~
~n)
0 = 
5
�s�(0) = 
5 6 s(0) 6 p(0)m(s�(0) = (0; ~n), 
0 = 6p(0)m und p�(0) = (m; 0).)Wenden wir nun �p an:� p� = ���p�(0);� p�(0) �! p�,� s� = ���s�(0);� s�(0) �! s�,� s� = 1m( j ~p j ; E~n),� s2 = �1, ps = p�s� = 0.Auf ~�~n angewandt ergibt sich: ~�~n �! 
5 6 s 6pm ,(~�~n)u�(0) �! 
5 6 s 6 pmu�(p) = 
5 6 su�(p)�(~�~n)v�(0) �! �
5 6 s 6 pmv�(p) = 
5 6 sv�(p)W(0) �!W f�uhrt auf die kovariante Form der Helizit�at:W = 12
5 6 s



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 122Anmerkung: W kann geschrieben werden als: W = W�m s�, s� wie obens� = 1m( j ~p j ; E~n). Nun gilt:W � = 12�����S��p�; S�� = i4 [
�; 
5]Dies ist also ein kontravarianter Spin{Operator. W �W� ist invariant (nebenP �P�). W �W� = �s(s+ 1)1 mit s = 12 .5.4.2 L�osungen zu negativer Energie, PositronenDie Dirac{Gleichung ist geeignet zur Beschreibung von Elektronen. Immernoch o�en ist allerdings die Frage, welche Bedeutung die L�osung  � =v(p)e+ipx hat. Die \Erkl�arung" von Dirac ist die L�ocher{Theorie:Im Grundzustand sind alle Zust�ande mit negativer Energie besetzt (Dirac{See). Wegen des Pauli{Prinzips m�ussen nun Elektronen positive Energie ha-ben. Es sind jedoch bei Energiezufuhr Anregungen m�oglich, wenn die Energiegr�o�er als 2m ist. Dann entsteht ein Elektron{Loch{Paar. Das Elektron (e+)ist ein Teilchen mit postiver Energie E und negativer Ladung. Das Loch hatpositive Ladung, positive Energie p~p2 +m2 (also fehlende negative Energie)und den Impuls ~p. Die Interpretation dieses Loches ist das Anti{Teilchenzum Elektron, also das Positron e+.Die Wellenfunktion des Anti{Teilchens ist:  � =  �(p)eipx. Ein Positronkann nur paarweise mit einem Elektron erzeugt werden (z.B.
 + 
 �! e+ +e�), wenn E
1+E
2 � 2m. Ein Positron kann zusammen mit einem Elektronvernichtet werden: e+ + e� �! 
 + 
.Diese Theorie lieferte die Vorhersage des Positrons! Sie beinhaltet allerdingsnoch folgende Bedenken:� Die Gesamtladung des Sees sollte null sein.� Die Theorie ist unsymmetrisch bez�uglich Teilchen und Anti{Teilchen� Dies ist bereits keine Einteilchen{Quantenmechanik mehr. Daher istdie Wahrscheinlichkeitsinterpretation fragw�urdig.� Wie beschreibt man die Erzeugung und Vernichtung?Eine konsistente Beschreibung liefert die relativistische Quantenfeld{Theorie:



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 123 (x) geht in einen Operator �uber, die Dirac{Gleichung wird eine Feldglei-chung und die ar(p) und br(p) aus der Fourierentwicklung werden zu Ope-ratoren mit kanonischen Anti{Vertauschungsregeln. ([; ] �! f; g). Die a; aysind nun die Vernichter und Erzeuger von Elektronen, die b von Positronen.Die Dirac{Gleichung als Einteilchen{Gleichung� liefert ein fast richtiges Spektrum des H{Atoms� enth�alt die Pauli{Gleichung als nichtrelativistischen Limes� enth�alt die Spin{Bahn{Kopplung, relativistische Korrekturen� liefert g = 2 f�ur das magnetische Moment� ist anwendbar f�ur E � 2m, also f�ur gen�ugend schwache �au�ere Felder(sonst QED).5.5 Dirac{Teilchen im e{m{FeldWir betrachten f�ur ein �au�eres Feld (A�) = (�; ~A) die minimale Substitution:i@� �! i@� � eA�(i
�@� �m) = 0 f�uhrt damit auf:[
�(i@� � eA�)�m] = 0 (5)Adjungieren der Gleichung (5) liefert � (
�(i@� + eA�) + m) = 0 und dieAddition: j� = � 
� Also ist der Strom erhalten (@�j� = 0). Wir f�uhren nun die Ladungskonju-gation ein (C kann als 4�4{Matrix gew�ahlt werden):C :  (x) �!  C(c) = C � T(x); � T = 0BB@  �1 �2� �3� �4 1CCA



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 124C = i
2
0Die Eigenschaften von C sind nun: C�1 = Cy = �C, C�1
�C = (
�)T unddie Wirkung auf unsere Funktionen: C�uT = v und C�vT = u. Es gilt nun: C+ = C � T+ = veipx =  � C� = C � T� = ue�ipx =  +Die Dirac{Gleichung ist also symmetrisch bez�uglich Ladungskonjugation:[
�(i@� � eA�)�m] = 0 C�! [
�(i@� + eA�)�m] C = 0Teilchen und Anti{Teilchen sind symmetrisch bez�uglich Ladungskonjugation.Die Festlegung, was nun Anti{Teilchen und was Teilchen sind ist also reineKonventionssache und historisch bedingt. Neutrinos haben die Leptonenzahl1.5.6 Nicht{relativistischer Limes der Dirac{GleichungF�ur ein Teilchen im elektromagnetischen Feld gilt:(i@t � e�) (x) = [~�~p + �m] (x) (6)Wir betrachten ein nicht{relativistisches Elektron ( j ~p jm = v � 1; E �m�m). Wir f�uhren eine sinnvolle Separation der Masse gem�a� durch ( K;  Lsind 2{komponentige Spinoren): (x) = e�imt �  K(~x; t) L(~x; t) � (7)Dies in (6) eingesetzt ergibt gekoppelte Gleichungen f�ur Pauli{Spinoren:i@t K = ~�(~P � e ~A) L + e� K (8)i@t L = ~�(~P � e ~A) K + e� L (9)



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 125F�ur v � 1 ist  L unterdr�uckt durch einen Faktor � v. ~P�e ~Am = ~v; � �m(� v2). (9) f�uhrt nun auf: L = ~�(~P � e ~A)2m  K = (i@t � e�) L2mWir bezeichnen nun  K als die gro�e Komponente und  L als die kleineKomponente. Die Entwicklung von  L nach v unter Vernachl�assigung vono(v2) lifert:  (0)L = 0 (1)L = ~�(~P � e ~A)2m  KDies in (8) eingesetzt ergibt:i@t K = 12m [~�(~P � e ~A)][~�(~P � e ~A)] K + e� KUnter Benutzung von (~�~a)(~a~b) = ~a~b+ i�(~a�~b) ergibt sich:i@t K = 12m(~P � e ~A)2 � e2m~� [r� ( ~A K) + ~A�r K]| {z }=(r� ~A) K= ~B K +e� KNun folgt mit ~S = 12~� und g = 2 die Pauligleichung:i@t K = n 12m(~P� e~A)2 � e2mg~S~B+ e�o Kg = 2 ist also eine Konsequenz der Dirac{Gleichung. Der ~S ~B{Term ent-spricht Hint = �~�s ~B; ~�s = e2mg~S. ~�s ist das magnetische Dipolmoment desElektrons zum Spin s. (Beachte: ~�s = e2m~L)Das Experiment liefert jedoch g > 2. Den genauen Wert lefert die QED ineiner Entwicklung: g � 22 = �2� + c1 ����2 + : : :Die Wechselwirkung mit dem Photonenfeld enth�alt in erster Ordnung g = 2.Eine St�orungsrechnung 2. Ordnung liefert g = 2 + �� .



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 126Die Theorie liefert bis jetzt 8 Stellen f�ur g� 2, die alle mit dem Experiment�ubereinstimmen.Die n�achste N�aherung  L =  (1)L (v) +  (2)L (v2) (systematisches Verfahren:Foldy{Wonthnysen{Transformation) f�uhrt auf Korrekturterme zur Pauliglei-chung: i@t K = H KH = 12m(~P � e ~A)2 � e2mg~S ~B + e�� ~p48m3 � e4m2~�( ~E � ~P )�� ie8m2~�(r� ~B)� ie8m2 ~P ~EF�ur ein statisches Zentralpotential: ~A = 0; � = �(r); V (r) = e�(r); ~E0�r�gilt darin: � e4m2~�( ~E � ~P ) = 12m2 1r@rV 12~�~L|{z}~S~LDas beinhaltet die Spin{Bahn{Kopplung.� ie8m2~�(r� ~B) = 0� ie8m2 ~P ~E = 18m2�VDies ist der Darwin{Term. F�ur V (r) = ��r ist er �V = 4��(3)(0). Er tr�agtnur f�ur s{Zust�ande bei.5.7 Dirac{Teilchen im Zentralfeld, H{AtomWir betrachten ein statisches Potential ~A = 0, V (r) = e�(r), i@t = H, mitH = �~P + �m+ V (r). Die station�aren L�osungen lauten:� = e�iEt (x)Das Eigenwertproblem H (x) = E (x) lautet:[~�~P + �m+ V (r)] (x) = E (x)Es gelten die Vertauschungsrelationen



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 127� [H; ~J] = 0;� H = H0 + V (r);� [H0; ~J] = [V (r); ~J ] = [H; ~J2] = [H;J3] = 0.Also haben H; ~J2 und J3 gemeinsame Eigenzust�ande mit den EigenwertenE; j;m.[H;P ] = 0 also ist H spiegelinvariant, und die Eigenzust�ande haben einede�nierte Parit�at �1.Mit  (~x) = � '(~x)�(~x) � (';� Spinoren) folgt:� m ~� ~P~� ~P �m �� '� �+ V (r)� '� � = E � '� � (10)� '(~x)�(~x) � P�! 
0� '(�~x)�(�~x) � = � '(~x)��(�~x) � != �� '(~x)�(~x) �Die L�osungen ';� sind von der Form c(r)'(�)jm (
). Mit j = l + 12; l = j � 12,a =q l� 12+m2l+1 und b =q l� 12�m2l+1 ist:'(+)jm =  aYl;m+ 12bYl;m+ 12 !Und mit j = l � 12; l = j + 12 (f�ur l > 0) ist:'(�)jm =  bYl;m+ 12�aYl;m+ 12 !Die Eigenschaften der '(�)jm sind:1. '(�)jm sind Eigenfunktionen von ~J2; J3; ~� � ~L.~�~L|{z}2~S~L '(�)jm = ( ~J2 � ~L2 � ~S2)'(�)jm = [j(j + 1)� l(l+ 1) + 34]'(�)jm~�~L'(�)jm = �(1 + �)'(�)jm = �(1� j�j)'(�)jm� ist �(j + 12) f�ur (+) und j + 12 f�ur (�).



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 1282. '(�)jm = ~�~xr '(�)jm ; r = j~x j3. Das Verhalten bei Spiegelungen ist:l = j � 12 : P'(+)jm = (�1)j� 12'(+)jml = j + 12 : P'(�)jm = (�1)j� 12'(�)jmDer Ansatz f�ur  (~x) ist nun: �jm =  iGjl(r)r 'ljmFjl(r)r ~�~xr 'ljm !Mit 'ljm = ( '(+)jm ; l = j � 12'(�)jm ; l = j + 12Dies eingesetzt in (10) unter Benutzung von:(~� ~P )f(r)r 'ljm(
) = �~�~xr �2| {z }=1 ~� ~P f(r)r 'ljm= ~�~xr2 �1i ddr + i~�~L� f(r)r 'ljm= �~�~xr2 'ljm��1i ddr f(r)r � i(1 + �)f(r)r �liefert gekoppelte Radialgleichungen:ddrGjl + �rGjl = [E +m� V (r)]Fjl� ddrFjl + �rFjl = [E �m� V (r)]GjlWir f�uhren eine Variablensubstitution durch: �1 := m + E, �2 := m � Eund � := p�1�2r = pm2 � E2r. Die Indices jl lassen wir ab jetzt weg und



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 129w�ahlen das Coulomb{Potential V (r) = � z�r , mit z der Koordinationszahlund � = e24� . Nun gilt also:dGd� + ��G = �p�1�2 + z�� �FdFd� � ��F = �p �2�1 � z�� �G (11)Die Schritte zur L�osung von (10) sind:1. F�ur �!1: dGd� �r�1�2F = dFd� �r�2�1G = 0Da also � FG � � e�� lautet der Ansatz:G = e�� 1X�=0 anu�s+� ; F = e�� 1X�=0 b��s+�2. F�ur �! 0 gilt die Euler{DGL:dGd� + ��G� z�� F = dFd� � ��F + z�� G = 0Der Ansatz lautet G = a0�s und F = b0�s unter den Bedingungen:(s+ �)a0 � z�b0 = z�a0 + (s� �)b0 = 0s =(�)+ p�2 � (z�)2(�) ist nicht normierbar.3. Wir machen also einen Reihenansatz:G = e����s 1X�=0 a���



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 130G = e���s 1X�=0 b���Diesen in (11) eingesetzt ergibt eine Rekursionsformel:(s+ � + �)a� � a��1 � Z�b� �p �1�2 b��1 = 0(s+ � � �)b� � b��1 + Z�a� �p �1�2 a��1 = 0 (12)Subtrahieren dieser beiden Gleichungen liefert:p �1�2 = 0. Daraus folgt:�s+ � + �� Z�r�1�2� a� = �(s+ � � �)r�1�2 + Z�� b� (13)4. Das asymtotische Verhalten (s!1) ist durch gro�e � bestimmt. (14)f�uhrt also auf: a� 'p �1�2 b� (14)(12) und (14) sind f�ur gro�e �:�a� � 2a��1 = 0Also ist: a� = 2�a��1b� = 2� b��1F;G sind also � e�.5. Physikalische L�osungen gibt es nur, wenn die �{Reihe abbricht. Es mu�also die Bedingung gelten: a�+1 = b�+1 = 0 f�ur alle � � nr. Aus (12)folgt f�ur � = nr+1: anr +r�1�2bnr = 0



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 131bnr +r�1�2anr = 0Aus (13) folgt dann f�ur � = nr: anr 6= 0�s+ nr + �� Z�r�1�2� anr = �s+ nr � �+ Z�r�2�1� anrAlso gilt: s+ nrZ� = Epm2 � E2, da gilt: p �2�1 �p�1�2 = � 2Epm2�E2 .Au
�osen nach E (E > 0 f�ur Elektronen) liefert:E = mqa+ � Z�s+nr �2Mit: s =s�1 + 12�2 � Z2�2.................................... verbotener Bereichm-mEMit der Hauptquantenzahl n: n = nr + j + 12 , n = 1; 2; 3; : : : und 0 <j + 12 � n folgen die Energieniveaus. Im Grundzustand ist: En=1;j= 12 =mp1� Z2�2. Die Niveaus sind:Enj = mvuuutq+0@ Z�n�(j+12)+r(j+12)2�Z2�21A2



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 132Anmerkung: j ! l ergibt das Spektrum der Klein{Gordan{Gleichung.Diskussion:1. Die Niveaus sind nur von n; j anh�angig (nicht von l).2. Die Klassi�zierung ist analog zur nicht{relativistischen Bezeichnungs-weise: n; l; j. j = 12 : l = � 0 S1 Pj = 32 : l = � 1 P2 DDie Termbezeichnungen sind: nSj; nPj:Term 1S 12 2S 12 2P 12 2P 32n 1 2 2 2l 0 0 1 1j 12 12 12 32F�ur ein festes Enj0 > Enj ist j 0 > j.
123 S P D1212 1212 32 321232 52

3. Die Entwicklung nach Potenzen von Z� liefert:Enj = m� Z2�2mZn2 �1 + Z2�2n � 1j + 12 � 34n��+ : : :m ist die Ruheenergie des Elektrons. Der zweite Term ist das Schr�odin-gerspektrum und der dritte Term sind die relativistischen Korrekturen:



5 RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK 133Erstens die Spin{Bahn{Kopplung und zweitens der p4{Term zur kine-tischen Energie.4. p1� Z2�2 ist imagin�ar f�ur 4Z� > 1, z > 1� = 137. Bereich der Viel-teilchentheorie. Die Dirac{Gleichung ist als 1{Teilchengleichung nichtmeht anwendbar, wenn die Feldst�arke zu gro� ist.5. Das Spektrum Enj enth�alt die folgenden beobachtbaren E�ekte nicht:� Hyperfeinstruktur{Aufspaltung (Wechselwirkung mit dem Kern{Spin)� Lamb{Shift: Die S{Niveaus sind gegen�uber den P{Niveaus zugleichem j nach oben verschoben........... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... ........................................................1212S P 321212 Lamb{Shiftbei gro�en n; l schw�acherDie Erkl�arung ist aus Quantene�ekten aus der QED ableitbar...................................................................................... ........................................................................................................................................................ ..................................................................................... ........................................................................................................................................................ ..................................................................................... ........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................................ ............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ..................................................................................................... ...................................................................................................................................................................................................................................................................... ..................................................................................................................................................................................................................................Coulomb:e� e� e�e�e�Kern Kern Kern+ + 
Die letzten beiden Feynman{Graphen ergeben den Lamb{Shift.
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