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1 Quantenmechanik: Riickblick und Erginzungen

1.1 Grundbegriffe und Strukturen

Die Quantenmechanik besteht aus zwei unterschiedlichen Teilen, dem mathematischen
Rahmen und der statistischen Interpretation. Der erste Teil dient der begrifflichen
Prizisierung und stellt den Ausgangspunkt fiir konkrete Rechnungen dar. Der zweite
Teil schafft eine Beziehung zu den Experimenten. Wir werden die beiden Bereiche nicht
getrennt behandeln, aber die Grundbegriffe nennen.

Der Zustandsbegriff. Die erreichbaren Zustéinde eines physikalischen Systems
werden durch Wellenfunktionen 1 beschrieben. Allgemein gesprochen handelt es sich
hierbei um Elemente (Vektoren) eines Hilbertraumes 7. Der Hilbertraum ersetzt den
Phasenraum der klassischen Physik. Eindeutigkeit der Zuordnung wird erst erreicht,
wenn wir zu normierten Wellenfunktionen iibergehen und dariiberhinaus zwei (nor-
mierte) Wellenfunktionen als dquivalent erkldren, wenn sie sich um eine konstante Phase
unterscheiden:

Y~y S P = ey (1)
Man kann die erwiinschte Findeutigkeit auch dadurch erreichen, dafl man Zusténde
durch Projektoren P, beschreibt:

Y @Yt (¥, d)
P, =
R ITE A

Da der Wertebereich von P, genau alle Vielfachen des Vektors ¢/ enthélt, nennen wir
solche Projektoren eindimensional. Die Projektorenschreibweise ist jedoch ungeeignet
fiir die Formulierung und Anwendung des Superpositionsprinzips. Sind némlich 1,
und v, zwei beliebige Wellenfunktionen des gleichen physikalischen Systems, so ist ihre
Superposition

dh.  Pp=-2y  (geH) (2)

Y = a, + b, a,beC (3)

wieder eine realisierbare Wellenfunktion. Da die relative Phase der Koeffizienten a und
b hierbei entscheidend eingeht, spricht man auch von einer kohirenten Superposition.
Die Beugung am Doppelspalt demonstriert diese Art der Uberlagerung.

Daneben gibt es die Moglichkeit der inkohérenten Superposition, bei der die relative
Phase zweier Zustinde keine Rolle spielt. Hierbei konstruiert man Dichtematrizen und
erweitert so den Zustandsbegriff. Seien etwa ¢, und 1, zwei orthogonale Zustéinde und

D:pP¢1+(1_p)P¢27 0<p<17 (4)

so beschreibt D, Dichtematrix genannt, einen Zustand, bei dem ; mit der Wahr-
scheinlichkeit p und 1, mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p realisiert sind. Diese Art der
Addition entspricht der Vorschrift der klassischen statistischen Physik, und wir spre-
chen demgeméfl von einer gemischten Gesamtheit oder einem statistischen Ensemble.
Wir unterscheiden also zwischen reinen Zusténden (Wellenfunktionen) und gemischten
Zustinden (Dichtematrizen). Letztere sind dadurch charakteriert, dafl sie eine Zerle-
gung der Art (4) gestatten. Der Sinn der Unterscheidung liegt darin begriindet, daf
Zustinde unsere Kenntnis von einem physikalischen System wiedergeben, und unsere
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Kenntnis nur dann maximal ist, wenn der Zustand rein ist, hingegen unvollstindig,
wenn er sich als eine Mischung darstellt.

Observable Groéflen. Jeder Grofie, die in einem Experiment gemessen werden
kann, entspricht ein (linearer) Operator A auf dem Hilbertraum #H. Da die gemessenen
Werte — in geeigneten Einheiten — reelle Zahlen sind, ist zu fordern, dafl der Operator
A selbstadjungiert ist: A = A*. Also nicht AV ist eine Observable sondern (h/i)V. Sie
stellt den Impuls dar. Es gibt Observable, die durch Differentialoperatoren dargestellt
sind (Impuls, kinetische Energie), aber auch solche, die durch Multiplikationsoperatoren
beschrieben werden (Ort, potentielle Energie). Die konkrete Gestalt jedoch hingt von
der Wahl der Darstellung von H ab. Neben der Ortsdarstellung benutzt man auch die
Impulsdarstellung. Zwischen beiden vermittelt die Fourier-Transformation.

Schrédinger-Gleichung. Die zeitliche Entwicklung eines Anfangszustandes ¢, —
die Bahn v, im Hilbertraum A — wird durch eine Differentialgleichung, die Schrédinger-
Gleichung, beschrieben:

0
ifi-th = H, (5)

Hier hat H die Bedeutung der Gesamtenergie. Die konkrete Gestalt von H héngt von
dem jeweiligen Problem ab. Es gilt das Korrespondenzprinzip: Hat das klassische n-
Teilchenproblem die Hamilton-Funktion

n

1
Hklass - Z pi + V(m17 ey mn)./ (6)

= 2m,

so ist ihm ein quantenmechanisches Modell mit dem Hamilton-Operator

n 2
H=% A +V(a....z)) (1)
a=1

=1 2myq

(in der Ortsdarstellung) zugeordnet. Er entsteht formal durch die Ersetzung
h
pa — Pa = _-Vom
i

wobei a der Teilchenindex ist. Ein physikalisches System, dem man einen Hamilton-
Operator zuordnen kann, ist energetisch abgeschlossen; denn seine Energie ist erhalten.
Ist dariiberhinaus das Potential invariant gegeniiber Translationen, d.h. gilt

Ve, +a,....,z,+a)=V(x,,...,z,) (8)

fiir alle a € IR?, so ist der Gesamtimpuls erhalten, und das System ist abgeschlossen im
engeren Sinne.

Die Schrodinger-Gleichung gestattet, das System sowohl fiir ¢ > 0 (Zukunft) als
auch fiir t < 0 (Vergangenheit) zu verfolgen. Invarianz gegen Zeitumkehr driickt sich
so aus: Ist v, eine Losung der Schrodinger-Gleichung, so auch 3*,. Allgemein gilt: Die
Symmetrien eines Modells der klassischen Mechanik haben ihre Entsprechung in der
Formulierung dieses Modells in der Quantenmechanik.

Erwartungswerte. Zum Hilbertraum gehort, daf fiir seine Elemente ein Skalarpro-
dukt definiert ist. Seine Existenz ist notwendig, damit man den Erwartungswert einer
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Observable definieren kann. Ist ¢ eine Wellenfunktion und A ein selbstadjungierter
Operator, so heifit die reelle Grofle

(¢, Ag)
(¢, ¢)

der Erwartungswert der Observable A im Zustand ¢. Gilt (A) > 0 fiir alle Erwartungs-
werte, so heiffit A ein positiver Operator. Erwartungswerte lassen sich auch fiir Zustédnde
einfithren, die durch Dichtematrizen beschieben werden:

(4) = = Spur (P, A) (9)

(A) = Spur (DA) (10)

Damit diese Erweiterung des Begriffes ,, Erwartungswert® sinnvoll ist, mufl man nur
fordern: D = D* > 0 und Spur D = 1. Anhand von Erwartungswerten kann man
erlautern, wie Dichtematrizen aus reinen Zustédnden entstehen. Wir betrachten eine
kohérente Superposition aus zwei orthonormierten Wellenfunktionen

¢ = ad, + b, (i, b1) = din (11)
Durch |a]* 4 |b|* = 1 erreichen wir, dafl ¢ bereits normiert ist. Wir setzen
a>=p, BP=1-p, 0<p<1 ab=|a|lble™ (12)
Fiir eine beliebige Observable A finden wir dann den Erwartungswert

(¢, Ap) = p(¢s, Ady) + (1 — p)(¢2, Adhy) + 2|al b|Re (61, Ay)e™) (13)

Nun mitteln wir iiber die relative Phase o der beiden Zustande und erhalten

% /02“ da (¢, Ap) = p(¢py, Ady) + (1 — p) (¢, Ap,) = Spur (DA) (14)

mit D = pP, + (1 — p)P,,, der inkohérenten Supersposition der beiden Zustéande.

Da die Wellenfunktion komplexwertig und nicht eindeutig ist, kann sie nicht unmit-
telbar aus physikalischen Beobachtungen gewonnen werden. Sie ist also nur mittelbar
eine physikalische Grofle. Wihlen wir etwa fiir ein Elektron die Ortsdarstellung, so ist
sein Zustand — zu einen festen Zeitpunkt — durch eine Wellenfunktion ¢ (x) beschrieben,
und wir haben die Freiheit, die Normierungsbedingung

[@zlp@)P =1

zu fordern. Die statistische Interpretation sagt, dal — Normierung vorausgesetzt — das
Quadrat

p(x) = [ih(x)? (15)
die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Aufenthalt des Elektrons darstellt d.h. fiir ein
Gebiet G C IR? ist

We = [ dali(a) (16)
G



die Wahrscheinlichkeit fiir den Aufenthalt in G. Dies darf nicht so gedeutet werden, als
ob die ganze Physik des Teilchens in p(x) codiert wire. Die Verteilung der Mefiwerte
fiir den Impuls P — kurz die Impulsverteilung — kann nicht durch die Ortsverteilung
p(x) ausgedriickt werden.

Die Schrodinger-Gleichung

ih%w(m,t) = (iA + V(a:)> (x,t) (17)

2m

bestimmt eine zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion und damit aller Wahrschein-
lichkeiten. Insbesondere wird die Ortverteilung t-abhéngig: p(x,t). Es ist interessant,
dafl diese durch ein Kontinuitidtsgleichung — dhnlich der der Maxwellschen Theorie —
eingeschrinkt ist:

ap(m,t)—i-v-j(a:,t) =0 (18)
wobei
p= Wl = s (V) — (V4)°Y) (19)

gesetzt wurde. Aus der Definition der Stromdichte folgt eine bemerkenswerte Aussage:
Ist ¢ — nach Wahl einer geeigneten Phase — eine reelle Wellenfunktion, so gilt * (V) =
(Vi)*p, d.h. 3 = 0. Dies ist in der Regel der Fall fiir die Grundzustinde der Atome,
insbesondere fiir den Grundzustand des H-Atoms. Solche Zusténde sind also nicht nur
stationdr in dem Sinne, dafl dp/dt = 0 und somit V- j = 0, sondern auch in dem Sinne,
daB j iiberhaupt verschwindet. Fiir ein einzelnes Elektron (Ladung e), konnen wir
ejg als den elektromagnetischen Strom ansehen, der durch die Bewegung des Elektrons
hervorgerufen wird. Auch dieser Strom verschwindet im Grundzustand des H-Atoms.

1.2 Elektromagnetische Felder

Elektromagnetische Felder beeinflussen die Bewegung von Ladungstrigern. Umgekehrt
erzeugen Ladungstriger ein elektromagnetisches Feld. Wird der zweite Effekt, also
die Riickwirkung der Ladung auf das Feld, vernachlissigt, so sprechen wir von einem
duferen Feld.

Befindet sich das Elektron (Masse m, Ladung e) in einem dufleren Feld — beschrieben
durch ein skalares Potential ®(ax,¢) und ein Vektorpotential A(x,t), so gilt aufgrund
des Korrespondenzprinzips fiir den Energie-Operator:

H(t)= % (?V — EA(:L',t)) + e®(x, 1) (20)

Er ist im allgemeinen zeitabhingig und kann nicht unmittelbar durch die Feldstirken
selbst ausgedriickt werden. Diese sind bekanntlich

B--vo-124 B-vxa (21)
c ot

'Wir benutzen das Gaufsche Mafsystem.



Es ist vorteilhaft, schon hier von einer relativistischen Schreibweise Gebrauch zu ma-
chen. Wir betrachten zu diesem Zweck einen Vierervektor IP* (u = 0,1, 2,3) mit den
Komponenten

9]

P’ = ih— — e® Pf=—— — -4 k=1,2,3 22
einfithren mit @ = {z', 2%, 2%} und A = {A', A%, A*}. Die Schrédinger-Gleichung nimmt
dann die Form an: ,

1
PPy = — 3 (IP*)*y. 23
AP = = S (P (23)
Wir gehen noch einen Schritt weiter und betrachten Ableitungsoperatoren

0 0
O = o+’ 0= oz

"

mit z# = {ct,z} und =, = {ct, —x}, soda x, = 2° = ct. Aus der Maxwellschen Theorie
iibernehmen wir das Konzept des Viererpotentials und des Feldstirkentensors:

A' = {D, A}, Fr = 9" A" — 0" A (24)
Aus den Definitionen folgt die Beziehung
P* = ihd" — A" (25)
c

und daraus die Kommutatorrelation

P IPY] = i%F”” (26)

Damit die Kontinuitétsgleichung (18) weiterhin Giiltigkeit hat, mufl die Stromdichte j
geeignet definiert werden:

k 1

i = (V@) + (P y)  (k=1.2.3). (27)

Scheinbar sind in den drei Gleichungen (23), (26) und (27) die Potentiale zu Gunsten
der Feldstirken eliminiert worden. Dafl die Wellenfunktion dennoch von von den Po-
tentialen abhéingt, zeigen die Eichtransformationen. Die Maxwell-Theorie definiert eine

Umeichung als eine Ersetzung der Art
At — A' + 0"«

In der Quantenmechanik eines Elektrons wird sie begleitet durch die Transformation
¢ — exp{—i$2}1p. Nur so kann die Form der Schrédinger-Gleichung gewahrt werden.
Da die (reelle) Eichfunktion « i.allg. von @ und ¢ abhéngt, sind die alte und die neue
Wellenfunktion nicht dquivalent. Ein Elektron, das ein Raumgebiet passiert, in dem
zwar F"" = 0 jedoch A" # 0 gilt, spiirt die Anwesenheit des Potential dadurch, dafl
es eine Transformation seiner Phase erfihrt. Zwar kann durch eine Eichtransformation
erreicht werden, dafl A* = 0 lokal gilt, i.allg. jedoch nicht global. Der Effekt ist durch
ein Interferenz-Experiment nachweisbar (Aharonov-Bohm-Effekt).
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1.3 Schrédinger-Bild und Heisenberg-Bild

Wir wollen zur Vereinfachung annehmen, daf§ der Hamilton-Operator nicht explizit von
der Zeit abhéingig ist. Die Losung der Schrodinger-Gleichung schreibt man dann formal

als
wt - Utw: Ut - eii(t/h)H (t € R) (28)

Die zeitliche Evolution respektiert Superpositionen:
(a) + b)), = at), + be, (a,b € C) (29)

Somit ist U; eine linearer Operator. Er ist zudem invertierbar: U7"' = U_,. Wegen der
Erhaltung des Skalarproduktes

(1/%7 ¢t) = (¢7 d)) (30)
ist U, dariiberhinaus wunitir: U ' = U;}. Schliefilich gilt
UtUtl = Ut—l—t’) U() = ]1 (31)

und wir sprechen deshalb von einer unitdren Gruppe von Transformationen. Genauer,
die Abbildung ¢ +— U, ist eine unitére Darstellung der additiven Gruppe IR (=Gruppe
der Zeittranslationen).

Von physikalischem Interesse ist eigentlich nur die zeitliche Entwicklung aller Erwar-
tungswerte. Diese Entwicklung kann aber auf zweierlei Weise beschrieben werden, was
durch eine einfache Identitdt ermoglicht wird:

(U, AUW) = (4, Uy AU).

Fiithren wir fiir jede Observable A ihre zeitliche Entwicklung durch
At — Ut*AUt — ei(t/h)HAe—i(t/h)H

ein, so lautet unsere Identitét einfach (v,, AY,) = (¢, Ap). Die beiden Seiten der
Gleichung entsprechen dem Schrédinger-Bild bzw. dem Heisenberg-Bild.

e Schrodinger-Bild: Zusténde sind zeitabhéngig und werden durch die Schrédinger-
Gleichung zh@/) = H1 beschrieben. Observable dagegen sind zeitunabhéingig. Ein
Zustand 1) heifit stationir, wenn alle Erwartungswerte zeitlich konstant sind, d.h.
wenn nach Wahl einer geeigneten ¢-abhéngigen Phase ¢ = 0 gilt.

e Heisenberg-Bild: Observable sind zeitabhéngig und werden durch die Heisenberg-
Gleichung ihA = [A, H] beschrieben. Zustinde dagegen sind zeitunabhingig.
Eine Observable A heif3t Erhaltungsgrofie, wenn alle Erwartungswerte zeitlich kon-
stant sind, d.h. wenn A = 0 gilt.
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1.4 Der Eigendrehimpuls des Elektrons

Die Aufspaltung des Atomstrahls im Stern-Gerlach-Experiment in zwei Teilstrahlen
zeigt, dal Elektronen — auch wenn ihr Bahndrehimpuls gleich Null ist — noch einen
Eigendrehimpuls, Spin genannt, besitzen, und zwar mit zwei moglichen Einstellungen
(unabhéngigen Polarisationen). Das mathematische Modell eines Teilchens mit dem
Spin s = 1/2 — unter Vernachlissigung aller weiteren Freiheitsgrade — geht deshalb von
einem zweidimensionalen Hilbertraum aus. Ein solcher Zustandsraum kann stets mit
dem Raum C® identifiziert werden. Seine Elemente — Spinoren genannt — sind Paare
von komplexen Zahlen:

a=(5)=a(o)+e(9). Ml =lar e )

Die beiden Basisvektoren < (1] ) und < (1] ) stehen fiir die Zustédnde ,,Spin nach oben*

(in z-Richtung) bzw. ,Spin nach unten® (entgegen der z-Richtung). Nach Normierung
(la]* 4+ |b]* = 1), interpretieren wir die Zahlen p = |a|* und 1 — p = |b|* als Wahrschein-
lichkeiten. Durch (32) wird eine kohérente Superposition der beiden Spinpolarisationen
beschrieben, wobei die relative Phase von a und b wichtig wird. Eine inkohérente
Uberlagerung mit den gleichen Wahrscheinlichkeiten wird durch die Dichtematrix

D:(ﬁ 1fp>=p(38>+(1—p>(8?> (33)

beschrieben. Fiir p = 1/2 geht D in den vollig unpolarisierten Zustand iiber:

o3

Der Erwartungswert des Spins s = (h/2)o ist

(s) = Zu*au bzw. (s) = ZSpur (Do) (35)

mit o = {0y, 0,05} den Pauli-Matrizen:

a(3) (1) (i) e

Die Energie, die der Spin s in einem homogenen Magnetfeld B besitzt, ist durch sein
magnetisches Moment verursacht:

H=-"B.s=--"B.o=—y3B o (37)
mc 2mce

Man bezeichnet ug = eh/(2mc) als das Bohrsche Magneton. Wir kénnen die hermite-
sche Matrix H als Hamilton-Operator des Spinsystems auffassen. Die zeitliche Entwick-
lung eines Spinors u (klassisch: Prézession des Eigendrehimpulses um die Richtung des
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Magnetfeldes mit der Winkelgeschwindigkeit w = eB/(mc)) 148t sich explizit angeben.
Man scheibt wie gewohnt

U = Utu, Ut — e—i(t/h)H — ei(t/Q)w-a' (38)

und errechnet

U, = cos(wt/2) + in - o sin(wt/2) (39)
wobei wir die Winkelgeschwindigkeit nach Betrag und Richtung zerlegt haben: w = wn.
Zeigt das Magnetfeld in die 3-Richtung, so gilt n = {0,0, 1} und somit

eiwt/? 0
Ut — ( 0 efiwt/2 ) (40)

Die zeitliche Evolution eines Polarisationszustandes, der durch eine Dichtematrix D
beschrieben wird, ist durch
D, = U,DU; (41)

gegeben. Nur der unpolarisierte Zustand (34) hat die Eigenschaft, dafi er durch kein
Magnetfeld beeinflufit werden kann.

Interessant ist, dafl U, in jedem Fall eine unitidre 2 x 2-Matrix mit Determinante 1
darstellt und dafl wir alle solche Matrizen auf diese Weise erhalten kénnen. Sie bilden
eine Gruppe, die man mit SU(2) bezeichnet (fiir ,,spezielle unitire Gruppe in 2 Dimen-
sionen). Mehr noch: Zu jedem Element U €SU(2) existiert eine Drehung R(U) €SO(3)
des IR’, definiert durch die Wirkung auf die Pauli-Matrizen:

3
k=1

Es gilt R(U,U,) = R(U,)R(U,). Die Beziechung zwischen U und R ist 2:1. Denn sowohl
U also auch —U fiihren zur gleichen Drehung R. Die Matrix U,, wie oben konstruiert,
entspricht einer Drehung R(U,) mit der Drehachse n und dem Drehwinkel wt.

Bei Einbeziehung der translatorischen Freiheitsgrade eines Elektrons ist es notwen-
dig, zur Pauli-Gleichung ihdv, /0t = Hv, iiberzugehen. Sie benutzt zur Beschreibung
eines Zustandes zweikomponentige Wellenfunktionen:

v@ = () =i )+ ) (a3

Aus dem Normquadrat ||9]|*> = |[1||* + [|1.]]* ergibt sich zwangsldufig das Skalarpro-
dukt und damit die Struktur eines Hilbertraumes. Die Polarisation des Elektrons wird
also ortsabhiingig beschrieben. Fiir das Elektron des Wasserstoffatoms, das sich in ei-
nem Magnetfeld befindet, ist der Hamilton-Operator eine 2 x 2-Matrix, deren Elemente
Operatoren sind:
—h? e’ e
H=—A—-——-——B-(L+2 44
2m lz|  2mc (L +2s) (44)
Hier bezeichnet L = {L,, L,, Ly} den Bahndrehimpuls. Nur die Anwesenheit des Spins s
sorgt dafiir, daf in der Pauli-Gleichung die beiden Komponenten v, und v, miteinander
gekoppelt werden. Die Pauli-Gleichung fiithrt zu einer Erklirung des Zeeman-Effektes

(Aufspaltung der Spektrallinien im dufleren Magnetfeld).
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2 Relativistische Wellengleichungen

2.1 Die Klein-Gordon-Gleichung

Aufgrund der speziellen Relativitdtstheorie transformieren sich Energie und Impuls eines
Teilchens wie Komponenten eines Vierervektors:

' ={p"p" 0" 0’} ={E/c,p}  (E>0) (45)

Die Theorie gestattet die Konstruktion einer invarianten Groéfle, die wir mit der Masse
m des Teilchens in Verbindung bringen:

p’ =) — () - (@) - (p°) =m’c (46)

Unter ‘Masse’ verstehen wir grundsétzlich die ‘Ruhmasse’ des Teilchens. Indem wir die
deBroglie-Beziehungen

E = hw, p = hk (47)
beibehalten, konnen wir die ebene Welle mit der Frequenz w und dem Wellenvektor k
auch durch die Teilchengrofien ausdriicken:

O(x) = exp{i(kx — wt)} = exp {%(pm - Et)} = exp {—%paz} (48)
mit
pr = p, 2" =p'zr, = Et — px
Die Welle (48) erfiillt die Differentialgleichung

@+ (mc/R)*)® =0 (49)
(Klein-Gordon-Gleichung). Hier bezeichnet

1 0
|:| — 3u3“ — gﬁ - A
den d’Alembert-Operator (auch Wellen-Operator genannt). Beachte: In (49) geht die

Compton-Wellenlénge
h

A= — h = 2nh 50

= (h=20h) (50)
des Teilchens ein. Fiir m = 0 geht die Klein-Gordon-Gleichung in die Wellengleichung
iiber, die der Theorie elektromagnetischer Wellen zugrunde liegt.

Mit der Gleichung (49) sind drei Schwierigkeiten verkniipft:

1. Neben den Liésungen positiver Energie, exp {%(pa: — ET)}, existieren auch Losun-

gen negativer Energie, exp {é(pa: + ET)}

2. Die KG-Gleichung enthilt die Zeitableitung in zweiter Ordnung. Zur Bestimmung
der zeitlichen Entwicklung bendtigt man neben der Wellenfunktion ® bei ¢t = 0
noch deren erste zeitliche Ableitung ® bei ¢t = 0.
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3. Zwar ist die Kontinuitétsgleichung 0,7* = 0 fiir den Strom
g = ihc (P 0" D — PI"D¥) (51)
trivialerweise erfiillt, jedoch kann

1 ) )
p=—j°=ih(d*P — BP*) (52)
C

nicht als Dichte fiir den Aufenthalt des Teilchens gedeutet werden, weil dieser
Ausdruck nicht positiv definit ist.

Dem ersten Einwand begegnen wir durch eine Uminterpretation der ebenen Wellen
negativer Energie. Wir sagen: Eine Welle mit dem Viererimpuls {—FE/c, p} entspricht
einem Antiteilchen mit dem Viererimpuls {E/c, —p}. Das Antiteilchen hat damit —
wie das Teilchen — nur positive Energien, und sein Viererimpuls transformiert sich wie
gewohnt unter Lorentz-Transformationen.

Es 148t sich nun zeigen, daf} jede Lésung der KG-Gleichung eine Zerlegung nach posi-
tiven und negativen Frequenzen und damit nach Teilchen- und Antiteilchenamplituden
besitzt. Wir gehen dabei so vor, dafl wir in einem ersten Schritt eine Fourier-Zerlegung
nur beziiglich der Abhéngigkeit von & vornehmen:

Mng%m/ﬂm@mwm (53)

Aus der KG-Gleichung folgt
1 d? 1 m?c?
<g@ + ?pQ + 7) a(p,t) =0 (54)

also
d? E?
(% + ?) Cl(p}t) - 0: E = c\/m?c? p2 (55)

mit der Losung

1 . ,
a(p, t) = ﬁ <u(p)e(2/h)Et + v(_p)e(z/h)Et> (56)

wobei der Vorfaktor 1/(2E) aus Griinden gewihlt wurde, die gleich deutlich werden.
Die Losung ®(z) der KG-Gleichung ist somit die Summe von zwei Integralen:

d(r) = OH(x)+ 0 () (57)
N (z) = 1 @u(p)ewh)(pmt) (58)
(2rh)?/> | 2E
_ 1 d3p i T
@) = G | qg R (59)

Substituieren wir im zweiten Integral p — —p, so gewinnen wir die Darstellung

1 d*p

®(*) = Genyr | 28

(u(p)e M7 4 v(p)e ) (60)
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Soll die Losung ein Teilchen beschreiben, so setzen wir v(p) = 0. Soll sie ein Antiteilchen

beschreiben, so setzen wir u(p) = 0. Es bleibt die Schwierigkeit zu erldutern, was

eine kohérente Superposition aus Teilchen und Antiteilchen bedeuten soll. Eine solche

Konstruktion scheint — nach allem was wir wissen — physikalisch unsinnig zu sein.
Dem zweiten Einwand begegnen wir dadurch, daf§ wir neben ®(x) auch

ih 0
—® 1
mrire 4C) (61)

Oy(x) =

als unabhingige Funktion einfiihren. Mit

) 0 mc?
1’[):(@0>’ HZ(mCQ—FfmlA 0 ) (62)

folgt dann eine Gleichung, die formal die Struktur der Schrédinger-Gleichung besitzt:

0
h—y =H 63
i = HY (63)
Sie ist der KG-Gleichung dquivalent. Die Dichte nimmt darin die Form
p=mc* (DD, + O;D) (64)

an. Wir mochten nun das Integral [d®z p(x,t), das t-unabhéngig ist, durch die Fou-

’

rieramplituden ausdriicken. Dazu beachten wir:

2=0) = (rign [ (1) 0P )
Bt =0) = i [ gt (ulp) — o(-p)e e (66

Das Integral iiber x 1488t sich ausfithren vermdége der Regel
[ dwetmeE e — xn)s (p' — p) (67)
(giiltig im Sinne der Distributionen). Beachtet man dann noch
(u(p) + v(-p)) (u(p) — v(~p)) + (u(p) — v(~p)) (u(p) + v(-p))
= 2(lu(p)* - [v(~p)[)

so lautet das Ergebnis:
d’p
3 Y el 4 2 2
[ dzo@) = [5F (up)? - o@)) (68)
Nach Integration iiber & verschwinden also die Interferenzterme zwischen u(p) und

v(p). Das Ergebnis zeigt, daf es sinnvoll ist, die folgenden Normierungsbedingungen
einzufiihren:

d3
Teilchen: % up)P=1, v =0 = e/d% plxz)=e
o d’p 2 3
Antiteilchen: 2 lv(p)P =1, up)=0 = e/d zp(r)=—e
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Wir erhalten in beiden Fillen einen Hilbertraum von Zusténden fiir Spin-0-Teilchen mit
der Ladung e bzw. —e.

Die Umformulierung (63) der KG-Theorie verbirgt ihre Lorentz-Invarianz. Eine an-
dere mehr befriedigende Formulierung geht davon aus, dal man das Lorentz-kovariante
Vektorfeld

2, (r) = 5, 0(x) (69)

als eine fundamentale Wellenfunktion einfithrt und die KG-Gleichung durch ein Paar
von Gleichungen ersetzt:

ih0,®(x) = mc?P,(x) (70)
ih0,®"(x) = mcd(x) (71)

Die Lorentz-Invarianz ist nun offensichtlich, und alle Ableitungen treten nur noch in
erster Ordnung auf.

Dem dritten Einwand begegnen wir dadurch, dafl wir die Existenz eines Ortsope-
rators aufgeben und damit den Begriff der Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Die KG-
Gleichung beschreibt spinlose Teilchen (auch skalare Teilchen genannt). Werden sie in
einem Experiment erzeugt, so geschieht ihr Nachweis durch Detektoren, die den Impuls
feststellen (z.B. durch die Festellung von Energie und Flugrichtung). Andere physika-
lische Grofien existieren nicht. Die Kenntnis des Zustandes ist maximal, wenn wir die
Wellenfunktion u(p) bzw. v(p) kennen.

Der Ort « und die Zeit ¢ treten erst in Erscheinung, wenn das Teilchen wechselwirkt,
etwa mit dem Photon-Feld vermoge seiner Ladung e. Der elektromagnetischen Strom
ej,(x) ist dann die entscheidende Grofle, in die Ort und Zeit als Variable eingehen.
Beide geben an, wann und wo ein Photon emittiert oder absorbiert wurde. In der Feld-
theorie wird die Vorstellung von Operatoren, die Ort und Zeit messen, vollig aufgegeben
zugunsten einer Beschreibung, wobei & nurmehr eine Ereignisvariable darstellt, von der
die Feldgrofien abhéingen.

Fiir die Klein-Gordon-Theorie heifit dies konkret: Nur wenn wir p(z) nicht als die
Dichte fiir den Aufenthalt interpretieren, vermeiden wir Paradoxien. An ihre Stelle tritt
die Ladungsdichte ep(x), von der wir nicht erwarten, daf sie positiv definit ist.

Wir wollen uns nun niher mit der Losung (60) auseinandersetzen. Die Behauptung
ist, da§ d’p/(2F) fiir das Massenhyperboloid

H, = {p e R"|p* = m’c*, po > mc} (72)

ein Lorentz-invariantes Integrationsmafl darstellt. Grund hierfiir ist die Formel

3

= [ 4005w —m*e)iw) = [SL (5 /e.p) (73)

giiltig fiir alle integrierbaren Funktionen f(p) = f(po, p). Hier bezeichnet §(-) die Di-
racsche Deltafunktion, und

1 falls py >0
e) = { 0 74
(o) 0 sonst (74)
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Die Formel (73) ist eine einfache Folge der Zerlegung

S —m) = 5(p— /)
CQ

= 2—(6(p0—E/c)—|—5(p0—|—E/c)> (75)

und der daraus resultierenden Formel
CQ
QS - m*e’) = —=b(m — F/) (76)

Die Formel (75) wiederum beruht auf einer sehr allgemeinen Regel: Ist die reellwertige
und differenzierbare Funktion u(z) von einer reellen Variablen x so beschaffen, daf} sie
nur einfache Nullstellen z, besitzt, so gilt

S(u(z) = Y maw ) (77)

wobei die Summe sich iiber alle Nullstellen erstreckt. Man weist dies nach, indem man
sich zunichst klar macht, daf§ alle Beitrige nur von den Umgebungen der Nullstellen
herkommen und dafl in der N&he einer Nullstelle z, die Funktion approximiert werden
kann:

u(z) ~ u'(z,)(z — x,) (78)

Sodann mufl man nur é(az) = |a|~'6(z) beachten, um zu dem Ergebnis (77) zu gelangen.
Nun ist offensichtlich, daf (75) aus (77) folgt, wenn man u(p,) = p>—m’>c* = p; — (E/c)?
setzt.

Die Ankopplung an ein dufleres elektromagnetisches Feld geschieht wieder vermoge
des Prinzips der minimalen Ersetzung:

ihd, — IP,=ihd, - EA,, (79)
Auf diese Weise erhalten wir aus der KG-Gleichung eine neue Gleichung der Form
(P, IP" — m*c*)®(x) =0 (80)

die nun die Wechselwirkung eines spinlosen Teilchens der Masse m mit dem Viererpo-
tential A, (x) beschreibt. Bevorzugen wir eine Darstellung, in der nur erste Ableitungen
auftreten, so konnen wir auch schreiben:

P, ®(z) = mcd, (81)
P“®,(x) = mcP(x) (82)

Der elektromagnetische Strom bekommt die Form

ej, = ec (2 (IP,®) + (IP,2)"0) (83)
= emc’(®*®, 4+ ;0) (84)

wobei die Darstellung durch ® und @, vorzuziehen ist, weil sie das explizite Auftreten
des Viererpotentials vermeidet.
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2.2 Das Coulomb-Problem fiir ein spinloses Teilchen

Es ist offensichtlich, wie aus den vorigen Formeln das relativistische Coulomb-Problem
entsteht. Fiir ein spinloses Teilchen der Ladung —e im Coulomb-Feld eines (unend-

lich schwer angenommenen) Kerns der Ladung Ze am Ort r = |z| = 0 gilt 4, =
{=Z¢€?/r,0,0,0}. Dies entspricht der Ersetzung
0 a0 Ze
h— — th—+ — 85
"ot "ot * T (85)

oder — gleichbedeutend — der Ersetzung

Z 2
H —» H-=S (36)
T
in (63), oder auch der modifizierten KG-Gleichung
1[0 ize\ m*c?
— | = - — A+ —— | P(z)=0.
<02 <3t hr ) * h’ ) () =0 (87)
Wir suchen stationire Losungen der Form
O(z,t) = f(z)e” M (E>0) (88)
und gelangen so zu der ¢t-unabhéngigen Gleichung
m?ct — (E + Ze*[r)?
(A o)) =0, )= "IN (59)

h’e
die einer Schrédinger-Gleichung dhnelt mit einem Potential, das sowohl einen 1/7-Anteil

wie auch einen 1/r*-Anteil besitzt (beide anziehend). Gehen wir deshalb genau so vor
wie gewohnt und setzen

f(@) = u(r)Yim(n),  @=rn (90)
mit den Kugelfunktionen Y;,,(n), so folgt:
1 d? Ll+1) = (Za)® 2BZa

7 dr? 72 her

+ k2| u(r) =0 (91)

wobei wir gesetzt haben (giiltig im Gaufischen Maflsystem):

e 1 , m’c'— E?
= he T BT, T we 62
in der Erwartung, dafi £ < mc? fiir gebundene Zustidnde gilt. Man nennt « auch die
Feinstrukturkonstante wegen ihrer besonderen Rolle bei der Beschreibung der Feinstruk-
tur der Spektrallinien.
Schlieflich konnen wir durch eine geignete Skalierung erreichen, dafl alle Groflen
dimensionslos werden. Hierzu setzen wir

EZ«o
— 2%k A= .
§ " hek

LL+1) = £({ + 1) — (Za)® (93)
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und betrachten die Radialwellenfunktion w, als eine Funktion von s. Dies ergibt:

ld_28+i_l_M u(s) =0 (94)

s ds? s 4 52

Mit dieser Schreibweise wurde erreicht, dal das Problem formal genau so aussieht, wie
die Radialwellengleichung bei dem nichtrelativistischen H-Atom. Mit einer einzigen
Abweichung: L ist nicht mehr ganzzahlig! Dies beeintrachtigt jedoch nicht die Analyse,
die wir iibernehmen. Konkret: Exponentiell geddmpfte Losungen erhalten wir genau
dann, wenn

A=L+1+n, n=20,1,2,3,... (95)

gilt; n ist die Radialquantenzahl, A (nun nicht mehr ganzzahlig) entspricht der Haupt-
quantenzahl. Wir wollen dennoch, wie allgemein iiblich, weiterhin n+ ¢+ 1 die ,,Haupt-
quantenzahl“ nennen.

Die Losungen werden durch zugeordnete Laguerre-Polynome beschrieben:

w(s) = s"e 2L (s) (96)

Hier gilt nun nicht mehr, wie in der Quantenmechanik, dafl der obere Index des Laguerre-
Polynoms, 2L + 1, ganzzahlig ist. Dies ist auch gar nicht notwendig. Die Definition
der Laguerre-Polynome L{®(z) ist allgemein genug, um den Fall « = 2L +1 > 0
einzuschlieflen:

O S CE S (o7)

_ m!
= n —m/) m!

Die Bedingungsgleichungen fiir den Eigenwert E, abhéngig von ¢ und n, lauten nun:

EZe  _ 1.y 98
N A (98)
LIL+1) = Ll+1)-(Za),  (L>0) (99)

Es folgt (wir wiihlen die positive Wurzel)

L+i=/(t+1)? - (Za) (100)
und somit
57 —1/2
E=mc |1+ Za (101)
n+i+/(l+1) - (Zay

Man erkennt drei Eigenschaften:

1. Die zufillige Entartung, die fiir die nichtrelativistische Behandlung charakteri-
stisch ist (n und £ mit gleicher Summe fiithren zur gleichen Energie), ist hier auf-
gehoben. Eine solche Aufhebung fiihrt zur sogenannten Feinstruktur der Energie-
Niveaus.
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2. Fiir Za < 1 geht (101) in die Formel

m(Zac)?
E=me— 0299
me 2(n+ 2+ 1)?

iiber. Die Differenz E — mc? entspricht der Energie des Bindungszustandes, wie
man sie in der Quantenmechanik angibt.

3. Fiir Za > ; und £ = 0 erhalten wir keine verniinftige Losung: E ist dann komplex!
Dies heifit, daf spitestens fiir Kernladungszahlen Z > 137/2 die Anwendbarkeit
der relativistischen Quantentheorie aufhort.

Die aus dieser Analyse resultierende Feinstruktur der Eigenwerte stimmt nicht vollig
iiberein mit der Feinstruktur, gewonnen auf der Basis der Dirac-Gleichung. Dies soll
spater deutlich gemacht werden. Es zeigt uns, dafl der Spin des Elektrons selbst dort
eingeht, wo man es nicht erwartet: Bei der Ankopplung an ein skalares Potential.

2.3 Die Dirac-Gleichung

Aufgrund formaler Argumente fand Dirac 1928 eine Gleichung, die besser als die Klein-
Gordon-Gleichung geeignet war, ein Elektron zu beschreiben. Er ging dabei von dem
Schrodinger-Ansatz aus,

L0
ihet = Hi, (102)

wéhlte aber fiir den Energie-Operator H einen Ansatz, der linear in den rdumlichen
Ableitungen war:

H = —ihca - V + fmc’ (103)
Ausfiihrlich:
0 0

Dirac war sich bewufit, dal die Koeffizienten «; nicht einfach ,,Zahlen* sein konnten.
Sonst wére ja a ein Vektor, der eine ausgezeichnete Richtung im Raum festlegen wiirde.
Also nahm er an, dafl die Groflen «; und (8 in Wirklichkeit n x n-Matrizen sind. Gleich-
zeitig mufite er annehmen, dafl die Wellenfunktion ¢y n Komponenten besitzt, die er
zweckmiflig in einer Spalte anordnete (als eine n x 1-Matrix):

()
(2
b=
Pn
Damit wird (102) zu einem System von n gekoppelten Gleichungen. Wellenfunktionen
1 mit mehreren Komponenten dieser Art, wollen wir Spinoren nennen.
Wenn diese Gleichungen ein freies Teilchen der Masse m beschreiben sollen, so ist die

Mindestforderung, dafl aus ihnen die richtige Energie-Impuls- Beziehung, also die Klein-
Gordon-Gleichung fiir alle Komponenten von 9 folgen muf}. Das fiihrt zur Bedingung

H? = —h*c*A + m?c! (105)
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Nun ist

H2 — Z v ak 3 3k
e ) Ox
3
—ihmc® Z ;0 + Pa;)
j=1
+ﬂ2m204

Hier kénnen wir die Ersetzung

OO0 — %(Oéjak + akaj)

vornehmen und erhalten durch einen Vergleich mit (105) die algebraischen Bedingungen
OO + R0 = 26jk]1: Oéj/B + ﬁaj = 0, /82 =1 (106)

Dirac nahm ferner an, daf§ die Spinoren v, zu festen Zeiten ¢, Elemente eines Hilbert-
raumes sind mit dem Skalarprodukt

= [ w0y (107)
wobei der konjugierte Spinor ¢* als eine Zeile interpretiert wird (als eine 1 x n-Matrix):

1/)* = [1/_)171/_)27"'71/_)71]

Damit die Energie H beziiglich dieses so gewédhlten Skalarproduktes reelle Erwartungs-
werte bekommt, miissen die Matrizen a; und  hermitesch sein.

Behauptung 1 Die Dimension n der Dirac-Matrizen muf} gerade sein.
Zum Beweis nutzen wir, daf offenbar o = 3> = 1 gilt. Die Eigenwerte aller Dirac-
Matrizen sind also +1. Sodann folgt aus (106)

o == o8
also Spur a; = —Spur «; und somit Spur o; = 0. Ebenso
B = —a; fa

und somit Spur # = 0. Da die Spur die Summe aller Eigenwerte ist, mufl die Anzahl
der positiven Eigenwerte (4+1) und die der negativen Eigenwerte (-1) gleich sein. Also
ist die Dimension gerade.

Behauptung 2 Die kleinste Dimension, in der Dirac-Matrizen existieren ist n = 4.

Wir haben nur zu zeigen, dafl n = 2 ausgeschlossen ist. Nehmen wir also an,
dal n = 2 sei. Dann konnen wir die «; mit den Pauli-Matrizen identifizieren, da
sie die gleichen Relationen erfiillen. Sei M eine beliebige 2 x 2-Matrix. Dann existieren
komplexe Zahlen ¢y, ..., cs, so daf3

M - Co]l + C1003 + Co 30 + C3(X1 Qg
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Aus fa; = —a;f folgt [B, M] = 0. Da dies fiir alle Matrizen M gilt und die Algebra
dieser Matrizen irreduzibel ist, kann ( nur ein Vielfaches der Einheit 1 sein. Da die
Spur von (3 verschwindet, gilt 8 = 0, was * = 1 widerspricht.

Wir wenden uns dem interessanten Fall n = 4 zu und finden hier Dirac-Matrizen

der Form
ai_(ai 0) ﬂ_<0 —]l) (108)

Wir haben hier eine Blockform gewéhlt: Jede Eintragung entspricht einer 2 x 2-Matrix.
Die o; sind die Pauli-Matrizen. Man kann zeigen, dafl jede andere Wahl zu dieser
Darstellung dquivalent ist in dem Sinne, dafl zwei beliebige Darstellungen durch eine
unitire Transformation ineinander iiberfithrt werden kénnen. Dies garantiert, daf}, bei
Wahl von n = 4, nur eine Dirac-Theorie existiert.

Bemerkenswert an der Dirac-Theorie ist, dafl es hier eine Kontinuitatsgleichung

0
5PtV =0 (109)

mit p > 0 gibt. Dazu setzt man
p=v, J=cay (110)

Zum Beweis von (109) multipliziert man die Dirac-Gleichung
zh%w = —ihca - Vi) + mc’ By
von links mit ¢* und die konjugierte Dirac-Gleichung
—ih%@[)* = iheVY* - a+ mc ™8

von rechts mit ¢ und bildet die Differenz der rechten bzw. der linken Seiten, so entsteht
gerade (109). Aus der Kontinuitétsgleichung folgt, dafi [ d*xz p eine ErhaltungsgroBe ist.
Es bleiben zwei Probleme, die wir zuriickstellen wollen:

1. In welchem Sinne ist die Dirac-Gleichung Lorentz-kovariant, d.h. wie transformiert
sich der Spinor t(x) unter einer Lorentz-Transformation?

2. Ist garantiert, dafl sich j*(z) = {cp, j} dabei wie ein Vierervektor transformiert?

2.4 Der nichtrelativistische Limes

Da ein Dirac-Spinor vier (statt zwei) Komponenten hat, sind wir zu recht mifitrauisch,
ob die Dirac-Theorie geeignet ist, Elektronen zu beschreiben. Das Vertrauen in die neue
Theorie kénnen wir nur stérken, indem wir die Freiheitsgrade bei gegebenen Impuls
des Teilchens untersuchen. Es geniigt, das Ruhsystem des Teilchens zu wihlen, wenn
wir schon wissen, daf3 die Theorie Lorentz-kovariant formuliert ist. Fiir ein ruhendes
Elektron lautet die Dirac-Gleichung

0
zha@[) = Bmc*y) (111)
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Bei Wahl von (3, wie im vorigen Abschnitt vorgenommen, ergeben sich vier unabhéngige
Losungen:

e—(i/h)mc2t 0 0 0
0 e—(i/h)mczt 0 0
0 0 e(i/h)mczt 0 (112)
0 0 0 e(z‘/h)mc2t

Die ersten beiden gehoren zu positiver, die letzten beiden zu negativer Frequenz. Also
auch hier treffen wir auf die Teilchen-Antiteilchen-Symmetrie. Die ersten beiden Lésun-
gen verbinden wir mit den beiden Spin-Zustéinden des Elektrons, die letzten beiden
Losungen mit den Spin-Zustéinden des Positrons. Entsprechend verfahren wir, wenn
wir Protonen-Antiprotonen oder Neutronen-Antineutronen beschreiben.
Doch wie ist die Verbindung zur Paulischen Spintheorie? Zu Beantwortung fiihren
wir die bekannte Ersetzung
ihd, — ihd, — EAu (113)

"

in der Dirac-Gleichung durch, beachten A* = {®, A} und erhalten den Energie-Operator

h
H = ca- (—,V — EA) + Bmc + e® (114)
7 c
Hier konnen wir auch schreiben
H:H(]"'Hl./ le_ea'A—f‘e@, (115)

wobei H, die Wechselwirkungsenergie bezeichnet. Dadurch wird deutlich, dafl ca in der
Dirac-Theorie die Rolle der Geschwindigkeit iibernimmt (nicht zu identifizieren mit Im-
puls/Masse). Denn klassisch — etwa in der Lagrange-Funktion — geben wir diese Energie
durch den Ausdruck —<v - A + e® wieder. Die Vorstellung von ca als Geschwindigkeit
ist auch im Einklang mit der Definition der Stromdichte (110).

Fiir den Limes ¢ — oo ist es bequem, den Dirac-Spinor ¢ durch zweikomponentige
Subspinoren auszudriicken:

X

wobei wir ¢ und y als raum- und zeitabhéngig ansehen, jedoch langsam verédnderlich in
t verglichen mit dem Vorfaktor e~ (/"™<** Die Dirac-Gleichung erhilt in dieser Darstel-
lung die Form von zwei gekoppelten Gleichungen

w — e—(i/h)mc2t ( QS > (116)

ih%qﬁ = cP-ox+ed¢ (117)
ih%x = cP-o¢+edyxy —2mc’y (118)

mit P = (h/i)V — (e/c)A. Die zweite dieser Gleichungen approximieren wir so:

0=cP-o0¢p—2mc’y
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Hierbei haben wir Gebrauch gemacht von zwei Annahmen:
e®| < mc?, hlx/x| < mc

Das Ergebnis zeigt uns, dafl x gegeniiber ¢ um einen Faktor 1/c kleiner ist. Man nennt
deshalb x die ,groflen Komponenten“und yx die ,kleinen Komponenten“der Wellenfunk-
tion ¢. Nun konnen wir x eliminieren mit dem Ergebnis:

L0, [((P-o)

wobei P = (h/i)V — (e/c) A gesetzt wurde. Beachtet man, dafi die Komponenten des
Vektors P nicht miteinander vertauschen und dafl

PxP:z’@B
c

gilt (B = Magnetfeld), so folgt (s. Anmerkung unten)

h
(P-o)y=P -"6.B
C

Nun setzen wir noch s = %ha und fassen zusammen:

2
ind g - [i (ﬁ_v — 9A> ~ S5 . Bied|g (120)
ot me

2m \ 1 c

Dies ist aber gerade die Pauli-Gleichung fiir eine zweikomponentige Wellenfunktion.
Hierbei ist noch nicht angenommen, dafl das Magnetfeld schwach ist. Vernachléssigen
wir hingegen den in A quadratischen Term und nehmen auch noch an, da§ B =V x A
homogen ist, so kénnen wir A = ;B x & setzen und erhalten

m%s - l_—hQA - B-(L+ 23)] ¢ (121)

2m 2me

in volliger Ubereinstimmung mit (44). Insbesondere haben wir auf diese Weise gezeigt,
dal das gyromagnetische Verhiltnis ¢ = 2 fiir den Spin aus der Dirac-Gleichung folgt:
Ein frither Triumpf der Dirac-Theorie!

Anmerkung. Bekanntlich erfiillen die Pauli-Matrizen die Relationen

iy (j,k,£) = (1,2,3) zyklisch
TiI% =11 =k

Diese kann man auch ohne Verwendung von Komponenten so zusammenfassen: Fiir alle
Vektoren a, b gilt
(a-o)(b-o)=a-b+ilaxb) o

Diese Formel behélt auch dann ihre Giiltigkeit, wenn @ und b Komponenten besitzen,
die nicht miteinander kommutieren (z.B. Differentialoperatoren).
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2.5 Gamma-Matrizen und Lorentz-Kovarianz

Wir schreiben heute die Dirac-Gleichung nicht mehr in der urspriinglichen, von Dirac
angegebenen Form, sondern in einer mehr zweckmifligen Form, die der Symmetrie aller
Komponenten {z°, z', 2%, 2*} Rechnung trégt. Zu diesem Zweck fithren wir y-Matrizen
ein:

V=B, A =Pa  (i=123) (122)
ein. Aufgrund der algebraischen Beziehungen, die die Dirac-Matrizen untereinander
erfiillen, finden wir nun:

Y+t = 2" (123)
wobei g"* = diag{1, —1, —1, —1} den metrischen Tensor der Raumzeit bezeichnet. Die
~v-Matrizen sind nun nicht mehr hermitesch. Vielmehr gilt: Die Matrizen ~°, iy?*, iy?,
iv® sind hermitesch (die Vorfaktoren haben die Quadrate 1, —1, —1, —1), was man auch
so formulieren kann:

(v")" ="y (124)
In der Dirac-Darstellung haben die y-Matrizen die Gestalt

(25) ()

Das System der y-Matrizen erlaubt die Konstruktion einer 4 x 4-Matrix ¢ aus irgend-
einem Vierervektor a vermoge der Vorschrift

d=a,7" =a""+ a7y + a7’ + a7’ (126)

d.h., ¢ wird als eine Summe von vier Matrizen dargestellt, und die Abbildung a — ¢ ist
linear. Ferner konnen wir die Relationen (123) nun ohne Benutzung von Komponenten
formulieren:

dp + pd = 2abll (127)

Hier bezeichnet ab das Lorentz-invariante Produkt der Vierervektoren a und b.
Wir gehen einen Schritt weiter und erlauben auch die Konstruktion einer Matrix ¢,
deren Elemente Differentialoperatoren sind:

d=~"0,, 0, = 0/0x"

Die Dirac-Gleichung eines freien Teilchens der Masse m nimmt nun die sehr einfache
Gestalt

(thd — mce)yp(z) =0 (128)

an. Bei Ankopplung an ein dufleres elektromagnetisches Feld wird hieraus:

(ma -S4- mc) W(x) =0 (129)

Das Relativitatsprinzip verlangt, dafl bei einem Wechsel des Bezugssystems, d.h. unter
einer Lorentz-Transformation ' = Az, die Wellenfunktion ¢ iibergeht in eine transfor-
mierte Wellenfunktion ¢, derart, daf§ eine Beziehung der Art

D) = S(A)y(x) (130)

25



besteht. Dies entspricht der passiven Auffassung einer Lorentz-Transformation (ein
Zustand, zwei Beobachter). Wir gelangen zu der aktiven Auffassung (ein Beobachter,
zwei Zustinde) durch eine einfache Umschreibung:

P'(x) = S(A)y (A x) (131)

Es mufl moglich sein, die Matrix S(A) so zu wéhlen, daf ¢'(z) wiederum Losung der
Dirac-Gleichung (128) ist. Dann operiert die Lorentz-Gruppe vermdoge (131) auf dem
linearen Raum der Losungen der Dirac-Gleichung. Eine Rechnung zeigt uns, wann die
Bedingung erfiillt ist:

(th — me)y'(z) = (ih’y“% — mc) S(A)p(A'z)

gilt, was wir auch so schreiben koénnen:

Sy S(A) = (A" " (132)

"

In Worten: Grundsétzlich wirkt eine Lorentz-Transformation auf die y-Matrizen und
erzeugt so ein neues System von Matrizen,

ﬁlu — (Afl)uu ,yu,
mit den gleichen algebraischen Eigenschaften:
P9+ 54 = g1

Relativistische Kovarianz ist gewihrleistet, wenn jedes so erzeugte neue System von
y-Matrizen aus dem alten System durch eine Aquivalenztransformation — abhiingig von
A — hervorgeht: Dies ist der Inhalt der Forderung (132). Weder haben wir die Matrizen
S(A) bislang konstruiert noch haben wir ihre Existenz bewiesen. Der néchste Abschnitt
dient dieser Aufgabe.

2.6 Die van-der-Waerden-Darstellung

Fiir die Konstruktion der Matrizen S(A) ist eine andere Darstellung der y-Matrizen
geeigneter, die van-der-Waerden-Darstellung:

70:<?1 g) fyi:<2_i _”6’) (i=1,2,3) (133)

26



In dieser Darstellung erhalten wir:
_ 0 P 1+z-o
qf—(xoﬂ_w_a 0 ) (134)

Eine bemerkenswerte Konstruktion erkennen wir in dem rechten oberen Block: Jedem
Punkt z des Minkowski-Raumes ist eine hermitesche 2 x 2-Matrix z zugeordnet vermoge
der Vorschrift

(135)

x—x°ﬂ+m-a—<m0+m3 ml_mZ)

xt +iax? 2 — a2
Die Beziehung zwischen den Punkten x und den hermiteschen Matrizen ist 1:1 und

linear. Mehr noch, es gilt
Detz = (2°)° — x* = 2° (136)

d.h. die Determinante erweist sich als Lorentz-invariant. Dies gibt uns die Moglichkeit,
eine Lorentz-Transformation aus einer Matrix-Transformation zu gewinnen. Sei ndmlich
a eine beliebige (komplexe) 2 x 2-Matrix. Dann gilt

Det (aza®) = |Det a|’Det z

Andererseits ist aza* durch Konstruktion hermitesch, so daf§ ein Punkt z’ existiert, fiir
den z' = aza* gilt. Man erkennt, dafl die Abbildung = + z' linear ist. Wir schreiben
deshalb ' = Az, und, da A von der Matrix a abhingig ist: A = A(a). Fordern wir
noch, dafy Det a = 1 gilt, so haben wir

Detz' = Detz
und A(a) ist eine Lorentz-Transformation. Man bezeichnet
SL(2,C) = {a € GL(2,C) | Deta = 1}

als die spezielle lineare Gruppe in zwei Dimensionen (GL(2,C) ist die volle lineare
Gruppe).

Zur Erinnerung: In der Quantenmechanik tritt bei der Behandlung des Spins die
unitdre Gruppe SU(2) auf, und zwar in der Weise, dafl jeder Matrix v €SU(2) eine
Rotation R(u) des IR’ zugeordnet ist. Die Lorentz-Transformationen A(a) erweitern die
Abbildung in folgendem Sinne: Bei Wahl von a = u €SU(2) gilt

Alu) = ( (1) R?u) >

Man erkennt dies unmittelbar an den Definitionen. Den Unterschied zwischen R(u) und
A(u) verwischend, nennen wir im folgenden A(u) eine ,Rotation®.
Wir notieren eine Reihe von Tatsachen (einige ohne Beweis).

1. Es gilt die Darstellungsrelation A(ab) = A(a)A(b). Zum Beweis berechnen wir
(ab)z(ab)* = a(bzb*)a* = az'a* = z"
wobei ' = A(b)z und z" = A(a)x’ gesetzt wurde. Aufgrund der Konstruktion gilt
A(ab)x = 2" = A(a)A(b)x

fiir alle Punkte z und somit folgt unsere Behauptung.
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2. Die Gruppe SL(2,C) ist zusammenhingend, und die Abbildung a +— A(a) ist
stetig. Folglich ist das Bild der Gruppe SL(2,C) eine zusammenhéngende Unter-
gruppe der Gruppe L aller Lorentz-Transformationen. Eine Analyse (siehe die
Ubungen) zeigt, dafl man alle Elemente der eigentlichen orthochronen Lorentz-
Gruppe erreicht. Es handelt dabei um Lorentz-Transformationen A mit DetA =1
und A% > 0. Diese Gruppe wird mit £! bezeichnet.

3. Die Abbildung
SL(2,C) —» L1, a~ A(a)

ist 2:1. Genauer: Die Matrizen a und —a haben das gleiche Bild A(a). Zur
Erinnerung: Die Abbildung u +— R(u) ist auch 2:1. Denn R(—u) = R(u).

4. Die Gruppe SL(2,C) ist einfach zusammenhéingend (jeder geschlossene Weg in
der Gruppe laBt sich stetig auf einen Punkt — die Einheit — zusammenziehen).
Die Gruppe L' ist jedoch nicht einfach zusammenhingend (es gibt zwei Klassen
homotoper Wege). Die Gruppe SL(2,C) heit die universelle Uberlagerungsgruppe
von L. Sie hat doppelt so viele Gruppenelemente und hebt so den nicht einfachen
Zusammenhang auf. Umgekehrt kann man durch die Aquivalenzrelation a ~ —a in
SL(2,C) eine zweifach zusammenhéngende Gruppe gewinnen (die zu L' dquivalent
ist).

Zweidimensionale Darstellungen D der Gruppe SL(2,C) sind leicht zu finden. Sei a €
SL(2,C) beliebig.

e Die Vorschrift D(a) = a definiert eine Darstellung. Sie entsteht durch komplexe
Konjugation aller Matrixelemente.

e Die Vorschrift D(a) = (a™')" = (a*)~" definiert ebenfalls eine Darstellung. Sie
entsteht durch Invertieren und Ubergang zur adjungierten Matrix.

Satz. Die beiden vorgenannten Darstellungen sind dquivalent, d.h. es gilt

a* ' =eae €= < (1] _(1] > (137)

Die Matrix € ist unitdr, und die Pauli-Matrizen erfiillen die Beziehung
— 0, = €06 (1=1,2,3) (138)

Die Aussagen bestéitigt man durch einfaches Nachrechnen. Die letzte Aussage kann man
auch so fassen:
PNT—z-0=¢x'1l—x- o) = cZe’ (139)

Fiithren wir in der Transformationsformel ' = aza* an allen Matrixelementen die kom-
plexe Konjugation aus, so ergibt sich:

= aza” (140)

=
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Die Beziehung (134) konnen wir nun so schreiben:

= (e )

Ziel unserer Bemiihungen sollte sein, die Transformationsmatrix S(a) zu finden, die die
Bedingungen
S(a)#S(a)™" = ¢, ' = A(a)x (141)

fiir alle Punkte x erfiillt. Es zeigt sich, dal die Matrix

a 0 a O
S(a) - ( 0 a*—l ) - < 0 6(_16* ) (142)
dies leistet. Denn

a 0 0 =z ea*e* 0 _ 0 2z
0 eae* exe® 0 0 a ) \exer 0O

Die Bedingungen (141) sind in der Tat nichts anderes als eine basisunabhéngige Formu-
lierung von
S(a)y"S(a)™" = (A(a)™)", 7"
(Beachte: A™' = gA”Tg, d.h. (A™")* = A", giiltig fiir jede Lorentz-Transformation A).
Die Matrizen S(a) sind block-diagonal. Dies legt nahe, den Dirac-Spinor % nach
zweikomponentigen Spinoren zu zerlegen:

o=(%)

Die Vorschrift ¢'(z') = S(a)y(x), 2’ = A(a)z, gewinnt damit eine sehr einfache Gestalt:

¢'(z) = ad(x),  X'(2') =a"'x(z)

Man sagt deshalb: Die Darstellung S : a +— S(a) der SL(2,C) zerfillt in die Teildar-
stellungen ¢ — a und a — a* . Sie ist damit reduzibel und direkte Summe dieser
Teildarstellungen.

Fazit: Die Dirac-Theorie ist relativistisch kovariant und benutzt eine reduzible 4-dimen-
sionale Darstellung der SL(2,C) zur Transformation ihrer Zustinde. Die Darstellung
15t nicht unitdr.

Um zu ergriinden, warum vier Dimensionen notwendig sind, erweitern wir die Gruppe
L1 der Lorentz-Transformationen um die Raumspiegelung:
+

r={2"xz} — o ={a" —=x} (143)

Die so entstehende grofiere Gruppe L' heifit die orthochrone Lorentz-Gruppe. Ihr
gehoren alle Matrizen A € £ an mit A% > 0. Kovarianz der Dirac-Theorie im er-
weiterten Sinne liegt vor, falls es eine Matrix gibt, die eine Raumspiegelung an den
y-Matrizen ausfiihrt (im Sinne einer Ahnlichkeitstransformation). Tats#chlich gilt

0

fir u=0
,yo,yu,yo: {’1 %

v ofirp=i=1,2,3 (144)
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und die Raumspiegelung ist durch

(') = +"p(x) (145)

realisiert. Nach Zerlegung in zweikomponentige Spinoren (s. oben) bedeutet dies aber
eine Vertauschung der Rollen von ¢ und x:

¢'(x') = x(x),  X(2) = p(z) (146)

Die Darstellung der grofleren Gruppe ist somit irreduzibel, d.h. eine Zerlegung ist nicht
mehr moglich.

2.7 Einfache Konsequenzen der Kovarianz

Wir wenden uns nun der Untergruppe SU(2) zu, deren Elemente v wir mit Drehungen
A(u) verkniipfen. Wir sehen sofort, daf

so=(3 1)

unitir ist. Folglich transformiert sich die Dichte p = *¢ unter Drehungen wie ein
Skalar: p'(2') = p(x). Den Spin-Operator gewinnen wir wie iiblich durch Ubergang zur
Lie-Algebra der SU(2) in der hier vorliegenden Darstellung. Die Lie-Algebra der SU(2)
selbst wird ja durch die Pauli-Matrizen o, erzeugt. Folglich wird die Lie-Algebra der
Darstellung S(u) durch eine Verdopplung der Pauli-Matrizen gewonnen. Dies zeigt uns,
dafl der Spin-Operator der Dirac-Theorie durch

z::E(" 0) (147)

2\ 0 o

gegeben ist. Diese Form ist korrekt nicht nur bei Verwendung der van-der-Waerden-
Darstellung der y-Matrizen sondern auch fiir die Dirac-Darstellung.
Sodann bemiihen wir uns um eine kompakte Schreibweise fiir den Strom

i =Aep. 3k, p=9Y", j=cpay

Da ~%y* = {1, a} gilt, konnen wir
J=cpyp, =9y (148)

schreiben. Dieser Schreibweise liegt eine verdnderte Vorschrift zur Konstruktion des
»adjungierten® Spinors zugrunde. Man liest 1/ allgemein als , psi-quer®, muf sich aller-
dings hiiten, darunter eine blofle komplexe Konjugation zu verstehen.
In Erweiterung dieser Konstruktion definieren wir fiir jede 4 x 4-Matrix A die ad-
jungierte Matrix als
Z — ,YOA*,YO
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wihrend fiir jeden Skalar A die komplexe Konjugation bezeichnet. Dann gelten die
offensichtlichen Regeln:

M = YA (A Skalar, ¢ Spinor)
Ay = YA, (A Matrix, v Spinor)
AB = BA, (A, B Matrizen)
E@[)Q = %@[)1 (¢17 1/)2 Spinoren)
Nun folgt unmittelbar:
=" S(a)=5(a)" (149)

Wir sagen deshalb, die y-Matrizen seien pseudo-hermitesch und die Darstellung S(a) der
SL(2,C) sei pseudo-unitér. Aufgrund der obigen Regeln ist 1)y*t reell und transformiert
sich wie ein Vektor (genauer: wie ein Vektorfeld):

@)y () = Sla)p(z)y"S(a)(z)

Der Strom der Dirac-Theorie hat somit das korrekte Verhalten:
jlu(l_/) _ Au,,j”(l‘), ' = Az

Diese Formel gilt auch dann, wenn A € £'. Dazu hat man nur den Spezialfall einer
Raumspiegelung zu untersuchen, was trivial ist.

Da die Darstellung S(a) reduzibel ist, gibt es Matrizen, die mit ihr vertauschen.
Diese Matrizen bilden notwendig eine Algebra, und man erkennt sofort, daf} sie zweidi-
mensional ist:

(Oaﬂ 50]1> = %(Oﬂrﬁ)(g}l ?1>+%(a—6)<g _0]1> (150)

(o, p € C). Mit anderen Worten: Die Algebra wird erzeugt durch die Einheit und die

Matrix
1 0
Y5 = ( 0 _1 > (151)

Die vs-Matrix hat bemerkenswerte Eigenschaften:

e Sie antivertauscht mit allen andereny-Matrizen :
YY"+ =0

e Insbesondere gilt y°v57° = —~s, d.h. wihrend sich ¢} wie ein Skalar transformiert,
ist 1)y51) eine Pseudo-Skalar (erhilt ein Vorzeichen unter einer Raumspiegelung).
Wihrend sich 1)y*1 wie ein Vektor transformiert, ist ¢y*vys1) ein Axialvektor
(erhélt ein extra Vorzeichen unter einer Raumspiegelung).
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e Die Matrizen (114 ;) und ; (1l — ;) sind Projektoren im Spinorraum: Sie proji-
zieren auf die beiden (unter S(a)) invarianten Unterrdume.

e Es liege irgendeine Darstellung der y-Matrizen vor. Dann kann man die fiir diese
Darstellung spezifische v;-Matrix in jedem Fall durch die Gleichung

0,1.2.,3

Vs = 1YYV
erhalten.

Schliefllich begegnet man gelegentlich den Matrizen

1
o = Sy (152)

Sie sind antisymmetrisch in den Indices g und v. Die Bilinearform o) ist reell
und transformiert sich wie ein antisymmetrischer Tensor (analog dem Feldstérke-Tensor
F" der Maxwell-Theorie). Der Spin-Operator kann (unabhingig von der gewihlten
Realisierung der y-Matrizen ) durch die Vorschrift

h
Y= 5{023,031,012} (153)

konstruiert werden.
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3 Elektronen und Positronen

Wir werden von nun an eine Vereinfachung aller Formeln vornehmen, indem wir Maf}ein-
heiten so einfithren, da§ h = ¢ = 1 gilt. Die Dirac-Gleichung lautet nun (i¢ —m)y = 0.

3.1 Zerlegung nach ebenen Wellen

In einem ersten Schritt zerlegen wir die allgemeine Lésung der Dirac-Gleichung nach
positiven und negativen Frequenzen:

Y(@) = ¢ (2) + 7 (2) (154)

Dies ist moglich, weil alle Komponenten des Dirac-Spinors der Klein-Gordon-Gleichung
geniigen. Sodann kénnen wir schreiben:

M (x) = (2m) /2 /(213—5 u(p)e™ """ (Elektronen) (155)

P (x) = (2m) 2 /f—g v(p)e™” (Positronen) (156)

Hier bezeichnen u(p) und v(p) Spinoren, die vom Impuls p abhéingen. Wie friither gilt
p = (p*) = {E,p} und E = /m? + p>. Aus der Dirac-Gleichung folgen die beiden
Bedingungen

(p —mu(p) =0,  (Pp+m)v(p) =0 (157)

Setzen wir m > 0 voraus, so existiert ein ausgezeichnetes Bezugssystem, das Ruhsystem
des Teilchens. Dies bedeutet: Es gibt eine spezielle Lorentz-Transformation L,, die dem
Teilchen den Impuls p erteilt (englisch: boost):

LppR =D Pr = {m707070} (158)
Der Transformation L, entspricht eine Matrix [, €SL(2,C), so da8 L, = A(l,) und
lprl, =p d.h. Ll =p/m (159)

Die Losung wird eindeutig, wenn wir [, = (p /m)'/? setzen. In der Tat, fiir physikalische
Impulse p ist die hermitesche Matrix p positiv definit, und so ist die Wurzel [,. Auf die
Ebene der Dirac-Matrizen iibertragen bedeutet dies:

S{,)pr =pS(1,) (160)

Daraus folgt: Losen u(pg) und v(pg) die Gleichungen

(br —m)ulpr) =0, (Pr+m)v(pr) =0 (161)

so losen
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die Gleichungen (157). In der Dirac-Darstellung der y-Matrizen nehmen die Bedingun-
gen (161) die Gestalt

m 0_0]1 u(pr) =0, 2m| o o |v(pr) =0
(8 S )uamo. an(d )

an. Die vier unabhingigen Losungen entsprechen dem Resultat, das wir schon friiher
(Seite 19) fanden:

V2m 0 7
0 2m
upnt) = | ¢ ulpr.~2) = | V2
0 | 0 |
0 7 0 1
0
0

v(Pr, %) = V2m v(Pr, —%) =

Wir definieren Standard-Losungen zu gegebenen Impuls p durch

u(p, o) = S(lp)u(pRv o), v(p, o) = S(lp)v(pRv o) (0= i%) (162)

wobei o aufgrund unserer Konstruktion die Spin-Polarisation im Ruhsystem charakte-
risiert.

Wir treffen nun eine immer wiederkehrende Vereinbarung. Gegeben zwei beliebige
Dirac-Spinoren u und v, es soll uv als eine Matrix (vom Rang 1), dagegen vu als ein
Skalar (komplexe Zahl) aufgefafit werden. Dies erspart uns das Schreiben von vielen
Indices.

Die Vollsténdigkeitsrelationen

> u(pr,0)u(pr, o) = 2m < g 8 > =P+ m

o

memwmwa:%(g_%>:m_m

g

gehen iiber — nach Transformation vom Ruhsystem in das aktuelle Bezugssystem — in
die Relationen

> u(p,o)u(p,o) =p+m (163)

o

> v(p,0)v(p,o) =p—m (164)
In véllig analoger Weise erhalten wir die Orthogonalititsrelationen

u(p, o)u(p,o') = 2md,q (165)

o(p,o)v(p,0') = —2md,, (166)
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Aus den Standard-Losungen konstruieren wir die allgemeinste Losung:
u(p) = _a,(p)ulp.o),  v(p) =D b.(p)v(p,0) (167)

Die hier auftretenden komplexen Amplituden a,(p) und b,(p) sind unabhéngig und frei
wéahlbar. Sie sind Wellenfunktionen fiir Elektronen und Positronen in der Impulsdar-
stellung. Die Spin-Polarisation bezieht sich auf das Ruhsystem.

Um einen Hilbertraum zu erhalten, bendtigen wir ein Skalarprodukt fiir Losungen
der Dirac-Gleichung. Es geniigt jedoch, eine Definition der Norm zu haben. Wir be-
nutzen das von Dirac vorgeschlagene Integral

1l = [ () (o). (168)

Bei dem Versuch, die Norm durch die Fourier-Amplituden auszudriicken stoflen wir auf
das Problem, bestimmte Produkte der u’s und v’s auszuwerten. Es gilt — wie man leicht
nachweist —

u(p, o)y u(p, ') = v(p,o)y"v(p,0') = 2p" 0,0, (169)
Speziell fiir p = 0:
u(p, o) u(p,o') =v(p,0)v(p,o') =2Ed,,, (170)
dagegen
u(p, o) v(p’, o) =v(p,o)ul, o) =0, p' = {FE,—p} (171)

Diese Relationen benutzend findet man die Gleichung
[1” = [lall” + [|8]], (172)

falls fiir die Fourier-Amplituden a und b geeignete Normen eingefiithrt werden:

d3
Elektronen e~: ||al]* = % Z a,(p)|?

d3
Positronen e™: |b|I> = % > b (p)?

Wir erhalten somit einen Hilbertraum, der direkte Summe zweier Einteilchen-Raume
ist: H =H.- ®H.+. DaBl diese Definition der Normen ||a|| und ||b|| korrekt ist (in dem
Sinne, daf Lorentz-Transformationen auf dem Hilbertraum wunitdr dargestellt werden)
wurde von E. Wigner erkannt. Die Unitaritét iiberrascht, weil die Darstellungsmatrizen
S(c) keineswegs unitér sind. Der n#chste Abschnitt soll die Argumente von Wigner
erldutern.
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3.2 Wigner-Rotationen

Die Aufspaltung von ¢ in ™) + () ist unabhiingig vom Bezugssystem: Elektronen-
und Positronen-Anteile werden nicht gemischt. Dies gilt sogar unter Einbeziehung der
Raumspiegelung. Wir erhalten in der Impulsdarstellung die folgende Vorschrift fiir einen
Wechsel des Bezugssystems:

u'(p') = S(c)ul(p),  ce€SL2,0)
v'(p) = S()v(p), p =Ac)p

Dies ist eine unmittelbare Folge der Fourier-Transformation. Die Spinoren im veréinder-
ten Bezugssystem konnen wie gewohnt zerlegt werden:

v @) = Y a0 ull. o)
V) = S @) 0. o)

Die Orthogonalitétsrelationen (165)(166) benutzend erhalten wir sofort die Transfor-
mationsgesetze

a,(p) = Y Upsa.(p), U=U(cp)eSU_2) (173)

b, () = Y Voobs(p), V=V(cp)€SU(2) (174)

wobeil wir definierten:
2mU(c,p)ee = u(p',o')S(c)u(p,o), c € SL(2,C) (175)
—2mV (¢, p) gy o(p',0")S(c)v(p, o), p = A(c)p (176)

Weiter unten werden wir zeigen, dafl U = V gilt. Wir richten unser Interesse deshalb
auf U. Dafl es sich bei U tatsédchlich um eine unitire 2 x 2-Matrix handelt, folgt aus
den leicht zu beweisenden Relationen

U, p)U(e,p) =1,  Ule,p)" =U(c,p)

mit dem Ergebnis U(c,p)* = U(c,p) !, d.h. U €U(2). Schliefilich kann U stetig in die
Einheit deformiert werden (etwa durch ¢ — 1). Also liegt U in der Gruppe SU(2).
Etwas allgemeiner sind die Relationen

U(c,p)U(c,p) =U(cc,p), p' = A(c)p, ¢, ¢ € SL(2,C) (177)

ceSU(2) = Ul,p) =c (178)

Man bestétigt sie durch eine direkte Rechnung.
Wir wollen nun den Hintergrund unserer Konstruktion ein wenig beleuchten. Die
Unitaritdt der Matrizen U und V' garantiert die Giiltigkeit von

>l 0 = Slaa@)Fe S @) F = X b
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mit der Konsequenz, dafl die Normen erhalten bleiben:
la'll = llall, (o' = llb].

Mehr noch, die Transformation a — a' (bzw. b — ') beschreibt eine unitére Darstellung
der SL(2,C) auf dem Hilbertraum der Elektronen-(bzw. Positronen-)Zustéinde. Man
sagt, sie sei induziert durch die Darstellung D(c) = ¢ €SU(2) der kleinen Gruppe SU(2):
Dies ist diejenige Untergruppe von Elementen ¢ €SL(2,C) mit der Eigenschaft

A(c)pR = Pr.

Wigner erklérte die Riickfiihrung auf die Gruppe SU(2) (bzw. die Gruppe SO(3)) dar-
stellungstheoretisch. Verkiirzt lautet sein Argument so: Jeder Lorentz-Transformation
A und jedem Impuls p ist in natiirlicher Weise eine Rotation R(A,p), die Wigner-
Rotation, zugeordnet:

R(A.p) = L;'AL,,  p'=Ap (179)
Denn
A o
pr—>p — Ap=p' > pp
Da das Produkt der drei Transformationen den Vektor py invariant lafit, mufl das Er-

gebnis eine Rotation sein.
Auf die Gruppe SL(2,C) iibertragen, heifit dies: Jedem Element ¢ €SL(2,C) und
jedem Impuls p ist ein Element U(c,p) €SU(2) zugeordnet:

Ule,p) =1, el p'=Ale)p (180)

Man bestétigt leicht, dal diese Konstruktion von U mit der vorigen, auf der Basis
der Dirac-Gleichung gewonnenen iibereinstimmt. Dazu hat man zweierlei zu beachten.
Erstens erhalten wir direkt aus der Definition (175)

2l (e D)e = B8on, 0)3(0y)S()S (L) u(prs)
= u(pgr,0")S( cl,)u(pr, o)

Zweitens: In der Dirac-Darstellung der v-Matrizen gilt

sw=(5 )

fir jedes U € SU(2) und damit
(pr,o")S(U)u(pg,o) = 2mU,.,

v(pr,0")S(U)v(pr, o) = —2mU,.,

Ganz nebenbei haben wir somit auch gezeigt, daf§ die Matrizen U und V — wie in
(173)(174) definiert — identisch sind.

37



3.3 Das relativistische H-Atom

Wir kehren zuriick zur Dirac-Gleichung im Ortsraum mit Ankopplung des Elektrons
(oder Positrons) an ein elektromagnetisches Potential:

(i —ed —m)yp =0
Indem wir von den Definitionen
D, =1 £ ml, P, =10, —eA, (181)

Gebrauch machen, kénnen wir die Dirac-Gleichung so schreiben: D_v¢ = 0. Hieraus
folgt D, D 1 = 0 mit
D+D_ - E)Q - mQ]l
= ,yu,yl’]li)u]li)y - m2]l
= (¢, P, —m*)1 —ic"'TP,IP,
(P* — m*)1+ Lec" F,,
Hier benutzten wir [IP,,IP,] = ieF),, und
Y= (YY) + (Y =)
— guv R
Wir betrachten nun Ein-Elektronen-Atome der Kernladungszahl Z. Dies bedeutet die
Wahl

Z
edo =22 A4=0 (k=1,2,3)
r
Fiir das hierdurch erzeugte elektrische Feld E gilt
7Z
el = —an. T=rn
rz

In Komponenten: E, = -0, Ay = Fo = —Fy, (k=1,2,3), so dal
D,D_ = (IP* — m*)1 + o*°eE, (182)

(Summation tiber k). Wir wéhlen nun die vdW-Darstellung der y-Matrizen , weil darin
die Matrizen o*° blockdiagonal sind:

ko _ [ 0% 0
g _< 0 iUk)

Wir erhalten entkoppelte Gleichungen fiir zweikomponentige Spinoren:

(IP* —m? FiZar *o-n)p, =0, P = < z+ > (183)

Es gilt ferner

o  Za\’ 1d¢ L’ ,
]PQZ_<__Z_>+A’ A=l LI=ex(=W)



Fiir stationire Zustéinde mit der Energie E setzen wir (vgl. Abschnitt 2.2)
bi(x,t) = fu(z)e ", > =m’—FE°
so daf \
. A
P'p, = e " { (E + —a> + A} [+
T

und
1 d? L’ —(Za)*+iZaon 27«

rdr2r+ 72

+ k] fulz) =0 (184)

Noch konnen wir hier nicht von Radialwellengleichungen sprechen; denn die Differen-
tialoperatoren héngen noch von der Richtung n = x/r ab. Wir wissen aber im voraus,
dal die beiden Gleichungen das gleiche Spektrum ergeben; denn sie gehen durch den
algebraischen Automorphismus & — —o ineinander iiber. Wir kénnen uns aus die-
sem Grund auf die Gleichung fiir f, beschrinken. Beachte: f, ist ein Spinor mit zwei
Komponenten.

Invarianz gegeniiber Rotationen ist dennoch gegeben, wenn der Ortsvektor und die
Spinpolarisation gleichzeitig ,,gedreht“ werden. Dies bedeutet, dafi der Gesamtdrehim-
puls

J=L+S=L+;o

eine Erhaltungsgrofie darstellt. Der Bahndrehimpuls L ist keine Erhaltungsgréfie. Den-
noch gilt [J, L*] = 0, so daB wir eine Basis von Spin-Kugelfunktionen |jms) wihlen
kénnen, in der die Operatoren J?, J; und L* diagonal sind, d.h. die folgenden Eigen-
werte annehmen:

o= G+, =i
J; = m, m =
L’ = ((+1), l+s=j s==!L
Der Wert s = ; bedeutet, dal Spin und Bahndrehimpuls parallel stehen; s = —Z, daf
sie antiparallel stehen. In der so gewihlten Basis hat der Operator o-n zwangsliufig

die Gestalt

o-nljms) =Y ngljms) (185)

weil er ja rotationsinvariant konstruiert ist. Die beiden Zusténde [jm3) und |[jm — J)
haben entgegengesetzte Paritiit, die ja durch (—1)‘ gegeben ist. Sie sind Spinoren mit
je zwei Komponenten, auf die die Pauli-Matrizen wirken. Zugleich sind sie Funktionen
des Einheitsvektors «, d.h. sie hingen von den Winkeln # und ¢ ab, wenn wir zu
Kugelkoordinaten r, 6, ¢ iibergehen.

Der Operator o-n verdndert die Paritit. Somit verschwinden die Diagonalelemente
der Matrix n = (n,,). Da o-n hermitesch ist, mufl auch die Matrix n hermitesch sein.
Da (o-n)? = 1 gilt, muBl auch n*> = 1 gelten. Die allgemeine Losung dieses Problems
lautet:

1

o-nljms) = e*jm — s), s =1 (186)
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In Worten, o-n klappt den Spin um: Die parallele Stellung geht iiber in antiparallele

Stellung und umgekehrt. Durch eine geeignete Wahl der relativen Phase der beiden

Zusténde konnen wir erreichen, daffi A = 0 gilt. Dies setzen wir im folgenden voraus.
Der Spinor f, (x) zu vorgegebenen Werten j und m besitzt eine Zerlegung der Form

fo = Y u,lljms) (187)

wobei die Koeffizienten wu;, als gewohnliche Funktionen von r aufzufassen sind und
den Radialwellenfunktionen der nichtrelativistischen Quantenmechanik entsprechen. Sie
geniigen den Gleichungen

1 d? M 27« U;
P R e R =12 = 188
l 7“d1"2r+ 72 T + ] < Uji1/2 ) (188)
mit der Matrix
J+30+3) - (Za) iZo )
M = 2 o2 . . 189
( iZo G-+ - (Zay (189)

deren Eigenwerte wir zu L(L £ 1) berechnen mit

L=/(j+1)?2— (Za) (190)

Obwohl die Matrix M nicht hermitesch ist, sind ihre Eigenwerte reell, falls Za < 1
erfiillt ist. Eine Zerlegung von u; nach Eigenvektoren fiihrt auf zwei entkoppelte Radi-
algleichungen. Fiir Za <1 sind die beiden Eigenlosungen nahezu mit u;,,,, identisch.
Sie entsprechen damit nahezu den Quantenzahlen £ = j F ;.

Durch unsere Analyse haben wir Gleichungen gefunden, wie sie bereits bei dem
Coulomb-Problem fiir spinlose Teilchen auftraten (vgl. S.15), und wir kénnen die Be-
dingung fiir gebundene Zustdnde von dort her iibernehmen:

EZ 1 f— DY
o _{L+1+Tl+ mit n, g,i;gv (191)

\/mQ—E2_ L+n_ mit n_ = bR A

Die beiden Bedingungen entsprechen den beiden entkoppelten Radialgleichungen: Die
zweite geht aus der ersten durch die Ersetzung L — L — 1 hervor. Jede der beiden
Radialgleichungen beschreibt ein System von gebundenen Zustinden. Die zugehorigen
Bedingungen (191) lauten gleich, wenn wir die Hauptquantenzahl n (mit den Werten
1,2,3,...) einfithren:
EZ«
N o

Auflésung nach E fiihrt zu der Feinstrukturformel:

=n—(j+3)+L (192)

—-1/2

E=m|1+ (193)

T )
n— GG+ -+l -+ - (Zay
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Fiir Za < 1 ergibt sich ndherungsweise

om0 (3] (zay)

2n2 n j—l—%_ﬁ

Fiir Za > 1 fehlt uns eine physikalische Interpretation der Losung.

Die Energieniveaus, nur abhingig von n und j, bestimmen die Feinstruktur der
wasserstoff-dhnlichen Atome. Insbesondere wird durch die Formel eine 4j-fache Entar-
tung aller Niveaus (mit Ausnahme des Grundniveaus, das zweifach entartet ist) vorher-
gesagt: Niveaus mit £ = j+ 1 und £ = j— 7 besitzen die gleiche Energie, und jedes dieser
Niveaus hat die iibliche 2j-fache Entartung beziiglich der magnetischen Quantenzahl m.

Das Ergebnis stimmt in guter Ndherung mit der Beobachtung iiberein. Die korrekte
Lage der Niveaus wird allerdings durch den Lamb-shift (eine Energieverschiebung auf-
grund der Quantenelektrodynamik) modifiziert. Insbesondere wird die zweifache Ent-
artung beziiglich £ aufgehoben (wie erlautert ist £ nur in Ndherung eine gute Quanten-
zahl). Hinzu kommt eine Hyperfeinstruktur, hervorgerufen durch die Wechselwirkung
des Elektronenspins mit dem Kernspin (bei dem H-Atom fiihrt dies zu einer Dublett-

struktur aller Niveaus).

spektroskop.

Bezeichnung | n £ j E/m

1S, ), 1 0 1/2|/1- (Za)

251/, 2 0 1/2 \/5(1+ 1 (Za)?)
2P, ), 2 1 1/2 \/;(1+ 1— (Za)?)
2P, ), 2 1 3/2|/1—(Za/2)?
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Energie

3D5/2
3P3/2
381/2 \ 3D3/2
- \ 3P1/2
2P3/2
281/2
\ 2Pl/2
181/2

T, = Lamb shift

Feinstruktur, Lamb shift und Hyperfeinstruktur des H-Atoms
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3.4 Die Foldy-Wouthuysen-Transformation

Wir kehren zuriick zu der Frage, wie die Pauli-Gleichung fiir zweikomponentige Spinoren
¢ aus der Dirac-Gleichung fiir vierkomponentige Spinoren 1 hervorgeht. Unter nicht-
relativistischen Bedingungen haben wir bereits im Abschnitt 2.4 eine Antwort gegeben.
Sobald wir jedoch relativistische Korrekturen in die Pauli-Gleichung einbeziehen wollen,
haben wir bislang keine systematische Methode vorgestellt, die uns solche Korrekturen
zu berechnen gestattet. Dies soll nun nachgeholt werden.

Es bietet sich an, von der urspriinglichen Form der Dirac-Gleichung auszugehen:

1
i%wzﬂw, H=pm+a P+ Al — P=-V-cA (194)

(07 e e(2)

Wir wissen, dafl bei ruhenden (Anti-)Teilchen eine Entkopplung stattfindet, derart, dafl
¢ das Elektron und y das Positron beschreibt. Wir fragen, ob fiir geniigende schwache
Felder A; und A ebenfalls eine Entkopplung erzielt werden kann, und zwar durch eine
unitdre Transformation:

wobei

y=eSy, iy = HY (196

(S ein hermitescher Operator). Die Forderung besteht nun darin, daf§ der transformierte
Hamilton-Operator blockdiagonal sein soll:

H = (fg _2{) (197)

Dann wiirde H, die Energie eines Elektrons, H  die Energie eines Positrons beschreiben
(im duBeren Feld). Wir erwarten, dafl H' eine Entwicklung nach Potenzen von m™'
(besser: von der Compton-Wellenlénge h/(mc)) besitzt,

H =pBm+eA+Qim™" +Q.m™>+... (198)

wobei es gilt, die unbekannten (Differential-)Operatoren @, zu bestimmen.

Es kann nicht erwartet werden, dal H' selbst ein Differentialoperator ist, wenn wir
alle Terme in (198) aufsummiert haben, so wenig wie e eine lokale Transformation
ist. Auch iiber Existenz und Eindeutigkeit wird nichts ausgesagt. Man erhélt einen
Eindruck von der Art der Foldy-Wouthuysen-Transformation, wenn man das einfache
Beispiel A, = A = 0 betrachtet.

3.4.1 Die FW-Transformation fiir freie Teilchen

Fiir freie Teilchen ist es zweckméflig, die Impulsdarstellung zu wéhlen. Darin hat die
Energie die Form H = mf3+ o - p. Wir zerlegen den Impuls nach Betrag und Richtung,
p = pn, machen den Ansatz

WS =00 n (e R) (199)
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und beachten, dafl die Matrizen Ba; = v* antihermitesch sind. Wir finden:
S? = —0~v*nhy = 026 n;n, 1 = 0°1
d.h.
gn — {92’“]1 falls n = 2k
0*S fallsn =2k +1
Hieraus folgt

' " .
e’S:Z%S” = cosG]H—iSH;

= cosO1l+sinfpa-n

S

n=0

Der transformierte Hamilton-Operator hat die Gestalt

H = ¢e°He ™
= (cosf 1+ sinffa-n)(mpf + pa-n)(cosf 1l —sinf fa - n)
= [B(cosf@ N —sinf~-n)(ml+py-n)(cosf 1 —sinf~-n)
= [(Al+ By -n)
= A+ Ba-n

(beachte (v -m)? = —1) mit

A = 2psinfcosf + m(cos® § — sin® f)
= psin 260 4+ m cos 20

B = p(cos®f — sin’#) — 2msin 6 cos 6
= pcos20 — msin 20

Damit H' blockdiagonal wird, mufi B = 0 gelten. Dies bestimmt den Winkel 6:

tan20 = £ d.h. sin29:%, cos29:%, A=E (200)

m

mit £ = /m? + p? und dem Ergebnis

E1 0 ) (201)

H’zABzEBz( o

Wie zu erwarten war, gilt H, = F1, d.h. sowohl Elektronen wie Positronen haben die
Energie E.

Kehren wir zur Ortsdarstellung zuriick, so ist £ durch den Pseudo-Differentialope-
rator

representiert, der eine 1/m-Entwicklung besitzt. Brechen wir diese ab, so entsteht
ein lokaler Operator als Ndherung von H'. Ahnlich haben wir uns das Verhalten von
H' vorzustellen, wenn das Elektron (Positron) sich in einem schwachen duferen Feld
bewegt.
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3.4.2 Die FW-Transformation im allgemeinen Fall

Wir setzen voraus, dal die Potentiale Ay und A zeitunabhéngig sind. Das erlaubt uns,
einen t-unabhéingigen Operator S zu wihlen, so dafl

——

n

, . * 1
H =¢*He = H + Z m[isg [@S, -+ [iS, H |- -]
n=1 *

Wir zerlegen die Hamilton-Operatoren geeignet:
H=mpB+G+U, H=mpf+G +U'

indem die Terme G und G' als ,,gerade® angesprochen werden, weil sie blockdiagonal
sind. Hingegen haben die ,ungeraden“ Terme U und U' nur Eintragungen in den Ne-
benblocken (sie transformieren ¢ in x und umgekehrt). Naturgemifl beginnen wir mit

GZGAO]I U:Oz-P

Ziel der FW-Transformation ist es, U' = 0 zu erreichen bis auf Terme hoher Ordnung
in 1/m. Die Transformation vollziehen wir in drei Schritten.

1. Schritt. Wir bestimmen den Operator S in einer Weise, dafl er von der Ordnung
m~! ist und sein Kommutator mit mf3 den ungeraden Anteil von H zum verschwinden
bringt:

H =H+[S,H+...=mf+G+U+[S,mp]+...
d.h. U + [iS, mp] = 0 oder

1 1
1S=—p0pU =—pa- P
2m 2m

Sodann berechnen wir die nétigen Korrekturen:

U+[iS,H = —8U,G]+ g0
2m m
1 1 1
1, . _ 2 _ _ 3
2[7/87 [ZS, H]] Qm/BU ]m2 [U7 [U/ G]] 2m2U
Locrg s 1
6[287 [287 [stﬂ]]] = 6m2U3+

und erhalten (durch Abbruch der Reihenentwicklung)

! _ 1 2 1

G = G+ -fU" = (U [U,G]+ ...
' 1 _ 1 3

Uu = —Qmﬁ[U,G] 3m2U + ...

Das Ergebnis des ersten Schrittes ist, dafl U’ nunmehr die Ordnung m ' besitzt.
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2. Schritt. Wir fithren eine zweite unitire Transformation durch, diesmal mit dem
erzeugenden Operator (der Ordnung m™?)

1
iS' = —pU’
2m
und erhalten den neuen Energie-Operator als
H' =mp+G" +U" = He ™ =mp+G +U +[iS,H]+...

wobei wir auch hier auf hohere Terme verzichten. Ergebnis:

1
G'"=G+..., U'=—plU,G+...
2m

Das Ergebnis des zweiten Schrittes ist, dafi U” nunmehr die Ordnung m =2 besitzt.

3. Schritt. SchlieBlich fithren wir eine dritte unitare Transformation durch mit dem
erzeugenden Operator (der Ordnung m?)

1
Z‘SII — _/BUII
2m

mit dem Ergebnis
H/// — mﬁ + G/// + U/// — eiS”H//e—iS” — mﬁ + GI 4.

indem U"+[iS", m3] = 0 genutzt wurde. Das heifit: In der von uns gewéhlten Niherung
gilt G" = G" = G' und U"” = 0. Wir haben somit nur noch die Terme in G' zu
analysieren:

U = (a-P)=1(:V—-ecA)’—2eX B

i

[U,G] = —iea-VA,=ica-E
U,[U,G]] = iefa-P,a- E]
ela-V,a- E]
ey a;m(0,Ey) 4+ 4eX - (E x V)
ik

= eldivE +4eX - (E x ;V)

Terme, die bilinear in den Komponenten des Potential A, sind, wurden hierbei ver-
nachlédssigt. Ebenso wurde benutzt, dafi V x E = 0 gilt.

Der transformierte Hamilton-Operator ist in der gewiinschten Nédherung blockdia-
gonal und hat die Form

1
H" = ﬂ(m—}-—(lV—eA)Q—EZB) +6A0
2m m
€ .
o (dlv E +4% - (E x W)) (202)

Die letzten beiden Terme beschreiben relativistische Korrekturen zur Pauli-Theorie.
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Schreiben wir H"” in der Form (197), so erhalten wir die beiden Hamilton-Operato-
ren, H, fiir das Elektron, H_ fiir das Positron:

1
H, = <m+—(1.V—eA)2ieA0>]l—£S-B
2m "’ m

€ .
T <d1v E+4S - (E x %V)> (203)

mit dem Spin-Operator S = Jo. Der Operator H_ geht aus dem Operator H, durch
eine dreifache Operation hervor:

T = —1 komplexe Konjugation
e — —e Ladungsumkehr
s - -5 Spinumkehr

Wir stellen somit fest, dafl Teilchen und Antiteilchen die entgegengesetzte Ladung tra-
gen. Eine letztlich befriedigende Begriindung der drei genannten Operationen jenseits
der Storungstheorie erhalten wir durch Riickkehr zur Dirac-Theorie. Dort werden die
drei Operationen zu einer Operation zusammengefafit, die man Ladungskonjugation
nennt (siehe hierzu den niichsten Abschnitt).
Gehen wir von einem Zentralpotential V() = eAq(r) aus, so erhalten wir
dVv x edV

cE=——""., S (eEx!V)=—""§-L L=zx}V
r ar

und somit

1
H, - <m+—(lV—eA)2+eA0>]1—is-B
m

2m
e dV e .
\2m21" W S . L — \8m2 ]lleE (204)

Spin-Bahn-Kopplung Darwinv-Term
In dem Coulomb-Potential eines wasserstoffihnlichen Atoms gilt
edV Za )
—— = edivE = —4rZa 6’ (x)
r dr r?

Der Darwin-Term wirkt also wie ein d-formiger Beitrag zum 1/r-Potential. In einer
niherungsweisen Berechnung der Feinstruktur von Atomen geht man von der appro-
ximativen Gestalt (204) der Energie aus. Nur fiir kleine Werte von Z« ist ein solches
Vorgehen gerechtfertigt.

3.5 Die Ladungskonjugation

Es soll nun gezeigt werden, wie eine Transformation ¢ — ¢ des Dirac-Spinors aus-
gefithrt werden kann, so daf} 1¢ einer Dirac-Gleichung mit entgegengesetzter Ladung
geniigt:
(i) —ed—m)y = 0 (205)
(id +ed —m)yY = 0 (206)
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Zunichst folgt aus (205) die Gleichung

(—ig" —ed" —m)p" =0

(ein hochgestelltes T' bezeichnet die transponierte Spinoren bzw. Matrizen). Falls wir

eine Matrix C finden mit
Cy'T = —y"C' (207)

so leistet die Transformation .

P(x) = Cip(x) (208)
das Gewiinschte. Wir nennen dann ¢ den ladungskonjugierten Spinor. Zur Konstruk-
tion von C' beachten wir, dal sowohl in der Dirac- als auch in der van-der-Waerden-
Darstellung der y-Matrizen die Relationen

w =
T = {_fy falls p =0 (209)

, 2
~* falls p=1,3
gelten, die Matrix C' also die Relationen

u [ =y*C falls p=0,2
Cr" = { vC falls p=1,3

zu erfiillen hat. Eine mogliche Wahl ist C' = iy?~°, so dal man in der Dirac-Darstellung
die folgende Matrix erhélt:

0 0 0 -1
0 0 1 0
C = 0 -1 0 0 (210)
1 0 0 0
In jedem Fall gelten die Beziehungen
C'=C"=0C"=-C, Cc=C (211)
und
Crvs = 75C, CHt~" = y*y"C. (212)

Da C' unitér ist, &ndert die Ladungskonjugation die Normierung nicht:
Yo = 1) G = g = 0y =

Da die Ladungskonjugation i — )¢ antilinear und normerhaltend ist, sagen wir, sie
sein antiunitdr. Sie 148t sich ausdehnen zu einer Operation, die auf komplexe Zahlen,
Spinoren und Matrizen wirkt:

e Ist A € C, so bezeichnet \° die konjugiert komplexe Zahl.
e Ist u e C*, so ist u® = Cu”.

o Ist A e CY*, so setzen wir A° = CATC*
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Man {iiberzeugt sich leicht, dal die Operation Ladungskonjugation zweifach angewandt
die identische Abbildung ergibt.
Insbesondere finden wir (y#)° = —y* und

(Uuu)c — _o_uu

Dies rechtfertigt unsere frithere Behauptung, dafl die Ladungskonjugation auch den Spin
umkehrt.
Wir betrachten die ebene Welle eines Elektrons mit dem Impuls p:

Y(@) =up)e ™, ulp) = u(p,0)a,(p)

a

Dann hat die ladungskonjugierte Welle die Form ¢¢(z) = v(p) "* mit

T

v(p) = u(p)® = Cu(p)

und beschreibt somit ein Positron. Da die Normierung, wie gezeigt, unter der La-
dungskonjugation erhalten bleibt und der Spin sein Vorzeichen &ndert, miissen die
Basis-Spinoren v(p, —o) und u(p,o)¢ bis auf eine Phase iibereinstimmen. Im Lichte
der gefundenen Symmetrie zwischen Teilchen und Antiteilchen, ist es sinnvoll, eine Um-
definition der Basis-Spinoren v(p, o) vorzunehmen:

T

v(p,0) =u(p,0)" = Cu(p,0) , o==%; (213)

Denn diese Definition beriicksichtigt die Spinumkehrung. Folgerichtig schreiben wir den
Anteil negativer Frequenz einer Losung der freien Dirac-Gleichung

) = 20 [TPop)em,  w) = Y i) (214)

und nennen b,(p) die Wellenfunktion eines Positrons (vgl. die Anderung gegeniiber
(167)). Denn diese Definition beriicksichtigt die komplexe Konjugation als wesentliches
Merkmal der Ladungskonjugation.

Die allgemeine Losung der freien Dirac-Gleichung hat nun die Form

@p

v(w) = m) " [T

S (@ @up. ) + B o)) (215

und eine Ladungskonjugation vertauscht lediglich die Rollen von a,(p) und b, (p):

@p

Pi(a) = (2m) [ 2

S (b @up.0)e " + @@ e ) (210)
Wir betrachten nun die chirale Zerleqgung des Dirac-Spinors,

WV =Yr+ YL, (I %(]1 + ’Ys)wa Y = %(]1 - ’Ys)w (217)
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(R steht fiir rechtshéndig, L fiir linkshandig). Wegen @y; = —;¢ gilt

(i —ed)pr = mipyp
(id —ed)py = myg

Solange m > 0 gilt, koppelt die Dirac-Gleichung links- und rechtshéndige Anteile mit-
einander. Auch der Dirac-Strom verkniipft rechts mit links:

YY) = Py e + Yry r (218)
Aus vy§ = —; folgt
(V)r = (1), () = (Yr)* (219)

Unter Ladungskongugation werden somit linkshéndige Spinoren zu rechtshindigen Spi-
noren und umgekehrt. Auch das Verhalten der Zerlegung ¢ = ™) + ¢ fiir Losungen
der freien Dirac-Gleichung sagt uns, daff unter einer Ladungskonjugation Teilchen und
Antiteilchen miteinander vertauscht werden:

()" = ()7 (220)

Eine Theorie, die rechts- und linkshéndige Spinoren nicht gleichbehandelt (schwa-
che Wechselwirkung) ist also weder invariant unter Raumspiegelung (P) noch unter
Ladungskonjugation (C), moglicherweise aber invariant unter dem Produkt (PC).

3.6 Neutrinos

Die Chiralitit, d.h. der Unterschied zwischen rechts- und linkshéndigen Spinoren, wird
besonders deutlich im Fall der Neutrinos, also von Spin-1/2-Teilchen mit Masse Null.
Die Dirac-Gleichung freier Neutinos reduziert sich auf @y = 0. Wegen ¢dvy; = —v:4,
folgt hieraus

Phr = Ph =0 (221)
Mit anderen Worten, bei dem Ubergang m — 0 (dquivalent bei hochenergetischen

Elektronen) tritt eine Entkopplung der Spinoren verschiedener Chiralitét ein.
Aus v55(a) = S(a)ys fiir jedes a €SL(2,C) folgt das Transformationsgesetz

V(@) = Sla)yr(z),  o'=AMa)z
dr(a) = S(a)ipr(x)

d.h. auch ein Wechsel des Bezugssystems mischt die Spinoren verschiedener Chiralitit
nicht. Erst wenn wir eine Raumspiegelung vornehmen, sehen wir, dafl sie ihre Rolle
vertauschen:

Wh(@) = Pulz), o ={a",—a)
Pr(z) = 7¢r(x)

Ahnliches gilt fiir die Ladungskonjugation (hier besser Teilchen-Antiteilchen-Konjuga-
tion genannt), wie wir im vorigen Abschnitt sahen.
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Benutzen wir die vdW-Darstellung der y-Matrizen , so gilt ganz einfach

() we(8) ()

und es folgen die Weyl-Gleichungen

0 0
—b=—0-Vo. ——v=0c-V 222
5 o-Vo,  Zx=0-Vx (222)
Man sieht es diesen Gleichungen nicht an, daf§ sie relativistisch kovariant sind. Aufgrund
unserer Analyse ist dies aber sichergestellt.

Wir betrachten nun eine ebene Welle mit rechtshéndiger Polarisation:

¢(z) = goe ™, p={lpl,p}, o€

Die Weil-Gleichung sagt uns, dal p,¢, = o - pg, gilt. Schreiben wir p = |p|n, so folgt
die Gleichung
o-n=1

auf allen rechtshindigen Zustéinden: Spin und Impuls sind parallel.
Wir betrachten nun eine ebene Welle mit linkshéndiger Polarisation:

ipx
3

x(z) = xo€” p={pl.p}, xo€C

Die Weil-Gleichung sagt uns, dal poxo = —o - px, gilt. Es folgt
o-n=-—1

auf allen linkshéndigen Zusténden: Spin und Impuls sind antiparallel.

Man nennt allgemein die Projektion des Spins auf die Impulsrichtung die Helizitat
einer ebenen Welle. Die theoretisch moglichen Werte fiir das Neutrino sind £3. Die
Helizitit eines masselosen Teilchens (Neutrino, Photon, Graviton etc.) ist Lorentz-
invariant; die Helizitéit eines massiven Teilchens (Elektron, Proton, Neutron etc.) ist
abhéngig vom Bezugssystem.

Die Natur hat sich entschieden. Diejenigen Teilchen, die wir Neutrinos nennen, sind
linkshéindig (haben Helizitdt —3). Deren Antiteilchen, die Antineutrinos, sind folglich
rechtshindig (haben Helizitdt 1), weil die Ladungskonjugation die Helizitdt umkehrt.
Was wir Neutrino nennen, was Antineutrino, unterliegt einer Konvention.

Beide Teilchen, Neutrino und Antineutrino einer Sorte, werden durch einen Dirac-
Spinor ¢ mit (14 ;)¢ = 0 beschrieben. Genauer: Nach der Zerlegung 1) = ™) + ¢~
beschreibt 1)) das Neutrino und (1(7))¢ = (¢¢)*) das zugehorige Antineutrino. Wir
kennen heute drei Sorten von Neutrinos: v,, v,, v,.
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4 Greensche Funktionen

Partielle Differentialgleichungen beherrschen die theoretische Physik. Losungen zu ge-
gebenen Randbedingungen beschreibt man am besten durch die zugehorige Greensche
Funktion. Bevor diese Methode auf die Dirac-Gleichung angewandt wird, soll das Prin-
zip an anderen Beispielen erldutert werden.

4.1 Die Poisson-Gleichung

In der Elektrostatik sucht man die Losung der Poisson-Gleichung
Ad = —p (223)

(geeignete Einheiten vorausgesetzt) fiir ein Potential ®(x) zu gegebener Ladungsdichte
p(x) und Randbedingungen (z.B. ® = 0 an einer Metalloberfliche). Fiir den einfachsten
Fall des unendlich ausgedehnten Raumes und Verschwinden des Potentials im Unendli-
chen lautet die Losung bekanntlich

O(x) = / &P’ % (224)

Hier ist
G(z;2') = (4r|z — '|)! (225)

die Greensche Funktion, die den genannten Randbedingungen zugeordnet wird. Sie
erfiillt die Differentialgleichung

— AG(z;2') = 6°(xz — x') (226)

4.2 Die inhomogene Wellengleichung

Die Maxwellschen Gleichungen fiihren bekanntlich auf die inhomogene Wellengleichung
OA* = j* (227)

fiir ein Viererpotential A*(z) zu gegebener Stromverteilung j*(x). Zwei Losungen der
inhomogenen Gleichung unterscheiden sich stets um eine Losung der homogenen Wel-
lengleichung 0 A* = 0, also um eine freie elektromagnetische Welle. Spezielle Potentiale
sind durch

" f
Asv(x) — /deI& s tlzt+|m—$l|
Adr|x — x'|
J"(z')
Au — /dS A S , tl =t — _ i
() P EREd

gegeben. Man nennt sie die avancierte bzw. retardierte Losung. Aus Griinden der
Kausalitiat bevorzugt man das retardierte Potential bei Problemen der Abstrahlung von
einer bewegten Ladung.
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Es gibt jedoch keinen Grund, die avancierte Losung zu verwerfen. Denn, mathema-
tisch gesehen, stellt jede Losung (also auch die avancierte) sich dar als eine Superposition
der retardierten Losung mit einer freien einlaufenden Welle:

A'(z) = A, (z) + Al (z) (228)

Die Interpretation der beiden Terme ist wie folgt: Wéahrend A%, (z) eine Welle be-
schreibt, die in der fernen Vergangenheit bereits da war, hat das retardierte Potential
seine Ursache in der Stromverteilung. Andererseits konnen wir die gleiche Losung —
durch Vertauschung von Zukunft und Vergangenheit — als eine Superposition der avan-
cierten Losung mit einer freien auslaufenden Welle darstellen:

At(z) = A (x) + A" (z) (229)

aus

Aus der Gleichheit der rechten Seiten von (228) und (229) folgt die Beziehung

Al () — At

aus ein

(7) = Af () — AL (o), (230)

wobei die rechte Seite eine freie Welle beschreibt, die durch Abstrahlung von der Quelle
entsteht.

Die Bedingung t' = t — |& — «'| bei der Definition des retardierten Potentials kann
durch ein zuséatzliches Zeitintegral

/: At St =t — o — @|){- -}

erzwungen werden. Es ist auf diese Weise mdglich, die retardierte Losung durch ein
vierdimensionales Integral auszudriicken:

(@) = [ d'' Dalw = 2)" (), (231)

mit der retardierten Greenschen Funktion

Dy (z) = 5(2;) - %@(t)&(ﬁ —r),  z={ta}, r=|z| (232)

Bei der Umformung haben wir von der Identitét

St — 1) = 2i <5(t )b+ r))

r

Gebrauch gemacht. Die retardierte Greensche Funktion erfiillt die Gleichung
OD,(7) = §*(x) (233)
In dhnlicher Weise schreiben wir

AL (@) = [ d'a’ Dolw - @) (), (234)
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mit der avancierten Greenschen Funktion

D) =0 Lo s ) (235)
Es gilt D,,(z) = Dyo(—2), OD,,(z) = 6*(z) und
Dret(w) — Doy (2) = D(x) = %6@)5(# =), e(t)=0(t) - O(-1) (236)

Die hierdurch eingefiihrte D-Funktion ist eine Losung der homogenen Wellengleichung,
und (230) kann nun so geschrieben werden:

A" (z) = A" (2) + / d'z' D(z — 2')5*(a") (237)

aus ein

Das rechts auftretende Integral bestimmt die von einer bewegten Ladung abgestrahlte
elektromagnetische Welle. Die Funktion D sowie die Greenschen Funktionen D,, und
D, sind Distributionen, die ihren Trager auf dem Lichtkegel ¢* — r* = 0 haben.

4.3 Die Schrédinger-Gleichung
In der Quantenmechanik suchen wir Losungen der Schrédinger-Gleichung
d
iaw = Hy, H=H,+V (238)

(h = 1). Wir schreiben diese Losung als 1, = e~"*#4), und suchen eine Umformung zu
einer Integralgleichung. Hierzu definieren wir den Operator

At) = o itH _ o—itHo
und finden fiir dessen Ableitung:

d

i A(t) = He ™ — Hoe "™

— HefitH _ HO (eitH _ A(t))
== VeiitH + H()A(t)

Diese Differentialgleichung fiir A(¢) konnen wir auch so schreiben:

, d / . .
e—thoZ'E <ethoA(t)> — Ve—th

Mit der Anfangsbedingung A(0) = 0 148t sie sich formal 16sen:
t
iA(t) = / dt, e ¢t Ho |7 pmiti
0
Indem wir den Anfangszeitpunkt ¢, beliebig wihlen, erhalten wir

t
PA(L = ty) = | dt, e Ty et (239)
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Wir setzen t > t, voraus. Die Begrenzung der Integrationsvariable ¢, auf das Intervall
[to, t] 148t sich durch Einfiihrung von ©-Funktionen beschreiben:

t oo
[t} = [ dnew—t)e -t
Dies wiederum legt nahe, die folgenden Operatoren einzufiihren:

L) = —iO)e ™ (240)
Lo(t) = —iO(t)e ™ (241)

Offenbar fithrt (239) zu einer Integralgleichung fiir I'(¢):
D(t—to) =To(t —to) + [ dbTot = 1) VIl — to) (242)

Wir betrachten speziell die Situation eines einzelnen Teilchens der Masse m, das sich
in einem Potential V bewegt. Zu einer Gleichbehandlung von Raum und Zeit gelangen
wir durch Einfiihrung der retardierten Greenschen Funktionen als Integralkerne der
Operatoren I'(t) und T'y(¢) in der Ortsdarstellung (wir schreiben wieder z = {¢, 2} und

x={t z'}):
Gro(z;2') = (2|0t —t)|2') = —iO(t — t')(x|e =" |2 (243)
GO (z;2") = (x|Do(t —t)|x') = —iO(t — t'){x|e |2’ (244)

ret,

Es ergibt sich somit die Integralgleichung
Grei (75 10) = G (75 10) + /d4a:1 G (2;21)V (1) Gret (715 T0) (245)

(sogar giiltig, wenn V' (x,) von ¢, abhéngig ist, obwohl unsere Ableitung diese Moglichkeit
nicht vorsah), wobei

G° (z;2') = —iO(t — 1) (%) " exp {—M} (246)

omi(t — t 2i(t — 1)

die sog. freie retardierte Greensche Funktion darstellt.
Aus dO(t)/dt = o6(t) folgt

(i% - H) O(t)e ™ =id(t)I

(I=Identitét) und somit

(x| <z% - H) Tt—t)|z)=06(t—t)o(x—x')=d6"(x—2)

Die retardierte Greensche Funktion erfiillt also die partielle Differentialgleichung

<2% + %A — V(a:)> Groo(z32") = 6*(z — o) (247)
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Die freie Funktion G, (z;z') erfiillt die analoge Gleichung mit V(z) = 0.
Die Gleichung (245) gestattet — geméfl dem Prozefl der sukzessiven Approximation
— eine Reihenentwicklung nach Potenzen des Potentials:

Gret(x;xo) = Gret(‘T ‘TO)
+ [ e Gl (s eV (@) Gl (13 20)

+ [ d', [ d'e, GLws 0V (0:)Gh (2 2)V (@) G5 70)
4o (248)

Diese Formeln begriinden die Storungstheorie fiir die retardierte Greensche Funktion.
Man kann die Entwicklung anschaulich interpretieren als eine Summe iiber {iber Ereig-
nisse und jedes Ereignis graphisch darstellen. Die Konvergenz der Reihe bleibt jedoch
ein wichtiges (hier ungeldstes) Problem.

Die retardierte Greensche Funktion 16st das Problem der Zeitentwicklung einer Wel-
lenfunktion ¢ in dem Sinne, daf3

b(t, ) = / P20 iGro (b, T3 1o, @) (tos o) (> 1o) (249)

gilt, dquivalent mit

Pp(t, x) /dSJJO iGY (t, x5 to, o)1 (Lo, o)

+/d3$0/d4$1 0 (t, ;1) V (21)iGher (T1; to, To )2 (to, To)

Durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge erhélt man eine einfachere Relation,
die ¢ (z) erfiillt (fiir ¢ > t,):

P(x) = /d3x0 iGY (w5 to, o)1) (to, o) + - d*z, G2 (z;21)V (21)h (1) (250)
Sie beschreibt 1 (z) als Summe einer freien Welle und einer Streuwelle. Zur Erinne-
rung: Ein Streuexperiment ist dadurch charakterisiert, daf eine einlaufende freie Welle
existiert, die in der fernen Vergangenheit (Zeit t, = —oo) mit der Losung (¢, ) iiber-
einstimmt. Diese freie Welle ist gerade durch den ersten Term in (250) charakterisiert,
so dafl dem Streuproblem die folgende Integralgleichung entspricht:

U(2) = (@) + [ d'e, Gl (s o)V (@) () (251)

Die Wahl von t,(z) ist uns freigestellt und entspricht einer Randbedingung fiir die
Losung 1 (z) der Schrodinger-Gleichung. Andererseits hat jede Losung die Form (251),
wie wir sahen. Wenn wir in unserer Argumentation Vergangenheit und Zukunft vertau-
schen, so gelangen wir zu der analogen Darstellung

D (@) = Puns () + / d'z; G° (w3 2)V ()9 (1) (252)

06



mit einer freien auslaufenden Welle 1,,,(x). Sie ist nun nicht mehr beliebig wéhlbar, da
wir iiber ¢(x) bereits verfiigt haben. Vielmehr ist sie durch die einlaufende freie Welle
Yein(z) und das Potential V festgelegt. Die Definition der freien avancierten Greenschen
Funktion lautet

Go(wia) = O —t)(zle "™ [x') (253)

Die Durchfithrung eines Streuexperimentes geschieht gewohnlich so, dafi die einlau-
fende Welle einen festen Impuls p hat und dafl die auslaufende Welle wiederum nach
den darin vorkommmenden Impulsen p’ analysiert wird:

Yein(0,2) = (2%)_3/26’7’“’
Yaus(0,2) = (27m) 772 / d’p' e®*(p'|S|p)

Man spricht in diesem Zusammenhang von der S-Matrix und nennt (p’|S|p) das S-
Matrixelement zu gegebenen Anfangs- und Endimpuls.
Die Gleichungen (251) und (252) erlauben nun die Darstellung

s (1) = Poin (@) + / &'z GO (a3 2V (1) (1) (254)

mit
G’(z;2') = GY

e (32") = Go (212") = —i@|e™ "0 )

Man schreibt daher (mit £ = p?/(2m) und E' = p*/(2m))

(9151p) = (6 ~ ) + 5 —3(5 ~ B)(p'.p)

und nennt f(p', p) die Streuamplitude. Die Darstellung ist giiltig nur fiir zeitunabhéingige
Potentiale. Die Quantenmechanik lehrt, dafi do/dQ2 = |f(p', p)|* der differentielle Wir-
kungsquerschnitt ist, den man in einem Experiment bestimmt. Vergleiche hierzu den
Abschnitt 4.5.

In erster Ordnung der Storungstheorie setzen wir 1p = )., in (254) und erhalten
nach einer einfachen Rechnung die sogenannte Bornsche Niherung

m . ’
fBorn(p,7p) = _%/dgx el(P*P)iEV(m) (255)

Von einem konstanten Faktor abgesehen, ist die Streuamplitude mit dem Fourier-trans-
formierten Potential identisch.

Es soll nicht verschwiegen werden, daf die Existenz der Streumatrix (besser: Streu-
operator) S und dessen Unitaritét ein mathematisches Problem darstellt und die Ent-
scheidung dariiber von den Eigenschaften des Potentials (Abfall im Unendlichen) ab-
héngig ist. Wir sehen dieses Problem besser, indem wir schreiben:

Yt @) = e o)
wein(t-/ m) = e_itHO qsein(m)
¢aus(t7 m) = eiitHO qsaus (m)
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Ein Zustand ¢(x) heifit Streuzustand, wenn fiir ihn die beiden Asymptotenbedingungen

tl}r_noo ||efitH¢ o efitHoqseinH = tl}r_noo ||eitH067itH¢ o ¢ein|| — 0
und
tllglo ||€_Zth5 _ e_ZtHod)ausH = tll},{l.o ||ethoe—th¢ _ qsausH — 0

erfiillt sind, d.h. wenn e e~## ¢ in beiden Zeitrichtungen konvergiert. In diesem Fall
existieren die Mgller-Operatoren

itHo —itH

Q. = lim " e

t—too

auf dem Unterraum Hg,, der Streuzustinde, und es gilt
QiQ; = I, Q;Qi = Py,

wenn Pg,, den Projektor auf Hg,, bezeichnet. Aus der Definition der Mgller-Operatoren

folgt unmittelbar
eitHoQ) e~itH — Q)

und somit

HOQi - QiH

Der Streuoperator S = Q,Q* hat dann die Eigenschaft HyS = SH, (Erhaltung der
Energie). Das Vollstandigkeitsproblem besteht nun darin, nachzuweisen, dafl der Wer-
tebereich der Mgller-Operatoren der gesamte Hilbertraum # ist. In diesem Fall ist der
Streuoperator unitar.

4.4 Der Feynman-Propagator
4.4.1 Der freie Propagator

Die Dirac-Theorie erlaubt ebenfalls die Konstruktion einer Reihe von Greenschen Funk-
tionen. Sie sind alle als Matrixfunktionen aufzufassen, d.h. sie ergeben fiir jeden Wert
ihrer Argumente eine 4 x 4-Matrix. Darunter ist eine Funktion ausgezeichnet, die man
den Feynmanschen Propagator nennt. Diesen wollen wir nur fiir den Fall konstruieren,
wo wir es mit freien Teilchen zu tun haben.

Der Feynmansche Propagator Sg(x) ist durch zwei Bedingungen charakterisiert:

1. Er erfiillt die Differentialgleichung

(i) —m)Se(z) = 0" ()1

2. Fiir t = xy, > 0 besitzt Sp(z) nur positive Frequenzen, fiir ¢ = z, < 0 nur negative
Frequenzen.
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Die erste Bedingung charakterisiert alle Greenschen Funktionen der freien Dirac-
Gleichung, wihrend die zweite (Feynmansche Rand-)Bedingung eine physikalisch moti-
vierte Forderung darstellt, die zu einer eindeutigen Lésung fiihrt.

Um die Feynmansche Funktion zu konstruieren, fiihren wir eine Fourier-Transfor-
mation aus:

Se(w) = (2m)"* [ d'pe S (p) (256)
und erhalten aus der 1. Bedingung:
($ — m)Se(p) = 1,
also

~ 1 pEm
SF(p)_]b—m_p2—m2

In (256) eingesetzt fithrt dies zu einem Integral mit singuléirem Integranden. Wir denken
uns die py-Integration zuerst (also bei festem p) ausgefithrt und schreiben

p’—m’ =p; — E°, E=,/m?+p?

Der Integrand ist eine meromorphe Funktion in der komplexen Variablen p, mit zwei
einfachen Polen auf der reellen Achse, ndmlich bei p, = +FE. Jeder Integrationsweg
C von p, = —oc nach p, = 400, der diese Pole vermeidet, definiert eine bestimmte
Greensche Funktion. Um die 2. Bedingung — die Feynmansche Randbedingung — zu
erfiillen, mufl der Weg so gelegt werden, wie in der Abbildung gezeigt:

Im p,

Y

Re pq

Grund: Fiir £ > 0 ist der Integrand eine fiir Impy < 0 (untere Halbebene) abfallende
Funktion. Wir kénnen somit den Integrationsweg C' schliefen durch Hinzunahme ei-
nes halbkreisformigen Weges in der unteren Halbebene mit groflem Radius, ohne den
Wert des Integrals zu verdndern. Das so entstandene Integral werten wir mit Hilfe des
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Residuensatzes aus; denn es schliefit genau einen Pol ein, den Pol bei p, = E:

Ep e [ D0 i PV — DY+ M
t > 0 . S €T — /— e’P‘D Y e—zpot
r () (2m)3 c 27 (po — E)(py + E)
_ / d’p piPT it Ey’ —py+m
(2m)® %2%E
—3 d*p Cive
= @y lape TPt p=iEp

= —i(i + m)A,(x) (257)
mit der A, -Funktion aus der Klein-Gordon-Theorie:

1 @ —ipT

M) =gy Jap e

p={E,p} (258)

Nun interessiert die Frage, wie sich Sr(z) fiir negative Zeiten verhélt. Denn dieses
Verhalten ist nun festgelegt. Fiir ¢ < 0 ist der Integrand eine fiir Imp, > 0 (obere
Halbebene) abfallende Funktion. Wir kénnen somit den Integrationsweg C' schliefen
durch Hinzunahme eines halbkreisformigen Weges in der oberen Halbebene mit groflem
Radius, ohne den Wert des Integrals zu verdndern. Das so entstandene Integral werten
wir wieder mit Hilfe des Residuensatzes aus; denn es schliefit genau einen Pol ein, den
Pol bei p, = —E:

d3 ) d ) 0 __
Selw) = [ OB gre [ A0 o PP A

t<0: e
(2m)? c 2 (po — E)(po + E)
— / dB_p eipE+ibt _Efyo —py+m
(2n)? 2%E

—1i d’p .
— T F ipr — E
@ ap ¢ CHEm, p={Fp)
= —i(igd + m)A _(z) (259)
Um von der zweiten zur dritten Zeile zu gelangen, haben wir im Integral die Substitution

p — —p vorgenommen. Schlief$lich fithrten wir die A_-Funktion aus der Klein-Gordon-

Theorie ein:
1 d*p

A = — e, ={F, 2
*('/I’.) (27T)3 2E € ’ p { ’ p} ( 60)
Insgesamt erhalten wir so eine fiir alle Werte von ¢ giiltigen Darstellung:
Sr(z) = (id + m)Ar(x) (261)
iAr(z) = O()A (x)+O(—t)A_(x) (262)

Hierbei ist Ap(x) der Feynman-Propagator der Klein-Gordon-Theorie. Er 16st die Glei-
chung
@+ m*)Ap(z) = —6*(z)

fir die Feynmanschen Randbedingungen. Diese Gleichung und (261) zusammen mit
(i@ — m)(id + m) = —(O+ m?) fithren automatisch zu (i — m)Sg(z) = §*(z).
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In der obigen Konstruktion wurde ein bestimmter Weg C' vorgeschlagen. Ist er
eindeutig, also eine Folge der 2. Bedingungl’ Man macht sich klar: Jede andere Wahl
des Weges C wiirde nicht den Effekt haben, dafi fiir £ > 0 ({ < 0) nur der Pol p, =
E (p, = —FE) fiir den Wert des Integrals ausschlaggebend ist und somit nur positive
(negative) Frequenzen auftreten. Jede Teilforderung (entweder diejenige fiir ¢ > 0 oder
fiir ¢ < 0) reicht nicht aus, den Propagator festzulegen!

Zur Bestimmung von Ap(z) durch ein Integral iiber Viererimpulse miissen wir —
so wie oben geschehen — die komplexe p,-Ebene betrachten. Dies ist unbequem aber
vermeidbar, wenn wir den folgenden Ausdruck einfiihren:

pP—m>+10=p2 — E* +i0 = (p, — E + i0)(p, + E — 10)

Unter 40 verstehen wir eine kleine positiv-imaginire Grofle, die nach Ausfithrung aller
Integrationen gegen Null strebt. Es ist darum moglich, quadratische (oder hohere Po-
tenzen) dieser Grofle zu vernachldssigen, ebenso, 2E -0 mit i0 zu identifizieren, weil
E > 0 gilt. Ohne komplexe Integration konnen wir jetzt schreiben:

1

—_— 263
p2 _ m2 + 20 ( )

Ap(x) = (27r)_4/d4p e

Die i0-Vorschrift fiihrt dazu, dafl die Pole ein wenig von der reellen Achse entfernt
liegen und zwar bei £ —:0 bzw. —F +10, so daf} der Integrationsweg entlang der reellen
po-Achse diese Pole in der korrekten Weise passiert.

4.4.2 Der Streuoperator fiir ein dufleres Potential

Die Dirac-Gleichung mit duflerem Potential schreiben wir so, als ob es sich dabei um
eine inhomogene Differentialgleichung handelt:

(1 —m)y = edy) (264)
Die allgemeine Losung hat dann die Gestalt
$(@) = Yo(@) + [ d'5' el — o' )ed(x) () (265)

wobei (i@ — m)y(z) = 0 gilt und die Wahl von ,(x) einer Randbedingung entspricht.
Nun ist 9,(x) i.allg. weder mit der einlaufenden noch mit der auslaufenden Welle
identisch. Diese ergeben sich vielmehr aus dem Verhalten von (265) fiir t — +oc:

Yas() = (o) = [ d'a'iS,(z = 2 )e (@ )p(a) (266)
ban(@) = o) = [d'a'iS_(z —2)eA@)h () (267)

mit
Si(w) = (i) + m)A. (@), (268)

Losungen von (i — m)S.(z) = 0. Beide Wellen, ein- wie auslaufend, enthalten i.allg.
zugleich positive wie negative Frequenzen. Aufgabe der Funktion v, (z) ist es, die phy-
sikalische Randbedingung in einem Streuexperiment festzulegen. Sie 148t sich durch die

61



asymptotischen Zustinde ausdriicken. Denn aus (266) folgt die Gleichung v ) = W$,
ebenso aus (267) die Gleichung ) = ", so da$ gilt:

o(@) = v () + 9 (@) (269)

Die Integralgleichung (265) zur Bestimmung von 1 (z), zur Losung des Streuproblems
also, verlangt, dafl wir ¢, kennen. Zwei Situationen sind hierbei hervorzuheben:

e FElektronenstreuung: () =0, d.h. ¢, = wélﬁ)
e Positronenstreuung: @[}é;) =0, d.h. ¢y =)

Nach Wahl von v, 148t sich die Losung formal durch eine Stérungsreihe ausdriicken,
d.h. als eine formale Potenzreihe nach der Kopplungskonstanten e. Hierzu schreiben
wir (265) abkiirzend

¥ =t + eSe 4o
und erhalten die gewiinschte Reihe als
= tho + eSpfrhy + €*Sp ASe Avpy + €” Sp ASe ASe Atho + - - (270)
Ist 9 () bekannt, so liefern die Gleichungen
PRE) = vi@) - [0S (@ - a)ed@)(a) (271)
Wl @) = YL@ - [d'iS (o - 2)ed ()b (@) (272)

die fiir die Analyse des Streuproblems notwendigen Beziehungen zwischen den asymp-
totischen Zustdnden. Die Analyse geht von ebenen Wellen aus.
Die Streuung (p, o) — (p', 0') eines Elektrons fithrt zu dem folgenden Ansatz:

Yl (@) = e u(p,o)
(+) d3pl —ip'z ror ]
waus (.T) = € U(p Y o )<p 2 ‘S|p0->E1ektron

2F"
Die Streuung (p, o) — (p',0') eines Positrons wird analog beschrieben:
Yl(z) = e, o)
(—) d3p ipx (.
wein (.T) = /ﬁ € U(p, 0-) <p o |S‘p0->Positron

Im ersten Fall (Elektronstreuung) machen wir Gebrauch von den Formeln

(2r)" [dr e, o) Yle) = (@o’SIpodmeon
(2m)~? /d3:c e"”’mu(p’,a')*@/)é;) () = 2E5(p—p')dse

(2m)~° /de e u(p', o) S (x— ') = (2m) e a(p', o)
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Fir die letzte Zeile benutzten wir

u(p, o) (p +m) = u(p',0') Y u(p', o)ulp', o) = 2E"u(p', o)

o

Aus (271) folgt dann die Darstellung
(p'0'|S|po) kreriron = 2E6°(p — P')0,0 — i(27) 7 / d*z e u(p', o Yed(z)p(xz)  (273)

Beachte: ¢ (z) hingt von p und o ab.
Im zweiten Fall (Positronstreuung) machen wir Gebrauch von den Formeln

(2m)~? /de e~ u(p, o) ) (x) = (P'0’|S|po)pesiron
(2m) " /de e "u(p, o) Yil(z) = 2E8(p—p')os
@n) " [dve ™ u(p,o)S (o -a) = —(2m) e u(p, o)
Fiir die letzte Zeile benutzten wir

’U(p,O')*(—]ﬁ + m) = —’U(p,O')* Z'U(p, UI)Q_J(pv UI) = —2E’l_)(p, U)

o'

Aus (272) folgt dann die Darstellung

(P'0"|S|p0)positron = 2E6° (P — p')doq + 1(2m) / d'ze " v(p,o)ed()p(z)  (274)

Beachte: v hangt von p' und o' ab.
Eine oft benutzte Niaherung stellt die Born-Approrimation dar. Hierzu setzen wir
P =5 in (273) baw. ¢ = () in (274) und erhalten:

('6"S — I|po ) prerten = —i(27) / d'z e Py, o' ed(z)ulp, o) (275)
beziehungsweise
(p'a'|S — I|po)pesitron = 1(27) 7 / d*z e P5(p, o )ed(z)v(p', o) (276)

4.4.3 Der Propagator fiir ein dufleres Potential

Wir kehren zuriick zu der Reihendarstellung (270) fiir die Losung ¢ (z) der Dirac-
Gleichung in einem #ufleren Potential A,(z) in Abhéngigkeit von der freien Lisung
o(z), die das asymptotische Verhalten beschreibt. Man erkennt darin die Reihe

deren Terme unabhéngig von 1), sind. Wahrend der freie Propagator Sp(z — z,) wegen
Translationsinvarianz nur von der Differenz x — x, abhéngt, gilt dies nicht mehr fiir
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St(z; z,), den Propagator mit Potential, eine Matrixfunktion, deren Reihenentwicklung
so beginnt:

Se(z;20) = Sp(x — 20) + e/d4m1 Se(z — 1) A(x)Sp (2 — 20) + - - -

Ein Blick auf (270) zeigt, dafi — die Kenntnis von S; vorausgesetzt — die Losung der
Dirac-Gleichung wie folgt dargestellt werden kann:

Y = 1y + eSr 41y (278)

Ausgeschrieben heifit dies:

b(@) = (@) + e [d's Splo — @) Ao (o)

Das Problem, die Dirac-Gleichung fiir alle asymptotischen Zustinde 1, zu lésen, ist
damit reduziert auf das Problem, den Propagator S; bei gegebenen Potential A, zu
bestimmen.

Es ist offensichtlich, dafl die Reihe (277) aus der Integralgleichung

durch den Vorgang der sukzessiven Approximation entsteht, ferner, dafl durch Anwen-
dung des Dirac-Operators auf beide Seiten von (279) die Differentialgleichung

(i) = m)Si (@:20) = ' (2 = wo) U+ e [d'y o' (x — y) A(y) S (y: o)
entsteht, gleichbedeutend mit
(i — eA(x) — m)Sy(x;30) = 6*(x — 1)1 (280)

Die Randbedingungen, die die Losung dieser Differentialgleichung in einer solchen Weise
festlegen, dal der Feynman-Propagator entsteht, sind durch die Integralgleichung (279)
festgelegt.

Fiir Feynman war die Reihe (277) Ausgangspunkt der Pfadintegralmethode. Er in-
terpretierte die Summe bzw. die Integrale darin als eine Summe iiber alle Pfade eines
klassischen Punktteilchens (auch Trajektorien oder Weltlinien genannt). Auf dem Weg
von z, nach x hat ein Elektron die Chance, ohne Streuung vermoge des freien Pro-
pagators zum Endpunkt zu gelangen, oder aber auf dem Wege im Punkte z; gestreut
zu werden (Einfachstreuung), schlieBlich in Punkten z,x,, ..., z, gestreut zu werden
(Mehrfachstreuung). Zwischen den Punkten, in denen das Elektron mit dem &ufleren
Potential wechselwirkt, bewegt es sich frei, d.h. gemifl dem freien Feynman-Propagator.
Uber alle diese Moglichkeiten ist zu summieren bzw. zu integrieren.

Diese Sichtweise macht den Streuvorgang sehr anschaulich und ist unproblematisch,
solange die Ereignisse z,, z,, ..., x, zeitlich aufsteigend geordnet sind:

g <) <my < -o-<ad<al
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Abbildung 1: Zwei Weltlinien eines Elektrons als Beitrag 2.Ordnung zum vollen
Feynman-Propagator Si.(x — x,). Links: Zwischen den Wechselwirkungspunkten z,
und z, lauft das Elektron riickwérts in der Zeit. Dies entspricht der Produktion eines
virtuellen e*e-Paares im Punkte x, und einer Paarvernichtung im Punkte z,. Rechts:
Normaler Streuvorgang. Hier ist die Identitdt des Elektrons zu jedem Zeitpunkt ge-
wahrt. Die durch Pfeile bezeichneten Strecken reprisentieren den freien Propagator
Sk.

Da bei einer Integration iiber die Ereignisse auch alle anderen zeitlichen Ordnungen
vorkommen, benotigt man eine Interpretation derjenigen Weltlinien, die in Teilbereichen
riicklaufig sind, d.h. in der Zeit riickwérts laufen. Hier gibt das Elektron zu gewissen
Zeitpunkten seine Identitdt auf, um an anderer Stelle neu zu entstehen (siehe die Figur).
Nun haben wir schon frither festgestellt, dal Zeitumkehr und Frequenzumkehr dasselbe
bewirken, namlich den Ubergang zum Positron: Ein riickwirts laufendes Elektron (also
ein Elektron negativer Frequenz) entspricht einem vorwéarts laufenden Positron. Virtu-
elle Paarerzeugung und Paarvernichtung in den Wechselwirkungspunkten sind die Folge.
Nicht die Teilchenzahl ist in Streuprozessen eine Erhaltungsgrofie sondern die Ladung.
Sie ist zu jedem Zeitpunkt wihrend des Streuvorganges absolut erhalten.

4.5 Der differentielle Wirkungsquerschnitt

Die Verbindung zwischen dem Streuoperator S und dem Streuexperiment erfordert eine
gesonderte Uberlegung. Zunichst ist klar, daf8 fir normierte Zustinde die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit durch |(1),.s]S|%en)|? gegeben ist. Ebene Wellen stellen jedoch keine
normierbare Zustinde dar, vielmehr gilt die Orthogonalitétsrelation

(po|p'o’) = 2E6°(p — P')d0 (281)
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und die Vollsténdigkeitsrelation
d3
2/2—5 [po)(po| =1 (282)
In einem groBem Volumen V C IR’ gilt anstelle von (281):
(polp'c’) = 2E(27r)_3/ dx P PG5
\%4
Wir gelangen so zu einer akzeptablen Normierung des einlaufenden Zustandes:

(polpo) = 2E(2m)7°|V]

(|V| ist der Volumeninhalt von V).
Ist das Potential A,(x) zeitunabhéngig, so folgt daraus die Energie-Erhaltung im
Streuprozef3. Dies beriicksichtigen wir durch die Schreibweise

1! /l: 1! !

(p'o'lS = Ilpo) = —f(p'o’, po)d(E — E) (283)

und nennen f(p'c’, po) die Streuamplitude. Auch dieser Formel liegt eine Idealisierung

zugrunde: Die verstrichene Zeit T' (zwischen Anfang und Ende der Streuprozesses) ist

unendlich. Fiir endliches T" haben wir offensichtlich die folgende Ersetzung vorzuneh-

e /2 2sin((T/2)(E — E'
w5 o [ e = 2E/E )

—T/2 E - FE

Im Sinne der Distributionen gilt

lim —
E—FE

T—oo T

. (2 sin((T/2)(E - E’>>>2 — 2nd(E — B

so dafl wir — fiir geniigend grofles T' — zu einer Ratengleichung gelangen:

1 11! 2 1 1! 2 !
~10o'|S = Tipo)* = | (p'o",po) P6(F — F)
Die Lehre, die man daraus zu ziehen hat, lautet: Nur Wahrscheinlichkeiten pro Zeit (also
Raten) haben einen Sinn im Limes 7' — oo. Beachten wir nun noch die Normierung
der ebenen Wellen in einem endlichen Volumen V', so kommen wir zu der Aussage, daf}
die differentielle Rate fiir die Streuung von N Teilchens in das Volumenelement d*p’ des
Impulsraumes, giiltig fiir p # p', durch

N d3p/

dR = — 'o'|S -1 2
= S LIS ~ Tpo)

p dp' (2m)* . ,

— ol (P, po)P3(E — B')dE'dQ (284)

(27)°
2E|V]
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gegeben ist. Um zur letzten Zeile zu gelangen, haben wir die Teilchendichte p = N/|V/|
eingefiihrt, sind zu Kugelkoordinaten k, 8, ¢ fiir den auslaufenden Impuls p' {ibergegan-
gen mit

k=|p|,  dQ=sinfdody,  d*p = k*dkdQ,

haben kdk = E'dE' benutzt (eine Folge von k* + m* = E") und die Geschwindigkeit
v = k/E eingefithrt. Man nennt df2 das Raumwinkelelement. Mathematisch gesehen
ist es das Oberflichenelement der Einheitssphére.

Nun erkennt man: Die Streurate dR ist der Stromdichte pv der einlaufenden Teilchen
proportional, was unmittelbar plausibel ist. Der Quotient Streurate/Stromdichte wird
als Wirkungsquerschnitt bezeichnet. Im vorliegenden Fall ist es verniinftig, iiber die
Endenergie E' zu integrieren, da sie durch die Anfangsenergie bereits festgelegt ist. Im
allgemeinen ist weder der einfallende Strahl polarisiert noch ist der Detektor in der
Lage, die Polarisation der gestreuten Teilchen festzustellen. In diesem Fall mittelt man
iiber ¢ und summiert iiber o’'.

Als differentiellen Wirkungsquerschnitt bezeichnet man den Ausdruck

do =3 |f(p'o’,po)[*dQ (285)

_ Zahl der in df2 pro Zeit hinein gestreuten Teilchen

Stromdichte der einlaufenden Teilchen

wihrend o = [do der totalen Wirkungsquerschnitt ist. Die Bezeichnung erklért sich
daraus, dafl o die Dimension einer Fliche besitzt, mithin das Target (Streuzentrum) so
wirkt, als ob es dem Teilchenstrahl eine Fliche entgegenstellt, die den Strahl ablenkt.

4.6 Die Mott-Streuformel

Die Formel von Rutherford fiir die Streuung von geladenen Teilchen (urspriinglich «-
Teilchen) an dem Coulomb-Potential eines Kerns (Kernladungszahl Z) erfihrt eine Kor-
rektur, wenn es sich bei den gestreuten Teilchen um schnelle Elektronen handelt. Die
durch die Dirac-Theorie verursachte relativistische Korrektur fiihrt zur Mott-Streufor-
mel, die wir nun berechnen wollen. Hierzu setzen wir eA(z) = —Zar~'4°, so dafl

o

“wp Y

(2%)_3/d4x el -p)z eA(x) =

Man nennt allgemein ¢ = p — p' den Impulsiibertrag. Doch ist es mitunter sinnvoll, den
Vierervektor ¢ = p — p’ so zu nennen. Wegen F = E' erweist sich ndmlich

2

C=p-7)=-q

als eine Lorentz-Invariante.
In der Bornschen Néherung erhalten wir die Streuamplitude
1 ! Za — ! !
f(p'a',po) = FU(p ;') u(p, o)
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und hieraus den differentiellen Wirkungsquerschnitt
do Za\® I
(G0) = (5] iS uwontu.o (286)
Mott oo’

Die Spinsummation 148t sich ausfithren. In einem ersten Schritt fithrt man die Summe
auf eine Spur von Dirac-Matrizen zuriick:

R = Y l|u(p. o)y u(p,0)

oo’

= Spur > u(p',o)a(p', ') ulp,o)i(p, o)y

Spur (' +m)y"(p + m)y°
Spur #'y°py° + m’Spur 1°4°

Hierbei verwendeten wir die Vollstindigkeitsrelation der u-Spinoren und die Tatsache
(vgl. Ubungsblatt 4), dal die Spur eines Produktes von drei y-Matrizen verschwindet.
Elementare Algebra fiihrt auf die Identitéiten (giiltig fiir Vierervektoren a, b, ¢, d):

Spurg¢p = 4a-b (287)
Spur gp¢d = 4(a-be-d+ a-db-c—a-cb-d) (288)

Mit n = {1,0,0,0} erhalten wir:
R=42pnp-n—pyp +m’)=4Q2FEE —pp +m’)
Aus E = E' folgt |p| = |p'|, also p-p' = p* cos © und
pp —m’ =p°(1 —cosO) = 2p”sin*(©/2)

wobei © den Streuwinkel bezeichnet. Nun setzen wir 5 = |p|/E und erhalten
R = 8p—2(1 — *sin*(©/2)) = 8 m
G g

Schliellich schreiben wir fiir den Impulsiibertrag

(1—Bsin*(0/2))

g’ = 2p*(1 — cos ©) = 4p”sin*(©/2)

setzen die gewonnenen Ausdriicke fiir R und ¢* in do/dQ2 = (Za/q*); R ein und gewin-
nen so die Endformel

(289)

<d_a> _ Z*a®m* 1- [Fsin’(0/2)
Q). 4p*sin’(0/2) 1— 3

Auf der rechten Seite bezeichnet der erste Quotient den Wirkungsquerschnitt nach
Rutherford, wihrend der zweite Quotient die relativistische Korrektur darstellt, die
unter anderem die Tatsache beriicksichtigt, dafi Elektronen einen Spin haben (obwohl
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b,o

Abbildung 2: Streuung von Elektronen an einem Kern der Kernladungszahl Z

dieser im Streuexperiment nicht beobachtet wird). Der Korrekturfaktor ist stets > 1
und = 1 nur fiir die Riickwértsstreuung (© = 7).
Was dndert sich, wenn wir Positronen am gleichen Target streuenl’ Hier gilt in

Bornscher Naherung
1 __1 Za ~ ! !
f(p'o’',po) = “ v(p, o)y v(p', o)

Die Spinsumme fiihrt jedoch auf das gleiche Ergebnis:

R = ) |i(lp,o)y v, o)

oo’

= Spur Z U(p, O')E(p, 0’)’)/0 Z U(p', 0'/)1_)(}7’, UI)70

= Spur (p —m)y" (' — m)?°
= Spur py°p'y° + m*Spur v°°

An der Endformel dndert sich nichts. Die Tatsache, dal Positronen die entgegengesetzte
Ladung tragen, macht sich erst in der ndchsten Ordnung der Stérungsreihe bemerkbar:

fI? = lafi+a’fot--
= &P+ + Lff)+

Denn, wenn f; das Vorzeichen wechselt, wechselt auch der Interferenzterm f,f; + fof;
sein Vorzeichen.

Die Mott-Streuformel (289) ist nicht ohne weiteres auf die Streuung von Elektronen
an Elektronen anwendbar. Denn die Giiltigkeit setzt voraus, dafi die Target-Teilchen
keine Energie aufnehmen, also unendlich schwer sind.

Die Mott-Streuformel (289) besitzt typische Eigenschaften, die von dem schwachen
Abfall des Potentials im Unendlichen (Langreichweitigkeit) herriihrt:

e Der differentielle Wirkungsquerschnitt strebt fiir © — 0 gegen Unendlich.

e Der totale Wirkungsquerschnitt o = [(do/d2)dS) existiert nicht; denn das Integral
divergiert.

e Fiir p — 0 wichst do/dS2 unbegrenzt an: Langsame Elektronen werden besonders
stark gestreut.
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Abbildung 3: Streuung von Positronen an einem Kern der Kernladungszahl Z

Es gilt zu bedenken, dafl Atomkerne durch die Elektronen der Hiille abgeschirmt erschei-
nen und deshalb das Potential in Wirklichkeit exponentiell abklingt. Fiir die Streuung
mit niederenergetischen Elektronen kann man ein neutrales Atom in guter Ndherung
wie eine statische radialsymmetrische Ladungsverteilung behandeln, die zu einer poten-

tiellen Energie der Form

VA
eAy(z) = — 2% ¢ 2mr (290)

r
AnlaBl gibt mit
n= Zam =R ' = Z/aBohr

Hier bezeichnet ag,,, = am den Bohrschen Radius und R den Radius des kleinsten
Bohrschen Bahn in einem Atom der Kernladungszahl Z. Der Ansatz (290) beruht auf
der Vorstellung, daf3 alle stationdren Zustidnde 1 der Hiillenelektronen asymptotisch
wie e7#" abfallen, mithin |¢|* sich wie e™**" verhélt. Eine Anwendung des Satzes von
GauB auf (290) sagt uns, dafl die Gesamtladung des Atoms gleich Null ist und daf} der
Atomkern weiterhin wie ein punktférmiges Gebilde mit der Ladung Ze behandelt wird.

Eine Ersetzung des Coulomb-Potentials durch das abgeschirmte Potential hat die
Ersetzung q*> — q* + 4p* (und sonst nichts) zur Folge. Dies ergibt eine Korrektur des
differentiellen Wirkungsquerschnittes:

do Z?oa’*m? 1 — #sin’(0/2)
dQ  4(p*sin®*(0/2) + p?)? 1 -3

(291)

Hieraus folgt ein endlicher Ausdruck fiir den totalen Wirkungsquerschnitt o. Gleichzei-
tig verschwindet die Singularitéit bei p = 0, und wir erhalten:

Opo = (Zam)’p ™ =ap > =R’ (292)

Die rechte Seite stellt gerade den Inhalt die Kreisfliche dar, die durch die kleinste
Bohrsche Bahn umfahren wird. Das klassische Bild von Elektronen als Punktteilchen
benutzend konnen wir sagen: Im Grenzfall verschwindender Energie der streuenden
Elektronen wirkt ein neutrales Atom so, als ob ein Elektron genau dann gestreut wird,
wenn es diese Kreisflache trifft.
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5 Die zweite Quantisierung

Die zweite Quantisierung ist das eigentliche Werkzeug der Feldtheorie und unverzichtbar
fiir die moderne Teilchenphysik. Sie klassifiziert die Teilchen nach ihrer Statistik (Bose-
oder Fermi-Statistik) und erlaubt die Beschreibung der Erzeugung und Vernichtung von
Teilchen in einem Wechselwirkungsprozef3. Die mathematische Beschreibung geschieht
am einfachsten durch die sog. kanonischen Vertauschungsrelationen, und wir beginnen
hier mit der einfachsten Situation, der eines einzelnen Freiheitsgrades.

5.1 Bose-Teilchen (Bosonen)
5.1.1 Die kanonische Vertauschungsrelation (ein Freiheitsgrad)

Fiir einen Operator a und dem ihm zugeordneten adjungierten Operator a' gelte die
kanonische Vertauschungsrelation:

la,a'] =1 (293)

Es ist dann leicht, eine Darstellung durch Oszillatorvariablen zu finden. Der harmoni-
sche Oszillator mit der Energie

H: %pQ + %quQ

hat die klassische Frequenz w, wenn p und ¢ kanonisch konjugierte Variable sind. Quan-
tenmechnisch bedeutet dies, dafl die Heisenberg-Relation

[q,p] =i

erfiillt ist. Diese fiithrt aber gerade dazu, daff die Operatoren

a:\/gq—}—i oD aT:\/gq—i =D
die Relation (293) erfiillen. Die Energie erhilt dann die Form
H=1lw(a'a+ad") =w(a'a+ 1)

Der Hilbertraum #, auf den die Operatoren wirken, 148t sich rein algebraisch konstru-
ieren, indem man die Eigenzustinde der Energie algebraisch charakterisiert und diese
zu einer Basis von H erkldart. Man beginnt die Konstruktion mit dem Grundzustand
®,, der durch

ad, =0, |®o]| =1 (294)

bis auf eine Phase festgelegt ist, und konstruiert die Anregungen des Oszillators durch

1 n
= _
®, = vl (a) ®, n=12.3,... (295)

Man zeigt leicht, daf} die so konstruierten Zustéinde orthonomiert sind:

(¢n7 Qm) = 6nm
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Wir setzen voraus, dafl 4 minimal ist in dem Sinne, dafl das System der Zustdnde ®,,
vollstandig ist, d.h. eine Basis darstellt.
Es gelten die Darstellungsrelationen:

a®, = /n®,_,. a'®, =Vn+1®,.,, (296)

Aus ihnen folgen unmittelbar die Aussagen
ata®, = nd,, aa'®, = (n+1)d,, H®,=FE,®,

mit F, = (n + ;)w. Die durch (296) beschriebene Darstellung der kanonischen Vertau-
schungsrelation (293) ist irreduzibel auf dem Raum #: Es gibt keinen echten Unterraum,
der invariant unter der Wirkung von a und a' wire.

Der Hilbertraum erscheint hier als ein sehr abstraktes Gebilde. Man kann den Raum
jedoch sehr konkret durch Funktionen beschreiben, indem man die bekannte Realisie-
rung

1d
o =z, ® =-—0
(¢®)(z) = 2@, (p®)(z) = - ®(2)
wahlt, so dafl
“= \/7 \/ dz B \/7 2w da:
Der Hilbertraum ist L*(IR) (Raum der quadratintegrablen Funktionen ® auf IR). Der

Grundzustand ist darin eine Gauﬁ Funktion:
Dy(7) = (w/m) /e /2

Die anderen Basisfunktionen ®,(z) sind durch Hermite-Funktionen représentiert (also
durch Hermite-Polynome x Gau8-Funktion).

In allen Anwendungen der kanonischen Vertauschungsrelation (293) iibernimmt der

harmonische Oszillator nur die Rolle eines Analogmodells. Als Energie-Operator wahlt
man H = wa'a, also den Hamilton-Operator des Oszillators ohne die Nullpunktsenergie
1w,
: Der Vektor @, beschreibt in konkreten Situationen einen Mehrteilchen-Zustand mit
n Bose-Teilchen, alle in dem gleichen Einteilchen-Zustand. Die Natur des Einteilchen-
Zustandes ist der jeweiligen Interpretation iiberlassen und in dem obigen Formalismus
unsichtbar. Man sagt, das Bose-Teilchen habe in dieser reduzierten Beschreibung nur
einen einzigen Freiheitsgrad.

Der Operator a' heifit Erzeugungsoperator, da er die Zahl der Teilchen in einem
Zustand um eins erhoht. Entsprechend heif3t a Vernichtungsoperator, da er die Teil-
chenzahl um eins erniedrigt. Man nennt N = a'a den Teilchenzahloperator, da sein
Spektrum mit den moglichen Teilchenzahlen {ibereinstimmt. Der Grundzustand ®,, in
dem kein Teilchen vorhanden ist, wird kurz das Vakuum genannt. Man schreibt hierfiir
auch Q oder |0). Der Hilbertraum realisiert die einfachste Version eines Fockraumes fiir
ein Bose-Teilchen.

In der statistischen Quantenphysik begegnet man der Zustandssumme

(e} (e} 1
Z(w) =Spure ' =>(®D,, e P,) =D e " = gy (297)
n=0 n=0

Bei Strahlungsproblemen wire w die Frequenz eines Photons.
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5.1.2 Die kanonischen Vertauschungrelationen (viele Freiheitsgrade)

Im allgemeinen ist die Zahl der linear unabhéngigen Einteilchen-Zustinde abzahlbar
unendlich. Jedem Basiszustand entspricht dann einem Freiheitsgrad des Systems, den
wir durch den Index 7 € IN kennzeichnen. Die kanonischen Vertauschungsrelationen
lauten in diesem Fall:

[ah a“ = ik [aia ak] = [azv a;rc] =0 (298)

(i,k =1,2,3,...). Mehrteilchenzusténde liegen im Fockraum, den wir rein algebraisch
konstruieren. Die Konstruktion beginnt mit der Charakterisierung des Vakuums |0):

a;|0) =0, (0[0) =1 (299)
aus dem Zustdnde mit den Besetzungszahlen n; konstruiert werden:
Ininy . ..ng) = (nlny! - m) 2al™al™ - al™|0) (300)

Sie sind normiert und orthogonal (,orthonormiert“): Dies folgt aus den kanonischen
Vertauschungsrelationen (298). Die Zusténde |n,n, ...n;) bilden definitionsgemé&f eine
Basis fiir den Fockraum eines Teilchens mit Bose-Statistik. Wir sehen auf diese Weise,
dafl jede Basis des Einteilchen-Raumes in kanonischer Weise zu einer Basis des Fock-
raumes fiihrt. Als Teilchenzahl bezeichnet man den Operator

N = Zajai
i

mit der Figenschaft
Nlnny...ng) = (ny 4+ ng + - ng)|nny .. ny)

Kann man dem Freiheitsgrad ¢ einen Energie-Eigenwert w; zuordnen, so kann man den
Energie-Operator auf dem Fockraum unmittelbar angeben:

H = Z wia;fai
i

Man rechtfertigt dies durch den Nachweis, daf3
Hlniny...ng) = (mw; + nowy + -+ - ngwy ) [nyng ... ny)

gilt. Insbesondere erhélt das Vakuum die Energie Null.
Die Zustandssumme errechnet man wie folgt:

Z = Spure " = Jim (niny . ..ngle "niny . ony) = [ Z(w;) (301)
— 00 i—1
wobei Z(w) durch (297) gegeben ist. Streben die Energien w; fiir i — oo rasch gegen

+oc, so existiert das unendliche Produkt. Man schreibt dann Z = e=?F und nennt F
die freie Energie. Wir erhalten

F=p" ilog(l — e7Pv) (302)

73



Als innere Energie U bezeichnet man den Erwartungswert des Energie-Operators in
dem kanonischen Ensemble:

Spur He ##
U= () = S

Sie 148t sich aus der freien Energie berechnen:

d s w;
U= 5060 =3 5 (303)

Diese Formel hat nun eine unmittelbare Anwendung auf das freie Photongas (Hohl-
raumstrahlung). In einem endlichen Volumen V' C IR’ ist das Energiespektrum diskret.
Im thermodynamischen Limes, d.h. fiir V — IR’, wird es dagegen kontinuierlich in einer
solchen Weise, daf fiir jede Funktion f(w) (hinreichend glatt und rasch abfallend) gilt

. 1 d*k 1 e,
Jim S =2 [ G k) = 5 [ e f) (304)
Hier bezeichnet k den Impuls eines Photons und w = |k| seine Energie. Der Faktor

2 vor dem Integral beriicksichtigt die beiden Polarisationszustéinde des Photons bei
gegebenem Impuls. Die Vorschrift (304) fithrt dazu, daf die innere Energie pro Volumen
einen Limes in Form eines Integrals besitzt, das man auswerten kann:

.o

lim % — /Ooo dwu(w) = g (305)

V>IR3 15
Hierin bezeichnet u(w) die Spektraldichte, gegeben durch

T 2w?
e —1

(306)

u(w) =

(Plancksche Strahlungsformel). Mit der Messung der Spektraldichte der Hohlraum-
strahlung oder auch der Schwarzkorperstrahlung wurde bestétigt, dafl Photonen der
Bose-Statistik unterworfen sind.

5.1.3 Eine basisfreie Formulierung

Es soll nun eine Formulierung der kanonischen Vertauschungsrelationen vorgestellt wer-
den, die ohne die Wahl einer Basis fiir den Einteilchenraum A auskommt. Die Grundan-
nahme hierbei ist, daf} fiir jeden Zustand ¢ € H Operatoren a(¢) und a'(¢) existieren,
die zueinander adjungiert sind. Sie sollen die Relationen

[a(¢).a'(¢)] = (4.4),  la(¢),a(¢)] = [a'($),a’(¢")] = 0 (307)

erfiillen, fiir deren Formulierung die Kenntnis des Skalarproduktes in ‘H geniigt. Die
Operatoren sollen den folgenden zusétzlichen Forderungen gehorchen:

e Die Abbildung ¢ — a'(¢) ist linear.
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e Die Abbildung ¢ +— a(¢) ist antilinear?.

Anschaulich: Der Operator af(¢) erzeugt ein Teilchen mit dem Zustand ¢, der Operator
a(¢) vernichtet ein Teilchen. Der Zusammenhang mit der Beschreibung im vorigen

Abschnitt ist dann wie folgt. Sei {¢;, i = 1,2,3,...} eine Basis in ‘H und a; = a(¢;)

sowie a} = a'(¢;), so folgen aus der Entwicklung eines beliebigen Zustandes

¢ = 11 + Capy + C3ps + - - (c; € C)
die Relationen (298) und

a(p) = €Cia; + Cay + Caay + -+
a‘r(¢) = C1GJ{ + c2a; + CBG,; 4.

Auch hier verlangen wir die Existenz des Vakuumzustandes |0), d.h. fiir alle ¢ € H soll
gelten
a($)[0) =0,  (0]0) = 1. (308)

Zustéinde mit n Teilchen entstehen durch Anwendung der Erzeugungsoperatoren auf
das Vakuum:

b1 - bu) = a'(d1)al (¢2) - -a' (¢,)]0) (309)
Solche Zustédnde sind nicht normiert. Vielmehr gilt
(P10s - - Pu|P10s - . - ) = Perm (s, ¢y) (310)

Als Permanente einer n x n-Matrix A = (a,,) bezeichnet man den Ausdruck

Perm A = 171y 0ar(2) - * * Q)

wobei iiber alle Permutationen 7 der Zahlen 1,2,...,n summiert wird (in Analogie
zur Konstruktion der Determinante). Die Formel (310) folgt allein aus den kanonischen
Vertauschungsrelationen und den definierenden Eigenschaften des Vakuums. Der Beweis
geschieht durch Induktion nach n.

Die so eingefiithrten Mehrteilchenzustinde sind symmetrisch unter der Vertauschung
der Einteilchenzustinde ¢;. Diese Eigenschaft ist charakteristisch fiir die Bose-Statistik
identischer Teilchen. Der Raum aller Zustédnde dieser Art — konstruiert iiber dem Ein-
teilchenraum #H — heifit der Fockraum dber H und wird mit F,(#) bezeichnet. Der
Index + weist darauf hin, dafl die Zustdnde darin symmetrisch sind.

Konkreter wird die Beschreibung, wenn wir annehmen, dafl es sich bei 4 um den
Einteilchenraum eines skalaren Teilchens handelt, eines Teilchens also ohne Spin, be-
schrieben durch die Klein-Gordon-Gleichung. In diesem Fall lautet das Skalarprodukt:

6.6) = [ 25w ) (311)

2Es gilt a(Ap + N'¢') = Xa(p) + Na(¢') fiir A\, \' € C.
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Man schreibt demgemif (allerdings rein formal):

o) = [T 50 (312
i9) = [TLai o) (313

mit
la(p),a’(p')] = 2E8°(p — p'),  [a(p),a(®)] = [a'(p),a’(p")] =0 (314)

Man kann af(p) als einen Operator ansehen, der ebene Wellen mit dem Impuls p =
{E,p} erzeugt: a'(p)|0) = |p). Solche Zustéinde haben dann die iibliche Normierung:

(plp') =2E6°(p — p')

Auf dem Fockraum F, (H) 1aBt sich der Energie-Impuls-Operator P* entweder durch
das formale Integral

= [P0 i )atp) (315)
2F
einfiihren, oder dquivalent durch die Relationen

la(p), P*] =p"a(p),  [P*,a'(p)] =p"d'(p),  P"[0)=0. (316)

5.1.4 Die Quantisierung des Skalarfeldes

Es sei ®(x) ein reelles Skalarfeld, das der Klein-Gordon-Gleichung (O0+ m?*)®(z) = 0
geniigt. Als klassische Feldtheorie betrachtet, handelt es sich hierbei um ein dynami-
sches System mit unendlich vielen Freiheitsgraden. Fiir eine solche Auffassung wird
es notwendig, die Gleichbehandlung von Raum und Zeit aufzugeben und ®(¢, ) zu
schreiben. GewissermaBen tritt die kontinuierliche Variable 2 € IR’ an die Stelle ei-
nes Index 4, mit dem man in gewdhnlichen mechanischen Systemen die Freiheitsgrade
durchnumeriert.
Wir koénnen eine Lagrange-Funktion

L= /dBa:E(d)(.r), 03 (x))

angeben, so dafy die Feldgleichung — in unserem Fall die KG-Gleichung — mit der Euler-
Lagrangeschen Gleichung des Variationsproblems

/dt L = stationar

(siehe Hamiltonsches Prinzip der Mechanik) iibereinstimmt. Man bezeichnet £ als die
Lagrange-Dichte und W = [d*z L = [dt L als die Wirkung. Wir setzen

£ =1(09) — tm?®* (317)

und fassen das Integral L = [d®z £ als ein Funktional auf von ®(t,-) und ®(¢,-) bei
festem ¢ = 2°. Funktionalableitungen von L berechnet man nach den iiblichen Regeln.
Zu diesen Regeln gehort:

m/d% LVO(t, ) = —Ad(t, y).
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Insbesondere erhalten wir den kanonisch konjugierten Impuls zu den Feldvariablen
®(t,x), ¢ € R, als

5L oc .
=S apw)] @ (318)

und die Lagrangeschen Gleichungen

7(t, x)

0 oL oL

Z _ -0
ot 6d(t,z) O6D(t, )

sind in der Tat mit der Klein-Gordon-Gleichung identisch:

d . ) B
a@(x) — (A +m*)®(x) = 0.

Indem wir das freie Feld wie ein mechanisches System behandeln, kénnen wir es nach
den Vorschriften der Quantenmechanik quantisieren:

[@(t, x), m(t,2")] = id*(x — ). (319)

Dies geschieht zu einer festen Zeit, etwa ¢ = 0, und wird ergénzt durch

[(t, ), ®(t, )] = [r(t, ), 7(t, 2')] = 0.

Wir gelangen so zu den kanonischen Vertauschungsrelationen (im Ortsraum):
[@(z), D(2)]p = i0°(x — ') (320)

[@(x), ®(2)]i= = [®(). D(a")]izr = 0 (321)

Ist das klassische Feld reell, so ist das quantisierte Feld hermitesch. Die Fourier-
Zerlegung nimmt so die Form an:

Es ist nun ohne weiteres méglich, die Fourier-Amplituden durch ® und & bei t = 0
auszudriicken:

ap) = (@n) | d3a:e_i”“’{E<I>(a:)+i<i>(a:)}

dp) = (m) [ d%eim{E@(m)—z‘é(x)}

t=0

t=0

so daf} aus den kanonischen VR im Ortsraum die kanonischen VR im Impulsraum folgen.
Diese sind mit den im vorigen Abschnitt diskutierten VR der Operatoren a(p) und
a'(p) identisch. Man erkennt: Der Formalismus der zweiten Quantisierung, der zur
Konstruktion des Fockraumes fiihrt, ist dquivalent der kanonischen Quantisierung einer
Feldtheorie (freier Felder) im Ortsraum.

Die Analogie mit einem mechanischen System 14t sich fortsetzen. Durch eine
Legendre-Transformation gelangen wir von der Lagrange-Funktion L zu der Hamilton-
Funktion H:

H= / Prrd— L= / &z L[r? + (VD) + m?®?] (322)
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Klassisch ist H ein Funktional von 7(¢,-) und ®(t,-), quantenmechanisch jedoch ein
bestimmter Operator, fiir den wir den Ausdruck

erhalten. Er unterscheidet sich von dem gewiinschten Ausdruck (siehe (310))

H= / P Bat(p)a(p) (324)

um die ,Nullpunktsenergie“ oder ,, Vakuumenergie*

1 30)/d3pE

1. Der Ortsraum ist unendlich: 6°(0) = (27)~? [ d’x.

Sie ist aus zwei Griinden divergent:

2. Der Impulsraum ist unendlich, d.h. es existiert keine obere Schranke fiir die
Einteilchen-Energie.

Fiir einen endlichen Phasenraum €2 wiirde gelten:

dPxd®p
Ey=1 E
BN A TATE

Ist die Grofle des Phasenraumes in einem Experiment verdnderlich, so kann die Vakuum-
energie beobachtbar werden (Casimir-Effekt). Ist der Phasenraum in keiner Richtung
beschrankt, so betrachten wir die Vakuumenergie als unbeobachtbar; sie wird dann ein-
fach ignoriert, wie in (324) geschehen. In eine anderen Sprechweise wurde H durch die
Forderung renormiert, dafl das Vakuum die Energie Null bekommt.

Der Schritt von (323) nach (324) entspricht einer formalen Vorschrift, genannt Wick-
Ordnung: Man ersetze (im Bose-Fall) Ausdriicke der Art aa' grundsétzlich durch a'a.

Es bleibt zu priifen, welche Anderungen eintreten, wenn wir von einem komplezen
Skalarfeld ®(z) ausgehen. Dies 148t sich im Prinzip auf die vorige Situation zuriickfithren
durch Zerlegung nach Real- und Imaginérteil:

1

(o) = (@1(:5) + @2(:5))

Indem wir schreiben

ap) = Z(ai(p) +ias(p)) bp) = L(ap) —ias(p))
atl(p) = Z5(al(p) —ial(p)) bip) = Zz(al(p) +ial(p)),
gilt
[a(p), a'(p')] = [b(p), b (p')] = 2E6°(p — P') (325)

Alle anderen VR der Operatoren a, af, b, b’ verschwinden.
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Die Fourier-Zerlegung folgt unmittelbar:
d3p —ipx ipz 1,1
75 {e7a(p) + e"*b'(p) } (326)

Ein komplexes Skalarfeld beschreibt — nach Quantisierung — zwei Sorten von Teilchen
gleicher Masse und gleichem Spin (hier s = 0):

®(x) = (2m) 73/

e a'(p) erzeugt ein Teilchen mit dem Impuls p.

e bi(p) erzeugt ein Antiteilchen mit dem Impuls p.

Wir iiberpriifen den Ausdruck fiir die Energie
AH:/fﬂ@¢+ﬂ@YV¢+m@@]

wobei wir bereits eine bestimmte Reihenfolge der Faktoren gewihlt haben, die gewéhr-
leistet, da3 H hermitesch ist. Aus dieser Reihenfolge ergibt sich:

H= [~ E(a'(p)a(p) + b(p)b (p)) (327)

Erst durch Wick-Ordnung bekommt man einen Energie-Operator mit dem korrekten
Spektrum:

H= L/ a(p) + bt (p)b(p)) (328)

Wir iiberpriifen auch den Operator fur die Ladung (siehe (52), wir messen Ladung in
Einheiten von e oder —e):

Q:/d@f@y P = i(0°d — b D) (329)

Auf die Reihenfolge der Feldoperatoren ist auch hier zu achten, damit j° ein hermitescher
Ausdruck wird. Es folgt

Q= / — b(p)b' (p)) (330)

Auch hier 148t sich durch Anwendung der Wick-Ordnung ein giinstigeres Verhalten
erzielen:

Q= / () — b (p)b(p)) = N — N (331)
Die Operatoren ! ;
N= | ;l—g doal).  N= [ @) (332)

zahlen Teilchen bzw. Antiteilchen, die erwartungsgeméifl die entgegengesetzte Ladung
tragen. Das Spektrum von () besteht aus allen ganzen Zahlen: spec(Q) = Z.

Bose-Statistik verlangt Kommutatoren in den Grundgleichungen, die die Eigenschaf-
ten von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren festlegen, Fermi-Statistik verlangt im
Gegensatz dazu Antikommutatoren. Wollten wir das Skalarfeld nach den Regeln der
Fermi-Statistik quantisieren, so erhalten wir unsinnige Ergebnisse, wie die Ausdriicke
(322) und (325) fiir H und @ zeigen. Dies ist ein erster Hinweis auf das Spin-Statistik-
Theorem: Teilchen mit ganzzahligen Spin sind Bosonen.
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5.2 Fermi-Teilchen (Fermionen)
5.2.1 Die kanonische Antivertauschungsrelation (ein Freiheitsgrad)

Angenommen, fiir einen Operator ¢ und den ihm zugeordneten adjungierten Operator
a' gelten die kanonischen Antivertauschungsrelationen (AVR)

{a,a'} =1, {a,a} = {a',a'} =0 (333)

dquivalent mit
2
aa' +a'a =1, a*=a"" =0

Dariiberhinaus moge die Energie durch H = wa'a dargestellt sein. Es existiert ein
denkbar einfache Darstellung der AVR durch 2 x 2-Matrizen:

=0 o) “=(1 o)
““\o o) *“7\1 0

s (00 = (1)
S \0 1/ ~\0 0

Die gleiche Darstellung kann durch Pauli-Matrizen beschrieben werden:

so dafl

a=3(o +i0y), a' = (o) —ioy)

Der Grundzustand (Vakuum) ist auch hier durch die Bedingung a|0) = 0 charakterisiert.
Er ist durch einen Spinor gegeben, ebenso wie der Einteilchenzustand |1) = a'|0):

Diese beiden Zustédnde bilden bereits eine Basis. Mit anderen Worten: Der Hilbertraum
(= Darstellungsraum der Operatoren a und a') ist zweidimensional. Er wird allgemein
mit C* bezeichnet. GewissermaBen hat das Fermion darin nur einen Freiheitsgrad, der
entweder besetzt oder unbesetzt sein kann. Mehrfache Besetzung ist nicht moglich (—
Paulisches AusschlieBungsprinzip); denn es gilt (a')?> = 0. Der mathematische Forma-
lismus dhnelt somit dem eines Zwei-Niveau-Systems, bei dem die Niveaus durch eine
Energie w getrennt sind:

1)

0)
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Da diese Situation sehr haufig in der Physik anzutreffen ist (Spin im Magnetfeld,
Laser, Gitterfehlstelle etc.), ist es verstéindlich, dafl die kanonischen AVR, in sehr unter-
schiedlichen Situationen eine Rolle spielen.

Da es nur zwei unabhéngige Zusténde gibt, ist die Zustandssumme fiir einen Frei-
heitsgrad sehr einfach zu berechnen:

1
Z(w) =Spure ™ =Y "(nle"|n) =1+ e ™ (334)

n=0

5.2.2 Die kanonischen Antivertauschungsrelationen (viele Freiheitsgrade)

Wir gehen nun iiber zu dem Fall, bei dem die Zahl der Freiheitsgrade abzihlbar unend-
lich ist, und schreiben die kanonischen AVR in der Form

{a;,al} = 6, {a;,a;,} = {al,al} =0 (335)
(i,k=1,2,3,...). Der Vakuumzustand ist wie iiblich durch
a;[0) =0,  (0[0) =1

charakterisiert. Mehrteilchenzustéinde werden durch die Anwendung der Erzeugungs-
operatoren a! konstruiert:

nyn,...ng) =al"al™ - al™|0) (n;=0,1und k =1,2,3,...) (336)

Diese Zusténde sind orthonormiert und bilden eine Basis im Fockraum mit Fermi-
Statistik: Jeder Freiheitsgrad (Index i) kann hochstens einfach besetzt sein; denn es
gilt (al)? = 0 als Folge der kanonischen AVR. Wire die Zahl der Freiheitsgrade endlich,
sagen wir ¢+ = 1,...,n, so hitte der Fockraum eine endliche Dimension d = 2" und
konnte mit

C'=CeC®. - -0C (n Faktoren)

identifiziert werden.
Als Teilchenzahl bezeichnet man den Operator

N =) ala, (337)

mit der Eigenschaft
N|n1n2...nk> — (Tll +TL2 + "'nk)|n1n2...nk> (k = 1,273,...)

Wir nehmen nun an, jedem Freiheitsgrad ¢ sei ein Eigenwert w; zugeordnet. Dann ist
es moglich, den Energie-Operator auf dem Fockraum als

H =) wala, (338)
zu schreiben. Die Zustandssumme errechnet sich daraus wie folgt:

Z =Spure™™ =] Z(w;) (339)
i=1
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unter Benutzung von (334). Fiir die Konvergenz des Produktes ist es wiederum notwe-
nig, dafl die Energien w; fiir ¢ — oo rasch gegen +oco streben.
Die freie Energie erhalten wir als

F=-p"'logZ=-p" ilog (1 + e’ﬁ‘”)

i=1
um daraus die innere Energie zu berechnen:

oo

Wi
— (6P = > (340)

Die innere Energie U fiir Fermionen unterscheidet sich von dem entsprechenden Aus-
druck (298) fiir Bosonen lediglich um ein Vorzeichen.

Das groflkanonische Ensemble benutzt die Teilchenzahl N und das chemische Poten-
tial IV als ein neues Paar konjugierter Variablen. Die Ersetzung H — H — uN fiihrt auf
die grofikanonische Zustandssumme und einem thermodynamischen Potential® K:

B(H—pN) —BK

Z = Spure” =e

Die innere Energie U = (H) und die mittlere Teilchenzahl (N) ergeben sich durch
partielle Ableitungen: Ableitungen:

0 0

() = n{N) = 5 (0K). (V) =~ 5K

Man erhilt so die Ergebnisse

> 1
U = N)y=» ——— 341
Z + 1’ (N) z:21 eflwi—n) 4 1 (341)
Die Formeln haben eine Anwendung in der Theorie des freien Elektronengases (nicht-
relativistisch im Metall, relativistisch in einem Plasma oder in der Sternmaterie). Fiir
die relativistische Energie-Impuls-Relation £ = /m? + p? finden wir im thermodyna-
mischen Limes die Energiedichte

U d? E 1 = E?\E? — m?
lim — 2/ P = —/ dg =Y — " (342)
V—IR3 |V| (27r)3 eBE-u) 4 1 72 Jm eB(E—u) 4 1

Der Faktor 2 vor dem Integral beriicksichtigt die zwei Freiheitsgrade des Elektronen-
spins.
5.2.3 Der Dirac-See

Die kanonischen AVR haben eine bemerkenswerte Symmetrie: Vertauscht man darin a;
mit a!, so bleiben die Relationen der Form nach erhalten. Dies legt nahe, einen Zustand
|0) zu suchen — wir wollen ihn das Antivakuum nennen — , fiir den gilt:

all0y =0,  (0]0) =1 (343)

3Das Potential K ist verschieden von der freien Energie. Es trigt keinen besonderen Namen. Der
Zusammenhang ist durch K = F — u(N) gegeben.
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Offenbar bedeuten diese Forderungen gerade, dafl jeder Freiheitsgrad ¢ bereits besetzt
ist. Formal:
0) = [11111...) (344)

Macht diese Schreibweise einen Sinn? Hierzu mufl man zwei Situationen unterscheiden:

1. Die Zahl der Freiheitsgrade ist endlich. In |11111...) steht eine endliche Zahl von
Einsen, und das Antivakuum liegt im Fockraum, konstruiert iiber dem Vakuum.
Das Antivakuum definiert zwar eine neue Darstellung der kanonischen AVR. Sie
ist jedoch der Vakuum-Darstellung dquivalent.

2. Die Zahl der Freiheitsgrade ist unendlich. Der Zustand [11111...) mit n Einsen
konvergiert nicht fiir n — oo als Vektor im Fockraum, der das Vakuum enthélt;
denn ein solcher Limesvektor wire orthogonal zu allen Basisvektoren |n,n, ...n;)
(k=0,1,2,...), was unmoglich ist. In diesem Fall definiert das Antivakuum eine
vollig neue Darstellung der kanonischen AVR. Wir bezeichnen sie als “neu®, weil
sie indquivalent zur Vakuum-Darstellung ist.

Dirac machte zuerst Gebrauch vom Antivakuum. Deshalb nennt man diesen Zustand
auch den Dirac-See. Zum Antivakuum gehort der Anti-Fockraum. Eine Basis darin
konstruiert man, indem man Teilchen aus dem Dirac-See entfernt:

s ) = attal? - - ap|0) (n; =0,1) (345)

Solche Zustéinde, die ,,Locher” im vollbesetzten Dirac-See beschreiben, benehmen sich
wieder wie Teilchen. Im Anti-Fockraum gilt:

e a,; erzeugt ein Loch mit dem Freiheitsgrad .

e a! vernichtet ein Loch mit dem Freiheitsgrad i.

Die Zahl der Locher (0,—1,—2,—3,...) zdhlt der Operator
N=-> aal

Er unterscheidet sich von der Teilchenzahl N = ¥, ala; um eine Konstante, namlich
um die (i.allg. divergente) Summe Y, 1 (= Zahl der Freiheitsgrade). Dies sagt, wie zu
erwarten, da N und N nicht auf dem gleichen Hilbertraum operieren, wenn die Zahl
der Freiheitsgrade unendlich ist.

Die Energie H muf fiir Locher ebenfalls neu definiert werden. Sie erhilt dadurch ein
anderes Vorzeichen. Aus dem positiven Ausdruck H =}, w;ala; wird durch Anwendung
der kanonischen AVR

H=H+)> w, H=-) waal

Auch hier unterscheiden sich H und H um eine Konstante, nimlich um die (i.allg.
divergente) Summe Y, w;.

Ahnliche Aussagen gelten fiir andere Observable (Impuls, Drehimpuls, Ladung etc.).
Ob man in einer konkreten Situation die Vakuum-Darstellung oder der Antivakuum-
Darstellung der kanonischen AVR wahlt, hingt von dem angestrebten Energie-Spektrum
ab: Gilt H < 0 bei Wahl der Vakuum-Darstellung, so gilt H > 0 in der Antivakuum-
Darstellung und umgekehrt.
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5.2.4 Eine basisfreie Beschreibung

Die Formulierung der kanonischen AVR, die ohne die Wahl einer Basis im Einteilchen-
raum H auskommt, nimmt an, da8 fiir jeden Vektor ¢ € H Operatoren a(¢) und a'(¢)
existieren mit den Relationen

{a(¢).a'(¢)} = (6, ¢),  {a(9),a(¢)} = {a'(¢).a'(¢)} =0, (346)

fiir deren Formulierung die Kenntnis des Skalarproduktes in H geniigt. Die Operatoren
sollen den folgenden zusétzlichen Forderungen gehorchen:

e Die Abbildung ¢ + a'(¢) ist linear.
e Die Abbildung ¢ +— a(¢) ist antilinear

Auch hier gilt: Der Operator af(¢) erzeugt ein Teilchen mit dem Zustand ¢, der Opera-
tor a(¢) vernichtet ein Teilchen. Der Zusammenhang mit der Beschreibung im Abschnitt
5.2.2 ist dann wie folgt. Sei {¢;, i = 1,2,3,...} eine Basis in # und a; = a(¢;) sowie
al = a'(¢;), so folgen aus der Entwicklung eines beliebigen Zustandes ¢ = Y, ¢;¢; mit

¢; € C die Relationen (335) und
a(¢) =) _ca a'(¢) =Y cial (347)

Auch in diseser Formulierung verlangen wir die Existenz des Vakuumzustandes |0), d.h.
fiir alle ¢ € H soll gelten
a($)[0) =0,  (0]0) =1. (348)

Zustdnde mit n Teilchen entstehen durch Anwendung der Erzeugungsoperatoren auf
das Vakuum:

b1+ bu) = a'(d1)a’ (¢2) - -a' (¢,)]0) (349)
Solche Zusténde sind antisymmetrisch unter Permutationen ihrer Argumente. Es gilt

wobei rechts die Determinante einer n x n-Matrix steht, die aus den Skalarprodukten zu
bilden ist. Diese Formel folgt allein aus den kanonischen Vertauschungsrelationen und
den definierenden Eigenschaften des Vakuums. Der Beweis geschieht durch Induktion
nach n.

Der Raum aller Zustidnde dieser Art — konstruiert iiber dem Einteilchenraum H —
heiflt auch Fockraum dber H und wird mit F_ () bezeichnet. Der Index - weist darauf
hin, daf} die Zustinde darin antisymmetrisch sind.

Konkreter wird die Beschreibung, wenn wir annehmen, daf es sich bei 2 um den Ein-
teilchenraum eines Dirac-Teilchens handelt, eines Teilchens also mit Spin 3, beschrieben
durch die Dirac-Gleichung. In diesem Fall lautet das Skalarprodukt:

6.6) = [ 32 X 5,604,0) (351)
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(0 = £3). Man schreibt formal:

@) = [5n X llo.0) (352
A0 = [5E S a0 (353)

mit
(0, (0).al 0)} = 256 (=P {an(p)oan ()} = al(p)oal (0)} =0 (354)

Man kann af (p) als einen Operator ansehen, der ebene Wellen mit dem Impuls p =
{E,p} und der Polarisation o erzeugt: a!(p)|0) = |po). Solche Zustéinde haben dann
die iibliche Normierung:

(polp'c’y = 2E8 (p — p')dys
Auf dem Fockraum F' (#) 1aBt sich der Energie-Impuls-Operator P* entweder durch
das formale Integral

d*p
pPr=[o=p" > al(p)a,(p) (355)
2F ~
einfiihren, oder — besser noch — durch die Relationen

la,(p), P"] = p"a,(p),  [P",al(p)] =p"al(p),  P"|0)=0. (356)

Was iiber Teilchen hier gesagt wurde, gilt sinngeméf auch fiir Antiteilchen. Nur ist es
notwendig, den Einteilchenraum H der Teilchen von dem Einteilchenraum #H der An-
titeilchen zu unterscheiden, obwohl beide Rdume ihrer Struktur nach vollig gleich sind.

So haben wir also einen Fockraum F_(#) der Teilchen und einen Fockraum F_(H) der
Antiteilchen. Derjenige Fockraum, der alle Mehrteilchenzustinde (gleich ob Teilchen
oder Antiteilchen) enthilt ist F_(H @& H). Dies verlangt, dal wir die Unterscheidung
zwischen Teilchen und Antiteilchen wie einen neuen Freiheitsgrad behandeln (beschrie-
ben durch einen Index mit zwei Werten), und dafl die Operatoren a(¢$) and a'(¢) fiir
Teilchen mit den Operatoren b(¢) und b'(¢) fiir Antiteilchen antivertauschen.

5.2.5 Die Quantisierung des Dirac-Feldes

Es sei ¢(z) ein Dirac-Feld, das der Dirac-Gleichung (id — m)y = 0 geniigt. Es ist auch
in dieser Situation méglich, eine Wirkung

W:/ﬁL
und eine Lagrange-Funktion
L= [ dc(v(@), i), o), 59(x))
zu finden mit der Lagrange-Dichte
£ =Re (¥(z)(i@ — m)y(z)) (357)
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so dafl die Dirac-Gleichung mit der Euler-Lagrangeschen Gleichung

9 oL 4L
ot sy(t,z) OY(t )

iibereinstimmt. Die komplementére Gleichung

o oL 4L
ot oip(t,x)  OY(t,x)

liefert keine neue Information: Sie stimmt mit (i — m)y = 0 iiberein. Der kanonische
Formalismus behandelt aber 1) und 1) wie unabhiingige Variable und vermeidet auf diese
Weise eine Zerlegung der Feldkomponenten nach Real- und Imaginérteil.

Insbesondere erhalten wir den ,kanonischen Impuls® des Feldes 9 als

oL

() = o) > (=) ()
zusammen mit dem des Feldes v:

()= 9L iy

7o) = 5y = SC@)

Durch eine Legendre-Transformation finden wir die Hamilton-Funktion:
H = /d% (pm+79) - L
— Re /d3x¢3(m—m-V)¢
— Re /dBm@Z(iyoﬁo)w (358)

Fiir das Endresultat haben wir von der Dirac-Gleichung Gebrauch gemacht.
Die Fourier-Analyse gestattet uns zu schreiben:

@p

la) = (2m) " 2F Z (ao(P)U(p, o)e " + bl (p)u(p, 0)6W>

Damit folgt unter Beachtung der Reihenfolge der Faktoren:
d’p t t
o= [SEES (alpa.p) - b0 () (359)

So geschrieben, ist H nicht positiv definit. Eine Quantisierung durch kanonische VR
kommt nicht infrage. Denn selbst die Wick-Ordnung kann diesen Mangel nicht beheben.
Hier helfen jedoch die kanonischen AVR: Die Wick-Ordnung ersetzt hier Ausdriicke der
Art bb' duch —b'b, und wir erhalten so den korrekten Operator fiir die Energie:

n= [T g 3 (a0t + 8,000 0)) (360)
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Es gilt nun H > 0 wie gewiinscht. Der Zusammenhang von Spin und Statistik finden
wir auch hier bestétigt. Teilchen mit dem Spin ; sind Fermionen.

Dirac fafite Positronen als Locher in einem See von Elektronen negativer Energie auf.
Aus seiner Sicht war b, (p) ein Erzeugungsoperator fiir Elektronen negativer Energie und

das Vakuum durch
a,(p)|0) = bl (p)[0) =0

charakterisiert, wihrend der Dirac-See |0), gegeben durch

der eigentliche Grundzustand der Dirac-Theorie ist (alle Zustéinde negativer Energie
sind besetzt).

In der modernen Auffassung sind Positronen gewohnliche Teilchen (keine Lécher).
In moderner Sicht ist bf (p) ein Erzeugungsoperator fiir Antiteilchen, und das Vakuum
wird durch

a,(p)|0) = b,(p)|0) =0

charakterisiert. Die quantisierte Dirac-Theorie ist nach Einfithrung der Wick-Ordnung
in sich konsistent.

Wir stiitzen die letzte These noch dadurch, dafi wir den Operator der Ladung (in
Einheiten von e oder —e) untersuchen:

Q= [daj'@),. =" (361)

In der unquantisierten Theorie ist j° nichtnegativ: Dies galt als ein Vorzug gegeniiber
der Klein-Gordon-Gleichung. Was gilt in der quantisierten Theorie? Wir erhalten durch
direkte Rechnung ohne Wick-Ordnung zunéchst:

Q=525 (awacto) + 001 0) (362

Dieser Ausdruck ist immer noch positiv definit. Die Wick-Ordnung verdndert ihn jedoch
in entscheidender Weise (beachte das Minuszeichen):

Q= [55 5 (awacte) - b)) (36

Das Resultat ist indefinit und gerade deshalb korrekt. Denn Teilchen und Antiteilchen
tragen entgegengesetzte Ladung.
Aus den kanonischen AVR

{as(p), al. (1)} = {b,(p), 0L (')} = 2E6°(p — P')0s0 (364)

(alle anderen Antikommutatoren verschwinden) folgen kanonische AVR fiir die Feld-
komponenten:

{(2), 4" (2") }ie = 6°(z — 2')1L (365)
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Ausgeschrieben bedeutet diese Relation, daf3

{wa('r)v 7vb;(xl)}t:t' = 53(33 - wl)éaﬁ (366)

fiir o, = 1,2, 3,4 gilt. Zum Beweis benutze man die Fourier-Zerlegung des Feldes und
die Relationen

dulp,o)u(p,o)=(p+m)y’, Y v(p,o)v'(p.o) = (p—m)

g o

Dann findet man die Darstellung

(@), () by = L (2 — @) + (2 — 2)
mit 7
Lo(@) = (2m) " [T (p+ m)ee

Ersetzt man in I_ die Integrationsvariable p durch —p, so erhélt man

3
L(w) + I_(z) = (2r) [ Z—g 2 = (2m)7 [ Pper®l = 5(2)1

wie behauptet.
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Anhang: Zwei Maflsysteme der Elektrodynamik im Vergleich

Gaufisches System (GS) internationales System (SI)
Potential : Ar ={D, A} A = {D,cA}
Feldstérke: Frv = 9" A* — " A” Frv = 9" A* — 9" A”
el. Feld : E = {F", Fo o) E = {F, F?, %)
mag. Feld: B = {F» ¥ 1) cB = {F», F%, F12)
E=—12A4-V% E=-2A-V0
B=VxA B=VxA
Kraft auf eine
Punktladung g¢: K =qE+c'vxB) K =q(E+v x B)
Stromdichte: g ={cp, 3} g ={cep, 3}
Kontinuitats-
gleichung;: 0,7" =0 0,7" =0
Lp+Vj=0 Lp+Vj=0
homogene
Maxwell-Gleichungen: | 0, F" = 4mwc ' j* 0,F" = eycy”
gleichbedeutend mit: | V-E = 47p eV-E=p
VxB=1%%j4+12E VxB=j+ 55E
inhomogene
Maxwell-Gleichungen: | 0" F*? 4+ 0°F* + 9"F°* =0 | O"F"" 4+ 0°F* + 0"F°* =0
gleichbedeutend mit: | VXE+12B =0 VXxE+ 2B =0
V-B=0 V-B=0
Lorentz-Bedingung: L2 +V-A=0 20+ V-A=0
Wellengleichung;: OA# = 42 5 OA* = €,cg”
Energiedichte: w=L(E*+ B w = Y(eE" + py' B?)
Poynting-Vektor: S=°-ExB S=u,'ExB
Energiebilanz : Sw+V-§=—j-E Sw+V-§S=—j-E
Feinstruktur-
konstante: a = e*/(hc) a = e*/(4meshc)
Bohrsches
Magneton: ps = eh/(2me) ps = eh/(2m)

In ST gilt ¢ ? = €yuy. Quantenmechanik und Atomphysik fuflen auf dem Gauf3schen
System, die Quantenelektrodynamik hingegen auf dem internationalen System mit den
Vereinfachungen, die sich aus ¢y = o = ¢ = h = 1 ergeben.



