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Kapitel 1Motivation
Wir haben bisher in der nihtrelativistishen Quantenmehanik die Darstellungstheorie kontinuier-liher Gruppen dazu benutzt, um bestimmte Freiheitsgrade eines quantenmehanishen Systems zuerfassen und zu klassi�zieren.Konkret haben wir zun�ahst die Aktionen der Drehgruppe auf den Zust�anden des HilbertraumesL2 (R3) betrahtet. Mit Hilfe allgemeiner Aussagen �uber die Darstellungen von Lie-Gruppen undLie-Algebren haben wir die Darstellung der Drehgruppe �uber die Drehimpulsoperatoren konstruiert.Anshlie�end haben wir diese Darstellung ausreduziert und gesehen, da� sih der Hilbertraum Hshreiben l�a�t als: H = 1Ml=1 Hl; Hl = f	lmj � l � m � lg ; dimHl = 2l + 1[6℄In einem n�ahsten Shritt haben wir zus�atzlihe Freiheitsgrade (Spin) eingebaut, indem wir denHilbertraum H zu Hs erweitert haben: Hs = H0 
 C 2S+1Wir haben dann speziell H1=2 betrahtet und ebenfalls die Frage nah (irreduziblen) Darstellungender Drehgruppe gestellt. Die Antwort war, da� zwar keine Darstellungen aber Strahldarstellungenm�oglih sind. Die Konstruktion dieser Strahldarstellungen lieferte den Spinoperator S und denOperator des Gesamtdrehimpulses J.Hier wollen wir nun einige (irreduzible) Darstellungen der Poinar�e-Gruppe konstruieren. Wir wer-den sehen, da� diese Darstellungen bestimmte poinar�einvariante Gleihungen f�ur die Zust�andeliefern: Die Klein-Gordon- und die Dira-Gleihung.
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Kapitel 2Die Galilei-Gruppe
Wir beginnen damit, zun�ahst die Wirkung der Galilei-Gruppe auf Zust�ande, die L�osung der(zeitabh�angigen) Shr�odingergleihung sind, anzugeben. Allerdings soll hier niht die gesamte Struk-tur der Strahl-Darstellung der Galilei-Gruppe diskutiert werden, denn es wird sih zeigen, da� dieGalilei-Gruppe auf quantenmehanishen Zust�anden komplizierter operiert als die Poinar�e-Gruppe,so da� die relativistishe (lorentzinvariante) Theorie von diesem Standpunkt aus betrahtet einfa-her ist.Wir gehen von den L�osungen der freien Shr�odinger-Gleihung f�ur ein Teilhen ohne Spin aus:� 12m�	(~x; t) = i _	 (~x; t)
Der Einfahheit halber, rehnen wir hier in Einheiten von ~ (d.h. ~=1) und  (d.h. =1. Es giltallerdings niht ~=, deshalb benutzen wir die umst�andlihere, korrekte Sprehweise "in Einheitenvon. . .\).Die Galilei-Gruppe besteht aus den Elementen Translation, Zeittranslation, Rotation und Boost.Da 	 (~x; t) eine skalare Funktion ist, wird man erwarten, da� sih 	 gem�a� der kanonishen Dar-stellung transformiert:G Galilei-Gruppe 8g 2 G : (� (g)	) (~x; t) = 	��1g ~x; �1g t�
Andererseits erwartet man, wenn 	 (~x; t) L�osung der Shr�odinger-Gleihung ist, da� auh(� (g)	) (~x; t) L�osung dieser Gleihung ist. Dies aber hat zur Folge, da� 	 sih bei Boosts nihtgem�a� einer kanonishen Darstellung transformiert, wie wir unten sehen werden.2



3Man �ndet folgende Darstellung der Galilei-Gruppe:Translation: ~x0 = ~x+ ~a 	0 (~x; t) = 	 (~x� ~a; t)t0 = tZeittranslation: ~x0 = ~x 	0 (~x; t) = 	 (~x; t� �)t0 = t+ �Rotation: ~x0 = R~x; R2SO (3) 	0 (~x; t) = 	 (R�1~x; t)t0 = tBoost: ~x0 = ~x+ ~vt 	0 (~x; t) = ei(m~v�~x�m2 v2t)	 (~x� ~vt; t)t0 = tWir sehen, da� sih L�osungen der Shr�odinger-Gleihung unter r�aumlihen und zeitlihen Translati-onen, sowie unter Rotationen, gem�a� der kanonishen Darstellung transformieren. Bei Boosts mu�jedoh ein anderes Transformationsgesetz angewandt werden, da bei der kanonishen Darstellungeine L�osung der Shr�odinger-Gleihung niht wieder in eine L�osung �uberf�uhrt werden k�onnte.Sei also zun�ahst versuhsweise 	0 (~x; t) =	 (~x� ~vt; t).Dann ist: i _	0 = i�	(~x0; t)�~x0 �~x0�t + i�	(~x0; t)�t ; ~x0 : = ~x� ~vt= i~r~x0	(~x0; t) � (�~v) + i�	(~x0; t)�t= �i~v � ~r~x0	(~x0; t) + i ��t	(~x0; t)Andererseits: �~x	0 (~x; t) = ~r~x �~r~x	(~x0; t)�= ~r~x00B� �~x0�~x|{z}=1 �~r~x0	(~x0; t)1CA= �~x0	(~x0; t)=) � 12m�	0 (~x; t)� i _	0 (~x; t) == � 12m�~x0	(~x0; t)� i�	(~x0; t)�t + i~v � ~r~x0	(~x0; t)= i~v � ~r~x0	(~x0; t) 6= 0Daraus folgt: Mit 	 (~x; t) ist niht auh 	 (~x� ~vt; t) L�osung!



4 Die Galilei-GruppeMit 	0 (~x; t) =ei(m~v�~x�m2 v2t)	 (~x� ~vt; t) erh�alt man stattdesseni _	0 = ��i~v � ~r~x0	(~x0; t)� ei(m~v�~x�m2 v2t) ++�i ��t	(~x0; t)� ei(m~v�~x�m2 v2t) ++�m2 v2� ei(m~v�~x�m2 v2t)	 (~x0; t)und ~r~x �	(~x0; t) ei(m~v�~x�m2 v2t)� = �~r~x0	(~x0; t)� ei(m~v�~x�m2 v2t)+im~v	(~x0; t) ei(m~v�~x�m2 v2t)�~x0	0 (~x; t) = �m2v2	(~x0; t) ei(m~v�~x�m2 v2t) ++2 (im~v)�~r~x0	(~x0; t)� ei(m~v�~x�m2 v2t) ++ (�~x0	(~x0; t)) ei(m~v�~x�m2 v2t)=) � 12m�~x0	0 (~x; t)� i _	0 (~x; t) = m2 v2	(~x0; t) ei(m~v�~x�m2 v2t) ��i~v �~r~x0	(~x0; t)� ei(m~v�~x�m2 v2t) �� 12m (�~x0	(~x0; t)) ei(m~v�~x�m2 v2t) ��i�	(~x0; t)�t ei(m~v�~x�m2 v2t) ++i~v � �~r~x0	(~x0; t)� ei(m~v�~x�m2 v2t) ��m2 v2	(~x0; t) ei(m~v�~x�m2 v2t)= �� 12m�~x0	(~x0; t)� i _	 (~x0; t)�| {z }=0 ei(m~v�~x�m2 v2t)= 0Damit ist gezeigt, da� das Transformationsgesetz f�ur Boosts rihtig ist.Nun wissen wir aber, da� die Galilei-Transformationen niht die rihtigen Transformationen zwi-



5shen Inertialsystemen sind. Denn die Maxwellshen Gleihungen der Elektrodynamik | die experi-mentell best�atigt sind und als gesihert angesehen werden d�urfen | sind niht galileiinvariant! DieserUmstand veranla�te Einstein dazu, nah einem Transformationsgesetz zu suhen, das die Maxwell-Gleihungen invariant l�a�t. Die L�osung dieses Problems ist heute als Lorentztransformation (besser:Lorentzboost) bekannt.



Kapitel 3Die Lorentz- und die Poinar�e-Gruppe
Die Lorentztransformationen lauten:~x0 = ~x+  � 1v2 ~v (~v � ~x)� ~vtt0 = �t� ~v � ~x2 �mit:  = 1q1� �v�2Nimmt man zu diesem Boost-Gesetz die Raum- und Zeit-Translationen und -Spiegelungen sowiedie Rotation hinzu, so erh�alt man anstelle der Galilei-Gruppe eine neue Symmetriegruppe. Diesewird als Poinar�e-Gruppe bezeihnet.Bevor wir die Wirkung der Poinar�e-Gruppe auf quantenmehanishe Zust�ande diskutieren, be-trahten wir zun�ahst die Struktur dieser Gruppe:Die Poinar�e-Gruppe operiert im R4 mit der Lorentz-Metrik g(�; �).Das Paar IM : = (R4 ; g (�; �)) bezeihnet man als Minkowski-Raum.Es ist: x2R4 mit x= (x0; ~x); x0 : = t; ~x2R3g (x;x) := �x0�2 � j~xj2 = �x0�2 � 3Xk=1 x2k = g��x�x� = x � ydabei ist g�� die 4� 4-Matrix 0BBBBBB� 1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 1CCCCCCABitte beahten Sie, da� wir hier und im Folgenden die Einsteinshe Summenkonvention verwenden.�Uber Indizes, die in einem Produkt sowohl ko- als auh kontravariant auftreten (also einmal untenund einmal oben) wird summiert. Die Summation l�auft dabei f�ur lateinishe Indizes von 1 bis 3 undf�ur griehishe von 0 bis 3. 6



7Wir k�onnen nun die Elemente der Poinar�e-Gruppe P (und der darin enthaltenen Lorentz-GruppeL) allgemein harakterisieren:�2L :, � : IM! IM, so da� 8x2 IM : g (�x;�x) =g (x;x).A2P :, 9a2 IM 9�2L, so da� A(x)=�x+ a.Anders formuliert: Die Elemente der Poinar�e-Gruppe setzen sih zusammen aus allgemei-nen Lorentztransformationen (die isometrish bzgl. g sind) und Raum-Zeit-Translationen.Man kann nun jedes Element der Lorentzgruppe (also jede Isometrie �) durh folgenden (hier nihtbewiesenen) Satz darstellen:8� mit g (�x;�x) = g (x;x) 9�1; �2 2 f0; 1g ; v 2 R;R1 ; R2 2 SO (3)so da�: � = R1L0 (v)R2P �1T �2dabei ist P die Parit�atsoperation: P~x = �~xP t = tund T die Zeitspiegelung: T~x = ~xT t = �tL0 (v) ist: L0 (v) = 0BB�  v 0 0v  0 00 0 1 00 0 0 1 1CCAWir k�onnen nun, da wir festgelegt haben, wie die Poinar�e-Transformationen im Minkowski-Raumwirken, beginnen die Darstellungen der Poinar�e-Gruppe auf quantenmehanishen Zust�anden zudiskutieren.e Allerdings beshr�anken wir uns dabei auf die Darstellungen der Zusammenhangskom-ponente, die aus den Transformationen mit �i=0 besteht. Da die Darstellung der Zeitumkehr nurantiuntit�ar erfolgen kann, und eine Betrahtung dieser diskreten Transformationen nur unn�otigeShwierigkeiten mit sih bringt, ohne wesentlih zur Erhellung beizutragen.Zun�ahst betrahten wir den Fall einer skalaren Funktion (d.h. eines freien Teilhens mit Spin 0).Anshlie�end erweitern wir die Darstellung auf ein freies Einteilhenproblem mit Spin 1/2.



Kapitel 4Darstellung der Poinar�e-Gruppe f�urSpin 0 | die Klein-Gordon-Gleihung.
Analog zur Shr�odinger-Gleihung gehen wir auh hier von skalaren Funktionen aus. Wir werden| im Gegensatz zum Shr�odinger-Fall | eine Darstellung der Poinar�e-Gruppe de�nieren und dieBewegungsgleihung anshlie�end aus der Forderung nah der Invarianz der Zust�ande erhalten.Man k�onnte sih nun fragen, warum wir ein solhes Vorgehen niht angewendet haben, um ausder Galilei-Gruppe die Shr�odinger-Gleihung zu deduzieren. Der Grund daf�ur ist, da� die Galilei-Gruppe niht so einfah wie die Lorentzgruppe zu behandeln ist. So kann man zeigen, da� vonder Galilei-Gruppe selbst keine Darstellung existiert, die mit der Shr�odinger-Gleihung kompatibelist. Erst durh hinzunehmen bestimmter, mit allen Elementen der Galilei-Gruppe kommutierenderElemente ("zentrale Erweiterung\) l�a�t sih eine Strahl(!)-Darstellung angeben, die dann auh denPhasenfaktor bei der Wirkung der Boosts auf Zust�ande ergibt.Sei also � : IM ! Cx 7 ! � (x) und x0=A � x=�x+ a mit A2P gegeben.Dann erkl�aren wir eine Darstellung von A durh�0 (x0) = � (x)oder: (� (A)�) (x) = ���1A x� siehe auh Kapitel 2 in [7℄Mit x0=�x+ a=Ax folgt: x =�1� (x0 � a) =�1A x0) (� (A)�) (x) = ���1� (x� a)�Man weist leiht nah, da� � (A) tats�ahlih eine Darstellung von A2P ist, da� also gilt:� (1I) = 1I; � (A1A2) = � (A1) � (A2)8



9Wir wollen nun die Bewegungsgleihungen konstruieren, so da� die Darstellung von P bei Anwen-dung auf eine transformierte L�osung dieser Bewegungsgleihungen wieder eine L�osung ergibt, d.h.wir verlangen folgenden Zusammenhang:K sei (invarianter) Operator, � (x) eine L�osung der Gleihung:K� (x) = 0dann soll auh (� (A)�) (x) mit A2P wieder eine L�osung sein.Diese Bedingung ist siher dann erf�ullt, wenn K invariant unter Poinar�e-Transformationen ist,wenn also gilt: 8A 2 P : � (A)K = K� (A)also [K; � (A)℄ =0, bzw. (� (A))�1K� (A) =K.Denn aus K� (x) =0 folgt sofort:8A 2 P : K (� (A)�) (x) [K;�(A)℄=0= (� (A)K�) (x) K�(x)=0= 0Um unsere Forderung zu erf�ullen m�ussen wir also poinar�einvariante Operatoren suhen.Bei der Annahme einer skalaren Funktion stehen nur Vielfahe folgender Operatoren zur Verf�ugung:1Ix� 4�Ortsoperatorp�= � i��= � i ��x� 4� Impulsoperatordabei ist p0 = �i�0 = �i ��tpi = �i�i = �i ~riMan kann nun aus den angegebenen Operatoren poinar�einvariante Operatoren konstruieren:1I ist bereits poinar�einvariant, denn:� (A) � 1I = � (A) = 1I � � (A)x2=x�x� ist niht poinar�einvariant, da bei Raum-Zeit-Translationenx0� = x� + a� gilt:x0�x0� = (x� + a�) (x� + a�) = x2 + 2x�a� + a2 6= x2 falls a� 6= 0Ebenso ist auh p�x� niht poinar�einvariant:x0�=x� + a�, p0�= � i ��x0� = � i ��x� =p�) p0�x0� = (�i��) (x� + a�) = �i + (x� + a�) (�i��) = �i + x0�p�Allerdings ist p�p� poinar�einvariant, da das Produkt translations- und lorentzinvariant ist.



10 Darstellung der Poinar�e-Gruppe f�ur Spin 0 | die Klein-Gordon-Gleihung.Es ist zu beahten, da� bei den obigen �Uberlegungen die Poinar�einvarianz und niht nur dieLorentzinvarianz gefordert wurde. p�x� und x�x� sind nat�urlih lorentzinvariant. Da sie jedohniht invariant unter Raum-Zeit-Translationen sind, erf�ullen sie niht die Forderung nah Poinar�e-Invarianz!Wir haben also nur zwei poinar�einvariante Operatoren gefunden:N�amlih: 1I und p�p� und es liegt nahe, als allgemeinsten Operator die Summe dieser beiden an-zusetzen. Dabei mu� 1I mit einem Massenquadrat m2 multipliziert werden, da p�p� die Dimensioneines Massenquadrats hat.Damit k�onnen wir den allgemeinen invarianten Operator bis zur 2. Ordnung in p angeben:K = p�p� �m2Mit: p�p�= (�i��) (�i��) = � ����= � (�0�0 + �i�i) = � �2�t2 +�= � folgt:K = � �m2, beziehungsweise wir erhalten als invariante Gleihung (das Vorzeihen wird durh die sp�atereInterpretation festgelegt): � +m2�� (x) = 0 (4.1)Das ist die Klein-Gordon-Gleihung.Wir werden nun wie folgt verfahren:Zun�ahst werden wir ein poinar�einvariantes Skalarprodukt einf�uhren, um den Raum der L�osun-gen zu (4.1) zu einem Hilbertraum zu mahen. Anshlie�end k�onnen wir dann die Darstellung� der Poinar�e-Gruppe in diesem Hilbertraum ausreduzieren. Zu diesem Zweke werden wir denHilbertraum in eine direkte Summe invarianter Unterr�aume zerlegen.F�ur das Skalarprodukt wird zus�atzlih verlangt, da� � (A) unit�ar bez�uglih dieses Skalarproduktesist. (Die Norm eines Teilhens soll unabh�angig vom Bezugssystem sein, �ahnlih wie shon in [7℄).Bei der Konstruktion dieses Skalarproduktes k�onnen wir uns am nihtrelativistishen (Galilei-invarianten) Fall orientieren. Wir hatten bei der Diskussion der (zeitabh�angigen) Shr�odingerglei-hung eine Dihte � und einen Strom ~| gefunden, die folgende explizite Gestalt hatten:� (~x; t) = 	� (~x; t)	 (~x; t)~| (~x; t) = 12mi h	� (~x; t) ~r	(~x; t)� ~r	� (~x; t)	 (~x; t)iund die die Kontinuit�atsgleihung _� + div~| = 0erf�ullen, wenn 	 eine L�osung der zeitabh�angigen Shr�odinger-Gleihungi _	 (~x; t) = H	(~x; t)H = � 12m�+ V (~x)ist.



11Das Skalarprodukt war dann gegeben durh:h	;�i := Z 	� (~x; t) � (~x; t) d3x = Z d3x � (~x; t) =: QNun wissen wir aus der Elektrodynamik, da� sih dort die Ladungsdihte � und die Stromdihte~| zu einem lorentz-kovarianten 4-Vektor j= (�;~|) zusammenfassen lassen. Die Ladungsdihte wardann die 0-Komponente j0 des 4-Vektors j.Dies legt nun nahe, auh im Fall der Klein-Gordon-Gleihung nah einem Strom ~| und einer Dihte� zu suhen, die aber hier die Raum-, bzw. 0-Komponenten einer 4-Stromdihte sind! Wir verlangenalso von unserem 4-Strom j� die Lorentz-Kovarianz:j 0� (x) = j� [	0℄ (x) = ���j� ��1� x�sowie die Kontinuit�atsgleihung ��j� = 0falls die �, aus denen j konstruiert ist, die Klein-Gordon-Gleihung erf�ullen.Haben wir ein solhes j gefunden, so werden wir versuhen, j0 zur De�nition des Skalarproduktesheranzuziehen, gem�a� h�; �i := Zt=0 j0 [�℄ d3x (4.2)dabei ist mit j0 [�℄ angedeutet, da� j0 von der Funktion � abh�angt.Damit das Verfahren konsistent ist, mu� noh gezeigt werden, da� (4.2) poinar�einvariant ist, alsoda� das Integral in allen Bezugssystemen den gleihen Wert hat.Dazu werden wir aber niht von obigem Integral ausgehen, sondern wir werden zeigen, da� sihdieses Integral als Spezialfall eines allgemeiner formulierten Integrals ergibt.Wir beweisen also zun�ahst den allgemeiner formulierten Sahverhalt und zeigen dann, da� sih Qals Spezialfall ergibt.Sei also � eine 3-dimensionale Hyper�ahe des 4-dimensionalen Minkowski-Raumes.Sei ferner � durh das Tripel von Koordinaten (u; v; w) parametrisiert:� := fx�jx� (u; v; w)gDann de�nieren wir ein Hyper�ahenelement d�� durh:d�� (x) := ����� �x��u �x��v �x��w dudvdwNun �ubershieben wir mit dem 4-Strom j� (x) und bilden den Ausdruk�j (x) := j� (x) d�� (x)Wir untersuhen nun das Transformationsverhalten von �j (x):



12 Darstellung der Poinar�e-Gruppe f�ur Spin 0 | die Klein-Gordon-Gleihung.Es sei �j 0 (x) =j 0� (x) d�� (x) Dann ist:�j 0 (x) = j 0� (x) d�� (x)= ���j���1� x� ����� �x��u �x��v �x��w dudvdwmit 0� y = ��1xmx = �y 1A = j� (y) ���������������� �y��u �y��v �y�w dudvdwNun ist ���������������� = jdet �j ����= jdet �j ����denn die Summation �uber (�; �; �; �) ergibt eine Linearkombination aus Produkten der �-Matrixelemente. Dieser Ausdruk ist aber noh in den verbleibenden Indizes (���) antisymme-trish, daher gilt: det �[�;�;�;℄ = jdet �j � ��;�;�;) �j 0 (x) = j� (y) ���� jdet �j �y��u �y��v �y�w dudvdw= j� (y) ���� jdet �j �y��u �y��v �y�w dudvdw(da jdet �j = 1) = j� (y) d�� (y) = � j (y)Also: � j 0 (x) = j� (y) d�� (y) = �j (y) mit y =�1� xWir zeigen nun, da� | unter der Voraussetzung, da� j (x) die Kontinuit�atsgleihung erf�ullt | gilt:Z� �j 0 (x) = Z� �j (x)Bew.: Es ist: Z� �j 0 (x)24= Z� j 0� (x0) d�0� (x0)35 = Z� j� (y) d�� (y)Beahte, da� hier bei y=��1x auh � mittransformiert wird.Nun ist �Q : = Z� j� (y) d�� (y)� Z� j� (x) d�� (x)= Z� j� (x) d�� (x)� Z� j� (x) d�� (x)



13Betrahte zun�ahst eine endlihe Hyper�ahe �. Dann l�a�t sih �Q shreiben als:�Q = Z�V4 j� (x) d�� (x)� Z�V4nf�;�g j� (x) d�� (x)(siehe Abbildung 4.1).Dabei ist �V4 ein 3-dimensionaler Rand eines 4-dimensionalen Volumens, der beim Hinzu-nehmen einiger Rand�ahen entsteht. Da aber die zus�atzlihen Rand�ahen neben � und �einen Beitrag leisten, mu� dieser wieder abgezogen werden, dies wird durh das 2. Integralerreiht. Siehe auh Abb. 4.1!
� �

V4
�V4#

Abbildung 4.1: Bezeihnungen f�ur die Integration�Q = Z�V4 j� (x) d�� (x)� Z�V4nf�;�g j� (x) d�� (x)Nun gilt der Stokesshe SatzZ�V4 j� (x) d�� (x) = ZV4 ��j� (x) d4x26666666664
In der Sprahe der Di�erentialformen ist diesZ�V4 �j (x) = ZV4 d � j (x)wobei �j (x) eine 3-Form auf R4 ist und unser oben de�niertes �j (x) isteine solhe 3-Form!

37777777775



14 Darstellung der Poinar�e-Gruppe f�ur Spin 0 | die Klein-Gordon-Gleihung.Damit haben wir �Q = ZV4 ��j� (x)| {z }=0(i) d4x� Z�V4nf�;�g j� (x) d�� (x)) �Q = � Z�V4nf�;�g j� (x) d�� (x)L�a�t man nun unendlih ausgedehnte Hyper�ahen zu, so vershwindet j� (x) auf �V4n f�; �gbei gen�ugend gro�em 4-Volumen V4 (dies folgt aus der geforderten Normierbarkeit von � (x),aus dem sih j� (x) berehnet).) �Q=0 f�ur gro�e (unendlih ausgedehnte) Hyper�ahen.Z� �j (x) = Z� �j (x)Z� �j 0 (x) = Z� �j (x)Dieses Ergebnis ausgeshrieben lautet:Z� j 0� (x) d�� (x) = Z� j� (x) d�� (x)W�ahlt man nun eine Hyper�ahe t=0 und die Parametrisierung:u = x1; v = x2; w = x3dann folgt: d�� (x) = ��123dx1dx2dx3) j� (x) d�� (x) = j0 (x) �0123|{z}=1 dx1dx2dx3 = j0 (x) d3xund wir erhalten: Zt=0 j 00 (x) d3x = Zt=0 j0 (x) d3xDurh die nihtrelativistishe Quantenmehanik motiviert, setzen wir f�ur j� (x) an:j� (x) = i [�� (x) ��� (x)� (���� (x))� (x)℄dabei soll � (x) der Klein-Gordon-Gleihung gen�ugen:� +m2�� (x) = 0(i)da j� nah Voraussetzung die Kontinuit�atsgleihung erf�ullt.



15dann gilt auh durh Konjugation: � +m2��� (x) = 0(da m2 und reell sind).Wir kontrollieren, ob j� die Kontinuit�atsgleihung ��j� (x) =0 erf�ullt.Es ist: ��j� (x) = i�� [�� (x) ��� (x)� (���� (x))� (x)℄= i [(���� (x)) ��� (x) + �� (x) ����� (x)�� (������ (x))� (x)� (���� (x)) ��� (x)℄= i [�� (x) � (x)� ( �� (x))� (x)℄= i ��� (x) ��m2� (x)�� ��m2�� (x)�� (x)��da � +m2�� (x) = 0 ; � (x) = �m2� (x) analoges gilt f�ur �� (x)�= i ��m2�� (x)� (x) +m2�� (x)� (x)� = 0Der so de�nierte Strom erf�ullt also die Kontinuit�atsgleihung.Ferner gilt: x0�=���x� und � (x)!�0 (x0)j 0� (x0) = i [�0� (x0) �0��0 (x0)� (�0��0� (x0))�0 (x0)℄= i ��� (x) ������ (x)� �������� (x)�� (x)�; j 0� (x0) = ��� fi [�� (x) ��� (x)� (���� (x))� (x)℄g= ���j� (x)oder: j 0� (x) = ���j� ��1� x�d.h. unser oben de�nierter 4-Strom transformiert sih tats�ahlih unter Lorentztransformation wieein 4-Vektor, so da� auh die Voraussetzung f�ur die Invarianz von Rd3x j0 [�℄ erf�ullt ist.Mit diesem Strom k�onnen wir �uber die 0.-Komponente ein Skalarprodukt auf dem Raum der L�osun-gen der Klein-Gordon-Gleihung gewinnen. Dies wird im n�ahsten Kapitel ausgef�uhrt, zun�ahst wirdjedoh ein nihtrelativistish motiviertes Skalarprodukt (bzw. Norm) diskutiert.Dazu l�osen wir zun�ahst die (freie) Klein-Gordon-Gleihung, untersuhen, wie oben angemerkt,zwei vershiedene Normen und f�uhren dann ein Skalarprodukt ein. Damit zerlegen wir die L�osungin Anteile mit positiver, beziehungsweise negativer Energie und zeigen, da� es Hilbertr�aume H+und H� gibt, die invariante Unterr�aume unter der Darstellung der Poinar�e-Gruppe sind.



Kapitel 5L�osungen der Klein-Gordon-Gleihung| die Ausreduktion der Darstellung
Wir haben im letzten Kapitel die freie Klein-Gordon-Gleihung aufgestellt:( +m2)� (x) = 0 ((4.1))nun wollen nun die L�osungen dieser Gleihung bestimmen. Dazu setzen wir � (x) durh eine Fourier-transformation an und bestimmen die L�osungen im Impulsraum. Die Ortsraum-L�osungen erhaltenwir durh die inverse Fouriertransformation der Impulsraum-L�osung.Da bei der L�osung dieses Problems Æ-Distributionen auf dem Lihtkegel vorkommen, sei der Hin-weis angebraht, da� mathematish saubere Distributionsl�osungen der Klein-Gordon-Gleihung hierniht angestrebt werden. Der interessierte Leser �ndet diese beispielsweise in [1℄.Wir mahen den Ansatz: � (x) = Z d4k h (k) e�ik�xmit: k = �Ek; ~k� ; x = �x0; ~x�und k2 = m2Ek = +pk2 +m2Einsetzen dieses Ansatzes in (4.1) auf Seite 10 liefert:Z d4k h (k) e�ik�x =(da auf x wirkt) = Z d4k h (k) e�ik�x= Z d4k h (k) ����e�ik��x�16



17= Z d4k h (k) (�ik�) (�ik�) e�ik�x= Z d4k h (k) ��k2� e�ik�xDamit geht ( +m2)� (x) =0 �uber in:Z d4k h (k) ��k2 +m2� e�ik�xDa dies nur m�oglih ist, wenn der Integrand vershwindet, mu� also��k2 +m2�h (k) = 0 (5.1)gelten.Betrahten wir diese Gleihung genauer, dann stellt man fest, da� h (k) eine singul�are Funktionsein mu� (oder die triviale Null�osung, die uns nat�urlih niht interessiert), denn es gilt:k2 6= m2 (5:1)) h (k) = 0und f�ur k2 = m2 kann h (k) einen beliebigen Wert annehmen.Dieses Verhalten l�a�t uns statt nah funktionswertigen L�osungen nah distributionswertigen L�osun-gen suhen.In der Tat gilt 8x x � Æ (x) = 0so da� wir h (k) shreiben als: h (k) = g (k) Æ �k2 �m2� (5.2)denn dann ist: ��k2 +m2�h (k) = g (k) ��k2 +m2� Æ �k2 �m2�= g (k) ��k2 +m2� Æ ��k2 +m2�| {z }= 0 = 0also ist obiges h (k) in Gleihung (5.2) eine L�osung von (5.1).Aus (5.2) sieht man, da� der Tr�ager von h (k) (also die Menge aller 4-Vektoren, f�ur die h (k) 6=0ist) nur die sogenannte Massenshale k2=m2 ist.Damit folgt f�ur die Ortsraum-L�osung:� (x) = Z d4k Æ �k2 �m2� g (k) e�ik�x



18 L�osungen der Klein-Gordon-Gleihung | die Ausreduktion der Darstellung

Abbildung 5.1: MassenshalenWir sehen, da� in dieser Formel zwei lorentzinvariante(?) Gr�o�en auftreten:� das 4-dimensionale Volumenelement im Impulsraum d4k� die 4-dimensionale Æ-Distribution.Die Lorentzinvarianz dieser Gr�o�en ergibt sih wie folgt:Sei k0 := �k; �2L dann gilt k02=k2 da � eine Isometrie bez�uglih der Lorentzmetrik ist.Ferner gilt: d4k0 = jdet �jd4k = d4kda die Determinante einer Lorentztransformationden Wert -1 also jdet �j den Wert +1 besitzt.Wir wollen nun eine Norm f�ur die Zust�ande � (x) ansetzen und anshlie�end das Skalarproduktdaraus gewinnen.In der nihtrelativistishen Quantenmehanik hatten wir gefunden, da� f�ur	 (~x; t) = Z d3k g �~k� ei(~k�~x�Ekt)die Norm k	(~x; t)k2 = Z d3k jg (k)j2gilt.Dadurh motiviert, setzen wir f�ur die Norm relativistisher Spin-0-Funktionen an:k�k2 := Z d4k Æ �k2 �m2� jg (k)j2 (5.3)Das Auftreten der Æ-Distribution wird dadurh begr�undet, da� die Integration nur �uber physika-lish sinnvolle 4-Impulse zu erstreken ist und f�ur massive Teilhen mit Masse m k auf die durhBedingung k2=m2 de�nierte Massenshale eingeshr�ankt ist. (Mathematish ausgedr�ukt ist derTr�ager von g die Massenshale).Diese De�nition wirft 2 Fragen auf:



191. Wir haben die Lorentzinvarianz von d4k und Æ �k2 �m2� gezeigt, ist damit k�k2 poinar�ein-variant?2. Ist diese De�nition der Norm konsistent mit dem �ublihen Verfahren, die Norm aus der 0-tenKomponente des erhaltenen 4-Stromes zu konstruieren?Die erste Frage beantworten wir, indem wir das Transformationsverhalten von g (k) unter Poinar�e-Transformationen ermitteln.Es ist: (� (A)�) (x) = �0 (x) = ���1� (x� a)�= Z d4k Æ �k2 �m2� g (k) e�ik���1� (x�a)� (5.4)Wir werten nun die Phase der Exponentialfunktion aus:k � ��1� (x� a)� = �k � ���1� (x� a)� (5.5)denn da � isometrish bez�uglih der Lorentzmetrik ist, gilt: g (�x;�y) =g (x;y) und dies in dieSprahe des 4-Produktes x � y : =g (x;y) �ubertragen lautet: �x � �y=x � y. Setze nun x : =k,y : =��1 (x� a)Aus (5.5) folgt nun, da ���1=1I ist:k ���1� (x� a)� = �k � ���1� (x� a)�= �k � (x� a)Dies in (5.4) eingesetzt, ergibt:�0 (x) = � (A)� (x) = Z d4k Æ �k2 �m2� g (k) e�i(�k)�(x�a)= Z d4k Æ �k2 �m2� g (k) ei(�k)�ae�i(�k)�xWir substituieren: k0 : =�k ) d4k =d4k0Da dieser Variablenwehsel durh eine Lorentztransformation bewirkt wird, ist hierbeiÆ �k02 �m2� =Æ �k2 �m2� und d4k0 =d4k .� (A)� (x) = Z d4k0 Æ �k02 �m2� g��1� k0� eik0�ae�ik0�xUmbenennung k0!k liefert:� (A)� (x) = Z d4k Æ �k2 �m2� g��1� k� eik�ae�ik�x (5.6)



20 L�osungen der Klein-Gordon-Gleihung | die Ausreduktion der DarstellungErkl�are nun eine Darstellung ~� (A) im Impulsraum durh:� (A)� (x) = Z d4k Æ �k2 �m2� ~� (A) g (k) e�ik�x (5.7)Durh Vergleih von (5.6) auf der vorhergehenden Seite und (5.7) erh�alt man den Ausdruk f�ur dieAktion der Poinar�e-Gruppe im Impulsraum:g0 (k) := ~� (A) g (k) = g��1� k� eik�a (5.8)und � (A)� (x) = Z d4k Æ �k2 �m2� g0 (k) e�ik�x (5.9)Diese Formel beshreibt das Transformationsverhalten von g (k) unter Poinar�e-Transformation.Nun k�onnen wir zeigen, da� (5.3) auf Seite 18 poinar�einvariant ist, denn:k� (A)� (k)k2 = � (A) Z d4k Æ �k2 �m2� g (k) e�ik�x2= Z d4k Æ �k2 �m2� g0 (k) e�ik�x2= Z d4k Æ �k2 �m2� jg0 (k)j2= Z d4k Æ �k2 �m2� ����g��1� k�����2Substituiere: p=��1k ) d4k =d4p ; k2=p2) k� (A)� (x)k2 = Z d4p Æ �p2 �m2� jg (p)j2 = k�k2Damit ist die Invarianz der Norm unter Poinar�etransformation bewiesen und daraus folgt mit:k� (A)�k = k�k ) h� (A)�; � (A)�i = h�; �i die Unitarit�at der Darstellung �.Wir wenden uns nun der Beantwortung der 2. Frage zu. Dazu geben wir zun�ahstdie durh die 0-Komponente des 4-Stromes induzierte Norm an, die wir mitk�k2C (C: urrent-norm) bezeihnen: k�k2C = Z d3x j0 (x;�)und mit j0 (x;�) = i ��� (x) �0� (x)� ��0�� (x)�� (x)�



21ist k�k2C = i Zt=0 ��� (x) �0� (x)� ��0�� (x)�� (x)�d3x (5.10)Um diese Norm nun f�ur unser gegebenes � (x) explizit ausrehnen zu k�onnen, f�uhren wir in demAusdruk f�ur � (x) die k0-Integration aus:Wir hatten: � (x) = Z d4k Æ �k2 �m2� g (k) e�ik�x= Z d3k dk0Æ �k2 �m2� g (k) e�ik�xNun ist: k2 �m2=k02 � ~k2 �m2=k02 � E2k; mit E2k=~k2 +m2) � (x) = Z d3k dk0Æ �k02 � E2k� g (k) e�ik�x (5.11)Wir zerlegen nun die Æ-Distribution gem�a� der Formel:Æ (f (x)) =Xi Æ (x� xi)jf 0 (xi)j mit f (xi) = 0Hier ist: f �k0� = k02 � E2k) f (ki) != 0 f�uhrt zu k2i = E2k) k1 = + Ek; k2 = � Ekf 0 �k0� = 2k0) f 0 (k1) = 2Ek; f 0 (k2) = � 2Ekund wir erhalten Æ �k02 � E2k� = 12Ek �Æ �k0 � Ek�+ Æ �k0 + Ek��Wir setzen dies in die Gleihung (5.11) f�ur � (x) ein:� (x) = Z d3k dk0 12Ek �Æ �k0 � Ek�+ Æ �k0 + Ek�� g (k) e�ik�x= Z d3k dk0 12Ek hÆ �k0 � Ek� g �k0; ~k� + Æ �k0 + Ek� g �k0; ~k�i e�ik�xAusf�uhren der k0-Integration: (beahte: k � x=k0t� ~k � ~x !)� (x) = Z d3k 12Ek hg �Ek; ~k� e�i(Ekt�~k�~x) + g ��Ek; ~k� e�i(�Ekt�~k�~x)i



22 L�osungen der Klein-Gordon-Gleihung | die Ausreduktion der Darstellung� (x) = Z d3k2Ek hg �Ek; ~k� ei(~k�~x�Ekt) + g ��Ek; ~k� ei(~k�~x+Ekt)i (5.12)Man sieht hier deutlih, da� die allgemeine L�osung der Klein-Gordon-Gleihung aus zwei Anteilenbesteht, die man L�osungen mit positiver und negativer Frequenz nennt. Diese Bezeihnungsweisebedarf einer genaueren Erkl�arung:In der nihtrelativistishen Quantenmehanik haben wir ein freies Teilhen durh ein Wellenpaketder Form 	 (~x; t) = Z d3k g �~k� ei(~k�~x�!kt); !k = k22mbeshrieben.Vergleiht man diesen Ausdruk f�ur 	 mit (5.12) so �ndet man f�ur den ersten Summanden:!k=̂ + Ek > 0und f�ur den zweiten: !k=̂� Ek < 0Aus diesem Grund bezeihnen wir den vom ersten Summanden herr�uhrenden Anteil als positiven,den des zweiten Summanden als negativen Frequenzanteil.Beahten wir, da� Ek= +p~k2 +m2 gilt, so h�angen g �Ek; ~k� und g ��Ek; ~k� nur noh vom 3-Vektor ~k ab.Nun geh�ort g �Ek; ~k� zum positiven und g ��Ek; ~k� zum negativen Frequenzanteil, weshalb wirfolgende De�nition einf�uhren: g+ �~k� : = g �Ek; ~k�g� �~k� : = g ��Ek; ~k�(5.12) shreibt sih somit:� (x) = Z d3k2Ek hg+ �~k� ei(~k�~x�Ekt) + g� �~k� ei(~k�~x+Ekt)i (5.13)De�nieren wir noh Zust�ande:�+ (x) : = Z d3k2Ek g+ �~k� ei(~k�~x�Ekt)�� (x) : = Z d3k2Ek g� �~k� ei(~k�~x+Ekt)so l�a�t sih (5.13) kompakt shreiben:� (x) = �+ (x) + �� (x) (5.14)



23Nah dieser Vorarbeit wenden wir uns nun der expliziten Berehnung von k�k2C gem�a� (5.10) aufSeite 21 zu.Dazu ben�otigen wir vier Funktionen: � (x) ; �� (x) ; �0� (x) ; �0�� (x).Es ist � (x) = Z d3k2Ek hg+ �~k� ei(~k�~x�Ekt) + g� �~k� ei(~k�~x+Ekt)i�� (x) = Z d3k2Ek hg�+ �~k� e�i(~k�~x�Ekt) + g�� �~k� e�i(~k�~x+Ekt)i�0� (x) = Z d3k2Ek (�iEk) hg+ �~k� ei(~k�~x�Ekt) � g� �~k� ei(~k�~x+Ekt)i�0�� (x) = Z d3k2Ek (iEk) hg�+ �~k� e�i(~k�~x�Ekt) � g�� �~k� e�i(~k�~x+Ekt)i
) k�k2C = i Zt=0 Z d3x Z d3k d3k0 12Ek 12Ek0 �� nhg�+ �~k� e�i(~k�~x�Ekt) + g�� �~k� e�i(~k�~x+Ekt)i �� (�iEk0)�hg+ �~k0� ei(~k0�~x�Ek0 t) � g� �~k0� ei(~k0�~x+Ek0 t)i�� (iEk) � hg�+ �~k� e�i(~k�~x�Ekt) � g�� �~k� e�i(~k�~x+Ekt)i �� hg+ �~k0� ei(~k0�~x�Ek0 t) + g� �~k0� ei(~k0�~x+Ek0 t)io(*) = i Zt=0 Z d3x Z d3k d3k0 12Ek � 2Ek0 �� ng�+ �~k� g+ �~k0� (�iEk0) ei(~k0�~k)�~xei(Ek�Ek0)t�� g�+�~k� g��~k0� (�iEk0) ei(~k0�~k)�~xei(Ek+Ek0)t ++ g���~k� g+�~k0�(�iEk0)ei(~k0�~k)�~xe�i(Ek+Ek0)t �



24 L�osungen der Klein-Gordon-Gleihung | die Ausreduktion der Darstellung� g���~k� g��~k0� (�iEk0) ei(~k0�~k)�~xei(Ek0�Ek)t �� g�+ �~k� g+ �~k0� (iEk0) ei(~k0�~k)�~xei(Ek�Ek0)t �� g�+ �~k� g� �~k0� (iEk0) ei(~k0�~k)�~xei(Ek+Ek0)t ++ g���~k� g+�~k0� (iEk0) ei(~k0�~k)�~xe�i(Ek+Ek0)t ++g�� �~k� g� �~k0� (iEk0) ei(~k0�~k)�~xei(Ek0�Ek)to



25Ausf�uhren der x-Integration und t=0 liefert: (dabei wird das vor dem Integral stehende i hineinge-zogen!) k�k2C = (2�)3 Z d3k d3k0 12Ek � 2Ek0 f g�+ �~k� g+ �~k0�Ek0Æ �~k0 � ~k��� g�+ �~k� g� �~k0�Ek0Æ �~k0 � ~k�++ g�� �~k� g+ �~k0�Ek0Æ �~k0 � ~k��� g�� �~k� g� �~k0�Ek0Æ �~k0 � ~k�++ g�+ �~k� g+ �~k0�EkÆ �~k0 � ~k� ++ g�+ �~k� g� �~k0�EkÆ �~k0 � ~k��� g�� �~k� g+ �~k0�EkÆ �~k0 � ~k��� g�� �~k� g� �~k0�EkÆ �~k0 � ~k�gAusf�uhren der k0-Integration:k�k2C = (2�)3 Z d3k4E2k f g�+ �~k� g+ �~k�Ek �� g�+ �~k� g� �~k�Ek ++ g�� �~k� g+ �~k�Ek �� g�� �~k� g� �~k�Ek ++ g�+ �~k� g+ �~k�Ek ++ g�+ �~k� g� �~k�Ek �� g�� �~k� g+ �~k�Ek �� g�� �~k� g� �~k�EkgFa�t man zusammen, so erh�alt man:indexNorm!Induziertejidxdef k�k2C = (2�)3 Z d3k2Ek ����g+ �~k����2 � ���g� �~k����2� (5.15)



26 L�osungen der Klein-Gordon-Gleihung | die Ausreduktion der DarstellungBevor wir unser Resultat (5.15) auf der vorhergehenden Seite diskutieren, sei noh eine Anmerkungzum obigen Rehengang angebraht: Wir haben diese Rehnung f�ur t=0 durhgef�uhrt, tats�ahlihh�atte man auh f�ur t 6=0 (5.15) auf der vorhergehenden Seite erhalten, denn wie man bei (*)sieht, fallen f�ur die g�+g+, bzw. g��g� Anteile die Exponentialfunktionen bei der k0-Integration we-gen exp (i (Ek � Ek0) t) = exp (0) =1 weg. Die einzigen Exponentialfunktionen verbleiben bei den"Mishtermen\ g�+g�, g��g+. F�ur beide Kombinationen ergibt sih der zus�atzlihe Faktor exp (2iEkt)nah der k0-Integration. Da diese Mishterme sih aber gegenseitig wegheben, fallen auh die Expo-nentialfunktionen aus dem Endresultat heraus und man erh�alt wieder (5.15) auf der vorhergehendenSeite, allerdings bei dieser Vorgehensweise bei beliebiger Zeit t.Damit ist erneut gezeigt, da� Rd3x j0 (x) zeitunabh�angig ist!Wir wollen nun (5.15) auf der vorhergehenden Seite diskutieren. Als erstes wollen wir (5.15) mitunserer anf�anglihen Norm (5.3) auf Seite 18 vergleihen.Dazu f�uhren wir in (5.3) auf Seite 18 zun�ahst die k0-Integration aus:k�k2 = Z d4k Æ �k2 �m2� jg (k)j2= Z d3k dk0 12Ek �Æ �k0 � Ek�+ Æ �k0 + Ek�� jg (k)j2| {z }���g �k0; ~k����2= Z d3k 12Ek ����g �Ek; ~k����2 + ���g ��Ek; ~k����2�das hei�t, wir haben: k�k2 = Z d3k2Ek ����g �Ek; ~k����2 + ���g ��Ek; ~k����2�Mit den De�nitionen von g+ �~k�, g� �~k� erh�alt man:k�k2 = Z d3k2Ek ����g+ �~k����2 + ���g� �~k����2� (5.16)Vergleiht man (5.15) auf der vorhergehenden Seite und (5.16) so f�allt der Hauptuntershied sofortauf: (5.15) ist inde�nit (da es infolge des Minuszeihens Funktionen � (x) gibt, f�ur die gilt, da�� (x) 6=0 aber k�k2C =0.) w�ahrend (5.16) positiv de�nit ist! Dies bedeutet, da� es Normen f�ur dieKlein-Gordon-Gleihung gibt, die positiv de�nit sind (die Norm k�kC geh�ort nat�urlih niht dazu),so da� die oft in der Literatur suggerierte Behauptung, Klein-Gordon-Zust�ande w�aren notwendigmit einer inde�niten Norm verkn�upft, falsh ist!Eine �Ubereinstimmung von (5.15) auf der vorhergehenden Seite und (5.16) ist gegeben, wenng� �~k� =0, das hei�t wenn � (x) =�+ (x) ist.Anders ausgedr�ukt: (5.15) und (5.16) stimmen f�ur Zust�ande, die aus positiven Frequenzl�osungenaufgebaut sind, �uberein.



27Man kann nun (5.15) und (5.16) auh durh die Norm von �+ (x) und �� (x) ausdr�uken: Berehnetman k�+k2C so brauht man in der obenstehenden Rehnung, beziehungsweise im Resultat (5.15)nur g� �~k� =0 zu setzen, analoges gilt f�ur k��k2C . Man erh�alt:k�+k2C = (2�)3 Z d3k2Ek ���g+ �~k����2 (5.17)k��k2C = � (2�)3 Z d3k2Ek ���g� �~k����2 (5.18)) k�k2C = k�+k2C + k��k2C (5.19)Wir wollen, bevor wir die Zust�ande negativer Strom-(urrent-) Norm physikalish und gruppen-theoretish interpretieren, das Strom-Skalarprodukt h�; �iC de�nieren:Def.: �1 (x) ; �2 (x) : IM!Ch�1; �2iC := i Zt=0 d3x ���1 (x) �0�2 (x)� ��0��1 (x)��2 (x)� (5.20)Mit dieser De�nition ist sofort klar, da� k�k2C = h�; �iCist.Ferner ist klar ersihtlih, da� h�; �iC antilinear im ersten und linear im zweiten Argument ist undda� gilt h�1; �2iC = h�2; �1i�C .Wir zeigen nun, da� die Zust�ande �+ (x) und �� (x) im Sinne von h�; �iC orthogonal sind. Anshlie-�end wird die Invarianz der Normen k�+k, k��k unter Poinar�e-Transformationen nahgewiesen.Das Kapitel wird mit der Interpretation von �+ (x) und �� (x) abgeshlossen.Beh.: h�+; ��iC =0Bew.: h�+; ��iC := i Zt=0 d3x ���+ (x) �0�� (x)� ��0��+ (x)��� (x)�Mit: �+ (x) = Z d3k2Ek g+ �~k� ei(~k�~x�Ekt)��+ (x) = Z d3k2Ek g�+ �~k� e�i(~k�~x�Ekt)�0��+ (x) = Z d3k2Ek g�+ �~k� (iEk) e�i(~k�~x�Ekt)



28 L�osungen der Klein-Gordon-Gleihung | die Ausreduktion der Darstellung�� (x) = Z d3k2Ek g� �~k� ei(~k�~x+Ekt)�0�� (x) = Z d3k2Ek g� �~k� (iEk) ei(~k�~x+Ekt)h�+; ��iC = iZt=0d3xZ d3k2Ek d3k02Ek0 ng�+ �~k� g� �~k0� (iEk0) ei(~k0�~k)�~xei(Ek0+Ek)t��g�+ �~k� g� �~k0� (iEk) ei(~k0�~k)�~xei(Ek0+Ek)to= Z d3k2Ek d3k02Ek0 ng�+ �~k� g� �~k0� (�Ek0) Æ �~k0 � ~k�++g�+ �~k� g� �~k0�EkÆ �~k0 � ~k�o= Z d3k4Ek n�g�+ �~k� g� �~k�+ g�+ �~k� g� �~k�o| {z }= 0= 0 q.e.d.Die Zust�ande �+ (x) und �� (x) sind also in der Tat orthogonal!Wir zeigen nun, da� die Norm beziehungsweise das Vorzeihen der Norm invariant unter orthoh-ronen Poinar�e-Transformation ist. Dazu �uberf�uhren wir die Gleihungen (5.17) auf der vorherge-henden Seite und (5.18) auf der vorhergehenden Seite in Formeln, an denen die Invarianz besonderseinfah zu sehen ist, wie es beispielsweise bei (5.3) auf Seite 18 der Fall ist.Zu diesem Zwek f�uhren wir eine �-Funktion ein, die das Vorzeihen von k0 indiziert:� �k0� : = � 1 k0 > 00 k0 � 0) � ��k0� : = � 0 k0 > 01 k0 � 0Wir zeigen nun, da� gilt: k�+k2C = Z d4k Æ �k2 �m2�� �k0� jg (k)j2 (5.21)k��k2C = � Z d4k Æ �k2 �m2�� ��k0� jg (k)j2 (5.22)) k�k2C = Z d4k Æ �k2 �m2� � �k0� jg (k)j2mit � �k0� : = � �k0��� ��k0�



29Dabei ist g (k) wie shon zu Beginn dieses Kapitels eine beliebige 4-Impulsverteilungsfunktion.Es ist nun:Z d4kÆ�k2�m2���k0�jg (k)j2=Z d3kdk0 12Ek �Æ�k0�Ek�+Æ�k0+Ek����k0�jg (k)j2= Z d3k dk0 12Ek Æ �k0 � Ek� jg (k)j2diese letzte Umformung folgt daraus, da� � (k0) nur f�ur k0>0 von 0 vershieden ist. Aus diesemGrund ist der Beitrag des k0-Integrals von �1 bis 0 Null und der Anteil Æ (k0 + Ek) f�allt weg, soda� nur das obenstehende Integral verbleibt.Nah Ausf�uhren der k0-Integration erhalten wir also:Z d4k Æ �k2 �m2�� �k0� jg (k)j2 = Z d3k2Ek ���g �Ek; ~k����2= Z d3k2Ek ���g+ �~k����2(also nah (5.17) auf Seite 27) = k�+k2CV�ollig analog beweist man (5.22) auf der vorherigen Seite. Man mu� nur den Beitrag von k0>0wegen � (�k0) weglassen und die Æ (k0 + Ek)-Distribution bei der k0-Integration auswerten. Manerh�alt: � Z d4k Æ �k2 �m2�� ��k0� jg (k)j2 = � Z d3k2Ek ���g ��Ek; ~k����2= � Z d3k2Ek ���g� �~k����2= k��k2CDamit w�aren (5.21) auf der gegen�uberliegenden Seite und (5.22) auf der vorherigen Seite bewiesen.Wenn wir nun zeigen, da� � (k0) und � (�k0) bei Lorentztransformationen (ohne Zeitumkehr!)invariant bleiben, ist die Invarianz der Norm der Zust�ande �+; �� bewiesen, denn aus der Invarianzvon d4k , Æ �k2 �m2�, � (�k0) und mit dem Transformationsverhalten von g (k) l�a�t sih, wie aufSeite 20 die Norminvarianz beweisen.Bevor wir aber diesen Beweis ausf�uhren, m�ohten wir noh einmal explizit darauf hinweisen, da�� (k0) (und damit auh k�kC) nat�urlih niht invariant unter der Zeitumkehroperation ist. Denn� h�angt ja nur vom Vorzeihen von k0 ab, das ja durh die Zeitumkehr per De�nition ge�andertwird. Da die Zeitumkehr gerade dem �Ubergang zwishen den Massenshalen entspriht, ist (5.16)auf Seite 26 allerdings Zeitumkehrinvariant, und man erkennt deutlih, da� die untershiedliheDe�nitheit eine Folge dieses Untershieds im Transformationsverhalten ist.Beh.: � (k0) und � (�k0) sind Lorentzinvariante.(Physikalish bedeutet dies die Lorentzinvarianz der positiven und negativen Massenshale.)



30 L�osungen der Klein-Gordon-Gleihung | die Ausreduktion der DarstellungBew.: Sei k0>0 dann gilt: k2 = m2 , k02 � ~k2 = m2 (5.23), k0 =q~k2 +m2Betrahte einen Boost in 1-Rihtung mit der Rapidit�at u; dann ist:k00 = �00k0 + �01k1 = osh u � k0 + sinh u � k1; k0 > 0Wir zeigen, da� mit k0>0 auh k00>0 ist.Aus (5.23) folgt: k02 � k12 � 3Xi=2 �ki�2 = m2) �k1�2 = k02 � 3Xi=2 �ki�2 �m2) ��k1�� < ��k0��) � ��k0�� < k1 < ��k0��) k00 > osh u � k0 � ��k0�� � sinh u = k0 osh u� k0 sinh u�da k0 > 0 ist ��k0�� = k0�Also ist: k00 > k0 (osh u� sinh u)= k0 � 12 �eu + e�u � eu + e�u�= k02 �2e�u� = k0e�u > 0 8uund damit ist k00>0 bewiesen.�Ahnlih argumentiert man, da� mit k0<0 auh k00<0 ist:Denn k1< jk0j und k0=< � jk0j) k00 < ��k0�� (� osh u+ sinhu)= jk0j2 ��eu � e�u + eu � e�u�= � ��k0�� e�u < 0 8u



31Mit der Invarianz des Vorzeihens von k0 ist die Invarianz der �-Funktion und damit die Invarianzder Norm gezeigt.Wir de�nieren nun Hilbertr�aume H+, H� und H bez�uglih des Strom-Skalarproduktes:H+ : = ��+ : IM! C j � +m2��+ = 0; k�+k2C > 0; g� = 0	H� : = ��� : IM! C j � +m2��� = 0; k��k2C < 0; g+ = 0	H : = �� : IM! C j � +m2�� = 0	Wir haben dann H = H+ �H�Wir haben gezeigt, da� h�+; ��i =0 gilt, daraus folgt:H+ ? H�H� ist also das orthogonale Komplement von H+. Wir haben ferner gezeigt, da� H�, H+ invarianteUnterr�aume sind, das hei�t es gilt auh:� (A)H+ � H+� (A)H� � H�Der Beweis, da� H� ein invarianter Unterraum ist, h�atte eigentlih niht mehr explizit gef�uhrtwerden m�ussen, denn es gilt, da� das orthogonale Komplement eines invarianten Unterraumes wiederein invarianter Unterraum ist; und daH� das orthogonale Komplement des invarianten UnterraumesH+ ist, ist auh die Invarianz von H� klar.Abshlie�end interpretieren wir die in diesem Kapitel gewonnenen Resultate.Wir haben gefunden, da� sih der Hilbertraum H der L�osungen der Klein-Gordon-Gleihung (mitdem Strom-Skalarprodukt) in zwei zueinander orthogonale poinar�einvariante Unterr�aume H+ undH� zerlegen l�a�t. Die Darstellung der Poinar�e-Gruppe auf H zerf�allt in die Darstellungen auf H+und H�, dabei ist die Strom-Norm k�kC in H+ positiv und in H� negativ de�nit.Durh die Hilbertr�aume H+ und H� haben wir also zwei �aquivalente irreduzible Darstellungender Poinar�e-Gruppe gefunden. Diese Darstellungen sind harakterisiert durh den Spin 0 und dieMasse m.Nun wollen wir noh die Zust�ande �+ und �� interpretieren, indem wir nohmals �+ und �� mit derForm eines Wellenpaketes f�ur ein freies Teilhen mit Masse m vergleihen. Ein solhes Wellenpakethat die Gestalt: 	 (x) = Z d3k2Ek g �~k� ei(~k�~x�!kt) (5.24)mit !k = +q~k2 +m2Man sieht, da� �+ (x) genau die oben angegebene Gestalt besitzt, aus diesem Grund interpretierenwir �+ (x) als Wellenpaket eines Teilhens mit Masse m und Spin 0.



32 L�osungen der Klein-Gordon-Gleihung | die Ausreduktion der Darstellung�� (x) hingegen hat die Form (5.24) auf der vorhergehenden Seite wenn gilt:!k = �Ek = �q~k2 +m2Im Gegensatz zu �+ (x) deren Frequenzen auf der positiven Massenshale liegen, liegen die Fre-quenzen von �� (x) auf der negativen Massenshale. Daher interpretieren wir die L�osungen mitnegativer Frequenz als Antiteilhen mit Masse m und Spin 0.Beispiele f�ur Teilhen und Antiteilhen, die durh die Klein-Gordon-Gleihung beshrieben werden,sind die pseudoskalaren und die skalaren Mesonen, so zum BeispielTeilhen �+ �0 � �(1300) a0(1300)Antiteilhen �� �0Damit ist die Darstellungstheorie der Poinar�e-Gruppe f�ur Spin 0 abgeshlossen und wir wendenuns dem Spin 1=2 zu.



Kapitel 6Die �Uberlagerungsgruppe derPoinar�e-Gruppe
Wir haben im letzten Kapitel die Darstellung der Poinar�e-Gruppe f�ur Teilhen mit Spin 0 be-handelt. Dieser Diskussion soll nun in Analogie zur Drehgruppe die Behandlung von Teilhen mitSpin 1/2 folgen.Bei der Drehgruppe sahen wir, da� sih f�ur Teilhen mit Spin 1/2 keine Darstellungen, aber Strahl-darstellungen konstruieren lie�en. Die Ursahe daf�ur war, da� Drehungen von Spin-1/2-Funktionenum 2� niht die gleihe Wirkung haben wie die Identit�atsoperation [8℄.Da nun die Drehungen in der Poinar�e-Gruppe enthalten sind (Drehungen sind gegen�uber der Lo-rentzmetrik g (�; �) isometrish), m�ussen wir auh hier die Strahldarstellungen von P konstruieren.Dazu gehen wir wie shon bei der Drehgruppe von Darstellungen der �Uberlagerungsgruppe ~Pvon P aus. Aus der Darstellung der �Uberlagerungsgruppe ~P gewinnen wir dann anshlie�end dieStrahldarstellung der Poinar�e-Gruppe P.Diese Vorgehensweise wird durh den Satz von Wigner und Bargmann motiviert, der besagt, da�jede Strahldarstellung der Poinar�e-Gruppe P durh eine Darstellung der zugeh�origen �Uberlage-rungsgruppe ~P erzeugt wird.Um die �Uberlagerungsgruppe von P zu �nden, betrahten wir die Gruppenstruktur der Poinar�e-Gruppe:Jedes Element A2P l�a�t sih durh eine Matrix � und einen 4-Vektor a harakterisieren (sieheKapitel 3): A = (�;a) ; Ax := �x+ aF�ur A= (�;a) und A0= (�0;a0) gilt das Multiplikationsgesetz:A � A0 = (�;a) � (�0;a0) = (��0;a+ �a0)33



34 Die �Uberlagerungsgruppe der Poinar�e-Gruppedenn fa�t man in kanonisher Weise AA0 als aufeinander folgende Anwendung der Poinar�e-Trans-formation A und A0 auf x auf, so hat man:AA0x = A (�0x+ a0) == � (�0x+ a0) + a = ��0x+ �a0 + a= (��0;�a0 + a) (x)Infolge des Anteiles �a0 + a (statt a0 + a) bezeihnet man die Paarung (�;a) alssemidirektes Produkt und shreibt: P = L s IMDabei ist L die Lorentzgruppe (also die Menge aller Transformationen, die die Lorentzmetrik g (�; �)invariant lassen) und IM ist die Menge aller 4-Vektoren a mit der Lorentzmetrik (der Minkowski-Raum).Wir k�onnen nun die �Uberlagerungsgruppe von P angeben, wenn wir die �Uberlagerungsgruppe eLvon L konstruiert haben. Es ist dann n�amlih:~P = eL shIMUm ~P angeben zu k�onnen, mu� eL bekannt sein. Wir wollen hier eL niht in allen Einzelheitenableiten, sondern nur angeben.Zur Motivation erinnern wir uns an die Situation bei der Drehguppe bei Spin 1/2: Dort hattenwir zun�ahst versuht, Darstellungen von SO(3) zu konstruieren. Der Ausgangspunkt waren dieDe�nition der Exponentialdarstellung und der Zusammenhang mit der Lie-Algebra (s. [8℄ S. 12).�S (R) =: e�i~!� ~N ; Ni 2 Aut C 2S+1mit R = eI(~!)und [�0S (�1) ; �0S (�2)℄ = �0S ([�1;�2℄) ; �i = I (~!i)Die ~N erf�ullten dann die Vertaushungsrelationen der Lie-Algebra von SO(3) (s. [8℄ S. 13). Wirhatten aber gesehen, da� ein in dieser Weise de�niertes �S f�ur S=1=2 keine Darstellung ist, da 1Iauf +1I und �1I abgebildet wird (s. [8℄, S. 20).Wir sind dann von den Elementen �=ei~�2 �2SU(2) ausgegangen und haben eine �Uberlagerungsab-bildung h :SU(2)!SO(3) konstruiert. Anshlie�end haben wir eine Darstellung der SU(2) erkl�art,und �uber h (�) die Strahldarstellung von SO(3) gewonnen (s. [8℄, S. 22�.).In dem hier behandelten Fall der Lorentzgruppe L k�onnte man analog vorgehen: Zun�ahst konstru-iert man eine Darstellung der Lie-Algebra von L, anshlie�end erh�alt man die Exponentialform der"Darstellung\ von L, die jedoh i.A. niht die Darstellungseigenshaften hat. Man wird dann dieseExponentialabbildung als Elemente der �Uberlagerungsabbildung von L au�assen, und wie im Fallder Drehgruppe geshehen, eine Strahldarstellung aufbauen.



35Wir wollen hier aber, wie gesagt, eL niht konstruieren sondern nur angeben. Es ist:eL = SL (2; C )Dabei ist: SL (2; C ) := ��j� 2 End C 2 ; det� = 1	Damit ist die �Uberlagerungsgruppe ~P von P:~P = SL (2; C ) shIMmit der Gruppenstruktur des semidirekten Produktes:�; �0 2 SL (2; C ) ; a;a0 2 IM :(�;a) � (�0;a0) : = (��0; h (�)a0 + a)Dabei ist h (�) 2L und h selbst ist die | noh zu de�nierende | �Uberlagerungsabbildung vonSL (2; C ) auf L.Def.: h : SL (2; C ) ! L� 7 ! �mit ����+ =: h�� (�) ��und ��� := h�� (�)Dabei ist: �� : = (1I; �i), wobei �i die "normalen Paulimatrizen\sind.�1 = � 0 11 0 �; �2 = � 0 �ii 0 �; �3 = � 1 00 �1 �Beahte das dann ��� 2R ist, da gilt (��)+ =��.Ferner de�nieren wir die sp�ater ben�otigten:�� := g���� ) �� = (1I;��i)Man hat nun wiederum (wie shon bei der Behandlung der Drehgruppe) folgendes zu zeigen:i) h (�1) h (�2) =h (�1�2)ii) h (�) 2L, d.h. 8x2 IM : g (h (�)x; h (�)x) =g (x;x),bzw. (h (�)x)� (h (�)x)� =x�x�iii) ker h (�) = f+1I;�1Igiv) Bildh (�) =L



36 Die �Uberlagerungsgruppe der Poinar�e-GruppeBeweis: zu i) �1�2�� (�1�2)+ =(h (�1�2))����Andererseits: �1�2�� (�1�2)+ = �1�2���+2 �+1= �1(h (�2))�����+1= (h (�2))���1���+1= (h (�2))��(h (�1))����= (h (�1))��(h (�2))��| {z }(h (�1)h (�2))�� ��) (h (�1)h (�2))�� = (h (�1�2))��; h (�1) h (�2) = h (�1�2) q.e.dzu ii) Wir zeigen wieder zun�ahst, da� sih a �a als Determinante einer geeigneten Matrixshreiben l�a�t: det (a � �) = a � abzw. det (a���) = a�a�denn: a��� = � a0 00 a0 � + � 0 a1 � ia2a1 + ia2 0 � + � a3 00 �a3 �= � a0 + a3 a1 � ia2a1 + ia2 a0 � a3 �
; det (a���) = �a0�2 � �a3�2 � ��a1 + i � a2��2= �a0�2 � �a3�2 � �a1�2 � �a2�2= a�a� = a � aDann ist: � 2 SL (2; C ) : a0 � a0 = det (a0 � �) ; mit a0� = h�� (�) a�= det (a0���)= det (h�� (�) a���)= det (h�� (�)��a�)= det �����+a��



37= det (��a�) det�| {z }=1 det�+| {z }=1= det (��a�)= �a0�2 � �a1�2 � �a2�2 � �a3�2= a�a� = a � azu iii) � 2 ker h ) h�� (�) = Æ�� (Matrix: h (�) = 1I)) ����+ = ��Setze nun: �=0; dann ist: �0=1I und ��+=1I) � 2 SU(2)F�ur �= i (i=1; 2; 3) ist dann: ��i�+ = �iund da �2SU(2) kann man mit dem gleihen Argument (Shurshes Lemma) wie in[8℄ (S. 26) gezeigt werden, da� ker (h) = f1I;�1Ig :zu iv) Wir haben folgenden Sahverhalt zu zeigen:8� 2 L 9� 2 SL (2; C ) ; so da�����+ = ����� gilt.Da wir die Parit�at und die Zeitumkehr ausshlie�en, mu� diese Aussage nur f�ur Ro-tationen und Boosts bewiesen werden. F�ur den Fall, da� �(=R) eine Drehung im R3ist, ist die Existenz eines entsprehenden �2SU(2) bereits in [8℄ (S. 23 �.) bewiesen.Da ferner SU(2)� SL (2; C ) ist, folgt damit auh die Existenz eines Elementes ausSL (2; C ) f�ur Rotationen.Wir zeigen nun, da� auh f�ur die Boosts ein zugeh�origes �2SL (2; C ) existiert. DerEinfahheit halber beshr�anken wir uns auf Boosts in 1-Rihtung.Beh.: Sei �2L Boost in 1-Rihtung, mit der folgenden Darstellung:� = 0BB� osh u sinh u 0 0sinh u osh u 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCADann wird: ����+ = ����� (6.1)von �=eu2 �1 gel�ost. (�1: 1. Pauli-Matrix)



38 Die �Uberlagerungsgruppe der Poinar�e-GruppeBeweis: Zun�ahst zeigen wir, da� gilteu�1=2 = osh�u2� + �1 � sinh�u2� (6.2)denn wir wissen aus [8℄ (S. 20), da�e�i!1�1=2 = os !12 � i�1 � sin !12Setze nun in dieser Formel: �i!1=2 : = u2 ) !1=iu) eu�1=2 = os�iu2�� i�1 � sin�iu2�Mit osh �u2� = os �iu2�, sinh �u2� = � i � sin �iu2� (aus Formelsammlungoder durh direktes Nahrehnen �uber die Darstellung von osh = sinh bzw.sin = os durh Exponentialfunktionen.) folgt dann soforteu�1=2 = osh�u2� + �1 � sinh�u2�Wir beweisen nun die eigentlihe Aussage (6.1) auf der vorhergehenden Sei-te.F�ur die (durh � vorgegebene) rehte Seite von (6.1) haben wir:�=0 : ����� = �00�0 + �10�1 = 1I osh u+ �1 sinh u�=1 : ����� = �01�0 + �11�1 = 1I sinhu+ �1 osh u�=2 : ����� = �22�2 = �2�=3 : ����� = �33�3 = �3Wir werten nun ����+ mit �=eu2 �1 aus und zeigen, da� sih f�ur �=0; : : : ; 3die obigen Ausdr�uke ����� ergeben.Aus �=eu2 �1 folgt: �+=eu2 �1 , da �1+=�1� =0: ����+ = eu2 �11Ieu2 �1 = eu�1= osh(u) � �0 + sinh(u) � �1 nah (6.2)



39� =1: ����+ = eu2 �1�1eu2 �1= eu2 �1�1 �osh �u2�+ sinh �u2� � �1�= eu2 �1 ��1 osh �u2�+ �0 sinh �u2��( da �12 = �1 � �1 = 1I = �0)= ��0 osh �u2�+ �1 sinh �u2���� ��1 osh �u2�+ �0 sinh �u2��= �1osh2 �u2�+ �1sinh2 �u2�++2 � osh �u2� � sinh �u2�Mit den Additionstheoremen:sinh (x� y) = sinh (x) � osh (y)� osh (x) � sinh (y)osh (x� y) = osh (x) � osh (y)� sinh (x) � sinh (y)speziell:sinh (u) = 2 sinh �u2� � osh �u2�osh (u) = osh2 �u2�+ sinh2 �u2�folgt:eu�1�1eu�1 = �1 osh(u) + �0 sinh(u)



40 Die �Uberlagerungsgruppe der Poinar�e-Gruppe� =2: eu2 �1��eu2 �1 = eu2 �1�2eu2 �1= eu2 �1�2 �osh�u2� + sinh�u2� � �1�= ��0 osh�u2� + �1 sinh�u2������2 osh�u2� + �2�1 sinh�u2��= �2 osh2 �u2� + �1�2�1 sinh2 �u2� ++�2�1 � osh �u2� � sinh�u2�++�1�2 sinh�u2� osh�u2�Mit den Antivertaushungsrelationen [�i; �j℄+ =�i�j + �j�i=2Æij folgt:[�1; �2℄+ =0) �1�2= � �2�1 undeu2 �1�2eu2 �1 = �2 osh2 �u2�� �2 sinh2 �u2� ++�2�1 � osh�u2� � sinh�u2����2�1 osh �u2� sinh�u2�= �2 �osh2 �u2�� sinh2 �u2��| {z }=1 = �2V�ollig analog zeigt man:� =3: eu2 �1�3eu2 �1=�3Vergleiht man die f�ur die einzelnen �=0; : : : ; 3 erhaltenen jeweils rehtenund linken Seiten von (6.1) auf Seite 37, so stellt man fest, da� gilt:eu2 �1��eu2 �1 = �����und damit ist die Aussage f�ur einen Boost in 1-Rihtung bewiesen.V�ollig analog geht man beim Beweis f�ur Boosts in 2- und 3-Rihtung vor, man mu�lediglih �1 durh �2 bzw. �3 ersetzen.Ferner gilt: det eu2 �1 = eu�1=2 = e0 = 1) eu2 �1 =: � 2 SL (2; C )Wir haben also zu jeder Lorentztransformation L ein �2SL (2; C ) gefunden mit:����+ = �����



41und damit ist gezeigt, da� f�ur h : SL (2; C ) ! LBildh = List.



Kapitel 7Die Darstellung der�Uberlagerungsgruppe von P f�ur s = 1=2
Nahdem wir nun die Eigenshaften der �Uberlagerungsabbildung bewiesen haben, k�onnen wir dieDarstellung von SL (2; C ) konstruieren und anshlie�end die Strahldarstellung von L gewinnen:Dazu de�nieren wir in Verallgemeinerung der De�nition aus [8℄ (S. 2) sogenannte relativistisheSpinoren: 	 : IM! C 2 ; IM Minkowski-RaumAuf diesen Spinoren ist die Darstellung der SL (2; C ) in kanonisher Weise de�niert:� 2 SL (2; C ) : ��1=2 (�)	� (x) := �	 �(h (�))�1 x�Die Darstellung der Translation wird wie folgt erkl�art:a 2 IM : ��1=2 (a)	� (x) := 	 (x� a)Damit k�onnen wir nun die Darstellung f�ur ein allgemeines Element ~A2 ~P=SL (2; C ) shIM angeben:~A = (�;a) 2 SL (2; C ) shIM : ��1=2 � ~A�	� (x) := �	 �(h (�))�1 (x� a)�Die Funktion 	, die sih unter �1=2 � ~A� wie oben verh�alt, bezeihnet man als Weylspinor undshreibt ��1=2 � ~A� ;	�.Wir zeigen nun, da� die so de�nierte Darstellung �1=2 tats�ahlih die Darstellungseigenshaftenerf�ullt:Seien ~A1; ~A22 ~P , ~A1= (�1;a1), ~A2= (�2;a2) ) ~A1 ~A2= (�1�2; h (�1)a2 + a1) denn h (�1) 2L undergibt die zu �1 geh�orige Lorentztransformation. Dann soll gelten, da�:�1=2 � ~A1� �1=2 � ~A2� = �1=2 � ~A1 ~A2� (7.1)42



43Beweis: Wir haben: 	 : IM!C 2��1=2 � ~A1� �1=2 � ~A2�	� (x) (i)= �1=2 � ~A1�� (x)= �1� �(h (�1))�1 (x� a1)�= �1 ��1=2 � ~A2�	� �(h (�1))�1 (x� a1)�= �1�2	�(h(�2))�1�(h(�1))�1(x� a1)�a2��= �1�2	 �(h (�1) h (�2))�1 (x� a1)�� (h (�2))�1 a2�Nun ist andererseits:��1=2 � ~A1 ~A2�	� (x) = �1�2	 �(h (�1) h (�2))�1 (x� h (�1)a2 � a1)�= �1�2	 �(h (�1) h (�2))�1 (x� a1)�� �1h (�2) �1h (�1) h (�1)a2�= �1�2	�(h (�1)h (�2))�1 (x� a1)� �1h (�2)a2�Also gilt (7.1) auf der vorherigen Seite, und damit ist die Darstellungeigenshaft be-wiesen. Es sei noh einmal daran erinnert, da� die Darstellungeigenshaft die �Ubert-ragung des Produktes der Gruppenelemente auf das Produkt der Darstellungsoperato-renindexOperator!Darstellungs- gew�ahrleistet!Wie bei den skalaren Funktionen suhen wir auh hier wieder nah invarianten Bewegungsglei-hungen, deren L�osungen, die oben de�nierte Darstellung ausreduzieren.Da unsere Wellenfunktionen 2-komponentige Objekte sind, stehen zur Konstruktion von poinar�ein-varianten Operatoren niht mehr nur x� und p�, sondern auh die Spinoperatoren | also die dreiPaulimatrizen | zur Verf�ugung. Erweitert man die Paulimatrizen �1; �2; �3 um die Identit�at undbezeihnet diese mit �0, so hat man einen Satz von 4-Matrizen ��; �=0; : : : ; 3, die zur Konstruktionvon invarianten Operatoren herangezogen werden k�onnen. (ACHTUNG! Die �� sind nat�urlih kein(kovarianter) 4-Vektor im �ublihen Sinn.)���� ist nihts Neues, da ���� / 1I ist.(i) �� (x) := �1=2 � ~A2�	(x)�



44 Die Darstellung der �Uberlagerungsgruppe von P f�ur s = 1=2��x�(ii) ist wiederum niht poinar�einvariant (niht lorentz- und niht translationsinvariant).Die Frage ist, ob ��p� poinar�einvariant in einem geeigneten Sinn ist (analog wie auh ~�~p rotati-onsinvariant ist [8℄).Bevor wir fortfahren, f�uhren wir noh den Begri� des Weyloperators W ein: Anstelle von ��p�= �i���� betrahtet man nur den Operator ���� und nennt diesen Weyloperator:Def: Weyloperator W W := ���� = �� ��x�bzw.: W = �0�0 � ~� � ~r = �0 + ~� � ~rDef: Konjugierte Darstellung 	 : IM!C 2 ; ~A2 ~P=SL (2; C )��1=2 � ~A�	� (x) := �	 �(h (�))�1 (x� a)�� = ��1��+ = ��+��1��1=2 � ~A� ;	� hei�t konjugierter Weylspinor. Beahte bei dieser De�nition, da� � 6=�, da imAllgemeinen �+ 6=��1. (� ist niht unit�ar!)Man zeigt nun wie oben, da� auh �1=2 � ~A� die Darstellungseigenshaft besitzt. Es mu� lediglihnoh gezeigt werden, da� 8�1; �2 2 SL (2; C ) �1 � �2 = �1 � �2gilt, da bei der obigen Rehnung derartige Produkte von Matrizen vorkommen.Es ist: �1 � �2 = ��1�1�+ ��1�2�+ = ��1�2 � �1�1�+ = � �1�1 � �2�+ = �1 � �2wie oben verlangt.Man stellt nun einen Zusammenhang zwishen � und � her, indem man fordert, da� folgendeBeziehung gelten soll: ����+ = ����� � = h (�) wie oben.Da � durh �= (��1)+ festgelegt ist, stellt die obige Gleihung eine Bedingungsgleihung an ��dar, wir haben also �� so zu w�ahlen, da� die obige Bedingung erf�ullt ist.Shreibt man nun �=e~u�~�=2 (f�ur Boosts) und w�ahlt speziell ~u=u~e1 (u : Rapidit�at siehe 5 auf Seite 30)so erh�alt man: � = ��1��+ = �e�u2 �1�+ = e�u2 �1(ii)Eigentlih m�u�te man statt ��x�, ��p� : : : die Tensorproduktshreibweise verwenden: ��
x�, ��
p� : : :, da ��und x�; p� in vershiedenen R�aumen wirken. Wir werden jedoh der �Ubersiht halber die shlampige Shreibweise�� 
 p� = ��p� beibehalten.



45(da �1+=�1 und u2R).Ferner ist f�ur Boosts in 1-Rihtung�00 = osh u, �10 = sinhu�01 = sinhu , �11 = osh uund: e�u2 �1��e�u2 �1 = ������ = 0 : e�u2 �1�0e�u2 �1 = �00�0 + �01�1= osh u � �0 + sinh u � �1Nun ist: (siehe (6.2) auf Seite 38)e�u2 �1 = osh �u2�� �1 � sinh�u2�) �osh �u2�� �1 sinh �u2���0 �osh �u2�� �1 sinh �u2�� != �0 oshu+ �1 sinhu) �0osh2 �u2�+ �1�0�1sinh2 �u2����1�0 sinh �u2� osh �u2�� �0�1 osh �u2� sinh �u2� != �0 oshu+ �1 sinhuBeahtet man nun die Additionstheoreme der Hyperbelfunktionen (s. auf Seite 39) dann ist klar,da� die obige Gleihung nur erf�ullt ist, wenn gilt:�0 = 1I = �0; �1 = ��1denn dann ist die linke Seite1I � osh2 u2 + (�1)2| {z }=1I sinh2 u2 � 2�1 sinh�u2� osh �u2� = osh u� �1 sinhuDies ist genau der Ausdruk auf der rehten Seite, wenn �0=�0 und �1= � �1 gilt.Analog kann man nun auh f�ur Boosts in 2- und 3-Rihtung verfahren (oder alternativ die �� stattdurh Boosts durh Drehungen bestimmen).Man erh�alt shlie�lih: �0 = �0; �i = ��i; i = 1; 2; 3Wir de�nieren nun den konjugierten Weyloperator WDef.: W := ��� ��x� = ����� = � ��t � ~� � ~r



46 Die Darstellung der �Uberlagerungsgruppe von P f�ur s = 1=2Wir gehen nun wie folgt vor: Zun�ahst beweisen wir einige Fundamentaleigenshaften der �� und�� und der Weyloperatoren W und W . Mit diesen Eigenshaften werden wir dann zeigen, da�~P (A) aus L�osungen der Weyl-Gleihung W	=0 wiederum L�osungen der Weyl-Gleihung maht!Dies gilt, obwohl der Weyloperator niht poinar�einvariant im Sinne der De�nition von Seite 9 ist,sondern nur die im Folgenden zu beweisende Intertwining-Relation erf�ullt.Anshlie�end werden wir eine geeignete Kombination der Weyl-Gleihungen (mit W und W ) miteinem zus�atzlihen Massenterm versehen und die Dira-Gleihung gewinnen. Diese ist dann lorent-zinvariant im eigentlihen Sinne (s. Seite 9).



Kapitel 8Die Weyl- und die Dira-Gleihung
Wir beginnen mit einigen Eigenshaften der ��; �� und W;W :i) ���� + ����=2 � g�� � 1I2���� + ����=2 � g�� � 1I2ii) WW =WW = �iii) W�� ~A� = �� ~A�WW�� ~A� = �� ~A�W 9=;("Intertwining Relation\)
Beweis: zu i) Sei �=�=0 �� = �0 = 1I2; �� = �0 = 1I2�� = �0 = 1I2; �� = �0 = 1I2) ���� + ���� = 1I2 + 1I2 = 2 � 1I2 = 2g001I2�=0; �=k k=1; 2; 3�� = �0 = 1I2 �� = �k�� = 1I2; �� = � �k) ���� + ���� = +1I2 � (��k) + �k � 1I2 = 01I2 = 2g0k1I2Analog: �=0; �=k k=1; 2; 347



48 Die Weyl- und die Dira-Gleihung�=k; �= l k; l=1; 2; 3�� = �k; �� = �l�� = � �k; �� = � �l) ���� + ���� = ��k�l � �l�k= � (�k�l + �l�k)= �f�k; �lg = � 2Ækl1I2 (s. [8℄, S. 18)= 2gkl1I2Analog beweist man die andere Beziehung!zu ii) Es ist:WW = ���������= ��������� (da �� niht auf ��wirkt.)= � �12�������� + 12��������� (im 2. Summandensind � und � ver-tausht, die Strukturjedoh erhalten.)= � �12�������� + 12��������� (da ����=���� .)= �12 (���� + ����)| {z }= 2g��1I (aus i))����= �g������= � ����= � q.e.d.zu iii) Da W =�� ��x� =���� gilt und �� nur auf dem Spin- und �� auf dem Ortsanteilwirkt, zerlegen wir auh �� ~A� in ein (Tensor-) Produkt aus Spin- und Ortsanteil:�� ~A� = �S (�)
 �O � ~A�Dabei wirken �S (�) und �O � ~A� wie folgt:a2C 2 : �S (�) a = �a� (x) : ��O � ~A� �� (x) = � �(h (�))�1 (x� a)�Da wir nun mit Produkten aus Orts- und Spinanteil arbeiten, haben wir f�ur �� ~A�(analog zu [8℄ S.11)�� ~A�� (x) = ��S (�)
 �O � ~A�� (a
 � (x))= (�S (�) a)
 ��O � ~A�� (x)�



49= �a
 � �(h (�))�1 (x� a)�= �	 �(h (�))�1 (x� a)�Um nun beispielsweise W�� ~A� umformen zu k�onnen, behandeln wir den Spin- undden Ortsanteil separat. Wir zeigen zun�ahst:i) �S (�)�� (�S (�))�1 =�����ii) ��O � ~A���1 ��x��O � ~A� =��� ��x�i) sieht man leiht ein, denn es ist:�S (�)�� (�S (�))�1 = ��� �1�= ����+ = �����ii) hingegen ist niht so leiht zu zeigen, da man dazu etwas "Indexgymnastik\betreiben mu�.Zun�ahst mu� das Transformationsgesetz f�ur kovariante 4-Vektoren bewiesenwerden.Sei x0�=(��1)��x� ; dann ist x0�=���x� .Wir gehen bei dem Transformationsgesetz von ��1 aus, da wir bei der Anwen-dung �O � ~A�	(x) den Vektor ��1 (x� a) im Argument von 	 stehen haben;diesen Vektor ben�otigen wir in Komponentenshreibweise, um ��x� berehnen zuk�onnen.Beweis des Transformationsgesetzes:x0� = ��1����x�) x0� = g����1����x� = g����1����g��x� (8.1)Um g��(��1)�� auswerten zu k�onnen, benutzen wir eine Eigenshaft, der �-Matrizen, die sih in jedem Buh �uber spezielle Relativit�atstheorie (z.B. [9℄)�ndet: g�������� = g��(Dies folgt direkt aus g (�x;�x) =g (x; x))Durh Multiplikation mit (��1)�� (und Summation �uber �) folgt:g����� �����1����| {z }Æ�� = g����1����



50 Die Weyl- und die Dira-Gleihung) g����1���� = g��Æ�����= g�����Also ist: g����1���� = g�����Mithin (�!�; �!�): g����1���� = g�����und x0� = g����1����g��x�| {z }((8.1)) wird zu:x0� = g�����g��x�= ��� g��g��| {z }Æ�� x�) x0� = ���x�An dieser Stelle soll davor gewarnt werden, die Vektor-Matrix-Gleihungx0 = �xf�ur kontra- und kovariante Vektoren in der gleihen Weise zu shreiben.Es gilt f�ur kontravariante Vektoren(i): (per Konvention festgelegt)x0� = ���x�Dies kann suggerieren, da� man f�ur kovariante Vektoren shreiben m�ohte(i)x0� = ���x�Diese Gleihung ist jedoh FALSCH, wie wir oben gesehen haben. Statt dessenmu� (i) x0� = ��1����x�gelten.Dieses Beispiel zeigt eindringlih, da� man beim �Ubergang von kontra- zu kova-rianten Komponenten vorsihtig sein mu� und Indizes nur mit dem metrishenTensor g�� vershieben sollte!Nah dieser Vorbereitung k�onnen wir ii) beweisen.(i)Bitte beahten Sie, da� hier im Vergleih zum obigen Beweis die Rolle von x und x0, also auh dievon � und ��1 vertausht sind!



51Es ist: ����O � ~A�	� (x) = ��x�	 �(h (�))�1 (x� a)�= ��x�	(x0) mit x0 = (h (�))�1 (x� a)= ��x0�	(x0) �x0��x�in Komponenten gilt (nah unserer Vorbereitung)(i):x0� = �(h (�))�1��� (x� � a�)und x0� = (h (�))�� (x� � a�) (!!)) �x0��x� = (h (�))�� Æ�� = (h (�))�� = ���; � 2 L (s.o.)Also ist: ����O � ~A�	� (x) = ��� ��x0�	(x0)) ���O � ~A���1 ���O � ~A�	� (x) = �����O � ~A���1� ��x0�	(x0)�= ��� � ��x0�	(x0)�����x0!h(�)x0+aDie Ersetzung x0!h (�)x0 + a=x ist die Wirkung von ��O � ~A���1 auf��x0�	(x0).Wir �nden shlie�lih���O � ~A���1 ���O � ~A�	� (x) = ��� ��x�	(x)und somit ��O � ~A���1 ���O � ~A� = �����und damit ist auh (ii) bewiesen.Um nun die Intertwining Relation zu beweisen, ersetzen wir in (i) � durh ��1 underhalten mit �S ��1�� = (�S (�))�1(wegen der Darstellungseigenshaft �S (A �B) =�S (A) � �S (B) mu� �S (��1) ��S (�) =1I sein, mithin folgt �S (��1) = (�S (�))�1)und ��S ��1����1 = �S (�)



52 Die Weyl- und die Dira-Gleihung(�S (�))�1 ���S (�) = ��1������ (8.2)und ��O � ~A���1 ��x� �O � ~A� = ��� ��x� (8.3)Bildet man das Tensorprodukt dieser beiden Zeilen, so ben�otigt man folgende Regel:8A1; B1; C1 : V1 ! V1; A2; B2; C2 : V2 ! V2 :A1B1C1 
 A2B2C2 = (A1 
 A2) (B1 
 B2) (C1 
 C2)denn es ist f�ur beliebige �1 
 �22V1 
 V2(A1 
 A2)(B1 
 B2)(C1 
 C2) (�1 
 �2) == (A1 
 A2)(B1 
B2)(C1�1 
 C2�2)= (A1 
 A2)(B1C1�1 
 B2C2�2)= (A1B1C1�1 
 A2B2C2�2)= (A1B1C1 
 A2B2C2) (�1 
 �2)Dann ist: (8:2)
 (8:3)�(�S (�))�1 ���S (�)� 
 ���O � ~A���1 ��x� �O � ~A�� == ��1�������| {z }= Æ�� �� 
 ��x�) �mit obiger Regel und V1 = C 2 ; V2 = L2 �R3���(�S (�))�1 
 ��O � ~A���1�| {z }= ��� ~A���1 ��� 
 ��x����S (�)
 �O � ~A��| {z }= �� ~A� = �� 
 ��x�
) ��� ~A���1 �� ��x�| {z }=W �� ~A� = �� ��x�beziehungsweise: W�� ~A� = �� ~A�WUnd damit ist die Intertwining-Relation bewiesen.Wir wollen nun noh die Intertwining-Relation f�ur W beweisen.



53Es ist: �S (�)�� �1� S (�) = �����denn �S (�)�� �1� S (�) = ����+ = �����Durh �Ubergang von � ! ��1 erh�alt man:�S ��1�� �� �1� S ��1�� = ��1������) (�S (�))�1 ���S (�) = ��1������Ferner hatten wir gezeigt, da� gilt:��O � ~A���1 ��x� �O � ~A� = ��� ��x�Bilden der entsprehenden Tensorprodukte liefert:��� ~A���1 �� ��x� �� ~A� = ��1��������� ��x�= Æ���� ��x� = �� ��x�denn ��� ~A���1 =�S (�) 
 �O � ~A�, da die -Operation nur f�ur Matrizen in C 2 erkl�artist. ) ��� ~A���1W�� ~A� = W�da W = ��� ��x� = ������) W�� ~A� = �� ~A�WDies ist die 2. Intertwining-Relation.Diese Beziehungen erweisen sih im folgenden als fundamental, so da� sih der Aufwand f�ur ihrenBeweis gelohnt hat, denn weitere l�angere Rehnungen werden niht mehr vorkommen.Als erstes benutzen wir die Intertwining-Relation, um folgenden Sahverhalt zu zeigen:Behauptung.: Sei 	 (x) eine L�osung der Weyl-Gleihung W	(x) =0; dann ist auh�� ~A�	(x) eine L�osung, das hei�t es gilt dann auh:W�� ~A�	(x) = 0



54 Die Weyl- und die Dira-GleihungBeweis: Dies sieht man sofort �uber die Intertwining-Relation ein:Sei also: W	(x) =0Dann ist W�� ~A�	(x) =|{z}Intertwi-ning-Re-lation �� ~A� W	(x)| {z }= 0 n. Vor. =0
) Die Menge aller L�osungen der Weyl-Gleihung bildet einen (poinar�e-)invarianten Unterraumvon C 2 
 L2 (R3).Ein analoges Resultat gilt f�ur die L�osungen der konjugierten Weyl-GleihungW	(x) =0, denn W�� ~A�	(x) =�� ~A�W	(x) =0Diese R�aume kann man nun zu (physikalishen) Hilbertr�aumen erweitern, indem man sie mit einemgeeignetem Skalarprodukt (das hei�t einem Skalarprodukt, bez�uglih welhem �� ~A� unit�ar ist)ausstattet.Das Skalarprodukt �nden wir wieder durh die Methode des erhaltenen Stromes. Wir suhen alsoStr�ome j� [	℄ ; j� �	�, die vom Weylspinor 	, beziehungsweise dem konjugierten 	 abh�angenund die Kontinuit�atsgleihung ��x� j� (x; 	) =0, (beziehungsweise ��x� j� �x; 	� =0) erf�ullen, falls 	die Weyl-Gleihung beziehungsweise 	 die konjugierte Weyl-Gleihung l�ost.Da nah Voraussetzung W	(x) =0 sein soll, ist also ����	(x) =0 )�� ���	(x)� =0, da � koordinatenunabh�angig ist.Dies legt nahe, den erhaltenen Strom wie folgt zu de�nieren:j� �x; 	� := 
	; ��	�C2beziehungsweise: j� (x; 	) := h	; ��	iC2Mit dieser De�nition ist: ��x� j� �x; 	� = ��x� 
	; ��	�= 
��	; ��	�+ 
	; ����	�= 
��	; ��	�+*	; W	|{z}= 0 n. Vor.+= 
��	; ��	� = 
(��)+ ��	;	��da ��+ = ��� = 
����	;	�= 
W	;	� = 0 q.e.d.



55Analog beweist man ��x� j� (x; 	) =0Ferner �nden wir, da�, falls W	=0 gilt, auh	 = WW	 = 0und 	 = WW	 = 0gilt.Vergleiht man dieses Ergebnis mit der Klein-Gordon-Gleihung, so sieht man, da� sih die L�osungender Weyl-Gleihung und der konjugierten Weyl-Gleihung als Teilhen mit Masse m=0 und SpinS=1=2 interpretieren lassen.Die L�osungen der Weyl-Gleihung f�uhren also auf Darstellungen der Poinar�e-Gruppe, die durh Masse 0 und Spin 1/2 harakterisiert werden!Abshlie�end bleibt zu bemerken, da� der Weyloperator W niht parit�atsinvariant ist:�1P WP = �1P � ��t � ~� � ~r�P= ��t� �1P ~� � ~rP= ��t � �1P ~�P| {z }= ~� �1P ~rP| {z }= � ~r= ��t + ~� � ~r = �W 6= Wso da� Teilhen mit Masse 0 und Spin 1/2 die Parit�at bei Wehselwirkungen verletzen.Beispiele f�ur Teilhen mit Masse 0 und Spin 1/2 sind (wahrsheinlih) die Neutrinos �e; ��; �� undihre Antiteilhen �e; ��; �� .Will man nun die Weyl-Gleihung um einen Massenterm erweitern (gruppentheoretish gesprohen:Darstellung f�ur Masse m und Spin 1/2), so stellt man zun�ahst fest, da� �� ~A� aus L�osungen derentsprehenden Gleihung niht wieder L�osungen maht!Denn geht man zun�ahst von folgender Gleihung aus:(W +m)	 (x) = 0 (8.4)dann �ndet man:(W +m) �� ~A�	(x) = W�� ~A�	(x) +m�� ~A�	(x)= �� ~A�W	(x)| {z }aus Intertwining-Relation�� � ~A�W	(x)| {z }aus (8.4)= ��� ~A�� �� ~A��W	(x)



56 Die Weyl- und die Dira-GleihungNun ist aber �� ~A� 6=�� ~A� (s.o.), so da� �� ~A�� �� ~A� 6=0 und folglih auh:(W +m) �� ~A�	(x) = ��� ~A�� �� ~A��W	(x) 6= 0Andererseits gilt aber, da� wenn 	 sih wie ein Weylspinor transformiert, da� dann W	 sih wieein konjugierter Weylspinor verh�alt:Sei 	 (x) ~P! �� ~A�	(x)) W	(x) ~P! W�� ~A�	(x) =�� ~A�W	(x)das hei�t W	(x) hat unter ~P das Verhalten eines konjugierten Weyl-Spinors.Analog ist: 	 (x) ~P! �� ~A�	(x)W	(x) ~P! W�� ~A�	(x) =�� ~A�W	(x)ein W angewandt auf einen konjugierten Weylspinor hat das gleihe Transformationsverhalten wieein "normaler\ Weylspinor.Das untershiedlihe Transformationsverhalten von 	 und W	 ist letzlih auh die Ursahe daf�ur,da� die Erweiterung der Weyl-Gleihung mit einem Massenterm, wie sie in (8.4) auf der vorher-gehenden Seite vorgenommen wurde, niht die gew�unshten Eigenshaften besitzt. Vielmehr mu�man zu W	 den Spinor 	 addieren: W	(x) +m	(x) = 0 (8.5)Analog kann man auh die konjugierte Gleihung aufstellen, dabei erweitert manW	(x) =0 durhden Massenterm m	(x) und erh�alt: W	(x) +m	(x) = 0Wenn nun 	 und 	 dieses Gleihungssystem erf�ullen gilt:W�� ~A�	(x) +m�� ~A�	(x) =�� ~A� �W	(x) +m	(x)� = 0Ein analoges Resultat erh�alt man f�ur die zweite Gleihung. Daraus folgt, da� mit 	;	 auh �	; �	L�osungen dieses Gleihungssystem sind.Wir fassen nun die "normale\ und die konjugierte Weyl-Gleihung mit Massenterm zusammen:W	(x) +m	(x) = 0W	(x) +m	(x) = 0



57
Dann de�nieren wir einen Dira-Spinor 	D:	D : IM! C 4 ; 	D (x) := � 	(x)	 (x) �Mit diesem Dira-Spinor shreiben sih die obigen Gleihungen:D� 	(x)	 (x) �+m � 1IC4 � 	(x)	 (x) � = 0; 1IC 4 = 0BB� 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCAmit D := � 0 WW 0 �oder mit der (�ublihen) Abk�urzung m1IC4 =mD	D (x) +m	D (x) = 0 oder (D +m)	D (x) = 0Das ist die freie Dira-Gleihung!Bevor wir die explizite Gestalt von D angeben und die Dira-Gleihung in der Form shreiben, diesih �ubliherweise in den B�uhern �ndet, diskutieren wir das Transformationsverhalten von 	D (x)und D +m unter Poinar�e-Transformationen.Die Darstellung �D � ~A� auf Dira-Spinoren ist erkl�art durh:��D � ~A�	D� (x) = S (�)	D �(h (�))�1 (x� a)�mit: S (�) : = � � 00 � �Diese Darstellung erh�alt man aus der Darstellung auf Weyl-Spinoren wie folgt:��� ~A�	� (x) = �	 �(h (�))�1 (x� a)���� ~A�	� (x) = �	 �(h (�))�1 (x� a)�) 0� �� ~A� 00 �� ~A� 1A� 	(x)	 (x) � = � � 00 � �� 	 �(h (�))�1 (x� a)�	 �(h (�))�1 (x� a)� �) �D � ~A�	D (x) = S (�)	D �(h (�))�1 (x� a)�wobei �D � ~A� = 0� �� ~A� 00 �� ~A� 1AWir zeigen nun die Poinar�e-Invarianz von D +m1IC4 :F�ur die Identit�at ist die Poinar�e-Invarianz klar.



58 Die Weyl- und die Dira-GleihungEs bleibt zu zeigen, da�: �D � ~A�D = D�D � ~A� (8.6)bzw. �D � ~A�D ��D � ~A���1 = DBeweis.: Mit den Formeln f�ur D und �D hat man�D � ~A�D ��D � ~A���1 = 0� �� ~A� 00 �� ~A� 1A� 0 WW 0 ���D � ~A���1
= 0� 0 �� ~A�W�� ~A�W 0 1A��D � ~A���1

(Intertwining-Relation) = 0� 0 W�� ~A�W�� ~A� 0 1A��D � ~A���1
= � 0 WW 0 �| {z }= D 0� �� ~A� 00 �� ~A� 1A| {z }= �D � ~A� ��D � ~A���1
= D�D � ~A���D � ~A���1| {z }= 1I= DDamit ist die Poinar�e-Invarianz der Dira-Gleihung bewiesen!Wir sehen also sofort, da� �D � ~A� aus L�osungen der Dira-Gleihung wieder L�osungen maht, dennsei (D +m)	 (x) = 0) (D +m) �D � ~A�	(x) = D�D � ~A�	(x) + �D � ~A�m	(x)(da D�D � ~A� = �D � ~A�D (s. (8.6))) = �D � ~A� (D +m)	 (x)| {z }= 0 n. Vor. = 0Wir zeigen nun, da� f�ur eine L�osung 	D (x) der Dira-Gleihung die Komponenten 	;	 auh dieKlein-Gordon-Gleihung erf�ullen:



59Sei also (D +m)	D (x) = 0) (D �m) (D +m)	D (x) = 0) (D2 �m2)	D (x) = 0D2= (ii)� 0 WW 0 �� 0 WW 0 � = � WW 00 WW � = � � 00 � �) � � �m2 00 � �m2 �	D (x) = � 00 �bzw. � +m2 00 +m2 �� 	(x)	 (x) � = � 00 �Also erf�ullen die Weyl-Spinoren 	;	 die Klein-Gordon-Gleihung mit Masse m.Daher k�onnen wir die Dira-Spinoren als Wellenfunktionen von Teilhen mit Masse m und Spin 1/2interpretieren.Wir werden nun die -Matrizen einf�uhren und anshlie�end die Form der Dira-Gleihung, wie siein der Literatur zu �nden ist, abzuleiten.Es ist: D = � 0 WW 0 � = � 0 +��������� 0 � = � 0 ����� 0 � ���eigentlih � 0 ����� 0 �
 ���Wir de�nieren nun -Matrizen:(�i) � := � 0 ����� 0 � ; bzw.: � := � 0 i���i�� 0 �explizit: 0 := � 0 i1I2�i1I2 0 � ; k := � 0 i�ki�k 0 � ; 1I2 : 2�2-Einheitsmatrixdabei ist der (�i)-Faktor nur eingef�uhrt, um der Dira-Gleihung die bekannte Form zu geben.Mit dieser De�nition lautet die Dira-Gleihung[�i��� +m℄ 	D (x) = 0oder [i��� �m℄ 	D (x) = 0Vergleiht man diese Formeln mit der Literatur, so wird man feststellen, da� die �au�ere Formder Gleihung mit der Literatur �ubereinstimmt. Aber wenn man die -Matrizen gem�a� der obigenDe�nition ausrehnet, so �ndet man Untershiede!(ii)Bemerkung: Nat�urlih ist jeder Eintrag in diesen und den folgenden Matrizen immer als 2 � 2-Matrix zu lesen. Aus diesem Grund sind skalare Gr�o�en immer mit 1I2 zu multiplizieren. Beispielsweiseist hier: m2 = m21I2, = 1I2.



60 Die Weyl- und die Dira-GleihungDer Grund liegt darin, da� die Dira-Gleihung unendlih viele �aquivalente Formen besitzt. Dennsei (i��� �m)	D (x) = 0, U (i��� �m) 1I|{z}= �1U U 	D (x) = 0; U 2 GL(4; C ), U [i��� �m℄ �1U (U	D (x)) = 0, �iU� �1U �� �m� [U	D (x)℄ = 0, [i0��� �m℄ 	0D (x) = 0Wir haben also durh die �Ahnlihkeitstransformation0� = U� �1U	0D (x) = U	(x)aus der urspr�unglihen Dira-Gleihung mit ihrer L�osung eine neue Dira-Gleihung, mit von �vershiedenen 0�(!), gewonnen. Wir werden, von unserer Dira-Gleihung mit unseren � aus-gehend, durh eine �Ahnlihkeitstransformation die �uberall angegebene Standarddarstellung der-Matrizen gewinnen. Zun�ahst beweisen wir jedoh einige Eigenshaften der hier de�nierten -Matrizen und wir werden fordern, da� diese Eigenshaften niht durh eine �Ahnlihkeitstransfor-mation U ver�andert werden d�urfen.Die -Matrizen haben folgende Eigenshaften:i) Antivertaushungsrelationen:�� + �� = 2g��1I4; 1I4 : 4� 4 Einheitsmatrixii) Niht-Hermitezit�at (im Gegensatz zu den ��)Es gilt 0+ = 0k+ = �k; k = 1; : : : ; 3und 0� = �+0; � = 0; : : : ; 3 (8.7)iii) Transformation der -Matrizen unter Lorentztransformationen.�1S (�) �S (�) = ����Dabei ist �=h (�).



61Beweis.: zu i) �� + �� = � 0 i���i�� 0 �� 0 i���i�� 0 �++� 0 i���i�� 0 �� 0 i���i�� 0 �= � ���� 00 ���� � + � ���� 00 ���� �= � ���� + ���� 00 ���� + ���� �= � 2g��1I2 00 2g��1I2 �= 2g��1I4zu ii) 0 = � 0 i1I2�i1I2 0 �; 0+ = � 0 �i1I2+i1I2 0 �t = � 0 i1I2�i1I2 0 � = 0k = � 0 i�ki�k 0 �; k+ = � 0 �i�k�i�k 0 � = �kFerner ist: 0� = �0; ��+ � �0 = 2g0�1I4 � �0) � � = 0 0� = 00 = 00+� = k 0k = � k0 = k+0 �) 0� = �+0zu iii) �1S (�) �S (�) = � ��1 00 ��1 �� 0 i���i�� 0 �� � 00 � �= � ��1 00 ��1 �� 0 i����i��� 0 �= � 0 i (�)�1 �����1 (�i) ��� 0 �
= 0� 0 i (�)�1 �� �(�)�1�+�(�)�1� (�i) �� �(�)�1�+ 0 1A= � 0 i������i����� 0 �



62 Die Weyl- und die Dira-Gleihung= ��� � 0 i���i�� 0 � = ����Dabei wurde benutzt, da� folgendes gilt:(�)�1 �� ��1��+ = ������1�����1��+ = �����denn ����+ = �g�����+= g������+= g�����Nun ist aber: g�������� = g��Umstellen: g�������� = g��; g��������(��1)� = g��(��1)�Umstellen: g����� ��1������| {z }Æ� = g��(��1)�; g��Æ���� = g��(��1)�; g���� = g��(��1)�Durh entsprehendes Ersetzen der Indizes:g���� = g���1����und damit folgt: ����+ = g���1�����0 = ��1������also ist: ����+ = ��1������Durh �Ubergang zu ��1: �1� �� �1� + = �����analog zeigt man: �1� ����1��+ = �����da sih die �� bez�uglih �; �+ genauso wie die �� transformieren.



63Aus den Eigenshaften i){iii) k�onnen wir nun einige Bedingungen an die �Ahnlihkeitstransformationder -Matrizen stellen, wenn wir fordern, da� i){iii) auh f�ur alle -Matrizen, die aus �Ahnlihkeit-stransformationen hervorgehen, gelten.Die Antivertaushungsrelationen i) bleiben bei jeder �Ahnlihkeitstransformation U 2GL(4; C ) er-halten:Sei �� + ��=2g��1I4 und 0�=U�U�1, U 2GL(4; C ), dann ist:0�0� + 0�0� = �U� �1U��U� �1U�+ �U� �1U��U� �1U��da �1U U = 1I� = U�� �1U +U�� �1U= U (�� + ��) �1U= U2g��1I4 �1U= 2g��1I4U �1U= 2g��1I4Fordert man die G�ultigkeit von ii) f�ur alle -Matrizen, dann mu� gelten:0+ = 0; k+ = �k ; 00+ = 00; 0k+ = �0kmit 0� = U� �1UDann folgt: 00+ = 00) (U0U�1)+ = U0U�1) (U�1)+ 0+U+ = U0U�1) (U�1)+ 0U+ = U0U�1) U�1 (U�1)+ 0U+U = 0) U+ = U�1also mu� U unit�ar sein.Wenn U unit�ar ist, gilt auh:0k+ ��1U =U+�= �UkU+�+ = Uk+U+ [k+=�k℄= �UkU+ = �0k



64 Die Weyl- und die Dira-GleihungAuh die Transformationseigenshaft von � unter S bleibt erhalten; beahte jedoh, da� mit den-Matrizen auh S (�) transformiert wird!�1S 0 (�) 0�S 0 (�) = �USU+��1 �U�U+� �USU+�= �1U+ S �1U U|{z}= 1I � U+U| {z }= 1I SU+= US�SU+ = U����U+= ���U�U+ = ���0�Wir haben gesehen, da� die Eigenshaften i){iii) f�ur alle -Matrizen erhalten bleiben, wenn die-Matrizen durh unit�are Transformationen ineinander �uberf�uhrt werden.Nun werden wir den �Ubergang von unserer bisherigen Darstellung der -Matrizen zu der in derLiteratur als Standarddarstellung angegebenen Darstellung der -Matrizen vornehmen.Wir hatten bisher:0 = � 0 i1I2�i1I2 0 � ; k = � 0 i�ki�k 0 � = � 0 �i�k�i�k 0 �(�k: gew�ohnlihe Pauli-Matrizen.)In der Standarddarstellung haben 0 und k die Gestalt:0St = � 1I2 00 �1I2 � ; kSt = � 0 �k��k 0 �Behauptung.: Transformiert man nun unsere obigen -Matrizen gem�a�0� = U�U+mit U = 1p2 � 1 i1 �i � ) U+ = 1p2 � 1 1�i i �(Beahte, da� U eine 4 � 4-Matrix ist, man mu� also 1=1I2; i=i1I2 et. lesen.) soergibt sih die Standarddarstellung: 0�=�StBeweis.: U0U+ = 12 � 1 i1 �i �� 0 i�i 0 �� 1 1�i i � = � 1 00 �1 � = 0StUkU+ = 12 � 1 i1 �i �� 0 i�ki�k 0 �� 1 1�i i � = � 0 ��k�k 0 �= � 0 �k��k 0 � = kSt



65Damit haben wir die Dira-Gleihung in ihrer �ublihen Gestalt[i��� �m℄ 	D (x) = 0mit den �ublihen Standardmatrizen0 = � 1 00 �1 � ; k = � 0 �k��k 0 �gefunden.Wir haben ferner gesehen, da� sih die -Matrizen wie ein Lorentz-4-Vektor unter �S transformieren(S (�))�1 �S (�) = ����und ein Spinor transformiert sih wie folgt	D 0 (x) = �S (�)	D �(� (�))�1 (x� a)��mit S (�) = � � 00 � �Wir haben bisher noh kein Skalarprodukt f�ur Spinoren erkl�art. Dies werden wir nun nahholen.Dazu konstruieren wir wieder einen Strom, der der Kontinuit�atsgleihung gen�ugt (falls 	D (x) dieDira-Gleihung l�ost), und de�nieren die Norm von 	D (x) �uber die 0te-Komponente des 4-Stromes.Sei j� (x; 	D) := 
	D (x) ; 0�	D (x)�C4dabei ist: 	D1 ;	D2 : IM!C 4 	D1 (x) = 0BB� 	1D1 (x)	2D1 (x)	3D1 (x)	4D1 (x) 1CCAund h�; �iC4 : Skalarprodukt im C 4 . also:j� (x; 	D) = 
	D (x) ; 0�	D (x)�C 4 = 4Xi=1 	�iD (x) �0��ij 	iD (x)Wenn nun 	D (x) die Dira-Gleihung l�ost, so gilt die Kontinuit�atsgleihung f�ur j� (x; 	D):��j� (x; 	D) = 0Beweis.: �� 
	D (x) ; 0�	D (x)�C 4 = 
��	D (x) ; 0�	D (x)�C 4 ++ 
	D (x) ; 0���	D (x)�C4(da 0+ = 0) = 
�+0��	D (x) ;	D (x)�C4 ++ 
	D (x) ; 0���	D (x)�C4(s. (8.7) auf Seite 60) = 
0���	D (x) ;	D (x)�C 4 ++ 
	D (x) ; 0���	D (x)�C4



66 Die Weyl- und die Dira-Gleihungmit [i��� �m℄ 	D (x) =0 ) ���	D (x) = � im	D (x)) ��j� (x; 	D) = 
�i0m	D (x) ;	D (x)�C 4 +
	D (x) ; 0 (�im)	D (x)�C 4= im 
	D (x) ; 0	D (x)�C 4 � im 
	D (x) ; 0	D (x)�C4= 0Wir de�nieren nun das Skalarprodukt von SpinorenDe�nition.: Skalarprodukth	D1 ;	D2i := Z d3x j0 (x; 	D1;	D2) = Z d3x 
	D1; 00	D2�C 4Aus 00=1I4 folgt h	D1;	D2i = Z d3x h	D1;	D2iC 4Wie wir fr�uher bereits gezeigt haben, ist ein in obiger Weise konstruiertes Skalarprodukt poinar�ein-variant, man kann das nat�urlih noh einmal explizit nahrehnen, wie wir dies im Fall der Klein-Gordon-Gleihung getan haben.Nun geht man analog zur Behandlung der Klein-Gordon-Gleihung vor: zun�ahst l�ost man die freieDira-Gleihung und klassi�ziert die L�osungen.Eine solhe Klassi�kation f�uhrt dann wieder auf (poinar�e-)invariante Unterr�aume, so da� damitauh die irreduzible Darstellung f�ur Teilhen mit Masse m und Spin 1/2 (z.B. e�; p; n; u) gefundenist.Abshlie�end wollen wir anmerken, da� hier nur die freie Klein-Gordon- und die freie Dira-Gleihung behandelt wurden. Um Wehselwirkungen, die beispielsweise durh ein 4-Potential ver-ursaht werden, einzubauen, bedient man sih wieder der minimalen Kopplung. Dazu shreibt mandie Klein-Gordon- und die Dira-Gleihung:� +m2�� (x) = ����� +m2�� (x) = �(+i��) (+i��)�m2�� (x) = 0(i��� �m)	D (x) = (� (i��)�m)	D (x) = 0Fa�t man nun i��= �i�t;�i~r� als 4-Impulsoperator p̂� : =i�� auf, so hat man:Klein-Gordon: �p̂�p̂� �+m2�� (x) = 0Dira: (�p̂� �m)	D (x) = 0Die kanonishe Erweiterung der minimalen Kopplung ist:p̂� ! p̂� � qA�Also ist:



67Klein-Gordon-Gleihung mit Wehselwirkung:��p̂� � qA���p̂� � qA���m2�� (x) = 0Dira-Gleihung mit Wehselwirkung:�i�p̂� � q�A� �m�	D (x) = 0Die L�osungen der Dira-Gleihung (sowohl frei, als auh mit Wehselwirkung) �ndet man in derStandardliteratur, z.B. [5℄, [10℄, [2℄, [3℄ und [4℄.
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