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Kapitel 1

Motivation

Wir haben bisher in der nichtrelativistischen Quantenmechanik die Darstellungstheorie kontinuier-
licher Gruppen dazu benutzt, um bestimmte Freiheitsgrade eines quantenmechanischen Systems zu
erfassen und zu klassifizieren.

Konkret haben wir zunéichst die Aktionen der Drehgruppe auf den Zustédnden des Hilbertraumes
L% (R®) betrachtet. Mit Hilfe allgemeiner Aussagen iiber die Darstellungen von Lie-Gruppen und
Lie-Algebren haben wir die Darstellung der Drehgruppe iiber die Drehimpulsoperatoren konstruiert.

Anschlieflend haben wir diese Darstellung ausreduziert und gesehen, dafl sich der Hilbertraum #
schreiben 1483t als:

H=EPH; Hi={Vm|-1<m<I}; dimH =2+1

=1

(6]

In einem néchsten Schritt haben wir zusitzliche Freiheitsgrade (Spin) eingebaut, indem wir den
Hilbertraum H zu H, erweitert haben:

%s — %0 ® (C2S+1

Wir haben dann speziell #,/, betrachtet und ebenfalls die Frage nach (irreduziblen) Darstellungen
der Drehgruppe gestellt. Die Antwort war, dafl zwar keine Darstellungen aber Strahldarstellungen
moglich sind. Die Konstruktion dieser Strahldarstellungen lieferte den Spinoperator S und den
Operator des Gesamtdrehimpulses J.

Hier wollen wir nun einige (irreduzible) Darstellungen der Poincaré-Gruppe konstruieren. Wir wer-
den sehen, dafl diese Darstellungen bestimmte poincaréinvariante Gleichungen fiir die Zusténde
liefern: Die Klein-Gordon- und die Dirac-Gleichung.



Kapitel 2

Die Galilei-Gruppe

Wir beginnen damit, zunédchst die Wirkung der Galilei-Gruppe auf Zustédnde, die Ldésung der
(zeitabhéingigen) Schrodingergleichung sind, anzugeben. Allerdings soll hier nicht die gesamte Struk-
tur der Strahl-Darstellung der Galilei-Gruppe diskutiert werden, denn es wird sich zeigen, daf} die
Galilei-Gruppe auf quantenmechanischen Zustéinden komplizierter operiert als die Poincaré-Gruppe,
so daf8 die relativistische (lorentzinvariante) Theorie von diesem Standpunkt aus betrachtet einfa-
cher ist.

Wir gehen von den Losungen der freien Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen ohne Spin aus:

Der Einfachheit halber, rechnen wir hier in Einheiten von i (d.h. i=1) und ¢ (d.h. c=1. Es gilt
allerdings nicht A=c, deshalb benutzen wir die umsténdlichere, korrekte Sprechweise ,in Einheiten
von... ).

Die Galilei-Gruppe besteht aus den Elementen Translation, Zeittranslation, Rotation und Boost.

Da W (Z,t) eine skalare Funktion ist, wird man erwarten, daf sich ¥ gemé&f der kanonischen Dar-
stellung transformiert:

G Galilei-Gruppe

Andererseits erwartet man, wenn W (Z,¢) Losung der Schrodinger-Gleichung ist, da auch
(p(g) V) (Z,t) Losung dieser Gleichung ist. Dies aber hat zur Folge, daf8 ¥ sich bei Boosts nicht
gemif einer kanonischen Darstellung transformiert, wie wir unten sehen werden.
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Man findet folgende Darstellung der Galilei-Gruppe:

Translation: T

Zeittranslation: &

hoct
t,

=l

tl
Rotation: T
tl
Boost: i
t,

Wir sehen, daf§ sich Losungen der Schrédinger-Gleichung unter rdumlichen und zeitlichen Translati-
onen, sowie unter Rotationen, gemifl der kanonischen Darstellung transformieren. Bei Boosts muf3
jedoch ein anderes Transformationsgesetz angewandt werden, da bei der kanonischen Darstellung
eine Losung der Schrodinger-Gleichung nicht wieder in eine Losung iiberfiihrt werden konnte.

= I+a V' (Z,1)
=t

= 7 W (1)
= t+T7

= RZ ReSO(3) W (7,1)
= 1

= T+t U (7,1)
t

Sei also zunéchst versuchsweise U’ (Z,t) =WV (& — ¥t, ).

Dann ist:

Andererseits:

i

AV (7, 1)

DU (F,1)0F | OV (@,1),
o7 ot ot

‘_’a‘;’I\II _’It (=7
iVaW (2 t) - (—0) + Y

- 0
—i- Va U (7 t) + iE\I] (@', 1)

= Va | — Va0 (Z,¢t
Vo | 2 Gow
N
=1
= AzV (7,1)
L Aw @ — i (@)
2m b )
| o (2,

= AR (T ) — i

2m

= i7-VaW (1) #0

Daraus folgt: Mit U (&, ¢) ist nicht auch ¥ (& — ¢t,¢) Losung!

= VU (Z—d,1)
= V(I t—r1)
= U(R™'T,t)

'

O (@, 1)

Il
51
|
=



=X LI JalliTIi= AL uppe

Mit W' (7, t) —oi(miE ot (& — ¥t, t) erhélt man stattdessen

i\I./' = (—i’lT- 65,\11 (f/, t)) ei(mﬁ-f—%wt) +

und Vy (\If (:z”,t)ei(mﬁ'f*%”%)) - (vi,qf(f,t))ei(mﬁ'f*%”%)

ApU (T,t) = —m2?T (T, 1) el (m7e=5v%)

= oA (@) iV (@) = Tt (@) ()

1 | o
= [—%Af/qj (f’, t) - I\I] (:i"l, t):| el(mv.x_?v t)

=0

Damit ist gezeigt, dafl das Transformationsgesetz fiir Boosts richtig ist.

Nun wissen wir aber, dal die Galilei-Transformationen nicht die richtigen Transformationen zwi-



schen Inertialsystemen sind. Denn die Maxwellschen Gleichungen der Elektrodynamik — die experi-
mentell bestatigt sind und als gesichert angesehen werden diirfen — sind nicht galileiinvariant! Dieser
Umstand veranlafite Einstein dazu, nach einem Transformationsgesetz zu suchen, das die Maxwell-
Gleichungen invariant 1d8t. Die Losung dieses Problems ist heute als Lorentztransformation (besser:
Lorentzboost) bekannt.



Kapitel 3

Die Lorentz- und die Poincaré-Gruppe

Die Lorentztransformationen lauten:

— 7_1—»—» —
¥ = T+ " v (V- &) — ot
_ v-T
1

mit: v =

Nimmt man zu diesem Boost-Gesetz die Raum- und Zeit-Translationen und -Spiegelungen sowie
die Rotation hinzu, so erhilt man anstelle der Galilei-Gruppe eine neue Symmetriegruppe. Diese
wird als Poincaré-Gruppe bezeichnet.

Bevor wir die Wirkung der Poincaré-Gruppe auf quantenmechanische Zustédnde diskutieren, be-
trachten wir zunéchst die Struktur dieser Gruppe:

Die Poincaré-Gruppe operiert im R* mit der Lorentz-Metrik g(-,-).
Das Paar M : = (R*, g (-,-)) bezeichnet man als Minkowski-Raum.

Es ist:  €R* mit = (2°,7); 2°: =tc; TER?

3
g(@,@) = ()" = 7" = (+°)" = Do} = gua's” =z -y

k=1

1 0 0 O

. . . 0 -1 0 0
dabei ist g, die 4 x 4-Mat

abei ist g, die 4 X atrix |0

0 0 0 -1

Bitte beachten Sie, daf§ wir hier und im Folgenden die Einsteinsche Summenkonvention verwenden.
Uber Indizes, die in einem Produkt sowohl ko- als auch kontravariant auftreten (also einmal unten
und einmal oben) wird summiert. Die Summation luft dabei fiir lateinische Indizes von 1 bis 3 und
fiir griechische von 0 bis 3.



Wir kénnen nun die Elemente der Poincaré-Gruppe P (und der darin enthaltenen Lorentz-Gruppe
L) allgemein charakterisieren:

AelL: e A:M—-M,sodaBVeeM: ¢g(Az,Azx) =g (x, ).
AeP & JacM JAe L, so dal A(x)=Az + a.

Anders formuliert: Die Elemente der Poincaré-Gruppe setzen sich zusammen aus allgemei-
nen Lorentztransformationen (die isometrisch bzgl. g sind) und Raum-Zeit-
Translationen.

Man kann nun jedes Element der Lorentzgruppe (also jede Isometrie A) durch folgenden (hier nicht
bewiesenen) Satz darstellen:

VA mit g (Ax,Ax) =g (x, ) v, 1n €{0,1};v € R Ry, Ry € SO (3)

so daf3:
A= Rng (’U) _RQ_PVITW2

dabei ist P die Paritédtsoperation:

P = -7
Pt =t
und 7" die Zeitspiegelung:
TY = 7
Tt = —t
Ly (v) ist:
vy vyv 0 0
L= % 5
0 0 01

Wir kénnen nun, da wir festgelegt haben, wie die Poincaré-Transformationen im Minkowski-Raum
wirken, beginnen die Darstellungen der Poincaré-Gruppe auf quantenmechanischen Zustinden zu
diskutieren.e Allerdings beschrinken wir uns dabei auf die Darstellungen der Zusammenhangskom-
ponente, die aus den Transformationen mit v; =0 besteht. Da die Darstellung der Zeitumkehr nur
antiuntitdr erfolgen kann, und eine Betrachtung dieser diskreten Transformationen nur unnotige
Schwierigkeiten mit sich bringt, ohne wesentlich zur Erhellung beizutragen.

Zunichst betrachten wir den Fall einer skalaren Funktion (d.h. eines freien Teilchens mit Spin 0).
Anschlieflend erweitern wir die Darstellung auf ein freies Einteilchenproblem mit Spin 1/2.



Kapitel 4

Darstellung der Poincaré-Gruppe fiir
Spin 0 — die Klein-Gordon-Gleichung.

Analog zur Schrodinger-Gleichung gehen wir auch hier von skalaren Funktionen aus. Wir werden
— im Gegensatz zum Schrodinger-Fall — eine Darstellung der Poincaré-Gruppe definieren und die
Bewegungsgleichung anschlieflend aus der Forderung nach der Invarianz der Zusténde erhalten.

Man konnte sich nun fragen, warum wir ein solches Vorgehen nicht angewendet haben, um aus
der Galilei-Gruppe die Schrodinger-Gleichung zu deduzieren. Der Grund dafiir ist, dafl die Galilei-
Gruppe nicht so einfach wie die Lorentzgruppe zu behandeln ist. So kann man zeigen, dafl von
der Galilei-Gruppe selbst keine Darstellung existiert, die mit der Schrodinger-Gleichung kompatibel
ist. Erst durch hinzunehmen bestimmter, mit allen Elementen der Galilei-Gruppe kommutierender
Elemente (,zentrale Erweiterung®) 148t sich eine Strahl(!)-Darstellung angeben, die dann auch den
Phasenfaktor bei der Wirkung der Boosts auf Zustinde ergibt.

Seialsop: M — C und ' =A - z=Ax + a mit A€ P gegeben.
x +— ¢(x)

Dann erkldren wir eine Darstellung von A durch
¢ (z') = ¢ ()

oder:
(p(A) @) (x) =0 (Al w) siehe auch Kapitel 2 in [7]

Mit ' =Az + a = Ax folgt:
~1 —1
z=A (' —a)=A 2

= pW e =o (X @-a)

Man weist leicht nach, da8 p (A) tatséchlich eine Darstellung von A€ P ist, dafl also gilt:
p(I) =1, p(A14;) = p (A1) p(A2)
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Wir wollen nun die Bewegungsgleichungen konstruieren, so dafl die Darstellung von P bei Anwen-
dung auf eine transformierte Losung dieser Bewegungsgleichungen wieder eine Losung ergibt, d.h.
wir verlangen folgenden Zusammenhang:

K sei (invarianter) Operator, ¢ () eine Losung der Gleichung:
K¢(x)=0

dann soll auch (p (A) ¢) (x) mit A€ P wieder eine Losung sein.

Diese Bedingung ist sicher dann erfiillt, wenn K invariant unter Poincaré-Transformationen ist,
wenn also gilt:
VAeP: p(A)K =Kp(A)

also [K, p (A)] =0, bzw. (p(A)) " Kp(A) =K.
Denn aus K¢ (z) =0 folgt sofort:

VAEP: K(p(A)6) (@) "2 (0(4) Ko) (@) 20

Um unsere Forderung zu erfiillen miissen wir also poincaréinvariante Operatoren suchen.

Bei der Annahme einer skalaren Funktion stehen nur Vielfache folgender Operatoren zur Verfiigung:

1
x4 — Ortsoperator
p=—i0,= — 75% 4 — Impulsoperator
dabei ist ' s
P = —igy, = —ig;
po= —i0; = —iV;

Man kann nun aus den angegebenen Operatoren poincaréinvariante Operatoren konstruieren:

1 ist bereits poincaréinvariant, denn:

z?=ztz, ist nicht poincaréinvariant, da bei Raum-Zeit-Translationen
't =k + ot gilt:

"2, = (2" + a") (z, + a,) = ° + 21"a, + a® # x* fallsa, #0
Ebenso ist auch p#z, nicht poincaréinvariant:
/ i 0 i 0

_ / _ - —_
T =Ty + Qu, P, = —lggmr = — lzm =Py

= pmxlu = (—i0") (xu + au) =—-i+ (xu + au) (—i0") = —i+ xlup“

Allerdings ist p*p, poincaréinvariant, da das Produkt translations- und lorentzinvariant ist.
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Es ist zu beachten, daf bei den obigen Uberlegungen die Poincaréinvarianz und nicht nur die
Lorentzinvarianz gefordert wurde. p#z, und a*z, sind natiirlich lorentzinvariant. Da sie jedoch
nicht invariant unter Raum-Zeit-Translationen sind, erfiillen sie nicht die Forderung nach Poincaré-
Invarianz!

Wir haben also nur zwei poincaréinvariante Operatoren gefunden:

Némlich: T und p*p, und es liegt nahe, als allgemeinsten Operator die Summe dieser beiden an-
zusetzen. Dabei muf§ T mit einem Massenquadrat m? multipliziert werden, da p#p, die Dimension
eines Massenquadrats hat.

Damit konnen wir den allgemeinen invarianten Operator bis zur 2. Ordnung in p angeben:

K =p'"p, — m?
Mit: pip, = (—id*) (=id,) = — 0", = — (0°0y + 0'0;) = — 2% + A= — [ folgt:
K=—[]—m?

, beziehungsweise wir erhalten als invariante Gleichung (das Vorzeichen wird durch die spétere
Interpretation festgelegt):

(O+m?) é(x) =0 (4.1)

Das ist die Klein-Gordon-Gleichung.

Wir werden nun wie folgt verfahren:

Zunichst werden wir ein poincaréinvariantes Skalarprodukt einfiihren, um den Raum der Losun-
gen zu (4.1) zu einem Hilbertraum zu machen. Anschliefend kénnen wir dann die Darstellung
p der Poincaré-Gruppe in diesem Hilbertraum ausreduzieren. Zu diesem Zwecke werden wir den
Hilbertraum in eine direkte Summe invarianter Unterrdume zerlegen.

Fiir das Skalarprodukt wird zusétzlich verlangt, daf8 p (A) unitir beziiglich dieses Skalarproduktes
ist. (Die Norm eines Teilchens soll unabhéngig vom Bezugssystem sein, &hnlich wie schon in [7]).
Bei der Konstruktion dieses Skalarproduktes konnen wir uns am nichtrelativistischen (Galilei-
invarianten) Fall orientieren. Wir hatten bei der Diskussion der (zeitabhingigen) Schrodingerglei-
chung eine Dichte p und einen Strom j gefunden, die folgende explizite Gestalt hatten:

p(Z,1) = U (Z,1) W (T,1)
F(@ ) = ok | (T, t) VI (F,1) — VI (T,1) ¥ (7, 1)

und die die Kontinuitdtsgleichung
p+divyi=0

erfiillen, wenn ¥ eine Losung der zeitabhingigen Schrodinger-Gleichung

i (Z, 1) HY (Z,1)
H = —=A+V (D)

ist.



Das Skalarprodukt war dann gegeben durch:
(W, D) = /\If (7,1) ® (7. ) d*z = /d%p(f, B = Q

Nun wissen wir aus der Elektrodynamik, daf} sich dort die Ladungsdichte p und die Stromdichte
7 zu einem lorentz-kovarianten 4-Vektor j= (p,]) zusammenfassen lassen. Die Ladungsdichte war
dann die 0-Komponente j° des 4-Vektors j.

Dies legt nun nahe, auch im Fall der Klein-Gordon-Gleichung nach einem Strom 7 und einer Dichte
p zu suchen, die aber hier die Raum-, bzw. 0-Komponenten einer 4-Stromdichte sind! Wir verlangen
also von unserem 4-Strom j* die Lorentz-Kovarianz:

-1
(@) = * [V) @) = A% (o)
sowie die Kontinuititsgleichung
dugt =0
falls die ¢, aus denen 3 konstruiert ist, die Klein-Gordon-Gleichung erfiillen.

Haben wir ein solches 7 gefunden, so werden wir versuchen, j° zur Definition des Skalarproduktes
heranzuziehen, geméaf

(6,6) = / 6] d%a (4.2)

t=0
dabei ist mit j° [¢] angedeutet, daBl j° von der Funktion ¢ abhingt.

Damit das Verfahren konsistent ist, mufl noch gezeigt werden, daf (4.2) poincaréinvariant ist, also
daf} das Integral in allen Bezugssystemen den gleichen Wert hat.

Dazu werden wir aber nicht von obigem Integral ausgehen, sondern wir werden zeigen, daf} sich
dieses Integral als Spezialfall eines allgemeiner formulierten Integrals ergibt.

Wir beweisen also zunéichst den allgemeiner formulierten Sachverhalt und zeigen dann, daf sich @
als Spezialfall ergibt.

Sei also o eine 3-dimensionale Hyperfliche des 4-dimensionalen Minkowski-Raumes.

Sei ferner o durch das Tripel von Koordinaten (u, v, w) parametrisiert:
o = {a"|z" (u, v, w)}
Dann definieren wir ein Hyperflachenelement do,, durch:

ox¥ 0xP Ox"™

o0 e ow

dudvdw

doy, (z)
Nun iiberschieben wir mit dem 4-Strom j# () und bilden den Ausdruck

*j () = j" (¢) doy, (z)

Wir untersuchen nun das Transformationsverhalten von *j (x):
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Es sei j' () =4 (x) do, (&) Dann ist:
' (@) = j*(z)do, (x)

-1 ox” 0z 0x™
= Hogk _
AF g <A a:) Epvpr % v Do dudvdw

‘ y = Az N Y p an Dy ayﬁ Ay
mit g =] (y) f,uupTAuﬁA aA ,BA Wa—uma—dedvdw
x = Ay
Nun ist
€pr NN AN = |det Al e
= |detA|€,€a57

denn die Summation iiber (u,v,p,7) ergibt eine Linearkombination aus Produkten der A-
Matrixelemente. Dieser Ausdruck ist aber noch in den verbleibenden Indizes (ka(7v) antisymme-
trisch, daher gilt:

det A[m,a,ﬂ,ﬂ = |det A| - fn,a,ﬂ,'y

. . dy® Oy” 0y
! — K vy Yy
= xJ () 7" (Y) €napy |det A 50 0 Do dudvdw

" oy* Oy® dy”
= J (y) €naﬁ'y|detA|aLua—?ijaided'wa

(da |[detAl=1) = j*(y)do.(y) = *j(y)

Also:

w7 (&) = §° (y) dow (y) = + (y) mit y =A @

Wir zeigen nun, dafl — unter der Voraussetzung, dafi j () die Kontinuititsgleichung erfiillt — gilt:

Bew.: Es ist:

[ @ |= [ @) @)| - / 7 (y) doy. (y)

g g

Beachte, daf hier bei y =A~'2 auch o mittransformiert wird.

Nun ist

80 i = [ wdow - [ (@) do ()

g g

_ / (@) do () — / j* (@) do, (@)

o o



Betrachte zunéchst eine endliche Hyperfliche . Dann 148t sich AQ schreiben als:

8= [ @done) - [ (@)do )

vy aVi\{o,7}

(sieche Abbildung 4.1).

Dabei ist dV, ein 3-dimensionaler Rand eines 4-dimensionalen Volumens, der beim Hinzu-
nehmen einiger Randfléichen entsteht. Da aber die zusétzlichen Randflichen neben o und @
einen Beitrag leisten, muf} dieser wieder abgezogen werden, dies wird durch das 2. Integral
erreicht. Siehe auch Abb. 4.1! av,

ST
D
7 iﬁ“i"'l’

% k' A

Abbildung 4.1: Bezeichnungen fiir die Integration

8o [ F@io @ [ i@

oVy oVa\{o,o}

Nun gilt der Stokessche Satz
[ @ o (@) = [ 0.5 (@)
oVy Va
-In der Sprache der Differentialformen ist dies
i@ = [ai@
oVy Vi

wobei xj (x) eine 3-Form auf R* ist und unser oben definiertes xj (x) ist
eine solche 3-Form!
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Damit haben wir

AQ = /gﬁi&g&x— (/ i () do, (x)

Vi _,0) OVi\{o7}
=80 = - [ j@doe)
oVi\{o,o}

L#Bt man nun unendlich ausgedehnte Hyperflichen zu, so verschwindet j* (x) auf 0V,\ {o,7}
bei geniigend groem 4-Volumen V} (dies folgt aus der geforderten Normierbarkeit von ¢ (),
aus dem sich j, () berechnet).

= AQR=0 fiir grofie (unendlich ausgedehnte) Hyperflachen.
[si@ = [s@
[w@ = [

Dieses Ergebnis ausgeschrieben lautet:

[ " @do (@) = [ # (@) 40, (@)

g g

Wiéhlt man nun eine Hyperfliche ¢ =0 und die Parametrisierung;:

dann folgt:
do, (z) = €,123dz' da’da?

= j"(x)do, (z) = j° () €123 dz'dz’da® = j° (z) &z

und wir erhalten:

Durch die nichtrelativistische Quantenmechanik motiviert, setzen wir fiir j# (x) an:

J* (@) =i[¢" (x) 0" (x) — (0"9" (z)) ¢ ()]
dabei soll ¢ () der Klein-Gordon-Gleichung geniigen:

(H+m*) ¢(x) =0

(da j# nach Voraussetzung die Kontinuitéitsgleichung erfiillt.




dann gilt auch durch Konjugation:
(O+m?) ¢* (®) =0
(da m? und [J reell sind).

Wir kontrollieren, ob j* die Kontinuitétsgleichung 9,5* (x) =0 erfiillt.
Es ist:

Ouj* (®) = 10, [¢" (x) 0" (x) — (0"0" (¢)) ¢ ()]
= [(0u0" () 0"¢ () + ¢" (®) ,0"¢ (x) —
— (0,0"9" (z)) ¢ () — (0"9" (x)) O ()]
= i[¢" (2) Lo (x) — (¢ () ¢ (2)]
= i[¢" (@) (-m*¢ (x)) — (-m?¢" (z)) ¢ ()]
(da (O+m?)¢(x) =0 ~ [Ho(x) = —m?¢ (x) analoges gilt fiir ¢* (x))
= i[-m’¢" (2) ¢ (x) +m’¢" (z) ¢ (2)] =0
Der so definierte Strom erfiillt also die Kontinuitéitsgleichung.
Ferner gilt: 2" = A" 2* und ¢ (z) — ¢’ (')
" (@) = i[¢" (a') 9" (') — (9"¢" (') ¢’ (=')]
= i [p* (x) A0 () — (AM,0"9" () ¢ (z)]

~ (@) = A {ie" (2) 079 (x) — (079" (2)) ¢ (2)]}

= A7 (2)

—1
oder: j* () = A*,j" (A :c)

d.h. unser oben definierter 4-Strom transformiert sich tatsidchlich unter Lorentztransformation wie
ein 4-Vektor, so daf auch die Voraussetzung fiir die Invarianz von [d*z j° [¢] erfiillt ist.

Mit diesem Strom konnen wir iiber die 0.-Komponente ein Skalarprodukt auf dem Raum der Losun-
gen der Klein-Gordon-Gleichung gewinnen. Dies wird im néchsten Kapitel ausgefiihrt, zunéchst wird
jedoch ein nichtrelativistisch motiviertes Skalarprodukt (bzw. Norm) diskutiert.

Dazu 16sen wir zunéchst die (freie) Klein-Gordon-Gleichung, untersuchen, wie oben angemerkt,
zwei verschiedene Normen und fiihren dann ein Skalarprodukt ein. Damit zerlegen wir die Losung
in Anteile mit positiver, beziehungsweise negativer Energie und zeigen, daf} es Hilbertraume #
und H_ gibt, die invariante Unterrdume unter der Darstellung der Poincaré-Gruppe sind.



Kapitel 5

Losungen der Klein-Gordon-Gleichung
— die Ausreduktion der Darstellung

Wir haben im letzten Kapitel die freie Klein-Gordon-Gleichung aufgestellt:

(O+m?) ¢ (x) =0 ((4.1))

nun wollen nun die Losungen dieser Gleichung bestimmen. Dazu setzen wir ¢ () durch eine Fourier-
transformation an und bestimmen die Losungen im Impulsraum. Die Ortsraum-Lésungen erhalten
wir durch die inverse Fouriertransformation der Impulsraum-L&sung.

Da bei der Losung dieses Problems d-Distributionen auf dem Lichtkegel vorkommen, sei der Hin-
weis angebracht, dal mathematisch saubere Distributionslosungen der Klein-Gordon-Gleichung hier
nicht angestrebt werden. Der interessierte Leser findet diese beispielsweise in [1].

Wir machen den Ansatz:

6 (z) = / d*k h (k) e~k

mit:

k= (Ek,E> ;X = (xo,f)

und
k2 — m2

Ek:+vk2+m2

Einsetzen dieses Ansatzes in (4.1) auf Seite 10 liefert:
] / Ak h (k) e kT =
(da [] auf & wirkt) = /d4k h(k) e F®
/ d*k h (k) 9,0 e e

16



1

Damit geht ((J + m?) ¢ (z) =0 iiber in:

/d4k h(k) (—k* +m?) e k@

Da dies nur moglich ist, wenn der Integrand verschwindet, muf§ also
(—k*>+m?) h(k)=0 (5.1)

gelten.

Betrachten wir diese Gleichung genauer, dann stellt man fest, dal h (k) eine singuldre Funktion
sein muf} (oder die triviale Nullgsung, die uns natiirlich nicht interessiert), denn es gilt:

2 £m2 ) hk) =0

und fiir k* = m* kann h (k) einen beliebigen Wert annehmen.

Dieses Verhalten 148t uns statt nach funktionswertigen Losungen nach distributionswertigen Losun-
gen suchen.

In der Tat gilt
Ve z-6(x)=0

so dafl wir h (k) schreiben als:
(k) = g (k)5 (k* - m?) 52)

denn dann ist:

also ist obiges h (k) in Gleichung (5.2) eine Losung von (5.1).

Aus (5.2) sieht man, dafl der Tréiger von h (k) (also die Menge aller 4-Vektoren, fiir die h (k) #0
ist) nur die sogenannte Massenschale k®=m? ist.

Damit folgt fiir die Ortsraum-Losung:

¢ (z) = /d4k 5 (K = m?) g (k) ek
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Abbildung 5.1: Massenschalen

Wir sehen, daf in dieser Formel zwei lorentzinvariante(?) Grofien auftreten:

e das 4-dimensionale Volumenelement im Impulsraum d*k

e die 4-dimensionale -Distribution.

Die Lorentzinvarianz dieser Gréflen ergibt sich wie folgt:
Sei k' := Ak; A€L dann gilt K°=k? da A eine Isometrie beziiglich der Lorentzmetrik ist.

Ferner gilt:
d*k’ = |det A|d*k = d*k

da die Determinante einer Lorentztransformationden Wert -1 also |det A| den Wert +1 besitzt.

Wir wollen nun eine Norm fiir die Zustinde ¢ () ansetzen und anschliefend das Skalarprodukt
daraus gewinnen.

In der nichtrelativistischen Quantenmechanik hatten wir gefunden, daf fiir
U (T1) = / d*k g (F) el (F7=001)
die Norm
o @ = [k 1o )
gilt.

Dadurch motiviert, setzen wir fiir die Norm relativistischer Spin-O-Funktionen an:

o1 = [aths (k7 — m?) lg (k) (53)

Das Auftreten der §-Distribution wird dadurch begriindet, dafl die Integration nur iiber physika-
lisch sinnvolle 4-Impulse zu erstrecken ist und fiir massive Teilchen mit Masse m k auf die durch
Bedingung k®>=m? definierte Massenschale eingeschriinkt ist. (Mathematisch ausgedriickt ist der
Tréger von g die Massenschale).

Diese Definition wirft 2 Fragen auf:



1. Wir haben die Lorentzinvarianz von d*k und & (k* — m?) gezeigt, ist damit ||¢||” poincaréin-
variant?

2. Ist diese Definition der Norm konsistent mit dem iiblichen Verfahren, die Norm aus der O-ten
Komponente des erhaltenen 4-Stromes zu konstruieren?

Die erste Frage beantworten wir, indem wir das Transformationsverhalten von ¢ (k) unter Poincaré-
Transformationen ermitteln.

Es ist:
(W) d) (@) = ¢ (@) =0 (‘X (@ a))

—ik:-(Rl(a:—a))

= /d4k 6 (k> —m*) g (k)e (5:4)

Wir werten nun die Phase der Exponentialfunktion aus:

k-(‘Al (a;—a,)>:Ak-A<‘A1 (:c—a)) (5.5)

denn da A isometrisch beziiglich der Lorentzmetrik ist, gilt: g (Ax, Ay) =g (2, y) und dies in die
Sprache des 4-Produktes @ -y : =g (x,y) iibertragen lautet: Ax - Ay=x - y. Setze nun x : =k,
y: =A"'(x—a)

Aus (5.5) folgt nun, da AA~'=T ist:
k- (;\1 (m—a)) = Al::-A(?\1 (:B—a))
= Ak (x—a)
Dies in (5.4) eingesetzt, ergibt:
¢ (x) = p(A) () = / A'k5 (k2 — m?) g (k) e (AR) @)

_ /d4l<;6 (k2 _ m2) g (k) di(rk)a -i(ak)x

Wir substituieren: k' : =Ak = d*k =d*k’

Da dieser Variablenwechsel durch eine Lorentztransformation bewirkt wird, ist hierbei
6 (K —m?) =0 (k* = m?) und d'K’ =d'k.

pWyote) = [a05 (k) (1) o ¥

Umbenennung k' — k liefert:

p(A)¢(x) = / d'k 6 (k> —m?) g <_A1 k) eik-Gg-ik-T (5.6)
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Erklire nun eine Darstellung p (A) im Impulsraum durch:
p()0(@) = [A6 (k= ) 5 (4) g (k) B (5.7)

Durch Vergleich von (5.6) auf der vorhergehenden Seite und (5.7) erhélt man den Ausdruck fiir die
Aktion der Poincaré-Gruppe im Impulsraum:

¢w>:ﬁ@®gw>=g(ik)éha (5.8)

und

p(A) ¢ () = / d*k s (K — m?) ¢ (k) e iR (5.9)

Diese Formel beschreibt das Transformationsverhalten von g (k) unter Poincaré-Transformation.

Nun kénnen wir zeigen, daf (5.3) auf Seite 18 poincaréinvariant ist, denn:

2

lo(A) o (B)* = p(A)/d4k5(k;2_m2)g(k)e—ik.w

2

— / d'k 6 (k> —m?) ¢ (k) o-ik-®

- /d4k 5 (k> —m?) g (k)|
(49

:nmmmmwzfﬁﬁ@%wﬂmwwzww

2

= /d4k6 (k> —m?)

Substituiere: p=A~'k = d*k =d'p, k*=p?

Damit ist die Invarianz der Norm unter Poincarétransformation bewiesen und daraus folgt mit:

lp (A) o] = |||l = (p(A) ¢, p(A) ) = (¢, ¢) die Unitaritiit der Darstellung p.

Wir wenden uns nun der Beantwortung der 2. Frage zu. Dazu geben wir zunéchst
die durch die 0-Komponente des 4-Stromes induzierte Norm an, die wir mit
[||7, (C: current-norm) bezeichnen:

o= [ wi0)

und mit

i (@ 0) =i (9" (x) ¢ () — (09" (z)) ¢ (2))



ist

Jollz =1 [ [ (@) 26 (@) — (26" (@) 6 (@) s (5.10)

t=0

Um diese Norm nun fiir unser gegebenes ¢ (&) explizit ausrechnen zu kénnen, fiihren wir in dem
Ausdruck fiir ¢ (z) die k%-Integration aus:

Wir hatten:

o(x) = /d4k(5 (k* —m?) g (k) oifT
= / Ak A5 (K2 — m?) g (k) e~ R
Nun ist: k2 — m2=k% — k2 — m2 =k — EZ; mit E2=k>+ m?
= $(x)= /d3k k0 (k°2 . E,f) g (k)e ik (5.11)

Wir zerlegen nun die d-Distribution gemafl der Formel:

5(f(w))22% mit f (2) = 0

Hier ist:
f (k) = & - E?
= f(k;) = 0 fiihrt zu k? = E2

= ]{51: +Ek;; kQZ—Ek

fl (k()) — 21{;0
= (k1) =2E;  f'(k2) = — 2B
und wir erhalten )
2
6 (K- BE) = sp, 10 (K = Fe) +6 (K + By)]

Wir setzen dies in die Gleichung (5.11) fiir ¢ (x) ein:

?(@) = /d3’fdk°2%k (5 (K = By) +6 (K + By)] g (k) e F®

- /d3l<; dkOQLEk [5 (K — Ey) g (k“, E) +5 (K +E) g (k“, /Z)] o-ik-@

Ausfiihren der k°-Integration: (beachte: k- x=k% — k- Z 1)

6 () = / dng_;?k [g (Ekl?) omi(BR—F7) | g(_Ek,,;) e_i(_Ekt_;z.f)]
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¢ (z) = / (213_Ekk [g (Ek E) el (F-Eet) 4 o (—Ek, E) ei(E'f+Ekt)] (5.12)

Man sieht hier deutlich, daf} die allgemeine Losung der Klein-Gordon-Gleichung aus zwei Anteilen
besteht, die man Lésungen mit positiver und negativer Frequenz nennt. Diese Bezeichnungsweise
bedarf einer genaueren Erkldrung:

In der nichtrelativistischen Quantenmechanik haben wir ein freies Teilchen durch ein Wellenpaket
der Form
N k2
W (# 1) = / dkg (F) e =12
2m
beschrieben.

Vergleicht man diesen Ausdruck fiir ¥ mit (5.12) so findet man fiir den ersten Summanden:
wr=-+ Er >0

und fir den zweiten:
wp,=—E,L, <0

Aus diesem Grund bezeichnen wir den vom ersten Summanden herriihrenden Anteil als positiven,
den des zweiten Summanden als negativen Frequenzanteil.

Beachten wir, dafl Fy= + V k2 + m?2 gilt, so héngen g¢ (Ek, E) und ¢ (—Ek, E) nur noch vom 3-
Vektor k ab.

Nun gehort g Ek,E zum positiven und g (—Ek,E) zum negativen Frequenzanteil, weshalb wir

folgende Definition einfiihren:

o (xz) = / &k [g+ (E) ol (B3-Eyt) 4 g_ (E) ei(E'f+Ekt)] (5.13)

Definieren wir noch Zustinde:

d3k N (T

¢+ (CB) - 2_E'kg+ (I{I) el(k{l,‘fEkt)
d3k N (T

¢_ (CB) - 2_E'kg_ (I{I) el(k~:l}+Ekt)

so lafit sich (5.13) kompakt schreiben:

b (@) = 6. (2) + o () (5.14)



Nach dieser Vorarbeit wenden wir uns nun der expliziten Berechnung von ||¢||7, gemiB (5.10) auf
Seite 21 zu.

Dazu bendtigen wir vier Funktionen: ¢ (z), ¢* (x), 8°¢ (x), 0"¢* (z).
Es ist
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Ausfiihren der z-Integration und ¢

zogen!)

(2m)? /d3k a3k

lolle: =

Fafit man zusammen, so erhilt man:

Ausfiihren der k'-Integration:

index Norm!Induzierte|idzdef| | o]
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Bevor wir unser Resultat (5.15) auf der vorhergehenden Seite diskutieren, sei noch eine Anmerkung
zum obigen Rechengang angebracht: Wir haben diese Rechnung fiir =0 durchgefiihrt, tatséchlich
hédtte man auch fiir ¢#0 (5.15) auf der vorhergehenden Seite erhalten, denn wie man bei (¥*)
sieht, fallen fiir die g% g, bzw. g*¢g_ Anteile die Exponentialfunktionen bei der k'-Integration we-
gen exp (i (Ey — Ep)t) =exp (0) =1 weg. Die einzigen Exponentialfunktionen verbleiben bei den
»Mischtermen“ g% g_, g* g;. Fiir beide Kombinationen ergibt sich der zusétzliche Faktor exp (2iEjt)
nach der k'-Integration. Da diese Mischterme sich aber gegenseitig wegheben, fallen auch die Expo-
nentialfunktionen aus dem Endresultat heraus und man erhilt wieder (5.15) auf der vorhergehenden
Seite, allerdings bei dieser Vorgehensweise bei beliebiger Zeit ¢.

Damit ist erneut gezeigt, da$§ [d*z j° (z) zeitunabhingig ist!

Wir wollen nun (5.15) auf der vorhergehenden Seite diskutieren. Als erstes wollen wir (5.15) mit
unserer anfinglichen Norm (5.3) auf Seite 18 vergleichen.

Dazu fiithren wir in (5.3) auf Seite 18 zuniichst die k°-Integration aus:

ol = [atha (2~ ) lg k)

- /d?’kdkOQEk (6 (K" — Ep) +6 (K + E)) g (k)|

~ forgm () o ()

o = [ 5 (lo (2.8)[

Mit den Definitionen von g, (E), g_ (E) erh&lt man:

ol = [ S (Jo- (B)"+ |o- (8)

Vergleicht man (5.15) auf der vorhergehenden Seite und (5.16) so fillt der Hauptunterschied sofort
auf: (5.15) ist indefinit (da es infolge des Minuszeichens Funktionen ¢ (x) gibt, fiir die gilt, dafl
¢ (z) #0 aber ||¢||7, =0.) wihrend (5.16) positiv definit ist! Dies bedeutet, daB es Normen fiir die
Klein-Gordon-Gleichung gibt, die positiv definit sind (die Norm ||¢||, gehort natiirlich nicht dazu),
so daf} die oft in der Literatur suggerierte Behauptung, Klein-Gordon-Zustinde wiren notwendig
mit einer indefiniten Norm verkniipft, falsch ist!

das heif3t, wir haben:

()

)

2) (5.16)

Eine Ubereinstimmung von (5.15) auf der vorhergehenden Seite und (5.16) ist gegeben, wenn
g- (E) =0, das heifit wenn ¢ (x) =¢, (x) ist.

Anders ausgedriickt: (5.15) und (5.16) stimmen fiir Zustéinde, die aus positiven Frequenzlésungen
aufgebaut sind, iiberein.



<

Man kann nun (5.15) und (5.16) auch durch die Norm von ¢ () und ¢_ (x) ausdriicken: Berechnet
man ||¢||% so braucht man in der obenstehenden Rechnung, beziehungsweise im Resultat (5.15)

nur g (k) =0 zu setzen, analoges gilt fiir ||¢_||%. Man erhilt:

d3k -\ |2

ol = 0" [ 55 Jo- (7) (5.17)
d3k -\ |2

ol = —0* [ 55| (F) (5.18)

= 0l = ol + o (5.19)

Wir wollen, bevor wir die Zustédnde negativer Strom-(current-) Norm physikalisch und gruppen-
theoretisch interpretieren, das Strom-Skalarprodukt (:, ) definieren:

Def: ¢y (x),¢2(2): M—C

—~—

(P1, P2) =i

t=0

&z [¢] (z) 0"z (x) — (0°¢] (2)) 2 (z)] (5.20)

Mit dieser Definition ist sofort klar, daf3

ollE = (¢, ¢)c
ist.

Ferner ist klar ersichtlich, daf (-, ), antilinear im ersten und linear im zweiten Argument ist und

daB gilt (¢1, P2} = (P2, P1) e

Wir zeigen nun, daf} die Zusténde ¢ (x) und ¢_ (x) im Sinne von (-, -), orthogonal sind. Anschlie-
Bend wird die Invarianz der Normen ||¢.||, ||¢_|| unter Poincaré-Transformationen nachgewiesen.
Das Kapitel wird mit der Interpretation von ¢, (x) und ¢_ (x) abgeschlossen.

@ <¢+7 ¢7>C =0

Bew.:

(64,600 =1 / & [¢ (x) 6 () — (06} (2)) o (x)]
Mit:

o1 (x) = /
L) = [ g () e e
/ (.

"¢’ () =
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o () = /d?’_kg_ (E) ol (F-3+Ept)

2E)

¢ (z) = /(213—;119 (E) (iE}) ol (FT+EL)

d*k d3k’ - ~ CAER
— 3 * "N GEL) ell® 7k)-m (B +Eg)t
(4 9-)c /d /2Ek 2Ek, I+ <k> 9= ("’) (iBy) e et

%g (o (F) o- (B) (B8 (F =) +

= 0 q.e.d.

Die Zustinde ¢, () und ¢_ (x) sind also in der Tat orthogonal!

Wir zeigen nun, dafl die Norm beziehungsweise das Vorzeichen der Norm invariant unter orthoch-
ronen Poincaré-Transformation ist. Dazu iiberfithren wir die Gleichungen (5.17) auf der vorherge-
henden Seite und (5.18) auf der vorhergehenden Seite in Formeln, an denen die Invarianz besonders
einfach zu sehen ist, wie es beispielsweise bei (5.3) auf Seite 18 der Fall ist.

Zu diesem Zweck fithren wir eine ©-Funktion ein, die das Vorzeichen von k° indiziert:

N 1 k°>0

o) : = {0 )

o . 0 k>0

= @(_k)'_{lkogo

Wir zeigen nun, daf} gilt:
foulle = [ (k= m2) @ (1) (o) (.21
o |2 = —/d4k6(k2—m2)@(—k°) g (k)| (5.22)
= ol = [ (= ) e (1) g (o)

mit € (ko) = 0 (ko) -0 (—ko)



Dabei ist ¢ (k) wie schon zu Beginn dieses Kapitels eine beliebige 4-Impulsverteilungsfunktion.

Es ist nun:

/d4k6(k2 —m?)O (k%) |g (k)|2:/d3kdk°ﬁ 6 (K°— E) +6 (K°+ B, ) |© (k) |g (k)|
— /d3k dk“%Eké (K — Ey) |g (k)|

diese letzte Umformung folgt daraus, daf$ © (k°) nur fiir k>0 von 0 verschieden ist. Aus diesem
Grund ist der Beitrag des k°-Integrals von —oo bis 0 Null und der Anteil § (k° + E},) fillt weg, so
da nur das obenstehende Integral verbleibt.

Nach Ausfiihren der k°-Integration erhalten wir also:

2

/d4k6(k:2—m2)@(k0) g (k) = /gg—Ei‘g(Ek,E)

= [ag | (O

(also nach (5.17) auf Seite 27) = o4l

Véllig analog beweist man (5.22) auf der vorherigen Seite. Man mufi nur den Beitrag von £°>0
wegen O (—k°) weglassen und die § (k° 4+ Ej)-Distribution bei der k°-Integration auswerten. Man
erhélt:

—/d4k5(k2—m2)@(—k°) g (k) = —/Q—Ek‘g(—Ek,E)

Damit wéren (5.21) auf der gegeniiberliegenden Seite und (5.22) auf der vorherigen Seite bewiesen.
Wenn wir nun zeigen, dafi © (k°) und © (—k°) bei Lorentztransformationen (ohne Zeitumkehr!)
invariant bleiben, ist die Invarianz der Norm der Zustédnde ¢, ¢_ bewiesen, denn aus der Invarianz
von d*k, 0 (k* — m?), © (££°) und mit dem Transformationsverhalten von g (k) li8t sich, wie auf
Seite 20 die Norminvarianz beweisen.

Bevor wir aber diesen Beweis ausfithren, moéchten wir noch einmal explizit darauf hinweisen, dafl
O (k%) (und damit auch [|-||;) natiirlich nicht invariant unter der Zeitumkehroperation ist. Denn
© hingt ja nur vom Vorzeichen von &Y ab, das ja durch die Zeitumkehr per Definition geéindert
wird. Da die Zeitumkehr gerade dem Ubergang zwischen den Massenschalen entspricht, ist (5.16)
auf Seite 26 allerdings Zeitumkehrinvariant, und man erkennt deutlich, daf} die unterschiedliche
Definitheit eine Folge dieses Unterschieds im Transformationsverhalten ist.

Beh.: © (k°) und © (—£°) sind Lorentzinvariante.

(Physikalisch bedeutet dies die Lorentzinvarianz der positiven und negativen Massenschale.)
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Bew.: Sei k>0 dann gilt:

K =m> & K- =m’ (5.23)

& koz\/E2+m2

Betrachte einen Boost in 1-Richtung mit der Rapiditét u; dann ist:
B = A%k + A% k' = coshu - k® 4+ sinhu-k';  k° >0
Wir zeigen, daf mit £° >0 auch k>0 ist.
Aus (5.23) folgt:
3
k02 _ k12 _ Z (kz)Z _ m2
i=2
3 .
= (B =87 =Y (#) - m?
i=2
= K| < [#]
= =K <k'< [k’
= K> coshu-ko—‘ko‘-sinhu:kocoshu—kosinhu
(da K% > 0 ist ‘ko‘ = ko)
Also ist:

E° >k (coshu — sinhu)

1 _ _
— kO_i[eu_Feu_eu_i_eu]
0

= 5 [Qe_“] =K% " >0 VYu

und damit ist &’° >0 bewiesen.
Ahnlich argumentiert man, daf mit k° <0 auch &"° <0 ist:
Denn k' < |£°| und £°= < — ||

= K° < [k (~coshu + sinhu)

0
— @ [_eu _ U _|_eu - e—u]

= —‘ko‘e_“ <0 Vu



Mit der Invarianz des Vorzeichens von k° ist die Invarianz der ©-Funktion und damit die Invarianz
der Norm gezeigt.

Wir definieren nun Hilbertrdume ., H_ und H beziiglich des Strom-Skalarproduktes:

He t = {oo: M= C(O+m") ¢ =0; [lg4][7 > 0; g =0}
H = {p M-C([+m*) o =0; |l¢_||2 <0; g =0}
H = {¢:M—=C([J+m?)¢=0}

Wir haben dann
H=H,DH_

Wir haben gezeigt, da8 (¢, ¢_) =0 gilt, daraus folgt:
H, LH

‘H_ ist also das orthogonale Komplement von H . Wir haben ferner gezeigt, daf§ H_, H invariante
Unterrdume sind, das heif§t es gilt auch:

p(A)Hy C Hy

p(AYH_ C H_

Der Beweis, dafl H_ ein invarianter Unterraum ist, héitte eigentlich nicht mehr explizit gefiihrt
werden miissen, denn es gilt, dafl das orthogonale Komplement eines invarianten Unterraumes wieder
ein invarianter Unterraum ist; und da H_ das orthogonale Komplement des invarianten Unterraumes
H. ist, ist auch die Invarianz von H_ klar.

Abschlieflend interpretieren wir die in diesem Kapitel gewonnenen Resultate.

Wir haben gefunden, daf sich der Hilbertraum # der Losungen der Klein-Gordon-Gleichung (mit
dem Strom-Skalarprodukt) in zwei zueinander orthogonale poincaréinvariante Unterrdume 7, und
H_ zerlegen 1dBt. Die Darstellung der Poincaré-Gruppe auf H zerfillt in die Darstellungen auf H
und H_, dabei ist die Strom-Norm |||, in H4 positiv und in H_ negativ definit.

Durch die Hilbertrdume H, und H_ haben wir also zwei dquivalente irreduzible Darstellungen
der Poincaré-Gruppe gefunden. Diese Darstellungen sind charakterisiert durch den Spin 0 und die
Masse m.

Nun wollen wir noch die Zusténde ¢, und ¢ _ interpretieren, indem wir nochmals ¢, und ¢_ mit der
Form eines Wellenpaketes fiir ein freies Teilchen mit Masse m vergleichen. Ein solches Wellenpaket
hat die Gestalt:

U(z) = / %g (E) el (F7 i) (5.24)

mit wp = +\/E2+m2

Man sieht, daf§ ¢, () genau die oben angegebene Gestalt besitzt, aus diesem Grund interpretieren
wir ¢ (x) als Wellenpaket eines Teilchens mit Masse m und Spin 0.
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¢_ (x) hingegen hat die Form (5.24) auf der vorhergehenden Seite wenn gilt:

wk:—Ek:—\/E2+m2

Im Gegensatz zu ¢4 (x) deren Frequenzen auf der positiven Massenschale liegen, liegen die Fre-
quenzen von ¢_ (x) auf der negativen Massenschale. Daher interpretieren wir die Losungen mit
negativer Frequenz als Antiteilchen mit Masse m und Spin 0.

Beispiele fiir Teilchen und Antiteilchen, die durch die Klein-Gordon-Gleichung beschrieben werden,
sind die pseudoskalaren und die skalaren Mesonen, so zum Beispiel

Teilchen 7t 7% n €(1300) ag(1300)

Antiteilchen 7~ m°

Damit ist die Darstellungstheorie der Poincaré-Gruppe fiir Spin 0 abgeschlossen und wir wenden
uns dem Spin 1/2 zu.



Kapitel 6

Die Uberlagerungsgruppe der
Poincaré-Gruppe

Wir haben im letzten Kapitel die Darstellung der Poincaré-Gruppe fiir Teilchen mit Spin 0 be-
handelt. Dieser Diskussion soll nun in Analogie zur Drehgruppe die Behandlung von Teilchen mit
Spin 1/2 folgen.

Bei der Drehgruppe sahen wir, dafl sich fiir Teilchen mit Spin 1/2 keine Darstellungen, aber Strahl-
darstellungen konstruieren lieen. Die Ursache dafiir war, dal Drehungen von Spin-1/2-Funktionen
um 27 nicht die gleiche Wirkung haben wie die Identitdtsoperation [8].

Da nun die Drehungen in der Poincaré-Gruppe enthalten sind (Drehungen sind gegeniiber der Lo-
rentzmetrik ¢ (-, -) isometrisch), miissen wir auch hier die Strahldarstellungen von P konstruieren.

Dazu gehen wir wie schon bei der Drehgruppe von Darstellungen der Uberlagerungsgruppe P

von P aus. Aus der Darstellung der Uberlagerungsgruppe P gewinnen wir dann anschliefend die
Strahldarstellung der Poincaré-Gruppe P.

Diese Vorgehensweise wird durch den Satz von Wigner und Bargmann motiviert, der besagt, daf
jede Strahldarstellung der Poincaré-Gruppe P durch eine Darstellung der zugehorigen Uberlage-
rungsgruppe P erzeugt wird.

Um die Uberlagerungsgruppe von P zu finden, betrachten wir die Gruppenstruktur der Poincaré-
Gruppe:

Jedes Element A€ P 1dfit sich durch eine Matrix A und einen 4-Vektor a charakterisieren (siehe
Kapitel 3):

A=(Na); Az :=Ax+a

Fiir A= (A,a) und A’'= (A, a’) gilt das Multiplikationsgesetz:

A-A'=(Aa)- (N, @)= (AN, a + Ad)
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denn fafit man in kanonischer Weise AA’ als aufeinander folgende Anwendung der Poincaré-Trans-
formation A und A" auf = auf, so hat man:

AAe = ANz +d) =
=AANx+a)+a = AMz+Ad' +a

= (AN, Ad' +a) (x)

Infolge des Anteiles Aa’ + a (statt a' + a) bezeichnet man die Paarung (A,a) als
semidirektes Produkt und schreibt:

P=LO®M

Dabei ist £ die Lorentzgruppe (also die Menge aller Transformationen, die die Lorentzmetrik g (-, -)
invariant lassen) und IM ist die Menge aller 4-Vektoren @ mit der Lorentzmetrik (der Minkowski-
Raum).

Wir kénnen nun die Uberlagerungsgruppe von P angeben, wenn wir die Uberlagerungsgruppe L
von L konstruiert haben. Es ist dann némlich:

P =LE,M

Um P angeben zu konnen, muf £ bekannt sein. Wir wollen hier £ nicht in allen Einzelheiten
ableiten, sondern nur angeben.

Zur Motivation erinnern wir uns an die Situation bei der Drehguppe bei Spin 1/2: Dort hatten
wir zunéichst versucht, Darstellungen von SO(3) zu konstruieren. Der Ausgangspunkt waren die
Definition der Exponentialdarstellung und der Zusammenhang mit der Lie-Algebra (s. [8] S. 12).

ps (R) = e N N, € Aut C25H!

mit
R =el@®)

und

(05 (©1), 05 (02)] = ps ([©1,02]); ©; =1 (J;)

Die N erfiillten dann die Vertauschungsrelationen der Lie-Algebra von SO(3) (s. [8] S. 13). Wir
hatten aber gesehen, daf} ein in dieser Weise definiertes pg fiir S=1/2 keine Darstellung ist, da T
auf +1 und —1T abgebildet wird (s. [8], S. 20).

Wir sind dann von den Elementen a=el5¢ ¢ SU(2) ausgegangen und haben eine Uberlagerungsab-
bildung h :SU(2) —SO(3) konstruiert. AnschlieBend haben wir eine Darstellung der SU(2) erklért,
und iiber h («) die Strahldarstellung von SO(3) gewonnen (s. [8], S. 22ff.).

In dem hier behandelten Fall der Lorentzgruppe £ kénnte man analog vorgehen: Zunéchst konstru-
iert man eine Darstellung der Lie-Algebra von £, anschliefend erhilt man die Exponentialform der
,Darstellung® von £, die jedoch i.A. nicht die Darstellungseigenschaften hat. Man wird dann diese
Exponentialabbildung als Elemente der Uberlagerungsabbildung von £ auffassen, und wie im Fall
der Drehgruppe geschehen, eine Strahldarstellung aufbauen.



Wir wollen hier aber, wie gesagt, £ nicht konstruieren sondern nur angeben. Es ist:

L =SL(2,C)
Dabei ist:
SL(2,C) := {a|a € EndC*; deta =1}

Damit ist die Uberlagerungsgruppe P von P:
P =SL(2,C) ®,M
mit der Gruppenstruktur des semidirekten Produktes:
a,a € SL(2,C); a,a € M :

(a,a)-(a,a') : = (ad,h(a)a +a)

Dabei ist h(a) €L und h selbst ist die — noch zu definierende — Uberlagerungsabbildung von

SL (2, C) auf L.

Def.:
h:SL((2,C) — L

a 11— A
mit
ao,at = b, (a)o,
und
A, =1, ()
Dabei ist: 0, : = (I, 0;), wobei o; die ,normalen Paulimatrizen“sind.

/(01 (0 =i\ _ (1 o0
1= \ro) 270U o) T o0 -1
Beachte das dann A* €R ist, da gilt (5,)" =0,.

Ferner definieren wir die spéter benétigten:

ot :=g"o, =oo"=(1 -0y)

Man hat nun wiederum (wie schon bei der Behandlung der Drehgruppe) folgendes zu zeigen:

1) h, (al) h (a2) :h (011012)

ii) h(a) €L, d.h. Ve e M : g(h(a)z, h(a)z) =g (x,z),

bzw. (h(e) z), (h(a)z)"

iii) ker h (o) = {+1, -1}
iv) Bildh (o) =L



Ule vberiagerungsgruppe der rroimcare-Gruppe

Beweis: zu i) ajaq0o), (a1a2)+ =(h (as))’ 00

m
Andererseits:

a0y, (a10)" = anmoyof of
= ai(h () ,0n0f
(h (0)), om0
= (h(a2)),(h (1)) o0
(h(a1))' (h(a))", o0
(h(a1) h(02))",
= (h(a)h(x)”, = (h(aas)),

~ h(ar)h(a2) = h(aaz) qed

8%
aq

zu ii) Wir zeigen wieder zunéchst, dafl sich a-a als Determinante einer geeigneten Matrix
schreiben 1483t:

det(a-0) = a-a
bzw. det (a¥0,) = d"a,
denn:

I _
ato, =

o det (a0,) = () — (®)? — |t +1-a?
= (@) - @) - @) - @)
= d'ay=a-a

Dann ist:

a€eSL(2,C): d'-a = det(a'-o); mitd*="nr" (a)a”



Il

= det (0,a") det adet o

= det (0,a")

= (@)= (@)= ()" = («*)°

= d'ay,=a-a
Zu iii)

a€ kerh = W () = o* (Matrix: h (o) = 1)

v

R
= oo, x = 0Oy

Setze nun: p=0; dann ist: og=1 und aat =1
= aeSU(2)

Fir p=i (1=1, 2, 3) ist dann:

O!O'iO!+ = 0;
und da o€ SU(2) kann man mit dem gleichen Argument (Schursches Lemma) wie in
[8] (S. 26) gezeigt werden, daf

ker (h) = {1, —1}.
zu iv) Wir haben folgenden Sachverhalt zu zeigen:
VA€ £ Ja € SL(2,0), so daBao,a™ = A” 0, gilt.

Da wir die Paritdt und die Zeitumkehr ausschlielen, mufl diese Aussage nur fiir Ro-
tationen und Boosts bewiesen werden. Fiir den Fall, dal A(=R) eine Drehung im R?
ist, ist die Existenz eines entsprechenden o€ SU(2) bereits in [8] (S. 23 ff.) bewiesen.
Da ferner SU(2)C SL (2,C) ist, folgt damit auch die Existenz eines Elementes aus
SL (2, C) fiir Rotationen.

Wir zeigen nun, daf auch fiir die Boosts ein zugehoriges a€ SL (2, C) existiert. Der
Einfachheit halber beschrédnken wir uns auf Boosts in 1-Richtung.

Beh.: Sei Ae L Boost in 1-Richtung, mit der folgenden Darstellung:

coshu sinhu 0

A~ sinhu coshu O
0 0 1

0

0 0

o O O

Dann wird:
ao,a” = A o, (6.1)

von a=e>7t geldst. (o: 1. Pauli-Matrix)
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Beweis:

Zunichst zeigen wir, daf} gilt
e'1/2 = cosh (g) + oy - sinh (g) (6.2)

denn wir wissen aus [8] (S. 20), daf3

—iwi01/2

w1 . . W
e :cos——wl-sm?

Setze nun in dieser Formel: —iw,/2: =% = w;=iu

u U
L w2 _ (_) o (_)
e COS 12 101 - SIn 12

Mit cosh (%) = cos (i%), sinh (%) = — i - sin (i%) (aus Formelsammlung
oder durch direktes Nachrechnen iiber die Darstellung von cosh /sinh bzw.
sin / cos durch Exponentialfunktionen.) folgt dann sofort

e“71/2 = cosh (g) + o, - sinh (g)
Wir beweisen nun die eigentliche Aussage (6.1) auf der vorhergehenden Sei-
te.
Fiir die (durch A vorgegebene) rechte Seite von (6.1) haben wir:

p=0: A0, = Ao+ Ayo, = Tcoshu+oysinhu
p=1: A,0, = Aoo+Aoy = Isinhu+ oy coshu
n=2: A”ua,, = A2,09 = 0y
pn=3: AVHO'V = N340 = 03
Wir werten nun ao,a™ mit a=ez" aus und zeigen, daB sich fiir u=0,...,3

die obigen Ausdriicke A" 0, ergeben.
Aus a=e27 folgt: a* =e27 da 0" =0y

p =0:

u u
aof = e27tIext ="



+
ao,

e3%1 g e301

e3% 0y (cosh (%) + sinh (%) -01)
e291 (01 cosh (%) + 0y sinh (%)
( d3012201'01:]1200
(00 cosh (%) + oy sinh (%)) x
X (01 cosh (%) + oy sinh (%))
oy cosh? (%) + oysinh? (%)+
+2 + cosh (%) - sinh (%)

S~ —

Mit den Additionstheoremen:

sinh (x £ y)
cosh (z £ y)
speziell:
sinh (u)
cosh (u)
folgt:
U7 gy el01

sinh (z) - cosh (y) £ cosh (z) - sinh (y)
cosh (z) - cosh (y) £ sinh (z) - sinh (y)
2sinh (%) - cosh (%)
cosh? (%) + sinh” (%

)

o1 cosh(u) + o sinh(u)



Ule vberiagerungsgruppe der rroimcare-Gruppe

= 6%010'2 (COSh (g) + sinh <g>

= (00 cosh (g) + 04 sinh (g)) X
X (02 cosh (g) + 0907 sinh (g))

= oy cosh? (g) + 010407 sinh? (g) +
+0907 - cosh (g) - sinh (g) +

40103 sinh (g) cosh (g)

Mit den Antivertauschungsrelationen [0}, 0;], =0;0; + 00, =20;; folgt:

+
[0'1,0'2]+ =0 = 0109= — 0907 und
€27 g9e2% = gy cosh? (g) — 0y sinh? (g) +
40907 - cosh (g) - sinh (g) -
—0y0; cosh (g) sinh (g)
= 0y (cosh2 (E) — sinh? (—)) = 09
2 2
=1
Vollig analog zeigt man:
p=3: e2% 5027 =gy
Vergleicht man die fiir die einzelnen p=0,...,3 erhaltenen jeweils rechten

und linken Seiten von (6.1) auf Seite 37, so stellt man fest, daf} gilt:
e%‘naue%”1 =A",0,

und damit ist die Aussage fiir einen Boost in 1-Richtung bewiesen.

Vollig analog geht man beim Beweis fiir Boosts in 2- und 3-Richtung vor, man muf}
lediglich oy durch oy bzw. o3 ersetzen.
Ferner gilt:

detez ="' /2 = =1

= e2?! = a € SL(2,C)

Wir haben also zu jeder Lorentztransformation £ ein aw€ SL (2, C) gefunden mit:

+ _ v
ao,a = A e



und damit ist gezeigt, daB fiir h: SL(2,C) — L
Bildh = L

ist.



Kapitel 7

Die Darstellung der
Uberlagerungsgruppe von P fiir s =1/2

Nachdem wir nun die Eigenschaften der Uberlagerungsabbildung bewiesen haben, konnen wir die
Darstellung von SL (2, C) konstruieren und anschlieend die Strahldarstellung von £ gewinnen:

Dazu definieren wir in Verallgemeinerung der Definition aus [8] (S. 2) sogenannte relativistische
Spinoren:
U: IM — C*; IM Minkowski-Raum

Auf diesen Spinoren ist die Darstellung der SL (2, C) in kanonischer Weise definiert:
a€SL(2,0) : (pi2 () ¥) (z) := ¥ ((h (a))™! )
Die Darstellung der Translation wird wie folgt erklért:

acM: (pi2(a)¥)(x):=¥(x—a)

Damit konnen wir nun die Darstellung fiir ein allgemeines Element A€ P =SL (2, C) ®,M angeben:

A= (a,a) €SL(2,C)®,M: <p1/2 (A) xy) (@) == a¥ ((h ()" (z — a))

Die Funktion W, die sich unter p;/; (fl) wie oben verhilt, bezeichnet man als Weylspinor und

schreibt (p1/2 (fl) ,\IJ>.

Wir zeigen nun, dafl die so definierte Darstellung p;/» tatsdchlich die Darstellungseigenschaften
erfiillt:

Seien A;, AyeP, A, = (aq,a), Ay= (g, as) = A A= (g, h(ay) as + ay) denn h () € L und
ergibt die zu a; gehorige Lorentztransformation. Dann soll gelten, daf:

P1/2 (Al) P1/2 <z‘i2) = P1/2 (A1A2) (7-1)
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Beweis: Wir haben: ¥ : IM — C?
(o2 (1) e () #) @) 2 1 (A1) 6 )
= a6 ((h(0n) " (& — a)))
= i (g2 () ) (B () (@~ @)
= w0n¥ ((h(02)) (( (1) (@ — a1)—as))
= 10 ((h (o) h(a2) ' ( —ay) —

— (h(az)) " @)

Nun ist andererseits:

(pl/Q (AIAQ) xy) (@) = 1000 ((h(on)h(02)™" (@ — h (o) az — ar))

= ¥ ((h(or) h(a)™ (& - a1) -

Y (a2) 3 (o) h () a2>
= a0 ((h, () h(a)) " ( — a1) — T (aw) a2>

Also gilt (7.1) auf der vorherigen Seite, und damit ist die Darstellungeigenschaft be-
wiesen. Es sei noch einmal daran erinnert, daf die Darstellungeigenschaft die Ubert-
ragung des Produktes der Gruppenelemente auf das Produkt der Darstellungsoperato-
renindexOperator!Darstellungs- gewihrleistet!

Wie bei den skalaren Funktionen suchen wir auch hier wieder nach invarianten Bewegungsglei-
chungen, deren Losungen, die oben definierte Darstellung ausreduzieren.

Da unsere Wellenfunktionen 2-komponentige Objekte sind, stehen zur Konstruktion von poincaréin-
varianten Operatoren nicht mehr nur z* und p*, sondern auch die Spinoperatoren — also die drei
Paulimatrizen — zur Verfiigung. Erweitert man die Paulimatrizen oy, 05,03 um die Identitéit und
bezeichnet diese mit oy, so hat man einen Satz von 4-Matrizen o,; =0, ..., 3, die zur Konstruktion
von invarianten Operatoren herangezogen werden konnen. (ACHTUNG! Die o}, sind natiirlich kein
(kovarianter) 4-Vektor im iiblichen Sinn.)

o,0* ist nichts Neues, da o,0" oc 1 ist.

(i)
(625 (x) == P12 (Az) v (w))
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0,2 ist wiederum nicht poincaréinvariant (nicht lorentz- und nicht translationsinvariant).

Die Frage ist, ob o,p" poincaréinvariant in einem geeigneten Sinn ist (analog wie auch &7’ rotati-
onsinvariant ist [8]).

Bevor wir fortfahren, fiihren wir noch den Begriff des Weyloperators W ein: Anstelle von o,p" = —
io, 0" betrachtet man nur den Operator 0,0 und nennt diesen Weyloperator:

Def:  Weyloperator W

0

=0, —
7
Oz,

W :=o,0"

bzw.:W:0080—5-§:80+5-6

Def: Konjugierte Darstellung ¥ : M —C2, AcP=SL(2,C)

(12 (4) T) (@) =T ((h(0) " (= — a))

a=(d) = ()"

(ﬁl/Q (A) ,E) heifit konjugierter Weylspinor. Beachte bei dieser Definition, dal @#«, da im

Allgemeinen at#a !, (« ist nicht unitér!)

Man zeigt nun wie oben, daf} auch p, (A) die Darstellungseigenschaft besitzt. Es muf lediglich

noch gezeigt werden, daf3
Val,OzQESL(Q,(C) Q- Qo = Qq - Qg

gilt, da bei der obigen Rechnung derartige Produkte von Matrizen vorkommen.

Es ist:

wie oben verlangt.

Man stellt nun einen Zusammenhang zwischen @ und A her, indem man fordert, daf3 folgende
Beziehung gelten soll:

ac,at =N, A = h(a) wie oben.

Da @ durch o= (cfl)+ festgelegt ist, stellt die obige Gleichung eine Bedingungsgleichung an 7,
dar, wir haben also &, so zu wéhlen, daf} die obige Bedingung erfiillt ist.

Schreibt man nun o= e%/2 (fiir Boosts) und wihlt speziell @ =u&, (u : Rapiditit siche 5 auf Seite 30)

so erhilt man: .
-1
o= (a) = (eigo—l)—i— = 67%0'1

(i) Eigentlich miiite man statt ouxt, oup” ... die Tensorproduktschreibweise verwenden: o, ® ¥, 0, @ p* ..., da o,
und z*,p* in verschiedenen Rdumen wirken. Wir werden jedoch der Ubersicht halber die schlampige Schreibweise
o, ®p* = o,p" beibehalten.




(da oy =0y und ueR).

Ferner ist fiir Boosts in 1-Richtung

A% = coshu, A}, = sinhu
A% = sinhu, A}, = coshu

und:

u
_ _u v =
oue 2 = Aua,,

u _ _u J— J—
p=0: e :7gee 2 = A5+ A7,

= coshu -0+ sinhu-o;

Nun ist: (siehe (6.2) auf Seite 38)

e 2% = cosh (g) — o0y - sinh (g)

= [Cosh (g) — oy sinh (g)] 00 [Cosh (9) — oy sinh (g)] - oocoshu+ @ sinhu
= Tcosh? (g) + 010901sinh (%)—
—010¢ sinh (%) cosh (%) — 090y cosh (g) sinh (%) - oocoshu + o1sinhu

Beachtet man nun die Additionstheoreme der Hyperbelfunktionen (s. auf Seite 39) dann ist klar,
daf die obige Gleichung nur erfiillt ist, wenn gilt:

oo =1=00; 01 =—0y
denn dann ist die linke Seite

1 - cosh? g + (01)2 sinh? g — 20, sinh (g) cosh (g) = coshu — oy sinh u
~——

=1

Dies ist genau der Ausdruck auf der rechten Seite, wenn oy=0( und 7, = — oy gilt.

Analog kann man nun auch fiir Boosts in 2- und 3-Richtung verfahren (oder alternativ die 7, statt
durch Boosts durch Drehungen bestimmen).

Man erhilt schliefllich:

Go =003 Oi=—0i, i=123 |

Wir definieren nun den konjugierten Weyloperator W

Def.:
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Wir gehen nun wie folgt vor: Zunéchst beweisen wir einige Fundamentaleigenschaften der o, und
o, und der Weyloperatoren W und w. Mit diesen Eigenschaften werden wir dann zeigen, daf}
P (A) aus Losungen der Weyl-Gleichung WW¥ =0 wiederum Losungen der Weyl-Gleichung macht!
Dies gilt, obwohl der Weyloperator nicht poincaréinvariant im Sinne der Definition von Seite 9 ist,
sondern nur die im Folgenden zu beweisende Intertwining-Relation erfiillt.

AnschlieBend werden wir eine geeignete Kombination der Weyl-Gleichungen (mit W und W) mit
einem zusitzlichen Massenterm versehen und die Dirac-Gleichung gewinnen. Diese ist dann lorent-
zinvariant im eigentlichen Sinne (s. Seite 9).



Kapitel 8

Die Weyl- und die Dirac-Gleichung

Wir beginnen mit einigen Eigenschaften der 0,7, und W, W:

i) 0,0, +0,0,=2:gu -1

0,0, +0,0,=2-gu - 1y
i) WW=WW= -1
Wp <A) = p (fl) 44

Y mel) = o(d)w

(,Intertwining Relation*)

= O'HEV—FO',,EHZ]IQ—F]IQ:2'][2:2900112

ILL:O) V:k k:]‘)273

= O'MEI, + O.IIE[,L =41, - (—Uk) + o -1, =01, = 29019112

Analog: p=0, v=k k=1,2,3
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L1 vyL)y1=— uiu Ul il Av=JJiululidlilsy

w==k, v=lI k,l=1,2,3
Ou = Ok, Oy = 0y
Eu = — Ok, o, = — 0
= 0u0y,+0,0, = —0k0;— 00

= — (O'kO'l —|—O'lO'k)
= —{O’k,O'l} = — 25kl][2 (S. [8], S. 18)
= 29l

Analog beweist man die andere Beziehung!
zu ii) Es ist:
WWw = —ot0,0"0,
= —0t5"0,0, (da 0, nicht auf 7"
wirkt.)
= - (%U“E"ﬁu@y + %a”ﬁ“(?yﬁu) (im 2. Summanden
sind g und v ver-
tauscht, die Struktur
jedoch erhalten.)
= —(20"6v0,0, + $05"9,0,) (da 0,0,=0,0,.)
= —3 (0" +0"5") 0,0,
—_—
= 2¢"1 (aus i))
= _gl“/aua/: -0"0,= -0 q.e.d.

zu iii) Da W:au%:auﬁu gilt und o, nur auf dem Spin- und 0* auf dem Ortsanteil

wirkt, zerlegen wir auch p (A) in ein (Tensor-) Produkt aus Spin- und Ortsanteil:
p (A) = ps (@) ® po (A)
Dabei wirken pg (o) und po ([1) wie folgt:

aeC: ps(a)a = aa

p@:  (ro(4)0) @) = ¢((h(e) ' (@-a)

Da wir nun mit Produkten aus Orts- und Spinanteil arbeiten, haben wir fiir p (A)
(analog zu [8] S.11)

p(d)s@ = (ps@)®po(4))@es@)
= (s (@) ® (po (1) 6 ()



= aa® ¢ ((h(a)" (@ - a))
= a¥ ((h(0) " (z ~ a))

Um nun beispielsweise W p (fl) umformen zu kénnen, behandeln wir den Spin- und
den Ortsanteil separat. Wir zeigen zunéchst:

1) s (0) 0, (75 () * =A%,
i) (o (4)) " apo (4) =A%

i) sieht man leicht ein, denn es ist:

-1

ps (@) 0, (ps () ' = a0, a= ao,a™ = Aoy

ii) hingegen ist nicht so leicht zu zeigen, da man dazu etwas ,Indexgymnastik®
betreiben muf.
Zunichst mufl das Transformationsgesetz fiir kovariante 4-Vektoren bewiesen
werden.

Sei x'* = (A" x¥; dann ist z, =A” x,,.
Wir gehen bei dem Transformationsgesetz von A~! aus, da wir bei der Anwen-
dung po (A) VU () den Vektor A™! (x — a) im Argument von ¥ stehen haben;

diesen Vektor benétigen wir in Komponentenschreibweise, um % berechnen zu
In
konnen.

Beweis des Transformationsgesetzes:

w (1)” v
T = A T
r -1\ v -1\ KV
= Ty = Yuo A T = Guo A g Ty (81)

Um g,,(A™)7, auswerten zu konnen, benutzen wir eine Eigenschaft, der A-
Matrizen, die sich in jedem Buch iiber spezielle Relativitiatstheorie (z.B. [9])
findet:

g[LVAupAVo' = Gpo

(Dies folgt direkt aus g (Az, Ax) =g (z, z))
Durch Multiplikation mit (A™")”  (und Summation iiber o) folgt:

“1\° 1\ °
I\ AV”<A> - gf’”<A>
K K

61/

K
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1\ ?
= ng<A> = guudynAup

= g;mAup

—1 g
gpa(A) = g;mAup

1\ ? N
Juo | A = O "
K
-1

und 7, = gue <A> g™z, wird zu:

[ J/
-~

((8.1))

Also ist:

Mithin (p—p;  p—A):

~

A
T = g)\nA ugm/aju
A
= Aug)\ngm/xl/
5
A
= x;L = Nz,

An dieser Stelle soll davor gewarnt werden, die Vektor-Matrix-Gleichung
' = Az

fiir kontra- und kovariante Vektoren in der gleichen Weise zu schreiben.
Es gilt fiir kontravariante Vektoren: (per Konvention festgelegt)

't = A ¥

Dies kann suggerieren, dafl man fiir kovariante Vektoren schreiben machte(

I AV
xu—Au:r,,

Diese Gleichung ist jedoch FALSCH, wie wir oben gesehen haben. Statt dessen
muf @ .

o
gelten.
Dieses Beispiel zeigt eindringlich, da man beim Ubergang von kontra- zu kova-
rianten Komponenten vorsichtig sein mufl und Indizes nur mit dem metrischen

Tensor g, verschieben sollte!
Nach dieser Vorbereitung kénnen wir ii) beweisen.

()Bitte beachten Sie, daB hier im Vergleich zum obigen Beweis die Rolle von z und z', also auch die
von A und A~! vertauscht sind!



Es ist:

(000 () ¥) @) = Gw (1) (@ - a)
= aixullf (') mitz' = (h(a))™ (z—a)
Dy P

€T
8333 83;“

in Komponenten gilt (nach unserer Vorbereitung)®:

2 _ ((h (a))fl))\y (x,, a,,,)
und
a'y = (h ()" (@ —a) (1)
%Z: = (h ()" 6u = (h(a))*, =A"; A€L (s0.)
Also ist:

(8“/)0 (21) \p) (2) = Ayg V()

= (oo () oo () )01 = o0 (0)) (o)

!
Die Ersetzung &' —h(a)z’ + a=x ist die Wirkung von (po (A)) auf
O U (z').

833’,\

T'>h(a)X' +a

Wir finden schlief3lich
(0 (4)) 000 (4) ) (@) = 2, o)

(o0 (4)) "0 (3) =00

und damit ist auch (ii) bewiesen.

und somit

Um nun die Intertwining Relation zu beweisen, ersetzen wir in (i) A durch A~! und

erhalten mit .
ps (@) = (ps ()"

(wegen der Darstellungseigenschaft ps (A - B) =ps(A) - ps(B) muB ps(a™') -
ps (o) =1 sein, mithin folgt pg (o) = (ps (a))™")

und .
(s (@) =75 ()
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(ps (@) 0,75 () = (Al)yuay (52)

und

(o ()" 2o (1) =10 53

po ox, po - Y0, '

Bildet man das Tensorprodukt dieser beiden Zeilen, so benétigt man folgende Regel:
VAlaBlacl:‘/l%‘/l; A27-82702:‘/2_>‘/2:

A1BIC) © A3ByCy = (A1 ® Ag) (By @ By) (O ® Cy)
denn es ist fiir beliebige ¢; @ ¢, € V) @ Vs
(A1 ® A2) (B1 @ By) (CL @ C) (91 @ ¢2) =
= (A1 ® A3) (B1 ® B2) (C11 ® Cahs)
(A1 ® As) (B1C1¢1 @ ByCao)
(A1 B1C1¢1 @ A3 ByCos)
(A1 B1C1 ® A3 ByCs) (61 ® ¢2)

Dann ist: (8.2) ® (8.3)

((ps (@) " 0up5 (2)) ® ((po (14)>1£po (A>> N

A\ A
B <A1> A, o ® 0
. oz,

N———
=

v

= (mit obiger Regel und V; = C%,V, = L? (R3))

(i@t o (1)) Yo 32 @ o () = w0

[ J/
-~

= (o(1) oz 2 (1) = g

beziehungsweise:

Wp (A) =) (A) W

Und damit ist die Intertwining-Relation bewiesen.

Wir wollen nun noch die Intertwining-Relation fiir W beweisen.



Es ist:

denn

Durch Ubergang von @ — a~! erhilt man:
—1 -1 —1 -1\"
()75 (@) = (1) =
m
_ 1 -1\" _
= (ps(@) Tups(@) = (A) T
m

Ferner hatten wir gezeigt, dafl gilt:
\\~! 0 ~ 0
)" o ()=
(Po ( ox,, po Y ox,
Bilden der entsprechenden Tensorprodukte liefert:

() "orgn () = (3) it

7

e 0 0

Oary  =0v7—
Y0z, ox,

-1 _
denn (ﬁ (A)) =ps (a) ® po (A), da die —-Operation nur fiir Matrizen in C? erklirt

[ Wo(@) =a (A |

Dies ist die 2. Intertwining-Relation.

Diese Beziehungen erweisen sich im folgenden als fundamental, so daf} sich der Aufwand fiir ihren
Beweis gelohnt hat, denn weitere lingere Rechnungen werden nicht mehr vorkommen.

Als erstes benutzen wir die Intertwining-Relation, um folgenden Sachverhalt zu zeigen:

Behauptung.: Sei W (z) eine Losung der Weyl-Gleichung WV (z) =0; dann ist auch

Iz (A) ¥ (x) eine Losung, das heifit es gilt dann auch:

W5 (A)E(m) =0
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Beweis: Dies sieht man sofort iiber die Intertwining-Relation ein:
Sei also: WV (z) =0
Dann ist W5 (fl) U(z) = p (fl) WU (z) =0

I . —
ntertwi-
ning-Re- - 0 1. VOI‘

lation

= Die Menge aller Losungen der Weyl-Gleichung bildet einen (poincaré-)invarianten Unterraum
von C? @ L? (R?).

Ein analoges Resultat gilt fiir die Losungen der konjugierten Weyl-Gleichung
WV (x) =0, denn Wp (/i) U(x)=p (/i) WV (x) =0

Diese Rdume kann man nun zu (physikalischen) Hilbertriumen erweitern, indem man sie mit einem
geeignetem Skalarprodukt (das heifit einem Skalarprodukt, beziiglich welchem p (/i) unitir ist)
ausstattet.

Das Skalarprodukt finden wir wieder durch die Methode des erhaltenen Stromes. Wir suchen also
Strome j# [¥], j* [¥], die vom Weylspinor W, beziehungsweise dem konjugierten ¥ abhéingen
und die Kontinuitétsgleichung %ju (x; ) =0, (beziehungsweise %ju (z; ¥) =0) erfiillen, falls ¥
die Weyl-Gleichung beziehungsweise ¥ die konjugierte Weyl-Gleichung 16st.

Da nach Voraussetzung WV (x) =0 sein soll, ist also 0,0'V¥ (z) =0 =
0" (0,¥ (z)) =0, da o koordinatenunabhfingig ist.

Dies legt nahe, den erhaltenen Strom wie folgt zu definieren:

Ju (3 9) = (¥, Uuw><c2

beziehungsweise:
Ju (@;0) = (¥, 0, 0)

Mit dieser Definition ist:

0 . 0 — —
I n (z:0) = a—%@,%@

7

= <8“@, au$> + <$, a“auﬁ>

_ <8‘@,au$>+<ﬁ, W >

(da o, = Uu) = <0u8"@, E>



Analog beweist man %ju (x;¥) =0
Ferner finden wir, da8, falls WW¥ =0 gilt, auch
(U =WWV¥ =0
und o
[ =WW¥ =0
gilt.
Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Klein-Gordon-Gleichung, so sieht man, daf} sich die Lésungen

der Weyl-Gleichung und der konjugierten Weyl-Gleichung als Teilchen mit Masse m =0 und Spin
S'=1/2 interpretieren lassen.

Die Losungen der Weyl-Gleichung fiihren also auf Darstellungen der Poincaré-
Gruppe, die durch Masse 0 und Spin 1/2 charakterisiert werden!

Abschlieflend bleibt zu bemerken, dafl der Weyloperator W nicht paritdtsinvariant ist:

Pwe = p(2 _s.9)p
P = P %—O"
0 -1 -
- —_pgF-VP
5% P&V

0 _Pep pop
== E_PO. P

= __6

-—£+*§——W%W

so daf} Teilchen mit Masse 0 und Spin 1/2 die Paritét bei Wechselwirkungen verletzen.

Beispiele fiir Teilchen mit Masse 0 und Spin 1/2 sind (wahrscheinlich) die Neutrinos v, v, v, und
ihre Antiteilchen 7,,7,,7..

Will man nun die Weyl-Gleichung um einen Massenterm erweitern (gruppentheoretisch gesprochen:
Darstellung fiir Masse m und Spin 1/2), so stellt man zunéchst fest, da§ p (fl) aus Losungen der

entsprechenden Gleichung nicht wieder Losungen macht!

Denn geht man zunéchst von folgender Gleichung aus:

(W+m)¥(z)=0 (8.4)

dann findet man:

(W +m)p (A) T(z) = Wp (A) U (z) + mp ([1) T (x)

~

aus Intertwining-Relation aus (8.4)

(o (3) ~o(4)) woeo
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Nun ist aber p (fl) #p (fl) (s.0.), so daB p (fl) —p (/i) #0 und folglich auch:
(W +m)p (A) T () = (p (A) 5 (A)) WU (z) # 0

Andererseits gilt aber, dal wenn ¥ sich wie ein Weylspinor transformiert, dal dann WW¥ sich wie
ein konjugierter Weylspinor verhélt:

Sei U (z) P (!1) U (z)

LA
5 W (A) v (@) =p (1) W0 ()

das heifft WW (2) hat unter P das Verhalten eines konjugierten Weyl-Spinors.
Analog ist:
Tz > 5 (A) U ()
WU (z) 5 Wp (A) T () =p (A) W (z)
ein W angewandt auf einen konjugierten Weylspinor hat das gleiche Transformationsverhalten wie
ein ,normaler* Weylspinor.

Das unterschiedliche Transformationsverhalten von ¥ und WW ist letzlich auch die Ursache dafiir,
dal die Erweiterung der Weyl-Gleichung mit einem Massenterm, wie sie in (8.4) auf der vorher-
gehenden Seite vorgenommen wurde, nicht die gewiinschten Eigenschaften besitzt. Vielmehr muf
man zu WW¥ den Spinor ¥ addieren:

WU (x) +m¥ (x) =0 (8.5)

Analog kann man auch die konjugierte Gleichung aufstellen, dabei erweitert man WY () =0 durch
den Massenterm mW (&) und erhélt:

WU (x) +m¥ (z) =0

Wenn nun ¥ und ¥ dieses Gleichungssystem erfiillen gilt:
Wp (A) U (z) +mp (A) U(x) =

p (fl) (WU () + m¥ (z)) = 0

Ein analoges Resultat erhilt man fiir die zweite Gleichung. Daraus folgt, da§ mit ¥, ¥ auch pV¥, p¥
Losungen dieses Gleichungssystem sind.

Wir fassen nun die ,normale® und die konjugierte Weyl-Gleichung mit Massenterm zusammen:
WU (z) +m¥ (z) = 0

WU (z) +m¥ (z) = 0
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Dann definieren wir einen Dirac-Spinor ¥ p:
\I/DZM—)(C4; \IID(m):<_ )

Mit diesem Dirac-Spinor schreiben sich die obigen Gleichungen:

1000
o (3 ) et (50 -0 o]0 000
000 1

mit

oder mit der (iiblichen) Abkiirzung mIc: =m

DV¥p(x)+mUp(x)=0 |oder| (D+m)V¥p(x)=0

Das ist die freie Dirac-Gleichung!

Bevor wir die explizite Gestalt von D angeben und die Dirac-Gleichung in der Form schreiben, die
sich iiblicherweise in den Biichern findet, diskutieren wir das Transformationsverhalten von ¥, ()
und D + m unter Poincaré-Transformationen.

Die Darstellung pp (/i) auf Dirac-Spinoren ist erklart durch:

(b0 (4) 9p) (@) = S (@) ¥ ((h ()" (@ - a))

mit:S(a)::<g‘ g)

Diese Darstellung erhélt man aus der Darstellung auf Weyl-Spinoren wie folgt:

() = a¥((h(e) " (z—a))
p(A)¥)(z) = a¥((h(e)” (x—a))
p(A) 0 Nru@Y _ (a0 [ ¥(h) @-a)
- (W0 )GE) - G o Glhare)
- b (A) Up() = S()¥((h(a) ™ (@ —a))

wobei pp (A) = p<A) ON
@-1"% L0

Wir zeigen nun die Poincaré-Invarianz von D + mlca:

Fiir die Identitat ist die Poincaré-Invarianz klar.
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Es bleibt zu zeigen, daf:
oD (A) D = Dpp (21) (8.6)
- A L
bzw. pp (A) D (pD (A)) = D
Beweis.: Mit den Formeln fiir D und pp hat man
P (/Nl) 0

0o (3)2 oo (1))

- 0 ﬁ(/I) %

] p(;f)w p(?w) (o0 (1))
Intertwining Relation) = | o " (4) oo ()
( ) Wp(4) o ) (o0 (4))

Damit ist die Poincaré-Invarianz der Dirac-Gleichung bewiesen!

Wir sehen also sofort, daf} pp (fl) aus Losungen der Dirac-Gleichung wieder Losungen macht, denn

(D+m)V(x)

= (D+m)pp (fl) U (x)

(da Dpo (4) = pp (A) D (5. (8.6)))

0
Dpp (21) U (2) + pp (21) m¥ (z)

po (A) (D+m) ¥ () =0
= 0 n. Vor.

Wir zeigen nun, daf fiir eine Losung ¥p (x) der Dirac-Gleichung die Komponenten ¥, ¥ auch die

Klein-Gordon-Gleichung erfiillen:



Sei also

= <Dm(>812§$§§2§ ~ 0

= D?2—m?)Uy(x) = 0 B

. <DQD(H) mz% V(I;O) <2V§/\IE/(98>) Z E:)/V (;V WOW>:<_0D _OD>
b D+(3n2 _OD_m U(z) | _ 8

“ < 0 D+m2><\IJ(w)> <o>

Also erfiillen die Weyl-Spinoren ¥, ¥ die Klein-Gordon-Gleichung mit Masse m.

Daher konnen wir die Dirac-Spinoren als Wellenfunktionen von Teilchen mit Masse m und Spin 1/2
interpretieren.

Wir werden nun die y-Matrizen einfiihren und anschlieend die Form der Dirac-Gleichung, wie sie
in der Literatur zu finden ist, abzuleiten.

o 0 Wy 0 +o, 00\ 0 o, "
D_<W 0>_<_5u8“ 0 >_<_Eu 0)8

. . 0 o, "
<e1genthch ( 5, 0 > ® 0 >
Wir definieren nun y-Matrizen:

0 ot 0 ik
i) Al — . RSTA
( )’7 . ( —E“ 0 ) ) wa.. A ( _iﬁ# 0 )

Es ist:

explizit:

0 il 0 io*
0._ 2 ). k. ‘ _ Ry .
V= < —if, 0 > Y= < ok 0 ) ; I, : 2x2-Einheitsmatrix

dabei ist der (—i)-Faktor nur eingefiihrt, um der Dirac-Gleichung die bekannte Form zu geben.
Mit dieser Definition lautet die Dirac-Gleichung
[—iv*0, +m]¥p (x) =0

oder
[iv*0, —m|V¥p (x) =0

Vergleicht man diese Formeln mit der Literatur, so wird man feststellen, dal die duflere Form
der Gleichung mit der Literatur {ibereinstimmt. Aber wenn man die y-Matrizen gemifl der obigen
Definition ausrechnet, so findet man Unterschiede!

(i) Bemerkung: Natiirlich ist jeder Eintrag in diesen und den folgenden Matrizen immer als 2 x 2-
Matrix zu lesen. Aus diesem Grund sind skalare Gréflen immer mit I, zu multiplizieren. Beispielsweise
ist hier: m? = m?L,, [] = []1,.
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Der Grund liegt darin, dal die Dirac-Gleichung unendlich viele dquivalente Formen besitzt. Denn
sel

(iv"0, —m)¥p(x) = 0
& U (iv*0, —m) \]I’_/ Up(x) = 0; UeGL(4,C

-1

- UuU
& Uliy*d, —m] U (U (z)) = 0
o [inﬂ U o, - m] U0, (2)] = 0

& [iY"0,—m]V)H(x) = 0

Wir haben also durch die Ahnlichkeitstransformation

o= Uy U
Uy (x) = UY(z)

aus der urspriinglichen Dirac-Gleichung mit ihrer Lésung eine neue Dirac-Gleichung, mit von ~*
verschiedenen ~"#(!), gewonnen. Wir werden, von unserer Dirac-Gleichung mit unseren * aus-
gehend, durch eine Ahnlichkeitstransformation die iiberall angegebene Standarddarstellung der
~v-Matrizen gewinnen. Zunichst beweisen wir jedoch einige Eigenschaften der hier definierten -
Matrizen und wir werden fordern, daf diese Eigenschaften nicht durch eine Ahnlichkeitstransfor-
mation U verdndert werden diirfen.

Die ~-Matrizen haben folgende Eigenschaften:

i) Antivertauschungsrelationen:

Y At = 2g 1y I,: 4 x 4 Einheitsmatrix

ii) Nicht-Hermitezitéit (im Gegensatz zu den o*)

Es gilt
O =
FEE = Ak k=1,...,3
und Y'9# = A0, pw=0,...,3 (8.7)

iii) Transformation der v-Matrizen unter Lorentztransformationen.

-1

S (@) "5 (@) = A", 7"
Dabei ist A=h ().



Beweis.: zu i)

Yy + At

zu ii)

Ferner ist:

2 iii)

S ()9S () =

[ ] = = 29% T — A0

A0yt = A0~0 = 0~ 0+ }
Aok = k0 = k0

=

/"L:

/"L:

=ty

a0 0

0 o' —ig*

a0 0

0 a! —icta
0
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B A P

—io”
Dabei wurde benutzt, daf folgendes gilt:

@ o (@) = ano

1 N
aﬁ“(a) = A* "

denn

+ +

acta ag'o.a

= ¢"ao.at

— e A Y
= g AEO—’Y

Nun ist aber:

grNNT, = g7
Umstellen: gAT N, = g7
- Ao, A0 (A = gAY

p
N\

Umstellen: g Ae, (A) AP, = g (AT
P

N—_— ——
o7

nm
grIA, = g7 (A,
VACO _ T —1\7
97 A v gp (A ) p

>
>
Durch entsprechendes Ersetzen der Indizes:
1\ ¥
poro=(3)

und damit folgt:

also ist:

Durch Ubergang zu a~":

analog zeigt man:

da sich die ,, beziiglich @, a™ genauso wie die o, transformieren.
7 ) 7



Aus den Eigenschaften i)-iii) kénnen wir nun einige Bedingungen an die Ahnlichkeitstransformation
der v-Matrizen stellen, wenn wir fordern, daf} i)—iii) auch fiir alle y-Matrizen, die aus Ahnlichkeit-
stransformationen hervorgehen, gelten.

Die Antivertauschungsrelationen i) bleiben bei jeder Ahnlichkeitstransformation U € GL(4, C) er-
halten:

Sei y#yY + yYyF=2¢" Ty und y#=U~*U"t, U € GL(4,C), dann ist:
TN % ./ —1 v —1 v ~1 -1
VYT = DY U (U U )R\ U U ) U

-1 -1 -1
(da UU= ][) = Uy U +U~¥Y* U

-1

= U™+ U
—1

= U20"1, U
-1

= 2gMV][4UU

= 2guy][4

Fordert man die Giiltigkeit von ii) fiir alle y-Matrizen, dann muf gelten:

,}/0+ — ,}/0; ,Yk-i- — _,Yk ~s ,Y/O-i— _ ,Y/O; ,ylk-i- — _,Y/k
mit
-1
,}/M — Uf),u U
Dann folgt:
,Y/O+ — 7/0
= Uy = UyUT
= (U’1)+ ,VO+U+ - U,YOUA
= U PUt = UyU
= -1 (U*1)+70U+U — ,yo
= Ut = Ut
also mufl U unitér sein.
Wenn U unitér ist, gilt auch:
U=Ut o
ot {U: ] (U’y’“U+)+ — Ut [VH;’"’k] _UARUT = Ak
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Auch die Transformationseigenschaft von v* unter S bleibt erhalten; beachte jedoch, dal mit den
v-Matrizen auch S («) transformiert wird!

—1
S (A) 8" (A) = (USUT) ™ (UyU™) (USU™)
71 _

_ Ut SUUAPUTUSUY
~ =
= USy'SUT =UA' 4*UT

= ALUYUT = A"

Wir haben gesehen, daf§ die Eigenschaften i)-iii) fiir alle y-Matrizen erhalten bleiben, wenn die
v-Matrizen durch unitire Transformationen ineinander iiberfiihrt werden.

Nun werden wir den Ubergang von unserer bisherigen Darstellung der »-Matrizen zu der in der
Literatur als Standarddarstellung angegebenen Darstellung der y-Matrizen vornehmen.

Wir hatten bisher:

0 __ 0 1][2 . k 0 IO'k . 0 —IO']C
T4, o0 )0 7T T lier 0 )T\ Sie, 0

(og: gewohnliche Pauli-Matrizen.)

In der Standarddarstellung haben +° und +* die Gestalt:

0o __ ][2 0 . ko 0 Ok
Vst = 0 _][2 ) Vst = — 0

Behauptung.: Transformiert man nun unsere obigen y-Matrizen geméf

,)/u — U’}/” U+

(1) =+ en(t )

(Beachte, da8 U eine 4 x 4-Matrix ist, man muf} also 1=1,; i=1il, etc. lesen.) so
ergibt sich die Standarddarstellung: v =~%,

Beweis.:

1/1 i 0 i 1 1 1 0
Orr+ _ = _ _ 0
Uy _2(1—i><—10><—11>_<0—1>_7~9t
1/1 i 0 iok 1 1 0 —ok
krr+ _ = —
Uy _2<1—i><iak 0)(—11) <ak 0)



Damit haben wir die Dirac-Gleichung in ihrer iiblichen Gestalt

[iv*0, —m|¥p (x) =0

mit den iiblichen Standardmatrizen
0 ]. 0 . k 0 Ok
T ( 0 -1)" 77\ -ap 0

Wir haben ferner gesehen, dafi sich die y-Matrizen wie ein Lorentz-4-Vektor unter pg transformieren

gefunden.

(S (@)™ 7S () = A", 7"

und ein Spinor transformiert sich wie folgt

Up' (@) = (S (o) Up (M) (= — a)))

mit S (a) = (‘g 2)

Wir haben bisher noch kein Skalarprodukt fiir Spinoren erklért. Dies werden wir nun nachholen.
Dazu konstruieren wir wieder einen Strom, der der Kontinuitétsgleichung geniigt (falls ¥, (x) die
Dirac-Gleichung 16st), und definieren die Norm von Wp, () iiber die Ote-Komponente des 4-Stromes.

Sei
3 (23U p) = (Up (x) , 79" Up ().

dabei ist: ¥p,, ¥p, : M—C? Uy, () =

und (-, ) : Skalarprodukt im C*. also:

3 (@5 U ) = (U () /9" Tp (&) = D U5 ( z) (1°9"),; ¥ (2)

i=1

Wenn nun Up, (x) die Dirac-Gleichung 16st, so gilt die Kontinuitéitsgleichung fiir j* (x; ¥p):
Ouj* (2;¥p) =0

Beweis.:
0u (U (), 77" ¥p () = (0u¥p (2),7"V"¥p ()0 +
+(¥p (®) 770, ¥p ()
(dar® =9 = (1*"°9,p (2), Up (x))y +
+(¥p ()70 ¥p ()
(s. (8.7) auf Seite 60) = (7*7"0,¥p (x),¥p (®)). +

<\IID 77 Y 8 \I]D )>(C4



L1 vyL)y1=— uiu Ul il AL=JJiululidlilsy

mit [iv*0, —m|¥p () =0 = ~+*0,¥p(x) = —im¥p (x)
= 0" (®;¥p) = (—iy"'m¥p (x),V () +(¥p (x ), 7" (—im) ¥p (2 )
= im(¥p (x),7"Vp () —im (¥p () ,7°¥p (2))

= 0
Wir definieren nun das Skalarprodukt von Spinoren

Definition.: Skalarprodukt

<\IJD17 \I]D2> = /dngo (w, \I]D17 \I]Dz) = /d3x <\I]D177070\IJD2>(C4

Aus v94° =1, folgt
<\IJD17 \IJD2> = /dgx <\I]D17 \I]D2>(C4

Wie wir frither bereits gezeigt haben, ist ein in obiger Weise konstruiertes Skalarprodukt poincaréin-
variant, man kann das natiirlich noch einmal explizit nachrechnen, wie wir dies im Fall der Klein-
Gordon-Gleichung getan haben.

Nun geht man analog zur Behandlung der Klein-Gordon-Gleichung vor: zunéichst 16st man die freie
Dirac-Gleichung und klassifiziert die Losungen.

Eine solche Klassifikation fithrt dann wieder auf (poincaré-)invariante Unterrdume, so dal damit
auch die irreduzible Darstellung fiir Teilchen mit Masse m und Spin 1/2 (z.B. e*, p, n, u) gefunden
ist.

Abschliefend wollen wir anmerken, dafl hier nur die freie Klein-Gordon- und die freie Dirac-
Gleichung behandelt wurden. Um Wechselwirkungen, die beispielsweise durch ein 4-Potential ver-
ursacht werden, einzubauen, bedient man sich wieder der minimalen Kopplung. Dazu schreibt man
die Klein-Gordon- und die Dirac-Gleichung:
O+ o(@) = (0,0 +m’) é(e) = ((+id,) (+d*) —m?) 6 () =0
(0, —m) ¥ (@) = (" (i0,) —m) ¥y (@) =0

FaBt man nun i0* = (i@t, —iﬁ) als 4-Impulsoperator p* : =i0* auf, so hat man:

Klein-Gordon:  (p'p — p+m?) ¢ (x) = 0

Dirac:  (v"p, —m)V¥p(x) = 0

Die kanonische Erweiterung der minimalen Kopplung ist:

ﬁﬂ - ﬁ#_gAu
C

Also ist:



O

Klein-Gordon-Gleichung mit Wechselwirkung:
<<]5u - %Au) (ﬁu - %Au) - mz) ¢ () =0
Dirac-Gleichung mit Wechselwirkung:
(175 = 2y A = m) p (@) = 0

Die Losungen der Dirac-Gleichung (sowohl frei, als auch mit Wechselwirkung) findet man in der
Standardliteratur, z.B. [5], [10], [2], [3] und [4].
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