Quantenmechanik 11

Andreas Wipf
Theoretisch-Physikalisches-Institut
Friedrich-Schiller-Universitit, Max Wien Platz 1
07743 Jena

WS 2008,/09

(©2009 Andreas Wipf, Universitdt Jena

Kopieren fiir den privaten Gebrauch unter Angabe des Autors gestattet. Kommerzielle
Verwertung ist nicht gestattet.
Hinweise auf Druckfehler nehme ich gerne entgegen (wipf@tpi.uni-jena.de)



Inhaltsverzeichnis

1 Einfithrung, Literatur

1.1 Einfilhrung . . . . . . . ...

Mehrkorpersysteme

2.1 Hamiltonoperator und Hilbertraum . . . . . . ... ... ... ... ...,

2.2 Identische Teilchen . . . . . . . . . .. . ...
2.2.1 Permutationen und Symmetrien . . . . . .. .. ... L.
2.2.2  Nichtwechselwirkende identische Teilchen . . . . . . . . .. ... ..
2.2.3 Ideales Fermigas . . . . . . . . .. ... ...
2.2.4  Thomas-Fermi Nédherung . . . . . . . . ... ... ... ... ....
2.2.5  Thomas-Fermi Atome . . . . . ... .. ... ... ... ......
2.2.6 Hartree-Fock-Naherung . . . . . .. .. ... ... ... ... ....

2.3 Aufgaben zu Kapitel 2 . . . . . . . ...

Addition von Drehimpulsen mit Anwendungen

3.1 Addition von Drehimpulsen . . . . . .. . ... .. ... .. ... ...
3.2 Clebsch-Gordan Koeffizienten . . . . . . .. .. ... ... ... ... ...
3.3 Tensoroperatoren . . . . . . . .. ..

3.3.1 Skalare Operatoren . . . . . . . .. .. .. ... ...

10

13

17

21

22

27

29



INHALTSVERZEICHNIS

Inhaltsverzeichnis 2

3.3.2 Tensoroperatoren . . . . . .. ... ......
3.3.3 Berechnung von Landé-Faktoren . . . . . . . .
3.4 Das reale Wasserstoffatom . . . . ... .. ... ...
3.4.1 Feinstruktur . . . . ... ..o
3.4.2 Die Hyperfeinstruktur . . . . ... ... ...

3.5 Aufgaben zu Kapitel 3 . . . . ... ... ... . ...

4 Zeitabhingige Storungen
4.1 Dysonsche Reithe . . . . . ... ... ... ... ...
4.2  Erste Ordnungs Uberginge und goldene Regel . . . .
4.2.1 Plotzliches Einschalten . . . . . . .. .. . ..
4.2.2 Adiabatische Naherung . . . . . . . . .. ...
4.2.3 Periodische Stérungen . . . . . ... ... ..
4.3 Zweite Ordnungs Uberginge . . . . . . .. ... ...

4.4 Absorption und Emission von Strahlung . . . . . ..

5 Streutheorie
5.1 Wirkungsquerschnitte . . . . . . .. .. ... ... ..
5.2 Potentialstreuung . . . . .. ..o oo
5.2.1 Bornsche Reihe . . . . . .. ... .. ... ..
5.2.2  Elastische Streuung von Elektronen an Atomen
5.3 Die Coulombstreuung . . . . . . . ... .. ... ...
54 Partialwellen . . .. ... ... o0
5.4.1 Optisches Theorem . . . . .. .. ... .. ..

5.4.2  Analytische Eigenschaften der Streuamplitude

A. Wipf, Quantenmechanik II



INHALTSVERZEICHNIS Inhaltsverzeichnis 3

5.4.3 Das attraktive Exponentialpotential: s-Wellen Kanal . . . . . . .. 90

5.5 Elastische Streuung gleichartiger spinloser Teilchen . . . . . . . .. .. .. 93
5.6 Elastische Streuung gleichartiger Spin—% Teilchen . . . . . . ... ... ... 95
5.7 Formale Streutheorie . . . . . . . . . . . ... 97
5.7.1 Mgller-Operatoren . . . . . . . .. .. ... ... 97
5.7.2  Der Streuoperator . . . . . . .. .. 100

6 Klein-Gordon-Gleichung 103
6.1 Poincare Transformationen . . . . . . . . . . . ... L. 104
6.1.1 Die Lie-Algebra der Lorentzgruppe . . . . . . ... ... ... ... 108

6.2 Klein-Gordon Gleichung . . . . . . . . ... ..o 110
6.2.1 Probleme mit der Wahrscheinlichkeit . . . . . .. ... .. ... .. 112
6.2.2 Losungen mit positiver und negativer Energie . . . . . . . . .. .. 113
6.2.3 Kopplung ans elektromagnetische Feld . . . . .. ... ... .. .. 115
6.2.4 Ladungskonjugation . . . . . . . .. .. .. 0oL, 117

6.3 Pionische Atome . . . . . . .. 118
7 Das Diracsche Elektron 121
7.1 Diracgleichung fiir freie Elektronen . . . . . . . . . . .. ... ... ... 122
7.2 Aufspaltung der Diracgleichung . . . . . . . .. ... .o 124
7.3 Lorentz-Kovarianz der Diracgleichung . . . . . . . . . ... ... ... ... 126
7.3.1 Transformationsgesetz firvy . . . . . . . .. ... ... ... 129
7.3.2 Bilineare (Pseudo)Tensorfelder . . . . . . .. ... ... ... ..., 130
7.3.3 Ebene Wellen . . . . . .. ... ... L 131

7.4 Ankopplung ans elektromagnetische Feld . . . . . .. ... ... ... ... 132

A. Wipf, Quantenmechanik II



INHALTSVERZEICHNIS Inhaltsverzeichnis 4
7.5 Hamiltonscher Formalismus . . . . .. .. ... ... ... ... 133
7.5.1 Kréftefreie Losungen der Dirac-Gleichung . . . . . . . . .. .. .. 134

7.6 Ladungskonjugation . . . . . . ... . Lo o 136
7.7 Nichtrelativistische Naherung . . . . . . .. . . ... ... ... ... ... 138
7.7.1 Die Foldy-Wouthuysen Transformation . . . ... ... ... .. .. 139

7.7.2 Interpretation der Terme . . . . . . . . . .. ... 142

7.8 Drehimpuls und kleine Lorentz-Transformationen . . . . . . . .. . .. .. 142
7.9 Elektronen in elektromagnetischen Wellenfeldern . . . . . . . . .. ... .. 146
7.9.1 Zweite Ordnungs-Gleichung . . . . . . ... ... ... ... .. .. 146

7.9.2 Die Losung von Volkov . . . . . . . .. ... 147

8 Das relativistische Zentralkraftproblem 150
8.1 Transformation auf Polarkoordinaten . . . . . . .. ... ... ... ... .. 151
8.2 Der Diracsche Erhaltungssatz . . . . . . .. .. ... ... ... ... ... 152
8.3 Die radiale Dirac-Gleichung . . . . . . . . ... ... L. 158
8.4 Wasserstoff Spektrum und Feinstruktur . . . . . ... ... ... ... ... 163

9 Einfiihrung in Pfadintegrale 167
Index 170

A. Wipf,

Quantenmechanik 11



Kapitel 1

Einfiihrung, Literatur

Zusétzlich zu der in der Vorlesung Quantenmechanik I angegebenen Literatur kann ich
folgende Biicher empfehlen:

D. GRIFFITHS, Introduction to Quantum Mechanics; Prentice Hall 1995

L.I. SCHIFF, Quantum Mechanics, McGraw-Hill, 1968

A.S. DAWYDOW, Quantenmechanik; J.A. Barth, 1992

J. SAKURAIL, Modern Quantum Mechanics; 2. Auflage, Pearson 1993

J. TOWNSEND, A modern Approach to Quantum Mechanics; Mc.Graw-Hill, 2000

R. JosT, Quantenmechanik I, II; Verlag der Fachvereine der ETH Ziirich, 1969 und 1973
A. GALINO UND P. PASCUAL, Quantum Mechanics I und II; Springer, 1990 und 1991
S. GASIOROWICZ, Quantenphysik; 8. Auflage, Oldenbourg, 2002

H. ROLLNIK, Quantentheorie I und II; Springer, 2003 und 2002

V. MLLER, Quantenmechanik; Oldenbourg, 2000

R. BECKER UND F. SAUTER, Theorie der Elektrizitdat 2, 10. Auflage, Teubner, 1970

1.1 Einfiihrung

Im letzten Semester haben Sie die Grundlagen der Quantenmechanik kennengelernt. In
der Schrédingerschen Wellenmechanik beschreibt der zeitabhéangige Vektor |¢(t)) den Zu-
stand des Systems zur Zeit ¢. Die Eigenwerte des einer Observablen zugeordneten (selbst-
adjungierten) Operators sind die moglichen Mefsresultate fiir diese Observable. Wir haben
die zeitunabhéngige Schridingergleichung fiir ein Teilchen im Zentralfeld gelost und dabei
wesentlichen Gebrauch von der Drehsymmetrie gemacht. Die dritte Komponente und das
Quadrat des Drehimpulses konnen gleichzeitig mit dem Hamilton-Operator diagonalisiert
werden und gestatten eine explizite Losung des Coulomb-Problems. Die Quantentheorie
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1. Einfiihrung, Literatur 1.1. Einfiilhrung 2

kann in verschiedenen Bildern formuliert werden. Neben dem Schridinger- und Heisenberg-
bild ist in der wichtigen Streutheorie das Wechselwirkungsbild von Interesse. Im letzten
Semester haben wir einfache Mehrteilchensysteme besprochen und die zeitunabhéngige
Storungstheorie kennengelernt. Diese Resultate werden wir hier vertiefen und erweitern.

Wir beginnen die Vorlesung Quantenmechanik IT mit der Einfithrung in Mehrkdrpersys-
teme. Ein wichtiger Spezialfall sind Systeme bestehend aus identischen Teilchen. Wegen
der prinzipiellen Ununterscheidbarkeit der Teilchen sind die Wellenfunktionen vollsténdig
symmetrisch oder vollstiandig antisymmetrisch in den Teilchenkoordinaten. Als Anwen-
dung behandeln wir ideale Fermigase, sogenannte Thomas-Fermi-Atome und die Hartree-
Fock-Néherung. Es folgt eine Diskussion von Atommodellen und der Addition von Dre-
himpulsen.

Im néchsten Kapitel folgt eine Einfiihrung in die zeitabhdngige Stérungstheorie und die
Streutheorie. Hier werden die goldene Regel von FERMI und verschiedene Einschaltvor-
giange diskutiert. In der Streutheorie wird zuerst die Potentialstreuung behandelt. Als
Anwendung betrachten wir die elastische Streuung von Elektronen an Atomen. Es folgt
die Partialwellenanalyse der Potentialstreuung an kugelsymmetrischen Potentialen und
das optische Theorem. Danach behandeln wir relativ ausfiihrlich die Coulomb-Streuung
und die Streuung gleichartiger Teilchen.

Der Rest der Vorlesung ist der relativistischen Quantenmechanik und Quantenfeldtheorie
gewidmet. Dabei wird die Diracsche Theorie des Elektrons einen grofen Raum einnehmen.
Die Diracgleichung ist die relativistische Verallgemeinerung der wohlbekannten Schrodin-
gergleichung. Danach wird die wichtige Methode der sogenannten zweiten Quantisierung
besprochen. Sie ist eine sehr effiziente Methode, um Mehrteilchensysteme in der Festkor-
perphysik und relativistischen Teilchenphysik zu behandeln. In Form der relativistischen
Quantenfeldtheorien ist sie das Werkzeug zum Verstandnis der Elementarteilchen und den
Vermittlern ihrer gegenseitigen Wechselwirkungen.

A. Wipf, Quantenmechanik II



Kapitel 2

Mehrkorpersysteme

In der Quantenmechanik I wurden das nichtrelativistische Wasserstoffatom ausfiihrlich
behandelt. Nach Abspaltung der Schwerpunktsbewegung vereinfacht es sich auf ein exakt
l16sbares Einkorperproblem. Berticksichtigt man allerdings die relativistische Spin-Bahn-
Kopplung oder wird ein dufseres Feld angelegt, so konnen die Energieniveaus und Eigen-
funktionen des Wasserstoffatoms nur mit Ndherungsmethoden berechnet werden. Auch
das Heliumatom entzieht sich einer exakten Behandlung. Seine Eigenschaften kénnen
zum Beispiel mit Hilfe der Schrédingerschen Stérungstheorie oder der Variationsmethode
berechnet werden. In diesem Kapitel werden wir weitere Methoden kennen lernen, um die
Dynamik von N Teilchen zu behandeln.

Da sich Wechselwirkungen mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten, kann bereits die
klassische Wechselwirkungsenergie nicht nur von den Teilchenorten zu einer festen Zeit
abhéngen. Sind aber die Relativgeschwindigkeiten der Teilchen des Systems klein ver-
glichen mit der Lichtgeschwindigkeit, dann &ndern sich deren Koordinaten (zum Beispiel
Orte und Spins) wihrend der Zeit der Ubertragung der Wechselwirkung zwischen den Teil-
chen nur wenig. Dann kann man bis zu Gliedern der Ordnung (v/c)? die Hamiltonfunktion
als Funktion allein der Orte, Impulse und Spins aller Teilchen des Systems definieren.

2.1 Hamiltonoperator und Hilbertraum

Wir behandeln in diesem Kapitel Systeme, fiir die die nichtrelativistische Niherung giiltig
ist. Dann hat der Hamilton-Operator die Form

N
H=3,
i—1

2
21;:% +V(xy,...,zn)+ W. (2.1)
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V ist von der Ordnung (v/c)? und beschreibt denjenigen Anteil der Wechselwirkungs-
energie, der nur von den Orten der Teilchen abhiingt. W ist von der Ordnung (v/c)?
und enthalt die Spin-Bahn-Wechselwirkung. W ist eine Funktion der Orte, Impulse und
Spins der Teilchen und beriticksichtigt teilweise die Retardierung der Wechselwirkung. Die
Zeitentwicklung des ungestérten Mehrkorpersystems folgt aus der zeitabhangigen Schro-
dingergleichung

.0
ih 1) = HI). (2.2)

Wir stellen uns vor, dass ein Gesamtsystem durch die Kopplung von Teilsystemen ent-
steht. Dabei miissen die Teilsysteme nicht notwendigerweise Einteilchensysteme sein. Die
Formalisierung der Kopplung von N Systemen zu einem Gesamtsystem geschieht durch
Einfiihrung des Tensorproduktes der Hilbertraume H;, ..., Hy der Einzelsysteme,

H=Hi1QHs®---Q Hn. (23)
Fiir das Tensorprodukt von Vektoren der Teilrdume schreiben wir

V1) ® |hg) @ -+ - ® [Yhn) = [P1thy - - ) (2.4)

Das Tensorprodukt ist linear in jedem Faktor. Das Skalarprodukt von zwei Produktzu-
stdnden ist das Produkt der Skalarprodukte seiner Faktoren,

(D1 N1 UN) g = (D1|V1) 3y -+ (DN YN )2y - (2.5)

Die Tensorprodukte

ny...ny) =|n) @+ @ |ny)

der Basisvektoren der einzelnen Hilbertraume bilden eine Basis des gesamten Hilbertrau-
mes H.

Sind Ay, ..., Ay ,Observablen der Teilsysteme mit Hilbertraumen Hi, ..., Hy, d.h.
A Hy — H,, (2.6)

dann ist ihr Tensorprodukt eine Observable des Gesamtsystems. Sie wirkt folgendermafen
auf den Produktzusténden im Hilbertraum H:

(A1 ®--@AN) (JY1) ® -+ @ [¥n)) = [A1¢1) ® - - @ |ANYn). (2.7)

Die Operatoren A; kénnen nicht addiert werden, da sie in verschiedenen Hilbertraumen
wirken. Setzt man aber stillschweigend voraus, dass A; auf den Réumen H; mit j # @

A. Wipf, Quantenmechanik II
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trivial wirkt, dann kann man sie addieren und es gilt
A+ . FAV=401®---1l1+..+11®---1® Ay. (2.8)
Mit dieser Ubereinkunft ist

(Ai+-F+AN) (Y1) @@ |[Un) = [A1) @@ [Un) + ...
ot [P) @ @ |ANY). (2.9)

Diese Notation wurde bereits in der Quantenmechanik I benutzt, als die Drehimpulse
verschiedener Teilchen addiert wurden.

Es sei nun |a;) Eigenfunktion von A; mit Eigenwert a;. Dann ist der Produktzustand
la1) @ - @ lan) = |ay ... an) (2.10)
automatisch Eigenzustand der Summe und des Tensorprodukts der Operatoren A;,

(A1—|—...—|—AN)|CL1...CLN> = (CL1+...+CLN)|CL1...CLN>
(A1 ®...®@An)|ar...ay) = (ag----- ay)la...an). (2.11)

Um Zustande in H vollstandig zu charakterisieren kann man in jedem Teilraum H; einen
vollsténdigen Satz von vertréglichen Observablen wihlen und gleichzeitig diagonalisieren.
Steht &; fiir die Eigenwerte einer vollstandigen Menge vertraglicher Observablen in H;, &
fiir einen derartige Menge in Hs usw., dann bilden die Produktzusténde

§) @@ En) = &1 En) (2.12)
eine Basis von H.
Zum Beispiel konnen wir die gemeinsamen Eigenzustédnde
@181, ..., ZNSN) = |2151) ® ... @ |TNSN) (2.13)

der vertrédglichen Orts- und Spinoperatoren wéhlen. Ein beliebiger Zustand lasst sich
zerlegen als

) = Z /dgxl---d3$N¢(mlasla--->mNa5N) [T151,. .., TNSN) (2.14)

mit N-Teilchen-Wellenfunktion

@D(ml, S1y..., &N, SN) = <$1$1, ce ey $N8N|’l/)>. (215)

Das Skalarprodukt zweier Zustandsvektoren lautet

A. Wipf, Quantenmechanik II
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(oY) = Z /d3x1...d3xN (21,81 ..., TN, sN)Y(T1, 51, . .., Ty, SN). (2.16)

S1,--sSN

Fiir einen auf Eins normierten Zustand ist die Wellenfunktion (2.15) die Wahrscheinlich-
keitsamplitude dafiir, das erste Teilchen am Ort x; mit dritter Spinkomponenten s;, das
zweite Teilchen am Ort a; mit dritter Spinkomponenten s, ... und das N’te Teilchen am
Ort y mit dritter Spinkomponenten sy zu finden. Fiir identische Teilchen (ein in der
klassischen Physik unbekannter Begriff) miissen die Wellenfunktionen bei Vertauschung
der Argumente ein vorgeschriebenes Verhalten zeigen. Dies werden wir weiter unten aus-
fiihrlich besprechen.

Fiir spinlose Teilchen ist jedes Teilsystem ein Einteilchensystem mit Hilbertraum Lo (RR?).
Dem Produktzustand (2.4) ist folgende Wellenfunktion zugeordnet,

(1, an |y o) = (@) - (an[Pn) = Pa(a) - (ay). (2.17)
Fiir spinlose Teilchen bedeutet die Eigenschaft (2.3)
Ly (R?) ® -+ ® Ly (R?) = Ly(R*Y), (2.18)

und deshalb kann jede quadratintegrierbare N-Teilchen Wellenfunktion ¢ (x, ..., zy)
durch eine Folge

Z anl...nN,lvbrn (ml) o 'wnw(mN)

beliebig genau approximiert werden. Der Hilbertraum fiir NV spinlose Teilchen ist also ein
Unterraum von

HWN) = L7 (R¥) (2.19)
und fiir N Teilchen mit Spin % ein Unterraum von

HM =L (RN eo?®- - o C2. (2.20)
N———

Nmal

Im allgemeinen Fall ist er ein Unterraum von
HY = 12 (R*N) @ HY, (2.21)

wobei der zweite Faktor von der Teilchensorte abhéangt.

A. Wipf, Quantenmechanik II
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2.2 Identische Teilchen

Ein wichtiger Spezialfall ist die Kopplung identischer Teilchen fir die H; = Hy = ... =
Hy ist. Identische quantenmechanische Teilchen sind wirklich nicht unterscheidbar. Wir
konnen zum Beispiel Elektronen nicht markieren wie klassische Billiardkugeln um sie
voneinander zu unterscheiden. Ein Zustand, in welchem ein erstes spinloses Teilchen bei
x; sitzt und ein zweites, identischen Teilchen, bei ax,, ist derselbe Zustand wie wenn das
zweite Teilchen bei @, sitzt und das erste bei x,. Dasselbe gilt fiir alle Eigenwerte von
Einteilchen-Observablen. Wir wollen nun die Konsequenzen dieser Ununterscheidbarkeit
von quantenmechanischen Teilchen untersuchen. Sei

[SERRIY (2.22)

der Zustandsvektor eines Systems von N identischen Teilchen. Dabei soll ¢; die Eigenwerte
irgend eines vollstindigen Satzes von vertrdglichen Observablen in H; sein. Dann ist die
normierte Wellenfunktion 9 (&y,...,&n) = (& ... En|1) die Wahrscheinlichkeitsamplitude
dafiir, das ,erste” Teilchen mit Quantenzahlen &;, das ,zweite Teilchen mit Quantenzahlen
&5 usw. zu finden. Obwohl wir die Teilchen nicht unterscheiden kénnen, miissen wir ihnen
im Formalismus Variablen zuordnen. Dies heifst nicht, dass wir die Teilchen physikalisch
unterscheiden konnen. Die Ununterscheidbarkeit der Teilchen bedeutet, dass bei einer
Vertauschung zweier Argumente in (2.22) der Zustand unveréndert bleibt.

Etwas allgemeiner, sei m eine Umordnung oder Permutation von N Objekten, dann be-
schreiben

&1& ... &v) und P(m) |66 .. &n) = &) - - - Eniny) (2.23)

identische Zustédnde. Die Permutationen von N Objekten bilden eine nicht-Abelsche Grup-
pe der Ordnung N!. Die Abbildung 7 — P(7) ist eine wunitdre Darstellung dieser Per-
mutationsgruppe auf dem N-Teilchen Hilbertraum, d.h.

(P(m)o|P(m)) = (ol),  Ple) = 1w, P(m)P(r2) = P(mm). (2.24)

Hier ist e das neutrale Element der Permutationsgruppe, welches die Reihenfolge der Ob-
jekte nicht &ndert und 775 bedeutet zuerst die Umordnung 75 und danach die Umordnung
71 ausfihren.

Keine Observable kann identische Teilchen unterscheiden und alle Teilchen werden auf
genau die gleiche Art behandelt. Deshalb sind die den Observablen entsprechenden Ope-
ratoren symmetrische Funktionen der Teilchenkoordinaten. Beispiele von symmetrischen

A. Wipf, Quantenmechanik II
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Observablen sind der Gesamtimpuls und gesamte Bahndrehimpuls
p=> p wd L=)> L (2.25)
sowie der (Modell)-Hamilton-Operator
1 2
1 1<J
wobei r;; = |z, — z;| der Abstand zwischen dem i’ten und j'ten Teilchen bezeichnet.

Identische Teilchen haben natiirlich gleiche Massen m. Symmetrische Operatoren &ndern
sich nicht wenn die Teilchenkoordinaten permutiert werden.

2.2.1 Permutationen und Symmetrien

Sei nun 7;; diejenige Transposition, welche das ¢'te und j’te Element austauscht und
P,; = P(m;;) der entsprechende unitdre Operator auf dem N-Teilchen Hilbertraum. Jede
Permutation ist eine Komposition von Transpositionen. P;; wirkt auf einem N-Teilchen-
Zustand geméf

Pijl&i&e .. & .. & En) =166 & & E) (2.27)

und vertauscht die Argumente 7 und j des Zustandsvektors. Zum Beispiel ist

PiaPi3|&1&8s) = Prio|€36261) = [€2831)-

Die Gruppe der Permutationen ist nicht-Abelsch. Zum Beispiel ist

Pi3P5]6168s) = Pi3|6261€3) = [£3612)

und deshalb gilt PjsPi3 # Pi3Pis. Sei nun A(1,2,...,N) irgendein Operator auf dem
N-Teilchen Hilbertraum. Dann ist

RJA(L,Z,,j,,N)PZ;1|£1£Z£J£N>
:A(l,,j,,l,,N)‘£1£Z£j§N>

oder

PyAQ,... iy .. N)=A(,...,j ....i,...,N)P;. (2.28)

A. Wipf, Quantenmechanik II
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Ein symmetrischer Operator ist also ein Operator der mit allen Transpositionen P;; und
deshalb mit allen Permutationen vertauscht:

A symmetrisch: P(7)AP () = A. (2.29)

Wir wollen annehmen |1)) sei eine Eigenfunktion eines symmetrischen Vielteilchen-Hamilton-
Operators, H|¢) = Ey). Da H mit den Permutationen vertauscht, gilt

HP|)) = PHp) = PE[Y) = EP|¢). (2.30)

Also ist P|¢) ebenfalls Eigenzustand mit derselben Energie. Ist P|¢)) nicht proportional
zu |¢), dann ist die Energie E entartet. Diese Entartung heit Austauschentartung.

Betrachten wir ein System bestehend aus zwei identischen Teilchen, zum Beispiel den
beiden Elektronen im Helium-Atom, etwas genauer. Die Permutationsgruppe besteht hier
nur aus der Identitdt e und Transposition 5. Wegen 7972 = e und der Darstellungsei-
genschaft ist auch das Quadrat von Py = P(m2) die Identitdt. Damit sind die moglichen
Eigenwerte von Pjy gleich +1. Ist |£1&;) irgendeine Eigenfunktion von H (&, &) mit Ener-
gie F ist, dann sind auch

§162)s = [€162) + Pr2|&i&2) = [61€2) + [§261)
16162)a = |61&2) — Pi2|&1&2) = |61&) — [€260) (2.31)

Eigenfunktionen mit derselben Energie. Die symmetrische Kombination ist Eigenfunktion
von P, mit Eigenwert 1 und die antisymmetrische Kombination ist Eigenfunktion von
Py mit Eigenwert —1.

Nun ist es eine experimentelle Tatsache (die allerdings im Rahmen einer lokalen relati-
vistischen Quantenfeldtheorie verstanden werden kann), dass die Wellenfunktionen von 2
identischen Teilchen stets Eigenfunktionen von Pj5 sind. Der zugehorige Eigenwert hangt
nur von der Teilchensorte ab. Die Wellenfunktion von zwei identischen Fermionen, z.B.
zweier Elektronen, Protonen oder Neutronen, muss antisymmetrisch sein,

P12\5152>a = _‘51§2>a

und die Wellenfunktion von zwei identischen Bosonen, z.B. zweier m°-Mesonen, Photonen
oder He*-Nukleonen, muss symmetrisch sein

P13|61&a)s = [£162)s-

Diese tiefliegende Bezichung zwischen Spin und Statistik, nach der identische Teilchen
mit ganzzahligem Spin (Bosonen) symmetrische Wellenfunktionen und identische Teilchen
mit halbganzem Spin (Fermionen) antisymmetrische Wellenfunktionen haben, bleibt im

A. Wipf, Quantenmechanik II
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Rahmen der nichtrelativistischen Quantenmechanik unbegriindet.

Fiir Systeme mit mehr als zwei Teilchen gilt die analoge Aussage: bei einem Austausch von
zwel identischen Fermionen andert die Wellenfunktion das Vorzeichen und bei Austausch
von identischen Bosonen bleibt sie unverdndert:

P(m)|yp) = sign(n)|v) Fermionen
P(m)[y) = [¢) Bosonen.

Hier ist sign(7) das so-genannte Signum der Permutation: es ist 1 falls 7 aus einer geraden
Anzahl Transpositionen besteht und sonst —1.

Wir wollen nun untersuchen, was fiir Symmetrieeigenschaften die Wellenfunktionen von
zusammengesetzten Teilchen haben miissen. Als Beispiel betrachten wir die Wellenfunkti-
on (e, p1, €2, p2), welche 2 Wasserstoffatome beschreibt. e; bezeichnet den Ort und Spin
des Elektrons im ersten Atom, p; den Ort und Spin des Protons im ersten Atom, usw. ¢
muss bei Austausch der beiden Elektronen (Protonen) das Vorzeichen wechseln. 1) braucht
aber bei Vertauschung der Koordinaten eines Elektrons mit den Koordinaten eines Pro-
tons das Vorzeichen nicht zu wechseln, da Elektronen und Protonen unterscheidbar sind.
Wie dndert sich nun die Wellenfunktion unter Austausch der beiden Wasserstoffatome?
Wegen

¢(€27P27€17P1) = _w(elap% 627]91) = ¢(€17P17€27P2)

andert sich ¥ nicht. Wasserstoffatome verhalten sich wie Bosonen. Man iiberzeugt sich nun
leicht davon, dass Teilchen bestehend aus einer geraden Anzahl Fermionen und irgendei-
ner Anzahl Bosonen sich wie Bosonen verhalten, wiahrend Teilchen bestehend aus einer
ungeraden Anzahl Fermionen und irgendeiner Anzahl Bosonen sich wie Fermionen ver-
halten. Zum Beispiel sind He!-Atome (mit je zwei Protonen, Neutronen und Elektronen)
Bosonen, wihrend He3-Atome (nur ein Neutron) Fermionen sind.

Aus der Antisymmetrie der Wellenfunktion von identischen Fermionen folgt unmittelbar

das Ausschliessungsprinzip. Wegen (&1, s, ...) = —1(&2, &1, - - .) ist ¥(&1, &1, .. .) = 0. Die
Amplitude dafiir, zwei identische Fermionen im selben Zustand zu finden, ist Null. Insbe-
sonders miissen zwei Elektronen am selben Ort verschiedene Spineinstellungen aufweisen.

2.2.2 Nichtwechselwirkende identische Teilchen

Die exakte Behandlung von realistischen Vielkérperproblemen ist nicht moglich. In einigen
Féllen konnen aber wichtige Eigenschaften mit Hilfe einer Storungsentwicklungen erkléart
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werden. In nullter Ndherung behandelt man die Teilchen oft als unabhéngig. Im néchsten
Schritt wird ihre Wechselwirkung als Stérung berticksichtigt. In nullter Ndherung ist der
Hamilton-Operator die Summe von identischen Einteilchen-Operatoren,

Hy = ZH(z’), (2.32)

wobei diese Summe auf dem gesamten Hilbertraum in (2.8) erkldrt wurde. Die orthonor-
mierten Einteilchen-Zusténde |£) seien Eigenzustédnde von H mit Energien ¢,

HIE) = enl8),  [€) = |ena).

Dann sind die Losungen der stationédren Schrodingergleichung

Holv) = Ey) (2.33)
offensichtlich die Produkt-Wellenfunktionen
1§82 .. En) = 1&1) ® (&) @ - @ |En). (2.34)

Die Energien dieser Zusténde sind nach (2.11) gleich die Summe der Einteilchen-Energien,
E=cy+- - +eny. (2.35)

In der Losung (2.34) ist das erste Teilchen im Zustand |£;) mit Energie ¢,,, das zweite
Teilchen im Zustand |£;) mit Energie e,, usw. Wegen der Austauschentartung gibt es
viele andere Losungen von (2.33) mit gleicher Energie. Alle Produktzustéinde

P(m)|&1&a - En) (2.36)

haben die gleiche Energie wie der Zustand in (2.34). Aber weder der Zustand (2.34) noch
eine der anderen vermittels Permutation der Argumente gewonnene Losung ist fiir identi-
sche Teilchen zugelassen. Wir miissen diejenigen Linearkombinationen der nicht erlaubten
Losungen konstruieren die (anti)symmetrisch in den Argumenten sind. Fiir identische Bo-
sonen sind dies die symmetrischen Zustandsvektoren

&1 EN)s ™~ Z &) - - - &rey)-

Die Summe erstreckt sich tiber alle N! Permutationen der Indizes 1,..., N. Die Energie
dieses Zustandes ist gerade (2.35). Der Zustand v, ist vollstdndig symmetrisch: vertau-
schen wir zwei seiner Argumente, dann bedeutet dies nur eine Umordnung der Summanden
auf der rechten Seite.

Fiir identische Fermionen miissen wir vollstindig antisymmetrische Zustandsvektoren
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konstruieren. Wie man leicht einsieht, ist

|§1--'€N a \/_ZSIgH |§7r 57r(N)>

vollstdndig antisymmetrisch, genauso wie die zugehorige Wellenfunktion,

n1 nN(gla"'ag ) = Slgn €7T(1 67r(N)|¢n1'l/}nN>

F >
= W ZSigH(WWn(m)(&) S Ur () (E8). (2.37)

Die Energie dieser Zustande ist ebenfalls durch (2.35) gegeben. Diese alternierende Summe
kann auch als Determinante geschrieben werden:

,lvbm (51) me (52) 000 me (fN)
D (6 Ex) = —— det %5(51) 10”23(52) %f&v) . (2.38)

wmv(gl) %N(ﬁz) Q/}nN(gN)

Fiir orthonormierte Einteilchenfunktionen 1, ist diese sogenannte Slater-Determinante
auf Eins normiert.

Neben der symmetrischen und antisymmetrischen Darstellung gibt es noch viele andere
irreduzible Darstellungen der nicht-Abelschen Permutationsgruppe. In 3 Raumdimensio-
nen sind aber nur die (anti)symmetrischen erlaubt und in der Natur realisiert. In tieferen
Dimensionen sind auch andere Darstellungen kompatibel mit einer lokalen Feldtheorie
(Anyonen).

In der nichtrelativistischen Naherung enthélt der Hamilton-Operator keine Spinoperato-
ren, zumindest wenn kein Magnetfeld vorhanden ist. Die Einteilchen-Wellenfunktionen
(und damit die Wellenfunktion des Gesamtsystems) koénnen daher als Produkt einer rei-
nen Bahnfunktion und einer Funktion geschrieben werden, die nur von der Spinvariablen
abhéngt, 1¥,(§) = ¢n(x)|sms). Der Bahnanteil ¢, (1) ... ¢ny(2y) der Wellenfunktion
des Gesamtsystem braucht nicht (anti)symmetrisch in der Orten sein. Nur beim gleich-
zeitigen Austausch aller Koordinaten von zwei identischen Teilchen, also ihrer Orts- und
Spinvariablen, muss sie (anti)symmetrisch sein.

Wie sieht nun der Grundzustand fiir ein System von nicht wechselwirkenden Elektronen
aus? Offensichtlich verschwindet die Slater-Determinante, wenn nur zwei n; gleich sind.
Wir ordnen die Quantenzahlen n; der Einteilchenzusténde, so dass die Einteilchenenergien
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der Grofse nach geordnet sind,
81§82§83§.... (239)
Die Grundzustandsenergie fiir nicht-wechselwirkende Fermionen ist offenbar

Ey=) =, (2.40)

und der Grundzustand hat die Form

(e t) = et | o (2.41)

Un(&) Un(&) .. Un(Ew)

Im nichtrelativistischen Grenzfall ist der Einteilchen-Hamilton-Operator spinunabhéngig
und jede Einteilchenenergie ist mindestens doppelt entartet, da die Zustdnde mit Spin
% und —% dieselbe Energie haben. Fiir N nichtwechselwirkende identische Teilchen im
Grundzustand sind die [N/2] tiefsten Zustdnde des Einteilchen-Hamilton-Operators H

doppelt besetzt.

2.2.3 Ideales Fermigas

Wir wollen nun als einfache Anwendung den Grundzustand eines freien Fermigases in einer
Box mit Kantenlinge L und Volumen V = L? bestimmen. Ein kaltes Fermigas im Gleich-
gewicht ist in sehr guter Ndherung in seinem Grundzustand. Wegen des Pauliprinzips
konnen zwei identische Fermionen nie denselben quantenmechanischen Zustand einneh-
men. Das fiihrt dazu, dass nicht alle Teilchen in Ruhe sein kénnen. In einem ultra-kalten
Gas suchen die Teilchen Zustdnde mit moglichst kleiner kinetischer Energie. Aufgrund
des Pauliprinzips kénnen aber nur wenige Teilchen die minimal mogliche Energie haben.
Die anderen miissen Zustdande hoherer Energie besetzen. So kommt es, dass die einzelnen
Teilchen in einem Fermigas, selbst wenn das Gas extrem kalt ist, eine sehr hohe Energie
haben konnen. Die hochste Energie ist die Fermi-Energie €p.

Vernachléssigen wir Oberflacheneffekte (d.h. die genaue Form der Randbedingungen),
dann konnen wir als Eigenfunktionen des freien Einteilchen-Hamilton-Operators H =
p?/2m ebene Wellen wiihlen,

. h?
ik-x : : 2
s/ t B k)= —k".

e |sm > mi nergien 8( ) om

Yr(x, ms) = (2.42)

1
N
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Wegen der Periodizitdt der Wellenfunktion sind die Wellenzahlvektoren quantisiert,
2
ke %v, verzt (2.43)

Die dritte Komponente m, des Spins in der Spinwellenfunktion nimmt fiir Teilchen mit
Spin s folgende 2s + 1 Werte an,

ms € {—s,—s+1,...,s},

insbesondere fiir Elektronen oder Protonen die Werte :I:%. Die mittlere Dichte der Ein-
teilchenniveaus im k-Raum betrdgt demnach

.
(2m)?

wobei der Faktor (2s+1) berticksichtigt, dass es fiir jeden Wellenzahlvektor k genau 2s+1
verschiedene Spin-Zustéande gibt. Der Grundzustand des freien Fermigases wird, wie oben

dN = (25 + 1) d*k, (2.44)

diskutiert, durch ein antisymmetrisiertes Produkt von Einteilchenfunktionen beschrieben,
wobei die energetisch tiefsten Einteilchenzustéinde besetzt sind. Die Trennungslinie zwi-
schen den besetzten und unbesetzten Zustdnden nennt man Fermifidche, und die entspre-
chende Fermienergie wird mit ep bezeichnet. Der Wert der Fermi-Energie folgt aus der
Bedingung, dass die Gesamtzahl der besetzten Zustédnde gleich der Teilchenzahl N sein
Muss.

Aus der Dispersionsrelation (2.42) folgt

h2
de(k) = —kdk 24
(k) = (2.45)
was nach Einsetzung in d3k = dQ k*dk zu folgendem Zusammenhang zwischen dem

Volumenelement im k—Raum und de fiihrt,
3/2
3, m 1 2m

Hieraus ergibt nach sich Integration iiber d€2, fiir die Anzahl Zustédnde pro Volumen und
Energieintervall [e, e + de] die Formel

av _

s m\ >
% D(e)de, wobei D(a):2 +1<2 ) Ve (2.47)

472 h2

die Spektraldichte bezeichnet. Nach Integration iiber € finden wir folgenden Ausdruck fiir
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die Anzahl Zusténde pro Volumen mit Energien im Intervall [0, e],

er

N e\ 672 \** B2

2 [ DEe)de= (= f oy = o 2.4

v / (¢) de ( y ) T %11 om (248)
0

Fiir Elektronen ist die eingefiihrte Konstante gleich

Yo /= 5.842263 Joule - m? ~ 0.364645 eV - nm?.

Fiir ein Fermigas im Grundzustand sind die N Zustdnde mit Energien bis zur Fermi-
Energie besetzt und die Zustédnde mit grosseren Energien bleiben unbesetzt. Deshalb ist
N/V gleich die Anzahldichte n des Fermigases im Grundzustand. Die Auflésung nach der
Fermi-Energie fiihrt auf

1 2/3

e =5 - pp = yn?*/3, (2.49)

so dass die Anzahldichte mit der dritten Potenz des Fermi-Impulses zunimmt. Fiir die
Energiedichte des freien Fermigases findet man

E F 3
V= /0 e D(e)de = 57n5/3. (2.50)

Dies ist gleich der inneren Energiedichte des Gases bei Temperatur Null. Also ist die
innere Energie bei Temperatur Null

UT=0)=F= gy Nn?/® = gNaF. (2.51)

Ein ideales Fermigas im Grundzustand widersetzt sich einer Kompression, da seine Ener-
gie mit abnehmendem Volumen zunimmt. Will man ein ultrakaltes Fermigas verdichten
dann muss den Teilchen Energie zugefiihrt werden. Aus der thermodynamischen Definition
des Druckes folgt

U\ @sny2U 2 54
—_ (= 2z 2.52
b (av) v  3v 5" (2.52)
und man findet fiir den Kompressionsmodul
dp U 2
B—=_ =~ = Zhen 2.
v (av)N oV 3" (2.53)

Betrachten wir zum Beispiel das kubisch raumzentrierte (bec) Kalium mit einem Gitter-
parameter von a = 0.525 nm. Jedes Atom liefert ein Elektron zum freien Elektronengas
und damit liefert jede Elementarzelle 2 Elektronen. Fiir die Anzahldichte, Fermi-Energie
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und Druck ergeben sich die Werte

2
=— =13.82-
T (nm)3’

ep =2.10eV  und p=1.85GPa,

mit 1GPa=10% N/m?. Der isotherme Kompressionsmodul ist
B =~ 3.2 GPa. (2.54)

Einige Kompressionsmodule in Giga-Pascal sind in der folgenden Tabelle festgehalten:

Element Li Na K Rb GCs Cu Ag Al
B (freie Elektronen) | 23.9 9.23 3.19 2.28 1.54 63.8 34.5 228
B (gemessen) 11.5 6.42 218 192 143 1343 999 76

Die Tabelle macht deutlich, dass das Elektronengas einen wesentlichen Beitrag zum Kom-
pressionsmodul B von Metallen liefert.

Wir wollen eine einfache kernphysikalische Anwendung dieser Formeln diskutieren. Durch
Streuexperimente von hochenergetischen Elektronen an Kernen weift man, dass diese eine
anndhernd konstante (Protonen)Dichte besitzen. Ihr Volumen ist etwa proportional zur
Massenzahl A. Fiir die Dichte im Zentrum ergibt sich

Nukleonen

n(0) = 0.17
© (Fermi)®

Approximieren wir nun die Protonen und Neutronen im Kern durch ein ideales Fermigas,
und setzen wir n(0) ~ n in die Formel (2.49) ein, so findet man fir N =27 = A/2 etwa
folgende maximale kinetische Energie eines Teilchens:

1
e =5 - pp ~ 37 MeV (2.55)

Fiir die gesamte kinetische Energie des Nukleonen-Gases erhélt man geméfs (2.51)

3 3
Aus der Grofe der Fermi-Energie folgt, dass der Kern unter normalen Bedingungen als
ein stark entartetes Fermi-Gas betrachtet werden kann. Erst bei Anregungsenergien von
Aep ~GeV wird ein betréachtlicher Teil der Nukleonen angeregt sein.

Betrachten wir als drittes Beispiel die Elektronen in einem weissen Zwerg. In einer ersten
Néherung darf man die Kerne und Elektronen jeweils als freie Teilchen betrachten. Wiir-
den wir die Elektronen als klassisches ideales Gas mit Temperatur 7' behandeln, so wére
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ihre Anzahldichte

2 3/2 15 T3/2
nie(T) = w3 (2rmkT)” " = 4.83 - 10 p—y T in Kelvin.

Wir vergleichen mit der Elektronendichte von Sirius B, dem Begleitstern von Sirius. Die
zentrale Massendichte und Temperatur dieses weissen Zwergs sind

pe~ 3310 | T.~22.107 K (2.57)
cm
und die tatsichliche Elektronendichte
B 1
ne ~ L2 — 9. 10 — (2.58)
my cm

ist sehr viel grofser als die Dichte eines idealen Gases bei T,

1
Mae(Te) ~ 5-10% — < n,.
cm

Deshalb sind die Elektronen in Sirius B in guter Naherung vollstdndig entartet. Sie werden

durch das Pauli-Verbot zu hoheren Impulsen gezwungen als der Maxwell-Boltzmann-
Verteilung entspréche. Die klassische Anzahldichte der Protonen

m, 3/2 Wl
nap(T) = (=2 ) mie(Ty) ~ 4.5 - 103 —

Me cm?

ist dagegen grofer als n, = n. und man darf die Protonen als nicht-entartetes ideales Gas
behandeln. Man kann leicht abschétzen, dass im Innern des Sirius-Begleiters pg ~ mc ist.
Also bilden die Elektronen im Zentrum ein relativistisches und entartetes Fermigas.

2.2.4 Thomas-Fermi Naherung

Zur Bestimmung der Elektronenverteilung in grofsen Atomen verwendet man oft das sta-
tistische Verfahren von THOMAS und FERMI. Mit dieser Methode kann man allgemeine
Eigenschaften von Atomen wie lonisierungsenergie oder Polarisierbarkeit verstehen. Sie
kann auch auf Molekiile, Kristalle, Atomkerne, das Elektronengas in weissen Zwergen
oder andere Vielteilchensysteme angewandt werden. Wegen der grofen Anzahl Elektro-
nen spiirt jedes Elektron etwa dasselbe mittlere Potential, erzeugt durch die anderen
Elektronen und den Kern. Die meisten Elektronen besetzen hochenergetische Zustande
mit hohen Hauptquantenzahlen. Deshalb ist ihre Wellenldnge klein verglichen mit den
atomaren Dimensionen und das Potential &ndert sich nur unwesentlich iiber eine Elektro-
nenwellenlédnge. Es ist also plausibel anzunehmen, dass in Volumenelementen mit nahezu
konstantem Potential viele Elektronen enthalten sind. Deren Zustande werden dann durch
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lokal ebene Wellen approximiert und die kinetische Energie des Gases wird dann in guter
Néherung durch (2.50) beschrieben. Allerdings wird seine Dichte, oder wegen (2.44) seine
Fermi-Energie, auch ortsabhéngig sein.

Sei nun n(zx) die Dichte des Elektronengases im Feld des Kerns der Kernladungszahl Z.
Die Energie des Gases ist ndherungsweise

n :3_7 3ond/3 (1) — Ze2 Sx@ 6_2 B3 n(z)n(y)
E[n] 5/d (z) Z/d |m|+2/d dy|m—y|' (2.59)

Der erste Term ist die Energie des freien Elektronengases, der zweite die Coulombenergie
im Feld des Atomkerns und der letzte die Elektron-Elektron Wechselwirkungsenergie. Bei
der spateren Diskussion der genaueren Hartree-Fock-Naherung werden wir besser verste-
hen, welche Terme in E[n| vernachléssigt wurden.

Es ist nun zu erwarten, dass die tatsdchlich realisierte Elektronendichte n die Energie
minimiert. Wegen der Teilchenerhaltung (bzw. Ladungsneutralitéit) darf sich bei der Va-
riation von n die Teilchenzahl nicht dndern. Wir haben bei der Minimierung der Energie
die Nebenbedingung

/ Frn(z) = N (2.60)

zu beachten. Diese kann mit Hilfe eines Lagrangeschen Multiplikators p berticksichtigt
werden. Also minimieren wir

E[n] —u (/ drn(z) — N) : (2.61)

Bei einer Variationen der Elektronendichte éndert sich die Energie gemafs

SE[n] = / dBron(z) <7n2/3(m)—z—62+62 / gy 1Y) ) (2.62)

2] |z -y

und wir finden folgende Bestimmungsgleichung fiir die minimierende Elektronendichte,

VA 2
yn?3(z) — 2 4 62/d3y n(y) = L. (2.63)
2] |z -y

Dies ist die gesuchte Thomas-Fermi-Gleichung fiir n(x). Der erste Term ist die ortsab-
hangige Fermi-Energie eines Elektrons, der zweite die Coulomb-Energie im Kernfeld und
der letzte die Coulombwechselwirkung mit dem mittleren Feld der restlichen Elektronen.
Der Multiplikator p ist die Gesamtenergie eines Elektrons. Diese darf nicht positiv sein.
Andernfalls wiirde das Elektron ins Unendliche verschwinden. Im Folgenden setzen wir

p= —edo.
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Das Thomas-Fermi-Potential ¢ ist das von Kern und Elektronenwolke erzeugte elektrische
Potential,

o) = 28 _ ¢ / gy 1Y) (2.64)

= — — Y .
Ed ER]

Damit nimmt die Thomas-Fermi-Gleichung folgende einsichtige Form an,

1 (z) = ep(z) = eg(x) — edo. (2.65)

Sie beschreibt wie die kinetische Energie eines Elektrons ep(z) vom Ort abhéngen muss,
damit die Energiebilanz (inklusive Coulombenergien) stimmt.

Das Thomas-Fermi Potential ¢ erfiillt die Poisson-Gleichung
A¢(x) = —4n(Zed(x) — en(z)) = dmen(x) x #0. (2.66)

Setzen wir diese Gleichung in (2.65) ein, dann finden wir

e 3/2
A¢ = 4me (5) (¢ — ¢o)*/%. (2.67)

Wegen (2.65) verschwindet die Elektronendichte n fiir ¢(z) = ¢o und deshalb bestimmt
diese Gleichung den Rand des Atoms. An Orten mit ¢(x) < ¢o wird n(x) Null gesetzt,
damit die Elektronen dort keine negative kinetische Energie haben. Fiir ein neutrales
Atom verschwindet das Potential am 'Rande’ des Atoms und deshalb verschwindet die
Konstante ¢g. Umgekehrt ist sie fiir ein Ion ungleich Null. Wir suchen nun radialsymme-
trische Losungen der Thomas-Fermi Gleichung fiir neutrale Atome. Dazu spalten wir das

Coulombfeld des Kerns ab und schreiben
Ze
6(r) = ““x(r), (2.65)

wobei y die Abschirmung des Kernpotentials durch das Elektronengas beschreibt. Einset-
zen in (2.67) mit ¢y = 0 fiilhrt unmittelbar auf die Radialgleichung

7 7 ) 3/2
—ex" = 4re <ix) : (2.69)
r yr
Nun reskalieren wir noch den Abstand zum Kern geméafs
132\ s , n?
r = 5 (Z) Z /3. ag - S, wobei agp — @ (270)
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den Bohrschen Radius bezeichnet, und finden folgende universelle Gleichung fir x:

d2
X = s71/2y3/2 mit x(o0) =0 und x(0)=1. (2.71)
s
Fiir grofses s muss y verschwinden, da das Elektronengas an den Kern gebunden ist. Fiir
kleine Radien spiiren die Elektronen nur noch das Kernpotential, so dass ¢ — Ze/r bzw.
X — 1 gelten muss fiir » — 0. Diese nichtlineare Gleichung muss numerisch gelost werden
und die Losung hat die asymptotische Form

144
x(s) ~ g fir s— oo

4
x(s) ~ 1—-1.59 5+ 3 s*% fir s — 0. (2.72)
Fiir die Elektronendichte n ~ A¢ findet man die asymptotische Form

n(s) ~ s fir s — oo

n(s) ~ s fir s—0. (2.73)

In der Thomas-Fermi-Approximation ist die Ausdehnung der Atome unendlich, was of-
fensichtlich nicht der Realitat entspricht.

Das Modell macht einige einfache Vorhersagen iiber die Atomstruktur: Da y keine ato-
maren Parameter enthélt ist das Profil aller Atome bis auf eine Skalierung identisch. Die
Abhingigkeit der Parameter findet man leicht wenn man s durch r ersetzt. Da s ~ Z'/3p
ist, werden die Atome mit wachsendem Z kleiner. Fiir ein festes s wéchst die Amplitude
des Potentials ¢ wie Z*? und die Elektronendichte skaliert bei festem s wie Z2. Daraus

schliet man, dass der mittlere Elektronenimpuls wie Z%/® anwéchst.

Ein grundsétzlicher Fehler, den man bei der Pulverisierung der Atomelektronen begeht,
besteht in Folgendem: In der Elektron-Elektron Wechselwirkungs-Energie

werden die der Selbstenergie entsprechenden Terme mit ¢ = j nicht mitgezahlt. Rech-
nen wir mit pulverisierten Ladungsverteilungen statt mit Punktteilchen, so wird diese
Wechselwirkung zu

Z/nl d3 d3
\fv—y|

i#j

In der Thomas-Fermi-Approximation kennen wir aber nicht die jedem einzelnen Elektron
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zugeordnete Dichte-Verteilung, sondern nur die mittlere Gesamtdichte n. Wir wissen al-
so nicht, wie wir die Selbstenergie der Elektronen weglassen sollen. Man rechnet also die
Riickwirkung der Ladungen auf sich selbst mit. Die Frage ist nun, wie man diese Riickwir-
kung ausschalten kann. Den Weg dazu hat FOCK gezeigt, indem er den Austausch-Effekt
beriicksichtigte [1].

2.2.5 Thomas-Fermi Atome

In der Thomas-Fermi-Approximation behandelt man die Elektronen als unabhéngige Teil-
chen, die sich im radial-symmetrischen Thomas-Fermi-Potential bewegen:

Hy = Z (pf + VTF(T‘Z')) mit  Vip(r) = ZTezx(s). (2.74)

2m
i=1

Die Wechselwirkung eines Elektrons mit den anderen Elektronen und dem Kern wird
also durch die Wechselwirkung des Elektrons mit dem durch diese Teilchen erzeugten
mittleren Feld approximiert. Die resultierende effektive Einteilchentheorie haben wir im
letzten Semester ausfiihrlich untersucht. Die Einteilchenzustédnde sind

U (T
wnémg(ma ms) = #YVZM[ (97 SD)Xmsa (275)

wobei n = 1,2,... die Hauptquantenzahl, £ = 0,...,n — 1 die Drehimpulsquantenzahl,
—¢ < my < [ die magnetische Quantenzahl und mg = j:% die dritte Komponente des
Elektronenspins ist. Im Gegensatz zum Wasserstoffatom héngen die Einteilchenenergien
nun auch vom Drehimpuls ab, da Vg kein Coulombpotential ist,

Energie =¢,, , Entartung = 2(2¢+ 1). (2.76)

Wie sieht nun der Grundzustand in der TF-Approximation aus? Betrachten wir zum
Beispiel Stickstoff, N = 7. Die numerische Auswertung der Schrodingergleichung mit
Potential Vrp zeigt, dass

€1s T €25 < Egp < ... (277)

gilt. Im Grundzustand sind die 7 tiefsten Niveaus besetzt. Wegen der Spinentartung sind
also folgende Niveaus besetzt:

(1s)*(2s)*(2p)".

Der Exponent soll andeuten, wieviele Elektronen im Stickstoffatom die entsprechende
Hauptquantenzahl und den entsprechenden Bahndrehimpuls besitzen. Also sind 2 Elektro-
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nen im 1s-Zustand und damit ist die entsprechende Schale, die K-Schale, gefiillt. Genauso
ist die Teilschale der 2s-Elektronen, die L-Schale, gefiillt. Dagegen ist die M-Teilschale
der 2p-Zustéande nur halb gefiillt, denn diese Schale kann 2 -3 = 6 Elektronen aufnehmen.
Der Entartungsgrad und die Paritdt des Grundzustandes sind

(g) =20 und 12-12-(-1)* = —1.
Offensichtlich sind die Konfigurationen mit lauter vollbesetzten Teilschalen nicht entar-
tet. Daraus folgt aber auch, dass der Gesamtbahndrehimpuls und Gesamtspin der vollen
Teilschalen verschwinden muss (andernfalls gébe es eine Entartung). Man braucht also
die vollen Schalen bei der Bestimmung von Bahndrehimpuls, Spin und Paritidt des Atoms
nicht zu beriticksichtigen.

LATTER hat die Einteilchenenergien im Thomas-Fermi-Potential (bei grofen Z muss man
Vg noch korrigieren, da relativistische Effekte wichtig werden) bestimmt [2]. Die folgende
Tabelle vergleicht die Resultate fiir die Thomas-Fermi-Atome mit qualitativen experimen-
tellen Fakten:

Z Thomas-Fermi Experiment
1-18 | 1s2s2p3s3p L=S5=0ftir Z=2,4,10,12,18
19-20 €45 < €34 L=0flr Z=19;L=5=0fir Z =20
23 €45 ~ €34 Anomalie Cr
31 Eap < Eps L=1
39 €55 < €44 Z =41 ...45: beide Schalen nicht voll besetzt
49 Esp < €4y 5p wird zuerst gefiillt, L = 1
60 Eaf ~ €54 Z > 57 : 4f-Schale wird gefiillt
>60 €4f < Esq

Allerdings konnen Thomas-Fermi-Atome keine chemische Bindung eingehen, da die Ener-
gie zunimmt wenn sich zwei ,, Thomas-Fermi-Atome"* néhern!

2.2.6 Hartree-Fock-Naherung

Als eine von vielen Anwendungen des Rayleigh-Ritzschen Variationsverfahrens wollen
wir die Hartree-Fock-Néherung besprechen. Hier sucht man die beste Approximation des
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Grundzustandes durch Wellenfunktionen vom Typ

(&) i) .. vi(éw)

Ldet V(1)  a(&e) .. Ya(éw) | (2.78)

VN! : : :
Un(&) Un(&) .. Un(Ew)

wobei die v; orthonormierte Einteilchenwellenfunktionen sind. Strenggenommen darf man
die Wellenfunktion des Atoms natiirlich nicht als Produkt darstellen. Die Hartree-Fock-
Methode des selbstkonsistenten Feldes berticksichtigt nur den Hauptanteil der Wechsel-
wirkung zwischen Elektronen, und hier insbesondere die Austauschterme, aber nicht die

wSD(gla .. agN) =

gesamte Wechselwirkung.

Nach dem Variationsprinzip miissen wir nun diejenige Produktfunktion finden, die (v)| H|v)
unter der Nebenbedingung (¢[¢)) = 1 minimiert.

Wir wollen uns zuerst iiberlegen, was der Erwartungswert eines Finteilchenoperators
AD =" A(i), (2.79)

in diesen antisymmetrischen Produktzusténden ist. Die kinetische Energie der Elektronen
ist ein derartiger Operator. Fiir 2 Fermionen ist

1

AW = A1) + A2), (6, 6) = 7%

(V1 (1) a(E) — ¥1(62)2(81)) (2.80)

und entsprechend gilt
(ADGP) (6,6) = —= (A (E)va(E) — AL (€)Y ()

FARN(E(€) — AR E)va(&) ).

Fiir orthonormierte Einteilchenzusténde ergibt sich dann fiir den Erwartungswert

(WSPJADYP) = (] Aln) + (a| Ale)s).

Fiir N identische Fermionen wirkt ein Einteilchenoperator auf die Slater-Determinante

Sl -

WP (&, ) = sign(m)Yr(1)(€1) - Vr(vy (En)

1
i
wie folgt

(ADYSPY (g4, ..., En) = J% Z sign(m) A(i) (i) (&) };[ Uiy (&) (2.81)
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Fiir orthonormierte Einteilchenwellenfunktionen in (2.81) verschwinden die Erwartungs-
werte (1)SP|A|ySP) falls die Permutationen in 1P und AwSP verschieden sind. Fiir jedes
A(7) in AW erhalten wir N! identische Terme. Deshalb finden wir fiir den Erwartungswert
von A

GPAD D) 3 / P () AE)(©), (2.82)

=1 mg

wobei wir (x,m,) durch £ abgekiirzt haben. Der Erwartungswert eines Einteilchenope-
rators in einem Produktzustand ist die Summe der Erwartungswerte in den beteiligten
Einteilchenzusténden.

Damit wird der Erwartungswert der kinetischen Energie, T' = Y p?/2m zu

S S K CA (2.83)

zms

und der Erwartungswert der potentiellen Energie V. aufgrund der Wechselwirkung der
Elektronen mit dem Kern (A = —Ze?/r)

2
e M (280
Als néchstes wenden wir uns der Elektron-Elektron-Wechselwirkung
e? 1
= — — 2.
V=Y (2.85)

zu. 145 ist ein Zweiteilchenoperator, da er von den Koordinaten zweier Teilchen abhéngt.
Ein allgemeiner Zweiteilchenoperator hat die Form

1
AR = ZA(z,j). (2.86)
i#j
Wir berechnen die Erwartungswerte derartiger Operatoren in antisymmetrisierten Pro-
duktzustéanden. Wegen

@D = ZZslgn A, ) re) ()00 (&) [T vrer) (2.87)

VNI S kA{i.j)

tragen im Skalarprodukt (5P| A®[+/SP) nur gleiche Permutationen der beiden Zustinde
bei, bis auf eine mogliche Transposition von ¢ und j im Term mit A(i, j). Bezeichnen wir
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7(i) = p und 7(j) = ¢, dann ist

(N —2)! :
T; [(wp(&)?/)q(fg) A(i, )¥p(&)¥q(&5))

—(Pa(&)¥p(&5), AL 5)p(€i)14(E5)) |-

(WPIA®, 1)[0P) =

Hier haben wir beriicksichtigt, dass es (N — 2)! Permutationen gibt, die zwei Elemente
festlassen. Damit finden wir fiir den Erwartungswert eines beliebigen 2—Teilchenoperators

WPLAON) = S 3 [l€)l6). Al D) (€ (6)
#5079

— (1 (&:)1p(&5), AL, 3)¥n(E:)¥q (&) |-

Jedes A(i, j) fiihrt zum selben Beitrag, so dass schlussendlich gilt

WPIAD®) = 237 S [ dads [uHOUlE)AC B E(E)

p#q ms,m,

—ul(EVENENAE )n(@ua(€)].  (288)

Dieses allgemeine Resultat konnen wir nun auf die Elektron-Elektron-Wechselwirkung
anwenden. Dazu fithren wir die mittlere ,kinetische Energie und Dichte des i’ten Einteil-
chenzustands ein

= Vi, m,))* und ng(z) = i, m,). (2.89)
Der Erwartungswert des Hamilton-Operators lautet dann

h? n; n;
SD| H|gSP) = / St —Z“ / LA e
WPl =3 [ (gpytit) - 2 }j W) (20
wobei A die so-genannte Austauschenergie ist,

Ol (@, my )0 (y, ml) 0] (y, ml) v (z, my)
3 3
Z /d &y |z — y] '

(2.91)

z;é] ms,m

Die ,richtigen” Einteilchenfunktionen minimieren nun (¢)°°|H|¢SP) unter der Nebenbe-
dingung (4°P[%P) = 1.

Bevor wir die entsprechenden Gleichungen fiir die Wellenfunktionen herleiten, wollen
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wir priifen, unter welchen weitergehenden Annahmen die Hartree-Fock-Naherung in die
Thomas-Fermi-Naherung {ibergeht. Nimmt man an, dass die 1; lokal ebene Wellen sind,
dann vereinfacht sich der kinetische Term in (2.90) zur kinetischen Energie eines idea-
len Fermigases mit ortsabhiangiger Fermienergie. Nimmt man weiter an, dass die n; = n
alle gleich sind und vernachléssigt zudem den Austauschterm, dann vereinfacht sich der
Erwartungswert (2.90) zum Thomas-Fermi-Funktional, dessen Variation auf die Thomas-
Fermi-Gleichung fiihrt.

Wir kommen nun zur Herleitung der Hartree-Fock-Gleichungen. Die Variation des Erwar-
tungswertes (2.90) ist

8(45P|H|ySP) =§/d3x5w3<£>{(—h—2A—Z—e Z/d3 5 y|)wz<>

T
D e ] By

Foretl m—m

Die Nebenbedingungen [ |45]* = 1 berticksichtigen wir durch Einfiihrung von N Lagran-
geschen Multiplikatoren ¢;, &hnlich wie bei der Herleitung der Thomas-Fermi-Gleichung.
Damit wird die Energie eines antisymmetrischen Produktzustandes minimal, falls folgende
Hartree-Fock-Gleichungen erfillt sind:

O

J#

2 5, Y1y MYy ) -
];%/ﬁ Tl Yilem), =1 N (299)

Zur Losung dieser nichtlinearen Integro-Differentialgleichungen verwendet man die Metho-
de der sukzessiven Approximation. Als nullte Ndherung wahlt man die Eigenfunktionen
YY) wasserstoffihnlicher Atome mit Kernladungszahl Z und berechnet damit die Integrale
n (2.93). Diese Werte fiir die Integrale setzt man nun in (2.93) ein und 16st die resultie-
renden linearen Gleichungen zur Bestimmung der ersten Niherung }. Nun werden die
Integrale mit der ersten Naherung berechnet und daraus kann man die zweite Naherung
fiir die Einteilchenwellenfunktion ermitteln usw. Dieses Verfahren wird solange iteriert, bis
es (hoffentlich) konvergiert. Fiir das Lithium und das Natrium-Atom sind die Gleichun-
gen in der Arbeit von FOCK und PETRASCHEN gelost worden [3]. Die Ergebnisse dieser
Rechnungen stimmen mit dem Experiment gut {iberein. Seither ist das Verfahren vielfach
zur Berechnung von Eigenfunktionen und Energien von komplizierteren Atomen verwen-

A. Wipf, Quantenmechanik II



2. Mehrkorpersysteme 2.3. Aufgaben zu Kapitel 2 27

det worden. Die praktische Auswertung dieser Methode stofst aber auf grofe numerische
Schwierigkeiten bei der Losung des Integrodifferentialgleichungssystems (2.93).

2.3 Aufgaben zu Kapitel 2

Aufgabe 1: Mehrkorpersysteme: Gegeben sei ein 2-Teilchen-Operator
1 o
i#]
und eine Produktwellenfunktion

¥ = 1 (1)2(2)13(3)

mit orthonormierten ;. Berechne explizit das Matrixelement (v, A1) fiir symmetrisierte
und antisymmetrisierte Wellenfunktionen und symmetrische A(i, 7).

Aufgabe 2: Dreikorperproblem: Wir betrachten ein System von drei Teilchen mit
gleichen Massen m und Paarwechselwirkungen

V =V(ria) + V(riz) + V(ras), 75 = |z — ;.

Zeige, dass der Hamilton-Operator

3
1

HO = S p24v
2m P

folgende Form hat

P2

M

Gesamtimpuls P = p; + po + p3 und dem Operator fiir die Relativbewegung, der die

H® = Hey + HY  mit  Hep =

e

Summe von Zweiteilchen-Operatoren ist,

H® = Hiy + Hy3 + Hys.

rel

Bestimme diese Operatoren inklusive reduzierter Masse.
Kommutiert H.,, mit den H;;? Kommutieren die H;; im Allgemeinen? Was schliessen Sie,
wenn sie kommutieren wiirden?

Aufgabe 3: Permutationen: Zeigen Sie, dass die Permutationsgruppe S5 von drei
Elementen isomorph zu den Decktransformationen eines gleichseitigen Dreiecks sind. Gilt
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dies auch fiir S5 und die Decktransformationen eines Quadrates?
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Kapitel 3

Addition von Drehimpulsen mit
Anwendungen

Der Hamilton-Operator eines Mehrkorpersystems vertauscht nur bei Vernachlissigung der
spinabhingigen Terme mit dem gesamten Bahndrehimpuls L. Bei Berticksichtigung der
Spinterme vertauscht er nur noch mit dem Gesamtdrehimpuls J = L+ §. Wir wollen uns
daher der Frage zuwenden, wie die Eigenzustéinde des gesamten Drehimpulses aus den
Eigenzustinden der Drehimpulse der Teilsysteme zusammengesetzt sind. Es bezeichne J
den gesamten Drehimpuls und Jy, Jo die kommutierenden Drehimpulse der Teilsysteme.
Die Komponenten aller Drehimpulse erfiillen die Drehimpuls-Algebra

[Js, Jy] = ihJ, und zyklisch. (3.1)

Bei der Diskussion des Drehimpulses haben wir gezeigt, dass J? und J, gleichzeitig dia-
gonalisiert werden kénnen!

J2jm) = (5 + D)|im), J.|jm) = m|jm), j€1iNg, m=—j,....j. (3.2)

In den Formeln haben wir = 1 gesetzt. Es ist eine lehrreiche Ubung, in den folgenden
Ergebnissen die h-Abhéngigkeit wieder herzustellen. Die nicht-hermiteschen Leiteropera-
toren (Auf- und Absteigeoperatoren, Stufenoperatoren)

Jy=J,xiJ, mit J =J,, (3.3)

wirken auf diese Drehimpuls-Eigenzustinde gemaéfs

Jeljm) = ¢, [jmE£1) mit ¢ =/j(j+1) —m(m£1). (3.4)

Jm

'In diesem Abschnitt bezeichnet V, die Projektion von V auf die 3-Achse.
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Fiir jedes halbganze j gibt es eine 2j + 1-dimensionale irreduzible Darstellung der Dre-
himpulsalgebra. Der Darstellungsraum wird mit b; bezeichnet.

3.1 Addition von Drehimpulsen

Es habe nun ein Teilsystem den Drehimpuls j; und ein zweites Teilsystem den Drehim-
puls js. Was kénnen wir iiber den Drehimpuls des Gesamtsystems in dieser Situation
aussagen? Leider ist die Antwort auf diese Frage nicht ganz so einfach wie in der klassi-
schen Mechanik, wo die Drehimpulse der Teilsysteme nur vektoriell addiert werden. Da
fiir abgeschlossene Systeme im Allgemeinen der Hamilton-Operator nur mit dem gesam-
ten Drehimpuls und nicht den einzelnen Drehimpulsen vertauscht, ist die Beantwortung
dieser Frage fiir die Berechnung der Energie-Eigenwerte von Bedeutung.

Der Zustandsraum des Gesamtsystems b; ;, = bh;; ® b;, wird durch die Produkte der
orthonormierten Eigenzustdnde der individuellen Drehimpulse aufgespannt,

|71magame) = |j1,m1) @ |j2, m2) (3.5)

und hat die Dimension
dim(bj,j,)) = dim(by, ) - dim(b;,) = (2j1 + 1)(2j2 + 1). (3.6)
Die Produktzustinde sind Eigenzustinde der kommutierenden Operatoren JZ, J3, Jy., Jo.
T2 jmagama) = g1 (1 + Dljimagema) 5 Jizljimajame) = maljimajama)
I3 jmagama) = ja(j2 + Dljimagama) ,  Joz|jimajama) = maljimajama).  (3.7)
Der Gesamtdrehimpuls
J=J+J (3.8)

erfiillt ebenfalls die Drehimpulsalgebra, und wir kénnen die gemeinsamen Eigenzustinde
von J? und J, suchen. Da weiterhin J? und J§ mit J vertauschen, sind J?, J,, JZ und J3
vertragliche Observablen und kénnen gleichzeitig diagonalisiert werden. Wir bezeichnen
die entsprechenden orthonormierten Zustédnde mit |j;jojm):

J?jrjagm) = (G + D)|jijegm) ,  Jeljrjajm) = mljijoim)
JEgegm) = j1(G + D)|jijegm) , J3ljigedm) = ja(jo + 1)|rjeim).  (3.9)

Die Zusténde |jimijams) bzw. |j1jojm) bilden zwei orthonormierte Basissysteme von
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Bj,j,- Wir wollen herausfinden, wie man die Vektoren |j;j2jm) als Linearkombination der
Vektoren |j;myjams) ausdriicken kann,

rdadm) =Y (imajamaljijagm) [jimijams). (3.10)

mima2

Wir haben beriicksichtigt, dass alle Zustéinde Eigenzusténde von J? und J# sind. Deshalb
miissen die zugehdrigen Eigenwerte gleich sein, damit die Skalarprodukte nicht verschwin-
den. Die Matrixelemente

(J1mijamaljijajm) (3.11)

sind die bekannten Clebsch-Gordan-Koeffizienten (CG-Koeffizienten). Die wichtigsten Ko-
effizienten findet man im Buch von E. CONDON und G. SHORTLEY tabelliert [7]. Dabei
muss man beachten, dass die Bezeichnungen fiir die Koeffizienten nicht einheitlich sind.
Héaufig verwendete Symbole sind

(J1majoma|jijegm) = (Jimijame|jm) = Cj::lnljzm2~ (3.12)

Wir wihlen in den meisten Fiéllen die erste Bezeichnung. In expliziten Rechnungen, bei
denen die j's und m’s durch Zahlen ersetzt werden, ist allerdings die zweite Bezeichnung
vorzuziehen.

Wir wollen die wichtigsten Eigenschaften dieser Koeffizienten ableiten. Da J, ein hermi-
tischer Operator ist, gilt

m{jimajameljijajm) = (jimajamsl|J.|j1j2im) = (m1 + mo) (jrmajama|jij2jm)
und die Clebsch-Gordan Koeffizienten sind nur ungleich Null, wenn die Auswahlregel
m = mj + My (313)

erfiillt ist. Damit gilt

rdadm) = Y (fimajamaljijagm) |jimaama). (3.14)

mi1+mo=m

Wir wollen nun die Entartung der Eigenwerte m von J, bestimmen. Wegen der Bedin-
gung (3.13) ist diese gleich der Anzahl Paare (mq,my) mit m; + ms = m. Wir wollen
j1 > jo annehmen. Dann sind die Anzahl Paare mit festem m = m; 4+ ms aus der fol-
genden Figur ersichtlich. Es gibt genau einen Eigenzustand mit m = j; + jo, ndmlich
den Produktzustand |j17j;1) ® |j272) mit maximalen J;,-Eigenwerten. Dieser wird von den
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ms
m=Jz2—J Jo

m=—Jj1—J2 =3 m = ji—Jo

Abbildung 3.1: Mdogliche Werte von my, mo und Wirkung von J_

beiden Aufsteigeoperatoren J;, vernichtet. Wegen

J? = (L + L) =J2+J2+2J, - T
= J12+J22+2J12J22+J1+J2— +J1—J2+ (315)

ist er auch Eigenzustand von J? mit Eigenwert
g1+ 1) +J2(G2 + 1) + 2172 = (1 + J2) (J1 +J2 + 1)

Damit haben wir einen Eigenzustand des gesamten Drehimpulses mit j = j; + jo und
magnetischen Quantenzahl m = j gefunden. Durch mehrmaliges Anwenden des Abstei-
geoperator J_ auf diesen Zustand erzeugen wir die 2j + 1 Eigenzustdnde

|71jejm) mit j=j1+jo, —j<m<j.

Das Gesamtsystem enthélt ein Multiplett mit Drehimpuls j; + jo. Was bleibt nun iibrig?
Das grofste tibrig bleibende m ist j; +j2 — 1. Also existiert ein Multiplett mit j = j;+jo.—1,
da nur dieses ein solches maximales m hat. Nun fahrt man auf diese Weise fort und
folgert, dass j die Werte ji + j2, j1+j2 — 1,. .., |j1 — j2| annimmt. Es gilt also eine weitere
Auswahlregel, die Dreiecksregel, fiir die moglichen Werte des Gesamtdrehimpulses von
zwei Systemen mit Drehimpulsen j; und js:

lj1 — J2l <3 < g1+ Jo (Dreiecksregel). (3.16)
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Man sieht, dass die Addition eines ganzen und eines halbganzen Drehimpulses nur halb-
ganze Drehimpulse ergibt. Man priift leicht nach, dass man alle Zusténde erhélt,

> @i+1)=02h+1)(2j+1).

J=lj1—jel
Wir haben bewiesen, dass das Tensorprodukt zweier Darstellungen §;, und §;, der indi-
viduellen Drehimpulse folgende Darstellungen des Gesamtdrehimpulses enthélt:

bii ® b5 = 95144, B Bjitio—1 B - .- B Bjy—jy)- (3.17)

In der Gruppentheorie bezeichnet man die Multipletts oft mit ihrer Dimension, zum Bei-
spiel 3 fiir die von den drei Zustéinden in h; aufgespannten Unterraum. Mit dieser Uber-
einkunft zerfallt zum Beispiel der 9-dimensionale Raum 3 ® 3 in Zustéinde mit Gesamt-
drehimpuls 0, 1 und 2, also ein Singlett, Triplett und Quintett,

303=1®305, (3.18)

Entsprechend ist das Produkt von zwei unabhéngigen Spin %—Zustéinden eine Linearkom-
bination eines Singletts und Tripletts,

202=1a3. (3.19)

3.2 Clebsch-Gordan Koeffizienten

Wir wenden uns den Eigenschaften der Entwicklungskoeffizienten (3.12) und ihrer Be-
rechnung zu. Statt die |j;j2jm) nach den |jimqjams) zu entwickeln, wie oben, kénnen wir
umgekehrt auch die |j;mqjams) nach den |j;j27m) entwickeln,

imagame) = Y (ujagmljimijama) [jijagm). (3.20)

Jym=mi+ma

Die Matrixelemente

(Jrj2gm|j1majama) (3.21)

sind die inversen Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Wie diese erfiillen sie Orthogonalitétsre-
lationen, da sie den Basiswechsel zwischen zwei orthonormierten Basen vermitteln,

Z<j1m,1j2m,2|j1j2jm> (Jrgegm|jimijama) = Omymi Omymy- (3.22)

j?m
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Dabei wird iiber alle der Dreiecksungleichung (3.16) gentigenden j und entsprechenden m
summiert. Die CG-Koeffizienten erfiillen

> Guegmljimygema) (Grmagamaljijai'm') = 65 Gmm . (3.23)

mi1+mao=m
Wir werden spéter sehen, dass alle Koeffizienten reell gewahlt werden konnen. Dann gilt
(Jrjegmljimigjams) = (jimajama|jijajm),

und (3.23) wird fiir j = j' und m = m’ zu

Z (j1jagm|jimijams)? = 1. (3.24)

mi1+mo=m

Die Koeffizienten sind nun rekursiv berechenbar. Dazu wirkt man mit den Auf- und Ab-
steigeoperatoren J. = Ji4 +Jo4 im folgenden Matrixelement auf den Ket- und Bra-Vektor

(Jimajamal|Je|jijajm)
und benutzt Jl = J¢. Die Wirkung auf den Ket-Vektor ergibt
Cimn (G joma| jagi g, m + 1)
und die Wirkung auf den Bra-Vektor
oy (1M1 F 1, Joma|gijagm) + ¢l (Gimaga, ma F 1jijagm).

Dies ergibt die beiden Rekursionsformeln

Cim (Jrma Jama| jrjag, m £ 1)

= iy U1, F 1, joama|jijajm) + ¢, (Gimaje, me F 1]j1j25m) (3.25)
fiir die Clebsch-Gordan Koeffizienten oder die Rekursionsrelationen

Cinn (12, m % 1] jimyjoms)

= Cf py Gdegmlgn, ma F 1, jama) + ¢ (ijagmljimage, me F1)  (3.26)

fiir die inversen Koeffizienten. Zusammen mit (3.24) gestatten uns diese Relationen die
Berechnung der Koeffizienten.

Als wichtige Anwendung betrachten wir die Addition von Spin und Bahndrehimpuls eines
Elektrons. In diesem Beispiel bezeichnen wir die Eigenzustinde des Gesamtdrehimpuls
mit |jm) und nicht mit |j;jojm), um sie von den Produktzustédnden besser unterscheiden
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zu konnen. Es sei j; = ¢ der Bahndrehimpuls und j, = % der Spin. Wegen

bo®br=b1 und b @b =b, 1 Sbhy 1 (3.27)

1
2

ist der Gesamtdrehimpuls 7 eines s-Elektrons gleich %, eines p-Elektrons gleich % oder %,
eines d-Elektrons gleich % oder g, und so weiter.

Fir ¢ = 0 ist offensichtlich

(003m|3m) = 6y m, - (3.28)
Fiir £ > 1 kann j die Werte ¢ & 1 annehmen. Nur der Produktzustand [¢¢) @ [31) hat die
maximale magnetische Quantenzahl m = ¢ + % und deshalb gilt
(eeiije+ 10+ 1) =1. (3.29)
Hier benutzen wir (3.25) mit dem unteren Vorzeichen und mit j, = my = 3,
Co (Umyg 3|7, m—1) = Cimy (€M1, 23|im) (3.30)

wobei die Auswahlregeln (3.13) und (3.16) fiir die Drehimpulsquantenzahlen zu beachten
sind. Wir schliefen mit m — m + 1

Wir machten von der Auswahlregel m, + % = m Gebrauch. Kiirzt man den gemeinsamen
Faktor (¢ —m + 1)1/2 auf beiden Seiten, so ergibt sich

(+m+3
(m—1 330+ 1 m) = MW (m+ 3,330+ 1m+1).
2

Vermittels Iteration dieser Relation und unter Benutzung von (3.29) findet man dann

[6+m+ ]

Die verbleibenden Clebsch-Gordan Koeffizienten fiir die Spin-Bahn Kopplung werden ana-
log berechnet. Das Resultat ist in der folgenden Tabelle fiir die Koeffizienten (¢m,3m|jm)
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mit my, = m — m, zusammengestellt.

: 1 1
J\ms 2 3
0+ 1 l+m+1/2 l—m+1/2
2 20+1 20+1

/N 4—m+1/2 l+m+1/2
2 20+1 20+1

Die Clebsch-Gordan Koeffizienten (¢m,1msy|jm) fiir die Kopplung zweier Systeme mit

Drehimpulsen ¢ und 1 lauten

J\meo 1 0 -1
041 (t+m)(L+m+1) (b—m+1)(¢+m+1) \/ (t—m)(f—m+1)
(20+1)(20+2) (20+1)(¢+1) (20+1)(20+2)
/ [ (m)(L—m+1) m (£—m)(L+m+1)
20(0+1) V) 26(6+1)
/-1 (—m)(f—m—+1) _ \/(e_m)(e+m) \/(€+m)(€+m+1)
20(20+1) £(2047) 20(20+1)

In Anwendungen ist es oft notwendig, 7; und js zu vertauschen. Dazu gibt es verschiedene
Identitaten fiir die CG-Koeffizienten. Aber die Benutzung dieser Identitaten fithrt leicht zu
Fehlern, und es ist angenehmer, die so-genannten 37-Symbole von WIGNER zu benutzen,
bei denen die drei Drehimpulse J, J; und J; symmetrisch behandelt werden. Diese sind
folgendermafen mit den Clebsch-Gordan Koeffizienten verbunden,

e 1M j2ma| s, —ms). 3.32
my My Mg 273 + 1 (J1majama|js 3) ( )

(jl jz j3 ) _ (_1)j1—jz—m3

Die 3j7-Symbole @ndern nicht bei einer zyklischen Permutation der Kolonnen. Bei einer
nicht-zyklischen Permutation &ndern sie gemaéfs

( Je g1 J3 ) — (—1)ir+itin ( JvoJ2 3 ) , (3.33)

ma 1My M3 my MMz M3
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3.3 Tensoroperatoren

Tensoroperatoren treten in vielen Anwendungen auf. Oft benotigt man ihre Matrixelemen-
te zwischen Eigenzustdnden des Drehimpulses. Wir beginnen mit skalaren Operatoren und
diskutieren danach die Matrixelemente fiir allgemeine Tensoroperatoren.

3.3.1 Skalare Operatoren

Skalare Operatoren sind drehinvariant und vertauschen mit dem Drehimpuls. Wichtige
Vertreter sind der Hamilton-Operator, die kinetische Energie oder L- S. Es sei also S ein
Skalar,

LNU)ST(U ') =S oder [J,S]=0, (3.34)
wobei U € SU(2) eine quantenmechanische Drehung ist. Lassen wir in den Gleichungen
(gml[J%, 8]j'm/) =0 und  (jm]|[., S]|j'm’) =0

die Drehimpulse einmal auf den Ket und dann auf das Bra wirken, dann folgt die einfache
Auswahlregel

(gmlS15'm’) = 8 Omm: (jm]S|jm). (3.35)

Die Matrixelemente eines skalaren Operators zwischen Zustdnden mit verschiedenen Dre-
himpulsquantenzahlen verschwinden also. Wir unterdriicken in unserer Notation weitere
Quantenzahlen die notwendig wéaren, um Zusténde vollstandig zu charakterisieren.

Wegen [J4, S] = 0 hingen die Matrixelemente gar nicht von m ab. Zum Beweis berechnen
wir die Matrixelemente von J, SJ_ auf zwei Arten. Zuerst wirken wir mit J_ auf den Ket
und mit J, auf das Bra,

. . 3.4) , _ . .
(gm| I SJT-|jm) "= (¢},)* (4, m—1]S]j, m—1).
Da der Aufsteigeoperator J, mit dem skalaren Operator vertauscht ist dies auch

. . 3.4 _ . . _ . .
GmlSTeT_lim) B et e (GmS|jm) = (¢5,)*(m|S|jm).

7,m—1"3m

Die rechten Seiten der beiden letzten Gleichungen miissen iibereinstimmen und deshalb
sind die Matrixelemente (jm/|S|jm) unabhéngig von m,
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(gm|S|5'm’) = 8 0mm (3115115)- (3.36)

Das reduzierte Matrixelement (j||.S]|j) bestimmt man, indem man die linke Seite zum
Beispiel fiir m = j berechnet. Ahnliche Methoden kénnen auch fiir Vektoroperatoren oder
allgemeinere Tensoroperatoren angewandt werden.

3.3.2 Tensoroperatoren

Die Auswahlregeln fiir Matrizelemente von Tensoroperatoren spielen in Anwendungen der
Quantenmechanik eine herausragende Rolle. So wird das Verhalten von Atomen und Mo-
lekiilen bei Emission, Absorption und Streuung von elektromagnetischer Strahlung durch
den wichtigen Dipol-Vektoroperator bestimmt. Weitere Beispiele fiir Vektoroperatoren
sind der Impuls, Drehimpuls oder Spin. Beispiele fiir hohere Tensoroperatoren sind die
atomaren Multipolmomente.

Wir erinnern an das Transformationsverhalten der Eigenzustdnde des Drehimpulses bei
quantenmechanischen Drehungen,

U)|jm) = ZD wlim’y, DI, (U) = (jm/|D(U)|jm). (3.37)

Die D7 bilden eine 2j+ 1-dimensionale unitéire Darstellung von SU(2) auf dem Unterraum
h;. Die Produktzusténde (3.5) transformieren gemaft

L(U) [j1majame) = D, D2 |5 jamb). (3.38)

mh 1mi1 mh 5m2
/
ml,m2

Wir definieren die 25 + 1 Normalkomponenten T2, eines (irreduziblen) Tensoroperators
T7 der Stufe j, oft auch sphdrische Komponenten genannt, als Operatoren, die unter
Drehungen wie folgt transformieren

DO U) =Y D, ()T, UeSU(2). (3.39)

Die Zusténde T5;|jm) transformieren dann unter Drehungen genauso wie die Produktzu-
stdnde |JMjm), wie man leicht nachweist,
D(U) Ty |im) = D(U)TY, T(U)'T(U) |jm) = Z DD, Tl im!).  (3.40)
1

Sie sollten sich also in Multipletts mit Drehimpulsen zwischen J+j und |.J —j| gruppieren.
Um die infinitesimale Version von (3.39) zu erhalten, setzen wir auf der linken Seite dieser
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Gleichung T'(U) = exp(—iaJ) und bemerken, dass die Normalkomponenten 77, genauso
transformieren wie die Eigenzustdnde |jm). Damit ergeben sich folgende Kommutatoren
fiir die Drehimpulse und Normalkomponenten eines Tensoroperators,

[Jo, T3] =cE T2, und [J5,T%] = mT?. (3.41)

Jm~— m=£l

Mit Hilfe des letzten Kommutators finden wir
ST gmy = (T4 Js + MTE) |jm) = (m -+ M) T jm). (3.42)

Die Normalkomponente T}, eines Tensoroperators erhht den J,-Eigenwert um M und es
folgt eine erste Auswahlregel

m# M +m' = (jm|T3;|5'm’) = 0. (3.43)
Die Zusténde Ty;|jm) sind im Allgemeinen nicht Eigenvektoren von J2.
Nun betrachten wir Matrixelemente der ersten Vertauschungsrelation in (3.41)
<J'm‘J$TJ\J4 - T]\{[J¥ - CfMTJ\JJq:lU/m/> =0
und finden die Rekursionsrelationen

Cirn (G m £ 1T |5'm’)

= | Tzl 3'm') + o G| Tl F 1) (3.44)

Diese Gleichungen sind identisch zu den Rekursionrelationen (3.26) fiir die inversen Clebsch-
Gordan Koeffizienten, und dies beweist das

Wigner-Eckart Theorem: Sind (jm|T{;|j’'m’) die Matrizelemente der Normalkompo-
nenten eines Tensoroperators der Ordnung J und |jm) und |j'm’) die Eigenvektoren des
Drehimpuls-Operators, dann gilt

(gm|Tigli'm') = (Gm|TM'm') GIT5) (3.45)

mit einem von m, m’ und M unabhdingigen reduzierten Matrizelement (j||T”||").
Das Theorem impliziert die zweite Auswahlregel
GmITH |’y =0 fir ¢ {7+ 07 +T—1,....| /=T }. (3.46)

Fiir ganzzahlige j ist I'(U) eine Darstellung der Drehgruppe SO(3) und wir diirfen I'(U) =
I'(R) mit R € SO(3) schreiben. In diesem Fall kann man die kartesischen Komponenten
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T i, von T7 einfiihren. Diese transformieren unter Drehungen geméif

Y
7’1"'7’]'

T(R)T!

11...05

Aber von den 37 kartesischen Komponenten eines irreduziblen Tensors 77 kénnen nur
2j + 1 linear unabhéngig sein. Mit Ausnahme der skalaren und vektoriellen Operatoren
gibt es algebraische Beziehungen zwischen den kartesischen Komponenten.

Fiir einen Vektoroperator entspricht der Ubergang von kartesischen zu Normalkomponen-
ten dem Ubergang von den Koordinaten (z,y, z) zu den Kugelflichenfunktionen Yi,,,

C . C .
Yllz—ﬁ(xﬂy), Yio=c-z, Yl—lzﬁ(f_ly)a

da die Kugelflachenfunktionen wie die |1m) transformieren. Damit sind die Normalkom-

(3.48)

ponenten eines Vektoroperators

1 1
N=——72W+iV), Vo=V, V,=—2
! \/§( Zy) 0 ! \/5

Die Vertauschungrelationen [J;, V;] = i€V} fiir die kartesischen Komponenten sind &qui-

(V, — V). (3.49)

valent zu den Vertauschungsrelationen (3.41) mit j = 1 fiir die Normalkomponenten V.
Fiir einen Vektoroperator lautet das Wigner-Eckart-Theorem

miValj'm')y = (mltMg'm’) GV (3.50)

Als erste Anwendung berechnen wir die reduzierten Matrixelemente fiir den Drehimpuls.
Seine Normalkomponenten lauten

1
le_—J+> J():JZ> J—lz

NG J_. (3.51)

1
V2
Die linke Seite von

(GmlJalj'm’) = (Giml1M5'm") (i]1T]15°) (3.52)
verschwindet offensichtlich fiir 7 # 7/ und wir finden
Gl =0 fiie 55 (3.53)
Fiir j/ = j kénnen wir M = 0 und m = m/ = j wihlen und erhalten
(1ldolig) = (5511053) GilIJ1]7)-
Das Matrixelement auf der linken Seite ist 7 und der Clebsch-Gordan Koeffizient ist gleich
dem Element in der zweiten Spalte und zweiten Zeile der Tabelle auf Seite 36. Es ergibt
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sich das reduzierte Matrixelement

Gl = Vil +1),

und (3.52) nimmt folgende Form an

: -
G Mty = ST} (3.54)
JG+1)
Wir kénnen dieses Resultat in (3.50) mit j = j" verwerten,
VI
GmlVaglgm') = Gml gty V0L (3.59

Vili+1)
Da die kartesischen Komponenten linear von den Normalkomponenten abhéngen, gilt auch

GV
Vil +1)

Um eine einfache Formel fiir das reduzierte Matrixelement zu gewinnen, multiplizieren

(m|V]jm') = (Gm|J|jm’) (3.56)

wir skalar mit (jm’|J|jm”) und summieren iiber m’. Wir finden
GVl
JG+1)
= O V3G +1) GV (3.57)

(m| V- Jgm") = (jm|J*|jm")

und eingesetzt in (3.56) die Formel

(gm|V - J|jm)
JG+1)

Gl - Jl4)
G+
Da V -J ein skalarer Operator ist, konnten wir im letzten Schritt die Formel (3.36) anwen-
den. Bis auf eine j-abhédngige Konstante sind die Matrixelemente von V' und J auf dem

(Gm|V]jm') = (jm[J[jm’)

= (m|J|jm) (3.58)

Unterraum §; gleich. Dies bedeutet nicht, dass die Operatoren proportional sind. Im Ge-
gensatz zu J wird ein allgemeiner Vektoroperator nicht-verschwindende Matrixelemente
(jm|V'|j &£ 1,m’) haben. Man kann die Formel (3.57) allerdings benutzen, um das redu-
zierte Matrixelement von V in einem Unterraum mit festem Drehimpuls zu berechnen.
Der Matrixelemente des skalaren Operators V - J sind nur ungleich Null fiir m = m/.
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3.3.3 Berechnung von Landé-Faktoren

Wir werden mit Hilfe des Wigner-Eckart-Theorems den Einfluss eine magnetischen Feldes
B auf die Energieniveaus eines Atoms mit mehreren Elektronen berechnen. Ein schwaches
Magnetfeld hebt Entartungen auf und erzeugt stattdessen dquidistante Energieniveaus.
Die Energiedifferenz dieser Zustdande ist proportional zum Betrag B des Feldes und einer
Konstanten ¢;, dem Landé-Faktor, den wir berechnen werden.

Essei L = L1+. ..+ Ly der Gesamtbahndrehimpuls der N Atomelektronen und § = S;+
...+ Sy ihr Gesamtspin. Fiir einen verschwindenden Kernspin ist der gesamte Drehimpuls
des Atoms

J=L+S§. (3.59)

Bei Abwesenheit des Magnetfeldes bezeichnen wir den Hamilton-Operator mit Hy. Wegen
der Invarianz des ungestorten Atoms gegeniiber einer Drehung aller Elektronen um den
Kern vertauscht Hy mit dem gesamten Drehimpuls. Wir nehmen an, dass Hy, L?, §2, J?
und J, einen vollstindigen Satz von vertréglichen Observablen bilden und bezeichnen die
gemeinsamen Eigenfunktionen mit |EyLS JM),

Hy—FEy, I - L(L+1), 8 - S(S+1), J? = JJ+1), Jg— M.  (3.60)

Diese Annahme ist nur fiir gewisse leichte Atome erfiillt, fiir welche die Drehimpulskopp-
lung von der Form L - S ist. Fiir schwere Edelgase ist dies aber nicht wahr. Wir werden
spater darauf zuriickkommen.

Wegen [Hy, J] = 0 haben alle 2J + 1 Zusténde
|EoLSJM) mit M =—J,...,J—1,J (3.61)

in einem irreduziblen J-Multiplett dieselbe Energie. Den von den Vektoren |EyLS.JM)
aufgespannten Eigenraum bezeichnen wir mit H(FEy, L, S, J).

In Gegenwart eines Magnetfeldes B = Be, wird der Hamilton-Operator des Atoms
H = H0+H1, mit Hl :LUL(LZ+252), (362)

wobei der Faktor 2 vor S, vom gyromagnetischen Verhéltnis des Elektronenspins herriihrt.
Wir haben die Larmor-Frequenz wy, des Elektrons eingefiihrt,

w, =42 = _IBp (3.63)

worin pp das Bohr-Magneton bezeichnet.
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Wir berechnen den Einfluss des Magnetfeldes in erster Ordnung Storungstheorie. Dazu
miissen wir die Matrixelemente von H; auf dem Unterraum H(FEy, L, S, J) untersuchen.
Auf diesem Unterraum gilt nach dem Projektionssatz (3.58)

L:<L'J>E0LSJJ and S:<S'J>E0LSJ

T+ 1) T+ ! (3.64)

mit den reduzierten Matrixelementen der skalaren Operatoren L - J und S - J. Diese
héngen nicht von der magnetischen Quantenzahl M ab. Mit

L-J = L-(L+8)=L*+1(J*-L*- 8%
S-J = S (L+8)=8+1(J*-1"-9°) (3.65)

ergeben sich folgende reduzierten Matrixelemente,

(L-JYpyrss = LL+1)+5(J(J+1)—L(L+1)—S(S+1))
(S Tporss = SS+1)+3(J(J+1)—L(L+1)—S(S+1)). (3.66)

Setzt man dies in (3.64) und dann in (3.62) ein, so wird der Stéroperator H; im Unterraum
H(Ey, L, S, J) durch

Hy =gywrJ. (3.67)

ersetzt, mit folgendem Landé-Faktor g; fiir das betrachtete Multiplett

3 S(S+1)—-L(L+1
= B D=0 )

3.68
2J(J+1) (3.68)
Aus Gleichung (3.67) folgt, dass im betrachteten Unterraum die Figenzustdnde von H;
die Basisvektoren |EyLSJM) mit den Eigenwerten

AEI == h(ULgJM (369)

sind. Das Magnetfeld hebt die Entartung des Multipletts vollsténdig auf. Fiir kleine Ma-
gnetfelder findet man also einen Satz von 2J + 1 &quidistanten Energieniveaus, die zu
den verschiedenen Eigenwerten M von J, gehoren. Dies verallgemeinert unsere fritheren
Resultate iiber den Zeeman-Effekt im Wasserstoffatom.
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3.4 Das reale Wasserstoffatom

In der Vorlesung Quantenmechanik I haben wir nicht-relativistische und idealisierte was-
serstoffihnliche Atome behandelt. Der Behandlung lag der Hamilton-Operator
p?  Zé? 1 ,(Za)?

Hy = ﬂ - mit Energien FE, = —oHe 3

(3.70)

zugrunde. Nach Abspaltung der Schwerpunktsbewegung wurde im Ausdruck fiir die Re-
lativbewegung die Elektronenmasse m. durch die reduzierte Masse p ersetzt. Diese un-
terscheidet sich kaum von der Elektronenmasse,

Hoe1 -1 54107 (3.71)

me 1

Schon 1887 hat MICHELSON mit Hilfe der Interferometer-Methode gesehen, dass die
Balmer-Linien in Dubletts von konstanter Wellenzahldifferenz aufspalten [17]. Eine re-
lativ genaue Bestimmung der Dublett-Absténde gelang G. HANSEN, der mit Mitteln der
Zeiss-Werke 1925 folgende Werte fiir die Linien der Balmer-Serie fand [18§]

fiir H, Hg H, Hs He
Av[GHz| | 9.473 9.503 9.833 9.653 9.713

Bereits 1916 gelang ARNOLD SOMMERFELD eine Deutung dieser Aufspaltung auf Grund
des Bohrschen Atommodells. Die Aufspaltung der Linien der Balmer-Serie kommt von
der Aufspaltung der Zusténde mit Hauptquantenzahl 2 und Bahndrehimpulsen 0 und 1.

2P

Feinstruktur ~ 10000 MHz

251/2
2P1/2

‘ 1058 MHz

Lyman @ ~2.5-10° MHz

151/2

Durch Anwendung der Radiowellenmethode auf einen Wasserstoffmolekularstrahl fanden
LAMB und RETHERFORD 1947 eine weitere, sehr kleine Aufspaltung der 25,/ und 2P,
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Niveaus von etwa 1058 MHz. Im Gegensatz zur Feinstrukturaufspaltung werden wir diese
Lamb-Verschiebung von 1058 MHz hier leider nicht weiter untersuchen. Thr Berechnung
verlangt Grundkenntnisse iiber quantisierte Felder.

3.4.1 Feinstruktur

In einer realistischen Behandlung von Atomen miissen wir mehrere, teilweise spinabhén-
gige, Korrekturen beriicksichtigen. Dies sind die relativistische Korrektur der nichtrelati-
vistischen kinetischen Energie in (3.70), die Spin-Bahn-Wechselwirkung und der Darwin-
Term. Zusammen sind diese drei Terme verantwortlich fiir die Feinstruktur des Wasser-
stoffatoms, die eine sehr einfache Form hat und auch aus der Dirac-Gleichung fiir das
Elektron folgt.

Korrektur der kinetischen Energie

Fiir die kinetische Energie des Elektrons sollten wir den relativistischen Ausdruck

p®  1(p*)?
2m. 8 mdc?

T = /(po)? + (mec?)? — mec® ~

b =TT (3.72)

benutzen. Den zweiten Term 7 kann man mit Hilfe der Stérungstheorie abschétzen. Mit

1 p? \? 1 Ze? Ze?
T =-— L P Ho+ 25 (Hy + 25
! 2m,.c? <2me) 2m..c? ( ot o)

wobei in Hy die Elektronenmasse zu verwenden ist, findet man fiir wasserstoffihnliche

Atome im Zustand |[ném) die spinunabhéngige Energieverschiebung

1 1 1
(nfm|Ti|nlm) = T om.E (Efl + 2EnZ62<n€m|;\n€m) + Zze4<n€m\ﬁ\n€m))
1 3 mec? (Za)?
= B, (Za)’ | ——5 — — B, = ————"—. :

Wir haben die bei der Behandlung des nichtrelativistischen Wasserstoffatom berechneten
Erwartungswerte von 1/r und 1/r? eingesetzt. Damit ist die von T} herriihrende relative
Energieverschiebung (Za)? = (0.5 - 107*)Z? etwa um eine GroRenordnung kleiner als
diejenige aufgrund der Ersetzung von m,. durch die reduzierte Masse p.
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Spin-Bahn-Kopplung

Das mit dem Elektronenspin einhergehende magnetische Moment

p=-—-9_g (3.74)

2mec

ist fiir eine weitere Korrektur verantwortlich. Diese riihrt von der Bewegung des Elektron
um den Atomkern. Ein relativ zum Kern ruhendes Elektron ,sieht nur dessen elektri-
sches Coulombfeld E = —V¢(r). Nach der speziellen Relativitatstheorie sieht ein mit der
Geschwindigkeit v = p/m, relativ zum Kern bewegtes Elektron neben dem Coulombfeld
ein Magnetfeld, das zur ersten Ordnung in v/c gegeben wird durch B = —v A E/c. Die
Energie des magnetischen Moments in diesem Magnetfeld ist

eq g2 e e
J— . B — . B — . E = .
H 2mecS MeC? S-(vAE) m2c? §-(pAVo(r)
e 1do e 1do
= . ik N Al '
m2c? S-pAr) rdr m2c? s rdr (3.75)

Hier ist ¢(r) das Potential der Kernladung und wir haben g = 2 gesetzt. Unser Resultat
ist beinahe richtig. Es zeigt sich, dass relativistische Effekte zusammen mit der nichtge-
radlinigen Bewegung des Elektrons ( Thomas-Prazession) das Resultat um den Faktor 2
reduzieren. Der korrekte Ausdruck fiir den Spin-Bahn-Term lautet demnach

¢ g plde(r)

2m2c? rodr

Hgp = — (3.76)

Er beschreibt die Wechselwirkung des magnetischen Moments des Elektronenspin mit
dem durch die Elektronenbewegung im elektrostatischen Feld des Atomkerns ,gesehe-
nen magnetischen Felds. Fiir das Wasserstoffatom folgt die Form von Hgg auch aus der
relativistischen Diracgleichung.

Fiir wasserstoffahnliche Atome mit Spin-Bahn-Kopplung vertauscht der Hamilton-Operator

Ze? S L
H=Hy+ Hep = Hy + = 2"~
o+ HsB 0+2m§cz 3

(3.77)

weder mit dem Bahndrehimpuls noch dem Spin sondern nur mit dem gesamten Drehim-
puls J = L+ S. Bevor wir die Feinstrukturaufspaltung der Spektrallinien berechnen,
wollen wir die Grofe der Aufspaltung abschétzen. Da L und S beide etwa h sind, ist
Zer h?
(Hep) ~ 25" = Zatm,® = 13.6 6V Za2. (3.78)

202 43
2mzc® ag

Die Korrekturen aufgrund der Spin-Bahn-Kopplung sind also vergleichbar mit denjenigen
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3. Addition von Drehimpulsen mit Anwendungen

von Tj. Zur Berechnung der Aufspaltung in erster Ordnung Storungstheorie berechnen

wir die Erwartungswerte von Hsg mit Hilfe von
(3.79)

S-L=1(12-1-8?%

in den normierten Eigenzustinden von Hy, J? und J,. Die Kopplung des Elektronenspin

mit dem Bahndrehimpuls ¢ ergibt wegen
be ® TJ% = TJH% D bg_%

fiir £ > 0 die beiden Gesamtdrehimpulse ¢ + % mit den entsprechenden Eigenzusténden
Infijm) mit j=0+1 (3.80)

Hier ist n die Hauptquantenzahl des Wasserstoffatoms. Fiir den Erwartungswert der Sto-

(3.81)

rung Hgp in diesen Eigenzustédnden ergibt sich
(L jml Hsplnfhjm) — 25 (0L jm|S - LleL; drr2 f2
<n §]m| SB|n §]m> - 2m202< §]m| ’ | §]m> rr nZ(T)Tg
Wir kénnen das letzte Integral berechnen. Das Ergebnis lautet fiir ¢ > 0
(3.82)

A 1
d 2 r2 - =
/” w8 = S D 1)

und fiihrt auf folgenden Ausdruck fiir das gesuchte Matrixelement
Za\? (t2jm|S - L)t jm
_oz) ((zgm|8 - L|t55m) (3.83)

(nt5jm|Hgg|nlzjm) ( B nl(l + %)(ﬁ‘l' 1)

fiir positive ¢. Je nachdem ob j = ¢+ % oder j =0 — % ist findet man mit Hilfe von (3.79)

A 1
AEgp = —FE, fir j=¢+1
» o (Crpery T
AT 1
AFsg = B, ———— fir j=¢—1.

(3.84)

Feinstruktur des Wasserstoffatoms

Kombinieren wir die Effekte von 77 und Hsg, so erhalten wir eine sehr einfache Formel

fiir die Energieverschiebungen
1 1
2- ( 5 ) . (3.85)

AFps = E,(Z -
Fs (a)n j—i—% 4n
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fiir beide Werte von ¢ = j+ % In unserer Herleitung haben wir ¢ > 0 angenommen, da fiir
¢ = 0 das Integral (3.82) divergiert. Unser Endergebnis ist allerdings auch richtig fiir ¢ = 0,
wenn man noch den hier nicht besprochenen Darwin-Term beriicksichtigt. Dies folgt auch
aus der relativistischen Dirac-Gleichung fiir das Wasserstoffatom. Bemerkenswert an dieser

S p d

0.108cm ™! 0.036cm ™!

—0.2-107%6V 3p3)2
3P1/2 —17

—0.56-10~%eV 2p3/2 w 365cm_1\—\AEFS =—1.33-10"°eV
2101/2 —T——

\

—1.8-107%eV

181/2

Abbildung 3.2: Termschema des Wasserstoffatoms bei Beriicksichtigung der Spin-Bahn-
Wechselwirkung und der relativistischen Massenzunahme. Die gestrichelte Linien geben
die Lage der Energieniveaus E, ohne die Korrekturterme an.

einfachen Formel ist, dass die Feinstrukturaufspaltung nicht mehr von der Bahndrehim-
pulsquantenzahl ¢ abhéngt, also zum Beispiel die 2s;/, und 2p,/, Zustande energetisch
gleich liegen. Die Feinstrukturaufspaltung nimmt mit wachsendem n und j ab und ist
proportional zum Produkt Z?FE,,. Das entsprechende Termschema ist in Abbildung (3.2)
gezeigt. Es ist ersichtlich, dass der Ubergang von n = 2 nach n = 1 (Lyman-Serie) aus
zwel Komponenten besteht. Fiir die Balmer-Serie (von n = 3 nach n = 2) ergeben sich
7 Komponenten. Wegen der Entartung in ¢ fallen jedoch zweimal je zwei Komponenten
zusamien.

A. Wipf, Quantenmechanik II



3. Addition von Drehimpulsen mit Anwendungen 3.4. Das reale Wasserstoffatom 49

3.4.2 Die Hyperfeinstruktur

Bisher haben wir das Proton im Wasserstoffatom als Massenpunkt mit Masse m, und
Ladung g = |e| behandelt. Tatséchlich aber ist es wie das Elektron ein Spin—1/2-Teilchen
mit Spin I und magnetischen Dipolmoment

p= ﬁpc g,I, mit g,~ 5.585. (3.86)
Obwohl der Protonen- und Elektronenspin gleich sind, ist wegen des Massenunterschieds
das Kernmagneton sehr viel kleiner als das Bohr-Magneton. Der Kernmagnetismus ist viel
unbedeutender als der elektronische Magnetismus. Aber die Wechselwirkung zwischen den
Momenten des Protons und Elektrons fiihrt zu einem Zusatzterm im Hamilton-Operator
und dieser Term bedingt eine weitere Aufspaltung der Spektrallinien. In der Tat, unter-
sucht man die Feinstruktur des Wasserstoffatoms mit sehr hoher Auflésung, so stellt man
fest, dass die Feinstrukturkomponenten ihrerseits eine Substruktur besitzen. Diese sehr
kleine Aufspaltung, die man nur mit dopplerfreien spektroskopischen Methoden auflésen
kann, nennt man Hyperfeinstruktur der Spektrallinien.

Wir wollen etwas allgemeiner den Einfluss des magnetischen Moments eines Kerns der
Ladung Zq, Masse my und dem gyromagnetischen Verhaltnis gy,

_ _Zq
© 2mye

Iz gn1, (3.87)

untersuchen. Dieser Zusatzterm ist verantwortlich fiir die Hyperfeinstruktur der atoma-
ren Spektren. Das Vektorpotential eines punktféormigen Dipols entnehmen wir aus der

Magnetostatik,
1 1 1 pA
Alg) = —— (uAV) - = —HO7 (3.88)
4T r 4r 3
und berechnen daraus das Magnetfeld,
1 1 1 1
B=VANA=—pA—+—V(u-V)- (3.89)
47 r Arm r
oder in Komponenten
1 0?1
wid(r) + - D, (3.90)
Der Beitrag zur Energie ist
Hyr = —p,- B mit p, = 9.8~ 8, (3.91)
2mec meC
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und nach Einsetzen des vom Kernspin erzeugten Magnetfeldes (3.90) fithrt dies auf

1 0% 1
HHF = — M- M5(7°) - EU@Z’ (8:)38:):?) g (392)
ULy

Wir berechnen die Aufspaltung der s-Zustiande des Wasserstoffatoms. Fiir kugelsymme-
trische Wellenfunktionen ist

0% 1 1 1

3,12 _ 5. 3. £2 _
/d Ian(r)axzaxj; - 351J /d LIZ‘an(T’)A <’f’)

4m 3 . 2 3

Das letzte Integral ist gleich der Wellenfunktion am Ort des Kerns,

7 \?
0(0) =4 ( —
nO( ) aon
und wir erhalten schlussendlich

2 4 73 4 [ e? m a? S-I
H = 2. 2 o ou==(= © — |\ 74 .94
(n00| Hyr|n00) 3wl e 1= 3 (ao) gN (mN) (n3) ( s ) . (3.94)

wobei F,, die Energien (3.70) der wasserstoffdhnlichen Atome bezeichnet. Es sei nun

F=S8S+T (3.95)

der gesamte Spin des Kern-Elektron-Systems. Mit der schon 6fter benutzten Identitat

2§ [=~(F?—§— 1) = F(F+1)—3/4—I(I+1)

h2 h2
I ﬁierI#—%
-1 firF=1-1

ergibt sich folgende Aufspaltung der Niveaus mit verschwindendem Bahndrehimpuls

AE = % (Z-Z) N (:;N) (%;) ZHI +1). (3.96)

Fiir das Wasserstoffatom mit gy = g,, I = 1/2 finden wir folgende Hyperfein-Aufspaltung

4 (e? m
AE=_(— <)o’ :
3 (CLO) Gp <mN) @ (3.97)

Sie entspricht einer Wellenlédnge von 21 cm, die im Mikrowellenbereich liegt. Die 21 cm-
Linie beim Ubergang vom Triplett-Zustand mit F = 1 zum tieferliegenden Singlett-

des Grundzustandes
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Zustand mit ' = 0 machen sich die Radioastronomen bei der Beobachtung von neutralen
Gaswolken erfolgreich zunutze.

3.5 Aufgaben zu Kapitel 3

Aufgabe 1: Kopplung von zwei Spin-1-Teilchen: Zwei unterscheidbare Spin-1-
Teilchen ohne Bahndrehimpuls, d.h. beide Teilchen besetzen ein s-Niveau, kénnen ein
Gesamtsystem mit Gesamtspin S = 0,1,2 bilden. Was gilt jedoch fiir zwei identische
Spin-1-Teilchen? Welche Einschrankungen gibt es?

Aufgabe 2: Kopplung von drei Drehimpulsen: Wir betrachten Eigenzustinde des
gesamten Drehimpulses

J=J+ o+ Js,

wobei die einzelnen Drehimpulse den Wert 1 haben. Es sei j(j + 1) der Eigenwert von J2.

e Was sind die moglichen Werte fiir 77 Wieviel linear unabhéngige Zustdnde gibt es
fiir jeden erlaubten j-Wert?

e Konstruiere den Zustand mit j = 0 explizit. Sind a, b und ¢ gewohnliche 3-er
Vektoren, dann gibt es genau einen multilinearen Skalar, ndmlich a - (b x ¢). Finde
einen Zusammenhang zwischen dieser Tatsache und Ihrem Resultat fiir den Zustand
mit j = 0.

Aufgabe 3: Vektoroperator: Die kartesischen Komponenten eines Vektoroperators V
erfiillen die Kommutationsregeln

[Li, V}] = ZhEZ]ka .
Zeigen Sie, dass dann die Normalkomponenten

1
To(l) =V; und Till) = :F\/—§ (V1 +iV3)

folgende Kommutatorrelationen erfiillen
[Ls, TV] = hgT" qe€{0,£1} und
Lo, 7] = n/AF QA Eq+ DT

A. Wipf, Quantenmechanik II



Kapitel 4

Zeitabhangige Storungen

Es gibt eine Vielzahl wichtige Probleme, bei denen eine dufere zeitabhdangige Storung
auf ein quantenmechanisches System einwirkt. Wichtige Beispiele sind atomare Strah-
lungsvorgénge, bei denen Atome mit Licht bestrahlt werden. Die zeitabhéngige Storung
durch das elektromagnetische Strahlen ist verantwortlich fiir induzierte Absorption und
Emission.

4.1 Dysonsche Reihe

Wir betrachten ein ungestortes System mit zeitunabhéngigen Hamilton-Operator Hy, das
durch eine zeitabhéngige Wechselwirkung, beschrieben durch ein Potential V'(¢), gestort
werde,

H(t) = Hy+ V(). (4.1)

Zum Beispiel konnte Hy ein Atom oder Festkorper modellieren und V' (¢) das Einwirken
eines dufseren elektromagnetischen Feldes. Die Losungen der zeitabhéngigen Schrodinger-
gleichung

() = HOW(D) (12

haben eine Entwicklung in Potenzen des Storpotentials V. Da der Grofsteil der Zeitent-
wicklung von Hy herriihrt (V' wird als Stérung angesehen) ist es ratsam, das Wechselwir-
kungs- oder Dirac-Bild wahlen. Wir erinnern daran, dass (4.2) in diesem Bild folgender-
mafsen aussieht:

i (1)) = Vi (1) e (1), (4.3)
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wobei die Zustandsvektoren und die Storung im Wechselwirkungsbild wie folgt aus den
entsprechenden Grofen im Schrodinger-Bild hervorgehen,

|¢W> — ei(t—to)Ho/h|¢> und VW — ei(t—to)Ho/hve—i(t—to)Ho/h' (44)

Wir wollen annehmen die Storung werde zu einer Zeit t, eingeschaltet und zu einer Zeit
t. ausgeschaltet, so dass

V() =0 fir t¢ [t,t). (4.5)

Zu sehr frithen Zeiten ist dann die Wellenfunktion im Wechselwirkungsbild zeitunab-
hangig. Thre Zeitentwicklung von ¢y < t, bis zu einer spéateren Zeit ¢t wird durch den
Propagator S im Wechselwirkungsbild vermittelt,

[hw (t)) = S(t, o) [vw (to))- (4.6)
Der Propagator ist unitdr und zur anfénglichen Zeit ¢, gleich dem Einsoperator,
ST(tutO)S(t7t0) = ]lH ) S(t(]at(]) = 1]-7’( ) S(tvtO) = S(t7t1)5(t17t0)

Damit |¢y) die Schrodingergleichung im Wechselwirkungsbild (4.3) erfiillt, muss S die-
selbe Gleichung erfiillen,

m%—f(t, to) = Vir (1)S(t, to),

oder die zur Schrédingergleichung plus Anfangsbedingung S(ty,tg) = 1 dquivalente Inte-
gralgleichung

t

1
to

Da die Storung erst nach der Zeit t, wirkt ist S = 14 fiir ty < t < t,. Nun iterieren wir
die Gleichung (4.7) mit S = 1 als Startwert. In erster Ordnung finden wir

1 t
S(t,tg) =1+ ,—/ Vi (t1)dty, (4.8)
ih Jy,
und in zweiter Ordnung
1 t 1 2 ¢ t1
S(tite) =1+—= [ Viw(t))+ | = / dt1/ dts Vi (t1) Viv (t2) (4.9)
ih Jy, th to to

und entsprechende Formeln fiir die h6heren Ordnungen. Diese wurden in der Quantenme-
chanik I besprochen.
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Wir erinnern an das zeitgeordnete Produkt von zeitabhéngigen Operatoren Aj,..., Ay,:
der Zeitordnungsoperator 1" ordnet die Faktoren des Produkts dieser Operatoren chrono-
logisch

T (Ai(t1) - An(tn)) = Axy(tr(r)) - Arry (Er ) (4.10)

wobei {7 (1),...,m(n)} diejenige Permutation von 1, ..., nist, fiir welche t;(1y > ... >tz
gilt. Im zeitgeordneten Produkt von Operatoren wirkt zuerst der Operator zur frithesten
Zeit und zuletzt der Operator zur spétesten Zeit. Insbesondere fiir zwei Operatoren ist
das zeitgeordnete Produkt

T (Ay (1) As(t2)) = Ot — ) Ay (£1) Aa(ta) + 0(ts — 1) As(t2) Ay (11).

Mit der Umformung (vgl. die folgende Abbildung)

T (/tt V’W(tl))2 =T (/t dt Vi (t1) /t dtQVW(t2)) = /t dtydty T'(Viy (t1) Vi (t2))

to to to

_ /tdtIVW(tl)/tldtQVW(tg)—l—(t1 o ty) :2/t VW(tl)/tle(t2)

to to to to

t2
Viv (t2) Viv (t1)

- Vv (t1) Viw (t2)

t

und den entsprechenden Umformungen fiir die Integrale {iber hohere Potenzen der Wech-
selwirkung kann die iterative Losung mit Hilfe des zeitgeordneten Produktes folgender-
mafen geschrieben werden:

S(tt) =T (nz% (%)n (/tt VW(t1)>n> — T exp (—% /t: VW(tl)dt1> (4.11)
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Diese Dysonsche Reihendarstellung des Propagators in der Wechselwirkungs-Darstellung
spielt eine zentrale Rolle in der Streutheorie und insbesondere der storungstheoretischen
Berechnung von Streudaten. Falls ndmlich der Limes

tg——o0
t]—oo

existiert und STS = SST = 1y ist, dann ist S die sogenannte Streumatriz oder kurz
S-Matrix. Diese bildet asymptotische Zustédnde in der Vergangenheit auf asymptotische
Zusténde in der Zukunft ab,

|waus> = S|Q/}ein>a wobel |wein> = W}W(_OO))’ |waus> = W}W(OO» (413)

Wir werden im néchsten Kapitel, in dem wir die Streutheorie behandeln, noch mehr iiber
die wichtige S-Matrix zu sagen haben.

4.2 Erste Ordnungs Uberginge und goldene Regel

Das System sei zu einer frithen Zeit ¢y in einem Eigenzustand |n) des ungestorten Hamilton-
Operator Hy, |Ywan(to)) = |n). Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit berechnen, das
System zu einer spéteren Zeit t > ty, zu der die Storung schon einwirken konnte, in einem
anderen Eigenzustand |m) von Hy zu finden. Wir wollen also die Wahrscheinlichkeit des
Ubergangs |n) — |m) mit n # m bestimmen. In erster Ordnung Stérungstheorie ist
[vw.a(t)) in (4.6,4.8) gegeben und die Amplitude fiir den Ubergang ist

t

Aveonl®) = (s () = ) + = [ dta(mlVi(eo))

to

1 , 4
= E/dtl<m|6z(t1—to)Ho/ﬁv(tl)e—z(tl—to)HO/ﬁ|n>.

Benutzen wir hier, dass |n) und |m) Eigenzustinde des ungestorten Systems sind, so ergibt
sich die Ubergangsamplitude

Tt Tt
Anem(t) = - / dtlelEmn“l—to)/hvmn(tl):% / dtyem Oy (), (4.14)

1 to ? to

wobei wir [myy (t)) = |m) und (m|n) = d,,, benutzten und die Abkiirzungen

Epn=EY — EO — B, sowie Vi (t) = (m|V () |n)

n
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fiir die Energiedifferenzen des ungestorten Hamilton-Operators und Matrixelemente des
Stéroperators einfiithrten. Deshalb ist die Ubergangswahrscheinlichkeit in erster Ordnung
Storungstheorie

Proan) = e Owa ) = |55 [ atieVinte) . 019

Wir wollen nun die beiden Grenzfille bei denen die Stérung plétzlich (sudden) oder sehr
langsam (adiabatisch) eingeschaltet werden, getrennt untersuchen. In der ersten Ordnung
Storungstheorie werden wir fiir beide Grenzfille auf die gleiche Formel fiir die Ubergangs-
rate gefiihrt, auf die sogenannte goldene Regel Fermi.

4.2.1 Plotzliches Einschalten

Die Storung V() = 6(t)V werde zum Zeitpunkt ¢ = 0 plotzlich eingeschaltet. Dann ist
die Ubergangswahrscheinlichkeit in erster Ordnung Stérungstheorie

T [" 2
e ezwmn ! vmn
th J,

Das qualitative Verhalten des zeitabhéngigen Faktors

4 sin®(Lwmnt)
::EE___j%____‘V%”E‘ (4.16)

mn

Pn—>m(t> =

fi(w) = 4sin’(swt) /w?

ist in der folgenden Abbildung gezeigt. Fiir kleine Zeiten, wt < 1 strebt er gegen t?
und die Ubergangswahrscheinlichkeit ist (iiber das Matrixelement V/,,,) nur schwach vom
Zielzustand abhingig und proportional zu #2. Der Faktor hat fiir groRe Zeiten als Funktion
VO W = Wy, ein ausgeprigtes Maximum bei 0, wie folgende Abbildung zeigt.

t2

o [t

e Fiir groRe Zeiten sind nur Ubergiinge in Zusténde erlaubt, deren Energien sehr nahe
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bei B liegen, d.h. fiir welche
t| Emn| < 27h

gilt. Also sind fiir schnell eingeschaltete Stérungen Ubergéinge am wahrscheinlichs-
ten, fiir welche die Energie bis auf 27h/t erhalten ist.

e [st das Spektrum diskret, dann oszilliert P,_,,, mit einer Wiederkehrzeit

2T

t~—.
Aw
e Haben Anfangs- und Endzustand diesselbe Energie, dann ist die Ubergangswahi-

scheinlicheit proportional zu #2. Natiirlich verliert die Stérungstheorie erster Ord-
nung ihre Giiltigkeit wenn die Ubergangswahrscheinlichkeit P,_.,, grofer als 1 wird.

In einem System, das sehr lange einer konstanten Storung ausgesetzt ist, werden wegen

4 sin? (<t
lim Asin(51)

t—o0 w?t

— 210 (w) (4.17)
hochstens Ubergiinge zwischen entarteten Niveaus induziert,

27t

2mt
Voral? 6(@n) = = [Vinnl” 8B (4.18)
Die ¢-Distribution driickt die Energieerhaltung aus. Die Ubergangsrate, d.h. die Ubergangswahr-
scheinlichkeit pro Zeiteinheit, ist dann

d 27
Chom(t) = apnﬁm o — S(Epn) |Viom |- (4.19)

Diese Formel nennt man nach E. FERMI die goldene Regel. Der bemerkenswerte Erfolg
dieser Regel ist etwas erstaunlich. Sie kann nicht direkt auf diskrete Zustédnde angewandt
werden, da fiir diskrete Niveaus die Wahrscheinlichkeit oszilliert und daher (4.18) nur fiir
nicht allzu lange Zeiten gelten kann. Fiir entartete Zusténde, d.h. fiir E,,, = 0, wird die
Wahrscheinlichkeit fiir grofses Zeiten grofer als Eins und deshalb ist die erste Ordnung
Storungstheorie ungiiltig fiir derart grofe Zeiten. Andererseits muss nach (4.19) EY ~
EY gelten, damit die Rate nicht verschwindet.

Offensichtlich kénnen wir (4.19) nur anwenden, wenn der Endzustand im Kontinuum liegt,
oder die diskreten Niveaus sehr dicht liegen und ¢ < oo ist. Also muss die Zeit geniigend
grofs sein, damit (4.16) als Funktion der Energie des Endzustandes um die Energie EY
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des Anfangzustandes konzentriert ist und die Formel (4.17) anwendbar ist. Gleichzeitig

)

muss ein typischer Niveauabstand §FE bei EY geniigend klein sein,

OF -t < 2mh, (4.20)

damit viele Zusténde im Energiebereich um EY liegen fiir welche (4.16) von Null ver-
schieden ist. Falls der Endzustand im Kontinuum liegt, ist die zweite Forderung natiirlich
erfiillt. Die Rate fiir den Ubergang des Zustandes |n) in irgendeinen Zustand |k) in der
Néhe von |n) ist nun

4sin?(Epnt/2h)
R
k i n

wobei wir iiber alle Endzustdnde |k) summieren die nahe bei |n) liegen und Energien im
Intervall 27wA/t um Ey(LO) haben. Nehmen wir nun an, dass Vj,, ~ V,,, ist und das Spektrum
so dicht ist, dass wir die Summe durch ein Integral approximieren diirfen (d.h. dass die
Zeit nicht zu grok ist), dann finden wir die Ubergangsrate von |n) in eine Gruppe von
Zustéanden um |m) die Formel

. 2w

Hier ist p(£) die Niveaudichte (Spektraldichte) des ungestérten Hamilton-Operator Hy,
S (B ~ [ dENE)(E)

Die Formel (4.21) wird ebenfalls Fermis goldene Regel genannt. Sie stammt aber von
PAULI und nicht von FERMI.

4.2.2 Adiabatische Niherung

Nun betrachten wir den anderen Extremfall, bei dem die Storung sehr langsam einge-

schaltet wird. Als Modell fiir das adiabatisch langsame Einschalten wihlen wir
Vit,z)=e"V(z) , >0 (4.22)

und lassen am Ende der Rechnung n — 0 gehen. Setzen wir dies in die erste Ordnungs-
Formel (4.14) firr die Amplitude ein, dann erhalten wir

1 [t ,
An—>m (t) / dtl entl elwmn (t2=to) an .

ih J,
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In der Vergangenheit (t; — —o0) ist das Potential exponentiell klein und wir kénnen die
untere Integrationsgrenze ¢, durch —oo ersetzen. Dann finden wir (bis auf eine Phase)

6(77+iwmn)t an

i — Wmn A

Apon(t) =

Deshalb ist die Ubergangswahrscheinlichkeit gleich

6277t | an | 2

Wi T 17 H2

Py = (4.23)
Als Funktion der Kreisfrequenz des Endzustands ist der erste Faktor auf der rechten
Seite eine Glockenkurve um die Kreisfrequenz des Anfangzustands mit einer Breite von
n. Deshalb ist die wahrscheinliche Kreisfrequenzinderung beim Ubergang kleiner gleich
n. Fiir kleine 7 ist die Ubergangsrate gleich

2n ‘an‘Q
Wi 17 1P

Pn—ﬂn - Pn—>m ~

Wegen der als bekannt vorausgesetzten Formel

2n
w? +n?

— 270 (w)

finden wir im adiabatischen Limes diesselbe Formel fiir die Ubergangsrate wie beim plétz-
lichen Einschalten, also die goldene Regel (4.19). Diese Formel fiir die Ubergangsrate ist
ziemlich robust gegeniiber den Details des Einschaltvorgangs.

Elektrische Anregung des Wasserstoffatoms: Ein Wassertoffatom im Grundzustand
befinde sich in einem elektrischen Feld, das ein- und ausgeschaltet wird, so dass

E(t) = Eye /™ (4.24)

ist. Wir wollen berechnen, wie grofs die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, das Atom nach einer
langen Zeit (¢ > 7) im angeregten Zustand mit Quantenzahlen n =2, { =1 und m = 0
zu finden. Wir legen das elektrische Feld in die z-Richtung und wihlen das Potential

2

V =cEyze /7 (4.25)

Dat > 7 sein soll, kénnen wir die obere und untere Grenze bei der Zeitintegration in (4.14)
gleich 0o beziehungsweise —oo setzen. Dann erhalten wir fiir die Ubergangsamplitude

E R
A|100>—’\210> = %(210|Z|100>/ gilwato—wioo)tr ,—t7/7°
eEO

= h<210|z\100>rﬁe—w272/4,

?
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wobel w = wyig—wige gleich der Kreisfrequenz eines Photons ist, das beim Ubergang
1210) — |100) emittiert wird. Entsprechend ist die Ubergangswahrscheinlichkeit

EEQ’T

2
P100>—>I210>=7T( ) (210|2]100) | e<*7"/2. (4.26)

Man beachte, dass fiir 7 — oo die Wahrscheinlichkeit gegen Null strebt. Wenn das Feld
sehr langsam ein- und wieder ausgeschaltet wird, geht die Ubergangswahrscheinlichkeit
gegen Null. Das Atom passt sich adiabatisch dem anwesenden elektrischen Feld an, ohne
einen Ubergang ,zu machen“.

4.2.3 Periodische Storungen

Als letztes und vielleicht wichtigstes Beispiel untersuchen wir periodische Stérungen des
durch Hj beschriebenen Systems. Wir betrachten den hermiteschen Stéroperator mit har-
monischer Zeitabhangigkeit,

V(w,t) = e (e ™V (z) + e“'Vi(z)), (4.27)

wobei wir noch einen adiabatischen Einschaltvorgang zulassen, damit das System zu frii-
hen Zeiten in einem Eigenzustand |n) des ungestérten Hamilton-Operator Hy préapariert
werden kann. Mit (V1),,, = Vi, lautet die Ubergangsamplitude in erster Ordnung

1 [t . . R
Ap_m(w,t) = E/ dt, e ewmnty (e_ml Vinn + €4 Vnm) )
to

Wiederum kénnen wir tg durch —oo ersetzen, so dass

—iwt Wt/
An—)m (w, t) = l c Vinn — 4+ " Vo : ent-i—iw”mt.
h Wnm + W + 11 Wpm — W + 10

Nach quadrieren und ableiten beziiglich der Zeit findet man die Ubergangsrate

1 2n 2n
1—Wn—>m t = e vmn 2 Vnm 2
(w,%) 2 <(wnm+w)2+n2 [Vinn | + (Wpm — w)? + 1?2 [Vam]
n 36277t (n _ ’Lu)) e—22wt N (7] + ’Lu)) e2zwt V V
? Wi+ (w42 T W2+ (0 —in)? "

Offensichtlich rihren die Terme in der letzten Zeile von der Interferenz zwischen den Sto-
rungen mit den Zeitabhingigkeiten ¢! und e~**. Im adiabatischen Limes tragen wegen

2n
(Wnm +w)? + n?

=9 276 (W + w)
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in den ersten beiden Termen nur Endzustédnde bei fiir die E,,, = +hw gilt. Mitteln wir
die Rate iiber einige Perioden m/w, so fallen die Interferenzterm weg und wir finden

- 2m
Do) = 25 (8(mn = ) Vo |? + 8w + ) Vi ?) (4.28)
oder nach Summation iiber dicht liegende Endzustéinde (beziehungsweise Integration iiber
Endzusténde im Kontinuum) und fiir |V,,,,| = |Vyum| die Formel
_ 2
> Taeam@) = 2 Vol (B + ) + (B — ) ). (4:29)

Dies sind die goldenen Regeln fiir den Fall einer periodischen Stérung. Die Interpretation
des Resultats ist wie folgt:

(0)

o [st die Energie Ej,° grofer als EY

und ist w > 0 dann verschwindet der zweite
Term in (4.28). Ist weiter die Storfrequenz w gleich der Energiedifferenz zwischen
End- und Anfangzustand des ungestorten Systems, also in Resonanz, dann ist der
Ubergang am wahrscheinlichsten (im Grenzfall t — oo muss E,,, = hw exakt gel-
ten). Beschreibt Hy ein Atom und V' ein elektromagnetisches Feld, dann absorbiert
das Atom ein Energiequant Aw (ein Photon) und wird angeregt.

o Ist BV dagegen kleiner als EY und ist w > 0 dann tragt nur der zweite Term in
(4.28) bei. Die Storung veranlasst das System einen Energiequant hw zu emittieren.

Also beschreibt die Rate (4.29) zum Beispiel die Absorption von Photonen aus dem Strah-
lungsfeld durch Atome und die induzierte Emission von Atomen in das Strahlungsfeld.

Die spontane Emission von Photonen wird von den Nullpunktsfluktuationen des elek-
tromagnetischen Feldes verursacht und kann im Rahmen der nichtrelativistischen Quan-
tenmechanik nicht verstanden werden. Wir werden darauf bei der Behandlung des Strah-
lungsfeldes zuriickkommen.

4.3 Zweite Ordnungs Uberginge

Falls (m|V (t)|n) fir alle Zeiten verschwindet, z.B. aufgrund einer Auswahlregel, dann
gibt es in der ersten Ordnung Storungstheorie keinen von der Stérung V' induzierten
Ubergang von |n) nach |m). Aber Ubergiinge zweiter Ordnung kénnen trotzdem passieren.
Approximieren wir die exakte Losung |¢w.,(t)) durch die Dysonreihe bis zur zweiten

A. Wipf, Quantenmechanik II



4. Zeitabhéngige Stérungen 4.4. Absorption und Emission von Strahlung 62

Ordnung, dann finden wir fiir die Ubergangsamplitude in zweiter Ordnung Stérungstheorie

(maw (O) i (£)) = % / dt, / "ty (m|Viw (0 Vi (£2)[).

Hier schieben wir die Identitét |k)(k| zwischen die beiden Potentiale und ersetzen Viy (t)
durch eHot/m/ (¢)eHot/h mit dem Resultat

(e ()i (0) = 7 [t [ 37 e v e wy ()l

Wir schalten das Potential sehr langsam ein und parametrisieren den Einschaltvorgang wie
in (4.22). Wenn wir wiederum ¢, durch —oo ersetzen, fithren die beiden Zeitintegrationen
auf die Amplitude

A (t) _ 1 6iwmnt €2nt Z vmkvkn
nmmA 2 Whnm + 211 p Wk + 11

Nun quadrieren wir die Amplitude und leiten die resultierende Wahrscheinlichkeit nach
der Zeit ab. Fiir kleine 7 findet man die Ubergangsrate

Z mGan
— Wik +in

_27T 2

5 (W) (4.30)

n—0

Dies ist eine weitere Version der goldenen Regel. Sie ist wiederum anwendbar fiir endliche
Zeiten auf ein dicht liegendes diskretes Spektrum oder aufs Kontinuum.

Das Resultat kann folgendermafien interpretiert werden: Statt den verbotenen direkten
Ubergang von |n) nach |m) zu machen gelingt es dem System, diesen Ubergang in 2
Schritten zu vollfithren. Zuerst ,springt* es von |n) in den Zwischenzustand |k) und danach
von diesem Zwischenzustand in den Endzustand |m). Bei den (virtuellen) Ubergingen in
und aus dem Zwischenzustand braucht die Energie nicht erhalten zu sein. Da wir zuerst
die Amplituden der verschiedenen Umwege von |n) nach |m) aufsummieren und danach
quadrieren, interferieren die verschiedenen Amplituden im Allgemeinen.

4.4 Absorption und Emission von Strahlung

Mit den uns nun zur Verfiigung stehenden Resultaten kénnen wir die Emission und Ab-
sorption von Strahlung behandeln. Dazu erinnern wir uns an den Hamilton-Operator fiir
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die Wechselwirkung eines Elektrons mit einem zeitabhangigen magnetischen Feld, be-
schrieben durch das Vektorpotential A(t, z),

1 e 2
Hz—( ~faq, ) V.V =ep 431
—(p-SA@) + ¢ (431)
Wie bei den Untersuchungen iiber geladene Teilchen im elektromagnetischen Feld oder
dem Wasserstoffatom im Magnetfeld schreiben wir

2

Hy = 2p—m +V(r) (4.32)

und wéhlen die Coulomb-Eichung V - A = 0. Vernachlassigen wir den Term quadratisch
in A, dann finden wir

H=Hy+V mit V= —%A(t, z) - p. (4.33)

Wir betrachten die elektrische Ladung e (beziehungsweise die dimensionslose Feinstruk-
turkonstante o = e?/hc) als kleinen Parameter. Dann ist der hier vernachlissigte Term
(eA)? von zweiter Ordnung. Dieser Term trigt nur zu Prozessen bei, an denen zwei Pho-
tonen beteiligt sich, also der Streuung von Licht an Atomen oder der Zwei-Photonen
Emission oder Zwei-Photonen Absorption. Er trigt nicht bei zum Ubergang eines Atoms
unter Emission oder Absorption eines Photons. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten in
erster Ordnung Storungstheorie sind proportional zum Quadrat des Storoperators, also
zu € ~ a. Die Prozesse zweiter Ordnung sind geméf (4.30) proportional zur vierten
Potenz der Stérung, also zu a?. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir Prozesse mit ei-
nem Photon sind also von der Ordnung O(«) wéhrend diejenigen mit zwei Photonen
von der Ordnung O(a?) sind. Da die elektromagnetische Wechselwirkung relativ schwach
ist, o ~ 1/137, diirfen wir uns im Folgenden auf Einphotonenprozesse beschréanken. Wir
kénnen an dieser Stelle nicht beweisen, dass jedes A(t, ) mit der Emission oder Absorp-
tion eines einzelnen Photons assoziiert ist. Dazu muss man das elektromagnetische Feld
quantisieren. Ich werde hoffentlich am Ende dieser Vorlesung darauf zuriickkommen.

Wir haben es also mit Prozessen folgender Art zu tun:

—ANANNN— CGion)

Im vorherigen Abschnitt berechneten wir die Ubergangsraten fiir periodische Stérungen
in der ersten Ordnung Stoérungstheorie. Wenn wir eine inkohérente Uberlagerung von
kontinuierlichen Frequenzen in der Stérung mit einer Spektralverteilung ps(w) annehmen,
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ist die Ubergangsrate gegeben durch

Lo = /dwps(w)f‘n_)m(w).
Fiir w,, > w, handelt es sich um Absorption und fiir w,, < w, um induzierte Emission,

< 2m m 2m
Fﬁim = 2 Ps(Winn) |an‘2 ) FS—{m = ﬁ%(wnm) ‘an|2- (4.34)

Fiir das Atom im elektromagnetischen Feld wollen wir den speziellen Fall betrachten, bei
dem ein Valenz-Elektron vorliegt, also zum Beispiel ein wasserstoffihnliches Atom. Der
Wechselwirkungsterm ist dann V' in (4.33), worin wir fiir A eine ebene Welle ansetzen

A(t,z) = (ae™™TF® 4ol * %) e mit |kle=w, |e|=1. (4.35)

Die Coulomb-Eichbedingung {ibersetzt sich in die Bedingung k - e = 0. Wir wihlen den
Zeitnullpunkt so, daf die Konstante a rein imaginar wird und setzen

2% — ika = £/2. (4.36)
c
Das elektrische und magnetische Feld der polarisierten Welle lauten

E=CEcos(wt—k-z)e und B=Ecos(wt—k -z)kAe (4.37)

Nach den Regeln der Elektrodynamik ist die Energiedichte der Welle gegeben durch
1

_ E2 B2
u(w) o (E* + B?)
und hat im zeitlichen Mittel den Wert
52
u(w) = — 4.38
i) = o (4.38)
Ein Vergleich der Storung
&
V(w,t) = —iA-p: e—sin(wt—k-a:)e~p (4.39)
me mw
mit (4.27) zeigt, dass der Operator V(z) in dieser Formel mit
_ e o g
2mw
zu identifizieren ist und damit finden wir folgende Absorptionsrate
S 6271- ikx
rbs, = e Wwmn)(mle e . pln)|’ (4.40)

ist. Jetzt miissen wir noch das Matrixelement berechnen. Fiir Wellenléngen, die grof
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verglichen mit dem Atoms sind,

2
A= ? > dAtom

diirfen wir im Matrixelement die Dipol-Néherung

et 1 (4.41)
machen. Benutzen wir zusatzlich
m

und dass |n), |m) Eigenzustdnde des ungestorten Hamilton-Operator Hy sind, dann ver-
einfacht sich das Matrixelement wie folgt

rabs  — %u(wmn)|(m|e -d|n)|*, wobei d=ex (4.43)

den Dipol-Operator bezeichnet. In MKSA-Einheiten lautet das Endergebnis

FAbS. o 47T2

i muwmnmm\e ~d|n)|” (4.44)

Das mafgebliche Matrixelement fiir den Ubergang ist (m|e - d|n). Die Bedingung, dass
es nicht Null ist, fiihrt zu Auswahlregeln, zum Beispiel

Al=+1 und Am=0,%1 (elektrische Dipolstrahlung). (4.45)

Abschliessend betrachten wir den Fall einer inkohérenten Uberlagerung von Wellenvekto-
ren k und Polarisationen e L k. Das Quadrat des Dipol-Matrixelements (m|e - d|n) ist
dann zu ersetzen durch

1 1
yym /dQe(n|d -e|lm)(m|e - d|n) = g(n|d|m><m|d|n), (4.46)

wobel wir die Identitat

1 1
E dQe 6iej = 552]

benutzten. Die fiihrt auf die Ubergangsrate (wy, > wy)

< - A7
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wobei der Einstein-Koeffizient By, = B, auftritt. Wir erinnern daran, dass wir nur
Absorption und induzierte Emission behandelt haben. Die spontane Emission, bei der
kein Licht von aufsen eingestrahlt wird, wird durch den obigen Formalismus nicht erfasst.
Zur Behandlung der spontanen Emission muss das Strahlungsfeld quantisiert werden.
Alternativ kann man auch die Einsteinschen Beziehungen zwischen den Koeffizienten B,,,
fiir induzierte Emission und Absorption und den Koeffizienten A,,,,, fiir spontane Emission
benutzen®.

1Siehe den Abschnitt Emission, Absorption und Strahlungsgesetz in der Vorlesung QM I
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Kapitel 5

Streutheorie

. und alle sogenannten Naturwissenschaftler sind grundsdtzlich immer auf
verzerrte und karge Informationen, die ihnen iber Sinnesorgane und Mefin-

strumente tbermattelt werden, angewiesen.
Paul Tholey

Die Berechnung und Analyse von Streuprozessen in der Atom-, Kern- und Elementar-
teilchenphysik ist ein wichtiger Anwendungsbereich der Quantenmechanik. Man kann die
Streuung von Teilchen oder Strahlung dazu benutzen, um die Struktur von Objekten zu
studieren. Ein klassischen Beispiel ist die Elektronenstreuung an Atomkernen. Da in die-
sem Fall die elektromagnetische Wechselwirkung zwischen Elektronen und Ladungs- sowie
Magnetisierungverteilung des Kerns bekannt ist, kann man Aufschluss {iber die elektro-
magnetische Struktur des Kerns gewinnen. Andererseits konnen Streuprozesse dazu ver-
wendet werden, um noch unbekannte Wechselwirkungen zu studieren. Ein Beispiel ist die
Nukleon-Nukleon Streuung, aus der man viel iiber die Kernkréfte erfahren kann.

Bei einer elastischen Streuung bleiben die inneren Zusténde der kollidierenden Teilchen
unverdndert. Werden die inneren Zusténde eines oder mehrerer an der Streuung beteiligten
Teilchen gedndert, so spricht man von unelastischer Streuung.

Die Quantenmechanik der Stofvorgéinge geht auf die klassische Arbeit von MAX BORN
zuriick [11]. BORN hat seine bahnbrechende Arbeit iiber Streutheorie auch zur Aufklarung
iiber die physikalische Bedeutung der formalen Gesetze der Quantenmechanik, die kurz
zuvor von HEISENBERG, JORDAN und ihm entwickelt wurden, geschrieben.
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5.1 Wirkungsquerschnitte

Auf ein streuendes Target treffe ein (praktisch) monoenergetischer Teilchenstrahl mit Teil-
chenstromdichte j (Zahl der einfallenden Teilchen pro Zeit- und Flécheneinheit senkrecht
zur Ausbreitungsrichtung). Die Wechselwirkung der einlaufenden Teilchen untereinander
sei vernachlassighar, so dass diese unabhéngig am Target streuen. Mit Detektoren messe
man die Zahl Ng der pro Zeiteinheit in den Raumwinkel df2 in die Richtung 2 = (6, ¢)
gestreuten Teilchen. Diese ist proportional zu j:

Ng = j£(Q)dq.

Das Target bestehe aus einer grofsen Anzahl N von atomaren oder subatomaren Streuzen-
tren. Deren Abstand sei so grof, dass man die Kohdrenz der an ihnen gestreuten Wellen
vernachldssigen kann (dies darf man nicht bei der kohdrenten Beugung von Elektronen
oder Rontgenstrahlen an Kristallen). Jedes Streuzentrum wirkt dann so, als ob es al-
lein wére. Auferdem muss man das Target geniigend diinn halten um Mehrfachstreuung
vernachléssigen zu kénnen. Dann ist N, proportional zu N

. do

do /dS) hat die Dimension einer Fliche und ist der differentielle Wirkungsquerschnitt des
Streuprozesses. Der totale Wirkungsquerschnitt ist

do
o= / o (5.2)
S2

AS)
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5.2 Potentialstreuung

Wir betrachten die Streuung eines Teilchens an einem kurzreichweitigen Potential'. Wir
wollen annehmen, dass die streuenden Teilchen zu frither Zeit weit weg vom streuenden
Objekt waren. Die freien Teilchen werden dann durch ein Wellenpaket

b(to, ) = / % a(k)e = (5.3)

beschrieben. Das Wellenpaket sei um ky konzentriert, d.h. a(k) sei nur fir Wellenzahlvek-
toren nahe bei ky oder Impulse nahe py = hkg ungleich Null. Wir miissen herausfinden, wie
die Wellenfunktion (¢, ) zu spéteren Zeiten aussieht, nachdem die Teilchen am Target
streuten.

Ahnlich wie bei der Untersuchung der Reflexion und Transmission von Wellenpaketen an
eindimensionalen Potenzialbarrieren (siche Vorlesung Quantenmechanik I) konstruieren
wir zuerst die exakten Eigenzustinde vy (x) der zeitunabhédngigen Schrodingergleichung

(A + K@) =Ul@)n(z), Kk ==5E, U@ ="25V(). (5.4)

Wir entwickeln den Anfangszustand 1 (¢y) nach diesen Eigenzustdnden

blina) = [ S EE) (55)

wobei gebundene Zusténde mit Ej < 0 nicht beitragen, da sie weit weg vom Streuzentrum
verschwinden. Die Wellenfunktion zu spéteren Zeiten ist dann

Y(t, x) = / (g:;?’ b(k) iy (x) e Erlt=to)/R, (5.6)

Sie beschreibt die auf das Target einfallenden und die gestreuten Teilchen.

Eine Losung 1 der stationdren Schrodingergleichung kann als Losung einer Integralglei-
chung dargestellt werden. Mit der Greenschen Funktion fiir auslaufende Wellen,

1 eik\m—m’|

(A4 EHGo(z — 2') = 6(z — =), Go(x — ') =

(5.7)

Cdr |z — 2|

ist die Schrodingergleichung aquivalent zur Lippmann-Schwinger-Integralgleichung

'Das Coulomb-Potential ist langreichweitig und muss separat behandelt werden.
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Ye(x) = Yo(x) + /Go(m — 2 \U(z o (x')d*, (5.8)

wobei 1 eine Losung der kréftefreien Schrodingergleichung ist. Wegen (5.7) ist ein 1, wel-
ches diese Integralgleichung erfiillt, offensichtlich eine Losung der Schrodingergleichung.
Wir untersuchen jetzt noch das asymptotische Verhalten von v weit weg vom Streuzen-
trum. Wir nehmen an, das Potential V() sei bei = 0 geniigend lokalisiert, so dass nur
2’ in der Néhe des Streuzentrums zum Integral beitragen. Wir diirfen also ' = |z'| << r
annehmen. Wegen

ik|le—x’ ikr
, 1 , ekl e
le—a'|~r—-x- 2" |
r

ikl T
—~—e F® und kK =k=,
|z — | r r
st
1 6ikr

vi(x) = dolx) — —

4 r

/ e_iklmlU(ml)’ng(ml)dgl'/.

Wiéhlen wir fiir die kréftefreie Losung vy ein einlaufende ebene Welle, dann hat die ent-
sprechende Losung der Lippmann-Schwinger-Gleichung (5.8) die asymptotische Form

ikr
Yi(x) = e 4 ap, X et 4 (k! k) er , (5.9)
wobei wir die wichtige Streuamplitude
/ m —ik'z’ / N 73,/
fKE' k)= —5. | € V(x")p(z")d’x (5.10)

eingefiihrt haben. Nach einer Multiplikation der Lésung (5.9) mit e ##/" wird klar, dass
der zweite Term eine auslaufende Welle mit demselben k£ wie die einlaufende ebene Welle
(der erste Term) beschreibt. Bei Potentialstreuung ist, wie erwartet, die Energie erhalten.
Als néchstes werden wir zeigen, dass die Koeffizienten a(k) in (5.3) und b(k) in (5.5) tiber-
einstimmen. Dazu ersetzen wir in der Entwicklung (5.3) fiir ¢(to, ) die freien Losungen
exp(ik - ) = 1o(x) mit Hilfe der Lippmann-Schwinger-Gleichung (5.8) durch die exakten
Eigenzusténde (),

U(tg,x) = /%a(k)e““'”c

3 6ik|$—w’\
— / (gﬂﬁga(k) (%(a}) -+ i 7U($/)¢k(.’1}/)d31’/) . (511>

A | |z — |
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Abbildung 5.1: Einlaufende ebene Wellen werden am Potential gestreut.

Da a(k) bei ky konzentriert ist, konnen wir

() ~ g (x) und k ~ k- ]};0

setzen. Dann wird das k-Integral im letzten Term in (5.11) proportional zu

A3k oo , .
/ s AR i (@) = wlto, Kol = 2')) - (@)

Da aber ko|@ —2'| und der Triiger des Wellenpakets 1) (to, ) auf gegeniiberliegenden Seiten
des Streuzentrums liegen, verschwindet die erste Funktion auf der rechten Seite und

w(to,a:):/(gﬂl;ga(k)wk(w). (5.12)

Die Entwicklungskoeffizienten fiir das anféngliche Wellenpaket sind also unabhéngig davon
ob wir das Paket nach ebenen Wellen oder exakten Eigenzustdnden entwickeln, a(k) =

b(k).

Weit weg vom Streuer hat die zeitabhéngige Losung (5.6) wegen (5.9) die Form

Yt z) ~ / & a(k) <ei<’“'w—iEk<t—to>/h>+Mei(kr—fsk<t—to)/h))

(2m)3 r
f(E', ko)

r

= Yolt,m) + olt,rhko), k' =k (5.13)

Diese Form der Losung hat eine anschauliche Interpretation: Q/)O(T];:O) ist der Wert den
die Wellenfunktion am Punkte & haben wiirde, wenn das Streuzentrum den Weg des
Teilchens von der Vorwértsrichtung in die Richtung k' abgelenkt hétte, siehe Figur (5.2).
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Aber dieser Anteil ist mit der Streuamplitude/r multipliziert, welche also gerade die Wahr-
scheinlichkeitsamplitude dafiir sein muss, dass der Weg des Teilchens abgelenkt wurde.

/
O

Ve V()

ko : ko
@ & & O
vor dem Stoss nach dem Stoss

Abbildung 5.2: Das einlaufende Wellenpaket wird am Potential gestreut

Nun wollen wir noch die Streuamplitude mit dem Wirkungsquerschnitt in Verbindung
bringen. Dazu bestimmen wir die Teilchenstromdichte

ho _
) = —— — 5.14
J = g UV = 0V). (5.14)
die fiir eine einlaufende ebene Welle gleich hk/m ist, fiir die Streuwelle )
) h x - — h k, k"
Js ™~ 2—_ (¢sarws - wsarws) ~ _klu (515)
mir m r

Wir benutzten k' = kx /r und dass fiir die elastische Potentialstreuung Ej = Ej/ ist. Fiir
geniigend lokalisierte Wellenpakete gibt es keine Interferenz zwischen 1)y und 1, und der
differentielle Wirkungsquerschnitt ist

do  Strom der Streuwelle in d€), .

B _ "2
df einfallende Stromdichte Bl (5.16)

Er ist unmittelbar mit der Streuamplitude verkniipft.
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5.2.1 Bornsche Reihe

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Bornschen Reihe ist die oben diskutierte Lippmann-
Schwinger-Gleichung

Uk = Yo + (GoU )ty (5.17)

Im Ortsraum ist GoU der in (5.8) angegebene Fredholmsche Integralkern. Die Lippmann-
Schwinger-Gleichung kann als Funktionalgleichung im Banachraum C der stetigen und
beschrinkten Funktionen mit Supremum-Norm

[¥]loc = sup [¢(z)] (5.18)

zeR3

aufgefasst werden. Falls nun die Norm ||GoU ||« < 1 ist, dann hat die Gleichung (5.8) eine
eindeutige Losung, ndmlich

1

U = o + (GoU)tho + (GoU )b + ... = m%. (5.19)

Dass diese fiir ||GoU||o < 1 absolut konvergente Neumannsche Reihe eine Losung liefert,
sieht man durch gliedweise Anwendung von GyU sofort. Die Eindeutigkeit folgt aus

11 = P2lloe = [(GoU) (%1 = ¥2)lloe < 1GoUlloc 191 = P2lloo < (|1 — 2l

fiir zwei Losungen, woraus unmittelbar 1, = 1y folgt. Wir wollen jetzt noch untersuchen,
fiir welche Potentiale die Operatornorm des Integraloperators GoU kleiner 1 ist. Wegen

RCIT
(GU)(@)| < 3= [ T [

geniigt es, eine obere Schranke fiir das Integral zu finden. Es gilt fiir jedes £ und p

Ve oy [ Uy, [0,

|z — /|
1 1/2
;||U||1+||U||z </| |z|‘2d3z) (5.20)
z|<p

1
= ;HUHl + VAmp U2,

wobei wir die Schwartzsche Ungleichung

(f:9) <[ fll=llgll2

IN
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benutzten. Damit hat GoU eine endliche Norm, falls V' € L;(IR?) N Ly(R?) ist. Die rechte
Seite in (5.20) ist minimal fiir /762 = |U||1/|U]l2 und fiir pu, ist sie

min

1/3 2/3
3ri AU U |

Also ergibt unsere grobe Abschitzung der Norm des Integrationsoperators in der Schwinger-
Lippmann-Gleichung die Abschéatzung

3 _
IGoUllee < S > UL U5, (5.21)

Ist die Norm grofer als 1 dann wird sie kleiner 1 fiir eine geniigend kleine Kopplungskon-
stante A\ in AV.

Fiir schwache Potentiale oder hohe Energien (grofte k in Gy) ist die 1. Bornsche Niherung
eine brauchbare Approximation. In dieser Naherung ist

Uy ~ o + (GoU )by

und wir erhalten fiir die Streuamplitude in dieser Naherung die einfache Formel

fBorn(kl; k) —

_QW;‘L? /eiq’mV(m)d?’x, wobei q=k—Fk (5.22)
m

den Impulsiibertrag bezeichnet. In erster Bornscher Naherung ist die Streuamplitude al-
so proportional zur Fourier-Transformierten des Potentials. Besonders einfach sind die
Verhéltnisse fiir kugelsymmetrische Potentiale. Mit q - * = ¢r cos « finden wir

m ) ™ 4
fBorn = _ﬁ d’f”l"2 / dosin o e'?" COSQV(’I").
0 0

Setzen wir cos @ = z, dann lésst sich das Winkelintegral leicht berechnen,

JBorn (K, 8) = g /000 rV (r) sin(qr)dr. (5.23)

Der Streuwinkel 8 ist der Winkel zwischen ein- und auslaufenden Wellenvektoren:

q2:k2+k2—2k-k’:>q:k\/2—2c039:2ksing. (5.24)

Ein in der Kernphysik relevantes Beispiel ist das Yukawa-Potential

e mr

V=g — pw=1/rg. (5.25)
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Es beschreibt ndherungsweise die starke Wechselwirkung zwischen Nukleonen und kommt
durch den Austausch von Pionen der Masse fi/roc ~ 140 MeV zustande. Die Lénge rg
wird als Reichweite des Potentials interpretiert und entspricht der Compton-Wellenlénge
der ausgetauschten Teilchen.

Das Integral in (5.23) lautet

2mg [ . . 2m g
—ﬁg/o e M Slﬂ(q’f’)d'f’ = _F/J; T q2 (526)
und fiihrt auf folgede Streuamplitude in der 1. Bornschen Néherung,
2mg 1
orn(k,0) = — - 5.27
Jom (k. 6) h? 4k2sin?(0/2) + p? (5:27)
und den differentiellen Wirkungsquerschnitt
2
ngorn ( mg )2 1
- . 5.28
dQ 2h2k? sin® £ + (pu/2k)? (5.28)
Fiihrt man den (singuliren) Grenziibergang p — 0 durch und setzt g = e* sowie h?k? =

2mFE ein, so erhalt man die aus der klassischen Mechanik bekannte Rutherford-Formel
fiir die Streuung am Coulomb-Potential.

5.2.2 Elastische Streuung von Elektronen an Atomen

Wir betrachten die Streuung von Elektronen an einem neutralen Atom. Fiir geniigend
hohe Elektronenenergien ist die Bornsche Néherung giiltig und gleichzeitig kénnen Aus-
tauscheffekte zwischen streuenden Elektronen und Atomelektronen vernachlassigt werden.
Wir behandeln das Atom nach THOMAS und FERMI. Der Kern am Ursprung und die La-
dungsverteilung der Atomelektronen p erzeugt ein Potential V = —ep geméf

Ao =4me (Zo(x) — p(x)) . (5.29)
Die Fourier-Transformierte von V', multipliziert mit ¢2, ist
q2f/(q) = —e/d?’a: QPe T p(x) = e/d?’xA (e‘iq'm) o(x)

= 4me? / dPre” % (Z6(x) — p(x)) = 4ne* (Z — F(q)), (5.30)
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wobei F' der Formfaktor der elektronischen Ladungsverteilung ist,
F(q) = /d39: e Up(x) mit F(0) = Z. (5.31)

Wir betrachten ein neutrales Atom fiir das die Ladung der Elektronen F'(0) gleich Z ist.
Fiir eine kugelsymmetrischen Ladungsverteilung konnen wir iiber die Winkel integrieren
und erhalten die einfachere Formel

Flg) = 4?” / sin(qr)p(r) rdr. (5.32)

0

Fiir die Streuamplitude in erster Bornscher Néherung (5.22) ergibt sich

2
e
fBorn(k/7 k) = —2m (h_Q) (Z - F(Q))7 (533>
und wir finden mit (5.16) den differentiellen Wirkungsquerschnitt
d—0—4m2 £ 4(Z—F( ))? =k -k (5.34)
aQ hq v 4= ‘ ‘

Diskussion: Ist zum Beispiel wie im Wasserstoffatom

_ Ze'/a Z

Fiir einen grofsen Impulsiibertrag ¢ > 1/a ist F/(¢) < Z. Dies gilt auch fiir allgemeinere
Ladungsdichten und folgt nach Anwendung des Riemann-Lebeque Lemmas auf (5.31).
Ein grofser Impulsiibertrag bedeutet wegen

nd 4 > 1
n—-=—-—>—
S T 5k 7 2ka

auch Streuung mit grofsem Streuwinkel. Fiir eine Weitwinkelstreuung reduziert sich der
Querschnitt also im Wesentlichen auf die Rutherford-Formel fiir die Streuung am Atom-

do Am2et 72
Rutherford q

do Ze2 \* 1
(B (Y o3
Rutherford Sm
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Fiir die Coulombstreuung ist diese Formel sogar exakt. Im anderen Grenzfall mit kleinem
Impulsiibertrag ga < 1 kann der Kern nicht mehr aufgelost werden und deshalb wird, wie
erwartet, die Abschirmung der Elektronen wichtig.

5.3 Die Coulombstreuung

Das Coulomb-Potential fallt im Unendlichen nur langsam ab und deshalb nimmt die Cou-
lombstreuung eine Sonderrolle ein. Ganz egal wie weit auseinander zwei Teilchen sind -
sie spiiren immer die gegenseitige Coulombkraft. Durch diese langreichweitige Wechsel-
wirkung wird das asymptotische Verhalten der stationdren Streuwelle ¥ (x) modifiziert.
Dies kann man wegen des asymptotischen Verhaltens der gebundenen Zustédnde

fnf ~ Tn—le—l-ﬁ“’ R =

schon vermuten. Da n = me?/R%k ist, haben diese fiir grofe Radien die Form
fnZ ~ le—nr+(me2/ﬁ2n) logr‘ (539)
’

Fiir die asymptotische Form der Streuzustinde mit £ > 0 erwarten wir diesselbe Form,
nur mit x durch +ik ersetzt,

me? 1

1 .
R~ = +i(kr—~ylogr) N —— .
re 9 Y th aok

Diese Vermutung wird sich als richtig erweisen.

Wir betrachten die Streuung eines geladenen Teilchens mit Ladung Zie an einem Cou-
lombfeld V' = —Zse/r. Die zeitunabhéngige Schrodingergleichung lautet

2m 212262 2mE o
(—A + TR > ) v =0. (5.40)
Wir setzen
h,2]€2 1 21Z262
E=_"" —Z"mv? d = 5.41
om 20 e TE T (5.41)

und mit diesen Abkiirzungen vereinfacht sich die Schrédingergleichung zu

<A + k* — ?) Y =0. (5.42)
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Fiir eine lidngs der z-Achse einlaufende ebene Welle setzen wir die Losung in der Form
U(z) = e o(r —2), 1=zl (5.43)
an. Benutzen wir in (5.42) die Identitéten
A = (De™*) g+ 2(Ve™) (Vo) + e Np = (—k*¢ + 2ikD.¢ + Ag) e

und

< / : 1/ 2 / 22 /1

0.0 = (——l)gb sowie Ap=¢" +—-¢ +(1——|¢",

r r r
dann finden wir fiir ¢ die einfache Differentialgleichung

2

(u% +(1— zku)% —7/{:) o(u) =0, u=r-—z,

oder mit & = iku = ik(r — z)

d? d
— 1—-¢&)—+1 =0. 5.44
(g +1-9%+n) e (5.49)
Dies ist die konfluente hypergeometrische Differentialgleichung [13|
d*¢ d¢
= +(b— z)% —ap =0, (5.45)
mit a = —17,b = 1 und z = £. Die reguldre Losung dieser Differentialgleichung ist die

konfluente hypergeometrische Reihe (Kummersche Funktion) F'(a, b, z) mit dem asympto-
tischen Verhalten fiir —7/2 <arg(z) < 7/2

Fla,b,z) ~ %(—z)_“ (1 - w + 0(1/22))

L) . o
+ mez (14 0(1/2)).

Die Losung von (5.44) ist also
¢(u) = OF (=i, 1,§ = iku), (5.46)

wobei C' ein Normierungsfaktor ist. Sie hat die asymptotische Form

B w . (—tku)™ 7 (iku) = etk
d(u) = CF(—iv, 1, iku) 071_‘(1 i) 1+ . + Ci@’kul"(—w) :
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Nun ist
(—Zku)” _ (elog(ku)—iw/2)i7 _ €7r~//2—i-i'ylog(ku)7 F(l _ Z’)/) _ —Z’YF(—Z’}/)

und es folgt

6i'ylog(ku) < 72 ) ive(iku—ifylog(ku))

-~ /2~ ) =
¢(u) ~ Ce™ (F(l + i) iku ikul'(1 — iv)

Setzen wir dies in (5.43) ein und benutzen
6
ku = k(r — z) = kr(1 — cos §) = 2kr sin® o

dann ergibt sich
Cew*y/2 72 ) ) 6ikr—i'ylog(2kr)
)~ —— 14— | ethetivlogh(r—2) 4 ¢y 5.47
¥(r,6) I(1 +iv) ( ( 2ikr sin? g) ‘ 1(©) r ( )

mit Streuamplitude
W +iy) (.0 "
0) = ———— — . 5.48
1) = 5= M 3 (5.48)
Der erste Term in (5.47) entspricht einer einlaufenden Welle ei**
weitige Coulombwechselwirkung mit dem Faktor

VQ iy log k(r—2z)
1_'_ ew ogk(r—=z
2ikr sin? g

gestort wird. Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte dieser Welle weit weg vom Streuer lautet

, die durch die langreich-

e7r*y/2 2

. 2lth
I=o ‘F(l+z’7)

Der zweite Term in (5.47) entspricht einer auslaufenden Kugelwelle, welche noch eine
zusétzliche logarithmische Phase enthélt. Der zugehorige Fluss in den Raumwinkel df?2 ist

asymptotisch
hk| e [
r2dQ = C*— | ———— 0)2d<2. A4
ot = 2 | o) (5.49)
Deshalb ist der Wirkungsquerschnitt
do  jr? 72 Z172e2\° 1
- — | £(8)|? = = : 5.50
ds2 5 1£6)] 4k2 sin* g 2mu? sin? g ( )
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Dies stimmt einerseits mit dem klassischen Ausdruck, und andererseits mit der Bornschen
Néherung fiir die Weitwinkelstreuung von Elektronen an Atomen iiberein. Dies ist eine
Besonderheit des Coulombfeldes.

Der Wirkungsquerschnitt (5.50) divergiert in die Vorwértsrichtung 6 = 0. Der Grund dafiir
ist die lange Reichweite des Coulomb-Potentials: selbst einlaufende Teilchen mit grofen
Impaktparameter werden noch ein wenig gestreut. In der Realitat wird jede Ladung durch
andere Ladungen abgeschirmt, so dass fiir grofe Impaktparameter das einlaufende Teil-
chen ein abgeschirmtes Coulomb-Potential sieht. Bei der Streuung an neutralen Atomen
ist der differentielle Wirkungsquerschnitt auch in die Vorwartsrichtung endlich.

Wir studieren die Pole der Coulomb-Streuamplitude (5.48) als Funktion der Energie. Die
meromorphe Gammafunktion hat wegen

['(z+n)
I'(z) = d I'(1)=1
(2) 2(z+1)--(z4+n—-1) . (=1,
woraus unmittelbar
1 1
c'(z—n) — ;(—1)"5 fir z—20

folgt, einfache Pole bei z = —n € {0, —1, —2,...} mit Residuen (—1)"/n!. Die I'-Funktion
besitzt keine Nullstellen in der ganzen komplexen z—Ebene. Deshalb hat die Streuampli-
tude (5.50) einfache Pole fiir

AV

1+iy=—-n oder fiir k € , neN.
aopn
In der komplexen Energieebene sind die Pole an den Stellen

PR VAN

2m 2m \ ag n?

7, Zy)? 2
- —%m& <9>  n=1,23,.. .. (5.51)
n

Dies sind genau die Energien der gebundenen Zusténde in einem Coulombfeld —Zse/r.
In der k—Ebene liegen die Pole auf der positiven imagindren Achse. Nur dann sind die
Wellenfunktionen ~ exp(ikr) normierbar. Diese Eigenschaft der Streuamplitude, namlich
dass die Pole der Streuamplitude zu gebundenen Zustanden gehoren, ist unter bestimmten
Annahmen auch fiir allgemeinere Potentiale giiltig.
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5.4 Partialwellen

Ist das Potential radialsymmetrisch, dann ist der Drehimpuls erhalten. Wir kénnen die
Eigenfunktionen als Linearkombinationen der Kugelfunktionen schreiben und diese Ent-
wicklung ist mit der Zeitentwicklung vertraglich. Wir entwickeln zuerst die einfallende
ebene Welle in Kugelfunktionen. Wahlen wir die 3-Achse entlang k, dann ist

eik-m —

i*(2€ 4 1) Py(cos 0) jo (kr)

WE

~
=)

o)

Z’/ (20 + 1) Py(cos 0) (hg(/fr) + h;(k;r)) , (5.52)

[\DlH

wobel

47

PZ(COSH) = %7“

YVZO(& gp)

das Legendre-Polynom ¢’ter Ordnung, j, die ¢’te sphérische Besselfunktion und h, die
0’'te sphérische Hankelfunktion ist. Da weder die in 3-Richtung einlaufende ebene Welle
noch H von ¢ abhéngen, [H, L3] = 0, ist auch die Losung (¢, ) unabhéngig von ¢.
Offensichtlich ist dann die Streuamplitude ebenfalls ¢-unabhéngig, f(k', k) = f(0, k),

Wir entwickeln die Eigenzusténde v (x) in Drehimpuls-Eigenzusténde

o)

Ye(x) =Y i*(20 + 1) Py(cos 0) f(r). (5.53)

0

Die Funktionen f; erfiillen die radiale Schrodingergleichung

? 2d (l+1
mpo= (- 24 D Y o e U) =R (559
d rdr
wobel wir
2mE
]{72 = h2 und U = ﬁv (555)

gesetzt haben. Fillt das Potential im Unendlichen schneller als r=2 ab, dann kénnen wir
weit weg vom Target das Potential U in (5.54) vernachlissigen und die Gleichung wird
zur Bessel-Gleichung. Damit hat f, die asymptotische Form

fer) ~ ae (Ri(kr) + Su(B)he(kr)) (5.56)
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Ohne Streuung ist offensichtlich

0 = jolhr) = % (halhr) + hikr))

Es geht nun im Folgenden darum, die Funktion Sy(E) zu bestimmen. Da die h, auslaufende
und die h} einlaufende Kugelwellen beschreiben,

1 .
hg(!lf) ~ Eez(x—(2+l)7r/2)’ (557)

kann ein Potential nur die Koeffizienten von h, beeinflussen. Deshalb sind auch bei An-
wesenheit eines Streuers die ay = % Bei der elastischen Potentialstreuung gehen keine
Teilchen verloren und der Wahrscheinlichkeitsstrom,

2mhr?
47?7’23;(7’) o <

dr ~ tar mk

m

T
fidde @> =2y sisy), (5.58)

muss verschwinden. Hier haben wir benutzt, dass r2j, nicht vom Radius abhingt und die
asymptotische Form der f, eingesetzt. Damit sind die S, Phasen und wir kénnen

Sy(E) = *%E) it reellem  d, (5.59)

setzen. Die , sind die sogenannten Streuphasen. Sie haben folgende anschauliche Be-
deutung: 24, ist fiir grofe r die Phasenverschiebung der Funktion f,(r) gegeniiber der
Funktion f?(r) ohne Potential.

Die Streuamplitude kann nun aus den Streuphasen berechnet werden. Dazu notieren wir,
dass fiir grofse Absténde

Dn(z) ~ %Z%(%H)Pg(cose) (RiChr) + e (k)
l

— kT 5 ;zf(% + 1) Py(cos §) (e b 1) hy(kr)

gilt. Setzen wir hier die asymptotische Entwicklung der h, nach der Formel (5.57) ein,
dann finden wir

Ye(x) ~ T4 il (20 + 1) Py(cos 0) (X — 1) eikr=(Er /)

0
_ eik-m + L Z(2£ + 1)PE(COS 9) (622'5( _ 1) eikr' (560)

2ikr ;

2kr
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Der Vergleich mit (5.9) fiihrt auf die Streuamplitude
_ 1 28, _
f0.k) = ik %:(26 + 1) Py(cos)(e 1)
1 .
= 7 > (20 4 1)Py(cos )¢ sin d. (5.61)
¢

Der totale Wirkungsquerschnitt ist das Integral von |f(6, k)|? iiber S?. Wegen der Ortho-
gonalitatsrelationen

1

1 e
— [ Py(x)Pp = .62
2/ () Py (x)dx T (5.62)
~1
erhalten wir wir den totalen Wirkungsquerschnitt
. 4 . 2
o= ZO‘@, wobel o0y = ﬁ(% + 1) sin” 0, (5.63)

die partiellen Wirkungsquerschnitte fiir die Streuung von Teilchen mit Drehimpuls ¢ sind.
Im totalen Wirkungsquerschnitt gibt es keine Interferenz zwischen den Beitrégen von ver-
schiedenen Drehimpulsen oder den Partialwellen. Allerdings interferieren die Partialwellen
im Ausdruck fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt |f (6, k)|?. Wegen

h; + €2iélhg ~ €i6zjg(l{37’ + (5@)

zieht das Potential fiir 9, > 0 die Welle ndher ans Streuzentrum und driickt sie fiir d, < 0
vom Streuzentrum weg. Ist das Potential attraktiv, dann oszilliert die Wellenfunktion
schneller und deshalb gehort 6, > 0 zu einem anziehenden und ¢, < 0 zu einem abstofsen-
den Potential.

5.4.1 Optisches Theorem

Zwischen dem totalen Wirkungsquerschnitt und dem Imaginérteil der Streuamplitude in
die Vorwértsrichtung gibt es eine einfache Bezichung. Wegen (5.61) ist

SF(0, k) = %Z(% 1) Py(cos 0) sin2 b, (5.64)
l

und da Py(1) =1 ist, finden wir
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o= %%f(o, ). (5.65)

Diese wichtige Beziehung ist das optische Theorem. Es besagt, dass der totale gestreute
Strom hko/m gleich der Abnahme des einfallenden Teilchenstroms ist. Um dies einzuse-
hen, berechnen wir den radialen Strom

Ov(t, x)

lt) = 23 (10,0240 2)

fiir die Wellenfunktion (5.13). Um j, weit weg vom Streuer zu bestimmen, ndhern wir

Oho(t, x) 0/ d3k

a(k:)ei(rkﬁ:—iEk(t—tO)/h ~ Zk(] .z ¢0(t7 .’1))

or or | (2r)3
A 3 ) )
8% (at;kor) _ % / (;Zﬂ-];g a(k)ei(rkko—iEk(t—to)/h ~ ikg 'l/)(t, ko’l“) (566)

und vernachlissigen Terme der Ordnung 7—3. Dann wird

jr - jr,O + jr,streu + jr,int 5

wobei j,.o die radial einlaufende Stromdichte zum Wellenpaket v¢o(¢, ) ist, jrstren die
frither berechnete gestreute Stromdichte und

hk, . .
jr,int = m—ﬁ% (Zf(k/7 k(])wg(t7 33)%(@ kOT)(l + kO ’ ﬁ}))

der von der Interferenz zwischen einlaufender und gestreuter Welle herrithrende Anteil
zur Stromdichte ist. Beachte, dass 1y(t, IAcOr) nur ungleich Null ist nachdem das Teilchen
das Streuzentrum erreicht hat und dass ¢y(t, ) und damit der Interferenzstrom nur in
die Vorwiartsrichtung ungleich Null ist. Der Interferenzterm fiihrt zu einem Schatten des
Targets und damit zu einer Erniedrigung des Stroms in die Vorwartsrichtung. Man kann
zeigen, dass der totale gestreute Strom gleich demjenigen ist, der im einlaufenden Strom

fehlt [12].

5.4.2 Analytische Eigenschaften der Streuamplitude

Wie besprochen, kénnen wir fiir ein radialsymmetrisches Potential die Losungen der sta-
tionaren Schrédingergleichung separieren,

Vrem = fo(r)Yem(0, 0), (5.67)
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und die f, erfiillen die radiale Schrédingergleichung H,f, = k?f, in (5.54). Wir wollen
nun zwei Paare von Losungen einfithren, die durch ihr Verhalten bei » = 0 und bei
r = oo charakterisiert sind. Dazu wandeln wir die radiale Schrodingergleichung in zwei
Integralgleichungen um. Als Losungen der freien Radialgleichungen,

<d2 2.d  ((l+1)
2

dr? ' xdx

+1)f,9:0

wahlen wir die sphérischen Bessel- und Neumannfunktionen mit folgendem Verhalten fiir
kleine Argumente x = kr

z! 1-3---(20-1)
' ~ d ~ — 5.68
beziehungsweise die sphérischen Hankelfunktionen mit folgendem Verhalten fiir grofse x
1, 1 .
ho(z) ~ =@ D2 ynd - hl(z) ~ Zemi@ DT/, (5.69)
x x
Die Wronski-Determinante
dg — df
— 2 -
Wirg) = (15~ 5a) (5.10)

zweier Losungen der freien radialen Schrodingergleichung ist ortsunabhéngig, wie man
leicht nachpriift. Setzt man obige Entwicklungen fiir kleine und grofe z ein, dann erhélt
man die Wronski-Determinanten

. 1 ]
W (je,me) = T und W (hy, h}) = —% - (5.71)

Im Folgenden benétigen wir die Greensche Funktion
Golk,r,v') =k (Go(kr)ne(kr') — ne(kr)je(kr')), (" <) (5.72)

die auf der Diagonalen r = r’ Null ist. Die erste Ableitung der Greenschen Funktion an
der Stelle r = 7’ ist proportional zur Wronski-Determinante W (j,,7,) in (5.71), so dass

1

d
G(k,r,r) =0 und JGg(k,T, )=y = s (5.73)

Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dass die Losungen der radialen Lippmann-Schwinger-
artigen Integralgleichungen

Ge(kyr) = Julkr) + /0 Gk, 1, Ul )

folk,r) = Rh(kr) — / OOGg(k,r,r’)U(r')fg(k,r’)r’zdr’ (5.74)
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auch Losungen der radialen Schrodingergleichung sind. Wir werden zeigen, dass die ¢, am
Ursprung regulér sind und die f, fiir grosse r einlaufende Kugelwellen beschreiben.

Beweis: Es sei
p(r) = / Gk, r, r/)q(r/)r/zdr/.
0

Wegen (5.73) sind die erste und zweite Ableitung dieser Funktion gleich

d "d
) = [ Gk e

d2 Td2 / N I2 g0
) = )+ [ Gl

Wir wirken mit dem in (5.54) definierten radialen Schrédinger-Operator H, = Hp + U auf
(5.74) und beriicksichtigen, dass j, und G, die freie radiale Schrédingergleichung erfiillen:

m@%w>:<H+Um—U@+%%un/%Mhnmmm@v%ﬂ
0
= (K*+U)je—Ude+ (K> +U)(de — jo) = K*u(k, 7).

Genauso beweist man, dass die zweite Losung f, die radiale Schrodingergleichung 16st.
Diese Integralgleichungen werden nun durch sukzessive Approximation gelost:

o= o =i o = [ Gl UG )
n=0 0

fe= 30 A0 =n 5= [ Gl W)
n=0 r
Speziell im s-Kanal ist
1
Go—o(k,r,7") = sink(r’ —r) (5.75)

krr!

und es folgen die Rekursionsrelationen

1 T ~
¢én) (T) = SiIl k(rl —_ ’[")U(/r’/) ((]n 1) ,r,/d,r/
kr J,
(n) . 1 . , N p(n=1) 1
Jorlr) = =0 [ sink(r=r)UGD fo7ridrr (5.76)

Wir miissen also verlangen, dass

/C rV(r)dr = N(c) < oo (5.77)
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gilt damit ¢ am Ursprung regular ist.

e Um das Verhalten der Losungen bei r = 0 fiir beliebige Drehimpulse zu untersuchen,
setzen wir die Entwicklung (5.68) fiir die sphérischen Besselfunktionen in G, ein und
erhalten

k ,r/Z ,r,f
/ /
Go(k,r, 1) ~ Y (TZ—H - 7a/z+1) , nr =0,

so dass zum Beispiel

¢é1) -~ ar—€—1/ 7’,2£+2U(T/)d7’,—|—ﬁ7“é/ T/U(T/)dT/
0

0

gilt. Wiederum muss man (5.77) fordern, damit ¢, bei am Ursprung regulér ist. Durch
Abschétzungen an G, kann man fiir ¢,(k, r) folgende Eigenschaften beweisen:

1. Die bei r = 0 regulédre Losung
Ge(k, 1) ~ je(kr)(1+o(r)) (5.78)

ist eine ganze analytische Funktion in der komplexen k—Ebene. Weiterhin ist sie
analytisch in ¢ fiir R(¢) > —3.

2. Je weniger singuldr das Potential bei r» = 0 ist, desto grofser ist der Analyzitéatsbe-
reich in der komplexen Drehimpuls-Ebene. Gilt zum Beispiel

|V (r)] < Cr=%*e, €>0, (5.79)

dann ist ¢, analytisch fiir R(¢) > —3(1 +¢).

e Weit weg vom Streuzentrum kénnen wir in GG, die asymptotischen Entwicklungen
1 1
Je(x) ~ =sin(x — ln/2) und ny(x) ~ —=cos(z — ¢m/2)
x x
einsetzen, mit dem Resultat

1
Go(k,r,r") ~ —sin k(r' — 1), r,r’ — oo,
rr

und damit gilt zum Beispiel

fé(l)(k, r) = g/ sin k(r — rYU(r" e ™ dr' .

r

Das Potential muss also im Unendlichen schnell genug abfallen, damit die sukzessive
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@
s

¢g(k,T)

3(k)

Abbildung 5.3: Die Analyzitdtsgebiete der Losungen ¢y(k,r) und fi(k,r)

Approximation Sinn macht. Unter Annahme von

b

kann man Folgendes beweisen:

/wr2|V(r)|dr =M(b) < o0

1. Fiir grofe r verhélt sich die Losung f, wie

folk,r) ~ hi(kr).

e~ f, ist eine ganze analytische Funktion in £ in der gesamten komplexen ¢-Ebene
und in £ in der Halbebene (k) > 0.

2. Je schneller das Potential fiir grofse r abfillt, desto grofser ist das Analyzitdatsgebiet

in der komplexen k—Ebene. Ist zum Beispiel

V(r)|<e™,

dann ist f analytisch fiir (k) > —m/2.

Die Losungen

fg(l{},l’)

und  fo(—k,x)

(5.80)

sind linear unabhéngig. Diese Unabhéngigkeit folgt auch aus den nichtverschwindenden
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Wronski-Determinanten. Um die Determinanten zu berechnen, diirfen wir das asympto-
tische Verhalten fy(k,r — 00) ~ h}(kr) benutzen. Man findet
i

W (felk,r), fo(=k,m)) = -

Wir kénnen die am Ursprung reguldren Losungen auch als Linearkombination dieser un-
abhéngigen Losungen schreiben:

ek, ) = (=R} fll ) + Jek) el =, 7)) (581)

Die Funktion J,(k) ist die sogenannte Jostfunktion. Sie ist analytisch in der unteren
k—Ebene oder fir (k) < m/2 falls das Potential im Unendlichen exponentiell abfillt,
wie in (5.80). Da fy(k,7) eine einlaufende und fy(—k,r) eine auslaufende Kugelwelle be-
schreiben, hiangt die Streuamplitude folgendermafen mit der Jostfunktion zusammen

Jo(k)

Sy(k) = e¥delk) — 227
(k) =)

(5.82)

Die Nullstellen der Jostfunktion liegen entweder auf der negativen imagindren Achse oder
sie haben positiven Imaginérteil, in welchem Fall sie aber symmetrisch zur imagindren
Achse liegen. Die Nullstellen auf der negativen imagindren Achse sind immer einfach
und gehoren offensichtlich zu gebundenen Zusténden, da in diesem Fall die am Ursprung
reguldre Losung auch im Unendlichen abféllt. Die Nullstellen mit positivem Imaginérteil
sind einfach oder doppelt und gehdren zu Resonanzen oder quasi-stationdren Zustdnden.
In einer Resonanz nimmt die Phase ¢, um 7 zu. Daneben kann J,(k) auch noch bei & = 0
eine einfache (¢ = 0) oder doppelte (¢ > 0) Nullstelle aufweisen. Als Anwendung unserer
Resultate wollen wir das Levinson-Theorem beweisen. Wir setzen voraus, dass J;(0) # 0
ist. Wegen

2i0,(k) = log J,(k) — log J,(—k)

ergibt sich fiir die Differenz der Streuphasen fiir £ — oo und k£ = 0 der einfache Ausdruck

2i (54(00) — 6,(0)) = 2i / di d‘;;gf) _ / di jﬁg:; — _omiN(J), (5.83)

wobei N(J) die Anzahl Nullstellen von Jy(k) in der unteren k—Halbebene ist. Die An-
wendung der Formel ist erlaubt, da J,(k) fiir groke k gegen 1 strebt. Wir schliessen, dass
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S(k)
_________________________ Resonanzen
X X %(k)
gebundene
Zustéande
Abbildung 5.4: Die Nullstellen der Jost-Funktion
(5@(0) — (5@(00) = WN(J) = My (584)

gilt, wobei m, die Anzahl gebundener Zustédnde im Drehimpulssektor ¢ ist. Dieser Zusam-
menhang zwischen der Anderung der Phasenverschiebung und der Anzahl gebundener
Zusténde ist das Levinson-Theorem. Ist Jy(0) = 0, dann wird obige Formel im Sektor
¢ = 0 leicht modifiziert:

d0(0) — do(o0) =7 (mo + 1) . (5.85)

Wir haben gesehen, wie die Jostfunktionen und damit auch die Streuphasen 6,(E) aus ei-
nem Potential V(1) berechnet werden. Ahnlich wichtig ist das sogenannte Umkehrproblem,
namlich die Rekonstruktion des Potentials aus den Streudaten. Hervorragende Theoreti-
ker (BARGMAN, LEVINSON, MARCHENKO, JOST, KOHN, GEL'FAND, LEVITAN, KREIN)
haben Anfang der 50er Jahre dieses Problem gelost. Leider habe ich hier keine Zeit auf
diese schonen Resultate der mathematischen Physik einzugehen.

5.4.3 Das attraktive Exponentialpotential: s-Wellen Kanal

Die Streuphasen konnen im allgemeinen nur {iber die numerische Integration der radialen
Schrodingergleichung (5.54) gewonnen werden. Fiir spezielle Potentiale ist eine Integration
durch bekannte Funktionen allerdings moglich. Ein Beispiel ist das kurzreichweitige und
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anziehende Exponentialpotential

Vir) = _® (9)26—2"/“ bzw. U(r) = — (9)26‘2"/“ (5.86)

2m \ a a

mit Reichweite a und dimensionsloser Stéarke b > 0. Ist die Anziehung hinreichend stark,
so erwarten wir das Auftreten von gebundenen Zusténden.

Fiir Energien £ < h?/2ma? wird nur die s-Welle merklich gestreut. Aber fiir £ = 0 ist die
Radialgleichung mit dem Potential (5.86) analytisch 16sbar. Zu diesem Zweck schreiben
wir die Radialgleichung (5.54) in der Form

d2
(_W + U(r)) ug(r) = k*ug(r), uo(r) = roo(r) (5.87)
mit komplexem k. Losungen zu reellen Energien ergeben sich durch die Wahl
2mE /h?)1/? falls £ > 0
k= ( 5.88
{i(—QmE/h2)1/2 = —ir falls £ < 0. (5.88)
Gesucht sind also die Losungen von
d2 b2 —2r/a 2
(W + ? (& / + k ) UQ(T) =0 (589)
die geméfs (5.78) linear mit r verschwinden. Nach der Variablendnderung
up(r) = f(z) mit z=be"/*
wird die Gleichung (5.88) zur Besselgleichung
> 1d a’k?
<@+;£+1+ 22 )f(z)—O (590)

mit Index v = iak. Fir v ¢ Z sind die Lésungen J,(z) und J_,(z) linear unabhéngig und
die gesuchte Losung ist eine Linearkombination dieser beiden Besselfunktionen. Fiir r = 0
ist z = b und die am Ursprung verschwindende Losung hat die Form

uo(r) = ¢ (Jiak (0) J—iak(2) — J—iak(b) Jiak(2)) (5.91)

Das Verhalten dieser Losungen fiir grofse r oder fiir 2 — 0 entscheidet dariiber, ob sie
physikalisch erlaubt sind. Aus der Reihendarstellung der Besselfunktionen fiir z — 0,
(2/2)"

Jy(z) = D) (1+0(z%)
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folgt sofort das asymptotische Verhalten der Losungen

o0 (Q) —iak zkr (Q)iake—ikr
up(r) — ¢ (Jmk( ) 2( J—mk(b)m> (5.92)

Gebundene Zustinde: Wir betrachten dieses Verhalten zunéchst fiir negative Energie-

7%)Me_m) . (5.93)

werte oder fiur £k = —ik:

Diese Losung ist genau dann quadratintegrabel wenn
Jar(b) =0 (5.94)

ist. Bei unserer Analyse mussten wir v ¢ 7Z annehmen. Fiir ganzzahlige v = ika = n sind
Jp und J_,, linear abhéngig und man sollte die linear unabhéngigen Losungen J,, und N,
nehmen. Die entsprechende Analyse fiihrt aber wieder auf die Bedingung (5.94).

Diese Bedingung hat wegen x > 0 nur fiir b > b; = 2.4048 ... Losungen, wobei b; die
kleinste Nullstelle von Jy(b) ist. Bezeichnen by, by, . .. die Nullstellen von Jy(b) dann gibt
es fiir b, < b < b,y1 genau n Losungen ak = vy, vy, ..., v, der Gleichung (5.94). Nimmt
die Stérke des anziehenden Potentials zu, so wéchst die Anzahl gebundener Zusténde im
Drehimpulssektor ¢ = 0.

Streuzusténde: Wir konnen die Konstante ¢ in (5.92) derart wéhlen, dass die Streulésung
die kanonische Form (5.81) annimmt. Fiir groke Radien diirfen wir darin f, durch A/
ersetzen, so dass

1 —ikr ikr
bo(k,r) — ;uo(k,r) ri (Jo(—k)e ™" — Jo(k)e™*r) (5.95)
gilt. Fiir die Streuphase im s-Kanal ergibt sich dann
Gzioo) — Dok) _ (b DL dak) Jian(b) , (5.96)
Jo(=k) 2 (1 —idak) J_;a(D)

Wegen der bekannten Relationen

[(1+iak) =T(1 —iak) und J_jok(b) = Jiar(b)

ist die rechte Seite in der Formel (5.96) wie erwartet eine Phase. Offensichtlich ist %% (©) =
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1. Benutzt man die Entwicklung der Besselfunktion fiir hohe Ordnungen?
(2/2)" ~1
- 27
J,(2) ROES) ( +O(v ))

216(00)

dann folgt auch e =1, so dass

50(0) — (50(00) =7n, neE, (597)

in Einklang mit dem Theorem von LEVINSON. Die Zahl n ist tatséchlich nichtnegativ und
ist gerade der Anzahl der gebundenen Zustdnde mit ¢ = 0.

Wir berechnen schlussendlich noch die Jostfunktion Jy(k). Fiir kleine Radien ist z ~
b(1 — r/a) und die soeben berechnete regulire Losung strebt gegen

Solh,) = uo(h,r) W (i), T 0) = 2 simh(abr).

am
Die Forderung, dass ¢o(k,r) fiir kleine Radien gegen die freie Losung jo(kr) strebt, fixiert
die Konstante ¢ zu

am 1

‘T sinh(akm) (5.98)

Dies fiihrt auf folgenden Ausdruck fiir die Jostfunktion

ark Ja(b) D\ T
Jolk) = sinh(amk) I'(1 —k iak) <§) (5.99)

Sie hat Nullstellen fiir Werte k, = —ik,, in der unteren k-Halbebene, bei denen J,,(b)
verschwindet. Die zugehorigen Energien E,, = h?x2/2m sind die Energien der gebundenen
Zustande. Die Jostfunktion hat Pole an den Stellen

kzﬁn, n=12,3
a

und ist analytisch in der Halbebene (k) < 1/a, in Einklang mit den allgemeinen Resul-
taten unterhalb (5.81).

5.5 Elastische Streuung gleichartiger spinloser Teilchen

Wir haben frither gesehen, dass ein System identischer Teilchen ohne Spin durch sym-
metrische Wellenfunktionen beschrieben wird. Dies muss bei der Streuung gleichartiger

2 Abramowitz und Stegun, Formel 9.1.10
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Teilchen berticksichtigt werden und gibt Anlass zu Austauscheffekten. Im Schwerpunkt-
system zweier Teilchen wird die Relativbewegung durch den Ortsvektor € = x, — o
beschrieben, wenn x; und a» die Ortsvektoren der individuellen Teilchen sind. Fiir ver-
schiedene Teilchen ist dann die Wellenfunktion des Systems fiir grofe r

U(x) = ™™ 4 M ek (5.100)

Fiir identische Bosonen ist die Wellenfunktion zu symmetrisieren. Bei der Vertauschung
der beiden Teilchen geht « in —z oder (r, k') in (r, —k’) tiber. Die symmetrisierte Wel-
lenfunktion ist also

Ys(z) = 7 (e““ +e R L (f(K k) + f(—K, k))efr) . (5.101)

Die ersten beiden Summanden beschreiben die anfingliche Bewegung der beiden Teil-

chen im Schwerpunktsystem: Eins bewegt sich in positive k-Richtung, das andere in die
entgegengesetzte Richtung.

Die Stromdichte fiir jedes stofsende Teilchen ist +hk/u, wobei u die reduzierte Masse ist.
Der zweite Summand entspricht der gestreuten Welle. Wir kénnen nicht unterscheiden ob
das erste Teilchen nach k' und das zweite nach —k’ gestreut wurde oder umgekehrt.

Offensichtlich ist der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir elastische Streuung von iden-
tischen spinlosen Teilchen

d

= (K k) + f(—K k)P (5.102)
ds?

Da wir zuerst die Amplituden addieren und danach das Quadrat bilden, entsteht ein

Interferenzterm ~ R(f(k', k) f(—k', k)). Dieser sogenannte Austauschterm riihrt von der
Korrelation zwischen den Teilchen infolge der Symmetrie des Zustandes her.
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Als Anwendung betrachten wir die Coulombstreuung von a—Teilchen. Die Streuamplitude

v T(1 +dv) exp(—2ivylogsinf/2) 1
0) = = — 5.103
/1) 2k T(1 — i) sin? /2 © 7 kao’ ( )
fiihrt auf den Wirkungsquerschnitt
do _ _
2 = OF +1f(x = O + [0)f(x = 0) + f(6)f (m = 0). (5.104)
Setzen wir hier die Streuamplitude ein, dann zeigt eine kurze Rechnung, dass
do 2 1 1 cos(ylog tan? 6/2)
R : 5.105
dQ  4k? (sin40/2 - cost /2 sin?0/2 cos? 62 ( )

Diese Formel wurde zuerst von MOTT angegeben [14]. Daher heisst die elastische Streuung
gleichartiger spinloser Teilchen infolge der Coulomb-Wechselwirkung auch Mott-Streuung.
Typisch quantenmechanisch ist darin der letzte Interferenzterm. Dieser ist fiir 6§ = /2
am groften (dies entspricht einem Winkel von 7/4 im Laborsystem). Bei diesem Winkel
bewirken die Austauschterme eine Verdopplung des differentiellen Wirkungsquerschnitts,
verglichen mit dem Querschnitt ohne Beriicksichtigung des Austauscheffekts. Schon bald
nach der Arbeit von MOTT wurde der Interferenzterm bei der Streuung von a—Teilchen
an Helium-Gas nachgewiesen, und damit zugleich die Bose-Statistik der a—Teilchen und
ihre Wellennatur vollstandig bestétigt. Der Austauscheffekt ist rein quantenmechanischer
Natur. Im klassischen Limes A — 0 geht

. 212262
 w

gegen unendlich und der Austauschterm oszilliert merklich. Uber eine kleinen Raumwin-
kel gemittelt gibt er im klassischen Limes keinen Beitrag zur Streuung. Auch fiir kleine
Relativgeschwindigkeiten ist v grofs und der Austauschterm trigt nach Mittelung iiber
einen gewissen Winkelbereich nicht mehr bei. Aus denselben Griinden braucht man den
Austauscheffekt bei kleinen Streuwinkeln nicht zu berticksichtigen.

5.6 Elastische Streuung gleichartiger Spin—% Teilchen

Im allgemeinen Fall ist beim Stofs von Teilchen nur der Gesamtdrehimpuls J ein In-
tegral der Bewegung. Vernachlissigt man Spin-Terme (Spin-Bahn Wechselwirkung) im
Hamilton-Operator, dann sind der gesamte Bahndrehimpuls und der Gesamtspin einzeln
erhalten. In dieser Naherung kann die vollstandige Wellenfunktion eines Systems aus zwei
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identischen Teilchen als Produkt der Orts- und Spinfunktion geschrieben werden (siche
Kapitel 2),

Y= ¢(CB17 %)X(ml,mz)-

Fiir zwei Spin-1-Teilchen ist der Gesamtspin entweder 0 (Singulett) oder 1 (Triplett). Fiir
den Singulettzustand ist die Ortswellenfunktion symmetrisch, d.h.

dos

aQ
Im Triplettzustand mit Gesamtspin S = 1 ist die Ortswellenfunktion antisymmetrisch
und daher gilt

|f(K' k) + f(—K' k)|*, (Singulett). (5.106)

% = |f(k' k) — f(—Kk' k)]>, (Triplett). (5.107)

Bei der Streuung von Protonen (verursacht durch die Coulombkraft) stimmt dann do/dS2
mit dem Mottschen Wirkungquerschnitt iiberein, und

doy, — 7* 1 N I 2008(’)/ log tan® 6/2)
dQ  4k? \sin*0/2  cos6/2 sin?0/2 cos26/2

(5.108)

Der Wirkungsquerschnitt im Triplett-Kanal verschwindet fir 0 = 7/2.

Normalerweise wird die Streuung von unpolarisierten Strahlen an unpolarisierten Tar-
gets untersucht, es wird deshalb nur der Mittelwert des Streuquerschnitts gemessen. Im
Singulettzustand gibt es eine Spinfunktion, im Triplettzustand deren drei, daher ist der
Mittelwert des Streuquerschnitts

do  ldo,  3do, 7 1 1 cos(v log tan? /2)

dQ 449 i 440 4k? <sin49/2 i cosi@/2  sin6/2 cos?6/2 > ' (5.109)
Der Austauschterm halbiert den Streuquerschnitt bei § = /2. Wahrend fiir identische
Bosonen die Streuintensitét fiir 6 = 7/2 durch das Interferenzglied gegeniiber dem klas-
sischen Wert auf das Doppelte erhoht wird, wird sie fiir identische Fermionen auf die
Hilfte heruntergesetzt. Schon 1931 haben Versuche von GERTHSEN [15] (p Streuung an
Wasserstoff) den Interferenzterm in (5.109) sehr genau bestétigt. Auch die Streuung von
20 ¢V Elektronen an Wasserstoff durch WILLIAMS [16] ergab eine gute Ubereinstimmung

der experimentellen Ergebnisse mit dieser Formel.
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5.7 Formale Streutheorie

Nachdem wir die physikalische Bedeutung der Streuldsungen erfasst haben, wollen wir
die Aussagen der Streutheorie in mathematischer Sprache formulieren. Wir machen dabei
Gebrauch von den in der Vorlesung Quantenmechanik I diskutierten Spektraleigenschaften
selbstadjungierter Operatoren.

5.7.1 Mgller-Operatoren

Im Hilbert-Raum H = Ly(IR?) seien der freie Hamilton-Operator Hy und der Hamilton-
Operator H = Hy 4+ V gegeben. Beide seien selbstadjungiert. Die zugehorigen Zeitevolu-
tionen bestimmen die Zeitentwicklung beliebig gewahlter Anfangszustéinde in H,

o(t) = Up(t)p(0) , Up(t) = e itHo/n
() = UH(0) . U(t) = e 0, (5.110)

Gelangt ein Teilchen in den Wirkungsbereich des Streuzentrums, entwickelt sich der Zu-
stand mit der exakten Zeitevolution U(t). Hat sich das Teilchen wieder vom Streuzentrum
entfernt, entwickelt sich sein Zustand in guter Ndherung nach der freien Zeitevolution
Up(t). Wir definieren nun die einparametrige Schar unitérer Transformationen

W(t) — 6itH/ﬁ6—itHo/h — U(—t)U()(t) (5111)
und die dazu adjungierte Schar
Wi(t) = eltio/he=tH/h — 170 (1)U (t). (5.112)

Der Operator W (t) ist das Produkt aus der freien Zeitevolution, gefolgt von der zu H
gehorenden inversen Zeitevolution. Fiir kurzreichweitige Potentiale induziert H weit weg
vom Streuzentrum eine quasifreie Zeitevolution. Es gilt der

Satz [Existenz der Mgller-Operatoren|: Die Potentialfunktion V (x) sei quadratin-
tegrierbar. Dann existieren die Mgller-Operatoren

Qi =s— lim W) =s— lim ™/Re=itHo/R (5.113)

t—Foo t—Foo

Diese existieren im Sinne der starken Operatorkonvergenz

Jim [[Q20 — WU =0, Vi€ H. (5114
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Die Forderung V(z) € Lo(RR?) erlaubt zum Beispiel eine 1/r-Singularitit am Ursprung
und im Unendlichen einen Abfall ~ 1/7? mit p > 3/2.

Aus der Unitaritdt der Evolutionsoperatoren folgt direkt
9]l = L [U(=0)To(0)] = |10
oder
o, =00 =1 (5.115)

Die Mgller-Operatoren sind als starke Grenzwerte unitarer Operatoren isometrisch, im
Allgemeinen jedoch nicht surjektiv und damit auch nicht unitdr. Gebundene Zusténde
liegen nicht im Bild der Mgller-Operatoren. Die Operatoren

P =Q. 0L (5.116)

sind offensichtlich selbstadjungiert und idempotent,

Pl=P. , P.P.=0.0l0.0L "2 p,. (5.117)
Daher sind die Operatoren Py orthogonale Projektoren. Gilt
P.=1- Pg, (5.118)

wobei Pp den orthogonalen Projektor auf den Unterraum des Hilbert-Raums bezeichnet,
der von den gebundenen Zustdnden aufgespannt wird, so heissen die Mgller-Operatoren
asymptotisch vollstindig.

Die Unterscheidung zwischen unitidren und isometrischen Operatoren ist wichtig bei der
Diskussion der Mgller-Operatoren. Eine lehrreiches Beispiel ist der Rechts-Schiebe-Operator
auf dem Hilbert-Raum der quadratsummierbaren Folgen,

Q: (z1,m9,23,...) — (0,21, 29, ...)
und der dazu adjungierte Links-Schiebe-Operator
QN (2,29, 23,...) — (29,23, 24, ...)
Der Operator € ist isometrisch und
Q=1 und QO =1- P, (5.119)

wobei P; orthogonal auf den Vektor (1,0,0,...) € ¢y projiziert. Dieser Vektor wird von
QO annihiliert und spielt die Rolle der gebundenen Zustinde fiir die Mgller-Operatoren.
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Wir kehren zur Streutheorie zuriick. Aus der Bedingung fiir asymptotische Freiheit folgt
QiH = Hp (5.120)

und die Mgller-Operatoren bilden den Hilbert-Raum auf das orthogonale Komplement
des von den gebundenen Zustédnden aufgespannten Unterraums Hp C ‘H ab. Zum Beweis
betrachten wir einen Vektor ¢ der orthogonal zum Bild von €2, ist,

(¢,Q:9) =0, Y eH.
Somit ist Qiqﬁ = 0 und wir folgern
0=0.0L6 = (L~ Ps)p =0~ Pso,
so dass ¢ € Hp gilt.

Die Mgller-Operatoren geniigen der Verflechtungsrelation

HQy = QL H,. (5.121)

Der Beweis ist nicht schwierig: Wir schreiben

U(=1)Qs = lim U(=t)U(=5)Us(s)Uo(t)Uo(—t)

s—Fo0

worin das Produkt der beiden letzten Faktoren die Identitat ist. Die Substitution t+s = 7
fihrt auf

U(=t)h = TEIq:noo U(=7)Us(T)Uo(—t) = Q1.Uo(—t)

Nach Ableitung an der Stelle t = 0 ergeben sich die Verflechtungsrelationen.

Wir wollen nun mit Hilfe der Mgller-Operatoren spezielle Losungen der Schrodingerglei-
chung konstruieren. Es sei ¢ ein auf Eins normierter Vektor in H und

PE =Qu¢ (5.122)

die auf den gebundenen Zustéanden senkrecht stehenden Bilder von ¢. Dann ist

o(t) = Uo(t)¢ (5.123)
eine normierte Losung der freien Schrodingergleichung und
YO @) =U@w® O = Uty (5.124)

normierte Losungen der vollen Schrédinger-Gleichung. Die physikalische Bedeutung dieser
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Losungen folgt aus ihrem zeitlichen Verhalten,

Jim [[@0(@) =)l =0, lim ) - o(0)] =0. (5.125)

t——+o00

Beim Beweis benutzen wir die Unitaritdt der Evolutionsoperatoren

W) o) = (U@ — o0l
[ — U (=) Un(0)]
= [l W) =0,

Y(t) /] o(t) Der zeitabhéngige Vektor ¢(t) beschreibt ein
freies (und mit der Zeit zerfliessendes) Wel-
lenpaket. Die Zustinde Qi¢ € H stehen
senkrecht auf dem von den gebundenen Zu-
stdnden des gesamten Hamilton-Operator H
aufgespannten Unterraum Hpg. Die Losung

o Qo ) (t) der Schrodingergleichung konvergiert
O ¢ s zu sehr frithen Zeiten (in der asymptotischen
Vergangenheit) und die Losung (7 (t) fiir

sehr spéte Zeiten (in der asymptotischen Zu-
kunft) gegen dieses freie Wellenpaket. Dies
ist die mathematisch préazisere Formulierung
der physikalisch intuitiven Aussage ,sie kom-

) men sich immer naher”. Die Situation ist in
YE) der nebenstehenden Abbildung verdeutlicht.

5.7.2 Der Streuoperator

Wir nehmen an, die Potentialfunktion im Hamilton-Operator sei derart, dass die Mgller-
Operatoren asymptotisch vollstandig sind. Gegeben seien zwei beliebige Vektoren ¢, und
Gaus im Hilbert-Raum und

wein - Q-|—¢ein und waus = Q—¢aus- (5126)

Definiert man hiermit die beiden Losungen der freien Schrédingergleichung

¢ein(t) = UO(t)¢ein und ¢aus(t) - UO(t)¢aus (5127)
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und der beiden Losungen der Schrodingergleichung

PO (t) = Ut)pen und () = U(t) s (5.128)
so gilt geméfs (5.125) fiir das asymptotische Verhalten
Jim [ 0) — Gan®] =0 wndTim [6O0) — Gua(d) =0, (5129

Bei einem Streuprozess modelliert 1)*) den einfallenden Strahl und (™) die gestreute
Welle. Das Skalarprodukt zweier Losungen ist zeitunabhéngig und gleich seinem Wert bei
t=0,

(¢(_)(t)a¢(+)(t)) = (wausv 7vbOin> = (Q—¢au57 Q+¢oin) = (¢au57 Q]L—Q+¢oin>- (5130)

Der auf dem ganzen Hilbert-Raum definierte Operator

s=0tq, (5.131)

wird als Streuoperator oder kiirzer als S-Matrix bezeichnet. Es gilt der
Satz: Der Streuoperator ist unitdar und vertauscht mit H
STS=8S8T=1 und [S,Hy =0. (5.132)

Im Beweis benutzt man die asymptotische Vollstindigkeit und Isometrie der Mgller-
Operatoren sowie die Verflechtungsrelation:

sts=1 : sfts=0la aola, =aol 1-Ps)Q, =0l0, =1
[S,Ho) =0 : SHy=Q'Q,H,=Q HQ, = HQ' Q. = H,S.

Ahnlich beweist man die Identitit SST = 1. Die vorliegende Situation in ist der folgenden
Abbildung skizziert.
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¢oin(t) ¢(_)(t>

,lvbein ¢ein

¢aus ,lvbaus

() Pas ()
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Kapitel 6

Klein-Gordon-Gleichung

Mathematics is the tool specially suited for dealing with abstract concepts of
any kind and there is no limit to its power in this field.
P.A.M. Dirac, Vorwort zu 'The principles of Quantum Mechanics’

Bereits DE BROGLIE und SCHRODINGER versuchten eine kovariante Wellengleichung fiir
Elektronen zu formulieren und die von Ihnen gefundene Gleichung fiir skalare Teilchen
heisst heute sinnigerweise Klein-Gordon-Gleichung. Sie wurde von Schrodinger am Ende
seiner vierten Mitteilung angegeben und fast gleichzeitig von verschiedenen anderen Au-
toren gefunden [19]. Schrodinger merkte aber bald, dass seine relativistische Gleichung die
Feinstruktur des Wasserstoffspektrums nicht erklaren konnte und beschréinkte sich danach
auf den nichtrelativistischen Grenzfall. Uber diesen Umweg fand er dann seine nichtre-
lativistische Wellenmechanik, die bisher in dieser Vorlesung behandelt wurde. Zusétzlich
hatte die Klein-Gordon-Gleichung Probleme mit der Positivitdt der Wahrscheinlichkeit-
samplitude und dieses Problem wurde erst spater von PAULI und WEISSKOPF gelost.

Die Verallgemeinerung der Quantenmechanik auf eine mit den Prinzipien der speziellen
Relativitatstheorie vertragliche Theorie ist nicht ganz einfach und hat ungewohnliche Kon-
sequenzen. Zuerst erinnern wir an die Lorentztransformationen die den Ubergang zwischen
Inertialsystemen beschreiben. Die Elemente einer relativistischen Quantentheorie trans-
formieren kovariant unter Lorentztransformationen und daher ist ein gutes Verstédndnis
der Transformation von Koordinaten, Impulsen oder Feldern beim Wechsel des Inertialsys-
tems sehr hilfreich. Nach diesen Vorbereitungen wird es uns leicher fallen, eine kovariante
Wellengleichung fiir spinlose skalare Teilchen, wie zum Beispiel - oder K-Mesonen, zu
finden. Wir werden danach sehen, wie die Wellengleichung in Anwesenheit von elektro-
magnetischen Feldern modifiziert wird.
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6.1 Poincare Transformationen

Im folgenden sei M die 4-dimensionale Minkowski-Raumzeit (MUNDIS, MINKOWSKI). Die
Punkte im affinen Raum M sind FEreignisse. Unser Bezugssystem sei ein Inertialsystem
I (durch Fixsterne gegeben). Ereignisse werden durch ihre Zeit, gemessen mit Uhren,
welche relativ zum System ruhen und durch Lichtsignale synchronisiert sind, und ihre
kartesischen Koordinaten charakterisiert.

In einem gewahlten Koordinatensystem wird jedes Ereignis durch seine Zeit und seinen
Ort, also durch die 4-Koordinaten

0

x
X! ct
p— p— 6-1
28

eindeutig charakterisiert. Oft schreiben wir auch z = (2*); u =0, 1,2, 3. Die Differenzen
von Ereignissen definieren einen 4-dimensionalen Vektorraum V, den Tangentialraum zu
M. In einem Koordinatensystem haben Elemente aus V' die Form

¢ =(€,¢.,€,8) baw. £=(¢").

Auf dem Tangentialraum V fithren wir eine Bilinearform ein,

(&m) =&"" =&t — & — &P, (6.2)
welche mit Hilfe des metrischen Tensors
1 0 0 0
G= 8 _01 _01 8 = (gw) baw. G7'=(¢g")
0 0 0 -1

folgendermafen geschrieben werden kann

(é.’ 7]) = Z#V guuﬁuﬂy = ﬁTGU (63)

Dann ist der lorentzinvariante Abstand zweier Ereignisse mit Raumzeit-Koordinaten x
und y gleich

d(l’, y) = (57 5)7 wobei 5 =Yy— (64>

der Differenzvektor zwischen den Ereignissen ist. Indices werden mit g, und ¢g"” hinunter-
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oder hinaufgezogen, zum Beispiel gelten

§u = gws” baw. &"=g"¢,, sodass (§n) =", ="

Wir betrachten nun ein zweites Inertialsystem I’ (das gestrichene System), welches relativ
zum urspriinglichen ungestrichenen System in konstanter gleichformiger Bewegung ist.
Das Aquivalenzprinzip der speziellen Relativitétstheorie besagt nun, dass die Naturgesetze
in allen Inertialsystemen gleich aussehen. Insbesondere ist die Lichtgeschwindigkeit in allen
Inertialsystemen gleich (Michelson-Morley-Experiment).

Ein Punktereignis werde nun im Inertialsystems I durch die Koordinaten x und im In-
ertialsystems I’ durch die Koordinaten x’ beschrieben. Der Zusammenhang zwischen den
Koordinaten hat die Form

" =a" + f*(x), wobei f*(0)=0 und a" = konstant
angenommen werden kann. Wegen der Homogenitédt des Raumes sind

2 =gt — at
ebenfalls Koordinaten in einem Inertialsystem [”. Es gilt dann
™ = fMz) mit fHx=0)=0.

Wir wollen nun einsehen, dass die f* lineare Funktionen sein miissen. Wir benutzen in
den beiden Inertialsystemen I und I” gleiche Léngenmafsstibe und gleiche Uhren. Ein
Ereignis habe in I die Koordinaten x und in I” die Koordinaten z”. Nun messen wir in
beiden Systemen in Millimeter statt Meter und in Millisekunden statt Sekunden. Dann
hat das Ereignis in den beiden Inertialsystemen die Koordinaten 1000 - x und 1000 - 2/
Wire dem nicht so, dann gébe es eine physikalisch ausgezeichnete Langenskala. Also sind
die Koordinaten in einem Inertialsystem lineare Funktionen der Koordinaten in einem
anderen Inertialsystem:

e M v
't = AL xY
beziehungsweise

o = Aa¥ +a — o' = Az + a. (6.5)

Seien nun x die Koordinaten einer zur Zeit y° am Orte y ausgesandten Lichtwelle in I.
Beziiglich I’ wird diesselbe Lichtwelle zur Zeit 4 am Orte y’ ausgesandt und hat die
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Koordinaten y. In beiden Inertialsystemen ist die Lichtgeschwindigkeit gleich, so dass gilt
0=(r—y) Gx—y) = (' —y)'G ~y) = (z -y ATGA(z —y).
Eine hinreichende und notwendige Bedingung dafiir ist
ATGA = k(NG mit k(1)=1 und ~&(A)>0.
Ist k # 1, dann konnen wir durch eine Mafsstabsdnderung
 — Era

stets k = 1 erreichen. Wir wollen also nur Matrizen A betrachten, welche die Bedingung

ATGA = G <= N%9asM', = gy (6.6)

erfiillen. Fiir solche Transformationen ist das relativistische Abstandsquadrat zweier Er-
eignisse z,y im Minkowski-Raum unabhéngig vom Inertialsystem,

(@' =) =@ —y)'GE —y) = (x—y)" Gz —y) = (x—y). (6.7)

Die linearen Abbildungen (6.5) zwischen zwei Inertialsystemen bilden die sogenannte
Poincare- oder inhomogene Lorentzgruppe, die mit ¢L bezeichnet wird,

iL={(\a)lacV,A e L(V),AN"GA =G}, (6.8)
mit der Gruppenmultiplikation
(A2, a2)(A1,a1) = (A2A1, Asaq + az). (6.9)
Die Poincaregruppe ist das semidirekte Produkt von

e der normalen Untergruppe der
Raumzeit-Translationen  (inklusive
den Zeitverschiebungen)

ot — ' = 2t + a”
¥ =z4+a  (6.10)

e mit der Untergruppe der Lorentz-

Vorwérts-
Lichtkegel

Transformationen (rdumliche Drehun-
1 gen und Lorentzboosts)

/ e
1'3 v
¥ = Ax. (6.11)
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Wegen (6.6) gilt
det AT det A = (det A)> =1 oder detA = #1.

Ist ein Vektor & zeitartig, d.h. ist (£,£) > 0, dann ist auch der transformierte Vektor
& = A zeitartig. Deshalb bildet A den Vorwdrtslichtkegel

V, = {£€>0,(6,6) >0} (6.12)
entweder in sich, oder in den Rickwdrtslichtkegel
Vo= {€" < 0,(6,€) > 0} (6.13)

ab. Im zweiten Fall wird die Zeitrichtung umgekehrt. In der Tat, das 00-Komponente der
Matrixgleichung (6.6) lautet ausgeschrieben

A% gaﬁAﬁo =1=(A9)? - Z(Aio)2>

(2

und impliziert (A%)? > 1. Fiir A% > 1 wird der Vorwiirtslichtkegel in sich abgebildet und
fir AO0 < —1 in den Riickwartslichtkegel. Das Vorzeichen der Determinante von A und
dasjenige von AY, kénnen zur Klassifizierung der Elemente der Lorentzgruppe verwendet
werden. Entsprechend zerfallt diese in 4 Zusammenhangs-Komponenten

L=rluLlurt urt, (6.14)
mit folgender Bedeutung fiir die Indizes:
+: detA==+1 , 7:keine Zeitumkehr (A} >1) , |: Zeitumkehr (Af <—1).
Unter Einfithrung der Raumspiegelung P, Zeitumkehr 7" und Raumzeit-Spiegelung PT
P=-T=G und PT =-14

ist jede Lorentz-Transformation dann aus

LLuPLl UTLL U PTLL. (6.15)

Die Menge LL der eigentlich orthochronen Lorentz-Transformationen enthalten weder
Zeitumkehr noch Spiegelungen und bilden eine normale Untergruppe der Lorentzgrup-
pe. Insbesondere ist 1 € LL. Die Transformationen in PLL heissen uneigentlich ortho-
chron, diejenigen in TLL zeitspiegelungsartig und diejenigen in PTLL raumzeitspiege-
lungsartig. Mit der Lorentzgruppe zerféllt auch die Poincaregruppe in 4 Zusammenhangs-
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Komponenten

il =4L} ULl Uill uilt. (6.16)

6.1.1 Die Lie-Algebra der Lorentzgruppe

Die Gruppe der Lorentz-Transformationen besteht aus den reellen 4 x 4-Matrizen, welche
A'"GA=G oder A%gash’, = g (6.17)

erfiillen. Es ist die einfache Liegruppe O(1,3), bestehend aus 4 Zusammenhangskompo-
nenten. Die Untergruppe der Matrizen mit det A = 1 bezeichnet man mit SO(1, 3). Sie
enthélt zwei Zusammenhangskomponenten.

Ahnlich wie bei bei den Drehungen im Raum betrachtet man eine einparametrige Familie
A(s) von Lorentz-Transformationen mit A(0) = 1, und definiert die Erzeugenden der

SO(1,3) geméf

d o _ o
W= EA($)|5=0 bzw. W% = EA 5l s—o0- (6.18)

Leiten wir (6.17) an der Stelle s =0 ab, dann finden wir folgende lineare Bedingung fiir
die infinitesimalen Erzeugenden

(G +Gw =0 bzw. W% Gorw + 9upW” = w,, +wy, = 0. (6.19)

Jede Linearkombination von Erzeugenden ist wieder eine Erzeugende und deshalb bilden
die Erzeugenden einen linearen Raum. Der Kommutator zweier Erzeugenden,

[wl, CUQ] = W1Wy — Wa1 = —[UJQ, wl] (620)
ist ebenfalls ein erzeugendes Element. Es gilt die Jacobi-Identitat
w1, [wa, wa]] + [wa, (w1, wal] + [wa, [wa, wi]] = 0.

Einen Vektorraum mit schiefsymmetrischen Produkt das die Jacobi-Identitét erfiillt nennt
man Lie-Algebra. Die infinitesimalen Lorentz-Transformationen bilden eine Lie-Algebra.
Es ist die Lorentz-Algebra so(1,3). Nach (6.19) kénnen die Elemente von so(1,3) (nach
herunterziehen eines Index) mit den schiefsymmetrischen reellen 4 x 4-Matrizen identifi-
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ziert werden. Die Erzeugenden kénnen wie folgt parametrisiert werden:

0 —p —Qy —Q3
- 0 —05 0y
— Q9 93 0 —91
—Q3 —92 91 0

(W) =w(a,8) = (6.21)
Fiir ¢ = 0 beschreibt die zugehorige 1-parametrige Untergruppe
A(0,0e) = e it e-e=1,

eine Drehung um die Achse e mit dem Winkel 6, wie Sie bei der Diskussion von rdumlichen
Drehungen in der Quantenmechanik I oder der klassischen Mechanik gelernt haben. Die
eigentlichen Drehungen bilden eine Untergruppe der Lorentzgruppe bestehend aus den

1 of
A_<0 R)’ R € SO(3).

Matrizen

Fiir 8 = 0 beschreibt die 1-parametrige Untergruppe

cosh(a) —sinh(a) - €T )

—sinh(a)e 13+ (cosh(a) —1)ee” (6.22)

A(ae,0) = ev(&0x — (
Boosts in Richtung des Einheitsvektors e = &. Wie man leicht sieht (man transformie-
re z.B. den Impulsvektor eines ruhenden Teilchens) héngen o und e mit der Relativ-
Geschwindigkeit v der beiden Inertialsysteme wie folgt zusammen:

cosh(a) = ! = und  sinh(«a)-e = —v- 3, 8= % (6.23)

=7

V1= 32
Bewegt sich zum Beispiel das Inertialsystem I relativ zum Inertialsystem I’ mit der Ge-
schwindigkeit v = vey, so lautet die Lorentz-Transformation

vy 8 0 0
A= 706 g (1) 8 (6.24)
0 0 01
und entsprechend ist
¥ =7y (2" + pat) , 2% =2?
Ny YU R S (6.25)

Ruht ein Teilchen im Ursprung des Inertialsystems 7, so bewegt es sich mit der Geschwin-
digkeit v in 1-Richtung im Inertialsystem I’.
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Fiir den Kommutator zweier infinitesimalen Erzeugenden findet man
w(a,8),w(d,0))=w(—arl +a’ NO,ONE —a ). (6.26)
Als Basis der Lorentz-Algebra wahlen wir die Matrizen L; und §2; in der Entwicklung

3 3
i=1 i=1

Diese haben die explizite Form

0 -1 0 0 0O 0 -1 0 0O 0 0 -1
-1 0 0 0 0O 0 0 O 0O 0 0 0
L=l o o0l 10 0 o' 0o 00 olE®
0 0O 0 0 0O 0 0 0 -1 0 0 0
und
00 0 O 0O 0 0 0 00 0 O
00 0 O 0 0 01 00 -1 0
=100 1% o 0o 0ool"™ o1 0 o (6.29)
001 0 0 -1 0 0 00 0 O
Wegen (6.26) lauten die Kommutatoren dieser Basiselemente

Im Gegensatz zur Drehgruppe ist die Lorentzgruppe eine nicht-kompakte Liesche Gruppe
vom Rang 2. Es konnen also genau zwei Erzeugende aus so(1, 3) gleichzeitig diagonalisiert
werden.

6.2 Klein-Gordon Gleichung

Ein nichtrelativistisches Teilchen hat die Energie-Impuls Beziehung

E = o (6.31)
welche bei einer Galilei-Transformation in ein neues Inertialsystem unverdndert bleibt. In
der Quantenmechanik sind die Energie und der Impuls eines Teilchens mit der Phasen-
anderung der Wellenfunktion in Zeit und Raum verkniipft. Damit ein freies Teilchen die
Energie-Impuls-Relation (6.31) hat, muss seine Wellenfunktion

¢(t’ m) _ 6i(p-w—Et)/h
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die Schrodingergleichung
1 (B )\
ihowp = 5— (TV) (0
2m \ @

erfiillen. Also kann man die Schréodingergleichung aus der Energie-Impuls-Beziehung (6.31)
gewinnen, wenn man die Korrespondenzregel

h h

in (6.31) einsetzt und das Resultat auf eine Wellenfunktion ¢ wirken lésst. Diese Vorge-
hensweise werden wir nun auf relativistische Teilchen iibertragen.

Mit Hilfe des 4-er Impulses

)= (7)) v 0= () (6.33)

lautet die kovariant geschriebene Korrespondenzregel

pp — th0,. (6.34)

Die relativistische Verallgemeinerung der Energie-Impuls Beziehung (6.31) ist

(p7p) = gw}p,upu = m2C2 (635)

und besagt, dass das lorentzinvariante Quadrat des Viererimpulses eines Punktteilchens
proportional zum Quadrat seiner Ruhemasse m ist. Fiir ein ruhendes Teilchen mit p = 0
ist (6.35) die berithmte Einsteinsche Formel £ = mc?. Vermittels der Korrespondenzre-
gel (6.34) ergibt sich aus der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung dann der Klein-
Gordon-Operator (besser wére Schrédinger-Operator)

(p7p> = _h2gﬂl’a“ay = —h*0 = m?*c? (636)

und die entsprechende kovariante Wellengleichung

m2c?
(m+ h2 )¢E(D+u2)¢=0, (6.37)
ist die freie Klein-Gordon-Gleichung. Hier ist O = 92 — A der aus der Elektrodyna-
mik wohlbekannte D’Alembertsche Wellenoperator und p = mc/h die inverse Compton-
Wellenlinge des Teilchens. Die Klein-Gordon-Gleichung ist lorentzinvariant, da der 4-er
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Gradient ein Vektor ist,

0 ox'® 9 L0
FRT o S ZAM e = aLA°, (6.38)

e} e}

Oy

und deshalb der Wellenoperator sich beim Ubergang zwischen Inertialsystemen nicht #n-
dert,

0= 0,0,9" = 00NN g" = 0,039 = . (6.39)

Erfillt ¢(z) die Klein-Gordon-Gleichung im Inertialsystem 7, dann erfiillt ¢/(z") = ¢(x)
diese Gleichung im Inertialsystem I’.

6.2.1 Probleme mit der Wahrscheinlichkeit

In der Schrédingerschen Theorie erfiillen die positive Dichte p = 179 und die Stromdichte
j ~ (V) eine Kontinuititgleichung. Es folgt die zeitliche Konstanz der integrierten
Dichte und diese Eigenschaft ist wichtig fiir die Interpretation von p als Wahrschein-
lichkeitsdichte. Auf der Suche nach einem Kandidaten fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte
der relativistischen Klein-Gordon-Gleichung finden wir nun ebenfalls eine die Kontinui-
tatsgleichung erfiillende 4-er Stromdichte j#. Dazu bemerken wir, dass mit ¢ auch das
komplex-konjugierte Feld ¢ die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt, so dass

6.37
6106 — 906" "2 12 (¢ — po') = 0
gilt, oder, da die linke Seite eine 4-er Divergenz ist,
O (gb*@”gb — gb@“qﬁ*) =0.

Deshalb gehort zu jeder Losung der Klein-Gordon-Gleichung eine kovariant erhaltene 4-er
Stromdichte

i
Q" =0, jh= ;—m (10" — g9 . (6.40)

Dieser ist der zur Invarianz der Klein-Gordon Gleichung unter Phasentransformationen
der Wellenfunktion gehérende Noetherstrom. Wegen

80/j0d3x:—/divj:—7{n~j,
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wobei wir den Gaussschen Satz benutzten, verschwindet die linke Seite fiir einen im réum-
lich Unendlichen verschwindenden Strom j. Deshalb ist

o [ @rp=0. wobei p= 1= S (61010 - 006" (6.41)

ot 2mc?

die Dichte zur zeitlich erhaltenen Grofe [d*zp ist. Diese Grofe ist ein Skalar unter
Drehungen im Raum. Deshalb ist p ein Kandidat fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte, analog
zu vT1) in der nichtrelativistischen Wellenmechanik.

Da aber die Klein-Gordon-Gleichung die zweite Zeitableitung enthélt, ist eine Losung
¢(t, ) nur durch Vorgabe von (beliebig wihlbaren) Anfangsdaten ¢ und O0.¢ zu einer
Anfangszeit t, bestimmt. Wie man aber leicht einsieht, kann fiir beliebige ¢ und 0,¢
die Dichte p beide Vorzeichen annehmen. Deshalb ist p keine Wahrscheinlichkeitsdichte.
Stattdessen wird ep als elektrische Ladungsdichte zu interpretieren sein. Die Erhaltungs-
groke e [ dx p ist dann die zeitlich erhaltene elektrische Ladung des durch ¢ beschriebe-
nen Systems. Im Gegensatz zur Wahrscheinlichkeitsdichte kann die Ladungsdichte beide
Vorzeichen annehmen wenn wir erlauben, dass ¢ geladene Teilchen und entgegengesetzt
geladene Antiteilchen beschreibt. Mit dieser Uminterpretation beschreiben reelle Felder
neutrale Teilchen wie z.B. das ungeladene Pion 7%, da fiir reelle ¢ die Ladungsdichte p
verschwindet.

6.2.2 Losungen mit positiver und negativer Energie

Fiir ein freies Teilchen in Ruhe ist p* = (mc, 0) = (hu, 0), und die Losungen der Klein-
Gordon-Gleichung

0o = 0o =46 (6.42)

lauten exp(=£iuct). Wegen der Korrespondenzregel E — iho; sind die Losungen mit posi-
tiver Energie

¢ — e—iuct

Nun transformieren wir auf ein Inertialsystem, welches sich relativ zum ruhenden Teilchen
mit —v bewegt. In diesem System hat das Teilchen die Geschwindigkeit v und den 4-er
Impuls

(p") = (E'/e,p’) = ym (c, v), (6.43)
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so dass im neuen System die Wellenfunktion folgendermafen aussieht
¢/($/) _ ¢($) — e~ lnet e—i(p,gc)/h _ e_i(il’/w/)/h'

Also hat die Wellenfunktion eines Teilchens mit Geschwindigkeit v und positiver Energie
E die Form

¢ = ' PeE/, (6.44)

Der zu dieser Losung gehdrende erhaltene 4-er Strom lautet

E . D
p=—35 und j=-—=)pv.
mc m

Dabher ist die (3-er)Stromdichte gleich der Dichte mal der Geschwindigkeit. Ein ruhendes
Teilchen mit negativer Energie hat die Wellenfunktion

¢ — eiuct
mit zugehoriger Dichte p = —1. Nach einer Lorentz-Transformation fiihrt dies zu der
Wellenfunktion
¢ = e " PelED/R it | Bl = 4/m2ct + 2p 2. (6.45)

Wie man leicht nachrechnet ist der zu dieser Losung gehorende erhaltene 4-er Strom

p= Bl =P
mc m

und hat daher eine negative Dichte. Wenden wir die Korrespondenzregel auf diese Losung
an, so wiirden wir schliessen, dass die Energie —|E| = —ymc? mit zunehmender Geschwin-
digkeit immer kleiner wiirde und nach —oo strebt. Beide Probleme, also die der negative
Dichte und negativen Energien kénnen nun gleichzeitig gelost werden, wenn wir eine Lo-
sung der Klein-Gordon-Gleichung mit negativer Energie als Antiteilchen mit positiver
Energie E und (ep,ej) als deren Ladungs- bzw. Ladungsstromdichte um-interpretieren.
Damit zeigt der Strom eines Antiteilchens in die entgegengesetzte Richtung wie seine Ge-
schwindigkeit, wie erwartet. Diese Uminterpretation der Losungen mit negativer Energie
fiihrt zu einem konsistenten Bild das sich experimentell vielfach bewéhrt hat. Wenn zum
Beispiel ein geladenes skalares Teilchen mit Ladung e an das elektromagnetische Feld
koppelt, dann muss sein Antiteilchen mit der entgegengesetzten Ladung —e koppeln. Dies
wollen wir nun nachpriifen.
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6.2.3 Kopplung ans elektromagnetische Feld
In der Mechanik haben Sie bei der Diskussion von geladenen Teilchen in dufseren elektro-
magnetischen Feldern gelernt, dass die Ersetzungen
E— E—e¢p und p—>7r:p—EA (6.46)
c

in der Hamiltonfunktion des freien Teilchens auf diejenige des geladenen Teilchens fiihrt,
deren kanonische Gleichungen gerade die Lorentzschen Bewegungsgleichungen sind. Die
entsprechenden Korrespondenzregeln

h
E —ihd,—ep und p — -V — ‘A (6.47)
1 c

ergeben die Schrodingergleichung fiir geladene Teilchen in elektromagnetischen Feldern.

In der relativistischen Formulierung werden das skalare und vektorielle Potential zu einem
4-er Eichpotential zusammengefasst:

(AM) = (A" A A% A%) = (¢, A)
(AM) = (A07 Ala A2a A3) = (¢a _A) (648)
Mit diesem 4-er Vektorpotential lauten die kovariant geschriebenen Ersetzungs- und Kor-
respondenzregeln
e : e
Pu = Pp — ;Au — ih (0, + %AM . (6.49)

Hier erscheinen auf der rechten Seite die kovariante Ableitungen

1€

D=8+

A, (6.50)

die in relativistisch kovarianten Fichtheorien eine wichtige Rolle spielen. Diese sind in der
Tat eichkovariant, da sie unter Eichtransformationen A, — A = A, — 9, kovariant
transformieren:
ie je)/he ie —ieA/he
DM(A,) = 0M + %A; = 626 / <0M + %AM) e ied/

M (A) emieMhe, (6.51)

Der Kommutator zweier kovarianten Ableitungen lautet
e

€
[D;u Du] = % (8uAu - &jAp) = %F‘uy, (652)
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und ist damit proportional zum eichinvarianten antisymmetrischen Feldstdrketensor

0 E1 E2 E3
—E1 0 —Bg Bg

F,, = B, B 0 B (6.53)
—FE3 —By B 0
Die Umkehrung von (6.53) lautet
1
1
B, = _§€ijk}7jk = _EijkﬁjAk <~— B=Vx A. (654)

Um die relativistische Wellengleichung fiir geladene spinlose Teilchen in einem elektro-
magnetischen Feld aufzustellen, miissen wir in der Gleichung oberhalb (6.37) nur die ge-
wohnlichen Ableitungen durch kovariante ersetzen. Dies fiihrt dann auf die Klein-Gordon-
Gleichung

m=c

2.2
(D, D"+ pi?) ¢ = <g‘“’D#D,, + F) ¢ =0. (6.55)

Wegen der Kovarianzeigenschaft (6.51) von D, unter Eichtransformationen folgt sofort,
dass, falls ¢ die Klein-Gordon-Gleichung im Potential A, 16st, die eichtransformierte Wel-
lenfunktion

¢'(z) = e N g() (6.56)
die Klein-Gordon-Gleichung im eichtransformierten Eichpotential A, = A, — 9, A 16st.

Sei nun ¢ eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung mit Ladung e. Offensichtlich ist dann
das komplex konjugierte Feld eine Losung mit Ladung —e:

(D*(e) + 1) ¢ =0 => (D*(—e) + p?) ' =0 (6.57)
da Dy (e) = D,(—e) ist.
Ubungsaufgabe: Zeige, dass der 4-er Strom
4 ih _
G = (¢TDM¢ _ ¢DM¢T)
2m

erhalten ist, 0,j* = 0. Benutze beim Beweis die Klein-Gordon-Gleichungen (6.55) und
(6.57).
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Ausgeschrieben lauten die Ladungs- und Ladungsstromdichte

ih e e
- (o geme(a-51)9)

6.2.4 Ladungskonjugation

Wir haben gesehen, dass falls ¢ die Klein-Gordon-Gleichung mit Ladung e und Masse m
16st, das komplex konjugierte Feld ¢ die Klein-Gordon-Gleichung mit Ladung —e und
derselben Masse 16st. Nun ist aber ein skalares geladenes Teilchen genau durch seine Masse
und Ladung charakterisiert und die Umkehrung der Ladung entspricht dem Ubergang zum
Antiteilchen. Wir sehen, dass die relativistische Theorie fiir Skalarteilchen die Existenz des
Antiteilchens mit derselben Masse aber umgekehrter Ladung voraussagt. Fiir die Felder
ist die Ladungskonjugation, welche einem Teilchen sein Antiteilchen zuordnet, gegeben

durch

$(x) — de(z) = '(2). (6.59)
Speziell fiir eine ebene Welle

— pilpz=Et)/h __ o _ —ilpz—Et)/h
p=e o =e .

Also ist das ladungskonjugierte Feld einer negativen Energie-Losung eine Losung mit
positiver Energie und umgekehrter Ladung. Um also Losungen mit negativer Energie zu
interpretieren, komplex konjugieren wir diese und sehen sie als Losungen mit positiver
Energie und umgekehrter Ladung an.

Wie erwartet kehrt der 4-er Strom unter der Ladungungskonjugation das Vorzeichen um
=" (6.60)

Falls p nicht zu Null integriert, konnen wir die Losungen so normieren, dass der Zustand
die Ladung e oder —e hat:

Q= e/d?’xp(t,m) = +e.

Der Zustand mit ) = e beschreibt ein Teilchen, derjenige mit () = —e ein Antiteilchen.
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6.3 Pionische Atome

Ein relativistisches, geladenes Spin-0 Teilchen (z.B. ein negativ geladenes Pion 7~) be-
wege sich im Coulombfeld eines (unendlich schwer angenommenen) Kerns. Wir werden
die gebundenen Energie-Eigenzustinde bestimmen. In einem statischen Potential ist die
Energie F erhalten und der entsprechende Zustand mit positiver Energie hat die Form

olt, @) = (). (6.61)
Die Ladungsdichte
ep = ——(E — eA(@))|(a)]” (6.62)

hat dasselbe Vorzeichen wie e im klassischen Bereich E > eAy und das entgegengesetzte
Vorzeichen im unklassischen (Tunnel) Bereich E < eAy. Deshalb ist die Wellenfunktion
eines Teilchen im Potential eine Uberlagerung von Lisungen zu freien Teilchen und Anti-
teilchen. Die Teilchen halten sich dabei vorwiegend in Gebieten mit kleinen eAy und die
Antiteilchen in Gebieten mit grofen e Ay auf. Dieses Phédnomen nennt man die Polarisation
des Vakuums oder kurz Vakuumpolarisation.

Fiir wasserstoffahnliche pionische Atome wéhlen wir das 4-er Potential

eAdg=—— und A; =0 (6.63)
mit 7 = |z| und die entsprechende Klein-Gordon-Gleichung lautet
(D§ — &+ 1) o(t, z) = 0.

Sie kann relativ schnell gelost werden. Setzen wir (6.61) ein, so finden wir
Ze?\?
(E + 7) o(x) + W' A (z) —m*c'¢(x) = 0. (6.64)

Der Differentialoperator kommutiert mit L? und mit L3 und die Losungen diirfen folgen-
dermafen angesetzt werden:

O() = fre(r)Yem(0, 9).

Wegen 72/ = rd*r — L? lautet die radiale Klein-Gordon-Gleichung fiir die Funktion f,,

E? 1 (0 +1) — (Za)? 27e* FE
(?_m2c2)fn6+h2(;872»7’_ ( ) <a))fné+ €gfné:0’

72 r

wobei wir die dimensionslose Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante o = e*/he benutzten.

A. Wipf, Quantenmechanik II



6. Klein-Gordon-Gleichung 6.3. Pionische Atome 119

Wir verschieben nun Drehimpuls, Masse und Energie geméf
E2
W0 4+1)=L0l+1)—(Za)*, m'=E/c* und 2m'E = = m?c?.

Mit diesen neuen Parametern schreibt sich die radiale Gleichung folgendermafsen:

2 1 (! !/ 2
h@%_hﬂ(f —|—1)+2mZe)

r 72

f=o.

<2m’E’ +

Wir erkennen die Radialgleichung fiir das Schrodingersche Coulombproblem wieder, aller-
dings mit dem wichtigen Unterschied, dass ¢’ nicht mehr ganzzahlig ist. Die Losungen sind
durch sogenannte Whittaker-Funktionen gegeben und die gebundenen Zustéande haben die

Energien
mc?
E = , (6.65)
V14 (Za/n')?
mit
n=0+1+v, v=0,1,2,... und E':—%jt\/(ﬁ—l—%)?—(Za)?.
Die ¢’ und die Energien sind nur reell fiir
1 137
((+3)" > (Za) <= Z < 5~ ~ - (6.66)

Um die Verwandtschaft zum Wasserstoffspektrum zu illustrieren schreiben wir n’ um

n' = (u+£+1)—(£+%)+\/(£+%)2—(Za)2
N———

=n

= n—(l+3)+/ ., n=0+10+2,....

Offensichtlich spielt n diesselbe Rolle wie die Hauptquantenzahl beim nicht-relativistischen
Wasserstoffatom. Entwickeln wir in Potenzen der Feinstrukturkonstanten, so finden wir

Z2%e? Z%a? n 3
E,;~mc? — 1 — - ) :
¢~ me = o ( + = (6 1 4>> (6.67)

Der erste Term ist die Ruheenergie, der zweite die nichtrelativistische Energie eines

H-artigen Atoms und der letzte Term ist die relativistische Feinstruktur, welche die
¢-Entartung aufhebt. Werden auch noch die Vakuumpolarisationseffekte (0,5 Prozent-
Effekt) beriicksichtigt, dann ist diese Formel fiir das Termschema von pionischen Atomen
in guter Ubereinstimmung mit den experimentell gemessenen Spektren. Vernachlissigt
man die starke Wechselwirkung, so ergeben sich folgende dominante Beitrage zur elektro-
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magnetischen Bindungsenergie des 1s-Zustandes im pionischen Wasserstoffatom [10]:

Bindungsenergie [eV]
Coulombwechselwirkung fiir Punktteilchen 3235.156
Korrekturen aufgrund der endlichen Gréfse von p und 7~ —0.102
Vakuumpolarisation bis Ordnung o? 3.246
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Kapitel 7

Das Diracsche Elektron

If one is working from the point of view of getting beauty into one’s equation,
. one is on a sure line of progress.

P.A.M. Dirac, 1963

Die Diracsche Theorie des Elektrons ist der erste wirksame Versuch, die Wellenmechanik
relativistisch invariant zu machen. Beim Auffinden seiner Gleichung war DIRAC! mehr
durch die Unvertréiglichkeit von Wellengleichungen mit zweiter Zeitableitung und seiner
in diesen Jahren entwickelten Transformationstheorie irritiert [9]. Deshalb suchte er fiir
das Elektron eine Wellengleichung erster Ordnung in den Ableitungen. 1927 realisierte
er, dass fiir ein 4-komponentiges Elektronenfeld eine derartige Gleichung erster Ordnung
relativ leicht gefunden werden kann. Die entsprechende Dirac-Gleichung impliziert dann
automatisch, dass ein Elektron den Spin /A/2 und ein magnetisches Moment hat. Auch
das Wasserstoff-Spektrum mit Feinstruktur wird richtig beschrieben. Allerdings enthélt
die Theorie unendlich viele Zustédnde mit beliebig negativer Energie. Hier benutzte Di-
RAC das Pauli-Prinzip, um einen Ausweg aus diesem scheinbaren Dilemma zu finden:
Er postulierte, dass im Vakuum alle Zustdnde mit negativer Energie besetzt sind, wie
in der linken Figur der folgenden Abbildung skizziert. Dabei bedeuten ausgefiillte Kreise
besetzte und nicht ausgefiillte Kreise unbesetzte Zustdnde. Locher in diesem sogenannten
Diracsee miissen dann als Spin % Teilchen mit positiver Ladung interpretiert werden.

Durch den Ubergang eines See-Zustandes in einen Zustand mit positiver Energie entste-
hen ein e~ und ein Loch, d.h. ein positiv geladenes reales Teilchen, und die Teilchenzahl
ist nicht mehr erhalten. Deshalb ist Diracs Elektronentheorie natiirlicherweise eine Mehr-
teilchentheorie und keine Einteilchentheorie.

!Siehe http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Dirac.html fiir den Le-
benslauf von PAUL ADRIAN MAURICE DIRAC.
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Da es zu jener Zeit unpopuldar war neue Teilchen in eine Theorie einzufiihren, hat DIRAC
seine Gleichung als Theorie fiir Elektronen und Protonen verdffentlicht. Bald danach zeigte
HERMANN WEYL jedoch, dass Elektronen und Lochzustinde die gleiche Masse haben
miissen. Gliicklicherweise lies die Entdeckung dieser hypothetischen Lochzustdnde, der
Positronen (e™) nicht lange auf sich warten. 1932 fand ANDERSON das Positron in der
kosmischen Strahlung.

7.1 Diracgleichung fiir freie Elektronen

Nachdem wir im letzten Kapitel die Wellengleichung fiir spinlose Teilchen diskutierten,

untersuchen wir hier die Wellengleichungen fiir Teilchen mit Spin 1, also Elektronen,

29
Muonen, Neutrinos, etc. Da fiir ein nichtrelativistisches Teilchen mit Spin 1/2 die Wel-
lenfunktion zwei Komponenten hat, erwarten wir, dass auch die Wellenfunktion eines

relativistischen Elektrons mehrere Komponenten aufweist. Sei also
v:M>3x— P(zx) e C” (7.1)

das Elektronenfeld. Nach unseren Bemerkungen zum Problem mit der Wahrscheinlichkeit
fiir Wellengleichungen die eine Zeitableitung zweiter Ordnung enthalten, suchen wir eine
Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit. Eine relativistisch kovariante Wellen-
gleichung muss dann auch erster Ordnung in den raumlichen Koordinaten sein. Deshalb
machen wir den Ansatz

((v;p) —me)p =0 mit (y,p)="p,=p und "€ L(C"). (7.2)

Wir benutzten die Einsteinsche Summenkonvention und p,, = ihd,. Man schreibt fiir v#a,,
meistens ¢ (a-slash). Die Wellengleichung soll kovariant sein und weiterhin die relativisti-
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sche Energie-Impuls Relation

((p,p) —m??) =0 (7.3)

nach sich ziehen. Man rechnet

(p+me) (p —me) ¥ = (pp — m**) ¢ =0

und schliefst, dass

v 1 14 14 ' 74
P =7""upe = 5 (V" Y )pupe = 9" P 1

gelten muss. Hier ist es angebracht, den Antikommutator {A, B} = AB + BA von A und
B einzufithren. Wir folgern, dass die Gamma-Matrizen y* folgende Antikommutations-
Regeln erfiillen miissen:

{7} = 2¢"1. (7.4)

Die Wellengleichung (7.2) erster Ordnung impliziert also die Klein-Gordon-Gleichung (7.3)
zweiter Ordnung, falls die 4 Matrizen v* € L£(C") die Dirac-Algebra (7.4) erfiillen. Der
folgende Satz besagt, dass die Wellenfunktion in (7.3) mindestens 4 Komponenten haben
muss:

Satz: FEs gibt (bis auf Aquivalenz) nur eine irreduzible Darstellung der Antikommutati-
onsregeln (7.4), und diese ist 4-dimensional, n=4.

Haben wir 4 Matrizen v* gefunden welche die Dirac-Algebra erfiillen, dann erfiillen auch
die konjugierten Matrizen

A =U~N*U! (7.5)

fiir jedes invertierbare U die Dirac-Algebra. Darstellungen, welche auf diese Art auseinan-
der hervorgehen, heissen dquivalent. Da es zu jeder Darstellung unendlich viele dquivalen-
te Darstellungen gibt, kann ein Eindeutigkeitssatz immer nur bis auf Aquivalenz gelten.
Weiterhin erfiillen zum Beispiel auch die 8 x 8 Matrizen

= (70“ fu) (7.6)

die auf C*x C* operieren, die Dirac-Algebra, falls die v* dies tun. Aber die 4* sind nur zwei
Kopien der urspriinglichen +’s und entsprechend ist die zu ihnen gehorige Dirac-Gleichung
nur zweimal die mit y* gebildeten Dirac-Gleichung. Die 4* lassen die beiden C* invari-
ant, d.h. jeder Vektor im ersten (zweiten) Unterraum C* wird in denselben Unterraum
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abgebildet. Eine Darstellung, die invariante Unterrdaume hat heisst reduzibel und eine die
keinen invarianten (echten) Unterraum hat irreduzibel. Aus jeder irreduziblen Darstellung
kann man beliebig viele reduzible machen, wie zum Beispiel in (7.6). Deshalb kann sich
ein Eindeutigkeitssatz fiir Darstellungen nur auf irreduzible Darstellungen beziehen.

Um obigen Satz zu beweisen betrachtet man die endliche Gruppe bestehend aus den 32
Elementen

o T L L S PRV L PV

wobel py < po < pz < py ist. Jede Darstellung der Dirac-Algebra bestimmt eine Darstel-
lung dieser Gruppe und jede Darstellung A dieser Gruppe mit A(—1) = —1 bestimmt eine
Darstellung der Dirac-Algebra. Mit dieser Beobachtung kann man die ausgefeilte Darstel-
lungstheorie fiir endliche Gruppen benutzen, z.B. dass eine Darstellung einer endlichen
Gruppe G genau dann irreduzibel ist, falls

1
E f(a) =
e tr A(a)tr A™(a) =1

aceG

gilt. Statt den Beweis zu Ende zu fiihren geben wir die gebréauchlichen Darstellungen an.

7.2 Aufspaltung der Diracgleichung

Wir untersuchen die Dirac-Gleichung in der sogenannten chiralen oder Hochenergie(HE)-
Darstellung. In dieser Darstellung haben die v-Matrizen die Form

0 o
0 pu— pu— 0
v = 01® 09 (Uo O)

0 —0,
k . k
Y = ZO’Q@O’k—( . ) ( )

S Y () S () R

die Pauli-Matrizen und oy die 2-dimensionale Einheitsmatrix. Bei der Behandlung des

Hier sind

relativistischen Elektrons erweist es sich ndmlich als vorteilhaft, die drei Pauli-Matrizen
durch o9 = 15 zu ergénzen und die hermiteschen Matrizen

o, =0c"={og,04} bzw. o' =5, = {00, —0ox}
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einzufiithren. Offensichtlich ist 4° hermitesch und ~!, 42, +® antihermitesch. Weiterhin ist

e, W) )

Benutzt man die bekannte Relation o;0; = 0;;00 + i€;j,0%, dann findet man leicht
(0,a) - (0,0) =00 (a’" + a-b) + o (a"b+ ab’ +ia Ab) (7.10)
und insbesondere
(0,a) - (5,a) = 09 (a’a® — a- a) =0 (a,a). (7.11)
Ausgeschrieben hat (0, a) die Form
(0,a) = (510:;32 210__2532) , sodass det(o,a)=det(d,a) = (a,a) (7.12)
gilt. Falls also det(o,a) = 1 ist, gilt wegen (7.11)

(7,a) = (0,a)". (7.13)
Nach diesen Ausfiihrungen kehren wir zur Dirac-Gleichung zuriick und zerlegen den Dirac-

o= () i

Die Felder ¢ und x heissen 2-Spinorfeld und 2- Antispinorfeld. Mit diesen 2-komponentigen
Feldern schreibt sich die Dirac-Gleichung wie folgt,

ey “O))- (63 ()

Die Dirac-Gleichung zerfillt in 2 gekoppelte Systeme fiir das Spinor- und Antispinorfeld,

Spinor in zwei 2-er Spinoren:

(o,p)x = meg
(6,p)¢ = mex. (7.15)

Beide Felder erfiillen wegen (7.3) die Klein-Gordon-Gleichung

(p,p)x =m?cx und (p,p)¢ = m*?¢.
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7.3 Lorentz-Kovarianz der Diracgleichung

Wir gehen nun ganz dhnlich vor wie bei der Behandlung von nichtrelativistischen Teil-
chen mit Spin % Im nichtrelativistischen Fall ersetzten wir die klassische Drehgruppe
SO(3) durch die quantenmechanische Drehgruppe SU(2). Analog konstruieren wir nun
die zweifache Uberlagerung SL(2, C) der Lorentzgruppe. Spinorfelder transformieren nach
Darstellungen der SL(2, C) und nicht der Lorentzgruppe.

Jede selbstadjungierte 2 x 2-Matrix ist eine reelle Linearkombination der 4 sigma-Matrizen
und kann als (o, £) mit reellen £# geschrieben werden. Mit (o, €) ist auch A(o, £) A selbst-
adjungiert, und daher gibt es einen reellen 4-er Vektor 7, so dass

A0, A" = (0,1) = (5, A(A)¢), (7.16)
wobei wir in der letzten Gleichung benutzten, dass 7 linear von £ abhéngt. Wegen

(0, A(A1A)€) = AjAy(0,€)(A1Ar)! = Ay Ay(o, §) AT AT
= Ai(0, A(A2)€)A] = (0, A(A1)A(A2)E)

und A(1y) = 14, ist A — A(A) eine Darstellung falls die Matrizen A eine Gruppe bilden.
Nun wollen wir annehmen, dass die Matrizen A in der speziellen linearen Gruppe liegen,

SL(2,C) = {A € GL(2,C)|det A = 1}.

Die Liegruppe SL(2, C) hangt wie die Lorentzgruppe von 6 reellen Parametern ab. Wegen

det A=1

(€,€) = det(o, &) “27" det A(0,€) AT 27 det (0, A(A)€) = (A(A)E, A(A)E)

ist A(A) eine Lorentz-Transformation fiir jedes A in SL(2,C). Da

e SL(2,C) zusammenhéngend ist,
e die Darstellung A — A(A) stetig ist,
o und A(1y) = 14 ist,
kann das Bild von SL(2, C) nur in der Zusammenhangskomponente LL liegen. Man zeigt
aber, dass die Abbildung surjektiv ist, so dass
A(SL2,©) =LL (7.17)

gilt. Im Gegensatz zur eigentlichen orthochronen Lorentzgruppe ist SL(2, C) einfach zu-
sammenhéingend und deshalb die universelle Uberlagerungsgruppe von LL, genauso wie
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SU(2) die universelle Uberlagerungsgruppe der Drehgruppe SO(3) ist. Der Kern der Ab-
bildung A besteht aus den beiden Elementen +1 welche die Untergruppe Zs C SL(2,C)
bilden. Deshalb ist SL(2, C) die doppelte Uberlagerung von LL,

Ll = SL(2,C)/Z,. (7.18)
Bilden wir nun die Spur von (7.16) fiir ein unitdres A = U € SU(2), so folgt

SpU(0,6)U" = Sp (0,€) = 26° = Sp (0, A(U)€) = 2(A(U)€)".

Also ist A(U) eine Lorentz-Transformation ohne Zeitdilatation und deshalb eine reine
Drehung im Raum:

A(U):((l] RO(U)), mit  R(U) € SO(3). (7.19)

Folglich enthélt die Darstellung A — A(A) die Darstellung U — R(U) der nichtrelati-
vistischen Quantenmechanik. Wir werden sehen, dass die Wellenfunktion eines relativis-
tischen Spin—% Teilchens mit A transformiert. Deshalb heift SL(2, C) auch quantenme-
chanische Lorentzgruppe.

Lorentztransformationen: Nun miissen wir Transformationen der 2-er Spinoren finden,

(9. x) — (¢',X),

so dass die Dirac-Gleichung unter Poincare-Transformationen
¥ =ANAzx+a und p'=AA)p (7.20)

kovariant ist. In anderen Worten, falls die Weyl-Spinoren (¢, x) die Dirac-Gleichung im
Inertialsystem mit Koordinaten (2#) erfiillen, sollten die transformierten Spinoren (¢', x’)
die Dirac-Gleichung im Inertialsystem mit Koordinaten (z*) erfiillen. Wir miissen also
nachpriifen, ob Losungen von (7.15) zu Lésungen von

(0, A(A)p)X' = A(o, p) AtX' = meg
(6.0)¢ = (3. A(A)p)¢ = A'=1(5,p)A7'¢/ = mex. (7.21)
Anlass geben. Man sieht leicht, dafs dies fiir die Transformationen
¢'(2') = Ap(x) und x'(2') = A" x(2) (7.22)

gilt. Die Dirac-Gleichung im gestrichenen Inertialsystem ist erfiillt, falls sie im urspriingli-
chen Inertialystem erfiillt war. Dies beweist, dass unter (7.22) Losungen im Inertialsystem
I in Losungen im Inertialsystem I’ iibergehen, falls die beiden Systeme durch eine ortho-
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chrone eigentliche Lorentz-Transformation verbunden werden kénnen.

Raumpiegelung: Um zu sehen, wie Spinoren unter der Raumspiegelung
¥ =Px , p=Pp, mit P=G (7.23)

transformieren, bemerken wir zuerst, dass (o,p’) = (6,p) und (G,p") = (o, p) gilt. Wenn
wir nun die Spinoren gemafs

¢'(¢') = x(x) und x'(2') = ¢(2) (7.24)

unter Spiegelungen transformieren, dann erfiillen offensichtlich die transformierten Spi-
noren die Dirac-Gleichung im gespiegelten System falls die urspriinglichen Felder die
Dirac-Gleichung im urspriinglichen Inertialsystem erfiillen. Wir sehen also, dass bei Raum-
spiegelungen die 2-Spinoren ausgetauscht werden. Es ist also moglich die Kovarianz der
Dirac-Gleichung unter eigentlichen Lorentz-Transformation und Spiegelungen zu haben.
Deshalb ist die Diractheorie zumindest invariant unter der Gruppe iL' von Lorentz-
Transformationen ohne Zeitumkehr.

Raumliche Drehungen: Diese sind nach (7.19) ein Spezialfall von (7.22). Fiir unitére
A = U ist néimlich A(U) eine Drehung im Raum. Mit AT = UT = U~! findet man

¢'(t,Rx) =Ug¢(t,z) und X'(t,Rz)=Ux(t, z), (7.25)

d.h. die aus der nichtrelativistischen Quantenmechanik bekannten Transformationsregeln
eines Spin-% Teilchens unter der quantenmechanischen Drehgruppe SU(2).

Die Weylgleichung fiir Neutrinos: Wir haben gesehen, dass bei der Raumspiegelung
das 2-Spinorfeld und das 2-Antispinorfeld vertauscht werden. Deshalb liegt die Wurzel
der Einfithrung zweier Felder in der besonderen Rolle den die Raumspiegelung in der
Lorentzgruppe spielt. Nichtrelativistische Spinoren transformieren unter P in sich. In der
relativistischen Theorie kann P nur eine Symmetrie sein, wenn Spinor- und Antispinorfeld
beide vorliegen.

Ist die Paritdt wie in der schwachen Wechselwirkung keine Symmetrie, so kann man
fiir masselose Teilchen (zum Beispiel das Neutrino?) offensichtlich auch Ll—kovariante
Feldgleichungen formulieren, zum Beispiel

(0,p)x =0, (7.26)

wobei y wie ein 2-Antispinorfeld transformiert. Die Gleichung (7.26) fiir das Neutrino ist
die bekannte Weyl-Gleichung. Die entsprechende Ll—kovariante freie Weyl-Gleichung fiir

2Es gibt inzwischen allerdings gute Evidenz, dass Neutrinos massiv sind.
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das Spinorfeld lautet

(5,p)¢ = 0. (7.27)

7.3.1 Transformationsgesetz fiir 1

Unter den Elementen der orthochronen eigentlichen Lorentzgruppe Z'LTF transformiert der
Diracspinor gemaéfs

w0 (43)= (0 L))z o

und unter Raumspiegelungen

v@) = (S0 = (2 D (40) = = s, a2

X' (') o x)
Unter Benutzung der expliziten Form von S(A) und (7.16) findet man nun leicht

S(A)(7,p)STH(A) = (v, AMA)p) = (A" (A)y,p)

was dquivalent zur wichtigen Formel

STHA)YS(A) = Ay (7.30)

ist. Weiterhin gelten
STHPW'S(P)=1" und STH(P)y'S(P) =7""9" = -7,
beziehungsweise
S~HP)yS(P) = Pr. (7.31)
Spéter bendtigen wir noch die adjungierte ST der Spinortransformation S. Es gilt
st (o 9 (0 ) (a9 (0 )
op O 0 A op O 0 Af
was wie folgt geschrieben werden kann,
705140 = 571, (7.32)

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir das Transformationsverhalten des Dirac konju-
gierten Spinors 1) = 1% bestimmen. Im Gegensatz zum einspaltigen Spinor 1) sind !
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und 1) einreihige Objekte. Es gilt
V'(a') = (Sy () = ¥l(2) ST = ¢T(a)y"S™! = P(a) S,

wobei wir (7.32) benutzten. Also gelten die Transformationsformeln

Y(2') = S(A)p(z) und (2) = P(2)S(A) (7.33)

fiir einen Dirac-Spinor und den Dirac-konjugierten Spinor.

Einfiihrung von v;5: In allen geraden Dimensionen existiert eine Matrix 75, welche mit

1.2,3

allen v* antikommutiert. In 4 Dimensionen wihlen wir v5 = i7°y*+?93 und diese Matrix

hat in der chiralen Darstellung folgende Form

(o) 0

Y5 = 03 ® 0g = ( 0 ) ) {7577u} = 0. (7-34>

—00
Insbesondere gelten
W= . (6)F=1 und ST (P)yS(P)= - (7.35)

Es folgt dann, dass

1 1
Py=5(1+7s) und Po=c(l—9s) mit P+P =1 (7.36)

orthogonale Projektoren sind,
pPl=pP. , Pl=P, und P.P.=P_P_=0. (7.37)

Aus der expliziten Form von 5 in der HE-Darstellung (7.34), sieht man sofort, dass

P = (?) und Pt = (2) (7.38)

gelten, oder das P, und P_ auf das 2-Spinorfeld respektive 2-Antispinorfeld projizieren.

7.3.2 Bilineare (Pseudo)Tensorfelder

Wir betrachten als Beispiel das 4-komponentige Feld j# = 1)y, welches bilinear im
Spinorfeld 1 ist. Dieses Objekt transformiert unter Lorentz-Transformation geméf

7" (@) = ' (@) (@) = (@) STHANS (AN ().
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Wegen (7.30) erhalten wir also
JH (@) = Ny g (x) (7.39)

und j* transformiert unter eigentlichen Lorentz-Transformationen wie ein Vektorfeld. Un-
ter Raumspiegelungen transformiert es wie

7" (@) = (@) STHPWS(P)y(x) = (Pj)!(@). (7.40)

Also ist j#(z) ein Vektorfeld unter L. Analog beweist man, dass die folgenden 16 Felder
(Pseudo)Tensoren sind:

S(z) = Y(z)y(x) Skalarfeld 1

§*(z) = Y (x)y*)(z) Vektorfeld (Strom) 4

T () = (z) [y, v b (x) antisymm. Tensorfeld 6
AM(z) = (x)y57"h(x) Pseudovektorfeld (Axialstrom) 4
P(z) = ¥(x)ys0(z) Pseudoskalarfeld 1

Zum Beispiel transformiert das Tensorfeld unter Lorentz-Transformationen gemafs
T (x') = A4 AT ().

Dies sind alle Tensoren die bilinear im Elektronenfeld ¢ sind! Sie treten in der elek-
troschwachen und/oder starken Wechselwirkung als Strome, Axialstréme, chirale Kon-
densate oder Energie-Impulstensoren auf.

7.3.3 Ebene Wellen

Der Zustand eines freien Teilchens mit einem bestimmten Impuls und einer bestimmten
Energie wird durch eine ebene Welle der Form

Yy = #(k) e My, (7.41)

beschrieben. Der Index p bezeichnet den 4—er Impuls p = Ak und
w(k) =+ k> + p?

ist die Kreisfrequenz der Losung. Das Spinorfeld 1, (z) 16st die freie Dirac-Gleichung falls
der konstante Spinor u, der algebraischen Gleichung

(k= pu, =0 (7.42)
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geniigt. Fiir poc = hw beschreibt ¢, eine Losung mit positiver Energie und fiir poc =
—hw mit negativer Energie. Wir normieren die konstanten Spinoren nach der invarianten
Vorschrift

Upu, = 2p sign(po). (7.43)
Die Multiplikation von (7.42) mit u, ergibt
Upfu, = puyu, = 2u° = 2k*,  so dass  w,y u = 2k*

gilt. Der 4-Vektor fiir die Stromdichte ist

‘ - 1 _ kH
J* =Yy, = ﬂupv”up =— (7.44)

Fiir eine Losung mit positiver Energie ist j = (1, v) wenn v die Teilchengeschwindigkeit
ist. Demnach sind die Funktionen 1, auf ,ein Teilchen im Volumen V' = 1, normiert.

7.4 Ankopplung ans elektromagnetische Feld

Die Kopplung von geladenen Spin—% Teilchen mit Ladung e an das elektromagnetische
Feld, beschrieben durch das 4-er Potential A, = (¢, —A), ergibt sich durch Ersetzen der
gewohnlichen durch die kovariante Ableitung

ie
he

so dass in Anwesenheit von elektromagnetischen Feldern die Dirac-Gleichung folgender-

0, — D, =0, + —A,, (7.45)

malien aussicht:
; mc
(up _ 7) w=0 , D=+"D,. (7.46)

Wie wir frither gesehen haben, transformiert die kovariante Ableitung, und damit der
Diracoperator 1P, kovariant unter Eichtransformationen

Dy =N N wobei Al = Ay — O

o

ist. Falls also 1 die Dirac-Gleichung im Potential A 16st, so 16st ¢/ = e**") die Dirac-
Gleichung im eichtransformierten Potential A’. Offensichtlich ist die lokale Feldtransfor-
mation

(A,¢) — (A4
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die Eichsymmetrie der Dirac-Gleichung.

Nach dem Theorem von EMMY NOETHER gehort zu dieser U(1)-Symmetrie ein erhaltener
Strom. Im vorliegenden Fall ist dies der Strom

3 (@) = (@) , dut =0.

Ubungsaufgabe: Man beweise explizit, unter Zuhilfenahme der Dirac-Gleichung und der
daraus folgenden Dirac-Gleichung fiir den konjugierten Spinor,

) 1e - me -
7 <8u — %Al/«) 'QD'YM + ?w - 07

dass die elektromagnetische Stromdichte erhalten ist.

7.5 Hamiltonscher Formalismus

Wir wollen die Dirac-Gleichung (7.46) in eine Hamiltonsche Form mit einem hermiteschen
Hamilton-Operator bringen. Dazu multiplizieren wir die Gleichung mit 7°, so dass folgt

. 0 mc
iD= ="y Djtp + =",
oder durch Auflésung nach der Zeitableitung
hoy

——o-=HY . H=cla,m)+ mc’B + eAo, (7.47)

wobel wir die Matrizen
ar =" und p=+°" (7.48)

definiert haben. Weiterhin ist # = p—¢ A mit A = —(A;) der friiher eingefiihrte kinetische
Impuls Operator. Die o und  Matrizen spielen eine wichtige Rolle in der Hamiltonschen
Formulierung der Dirac-Theorie und wir wollen deshalb ihre Eigenschaften besprechen.
Dazu notieren wir zuerst, dass in der chiralen Darstellung 4°f = % und 47 = —47 ist, so

dass

Y0 =70, A% =

gelten und damit die y-Matrizen die Realitétsbedingungen

Py = 4 (7.49)
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erfiillen. Diese Bedingungen gelten dann in jeder (unitir dquivalenten) Darstellung:
A =U~NU — 5§ 7‘” 0= UyU~ lgi=t “TUTUVOU WAkt = 4+,
Wegen der Realitéitseigenschaften (7.49) gilt

Br=8 , of =10 =107010

und die Matrizen o; und [ sind hermitesch. Damit ist der Hamilton-Operator H in (7.47)
(formal) selbstadjungiert

H=H" (7.50)

Unter Benutzung der Dirac-Algebra beweist man leicht die folgenden Antikommuations-
regeln

{ﬂ, Oéj} =0 y {Oéi, Oéj} = Qéw und {ﬂ, 6} = 2.
Die zweite Identitdt beweist man zum Beispiel folgendermafien:
{ai a5} = 1% +9%979%" = (1) {7, 7'} = 26,41

Definieren wir ay = (3, so lassen sich die Realitétseigenschaften und Antikommutatoren
folgendermafen zusammenfassen:

aL =a, und {a, a,}=260,. (7.51)

7.5.1 Kraftefreie Losungen der Dirac-Gleichung

Hier wollen wir die Energien und Eigenfunktionen des freien Dirac-Hamilton-Operators
diskutieren:

Hw = Ew ) H = C(Ot, p) + mczﬂ = aﬂglh (752>
wobei wir (£,) = (cp1, cpa, cps, mc?)T eingefiihrt haben. Mit

(O‘ugu)z = &by, = %gugv{o‘w ay} = Zgi

finden wir

(H + E)(H - E)¢ = (§&u — E*) = ("p* + m*c’ — E*)¢p = 0. (7.53)
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Da die Impulse mit dem freien Hamilton-Operator vertauschen, kénnen wir annehmen,
dass diese feste Werte haben (uneigentliche Wellenfunktionen). Die Energien sind dann

E = f+c/m?c® + p? = +hw(p), (7.54)

wobei w(p) > 0 die zu p gehorende Kreisfrequenz des Teilchens ist. Beide Energien, hw
und —Aw kommen vor. Dies sind die beiden einzigen Eigenwerte von H (zu gegebenen
Impuls) und beide sind jeweils 2-fach entartet.

H? ist diagonal im Spinraum, H? = ¢?p? + m?c*, und damit leicht zu diagonalisieren.
Seine Eigenfunktionen sind ebene Wellen multipliziert mit einem konstanten 4-Spinor.
Wir wollen nun die komplizierteren stationdren Eigenzustinde von H (und nicht nur von
H?) konstruieren. Dazu fiihren wir die Projektoren auf die Unterriume mit positiver und
negativer Energie ein:

1 H
Py = (1 + E) . (7.55)
Aus H*) = E?y) mit E = hw folgt unmittelbar
w1 H 1 L hw H B »
HPi¢—§H(1iﬂ)¢—2(H:|:hw)w—:l:2 <1:l:hw>1p_:l:thiqp

und deshalb projizieren P{ auf die Unterrdume mit positiver und negativer Energie. We-
gen

Pt=pP¢ | P°+P°=1 und PYP®=P“P¥=

sind die P¢ orthogonale Projektoren. In der Dirac(Standard) Darstellung sind

0 __ . (o) 0 i 0 g

so dass a; = 01 ® o; gilt. Deshalb haben diese orthogonalen Projektoren die explizite
Form

1 <(1:tm02/hw)0'o +c (o, p)/hw ) (7.57)

FE=350 tcop)/hw (1 me/hw)o,

Fiir ein Teilchen in Ruhe ist p = 0 und Awy = mc?. Dann projizieren P, auf die unteren
und oberen Komponenten eines Spinors,

e (00 0 [0 0
P _<0 0) und  P* _<0 o) (7.58)

Also wird in der Dirac-Darstellung ein ruhendes Teilchen mit positiver Energie durch eine
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konstanten Spinor mit oberen Komponenten beschrieben und ,ein Teilchen mit negativer
Energie durch einen konstanten Spinor mit unteren Komponenten.

7.6 Ladungskonjugation

Im Folgenden wahlen wir oft (es sei denn, wir diskutieren den nichtrelativistischen, ultra-
relativistischen oder semiklassischen Grenzfall) Einheiten, fiir welche

h=c=1 (7.59)

ist. Diese Wahl ist in der Hochenergiephysik iiblich. Die korrekten Potenzen von A und ¢ im
Endresultat konnen iiber eine Dimensionsanalysis wieder eindeutig reproduziert werden.
In diesen sehr genechmen Einheiten werden alle Felder, Massen und Ladungen in Potenzen
einer Lange L gemessen:

) mc _ _ 1
Masse: o ] [m] =L
Ladung: _6—2 =[e*] = L"
& Lhe]
Potential: hiA”] =[A)=L"=[E=[B=L"
Lhc

Spinor:  [Q) = L% = [j*] = [Py"¢] = L% = [p] = L2,

Nun wollen wir die Ladungskonjugation zuerst in einer Majorana-Darstellung, in welcher
alle v-Matrizen imaginar sind,

0 s 0 1 o3 0 9 0 0 3 107 0
= = = = 7.
v (0 02)77 ( 0 1'03)’7 (im 0 )’7 ( 0 —ioy (7.60)

und in der
. O —’iO’ 1
%Iw%Wf=<. )
ist, diskutieren.

Sei nun @E = 9T der zu v komplex konjugierte Spinor (i) ist bereits belegt). Komplex
konjugieren wir die Dirac-Gleichung in der Majorana-Darstellung,

(i7"(8, + ieA,) —m) i = 0 =5 (iy"(8, — ied,) —m) Y =0 (7.61)

so sehen wir, dass 1& eine Losung der Dirac-Gleichung mit umgekehrter Ladung ist, e —
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—e. Mit Hilfe von
b= =yl =9y® und Y =Y = -7

konnen wir die Ladungskonjugation eines Spinors folgendermafsen schreiben

the = —ith = Cy7, (7.62)

wobei in der Majorana-Darstellung C' = i ist. In dieser Darstellung gilt offensichtlich
CC'=1 und damit C~'=0T, CT=-C7T. (7.63)
In jeder unitar aquivalenten Darstellung,
b g=Us A =UyU!

soll dann entsprechend gelten

~ ~ =T

Yo = C1p .
Dies ist aquivalent zu
U = C(UHTYT  oder auch zu o, = ULC(UHTYT = CyT.

Die letzte Gleichung impliziert, dass in der neuen Darstellung die C-Matrix folgende Form
hat

c=ucur. (7.64)

Nun folgt unmittelbar, dass die Eigenschaften (7.63) auch fiir die getildete C-Matrix
gelten und daher darstellungsunabhéngig sind. Wie man in der Majorana-Darstellung
leicht nachrechnet, ist weiterhin

CTIAMC = —(y")7, (7.65)
und wiederum gilt diese Beziehung in jeder Darstellung.

Durch die Ladungskonjugation (7.62) geht eine Losung fiir ein Elektron zu negativer (po-
sitiver) Energie, ¢ ~ e *F! in eine Losung fiir ein Positron da e — —e) zu positiver
(negativer) Energie iiber. Daraus folgt insbesondere, dass H (e) nach unten unbeschrankt
ist, da H(—e) sicher nach oben unbeschrankt ist. Dies ist die Schwierigkeit mit den ne-
gativen Energielosungen, welche wir schon bei der Losung der Klein-Gordon-Gleichung
hatten. Genauso wie fiir skalare Felder wird dieses Problem durch die Uminterpretation

der Losungen negativer Energie umgangen.
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7.7 Nichtrelativistische Naherung

Die Dirac-Darstellung (7.56) ist besonders geeignet zur Untersuchung des nichtrelativisti-
schen Grenzfalls der Dirac-Gleichung in der Hamiltonschen Form (7.47). Fiir ein langsames
Teilchen ist die Energie bis auf kleine Korrekturen die Ruheenergie mc? und deshalb ist

es angebracht den schnell oszillierenden Faktor e~ ~ g~ ime’t abzuspalten,
Cb —imc2t
Y = ( e "Mt 7.66
Y (7.66)
In der Dirac-Darstellung lautet der Hamilton-Operator
0o (mc? + eAp)oy 020' T (7.67)
co T (—mc? + eAp)og

und wir erhalten die gekoppelten Wellengleichungen

(10, —eAp)p = co-my
(10, — eAg +2mc?)xy = co-wo. (7.68)

Speziell fiir p = 0 und A, = 0 ist x = 0 und ¢ =konstant die Loésung mit positiver
Energie. Fiir kleine Impulse und Felder verglichen mit ¢ wird also x/¢ relativ klein sein.
In einer Entwicklung nach 1/¢ muss man in 1.Néherung links in der zweiten Gleichung in
(7.68) nur den letzten Term mitnehmen, d.h.

1
X=—0 -T) |, W:p—EA.
2me c

Eingesetzt in die erste Gleichung finden wir dann

1
(10, — eAg)p = %(a )2,
Mit der Identitdten
00T = w + %ei]—k[m,ﬂj]ak und  [m;, ;| = ie€; By (7.69)
finden wir schlussendlich
1 h
ihdp=HYe | HO = — 72 4ed)— " . B. (7.70)
2m 2me

Wir erhalten also den nichtrelativistischen Pauli-Hamilton-Operator mit der korrekten
Kopplung an das Magnetfeld. Das magnetische Moment des Elektrons ist

1
p=—oc=—8 , S=-ho. (7.71)
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Der Diracsche Wert g = 2 fiir den gyromagnetische Faktor ist in guter Ubereinstimmung
mit dem Experiment, ge, — 2 ~ a/7 ~ 2.32 x 1073. Die Abweichung von 2 wird von der
Quantenfeldtheorie fiir Elektronen und Photonen, der QFE D, erklért.

Um Korrekturen hoherer Ordnung in 1/c zu berechnen, lohnt es sich, ein systematische
Methode zu entwickeln. Diese wird durch die Foldy-Wouthuysen-Transformation geliefert.

7.7.1 Die Foldy-Wouthuysen Transformation

Fiir p=0und A, = 0 ist

o <m0200 02 ) ’
0 —mc oy

und hat zwei Arten von Eigenvektoren:

E>0: (*) und E <0 (0)
0 *

wobei * fiir einen beliebigen 2-komponentigen Spaltenvektor und 0 fiir den 2-komponentigen
Nullvektor stehen. Fiir von Null verschiedenen Impulse und Eichpotentiale sind die ,klei-
nen‘ und ,,groften” Komponenten des Diracspinors gekoppelt. Ziel der FW-Transformation
ist es, die kleinen und grofsen Komponenten vermittels einer unitdren Transformation

Y =e%yp,  ST=-8 (7.72)
zu entkoppeln, d.h. der transformierte Hamilton-Operator soll die Form
H, 0
r_ +
= ( 0 H’_) ’

haben, wenigstens in einer Entwicklung nach p/me. Dazu fithren wir zwei Klassen von
Operatoren ein:

Definition: Ein Operator £ bzw. O heisst gerade bzw. ungerade, falls er folgende Form

hat
* 0 0 =
5:(0 *) bzw. O:<* O)'

In der Diracdarstellung ist § = 03 ® 0y, so dass

(¢ a) =2 0) e {02 2) o) =20 )

A. Wipf, Quantenmechanik II




7. Das Diracsche Elektron 7.7. Nichtrelativistische Naherung 140

gilt. Deshalb kann man die geraden und ungeraden Operatoren auch durch
3,]=0 und {B,0}=0 (7.73)

charakterisieren. Jeder Operator ist eindeutig eine Summe eines geraden und eines unge-
raden Operators, e.g.

H=mcB+E+0, mit &=cAy, O=cla,n). (7.74)

Als néchstes studieren wir die Transformation von H unter (7.72). Aus

—?&@D =Hy und ¢ =y

folgt unmittelbar
h h h h
—— ) = == (%), ¥ — =®Op = ——(e%), e + " He Y/
7 1 7 1
und damit lautet der transformierte Hamilton-Operator

H =e’He™ — ?(es),t e . (7.75)

Fiir verschwindende Impulse und elektromagnetische Potentiale ist S = 0 und daher wird
S fiir kleine Impulse und Potentiale ,klein“ sein. Deshalb wollen wir (7.75) in Potenzen
von S entwickeln. Der erste Term hat die Entwicklung

(adS)" (7.76)

?v|._u

1 o0
S =S _
e’He _H+[S,H]+§[S[ EO

wobei adS die lineare Abbildung (adS)H = [S, H] bezeichnet. Den zweiten Term in (7.75)

gewinnt man, indem man

d \F
a ((6)\5)’1& 6—)\3) — (6)\35) y 6—)\3 o (6)\5) 4 Se—)\S — eASS’t 6—)\5 — Z k (adS) S>t>
0
beziiglich A von 0 bis 1 integriert,
> 1
s -S _ k
() e = Zoji(k:+1)!(ad5) S, (7.77)
Damit finden wir schlussendlich
1 1
H=H + ([S H] + 2'[5, (S, H]] + 5[5, [S,[S, H]]] + .. )
h 1 1
-7 S,t+2 S, S,t]—l—g[S, [S, S]]+ ... (7.78)
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Wir wenden dies auf den Dirac-Hamilton-Operator (7.74) an. Wir wihlen S so, dass
der fithrende Term in einer Entwicklung nach 1/c des ungeraden Operators O in (7.74)
verschwindet. Um dieses S zu finden, betrachten wir nur die fiihrenden Terme [S, H]+ihS;
in der Transformation (7.78). Da S zeitunabhéngig gewéhlt werden kann, ist

H' ~mc®B+E+ O +[S,mcf, (7.79)
wobei wir nur den fithrenden Term von [S, H] in einer Entwicklung nach 1/c beriicksichtigt
haben. Nun miissen wir S so bestimmen, dass [S, mc?(] = —O ist. Das gesuchte S lautet

1
S = -0
2mc? 60,

wie man problemlos beweist:

[S,me) = 5[50, 8] = 5810, 6] = 0 = ~0,

In der zweitletzten Gleichung benutzten wir, dass ein ungerader Operator mit § anti-
vertauscht. Das so bestimmte S benutzen wir nun in (7.74) und berechnen H’ bis zur
gewtinschten Ordnung in 1/c. Der transformierte Hamilton-Operator hat die Form

H =mdp+ &+ 0O,

wobei aber O’ noch nicht von der gewtinschten Ordnung in 1/c ist. Deshalb wird dieser
Schritt iteriert:

' =e¥y und H"=H'+[S' H|+...,
wobei S’ so gewihlt wird, dass [S', mc?(] = —O' ist, d.h.

SI

pO".

2mc?

Damit wird
H// — chﬁ + 8” + O”.

Nach nochmaliger Iteration findet man dann den bis zur Ordnung 1/c¢? entkoppelten
Hamilton-Operator

1 1
H”l = ﬁ (mCQ + %71'2 — 8m3c2 (71-2)2 + oo ) + eAO
eh
= 9me (o,B)
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ieh eh
2h2
- 8;262V E+

7.7.2 Interpretation der Terme

Wir werden nun die Terme in (7.80) mit bereits bekannten Termen vergleichen. Wegen

cvm2c? + w2 4 eAy ~ mce (1 + ! T — ;(772)2 . ) + eA
2m?2c? 8mict
ist die erste Zeile in (7.80) die semirelativistische Entwicklung der kinetischen Energie
eines Teilchens. Die zweite Zeile in (7.80) ist die bekannte Kopplung des magnetischen
Moments an das Magnetfeld mit ¢ = 2. Zur Interpretation der dritten Zeile wollen wir
eine statisches Feld annehmen, V A E = 0, so dass E = —V¢ gilt und weiterhin, dass ¢

nur von 7 abhéngt, V¢ = ¢, ¢ /r. Dann vereinfacht sich die dritte Zeile in (7.80) zu
P

(5,L)=~

4m2c? r 2mzc2
und fiihrt zu einer Kopplung des Spins mit dem Drehimpuls. Beachte, dass in dieser Spin-
Bahn-Kopplung h nicht vorkommt. Dieser klassische Beitrag zu H ist der sogenannte
Thomas-Term . Seine klassische Erklarung ist, dass im Ruhesystem des Elektrons das
elektromagnetische Feld einen magnetischen Anteil hat (im Laborsystem gibt es nur ein
elektrisches Feld) und dieses B-Feld wechselwirkt mit dem Spin des Elektrons. Der letzte
Term in (7.80) ist der sogenannte Darwin-Term. Er ist nur innerhalb der Quellen fiir das
aufsere Feld von Null verschieden.

7.8 Drehimpuls und kleine Lorentz-Transformationen

Wir wollen untersuchen, fiir welche dufieren Felder der Hamilton-Operator H drehinvari-
ant ist. H ist drehinvariant falls er in jedem gedrehten Koordinatensystem gleich aussieht
wie im urspriinglichen System. Wir miissen uns allerdings daran erinnern, dass unter einer
Lorentz-Transformation ein Spinor geméfs

U(@) — (T(A)(2) = S(A)p(A'z), A€ SL2,0) (7.81)
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transformiert. Die auf Spinoren wirkende Operatoren transformieren dann unter Lorentz-
Transformationen geméfs

H — T(A)HT}(A).

Deshalb ist ein Hamilton-Operator drehinvariant, falls

PUVHT-\U) = H, U e SU2), AU)= <; z;) | (7.82)

gilt, wobei R eine eigentliche Drehung im Raum ist. Wegen S=!'vS = A~ ist 8 drehinva-
riant und « ein Vektoroperator,

SU)BSHU)=83 und SU)aS'(U) =R 'a. (7.83)
Deshalb findet man fiir den Hamilton-Operator im gedrehten System (h = ¢ = 1)
(AT U)Y) (t,z) = {(a,p — RA(t, R 'z)) + mB + eAo(t, R 'z) }(t, z).
Wir schliessen, dass H drehinvariant ist fiir drehinvariante Eichpotentiale,
Ao(t,z) = Ag(t, R'z) und A(t,z) = RA(t,R'z).
Diese Bedingungen implizieren folgende Form des Eichpotentials
Ao = Ap(t,r) und A =axf(t,r), (7.84)

und daraus folgt unmittelbar, dass das magnetische Feld verschwindet und das elektrische
Feld ein Zentralfeld ist, E = x - g(t,r).

Wie wir frither argumentiert haben werden die Transformation der Wellenfunktion bei
Drehungen durch den gesamten Drehimpuls erzeugt. Wie bei der Behandlung des Elek-
tronenspin sei also

U(f,e) =exp(—ife-o/2) € SU(2), (7.85)

eine ,,.Drehung” um die Achse e mit Winkel #. Dann transformieren Spinorfelder mit

I',e)=T(U(,e)) =exp <—%Qe . J) . (7.86)

In der chiralen Darstellung haben die den Drehungen zugeordneten Spintransformationen
die Form

S(U) = (g 2) — oy U.
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Fiir U wihlen wir eine quantenmechanische ,Drehung® (7.85) um die Achse e mit Winkel
6. Die entsprechende Drehung im Raum hat dann die Form

R(0,e) =exp(fe-Q).
Die Ableitung von
(T(0, e)¥)(t, x) = (00 @ U(0. €)) ¥(t, R'(0, €) )

nach 6 an der Stelle # = 0 ergibt folgenden Gesamtdrehimpuls in der chiralen Darstellung,

h
J=L+z0@0. (7.87)

Die Drehinvarianz (7.82) ist dquivalent zu

h
[H,J]=0, J=L+S, S:§UO®U. (7.88)

Im Folgenden werden wir aber die Dirac-Darstellung benutzen, so dass wir uns als Néchs-
tes liberlegen, wie der Spin in einer beliebigen Darstellung aussieht. Dazu miissen wir S(A)
fiir beliebige Darstellungen der Dirac-Algebra konstruieren. Wir fiihren die 6 Matrizen

1
2 = = %] (7.89)

ein. Diese haben folgende Vertauschungsrelationen mit den «-Matrizen und untereinander:

(297, 4#] = i (g°4° — g7"®) (7.90)
[Ea,@7 Euu] =1 (gauzﬁy + g,@yzau - gaugﬂu — g,@uzou/) . (791)

Es sei nun
I“(0) = SOy S (), wobei S() = exp (%9 wagZo‘ﬁ) . WaB = —Wga
eine einparametrige Gruppe von Transformationen mit S(0) = 1. Unter Benutzung von

(7.90) findet man die folgende einfache gewohnliche Differentialgleichung fiir S(0),

d
hadl o” BTV
25T (6) = Wi T (6),

welche mit I'#(0) = 4* folgende eindeutige Losung hat,

T(0) = STHOW"S(0) = A0,y A(0) = exp(bw), w = (). (7.92)
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Nun erinnern wir uns daran, dass die Erzeugenden der Lorentzgruppe nach herunterziehen
eines Index die antisymmetrischen Matrizen (w,,) sind. Deshalb ist A(f) eine Lorentz-
Transformation. Setzen wir noch # = 1 so erhalten wir

S7IykS = APy mit S = exp <%waﬁ2aﬁ> und A = exp(w). (7.93)

Also ist S die gesuchte Verallgemeinerung von S(A) in (7.29) fiir beliebige Darstellungen.
Jeder Spintransformation S ist eine Lorentz-Transformation A geméfs (7.93) zugeord-
net. Die Abbildung S — A(S) definiert eine Darstellung der ,Spintransformationen® als
Lorentz-Transformationen. Nun leiten wir

(L)) (x) = S(O)y (A7 (0)z)

an der Stelle & = 0 ab und erhalten fiir die infinitesimalen Lorentz-Transformationen

D DO () = (L)) = smp (M7 + 1) i), (794

wobei wir die Differentialoperatoren erster Ordnung,

1
Mag = ; (:L’aag — l’g&a) s

einfithrten. Diese Operatoren M,z erfiillen diesselben Vertauschungrelationen wie die ¥,
in (7.91). Damit erfiillen die infinitesimalen Erzeugenden der Lorentzgruppe,

Jag = Mag + Sag, (7.95)

ebenfalls die Vertauschungrelationen (7.91) der Lorentz-Algebra.

Die Drehimpulse sind die Erzeugenden der Raumdrehungen und als solche mit den raum-
lichen Komponenten J% von J* verbunden. Wegen

- 9 . 1 P i
€rij MY = _ﬁLk und e XY = gy

21
miissen wir den Spin eines Teilchens in J = L + S folgendermafien definieren:
h i h y
Sk = —; CkiiY v = ) €rija (7.96)
In der Dirac- und der chiralen Darstellung findet man fiir die Spinoperatoren,
h
S = 50’0 R o (797)
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und in der Majorana-Darstellung lauten sie

h
S = 5{—U2®00,—03®U2,01®U2}- (7.98)

7.9 Elektronen in elektromagnetischen Wellenfeldern

Die Diracsche Gleichung wurde 1928 publiziert [20] und sieben Jahre spéter veroffentlichte
VOLKOV seine Losung fiir die Bewegung von Elektronen in ebenen elektromagnetischen
Wellen [21]. Diese Losung taucht ofter in Arbeiten iiber Laseroptik auf und soll hier
besprochen werden. Zur Vorbereitung untersuchen wir die aus der Diracgleichung abge-
leitete zweite-Ordnungs-Gleichung. Sie ist dhnlich der Klein-Gordon-Gleichung, enthélt
aber einen zusétzlichen Pauli-Term.

7.9.1 Zweite Ordnungs-Gleichung

Fiir einige Anwendungen ist es niitzlich, die Dirac-Gleichung in eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung in der Zeit umzuwandeln. Es sei ¢ eine Losung der Dirac-Gleichung

(i) — p) ¥ =0, (7.99)

wobei p die inverse Compton-Wellenldnge des Elektrons bezeichnet. Wir multiplizieren
mit 70 + o und finden die zweite-Ordnungsgleichung

(lDz + u2) ¢ =0. (7.100)

Um das Quadrat des Dirac-Operator auszurechnen benutzen wir die Dirac-Algebra (7.4),
die Matrizen (7.89) und den Kommutator zweier kovarianter Ableitungen in (6.52),

1
lDlD - ’VMVVDMDV = 5 ({7”771/} + [VMWV]) DMDV
1
= ¢"DuDy + 3107 \Dy D] = DuD* — oS E,,
C

Die fithrt auf die gesuchte Wellengleichung

e

_D D*
( H +hc

Fu S — i) = 0. (7.101)

Es ist die Klein-Gordon-Gleichung mit einem zusétzlichen Term proportional zu F),, X",
der die direkte Kopplung des elektromagnetischen Feldes an das magnetische und elektri-
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sche Moment des Teilchens beschreibt. Jede Losung der Dirac-Gleichung ist eine Losung
von (7.101). Die Umkehrung ist nicht immer wahr. Fiir jede Losung ¢ von (7.101) ist aber
(iI) + p)1 eine Losung der Dirac-Gleichung.

7.9.2 Die Losung von Volkov

Das elektromagnetische Potential einer ebenen Welle hingt von Raum und Zeit nur tiber
die Kombination ¢ = kx = k,2* ab,
e
he

Das Feld a* hat die Dimension 1/Lénge. Wir wihlen die kovariante Lorentzeichung

A, =a,(p), mit p=*kr, k*=0. (7.102)

e
he
wobei der Strich die Ableitung nach dem Argument ¢ bezeichnet. Es folgt die Konstanz

I A* = k,a" = (k) =0,

von k,at. Wir diirfen die Konstante Null setzen, so dass
ka" = ka =0 (7.103)

gilt. Der Feldstarketensor hat die Gestalt

e
§ij = kuafj - k,,a:L.
Anstelle der Dirac-Gleichung betrachten wir die zweite-Ordnungs Gleichung (7.101). In
der Lorentzeichung ist

(7.104)

D'D, = O+ 2iad — a®
und wegen (7.104) und (7.103) gilt
‘F SO = 1 (;@i’ - ¢’;é) = —ifqd’
he " 2i ’
so dass die zweite-Ordnungs Gleichung folgende Form annimmt,
(=0 = 2iad + a® — ifd' — p*) ¥ = 0. (7.105)
Hier folgen wir VOLKOV und machen den folgenden Losungsansatz,

Y =eT""F(p) mit ¢ = pu’ (7.106)
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Mit Hilfe von k% = ka = 0 findet man fiir die Amplitude F' folgende gewdhnliche Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung;,

2i(qk)F' = (2aq — a® + ifgt') F. (7.107)

Die Losung dieser Gleichung lautet

F =exp <_kiq /@ (aq - %) dgp) <1 + %%) \/1_ s (7.108)
mit einem konstanten Bispinor u,/2w. Beim Beweis benutzt man die Lorentzeichung in
fth = —kd+ {d, F} = —Fd + k0" = —fid
und dass k ein lichtartiger Vektor ist, so dass
(k') (Ked) = — (k) (d'h) = —K>(d'd) = O

gilt. An dieser Stelle wird of the Hamilton-Jacobi-Funktion

1 kx CL2
S =—qr— —/ (aq - —) dp (7.109)
kq Jo 2

eingefiihrt. Damit schreibt sich die Losung der zweiten Ordnungs-Gleichung

Y = (1 + ;?) e \/%up. (7.110)

Dies ist im Allgemeinen noch keine Losung der ersten-Ordnungs Gleichung. Aber wegen

: 1 kd
PPy = (1 )
T
ist sie eine derartige Losung falls der konstante Spinor die freie Dirac-Gleichung erfiillt
(d —p)up =0 bzw. a,(¢—pn)=0. (7.111)

Durch diese Bedingung werden die iiberfliissigen Losungen der Gleichung zweiter Ordnung
eliminiert. u, ist also die Amplitude einer freien ebenen Welle. Als Normierungsvorschrift
werden wir wie fiir ebene Wellen #,u, = 2p wéahlen. Mit der Identitét

d17° ="

finden wir mit %2 = {F, A} = 0 einen konstanten bilinearen Skalar

o 1 1
Wﬁ—%UL<1+2—IW¢T%>WO<1+2—]W%¢)%
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_ %ap (1 + Qqugik) (1 + %k@ uy =L

Dagegen hiingt die Stromdichte von Raum und Zeit ab. Mit Hilfe der Identitidten
A"+ A Rd = 2(kH g — a”F) und @iy b = —2k a*F
und der aus (7.111) abgeleiteten Gleichung

oy u, = ¢ upu, = 2ugt

findet man die Stromdichte

@E'}/M@D = %up (7“ + k‘iq (k‘#?i - CLM%) - 2(]3(])2 (k‘”aQ%)) Up

1 ag a®
— S gp g (MY
- (q a' +k (kq qu)) . (7.112)

Fiir periodische Funktionen a*(y) sind die (zeitlichen) Mittelwerte Null, und der Mittel-
wert der Stromdicht ist

_ 1 1 —
j# = ; (qﬂ — %aQ kﬂ) . (7113)

Also ist die Stromdichte in einer harmonischen ebenen Welle a*(z) = alj cos(kx) gleich

- 1 a?
e P iy ¥ I
) w <q 4kq )
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Kapitel 8

Das relativistische Zentralkraftproblem

Eine wichtige Anwendung der Dirac-Gleichung ist die Berechnung des H-Atom Spektrums
und hier insbesondere der Feinstruktur. Wie in der nichtrelativistischen Schrédingertheo-
rie kann die Dirac-Gleichung im statischen Coulombfeld exakt gelost werden. Die Resulta-
te (wenn man Strahlungkorrekturen beriicksichtigt) sind in hervorragender Ubereinstim-
mung mit den experimentellen Befunden. Die relevante Langenskala in der Atomphysik,
der Bohrradius, ist etwa 137-mal grofer als die Wellenldnge des Elektrons. Deshalb spie-
len fiir kleine Atome die Probleme mit den negativen Energien keine wesentliche Rolle.
Fiir sehr grofe Atome wird der Diracsee aber zunehmend wichtiger, und die im Folgen-
den benutzte Einteilchen-Interpretation der Dirac-Theorie ist nicht mehr gerechtfertigt;
es miissen andere Methoden angewandt werden.

Fir wasserstoffahnliche Ionen mit
A=0 und eAy=V(r)

ist der Hamilton-Operator drehinvariant. Bis zur expliziten Losung der radialen Dirac-
Gleichung wollen wir aber ein beliebiges radialsymmetrisches Potential V(r) zulassen.
Erst gegen Schluss dieses Kapitels werden wir uns auf das wichtige Coulomb-Potential
von H-ahnlichen Ionen beschrénken. Fiir jedes V(r) vertauscht der Gesamtdrehimpuls

h i
Jp = Ly — Eekiﬂ v’

mit dem Hamilton-Operator

H = c(a, p) + Bmc? + V(7). (8.1)
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In der Dirac-Darstellung lauten die auftretenden Matrizen

3= 0o 0 o — 0 o\ (0 oo o 0 — o
N0 —0y ) \oe 0) \og O 0 o) "7
wobei wir die im Folgenden oft benutzte Matrix p; einfiihrten. Der Gesamtdrehimpuls ist

blockdiagonal

h 1
J:m/\p+50':L+S:h<M+§U). (8.2)

Ob mit o die 2 oder 4-dimensionalen Matrizen gemeint sind, geht jeweils aus dem Zu-
sammenhang hervor. In (8.2) sind die o; offensichtlich 4 x 4-Matrizen. Wir werden 6fter
die Eigenschaften

po=ap, pi=1 und {B,p}=0 (8.3)

benutzen. Im letzten Kapitel sahen wir, dafs der gesamte Drehimpuls J erhalten ist,
[J, H] = 0. Entsprechend gibt es folgende Integrale in Involution (Konstanten der Bewe-

gung):
J? J; und H. (8.4)

Ich erinnere daran, dak die Eigenwerte m von Lz/h die ganzen Zahlen zwischen —¢ und
¢ sind. Da aber S3 = hos/2 ist, sind die moglichen Eigenwerte von J3/h gleich —(¢ +
3, —(—1),...,(¢+ 1) und deshalb sind die Eigenwerte des Gesamtdrehimpuls gleich

. |
R%j(j +1) mit ]€§+N0.

Insbesonders tritt die Quantenzahl j = 0 nicht auf.

8.1 Transformation auf Polarkoordinaten

Ahnlich wie in der Schrédingertheorie wollen wir die Winkelvariablen abspalten. Wegen
der Spinfreiheitsgrade des relativistischen Elektrons ist diese Transformation auf Polar-
koordinaten aber etwas komplizierter als in der nichtrelativistischen Theorie.

Zuerst projizieren wir die Vektoroperatoren a und p auf den Vektoroperator x. Dazu
definieren wir die drehinvariante r-Komponente o, von a:

r-o. = (z, ).
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Offensichtlich gilt
1 1

ol =ay, o = T—inxjﬁ{ai,aj} =1 und A« p}=0. (8.5)
Der drehinvariante radiale Impuls ist gegeben durch
h 0
rep = (z,p) = i or

In der Quantenmechanik I haben sie gelernt, dak der Operator p, nicht hermitisch ist,

pr=— +p, aber = =(pr+—=].
ir r ir

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun die Terme im Dirac-Hamilton-Operator um-
schreiben. Um (e, p ) durch drehinvariante Grofen auszudriicken, berechnen wir zuerst

(z,a)(@,p) = (z,m0)(p,pa) =2 pi(z,0)(p, o)
(z,p) +i(x Ap,o)=rp.+i(L,o).

Mit (2, ) = ra,. und a2 = 1 kénnen wir diese Gleichung nach (e, p ) auflésen:
(o, p) = avp, + %ar(L, o). (8.6)

Eingesetzt in Hamilton-Operator finden wir
. L-o 5
H=c|ap + iop—— | + Bme + V (r). (8.7)

Im néchsten Schritt ersetzen wir das Produkt von Drehimpuls und Spin durch eine von
DIRAC eingefiihrte erhaltene Grofse.

8.2 Der Diracsche Erhaltungssatz

Bei der Berechnung des Spektrums von H wird der folgende drehinvariante hermitesche
4 x 4 Matrixoperator

k=B(M-o+1), M=L/h (8.8)

eine auferordentlich niitzliche Rolle spielen. Dieser Operator miftt die Parallelitdt des
Spins und Bahndrehimpulses. Wir werden zeigen, dafs & mit H vertauscht. Doch zuerst
wollen wir seine Eigenwerte bestimmen. Dazu berechnen wir sein Quadrat.
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Da (6 mit o vertauscht und M A M = ¢ M ist, rechnen wir

P = M -oc+1)3(M-0+1)=(M,o)*+2(M,o)+1
(M, M)+i(MAM,o)+2(M,o)+1=(M,M)+ (M,o)+1
= (M+%a)2—ia2+1:(¢]/h)2+i1.

Als Skalarprodukt von zwei Vektoroperatoren vertauscht der skalare Operator k& mit dem
Gesamtdrehimpuls

7, k] = 0.

Wir konnen deshalb J? und & gleichzeitig diagonalisieren. Dies benutzen wir in der gerade
abgeleiteten Formel fiir k%, um die Eigenwerte dieses Operators mit denjenigen von J? in
Verbindung zu bringen. Wegen

. 1 . 2 ‘
jG+D+7=0+3)", J€3+No
ist das Spektrum von k gleich
kE={...,—2,—1,1,2,...} (0O fehlt). (8.9)
Wir miissen noch beweisen, daf k& mit dem Hamilton-Operator (8.7) vertauscht. Dazu
berechnen wir die Kommutatoren der verschiedenen Terme in H mit k:
e Der orbitale Drehimpuls L vertauscht mit einem radialsymmetrischen Potential und
daher ist
[k, V(r)] = 0.
e Da o mit g kommutiert, gilt auch
k,f]=0 und [k,L-o]=0.
e p. = x - p/r ist drehinvariant und vertauscht mit L und deshalb mit k:
[k, p] = 0.

e Es verbleibt noch zu zeigen, daf o, mit & kommutiert. Dies wollen wir nun beweisen.
Da ( mit xo und p; mit Mo vertauscht, ist

[ra,, k| = [pxo, 5(Mo + 1) = p1fleoc, Mo + 1]+ [p1, 8]|(Mo + 1)xo

Nun benutzen wir, daf p; und [ antivertauschen, so dak [p1, 5] = 2p15 gilt und
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entsprechend ist
ro, k) = p1f([xo, Mo+ 2(Mo + 1)zo) = p1f ({zo, Mo} + 2z0).

Um zu zeigen, daf der Ausdruck in der Klammer verschwindet benutzen wir, dafs
x ein Vektoroperator ist, d.h. daf M;z; = —i€;pix, + 2;M; gilt, und finden

{270', MO'} = LUZ'M]‘{O'Z', O'j} — iEjpinO'jO'i =2zM + €ipi€jikLpOk = —2x0. (810)

Damit wére bewiesen, daf der von DIRAC eingefiihrte Operator k£ mit ra,. vertauscht.

Also vertauschen alle Terme in H mit k, was zu zeigen war. Nun konnen wir schlussendlich
noch Lo im Hamilton-Operator (8.7) durch £ ersetzen,

k=0p(Mo+1) = Lo = h(Bk —1).
und finden

H = ¢ (arpr + z’h%(ﬁk‘ - 1)) + Bme* + V(r)
h th 9
= cla | pr+ p + 7arﬁk + Bmc” + V (r). (8.11)
Wir haben die folgenden Integrale mit den angegebenen Eigenwerten in Involution:

J2/R? . j€{1/2,3/2,...}
J3/h: pe{£1/2,£3/2,...}
k: ke{£l,+2 ...}
H: Ej,p="
Wir wéhlen die Energie-Eigenzusténde als Eigenzustdnde der kommutierenden Opera-
toren J?,J; und k, und bezeichnen sie entsprechend mit ;. Nach Diagonalisierung
dieser Operatoren wird erwartungsgemaft die Dirac-Gleichung zu einem System von ge-

koppelten gewthnlichen Differentialgleichungen fiir die radialen Wellenfunktionen. Wir
diagonalisieren zuerst J; und danach k. Der Operator J? ist dann ebenfalls diagonal.

Diagonalisierung von J3: Wir benutzen wieder die zweier-Block Schreibweise, in der
die Eigenwertgleichung fiir J3 folgende Form annimmt:

o L3 + %hO’g 0 (b = ¢
I3 pr = ( 0 L3+%77«<73) (X N7

Fiir die Komponenten des 2-er Spinor ¢ bedeutet dies

Lypy = h(p—3)¢1 und  Lady = h(p + 32
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und analog fiir die Komponenten von x. Wegen L3Yy,, = hmYj,, konnen wir daher setzen

_ fl(T)YZ,M—;) N :<gl(r)Ym_;)
’ (fz(r)YW; wd =g ) (812

Diagonalisierung von k: Wegen

k‘— MO’—I—O’O 0
N 0 —Mo — oy

lauten die Eigenwertgleichungen fiir £ folgendermafien:
(Mo +0p)p=k¢ und — (Mo + 0o)x = kx.
Mit Hilfe der Aufsteige- und Absteigeoperatoren,
Ly=L+1l, = [Lg, L:I:] = :i:L:t,
nimmt die Eigenwertgleichung fiir ¢ folgende Form an,
<L3 +h L ) (flyau_;) ok (legvu_;) ‘
Ly =Ls+h) \ foYp,q1 foYo
Der Aufsteige- bzw. Absteigeoperator L, und L_ erhchen bzw. erniedrigen die magneti-
sche Quantenzahl um Eins,

LyYym =hy/(CFm)(€ £m+1)Yymar,

und die Eigenwertgleichung fiir ¢ schreibt sich geméfs

e e R (ORI O]

Diese algebraische Gleichung hat nur eine nichtverschwindende Losung falls

o) o) (o) ()

gilt. Offensichtlich hat diese quadratische Gleichung die beiden Lésungen:
(—p+3 2
k=0+1>0: = 72)

(+p+3 1/2f
(—p+3 v

k=—0<0: f2:—< (8.13)

Die entsprechenden ¢ und x diagonalisieren das Quadrat des Gesamtdrehimpulses. Um
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dies einzusehen und die entsprechenden Werte von j zu bestimmen, driicken wir j durch
¢ und k aus. Wegen

J?=IL>+8*+2L-S und Wpk=2L-8 + i
erhalten wir
1
J?=TL*+ S8*+ h*(Bk —1) oder j(j+1):£(£+1)ik;—1, (8.14)

wobei das positive Vorzeichen fiir ¢ gilt und das negative fiir x. Die jetzt folgenden
expliziten Rechnungen werden fiir ¢ durchgefiihrt. Falls nun insbesondere
k=0+1>0 gilt ist ji+1)=C+2)(+3) oder j=(+1
k=—-0<0 gilt,ist  j(i+1)=({(—-3)({+3) oder j=(-141.

Wir kénnen also die folgenden Ersetzungen vornehmen:
j=l+ie—k=j+3 wd j=(-Lt—k=—(j+1),
oder zusammengefasst
k= (=) (+3). (8.15)

Normieren wir die numerischen Koeffizienten von ¢; und ¢,, so finden wir, wenn wir noch
die analogen Resultate fiir die Komponenten von x hinzufiigen, folgende Eigenfunktionen:

+
k=(+1>0 j=0+1: wjvuvk:(g((gga:_u)
in
k=—0<0,j=(—1: ij:(gggfﬁu)’ (8.16)
i

Bezeichnet c{t die positive Wurzel von (j + u)/2j, dann lauten die Spinor-Harmonischen

. +1
+ _ ( Ch Y}—l/lu—l/?) und & = ( c’_J; Yiv1/2,u-1/2 )

Jr } g\ _ L+l y
L Y12 pt1s2 el Yiv12,u41/2

Damit haben wir bis auf den Hamilton-Operator alle kommutierenden Integrale der Be-
wegung diagonalisiert. Ahnlich wie in der Schrédinger-Theorie vereinfacht sich die Eigen-
wertgleichung fiir H zu gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die radialen Funktionen
f und g. Fiir die Dirac-Gleichung haben wir es aber mit zwei radialen Funktionen zu tun.
Dies ist nicht ganz unerwartet, da die Dirac-Gleichung, im Gegensatz zur Schrédinger-
Gleichung, eine Differentialgleichung erster Ordnung ist.

Um die radiale Dirac-Gleichung abzuleiten und damit die Energiecigenwerte zu bestim-
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men, brauchen wir die Wirkung von «, auf den 4—komponentigen Wellenfunktionen:
Wegen

ist fir positive k
g(rjon &,
Yk = ( Jf) :
f (T)o-n T
Wir miissen also herausfinden wie on auf die Spinor-Harmonischen £+ wirkt. Wir notieren
noch einmal, daf aufgrund der Form von k,

0 —r

die Spinor-Harmonischen ¢+ eindeutig charakterisiert sind durch:

+ . : + _ et
Jp - j"“”%ju_kju
5]_“ j> My K ]_‘u = —k j_‘m (817)

wobei k ein positiver Eigenwert von k£ ist.

e Da on nur von den Winkelvariablen abhéngt und sein Quadrat Eins ist, mufs £ —
(on)¢ eine Kombination von Spinor-Harmonischen mit derselben Norm als £ sein.
Weitherhin ist on drehinvariant, d.h. vertauscht mit J, und deshalb haben £ und
(on)¢ dieselben Quantenzahlen j und pu.

e Als néchstes zeigen wir, dak (on)¢ ein Eigenzustand von k ist, falls £ ein solcher
war. Dazu beweisen wir, dafs

{on,k} =0
ist. In der Tat ist

{on,k} ={on, Mo +1} = {on, Mo} +20n (810)

Damit haben wir
k(on)EE = —(on)ké* = Fhlon)E™.

Also haben (on) jiu und jiu dieselben 7 und p, aber entgegengesetztes k. Wir schliefien,
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dals

:l::

(on) m djp ;EL

gelten mufs. Um die Koeffizienten d;, zu finden, benutzen wir dal on drehinvariant ist
und daher mit J vertauscht. Also gilt insbesondere [Ji, on] = 0. Wir folgern

(on) jiu = d;,&j, = (an)Jigjj; = djuJ+5,

Da Ji&u ~ & a1 ist, folgt unmittelbar, daf die Koeffizienten unabhangig von p sind:

Nun erinnern wir uns daran, dafs die hermitesche Matrix on zu 1 quadriert und deshalb
normerhaltend ist,

i (G 6) = (on G on &) = (65,6

Also ist d; eine von g unabhéngige Phase, welche durch Umdefinition der £ relativ zu
den {1 Eins gesetzt werden kann. Mit dieser Phasenkonvention folgt dann

on ]j; =& (8.18)

d.h. das on die Spinor-Harmonische ;L in ;, abbildet und umgekehrt.

8.3 Die radiale Dirac-Gleichung

Wir wenden nun den Dirac-Operator (8.11) auf die Spinoren

o f(r)ji)

an mit dem Resultat

S < me? 4V c(an) ((pr+$>—@)) ( L)
= elom) (0 +2)+2) w4V Wi/

Benutzen wir die Formeln (8.18), so finden wir folgende Gleichungen fiir die radialen
Funktionen (die Spinor-Harmonischen konnen wie erwartet gekiirzt werden) f und g:

h 1 chk
TC(g’ﬂL;g)—wr g+(V+me’)f = Ef

r

% (f/ + %f) + Zthkf +(V-=mc®)g = Eg. (8.19)
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Fiir £ < 0 haben die Eigenfunktionen die Form

_ ([ f(r)g,
,lvbj,u,k = (g(r) 315) s k <0.

Wiederum benutzt man (8.18) um die Gleichungen fiir die radialen Funktionen zu finden.

Man findet exakt dieselben Gleichungen wie fiir £ > 0, d.h. die gekoppelten gew6hnlichen
Differentialgleichungen (8.19).

Wie in der Schrodingertheorie fithren wir die neuen Radialfunktionen
F=rf=F=rf+f und G=irg=G =irg +1ig (8.20)

ein. Mit diesen reskalierten Funktionen vereinfachen sich die radialen zu

2
—F
G + Fo - me—Fp + Ay
r hic hic
k mc® + E 174
FrF——F = ——G - —G. 21
r he G th (8:21)

Gebundene Zustéinde sind normierbar. Fiir die reskalierten Funktionen bedeutet dies, daf
/dr (IF*+|G]*) =1 (8.22)
gelten muf, damit der Zustand gebunden ist.
Asymptotisches Verhalten der Radialfunktionen:
Wir setzen
mc® — F q mc®> + E
ag=——— und ap=——.
! he ? he
Fiir gebundene Zustinde mit 0 < E < mc? sind beide Zahlen positiv.
Fiir » — oo vereinfachen sich die Differentialgleichungen zu
G' '~ F und F'~ayG < F'" ~aaFF und G ~ a;a:G.
Also haben die Losungen der radialen Dirac-Gleichung die asymptotische Form

. 1
Free™™ und G~e™ ™, wobel a= /ajas = 7 m2ct — B2
c

ist. Wir wollen nun dieses asymptotische Verhalten abspalten und definieren neue Radi-
alfunktionen gemafs

F=ef und G=ej. (8.23)

A. Wipf, Quantenmechanik II



8. Das relativistische Zentralkraftproblem 8.3. Die radiale Dirac-Gleichung 160

Fiir die neuen Funktionen sehen die radialen Dirac-Gleichungen folgendermafsen aus

f’-(a%-;)f:(az—%)g ; §'—(a—§)§:(al+%)f. (8.24)

Wir machen nun einen Potenzreihenansatz fiir die geschlangelten Radialfunktionen:

f= Z csr® und g = Z car, (8.25)

s€so+No s€s0+Nog

wobei Ng = {0,1,2,...} die natiirlichen Zahlen (inklusive Null) bezeichnet. Um den
Koeffizientenvergleich vorzunehmen, wollen wir jetzt annehmen, daf V' das Coulomb-
Potential von wasserstoffahnlichen Ionen ist,

1% e*Z o

%: her r

Hier bezeichnet « die dimensionslose Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante, v ~ 1/137.

(8.26)

Nun setzen wir die Potenzreihenansétze in die Dirac-Gleichung fiir die geschldngelten
Radialfunktionen ein. Durch Koeffizientenvergleich von 7°~! findet man folgendes lineare
Gleichungssystem fiir die Koeffizienten,

(s —k)es —ac,_1 = Zac, + axc,

(s+ k), —ac._, = —Zacs+ ajcs,
beziehungsweise die folgenden Rekursionsrelationen:
s—k —Za cs\ [ a a Co_1
Cz ) -C ) () 621

Wegen a = ajas hat die Matrix auf der rechten Seite eine verschwindende Determinante
und ist singuldr. Deshalb hat sie einen (links) Eigenvektor mit Eigenwert Null:

(a, —as) (aal 22) — 0.

Multiplizieren wir also (8.27) skalar von links mit (a, —as), so finden wir folgende Bezie-
hung zwischen den ¢ und ¢’:

(s — k)a — Zaag} Cs — [(S + k)as + Zaa} ¢, =0. (8.28)

Schlussendlich miissen wir noch die Abbruchbedingung fiir s studieren: fiir s = so miissen
die ¢s_1 und ¢, _;, und damit die rechte Seite in (8.27), verschwinden. Deshalb mufs die
Determinante der Matrix auf der linken Seite in (8.27) Null sein:

st =k~ 7% = 5o = Vk? — Z2a2.
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Hier miissen wir die positive Wurzel wahlen, da f und g quadratintegrierbar sein miissen.
Wir sehen also, daf offensichtlich

1-2%*>0 oder Z<a '~137 (8.29)
gelten mufs, damit wir mit unserer Methode gebundene Zustdnde konstruieren kénnen.

Vermittels der Rekursionsformel (8.27) kann man untersuchen wie die cs fiir grofe s
anwachsen. Man findet, dak die geschlangelten Funktionen im Unendlichen exponentiell
anwachsen, ~ ¢2"_ falls die Reihe (8.25) nicht abbricht. Wir miissen also fordern, daR fiir

s > s1, wobei
s1=5y+n, mit n, € Ny
ist, die ¢; und ¢, verschwinden. Fiir s — 1 = s; ist die linke Seite in (8.27) Null, so dass
acs, + axc, =0 (8.30)

gelten muf. Fir die folgenden Betrachtungen wollen wir eine Fallunterscheidung vorneh-
men. Zuerst betrachten wir positive n,.

n, > 0:
In diesem Fall gilt die Gleichung (8.28)
((s1 = k)a — Zaag)cs, — ((s1+ k)ag + Zaa)d,, = 0. (8.31)

Man rechnet nun leicht nach, daf die beiden linearen Gleichungen (8.30,8.31) nur dann
eine Losung zulassen (Determinantenbedingung), wenn

2as1 = Za(ag — a;) <= si(m*c* — E?) = Z?°a*E*?

gilt. Dies ist gleichbedeutend mit

m2cts?

2
= ———
Z%2a? + s2
wobei wir uns daran erinnern miissen, dafs
$1="n, + 89 =n, + VE2 — Z2a2

gilt. Setzen wir dies in die obige Formel fiir das Quadrat der Energie ein, so ergibt sich

—-1/2
E Z2 2
= =1+ - _ >0 n >0 (8.32)
mce (nr +VE2 = Zzoﬂ)
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Diese Formel wurde von ARNOLD SOMMERFELD bereits im Jahre 1916, also etwa 10
Jahre vor Entdeckung der Quantenmechanik durch HEISENBERG und SCHRODINGER und
insbesondere der Dirac-Gleichung, gefunden. Nachdem wir die Energie-Eigenwerte fiir
positive Quantenzahlen n, bestimmt haben, betrachten wir nun n, = 0.

n, = 0:

In diesem zweiten Fall ist also s; = sy und neben (8.30), was nach Division durch \/ay
folgendermafen geschrieben werden kann,

Vaics, +y/azd, =0, (8.33)
haben wir wegen (8.27) jetzt statt (8.31) die stérkere zweite Bedingung

(so — k)csy — Zac, = 0. (8.34)

S0

Diese beiden Gleichungen haben nur eine nichtverschwindende Losung falls die Determi-
nante der entsprechenden Matrix verschwindet, was dquivalent zu

k=s0+ ./ 2Za (8.35)
a2

ist. Aus der asymptotischen Form der Losungen am Ursprung fiir n,, = 0 sieht man, dass
die Wellenfunktionen nur fiir £ > 0 normierbar sind. Um die Energien der gebundenen
Zusténde zu bestimmen, erinnern wir uns an die Definition der a;,as. Aus dieser folgt
unmittelbar, dass

ai 1—c¢

= . wobei €= E/mc®
as 1+4¢€

ist. Dies setzten wir in die nach a;/as aufgeloste Formel fiir k£ ein und finden nach einer
einfachen Rechnung
E 7202

@ = 1-— 12 fir Sop — S1. (836)

Diese Formel stimmt mit der Sommerfeldschen Formel (8.32) iiberein wenn wir in dieser
n, = 0 setzen. Wir haben also als Schlussresultat die wohlbekannte Feinstruktur-Formel

-1/2
Z%a? F=0: k=1,2,3,...
o ) ) n, =0 ,2,3, (8.37)

= _ 1
mc? <+(nr+ 22— 7252)° n,>0: k=41,42 ...,

Sie ist aus der Diracschen Theorie des Elektrons gleichzeitig von GORDON und DARWIN
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abgeleitet worden.

8.4 Wasserstoff Spektrum und Feinstruktur

Um Anschluss an das nichtrelativistische Resultat zu gewinnen setzen wir jetzt n = n,+|k|.
Die natiirliche Zahl n entspricht der Hauptquantenzahl in der Schrodingerschen Theorie
des Wasserstoffatoms. Nach der Ersetzung finden wir

~1/2
E Z2 2
—— 1+ a S o n=1,23... k=123 (833)
me (n— |k + VAZ — Z%a2)
Wir entwickeln diesen Ausdruck fiir die Eigenwerte des Dirac-Hamilton-Operators nach
Potenzen von Za,
(Za)* 3 (Za)t 1(Za)* 1

E=mc(1- = — =
mc( o2 T3 2 nd j+1

+ O ((Za)6)) : (8.39)
mit

kl=j+1,  nej+3+{0,1,23,. .} (8.40)
Man sieht, dass alle Zusténde, mit Ausnahme derer mit n = j + %, doppelt entartet sind.

Die Energieeigenwerte hidngen also nur von der Hauptquantenzahl n, von |k| und von
der Kernladungszahl Z ab. Fiir verschwindendes Potential (Z = 0) ist der Energieeigen-
wert mc?. Mit Potential schlieRen die gebundenen Elektronenzustinde an das bei mc?
beginnende Kontinuum positiver Energie an. Durch ,,Aufdrehen des Potentials* werden
Elektronenzustinde aus dem positiven Energiekontinuum in die Energieliicke zwischen
mec? und —mec? als gebundene Zustinde ,hineingezogen®. Die Ionisationsgrenze des Atoms
liegt offensichtlich bei mc? und deshalb ist die Ionisierungsenergie gleich mc? — E und ent-
sprechend ist die Bindungsenergie

~1/2
2 2 Z*a’ : 2
Eg=FE—mc"=mc* |1+ 5 — mc. (8.41)
(n— k| + VA® — Z2a?)

Firn=1und j =3 (|k] =1) ist
Fp = mc? (\/1—Z2a2—1>.

Fiir Za = 1ist E = 0 oder Eg = —mc? und fiir Z > 1/a werden die Energien imaginér.
Dieses seltsame Ergebnis wird als Instabilitdt des Vakuums interpretiert. Bei diesen star-
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ken Feldern werden spontan Elektronen (Positronen) aus dem Vakuum erzeugt. Dieser
Vorgang kann natiirlich nicht mehr im Rahmen einer Einteilchentheorie erklart werden.

Fiir die numerischen Werte der Energien setzen wir fiir die Ruhemasse des Elektrons
mc? = 0.5110041 MeV ein. Die Niveaus mit gleichem |k| aber verschiedenem Bahndrehim-
puls ¢ sind entartet. Fiir Za < 1 sind die Bindungsenergien, gemessen in Einheiten der
Elektronen-Ruheenergie

B gy (e B (12, s

me o2 2nd j—i—%_ﬂ

Die relativistischen Korrekturen fiir die Energieniveaus im Coulombfeld sind O(Z2a?)
verglichen mit den nichtrelativistischen Energien und sind nur fiir kleine Hauptquanten-
zahlen und schwere Kerne von Bedeutung. Die Zustande bezeichnet man mit nL;. Die
tiefsten Niveaus sind in der nédchsten Tabelle enthalten.

In der Abbildung nach der Tabelle sind die tiefsten Energieniveaus eingezeichnet. Wir
sehen hier explizit, dass die Zustande mit derselben Hauptquantenzahl und demselben
Bahndrehimpuls verschiedene Energien haben, falls der Gesamtdrehimpuls j (oder k)
verschieden ist. Die Bohrschen Niveaus spalten in Komponenten auf, deren Gesamtheit
man als Feinstruktur bezeichnet. Die mdglichen Dipoliibergidnge von den Zustdnden mit
n = 3 zu denjenigen mit n = 2 sind ebenfalls dargestellt. Der Ubergang von j = 5/2 nach
j = 1/2 ist in der Dipolndherung verboten.

Bezeichnung |n | (| j|n,| k| EgleV]
Isis | 1]0]1/2| 0| 1|-13.606
251/ 2l0(1/2] 1] 1] —3.402
2p1/2 2(1(1/2| 1|-1] —3.402
2p3/2 211(3/2| 0| 2| —3.401
3512 310(1/2] 2| 1| —1.512 (8.43)
3p1/2 311(1/2| 2|—-1| —1.512
3p3/2 31113/2| 1| 2| —1.512
3d3/2 312(3/2| 1|-2| —1.512
3ds /2 312(5/2| 0| 3| —1.512
4512 410|11/2| 3| 1| —0.850
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29 2p 2D 2R 2e
1 1 3 3 5 5 7 7 7
J 3 7 3 7 3 7 3 7 3
k 1 —1 2 —2 3 -3 4 —4 5
e I
n:3 L e -
n=29 L I
n=1 —

erlaubt

Abbildung 8.1: Das Spektrum des Wasserstoffs in der Diractheorie und erlaubte Uber-
géange von n = 3 nach n = 2.

Beim Wasserstoffatom hat der Zustand mit n = 2 in der Feinstruktur drei Unterniveaus
und der Zustand mit n = 3 fiinf Unterniveaus. Mehrere Ubergéinge sind aber durch Erhal-
tungssétze verboten, so dass von den 15 moglichen nur 7 Linien auftreten. Als Dirac seine
Theorie aufstellte, konnten im Experiment nur zwei Komponenten sicher beobachtet wer-
den. Eine dritte machte sich als Verbreiterung einer der beiden Komponenten bemerkbar.

Weitere, als Lamb- Verschiebungen bezeichnete Aufspaltungen ergeben sich durch die Wech
selwirkung des Elektrons mit Fluktuationen des elektromagnetischen Feldes im Atom.
Aufgrund der Lamb-Verschiebung werden alle s-Zustédnde nach oben versetzt. Zum Bei-
spiel hat der 25/, Zustand eine um 1051MHz héhere Energie als der 2P, /5 Zustand. Die-
ser Frequenzbereich ist der Mikrowellenspektroskopie gut zugénglich. Der Versuch von E.
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LAMB und C. RETHERFORD (1947), in welchem diese Verschiebung experimentell nach-
wiesen wurde, markierte den Anfang der Quantenelektrodynamik. Die Lamb-Verschiebung
insbesondere der s-Zustédnde informiert iiber die Physik kleinster Dimensionen, da die Wel-
lenfunktionen dieser Zustdnde im Kern nicht verschwinden. Als weiteres muf man noch
den Kernspin berticksichtigen. Die Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momen-
ten des Elektrons und des Atomkerns fiihrt zur weiteren Aufspaltung der Feinstruktur-
niveaus in Komponenten, die man zusammenfassend als Hyperfeinstruktur bezeichnet.
Die wohlbekannte, und in der Radioastronomie bedeutende 21cm Linie des Wasserstoffs
rithrt von der Hyperfeinaufspaltung des s-Niveaus. Die seit etwa 1979 verfiighare Technik

]_51/2
Bohrsche
Energieniveaus
151/2 F - 1
Lamb- F=0
1512 verschiebung

Hyperfein-
Feinstruktur aufspaltung

Abbildung 8.2: Die Feinstruktur, Lamb-Verschiebung und Hyperfeinstruktur des Grund-
zustandes.

der Laser-Spektroskopie hat die Auflésung der Spektrallinien wesentlich verbessert, da
sie die Anwendung neuer Methoden (durchstimmbare Farblaser, Sattigungspektroskopie,
Polarisationsspektroskopie) zur Vermeidung der Doppler-Verbreiterung ermoglicht. Die
Auflésung der Hyperfeinstruktur gelingt mit der 2-Photonen-Spektroskopie.
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Kapitel 9

Einfiihrung in Pfadintegrale

Siehe das zweite Kapitel meines Skriptes tiber Pfadintegrale [22].
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