
Quantenmehanik IWintersemester 1999/2000Klaus FredenhagenII. Institut f�ur Theoretishe PhysikUniversit�at HamburgBemerkung: Das vorliegende Skript beruht in gro�em Ausma� aufeinem unver�o�entlihten Vorlesungsskript von Detlev Buhholz.



2



InhaltsverzeihnisKapitel I. Urspr�unge der Quantentheorie 51. Quantenph�anomene 52. Hamiltonshe Mehanik und Bohrshe Quantenbedingung 73. Klassishes Wellenfeldbild 10Kapitel II. Grundlagen der Quantenmehanik 171. Shr�odingergleihung 172. Bornshe Wahrsheinlihkeitsinterpretation 203. Mehrteilhensysteme 214. Observable und Operatoren 235. Ehrenfestshes Theorem 286. Die Heisenbergshen Unsh�arferelationen 317. Bindungs- und Streuzust�ande (Ausblik) 34Kapitel III. Systeme mit einem Freiheitsgrad 411. Teilhen im Kasten 412. Teilhen vor einer Wand; der Zeitoperator 443. Stufenpotentiale 484. Harmonisher Oszillator 51Kapitel IV. Der mathematishe Rahmen der Quantenmehanik 571. Hilbertr�aume 572. Lineare Operatoren 623. Postulate der Quantenmehanik 67Kapitel V. Teilhen im Zentralkraftfeld 691. Drehimpuls 692. Die radiale Shr�odingergleihung 723. Bindungszust�ande im Coulomb-Potential 744. Streuzust�ande 75Kapitel VI. Teilhen im elektromagnetishen Feld 851. Shr�odingergleihung mit Magnetfeld 852. Der Spin und die Pauligleihung 88Kapitel VII. Der Zustandsraum der Quantenmehanik 951. Zum Dira-Formalismus 952. Zustandsgemishe 963. EPR-Paradoxon und Bellshe Ungleihungen 983



4 INHALTSVERZEICHNIS



KAPITEL IUrspr�unge der QuantentheorieKlassishe Mehanik und klassishe Elektrodynamik beshreibeneinen gro�en Erfahrungsbereih zutre�end. Sie versagen aber weitge-hend bei Anwendungen auf den atomaren Bereih. Ziel der Quanten-theorie ist es, eine umfassende Erkl�arung zu �nden, die im atomaren Be-reih die experimentellen Befunde beshreibt und die klassishen Theo-rien als Grenzfall enth�alt. Die Quantenmehanik ist eine solhe Theorief�ur den Bereih der nihtrelativistishenMehanik. Sie ist g�ultig, so lan-ge die Geshwindigkeiten klein im Vergleih zur Lihtgeshwindigkeitsind und die Teilhenzahl erhalten ist. Quantene�ekte des elektroma-gnetishen Feldes, Erzeugungs- und Vernihtungsprozesse von Teilhenund die Ber�uksihtigung der speziellen Relativit�atstheorie sind der Ge-genstand der Quantenfeldtheorie. Quantene�ekte der Gravitation unddie Ber�uksihtigung der Allgemeinen Relativit�atstheorie sollten zu ei-ner "Quantengravitation\ f�uhren; eine solhe Theorie existiert bis jetzth�ohstens in Ans�atzen.In dieser Vorlesung wollen wir uns mit der nihtrelativistishenQuantenmehanik besh�aftigen. Zun�ahst soll an einige experimentelleSahverhalte erinnert werden, die zeigen, da� die klassishe Physik imatomaren Bereih niht anwendbar ist.1. Quantenph�anomene1.1. Atomspektren. Das Spektrum der elektromagnetishen Strah-lung eines gl�uhenden K�orpers zeigt �uber einem f�ur alle K�orper gleihenKontinuum harakteristishe Linien, die von der Zusammensetzung desK�orpers abh�angen (Spektralanalyse). F�ur die beobahteten Frequenzengilt das Rydberg-Ritzshe Kombinationsprinzip: sie lassen sih durhzwei Indizes so beshreiben, dass mit �ij und �jk auh �ik = �ij + �jkeine beobahtete Frequenz ist. Daraus folgt, dass sih die Frequenzenals Di�erenzen shreiben lassen, �ij = �i � �j . Bohr (1913) hat vor-geshlagen, die Frequenzen �i den m�oglihen Energiestufen des Atomszuzuordnen, Ei = h�i (I.1)mit dem Plankshen Wirkungsquantum h = 6; 626 � 10�34Js. Expe-rimentell wurde eine solhe Quantelung der Energie von Frank undHertz 1913 beim Durhgang eines Stroms durh Queksilberdampf be-obahtet. 5



6 I. URSPR�UNGE DER QUANTENTHEORIEAuf Grund von Experimenten von Geiger und Marsden (1909) mit�-Strahlung hatte Rutherford (1911) geshlossen, dass Atome aus ei-nem sehr kleinen, positiv geladenem Kern und aus sih darum herumbewegenden Elektronen bestehen. Nah den Gesetzen der klassishenElektrodynamik strahlen diese Elektronen kontinuierlih elektromagne-tishe Wellen ab und verlieren so Energie. Dies steht im Widerspruhzur beobahteten Stabilit�at der Atome. Auh die Gleihartigkeit derAtome ist klassish niht zu verstehen.1.2. Korpuskulare E�ekte der elektromagnetishen Strah-lung. Die Wellennatur des Lihts ist seit den Beugungsexperimentenvon Young (1803) bekannt, und die Maxwellshe Elektrodynamik stellteine theoretishe Grundlage f�ur die beobahteten Wellenersheinungendar. Es gibt jedoh einige experimentelle Tatsahen, die eher f�ur einekorpuskulare Natur der elektromagnetishen Strahlung sprehen.Die erste derartige Beobahtung wurde von Plank gemaht. Siezeigt die korpuskularen Aspekte nur sehr indirekt. Plank hatte ge-funden, dass die beobahtete Frequenzverteilung der Strahlung einesshwarzen K�orpers bei Temperatur T dadurh erkl�art werden kann,dass die mittlere Energie einer sih in einer festen Rihtung ausbrei-tenden elektromagnetishen Welle mit Frequenz �hEi = h�e h�kT � 1 (I.2)betr�agt. Sind En die m�oglihen Energien, die jeweils mit der relativenH�au�gkeit e�Enkt (Boltzmann-Faktor) belegt sind, so gilthEi = PnEne�EnktPn e�Enkt (I.3)Sei � = (kT )�1 und sei Z(�) = Pn e��En die Zustandssumme. Danngilt hEi = � ��� lnZ. Aus (I.2) folgtZ = onst(e�h� � 1)�1 = onst 1Xn=1 e��h�n :Es folgt, dass die m�oglihen Energien von der Form En = nh� sind.W�ahrend die Plankshe Strahlung den korpuskularen Aspekt nurindirekt zeigt, wird dieser Aspekt sehr viel deutliher beim Photoef-fekt. L�asst man Liht auf eine Metallober�ahe fallen, so sendet dasMetall Elektronen aus. Man beobahtet, dass dieser E�ekt erst ab ei-ner gewissen Grenzfrequenz einsetzt, dass die Geshwindigkeit der her-ausgel�osten Elektronen nur von der Frequenz abh�angt und dass derdamit verbundene Strom proportional zur Intensit�at der Strahlung ist.Nah Einstein (1905) besteht das Liht aus Photonen der Energie h�.Tre�en diese auf die Metallober�ahe auf, so k�onnen sie ihre Ener-gie auf ein Elektron �ubertragen. Ist h� gr�o�er als die Austrittsarbeit



2. HAMILTONSCHE MECHANIK UND BOHRSCHE QUANTENBEDINGUNG 7WA, so verl�a�t das Elektron das Metall mit der kinetishen Energiem2 v2 = h� �WA.Besonders drastish zeigt sih der korpuskulare E�ekt beim Comp-tone�ekt. Bei der Streuung von R�ontgenstrahlen an Elektronen �n-det man eine Frequenzvershiebung, deren Gr�o�e vom Streuwinkel �abh�angt (Compton 1923). F�ur die Wellenl�angen�anderung gilt�0 � � = hm(1 � os �) : (I.4)Dieses Ph�anomen l�asst sih erkl�aren, wenn man annimmt, dass dieStrahlung aus Teilhenmit Impuls p = ~k, ~ = h2� , kWellenzahlvektor,und Energie E = jpj = h� besteht und dass der Streuprozess einelastisher Sto� ist.1.3. Wellenaspekte von Elektronen. Dass auh Teilhen Wel-leneigenshaften haben k�onnen, ist zuerst von de Broglie (1923) ver-mutet worden.1.4. Radioaktivit�at. Ein klassishes Modell, das das exponen-tielle Zerfallsgesetz und die extrem untershiedlihen Halbwertszeiten(10�7 � 1017s) erkl�art, ist kaum vorstellbar.2. Hamiltonshe Mehanik und Bohrshe QuantenbedingungBohr f�uhrte 1913 Zusatzhypothesen ein, durh die das Rutherford-she Atommodell mit den beobahteten Ph�anomenen in Einklang ge-braht werden sollte:(i) Atomare Systeme besitzen gewisse station�are Zust�ande mit be-stimmten diskreten Energieeigenwerten E0; E1; : : : .(ii) Ein atomares System kann seine Energie nur �andern, indem esvon einem atomaren Zustand in einen anderen �ubergeht. Die beidiesem �Ubergang entstehende (bzw. absorbierte) elektromagne-tishe Strahlung hat die Frequenzh� = jEa � Eej ; (I.5)wobei Ea die Energie des Anfangs- und Ee die Energie des End-zustands ist.Diese Postulate gelten auh in der heutigen Quantenmehanik. Sieerm�oglihen aber noh niht die Bestimmung der m�oglihen Energie-werte.Um diese zu bestimmen, f�uhrte Bohr eine Quantisierungsbedingungein, die sp�ater von Wilson und Sommerfeld verallgemeinert worden ist.Zur Formulierung betrahten wir ein konservatives mehanishesSystem mit n Freiheitsgraden. In der Hamiltonshen Formulierung be-shreibt man das System durh n Koordinaten q1; : : : ; qn, n kanonishkonjugierte Impulse p1; : : : ; pn und eine HamiltonfunktionH = H(q1; : : : ; qn; p1; : : : ; pn) ; (I.6)



8 I. URSPR�UNGE DER QUANTENTHEORIEsodass die Zeitentwiklung durh die Hamiltonshen Gleihungen ge-geben ist, _qi = �H�pi ; _pi = ��H�qi ; i = 1; : : : ; n : (I.7)Bei der Wahl der Koordinaten hat man bekanntlih gro�e Freiheit; jedekanonishe Transformation (q; p) 7! (Q;P ), d.h. jede Transformation,die die kanonishen PoissonklammernfQi; Qjg = 0 = fPi; Pjg ; fQi; Pjg = Æij (I.8)respektiert, mit der PoissonklammerfF;Gg = nXi=1 ��F�qi �G�pi � �F�pi �G�qi� ; (I.9)l�asst die Form der Hamiltonshen Gleihungen unge�andert.Man muss jetzt die wesentlihe Einshr�ankung mahen, dass dasSystem integrabel ist, das hei�t, dass es kanonishe Variable gibt, so-dass die Bewegung in jedem Variablenpaar (qi; pi) periodish ist. DieBohr-Sommerfeldshe Quantisierungsbedingung lautet dannI pidqi = nih ; ni 2 N0; i = 1; : : : ; n ; (I.10)wobei das Integral �uber eine volle Periode in qi zu nehmen ist undmindestens ein ni von 0 vershieden ist.Wir wollen diese Bedingung auf das Wassersto�atom anwenden. Dieklassishe Bewegung eines Massenpunkts in einem Coulomb-Potentialverl�auft in einer Ebene. In Polarkoordinaten r; ' mit kanonish konju-gierten Impulsen pr und p' lautet die HamiltonfunktionH = 12m �p2r + 1r2p2'�� �r : (I.11)Der Drehimpuls p' ist erhalten, da H niht von ' abh�angt. Mit derQuantisierungsbedingung (I.10) erhalten wirZ 2�0 p'd' = n'h ; n' 2 N0 ; (I.12)also p' = n'~.Zur Auswertung der Quantisierungsbedingung in den Variablen rund pr shreiben wir pr als Funktion von r, p' und der Energie E. Esgilt jprj =r2mE + 2m�r � p2'r2 : (I.13)F�ur E < 0 sind die m�oglihen Werte von r auf das Intervall [r�; r+℄beshr�ankt mit r� = � �2E �r �24E2 + p2'2mE : (I.14)



2. HAMILTONSCHE MECHANIK UND BOHRSCHE QUANTENBEDINGUNG 9Damit lautet die Bohrshe Quantisierungbedingung f�ur prI prdr = 2p�2mE Z r+r� drr p(r+ � r)(r � r�) = nrh (I.15)mit nr 2 N0. Es gilt f�ur 0 � a � bZ ba drr pb� rpr � a = �2 (pb�pa)2 : (I.16)Damit erh�alt mannrh = p�2mE�(r+ + r� � 2pr+r�)= p�2mE�(��E � 2 p'p�2mE )= � �r 2m�E � 2p'! : (I.17)Setzt man jetzt p' = n'~ ein, so �ndet man die FormelE = �m�22~2 1(n' + nr)2 (I.18)f�ur die m�oglihen Bindungsenergien. Aus der 2. Bohrshen Hypotheseergibt sih f�ur das Wassersto�spektrum die Formelh�nk = R� 1n2 � 1k2 � ; n; k 2 N; n < k (I.19)mit der RydbergkonstantenR = m�22~2 = 13; 53eV : (I.20)Die Formel (I.19) war von Balmer empirish gefunden worden. Der ausBohrs Bedingung bestimmte Wert von R stimmt ausgezeihnet mitdem gemessenen �uberein.Zur Begr�undung seiner Quantisierungsbedingung hatte Bohr dassogenannte Korrespondenzprinzip eingef�uhrt. In einer modernen For-mulierung lautet es: Wenn man die Quantenphysik auf Bereihe an-wendet, in denen die klassishe Physik g�ultig ist, dann m�ussen ihreAussagen mit denen der klassishen Physik n�aherungsweise �uberein-stimmen.Betrahten wir als Beispiel das Wassersto�atom. Bei gen�ugend gro�emAbstand des Elektrons vom Kern sollte die klassishe Beshreibungrihtig sein. Danah bewegt sih das Elektron auf einer Ellipse mit derUmlaufzeit T = �m�2�22 � 12 (�E)� 32 : (I.21)Nah der klassishen Elektrodynamik strahlt ein solhes Elektron elek-tromagnetishe Strahlung mit Frequenzen ab, die Vielfahe der klassi-shen Frequenz �klass = 1T sind. Der quantenmehanishen Energie En



10 I. URSPR�UNGE DER QUANTENTHEORIEentspriht die klassishe Frequenz�klass = �m�2�22 �� 12 �m�22~2 � 32 1n3 = 1n3 m�22�~3 (I.22)Dem �Ubergang vom Energieniveau En+l zum Energieniveau En ent-spriht die quantenmehanishe Frequenz�n;n+l = 1h(En+l � En) = m�24�~3� 1n2 � 1(n+ l)2� = �klass2n2l + nl22(n + l)2(I.23)Im Limes n !1 �ndet man �n;n+l�kl ! l in �Ubereinstimmung mit demKorrespondenzprinzip.Trotz ihrer beeindrukenden Erfolge bleibt die Bohrshe Theorieunbefriedigend. Ihre entsheidende Shw�ahe ist die Beshr�ankung aufspezielle mehanishe Systeme. Shon beimHeliumatom (2 Elektronen)versagt die Methode.3. Klassishes WellenfeldbildDie Tatsahe, dass Teilhen Welleneigenshaften haben, legt es na-he, Teilhen mit Hilfe von Wellen zu beshreiben. Diese auf de Brogliezur�ukgehende Idee ist zuerst von Shr�odinger ausgearbeitet worden.Wellen werden in der klassishen Physik durh Wellenfunktionen'(t;x) beshrieben. Hierbei bezeihnet '(t;x) eine von der Art derWelle abh�angige Gr�o�e am Ort x zur Zeit t, die sih wellenf�ormig aus-breitet, z.B. die Feldst�arke bei einer elektromagnetishen Welle oderden Druk bei einer Shallwelle.Die zeitlihe Entwiklung einer Welle wird durh ein Ausbreitungs-gesetz bestimmt, das typisher Weise die Form einer Di�erentialglei-hung hat. Zum Beispiel gilt f�ur Shallwellen in einem isotropen homo-genen Medium 1v2 �2��t2 = �� (I.24)mit der Shallgeshwindigkeit v und dem Laplaeoperator� = 3Xi=1 �2�x2i : (I.25)Viele wihtige Ausbreitungsgesetze sind linear in '. F�ur diese gilt dasSuperpositionsgesetz: Sind '1 und '2 m�oglihe Wellenfunktionen, soauh alle Linearkombinationen 1'1+ 2'2 mit Konstanten 1; 2. Wel-len dieses Typs k�onnen sih ungest�ort durhdringen und zeigen diebekannten Interferenze�ekte.Spezielle Wellen sind die ebenen monohromatishen Wellen. Inkomplexer Shreibweise sind sie gegeben durh'(t;x) = aei(k�x�!t) : (I.26)



3. KLASSISCHES WELLENFELDBILD 11Hierbei ist ! = 2��Frequenz die Kreisfrequenz, jkj = 2�=Wellenl�angedie Wellenzahl und !jkj = Frequenz�Wellenl�ange die Phasengeshwin-digkeit. Der Einheitsvektor k=jkj gibt die Ausbreitungsrihtung derWelle an. Der komplexe Faktor a = jajeiÆ gibt die Amplitude jaj unddie Phase Æ bei (t;x) = 0 an. Zwishen Kreisfrequenz und Wellenzahl-vektor besteht meist eine Dispersionsbeziehung! = !(k) ; (I.27)z.B. gilt f�ur die oben erw�ahnten Shallwellen ! = vjkj.EbeneWellen beshreiben Systeme, die den ganzen Raum ausf�ullen.Daher entsprehen sie niht dem Bild eines punktf�ormigen Teilhens.Man kann jedoh durh �Uberlagerung ebener Wellen gut lokalisierteWellenpakete erzeugen. Sei'(t;x) = Z d3k'̂(k)ei(k�x�!t) (I.28)mit ! = !(k) und einer Amplitudenfunktion '̂(k).'(0; �) und '̂ h�angen �uber die Fouriertransformation miteinanderzusammen. Wir formulieren den Satz f�ur die in der Quantenmehankbesonders wihtigen quadratintegrablen Funktionen.Definition I.1. Eine (messbare) Funktion ' auf dem Rn hei�tquadratintegrabel, wenn Z dnxj'(x)j2 <1 : (I.29)Die Menge der quadratintegrablen Funktionen wird mit L2(Rn) be-zeihnet.Bemerkung: L2(Rn) ist ein Vektorraum. Funktionen in L2(Rn) sindniht notwendig stetig; auh gewisse unstetige Funktionen, die nur imSinne von Lebesgue integrierbar sind, geh�oren zu L2(Rn). In der Regelidenti�ziert man Funktionen, die sih nur auf einer Menge vom Ma�Null untersheiden. Daher maht es f�ur unstetige Funktionen in L2(Rn)keinen Sinn, vom Wert der Funktion an einem Punkt zu sprehen.Theorem 3.1. Sei ' 2 L2(Rn). Dann gibt es ein '̂ 2 L2(Rn) mitden folgenden Eigenshaften:(i) '(x) = (2�)�n2 R dnk'̂(k)eik�x(ii) '̂(k) = (2�)�n2 R dnx'(x)e�ik�x(iii) R dnxj'(x)j2 = R dnkj'̂(k)j2 (Parsevalshe Ungleihung)Hierbei bezeihnet k � x =Pni=1 kixi das Skalarprodukt in Rn.Bemerkung: Die uneigentlihen Integrale im Theorem konvergieren imquadratishen Mittel, aber niht notwendig punktweise.



12 I. URSPR�UNGE DER QUANTENTHEORIEBeweis f�ur n = 1: Zun�ahst betrahten wir als Beispiel die Gauss-Funktion '(x) = e��2 x2 , � > 0. Dann ist'̂(k) = (2�)� 12 Z dxe�ikx'(x) = (2�)� 12 Z dxe��2 (x+i k� )2e� k22� = �� 12 e� k22� :(I.30)(Hierbei wurde der Cauhyshe Integralsatz zusammenmit dem shnel-len Abfall der analytishen Funktion e��2 jzj2 f�ur jRe zj ! 1 ausge-nutzt.) F�ur die Gauss-Funktion gilt das Theorem also.Mit Hilfe dieser Formel l�a�t sih jetzt auh der allgemeine Fall be-weisen.Wir beshr�anken uns auf den Fall, dass ' stetig, beshr�ankt undintegrabel (R dxj'(x)j <1) ist (dann existiert '̂ �uberall und ist stetigund vershwindet bei unendlih (Riemann-Lebesgue-Lemma)) und dassdar�uberhinaus auh '̂ integrabel ist. Unter diesen Voraussetzungen giltZ dk'̂(k)eikx = lim"#0 Z dk'̂(k)eikxe� "2k2= lim"#0 Z dkeikxe� "2k2(2�)� 12 Z dy'(y)e�iky= lim"#0 (2�)� 12 Z dy'(y)Z dke� "2k2e�ik(y�x)= lim"#0 Z dy'(y)"� 12 e� (y�x)22"= lim"#0 Z dy'(x+ " 12y)e� y22= '(x)Z dye� y22 = (2�) 12'(x) : (I.31)Die Parsevalshe Gleihung folgt unter denselben Voraussetzungenan ' aus der RehnungZ dxj'(x)j2 = Z dx'(x)(2�)� 12 Z dkeikx'̂(k)= Z dk'̂(k)(2�)� 12 Z dx'(x)e�ikx= Z dkj'̂(k)j2 : (I.32)�Mit Hilfe der Fouriertransformation erkennen wir� Zu einem Zeitpunkt t0 kann '(t0;x) beliebig (in L2(R3)) vorge-geben werden. Die Amplitudenfunktion ist dann'̂(k) = (2�)� 32 Z dxe�ik�x'(t0;x)ei!t0 : (I.33)



3. KLASSISCHES WELLENFELDBILD 13� Zu allen anderen Zeiten ist '(t;x) dadurh eindeutig bestimmt,'(t;x) = (2�)� 32 Z d3kei(k�x�!t)'̂(k)= (2�)�3 Z d3kZ d3yei�k�(x�y)�!(t�t0)�'(t0;x) : (I.34)� Aufgrund der Parsevalshen Gleihung giltZ d3xj'(t;x)j2 = Z d3kj'̂(k)e�i!tj2 = onst : (I.35)Die Gr�o�e R d3xj'(t;x)j2 ist also zeitunabh�angig. Wenn ' einTeilhen beshreiben soll, dann k�onnte diese Gr�o�e z.B. als Masseoder Ladung interpretiert werden. F�ur den Integranden j'(t;x)j2bietet sih eine Interpretation als Dihte an.Die zeitlihe Entwiklung des durh ' beshriebenen Wellenpakets(und damit die Bewegung des zugeh�origen Teilhens) wird durh dieDispersionsbeziehung ! = !(k) bestimmt. Einige Aussagen lassen sihallgemein mahen, solange !(k) eine glatte (d.h. unendlih oft di�eren-zierbare) Funktion ist.Die Geshwindigkeit, mit der sih ein Wellenpaket ausbreitet, dasum den Wellenzahlvektor k konzentriert ist, ist bekanntlih die Grup-pengeshwindigkeit v = grad k!(k) : (I.36)Denn die Phase einer ebenen Welle ei(k0�x�!t) amOrt x = vt ist in ersterOrdnung in k0 � k unabh�angig von k0, sodass sih die ebenen Wellenmit k0 � k konstruktiv �uberlagern (Prinzip der station�aren Phase).Genauer gilt folgendes.Sei '̂ eine glatte Amplitudenfunktionmit kompaktemTr�ager supp '̂.Wir nennen � = fv = grad k!(k);k 2 supp'g (I.37)den Geshwindigkeitstr�ager von '̂. Man �ndet den Satz:Theorem 3.2. (i) F�ur Geshwindigkeiten v mit endlihem Ab-stand von � gilt limt!1 jtjnj'(t; tv)j = 0 (I.38)f�ur alle n 2 N.(ii) F�ur v 2 � gilt f�ur gro�e tj'(t; tv)j ' C(v)jtj� 32 : (I.39)Einen Beweis dieses Satzes �ndet man z.B. im Reed-Simon. Wirwollen versuhen, das Ergebnis plausibel zu mahen. Dazu betrahtenwir '(t; tv) = (2�)� 32 Z d3k'̂(k)eit(k�v�!) (I.40)



14 I. URSPR�UNGE DER QUANTENTHEORIE
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Abbildung 1. Der von den Weltlinien (t; tv);v 2 �erzeugte Kegelund entwikeln die Phase tÆ = t(k � v � !) um einen Punkt k0 bis zurzweiten Ordnung,Æ = Æ0 + (k� k0) � Æ1 + 12(k� k0) �M(k� k0) +O(jk� k0j3) (I.41)mit Æ0 = k0�v�!(k0), Æ1 = v�grad!(k0) undM = (Mij), i; j = 1; 2; 3,Mij = � �2!�ki�kj (k0) : (I.42)Ist Æ1 6= 0, so oszilliert die Phase in einer Umgebung von k0 starkf�ur gro�e jtj, und die Beitr�age der vershiedenen ebenen Wellen mitWellenzahlvektor k � k0 l�oshen sih gegenseitig aus. Es tragen daherzu gro�en Zeiten nur die Umgebungen von Wellenzahlvektoren k0 mitÆ1 = 0 bei. Ist v 62 �, so ergibt sih das shnelle Vershwinden von'(t; tv) f�ur jtj ! 1.Nun sei v 2 �. Dann gibt es ein k0 2 supp '̂ mit grad!(k0) = v.F�ur gro�e t �ndet man (falls detM 6= 0)'(t; tv) � (2�)� 32 Z d3k'̂(k)eit�Æ0+ 12 (k�k0)�M(k�k0)�= (2�)� 32 jtj� 32 eitÆ0 Z d3k'̂(k0 + t� 12k)e i2k�Mk���!t!1 (it)� 32 eitÆ0'̂(k0)(detM)� 12 : (I.43)Man kann sih das Verhalten der Wellenfunktion in einem raum-zeitlihen Bild veranshaulihen. Sei � der Geshwindigkeitstr�ager einerWellenfunktion '. Dann bilden die Weltlinien (t; tv); t > 0;v 2 � einenKegel in der Raumzeit R� R3. Au�erhalb des Kegels f�allt die Dihtej'(t;x)j2 f�ur gro�e t shnell ab. Die Dihte verh�alt sih also �ahnlih wie



3. KLASSISCHES WELLENFELDBILD 15ein klassishes Teilhen, das sih mit konstanter Geshwindigkeit v 2 �bewegt.Es gibt allerdings einen gravierenden Untershied. Integrieren wirdie Dihte zur Zeit t �uber eine Kugel mit Radius R um tv, so ergibtsih f�ur gro�e tZjx�tvj<R d3xj'(t; tx)j2 =Zjx�tvj<R d3xjC(xt )j2jtj�3=Zjv0�vj< Rjtj d3v0jC(v0)j2 : (I.44)Dieser Ausdruk strebt wie jtj�3 gegen Null. Die Ladung, bzw. Massedes Teilhens breitet sih also im Laufe der Zeit immer mehr aus, inkrassem Gegensatz zur Erfahrung, dass Elementarteilhen, die aus fer-nen Galaxien kommen, sih niht von den hier erzeugten untersheiden.Die Au�osung dieses Widerspruhs gelang Born. Nah Born mussj'(t;x)j2 als die Wahrsheinlihkeitsdihte daf�ur angesehen werden,dass man das Teilhen zur Zeit t am Ort x antri�t. Bei dieser Inter-pretation verzihtet man auf die Vorhersage von Einzelereignissen; dieWellenfunktion repr�asentiert ein Ensemble gleihartiger Systeme undgestattet Aussagen �uber die relative H�au�gkeit von Ereignissen.



16 I. URSPR�UNGE DER QUANTENTHEORIE



KAPITEL IIGrundlagen der Quantenmehanik1. Shr�odingergleihungAkzeptiert man die Bornshe Wahrsheinlihkeitsinterpretation, sogibt es keine prinzipiellen Einw�ande gegen die Beshreibung von Teil-hen durh Wellenfunktionen. Man ben�otigt jetzt eine �Ubersetzungs-vorshrift, die die mehanishen Gr�o�en mit Wellengr�o�en verbindet.Wir hatten bereits gesehen, dass die Gruppengeshwindigkeit grad!sinnvollerweise als Geshwindigkeit des Teilhens interpretiert werdenkann. Weiter k�onnen wir nah Plank, Einstein und Bohr davon aus-gehen, dass zwishen der Energie E des Teilhens und der Frequenz !2�der Welle der Zusammenhang E = ~! (II.1)besteht. Was entspriht nun dem Impuls? F�ur kr�aftefreie Teilhen giltder folgende Zusammenhang zwishen Geshwindigkeit und Impuls,v = grad pE ; (II.2)und zwar sowohl nihtrelativistish (E = jpj22m ) v = pm) als auhrelativistish (E =pm24 + jpj22 ) v = p2E ). Dies legt es nahe, diede Broglie-Beziehung p = ~k (II.3)anzunehmen, die ja auh quantitativ im Compton-E�ekt und in Elek-tronenbeugungsexperimenten best�atigt wird.Damit ist aber die Dispersionsbeziehung !(k) bereits eindeutig fest-gelegt, n�amlih !(k) =rm24~2 + jkj22 (II.4)im relativistishen und !(k) = ~jkj22m (II.5)im nihtrelativistishen Fall. Im letzteren Fall kann die Dispersionsbe-ziehung direkt in eine Di�erentialgleihung f�ur die Wellenfunktion '17



18 II. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK�ubersetzt werden. Denn es gilt��t'(t;x) =(2�)� 32 Z d3k'̂(k)(�!)ei(k�x�!t) ;�'(t;x) =(2�)� 32 Z d3k'̂(k)(�jkj2)ei(k�x�!t) ; (II.6)und damit die Shr�odingergleihung f�ur ein freies Teilheni~ ��t' = � ~22m�' : (II.7)Im relativistishen Fall gelangt man stattdessen zur Klein-Gordon-Gleihung �~2 �2�t2' = m24'� ~22�' ; (II.8)die aber auh L�osungen mit negativen Frequenzen (und folglih nega-tiven Energien) zul�asst. Diese L�osungen h�angen mit der M�oglihkeitder Teilhenerzeugung und -vernihtung zusammen; eine konsistenteInterpretation ist erst im Rahmen der Quantenfeldtheorie m�oglih.Wir wollen uns in dieser Vorlesung auf den nihtrelativistishen Fallbeshr�anken. Die entsheidende Frage ist jetzt, wie der Einuss �au�e-rer Kr�afte auf das Teilhen beshrieben werden kann. Wir betrahtenden Fall eines konservativen Kraftfeldes F(x) = �gradU(x). In derklassishen Mehanik ist die EnergieE = jpj22m + U(x) : (II.9)Setzt man wie vorher E = ~! und p = ~k, so �ndet man, dass beivorgegebener Energie die Wellenl�ange� = 2�jkj = hjpj = hp2m(E � U(x) (II.10)ortsabh�angig ist; dies maht o�enbar nur dann Sinn,wenn U sih �uberden Bereih einer Wellenl�ange kaum �andert. Unter dieser Vorausset-zung erhalten wir als Di�erentialgleihung die Shr�odingergleihungi~ ��t (t;x) = H (t;x) : (II.11)mit dem HamiltonoperatorH = � ~22m�+ U(x) :Shr�odinger hat nun postuliert, dass diese Gleihung (die Shr�odinger-gleihung ) allgemein gilt.Die Shr�odingergleihung hat sih imVergleih von Experiment undTheorie hervorragend bew�ahrt. Sie l�asst sih jedoh niht herleiten.Wie die Newtonshe Bewegungsgleihung und die Maxwellgleihungengeh�ort sie zu den Grundgleihungen der Physik.



1. SCHR�ODINGERGLEICHUNG 19Eine allgemeine L�osung der Shr�odingergleihung f�ur beliebiges Po-tential U gibt es niht. F�ur einige wenige, zum Gl�uk praktish rele-vante F�alle gibt es eine geshlossene L�osung. Weiter gibt es eine Reihewihtiger Ausagen �uber die L�osungen der Shr�odingergleihung, die un-abh�angig von der Wahl des Potentials sind:Superpositionsprinzip: Da die Shr�odingergleihung linear ist,sind mit '1(t;x) und '2(t;x) auh die Wellenfunktionen1'1(t;x) + 2'2(t;x), 1; 2 2 C L�osungen der Shr�odingerglei-hung.Determiniertheit: Die Shr�odingergleihung ist eine Di�erential-gleihung, die bez�uglih der Zeit von erster Ordnung ist. Dies be-deutet , dass die L�osungen durh eine Anfangsbedingung, n�amlihdie Vorgabe der Wellenfunktion zu einer festen Zeit, eindeutigfestgelegt sind.Erhaltungssatz: Wie im Fall der kr�aftefreien Bewegung ist dieGr�o�e N = Z dxj'(t;x)j2 (II.12)unabh�angig von t. Es gilt n�amlih��tj'(t;x)j2 = ��t'(t;x)'(t;x) + '(t;x) ��t'(t;x)(hierbei haben wir ausgenutzt, dass Di�erentiation nah einerreellen Variablen und komplexe Konjugation vertaushen)= i~�H'(t;x)'(t;x)� '(t;x)H'(t;x)�(Shr�odingergleihung)= � i~2m��'(t;x)'(t;x)� '(t;x)�'(t;x)�(da U(x) reell ist, vershwindet der Beitrag des Potentials)= � i~2mdiv �grad'(t;x)'(t;x)� '(t;x)grad'(t;x)�(nah der Produktregel gilt div �(grad f)g� = (�f)g + grad f �grad g ; die grad � grad - Terme heben sih heraus)= �div j(t;x) ;mitj(t;x) = � ~2mi�grad '(t;x)'(t;x)� '(t;x)grad'(t;x)� (II.13)d.h. ��tj'(t;x)j2 + div j(t;x) = 0 (II.14)



20 II. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK(Kontinuit�atsgleihung). Ist nun G � R3 ein beliebiges Gebietmit Rand �G, so erhalten wir mittels des Gaussshen Satzesddt ZGj'(t;x)j2d3x = ZG ��tj'(t;x)j2d3x= �ZG div j(t;x)d3x = �Z�G j(t;x) � d2xd.h., die zeitlihe �Anderung des Integrals der Dihte �uber Gkommt durh einen Strom zustande, der durh den Rand vonG ie�t. Geht j(t;x) f�ur jxj ! 1 shnell gegen Null, so folgt dieZeitunabh�angigkeit von R d3xj'(t;x)j2 .2. Bornshe WahrsheinlihkeitsinterpretationShr�odinger hatte versuht, die Dihte j'(t;x)j2 mit der Ladungs-dihte zu identi�zieren; j(t;x) w�are dann die Stromdihte. Wie be-reits besprohen, ist aber das zeitlihe Auseinanderlaufen der Dihteim kr�aftefreien Fall niht mit dem Verhalten der experimentell beob-ahteten Ladungsverteilung zu vereinbaren. Eine weitere Shwierigkeittritt auf, wenn man Systeme aus mehreren Teilhen betrahtet: die La-dungsverteilung entwikelt sih dann in sehr komplizierter Weise; eineBeshreibung durh eine Wellenfunktion '(t;x) sheint niht m�oglihzu sein.Eine konsistente Interpretation der Wellenfunktion ist von Born(1926) gefunden worden. Betrahten wir ein typishes Streuexperiment,bestehend aus einer Quelle Q, einem Target T und einem DetektorD. Die Quelle liefert im Idealfall Teilhen mit gleihen Eigenshaften(Masse, Ladung, Energie, Impuls, : : : ) mit einer gewissen Rate, die wirals so klein annehmen wollen, dass sih die Teilhen gegenseitig nihtbeeinussen. Zur Zeit t, nahdem ein Teilhen die Quelle verlassen hat,stellen wir den Detektor an; dieser spriht an, falls das Teilhen sihzu diesem Zeitpunkt im Detektor aufh�alt. Man wiederholt jetzt diesenVorgang mehrmals und bestimmt die relative H�au�gkeit, mit der einTeilhen vom Detektor nahgewiesen wird.Nah Born wird diese Situation in der folgenden Weise durh dieWellenfunktion beshrieben. Die Wellenfunktion '(t;x) harakterisiertein Ensemble von Kopien eines Teilhens, die durh gleihe �au�ere Be-dingungen pr�apariert worden sind, in unserem Fall durh die fest vor-gegebene Quelle, und die sih unter dem Einuss des Targets bewegen.Die Wahrsheinlihkeit, ein solhes Teilhen zur Zeit t im Gebiet Ganzutre�en, ist Wt(G) = ZGj'(t;x)j2d3x ;vorausgesetzt, dass R j'(t;x)j2d3x = 1 (normierte Wellenfunktion), an-derenfalls dividiertman durh das NormierungsintegralN = R j'(t;x)j2d3x :



3. MEHRTEILCHENSYSTEME 21(Da N zeitunabh�angig ist, ist eine Wellenfunktion, die zur Zeit t nor-miert ist, zu allen Zeiten normiert.) Die Wahrsheinlihkeit, das Teil-hen irgendwo anzutre�en, ist o�enbarWt(R3) = 1 . Experimentell wer-den die Wahrsheinlihkeiten durh die gemessenen relativen H�au�g-keiten approximiert.Die Interpretation Borns verzihtet grunds�atzlih auf die Vorhersa-ge eines Einzelexperiments. Es werden lediglih statistishe Aussagengemaht, die durh wiederholte Ausf�uhrung gleihartiger Experimen-te getestet werden k�onnen. Dieser Standpunkt war (und ist) vielenPhysikern unbehaglih. So glaubte Einstein, dass die Physik letztlihdoh deterministish ist ("Gott w�urfelt niht\), und hat zahlreihe Ge-dankenexperimente entworfen, die diesen Standpunkt erh�arten sollten.Diese Ideen haben vielf�altige theoretishe und experimentelle Untersu-hungen stimuliert. Ihre Ergebnisse lassen kaum noh einen Zweifel dar-an, dass eine deterministishe Theorie der Mikrophysik niht m�oglihist. Wir werden auf diesen erkenntnistheoretish interessanten Punktsp�ater noh einmal zur�uk kommen.3. MehrteilhensystemeWir wollen nun diskutieren, wie Mehrteilhensysteme beshriebenwerden k�onnen. Bei einem System von n untersheidbaren Teilhen1; : : : ; n erwarten wir, dass Vorhersagen m�oglih sind, mit welherWahrsheinlihkeit Teilhen 1 im Gebiet G1, Teilhen 2 im GebietG2 u.s.w. gleihzeitig angetro�en werden k�onnen (Koinzidenzexperi-mente). Betrahten wir zun�ahst zwei Teilhen, die niht miteinan-der wehselwirken. Sind sie unabh�angig voneinander pr�apariert wor-den, so sollten die Aufenthaltswahrsheinlihkeiten unkorreliert sein.Die Wahrsheinlihkeit, zur Zeit t Teilhen 1 in G1 und Teilhen 2 inG2 anzutre�en, ist dannWt(G1; G2) =W (1)t (G1)W (2)t (G2) : (II.15)Jedes der Teilhen wird durh eine Wellenfunktion 'j(t;xj) beshrie-ben, die einer geeigneten Shr�odingergleihung gen�ugt,i~'j(t;xj) = Hj'j(t;xj) ;und die Aufenthaltswahrsheinlihkeiten sind gegeben durhW (j)t (Gj) = ZGj d3xjj'j(t;xj)j2 :Also istWt(G1; G2) = ZG1 d3x1j'1(t;x1)j2 ZG2 d3x2j'2(t;x2)j2 ;



22 II. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIKdie gemeinsameAufenthaltswahrsheinlihkeit des Zweiteilhensystemskann also durh eine Wellenfunktion mit 2 Ortsargumenten x1;x2 be-shrieben werden, '(t;x1;x2) = '1(t;x1)'2(t;x2) :' erf�ullt die Gleihungi~ ��t'(t;x1;x2) = (H1 +H2)'(t;x1;x2)= �� ~22m1�x1 � ~22m2�x2 + U1(x1) + U2(x2)�'(t;x1;x2) :Es liegt jetzt nahe, Wehselwirkungen zwishen den Teilhen durh dieAddition eines Potentials Uint(x1;x2) zu ber�uksihtigen. Damit erh�altman die 2-Teilhen-Shr�odingergleihungi~ ��t'(t;x1;x2) = H'(t;x1;x2) (II.16)mit dem 2-Teilhen-Hamilton-OperatorH = � ~22m1�x1 � ~22m2�x2 + U(x1;x2)mitU(x1;x2) = U1(x1)+U2(x2)+Uint(x1;x2) :Die 2-Teilhen-Shr�odin-gergleihung hat die Form einer 1-Teilhen-Shr�odingergleihung im 6-dimensionalenKon�gurationsraum R3�R3. Daher gelten f�ur die L�osun-gen wieder das Superpositionsprinzip, das Prinzip der Determiniertheitund der Erhaltungssatz f�ur die Dihte (imR3�R3) j'(t;x1;x2)j2 : NahBorn beshreibt eine normierte L�osung der 2-Teilhen-Shr�odingerglei-hung ein Ensemble von Kopien zweier untersheidbarer Teilhen, diefesten �au�eren Bedingungen unterliegen ("Zustand\). Die Wahrshein-lihkeit, zur Zeit t Teilhen 1 im Gebiet G1 und Teilhen 2 im GebietG2 anzutre�en, istWt(G1 �G2) = ZG1�G2 d3x1d3x2j'(t;x1;x2)j2 : (II.17)Zu beahten ist, dass ' niht notwendig ein Produkt von 1-Teilhen-Wellenfunktionen ist. Z.B. ist f�ur wehselwirkende Teilhen eine Wel-lenfunktion, die zu einem gegebenen Zeitpunkt ein Produkt ist, in derRegel zu anderen Zeiten niht als Produkt darstellbar. Die Wehselwir-kung f�uhrt also zu Korrelationen der Aufenthaltswahrsheinlihkeiten.Bisher haben wir angenommen, dass die Teilhen untersheidbarsind. Tats�ahlih sind aber Teilhen, die gleihe Masse, Spin und La-dung haben, ununtersheidbar. Will man zwei ununtersheidbare Teil-hen durh eine Wellenfunktion '(t;x1;x2) beshreiben, so darf dieWahrsheinlihkeitsdihte niht von der Nummerierung der Teilhenabh�angen, d.h. es muss geltenj'(t;x1;x2)j2 = j'(t;x2;x1)j2 :



4. OBSERVABLE UND OPERATOREN 23Dies l�a�t sih am einfahsten realisieren, indem man fordert, dass 'symmetrish '(t;x1;x2) = '(t;x2;x1)oder antisymmetrish ist,'(t;x1;x2) = �'(t;x2;x1) :Im ersten Fall nennt man die Teilhen Bosonen; Beispiele sind Pho-tonen, �-Mesonen, W- und Z-Bosonen, Higgs-Teilhen, aber auh H-Atome und �-Teilhen; im zweiten Fall spriht man von Fermionen;Beispiele sind Elektronen, Protonen, Neutronen, aber auh He3-Kerne.In der Teilhenphysik sind nur diese beiden M�oglihkeiten realisiert;ein tieferes Verst�andnis daf�ur liefert die relativistishe Quantenfeld-theorie. Diese Aussage gilt nur in mindestens 3 r�aumlihen Dimensio-nen; in Systemen der Festk�orperphysik, in denen sih (Quasi-)Teilhennur in ein oder zwei Dimensionen frei bewegen k�onnen, sind auh an-dere M�oglihkeiten denkbar. Sie sheinen eine Rolle beim fraktionellenQuanten-Hall-E�ekt zu spielen.Die Verallgemeinerung der obigen �Uberlegungen liegen auf der Hand.Ensembles von n Teilhen werden durh Wellenfunktionen mit n Argu-menten beshrieben. Sind einige der Teilhen ununtersheidbar, so mussdie Wellenfunktion in den entsprehenden Argumenten symmetrishbzw. antisymmetrish sein. Die Wellenfunktion gen�ugt der Shr�odin-gergleihung i~ ��t'(t;x1; : : : ;xn) = H'(t;x1; : : : ;xn) (II.18)mit dem HamiltonoperatorH = � ~22m1�x1 � � � � � ~22mn�xn + U(x1; : : : ;xn) ; (II.19)wobei U die Summe der Potentiale der �au�eren Kr�afte und der Weh-selwirkungspotentiale ist. Die Wellenfunktion ist normiert,Z d3x1 � � �d3xnj'(t;x1; : : : ;xn)j2 = 1 ;und die Gr�o�eWt(G1 � � � � �Gn) = ZG1�����Gn d3x1 � � �d3xnj'(t;x1; : : : ;xn)j2wird als die Wahrsheinlihkeit interpretiert, zur Zeit t Teilhen 1 inG1, Teilhen 2 in G2 usw. zu �nden.4. Observable und OperatorenWir wollen in diesem Abshnitt untersuhen, wie andere physikali-she Observable als der Ort in der Quantenmehanik dargestellt wer-den. Es wird sih zeigen, dass diese Darstellung durh die BornsheInterpretation weitgehend festgelegt ist.



24 II. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIKWir betrahten der Einfahheit halber ein Einteilhensystem. Sei 'eine normierte L�osung der Shr�odingergleihung. Aus der Wahrshein-lihkeitsdihte �(t;x) = j'(t;x)j2 zur Zeit t erh�alt man den Erwar-tungswert des Ortes hxi = Z d3xx�(t;x)und das Shwankungsquadrat (Varianz)�(x)2 = h�x� hxi�2i= Z d3x�(t;x)(x� hxi)2= Z d3x�(t;x)(jxj2� jhxij2)= hjxj2i � jhxij2 :Allgemein ist f�ur jede (messbare) Funktion f des Ortes wie z.B. dasPotential der Erwartungswert gegeben durhhf(x)i = Z d3xf(x)�(t;x) :Aus den Informationen �uber die Wahrsheinlihkeitsverteilungendes Ortes zu allen Zeiten ergeben sih auh die Wahrsheinlihkeitsver-teilungen der Geshwindigkeiten. Im kr�aftefreien Fall ist ein klassishesTeilhen, das sih zur Zeit t = 0 in einer Kugel KR um den Ursprungbe�ndet und eine Geshwindigkeit v 2 � besitzt, zur Zeit t im Ge-biet KR + t�. Sei ' eine L�osung der freien Shr�odingergleihung mit'(0;x) = 0 f�ur jxj > R. Dann ist die Aufenthaltswahrsheinlihkeit zurZeit t im Gebiet KR + t�Wt(KR + t�) = ZKR+t� d3xj'(t;x)j2 = ZK Rjtj +� d3vjtj3j'(t; tv)j2 :Nah Aufgabe 4 gilt'(t; tv) = � m2�i~t� 32 Z d3xe imjtv�xj22~t '(t;x)= � m2�i~t� 32 e imv2t2~ Z d3xe�imv~ �xeim jxj22~t '(0;x) :Das Integral in der letzten Zeile konvergiert f�ur jtj ! 1 gegen (2�) 32 '̂�mv~ � :Damit folgt unabh�angig von Rlimjtj!1Wt(KR + t�) = Z� d3vm3~3 j'̂�mv~ �j2 ;d.h. m3~3 j'̂(mv~ )j2 kann als die Wahrsheinlihkeitsdihte f�ur die Ge-shwindigkeit angesehen werden. Wegen p = mv erh�alt man f�ur dieImpulsverteilung die Wahrsheinlihkeitsdihte�(p) = ~�3j'̂(p~ )j2 ;



4. OBSERVABLE UND OPERATOREN 25in �Ubereinstimmung mit der bei der Begr�undung der Shr�odingerglei-hung verwendeten de Broglie-Beziehung p = ~k :ImFall der kr�aftefreien Bewegung ist die Impulsverteilung unabh�an-gig von der Zeit. Es maht aber Sinn, auh nah der momentanen Im-pulsverteilung zu einem Zeitpunkt t zu fragen. Man kann diese mitHilfe der asymptotishen Aufenthaltswahrsheinlihkeit de�nieren, diesih ergibt, wenn zum Zeitpunkt t die Wehselwirkung ausgeshaltetwird, �(t;p) = ~�3j'̂(t; p~ )j2 ;mit der r�aumlihen Fouriertransformierten zur Zeit t,'̂(t;k) = (2�)� 32 Z d3x'(t;x)e�ik�x :Die zeitlihe Entwiklung der Impulsverteilung kann mit Hilfe der Im-pulsraumversion der Shr�odingergleihung beshrieben werden. Es gilti~ ��t'̂(t;k) = ~2jkj22m '̂(t;k) + (2�)� 32 Z d3k0Û(k� k0)'̂(t;k0) :(II.20)Mit Hilfe der Impulsraumdihte k�onnen die Erwartungswerte beliebiger(messbarer) Funktionen des Impulses berehnet werden.Auh f�ur andere Observable (z.B. Drehimpuls und Energie) lassensih Wahrsheinlihkeitsverteilungen �nden. Ihre explizite Angabe istaber oft niht oder niht so einfah m�oglih.Man beshreitet deshalb einen anderen Weg. Zun�ahst bemerktman, dass sih Erwartungswerte polynomialer Funktionen des Impulsesdirekt aus der Wellenfunktion im Ortsraum bestimmen lassen. Es giltk'̂(t;k) = (2�)� 32 Z d3x'(t;x)ire�ik�x(partielle Integration) = (2�)� 32 Z d3x��ir'(t;x)�e�ik�x : (II.21)Bei dieser Rehnung haben wir vorausgesetzt, dass ' glatt ist und beiunendlih shnell genug abf�allt, sodass die Randterme bei der partiellenIntegration vershwinden.Iteriert man diese Rehnung so erh�alt man f�ur ein beliebiges Poly-nom g(k) die Formelg(k)'̂(t;k) = (2�)� 32 Z d3x�g(�ir)'(t;x)�e�ik�x : (II.22)



26 II. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIKF�ur den Erwartungswert von g(p) �ndet man daherhg(p)i = Z d3kj'̂(t;k)j2g(~k)= Z d3k'̂(t;k)g(~k)'̂(t;k)= Z d3k'̂(t;k)(2�)� 32 Z d3x�g(�ir)'(t;x)�e�ik�x= Z d3x(2�)� 32 Z d3k'̂(t;k)eik�xg(�i~r)'(t;x)= Z d3x'(t;x)g(�i~r)'(t;x) : (II.23)Die Observable g(p) wird also durh den Di�erentialoperator g(�i~r)auf den Ortsraumwellenfunktionen dargestellt; ihre Erwartungswertesind durh die obige Formel gegeben. Die Formel f�ur den Erwartungs-wert einer Funktion des Ortes f(x) l�a�t sih in �ahnliher Weise in-terpretieren: die Observable wird dargestellt durh den Operator derMultiplikation mit der Funktion f .Wir haben damit einen gemeinsamen Rahmen gefunden, in demsowohl Ort als auh Impuls beshrieben werden k�onnen. Insbesonderemaht es jetzt auh Sinn, Summen von Orts- und Impulsobservablenzu bilden. Prominentestes Beispiel ist die Energie. Klassish gilt E =jpj22m + U(x) : In der Quantentheorie werden die Erwartungswerteh jpj22m i+ hUi = hHio�enbar durh den Di�erentialoperatorH = � ~22m�+ U(x)geliefert. H ist der Hamiltonoperator, der uns shon bei der Shr�odin-gergleihung begegnet ist. H spielt o�enbar eine doppelte Rolle: alsGenerator der Zeitentwiklung und als Observable Energie (�ahnlih derklassishen Hamiltonfunktion).Wir fassen die gefundenen Beziehungen zu den folgenden Quanti-sierungsregeln zusammen:(i) Observable in der Quantenmehanik werden durh lineare Di�e-rentialoperatoren (bez�uglih x) auf den Wellenfunktionen darge-stellt.(ii) Erwartungswerte einer Observablen O in dem durh die normier-te Wellenfunktion '(t;x) beshriebenen Zustand sind gegebendurh hOi = Z d3x'(t;x)�O'�(t;x)



4. OBSERVABLE UND OPERATOREN 27(iii) Ortsobservable f(x) werden durh den Operator der Multipli-kation mit der Funktion f(x), Impulsobservable g(p) mit einemPolynom g durh den Di�erentialoperator g(�i~r) dargestellt.(iv) Summen von Observablen entsprehen Summen der entsprehen-den Di�erentialoperatoren.Um allgemeinen klassishen Observablen einen Operator zuordnenzu k�onnen, muss man auh Observable der Form f(x)g(p) betrahten.N�aherungsweise besitzt das Produkt der entsprehenden Di�erential-operatoren f(x)g(�i~r) bei Anwendung auf gut (imOrts- und Impuls-raum) lokalisierte Wellenfunktionen die rihtigen Eigenshaften. Mankann aber ebenso gut die Reihenfolge im Produkt umkehren und denOperator g(�i~r)f(x) betrahten. Beide Operatoren sind im allgemei-nen vershieden. Wir de�nieren Produkte daher zun�ahst nur f�ur denFall, dass die entsprehenden Operatoren miteinander vertaushen:(v) Produkte von Observablen entsprehen Produkten der zugeh�ori-gen Di�erentialoperatoren, falls diese miteinander vertaushen.Als Anwendungsbeispiel betrahten wir den Drehimpuls. Klassish ister de�niert als L = x� p :Der Gr�o�e xkpl f�ur k 6= l entspriht nah unseren Regeln der Operatorxk(�i~) ��xl ; damit erhalten wir f�ur den DrehimpulsL = �i~x�r :Ungekl�art geblieben ist bisher die Interpretation von Produkten nihtvertaushbarer Di�erentialoperatoren. Betrahten wir das Beispiel derklassishen Observablen plxk. In der Quantenmehanik �nden wir�i~ ��xlxk'(t;x) = �i~Ækl'(t;x) + xk(�i)~ ��xl'(t;x) ;d.h. die beiden Reihenfolgen der Operatoren pl und xk untersheidensih um eine Konstante[pl; xk℄ = plxk � xkpl = �i~Ælk :Diese Relationen zusammen mit den o�ensihtlihen Relationen[xk; xl℄ = 0 = [pk; pl℄ :sind die ber�uhmten Heisenbergshen Vertaushungsrelationen. Sie ent-sprehen den kanonishen Poissonklammern in der klassishen Meha-nik.In der klassishen Mehanik bilden die Observablen eine assozia-tive, kommutative Algebra mit der Poissonklammer als zus�atzlihemProdukt (Poissonalgebra). In der Quantenmehanik ist die Algebra derObservablen assoziativ, aber niht mehr kommutativ, und der Kommu-tator (multipliziert mit i~) �ubernimmt die Rolle der Poissonklammer.



28 II. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK5. Ehrenfestshes TheoremEine Rehtfertigung der Beshreibung von Observablen durh Ope-ratoren liefert das Ehrenfestshe Theorem. Es besagt, dass f�ur die zeit-lihe �Anderung der Erwartungswerte von Ort und Impuls giltm ddthxi = hpiddthpi = hF(x)i ; (II.24)wobei F = �gradU die auf das Teilhen wirkende Kraft ist. Die Er-setzung der klassishen Observablen durh Operatoren f�uhrt also zudenselben Bewegungsgleihungen wie in der klassishen Physik. Giltdar�uberhinaus hF(x)i = F�hxi� ;so bewegt sih der Erwartungswert des Ortes wie ein klassisher Mas-senpunkt. Dies ist erf�ullt, wenn das Potential ein Polynom zweitenGrades ist. N�aherungsweise gilt es, wenn das Potential auf dem Tr�agerder Aufenthaltswahrsheinlihkeitsdihte durh die Taylorentwiklungbis zur zweiten Ordnung approximiert werden kann.Zum Beweis des Ehrenfestshen Theorems ben�otigen wir einige Re-henregeln f�ur Operatoren. Entsheidend ist dabei die Interpretationvon Erwartungswerten als Skalarprodukten. Seien '; 2 L2(R3). DasSkalarprodukt von ' mit  wird de�niert als�'; � := Z d3x'(x) (x) :Es besitzt die geforderten Eigenshaften eines Skalarprodukts auf einemkomplexen Vektorraum,Linearit�at im rehten Faktor:�'; 1 1 + 2 2� = 1�'; 1�+ 2�'; 2�Antilinearit�at im linken Faktor:�1 1 + 2 2; '� = 1�'1;  �+ 2�'2;  �Hermitizit�at: �'; � = � ;'�Positivit�at:k'k2 : = �';'� � 0k'k = 0 =) ' = 0 im Sinne von L2(R3) :Ein (linearer) Operator A in L2(R3) ist eine lineare Abbildung A :D(A) ! L2(R3), wobei D(A) (der De�nitionsbereih von A) ein Teil-raum von L2(R3) ist. Z.B. besteht D(xi) aus allen ' 2 L2(R3), f�ur die



5. EHRENFESTSCHES THEOREM 29xi' quadratintegrabel ist, f�ur die Impulsoperatoren muss man Di�e-renzierbarkeit und quadratishe Integrierbarkeit der Ableitungen vor-aussetzen.Der Erwartungswert von A in dem durh ' 2 D(A); ' 6= 0 beshrie-benen Zustand ist hAi = �';A'�k'k2 : (II.25)Ist A = f(x) mit einer reellwertigen Funktion f , so gilt o�enbar�';A'� = �A';'� :Einen Operator A mit dieser Eigenshaft nennt man hermitesh. Ausder Hermitizit�at des Skalarproduktes ergibt sih, dass hermitesheOpe-ratoren reelle Erwartungswerte haben; daher sollten klassishen reellenObservablen in der Quantentheorie hermiteshe Operatoren entspre-hen.Wir wollen dies am Beispiel des Impulsoperators �uberpr�ufen. Sei' 2 D(pj), d.h. ' ist stetig di�erenzierbar und �'�xj 2 L2(R3). Dann gilt�pj';'� = Z d3x~i �'�xj (x)'(x)= i~Z d3x �'�xj'(x)= i~Z d3x� ��xj j'j2 � '(x) �'�xj (x)�= �'; pj'� (II.26)da die Randterme bei der partiellen Integration vershwinden (Be-weis?). Also ist auh der Impulsoperator hermitesh.Die Hermitizit�at kann �aquivalent auh durh�';A � = �A'; � ; ';  2 D(A)de�niert werden. Diese sheinbar st�arkere Eigenshaft ergibt sih ausder Polarisationsidentit�at�';A � = 14��'+  ;A('+  )�� �'�  ;A('�  )�� i�'+ i ;A('+ i )�+ i�'� i ;A('� i )� :Seien jetzt A;B hermiteshe Operatoren mit dem invarianten De-�nitionsbereih D, d.h. AD;BD � D. Dann ist A + B hermiteshmit De�nitionsbereih D, und das Produkt AB, ebenfalls mit De�-nitionsbereih D, ist genau dann hermitesh, wenn der Kommutator[A;B℄ := AB �BA vershwindet,�';AB � = �A';B � = �BA'; � :



30 II. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIKInsbesondere sind also der Hamiltonoperator und die Komponenten desDrehimpulsoperators hermitesh (auf einem geeigneten De�nitionsbe-reih).Wir kommen jetzt zum Beweis des Ehrenfestshen Theorems. Sei't(x) = '(t;x) f�ur eine L�osung der Shr�odingergleihung ', mit 't 2D(H)8t; k'tk = 1. Der Erwartungswert einer Observablen A zur Zeitt ist dann hAi(t) = �'t; A't� :Nah der Shr�odingergleihung giltddt't = 1i~H'tund daher f�ur die zeitlihe �Anderung des ErwartungswertesddthAi = � ddt't; A't�+ �'t; A ddt't�= � 1i~H't; A't�+ �'t; A 1i~H't�= i~��H't; A't�� �'t; AH't��= i~�'t; [H;A℄'t�= i~h[H;A℄i :Zum Beweis des Ehrenfestshen Theorems gen�ugt es also, die Kom-mutatoren von H mit x und p zu berehnen. Allgemein gelten diefolgenden Rehenregeln f�ur Kommutatoren:Linearit�at:[1A1 + 2A2; B℄ = 1[A1; B℄ + 2[A2; B℄Antisymmetrie: [A;B℄ = �[B;A℄Derivationseigenshaft:[AB;C℄ = A[B;C℄ + [A;C℄BJaobi-Identit�at:[[A;B℄; C℄+ [[B;C℄; A℄ + [[C;A℄; B℄ = 0Diese Regeln entsprehen denen f�ur Poissonklammern. Man beahteaber die Reihenfolge der Faktoren bei der Derivationseigenshaft.



6. DIE HEISENBERGSCHEN UNSCH�ARFERELATIONEN 31Man berehnet jetzt[H;xj℄ = 12m 3Xk=1[p2k; xj℄= 12m 3Xk=1�pk[pk; xj℄ + [pk; xj℄pk�= 12m 3Xk=1 pk(�i~)2Æjk= ~impj ;also m ddthxi = hpi wie behauptet. Zur Berehnung von [H; pk℄ = [U; pk℄wenden wir den Kommutator auf eine Wellenfunktion ' an. Es gilt�[U(x); pk℄'�(x) = U(x)(�i~)�k'(x)� (�i~)�k�U(x)'(x)�= i~(�kU)(x)'(x) ;also [U(x); pk℄ = i~(�kU)(x) = �i~Fk(x) und damitddthpi = hF(x)i :6. Die Heisenbergshen Unsh�arferelationenDie Quantentheorie untersheidet sih dadurh grundlegend von derklassishen Mehanik, dass die Observablen durh Operatoren darge-stellt werden, die niht notwendig miteinander vertaushen. Es warHeisenberg, der zuerst die physikalishe Bedeutung der Nihtvertaush-barkeit erkannt hat.Seien A und B hermiteshe Operatoren mit einem gemeinsameninvarianten De�nitionsbereih D. Wegen der Positivit�at des Skalarpro-dukts gilt f�ur alle � 2 R; ' 2 D0 � k(A+ i�B)'k2 = �'; (A� i�B)(A+ i�B)'�= �';A2'�+ i��'; [A;B℄'�+ �2�';B2'� :Ist �';B2'� = 0 ; so muss auh �'; [A;B℄'� = 0 gelten. Ist �';B2'� 6=0 ; also wegen �';B2'� = �B';B'� > 0 ; so nimmtder obige Ausdrukf�ur � = � i2�';[A;B℄'��';B2'� sein Minimum ein. Multiplikation mit �';B2'�ergibt �';A2'��';B2'� � �'; i2[A;B℄'�2 :Eine Versh�arfung dieser Ungleihung erh�alt man, indem von A und BVielfahe des Einsoperators abzieht. Es gilt[A� a1; B � b1℄ = [A;B℄



32 II. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIKund daher f�ur reelle a; b�'; (A� a1)2'��'; (B � b1)2'� � �'; i2[A;B℄'�2 :Das Minimum der linken Seite wird erreiht f�ur a = �';A'�k'k2 = hAi; b =hBi : Man de�niert die mittlere quadratishe Shwankung als Wurzelder Varianz �(A)2 = h(A� hAi)2i = hA2i � hAi2 :Dann erh�alt man die allgemeine Unsh�arferelation�(A)�(B) � jh i2 [A;B℄ij : (II.27)Das wihtigste Beispiel f�ur diese Relation ist der Fall A = pk; B = xj.Mit den Heisenbergshen Vertaushungsrelationen folgt die Heisenberg-she Unsh�arferelation �(pk)�xj � ~2 Æjk : (II.28)Es gibt also keinen Zustand, in dem sowohl pk als auh xk beliebigsharfe Werte annehmen. Versuht man etwa die Implsunsh�arfe zu ver-ringern, so nimmt dabei zwangsl�au�g die Ortsunsh�arfe zu. Betrahtenwir als Beispiel ein Gau�shes Wellenpaket, der Einfahheit halber ineiner Dimension, '(x) = (2�a)� 14 e�x24a :Es gilt k'k = 1; hxi = 0 = hpi und�(x)2 = hx2i = Z dx(2�a)� 12x2e�x22a = a ;�(p)2 = hp2i = kp'k2= Z dx(2�a)� 12~2jd'dx (x)j2= ~24a2 Z dx(2�a)� 12x2e�x22a = ~24a :Also gilt �p�x = ~2 unabh�angig von a.Insbesondere folgt aus den Unsh�arferelationen, dass es keine nor-mierbarenWellenfunktionen gibt, in denen die Orts- oder Impulsunsh�arfevershwinden. Innerhalb von Rehnungen benutzt man allerdings manh-mal sogenannte uneigentlihe Zust�ande, in denen Ort oder Impuls shar-fe Werte annehmen. So istÆa(x) = Æ(x� a)eine Wellenfunktion, die ein Teilhen am Ort a beshreibt; wegen derNihtnormierbarkeit gibt es aber kein physikalishes System, das durhdiese Wellenfunktion beshrieben wird. Normierbare Wellenfunktionen



6. DIE HEISENBERGSCHEN UNSCH�ARFERELATIONEN 33erh�alt man durh kontinuierlihe Superposition dieser sharf lokalisier-ten Wellenfunktionen,'(x) = Z d3a'(a)Æa(x) :Uneigentlihe Zust�ande mit sharfem Impuls sind~Æp(x) = (2�~)� 32 eip�x~ :Hierbei wird die Normierung so gew�ahlt,dass giltZ d3x~Æp(x)~Æq(x) = Æ(p� q) :Kontinuierlihe Superposition ergibt wieder normierte Wellenfunktio-nen, '(x) = Z d3p(p)~Æp(x)mit Z d3pj(p)j2 = 1 :Die Aussage der Quantenmehanik, dass es unm�oglih ist, ein En-semble von Teilhen zu pr�aparieren, sodass Ort und Impuls gleihzeitigbeliebig sharfe Werte annehmen, hat zu einer grunds�atzlihen Unter-suhung des Messprozesses gef�uhrt. In der klassishen Physik geht mandavon aus, dass ein physikalishes System gewisse Eigenshaften be-sitzt, die man bei einer Messung lediglih zur Kenntnis nimmt. W�aredies wirklih der Fall, so m�usste es m�oglih sein, aus einem Ensem-ble diejenigen Teilhen herauszu�ltern, deren Ort und Impuls in einemvorgegebenen Bereih liegen.Betrahten wir eine Quelle, die Teilhen mit nahezu sharfem Im-puls p in x-Rihtung aussendet. Um den Teilhenstrahl zu kollimieren,shiken wir ihn durh einen Spalt, der in y-Rihtung die �O�nungsbrei-te �y hat. Wegen des Wellenharakters der Teilhen zeigt sih nahgen�ugend langer Zeit auf einem hinter dem Spalt aufgestellten Shirmein Interferenzmuster, das angibt, mit welher H�au�gkeit die Teilhenan einer bestimmten Stelle auftre�en. Das erste Minmum tritt unterdem Winkel � = arsin ��y = arsin hp�yauf. Ein Teilhen, das unter dem Winkel � auftri�t, hat einen Impulsmit y-Komponente py = p sin�. Der Spalt �ubertr�agt also o�enbar einenImpuls in y-Rihtung, der Werte bis zu h�y annehmen kann. Man k�onn-te jetzt versuhen, den auf die Blende wirkenden R�uksto� zu mes-sen, um so die Teilhen mit sharfen Werten von py heraus�ltern zuk�onnen. Hierzu denken wir uns die Blende beweglih angebraht. Wirm�ussen allerdings ber�uksihtigen, dass die Unsh�arferelation auh f�ur



34 II. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIKdie Blende gilt. Damit der gew�unshte Kollimationse�ekt eintritt, mussihre Ortsunsh�arfe Æy deutlih kleiner als die Spaltbreite sein,Æy � �y :Dann ist aber die Impulsunsh�arfe Æpy der Blende mindestens gleih hÆyund damit deutlih gr�o�er als der auf das Teilhen �ubertragene Impulsh�y .Diese �Uberlegungen lassen es fraglih ersheinen, ob Teilhen einenwohlde�nierten Ort und Impuls haben, den man aber niht gleihzei-tig festlegen kann. Orts- und Impulsmessung sind inkompatibel. DieExistenz inkompatibler Observabler ist der entsheidende Untershiedzwishen Quantenphysik und klassisher Physik.Besonders deutlih wird der Untershied zu klassishen Vorstellun-gen beim Doppelspaltversuh. Dabei tri�t ein Teilhenstrahl auf einenDoppelspalt. Auf einem dahinter be�ndlihen Shirm entwikelt sihein Interferenzmuster. Es maht jetzt keinen Sinn, anzunehmen, dasTeilhen w�urde durh einen der Spalte hindurhiegen. Denn wennman einen der Spalte shlie�t, so �andert sih das Interferenzmustervollst�andig; keineswegs ergibt sih das Interferenzmuster des Doppel-spalts als eine �Uberlagerung des Interferenzmusters beider Spalte. Mankann die Messanordnung so ab�andern, dass man feststellen kann, durhwelhen Spalt das Teilhen geogen ist; dann aber vershwindet das In-terferenzmuster des Doppelspalts.Die einzige plausible Erkl�arung sheint zu sein, dass physikalisheSystem keine objektiven Eigenshaften haben, die man mit Messungenfeststellen kann, sondern dass sie auf Messungen reagieren, in einerWeise, die durh statistishe Gesetze bestimmt ist.Bei dieser Interpretation ergibt sih aber das Problem, wie weitdie Quantenmehanik unabh�angig vom Beobahter ist. Wir werden aufdiese Frage noh zur�ukkommen.7. Bindungs- und Streuzust�ande (Ausblik)Bevor wir im n�ahsten Kapitel mit der Analyse konkreter Systemebeginnen, wollen wir uns �uberlegen, welhe L�osungstypen der Shr�odin-gergleihung wir erwarten. In der klassishen Mehanik eines Teilhensim �au�eren Potential gibt es, abgesehen von einigen Spezialf�allen, zweiBahntypen: �nite Bahnen, bei denen das Teilhen zu allen Zeiten ineinem endlihen Raumgebiet bleibt, und Streubahnen, bei denen dasTeilhen aus dem Unendlihen kommt und dorthin wieder vershwin-det. Entsprehend erwarten wir in der Quantentheorie zwei Typen vonL�osungen.7.1. Bindungszust�ande. Ein Bindungszustand ist ein Ensemblevon Teilhen, die zu allen Zeiten im Endlihen bleiben. Genauer ge-sagt, zu jedem beliebig klein vorgegebenen " > 0 gibt es ein endlih



7. BINDUNGS- UND STREUZUST�ANDE (AUSBLICK) 35ausgedehntes Gebiet G, sodass man das Teilhen zu allen Zeiten mitder Wahrsheinlihkeit Wt(G) � 1� "in G antri�t.Wihtige Beispiele f�ur Bindungszust�ande sind die station�aren Zust�ande.Man �ndet ihre Wellenfunktionen als L�osungen der Shr�odingerglei-hung mit dem Produktansatz'(t;x) = a(t) (x):Die Normierung der Wellenfunktion erfordert ja(t)j = onst. Einsetzenin die Shr�odingergleihung ergibt f�ur a die Di�erentialgleihungi~ ddta = Eamit der L�osung a(t) = a(0)e�iEt=~. Nur reelle Werte von E sind mitder Bedingung ja(t)j = onst vertr�aglih. F�ur  �ndet man die zeitun-abh�angige Shr�odingergleihungH = E :Dies ist eine Eigenwertgleihung im Vektorraum D(H) � L2(R3). F�urjede Eigenfunktion  erh�alt man dann die L�osung der (zeitabh�angigen)Shr�odingergleihung '(t;x) = e�iEt~  (x) :(Der Faktor a(0) wurde in  absorbiert.) In station�aren Zust�anden sinddie Erwartungswerte aller Observablen zeitlih konstant,hAi(t) = �'t; A't� = �e�iEt~  ;Ae�iEt~  � = � ;A � :Die Wahrsheinlihkeit, das Teilhen in einer Kugel KR mit Radius Rum den Ursprung anzutre�en, ist ebenfalls zeitlih konstant,Wt(KR) = ZKR d3xj'(t;x)j2 = ZKR d3xj (x)j2 = W0(KR) ;und konvergiert mit R ! 1 gegen 1 wegen der quadratishen Inte-grierbarkeit von  .Auh Superpositionen station�arer Zust�ande sind Bindungszust�ande.Sei  i Eigenfunktion von H zum Eigenwert Ei, i = 1; 2, und'(t;x) = e�iE1t~  1(x) + e�iE2t~  2(x) :Dann oszilliert die Ortsaufenthaltswahrsheinlihkeitsdihtej'(t;x)j2 = j 1(x)j2 + j 2(x)j2 + 2Re 1(x) 2(x)e�itE2�E1~mit der Frequenz E2�E1~ zwishen den Werten �j 1(x)j+ j 2(x)j�2 und�j 1(x)j�j 2(x)j�2. Damit l�asst sih die Aufenthaltswahrsheinlihkeit



36 II. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIKau�erhalb von KR durhWt(R3 nKR) = ZR3nKR d3xj'(t;x)j2 � ZR3nKR d3x�j 1(x)j+ j 2(x)j�2absh�atzen, geht also gegen Null, da mit  1 und  2 auh j 1j + j 2jquadratish integrierbar ist.Allgemein gilt, dass Superpositionen von Bindungzust�anden wiederBindungszust�ande sind (Beweis?). DieWellenfunktionen von Bindungs-zust�anden zu fester Zeit bilden also einen (abgeshlossenen) Unterraumvon L2(R3).F�ur "vern�unftige\ Potentiale U (z.B. U = U1 + U2, U1 stetig undbeshr�ankt, U2 quadrastintegrabel, eine Bedingung, die f�ur das Cou-lombpotential erf�ullt ist) gilt der SatzTheorem 7.1. Sei '(t;x) eine L�osung der Shr�odingergleihung,die einen Bindungszustand beshreibt. Dann l�asst sih ' eindeutig inder Form '(t;x) =Xn e�i tEn~  n(x)darstellen, wobei jeder Summand eine station�are normierbare L�osungder Shr�odingergleihung ist.Es reiht also f�ur eine Diskussion der Bindungszust�ande aus, die sta-tion�aren Zust�ande zu bestimmen.DerenWellenfunktionen e�itEn=~'n(x)erf�ullen die Shr�odingergleihung genau dann, wenn die Funktionen'n(x) die zeitunabh�angige Shr�odingergleihung erf�ullen,H'n(x) = En'n(x) ; (II.29)und sind genau dann normierbar, wenn 'n 2 L2(R3) ist. Die Bereh-nung der Bindungszust�ande f�uhrt also auf ein Eigenwertproblem f�urden linearen Operator H im Vektorraum L2(R3). Als Di�erentialglei-hung aufgefasst, besitzt die zeitunabh�angige Shr�odingergleihung f�urjeden Wert von En eine Vielzahl von L�osungen. Doh nur f�ur eine dis-krete Menge von En existieren normierbare L�osungen.Die Eigenwerte En haben die physikalishe Bedeutung der Energiedes Zustands. Es gilt n�amlih (f�ur normierte 'n)hHi = �'n;H'n� = En�'n; 'n� = En (II.30)und �(H)2 = �'n; (H � En)2'n� = 0 :Dies ist der von Shr�odinger entdekte Mehanismus, der zu derExistenz diskreter Energieniveaus f�uhrt und die unvollkommene Bohr-she Quantisierungsvorshrift abl�ost.



7. BINDUNGS- UND STREUZUST�ANDE (AUSBLICK) 37Wir wollen uns jetzt die Zeitabh�angigkeit von Erwartungswerten ineinem Bindungszustand ansehen. Sei'(t;x) =X e�itEn=~'n(x)eine normierte L�osung der Shr�odingergleihung mit normierbaren Ei-genfunktionen 'n. Dann ist f�ur eine Observable O der Erwartungswertzur Zeit thOit =Xn �'n; O'n�+Xn6=m�'n; O'm�eit(En�Em)=~ :Die auftretenden Frequenzen sind also (En � Em)=~, in �Ubereinstim-mung mit dem Bohrshen Postulat.Als eine Anwendung betrahten wir ein nihtnegatives Potential,das im Unendlihen unbeshr�ankt ansteigt,f(R) := infjxj>RU(x)!1 f�ur R!1 :Wir erwarten, dass es f�ur ein Teilhen in einem solhen Potential unm�oglihist, ins Unendlihe zu entweihen, dass also jeder Zustand ein Bindungs-zustand ist. Tats�ahlih giltWt(R3 nKR) = Zjxj>R d3xj'(t;x)j2 � Zjxj>R d3xU(x)f(R) j'(t;x)j2� 1f(R)hUit � 1f(R)hHi :In der letzten Gleihung haben wir ausgenutzt, dass die Erwartungs-werte von H0 = � ~22m� positiv sind. Da die Erwartungswerte von Hzeitlih konstant sind, geht wegen der Voraussetzung an f die Wahr-sheinlihkeit, ein Teilhen au�erhalb von KR zu �nden, gleihm�a�ig int gegen Null.7.2. Streuzust�ande. Als Streuzust�ande de�nieren wir Zust�ande,bei denen das Teilhen zu gro�en positiven und negativen Zeiten jedesendlihe Gebiet verl�a�t, limt!�1Wt(G) = 0 : (II.31)Im kr�aftefreien Fall ist jeder Zustand ein Streuzustand. Es gilt n�amlihnah der Diskussion in Abshnitt 2.3Zjxj<R d3xj'(t;x)j2 = jtj3 Zjvj< Rjtj d3vj'(t;vt)j2 � Zjkj<mR~jtj d3kj'̂(k)j2 ! 0 :(II.32)Jeder Streuzustand l�a�t sih in diesem Fall als Superposition ebenerWellen darstellen,'(t;x) = (2�)� 32 Z d3k'̂(k)ei(k�x�!t) (II.33)



38 II. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIKmit ! = ~jkj22m . Eine �ahnlihe Darstellung ist auh im wehselwirkendenFall f�ur asymptotishe Zeiten m�oglih, falls die Wehselwirkung kurz-reihweitig ist. Allerdings untersheiden sih diese Darstellungen f�urpositive und negative Zeiten.Wir betrahten jetzt L�osungen der Form �k(x)e�i!t mit !(k) =~jkj22m , die f�ur t! �1 wie die ebenenWellen ei(k�x�!t) aussehen. Die Exi-stenz solher L�osungen erwarten wir wegen der angenommenen Kurz-reihweitigkeit des Potentials. F�ur t!1 erwarten wir, dass die ebeneWelle durh eine Welle �uberlagert wird, die von der Streuung mit demWehselwirkungspotential herr�uhrt. Auh diese Welle kann weit drau-�en, d.h. wegen der Lokalisationseigenshaft von Streuzust�anden f�urgro�e Zeiten, als Superposition ebener Wellen mit Wellenzahlvektorenk0 = nk ; k = jkj ; jnj = 1 dargestellt werden,'(t;x) = ei(k�x�!t) + Zjnj=1 d
(n)f(k;n)ei(nk�x�!t) ;hierbei ist d
(n) das Fl�ahenelement auf der Einheitssph�are S2, d.h.in Kugelkoordinaten mit n = (os� sin �; sin� sin �; os �) ist d
(n) =sin �d�d� :Wenn f eine glatte Funktion ist, dann tragen f�ur gro�e Wer-te von r = jxj bei der Integration �uber S2 nur die beiden station�arenPunkte n = �xr bei. Man �ndet f�ur r !1'(t;x) � ei(k�x�!t) +X� (�)f�k;�xr � 2�ikrei(�kr�!t) ;d.h. eine �Uberlagerung der einlaufenden ebenen Welle mit einer auslau-fenden (+) und einer einlaufenden (�) Kugelwelle.Wenn man jetzt nor-mierte Wellenfunktionen durh �Uberlagerung der L�osungen �k(x)e�i!tbildet, '(t;x) = Z d3k (k)�k(x)e�i!t ;mit einer glatten shnell abfallenden Funktion  , dann liefert die ein-laufende Kugelwelle f�ur t ! 1 keinen Beitrag (es gibt f�ur die Phasekeinen station�aren Punkt). Umgekehrt tr�agt eine auslaufende Kugel-welle im Limes fr�uher Zeiten nihts bei.Wir erwarten daher f�ur �k das asymptotishe Verhalten f�ur r !1�k(x) � eik�x + f�k; xr �eikrr : (II.34)(Die Normierung von f wurde etwas abge�andert.)Es gilt der folgende Entwiklungssatz:



7. BINDUNGS- UND STREUZUST�ANDE (AUSBLICK) 39Theorem 7.2. Sei U ein gen�ugend regul�ares kurzreihweitiges Po-tential. Dann l�asst sih jede normierbare L�osung der Shr�odingerglei-hung , die einen Streuzustand beshreibt, in der folgenden Form dar-stellen: '(t;x) = Z d3k (k)�k(x)e�it!(k)mit einer Funktion  2 L2(R3) und !(k) = ~jkj2=2m. Hierbei sind dieFunktionen �k L�osungen der station�aren Shr�odingergleihung ,H�k = E�k ; E = ~! ;die f�ur gro�e r = jxj �Uberlagerungen einer ebenen Welle und einerauslaufenden Kugelwelle sind (siehe Gleihung (II.34).Man sieht, dass man auh die Streuzust�ande mit Hilfe der stati-on�aren Shr�odingergleihung analysieren kann. Im Untershied zu denBindungszust�anden suht man hierbei nah L�osungen, die niht nor-mierbar sind, sondern ein f�ur Streuzust�ande typishes Verhalten beiunendlih haben. Wir werden in Kapitel 5 noh ausf�uhrliher daraufzur�ukkommen.Experimentell studiert man meist die folgende Situation: ein Teil-henstrahl mit sharfem Impuls p tri�t auf ein Target; man z�ahlt dann,wie h�au�g sih ein Teilhen in einem KegelstumpfCR(�) = fx 2 R3; jxj > R; xjxj 2 �gmit einem �O�nungswinkel � � S2 zu einer sp�ateren Zeit nahweisenl�asst. Da Streuzust�ande jedes endlihe Gebiet verlassen, kann dieserProzess f�ur gen�ugend gro�e R ganz mit Hilfe des asymptotishen Ver-haltens der station�aren L�osungen �k; k = p=~ diskutiert werden.In der klassishen Mehanik analysiert man ein solhes Streuexperi-ment mit Hilfe des Wirkungsquershnitts �(�), also des Fl�aheninhaltsder Menge der Sto�parameter b?p, f�ur die das gestreute Teilhen sihasymptotish in eine Rihtung n 2 � bewegt.Eine entsprehendeAnalyse ist auh in der Quantenmehanikm�oglih.Allerdings ist der Sto�parameter b niht mehr sharf bestimmt. Mankann ihn als den Erwartungswert der Komponenten des Ortsoperatorssenkreht zur Einfallsrihtung de�nieren. Man �ndet dann das Teil-hen mit einer von b abh�angigen WahrsheinlihkeitWb(�) zu sp�atenZeiten in CR(�) f�ur gen�ugend gro�e R. Man wiederholt jetzt den Ver-suh mit allen m�oglihen Werten von b. F�ur gro�e Werte von b wirddas Teilhen vom Target kaum noh beeinusst. Falls � die einfallendeRihtung niht enth�alt, wird daher die Wahrsheinlihkeit Wb(�) f�urgro�e Werte gegen Null gehen. Man de�niert dann den Wirkungsquer-shnitt durh �k(�) = Zb?k d2bWb(�) :



40 II. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIKWir werden in Kapitel V sehen, dass der Wirkungsquershnitt durhdie folgende Formel gegeben ist�k(�) = Z� d
(n)jf(k;n)j2 : (II.35)



KAPITEL IIISysteme mit einem FreiheitsgradIn diesemKapitel sollen anhand einiger einfaher Beispiele die g�angig-sten mathematishen Methoden zur L�osung der Shr�odingergleihungbehandelt werden. Wir betrahten dabei Teilhen, die sih nur in einerDimension bewegen k�onnen. Tats�ahlih lassen sih viele realistishe Si-tuationen auf diesen Fall zur�uk f�uhren. Wir verwenden im folgendenein Ma�system, in dem ~ = 1 gesetzt wird.1. Teilhen im KastenAls besonders einfahes Beispiel untersuhen wir den Fall eines Teil-hens der Masse 1, das sih nur im Intervall [0; 1℄ aufhalten kann undsih darin kr�aftefrei bewegt. An den Punkten 0 und 1 wirken r�uktrei-bende Kr�afte, die verhindern, dass das Teilhen den Kasten verl�asst.Das System besitzt daher per Konstruktion nur Bindungszust�ande, undnah dem im vorigen Kapitel zitierten Satz reiht es aus, die station�arennormierbaren L�osungen der Shr�odingergleihung zu bestimmen. Es istallerdings niht m�oglih, die idealisierte Situation perfekt reektieren-der W�ande durh einen Potentialterm zu ber�uksihtigen. Im Innerendes Intervalls gilt die eindimensionale zeitunabh�angige Shr�odingerglei-hung H'(x) = �12'00(x) = E'(x) ; x 2 (0; 1) ;und au�erhalb des Intervalls [0; 1℄ vershwindet die Aufenthaltswahr-sheinlihkeitsdihte und damit auh die Wellenfunktion,'(x) = 0 ; x < 0 oder x > 1 :Diese beiden Bedingungen harakterisieren aber die Eigenshaften desSystems noh niht vollst�andig. Wir fordern, dass die Wahrsheinlih-keit , das Teilhen irgendwo im Kasten zu �nden, f�ur alle Zeiten gleih1 ist. Sei 't(x) ein L�osung der zeitabh�angigen Shr�odingergleihungi ��t't = H't :Dann gilt 0 = ddt�'t; 't� = i�H't; 't�� i�'t;H't� :Da 't zu einem festen Zeitpunkt t beliebig vorgegeben werden kann,bedeutet dies, dass H hermitesh sein muss; dies folgt im �ubrigen auh41



42 III. SYSTEME MIT EINEM FREIHEITSGRADaus der Tatsahe, dass H die Observable "Energie\ beshreibt. Es mussalso gelten Z 10 dx'(x)'00(x) = Z 10 dx'00(x)'(x) :Mit partieller Integration erh�alt man die Gleihung'(1)'0(1)� '(0)'0(0) = '0(1)'(1)� '0(0)'(0) ;d.h. mit dem Wahrsheinlihkeitsstromj(x) = 12i�'(x)'0(x)� '0(x)'(x)�ergibt sih j(1) = j(0) :Der Wahrsheinlihkeitsstrom, der bei x = 0 in den Kasten hinein-str�omt, ist genauso gro�, wie der Wahrsheinlihkeitsstrom, der beix = 1 hinaus str�omt. Der zul�assige De�nitionsbereih D(H) � L2(0; 1)des Hamiltonoperators darf also o�enbar nur (2 mal di�erenzierbare)Funktionen enthalten, deren Wahrsheinlihkeitsstrom die angegebeneBedingung erf�ullt.Diese Bedingung ist allerdings niht linear und de�niert daher kei-nen linearen Unterraum.Umdas Superpositionsprinzip erf�ullen zu k�onnen,suhen wir lineare Bedingungen, die die Bedingung an die Str�ome im-plizieren. Tats�ahlih gibt es viele dieser linearen Bedingungen. Erstihre Festlegung harakterisiert das physikalishe System eindeutig.In unserem Beispiel interpretieren wir das Intervall als einen Ka-sten, dessen W�ande das Teilhen niht durhdringen kann. Wir be-shr�anken uns daher auf Randbedingungen, bei denen der Wahrshein-lihkeitsstrom an beiden Endpunkten des Intervalls vershwindet. DieBedingung j(x) = 0 ist �aquivalent zu der Bedingung, dass die beidenVektoren (Re'(x); Im'(x)); (Re'0(x); Im'0(x)) imR2 linear abh�angigsind. Also sind die m�oglihen Randbedingungen'(x) = 0 oder '0(x) = �'(x) ; � 2 Rf�ur x = 0; 1.Die erste Bedingung harakterisiert eine absto�ende Wand (Dirih-letshe Randbedingung). Wir wollen im folgenden die Randbedingung'0(0) = '0(1) = 0zu Grunde legen (Neumannshe Randbedingung). In diesem Fall giltf�ur das Verhalten der Aufenthaltswahrsheinlihkeit am Randddxj'(x)j2 = 0 f�ur x = 0; 1 :Das Teilhen kann sih also nahe an der Wand aufhalten und sp�urtdort keine absto�ende Kraft.



1. TEILCHEN IM KASTEN 43Wir suhen jetzt alle L�osungen der zeitunabh�angigen Shr�odinger-gleihung , die die Neumannshen Randbedingungen erf�ullen. Die all-gemeine L�osung der Di�erentialgleihung ist'(x) = Aeikx +Be�ikxmit A;B 2 C und mit k2 = 2E. Einsetzen in die Randbedingungenergibt das Gleihungssystem ik(A�B) = 0ik(Aeik �Be�ik) = 0zur Bestimmung der Konstanten A und B. Eine nihttriviale L�osungexistiert dann und nur dann, wenn die Determinante des Gleihungs-systems vershwindet, d.h. wenn giltsin k = 0 :Also gilt k = n� ; n 2 N0. Die m�oglihen Energiewerte sind daherEn = 12�2n2 :F�ur die zul�assigenWerte von k ergibt sihA = B. Als normierte L�osungzum Energieeigenwert En �ndet man'n(x) = � p2 os�nx ; n 6= 0 ;1 ; n = 0 :Das Funktionensystem ('n)n2N0 besitzt die bemerkenswerteEigenshaft�'n; 'm� = Z 10 'n(x)'m(x) = Ænm ;Eigenfunktionen zu vershiedenen Eigenwerten sind also bez�uglih desSkalarprodukts in L2(0; 1) orthogonal zueinander. Dies ist, wie manleiht einsieht, eine Konsequenz der Hermitizit�at des Hamiltonopera-tors , Em�'n; 'm� = �'n;H'm� = �H'n; 'm� = En�'n; 'm� :Tats�ahlih ist das angegebene Funktionensystem sogar vollst�andig:Theorem 1.1. Sei ' 2 L2(0; 1) und setze n = �'n; '�. Dann gilt(i) ' =P n'n(ii) k'k2 =Pjnj2.Umgekehrt gibt es zu jeder quadratsummablen Folge (n)n2N0 eineFunktion ' 2 L2(0; 1) mit �'n; '� = n.Hierbei konvergiert die Reihe der Funktionen in (i) im allgemeinennur im quadratishen Mittel.Das Funktionensystem kann als eine unendlihe Orthonormalba-sis des Raumes L2(0; 1) angesehen werden. Es bildet aber keine Basisim Sinne von Vektorr�aumen, da auh unendlihe Linearkombinationenauftreten.



44 III. SYSTEME MIT EINEM FREIHEITSGRADDer obige Satz ist eine unendlih dimensionale Version des aus derlinearen Algebra bekannten Satzes, dass eine hermiteshe Matrix eineorthonormale Basis von Eigenvektoren besitzt. Wir werden auf die-sen f�ur die Quantenmehanik fundamentalen Sahverhalt noh zur�ukkommen.Mit Hilfe der obigen Resultate haben wir das Anfangswertproblemf�ur die Shr�odingergleihung gel�ost, t =X ne�itEn'n ;mit den EntwiklungskoeÆzienten n = �'n;  0�, im Einklang mit demin Abshnitt II.7 formulierten Entwiklungssatz.Die KoeÆzienten n besitzen auh eine direkte physikalishe Inter-pretation: Es gilt (vorausgesetzt, die Reihen konvergieren)H' =XEnn'nund damit f�ur alle Polynome ff(H)' =X f(En)n'n :Die letztere Gleihung kann man als De�nition f�ur Operatoren f(H)verwenden, wobei f eine beliebige Funktion sein kann. Der Erwartungs-wert von f(H) ist hf(H)i =�'; f(H)'�=Xn;m nmf(Em)�'n; 'm�=Xn f(En)jnj2 :jnj2 ist also die Wahrsheinlihkeit, bei einer Messung der Energie denWert En zu �nden. Die Energiewahrsheinlihkeitsdihte ist�(E) =Xn jnj2Æ(En �E) :Wir erkennen, dass es auh bei nihtstation�aren Zust�anden unm�oglihist, bei einer Energiemessung einen anderen Wert als einen der Ener-gieeigenwerte En zu �nden, die Energie ist also quantisiert.Wir sehen an diesem Beispiel, dass die Wellenfunktion niht nurdie Information �uber die Wahrsheinlihkeitsverteilung von Ort undImpuls, sondern auh �uber die der Energie enth�alt. Wir werden in Ka-pitel 5 diskutieren, wie man zu beliebig vorgegebenen Observablen eineWahrsheinlihkeitsverteilung �ndet.2. Teilhen vor einer Wand; der ZeitoperatorAls zweites Beispiel betrahten wir ein Teilhen der Masse m = 1,das sih in einer Dimension auf dem Halbraum x > 0 frei bewegt unddurh ein unendlih hohes Potential f�ur x < 0 daran gehindert wird,



2. TEILCHEN VOR EINER WAND; DER ZEITOPERATOR 45in den komplement�aren Halbraum einzudringen. Wie in der Diskussi-on mit 2 W�anden ben�otigen wir eine lineare Bedingung an die Wel-lenfunktionen im De�nitionsbereih des Hamiltonoperators , die dasVershwinden des Wahrsheinlihkeitsstroms bei x = 0 impliziert, also'(0) = 0 oder '0(0) = �'(0) f�ur ein � 2 R. Die allgemeine L�osung derDi�erentialgleihung ist�(x) = Aeikx +Be�ikxmit k = p2E. Die Forderung, dass der Wahrsheinlihkeitsstrom einesdurh Superposition dieser L�osungen gebildeten Wellenpakets bei un-endlih vershwindet, ist niht mit exponentiellem Anstieg der L�osun-gen vertr�aglih; exponentieller Abfall aber setzt voraus, dass einer derKoeÆzienten A;B vershwindet. F�ur � < 0 gibt es genau eine L�osung,n�amlih �(x) = (2j�j)�1=2e�x :Dies ist ein Bindungszustand zur Energie E = ��2=2. F�ur � � 0 sindnur L�osungen mit positiven Werten der Energie E mit der Randbedin-gung bei x = 0 vertr�aglih.F�ur die Streuzust�ande (E > 0) �nden wir�k(x) = R(k)eikx + e�ikxmit dem ReexionskoeÆzientenR(k) = ik + �ik � � ;wobei der Fall der Dirihletshen Randbedingung dem Grenzfall � !1 entspriht (R = �1).Das raumzeitlihe Verhalten von Wellenpaketen, die einen Streuzu-stand beshreiben, kann jetzt mit der Methode der station�aren Phaseanalysiert werden. Sei'(t; x) = (2�)� 12 Z 10 dkf(k)�k(x)e�itk2=2eine normierte L�osung der Shr�odingergleihungmit einer glatten Funk-tion f mit kompaktem Tr�ager in (0;1). F�ur gro�e Werte von jtj giltj'(t; x)j2 � jtj�1jR(xt )f(xt ) + f(�xt )j2 :Da f nah Voraussetzung f�ur negative Argumente vershwindet, folgtj'(t; x)j2 � jtj�1jf(�xt )j2 ; t! �1und j'(t; x)j2 � jtj�1jR(xt )j2jf(xt )j2 ; t!1 :Wir shlie�en also, dass jf(�p)j2 die Wahrsheinlihkeitsdihte daf�urist, zur Zeit t ! �1 ein Teilhen mit Impuls p < 0 zu �nden, undjR(p)f(p)j2 die Wahrsheinlihkeitsdihte daf�ur, f�ur t!1 ein Teilhen



46 III. SYSTEME MIT EINEM FREIHEITSGRADmit Impuls p > 0 anzutre�en. Wegen jRj = 1 wird also ein Teilhen, dasmit Impuls �p von rehts einf�allt, mit Wahrsheinlihkeit 1 reektiertund kehrt mit Impuls p zur�uk.Wir k�onnen uns jetzt die Frage stellen, wann das Teilhen auf dieWand tri�t. Hierzu betrahten wir zun�ahst die WahrsheinlihkeitW"(t) daf�ur, das Teilhen zur Zeit t im Intervall (0; ") anzutre�en. Hier-bei soll " > 0 so klein gew�ahlt werden, dass "k � � f�ur alle k 2 supp f .Wir setzen g(E) = (2E)� 14 f(p2E) und  E(x) = (2E)� 14�p2E(x). Da-mit ergibt sihW"(t) = Z "0 dx(2�)�1 Z dEdE0 E(x)g(E)ei(E�E0)t E0(x)g(E0) :Das Integral dieser Wahrsheinlihkeit �uber die Zeit k�onnen wir alsdie mittlere Aufenthaltsdauer T" im Intervall [0; "℄ interpretieren. Wir�nden T" = Z "0 dxZ dEjg(E)j2j E(x)j2 :F�ur R 6= �1 gilt  E(x) � (2E)� 14 (R + 1), solange x < ". Also ergibtsih f�ur die Aufenthaltsdauer an der Wand f�ur die Komponente mitEnergie E (und daher Geshwindigkeit p2E)T"(E) � "p2E jR + 1j2 = Tklass 21 + �22Emit der Aufenthaltsdauer eines klassishen Teilhens Tklass = 2"p2E . Jenah Randbedingung weiht die Aufenthaltsdauer also von der klassi-shen ab.Wir benutzen jetzt die Aufenthaltsdauer an der Wand, um dieWahrsheinlihkeitsdihte �T (t) der Zeit des Auftre�ens an der Wandzu normieren. Wir setzen�T (t) = (2�)�1 Z dEpT"(E) dE0pT"(E0)g(E)g(E0)ei(E�E0)t Z "0 dx E(x) E0(x)und �nden im Limes "! 0�T (t) = (2�)�1 Z dEdE0eiÆ(E)g(E)ei(E�E0)teiÆ(E0)g(E 0)= jdeiÆg(t)j2mit R+1jR+1j = eiÆ, also Æ(E) = � artan �p2E . Der Erwartungswert f�ur dasAuftre�en an der Wand ergibt sih damit zuhti = Z dt�T (t)t = Z dEg(E)�1i ddE + Æ0(E)�g(E)



2. TEILCHEN VOR EINER WAND; DER ZEITOPERATOR 47mit Æ0(E) = dÆ(E)dE = �k(k2+�2) , k = p2E. Als Zeitoperator f�ur dasAuftre�en auf der Wand k�onnen wir also de�nieren(t')(x) = Z dE E(x)�1i ddE + Æ0(E)�g(E);wenn ' eine Darstellung der Form'(x) = Z dE E(x)g(E)besitzt, mit einer glatten Funktion g mit supp g � (0;1).Die Wahrsheinlihkeitsverteilung der Zeit untersheidet sih in ei-nem wihtigen Punkt von den Wahrsheinlihkeitsverteilungen der bis-her betrahteten Observablen. Es gibt n�amlih kein Zeitintervall, f�urdas die Wahrsheinlihkeit, das Teilhen an der Wand zu �nden, ver-shwindet. Dies folgt aus der Tatsahe, dass die Fouriertransformierteeiner Funktion g mit supp g � (0;1) Randwert einer holomorphenFunktion in der oberen Halbebene ft 2 C ; Im t > 0g ist. Vershwindendie Randwerte einer solhen Funktion auf einem (o�enen, nihtleeren)Intervall der reellen Ahse, so vershwindet die Funktion �uberall.Diese Besonderheit der Zeitverteilung ist der Grund f�ur die oft ver-tretene Meinung, die Zeit sei in der Quantenmehanik keine rihtigeObservable. Tats�ahlih tritt die obige Eigenshaft jedoh auh nohf�ur viele andere Observable auf, in unserem Beispiel sogar f�ur den Im-puls; denn nah De�nition des System vershwindet die Wellenfunktionf�ur x < 0, die Fouriertransformierte kann daher auf keinem Intervallvershwinden.Eine andere Frage ist die nah der Verz�ogerung ("time delay\), diedas Teilhen bei der Reexion erleidet. Diese Frage l�a�t sih mit Hilfeeines wie oben de�nierten Zeitoperators leiht beantworten. Wir wissenbereits, dass die Wellenfunktion zu sehr fr�uhen Zeiten die Form'(t; x) = (2�)�1=2 Z dEg(E)e�iEte�ip2Ex(2E)�1=4besitzt. Mit einer analogen �Uberlegung wie vorhin bestimmt man denErwartungswert der Zeit des Eintre�ens an einem Punkt x, wenn keineWand da w�are, zuhtiein = Z dEg(E)�1i ddE + h(E)�g(E) ;mit einer rellwertigen Funktion h, die von x abh�angt.Zu sehr sp�aten Zeiten hat die Wellenfunktion die Form'(t; x) = (2�)�1=2 Z dER(E)g(E)e�iEteip2Ex(2E)�1=4 :Der Erwartungswert der Zeit am gespiegelten Ort �x ergibt sih zuhtiaus = Z dER(E)g(E)�1i ddE + h(E)�R(E)g(E)



48 III. SYSTEME MIT EINEM FREIHEITSGRADmit derselben Funktion h. F�ur die Verz�ogerung htiein�htiaus =: htdelayiergibt sih (mit R = e2iÆ)htdelayi = Z dEjg(E)j22Æ0(E) :Wie aus Symmetrie�uberlegungen zu erwarten, ergibt sih die halbeVerz�ogerung vor dem Auftre�en auf die Wand.3. StufenpotentialeEine Klasse von Potentialen, f�ur die die Shr�odingergleihung ex-plizit gel�ost weren kann, ist die der so genannten Stufenpotentiale, dassind st�ukweise konstante FunktionenU(x) = Ui ; ai�1 < x < ai ; i = 1; : : : ; N + 1mit Ui 2 R; i = 1; : : : ; N + 1, N 2 N und a0 = �1 < a1 < � � � <aN < aN+1 =1. Meist betrahten wir den Fall, dass das Potential imUnendlihen vershwindet, d.h. U1 = UN+1 = 0.Man kann an diesen Potentialen typishe Quantenph�anomene wiedie Quantisierung von Bindungsenergien, den Tunnele�ekt (das Durh-dringen klassish un�uberwindbarer Potentialshwellen) und die Reexi-on von Teilhen an klassish �uberwindbaren Shwellen studieren. Mankann auh allgemeinere Potentiale durh Stufenpotentiale approximie-ren, allerdings ist dies wegen der erforderlihen gro�en Anzahl von Stu-fen niht e�ektiv.Wir suhen L�osungen der zeitunabh�angigen Shr�odingergleihungH'(x) = �12'00(x) + Ui'(x) = E'(x) ; ai�1 < x < ai ; i = 1; : : : ; N + 1mitE 2 R.Wie beim Problem des Teilhens im Kasten ist das Problemdurh diese Gleihung noh niht eindeutig bestimmt. Um die Hermiti-zit�at des Hamiltonoperators zu gew�ahrleisten, ben�otigen wir zus�atzlihlineare Bedingungen an die zul�assigen Wellenfunktionen, die garantie-ren, dass der totale Wahrsheinlihkeitsstrom, der das System verl�asst,vershwindet. Im Unendlihen folgt dies aus der Normierbarkeit von 'und '00. Im Endlihen fordern wir die Stetigkeit des Wahrsheinlih-keitsstroms an den Sprungstellen des Potentials. Die einfahste lineareBedingung, die dies impliziert, ist die Forderung, dass ' und '0 �uberallstetig sind. Stetigkeit von '00 darf man an den Sprungstellen niht ver-langen, da es dann wegen der Unstetigkeit des Potentials keine von Nullvershiedenen L�osungen g�abe. Andere lineare Bedingungen, bei denenSpr�unge von ' und '0 an den Sprungstellen des Potentials zugelassenwerden, interpretiertman als singul�are Zusatzterme imHamiltonopera-tor; so entspriht ein Sprung von '0 bei stetigem ' um �' an der Stellex = ai einem Zusatzterm (�=2)Æ(x� ai) im Potential (f�ur m = 1).



3. STUFENPOTENTIALE 49Die L�osung der Shr�odingergleihung in den Intervallen, auf denendas Potential konstant ist, hat die Form'(x) = Ajekjx +Bje�kjx ; aj�1 < x < ajmit kj =p2(Uj � E), falls E 6= Uj und'(x) = Aj +Bjxfalls E = Uj. Bei der Wurzel tre�en wir die Konvention Imkj > 0 oderImkj = 0;Re kj > 0. Die Stetigkeitsbedingung bei x = aj lautet f�urE 6= Uj; Uj+1Ajekjaj +Bje�kjaj = Aj+1ekj+1aj +Bj+1e�kj+1ajAjkjekjaj �Bjkje�kjaj = Aj+1kj+1ekj+1aj �Bj+1kj+1e�kj+1ajund entsprehend auh f�ur E = Uj oder E = Uj+1. Die L�osung kann inder folgenden Form dargestellt werden,� Aj+1Bj+1 � =Mj � AjBj �mit einer invertierbaren Matrix Mj , die von E abh�angt. Es folgt� AN+1BN+1 � =M � A1B1 � ; M =MN � � �M1 :Damit ist die Shr�odingergleihung im Prinzip gel�ost. Wir suhen nundiejenigen L�osungen auf, die die jeweiligen Randbedingungen erf�ullen:(i) Bindungszust�ande:Falls U1 = UN+1 = 0, so existieren normierbare L�osungen nur f�urE < 0. Dabei d�urfen die f�ur x!�1 exponentiell ansteigenden L�osun-gen niht auftreten, d.h. B1 = AN+1 = 0. An einer Seite, z.B. beix = �1, k�onnen wir die KoeÆzienten A1; B1 frei w�ahlen und setzenBj = 0. Die KoeÆzienten an der anderen Seite berehnen sih dar-aus mit Hilfe der Matrix M . BN+1 vershwindet o�enbar genau dann,wenn das Matrixelement M11 vershwindet. Als analytishe Funkti-on von E kann M11 nur diskrete Nullstellen haben, die sih nirgendsh�aufen d�urfen. Man kann au�erdem leiht zeigen, dass die Energieei-genwerte niht kleiner als das Minimum des Potentials sein k�onnnen(wegen der Positivit�at der kinetishen Energie). Wir shlie�en, dass inStufenpotentialen der oben beshriebenene Art nur endlih viele stati-on�are Bindungszust�ande existieren.



50 III. SYSTEME MIT EINEM FREIHEITSGRAD(ii) Streuzust�ande:Streuzust�ande treten nur f�ur E > 0 auf (wieder unter der Vorausset-zung, dass U1 = UN+1 = 0.) Alle L�osungen oszillieren im Unendlihenund sind daher zul�assig zur Beshreibung von Streuzust�anden.Wir betrahten jetzt diejenigen L�osungen, bei denen f�ur x < a1keine nah rehts laufende L�osung vorhanden ist, d.h. A1 = 0,�k(x) = � T (k)e�ikx ; x < a1R(k)eikx + e�ikx ; x > aN ;dies wird interpretiert als eine von rehts einlaufende Welle, die teil-weise reektiert und teilweise transmittiert wird. O�enbar giltM � 0T � = � R1 � ;also T =M�122 ; R =M12M�122 .Wir wollen jetzt zeigen, dass die mit �k gebildetenWellenpakete vonrehts einfallende Teilhen beshreiben, die mit der WahrsheinlihkeitjRj2 reektiert und mit der Wahrsheinlihkeit jT j2 transmittiert wer-den.Sei '(t; x) eine L�osung der Shr�odingergleihung der Form'(t; x) = (2�)� 12 Z 10 dkf(k)e�i k22 t�k(x)mit einer glatten Funktion f mit kompaktem Tr�ager in (0;1). F�urx > aN ist dann'(t; x) = (2�)� 12 Z 10 dkf(k)e�i k22 t�R(k)eikx + e�ikx� :Mit Hilfe der Methode der station�aren Phase �ndet man f�ur asympto-tishe Zeiten j'(t; x)j2 � jtj�1jR(xt )f(xt ) + f(�xt )j2 :Da f nah Voraussetzung f�ur negative Argumente vershwindet, giltj'(t; x)j2 � jtj�1jf(�xt )j2 ; t! �1und j'(t; x)j2 � jtj�1jR(xt )j2jf(xt )j2 ; t!1 :Wir shlie�en also, dass jf(�p)j2 die Wahrsheinlihkeitsdihte daf�urist, zur Zeit t ! �1 ein Teilhen mit Impuls p < 0 zu �nden, undjR(p)f(p)j2 die Wahrsheinlihkeitsdihte daf�ur, f�ur t!1 ein Teilhenmit Impuls p > 0 anzutre�en. Entsprehend ist jT (�p)f(�p)j2 dieWahrsheinlihkeitsdihte daf�ur, f�ur t!1 ein Teilhen mit Impuls pzu �nden.



4. HARMONISCHER OSZILLATOR 51F�ur den aus �k gebildeten Wahrsheinlihkeitsstrom �ndet manj(x) = � kjT (k)j2 ; x < a1k(1 � jR(k)j2) ; x > aN :Da der Wahrsheinlihkeitsstrom f�ur station�are L�osungen der eindi-mensionalen Shr�odingergleihung r�aumlih konstant ist, folgtjRj2 + jT j2 = 1 ;ein Teilhen wird also entweder reektiert oder transmittiert, etwasdrittes (z.B. Einfang) gibt es niht.Eine entsprehende Analyse kann man (mit ge�anderten KoeÆzien-ten R;T ) auh f�ur von links einlaufende Teilhen ausf�uhren.Wir fassen die Ergebnisse der Diskussion zusammen:Bindungszust�ande entsprehen einer Shar von diskreten Energiewer-ten E < 0. Die zugeh�origen Eigenfunktionen k�onnen niht in o�enenGebieten vershwinden. man �ndet das Teilhen also mit einer gewis-sen Wahrsheinlihkeit auh in klassish verbotenen Gebieten.Streuzust�ande gibt es f�ur alle Energien E > 0, und zwar jeweils f�urvon rehts oder f�ur von links einfallende Teilhen. Die Teilhen werdenmit einer gewissen WahrsheinlihkeitjRj2; jT j2 reektiert, bzw. trans-mittiert. Da R und T analytishe Funktionen der Energie sind, hatman Transmission f�ur fast alle E (bis auf eine diskrete Menge), alsoauh dann, wenn das Teilhen nah der klassishen Mehanik reektiertwird. Entsprehend hat man f�ur fast alle E Reexion, auh wenn dasTeilhen klassish transmittiert w�urde.4. Harmonisher OszillatorDer Hamiltonoperator f�ur den harmonishen Oszillator istH = �12 d2dx2 + !22 x2 (III.1)mit der klassishen Kreisfrequenz ! > 0. Da das Potential im Un-endlihen ansteigt, erwarten wir nur Bindungszust�ande. Wir suhendaher nah normierbaren L�osungen ' der zeitunabh�angigen Shr�odin-gergleihung . Zur Vereinfahung der Notation setzen wir u = p!xund " = 2E! und erhalten die Di�erentialgleihung�'00(u) + u2'(u) = "'(u) :Diese Di�erentialgleihung ist eine lineare Di�erentialgleihung 2.Ordnung und besitzt daher f�ur jedes " 2 C 2 linear unabh�angige L�osun-gen. Wir konstruieren zun�ahst diese L�osungen und untersuhen dannin einem 2. Shritt, welhe L�osungen normierbar sind.



52 III. SYSTEME MIT EINEM FREIHEITSGRADMan beginnt damit, das Verhalten der L�osungen an den "Singu-larit�aten\ der Di�erentialgleihung zu studieren. Dies sind die Rand-punkte des De�nitionsbereihs (im vorliegenden Fall �1) und eventu-elle Singularit�atsstellen des Potentials (im vorliegenden Fall keine).Das Verhalten bei 1 testet man mit dem Ansatz'(u) = eauk :Hierbei sind a und k so zu w�ahlen, dass die Di�erentialgleihung f�uru!�1 m�oglihst gut erf�ullt wird. Es ist'0(u) = akuk�1'(u)'00(u) = �ak(k � 1)uk�2 + a2k2u2(k�1)�'(u) :Der am st�arksten anwahsende Term f�ur u!1 in der Di�erentialglei-hung ist u2. Um ihn zu kompensieren, setzen wir k = 2 und a = �12 .Wir shlie�en, dass die L�osungen sih bei 1 wie e� 12u2 verhalten. Dawir an L�osungen interessiert sind, die normierbar sind, mahen wir denAnsatz '(u) = H(u)e� 12u2und erhalten'0(u) = �H 0(u)� uH(u)�e� 12u2'00(u) = �H 00(u)�H(u)� 2uH 0(u) + u2H(u)�e� 12u2und �nden f�ur H die Di�erentialgleihung�H 00(u) + 2uH 0(u) + (1 � ")H(u) = 0 : (III.2)Da H beliebig ist, ist diese Di�erentialgleihung �aquivalent zur ur-spr�unglihen Gleihung. Sie enth�alt u nur linear und geh�ort damit zueinem explizit l�osbaren Typ (Laplaeshe Di�erentialgleihung).Am einfahsten �ndet man eine L�osung durh einen Potenzreihen-ansatz f�ur H, H(u) = 1Xn=0 anun :Es giltH 0(u) = 1Xn=1 nanun�1 = 1Xn=0(n+ 1)an+1unH 00(u) = 1Xn=1 n(n+ 1)an+1un�1 = 1Xn=0(n+ 1)(n+ 2)an+2un



4. HARMONISCHER OSZILLATOR 53und damit0 = � 1Xn=0(n + 1)(n+ 2)an+2un + 1Xn=0(2n+ 1 � ")anun= 1Xn=0 un�(2n+ 1 � ")an � (n + 1)(n+ 2)an+2� :Diese Gleihung ist genau dann f�ur alle u erf�ullt, wenn die Ausdr�ukein der Klammer f�ur alle n vershwinden. Wir erhalten so die Rekursi-onsformel an+2 = 2n + 1� "(n + 1)(n+ 2)an ; n = 0; 1; 2; : : : :Die L�osung ist also eindeutig bestimmt, wenn a0 und a1 gegeben sind.Wie zu erwarten, �nden wir eine 2-parametrige L�osungsshar. Die L�osun-gen mit a0 = 0 sind antisymmetrish in u, die mit a1 = 0 symmetrish.Wir wollen jetzt untersuhen, ob die gefundenen L�osungen normier-bar sind. Dies kann getrennt f�ur die symmetrishen und antisymmetri-shen L�osungen geshehen. Zwei F�alle sind zu untersheiden:(i) aN+2 = 0 ; aN 6= 0 f�ur ein N . Dies ist o�enbar der Fall, wenn" = 2N + 1. In diesem Fall ist H ein Polynom und H(u)e� 12u2ist normierbar.(ii) an 6= 0 f�ur alle geraden, bzw. ungeraden n. F�ur gro�e n giltan+2an � 2n+ 2 (III.3)und damit f�ur gen�ugend gro�e N (im geraden Fall)aN+2maN � N2 !(N2 +m)!Dies ist aber gerade das Verhalten der TaylorkoeÆzienten voneu2 . Die Funktion H untersheidet sih von eu2 im wesentlihennur um den Beitrag der Terme kleiner Ordnung d.h. um ein Po-lynom. Wir shlie�en, dass die Funktion H(u)e� 12 u2 in diesemFall niht normierbar ist. (Das mathematish strenge Argumentersetzt in (III.3) � durh > und auf der rehten Seite die 2 imZ�ahler durh k < 2. Man shlie�t dann, dass es zu jedem k < 2ein Polynom P gibt, sodass giltH(u) > P (u) + e k2u2 :)F�ur die ungeraden L�osungen �ndet man ein entspehendes Er-gebnis.



54 III. SYSTEME MIT EINEM FREIHEITSGRADWir fassen das Resultat zusammen: Die zeitunabh�angige Shr�odin-gergleihung f�ur den harmonishen Oszillator besitzt normierbare L�osun-gen f�ur die EigenwerteEn = (n+ 12)! ; n 2 N0 :Die zugeh�origen Eigenfunktionen haben die Form'n(x) = NnHn(p!x)e�!2 x2mit den Polynomen n-ten GradesHn, den sogenannten Hermite-Polynomenund Nn 2 C n f0g.Wir wollen das System der Eigenfunktionen genauer untersuhen.Wegen der Hermitizit�at des Hamiltonoperators gilt die Orthogona-lit�atsrelation Z dxHn(x)Hm(x)e�x2 = 0 ; n 6= m :Insbesondere sind die Hermitepolynome also linear unabh�angig, und diePolynomeH0; : : : ;Hn bilden eine Basis des Vektorraums der Polynomevom Grad kleiner/gleih n. Die Hermitepolynom sind daher bis aufeinen Faktor eindeutig bestimmt durh die BedingungZ dxxkHn(x)e�x2 = 0 ; k < n :Diese Gleihung wird durh den folgenden Ansatz gel�ost:Hn(x) = (�1)nex2 dndxn e�x2 :Denn die so de�nierte Funktion ist ein Polynom vom Grad n mit 2nals Koee�zient von xn; Einsetzen ergibt(�1)n Z dxxk dndxn e�x2 = Z dx� dndxnxk�e�x2 = 0nah n-maliger partieller Integration. Wir wollen mit dieser De�nitionder Polynome Hn die Faktoren Nn > 0 so bestimmen, dass die Eigen-funktionen 'n normiert sind. Es giltN�2n = Z dxHn(x)2e�x2 = 2n Z dxxnHn(x)e�x2= (�1)n2n Z dxxn dndxn e�x2 = 2n Z dx� dndxnxn�e�x2= 2nn!p� ;wir erhalten also als normierte Eigenfunktionen des harmonishen Os-zillators (f�ur ! = 1)'n(x) = (�1)n2�n2 �� 14 (n!)� 12 e 12x2 dndxn e�x2 :



4. HARMONISCHER OSZILLATOR 55Es gibt einfahe Operatoren, die die Eigenfunktionen ineinander trans-formieren. O�enbar gilt� 1p2ex2=2 ddxe�x2=2'n(x) = pn+ 1'n+1(x) :Der Operator a� = � 1p2ex2=2 ddxe�x2=2 = 1p2(x� ddx)wird Erzeugungsoperator genannt, da er die Zahl der Quanten n um 1vermehrt. a� ist niht hermitesh. Es gilt stattdessen�'; a� � = 1p2 Z dx'(x)(x� ddx) (x)= 1p2 Z dx(x+ ddx)'(x) (x) = �a'; �mit a = 1p2(x + ddx). a nennt man den Vernihtungsoperator. Es giltn�amlihdn+1dxn+1 e�x2 = dndxn (�2x)e�x2 = � �2n dn�1dxn�1 e�x2 � 2x dndxne�x2 ; n > 0�2xe�x2 ; n = 0 ;also a'n = 1p2(x+ ddx)Nnex2=2 dndxn e�x2= 1p2Nn�2xex2=2 dndxn e�x2 + ex2=2 dn+1dxn+1 e�x2�= 1p2Nn� (�2n)ex2=2 dn�1dxn�1 e�x2 ; n > 00 ; n = 0=� pn'n�1 ; n > 00 ; n = 0 :Wir betrahten nun die Operatorenaa� = 12(x+ ddx)(x� ddx) = 12x2 � 12 d2dx2 + 12und a�a = 12x2 � 12 d2dx2 � 12 =: N :O�enbar gilt die Vertaushungsrelation[a; a�℄ = 1 :Der Operator N hat die EigenshaftN'n = n'n ;



56 III. SYSTEME MIT EINEM FREIHEITSGRADz�ahlt also die Zahl der Quanten (Teilhenzahloperator). Der Hamilton-operator ist H = !(N + 12)wenn x durh p!x ersetzt wird.Bemerkenswerter Weise k�onnen die Eigenwerte von H direkt mitHilfe der obigen Vertaushungsrelationen berehnet werden. Denn sei' ein Eigenvektor von N zum Eigenwert �. Wegen��';'� = �';N'� = �'; a�a'� = �a'; a'� � 0ist � � 0, und � = 0 gilt genau dann, wenn a' = 0. Mit der Vertau-shungsrelation [N; a℄ = [a�; a℄a = �afolgt Na' = [N; a℄'+ �a' = (� � 1)a' ;d.h. f�ur � 6= 0 ist a' Eigenvektor von N zum Eigenwert �� 1. Da nurnihtnegative Eigenwerte m�oglih sind, folgt, dass nur nihtnegativeganze Zahlen Eigenwerte sein k�onnen, und dass mit n 2 N0 auh allek < n; k 2 N0 Eigenwerte sind.Man kann die Eigenwerte auh erh�ohen, n�amlih indem man denErzeugungsoperator a� auf ' anwendet. Wegen [N; a�℄ = a� und�a�'; a�'� = �';'�+ �a'; a'�ist a�' ein Eigenvektor zum Eigenwert �+ 1, wenn ' ein Eigenvektorzum Eigenwert � ist. Falls also N (und damit H) �uberhaupt einenEigenvektor besitzt, treten als Eigenwerte die Zahlen n = 0; 1; 2; : : :auf. Die Eigenvektoren erh�alt man durh'n = (n!)�1=2(a�)n'0 ;wobei '0 durh die Gleihung a'0 = 0 harakterisiert wird.Es bleibt die Existenz von '0 zu zeigen. Hierzu setzen wir die kon-krete Form des Operators a ein und erhalten die Di�erentialgleihung(x+ ddx)'0(x) = 0mit der L�osung '0 = N0e�x2=2 :Die Konstante N0 ergibt sih aus der Normierungsbedingung (bis aufeine Phase) zu ��1=4..



KAPITEL IVDer mathematishe Rahmen der QuantenmehanikWir haben die Quantenmehanik bisher in der Shr�odingershenVersion kennengelernt. Physikalishe Zust�ande werden durh quadrat-integrable Wellenfunktionen des Ortes beshrieben, und Observablewerden durh Di�erentialoperatoren dargestellt. Neben dieser soge-nannten Ortsdarstellung haben wir bereits die Impulsdarstellung ken-nengelernt, bei der Zust�ande durh quadratintegrable Wellenfunktio-nen des Impulses beshrieben werden und bei der die Observablen ineine Impulsraumversion �ubergehen, die man durh Fouriertransforma-tion bestimmt. Mit den im vorigen Kapitel erzielten Ergebnissen �ndetman weitere Darstellungen. Sei z.B. f'ngn2N0 das System der normier-ten Eigenfunktionen des Hamiltonoperators f�ur den harmonishen Os-zillator. Dann kann jedem ' 2 L2(R) umkehrbar eindeutig die Folgeder EntwiklungskoeÆzienten (n), n = �'n; '� zugeordnet werden,und es gilt ' =X n'n :Observable O wirken auf die Folge (n) wie Matrizen auf Spaltenvek-toren, 0n := �'n; O'� = �'n; OXm m'm� =Xm �'n; O'm�m :Diese Beshreibung nennt man die Energiedarstellung; in dieser Formist die Quantenmehanik urspr�unglih von Heisenberg, Born und Jor-dan entwikelt worden ("Matrizenmehanik\).Es war Dira, der zuerst eine abstrakte Beshreibung der Quan-tenmehanik entwikelte, in der die Zust�ande durh Elemente einesabstrakten Vektorraums beshrieben werden, der je nah Problemstel-lung durh Funktionen oder Folgen realisiert werden kann. Von Neu-mann gelang es dann, die Dirashen Ideen mathematish zu pr�azisie-ren. Grundlegend ist hierf�ur der Begri� des Hilbertraums.1. Hilbertr�aumeEin Hilbertraum H ist zun�ahst einmal ein komplexer Vektorraummit einem positiv de�niten Skalarprodukt, d.h. einer Abbildung� H� H ! C'; 7! �'; �57



58 IV. DER MATHEMATISCHE RAHMEN DER QUANTENMECHANIKmit den Eigenshaften�'; 1 1 + 2 2� = 1�'; 1�+ 2�'; 2��'; � = � ;'��';'� > 0 f�ur ' 6= 0 :Mit Hilfe des Skalarprodukts de�niert man eine Norm auf H,k'k = �';'�1=2 ;die die �ublihen Eigenshaften besitzt, d.h.k'k > 0 f�ur ' 6= 0k'k = jjk'k ;  2 Ck'+  k � k'k+ k k :Eine wihtige Konsequenz der positiven De�nitheit ist die Cauhy-Shwarzshe Ungleihungj�'; �j � k'kk k ;die wir bereits beim Beweis der Heisenbergshen Unsh�arferelationenausgenutzt haben.Mit Hilfe der Norm kann man Konvergenz von Folgen de�nieren.Wie �ublih hei�t eine Folge 'n 2 H konvergent gegen ' 2 H, wenn giltlimk'n � 'k = 0 :Eine notwendige Bedingung f�ur die Konvergenz einer Folge ist dasCauhy-Kriterium limn;m!1k'n � 'mk = 0 :Der Nutzen dieses Kriteriums liegt darin, dass man den Limes nihtkennen muss.Definition IV.1. Ein Hilbertraum ist ein komplexer Vektorraummit positiv de�nitem Skalarprodukt, in dem jede Folge, die das Cauhy-Kriterium erf�ullt, konvergiert (solhe R�aume nennt man vollst�andig).Beispiel IV.1. (i) Der Raum der quadratsummablen Folgenl2 = f(ngn2N0; Xjnj2 <1gist ein Hilbertraum(ii) Der Raum C[a; b℄ der stetigen Funktionen auf dem Intervall [a; b℄mit dem Skalarprodukt�f; g� = Z ba dxf(x)g(x) (IV.1)ist niht vollst�andig, also kein Hilbertraum.



1. HILBERTR�AUME 59(iii) Der Raum L2(a; b) der quadratintegrablen Funktionen auf demIntervall [a; b℄ (wobei 2 Funktionen als gleih angesehen werden,wenn sie sih nur auf einer Menge vom Ma� Null untersheiden(d.h. f = g , R jf � gj2 = 0)) mit dem Skalarprodukt (IV.1)ist ein Hilbertraum. Man erh�alt ihn durh Vervollst�andigung desRaums C[a; b℄ bez�uglih der durh das Skalarprodukt de�niertenNorm (Konvergenz im quadratishen Mittel).Sehr wihtig ist, dass man in Hilbertr�aumen sogenannte Orthonor-malbasen einf�uhren kann.Definition IV.2. Eine Menge von Vektoren 'i 2 H; i 2 I (Ibeliebige Indexmenge) hei�t Orthonormalbasis (oder vollst�andiges Or-thonormalsystem), wenn gilt(i) �'i; 'k� = Æik(ii) Jedes ' 2 H l�a�t sih als normkonvergente Linearkombination' =Xi2I i'i ; i 2 CdarstellenDie EntwiklungskoeÆzienten sind hierbei eindeutig durh i =�'i; '� bestimmt. Weiter giltk'k2 =Xi;j ik�'i; 'k� =Xi jij2 :Die M�ahtigkeit der Indexmenge I ist von der Wahl der Orthonormal-basis unabh�angig und wird als Dimension des Hilbertraums bezeihnet.Ist I abz�ahlbar, so nennt man den Hilbertraum separabel, anderenfallsnihtseparabel. Alle bisher aufgetretenen Hilbertr�aume sind separabel.Beispiel IV.2. (i) Die Eigenfunktionen des Hamiltonoperatorsf�ur das Teilhen im Kasten [0; 1℄ mit Neumannshen Randbedin-gungen bilden eine abz�ahlbare Orthonormalbasis von L2(0; 1).Andere Randbedingungen f�uhren zu anderen abz�ahlbaren Or-thonormalbasen.(ii) Die Eigenfunktionen des harmonishen Oszillators bilden eineabz�ahlbare Orthonormalbasis von L2(R).Mit Hilfe einer Orthonormalbasis f'ng kann man jeden separablenHilbertraum H umkehrbar eindeutig auf den Folgenraum l2 abbilden,� H ! l2' 7! (�'n; '�) ; � l2 ! H(n) 7! P n'n :Diese Abbildung erh�alt das Skalarprodukt. Es gibt daher bis auf Iso-morphie nur einen separablen unendlihdimensionalen Hilbertraum,der allerdings sehr untershiedlihe Realisierungen besitzt.Eine Orthonormalbasis kann man sih im separablen Fall in derfolgenden Weise versha�en. Man geht aus von einer Familie ( k)k2N



60 IV. DER MATHEMATISCHE RAHMEN DER QUANTENMECHANIKvon Vektoren, deren endlihe Linearkombinationen diht in H liegen(eine solhe Menge hei�t total). Ein n�utzlihes Kriterium daf�ur ist,dass das orthogonale Komplement dieser Menge nur den Nullvektorenth�alt, � k; '� = 0 8 k ) ' = 0 :Beispiel IV.3. Wir betrahten die Funktionen  k(x) = xke�x2=2.Sei ' 2 L2(R) mit � k; '� = 08k 2 N0. Wir de�nieren die Funktiong(z) = Z dxe�ixze�x2=2'(x) :Der Integrand ist f�ur festes x analytish in z und f�ur jzj < R, R > 0gleihm�a�ig beshr�ankt durh eine integrierbare Funktionje�ixze�x2=2'(x)j � eRx�x2=2j'(x)j :Also ist g analytish in z. Nah Voraussetzung giltg(n)(0) = (�i)n Z dxxne�x2=2'(x) = 0 8n 2 N0 ;eine analytishe Funktion, deren s�amtliheAbleitungen an einemPunktvershwinden, ist aber identish Null. F�ur reelle z ist g proportionalzur Fouriertransformierten von e�x2=2'(x). Nah dem Umkehrsatz derFouriertransformation ergibt sih e�x2=2'(x) = 0, also ' = 0 (im Sinnevon L2(R2).Bemerkung: Die Funktionen  k im obigen Beispiel lassen sih durh Li-nearkombinationen der Oszillatoreigenfunktionen NnHn(x)e�x2=2 aus-dr�uken. Also bilden auh diese eine totale Menge.Ausgehend von einer abz�ahlbaren totalen Menge erh�alt man eineOrthonormalbasis durh das ShmidtsheOrthonormalisierungsverfah-ren. Hierbei w�ahlt man'1 = N1 1'2 = N2( 2 � �'1;  2�'1): : : = : : :'n = Nn( n � �'1;  n�'1 � : : :� �'n�1;  n�'n�1) ;wobei die Faktoren Nk > 0 so gew�ahlt werden, dass k'kk = 1. Sind dieVektoren ( k) linear abh�angig, so vershwinden die Ausdr�uke in denKlammern f�ur einige n. Die entsprehenden Vektoren  n werden dannausgelassen.Beispiel IV.4. Wendet man das beshriebene Verfahren auf dieFamilie der Funktionen  k = xke�x2=2 an, so erh�alt man gerade dieOszillatoreigenfunktionen 'n = NnHn(x)e�x2=2.



1. HILBERTR�AUME 61Die Analogie zwishen der Beshreibung einerWellenfunktion durhihre EntwiklungskoeÆzienten bez�uglih einer Orthonormalbasis vonEigenvektoren des Hamiltonoperators ("Energiedarstellung\) zu denWellenfunktionen in Ortsraum und Impulsraum legt es nahe, auh denWert der Wellenfunktion an einem Punkt als EntwiklungskoeÆzientdes Zustands nah dem System der Eigenfunktionen des Orts- bzw.Impulsoperators aufzufassen,'(a) = Z dxÆ(x� a)'(x) =: haj'imit den uneigentlihen Eigenfunktionen Æ(x � a) des Ortsoperators,und '̂(p) = (2�)�1=2 Z dxe�ipx'(x) =: hpj'imit den uneigentlihen Eigenfunktionen (2�)�1=2eipx des Impulsopera-tors.Die uneigentlihen Eigenfunktionen �k(x) sind niht Elemente desHilbertraums L2(R). Sie erf�ullen die folgenden kontinuierlihen Versio-nen der Orthonormalit�ats- und Vollst�andigkeitsrelationen,Z dx�k(x)�k0(x) = Æ(k � k0) ;Z dk�k(x)�k(x0) = Æ(x� x0) :Die EntwiklungskoeÆzienten bez�uglih einer uneigentlihenOrthonor-malbasis sind allerdings niht f�ur beliebige ' 2 L2(R) wohlde�niert.F�ur die Ortseigenfunktionen muss man sih auf stetige ' beshr�anken,f�ur die Impulseigenfunktionen auf 'mit stetiger Fouriertransformierten'̂ (gilt z.B. wenn R dxj'(x)j <1).Allgemein w�ahlt man einen dihten TeilraumD � H und betrahtetFolgen 'n 2 D mit der Eigenshaft, dass��;'� := limn!1�'n; '�f�ur alle ' 2 D existiert. � ist ein lineares Funktional auf D; den soerhaltenen Raum nennt man den Dualraum D0 von D. Da es wegender Dihtheit von D in H zu jedem  2 H eine Folge 'n 2 D gibt, diegegen  konvergiert, kann H mit einem Teilraum von D0 identi�ziertwerden, und wir erhalten die InklusionenD � H � D0(Gelfandshes Raumtripel). Ein kontinuierlihes (mitR indiziertes) Or-thonormalsystem im RaumtripelD � H � D0 besteht aus einer Familie�k 2 D0, k 2 R, sodass f�ur jedes ' 2 D die EntwiklungskoeÆzienten(k) = ��k; '�



62 IV. DER MATHEMATISCHE RAHMEN DER QUANTENMECHANIKstetige Funktionen von k sind und sodass f�ur alle  2 D gilt�'; � = Z dk(k)��k;  � :Insbesondere ist (k) also quadratintegrabel mitZ dkj(k)j2 = k'k2 :Umgekehrt gibt es zu jeder quadratintegrablen stetigen Funktion (k)ein ' 2 D mit (k) = ��k; '�.Man kann eigentlihe und uneigentlihe Orthonormalsysteme for-mal zusammenfassen, indem man bei der Integration dk mit einemnihtnegativen k-abh�angigen Faktor multipliziert,d�(k) = f(k)dk :Ist f integrierbar und nirgends Null, so bedeutet dies lediglih eine�Anderung der Normierung der Eigenfunktionen (bei unstetigem f auheine �Anderung von D). Ist aber z.B.f(k) =Xn2NÆ(k � n) ;so erh�alt man ein mit N indiziertes eigentlihes Orthonormalsystem.Als Indexmenge kann man auh allgemeinere Mengen zulassen, z.B.Rn oder N �R, allgemein abgshlossene Teilmengen 
 � Rn. d�(k) =f(k)dk ist dann ein Ma� auf Rn mit supp � = 
. Ein verallgemeiner-tes Orthonormalsystem besteht also aus einem Ma� � auf Rn, einemdihten Teilraum D � H und einer Familie von linearen Funktionalen�k 2 D0, k 2 supp� = 
, sodass gilt(k) = ��k; '� ist stetig auf 
 8' 2 D�'; � = Z dk(k)��k;  � 8 2 D : 
! C stetig; Z d�jj2 <1 ) 9' 2 D mit (k) = ��k; '�2. Lineare OperatorenEin linearer Operator auf einem Hilbertraum H ist eine lineare Ab-bildung A von einem Teilraum D(A) nah H. Wenn f�ur 2 OperatorenA und B der De�nitionsbereih von A in dem von B enthalten ist,D(A) � D(B), und wenn B auf D(A) mit A �ubereinstimmt, nenntman B eine Erweiterung von A.Ein wihtiger Begri� ist der des adjungierten Operators (Bezeih-nung A�, in der Literatur oft auh Ay). Er wird durh die beiden fol-genden Bedingungen harakterisiert:(i) �';A � = �A�'; � 8' 2 D(A�);  2 D(A) .(ii) Es gibt keine Erweiterung von A�, die (i) erf�ullt.



2. LINEARE OPERATOREN 63Ist ('n)n2N eine Orthonormalbasis von H, so ergibt sih f�ur die Matrix-elemente von A�A�nm := �'n; A�'m� = �A'n; 'm� = �'m; A'n� = Amn :Die Matrix (A�nm) ist also die adjungierte Matrix zu (Anm).Wir kommen jetzt zu dem fundamentalen Begri� der Selbstadjun-giertheit:Definition IV.3. Ein (diht de�nierter) Operator A hei�t selbst-adjungiert, wenn A = A�.Selbstadjungierte Operatoren sind immer hermitesh. Ein hermite-her Operator A (im Sinne unserer De�nition) ist aber niht automa-tish selbstadjungiert, da der De�nitionsbereih von A� gro�er als dervon A sein kann.Beispiel IV.5. Sei p = 1i ddx der Impulsoperator auf L2(0; 1) mitDe�nitionsbereih D(p) = f' 2 L2(0; 1); '0 2 L2(0; 1); '(0) = '(1) =0g. Es gilt('; p ) = 1i Z 10 dx'(x) 0(x)= 1i ('(1) (1)� '(0) (0)) + iZ 10 dx'0(x) (x)= (p';  )d.h., p ist hermitesh. p� aber ist de�niert auf dem gr�o�eren BereihD(p�) = f' 2 L2(0; 1); '0 2 L2(0; 1)g, also ist p niht selbstadjungiert.p besitzt aber selbstadjungierte Erweiterungen p� mit De�nitionsbe-reih D(p�) = f' 2 L2(0; 1); '0 2 L2(0; 1); '(1) = ei�'(0)g, � 2 R.Eigenwerte und Eigenvektoren von p� h�angen von � ab. p� l�a�t sihals Geshwindigkeit bei einer Bewegung eines geladenen Teilhens (mitLadung 1 und Masse 1) auf demRand einer Kreissheibe interpretieren,durh die ein magnetisher Fluss der St�arke � tritt.Spezielle selbstadjungierte Operatoren sind die (Orthogonal-)Projek-toren. Dies sind hermiteshe, auf ganz H de�nierte Operatoren P mitP 2 = P . Der Unterraum PH ist unter P invariant. Beispiele von Pro-jektoren erh�alt man durh Orthonormalsysteme. Sei (�k) ein Orthonor-malsystem �uber (
; �;D). Dann ist f�ur jede messbare Menge B � 
PB = ZB d�(k)�k��k; ��ein Projektor. F�ur ein eigentlihes Orthogonalsystem (�n)n2N also z.B.Pn = nXm=1�m��m; �� :Eine weitere wihtige Klasse von Operatoren sind die unit�aren Opera-toren. Sie sind invertierbare isometrishe Abbildungen V : H! H und



64 IV. DER MATHEMATISCHE RAHMEN DER QUANTENMECHANIKk�onnen durh die beiden Bedingungen V �V = 1 = V V � harakterisiertwerden.Beispiel IV.6. Die Fouriertransformation ist eine unit�are Abbil-dung in L2(Rn).Wir kommen nun zu den Begri�en von Eigenwerten und Eigenvek-toren.Definition IV.4. Ein Operator A besitzt den Eigenvektor ' zumEigenwert a 2 C , wenn ' 6= 0, ' 2 D(A) und A' = a' gilt. Gibt esn linear unabh�angige Eigenvektoren zum Eigenwert a, so nennen wir an-fah entartet.Der Hamiltonoperator des harmonishen Oszillators besitzt eine Or-thonormalbasis von Eigenvektoren. Andere Operatoren, wie z.B. derOrtsoperator in L2(R) besitzen �uberhaupt keine (eigentlihen) Eigen-vektoren. Man f�uhrt deshalb den Begri� des verallgemeinerten Eigen-werts ein:Definition IV.5. a 2 C hei�t verallgemeinerter Eigenwert desOperators A, wenn es eine Folge 'n 2 D(A) gibt mit k'nk = 1 undk(A� a)'nk ! 0.Mit dieser De�nition ergibt sih, dass alle a 2 R verallgemeinerteEigenwerte des Ortsoperators x in L2(R) sind. Denn sei ' 2 L2(R),' 2 D(x) mit k'k = 1. Wir setzen'n(x) = pn'(n(x� a)) :Dann gilt k'nk2 = R dxnj'(n(x� a))j2 = k'k2 = 1 undk(x� a)'nk2 = Z dxn(x� a)2j'(n(x� a))j2 = 1n2 Z dx x2j'(x)j2 ! 0 :Eine Folge von Vektoren mit der angegebenen Eigenshaft nennt maneinen verallgemeinerten Eigenvektor. Etwas einfaher ist die folgendeDe�nition:Definition IV.6. Ein shwaher Eigenvektor � eines Operators Azum shwahen Eigenwert a 2 C ist eine Linearform � 2 D0, � 6= 0 aufeinem dihten Teilraum D � H mit��;A�'� = a��;'� 8' 2 D \D(A�); A�' 2 D :Wir shreiben A� = a�.In dieser Form ist der Begri� des shwahen Eigenwerts noh nihtsehr n�utzlih, insbesondere wegen des unspezi�zierten Teilraums D.Gibt es jedoh eine verallgemeinerte Orthogonalbasis (�a) shwaherEigenvektoren in D0 mit einem Ma� � auf C , so ist jedes a 2 supp � einverallgemeinerter Eigenwert von A. Um dies einzusehen, betrahten wir



2. LINEARE OPERATOREN 65eine stetige Funktion  auf C mit (0) = 1 und supp  � fz 2 C ; jzj <1g. Wir setzen 'n = Nn Z d�(z)�z(n(z � a)) ;wobei die NormierungsfaktorenNn > 0 so gew�ahlt werden, dass k'nk =1 ist (wegen a 2 supp � ist dies immer m�oglih). Dann istk(A� a)'nk2 = N2n Z d�(z)jz � aj2j(n(z � a))j2 � 1n2 ! 0 ;also ist a verallgemeinerter Eigenwert und ('n) verallgemeinerter Ei-genvektor.Bei hermiteshen Operatoren sind auh die verallgemeinerten Ei-genwerte reell. Denn sei ('n) ein verallgemeinerter Eigenvektor zumverallgemeinerten Eigenwert a eines hermiteshen Operators A. Danngilt (A� a)'n ! 0, alsoa = �'n; a'n� = lim�'n; A'n� 2 R ;da die Erwartungswerte eines hermiteshen Operators reell sind.Die Menge der verallgemeinerten Eigenwerte eines hermiteshenOperators nennt man sein Spektrum (die allgemeine De�nition desSpektrums eines Operators ist etwas anders, im Fall hermitesher Ope-ratoren aber f�allt sie mit der oben gegebenen De�nition zusammen).Die (eigentlihen) Eigenwerte bilden das diskrete Spektrum, die �ubri-gen das kontinuierlihe Spektrum.HermitesheOperatoren haben im allgemeinen niht gen�ugend vieleEigenvektoren. F�ur selbstadjungierte Operatoren aber gilt der folgen-de Satz, der die sinngem�a�e Verallgemeinerung des Satzes �uber dieExistenz einer Basis von Eigenvektoren einer hermiteshen Matrix ist.Dieser Satz ist von fundamentaler Bedeutung f�ur die Quantenmeha-nik.Theorem 2.1. (Spektralsatz). Sei A selbstadjungiert. Dann gibtes eine verallgemeinerte Orthonormalbasis (�k)
;�;D von shwahen Ei-genvektoren �k von A zu shwahen Eigenwerten a(k) mit einer stetigenreellwertigen Funktion a auf 
.F�ur ' 2 D \D(A) erh�alt man die Formel��k; A'� = a(k)��k; '� :Wir benutzen also das verallgemeinerte Orthonormalsystem, um Zu-standsvektoren ' durh Funktionen '(k) := ��k; '� auf 
 darzustellen,mit dem Skalarprodukt�'; � = Z
 d�(k)'(k) (k) :



66 IV. DER MATHEMATISCHE RAHMEN DER QUANTENMECHANIKAuf diesen Funktionen wirkt der Operator A als Multiplikationsopera-tor mit der Funktion a(k). In Analogie zur Ortsdarstellung kann mandies die A-Darstellung des Zustandsvektors nennen.Der Spektralsatz gestattet es, aus dem Zustandsvektor ' 2 H,k'k = 1, die Wahrsheinlihkeitsverteilungen f�ur jeden selbstadjun-gierten Operator A zu berehnen. Die Wahrsheinlihkeit, dass derMesswert von A im Intervall [a; b℄ liegt, istWA([a; b℄) = Zk;a(k)2[a;b℄d�(k)j��k; '�j2(Ist ' 62 D, so approximiert man es mit 'n 2 D. Die Funktionen'n(k) = ��k; 'n� konvergieren in L2(
; �) gegen eine Funktion '(k).Wir setzen dann ��k; '� = '(k).)Eine weitere wihtige Konsequenz des Spektralsatzes ist die M�oglih-keit, Funktionen selbstadjungierter Operatoren einzuf�uhren. Man setztf�ur eine stetige Funktion f auf R��k; f(A)'� = f(a(k))��k; '�mit ' 2 D(f(A)) = f' 2 H; R d�(k)jf(a(k))j2j��k; '�j2g.Diese De�nition liefert eine direkte L�osung des Anfangswertpro-blems der Shr�odingergleihung, falls der Hamiltonoperator selbstad-jungiert ist. In diesem Fall gilt't = e�itH'0 = Z d�(k)e�itE(k)�k��k; '0�Man beahte, dass der Zustandsvektor '0 zur Zeit t = 0 ein beliebigerVektor aus H sein kann. Insbesondere muss er niht im De�nitionsbe-reih des Hamiltonoperators liegen.Der Operator U(t) = e�itH ist unit�ar und hei�t Zeittranslations-operator. Er erf�ullt die Relationen U(t)U(s) = U(t+ s) und U(0) = 1.Er h�angt stetig von t ab, in dem Sinne, dass giltlimt!0kU(t)'� 'k = 0 8' 2 H(starke Operatorstetigkeit). Weiter gilt, dass D(H) gerade aus allenVektoren ' besteht, f�ur die die vektorwertige Funktion U(t)' bei t = 0di�erenzierbar ist. H ist auf diesen Vektoren dann durhH' = i ddtU(t)'jt=0erkl�art. Nah dem Satz von Stone de�niert jede Familie von unit�arenOperatoren mit den obigen Eigenshaften einen selbstadjungierten Ope-rator H, die Selbstadjungiertheit von H ist also niht nur hinreihend,sondern auh notwendig f�ur die L�osbarkeit des Anfangswertproblemsder Shr�odingergleihung .



3. POSTULATE DER QUANTENMECHANIK 67Wir wollen zum Abshluss noh die Frage diskutieren, f�ur wel-he Operatoren gemeinsame Wahrsheinlihkeitsverteilungen existie-ren. F�ur die Komponenten des Ortsoperators ebenso wie f�ur die Kom-ponenten des Impulses hatten wir solhe gemeinsamen Verteilungengefunden. Sei (�k) ein verallgemeinertes Orthonormalsystem gemein-samer (shwaher) Eigenvektoren von A und B mit Eigenwerten a(k),bzw. b(k). Dann gilt f�ur ' 2 D��k; AB'� = a(k)b(k)��k; '� = ��k; BA'� ;also AB = BA. Ebenso vertaushen alle Funktionen von A mit denFunktionen von B. Es gilt auh die UmkehrungTheorem 2.2. Seien A1; : : : ; An selbstadjungierte Operatoren, dieeinshlie�lih aller ihrer Funktionen miteinander vertaushen. Dannexistiert eine verallgemeinerteOrthonormalbasis (�k) gemeinsamer (shwa-her) Eigenvektoren Ai�k = ai(k)�kmit stetigen Funktionen ai(k); i = 1; : : : ; n3. Postulate der QuantenmehanikWir k�onnen jetzt die Postulate der Quantenmhanik zusammenfas-send formulieren.1. Postulat: Physikalishe Systeme, deren Eigenshaften durh ma-kroskopishe Bedingungen (Blenden, elektromagnetishe Felder,: : : ) so weit wie m�oglih �xiert sind, werden durh Vektoren� eines separablen Hilbertraums H mit k�k = 1 beshrieben("reine Zust�ande\)Bemerkung: Wir werden sp�ater auh noh allgemeinere Zust�ande be-trahten ("Gemishe\).2. Postulat: Observable werden durh selbstadjungierte Opera-toren A auf dem Hilbertraum H beshrieben. Die m�oglihenMesswerte sind die Punkte des Spektrums von A (Eigenwer-te und verallgemeinerte Eigenwerte). Kompatiblen Observablenentsprehen kommutierende selbstadjungierte Operatoren. Diem�oglihen Messwerte sind die Eigenwerte bei gemeinsamen (ei-gentlihen oder verallgemeinerten) Eigenvektoren.Bemerkung: Manhmal ist es zwekm�a�ig, auh selbstadjungierte Ope-ratoren A auf einem gr�o�eren Hilbertraum HA � H zu betrahten. Bei-spiele hierf�ur sind die in Abshnitt III.2 betrahteten Zeitoperatorenauf dem Raum der Streuzust�ande.3. Postulat: Sind A1; : : : ; An kompatible Observable, so ist dieWahrsheinlihkeit, in einem durh den Einheitsvektor � 2 H



68 IV. DER MATHEMATISCHE RAHMEN DER QUANTENMECHANIKbeshriebenen Zustand die gemeinsamen Messwerte (a1; : : : ; an)im Gebiet G � Rn zu �nden,W�A1;::: ;An = Z(a1(k);::: ;an(k))2G d�(k)j��k;��j24. Postulat (Shr�odingerbild): Die zeitlihe Entwiklung einesZustands ist durh die Angabe eines selbstadjungierten Opera-tors H (des Hamiltonoperators) bestimmt. Es gilt�(t) = e�itH�(0)f�ur einen beliebigen Vektor �(0) 2 H.Diese Beshreibung der Zeitentwiklung, bei der die Observablen zei-tunabh�angig sind, nennt man das Shr�odingerbild. �Aquivalent dazu istdas Heisenbergbild, bei dem die Zust�ande zeitunabh�angig und die Ob-servablen zeitabh�angig sind.4. Postulat (Heisenbergbild): Die zeitliheEntwiklung der Ob-servablen ist durh die Angabe eines selbstadjungierten Opera-tors H (des Hamiltonoperators) bestimmt,ddtA(t) = i[H;A(t)℄(Heisenberggleihung). Die allgemeine L�osung istA(t) = eitHA(0)e�itH :Die �Aquivalenz beider Bilder ergibt sih daraus, dass (eitH�k) eineverallgemeinerte Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A(t) ist,wenn (�k) eine Eigenbasis von A(0) ist. Insbesondere sind die Spektrenvon A(t) zeitunabh�angig, und f�ur die Wahrsheinlihkeitsverteilung derMesswerte gilt W�A(t)(G) = Za(k)2G d�(k)j�eitH�k;��j2= Za(k)2G d�(k)j��k; e�itH��j2=W�(t)A (G) :Bildet man den Erwartungswert auf beiden Seiten, so erh�alt man dasallgemeine Ehrenfestshe Theorem.



KAPITEL VTeilhen im ZentralkraftfeldWir wollen jetzt das Verhalten eines Teilhens in einem konserva-tiven Zentralkraftfeld untersuhen. Der Hilbertraum der Zustandsvek-toren ist L2(R3), der HamiltonoperatorH = � 12m�+ U(jxj) :Eine solhe Situation tritt wie in der klassishen Mehanik immer dannauf, wenn auf ein Zweiteilhensystem keine �au�eren Kr�afte wirken unddie inneren durh ein Potential gegeben sind, das nur vom Abstand derbeiden Teilhen abh�angt. x ist in diesem Fall der Abstandsvektor derbeiden Teilhen und m ist die reduzierte Masse.Wir haben bereits gesehen (Aufgabe 7), dass H mit den Kompo-nenten des Drehimpulsoperators vertausht und dass daher die Erwar-tungswerte von L zeitunabh�angig sind. Nah den �Uberlegungen desvorangegangenen Abshnitts besitzen kommutierende Operatoren ge-meinsame Eigenvektoren; wir wollen daher zun�ahst die Eigenvektorenund Eigenwerte der Drehimpulsoperatoren bestimmen.1. DrehimpulsWir gehen aus von den in Aufgabe 7 gefundenen Vertaushungsre-lationen [Lj; Lk℄ = i"jknLn ; [jLj2; Lj℄ = 0 :Zun�ahst werden wir alle Eigenwerte bestimmen, die mit den obigenRelationen vertr�aglih sind. Danah werden wir untersuhen, welhedieser Eigenwerte f�ur die Drehimpulsoperatoren in L2(R3) auftreten.Da die Komponenten von L niht miteinander kommutieren, k�onnenwir eine gemeinsame Basis von Eigenvektoren nur f�ur jLj2 und eineKomponente von L �nden.Sei � � 0 ein Eigenwert von jLj2, und sei H� der Raum der zugeh�ori-gen Eigenvektoren. H� ist invariant unter Anwendung der Drehimpuls-operatoren. Weiter gilt auf H� die Absh�atzung kLj'k2 � �k'k2, dahersind die Komponenten von L auf ganz H� de�nierte hermiteshe Ope-ratoren und daher insbesondere selbstadjungiert. Sei �� 2 H� ein nor-mierter Eigenvektor von L3 mit Eigenwert � 2 [�p�;p�℄. �Ahnlih wiebeim harmonisher Oszillator konstruieren wir Auf- und Absteigeope-ratoren, die es uns erm�oglihen, ausgehend von �� neue Eigenvektorenzu konstruieren. 69



70 V. TEILCHEN IM ZENTRALKRAFTFELDWir setzen L� = L1 � iL2 :Aus den Drehimpulsvertaushungsrelationen folgt[L3; L�℄ = �L� :Weiter gilt L+ = L�� undL+L� = jLj2 � L23 + L3 ; L�L+ = jLj2 � L23 � L3 :Da die Erwartungswerte der Operatoren L+L� und L�L+ nihtnegativsind, �';L+L�'� = �L�';L�'� � 0�';L�L+'� = �L+';L+'� � 0 ;erhalten wir die beiden Ungleihungen� � �(� � 1) ; � � �(�+ 1)sowie die Aussage, dass L��� genau dann vershwindet, wenn � =�(� � 1).Wenn der Vektor L��� niht vershwindet, dann ist er ein Eigen-vektor von L3 zum Eigenwert �� 1,L3L��� = [L3; L�℄�� + L�L3��= L�(�1 + L3)�� = (� � 1)L��� :Also ist mit � auh ��1 Eigenwert, wenn � 6= �(��1), mit Eigenvektor���1 = (� � �(�� 1))�1=2L��� :Da die Eigenwerte � von L3 die Absh�atzung �2 � � erf�ullen, gibt eseinen h�ohsten und einen niedrigsten Eigenwert �max und �min. F�urdiese muss gelten� = �max(�max + 1) = �min(�min � 1) ;also �max = ��min = �12 +r14 + � =: lmit 2l 2 N0, da sih �max und �min nur um eine ganze Zahl un-tersheiden k�onnen. Die m�oglihen Eigenwerte von L3 sind also � =�l;�l+ 1; : : : ; l� 1; l, die von jLj2 sind � = l(l+ 1), l 2 12N0. Die wieoben beshrieben konstruierten Eigenvektoren von jLj2 spannen einen(2l + 1) dimensionalen Unterraum auf, der unter der Anwendung derDrehimpulsoperatoren invariant ist.Das einfahste Beispiel ist l = 0. In diesem Fall ist der Unterraum1-dimensional, und die Drehimpulsoperatoren vershwinden identishdarauf. Dieser Fall liegt vor, wenn eine Wellenfunktion nur vom Ab-stand r abh�angt (s-Welle).



1. DREHIMPULS 71Der erste nihttriviale Fall ist l = 12 . Dann ist � = 34, der Unterraumist 2-dimensional und kann mit dem C 2 identi�ziert werden, und dieDrehimpulsoperatoren wirken als (2� 2)-Matrizen,L3 = 12 � 1 00 �1 � ; L+ = � 0 10 0 � ; L� = � 0 01 0 � :Dieser Fall ist f�ur den Eigendrehimpuls vieler Elementarteilhen (Elek-tronen, Protonen, Neutronen, : : : ) realisiert.Der Fall l = 1 ist besonders anshaulih. Wir identi�zieren denUnterraum mit dem komplexi�zierten R3 und �nden f�ur die Wirkungder Drehimpulsoperatoren(n � L)x = in� xmit demVektorprodukt desR3. Die Eigenvektoren von L3 sind 12p2(e1�ie2) und e3.Wir wollen jetzt zur Realisierung der Drehimpulsoperatoren als Dif-ferentialoperatoren in L2(R3) zur�ukkehren und untersuhen, welheWerte l annimmt und wie die zugeh�origen Eigenfunktionen aussehen.F�ur die Rehnung ist es zwekm�a�ig, Kugelkoordinaten einzuf�uhren,x = (x1; x2; x3) = r(sin � os�; sin � sin�; os �)mit r � 0, 0 � � � � und 0 � � < 2�. Der Gradient lautet inKugelkoordinaten r = er�r + e� 1r�� + e� 1r sin ���mit den Einheitsvektoren in den Koordinatenrihtungener =0� sin � os �sin � sin�os � 1A ; e� =0� os � os�os � sin �� sin � 1A ; e� = 0� � sin �os �0 1A :Damit erh�alt man f�ur L den AusdrukL = 1i 0� � sin�os �0 1A �� + 1i 0� � os� ot �� sin � ot �1 1A�� ;insbesondere alsoL3 = 1i �� ; L� = e�i�(� ot �1i �� � ��)und jLj2 = ��2� � ot ��� � 1sin2 ��2�Hierbei gilt f�ur L3 die Randbedingung f(� = 0) = f(� = 2�). Daherbesitzt L3 die Eigenwerte m 2Zmit Eigenfunktionen�m(r; �; �) = eim�f(r; �)



72 V. TEILCHEN IM ZENTRALKRAFTFELDHalbzahlige Eigenwerte treten wegen der Randbedingung niht auf.Entsprehend sind die Eigenwerte von jLj2 von der Form � = l(l + 1)mit l 2 N0.Wir suhen zun�ahst gemeinsame Eigenfunktionen �l;l von jLj2 undL3 zu den Eigenwerten l(l + 1), bzw. l. Dann ist�l;l(r; �; �) = eil�f(r; �)mit L+�l;l = 0. Also erf�ullt f die Di�erentialgleihung��f = l ot �fmit der L�osung f(r; �) = onst(sin �)lg(r) :Durh Benutzung des Absteigeoperators L� erh�alt man daraus Eigen-funktionen mit Eigenwertenm 2Z, jmj � l von L3. Durh Normierungergeben sih f�ur den Winkelanteil gerade die aus der Multipolentwik-lung der Elektrodynamik bekannten Kugel�ahenfunktionen,�l;m(r; �; �) = Yl;m(�; �)g(r) :Diese bilden bekanntlih ein vollst�andiges Orthonormalsystem des Raum-es L2(S2; sin �d�d�) der quadratintegrablen Funktionen auf der 2-Sph�are.Die Wahrsheinlihkeit, in einem durh die normierte Wellenfunk-tion  beshriebenen Zustand den Drehimpulsbetrag l(l + 1) und die3-Komponente m zu messen, ist alsoWl;m = Z drr2 ����Z d� sin �d�Ylm(�; �) (r; �; �)����2 :2. Die radiale Shr�odingergleihungDa der Hamiltonoperator H = � 12m� + U(jxj) mit dem Drehim-pulsoperator vertausht, reiht es aus, das Eigenwertproblem f�ur H,d.h. die zeitunabh�angige Shr�odingergleihung , auf den Unterr�aumenvon L2(R3) zu l�osen, die aus gemeinsamen Eigenvektoren von jLj2 undL3 bestehen. Ein solher Unterraum besteht aus Funktionen der Form�lm(r; �; �) = �(r)Ylm(�; �)mit einer Funktion � 2 L2(R+; r2dr). Der Laplae-Operator hat inKugelkoordinaten die Form� = 1r2�rr2�r � jLj2r2 ;wenn also �lm eine Eigenfunktion von H ist mit Eigenwert E, dannerf�ullt � die Gleihung�� 12m( d2dr2 + 2r ddr � l(l + 1)r2 ) + U(r)��(r) = E�(r) (V.1)



2. DIE RADIALE SCHR�ODINGERGLEICHUNG 73(radiale Shr�odingergleihung ). Diese Gleihung l�a�t sih etwas ver-einfahen, indem man �(r) = �(r)r , � 2 L2(R3) ansetzt. Dann gilt�0 = �+ r�0 ; �00 = 2�0 + r�00 ;und man �ndet als Gleihung f�ur �� 12m�00 +�l(l + 1)2mr2 + U(r)�� = E� : (V.2)Diese Gleihung hat dieselbe Form wie die Shr�odingergleihung f�ur einTeilhen in einer Dimension in einem PotentialUe�(r) = l(l+ 1)2mr2 + U(r) ;das sih nur auf der rehten Halbahse bewegen darf.Aus unseren Untersuhungen eindimensionaler Problemewissen wir,dass die Dynamik unseres Systems erst vollst�andig bestimmt ist, wenngeeignete Randbedingungen bei r = 0 gestellt werden. Denkbar sinddie Bedingungen �(0) = 0 und �0(0) = ��(0), � 2 R.Betrahten wir zun�ahst den Fall U = 0. Dann ist �lm 2 D(jpj2).F�ur die Fouriertransformierte d�lm gilt dannZ d3k(jkj2 + 1)2jd�lm(k)j2 =:  <1 :Den Wert von �lm bei x = 0 erh�alt man durh die inverse Fourier-transformation�lm(0) = (2�)�3=2 Z d3kd�lm(k)= (2�)�3=2 Z d3kd�lm(k)(jkj2 + 1)(jkj2 + 1)�1 ;und mit Hilfe der Cauhy-Shwarzshen Ungleihung ergibt sih dieAbsh�atzung j�lm(0)j � (2�)�3=2 12 �Z d3k(jkj2+ 1)�2� :Also ist die radiale Wellenfunktion bei r = 0 niht singul�ar, d.h. �(0) =0. Dieser Sahverhalt bleibt rihtig, solange das Potential U bei r = 0niht zu singul�ar wird.Die L�osung der zeitunabh�angigen Shr�odingergleihung ist durhdie Angabe der Quantenzahlen E; l;m eindeutig (bis auf einen Faktor)bestimmt. Bindungszust�ande werden durh normierbare L�osungen be-shrieben. F�ur kurzreihweitiges Potential (jU(r)j < onstr1+" ; " > 0)gibt es f�ur E > 0 Streul�osungen, die sih f�ur gro�e r wie L�osungen derfreien eindimensionalen Gleihung verhalten,�(r) � A sin(kr + Æ) ; k = p2mE



74 V. TEILCHEN IM ZENTRALKRAFTFELDDie Gr�o�e Æ ist die sogenannte Streuphase. Sie ist durh die Bedingung�(0) = 0 festgelegt. Den Zusammenhang zwishen den Streuphasenund den Wirkungsquershnitten werden wir sp�ater besprehen.Auh f�ur das Coulomb-Potential gibt es L�osungen f�ur E > 0, diesih als Streuzust�ande interpretieren lassen. Ihre asymptotishe Formist aber niht die einer L�osung der freien Gleihung, sondern es trittzus�atzlih zu Æ noh ein Term proportional zu ln r auf ("Coulomb-Phase\). 3. Bindungszust�ande im Coulomb-PotentialWir betrahten e�ektive Potentiale der FormUe�(r) = �Ar + Br2mit A > 0; B � 0. B = l(l+1)2m , l 2 N0 beshreibt den Beitrag derZentrifugalenergie zum e�ektiven Potential; andere Werte von B ap-proximieren das Potential z.B. f�ur das �au�ere Elektron in Alkaliatomen.Der Bohrshe Radius a ist de�niert als der Abstand r, bei dem die Zen-trifugalkraft f�ur l(l+1) = 1 die Coulombkraft kompensiert, a = 1=mA.Die radiale Shr�odingergleihung lautet� 12m�00(r) + Ue�(r)�(r) = E�(r)mit �(0) = 0. Wir setzen " = �2mE und l gleih der positiven L�osungvon l(l+ 1) = 2mB. Damit vereinfaht sih die Gleihung zu��00(r) + l(l+ 1)r2 �(r)� 2ar�(r) = �"�(r) :F�ur r ! 1 kann das Potential vernahl�assigt werden. Die L�osungensind dann Linearkombinationen vone�p"r :Da wir normierte L�osungen suhen, ber�uksihtigen wir nur den expo-nentiell abfallenden Term.Um das Verhalten bei r = 0 zu studieren, vernahl�assigen wir alleTerme au�er den ersten beiden und l�osen die verbleibende Gleihungdurh den Ansatz �(r) = rs :Wir �nden die Bedingungs(s� 1) = l(l+ 1)mit den beiden L�osungen s = l + 1 und s = �l. Nur die erste L�osungist mit der Randbedingung �(0) = 0 vertr�aglih. Wir mahen daher f�urdie volle Gleihung den Ansatz�(r) = rl+1H(r=a)e�p"r :



4. STREUZUST�ANDE 75Durh Einsetzen erhalten wir die folgende Gleihung f�ur H:raH 00 + 2�l + 1�p"r�H 0 + �2 � 2(l + 1)p"a�H = 0 :Diese Gleihung l�a�t sih durh einen Potenzreihenansatz l�osen, H =P an� ra�n. Durh Vergleih der KoeÆzienten ergibt sih die Rekursi-onsrelation an+1an = 2p"a(n+ l + 1)� 2(n+ 1)(n+ 2l + 2) :F�ur gro�e Werte von n verhalten sih aufeinanderfolgende KoeÆzien-ten also wie 2p"an+1 , die Potenzreihe w�ahst daher an wie e2p"r, sodassdie Normierbarkeitsbedingung verletzt ist. Wir m�ussen aher verlangen,dass die Potenzreihe abbriht, d.h. dass f�ur ein n 2 N0 giltp"a(n+ l+ 1) = 1 :Wir erhalten daher als m�oglihe EnergieeigenwerteEn = � 12ma2(n+ l + 1)2 :Die zugeh�origen Wellenfunktionen sind von der Form�n(r) = rl+1Hn�ra�e� r(n+l+1)amit Polynomen n-ter Ordnung Hn.4. Streuzust�andeIn Kapitel II wurden Streuzust�ande durh Wellenfunktionen derForm '(t;x) = (2�)� 32 Z d3ph(p)�p(x)e�itE ; E = jpj2=2m ;beshrieben, wobei die Funktionen �p L�osungen der zeitunabh�angigenShr�odingergleihung sind, die f�ur jxj ! 1 das asymptotishe Verhal-ten �p(x) = eip�x + f(p; xjxj)eijpjjxjjxjbesitzen. Die zeitunabh�angige Shr�odingergleihung hat die Form(� + k2)�(x) = �(x) ; k = p2mE ; E > 0 ; (V.3)mit �(x) = 2mU(x)�(x). Wegen des angenommenen asymptotishenVerhaltens von � f�allt � f�ur kurzreihweitige Potentiale im Unendlihenab. Wir shreiben jetzt die Di�erentialgleihung (V.3) in eine Integral-gleihung um, �(x) = �0(x) + Z d3yG(x� y)�(y) : (V.4)



76 V. TEILCHEN IM ZENTRALKRAFTFELDHierbei ist G eine Greenshe Funktion der Gleihung (V.3), d.h. eineL�osung der Gleihung (� + k2)G(x) = Æ(x) ;und �0 ist eine beliebige L�osung der homogenen (� = 0) Gleihung(V.3).Wir w�ahlen G(x) = � eikr4�r :Diese Wahl von G ist aus der Behandlung station�arer Strahlungs-vorg�ange in der Elektrodynamik bekannt. Unsere Integralgleihung f�ur� lautet dann�(x) = �0(x)� m2� Z d3y eikjx�yjjx� yjU(y)�(y) :Solange �0 niht spezi�ziert wird, ist diese Gleihung �aquivalent zururspr�unglihen Di�erentialgleihung. Durh Festlegung von �0 k�onnenwir jetzt L�osungen auszeihnen, die ein vorgegebenes Verhalten beigro�en Abst�anden haben.F�ur den Fall, dass � beshr�ankt ist und das Potential U shnellabf�allt, beshreibt das Integral in der obigen Gleihung eine Superposi-tion von Kugelwellen, die von Punkten y ausgehen, die im wesentlihenin einem endlih ausgedehnten Gebiet liegen. Wegenjx� yj = r(1 � n � yr +O( jyj2r2 ))(mit r = jxj und n = x=r) gilt f�ur gro�e rZ d3y eikjx�yjjx� yjU(y)�(y) � eikrr Z d3ye�ikn�yU(y)�(y) ;dieser Term verh�alt sih also asymptotish wie eine Kugelwelle um denUrsprung. Das aus heuristishen �Uberlegungen geforderte asymptoti-she Verhalten von Streul�osungen erhalten wir daher, wenn wir�0(x) = eik�xsetzen, mit jkj = k; der KoeÆzient der auslaufenden Kugelwelle ergibtsih zu f(n;k) = �m2� Z d3ye�ikn�yU(y)�(y) :Es bleibt zu veri�zieren, dass die Integralgleihung f�ur unsere Wahl von�0 eine beshr�ankte L�osung � hat. Dazu de�nieren wir den Integral-operator (I )(x) = �m2� Z d3y eikjx�yjjx� yjU(y) (y) :



4. STREUZUST�ANDE 77Eine formale L�osung der Integralgleihung� = �0 + I�ist die Bornshe Reihe� = �0 + I�0 + I2�0 + : : :Der Operator I erh�oht das Supremum einer Funktion h�ohstens umden Faktor kIk = m2� supjxj Z d3y jU(y)jjx� yj :Im Fall eines rotationssymmetrishen Potentials giltkIk = 2mZ 10 drrU(r) :(Rehnung wie beim elektrostatishen Potential einer rotationssymme-trishen Ladungsverteilung.)Ist kIk < 1, so konvergiert die Reihe absolut und liefert eine be-shr�ankte L�osung �. Ist kIk � 1, so liefern bereits die ersten Termeder Reihe eine gute Approximation. Es gilt in unterster Ordnung f�urden KoeÆzienten der auslaufenden Kugelwellef(n;k) = �m2� Z d3yei(k�nk)�yU(y) ;d.h. f(n;k) ist in dieser N�aherung bis auf einen Faktor die Fourier-transformierte des Potentials f�ur den Impuls�ubertrag nk � k.Beispiel V.1. Sei U(y) = V ae�jyj=a=jyj das Yukawapotential. Dannist kIk = 2mV a2 :Daher ist die 1. Bornshe N�aherung f�ur kleine Werte von mV a2 gut.Man �ndetf(n;k) = � 2mV a31 + a2jk� nkj2 = � 2mV a31 + 4a2k2 sin2 �=2mit k os � = k � n. Im Limes a ! 1, V ! 0, V a = A = onstergibt sih das Coulombpotential. F�ur die Streuamplitude erh�alt manin diesem Limes f(n;k) = A4E sin2 �=2 ; E = k2=2m :Der di�erentielle Wirkungsquershnittd�d
 = jf(n;k)j2ist in dieser N�aherung identish mit dem klassishen (Rutherfordshen)Wirkunsquershnitt. Dies bleibt interessanterweise auh f�ur den exak-ten Wirkunsquershnitt rihtig.



78 V. TEILCHEN IM ZENTRALKRAFTFELDWir wollen jetzt den Zusammenhang zwishenWirkungsquershnittund Streuamplitude genauer untersuhen. Eine heuristishe, an derklassishen Wellenoptik orientierte �Uberlegung betrahtet den mit ei-ner station�aren Streul�osung �k verbundenen Strom j. j ist unabh�angigvon der Zeit, daher vershwindet seine Divergenz, und der Wahrshein-lihkeitsstrom durh jede Kugelober�ahe ist gleih Null. F�ur gro�eAbst�ande vom Ursprung k�onnen wir �k durh seine asymptotisheForm ersetzen. Der Strom zerf�allt dann in eine Summe von 3 Termen,j = jein + jStreu+ jInterferenz ;wobei jein = k=m der Strom der ebenen Welle,jStreu(rn) = jf j2 km nr2 +O(r�3)der Beitrag der auslaufenden Kugelwelle und jInterferenz der gemishteTerm ist. Der radiale Anteil des Interferenzstroms istjInterferenz = kmrRe f(os � + 1)eikr(1�os �) +O(r�2) :Der durh eine Kugel bei gro�em r hindurhtretende Interferenzstromist IInterferenz = r km Z 1�1 dw(w + 1)Z d�Re feikr(1�w)Mit Hilfe der Absh�atzungZ 1�1 dwh(w)e�itw == ith(w)e�itw����1�1 +O(t�2) (V.5)(Beweis durh partielle Integration f�ur glatte Funktionen h) erh�alt manim Limes r !1 IInterferenz = �4� 1mImf(� = 0) :Aus der Stromerhaltung folgt jetzt das sogenannte optishe TheoremZS2jf j2 = 4�k Imf(0) : (V.6)Zum Wahrsheinlihkeitsstrom in einen Raumwinkel 
, der die Rih-tung � = 0 niht enth�alt, tr�agt der Interenzterm niht bei. Dies giltim Sinne von Distributionen: Sei h eine glatte Funktion auf S2 mith(� = 0) = 0. Dann gilt mit demselben Argument wie in Gleihung(V.5) im Limes r !1 r2 ZS2 hjInterferenz! 0 :In den Rihtungen � 6= 0 ist der radiale Wahrsheinlihkeitsstromdahereine Summe des einfallenden Strom km os � und des gestreuten Stromskmr2 jf j2. De�niert man den Wirkungsquershnitt als das Verh�altnis des



4. STREUZUST�ANDE 79Stroms in einen Raumwinkel zu dem in Rihtung � = 0 einfallendenStrom, so �ndet man gerade die shon benutzte Beziehung�(
) = Z
jf j2 :Bei dieser Herleitung ist die Verwendung niht normierter Wellenfunk-tionen unbefriedigend. Ein besseres Argument benutzt Wellenpaketeund folgt dem in Abshnitt II.7.2 skizzierten Weg. Sei'(t;x) = (2�)� 32 Z d3ph(p)�p(x)e�itEeine normierte L�osung der Shr�odingergleihungmit einer glatten Funk-tion h, deren Tr�ager in einer kleinen Umgebung eines Punktes p0 liegt.Wir setzen f�ur �p die asymptotishe Form ein und benutzen dabei,dass zu gro�en positiven und negativen Zeiten die Aufenthaltswahr-sheinlihkeit in jedem endlih ausgedehnten Gebiet vershwindet. Wirwissen auh bereits, dass die obige Wellenfunktion f�ur sehr fr�uhe Zei-ten t� 0 eine �Uberlagerung ebener Wellen darstellt, die ein mit einerGeshwindigkeit p0=m einlaufendes Teilhen beshreibt, und dass zusp�aten Zeiten zus�atzlih auslaufende Kugelwellen auftreten, die bedeu-ten, dass sih das Teilhen mit einer gewissen Wahrsheinlihkeit radi-al nah au�en bewegt. Wir w�ahlen jetzt einen Raumwinkelbereih 
,der keine der im Tr�ager von h auftretenden Rihtungen enth�alt, undfragen nah der Aufenthaltswahrsheinlihkeit W (
) im KegelstumpfCR(
) = frn; r � R;n 2 
g im Limes sp�ater Zeiten. Man zeigt leiht,dass nur der Kugelwellenanteil ber�uksihtigt werden muss. F�ur diesenAnteil �ndet man mit dem Argument der station�aren Phase'Streu(t; re) = (2�)�3=2 Z 10 dpp2 Z d
(n)h(pn)f(pn; e)ei(pr�Et)r=(2�)�3=2m2rt Z d
(n)h(mrt n)f(mrt n; e)Z dpe�itp2=2meimr2=2t=(2�)�1m52rt 52pi Z d
(n)h(mrt n)f(mrt n; e)eimr2=2t :Damit folgtW (
) � limt!1Z 1R drr2 Z
 d
(e)j'(t; re)j2=(2�)�2 Z dpp4 Z
 d
(e) ����ZS2 d
(n)h(pn)f(pn; e)����2(in der letzten Zeile wurde die Variable p = mr=t eingef�uhrt).Wir betrahten jetzt wie im klassishen Fall die Situation, dass derSto�parameter durh die experimentelle Anordnung niht genau �xiertwerden kann. Die transversal zu fr�uhen Zeiten um b?p0 vershobeneWellenfunktion 'b(t;x) = '(t;x� b) ; t� 0 ;



80 V. TEILCHEN IM ZENTRALKRAFTFELDwird durh die Vershmierungsfunktionhb(p) = h(p)e�ip�bbeshrieben, mit der zugeh�origen WahrsheinlihkeitWb(
). Der Wir-kungsquershnitt ist jetzt erkl�art als das Integral der Wahrsheinlih-keiten �uber alle Werte der Sto�parameter.Wir legen die z-Ahse in Rihtung von p0. Die Integration �uberb?p0 ergibtZb?p0 d2beip(n�n0)�b=Z dxdy exp�ip((sin � os �� sin �0 os�0)x+ (sin � sin�� sin �0 sin�0)y)�=(2�)2Æ(p(sin � os�� sin �0 os �0))Æ(p(sin � sin�� sin �0 sin�0))= (2�)2p2 sin � os �Æ(�� �0)Æ(�� �0(im letzten Shritt wurde die Transformationseigenshaft einer mehrdi-mensionalen Æ-Funktion unter einer Koordinatentransformation ausge-nutzt). Einsetzen in den Ausdruk f�ur den Wirkungsquershnitt ergibt�(
) = Z dpp2 Z d�d� tan �jh(p; �; �)j2 Z d
(e)jf(p; �; �; ej2Im Grenzfall, in dem der Tr�ager von h auf den Punkt p0 shrumpft,erh�alt man die gew�unshte Formel�(
) = Z
 d
(e)jf(p0; e)j2 :Die vorangegangenen �Uberlegungen gelten f�ur ein beliebiges kurz-reihweitiges (niht zu singul�ares) Potential. Bei einem Zentralpotenti-al bietet sih nat�urlih die Zerlegung nah Drehimpulseigenfunktionenan. Dies ist insbesondere deshalb sinnvoll, da gro�e Drehimpulse mitgro�en Sto�parametern verbunden sind, bei denen der E�ekt des Streu-potentials klein ist. Es gen�ugen daher oft einige wenige Terme in derEntwiklung nah der Drehimpulsquantenzahl l, um die Streuung gutbeshreiben zu k�onnen. Ist a die Reihweite des Potentials und p derBetrag des einlaufenden Impulses, so erwartet man relevante Beitr�agenur f�ur l � ap.Wir legen die z-Rihtung des Koordinatensystems in die Rihtungdes einfallenden Impulsesk. Dann ist die Streul�osung �k invariant unterDrehungen um die z-Ahse. In Kugelkoordinaten h�angt sie also nihtvom Azimutalwinkel � ab. In der Entwiklung nah Kugel�ahenfunk-tionen treten daher nur magnetishe Quantenzahlen m = 0 auf,�k(r; �; �) = r�1 1Xl=0 vl(r)Yl0(�; �) :



4. STREUZUST�ANDE 81Hierbei sind die Funktionen vl L�osungen der eindimensionalen Shr�odin-gergleihung � d2dr2 � Ue�(r) + k2)�vl(r) = 0 ;mit der Randbedingung vl(0) = 0. vl ist durh diese Bedingungen bisauf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt.Zur Berehnung der Streuamplitude f betrahten wir die asympto-tishe Form von vl f�ur gro�e r. In diesem Bereih kann sowohl das Po-tential U (das als kurzreihweitig angenommen worden ist) als auh derZentrifugalterm vernahl�assigt werden. Die Di�erentialgleihung ver-einfaht sih dann zu ( d2dr2 + k2)vl = 0mit der allgemeinen L�osungvl(r) = l sin(kr + �l) :F�ur den Fall U = 0 lassen sih die Phasen �l berehnen, indem wir dieebene Welle eikr os � nah Drehimpulseigenfunktionen entwikeln,vl(r) = r Z d
(�; �)Yl0(�; �)eikr os � :Es gilt Yl0(�; �) = N dldwl (w2 � 1)l, w = os � mit N = q2l+14� (2ll!)�1.Wir betrahten das Integralul(�) = Z 1�1 dwei�w dldwl (w2 � 1)l :F�ur l = 0 ergibt sih u0(�) = 2 sin �� :Durh l-fahe partielle Integration erh�alt manul(�) = (�i�)l Z 1�1 dwei�w(w2 � 1)l :Hieraus folgt �l dd���lul = Z 1�1 dwei�w dldwl (w2 � 1)liw= i2l + 2ul+1 :Man de�niert jetzt die sph�arishen Besselfunktionenjl(�) = (��)l� d�d��l�sin �� �und �ndet vl(r) = rilp4�(2l+ 1)jl(kr) :



82 V. TEILCHEN IM ZENTRALKRAFTFELDF�ur r !1 gilt vl(r) � ilkp4�(2l + 1) sin(kr � l�=2) :Also ist �l = � � l�=2 im Fall U = 0. Man de�niert daher im allge-meinen Fall Æl = �l + l�=2 als Streuphase.Die Streuamplitude f besitzt eine Darstellung der Formf(k; �) = 1Xl=0 fl(k)Yl0(�; �) :Bei gro�en Werten von r giltl sin(kr � l�2 + Æl) = ilkp4�(2l + 1) sin(kr � l�2 ) + fleikr :Zerlegt man beide Seiten nah ein- und auslaufenden Wellen, so �ndetman durh KoeÆzientenvergleihfl = (e2iÆl � 1)p4�(2l + 1)2ik :Der totale Wirkungsquershnitt ist also� =Xl jflj2 =Xl 4�k2 (2l + 1) sin2 ÆlMit Yl0(0; 0) =q2l+14� folgtjflj2 = 4�k ImflYl0(0; 0)im Einklang mit dem optishen Theorem.Meist lassen sih die Streuphasen nur n�aherungsweise berehnen.Als ein Beispiel eines exakt behandelbaren Systems betrahten wireinen Grenzfall eines PotentialtopfsU(r) = � �V ; r < R0 ; r � Rmit V ! 1 und R ! 0. Aus Aufgabe 27 wissen wir, dass Bindungs-zust�ande mit l = 0 nur existieren k�onnen, wenn V > �28mR2 . Wir setzenV = �28mR2 + V 0 mit V 0R2 ! 0 und V 0 > 0. Die Grundzustandsenergie�E0 berehnet man als L�osung der beiden Gleihungen" = �x otx ; "2 = 2mV R2 � x2 ;mit " = p2mE0R und x = p2m(V + E0)R. Im Limes kleiner " istx � �2 + 2"� . Einsetzen in die zweite Gleihung und Vernahl�assigungder Terme zweiter Ordnung in " ergibt " = mV 0R2 und damit dieGrundzustandsenergie �E0 = �mV 02R22 :



4. STREUZUST�ANDE 83Die zugeh�orige Wellenfunktion erf�ullt bei r = R die Bedingung �0(R) =�mV 0R�(R).Wir betrahten jetzt den Grenzfall R ! 0 mit mV 0R = �� =onst. Dieser Fall kann beshrieben werden als der einer kr�aftefreienBewegung mit der Randbedingung �0(0) = ��(0). F�ur diesen Fall ha-ben wir bereits in Abshnitt II.2 die Streuphase berehnet. Der dortbestimmte ReexionskoeÆzient R(k) h�angt mit der Streuphase �uberexp 2iÆ0(k) = �R(k) zusammen. Mit R = ik+�ik�� folgtÆ0(k) = artan k� :Die in II.2 de�nierte Phase untersheidet sih um �=2 von der Streu-phase. Auf die Partialwellen mit l � 1 hat die Randbedingung keinenEinuss, da diese Wellenfunktionen zusammen mit ihrer Ableitung beiNull vershwinden; das singul�are Potential bei Null wird also durh dieZentrifugalbarriere abgeshirmt, und die Streuphasen vershwinden.Wir erhalten also die Streuamplitudef(�) = 1� � ikund als Wirkungsquershnittd�d
 = 1�2 + k2 :Im Limes k ! 0 ist der totale Wirkungsquershnitt � = 4�=�2. 2=�kann als geometrisher Radius des Targets interpretiert werden. F�urgro�e Werte von k geht der Wirkungsquershnitt gegen Null; man kanndies so interpretieren, dass bei kleinen Wellenl�angen der einfallendenTeilhen die punktf�ormige Struktur des Targets sihtbar wird.



84 V. TEILCHEN IM ZENTRALKRAFTFELD



KAPITEL VITeilhen im elektromagnetishen Feld1. Shr�odingergleihung mit MagnetfeldBisher haben wir Teilhen untersuht, die sih unter dem Einussortsabh�angiger Kr�afte bewegen. Um auh die in Magnetfeldern wir-kenden geshwindigkeitsabh�angigen Kr�afte beshreiben zu k�onnen, be-trahten wir zun�ahst die Hamiltonfunktion eines Teilhens mit Ladunge im elektromagnetishen Feld (E;B). Man f�uhrt das elektromagneti-she Viererpotential (��;A) ein das mit dem elektromagnetishenFelddurh die GleihungenE = �grad� � �A�t ; B = rotAzusammenh�angt. Die Hamiltonfunktion ist dann (vgl. Aufgabe 3)H = 12m jp� eA)j2 + e� :Zu beahten ist, dass � und A durh die obigen Gleihungen nihteindeutig bestimmt sind; die Mehrdeutigkeit wird durh die Eihtrans-formationen �! � + ���t ; A ! A � grad �mit einer beliebigen (gen�ugend glatten) Funktion �(t;x) beshrieben.Eihabh�angige Gr�o�en haben keine direkte observable Bedeutung.Da die Geshwindigkeit _x = 1m(p� eA)observabel sein soll, muss sih p unter Eihtransformationen wiep! p� egrad�verhalten.Beim �Ubergang zur Quantenmehanik beshreiben wir Zust�andewie gewohnt durh Wellenfunktionen  und den kanonishen Impulsp durh den Di�erentialoperator �igrad . Damit p sih rihtig trans-formiert, muss sih auh die Wellenfunktion transformieren, n�amlihwie  (t;x)!  �(t;x) = e�ie�(t;x) (t;x) :85



86 VI. TEILCHEN IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELDAlle Erwartungswerte von Ort und Geshwindigkeit sind invariant.Niht invariant ist aber der Hamiltonoperator und damit die Shr�odin-gergleihung . Es gilt H ! H + e���t :Wir wollen uns aber im folgenden auf zeitunabh�angige Felder undEihtransformationen beshr�anken.Sei zun�ahst B = onst. Eine g�unstige Wahl des Vektorpotentialsist A = �12x�B :Damit folgt jp� eAj2 = jp+ e2x�Bj2=jpj2 + e2p � (x�B) + e2(x�B) � p+ e24 jx�Bj2=jpj2 � eB � L+ e24 (jBj2jxj2 � (B � x)2) :Legen wir die z-Ahse in Rihtung des Feldes eB, so erhalten wir denHamiltonoperator (eB = jeBj)H = 12m jpj2 � eB2mL3 + e2B28m (x2 + y2) :Der in B quadratishe Term kann f�ur Elektronen in Atomen i.a. ver-nahl�assigt werden. Denn dort sind die Energien von der Gr�o�enord-nung 1=ma2 und die Erwartungswerte der Koordinatenquadrate � a2mit dem Bohrshen Radius a. Die 3 Terme in H untersheiden sihjeweils um einen Faktor der Form eBa2. Setzt man hierf�ur die Ele-mentarladung e, den Bohrshen Radius a � 10�10m und typishe, inLaboren herstellbare Magnetfelder B � 10Tesla ein, so �ndet maneinen Wert in der Gr�o�enordnung von 10�5. Der zweite Term ist alsobereits eine kleine Korrektur, und der 3. ist kaum noh messbar. Unterextremen Bedingungen, wie sie z.B. an der Ober�ahe von Neutronen-sternen herrshen (B � 108Tesla) ver�andert sih aber die Struktur derAtome wesentlih.Es gibt noh einen anderen Fall, in dem der in B quadratishe Termniht vernahl�assigt werden darf, n�amlih bei ungebundenen geladenenTeilhen, da f�ur diese die Erwartungswerte von x2 + y2 niht mehrnotwendig klein sind.Im Fall, dass au�er dem Magnetfeld keine weiteren Kr�afte wirken,lassen sih die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Hamiltonoperatorsgeshlossen berehnen. Die kinetishen Impulse�j = pj � eAj ; j = 1; 2; 3 ;



1. SCHR�ODINGERGLEICHUNG MIT MAGNETFELD 87erf�ullen die Vertaushungsrelationen[�j; �k℄ = i"jklBlZeigt das Feld eB in 3-Rihtung, so erf�ullen also �1 und �2 kanonisheVertaushungsrelationen. Der Hamiltonoperator H = 12mj~�j2 ist danndie Summe eines harmonishen Oszillators in den ersten beiden Koor-dinaten und eines Terms p23. Nah Abseparation der freien Bewegungin der 3-Rihtung behalten wir daher einen Hamiltonoperator mit denEigenwerten En = (n + 12)! mit der Zyklotronfrequenz ! = eB=m.Die zugeh�origen Eigenzust�ande nennt man die Landau-Niveaus. DieGrundzust�ande lassen sih als L�osungen der Gleihung a' = 0 bestim-men, mit dem Vernihtungoperator a = �1 + i�2,a = �i�x + �y � i(x+ iy)eB2 :Mit den komplexen Koordinaten z = x+ iy und z = x� iy gilta = �2i�z � iz eB2 :Die Grundzustandswellenfunktionen ' erf�ullen also die Di�erentialglei-hung �z' = �z eB4 'mit der allgemeinen L�osung'(z) = H(z)e� eB4 jzj2mit einer holomorphen Funktion H. Die Normierbarkeitsbedingungshr�ankt das Wahstum der Funktion H bei unendlih ein.Wir wollen jetzt den Einuss des Magnetfeldes auf die Eigenwerteund Eigenzust�ande eines Hamiltonoperators mit zentralsymmetrishemPotential untersuhen, unter der Voraussetzung, dass der in B quadra-tishe Term ignoriert werden kann. Der Hamiltonoperator ist dannH = � 12M�+ U � eB2ML3 :Sind 'nlm = 'nlYlm die Eigenfunktionen im FallB = 0 mit EigenwertenEnl und Drehimpulsquantenzahlen l und m, so besitzt H dieselbenEigenfunktionen mit EigenwertenEnlm = Enl � eB2MmDie 2l+1 fahe Entartung der Energieniveaus Enl wird also durh dasEinshalten des Magnetfeldes aufgehoben. Dies erkl�art die Bezeihnungvon m als magnetishe Quantenzahl. Die Aufspaltung der Niveaus imMagnetfeld nennt man den Zeeman-Efekt. eB2M wird Larmorfrequenzgenannt.



88 VI. TEILCHEN IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD2. Der Spin und die PauligleihungIm Stern-Gerlah-Versuh l�asst man Teilhen (z.B. Elektronen) ineinem inhomogenen Magnetfeld laufen und beobahtet eine Aufspal-tung des Teilhenstrahls (beim Elektron in 2 Teilstrahlen). Die unter-shiedlihe Ablenkung im inhomogenen Magnetfeld erkl�art man durhein magnetishes Moment der Teilhen, das o�enbar beim Elektron nurzwei vershiedene Werte annehmen kann.Wenn ein klassisher homogener starrer K�orper mit Masse M undLadung e rotiert, mit Drehimpuls S, so ie�t ein Kreisstrom mit demmagnetishen Moment~� = 12 Z d3x(x� j) = e2M S ;dieses liefert einen Beitrag von �~� � B zur Energie. Wir wollen jetztauh quantenmehanishen Teilhen einen Spin S zuordnen. S soll diephysikalishe Bedeutung eines Eigendrehimpulses haben. Insbesonderesollen die Komponenten von S selbstadjungiert sein und die Drehim-pulsvertaushungsrelationen[Sj; Sk℄ = iXl "jklSlerf�ullen. Anders als der Bahndrehimpuls L soll S aber mit x und pvertaushen. Ohne diese Eigenshaft w�urde sih der Spin auh in Ex-perimenten ohne Magnetfeld bemerkbar mahen.Mit dem Spin verbunden ist ein magnetishes Moment~� = g e2M S ;das als Zusatzterm im Hamiltonoperator auftritt,H 0 = �~� �B :Der gyromagnetishe Faktor g ist in der klassishen Physik gleih 1. Ausder Diragleihung ergibt sih g = 2. Experimentell gilt f�ur Elektroneng = 2; 0023192:: ;dieser Wert kann mit gro�er Genauigkeit aus der Quantenelektrodyna-mik berehnet werden.Aus der Analyse der Vertaushungsrelationen des Drehimpulses wis-sen wir, dass die m�oglihen Eigenwerte von jSj2 durh s(s+1) gegebensind, mit s = 0; 12 ; 1; : : : , und dass �s;�s+1; : : : ; s�1; s die m�oglihenEigenwerte von S3 bei gegebenem s sind. Die beobahtete Aufspaltungin 2 Teilstrahlen bedeutet daher, dass s = 12 f�ur Elektronen gilt.Zur Beshreibung von Teilhen mit Spin s benutzen wir (2s + 1)-komponentige Wellenfunktionen. Die Spinoperatoren wirken als(2s + 1)-reihige Matrizen (vgl. Aufgabe 25) ortsunabh�angig auf die



2. DER SPIN UND DIE PAULIGLEICHUNG 89Komponenten der Wellenfunktion. Im Fall des Elektrons w�ahlt manS = 12~� ; ~� = (�1; �2; �3)mit den Paulimatrizen (vgl Abshnitt V.1)�1 = � 0 11 0 � ; �2 = � 0 �ii 0 � ; �3 = � 1 00 �1 � :Diese Matrizen sind hermitesh und erf�ullen die angegebenen Vertau-shungsrelationen.Der Hilbertraum der Zustandsvektoren ist f�ur ein Teilhen mitSpin s H = L2(R3; C 2s+1)mit dem Skalarprodukt��;	� = Z d3x sXm=�s�m(x)	m(x) :Observable in H sind (2s + 1)-reihige Matrizen von Operatoren inL2(R3) (A�)m(x) =Xm0 (Amm0�m0)(x) :Z. B. ist der oben angegebene Zusatzterm im HamiltonperatorH 0 = � ge4M � B3 B1 � iB2B1 + iB2 �B3 � :Die Shr�odingergleihung mit diesem Zusatzterm nennt man die Pau-ligleihung.Wir wollen zun�ahst die Bewegung ansonsten kr�aftefreier Elektro-nen in einem konstanten Magnetfeld B betrahten. Am bequemstenmaht man dies im Heisenbergbild. F�ur den kinetishen Impuls gilt(siehe Abshnitt 1) _~� = � � ~! ; ~! = eBM :F�ur den Spin �ndet man _S = g2S� ~! :Der Spin rotiert also wie der kinetishe Impuls um die Rihtung desMagnetfelds; wegen g � 2 ist die Frequenz nahezu die Zyklotronfre-quenz. Abweihungen von g = 2 bemerkt man z.B. in der Helizit�ath = S � ~�=j~�j. Man �ndet�h = �j~!j2(g2 � 1)2(h� h0)mit h0 = (~! �~�)(~! �S)=j~!j2 = onst. Die Helizit�at oszilliert also mit derFrequenz eBM jg2 � 1j.



90 VI. TEILCHEN IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELDWir kommen jetzt zur Feinstruktur der Atomspektren, die starkvom Spin beeinusst wird. Die Feinstruktur war shon im Rahmen derBohr-Sommerfeldshen Quantentheorie durh relativistishe Korrektu-ren erkl�art worden. Man darf daher in der nihtrelativistishenQanten-mehanik keine konsistente Beshreibung erwarten. Es gelingt jedoh,die damit verbundenen Korrekturen quantitativ rihtig zu berehnen.Betrahtet man das Elektron als ein klassishes geladenes Teilhen,das sih im elektrishen Feld E mit der Geshwindigkeit v bewegt, sosp�urt es in seinem Ruhsystem ein magnetishes Feld ( = 1)B = �v�E :Dieses magnetishe Feld wirkt auf das magnetishe Moment des Elek-trons. In einem statishen ZentralfeldE = �grad � = �xr d�drergibt sih B = v� x1r d�dr = � 1ML1r d�dr :Tats�ahlih �ndet man, dass ein Beitrag zur Feinstruktur durh denfolgenden Zusatzterm im Hamiltonoperator beshrieben werden kann(mit U = e�):HSpin-Bahn = 12M ~� � L1r d�dr = g4M2S �L1r dUdr :Dieser Zusatzterm ist nur halb so gro� wie nah dem klassishen Argu-ment erwartet. Er kann aus der Diragleihung abgeleitet werden. Zurkorrekten Berehnung m�ussen noh zwei weitere relativistishe E�ek-te ber�uksihtigt werden. Der eine ergibt sih aus der relativistishenFormel f�ur die kinetishe Energie. F�ur 0 < p�M gilt1Mpp2 +M2 =r1 + � pM �2 = 1 + 12� pM �2 � 18� pM �4 +O(� pM �6) :Daher �ndet man den ZusatztermHrel = � jpj48M3 :Der andere Zusatzterm r�uhrt von der sogenannten Zitterbewegung her.Ursahe ist die Existenz von L�osungen negativer Energie der Dira-gleihung. Sie f�uhrt dazu, dass der Ort eines Elektrons nur bis aufdie Comptonwellenl�ange 1=M wohl bestimmt ist. Daher wirkt auf dasElektron nur der Mittelwert des Coulombfeldes �uber eine Kugel mitRadius � 1M . Es giltU (x) � U(x) + grad U(x) � Æx+ 12 �i�jU�xi�xj (x)ÆxiÆxj= U(x) + 16�U(x)jÆxj2 � U(x) + 16M2�U(x) :



2. DER SPIN UND DIE PAULIGLEICHUNG 91Der rihtige Zusatzterm (der sogenannte Darwinterm) untersheidetsih von diesem Term um einen Faktor. Er istHDarwin = 18M2�U :Man ber�uksihtigt diese Terme, indem man ihre Erwartungswerte inden Eigenzust�anden des nihtrelativistishen Problems berehnet. Diesist der erste Shritt einer systematishen N�aherungsmethode, der zeit-unabh�angigen St�orungstheorie, die wir im n�ahsten Semester genauerbesprehen wollen. Leider sind die Voraussetzungen dieser Methode inunserem Beispiel niht erf�ullt, sodass die Berehnung h�oherer Ordnun-gen keinen Sinn maht. Die unterste Ordnung gibt allerdings bereitseine reht gute �Ubereinstimmung mit dem Experiment.Bei der Berehnung des Spin-Bahn-Terms muss man ber�uksihti-gen, dass die Energieeigenwerte im allgemeinen entartet sind. Daherstudiert man zu einem Eigenwert E die MatrixAik = ��i;HSpin-Bahn�k�mit einer Orthonormalbasis von Eigenfunktionen des ungest�orten Ha-miltonoperators zum Eigenwert E. Die Eigenwerte von A sind dann diegew�unshten Korrekturen zu E.Wir berehnen jetzt das Spektrum von L � S auf einem Raum mitBahndrehimpuls l und Spin s. Da die Komponenten von S mit denenvon L vertaushen, erf�ullen auh die Komponenten des Gesamtdreh-impulses J = L + S die Drehimpulsvertaushungsrelationen. Ist j dieDrehimpulsquantenzahl von J, so giltL � S = 12(jJj2 � jLj2 � jSj2) = 12(j(j + 1) � l(l+ 1)� s(s+ 1)) :Daher reiht es aus, die Werte zu bestimmen, die j bei vorgegebeneml und s annehmen kann.Die m�oglihen Eigenwerte von J3 = L3 + S3 sindj3 = l3 + s3 ; l3 = �l;�l+ 1; : : : ; l ; s3 = �s;�s+ 1; : : : ; s ;also kann j3 die Werte �(l+s);�(l+s)+1; : : : ; l+s annehmen. Ordnetman die Eigenwerte von L3 und S3 n einem Rehtek an(�l;�s) (�l;�s+ 1) (�l;�s+ 2) : : :(�l + 1;�s) (�l+ 1;�s+ 1 : : : : : :(�l + 2;�s) (�l + 2;�s+ 1) : : : : : :: : : : : : : : : : : :so erkennt man, dass der Entartungsgrad von j3 von 1 bei l + s umjeweils 1 bis zum Maximalwert min(2l + 1; 2s + 1) bei j3 = jl � sjansteigt, danah konstant bleibt bis j3 = �jl� sj und anshlie�end umjeweils 1 sinkt bis zum Wert 1 bei j3 = �(l + s). Daraus entnehmenwir, dass j die Werte l + s; l+ s� 1; : : : ; jl � sj annehmen kann.F�ur s = 1=2 besitzt daher L � S die Eigenwerte l=2 und (nur f�url 6= 0) �(l + 1)=2. Beim anziehenden Coulombpotential ist U 0 > 0,



92 VI. TEILCHEN IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELDdaher werden die Niveaus mit dem gr�o�eren Wert von j angehoben.Z.B. spaltet das Niveau mit der Hauptquantenzahl n + l + 1 = 2 desWassersto�atoms in 3 Niveaus auf mitE(2p1=2) < E(2s1=2) = E2 < E(2p3=2) :Hierbei wurde die spektroskopishe Notation n+l+1lj verwendet, wobeil statt mit 0; 1; 2; : : : mit s; p; d; : : : bezeihnet wird.Durh Hinzunahme der anderen Korrekturen wird die Aufspaltungzwishen den Zust�anden 2p1=2 und 2s1=2 wieder aufgehoben. Dies istauh bei der exakten L�osung der Diragleihung der Fall. Experimentellsieht man aber eine sehr kleine Aufspaltung (Lamb-Shift), die sih inder Quantenelektrodynamik berehnen l�a�t.Die Gr�o�enordnung der relativistishen Korrekturen ist bestimmtdurh das Verh�altnis zwishen Bindungsenergie und relativistisherRuh-energie, E0=M = 1=2M2a2 = A2=2mit jAj = e2=4�("0~) � � � 1=137 f�ur das Elektron. Man nennt � dieFeinstrukturkonstante. Die relativistishen Korrekturen �E=E0 sindvon der Gr�o�enordnung �2.Der Spin f�uhrt auh zu einem etwas komplizierteren Verhalten derAtomspektren bei Einshaltung eines konstanten Magnetfelds. Wie vor-her ersetzen wir die Zusatzterme durh Operatoren auf dem Raum derEigenvektoren des ungest�orten Hamiltonoperators zu einem bestimm-ten Energieeigenwert. Der durh das Magnetfeld verursahte Zusatz-term Hmagn = � eB2M (L+ gS)vertausht niht mit dem Spin-Bahn-Term. Beide vertaushen aber mitjLj2 und J3. Es giltL � S = 12(L�S+ + L+S�) + J3S3 � 14 :Ist �lms3 ein gemeinsamer Eigenvektor dieser beiden Operatoren undvon S3 zu Eigenwerten l(l+ 1);m bzw. s3, so ist er im Fall jmj = l+ 12auh ein Eigenvektor von L � S mit Eigenwert l=2. F�ur jmj 6= l + 12 ist(L�S+ + L+S�)�lms3ein Eigenvektor von S3 mit Eigenwert �s3 und Norm12rl(l+ 1)�m2 + 14 :



2. DER SPIN UND DIE PAULIGLEICHUNG 93Auf dem von den beiden Vektoren aufgespannten Raum hat der St�ortermdaher die Form einer 2 � 2-MatrixH 0 = �L:S+ �(J3 + (g � 1)S3= ��4 + �m+ �4rl(l+ 1)�m2 + 14 � 0 11 0 �+ (�m+ �(g � 1))S3 :Die Eigenwerte lassen sih leiht als Funktionen von � und � bestim-men. Interessant sind die beiden Grenzf�alle � � � und � � �. Imersten Fall (kleine Magnetfelder) �uberwiegt die Spin-Bahn-Kopplung.Niveaus mit j = l� 12 spalten in 2j+1 Niveaus auf mit Abstand �E =eB2M (1� g�12l+1), im Untershied zum (normalen) Zeemane�ekt ist die Auf-spaltung also abh�angig von l (anomaler Zeemane�ekt). Im zweiten Fall(gro�e Magnetfelder) �ndet man die Korrekturen �E = eB2M (m� g�12 );wegen g � 2 ergibt sih der normale Zeemane�ekt.



94 VI. TEILCHEN IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD



KAPITEL VIIDer Zustandsraum der Quantenmehanik1. Zum Dira-FormalismusWir haben bisher Operatoren betrahtet, die einen Hilbertraum insih abbilden. Eine nat�urlihe Verallgemeinerung sind Operatoren, dieeinen Hilbertraum auf einen anderen abbilden. Das einfahste Beispielsind Operatoren A : C ! H. Diese sind durh ihre Wirkung auf 1festgelegt, Aa = a�mit � = A1. Man kann diese Operatoren daher mit den Vektorendes Hilbertraums identi�zieren. Nah Dira ordnet man jedem Vektor� 2 H die Abbildung j�i : � C ! Ha 7! a�zu. j�i nennt man einen ket-Vektor. Mit Hilfe des Skalarprodukts kannman auh Abbildungenh�j : � H ! C	 7! ��;	�einf�uhren. Diese Abbildungen nennt man bra-Vektoren. Sie liegen of-fenbar im Dualraum des Hilbertraums; die Zuordnung � 7! h�j ist eine(antilineare) Identi�kation von H mit seinem Dualraum. Hintereinan-derausf�uhrung von ket- und bra-Vektorenh�j	ia = ��;	�aliefert das "braket\ h�j	i = ��;	� (aufgefasst als Operator in C ). Indiesem Formalismus lassen sih also Skalarprodukte als Produkte vonOperatoren verstehen. Insbesondere k�onnen wir Matrixelemente einesOperators in H als Produkt dreier Operatoren au�assen,��; A	� = h�jAj	i :Multipliziert man bra- und ket-Vektoren in umgekehrter Reihenfolge,so erh�alt man Operatoren in H. Man kann beliebige Operatoren alsSummen dieser elementarenOperatoren darstellen. Sei (�i)i2N eine Or-thonormalbasis von H. Dann giltA =Xi2NjA�iih�ij :95



96 VII. DER ZUSTANDSRAUM DER QUANTENMECHANIKInsbesondere gilt f�ur den 1-Operator1 =Xi2Nj�iih�ijf�ur eine beliebige Orthonormalbasis von H. Die Formel f�ur die Bezie-hung zwishen dem Skalarprodukt zweier Vektoren und ihren Entwik-lungskoeÆzienten bez�uglih einer Orthonormalbasis wird im Dira-Formalismus zu einer o�ensihtlihen Identit�at,��;	� = h�j1j	i =Xh�j�iih�ij	i =X��i;����i;	� :Oft ist auh die Bezeihnung ja1; : : : ; ani f�ur einen gemeinsamenEigen-vektor der Observablen A1; : : : ; An bequem. Eine Verallgemeinerungauf shwahe Eigenvektoren kann wie in Kapitel IV erfolgen. EtwasVorsiht ist bei diesen Manipulationen geboten, wenn unendlihe Sum-men oder Integrale auftreten. Keinesfalls maht der Dira-FormalismusKonvergenzfragen �uber�ussig.2. ZustandsgemisheBetrahten wir als Beispiel eine Wellenfunktion ' 2 L2(R3; C 2), dieein Teilhen mit Spin 1=2 beshreibt. Wenn wir auf Messungen desSpins verzihten, so sind alle Observablen von der Form� A 00 A �mit Operatoren A in L2(R3). Der Erwartungswert in dem durh 'beshriebenen Zustand isthAi = �'1; A'1�+ �'2; A'2�mit ' = � '1'2 � und k'k2 = k'1k2 + k'2k2 = 1. Es gibt i.a. kein 2 L2(R3), das f�ur alle Observablen A dieselben Erwartungswerteliefert. Denn sei  2 L2(R3) mit� ;A � = hAif�ur alle A. Dann ist k k2 = � ;1 � = h1i = 1. Mit A = j ih j gilt1 = � ; j ih j � = hj ih ji = j�'1;  �j2 + j�'2;  �j2 :Wegen j�'i;  �j2 � k'ik2 und k'1k2 + k'2k2 = 1 folgtj�'i;  �j2 = k'ik2 ; i = 1; 2 :Dies ist aber nur m�oglih, wenn  = �i'i ist mit �i 2 C , d.h. wenn '1und '2 linear abh�angig sind.Zust�ande, die sih niht durh eine einzige Wellenfunktion beshrei-ben lassen, nennt man Gemishe. Gemishe treten typisher Weiseimmer auf, wenn Freiheitsgrade unbeobahtet bleiben oder durh die



2. ZUSTANDSGEMISCHE 97Pr�aparationsbedingunegn niht �xiert sind, siehe die Formulierung "soweit wie m�oglih\ in Postulat 1, Abshnitt IV.3.Sind die Observablen eines Quantensystems die selbstadjungiertenOperatoren eines Hilbertraums H, so sind die allgemeinsten Zust�ande(harakterisiert durh die Erwartungswerte von Observablen)hAi =Xi �'i; A'i�mit abz�ahlbar vielen Vektoren 'i 2 H, die die NormierungsbedingungPik'ik2 = 1 erf�ullen. Die Vektoren 'i m�ussen keineswegs paarweiseorthogonal sein.Die Zust�ande bilden eine konvexeMenge; sind h�i1 und h�i2 Zust�ande,so kann man ihre MishungenhAi = �hAi1 + (1� �)hAi2 ; � 2 (0; 1)betrahten. Experimentell kann man eineMishung durh die inkoh�aren-te �Uberlagerung zweier Teilhenstrahlen realisieren, wobei der Parame-ter � den relativen Anteil des 1. Strahls bezeihnet.Mathematish bequem ist die Beshreibung von Zust�anden durhsogenannte Dihtematrizen. Sei ('i) ein System von Vektoren, daseinen Zustand beshreibt. Dann de�nieren wir die zugeh�orige Dih-tematrix als den Operator � =Xi j'iih'ij : (VII.1)� ist ein positiver Operator� ; � � � 0 8  2 Hund erf�ullt die folgende NormierungsbedingungTr(�) = 1 :Hierbei ist die Spur eines positiven Hilbertraumoperators durhTr(A) =Xi ��i; A�i�de�niert, mit einer (beliebigen) Orthonormalbasis (�i). Es gilthAi =Xi �'i; A'i� =Xi Xj h'ijAj�jih�jj'ii=Xj ��j;Xi j'iih'ijA�j� = Tr(�A) :Jede Dihtematrix, d.h. jeder positive Operator mit Spur 1, l�asst sihin der Form (VII.1) darstellen, z.B. als� =Xi �ij iih ijmit den normierten Eigenvektoren  i und zugeh�origen Eigenwerten�i � 0. Aus der Bedingung an die Spur von � folgt Pi �i = 1.



98 VII. DER ZUSTANDSRAUM DER QUANTENMECHANIKEin Zustand, der niht als Gemish vershiedener Zust�ande darstell-bar ist, hei�t rein. Die zugeh�origen Dihtematrizen sind von der Form� = j ih j mit einem Einheitsvektor  . Es sind also Projektoren aufeinen eindimensionalen Teilraum.Wesentlih f�ur die Struktur der Quantenmehanik ist die Tatsahe,dass die Zerlegung eines Zustands in reine Komponenten niht eindeu-tig ist. Wir wollen uns dies am Beispiel eines Spin-12 -Freiheitsgradesklarmahen.Die positiven 2� 2-Matrizen mit Spur 1 sind� = 12 (1 + n � ~�) = 12 � 1 + n3 n1 � in2n1 + in2 1 � n3 �mit n 2 R3, jnj � 1. Die m�oglihen Zust�ande werden also durh Punk-te der Einheitskugel B3 � R3 parametrisiert. Zustandsmishungen ent-sprehen konvexen Kombinationen in der Kugel. Eine besondere Rollespielen die Randpunkte n mit jnj = 1. Diese lassen sih o�enbar nihtin eine konvexe Kombination anderer Punkte der Kugel zerlegen, sindalso rein. Die Determinante der zugeh�origen Dihtematrix vershwin-det, daher hat � die Eigenwerte 1 und 0, ist also ein Projektor, d.h. dieDihtematrix ist von der Form � = j ih jmit  2 C 2, k k2 = 1. Punk-te im Innern der Kugel aber lassen sih in vielf�altiger Weise als konvexeKombination von Randpunkten darstellen. Unter diesen Darstellungengibt es f�ur n 6= 0 eine ausgezeihnete,n = 1 + jnj2 njnj + 1� jnj2 �njnj :Diese entspriht der Spektralzerlegung der Dihtematrix.3. EPR-Paradoxon und Bellshe UngleihungenBei der Interpretation der Quantenmehanik sind wir davon aus-gegangen, dass ein quantenmehanishes System keine Eigenshaftenwie Ort, Impuls et. besitzt, sondern dass die Observablen erst beiEingri� durh ein Messger�at bestimmte Werte annehmen. Diese heuteweithin akzeptierte Au�assung ist oft kritisiert worden. Man hat denStandpunkt vertreten, dass ein einzelnes System sehr wohl objektive Ei-genshaften hat, die aber (grunds�atzlih oder wegen unvollkommenerMesstehnik) niht gemessen werden k�onnen. Die tats�ahlihen Mess-ergebnisse h�angen dann noh von diesen "verborgenen Variablen\ ab;solange wir diese niht kennen, bleiben uns nur statistishe Aussagen alsMittelwerte �uber die verborgenen Parameter. In einer ber�uhmten Ar-beit haben Einstein, Podolsky und Rosen (EPR) (1935) diesen Stand-punkt vertreten. Ihr Argument beruht auf einer Analyse des folgendenGedankenexperiments.Wir betrahten den Zerfall eines Spin-0-Teilhens in zwei Spin-12 -Teilhen, z.B. �0 ! e+e�. Bei den entstehenden Teilhen wird an-shlie�end die Komponente des Spins in Rihtung e bzw. f bestimmt.



3. EPR-PARADOXON UND BELLSCHE UNGLEICHUNGEN 99F�ur e = f erwarten wir wegen der Erhaltung des Drehimpulses, dassimmer dann, wenn wir den Spin des 1. Teilhens in Rihtung e �n-den, der Spin des 2. Teilhens entgegengesetzt ist. Dieses Ergebnis istunabh�angig davon, wie wir die Rihtung e w�ahlen.EPR betrahten dieses Experiment als Beweis daf�ur, dass der Wertder Komponente des Spins in e-Rihtung niht erst durh die Messungfestgelegt wird; shlie�t man aus, dass die Messung des 1. Teilhensdas 2. beeinusst (bei geeigneter Anordnung ist dies eine Konsequenzder Einstein-Kausalit�at), so hat diese Komponente unabh�angig von derMessung am 2. Teilhen einen wohlde�nierten Wert; die Messung dientlediglih dazu (wie in der klassishen Physik), diesenWert festzustellen.Nah dieser Argumentation sind die Werte der Komponenten des Spinsin allen Rihtungen die verborgenen Parameter.Wir wollen dieses Experiment zun�ahst im Rahmen der Quanten-mehanik diskutieren. Seien S1 und S2 die Spinoperatoren der beidenTeilhen. Diese Operatoren sollen miteinander vertaushen. S = S1+S2ist der Gesamtspin des Systems. Der Operator, der die e-Komponentevon Si misst, ist e � Si. F�ur Spin-12-Teilhen gilt(a � Si)2 = 14 jaj2und damit aus der Polarisationsidentit�at(a � Si)(b � Si) + (b � Si)(a � Si) = 12(a � b) :Sei nun � ein normierter Eigenvektor von jSj2 mit Eigenwert 0. Danngilt (S1 + S2)� = 0 : (VII.2)Wir berehnen jetzt in diesem Zustand die Korrelationen zwishen dere-Komponente des 1. und der f -Komponente des 2. Spins. SeiE(e; f) = 4(e � S1)(f � S2)Es gilt mit (VII.2)hE(e; f)i = 4��; (e � S1)(f � S2)��= 2�(e � S1)�; (f � S2)��+ 2�(f � S2)�; (e � S1)��= �2��; �(e � S1)(f � S1) + (f � S1)(e � S1)���= �e � f :W�ahlen wir insbesondere e = f , so erhalten wir das erwartete Resultat,dass die Spinrihtungen immer entgegengesetzt sind.Wir wollen jetzt die Hypothese testen, dass jedes Teilhen, un-abh�angig davon, ob man misst oder niht, bez�uglih jeder Rihtunge einen bestimmten Wert v(e) = �1 der mit 2 multiplizierten Kompo-nente des Spins besitzt. Messen k�onnen wir v(e) allerdings immer nurf�ur einen Wert von e. Die Werte von v f�ur die anderen Rihtungen sinddie verborgenen Variablen.



100 VII. DER ZUSTANDSRAUM DER QUANTENMECHANIKDer Mittelwert von E(e; f) bei N Versuhen ergibt sih dann zuE(e; f) = 1N NXn=1 v(1)n (e)v(2)n (f) ;wenn v(i)n (e) der Wert von 2 e � Si beim n-ten Versuh ist.Bell hat nun entdekt, dass aus dieser Hypothese die folgende Un-gleihung folgt (Bellshe Ungleihung):jhE(e; f) + E(e;g) + E(h; f) �E(h;g)ij � 2 (VII.3)f�ur alle Einheitsvektoren e; f ;g;h. Denn f�ur jedes n giltv(1)n (e)(v(2)n (f) + v(2)n (g)) + v(1)n (h)(v(2)n (f)� v(2)n (g)) = �2 ;da immer eine Klammer vershwindet und die andere den Wert �2 hat.Mittelung �uber n ergibt dann die Bellshe Ungleihung.In der Quantenmehanik ist diese Ungleihung verletzt. Man �ndetjhE(e; f) + E(e;g) + E(h; f)� E(h;g)ij=je � (f + g) + h � (f � g)j � jf + gj+ jf � gj=2(os '2 + sin '2 ) = 2p2 sin('2 + �4 ) � 2p2mit os' = jf � gj ; ' 2 [0; �). F�ur eine geeignete Wahl der Einheits-vektoren (f?g ; ekf + g ; hkf � g) gilt in dieser Ungleihung sogardas Gleihheitszeihen.Experimentell konnte nahgewiesen werden, dass die Bellshen Un-gleihungen verletzt sind und dass die quantenmehanishen Vorher-sagen gelten. Die Hypothese, dass die Observablen quantenmehani-sher Systeme sih auf objektive Eigenshaften der Systeme beziehen,muss daher aufgegeben werden (ein wenig �uberzeugender Ausweg istdie Postulierung nihtlokaler Wehselwirkungen zwishen den r�aumlihgetrennten Teilhen). Es bleibt das Problem, in wie weit physikalisheSysteme unabh�angig vom Beobahter sind. Dieses Problem wird auh75 Jahre nah der Entdekung der Quantenmehanik noh hei� disku-tiert.


