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Kapitel 1

Heuristische Einführung: „Wellenmechanik“

1.1 Die historische Entwicklung der Quantenmechanik

Die moderne Quantentheorie entwickelte sich aus der Notwendigkeit heraus, die theoretische Be-
schreibung empirischen Faktenmaterials zu ermöglichen. Viele Entdecker der Quantentheorie sahen
sie nur als Notlösung, sie wurden sozusagen durch die Meßergebnisse gezwungen, von der gewohnten
klassischen Physik zu abstrahieren und eine Beschreibung zu verwenden, die auf den ersten Blick sehr
viel weiter von den direkten Sinneswahrnehmungen entfernt ist.
In diesem Abschnitt soll es darum gehen, die nichtrelativistische Quantentheorie aus einfachen Ana-
logiebildungen zur klassischen Physik herzuleiten. Dieses Verfahren hat den Vorteil, daß es grob den
historischen Entwicklungsgang nachzeichnet, weist jedoch den unbestreitbaren Nachteil auf, daß dabei
Vorstellungen etabliert werden, die nicht unserem modernen physikalischen Weltbild entsprechen.
Wie wir sogleich ausführlich entwickeln werden, hatte sich aus der Planckschen Quantenhypothese
durch Einsteins Arbeit über Lichtquanten von 1905 die These etabliert, daß das Licht durch die Wel-
lenvorstellungen des 19. Jh. allein nicht adäquat beschrieben werden kann, und das obwohl kaum 40
Jahre früher durch Maxwell eine so befriedigende Vereinigung des Elektromagnetismus mit der Optik
stattgefunden hatte, die durch die direkte Erzeugung und den Nachweis elektromagnetischer Wellen
durch H. Hertz 10 Jahre früher so glänzend ihre experimentelle Bestätigung erfahren hatte. Hinzu
kam noch, daß die Maxwelltheorie für die damaligen Physiker keine allzu leichte Kost war. Was wir
heutzutage spätestens im 4. Semester für das Vordiplom büffeln müssen, war damals ein ausgesproche-
nes Expertenwissen für die sich gerade herausbildende Zunft der mathematischen oder theoretischen
Physiker.
Eine weitere sich gerade mühsam durchsetzende Theorie war die vor allem durch Boltzmann ent-
wickelte kinetische Gastheorie, die aus der Vorstellung von Atomen die makroskopischen Erscheinun-
gen der Materie mit Hilfe statistischer Methoden zu beschreiben versuchte. Dabei waren zu der Zeit
Atome noch nicht einmal allgemein als existent anerkannt! Planck selber war ein ausgesprochener Ver-
treter der klassischen, also phänomenologischen, Thermodynamik und nur widerwillig bediente er
sich der Boltzmannschen Abzählmethode um das Spektrum der Hohlraumstrahlung zu erklären. Er
kam dabei durch die Analyse von Experimenten, die seine Berliner Kollegen Rubens und Kurlbaum
gerade durchgeführt hatten, zu dem Schluß, daß das Licht nicht in beliebigen Energien von den Wän-
den des Hohlraumes absorbiert und emittiert wird (wodurch sich letztlich ein thermodynamisches
Gleichgewicht mit einer wohldefinierten Temperatur ergibt), sondern daß dies eben nur in gewissen
Portionen, die er Quant nannte, geschehen kann, die proportional zur Frequenz der Lichtwelle wa-
ren. Ein Lichtquant hatte also den Energieinhalt E = hν = ħhω, wobei ħh = h/(2π)war. Die Konstante
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Kapitel 1 · Heuristische Einführung: „Wellenmechanik“

h heißt zu Ehren Plancks das Plancksche Wirkungsquantum, Wirkungsquantum deshalb, weil sie die
Dimension „Energie× Zeit“ besitzt wie die Wirkung des aus der Mechanik bekannten Hamiltonschen
Prinzips.
Es ist wichtig zu bemerken, daß Planck noch nicht dem Licht selber diese Quanteneigenschaften zu-
ordnete, sondern nur dem Absorptions- und Emissionsverhalten der Materie. Nicht zuletzt deshalb
war seine Rechnung ausgesprochen kompliziert. Er betrachtete das Strahlungsgleichgewicht zwischen
einem harmonischen Oszillator und der elektromagnetischen Strahlung des Hohlraums um das Spek-
trum der Strahlung zu gewinnen. Es war dann Einstein in 1905, der diese Quanteneigenschaft explizit
dem Licht selber zuwies. Er stellte sich das Licht als Teilchen vor, die die Energie E = ħhω1 besitzen
und (das war gegenüber der Planckschen Hypothese neu) einen Impuls der Größe ~p = ħh~k, wobei
~k der Wellenvektor ist. Dessen Richtung ist die Fortschreiterichtung der Welle und sein Betrag ist
|~k|= 2π/λ, wobei λ die Wellenlänge des Lichtes ist.
Dies ist aber nun eine für die damalige Zeit völlig verrückte Vorstellung, und selbst heute, fast 100 Jahre
nach Entdeckung der Quantentheorie, tun wir uns noch schwer damit: Das Licht sollte aus Teilchen
bestehen, dessen mechanische Parameter aber durch die Welleneigenschaften desselben Phänomens
gegeben waren? So etwas klingt eher wie die Crackpottheorien, von denen unsere Newsgroups so
zahlreich überschwemmt werden. Allerdings konnte Einstein auch gewichtige experimentelle Gründe
für seine Idee vorbringen.
Lenard hatte nämlich den lichtelektrischen Effekt entdeckt, demzufolge aus Metallen durch die Ein-
strahlung von Licht Elektronen2 herausgeschlagen werden. Allerdings verhielten sich diese Elektronen
äußerst merkwürdig. Nach der klassischen Vorstellung der Wechselwirkung von Licht mit geladenen
Teilchen3 sollten die Elektronen zum einen nämlich erst nach einer gewissen Einstrahlzeit aus dem
Metall herauskommen und dann sollte deren Energie mit der Intensität des Lichtes anwachsen. Diese
Erwartung war aber völlig im Widerspruch zu den Lenardschen Experimenten! Die Elektronen ka-
men ohne merkliche Zeitverzögerung aus dem Metall heraus, und die Energie war unabhängig von
der Intensität des Lichtes, wohl aber abhängig von der Frequenz desselben. Lediglich die Anzahl der
Elektronen erhöhte sich mit steigender Lichtintensität.
Einstein schrieb eigentlich nur eine wesentliche Formel in seine bahnbrechende Lichtquantenarbeit,
nämlich die, daß das Licht ein Teilchenstrom ist, dessen Teilchen eine Energie von E = ħhω hat. Es war
eine gewisse „Austrittsarbeit“ notwendig, um die Elektronen aus dem Metallverband herauszulösen.
Zusammen mit dem Energiesatz bedeutete das, daß

Eel = ħhω−WA (1.1.1)

sein mußte. Die Energie der Elektronen wurde durch die heute noch bei Schulversuchen angewandte
Methode der Gegenspannung ermittelt. Die Elektronen werden durch eine Spannung, die entgegen
der Emissionsrichtung aus dem Metall angelegt wird, gebremst, und der fließende Strom gemessen.
Die Spannung U , bei der gerade kein Strom mehr fließt, muß also der Energie der Elektronen ent-
sprechen. Damit kann man über Eel = eU die Energie der Elektronen messen, und aus der Steigung
der Geraden im Eel-ω-Diagramm das Plancksche Wirkungsquantum bestimmen. Der Wert ergab sich
in guter Übereinstimmung mit dem durch die Präzisionsmessungen der Hohlraumstrahlung durch
Anfitten der Planckschen Strahlungsformel ermittelten Resultat.

1Wir benutzen im folgenden stets die moderne Notation mit ħh = h/(2π).
2Nach längerem Hin und Her durch die Untersuchungen J. J. Thomsons (1897) als geladene Teilchen anerkannt
3eine Theorie, die kurz zuvor vor allem durch Lorentz als Elektronentheorie entwickelt worden war, und den „Fremd-

körper“ Elektron in die Wellentheorie des Elektromagnetismus einverleibt hatte
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1.1 · Die historische Entwicklung der Quantenmechanik

Wirklich anerkannt wurde die Lichtquantenhypothese allerdings erst durch die Erklärung des Comp-
toneffekts (1923). Dabei wird Licht an einem quasi freien Elektron gestreut. Das ist ein klassischer
elastischer Stoßprozeß4, der sich mit Hilfe der Lichtquantenhypothese auch so behandeln ließ. Man
brauchte nur die Energie- und Impulsbilanz des Prozesses aufzustellen, wobei dann auch die Einstein-
sche Beziehung ~p = ħh~k, die den Impuls des Lichtes mit der Wellenbeschreibung desselben verknüpfte,
zur Anwendung kam. Aus der Energie des einfallenden Photons und dem Impuls sowie dem Streuwin-
kel des auslaufenden Elektrons konnte die Energie des auslaufenden Photons und damit die beobach-
tete Frequenzverschiebung des Lichtes aufgrund der Streuung erklärt werden. Die Comptonstreuung
ist also seit Einstein als elastische Elektron-Photonstreuung zu deuten.
Ein anderes Mysterium war das 1911 von Rutherford aufgrund seines berühmten „Goldfolienversuchs“
aufgestellte Atommodell. Rutherford hatte α-Teilchen, also zweifach geladene Heliumatome, die aus
radioaktiven Zerfällen stammten, auf eine Goldfolie geschossen und bemerkt, daß diese quasi aus gar
nichts besteht. Genauer gesagt, die meisten α-Teilchen flogen fast unbehelligt durch die Goldfolie hin-
durch. Einige wurden allerdings auch stark abgelenkt. Damit war klar, daß die Atome nicht massive
positiv geladene Körper, in die die negativen Elektronen eingelagert waren (ein Modell, das als Thom-
sonsches Rosinenkuchenmodell damals aktuell war) sein konnten. Das Atom mußte vielmehr selber
zusammengesetzt sein aus einem Kern, der nahezu die gesamte Masse des Atoms ausmachte und der
entsprechend der Ordnungszahl des Atoms geladen war, und einer der Ladung des Kerns entsprechen-
den Zahl Elektronen. Rutherford hatte auch sofort den aus dieser Hypothese zu erwartenden Streu-
querschnitt der α-Teilchen berechnet, und zwar indem er einfach die von der Himmelsmechanik her
bekannten Keplerschen Gesetze benutzte. Die Gravitation wurde natürlich durch die elektrostatischen
Kräfte, die der Kern auf das α-Teilchen ausübte, ersetzt, und da hier wegen der gleichnamigen Ladung
von α-Teilchen und Kern eine abstoßende Kraft vorliegt, erhält man nur Hyperbeln (also sozusagen
Kometenbahnen). Aber mit der gefundenen heute nach Rutherford benannten Streuformel konnte er
exakt die gemessenen Wirkungsquerschnitte reproduzieren.
Allerdings ergab sich damit ein neues Bild vom Atom, das jetzt als mikroskopisches Planetensystem
angesehen werden mußte (mit dem Kern als Sonne, den Elektronen als Planeten und der elektrosta-
tischen Coulombkraft des Kerns anstelle der Gravitation). Andererseits besagte die klassische Elek-
trodynamik, daß die Elektronen, die sich der Rutherfordtheorie zufolge auf Ellipsenbahnen um den
Kern bewegen würden, eigentlich strahlen müßten, weil beschleunigte Ladungen zufolge der Max-
wellschen Theorie strahlen und auch die Strahlung genau ausgerechnet werden konnte (das Liénard-
Wiechertsches Potential wurde bereits Ende des 19. Jh. aus den Maxwellgleichungen gewonnen).
Das widersprach aber eklatant der Stabilität der chemischen Elemente, die zudem noch wohl definierte
Spektren emittierten und keine kontinuierliche Synchrotronstrahlung5. Es konnten im Atom also
nicht beliebige Bahnen vorliegen, sondern nur ganz bestimmte, die die Stabilität der Atome dadurch
gewährleisteten, daß das genau die Bahnen sind, auf denen die Elektronen keine elektromagnetische
Strahlung emittieren. Es war natürlich wieder ein Widerspruch zur klassischen Physik, daß es solche
Bahnen überhaupt geben kann.
Zum Glück war Thomson an der Doktorarbeit eines jungen Dänen namens Bohr überhaupt nicht
interessiert, so daß sich dieser sofort nach Manchester zu Rutherford begab und da in ein ihm völlig
unbekanntes Gebiet eindrang. Bohr wurde also sofort mit dem Problem des Planetenmodells konfron-
tiert, und nach einigen Wochen intensiver Rechnerei konnte er aus der Planckschen Lichtquantenhy-
pothese sein berühmtes Atommodell gewinnen. Hier war es wieder das Teilchenmodell der klassischen

4vorausgesetzt es sind nach dem Stoß wieder ein Elektron und ein Photon vorhanden, d.h. es treten keine anderen Pro-
zesse auf wie z.B. Paarerzeugung

5Das ist der moderne Name für die Strahlung kreisender Ladungen.
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Mechanik, das die Lösung herbeiführte. Anders als in der Makrophysik sollten aber die stabilen Bah-
nen durch das Plancksche Strahlungsgesetz bestimmt sein. Ein Elektron sollte nur noch dann Energie
abstrahlen, wenn es von einer energetisch höher gelegenen Bahn auf eine energetisch niedriger gelegene
Bahn „springt“. Die Bahnen wurden demzufolge durch einen bestimmten diskreten Wert für die sog.
Wirkungsvariable bestimmt, die ein ganzzahliges Vielfaches von h = 2πħh sein mußte.
Hatte man die Annahme diskreter Quantenbahnen erst einmal hingenommen, konnte diese Theorie
auf „natürliche“ Art und Weise das empirisch bereits seit 1885 bekannte Balmersche Seriengesetz der
Spektrallinien des Wasserstoffs erklären. Ebenso fand das Ritzsche Kombinationsprinzip eine theore-
tische Herleitung, demzufolge die Spektrallinien als Differenzen einfacher Terme beschrieben werden
konnten.
Bohrs Theorie wurde alsbald von Sommerfeld mathematisch ausgebaut und konnte auf vielerlei Pro-
bleme angewandt werden. Sogar die relativistische Behandlung war kein Problem mehr, und die brach-
te einen entscheidenden Gewinn in der Präzision, konnte sie doch die sog. Feinstruktur der Spektral-
linien erklären. Auch die Aufspaltung der Spektrallinien im schwachen Magnetfeld (Zeemanneffekt)
und elektrischen Feld (Starkeffekt) konnte zumindest qualitativ verstanden werden.
Allerdings gab es schon beim nächstkomplizierteren Atom, dem Heliumatom mit zwei Elektronen,
Probleme, die die Grenzen der Bohrschen ad hoc-Hypothese aufzeigten. In der Zwischenzeit hatte
de Broglie aber diese Bohrschen Hypothese mit der Einführung der Materiewellen auf die Bedingung
stehender Wellen als stationäre Zustände zurückgeführt. De Broglie hatte in seiner Doktorarbeit in
einem kühnen Analogieschluß zum Welle-Teilchen-Dualismus beim Licht auch den Teilchen (damals
also vornehmlich den Elektronen) Welleneigenschaften zugewiesen. Diese These wurde mit größter
Vorsicht aufgenommen, und erst die positive Bewertung der Arbeit durch Einstein, den man sozusagen
als externen Gutachter hinzugezogen hatte, ließ diese als Doktorarbeit überhaupt durchgehen.
Die Wellenvorstellung der Teilchen diente nun Schrödinger als Ausgangspunkt, durch eine systemati-
sche Analyse des Übergangs von der Wellen- zur Strahlenoptik, die schon Hamilton im 19. Jh. geleistet
hatte, die aber zu der Zeit in Vergessenheit geraten war, seine berühmte Wellengleichung aufzustellen,
die wir sogleich im nächsten Abschnitt durch einen wesentlich vereinfachten Analogieschluß gewin-
nen werden. Interessant ist es übrigens zu bemerken, daß Schrödinger zunächst wie de Broglie eine
relativistische Gleichung herleiten wollte, aber alsbald große physikalische Probleme bemerkte, die
erst einige Jahre später durch die Entwicklung der relativistischen Quantenfeldtheorie gelöst werden
sollten.
Schon ein wenig früher hatte Heisenberg in seiner berühmten Arbeit von der „Quantenmechanischen
Umdeutung mechanischer Größen“ eine Quantentheorie hergeleitet, die die physikalischen Größen
durch abstrakte Zahlenschemata (unendlichdimensionale Matrizen) ersetzte, die von der Bohrschen
Bahnvorstellung vollständig abstrahierte. Schrödinger konnte dann relativ schnell zeigen, daß seine
„Wellenmechanik“ mathematisch und physikalisch äquivalent zu der in kurzer Zeit von Heisenberg,
Born und Jordan ausgearbeiteten Matrizenmechanik war.
Nun ergab sich aber ein für die Physik neuartiges Problem. War die klassische Mechanik mehr oder
weniger gradlinig von den Erscheinungen ausgehend zu ihren theoretischen Grundbegriffen gelangt,
d.h. die Zuordnung der mathematischen Begriffe zu in der Natur oder im Experiment gegebenen Be-
obachtungstatsachen war unmittelbar gegeben, hatte man nun einen mathematischen Formalismus ge-
funden, der sich hervorragend eignete, um die atomaren Spektren zu beschreiben, der aber keinesfalls
in allen Teilen physikalisch verstanden war. So ergab sich z.B. durch die Einführung der Schrödinger-
schen Wellenfunktion die Frage, was diese physikalisch zu bedeuten hatte oder umgekehrt, wie beim
Licht die Teilchenvorstellungen, die sich mit den Photonen verbanden, zu deuten waren. Schrödingers
Materiewellen zeigten nämlich die für Wellen typische Eigenschaft der Dispersion, d.h. wenn man ein
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Wellenpaket „mikroskopischer“ Ausmaße vorgab, lief es mit der Zeit unter Einfluß der freien Schrö-
dingergleichung auseinander, und die stehenden Wellen, die Elektronen im Atom beschrieben, zeigten
überhaupt keine irgendwie geartete „Lokalisierung“. Wollte man aber die Elektronen in allen Situa-
tionen als Teilchen verstehen, konnte das schwer möglich sein, wenn man die Wellen als klassische
Wellen auffaßte, die in der makroskopischen Welt, also bei hinreichend grober Messung als Teilchen
erscheinen. Beim Licht war es eher umgekehrt. Es fragte sich, wie die Teilcheneigenschaften, die beim
Comptoneffekt zu einer so einfachen, quantitativ korrekten Erklärung geführt hatten, mit den typi-
schen Interferenzversuchen vereinbar sein sollten.
Bei der Anwendung der neuen Quantentheorie auf Streuprobleme (1926) fand nun Born, der zu-
sammen mit Jordan in Göttingen maßgeblich an einer systematischen Ausformulierung der noch
recht verworrenen Gedanken Heisenbergs zur Matrizenmechanik beteiligt war, eine einfache Erklä-
rung: Die Schrödingerschen Materiefelder waren keine Felder im klassischen Sinne, also sich als kon-
tinuierliche Entität im Raum fortplanzende Ströme von Energie und Impuls. Vielmehr war durch
w(t ,~x) = ψ∗(t ,~x)ψ(t ,~x) die Wahrscheinlichkeit pro Volumenelement (also die Wahrscheinlichkeits-
dichte), zur Zeit t ein Teilchen, dem die Wellenfunktion ψ zugeordnet war, am Ort ~x zu finden. Diese
Idee stellte er in einer erläuternden Fußnote seiner Streutheoriearbeit dar und erhielt dafür später den
Nobelpreis.
Das bedeutete aber, daß man über die Teilchen generell nur Wahrscheinlichkeitsaussagen machen
konnte, was ihre klassischen Meßgrößen wie Ort, Impuls usw. betraf. Dies führte zu der wohl be-
rühmtesten Debatte in der ganzen Wissenschaftsgeschichte, nämlich der zwischen Bohr und Einstein
über die begriffliche Klärung der Quantenphysik, die bekanntlich nie zu einer Einigung kam. Auf die-
se grundlegenden Probleme der Interpretation, insbesondere auf die mit ihr auf’s engste verknüpften
Heisenbergschen Unschärferelationen (1927) gehen wir weiter unten näher ein, wenn wir den ma-
thematischen Apparat der Quantentheorie etwas weiter entwickelt haben. Genau darum soll es im
nächsten Abschnitt gehen.

1.2 Die Schrödingergleichung für freie Teilchen

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall des freien Teilchens um uns der Idee der Schrödingerschen
Materiewellen zu nähern. Ausgangspunkt ist die Einsteinbeziehung für Lichtquanten E = ħhω und
~p = ħh~k, die de Broglie auf materielle Teilchen angewandt hatte.
Ein freies Teilchen zeichnet sich dadurch aus, daß keinerlei äußere Einflüsse auf es stattfinden. Das
einzige, was wir über das Teilchen wissen müssen, um eine Wellengleichung aufzustellen, die es be-
schreiben soll, ist die sog. Dispersionsrelation, d.h. den Zusammenhang zwischen Kreisfrequenzω und
Wellenvektor ~k. Diese Beziehung können wir aber vermöge der klassischen Mechanik durch den Zu-
sammenhang zwischen Energie und Impuls unter Zuhilfenahme der Einstein–de Broglie–Beziehung
gewinnen. Für ein freies nichtrelativistisches Punktteilchen ist die Energie identisch mit der kineti-
schen Energie, und die ist durch die Beziehung

E =
~p2

2m
(1.2.1)

gegeben, wobei ~p der Impuls des Teilchens und m seine Masse ist. Hier ist die Masse der einzige das
Teilchen näher charakterisierende Parameter, ansonsten ist es als völlig unstrukturiert punktförmig
abstrahiert. Setzen wir die Einstein–de Broglie–Beziehung ein, finden wir die gesuchte Dispersionsre-
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lation:

ħhω =
(ħh~k)2

2m
⇒ω(~k) =

ħh~k2

2m
. (1.2.2)

Die einfachste Form einer Welle ist nun die aus der allgemeinen Wellenlehre bekannte ebene Welle,
die durch eine Sinuswelle beschrieben wird. Aus rechentechnischen Gründen verwenden wir hier die
Form der Exponentialfunktion und komplexe Zahlen. Wir werden sogleich sehen, daß die Schrödin-
gersche Wellenfunktion ohnehin am bequemsten mit komplexwertigen Funktionen beschrieben wird.
Wir setzen also an

ψ(t ,~x) =Aexp(−iωt + i~k~x). (1.2.3)

Die Dispersionsbeziehung (1.2.2) muß nun durch eine Wellengleichung gegeben sein, also eine partielle
Differentialgleichung, der ψ identisch genügen muß. Dazu leiten wir den Ansatz (1.2.3) einmal nach t
und zweimal nach ~x ab:

∂tψ(t ,~x) =−iωψ(t ,~x), ∆~xψ(t ,~x) =−~k2ψ(t ,~x)mit∆=∇ ·∇= ∂ 2
x + ∂

2
y + ∂

2
z . (1.2.4)

Vergleichen wir dies mit (1.2.2) sehen wir, daß die Wellenfunktion der Gleichung

iħh∂tψ=−
ħh2∆

2m
ψ (1.2.5)

zu genügen hat, damit die Dispersionsbeziehung identisch erfüllt wird. Dies ist schon die gesuchte
Schrödingergleichung des freien Teilchens.
Erinnern wir uns jetzt der Bornschen Interpretation der Wellenfunktion als Wahrscheinlichkeitsam-
plitude. Demnach sollte also

W (t ,~x) = |ψ(t ,~x)|2 (1.2.6)

die Wahrscheinlichkeitsdichte der Teilchen sein, also die Wahrscheinlichkeit pro Volumenelement, zur
Zeit t ein Teilchen der Masse m am Ort ~x zu finden. Setzen wir da unsere ebene Welle ein, finden wir
für W eine Konstante. Damit aber unsere Welle eine Interpretation in dem Bornschen Wahrscheinlich-
keitssinne überhaupt besitzen kann, muß die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen überhaupt irgendwo im
Raum zu finden, auf 1 normierbar sein. Das ist aber offenbar nicht der Fall, denn eine Konstante läßt
sich gewiß nicht mit endlichem Resultat über den ganzen Raum integrieren.
Die ebene Welle entspricht auch ganz und gar nicht unserer Vorstellung von einem Teilchen, ist es
doch zu dem einen Zeitpunkt t überall gleich wahrscheinlich, es zu finden, denn es ist für die ebene
Welle ja W = |A|2 = const. Unserer Teilchenvorstellung käme also ein Wellenpaket viel näher, d.h.
eine Lösung der Schrödingergleichung, die auf einem relativ schmalen Gebiet eine große Amplitude
besitzt, entsprechend einer hohen Aufenthaltswahrscheinlichkeit in einer mehr oder weniger großen
Umgebung6 eines Punktes. Weiter weg von diesem Punkt soll das Wellenpaket eine vernachlässigbare
Amplitude besitzen.
Nun hat die Schrödingergleichung (1.2.5) die sehr angenehme Eigenschaft, daß sie linear ist, d.h. für
sie gilt das Superpositionsprinzip. Das bedeutet, daß zu zwei Lösungenψ1 undψ2 der Schrödingerglei-
chung auch jede Linearkombination der Gestalt c1ψ1+c2ψ2 eine Lösung derselben ergibt, wobei c1 und
c2 beliebige komplexe Konstanten sind. Das kann man mit beliebig vielen Lösungen so machen und

6Wir werden weiter unten bemerken, daß die Größe dieser Umgebung durch das prinzipiell stets endliche Auflösung
eines Teilchendetektors, also eines Meßgeräts für die Anwesenheit des Teilchens, bestimmt ist. Im Unterschied zur klassi-
schen Physik weist dies darauf hin, daß in der Quantenphysik stets der Meßprozeß mitberücksichtigt wird, auch wenn von
konkreten Meßgeräten gar nicht die Rede ist.
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sogar mit kontinuierlich vielen. Auf diese Weise werden wir sehr natürlich auf die Fourierdarstellung
der Wellenfunktion geführt, d.h. wir machen den Ansatz:

ψ(t , x) =
∫ d3~k

(2π)3/2
A(~k)exp[−iω(~k)t + i~k~x]. (1.2.7)

Dabei ist der Faktor 1/(2π)(3/2) nur aus Bequemlichkeitsgründen eingeführt. Damit dieser Ansatz die
Schrödingergleichung erfüllt, gehen wir davon aus, daß das Integral absolut konvergiert und wir Inte-
gration und Differentiation vertauschen können. Unter diesen Bedingungen die Schrödingergleichung
auf (1.2.7) angewandt ergibt sofort wieder die schon oben benutzte Dispersionsrelation:

ω(~k) =
ħh~k2

2m
. (1.2.8)

Diese Dispersionsrelation in (1.2.7) eingesetzt gewährleistet allein schon die Erfüllung der Schrödin-
gergleichung, und zwar für beliebige Spektralfunktionen A! Das bedeutet wir können für A irgendeine
Funktion einsetzen, die absolut über ~k ∈R3 integrierbar ist.
Um unsere Forderung nach einem Wellenpaket zu erfüllen, setzen wir die einfachst mögliche Form
ein, nämlich eine Gaußverteilung. Wegen der allgemein großen Bedeutung von Gaußverteilungen in
der Physik wollen wir hier die Fouriertransformation (1.2.7) ausführlich vorrechnen.
Es sei also die Spektralverteilung gegeben zu

A(~k) =N exp






− (
~k −~k0)

2

4α






. (1.2.9)

Wir finden folglich für die Schrödingersche Wellenfunktion gemäß (1.2.7 und (1.2.8):

ψ(t ,~x) =N
∫ d3~k

(2π)3/2
exp






− (
~k −~k0)

2

4α
− i
ħh~k2

2m
t + i~k~x






. (1.2.10)

Wir bemerken als erstes, daß sich in diesem Fall die Wellenfunktion in Form eines Produktes aus Wel-
lenfunktionen für jede der drei Raumrichtungen schreiben läßt, d.h. es ist
ψ(t ,~x) =ψ1(t , x1)ψ2(t , x2)ψ3(t , x3)mit

ψ1(t , x1) =N ′
∫ dk1

(2π)1/2
exp



− (k1− k01)
2

4α
− i
ħhk2

1

2m
t + ik1x1



 . (1.2.11)

Zur Ausführung dieses Integrals berechnen wir zunächst

I =
∫ dk1

(2π)1/2
exp(−Ak2

1 + 2ABk1+C ) (1.2.12)

Zunächst führen wir im Argument der Exponentialfunktion eine quadratische Ergänzung und eine
Substitution k ′1 = k1−B aus. Dann folgt

I = exp(C +AB2)
∫ dk ′1
(2π)1/2

exp(−Ak ′1
2). (1.2.13)
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Verbleibt das letzte Integral zu berechnen. Dazu bemerken wir, daß dieses Integral für A mit positivem
Realteil existiert. Für reelle A ist das Integral positiv, und wir können schreiben

I =exp(C +AB2)

È

∫

dk1

∫

dk2 exp[−A(k2
1 + k2

2 )]

= exp(C +AB2)

s

∫ ∞

0
KdK

∫ 2π

0
exp(−AK2) =

r

π

A
exp(C +AB2).

(1.2.14)

Damit haben wir das Integral vollständig berechnet. Es sind nur noch die Werte für die Parameter A,
B und C einzusetzen. Die Ausdrücke werden etwas länger, so daß wir hier nur das Ergebnis für die
Wahrscheinlichkeitsverteilung angeben wollen:

w1(t , x1) =
|N ′|2p4αm

p

m2+ 4α2ħh2 t 2
exp

(

− 2αm2

m2+ 4α2ħh2 t 2





�

x1−
k01ħh

m
t
�2



)

. (1.2.15)

Die Normierungskonstante N ′ ist so zu bestimmen, daß
∫

dx1w1(t , x1) = 1 (1.2.16)

wird, entsprechend der Forderung, daß das Teilchen mit Wahrscheinlichkeit 1 an einem Ort mit der
1-Komponente x1 ∈R gefunden wird. Unter Verwendung des Integrals (1.2.14) ergibt sich

|N ′|= 4

r

m

2π
(1.2.17)

Wir bemerken, daß die Normierungskonstante zeitunabhängig ist. Weiter ist klar, daß bisher keinerlei
Hinweise aus irgendeiner Forderung aufgetreten sind, wie der Phasenfaktor (also eine komplexe Zahl
vom Betrag 1) von N bzw. N ′ bestimmt werden soll.
Bevor wir in der allgemeinen Entwicklung der Quantentheorie fortfahren, die diese Beobachtungen
klären wird, wollen wir kurz die Implikationen betrachten, die unser spezielles Resultat ergeben hat.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung w(t ,~x), die sich durch Multiplikation von drei Faktoren der Form
w1 ausdrückt, ist wieder ein Gaußsches Wellenpaket. Das verwundert weiter nicht, denn Gaußsche
Glockenkurven sind invariant unter Fouriertransformationen. Physikalisch interessant sind aber die
Parameter dieses Gaußschen Pakets.
Wir erinnern kurz an die Bedeutung dieser Parameter. Die allgemeine Form einer Gaußverteilung ist

wG(x) =
1

p

2πσ
exp



− (x − x0)
2

2σ



 . (1.2.18)

Der Erwartungswert für x ist

〈x〉=
∫

dx xwG(x) = x0. (1.2.19)

Das rechnet man übrigens am geschicktesten durch Ableiten des Normierungsintegrals nach x0 aus.
Das ergibt natürlich wegen des von x0 unabhängigen Wertes 0. Die Ableitung ist aber 〈x − x0〉/σ = 0.
Genauso findet man die Varianz, also die mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert.
Der Trick mit der Ableitung ergibt

*

σ − (x − x0)
2

σ2

+

= 0→∆x2 =
¬

(x − x0)
2
¶

= σ . (1.2.20)
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Wenden wir das auf (1.2.15) an, ergibt sich




~x
�

=
ħh~k0

m
t , (1.2.21)

d.h. der Erwartungswert des Ortes des Teilchens ergibt die freie Bewegung eines Newtonschen Masse-
punktes mit dem Impuls ħh~k0. Die Ortsunschärfe wächst allerdings mit der Zeit, gemäß

∆x2 =
m2+ 4α2ħh2 t 2

4αm2
. (1.2.22)

Zur Zeit t = 0 beträgt die Ortsunschärfe

∆x2|t=0 =
1

4α
. (1.2.23)

Für unsere Anfangsverteilung für den Impuls war sie hingegen:

∆p2 = ħh2∆k2 = α. (1.2.24)

Es gilt also

∆x∆p =
ħh
2

. (1.2.25)

Wir werden im nächsten Abschnitt zeigen, daß dies die unterste überhaupt mögliche Grenze für den
Ausdruck ∆x∆p ist (Heisenbergsche Unschärferelation), und daß dies genau für die Gaußverteilung,
die wir als Anfangsbedingung für die Schrödingergleichung angegeben hatten, zutrifft. In gewissem
Sinne ist unser Gaußsches Wellenpaket das Beispiel, das größtmögliche Annäherung an ein klassisches
Teilchen bietet, die im Rahmen der Quantentheorie möglich ist. Da der Impuls für das freie Teilchen
eine Erhaltungsgröße ist, ändert sich auch dessen Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht mit der Zeit, und
die anfängliche Impulsunschärfe bleibt erhalten. Entsprechend dieser Impulsunschärfe wird jedoch die
Ortsunschärfe mit der Zeit immer größer, d.h. die anfängliche „Minimalität” der Orts-Impulsunschärfe
relation geht mit der Zeit verloren, und zwar desto schneller, je größer die Impulsunschärfe anfänglich
war.
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Kapitel 2

Die endgültige Formulierung der Quantentheorie

2.1 Basisunabhängige Formulierung der Quantentheorie

Wir wollen in diesem Abschnitt unsere eben gewonnenen Erfahrungen mit der einfachen Wellenlö-
sung der Schrödingergleichung nutzen, um die Physik der Schrödingergleichung zu präzisieren und
auf Teilchen in äußeren Potentialfeldern zu erweitern.
Zunächst bemerken wir, daß die oben mehr heuristisch gefundene Methode zur Gewinnung von Lö-
sungen der freien Schrödingergleichung eine sehr einfache mathematische Erklärung besitzt. Betrach-
ten wir einmal für einen Moment die Lösung dieser Gleichung als rein mathematische Aufgabe, d.h.
wir fragen uns, welche Eigenschaften die Lösungen dieser Gleichung bestimmen. Die Schrödingerglei-
chung besitzt die Gestalt:

iħh∂tψ(t ,~x) =− ħh
2∆x

2m
ψ(t ,~x). (2.1.1)

Aufgrund der Linearität dieser Gleichung bietet sich ein Ansatz in Form einer Fouriertransformierten
an:

ψ(t ,~x) =
∫

R4

dω d3~k

(2π)2
ψ̃(ω,~k)exp(−iωt + i~k~x). (2.1.2)

Diesen Ansatz in die Gleichung eingesetzt ergibt eine rein algebraische Gleichung





ω− ħh

~k2

2m






ψ̃(ω,~k) = 0. (2.1.3)

Damit muß aber ψ̃ zu einer Diracschen δ-Distribution proportional sein, die das Verschwinden der
Klammer auf der rechten Seite sicherstellt:

ψ̃(ω,~k) =
p

2πA(~k)δ






ω− ħh

~k2

2m






, (2.1.4)

wobei A eine beliebige Funktion des Wellenvektors ~k sein darf1. Wir werden durch Resubstitution
dieser allgemeinen Lösung in (2.1.2) wieder auf unser schon heuristisch gefundenes Resultat (1.2.7)

1der Faktor
p

2π dient wieder nur dazu, unsere Konvention einzuhalten, auf deren Wahl wir sogleich noch zurückkom-
men werden.
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geführt:

ψ(t ,~x) =
∫

R3

d3~k

(2π)3/2
A(~k)exp






−i
ħh~k2

2m
t + i~k~x






(2.1.5)

geführt. Wir erkennen, daß die allgemeine Lösung der Schrödingergleichung eine willkürliche Funk-
tion A(~k) enthält. Diese Funktion hatten wir oben als Gaußpaket gewählt, um ein Beispiel vor Augen
zu haben. Hier wollen wir nun die physikalische Bedeutung dieser Funktion näher untersuchen.
Die Schrödingergleichung beschreibt offenbar, ganz unabhängig von der Interpretation der Wellen-
funktion selber, einen dynamischen Prozeß in Raum und Zeit. Die Lösungen haben nämlich gemäß
(2.1.5) Wellencharakter, beschreiben also einen Bewegungsvorgang. Hier haben wir es mit freien Wel-
len zu tun, also solchen, die keine Quelle besitzen. Wie wir aus der Elektrodynamik oder der Vor-
stellung von Wasserwellen her wissen, besitzen solche Gleichungen stets die Freiheit der Wahl der
Anfangsbedingungen. Die spezifische Situation der Wellenerscheinung wird durch diese Anfangsbe-
dingungen determiniert, und diese Anfangsbedingungen sind durch die Erregung der Wellen zu einem
früheren Zeitpunkt bestimmt. Damit beschreibt die Schrödingergleichung einen kausalen Vorgang:
Aus der „Wellenerregung“ am Anfang der Ausbreitung derselben läßt sich der gesamte Vorgang nach
Beendigung der Erregung vollständig aus der Bewegungsgleichung (hier also der Schrödingergleichung)
berechnen.
Kehren wir wieder zur mathematischen Analyse der Schrödingergleichung zurück. Die Freiheit der
Wahl der Anfangsbedingung ist bei unserem Zugang zur Beschreibung der Lösung durch eine Fou-
riertransformation (2.1.5) in der Willkür der Wahl der Wellenzahlverteilungsfunktion A(~k) versteckt.
Diesem Mangel können wir aber sofort abhelfen, denn für t = 0 gilt gemäß (2.1.5)2:

ψ(0,~x) =
∫

R3

d3~k

(2π)3/2
A(~k)exp(i~k~x)⇔

A(~k) =
∫

R3

d3~y

(2π)3/2
ψ(0,~y)exp(−i~k~y).

(2.1.6)

Nun können wir aber auch ohne Umweg über den Wellenzahlbereich der Fouriertransformation die
Zeitentwicklung angeben, indem wir dieses Resultat in (2.1.5) einsetzen:

ψ(t ,~x) =
∫

R3

d3~k

(2π)3/2

∫

R3

d3~y

(2π)3/2
ψ(0,~y)exp






−i
ħh~k2

2m
t + i~k(~x −~y)






. (2.1.7)

Könnten wir nun die Integration nach ~k mit der nach ~y vertauschen, könnten wir schreiben

ψ(t ,~x) =
∫

R3
d3~y U (t ,~x,~y)ψ(0,~y). (2.1.8)

Das bedeutet, daß ψ(t ,~x) sich durch eine lineare Abbildung aus der willkürlich vorzugebenden An-
fangsbedingung ψ(0,~y) berechnen läßt. Nun zeigt aber der Grenzfall t → 0 schon, daß U keine ge-
wöhnliche Funktion sein kann. Denn dann muß sich ja auf der rechten Seiteψ(0,~x) ergeben, und zwar

2Wir wählen t = 0 willkürlich als besonders bequemen „Anfangszeitpunkt“.
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für alle Funktionenψ(0,~x), die nach ~x quadratintegrierbar sind (und die folglich auf 1 gemäß der Born-
schen Wahrscheinlichkeitsinterpretation normiert werden können), denn mehr brauchen wir physika-
lisch von dem Anfangszustand ψ(0,~x) nicht zu fordern. Das bedeutet aber, daß in diesem Grenzfall

w-lim
t→0+

U (t ,~x,~y) = δ (3)(~x −~y) (2.1.9)

gilt, wobei δ die Diracsche δ-Distribution ist. Wir haben der Genauigkeit halber auf der linken Seite
den schwachen Limes (weak limit) geschrieben um zu kennzeichnen, daß die Limesbildung im Sinne
der Distributionentheorie zu verstehen ist, d.h. erst nach Integration von U (t ,~x,~y)φ(~y) mit φ aus
einem geeigneten Testfunktionenraum über ~y kann ein gewöhnlicher Limes gebildet werden.
Es ist somit zu erwarten, daß auch für t > 0 der Propagator U (t ,~x,~y) eine Distribution sein wird.
Wir können nun aber durch Regularisierung dieser Distribution ihre konkrete Gestalt ausrechnen.
Dazu nutzen wir die Tatsache, daß die hier auftretenden Distributionen als Grenzwerte komplexer
Funktionen dargestellt werden können. Betrachten wir nämlich den durch naives Vertauschen der
beiden Integrationen in (2.1.8) Ausdruck, erkennen wir, daß wir durch die Ersetzung t → t − iε mit
ε > 0, wieder auf ein wohldefiniertes Gaußintegral zurückgeführt werden:

U (t ,~x,~y) =w-lim
ε→+0

∫

R3

d3~k

(2π)3
exp






− ħh

~k2

2m
(ε+ it )+ i~k(~x −~y)






. (2.1.10)

Wir wenden wieder unsere Formel (1.2.14) an, und finden sofort

U (t ,~x,~y) =
� m

2πiħh t

�3/2
exp





im(~x −~y)2
2ħh t



 , (2.1.11)

wobei die Problematik, auf welchem Riemannblatt die Wurzel für ε→ 0 zu nehmen ist, hier irrelevant
ist, weil sich die verschiedenen Möglichkeiten nur um einen von t , ~x und ~y unabhängigen Faktor
vom Betrag 1 unterscheiden, und ein solcher „Phasenfaktor“ ist, wie wir im vorigen Abschnitt schon
gesehen haben, unerheblich für den physikalischen Gehalt der Wellenfunktion.
Jetzt können wir aber die allgemeine mathematische Struktur, die hinter der Schrödingergleichung
steckt, klar erkennen: Da die Gleichung linear ist, bilden alle Lösungen zusammen einen komplexen
linearen Raum (Vektorraum mitC als Skalarkörper). Damit die Bornsche Interpretation der Wellen-
funktion als Wahrscheinlichkeitsamplitude sinnvoll ist, muß eine physikalisch sinnvolle Wellenfunkti-
on weiter quadratintegrierbar sein, d.h. eine physikalische Wellenfunktionψ(t ,~x)muß nicht nur der
Schrödingergleichung genügen, sondern es muß auch das Normierungsintegral

∫

R3 d3~x ψ∗(t ,~x)ψ(t , x)
existieren. Diese Funktionen3 bilden einen Funktionenraum, den man als Hilbertschen Funktio-
nenraum L2 bezeichnet. Die Norm einer in diesem Raum gelegenen Funktion ist gerade durch das
Normierungsintegral gegeben.
Allerdings besitzt dieser Raum noch eine viel weitergehende Struktur. Seien dazu ψ und φ beides
L2-Funktionen. Dann existiert das Integral

〈ψ |φ〉=
∫

R3
d3~x ψ∗(~x)φ(~x), (2.1.12)

und die Klammer 〈ψ |φ〉 besitzt alle Eigenschaften einer positiv definiten Sesquilinearform, die den
Funktionenraum zu einem Hilbertraum macht, also einem Vektorraum mit Skalarprodukt.

3Wir gehen nicht auf die Subtilität ein, daß wir eigentlich Klassen von Funktionen, die sich voneinander nur auf Lebes-
gueschen Nullmengen unterscheiden, betrachten müßten
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Wir erwähnen hier ohne Beweis, daß dieser Raum auch vollständig ist, d.h. jede Funktionenfolge,
die bzgl. der durch das Skalarprodukt induzierten Norm eine Cauchyfolge ist, besitzt einen in L2

gelegenen Grenzwert.
An diesem Resultat erkennen wir, daß die Aufgabe, die Dynamik eines Teilchens zu beschreiben, durch
einen linearen Operator, der auf dem Raum der quadratintegrierbaren Ortsfunktionen wirkt, gegeben
ist, den wir in Form des Integrals (2.1.8) geschrieben haben.
In den folgenden Abschnitten fassen wir die nunmehr grob skizzierte mathematische Struktur der
Quantentheorie etwas ausführlicher zusammen. Wir stellen dazu der Einfachheit halber diese Struktur
in Form von Grundpostulaten an die Spitze unserer Betrachtungen.

2.2 Die Grundpostulate der Quantentheorie

Wir stellen zunächst die Struktur der Quantentheorie in einigen Grundpostulaten zusammen und
erläutern sie in den folgenden Abschnitten genauer:

1. Der Zustand eines quantenmechanischen Systems wird durch einen normierten Vektor |ψ〉 eines
HilbertraumsH repräsentiert.

2. Jede physikalische Observable O wird durch einen (auf einem dichten Teilraum vonH definier-
ten) selbstadjungierten Operator O repräsentiert.

Die möglichen Meßwerte der Observablen sind durch die (verallgemeinerten) Eigenwerte des
ihr zugeordneten Operators gegeben.

3. Die (verallgemeinerten) Eigenvektoren |o,α〉 des Operators O zum (verallgemeinerten) Eigen-
wert o können normiert und zueinander orthogonal bzw. auf die δ-Distribution normiert ge-
wählt werden, d.h. so, daß




o′,α′
�

� o,α
�

= δo′− oδ(α′−α). (2.2.1)

Dabei bezeichnet α einen oder mehrere Parameter, die im Falle einer Entartung des Eigen-
raums die Eigenvektoren durchnumerieren. Diese Parameter können sowohl kontinuierliche als
auch diskrete Werte durchlaufen, und die δ-Symbole in Gl. (2.2.1) bezeichnen entsprechend δ-
Distributionen oder Kronecker-δ’s. Ist das System bei einer Messung der Observablen O im
normierten Zustand |ψ〉 präpariert, so ist die Wahrscheinlichkeit, bei der Messung der Observa-
blen O den Eigenwert o des ihr zugeordneten Operators O zu finden, ist durch die Bornsche
Formel

wψ(o) =
∫

∑

dα| 〈o,α |ψ〉 |2 (2.2.2)

gegeben, wobei das kombinierte Summations-Integrations-Symbol den kontinuierlichen und die
Summe über den diskreten Teil des Parameters α bedeutet.

4. Die Dynamik des Systems wird eindeutig durch die Zuordnung eines selbstadjungierten nach
unten beschränkten Operators H, des Hamiltonoperators des Systems, bestimmt.

Ist O der die Observable O repräsentierende selbstadjungierte Operator, so repräsentiert die
kovariante Zeitableitung

�O =
1

iħh
[O,H]+ ∂ expl

t O (2.2.3)

die zeitliche Ableitung Ȯ der Observablen O.
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2.3 Der Hilbertraum

Erinnern wir uns zur Erläuterung dieser Grundpostulate zunächst an den Begriff des Hilbertraums.
Dieser ist zunächst einmal ein Vektorraum über dem Körper der komplexen Zahlen, d.h. für irgend-
welche Elemente |ψ1〉 , |ψ2〉 , |ψ3〉 ∈ H und Zahlen λ1,λ2 ∈ C gibt es die Verknüpfung der Addition
von Vektoren |ψ〉+ |φ〉 und der Multiplikation eines Vektors mit einer komplexen Zahl λ1 |ψ〉, die
folgende Eigenschaften besitzen:

|ψ1〉+ |ψ2〉= |ψ2〉+ |ψ1〉 (2.3.1)
(|ψ1〉+ |ψ2〉)+ |ψ3〉= |ψ1〉+(|ψ2〉+ |ψ3〉) (2.3.2)
∃0 ∈H : |ψ1〉+ 0= |ψ1〉 , (2.3.3)
λ1(|ψ1〉+ |ψ2〉) = λ1 |ψ1〉+λ1 |ψ2〉 , (2.3.4)
(λ1+λ2) |ψ1〉= λ1 |ψ1〉+λ2 |ψ1〉 , (2.3.5)

0
︸︷︷︸

∈C
|ψ1〉= 0

︸︷︷︸

∈H
, 1 |ψ〉= |ψ〉 . (2.3.6)

Daraus ergibt sich unter anderem auch, daß es zu jedem Vektor |ψ〉 einen Vektor |−ψ〉 := (−1) |ψ〉=:
−|ψ〉 gibt, so daß |ψ〉+ |−ψ〉= 0. Wegen (2.3.6) und (2.3.5) ist nämlich

0= (1− 1) |ψ〉= 1 |ψ〉+(−1) |ψ〉=: |ψ〉+ |−ψ〉 . (2.3.7)

Weiter ist auf dem Hilbertraum noch ein Skalarprodukt, das zwei Vektoren |ψ1〉 , |ψ2〉 ∈ H auf eine
komplexe Zahl 〈ψ1 |ψ2 〉 abbildet, definiert. Es besitzt die folgenden Eigenschaften:

〈ψ1 |λ1ψ2+λ2ψ3 〉= λ1 〈ψ1 |ψ2 〉+λ2 〈ψ1 |ψ3 〉 , (2.3.8)
〈ψ1 |ψ2 〉= 〈ψ2 |ψ1 〉∗ (2.3.9)
〈ψ |ψ〉 ≥ 0, (2.3.10)
〈ψ |ψ〉= 0 ⇔ |ψ〉= 0. (2.3.11)

Eine wichtige Folgerung aus (2.3.8) und (2.3.9) ist

〈λ1ψ1+λ2ψ2 |ψ3 〉= λ∗1 〈ψ1 |ψ3 〉+λ∗2 〈ψ2 |ψ3 〉 , (2.3.12)

d.h. das Skalarprodukt ist bzgl. des zweiten Arguments linear aber bzgl. des ersten Arguments an-
tilinear, d.h. die Zahlenfaktoren in der Linearkombination sind beim Herausziehen aus dem ersten
Argument komplex zu konjugieren. Der Beweis folgt einfach aus (2.3.9) und (2.3.8) sowie einfachen
Eigenschaften der komplexen Konjugation für komplexe Zahlen:

〈λ1ψ1+λ2ψ2 |ψ3 〉= (〈ψ3 |λ1ψ1+λ2ψ2 〉)∗ = (λ1 〈ψ3 |ψ1 〉+λ2 〈ψ3 |ψ2 〉)∗
= λ∗1 〈ψ3 |ψ1 〉∗+λ∗2 〈ψ3 |ψ2 〉∗ = λ∗1 〈ψ1 |ψ3 〉+λ∗2 〈ψ2 |ψ3 〉 .

(2.3.13)

Auf dem Hilbertraum wird mit dem Skalarprodukt zugleich auch eine Norm definiert:

‖ψ‖=
Æ

〈ψ |ψ〉 ≥ 0. (2.3.14)

Diese Definition erfüllt in der Tat die Eigenschaften einer Vektrraumnorm, d.h. es gilt

‖λψ‖= |λ| ‖ψ‖. (2.3.15)
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Der Beweis ist eine sehr einfache Übungsaufgabe.
Etwas schwieriger ist der Beweis der Dreiecksungleichung

‖ψ1+ψ2‖ ≤ ‖ψ1‖+ ‖ψ2‖. (2.3.16)

Dazu betrachten wir

‖ψ1+ψ2‖2 = 〈ψ1+ψ2 |ψ1+ψ2 〉= 〈ψ1 |ψ1 〉+ 〈ψ1 |ψ2 〉+ 〈ψ2 |ψ1 〉+ 〈ψ2 |ψ2 〉
= ‖ψ1‖2+ ‖ψ2‖2+ 〈ψ1 |ψ2 〉+ 〈ψ2 |ψ1 〉 .

(2.3.17)

Nun ist (2.3.16) offenbar gleichbedeutend mit

‖ψ1+ψ2‖2
?≤ ‖ψ1‖2+ ‖ψ2‖2+ 2‖ψ1‖ ‖ψ2‖. (2.3.18)

Wir müssen also nachweisen, daß

〈ψ1 |ψ2 〉+ 〈ψ2 |ψ1 〉= 2Re(〈ψ1 |ψ2 〉)
?≤ 2‖ψ1‖ ‖ψ2‖. (2.3.19)

Dazu beweisen wir die auch für sich genommen wichtige Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

| 〈ψ1 |ψ2 〉 | ≤ ‖ψ1‖ ‖ψ2‖. (2.3.20)

Wir können dabei annehmen, daß |ψ1〉 6= 0 und |ψ2〉 6= 0, denn andernfalls wären beide Seiten der
Ungleichung = 0, und somit die Behauptung erfüllt.
Zum Beweis von (2.3.20) setzen wir

|ψ〉= |ψ1〉−
〈ψ2 |ψ1 〉
‖ψ2‖2

|ψ2〉 . (2.3.21)

Dann folgt aus der positiven Definitheit des Skalarprodukts (2.3.10)

0≤ 〈ψ |ψ〉= ‖ψ1‖2+
| 〈ψ2 |ψ1 〉 |2
‖ψ2‖2

− 2
| 〈ψ2 |ψ1 〉 |2
‖ψ2‖2

= ‖ψ1‖2−
|〈ψ2 |ψ1 〉 |2
‖ψ2‖2

, (2.3.22)

und daraus folgt durch einige einfache Umformungen (2.3.20). Daraus ergibt sich aber sofort auch
(2.3.19), denn es gilt

〈ψ1 |ψ2 〉+ 〈ψ2 |ψ1 〉 ≤ | 〈ψ1 |ψ2 〉+ 〈ψ2 |ψ1 〉 | ≤ 2| 〈ψ1 |ψ2 〉 | ≤ 2‖ψ1‖‖ψ2‖. (2.3.23)

Damit ist die Dreiecksungleichung (2.3.18) bewiesen.
Physikalisch impliziert die Hilbertraumstruktur der Zustände das Superpositionsprinzip, dem ge-
mäß für zwei oder mehr Zustandsvektoren auch jede Linearkombination wieder einen möglichen Zu-
stand repräsentiert.
Wichtige Beispiele für konkrete Hilberträume, die in der Quantentheorie eine Rollen spielen, sind der
Hilbertsche Funktionenraum der quadratintegrablen Funktionen L2(R3) und der Hilbertsche
Folgenraum der quadratsummierbaren Folgen `2.
Der erste Fall L2(R3) entspricht der Formulierung der Quantentheorie als Schrödingersche Wellen-
mechanik. Dabei werden die quantenmechanischen Zustände durch Funktionen ψ : R3 → C reprä-
sentiert, für die das Integral

〈ψ |ψ〉= ‖ψ‖2 =
∫

R3
d3x |ψ(~x)|2 (2.3.24)
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existiert. Für zwei solcher Funktionen existiert dann auch das Skalarprodukt

〈ψ1 |ψ2 〉 :=
∫

R3
d3x ψ∗1(~x)ψ2(~x). (2.3.25)

Es ist eine einfache Übungsaufgabe nachzuweisen, daß die Axiome (2.3.1-2.3.6) und (2.3.8-2.3.11) gel-
ten. Hinsichtlich (2.3.11) müssen wir allerdings vereinbaren, daß wir Funktionen, für die (2.3.24)
verschwindet mit der Funktion ψ(~x) ≡ 0 identifizieren. Das bedeutet anders ausgedrückt, daß zwei
Funktionen bereits als gleich angesehen werden, wenn sie sich nur in abzählbar vielen Stellen des R3

voneinander unterscheiden.
Entsprechend besteht der Folgenraum `2 aus allen Folgen ψ= (ψn)n∈N, für die

〈ψ |ψ〉= ‖ψ‖2 =
∞
∑

n=1
|an |2 (2.3.26)

existiert, und das Skalarprodukt wird durch

〈ψ1 |ψ2 〉=
∞
∑

n=1
ψ∗1nψ2n (2.3.27)

definiert. Die Darstellung der quantenmechanischen Zustandsvektoren als solche Folgen führt zur
Formulierung der Quantentheorie als Heisenbergsche Matrizenmechanik.
Der Zusammenhang zwischen diesen verschiedenen Darstellungen der Quantentheorie ist durch den
Diracschen darstellungsfreien Formalismus im abstrakten HilbertraumH , wie wir ihn hier zusam-
menfassen, gegeben. Wir kommen darauf weiter unten noch zurück.
Betrachten wir also wieder den abstrakten Hilbertraum H . Die wichtigste Begriffsbildung, die wir
aus dem gegebenen Axiomensystem aufbauen können, ist der der Konvergenz und der damit zu-
sammenhängenden vollständigen Orthonormalsysteme. Eine Folge von Vektoren (|ψn〉)n∈N heißt
konvergent gegen einen Vektor |ψ〉 im Sinne der Hilbertraum-Norm (2.3.14), wenn

lim
n→∞‖ψn −ψ‖= 0 (2.3.28)

gilt.
Im folgenden wird weiterhin postuliert, daß der Hilbertraum vollständig ist, d.h. jede Cauchy-Folge
zu einem Vektor im Hilbertraum konvergiert. Dabei heißt (|ψn〉)n∈N definitionsgemäß Cauchy-Folge
genau dann, wenn zu jedem ε > 0 eine natürliche Zahl N ∈ N existiert, so daß für alle m, n ∈ N mit
m, n >N

‖ψm −ψn‖< ε (2.3.29)

gilt. Wir bemerken ohne Beweis, daß sowohl der Hilbertsche Funktionenraum L2 als auch der Hilbert-
sche Folgenraum `2 vollständig ist (zu solchen eher mathematischen Fragestellungen sei auf [FK07,
FK08, FK06] verwiesen).
Eine Folge von Vektoren (|un〉)n∈N heißt Orthonormalsystem, wenn für alle m, n ∈N

〈um | un 〉= δmn :=

(

1 falls m = n,
0 falls m 6= n

(2.3.30)

ist. Falls die Reihe

|ψ〉=
∞
∑

n=1
ψn |un〉 (2.3.31)
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konvergiert, gilt offenbar

〈um |ψ〉=
∞
∑

n=1
ψn 〈um | un 〉=

∞
∑

n=1
ψnδmn =ψm . (2.3.32)

Ist umgekehrt ein beliebiger Vektor |ψ〉 gegeben und definieren wir

ψn = 〈un |ψ〉 , (2.3.33)

so ist die Reihe (2.3.31) konvergent, denn für jede Partialsumme gilt

0≤















ψ−
N
∑

n=1
ψn |un〉
















2

= ‖ψ‖2+















∑

n
ψn |un〉
















2

−
*
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�
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�
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N
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+
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�

�
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+

(2.3.34)

Nun ist aber















∑

n
ψn |un〉
















2

=
N
∑

n,m=1
ψ∗mψn 〈um | un 〉

︸ ︷︷ ︸

=δmn

=
n
∑

n=1
|ψn |2 (2.3.35)

und
*

ψ

�

�

�

�

�

N
∑

n=1
ψn un

+

=
N
∑
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ψn 〈ψ | un 〉=

N
∑
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*

ψ

�

�

�

�

�
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+∗
=
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�
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�

ψ

+

. (2.3.36)

Dies in (2.3.35) eingesetzt liefert die Besselsche Ungleichung















N
∑

n=1
ψn |un〉
















2

=
N
∑

n=1
|ψn |2 ≤ ‖ψ‖2. (2.3.37)

Die Teilsummenfolge der aus den positiven Gliedern |ψn |2 gebildeten Reihe ist also beschränkt und
diese folglich konvergent. Nennen wir den entsprechenden Grenzwert

∞
∑

n=1
|ψn |2 = L2. (2.3.38)

Daraus folgt, daß die Teilsummenfolge

|Sk〉=
k
∑

n=1
ψn |un〉 (2.3.39)

eine Cauchyfolge ist, denn zu ε > 0 können wir ein N > 0 angeben, so daß für alle n >N
�

�

�

�

�

L2−
n
∑

k=1

|ψk |2
�

�

�

�

�

<
ε2

2
(2.3.40)

ist. Dann gilt aber für die Teilsummenfolge (2.3.39) für alle m > n >N :

‖Sm − Sn‖2 =


















m
∑

k=n+1

ψk |uk〉


















2

=
m
∑

k=n+1

|ψk |2 ≤
�

�

�

�

�

L2−
n
∑

k=1

|ψk |2
�

�

�

�

�

+

�

�

�

�

�

L2−
m
∑

k=1

|ψk |2
�

�

�

�

�

(2.3.40)≤ ε2, (2.3.41)
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d.h. für alle m > n >N gilt
‖Sm − Sn‖< ε. (2.3.42)

Da wir oben ε > 0 beliebig wählen konnten, ist also (2.3.39) eine Cauchyfolge und folglich (wegen der
Vollständigkeit des Hilbertraums) die Reihe (2.3.31) mit den Koeffizienten (2.3.33) gegen einen Vektor
�

�ψ′
�

konvergent:
�

�ψ′
�

=
∞
∑

n=1
ψn |un〉=

∞
∑

n=1

|un〉 〈un |ψ〉 . (2.3.43)

Ein Orthonormalsystem heißt vollständig, wenn für jeden Vektor |ψ〉 die Reihe gegen diesen Vek-
tor konvergiert, wenn also in (2.3.43)

�

�ψ′
�

= |ψ〉 ist. Dies können wir symbolisch auch dadurch aus-
drücken, daß wir ∞

∑

n=1

|un〉 〈un |= 1 (2.3.44)

schreiben. Dabei ist 1 der Einheitsoperator im HilbertraumH , d.h. für jeden Vektor |ψ〉 ∈H gilt

1 |ψ〉= |ψ〉 . (2.3.45)

Weiter definieren wir das dyadische Produkt zweier Vektoren |ψ1〉 und |ψ2〉 als den Operator, der
einen beliebigen Vektor |ψ3〉 in den Vektor

(|ψ1〉 〈ψ2|) |ψ3〉= |ψ1〉 〈ψ2 |ψ3 〉 (2.3.46)

abbildet. Eine Summe oder unendliche Reihe dyadischer Produkte wirkt entsprechend auf Vektoren
gemäß

�

∑

n
|ψ1〉 〈φn |

�

|ψ2〉=
∑

n
|ψ1〉 〈φn |ψ2 〉 . (2.3.47)

Damit ist die Gültigkeit von (2.3.44) in der Tat gleichbedeutend mit

|ψ〉=
∞
∑

n=1

|un〉 〈un |ψ〉 (2.3.48)

also mit der Vollständigkeit des Orthonormalsystems (|u〉n)n∈N.
Es ist sehr leicht, ein Beispiel für ein vollständiges Orthonormalsystem (VONS) im Folgenraum `2

anzugeben. Offenbar ist ein solches nämlich durch

un = (0,0, . . . , 1
︸︷︷︸

n-ter Eintrag

, 0, . . .) (2.3.49)

gegeben. Es gilt jedenfalls
〈un | um 〉= δnm , (2.3.50)

und ist dann
ψ= (ψ1,ψ2, . . . , ) ∈ `2, (2.3.51)

so ist offenbar in der Tat
ψn = 〈un |ψ〉 (2.3.52)

und weiter ∞
∑

n=1
ψn un = (ψ1,ψ2, . . .) =ψ. (2.3.53)

25



Kapitel 2 · Die endgültige Formulierung der Quantentheorie

Also ist (2.3.49) tatsächlich ein VONS.
Auf dem Funktionenraum L2 ist ein VONS z.B. durch die Energieeigenfunktionen des Harmoni-
schen Oszillators gegeben. Wir können auf den Beweis hier nicht eingehen und verweisen diesbezüg-
lich auf die oben zitierte mathematische Literatur.
Wir bemerken noch, daß ein Hilbertraum, in dem es wenigstens ein VONS aus abzählbar vielen
Vektoren gibt, genauer als separabler Hilbertraum bezeichnet wird. Da die Hilberträume `2 und L2

separabel sind und die Quantentheorie eines Teilchens in diesen Hilberträumen formulierbar ist, ist
also der quantenmechanische Hilbertraum in diesem Falle separabel. Für die praktische Anwendung
der Quantentheorie spielt dies allerdings eher eine untergeordnete Rolle.

2.4 Lineare Operatoren im Hilbertraum

Mit diesen Betrachtungen haben wir das 1. Postulat für unsere Zwecke hinreichend erläutert. Wenden
wir uns also dem 2. Postulat zu. Dazu rekapitulieren wir zunächst einmal den Begriff des linearen
Operators. Es sei D ⊆ H ein Untervektorraum von H . Ein Operator O : D → H heißt linear,
wenn für alle Vektoren |ψ1〉 , |ψ2〉 ∈ D und alle Zahlen λ1,λ2 ∈ C (für die voraussetzungsgemäß auch
der Vektor λ1 |ψ1〉+λ2 |ψ2〉 ∈ D ist)

O(λ1 |ψ1〉+λ2 |ψ2〉) = λ1O |ψ1〉+λ2O |ψ2〉 (2.4.1)

gilt.
Existiert zu dem linearen Operator O ein linearer Operator O† :D →H , so daß für alle |ψ1〉 , |ψ2〉 ∈
D

〈ψ1 |Oψ2 〉=
D

O†ψ1

�

�

�ψ2

E

(2.4.2)

gilt, so heißt O† der zu O adjungierte Operator. Gilt für einen Operator O† = O, so heißt er
hermitesch. Ist für jeden Vektor |ψ〉 ∈ D auch O |ψ〉 ∈ D und ist D dicht im Hilbertraum H , so
heißt O selbstadjungiert. Ein Untervektorraum D heißt dabei dicht im Hilbertraum, wenn es zu
jedem |ψ〉 ∈H eine Folge (|ψn〉)n∈N mit |ψn〉 ∈ D gibt, so daß

lim
n→∞ |ψn〉= |ψ〉 . (2.4.3)

Postulat 2 besagt nun, daß die Observablen im quantenmechanischen Formalismus durch selbstadjun-
gierte Operatoren im Hilbertraum repräsentiert werden.
Beispiele für selbstadjungierte Operatoren im Funktionenraum sind die Operatoren für die Orts- und
Impulskomponenten xk und pk (k ∈ {1,2,3}), die durch

xkψ(~x) = xkψ(~x), pkψ(~x) =
ħh
i

∂

∂ xk
ψ(~x) (2.4.4)

gegeben sind. Es ist offensichtlich, daß diese Operatoren nicht auf dem ganzen Hilbertraum definiert
sein können. Betrachten wir zum Beispiel die Funktion

ψ(~x) =
sin(~k ·~x)
~k ·~x

∈ L2, (2.4.5)

so ist xkψ(~x) /∈ L2. Entsprechendes gilt für den Impulsoperator. Ohne dies hier formal beweisen zu
wollen, können wir als dichten Teilraum D für den Definitionsbereich für die Orts- und Impulsopera-
toren den sog. Schwartzschen Raum der schnell fallenden Funktionen wählen. Dies ist der Raum
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der beliebig oft stetig partiell differenzierbaren Funktionen, deren Beträge im Unendlichen schneller
abfallen als jedes Polynom P (~x), d.h. für jedes ψ ∈ D strebt für jedes Polynom P (~x)ψ(~x)→ 0, wenn
~x in irgendeiner Richtung→∞ gesetzt wird. Es ist eine einfache Übungsaufgabe, zu zeigen, daß die so
definierten Operatoren selbstadjungiert sind.
Ist nun O ein linearer Operator, so heißt |uo〉 Eigenvektor von O zum Eigenwert o, wenn

O |uo〉= o |uo〉 (2.4.6)

ist.
In der Quantentheorie müssen wir aber diesen Begriff des Eigenvektors verallgemeinern. Wir gehen
hier auf die mathematisch strenge Begründung dieser Verallgemeinerung nicht ein, sondern verweisen
diesbezüglich auf die mathematische Spezialliteratur (z.B. [FK08]) oder für eine modernere Formu-
lierung mittels sogenannten „rigged Hilbert spaces“ [Bal98, GP90]. Hier begnügen wir uns mit der
übliche weniger strikten Handhabung, wie sie in der Physik üblich ist.
Machen wir uns daher die Problematik an einem typischen Beispiel klar und betrachten den Impuls-
operator (2.4.4) im L2. Der Einfachheit halber betrachten wir ein Teilchen, das sich nur eindimensional
entlang der x-Achse bewegt. Der Hilbertraum ist dann einfach L2(R), der Raum der quadratintegra-
blen Funktionen ψ : R→ C. Wir suchen also Eigenwerte und Eigenfunktionen für den Differential-
operator p= ħhi

d
dx , d.h. wir suchen Lösungen der Differentialgleichung

pup (x) =
ħh
i

d

dx
up (x) = p up (x). (2.4.7)

Offensichtlich gibt es zunächst für p ∈C eine Lösung, nämlich

up (x) =Np exp

�

i p x

ħh

�

. (2.4.8)

Dabei ist Np = const. Offensichtlich ist für kein p die Funktion up ∈D. Sie liegt noch nicht einmal in
L2! Für p ∈R ist allerdings die Funktion wenigstens beschränkt, während sie für Im p 6= 0 für x→∞
unbeschränkt ist. Wie wir gleich noch sehen werden, ist es für die Quantenmechanik allerdings nicht
so wichtig, daß wir es mit echten Eigenvektoren zu tun haben. Vielmehr ist die Entwicklung beliebi-
ger Zustandsvektoren nach Eigenvektoren, die im Falle selbstadjungierter Operatoren orthornormiert
gewählt werden können, wichtig. Existieren wie hier keine echten Eigenvektoren, so existieren doch
welche im Sinne verallgemeinerter Funktionen oder Distributionen. In der Tat gilt im gegebenen Fall
der verallgemeinerten Impulseigenfunktionen für p, p ′ ∈R

D

up ′
�

�

� up

E

=N ∗
p ′Np

∫

R
dx exp

�

i(p − p ′)x
ħh

�

=
�

�

�Np

�

�

�

2
2πδ

�

p − p ′

ħh

�

= 2πħh
�

�

�Np

�

�

�

2
δ(p − p ′).

(2.4.9)

Hierbei ist δ die Diracsche δ-Distribution4. Üblicherweise wählt man in der nichtrelativistischen
Quantentheorie die Normierungskonstante in (2.4.8) so, daß

D

up ′
�

�

� up

E

= δ(p − p ′) ⇒
�

�

�Np

�

�

�=

È

1

2πħh
(2.4.10)

4Näheres zur Fouriertransformation und zur δ-Distribution finden Sie in [CH10].
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gilt. Wie wir weiter unten noch genauer ausführen werden, ist die nun immer noch unbestimmte
Phase der Wellenfunktion irrelevant. Wir können also Np = 1/

p
2πħh wählen. Damit sind unsere

verallgemeinerten Impulseigenfunktionen durch die ebenen Wellen

up (x) =
1p

2πħh
exp

�

i p x

ħh

�

(2.4.11)

gegeben.
Untersuchen wir nun, in welchem Sinne dieses verallgemeinerte Orthonormalsystem vollständig ist.
Zunächst müssen wir für eine Funtion ψ ∈ L2 gemäß (2.3.48) das verallgemeinerte Skalarprodukt

ψ̃(p) =
D

up

�

�

�ψ
E

=
∫

R

dxp
2πħh

exp

�

− i p x

ħh

�

ψ(x) (2.4.12)

bilden. Weiter haben wir die Funktion

ψ′(x) =
∫

R
d p ψ̃(p)up (x) =

∫

R

d pp
2πħh

ψ̃(p)exp

�

+
i p x

ħh

�

(2.4.13)

zu betrachten. Wegen der Fourierschen Umkehrformel gilt in der Tat

ψ′(x) =ψ(x), (2.4.14)

so daß also unser verallgemeinertes orthonormales System up von Impulseigenfunktionen in der Tat
vollständig ist. Man spricht auch vom Übergang von der Ortsdarstellung ψ(x) des quantenmechani-
schen Zustandes zur Impulsdarstellung ψ̃(p).
Genauso können wir natürlich auch nach den Eigenfunktionen des Ortsoperators fragen. Es sei also
ux (x

′) Eigenvektor zum Ortsoperator, d.h. es soll gelten

xux (x
′) = x ′ux (x

′) != x ux (x
′) ⇒ (x − x ′)ux (x

′) = 0. (2.4.15)

Folglich muß also x ∈R und
ux (x

′) = δ(x ′− x) (2.4.16)

sein, wobei wir wieder die Normierung in der üblichen Form für kontinuierliche Eigenwerte gewählt
haben. Es ist klar, daß dies wieder ein vollständiger Satz verallgemeinerter Eigenfunktionen ist, denn
es gilt für ψ ∈D

ψ(x ′) =
∫

R
dx u∗x (x

′)ψ(x ′) =
∫

R
dxδ(x − x ′)ψ(x ′). (2.4.17)

Wir können nun den Zusammenhang dieser wellenmechanischen Formulierung zum abstrakten Hil-
bertraumformalismus vollziehen. Es sei also |ψ〉 ein Zustandsket im DefinitionsbereichD der Operato-
ren x und p. Mit |x〉 bzw. |p〉 bezeichnen wir die verallgemeinerten Eigenvektoren dieser Operatoren.
Dann ist

ψ(x) = 〈x |ψ〉 , ψ̃(p) = 〈p |ψ〉 , (2.4.18)
ux (x

′) =



x ′
�

� x
�

= δ(x ′− x), (2.4.19)

up (x) = 〈x | p 〉=
È

1

2πħh
exp

�

i p x

ħh

�

, (2.4.20)

ux (p) = 〈p | x 〉= 〈x | p 〉∗ =
È

1

2πħh
exp

�

− i p x

ħh

�

. (2.4.21)
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Die Vollständigkeitsrelationen für die verallgemeinerten Eigenkets lauten dann
∫

R
dx |x〉 〈x|= 1,

∫

R
d p |p〉 〈p|= 1. (2.4.22)

Durch Einschieben solcher Identitäten können wir leicht von einer Darstellung in die andere umrech-
nen. Deshalb hat man in der Frühzeit der Quantentheorie diesen auf Dirac zurückgehenden Forma-
lismus auch als Transformationstheorie bezeichnet. Wollen wir z.B. den Ortsoperator in der Impuls-
darstellung finden, müssen wir berechnen

xψ̃(p) := 〈p |xψ〉 . (2.4.23)

Es ist klar, daß sich hier ein Einschieben der Identität 1 mit verallgemeinerten Ortseigenvektoren
empfiehlt:

xψ̃(p) =
∫

R
dx 〈p | x 〉 〈x |xψ〉=

∫

R
dx 〈p | x 〉 〈xx |ψ〉=

∫

R
dx x 〈p | x 〉 〈x |ψ〉 . (2.4.24)

Nun ist aber

〈p | x 〉= 〈x | p 〉∗ =
È

1

2πħh
exp

�

− i p x

ħh

�

⇒ x 〈p | x 〉= iħh
∂

∂ p
〈p | x 〉 . (2.4.25)

Wir können also schreiben

xψ̃(p) = iħh
d

d p

∫

R
dx 〈p | x 〉 〈x |ψ〉= iħh

d

d p
ψ̃(p). (2.4.26)

Der Ortsoperator in der Impulsdarstellung ist also iħhd/d p.
Wie wir anhand dieser Beispiele gesehen haben, besitzen selbstadjungierte Operatoren stets ein reelles
Spektrum5, und die dazugehörigen (verallgemeinerten) Eigenvektoren zu verschiedenen Spektralwer-
te sind zueinander (im verallgemeinerten Sinne) orthogonal. Ohne Beweis nehmen wir an, daß diese
(verallgemeinerten) Eigenzustände nach geeigneter Normierung insgesamt ein vollständiges (verall-
gemeinertes) Orthogonalsystem bilden. Im folgenden schreiben wir bei allgemeinen Betrachtungen
die Gleichungen stets für diskrete Eigenwerte. Für verallgemeinerte Eigenwerte gelten die Gleichun-
gen entsprechend im Sinne von Distributionen. Sind z.B. o1 und o2 echte voneinander verschiedene
reelle Eigenwerte eines selbstadjungierten Operators, so gilt

〈o1 | o2 〉= 0 falls o1 6= o2. (2.4.27)

Falls die Werte hingegen zum kontinuierlichen Teil des Spektrums des Operators gehören, gilt (nach
entsprechender Normierung)

〈o1 | o2 〉= δ(o1− o2). (2.4.28)

Wir wollen die Orthogonalität (2.4.27) der Eigenvektoren und die Realität der Spektralwerte selbstad-
jungierter Operatoren beweisen. Seien also |ok〉 Eigenvektoren des selbstadjungierten Operators O zu
den Eigenwerten ok . Wir nehmen an, daß all diese Vektoren auf 1 normiert sind, d.h.

〈ok | ok 〉= 1. (2.4.29)

5Man nennt die Menge aller echten und verallgemeinerten Eigenwerte eines Operators sein Spektrum.
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Zum Beweis, daß die Eigenwerte reell sind, verwenden wir die Selbstadjungiertheit des Operators O:

o1 = 〈o1 |Oo1 〉=
D

O†o1

�

�

� o1

E

= 〈Oo1 | o1 〉= o∗1 〈o1 | o1 〉= o∗1 . (2.4.30)

Das bedeutet aber in der Tat, daß o1 ∈R ist. Weiter gilt einerseits

〈o1 |Oo2 〉= o2 〈o1 | o2 〉 , (2.4.31)

denn |o2〉 ist Eigenvektor von O zum Eigenwert o2. Andererseits gilt aber wegen der Selbstadjungiert-
heit von O und der Realität von o1

〈o1 |Oo2 〉=
D

O†o1

�

�

� o2

E

= 〈Oo1 | o2 〉= o1 〈o1 | o2 〉 . (2.4.32)

Ziehen wir dieses Resultat von (2.4.31) ab, erhalten wir schließlich

(o2− o1) 〈o1 | o2 〉= 0. (2.4.33)

Falls nun o1 6= o2, d.h. o2− o1 6= 0 ist, folgt daraus in der Tat (2.4.28).
Falls es zu einem Eigenwert ok von O mehr als einen linear unabhängigen Eigenvektor gibt, bezeich-
nen wir die Eigenzustände mit |ok ,α〉, wobei α eine diskrete oder kontinuierliche Variable ist, welche
die verschiedenen Eigenvektoren zu diesem gleichen Eigenwert durchnumeriert. Man nennt diesen
Eigenwert dann entartet. Diese Vektoren spannen den Eigenraum des Operators zum Eigenwert ok
auf. Wir können dann mit Hilfe des Schmittschen Orthonormierungsverfahrens [CH10] dafür sor-
gen, daß die Eigenvektoren in diesem Unterraum wieder ein Orthonormalsystem bilden, d.h. im Falle
diskreter Werte α




ok ,α
�

� ok ,α′
�

= δα,α′ =

(

1 falls α= α′,
0 falls α 6= α′ (2.4.34)

und für kontinuierliche Werte



ok ,α
�

� ok ,α′
�

= δ(α−α′). (2.4.35)

2.5 Verträglichkeit von Observablen

Damit haben wir alle Vorbereitungen getroffen, um die physikalische Bedeutung der Zustandsvekto-
ren, die durch das Bornsche Postulat (2.2.2) gegeben ist, auszuarbeiten. Zunächst wollen wir klären,
wie eine vollständige Präparation eines Zustandes erfolgen kann. Wir werden sehen, daß wir dazu
einen vollständigen Satz kompatibler Observabler für das betrachtete System festlegen müssen. Wir
wollen also zunächst überlegen, wann zwei oder mehrere Observable zugleich einen wohlbestimmten
Wert besitzen können.
Nach dem Postulat (2.2.2) besitzt eine Observable A einen wohlbestimmten Wert genau dann, wenn
der Systemzustand |ψ〉=

�

�

�ak ,α j

¶

ist, wobei ak ein Eigenwert des der Observablen zugeordneten selbst-

adjungierten Operators A ist. Wir nehmen der Einfachheit halber wieder an, daß die Eigenwerte dieses
Operators (und die Werte α j im Fall der Entartung) nur diskrete Werte annehmen. Wir gehen weiter
unten noch auf den Fall des kontinuierlichen Spektrums näher ein. Ist das System nämlich im Zustand
|ψ〉 mit ‖ψ‖ = 1 präpariert, so ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung von A den Wert ak zu
finden

wψ(ak ) =
∑

j

�

�

�

D

ak ,α j

�

�

�ψ
E�

�

�

2
. (2.5.1)
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Da nun voraussetzungsgemäß die Vollständigkeitsrelation

∑

j k

�

�

�ak ,α j

¶¬

ak ,α j

�

�

�= 1 (2.5.2)

gilt und folglich
∑

j k

D

ψ
�

�

�ak ,α j

ED

ak ,α j

�

�

�ψ
E

=
∑

k

wψ(ak ) = 〈ψ |ψ〉= 1 (2.5.3)

ist und wψ(ak )≥ 0 ist, ist also wψ(ak ) = 1 genau dann, wenn

|ψ〉=
∑

j

c j

�

�

�ak ,α j

¶

mit
∑

j

|c j |2 = 1 (2.5.4)

für genau einen Eigenwert ak ist. Für alle anderen Eigenwerte ak ′ muß dann außerdem wψ(ak ′) = 0
sein, und nur genau in diesem Falle besitzt die Observable A aufgrund der Präparation des Systems
im Zustand |ψ〉 den wohlbestimmten Wert ak . Es muß also |ψ〉 tatsächlich ein Eigenvektor zu diesem
Meßwert ak sein.
In dem Fall, daß ak ein entarteter Eigenwert ist, d.h. wenn es mehrere linear unabhängige Eigenvekto-
ren zu diesem Eigenwert gibt, genügt eine Festlegung der Observablen A auf diesen Wert nicht, um den
Zustand eindeutig festzulegen, und wir müssen eine weitere Observable B messen, um den Zustand
genauer zu bestimmen. Dabei müssen wir allerdings darauf achten, daß diese Messung mit der Festle-
gung des Meßwertes der Observablen A kompatibel ist. Es muß also für jeden möglichen Meßwert ak
der Observablen A und jeden möglichen Meßwert bl der Observablen B wenigstens ein gemeinsamer
Eigenvektor der dazugehörigen Operatoren A und B existieren. Nehmen wir also an, daß dies der
Fall ist und bezeichnen diese gemeinsamen Eigenvektoren mit |ak , bl ,βm〉, wobei βm wieder die, bei
einer möglicherweise immer noch bestehenden Entartung dieser gemeinsamen Eigenwerte, zueinan-
der orthonormiert gewählten Eigenvektoren durchnumeriert. Wir wollen nun herausfinden, was dies
für die Operatoren A und B bedeutet.
Dazu bemerken wir, daß wir wegen der Vollständigkeit der gemeinsamen Eigenvektoren

A=
∑

k l m

A |ak , bl ,βm〉 〈ak , bl ,βm |=
∑

k l m

ak |ak , bl ,βm〉 〈ak , bl ,βm | ,

B =
∑

k l m

B |ak , bl ,βm〉 〈ak , bl ,βm |=
∑

k l m

bl |ak , bl ,βm〉 〈ak , bl ,βm | .
(2.5.5)

schreiben können. Das bedeutet aber

AB =
∑

k l m

∑

k ′ l ′m′
ak bl ′ |ak , bl ,βm〉




ak , bl ,βm
�

�ak ′ , bl ′ ,βm′
�

︸ ︷︷ ︸

δkk′δl l ′δmm′




ak ′ , bl ′ ,βm′
�

�

=
∑

k l m

ak bl |ak , bl ,βm〉 〈ak bl ,βm |= BA.
(2.5.6)

Die Reihenfolge der Operatormultiplikation ist in diesem Fall also unerheblich, d.h. die Operatoren
kommutieren. Definieren wir also den Kommutator zweier beliebiger Operatoren A und B vermöge

[A, B] :=AB−BA, (2.5.7)
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bedeutet unsere obige Rechnung, daß es für das Vorliegen eines vollständigen Orthonormalsystems
von gemeinsamen Eigenvektoren zweier selbstadjungierter Operatoren notwendig ist, daß der Kom-
mutator dieser Operatoren verschwindet:

[A, B] = 0. (2.5.8)

Man kann zeigen, daß diese Bedingung auch hinreichend ist.
Um nun also den Zustand des Systems |ψ〉 vollständig festzulegen, müssen wir die Werte eines voll-
ständigen Satzes voneinander unabhängiger miteinander kompatibler Observabler A,B ,C , . . .
bestimmen. Dabei heißt ein Satz von Observablen kompatibel, wenn die dazugehörigen selbstadjun-
gierten Operatoren untereinander kommutieren, so daß ein vollständiges Orthonormalsystem von
simultanen Eigenzuständen dieser Operatoren existiert. Ein Satz solcher kompatibler Observabler
heißt vollständig, wenn es zu allen möglichen Tupeln von Eigenwerten (a, b , c , . . .) genau einen li-
near unabhängigen simultanen Eigenvektor gibt. Die Unabhängigkeit der Observablen bedeuetet,
daß nicht ein Operator Z in dem Satz als Funktion der übrigen Operatoren geschrieben werden kann,
d.h. Z 6= f (A, B, . . . , Y).
In diesem Zusammenhang ist insbesondere die Exponentialabbildung eines Operators

exp(λA) :=
∞
∑

k=0

λk

k!
Ak (2.5.9)

wichtig. Dabei bezeichnet λ eine beliebige reelle oder komplexe Zahl. Es ist dann auch klar, daß die
Ableitung nach dem Parameter λ durch

d

dλ
exp(λA) =Aexp(λA) = exp(λA)A (2.5.10)

gegeben ist.
Wir müssen nun noch kurz auf die Besonderheiten eingehen, die sich für eventuell auftretende konti-
nuierliche Spektralwerte von Operatoren ergeben. Formal sind dann in dem oben zusammengefaßten
Formalismus zunächst lediglich die Summen durch die entsprechenden Integrale zu ersetzen. Die we-
sentlichste Änderung liegt eher in der Interpretation der Resultate.
Nehmen wir der Einfachheit halber an, wir hätten ein System von nur einem Freiheitsgrad vorliegen,
d.h. schon ein Operator A bildet einen vollständigen Satz. Um ein konkretes Beispiel vor Augen zu
haben, betrachten wir wieder ein Teilchen, das sich nur entlang der x-Achse bewegt, und wir können
dann die Ortskoordinate x als diese Observable wählen. Wir gelangen dann, wie oben ausgeführt,
zur Formulierung der Quantenmechanik als Wellenmechanik in der Ortsdarstellung. Wie wir eben-
falls oben gesehen haben, besitzt der dazugehörige Ortsoperator x ganz R als Spektrum. Es liegen
hier also keine diskreten Eigenwerte vor. Die dazugehörigen verallgemeinerten Eigenvektoren |x〉 sind
keine Hilbertraumvektoren sondern Distributionen über dem entsprechenden dicht definierten Un-
terraum D, der den Definitionsbereich des Operators x bildet. Entsprechend können wir das Teilchen
nie präzise lokalisieren. Ein echter Hilbertraumzustand, der ein Teilchen beschreibt, das sich „in der
Nähe“ des Ortes x0 aufhält, wird durch

�

�

�ψx0

¶

=
∫

R
dx Ax0

(x) |x〉 (2.5.11)

gegeben sein. Die Wellenfunktion ist

ψx0
(x) =

D

x
�

�

�ψx0

E

=
∫

R
dx ′Ax0

(x)



x
�

� x ′
�

︸ ︷︷ ︸

δ(x−x ′)

=Ax0
(x). (2.5.12)
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Dabei muß Ax0
:R→C eine quadratintegrable Funktion sein. Damit

�

�

�ψx0

¶

auf 1 normiert ist, verlan-
gen wir

D

ψx0

�

�

�ψx0

E

=
∫

R
dx
�

�

�ψx0
(x)
�

�

�

2
=
∫

R
dx
�

�

�Ax0
(x)
�

�

�

2
= 1. (2.5.13)

Da gemäß dem Bornschen Postulat (2.2.2) die Wahrscheinlichkeitsverteilung, das Teilchen am Ort x
zu finden, durch

w(x) =
�

�

�ψx0
(x)
�

�

�

2
(2.5.14)

gegeben ist, wird die Lokalisierung „in der Nähe von x0“ lediglich bedeuten, daß diese Wahrschein-
lichkeitsverteilung um x0 stark gepeakt ist. Sie wird aber eine gewisse Breite aufweisen. Entsprechend
wird der Erwartungswert für den Ort

〈x〉=
∫

R
dx x

�

�

�ψx0
(x)
�

�

�

2
=
∫

R

D

ψx0

�

�

�xx
ED

x
�

�

�ψx0

E

=
D

ψx0

�

�

�xψx0

E

(2.5.15)

mit einer gewissen statistischen Unsicherheit ∆x „in der Nähe von x0“ liegen. Diese Unsicherheit
kann, wie in der Statistik üblich, durch die Standardabweichung definiert werden:

∆x =
q

¬

x2
¶−〈x〉2 =

q

¬

(x −〈x〉)2¶=
Ç

D

ψx0

�

�

�x2ψx0

E

−〈x〉2. (2.5.16)

2.6 Die Heisenbergsche Unschärferelation

Eine wichtige Folgerung aus der statistischen Interpretation des quantentheoretischen Zustandsbe-
griffs über die Bornsche Regel (2.2.2) ist die Heisenbergsche Unschärferelation. Seien dazu A und
B zwei Observablen, die zueinander kompatibel oder inkompatibel sein können, und |ψ〉 irgendein
Zustand6 des Systems. Dann gibt es eine untere Schranke für das Unschärfeprodukt∆A∆B .
Heisenberg ist auf diese Folgerung anhand des Beispiels von Ort und Impuls gekommen. Haben wir
nämlich, wie in dem gerade besprochene Beispiel der Lokalisierung eines Teilchens in der Nähe des
Ortes x0, eine Wellenfunktion ψx0

(x), die scharf um diesen Ort gepeakt ist, so wird die entsprechende
Impulsverteilung durch die Fouriertransformierte der Wellenfunktion gegeben sein (vgl. (2.4.12)). Die
daraus resultierende Impulsverteilung wird aber desto breiter und entsprechend ∆p desto größer sein
je schärfer die Ortsverteilung (also je kleiner∆x) ist.
Der bis jetzt entwickelte quantentheoretische Formalismus läßt bereits eine Quantifizierung der
Schranke für ∆A und ∆B zu. Um diese zu finden, definieren wir hilfsweise die neuen Operatoren

A′ =A−〈A〉1, B′ = B−〈B〉1. (2.6.1)

Die Erwartungswerte sind dabei bzgl. des betrachteten Zustandes |ψ〉 zu bilden. Dann gilt nämlich




A′
�

=



B ′
�

= 0, ∆A2 =
¬

A′2
¶

, ∆B2 =
¬

B ′2
¶

,
�

A′, B′
�

= [A, B] . (2.6.2)

Es sei weiter λ ∈R. Dann definieren wir das quadratische Polynom

P (λ) =



(A′+ iλB′)ψ
�

� (A′+ iλB′)ψ
�

=



ψ
�

� (A′− iλB′)(A′+ iλB′)ψ
�

. (2.6.3)

6Es ist hier wichtig, daß es sich um einen „echten“ Hilbertraumvektor handelt und nicht um einen verallgemeinerten
Eigenvektor zu einem Wert im kontinuierlichen Spektrum eines Operators!
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Ausmultiplizieren des Operatorprodukts liefert dann unter Verwendung von (2.6.2)

P (λ) =∆A2+λ2∆B2+λ 〈ψ | i[A, B]ψ〉 . (2.6.4)

Da A und B selbstadjungiert sind, gilt

{i[A, B]}† =−i(AB−BA)† =−i(B†A†−A†B†) =−i(BA−AB =+i[A, B] . (2.6.5)

Es ist also auch i[A, B] selbstadjungiert und folglich der Koeffizient von λ in (2.6.4) reell:

〈ψ | i[A, B]ψ〉 ∈R. (2.6.6)

Das quadratische Polynom (2.6.4) ist also reell und wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts
gilt für alle λ ∈R

P (λ)≥ 0. (2.6.7)

Demnach besitzt dieses Polynom entweder eine einzige doppelte reelle Nullstelle oder zwei verschiede-
ne zueinander komplex konjugierte Nullstellen. Nach der Lösungsformel für quadratische Gleichun-
gen muß also für die Diskriminante des Polynoms

1

4
〈ψ | i[A, B]ψ〉2−∆A2∆B2 ≤ 0 (2.6.8)

oder

∆A∆B ≥ 1

2
|〈ψ | i[A, B]ψ〉| (2.6.9)

gelten. Dies ist die Heisenbergsche Unschärferelation für irgendwelche Observablen A und B . Sind
insbesondere A und B kompatibel, können also deren Werte simultan scharf festgelegt werden, so kom-
mutieren die entsprechenden Operatoren A und B, und die rechte Seite der Ungleichung verschwindet,
und die Ungleichung ergibt dann keine echte Einschränkung für das Produkt der Standardabweichun-
gen.
Betrachten wir die Unschärferelation insbesondere für Ort und Impuls. Aus der konkreten Darstel-
lung der entsprechenden Operatoren für die Orts- und Impulskomponenten im Ortsraum (2.4.4) er-
geben sich die Kommutatorrelationen (Heisenberg-Algebra)

�

x j ,xk

�

=
�

p j ,pk

�

= 0,
�

x j ,pk

�

= iħhδ j k . (2.6.10)

Dies in (2.6.9) eingesetzt ergibt die bekannte Heisenbergsche Unschärferelation für Ort und Impuls

∆x j∆pk ≥
ħh
2
δ j k . (2.6.11)

Es können also nur Komponenten von Ort und in Impuls in zueinander senkrechten Richtungen
gleichzeitig scharf bestimmt sein. Ein vollständiger Satz kompatibler Observabler kann in diesem Falle
als die drei Orts- oder die drei Impulskomponenten oder z.B. x1 und p2, p3 etc. gewählt werden.
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2.7 · Unitäre Abbildungen

2.7 Unitäre Abbildungen

Unitäre Abbildungen sind dadurch definiert, daß sie linear sind und Skalarprodukte beliebiger Vekto-
ren ungeändert lassen, d.h. es gilt für alle Vektoren |ψ〉1 , |ψ2〉 ∈H

〈Uψ1 |Uψ2 〉= 〈ψ1 |ψ2 〉 . (2.7.1)

Offensichtlich ist dies genau dann der Fall, wenn

U†U = 1 (2.7.2)

ist. Dies folgt daraus, daß für ein VONS
n�

�

�u j

¶
o

j∈N des Hilbertraums

δ j k =
D

Uu j

�

�

�Uuk

E

=
D

u j

�

�

�U†Uuk

E

= (U†U) j k (2.7.3)

und folglich
U†U =

∑

j k

(U†U) j k
︸ ︷︷ ︸

δ j k

�

�

�u j

¶¬

uk

�

�

�=
∑

j

�

�

�u j

¶¬

u j

�

�

�= 1 (2.7.4)

ist. Also ist U eine umkehrbar eindeutige lineare Abbildung des Hilbertraums in sich, d.h. der
Operator besitzt ein Inverses, und es gilt

U−1 =U†. (2.7.5)

Ein wichtiges Beispiel für unitäre Operatoren sind Operatoren der Form

U(λ) = exp(iλA) mit A=A†, λ ∈R. (2.7.6)

Aus der Reihendarstellung (2.5.9) folgert man nämlich sofort, daß

U†(λ) = [exp(iλA)]† = exp(−iλA†) = exp(−iλA). (2.7.7)

Nun ist offenbar
U†(λ)U(λ) = exp(−iλA)exp(iλA) = exp(0) = 1. (2.7.8)

Dabei haben wir allerdings verwendet, daß wir für die Operatorexponentialabbildung für beliebige
kommutierende Operatoren A und B die Gleichung

exp(A)exp(B) = exp(A+B) falls [A, B] = 0 (2.7.9)

verwenden dürfen, als ob A und B reelle oder komplexe Zahlen wären. Daß dies tatsächlich der Fall
ist, folgert man daraus, daß für kommutierende Operatoren die binomische Formel wie für Zahlen gilt,
d.h.

(A+B)n =
n
∑

k=0

�n

k

�

Ak Bn−k falls [A, B] = 0. (2.7.10)

Nun gilt

exp(A)exp(B) =
∞
∑

n1,n2=0

1

n1!n2!
An1 Bn2 . (2.7.11)
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Ohne Beweis nehmen wir an, daß wir diese Doppelreihe beliebig umordnen dürfen. Dann können wir
stets Operatorprodukte mit gleichen n = n1+ n2 zusammenfassen. Es folgt

exp(A)exp(B) =
∞
∑

n=0

n
∑

k=0

1

k!(n− k)!
Ak Bn−k (2.7.10)

=
∞
∑

n=0

1

n!
(A+B)n =: exp(A+B). (2.7.12)

Dabei haben wir die Beziehung
�n

k

�

=
n!

k!(n− k)!
(2.7.13)

verwendet. Es ist klar, daß wir all diese Manipulationen nicht hätten durchführen können, wenn A
und B nicht kommutieren. Dann gilt auch (2.7.9) i.a. nicht mehr.

2.8 Unitäre Symmetrietransformationen

Als Symmetrietransformation bezeichnen wir eine umkehrbar eindeutige simultane Abbildung der
Zustände |ψ〉→ ��ψ′� und Operatoren O→O′, die alle physikalischen Aussagen bzgl. des betrachte-
ten Systems ungeändert lassen.
Betrachten wir die Abbildung

�

�ψ′
�

=U |ψ〉 , O′ =UOU† (2.8.1)

für einen beliebigen unitären Operator U, so haben wir eine Symmetrietransformation vorliegen.
Zum einen wird ein VONS von Eigenvektoren |o,α〉 von O in ein VONS

�

�o′,α′
�

von Eigenvektoren
von O′ zum gleichen Eigenwert o′ = o abgebildet:

O′
�

�o′,α′
�

=UOU†U |o,α〉=UO |o,α〉= oU |o,α〉= o
�

�o′,α′
�

. (2.8.2)

Es ist also
�

�o′,α′
�

in der Tat ein Eigenvektor des Operators O′ zum Eigenwert o′ = o. Die Vollstän-
digkeit dieses Systems von Eigenvektoren ergibt sich ebenfalls sofort aus der Unitarität von U und der
Vollständigkeit von |o,α〉:
∑

o′,α′

�

�o′,α′
�


o′,α′
�

�=
∑

o,α
U† |o,α〉 〈o,α|U =U†

 

∑

o,α
|o,α〉 〈o,α|

!

U =U†
1U =U†U = 1. (2.8.3)

Es ist also auch das System
�

�o′,α′
�

vollständig. Daß es auch ein Orthonormalsystem ist, folgt aus der
Invarianz des Skalarprodukts (2.7.1). Es ist also auch

�

�o′,α′
�

ein VONS. Aus der dazugehörigen Spek-
tralzerlegung von O′ folgt daraus insbesondere auch sofort, daß mit O auch O′ selbstadjungiert ist.
Damit ist klar, daß bei einer Verwendung von O′ als Operator, der die Observable O repräsentiert,
hinsichtlich der möglichen Meßwerte dieselben Vorhersagen gemacht werden wie wenn wir O ver-
wenden, denn das Spektrum beider Operatoren ist identisch. Im folgenden können wir also schreiben

U |o,α〉= ��o,α′
�

. (2.8.4)

Es bleiben auch alle Wahrscheinlichkeitsaussagen der Theorie erhalten, wenn wir entsprechend alle
Zustände |ψ〉 gemäß (2.8.1) transformieren. So ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung der Ob-
servablen O einen bestimmten Wert o zu finden gemäß der Bornschen Regel durch

wψ(o) =
∑

α

|〈o,α |ψ〉|2 =
∑

α′

�

�




o,α′
�

�ψ′
��

�

2 (2.8.5)
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2.8 · Unitäre Symmetrietransformationen

gegeben. Wir erhalten also dieselbe Wahrscheinlichkeitsverteilung für die möglichen Meßwerte, wenn
wir statt der ursprünglichen Eigenvektoren |u,α〉 und dem ursprünglichen Zustandsvektor ψ die ge-
mäß (2.8.1) transformierten Vektoren verwenden. Insgesamt ändert sich also an den Vorhersagen eines
quantentheoretischen Modells nichts, wenn man alle Vektoren und Operatoren dieser Transformation
unterzieht. Sie ist also tatsächlich eine Symmetrietransformation.
Auch die Kommutatorrelationen ändern sich nicht, denn es gilt für irgendwelche zwei Operatoren A
und B

A′B′ =UAU†UBB† =UABU† (2.8.6)

und folglich
�

A′, B′
�

=U [A, B]U†. (2.8.7)

Wir bemerken noch, daß auch allgemeinere Transformationen Symmetrietransformationen sein kön-
nen, denn es müssen nicht die Skalarprodukte selbst ungeändert bleiben sondern nur ihre Beträge. Es
muß also lediglich

�

�

�

D

ψ′1
�

�

�ψ′2
E�

�

�= |〈ψ1 |ψ2 〉| (2.8.8)

gelten. Man kann zeigen, daß sich Abbildungen mit dieser Eigenschaft, die keine unitären Abbildun-
gen der Art (2.8.1) sind, als sog. antiunitäre Abbildungen beschreiben lassen. Wir wollen dieses sog.
Theorem von Wigner und Bargmann [Bar64, Mes99] hier nicht beweisen. In der Physik benötigt
man diesen Fall für die Beschreibung der Zeitumkehrsymmetrie. Wir kommen darauf später noch im
Zusammenhang mit der relativistischen Quantentheorie noch ausführlich zu sprechen.
Ein besonders einfacher (wenngleich wichtiger) Spezialfall einer unitären Symmetrie ist die Phasenin-
varianz der Quantentheorie. Setzen wir nämlich

U = exp(iϕ)1 mit ϕ ∈R, (2.8.9)

so ist gemäß (2.8.1)
�

�ψ′
�

= exp(iϕ) |ψ〉 , O′ =O. (2.8.10)

Daß U unitär ist, ist klar, denn es gilt

U† = exp(−iϕ)1† = exp(−iϕ)1. (2.8.11)

Wir können also alle Vektoren |ψ〉 mit demselben Phasenfaktor multiplizieren, ohne daß sich an
den Aussagen über das physikalische System etwas ändert, d.h. insbesondere, daß der Vektor

�

�ψ′
�

=
exp(iϕ) |ψ〉 denselben Zustand des Systems repräsentiert wie |ψ〉.
Als weiteres weniger triviales Beispiel betrachten wir

UT (~ξ ) = exp







i~ξ ·~p
ħh






. (2.8.12)

Wir wollen zeigen, daß dieser Operator räumliche Translationen beschreibt. Das ist insofern plau-
sibel als auch in der klassischen Mechanik der Impuls die zur räumlichen Translationssymmetrie
gehörige Erhaltungsgröße und im Poissonklammernformalismus der Hamiltonschen Mechanik Ge-
nerator dieser räumlichen Translationen ist (Noethertheorem! Vgl. [Hee08]). Wir gehen darauf in
Kapitel 2 dieses Manuskripts noch sehr genau ein.
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Betrachten wir zunächst die Wirkung des Operators UT (ξ ) auf die Orts- und Impulsoperatoren gemäß
(2.8.1). Da die Impulsoperatoren wegen (2.6.10) untereinander und folglich auch mit jeder Funktion
von Impulsoperatoren vertauschen, gilt

~p ′ =UT (~ξ )~pU†
T
(~ξ ) =~pUT (~ξ )U

†
T
(~ξ ) =~p. (2.8.13)

Der Impulsoperator bleibt also ungeändert, so wie es ja räumlichen Translationen entspricht.
Etwas schwieriger ist die Herleitung der Transformation des Ortsoperators. Dazu betrachten wir den
transformierten Operator als Funktion der Parameter ~ξ :

x′j (
~ξ ) =UT (~ξ )x j U

†
T
(~ξ ). (2.8.14)

Bilden wir nun die Ableitung nach ξk :

∂

∂ ξk
x′j (ξ ) =

�

∂

∂ ξk
UT (~ξ )

�

x j U
†
T
(ξ )+UT (~ξ )x j

∂

∂ ξk
U†

T
(~ξ ). (2.8.15)

Da alle drei Impulsoperatoren untereinander vertauschen, gilt

∂

∂ ξk
UT (~ξ ) =

i

ħh
UT (~ξ )pk ,

∂

∂ ξk
U†

T
(~ξ ) =− i

ħh
pk U†

T
(~ξ ). (2.8.16)

Dies in (2.8.15) eingesetzt ergibt nach einigen einfachen Umformungen

∂

∂ ξk
x′j (ξ ) =−

i

ħh
UT (~ξ )

�

x j ,pk

�

︸ ︷︷ ︸

iħhδ j k

U†
T
(~ξ ) = δ j k1 (2.8.17)

Dies können wir wieder integrieren, um

x′j (
~ξ ) = x′j (0)+ ξ j1 (2.8.18)

zu erhalten. Wegen UT (0) = 1 ist x′j (0) = x j , d.h. es gilt

~x ′(~ξ ) =~x+ ~ξ 1. (2.8.19)

Auch dies entspricht der erwarteten Translation des Koordinatensystems um den Vektor ~ξ .
Die Wirkung des Operators (2.8.12) auf die Hilbertraumvektoren untersuchen wir am einfachsten in
der Ortsdarstellung. Zunächst gilt für die Ortseigenvektoren

~xU†
T
(~ξ )
�

�~x
� (2.8.19)
= U†

T
(~ξ )~x ′

�

�~x
�

=U†
T
(~ξ )(~x+ ~ξ 1)

�

�~x
�

= (~x + ~ξ )U†
T
(~ξ )
�

�~x
�

. (2.8.20)

Es ist also U†(~ξ )
�

�~x
�

Eigenvektor des Ortsoperators zum Eigenwert ~x + ~ξ . Im folgenden wählen wir
die Ortseigenvektoren als

�

�~x
�

=U†
T
(~x) |0〉 . (2.8.21)

Dabei bezeichnet |0〉 den Eigenvektor von ~x zum Eigenwert 0. Da die simultanen Ortseigenvektoren
bis auf einen Phasenfaktor eindeutig bestimmt sind, entspricht die Wahl (2.8.21) lediglich einer be-
quemen Phasenkonvention für die verallgemeinerten Ortseigenvektoren. Physikalische Aussagen sind
nämlich unabhängig von der Wahl dieser Phasen.

38
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Damit können wir aber die Wirkung des Translationsoperators auf die Wellenfunktion in der Orts-
darstellung berechnen

ψ′(~x) =
D

~x
�

�

�UT (~ξ )ψ
E

=
D

U†
T
(~x)0

�

�

�UT (~ξ )ψ
E

=

=
D

U†
T
(~ξ )U†

T
(~x)0

�

�

�ψ
E

=
D

U†
T
(~x + ~ξ )0

�

�

�ψ
E

=ψ(~x + ~ξ ).
(2.8.22)

Die Wellenfunktion verhält sich also bzgl. Translationen wie ein skalares Feld.
Wir bemerken noch, daß die Translationen eine Abelsche Gruppe bilden. Die Hintereinanderaus-
führung zweier Translationen um die Verschiebungsvektoren ~ξ1 bzw. ~ξ2 ergibt nämlich wieder eine
Verschiebung mit dem Verschiebungsvektor ~ξ1+ ~ξ2. Dabei ist die Reihenfolge der Verschiebungen of-
fenbar unerheblich, denn es gilt ~ξ1+ ~ξ2 = ~ξ2+ ~ξ1. In der Quantentheorie hatten wir die Translationen
mit dem unitären Operator (2.3.35) dargestellt. Wegen der Kommutativität der Impulsoperatoren gilt
(die übrigens bei den obigen Rechnungen bereits benutzte!) Beziehung

UT (~ξ2)UT (~ξ1) =UT (~ξ1+ ~ξ2) =UT (ξ1)UT (ξ2). (2.8.23)

Die Hintereinanderausführung der quantenmechanischen Translationsoperatoren liefert also dieselbe
Gruppenbeziehung wie die Transformationsgruppe. MaW. bezeichnen wir die Translation des Orts-
vektors mit T (~ξ ), so gilt

T (~ξ2)T (~ξ1) = T (~ξ1+ ~ξ2) = T (~ξ1)T (~ξ2), (2.8.24)

d.h. die in diesem Fall abelsche Gruppenmultiplikation erfüllt dieselben Relationen wie sie auch die
unitären Operatoren gemäß (2.8.23) besitzen. Wir haben also mit den unitären Transformationen
(2.8.12) eine Abbildung der Translationsgruppe T des R3 in die Gruppe der unitären Transforma-
tionen im Hilbertraum U (H ). Diese Abbildung der Gruppenelemente erfüllt dieselben Gruppen-
verknüpfungsregeln wie die Elemente der Gruppe selbst (vgl. (2.8.23) mit (2.8.24)!). Man nennt dies
eine unitäre Darstellung der Gruppe im Hilbertraum.
Allgemein entspricht also einer Symmetriegruppe in der klassischen Theorie (hier der Newtonschen
Mechanik) in der ihr entsprechenden Quantentheorie einer unitären Darstellung dieser Gruppe im
Hilbertraum7. Man gelangt allerdings eher umgekehrt durch die Betrachtungen der unitären Darstel-
lung der Symmetriegruppe der klassischen Theorie und durch Ableitung (analog zu unserem Vorgehen
in Gl. (2.8.17)) zu den Kommutatorrelationen der entsprechenden selbstadjungierten Operatoren,
aus denen sich wiederum die Eigenschaften der Wellenfunktionen dieser Quantentheorie und damit
eine zur praktischen Lösung von physikalischen Problemen verwendbare Realisierung derselben er-
gibt. Wir könnten z.B. die oben besprochene Realisierung der nichtrelativistischen Quantentheorie
eines Teilchens allein aus den Kommutatorregeln der Heisenberg-Algebra (2.6.10) gewinnen. Darauf
kommen wir im nächsten Kapitel noch ausführlich zurück.

2.9 Die Dynamik im Schrödingerbild

Wir beschäftigen uns nun mit der Beschreibung der Zeitentwicklung der die Observablen repräsen-
tierenden selbstadjungierten Operatoren und der Zustandsvektoren im Hilbertraum. Wir wollen zu-
nächst die dynamische Beschreibung eines Quantensystems in einer speziellen Form, dem sog. Schrö-

7Die einzige Ausnahme bilden die Zeitumkehrtransformationen, die (wie schon oben erwähnt) durch eine antiunitäre
Abbildung repräsentiert werden müssen.
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dingerbild gewinnen. Dieses erhalten wir durch unmittelbare Identifikation der Operatoren und Zu-
stände mit den entsprechenden Elementen in der Ortsdarstellung. Die Wellenfunktion ist zeitab-
hängig, während die fundamentalen Observablen (z.B. Ort und Impuls für ein spinloses Teilchen),
durch die sich alle anderen Observablenoperatoren ausdrücken lassen, durch zeitunabhängige Diffe-
rentialoperatoren beschrieben werden. Die Zeitentwicklung der Wellenfunktion wird dabei durch die
Schrödingergleichung

iħh
∂

∂ t
ψ(t ,~x) = Ĥψ(t ,~x) (2.9.1)

beschrieben. Der Hamiltonoperator8 H ist dabei für den einfachsten Fall eines Teilchens in einem
äußeren Kraftfeld mit Potential V durch

H =
~p2

2m
+V (~x) (2.9.2)

gegeben. Dieser besitzt wegen (2.4.4) in der in (2.9.1) benötigten Ortsdarstellung die Form

Ĥ =− ħh
2

2m
∆+V (~x) (2.9.3)

mit dem Laplaceoperator

∆= ~∇ · ~∇= ∂ 2

∂ x2
+
∂ 2

∂ y2
+
∂ 2

∂ z2
. (2.9.4)

Statt der hier angegebenen Form in kartesischen Koordinaten kann man ihn freilich in irgendwelchen
anderen dem jeweiligen Problem angepaßten Koordinaten, z.B. Kugel- oder Zylinderkoordinaten, ver-
wenden (s. dazu [CH10]). Da der Hamiltonoperator H die Zeitentwicklung des Systems beschreibt,
repräsentiert er die Energie des Systems. Dies entspricht unserem Postulat 4, auf das wir gleich noch
näher eingehen werden. Da H selbstadjungiert ist, ist die Zeitentwicklung eine unitäre Transforma-
tion. Insbesondere bleibt die Normierung der Wellenfunktion zeitlich erhalten. Sind nämlich ψ1 und
ψ2 irgendwelche Lösungen der Schrödingergleichung (2.9.1), so folgt

iħh
d

dt
〈ψ1(t ) |ψ2(t )〉= iħh

 *

d

dt
ψ1(t )

�

�

�

�

�

ψ2(t )

+

+

*

ψ1(t )

�

�

�

�

�

d

dt
ψ2(t )

+!

=

*

−iħh
d

dt
ψ1(t )

�

�

�

�

�

ψ2(t )

+

+

*

ψ1(t )

�

�

�

�

�

iħh
d

dt
ψ2(t )

+

=−〈Hψ1(t ) |ψ2(t )〉+ 〈ψ1(t ) |Hψ2(t )〉
=−〈ψ1(t ) |Hψ2(t )〉+ 〈ψ1(t ) |Hψ2(t )〉= 0,

(2.9.5)

d.h. die Skalarprodukte von beliebigen Zustandsvektoren ändern sich nicht mit der Zeit, und damit
ist die Zeitentwicklung eine unitäre Transformation. Insbesondere bleibt die zum Anfangszeitpunkt
vorgenommene Normierung der Zustandsvektoren erhalten:

‖ψ(t )‖2 = 〈ψ(t ) |ψ(t )〉= 〈ψ(t0) |ψ(t0)〉= 1. (2.9.6)

8Um den Operator bzgl. der Ortsdarstellung von dem abstrakten Operator im Hilbertraum zu unterscheiden bezeichnen
wir den ersteren mit Ĥ und den letzteren mit H. Der Zusammenhang ist durch Ĥψ(~x) =




~x
�

�Hψ
�

gegeben.
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Da die Observablenoperatoren zeitunabhängig sind, sind auch deren Eigenfunktionen zeitunabhän-
gig. Identifizieren wir also über die verallgemeinerten Eigenzustände des Ortsoperators die Wellen-
funktionen mit Kets im Hilbertraum vermöge

|ψ(t )〉=
∫

R3
d3x

�

�~x
�


~x
�

�ψ(t )
�

=
∫

R3
d3x

�

�~x
�

ψ(t ,~x), (2.9.7)

ist der Zustandsket eine Funktion der Zeit. Leiten wir diese Gleichung nach der Zeit ab, erhalten wir

∂

∂ t
|ψ(t )〉=

∫

R3
d3x

�

�~x
� ∂

∂ t
ψ(t ,~x) (2.9.8)

und mit der Schrödingergleichung (2.9.1)

∂

∂ t
|ψ(t )〉=

∫

R3
d3x

�

�~x
� 1

iħh
Ĥψ(t ,~x) =

1

iħh

∫

R3
d3x

�

�~x
�


~x
�

�Hψ(~x)
�

=
1

iħh
H |ψ(t )〉 . (2.9.9)

Wir haben oben auch gesehen, daß aufgrund der Selbstadjungiertheit des Hamiltonoperators die Zeit-
entwicklung in der Ortsdarstellung durch eine unitäre Transformation der Wellenfunktion gegeben
ist. Entsprechend verallgemeinert sich diese Beobachtung auf die darstellungsunabhängigen Zustands-
kets. Es gibt also für jedes t > t0 eine unitäre Transformation U(t , t0), so daß

|ψ(t )〉=U(t , t0) |ψ(t0)〉 (2.9.10)

ist. Es muß natürlich insbesondere U(t0, t0) = 1 gelten.
Um die Bewegungsgleichung für U(t , t0) zu finden, leiten wir (2.9.10) nach der Zeit ab:

d

dt
|ψ(t )〉= ∂

∂ t
U(t , t0) |ψ(t0)〉=

�

∂

∂ t
U(t , t0)

�

U†(t , t0) |ψ(t )〉 . (2.9.11)

Der Vergleich mit (2.9.9) ergibt
�

∂

∂ t
U(t , t0)

�

U†(t , t0) =
1

iħh
H. (2.9.12)

Nun gilt
UU† = 1⇒ (∂t U)U

†+U(∂t U
†) = 0. (2.9.13)

Die letzte Beziehung bedeutet, daß

H = iħh[∂t U(t , t0)]U
†(t , t0) (2.9.14)

tatsächlich selbstadjungiert ist. Dies ist konsistent mit der Forderung, daß der Hamiltonoperator H
die Energie des Teilchens repräsentiert. Multiplizieren von (2.9.14) von rechts mit iħhU ergibt

iħh∂t U(t , t0) =HU(t , t0). (2.9.15)

Wir zeigen weiter, daß dabei H lokal in der Zeit sein muß, d.h. H hängt höchstens von t , nicht aber
von t0 ab. Dazu bemerken wir, daß der Zeitentwicklungsoperator U die Bedingung

U(t , t0) =U(t , t1)U(t1, t0) (2.9.16)
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erfüllen muß, denn die Hintereinanderausführung der Zeitentwicklung der Zustände von der Zeit t0
bis zur Zeit t1 und dann von t1 bis t muß zusammengenommen der Zeitentwicklung von t0 bis t
entsprechen. Leitet man dies nach t ab und benutzt (2.9.15), folgt sofort, daß auch

H = iħhU†(t , t1)∂t U(t , t1) (2.9.17)

gilt, d.h. H ist höchstens eine Funktion von t , nicht vom Anfangszeitpunkt t0. In abgeschlossenen
Systemen ist H definitionsgemäß zeitunabhängig.
Die genaue Form des Hamiltonoperators für ein gegebenes Systems ist natürlich durch physikalische
Prinzipien zu gewinnen und kann nicht mathematisch hergeleitet werden. Als sehr tragfähig haben
sich in der gesamten modernen Physik die Symmetrieprinzipien erwiesen, aus denen heraus man
Wechselwirkungen postulieren kann. Dabei spielt das Noethertheorem eine wesentliche Rolle, al-
so daß jeder unabhängigen Symmetrieoperation (das sind in der Quantentheorie im wesentlichen die
unitären Transformationen), die den Hamiltonoperator invariant läßt, ein Erhaltungssatz entspricht.
Durch die empirische Beobachtung von Erhaltungsgrößen lassen sich nun aber umgekehrt auch die
Symmetrieprinzipien gewinnen, die zur Aufstellung des Hamiltonoperators benutzt werden können.
Wir gehen auf diese fundamentalen Symmetrieprinzipien im nächsten Kapitel noch ausführlich ein.
Nehmen wir nun an, der Hamiltonoperator sei zeitunabhängig. In dem bis jetzt ausschließlich benutz-
ten Schrödingerbild heißt das, daß er eine Funktion der fundamentalen Operatoren~x und ~p und nicht
der Zeit ist. Dann ist die Lösung der Differentialgleichung (2.9.15) formal sehr einfach. Wir können
dann nämlich diese Gleichung genauso wie eine Differentialgleichung für komplexwertige Funktionen
behandeln, denn es treten keine Probleme mit der Nichtkommutativität von Operatoren auf. Dem-
nach ist die formale Lösung durch

U(t , t0) = exp

�

− i

ħh
(t − t0)H

�

(2.9.18)

gegeben. Daß dies tatsächlich die Lösung ist, weist man sehr leicht durch Ableiten der Gleichung nach.
Dabei ist es entscheidend, daß in diesem Fall U mit H für jedes t vertauscht. Wäre H zeitabhängig, wä-
re dies nicht mehr unbedingt der Fall und die Lösung des Problems weitaus verwickelter. Wir kommen
darauf weiter unten noch zurück.
Wichtig ist noch die Frage nach den stationären Zuständen. Dies war ja einer der Ausgangspunkte für
die Entwicklung der Quantentheorie, nämlich die Lösung des Problems, wie es stabile Atome geben
kann, was klassisch ja nicht mit den Rutherfordschen Beobachtungen bzgl. der um den Kern „krei-
senden“ Elektronen vereinbar ist. Für die Quantentheorie stellt das deshalb kein Problem dar, weil
wir nach Zuständen suchen können, die sich zeitlich nicht ändern. Beobachtbar sind aber Zustän-
de nicht direkt, nur die Meßwerte von Observablen (Eigenwerte der dazugehörigen Operatoren) am
Einzelsystem bzw. deren Erwartungswerte und Wahrscheinlichkeiten für eine große Zahl von gleich
präparierten Systemen (Ensembles). Das bedeutet aber, daß zwei Zustände |ψ〉 und

�

�ψ′
�

, die sich nur
durch einen „Phasenfaktor“, also durch Multiplikation mit einer komplexe Zahl vom Betrag 1, un-
terscheiden, die gleiche physikalische Situation beschreiben und im Sinne der Quantentheorie als der
gleiche Zustand angesehen werden müssen. Damit ist |ψ(t )〉 ein stationärer Zustand, wenn für jeden
Zeitpunkt t eine reelle Zahl α(t ) existiert, so daß

|ψ(t )〉stat. = exp[−iα(t )] |ψ(t0)〉stat (2.9.19)

gilt.
Andererseits folgt aus (2.9.9) für einen stationären Zustand

ħhα̇(t ) |ψ(t )〉stat =H(t ) |ψ(t )〉stat . (2.9.20)
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Das bedeutet aber, daß |ψ(t )〉stat zu jedem Zeitpunkt ein Eigenvektor des Hamiltonoperators H(t )
zum Eigenwert ħhα̇(t ) sein muß. Es ist also notwendig

H(t ) |ψ(t0)〉stat = E(t ) |ψ(t0)〉stat mit E(t ) = ħhα̇(t ). (2.9.21)

Falls H zeitunabhängig ist, ist auch E(t ) = E = const, und es gilt wegen (2.9.18)

|ψ(t )〉stat = exp

�

− i

ħh
(t − t0)E

�

|ψ(t0)〉stat . (2.9.22)

Wir können also festhalten: Stationäre Zustände eines Systems sind genau die Eigenzustände des Ha-
miltonoperators. Wegen ihrer Wichtigkeit nennt man die Eigenwertgleichung des Hamiltonoperators
in der Ortsdarstellung auch zeitunabhängige Schrödingergleichung.
Es ist klar, daß bei gegebener Anfangsbedingung in Form der Wellenfunktion ψ0(~x) = ψ(t0,~x) die
allgemeine Lösung der zeitabhängigen Schrödingergleichung am einfachsten durch Entwicklung nach
Energieeigenfunktionen gegeben ist. Ist nämlich |E ,α〉 ein vollständiger Satz von Energieeigenzustän-
den, wobei α eventuelle weitere den Zustand charakterisierende diskrete und kontinuierliche Parame-
ter bezeichnet, so können wir (2.9.18) wie folgt verwenden:

ψ(t ,~x) =



~x
�

�ψ(t )
�

=



~x
�

�U(t , t0)
�

�ψ(t0)
�

=
∫

∑

dE
∫

∑

dα



~x
�

�E ,α
� 〈E ,α |U(t , t0)|ψ, t0〉

=
∫

∑

dE exp

�

− i

ħh
E(t − t0)

�
∫

∑

dα φE ,α(~x) 〈E ,α |ψ(t0)〉 .
(2.9.23)

Dabei definieren wir die Energieeigenfunktionen

φE ,α(~x) =



~x
�

�E ,α
�

mit der Normierung



E ′,α′
�

�E ,α
�

= δ(E − E ′)δ(α−α′) =
∫

R3
d3xφ∗

E ′,α′(~x)φE ,α(~x).
(2.9.24)

Die kombinerten Summations-Integralzeichen über E und α bedeuten wieder Integrale über den konti-
nuierlichen und Summen über den diskreten Teil des Spektrums der betreffenden Operatoren des gera-
de verwendeten vollständigen Satzes kompatibler Observabler. Ebenso bedeuten die δ-Distributionen
in (2.9.24) im diskreten Teil des Spektrums Kronecker-Symbole.
Die Komponenten des Anfangszustandes sind durch

〈E ,α |ψ(t0)〉=
∫

R3
d3x




E ,α
�

�~x
�


~x
�

�ψ(t0)
�

=
∫

R3
d3xφ∗E ,α(~x)ψ0(~x) (2.9.25)

gegeben. Haben wir also den vollständigen Satz von Energieeigenfunktion gemäß (2.9.24) bestimmt,
können wir die Lösung des Anfangswertproblems der zeitabhängigen Schrödingergleichung sofort an-
geben.

2.10 Bildtransformationen

Wir haben oben schon mehrfach betont, daß die Elemente der Quantentheorie, nämlich die selbstad-
jungierten Operatoren, die Observablen repräsentieren, und die Hilbertraumvektoren, die die Zustän-
de des Systems repräsentieren, selbst nicht direkt beobachtbar sind. Mögliche Meßwerte von Observa-
blen sind durch die Eigenwerte der sie repräsentierenden Observablen bestimmt. Bei einer Präpartion
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des Systems, das die Werte eines vollständigen Satzes kompatibler Observabler festlegt, befindet sich
das System in den zu diesen simultanen Meßwerten gehörigen eindeutig bestimmten Eigenzustand.
Allen Observablen, zu dem dieser Zustand nicht Eigenzustand ist, kommt kein eindeutiger Wert zu,
es können aber Erwartungswerte solcher Observablen und die Wahrscheinlichkeit des Eintretens be-
stimmter möglicher Meßwerte gewonnen werden.
Alle an realen Systemen durch Messung prinzipiell überhaupt erfaßbaren Größen (wie die möglichen
Meßwerte einer Observablen, Erwartungswerte von Observablen oder Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen für die Werte von Observablen) ändern sich offenbar nicht, wenn wir eine unitäre Transformation
B wie folgt auf Zustandskets und Observablen repräsentierende Operatoren wirken lassen:

�

�ψ′
�

= B |ψ〉 , O′ = BOB†, (2.10.1)

denn dann gilt



φ′
�

�ψ′
�

= 〈Bφ |Bψ〉=
D

φ
�

�

�B†Bψ
E

= 〈φ |ψ〉 ,



O′
�

ψ′ =
D

Bψ
�

�

�BOB†
�

�

�Bψ
E

= 〈ψ |O|ψ〉 .
(2.10.2)

Es ist auch klar, daß selbstadjungierte Operatoren unter dieser unitären Transformation selbstadjun-
giert bleiben und Kommutatoren sich kovariant transformieren:

�

O′1, O′2
�

= B [O1, O2]B
†. (2.10.3)

Da in all diesen Manipulationen an Zuständen und Observablenoperatoren die Zeit keine Rolle spielt,
darf dabei B offenbar auch zeitabhängig sein. Im vorigen Abschnitt haben wir allerdings angenommen,
daß die Operatoren zeitunabhängig und die Zustandskets zeitabhängig sind. Ist nun B zeitabhängig,
ist dies für die gemäß (2.10.1) transformierten Objekte nicht mehr notwendig der Fall, während aber
die physikalischen Aussagen der Theorie ungeändert bleiben. Wir haben also eine recht große Frei-
heit, die Zeitabhängigkeit auf Zustandsvektoren und Observablenoperatoren zu verteilen, ohne daß
dies den physikalischen Gehalt dieser Objekte ändert. Man nennt eine konkrete Realisierung dieser
Verteilung der Zeitabhängigkeit auf Zustandsvektoren und Observablenoperatoren Wahl des Bildes
der Zeitentwicklung. Eine zeitabhängige unitäre Transformation (2.10.1) heißt daher auch Bildtrans-
formation, da sie von einem Bild der Zeitentwicklung zu einem anderen wechselt.
Im folgenden wollen wir die Dynamik des Systems in einem beliebigen Bild formulieren, so daß wir
kein spezielles, z.B. das Schrödingerbild, mehr benötigen. Gleichwohl machen wir vom Schrödinger-
bild zur Herleitung dieser Gleichungen Gebrauch. Seien also |ψ〉 und O Zustandskets und Operatoren
im Schrödingerbild und

�

�ψ′
�

und O′ die gemäß (2.10.1) transformierten Objekte. Dann ergibt sich

d

dt

�

�ψ′(t )
�

=
dB(t )

dt
|ψ(t )〉− i

ħh
B(t )H |ψ(t )〉 , (2.10.4)

wobei wir von (2.9.9) Gebrauch gemacht haben. Setzen wir jetzt auf der rechten Seite die gemäß (2.10.1)
transformierten Objekte ein, folgt

d

dt

�

�ψ′(t )
�

=− i

ħh
Y(t )

�

�ψ′(t )
�

mit Y(t ) =H′(t )+ iħh
dB(t )

dt
B†(t ). (2.10.5)

Dabei ist H′(t ) = B(t )HB†(t ) der Hamiltonoperator im neuen Bild. Offensichtlich ist Y(t ) selbstad-
jungiert. Da nämlich H selbstadjungiert ist, trifft dies auch auf H′(t ) zu. Bleibt der zweite Term in
(2.10.5) zu überprüfen. Da B(t ) unitär ist, gilt

B(t )B†(t ) = 1. (2.10.6)
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Leiten wir diese Gleichung nach der Zeit ab, folgt

B(t )Ḃ†(t )+ Ḃ(t )B†(t ) = B(t )Ḃ†(t )+ [B(t )Ḃ†(t )]† = 0. (2.10.7)

Dabei verwenden wir wie in der Mechanik den Punkt, um die Zeitableitung zu bezeichnen. Dann folgt
aber

�

iħh Ḃ(t )B†(t )
�†
=−iħhB(t )Ḃ†(t )

(2.10.7)
= +iħh Ḃ(t )B†(t ), (2.10.8)

d.h. auch der zweite Term in der Definitionsgleichung von Y(t ) (2.10.5) ist selbstadjungiert, d.h. es gilt
tatsächlich

Y†(t ) = Y(t ). (2.10.9)

Für die Observablen folgt durch eine einfache Rechnung die Bewegungsgleichung

dO′

dt
=

1

iħh
�

O′, X(t )
�

+ ∂ expl
t O′ mit X(t ) =H′(t )−Y(t ). (2.10.10)

Dabei definieren wir
∂ expl

t O′ = B(t )(∂t O)B†(t ), (2.10.11)

wobei die Zeitabhängigkeit des Operators O im Schrödingerbild rein explizit ist. Die fundamentalen
Operatoren x und p, aus denen sich jeder Operator O = O(x,p; t ) aufbauen läßt, sind im Schrödin-
gerbild definitionsgemäß zeitunabhängig.
Die physikalisch relevanten dynamischen Aussagen der Quantentheorie hängen auch im neuen Bild
nur von H′(t ) ab, während das Bild durch die willkürliche Festlegung eines der selbstadjungierten
Operatoren X(t ) oder Y(t ) definiert werden kann. Diese beiden Operatoren sind durch X(t )+Y(t ) =
H′(t ) miteinander verknüpft, d.h. hat man einen der beiden Operatoren willkürlich gewählt, ist der
andere ebenfalls gewählt.
Man kann in der Tat leicht zeigen, daß die Annahme der Bewegungsgleichungen (2.10.5) und (2.10.10)
auf eine bildunabhängige Dynamik der relevanten Größen führt. So gilt

d

dt




O′
�

ψ′ =

*

d

dt
ψ′
�

�

�

�

�

O′
�

�

�

�

�

ψ′
+

+

*

ψ′
�

�

�

�

�

dO′
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�

�

�

�

�

ψ′
+

+

*

ψ′
�

�

�

�

�

O′
�

�

�

�

�

d

dt
ψ′
+

. (2.10.12)

Setzen wir nun (2.10.5) und (2.10.10) in diese Gleichungen ein, finden wir die bildunabhängige Glei-
chung

d

dt




O′
�

ψ′ =
D

�O
′E

ψ′
mit �O

′
:=

1

iħh
�

O′,H′
�

+ ∂ expl.
t O′. (2.10.13)

Dies ist das Ehrenfestsche Theorem in bildunabhängiger Schreibweise. Dabei ist zu beachten, daß
der Ring über einem Operator i.a. nicht die mathematische Zeitableitung desselben bedeutet, sondern
durch die Kommutatorrelation ergänzt durch die Ableitung aufgrund der expliziten Zeitabhängigkeit
definiert ist. Dies ist die sog. physikalische Zeitableitung der Quantentheorie, die man als unter
Bildtransformationen kovariante Zeitableitung betrachten kann. Damit haben wir auch Postulat
4 erklärt. Die Postulate sind damit sowohl unabhängig von einer konkreten Darstellung, also der
Wahl eines bestimmten vollständigen Satzes kompatibler Observabler zur vollständigen Festlegung
des Systemzustandes, als auch unabhängig von der Wahl des Bildes der Zeitentwicklung, also der
Wahl der Verteilung der Zeitabhängigkeit auf Zustandsvektoren und Observablenoperatoren.
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2.11 Das Heisenbergbild

Als eine Anwendung der bild- und darstellungsunabhängigen Formulierung der quantentheoretischen
Dynamik betrachten wir die Herleitung der dynamischen Gleichungen im Heisenbergbild. Dieses Bild
ist in gewissem Sinne das genaue Gegenstück zum Schrödingerbild. Die volle Zeitabhängigkeit wird
dabei auf die Observablenoperatoren gewälzt. Das bedeutet, daß wir gemäß (2.10.5) und (2.10.10)

XH =H und YH = 0 (2.11.1)

zu setzen haben. Explizit heißt das, daß die kovariante Zeitableitung identisch ist mit der totalen Zeita-
bleitung und die Zustandsvektoren überhaupt nicht zeitabhängig sind.

Zeitentwicklung in der Energieeigenbasis

In diesem Bild läßt sich auch sehr einfach der bildunabhängige Zeitentwicklungsoperator für die Wel-
lenfunktion in der Ortsdarstellung, also der Propagator der Schrödingergleichung bei gegebenem
Hamiltonoperator, gewinnen. Es gilt wie in jedem Bild

ψ(t ,~x) =



~x, t
�

�ψ
�

=
∫

R3
d3x ′




~x, t
�

�~x ′, t0
�

ψ(t0,~x ′). (2.11.2)

Dabei bedeutet
�

�~x, t
�

zu jeder Zeit t den verallgemeinerten simultanen Eigenzustand der drei Orts-
komponentenoperatoren zum Spektralwert ~x ∈R3, d.h. es gilt für alle t > t0

~x(t )
�

�~x, t
�

= ~x
�

�~x, t
�

. (2.11.3)

Falls der Hamiltonoperator nicht explizit zeitabhängig ist, gilt für den Ortsoperator

~x(t ) = exp

�

i

ħh
(t − t0)H

�

~x(t0)exp

�

− i

ħh
(t − t0)H

�

. (2.11.4)

Durch Ableitung nach der Zeit (Übung!) sieht man nämlich sofort, daß dann in der Tat die Bewegungs-
gleichung

d

dt
x(t ) =

1

iħh
[x(t ),H] , (2.11.5)

wie es gemäß (2.10.10) im Heisenbergbild, das durch (2.11.1) definiert ist, sein muß. Aus (2.11.4) folgt
sofort, daß die Zeitentwicklung der Ortseigenvektoren durch

�

�~x, t
�

= exp

�

i

ħh
(t − t0)H

�

�

�~x, t0
�

(2.11.6)

gegeben ist.
Folglich ist

U (t ,~x; t0,~x ′) =



~x, t
�

�~x ′, t0
�

=

*

~x, t0

�

�

�

�

�

exp

�

− i

ħh
(t − t0)H

�

�

�

�

�

�

~x ′, t0

+

(2.11.7)

und
U (t0,~x; t0,~x ′) = δ (3)(~x −~x ′). (2.11.8)
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Leiten wir (2.11.7) nach der Zeit ab (Übung!), folgt sofort, daß für den Propagator die zeitabhängige
Schrödingergleichung

iħh∂t U (t ,~x; t0,~x ′) = Ĥ U (~x, t ; t0,~x ′) (2.11.9)

gilt. Dabei ist Ĥ der Hamilton-Operator in der Ortsdarstellung bzgl. ~x. Gemäß (2.11.2) ist die Zeit-
entwicklung der Wellenfunktion dann durch

ψ(t ,~x) =
∫

R3
d3x ′U (t ,~x; t0,~x ′)ψ(t0,~x ′) (2.11.10)

gegeben. Wegen (2.11.9) erfüllt diese Wellenfunktion in der Tat die zeitabhängige Schrödingerglei-
chung und wegen (2.11.8) auch die Anfangsbedingung.
Adjunktion von (2.11.7) liefert unter Berücksichtigung der Selbstadjungiertheit des Hamiltonopera-
tors

U ∗(t ,~x; t0,~x ′) =
*

~x ′, t0

�

�

�

�

�

exp

�

i

ħh
(t − t0)H

�

�

�

�

�

�

~x, t0

+

=U (t0,~x ′; t ,~x). (2.11.11)

Wir wollen zur Illustration den Propagator des freien Teilchens mit dieser Methode berechnen. Defi-
nitionsgemäß ist der Hamiltonoperator des freien Teilchens

H =
~p2

2m
. (2.11.12)

Nach (2.10.10) und (2.11.1) folgt zunächst

d~p

dt
=

1

iħh
�

~p,H
�

= 0,
d~x

dt
=

1

iħh
�

~x,H
�

=
1

m
~p. (2.11.13)

Die Lösung ist in diesem Fall sehr einfach:

~p(t ) =~p(t0) =~p0, ~x(t ) = ~x0+
(t − t0)

m
~p0. (2.11.14)

Multiplizieren wir die Eigenwertgleichung

~x(t )
�

�~x, t
�

= ~x
�

�~x, t
�

(2.11.15)

mit



~x0, t0

�

� und wenden die Lösung (2.11.14) der Heisenbergschen Operatorbewegungsgleichungen
sowie die Hermitezität der Operatoren ~x0 und ~p0 an, finden wir die Bestimmungsgleichung

�

ħh(t − t0)

im
∂~x0
+~x0

�




~x0, t0

�

�~x, t
�

= ~x



~x0, t0

�

�~x, t
�

, (2.11.16)

wobei wir (2.4.4) benutzt haben. Eine Lösung dieser Gleichung lautet




~x0, t0

�

�~x, t
�

=U ∗(t ,~x; t0,~x0) =N ∗(t − t0)exp

�

− im

2(t − t0)ħh
(~x −~x0)

2
�

. (2.11.17)

Nehmen wir an, daß
N ∗(t − t0) =N (t0− t ) (2.11.18)
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ist, gilt dann nämlich offenbar (2.11.11). Zur Bestimmung von N (t ) verwenden wir die Schrödinger-
Gleichung (2.11.9), was

Ṅ (t − t0) =−
3

2(t − t0)
N (t ) ⇒ N (t − t0) =

N0

(t − t0)
3/2

(2.11.19)

liefert.
Die noch unbestimmte Normierungskonstante N0 bestimmt sich aus der Anfangsbedingung




~x0, t0

�

�~x, t0
�

= δ (3)(~x −~x0). (2.11.20)

Es ist klar, daß (2.11.17) zu jedem Zeitpunkt als Distribution aufzufassen ist, denn es handelt sich mit
Sicherheit nicht um eine quadratintegrable Funktion. Um N0 zu bestimmen, können wir daher auch
nicht einfach t = t0 setzen, und in der Tat wird (2.11.17) dann singulär. Es genügt allerdings, (2.11.17)
auf eine beliebige Testfunktion anzuwenden. Dazu bietet sich hier eine Gaußfunktion an, denn dann
können wir die benötigten Integrale geschlossen auswerten. Wählen wir also

ψ0(~x) =Aexp

 

− ~x
2

4σ2

!

. (2.11.21)

Dann folgt

ψ(t ,~x) =
∫

R3
d3x0U (t ,~x; t0,~x0)ψ0(x0)

=AN (t )
∫

R3
d3x0 exp





im

2(t − t0)ħh
(~x −~x0)

2− ~x 2
0

4σ2



 .
(2.11.22)

Dieses Integral läßt sich geschlossen auswerten (vgl. Anhang A):

ψ(t ,~x) =AN0





4πσ2ħh
ħh(t − t0)− 2imσ2





3/2

exp

 

− m~x2

4mσ2+ 2iħh(t − t0)

!

. (2.11.23)

Damit dies für t → t0 mit der Anfangsbedingung (2.11.21) kompatibel ist, muß offenbar

N0 =
� m

2πiħh

�3/2
(2.11.24)

sein. Demnach erfüllt N (t ) gemäß (2.11.19) offenbar tatsächlich unsere obige Annahme (2.11.18) Der
Propagator für das freie Teilchen ist damit also durch

U (t ,~x; t0,~x0) =
�

m

2πiħh(t − t0)

�3/2

exp

�

im

2(t − t0)ħh
(~x −~x0)

2
�

(2.11.25)

gegeben.
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2.12 Der Propagator des harmonischen Oszillators

Auch der Propagator des harmonischen Oszillators läßt sich mit der soeben für das freie Teilchen
durchgeführten Methode im Heisenbergbild recht bequem berechnen.
Wir beschränken uns auf den eindimensionalen Fall, d.h. wir haben nunmehr als fundamentale Ope-
ratoren nur jeweils eine Orts- und Impulskomponente x bzw. p, die der kanonischen Vertauschungs-
relation

1

iħh
[x,p] = ħh1 (2.12.1)

genügen. Der Hamiltonoperator ist in Anlehnung an den klassischen harmonischen Oszillator durch

H =
p2

2m
+

mω2x2

2
(2.12.2)

definiert. Dabei istω die Frequenz des harmonischen Oszillators.
Die Bewegungsgleichungen der Operatoren im Heisenbergbild lauten

dp

dt
=

1

ħhi
[p,H] =−mω2x, (2.12.3)

dx

dt
=

1

ħhi
[x,H] =

p

m
, (2.12.4)

wobei wir die allgemeine Beziehung

[AB,C] =A[B,C]+ [A,C]B, (2.12.5)

die man sofort aus der Definition des Kommutators beweist, und die kanonischen Vertauschungsrela-
tionen für Ort und Impuls (2.12.1) verwendet haben.
Ableiten der Gleichung (2.12.4) ergibt unter Verwendung von (2.12.3)

d2x

dt 2
=−ω2x, (2.12.6)

und diese Gleichung läßt sich ohne Probleme genauso lösen, als hätten wir es mit gewöhnlichen Zahlen
und nicht Operatoren zu tun, weil keine Operatorprodukte vorkommen, in denen es Probleme mit
der Operatoranordnung gäbe9:

x= x0 cos[ω(t − t0)]+
p0

mω
sin[ω(t − t0)]. (2.12.7)

Für den Propagator gilt wieder

U (x, t ; x0, t0) = 〈x, t | x0, t0 〉 . (2.12.8)

Wie oben beim freien Teilchen können wir das Konjugiert Komplexe dazu berechnen, indem wir die
verallgemeinerte Eigenwertgleichung mittels (2.12.7) in der Ortsdarstellung anschreiben:

[A∂x0
+B x0]U

∗ = xU ∗,

A=
ħh

imω
sin[ω(t − t0)], B = cos[ω(t − t0)].

(2.12.9)

9Das ist natürlich der besonders einfachen quadratischen Form des Hamiltonoperators zu verdanken, welche zu linearen
Bewegungsgleichungen führt.

49



Kapitel 2 · Die endgültige Formulierung der Quantentheorie

Um die Lösung der Eigenwertgleichung zu finden, müssen wir sie nur geeignet umformen:

1

U ∗
∂ U ∗

∂ x0
=

x −B x0

A
, (2.12.10)

und das ergibt aufintegriert

U ∗ =N ∗(t , t0)exp
�

− 1

A

�B

2
x2

0 − x x0+ f (x)
��

, (2.12.11)

wobei wir die x-abhängige Integrationskonstante f (x) in den Exponenten gezogen haben, so daß N
von x und x0 unabhängig ist.
Wir müssen nunmehr die unbekannte Funktion f und die Konstante N bestimmen. Wir postulieren,
daß f eine reelle Funktion ist. Wir werden im folgenden sehen, daß wir mit dieser Annahme zu einer
Lösung für den Propagator gelangen.
Zunächst nutzen wir die Eigenschaften des verallgemeinerten Skalarprodukts (2.12.8) aus. Wir sehen
sofort, daß

U ∗(x, t ; x0, t0) =U (x0, t0; x, t ). (2.12.12)

Dann benutzen wir, daß bei der Vertauschung der Argumente (x, t ) und (x0, t0) A→−A und B → B
gilt, da der sin eine ungerade und cos eine gerade Funktion ist. Weiter ist A rein imaginär und B reell.
Daraus ergibt sich mit (2.12.11) die Beziehung

N ∗(t , t0)exp
�

− 1

A

�B

2
x2

0 + f (x)
��

=N (t0, t )exp
�

− 1

A

�B

2
x2+ f (x0)

��

, (2.12.13)

wobei wir schon den beiden Seiten gemeinsamen Faktor exp(x x0/A) gekürzt haben.
Da N nicht von x und x0 abhängt, müssen die Exponenten übereinstimmen, und daraus ergibt sich,
daß

f (x)− B

2
x2 = f (x0)−

B

2
x2

0 (2.12.14)

sein muß. Da diese Beziehung für alle x und x0 gilt, muß also

f (x)− B

2
x2 = g (t , t0) (2.12.15)

sein. Wir können aber g = 0 setzen, da diese Abhängigkeit durch den Faktor N bereits parametrisiert
ist, so daß also

f (x) =
B

2
x2 (2.12.16)

ist.
Bis jetzt haben wir somit folgende Form für den Propagator gefunden:

U (x, t ; x0, t0) =N (t , t0)exp

(

imω[(x2+ x2
0 )cos[ω(t − t0)]− 2x x0]

2ħh sin[ω(t − t0)]

)

. (2.12.17)

Als nächstes betrachten wir die Vollständigkeitsrelation
∫

dx0U (x1, t ; x0, t0)U
∗(x2, t ; x0, t0) =

∫

dx0 〈x1, t | x0, t0 〉 〈x0, t0 | x2, t 〉
= 〈x1, t | x2, t 〉= δ(x1− x2).

(2.12.18)
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Setzen wir hierin (2.12.17) ein, finden wir unter Anwendung des aus der Theorie des Fourierintegrals
bekannten Formel

∫

dk exp(ik z) = 2πδ(z) (2.12.19)

die Beziehung
∫

dx0U (x1, t ; x0, t0)U
∗(x2, t ; x0, t0) = |N (t , t0)|2

2πħh sin[ω(t − t0)]

mω
δ(x1− x2), (2.12.20)

so daß also

N ∗(t , t0) =
È

mω

2πiħh sin[ω(t − t0)]
exp(iϕ) (2.12.21)

mit ϕ ∈ R sein muß. Unter der Wurzel verstehen wir dabei hier und im folgenden den Hauptwert,
d.h. für sin[ω(t − t0)]> 0 (< 0) ist ihr Imaginärteil < 0 (> 0) 10.
Zur Bestimmung von ϕ genügt schließlich die Anwendung von U auf eine beliebige Testfunktion, für
die wir hier bequemerweise exp(−c x2

0 ) (c > 0) wählen:

F (x) =
∫

dx0U (x, t ; x0, t0)exp(−c x2
0 ). (2.12.22)

Da für t → t0 der Propagator gegenδ(x−x0) streben muß, ergibt sich aus der elementaren Auswertung
des Integrals (2.12.22), daß ϕ = 0 sein muß, so daß sich schließlich der Propagator zu

U (x, t ; x0, t0) =
È

mω

2πiħh sin[ω(t − t0)]
exp

(

imω[(x2+ x2
0 )cos[ω(t − t0)]− 2x x0]

2ħh sin[ω(t − t0)]

)

(2.12.23)

ergibt.

2.13 Der Propagator als Green-Funktion der Schrödingergleichung

Wir diskutieren noch ein Weilchen über Propagatoren bzw. Greensche Funktionen der Schrödinger-
gleichung. Der Propagator für ein quantenmechanisches System wird besonders einfach, wenn man
nicht wie oben die Ortsdarstellung sondern die Energieeigenzustände als Basissystem wählt. Wir
schreiben die Zeitentwicklung wieder im Heisenbergbild und leiten zunächst die Zeitentwicklung-
gleichung der Eigenzustände von nicht explizit zeitabhängigen Operatoren her. Sei also A(t ) der selbst-
adjungierte Operator einer Observablen A im Heisenbergbild. Dann gilt wegen (2.10.10) und (2.11.1)

d

dt
A(t ) =

1

iħh
[A(t ),H] . (2.13.1)

Wir gehen auch von einem nicht explizit zeitabhängigen Hamiltonoperator aus. Setzen wir in (2.13.1)
A =H ein, sehen wir, daß der Hamiltonoperator dann zeitlich konstant ist, so daß wir das Zeitargu-
ment für diesen gleich weggelassen haben. Dann können wir aber die Lösung der Differentialgleichung
(2.13.1) sofort angeben:

A(t ) = exp

�

iħh(t − t0)H

ħh

�

A(t0)exp

�

− iħh(t − t0)H

ħh

�

. (2.13.2)

10Der Hauptwert der Wurzel für eine rein imaginäre Zahl ist definitionsgemäß
p±ir =

p
r exp(±iπ/4)
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Setzen wir

B(t , t0) = exp

�

iħh(t − t0)H

ħh

�

, (2.13.3)

so ist offenbar B(t , t0) unitär, und wir können für (2.13.2) auch

A(t ) = B(t , t0)A(t0)B
†(t , t0) (2.13.4)

schreiben, was mit (2.10.1) übereinstimmt, wenn wir annehmen, daß zur Zeit t0 im Schrödinger- und
Heisenbergbild dieselben Operatoren verwendet werden, was wir stets tun dürfen. Dabei bezeichnet
t0 wieder den Anfangszeitpunkt, zu dem wir uns das System in irgendeinem Zustand |ψ〉 präpariert
denken. Im Heisenbergbild sind die |ψ〉 definitionsgemäß zeitlich konstant. Die Eigenzustände von
A(t ) sind hingegen wegen (2.13.2) zeitabhängig. Aus

A(t ) |a, t 〉= a |a, t 〉 (2.13.5)

folgt durch Einsetzen von (2.13.2)

B(t , t0)A(t0)B
†(t , t0) |a, t0〉= a |a, t 〉 . (2.13.6)

Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit B†, folgt

A(t0)B
†(t , t0) |a, t 〉= aB†(t , t0) |a, t 〉 (2.13.7)

Daraus folgt, daß B†(t , t0) |a, t 〉 Eigenvektor von A(t0) zum Eigenwert a ist. Damit ist also

B†(t , t0) |a, t 〉= |a, t0〉 ⇒ |a, t 〉= B(t , t0) |a, t0〉 . (2.13.8)

Ist dann |α; t 〉 ein VONS von irgendwelchen Energieeigenvektoren (wobei α wieder die Eigenwerte
irgendwelcher drei voneinander unabhängiger mit H kompatibler Observabler bezeichnet), so können
wir die Zeitentwicklung der Wellenfunktion in der Energiedarstellung sofort angeben11:

ψ̃(t ,α) = 〈α, t |ψ〉= 〈B(t , t0)α, t0 |ψ〉=
*

exp

�

iH(t − t0)

ħh

�

α, t0

�

�

�

�

�

ψ

+

=

*

exp

�

iE(α)(t − t0)

ħh

�

α, t0

�

�

�

�

�

ψ

+

= exp

�

− iE(α)(t − t0)

ħh

�

〈α, t0 |ψ〉

= exp

�

− iE(α)(t − t0)

ħh

�

ψ̃(t0,α).

(2.13.9)

Damit können wir aber auch die Zeitentwicklung in jeder anderen Basis nach den entsprechenden
Energieeigenfunktionen bzgl. dieser Basis ausdrücken, z.B. in der Ortsdarstellung

ψ(t ,~x) =



~x, t
�

�ψ
�

=
∫

dα



~x, t
�

�α, t
� 〈α; t |ψ〉

=
∫

dα uα(~x)exp

�

− iE(t − t0)

ħh

�

ψ̃(t0,α).
(2.13.10)

11Für das freie Teilchen können wir z.B. für α die drei Komponenten des Impulses wählen, die miteinander und mit
H vertauschen. Für ein Teilchen in einem radialsymmetrischen Potential können wir für α den Energieeigenwert E selbst
sowie l und m, also die Bahndrehimpulsbetragsquantenzahl (Eigenwert ħh l (l + 1) von L2) und die „Magnetquantenzahl“
entsprechend dem Eigenwert mħh von Lz , verwenden.
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Dabei sind die Energieeigenfunktionen in der Ortsdarstellung zeitunabhängig, denn es gilt wegen der
Unitarität des Zeitentwicklungsoperators (2.13.3)

uα(~x) =



~x, t
�

�α; t
�

=



B(t , t0)~x, t0

�

�B(t , t0)α, t0
�

=
D

~x, t0

�

�

�B†(t , t0)B(t , t0)α, t0

E

=



~x, t0

�

�α, t0
�

.
(2.13.11)

Wie wir oben gesehen haben, können wir die uα(~x) über die zeitunabhängige Schrödingergleichung
berechnen. Dies folgt im jetzigen Kontext sehr einfach aus

Ĥ uEα(~x) :=



~x, t
�

�HE ,α; t
�

= E



~x; t
�

�E ,α; t
�

= E uEα(~x). (2.13.12)

Wir wollen noch eine wichtige Darstellung des Propagators mittels dieser Energieeigenzustände her-
leiten. Dazu müssen wir nur ψ(t0,α) durch die Wellenfunktion in der Ortsdarstellung ausdrücken:

ψ̃(t0,α) = 〈α, t0 |ψ〉=
∫

R3
d3x ′




α, t0

�

�~x ′; t0
�


~x ′; t0

�

�ψ
�

=
∫

R3
d3x ′ u∗E ,α(~x

′)ψ(t0,~x ′).
(2.13.13)

Dies in (2.13.10) eingesetzt liefert

ψ(t ,~x) =
∫

R3
d3x ′

∫

∑

dα u∗α(~x
′)uα(~x)exp

�

− iE(t − t0)

ħh

�

ψ(t0,~x ′). (2.13.14)

Der Vergleich mit der Definition des Propagators (2.11.10) liefert die gewünschte Darstellung vermit-
tels Energieeigenzuständen:

U (t ,~x; t ′,~x ′) =
∫

∑

dα u∗α(~x
′)uα(~x)exp

�

− iE(t − t0)

ħh

�

. (2.13.15)

Dem Leser sei zur Übung empfohlen, sich davon zu überzeugen, daß dieselben Resultate auch aus dem
Schrödingerbild bzw. überhaupt einem beliebigen Bild der Zeitentwicklung folgen. Im letzteren
Fall werden die Rechnungen allerdings ein wenig komplizierter, da dann sowohl die Zustandsvektoren
als auch die Eigenvektoren von Observablen zeitabhängig werden.
Als Beispiel betrachten wir wieder das freie Teilchen und legen das Heisenbergbild zugrunde. Hier
haben wir gleich mehrere Möglichkeiten der Wahl für einen vollständigen Satz kompatibler Observa-
bler für die Energieeigenzustände; z.B. können wir die drei Impulskomponenten ~p oder E ,~L2, Lz als
den vollständigen Satz kompatibler Observabler, die auch mit E kompatibel sind, wählen12.
Hier verwenden wir die drei Impulskomponenten ~p als vollständigen Satz kompatibler Erhaltungs-
größen. Wegen

H =
~p2

2m
(2.13.16)

12Es ist klar, daß es sich dabei im hier betrachteten Fall eines nicht explizit von der Zeit abhängigen Hamiltonopera-
tors H um zueinander kompatible Erhaltungsgrößen des Systems handeln muß. Diese kommutieren dann aufgrund der
Bewegungsgleichung (2.10.10) im Heisenbergbild, wo definitionsgemäß X =H (c.f. Gl. (2.11.1)) gilt, mit H.
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sind diese mit H verträglich und folglich zugleich Energieeigenzustände

H
�

�~p, t
�

=
~p 2

2m

�

�~p, t
�

= E(~p)
�

�~p, t
�

, (2.13.17)

wobei wir die Dispersionsrelation für das freie Schrödinger-Teilchen

E(~p) =
~p 2

2m
(2.13.18)

eingeführt haben. Die Energieeigenfunktionen sind dann freilich einfach die ins Dreidimensionale ver-
allgemeinerten Impulseigenfunktionen (2.4.11)




~x, t
�

�~p, t
�

= u~p (~x) =
1

(2πħh)3/2
exp

 

i~p ·~x
ħh

!

. (2.13.19)

Die Zeitentwicklung (2.13.10) nimmt demnach die Form

ψ(t ,~x) =
∫

R3

d3 p

(2πħh)3/2
ψ̃(t0,~p)exp



−i
E(~p)(t − t0)−~p ·~x

ħh



 (2.13.20)

an. Gibt man den Anfangszustand in der Ortsdarstellung an, findet man die in (2.13.20) benötigte
Wellenfunktion in der Impulsdarstellung durch die entsprechende Fourier-Transformation:

ψ̃(t0,~p) =



~p, t0

�

�ψ
�

=
∫

R3
d3x




~p, t0

�

�~x, t0
�


~x, t0

�

�ψ
�

=
∫

R3

d3x

(2πħh)3/2
exp

 

− i~p ·~x
ħh

!

ψ(t0,~x).
(2.13.21)

2.14 Die Green-Funktion für ein freies Schrödingerteilchen

Wir können den Propagator des freien Teilchens auch noch in einer anderen (insbesondere für die
Vielteilchenphysik in Kapitel 8 äußerst wichtigen) Form schreiben. Dazu gehen wir von der zeitab-
hängigen Schrödingergleichung des freien Teilchens in der Ortsdarstellung aus, die wir in der Gestalt

 

iħh
∂

∂ t
+
ħh2∆2

2m

!

ψ(t ,~x) = 0 (2.14.1)

schreiben. Diese Gleichung ist unter Vorgabe der Anfangsbedingung

ψ(t0,~x) =ψ0(~x) (2.14.2)

zu lösen. Die physikalische Situation, die wir hier beschreiben, ist wieder, daß wir uns das Teilchen
durch Festlegung der Werte eines vollständigen Satzes kompatibler Observabler in diesem Anfangs-
zustand |ψ0〉 präpariert denken. Physikalisch ist es also irrelevant, wie die Wellenfunktion ψ(t ,~x) für
Zeiten t < t0 aussieht. Wir machen nun den folgenden Ansatz, der sich gleich noch als nützlich erwei-
sen wird

ψ(t ,~x) = Θ(t − t0)ψ
′(t ,~x), (2.14.3)
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wobei die Heavisidesche Einheitssprungfunktion durch

Θ(t − t0) =

(

0 für t < t0,
1 für t > t0

(2.14.4)

definiert ist. Wir benötigen noch die wichtige Formel

∂

∂ t
Θ(t − t0) = δ(t − t0). (2.14.5)

Diese ist selbstverständlich im Distributionensinne zu verstehen. Um sie zu beweisen, müssen wir also
∂tΘ(t − t0) auf eine Testfunktion f :R3→C anwenden. Es gilt definitionsgemäß

∫

R
dt f (t )

∂

∂ t
Θ(t − t0) =−

∫

R
dt Θ(t − t0)

d

dt
f (t )

=−
∫ ∞

t0

d

dt
f (t ) =− f (t )

�

�

�

�

∞

t0

=+ f (t0) =
∫

R3
dt f (t )δ(t − t0).

(2.14.6)

Da dies für beliebige Testfunktionen f gilt, muß folglich auch (2.14.5) gelten, denn Distributionen
sind eindeutig durch ihre Wirkung auf Testfunktionen definiert.
Setzen wir also (2.14.3) in (2.14.1) ein und verwenden bei der Zeitableitung (2.14.5), erhalten wir

 

iħh
∂

∂ t
+
ħh2∆2

2m

!

Θ(t − t ′)ψ′(t ,~x) = iħhδ(t − t0)ψ
′(t ,~x)

+Θ(t − t0)

 

iħh
∂

∂ t
+
ħh2∆2

2m

!

ψ′(t ,~x)

︸ ︷︷ ︸

=0

= iħhδ(t − t0)ψ0(~x).

(2.14.7)

Andererseits können wir ψ(t ,~x) gemäß (2.11.10) mit Hilfe des Propagators ausdrücken:

ψ(t ,~x) = Θ(t − t0)ψ
′(t ,~x) = Θ(t − t0)

∫

R3
d3x ′ U (t ,~x; t0,~x ′)ψ0(~x

′)

=:
∫

R3
d3x ′ iħh G(t ,~x; t0,~x ′)ψ0(~x

′).
(2.14.8)

Setzen wir dies in (2.14.7) ein, erhalten wir unter Beachtung, daß offenbar fürψ′ die Anfangsbedingung

ψ0(~x) =ψ(t0+ 0+,~x) = Θ(0+)ψ′(t0,~x) =ψ′(t0,~x) (2.14.9)

gilt,

iħh
∫

R3
d3x ′






iħh
∂

∂ t
+
ħh2∆2

~x

2m






G(t ,~x; t0,~x ′)ψ0(~x

′) = iħhδ(t − t ′)ψ0(~x). (2.14.10)
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Da dies für alle möglichen Anfangsbedingungen ψ0(~x
′) gilt, ist also notwendig (wenn wir zur Verein-

heitlichung der Schreibweise t ′ = t0 setzen)





iħh
∂

∂ t
+
ħh2∆2

~x

2m






G(t ,~x; t0,~x ′) = δ(t − t0)δ

(3)(~x −~x ′) (2.14.11)

Folglich ist G(t ,~x; t0,~x ′) eine Greensche Funktion des Schrödingeroperators

iħh
∂

∂ t
+
ħh2∆2

~x

2m
. (2.14.12)

Die Gleichung (2.14.11) ist wegen (2.14.8) mit der Nebenbedingung

G(t ,~x; t ′,~x ′) = 0 für t < t ′ (2.14.13)

zu lösen.
Dazu stellen wir G durch ihre Fouriertransformierte bzgl. der Zeit und des Ortes dar und berück-
sichtigen, daß offenbar G eine Funktion von t − t ′ und ~x −~x ′ sein muß:

G(t ,~x; t ′,~x ′) =
∫

R4

d4 p

(2πħh)4
exp



−i
p0(t − t ′)−~p · (~x −~x ′)

ħh



 G̃(p0,~p). (2.14.14)

Setzen wir dies auf der linken Seite von (2.14.11) ein und schreiben die δ-Distribution auf der rechten
Seite ebenfalls als Fourierintegral,

δ(t − t ′)δ (3)(~x −~x ′) =
∫

R4

d4 p

(2πħh)4
exp



−i
p0(t − t ′)−~p · (~x −~x ′)

ħh



 , (2.14.15)

erhalten wir durch Vergleich der Fourierintegrale

G̃(p0,~p) =
1

p0− E(~p)
mit E(~p) =

~p2

2m
. (2.14.16)

Hierbei tritt nun bei der Transformation (2.14.14) in den t ,~r -Bereich das charakteristische Problem
des Pols bei p0 = E(~p) auf. Dies läßt sich dadurch beheben, daß man den reellen Integrationsbereich
für p0 ein wenig in die komplexe p0-Ebene deformiert. Dabei ist darauf zu achten, daß die Randbedin-
gung (2.14.13) erfüllt wird. Aufgrund der Exponentialfunktion in (2.14.14) können wir den Residu-
ensatz anwenden, indem wir den Integrationsweg durch einen sehr großen Halbkreis im Unendlichen
schließen, und zwar in der oberen (unteren) Halbebene für t < t ′ (t > t ′). Wir müssen mit unserem
Integrationsweg den Pol also so umlaufen, daß dieser beim Schließen in der oberen Halbebene für
t < t ′ nicht in dem vom Integrationsweg umschlossenen Gebiet liegt (vgl. Abb. 2.1), denn dann ver-
schwindet das Integral wegen des Cauchyschen Integralsatzes, wie von der Randbedingung (2.14.13)
gefordert. Alternativ können wir auch einen kleinen positiven Imaginärteil zum Nenner addieren und
diesen nach der p0-Integration gegen 0 gehen lassen. Das schreiben wir im Sinne von Distributionen
in der Form

G̃ret(p0,~p) =
1

p0− E(~p)+ i0+
. (2.14.17)
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Re p0

Im p0

R→∞

Weg für t < t ′

Weg für t > t ′

~p2

2m

Re p0

Im p0

R→∞

Weg für t < t ′

Weg für t > t ′

~p2

2m
− i0+

Abbildung 2.1: Links: Integrationskontur für das Integral (2.14.14) für den retardierten Propagator.
Rechts: Alternative Formulierung durch Verschieben des Pols in die untere Halbebene (cf. (2.14.17)
und Beibehaltung des ursprünglichen reellen Integrationsweges.

Dann liegt der Pol p (Pol)
0 = E(~p)−i0+ nämlich in der unteren Halbebene und dies hat denselben Effekt

wie die Deformation des Integrationsweges gemäß Abb. 2.1, wenn wir wieder den ursprünglichen reel-
len Integrationsweg wählen und diesen in der oberen bzw. unteren Halbebene durch einen unendlich
großen Halbkreis schließen. Wir haben jetzt diese Greensche Funktion genauer mit G̃ret bezeichnet,
denn es handelt sich wegen der Randbedingung (2.14.13) offensichtlich um die retardierte Greensche
Funktion der Schrödingergleichung für ein freies Teilchen.

Führen wir nun in (2.14.14) nur die p0-Integration mit (2.14.17) für G̃ aus, erhalten wir die Darstellung
der retardierten Greenschen Funktion als Funktion der Zeiten t , t ′ und ~p, die sog. Mills-Darstellung:

G′ret(t , t ′;~p) =
∫ ∞

−∞

d p0

(2πħh)
1

p0− E(~p)+ i0+
exp

�

−i
p0(t − t ′)
ħh

�

. (2.14.18)

Wir können dieses Integral mit Hilfe des Residuensatzes auswerten, indem wir die Integrationswege
wie in Abb. 2.1 (rechts) eingezeichnet schließen. Dann folgt

G′ret(t , t ′;~p) =
Θ(t − t ′)

iħh
exp

�

− i

ħh
E(~p)(t − t ′)

�

. (2.14.19)

2.15 Die Zeitentwicklung in einem beliebigen Bild (Dirac-Bild)

Wir wenden uns nun der Formulierung der Bewegungsgleichungen für die Zustandsvektoren und
Observablenoperatoren in einem beliebigen Bild der Zeitentwicklung zu. Stellen wir die Bewegungs-
gleichungen nochmals übersichtlich zusammen, ohne vom Schrödinger-Bild auszugehen (wie in Ab-
schnitt 2.10). Die physikalische Zeitentwicklung ist durch den Hamiltonoperator des Systems gege-
ben, und dieser repräsentiert die Energie. Wie wir in Abschnitt 2.10 gesehen haben, erlaubt es uns
die Freiheit, alle Operatoren und Zustände einer zeitabhängigen unitären Transformation der Form
(2.10.1) zu unterziehen, eine in weiten Grenzen willkürliche Verteilung der mathematischen Zeitab-
hängigkeit auf Zustände und Operatoren. Unabhängig von der Wahl des Bildes ergeben sich stets die-
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selben Aussagen über (zumindest prinzipiell) beobachtbare Größen wie Wahrscheinlichkeiten für die
Werte irgendeiner Observablen oder Erwartungswerte von Observablen etc.
Wir betrachten nun ein allgemeines Bild. Dieses muß nicht, wie in Abschnitt 2.10 durch die Bildtrans-
formation vom Schrödinger- in das andere Bild hergeleitet werden, sondern kann direkt durch die Wahl
der Operatoren X(t ) und Y(t ) in den Gln. (2.10.5) und (2.10.10) charakterisiert werden. Wir müssen
also Gleichungen finden, die unabhängig von der Bildtransformation B(t ) sind. Dazu bedienen wir
uns der Bewegungsgleichungen für die Zustände und Operatoren (2.10.5) und (2.10.10). Wir las-
sen im folgenden den Strich an den Operatoren in dem beliebigen Bild weg. Es ist freilich unbedingt
darauf zu achten, daß alle Zustandsvektoren und Observablenoperatoren in einem bestimmten Bild
der Zeitentwicklung zu verwenden sind!
Die Wahl des Bildes der Zeitentwicklung wird also bestimmt durch die Wahl der selbstadjungierten
Operatoren

X(t ) und Y(t ) =H−X(t ). (2.15.1)

Die Bewegungsgleichungen für Zustandsvektoren und Observablenoperatoren lauten dann ge-
mäß (2.10.5) und (2.10.10)

d

dt
O(t ) =

1

iħh
[O(t ), X(t )] (2.15.2)

d

dt
|ψ(t )〉=− i

ħh
Y(t ) |ψ(t )〉 . (2.15.3)

Hierbei betrachten wir nur Observablenoperatoren, die nicht explizit zeitabhängig sind. Wir denken
uns die Operatoren und Zustände zu einem beliebigen Anfangszeitpunkt t0 = 0 vorgegeben und
wollen die Gleichungen (2.15.2) und (2.15.3) lösen. Da quantenmechanische Wahrscheinlichkeiten,
die Selbstadjungiertheit und Kommutatorrelationen der Observablenoperatoren usw. bei der Zeitent-
wicklung erhalten bleiben müssen, erwarten wir, daß es unitäre Zeitentwicklungsoperatoren für die
Zustände und Observablenoperatoren gibt, so daß die Bewegungsgleichungen durch

O(t ) =A(t )O(t = 0)A†(t ), (2.15.4)

|ψ(t )〉=C(t ) |ψ(t = 0)〉 (2.15.5)

gelöst werden. Dabei gelten die Unitaritätsbedingungen

A†(t )A(t ) =A†(t )A(t ) = 1, C†(t )C(t ) =C†(t )C(t ) = 1. (2.15.6)

Aus (2.15.4) folgt auch sofort die Zeitabhängigkeit der Eigenzustände des Operators O(t ). Wir de-
finieren diesen Eigenzustand dadurch, daß er zur Zeit t den fest vorgegebenen Eigenwert o besitzt.
Wegen der Unitarität des Zeitentwicklungsoperators A(t ) ist es klar, daß sich das Spektrum des Ope-
rators O(t ) nicht ändert, d.h. O(t ) besitzt dieselben (verallgemeinerten) Eigenwerte wie O(t = 0). Per
definitionem ist also stets

O(t ) |o, t 〉= o |o, t 〉 . (2.15.7)

Diese Eigenschaft erfüllt nun aber offensichtlich der Vektor

|o, t 〉=A(t ) |o, t = 0〉 , (2.15.8)

denn es ist

O(t )A(t ) |o, t = 0〉=A(t )O(t = 0)A†(t )A(t ) |o, t = 0〉
=A(t )O(t = 0) |o, t = 0〉= oA(t ) |o, t = 0〉 . (2.15.9)
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Da A(t ) unitär ist, durchläuft weiter A(t ) |o, t = 0〉 ein (verallgemeinertes) vollständiges Orthonor-
malsystem, wenn |o, t = 0〉 ein solches repräsentiert. Wir können also (2.15.8) als ein verallgemeinertes
VONS von Eigenzuständen zu O(t ) verwenden, wenn wir ein solches VONS von Eigenzuständen
|o, t = 0〉 zu O(t = 0) gefunden haben. Damit ist (2.15.8) eine konsistente Zeitentwicklung für die
Eigenzustände von O(t ).
Wenden wir uns nun als erstes der Bewegungsgleichung (2.15.3) für die Zustände zu. Um die entspre-
chende Bewegungsgleichung für C(t ) zu erhalten, leiten wir (2.15.5) nach der Zeit ab

d

dt
|ψ(t )〉= Ċ(t ) |ψ(t0)〉= Ċ(t )C†(t ) |ψ(t )〉 . (2.15.10)

Der Vergleich mit (2.15.3) zeigt, daß C(t ) die Bewegungsgleichung

Ċ(t )C†(t ) =− i

ħh
Y(t ) (2.15.11)

erfüllt. Daß dies mit der Selbstadjungiertheit von Y verträglich ist, zeigt man unter Verwendung der
Unitarität (2.15.6) wie bei der entsprechenden Rechnung für die Bildtransformation (2.10.6-2.10.8).
Multiplizieren wir dies von rechts mit C erhalten wir

Ċ(t ) =− i

ħh
Y(t )C(t ). (2.15.12)

Diese Gleichung ist unter Berücksichtigung der Anfangsbedingung

C(0) = 1 (2.15.13)

zu lösen. Sie kann nun nicht wie eine Differentialgleichung mit gewöhnlichen Funktionen behandelt
werden, da Y(t ) und C(t ) i.a. nicht notwendig kommutieren müssen. Ebensowenig müssen die Ope-
ratoren Y(t ) und Y(t ′) zu verschiedenen Zeiten kommutieren!
Falls allerdings Y = const ist, gilt offenbar

C(t ) = exp

�

− it

ħh
Y
�

falls Y = const, (2.15.14)

wie man sofort durch Differenzieren bestätigt.
Um wenigstens eine formale Lösung bei zeitabhängigem Y zu erhalten, formen wir (2.15.12) zu einer
Integralgleichung um, indem wir sie unter Berücksichtigung der Anfangsbedingung von t ′ = 0 bis
t ′ = t integrieren. Dies liefert

C(t ) = 1− i

ħh

∫ t

0
dt ′ Y(t ′)C(t ′). (2.15.15)

Dies ist eine Rekursionsgleichung, die wir iterativ lösen können. Setzen wir als Anfangsnäherung
für die Lösung C0 = 1, welche wenigstens die Anfangsbedingung erfüllt, auf der rechten Seite von
(2.15.15) ein, und sehen das Resultat als eine verbesserter Näherung von C an, erhalten wir

C1(t ) = 1−
i

ħh

∫ t

0
dt1 Y(t1). (2.15.16)
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t1t

t2

t2 = t2

t

Abbildung 2.2: Zur Berechnung des Dopppelintegrals in (2.15.17)

Diese Näherung setzen wir wieder in (2.15.15) ein, um die nächste Näherung zu erhalten:

C2(t ) = 1−
i

ħh

∫ t

0
dt1Y(t1)+

�

− i

ħh

�2 ∫ t

0
dt2Y(t2)

∫ t2

0
dt1Y(t1). (2.15.17)

Diese Iteration können wir nun offenbar beliebig fortführen. Wir erhalten dann

C(t ) = 1+
∞
∑

n=1

�

− i

ħh

�n ∫ t

0
dtn

∫ tn

0
dtn−1 · · ·

∫ t2

0
dt1Y(tn)Y(tn−1) · · ·Y(t1)

︸ ︷︷ ︸

C(k)(t )

.
(2.15.18)

Es auch einfach zu zeigen, daß diese iterative Lösung (wenigstens formal) die Gleichung (2.15.12) löst
(Übung!). Offensichtlich geht auch (2.15.18) für zeitunabhängiges Y = const in (2.15.14) über.
Wir können (2.15.18) noch etwas vereinfachen, indem wir die komplizierte „Schachtelstruktur“ der
oberen Grenzen in den Zeitintegralen auflösen. Dabei ist Vorsicht geboten, weil i.a. Y(t ) und Y(t ′)
für t 6= t ′ nicht kommutieren. Es ist allerdings charakteristisch, daß die Operatoren in dem Produkt
unter dem Integral stets zeitgeordnet sind, d.h. die Zeitargumente sind von rechts nach links gelesen
monoton wachsend. Dies werden wir uns sogleich zunutze machen.
Betrachten wir zunächst das Doppelintegral in (2.15.17).

C(2)(t ) =
∫ t

0
dt2

∫ t2

0
dt1Y(t2)Y(t1). (2.15.19)

Dies können wir als Flächenintegral in der t1-t2-Ebene lesen, das über das schraffierte Dreieck in
Abb. 2.2 zu nehmen ist. Wir wollen nun die Integration in den Variablen t1 und t2 symmetrisieren.
Dazu vertauschen wir die Reihenfolge der Integrationsvariablen

C(2)(t ) =
∫ t

0
dt1

∫ t

t1

dt2 Y(t1)Y(t2). (2.15.20)
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Dabei ist aber genau auf die Operatoranordnung zu achten. Die entscheidende Beobachtung ist, daß
sowohl in der ursprünglichen Form (2.15.19) als auch in der Form (2.15.20) die Operatoren von rechts
nach links nach wachsenden Zeiten geordnet sind. Dafür definiert man den kausalen Zeitordnungs-
operator Tc , der stets auf ein Produkt von Operatoren wirkt und für die Zeitordnung sorgt, in der die
Zeiten von rechts nach links in wachsender Folge stehen. Sind die Operatoren in dem Produkt zeitun-
abhängig, vereinbaren wir, daß der Zeitordnungsoperator die Reihenfolge der Operatoren ungeändert
läßt. Für Summen von Operatorprodukten ist Tc als linearer Operator definiert.
Durch Einführung des Zeitordnungsoperators können wir dann in (2.15.20) durch Umbenennen der
Integrationsvariablen t1 und t2 vertauschen, und wir können die beiden Gleichungen addieren, so
daß auf der linken Seite 2C(2) entsteht und auf der rechten das Integral über das gesamte Quadrat
(0, t )× (0, t ) integriert wird:

2C(2)(t ) =Tc

∫ t

0
dt1

∫ t

0
dt2 Y(t1)Y(t2). (2.15.21)

Wir behaupten nun, daß im allgemeinen Fall

C(k)(t ) =
1

k!
Tc

∫ t

0
dt1 · · ·

∫ t

0
dtn Y(t1) · · ·Y(tn) (2.15.22)

ist. Zum Beweis nehmen wir an, die Behauptung sei für k = n − 1 wahr. In der Definition (2.15.18)
für C(k)(t ) setzen wir k = n. Darin ergeben die n− 1 innersten Integrale definitionsgemäß C(n−1)(t1).
Nach Induktionsannahme ist für dieses Integral die Behauptung wahr, d.h. es gilt

C(n)(t ) =
1

(n− 1)!

∫ t

0
d t1 Y(t1)Tc

∫ t1

0
d t2 · · ·

∫ t1

0
d tn Y(t2) · · ·Y(tn). (2.15.23)

Jetzt denken wir uns die Rechnung, die wir schon für C(2) ausgeführt haben, nacheinander jeweils
für das äußerste und eines der innersten Integrale ausgeführt und die Ergebnisse der entstehenden
Gleichungen addiert. Dann erhält man nach Division durch n

C(n)(t ) =
1

n!
Tc

∫ t

0
d t1 · · ·

∫ t

0
d t2Y(t1) · · ·Y(tn), (2.15.24)

und dies ist die Behauptung für k = n, so daß diese nach dem Prinzip der vollständigen Induktion
bewiesen ist.
Wir können also nunmehr die Reihe (2.15.18) symbolisch in der Form

C(t ) =Tc exp

�

− i

ħh

∫ t

0
dτY(τ)

�

(2.15.25)

schreiben. Damit haben wir unser Anfangsbwertproblem (2.15.12-2.15.13) gelöst. Wir bemerken noch,
daß für einen zeitunabhängigen Operator Y = const (2.15.25) tatsächlich in (2.15.14) übergeht.
Schließlich müssen wir uns noch mit der Zeitentwicklung der Observablenoperatoren beschäftigen.
Leiten wir also (2.15.4) nach der Zeit ab:

Ȯ(t ) = Ȧ(t )O(t0)A
†(t )+A(t )O(t0)Ȧ

†
(t )

= Ȧ(t )A†(t )O(t )A(t )A†(t )
︸ ︷︷ ︸

=1

+A(t )A†(t )
︸ ︷︷ ︸

=1

O(t )A(t )Ȧ
†
(t ). (2.15.26)
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Wie in der Rechnung (2.10.7) folgt aus der Unitarität von A(t )

Ȧ(t )A†(t ) =−A(t )Ȧ
†
(t ). (2.15.27)

Setzen wir dies in (2.15.26) ein, erhalten wir

Ȯ(t ) =
h

O(t ),A(t )Ȧ
†
(t )
i

, (2.15.28)

und der Vergleich mit (2.15.2) zeigt, daß für A(t ) die Bewegungsgleichung

A(t )Ȧ
†
(t ) =

1

iħh
X(t ) (2.15.29)

erfüllt sein muß. Multiplikation von links mit A†(t ) = A−1(t ) und anschließendes Adjungieren der
entstehenden Gleichung liefert

Ȧ(t ) = +
i

ħh
X(t )A(t ). (2.15.30)

Diese Gleichung ist bis auf das Vorzeichen auf der rechten Seite von der gleichen Bauart wie (2.15.12).
Da weiter auch wieder die Anfangsbedingung

A(0) = 1 (2.15.31)

erfüllt sein muß, können wir also die Lösung unter Berücksichtigung der besagten Vorzeichenände-
rung sofort von (2.15.25) übernehmen:

A(t ) =Tc exp

�

+
i

ħh

∫ t

0
dt ′ X(t ′)

�

. (2.15.32)

Wir bemerken noch, daß für explizit zeitabhängige Operatoren O(t ) := O[~x(t ),~p(t ); t] die Bewe-
gungsgleichung (2.10.10) durch

O(t ) =A(t )O[~x(0),~p(0); t]A†(t ) (2.15.33)

gelöst wird, wie man sofort durch Bilden der Zeitableitung und Berücksichtigung von (2.15.29) beweist
(Übung!).

2.16 Die Transformation zwischen zwei Bildern

Unser Ausgangspunkt bei der Betrachtung der verschiedenen Bilder der Zeitentwicklung in Ab-
schnitt 2.10 war die Tatsache, daß alle physikalischen Aussagen der Quantentheorie invariant unter
unitären Transformationen, die auch zeitabhängig sein dürfen, sind. Dadurch sind wir auf die Zeit-
entwicklungsoperatoren der Zustandskets und Observablenoperatoren über die das Bild charakteri-
sierende Zerlegung des Hamiltonoperators (2.15.1) und deren Bewegunggsgleichungen (2.15.2) und
(2.15.3) gekommen, deren Lösungen durch (2.15.4) und (2.15.5) gegeben sind, wobei sich diese unitär-
en Zeitentwicklungsoperatoren formal als zeitgeordnete Exponentialausdrücke gemäß (2.15.25) und
(2.15.32) schreiben lassen.
Wir betrachten nun die Frage, wie sich zu zwei derart gegebenen Bildern die entsprechende Transfor-
mation von einem Bild zum anderen ergibt. Seien also durch X( j )(t ) und Y( j )(t ) bzw. A( j )(t , t0) und
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C( j )(t , t0)mit j ∈ {1,2} zwei Bilder gegeben, die zur Zeit t0 übereinstimmen. Dann gilt wegen (2.15.5)
und der Unitarität der C( j )(t , t0)

�

�

�ψ(2), t
¶

=C(2)(t , t0) |ψ, t0〉=C(2)(t , t0)C
(1)†(t , t0)

�

�

�ψ(1), t
¶

. (2.16.1)

Daraus folgt, daß die unitäre Transformation, die von Zustandskets im Bild 1 zu denen im Bild 2 führt,
durch

B(21)(t , t0) =C(2)(t , t0)C
(1)†(t , t0) ⇒

�

�

�ψ(2), t
¶

= B(21)(t , t0)
�

�

�ψ(1), t
¶

(2.16.2)

gegeben sein muß.
Betrachten wir andererseits die Zeitentwicklung der Observablenoperatoren, finden wir

O(2)(t ) =A(2)(t , t0)O(t0)A
(2)†(t , t0) =A(2)(t , t0)A

(1)†(t , t0)O
(1)(t )A(1)(t , t0)A

(2)†(t , t0), (2.16.3)

so daß demnach die Bildtransformation

B̃
(21)
(t , t0) =A(2)(t , t0)A

(1)†(t , t0) ⇒O(2)(t ) = B̃
(21)
(t , t0)O

(1)(t )B̃
(21)†
(t , t0) (2.16.4)

lauten muß. Damit dies konsistent mit (2.16.2) ist, muß

B(21)(t , t0) = B̃
(21)
(t , t0) ⇒ C(2)(t , t0)C

(1)†(t , t0) =A(2)(t , t0)A
(1)†(t , t0) (2.16.5)

sein. Um dies zu beweisen, multiplizieren wir die letztere Identität von links mit A(2)†(t , t0) und dann
von rechts mit C(1)(t , t0). Demnach sollte

G(2)(t , t0) :=A(2)†(t , t0)C
(2)(t , t0) =A(1)†(t , t0)C

(1)(t , t0) =: G(1)(t , t0) (2.16.6)

sein.
Dies beweisen wir nun dadurch, daß wir die Zeitableitung der Ausdrücke auf beiden Seiten berechnen.
Aufgrund der Bewegungsgleichungen (2.15.12) und (2.15.30) gilt für j ∈ {1,2}

Ġ( j )(t , t0) = Ȧ
( j )†
(t , t0)C

( j )(t , t0)+A( j )†(t , t0)Ċ
( j )(t , t0)

=− i

ħh
A( j )†(t , t0)[X

( j )
j (t )+Y( j )(t )C

=− i

ħh
A( j )†(t , t0)H

( j )(t )A( j )(t , t0)C
( j )(t , t0)

=− i

ħh
H(t0)G

( j )(t , t0).

(2.16.7)

Demnach erfüllen G(1) und G(2) dieselbe Differentialgleichung und dieselbe Anfangsbedingung G( j )(t0, t0) =
1, und folglich müssen sie übereinstimmen.
Dies ergibt sich auch aus der Forderung, daß die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t einen bestimmten Meß-
wert für einen vollständigen Satz von Observablen Ok zu erhalten, wenn das System zur Zeit t0 im
Zustand |ψ〉 , t0 präpariert wurde, in beiden Bildern den gleichen Wert ergen muß. Die entsprechende
Wahrscheinlichkeitsamplitude ist nämlich durch

D

{ok}( j ), t
�

�

�ψ( j ), t
E

=
D

{ok}, t0

�

�

�A( j )†(t , t0)C
( j )†(t , t0)

�

�

�ψ, t0

E

=
D

{ok}, t0

�

�

�G( j )(t , t0)
�

�

�ψ, t0

E (2.16.8)
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gegeben. Da dies für alle (verallgmeinerten) simultanen Eigenzustände |{ok}, t0〉 des vollständigen Sat-
zes von Observablen und alle |ψ〉 ∈ H unabhängig vom gewählten Bild der Zeitentwicklung das
gleiche Resultat ergeben muß, schließen wir wieder auf die gerade bewiesene Identität

G(2)(t , t0) =G(1)(t , t0). (2.16.9)

2.17 Gemischte Zustände

Im Rahmen der Quantentheorie läßt sich ein System nicht genauer determinieren als es durch seine
Präparation in einem durch einen Zustandsvektor |ψ〉 repräsentierten Zustand möglich ist. Dies kann
z.B. dadurch geschehen, daß man ihn zur Zeit t = 0 in einem simultanen Eigenzustand eines vollstän-
digen Satzes kompatibler Observabler präpariert. Die physikalische Bedeutung dieser vollständigst
möglichen Festlegung des Systemzustandes ist allerdings allein durch den statistischen Gehalt des
Zustandsvektors gemäß der Bornschen Formel (2.2.2) gegeben. Selbst bei vollständiger Präparation
des Systems sind somit nicht die Werte aller Observabler festgelegt, sondern nur derjenigen Observa-
blen, die ihrerseits mit den Observablen des vollständigen Satzes kompatibler Observabler kompatibel
sind. Die Quantentheorie ist eine statistische Beschreibung der Realität, und die Notwendigkeit einer
statistischen Beschreibung rührt nicht von unserer mangelnden Kenntnis über den Systemzustand her,
sondern ist prinzipieller Natur: Der Quantentheorie zufolge können eben keine zwei nichtkompati-
blen Observablen simultan wohlbestimmte Werte besitzen. Die Unbestimmtheit der einen Observable
bei Festlegung der anderen ist also unvermeidlich.
In vielen Fällen werden wir aber noch nicht einmal volle Kenntnis vom Systemzustand besitzen, d.h.
wir haben i.a. das System gar nicht in einem durch einen Zustandsvektor ψ repräsentierten Zustand13

präpariert. In solchen Fällen kann man aber immer noch „Quantenstatistik“ betreiben, d.h. eine Sta-
tistische Beschreibung im gleichen Sinne wie in der klassischen Statistichen Mechanik vornehmen.
Diese statistische Beschreibung ist nun von der quantenmechanischen Statistik eines reinen Zustandes
qualitativ verschieden, denn es handelt sich um eine statistische Beschreibung aufgrund einer unvoll-
ständigen Kenntnis des Systemzustandes, während die statistischen Eigenschaften des reinen Zustandes
prinzipiell nicht durch genauere Präparation des Systems beseitigt werden können.
Wenden wir uns also der Frage zu, wie man das System im Falle nicht vollständig vorgenommener Prä-
paration quantenstatistisch beschreiben kann. Eine typische Präparation dieser Art können wir uns
folgendermaaßen vorstellen: Nehmen wir an, wir könnten Teilchen in reinen Zuständen |ψ1〉, |ψ2〉,
. . . |ψn〉 präparieren, z.B. durch Festlegung der Werte eines vollständigen Satzes kompatibler Observa-
bler. Diese Sätze von kompatiblen Observablen können dabei aber für jeden dieser reinen Zustände
durchaus unterschiedlich sein. Insbesondere können sie auch untereinander inkompatibel sein!
Jedem dieser reinen Zustände entspricht nach der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinterpretation ein
Ensemble von voneinander unabhängig immer gleichartig präparierten Teilchen, wobei der reine Zu-
stand durch den jeweiligen Zustandsvektor

�

�

�ψ j

¶

( j ∈ {1,2, . . . , n}) repräsentiert wird.

Wir können nun ein gemischtes Ensemble (kurz ein Gemisch) erzeugen, indem wir einem Experi-
mentator zufällig (und unkorrelliert) immer jeweils Teilchen von irgendeinem dieser reinen Zustände
schicken, und zwar mit der Wahrscheinlichkeit P j ≥ 0,

∑n
j=1 P j = 1, ein im reinen Zustand

�

�

�ψ j

¶

präpariertes Teilchen. Welche statistischen Eigenschaften dieses Ensembles von Teilchen wird der Ex-
perimentator dann messen?

13Solche Zustände des Systems werden in diesem Zusammenhang auch genauer als reine Zustände bezeichnet.
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Diese Frage beantwortet die elementare Wahrscheinlichkeitstheorie. Angenommen der Experimenta-
tor mißt irgendeine Observable A. Vorausgesetzt das Teilchen stammt aus dem zum reinen Zustand
�

�

�ψ j

¶

gehörigen Ensemble. Dann wäre die Wahrscheinlichkeit, einen möglichen Meßwert a zu erhal-

ten, durch (2.2.2) gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, daß das Teilchen tatsächlich aus diesem Ensemble
stammt, ist nun voraussetzungsgemäß P j . Da wir weiter voraussetzen, daß die Teilchen unkorreliert,
d.h. stochastisch unabhängig voneinander aus jeweils einem der n Ensembles stammen, ist für den
Experimentator die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung von A den Meßwert a zu finden, durch

P (a, t ) =
n
∑

j=1

P j wψ j
(a) =

n
∑

j=1

P j

D

a
�

�

�ψ j

ED

ψ j

�

�

�a
E

(2.17.1)

gegeben.
Dies führt uns dazu, dem Gemisch den Statistischen Operator

R =
n
∑

j=1

P j

�

�

�Ψ j (t )
¶¬

Ψ j (t )
�

�

�=
n
∑

j=1

P j Pψ j
(t ) (2.17.2)

zuzuordnen. Ein reiner Zustand ist bei dieser Betrachtung dann gegeben, wenn der Präparator dem
Experimentator jedesmal ein Teilchen, das in genau einem Zustand |ψ1〉 präpariert ist, zukommen
läßt. Dann ist P1 = 1, und der Statistische Operator des reinen Zustandes folglich durch den Pro-
jektionsoperator

Pψ1
= |ψ1〉 〈ψ1| (2.17.3)

gegeben.
Setzen wir (2.17.2) in (2.17.1) ein, ergibt sich für die Wahrscheinlichkeit, beim Messen der Observablen
A den Wert a zu erhalten,

P (a, t ) = 〈a |Ra 〉 . (2.17.4)

Diese Gleichung ist offenbar auch für einen reinen Zustand korrekt, d.h. mit der Bornschen Formel
(2.2.2) kompatibel, wenn wir (2.17.3) als Statistischen Operator verwenden:

D

a
�

�

�Pψ1
a
E

= 〈a |ψ1 〉 〈ψ1 |a 〉= | 〈a |ψ1 〉 |2 = wψ j
(a). (2.17.5)

Der Statistische Operator ist offenbsichtlich selbstadjungiert, und die Wahrscheinlichkeiten sind po-
sitiv semidefinit. Summieren bzw. integrieren wir die Wahrscheinlichkeiten über ein VONS von Ei-
genvektoren von A, erhalten wir

∫

∑

da P (a) =
n
∑

j=1

P j = 1, (2.17.6)

wie es sein muß, denn wir wissen, daß jedes Teilchen des Gemisches, das durch R(t ) beschrieben wird,
aus einem der Ensembles, die durch die reinen Zustände

�

�

�ψ j

¶

beschrieben werden, stammt und daß

man bei der Messung von A mit Sicherheit einen Eigenwert a des dazugehörigen Operators A erhält.
Für den Erwartungswert einer beliebigen Funktion f (A) ergibt sich

〈 f (A)〉=
∫

∑

da f (a)P (a) =
∫

∑

da 〈a |R f (A)|a〉=: Tr[R(t ) f (A)]. (2.17.7)
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Dabei ist die Spur (engl. trace) eines beliebigen Operators B durch

Tr B =
∫

∑

da 〈a |B|a〉 (2.17.8)

definiert. Man kann leicht nachweisen (Übung!), daß die Spur unabhängig von dem in dieser Definition
benutzten VONS |a〉 ist. Außerdem gilt unabhängig davon, ob die Operatoren A und B kommutieren
oder nicht

Tr(AB) =Tr(BA). (2.17.9)

2.18 Die Bewegungsgleichung für den Statistischen Operator

Wir arbeiten in einem beliebigen Bild. Die Zeitabhängigkeit der Observablenoperatoren und Zustände
ist also durch die Bewegungsgleichungen (2.15.1-2.15.3) bzw. die Lösungen mittels unitärer Transfor-
mationen gemäß (2.15.4) bestimmt. Die zeitliche Entwicklung des Statistischen Operators ergibt sich
durch Ableiten von (2.17.2) nach der Zeit und Verwendung von (2.15.3)14:

d

dt
R(t ) =

n
∑

j=1

P j
1

iħh

h

Y(t ), PΨ j
(t )
i

=− 1

iħh
[R(t ), Y(t )] . (2.18.1)

Andererseits muß aber R(t ) der Bewegungsgleichung (2.10.10)

d

dt
R(t ) =

1

iħh
[R(t ), X(t )]+

∂ expl

∂ t
R(t ) (2.18.2)

genügen, wenn er als Funktion irgendwelcher Observabler und evtl. explizit der Zeit geschrieben wird.
Ziehen wir davon (2.18.1) ab, erhalten wir wegen H =X+Y die bildunabhängige von Neumann-Glei-
chung

�R(t ) =
1

iħh
[R(t ),H]+

∂ expl

∂ t
R(t ) = 0. (2.18.3)

Es ist klar, daß jeder selbstadjungierte positiv semidefinite Operator R als Statistischer Operator
dienen kann. Dabei heißt ein hermitescher Operator positiv semidefinit, wenn für jeden Vektor |ψ〉 ∈
H

〈ψ |Rψ〉 ≥ 0 (2.18.4)

gilt. Für die Zeitabhängigkeit von Erwartungswerten (evtl. explizit zeitabhängiger) Observabler O(t )
folgt

d

dt
〈O(t )〉=Tr

�

dO(t )

dt
R(t )+O(t )

d

dt
R(t )

�

=Tr

 

∂ explO(t )

∂ t
+

1

iħh
[O(t ), X(t )]R(t )+O(t )

1

iħh
[Y(t ), R(t )]

!

.

(2.18.5)

14Man beachte, daß die P j als zeitunabhängig angenommen werden, d.h. die Präparation des Gemisches erfolgt zu allen
Zeiten in gleicher Weise.
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Den letzten Term können wir unter Verwendung von (2.17.9) noch weiter umformen:

Tr{O(t ) [Y(t ), R(t )]}=Tr{O(t )Y(t )R(t )− [O(t )R(t )]Y(t )}
=Tr[O(t )Y(t )R(t )−Y(t )O(t )R(t )]
=Tr{[O(t ), Y(t )]R(t )} .

(2.18.6)

Dies in (2.18.5) eingesetzt, ergibt wegen der Definition der kovarianten Zeitableitung (2.10.13)

d

dt
〈O(t )〉=Tr[�O(t )R(t )] =

D

�O(t )
E

, (2.18.7)

d.h. das Ehrenfestsche Theorem gilt auch für gemischte Zustände.

2.19 Zusammengesetzte Systeme

Wir benötigen weiter die quantenmechanische Beschreibung zusammengesetzter Systeme, z.B. zweier
(unterscheidbarer) Teilchen15. Angenommen, diese beiden Teilchen sind sehr weit voneinander ent-
fernt, so daß wir von Wechselwirkungen absehen können, und voneinander unabhängig präpariert.
Dann ist es offenbar möglich, Werte von Observablen A1 und A2, die sich nur auf jeweils eines der
Teilchen beziehen, simultan zu determinieren, d.h. die dazugehörgen Operatoren A1 und A2 müssen
stets kommutieren. Außerdem muß sich die Wahrscheinlichkeit, daß A1 den Wert a1 und A2 den Wert
a2 annehmen als Produkt aus den Einzelwahrscheinlichkeiten ergeben. Bezeichnen wir also den Zu-
stand des Gesamtsystems mit |Ψ(t )〉, die simultanen Eigenvektoren mit |(a1,a2)〉 und die Zustände der
einzelnen Teilchen mit |ψ1(t )〉 und |ψ2(t )〉, dann muß gelten

PΨ(a1,a2; t ) = | 〈(a1,a2) |Ψ(t )〉 |2 = Pψ1
(a1, t )Pψ2

(a2, t ) = | 〈a1 |ψ1(t )〉 |2| 〈a2 |ψ2(t )〉 |2. (2.19.1)

Im Hilbertraumformalismus läßt sich dieses Verhalten durch das Tensorprodukt der Zustandsvekto-
ren
�

�

�ψ j (t )
¶

der einzelnen Teilchen beschreiben.

SindH1 undH2 die Hilberträume der Zustandsvektoren der beiden Teilchen, ist deren Tensorprodukt
H (2) = H1 ⊗H2 als ein neuer Hilbertraum definiert. Wir müssen dazu nur erklären, wie sich die
Vektoren des neuen Vektorraums aus den Vektoren der HilberträumeH1 undH2 ergeben. Zunächst
betrachten wir sog. direkte Produkte zweier Vektoren, die wir mit

|(ψ1,ψ2)〉= |ψ1〉⊗ |ψ2〉 ; |ψ1〉 ∈H1, |ψ2〉 ∈H2 (2.19.2)

bezeichnen. Dabei soll das Produkt ⊗ linear in beiden Argumenten sein, d.h. für λ j ,µ j ∈ C und
�

�

�ψ j

¶

,
�

�

�φ j

¶ ∈H j für j ∈ {1,2} soll gelten

(λ1 |ψ1〉+λ2 |φ1〉)⊗ (µ1 |ψ2〉+µ2 |φ2〉) =λ1µ1 |ψ1〉⊗ |ψ2〉+λ1µ2 |ψ1〉⊗ |φ2〉
+λ2µ1 |φ1〉⊗ |ψ2〉+λ2µ2 |φ2〉⊗ |φ2〉 .

(2.19.3)

Seien nun
�

�

�u (1)n

¶

und
�

�

�u (2)n

¶

irgendwelche vollständigen Orthonormalbasen vonH1 bzw.H2
16. Dann

definieren wir alsH12 =H1⊗H2 den Vektorraum, der aus Vektoren besteht, die durch die Vektoren
�

�

�u (12)
n1n2

E

=
�

�

�u (1)n1
, u (2)n2

E

=
�

�

�u (1)n1

E

⊗
�

�

�u (2)n2

E

=
�

�

�u (1)n1
⊗ u (2)n2

E

(2.19.4)

15Wie wir zu Beginn des nächsten Kapitels noch genauer ausführen werden, sind Teilchen im Rahmen der Quantentheorie
nur voneinander unterscheidbar, wenn sie sich in wenigstens einer intrinsischen Eigenschaft voneinander unterscheiden
lassen, z.B. wenn sie unterschiedliche elektrische Ladungen oder unterschiedlichen Spin besitzen.

16Wir betrachten hier der Einfachheit halber echte VONSe. Die Verallgemeinerung auf Entwicklungen nach verallgemei-
nerten Eigenzuständen von Operatoren mit kontinuierlichem Spektrum ist kein weiteres Problem.
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durch (zunächst formale) Reihen der Form

|ψ〉=
∑

n1,n2

ψn1n2

�

�

�u (12)
n1n2

E

(2.19.5)

erzeugt werden.
Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren |ψ〉 , |φ〉 ∈ H12 wird dann auf natürliche Weise definiert,
indem man zunächst erklärt, wie die Produktzustände (2.19.4) multipliziert werden,

〈ψ1,ψ2 |φ1,φ2 〉= 〈ψ1 |φ1 〉 〈ψ2 |φ2 〉 , (2.19.6)

und dann der Braket-Ausdruck für beliebige Vektoren über die Semilinearität im ersten und Linearität
im zweiten Element definiert wird. Dann bilden die

�

�

�u (12)
n1n2

E

ein VONS vonH12, und zusammen mit

der Entwicklung (2.19.5) folgt dann

〈φ |ψ〉=
∑

n1,n2

φ∗n1n2
ψn1n2

. (2.19.7)

Es ist klar, daß nun Observablen des Gesamtsystems wieder durch selbstadjungierte Operatoren, die
auf dem HilbertraumH12 definiert sind, repräsentiert werden.
Die einzige Neuerung gegenüber der bisher betrachteten Darstellung von Einteilchenobservablen ist
die Möglichkeit, Tensorprodukte von Einteilchenoperatoren zu bilden. Seien dazu A1 und A2 ir-
gendwelche Operatoren in H1 bzw. H2, dann definiert man ihr Tensorprodukt A1 ⊗A2 zunächst
durch die Wirkung auf beliebige Produktvektoren vermöge

A1⊗A2 |(ψ1,ψ2)〉= (A1 |ψ1〉)⊗ (A2 |ψ2〉) (2.19.8)

und setzt diese Definition mittels Entwicklung allgemeiner Vektoren in H12 nach Produktvektoren
(2.19.5) linear auf ganzH12 fort. Es ist dann unmittelbar klar, daß für zwei selbstadjungierte Einteil-
chenoperatoren A1 und A2 auch A1⊗A2 wieder selbstadjungiert ist.
Weiter folgt, daß man Einteilchenobservablen im Gesamtsystem aus zwei Teilchen durch Operatoren
der Form A(12)

1 =A1⊗1 bzw. A12
2 = 1⊗A2 zu repräsentieren hat. Solche Einteilchenobservablen, die

sich auf verschiedene Teilchen beziehen, kommutieren, so daß solche Observablen stets kompatibel
sind.
Kommen wir nun auf unsere Ausgangssituation zurück, daß zwei Teilchen voneinander unabhängig
präpariert werden, so daß die Wahrscheinlichkeit für das Resultat einer simultanen Messung irgend-
welcher Einteilchenobservablen, die sich jeweils auf das eine bzw. das andere Teilchen beziehen, das
Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten ergeben sollte. Wir müssen nun noch nachprüfen, daß in dem
eben formulierte Ansatz des Produktraums die Bornsche Wahrscheinlichkeitsinterpretation mit dieser
Annahme kompatibel ist. Die beiden Teilchen im Zweiteilchenzustand |ψ〉 ∈ H12 sind definitionsge-
mäß dann voneinander unabhängig präpariert, wenn |ψ〉 ein Produktzustand ist, d.h.

|ψ〉= |(ψ1,ψ2)〉= |ψ1〉⊗ |ψ2〉 . (2.19.9)

Sei dann |(a1,a2)〉 ein simultaner Eigenzustand der Einteilchenoperatoren A(12)
1 und A(12)

2 . Offenbar ist

|(a1,a2)〉= |a1〉⊗ |a2〉 (2.19.10)
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und folglich nach der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinterpretation die Wahrscheinlichkeit einer si-
multanen Messung der jeweiligen Einteilchenobservablen

Pψ(a1,a2) = |〈(a1,a2) |ψ〉|2 = |〈a1 |ψ1 〉|2 |〈a2 |ψ2 〉|2 = Pψ1
(a1)Pψ2

(a2), (2.19.11)

wie wir es eingangs gefordert haben.
Es ist klar, daß allgemeinere Zustände, insbesondere solche, die sich aus Produktzuständen durch Zeit-
entwicklung wechselwirkender Teilchen ergeben, i.a. keine Produktzustände sondern allgemeine Su-
perpositionen von Produktzuständen sind.

2.20 Reduzierte Statistische Operatoren

Interessante Fragestellungen treten auch auf, wenn man zusammengesetzte Systeme betrachtet, sich
aber nur für das Verhalten von Teilsystemen interessiert. Wie wir in Abschnitt 2.17 gesehen haben,
wird man den quantenmechanischen Zustand eines System i.a. durch einen Statistischen Opera-
tor R(t ) beschreiben. Dabei wird auch gleich der Fall eines reinen Zustandes miterfaßt. Wie wir
oben gesehen haben, liegt ein solcher dann vor, wenn R(t ) = |Ψ(t )〉 〈Ψ(t )| ist. Es ist klar, daß auch
für zusammengesetzte Systeme wieder jeder selbstadjungierte positiv semidefinite Operator R(t ) mit
Tr R(t ) = 1 als Statistischer Operator auftreten kann (wobei die Zeitabhängigkeit durch die von Neu-
mann-Gleichung (2.18.3) gegeben ist).
Betrachten wir nun wieder ein Zweiteilchensystem, so können wir nach statistischen Eigenschaften
für eines der beiden Teilchen fragen, wobei das Gesamtsystem in irgendeinem i.a. gemischten Zustand,
der durch einen Statistischen Operator R12(t ) beschrieben wird, präpariert sein darf. Wie groß ist al-
so die Wahrscheinlichkeit, daß bei Messung einer Einteilchenobservablen A1, im Gesamtraum durch
A(12)

1 =A1⊗1 beschrieben, gerade ein Eigenwert a1 auftritt? Um diese Frage zu beantworten, verwen-

den wir ein VONS von Eigenvektoren von A(12)
1 . Für irgendeine auf Teilchen 2 bezogene Einteilchen-

observable können wir die Produktzustände |(a1,a2)〉 als ein solches VONS verwenden. Gem. (2.17.4)
ist die Wahrscheinlichkeit, diese simultanen Eigenwerte zu finden,

P (12)
R (a1,a2; t ) = 〈(a1,a2) |R(t )| (a1,a2)〉 , (2.20.1)

d.h. die gesuchte Wahrscheinlichkeit, am Teilchen 1 bei der Messung von A1 den Wert a1 zu erhalten,
muß durch

P (1)R (a1; t ) =
∑

a2

P (12)
R (a1,a2; t ) =:

D

a1

�

�

�R(red)
1 (t )a1

E

(2.20.2)

gegeben sein. Diese Wahrscheinlichkeiten kann man durch Messung der Observablen A1 an Teilchen
1 in Ensembles von im Zustand R12 präparierten Zweiteilchensystemen ermitteln. Dabei ist es uner-
heblich, welchen Wert man für die auf Teilchen 2 bezogene Einteilchenobservable A2 messen würde.
Es ist auch einfach zu zeigen, daß es beim Summieren über a2 in (2.20.2) auf die konkrete Wahl der
Observablen A2 nicht ankommt, d.h. man erhält dasselbe Resultat, wenn man stattdessen irgendeine
andere Einteilchen-Observable B2 benutzt.
Daher ist es sinnvoll, den in (2.20.2) definierten auf Teilchen 1 bezogenen reduzierten Statistischen
Operator

R(red)
1 (t ) =

∑

a1

|a1〉 〈a1|P (1)R (a1; t ) =
∑

a1,a2

|a1〉 〈a1| 〈(a1,a2) |R12(t )(a1,a2)〉 (2.20.3)
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einzuführen, der unabhängig von dem verwendeten VONS |(a1,a2)〉 ist (Beweis als Übung!). Zur Ab-
kürzung definiert man

Tr2 R12 :=
∑

a1,a2

|a1〉 〈a1| 〈(a1,a2) |R12(t )(a1,a2)〉 . (2.20.4)

Man beachte, daß dies einen Operator im Produktraum H12 =H1 ⊗H2 auf einen Operator in H1
abbildet. Es ist auch klar, wie die entsprechenden Formeln lauten, wenn A1 und/oder A2 ganz oder
teilweise kontinuierliche Spektren besitzen.

Man überlegt sich auch leicht, daß R(red)
1 genau dann ein reiner Zustand ist, wenn R12 der Projekti-

onsoperator auf einen Produktzustand, d.h. von der Form |(ψ1,ψ2)〉 〈(ψ1,ψ2)| ist. I.a. führt aber ein
reiner Zweiteilchenzustand R12 = |Ψ〉 〈Ψ| zu einem gemischten Zustand für den reduzierten Einteil-
chenzustand R(red)

1 . In diesem Fall besitzt dann zwar das Zweiteilchensystem scharf definierte Werte
für diejenigen Observablen, für die |Ψ〉 Eigenzustand ist, aber es gibt keine Einteilchenobservablen,
denen scharf bestimmte Werte zukommen. Diese Eigenschaften quantenmechanischer Systeme füh-
ren auf das sogenannte Einstein-Podolsky-Rosen-Paradoxon [EPR35, Boh35], auf das wir hier nicht
näher eingehen wollen.
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Kapitel 3

Eindimensionale Probleme

In diesem Abschnitt wollen wir die einfachsten Energie-Eigenwertprobleme besprechen, und zwar für
die Bewegung eines Teilchens in nur einer Raumdimension. Das ermöglicht eine umfassende Analy-
se des Eigenwertproblems, stellt wichtige analytische Methoden zur Lösung realistischerer Probleme
bereit und veranschaulicht grundlegende quantenphysikalische Eigenschaften von Teilchen.

3.1 Allgemeines zur eindimensionalen Schrödingergleichung

3.1.1 Problemstellung

Im folgenden betrachten wir Lösungen der zeitabhängigen Schrödingergleichung für die eindimensio-
nale Bewegung eines Teilchens in einem Potential entlang der x-Achse:

iħh∂tΨ(x, t ) =HΨ(x, t ) =− ħh
2

2m
∂ 2

x Ψ(x, t )+V (x)Ψ(x, t ). (3.1.1)

Wir werden uns auf die grundlegenden physikalischen Argumente beschränken. Eine ausführlichere
Behandlung der mathematischen Struktur der Schrödingergleichung findet sich in [Mes99].
Wir betrachten Potentiale, die im Unendlichen bestimmten konstanten Grenzwerten zustreben:

lim
x→∞V (x) =V0, lim

x→−∞V (x) = 0. (3.1.2)

Dabei muß die Konvergenz gegen diese Werte schneller als mit 1/x erfolgen, d.h. es soll genauer

lim
x→∞ x[V (x)−V0] = 0, lim

x→−∞ xV (x) = 0 (3.1.3)

gelten. Es ist klar, daß die Wahl 0 des Grenzwertes für x → 0 keine Beschränkung der Allgemeinheit
bedeutet, da wir in dem Falle, daß das Potential dort gegen einen anderen Grenzwert strebt, durch eine
einfache Verschiebung des Energienullpunkts die hier betrachtete Situation herstellen können, ohne
daß dies den physikalischen Gehalt der Betrachtung ändert.
Wir können nun die allgemeine Lösung der zeitabhängigen Schrödingergleichung (3.1.1) nach Ener-
gieeigenfunktionen entwickeln. Die Energieeigenfunktionen sind durch das Eigenwertproblem

HψE (x) =−
ħh2

2m
ψ′′E (x)+V (x)ψE (x) = EψE (x) (3.1.4)
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gegeben. Dabei wird i.a. die Menge der Energieeigenwerte sowohl einen diskreten als auch einen konti-
nuierlichen Anteil enthalten. Wie wir gleich sehen werden, entsprechen die diskreten Energieeigenwer-
te gebundenen Zuständen, denn die dazugehörigen EnergieeigenfunktionenψE sind quadratintegrabel
und können auf 1 normiert werden. Die Eigenfunktionen zu kontinuierlichen Eigenwerten besitzen
im Unendlichen asymptotisch den Charakter ebener Wellen und beschreiben dort somit die ungebun-
dene „quasifreie“Bewegung des Teilchens. Diese Wellenfunktionen werden auf die δ-Distribution in
der Energie normiert.
Numerieren wir die diskreten Energieeigenwerte und -eigenfunktionen mit n ∈N durch (dabei können
je nach der konkreten Form des Potentials i.a. sowohl endlich oder unendlich viele als auch gar keine
diskreten Energieeigenwerte existieren) und bezeichnen die Menge der kontinuierlichen Eigenwerte
mit CE ⊆R, so verlangen wir also

∫ ∞

−∞
dxψ∗

n′(x)ψn(x) = δnn′ ,
∫ ∞

−∞
dxψ∗

E ′(x)ψE (x) = δ(E − E ′) für E , E ′ ∈CE . (3.1.5)

Daß die Eigenfunktionen zu verschiedenen Energieeigenwerten orthogonal zueinander sind, folgt all-
gemein aus der Hermitezität des Hamiltonoperators (s. Vorlesung).
Es ist dann leicht zu zeigen, daß in der Tat jede Funktion

Ψ(x, t ) =
∑

n
cn exp

�

− iEn t

ħh

�

ψn(x)+
∫

CE

dE c(E)exp

�

− iE t

ħh

�

ψE (x) (3.1.6)

die zeitabhängige Schrödingergleichung (3.1.1) löst.
Wie man leicht mit Hilfe der Orthonormierungsbedingungen (3.1.5) nachweist (vgl. Präsenzübung 6
c), hängt die Normierung von Ψ(x, t )mit der Normierung der cn und c(E) zusammen vermöge

∫ ∞

−∞
|Ψ(x, t )|2 =

∑

n
|cn |2+

∫

CE

dE |c(E)|2 != 1. (3.1.7)

Bei vorgegebener Anfangswellenfunktion Ψ(x, t = 0) sind die Koeffizienten cn und c(E) in (3.1.6)
durch

cn =
∫ ∞

−∞
dxψ∗n(x)Ψ(x, t = 0), c(E) =

∫ ∞

−∞
dxψ∗E (x)Ψ(x, t = 0) (3.1.8)

bestimmt (man rechne das nach!). Haben wir uns die Energieeigenwerte und Energieeigenfunktionen
beschafft, können wir also die Schrödingergleichung bei irgendeiner vorgegebenen Anfangsbedingung
lösen, wobei i.a. die Entwicklung (3.1.6) i.a. nur numerisch konkret ausgewertet werden kann.

3.1.2 Asymptotik der Energieeigenfunktionen

Betrachten wir nun also das Energieeigenwertproblem für die Potentiale der oben beschriebenen Art.
Zur Vereinfachung führen wir die folgenden Variablen ein:

ε=
2m

ħh2
E , U (x) =

2m

ħh2
V (x). (3.1.9)

Dann können wir (3.1.4) in der Form

ψ′′E (x) = [U (x)− ε]ψE (x) (3.1.10)

72



3.1 · Allgemeines zur eindimensionalen Schrödingergleichung

schreiben. Wir wollen nun die Form der Wellenfunktion für x→±∞ herausfinden.
Für x →−∞ lautet die zeitunabhängige Schrödingergleichung (3.1.10) aufgrund der Annahmen über
das asymptotische Verhalten des Potentials (3.1.2)

ψ′′E (x)
∼=

x→−∞−εψ(x). (3.1.11)

Diese lineare Differentialgleichung besitzt zwei linear unabhängige Lösungen exp(±i
p
εx), so daß die

allgemeine Lösung eine Superposition dieser beiden Lösungen sein muß:

ψE (x) ∼=x→−∞A1 exp(+i
p
εx)+B1 exp(−i

p
εx). (3.1.12)

Wir müssen nun noch genauer über die möglichen Energieeigenwerte nachdenken. Falls nämlich ε > 0,
so ist ψE für x → −∞ in jedem Falle ein ungebundener Zustand, d.h. ε liegt im kontinuierlichen
Spektrum, und es gibt keine weiteren Einschränkungen an ε vom asymptotischen Verhalten im Un-
endlichen, und dann sind allgemeine A1 und B1 in (3.1.12) erlaubt. Falls aber ε ≤ 0, so ist genauerp
ε= i

p|ε| zu schreiben, und damit die Wellenfunktion für x→∞ nicht exponentiell (bzw. für ε= 0
linear) anwächst, muß notwendig A1 = 0 sein, d.h. wir haben genauer

ψE (x) ∼=x→−∞

(

A1 exp(ik1x)+B1 exp(−ik1x) mit k1 =
p
ε falls ε > 0

B1 exp(κ1x) mit κ1 =
p|ε|, falls ε≤ 0.

(3.1.13)

Für x→+∞ ergibt sich
ψ′′E (x)

∼=
x→+∞(U0− ε)ψ(x), (3.1.14)

und wir können exakt analoge Überlegungen wie eben anstellen. Es ergibt sich dann schließlich

ψE (x) ∼=x→+∞

(

A2 exp(ik2x)+B2 exp(−ik2x) mit k2 =
p

ε−U0 falls ε >U0

A2 exp(−κ2x) mit κ2 =
p

U0− ε, falls ε≤U0.
(3.1.15)

Nun können wir die verschiedenen möglichen Fälle für ε im Hinblick auf das Verhalten der Wellen-
funktionen analysieren

• ε ≤ 0: Dies entspricht gemäß (3.1.13) und (3.1.15) mit Sicherheit gebundenen Zuständen, d.h.
die Wellenfunktion fällt für x→±∞ exponentiell ab, d.h.

ψE (x) ∼=x→−∞B1 exp(κ1x) mit κ1 =
Æ

|ε|
ψE (x) ∼=x→∞A1 exp(−κ2x) mit κ1 =

Æ

U0− ε.
(3.1.16)

Wir werden weiter unten noch zeigen, daß diesen ε notwendig diskrete Energieeigenwerte E =
ħh2ε/(2m) entsprechen. Daß es sich um gebundene Zustände handeln muß, wird auch physika-
lisch verständlich, wenn man sich das analoge klassische Problem vor Augen führt: Wenn E < 0
ist, kann das Teilchen weder nach x →∞ noch nach x →−∞ laufen, da sonst der Energiesatz
verletzt würde, denn die potentielle Energie p2/(2m) = mv2/2 ist notwendig positiv und das
Potential nach Annahme asympotisch gleich 0 bzw. V0 > 0. Damit also gebundene Zustände
überhaupt möglich werden, muß das Potential irgendwo negativ werden, also eine Art „Poten-
tialmulde“bilden (vgl. Abb. 3.1). Unsere eben gefundenen asymptotischen Lösungen zeigen aber,
daß eine von 0 verschiedene Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens außerhalb des klassisch
erlaubten Bereiches gibt! Dieses Phänomen ist klassisch nicht erklärbar und wird als Tunnel-
oder Gamov-Effekt bezeichnet.
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• 0 ≤ ε ≤ U0: Gemäß (3.1.13) und (3.1.15) kann sich das Teilchen nach x → −∞ hin quasi-frei
bewegen, nicht aber nach x →∞. Es sind alle E = ħh2ε/(2m) in diesem Bereich erlaubt, so daß
E in diesem Falle zum kontinuierlichen Bereich der Energieeigenwerte gehört. Da für x →∞
nur genau eine, nämlich die exponentiell fallende Lösung erlaubt ist, gibt es zu jedem Wert für
E genau eine Energieeigenfunktion, d.h. dieser Teil der Energieeigenwerte ist nicht entartet.
Auch hier haben wir wieder einen Tunneleffekt. Der Bereich x → ∞ ist wie oben erläutert
für das Teilchen verboten, aber die quantenmechanische Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist dort
nicht 0.

• ε >U0: Gemäß (3.1.13) und (3.1.15) ist das Teilchen bzgl. der Bewegung nach beiden Richtungen
x→±∞ ungebunden. Die entsprechenden Energieeigenwerte sind also alle erlaubt und gehören
somit zum kontinuierlichen Teil der Eigenwerte. In beiden Regionen sind allgemeine Superpo-
sitionen aus zwei Lösungen erlaubt, d.h. in diesem Bereich sind die Eigenwerte zweifach entar-
tet. Auch das ist an dem klassischen Analogon verständlich: Das Teilchen kann in diesem Fall
bei vorgegebener Energie in beiden asymptotischen Regionen sowohl nach rechts (entsprechend
den Wellenfunktionen mit Koeffzienten A1,2) bzw. links (entsprechend den Wellenfunktionen
mit Koeffizienten B1,2 laufen.

x

Doppelt entartete Energieeigenwerte

Einfache Energieeigenwerte

V0

V

Mulde
Diskrete Energieeigenwerte

Abbildung 3.1: Potential und qualitatives Energieeigenwertspektrum zum zugehörigen Schrödingerschen
Energieeigenwertproblem.

3.1.3 Kontinuitätsgleichung

Wir können weitere recht allgemeine Schlüsse aus dem asymptotischen Verhalten der Wellenfunk-
tionen ziehen, wenn wir die Kontinuitätsgleichung für den hier diskutierten eindimensionalen Fall
heranziehen. Aus der zeitabhängigen Schrödingergleichung (3.1.1) folgt sofort, daß die Gleichung

∂t%(x, t )+ ∂x j (x, t ) = 0 mit

%(x, t ) = |Ψ(x, t )|2

j (x, t ) =
ħh

2im
{Ψ∗(x, t )∂xΨ(x, t )− [∂xΨ

∗(x, t )]Ψ(x, t )}= ħh
m

Im[Ψ∗(x, t )∂xΨ(x, t )]

(3.1.17)

gilt. Für eine quadratintegrable Funktion Ψ(x, t ) bedeutet dies, daß die Normierung der Wellenfunk-
tion mit der Zeit konstant bleibt (s. Vorlesung), d.h. hat man Ψ zur Zeit t = 0 auf 1 normiert, so ist
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dies automatisch auch für alle späteren Zeiten gewährleistet, vorausgesetzt Ψ erfüllt die Schrödinger-
gleichung. Mathematisch gesehen ist dies Folge der Unitarität des Zeitentwicklungsoperators, die
aus der Hermitezität des Hamiltonoperators folgt.
Für die Energieeigenfunktionen

ΨE (x, t ) = exp

�

− iE t

ħh

�

ψE (x), (3.1.18)

wobei hier E sowohl im diskreten als auch im kontinuierlichen Teil des Spektrums liegen darf, ist
offenbar die Wahrscheinlichkeitsdichte % zeitlich konstant. Dies zeichnet die Energieeigenfunktionen
physikalisch als die stationären Zustände des Systems aus: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung als die
in der Wellenfunktion enthaltene physikalisch relevante Information ist zeitlich konstant. Demgemäß
muß aufgrund der Kontinuitätsgleichung auch der Strom zeitlich konstant sein. In der Tat folgt für die
Wellenfunktion (3.1.18)

jE (x, t ) = jE (x) =
ħh
m

Im[ψ∗E (x)ψ
′
E (x)]. (3.1.19)

Aus der Kontinuitätsgleichung folgt weiter

∂t%E (x, t ) = 0=− j ′E (x) → jE (x) = jE = const. (3.1.20)

Der Strom ist also eine Konstante.
Wir können nun den Strom für die Energieeigenzustände aus dem oben hergeleiteten asymptotischen
Verhalten bestimmen.
Für gebundene Zustände (E < 0) und die Zustände zu den einfach entarteten Energieeigenwerten im
Kontinuierlichen Spektrum 0≤ E <V0, ergibt sich für x→∞, daß jE = 0 sein muß.
Für 0≤ E <V0 gilt andererseits im Limes x→−∞

jE = 0=
ħhk1

m
(|A1|2− |B1|2). (3.1.21)

Es muß also |A1|= |B1| := 1/2|Ã1| sein. Durch geeignete Wahl der Phasenfaktoren der entsprechenden
beiden nach rechts bzw. links laufenden Teilwellen, können wir demnach stets erreichen, daß mit
Ã= |Ã1| gilt

A1 =
1

2
Ãexp(+iδ1) B1 =

1

2
Ãexp(−iδ1), (3.1.22)

und dies in (3.1.15) eingesetzt ergibt

ψE (x) ∼=x→−∞ Ãcos(k1x +δ). (3.1.23)

Für E >V0 ergibt die Stromerhaltung für die Koeffizienten der asymptotischen Wellenfunktion x →
±∞

jE =
ħhk1

m
(|A1|2− |B1|2) =

ħhk2

m
(|A2|2− |B2|2). (3.1.24)

Wir wenden uns nun nochmals den möglicherweise existierenden gebundenen Zuständen zu. Vernach-
lässigen wir einen Moment die Bedingung der Quadratintegrabialität der Wellenfunktionen, gibt es i.a.
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zu jedem E < 0 zwei linear unabhängige Lösungen, die sich jeweils so wählen lassen, daß die eine im
positiv Unendlichen, die andere im negativ Unendlichen exponentiell fällt:

ψ(+)E

(∼=x→−∞A(+)1 exp(−κ1x)+B (+)1 exp(κ1x)
∼=x→+∞A(+)2 exp(−κ2x),

ψ(−)E

(∼=x→−∞B (−)1 exp(κ1x)
∼=x→+∞A(−)2 exp(−κ2x)+B (−)2 exp(κ2x).

(3.1.25)

Es kann also nur dann ein gebundener Zustand vorliegen, wenn ψ(+)E = Cψ(−)E mit C = const. Dies
zeigt, wie schon oben erläutert, daß die zu gebundenen Zuständen gehörigen Energieeigenwerte E < 0
nicht entartet sind, d.h. wenn ein gebundener Zustand existiert, ist die dazugehörige Eigensfunktion
bis auf eine Normierungsonstante eindeutig bestimmt.
Wir betrachten nun die Wronskideterminante zu zwei Lösungen von (3.1.10) zu Energieeigenwerten
E und E ′

W (ψE ,ψE ′ ; x) :=ψE (x)ψ
′
E ′(x)−ψ′E (x)ψE ′(x). (3.1.26)

Aus (3.1.10) folgt dann unmittelbar

∂xW (ψE ,ψE ′ ; x) =−(ε− ε′)ψEψE ′ . (3.1.27)

Für irgendein festes a ∈R ist also

Wa(ψE ,ψE ′ ; x) :=W (ψE ,ψE ′ ; x)−W (ψE ,ψE ′ ;a) =−(ε− ε′)
∫ x

a
dx ′ψE (x

′)ψE ′(x). (3.1.28)

Es seien weiter zu jedem Wert E die Funktionen ψ(a)E die Lösungen der Schrödingergleichung mit

fixierten Anfangsbedingungen bei x = a: ψ(a)E (x = a) = C1, ψ(a)E
′(x = a) = C2. Für diese Funktionen

gilt dann offenbar Wa =W .
Jetzt betrachten wir die Ableitung von W für diese Funktionen nach ε in der Umgebung eines Eigen-
wertes im kontinuierlichen Spektrum. Bezeichne dazu δ die Variation der jeweiligen Größe bei einer
Änderung von E zu E +δE bzw. ε zu δε. Dann folgt einerseits aus (3.1.28)

δWa =W (ψ(a)E ,ψ(a)E +δψ
(a)
E ; x) =W (ψ(a)E ,δψ(a)E ; x) =−δε

∫ x

a
dx[ψ(a)E (x)]

2. (3.1.29)

Andererseits folgt für

f (a)E (x) =
ψ(a)E

′(x)

ψ(a)E (x)
(3.1.30)

bei Variation nach E :

δ f (a)E (x) =
W (ψ(a)E ,δψ(a)E ; x)

[ψ(a)E ]
2

(3.1.31)

Kombiniert man dies mit (3.1.29), erhält man

∂ε f (a)E (x) =−
1

[ψ(a)E (x)]
2

∫ x

a
dx[ψ(a)E (x)]

2. (3.1.32)
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Das bedeutet, daß die logarithmische Ableitung der Energieeigenfunktionen zu fixierten Anfangsbe-
dingungen bei x = a monoton fallend für x > a und monoton wachsend für x < a als Funktionen von
E (bzw. ε) sind.
Nehmen wir nun an, es sei E < 0 ein Eigenwert im kontinuierlichen Teil des Eigenwertspektrums. Wir
können dann für die Wellenfunktionen ψ(±)E offenbar a→±∞ wählen. Die Funktion f (+)E (x) ist also

bei festgehaltenem x als Funktionen von E stets monoton wachsend und f (−)E (x)monoton fallend. Wie

wir oben gezeigt haben, müssen die Wellenfunktionenψ(±)E aber (bis auf eine multiplikative Konstante)

gleich sein, und das bedeutet f (+)E = f (−)E . Dies ist ein Widerspruch, und daher muß jedes E < 0
notwendig zum diskreten Spektrum gehören.

3.1.4 Zur Normierung der Energieeigenfunktionen

Während die Normierung der Energieeigenfunktionen für diskrete Energieeigenwerte, also für gebun-
dene Zustände, gemäß (3.1.5) kein prinzipielles Problem darstellt, müssen wir die Normierung auf die
δ-Distribution für ungebundene Zustände genauer ansehen. Für die Eigenfunktionen zu einfachen Ei-
genwerten ist es klar, daß das Nomierungsintegral in (3.1.5) ∝ δ(E − E ′) ist, und wir müssen lediglich
den Koeffizienten bestimmen. Für die doppelt entarteten Eigenzustände ist es nicht unmittelbar klar,
daß irgendwelche zwei linear unabhängigen Lösungen orthogonal zueinander sind, aber wir können
stets Linearkombinationen finden, die orthogonal sind.
Wir können also annehmen, daß die Eigenfunktionen einer vollständigen Basis allesamt zueinander
orthogonal sind. Es bleibt uns also lediglich noch die Normierung für die ungebundenen Zustände zu
bestimmen.
Beginnen wir mit dem Fall 0< E , E ′ ≤V0. Wir haben dann, wie eben überlegt,

∫ ∞

−∞
dxψ∗E (x)ψE ′(x) =C (E)δ(E − E ′). (3.1.33)

Zur Bestimmung der Normierung ist also nur derjenige Anteil des Integrals entscheidend, der für
E → E ′ divergiert, und diese Divergenz kann aufgrund des asymptotischen Verhaltens, s. (3.1.13) und
(3.1.15) bzw. (3.1.23) nur von der unteren Integrationsgrenze −∞ herrühren. Wir können also bis auf
einen Fehler, der im Limes E → E ′ endlich bleibt, die Normierung aus dem asymptotischen Verhalten
für x → −∞ bestimmen. Dazu wählen wir zunächst den Phasenfaktor der Wellenfunktion so, daß
(3.1.23) gilt. Dann ist für E ' E ′

∫ 0

−∞
dxÃ(E)Ã(E ′)cos[k1x +δ(E)]cos[k ′1x +δ(E ′)]

∼ 1

4

∫ ∞

−∞
dxÃ(E)Ã(E ′)exp[i(k1− k ′1)]

=
1

4
Ã2(E)(2π)δ(k1− k ′1) = 2π|A1(E)|2δ(k1− k ′1).

(3.1.34)

Darin bedeutet ∼ Gleichheit bis auf im Limes E → E ′ endlich bleibende Beiträge. Weiter ist

δ(k1− k ′1) = δ
 È

2mE

ħh2
−
È

2mE

ħh2

!

= ħh

È

2E

m
δ(E − E ′) =

ħh2k1

m
|A1|2δ(E − E ′). (3.1.35)
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Wir müssen also die Wellenfunktion so normieren, daß die Koeffizienten A1 und B1 in (3.1.13) die
Bedingung

ħhk1

m
|A1|2 =

ħhk1

m
|B1|2 =

1

2πħh
. (3.1.36)

erfüllen, wobei |A1|2 = |B1|2 aus der Stromerhaltung folgte (vgl. Abschn. 3.1.3, Gl. (3.1.21)). Anders
ausgedrückt muß die Wellenfunktion so normiert sein, daß der Anteil des Stromes, der von x→−∞
auf den Ursprung x = 0 zufließt, d.h. gem. (3.1.21)

j (R)−∞ =
ħhk1

m
|A1|2 =

1

2πħh
(3.1.37)

normiert ist.
Für E > V0 haben wir das Problem, daß es zu jedem Energieeigenwert zwei linear unabhängige Lö-
sungen gibt.
Im folgenden wollen wir die Situation betrachten, daß ein Wellenpaket, das zur Zeit t = 0 auf einen
Ort x0 → −∞ konzentriert ist und nach rechts läuft. Dann muß zu jeder späteren Zeit der Teil des
Wellenpakets im Bereich x→∞ ausschließlich nach rechts laufen. D.h. wir wählen für jeden Energie-
eigenwert E >V0 die Eigenfunktion aus, für die

ψE (x)∼=
(

A1 exp(ik1x)+B1 exp(−ik1x) für x→−∞
A2 exp(+ik2x) für x→∞ (3.1.38)

ist1.
Die Normierung bestimmen wir ganz analog wie eben im Fall 0< E <V0, wobei freilich beide asym-
ptotischen Regionen berücksichtigt werden müssen. Es ergibt sich die Vorschrift, daß die Wellenfunk-
tion wieder gemäß (3.1.37) normiert sein muß. Im Falle der kontinuierlichen Eigenwerte bestimmt
also die Norm des bei x→−∞ nach rechts laufenden Wellenpaketes die Normierung
Die Zeitentwicklung dieser Wellenpakete ist dann gem. (3.1.6)

Ψ(x, t ) =
∑

n
cnψn(x)exp

�

− iEn t

ħh

�

+
∫ ∞

0
dEcEψE (x)exp

�

− iE t

ħh

�

(3.1.39)

gegeben. Wie wir eben gesehen haben, bilden diese Wellenfunktionen jedoch zusammen mit den übri-
gen ungebundenen und gebundenen Wellenfunktionen kein vollständiges Orthonormalsystem, weil
wir diejenigen Wellenpakete nicht berücksichtigt haben, die in der Region x →∞ nach links laufen-
de Anteile besitzen. Wir sondern jedoch diese Lösungen aus, um die oben beschriebene physikalische
Situation eines von links her einlaufenden Wellenpakets zu beschreiben.

3.2 Freie Teilchen

Wie wir schon in Abschnitt 1.2 gesehen haben, läßt sich der Fall des freien Teilchens, d.h. V (x) = 0,
einfacher mit Hilfe von Impulseigenzuständen behandeln. Für unsere Simulationen wollen wir ein
Gaußsches Wellenpaket der Art (1.2.11) für x � 0 als Anfangszustand konstruieren, müssen aber
für den Fall mit Potential mit Energieeigenzuständen arbeiten. Wir wollen dabei im Unterraum mit

1Man kann zeigen, daß die Lösungen, die sich für x → ∞ wie B2 exp(−ik2 x) verhalten, orthogonal zu den in (3.1.38)
gegebenen Lösungen sind [GY03].
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3.3 · Potentialschwelle

nur nach x →∞ hin auslaufenden Wellen operieren. Die entsprechende auf δ(E − E ′) „normierte”
Energieeigenfunktion ist nach den obigen allgemeinen Betrachtungen also durch

ψE (x) =
r

m

2πħhk
exp(ik x) mit k =

p
2mE

ħh
(3.2.1)

gegeben.
Wir verwenden nun folgende Näherung. Im Impulsraum (geschrieben mit Wellenzahlen k = p/ħh)
lautet das Anfangswellenpaket, das wir allerdings nicht um x = 0 herum plazieren wollen, sondern bei
x0� 0 gemäß (1.2.9):

ψ̃0(k) =
1

(2πα)1/4
exp



− (k − k0)
2

4α
− ik x0



 . (3.2.2)

Für unsere Rechnungen verwenden wir stattdessen den folgenden Anfangszustand in der Energiedar-
stellung

cE =
r

m

ħhk
[φ̃0(k)+ φ̃0(−k)] mit k =

p
2mE

ħh
. (3.2.3)

Zur Berechnung der zeitabhängigen Lösung integrieren wir diese Anfangswellenfunktion gemäß
(3.1.39). Da hier keine gebundenen Zustände existieren, ist

Ψ(x, t ) =
∫ ∞

0
dE cE ψE (x)exp

�

− iE t

ħh

�

. (3.2.4)

Dies ist für nicht zu breite Impulsverteilungen (also nicht zu große α) eine sehr guter Näherung für
das Gaußsche Wellenpaket, wie das unten gezeigte Movie auch zeigt.
Zur Herstellung der Movies wird dieses Integral mit einer einfachen adaptiven Trapez-Simpson-Qua-
dratur numerisch ausgewertet. Dabei ist es wegen der Singularität des Anfangszustandes (3.2.3) bei
E = 0 allerdings von Vorteil, nach k zu integrieren. Es ist

Ψ(x, t ) =
∫ ∞

0
dk
ħh2k

m
cE ψE (x)exp

�

− iE t

ħh

�

, E =
ħh2k2

2m
. (3.2.5)

Link zum Movie
Das Wellenpaket bleibt gemäß (1.2.11) Gauß-förming verbreitert sich aber gemäß 1.2.22 aufgrund der
nichtlinearen Dispersionsrelation ω = ħhk2/(2m) der Schrödingerwellen mit der Zeit, d.h. der Ort
eines anfänglich gut lokalisierten Teilchens wird mit der Zeit immer unbestimmter, und zwar desto
schneller, je genauer das Teilchen anfangs lokalisiert war, denn desto breiter ist das Anfangswellenpaket
im Impulsraum.

3.3 Potentialschwelle

Als einfachstes Beispiel betrachten wir nun eine Potentialschwelle der Form

V (x) =

(

0 für x < 0
V0 für x > 0,

(3.3.1)

wobei V0 > 0 ist (s. Abb. 3.2). Dann sind unsere asymptotischen Lösungen für die ganzen Bereiche
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x

V

V0

Abbildung 3.2: Die Potentialschwelle.

x < 0 und x > 0 exakt. Da das Potential nirgends negativ wird, gibt es keine gebundenen sondern
nur ungebundene Zustände der beiden Typen. Wir haben also als Lösungen der zeitunabhängigen
Schrödingergleichung mit nach rechts laufenden Wellen für x→∞ für E >V0:

ψE (x) =

(

θ(−x)[A1 exp(ik1x)+B1 exp(−ik1x)]+θ(x)A2 exp(−κ2x) falls E <V0

θ(−x)[A1 exp(ik1x)+B1 exp(−ik1x)]+θ(x)A2 exp(ik2x) falls E >V0
(3.3.2)

mit k1 =
p
ε, κ2 =

p

U0− ε und k2 =
p

ε−U0, wobei wir wieder zur Abkürzung ε= 2mE/ħh2 und
U0 = 2mV0/ħh

2 geschrieben haben.
Die Konstanten unterliegen nun der Einschränkung, daß die Lösungen zweimal differenzierbar sein
müssen. Es müssen daher ψE und ψ′E bei x = 0 stetig sein. Zusammen mit der Normierungsvorschrift
(3.1.37) ergeben sich aus diesen Stetigkeitsbedingungen für die Koeffizienten

A1 =
È m

2πħh2k1

, A2 =
2k1

1+ iκ2
A1, B1 =

k1− iκ2

k + iκ2
A1 für 0< E <V0,

A1 =
È m

2πħh2k1

, A2 =
2k

k1+ k2
A1, B1 =

k1− k2

k1+ k2
A1 für E >V0.

(3.3.3)

Das Wellenpaket ist dann wieder durch Gl. (3.2.4) gegeben.
Ein erstes physikalisches Verständnis für diese Wellenfunktionen ergibt eine Betrachtung, die analog
zur Behandlung der realistischeren Streuprozesse im dreidimensionalen Raum ist. Dabei interessiert
man sich nur für das asymptotische Verhalten der Teilchen, d.h. wenn sie sich weit weg von der Schwel-
le bei x = 0 aufhalten.
Dabei müssen wir bedenken, daß die WellenfunktionenψE keine „echten“ Zustände repräsentieren, da
sie nicht quadratintegrabel und somit nicht normierbar sind. Sie können aber als Grenzfall von echten
Zuständen gedeutet werden, nämlich gerade solche, wo

cE = δ(E − E0) (3.3.4)

ist. Wir können uns also z.B. sehr schmale um E0 konzentrierte Gaußfunktionen vorstellen, wobei
wir den Grenzfall verschwindender Breite betrachten. Physikalisch können wir deren Bedeutung nur
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verstehen, wenn wir bedenken, daß es sich um Wahrscheinlichkeitsamplituden handelt. Demnach re-
präsentieren die ebenen Wellen, aus denen sich unsere Energieeigenlösungen zusammensetzen, einen
sehr lange in der Vergangenheit eingeschalteten Strom von links her auf die Schwelle zulaufenden
(statistisch unkorrelierten) Teilchen mit sehr genau festgelegter Energie. Die Betragsquadrate der Ener-
gieeigenfunktionen geben dann relative Häufigkeiten an, die mit einem Detektor, der sehr lange die
Teilchen an einem bestimmten Ort x zählt, gemessen werden können.
Stellen wir den Detektor irgendwo links weit weg von der Schwelle auf, wird er sowohl die einlau-
fenden als auch die an der Schwelle reflektierten Teilchen messen. Ein sehr weit rechts positionierter
Detektor wird die Teilchen erfassen, die die Schwelle überwinden. Wir können also im Prinzip die
auf den Strom der einlaufenden Teilchen normierten Wahrscheinlichkeiten messen, daß ein Teilchen,
das mit einer wohldefinierten Energie E sehr weit links von der Schwelle losläuft, irgendwann reflek-
tiert wird bzw. die Schwelle überwindet und sehr weit weg nach rechts läuft. Diese relativen Ströme
bezeichnen wir als Reflexions- bzw. Transmissionskoeffizienten2. Gemäß (3.1.24) sind für unsere
Schwelle die Koeffizienten durch

R=
j L
−∞
j R
−∞
=







1 für 0< E <V0
�

�

�

B1
A1

�

�

�

2
= (k1−k2)

2

(k1+k2)
2 für E >V0,

T =
j R
∞

j R
−∞
=







0 für 0< E <V0
k2
k1

�

�

�

A2
A1

�

�

�

2
= 4k2k1

(k1+k2)
2 für E >V0,

(3.3.5)

Wegen der Stromerhaltung gilt
R+T = 1, (3.3.6)

wie es aufgrund der Interpretation von R und T als Reflexions und Transmissionswahrscheinlichkeiten
eines Teilchens auch sein muß.
Für unsere Movies wollen wir die Wahrscheinlichkeitsdichten für ein anfangs bei x0� 0 konzentrier-
tes nach rechts auf die Potentialschwelle zulaufendes Wellenpaket als Funktion der Zeit simulieren.
Dies erreichen wir, indem wir CE gemäß (3.2.3) wählen.
Dies entspricht physikalisch der Situation, daß wir einen Strom von jeweils einem einzelnen recht gut
lokalisierten Teilchen beobachten und an jedem Ort x einen Detektor aufstellen, der jedesmal die Zeit
erfaßt, die nach dem Losschicken des Teilchens vergangen ist, wann er das Teilchen registriert. Dann
kann man wieder die relativen Häufigkeiten als Funktion der Zeit erfassen, und erhält dann genau die
Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die wir im folgenden in den Movies zeigen wollen.
Dabei ist es wichtig zu bemerken, daß aufgrund der Heisenbergschen Unschärferelation für Ort und
Impuls

∆x∆p ≥ ħh
2

(3.3.7)

der Anfangsimpuls p0 relativ unbestimmt sein muß, wenn man ein auf einen relativ engen Ortsbereich
um x0 fixiertes Teilchen präprieren müßte. Da das Teilchen für x0� 0 als frei betrachtet werden kann,
besitzt es eine entsprechende Energieunschärfe

∆E ' p0

m
∆p. (3.3.8)

2Diese Koeffizienten sind als Analoga zum Streuquerschnitt in der Streutheorie zu verstehen, wobei freilich der Streu-
querschnitt eine Funktion des Raumwinkels bezogen auf die Richtung der auf ein ruhendes Target zulaufenden Teilchen
ist.
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Selbst wenn wir also ein Wellenpaket mit 0 < E0 =
p2

0
2m =

ħh2k2
0

2m < V0 in Gl. (3.2.3) konstruieren, wird
dieses immer auch eine (wenngleich kleine) Beimmischung von Wellen E >V0 beinhalten, was erklärt,
daß in der Tat mit einer sehr kleinen Wahrscheinlichkeit, Teilchen jenseits der Schwelle detektiert
werden können, ohne daß dies dem Energieerhaltungssatz widerspricht. Dies löst das scheinbare
Paradoxon zwischen quantenmechanischem Tunneleffekt und Energieerhaltungssatz für realistische
Wellenpakete, die einer quasi-klassischen Situation entsprechen, auf. Genau diese Situation betrachten
wir nun in dem folgenden Movie:

3.3.1 Totalreflexion (E0 = 0.3V0)

Link zum Movie
Hier wurde E0 = 0.3V0 gewählt. Die Energieunschärfe betrug ∆E ' 0.16V0. Wie wir sehen, bewegt
sich das Wellenpaket anfangs wie ein freies Teilchen auf die Potentialschwelle zu, wobei es sich freilich
verbreitert, wie im vorigen Abschnitt erläutert. sobald die Wellenfront auf die Schwelle trifft, dringt in
der Tat ein (vornehmlich stark gedämpfter) Anteil der Welle in den Bereich x > 0 jenseits der Schwelle
ein, während links eine stark oszillierende Wahrscheinlichkeitsverteilung auftritt, die sich aus der Inter-
ferenz zwischen der einlaufenden und der reflektierten Welle ergibt. Diese Interferenzeffekte sind cha-
rakteristisch für das quantenmechanische Verhalten Wahrscheinlichkeitsverteilung. Sie würden nicht
auftreten, wenn wir einen Strom klassischer Teilchen mit entsprechend der Anfangsenergieunschärfe
verteilten Energien auf eine Schwelle schießen würden. Eine eher dem klassischen Verhalten entspre-
chende Situation entsteht erst wieder, wenn nach einer Weile nur noch das reflektierte Wellenpaket
zurückläuft. Es ist allerdings gegenüber der Anfangsverteilung wesentlich verbreitert.
Eine weitere interessante Eigenschaft ergibt sich noch aus dem Vergleich des Wellenpakets zum Ver-
halten eines klassischen Teilchens, das mit der mittleren Energie E0 auf die Schwelle zuläuft. In der
klassischen Mechanik wird das Teilchen in der hier simulierten Situation einfach instantan reflektiert.
Die Position dieses klassischen Teilchens wird im Movie durch die vertikal eingezeichnete grüne Linie
dargestellt. Wir sehen, daß sich zu Zeiten nicht zu lange, nachdem die ersten Teile der Wellenfront auf
die Schwelle getroffen sind, der Schwerpunkt des reflektierten Anteils des Wellenpaketes gegenüber
dem reflektierten klassischen Teilchen verzögert bewegt. Auch dies ist ein spezifisch quantenmechani-
scher Effekt, der durch die Phasenverschiebung der Teilwellen bei der Reflexion entsteht. Diese Pha-
senverschiebung läßt sich übrigens analysieren, indem man die Koeffizienten der Energieeigenmoden
(3.3.2) analysiert.

3.3.2 Kleiner durchlaufender Anteil (E0 = 0.5V0)

Im nächsten Movie erhöhen wir die mittlere Energie auf E0 = 0.5V0 und behalten α bei, so daß nun
die Energieunschärfe etwa∆E = 0.2V0 beträgt.

Link zum Movie
Hier sehen wir, daß gegenüber dem vorigen Fall ein kleiner Anteil des Wellenpaketes auch nach x > 0
propagiert. Dieser Anteil rührt von den im Anfangszustand enthaltenen Moden mit E > V0 her. Es
entstehen vor dem Überschreiten des Hauptpeaks des durchlaufenden Anteils charakteristische klei-
nere Vorläufer.
Die Position des entsprechenden klassischen Teilchens mit der Energie E0 ist wieder durch die vertikale
grüne Linie dargestellt.
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3.3.3 Mittlere Energie: E0 = 1.2V0 (∆E = 0.3V0)

Link zum Movie
Hier haben wir die mittlere Energie E0 = 1.2V0 gesetzt, also etwas größer als den Potentialsprung bei
x = 0. Das klassische Teilchen, dessen Position wieder durch die grüne Linie gekennzeichnet ist, würde
hier in jedem Fall über die Stufe hinweglaufen, allerdings bei x > 0 mit um V0 verringerter Energie
(und entsprechend kleinerer Geschwindigkeit).
Im Vergleich dazu wird in der quantenmechanischen Rechnung ein Teil der Welle reflektiert, d.h. mit
der entsprechenden Wahrscheinlichkeit wird das Teilchen auch bei E > V0 an der Potentialschwelle
reflektiert, und der durchlaufende Anteil bewegt sich mit gegenüber dem klassischen Teilchen größeren
Geschwindigkeit.

3.3.4 Mittlere Energie: E0 = 1.5V0 (∆E = 0.35V0)

Link zum Movie
Hier haben wir die mittlere Energie E0 = 1.5V0 gesetzt, also etwas größer als den Potentialsprung bei
x = 0. Das klassische Teilchen, dessen Position wieder durch die grüne Linie gekennzeichnet ist, würde
hier in jedem Fall über die Stufe hinweglaufen, allerdings bei x > 0 mit um V0 verringerter Energie
(und entsprechend kleinerer Geschwindigkeit).
Im Vergleich dazu wird in der quantenmechanischen Rechnung ein Teil der Welle reflektiert, d.h. mit
der entsprechenden Wahrscheinlichkeit wird das Teilchen auch bei E > V0 an der Potentialschwelle
reflektiert, und der durchlaufende Anteil bewegt sich mit gegenüber dem klassischen Teilchen größeren
Geschwindigkeit.

3.3.5 Mittlere Energie: E0 = 6.0V0 (∆E = 0.69V0)

Link zum Movie
Hier haben wir die mittlere Energie E0 = 6V0 gesetzt, also etwas größer als den Potentialsprung bei
x = 0. Das klassische Teilchen, dessen Position wieder durch die grüne Linie gekennzeichnet ist, würde
hier in jedem Fall über die Stufe hinweglaufen, allerdings bei x > 0 mit um V0 verringerter Energie
(und entsprechend kleinerer Geschwindigkeit).
Erst bei diesen gegenüber dem Potentialsprung erheblich höheren mittleren Teilchenenergien bewegt
sich das Wellenpaket wieder annähernd wie das klassische Teilchen, allerdings wie bei allen (quasi-
)freien Bewegungen unter erheblicher Verbreiterung.

3.4 Potentialtopf

Wir betrachten nun den endlich tiefen Potentialtopf, d.h.

V (x) =

(

−V0 für |x|< b ,
0 für |x| ≥ b

(3.4.1)

mit V0 > 0 (vgl. Abb. 3.3).
Dies ist insofern ein interessantes Problem als wir erwarten dürfen, daß es neben den Streuzuständen
mit Energieeigenwerten E > 0 auch gebundene Zustände mit E < 0 gibt.
Das Problem, die Energieeigenzustände und dazugehörigen Energieeigenwerte zu finden, erleichtert
sich erheblich durch die Symmetrie des Problems unter Raumspiegelungen. Der Raumspiegelungs-
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x

V

−b +b

−V0

Abbildung 3.3: Der Potentialtopf.

oder Paritätsoperator wirkt auf Wellenfunktionen vermöge

Pψ(x) =ψ(−x). (3.4.2)

Da offenbar P2 = 1 gilt, sind mögliche Eigenwerte von P =±1. Da sich weiter der Hamiltonoperator
unter Raumspiegelungen offenbar nicht ändert, also P−1HP =H gilt, können wir P simultan zu H
diagonalisieren. Wir können also die gesuchten Eigenzustände von H gleich als gerade bzw. ungerade
Funktionen ansetzen: ψ(±)E (−x) =±ψE (x).
Der Vorteil bei der Lösung des vorliegenden Problems besteht darin, daß wir uns nur um die Ste-
tigkeitsbedingungen an der Stelle x = b zu kümmern brauchen. Wegen der Spiegelungssymmetrie
erfüllen dann die Wellenfunktionen automatisch auch die Stetigkeitsbedingungen bei x =−b .

3.4.1 Bindungszustände mit gerader Parität

Wir beginnen mit der Suche nach Energieeigenwerten mit geraden Energieeigenfunktionen und be-
trachten zunächst die Möglichkeit, daß gebundene Zustände auftreten, also Energieeigenwerte E < 0
existieren. Setzen wir wieder ε= 2mE/ħh2 und U0 = 2mV0/ħh

2, haben wir

ψ′′(x) =
(

−(U0+ ε)ψ(x) für |x|< b ,
−εψ(x) für |x| ≥ b .

(3.4.3)

84



3.4 · Potentialtopf

 0

 5

 10

 15

 20

π/2 3 π/2 5 π/2 7 π/2 9 π/2 11 π/2  20

f(
y
)

y

-20

-15

-10

-5

 0

π 2 π 3 π 4 π 5 π/2 6 π  20

f(
y
)

y

Abbildung 3.4: Zur graphischen Lösung der Eigenwertbestimmungsgleichungen für gerade (links) und un-
gerade Eigenfunktionen rechts, cf. Gln. (3.4.6) und (3.4.14).

Es ist weiter von vornherein klar, daß ε≥−U0 sein muß. Da die Wellenfunktion gerade sein soll und
im Unendlichen nicht exponentiell wachsen darf, ist die Lösung eindeutig durch

ψ(+)E (x) =

(

A1 exp(−κ1|x|) für |x|< b |,
A2 cos(k2x) für |x| ≥ b

(3.4.4)

mit κ1 =
p

U0+ ε und k2 =
p−ε gegeben. Die Wellenfunktion muß bei x = b mitsamt ihrer ersten

Ableitung stetig sein. Das ergibt das homogene lineare Gleichungssystem

A1 exp(−κ1b )−A2 cos(k2b ) = 0,
−A1κ1 exp(−κ1b )+A2k2 sin(k2b ) = 0

(3.4.5)

als Bedingung für die Konstanten A1 und A2. Damit dieses Gleichungssystem von der trivialen Lösung
A1 = A2 = 0 verschiedene Lösungen haben kann, muß die Determinante der Koeffizientenmatrix
verschwinden, und das führt nach ein paar einfachen Umformungen auf die Bedingung

tan(k2b ) =
κ1

k2
, d.h. tan(b

Æ

U0+ ε) =

s −ε
U0+ ε

. (3.4.6)

Die letzte Form der Gleichung zeigt, daß es sich um eine Bedingung an die Energieeigenwerte E =
ħh2ε/(2m) handelt.
Diese Gleichung läßt sich nicht geschlossen lösen, aber wir können sie leicht graphisch analysieren.
Dazu führen wir die neue Variable y = b k2 = b

p−ε ein. Dann schreibt sich die Gleichung

tan y =

√

√

√

√

U0b 2− y2

y2
. (3.4.7)

Offenbar muß also 0 < y <
Æ

U0b 2 sein, und wir müssen untersuchen, wo Schnittpunkte zwischen
den Graphen der Funktionen auf der linken und rechten Seite existieren. Deren y-Werte sind dann
offenbar die gesuchten Lösungen. Betrachten wir dazu den linken Plot in Abb. 3.4.
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Hier haben wir U0 und b gerade so gewählt, daß
Æ

U0b 2 = 20. Wir werden diese Wahl für alle unten
gezeigten Simulationen von Wellenpaketen beibehalten. In schwarz sind die positiven Zweige des Tan-
gens aufgetragen in rot der Graph der Funktion auf der rechten Seite von Gl. (3.4.7). Da diese Funktion
monoton fällt und für y → 0 divergiert, gibt es für jeden Wert von

Æ

U0b 2 wenigstens einen Schnitt-
punkt (und also einen Energieeigenwert) mit dem Zweig des Tangens im Bereich y ∈ [0,π/2). Weitere

Eigenwerte sind möglich, wenn
Æ

U0b 2 größer ist, und zwar gibt es genau einen Schnittpunkt mit

jedem Zweig des Tangens, der im Definitionsbereich 0 < y ≤
Æ

U0b 2 liegt. Wie aus der allgemeinen
Diskussion zu erwarten, sind also die Energieeigenwerte zu gebundenen Zuständen diskret.
Man überlegt sich leicht, daß die Anzahl der Energieeigenwerte mit geraden Eigenfunktionen

n+ =







Æ

U0b 2

π






+ 1 (3.4.8)

ist, wobei [x] für die größte natürliche Zahl, die ≤ x ist, steht. Dabei fällt die n-te Lösung ins Intervall

yn ∈ [(n− 1)π, (n− 1/2)π), n ∈ {1,2, . . . , n+}. (3.4.9)

Damit lassen sich sämtliche Lösungen der Gleichung (3.4.6) numerisch mittels des Bisektionsverfah-
rens zuverlässig berechnen. Die dazugehörigen Eigenfunktionen sind dann durch Lösung einer der
beiden Gleichungen von (3.4.5) als die Funktion (3.4.4) gegeben:

A1 = exp(κ1b )cos(k2b )A2. (3.4.10)

Da die Determinante für jeden Eigenwert verschwindet, ist dann die andere Gleichung von (3.4.5)
automatisch ebenfalls erfüllt. Die Konstante A2 ist schließlich durch die Normierungsbedingung

∫ ∞

−∞
dx|ψ(+)n (x)|2 = 1 (3.4.11)

bestimmt. Das Integral existiert mit Sicherheit, da die Wellenfuntionen im Unendlichen exponentiell
abfallen. Nach Auswertung desselben gelangt man schließlich auf

A2 =



b +
cos2(k2b )

κ1
+

sin(2k2b )

2k2





−1/2

. (3.4.12)

3.4.2 Bindungszustände mit ungerader Parität

Die Bindungszustände mit ungerader Wellenfunktion finden sich in ganz analoger Weise wie eben für
die geraden Wellenfunktionen besprochen. Es gilt

ψ(−)n (x) =

(

B2 sin(k2x) für |x|< b ,
B1 sign x exp(−κ1|x|) für |x| ≥ b .

(3.4.13)

Die Stetigkeit der Wellenfunktion und ihrer Ableitung bei x = b führt wieder auf ein homogenes
lineares Gleichungssystem für die Koeffizienten B1 und B2. Damit nichttriviale Lösungen existieren,
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müssen wir wieder das Verschwinden der Koeffizientenmatrix verlangen. Dies führt nach Einführung
der obigen Variablen y schließlich auf die Bestimmungsgleichung

cot y =−
√

√

√

√

U0b 2− y2

y2
. (3.4.14)

Analog zur Diskussion für die geraden Wellenfunktionen führt die Betrachtung des rechten Plots in
Abb. 3.4 auf die Anzahl der Energieeigenwerte mit ungerader Energieeigenfunktion, nämlich

nu =







0 falls
Æ

U0b 2 <π/2,
�p

U0 b 2

π − 1
2

�

+ 1 falls
Æ

U0b 2 ≥π/2.
(3.4.15)

Falls nu ≥ 1 liegen die Lösungen für y stets in den Intervallen

yn ∈
�2n− 1

2
π, nπ

�

für 1≤ n ≤ nu . (3.4.16)

Auch hier ist wieder das numerische Auffinden aller Lösungen mit Hilfe der Bisektionsmethode pro-
blemlos möglich.
Für den yn entsprechenden Energieeigenwert ergibt sich dann aus der Stetigkeits- und Normierungs-
bedingung für die Koeffizienten

B1 = exp(κ1b ) sin(k2b )B2,

B2 =



b +
sin2(k2b )

κ1
− sin(2k2b )

2k2





−1/2

.
(3.4.17)

3.4.3 Ungebundene Energieeigenzustände

Wir betrachten nun Lösungen der zeitunabhängigen Schrödingergleichung zu positiven Energieeigen-
werten. Auch hier empfiehlt es sich, zur einfacheren Erfüllung der Stetigkeitsbedingungen, zunächst
gerade und ungerade Lösungen aufzusuchen. Wie wir sehen werden, existieren jeweils beide Lösungen
für alle Energieeigenwerte E > 0, was aufgrund unserer Diskussion des allgemeinen Falles zu erwar-
ten war: Die Energieeigenwerte E > 0 bilden das kontinuierliche Spektrum des Hamiltonoperators,
und diese Eigenwerte sind zweifach entartet. Nur halbseitig ins Unendliche laufende Wellen gibt es im
gegebenen Falle nicht, da die asymptotischen Werte des Potentials gleich sind.
Zugleich haben wir mit den beiden Lösungen zu gerader und ungerader Parität auch das vollständige
(verallgemeinerte) Orthonormalsystem gefunden, wenn wir gemäß den oben entwickelten Vorschrif-
ten für die Normierung der ungebundenen Energieeigenzustände vorgehen. Es ist nämlich klar, daß
Wellenfunktionen unterschiedlicher Parität stets orthogonal zueinander sind. Wir werden allerdings
wie schon bei der Potentialstufe für unsere Simulationen lediglich die nach rechts laufenden Lösungen
benötigen, die wir für jedes E > 0 durch Linearkombination aus den Eigenzuständen mit definiter
Parität erhalten werden.
Für gerade Parität besitzen die Lösungen offenbar die Form

ψ(+)E (x) =

(

A2 cos(k2x) für |x|< b
A1 exp(ik1|x|)+B1 exp(−ik1|x|) für |x| ≥ b

(3.4.18)
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mit k1 =
p−ε, k2 =

p

U0+ ε. Die Forderung, daß die Wellenfunktion und ihre Ableitung bei x = b
stetig zu sein haben, ergibt für die Koeffizienten

�

A1
B1

�

= exp(∓ik1b )
k1 cos(k2b )± ik2 sin(k2b )

2k1
A2. (3.4.19)

Für ungerade Parität haben wir

ψ(−)E (x) =

(

A′2 sin(k2x) für |x|< b
sign x

�

A′1 exp(ik1|x|)+B ′1 exp(−ik1|x|)
�

für |x| ≥ b
(3.4.20)

mit
�

A′1
B ′1

�

= exp(∓ik1b )
k1 sin(k2b )∓ ik2 cos(k2b )

2k1
A′2. (3.4.21)

Die Lösung, die nach rechts laufenden Wellen entspricht, d.h. diejenigen Eigenfunktionen, die ∝
exp(+ik1x) für x > b sind, ergibt sich daraus sofort durch die Linearkombination

ψ(R)(x) =





1

B1
ψ(+)E (x)−

1

B ′1
ψ(−)E (x)



AR. (3.4.22)

Setzen wir die Lösungen gemäß Gln. (3.4.18-3.4.21) ein, ergibt sich aus der Normierungsvorschrift
(3.1.37) für den im Bereich x <−b nach rechts laufenden Anteil der Welle:

AR =
È m

8πk1ħh
2
. (3.4.23)

Betrachten wir zunächst das asymptotische Verhalten der ungebundenen Lösungen, indem wir die wie
bei der Schwelle definierten Reflexions- und Transmissionskoeffizienten bestimmen. Dazu müssen wir
nur die Koeffizienten für die entsprechenden Wellenanteile aus den eben hergeleiteten Gleichungen
einsetzen. Nach ein wenig Algebra findet man

R=
(k12− k2

2 )
2 sin2(2b k2)

4k2
1 k2

2 cos2(2b k2)+ (k
2
1 + k2

2 ) sin
2(2b k2)

,

T =
4k2

1 k2
2

4k2
1 k2

2 cos2(2b k2)+ (k
2
1 + k2

2 ) sin
2(2b k2)

.

(3.4.24)

Es gilt natürlich wieder T +R= 1, wie es sein muß.
Hier tritt ein gegenüber der Schwelle neues interessantes Phänomen auf: Der Reflexionskoeffizient
verschwindet offenbar für diejenigen Energieeigenwerte, für die 2b k2 = nπ mit n ∈ N ist. Entspre-
chend gilt für diese Energieeigenwerte T = 1, d.h. die Welle für diese speziellen Energieeigenwerte
wird vollständig transmittiert. Dies ist eine typisches Resonanzphänomen (vgl. Abb. 3.5).

3.4.4 Demonstration des Resonanzphänomens

Wir demonstrieren dies mit der Simulation eines Wellenpakets, das sich aus Wellen in einem recht en-
gen Energiebereich um eine solche Resonanzschwelle herum zusammensetzt. Entsprechend ist dieses
Wellenpaket im Ortsraum zwar relativ breit, aber man erkennt deutlich, daß für Zeiten relativ lang
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Abbildung 3.5: Transmissions- und Reflexionskoeffizienten beim Potentialtopf.

nach dem ersten Inkontakttreten des Wellenkopfes mit dem linken Rand des Potentialtopfes, fast die
gesamte Intensität der Welle nach rechts läuft und kaum Anteile reflektiert werden, d.h. schickt man
ein Teilchen mit einer Energie, die sehr genau auf eine „Resonanzenergie” eingestellt ist, auf den Po-
tentialtopf zu wird es mit einer Wahrscheinlichkeit sehr nahe von 1 durch den Topf hindurchlaufen
und so gut wie nie reflektiert werden.

Link zum Movie

3.4.5 Mittlere Energie: E0 = 0.24V0

Das typische Verhalten des Wellenpakets für eine mittlere Energie, die nicht in der Nähe einer Reso-
nanz liegt, demonstrieren wir im folgenden Movie. Das von links einlaufende freie Gaußwellenpaket
trifft auf den linken Rand des Potentialtopfes und wird dort teilweise reflektiert und teilweise transmit-
tiert. Der transmittierte Anteil trifft auf den rechten Rand des Potentialtopfes und wird dort wieder
teilweise reflektiert und teilweise transmittiert usw. Dadurch entstehen Minima und Maxima sowohl
für den nach x <−b reflektierten und den nach x > b transmittierten Anteil des Wellenpakets.

Link zum Movie

3.4.6 Überlagerung gebundener Zustände

Um eine Vorstellung über die Natur von Wellenpaketen zu erhalten, die sich aus der Überlagerung
gebundener Zustände ergeben, simulieren wir schließlich noch einen anfang (ebenfalls näherungsweise
Gaußförmig gewähltes) auf das Innere des Topfes konzentriertes Wellenpaket, das sich ausschließlich
aus den gebundenen Zuständen zusammensetzt. Wie man aus Abb. 3.4 sieht, gibt es im gegebenen
Falle ng = 7 gebundene Zustände mit positiver und nu = 6 mit negativer Parität. Das Wellenpaket
besitzt also die folgende Gestalt

Ψ(x, t ) =
ng
∑

n=1
c (+)n ψ(+)n (x)exp

 

− iE (+)n t

ħh

!

+
nu
∑

n=1
c (−)n ψ(−)n (x)exp

 

− iE (−)n t

ħh

!

. (3.4.25)

89

http://theorie.physik.uni-giessen.de/~hees/qm1-ss09/wavepack/resonance-fin-pot.gif
http://theorie.physik.uni-giessen.de/~hees/qm1-ss09/wavepack/fin-pot1.gif


Kapitel 3 · Eindimensionale Probleme

Die Koeffizienten c±n wurden als die entsprechenden „verallgemeinerten Fourierkoeffizienten” eines
Gaußschen Wellenpakets ψ0(x) bestimmt:

c±n =
∫ ∞

−∞
dx[ψ±n (x)]

∗ψ0(x). (3.4.26)

Freilich ist dann (3.4.25) für t = 0 nicht genau das Gaußpaket ψ0, da zu dessen exakter Entwicklung
nach Energieeigenzuständen auch die ungebundenen Zustände beitragen würden. Wir wollen hier aber
gerade den Fall eines ausschließlich aus gebundenen Zuständen zusammengesetzten Wellenpaketes stu-
dieren. Freilich haben wir das Wellenpaket (3.4.25) wieder auf 1 normiert.

Link zum Movie
Wie wir sehen, verhält sich ein solches Wellenpaket wie eine stehende Welle, die auch im Bereich
|x|> b nicht strikt verschwindet, wohin ein klassisches Teilchen mit einer Energie E < 0 aufgrund des
Energieerhaltungssatzes nicht gelangen könnte. Dies ist wieder der bereits oben bei der Diskussion der
Potentialstufe erwähnte quantenmechanische Tunneleffekt.

3.5 Der harmonische Oszillator

3.5.1 Energieeigenzustände

Wir betrachten ein Teilchen, das sich in einem äußeren harmonischen Potential entlang der x-Achse
bewegen möge. Der Hamiltonoperator besitzt die Gestalt

H =
p2

2m
+

mω2

2
x2. (3.5.1)

Wir stellen uns die Aufgabe, ein vollständiges Orthonormalsystem von Energieeigenvektoren zu fin-
den. Dazu lassen wir uns zunächst von den Bewegungsgleichungen im Heisenbergbild leiten. Aus den
Kommutatorrelationen (4.0.1) ergeben sich die Bewegungsgleichungen

dx

dt
=

1

iħh
[x,H] =

p

m
,

dp

dt
=

1

iħh
[p,H] =−mω2x.

(3.5.2)

Die Lösung dieser Bewegungsgleichungen finden wir am einfachsten, indem wir den nicht-selbstadjun-
gierten Operator

a=
r

mω

2ħh
x+

ip
2mħhω

p (3.5.3)

einführen. Dann lassen sich die Bewegungsgleichungen zu

da

dt
=−iωa (3.5.4)

zusammenfassen. Die Lösungen dieser Gleichungen lassen sich sofort hinschreiben,

a(t ) = a0 exp(−iωt ). (3.5.5)
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Wir sind nun aber nicht weiter an der Zeitentwicklung der Operatoren interessiert, sondern wollen das
Eigenwertproblem für H lösen. Die Struktur des Hamiltonoperators legt die Berechnung des selbstad-
jungierten Operators

a†a=
mω

2ħh
x2+

1

2mωħh
p2− 1

2
(3.5.6)

nahe, wobei wir das Operatorprodukt einfach ausmultipliziert und die Vertauschungsrelationen (4.0.1)
verwendet haben. Der Vergleich mit (3.5.1) ergibt

H =
ħhω
2

�

2a†a+ 1
�

. (3.5.7)

Wir können also das Eigenwertproblem für H lösen, indem wir das für den hermiteschen Operator

N = a†a (3.5.8)

betrachten.
Die Kommutatorrelationen des Operators a und a† untereinander berechnet man sofort mit Hilfe der
Kommutatorrelationen (4.0.1):

[a,a] =
�

a†,a†
�

= 0,
�

a,a†
�

= 1. (3.5.9)

Schließlich sind im folgenden noch die Kommutatoren

[a, N] = a,
�

a†, N
�

=−a† (3.5.10)

nützlich.
Sei nun |n〉 irgendein Eigenvektor von N zum Eigenwert n. Dann gilt

Na |n〉= {[N,a]+ aN}= (n− 1)a |n〉 , (3.5.11)

d.h. a |n〉 ist also entweder ein Eigenvektor von N zum Eigenwert n− 1 oder der Nullvektor.
Weiter ist N ein „positiv semidefiniter Operator“, d.h. für jeden Vektor |ψ〉 gilt

〈ψ |N|ψ〉= 〈aψ |aψ〉 ≥ 0. (3.5.12)

Setzen wir hierin insbesondere |ψ〉 = |n〉, folgt, daß n ≥ 0 sein muß. Wenden wir also ak auf |n〉 an,
muß für ein k ∈N gelten n−k = 0, weil es andernfalls Eigenvektoren mit beliebig kleinen Eigenwerten
von N gäbe, was aber eben wegen (3.5.12) nicht möglich ist. Existiert also überhaupt ein simultaner
Eigenvektor von N, dann muß es (wenigstens) einen mit n = 0 geben, und für diesen muß gelten

a |0〉= 0. (3.5.13)

Weiter gilt aber auch
Na† |n〉= {�N,a†

�

+ a†N} |n〉= (n+ 1)a† |n〉 , (3.5.14)

und das beweist, daß a† |n〉 ein simultaner Eigenvektor von Ni zum Eigenwert n + 1 sein muß, und
also das Spektrum von N gerade N ist, vorausgesetzt, es existiert zumindest ein Eigenvektor mit der
Eigenschaft (3.5.13) 3.

3Hier und im folgenden bezeichnen wir mit N die Menge aller natürlichen Zahlen einschließlich der 0.
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Nehmen wir an, |0〉 sei auf 1 normiert, ergeben sich gemäß (3.5.14) weiter die auf 1 normierten simul-
tanen Eigenvektoren von N durch fortgesetzte Anwendung von a† aus |0〉 und nachfolgende Normie-
rung. Zur Bestimmung des Normierungsfaktors, nehmen wir nun also an, die |n〉 seien auf 1 normiert.
Dann folgt

D

a†n
�

�

�a†n
E

=
D

n
�

�

�N+
�

a,a†
�

�

�

�n
E

= (n+ 1) |n+ 1〉 . (3.5.15)

durch Rekursion erhalten wir also schließlich

|n〉=
È

1

n!
(a†)n |0〉 , (3.5.16)

wobei wir die Normierungskonstanten willkürlich reell gewählt haben, da Phasenfaktoren ohnehin
irrelevant sind. Mit Hilfe der Kommutatorrelation (3.5.9) finden wir

a |n〉=
È

1

n!

¦�

a,a†
�

+N
©

(a†)n−1 |0〉=
È

1

n!
(1+N)

Æ

(n− 1)! |n− 1〉=pn |n− 1〉 . (3.5.17)

Wir stellen weiter fest, daß damit auch das Eigenwertproblem für H gelöst ist, denn gemäß (3.5.7) ist
|n〉 ein Eigenvektor von H

H |n〉= En |n〉 (3.5.18)

zum Eigenwert

En =
ħhω
2
(2n+ 1), n ∈N. (3.5.19)

Es ist klar, daß der Zustand |0〉 der Grundzustand, d.h. der Zustand der niedrigstmöglichen Energie
des Teilchens ist.
Nun müssen wir noch die Existenz und Eindeutigkeit des Grundzustands nachweisen sowie zeigen,
daß durch (3.5.16) wieder normierbare Hilbertraumvektoren entstehen. Dies läßt sich am einfachsten
in der Ortsdarstellung bewerkstelligen. Betrachten wir also die Wellenfunktionen

ψn(x) = 〈x |n 〉 . (3.5.20)

Erinnern wir uns, daß die Orts- und Impulsoperatoren in der Ortsdarstellung durch (2.4.4) gegeben
sind, folgt für die Grundzustandswellenfunktion

aψ0(x) =







È

ħh
2mω

∂

∂ x
+
r

mω

2ħh
x






ψ0(x) = 0. (3.5.21)

Setzen wir zur Abkürzung

a2 =
ħh

mω
, (3.5.22)

schreibt sich diese Gleichung als
∂

∂ x
ψ0 =−

x

a2
ψ0. (3.5.23)

Die Lösung ergibt sich sofort eindeutig zu

ψ0(x) =N exp

 

− x2

2a2

!

. (3.5.24)
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Die Normierung ist (bis auf einen unerheblichen Phasenfaktor) durch

〈0 |0〉=
∫

dx |ψ0(x)|2 = |N |2(πa2)1/2 != 1 ⇒ N =
� 1

πa2

�1/4

(3.5.25)

gegeben.
Wir erhalten also schließlichlich

ψ0(x) =
� 1

πa2

�1/4

exp

 

− x2

2a2

!

. (3.5.26)

Es existiert also genau eine quadratintegrable Wellenfunktion zum simultanen Eigenwertproblem von
N mit den Eigenwerten n = 0. Mittels (3.5.16) sehen wir, daß dann auch alle übrigen Eigenfunktionen
quadratintegrabel sind, denn sie ergeben sich als Produkt aus der Gaußfunktion (3.5.26) mit einem
Polynom, das sich durch fortgesetzte Anwendung des Differentialoperators a† bestimmen läßt:

ψn(x) =

È

1

n!
(a†)nψ0(x) =

È

1

2n n!

�

x

a
− a

d

dx

�n

ψ0(x). (3.5.27)

Führen wir die dimensionslose Variable
ξ =

x

a
(3.5.28)

ein, können wir gem. (3.5.26) schreiben

ψn(x) =
� 1

πa2

�1/4
È

1

2n n!





�

ξ − d

dξ

�n

exp

 

−ξ
2

2

!



ξ= x
a

. (3.5.29)

Offensichtlich ist

ψn(x) =
� 1

πa2

�1/4
È

1

2n n!



Hn(ξ )exp

 

−ξ
2

2

!



ξ= x
a

(3.5.30)

Dabei sind

Hn(ξ ) := exp

 

ξ 2

2

!
�

ξ − d

dξ

�n

exp

 

−ξ
2

2

!

(3.5.31)

die sog. Hermiteschen Polynome.
Es läßt sich durch Anwendung von (3.5.31) leicht zeigen, daß sie der Rekursionsformel

Hn+1(ξ ) = 2ξHn(ξ )−H′n(ξ ) (3.5.32)

genügen, aus der durch vollständige Induktion sofort die alternative Darstellung

Hn(ξ ) = (−1)n exp(ξ 2)
dn

dξ n exp(−ξ 2), (3.5.33)

die Rodrigues-Formel, folgt. Eine nützliche Darstellung als Integral entsteht, indem man die Gaußfunk-
tion in der folgenden Fourierdarstellung schreibt

exp(−ξ 2) =
1p
π

∫

du exp(−u2+ 2iuξ ) (3.5.34)
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und in die Rodrigues-Formel einsetzt:

Hn(ξ ) =
1p
π

∫

du(−2iu)n exp(−u2+ 2iuξ ). (3.5.35)

Aus dem Vorstehenden ergibt sich dann weiter unmittelbar, daß die ψn ein orthonormiertes Funktio-
nensystem bilden, daß also

∫

dxψ∗
n′(x)ψn(x) = δn′n (3.5.36)

gilt. Substuieren wir hierin x = aξ , folgt für die Hermitepolynome die Orthogonalitätsbedingung

∫

dξ exp(−ξ 2)Hn′(ξ )Hn(ξ ) = 2n n!
p
πδn′n . (3.5.37)

Andere nützliche Beziehungen ergeben sich aus der “erzeugenden Funktion“ der Hermitepolynome.
Sie ist definiert als

F (ξ , z) =
∞
∑

n=0

1

n!
Hn(ξ )z

n . (3.5.38)

Verwenden wir (3.5.33) und setzen einstweilen z =−(y − ξ ), ergibt sich aufgrund der Taylorentwick-
lung

F (ξ , z) = exp(ξ 2)
∞
∑

n=0

1

n!

�

dn

dξ n exp(−ξ 2)
�

(y − ξ )n = exp(ξ 2− y2) = exp(2ξ z − z2). (3.5.39)

Es ist also

exp(2ξ z − z2) =
∞
∑

n=0

1

n!
Hn(ξ )z

n . (3.5.40)

Differenzieren wir diese Gleichung nach z, finden wir

2(ξ − z)exp(2ξ z − z2) =
∞
∑

n=1

1

(n− 1)!
Hn(ξ )z

n−1 =
∞
∑

n=0

1

n!
Hn+1(ξ )z

n . (3.5.41)

Multiplizieren wir andererseits (3.5.40) mit 2(ξ − z) und vergleichen die Koeffizienten von zn , finden
wir die Rekursionsformel

H1(ξ ) = 2ξH0(ξ ), Hn+1(ξ ) = 2ξHn(ξ )− 2nHn−1(ξ ), (3.5.42)

die sich (zusammen mit der Startbedingung H0(ξ ) ≡ 1) gut zur numerischen Berechnung der Hermi-
tepolynome eignet. Auf dieselbe Weise erhalten wir durch Ableiten von (3.5.40) nach ξ die Ableitung
der Hermitepolynome

H′n(ξ ) =
(

0 für n = 0,
2nHn−1(ξ ) für n ≥ 1.

(3.5.43)
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Abbildung 3.6: Die Energieeigenfunktionen des eindimensionalen Harmonischen Oszillators zu den
Eigenwerten En = ħhω(n + 1/2) für n = 0,1,2,10. Besonders bemerkenswert ist die Tatsache, daß in
dieser Situation, die einem Teilchen mit scharf bestimmter Energie entsprechen, die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit für beliebig große Ortskomponenten x nicht verschwindet. In der klassischen Situation
verbietet der Energiesatz, daß sich das Teilchen außerhalb der durch die Energie vorgegebenen Um-
kehrpunkte ±x0 bewegt, die durch E = mω2x2

0/2 bestimmt sind. Diese Eigenschaft, daß Teilchen mit
scharf bestimmter Energie sich in Regionen aufhalten können, in die sie sich gemäß der klassischen
Mechanik aufgrund des Energiesatzes nicht gelangen können, bezeichnet man als Tunneleffekt.
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3.5.2 Der Propagator des harmonischen Oszillators

Zur Illustration der nun entwickelten Methoden wollen wir nun den Propagator des eindimsionalen
harmonischen Oszillators gewinnen. Dazu gehen wir von (2.11.7) aus, wonach der Propagator in der
Ortsdarstellung durch

U (t ; x, x ′) =
*

x

�

�

�

�

�

exp

�

− i

ħh
tH
�

�

�

�

�

�

x ′
+

(3.5.44)

gegeben ist, wobei wir den Anfangszeitpunkt der Einfachheit halber t0 = 0 gesetzt haben. Wegen der
Vollständigkeit der Energieeigenzustände folgt

U (t ; x, x ′) =
∞
∑

n=0

*

x

�

�

�

�

�

exp

�

− i

ħh
tH
�

�

�

�

�

�

n

+




n
�

� x ′
�

=
∞
∑

n=0
exp

�

− i

ħh
En

�

ψn(x)ψ
∗
n(x
′)

=
1p
πa

exp

�

− iωt

2

� ∞
∑

n=0

1

2n n!
Hn(ξ )Hn(ξ

′) mit ξ =
x

a
, ξ ′ =

x ′

a
.

(3.5.45)

Dabei haben wir im letzten Schritt (3.5.19) und (3.5.30) angewandt. Um die Summe explizit auszufüh-
ren, substituieren wir die Integraldarstellung der Hermite-Polynome (3.5.35)

U (t ; x, x ′) =
r

α

π3

1

a
exp

 

ξ 2+ ξ ′2

2

!

×
∫

du
∫

dv
∞
∑

n=0

(−2αuv)n

n!
exp(−u2− v2+ 2iξ u + 2iξ ′v)

(3.5.46)

mit α= exp(−iωt ). Die Summe stellt gerade die Exponentialreihe dar, so daß wir für sie sofort

U (t ; x, x ′) =
r

α

π3

1

a
exp

 

ξ 2+ ξ ′2

2

!

∫

du
∫

dv exp(−u2− v2+ 2iξ u + 2iξ ′v − 2αuv) (3.5.47)

erhalten. Die beiden Gaußintegrale lassen sich nacheinander ausführen, und das Ergebnis lautet

U (t ; x, x ′) =
1p
πa

È

α

1−α2
exp

 

−ξ
2+ ξ ′2

2

1+α2

1−α2
+

2α

1−α2
ξ ξ ′

!

. (3.5.48)

Wegen

α

1−α2
=

1

1/α−α =
1

exp(iωt )− exp(−iωt )
=

1

2i sin(ωt )
,

1+α2

1−α2
=

1/α+α

1/α−α =−i
cos(ωt )

sin(ωt )

(3.5.49)

ergibt sich daraus

U (t ; x, x ′) =

s

1

2πi sin(ωt )

1

a
exp

¨

i

2a2 sin(ωt )
[(x2+ x ′2)cos(ωt )− 2x x ′]

«

. (3.5.50)
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3.5.3 Energieeigenfunktionen in der Impulsdarstellung

Jetzt berechnen wir noch die Impulsdarstellung der Energieeigenfunktionen. Gemäß (2.4.12) haben
wir

ψ̃n(p) =
∫ dx

(2πħh)1/2
ψn(x)exp

�

−i
p x

ħh

�

(3.5.51)

zu bestimmen4. Setzen wir hierin (3.5.30) ein und substituieren im Fourierintegral x = aξ , ergibt sich

ψ̃n(p) =

 

a2

π

!1/4È
1

2πħh2n n!

∫

dξ Hn(ξ )exp
�−ξ 2/2− iaξ p/ħh

�

. (3.5.52)

Das Integral bestimmen wir nun mit Hilfe der erzeugenden Funktion (3.5.38), indem wir (3.5.40)
verwenden. Demnach ist das Integral durch den n-ten Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung von

F̃ (p, z) =
∫

dξ exp
�−ξ 2/2+ ξ (2z − ia p/ħh)− z2

�

=
p

2π exp

 

−a2 p2

2ħh2

!

exp
�

2
a p

ħh
(−iz)− (−iz)2

�

.
(3.5.53)

nach z eindeutig bestimmt. Der zweite Exponentialfaktor ist aber gerade wieder durch die erzeugende
Funktion der Hermitepolynome gegeben:

F̃ (p, z) =
p

2π exp

 

−a2 p2

2ħh2

!

F
�a p

ħh
,−iz

�

. (3.5.54)

Wenden wir hier wieder (3.5.38) an, ergibt sich schließlich

ψ̃n(p) =

 

a2

πħh2

!1/4È
1

2n n!
(−i)n






Hn(ξ̃ )exp






− ξ̃

2

2













ξ̃=a p/ħh

. (3.5.55)

Bis auf Skalierungsfaktoren und Phasen stimmen also die Eigenfunktionen in der Impulsdarstellung
mit denen in der Ortsdarstellung überein. Der Grund dafür ist die Tatsache, daß der Hamiltonope-
rator, abgesehen von Skalierungsfaktoren, symmetrisch unter Vertauschungen von Ort und Impuls
ist.

3.5.4 Kohäherente und gequetschte Zustände

Die Kohärenten Zustände des harmonischen Oszillators wurden von Schrödinger gefunden als er
nach solchen Zuständen suchte, für die das quantenmechanische Verhalten des Oszillators möglichst
genau der klassischen Bewegung eines Teilchens in einem x2-Potential entspricht.
Vergegenwärtigen wir uns die Herleitung der Heisenbergschen Unschärferelation in Abschnitt 2.6 für
Ort und Impuls, so liegt ein Zustand |ψ0〉 mit minimalem Orts-Impulsunschärfeprodukt, also ein
Zustand, für den

∆x∆p =
ħh
2

(3.5.56)

4Wir unterscheiden die Wellenfunktion in der Impulsdarstellung durch eine Tilde von der in der Ortsdarstellung, schrei-
ben also im folgenden stets ψ̃(p) = 〈p |ψ 〉 in der Impuls- bzw. ψ(x) = 〈x |ψ 〉 in der Ortsdarstellung.
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gilt, genau dann vor, wenn es ein λ ∈R gibt, so daß

[(x− x0)+ iλ(p− p0)] |ψ0〉= 0. (3.5.57)

Dabei sind x0 und p0 die beliebig vorgebbaren Erwartungswerte der Observablen x und p. Man kann
diese Forderung auch als Eigenwertgleichung in der Form

(x+ iλp) |ψ0〉= (x0+ iλp0) |ψ0〉 (3.5.58)

schreiben. In der Ortsdarstellung lautet diese Gleichung
�

x + iħhλ
d

dx

�

ψ0(x) = (x0+ iλp0)ψ0(x). (3.5.59)

Die normierte Lösung ist bis auf einen irrelevanten Phasenfaktor ein Gaußsches Wellenpaket der Form

ψ0(x) =
1

(πħhλ)1/4
exp



− (x − x0)
2

2ħhλ
+

i

ħh
p0x



 . (3.5.60)

Das bedeutet, daß wir λ ∈ R>0, d.h. die Ortsunschärfe ∆x =
p

ħhλ/2, beliebig vorgeben können.
Einen solchen Zustand bezeichnet man im Zusammenhang mit dem harmonischen Oszillator als „ge-
quetschten Zustand“ (im Englischen squeezed state). Die Impulsunschärfe ergibt sich tatsächlich zu
∆p = ħh/(2∆x) =

p

ħh/(2λ).
Wählen wir nun einen solchen gequetschten Zustand als Anfangszustand einer Lösung der zeitabhän-
gigen Schrödingergleichung für den harmonischen Oszillator, erhalten wir die Wellenfunktion
für spätere Zeiten mit Hilfe des Propagators (3.5.50):

Ψ(t , x) =
∫ ∞

−∞
dx ′U (t ; x, x ′)ψ0(x

′), (3.5.61)

und das ist wieder ein Gaußsches Wellenpaket. Wir können die Erwartungswerte für Ort und Impuls
sowie deren Standardabweichungen einfacher berechnen, wenn wir uns des Heisenbergbildes bedienen.
Im Heisenbergbild ist gemäß (3.5.3) und (3.5.5) nämlich

〈x(t )〉= 〈ψ0 |xH (t )ψ0 〉= x0 cos(ωt )+
p0

mω
sin(ωt ),

〈p(t )〉= m
d

dt
〈x(t )〉=−mx0ω sin(ωt )+ p0 cos(ωt )

(3.5.62)

und nach einiger Rechnung

∆x2 =
ħhλ
2

cos2(ωt )+
ħh

2λm2ω2
sin2(ωt ),

∆p2 =
ħh m2ω2λ

2
sin2(ωt )+

ħh
2λ

cos2(ωt ).

(3.5.63)

Die Erwartungswerte von Ort und Impuls bewegen sich also genau wie die entsprechenden Größen
eines klassischen Teilchens, und die Orts- und Impulsunschärfen bleiben im Gegensatz zum Fall des
freien Teilchens beschränkt.
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Weiter finden wir

∆x(t )∆p(t ) =
ħh
2

√

√

√

√

1+ 6(λmω)2+(λmω)4− [(λmω)2− 1]2 cos(4ωt )

8(λmω)2
(3.5.64)

Das Unschärfeprodukt oszilliert also periodisch im Intervall

ħh
2
≤∆x(t )∆p(t )≤ 1+(λmω)2

2λmω

ħh
2

. (3.5.65)

Das Unschärfeprodukt bleibt demnach für die spezielle Wahl

λ=
1

mω
(3.5.66)

zeitlich konstant und minimal. Solche Zustände bezeichnet man als kohärente Zustände. Sie entspre-
chen in dem Sinne am besten einem klassischen Teilchen in einem harmonischen Oszillatorpotential
als sie zeitlich konstante Orts- und Impulsunschärfen besitzten, wobei das Orts-Impulsunschärfepro-
dukt minimal ist. Genauer läßt sich ein solches Teilchen offenbar nicht für alle Zeiten zugleich im
Phasenraum lokalisieren.
Ein Blick auf (3.5.58) zeigt im Vergleich mit (3.5.3), daß die kohärenten Zustände Eigenzustände
des Vernichtungsoperators sind. Wir können offenbar Lösungen mit beliebigen Eigenwerten α ∈ C
finden, da wir ja immer noch beliebige Erwartungswerte für Ort und Impuls (also x0 und p0) vorgeben
können. Ein kohärenter Zustand ist also durch

a |Φ(α)〉= α |Φ(α)〉 (3.5.67)

bestimmt.
Nun wollen wir die kohärenten Zustände nach Energieeigenzuständen entwickeln. Statt die explizite
Form des kohäherenten Zustandes in der Ortsdarstellung (3.5.60) mit λ aus (3.5.66) zu verwenden, ist
es bequemer, von dem Ansatz

|Φ(α)〉=
∞
∑

n=0
cn |n〉 (3.5.68)

auszugehen. Aus (3.5.17) ergibt sich für die Eigenwertgleichung (3.5.67)

∞
∑

n=1
cn
p

n |n− 1〉=
∞
∑

n=0
αcn |n〉 . (3.5.69)

Numerieren wir die Summe auf der linken Seite um, finden wir die Rekursionsformel

cn+1

p
n+ 1= αcn . (3.5.70)

Offensichtlich ist also

cn =
αn

p
n!

c0, (3.5.71)

wobei c0 frei wählbar ist. Wir werden diese Konstante sogleich verwenden, um den kohäherenten
Zustand zu normieren. Jedenfalls gilt nun

|Φ(α)〉= c0

∞
∑

n=0

αn

p
n!
|n〉 . (3.5.72)
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Die Norm ist offenbar

〈Φ(α) |Φ(α)〉= |c0|2
∞
∑

n=0

|α|2n

n!
= |c0|2 exp(|α|2). (3.5.73)

Für auf 1 normierte kohärente Zustände gilt also (bis auf einen irrelevanten Phasenfaktor)

c0 = exp

 

−|α|
2

2

!

. (3.5.74)

Wir zeigen noch, daß |Φ(α)〉 durch eine unitäre Transformation aus den Grundzustand |0〉 hervorgeht.
Mit (3.5.16) können wir (3.5.72) nämlich in der Form

|Φ(α)〉= c0

∞
∑

n=0

(αa†)n

n!
|0〉= c0 exp(αa†) |0〉 (3.5.75)

schreiben. Da a |0〉= 0 ist, ist demnach

|Φ(α)〉= c0 exp(αa†)exp(−α∗a) |0〉 . (3.5.76)

Wegen
�

a†,A
�

= 1 können wir offenbar die im Anhang hergeleitete Formel (B.0.8) anwenden:

exp(αa†−α∗a) = exp(αa†) exp(−α∗a) exp

 

−|α|
2

2

!

︸ ︷︷ ︸

c0

. (3.5.77)

Damit folgt
|Φ(α)〉= exp(αa†−α∗a) |0〉 . (3.5.78)

Offensichtlich ist der Operator
U(α) = exp(αa†−α∗a) (3.5.79)

unitär, und das wollten wir zeigen.
Wir können nun auch recht einfach die Zeitentwicklung der Wellenfunktion angeben, wenn wir zur
Zeit t = 0 den kohärenten Zustand |Ψ(0)〉= |Φ(α)〉 vorgeben. Im Schrödingerbild ist nämlich

|Ψ(t )〉= exp

�

− i

ħh
Ht
�

U(α) |0〉

= exp

�

− i

ħh
Ht
�

U(α)exp

�

i

ħh
Ht
�

exp

�

− iωt

2

�

|0〉 .
(3.5.80)

Nun beschreiben die Exponentialoperatoren aber genau die inverse Zeitentwicklung5 der Observa-
blenoperatoren im Heisenbergbild, und wir können daher sofort mit Hilfe von (3.5.5) schreiben

|Ψ(t )〉= exp

�

− iωt

2

�

U[α exp(−iωt )] |0〉= exp

�

− iωt

2

�

|Φ[α exp(−iωt )]〉 . (3.5.81)

5d.h. wir haben t durch −t zu ersetzen
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Ein Vergleich von (3.5.58) mit (3.5.67) für den speziellen Fall eines kohärenten Zustands, d.h. für λ=
1/(mω) cf. (3.5.66) zeigt den Zusammenhang zwischen den zeitabhängigen Erwartungswerten von
Ort und Impuls und α:

〈x(t )〉=
È

2ħh
mω

Re[α exp(−iωt )], 〈p(t )〉=
p

2ħh mω Im[α exp(−iωt )]. (3.5.82)

Aufspalten in Real- und Imaginärteil führt in der Tat wieder auf (3.5.62). Die Ortsdarstellung ist dann
unter Verwendung von (3.5.66) unmittelbar mit Hilfe von (3.5.60) zu

Ψ(t , x) =
�mω

πħh

�1/4
exp

¨

−mω

2ħh
[x −〈x(t )〉]2+ i

ħh
x 〈p(t )〉− iωt

2

«

(3.5.83)

bestimmt.
Wir berechnen weiter die Wahrscheinlichkeit, bei einer Energiemessung gerade den Wert
En = ħhω/2(2n+ 1) zu finden. Diese lesen wir sofort aus (3.5.72) ab:

P (n) = exp(−|α|2) (|α|
2)n

n!
. (3.5.84)

Dies ist eine Poissonverteilung mit Erwartungswert

〈N 〉= |α|2⇒〈H 〉= ħhω
2
(2|α|2+ 1). (3.5.85)
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Kapitel 4

Zentralpotentiale

In diesem Kapitel wenden wir uns den einfachsten realistischen Anwendungen der Quantentheorie zu,
insoweit man geschlossene Lösungen für das Eigenwertproblem des Hamiltonoperators finden kann.
Das schränkt allerdings die Anwendungen gehörig ein. Wir werden nur drei konkrete Probleme lö-
sen, nämlich den symmetrischen harmonischen Oszillator, das Wasserstoffatom in seiner einfachsten
Form und das sog. Morsepotential aus der Molekülphysik. Wir betrachten zunächst ausschließlich
quantisierte „klassische“ Systeme in dem Sinne, daß wir die Heisenbergalgebra für kartesische Orts-
und Impulskomponenten postulieren:

�

xi ,p j

�

= iħhδi j1,
�

xi ,x j

�

=
�

pi ,p j

�

= 0. (4.0.1)

Weiter nehmen wir an, daß sich alle Observablen als Funktionen von ~x und ~p definieren lassen. Wir
werden im nächsten Kapitel sehen, daß dies nicht die allgemeinst mögliche Beschreibung von Teil-
cheneigenschaften in der nichtrelativistischen Quantentheorie darstellt. Vielmehr werden wir durch
Analyse der Symmetrieeigenschaften Galilei-invarianter Quantentheorien die Möglichkeit von intrin-
sischen Drehimpulsfreiheitsgraden, den sog. Spin, finden, und in der Tat weisen viele Teilchen wie
Elektronen, Protonen, Neutronen oder auch zusammengesetzte Systeme wie Atomkerne oder Atome
einen solchen Spin auf. Davon sehen wir in diesem Kapitel ab. Hauptziel ist zunächst die Entwicklung
geeigneter mathematischer Methoden zur Lösung von Eigenwertproblemen des Hamiltonoperators,
also dem Auffinden der stationären Zustände.

4.1 Der Drehimpuls

Wir können eine andere Basis für die Energieeigenfunktionen des harmonischen Oszillators bzw. allge-
mein für jeden Hamiltonoperator, für den das Potential nur vom Abstand r = |~x| abhängt, einführen,
indem wir außer der Energie noch den Drehimpuls als Observable betrachten. Hier betrachten wir nur
den sog. Bahndrehimpuls, der in Analogie zur klassischen Physik durch

~L=~x×~p (4.1.1)

definiert ist. Dabei treten übrigens keine Operatorordnungsprobleme auf, da im Kreuzprodukt nur
Produkte von Orts- und Impulskomponenten in zueinander senkrechten Richtungen auftreten. In
Komponentenschreibweise gilt

La = εab cxb pc , (4.1.2)
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wobei εab c das Levi-Civita-Symbol bezeichnet, welches vollständig antisymmetrisch unter
Vertauschungen der Indizes ist und damit durch ε123 = 1 vollständig definiert ist. Als erstes zeigen
wir, daß die Drehimpulskomponenten selbstadjungiert sind:

L†
a = εab cpcxb = εab cxb pc = La , (4.1.3)

wobei wir verwendet haben, daß aufgrund der Antisymmetrie von εab c nur Produkte aus Orts und
Impulskomponenten mit unterschiedlichen Indizes auftreten, und diese kommutieren aufgrund von
(4.0.1). Die Drehimpulskomponenten sind also auch in der Quantentheorie mögliche Observable ei-
nes Teilchens. Da die Drehimpulskomponenten allerdings nicht verstauchen, wie wir gleich sehen
werden, sind sie nicht kompatibel, d.h. die Präparation eines Teilchens, so daß eine Komponente des
Drehimpulses (gewöhnlich wählt man Lz ) bestimmt ist zieht gewöhnlich die Unbestimmtheit der bei-
den anderen Drehimpulskomponenten nach sich.
Wir erinnern uns von der klassischen Mechanik her, daß im Hamiltonformalismus die Drehimpuls-
komponente La gerade die Erzeugende einer infinitesimalen Drehung um die jeweilige Richtung êa
im Sinne einer kanonischen Transformation sind. Die Poissonklammerbeziehungen entsprechen da-
bei den Kommutatorbeziehungen für die entsprechende Basis der zur Drehgruppe SO(3) gehörigen
Liealgebra so(3). In der Tat ergibt sich aus der Heisenbergalgebra (4.0.1) sofort, daß auch im quanten-
mechanischen Falle

�

La , Lb
�

= iħhεab c Lc (4.1.4)

gilt. Als nächstes weisen wir nach, daß alle drei Komponenten ~L mit formalen Skalarprodukten von
vektorartigen Operatoren wie ~x, ~p und auch ~L selbst vertauschen. Zunächst zeigen wir allgemeiner,
daß ~L infinitesimale Erzeugende von Drehungen sind, wenn sie auf die oben genannten “Vektoropera-
toren“ angewendet werden. In der Tat ist z.B.

�

La ,x j

�

= εab c

�

xb pc ,x j

�

= εab cxb

�

pc ,x j

�

= εab cxb (−iħhδc j1) =−iħhεab j xb . (4.1.5)

Es ist also

− i

ħh
δ~α
h

~L,x j

i

=−ε j abδαaxb =−(δ~α×~x) j . (4.1.6)

Wir können also davon ausgehen, daß eine Drehung um einen Drehwinkel α = |~α| um die Achse
~n = ~α/α durch die unitäre Drehmatrix

D(~α) = exp

�

− i

ħh
~α~L
�

(4.1.7)

gegeben ist. In der Tat ergibt sich (4.1.6) durch Entwicklung von D(δ~α)x j D†(δ~α) bis zur linearen
Ordnung in δα als Änderung des Vektors ~x unter dieser unitären Transformation.
Analog zum Vorgehen in (4.1.5) zeigt man, daß

�

La ,p j

�

=−iħhε j ab pb ,
�

La , Lb
�

=−iħhεbac Lc = iħhεab c Lc (4.1.8)

gelten. Die letztere Formel zeigt insbesondere, daß die Drehimpulskomponenten in der Tat eine Basis
der Liealgebra der Drehgruppe so(3) bilden.

Nun zeigen wir, daß für irgendeinen Vektoroperator ~V, für den definitionsgemäß die Kommutatorre-
lationen

�

La , V j

�

=−iħhε j ab Vb (4.1.9)
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gelten, der Operator ~V
2

mit allen drei Drehimpulskomponenten kommutiert:

δ j k

�

La , V j Vk

�

= δ j k V j (−iħhεkab )Vb +δ j k (−iħhε j ab )Vb Vk =−iħhε j ab (V j Vb +Vb V j ) (4.1.10)

Da der Operator in der Klammer (unabhängig davon, ob V j und Vb vertauschen oder nicht!) symme-
trisch unter Vertauschung der Indizes j und b ist, während das Levi-Civita-Symbol dabei das Vorzei-
chen wechselt, ist in der Tat

�

La , ~V
2
�

= 0. (4.1.11)

Insbesondere folgt für ~V = ~L
�

La ,~L
2
�

= 0. (4.1.12)

Haben wir also einen Hamiltonoperator der Form

H =
~p2

2m
+V (r) (4.1.13)

vorliegen, wobei r =
p

~x2 ist, so vertauscht H mit ~L. Wir können also simultane Eigenvektoren von

H, ~L
2

und L3 als Basis verwenden. Alternativ können wir statt H auch r oder p =
Æ

~p2 wählen.
Eine natürliche Wahl für die Ortsdarstellung sind in diesem Zusammenhang freilich Kugelkoordinaten
(r,ϑ,ϕ). Darauf kommen wir unten noch im Detail zurück.
Zur Lösung des Eigenwertproblems fragen wir zunächst nach den simultanen Eigenvektoren für L2 :=
~L

2
und L3. Wir gehen zunächst wieder algebraisch vor. Nehmen wir an, diese Operatoren hätten Ei-

genwerte α und µ. Nun ist L2 ein positiv semidefiniter Operator, so daß α ≥ 0 sein muß, denn es ist
wegen der Selbstadjungiertheit der Drehimpulskomponenten L j für jeden Vektor |ψ〉

D

ψ
�

�

�L2
�

�

�ψ
E

=
3
∑

j=1

D

ψ
�

�

�L2
j

�

�

�ψ
E

=
3
∑

j=1

D

L jψ
�

�

�L jψ
E

≥ 0. (4.1.14)

Aus der letzteren Form folgt auch sofort, daß
D

ψ
�

�

�L2
3

�

�

�ψ
E

≤
D

ψ
�

�

�L2
�

�

�ψ
E

(4.1.15)

ist. Setzt man hierin den simultanen Eigenvektor für L2 und L ein, folgt

α≥µ2 ≥ 0 (4.1.16)

Es ist also zu gegebenem α der Eigenwert von J3 sowohl nach oben als auch nach unten beschränkt:

−pα≤µ≤pα (4.1.17)

In Analogie zu den „Leiteroperatoren“ beim Harmonischen Oszillator führen wir die zueinander ad-
jungierten Operatoren

L± = L1± iL2 (4.1.18)

ein. Aus den Kommutatorrelation (4.1.8) folgt
�

L3, L±
�

= iħh(L2∓ iL1) =±ħhL±. (4.1.19)
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Daraus ergibt sich

L3L± |α,µ〉= ��L3, L±
�

+ L±L3
� |α,µ〉 (µ± ħh)L± |α,µ〉 . (4.1.20)

Dies bedeutet, daß L± |α,µ〉 entweder Eigenvektor von L3 zum Eigenwert µ± ħh oder der Nullvektor
ist. Sei nun µmax = l ħh der maximale Eigenwert von J3 zu vorgegebenem α. Dann muß gelten

L+ |α, l ħh〉= 0, (4.1.21)

denn andernfalls wäre (l+1)ħh Eigenwert von L3, und das kann nach Voraussetzung nicht der Fall sein.
Andererseits muß es auch eine natürliche Zahl k geben, so daß

Lk
− |α, l ħh〉 6= 0, Lk+1

− |α, l ħh〉= 0. (4.1.22)

Damit ist der minimale Eigenwert von L3 also µmin = (l − k)ħh.
Stellen wir nun einen Zusammenhang zwischen den Leiteroperatoren (4.1.18) und L2 her:

L−L+ = (L1− iL2)(L1+ iL2) = L2
1+ L2

2+ i[L1, L2] = L2− L2
3− ħhL3. (4.1.23)

Wegen (4.1.21) ist also
0= L−L+ |α, l ħh〉= [α− (l 2+ l )ħh2] |α, l ħh〉 . (4.1.24)

Da |α, l ħh〉 6= 0, muß also
α= l (l + 1)ħh2 (4.1.25)

sein.
Weiter gilt aber auch

L+L− = L2
1+ L2

2− i[L1, L2] = L2− L2
3+ ħhL3. (4.1.26)

Wegen (4.1.22) ist

0= L+L− |α, (l − k)ħh〉= [l (l + 1)− (l − k)(l − k − 1)]ħh2 |α, (l − k)ħh〉 . (4.1.27)

Also ist

(2l − k)(k + 1) = 0 ⇒ l =
k

2
, (4.1.28)

d.h. es muß l ∈ {0,1/2,1,3/2, . . .}mit k ∈N sein, und es ist für vorgegebenes l der kleinste Eigenwert
von Lz

µmin = (l − k)ħh =−l ħh. (4.1.29)

Wir stellen also fest, daß sich allein aufgrund der Vertauschungsrelationen der ~L untereinander (al-
so der Drehliealgebra so(3)) die Eigenwerte von L2 die Werte l (l + 1)ħh2 mit l ∈ {0,1/2,1,3/2, . . .}
ergeben. Für jeden Eigenraum von L2 sind dann die simultanen Eigenwerte von L3 durch mħh mit
m ∈ {−l ,−l + 1, . . . , l − 1, l} gegeben. Wie allgemein üblich bezeichnen wir die simultanen Eigenvek-
toren für r, L2 und L3 im folgenden |r, l , m〉. Es ist allerdings stets zu beachten, daß die dazugehörigen
Eigenwerte beziehentlich r , l (l + 1)ħh2 und mħh sind.
Wir können also die simultanen Eigenvektoren von L2 und L3 mit Hilfe des „Absteigeoperators“ L−
aus dem durch

L3 |l , m = l 〉= ħh l |l , m = l 〉 , L+ |l , m = l 〉= 0 (4.1.30)
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charakterisierten Eigenvektor zum größten Eigenwert von L3 für die durch l bestimmte Darstellung
der Drehgruppe erzeugen. Es fehlt nur noch die (bis auf einen willkürlichen Phasenfaktor festgelegte)
Normierung. Nehmen wir also an, die simultanen Eigenvektoren |l , m〉 seien normiert,




l ′, m′
�

� l , m
�

= δl l ′δmm′ . (4.1.31)

Dann gilt



L− l , m
�

�L− l , m
�

=



l , m
�

�L+L−
�

� l , m
�

= ħh2[l (l +1)−m(m−1)] = ħh2(l +m)(l −m+1), (4.1.32)

wobei wir im letzten Schritt (4.1.26) verwendet haben. Bis auf einen Phasenfaktor ist also

L− |l , m〉= ħh
Æ

(l +m)(l −m+ 1) |l , m− 1〉 , (4.1.33)

was im übrigen auf das korrekte Resultat

L− |l , m =−l 〉= 0 (4.1.34)

führt. Wir wählen die relative Phase zwischen |l m〉 und |l , m− 1〉, so daß (4.1.33) ohne weitere Pha-
senfaktoren gilt. Auf ähnliche Weise folgt dann

L+ |l , m〉= ħh exp(iαl m)
Æ

(l −m)(l +m+ 1) |l , m+ 1〉 . (4.1.35)

Den Phasenfaktor können wir nun aufgrund von (4.1.23) und der Festlegung (4.1.33) eindeutig bestim-
men. Dazu wenden wir auf (4.1.35) L− an. Dann folgt

L−L+ |l , m〉 (4.1.23)
= ħh2(l −m)(l +m+ 1) |l , m〉= ħh2 exp(iαl m)(l −m)(l +m+ 1) |l , m〉 , (4.1.36)

d.h. exp(iαl m) = 1 und folglich

L+ |l , m〉= ħh
Æ

(l −m)(l +m+ 1) |l , m+ 1〉 . (4.1.37)

Allerdings müssen wir noch der speziellen Struktur des Bahndrehimpulses als Funktion von ~x und ~p
Rechnung tragen. Gemäß (4.1.1) ist nämlich

~x~L=~p~L= 0. (4.1.38)

Das rechnet man sofort nach, indem man die Form (4.1.2) und die Antisymmetrie des Levi-Civita-
Symbols beachtet. Wir wollen nun zeigen, daß daraus folgt, daß halbzahlige l für den hier betrachteten
Bahndrehimpuls nicht auftreten. Dazu weisen wir nach, daß wir den vollständigen Satz verallgemeiner-
ter Ortseigenvektoren

�

�~x
�

bereits mit den Vektoren mit den simultanen Eigenvektoren von |r, l , m〉
mit allein ganzzahligen l aufbauen können. Betrachten wir zunächst

�

�~x = (0,0, r )
�

. Dann gilt aufgrund
von (4.1.1):

0= L3

�

�~x = (0,0, r )
�

=
∑

l

l
∑

m=−l

L3 |r, l , m〉
r, l , m
�

�~x = (0,0, r )
�

=
∑

l

l
∑

m=−l

mħh |r, l , m〉
r, l , m
�

�~x = (0,0, r )
�

.

(4.1.39)
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Wegen der Vollständigkeit der kets |r, l , m〉muß also

m



r, l , m
�

�~x = (0,0, r )
�

= 0 (4.1.40)

sein. Es verschwinden also alle Matrixelemente



r, l , m
�

�~x = (0,0, r )
�

außer denen für m = 0. Der
Eigenwert mħh = 0 für L3 kommt aber nur für ganzzahlige l vor. Wir haben also

�

�~x = (0,0, r )
�

=
∞
∑

l=0

cl |r, l , m = 0〉 . (4.1.41)

Nun können wir jeden Vektor durch Kugelkoordinaten vermöge

~x = r (sinϑ cosϕ~e1+ sinϑ sinϕ~e2+ cosϑ~e3) = R̂3(ϕ)R̂2(ϑ)(0,0, r ) := R̂~x (0,0, r ) (4.1.42)

darstellen, wobei ϑ ∈ [0,ϑ] und ϕ ∈ [0,2π). Dabei bezeichnen die R3×3-Matrizen R̂ j (ϕ) ∈ SO(3)
Drehungen um die j -Richtung um den Drehwinkel ϕ (im Sinne der Rechtehandregel).
Weiter zeigen wir, daß

D(~ϕ)
�

�~x
�

= exp

�

− i

ħh
~ϕ~L
�

�

�~x
�

=
�

�

�R̂(~ϕ)~x
¶

, (4.1.43)

wobei wir mit R̂(~ϕ) ∈ SO(3) die Matrix bezeichnen, die einer Drehung um den Winkel |~ϕ| Dazu
betrachten wir den Operator

~X(ϕ) = D(ϕ~n)xD−1(ϕ~n), (4.1.44)

wobei D(ϕ~n) durch (4.1.7) definiert ist. Ableiten nach ϕ und Anwenden der Kommutatorregeln (4.1.5)
liefert die Formel

d

dϕ
~X(ϕ) =−~n× ~X(ϕ). (4.1.45)

Diese Differentialgleichung läßt sich unter Verwendung der Anfangsbedingung ~X(ϕ = 0) = ~x lösen,
und zwar so als wären die ~X gewöhnliche Vektorkomponenten und keine Zahlen:

~X(ϕ) = R̂−1(~ϕ)~x= ~n(~n~x)+ (~n×~x)× ~n cosϕ− (~n×~x) sinϕ. (4.1.46)

Dabei ist zu beachten, daß R̂(~ϕ) eine gewöhnliche R3×3 Matrix und kein Hilbertraumoperator ist.
Verwenden wir wieder die Definition (4.1.44), können wir dieses Resultat schreiben als

D(~ϕ)~x= R̂−1(~ϕ)~xD(~ϕ) ⇒ R̂(~ϕ)D(~ϕ)~x=~xD(~ϕ). (4.1.47)

Daraus folgt schließlich
~xD(~ϕ)

�

�~x
�

= [R̂(~ϕ)~x]D(~ϕ)
�

�~x
�

. (4.1.48)

Dies bedeutet aber gerade daß D(~ϕ)
�

�~x
�

verallgemeinerter Ortseigenvektor zum Eigenwert R̂(~ϕ)~x ist.
Es gilt also (evtl. nach geeigneter Wahl eines beliebigen Phasenfaktors) in der Tat (4.1.43). Wenden wir
also die Drehoperatoren entsprechend den Drehungen (4.1.42) auf die Darstellung (4.1.41) an, finden
wir

�

�~x
�

= D~x |(0,0, r )〉=
∞
∑

l=0

cl D~x |r, l , m = 0〉 . (4.1.49)
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Da weiter sämtliche Drehungen sowohl mit r als auch mit L2 vertauschen, muß gelten

D~x |r, l , m = 0〉=
l
∑

m′=−l

(D~x )m′m=0

�

�r, l , m′
�

. (4.1.50)

Damit läßt sich also in der Tat die verallgemeinerte vollständige Basis {��~x�} allein durch Drehimpuls-
eigenzustände mit ganzzahligen l darstellen, d.h. der Bahndrehimpuls besitzt nur ganzzahlige Werte
für l (und damit auch für m).
Als nächstes bestimmen wir die Bahndrehimpulseigenzustände |l , m〉 in der Ortsdarstellung. Dazu
bietet sich eine Formulierung in Kugelkoordinaten (r,ϑ,ϕ) an. Verwenden wir wieder den Impuls-
operator in Ortsdarstellung (2.4.4), ergibt sich für den Bahndrehimpulsoperator, angewandt auf eine
beliebige Wellenfunktion ψ(~x) =




~x
�

�ψ
�

(wobei wir uns ~x vermöge (4.1.42) durch Kugelkoordinaten
parametrisiert denken) und benutzen die bekannte Darstellung des Gradienten in Kugelkoordinaten

~L= ~x × ħh
i

∂

∂ ~x
ψ(r,ϑ,ϕ)

=
ħh
i

r~er ×
�

~er
∂

∂ r
+~eϑ

1

r

∂

∂ ϑ
+~eϕ

1

r sinϑ

∂

∂ ϕ

�

ψ(r,ϑ,ϕ)

=
ħh
i

�

−~eϑ
1

sinϑ

∂

∂ ϕ
+~eϕ

∂

∂ ϑ

�

ψ(r,ϑ,ϕ).

(4.1.51)

Damit folgt für die kartesischen Komponenten 1

L1ψ=~e1
~Lψ=
ħh
i

�

−cotϑ cosϕ
∂

∂ ϕ
− sinϕ

∂

∂ ϑ

�

ψ,

L2ψ=~e2
~Lψ=
ħh
i

�

−cotϑ sinϕ
∂

∂ ϕ
+ cosϕ

∂

∂ ϑ

�

ψ,

L3ψ=~e3
~Lψ=
ħh
i

∂

∂ ϕ
ψ.

(4.1.52)

Die Leiteroperatoren (4.1.18) sind also durch

L±ψ= ħh exp(±iϕ)
�

i cotϑ
∂

∂ ϕ
± ∂

∂ ϑ

�

ψ (4.1.53)

gegeben.
Zur Berechnung von L2 empfiehlt sich zunächst die Rückkehr zu kartesischen Koordinaten:

L2ψ=−ħh2
�

~x × ∂

∂ ~x

��

~x × ∂

∂ ~x

�

ψ. (4.1.54)

Schreibt man dies mit Hilfe der Levi-Civita-Symbole um, erhält man schließlich

L2ψ=−ħh2
�

r 2∆ψ−~x ∂ ψ
∂ ~x
−~x ∂

∂ ~x

�

~x
∂ ψ

∂ ~x

��

. (4.1.55)

1Wir lassen im folgenden die Argumente von ψ der Kürze halber weg.
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Anwendung des Laplace- und Gradientenoperators in Kugelkoordinaten liefert dann schließlich

L2ψ=−ħh2





1

sinϑ

∂

∂ ϑ

�

sinϑ
∂ ψ

∂ ϑ

�

+
1

sin2ϑ

∂ 2ψ

∂ ϕ2



 . (4.1.56)

Wir können uns nun der Bestimmung der Eigenfunktionen von L2 und L3 zuwenden. Wir müssen
dazu, Dank unserer algebraischen Betrachtungen, allerdings nicht das simultane Eigenwertproblem
für L3 und L2 mit Hilfe der Differentialoperatoren (4.1.52) und (4.1.56) lösen, wie es in den meisten
Lehrbüchern der Quantentheorie durchgeführt wird.
Nun können wir die simultanen Eigenvektoren |l , m〉 in der Ortsdarstellung gewinnen, indem wir
gemäß (4.1.30) zunächst den Zustand |l , l 〉 und dann durch sukzessive Anwendung von (4.1.33) die
übrigen berechnen. Es ist klar, daß die entsprechenden Wellenfunktionen die Gestalt

ψl m(r ) :=



~x
�

� r, l , m
�

= Rl m(r )Yl m(ϑ,ϕ) (4.1.57)

besitzen werden. Durch die Bestimmung der simultanen Eigenvektoren von L2 und L3 werden die
Kugelflächenfunktionen Yl m bestimmt, die sich wieder in eine reine Funktion von ϑ und eine von ϕ
faktorisieren. Die Drehimpulsoperatoren wirken nur auf ϑ und ϕ, nicht auf r , so daß wir im folgenden
den Faktor Rl m außer acht lassen können. Dieser bestimmt sich dann durch Festlegung einer weiteren
zu L2 und L3 Observablen, z.B. der Energie in einem Zentralkraftproblem.
Beginnen wir also mit der Bestimmung der Kugelflächenfunktionen zu vorgegebenem
l ∈ N = {0,1,2,3, . . .}. Betrachten wir zunächst das Eigenwertproblem von L3 zum Eigenwert mħh:

L3Yl m =
ħh
i

∂

∂ ϕ
Yl m

!= ħh mYl m . (4.1.58)

Die eindeutige Lösung dieser Differentialgleichung ist

Yl m(ϑ,ϕ) = Θl m(ϑ)exp(imϕ). (4.1.59)

Wir können uns nun von der Ganzzahligkeit des Operators L3 auch in der Ortsdarstellung über-
zeugen. Wenn nämlich L3 selbstadjungiert sein sollen, müssen dessen Eigenfunktionen zu verschie-
denen Eigenwerten orthogonal aufeinander sein. Für m = 0 ist die Eigenfunktion gemäß (4.1.59)
Φm=0(ϕ) = const, und das ist eine L2([0,2π])-Funktion, so daß tatsächlich 0 ein Eigenwert von L3
ist. Sei weiter m 6= 0. Aus der Orthogonalitätsbedingung für Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigen-
werten folgt

∫ 2π

0
dϕ exp(imϕ) =− i

m
[exp(2πmi)− 1] != 0, (4.1.60)

und daraus folgt m ∈N.
Zur Bestimmung der Θl m verwenden wir zunächst die zweite Gleichung in (4.1.30) und die Darstel-
lung des Leiteroperators L+ in der Ortsdarstellung gemäß (4.1.53), um die Yl l zu bestimmen:

L+Yl l = ħh exp(iϕ)
�

i cotϑ
∂

∂ ϕ
+
∂

∂ ϑ

�

Θl l (ϑ)exp(ilϕ) != 0. (4.1.61)

Ausführung der Ableitungen führt auf die Differentialgleichung

d

dϑ
Θl l = l cotϑΘl l . (4.1.62)
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Durch „Trennung“ der Variablen findet sich sofort die eindeutige Lösung

Θl l (ϑ) = cl l sinl ϑ. (4.1.63)

Zur Bestimmung der Normierungskonstanten bemerken wir, daß das Skalarprodukt in der Ortsdar-
stellung, ausgedrückt in Kugelkoordinaten

〈ψ1 |ψ2 〉=
∫

d3~xψ∗1(~x)ψ2(~x) =
∫ ∞

0
dr
∫ π

0
dϑ
∫ 2π

0
dϕ r 2 sinϑψ∗1(r,ϑ,ϕ)ψ2(r,ϑ,ϕ) (4.1.64)

lautet. Es ist daher bequem, die Kugelflächenfunktionen gemäß
∫ ϑ

0
dϑ
∫ 2π

0
dϕ |Yl m(ϑ,ϕ)|2 = 1 (4.1.65)

zu normieren. Für Yl l bedeutet das

2π|cl l |2
∫ ϑ

0
dϑ sin2l+1ϑ

!= 1. (4.1.66)

Zur Berechnung des Integrals substituieren wir u = cosϑ, du =− sinϑdϑ:

Jl =
∫ ϑ

0
dϑ sin2l+1ϑ =

∫ 1

−1
du(1− u2)l . (4.1.67)

Dafür können wir für l ≥ 1 eine Rekursionsformel herleiten:

Jl =
∫ 1

−1
du[(1− u2)l−1+

u

2l

d

du
(1− u2)l = Jl−1−

1

2l
Jl . (4.1.68)

Dies ergibt schließlich zusammen mit J0 = 2

Jl =
2l

2l + 1
Jl−1 = 2

(2l )!!

(2l + 1)!!
, (4.1.69)

wobei die Doppelfakultäten durch

(2l )!!= 2 · 4 · 6 · · · (2l ), (2l + 1)!!= 1 · 3 · 6 · · · (2l + 1) (4.1.70)

definiert sind. Sie lassen sich wie folgt durch gewöhnliche Fakultäten ausdrücken:

(2l )!!= 2l l !, (2l + 1)!!=
(2l + 1)!

(2l )!!
=
(2l + 1)!

2l l !
. (4.1.71)

Schließlich erhalten wir also (bis auf einen unerheblichen Phasenfaktor)2

cl l =

È

(2l + 1)!

4π

(−1)l

2l l !

Yl l (ϑ,ϕ) =

È

(2l + 1)!

4π

(−1)l

2l l !
sinl ϑ exp(i lϕ).

(4.1.72)

2Wir folgen der Phasenkonvention von [Fic79].
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Für das folgende ist es bequem, die Variablensubstitution u = cosϑ zu verwenden. Der für uns rele-
vante Operator L− läßt sich dann in der Gestalt

L−ψ= ħh exp(−iϕ)

 

i
u

p

1− u2

∂

∂ ϕ
+
Æ

1− u2 ∂

∂ u

!

ψ (4.1.73)

schreiben. Insbesondere gilt für Yl m gemäß (4.1.58)

L−Yl m(ϑ,ϕ) = L−Ul m(u)exp(imϕ)

= ħh exp[i(m− 1)ϕ]



− mu
p

1− u2
Ul m(u)+

Æ

1− u2U ′l m(u)



 ,
(4.1.74)

wobei wir Θl m(ϑ) =Ul m(cosϑ) gesetzt haben. Dies läßt sich nun zu

L−Yl m(ϑ,ϕ) = ħh exp[i(m− 1)ϕ]
1

p

1− u2 m−1

d

du

�Æ

1− u2
m

Ul m(u)
�

. (4.1.75)

Gemäß (4.1.33) folgt daraus

Æ

(l +m)(l −m+ 1)Ul ,(m−1)(u) =
1

p

1− u2 m−1

d

du

�Æ

1− u2
m

Ul m(u)
�

. (4.1.76)

Wegen (4.1.63) ist

Ul l (u) = cl l

Æ

1− u2
l

(4.1.77)

Daraus ergibt sich durch Iteration sofort die Formel

Ul m(u) =
(−1)l

2l l !

s

2l + 1

4π

(l +m)!

(l −m)!

1
p

1− u2 m
dl−m

du l−m
(1− u2)l , (4.1.78)

die man formal auch sofort mit der Rekursionsformel (4.1.76) durch vollständige Induktion beweist:
In der Tat ist die Formel für m = l korrekt. Nehmen wir nun an, sie gelte für irgendein −l ≤ m ≤ l .
Dann ist wegen (4.1.76)

Ul ,m−1(u) =
1

p

(l +m)(l −m+ 1)

(−1)l

2l l !

s

2l + 1

4π

(l +m)!

(l −m)!

× 1
p

1− u2 m−1

dl−m+1

du l−m+1
(1− u2)l ,

(4.1.79)

und das entspricht gerade (4.1.78) für m→ m−1. Für m > l ist (4.1.78) definitionsgemäß 0, da man das
Inverse von Fakultäten negativer ganzzahliger Argumente zu 0 definiert. Für m < −l verschwindet
die l −m > 2l -te Ableitung des Polynoms vom Grade 2l .
Die Kugelflächenfunktionen sind nunmehr also vollständig bestimmt:

Yl m(ϑ,ϕ) =Ul m(cosϑ)exp(imϕ). (4.1.80)
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Die entsprechenden Orthonormalitätseigenschaften sind

〈l1m1 | l2m2 〉=
∫ π

0
dϑ
∫ 2π

0
dϕ sinϑY ∗l1 m1

(ϑ,ϕ)Yl2 m2
(ϑ,ϕ) = δl1 l2

δm1 m2
. (4.1.81)

Daraus folgt für m1 = m2 = m3:
∫ 1

−1
duUl1 m(u)Ul2 m(u) =

1

2π
δl1 l2

. (4.1.82)

Für m =−l können wir (4.1.78) sofort auswerten, da dann gilt

d2l

du2l
(1− u2)l =

d2l

du2l
(−u2)l = (−1)l (2l )! (4.1.83)

Mit (4.1.78) folgt daraus

Ul ,−l (u) =
1

2l l !

È

(2l + 1)!

4π

Æ

1− u2
l
= (−1)l Ul l (u). (4.1.84)

Nun können wir gemäß (4.1.37) die Funktionen Yl m auch durch fortgesetzte Anwendung von L+ aus
Yl ,−l erhalten. Aus (4.1.53) folgt

L+Yl m(ϑ,ϕ) =−ħh exp[i(m+ 1)ϕ]
Æ

1− u2
m+1 d

du





Ul m(u)
p

1− u2 m



 . (4.1.85)

Das heißt mit (4.1.37) folgt

Ul ,m+1(u) =−
s

1

(l −m)(l +m+ 1)

Æ

1− u2
m+1 d

du





Ul m(u)
p

1− u2 m



 . (4.1.86)

Durch Iteration dieser Gleichung beginnend mit m = −l erhält man unter Verwendung von (4.1.84)
den allgemeinen Zusammenhang

Ul ,−m(u) = (−1)m Ul m(u) (4.1.87)

oder wegen (4.1.80)
Yl ,−m(ϑ,ϕ) = (−1)mY ∗l m(ϑ,ϕ). (4.1.88)

Verwenden wir (4.1.78), folgt aus (4.1.87) sofort die alternative Darstellung der Ul m , die man freilich
auch direkt aus (4.1.85) durch Iteration, beginnend mit l =−m findet,

Ul m(u) = (−1)m Ul ,−m(u) =
(−1)l+m

2l l !

s

2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!

Æ

1− u2
m dl+m

du l+m
(1− u2)l . (4.1.89)

Weiter ergibt sich der folgende Zusammenhang unserer Kugelflächenfunktionen mit den Legendre-Po-
lynomen. Für m = 0 ist

Ul ,m=0(u) =
(−1)l

2l l !

È

2l + 1

4π

dl

du l
(1− u2)l :=

È

2l + 1

4π
Pl (u). (4.1.90)

3Man beachte, daß in unserer Konvention die Ul m rein reelle Funktionen sind
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Dabei sind die Legendreschen Polynome durch

Pl (u) =
1

2l l !

dl

du l
(u2− 1)l (4.1.91)

definiert. Aus der Orthonormiertheit der Kugelflächenfunktionen folgt sofort, daß die Pl ein Ortho-
normalsystem des Hilbertraums L2([−1,1]) bilden. Da die Kugelflächenfunktionen orthonormiert
sind, gilt entsprechend für die Legendrepolynome

∫ 1

−1
duPl1

(u)Pl2
(u) =

2

2l1+ 1
δl1 l2

. (4.1.92)

Die zugeordneten Legendre-Funktionen ergeben sich dann für 0 ≤ m ≤ l durch Differentiation der
Legendrepolynome gemäß (4.1.89) zu

Pl m(x) = (−1)m
Æ

1− x2
m dm

dx m Pl (x), (4.1.93)

und für negative m aus der Beziehung

Pl ,−m(x) = (−1)m
(l −m)!

(l +m)!
Pl m(x). (4.1.94)

Für die Ul m gilt dann allgemein

Ul m(u) =

s

2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pl m(u). (4.1.95)

Aus (4.1.82) ergibt sich dann die (4.1.92) Orthogonalitätsbeziehung
∫ 1

−1
dxPl1 m(x)Pl2 m(x) =

2

2l1+ 1

(l1+m)!

(l1−m)!
δl1 l2

. (4.1.96)

4.2 Das Wasserstoffatom

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit der einfachsten (nichtrelativistischen) Behandlung des
Wasserstoffatoms als einem der wenigen physikalisch interessanten analytisch lösbaren Energieeigen-
wertproblem.

4.2.1 Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

Wir betrachten die gemeinsame Bewegung eines Elektrons und eines Atomkerns mit der Kernladungs-
zahl Z , die wir hier beide zu spinlosen geladenen Punktteilchen vereinfachen. Für die Wechselwirkung
nehmen wir ein einfaches Coulombpotential an, vernachlässigen also auch die Retardierung der Wech-
selwirkung, welche allerdings auch ein relativistischer Effekt ist. Wir kommen auf die Rechtfertigung
dieser Annahme weiter unten noch kurz zurück. Bezeichnen wir die Observablen des Elektrons mit
dem Index 1, die des Kerns mit Index 2, so ergibt sich der Hamiltonoperator

H12 =
~p1

2m1
+
~p2

2m2
+V (|~x1−~x2|). (4.2.1)
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Für unser Coulombproblem ist

V (|~x1−~x2|) =−
Ze2

4πε0|~x1−~x2|
, (4.2.2)

wobei wir uns der SI-Einheiten für die elektromagnetischen Größen bedient haben. Es ist klar, daß
die Orts- und Impulsoperatoren für die verschiedenen Teilchen miteinander vertauschen. Insgesamt
haben wir also die folgende Operatorenalgebra vorliegen

�

xi j ,xi ′ j ′
�

=
�

pi j ,pi ′ j ′
�

= 0,
�

xi j ,pi ′ j ′
�

= iħhδi i ′δ j j ′ . (4.2.3)

Dabei bezieht sich der erste Index i , i ′ ∈ {1,2} auf das Teilchen, während der zweite j , j ′ ∈ {1,2,3} die
Orts- bzw. Impulskomponenten durchnumeriert.
In Analogie zum klassischen Fall erwarten wir, daß der Schwerpunktsimpuls

~P=
m1~p2+m2~p2

M
mit M = m1+m2 (4.2.4)

mit H kommutiert, also eine Erhaltungsgröße ist. Um dies zu zeigen, führen wir als übrige unabhän-
gige Variablen noch Schwerpunkts- und Relativkoordinaten sowie den Relativimpuls ein:

~X =
m1~x1+m2~x2

M
, ~x=~x1− ~x2, ~p=

m2~p1−m1~p2

M
. (4.2.5)

Die Einteilchenimpulsoperatoren ergeben sich umgekehrt nach einigen einfachen algebraischen Um-
formungen zu

~p1 =
m1

M
~P+~p, ~p2 =

m2

M
~P−~p. (4.2.6)

Dies in den Hamiltonoperator (4.2.1) eingesetzt führt schließlich auf

H12 =
1

2M
~P

2
+

1

2µ
~p2+V (r) mit µ=

m1m2

M
, r= |~x|. (4.2.7)

Weiter läßt sich aus den Kommutatorrelationen (4.2.3) sofort nachrechnen, daß
�

P j ,pk

�

=
�

P j ,x j

�

= 0, (4.2.8)

Als vollständigen Satz kommutierender Observabler können wir also die drei Schwerpunktsimpuls-
komponenten ~P, den Hamiltonoperator der Relativbewegung

H =
1

2µ
~p2+V (r) (4.2.9)

das Relativbahndrehimpulsbetragsquadrat ~L
2
= (~x×~p)2 und dessen z-Komponente Lz verwenden. Da

weiter diese drei auf die Relativbewegung bezogenen Observablen auch mit dem Hamiltonoperator
der freien Schwerpunktsbewegung, also

Tcm =
1

2M
~P

2
, (4.2.10)
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kann man die Energieeigenfunktionen separieren gemäß
�

�

�

~P , E , l , m
¶

=
�

�

�

~P
¶⊗ |E , l , m〉 . (4.2.11)

Das Eigenwertproblem für ~P entspricht einfach der Impulseigenbasis, welche gleichzeitig die Ener-
gieeigenbasis des freien Teilchens bildet, also der Schwerpunktsbewegung des Zweiteilchensystems als
ganzem.
Die Relativbewegung entspricht der Bewegung eines Teilchen mit der reduzierten Masse µ im Zen-
tralpotential V (r). Wir betrachten nun den Fall „wasserstoffartiger“ Systeme, wo dieses Potential durch
ein attraktives Coulombpotential gegeben ist:

V (r) =− Ze2

4πε0r
, (4.2.12)

wobei wir uns einen Kern der Ladungszahl Z vorstellen, um den sich ein Elektron bewegt. Beque-
mer als die hier verwendeten SI-Einheiten ist die Einführung der dimensionslosen Sommerfeldschen
Feinstrukturkonstante, die durch

α=
e2

4πε0ħhc
' 1

137.036
(4.2.13)

gegeben ist4. Auf die physikalische Bedeutung dieser dimensionslosen Konstanten kommen wir später
noch zu sprechen.
Es bleibt uns also, das simultane Eigenwertproblem für drei Observablen der Relativbewegung zu
lösen, dessen Hamiltonoperator

H =
1

2µ
~p 2− Zαħhc

r
(4.2.14)

lautet. Es ist nun am bequemsten, in der Ortsdarstellung weiterzuarbeiten. Die natürliche Wahl sind
weiter aufgrund der Rotationssymmetrie Kugelkoordinaten. Wir suchen also die simultanen Eigen-

funktionen der Operatoren Hrel, ~L
2

und Lz . Dazu schreiben wir zunächst die zeitunabhängige Schrö-
dingergleichung in Kugelkoordinaten an

Hψ(~x) =− ħh
2

2µ
∆ψ(~x)− Zαħhc

r
ψ(~x) = Eψ(~x). (4.2.15)

Drücken wir den Laplaceoperator nun in Kugelkoordinaten aus und vergleichen mit (4.1.56), können
wir diese Gleichung in die Form

Hψ(r,ϑ,ϕ) =− ħh
2

2µr 2

∂

∂ r

�

r 2 ∂ ψ(r,ϑ,ϕ)

∂ r

�

+
L2

2µr 2
ψ(r,ϕ,ϑ)− Ze2

4πr
ψ(r,ϑ,ϕ)

!= Eψ(r,ϑ,ϕ)

(4.2.16)

bringen. Das simultane Eigenwertproblem für ~L2 := L2 und Lz haben wir in Abschnitt 4.1 gelöst.
Demnach muß sich die simultane Eigenfunktion für H, L2 und Lz in der Form

ψE l m(r,ϑ,ϕ) =
1

r
RE l (r )Yl m(ϑ,ϕ) (4.2.17)

4In SI-Einheiten gilt: e ' 1.602 · 10−19 C, ħhc ' 3.162 · 10−26J m, ε0 = 1/(µ0c2)' 8.854 · 10−12 C2/(J m). Alle Größen sind
nach [A+08] auf die angegebene Stelle gerundet angegeben.
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V
e
ff

r

Abbildung 4.1: Das effektive Radialpotential (4.2.20) für das Coulombproblem.

schreiben lassen. Dabei sind die Yl m die in Abschnitt 4.1 ausführlich besprochenen Kugelflächenfunk-
tionen (s. auch [CH10]). Wegen

L2ψE l (r,ϑ,ϕ) = ħh2 l (l + 1)ψE l (r,ϑ,ϕ) (4.2.18)

ergibt sich für die Radialwellenfunktion die Gleichung

− ħh
2

2µ
R′′E l (r )+





l (l + 1)ħh2

2µr 2
− Zαħhc

r



RE l (r ) = ERE l (r ). (4.2.19)

Diese Gleichung ist offenbar die Schrödingergleichung für die eindimensionale Bewegung im effekti-
ven Potential

Veff(r ) =
l (l + 1)ħh2

2µr 2
− Zαħhc

r
. (4.2.20)

Allerdings ist hierbei zu beachten, daß r auf r ≥ 0 eingeschränkt ist, und wir müssen daher zunächst
Randbedingungen für die Radialwellenfunktion bei r = 0 finden. Dabei gilt es sicherzustellen, daß
der Differentialoperator auf der linken Seite von (4.2.19) selbstadjungiert ist bzgl. des entsprechenden
Skalarproduktes. Letzteres ergibt sich daraus, daß die Gesamtwellenfunktion (4.2.17) im L2(R3) liegt.
Das Skalarprodukt für die Radialwellenfunktionen ist also

〈R1 |R2 〉=
∫ ∞

0
dr R∗1(r )R2(r ). (4.2.21)

damit der Differentialoperator (d/dr )2 selbstadjungiert ist, muß offenbar für alle Radialwellenfunk-
tionen die Randbedingung

R(0) = 0 (4.2.22)

gefordert werden.
Wir wollen nun die verbliebene Radialgleichung (4.2.19) lösen und beschränken uns in diesem Kapitel
auf die gebundenen Zustände. Da das effektive Potential (4.2.20) für r → 0+ nach+∞ divergiert und
für r →∞ gegen 0 strebt, erwarten wir gebundene Zustände für E ≤ 0 (vgl. Abb. 4.1). Wir suchen
also Lösungen für E < 0. Dazu führen wir zunächst die Wellenzahl

k =

È−2µE

ħh2
(4.2.23)
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und die dimensionslose Radialkoordinate

ξ = 2k r (4.2.24)

ein. Setzen wir dann RE l (r ) = χl (ξ ) ergibt sich nach einigen einfachen Umformungen die Radialglei-
chung

 

d2

dξ 2
− 1

4
+

n

ξ
− l (l + 1)

ξ 2

!

χl (ξ ) = 0 mit n = Zα

s

−µc2

2E
. (4.2.25)

Um diese Gleichung zu lösen, befassen wir uns zunächst mit den Laguerre-Polynomen, die eng mit
den Wellenfunktionen χl zusammenhängen, wie wir gleich sehen werden.

4.2.2 Laguerre-Polynome

Die Laguerre-Polynome sind ein System orthogonaler Polynome im Hilbertraum
L2(R≥0, exp(−x)), auf dem das Skalarprodukt für zwei Funktionen f , g : R≥0→C durch

〈 f | g 〉L =
∫ ∞

0
dx exp(−x) f ∗(x)g (x) (4.2.26)

definiert ist.
Wir führen die Laguerre-Polynome als Lösungen der Laguerreschen Differentialgleichung

−xy ′′− (1− x)y ′ = ky (4.2.27)

ein. Dies können wir als Eigenwertproblem des Differentialoperators

L f (x) =−x
d2

dx2
f (x)− (1− x)

d

dx
f (x) =−exp x

d

dx

�

x exp(−x)
d

dx
f (x)

�

. (4.2.28)

lesen. Wir weisen nach, daß dieser Operator bzgl. des Skalarprodukts (4.2.26) selbstadjungiert ist.
Durch zweimalige partielle Integration folgt nämlich für f , g ∈C∞0 (R≥0)

〈 f |Lg 〉L =
∫ ∞

0
dx exp(−x) f ∗(x)

¨

−exp x
d

dx

�

x exp(−x)
d

dx
g (x)

�«

=
∫ ∞

0
dx
�

d

dx
f ∗(x)

�

x exp(−x)
d

dx
g (x)

=
∫ ∞

0
dx exp(−x)

¨

−exp x
d

dx

�

x exp(−x)
d

dx
f (x)

�«∗
g (x) = 〈L f | g 〉L .

(4.2.29)

Da der Raum C∞0 (R≥0) der beliebig oft differenzierbaren Funktionen, die schneller fallen als jede
Potenz, dicht in L2(R≥0, exp(−x)) liegt, ist der Operator (4.2.28) tatsächlich selbstadjungiert.
Folglich sind die Eigenwerte dieses Operators reell und die dazugehörigen Eigenfunktionen zu ver-
schiedenen Eigenwerten zueinander orthogonal. Seien nämlich uk diese Eigenfunktionen, so gilt we-
gen der Selbstadjungiertheit von L

〈uk |Luk 〉= 〈uk |k uk 〉= k‖uk‖2 = 〈Luk | uk 〉= 〈k uk | uk 〉= k∗‖uk‖2, (4.2.30)
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so daß wegen ‖uk‖ 6= 0 auf k = k∗ (d.h. k ∈R) geschlossen werden darf. Weiter gilt

〈uk |Lul 〉= 〈uk | l ul 〉= l 〈uk | ul 〉= 〈Luk | ul 〉= 〈k uk | ul 〉= k 〈uk | ul 〉 (4.2.31)

bzw.
(k − l ) 〈uk | ul 〉= 0. (4.2.32)

Falls k 6= l ist, muß also 〈uk | ul 〉= 0 sein, d.h. uk und ul sind für k 6= l zueinander orthogonal.
Wir zeigen nun, daß die Eigenwerte von L durch die ganzen nichtnegativen Zahlen gegeben und die
Eigenfunktionen Polynome sind. Setzen wir einen verallgemeinerten Potenzreihenansatz

y(x) = xλ
∞
∑

k=0

ak xk (4.2.33)

in die Eigenwertgleichung (4.2.27) ein, folgt nach Sortieren der Potenzen von x durch Koeffizienten-
vergleich die Rekursionsformel

an+1 =
n− k

(n+ 1)2
an . (4.2.34)

Bricht diese Reihe nicht ab, ergibt sich für n� k:

an+1
∼=

n�k

1

n+ 1
an , (4.2.35)

so daß für x→∞ das asymptotische Verhalten durch

y(x) ∼=
x→∞exp x (4.2.36)

gegeben ist. Damit wäre aber y /∈ L2(R≥0, exp(−x)), scheidet also als Eigenfunktion aus. Wir müssen
demnach durch geeignete Wahl von k dafür sorgen, daß die Reihe abbricht, d.h. für

k ∈N0. (4.2.37)

Die dazugehörige Eigenfunktion uk des Differentialoperators L ist dann ein Polynom vom Grade k.
Wir können es mit (4.2.34) explizit ausrechnen, wobei wir noch die Normierung durch Wahl von a0
festlegen müssen. In der Physik ist die Wahl a0 = k! üblich. Damit sind die Laguerre-Polynome durch

Lk (x) =
∞
∑

n=0
(−1)n

�k

n

� k!

n!
xn (4.2.38)

gegeben.
Mit Hilfe der Leibnizschen Produktformel

dn

dxn [ f (x)g (x)] =
n
∑

k=0

�n

k

�





dk f (x)

dxk









dn−k g (x)

dxn−k



 , (4.2.39)

findet man weiter
dk

dxk

�

xk exp(−x)
�

= exp(−x)
∞
∑

n=0
(−1)n

�k

n

� k!

n!
xn , (4.2.40)
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so daß die Rodrigues-Formel für die Laguerre-Polynome

Lk (x) = (exp x)
dk

dxk

�

xk exp(−x)
�

(4.2.41)

lautet.
Mit ihrer Hilfe folgt für die Normierung der Laguerrepolynome

〈Lk |Lk 〉L =
∫ ∞

0
dx exp x

(

dk

dxk

�

xk exp(−x)
�

)2

. (4.2.42)

Wir können dieses Integral k-mal partiell integrieren. Denken wir uns jeweils die dabei auftretenden
Ableitungen nach der Leibnizschen Produktregel ausgeführt, sehen wir, daß insgesamt jeweils ein Aus-
druck der Form P (x)exp(−x) übrigbleibt, wobei P (x) ein Polynom mit P (0) = 0 ist. Die vom Integral
freien Terme verschwinden also jedesmal, so daß insgesamt

〈Lk |Lk 〉=
∫ ∞

0
dx xk exp(−x)(−1)k

d

dx

(

exp x
dk

dxk
[xk exp(−x)]

)

=
∫ ∞

0
dx xk exp(−x)(−1)k

dk

dxk
Lk (x)

(4.2.43)

entsteht. Die Ableitung des Laguerrepolynoms ergibt sich leicht aus der expliziten Darstellung (4.2.38),
wobei wir nur den Term für n = k berücksichtigen müssen:

dk

dxk
Lk (x) = (−1)k k! (4.2.44)

Dies liefert insgesamt

〈Lk |Lk 〉= k!
∫ ∞

0
dx xk exp(−x) = (k!)2. (4.2.45)

Dabei haben wir das Integral mit Hilfe der partiellen Integration ausgewertet. Es gilt nämlich

Ik :=
∫ ∞

0
xk exp(−x) =

∫ ∞

0
k xk−1 exp(−x) = kIk−1. (4.2.46)

Zusammen mit

I0 =
∫ ∞

0
exp(−x) =− exp(−x)

�

�

�

�

∞

0
= 1 (4.2.47)

liefert dies vermittels vollständiger Induktion in der Tat

Ik = k! (4.2.48)

Damit bilden wegen (4.2.45) die Funktionen

eL(x) =
1

k!
Lk (x) (4.2.49)

ein VONS auf L2(R≥0, exp(−x)). Oft werden auch diese Polynome als die Laguerre-Polynome defi-
niert5.

5Z.B. bezeichnet unter Mathematica die Funktion Laguerre[k,x] das Polynom (4.2.49).
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Eine Rekursionsformel für die Laguerrepolynome erhalten wir mit Hilfe der Rodriguesformel (4.2.41),
indem wir eine Ableitung mittels Produktregel ausführen:

Lk+1(x) = exp x
dk+1

dxk+1

�

xk+1 exp(−x)
�

= exp x
dk

dxk
[(k + 1)xk exp(−x)− xk+1 exp(−x)]

= (k + 1)Lk (x)− exp x
dk

dxk
[xk+1 exp(−x)].

(4.2.50)

Im letzten Term auf der rechten Seite verwenden wir die Leibnizsche Produktformel

dk

dxk
[xk+1 exp(−x)] =

dk

dxk
[x · xk exp(−x)] = x

dk

dxk
[xk exp(−x)]+ k

dk−1

dxk−1
[xk exp(−x)]. (4.2.51)

Dies in (4.2.50) eingesetzt ergibt

Lk+1 = (k + 1− x)Lk (x)− k exp x
dk−1

dxk−1
[xk exp(−x)]. (4.2.52)

Für den zweiten Term auf der rechten Seite verwenden wir (4.2.50) für Lk :

Lk (x) = kLk−1(x)− exp x
dk−1

dxk−1
[xk exp(−x)] ⇒

− exp x
dk−1

dxk−1
[xk exp(−x)] = Lk (x)− kLk−1(x).

(4.2.53)

Dies wiederum in (4.2.52) substituiert liefert schlielich die gesuchte Rekursionsformel

Lk+1(x) = (2k + 1− x)Lk (x)− k2Lk−1(x), (4.2.54)

die sich mit den „Startpolynomen“

L0(x) = 1, L1(x) = 1− x (4.2.55)

zur numerischen Berechnung der Laguerrepolynome eignet.

4.2.3 Die assoziierten Laguerre-Polynome

Wenden wir uns nun wieder den Wasserstoffwellenfunktionen χl zu, für die die assoziierten La-
guerre-Polynome wichtig sind.
Um letztere einzuführen, betrachten wir die Laguerresche Differentialgleichung (4.2.27) in der Form

ξ L′′k (ξ )+ (1− ξ )L′k (ξ )+ kLk (ξ ) = 0 (4.2.56)

und leiten diese j -mal ( j ≤ k) nach ξ ab. Mit Hilfe der Leibnizschen Produktformel entsteht dann die
verallgemeinerte Laguerresche Differentialgleichung

ξ L( j+2)
k
(ξ )+ j L( j+1)

k
(ξ )+ (1− ξ )L( j+1)

k
(ξ )− j L( j )

k
+ kL( j )

k
= 0. (4.2.57)
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Dabei bedeutet

L( j )
k
(ξ ) =

d j

dξ j
Lk (ξ ) für j ∈ {0,1, . . . , k} (4.2.58)

die j -te Ableitung des Laguerre-Polynoms Lk . Es ist offensichtlich ein Polynom (k − j )-ten Grades.
Sortieren wir (4.2.56) noch ein wenig um und schreiben die Gleichung als Eigenwertgleichung, erhalten
wir



ξ
d2

dξ 2
+( j + 1− ξ ) d

dξ



L( j )
k
(ξ ) = ( j − k)L( j )

k
(ξ ) (4.2.59)

Setzen wir hier nun k = i + j , folgt


ξ
d2

dξ 2
+( j + 1− ξ ) d

dξ



L( j )i+ j =−i L( j )i+ j (ξ ). (4.2.60)

Für vorgegebenes j ist L( j )i+ j ein Polynom i -ten Grades.

Für das folgende ist eine andere Form dieser Funktionen bequemer zu handhaben. Dazu definieren
wir die assoziierten Laguerre-Polynome mittels ihrer Rodrigues-Formel

L j
i (ξ ) = ξ

− j (expξ )
dk

dξ k

�

exp(−ξ )ξ i+ j
�

. (4.2.61)

Wir beweisen nun die Gleichung

L( j )i+ j (ξ ) = (−1) j
(i + j )!

i !
L j

i (ξ ). (4.2.62)

Dazu wenden wir die Leibnizsche Produktformel auf (4.2.61) an:

L j
i (ξ ) = ξ

− j expξ
i
∑

n=0
(−1)n exp(−ξ )

� i

n

�

(i + j )(i + j − 1) · · · (n+ j + 1)xn+ j

=
i
∑

n=0
(−1)n

� i

n

� (i + j )!

(n+ j )!
ξ n .

(4.2.63)

Andererseits haben wir wegen (4.2.38)

L( j )i+ j (ξ ) =
d j

dξ j

i+ j
∑

n= j

(−1)n
�i + j

n

� (i + j )!

n!
ξ n

=
i+ j
∑

n= j

(−1)n
�i + j

n

� (i + j )!

(n− j )!
xn− j

=
i
∑

n=0
(−1)n+ j

� i + j

n+ j

� (i + j )!

n!
xn

= (−1) j
(i + j )!

i !

i
∑

n=0
(−1)n

� i

n

� (i + j )!

(n+ j )!
xn .

(4.2.64)
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Der Vergleich dieser Gleichung mit (4.2.63) beweist also (4.2.62). Dabei haben wir wiederholt die Be-
ziehungen

�a

b

�

=
a!

b !(a− b )!
=
� a

a− b

�

für a ∈N0, b ∈ {0,1,2, . . . ,a} (4.2.65)

angewandt.

Nun zeigen wir mit Hilfe von (4.2.61), daß die assoziierten Laguerre-Polynome L j
i zu festem j ein

Orthogonalsystem auf dem Hilbertraum L2(R,ξ j exp(−ξ )) bilden. Das Skalarprodukt auf diesem
Raum ist durch

〈 f | g 〉L, j :=
∫ ∞

0
dξ ξ j exp(−ξ ) f ∗(ξ )g (ξ ) (4.2.66)

definiert. Zum Nachweis der Orthogonalität zeigen wir, daß der Differentialoperator auf der linken
Seite von (4.2.60) auf diesem Hilbertraum selbstadjungiert ist. Dazu schreiben wir ihn in der Form

L j f (ξ ) :=



ξ
d2

dξ 2
+( j + 1− ξ ) d

dξ



 f (ξ ) = ξ − j expξ
d

dξ

�

ξ j+1 exp(−ξ ) d

dξ
f (ξ )

�

. (4.2.67)

Die Selbstadjungiertheit ergibt sich mittels zweimaliger partieller Integration vermöge

D

f
�

�

�L j g
E

L, j
=
∫ ∞

0
dξ f ∗(ξ )

d

dξ

�

ξ j+1 exp(−ξ ) d

dξ
g (ξ )

�

=
∫ ∞

0
dξ

¨

d

dξ

�

ξ j exp(−ξ ) d

dξ
f (ξ )

�«∗
g (ξ )

=
∫ ∞

0
dξ ξ j exp(−ξ )[L j f (ξ )]∗ g (ξ ) =

D

L j f
�

�

� g
E

.

(4.2.68)

Damit gilt
D

L j
i

�

�

�L j
i ′

E

L, j
=Ni jδi i ′ , (4.2.69)

denn L j
i ist Eigenfunktion des selbstadjungierten DifferentialoperatorsL j .

Zur Berechnung des Normierungsintegrals Ni j verwenden wir die Rodriguesformel (4.2.61) und inte-
grieren i -mal partiell

Ni j =
D

L j
i

�

�

�L j
i

E

L, j
=
∫ ∞

0
(−1)i dξ L j

i (ξ )
di

dξ i

�

ξ i+ j exp(−ξ )�

=
∫ ∞

0
dξ L j

i (ξ )
di

dξ i

�

ξ i+ j exp(−ξ )�=
∫ ∞

0
dξ (−1)i exp(−ξ )ξ i+ j di

dξ i
L j

i (ξ ).

(4.2.70)

Mit (4.2.63) erhalten wir unter Verwendung von (4.2.46-4.2.48)

Ni j =
∫ ∞

0
dξ exp(−ξ )ξ i+ j i != i !(i + j )! (4.2.71)

Ein Orthonormalsystem von Polynomen auf L2(R>0,ξ j exp(−ξ )) ist demnach durch

L̃ j
i (ξ ) =

s

1

i !(i + j )!
L j

i (ξ ) (4.2.72)
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gegeben.
Eine für die numerische Rechnung geeignete Rekursionsformel läßt sich auf exakt die gleiche Weise
herleiten wie die entsprechende Formel für die Laguerre-Polynome (4.2.54). Das Resultat lautet

L j
i+1(ξ ) = (2i + j + 1− x)L j

i (x)− i(i + j )L j
i−1(x),

L j
0(ξ ) = 1, L j

1(ξ ) = j + 1− ξ .
(4.2.73)

Dabei haben wir die „Startpolynome“ L j
0 und L j

1 durch Anwendung der Rodriguesformel (4.2.61)
berechnet.
Es ist klar, daß L0

i (ξ ) = Li (ξ ) ist und alle Formeln für j = 0 in die entsprechenden Formeln für die
Laguerre-Polynome übergehen.

4.2.4 Die Wasserstoffradialwellenfunktionen

Nun sind wir bestens gewappnet, um die Radialgleichung des Wasserstoffproblems (4.2.25) zu lösen.
Dazu betrachten wir zunächst das asymptotische Verhalten für ξ → 0+. Dann kann man alle Terme
außer dem Zentrifugalterm in (4.2.25) vernachlässigen:

 

d2

dξ 2
− l (l + 1)

ξ 2

!

χl (ξ ) ∼=
ξ→0+

0. (4.2.74)

Diese Gleichung hat offenbar zwei linear unabhängige Lösungen der Gestalt χl (ξ ) =Aχ λ mit λ=−l
oder λ = l + 1. Die erstere scheidet wegen der Randbedingung (4.2.22) für die Radialwellenfunktion
aus, d.h. wir haben

χl (ξ ) ∼=
ξ→0+

Aξ l+1. (4.2.75)

Für ξ →∞ können wir in (4.2.25) sowohl das Coulomb- als auch das Zentrifugalpotential vernachläs-
sigen, d.h. es gilt

d2

dξ 2
χl (ξ ) ∼=

ξ→∞
1

4
χl (ξ ). (4.2.76)

Die beiden linear unabhängigen Lösungen dieser Gleichung lauten χl (ξ ) = Aexp(±ξ /2), von denen
nur die mit dem negativen Vorzeichen im Exponenten akzeptabel ist, da die Radialwellenfunktion für
gebundene Zustände normierbar sein soll, d.h.

χl (ξ ) ∼=
ξ→∞

Aexp

�

−ξ
2

�

. (4.2.77)

Aus dem asymptotischen Verhalten (4.2.75) und (4.2.77) an den Randbereichen des Definitionsberei-
ches bzw. den singulären Punkten der Differentialgleichung (4.2.25) für ξ ergibt sich der folgende
Ansatz für die Radialwellenfunktion:

χl (ξ ) =Aξ l+1 exp

�

−ξ
2

�

L(ξ ), (4.2.78)

wobei L eine analytische Funktion mit L(0) 6= 0 sein muß. Setzt man diesen Ansatz in (4.2.25) ein,
erhält man nach einigen Umformungen

ξ
d2

dξ 2
L(ξ )+ (2l + 2− ξ ) d

dξ
L(ξ ) = (l + 1− n)L(ξ ) = 0. (4.2.79)
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Dies ist eine modifizierte Laguerrsche Differentialgleichung der Form (4.2.60) mit j = 2l + 1 ∈ N
und i = n − l − 1. Die in Abschnitt 4.2.3 behandelten assoziierten Laguerre-Polynome (4.2.61) sind
Lösungen, falls n− l − 1 ∈N0 liegt.
Wegen (4.2.25) bedeutet das, daß die Energieeigenwerte durch

En =−
Z2α2µc2

2

1

n2
mit n ∈N (4.2.80)

und die dazugehörigen Eigenfunktionen durch

L(ξ ) = L2l+1
n−l−1

(ξ ) (4.2.81)

gegeben sind. Analog wie wir es bei den Laguerre-Polyonomen in (4.2.33)-(4.2.36) gezeigt haben, ergibt
auch eine Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von (4.2.79) für Werte n − l − 1 6= N0, daß
L(ξ )∼=ξ→∞ expξ ist. Diese Lösungen scheiden aus, weil dann (4.2.78) keine auf R+ quadratintegrable
Funktion ist. Damit ergibt also (4.2.80) sämtliche negativen Energieeigenwerte.
Sammeln wir unsere Ansätze (4.2.17), (4.2.78) und das Ergebnis (4.2.81) für die Radialfunktion zu-
sammen, erhalten wir schließlich die dazugehörigen Eigenfunktionen zu vorgegebener Drehimpuls-
quantenzahl l ∈ N0, Magnetquantenzahl m ∈ {−l ,−l + 1, . . . , l − 1, l} und Hauptquantenzahl
n ∈ {l + 1, l + 2, . . .}

unl m(r,ϑ,ϕ) =
Nnl m

r
(2k r )l+1L2l+1

n−l−1
(2k r )exp(−k r )Yl m(ϑ,ϕ). (4.2.82)

Dabei ist k in (4.2.23) angegeben.
Nun hängt der Energieeigenwert En nur von der Hauptquantenzahl n und nicht von der Drehimpuls-
quantenzahl l ab. Dies deutet auf eine dynamische Symmetrie des Coulombproblems hin, die über die
reine Rotationssymmetrie eines Zentralkraftproblems hinausgeht, worauf wir hier aber nicht genauer
eingehen wollen (s. z.B. [Pau26]).
Zu jedem Energieeigenwert En , also vorgegebenem n ∈ N, kann also l ∈ {0,1, . . . n − 1} sein, und
zu jedem dieser l gibt es die 2l + 1 Zustände zu m ∈ {±l ,±(l − 1), . . . , 0}. Wir haben also zu jedem
Energieeigenwert En insgesamt

n−1
∑

l=0

(2l + 1) = n2 (4.2.83)

zueinander orthogonale Eigenlösungen der zeitunabhängigen Schrödingergleichung (4.2.15). Man sagt,
der Eigenwert En sei n2-fach entartet.
Da der Hamiltonoperator (4.2.15) selbstadjungiert auf L2(R3) ist, sind die Wellenfunktionen zu ver-
schiedenen Quantenzahlen n, l und m zueinander orthogonal, d.h. es gilt nach Normierung




unl m
�

� un′ l ′m′
�

=
∫ ∞

0
dr
∫

S2

dΩ r 2u∗nl m(~r )un′ l ′m′(~r ) = δnn′δl l ′δmm′ . (4.2.84)

Dabei bezeichnen S2 die Einheitssphäre im R3 und dΩ = dϑ dϕ sinϑ deren Flächenelement in Kugel-
koordinaten.
Da die Kugelflächenfunktionen auf L2(S2) per constructionem ein Orthonormalsystem bilden (vgl.
Abschnitt 4.1), ergibt sich das Normierungsintegral von (4.2.84) zu

〈unl m | unl m 〉= |Nnl m |2
∫ ∞

0
dr (2k r )2(l+1) exp(−2k r )

�

L2l+1
n−l−1

(2k r )
�2 != 1. (4.2.85)
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Substituieren wir wieder ξ = 2k r , entsteht

〈unl m | unl m 〉= |Nnl m |2
1

2k

∫ ∞

0
dξ ξ 2(l+1) exp(−ξ )�L2l+1

n−l−1
(ξ )
�2

. (4.2.86)

Zur Auswertung des Integrals schreiben wir

|Nnl m |2
1

2k

∫ ∞

0
dξ ξ 2(l+1) exp(−ξ )�L2l+1

n−l−1
(ξ )
�2
= |Nnl m |2

1

2k

D

L2l+1
n−l−1

�

�

�ξ L2l+1
n−l−1

E

L,2l+1
(4.2.87)

mit dem Skalarprodukt (4.2.66), bzgl. dessen die L2l+1
i orthogonal sind. Die Rekursionsformel (4.2.73)

liefert
ξ L2l+1

n−l−1
(ξ ) = 2nL2l+1

n−l−1
(ξ )− (n− l − 1)(n+ l )L2l+1

n−l−2
(ξ )− L2l+1

n−l
(ξ ), (4.2.88)

und unter Ausnutzung der Orthogonalität der assoziierten Laguerrepolynome finden wir schließlich
mit (4.2.71)

|Nnl m |2
1

2k
2n
D

L2l+1
n−l−1

�

�

�L2l+1
n−l−1

E

L,2l+1
= |Nnl m |2

n(n− l − 1)!(n+ l )!

k
!= 1 ⇒

Nnl m =

s

k

n(n− l − 1)!(n+ l )!
.

(4.2.89)

Dies in (4.2.82) eingesetzt ergibt nach einigen Umformungen schließlich für die normierten Energieei-
genfunktionen

unl m(r,ϑ,ϕ) =

s

4k3

n(n+ l )!(n− l − 1)!
(2k r )l L2l+1

n−l−1
(2k r )Yl m(ϑ,ϕ). (4.2.90)

Das Schrödinger-Coulomb-Eigenwertproblem besitzt noch Lösungen für E ∈ R≥0. Dies entspricht
der Streuung eines Teilchens an einem Coulombpotential. Wir gehen auf diese Lösungen im nächsten
Abschnitt ein.
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Streutheorie

Die Bedeutung der Streuung von Teilchen für die Quantenphysik kann kaum überschätzt werden. Man
kann wohl ohne Übertreibung sagen, daß ein großer Teil unseres heutigen Wissens über den Aufbau
der Materie aus Elementarteilchen und die zwischen ihnen wirkenden Kräfte Streuexperimenten zu
verdanken ist.
Unter einem Streuexperiment verstehen wir dabei, daß zwei Teilchen weit entfernt voneinander mit
relativ wohlbestimmtem Impuls präpariert werden, so daß sie aufeinandertreffen und miteinander rea-
gieren. Für nicht zu hohe Energien, wie wir sie in diesem Skript über nichtrelativistische Quantentheo-
rie behandeln, wird dabei die elektromagnetische Wechselwirkung wirksam, und wir können zunächst
von punktförmigen Teilchen ausgehen, die miteinander über die Coulombwechselwirkung interagie-
ren. Betrachten wir etwa die Streuung an einem Atom, wird die Coulombwechselwirkung jedoch bei
großen Abständen weitgehend durch die Elektronen um den Atomkern abgeschirmt, so daß das Po-
tential V (~r ) wesentlich schneller als ein reines Coulombpotential abfällt. Wir betrachten zunächst
diesen Fall kurzreichweitiger Wechselwirkungen. Die Streuung im Coulombpotential werden wir
weiter unten noch genauer betrachten, weil es aufgrund seiner Langreichweitigkeit eine gesonder-
te Behandlung erfordert. Für Potentiale, die mit dem Abstand schneller als 1/|~r | abfallen, können
wir davon ausgehen, daß für große Abstände der Teilchen voneinander, dieselben sich praktisch wie
freie Teilchen verhalten. Wir folgen hier der Darstellung der Streutheorie mit Hilfe der zeitabhän-
gigen Schrödingergleichung unter Konstruktion geeigneter Wellenpakete, die die wirkliche Situation
des Streuexperiments adäquat beschreiben [RT67, Mes99]. Die in vielen Lehrbüchern präsentierte
stationäre Version mit ebenen Wellen im einlaufenden Kanal ist bestenfalls heuristisch, trägt aber eini-
gen wesentlichen Aspekten des Streuprozesses nicht genügend Rechnung. Insbesondere bleibt unklar,
warum bei der Definition des Streuquerschnittes nur der Streuanteil der Welle zu berücksichtigen ist.
Auch wird die physikalische Bedeutung des Interferenzterms und der Zusammenhang zum optischen
Theorem in der „Wellenpaketformulierung“ wesentlich klarer. Diese etwas mühsamere Einführung in
die Streutheorie lohnt sich also!

5.1 Die quantenmechanische Formulierung des Streuvorgangs

Wir betrachten im folgenden zunächst den einfachsten Fall einer elastischen Zweiteilchenstreuung
unterscheidbarer Teilchen, d.h. wir nehmen an, es finden bei dem Stoß keine intrinsischen Anre-
gungen der Stoßpartner statt. Vielmehr sollen nach dem Streuvorgang wieder dieselben Teilchen wie
zu Beginn vorhanden sein. Der dazugehörige Hamiltonoperator ist dann durch (4.2.1) gegeben, und
wir können das Streuproblem, wie in Abschnitt 4.2.1 beschrieben, auf die Streuung eines Quasiteil-
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chens mit der reduzierten Masseµ= m1m2/(m1+m2) an einem äußeren Potential zurückführen. Der
dazugehörige Hamiltonoperator lautet

H =
~p2

2µ
+V (~r) =: H0+V. (5.1.1)

Wir gehen, wie oben gesagt, davon aus, daß (in der Ortsdarstellung betrachtet) V (~r ) im Unendlichen
schneller als O (1/|~r |) abfällt. Dann dürfen wir annehmen, daß sich das Quasiteilchen zu einer Zeit
ti → −∞ sehr weit weg vom Streuzentrum befindet, d.h. daß sein Zustand |Φi, t 〉 für t = ti

1 in der
Ortsdarstellung einer WellenfunktionΦi(ti ,~r ) entspricht, welches nur außerhalb einer Kugel KR merk-
lich von 0 verschieden ist. Zugleich soll sein Impuls ~p relativ scharf bestimmt sein, so daß sich das Teil-
chen auf das Streuzentrum zubewegt. Zufolge der Heisenbergschen Unschärferelation∆x j∆p j ≥ ħh/2
( j ∈ {1,2,3}) wird dieses Wellenpaket im Ortsraum eine relativ zur de Broglie-Wellenlänge 2πħh/|~p|
große Ausdehnung besitzen. Andererseits gehen wir davon aus, daß es auf einer makroskopischen Ska-
la als wohl lokalisiert in großer Entfernung vom Streuzentrum ~r = 0 befindlich angesehen werden
kann. Wir sagen dazu im folgenden kurz, daß die räumliche Unschärfe mikroskopisch groß aber
makroskopisch klein sei.
Bei der Konstruktion des Anfangszustandes stehen wir also vor einem etwas ungewöhnlichen Pro-
blem. Wir wollen nämlich ein Wellenpaket konstruieren, das anfangs (zur Zeit ti ) in einem im obigen
Sinne mikroskopisch großen, makroskopisch kleinen Raumgebiet konzentriert ist und sich sehr weit
weg vom Ursprung des Koordinatensystems befindet, wo das Potential V (~x)merklich von 0 verschie-
den ist. Es soll etwa bei t ' 0 dort eintreffen. Da das Potential zu Beginn der Zeitentwicklung wegen
des mangelnden Überlapps mit dem Wellenpaket kaum eine Rolle spielt, wird sich dann das Wellen-
paket anfangs gemäß der freien Bewegung zeitlich entwickeln. Wir nennen ein solches Wellenpaket
einen asymptotische freien Anfangszustand oder kurz in-Zustand. Im Impulsraum wird es also nä-
herungsweise die asymptotische Gestalt

ψ̃i (~p, ti ) =A~pi
(~p)exp

�

i

ħh
E(~p)ti

�

mit E(~p) =
~p2

2m
(5.1.2)

besitzen. Dabei ist A~pi
eine scharf um ~p = ~pi gepeakte Funktion.

Der nach dem Schrödingerbild zeitlich sich entwickelte exakte Streuzustand ist dann offenbar durch

|ψ, t 〉= lim
ti→−∞

∫

R3
d3~p ψ̃i (~p, ti )exp

�

− i

ħh
(t − ti )H

�

�

�~p
�

(5.1.3)

gegeben. Hierbei ist das größte mathematische Problem der Grenzübergang ti →−∞, der nicht ohne
weiteres mit dem Integral vertauscht werden kann. Um dies zu bewerkstelligen, verwenden wir die
allgemeine Formel

lim
ti→−∞

f (ti ) = lim
η→0+

η

ħh

∫ 0

−∞
dτ f (τ)exp

� η

ħh
τ
�

. (5.1.4)

Zu deren Beweis substituieren wir τ′ = η/ħhτ. Dies führt in der Tat auf

∫ 0

−∞
dτ′ f

�

ħh
η
τ′
�

exp(τ′)
η→0+→ f (−∞)

∫ 0

−∞
exp(τ′) = f (−∞). (5.1.5)

1Wir arbeiten zunächst im Schrödingerbild der Zeitentwicklung.
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Setzen wir (5.1.2) in (5.1.3) ein, können wir also unter Verwendung von (5.1.4)

|ψ, t 〉= exp

�

− i

ħh
Ht
�

lim
η→0+

∫

R3
d3~p A~pi

(~p)
η

ħh

∫ 0

−∞
dτ exp

�

i

ħh
(H− E~p − iη)τ

�

�

�~p
�

(5.1.6)

schreiben.
Führen wir die Integration bzgl. τ aus und vertauschen im Sinne von Distributionen den Grenzüber-
gang η→ 0+ mit der Integration über ~p, gelangen wir zu den stationären Streuzuständen

�

�

�

�

φ+
~p

·

=w-lim
η→0+

iη

E~p −H+ iη

�

�~p
�

. (5.1.7)

Wir wollen zunächst zeigen, daß dies tatsächlich ein Eigenzustand des exakten Hamiltonoperators
zum Eigenwert E~p = ~p

2/(2m) ist. Dazu verwenden wir, daß

H0

�

�~p
�

= E~p
�

�~p
�

(5.1.8)

und folglich
iη
�

�~p
�

= (H0− E~p + iη)
�

�~p
�

= [(E~p −H+ iη)+V]
�

�~p
�

(5.1.9)

ist. Dies in (5.1.7) eingesetzt liefert
�

�

�

�

φ+
~p

·

=

 

1+
1

(E~p −H+ i0+)
V

!

�

�~p
�

. (5.1.10)

Wenden wir auf diese Gleichung den Operator E~p −H+ i0+ an, erhalten wir

(E~p −H)
�

�

�

�

φ+
~p

·

= (E~p −H+V)
�

�~p
�

= (E~p −H0)
�

�~p
�

= 0 ⇒H
�

�

�

�

φ+
~p

·

= E~p

�

�

�

�

φ+
~p

·

, (5.1.11)

und das wollten wir zeigen.
Damit folgt aus (5.1.6) die formale Lösung des Streuproblems

|ψ, t 〉=
∫

R3
d3~p A~pi

(~p)exp

�

− i

ħh
E~p t

�
�

�

�

�

φ+
~p

·

. (5.1.12)

Die Herleitung zeigt, daß die
�

�

�

�

φ+
~p

·

diejenigen stationären Zustände bzgl. des exakten Hamiltonope-

rators sind, für die der Streuzustand (5.1.12) sich für t →−∞ sich asymptotisch wie ein Wellenpaket
freier Teilchen mit dem Impuls ~pi bewegt.
Um nun den Streuvorgang zu charakterisieren, müssen wir diesen Zustand für große Zeiten t →∞
untersuchen. Aus der physikalischen Situation erwarten wir, daß es sich dabei um die Superposition
aus dem ursprünglichen mit Impuls ~pi einlaufenden Wellenpaket und einer kugelwellenartigen aus-
laufenden Streuwellenfront handeln muß. Um dies genauer zu untersuchen, stellen wir zunächst die

Lippmann-Schwinger-Gleichung [LS50] für die stationären Streuzustände
�

�

�

�

φ+
~p

·

auf. Dazu gehen wir

zu (5.1.7) zurück und addieren zunächst (E~p −H0)
�

�~p
�

= 0
�

�

�

�

φ+
~p

·

=
1

E~p −H+ i0+
�

i0++ E~p −H0

�
�

�~p
�

. (5.1.13)
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Dies lösen wir nach
�

�~p
�

auf

�

�~p
�

=
1

E~p −H0+ i0+
(E~p −H+ i0+)
︸ ︷︷ ︸

E~p−H0+i0+−V

�

�

�

�

φ+
~p

·

=

 

1− 1

E~p −H0+ i0+
V

!

�

�

�

�

φ+
~p

·

. (5.1.14)

Die rechte Seite ausmultipliziert und die Formel etwas umgestellt liefert die besagte
Lippmann-Schwinger-Gleichung

�

�

�

�

φ+
~p

·

=
�

�~p
�

+
1

E~p −H0+ i0+
V
�

�

�

�

φ+
~p

·

. (5.1.15)

Für die folgenden Betrachtungen über die asymptotischen Eigenschaften der zeitabhängigen Lösung
(5.1.12) ist es am zweckmäßigsten, in die Ortsdarstellung überzugehen. Dazu multiplizieren wir die
Lippmann-Schwinger-Gleichung (5.1.15) von links mit mit




~x
�

� und schieben im zweiten Term auf der
rechten Seite an geeigneter Stelle eine Eins in der Form 1=

∫

R3 d3~x ′
�

�~x ′
�


~x ′
�

� ein:

φ+
~p
(~x) =

�

~x
�

�

�

�

φ+
~p

�

= u~p (~x)+
∫

R3
d3~x ′

*

~x

�

�

�

�

�

1

E~p −H0+ i0+

�

�

�

�

�

~x ′
+

V (~x ′)φ+
~p
(~x), (5.1.16)

wobei wir die Ortsdarstellung der Impulseigenfunktion mit

u~p (~x) =



~x
�

�~p
�

=
� 1

2πħh

�3/2

exp

�

i

ħh
~p ·~x

�

(5.1.17)

bezeichnet haben.
Als nächstes rechnen wir den Integralkern

G+
0,~p
(~x −~x ′) =

*

~x

�

�

�

�

�

1

E~p −H0+ i0+

�

�

�

�

�

~x ′
+

(5.1.18)

auf der rechten Seite aus. Wenden wir den Operator E~p−H0+ i0+ in der Ortsdaratellung an, erhalten
wir

 

ħh2

2µ
∆~x +

~p2

2µ

!

G+
0,~p
(~x −~x ′) = δ (3)(~x −~x ′), (5.1.19)

d.h. G+
0,~p

ist bis auf Faktoren eine Green-Funktion der Helmholtz-Gleichung.

Schieben wir nun eine Eins in der Form 1=
∫

R3 d3~p ′
�

�~p ′
�


~p ′
�

� in (5.1.18) ein, erhalten wir

G+
0,~p
(~x −~x ′) =

∫

R3
d3~p ′

*

~x

�

�

�

�

�

1

E~p −H0+ i0+

�

�

�

�

�

~p ′
+

u∗~p ′(~x
′). (5.1.20)

Wegen H0 =~p
2/(2µ) ist dies

G+
0,~p
(~x −~x ′) =

∫

R3

d3~p ′

(2πħh)3
exp

�

i

ħh
~p ′ · (~x −~x ′)

�

1

E~p − E~p ′ + i0+
. (5.1.21)
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Um dieses Fourier-Integral zu berechnen, ist es bequem, die Substitutionen ~p = ħh~k und ~p ′ = ħh~k ′
vorzunehmen. Weiter führen wir die Abkürzung ~r = ~x − ~x ′ ein. Zur Integration führen wir Ku-
gelkoordinaten mit der Richtung von ~r als Polarachse und u = cosϑ ein. Dann wird der Integrand
unabhängig vom Azimuthwinkel ϕ, und wir erhalten

G+
0,~p
(~r ) =

2µ

(2πħh)2

∫ ∞

0
dk ′ k ′2

∫ 1

−1
du

exp(ik ′ r u)

k2− k ′2+ i0+
. (5.1.22)

Das Integral über u läßt sich unmittelbar ausführen. Da der entstehende Integrand eine gerade Funk-
tion in k ′ wird, können wir zu einer Integration über k ′ ∈ R übergehen und im Summanden ∝
exp(−ik ′ r ) das Vorzeichen der Integrationsvariable wechseln. Damit erhalten wir

G+
0,~p ′
(~r ) =− 2m

(2πħh)2ir

∫ ∞

−∞
dk ′

k ′

k ′2− k2− i0+
exp(ik ′ r ). (5.1.23)

Wegen der Exponentialfunktion können wir uns den Integrationsweg in der oberen komplexen k ′-
Ebene durch einen unendlich großen Halbkreis geschlossen denken und den Residuensatz anwenden.
Der Integrand besitzt die beiden Pole erster Ordnung k ′ = ±(k + i0+), von denen nur derjenige mit
dem oberen Vorzeichen in der oberen Halbebene liegt und folglich allein zum Residuensatz beiträgt.
Wir erhalten also schließlich

G+
0,~p ′
(~r ) =− µ

2πħh2 r
exp

�

i p r

ħh

�

, (5.1.24)

wobei wir wieder k = p/ħh gesetzt haben. Wir erhalten also eine auslaufende Kugelwelle, wenn wir
die Zeitabhängigkeit des Wellenpakets (5.1.12) berücksichtigen, wie es der physikalischen Bedeutung
der Streuwelle entspricht. Die Lippmann-Schwinger-Gleichung der stationären Streulösung (5.1.16)
nimmt also nunmehr die Form

φ+
~p
(~x) = u~p (~x)−

2µ

ħh2

∫

R3
d3~x ′

exp
�

i p|~x −~x ′|/ħh�

4π|~x −~x ′| V (~x ′)φ+
~p
(~x ′). (5.1.25)

an. Wir interessieren uns für das asymptotische Verhalten dieser Lösung weit außerhalb der Reich-
weite R des Potentials, also für x = |~x| � R. Dann können wir im Nenner des Integranden |~x −~x ′| '
x = |~x| und im Exponenten |~x −~x ′| ' x −~x ′ ·~x/x setzen. Dies liefert

φ+
~p
(~x) ∼=

x→∞
1

(2πħh)3/2






exp

�

i

ħh
~p ·~x

�

+
f~p (~̂x)

x
exp

�

i

ħh
p x
�






(5.1.26)

mit der Streuamplitude

f~p (~̂x) =−4π2µħh
∫

R3
d3~x ′u∗

p~̂x
(~x ′)V (~x ′)φ+

~p
(~x ′) =−4π2µħh

�

p~̂x
�

�

�

�

V
�

�

�

�

φ+
~p

�

. (5.1.27)

Dabei ist ~̂x = ~x/x der Einheitsradiusvektor.
Gehen wir nun mit der asymptotischen Entwicklung des stationären Streuzustandes (5.1.26) in die
Ortsdarstellung des Wellenpakets (5.1.12) ein, so erhalten wir

ψ(t ,~x) ∼=
x→∞

∫

R3

d3~p

(2πħh)3/2
A~pi
(~p)exp

�

− i

ħh
E~p t

�






exp

�

i

ħh
~p ·~x

�

+
f~p (~̂x)

x
exp

�

i

ħh
p x
�






. (5.1.28)
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Dem ersten Summanden in der Klammer entspricht nun in der Tat das freie einlaufende Wellenpaket

ψein(t ,~x) =
∫

R3

d3~p

(2πħh)3/2
A~pi
(~p)exp

�

i

ħh
(~p ·~x − E~p t )

�

. (5.1.29)

Dabei setzen wir voraus, daß A~pi
eine um den einlaufenden Impuls ~pi scharf gepeakte Funktion sein

soll, so daß wir den Exponenten des Integranden in niedrigster Ordnung um ~pi entwickeln können:

~p ·~x − E~p t = ~pi ·~x − Ei t +~p ′(·~x − ~vi t ) mit ~vi = ∂~pi
E~pi
=
~pi

µ
. (5.1.30)

Dies in (5.1.29) eingesetzt liefert

ψein ' exp

�

i

ħh
(~pi ·~x)

�

Φ0(~x − ~vi t ) (5.1.31)

mit der Einhüllenden des freien Wellenpakets

Φ0(~x) =
∫

R3

d3~p ′

(2πħh)3/2
A~pi
(~pi +~p

′)exp

�

i

ħh
~x ·~p ′

�

. (5.1.32)

Dieses Wellenpaket ist voraussetzungsgemäß makroskopisch lokalisiert um ~x = 0 aber doch die Orts-
breite wesentlich größer als die de Broglie-Wellenlänge λi = 2πħh/pi des einlaufenden Wellenpakets.
Dies ist aufgrund der Heisenbergschen Unschärferelation in der Tat mit der Forderung ∆p � pi ver-
träglich, die wir an A~pi

gestellt hatten.

Der zweite Summand

ψstreu(t ,~x) ∼=
x→∞

∫

R3

d3~p

(2πħh)3/2
A~pi
(~p)exp

�

− i

ħh
E~p t

�







f~p (~̂x)

x
exp

�

i

ħh
p x
�






(5.1.33)

ist der Streuanteil der Wellenfunktion. Hier können wir die Entwicklung

p = |~pi +~p
′|= pi + ~̂pi ·~p ′+O (p ′2) (5.1.34)

verwenden und annehmen, daß sich die Streuamplitude f~p (~̂x) nur langsam mit ~p ändert und folglich

durch f~pi
(~̂x) ersetzt und damit aus dem Integral herausgezogen werden kann. Der Streuanteil des Wel-

lenpaketes ist demnach insgesamt durch

ψstreu(t ,~x) =
f~pi
(~̂x)

x
exp

�

i

ħh
(pi x − Ei t )

�

Φ0[(x − vi t )~̂pi] (5.1.35)

gegeben. Nun gilt in der Tat ψstreu(t ,~x) → 0 für t → −∞, d.h. es liegt für Zeiten t → −∞ der
Tat lediglich das aus der Richtung ~̂pi einlaufende Wellenpaket vor, wie es unsere Anfangsbedingung
entsprechend dem Streuexperiment erfordert. Ansonsten ist die Streuwelle nur auf einer Kugelschale
der Breite des einlaufenden Wellenpaketes um x = vi t wesentlich von 0 verschieden.
Für x→∞ überlappen weiter der einlaufende Anteil (5.1.31) und der Streuanteil (5.1.35) nur in einem
kleinen Raumwinkelbereich in der Vorwärtsrichtung ~̂pi , der wieder durch die Breite des einlaufenden
Wellenpakets bestimmt ist. Ist also der Detektor in hinreichend großem Raumwinkelabstand von der
Einfallsrichtung der Teilchen entfernt, werden nur tatsächlich gestreute Teilchen registriert. Im näch-
sten Abschnitt wollen wir den Streuquerschnitt als eine Größe definieren, die lediglich Eigenschaften
des Streupotentials charakterisiert und im wesentlichen unabhängig von der detaillierten Form des
einlaufenden Wellenpaketes ist.
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5.2 Der Streuquerschnitt und das optische Theorem

Nun berechnen wir die Wahrscheinlichkeit, daß ein in der Richtung ~̂x weit weg vom Streuzentrum
x � R aufgestellter Detektor bei sehr langer Meßdauer ein Teilchen registriert. Dabei gehen wir da-
von aus, daß dieser Detektor außerhalb der engen Überlappzone um die Vorwärtsstreurichtung ausge-
richtet ist, so daß der auslaufende Strom praktisch ausschließlich durch den Streuwellenanteil (5.1.35)
gegeben ist. Um die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, daß ein Teilchen in diese Richtung gestreut
wird, berechnen wir die Radialkomponente des entsprechenden Stroms

jstreu = ~̂x ·
1

m
Im
h

ψ∗streu(t ,~x)~∇ψstreu(t ,~x)
i

=
1

m
Im
�

ψ∗streu(t ,~x)∂xψstreu(t ,~x)
�

. (5.2.1)

Zur Berechnung der Radialableitung der Streuwelle ist es am bequemsten auf (5.1.33) zurückzugreifen.
Dann müssen wir unter dem Integral nur die Exponentialfunktion ableiten, denn wegen (1/x)′ =
−1/x2 ergibt die Ableitung des Terms 1/x einen im asymptotischen Limes x→∞ vernachlässigbaren
Beitrag. Wir erhalten dann nach Ausführung der Integration nach ~p, wobei wir dieselben Näherungen,
die oben zu (5.1.35) geführt haben vornehmen

jstreu = vi

�

�

�

�

�

�

f~pi
(~̂x)

x
Φ0[(x − vi t )~̂pi]

�

�

�

�

�

�

2

. (5.2.2)

Da wir die Messung über einen sehr großen Zeitraum ausführen und uns nur dafür interessieren, ob
während dieses Zeitraums ein Teilchen registriert wird oder nicht, ergibt sich die Wahrscheinlichkeit
ein Teilchen, im Raumwinkelelement dΩ in Richtung von ~̂x zu registrieren zu

dP (~̂x)

dΩ
= vi | f~pi

(~̂x)|2
∫

R
dt |Φ0[(x − vi t )~̂pi]|2. (5.2.3)

Das Integral charakterisiert nun aber die Einzelheiten der Quelle, die uns nicht interessieren, solange
wir nur an der Natur des Streupotentials interessiert sind. Daher definiert man den differentiellen
Streuquerschnitt dadurch, daß man durch den Flächendichte der einfallenden Teilchen dividiert. Zu
dessen Messung denken wir uns einen Detektor vor dem Streuzentrum in den Strahl in Richtung des
einfallenden Teilchens gestellt. Wir erhalten dann für die gesamte registrierte Teilchenzahl pro Fläche

Nein = vi

∫

R
dt |Φ0(~x − ~vi t )|2. (5.2.4)

Da hier ~x = −x~̂pi ist, ist das Integral über die Zeit das gleiche wie in (5.2.3), d.h. normieren wir die
Wahrscheinlichkeit pro Raumwinkelelement (5.2.3) auf diesen einlaufenden Strom, erhalten wir eine
Größe, das unter den gemachten Annahmen unabhängig von der genauen Struktur des einlaufenden
Wellenpaketes ist, die man als differentiellen Streuquerschnitt bezeichnet. Wir erhalten dann

dσ

dΩ
= | f~pi

(~̂x)|2. (5.2.5)

Nun müssen wir uns noch über die Bedeutung der Interferenzterme im totalen Strom, die nur in Vor-
wärtsrichtung auftreten klar werden. Physikalisch ist deren Bedeutung sofort evident: Wir betrachten
hier die elastische Streuung, d.h. die Gesamtwahrscheinlichkeit muß zeitlich erhalten sein. Dies folgt
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unmittelbar aus der Selbstadjungiertheit des Hamiltonoperators in der Schrödingergleichung für das
Gesamtwellenpaket, welches die Kontinuitätsgleichung

ρ̇(t ,~x)+ ~∇ · ~j (t ,~x) = 0 mit ρ(t ,~x) = |ψ(t ,~x)|2, ~j (t ,~x) =
1

m
Im
h

ψ∗(t ,~x)~∇ψ(t ,~x)
i

(5.2.6)

erfüllt. Nun ist

ρ(t ,~x) = |ψein(t ,~x)|2+ 2Re
�

ψ∗ein(t ,~x)ψstreu(t ,~x)
�

+ |ψstreu(t ,~x)|2. (5.2.7)

Außerhalb des Überlappungsgebiets des einlaufenden Wellenpakets und der Streuwelle, weit brauchen
wir bei Beobachtung weit weg vom Streuzentrum für t → ∞ bei der Berechnung von ρ(t ,~x) nur
den Streuanteil zu berücksichtigen. Da die Gesamtwahrscheinlichkeit nach der Kontinuitätsgleichung
aber zeitlich erhalten bleibt (und entsprechend auf 1 normiert ist, da das einlaufende Wellenpaket, wel-
ches für t →−∞ die Gesamtwellenfunktion darstellt, definitionsgemäß auf 1 normiert wurde), muß
der Interferenzterm dafür sorgen, daß die Gesamtwahrscheinlichkeit auf 1 normiert bleibt, d.h. der
Interferenzterm sorgt dafür, daß der Strom in Vorwärtsrichtung um genau den Betrag des gesamten
gestreuten Stromanteils abgeschwächt wird. Dies entspricht in der klassischen Optik der Schattenbil-
dung bei Streuung an einem Gegenstand.
Integrieren wir nun (5.2.6) über eine Kugel KR mit sehr großem Radius R um das Streuzentrum, ergibt
die Kontinuitätsgleichung (5.2.6) mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes

d

dt

∫

KR

d3~x ρ(t ,~x)+
∫

∂ KR

d2~F · ~j (t ,~x) = 0. (5.2.8)

Da die Wellenfunktion quadratintegrabel ist, fällt der Strom im Unendlichen hinreichend schnell ab,
so daß im Limes R→∞ tatsächlich

d

dt

∫

R3
d3~x ρ(t ,~x) = 0 (5.2.9)

gilt, d.h. ist das einlaufende Wellenpaket zur Zeit t0 →−∞ auf 1 normiert, so bleibt die Gesamtwel-
lenfunktion (das sich aufgrund der obigen Betrachtungen aus dem ungestört weiterlaufenden einfal-
lenden Wellenpaket und der Streukugelwelle additiv zusammensetzt) zu allen Zeiten auf 1 normiert.
Da sich aber ψein gemäß (5.1.29) für sich genommen nach der freien Schrödingergleichung bewegt, gilt
〈ψein, t |ψein, t 〉= 1 für alle Zeiten t . Integrieren wir nun (5.2.9) bzgl. t zwischen zwei Zeiten t0→−∞
und t1→+∞, folgt daraus

∫

R3
d3~x ρ(t0,~x) =

∫

R3
d3~x

�

�ψein(t ,~x)
�

�

2 = 1=
∫

R3
d3~x ρ(t1,~x)

=
∫

R3
d3~x

¦|ψein(t1,~x)|2+ 2Re
�

ψ∗ein(t1,~x)ψaus(t1,~x)
�

+ |ψstreu(t1,~x)|2©

= 1+
∫

R3
d3~x

¦|ψein(t1,~x)|2+ 2Re
�

ψ∗streu(t1,~x)ψaus(t1,~x)
�©

(5.2.10)

oder
∫

R3
d3~x |ψstreu(t1,~x)|2 =−2Re

∫

R3
d3~x

�

ψ∗ein(t1,~x)ψstreu(t1,~x)
�

. (5.2.11)
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Für t1 → ∞ trägt sowohl für den Streuwellenanteil als auch für den durchlaufenden ungestreuten
Wellenanteil nur die asymptotische Region x = |~x| → ∞ wesentlich zum Integral bei, wie wir aus
(5.1.31) und (5.1.35) entnehmen können.
Wir betrachten diese Formel nun für t →∞. Gemäß (5.1.35) hängt in dieser Formel der Integrand auf
der rechten Seite nur ψ∗ein vom Raumwinkel relativ zur ~̂pi -Richtung ab, da nur der Überlappbereich
zwischen dem einlaufenden Wellenpaket und der Streuwelle in Vorwärtsrichtung wesentlich zum In-
tegral beiträgt und wir also für das gestreute Wellenpaket in (5.1.35) f~pi

(~̂x) = f~pi
(~̂pi ) setzen dürfen.

Daher berechnen wir zunächst

∫

S2

d2Ωψ∗ein(t ,~x)
(5.1.29)
=

∫

R3

d3~p

(2πħh)3/2
A~pi

exp(iE~p t ) ·
∫

S2

d2Ωexp(−i~p ·~x)

=
∫

R3

d3~p

(2πħh)3/2
A~pi

exp(iE~p t )
4πħh
p x

sin
� p x

ħh

�

' 2πħh
i pi x

¨

exp

�

i

ħh
pi x
�

Φ0[(x + vi t )~̂pi]− exp

�

− i

ħh
pi x
�

Φ0[(x − vi t )~̂pi]
«

∼=
t→∞

2πħhi

pi x
exp

�

− i

ħh
pi x
�

Φ0[(x − vi t )~̂pi].

(5.2.12)

Damit ergibt sich unter Verwendung von (5.1.35) für die rechte Seite von (5.2.11) schließlich

−2Re
∫

R3
d3~x

�

ψ∗ein(t1,~x)ψstreu(t1,~x)
�

=−2Re

�

2πħh
pi

f~pi
(~̂pi )

∫ ∞

0
dx
�

�

�Φ0[(x − vi t )~̂pi]
�

�

�

2
�

=
4πħh

pi
Im f~pi

(~̂pi )
∫ ∞

0
dx
�

�

�Φ0[(x − vi t )~̂pi]
�

�

�

2
.

(5.2.13)

Auf der linken Seite von (5.2.11) erhalten wir wieder wegen (5.1.35)

∫

R3
d3~x |ψstreu(t1,~x)|2 =

∫

S2

d2Ω
�

�

� f~pi
(~̂x)
�

�

�

2
dx
�

�

�Φ0[(x − vi t )~̂pi]
�

�

�

2
. (5.2.14)

Setzen wir also (5.2.13) und (5.2.14) unter Beachtung von (5.2.5) gleich, erhalten wir das optische
Theorem

σtot =
4πħh

pi
Im f~pi

(~̂pi ), (5.2.15)

d.h. der Imaginärteil der Vorwärtsstreuamplitude entspricht bis auf den Faktor 4πħh/pi dem totalen
Streuquerschnitt. Wie unsere Herleitung zeigt, besagt dies nichts anderes als daß der Anteil der aus der
Vorwärtsrichtung herausgestreuten Teilchen dem entsprechend in Vorwärtrichtung fehlenden Anteil
entspricht. Freilich ist dies im Sinne der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunk-
tion zu verstehen und letztlich eine folge der unitären Zeitentwicklung der Wellenfunktion. Wir wer-
den uns dies im folgenden Abschnitt nochmals auf andere Weise anhand der abstrakteren Beschreibung
des Streuprozesses vermöge der Streumatrix (bzw. genauer gesagt dem Streuoperator) klar machen.
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5.3 Die Streu- und die T -Matrix

5.4 Die Bornsche Näherung

5.5 Beispiel: Streuung am Yukawa-Potential

5.6 Partialwellenanalyse

5.7 Coulomb-Streuung

5.8 Distorted-wave-Born-Näherung (DWBA)
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Kapitel 6

Galilei-Symmetrie

Die Analyse der grundlegenden physikalischen Theorien im Hinblick auf ihre Symmetrien kann in ih-
rer Bedeutung für die moderne Physik nicht überschätzt werden. Nicht zuletzt gestatten erst die funda-
mentalen Symmetrieprinzipien eine mathematisch konsistente physikalische Begründung der Obser-
vablenalgebra, insbesondere der Kommutatorrelationen zwischen den Observablenoperatoren,
der Quantentheorie. In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit den Symmetrien des Galilei-New-
tonschen Raum-Zeit-Kontinuums und wie diese im Rahmen der Quantentheorie formuliert werden
können. Dabei ergeben sich interessante Folgerungen, die zum Teil über die heuristische Quanti-
sierung klassischer Observablen hinausgehen, wie wir sie in QM I verwendet haben, um zu einer
quantentheoretischen Beschreibung von Teilchen zu gelangen. Insbesondere wird sich die Existenz ei-
ner in der klassischen Physik der Punktteilchen unbekannten Form des Drehimpulses, nämlich des
Spins von Teilchen ergeben.

6.1 Die Galileigruppe in der Newtonschen Mechanik

Die grundlegenden Annahmen der Newtonschen Mechanik lassen sich sehr anschaulich in Form von
Symmetrieprinzipien formulieren. So sagt das 1. Newtonsche Gesetz (der Trägheitssatz) aus, daß es
spezifische Bezugssysteme gibt, in denen Teilchen, auf die keine Kräfte wirken, sich stets geradlinig
gleichförmig bewegen und daß ein Beobachter durch kein physikalisches Experiment irgendeine Form
von absoluter Geschwindigkeit feststellen kann. Die grundlegenden Naturgesetze müssen also in allen
zueinander geradlinig gleichförmig bewegten Bezugssystemen gleich aussehen, d.h. die Gleichun-
gen sind invariant unter Galilei-Boosts. Seien (t ,~x) die Zeit und die drei Raumkomponenten eines
Punktteilchens bzgl. einer kartesischen Basis, welches zusammen mit der Festlegung irgendeines in die-
sem Bezugssystem ruhenden Koordinatenursprungs ein Inertialsystem definiert. Bewegt sich nun der
Ursprung eines anderen Inertialsystems, in dem die Zeit und Ortskoordinaten durch (t ′,~x ′) gegeben
seien, relativ zum ersten Bezugssystem mit der Geschwindigkeit ~w1, so gilt

t ′ = t , ~x ′ = ~x − ~w1 t , (6.1.1)

wobei wir stillschweigend Newtons Grundannahme, daß die Zeit unabhängig von jeglichen physikali-
schen Vorgängen in allen Inertialsystemen gleich verläuft, verwendet haben. Diese Transformationen
nennt man Galilei-Boosts.
Sie bilden mathematisch gesehen eine Gruppe mit der Hintereinanderausführung als Gruppenmulti-
plikation. Führen wir nämlich einen weiteren Boost zu einem dritten Inertialsystem (t ′′,~x ′′), welches
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sich gegen das Inertialsystem (t ′,~x ′)mit der Geschwindigkeit ~w2 bewegt, aus, erhalten wir zusammen
mit (6.1.1)

t ′′ = t ′ = t , ~x ′′ = ~x ′− ~w2 t ′ = ~x − ( ~w2+ ~w1)t . (6.1.2)

Die Gesamttransformation, die direkt von den Größen im Inertialsystem (t ,~x) zum System (t ′′,~x ′′)
führt, ist also ihrerseits durch einen Galileiboost gegeben, und zwar dem mit der Geschwindigkeit
~w3 = ~w1+ ~w2. Schreiben wir den Galilei-Boost mit Geschwindigkeit ~w formal als Matrix-Vektormul-
tiplikation in der Form

B( ~w)
�

t
~x

�

=
�

t
~x − ~w t

�

mit B( ~w) =











1 0 0 0
−wx 1 0 0
−wy 0 1 0
−wz 0 0 1











, (6.1.3)

ergibt sich diese Hintereinanderausführung durch die Matrizenmultiplikationsregel

B( ~w2)B( ~w1) = B( ~w1+ ~w2) = B( ~w1)B( ~w2). (6.1.4)

Es ist weiter klar, daß B( ~w = 0) = 14 das neutrale Element der Gruppe und B(− ~w) das zu B( ~w)
inverse Element ist. Da weiter wegen (6.1.4) diese Boost-Matrizen kommutieren, nennt man diese
Galilei-Boost-Gruppe eine Abelsche Gruppe.
Dies sind freilich noch nicht alle Symmetrien der Galilei-Newtonschen Raumzeit. Es wird weiter vor-
ausgesetzt, daß die Naturgesetze sich nicht mit der Zeit ändern. Es kann also auch kein absoluter
Zeitpunkt gegenüber irgendeinem anderen Zeitpunkt ausgezeichnet sein. Außerdem gehen wir davon
aus, daß die Naturgesetze auch an jedem Ort die gleichen sind. Die Naturgesetze müssen also auch
unter Raum-Zeit-Translationen invariant sein, d.h. ändern wir den Ursprung der Zeitrechnung und
den Koordinatenursprung um irgendwelche konstanten Werte, also

t ′ = t −α, ~x ′ = ~x ′−~a def⇔ T (α,~a)
��

t
~x

��

=
�

t −α
~x −~a

�

(6.1.5)

dürfen sich die Bewegungsgleichungen eines Systems von Punktteilchen nicht ändern. Es ist klar, daß
auch diese Transformationen, die wir mit T (α,~a) bezeichnen wollen, untereinander eine Abelsche
Gruppe bilden, denn es gilt offenbar

T (α2,~a2)T (α1,~a1) = T (α1+α2,~a1+~a2). (6.1.6)

Ebenso bilden die Transformationen, die sich aus beliebigen Hintereinanderausführungen von Galilei-
Boosts und Raum-Zeit-Translationen erzeugen läßt, eine Gruppe, allerdings keine Abelsche (Übung).
Schließlich wird für jeden (inertialen) Beobachter der Raum als euklidisch angenommen, so daß auch
keine Wahl irgendeines kartesischen Basissystems gegenüber einem anderen ausgezeichnet ist, d.h. auch
die Orientierung des Bezugssystems ist durch kein physikalisches Phänomen absolut bestimmt. Dem-
nach müssen die Naturgesetze auch unter räumlichen Drehungen invariant sein:

t ′ = t , ~x ′ = R̂( ~φ)~x. (6.1.7)

Dabei ist ~φ ein Vektor, dessen Richtung ~n = ~φ/φ mit φ = 0 ≤ | ~φ| ≤ π die Richtung der Drehachse
und dessen Betrag φ den Drehwinkel im Sinne der Rechte-Handregel angibt. Um diese Drehung soll
die Basis des Bezugssystems (t ′,~x ′) gegen die des Bezugssystems (t ,~x) verdreht sein. Konkret erhält
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man die Wirkung der Drehung auf die Komponenten des Ortsvektors wie folgt: Die Projektion auf
die Richtung der Drehachse ~x‖ = ~n(~n · ~x) bleibt ungeändert, während der dazu senkrechte Anteil
~x⊥1 = ~n × ~x und ~x⊥ = (~n × ~x)× ~n = ~x − ~x‖ um den Winkel φ gedreht wird. Die Einheitsvektoren
~b1 = ~x⊥/|~x⊥|, ~b2 = ~n × ~x/|~n × ~x| und ~n bilden offenbar ein rechtshändiges kartesisches Basissystem,
und folglich lautet die Drehung

~x ′ = R̂( ~φ)~x = ~n(~n ·~x)+ cosφ(~n ×~x)× ~n− sinφ~n×~x. (6.1.8)

Es ist klar, daß auch die Drehungen eine Gruppe bilden. Es ist die Gruppe der reellen speziellen
orthogonalen 3x3-Matrizen SO(3). Dies sind die reellen 3× 3-Matrizen, für die

R̂R̂T = 13 und det R̂= 1 (6.1.9)

gilt. Das inverse Element zu R̂( ~φ) ist offenbar R̂(− ~φ), und das neutrale Element der Gruppe ist
R̂(0) = 13. Da Drehungen um verschieden gerichtete Drehachsen nicht kommutieren, ist hier auf die
Reihenfolge der Drehungen zu achten.
Es ist bequem, die Drehungen und die Boosts in eine 4× 4-Matrix

Γ( ~w, R̂) :=
�

1 0
− ~w R̂

�

mit R̂ ∈ SO(3) (6.1.10)

zusammenzufassen. Für R̂ 6= 13 entspricht dies der Hintereinanderausführung einer Drehung gefolgt
von einem Galileiboost mit Geschwindigkeit ~w. Hierbei ist auf die Reihenfolge der Operationen zu
achten, denn die Drehungen und die Boosts bilden zwar eine Gruppe, aber Drehungen und Boosts
vertauschen i.a. nicht miteinander! Die Matrizen (6.1.10) bilden die Boost-Dreh-Gruppe, denn die
Hintereinanderausführung zweier solcher Transformationen ergibt

Γ( ~w2, R̂2)Γ( ~w1, R̂1) =
�

1 0
−( ~w2+ R̂2 ~w1) R̂2R̂1

�

=Γ( ~w2+ R̂2 ~w1, R̂2R̂1). (6.1.11)

Man bezeichnet diese Symmetriegruppe der Galilei-Newtonschen Raum-Zeit auch als homogene Ga-
lilei-Gruppe, denn sie ist eine lineare Abbildung des Raum-Zeit-Vektors (t ,~x). Nehmen wir auch noch
die Raum-Zeit-Translationen hinzu, indem wir die Wirkung einer solchen aus Boosts, Translationen
und Drehungen kombinierten Transformation auf die Raum-Zeit-Vektoren durch

Γ( ~w,α,~a, R̂)
��

t
~x

��

=
�

t −α
D~x − ~w t −~a

�

(6.1.12)

definieren, haben wir schließlich die volle Galilei-Gruppe konstruiert. Für die Hintereinanderausfüh-
rung zweier solcher Transformationen ergibt sich

Γ( ~w2,α2,~a2, R̂2)Γ( ~w1,α1,~a1, R̂1) = Γ(R̂2 ~w1+ ~w2,α1+α2, R̂2~a1+~a2− ~w2α1, R̂2R̂1). (6.1.13)

Die inverse Transformation zu Γ( ~w,α,~a, R̂) folgt aus der Forderung

Γ( ~w ′,α′,~a ′, R̂′)Γ( ~w,α,~a, R̂) = Γ(0,0,0,13). (6.1.14)

Mit der Gruppenmultiplikationsregel (6.1.13) folgt daraus das Gleichungssystem

R̂′ ~w + ~w ′ = 0, α+α′ = 0, R̂′~a+~a ′− ~w ′α= 0, R̂′R̂= 13. (6.1.15)
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Dies läßt sich leicht nach den gesuchten Parametern auflösen (Übung!), so daß sich schließlich

Γ−1( ~w,α,~a, R̂) = Γ(−R̂−1 ~w,−α,−R̂−1(~a+ ~wα), D−1) (6.1.16)

ergibt.
Wir können im folgenden die einzelnen Untergruppen der volle Galileigruppe getrennt behandeln,
wie bereits oben geschehen, denn sie ergab sich ja durch Zusammensetzung aus Galileiboosts, raum-
zeitlichen Translationen und räumlichen Drehungen. In der obigen Konvention gilt

Γ( ~w,α,~a, R̂) = T (α,~a)B( ~w)R̂ (6.1.17)

Es ergibt sich eine erhebliche Vereinfachung der Analyse von solchen kontinuierlichen Symmetrien,
wenn man zunächst infinitesimale Transformationen betrachtet, also solche Transformationen für
sehr kleine Abweichungen vom Gruppeneinheitselement. Im vorliegenden Fall der Galileigruppe wird
dies dadurch erleichtert, daß die Transformationen offensichtlich differenzierbar nach den Parametern
~w, α, ~a und ~φ in der Parametrisierung der Drehmatrix D gemäß (6.1.8). Solche Gruppen nennt man
Lie-Gruppen1.
Während sich für die Translationen und Boosts zunächst keine erhebliche Vereinfachung zu ergeben
scheint, führt eine Entwicklung von cos und sin in (6.1.8) nach einem infinitesimalen Drehwinkel δφ
zu

~x ′ = ~x +δ~x = ~n(~n ·~x)+ (~n×~x)× ~n−δφ~n×~x = ~x −δ ~φ×~x +O (δφ2). (6.1.18)

Für die infinitesimale Änderung des Ortsvektors aufgrund der infinitesimalen Drehung ergibt sich also

δ~x =−δ ~φ×~x +O (δφ2). (6.1.19)

Man rechnet auch leicht nach (Übung!), daß die Hintereinanderausführung zweier solcher infinitesi-
maler Drehungen sich zu

R̂(δ ~φ2)R̂(δ ~φ1)~x = ~x − (δ ~φ1+δ ~φ2)×~x +O (δφ2
1,δφ2

2). (6.1.20)

ergibt.
Man kann nun die infinitesimalen Transformationen offenbar wieder als Matrizen schreiben. Für die
Komponenten des Vektors ergibt sich aufgrund der Definition des Vektorprodukts ja

δ~x =−δ ~φ×~x =~ei (−εi j kδφ j )xk . (6.1.21)

Definieren wir nun drei Matrizen J j durch2

i(J j )i k :=−εi j k , (6.1.22)

können wir für (6.1.21) auch
δ~x = iδφ j (J j )i k xk =: i(δ ~φ ·~J)~x (6.1.23)

schreiben. Die infinitesimalen Matrizen δ ~φ · ~J bilden nun offenbar einen Vektorraum, wobei die
Hintereinanderausführung zweier infinitesimaler Drehungen sich gemäß (6.1.20) als die Summe der

1Sophus Lie (1842-1899), norwegischer Mathematiker
2Die Vorzeichenwahl der J j ist willkürlich. Wir wählen die Bezeichnungen dieser infinitesimalen Generatoren sowie die

Vorzeichen bereits hier so, wie es später auch in der Quantentheorie der üblichen Konvention entspricht.
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entsprechenden Matrizen ergibt. In diesem Sinne bilden die drei durch (6.1.22) definierten Matrizen
J j eine Basis für die infinitesimalen Drehungen.

Mit Matrizen können wir aber noch weitere Operationen ausführen, nämlich die Matrizenmultipli-
kation. Die Multiplikation zweier J-Matrizen führt aber i.a. aus dem Vektorraum der infinitesimalen
Drehungen heraus (Übung). Es stellt sich allerdings heraus, daß in solchen Fällen stets der Kommu-
tator zweier infinitesimaler Drehungen wieder eine infinitesimale Drehung ergibt. Freilich müssen
wir dazu die infinitesimalen Drehungen in höherer als linearer Ordnung in den Drehvektoren δ ~φ
entwickeln. Es gilt nämlich offenbar
h

R̂(δ ~φ2), R̂(δ ~φ1)
i

= (13+ iδφ1 jJ j )(13+ iδφ2kJk )− (13+ iδφ2kJk )(13+ iδφ1 jJ j )

=−δφ1 jδφ2 j

�

J j ,Jk

� ?= iδφ3lJl .
(6.1.24)

Wir müssen also zeigen, daß es Zahlen fcab gibt, so daß
�

Ja ,Jb
�

= i fcabJc (6.1.25)

gilt. Dazu berechnen wir den Kommutator aufgrund der Definition (6.1.23), indem wir die Matrizen
in Komponenten ausschreiben

�

Ja ,Jb
�

j l =−(εa j kεb k l − εb j kεak l ) =−(δa jδb l −δb jδal )
!= i fcab (Jc ) j l = fcabε j c l =− fcabεc j l .

(6.1.26)

Daraus ergibt sich
�

Ja ,Jb
�

= iJc fcab mit fcab = εcab . (6.1.27)

Die Kommutatoren zweier beliebiger infinitesimaler Rotationen lassen sich also wieder durch solche
infinitesimalen Rotationen schreiben, d.h. der Vektorraum ist abgeschlossen unter der Kommutato-
roperation. Bezeichnen wir nun mit Frakturbuchstaben a = ~a · ~t eine beliebige solche infinitesimale
Transformation, so gilt für irgendwelche drei solcher Elemente die Jacobi-Identität

[[a,b],c]+ [[b,c],a]+ [[c,a],b] = 0. (6.1.28)

Man bezeichnet einen Vektorraum L, auf dem ein antisymmetrisches Produkt [·, ·] : L→ L, welches
für irgendwelche drei Elemente a,b,c ∈ L die Jacobi-Identität (6.1.28) erfüllt, als Lie-Algebra. Eine
Lie-Algebra ist im wesentlichen durch ihre Strukturkonstanten bzgl. irgendeiner Basis definiert.
Wir können nun umgekehrt aus den infinitesimalen Drehungen wieder endliche Drehungen gewin-
nen, indem wir nur hinreichend oft eine infinitesimale Drehung ausführen. Betrachten wir dazu zu-
nächst Drehungen um eine feste Achse, die durch den Einheitsvektor ~n vorgegeben ist. Für zwei Dre-
hungen um eine vorgegebene feste Achse gilt nämlich

R̂(φ2~n)R̂(φ1~n) = R̂[(φ1+φ2)~n]. (6.1.29)

Dies zeigt man unmittelbar durch Hintereinanderausführung der beiden Drehungen gemäß (6.1.8) und
Anwendung der Additionstheoreme für Cosinus und Sinus. Offenbar bilden also Drehungen um eine
feste Achse eine Abelsche einparametrige Untergruppe, wobei sich die Parameter (in unserem Falle
die Drehwinkel φ1 und φ2) bei einer Hintereinanderausführung addieren. Man nennt eine solche
Untergruppe einer Lie-Gruppe auch kurz eine Einparametergruppe.
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Nun können wir aber wegen (6.1.30) offenbar

R̂(φ~n) =
�

R̂
�

φ

N
~n
��N

mit N ∈N (6.1.30)

schreiben. Für N � 1 können wir die Drehung in den eckigen Klammern durch eine infinitesimale
Drehung approximieren, wobei wir nur Glieder bis zur Ordnung φ/N mitnehmen müssen, d.h. es
gilt

R̂(φ~n) = lim
N→∞

�

13+ i~n ·~Jφ
N

�N

= exp(iφ~n ·~J). (6.1.31)

Man kann durch direkte Rechnung über die Reihenentwicklung der rechts stehenden Matrix-Ex-
ponential-Abbildung zeigen, daß diese Überlegung tatsächlich richtig ist.
Eine andere Herleitung desselben Ergebnisses erhält man, indem man zunächst die Drehungen in eine
feste Richtung ~n nach dem Drehwinkel ableitet. Wegen (6.1.29) gilt nämlich

d

dφ
R̂(φ~n) = lim

∆φ→0

D[(φ+∆φ)~n]− R̂(φ~n)

∆φ
= R̂(φ~n) lim

∆φ→0

R̂(∆φ~n)−13

∆φ

= lim
∆φ→0

∆φi~n ·~J+O (∆φ2)

∆φ
R̂(φ~n) = i~n ·~J R̂(φ~n).

(6.1.32)

Liest man dies als Differentialgleichung für R̂(φ~n) und berücksichtigt die Anfangsbedingung R̂(0) =
13, erhält man wieder (6.1.31). Man erhält also die Einparameteruntergruppen einer durch Matrizenab-
bildung realisierten Liegruppe aus deren Liealgebra durch die Matrix-Exponential-Abbildung. Man
nennt daher die Lie-Algebra Elemente a ∈ L auch die „infinitesimalen Erzeugenden“ der entsprechen-
den Gruppenoperationen.
Bemerkung: Für die Drehgruppe haben wir eben gesehen, daß man überhaupt die ganze Gruppe
durch die Matrix-Exponential-Abbildung aus Lie-Algebra-Elementen zurückgewinnen kann. Dies ist
bei allgemeineren Liegruppen nicht mehr unbedingt der Fall.

6.2 Hamiltonsche kanonische Mechanik

In diesem Kapitel erinnern wir in aller Kürze an die Formulierung der klassischen Mechanik von
Punktteilchen mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips der kleinsten Wirkung in seiner Hamilton-
schen (erweiterten) Form.

Die Wirkung für einen Massenpunkt wird zunächst über die Lagrange-Funktion L(~x, ~̇x, t ) als Funk-
tional der Trajektorien im Konfigurationsraum definiert:

A[~x] =
∫ t2

t1

dt L(~x, ~̇x, t ). (6.2.1)

Die von dem Teilchen tatsächlich durchlaufene Trajektorie ergibt sich aus dem Prinzip der kleinsten
Wirkung, demzufolge das Wirkungsfunktional entlang dieser Trajektorie extremal (bzw. zumindest
stationär) sein muß, wobei die Endpunkte der Bahn zu den Zeitpunkten t1 und t2 festzuhalten sind:

δA[~x] = 0 unter der Nebenbedingung δ~x(t1) = δ~x(t2) = 0. (6.2.2)
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Führt man die Variation aus, erhält man

δA=
∫ t2

t1

dt
�

δ~x
∂ L

∂ ~x
+δ~̇x

∂

∂ L
∂ ~̇x
�

!= 0. (6.2.3)

Da beim Hamiltonschen Prinzip die Zeit nicht variiert wird, gilt δ~̇x = d/dt (δ~x), und durch partielle
Integration folgt unter den Randbedingungen in (6.2.2)

δA=
∫ t2

t1

dt δ~x
�

∂ L

∂ ~x
− d

dt

∂ L

∂ ~̇x

�

!= 0. (6.2.4)

Da wir nun fürδ~x beliebige hinreichend glatte Funktionen einsetzen dürfen, folgt aus dem Verschwin-
den der Variation des Wirkungsfunktionals wegen (6.2.4) das Verschwinden der eckigen Klammer un-
ter dem Integral und also die Euler-Lagrange-Gleichungen

∂ L

∂ ~x
− d

dt

∂ L

∂ ~̇x

!= 0. (6.2.5)

Setzen wir für ein Newtonsches Punktteilchen unter dem Einfluß eines äußeren Potentials die La-
grange-Funktion

L(x, ẋ, t ) =
m

2
~̇x 2−V (t ,~x). (6.2.6)

an, ergeben die Euler-Lagrange-Gleichungen in der Tat die Newtonsche Bewegungsgleichung

m~̈x =−∂ V

∂ ~x
:= ~F . (6.2.7)

Für das folgende ist allerdings die Hamiltonsche Formulierung im Phasenraum zweckmäßiger. Da-
zu definieren wir die zu den Konfigurationsvariablen ~x gehörigen kanonisch konjugierten Impulse

~p :=
∂ L

∂ ~̇x
(6.2.8)

und die Hamilton-Funktion als Legendre-Transformierte der Lagrangefunktion bzgl. ~p:

H (~x,~p, t ) = ~p · ~̇x − L(~x, ~̇x, t ). (6.2.9)

Dabei sind in der Lagrangefunktion die Geschwindigkeiten ~̇x durch die kanonischen Impulse ~p aus-
zudrücken. Die Wirkung wird dann zu einem Funktional für Phasenraumtrajektorien [~x(t ),~p(t )],

A[~x,~p] =
∫ t2

t1

dt [~p · ~̇x −H (~x,~p, t )]. (6.2.10)

Das erweiterte Hamiltonsche Prinzip besagt dann, daß sich die tatsächlich durchlaufene Phasen-
raumtrajektorie des Teilchens aus der Stationarität unter unabhängigen Variationen δ~x, δ~p mit den
Randbedingungen δ~x(t1) = δ~x(t2) = 0 ergibt3.
Führen wir die Variation aus, ergeben sich die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen (Übung!)

~̇x =
∂ H

∂ ~p
, ~̇p =−∂ H

∂ ~x
. (6.2.11)

3Bemerkung: Die δ~p werden frei variiert, ohne spezielle Randbedingungen zu verlangen!
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Daß diese in der Tat zu den Euler-Lagrange-Gleichungen äquivalent sind, ergibt sich direkt durch Bil-
dung des totalen Differentials von (6.2.9):

dH = d~p · ~̇x − d~x · ∂ L

∂ ~x
− dt

∂ L

∂ t
= d~p · ∂ H

∂ ~p
+ d~x · ∂ H

∂ ~x
+ dt

∂ H

∂ t
. (6.2.12)

Dabei haben wir von der Definition der kanonisch konugierten Impulse (6.2.8) Gebrauch gemacht.
Ein Vergleich der Differentiale ergibt

~̇x =
∂ H

∂ ~p
,

∂ L

∂ ~x
=−∂ H

∂ ~x
. (6.2.13)

Die erste Gleichung ist identisch mit der ersten Hamiltonschen Gleichung in (6.2.11). Gelten dann
für die Trajektorie die Lagrangegleichungen folgt zusammen mit (6.2.8) auch die zweite Hamiltonsche
Gleichung.
Der Vorteil der Hamiltonschen Formulierung liegt im Zusammenhang mit den Symmetriebetrach-
tungen und schließlich der Analogie zur Quantentheorie in folgender Beobachtung. Betrachten wir
eine beliebige Funktion f : Ω → R, wobei Ω den durch (~x,~p) parametrisierten sechsdimensionalen
Phasenraum bezeichnet, so folgt für Trajektorien, die den Hamiltonschen kanonischen Gleichungen
genügen,

d

dt
f (~x,~p) =

∂ f

∂ ~x
· ~̇x + ∂ f

∂ ~p
· ~̇p (6.2.11)

=
∂ f

∂ ~x
· ∂ H

∂ ~p
− ∂ f

∂ ~p
· ∂ H

∂ ~x
=: { f , H}pb . (6.2.14)

Dabei definieren wir die Poisson-Klammer für zwei beliebige Phasenraumfunktionen f , g : Ω→ R
durch

{ f , g}pb =
∂ f

∂ ~x
· ∂ g

∂ ~p
− ∂ f

∂ ~p
· ∂ g

∂ ~x
. (6.2.15)

Es ist nun entscheidend, daß die Phasenraumfunktionen mit der Poisson-Klammer eine Lie-Algebra
bilden. Es ist offensichtlich, daß die Poisson-Klammer linear in beiden Argumenten ist und daß sie
antisymmetrisch ist, d.h. daß

{ f , g}pb =−{g , f }pb (6.2.16)

gilt. Auch der Nachweis der Jacobiidentität
¦{ f , g}pb , h

©

pb
+
¦{g , h}pb , f

©

pb
+
¦{h, f }pb , g

©

pb
= 0 (6.2.17)

ist durch Nachrechnen unter Verwendung der Definition (6.2.15) zu führen, wenngleich dies mit etwas
Schreibarbeit verbunden ist (Übung!).

6.3 Kanonische Transformationen

Die kanonischen Transformationen sind umkehrbar eindeutige Funktionen R×Ω→Ω
~x = ~x(t , ~X , ~P ), ~p = ~p(t , ~X , ~P ), (6.3.1)

die die Eigenschaft haben, daß sie die Sturktur der Hamiltonschen kanonischen Gleichungen (6.2.13)
invariant lassen. Um diese Eigenschaft genauer zu charakterisieren und die Form des Hamilton-Ope-
rators in den neuen Koordinaten H ′(t , ~X , ~P ) zu erhalten, ist es am bequemsten, die Invarianz der
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Variation der Wirkung zu verlangen. Dazu muß in

I [~X , ~P]− I [~x,~p] =
∫ t2

t1

dt
�

~̇X · ~P −H ′(t , ~X , ~P )− ~̇x ·~p +H (t ,~x,~p)
�

(6.3.2)

der Integrand in der eckigen Klammer offenbar die totale Zeitableitung einer Funktion von ~x(t ) und
~X (t ) (sowie evtl. explizit von t ) allein sein, weil nur dann die Variation aufgrund der Nebenbedingun-
gen δq(t1) = δQ(t1) = δq(t2) = δQ(t2) = 0 identisch verschwindet, d.h. es muß gelten

~̇X · ~P −H ′(t , ~X , ~P )− ~̇x ·~p +H (t ,~x,~p) =− d

dt
f (t ,~x, ~X )

=−
�

~̇x · ∂
∂ ~x
+ ~̇X · ∂

∂ ~X
+
∂

∂ t

�

f (t ,~x, ~X ).
(6.3.3)

Dabei bezieht sich die partielle Zeitableitung allein auf die explizite Zeitabhängigkeit von f . Durch

Vergleich der Koeffizienten vor ~̇X und ~̇x finden wir schließlich

~P =− ∂

∂ ~X
f (t ,~x, ~X ),

~p =+
∂

∂ ~x
f (t ,~x, ~X ),

H ′(t , ~X , ~P ) =H (t , ~X , ~P )+
∂

∂ t
f (t ,~x, ~X ).

(6.3.4)

Gibt man also umgekehrt irgendeine beliebige Funktion f (~x, ~X , t ) vor, so kann man sich vermöge
(6.3.4) die fehlenden Variablen ~P und ~p sowie die auf die neuen Phasenraumkoordinaten ~X , ~P trans-
formierte Hamiltonfunktion verschaffen, so daß die Bewegungsgleichungen in den neuen Koordina-
ten und mit der neuen Hamiltonfunktion wieder durch die kanonischen Hamiltonschen Gleichungen
gegeben sind. Solche Transformationen nennen wir kanonische Transformationen, weil sie den ka-
nonischen Hamiltonformalismus forminvariant lassen. Man nennt die Funktion f in (6.3.4) in diesem
Zusammenhang auch die Erzeugende der kanonischen Transformation.
Man kann sich freilich durch direktes Nachrechnen der Ableitungen vermöge der Kettenregel auch
direkt davon überzeugen, daß durch die Wahl der alten und neuen Koordinaten vermöge (6.3.4) tat-
sächlich die kanonischen Gleichungen in den neuen und alten Variablen äquivalent sind (Übung!).
Es ist klar, daß wir die Symmetrietransformationen der Galileigruppe innerhalb der Hamiltonschen
Formulierung der kanonsichen Mechanik durch solche kanonischen Transformationen darstellen müs-
sen. Wie wir gleich sehen werden, ist es für diesen Zweck günstiger, die erzeugende Funktion durch
eine willkürlich vorgegebene Funktion der Form g (~x, ~P , t ) festzulegen. Damit das totale Differential
von f wieder nur von d~x und d~X abhängt, müssen wir eine Legendre-Transformation der Gestalt

f (~x, ~X , t ) = g (~x, ~P , t )− ~X · ~P (6.3.5)

durchführen. In der Tat ergibt sich dann
�

d~x
∂

∂ ~x
+ d~X

∂

∂ ~X
+ dt

∂

∂ t

�

f =
�

d~x
∂

∂ ~x
+ d~P

∂

∂ ~P
+ dt

∂

∂ t

�

g − d~X · ~P − ~X · d~P (6.3.6)
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Verwendet man auf der linken Seite die Beziehungen (6.3.4) und vergleicht die Koeffizienten der Dif-
ferentiale mit denen auf der rechten Seite, erhalten wir

~X =
∂

∂ ~P
g (~x, ~P , t ),

~p =
∂

∂ ~x
g (~x, ~P , t ),

H ′(t , ~X , ~P ) =H (t ,~x,~p)+
∂

∂ t
g (~x, ~P , t ).

(6.3.7)

6.4 Das Noether-Theorem (klassisch)

Wir wollen nun die im vorigen Abschnitt entwickelte Theorie der kanonischen Transformationen auf
Symmetrien anwenden. Für das folgende genügt es, infinitesimale Symmetrietransformationen zu
betrachten. Wir untersuchen infinitesimale Änderungen der Phasenraumvariablen und berücksichti-
gen zugleich eine Umparametrisierung der Zeit:

~X = ~x +δ~x, ~P = ~p +δ~p, t ′ = t +δ t . (6.4.1)

Damit die Transformation bzgl. der Phasenraumvariablen eine kanonische Transformation ist, stel-
len wir sie mit einer kanonischen Transformation dar. Wir setzen weiter voraus, die Transformation
sei durch eine Einparametergruppe gegeben wie Abschnitt 6.1 beschrieben. Den entsprechenden Para-
meter nennen wir α. Eine infinitesimale Transformation kann dann offenbar durch eine erzeugende
Funktion der Gestalt

g (~x, ~P , t ) = ~x · ~P +δαG(~x, ~P , t ) (6.4.2)

beschrieben werden. In der Tat folgt zunächst aus (6.3.7)

~X = ~x +δα
∂

∂ ~P
G(~x, ~P , t ). (6.4.3)

Wir berücksichtigen nun nur Terme in erster Ordnung in δα, so daß wir im zweiten Term für ~P auch
~p einsetzen können, d.h. es ist

~X =
∂

∂ ~P
g = ~x +δα

∂

∂ ~p
G(~x,~p, t )+O (δα2). (6.4.4)

Für die kanonischen Impulse finden wir gemäß (6.3.7)

~p =
∂

∂ ~x
g = ~P +δα

∂

∂ ~x
G(~x,~p, t )+O (δα2). (6.4.5)

Bis auf Größen der Ordnung O (δα2) ist also

~P = ~p −δα ∂
∂ ~x

G(~x,~p, t ). (6.4.6)

Eine infinitesimale Symmetrietransformation liegt nun definitionsgemäß genau dann vor, wenn

δH =
�

δ~x · ∂
∂ ~x
+δ~p · ∂

∂ ~p
+δ t

∂

∂ t

�

H = 0 (6.4.7)
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ist. Setzen wir darin (6.4.4) und (6.4.6) ein, finden wir

δH = δα
�

∂ H

∂ ~x
· ∂ G

∂ ~p
− ∂ H

∂ ~p
· ∂ G

∂ ~x

�

+δ t
∂ H

∂ t
= 0. (6.4.8)

Dies können wir definitionsgemäß durch die Poissonklammer gemäß (6.2.15) ausdrücken

δH = δα {H ,G}pb+δ t
∂ H

∂ t
= 0. (6.4.9)

Andererseits läßt sich aber die Änderung von H aufgrund der kanonischen Transformation wegen
(6.3.7) auch durch

δH = δα
∂ G

∂ t
+δ t

∂ H

∂ t
= 0 (6.4.10)

schreiben. Substituieren wir also δ t∂t H in (6.4.9), finden wir

δα

�

{H ,G}pb−
∂ G

∂ t

�

=−δα
�

{G, H}pb+
∂ G

∂ t

�

= 0. (6.4.11)

Wegen der (6.2.4) folgt dann für die tatsächliche Phasenraumtrajektorie der Teilchen

d

dt
G(~x,~p, t ) = 0. (6.4.12)

Dies ist das Noether-Theorem4: Die kanonische Erzeugende jeder Einteilchensymmetriegruppe der
Hamilton-Funktion ist eine Erhaltungsgröße der Bewegungsgleichungen. Aus der obigen Herleitung
ist klar, daß auch die Umkehrung gilt: Jede Erhaltungsgröße der Bewegungsgleichungen stellt die ka-
nonische Erzeugende einer Einparametersymmetriegruppe dar.
Formal haben also die kanonischen Transformationen eine sehr große Ähnlichkeit mit dem Lie-Grup-
penformalismus aus Abschnitt 6.1: Die Lie-Algebra ist dabei durch den Vektorraum der Phasenraum-
funktionen mit der Poisson-Klammer als Lie-Produkt gegeben. Die entsprechende endliche Gruppe
können wir für Transformationen, bei denen die Zeit nicht transformiert wird, formal mit Hilfe der
durch den Generator erzeugten Lie-Ableitung finden. Für die infinitesimale Transformation einer be-
liebigen Phasenraumfunktion f (~x,~p, t ) folgt wie oben für die Hamiltonfunktion hergeleitet

δ f = δα { f ,G}pb . (6.4.13)

Betrachten wir die endliche Transformation der Phasenraumkoordinaten als Funktion des Einparame-
tergruppenparameters α folgt daraus

d

dα
f [~x(α),~p(α), t] = { f ,G}pb =: iLG f [~x(α),~p(α), t]. (6.4.14)

Da G voraussetzungsgemäß selbst nicht von α abhängt, folgt als formale Lösung

f [~x(α),~p(α), t] = exp(iαLG) f [~x, ~X , t]. (6.4.15)

Wir wenden nun das Noether-Theorem auf die Einparameteruntergruppen der Galileitransformatio-
nen an.

4Amalie (Emmy) Noether, 1882-1935, deutsche Mathematikerin
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Zeittranslationen: Für zeitliche Translationen ist

δ~x = δα~̇x, δ~p = δα~̇p, δ t = δα. (6.4.16)

Damit dies eine Symmetrietransformation der Hamilton-Funktion ist, darf diese gemäß (6.4.9) nicht
explizit von der Zeit abhängen. Da die zeitliche Änderung der Phasenraumvariablen ~x und ~p durch die
Hamiltonfunktion gegeben ist, ist die zu zeitlichen Translationen gehörige kanonische Erzeugende die
Hamilton-Funktion und diese ist zeitlich erhalten, wenn sie nicht explizit von der Zeit abhängt. Dies
ist wegen (6.2.14) und der Antisymmetrie der Poisson-Klammer trivial, denn falls H nicht explizit von
der Zeit abhängt, ist

d

dt
H (~x,~p) = {H , H}pb ≡ 0. (6.4.17)

Die zur zeitlichen Translationsinvarianz gehörige Erhaltungsgröße nennen wir Energie, so daß diese
folglich durch die Hamiltonfunktion gegeben ist.
Räumliche Translationen: Angenommen, die Hamilton-Funktion sei unter räumlichen Translatio-
nen in der Richtung ~n invariant. Die Symmetrietransformation lautet

δ~x =−~nδα, δ~p = 0, δ t = 0. (6.4.18)

Aus (6.4.3) und (6.4.6) folgt für die Erzeugendenfunktion

∂ G

∂ ~x
= 0,

∂ G

∂ ~p
= ~n. (6.4.19)

Die erzeugende Funktion ist also (bis auf eine irrelevante Konstante)

G(~x,~p) = ~n ·~p, (6.4.20)

d.h. die dazugehörige Erhaltungsgröße ist die Komponente des kanonischen Impulses in Richtung
von ~n. Die Symmetrie liegt gemäß (6.4.9) tatsächlich vor, wenn die entsprechende Richtungsableitung

{H ,G}pb =
∂ H

∂ ~x
· ∂ G

∂ ~p
− ∂ H

∂ ~p
· ∂ G

∂ ~x
= ~n · ∂ H

∂ ~x
(6.4.21)

der Hamilton-Funktion nach den Ortskoordinaten verschwindet. Dies ist auch anschaulich klar:
Translationsinvarianz unter Verschiebungen in Richtung von ~n bedeutet, daß die Hamilton-Funkti-
on nicht von der entsprechenden Ortskomponente abhängt.
Drehungen: Die infinitesimalen Drehungen um eine Drehachse in Richtung von ~n sind gemäß (6.1.21)
durch

δ~x =−δα~n×~x !=−δα∂ G

∂ ~p
, δ~p =−δα~n×~p != δα

∂ G

∂ ~x
. (6.4.22)

gegeben. Es ist also

∂ G

∂ p j
= ε j k l nk ql ⇒ G(~x,~p) = ε j k l nk ql p j = ~n · (~x ×~p)+ G̃(~x). (6.4.23)

Leiten wir dies nach xl ab, erhalten wir

ε j k l nk p j +
∂ G̃

∂ xl

!=−εl k j nk p j =+ε j k l nk p j ⇒ G̃(~x) = const. (6.4.24)
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Die Konstante ist wieder physikalisch irrelevant, so daß also

G(~x,~p) = ~n · (~x ×~p) =: ~n · ~L (6.4.25)

ggf. die Erhaltungsgröße die durch ~n gegebene Komponente des Drehimpulses ~L = ~x × ~p ist. Eine
einfache Rechnung (Übung) ergibt gemäß (6.4.9), daß die Symmetrie vorliegt, wenn

~n ·
�

~x × ∂ H

∂ ~x
+~p × ∂ H

∂ ~p

�

= 0. (6.4.26)

Falls wir eine Hamilton-Funktion der einfachsten Form

H (~x,~p) =
~p2

2m
+V (~x) (6.4.27)

vorliegen haben, reduziert sich dies auf die Forderung, daß

~n · [~x × ~∇V (~x)] =−~n · (~x × ~F ) = 0 (6.4.28)

ist, d.h. daß die Komponente des Drehmoments in Richtung der Drehachse verschwindet. Damit die
Hamilton-Funktion dieser Form überhaupt unter allen Drehungen invariant ist, muß diese Forderung
für alle ~n gelten, und es muß ~M = ~x × ~F = 0 gelten. Dies ist offenbar genau dann erfüllt, wenn ~F ∝ ~x
ist. Das bedeutet, daß das Potential eine Funktion von |~x| sein muß, denn nur dann ist

~∇V (|~x|) =V ′(|~x|)~∇|~x|=V ′(|~x|)~x/|~x| ∝ ~x. (6.4.29)

Dies ist ein typisches Beispiel dafür, wie Symmetrieforderungen die mögliche Form der Hamilton-
funktion einschränken können.
Galilei-Boosts: Betrachten wir schließlich noch einen Galileiboost in Richtung von ~n. Gemäß (6.1.1)
lautet die infinitesimale Transformation für ein Teilchen in einem äußeren Potential

δ~x =−δw~nt , δ~p =−δw m~n, δ t = 0. (6.4.30)

Es ergibt sich daraus für die Erzeugende der kanonischen Transformation

G(~x,~p, t ) = ~n · (m~x −~p t ). (6.4.31)

Damit dies eine Symmetrie ist, muß gemäß (6.4.11) für eine Hamilton-Funktion in der Gestalt (6.4.27)

~n ·
�

m
∂ H

∂ ~p
− t

∂ H

∂ ~x
−~p
�

=−~n ·
�

∂ V

∂ ~x

�

= 0 (6.4.32)

gelten. Das Potential muß also von der Ortskomponente in Richtung von ~n unabhängig sein, d.h. es
genügt für die Galilei-Boost-Invarianz bereits die Translationsinvarianz in diese Richtung. In diesem
Fall ist wegen (6.4.20) also automatisch auch ~p = const, und der entsprechende Erhaltungssatz besagt
wegen (6.4.31), daß

~n ·~x = ~n ·
 

~x0+
~p

m
t

!

(6.4.33)

mit einer Integrationskonstanten ~x0 gilt.
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Verlangt man nun überhaupt Invarianz unter der vollen Galilei-Gruppe, so ergibt sich für ein einzelnes
Teilchen, daß V = const sein muß, da in alle Richtungen räumliche Translationsinvarianz herrschen
muß. Aus der zeitlichen Translationsinvarianz folgt weiter, daß H nicht explizit von der Zeit abhängen
darf. Es ist also H =H (~p). Aus der Rotationsinvarianz folgt unter der Voraussetzung, daß ~p sich unter
Drehungen wie ein Vektor verhält, daß H nur vom Betrag von ~p abhängen darf. Schließlich verlangt
die Boostinvarianz zusätzlich die Erhaltung der Geschwindigkeit, welche gemäß (6.4.31) ~̇x = ~p/m ist.
Andererseits verlangt die eine verbleibende nichttriviale Hamiltonsche kanonische Gleichung, daß

~̇x =
∂ H

∂ ~p
!=
~p

m
(6.4.34)

ist, und das läßt sich wiederum aufintegrieren integrieren zu

H =
~p2

2m
+ const, (6.4.35)

wobei die Integrationskonstante willkürlich ist, da sie in die Bewegungsgleichungen nicht eingeht. Wir
haben also aus der Forderung nach Invarianz unter der vollen Galilei-Gruppe für ein einzelnes
Teilchen die Hamiltonfunktion für ein freies Punktteilchen erhalten.
Für Zweiteilchensysteme folgt aus genau analogen Betrachtungen (Übung) die Form

H =
~p2

1

2m1
+
~p2

2

2m2
+V (|~x1−~x2|). (6.4.36)

Wieder schränkt die Symmetrie unter allgemeinen Galilei-Transformationen die mögliche Form der
Hamilton-Funktion stark ein. Das Potential der Zentralkraft für die Wechselwirkungskraft selbst folgt
allerdings nicht aus der Galilei-Invarianz. Die konkrete Form der Zentralkräfte ist also im Rahmen
der Newtonschen Mechanik eine zusätzliche (empirische!) Information erfordernde Fragestellung, die
nicht durch die Galilei-Symmetrie allein entschieden werden kann.
Wir können nun bereits die oben erwähnte Verbindung der Galileigruppe der klassischen Mechanik
zur Quantentheorie erahnen: Gelingt es, die infinitesimalen Boosts, raum-zeitlichen Translationen und
die Drehungen als Symmetrietransformationen im quantentheoretischen Formalismus darzustellen,
erhält man die Kommutatorrelationen der Observablenoperatoren zu Energie, Impuls (raum-zeitliche
Translationen), Drehimpuls (Drehungen) und Ortsvektor (Galilei-Boosts). Dabei ergeben sich aus den
infinitesimalen Gruppenoperationen die Liealgebra und damit die Kommutatorregeln zwischen den
entsprechenden Observablenoperatoren.
Ein Beispiel haben wir in Abschnitt 2.1 anhand der räumlichen Translationen angegeben. Wir wollen
diese Betrachtung nun durch eine systematische Untersuchung der Galilei-Gruppe vervollständigen.
Wie wir sehen werden, gewinnen wir daraus zum einen die aus QM I bekannte Quantentheorie eines
klassischen Punktteilchens als Spezialfall aber auch die wichtige Verallgemeinerung auf Teilchen mit
Spin.

6.5 Quantentheoretische Formulierung von Symmetrien

Um Symmetrieprinzipien für die in den vorigen Abschnitten im Kontext der klassischen Mechanik
besprochenen kontinuierlichen Raum-Zeit-Symmetrien in der Quantentheorie zu behandeln, benöti-
gen wir die Darstellungstheorie von Lie-Gruppen bzw. Lie-Algebren auf dem Raum der quanten-
mechanischen Zustände. Dabei ist es wichtig, daß die Zustandsvektoren immer nur bis auf einen
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Phasenfaktor relevant sind. Es ist daher zur Beschreibung der quantenmechanischen Zustände hin-
reichend, statt der Zustandsvektoren selbst die entsprechenden Statistischen Operatoren des reinen
Zustands

Pψ = |ψ〉 〈ψ| (6.5.1)

zu verwenden. Wie wir in Aschnitt 2.8 gesehen haben, können Symmetrien durch unitäre Operatoren
U beschrieben werden. Die Statistischen Operatoren und Observablenoperatoren transformieren sich
dann gemäß

P′ψ =UPψU†, O′ =UOU†. (6.5.2)

Daraus wird aber unmittelbar klar, daß jede unitäre Transformation, die sich von U nur um einen
Phasenfaktor unterscheidet,

U′ = exp(iϕ)U, (6.5.3)

vollständig äquivalent zu der Realisierung der Symmetrie durch U ist, denn die Ausdrücke (6.5.2) än-
dern sich nicht, wenn man statt U die Transformation U′ verwendet. Es sind also die unitären Trans-
formationen, die Symmetrien beschreiben, nur bis auf einen willkürlichen Phasenfaktor festgelegt.
Betrachtet man genauer, welche Größen gemäß den Postulaten der Quantentheorie (vgl. Abschnitt 2.2)
beobachtbaren Aussagen entsprechen, stellt man sogar fest, daß Symmetrietransformationen auch
durch antiunitäre Transformationen beschrieben werden können. Dabei heißt eine Transformation
A antiunitär, wenn sie antilinear ist, d.h. wenn

A(λ1 |ψ1〉+λ2 |ψ2〉) = λ∗1A |ψ1〉+λ∗2A |ψ2〉 (6.5.4)

gilt. Weiter heißt eine antilineare Abbildung U antiunitär, wenn für Skalarprodukte beliebiger Vek-
toren

〈Uψ1 |Uψ2 〉= 〈ψ1 |ψ2 〉∗ = 〈ψ2 |ψ1 〉 (6.5.5)

ist.
Nach einem berühmten Theorem von Wigner muß jede Symmetrietransformation in der Quanten-
theorie entweder durch eine unitäre oder eine antiunitäre Transformation dargestellt werden. Den ein-
fachen aber umfangreichen Beweis wollen wir hier nicht führen. Der interessierte Leser sei auf [Bar64]
oder [Hee98] verwiesen. Außerdem zeigt sich, daß Symmetrietransformationen, die stetig aus der
Identität 1H hervorgehen, stets durch unitäre Operatoren dargestellt werden müssen.
Sei also G eine Lie-Gruppe mit Parametern θ = (θa) ∈ D ⊆Rn , wobei a ∈ {1,2, . . . , n}. Dann definie-
ren wir die Funktion f : D2→D durch die Forderung

Γ(θ2)Γ(θ1) = Γ[ f (θ2,θ1)]. (6.5.6)

Es sei nun U : G→U (H )5, so daß

U(Γ2Γ1) = exp[iΦ(Γ2,Γ1)]U(Γ2)U(Γ1) (6.5.7)

mit Φ(Γ1,Γ2) ∈ R für alle Γ1 = Γ(θ1),Γ2 = Γ(θ2) ∈ G gilt. Man bezeichnet solch eine Abbildung
eine unitäre Strahldarstellung der Gruppe. Offensichtlich stellt sie bis auf die quantentheoretisch
irrelevanten Phasenfaktoren eine Realisierung der Gruppe durch unitäre Abbildungen auf dem Hil-
bertraum dar. Falls Φ(Γ2,Γ1) ≡ 0 ist, spricht man von einer unitären Darstellung der Gruppe. Oft
kann man durch einfache Umdefinition der Phasen der unitären Abbildungen alle Φ(Γ2,Γ1) zum Ver-
schwinden bringen. Dann ist es bequemer und ohne Beschränkung der Allgemeinheit möglich, direkt

5U (H ) bezeichnet alle unitären Transformationen des HilbertraumsH
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mit der dadurch entstehenden Darstellung zu arbeiten. Wie wir sehen werden, ist es für die Galilei-
gruppe nicht möglich, eine für die Quantentheorie adäquate Darstellung zu finden, d.h. man muß eine
echte Strahldarstellung betrachten.
Die Analyse der möglichen Strahldarstellungen für Lie-Gruppen wird nun erheblich erleichtert, weil
man zunächst die entsprechenden Darstellungen der dazugehörigen Lie-Algebra betrachten kann und
dann, zumindest in einer Umgebung der Gruppenidentität, aus diesen durch Exponentiation die da-
zughörigen Strahldarstellungen der Gruppe selbst gewinnen können. Im folgenden schreiben wir auch
kurz U(θ) für U[Γ(θ)] und Φ(θ2,θ1) für Φ[Γ(θ2),Γ(θ1)]. Definitionsgemäß sollen die Parameter so
gewählt werden, daß Γ(0) = 1G ist. Dann folgt aus der Beziehung (6.5.6)

f (θ, 0) = f (0,θ) = θ. (6.5.8)

Daraus folgt für die Entwicklung der Funktion f bis zur zweiten Ordnung in den Gruppenparametern

fa(θ2,θ1) = θ2a +θ1a +Cab cθ2bθ1c + · · · mit Cab c =
∂ 2 fa(θ2,θ2)

∂ θ2a∂ θ1b

�

�

�

�

�

θ1=θ2=0

. (6.5.9)

Weiter können wir die Phasen einer jeden Transformation U(Γ) so gewählt denken, daß

Φ(θ2, 0) = Φ(0,θ1)≡ 0 (6.5.10)

ist. Aus dieser Bedingung folgt dann für die Entwicklung der Phasen

Φ(θ2,θ1) = Φabθ2aθ1b + · · · (6.5.11)

(Übung!).
Setzen wir weiter

iτa =
∂ U(θ)

∂ θa

�

�

�

�

�

θ=0

(6.5.12)

und nehmen wir an, daß die Gruppe (zumindest in einer bestimmten Umgebung der Gruppeniden-
tität) einfach zusammenhängend ist, so daß für ein gegebenes (endliches) θ ∈ D die ganze gerade
Verbindungslinie λθ, λ ∈ [0,1], ebenfalls in D liegt, so können wir dieselben Argumente wie bei der
Herleitung von (6.1.31) für die Drehgruppe anwenden und erhalten

U(θ) = exp(iτaθa). (6.5.13)

Aus der Unitarität der U folgt dann unmittelbar die Selbstadjungiertheit der τa , denn zunächst gilt

U(θ)U†(θ) = 1H ⇒
∂ U(θ)

∂ θa
U†(θ)+U(θ)

∂ U†(θ)

∂ θa
= 0. (6.5.14)

Setzen wir hierin θ= 0 und verwenden die Definition (6.5.12) der τa , folgt in der Tat

τ†
a = τa . (6.5.15)

Nun können wir mit Hilfe von (6.5.9) und (6.5.11) die Strahldarstellungseigenschaft (6.5.7) bis zur
zweiten Ordnung in den Gruppenparametern entwickeln. Nach kurzer Rechnung (Übung!) folgt

1H + iτa
�

θ2a +θ1a +Cab cθ2bθ1c
�

− 1

2
τbτc

�

θ2bθ2c +θ2bθ1c +θ2cθ1b +θ1aθ1b
�

+Φb cθ2bθ1c1H

!= 1H + iτa(θ1a +θ2a)−
1

2
τbτc (θ1bθ1c + 2θ2bθ1c +θ2bθ2c )

(6.5.16)
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Der Koeffizientenvergleich liefert nach Kürzen der auf beiden Seiten gleichen Terme

iτaCab c −
1

2
{τb ,τc}+Φb c1=−τbτc . (6.5.17)

Vertauschen wir in (6.5.16) θ1 mit θ2, erhalten wir wieder (6.5.17), allerdings mit vertauschten Indizes
b und c . Ziehen wir diese Gleichung von (6.5.17) ab, finden wir für die Kommutatorrelation

�

τb ,τc
�

= i fab cτa + iCb c1H . (6.5.18)

Dabei heißen die
fab c =Cac b −Cab c und Cb c =Φb c −Φc b (6.5.19)

die Strukturkonstanten bzw. Zentralladungen der Strahldarstellung der Lie-Algebra. Während die
Strukturkonstanten unabhängig von der konkreten Darstellung sind, denn Cab c folgt ja gemäß (6.5.6)
als eine Eigenschaft der gewählten Parametrisierung der Gruppe, hängen die Zentralladungen von der
Darstellung ab.
Die Strukturkonstanten und Zentralladungen gehorchen nun aber noch bestimmten Bedingungen, die
sich aus der Jacobi-Identität

�

τa ,
�

τb ,τc
��

+
�

τb ,
�

τc ,τc
��

+
�

τc ,
�

τa ,τb
��

= 0 (6.5.20)

ergeben, die für beliebige Operatoren τa , τb und τc identisch erfüllt ist (Übung!). Verwenden wir
nämlich (6.5.18) in (6.5.20) und vergleichen die Koeffizienten, folgt (Übung!)

fead fd b c + fe b d fd ca + fecd fdab = 0, (6.5.21)
Cad fd b c +Cb d fd ca +Ccd fdab = 0. (6.5.22)

Da (6.5.21) von den Zentralladungen unabhängig ist, gilt offensichtlich (6.5.22) identisch, wenn

Cab = feabφe mit φe ∈R (6.5.23)

ist. Falls es solche Zahlen φe für eine gegebene Darstellung tatsächlich gibt, können wir zunächst die
Generatoren vermöge

τ′a = τa +φa1H (6.5.24)

umdefinieren. Damit haben wir neue Operatoren τ′a , die eine echte Darstellung der Lie-Algebra bilden,
d.h. es gilt (Übung)

�

τ′b ,τ′c
�

= i fab cτ
′
a , (6.5.25)

und durch
U′(θ) = exp(iθaτ

′
a) = exp(iφaθa)exp(iθaτa) = exp(iφaθa)U(θ) (6.5.26)

wird (zumindest in einer einfach zusammenhängenden Umgebung der Gruppenidentität) eine zur
Strahldarstellung U(θ) quantentheoretisch äquivalente echte unitäre Darstellung der Gruppe defi-
niert.
Da es einfacher ist, mit echten Darstellungen statt mit Strahldarstellungen zu operieren, werden wir
im folgenden möglichst viele Zentralladungen durch einen Ansatz (6.5.24) zu eliminieren versuchen.
Wie wir im nächsten Abschnitt sehen werden, gelingt dies für die physikalisch relevanten Strahldar-
stellungen der Galilei-Gruppe nur teilweise.
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6.6 Die Realisierungen der Galilei-Gruppe in der Quantentheorie

Mit den Vorbereitungen des vorigen Abschnitts können wir nun die Analyse der für die Quantentheo-
rie relevanten unitären Strahldarstellungen der Galilei-Gruppe angehen.
Das generelle Vorgehen beim Aufsuchen der unitären Strahldarstellungen einer vorgegebenen Sym-
metriegruppe besteht darin, zunächst die dazugehörigen Darstellungen der (Strahl-)Lie-Algebren zu
finden. Die selbstadjungierten Operatoren der Lie-Algebra bilden dann die Observablenoperatoren
der entstehenden Quantentheorie. In unserem Fall der Galilei-Gruppe gelangen wir dadurch zu den
Realisierungen der Observablen Energie, Impuls, Drehimpuls und Schwerpunkt (für ein einzelnes
Teilchen also dem Ortsvektor).
Um die möglichen Strahldarstellungen aus den Kommutatorrelationen der Lie-Algebra, die aus der
Gruppenstruktur folgen, konkret zu berechnen, werden (verallgemeinerte) Orthonormalbasissysteme
aus Eigenvektoren eines möglichen maximalen Satzes kompatibler Operatoren konstruiert und die
Wirkung der unitären Gruppentransformationen auf diese Basisvektoren bestimmt. Dieses Programm
führen wir nun für die Galilei-Gruppe aus.
Zunächst bestimmen wir die Lie-Klammerrelationen der Galilei-Lie-Algebra. Die Lie-Algebra hat, wie
in Abschnitt 6.1 gesehen, zehn Parameter ~w (Boosts), α (zeitliche Translationen), ~a (räumliche Transla-
tionen) und ~ϕ (Drehungen). Die Konvention für die Vorzeichen der Operatoren für die infinitesimalen
Erzeugenden ist dabei wie folgt festgelegt:

U( ~w,α,~a, ~φ) = exp(−i ~w · ~K− iαH+ i~a ·~p+ i ~φ ·~J). (6.6.1)

Verwenden wir (6.1.13) und (6.1.21) für die Darstellung infinitesimaler Transformationen, finden wir
für die Entwicklung der Parameter für die Hintereinanderausführung zweier infinitesimaler Galilei-
Transformationen Γ3 =Γ2Γ1

w3 j = w1 j +w2 j − ε j k lφ2k w1l + . . . , (6.6.2)

α3 = α1+α2, (6.6.3)
a3 j = a1 j + a2 j − ε j k lφ2ka1l +w2 jα1, (6.6.4)

φ3 j =φ1 j +φ2 j − ε j k lφ2kφ1l + . . . (6.6.5)

Daraus lesen wir durch Vergleich mit der entsprechenden Entwicklung von (6.6.1) mit Hilfe der De-
finition (6.5.18) die Strukturkonstanten ab. Weiter setzen wir für alle Kommutatoren willkürliche
Zentralladungen an, deren Anzahl wir im folgenden durch Elimination mit Hilfe der Jacobidentitäten
(6.5.22) möglichst reduzieren wollen. Es folgen also zunächst die Kommutatorrelationen (Übung!) mit
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der allgemeinsten Möglichkeit für das Auftreten von Zentralladungen:

�

Jk , J l
�

= iε j k l J j + iC J J
k l
1H , (6.6.6)

�

Jk , P l
�

= iε j k l P j + iC J P
k l
1H , (6.6.7)

�

Jk , Kl
�

= iε j k l K j + iC J K
k l
1H , (6.6.8)

�

Pk , P l
�

= iC P P
k l 1H , (6.6.9)

�

H, Pk
�

= iC H P
k 1H , (6.6.10)

�

H, Jk
�

= iC H J
k
1H , (6.6.11)

�

Kk , P l
�

= iC KP
k l 1H , (6.6.12)

�

H, Kk
�

=−iPk + iC H K
k 1H , (6.6.13)

�

Kk , Kl
�

= iC KK
k l 1H . (6.6.14)

Wir benutzen nun die Jacobi-Identitäten für die Zentralladungen (6.5.22), die aus den Jacobi-Identitä-
ten für jeweils drei der Erzeuger (6.6.6-6.6.14) folgen. Dabei sind die Jacobi-Identitäten für die Struktur-
konstanten (6.5.21) automatisch erfüllt, weil die obigen Kommutatorregeln aus der Strahldarstellung
der Lie-Algebra zur Galilei-Gruppe hervorgehen. Sie liefern also keine weiteren Einschränkungen. Au-
ßerdem brauchen wir nur Jacobi-Identitaten für die nichtabelschen Teile der Gruppe zu betrachten,
weil für abelsche Untergruppen die Jacobi-Identitäten (6.5.22) automatisch erfüllt sind, weil in diesem
Falle die entsprechenden Strukturkonstanten identisch verschwinden.

Da offensichtlich C J J
k l
=−C J J

l k
sein muß, können wir alle möglichen Zentralladungen einer Strahldar-

stellung der Drehgruppe in der Form

C j j
k l
=−εnk lϕn mit ϕn ∈R (6.6.15)

schreiben. Da die ε j k l gerade die Strukturkonstanten der der Drehgruppe sind, erfüllen also die Zen-
tralladungen der Drehgruppe automatisch die Bedingung (6.5.23), so daß wir durch geeignete Phasen-
wahl der Jk dafür sorgen können, daß

C J J
k l
≡ 0 (6.6.16)

ist.
Die Jacobi-Identität für die drei Generatoren Jk , P l und Pm liefert mit (6.6.7) und (6.6.9)

εnmkC P P
l n + εnk l C

P P
ml = 0. (6.6.17)

Überschiebt man dies mit δmk folgt
εnk l C

P P
k l = 0 (6.6.18)

und folglich, da C P P
k l
=−C P P

l k
ist,

C P P
k l ≡ 0. (6.6.19)

Auf exakt analoge Weise folgt aus der Jacobi-Identität für Jk , Kl und Km , daß auch

C KK
k l ≡ 0 (6.6.20)

sein muß.
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Mit der Jacobi-Identität für Pk , Kl und Jm finden wir

εnl mC PK
kn − εnmkC PK

nl = 0. (6.6.21)

Überschiebt man dies mit δmk , folgt

εnl kC PK
kn = 0 ⇒ C PK

kn =C PK
nk . (6.6.22)

Überschiebt man nun (6.6.21) mit ε j k m , erhalten wir

3C PK
j l =C PK

kk δ j l ⇒ C PK
j l =−mδ j l (6.6.23)

mit m ∈R, wobei m selbst keine weiteren Einschränkungen durch die Gruppenstruktur erfährt. Hier
haben wir also eine nichttriviale Zentralladung gefunden.
Verwenden wir nun die Jacobi-Identität für Kk , J l und Jm , erhalten wir

εnl mC KJ
kn
− εnmkC KJ

nl
− εnk l C

KJ
nm = 0. (6.6.24)

Überschiebt man diese Gleichung mit δl m , folgt

εnl kC KJ
nl
= 0 ⇒ C KJ

nl
=C KJ

l n
. (6.6.25)

Überschieben von (6.6.24) mit εl mo liefert zusammen mit (6.6.25)

2C KJ
ko
=C KJ

l l
δok . (6.6.26)

Nochmaliges Überschieben mit δok ergibt

2C KJ
l l
= 3C KJ

l l
⇒ C KJ

l l
= 0, (6.6.27)

und wegen (6.6.26) ist damit
C KJ

ko
≡ 0. (6.6.28)

Eine exakt gleichartige Rechnung ergibt vermöge der Jacobi-Identität für Pk , J l und Jm auch

C PJ
ko
≡ 0. (6.6.29)

Die Jacobi-Identität für H, Pk und J l liefert

εnk l C
H P
n = 0 ⇒ C H P

n ≡ 0. (6.6.30)

Die Jacobi-Identität für H, Kk und J l ergibt

εnk l C
H K
n =C J P

l k

(6.6.29)
= 0 (6.6.31)

und damit
C H K

n ≡ 0. (6.6.32)
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Die einzige nichttriviale Zentralladung ist also durch (6.6.23) gegeben. Zur Untersuchung der Darstel-
lungen der Galilei-Gruppe genügt es also, von den Kommutatorregeln

�

Jk , J l
�

= iε j k l J j , (6.6.33)
�

Jk , P l
�

= iε j k l P j , (6.6.34)
�

Jk , Kl
�

= iε j k l K j (6.6.35)
�

Pk , P l
�

= 0, (6.6.36)
�

H, Pk
�

= 0, (6.6.37)
�

H, Jk
�

= 0, (6.6.38)
�

Kk , P l
�

= imδk l1H , (6.6.39)
�

H, Kk
�

=−iPk , (6.6.40)
�

Kk , Kl
�

= 0 (6.6.41)

auszugehen.

6.7 Nichtrelativistische Elementarteilchen

Wir definieren nichtrelativistische Elementarteilchen als solche Teilchen, deren Hilbert-Raum der
Zustände eine irreduzible Strahldarstellung der vollen Galilei-Gruppe bilden. Dabei heißt eine
Strahldarstellung irreduzibel, wenn sich der Hilbert-Raum, auf dem diese Darstellung realisiert ist,
nicht in (nichttriviale) Unter-Hilbert-Räume zerlegen läßt, d.h. aus jedem von 0 verschiedenen Vektor
läßt sich durch Anwendung der unitären Darstellungsmatrizen U( ~w,α,~a, ~φ) eine vollständige Basis
des Hilbert-Raumes konstruieren.
Wir können nun alle irreduziblen Strahldarstellungen der Galilei-Lie-Algebra gewinnen, wobei wir,
wie im vorigen Abschnitt gesehen, von den Kommutatorrelationen (6.6.33-6.6.41) ausgehen können,
d.h. nur die Boost-Translations-Untergruppe enthält gemäß (6.6.39) eine nichttriviale Zentralladung,
welche bereits eine die Darstellung charakterisierende Größe m liefert. Wir werden sehen, daß dies die
Masse des Elementarteilchens ist.
Um nun eine irreduzible Darstellung zu finden, genügt es, eine Basis des Hilbertraums zu konstruieren
und die Wirkung der Gruppenoperationen auf diesen Basisvektoren anzugeben. Dabei werden wir so
vorgehen, daß wir zunächst die Basisvektoren als simultanen Eigenvektor eines vollständigen Satzes
kompatibler Observabler konstruieren. Dazu wählen wir die simultanen Eigenvektoren

�

�E ,~p,σ
�

des
Hamilton-Operators H und der drei Impulskomponenten ~P. Dabei haben wir mit einem Satz zusätz-
licher Parameter σ die Möglichkeit offen gelassen, daß diese Energie-Impulseigenvektoren entartet
sein können. Nun betrachten wir zuerst die Wirkung eines Boostes auf diese Eigenvektoren. Von der
klassischen Mechanik her erwarten wir, daß der Boost eines Energie-Impuls-Eigenvektors wieder einen
solchen Eigenvektor zu entsprechend anderen Eigenwerten erzeugt. Betrachten wir also

~P ′( ~w) = exp(−i ~w · ~K)~P exp(i ~w · ~K). (6.7.1)

Leiten wir diese Beziehung nach w j ab, erhalten wir aufgrund der Kommutatorrelationen (6.6.41) und
(6.6.39)

∂

∂ w j
P′k ( ~w) = mδk j (6.7.2)
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und zusammen mit der Anfangsbedingung ~P ′(0) = ~P

~P ′( ~w) = ~P+m ~w1H . (6.7.3)

Daraus folgt

~P exp(i ~w · ~K) ��E ,~p,σ
�

= exp(i ~w · ~K)~P ′( ~w) ��E ,~p,σ
� (6.7.3)
= (~p +m ~w)exp(i ~w · ~K) ��E ,~p,σ

�

. (6.7.4)

Damit ist also exp(i ~w · ~K) ��E ,~p,σ
�

Impulseigenvektor zum Eigenwert

~p ′ = ~p +m ~w. (6.7.5)

Eine entsprechende Betrachtung des Operators

H′( ~w) = exp(−i ~w · ~K)H exp(i ~w · ~K) (6.7.6)

liefert mit (6.6.41) und (6.7.3)

H′( ~w) =H+ ~w ·~P+ 1

2
m ~w2. (6.7.7)

Entsprechend ist

H exp(i ~w · ~K) ��E ,~p,σ
�

=
�

E + ~w ·~p + m

2
~w2
�

exp(i ~w · ~K) ��E ,~p,σ
�

(6.7.8)

Falls m 6= 0 ist, besitzt ~P den ganzen R3 als Spektrum, und die Boost-Untergruppe wirkt aufgrund
der angenommenen Irreduzibilität der Strahldarstellung transitiv auf den verallgemeinerten Impulsei-
genvektoren. Wir können daher die folgende Wignerbasis für die Impulseigenvektoren wählen:

�

�E ,~p,σ
�

:= exp

 

i
~p

m
· ~K
!

�

�E0,~p = 0,σ
�

. (6.7.9)

Für den Energieeigenwert folgt dann wegen (6.7.8)

H
�

�E ,~p,σ
�

=

 

E0+
~p2

2m

!

�

�E ,~p,σ
�

. (6.7.10)

Wir können nun aber H um beliebige zum Einheitsoperator proportionale Operatoren verschieben,
ohne daß sich etwas an den Kommutatorrelationen (6.6.33-6.6.41) ändert. Wir dürfen also E0 = 0
annehmen. Dann ist

E =
~p2

2m
, (6.7.11)

und folglich können wir statt
�

�E ,~p,σ
�

=:
�

�~p,σ
�

schreiben. Da voraussetzungsgemäß die
�

�~p,σ
�

voll-
ständig sind, folgt daraus

H =
∫

R3
d3~p

∑

σ

H
�

�~p,σ
�


~p,σ
�

�=
∫

R3
d3~p

∑

σ

~p2

2m

�

�~p,σ
�


~p,σ
�

�=
~P

2

2m
. (6.7.12)
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Mit der Wahl der Eigenvektoren (6.7.9) können wir aufgrund der Kommutativität der Galilei-Boosts
sofort die Wirkung der Galilei-Boostuntergruppe auf die Impulseigenvektoren angeben:

exp(i ~w · ~K) ��~p,σ
�

= exp

 

i
m ~w +~p

m
~K

!

�

�~p = 0,σ
� (6.7.9)
=
�

�~p +m ~w,σ
�

. (6.7.13)

Jetzt müssen wir noch die Wirkung von Drehungen auf die Eigenvektoren untersuchen. Setzen wir
~φ = φ~n, so folgt aus den Kommutatorrelationen (6.6.34) ähnlich wie oben bei der Herleitung von
(6.7.3) durch Ableiten nach φ und anschließendem Zurückintegrieren (Übung)

~P ′( ~φ) = exp(−i ~φ ·~J)~P exp(i ~φ ·~J) = R̂( ~φ)~P. (6.7.14)

Dabei ist R̂ ∈R3×3 die gewöhnliche orthogonale Drehmatrix für eine Drehung um den Winkel φ um
die durch ~n gegebene Drehrichtung. Damit folgt

~P exp(i ~φ ·~J) ��~p,σ
�

= R̂( ~φ)~p exp(i ~φ ·~J) ��~p,σ
�

. (6.7.15)

Es ist also exp(i ~φ ·~J) ��~p,σ
�

Impulseigenvektor zum Eigenwert R̂( ~φ)~p, und es muß folglich Zahlen

Dσ ′,σ (~p, ~φ) ∈C geben, so daß

exp(i ~φ ·~J) ��~p,σ
�

=
∑

σ ′
Dσ ′σ (~p, ~φ)

�

�

�R̂( ~φ)~p,σ ′
E

(6.7.16)

ist. Wir zeigen nun, daß die Matrizen Dσ ′σ (
~φ) :=Dσ ′σ (~p = 0, ~φ) eine unitäre Darstellung der Dreh-

gruppe bilden müssen und daß dann auch die Wirkung von Drehungen auf beliebige Eigenvektoren
�

�~p,σ
�

durch diese Darstellung bestimmt ist. Dazu wenden wir (6.7.16) wie folgt auf die Hintereinan-
derausführung zweier Drehungen

exp(i ~φ3 ·~J) = exp(i ~φ2 ·~J)exp(i ~φ1 ·~J) (6.7.17)

an:

exp(i ~φ3 ·~J)
�

�~p = 0,σ
�

=
∑

σ ′′
Dσ ′′,σ (

~φ3)
�

�~p = 0,σ ′′
� != exp(i ~φ2 ·~J)exp(i ~φ1 ·~J) |0,σ〉

=
∑

σ ′
Dσ ′σ (

~φ1)exp(i ~φ2 ·~J)
�

�0,σ ′
�

=
∑

σ ′,σ ′′
Dσ ′′σ ′(

~φ2)Dσ ′σ (
~φ1)
�

�0,σ ′′
�

=
∑

σ ′′

h

D̂( ~φ2)D̂( ~φ1)
i

σ ′′σ

�

�0,σ ′′
�

.

(6.7.18)

Dies verlangt aber in der Tat die Darstellungseigenschaft

D̂( ~φ3) = D̂( ~φ1)D̂( ~φ1). (6.7.19)

Falls wir also nichttriviale Darstellungen der Drehgruppe finden können, was wir im nächsten Ab-
schnitt zeigen werden, transformieren sich Impulseigenzustände zum Impulseigenwert ~p = 0 unter
Drehungen unter eben dieser nichttrivialen Darstellung. Wir interpretieren diese der klassischen Phy-
sik fremde Eigenschaft, daß sich die Zustände eines ruhenden freien elementaren Teilchens unter Dre-
hungen ändern können, dadurch, daß wir den durch diese Strahldarstellung der Galilei-Gruppe be-
schriebenen Teilchen eine zum Drehimpuls gehörige innere Quantenzahl zuschreiben, die als Spin
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bezeichnet wird. Dieser Name geht auf die etwas heikle Vorstellung zurück, daß Elementarteilchen
neben den drei Translationsfreiheitsgraden eine Art inneren Drehimpuls in Analogie zum Drall eines
ausgedehnten starren Körpers besitzen. Dies ist insofern problematisch als wir Elementarteilchen als
punktförmig ansehen, da es physikalisch keinen Sinn ergibt, ihnen aufgrund der quantentheoretischen
Beschreibung überhaupt eine Art von Ausdehnung zuzuordnen.
Nun können wir die Wirkung einer Drehung auf beliebige Basisvektoren

�

�~p,σ
�

bestimmen. Dazu
schreiben wir

exp(i ~φ ·~J) ��~p,σ
�

= exp(i ~φ ·~J)exp

 

i
~p

m
· ~K
!

�

�~p = 0,σ
�

= exp(i ~φ ·~J)exp

 

i
~p

m
· ~K
!

exp(−i ~φ ·~J)exp(i ~φ ·~J) ��~p = 0,σ
�

(6.7.20)

Nun gilt

exp(i ~φ ·~J)exp

 

i
~p

m
· ~K
!

exp(−i ~φ ·~J) = exp

 

i
~p

m
~K ′( ~φ)

!

(6.7.21)

mit
~K ′( ~φ) = exp(i ~φ ·~J)~Kexp(−i ~φ ·~J) = R̂−1( ~φ)~K, (6.7.22)

wobei die letzte Gleichung genauso herzuleiten ist wie die entsprechende Gleichung (6.7.14) für den
Impulsoperator. Verwenden wir zuerst (6.7.16) in (6.7.20) und wenden dann nacheinaner (6.7.21) und
(6.7.9) an, erhalten wir

exp(i ~φ ·~J) ��~p,σ
�

=
∑

σ ′
Dσ ′σ (

~φ)
�

�

�R̂( ~φ)~p,σ ′
E

, (6.7.23)

wobei wir von der Orthogonalität der Drehmatrix R̂( ~φ) Gebrauch gemacht haben:

~p · [R̂−1( ~φ)~K] = [R̂−1T ( ~φ)~p] · ~K= [R̂( ~φ)~p] · ~K. (6.7.24)

Damit haben wir die Wirkung aller Bestandteile der Strahldarstellung der Galilei-Gruppe für ein Ele-
mentarteilchen festgelegt. Es verbleibt uns nur noch, die Darstellungen der Drehgruppe zu charakte-
risieren, um alle möglichen Realisierungen von Matrizen D̂( ~φ) zu ermitteln.
Wir müssen uns nun aber noch von der Unitarität der Strahldarstellung überzeugen. Für die zeitlichen
und räumlichen Translationen ist dies klar, da diese die Basisvektoren

�

�~p,σ
�

lediglich mit Phasen-
faktoren multiplizieren, weil diese Vektoren konstruktionsgemäß Eigenvektoren der entsprechenden
Erzeugenden H und ~P sind. Für die Boosts folgt

D

exp(i ~w · ~K)~p1,σ1

�

�

�exp(i ~w · ~K)~p2,σ2

E

=



~p1+m ~w,σ1

�

�~p2+m ~w,σ2
�

= δ (3)[(~p1+m ~w)− (~p2+m ~w)]δσ1σ2

= δ (3)(~p1−~p2)δσ1σ2
=



~p1,σ1

�

�~p2,σ2
�

.

(6.7.25)

Dabei sind wir davon ausgegangen, daß die
�

�~p,σ
�

auf die übliche Weise normiert und daß sich die

Darstellungsmatrizen D̂( ~φ) der Drehgruppe auf eine diskrete Basis beziehen. Wir werden im nächsten
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Abschnitt sehen, daß dies notwendig der Fall ist. Betrachten wir schließlich noch die Drehungen:

D

exp(−i ~φ ·~J)~p1,σ1

�

�

�exp(−i ~φ ·~J)~p2,σ2

E

=
∑

σ ′,σ ′′
D∗
σ ′σ1

Dσ ′′σ2

D

R̂( ~φ)~p1,σ ′
�

�

� R̂( ~φ)~p2,σ ′′
E

=
∑

σ ′,σ ′′
D∗
σ ′σ1
( ~φ)Dσ ′′σ2

( ~φ)δ (3)[R̂( ~φ)(~p1−~p2)]δσ ′σ ′′

= δ (3)(~p1−~p2)
h

D̂†( ~φ)D̂( ~φ)
i

σ1σ2

.

(6.7.26)

Dabei haben wir bei der Umrechnung der δ-Distribution verwendet, daß det R̂( ~φ) = 1 ist. Damit also
die Strahldarstellung unitär ist, muß

D̂†( ~φ)D̂( ~φ) = 1, (6.7.27)

also die Darstellung der Drehgruppe D̂( ~φ) unitär sein. Damit die Strahldarstellung irreduzibel ist,
muß offenbar auch die unitäre Darstellung der Drehgruppe irreduzibel sein, denn nur dann können
alle Eigenzustände zum Impulseigenwert ~p = 0 durch Anwendung von Drehungen aus einem beliebi-
gen solchen Zustand gewonnen werden.
Wir müssen also noch die unitären irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe finden, um unsere Dar-
stellungstheorie der Galilei-Symmetrie und damit die Beschreibung nichtrelativistischer Elementarteil-
chen abzuschließen.
Zunächst bemerken wir, daß die Galilei-Boosts für sich genommen eine (Abelsche) Untergruppe der
vollen Galilei-Gruppe bilden, die insbesondere keine Drehungen generieren kann. Daher können die
eben konstruierten Basiszustände als dyadisches Produkt

�

�~p,σ
�

=
�

�~p
�⊗ |σ〉 (6.7.28)

geschrieben werden, und der Drehimpuls läßt sich in einen Bahndrehimpuls- und einen Spinanteil
zerlegen:

~J = ~L×1+1×~S =: ~L+~S. (6.7.29)

Offensichtlich gelten dann die Drehimpulskommutatorregeln (6.6.33) für ~L und ~S, und diese Opera-
toren kommutieren untereinander. Die Darstellung der Drehungen ist damit durch

exp(−i ~φ ·~J) ��~p,σ
�

= exp(−i ~φ ·~L) ��~p�⊗ exp(−i ~φ ·~S) |σ〉 (6.7.30)

gegeben. Es läßt sich dann aus den Kommutatorrelationen (6.6.33-6.6.41) herleiten (Übung!), daß wir

~L=
1

m
~K×~P (6.7.31)

setzen können. Der Spinoperator kommutiert mit allen Operatoren außer den Spinoperatorkompo-
nenten selbst, die die Drehimpulsalgebra

�

Sk , S l
�

= iε j k l S j (6.7.32)

erfüllen.
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6.8 Die unitären irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe

Zur vollständigen Charakterisierung der unitären irreduziblen Strahldarstellungen der Galileigruppe
fehlt jetzt nur noch die Konstruktion der irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe.
Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, daß die

�

�~p = 0,σ
�

=
�

�~p = 0
�⊗ |σ〉, also die Energie-Impuls-

Eigenzustände zum Impulseigenwert ~p = 0 einen Darstellungsraum der Drehgruppe zu einer irredu-
ziblen unitären Darstellung aufspannen. Dabei wirken auf die |σ〉 die Spinoperatoren, die die Kommu-
tatorregeln (6.7.32) erfüllen. Die entsprechenden unitären Darstellungen der Drehgruppe wollen wir
im folgenden konstruieren.
Laut (6.6.33) wird die Lie-Algebra der Drehgruppe durch die drei selbstadjungierten Drehimpulsope-
ratoren ~S aufgespannt, und es gelten die Kommutatorrelationen

�

S j , Sk

�

= iε j k l S l . (6.8.1)

Zunächst erwarten wir, daß ~S
2

mit allen ~S vertauscht. Mit (6.8.1) ist dies sofort zu bestätigen:
�

Sk , S l S l
�

= iεk l m(S l Sm + SmS l ) = 0. (6.8.2)

Man nennt einen Operator, der mit allen Elementen einer Lie-Algebra vertauscht, einen Casimir-

Operator. Folglich ist ~S
2

also ein Casimir-Operator der Drehgruppe. Wir können die irreduziblen
Darstellungen einer Lie-Algebra durch den Eigenwert der untereinander kommutierenden Casimir-
Operatoren charakterisieren, denn für eine irreduzible Darstellung können wir alle Vektoren durch
Anwendung einer Drehung exp(i ~φ · ~S) auf einen Eigenvektor erzeugen. Dabei entstehen wieder Ei-
genvektoren der Casimir-Operatoren zu denselben Eigenwerten, d.h. eine irreduzible Darstellung ist
vollständig durch die Eigenwerte eines vollständigen Satz kompatibler Casimir-Operatoren bestimmt.
Die Lie-Algebra der Drehgruppe besitzt nun offenbar nur diesen einen Casimir-Operator, denn dies
ist die einzige unter Drehungen invariante Größe, die sich aus ~S gewinnen läßt.
Da die drei Drehimpulsoperatoren untereinander nicht vertauschen, muß sich der zu einer irredu-

ziblen unitäre Darstellung gehörige Vektorraum zum ~S
2
-Eigenwert λ durch die Eigenbasis einer belie-

bigen Komponente des Drehimpulsoperators, üblicherweise nimmt man Sz , aufspannen lassen:

~S
2 |λ,σ〉= λ |λ,σ〉 , Sz |λ,σ〉= σ |λ,σ〉 . (6.8.3)

Wir haben durch die willkürliche Wahl von Sz zur Charakterisierung der Basisvektoren die z-Richtung
ausgezeichnet. Es empfiehlt sich daher die Einführung eines Polarkoordinatensystems in der xy-Ebene.
Dies ist aber nicht so einfach im Operatorformalismus zu realisieren. Wir nutzen eine andere Mög-
lichkeit, die auch oft im Zusammenhang mit Rechnungen in der klassischen Mechanik nützlich ist,
nämlich die Darstellung der xy-Ebene als komplexe Zahlenebene. Entsprechend konstruieren wir die
nicht selbstadjungierten zueinander hermitesch adjungierten Operatoren

S± = Sx ± iSy . (6.8.4)

Wir werden im folgenden intensiven Gebrauch von Kommutatorrelationen dieser Operatoren ma-

chen, die sich leicht aus (6.8.1) herleiten lassen. Besonders einfach ist die Kommutativität mit ~S
2

einzu-
sehen

�

S±,~S
2
�

= 0, (6.8.5)
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weil ~S
2

Casimiroperator der Drehalgebra ist. Die Anwendung von (6.8.1) führt sofort auf
�

Sz , S±
�

=±S±, (6.8.6)
�

S+, S−
�

= 2Sz . (6.8.7)

Weiter rechnet man unter erneuter Anwendung von (6.8.1) leicht nach, daß

~S
2
= S+S−+ Sz (Sz − 1) (6.8.8)

gilt, und durch Anwendung von (6.8.7) folgt hieraus sofort auch

~S
2
= S−S++ Sz (Sz + 1). (6.8.9)

Jetzt bestimmen wir die Eigenwerte von ~S
2

und Sz . Zunächst ist ~S
2

ein positiver Operator, was sich
unmittelbar aus der Selbstadjungiertheit der ~S ergibt. Damit ist λ ≥ 0. Weiter zeigen wir, daß Sz für
vorgegebenes λ beschränkt ist:

σ2 =
D

λ,σ
�

�

�S2
z

�

�

�λ,σ
E

=
�

λ,σ
�

�

�

�

~S
2− S2

x − S2
y

�

�

�

�

λ,σ
�

≤
�

λ,σ
�

�

�

�

~S
2
�

�

�

�

λ,σ
�

= λ⇒ σ2 ≤ λ. (6.8.10)

Nun gilt wegen (6.8.6)

Sz S± |λ,σ〉= ��Sz , S±
�

+ S±σ
	 |λ,σ〉= (σ ± 1)S± |λ,σ〉 . (6.8.11)

Das bedeutet, daß entweder S± |λ,σ〉 Eigenvektor von Sz zum Eigenwert σ ± 1 oder der Nullvektor
ist.
Sei nun s =max{σ}. Dann ist zwingend

S+ |λ, s〉= 0, (6.8.12)

und (6.8.9) ergibt
λ= s(s + 1). (6.8.13)

Sei jetzt −s ′ = min{σ}. Dann gilt wegen S−
�

�λ,−s ′
�

= 0 und (6.8.8) λ = s ′(s ′ + 1) und zusammen
mit (6.8.13) und −s ′ ≤ s folgert man s = s ′. Meist wird die Darstellung, die durch den Eigenwert

von ~S
2

definiert ist, durch s gekennzeichnet, und wir folgen diesem Brauch. Dabei ist der Eigenwert

λ von ~S
2

durch (6.8.13) gegeben. Neben der Masse ist also zu einer vollständigen Charakterisierung
eines Elementarteilchens auch sein Spin s notwendig. Damit ist aber die Bestimmung der intrinsi-
schen Eigenschaften eines freien Teilchens auch vollständig erfaßt, wie wir bei der Konstruktion der
irreduziblen unitären Strahldarstellungen der Galilei-Gruppe gezeigt haben.
Jetzt legen wir die Orthonormalbasis des irreduziblen Darstellungsraums durch die Gleichung

S− |λ,σ〉=N (σ) |λ,σ − 1〉 (6.8.14)

sowie die Forderung N (σ) ∈ R und N (σ) ≥ 0 fest. Dies ist eine Rekursionsformel, die aus |λ, s〉 die
Berechnung der übrigen zur irreduziblen Darstellung gehörigen Eigenvektoren von Sz gestattet. Diese
bricht wegen der Beschränktheit der Eigenvektoren mit Erreichen des minimalen Eigenwertes −s von
Sz ab. Es muß also

Sk
− |λ, s〉=Ck |λ, s − k〉 mit k ∈N (6.8.15)
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sein. Aufgrund der obigen Überlegung, daß der minimale Eigenwert von Sz gerade−s ist, folgt damit

∃k ∈N : s − k =−s ⇒∃k ∈N : s = k/2. (6.8.16)

Damit sind die möglichen Eigenwerte von ~S
2

gemäß (6.8.13) durch s ∈ {0,1/2,1, . . .} bestimmt. Die
möglichen Eigenwerte von Sz sind dann aufgrund der Irreduzibilität der Darstellung gemäß (6.8.15)

durch σ ∈ {−s ,−s+1, . . . , s} gegeben, woraus sich die Dimension der Darstellung zu dim Eig[~S
2
, s(s+

1)] = 2s + 1 ergibt. Da die möglichen Werte von s ganzzahlige Vielfache von 1/2 sind, gibt es zu jeder
Dimension genau eine Darstellung der Drehgruppe. Insbesondere gehört zu s = 0 die triviale Darstel-
lung, in der alle Drehimpulsoperatoren den einen Basisvektor des Darstellungsraums annullieren, so
daß alle Drehungen exp(−i ~φ ·~S) auf diesem Darstellungsraum durch die Identität dargestellt werden.
Dabei ist aber für halbzahligen Spin die Besonderheit zu beachten, daß Drehungen um 2π nicht zur
Identität führen. Betrachten wir nämlich eine Drehung um die z-Achse, ergibt sich

exp(−iφSz ) |λ,σ〉= exp(−iφσ) |λ,σ〉 . (6.8.17)

Für φ= 2π ergibt sich aber
exp(−i2πσ) = (−1)2σ . (6.8.18)

Falls also σ halbzahlig ist, ergibt sich ein Faktor−1 in (6.8.17). Dies ist allerdings für die Quantentheo-
rie kein Problem, solange sich alle möglichen Zustandsvektoren eines Teilchens bei Drehungen um 2π
mit −1 multiplizieren. Wir werden im folgenden sehen, daß der Bahndrehimpulsoperator (6.7.31) nur

ganzzahlige Darstellungen besitzt, d.h. ~L
2

besitzt stets Eigenwerte l (l + 1) mit l ∈ N0 = {0,1,2, . . .}.
Bei einer Drehung um 2π liefert dieser also keinerlei Phasenfaktoren, so daß für ein einzelnes Ele-
mentarteilchen in der Tat alle Basisvektoren mit demselben Phasenfaktor (6.8.18) multipliziert werden.
Hat man es nun mit Systemen aus mehreren Teilchen verschiedenen Spins zu tun, folgt aus dieser
Überlegung weiter, daß es keine Superpositionen von Zustandsvektoren für Teilchen mit ganzzahli-
gem und halbzahligem Spin geben kann, ohne die Invarianz unter Drehungen zu verletzen. Solche
„Verbote“ von Überlagerungen von Zuständen nennt man eine Superauswahlregel.

Wir werden weiter unten noch ausführlich erörtern, daß für s = 1/2 die Operatoren exp(−i ~φ · ~S)
genau den unitären C2×2-Matrizen mit Determinante 1 entsprechen. Diese bilden eine Gruppe, die
man in der Mathematik als SU(2), d.h. Spezielle Unitäre Gruppe in zwei Dimensionen, bezeichnet.
Die SU(2) besitzt, wie wir soeben gesehen haben, dieselbe Liealgebra wie die eigentliche Drehgrup-
pe SO(3), ordnet aber jeder endlichen Drehung nicht eine SU(2)-Matrix, sondern zwei zu, nämlich
±exp(−i ~φ ·~S). Der Spin erzeugt also nicht Darstellungen der eigentlichen Drehgruppe SO(3) sondern
der SU(2). Wie wir gesehen haben, spricht allerdings quantentheoretisch nichts gegen eine solche Reali-
sierung der Drehungen auf den Zuständen, solange wir die oben beschriebene Spin-Superauswahlregel
beachten. Es ist auch empirisch wohlbekannt, daß es Teilchen mit Spin 1/2 gibt, wie z.B. Elektronen.
Außerdem wurden bislang auch nie experimentelle Hinweise auf Überlagerungszustände von Teilchen
mit ganz- und halbzahligem Spin gefunden, so daß die Charakterisierung der Elementarteilchen durch
die Galilei-Gruppe im empirischen Sinne vollständig ist, solange man relativistische Effekte vernach-
lässigen kann.
Jetzt verbleibt zur vollständigen Bestimmung der Darstellungen der Spin-Drehgruppe (also mathema-
tisch gesprochen der SU(2)) noch die Normierungsfaktoren in (6.8.14) zu berechnen,

N 2(σ) =



S−λ,σ
�

�S−λ,σ
�

=



λ,σ
�

�S+S−
�

�λ,σ
�

= λ−σ(σ − 1), (6.8.19)

164



6.9 · Das Noether-Theorem (quantenmechanisch)

wobei wir von (6.8.8), (6.8.3) und (6.8.13) Gebrauch gemacht haben. Treffen wir die Phasenwahl so,
daß N (s) positiv reell wird, folgt daraus

S− |λ,σ〉=
Æ

s(s + 1)−σ(σ − 1) |λ,σ − 1〉 . (6.8.20)

Schließlich ist die Wirkung von S+ auf die Basisvektoren zu bestimmen, denn dann wissen wir aus
(6.8.4) auch, wie die Komponenten ~Sx und ~Sy auf die Basisvektoren |λ,σ〉 wirken. Definieren wir
N ′(σ) durch

S+ |λ,σ〉=N ′(σ) |λ,σ + 1〉 , (6.8.21)

folgt
N ′2(σ) =




S+λ,σ
�

�S+λ,σ
�

=



λ,σ
�

�S−S+λ,σ
�

= λ−σ(σ + 1) (6.8.22)

wobei wir (6.8.9) angewendet haben. Die gesuchte Gleichung lautet also

S+ |λ,σ〉=
Æ

s(s + 1)−σ(σ + 1) |λ,σ + 1〉 . (6.8.23)

6.9 Das Noether-Theorem (quantenmechanisch)

Als nächstes müssen wir die Verträglichkeit der Symmetrietransformation mit der Zeitentwicklung
herleiten. Dies muß eine Bedingung an die Symmetrietransformationen ergeben, die unabhängig von
der Wahl des Bildes der Zeitentwicklung ist (vgl. Abschnitt 2.10ff). Daher können wir diese Bedin-
gung in einem beliebigen Bild der Zeitentwicklung herleiten. Wir wählen dazu das Schrödingerbild.
Ein beliebiger Zustand genügt dann wegen YS = HS , XS = 0 (Definition des Schrödingerbildes) der
Differentialgleichung

d

dt
|ΨS , t 〉=−iHS (t ) |ΨS , t 〉 . (6.9.1)

Nun sei U g (t ) eine beliebige (i.a. explizit zeitabhängige) unitäre Transformation. Sei dann

�

�

�Ψ′S , t
¶

=U g (t ) |ΨS , t 〉 . (6.9.2)

Es ist klar, daß U genau dann Symmetrietransformation ist, wenn auch
�

�

�Ψ′S , t
¶

der Zeitentwicklung,

die durch (6.9.1) definiert ist, genügt, denn U ist definitionsgemäß dann Symmetrietransformation,
wenn der Zustand

�

�

�Ψ′S , t
¶

stets äquivalent zum Zustand |ΨS , t 〉 ist. Durch Ableitung von (6.9.2) nach

der Zeit finden wir unter Verwendung von (6.9.1) und der Annahme, daß diese Gleichung auch für
�

�

�Ψ′S , t
¶

mit demselben Hamilton-Operator H s (t ) zutrifft, daß U g genau dann Symmetrietransformati-
on ist, wenn

1

i

�

U g ,H
�

+

 

∂ U g

∂ t

!

expl

= �U g := 0 (6.9.3)

ist, wobei �U g die physikalische Zeitableitung von U bedeutet. Da diese Gleichung bildunabhängig ist,
vgl. (2.10.13), stellt sie die gesuchte Symmetriebedingung dar.
Es ist ferner klar, daß dieselben Betrachtungen auch auf die infinitesimalen Erzeugenden der Einpara-
meteruntergruppen der Symmetriegruppe zutreffen. Ist nämlich α der entsprechende Parameter der
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Einparameteruntergruppe und g der dazugehörige Generator, so gilt (im hier betrachteten Schrödin-
gerbild)

U g (t ) = exp[−iαgS (t )], (6.9.4)

und somit

gS (t ) =
∂

∂ α
U g (t )

�

�

�

�

�

α=0

. (6.9.5)

Leiten wir dann Gleichung (6.9.3) nach α ab und beachten, daß im zweiten Term auf der linken Seite
die Ableitung nach α mit der expliziten Zeitableitung vertauscht werden kann, ergibt sich die bildun-
abhängige Gleichung

�g=
1

i
[g,H]+

�

∂ g

∂ t

�

expl

= 0. (6.9.6)

Dies ist aber das quantentheoretische Pendant zum klassischen Noethertheorem, besagt doch (6.9.6),
daß jeder Generator der Einparametersymmetriegrupe g notwendig eine Erhaltungsgröße ist, und um-
gekehrt ist jede Erhaltungsgröße auch der Generator ein Einparametersymmetriegruppe des betrach-
teten Systems.

6.10 Einteilchenzustände für Teilchen mit Spin s

Nun können wir eine vollständige Beschreibung für ein freies Teilchen mit beliebigem Spin angeben.
Die irreduzible Darstellung des Spins durch die Matrizen D̂( ~φ) aus Abschnitt 6.7 ist nämlich vollstän-
dig durch die Spinbetragsquantenzahl s definiert.
Zunächst folgt aus dem im vorigen Abschnitt hergeleiteten Noether-Theorem und der Kommutator-
relation (6.6.40), daß die Erzeugenden K j für Boosts explizit zeitabhängig sein müssen, denn es muß

�K j =
1

i

�

K j ,H
�

+

 

∂ K j

∂ t

!

expl

= p j +

 

∂ K j

∂ t

!

expl

!= 0. (6.10.1)

Nun folgt aber aus (6.6.37)

�P j =
�

∂ P

∂ t

�

expl

!= 0 (6.10.2)

und damit durch Integration von (6.10.1)

K j = mX j −P j t , (6.10.3)

wobei X j entsprechend dem Korrespondenzprinzip mit der klassischen Mechanik die nicht explizit
zeitabhängigen Ortskomponentenoperatoren sein müssen. In der Tat folgt aus (6.6.39) unter Verwen-
dung von (6.6.36), daß diese Operatoren die Heisenberg-Algebra für Orts- und Impulskomponenten

�

X j , Pk

�

= iδ j k1H (6.10.4)

erfüllen. Wir haben bereits in Abschnitt 2.8 gezeigt, wie man mit diesen Kommutatorrelationen zu
der aus QM 1 bekannten Darstellung der Quantentheorie mit Impuls- bzw. Ortswellenfunktionen
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gelangt. Für ein Teilchen mit Spin s 6= 0 kommen nur noch die (2s + 1) Spinfreiheitsgrade hinzu. So
ergibt sich z.B. für die Ortswellenfunktion eine (2s + 1)-dimensionale Größe

ψσ (t ,~x) =
∫

R3

d3~p

(2π)3/2
exp(i~p ·~x)
~p,σ

�

�ψ, t
�

, (6.10.5)

wobei wir hier wieder im Schrödingerbild der Zeitentwicklung rechnen. Da der Spinoperator auch
mit dem Ortsoperator vertauscht, können wir zugleich die drei Ortskomponenten und die z-Kom-
ponente des Spins messen. Die entsprechenden verallgemeinerten Eigenvektoren bezeichnen wir mit
�

�~x,σ
�

. Wie in Abschnitt 2.8 zeigt man sofort (Übung!), daß




~x,σ
�

�~p,σ ′
�

=
1

(2π)3/2
exp(i~p ·~x)δσσ ′ (6.10.6)

ist. Die Wirkung des Impulsoperators in der Ortsdarstellung ergibt sich sofort aus

~̂Pψσ (t ,~x) =
D

~x,σ
�

�

�

~P
�

�

�ψ, t
E

=
∫

R3

d3~p

(2π)3/2
exp(i~p ·~x)~p 
~p,σ

�

�ψ, t
�

=−i~∇~x
∫

R3

d3~p

(2π)3/2
exp(i~p ·~x)~p 
~p,σ

�

�ψ, t
�

=−i~∇~xψσ (t ,~x).

(6.10.7)

Aus (6.7.12) folgt daraus sofort

Ĥψσ (t ,~x) =
~̂p2

2m
ψσ (t ,~x) =−∆~x

2m
ψσ (t ,~x). (6.10.8)

Als letztes Beispiel für den hier aus der Galileisymmetrie hergeleiteten Bra-Ket-Formalismus der nicht-
relativistischen Quantentheorie für ein Teilchen mit Spin wollen wir die Wirkung einer Drehung auf
die Ortswellenfunktion finden. Dazu benötigen wir lediglich (6.7.23). Sei ψ′σ (t ,~x) die Wellenfunktion

für ein um ~φ gedrehtes System. Dann gilt

ψ′σ (t ,~x) =
∫

R3

d3~p

(2π)3/2
exp(i~p ·~x)

D

~p,σ
�

�

�exp(i ~φ ·~J)
�

�

�ψ, t
E

=
∫

R3

d3~p

(2π)3/2
exp(i~p ·~x)

D

exp(−i ~φ ·~J)~p,σ
�

�

�ψ, t
E

=
∫

R3

d3~p

(2π)3/2
exp(i~p ·~x)

∑

σ ′

�

D−1
σ ′σ
( ~φ)R̂−1( ~φ)~p,σ ′

�

�

�

�

ψ, t
�

=
∫

R3

d3~p

(2π)3/2
exp(i~p ·~x)

∑

σ ′
Dσσ ′(

~φ)
D

R̂−1( ~φ)~p,σ ′
�

�

�ψ, t
E

.

(6.10.9)

Dabei haben wir von der Unitarität der Drehmatrizen Gebrauch gemacht, die zu D−1
σ ′σ
=D†

σ ′σ
=D∗

σσ ′

führt. Nun substituieren wir ~p = R̂( ~φ)~p ′ und Verwenden wieder die Orthogonalität von R̂( ~φ), die zu

~p ·~x = [R̂( ~φ)~p ′] ·~x = ~p ′ · [R̂†( ~φ)~x] = ~p ′ · R̂−1( ~φ)~x (6.10.10)
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führt. Dies in (6.10.9) eingesetzt liefert (unter Verwendung von det R̂= 1)

ψ′σ (t ,~x) =
∑

σ ′
Dσσ ′(

~φ)ψσ ′(t , R̂−1~x). (6.10.11)

Man nennt eine mehrkomponentige Feldgröße ψσ , die sich unter Drehungen gemäß (6.10.11) verhält,
ein Spinorfeld zur Darstellung s ∈ {0,1/2,1, . . .}. Das Spinorfeld zu s = 0 heißt dann entsprechend
auch Skalarfeld, zu s = 1 Vektorfeld usw. Zur besseren Unterscheidung von den in der relativisti-
schen Quantentheorie auftretenden Dirac-Spinoren bezeichnet man die hier in der nichtrelativisti-
schen Quantentheorie vorkommenden Größen zum Spin s = 1/2 auch als Weyl-Spinoren.
Die Gl. (6.10.11) läßt sich freilich auch aus der Formel für infinitesimale Drehungen, angewandt auf
die Wellenfunktion bestimmen, denn es ist

~̂J = ~̂L+ ~̂S =−i~x × ~∇~x + ~̂S, (6.10.12)

wobei ~̂S die auf die Spinorkomponenten ψσ wirkenden (2s + 1)× (2s + 1)-Matrizen sind. Bezeichnen
wir mit ψ(t ,~x) also die 2s + 1-komponentige Spinorwellenfunktion, so ist die Änderung der Wellen-
funktion unter einer infinitesimalen Drehung bis auf Größen zweiter Ordnung inδ ~φ= ~nδφ offenbar
durch

δψ(t ,~x) = iδφ~n · ~̂Jψ(t ,~x) = δφ~n · (~x × ~∇~x + ~̂S) = δφ~n · ~̂Sψ(t ,~x +δφ~n×~x) (6.10.13)

gegeben. Dabei haben wir die Operatoridentität

~n · (~x × ~∇~x ) = (~n×~x) · ~∇~x (6.10.14)

verwendet.
Etwas mehr Vorsicht ist bei der Betrachtung von Galilei-Boosts angebracht. Da die Generatoren ~K
explizit zeitabhängig sind, vertauschen sie nämlich nicht mit dem Hamiltonoperator (vgl. (6.6.40)).
Die Spinorwellenfunktion im geboosteten Bezugssystem ist durch

ψσ (t ,~x) =



~x,σ
�

�ψ, t
�

(6.10.15)

gegeben. Im hier verwendeten Schrödingerbild der Zeitentwicklung gilt

|ψ, t 〉= exp(−itH) |ψ, 0〉 . (6.10.16)

Der Zustand im geboosteten Bezugssystem ist derjenige, für den zur Anfangszeit t = 0

�

�ψ′, 0
�

= exp(−i ~w · ~K) |ψ, 0〉 (6.10.17)

gilt. Die Zeitentwicklung erfolgt dann mit dem ursprünglichen Hamiltonoperator

�

�ψ′, t
�

= exp(−itH)
�

�ψ′, 0
�

= exp(−itH)exp(−i ~w · ~K) |ψ, 0〉 . (6.10.18)
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Um wieder (6.7.13) anwenden zu können, schieben wir wieder die Entwicklung des Einsoperators
nach Impuls-Spin-Eigenzuständen ein:

ψ′σ (t ,~x) =
∫

R3
d3~p

∑

σ ′

D

~x,σ
�

�

�exp(−itH)exp(−i ~w · ~K)
�

�

�
~p,σ ′

E




~p,σ ′
�

�ψ, 0
�

(6.7.13)
=

∫

R3
d3~p

∑

σ ′




~x,σ
�

�exp(−itH)
�

�~p −m ~w,σ ′
�


~p,σ ′
�

�ψ, 0
�

(6.7.12)
=

∫

R3
d3~p

∑

σ ′
exp



− i(~p −m ~w)2

2m
t








~x,σ
�

�~p −m ~w,σ ′
�


~p,σ ′
�

�ψ, 0
�

(6.10.6)
=

∫

R3

d3~p

(2π)3/2
exp



i~x · (~p −m ~w)− i
(~p −m ~w)2

2m
t








~p,σ
�

�ψ, 0
�

= exp

 

−im ~w ·~x − i
m ~w2

2m
t

!

∫

R3

d3~p

(2π)3/2
exp



i~p · (~x + i ~w t )− i
~p2

2m
t





× 
~p,σ
�

�ψ, 0
�

(6.7.12)
= exp

 

−im ~w ·~x − i
m ~w2

2
t

!

∫

R3

d3~p

(2π)3/2
exp[i~p · (~x + i ~w t )]

× 
~p,σ
�

�exp(−itH)
�

�ψ, 0
�

(6.10.5)
= exp

 

−im ~w ·~x − i
m ~w2

2
t

!

ψσ (t ,~x + ~w t ).

(6.10.19)

Die Wellenfunktion verhält sich also nicht einfach wie ein Skalar unter Galilei-Boosts, wie man naiver-
weise erwarten würde, sondern erhält einen zusätzlichen Phasenfaktor. Wieder ergibt sich die Super-
auswahlregel, daß Zustände zu Teilchen mit verschiedener Masse nicht superponiert werden dürfen,
wenn die Theorie Galilei-invariant sein soll. Das Auftreten dieses Phasenfaktors ist auf die Rolle der
Masse als nichttriviale Zentralladung zurückzuführen.

6.11 Die Pauli-Gleichung

In diesem Abschnitt behandeln wir als ein konkretes Beispiel für Teilchen mit Spin ein Teilchen mit
Spin 1/2. Dies ist nicht nur die einfachste Realisierung eines Teilchens mit Spin, sondern es ist auch
praktisch äußerst wichtig, da alle (bislang bekannten) Elementarteilchen, die die „Materie“ konstituie-
ren, solche Spin-1/2-Teilchen sind6. Freilich beziehen sich alle Betrachtungen in diesem Abschnitt auf
den Fall, daß die nichtrelativistische Beschreibung der Teilchen gerechtfertigt ist. Das ist allerdings für
einen durchaus großen Anwendungsbereich der Fall. So können die Atome mit nicht zu großen La-
dungszahlen durch die nichtrelativistische quantenmechanische Beschreibung der Bewegung der Elek-
tronen um den Atomkern sehr gut beschrieben werden. Entsprechend wird auch die Molekül- und
Festkörperphysik durch die nichtrelativistische Vielteilchenphysik, auf die wir im nächsten Kapitel
ausführlich zu sprechen kommen, abgedeckt.
Wir wollen nun den Hamilton-Operator für ein Teilchen mit Spin 1/2, das sich in einem äußeren elek-
tromagnetischen Feld ~E , ~B bewegt, finden. Dazu bedienen wir uns des Hilfsmittels der kanonischen

6Das sind die Leptonen (Elektron, Muon, τ) und Quarks (up, down, charm, strange, top, bottom).
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Quantisierung, indem wir zunächst die Situation im Rahmen der klassischen Mechanik betrachten.
Um die Lagrangefunktion aufstellen zu können, benötigen wir zunächst die Darstellung des elektro-
magnetischen Feldes durch die elektromagnetischen Potentiale:

~E(t ,~x) =−~∇Φ(t ,~x)− ∂

∂ t
~A(t ,~x), ~B(t ,~x) = ~∇× ~A(t ,~x). (6.11.1)

Dabei sind die Potentiale Φ und ~A nur bis auf eine Eichtransformation bestimmt, denn für ein belie-
biges skalares Feld χ ergeben

Φ′(t ,~x) = Φ(t ,~x)− ∂tχ (t ,~x), ~A ′(t ,~x) = ~A(t ,~x)+ ~∇χ (t ,~x) (6.11.2)

offensichtlich dieselben Felder ~E und ~B .
Die Lagrangefunktion für die (nichtrelativistische) Bewegung eines geladenen Punktteilchens im elek-
tromagnetischen Feld lautet dann

L=
m

2
~̇x2− q[Φ(t ,~x)− ~̇x · ~A(t ,~x)]. (6.11.3)

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus den Euler-Lagrange-Gleichungen

∂ L

∂ ~x
− d

dt

∂ L

∂ ~̇x
= 0. (6.11.4)

Bildet man die Ableitungen, erhält man unter Verwendung von (6.11.1) in der Tat die richtige Bewe-
gungsgleichung

m~̈x = q[~E(t ,~x)+ ~̇x × ~B(t ,~x)]. (6.11.5)

Wir gehen nun in der üblichen Weise zum Hamilton-Formalismus über, indem wir zunächst die ka-
nonischen Impulse berechnen:

~p =
∂ L

∂ ~̇x
= m~̇x + q ~A(t ,~x). (6.11.6)

Wir bemerken, daß dies nicht mit dem mechanischen Impuls m~̇x übereinstimmt. Die Hamilton-Funk-
tion ergibt sich nach kuzer Rechnung (Übung!) zu

H = ~p · ~̇x − L=
m

2
~̇x 2+ qΦ(t ,~x) =

1

2m
[~p − q ~A(t ,~x)]2+ qΦ(t ,~x). (6.11.7)

Wir erhalten also die Hamiltonfunktion aus dem Ausdruck für die Energie eines freien Teilchens,
indem wir ~̇x gemäß (6.11.6) durch den kanonischen Impuls ausdrücken und die potentielle Energie
qΦ addieren. Wir werden nun in ähnlicher Weise in der Quantentheorie vorgehen. Es ist dabei klar,
daß wir den quantenmechanischen Hamilton-Operator nicht eindeutig aus der klassischen Hamilton-
funktion herleiten können. Es handelt sich bei der kanonischen Quantisierung lediglich um ein heu-
ristisches Verfahren, welches letztlich nur durch den Erfolg in der Beschreibung der in Experimenten
beobachteten Phänomene zu rechtfertigen ist. Später, bei der Behandlung der relativistischen Quan-
tenfeldtheorie, werden wir eine überzeugendere Begründung für den nun herzuleitenden Hamilton-
Operator finden.
Wir betrachten Teilchen mit Spin 1/2 genauer. Es ist gemäß Abschnitt 6.8 klar, daß die Eigenwer-
te des Operator Sz , die Werte σ ∈ {−1/2,+1/2} annehmen können. Als Orthonormalbasis für die
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Spinzustände wählen wir entsprechend |σ = 1/2〉 und |σ =−1/2〉 (in dieser in der Literatur üblichen
Reihenfolge). Bzgl. dieser Basis ergeben sich die Spin-Matrizen wie folgt. Zunächst gilt

Sz |σ〉= σ |σ〉 ⇒ Ŝ =
1

2

�

1 0
0 −1

�

=:
1

2
σ̂z . (6.11.8)

Die übrigen Komponenten finden wir aus (6.8.20)

S− |σ = 1/2〉= |σ =−1/2〉 , S− |σ =−1/2〉= 0 (6.11.9)

und damit

Ŝ− =
�

0 0
1 0

�

, Ŝ+ = Ŝ†
− =

�

0 1
0 0

�

. (6.11.10)

Aus (6.8.4) erhalten wir schließlich die übrigen Spinmatrizen

Ŝx =
1

2
(Ŝ++ Ŝ−) =

1

2

�

0 1
1 0

�

=:
1

2
σ̂x ,

Ŝy =
1

2i
(Ŝ+− Ŝ−) =

1

2

�

0 −i
i 0

�

=:
1

2
σ̂y .

(6.11.11)

Die Matrizen σ̂x , σ̂y und σ̂z heißen Pauli-Matrizen, und wir werden nun einige nützliche Rechenre-
geln herleiten. Wegen der Kommutatorrelationen (6.8.1) für die Spinoperatoren, die natürlicherweise
auch für die Spinmatrizen gelten, folgt für die Pauli-Matrizen unmittelbar

�

σ̂ j , σ̂k

�

= 2iεl j k σ̂l . (6.11.12)

Durch direktes Nachrechnen (Übung) findet man die nicht minder wichtigen Antikommutatorregeln

¦

σ̂ j , σ̂k

©

= 2δ j k12. (6.11.13)

Kommen wir nun zum Hamilton-Operator. Entsprechend unserem oben besprochenen heuristischen
Vorgehen schreiben wir zunächst den Hamilton-Operator des freien Teilchens in der Form

Hfrei =
1

2m
~p2 =

1

2m
(~̂σ ·~p)(~̂σ ·~p). (6.11.14)

Dabei haben wir benutzt, daß den Kommutatorrelationen (6.6.36) gemäß die Operatoren für die Im-
pulskomponenten vertauschen und demnach der letzte Umformungsschritt sofort aus (6.11.13) folgt.
Wir gehen nun entsprechend dem oben bei der analogen Situation der klassischen Mechanik bespro-
chenen Prinzip der minimalen Substitution im Sinne der kanonischen Quantisierung vor, um den
Hamilton-Operator für die Bewegung des Teilchens im elektromagnetischen Feld zu erhalten. Wie wir
sogleich sehen werden, ist es dabei entscheidend, die etwas umständlich erscheinende Formulierung
mit den Pauli-Matrizen in (6.11.14) zu verwenden und nicht direkt die übliche Form (welche für freie
Teilchen selbstverständlich identisch ist). Wir erhalten dann den Hamilton-Operator

H =
1

2m
[~̂σ · (~p− q~A)][~̂σ · (~p− q~A)]+ qΦ. (6.11.15)

Um diesen Hamilton-Operator genauer zu analysieren, bietet es sich an, in der Ortsdarstellung zu
arbeiten. Dabei fassen wir die Wellenfunktionen

ψσ (t ,~x) =



~x,σ
�

�Ψ
�

(6.11.16)

171



Kapitel 6 · Galilei-Symmetrie

zu einem zweikomponenten Weyl-Spinor

ψ(t ,~x) =
�

ψ+1/2(t ,~x)
ψ−1/2(t ,~x)

�

(6.11.17)

zusammen. Auf diesen Wellenfunktionen operieren dann sowohl die aus QM I bekannten Differen-
tialoperatoren als auch 2×2-Matrizen wie die Pauli-Matrizen. Der Hamilton-Operator (6.11.15) lautet
in der Ortsdarstellung offenbar

Ĥ =
1

2m
[~̂σ · (−i~∇− q ~̂A)][~̂σ · (−i~∇− q ~̂A)]+ qΦ̂. (6.11.18)

Um den physikalischen Gehalt dieses Hamilton-Operators zu analysieren, multiplizieren wir zunächst
den ersten Term (6.11.15) aus:

[~̂σ · (~p−q~A)][~̂σ · (~p−q~A)] = (~̂σ ·~p)(~̂σ ·~p)−q[(~̂σ ·~p)(~̂σ ·~A)+(~̂σ ·~A)(~̂σ ·~p)]+q2(~̂σ ·~A)(~̂σ ·~A). (6.11.19)

Dies läßt sich noch weiter vereinfachen. Da die Impulskomponenten miteinander kommutieren, gilt

(~̂σ ·~p)(~̂σ ·~p) = σ̂ j σ̂kp j pk =
1

2

¦

σ̂ j , σ̂k

©

p j pk = δ j kp j pk =~p
2, (6.11.20)

wobei wir (6.11.13) verwendet haben. Da das Vektorpotential eine reine Funktion des Ortsoperators
ist, vertauschen auch dessen Komponenten, so daß dieselbe Rechnung

(~̂σ · ~A)(~̂σ · ~A) = ~A2
(6.11.21)

ergibt. Wenden wir uns nun dem mittleren Term in (6.11.19) zu. Hier ist Vorsicht geboten, denn die
Impulskomponenten vertauschen nicht mit den Komponenten des ortsabhängigen Vektorpotentials.
Hier ist es am einfachsten, die Wirkung des entsprechenden Differentialoperators auf die Wellenfunk-
tion zu untersuchen:

[(~̂σ · ~̂p)(~̂σ · ~̂A)+ (~̂σ · ~̂A)(~̂σ · ~̂p)]ψ=−iσ̂ j σ̂k (∂ j Ak +Aj∂k )ψ

=−iσ̂ j σ̂k[(∂ j Ak )ψ+Ak∂ jψ+Aj∂kψ].
(6.11.22)

Jetzt schreiben wir das Produkt der Pauli-Matrizen mit Hilfe von (6.11.12) und (6.11.13) wie folgt um:

σ̂ j σ̂k =
1

2

�¦

σ̂ j , σ̂k

©

+
�

σ̂ j , σ̂k

��

= δ j k12+ iεl j k σ̂l . (6.11.23)

Dies in (6.11.22) eingesetzt und ein wenig umgeformt, ergibt

[(~̂σ · ~̂p)(~̂σ · ~̂A)+ (~̂σ · ~̂A)(~̂σ · ~̂p)]ψ= (~̂p · ~̂A+ ~̂A · ~̂p)ψ+(~̂σ · ~B)ψ. (6.11.24)

Dabei haben wir ~∇× ~A= ~B gemäß (6.11.1) verwendet. Fassen wir nun (6.11.20-6.11.24) zu dem Ha-
milton-Operator (6.11.18) zusammen, finden wir schließlich

H =
1

2m
(~p− q~A)2− q

2m
gs (~S · ~B)+ qΦ mit gs = 2, (6.11.25)

wobei wir ~σ = 2~S geschrieben haben.
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Daraus ergibt sich, daß ein elementares Teilchen (z.B. ein Elektron) bei minimaler Substitution ein mit
dem Spin des Teilchens verknüpftes magnetisches Moment besitzt, das durch den Operator

~µ=µB gs
~S mit µB =

e

2me
= 5.7883817555(79) · 10−11 MeV

T
, gs = 2 (SI-Einheiten) (6.11.26)

repräsentiert wird (Zahlenwert aus [Nak10]). Es ist dabei zu beachten, daß für ein Elektron der nega-
tive Wert qe =−e mit der Elementarladung

e = 1.602176487(40) · 10−19 C (SI-Einheiten) (6.11.27)

zu verwenden ist. In unseren natürlichen Einheiten, wo das modifizierte Wirkungsquantum ħh = 1 und
die Lichtgeschwindigkeit c = 1 gesetzt sind, und in den ebenfalls in diesem Skript verwendeten Heav-
iside-Lorentz-Einheiten (HL-Einheiten) der Elektrodynamik ist e eine dimensionslose Variable, die
sich aus der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstante

α=
e2

4π
=

1

137.035999679(94)
(HL-Einheiten) (6.11.28)

ergibt. In SI-Einheiten ist

α=
e2

4πε0ħhc
(SI-Einheiten). (6.11.29)

Man kann übrigens leicht zwischen natürlichen Einheiten und SI-Einheiten hin- und herrechnen, in-
dem man den Konversionsfaktor

ħhc = 197.3269631(49)MeV fm (6.11.30)

verwendet. Außerdem ist in HL-Einheiten ε0 =µ0 = 1 zu setzen.
Der Parameter gs in (6.11.25) heißt Gyrofaktor und ist (ähnlich wie die elektrische Ladung) eine für
das Teilchen charakteristische Größe. Für Elementarteilchen ergibt sich aus dem Prinzip der mini-
malen Kopplung an elektromagnetische Felder der Gyrofaktor 2, wobei dies allerdings in der hier
gezeigten nichtrelativistischen Behandlung nicht allzu zwingend erscheint, weil wir ja die minimale
Kopplung in der spezifischen Weise mit den in den Hamiltonoperator freier Teilchen eingeschobenen
Pauli-Matrizen (6.11.14) vornehmen mußten. Würden wir die minimale Kopplung einfach mit dem
Hamiltonoperator ~p2/(2m) vornehmen, erhielten wir ein verschwindendes magnetisches Moment, al-
so gs = 0. In der relativistischen Beschreibung von Spin-1/2-Teilchen vermöge der Dirac-Gleichung
führt das Prinzip der minimalen Kopplung zwingend auf gs = 2 für elementare Teilchen. Dies war
(neben der Vorhersage der Existenz von Antiteilchen) einer der größten Erfolge der Dirac-Gleichung.
Man bezeichnet die in (6.11.26) definierte Größe µB als das Bohrsche Magneton. Es wurde von Bohr
in seinem Atommodell, basierend auf der von ihm entwickelten „alten Quantentheorie“, bei dem Ver-
such, die Aufspaltung der Spektrallinien bei Atomen in magnetischen Feldern zu erklären, (Zeeman-
Effekt) eingeführt. Während die klassische Elektronentheorie von Lorentz eine kontinuierliche Auf-
spaltung der Spektrallinien ergab, konnte Bohr den sog. anomalen Zeemaneffekt erklären, der auf
der Quantelung des Bahndrehimpulses beruht. Dies werden wir gleich noch näher ausführen. Die al-
lerdings ebenfalls beobachtete Aufspaltung in nur 2 (statt mindestens 3 aufgrund der Quantelung des
Bahndrehimpulses) konnte nur durch Einführung des Elektronenspins erklärt werden, die schließlich
durch Goudsmith und Uhlenbeck erfolgte, nachdem Kramers von Pauli überzeugt worden war, die-
se Idee besser nicht zu veröffentlichen. Der Hamilton-Operator (6.11.25) wurde schließlich von Pauli
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vorgeschlagen, nachdem er schließlich doch von der Korrektheit des Spins zur Spinquantenzahl 1/2
überzeugt werden konnte. Die Schrödinger-Gleichung mit dem Hamilton-Operator (6.11.25) für die
zweikomponentige Weyl-Spinor-Wellenfunktion,

i
∂

∂ t
ψ(t ,~x) =− 1

2m
(~∇− iq ~A)2ψ(t ,~x)− gsµB

~̂S · ~B(t ,~x)ψ(t ,~x)+ qΦ(t ,~x),ψ(t ,~x) (6.11.31)

heißt daher Pauli-Gleichung.
Wir bemerken noch, daß sich bei der sehr genau möglichen Vermessung des magnetischen Moments
des Elektrons eine kleine Abweichung vom Wert ge = 2 für ein elementares Teilchen ergibt. Der
neueste Wert für diese Abweichung beträgt gemäß [Nak10]

ge − 2

2
= (1159.65218073± 0.00000028) · 10−6. (6.11.32)

Theoretisch sind diese winzigen Abweichungen durch sich in der Quantenelektrodynamik ergebende
Korrekturen in höherer Ordnung der Störungstheorie erklärbar.
Die Hadronen, allen voran die Kernbausteine Proton und Neutron, weisen allerdings deutlich von 2
verschiedene Gyrofaktoren auf. Dies weist darauf hin, daß sie keine elementaren Teilchen sind, son-
dern ein komplizierter Bindungszustand aus drei Valenzquarks aufgrund der starken Wechselwir-
kung. Die Werte für die Gyrofaktoren sind (wieder cf. [Nak10])

gp = 2.792847356± 0.000000023, gn =−1.9130427± 0.0000005. (6.11.33)

Freilich beziehen sich diese Gyrofaktoren auf das Bohrsche Kernmagneton

µ(nucl)
B =

e

2mp
= 3.1524512326(45) · 10−14 MeV

T
(SI-Einheiten). (6.11.34)

Der Gyrofaktor gs ' 2, der sich hier aus der minimalen Kopplung in der spezifischen Form des freien
Hamilton-Operators mit σ -Matrizen ergeben hat, folgt (allerdings eindeutig!) auch aus der relativisti-
schen Dirac-Gleichung, auf die wir in einem späteren Kapitel genauer eingehen werden.
In der Atomphysik (insbesondere bei der Behandlung des Wasserstoffatoms in der Näherung, wo das
Proton als einfaches Coulomb-Feld behandelt wird) ist es bei der Berechnung der Energieeigenzustände
notwendig, den Symmetrien des Problems entsprechend die Pauligleichung in räumliche Kugelkoordi-

naten umzuschreiben, denn man wird simultane Eigenzustände von H, ~J
2
, Jz und Sz bzw. H, ~J

2
, ~L

2

und Lz und Sz verwenden (bei ausgeschaltetem äußeren Magnetfeld). Den Zeeman-Effekt kann man
dann für schwache Felder störungstheoretisch behandeln. Wir gehen darauf in dieser Vorlesung nicht
näher ein. Diese Probleme werden ausführlich in vielen Quantenmechanik-Lehrbüchern behandelt
(z.B. [LL77]).
Der Vollständigkeit halber schreiben wir noch den Hamilton-Operator für ein konstantes Magnetfeld
etwas um. Offenbar ist das Vektorpotential durch

~A=−1

2
~x × ~B für ~B = const (6.11.35)

gegeben, denn es gilt in der Tat

(~∇× ~A) j = ε j k l∂kAl =−
1

2
ε j k lεl mn∂k (xmBn) =−

δ j mδkn −δ j nδk m

2
Bnδk m = B j . (6.11.36)
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Der erste Term in (6.11.25) lautet also

(~p− q~A)2 =~p2− q(~p~A+ ~A~p)+ q2~A
2
=~p2− q~B ·~L+ q2~A

2
. (6.11.37)

Dabei haben wir verwendet, daß
�

x j ,pk

�

= 0 für j 6= k und daher ~L=~x×~p=−~p×~x ist. Setzen wir
dies in (6.11.25) ein, finden wir

H =
~p2

2m
−µB

~B · (~L+ gs
~S)+

q2

2m
~A

2
+ qΦ für ~A=−1

2
~x × ~B , ~B = const. (6.11.38)

Man kann aufgrund des zweiten Terms

~M =µB (~L+ gs
~S) (6.11.39)

als Operator für das totale magnetische Moment des Teilchens interpretieren. Dabei entspricht der
Bahnanteil im Sinne des Korrespondenzprinzips der entsprechenden klassischen Größe für ein auf
einer Kreisbahn laufendes geladenes Punktteilchen (Übung). Der Spinanteil weist jedoch den zusätzli-
chen Gyrofaktor gs auf und besitzt kein Analogon in der klassischen Physik eines geladenen Punkt-
teilchens.
Wir betrachten schließlich noch die Eichinvarianz der Pauligleichung, d.h. die Unabhängigkeit der
physikalischen Bedeutung der Zeitentwicklung der Wellenfunktion von der Wahl der Eichung der
elektromagnetischen Potentiale. Dazu machen wir den Ansatz

ψ′(t ,~x) = exp[iα(t ,~x)]ψ(t ,~x) (6.11.40)

für die eichtransformierte Wellenfunktion, denn ein reiner Phasenfaktor ändert nichts am physikali-
schen Gehalt der Wellenfunktion. In der Tat gilt dann für die linke Seite der Pauli-Gleichung (6.11.31)

i
∂ ψ′

∂ t
= i exp(iα)

�

i
∂ α

∂ t
ψ+

∂ ψ

∂ t

�

. (6.11.41)

Zur Auswertung der rechten Seite betrachten wir zunächst

(~∇− iq ~A ′)ψ′ = exp(iα)[~∇ψ+ i(~∇α)ψ− iq(~A+ ~∇χ )ψ]. (6.11.42)

Setzen wir nun
α= qχ , (6.11.43)

so folgt
(~∇− iq ~A ′)ψ′ = exp(iqχ )(~∇− iq ~A)ψ. (6.11.44)

Wendet man darauf nochmals diesen Operator an, folgt

(~∇− iq ~A ′)2ψ′ = exp(iqχ )(~∇− iq ~A)2ψ. (6.11.45)

Damit folgt zusammen mit (6.11.41) und (6.11.43)

i
∂ ψ′

∂ t
=exp(iqχ )

�

i
∂ ψ

∂ t
− q

∂ χ

∂ t
ψ

�

=−(~∇− iq ~A ′)2ψ′−µB gs
~B ·~Sψ′+ qΦ′ψ′

= exp(iqχ )
�

− 1

2m
(~∇− iq ~A)2ψ+

�

Φ− ∂ χ
∂ t

�

ψ−µB gs
~B ·~Sψ

�

.

(6.11.46)
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Kürzen des gemeinsamen Phasenfaktors ergibt also, daß aus der Pauligleichung für ψ′ mit den elektro-
magnetischen Potentialen Φ′ und ~A ′ die Pauligleichung für ψmit den ursprünglichen elektromagneti-
schen Potentialen Φ und ~A folgt. Die Pauli-Gleichung ist also invariant unter der lokalen Eichtrans-
formation

ψ′(t ,~x) = exp[iqχ (t ,~x)]ψ(t ,~x),

Φ′(t ,~x) = Φ(t ,~x)− ∂

∂ t
χ (t ,~x), ~A ′(t ,~x) = ~A(t ,~x)+ ~∇χ (t ,~x).

(6.11.47)

Dabei ist χ ein beliebiges skalares Feld. Wir werden in einem späteren Kapitel noch genau auf die Ei-
chinvarianz der Elektrodynamik zurückkommen, die sich dort als notwendige Folgerung aus der Sym-
metrie der speziell relativistischen Raumzeit (Minkowski-Raum) unter Poincaré-Transformationen
ergeben wird.
Eine interessante Folgerung aus dem Transformationsverhalten (6.11.47) ist, daß es in Theorien mit
mehreren Teilchensorten keine Überlagerungen von Zustandsvektoren (bzw. Wellenfunktionen in der
Ortsdarstellung) zu Teilchen mit verschiedener Ladung geben darf, weil für solche Überlagerungen die
Theorie nicht mehr eichinvariant wäre, weil dann die Phasenfaktoren für die verschiedenen Wellen-
funktionen verschieden wären, denn diese enthält explizit die jeweilige Ladung der Teilchen. Dieses
Verbot von Superpositionen heißt Ladungs-Superauswahlregel.
Wir leiten schließlich noch die Erhaltung der Norm der Wellenfunktion unter Zeitentwicklungen aus
der Pauli-Gleichung her, die im abstrakten Bra-Ket-Formalismus (z.B. im Schrödingerbild) schon aus
der Selbstadjungiertheit von H folgt. Allerdings ergibt sich bei der Herleitung für die Wellenfunktion
der Wahrscheinlichkeitsstrom für Spin-1/2-Teilchen im elektromagnetischen Feld, der uns im näch-
sten Kapitel noch nützlich sein wird. Die Wahrscheinlichkeitsdichte für die Messung eines Teilchens
am Ort ~x mit Spin-z-Komponente σ =±1/2 ist nach dem Bornschen Postulat durch

P (t ,~x,σ) = |
~x,σ
�

�ψ(t )
� |2 = |ψσ (t ,~x)|2 (6.11.48)

gegeben7. Interessiert man sich für die reine Teilchendichte, unabhängig davon, welche Spineinstellung
man vorfindet, folgt

P (t ,~x) =
∑

σ

|ψσ (t ,~x)|2 =ψ†(t ,~x)ψ(t ,~x). (6.11.49)

Wir wollen nun zeigen, daß es eine Wahrscheinlichkeitsstromdichte ~j (t ,~x) gibt, so daß die Konti-
nuitätsgleichung

∂ P

∂ t
+ ~∇ · ~j = 0 (6.11.50)

gilt. Dazu leiten wir (6.11.49) nach der Zeit ab und verwenden die Pauli-Gleichung für die Zeitablei-
tungen. Wir benötigen dazu zunächst die Pauligleichung für den adjungierten Weyl-Spinor ψ†. Bilden
wir also die hermitesch Adjungierte der Gleichung (6.11.31):

−i
∂ ψ†

∂ t
=− 1

2m
(~∇+ i~A)2ψ†− gsµBψ

†~̂S · ~B + qΦ(t ,~x)ψ†. (6.11.51)

dabei haben wir die Selbstadjungiertheit der Spinmatrizen verwendet. Nach einigen Umformungen
(Übung) gelangt man schließlich zu der folgenden Form des Wahrscheinlichkeitsstromes

~j =
1

2mi
[ψ†~∇ψ− (~∇ψ†)ψ− 2iq ~Aψ†ψ]. (6.11.52)

7Wir verwenden hier o.b.d.A. das Schrödinger-Bild der Zeitentwicklung.

176



6.11 · Die Pauli-Gleichung

Es läßt sich auch leicht zeigen (Übung), daß dieser Ausdruck unter der Eichtransformation (6.11.47)
invariant ist, wie es für physikalisch beobachtbare Größen wie den Wahrscheinlichkeitsstrom sein
muß8.
Wir bestimmen noch den Operator der elektrischen Stromdichte. Dazu müssen wir den Erwar-
tungswert der Teilchenenergie

E = 〈H〉=
∫

R3
d3~xψ†Hψ (6.11.53)

mit dem Hamilton-Operator (6.11.25) betrachten. Den Zusammenhang zur elektrischen Stromdichte
ergibt sich aus dem Korrespondenzprinzip. In der Lagrangefunktion (6.11.3) hat man den Anteil

Lmag = q~̇x · ~A (6.11.54)

bzw. für eine kontinuierliche Ladungsverteilung

Lmag =
∫

R3
d3~x ~J · ~A mit ~J = ρ~v, (6.11.55)

wo ρ die Ladungsdichte der Ladungsverteilung bezeichnet. Variiert man also in der Lagrangefunktion
~A, erhält man

δL= δLmag =
∫

R3
d3~x δ~A ·~J . (6.11.56)

Die entsprechende Variation im Hamilton-Operator ist

δH =−δL=−
∫

R3
d3~x δ~A ·~J . (6.11.57)

Genauso zeigt man (Übung), daß eine Variation nach dem skalaren Potential Φ

δH =−δL=+
∫

R3
d3~x δΦρ (6.11.58)

zur elektrischen Ladungsdichte führt.
Wenden wir diese Gleichungen auf (6.11.53) mit dem Hamilton-Operator (6.11.25) an, erhalten wir
für die elektrische Ladungs- und Stromdichte

ρ= qψ†ψ= qP, ~J = q~j +µB gs
~∇× (ψ†~̂Sψ). (6.11.59)

Neben der konvektiven Stromdichte ρ~v = q~j erhalten wir also noch einen Beitrag vom intrinsischen
magnetischen Moment der Teilchen, den sie aufgrund ihres Spins besitzen. Es ist klar, daß wegen
(6.11.50) und der Relation ~∇ · (~∇× ~V ) = 0 für ein beliebiges Vektorfeld ~V die Kontinuitätsgleichung
auch für die elektrische Ladung gilt,

∂ ρ

∂ t
+ ~∇ ·~J = 0, (6.11.60)

8Diese Größe ist physikalisch beobachtbar, denn man kann die Anzahl der Teilchen eines im durch ψ beschriebenen
Zustand präparierten Ensembles zählen, die in einem bestimmten Zeitintervall dt durch ein Flächenelement d~F fliegen. Der
Erwartungswert dieser Anzahl von Teilchen (pro einlaufendes Teilchen) ist dann definitionsgemäß durch dN = dtd~F · ~j
gegeben.
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d.h. die elektrische Ladung ist eine Erhaltungsgröße. Wir weisen noch darauf hin, daß bei einer Nor-
mierung von ψ auf 1 die hier betrachteten Ladungen und Ströme sich auf ein Teilchen im Sinne der
Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Quantentheorie beziehen. Will man reale Ensembles aus N Teil-
chen beschreiben, wobei man die Korrelationen zwischen den Teilchen vernachlässigen kann, kann
man die entsprechenden Größen mit N multiplizieren, um die im realen Experiment auftretenden
Ladungs- und Stromverteilungen zu berechnen.

6.12 Der Stern-Gerlach-Versuch

Der Stern-Gerlach-Versuch zur „Richtungsquantelung“ wurde 1922, also schon vor der Entwicklung
der modernen Quantentheorie ausgeführt9. Das Bohr-Sommerfeldsche Atommodell sagte allerdings
bereits damals voraus, daß der Drehimpuls quantisiert sein sollte. Außerdem war bekannt, daß ein
Atom mit einer Elektronenkonfiguration in einem Zustand zum Bahndrehimpuls l 6= 0 (in moderner
Sprache ausgedrückt) ein entsprechendes magnetisches Moment wie durch (6.11.39) aufweisen muß.
Der Spin war allerdings noch unbekannt. Gleichwohl sollte ein Atomstrahl mit Atomen mit magneti-
schem Moment in einem inhomogenen Magnetfeld abgelenkt werden. Während die klassische Physik
einfach eine kontinuierliche Aufweitung des Strahls vorhersagte, mußte nach dem Bohrschen Atom-
modell der Strahl in einem Magnetfeld mit Feldgradient in z-Richtung entsprechend der Quantelung
der z-Komponente des Bahndrehimpulses in diskreter Weise abgelenkt werden. Stern und Gerlach ge-
lang der Nachweis dieser Richtungsquantelung eines Atomstrahls von Silberatomen. Sie fanden eine
Aufspaltung des Strahls entsprechend zweier Einstellmöglichkeiten der z-Komponente des Drehim-
pulses, was mit der damaligen Vorhersage des Bohr-Sommerfeld-Modells verträglich war. Die moderne
Quantentheorie würde allerdings bei einem Teilchen ohne Spin nur Aufspaltungen in eine ungera-
de Anzahl von Strahlen vorhersagen, denn der Bahndrehimpuls gehört immer zu Darstellungen der
Drehgruppe mit Drehimpulsquantenzahl l ∈N0, und die z-Komponente des Bahndrehimpulses kann
immer nur die (2l + 1)Werte mz = {0,±1, . . . ,±l} annehmen.
Im Lichte der modernen Quantentheorie betrachtet ist allerdings die Aufspaltung in zwei Strahlen für
Silberatome leicht erklärbar: Das Silberatom besitzt ein Valenzelektron, das sich im Grundzustand in
einem Bahndrehimpulszustand l = 0 (s -Orbital) befindet. Die übrigen Elektronen füllen ihre entspre-
chenden Orbitale vollständig auf, so daß deren Gesamtdrehimpuls 0 ist. Entsprechend ist der Gesamt-
drehimpuls des Atoms J = 1/2. Es verhält sich also wie ein neutrales Teilchen mit einer großen Masse
und einem magnetischen Moment aufgrund des Spins 1/2 dieses Elektrons, solange das Atom nicht
auf irgendeine Weise in angeregte Zustände übergeht. Dies ist aber unter den Versuchsbedingungen
von Stern und Gerlach nur höchst unwahrscheinlich. Daher können wir bei der Analyse des Experi-
ments das Silberatom einfach als neutrales Teilchen mit einem magnetischen Moment entsprechend
dem vom Spin des Valenzelektrons behandeln. Entsprechend der beiden Einstellungsmöglichkeiten
für die z-Komponente des Spins (σ =±1/2) spaltet sich also der Strahl in der Tat in zwei Teilstrahlen
auf, von denen einer aus Teilchen mit σ = 1/2 und einer aus solchen mit σ =−1/2 besteht.
Schon diese qualitative Beschreibung zeigt, warum der Stern-Gerlach-Versuch auch heute noch als Mu-
sterbeispiel für den quantenmechanischen Meßprozeß dient: Er zeigt alle Charakteristika einer quan-
tenmechanischen Messung, und wir wollen daher dieses Experiment aus quantentheoretischer Sicht
genauer betrachten. Der Versuchsaufbau ist schematisch in Abb. 6.1 dargestellt. In einem Ofen wird
Silber geschmolzen, und durch eine Öffnung tritt ein Atomstrahl aus und wird durch Blenden auf
eine bestimmte Richtung fokussiert. Dies können wir im Sinne der Quantentheorie als Präparation
der Silberatome auffassen. Wir haben es allerdings mit einem gemischten Zustand von Teilchen zu

9Eine äußerst vergnügliche Darstellung der Historie des Stern-Gerlach-Versuchs findet sich in [FH03].
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Abbildung 6.1: Schematischer Aufbau des Stern-Gerlach-Versuchs (Quelle des Bildes: Wikipedia).

tun, die einen Impuls besitzen, der entsprechend einer thermischen Verteilung um den Mittelwert



~p
�

= ~ex p0 verteilt ist. Die Atome durchlaufen nun ein inhomogenes zeitlich konstantes Magnet-
feld, welches wir in der Nähe des Strahls durch die Entwicklung bis zur ersten Ordnung in den Raum-
koordinaten approximieren können:

~B = (B0+βz)~ez −βy~ey . (6.12.1)

Dieses Feld erfüllt offenbar die Maxwell-Gleichungen

~∇ · ~B = 0, ~∇× ~B = 0 (6.12.2)

für ein statischen Magnetfeld in einem quellenfreien Raumbereich. Der Hamiltonoperator (6.11.25)
vereinfacht sich im gegebenen Falle wegen q = 0 zu10

H =
~p2

2M
+µB gs

~S · ~B . (6.12.3)

Setzen wir (6.12.1) ein, erhalten wir ein vom Spin abhängiges Potential, dessen klassisches Analogon
einer konstanten Kraft entspricht. Um die Analyse weiter zu vereinfachen, nehmen wir an, daß |B0| �
β| 〈y〉 | ist, wobei wir annehmen, der Strahl sei hinreichend in xy-Richtung um x = 0, y = 0 fokussiert.
Dann können wir zunächst den einfacheren Hamiltonoperator

H′ =
~p2

2M
+µB gs (B0+βz)Sz (6.12.4)

verwenden. Betrachten wir Teilchen in einem Sz -Eigenzustand, haben wir es also mit der Bewegung
in einem konstanten Kraftfeld zu tun, und die Atome werden für σ = 1/2 nach unten, für σ = −1/2
nach oben abgelenkt. Ein Atomstrahl, dessen Zustand durch eine beliebige Superposition aus solchen
Eigenzuständen beschrieben wird, spaltet sich also entsprechend in zwei Teilstrahlen auf.

10Das Vorzeichen des Spinterms kehrt sich wegen der negativen Ladung des Elektrons um.
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Falls die Strahlen in der y z-Ebene hinreichend fokussiert bleiben, bilden sich zwei wohlseparierte Teil-
strahlen, die in der hier betrachteten Näherung aus reinen Sz -Eigenzuständen bestehen, d.h. in diesen
Teilstrahlen haben wir es mit Teilchen zu tun, die eine wohldefinierte z-Komponente des Spins besit-
zen. Vorher war diese Spinkomponente unbestimmt. Durch das inhomogene Magnetfeld können wir
nun einen der Teilstrahlen ausfiltern und so Teilchen mit determinierter Spinkomponente präparieren.
Der Zustand des Gesamtensembles wird aber immer noch durch eine Superposition bzw. durch einen
Statistischen Operator beschrieben. Allerdings sind nach Durchlaufen des Magnetfeldes Ort und Spin-
z-Komponente verschränkt, d.h. eine hinreichend genaue Ortsmessung liefert zugleich auch einen
wohlbestimmten Spinzustand. Man kann also durch Nachweis eines Silberatoms am Schirm mit einer
nahezu 100%-Wahrscheinlichkeit sagen, welchen Wert σ =±1/2 die Spin-z-Komponente dieses Silbe-
ratoms besitzt. Voraussetzung dafür ist allerdings, daß der Ort der Teilchen zumindest in z-Richtung
so scharf bestimmt ist, daß die beiden Teilstrahlen als wohlsepariert angesehen werden können. In die-
sem Zusammenhang nennt man die Ortskomponente z auch eine Zeigervariable, denn sie wird bei
dem betrachteten Versuchsaufbau zur Messung der eigentlich interessierenden Observable, nämlich
der Spin-z-Komponente, im Sinne des Zeigers eines Meßgerätes verwendet.
Wir betrachten nun diese Vorgänge quantitativ. Zunächst beschreiben wir den Anfangszustand des
Atomstrahls vereinfacht durch einen beliebigen Spinzustand und bzgl. des Ortes als Gaußsches Wel-
lenpaket, das um ~x = 0 gepeakt ist und einen entsprechend der Unschärferelation bestimmten Impuls
mit




~p
�

= p0~ex besitzt:

ψσ (t = 0,~x) =
cσ

(2π∆2)3/4
exp

 

− ~x2

4∆2
+ i p0x

!

, |c1/2|2+ |c−1/2|2 = 1. (6.12.5)

Diese Wellenfunktion ist normiert (Übung!):
∫

R3
d3~x |ψ(t = 0,~x)|2 = 1. (6.12.6)

Die zeitliche Entwicklung dieser Wellenfunktion ist durch den Hamiltonoperator (6.12.3) bestimmt.
Wir betrachten hier aber nur den einfacheren Hamiltonoperator (6.12.4) und berechnen den Propaga-
tor. Dazu verwenden wir die Methode, die wir in Abschnitt 2.11 verwendet haben, um den Propagator
für das freie Teilchen zu berechnen.
Wir berechnen also die Zeitentwicklung im Heisenberg-Bild, d.h. der Zustandsvektor |ψ〉 ist zeitlich
konstant, und die Zeitabhängigkeit der hier relevanten Observablenoperatoren wird durch die Heisen-
bergschen Bewegungsgleichungen

d~x

dt
=

1

i

�

~x,H′
�

=
~p

M
, (6.12.7)

d~p

dt
=

1

i

�

~p,H′
�

=−~ez M aSz , (6.12.8)

dSz

dt
=

1

i

�

Sz ,H′
�

= 0 (6.12.9)

beschrieben. Dabei haben wir zur Abkürzung die Beschleunigung a =µB gsβ/M eingeführt. Die Glei-
chungen (6.12.7)-(6.12.9) sind unter Berücksichtigung der Anfangsbedingungen

~x(0) =~x ′, ~p(0) =~p ′, Sz (0) = S′z (6.12.10)
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zu lösen. Die Integration ist in diesem Falle sehr einfach und ergibt (Übung!)

~x=−a

2
t 2S′z~ez +

1

M
~p ′ t +~x ′,

~p=−M at S′z~ez +~p
′,

Sz = S′z .

(6.12.11)

Wie wir in (2.11.17) gesehen haben, ist das konjugiert Komplexe des Propagators durch

U ∗
σσ ′(t ,~x; t0 = 0,~x ′) =




t = 0,~x ′,σ ′
�

� t ,~x,σ
�

=



t = 0,~x ′,σ ′
�

�exp(itH)
�

� t = 0,~x,σ
�

(6.12.12)

gegeben. Diese Gleichung folgt unmittelbar aus der Bewegungsgleichung für die Eigenvektoren nicht
explizit zeitabhängiger Observablen im Heisenbergbild

�

�t ,~x,σ
�

= exp(itH)
�

�t = 0,~x,σ
�

. (6.12.13)

Es handelt sich also um die Komponenten der simultanen ~x-Sz -Eigenvektoren bzgl. der ~x ′-S ′z -Eigen-
basis. Wir können diese Größe unter Verwendung von (6.12.11) bestimmen, indem wir zunächst die
simultanen Eigenwertgleichungen in dieser Basis schreiben:

~̂xU ∗
σσ ′ =

�

−a

2
~ez t 2σ ′+

t

iM
~∇x ′ +~x

′
�

U ∗
σσ ′

!= ~xU ∗
σσ ′ ,

Ŝz U ∗
σσ ′ = σ

′U ∗
σσ ′

!= σU ∗
σσ ′ .

(6.12.14)

Die letzte Gleichung besagt, daß Uσσ ′ ∝ δσσ ′ ist. In der hier betrachteten Näherung bleibt also ein
Spin-z-Eigenzustand stets in diesem Eigenzustand, maW. es erfolgt während der Bewegung durch das
Magnetfeld kein „Spin-Flip“. Wie wir unten noch sehen werden, ist dies allerdings die wesentliche
Folge der hier betrachteten Näherung. Die Lösung von (6.12.14) ist ebenfalls einfach durch direkte
Integration zu gewinnen (Übung!):

Uσσ ′(t ,~x,~x ′) =N (t )exp

¨

iM

2t

�

(~x ′−~x)2− at 2σ(z ′+ z)
�

«

δσσ ′ . (6.12.15)

Dabei haben wir die Integrationskonstanten so angepaßt, daß unter der Voraussetzung, daß wir N (t )
so wählen können, daß

N (t ) =N ∗(−t ) (6.12.16)

ist,
U ∗
σ ′σ (−t ,~x ′,~x) =Uσσ ′(t ,~x,~x ′) (6.12.17)

gilt11. Um N (t ) zu bestimmen, verwenden wir die Tatsache, daß Uσσ ′(t ,~x,~x ′) die zeitabhängige Schrö-
dingergleichung erfüllt. Dies führt auf eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung für N (t ), die
die Lösung (Übung!)

N (t ) =
� m

2πit

�3/2
exp

 

−i
M a2σ2 t 3

24

!

(6.12.18)

11vgl. (2.11.11)
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σ0 = −1/2
σ0 = +1/2
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d
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Abbildung 6.2: Wahrscheinlichkeitsverteilung für die z-Position eines Teilchens nach Durchlaufen
eines inhomogenen Magnetfeldes bei x = L. Anfangs lag eine bei ~x = 0 gepeakte Gaußverteilung vor,
wobei die Teilchen mit gleicher Wahrscheinlichkeit eine Spinkomponente σ = +1/2 oder σ = −1/2
besitzen.

besitzt. Dabei haben wir die zunächst unbestimmte Normierungskonstante bereits so gewählt, daß
auch die Anfangsbedingung

Uσ ,σ ′(t = 0,~x,~x ′) = δ (3)(~x −~x ′) (6.12.19)

erfüllt ist.
Die Wellenfunktion mit dem Gaußschen Wellenpaket (6.12.5) als Anfangsbedingung lautet also

ψσ (t ,~x) =
∫

R3
d3~x

∑

σ ′
Uσσ ′(t ,~x;~x ′)ψσ ′(t = 0,~x) =

� 2

π

�3/4� M∆

it + 2M∆2

�3/2

cσ

× exp







− M 2∆2

4∆4M 2+ t 2







�

x − p0 t

m

�2

+ y2+

 

z +
aσ t 2

2

!2












× exp[iΦ(t ,~x)]

(6.12.20)

mit der Phase

Φ(t ,~x) =
1

24M (4∆4m2+ t 2)

(

− 16∆4M 2[3 p2
0 t − 6M p0x + aMσ t (aMσ t 2+ 6M z)]

+ t (−M 2a2σ2 t 4− 12M 2aσ t 2+ 16M 2~x2)

)

.

(6.12.21)

Um diese Wellenfunktion zu interpretieren, bilden wir ihr Betragsquadrat:
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|ψσ (t ,~x)|2 =






È

2

π

M 2∆2

4M 2∆4+ t 2







3/2

|cσ |2

× exp

(

− 2M 2∆2

4∆4M 2+ t 2

�
�

x − p0 t

M

�2

+ y2+
�

z +
aσ

2
t 2
�2
�
)

.

(6.12.22)

Die Ortswahrscheinlichkeitsverteilung für ein Teilchen mit anfangs scharf bestimmter Spin-z-Kompo-
nente σ ist also zur Zeit t in der Tat eine Gaußverteilung, mit Ortserwartungswerten entsprechend
der Bewegung des entsprechenden klassischen Teilchens. Dies liegt daran, daß die Kraft hier konstant
ist und folglich die Ortserwartungswerte aufgrund des Ehrenfestschen Theorems die klassischen Bewe-
gungsgleichungen erfüllen. Dies ersieht man auch durch direkte Mittelwertbildung aus (6.12.11). Die
Unschärfe jeder der Ortskomponenten ist

∆x(t ) =∆y(t ) =∆z(t ) =

p

4∆4M 2+ t 2

2M∆
. (6.12.23)

Stellen wir nun einen Schirm bei x = L auf, erreicht das Maximum des Wellenpakets diesen Schirm
bei t = tL = 2M L/p0, und wir erhalten eine gute Separation der beiden Peaks in z-Richtung, wenn die
entsprechende Unschärfe klein gegen 2z(tL) = aσ t 2

L ist.
Gemessen werden (unter der Annahme einer idealen Photoplatte, die jedes Teilchen, das auf sie trifft,
auch wirklich registriert) alle Teilchen, die im Laufe der Zeit t ∈ (−∞,∞) bei x = L ankommen. Die
entsprechende Verteilung erhalten wir offenbar, indem wir die Stromkomponente

jx (t , x = L, y, z) =
1

2M i

∑

σ

[ψ∗∂xψ− (∂xψ
∗)ψ] (6.12.24)

über t ∈ R integrieren. In Abb. 6.2 haben wir diese Stromkomponente für die Situation, daß anfangs
gleich viele Teilchen mit Spin-z-Komponenten σ =±1/2 vorhanden waren (d.h. c+1/2 = c−1/2 = 1/

p
2)

numerisch über t ∈ R und y ∈ R integriert, d.h. wir betrachten die Verteilung in z-Richtung. In der
Tat sind aufgrund der Wahl der Anfangsparameter für dieses Beispiel die beiden Peaks entsprechend
der Anfangseinstellung des Spins wohlsepariert, und die Teilchen besitzen entsprechend unserer Nä-
herung des Hamiltonoperators (6.12.4) praktisch reine Spin-z-Zustände, wenn wir einen der beiden
Teilstrahlen durch eine Blende laufen lassen, und den anderen vollständig absorbieren.
Betrachtet man statt der Näherung (6.12.4) den genaueren Hamiltonoperator (6.12.5), läßt sich das
Problem nicht mehr geschlossen lösen. Die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen für Orts-, Impuls-
und Spinoperatoren lauten dann nämlich

~̇p=
1

i

�

~p,H
�

=−aSz~ez + aSy~ey ,

~̇x=
~p

M
,

~̇S =µB gs
~B×~S.

(6.12.25)

Man kann allerdings mit Hilfe der zeitabhängigen Störungstheorie zeigen, daß für B0 � β 〈y〉 die
Beimischungen von Teilchen mit entgegengesetzten Spin klein sind, weil die Korrekturglieder mit
der großen Larmorfrequenz ω = µB gs B0 oszillieren und sich somit bei der Zeitintegration der ent-
sprechenden Stromkomponente jx gegenseitig aufheben. Genauere numerische Untersuchungen zur
Berücksichtigung des Spin-Flips beim Stern-Gerlach-Versuch finden sich in [PBCBGC05].
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Kapitel 7

Pfadintegrale

Die Pfadintegralmethode wurde 1942 von Feynman als alternative Formulierung der Quantentheorie
entwickelt [Fey48]. Der grundlegende Vorteil der Pfadintegralmethode gegenüber der Operatorfor-
mulierung besteht darin, daß sie in vielen Fällen die quantentheoretischen Größen mittels der La-
grangefunktion anstelle der Hamiltonfunktion herzuleiten gestattet und überhaupt einen engen Zu-
sammenhang der Quantentheorie zum klassischen Wirkungsprinzip herstellt. Es ergeben sich dabei
nicht nur mathematische Vereinfachungen durch die Verwendung von Funktionalen, insbesondere
für störungstheoretische Anwendungen semiklassische Näherungsverfahren und die Streutheo-
rie, sondern auch interessante heuristische Aspekte zur Interpretation der Quantentheorie.

7.1 Die Feynman-Kac-Formel

Während Feynman (zumindest zeitweise) die Pfadintegralformulierung als alternativen Zugang zur
Quantenmechanik gegenüber der historisch älteren in diesem Skript verwendeten kanonischen Quan-
tisierung im Rahmen der Operatorformulierung der Quantentheorie. Hier verwenden wir umgekehrt
die Operatormethoden, um die Pfadintegrale zu begründen. Diese stellen insbesondere die Unitarität
der Zeitentwicklung sicher, und wie wir sehen werden, ist die naive Korrespondenz zwischen dem
klassischen Lagrangeformalismus der Mechanik und den Pfadintegralen nur für bestimmte Hamilton-
operatoren gültig.
Wir betrachten zunächst den einfachen Fall eines Teilchens, das sich in einer Raumdimension in einem
vorgegebenen äußeren Potential V (x) bewegt. Unser erstes Ziel ist die Berechnung des Zeitentwick-
lungskerns U (t ′, x ′; t , x)mittels Pfadintegralen. Im Heisenbergbild gilt




x ′, t ′
�

� x, t
�

=

*

x ′, 0

�

�

�

�

�

exp

�

− i

ħh
H(t ′− t )

�

�

�

�

�

�

x, 0

+

. (7.1.1)

Dabei haben wir die Lösung der Bewegungsgleichung für die Operatoren im Heisenbergbild (2.10.10)
mit X =H verwendet. Die Lösung für den nicht explizit zeitabhängigen Ortsoperator ist nämlich

x(t ) = exp

�

i

ħh
Ht
�

x0 exp

�

− i

ħh
Ht
�

, (7.1.2)

wie man sich durch Ableiten nach der Zeit überzeugt. Dabei ist zu berücksichtigen, daß H im Heisen-
bergbild zeitunabhängig ist, solange keine explizite Zeitabhängigkeit vorliegt, wovon wir hier ausgehen
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wollen. Daraus folgt aber für die Ortseigenvektoren

|x, t 〉= exp

�

i

ħh
H
�

|x, 0〉 . (7.1.3)

Wir betrachten nun den einfachsten Fall eines Hamiltonoperators für ein sich entlang der x-Achse in
einem Potential V bewegenden Teilchens. Der entsprechende Hamiltonoperator lautet

H =
p2

2m
+V (x). (7.1.4)

Im allgemeinen können wir (7.1.1) nicht geschlossen ausrechnen, da die Exponentialfunktion wegen
der Nichtkommutativität des Orts- und Impulsoperators nicht einfach zu berechnen ist.
Die grundlegende Idee der Pfadintegralmethode zur Berechnung von (7.1.1) besteht daher darin, das
Zeitintervall (t , t ′) in N Teilintervalle der Länge∆t = (t− t ′)/N aufzuteilen. Da H nicht explizit zeit-
abhängig ist (und also im Heisenbergbild überhaupt nicht von der Zeit abhängt), können wir schreiben

exp

�

− i

ħh
H(t ′− t )

�

= exp

�

− i

ħh
H∆t

�

exp

�

− i

ħh
H∆t

�

· · ·exp

�

− i

ħh
H∆t

�

︸ ︷︷ ︸

N Faktoren

. (7.1.5)

Durch Entwicklung des Faktors nach∆t gemäß

exp

�

− i

ħh
H∆t

�

= 1− i

ħh
H∆t +O (∆t 2) (7.1.6)

wird klar, daß zu jedem Zeitpunkt t

exp

�

− i

ħh
∆tH

�

= exp



− i

ħh
p(t )2

2m
∆t



exp

�

− i

ħh
V (x(t ))∆t

�

+O (∆t 2) (7.1.7)

gilt.
Setzen wir diese Näherung in (7.1.5) und dann in (7.1.1) ein, können wir an der jeweils geeigneten
Stelle einen Einsoperator in der Form

1=
∫

R
d p |p, t 〉 〈p, t | bzw. 1=

∫

R
dx |x, t 〉 〈x, t | (7.1.8)

einschieben. Dabei verwenden wir die Zeiten

t j = t + j∆t , j ∈ {0,1, . . . ,N}. (7.1.9)
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Schreiben wir zur Abkürzung p(t j ) = p j und x(t j ) = x j , erhalten wir

U (t ′, x ′; t , x) =
∫

RN
d p1 . . . d pN

∫
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(7.1.10)

Nun gilt
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(7.1.11)

Setzen wir dies in (7.1.10) ein, erhalten wir

U (t ′, x ′; t , x) = lim
N→∞

∫

Rn
d p1 . . . dpN

∫

RN−1
dx1 . . . dxN−1

×
� 1

2π

�N

exp



− i∆t

ħh

N
∑

k=1

 

p2
k

2m
+V (xk )

!

+
i

ħh

N
∑

k=1

pk (xk − xk−1)



 ,
(7.1.12)

Die Paare von Eigenwerten (xk , pk ) können wir nun als diskrete Näherung von Teilchenbahnen im
Phasenraum interpretieren. Dann wird die Summe im Exponenten im Limes N →∞ zu dem Integral
entlang einer vorgegebenen Phasenraumtrajektorie [x(t ′′), y(t ′′)] mit t ′′ ∈ (t , t ′). Der Exponent wird
dadurch zum Wirkungsfunktional

S[x, p] =
∫ t ′

t
dt ′′
�

−H (x, p)+ p
dx

dt

�

. (7.1.13)

Dabei sind die Endpunkte x(t ) = x und x(t ′) = x ′ fixiert, während die Impulse keine Einschränkungen
an den Endpunkten besitzen. Damit läßt sich (7.1.12) als das Integral über alle Phasenraumtrajekto-
rien mit festgehaltenem Anfangs- und Endpunkt im Konfigurationsraum interpretieren. Wir schreiben
dies symbolisch als

U (t ′, x ′; t , x) =
∫ (t ′,x ′)

(t ,x)
d p dx exp

�

i

ħh
S[x, p]

�

. (7.1.14)

Wir können U (t ′, x ′; t , x) als Übergangswahrscheinlichkeitsamplitude interpretieren, d.h.
|U (t ′, x ′; t , x)|2dxdx ′ gibt die Wahrscheinlichkeit an, daß ein Teilchen, das sich zur Zeit t in einem
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kleinen Ortsintervall dx um den Punkt x befunden hat, zur Zeit t ′ in einem Ortsintervall dx ′ um x ′
herum beobachtet wird.
Der entscheidende Schritt für eine Formulierung des Pfadintegrals als Summe über Ortsraumtrajekto-
rien und nicht Phasenraumtrajektorien ist nun, daß wir die Integrale über die Impulse in (7.1.12) aus-
führen können. Dazu müssen wir die Integrale zunächst regularisieren, indem wir∆t durch∆t − i0+

ersetzen. Dann werden die Impulsintegrale zu Gaußintegralen, die wir geschlossen ausrechnen kön-
nen. Es ergibt sich dabei

Ik =
∫

d pk exp



− i

ħh
∆t

p2
k

2m
+

i

ħh
pk (xk − xk−1)



=

È

2πħh m

i∆t
exp





im(xk − xx−1)
2

2∆t ħh



 . (7.1.15)

Setzen wir dieses Resultat in (7.1.12) ein, finden wir das Ortsraumpfadintegral für die Zeitentwick-
lungskern

U (t ′, x ′; t , x) = lim
N→∞

∫

RN−1
dx1 · · ·dxN−1

×
È

mħh
2πi∆t

N

exp

(

i

ħh
∆t

N
∑

k=1





m(xk − xk−1)
2

2∆t 2
−V (xi )





)

.

(7.1.16)

Im gleichen Sinne wie oben sehen wir, daß dies die diskretisierte Version des Pfadintegrals über Tra-
jektorien im Ortsraum

U (t ′, x ′; t , x) =
∫ t ′,x ′

t ,x
Dx exp

�

i

ħh
S[x]

�

, (7.1.17)

wobei nunmehr die Lagrangesche Form des Wirkungsfunktionals

S[x] =
∫ t ′

t
dt L(ẋ, x) mit L(ẋ, x) =

m

2
ẋ2−V (x) (7.1.18)

als Argument der Exponentialfunktion auftaucht. Wir haben das Pfadintegralmaß nun alsDx bezeich-
net, um an die zusätzlichen Faktoren in (7.1.16) zu erinnern.
In dieser Form besitzt das Pfadintegral die folgende intuitive Bedeutung: Die Übergangswahrschein-
lichkeitsamplitude für die Übergangswahrscheinlichkeit, daß ein zur Zeit t am Ort x lokalisiertes
Teilchen sich zur Zeit t ′ bei x ′ befindet, ist durch die kohärente Summe der Phasenfaktoren über alle
möglichen Ortsraumpfade gegeben, wobei Anfangs- und Endpunkt entsprechend bei x bzw. x ′ fixiert
sind.
Im nächsten Abschnitt berechnen wir als eines der sehr wenigen Beispiele, bei dem sich das Pfadinte-
gral (7.1.18) tatsächlich analytisch auswerten läßt, erneut den Zeitentwicklungskern des harmonischen
Oszillators, den wir bereits in Abschnitt 3.5.2 berechnet haben.

7.2 Das Pfadintegral für den harmonischen Oszillator

Die Lagrangefunktion für den harmonischen Oszillator lautet

L=
m

2
ẋ2− mω2

2
x2. (7.2.1)
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Der entsprechende Hamiltonoperator ist nicht nur in p sondern auch in x quadratisch, und deshalb
können wir in diesem Fall über die diskretisierte Form (7.1.16) auch das Ortsraumintegral berechnen.
Zunächst müssen wir uns mit der Frage befassen, wie die Randbedingungen x(t ) = x und x(t ′) = x ′ an
Anfang und Ende der Trajektorien, über die zu integrieren ist, berücksichtigt werden können. Wie wir
gleich sehen werden, wird dies am bequemsten dadurch bewerkstelligt, daß wir zunächst die klassische
Trajektorie, die durch den stationären Punkt des Wirkungsfunktionals unter diesen Randbedingungen
gegeben ist, berechnen. Wir suchen also die Trajektorie, für die

δS[x]

δx

�

�

�

�

�

x=xcl

= 0 mit x(t ) = x, x(t ′) = x ′. (7.2.2)

Da die Wirkung quadratisch ist, können wir das Wirkungsfunktional um die klassische Trajektorie
entwickeln, wobei die Entwicklung nach dem Glied zweiter Ordnung abbricht. Setzen y = x − xcl,
bedeutet dies

S[y + xcl] = S[xcl]+
1

2







δ2S

δx1δx2

�

�

�

�

�

x=xcl

y1y2







12

, (7.2.3)

wobei die geschweifte Klammer eine Abkürzung für mehrfache Zeitintegrale

〈 f12...n〉12...n =
∫ t ′

t
dt1

∫ t ′

t
dt2 . . .

∫ t ′

t
dtn f (t1, t2, . . . , tn) (7.2.4)

bedeutet. Es ist klar, daß wegen (7.2.2) kein in y linearer Term in (7.2.3) auftritt.
Da wir weiter das Pfadintegral über alle Trajektorien mit den in (7.2.2) angegebenen Randbedingungen
zu erfolgen hat, können wir im Pfadintegral y zugunsten von x substituieren, wobei y die homogenen
Randbedingungen

y(t ) = y(t ′) = 0 (7.2.5)

zu erfüllen hat. Wir erhalten also

U (t ′, x ′; t , x) = exp

�

i

ħh
S[xcl]

�
∫ (t ′,0)

(t ,0)
Dy exp

�

i

2ħh

®

δS[xcl]

δx1δx2
y1y2

¸�

. (7.2.6)

Als erstes berechnen wir die Wirkung entlang der klassischen Trajektorie. Wir erinnern zunächst an
die Herleitung der Bewegungsgleichung aus dem Variationsprinzip (7.2.2), welches nichts anderes als
das Hamiltonsche Prinzip der klassischen Mechanik ist, welches hier bezeichnenderweise im Rahmen
der Quantentheorie auftritt. Wir werden weiter unten noch näher auf diese Beziehung der klassischen
Mechanik zur Quantenmechanik eingehen. Jedenfalls variieren wir die klassissche Trajektorie um δx
As the first step we calculate the action along the classical path. We have to calculate the functional
derivative of S with fixed boundary conditions.

δS =
∫ t ′

t
dt ′′
�

∂ L

∂ x
δx +

∂ L

∂ ẋ
δ ẋ
�

. (7.2.7)

Eine partielle Integration liefert unter Berücksichtigung der Randbedignungen δx(t ) = δx(t ′) = 0

δS =
∫ t ′

t
dt
�

∂ L

∂ x
− d

dt

∂ L

∂ ẋ

�

δx. (7.2.8)
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Da ansonsten δx eine beliebige Funktion von t sein darf, ergibt die Stationaritätsforderung (7.2.2) die
Euler-Lagrange-Gleichungen für die klassische Trajektorie

0=
δS

δx

�

�

�

�

�

x=xcl

=
�

∂ L

∂ x
− d

dt

∂ L

∂ ẋ

�

x=xcl

. (7.2.9)

Wir erhalten in der Tat die klassische Bewegungsgleichung für den harmonischen Oszillator, und unter
Berücksichtigung der Randbedingungen in (7.2.2) lautet deren Lösung

xcl(τ) = x cos[ω(τ− t )]+
x ′− x cos[ω(t ′− t )]

sin[ω(t ′− t )]
sin[ω(τ− t )]. (7.2.10)

Das Wirkungsfunktional nimmt entlang dieser Trajektorie den Wert

S[xcl] =
mω{(x2+ x ′2)cos[ω(t ′− t )]− 2x x ′}

2sin[ω(t ′− t )]
(7.2.11)

an.
Schließlich müssen wir noch das verbliebende Pfadintegral in (7.2.6) berechnen. Dazu müssen wir wie-
der zu seiner diskretisierten Version gemäß (7.1.16) übergehen, wobei jedoch die einfacheren Randbe-
dingungen y(t ) = y(t ′) = 0 zur Anwendung kommen. Das Pfadintegral ist also durch

A= lim
N→∞

�

mN

2πiħh(t ′− t )

�N/2 ∫

RN−1
dy1 · · ·dyN−1

× exp

(

i

ħh

N
∑
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

m(yk − yk−1)
2

2∆t
− m2

2
ω2y2

k∆t





) (7.2.12)

gegeben. Da y0 = yN = 0, können wir das Argument in der Exponentialfunktion in der Form

1

ħh

N
∑

k=1





m(yk − yk−1)
2

2∆t
− m2

2
ω2y2

k∆t



=
m

2ħh∆t
~y t MN~y (7.2.13)

schreiben, wobei ~y den Spaltenvektor (y1, y2, . . . , yN−1)
t und

MN =













C −1 0 0 0 · · ·
−1 C −1 0 0 · · ·
0 −1 C −1 0 · · ·
...

...
...

...
...

...













mit C = 2−ω2∆t 2 (7.2.14)

eine R(N−1)×(N−1)-Matrix bezeichnen.
Zunächst berechnen wir ein ähnliches k-dimesinales Gaußsches Integral mit einer symmetrischen posi-
tiv definiten Matrix M . Da solche Matrizen stets mit einer orthogonalen Transformation diagonalisiert
werden können, erhalten wir

∫

Rk
dk y exp(−y t M y) =

k
∏

j=1

∫ ∞

−∞
dx j exp(−λ j x2

j ). (7.2.15)
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Dabei sind die λ j die Eigenwerte der Matrix M . Damit ist das Integral auf ein Produkt einfacher Gau-
ßintegrale reduziert, was schließlich

∫

Rk
dk y exp(−y t M y) =

√

√

√

√

√

πk

∏k
j=1λ j

=

s

πk

detM
(7.2.16)

ergibt. Dieses Resultat können wir nun auf (7.2.12), indem wir ∆t →∆t − i0+ setzen. Das bedeutet,
daß wir lediglich die Determinante der Matrix (7.2.14) zu berechnen haben. Die etwas längere Rech-
nung ergibt nach Ausführen des Kontinuumslimes N →∞

A=
È

mω

2πiħh sin[ω(t ′− t )]
. (7.2.17)

Thus the final result is

U [x ′, t ′; x, t] =
È

mω

2πiħh sin[ω(t ′− t )]
exp

(

imω{(x2+ x ′2)cos[ω(t ′− t )]− 2x x ′}
2ħh sin[ω(t ′− t )]

)

, (7.2.18)

wobei wir (7.2.6), (7.2.7) und (7.2.17) verwendet haben. Dies stimmt in der Tat mit den Ergebnissen
unserer früheren Rechnungen überein.

7.3 Die Zusammensetzungsregel für Pfadintegrale

Im folgenden leiten wir einige einfache allgemeine Eigenschaften von Pfadintegralen her. Als erstes
bemerken wir, daß für den Zeitentwicklungsoperator die Zusammensetzungsregel

U(t3, t1) =U(t3, t2)U(t2, t1) für t1 ≤ t2 ≤ t3 (7.3.1)

gilt. Diese folgt unmittelbar aus

U(t ′, t ) = exp

�

− i

ħh
H(t ′− t )

�

. (7.3.2)

Multiplikation von (7.3.1) von links mit 〈x3, 0| und von rechts mit |x1, 0〉 und Einschieben einer Zerle-
gung der 1 mittels Orteigenzuständen, ergibt wegen (7.1.1)

U (x3, t3; x1, t1) =
∫ ∞

−∞
dx2 U (x3, t3; x2, t2)U (x2, t2; x1, t1). (7.3.3)

Drücken wir die Zeitentwicklungskerne durch Pfadintegrale aus, erhalten wir daraus die Zusammen-
setzungsregel für Pfadintegrale

∫ (t3,x3)

(t1,x1)
Dx exp

�

i

ħh
S[x]

�

=
∫ ∞

−∞
dx2

∫ (t2,x2)

(t1,x1)
Dx exp

�

i

ħh
S[x]

�
∫ (t3,x3)

(t2,x2)
Dx exp

�

i

ħh
iS[x]

�

, (7.3.4)

die man auch direkt mittels der diskretisierten Version der Pfadintegralformel zeigen kann.
Eine eher intuitive Erklärung der Zusammensetzungsregel folgt wieder aus der Vorstellung, daß das
Pfadintegral die kohäherente Überlagerung der Phasen für alle möglichen Ortsraumtrajektorien, die
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x1 und x3 zu den festgelegten Zeitpunkten t1 und t3 erreichen, ist. Diese Summe kann auch dadurch
berechnet werden, daß zunächst das Teilchen zu der Zwischenzeit t2 bei x2 angelangt ist und von dort
schließlich zur Zeit t3 den Ort x3 erreicht. Sämtliche möglichen Trajektorien erhält man schließlich,
indem man auch über x2 integriert.
Wir bemerken schließlich noch, daß wir auch die Übergangsmatrixelemente beliebiger zeitgeordneter
Produkte von Ortsoperatoren über ein Ortsraumpfadintegral ausdrücken können. Dazu muß man
nur die Kompositionsregel mehrfach anwenden und entsprechende Zeitentwicklungsoperatoren und
Zerlegungen der 1 einschieben (Übung!). Das Resultat lautet für t j ∈ (t , t ′) für j ∈ {1, . . . , k}




x ′, t ′
�

�Tcx(t1)x(t2) . . .x(tk )
�

� x, t
�

=
∫ (t ′,x ′)

(t ,x)
Dx x(t1)x(t2) . . . x(tk )exp

�

i

ħh
S[x]

�

. (7.3.5)

7.4 Herleitung der Schrödinger-Gleichung

In diesem Abschnitt wollen wir die Schrödinger-Gleichung für den Zeitentwicklungskern aus der Pfa-
dintegraldarstellung (7.1.17) herleiten. Beginnen wir also wieder mit dem Ortsraumpfadintegral

U (t ′, x ′; t , x) =
∫ (t ′,x ′)

(t ,x)
Dx exp

�

i

ħh
S[x]

�

. (7.4.1)

Die Schrödingergleichung erhalten wir, indem wir die Zeitableitung bzgl. t ′ berechnen. Aufgrund der
Zusammensetzungsregel (7.3.3) gilt

U (t ′+ ε, x ′; t , x) =
∫ ∞

−∞
dξ U (t ′+ ε, x ′; t ′,ξ )U (t ′,ξ ; x, t ). (7.4.2)

Dies entwickeln wir für kleine ε bis zur linearen Ordnung. Den ersten Summanden können wir dann
als Pfadintegral mit nur einem diskreten Zeitschritt von t ′ nach t ′+ ε nähern. Daraus folgt

U (t ′, x ′; t , x) =
∫ ∞

−∞
dξ

È

mħh
2πiε

exp





i

ħh
m(x ′− ξ )2

2ε





�

1− i

ħh
εV (x ′)+O (ε2)

�

U (t ′,ξ ; t , x). (7.4.3)

Der Exponentialfaktor in diesem Integral oszilliert für ε → 0 sehr schnell, außer für ξ ≈ x ′. Der
Hauptbeitrag zum Integral wird also von diesem Bereich herrühren. Substituieren wir also δ = x ′−ξ ,
können wir den Zeitentwicklungskern um δ = 0 entwickeln:

U (t ′+ ε, x ′; t , x) =
∫ ∞

−∞
dδ

È

mħh
2πiε

exp

 

imδ2

2ħhε

!
�

1− i

ħh
εV (x ′)+O(ε2)

�

×






∞
∑

k=0

�

∂

∂ x ′

�k

U (t ′, x ′; t , x)
(−δ)k

k!






.

(7.4.4)

Vertauschen wir Integration und Summation der Reihe, benötigen wir Integrale über eine Gaußfunk-
tion, die mit einer beliebigen Potenz multipliziert sind. Diese gewinnt man am bequemsten aus der
erzeugenden Funktion

f (Λ) =
∫ ∞

−∞
dδ

È

mħh
2πiε

exp

 

imδ2

2ħhε
+Λδ

!

. (7.4.5)
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Nach der üblichen Regularisierung mit einem kleinen Imaginärteil positiven Imaginärtel m/ε →
m/ε+ i0+ erhalten wir

f (Λ) = ħh exp

 

iεΛ2

2m

!

. (7.4.6)

Daraus folgt

Ik :=
∫ ∞

−∞
dδ

È

mħh
2πiε

δk exp

 

imδ2

2ħhε

!

=
dk f (Λ)

dΛk

�

�

�

�

�

Λ=0

. (7.4.7)

Für ε→ 0 benötigen wir lediglich die folgenden Gleichungen

I0 = 1, I1 = 0, I2 =
iħhε
m

, I2n = O (εn), I2n+1 = 0 für n ∈N. (7.4.8)

Setzen wir dies in (7.4.4) ein, erhalten wir

U (t ′+ ε, x ′; t , x) =
�

1− i

ħh
εV (x ′)+O (ε2)

��

1+
iħhε
2m

∂ 2
x ′

�

U (t ′, x ′; t , x). (7.4.9)

Ziehen wir davon U (t ′, x ′; t , x) ab, multiplizieren mit iħh
ε und lassen schließlich ε→ 0 streben, erhalten

wir in der Tat die Schrödingergleichung für den Zeitentwicklungskern

iħh∂t ′U (t
′, x ′; t , x) =



− ħh
2

2m
∂ 2

x ′ +V (x ′)


U (t ′, x ′; t , x) für t ′ > t . (7.4.10)

Die Anfangsbedingung lautet selbstverständlich

U (t + 0, x ′; t , x) = δ(x ′− x). (7.4.11)

7.5 Potentialstreuung

Die Potententialstreuung ist besonders für die Pfadintegralformulierung geeignet. Die Resultate sind
freilich schließlich die gleichen wie in der Operator- bzw. Wellenfunktionsformulierung (vgl. Kapi-
tel 5). Wir betrachten wie dort die Streuung eines einzelnen Teilchens an einem vorgegebenen äußeren
Potential, wobei wir davon ausgehen, daß das Potential hinreichend schnell im Unendlichen verschwin-
det, so daß Teilchen, die sich außerhalb der Reichweite R des Potentials befinden, als asymptotisch frei
betrachtet werden können.
Im Heisenbergbild der Zeitentwicklung lauten die S-Matrixelemente

S f i = lim
ti→−∞,t f→∞

D

t f ,~p f

�

�

�
~pi , ti

E

, (7.5.1)

wobei
�

�

�t f ,~p f

¶

und
�

�~pi , ti
�

diejenigen exakten Streulösungen sind, welche für t →±∞ in asymptotisch

freien End- bzw. Anfangszustände mit Impulsen ~p f bzw. ~pi übergehen.

Bislang haben wir die Pfadintegralformulierung benutzt, um den Zeitentwicklungskern bzgl. der Orts-
darstellung zu berechnen. Diesen können wir nun aber auch für die Berechnung der S-Matrix verwen-
den, indem wir ihn in die Impulsdarstellung umrechnen. Mit (7.5.1) erhalten wir

S f i = lim
ti→−∞,t f→∞

∫

d3~x1

∫

d3~x2

D

t f ,~p f

�

�

� t f ,~x1

E

︸ ︷︷ ︸

ϕ∗
~p f
(t f ,~x1)

D

t f ,~x1

�

�

� ti ,~x2

E

︸ ︷︷ ︸

U (t1,~x1;tx ,~x2)




ti ,~x2

�

� ti ,~pi
�

︸ ︷︷ ︸

ϕ~p f
(ti ,~x2)

. (7.5.2)
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Die S-Matrixelemente können also in der Form

S f i = lim
∫

d3~x1

∫

d3~x2 ϕ
∗
~p f
(t f ,~x1)U (t f ,~x1; ti ,~x2)ϕ~pi

(ti ,~x2) (7.5.3)

geschrieben werden, wobei wir lim als Abkürzung für den Limes ti → −∞, t f → ∞ geschrieben
haben. Die Wellenfunktionen ϕ~p können dabei durch die Lösungen der zeitabhängigen Schrödinger-
gleichung für ein freies Teilchen mit Impuls ~p ersetzt werden1:

ϕ~p (t ,~x) =
1

(2π)(3/2)
exp

 

−i
~p2

2m
t + i~p~x

!

. (7.5.4)

Im folgenden wollen wir die störungstheoretische Born-Reihe mit Hilfe der Pfadintegratlmethode
herleiten. Der Ausgangspunkt ist wieder die Feynman-Kac-Formel für den Zeitentwicklungskern

U (t f ,~x1; ti ,~x2) =
∫ (t f ,~x2)

(ti ,~x1)
D3~x exp{iS[~x]}. (7.5.5)

Nun gilt

S[x] =
∫ t f

ti

dt [L0(~x,
d~x

dt
)−V (x)]dt mit L0

�

~x,
d~x

d t

�

= S0[x]+ SI [x] =
m

2

�

d x

d t

�2

. (7.5.6)

Dabei ist S0[x] das Wirkunkgsfunktional für freie Teilchen und SI [x] der Wechselwirkungsteil der
vollen Wirkung. Wir entwickeln nun den Integranden des Pfadintegrals in Potenzen von SI :

U (t f ,~x f ;ti ,~xi ) =
∫ (t f ,~x f )

(ti ,~xi )
D3~x exp{iS0[x]}

×
(

1− i
∫ t f

ti

dτV [x(τ)]+
(−i)2

2!

∫ t f

ti

dτ1

∫ t f

ti

dτ2V [x(τ1)]V [x(τ2)]+ . . .

)

.

(7.5.7)

Daraus ergibt sich, daß die „0te Näherung“ durch den Zeitentwicklungskern freier Teilchen gegeben
ist. Durch dieselben Argumente wie oben bei der Berechnung des Pfadintegrals für Erwartungswerte
zeitgeordneter Produkte von Operatoren finden wir für die Näherung erster Ordnung

U (1)(t f ,~x f ; ti ,~xi ) =−i
∫ t f

ti

dτ1

∫

d3~y U0(t f ,~x f ;τ1,~y1)V (~y1)U0(τ1,~y1; ti ,~xi ). (7.5.8)

Bevor wir die nächsthöhere zweite Ordnung der Näherung betrachten, interpretieren wir zuächst die-
ses Resultat. Dazu betrachten wir den Integranden unter dem Integral in (7.5.8) zu einem vorgegebenen
Zeitpunkt τ1. Um dies Interpretieren zu können, müssen wir die Formel entsprechend der Zeitord-
nung von rechts nach links lesen. Zunächst propagiert das Teilchen als freies Teilchen vom Anfangsort
~xi zur Zeit ti zum Punkt ~y1 zur Zeit τ1, wo es vom Potential gestreut wird, von wo ab es sich wieder-
um als freies Teilchen bewegt, so daß es zur Zeit t f zum Punkt ~x f gelangt (wo es ggf. vom Detektor
registriert wird). Die Integrale über das Zeitintervall [ti , t f ] sowie über alle Punkte ~y1 ist wieder als

1Genau genommen müßten wir hier zunächst Wellenpakete, die im Impulsraum scharf um ~p gepeakt sind verwenden
und dann die entsprechenden Grenzwertbetrachtungen für ebene Wellen vornehmen. Dies haben wir aber schon in Kapitel 5
ausführlich erörtert, weshalb wir uns hier mit der folgenden mehr heuristischen Betrachtung begnügen.
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kohäherente Summe der Wahrscheinlichkeitsamplituden über alle möglichen Streuprozesse dieser Art
betrachtet werden, was ja schon der Feynmansche Ausgangspunkt für die Entwicklung der Pfadinte-
gralmethode ist. Dadurch ist auch die Bedeutung des Beitrags k-ter Ordnung der Störungsreihe klar:
Dieser Term trägt der Möglichkeit Rechnung, daß das Teilchen nicht nur einmal sondern k-mal vom
Potential bei allen möglichen Zwischenzeiten und -orten gestreut wird. Auch diese Beiträge sind ent-
sprechend (7.5.7) kohäherent zur Zeitentwicklungsamplitude aufzusummieren.
Wenden wir uns nun der zweiten Ordnung der Störungsentwicklung (7.5.7) zu. Dazu führen wir die
Heavisidesche Sprungfunktion

Θ(τ) =

(

0 für τ < 0,
1 für τ ≥ 0

(7.5.9)

ein. Mit Hilfe dieser Funktion können wir den Term zweiter Ordnung in der Form

U (2)(t f ,~x1; ti ,~x2) =
(−i)2

2!

∫ t f

ti

dτ1

∫ t f

ti

dτ2

× [Θ(τ1−τ2)U0(t f ,~x2;τ1,~y1)V (~y1)U0(τ1,~y1;τ2,~y2)V (~y2)U0(τ2,~y2; ti ,~x2)

+Θ(τ2−τ1)U0(t f ,~x2;τ2,~y2)V (~y2)U0(τ2,~y2;τ1,~y1)V (~y1)U0(τ1,~y1; ti ,~x2)].

(7.5.10)

Weiter führen wir den retardierten Zeitentwicklungskern durch

U (R)0 (τ1,~y1;τ2,~y2) = Θ(τ1−τ2)U0(τ1,~y1;τ2,~y2) (7.5.11)

ein, so daß wir nach Vertauschen der Integrationsvariablen im zweiten Integral in (7.5.10) denselben
Ausdruck wie im ersten Integral erhalten. Dieses Argument läßt sich auf den allgemeinen Term k-ter
Ordnung in der Störungsreihe (7.5.7) anwenden, so daß wir schließlich

U (k)(t f ,~x f ; ti ,~xi ) =(−i)k
∫

d4y1

∫

d4y2 · · ·
∫

d4yk

×U (R)0 (t f ,~x f ; y1)V (~y1)U
(R)

0 (τ1,~y1; y2)V (~y2) . . .V (~yk )U
(R)

0 (y1; ti ,~xi )
(7.5.12)

erhalten.
Dabei haben wir nunmehr eine vierdimensionale Schreibweise für die Raum-Zeit-Variablen (τk ,~yk )
eingeführt. Bei den Integralen ist jede Zeitintegration über das Intervall [τi ,τ f ] und jede Integration
über die Ortsvektoren über den ganzen R3. Damit gelangen wir zur gleichen Bornschen Reihe für
den Zeitentwicklungskern, den wir bereits von unserer Behandlung in Abschnitt 5.4 im Rahmen der
Wellenmechanik gewonnen haben.
Nun können wir auch die Feynman-Regeln formulieren. Wir können sie direkt den Gleichungen
(7.5.7) und (7.5.12) entnehmen. Sie reflektieren sozusagen die „Zeitevolution“ des Teilchens unter Ein-
fluß des Potentials. Sie sind in einem Raum-Zeit-Diagramm zu lesen, wobei wir die Zeit von unten
nach oben laufen lassen. Die horizontale Richtung im Diagramm steht dann für die räumlichen Koor-
dinaten. Für jeden retardierten Zeitentwicklungskern U (R)(x1; x2) zeichnen wir eine Linie mit einem
Pfeil, der vom Raumzeit-Punkt x2 = (t2,~x2) zum Raumzeit-Punkt x1 = (t1,~x1) weist. Dies entspricht
der Richtung der Propagation des Teilchens. Jeder Wechselwirkungsbeitrag −iV (~x) wird durch einen
„Sticker“ repräsentiert. Damit ergibt sich die anschauliche Bedeutung des Beitrages k-ter Ordnung der
Bornreihe als einer Propagation praktisch freier Teilchen, die k-mal am Potential gestreut werden.
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��

�
�
�
�

y1

(ti, ~xi)

(tf , ~xf )
(tf , ~xf )

(ti, ~xi)(ti, ~xi)

(tf , ~xf )

y1 + . . .++U(tf , ~xf ; ti, ~xi) =

y2

Abbildung 7.1: Diagrammatische Darstellung der Born-Reihe.

Aus dieser diagrammatischen Darstellungen können wir sofort auch die Lippmann-Schwinger-Glei-
chung ablesen:

U (R)(x1, x2) =U (R)0 (x1, x2)− i
∫

d4yU (R)0 (x1, y)V (y)U (R)(y, x2). (7.5.13)

Aus (7.4.10) bzw. der entsprechenden Gleichung für den freien Propagator U (R)0 (x1; x2) erhalten wir
unter Berücksichtigung der Θ-Funktion und ihrer Ableitung

∂t1

Θ
(t1− t2) = δ(t1− t2) (7.5.14)

die Gleichung
�

i∂t1
+
∆1

2m

�

U (R)0 (x1; x2) = iδ (4)(x1− x2), (7.5.15)

woraus folgt, daß U (R)0 die retardierte Greensche Funktion der freien Schrödinger-Gleichung ist, die
sich durch die Randbedingung

U (R)0 (x1; x2)∝Θ(t1− t2), (7.5.16)

auszeichnet und die Kausalstruktur der Quantentheorie für die Bornsche Näherung audrückt. Der
Zustand des Teilchens zur Zeit t wird allein durch Wechselwirkungsprozesse mit dem Potential zu
früheren Zeiten bestimmt.
Verwenden wir (7.5.16) und (7.5.13), sehen wir, daß U (R) die volle retardierte Greensche Funktion der
Schrödingergleichung für ein Teilchen unter Einfluß des Potentials V ist:

�

i∂t1
+
∆1

2m
−V (~x1)

�

U (R)(x1; x2) = iδ (4)(x1− x2). (7.5.17)

Diese Formulierung in der Ortsdarstellung ist nun zwar im obigen Sinne recht anschaulich. Sie ist
aber für praktische Rechnungen aufgrund der verwickelten Zeitabhängigkeiten recht kompliziert. Es
ist wesentlich einfacher, in der Impulsdarstellung zu arbeiten. Dazu müssen wir lediglich die Fourier-
Darstellung des freien retardierten Propagators berechnen. Dazu gehen wir mit dem Ansatz

U0(x1; x2) =
∫ d3~p

(2π)3
exp[i~p(~x1−~x2)]Ũ0(t1; t2;~p). (7.5.18)

in Gleichung (7.5.15) ein. Dies liefert
 

i∂t1
− ~p2

2m

!

U (R)0 (t1; t2;~p) = iδ(t1− t2). (7.5.19)
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Damit erhalten wir die eindeutige Lösung für die Greensche Funktion der freien Schrödinger-Glei-
chung unter Vorgabe der Retardierungsbedingung (7.5.16) zu

U (R)0 (t1; t2;~p) = exp



−i
~p2

2m
(t1− t2)



Θ(t1− t2). (7.5.20)

Diese Zeitabhängigkeit ist wesentlich einfacher zu handhaben als in der Ortsdarstellung. Setzen wir
dieses Resultat in (7.5.8) für die erste Ordnung der Born-Reihe ein, erhalten wir nach einiger Rechnung
als Näherung für das S-Matrixelement (7.5.3) zu

S (1)
f i
=
−i

(2π)2
Ṽ (~pi −~p f )δ(E f − Ei ), (7.5.21)

wobei E f und Ei die kinetische Energie des asymptotisch frei aus- bzw. einlaufenden Teilchens

E f ,i =
1

2m
~p2

f ,i (7.5.22)

bezeichnen. Wir bemerken, daß die Grenzwerte ti →−∞ und t f →∞ nach Ausführung der Integrale
zu nehmen waren, dann aber keine prinzipiellen Probleme mehr verursachten. Es ist klar, daß es sich
um schwache Grenzwerte im Sinne der Distributionentheorie handelt. Die δ-Distribution in (7.5.21)
garantiert die Energieerhaltung bei der Potentialstreuung. Ṽ bezeichnet die Fourier-Transformierte
des Potentials:

Ṽ (~p) =
∫

d3~x exp[i~p~x]V (~x). (7.5.23)

Jetzt wollen wir den Wirkungsquerschnitt für die Streuung am äußeren Potential berechnen. Dieser
ist für einen Strom von Teilchen mit recht gut bestimmtem Impuls ~pi als das Verhältnis der Zahl der
Teilchen, die in einen kleinen Impulsbereich um ~p f gestreut werden, zum einlaufenden Strom (d.h.
Zahl der pro Zeit- und Flächeneinheit einlaufenden Teilchen).
Die Hauptschwierigkeit besteht dabei darin, daß das Streumatrixelement (7.5.21), das die Übergangs-
wahrscheinlichkeitsamplitude für den Übergang ~pi → ~p f aufgrund der Streuung am Potential angibt,
eine Distribution ist. Die entsprechende Übergangswahrscheinlichkeit sollte durch |S f i |2 gegeben sein.
Allerdings enthält S f i die δ-Distribution, die die Energieerhaltung wiederspiegelt. Wir regularisieren
daher das Matrixelement dadurch, daß wir in (7.5.3) zu einem endlichen aber großen Zeitintervall
zurückgehen. In der ersten Ordnung der Störungstheorie ergibt dies

S (1reg)
f i

=
Ṽ (~p f −~pi ){exp[−i(E f − Ei )t f ]− exp[−i(E f − Ei )ti]}

(2π)3(E f − Ei )
. (7.5.24)

Nehmen wir davon das Betragsquadrat und dividieren durch t f − ti , erhalten wir nach einigen Umfor-
mungen

w (1reg)
f i

=
|Ṽ (~p f −~pi )|2
(2π)5

 

sin[(E f − Ei )(t f − ti )/2]

(E f − Ei )(t f − ti )/2

!2 t f − ti

2π
. (7.5.25)

Dies ist die mittlere Übergangswahrscheinlichkeitsrate für das endliche Intervall t f − ti . Lassen wir
dieses Intervall t f − ti →∞ werden, finden wir schließlich

w (1)
f i
=
|Ṽ (~p f −~pi )|2
(2π)5

δ(E f − Ei ). (7.5.26)
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Wir erhalten wieder die energieerhaltende δ-Distribution. Da das Potential voraussetzungsgemäß
nicht zeitabhängig ist, muß dies ja auch resultieren, da in diesem Fall die Energie beim Stoßprozeß
erhalten ist.
Um nun den Wirkungsquerschnitt zu definieren, benötigen wir nur den Strom der einlaufenden Teil-
chen. Die Dichte der einlaufenden Teilchen ist durch ρ(t ,~x) = |ψ(t ,~x)|2, wobei ψ die asymptotisch
freie Wellenfunktion für die einlaufenden Teilchen ist. Für die auf eine δ-Distribution im Impuls-
raum normierte ebene Welle ergibt dies 1/(2π)3 und folglich ist der einlaufende Strom ~j (t ,~x) =
~pi/[(2π)

3m]. Dies ergibt sich auch aus dem Strom der Schrödingergleichung gemäß

~j (t ,~x) =
1

2i m
(ψ∗∇ψ− c c .) =

~pi

(2π)3m
. (7.5.27)

Dividieren wir also die Übergangswahrscheinlichkeitsrate durch |~j |, ergibt sich schließlich der Streu-
querschnitt in der ersten Ordnung der Störungstheorie (Bornsche Näherung) zu

dσ (1)

d3~p f

=
m|Ṽ (~p f −~pi )|2
(2π)2|~pi |

δ(E f − Ei ). (7.5.28)

Integrieren wir dieses Result über den Impulsbetrag, erhalten wir unter Verwendung der Gleichung

δ(E f − Ei ) = δ







p2
f

2m
− p2

i

2m






=

m

pi
δ(p f − pi ) (7.5.29)

den Streuquerschnitt pro Raumwinkelelement zu

dσ (1)

dΩ
=

m2|V (~p f −~pi )|2
(2π)2 p2

i

mit |~p f |= |~pi |. (7.5.30)
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Kapitel 8

Vielteilchenquantentheorie

In diesem Kapitel wenden wir uns der Theorie von Systemen aus gleichartigen, d.h. ununterscheidba-
ren Teilchen zu. Während in der klassischen Physik Teilchen schon dadurch stets voneinander unter-
scheidbar bleiben, daß man sie durch ihre jeweiligen Anfangspositionen und -impulse kennzeichnen
kann, ist es in der Quantentheorie unmöglich, auf Dauer Teilchen voneinander zu unterscheiden, es
sei denn sie unterscheiden sich durch eine intrinsische Eigenschaft voneinander, d.h. z.B. durch ihre
Masse, ihren Spin oder diverse Ladungsquantenzahlen.

8.1 Ein System von zwei ununterscheidbaren Teilchen

Wir betrachten zunächst zwei ununterscheidbare Teilchen mit Spin s ∈ {0,1/2,1, . . .}. Zunächst ist
eine Basis dieses Systems durch die Produktzustände

|ξ1,ξ2〉= |ξ1〉⊗ |ξ2〉 , (8.1.1)

wobei wir mit ξk = (~xk ,σk ) bezeichnen, wobei xk Orts- und Spin-z-Komponente des k-ten Teilchens
sind. Wir definieren nun den Permutationsoperator

P2 |ξ1,ξ2〉 := |ξ2,ξ1〉 . (8.1.2)

Dieser Operator ergibt für identische Teilchen einen Sinn, weil die Einteilchenzustände in diesem Falle
im gleichen Hilbertraum H1 liegen. Der Permutationsoperator wird nun auf den gesamten Produk-
traum H2 =H1 ⊗H2 linear fortgesetzt. Da die Produktzustände (8.1.1) eine vollständige Basis von
H2 bilden, bedeutet das

P2 |Ψ〉=
∫

dξ1

∫

dξ2 |ξ2,ξ1〉 〈ξ1,ξ2 |Ψ〉 mit
∫

dξ1 :=
s
∑

σ1=−s

∫

d3~x1. (8.1.3)

Es ist klar, daßP2 hermitesch ist und daß

P 2
2 = 1 (8.1.4)

ist. Damit ist alsoP2 auch unitär.
Die Ununterscheidbarkeit der Teilchen impliziert weiter, daß alle Observablen A im Zweiteilchen-
raum mitP2 kommutieren. Andernfalls wäre sonst der Operator

A′ =P2AP2 (8.1.5)
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von A verschieden. Das kann aber nicht sein, weil A′ sich von A nur dadurch unterscheidet, daß er
sich auf ein System bezieht, bei denen lediglich die Teilchen untereinander vertauscht sind, und dann
könnte man durch Messung von A bzw. A′ die Teilchen doch voneinander unterscheiden.
Gehen wir wieder davon aus, daß wir eine irreduzible Darstellung der Observablenalgebra des Zwei-
teilchensystems betrachten, muß also im Hilbertraum für zwei ununterscheidbare Teilchen P2 dia-
gonal sein, d.h. alle Vektoren müssen Eigenvektoren von P2 sein. Da die Eigenwerte von P2 wegen
(8.1.4) nur ±1 sein können, müssen aufgrund des Superpositionsprinzips also alle Vektoren entweder
Eigenvektoren von P2 zum Eigenwert 1 oder −1 sein. Teilchen der ersten Art nennen wir Bosonen
und der zweiten Art Fermionen. Es ist ein empirisches Faktum und läßt sich aus der relativistischen
Quantentheorie unter recht schwachen Annahmen auch theoretisch begründen, daß Teilchen mit
ganzzahligem Spin Bosonen und solche mit halbzahligem Spin Fermionen sind.
Der zur Beschreibung zweier ununterscheidbarer Teilchen geeignete Hilbertraum ist also nicht H2,
sondern nur einer der TeilräumeH ±

2 zum Eigenwert ±1 vonP2, je nachdem, ob es sich bei den Teil-
chen um Bosonen (oberes Vorzeichen) oder Fermionen (unteres Vorzeichen) handelt. Die geeigneten
Basen sind durch die symmetrisierten bzw. antisymmetrisierten Produkte der Einteilchenbasisvekto-
ren mit sich selbst gegeben:

|ξ1,ξ2〉± =
1p
2!
(|ξ1,ξ2〉± |ξ2,ξ1〉). (8.1.6)

Um deren Vollständigkeit für die RäumeH ±
2 zu zeigen, berechnen wir zunächst

±Dξ1,ξ2

�

�

�ξ ′1 ,ξ ′2
E±
= 1/2!

D

ξ1,ξ2± ξ2,ξ1

�

�

�ξ ′1 ,ξ ′2 ± ξ ′2 ,ξ ′1
E

= δ(ξ1− ξ ′1)δ(ξ2− ξ ′2)±δ(ξ1− ξ ′2)δ(ξ2− ξ ′1).
(8.1.7)

Dann folgt
∫

dξ1

∫

dξ2 |ξ1,ξ2〉±±
D

ξ1,ξ2

�

�

�ξ ′1 ,ξ ′2
E±
=
�

�

�ξ ′1 ,ξ ′2
¶±±

�

�

�ξ ′2
¶

ξ ′1
± = 2

�

�

�ξ ′1 ,ξ ′2
¶±

(8.1.8)

Wir haben also im ZweiteilichenRaum die Vollständigkeitsrelation

1

2!

∫

dξ1

∫

dξ2 |ξ1,ξ2〉±± 〈ξ1,ξ2|= 1±2 , (8.1.9)

wobei wir den Identitätsoperator auf dem symmetrisierten bzw. antisymmetrisierten Zweiteilchen-
raum mit 1±2 bezeichnet haben.

8.2 Systeme von N ununterscheidbaren Teilchen und Fockraum

Die Argumente, die wir eben im Falle eines Systems aus zwei ununterscheidbaren Teilchen angewen-
det haben, können wir uns wörtlich wiederholt denken für N identische Teilchen. Freilich ist dann
die Gruppe SN der Permutationen von N Elementen größer, besteht nämlich aus N ! = 1 · 2 · . . . ·N
Funktionen. Für N ≥ 3 ist diese Gruppe auch nicht mehr Abels, und die PermutationsoperatorenPP
auf dem N -fachen Produkt des Einteilchenraumes mit sich selbstHN sind daher nicht mehr simultan
diagonalisierbar. Andererseits gilt nach wie vor unser physikalisches Argument, daß die Observablen
unseres Systems allesamt mit allen Permutationsoperatoren vertauschen müssen und also nur solche
Unterräume vonHN zur Beschreibung von N ununterscheidbaren Teilchen geeignet sein können, in
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8.2 · Systeme von N ununterscheidbaren Teilchen und Fockraum

denen alle PP simultan diagonalisierbar sind und also das Bild dieser Darstellung abelsch sein muß.
Die Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe (vgl. z.B. [Smi61] Bd. III/1) besagt nun, daß es
genau zwei abelsche Darstellungen gibt, nämlich die triviale, für die alle Permutationen durch den
Einheitsoperator oder die alternierende, für die

P −P = (−1)σ(P ) mit σ(P ) =

(

0 falls P gerade Permutation
1 falls P ungerade Permutation.

(8.2.1)

Dabei heißt eine Permutation P : NN = {1,2, . . . ,N} → NN gerade (ungerade), wenn man eine gera-
de (ungerade) Anzahl von Vertauschungen von Paaren, um das N -Tupel (1,2, . . . ,N ) in die durch die
Permutation P vorgegebene Reihenfolge (P (1), P (2), . . . , P (N )) zu bringen.
Es ist dann weiter klar, daß die entsprechenden Bosonen- bzw. Fermionen-N -Teilchenräume von den
vollständig symmetrisierten bzw. antisymmetrisierten Produktzuständen einer beliebigen vollstän-
digen Einteilchenbasis aufgespannt werden. Wir wählen zunächst wieder die Orts-Spin-Eigenbasis
{��~x,σ

�} als Einteilchenbasis. Dann haben wir

|ξ1, . . . ,ξN 〉± =
1p
N !

∑

P∈SN

(−1)σ(P )
�

�

�ξP (1)⊗ . . .⊗ ξP (N )

¶

:=
p

N !P ±N
�

�

�ξP (1)⊗ . . .⊗ ξP (N )

¶

(8.2.2)

als eine vollständige Basis für den bosonischen bzw. fermionischen N -TeilchenraumH ±
N . Man rechnet

leicht nach, daß der Symmetrisierungs- bzw. Antisymmetrisierungsoperator

P ±N =
1

N !

∑

P∈SN

(±1)σ(P )PP (8.2.3)

in vollständigen ProduktraumHN hermitesch und unitär ist sowie die Projektionseigenschaft

(P ±)2 =P ± (8.2.4)

besitzt, d.h. er projiziert beliebigen Zustände in HN auf den vollständig symmetrisierten bzw. anti-
symmetrisierten TeilraumH ±

N .
Das Rechnen in diesen Räumen erweist sich jedoch als recht kompliziert. Zum Glück existiert ein
Formalismus, die sog. Feldquantisierung, die Vielteilchenrechnungen erheblich vereinfacht. Um zu
diesem Formalismus zu gelangen, müssen wir das Konzept einer festen Teilchenzahl verlassen. Wir
betrachten stattdessen einen größeren Hilbertraum, in dem wir alle N simultan behandeln können,
den sog. Fockraum. Wir postulieren dazu, daß es genau einen Zustand, das Vakuum |Ω〉 gibt, der den
Fall beschreibt, daß kein Teilchen vorhanden ist, d.h. der dazugehörige Hilbertraum ist eindimensional
und addieren weiter orthogonal alle N -Teilchenräume auf:

H ±
F =

∞
⊕

N=0

H ±
N . (8.2.5)

In diesem Hilbertraum gilt für das Skalarprodukt der (anti-)symmetrisierten Produktzustände

±Dξ1, . . . ,ξN

�

�

�ξ ′1 , . . . ,ξ ′
N ′
E±
= δNN ′

±Dξ1, . . . ,ξN

�

�

�ξ ′1 , . . . ,ξ ′N
E±

= δNN ′
∑

P∈SN

(±1)σ(P )
N
∏

k=1

δ(ξk − ξ ′P (k)),
(8.2.6)

201



Kapitel 8 · Vielteilchenquantentheorie

und die Vollständigkeitsrelation für diese Basiszustände lautet

∞
∑

N=0

1

N !

∫

dξ1 . . .
∫

dξN |ξ1, . . .ξN 〉±± 〈ξ1, . . .ξN |= 1±Fock
. (8.2.7)

Wir definieren nun Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren im Fockraum, indem wir zunächst
die Wirkung eines Erzeungsoperators auf die N -Teilchenbasiszustände definieren:

ψ†(ξ ) |ξ1, . . . ,ξN 〉± := |ξ ,ξ1, . . . ,ξN 〉± . (8.2.8)

Der Erzeugungsoperator führt also den N -Teilchenbasiszustand in einen N + 1-Teilchenbasiszustand
über oder bildet im fermionischen Falle diesen Vektor auf 0 ab, wenn |ξ 〉 schon in dem ursprünglichen
(anti-)symmetrisierten Produktbasisvektor enthalten ist. Multiplizieren wir also die Vollständigkeits-
relation (8.2.7) mit dem Erzeungsoperator, folgt sofort

ψ†(ξ ) = |ξ 〉±± 〈Ω|+
∞
∑

N=1

1

N !

∫

dξ1 · · ·
∫

dξN |ξ ,ξ1, . . . ,ξN 〉±± 〈ξ1, . . . ,ξN | . (8.2.9)

Durch hermitesche Adjunktion folgt, daß entsprechend

ψ(ξ ) = |Ω〉± 〈ξ |+
∞
∑

N=1

1

N !

∫

dξ1 · · ·
∫

dξN |ξ1, . . . ,ξN 〉±± 〈ξ ,ξ1, . . . ,ξN | (8.2.10)

ein Vernichtungsoperator ist, der den durch ξ gekennzeichneten Einteilchenzustand aus einem (anti-
)symmetrisierten Basiszustand entfernt, sofern er enthalten war oder andernfalls den entsprechenden
Vektor auf 0 abbildet. Insbesondere annuliert ψ(ξ ) für alle ξ den Vakuumzustand:

ψ(ξ ) |Ω〉= 0, 〈Ω|ψ†(ξ ) = 0. (8.2.11)

Mit Hilfe der Darstellungen (8.2.9) und (8.2.10) folgen unter Verwendung von (8.2.6) die folgenden
Vertauschungsregeln:

[ψ(ξ1),ψ(ξ2)]∓ =
�

ψ†(ξ1),ψ
†(ξ2)

�

∓ = 0,
�

ψ(ξ1),ψ
†(ξ2)

�

∓ = δ(ξ1− ξ2). (8.2.12)

Wir bemerken, daß wir es im bosonischen Falle formal mit einer Algebra zu tun haben, die den Lei-
teroperatoren für kontinuierlich viele durch ξ durchnumerierte harmonische Oszillatormoden ent-
spricht (vgl. Kap. 3.5). Wie wir bei dessen Behandlung gesehen haben, ergeben sich allein aufgrund
der Vertauschungsrelationen (8.2.12) bereits die (anti-)symmetrisierten Basiszustände. Sie entsprechen
Besetzungszahlzuständen für Oszillatormoden. Hier handelt es sich um Besetzungszahlzustände für
Teilchen. Es läßt sich auch leicht zeigen, daß im fermionischen Fall die Konstruktion des Fockraums
allein aufgrund der Antikommutatorrelationen (8.2.12) möglich ist. Die Antikommutatorrelationen
sorgen dabei automatisch für die Einhaltung des Pauliprinzips, wonach es keine Zustände gibt, in de-
nen zwei oder mehr Teilchen ein und denselben Einteilchenzustand besetzen können. Freilich sorgen
die (Anti-)Kommutatorrelationen auch für die korrekte (Anti-)Symmetrisierung der Fockraumbasis-
zustände.
Im folgenden wollen wir nun zeigen, daß wir die Quantenmechanik von Vielteilchensysteme identi-
scher Bosonen oder Fermionen mit Hilfe der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren formulieren
können. In dem hier betrachteten nichtrelativistischen Fall hat das den Vorteil, daß es sich mit den
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8.3 · Fockraumformulierung für Observablen

Feldoperatoren i.a. einfacher rechnen läßt als im Hilbertraum fester Teilchenzahl mit (anti-)symme-
trisierten Produktzuständen. Da die Teilchenzahl für nichtrelativistische Prozesse i.a. erhalten bleibt,
sind diese Formalierungen der Vielteilchenquantenmechanik also vollständig äquivalent. Im relativisti-
schen Falle stellt sich allerdings heraus, daß eine physikalisch befriedigende Beschreibung für Vielteil-
chensysteme fester Teilchenzahl problematisch ist und auch nicht der Erfahrung entspricht, denn bei
Stoßprozessen mit relativistischen Energien können Teilchen-Antiteilchenpaare oder z.B. elektroma-
gnetische Strahlen (im quantentheoretischen Bild also Photonen) erzeugt und/oder vernichtet werden.

8.3 Fockraumformulierung für Observablen

Wir wollen nun Observablen in Fockraumformulierung darstellen. Betrachten wir zunächst den Ope-
rator für die Teilchendichte. Wir behaupten, daß die Teilchendichte für ein Teilchen mit Spinkompo-
nente σ an der Position ~x durch den Operator

%(ξ ) =ψ†(ξ )ψ(ξ ) (8.3.1)

repräsentiert wird. Daß dies eine physikalisch sinnvolle Definition ist, ergibt sich durch Anwendung
des Operators auf einen (anti-)symmetrisierten Basisfockzustand. Dazu berechnen wir zunächst den
Kommutator mit einem beliebigen Erzeugungsoperator:

�

%(ξ ),ψ†(ξ1)
�

− =
�

ψ†(ξ )ψ(ξ ),ψ†(ξ1)
�

−
=ψ†(ξ )

�

ψ(ξ ),ψ†(ξ1)
�

∓±
�

ψ†(ξ ),ψ†(ξ1)
�

∓ψ(ξ )

=ψ†δ(ξ − ξ1).

(8.3.2)

Nun können wir diese Vertauschungsrelation benutzen, um die Wirkung des Dichteoperators (8.3.1)
auf den Basisfockzustand zu berechnen, indem wir den Fockzustand mittels Erzeugungsoperatoren
darstellen:

%(ξ ) |ξ1, . . . ,ξN 〉± = %(ξ )ψ†(ξ1) · · ·ψ†(ξN ) |Ω〉
=
¦�

%(ξ ),ψ†(ξ1)
�

+ψ†(ξ1)%(ξ )
©

ψ†(ξ2) . . .ψ
†(ξN ) |Ω〉

=
¦

ψ†(ξ1)δ(ξ − ξ1)+ψ
†(ξ1)%(ξ )

©

ψ†(ξ2) . . .ψ
†(ξN ) |Ω〉

= . . .

=ψ†(ξ1) · · ·ψ†(ξN )

(

N
∑

k=1

δ(ξ − ξk )+%(ξ )

)

|Ω〉

=ψ†(ξ1) · · ·ψ†(ξN )
N
∑

k=1

δ(ξ − ξk ) |Ω〉

=
N
∑

k=1

δ(ξ − ξk ) |ξ1, . . . ,ξN 〉± .

(8.3.3)

Der Basisfockzustand ist also Eigenzustand des Operators (8.3.1) zum Eigenwert
∑N

k=1δ(ξ −ξk ). Das
ist aber genau die Teilchendichte für die durch diesen Basisfockzustand repräsentierte physikalische
Situation, daß N Teilchen mit wohlbestimmten Spin an wohlbestimmten Positionen sitzen.
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Es ist weiter klar, daß der Operator für die Gesamtteilchenzahl durch Integration über den Raum und
Summation über die Spinzustände des Teilchendichteoperators

N =
∫

dξ%(ξ ) (8.3.4)

gegeben sein sollte. Integrieren wir die Beziehung (8.3.3) über ξ , finden wir in der Tat

N |ξ1, . . . ,ξN 〉± =N |ξ1, . . . ,ξN 〉± , (8.3.5)

d.h. der Basisfockzustand ist Eigenvektor von N zum Eigenwert N , der Gesamtteilchenzahl dieses
Zustands.

8.3.1 Einteilchenoperatoren

Betrachten wir nun Operatoren von Observablen im N -Teilchenraum, ist klar, daß diese mit allen
Permutationsoperatoren PP (P ∈ SN ) vertauschen müssen, weil sonst eben die Messung dieser Obser-
vablen eine Unterscheidbarkeit von Zuständen, die sich nur durch bestimmte Permutationen der Teil-
chen untereinander unterscheiden. Es ergibt also etwa keinen Sinn, nach dem Impuls eines bestimmten
Teilchens zu fragen. Nur der Gesamtimpuls des Systems ist eine physikalisch sinnvolle Observable.
Sei nun also A irgendeine auf ein Teilchen bezogene Observable, so können wir die Summe dieser
Einteilchenobservable über alle Teilchen im System betrachten, also im N -Teilchenraum

A(N )1 =
N
∑

k=1

Ak , (8.3.6)

wobei wir zur Abkürzung
Ak = 1⊗ · · ·⊗1

︸ ︷︷ ︸

(k−1)-mal

⊗A⊗1⊗ · · ·⊗1
︸ ︷︷ ︸

(N−k−1)-mal

(8.3.7)

geschrieben haben.
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Anhang A

Gaußintegrale

Die Gaußsche Wahrscheinlichkeitsverteilung spielt sowohl in der mathematischen Statistik als auch
der Physik eine wichtige Rolle. Daher werden häufig Integrale über Gaußverteilungen benötigt. In
diesem Anhang leiten wir einige der wichtigsten damit zusammenhängenden Formeln her.

A.1 Das eindimensionale Gaußintegral

Wir beginnen mit der Berechnung des Integrals

I =
∫ ∞

−∞
dx exp(−x2). (A.1.1)

Es läßt sich mit folgendem Trick geschlossen auswerten. Dazu schreiben wir

I 2 =
∫ ∞

−∞
dx exp(−x2)

∫ ∞

−∞
dy exp(−y2) =

∫

R2
d2x exp(−~x 2). (A.1.2)

Substituieren wir darin Polarkoordinaten ~x = r (cosϕ, sinϕ), d2x = r dr dϕ, erhalten wir

I 2 =
∫ 2π

0
dϕ
∫ ∞

0
dr r exp(−r 2) =−2π

1

2
exp(−r 2)

�

�

�

�

∞

r=0
=π. (A.1.3)

Da I > 0, folgt also
I =
p
π. (A.1.4)

Dieses Resultat können wir nun verwenden, um auch das allgemeinere Integral

I (a, b ) =
∫ ∞

−∞
dx exp(−ax2+ b x), a, b ∈C (A.1.5)

zu berechnen. Damit das Integral konvergiert, muß offenbar Rea > 0 sein. Mit einer quadratischen
Ergänzung folgt zunächst

I (a, b ) = exp

 

b 2

4a

!

∫ ∞

−∞
dx



−a
�

x − b

2a

�2

 . (A.1.6)
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Durch die Substitution y =
p

a[x − b/(2a)] finden wir unter Verwendung von (A.1.4)

I (a, b ) = exp

 

b 2

4a

!

1p
a

∫ ∞

−∞
dy exp(−y2) =

r

π

a
exp

 

b 2

4a

!

. (A.1.7)

Die Gaußverteilung schreibt man am bequemsten in der Form

P (x) =
1

σ
p

2π
exp

 

− (x − x0)
2

2σ2

!

mit σ > 0, x0 ∈R. (A.1.8)

Mit (A.1.7) erhält man nach einigen einfachen Umformungen, daß diese Funktion normiert ist, d.h.
∫ ∞

−∞
dx P (x) = 1. (A.1.9)

Den Erwartungswert der Verteilung erhält man aus
∫ ∞

−∞
dx (x − x0)P (x) = 〈x〉− x0 = 0 ⇒ 〈x〉= x0. (A.1.10)

Um die Standardabweichung zu berechnen, gehen wir von der erzeugenden Funktion

F (z) =
∫ ∞

−∞
dx exp

�−z(x − x0)
2
�

= I (z, 0) =
r

π

z
(A.1.11)

aus. Durch Ableiten nach z folgt

F ′(z) =−
∫ ∞

−∞
dx (x − x0)

2 exp
�−z(x − x0)

2
�

=− 1

2z

r

π

z
. (A.1.12)

Daraus ergibt sich

∆x2 =
¬

(x − x0)
2
¶

=
∫ ∞

−∞
dx (x − x0)

2P (x) = σ2. (A.1.13)

Die Gaußverteilung (A.1.8) beschreibt also eine Zufallsgröße x mit Mittelwert x0 und Standardabwei-
chung∆x = σ .

A.2 Mehrdimensionale Gaußintegrale

Mehrdimensionale Gaußintegrale können leicht auf den eben behandelten eindimensionalen Fall zu-
rückgeführt werden. Sei dazu Â∈Cn×n eine selbstadjungierte Matrix (Â† = Â), für die die Bilinearform
~x t Â~x positiv definit ist. Dann fragen wir nach dem Integral

I (Â) =
∫

Rn
dn x exp

�−~x t Â~x
�

. (A.2.1)

Aufgrund des Satzes von der Hauptachsentransformation können wir stets eine unitäre Matrix Û
mit Determinante 1 finden (also U ∈ SU(n)), sodaß

Â′ = Û ÂÛ † = diag(λ1, . . . ,λn). (A.2.2)
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Wegen der oben vorausgesetzten Selbstadjungiertheit und positiven Definitheit von Â sind die Eigen-
werte positiv reell (λk > 0). Substituieren wir nun

~y = Û~x, dn y = det Û dn x, (A.2.3)

erhalten wir

I (Â) =
∫

Rn
dn y exp

 

−
n
∑

k=1

λk x2
k

!

. (A.2.4)

Dabei haben wir verwendet, daß man für jedes yk den Integrationsweg in der komplexen Ebene be-
liebig deformieren können, weil die Exponentialfunktion überall analytisch ist. Mit (A.2.4) ist aber
das mehrdimensionale Gaußintegral auf das Produkt von einzelnen Gaußintegralen zurückgeführt.
Verwenden wir (A.1.6) mit b = 0, erhalten wir also

I (Â) =

s

πn

∏n
k=1λk

(A.2.5)

Nun ist aber
n
∏

k=1

λk = det Â′ = det Â, (A.2.6)

d.h. wir erhalten das Resultat

I (Â) =

s

πn

det Â
. (A.2.7)
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Anhang B

Die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

Es seien A und B beliebige Operatoren. Dann gilt

exp(A)B exp(−A) =
∞
∑

n=0

1

n!
[A, B]n , (B.0.1)

wobei der „Multikommutator“ rekursiv durch

[A, B]0 = B, [A, B]n =
�

A,[A, B]n−1
�

(B.0.2)

definiert ist.
Zum Beweis betrachten wir die Funktion

F(z) = exp(zA)B exp(−zA) (B.0.3)

und entwickeln diese Funktion nach Potenzen von z. Offenbar gilt

F′(z) =AF(z)−F(z)A= [A,F(z)] , (B.0.4)

und weiter durch Iteration
F(n)(z) = [A,F(z)]n . (B.0.5)

Die Potenzreihenentwicklung lautet wegen F(0) = B also

F(z) =
∞
∑

n=0

zn

n!
[A, B]n , (B.0.6)

und für z = 1 folgt die Behauptung. QED.
Als Anwendung der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel (BCHF) beweisen wir noch folgenden Satz:
Seien A und B Operatoren, für die

[A,[A, B]] = [[A, B], B] = 0 (B.0.7)

gilt, so ist

exp(A+B) = expA exp B exp
�

−1

2
[A, B]

�

. (B.0.8)

209



Anhang B · Die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

Zum Beweis wenden wir die BCHF (B.0.1) wie folgt an. Zunächst definieren wir

F(z) = exp[z(A+B)]. (B.0.9)

Wegen der Annahmen (B.0.7) bricht die BCHF bereits nach einem Term ab:

F(z)AF−1(z) =A+ z [A+B,B] =A− z [A, B]
⇒ F(z)A=AF(z)+F(z)B− z [A, B]F(z).

(B.0.10)

Ableiten nach von (B.0.9) nach z liefert hingegen mit Hilfe dieser Gleichung

F(z) = F(A+B) =AF(z)+F(z)B− z [A, B]F(z). (B.0.11)

Offenbar wird diese Differentialgleichung durch

F(z) = exp(zA) exp(zB) exp

 

− z2

2
[A, B]

!

(B.0.12)

gelöst, und für z = 1 folgt (B.0.8). QED.
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