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1 “Hello, World” oder ein ganz normales Vorwort

Es fing ganz harmlos an: Aus dem Versuch, die mitunter recht chaotisch struk-
turierte Vorlesung nachzuarbeiten und das ganze auch noch mit etwas Prakti-
schem zu verbinden, wurde die Tortur des Semesters. Eigentlich wollten wir nur
TeX lernen, aber neben verspannten Nacken (Es lebe der TeX’sche Backslash,
prima Zungenbrecher) und eckigen Augen, produzierten wir eine groe Menge
Altpapier. Ganz nebenbei entstand dann auch eine wohlgeordnete und ansehnli-
che Zusammenstellung der 26 Vorlesungen Quantenmechanik I des 5. Semesters.
Hierbei liegt die Betonung auf dem Wort “Zusammenstellung”, denn wir woll-
ten/konnten der Welt keineswegs ein weiteres Quantenmechanik-Werk besche-
ren. Vielmehr soll mit dieser Ansammlung von Vorlesungen eine Priifungsvorbe-
reitung erleichtert und ein Einstieg anderer Studenten in die Materie ermdglicht
werden.

Diese nun vorliegende Fassung ist leider noch voll von Fehlern. Eine heifle Kor-
rekturphase ist bereits eingeleitet und schon an dieser Stelle méchten wir be-
tonen, wie gut die Zusammenarbeit mit Ebs funktioniert. Es ist so auch eine
inhaltliche Uberarbeitung maglich.

Trotzdem sind wir auf die Mitarbeit der Leser, insbesondere der Besucher der
Vorlesung im WS 95/96, angewiesen. Wir mdchten daher alle aufrufen, uns Ver-
besserungsvorschlige und Korrekturen zukommen zu lassen.

Oldenburg, im April 1996

Jens, Gerold und Sven



2 Hinfiihrungen

VL 16.10.95

gesucht: Mechanik
Mechanik := Dynamik von physikalischen Systemen in der Zeit

Forderungen:

1. Kausale Theorie:
System: X(t): Informationen zur Berechnung von X(#') sollten nur aus
t <t stammen.

Newtons Mechanik: m 2= K(z,,t) x(t') gesucht
z(to) T (t,) Anfangsbedingungen

= 2(l)i>1,

x (to) = limAt_m z tO+AAtt_$ Yo

Newton-Mechanik ist infinitesimal (embryonal), nicht kausal.

2. Die richtigen Ergebnisse der Newton-Mechanik sollen erhalten sein:

Quantenmechanik — Newton-Mechanik Beispiel: {(¢)} Bahn eines Teil-
chens.

3. Deterministische Theorie
Ist X(¢) vollstdndige Information zur Zeit t
= fiir alle Zeiten t’ > t soll die vollstindige mechanische Information be-
rechenbar sein
1.Versuch:
Die Newton-Mechanik beschreibt nicht die vollstindige mechanische In-

W
—
e - Zahler
nicht
o D ”””””” Null
p=Impuls
t<0

formation iiber das System.
Newton-Mechanik ist nicht deterministisch, z(¢) ist keine vollstindige me-
chanische Information



4.

Projektion,Faltung,etc.
—

vollst. Information Teilinformation (z. B. ncwton ()

Bahn)

(a) Statistische Verteilung von Meflergebnissen, bei Wiederholung des
selben Experiments zugelassen.

(b) mechanische Teilchen bleiben intakt

(a) Interferenz-Muster: Wahrscheinlichkeits-Amplituden-Dichte-Feld
P (x,t) zur Zeit t: [1h(z,t)* die Wahrscheinlichkeit das Teilchen am
Orte x zu finden Va, Gesamtwahrscheinlichkeit = GewiBheit, [ da® [1]? =
1

Versuch: 1 (z,t) ist Trager der vollstindigen mech. Information
Ansatz: 1(x,t) skalares Feld

(b) Kérnung:
Ziahler sagt: Ja, das ganze Element ist eingetroffen
oder: Nein, das ganze Element ist nicht eigetroffen
= ,storungsfreie“Messung gibt es nicht !
Teilchen zur Zeit t am Ort x: zur “Klickzeit” ist Teilchen mit Ge-
wiflheit im Zahler (z;, Az)

1
VAz

P(x, Az) = /dw P(x)

Die Pflasterung mit Zihlern ist endlich.

€

[o] Ax

&) AX

€

Versuch: Az — 0 Au fwand — oo

In der Quantenmechanik darf der limes Az — 0 unphysikalisch sein, weil
er nicht realisierbar ist.

Kérnung:

kleinste mechanische Teilchen mit m # 0, m,. endlich

kleinste Ladung: Elementarladung

Beispiel: Batterie, leer oder kleinste Ladung vorhanden.

3 Experiment zur Wirkungseinheit: Ein Drehkreuz zur Personenzdhlung
ist vorhanden oder aber nicht. Wre klassisch im Limes der Wirkung nicht
zu unterscheiden, jedoch zeigt das Experiment, es gibt eine kleinste Wir-
kungseinheit h



Beispiele: Schwarzkdrperstrahlung;:
Wien ~ 1892

I~V?

e-q VIT

Vo

Abbildung 1: Kurvenform: 2-e” — 2 — % cxee =0

Exponent quv/T T in K oder in eV

1eV L 10°K Plasma

0,1 eV L 10°K C,0,... einzelne Elemente
0,0lev 2 100K Siedepkt.

v: Frequenz q: 1,054449 - 10727 erg sec

h = % mit h Planck-Konstante

Wirkungskonstante i ~ 2/3 - 10715 eV s
Licht: 1 eV £ X ~ 120pm I =hw=hv

Maximum:
2 hv /T _ _ 2. —hv/T

N v oy 2v(e 1)—v”-e 1 L

I(I/)_m7](l/)_ (ehl’/T—l)2 —07 mlt’)/—T
2—-2-e%—2=0 r=2-(1-e7"), erster Fixpunkt
x1=1:—2,=1,26 .. =z,=1,59 Iteratives Verfahren
h
r = T-e%-Q(l—eg”)
VL 18.10.95

e Warum sind in der Physik stets alle Mewerte reell? (Einschrankung der
moglichen Theorien)

e Warum sind Festkorper fest? Obgleich die gesamte Materie in allen ihren
Formen ausschlielich aus “punktférmigen” Teilchen besteht (Elektronen,

Quarks)



r—————— =

Elektron
? Impuls

O 0 O 0 O
@ O @ O @
O @ O 0 O
© O 0 O O

Intensitat

e Welche Wellenldnge zeigt sich bei Beugung von Elektronen auf ein Festkérper-
Gitter
p=p=mi — p=hk <+ Wellenzahl: k := 27”
Dimensionsanalyse: [p] Wirkung/Linge
mech. Teilchen := {Biindel von endlich vielen Aussagen}
Elektron:={m.,e_,s,s3; wo ist es} s3- Komponente: Spin-Ausrichtung
Anmerkung: Der “Welle-Teilchen-Dualismus” ist kein Dualismus:
- auf jede Frage eine entsprechende Antwort aus dem Biindel von Aussa-
gen
- verschiedene Fragen an dasselbe Objekt

e Photo-Effekt

Licht Elektronen Ee|

Na-Kristall /
\Y)

l T
w Austrittsarbeit

Epp, = hv = hw
e Licht gekdrnt: Foy = hv — W

e Reflexion von Neutronen an Kristall Ebenen

d
g I durchgelassene
\
n N
_— § é § § vklass.
* Erwartung
- Zahler R
w A
)\O=2d

e Compton-Effekt: Streuung von Licht an Elektronen

Impulssatz: pytpe.=p,tp,
Energiesatz: F\ + E. = Eyi + Eo

10



Experimente sind quantitativ erklarbar:

Pe = ma my=20
1
E6:§mx F=h=hw
relativistisch: p = & E? =p*c? + m2ct

falls: m = 0 <= E = pc = hke = h&e =B .y = hw = hy

mit: ¢ = rA

Zusammenfassung 1:

e experimentelle Vorerfahrungen
e Dynamik fiir phys. Systeme (zeitliche Entwicklung)

— kausal

— deterministisch [Priifungsfragen: ... was bedeutet das 7]
e Frage: ,Wo ist es 7¢

— Koérnung der Materie

— statistische Aussagen

Beispiel: R3-Teil der experimentell zugdnglich ist, endliche Pflasterung

mit Zdhlern. Wahrscheinlichkeitsamplitude 1, Wahrscheinlichkeit zu zhlen

w = |¥]?, Phase wird wegen der Wiederkehr der Wellenfunktion erlaubt.

xi, Z(x, Az)

w(z;, Az) ~ Az? = Volumen des Zihlers

reelle Zahlen — rationale Zahlen

Zhler sind techn. notwendig endlich klein,

die Lage ist durch rationale Zahlen,

hier die Koordinaten, beschreibbar. Reel-

le Zahlen werden in der Dynamik nur aus

Ax Bequemlichkeit verwendet, jedoch nicht
bentigt.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Je kleiner der Zihler, je seltener mifit er! w(@;, 2Z) ~ Az?

2 4
w(x;, Az) = % =: q(x;, Ax)
limw(z;, Az) = q(a;)
Ax—0 ¢ = Dichte der Wahrscheinlichkeit
Wahrscheinlichkeitsamplitudendichte:
Feld. Vz : ¢(z,t)
falls q geniigend stetig, dann kann man sich eine allzu feine Pflasterung
sparen.
Hoffnung:

xNewton(t) = /dxn xlq($/7t) = inww,‘
Rs e

11



3 Meflprozess

phys. Objekt math. Symbol Darstellungen
phys. System by Bauvorschrift, Handbuch aller Eigenschaften, ...
Zustand eines phys. Systems | ¥ > Tabelle, Zeichnung, math. Funktion (i(z,?))
Apparate zum Messen A siehe phys. System

memento 1: Zu jedem A gehort ein Bereich von Zustinden von den mittels A
mefbaren Systemen (d.h. Der Zustand mufl im Definitionsbereich (7—[2) von A

liegen)
memento 2: Jeder Apparat definiert einen physikalischen Begriff
Normale Messung: A- | ¢ > = |’ > macht aus einen Zustand einen neuen

\WaWaVs aWaya
U/ U/

L L+ AL
Abbildung 2:

Zustand. Als Beispiele dienen verschiedene physikalische Systeme

[ > v > e {Hs}
Hy = Menge aller denkbaren Zusténde von ¥, Hilbert-Menge

Sonderfall A-| ¢ >= const- | ¢ >
falls: 2 | wi >= const;- | p; > i=1,2,...

| Stangen-
zaun

Abbildung 3: Anschauung eines Polfilters, Seil: ¥, Zaun: A

pi € Hy
| ¢i > Eigenzustand zu A von ¥(Zustand auf den A nicht anspringt), ¢; Eigenwerte

12



Ubung: 3} schwingbares System in 1 Dimension
| v >— ¥ (z,t) = ,Amplitude®
A := bilde die Fourier-Transformation

Einhillende

= A

SL = Var\/22 — 72 T Mittelwert

erinnern an Photoeffekt: Lichi: N Photonen jedes Photon de-

finiert durch {v;p'= hk = TLQTW;
Licht Richtung d. E-Vektors; Wahrscheinlichkeitsaussage iiber Ort}
IC Elektronen . . .
Apparate betrachten: - die auf die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit wirken.
Licht: v, p in x-Richtung
E-E:o;é-%:o Syl phys. System
E,B gehorchen Maxwell-GI.

VL 23.10.95

Zustand 2 | /> N E: P ragt aus Blattebene raus

E

Abbildung 4: polarisiertes Licht: transversale Welle

Menge aller Zustidnde: 2-dimensional Hy.
"2 (MeB-)Apparatur

13



Apparate:

/% >
S Sortierer: |%> § M\
— |% >
/
die Wege von
_— Sortierer &
B Blende: |%> é I |0> Addierer (Superponierer)
sind umkehrbar
/
>
R —= A
A Addierer: A |%>
E—
|=> -
_—1 miBt Intensitat
. — =1 A des eintreffenden
Z Zihler: | 7> Z| Lichts
/

Die Wege von Sortierer und Addierer sind umkehrbar und gehen bei einer

7>

AN A | |/I>
S B|=—=|5 !

%|9>% é —_—

Abbildung 5:

Umkehrung in den jeweiligen anderen Apparat iiber. Projektor: PT |/> ~
1>

PPy was macht der 7 (man lese die Gleichung von rechts nach links, ope-
rativ )

1> ~ B> = PP [1>)

pTPT = PT Idempotenz von Projektoren

PTP% |/l> ~ pT' |—>>: 0

PTP% =0 Orthogonalitit

Superposition 4 Interferenz
Amplituden: A; Intensitéten: |\;]?
Wird Ag| 1> durch eine Blende B ausgeblendet, so wird aus Ay = 0 mit dieser

Blende A4 # 0
Superponierer: (Addierer)

)\a|%>

| 7>

N
S |/ mit. | />, =>, | 1>eH

Al >

14



A7, Aalh> @ ~ —M77 1B
Sh A Syl
A l=> )\5|\\>_2

ohne Blende an Stelle @  : A4=0
mit Blende an Stelle @ A 4# 0

Abbildung 6: Amplituden-Betragsquadrat = Intensitit [A\4]? = 0

S(PL| /> By />) =8| /> = |~> € H Ergebnis ist wieder ein Licht-
strahl

S Verkniipfung zweier Zustinde € H zu einem neuen Zustand € #

(|Zustand 1> +|Zustand 2>) = |Zustand> € H + Verkniipfungssymbol
in ‘H fiir Apparat S

Versuch/ldee: ]5T + ]5_> =7

(P + Pol > = P> + Pol> = M1 4+ AL]o>
| > = P> 4+ PL| /> mit| > beliebiger Zustand

| 7>

AMlT> 0 + AL =>

Verkniipfung “47: (Eigenschaften experimentell priifen!)
la > + |b> < |b> 4+ |a > kommutativ JA!

la> 4+ (Jb> + Je>) = (la> + [b>) + |c> assoziativ
la > = |a > reflexiv
N
3 Null: ja > 4]0 >= |a > |0 > als Zustand — B|—= 0>
JInverses: [a > + Ja7t> = (0>

= die um 7 Phasen-Verschobenen mitnehmen

“+7 beziiglich #4 definiert {|¢» >}, als eine Gruppe beziiglich “+” (kommutati-
ve, Abel’sche Gruppe). “+” addiert Wahrscheinlichkeitsamplituden. 7 linearer
Vektorraum der physikalischen Zustidnde.

anderes System: jeder Zihler z; mit Breite Ax lp >

P(zi,Ax)lp> = Xi(p)|wi, Az >

FOLGERUNGEN:

Irgendwo ist das Elektron immer (GewiBheit: w = [ da?|¢|? = 1), gleiche
Aussagen:

e w(|p>) =1 - vor der Messung (|p >)

e > w(lp>;|e;, Az >) = 1-nach der Messung (in |z;, Az >)

15



Elektron E&
B

P.e,m,,s, .0 (X X A

Abbildung 7: Schirm: Pflasterung mit Zahlern Ax

o8

Pz, Az) = 15 |p> = X(p)|as, Az >

=1

®
s

Hintereinander filtern:

—=le>—=|R |~=le> =|R | = lex> —=| R | =len

Abbildung 8: Filterung mit |e > einfallend & |a > ausfallend

—~

L I I I
Wy = - ==

I I, I I I
Produkt der Wahrscheinlichkeiten

n

w( le >, |a > ) reelle Zahl abhingig von Amplituden A., 4,
N— ——

2 Objekte aus Hy
Erinnerung an R3: @,b,¢,... € R3

1.Verkniipfung “4+7: @ + b= € Rs

E_l: = (ah ag, a3)
b = (bh bz, bg)
¢:= (c1, €2, C3)

G =a;+b 1=1,2,3
2.Verkniipfung “”: @ - b = relle Zahl
(@,b) — X € Zahlenkdrper (reelle Zahlen)
Forderung: bei Transf. des R3 soll A invariant bleiben

ac R3 — (al,ag,ag)

EER3—>...
A= 33 a4 by g
i=1j7=1 =

Rs: linearer Vektorraum mit Metrik g%
ab:= Zaibjglf :g-g-g

i
Fiir euklidische VR gilt die spezielle, weil diagonale, Metrik:
3

Metrik b; — Zgij - b;, also dann @ - b= Zai b;

g¥=10
0 j

o = O
_ o o

16



3.1 Ubungen, die Erste
VL 25.10.95

3.1.1 Ubung I

— 17>
7> s 7>
[=>—
Uberlagerung von
Wahrscheinlichkeitsamplituden
(Superponierer)
Frage: umkehrbar 7
3.1.2 Ubung II
=
Pr="P-P-.- P
PP=0ji#
betrachetn mit Hilfe einer Basis : {| ¢ >} : alle | i >€ Hy
. Sy =7 1
mit < i|j>=4; = P27 0 orthogonal

und vollstindig : | 1 >€ Hyx beliebiger Zustand des Systems
| >=3Tcli>

3.1.3 Ubung III

Ein Experimentator hat sich 10 Zahler gekauft zur Messung eines Elektrons: z €
[0, 1]. Der zweite Experimentator kauft sich 20 Zihler, der dritte Experimentator
30 ... der n-te kauft n - 10 Z&hler

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit w das Elektron in einem dieser Z&hler zu
finden. Was ist ein verniinftiger limes in diesem Falle ?

3.2 Was bedeutet der Mef3prozess ?

Y | >€ Hy Wahrscheinlichkeitsamplituden
man prapariert |1 > durch einen Apparat (Gewifheit, dafl |1 > vorliegt)
Zwischenzeit

DYNAMIK
beschreibt die zeitliche Entwicklung solange nicht gemessen
wird

Messung: MeBapparat priapariert einen neuen Zustand spezifisch

fA miBt die Wahrscheinlichkeit des Vorliegens

17



?4+” Uberlagerung von Wahrscheinlichkeitsaus- A

—
sagen A Addierer

_ A Dimmer

? A7 Multiplikation mit Zahl
+:la> + |b> = |e>eHy

kommutativ, assoziativ 3|0 >: |0 > +|a >= |a >
Ja=t > a7t > +|a>=10>
Gruppe bzgl. der Addition, Hy, linearer Vektorraum

d
> = Ye-li>
=1
beliebig darstellen mit Basis {|i >,i =
aus Hy 1,...,n=dimHy

| N = S bei Umkehrung braucht Di
% : el mke rung rauc man 1m-
A — '| | mer
% .
Analysator

Wahrscheinlichkeit w(|a >, |e >) reelle Zahl 0 = w = 1

Folge: Wahrscheinlichkeiten multiplizieren

le>| A |Jar2| A ||a22]| A A
Aq A, Azl — A

lag>.

Abbildung 9: Hintereinander Ausiihrung/Anwendung

w(la >, |an—1 >) ... w(lag >, a1 >) - w(|ay >, |e >)

| >, |t >€ Hy  Skalarprodukt: s(|p >, ¢ >)

Vel.: @, be RSkalar invariant lp >
~+ Transformation:dp € RY = @p-b=rc | ket

< ol

D
EHy = Hy 3 bra

18



Skalarprodukt: < ¢|i >= ¢ (Zahl)

<ol P>
Zum Vergleich: i
(b) at=3g"a;
+Z
(6| €R2D7|b) € Ry 66733@1,@2,@3
at b Euklid: g =1 0 1 0 | =a =q
i B 0 0 1 ]

3.3 Die Hintereinander-Anwendung, bra-ket Schreibweise

Ja1> <atl> = Zahl
Richtung Projektion von |e > auf [a — 1 > "

Hinweis: Formeln von rechts nach links lesen !

la ><al...... las >< aslaz >< az|lar >< ar]e >
la>=A,- ... -As-Ay-A;-le>
<ala>=1=A2. ... -A2-A2.A%.<ele>
=1
~ 2 2
?MM>J€»:4A%A€>‘:‘<Mn><nm—1>' 'B><3D><2H><H€>‘
————  —————
Zahl Zahl
2 2 2 2
%<Mmﬁ¢<mWﬂ>‘-”.W<m>H<uwﬂ
=w(la>,|n>) - w(n>n=-1>)- ... ~w(|l>]e>)
2
‘<a|b>‘ = w(ja >, [b>)
Py =i ><
€
! a
ap = (@- &) d = ai€y + azé€y 52
a

=ley >< egla>
N— —

6:]51|a>—|—]52|a>
P+P=1

Die Wahrscheinlichkeiten sind reell:

2
w(le >, la>) = ‘ < ale > ‘ =< ela >< ale >~

0
2
w(la >,le >) = ‘ < ela > ‘ =< ela >< ela >*

=< ale >=<ela >~

19



3.4 Konstruktion einer Basis

d
|1 >= Zcm > d endlich oder abzihlbar unendelich

=1

Wie kann man eine Basis erhalten ?
Schmidt’sches Verfahren liefert:

<13>=0

12 >=
|1 >€ Hx |2 >: <12>=0 3> <2[3>=0

<212>=1
<313>=1

P=1; PB=li><i
=1
d ) d
|a>:1-|a>:ZB|a>:Z|i>-<i|a>

Hyx Wir suchen eine Folge von |a; >, |ag >, ... € Hy mit Laufindex p=1,2,...
es soll gelten:

lg >= li_% la, > | qu —qu ||< € w, i’ > N :Vollstindigkeit !
n

In endlich dimensionalen Riumen ist dies einfach:

d 2
Komponentenweise Konvergenzlim ., <ila, >—=<ilg> 3| <ila, > ‘
.......... 7
a "
an
Abstand
q

Die oben geforderte Folge ist separabel, falls zu jedem |¢ > 3 |¢, >— |¢ >

Abstinde — 0 : starke Konvergenz
Komponentenweise — 0 :  schwache Konvergenz

gefordert: MeBwerte in der Physik sind stets reell
d

d
|¢>:Zci|ai> <¢|226;<aj|
J=1

=1

20



AW > Apperatur pripariert Zustand
< YAl >= > < aj|c§cifi|ai >
i

man wihle Basisvektoren derart, daf} sie Eigenvektoren zu A sind

A fl|ai >= Ala; > A reproduziere |a; > bis auf eine Zahl

< ¢|A¢ > = chci < aj|A|ai >

J
N— ——
orthogonale

normierte Basis ;= 1 ‘] - Z
0 j#1

= Z |Ci|2 . AZ

A; miissen reell sein, damit “MeBwert” < | Al > reell wird.
Es gibt also in der Physik nur Apperaturen mit A;|a; >= A;|a; >, A; reell
A; heilen HERMITE’sche Operatoren

3.5 Wiederholung:

VL 30.10.95
> > ey Hy linearer Vektorraum
lo > 41 >=[c > lo >, [t >, |e>e H

Superponieren von Zustdnden
Superponieren von Wahrscheinlichkeitsamplituden

JAssoziativitit, Kommutativitit, 3|0 >, [a >: et >

<= Beugung von Elektronen

1

1

V2

| —> Beispiel: zirkular polarisiertes Licht
3 Basis:
d
{li>}icio, 0 €Hs |0 >=) wili>

=1
3 Metrik, Norm:

| >, ¢ >€ Hy — Zahl, unabh. von Basis-Transform.
> <y

D
ket — bra € Hs

wenn |p > vorlag, wie ist dann die
Wahrscheinlichkeitsamplitude, daf§
bei einer Messung von [ >, |¢ >
vorliegt.

< lp > =

Transformation in ‘Hy = kontragrediente Transformation in 7—[12)

21



Pys lo> = > <ylp>
——— ——_———’
=[> <] Zahl
< Yy >= 1 Gewiflheit, normiereter H

Basis — {la>},_1, 4 €H <eliz=t

orthonormierte Basis

Hs: Folgen von |a; > ¢ =1,2,...im Hilbert-Raum

2 2
n,m> N : 6>‘|an>—|am>‘ ‘<an|am>‘ —1

Die Folge hat einen Grenzvektor |a >€ #H, H ist vollstindig, V|b >€ H 3 Folge

separabel

3.6 Apperaturen

3.6.1 Hintereinanderausfithren von Messungen

W > [ a A $ >

A B

Das nacheinander Ausfithren von Messungen, wird beschrieben durch das Nach-

W >

einanderanwenden der Operatoren: B-A

B

BA — AB = [B, A] = Kommutator

3.6.2 Paralleles Ausfithren von Messungen

— =

W > A 0>

L =

o>

A+B=B+A (A4 B)|y>=(Alv > +B[¢ >)

Eigenwertgleichung:

A : gesucht Ala; >= a;|a; > Alp >€ Hs
la; > i=1,2,... a; = a; oder a; # a;
Beispiele:

e Elektron: Impuls p, P, |p > schreiben als: P|p >= p|p >

22
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° /l|ai >= /\i|a¢ >

Losungen der Eigenwertgleichung:
Ala; > 0a;la; > {la; >}, 5.4 bilden vollstédndige Basis

A =7 darstellen mit Hilfe seiner Eigenzustinde

|¢>:Z \1#/2_/ o ai >

Komponenten
von links mit < a;| multiplizieren liefert:

falls orthonorm. Basis
= s

< aj|¢ >= Zlﬁz < a]‘|ai >
7

lay >< ai| + ag >< az| + ...+ |ag >< a4

p > Wy 12y >

A

1 1 N R P
S=— 1> +—| 5> A=|1>< A2=A. A
| ﬁ'T +ﬁ| | 1><1 |

Alt> = [t><t||t> = [t><tt> = 1|1t
HA/_/ Rl/—/
A

Al =>= 1> <t |=>=0-|1>
————’
Null

Eigenwertspektrum
Physikalische Mefiwerte sind stets reell = a; Eigenwerte miissen reell sein.

b>: Al >= aila; > < ailb >= < aila; > -a; = a;
N— —
1
< bla; >=< a;|AT =< ai|Ala; >=< a;]b >= a;
At adjugiert zu A wirkt in HER

Wenn ein Operator < a|A|b >=< b|At|a > dann nennt man ihn hermitesch:
At = A selbstadjungiert. A hat reelle Eigenwerte: A ist hermitesch. Hermite-
sche Operatoren haben als Eigenzusténde eine vollstdndige Basis.

Operator A darstellen mittels (Apperatur-Aufbau) eines Satzes von Zahlen.

d
{li >}y 0.4 € H Basis <ilj >= 4 dli<il=1
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wende A auf |t > an und proje-

Alp >= H
[ >=lg >€ Hs ziere auf < 7|. Skalarprodukt.

Adlp>=A- 1> [i><ilp>=>" 15> < jlAli > < ]y >
=:Aq i

N —
A {]i >} A;; = Matrix bzgl. {|i >}

Beispiel: Schirm mit Z&hlern gepflastert zum Z&hlen von Elektronen
: AX

Elektron, p~ | {lzi,az>y &
— = Y >olrn A >< x, Az| =1
s Basis = s
X2
X3

AW >= berechenbar Sei nun speziell A einer dieser Zihler
A = |z;, Az >< x;, Az| Projektions-Operator Az weglassen ...

A|¢ >= Z|$] > < $j|$2' > < $Z|$2 > < $Z|¢ >

s
J 55 1

Aij =< $Z|A|$] >=<z; |$k >< $k| T; >= AZ']‘ -52']' =
N— —
A
A 0 1
= Az = 0 = 1‘52']' mit: < $z|$k >=4;, und < $k|$]‘ >= (Sk]‘

Oft wird A;; = A(7) = A(z;) als Notation verwendet, da mit ¢ = j = Abbildung
auf diskrete gewhnliche Funktion

Sei nun ein Basiswechsel durch den bergang von lateinischen auf griechische
Buchstaben angezeigt:

{]i >} Basiswechsel {]ae >}
i=1,2,....d — a=1,2...,d

Es ergeben sich zwei quivalente Darstellungen fr [ >:

P

[V >=3 i ><il[y >=3 vili >

|t >= Z o >< al >= Z¢a|0¢ >
Multipliziert man die obere Gleichung von links mit < «| erhlt man:

<alp >=1, = Z < alt > < ali >=: Uy
7
1, Koeffizienten in der neuen Basis «+— 1; Koeffizienten in der alten Basis

¢oz — Z Uai¢i

24



1

<wM>=<MZ]nKN¢>=Z}<ﬂnwﬂw>=2hﬂow@'

1 1

4 1
=Y <o la><a|p>=> <gli><ila><alj><jl>
> N e N o’

at]
! Uz, Us,

=Y (W) UsilUe; =Y UsUsj = b5
S—— o

s .
85, mit Za

Die letzte Folgerung ist notwendig, damit das Skalarprodukt wirklich skalar ist!

U,; = Matrix — U Operator:
(=1 ot =0

. A . .
unitre Operatoren = Basistransformationen

VL 01.11.95
Abstraktes Basis
Objekt - Darstellung
Zli> z’:{1|,i2>,.}.>.,d €M [i><l
vollstéindig i >= 3]0 > ¢(d)
orthonormiert
i Vi < iAlj >
A= (Ay)
. . Jii =< ilJ|j >=
Jli>= At > o
|Z |Z /\]‘ < Z|j >= /\]‘52']‘
{li>} {lor >}
i=1,2,....d T a=12...4d
|1 > =2 li><ifp >=Y|a><alp >
<q = 2> () = Zla > ()

Uyi =< ali > Yo, 1Basis «, Basis ¢

Us=<ia> <l >=<yp|UTUp >=1

25
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vto=1 ; vt=0"! (hermitesche Operatoren At = fl)

Eigenschaften der U: Y Ui Uy L i

L=<l >=> < pla><alp >

1= > 4 (a)d(a)
_ ZZZ <Yli ><ila>< alj >< >
= 202 W ()Uialajtb ()

LU —

; UiaUsj = 05

L YN UiaUy; =6  UtU=1,Ut=0"

A—<i|Alj> = Ay=<ild la><alAd |8><plj>
a s
= Y <ila><alAlg>< Blj >
o
= D UiaAagUs;

op
= Y UhansUps;
op

1>

Ut AU

A und UT AU haben dieselbe physikalische Wirkung.
Verkettung: {|i >} = {la >} = {|]x >} — ...
Z UxozUozi = Uxi

4 Dynamik und Ortszustinde

0> ————=[A AW =1¢6>) ——=[§ |BIo>=BAI W) =_.

Praparation Neu-Praparation Neu-Préparation
Messung
dynamische dynamische
Entwicklung Entwicklung

26



Zeitliches Nacheinander, Zeit als gewthnlicher Parameter.

Basistransformation: [¢(t) > aus |¢(to) >,

t > tg berechnen

[0(t) >=: U(t, to)]1(to) >

L=< p(O)](t) >

=< P(to) UT (t,t0)U(t, to) |1 (to) >
— Ut (t,tg) =
U=, to)
unitdre Opera-
tion

=< 9 (to) | (to) >

Ulto, )U(t, 1) = 1

Ults, t2)U(ty, 1)U (L1, to) = Ults, to)

Ult,t) =1

Zeitransformation, eine Eigenschaft des physikalischen Zustandes !

explizite Konstruktion: U(t, tg) = exp( ~% (t —to) - H
S~~~ nochunbekannterOperator

lin.Ansatz
—_——— ~

Konventionen

Ut,t)=¢€" =1

U(to, ) U (¢, to) = e~ K= | cHiilt—to)

statt nach U, suche nach H

o~ 2 (t—t0)E)F _ (1 (t—t0) T

_ I L gy

Das gesuchte H ist jedenfalls hermitesch, es ist also zu zeigen, daf} ein physika-

lischer Apparat existiert, der H mift.

eA:1+A+%AA+...

Ult,te) = Ulto,to) + 0:U(t, to)(t — to)

(Taylor)

1 .
+ 58,5,5U(1t,t0)(zt—1t0)2+...

27
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= 140Ut to)(t —to) + ...
= Q4 (t—to)- (—%f{) Ut to)
———
1
= H+(t—ty) - H+... fiir kleine (t —to) = 6t

Ut+dt,t) = 1- %&-Hét klein !

(4 51) > = U+ 860[b(1) >= (1 — 6t |b(1) >

h
[0(t+68) > —[o(t) >
ot

= —ﬁHW(t) >

ik 0| (t) >= H|p(t) >

H ist die Erzeugende einer Zeittransformation
R h N
@

Analogien zur Suche nach Bedeutung von H:

o klassische Mechanik:
z. B.: Ortstranslation: © — 2 4+ a (Verschiebung)

Ula) = =
a2
Ula)z = (1—|—a-8x—|—?8m—|—...)-x

= x4+a+...
0, ist nicht hermitesch, aber %81, ist hermitesch

U= eia(%am) QO($,t) _ ei(kx—wt)

1 1
T0xo = ko(z,t) ¢ ist Eigenzustand zu —d,
i i

1 1
— S0 = we o ist Figenzustand zu -0,
i 1

p 2 hik Impuls I’ = hw Energie
p— P, E=E

t+

28
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Eigenwert-
Spektrum

Abbildung 10: Das Eigenwert-Spektrum

4.1 Dynamische Gleichung
ihdy|p >= H|tp >

SCHRODINGER-GLEICHUNG
mit H Hamilton-Operator (dynamischer Operator)

H|£pn > = Eule, > w0, Eigenzustinde, n = 1,2, ..
< 9971|H|99n > = I, < S‘Qn|§0n >
falls < ¢plem >= um, dann
< 9%|H|99n > = F,, reell
Hlon(t) >= ihd:|en(t) > U = e~ #lt=to)-H
HU(t,to)|pnlto) > = ihdU(t, to)|wn(to) >

= (= HD)|galto) >
= H(ﬂ@on(tO) >

UHH = HU(H)

U H|99n(t0)> = H|‘Pn(t0)>

H|pa(to) >= Enlgn(to) >
Eigenwertgleichung

d

19> 0 |en(to) >< o(to)|t >

MeBwert von H beziiglich beliebiger |4 >

SOl s = B =< i) UTHU (1) >
U+U=1

29
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= <o) HY(to) >= D" < ¥(to)len >< @nl Hlom >< omlt(to) >

nm

= 2 Hun @ (mp(m)  p(m) =< 0 >
wenn |¢, > Eigenzustinde zu H:
<P > = 3 4T (0) - B b - Y (m)
= ZEn

2
Qb(n)‘ =F Erwartungswert der Energie

nur bei Eigenbasis: £ = F,
"\/

52

ein Teilchen: H := éi +

’U)

h
= —0, als Basis |2; >
i

<OlHW > = 3 Hp 0™ (20) 0 (2,)

h? s
= 2 <onl-gn 0+ V)lon > ¥rém

5 Schrédinger - Gleichung

Vorlesung vom 06.11.95

H: Energie-Operator

H|¢n>: En|99n>

Li=3" |l on >< @

<YIH|$>=> <t |en><on | H|on ><@m | >= > ¢ (n)Hp b (m)

n,m n,m

Einsetzen:

D V() En < @ | om > (m)

falls
{| Pn >}n=1~~~d < @ | Pm >= 5nm7 1= Z | ©n >< ©n |

n
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& 2
<o | H|Y> > By | ¥(n) |
—_ - ~———
Erwartungswert von H in > Wahrscheinlichkett,dal |¢¥> in |pn> wvorliegt

Mittelwert

Erwartungswert
der Energie

a | @(t) >= I, | @n(t) >

| pult) >= Ut to) | @nlt) >= eTHE=0E) | 1) >

Denn: , R
0t to) = el F=10))

FH) | @n >= F(E,) | on >, weill HH | o, >=E? | ¢, >,...
Jeder beliebige Zustand:

|0 >=Y %) | po > mit $(n) =<, |¥> Y,

<@n(t) | pult) >= < nlto) | @,| en(to) >

= < on(t) | pnlt) > zeitunabhéngig

<@n | ihoy | ¥ >=< @ H | > ~ ihdpp(n) = > H(n,m)p(m)

m

Fiir jede beliebige Basis {| ¢5 >}n=12..4

5.1 Beispiele
5.1.1 Beispiel 1

H mit dim=2. Experimentelles Phinomen (Stern-Gerlach-Versuch):
Vollstindige Basis: {|t>,|{>}

Elektron

Ui>hizior [1>=[1> [ 2>=[>

Diese Aufspaltungen im inhomogenen Magnetfeld zeigen alle punktférmigen
(echt elementaren) Teilchen, zum Beispiel Elektronen, Quarks, Muonen,
Tauonen, ...

Spin; | >= | 1>+ [2>
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2
<ilj>=é6; > li><i|l=1
=1
flin’l—lz:

<i|A|j>= Ay = @i iz 2x2-Matrix
! 21 33

Jede noch so allgemeine Apparatur 148t sich mit vier Zahlen beschreiben !
Gesucht: Besonders zweckmifige vier Matrizen als ’Basis’ zur Formulierung
der Matrix:

Aij = ag ( (1) (1) ) +a1o, +axg, +asg,. o, 9, O, linear unabhingig

= unendlich viele Méglichkeiten.
Die Pauli-Matrizen sind eine besonders einfache Moglichkeit: Die Spur der g,
sei jeweils Null.

(o1 {0 =i (10
27\ 1 o0 L7\ o L=\l o -1

(zi; ): %(i;) = ((1) _01 ) (i;) = (_122) direkt polarisiert
0 1 1 0
g1|1>: (1 0)(0) — (1)

o, entspricht einem Apparat, der in drei Richtungen den Spin umkehrt, d.h.

den Zustand |1 > in den Zustand |2 > iiberfiihrt.

5.1.2 Beispiel 2

|t> und [{> “koppeln” mit rdumlichen Drehungen
z

— Teilchen

— Metallkugel

Wir drehen eine Metallkugel, auf der sich ein punktformiges Teilchen befindet,
das mit | 1 > pripariert ist.
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Drehimpuls: L=7x P, Li;=rip; —rip;
Wende g an: — [1> — |2>
Realisierung durch Richardson, de Haas, Einstein: g, - Realisator

\ umklgppen
\\\\|<L\\%—.ﬂ#~;::j:> von B um

Die Rotation des Systems beginnt beim Umklappen des Magnetfeldes. Klappt
man den Spin um, so bewirkt das einen rdumlichen Drehimpuls des Wirtes.
— ”Kopplung von Spin und Drehimpuls”
J =5 + L
~— ~— ~—~—

Gesamtdrehimpuls Spin  Drehimpuls des Wirtes

Elektron

Raumlich: Senkrecht stehende rdumliche Vektoren um 7 drehen

Spin: Senkrecht stehende Spinvektoren im Spinraum um 7 “rdumlich” drehen
Der Hs hat die Figenschaft, dafi er nach 47 in sich {iber geht. Der Spin ist
kein “Eigendrehimpuls”.

U=exp (% (i+ §)) Drehungen eines ausgedehnten Objekts.

Hier bricht das Beispiel ab, weil die Behandlung des Drehimpulses zu
aufwendig werden wiirde. Fortsetzung: Siehe Drehimpuls

5.1.3 Beispiel 3

Der Ort eines Teilchens

X
x »Ax)  eindimensional

[i

| 25, Az >=:] 2; >

Qﬁ(ﬂh)
{lz; >} <zi | >=0(2;) = s, = : i=1,2...d
(xq)

d ist abzihlbar unendlich

d
| >=> () |z >
=1
<z | Az >= Az, x;) = d x d — Matrix
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d
Slai><a|=1 <ap|w;>=6;;
=1

X ;> = T; T >
| 7 7 | @
Operator 7, tomd Koordinatenwert

JX) 2> = fla) 2>

1
dr —0: | z) = <ﬁ|x,A9€>)
(x> = zb(\ac/_/) Wahrscheinlichkeitsamplitudendichte

rell

(x| Al2) = Az, 2" Distribution von zwei Variablen

d
thoyp(z,t) = ZH(w,x')¢(x’) = /dw’H(x,x’)lb(x’) Schrédinger-Gleichung
=1

< x; | T; >= 52’,]’
(z]2') = =lim < x| a; >

X
X AX)

b

Im Limes Az — 0 : Zwei Eigenschaften:

1) Die Wahrscheinlichkeit, dafl das Teilchen an irgendeinem Ort x zu finden
ist, geht gegen Null (z | z') = 0

2) [da(z]a’)=1

(2 | ') ist nur durch seine Eigenschaften erkldrbar

= §(z' — ) Dirac-Distribution.

5.1.4 Eigenschaften der ¢ - Distribution

5" — a):

1)§=0V,

2) [da(a' —2)=1

Zum Rechnen setzt man in jede Formel eine Folge ein, die aus geeigneten
Funktionen besteht:

fdx fi(z)=1
VYW lIleWas
[dx fi(a')=1
VYWieWas
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5.2 Wiederholung

08.11.95

Spin:

h Erst nach 7-Drehung
J=0+7
U= e_i_l&

Die Differenz zwischen 1 und | betrdgt 1 - i. Deshalb wird vermutet, dafl sich

der Drehimpuls um mindestens % dndert.

6 Darstellung algebraischer Objekte
Zahl: a = Aeg
eg: Basiszahl

A: Koeflizient
Vektor: @ = Algl + Aggg +...

d — Summanden

mit Basis €;€; = d;;
Tensor: a = Apeg + Areg + ...

d? — Summanden

Ypla)El =1 A= (a@la)

Damit kénnen wir die Pauli-Matrizen in zwei Dimensionen zum Beispiel so

schreiben:
_ 0 =1 (1 0
V=i 0 )T =210 -1

(1o (01
== lo 1 /7Z&Z {1 0 )
A: Basis in H = {le; >}iz12..4

1

Konsequenz:

< ei|Ale; >= A;; = Tensor zweiter Stufe

d2
Aig = M)y 15=1,2...d
pn=1
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7 Ort und Impuls

Klassisch (z) — Quantenmechanisch (Ortsoperator X)
X |z > = x |2)
=~ - =~
Ortsoperator 7, cvamd am Ort o Koordinatenzahl
($|¢ >= ¢($7t)

Komplexe Wellenfunktion

| =< [ >= /dw < dla)(z| >= /dw (e, 1) (1)

[ delvtaf=1
Gewifheit

1
= lim 2;, Az > —
|#) = Jim i, Aw >

< $i|$j >= 52’]’

Z|$Z > $Z| =1

K3

. 1
(zfo) = Jlim 5 <@ilei >

d d
Z < xple; >= Z(Snj =1
n=1 n=1

= li ! 0 —
T Arso Az Y

— /dw (2]a") = 1, /dac|ac)(x’| — 1, (2|e)) = 0,V

(x]2") ist durch seine Eigenschaften definiert und entspricht der
Dirac-Distribution 6(z — 2').

([ >= 1 (2) (e[ A]e") = a(a, o)

Weiterhin: )

iR () = /dw’ (| |2} (20 >
ihi(z) = / da' H (z,2') (")

Schrodinger-Gleichung in Ortsdarstellung
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y <

XX’

L (X 12)

Beispiel: Ein nichtrelativistisches mechanisches Teilchen.

Klassisch Quantenmechanisch
2 (t) i i = [ da! (= L-0pe + V(2,2")) $(a")
p(t) ) é )
Impulszustidnde:
. h
p= _-81’
i
Plp) = plp),

/dp@sz

(plp") =d(p—7p)

[ v talp) (vl2) =

(el >= 0o,t) = [ dp (alp) (v >= [ dp (o) o)

= [ dpetrte=)

Hier wurde die Distribution mit Hilfe eines nicht berechenbaren Integrals {iber
eine Funktion dargestellt.Integraldarstellung:

Daraus folgt:

[ de f(@)o(a - o) = fia)

/+Oodx5($—$/):0, /_6 dz d(z —2') =0, /+6dx5(x—x’):1

+e

f(x)

—

—-& +E€

dz f'(z)é(x—2a)

— 00 -

+00 ¢
/ Kettenregel [§(z—2") f(2)]eoo— /dacf ) 0x0(x —2') =0
S—_—

Distribution
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Nun folgt die Darstellung mittels |z >, |p >:
N i¢>:/d9@50|90) (2|4 >:/dxw|x)¢(x)
b >= /dmp@) (a]t >

& :/dwx|x)($|

z

Analog folgt fiir p:

Ergebnis-Darstellung:
(o|i2") = X (o', 2") = (2| /dw o) (2]2")

= /dw z(2'|z)(z]2") = /dw é(z — 2)o(x — )
= 252’ — 2"
(a'|2]2") = 2'8(a" — 2")
(p/|]§|p//) — p//(s(p// _ p/)
Aber was ist (2'|&|2"):

(@'lala") = [ dp (alplp) (ol

= /dpp(x|p) (ple = /dppe%p(l’—x’)
i i R i
= —.ax/dpehp(x z') :p/dpehp(l’ ')
(3
o h ,
= lple) = Foudte — )

h
zlp") = —0p0(p — ?)

/

(p
plb >= /dpﬁlp) (plY >= /dpplp)¢(p)

Multiplikation mit (p’| von links liefert:

W1l >= [ dpp @) ()

§(p'—p)

(P'1plY >=p'v(p')
ihdy|p >= H|p >
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Mit (z| multiplizieren ergibt:

. ]32

ihp = (2 (——I—V) | >
2m
P’ -
= [dptal L p)ple > + [ do’ @) @0 > do’
P’
[ ety + [ dal vyl

Einfachster Fall:
V(z,2") = V(2)d(z — 2)

/dx'V(x,x')¢(x’) —  V(2)d()

2

ihab(x,t) = —;—mamzb(x) + /ng’V(ac7 z")ap (")

Uber alle Orte des Wellenpaketes wird zur selben Zeit mitintegriert. => Kraft
auf das Wellenpaket. 1(x,t) enthilt die gesamte Information.

8 Einfache Systeme

13.11.96
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8.1 Harmonischer Oszillator

52 2.2
- D mw=x
H=—
2m + 2
Losung der klassischen Bewegungsgleichung # = —w?a

Triviale Losung: z(t) = zgsin(wt)

Wie sehen die Eigenzustidnde |n > und die Eigenwerte F,, aus ?
Hln> = F,|n >

p und & sind hermitesche Operatoren !

a= me (w + i) Vernichter
2h mw
at = % (x — %) Erzeuger
1
[A7 A+] = ﬁ (_7’[$7p] + 2@7 i]) = i
Einfiihrung des “Nummer-Operators”: N =ata

/\2 . ~
ata = (M) (524 P LM_LG m_l)_ﬁ_l
aa_(Qh)(x+m2w2)+2h[x’]_hw 2" 7)) The T 2

Was wir zeigen wollen
Nln >= E,|n >=n|n >

“Hilfsrechnungen”:

[N, at] = [ata,a%] = atla,at]+ [at,aT)a = a*
Natin >= ([N,a%)+ atN)|n >=a¥|n > +E,atn = B,y (at|n >)
N(at|n >) = ([N,a] + aN) = E,_y(a|n >)

= (at|n >) und (@|n >) sind ebenfalls Eigenzustinde des Operators N mit
den Eigenwerten F, 4y und FE,_;. Das heifit: a|n >=¢,_1|n — 1 >. ¢ kann
iiber die Bedingung < njn >=<n+1n+1>=1, < n|n’ >=4§,, bestimmt
werden.

|0 >:
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Die Norm des Eigenzustandes muf positiv sein: |¢|? > 0.
Nun gilt:

k
< nlat*Nak|n >= (H |cn_i|2) <n-—klE,—kin—-k>= E,=n
i=1

Grund: Wire F,, # n , gibe es unendlich viele und nach unten unbegrenzte
Eigenzustinde.
Wir haben also: H|n >= hw(n+ 1)n >

\ )

‘ 1/2hw

Nun sollen die ¢’s berechnet werden:
aln >=+/njn — 1 >
atln>=+vn+1ln+1> (siehe Ubungsblatt 6)

Explizite Form der Eigenzustinde: |0 >, |1 >,...,|n >, ...
Wir wissen:
1 >=at|0>
—at 5= @")?
p>_vdl>_ﬂﬂ|0>

atr

|n >= m|0 > ()
Wegen < n|n' >= 0, . gilt < n'la|n >= /nd, 4
< n'lat|n >=vn+ 18, ns1

Auflerdem gilt:
i [ h  [mw
~ ~ 4 — ™ — 2
Qmw(a+ “ ) 2mw Qm( w) ¢

| h
= < n’|9&|n >= %(\/ﬁ&llmﬂ +vn+ 15n’,n+1)

. [ hmw
< n/|ﬁ|n >=1 T(_\/ﬁ(sn’,n—l +vn+ 15n',n—|—1)

Z, p sind nicht diagonal in der Darstellung mit Eigenzustinden von H
beziehungsweise N
Nun gilt: @0 >=0
In Ortsdarstellung:

Al >= [
all > 2h<$ o

< mw ,|98—|—i]§

0 >=0
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Od /
Yo (@)
( h )
Ty = —
mw
2
_1(a
< 2|0 >= lbo(w/) = ! e’ (EO)

< olo >=1

- Energie / Potential

Wahrscheinlichkeit

Fiir die angeregten Zustidnde:

1 d
< a’|1 >=< $/d+|0 >= (ﬁ—x) <$/ — $3w) < $/|0 >
0

[ @) @) = 8,

Die Eigenzustidnde lassen sich mit mit Hilfe von Hermite-Polynomen schreiben:

_ [mw _ (o -1 (mw)i _%
¢ 5 () = (2"n!) —) € H,(¢)
_ (et 9t e -
H,(¢)=(-1)"e W@ Hermite-Polynom

Die Hermite-Polynome sind orthogonale Polynome.

/ H,, (C)e‘CZ)dC — 7127 -
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8—C2Hn—2c 5 +2nH, =0
Ho(¢) = 1

Hi(¢) = 2¢

Hy(¢) = 4¢% -2

H3(¢) = 8¢ -1
Hy(Q) = 16¢*—4¢*+12

Bemerkung: Die Eigenwerte nicht hermitescher Operatoren @ und a* sind
komplex. Die Eigenzustinde werden als kohdrente Zustinde bezeichnet.

A> = AA>

a

8.2 Wiederholung des harmonischen Oszillators

ihd| >= H|¢ >  Schrodinger-Gleichung

thoy)(z,t) = /dw’H(x,x’)lb(x', t) Ortsdarstellung

Zum Beispiel speziell fiir ein Teilchen:

A ]32
H — % -I— V($7$/)

h .
p= =0, einsetzen:
i

. h?
H=—-— T
Qma
speziell:
V(z,2") = 6(z — 2")V(2)
Dann folgt:

2

i, 1) = (—j—m ¥ v<x>) e

Harmonischer Oszillator:

Eigenwertgleichung:
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hy: ho=1; hi=2q hy=4¢*-2...

|th,,|* = zeitunabhiingig - stationirer Zustand

/ hihje™ dg =< ¥l >= & ;

priifen:

t,7=0,1lodere,j =0,2: Schraffierte Flichen heben sich auf =
unabhingige Basiszustinde stehen senkrecht aufeinander.

1
Ly = §hw, Ruheenergie

E E
halbzahlig !
Shay
flhw A M la
2 nhw 4\
2hi Energiequant
S n=123.. i -
2 (ganzzahlig !)
BRSO ! |o>
2
[y >=h>
Emission Absorption
Resonator fir Energiequanten ~wh -Speiche
Realisierungen:
Elektrisch geladenes Teilchen — Photon
Stern —  Graviton
Quark —  Gluon
Quark mit Flavour — Bosonen
Teilchen: |1, > =|n >
_atatat
n>=a"ava 0
In >= , 0>
n Grundzustand
Strahlungsfeld:
|s >=|n >
|n >= brotot |0 >
—_— -
n “Vakuum!

Zeitabhdngige, beobachtbare Zustinde bekommt man nur, wenn man mehrere
Zustdnde iiberlagert:

A1l > F A2 >= | >
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1012 = AP < 1], > ...
= [l Ra]? 4 X2 Ra
AT Ahyhoer Br=F2)t L X Xshy hgen (F1=F2)t
=f(z)cos((F1—F2) 1)

B 27h
 FEy— F,

T

9 Zusammenhang zwischen der klassischen
Mechanik und der Quantenmechanik

Ty

> — z(t)
Erwartungswert bilden:

z

<

¢>:/¢r<w@@W>

:/dw z|v(z,t)|* = & =7 = Mittelwert, Erwartungswert, Zahl

Basis des Ortsoperators: &|z) = z|z)
Dieses Schema ist vollig unempfindlich gegen hdhere Potenzen.

il/

<

b= [ dat|i(e)

Wenn 1 nicht die Eigenbasis ist:

<vlale>= [ap <v [ @] p) @ B0 >

Impulsbasis

:/@/@wwwwwmm

p=< vlplv >= [ do [ da'v (@) Pla.a)s(a)

P(a,2") = (z[pl2') = [ dp (z|plp) (pl2’)
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_ /dppeip(x—x/)/h _ Ea$(s($ _ $/)
2

Also folgt:
p= /dw/dac%*(x)@&(w — 2" (a')
= /dw/dx’&(x — a")p*(x) ' (a)

Die Ortsableitung wurde auf das gesamte Integral umgewilzt.

pi= 0y

~2

=<l >=< ol L+ V] >
_ / dx / da'y*(x) H (2, ') (x)

h?

H(z,2') = ——8(x—2")0,+V (z,2") und falls lokales Potential :V (z,2") = V{(z)é(z—2'
2
m

H= /dw*(x) (—j—mam + V(ac)) ¥(z)

T =< |2 > — z(t)
d ) )
%i.:<¢i¢>—|—<¢i¢> — &(t) = v(t)
Der Operator & ist explizit zeitunabhingig
Wir wissen: ) )
ih|v >= H| >
—ih < | =< p|HY =< ¢|H
d— 175 T
= = ﬁ(Hx —xH) = ﬁ[H,x]
d— 1 -
%A = ﬁ[IL Al+ 0;A

explizite Zeitabhidngigkeit im letzten Term

72 72

[T, 4] = (p— + V(ac)) - (;’—m + V(ac))

2m




Was ist [p, 2] 7

& =< QIpE — 2Py >

_/m/m¢

z|ps — £pla’

< p|pE /dac/dxlb i|a")y (o)
[pv L] = 7
. 1 (h I
Hil=—|=p—|—=)D
[H, ] 2m<ip ( i)p)
1 . h h .
= Q—P—.Q =—p
mo m
dz_ D
i’ " m
d = _ = o
m%x = <~ mr =p
10 Eichtransformationen
VL 20.11.95
klassisch: mi = —VV —  die Dynamik &ndert sich nicht, wenn zu V' (z) ein

konstantes Potential hinzuaddiert wird. Gilt das auch in der QM?

Es sei: thoi|a, t,tg >= (% + V(z))|a,t, to >
Man erhilt fiir das Potential V = V(2) 4 Vj in einfacher Weise den
ZustandsKET |04,t,t0 >, da |a,t, tg >=Ul(t, lo)|a >=e RtV @) e >

2 2
denn es folgt: |04,t,t0 > = e # (G tV(@+) |a S= e~ Fltto V°|04,t,t0 >

|&, t,to > und |e, t,to > unterscheiden sich nurdurch einen Phasenfaktor. Die
Berechnung von Erwartungswerten wie z. B. < z(¢) > &ndert sich nicht

E—>E+V0

Wir betrachten folgendes Experiment: Vi, V5 sind unterschiedliche

Interferenz-

la >
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Spannungen! In den Réhren wirken keine Krifte auf die Elektronen.

ey
I:|attg>—e o |, t, tg >
Sy
IT: ot tg>—e 10 |, t, tg >

¢
1
Phasendifferenz: A® = &, — ¢, = 7 / dt[Va(t) — Vi(t)]
to

Die Phasendifferenz kann man als Interferenz beobachten. Das obwohl keine
klassischen Krift ausgeiibt werden. Fiir h — 0 folgt, dafl A® unendlich schnell
oszilliert (d. h. A® wird Null).

11 Pfadintegral

Eine alternative Formulierung, die 1942 von R. P. Feynman entwickelt wurde.
Dirac: Die Ubergangswahrscheinlichkeitensamplitude zwischen zwei
lokalisierten Zustinden

< xpy tp|Xg, ty >=< 2p|U (b, ty)|2q >

hingt “irgendwie” mit der klassischen Wirkung zusammen.

Erinnerung:

e Der Zeitentwicklungsoperator U(ta,t1) = exp(—¢(t2 — t1) M) ist unitér:
Ut(t,to)U(t,tg) =1

o Der Zeitentwicklungsoperator 148t sich zerlegen

Ulta, t1)U(t1,t0) = Ulta, to)

Wir zerlegen U(ty,t,) in eine groBe Anzahl N + 1 von Faktoren mit
infinetesimalen Zeitabschnitten:

t t tb _ta
E=1lp —lp-1 =
TN+
< xb,tb|xa,ta > = K $b|U(tb,tN)U(tN,tN — 1) .. .U(tl,ta)|aca >
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Gitterung der Zeitachse

o0
Einfiigen von 1’en: 1= / da, |z, >< x|
—0co
N N+1
=< $b7tn|$a7tn > = /[H dwn] : H < $n7tN|$n—17tN—1 >
0o n=1 n=1
mit T, = TN41, T4 = To, by =1tnt1,ta =to
< xnvtn|xn—17tn—1 > = < $n|€_i6H(tn)/h|$n—l >

- < $n|€—is(T-|—V)/h|xn_1 >

11.1 Die BAKER-CAMPBELL-HAUSDORFF-Formel

o—is(T+V)[h _ —ieV/[h —ieT/h —ie? X2 [h? (BCH-Formel)
=< anle " Mg, > = / <anle =V My >< ale™m M,y >=
< 2| P >=¢efe/h e’ 1P, >= | P, >
0 ' 0 P, o
= / de < x,le” VM > / d < 96|e_“§_m/h >< Pyleg,_1 >
2rh
= . = P, . P2
= / dz < xn|e_wv/h|x > / d < z|P, > e~/ < P,lz,—1 >
2rh
o] o] 2
_ / dr < 2,V /Pa > / d P, e=ie [ | jiPalw—in_1)/h
2rh
< $n|e—is‘7(x)/h|x S = 5($n _ w)e—isV(x)/h]
< e g, > = / d P, i Pr(@=n1)/h=ie[T+V]/h
2rh
©0 n O N+41
Pn _:
< xpy tp|ag, ty >= / {nl;[ldxn} / {nl;[lalQ7T }e nA,
N+1
A, = Z Pn(wn - xn—l) - 5H($n7 antn)
n=1

2

P
N—ooo =0 — 4+ V(z)
2m

AP, 2] = /dt[P(t)a’c(t) _ H(P,,1)]
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klassischer
Pfad

Abbildung 11: Die Wahrscheinlichkeit ist auf dem klassischen Pfad am gréfiten

A, =0= e~iRAn = 1 Beitrag AN # 0 = Oszillation, kaum Beitrag wg. Ausloschung

iblicherweise verwendet man folgende Schreibweise:

N+1 T,y Tp,tp
) [Hd%H i = [ Pl [ o)
Ta,ta ZTa,ta

Das Pfadintegral 148t sich noch vereinfachen:

In —Tp— 1 .
sPnm === (U-Aufg.)

Pn _ e
€ h2m
2rh 2rhig/m

=< Tp, tb|$a7 t, >=

1 i _L‘N

N+1
mit AN = Y (Z(22=m=)2 — V) und A = [dtL(x, @,t)

€
n=1

d. D < 2y, ty|2a; te >= /D[x(t)]e—“‘/h

0 N+1 da
Dixr(H] = [i ___7n
J Pleo) RNy I | T

Hinweis: In der Literatur auf verschiedene Darstellungen achten, fiir
Phasenraum, ...

Der FEYNMAN-Formalismus bietet eine kompakte, anschauliche, aber leider
kaum berechenbare Formulierung der Quantenmechanik!

¢($//7t”) — /d$/ < $//7t//|$/7t/ > ¢($/7t/)
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< $//7t//7¢ >= /d$/ < $//|U(t//7t/)|$/ >< $/|¢ S=< $//|U(t//7t/)|¢ >

mit Transformation it — 3 = % T Temperatur = Thermodynamik; t,T

bilden imaginire Ebene
In der statistischen Physik ist das Pfadintegral von grofier Bedeutung!

12 Heisenberg-Bild < Schrédinger-Bild

27.11.1995
Um aus dem Zustand zum Zeitpunkt ¢y den Zustand zum Zeitpunkt ¢ zu
berechnen, wendet man den Zeitentwicklungsoperator U (¢, ) an:

| $(6) >= Ut to) | $(to) >

Der Zeitentwicklungsoperator U (t, o) wird berechnet durch:
U(t,10) = M=t

Dabei erzeugt der Energie-Messapparat H die Zeitdynamik und ist im

allgemeinen zeitunabhingig. Der Erwartungswert A kann also umgeschrieben
werden:

Aty =<y | Al o) >
=< ¥(to) | UtAU | ¥ (to) >
=< ¥(to) | An | ¥(to) >

Der Operator Ay ist im Gegensatz zu A zeitabhiingig. Durch diese
Umformulierung kommt man zum Heisenberg-Bild, in dem die Zusténde
zeitunabhdngig und die Operatoren zeitabhéngig sind. Das bereits bekannte
Bild, in dem die Zustdnde zeitabhidngig und die Operatoren zeitunabhingig
sind, nennt man Schrédinger-Bild. Wir wollen nun ein Beispiel in jedem Bild

einmal durchrechnen:

Schroédinger-Bild:

moX = md, < ()| X | () >
=m < (1) | X | 0(t) >+ <) | X[ (1 >]

= [< 0l | THX 1000 > + < ()] ¥ (-

i) o) >]

= |

<w() | HX - XH (1) >
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Heisenberg-Bild:

md X =md, < blto) | Xt

: ) | ¥(to) >
=m < ¢(t0)A| X Xpu(t) | Y(to) >
=< P(to) | Py (t) | ¥(to) >

=< ¥(t) | P o) >
=P

13 Pragmatische Losungsverfahren fiir einfache
Systeme im Ortsraum

Es liege ein System von einem Teilchen in einer Dimension vor, das einer
dynamischen Zeitabhingigkeit unterrliegt:

| () >= 3 tn [ on (1) >

H | on(t) >=Ey | ¢ (t) >

V(x)
X
E,
E3
E, ——
El
Konditionierung der DGI:
| @u (1) >= enn 70| o (o) >
Jetzt sind ¢, (2) = (2 | ¢, (to) > und E,, gesucht.
I:I‘Pn () = Enpn(w)
h2
- (—%am v <x>) pule) = Bupn(0)
2m
© D (0) = o (B V (1)) e 0)

Wir fithren noch eine Variablentransformation durch (/ ist die

charakteristische Linge des Systems):
T

$—>O&§:T
2] 1
9, = 229, = Lo,

So erhalten wir die DGI:

2m

Doatpn (@) = =5 (En =V (@) Pipn (a)
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Mit der dimensionslosen Wellenzahl &,, = \/é—T (E, =V (2))l kommen wir so
zur dimensionslosen Schrédinger-Gleichung:

OaPr (O‘) = _k?ﬁon |0‘>

Die Losung dieser DGI ist bekannt, falls &, unabhidngig von « ist:
¢on (@) ~sin (k)

Sie muflallerdings noch normiert werden:

[ 60 (@) da = 1

13.1 Raten, Wissen, Nachschlagen

Die Losungen werden aus anderen Bereichen der Physik iibernommen
(—Literatur); dort gibt es verschiedene orthonormierte Basissysteme.
Bekannte Losungen sind zum Beispiel vorhanden fiir folgende Potentiale V' (z):

13.2 Graphisch numerisches Verfahren

Man wihlt irgend eine Energie F/ aus und 16st die dimensionslose
Schrédinger-Gleichung. Gelingt es, die so gewonnene Losung fiir ¢,,(,) zu
normieren, so handelt es sich bei £/ um einen Energie-Eigenwert. Dabei

V(X)

m

momm oM

kénnen folgende Fille auftreten:

o F=L"< F*:
k, =1ix
@n(a) ~ eﬂ:ﬁoz

Dieses ¢,(,) ist nicht normierbar, also I keine Losung.

e F=FE'=F*:
Auch diese klassische Ruheenergie ist keine Losung.
o L=F">FE*:
Dieser Wert liegt im klassisch erlaubten Bereich. Die Losungen fiir ¢, (4)

oszillieren und sind fiir ganz bestimmte F,, normierbar, weil sie dann fiir
o — oo gegen Null gehen. Dies ist hier zum Beispiel fiir

o F=F"=F,
der Fall
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o LiBt man F jetzt weiter steigen, wird die Losung wieder nicht
normierbar bis man zum zweiten Energie-Eigenwert kommt, dann hat
die Eigenfunktion ¢y, allerdings schon eine Nullstelle (Knotenpunkt)

Man sieht also, daf§ die Ruheenergie IV immer iiber dem Potential V() liegt
und der Knotensatz in einer Dimension gilt:

¥1(a) hat keinen Nulldurchgang

¥2(a) hat einen Nulldurchgang

®n(a) hat (n — 1) Nulldurchgénge

Bemerkung: Der Grundzustand ist stets nicht entartet. (Dies gilt in beliebigen
Dimensionen.)

14 Stoérungstheorie

14.1 Einleitung

Zu einem gegebenen Potential V' (z) sucht man sich ein benachbartes Problem
Vo(z), das bereits geldst ist. Es sind also die Energie-Eigenwerte EC und die
Eigenfunktionen c,og(a) bekannt. Es gelten ferner die folgenden Beziehungen:

Oszillator

X

V(x)

(x| k>= pp(2)
(@ | ¢ >=p(x)

(k| e >= o

| op >=2n | k>

Taylor-Entwicklung der Eigenfunktionen und Eigenwerte:

| on >=| k> 4+X | kD > 422 k@) > 4

Er=EY+ AEW + N2 4+

Das A ist dabei kein spezieller Wert, sondern eine Flagge, die anzeigt, wie
klein ein Term ist. Dieser wird auch verwendet, bei der Formulierung des
Hamilton-Operators:

0 = Hy+ \W

W ist das Storpotential, mit dem das bekannte System gestért wird, um zu
dem gesuchten System zu kommen. Aus

H| g, >=E,| ¢, >

wird also

(ot 1) (160 540 1) 5) = (B2 ABE) (1 2> 41 40 5)
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29.11.95

14.2 Storungsverfahren

In diesem Kapitel werden praktische Rechenverfahren fiir ein Teilchen in einer
Dimension behandelt.

H|t, >= E, |, >

Ein verwandtes Problem sei bekannt und ,, F, werden gesucht:

v/ X
Xy >= ()
>= > <l >
| ZZ:| |
(1)

g >= [k >+l >+l < 4.
E=E9+EW+E® 4
H=~Hy+W
W entspricht einer statischen, also zeitunabhdngigen Storung. Das Problem
wird mit Hilfe der Methode der “flags” gel6st.

< KWk > —I—(E,SD — E,go)) < k’|¢,gl) = E,gl)&k/k formales Ergebnis

14.2.1 Stérungstheorie 1. Ordnung
Behandlung der Diagonalterme (k’=k):

EW = Wiy =< k|W[k >
0 L L 2
E\ :/0 dz pp(x) W (z) pr(z) :/0 dz |r(z) "W ()

2 L 2k
:Z/E/Qdacsin2 Lﬂ-xezi

2

Die Korrektur ist fiir alle Niveaus gleich grof3:
Ep=FE0 42

2

Behandlung der Nichtdiagonalterme (k’# k):

Wi+ (BL) < K[! >=0
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L2 L

W o_ Wi Wiy (0 (0)
< k/|¢k >= E(O) E(O) = AEk/k, AEk’k = Ek — Ek’
ko k!

[k >= |k >< K|y >
k/

<Ko g >=k> +|¢,(f) >
<Ky >= < Kk >+ < kvl >
§ 0
kk=

Beispiel:

_ Wi
)= k! Zk;;él o (7) AFEpn o)

q)l /\ k'

= X
L
W)
p1(e) = ¢1(0) + 2(0) 3 [ da’ pule) er(e) 3 o
k! AEk’l
Je grofler k’-k ist, desto kleiner ist Wiy,
L z)e
) = eil) e e [ i) o+ 2O [ gty i)
L/2 AEgl L

2.2 2.2 2
(0) _ +(0) (0)_277 1°7 _37T
Abw =B =B = - T =
_3271'2 1272 {72

Mg = B = B = S - S =

e L?
() = p1(2) + 2(2) 377 Integrals; + ...
= @) e a s e () o a= gl
= 1 (x 99296049 p3(r) « 595 el a_Qm(ﬂ/L)Q
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14.2.2 Storungstheorie 2. Ordnung (1. Ordnung sei bereits
ausgefiihrt)

Aus den a?-Termen fiir k’=k und k’#£k folgt:

IS W2
Ey = E,ﬁo) Wi+ > lfo)
=1, 12k AFY

| >= |k > Tr + Z | > R
I=1, I£k

J w2,
m=1, m#k (AE](g?r)L)z

a

Rip = AWlk 4 ( i Win Wik ) Wy Wi

B \o=i s AEDAES ) (AB)?

14.3 Variationsverfahren

H=Hy+W

Hln >= E,|n >
Gesucht:

(z|n >= ¢,(z) und FE,

(@

optimal

)>

Probiere alle |a > durch, dann ist |¢; > dabei.

a) Suchkriterium fiir |7 > -Suche

b) Geeignete und insbesondere endliche Untermenge des Hilbert-Raumes H
suchen, die alle Vektoren aus H enthilt.

Dazu sind mehrere Schritte notwendig:
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-Definiere eine diskrete Untermenge von Zustdnden
-Parameterraum aufspannen: aq, ag, ..., a, (reell)
N—_— ————

-

-Testfunktion ¥ (z, @)
Zum Beispiel z € [0, L]:

Pz, d) = @sin (%al + flaz) + .. )

Gesucht: )
(*)|H|¢(*) =7
Z<¢ N H|n >< nlv(a ZE < P(@)|n >< njp(d@) >
Da 1=>|n><n|und < n|n’ >= é,,

= Fy < (@)1 >< 1|p(a) > + Z E, < (@)|n >< nly(a) >

n=0, n#*l

—E1Z<¢ )|n >< nl(d) > + i (Bn — E1) < (@)n >< n|p(a) >

n=0, n#*l

B >=Ei+ S (Ba— B | < nli(@) >

n=0, n#*l

>0 >0

>0

V(@) H|(a) > > By

Schitzwert von &

Variation:
53 < (@) |H|p(d) >= < bester Schiitzwert & = @optimai

Bemerkungen:

- Fy — E41(@) ist unbekannt

- Fiir |11 > steht |11 (&) > als Schidtzung zur Verfiigung. Da |12 > unbekannt
ist, ist eine Testfunktion (ﬁ) noétig.

85 < ba(B)|H|02(F) >=0, falls < ¢2(3) |1 (@optimat) >= 0

Im Prinzip ist es moglich, das gesamte Spektrum und alle Wellenfunktionen
zu bestimmen.

- Die grofiten durchfiihrbaren Rechnungen gehen bis n=>5. Schon bei so kleinen
Werten hat @ etwa 100 Parameter.

E(@) =< (@) H (@) >> By
( |¢(O_Zoptimial) >= Qbo'fopt,'mal(x)v by (O_Zoptimal)
55’ < ¢2( )|H|¢2( ) >=0 = EQ(goptimal) < ¢1|¢2 >=10

Dieses Spiel 148t sich fiir alle weiteren |t,, > fortsetzen. Da die einzelnen
|1, > senkrecht aufeinander stehen miissen (Skalarprodunkt =0), ergeben sie
eine Basis im Hilbert-Raum.
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B>
We,.)»

M@,,.n)>

optimal

Uy (o) >

14.4 JWKB-Verfahren
(Jordan-Wenzel-Kramers-Brillouin-Verfahren)

04.12.1995

Bei diesem Verfahren handelt es sich um eine semiklassische Ndherung. Zu
einem vorgegebenen Potential werden die Energieeigenwerte F, und die
Eigenfunktionen 1, (z) gesucht. Es gilt die Schrédinger-Gleichung:

(0 + P*) ¥ (2) = 0
P?=2m (E -V (2))
Wir betrachten jetzt einen Zustand mit n >> 1, so daf§ die Eigenfunktion sehr

viele Knotenpunkte hat, und greifen uns einen schmalen Bereich A (z), der nur
zwel Knoten umfafit, heraus: In diesem Bereich dndert sich V (2) nur sehr

Wellenlange

E-V(x)>>0

wenig, so dafiman es linear annihern kann:
Vi(x) =V (x0) + V' (x0) (2 — 20)

Man kann sogar sagen:

|4 ($0) >> V! ($0) ($ — $0)

Im Bereich (2 —zg) < A(z) gilt also:




V2 V2 % 27h
:——ﬂ-:—?ﬂ-:—iﬂ- \/2m << 1
|4 - |4

VE -V (2)
\/%\/E—V(x)v

=V’
<< 27h

Als Losung in 0. Ndherung nehmen wir den Ansatz:
b (2) ~ exp (££ [2 da'P (2'))

Die Ableitungen sind:

V=diP ()

W= L P () b P ()

Eingesetzt in die SG:

2P2¢i Ly g 2P2¢ = 0

h h

— P*(2) = Pi(z)£ihP (2)

Gesucht ist die Losung P (z) der nichtlinearen Differentialgleichung fiir P ().
Gegeben ist:

FE(z) =2m (E -V (2))

Wir werden die Differentialgleichung nur niherungsweise losen. Wenn P’ = 0
gilt, so ist die Losung einfach:

P (2) = B (@)

Andernfalls nehmen wir an, dafl P’ sehr klein ist. Dann kann man ansetzen:
Py(z) = Py () +m

— P2 P2 +2m Py + 771

Damit gilt in 1. Niherung (weil 77 sehr klein ist):

_ oK
T Tan
_ i
- T 2h B
d
P1($) = P0($)j:ﬁd—lnpo

Als Losung in 1. Ndherung ergibt sich also:

Py () Nexp< /deo %/xdx'%)

Zur Veranschaulichung formen wir dieses noch etwas um:
3 z 1 x d
¢ ~ e:l:%f dz' Py (z') egf dl"%lnPO

— e:l:%fm da'Po(x') | ;
Fo(x)

Der erste Faktor ist der oszillierende Phasenterm und der zweite Faktor die
Amplitude. Das Betragsquadrat der Zustandsfunktion ist umgekehrt
proportional zur Geschwindigkeit:

2 . 1 1 1
|¢| ~ Py(x) ~ mu(z) ~
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AN ()
e

vv“v VAl ]

Deshalb bricht das JWKB-Verfahren am klassischen Umkehrpunkt zusammen.
Um dieses Problem zu umgehen, setzt man die Funktion ins Komplexe fort, so
daBl man nicht mehr [ dz sondern § dz mit z = = + iy berechnet.

An den Nullstellen von % (z) kann man die Funktion linearisieren mit der
Steigung o

P (z & ag) =a(x — xo)

=a

di_' _ o _ 1

v ale=zo) T (e—zo)

% hat also Pole, wo 9 (x) Nullstellen hat. Deshalb gilt wegen Cauchy:

$ dzwl = 27in,

wobei n die Anzahl der Nullstellen bzw. Polstellen ist. Auflerdem gilt:

/ [z z
}{dz% _ }{dzdilz (i%/ d2'Py () — %/ dZ’%lnPé (Z’))

i 1 F

= iﬁ%dZPg(Z)—§%dZFz

h F

— }{dzPo (2) = 27hn+ Z}{dzﬁo

Betrachten wir den zweiten Summanden noch etwas genauer. Iis gilt:

P? =2m(E-V)
!
= (P?)  =2prP
= —2mV’
P mV
rp P
_ mao
 —a(z - 2)
_ L1
C2(2—z,)
h P} hl 1
Z b dr2l A X 7 P—
j%% B 2i2f “E=2)



So erhalten wir die BOHR-SOMMERFELD-Bedingung:

]{dzPo (z) = 27h (n + %)

mit dem klassischen Impuls: Fy (z) = 2m (e — V (2))
Dazu zwei Beispiele:

Potentialkasten: Hier gilt: P2 = 2mFE
Dann muf iiber folgendes Rechteck integriert werden:

P

]{dzPo(z) =L-2-V2mFE

1
=2rh -
T (n—|—2)

Man sieht also, daBl man nur eine Niherungslésung erhilt:
EWKB — puwahr 4 pest n? >>n

%mwzxz

Harmonischer Oszillator: Das Potential ist hier: V (z) =
Somit gilt:
PP =2m (E -V (2))
2 2
= sop T Gpei=1
Das gesuchte Integral ist also die Fliche der durch diese Gleichung
gegebenen Ellipse:

F=§pde =aV2mE - /25
- 1
= EVEB — (n—|—§)

Hier gilt: EVEKB = pwakr
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15 Quantenmechanik nichtriumlicher Variablen:
Drehimpuls und Spin

15.1 Drehimpuls

06.12.95

15.1.1 Literatur

Edmonds: Angular Momentum in Quantummechanics (Princeton University)
H.J. Lipkin: Anwendung von Lie-schen Gruppen in der Physik (Bl-Verlag)

15.1.2 Exkurs

[pAZ', i]‘] = Zh(sw — ijk = i]ﬁk — ikﬁ]‘

In der klassischen Mechanik gibt es verschiedene Variablentypen:
Skalare: m,dq,. . .

Vektoren: 7 := (z1,22,...,24)
111 Ce lld
Tensoren: ij = oo mit definiertem Koordinatentransformationsverhalten
ln ... lg
Ar =17 A sei Transformation tm Rg
Aijxj = Iy

Ay Al = Ui

Alternative oder koordinatenunabhingige Formulierung:

Skalare — Skalar / Skalarprodukt — 0-F'ormen
Vektoren — & d¥=z;daq+ xzoday+ z3das — 1-Formen
Tensoren — éjk(dfodf) = l;idz; dzy antisymmetrische Matrix —  2-Formen
Beispiele:

m — m

Zp —  z=wdr;,  pri=pidz;

l]‘k — I ljkdxjdxk

Da m,x,p und I skalar beziiglich Koordinatentransformationen sind und nie als
Integranden iiber Punktmengen behandelt werden kénnen (Man addiert ja

Zahlen !).
b
M
a

p ist ein “Linienintegrand” und | ein “Flidchenintegrand”

b
[ pez= o
a L
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€

Es gibt keine n > d-Form, wobei d der Dimension des Raumes entspricht.

Es werde ein Operator (7(99, €1, €2) eingefithrt und ¢ bedeute eine Drehung
von €7 in Richtung €5 (Die iibrigen Achsen werden festgehalten). Dann ist
@ — ¢;; ebenfalls eine 2-Form.

wik  —  pi=pjdrjodry

U := e%‘pl

Anzahl der Komponenten

d
0 .
1 .
2 1
3 3
4 6
“o -1 “ muf} ein Skalar werden.

Voriibung: a := ddz, b:= bdx

Daraus folgt, dal “a-b” dann ebenfalls skalar werden muS8.
ab = arby + azby + ...+ agby in Euklidischen Rdumen

a=a;dz; b=>b;dz;
aob=a;b;dr;dv; = aibydz;dry + ...

ka = *(a; dz;) = (a1 dzq + ag drg) = ay deg — azda;  (d=2)
Allgemeine Definition:

* dwil dwb .. .dacip = €i1i2...ipip+1...iddxip-udxip+2 e

P
(1,2,3,...,d) — Permutation —  (i1,%2,103,...,14)
d=2: x4 = a1 £12 dac2+a2 £921 d$1 :ald$2—agd$1
S~~~ S~~~
a *xb = (a1 d$1 + ao d$2)(b1 d$2 - bg d$1)
d—p
N—_——

d
= a1b1 d$1 d$2 — a2b2 d$2 d$1 = (a1b1 + agbg) d$1d$2 2— Form
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Der * macht aus einer p-Form eine (d-p)-Form.
In d=2 gilt:
*(a * b) = a1b1 + a2b2

Weiterhin gilt immer:

(xax)b=ab

Das entspricht einer 0-Form, wenn a,b 1-Formen sind.

x[ 1= *(lijdxidxj) = lij dwl SN dwd Eijms...my
N—_— ———
ohne dr;dx;

d=2:
*[ = *(112d$1d$2) =li2g12 = l12

«l = x(l1adz1day 4 lizdaydas + lasdaadas)
= liag123das + lisdaseisy + lasdw 223
= l9adxy + l31dxg + {13dxs  1-Form
= ldz, 1= (lsz, a1, l12)

] ist in d=3 im wesentlichen ein Vektor — *l = (d-2)-Form (“axialer
Vektor”)
*l*l:llll+1212+1313 (d:3)

L=l ly:=131 l3: =1

1 — 2-Form
1T — (d-2)-Form
*l —  (d-242)-Form
¥ — 0-Form

15.1.3 Drehimpulsalgebra in der Quantenmechanik

lij=tip; — 200 — |
([ = [* nennt man Operator “Drehimpulsquadrat”

Nun die Algebra der “Drehgruppe” oder der “Erzeugenden”:
In d=3 Komponenten von *l gilt:

[ZAZ', ZJ] = ih&]‘kik

[iz, lAZ] = 0. Der Casimir-Operator “[2” vertauscht mit jedem “Erzeugenden” ;.

SATZ: Jede Transformationsgruppe ist in ihren Eigenschaften durch
Angabe der Erzeugenden und deren algebraischen Eigenschaften
vollstandig festgelegt.
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X; Erzeugende r=1...m
¢, Casimir-Operator pu=1...¢
[C.,Cl=0 ; [C,Xi]=0, firallei
AZ' X.] = ik Ak ; s r=Strukturkonstanten
(X0 Xj)= finXn © fin=Strukturk
Drehimpuls:
fijk = thegjn; g=1 = C=xlx]=1[
Vorlesung vom 11.12.95
[ >= |(p) > Variable: o=(pi;; i,j Vd)

[Transformation - Drehung]
Drehung um ¢;;; (i-Achse um den Wert ¢;; in Richtung der j-Achse)

U= exp(i (¢ o 1))
h ~——
Skalar
ERINNERUNG: im R gilt

©=(p23, P31, P12) 2-Form
*p= (1, 2, vp3) d-2 = 1-Form

l%(1237 1317 121)
*lﬁ(lh 127 13)

ALGEBRA: ([ o xl)=:[?
=Ll + 1l + 1313
1 Casimir-Operator
Einschub:
e Kommutator: [a,b] = [a,b]_ = ab — ba

e Anti-Kommutator: {a,b} = [a,b]1 = ab+ ba

Kommutatoren: [[;, 1]
O

(+l)

— = the A, Casimir-Operator: [iQ, lAZ] =0;Vi
(+l) = ikl (x(loxl))oxl =0

Algebra einer “Dreh”-Gruppe:
[, J;] = ihejp - I [J2,

Jetzt berechnen wir das Spektrum:
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1. J; Erzeugende eines phys. Proz. = J; ist hermitesch
Jila, b >=bla,b > 3 reelle Eigenwerte b
keine Vertauschung von J; und Jy d.h. [Ji, Ji] # 0, also Entscheidung
treffen, welche Erzeugende gewdhlt wird: Rs: JA3|a7 b>=bla,b>

2. 3J2 - MeBapperatur, ebenfalls hermitesch
J*a,b>=ala,b >
3. Berechnen ...

< ab|j32|a,b >=<Js ablJs ab>

a>b2>0

Wir halten fest:‘a > b2 > 0‘

. b max

Y b gleiches a

1
b min
Abbildung 12: Multiplett-Schema
- b
i+1 | Je = Ji i)
"Erzeuger"
bi Linearkombination

mogliche “Auf-” und
“Absteige-” Operatoren
aus [J2,.J1] =0 und [J2,.J,] = 0 folgt [J2,.J1] =0
Es gilt [J3, J4] = £hJ1 wie folgende Nebenrechnung zeigt:
J:3j1 — jlj:)lj: jgifz EF ijj;, = Zhjz + jl
J? = %(J_|_J_ +J_Jp) + J3
jetzt jeweils einsetzen von:
Jyd_=J% = J2 + hs
Jode = - - n,

j3(¢]:i|a0bo >) = (jijg + hji)|a0b0 ?
= (Ji . bo + hJi)|aob0 >= (bo + h)(J:Ha()bo >)

J4 heiBt Aufsteigeoperator —T by
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jz(ji|aob0 >) = jij2|aob0 >= (Z(ji|aob0 >)

keine Anderung des Eigenwertes durch den Operator J?

Zustidnde: |ay, by >;|ag, by >;. ..

EW’e: ...7b0— 2h7b0— h,bo,bo+h,b0+2h,...

Abbruch-Bedingung: JA_|_|a7 bmaz >=10 JA_|a7 Omin >= 0

b? darf nicht iiber a wachsen!

Mit J_Jy|a, bpaz >= 0 < J> — J2 — hJs|a, byer >=0

und dito fiir die zweite Abbruch-Bedingung folgt:

(@—b2 . — hbpas) =0

(=07 = hbiin) =0
bimar = bmin + nh = 2 Gleichungen —  a(n), bpin(n), bpas(n)

bmax: %h bmzn: _%h a4 = %(%+1)h

Zweckmé@Biger Weise einfiihren: j = &

bmas = £jh  a=j(j+ 1)h

min

4] Quantenzahlen: m; =

{=J4,=j+1,...,+5} (2j+1) Zustinde Ab-
+2 bildung zeigt das Spektrum bzgl. J3 bazgl.
j+1 Multipletts zu gleichen a = j(j + 1)h

Anwendungen,in sehr verschiedenen Gebieten der Physik

15.2 Drehimpuls im Rs:

j3 — Z3 j2 — i2 o

|l, m; > Zustand zu definiertem (2, /3 Eigenzustand
($|l7 mp >=: gim, (l)

‘ —_— +
Spektrum :
21+1 . 1
— -+
¢

Gim, (2) = Rim, (1)O1n,(8) @iy, () Separationsansatz
——r’

~ ~ . )/

Ol mi > O = exp(igs

[3) Drehung 1, Eigenschaften des Rs:

U|l7ml >= p—p+27
exp(+ps3 - my)|l, m; > aus exp- |{,my >— |1, my >
Reihe

Einsetzen liefert: en?™"" =1 = m; = ganzzahlig! fiir riumliche Drehungen
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DREHIMPULS - MULTIPLETTS

Merke: Dre-

m; =0 himpuls Multipletts ha-
= (=1,0,1) ben stets ungerade An-
m; = (-2,-1,0,1,2) zahl von Zustidnden

WLl
Il
N = O
E
Il

15.3 Spin
J? - 52 Js — S5 zum Beispiel: Dublett (exp. aus
Stern-Gerlach-Versuch)
Ansatz: s = 3, m, = +3 =l J=35h
A 1.1 - 1
2 —_ —_ pa—
S :>(2(2—|—1))h 53:>i2h

abstrakter Rs oder F3: Winkeltransformation eivs S |5, S5 >

O (p + A7) = O(p),weil m, halbzahlig!

m; =0

)

m; =ms = (_%7 _%7+%7+%)

rO =

m; = ms = (—%,

W o= O

Merke: Spin-Multipletts sind geradzahlig !

Konzept: Experiment besehen — Algebra zuordnen — Vorhersagen fiir das
Experiment machen — wenn Vorhersagen richtig = das Experiment ist
quantenmechanisch verstanden

Beispiel: Das Hadron, speziell A (schweres Nukleon)

mtd o+ —b 3
ma = 1236 MeV, 7 = 3 ATt AT AT AT
Quartett

F3, 72 =F =2+ 72 4+ 7272 = iy

s >=T1(r+ 1)h

7 := “Isospin”

Neuer Versuch: Y := Qas + Qimin, maximale + minimale Ladung

ArY =+1 (=) (A) 01

Y(S) =0 Y(N) =

GELL - MANN - NISHIJIMA - RELATION: () = % + 73

in den b0er-Jahren Hadronen-Spektrum vorhergesagt
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0 = 0 Dublett
-1 ) 1197 MeV
0 > 0 Triplett 1193 MeV
+1 + 1189 MeV
AV Singlett 1116 Mev
n 939.6 MeV
p Dublett 9353 Mev
=N" T, =+1/2
p= 3 1 Nukleon mit
—Nn O — 2 Zustanden !
Abbildung 13: Multiplett mit 8 Zustdnden 7 = %; 3= (-1
Y
n---------r s P.
,’/ 0 \\
- Z +
—5 | —2
1 -1/2 N +1/2 o +1
_ _0
— T 1777 i

Vorlesung vom 22.01.96

16 Wiederholung der Zeitabhingigen
Schrédinger-Gleichung

2

ihou (2, 1) = (_S—m FV (2, 0) (2, 1)
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Zeitentwicklungs-Operator: U(t, to)
|, to, t >=Ul(t, to)|a, to >
Schrodinger-Gleichung:
tho,U(t,tg) = HU(t, o)

1. H zeitabhingig
= Die DGL 148t sich separieren, U(t,ty) = e~H{t=t0)/%

6_%H(t_t0)|¢7t0 >
_ e_%H(t_tO (Z Calon >)

=Y ealto)emwenlt=)|g, >

Beispiel:
H +# H(t),H|Oé,t0 >= €, tg >
= Ult,to) = e~ weali=to)

p|2
v

"freies Teilchen einsperren”

|¢7t0 >= Ecn|99n > 1= |Cn|2 Cp =< ¢n|¢(t0) >

n

2. H=H(t) [H(t1),H(t2)] =0 V4, 1, € R Ausarbeitung: Uberlege
Dir, bei welchen Systemen 2. gilt 7
kurze Nebeniiberlegung:

H H?

exp(Hy 4+ Hy) # et - 2 falls: [Hy, Hy] # 0

ot
Ansatz: U(t,to) = exp(—7 [dt'H(t'))
to

t =19+ 2At: VXD
to+2At
[ dt'H(t)

Diskretisierung mit
to Stufenfunktion
AtH (to) + AtH (to + At) !

= U(to + 2At7 to) = U(to + 2At7 to + At)U(to + At, to)

12

Der exakte Beweis ist trivial

3. H(t;) und H(t3) kommutieren nicht:
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Formale Lésung:

tn—1

o .t t
i
Ut to) = 1—|—Z(—ﬁ)”/dt1/dt2... / dinH (1)) - H(ta) - ... H(t,)
n=1 to to to
F. J. DYSON-SERIE Beweis in der Ubung!

17 Addition von Drehimpulsen

17.1 Wiederholung: Verschiedene Drehimpulse

1. Spin oder “KEigendrehimpuls”
Basis {|+ >,|— >} iiblicherweise definiert durch EZ’s von S,

Die Operatoren
Se = S{l+ >< —|+ |- >< +}
Sy = 2{~|+ >< =] + |- >< +[}
S. =2+ ><+ - - >< -}
erfiillen die Kommutator-Relationen fiir den Drehimpuls

[Ji, J;] = iheijkJy,

Ausarbeitung: Schreibe die EZ von Sy und S, als Linearkombination der
EZ von S,

S? hat nur einen EW, der 2-fach entartet ist. S?|& >= 2p%|+ >
Ausarbeitung: Schreibe die obigen Relationen im Pauli-Format auf

[J%, J] =0

Niitzliche Operatoren:

Jy=J,+iJ; [J2,J.] =0
[Ty, J_] = 2k, Jydela,b> = ([J., Ju]+ Je.)|a, b >
[JZ, Ji] =+thJy = (b + h)(J:Ha, b >)

[= Jila,b > +bJi|a, b >]

2. Bahndrehimpuls L =z X p

L, =yP, — 2P, erfiillt auch die Drehimpuls Kommutator-Relationen!
Allgemeine EW-

leich diir Dre-
12|]7m>:](]+1)h2|]7m> Gleic ungen ir Te

himpulsoperatoren
J. |7 = mhlj L T
J.|g, m >=mh|j,m > m=—j,—j+1,....5—
L

(j = 3 Spin-System, j ganzzahlig, ist z.B. Bahndrehimpuls)

17.2 Drehimpuls-Addition

Zustands-Ket von einem Spin i-Teilchen : |2, £+ >= |2’ > @[+ >
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= Spin-operator einerseits und orts- und Impulsoperator andererseits, wirken
auf unterschiedliche Subrdume des Hilbertraumes.

= Ein beliebiger Orts- und Impuls-Operator f(z, P) kommutiert mit
beliebigen Spin-Operator G(S) : [F(z, P),G(S)] =0

vekl? L., 5% 8,

Welche Eigenschaften hat der Operator J =L+ S=LQ@1+1®S57

J ist wieder ein Drehimpulsoperator!

1371137137122
1.

JLj1s dasma,me > = ji(G1 + D)A?|j1, jay ma, mg >

Jizlj1, ma, jo, mo >

mih|ji, jo, m1, mg >
j2(ja + VR34, ja2, my, ma >

Jozlj1, ma, jo, ma > = maoh|j1, j2, ma, mg >

J22|j17j27m17m2 >

2. Eigenkets von J},J2, J* J.
[J2,J3 =1J*J3] =0 [, J.] = 0 bleibt zu zeigen !
= Die obigen Operatoren sind kompatibel!
1, 72, 4, m > sind die EK von J%,J2,J% und J,

Die Transformation zwischen verschiedenen Basissitzen geschiet in der
iiblichen Weise: (eine 1 einfiigen!)

|7172, mima|j1j2, jm >4— Transformationskoeffizienten

Die Transformationskoeffizienten nennt man
CLEBSCH-GORDAN-KOEFFIZIENTEN und miissen in der Regel miihsam
berechnet werden.

Eigenschaften der CG-Koeffizienten:

1.

< Jy Jas s maljus J2; Jm >=0 fiir m # m1 + mo
Jo=Ja+Jo
(Jo = S = Je2)|d1s J2s G >=0
=< J1, J2s ma, mal|J. — Joa = Jaaljr, J2i jm >=0
& [m —my —mg >< ji, jo; M, malji, joi jm >=0

= Behauptung

2. CLEBSCH-GORDAN-KOEFF. sind gleich Null, falls nicht gilt:
lj1 = J2l <3 <1+ 2

Beweis: z.B. GOTTFRIED 1986 S.215
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18 Mehrteilchen Systeme

Vorlesung vom 15.01.96

H-Atom 1 Proton, 1 Elektron
Hey-Molekiil 2 He-Atome

He-Atom 2p, 2n, 2el.

18.1 Mehrteilchen-Systeme, 1.Teil
| >€ H; ihd | >= H|yp >

33: Experimentelle Kenntnis der Zerlegbarkeit in Bausteine ist nicht eindeutig,
Beispiel: H7-Cluster

Hr

H37 H27 H2

H H H H H H H

7 = T Aggregat +7 Elektro-

nen +7 Protonen +7 Elektro-

nen

raumliche

Z @@ Z Struktur

Methode: jeweils H konstruieren — Schrodinger-Gleichung 16sen — I2,
Gesamtenergien, |1, > Gesamtwellenfunktion

H7: )

T A

H = —m(slw
H37H27H2:

H =

2

n? B2 ' . . .

~ Ory o, T Zl(——QMH2 Oy, iTH, ) + V(T s, PrytPiay v10,0P2m,, T21,)
1=

zB.:V = (-

CHs—H2 Dy, —m, : CH2—H2
+ + —_— ...
(7H3 - 7H2)6 (7H3 - 7H2)12) Z :

1 ;
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7 Protonen, 7 Elektronen:

- . n? n? e’ e’ —e?
H=) —-—0 1, v pt) —5—0 Te Tet + +
; 2my, 8 8 8 Z 2m. ZZ]: rip — 7] ZZ]: |Tie = 7jel i |rip — 7 pel
typische Ndherungen: m. < m,,
I >= |, > 1 Teilchen-Funktion (| >= (=)
| |Yus,m,,H, > 3 Teilchen-Funktion 2 = Koord. des Hr-Teilchens

(XH3|01XH2|02XH2|¢ >: ¢(XH37 1XH2 2XH2)

andere Zerlegung analog

18.2 Vertauschbare Operatoren

[X, P] = ih 1 Teilchen, 1 Diemension
Xa, Ps]l = thdsp, o, 8 = 1,2,3 mehrere Teilchen, N Stiick: ¢ =1,2,..., N
B B

18.3 Operatoren, die mit H vertauschen

gegeben. 2 Teilchen

Teilchen := {¢(z,t);m, s, e, ss, ...} Liste seiner Eigenschaften, diese ist stets
endlich !

|1 : Ty, Ty >: bei gleicher Quantenzahl-Liste heiflen die beiden Teilchen
identisch !

(# klass. Physik: stets eine co-lange Eigenschafts-Liste implizit vorrausgesetzt)

Wechselwirkungs-
gebiet

Teilchen 1 Teilchen 2 Teilchen 1 Teilchen 2
wenn Teilchen 1 und Teilchen 2 identisch sind, ist keine Unterscheidu

Pil[1,2,3, .y gy ey NT>= 01,2,y ey 4y, NT >

Vertauschungsoperator F;;, N identische Teilchen

< Y| >=< Pp|Pip >=< | PTP|)p > Pr=1
1
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Eigenzustinde zu P:

Pl Ple[l,... NT> Ople[L, ..., N] >= [¢[L, ..., N] >= p?|o[,

p=+1,p= —1 2 Eigenwerte
H=Hp=y1 @Hp=—1

Fragestellung in den 20er Jahren: vertauscht P mit H?

5 A e[l N] it =10> o, t >0 >
[P, H] =0, falls: I = 0

1. p=+1, Einstein (Paris), Bose
a) Lichtquanten, s=1
Gluonen, s=0

)

c¢) Gravitonen, s=2
)
)

Protonen, s_%

)
)
(d) Hadronen, s=1,3
)
)

experimentelle Erkenntnis:

1. alle bisher gemessenen Mehrteilchen-Systeme mit identischen Teilchen
haben stets scharfen Eigenwert zu P; entweder zu p = +1 oder p = —1

2. []5, H] =0 VH = es gibt keine Mehrteilchen-Systeme, die 1.) nicht

erfiillen
PauLr: Spin-Statistik-Theorem:

e identische Teilchen mit p=+1 haben stets ganzzahligen Spin

e identische Teilchen mit p=-1 haben stets halbzahligen Spin
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18.4 Konstruktion einfacher Mehrteilchen-Zustinde
Einteilchen-Zustinde H = ﬁl + iLQ

R h2 . h2

hl = —2—5 1 1T + V(1$) h2 = —2—5 2& @ + V(2$)

es ist dann: |1,2 >= |1 > :|2 > Produkt zweier 1-Teilchen-Zustinde
A V(1x)=V(5X)

-

ay

as
ar

S

hli >= a;]i > Einteilchen Eigenzustinde
Spektren der beiden Teilchen gleich, falls
H = hy + hy

E1,2>=H|1,2>
El1>2>=hi|l > [2> +ho]1 > |2 >
E=a+ay

Summe der Einteilchen-Energien

|1,2>=11 > |2 >, sondern (?) Linearkombination, sodaf:
P>1,2>0=42,1>

1

Ansatz:
P31+ Plz))|1 2>= (P2 + P3)|1,2>=+1(1 £ Pi3)[1,2 >
11,2 >4= (1 £ Pp2)l1, 1 >= (1> 2> £2> [1>)
wihle spez. fiir 11 015:

1> |1 >, falls p= +1
L 1>e= (1> 1> 41> [1>) = 1> |1 >, falls p =+

0,falls p=—1
p = —1: 2 Teilchen kénnen nicht im selben Zustand sein. PAULI-PRINZIP
18.5 N-Teilchen
S1,2,...,N>=11,2,...,N >,
. 1 \PE
P(V)
Al1,2,...,N>=11,2,...,N >,
1
= 7= (-
N Ew)



18.6 [Einfache Streuprobleme

begrenzte\‘

Reichweite by >

|9 >

bekanntes Gegenbeispiel: COULOMB-POTENTIAL, V (r) ~ 1

18.7 Ein Teilchen, nichtrelativistisch

ihéi|yp >= H|yp >= (Ho+ V(2))|t >
Kausalitdt: 6; — 0,50 =0,1,2,3,...

~ 2 . . 3
Hy ~ _zh—m5m (muB linear in P, sein)

18.8 N-Teilchen, nichtrelativistisch

17.01.96
Wir betrachten Mehrteilchensysteme, bei denen N Teilchen die gleiche
Eigenschaftsliste haben:

H(17277N)7 |¢>: |¢(17277N) >3 ﬁ2]|¢ > Phys= j:|¢ > Phys

i, H]=0 ¥V H
Die Entdeckung, dafl p;; mit allen H vertauscht, war in den zwanziger Jahren
eine grofie Uberraschung.

Warum gibt es diese Eigenschaft in der klassischen Mechanik nicht 7
Massenpunkt: {m, z(t)} (vollstindig lokalisiert)

N=2:
X, ®

/VJ
S A

In der Quantenmechanik haben wir nicht lokalisierte Variablen:

U1(21,t), a(z2,t)  wp,m2 € VR

Es existieren nur zwei Klassen von physikalischen Mehrteilchensystemen:
a) Bose-Einstein-Teilchen, die alle einen ganzzahligen Spin besitzen

Eigenwert  pl) >pry = +|0 >ppy
b) Fermi-Dirac-Teilchen, die alle einen halbzahligen Spin besitzen

Eigenwert  plY >ppy = —|9 >phy

Sy >= | >1; S§= +1)7 P,

1
T

Al >=[p>_; A= Pup,
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P/ sind Permutationen der Teilchen.

18.9 Konstruktion von Mehrteilchenzustinden

Vo(z): .
FE, = ﬁﬂ'znz
() 1 . 1
on(z) = —=sink,z
VL
™
kp = —
L

1-Teilchen: 9
h
h = _%81’1’ + ‘/07 Basis : {S«Qn(x)}

0(1) >= 3 augla)

Darstellung eines allgemeinen Zustandes - andere Kurschreibweisen:

Zum Beispiel:
{a1(t), az(t),...}, Nebenbedingung :Z | =1

1 V(X)
3

2
1
V,(x)
N=1:
Storungstheorie: V(z) = Vo(z) + W
Zum Beispiel: ) ) )
| > H=Hy+ W

H0|99n >= E2|99n >
H|, >= B, |, >
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1 >= Y i)

{1, P2, ...}, Nebenbedingung : < ¢y|tpy >=1= Z 13|

N=2:
) N ) N ) N )
H= Z HO,u + Z W‘l‘ Z W(iuv im]}wi)u)
v=1 v=1 INTRZ T
Zi\;l H,
typischerweise W(| ri—ril | pi—pil)
—_—
r P
W =Ws(r)(1—cp?), ¢>0
Fermionen:
Basis:

Holpn >= eplen >
Hyl, >= 5711|¢n > | >= Z | on >
n=1

Aus 1-T-Zustanden 2-T-Zustande konstruieren:

Teilchen 1: |, >,  Teilchen 2: |¢, >

) 1 )
Alpy >1 e >2= 5(1 — P12)lpy >1 o >

1
= §(|991/ >1 |99u > =y > |99u >1)

_ 1 low >1 | >2

= = 1,2) >=5,, “Slater — Determinante”
3] lou>1 I > |- P42 g

[¥(1,2) >= Z QS
787

2-Teilchen-Basiszustinde:

{SMV}7 Vﬂ,’y
]5 ¢(172) >= Zauuﬁsuu = _|¢(172) >
TR,
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N-Teilchen:

o0

|¢(17277N) >: Z ayl...UNsul...UN

140 ,UQ,...,UNZI

Suche nach dem Grundzustand:

Hlipo(1,2) >= Eo|o(1,2) >

(Z Hl,u + Zw(rw ru)) Z au1u25u1u2 — EOZau1u25u1u2
v I

V1,2

Parameterraum, in dem die Koeffizienten zu variieren sind:

12, 013, 014, ..., 023,024, ...,Q34, 35, ...

Bei der Suche nach einer méglichst passenden Basis {¢,,(2)} ist Sorgfalt
geboten:
[¥(1,2) >= a1 S12 + @2513 + azSaa

Weitere Suche nach dem Grundzustand:

Ey =< 512|H|512 > =< S12|H1,1 + ﬁz,z + W12|512 >

1 . N |
— §(< 1|1 < 2|2— < 1|2 < 2|1)(H171 —|— HLQ —|—W12)§(|1 >1 |2 >2 —|1 >2 |2 >1)

1 N
Z < 1|1 < 2|2H172|1 >1 |2 >o=

1 . .
5(8(1) —|—53—|— <1y <2|Wigll >1 12 >0 — < 1] < 2[1|H1|l >1 ]2 >2

=— <1y < 2Pl > 2> €Y

0

1 R
Ey = Z(€?+€g + 0404 < 1]y < 2[2Wia|l >1 ]2 >,

— <1 < 2iWiall >1 |2 >0 + < 12 < 2 HL |1 >2 |2 >1)

4
Eo= () +9) + Z W — Terme (Wechselwirkungsterme)
=1
Dadurch haben wir erkannt, dafl im allgemeinen £/ = )", ¢; nicht gilt. Die
Besetzung der ungestorten Zusténde ist eben nicht (1,1,0,0,0,...).
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18.10 Zwei-Teilchen-Systeme

24.01.96
Wir haben: ) ) )
H =hy + hy +V(21,22) lokales Potential
RA/—/

Hy

Basis zu Hy: ﬁo|¢n >= E, |, >

. K2
hl = _%81’11’1 + V($1)
. K2
h2 = _%81’21’2 + V($2)

Wir betrachten zwei identische Teilchen in einem Potential V(x). Die Basis
eines Ein-Teilchen-Systems (]a >,|b >,|c >) unterscheidet sich von der
Zwei-Teilchen-Basis:

la >1 |a >q, |a > |b>,,
|b >1 |a >9, |b1 > |b >9,

Der Eigenzustand zu P3|t > ist jedoch £|¢) >

& Bosonen O Fermionen

- 1
Alla>[b>) = —=(Ja >1 [b >3 —|a >3 [b >1)

V2
1 . . .
Eup = 5(< aly <bla— < by <alp)(hy 4 ha +hi2)(Ja >1 [b >0 —[b >y |a >2)

1 1 A .
= 5(5(1 +ep) + 3 (< ali < blahigla >1 |b >0 + < b1 < alzhia]b >1 |a >2)

""direkte! Wechselwirkungsterme

1 - .
—5< aly < blahialb >1 |a >2 + < b|1 < alahiz|la >y b >2)

" Austauschung’’

Es wird je ein Term ausgewertet: < al; < b|ahyz]a >1 [b >3

/dxg /dw’l < aly < oz, >< 2]) (&l >< @)

[ dor [z o >< i)z >< wDla >4 1b >

= /dw’l /dav’2 /dwl /d$2 a*(xh) b*(2h) hao (), 2, 21, 29) alay) b(2y)

hiz(x], 2%, x1, x2) ist sehr oft = iLlQ($17 x2)0(2) —x1)0(2h, —xa) + %(81,1_1,/1)2%2
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Falls es sich bei /%12 um ein rein lokales Potential handelt, lautet der direkte
Term:

/ da; / day |a(21) |2 [b(wa) [hra (21, )
Sehr oft gilt:

hiz(21,22) = hiz(|21 — 22])
~————r’

Koordinatentransformation:
(21, 22) — (f":: X1 — 29, R:= %(xl + $2))
Der direkte Term lautet dann:
[ar [arlat R bir, B 120

Im allgemeinen ist » << R. Deshalb ist eine Entwicklung nach der zweiten
Ordnung moglich, da die linearen Terme verschwinden.
Austauschterm analog;:

/dwl /d$2 a*(z2) b™(21) h(z1, x2) a(xy) b(z2)

Transformieren und berechnen:
Zum Beispiel: hig(z1,29) =

\ e

Eab - (ga + gb) + EB/ + EKV
—— ——

direkt  Austausch

18.11 N-Teilchensysteme

N
H: ZhZ + Zh” —I_Zh”k—l_—l_ Z hil...iN
ij

=1 17k 11 AN
S—— N——r N— ——
1-Teilchen—Operator  2_Teilchen—Operator N-—Teilchen—Operator

Gibt es N > 2 Potentiale 7
Als Beispiel soll ein Ar3-Cluster betrachtet werden. Dort hat jedes Teilchen
einen induzierten Dipol. Man unterscheidet zwischen zwei Fallen:
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- Elektrisch statischer Fall:
3
V(lv 2, 3) = Z V”(JU”)
ij

- Diamagnetisch polarisierbarer Fall:

V(1,2,3):...—|—2Vijk

ik

Die Festkorperphysiker benutzen einen Trick:
Anstelle von

N N
h(17"'7N):Zhi+Zhij+"'

versuchen sie, die experimentellen Grofien p., und €., = % mit angepassten
hi, h; zu optimieren:

NT NT
h(17"'7N):Zh1+Zhij+"'

Die sogenannte Konvergenzbeschleunigung funktioniert allerdings nur fiir
einen sehr eingeschrdnkten Dichtebereich pumaterie 2 PGlcichgewicht

18.12 Zwei-Elektronen-System

Als Beispiel betrachten wir das Helium-Atom: Z=2, 2 Elektronen
Elektron={¢(z,); s, ms}

X

Vms:' 2 Z=2

|¢ >= Z Cm1m2 < x17m51;x27m52|04 >

my,m2
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P12|¢ >=—|¢ > Fermionen
[H7S7,‘20t] = 0
|¢ >= ¢($17$2)X

x Eigenzustidnde zu e

. X4+
XMy, Mgy ) =s=1 { 75 (- X‘”} Triplett
Yo—

1 .
X(msumsQ) =S=0 {E(X—I—_ — X_.|_)} Singlett

. A 2O0rtsSpin
Idee: P12 = DYy Dis

Y

Spin 1 & o4& hy2 Triplett
— pfg = 5(1 + ?5152) mit 515 = { (2) P }

(L)2(—2) Singlett

- _ ~Ort ~Spin
Prela >= piy Py o>

¢ % PSpin
Antisymmetrisch Pf%”qb = —¢ Triplett +1
Symmetrisch POrt¢ = +¢  Singlett -1
Elektron:

(¢7 X Spins TIsospin) — |¢ >= |¢ > |X > |T >

1
d(1,29) = ﬁ(cpa(xl), ep(2) £ @alz2)pp(z1))  Ortswellenfunktionsanteil

N 1
W(xy,w2) = 9% = §(|99a(961)|2|9%(962)|2 + (@) [Plpala2)?)
direkte Terme

£2Re (g (w1)pp (22)palm2)ep(21) + .. )

Austauschterme

Die Austauschterme beschreiben die Uberlappung der Wellenfunktion

o, O

X

Vorlesung vom 29.01.96

Xl 1X2
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19 Der Rest der Mehrteilchen ...

Betrachten 2 Fermionen (z.Bsp. Elektronen)

s = % ms = j:% |¢ >= Z Cmsl,msg < x1m51;$2m52|d >

Me,Ms
. . . Lo
Pro|tp >= —|ib > P12:P1%rt P

=0z, zy) - X

H hinge nicht von den Spins ab (d.h. es findet keine Wechselwirkung iiber die
Spins statt).

X+4++ symmetrisch

X=14 70—+ x-4)
Y__ symmetrisch
1
mooJg=1 my=1 0

symmetrisches Triplett
oder

X = {%(M— +X-+)

[ j=0  m;=0

antisymmetrisches (bzgl. PP™) Singlett
q)antisymm. = XTriplett
q)symm. = X Singlett

1 .
Dz, 2y) = %(%(901)993(902) + op(®1)pa(rs)) 4 symm.,- antisymm.

Beispiel: He-Atom

H= 2 S fy+ A,
2m  2m r1 ro ri2
A
N 2 .
HOZ th
=1
ri = |y 1
rig = |2y — 29| '

Grundzustand Ey = g1 + €02

% > % > symmetrisiert oder antisymme., je nach Wellenfunktion

[ >=

SRVH
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4 B,C,. = bekannte Wasserstoff-Zustande (mit n Hauptquantenz., 1,
Drehimpulsquantenz. und m Magnetquantenz)
¢% = Grundzustand : [n =1,/=0,m =0 >= {100 >

Singlett
o1
¢0($179€2):E ¢100($1)¢nlm($2) + ¢100($2)¢nlm($1)
Triplett

Im Sinne der Stérungstheorie bzgl. H,, sind dies die ungestérten
2-Teilchen-Funktionen

Betrachten jetzt den Fall, dafl das 2. Teilchen sich im Grundzustand befindet,
esgilt alson =1,l=0,m =0 = esist ein Singlett-Zustand ! sonst: A
Wellenfunktion !

Py = % cemZlntra)/ao Ly ap = Radius des H-Atoms (Bohr-Radius)

Hotp = Eootp Fop=2-4 (—%) ohne H,, 30mit H,, in 1.0rdnung
8
Storungstheorie ergiebt sich:

2
e

Ey=Egp+ En EA =< ¢0|—r |1bg >
12

Rechnung im Sakurai [8] S.367

2

6 2
Epn= [ d2® dad- 2 —2a(ritra) /a0, £
Kis ag 12

= |£1|§ ry = |£2| Winkel v :=% (£17£2)

2
Ergebnis: Fy = Ego + Ea= (26%) (-8 + g)

= —74,8eV das Experiment liefert: —78, 8ev

Variationsrechnung: 7 — Z.¢; variiert
(“Abschirmung”) = Z.jy = 1,69
Rechnungen fiir niedrig angeregte Zustande:

E = Fi00 + Enim + Ea 100 nim
. 2
I := direkte Terme = f dx“;’ dxg [¥100(21)? * [¥nim (#2)]? - Tel—2

2
J := Austauschterm = fdx“i’ dzl - o0 (#1) s, (@2) - Tel—QllJlOO (#2)%nim (71)

symmetrisch Singlett =  “Para”
Ea=1 + J = Spin Helium

antisymm. Triplett =  “Ortho”

%** Para

| 3 A A Ortho

(1s) (2s)

(1s)°

AV Para-Helium

Aufspaltung 1 # |1 obgleich H nicht vom Spin abhingt.

87



20 Young-Tableaux

Pl >=—|¢ >
Einteilchen Eigenschaftsliste, Elektron: |¢ 4(%1);s, ms >
¥(1,2) = Phi(xy, z2)x(s1, ms1, 52, ma2)
man strebt an:
e N =2,3,4,... Verallgemeinerung fiir mehrere Teilchen

e weitere Quantenzahlen, z.B. |quark >= |p4(z1); %;ms;e;me; fimy)
hier steht c fiir colour (Farbe) z.B. “rot”, “griin”, “blau” und f fiir flavour (Geschmack)

Isospin: Nukleon:

I ) S _ 1 _ :I:l Proton
P38, Ms; Ty M T = 27m'r ==5 Neutron
A Ort Spin Isospin
ISERS Pr" Py LD
symimn. symimn. antisymm. FRAGE nach Zahl und Typ der moglichen

Gesamtwellenfunktionen, wird auch “book-

antisymm. symim. keeping-problem” genannt !

A. Young entwickelte im Jahre 1901 das nach ihm benannte YOUNG-TABLEAUX. Im wesentlichen sind
bei der Aufstellung eines solchen Tableaux drei Regeln zu beachten:
Regel 1: Jedes Elektron wird durch ein Kistchen dargestellt, eine 1 steht fiir Spin-Up, eine 2 fiir

Spin-Down, Késtchen in der Horizontalen spiegeln einen symmetrischen Total-Spin wieder,
die in der Senkrechten einen antisymmetrischen.

b
1 Elektron: [ ] o [J1[] 2

Regel 2: Nach rechts miissen die Zahlen gleich bleiben oder grofier werden.

2 Elektronen: | | | [ (12 R 2

Regel 3: Nach unten miissen die Zahlen steigen.

Triplett: symmetrische Zustande
. 1] [2) [Z
H ' —® Singlett

Test mit 3 Elektronen: Andere Darstellung, z.B. fiir 3 quarks:
u,d,s fiir “up”, “down”, “strange”, 3 verschieden Projektionen in einen abstrakten Raum

4 (uuu,uud,udd,ddd) =2
Quartett

3 (uus, uds, dds) I=1
Triplett

5 (uss,dss) =1 >~ DEKUPLETT
Doublett

1 (sss) I=0

nicht da! im Isospin-Raum!

7 HOrt pHSpin Au,d(“Fla’uour”) A4colour!!
PraOPR"™ - Py T D

bei dem Quartett (uuu,...) Attt A+, A% A~ Delta-Resonanz
experimentell ausgemessen (Grundzustand):
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........ MA =j=32; m =(@3/2,1/2,-

[1[1]2]
[I1] = H Quadruplett

N
N e
X

1] o _
= | |1] 2 Zustand existiert nicht !
1)

1 1|_
= |[1]2] Doublett j= AAY
] 2]
2[2 | = ; = /-
22| j=u2i m =02

.
P 4(1,2,3) = +8(1,2,3)
verniinftige Annahme, alle 3 quarks sitzen im selben Orbit
.
St
PPx(1,2,3) = +x(1,2,3)
experimentell bestatigt
.

Ph9y(1,2,3) = —~(1,2,3)

Widerspruch zur FERMI-STATISTIK !
= neue, Eigenschaft, neue Qunatenzahl “Farbe”

Pf;l'5(1,2,3) = —§(1,2,3) antisymm. fiir A

Singlett: ich brauche 3 Einstellmoglichkeiten:
“rot”, “griin”, “blau” = 1,2,3

Das ergiebt sich auch aus dem oben angesprochenen YOUNG-TABLEAUX

1

2| Singlett
K g

“man sieht nach auflen vom Gesamtobjekt die Farbe nicht (“farblos”)”, alle bisher gemessenen

Objekte (Hadronen) sind farblos

gebunden !

Wie kommt man an die Farben ran 7 Antwort: Heizen und verdampfen, T = 126 MeV =1,2-1012K
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21 Das H-Atom

31.01.1996
Wir werden die Energieeigenwerte des H-Atoms berechnen. Der Hamilton-Operator lautet in diesem

Fall:
p2 62

_2u r

Wir rechnen in Schwerpunktskoordinaten und Relativkoordinaten,wobei y die reduzierte Masse ist.
Zuvor stellen wir aber noch einige klassische Voriiberlegungen an: Die Bahn des Elektrons beschreibt
eine Ellipse:

Perihel

;ﬁel

Die Exzentrizitat der Bahn ist e := —,ai—b2 Die Energie E ist eine Konstante der Bewegung und
der Drehimpuls ist L=¢x p, L = %, L? = pe’a (1 - 62)

Auflerdem fiihren wir den Runge-Lenz-Vektor ein:

M= 2xL+er

Der Runge-Lenz-Vektor ist ein polarer Vektorm der immer auf das Perihel zeigt und ist eine

Konstante der Bewegung, wegen:

M=LxLt+Ex[+2Tcil=...=0
Wir kehren zuriick zur Quantenmechanik: Aus den Vektoren 7, 7, L werden die entsprechenden
Operatoren 7, p, L. Aus M wird: M = ﬁ (]3 x L —Lx ]3) - %F’ mit x = Ze?

Dieser Operator ist hermitesch. Der Drehimpuls-Operator hat folgende Algebra:

[[:,', ﬁ] = 0; [:, sind die drei Erzeugenden der Drehgruppe

[£2,0] =0, L2 = L2 + L} + L3

[ﬁ2,ﬁi] = 0; L2 ist ein Casimir-Operator

Fine weitere Erhaltungsgrofie ist:

[M, ﬁ] =0

LM =ILM + LoMy + LsMs = M -L =0

M? = 28 (12 4 32) 4 52

Wenn man die Algebra der Erzeugenden der Drehgruppe

[[:,',[:J] = ihq]k[:k (3 Gleichungen)

[E2,[:i] = 0 (3 Gleichungen)

und die Gleichungen

[M,‘,[:J] = ihq]kMk (9 Gleichungen)

[M,‘,MJ] = ihq]k[:k % (3 Gleichungen)

zusammennimmt, erhilt man eine Algebra mit 18 Gleichungen, die man wie folgt umformen kann:
Zunichst betrachten wir nur einen Unterraum von V, indem wir nur die Zusténde bei einem festen
Ep herausnehmen. Jetzt ist L geeignet, um die entarteten Zustdnde zu benennen. Der
Hamilton-Operator wird zum Energieeigenwert £, < 0, so daiman M umschreiben kann:

W= /N
Dann erhilt man die geschlossene Algebra nach Pauli:

[Ml‘,ljj] = ihqjkMk

[M,‘,M]] = ihqjk[:k

[[:,‘,E]] = ihqjk[:k

[[:2,[:,‘] =0

Dies ist eine Gruppe mit den 6 Erzeugenden [:1, [;27 [;3, Ml, Mg, Mg. Nimmt man statt der ﬁ, und
M; jetzt noch die Elemente aus dem Dualraum:
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Unterraum

Entartung

I — *I; *Li = rjpp —rppj = Lk]
M| = Lia; My = Log; My = Lay

Dann ergbt sich eine antisymmetrische Matrix mit 6 unabhingigen Komponenten. Diese Matrix ist
aus der speziellen orthogonalen d=4-Drehgruppe (SO4). Mit der Transformation:

s s N

[:=1(L+M)

R .

k=1 (L - M)

kommt man zu einer entkoppelten Algebra:

ILH| =0
SO4 <~ 503 X SU2

Also erhilt man:
P=i(i+1)r%i= 0,5,11,3,3...
2 __ 2 —
R=k(k+ )82 k=013,
{2 und k2 sind zwei Casimir-Operatoren, fiir die gilt:

Bk (i)’

Zwei weitere Casimir-Operatoren ergeben sich aus diesen:

= 2 + B2 = % <E2 —I—M’2)

& =R 2 =M =

Wirkt der Operator ¢ auf ein Element des oben definierten Unterraumes, so erhilt man den
Figenwert:

c1g=2q(¢+1)h% ¢ =0,7,1,5, ...

Rechnet man ¢; durch Einsetzen der jeweiligen Definitionen zuriick, so erhilt man:

= 3 (2 A7) = (12 (B (17 417) 7)) = -+ 8
= 2 (¢ +1)F% = — 5% + £
Dabeiist g=0,1,1,2

wie I

»5+--- und E soll Eigenwert von H sein.

21
X - o =1,2,3,...

jEn:_ﬁ?ﬂ
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Auf diese Weise hat man die Eigenwerte ohne Verwendung der Schrédinger-Gleichung und ohne
Kenntnis der Wellenfunktion erhalten.
05.02.96

22 Streutheorie

22.1 Vorbemerkungen
22.1.1 Einfachster Fall

Natiirlich handelt es sich bei diesem und den folgenden Beispielen um Idealisierungen. Wir
betrachten die Streuung eines nichtrelativistischen Teilchens an einem Potential V.

freies Teilchen

freies Teilchen

22.1.2 Gebundene Zustande

Wir betrachten hier ein System, das sich im Grundzustand Fy befindet. Das gilt nur, wenn es mit
der Auflenwelt nicht wechselwirkt. Solche Systeme gibt es in der Natur natiirlich nicht. Deshalb
betrachten wir auch hier wieder eine Idealisierung.

Z.B. H-Atom: FE;,, = —13,6eV

Selbst im Weltall: 3° K anheben, wegen der Hintergrundstrahlung (10* °K = 1¢V). Die

Wahrscheinlichkeit fiir eine Ionisierung ist proportional zu e~ Bion /T,
V(x)
X
Es
E,
E,
E; 13
on — 4 . 105

T - 3-10—4

22.1.3 Freie, ungebundene Zustéinde

Hier geht das Potential V(x) nicht wirklich gegen Null. Beispiele dafiir sind Coulomb- oder
Gravitationskrifte. Es konnte auch sein, dafl noch mit weiterer Materie gestreut wird.

© N*

Nukleon mit
3 Quarks
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e Streuung in angeregten Zustand

e Uberlagerung zu vielen Ausgangskanilen (Reaktionen)
Hier betrachten wir eine rein elastische, nichtrelativistische Streuung.

V(@) —

1
- — 0
"

V(&) geht schneller gegen Null als %

Falls V(z,z') # §(z — 2’) V(z) # 0 falls z,2’ € Reaktionsgebiet
22.2 Lippmann-Schwinger-Gleichung

H:FI0+V ; ﬁo fiir t — £o0
Holo(k) >= E(k)|¢(k) >
Figenwertgleichung fiir ungebundene Zustinde

In einem Kontinuum gilt: E(k) > 0
Zum Beispiel:

h2k2 hik?
0 = LBk =

2m 2m

_ 1 tkx
< z|p(k) >= (27)2/2 e
ebene Welle
Schrodinger-Gleichung: .
Hlyp >= Elp >

Die elastische Streuung bewirkt, dafl sich der Eigenwert nicht dndert.

(Ho+ V)| >= Bl > + (Ho — E)|¢ >
——_———
=0
(Ho — Bt > +V (¢) = (Ho — E)|6 >
Nach dem Dividieren mit (ﬁo — E) bleibt nur eine formale Gleichung:

v
[ >= ¢ > —mw >
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Fir t - foo wird die Gleichung eine
e singuldre Operator-Gleichung

e formale Operator-Gleichung

e implizite Operator-Gleichung oder eine
e Iteration in der Ndhe des Punktes

Vi >

In der Nihe der Singularitit gilt:
Y>=lo>+ -
| | (E — Hg £1¢)
Lippmann-Schwinger-Gleichung

Darstellung im Ortsraum
Wir multiplizieren die Lippmann-Schwinger-Gleichung von links mit < x| und fiigen eine 1 ein.

22.2.1
7&/ > < x/|‘7|x” >
I o * ie

V(z! 2! ist oft V(z!)d(z! —z'!)

1
= dz' | dz" -
Yt (x) (b(x)—l—/ 1’/ 7' < x| 7
=:G4 (z,z')

Fiir lokale Potentiale gilt:

Diese Gleichung sieht der Dyson-Serie dhnlich.
Fin mitbewegter Beobachter sieht ein zeitabhdngiges Potential. Fiir P ist es zeitlich kiirzer, weil das

Teilchen schneller ist:
V()

N1V

22.2.2 Darstellung im Impulsraum
|p/ S< p/|‘7|p” > 1/’(27”)

Wir multiplizieren mit < p|:
ba) = o)+ [ dr' [ b < pl——t——
E — Hg e
N A2 h2
Oft ist Ho= £ = —— k2
2m 2m
Operator-Funktion

f@)p' >= f()lp" >
Zahlenwertige Funktion
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P+ (p /dp /dp” R ———3(p - ")V p")¥(p")
— €

falls V(p',p"") = V(p')(p' — p") ist, gilt:

1 . .
Yi(p) = d(p) + ——=——V (D) v+(P)
E - 2p_m + e
G+ (p) ist eine sehr einfache Funktion.
Beduetung von G4 (z,z'):
/ h2 1 '
Gi(z,z')= — < | —— |z >
2m E — Hg + e
Gx(z, /dp /dp” <alp’ >< pl Ip ><ple’ >

Mit # = ik und o = f—m gilt:

K2 k' (z—2z') 1
G:{:(l’7l’/):_ 3k S 3/2 52 .
2m (2m)3/2 g 2’;:&25
m
etqle—= " cos®

3 7.1
/dk —>/ dq ¢? / dap/_ dcosq? SR —

o , J zq|.r x| _ 6—1q|.r z'|
i(x7x)__87r2 qq2|1’—1”| (g2 — k2 F1ie)
p — £k (@ -k)=(g+k)(a-k)
. 1
nach Hauptsatz: fI\"ompl. dy P

1 6ﬂ:ik|.r—.r’ |

G:{:(l’,l’/) = _E |l’— l’/|

Hier gilt die Eigenschaft: (V2 + k?) Gy (2,2') = §(z — 2')
Mit |z — 2| = r’ haben wir:

1 etkr
G(r') = y

47r7’

Eine §-Stérung an der Stelle z = z’ produziert als erlaubte Lésung eine auslaufende “Kugelwelle

2m .y :l:zkr
¢i(l’)=¢(l’)—h_2/wdl’ Vel

Bei V' handelt es sich um das Volumen des (Streu-) Wechselwirkungsgebietes. Es gilt V(
alle x’, die nicht in V' liegen. x liegt ebenfalls nicht in V' und |z — z'| ist viel gréfer als Null. Von

z') = 0, fir

nun an wird |Z| r genannt.
Geometrische Auswertung von f d3 k'

| =

|#— & | ~pr —r*

e

SR ; k! !
6ﬂ:zk|m—.r | ~ eﬂ:zkrei}:zk z

Damit kommen wir zur Auswertung:

1 i eikr
z) = ——=e""" + —
V(o) (27)3/2 r !

2 —ik' 2!
32m / FE V(")

. 1
mit f = —E(Qﬂ') = (27r)3/2

f heilt Streufunktion und ist ein reines Integral {iber das Streugebiet V'’

Impuls-Darstellung (ohne Konstanten):
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. X Aufpunkt

X' Quellpunkte

~ mit < o|Vi|g' >= V(z)§(z — ')
fdx < z|V]z' >= fdacV(ac)S(x—x') =V(z)

|~ /dac'/dx” <Kz’ >< 2 |[V]|g" >< 2"y >

1 2m N
~—— (27 < K|V
f 47r( 7r) h2 < | |¢+ >

Streufunktion in Impulsdarstellung

Oft sehen Potentiale so aus:

V(z,o') = V(z)(1 — ap? + fp)

p= =0z Impuls
P

07.02.1996
Diese Gleichung soll nun in erster Naherung gelost werden. In nullter Niherung ist die einfallende
Welle mit der ausfallenden identisch:

v = |o)

Yy =
Fir die Losung in erster Ordnung erwarten wir eine Gleichung der Form:
vl = o)

Also ist die erste Naherung der Streufunktion:

70 (8,F) =Lt 2m<*

V|9), |®) = |E>

72
=~ Lmp2n [an / 42 () &) (] 7 [ (2]

Wegen {¢"'|V |&"""y = V (") § (z" — ') vereinfacht sich das zu:

Il
|
—_
oo
=Y
—
N
PN
E
2
&\
>
=<
—
&\
~—
@ -
—~
e
|
e
~—
H\

Dies ist die Fouriertransformierte beziiglich q. Speziell gilt fiir spharisch symmetrische Potentiale:

1
c/dr”r”2v ” / dap/ dcos qetd” o5
1

1 —_
_ci/drrv (r) 27 _zq ( iqr _ lqr)
2m 1
= ——m—/drrV (r)singr

B2 g

0 (7.)

96



Wir erhalten die Born-Niherung fiir sphirisch-symmetrische Potentiale:

sin gr

f(l)(ﬁ):—? drr?V () -

mit g = |¢| = |k_7 - E| = 2ksing

Dazu ein paar Bemerkungen:
1. Die Streufunktion hidngt von ¢ nur iiber ¢ ab.
2. Die Streufunktion ist reell.

3. Der Wirkungsquerschnitt j—g = |f|2 ist unabhingig vom Vorzeichen des Potentials. Es ist also

nicht entscheidend, ob das Potential anziehend oder abstoflend ist.

4. Wird r sehr grof3 , so mufl entweder das Integral f drr2V (r) oder g sehr klein werden.
Genauso wird das Integral klein, wenn ¢ sehr grof} ist.

22.3 Optisches Theorem (fehlt noch)

12.02.96

22.4 Eikonal-Ndherung

Die Eikonal-Ndherung unterscheidet sich von der Born’schen Ndherung. Die Born’sche Ndherung
behandelt Energien, die viel grofler als Null sein miissen - das Streupotential soll also méglichst klein
sein. Man bezeichnet dieses Verfahren auch als klassische Ndherung. Die Eikonal-Ndherung
funktioniert bei Energien, die viel grofler als das Potential V sind. Sie entspricht der semiklassischen

Niherung.

o

t t
s 1
- = / dt' Lrigss = / dt’ (Emi’2 - V(x))

o0
xT
= / dz’ k(l’/) = kx + Streuterm
—_—00

S entspricht der klassischen Wirkung
L entspricht der klassischen Lagrange-Funktion

{=

urspriungliches k (vor Streuung)

Taylor
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Potential als Integral

Wenn wir es im wesentlichen mit Vorwéartsstreuung zu tun haben, gilt:

, N Im i R x » e—ik.r + .
SR = 2 (o) /_md et )

Bei ebenen Wellen entwickelt man wie bei Huygens nach Kugelwellen. Man entwickelt also eine
ebene Welle nach der einlaufenden Kugelwelle zum Punkt x=0.

. L
’ N
’ A
’ PN
/ . \
! e \
I !
\ i
\ I
\ 1
\ ’
N ’
N ’
~

{|k >} k—Basis —— {|E,l,m >} Basis

1)
< E|m|Ell/m/ >= 5”/5mm/5(E - E/)
2)
K2 K2
Z|Elm >< Elm|=1 ,da E =
2m
lm
k >= /Z |Elm > dE < Elmlk >
lm
h h2 k2
E|Elm >= ——3§ —E Y™k
< | m > m ( Im ) l ( )

I3|lm >= mA|lm >
Pllm >= 11+ D)Allm >

Die 3-Richtung entspricht der Einstrahlrichtung

[A,l5]=0
[A,?]=0
Y (6, 0) = (-0 [+ 1)+ ) ime ! dt-m
2t 4r(l + m)! sin™¢ d cosyl—m
vo(0.0) = L cor)

it [2mk
< z|Elm >= %H — 71 (kx)Y)"(F)
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2m
k, EYy=—
u ) 4rh?

(2m)® < K'|T|k >
N—_——’

T —Matrix

< KTk >= ZZ < K'|Elm >< Elm|T|EU'm’ >< EU'm'|k >

im Um/

4 oy o
=- ZTElml'm'Yﬁn (E"Y™ (k)
Elm

Sphirisch symmetrisches Potential:

Tttt = 8(E — E')831 6,1 Ty (E)

k’

9 k /[\
Vorwartsrichtung \/ K

"3-Achse" Y, (K)

Y (9 = 0; ¢) ist fiir m # 0 Null. Also ist ¥;*(¢ = 0; ¢) nur ungleich Null fiir m = 0.
Dann gilt (k in Vorwirtsrichtung):

[ee)
FlkE) = Z(zl + 1)Pl(cosq9)%Tl(E)
=0
v 204+ 1 2041
<Imlks; >= 4+ Pi(cos?)|g=00mo = + S5m0
T
ETZ(E) =: fi(k) zu messen !
¢+() r — 00 1 ika n f(ﬁ)e“”
x —_— e
— (27r)3/2 N’ r
einlaufende freie Welle S——
auslaufende Kugelwelle
e'%? nach Kugelwellen entwickeln:
o0 . .
1 Pi(cos?d) . ethr e t(kr—im)
ta)= ——= ) 2+ 1) (14 26k k - -
V@) = G DU DT (L 2k (R) -
1=0 ———’

auslaufende Partialwelle einlaufende Partialwelle

Die auslaufende Welle wird im Faktor (1 + 2¢kf;(k)) =: S;(k) modifiziert.

S;(k) mufl die Bedingung erfiillen, daf§ der Betrag von ein- und auslaufendem Teil von ke

e
T

gleich ist.

(1+2ik + fi(k)) =1

Unitaritatsbedingung
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1Si(k)] =1

Si(k) =: 20k Die ‘2’ ist pure Konvention!

§1(k) = Streuphase

_ 2i6; (k) _ . W8y (k) _ —id;(k) .
fl(k) _ Sl(k? 1 _ e<td : 1 _ elél(k) etdl 'e 1 _ ezél(k)sin(gl(k)l
2tk 2tk 2tk k

FOK) = £(9) = %2(2“’ 1)Py(cos®) et (M sing, (k)

=0

d d
2o f B o= | Zan
a0 )

[ere]

= 3TN 21 4 1)sin?6 (k)

k2
=0

Sonderfille:
1) 6;(k) sehr klein:
o0

Die Streufunktion wird reell.

2) Wann wird der Wirkungsquerschnitt ¢ maximal 7
1

Fiir sin268;(k) ~ 1. k=+

— o =4rY%(20 4+ 1)

Entspricht Plattchen mit Radius R = 2Tv/2]{ + 1

o

3) Hard sphere Streuung
o~ TR?
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