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1 Grundlagen

Die Quantentheorie ist die wohl wichtigste Errungenschaft der modernen Naturwissen-
schaften. Sie ist von fundamentaler Bedeutung, da sie auf radikale Weise das determinis-
tische Konzept der klassischen Physik ersetzt. Die Quantentheorie ist nicht auf spezielle
Systeme beschriankt, sondern universell auf alle Phdnomene in der Natur anwendbar.

In den vergangenen 100 Jahren hat die Quantentheorie einen beispiellosen Siegeszug
erlebt. Sie ist mit einer relativen Genauigkeit von 1072 verifiziert worden, genauer
als jede andere Theorie. Trotzdem ist die Interpretation der Quantentheorie bis heute
umstritten. Der einfach zu verstehende prézise Formalismus einerseits und die komplexe
Begrifflichkeit und Interpretation anderseits sind Ursache fiir die Faszination, welche die
Quantentheorie ausstrahlt.

1.1 Von der klassischen Physik zur Quantentheorie

1.1.1 Klassische Physik

Bevor wir uns der Quantentheorie zuwenden, wollen wir uns zunfchst die Grundlagen
der klassischen Physik in Erinnerung rufen.

Der Begriff ‘klassisch’ wird in der Physik gleichbedeutend mit ‘nicht quantenmechanisch’
verwendet. Zu den klassischen Theorien gehdren die theoretische Mechanik aus der ersten
und die klassische Elektrodynamik aus der zweiten Kursvorlesung. Auch die spezielle und
allgemeine Relativitdtstheorie sind klassische Theorien.

Klassische Theorien beruhen auf folgenden grundlegenden Annahmen:

e Es gibt eine objektive beobachterunabhéngige Realitit.

e Die ‘Biihne’ dieser Realitét ist die 3+1-dimensionale Raumzeit, in der sich Objekte
(Teilchen bzw. Felder) befinden.

e Die Dynamik dieser Objekte folgt bestimmten Regeln und ist deterministisch, d.h.
bei bekannten Anfangsbedingungen ist die Zeitentwicklung der Bewegung vollstén-
dig vorherbestimmt.

Die Regeln, welche die erlaubten Bewegungsabldufe charakterisieren, werden in der klas-
sischen Physik in Form von Bewegungsgleichungen formuliert. Beispiele sind die Newton-
schen Bewegungsgleichungen und die Maxwell-Gleichungen. Sie sind so beschaffen, dass
sie die Bewegung der Teilchen bzw. Felder im Prinzip bei bekannten Anfangsbedingun-
gen fiir alle Zeiten eindeutig vorhersagen. Wenn man dieses Konzept in radikaler Weise
auf die gesamte Welt anwendet, erscheint das Universum als ein gigantisches Uhrwerk, in
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dem alle Abldufe vollstdndig determiniert sind so dass der ‘freie Wille’ des Menschen ei-
ne lllusion ist. Diese als Laplace’scher Ddmon bekanntgewordene Sichtweise wurde lange
Zeit im Grenzbereich zwischen Physik und Philosophie kontrovers diskutiert.

Im 19. Jahrhunderts kam als neue Theorie die Thermodynamik hinzu, die sich dann im
20. Jahrhundert zur klassischen statistischen Mechanik fortentwickelt hat. Hier betrachtet
komplexe Vielteilchensysteme, deren Zeitentwicklung zwar noch im Prinzip, jedoch wegen
der hohen Komplexitét in der Praxis nicht mehr vorhergesagt werden kann. Das Vorher-
sagevermogen dieser Theorien beruht darauf, dass die Dynamik hinreichend komplexer
Systeme als effektiv zuféllig interpretiert werden kann. Thermodynamik und statistische
Physik sind also nichtdeterministische Theorien, deren probabilistische Elemente aber
nur auf unserer unvollstindigen Kenntnis des Systems beruhen, dem dennoch zumin-
dest #m Prinzip eine deterministische Dynamik zugrundeliegt. In diesem Sinne sind auch
Thermodynamik und statistische Physik ‘klassische’” Theorien.

1.1.2 Prinzip der kleinsten Wirkung

Klassische Theorien folgen einem iiber- x(t) A

greifenden Konstruktionsprinzip, dem so B
genannten Prinzip der kleinsten Wir- Xy A
kung. Als Beispiel betrachten wir einen
Massepunkt, der sich in einer vorgegebe-

nen Zeitspanne von A nach B bewegen

soll (siehe Abbildung). Jeder denkbaren A

Trajektorie C von A nach B wird dabei X1 A denkbare Bahnen

eine reelle Zahl S[C] € R zugeordnet, ‘ et
die als Wirkung (engl. action) bezeich- t, t,

net wird. Das Prinzip besagt, dass die-
jenige Trajektorie in der Natur realisiert
ist, deren Wirkung im Vergleich zu allen
anderen denkbaren Bahnen minimal ist.

Von allen denkbaren Bahnen von A nach B
selektiert das Prinzip der kleinsten Wirkung

genau eine, die so genannte klassische Bahn.

Eigentlich fordert das Prinzip lediglich, dass die Wirkung extremal ist, in der Regel han-
delt es sich aber dabei um ein Minimum. Wie bei einer Kurve, in deren Minimum die
erste Ableitung verschwindet, darf sich demzufolge die Wirkung der realisierten Trajek-
torie bei einer infinitesimalen Variation der Bahn C — C + dC in erster Ordnung nicht
dndern, d.h.

08 =0. (1.1)

Die Wirkung S[C] ist ein Funktional', da die komplette Trajektorie C auf eine reelle Zahl
abgebildet wird. Aus der Bedingung 65 = 0 lassen sich Bewegungsgleichungen ableiten,
die in der Regel als partielle Differentialgleichungen formuliert werden konnen und deren
Losung die realisierte Trajektorie ist. Diese Losung ist (von Spezialfiallen abgesehen) bei
gegebenen Anfangsbedingungen eindeutig, so dass das Prinzip der kleinsten Wirkung die
in der Natur realisierte Bahn vollstéindig determiniert.

'Eine Funktion f(z) ist eine Abbildung, die eine Zahl auf eine Zahl abbildet. Ein Funktional F[f] ist
eine Abbildung, die eine Funktion f auf eine Zahl abbildet. Die Argumente von Funktionalen werden
in eckigen Klammern geschrieben.
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Wie bereits erwihnt, ist das Prinzip der kleinsten Wirkung nicht auf die Mechanik von
Massepunkten beschrinkt, sondern liegt allen klassischen Theorien als {ibergreifendes
Prinzip zugrunde. Dies gilt auch fiir Feldtheorien wie der Elektrodynamik. C ist dann
natiirlich keine Trajektorie mehr, sondern steht fiir einen bestimmten raumzeitlichen
Feldverlauf, d.h. fiir eine bestimmte Konfiguration der Vektorfelder E(7,¢) und B(7,t)
mit gewissen Randbedingungen. Auch die spezielle und allgemeine Relativitétstheorie
ldsst sich aus dem Wirkungsprinzip ableiten.

In nichtrelativistischen Theorien wie der klassischen Mechanik, in denen es einen univer-
selle Zeit ¢ gibt, wird das Wirkungsfunktional in der Regel als zeitliches Integral

tp
sic] = / L(C, 1) dt (12)
ta
geschrieben, wobei ist L(C,t) die so genannte Lagrangefunktion entlang der Trajekto-
rie C ist. Die Lagrangefunktion kann als Wirkungsverbrauch pro Zeiteinheit interpretiert
werden. Das Prinzip der kleinsten Wirkung 65 = 0 fiihrt dann auf die bekannten Euler-
Lagrange’schen Differentialgleichungen, deren Losung die gesuchte klassische Trajektorie
ist.

Zur Erinnerung: In der klassischen Mechanik haben Sie gelernt, wie man die Bewe-

gungsgleichungen von einem Wirkungsfunktional S = [d¢ L(g,q) eines Teilchens in ei-

ner Dimension ableitet. Dazu wird eine gegebene Bahn ¢(¢) infinitesimal durch ¢(t) —

q(t) + dq(t)variiert, wobei die Endpunkte ¢(to) und ¢(t1) festgehalten werden. Die Wirkung

dndert sich dabei zu niedrigster Ordnung geméfy

55 = /dt (aLéq(t) + ‘Maq(t)) . (1.3)

dq 94
Da ¢(t) und ¢(t) nicht unabhiingig voneinander sind méchte man die Anderung allein in
0q(t) ausdriicken. Dies erreicht man durch partielle Integration des zweiten Terms, wobei
die Randterme wegen der verschwindenden Variation an den Endpunkten wegfillt. Da der

verbleibende Ausdruck oL d 0L
55 = /dt (d_q -5 aq) dq(t) (4)

nach dem Prinzip der kleinsten Wirkung verschwinden soll und die Variationen d¢(t) un-

abhéingig sind, muss der Integrand verschwinden. Daraus folgen die Euler-Lagrange’schen

Bewegungsgleichungen.

1.1.3 Form des Wirkungsfunktionals

Durch das Prinzip der kleinsten Wirkung wird die Problemstellung auf eine héhere Ebe-
ne verlagert, denn statt die physikalisch korrekten Bewegungsgleichungen zu postulieren
gilt es nun, die korrekte Form des Wirkungsfunktionals anzugeben, aus dem diese Be-
wegungsgleichungen folgen. Dabei stellt sich heraus, dass die Natur moglichst einfache
Wirkungsfunktionale bevorzugt. Dieses nicht n&her begriindbare Streben der Natur ist
Inhalt des so genannten heuristischen Prinzips der Einfachheit, demzufolge das Wir-
kungsfunktional aus den einfachsten nichttrivalen Termen (also in der Regel aus Termen
niedrigster Ordnung) besteht, die mit den vorgegebenen Symmetrien des physikalischen
Systems kompatibel sind.

Die Lagrangefunktion eines freien nichtrelativistischen Teilchens ist beispielsweise L(§) =
%q% wobei der Faktor 1/2 lediglich zum bequemeren Differenzieren dient. Mit den Sym-
metrien kompatibel wire auch ein kompliziertes Polynom der Form L = Z;‘;l ajq'zj,
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Symmetrie [Einheit] | Erhaltungsgréfe [Einheit]
R&umliche Translationsinvarianz [m| | Impuls [kg m/s]

Zeitliche Translationsinvarianz [s] Energie [kg m?/s?|
Rotation [dimensionslos] Drehimpuls [kg m?/s]

Tabelle 1.1: Die wichtigsten Symmetrien und ihre zugeordneten Erhaltungsgrofen.

aber die Natur ist so eingerichtet, dass nur der niedrigste Term quadratischer Ordnung
im Wirkungsfunktional auftritt.

Wegen des heuristischen Prinzips der Einfachheit besitzen Wirkungsfunktionale haufig
eine sehr kompakte Form. So ist z.B. ist die Wirkung eines elektromagnetischen Feldes
in der kovarianten Formulierung durch

S = / d*z FM"F,, (1.5)

gegeben, wobei F'* = OFAY — 9¥ A¥ der Feldstérketensor ist, in dessen Komponenten
die Felder E(7,¢) und B(7,t) stehen. Ebenso ist das Wirkungsfunktional der allgemeinen
Relativitdtstheorie nichts weiter als ein vierdimensionales raumzeitliches Integral iiber
den Ricci-Kriimmungsskalar S o fd4:17\/—_gR2. In allen Féllen legt die Form des Wir-
kungsfunktionals die realisierte Bahn vollstandig fest.

Die Wirkung ist eine dimensionsbehaftete Groke mit der SI-Einheit [kg m?/s|.

1.1.4 Quantentheorie: Eine Erklarung des Prinzips der kleinsten Wirkung

Wie bewerkstelligt es die Natur, die Wirkung zu minimieren? Die Quantentheorie beant-
wortet diese Frage damit, dass dies durch Interferenzphdnomene geschieht. Dazu werden
folgende Annahmen postuliert:

(a) In der Natur sind alle denkbaren Bewegungsablaufe simultan realisiert.

(b) Jeder Bewegungsablauf C wird mit einer komplezen Amplitude €5

wobei S(C) die dem Bewegungsablauf zugeordnete Wirkung ist. Dabei ist

/M gewichtet,

i = 1.0545716(%2) 103 kgm? /s

eine neue fundamentale Konstante, die als Planck’sches Wirkungsquantum bezeich-
net wird.

(c) Die komplexen Amplituden verschiedener Bewegungsablaufe iiberlagern sich addi-
tiv (Superpositionsprinzip).

(d) Bei einer Messung ist die Wahrscheinlichkeit eines Messergebnisses proportional
zum Betragsquadrat der Summe der Amplituden aller Bewegungsabldufe, die mit
dem Messergebnis kompatibel sind. Die Amplituden aller anderen Bewegungsab-
laufe werden auf Null gesetzt.

2Selbst das Wirkungsfunktional des Standard-Modells der Elementarteilchenphysik mit seiner Vielzahl
von Teilchensorten und Symmetrien ldsst sich noch bequem auf einer Seite abdrucken.
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Anschaulich 18sst sich dieser Mechanismus am Beispiel einer Teilchenbewegung von A
nach B folgendermafien vorstellen. Das im Punkt A startende Teilchen verliert seine ob-
jektive Realitét, die darin besteht, zu einer gegebenen Zeit an irgendeinem konkreten Ort
zu sein, vielmehr bewegt es sich in einer schwer zu begreifenden vielfachen Koexistenz
gleichzeitig auf allen Bahnen. Es ist dabei wesentlich, dass diese Koexistenz eine physikali-
sche Gegebenheit ist und nicht etwa wie in der statistischen Physik auf ein unvollsténdiges
Wissen des Beobachters zuriickzufithren ist. Die Annahme, dass das Teilchen vielleicht
doch auf einer bestimmten Bahn entlanglaufe, die sich lediglich unserer Kenntnis entzo-
ge, fithrt auf Widerspriiche in der Quantentheorie und kann auch experimentell widerlegt
werden. Die Koexistenz aller Mdglichkeiten — auch Quantenparallelismus genannt  ist
vielmehr ein Faktum und kann sogar technologisch ausgenutzt werden. Beispielsweise be-
nutzen Quantencomputer den Quantenparallelismus zu einer hochgradig parallelisierten
Informationsverarbeitung.

Gemif dem Postulat (b) ist wird die beschriebene Koexistenz aller denkbaren Bewe-
gungsabldufe durch einen Wellenmechanismus eingeschréankt. Dazu wird jedem Bewe-
gungsablauf eine quantenmechanische Amplitude in Form einer komplexen Phase etS(C)/h
zugeordnet, wobei S(C) nichts anderes ist als die klassische Wirkung der Bahn. Um das
Argument der Exponentialfunktion dimensionslos zu machen, wird eine neue fundamen-
tale Naturkonstante mit der Dimension einer Wirkung, das so genannte Planck’sche
Wirkungsquantum 7/ bendétigt. Jedem der parallel existierenden Teilchen wird also ein
komplexer Zeiger auf dem Einheitskreis zugeordnet, dessen Stellung dem Wirkungsver-
brauch modulo 27 entlang der jeweiligen Bahn entspricht.

Gemif (c) sind diese komplexen Amplituden additiv und wie bei gew6hnlichen Wellen
linear superponierbar. Treffen sich beispielsweise zwei der parallel existierenden Trajek-
torien mit entgegengesetzter Zeigerstellung am gleichen Ort, so kommt es zu einer ge-
genseitigen Ausloschung. Eine Kernaussage der Quantentheorie besteht darin, dass sich
fast alle der parallel existierenden Teilchenbahnen gegenseitig durch negative Interfe-
renz ausléschen. Ubrig bleiben lediglich Bahnen nahe der klassischen Bahnen mit einer
Standardabweichung von S(C) in der Grokenordnung von A. Durch die Interferenz der
Amplituden wird also der Quantenparallelismus erheblich eingeschrinkt, jedoch nicht
aufgehoben.

Da h extrem klein ist, sind Quanteneffekte vor allem bei Vorgdngen mit kleiner Wirkung
signifikant, also fiir sehr kleine Systemen typischerweise unterhalb der Nanometerskala. In
der makroskopischen Alltagswelt scheint dagegen die klassische Physik zu gelten, die auf
diesen Skalen als eine sehr gute Naherung zu betrachten ist. Dieser Effekt ist vergleichbar
mit dem Ubergang von der Wellenoptik zur geometrischen Optik.

1.1.5 Der Messprozess

Postulat (d) beschreibt den Vorgang eines Messprozesses und stellt damit einen Bezug
zwischen der Quantenwelt und einem beobachtenden makroskopischen Subjekt her. Aus-
gangspunkt ist die empirische Tatsache, dass ein makroskopisches Messgerit real existie-
rende Messwerte anzeigt. Ein Geigerzédhler klickt oder er klickt nicht, jedoch beobachtet
man nie eine Koexistenz beider Mdoglichkeiten. Ebenso zeigt der Zeiger eines Messgerits
auf eine bestimmte Zahl und nicht auf mehrere Zahlenwerte gleichzeitig. Noch niemand
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Abbildung 1.1: Links: Von allen denkbaren Bahnen 16schen sich die meisten durch destruktive Inter-
ferenz aus, iibrig bleiben die Bahnen nahe der klassischen Bahnen in dem rot schraf-
fierten Bereich. Dieser Bereich hat eine Unschérfe in der zugeordneten Wirkung von
der Grofenordnung h, ist aber anders als in der Zeichnung dargestellt nicht scharf
begrenzt. Rechts: Bei einer Messung zum Zeitpunkt ¢ kollabiert der Quantenparalle-
lismus koexistierender Bahnen auf einen Punkt =, der dem Messergebnis entspricht.

hat den Zeiger eines Messgerétes in mehreren simultan koexistierenden Stellungen gese-
hen. Messgerite sind also makroskopische Objekte, die den Regeln der klassischen Physik
gehorchen.

Das Postulat fiir den Messprozess (d) nimmt deshalb eine Trennung zwischen dem Quan-
tensystem einerseits und dem klassischen Messapparat andererseits vor. Auf das Beispiel
einer Teilchenbewegung bezogen beschreibt das Postulat, was passiert, wenn man tat-
séchlich durch Messung nachschaut, wo sich das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ befindet.
Das Ergebnis ist zuféllig und die Leistungsfahigkeit der Quantentheorie besteht darin,
die Wahrscheinlichkeiten fiir die Ergebnisse vorherzusagen. Mit dem Messprozess erhélt
die Quantentheorie also eine probabilistische Komponente. Die Wahrscheinlichkeit eines
Ergebnisses ist dabei proportional zum Betragsquadrat der aufsummierten Amplituden
aller Bewegungsablédufe, die zu diesem Ergebnis fithren wiirden.

In dem Moment, zu dem die Messung vorgenommen wird, werden die Amplituden aller
Bewegungsablaufe, die nicht zu dem festgestellten Messergebnis gefiihrt hitten, gleich
Null gesetzt. Eine unmittelbare Wiederholung der Messung wiirde also wiederum zum
gleichen Ergebnis fithren. Durch eine Messung kollabiert also der Quantenparallelismus
einer Vielzahl von moglichen Realisierungen in eine bestimmte, ndmlich die gemesse-
ne Realisierung. Dieser so genannte Kollaps der Wellenfunktion vollzieht sich instantan
(siehe Abb. 1.1).

Die Quantentheorie unterscheidet sich von der klassischen Physik insofern, als dass ein
Messprozesse von Spezialfillen abgesehen immer das zu untersuchende System durch den
Kollaps der Amplituden beeinflusst bzw. stort.

1.1.6 Kritik an der Theorie des Messprozesses

Vor allem die Rolle des Messprozesses wird bis heute kontrovers diskutiert und es ist
anzunehmen, dass das Postulat (d) in der jetzigen Form keinen dauerhaften Bestand
haben wird. Problematisch ist einerseits die Aufspaltung der Welt in Quantensysteme
und klassische Messapparate und beobachtende Subjekte. Unklar bleibt, wo diese Grenze
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Abbildung 1.2: Schrédingers Katze |Quelle: TU Berlin|

genau anzusiedeln ist.

Johann von Neumann hat bereits frithzeitig gezeigt, dass eine solche Grenze, wenn sie
denn existiert, verschiebbar ist. Doch auch die Verschiebbarkeit der Grenze 16st die be-
grifflichen Schwierigkeiten nicht auf. Diese wurden in einem beriihmten Gedankenexpe-
riment von Erwin Schrédinger auf den Punkt gebracht: Man betrachte eine Katze, die
zusammen mit einem Geigerzdhler und einem radioaktiven Préparat in einer geschlosse-
nen Kiste eingesperrt ist. Der Geigerzdhler triggert eine Vorrichtung, welche die Katze
totet. Die Kiste symbolisiert hier die besagte Grenze zwischen Quantenwelt und Be-
obachter. Geméfs den obigen Postulaten kommt es in der geschlossenen Kiste zu einer
Koexistenz der lebenden und der toten Katze, die Katze ist gewissermafien gleichzeitig
tot und lebendig. Erst wenn man den Deckel 6ffnet um nachzuschauen, wenn man al-
so eine Messung vornimmt, kollabiert diese quantenmechanische Superposition entweder
auf die tote oder auf die lebendige Katze mit Wahrscheinlichkeiten, die sich aus den
Betragsquadraten der entsprechenden Amplituden ergeben.

Kritisiert wurde auch, dass sich dieser Kollaps instantan vollzieht, also mit Uberlichtge-
schwindigkeit. Allerdings kann man zeigen, dass man auf diese Weise keine Information
iibertragen kann, so dass die Postulate der Relativitidtstheorie in ihrem Kern nicht ver-
letzt werden.

1.1.7 Vertraglichkeit mit anderen Theorien

Von ihrem Ansatz her ist die Quantentheorie universell anwendbar auf alle Systeme, die
einen Konfigurationsraum (= Raum aller moglichen Bahnen) und ein darauf definiertes
Wirkungsfunktional besitzen. Im Prinzip kann also die Quantentheorie auf alle klassi-
schen physikalischen Theorien angewendet werden. Ob allerdings eine solche ‘Quantisie-
rung’ gelingt, héngt davon ab, ob die dabei auftretende Summe iiber alle Konfiguratio-
nen konvergiert oder zumindest auf geeignete Weise renormiert werden kann. Im Fall der
Elektrodynamik ist dies moglich, und hat zur Entwicklung der Quantenelektrodynamik
gefiihrt. Weitere Beispiele sind die Quantenchromodynamik und das daraus entstandene
Standard-Modell der Elementarteilchenphysik. Dagegen ist eine Quantisierung der all-
gemeinen Relativitdtstheorie bislang nicht gelungen. Im Gegensatz zu den vorherigen
Beispielen, bei denen es zu einem Quantenparallelismus von Objekten (Teilchen, Fel-
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der) in einer ungekriimmten Raumzeit kommt, fiihrt die Quantisierung der Gravitation
zu einem Parallelismus verschiedener Raumzeitkriimmungen, d.h. eine quantenmechani-
sche Koexistenz verschiedener raumzeitlicher Realisierungen. Es stellt sich jedoch heraus,
dass die Summe iiber solch eine fluktuierende Raumzeit zu unphysikalischen Divergen-
zen fiithrt. Eine Theorie der Quantengravitation zu entwickeln gilt heute als eines der
wichtigsten ungel6sten Probleme der theoretischen Physik.

1.2 Wellenfunktionen

Da die Postulate (a)-(c) keine probabilistischen Elemente enthalten, ist es moglich, die
quantenmechanischen Amplituden mit Hilfe des Wirkungsfunktionals exakt vorherzube-
rechnen, solange keine Messung stattfindet. Wie man diese Amplituden berechnen kann,
soll nun am Beispiel eines Massepunktes in einer Dimension gezeigt werden.

Eine wichtige Grofe ist die Summe der Amplituden aller Bahnen eines Teilchens von
einem gegebenen Startpunkt (x1,¢1) bis zu einem beliebigen raumzeitlichen Punkt (z,¢).
Diese Groke wird als Wellenfunktion bezeichnet und iiblicherweise mit dem griechischen
Buchstaben v geschrieben. Die Wellenfunktion ist bis auf Normierung gegeben durch

7/)($a t) X Z exXp (%’S[C(xl,tl)—%x,t)]) ) (16)

Clay,t)— ()

wobei iiber alle méglichen Bahnen C(y, ;1) (s von (21,%1) nach (z,t) summiert wird.
In dieser etwas vereinfachten Schreibweise bleibt es allerdings offen, wie diese Summe
iber unendlich viele denkbare Bahnen konkret auszufiihren ist und wie die einzelnen
Bahnen dabei zu gewichten sind. In einer priziseren Formulierung, die iiber den Rahmen
dieser Vorlesung hinausginge, handelt es sich bei dieser Summe um ein so genanntes
Pfadintegral, das mit Methoden der Funktionalanalysis zu behandeln ist. Doch auch mit
den im 4. Semester zur Verfiigung stehenden Methoden ist es méglich, die Zeitentwicklung
der Wellenfunktion abzuleiten, wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird.

1.2.1 Zeitentwicklung der Amplituden

Um die Zeitentwicklung der Wellenfunktion zu berechnen, betrachten wir ein infinitesi-
males Zeitintervall [¢,¢ 4 7] im Limes 7 — 0 und stellen die Frage, welcher Verinderung
die Wellenfunktion wihrend dieser Zeitdauer unterworfen ist, wie sich also t(z,t + 7)
von 1 (x,t) unterscheidet. Dabei ldsst sich ausnutzen, dass die Wirkung einer Bahn gleich
der Summe der Wirkungen ihrer Teilstiicke ist, dass also S[Ca—c] = S[Ca—p]+ S[Cr—(]
ist. Im vorliegenden Fall ldsst sich also die Wirkung in zwei Anteile aufspalten:

S[C(xl,tl)a(x,t—i-T)] = S[C(xl,tl)a(x’,t)] + S[C(x’,t)a(m,t—l-ﬂ')] . (17)

Da Amplituden exponentiell von der Wirkung abhéngen, multiplizieren sich demzufolge
die entsprechenden Amplituden der Teilstiicke, d.h. die Amplitude einer gegebenen Bahn
ist gleich

exp <%S [Ca: 7t1)—>(:c’,t)]) exp <%S [C(x’,t)ﬂ(x,H—T)]) :
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Abbﬂdung 1.3: Links: Die Summe der quantenmechanischen Amplituden aller Bahnen, die vom
Startpunkt bis zum Punkt (z,t) laufen, definiert eine Funktion ¢ (z,t), die als Wellen-
funktion bezeichnet wird. Rechts: Die Ableitung einer Differentialgleichung fiir die
Wellenfunktion beruht auf der Annahme, dass die Bahnen auf einem infinitesimalen
Zeitintervall der Breite 7 anndhernd geradlinig gleichférmige Bewegungen reprisen-
tieren.

Ebenso ldsst sich die Summe iiber alle Bahnen in Gl. (1.6) in zwei Einzelsummen zerlegen:

+o0 i
Yz, t+71) / da’ Z Z exp<ﬁS[C(x1,t1)_)(xl7t)])
T Chapi—@ ) e =)
1
X exp(ﬁS[C(x/i)_)(m’t_i_T)]) . (18)
Dabei ist 2’ die Position zur Zeit ¢, an der die beiden Teilstiicke der jeweils betrachteten
Bahn verbunden sind. Da iiber alle denkbaren Bahnen summiert werden soll, muss auch
iiber die Anschlussstelle 2’ integriert werden.

Durch ‘Ausklammern’ faktorisiert der Integrand und man erhilt

+00 i
Yz, t+71) / da’ Z exp<ﬁS[C(m1,t1)_>(m/7t)]>
e [Claq.t1)— (" 1)
o P(z! )
)
X Z eXp(ﬁS[C(m’,t)H(m,t—l-T)]) ) (19)

LCla’ )= (@,t47)

wobei der Ausdruck in der ersten eckigen Klammer proportional zur Wellenfunktion zur
Zeit t ist, also bleibt nur die Integration iiber 2’ sowie die Summe iiber alle Bahnen
innerhalb der infinitesimalen Zeitspanne 7 iibrig:

+oo

Yz, t+7) / da’ (2, t) Z exp(%S[C(xli)_)(erT)]) . (1.10)

o Clat )= (o t4+7)

Dabei lasst sich die Wirkung

t+7
S[C(x’,t)—%x,t-f-T)] = / dt'L(x(t'),x(t')) (111)
t
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als zeitliches Integral iiber die Lagrangefunktion L(Z,z) schreiben, von der wir der Ein-
fachheit halber annehmen, dass sie nicht explizit von der Zeit abhéngt.

Die wesentliche Annahme, mit der wir nun eine Differentialgleichung ableiten werden,
besteht darin, dass die Bahnen stetig differenzierbar sind. Dies hat zur Folge, dass die
Bewegung innerhalb des infinitesimalen Zeitintervalls [t, ¢+ 7] als geradlinig gleichférmig
angesehen werden kann (siehe Abb. 1.3), dass sich also die Lagrangefunktion wéhrend
dieser kurzen Zeitspanne nicht wesentlich dndert. Wir konnen also in dem obigen Integral
die Geschwindigkeit #(t') und die Position z(¢') im Limes 7 — 0 durch ihre Mittelwerte
ersetzen:

o /
)~ T8 a) ~ “2"“" (' eftt+7]). (1.12)
T
Weil die Summanden in der Summe ZC( ot dann nicht mehr von der jeweiligen

Bahn abhéngen, liefert die Summenbildung lediglich einen konstanten Faktor, der in der
Normierung von ¢ absorbiert werden kann. Damit vereinfacht sich das Integral zu

z—x x+2

+00 ;
Y(x, t+71) = /%/,/_ dz’ exp |:%TL< — )} P t), (1.13)

wobei A eine geeignete Normierungskonstante ist, die noch zu berechnen ist. Wie man se-
hen kann, haben wir auf diese Weise alle auftretenden ‘Summen iiber Bahnen’ eliminieren
kénnen und erhalten eine Integralgleichung fiir die Zeitentwicklung der Wellenfunktion

mit einem oszillierenden Integralkern.

1.2.2 Punktformiges Teilchen im Potential

Die Gleichung (1.13) ldsst sich im Limes 7 — 0 in eine partielle Differentialgleichung iiber-
fithren. Weil diese Rechnung in voller Allgemeinheit fiir beliebige Lagrange-Funktionen
sehr aufwendig ist, wollen wir uns hier auf den Spezialfall eines Massepunktes in einem
eindimensionalen Potential V' (z) beschréinken. In diesem Fall hat die Lagrangefunktion
die Form

L(d,z) = %j;? —V(z). (1.14)
und die Integralgleichung lautet
1 ~+o00 ; N2 /

P(a,t+71) = N/_oo da’ exp {%T (%(x Tf) —V(”“’J;x ))] W' ). (L15)
Mit der Substitution 2’ = z + a kann diese Gleichung etwas kompakter geschrieben
werden als

1 400 ; 2 ;
Yz, t+71) = NG /_OO da exp [Z;;i ] exp [—%V(az + a/2)} Y(xr+a,t). (1.16)

Im Argument der ersten Exponentialfunktion sehen wir, dass 7 wie a? skaliert. Wir
entwickeln deshalb die linke Seite und die im Integranden auftretenden Terme bis zur
ersten Ordnung in 7 und bis zur zweiten Ordnung in a:

‘ Y(x,t+71) = w(az,‘t) + 7O (z, t) + (’)(7'2) (1.17)
exp —%V(m—{—aﬂ) = 1- %V(:z:) + O(r?) (1.18)

2
b(@+at) = 9+ adu(z,t) + %agw(x,t) 0. (1.19)
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Mit diesen Ndherungen erhalten wir:

ima?

Y(z,t) + 10p(z,t) = /%/ /_J:O da exp[ o7 ] (1 - Z%—V(az)) (1.20)

a2
< (. 1) + adab(a, ) + FOb(a, ) + O, a?).

Die hierin zu l6senden Integrale sind von der Form

/da e’ , /daae”“2 , /da a? e’ , (1.21)

wobei v = m/2hT ist.
Bemerkung: Die Berechnung solcher schnell oszillierenden Integrale ist nichttrivial, da
sie nicht konvergieren. Ein &hnliches Problem kennen Sie bereits im Zusammenhang mit
kontinuierlichen Fourier-Transformationen. Beispielsweise ist das oszillierende Integral

/‘ dk e

nicht konvergent, dennoch benutzt man, dass es gleich 2w (z) ist. Um zu diesem Ergebnis
zu gelangen, miissen oszillierende Integrale geeignet regularisiert werden. Dies kann bei-
spielsweise durch eine schwache exponentielle Dédmpfung geschehen, deren Koeffizienten
man anschlieflend gegen Null gehen ldsst. Im vorliegenden Fall bietet sich vor allem die
analytische Fortsetzung an. Dazu setzen wir v = ¢k mit k > 0, berechnen das nunmehr
Gauf’sche Integral und machen schlieflich die Substitution riickgéngig. Man erhalt:

e iva2 0 iva? oo ina2 1 -
/ dae™ = \/ir/v, / daae™ =0, / dad® e = 5\/—2'7r/*/3. (1.22)

Zunéchst vergleicht man die Terme nullter Ordnung in Gleichung (1.20), indem man
a =7 = 0 setzt. Da man auf der rechten Seite von

1 400 ; 2
P(z,t) = /T//—oo da exp[zg;ii]xb(az,t) (1.23)
die Wellenfunktion vor das Integral ziehen kann, erh&lt man einen Ausdruck fiir die
Normierungskonstante:

2mih

m

Setzt man dieses Ergebnis in GI. (1.20) und fiithrt mit Hilfe von Gl. (1.22) die auftretenden
Integrale aus, so erhélt man:

la,t) + o t) = (1- %V(m)) (Vi) + Zi—nzagw(x,t)) + 0. (1.25)

Ein Vergleich der Terme erster Ordnung fithrt auf die partielle Differentialgleichung

2
iho (1) = —;—m 02z, 1) + V(@) (. 1), (1.26)

Dies ist die Schrodingergleichung, die wir hier allein aus den Postulaten der Quantentheo-
rie abgeleitet haben. Die Schridingergleichung ist eine partielle Differentialgleichung, wel-
che die Zeitentwicklung der Wellenfunktion eines Teilchens in einem Potential beschreibt.
Sie wird auch haufig als zeitabhdngige Schridingergleichung bezeichnet.
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1.3 Die Schrodingergleichung

1.3.1 Allgemeine Form der Schrédingergleichung

Die im vorherigen Abschnitt abgeleitete Schrédingergleichung gilt fiir den Spezialfall eines
Massepunkts in einer Dimension, der sich in einem Potential V' (z) bewegt. Auf dhnliche
Weise liefse sich auch fiir kompliziertere Systeme in héheren Dimensionen eine geeignete
Schrodingergleichung fiir die Zeitentwicklung einer Wellenfunktion (&, ¢) ableiten. Bei
einer solchen Rechnung, auf die im Rahmen dieser Vorlesung verzichtet werden soll, stellt
sich heraus, dass die rechte Seite der Schrédingergleichung stets eine dhnliche Struktur
besitzt wie die Hamiltonfunktion H(p, &) des betrachteten Systems.

Zur Erinnerung: Die Hamiltonfunktion H (7, #) geht aus der Lagrangefunktion L(Z,Z)
durch eine Legendretransformation hervor, wobei ' der durch p; = 9L/0x; gegebene ge-

neralisierte Impuls ist. Im Regelfall ist H =T + V gleich der Gesamtenergie des Systems.

Dies bedeutet konkret, dass sich die Schrodingergleichung stets in der Form
ihOpp(Z,t) = H(—ihV, Z) ¢(Z,1) (1.27)

schreiben ldsst, d.h. auf der rechten Seite steht die Hamiltonfunktion in welcher der Im-
puls p formal durch den Gradienten —ihAV ersetzt worden ist. Diese Hamiltonfunktion,
die nunmehr Differentialoperatoren enthélt, wird dann auf die Wellenfunktion (%, t)
angewandt. Offenbar wird dadurch der in Gl. (1.26) behandelte Spezialfall korrekt repro-
duziert.

Dieses formale ‘Kochrezept’ ist bereits frithzeitig von Niels Bohr formuliert worden und ist
heute als Bohrsches Korrespondenzprinzip bekannt. Diesem Rezept zufolge erhilt man
die korrekte Wellengleichung, indem man in der klassischen Energie-Impuls-Beziehung
(hier H = E) die formale Substitutionen

E —ihd,, §— —ihV (1.28)

vornimmt und beide Seiten auf eine Wellenfunktion anwendet. Ein klassisches Problem
kann also quantisiert werden, indem man die Erhaltungsgroéften formal durch geeignete
Ableitungsoperatoren ersetzt.

1.3.2 Wahrscheinlichkeitsdichte, Kontinuitidtsgleichung und Normierung
der Wellenfunktion

Gemél Postulat (d) ist die Wahrscheinlichkeit pro Volumen, bei einer Messung das Teil-
chen zur Zeit t am Ort Z zu finden, proportional zum Betragsquadrat der aufsummierten
Amplituden der Bahnen, die zur Zeit £ den Punkt & erreichen. Da jene Summe aber nichts
anderes ist als die Wellenfunktion, ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, die wir mit p(Z,t)
bezeichnen wollen, durch

(1.29)

ko

gegeben, wobei ‘“*” wie {iblich fiir die komplexe Konjugation steht.
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Weil das Teilchen zu einem gegebenen Zeitpunkt irgendwo im System zu finden sein muss,
ist das rdumliche Integral iiber die Wahrscheinlichkeitsdichte immer gleich 1, woraus sich
unmittelbar eine Normierungsbedingung fiir die Wellenfunktion ergibt:

/d%p(f,t) = /d?’xzp*(f,t)w(i‘,t) = 1. (1.30)
Man benutzt fiir diese Norm auch die Notation |[¢|| = [ d3z¢*(Z, )9 (Z,t) = 1.

Offenbar ist die Interpretation von p(Z, t) als Wahrscheinlichkeitsdichte nur dann sinnvoll,
wenn sich die Normierung bei fortschreitender Zeit nicht dndert, wenn also

% A3z p(Z,t) = /d?’x(‘)t p(Z,t) =0 (1.31)

ist. Die Schrédingergleichung sollte also so beschaffen sein, dass sie die Normierung der

Wellenfunktion erhalt.

Um dies zu iiberpriifen, leiten wir zuniichst eine Differentialgleichung fiir die lokale An-
derung der Wahrscheinlichkeitsdichte ab. Dazu betrachtet man die zeitliche Ableitung

atp(fa t) = 0 [¢* (f’ t)?/)(f, t)] = [81‘/7;[)(5’ t)] " ¢(fa t) + ¢* (f’ t) [81‘/7;[)(5’ t)] (1'32)

oder kurz p = U¥*1 + 1*1). Setzt man hier die Schrodingergleichung (1.27) ein, so erhélt
man

S 1 . - N /= 1 : - -
Op(@ ) = | H(=ihV, &) (@ )| (@ 1) + v (F,0)| = H (=ihV, #) v(7. )
1 . - N - : - -
= = (— [H(—zhv, a:) zﬁ(az,t)] (&, t) + Y (Z,1) [H(—zhv, :17) ¢(33,t)D .
In vielen Fallen setzt sich die Hamiltonfunktion aus kinetischer und potentieller Energie
zusammen, d.h.

2
H(—ihV, Z) (%, t) = —;—mV2¢(f,t) + V(Z) (T, ). (1.33)
Da beim Einsetzen die Terme mit der potentiellen Energie herausfallen, gelangt man zu
h *
(@ 1) = 5 ([Vi@. 0] v@.n — '@ 0|V n]) 139
oder kurz "
p= 5= (V%" — V). (1.35)
mi
Wegen
V-V = VY] = (V) + V'V — V' Ve — (V)
= YV — "V (1.36)
kann man Gl. (1.35) schreiben als?
h
p= 5=V (Vi) =" Ve] (1.37)

3Im Folgenden wollen wir die Konvention verwenden, dass ein Differentialoperator stets auf alle Funk-
tionen nach rechts wirkt. V f(Z)g(Z) wirkt beispielsweise sowohl auf f als auch auf g, so dass die
Produktregel anzuwenden ist. Davon abweichend deuten runde Klammern an, dass der Operator
nur auf die Anteile innerhalb der Klammer wirkt, so wirkt beispielsweise der Differentialoperator in
(Vf(Z))g(Z) nur auf die Funktion f.
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also als Gradient einer Funktion. Mit der Definition der Wahrscheinlichkeitsstromdichte

7 = oo (47 Ve — (V")) (1.38)
gelangt man zur Kontinuitatsgleichung

0 2

pri p(Z, )+ V-5 (Z,t) =0 (1.39)

die sich auch kurz als p+ V- j = 0 schreiben liisst. Die Kontinuititsgleichung driickt die
Erhaltung der Normierung der Wahrscheinlichkeitsdichte in differentieller Form aus.
Bemerkung: Aus der Elektrodynamik wissen Sie, dass man Erhaltungssétze sowohl lokal
durch Kontinuitdtsgleichungen als auch global mit Hilfe von Integralen formulieren kann.
Um die integrale Form zu gewinnen, integriert man die Wahrscheinlichkeitsdichte iiber ein
vorgegebenes Volumen V' und wendet den Gaufschen Integralsatz an

d dzp( 1) = / o (z,t):—/di‘zvj(f,t):—f j(@,t)dS.  (1.40)
dt at” v ov

wobei V die Oberfliche und dS ein Oberflichenelement bezeichnet. Die zeitliche Anderung

der Aufenthaltwahrscheinlichkeit des Teilchens im Volumen V' ist also gleich dem Wahr-
scheinlichkeitsfluft durch die Oberfliche OV. Erstreckt sich V' iiber den ganzen zur Verfii-
gung stehenden Raum, verschwindet die rechte Seite und man erhélt die Bedingung (1.31).

Damit ist nachgewiesen, dass die Schrédingergleichung die Normierung erhélt.

1.3.3 Erwartungswerte
Erwartungswert bei Ortsmessung

Geméf dem Postulat (d) ist das konkrete Ergebnis einer Messung im Allgemeinen unvor-
hersagbar, jedoch kann die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Messergebnisse berech-
net werden. Bei der Messung des Aufenthaltsortes & ist diese Verteilung gerade durch

die Wahrscheinlichkeitsdichte p(Z,t) gegeben.

Von besonderem Interesse ist in vielen Fallen das zu erwartende arithmetische Mittel der
Messwerte, der so genannte Erwartungswert einer Messung. Offenbar wird man bei einer
Messung des Aufenthaltsortes im Mittel das Ergebnis

) = [ &3z 7 p(Z,t) B [ Bz *(Z, ) T (T, 1)
- [ &Bxp(@ ) [ dBrgr (T )0(F, )

erhalten, wobei die Nenner gleich 1 sind sofern die Wellenfunktion bzw. die Wahrschein-

lichkeitsdichte bereits korrekt normiert ist, was wir in den folgenden Abschnitten voraus-

(1.41)

8|

setzen wollen.

Erwartungswert bei Impulsmessung

Auf dhnliche Weise konnen wir den Erwartungswert der Geschwindigkeit 7 bzw. des
Impulses p eines Teilchens ermitteln. Offenbar ist

pt) = mg(t) = m/d?’x:i"—p(i",t) = —m/d?’va-f(f,t), (1.42)
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wobei im letzten Schritt die Kontinuitétsgleichung eingesetzt wurde. Durch komponen-
tenweise partielle Integration geht dieser Ausdruck in

p(t) = +m/d3xj‘(a:~’,t) = %/d% (V*Vip — pV*) (1.43)

iiber, also in ein Raumintegral iiber die Wahrscheinlichkeitsstrome. Dabei wurde voraus-
gesetzt, dass die Wellenfunktionen im Unendlichen (oder an den Réndern des betrach-
teten Systems) gleich Null sind, so dass die Randterme bei der partiellen Integration
wegfallen. Eine weitere partielle Integration des zweiten Summanden in runden Klam-
mer fithrt schlieflich auf

p(t) = / Bz y*(Z,t) [~ihV] (T, ). (1.44)

Erwartungswert der Energie

Analog ldsst sich fiir ein Teilchen in einem Potential der Erwartungswert fiir eine Ener-
giemessung ausrechnen. Dazu muss man zunéchst den Erwartungswert des quadrierten
Impulses ausrechnen*. Wegen Gl. (1.44) ist es plausibel, dass

() = / B (7, 1) [—ihV] - [—ihV] V(& 1) (1.45)
—h2V?2

ist, was wir hier ohne Beweis akzeptieren wollen. Da E = p?/2m + V ist, wird man auf
den Ausdruck

2
E(t) = /d%zﬁ*(f,t) [—S—mszrV(:E)]w/)(:ﬁ,t) (1.46)

gefithrt. Da in den eckigen Klammern die rechte Seite der Schrodingergleichung erscheint,
konnen wir diese einsetzen und erhalten

B(t) = / B (7, 1) (O] (E 1) (1.47)

Allgemeine Struktur von Erwartungswerten

An dieser Stelle erkennt man auf sehr schone Weise das Bohrsche Korrespondenzprinzip.
Fiihrt man némlich fiir einen beliebigen Operator A (z.B. ein Differentialoperator) formal
die Notation

(A)y = /d?’xzp*(f,t)Aw(f,t) (1.48)

ein, so erhdlt man fiir die Erwartungswerte von Ort und Impuls

Z(t) = (T), Pt) = (~ihV)e,  B(t) = (ihdy): . (1.49)

Dieser Operatorformalismus wird spéter noch eingehender behandelt.
*Man beachte, dass der Erwartungswert des Quadrats einer Gréfe und das Quadrat des Erwartungs-
werts derselben Grofe im Allgemeinen verschieden sind.
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Bemerkung: Sie kdnnen an dieser Stelle schon erkennen, dass der Impuls, also die Ge-
schwindigkeit des Teilchens, um so grofer ist, je schneller sich ¢(&#, t) als Funktion vom Ort
dndert, denn nur dann kann der Ableitungsoperator einen Beitrag liefern. Ebenso ist die
Energie um so grofer, je schneller sich die Wellenfunktion zeitlich &ndert. Wie wir spéter
noch genauer sehen werden, wird der Impuls in der Tat durch rdumliche Oszillationen, die

Energie hingegen durch zeitliche Oszillationen in der Wellenfunktion codiert.

1.3.4 Ehrenfestsches Theorem

Das Theorem von Ehrenfest besagt, dass sich Erwartungswerte dhnlich verhalten wie
die entsprechenden klassischen Grofen. Dieser Sachverhalt soll hier am Beispiel eines
Teilchens in einem Potential demonstriert werden. Dazu leiten wir den Erwartungswert
des Impulses nach der Zeit ab:

dj o d . _ . 3 * *
GFO = vy = —ib [ @o(@u)To 4w V@w) (150
Nach Einsetzen der Schrodingergleichung (1.26) erhilt man
A= = _in [ ade ([P w2 4 Lyl o[ g2y L
~F (1) = zh/d z <[2mv )+ mvz/)] Vi + v[zmv b+ mw’]) . (151)

Wegen der Komplexkonjugation heben die kinetischen Terme mit den Laplaceoperatoren
nach zweifacher partieller Integration gegenseitig heraus, so dass nur die Potentialterme
iibrig bleiben:

1 1
= - 3 = * Tk
10 zh/d o~ VIV + g IVY)
- / d3x<V¢*Vzp PV ) — zp*vw) (1.52)
= /d% P(VV)yY = —VV.
Fiir die Mittelwerte erhdlt man also eine Relation, die der dazugehorigen klassischen

Relation, in diesem Fall der Newtonschen Bewegungsgleichung %ﬁ = —VV, formal ent-
spricht.

1.4 Einfache Quantensysteme

1.4.1 Das freie Teilchen
Ebene Wellen

Wir kommen nun zu konkreten physikalischen Beispielen einfacher Quantensysteme.
Schon das kréftefreie Punktteilchen, das sich in der klassischen Physik geradlinig gleich-
formig bewegt, hat in der Quantenmechanik nichttriviale Eigenschaften.



1.4 Einfache Quantensysteme 17

Die Schrédingergleichung eines freien Teilchens lautet

2
ihopp(E,t) = n Vi)(Z,t). (1.53)

T 2m

Eine offensichtliche Losung dieser Differentialgleichung ist die ebene Welle
W(Z,t) o« exp(ik - T — iwt). (1.54)

Dabei ist k& der Wellenvektor und w die Kreisfrequenz der Welle. Einsetzen in die obige
Gleichung liefert die Dispersionsrelation
R2k?
hw=—— 1.55
o (1.55)

Eine ebene Welle hat jedoch die Eigenschaft, dass das Betragsquadrat von t(Z,t) kon-

stant ist so dass diese Losung nicht normiert werden kann. Physikalisch entspréche eine
solche Losung dem Grenzfall eines Teilchens, das an jedem Punkt des Raums koexistiert.

Wellenpakete

Obwohl eine ebene Welle nicht normierbar ist, kénnen Linearkombinationen verschiede-
ner Wellen sehr wohl normierbar sein weil die Norm nicht linear, sondern quadratisch in
den Amplituden ist. Die allgemeinste Form einer solchen Linearkombination ist

W(F, 1) = %ﬂ/d%f(é)e“?f—w(’?)t (1.56)

(27)

wobei die (im allgemeinen komplexwertige) Funktion f(k) die Rolle von ‘Koeffizienten’
spielt. Aukerdem ist w(k) = hk?/2m womit sichergestellt wird, dass eine solche Linear-
kombination tatsiachlich eine Losung der freien Schrodingergleichung (1.53) ist.

Bemerkung: Die Norm dieser Linearkombination kann leicht ausgerechnet werden:

: 1 : : : Sl o R BV il (B —w (R
/d".’L‘u‘)*w = @ /d":l:/d"l{://d"k:f*(k: Vf(k)eltE =R F milwR) w0t (g 57)

=/

= # /d:sk/ /(13k‘ (27T)3 (SS(E - E')f*(A )f(/;) _ /d‘kf*(/;)f(lj)

Wenn also die Funktion f(I;) dass das Integral auf der rechten Seite endlich ist, ist auch

die entsprechende Wellenfunktion normierbar.

Da die Funktion f(k) die Wellenfunktion t(Z,¢) vollstéindig festlegt, besitzt sie auch
die vollstéindige Information iiber eine mégliche Anfangsbedingung z.B. bei ¢ = 0. Denn

wegen
- 1 2N ik #
W(Z,0) = W/d?’kf(k)ek (1.58)
ist f(k) die Fourier-Transformierte von $(Z,0), d.h.
7 1 oo ik E
F(7) = W/d?’xw(x,O)e P (1.59)

Damit wird es moglich, bei gegebener Anfangsbedingung ¢ (Z,0) eine formale Losung
der Schrodingergleichung anzugeben:

BT, 1) = (21)3 /d%/d%’w(f’,o) ¢tk (@ =3 )—iw(k)t (1.60)
T
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Ruhendes Gaullsches Wellenpaket in einer Dimension

Angenommen die Wellenfunktion hétte anfangs die Form einer Gaufs-Glocke, wie sdhe
dann die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion aus?

Um diese Frage zu beantworten, setzt man die korrekt normierte Gaufsverteilung mit
Standardabweichung og

Y(Z,0) = ot exp(—x—Z) (1.61)

(2m)3/4 0_8/ 2 4o

in die formale Losung (1.60) ein und berechnet die Integrale.

Merke: Die Fouriertransformierte einer Gaufsverteilung in einer Dimension

1 ike —ax2/402 — k202
— [ dke"e 0 = V2ope 0 1.62
V2T / 0 ( )

ist wiederum eine Gaufiverteilung, deren Breite proportional zum Kehrwert der urspriing-

lichen Breite ist.

Das Resultat lautet:

2

1 _ 1 -5
(F 1) = 3/d3ke“” iw(k)e /d3 e e (1.63)
@m (2m)/1 oy
_ 27r /dgk‘elk T —iw(k )t (871'0' )3/4 o2k?
— 87TO-O 3/ /d3k‘ ezk T — J %)kQ

3/2 2
99

T
mvas O\~
e i)

Um zu berechnen, wie wahrscheinlich es ist, das Teilchen in diesem zeitabhdngigen Wel-
lenpaket bei einer Ortsmessung am Ort Z zu finden, bestimmen wir die Wahrscheinlich-
keitsdichte

p(Z,t) = (&, t)Y(T,t) (164
_ op exp(- 2 ) 22 )
QP 2(og + a2 TN A+ 8 AR - )

1 ( x? )
= exXpl——————55— | -
(277)3/2(084'4?5;23)3/2 2(02+ R212 )

0 4m2o}3

An diesem Ergebnis liest man ab, dass die Verteilung gaulsférmig bleibt, jedoch als Funk-
tion der Zeit breiter wird. Die effektive Breite o(t) wichst dabei quadratisch in der Zeit:

h2t2

Dieser Effekt wird als das Zerflieflen des Wellenpakets bezeichnet.
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Beispiel: Auf makroskopischer Skala ist dieser Effekt so gut wie nicht sichtbar, wihrend
er auf der Nanometerskala und darunter eine signifikante Rolle spielt. Nimmt man an, dass
die anfingliche Unschérfe o9 dem Radius R des Teilchens entspricht, verdoppelt sich bei-
spielsweise die Breite o des Wellenpakets im Zeitraum 7' = \/Emag/ﬁ geméf der folgenden

Tabelle:
Objekt | Radius | Masse | T
Wasserstoffmolekiil | 107" m | 107 kg | 3 x 107 s
typ- Nanoteilchen 10%m | 100 kg | 3x107°
Sandkorn 107°m | 107" kg | ca. 1 Jahr

Bewegtes GauBsches Wellenpaket

Das zuvor betrachtete Wellenpaket verbreitert sich zwar, bleibt aber am Ursprung & = 0
zentriert und représentiert daher ein ruhendes Teilchen. Wie aber muss man die Wellen-
funktion wéhlen, damit sich das Teilchen bewegt?

Nach dem Bohrschen Korrespondenzprinzip wird der Impuls p" eines Teilchens durch den
Gradienten —ihV repriisentiert, der Impuls wird also durch eine riumliche Anderung
der Wellenfunktion codiert. Dies legt den Ansatz nahe, dem Wellenpaket eine zusétzliche
rdumliche Welligkeit aufzuprégen, es also mit einem raumlich oszillierenden Faktor zu
multiplizieren:
xz
1 T 102 —iq-T
373 € e

(2m)3/% o

(=)

W(7,0) = (1.66)

wobei ¢ ein konstanter Vektor ist. Eine analoge Rechnung fithrt dann auf das Resultat

2
. 1 —z _ig@
Tt = ket BNk T [ g3,/ (kT 1o 1.67
Vi@, 1) ‘ / (277)3/4 i (167)
08/2 ( 2?2 + 4iodq - T + 2zht00q2/m)
= . exp| — .
(2m)3/4(0f + g3/ 4(of + 5)
Wiederum berechnen wir das Betragsquadrat und erhalten die Wahrscheinlichkeitsdichte
p(F, 1) = B(F, )T, L) (1.68)

(& — htq/m)?
- (- E Iy

(2m)3/2(0d + 2L ;UO )3/2 2(a3 + 4’;—22%)
Das Wellenpaket zerfliefst also genau so wie im vorherigen Beispiel, jedoch bewegt es sich
dabei mit der konstanten Geschwindigkeit 7 = hg'/m.

Warum zerflieBen Wellenpakete?

Wenn man ein Wellenpaket spektral nach ebenen Wellen zerlegt, also eine Fouriertransfor-
mation durchfiihrt, so findet man, dass es sich aus unendlich vielen Wellen unterschiedli-
cher Wellenzahl additiv zusammensetzt. Beispielsweise ist die Fouriertransformierte einer
Wellenfunktion in Form einer Gaufiglocke wiederum eine Gaufiglocke mit einer gewissen
Breite. Die Situation ist ahnlich wie bei einem Paukenschlag, dessen Spektrum unendliche
viele Frequenzen aufweist, die umso breiter verteilt sind, je kiirzer der Schlag ist.
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Auf der anderen Seite haben wir gesehen, dass der Impuls ¢ nach der Bohrschen Korre-
spondenzregel durch den rdumlichen Gradienten —:hAV représentiert wird, welcher ange-
wandt auf ebene Wellen den Faktor —ihk? nach vorne bringt. Die rdumliche Wellenzahl
k codiert also den Impuls und damit die Geschwinditkeit des Teilchens. In diesem Sinne
ist ein Wellenpaket eine Superposition ein und desselben Teilchens, das in verschiedenen
Geschwindigkeitsrealisierungen koexistiert. Die Wellenfunktion besteht also aus langsa-
meren und schnelleren Komponenten, die sich voneinander entfernen.

Offenbar ist solch ein Effekt nur moglich, wenn die Geschwindigkeit des Teilchen von
seinem Impuls abhéngig ist. Dies ist bei massiven nichtrelativistischen Teilchen der Fall
und findet seine Entsprechung in einer nichtlinearen Dispersion. Masselose Teilchen wie
z.B. Photonen bewegen sich dagegen mit konstanter Geschwindigkeit (nédmlich ¢), so dass
es nicht zum Zerfliefen eines Wellenpakets kommt. In der Tat bleibt ein Lichtblitz auch
nach langer Laufzeit im Vakuum lokalisiert in Raum und Zeit.

Merke: Das Zerflieken von Wellenpaketen massiver Teilchen beruht anschaulich darauf,
dass das Wellenpaket eine Superposition von Anteilen ist, die sich mit unterschiedlicher

Geschwindigkeit bewegen.

1.4.2 Der unendliche hohe Potentialtopf
Formulierung durch Randbedingungen

Die diskutierten Wellenpakete sind sogenannte ungebundene Zustinde, die sich frei im
Raum bewegen konnen. Im Gegensatz dazu werden gebundene Zustinde durch ein Po-
tential in ihrer Bewegungsfreiheit auf einen endlichen rdumlichen Bereich eingeschrénkt.

Das einfachste System mit gebundenen Wellenfunktionen ist der unendlich hohe Poten-
tialtopf in einer rdumlichen Dimension mit der Breite a, dessen Potential durch

fall >a/2
Vi) = {0 falls fal 2 af (1.69)
0 falls |z| < a/2

gegeben ist. An der Struktur der zeitabhéngigen Schriodingergleichung (1.26) liest man
sofort ab, dass in Regionen mit unendlich grofem Potential die Wellenfunktion verschwin-
den muss und damit dort auch die Wahrscheinlichkeitsdichte gleich Null ist. Die unendlich
hohe Potentialstufe stellt also fiir das Teilchen eine undurchdringliche Barriere dar.

Da das Potential auf dem Intervall —a/2 < x < a/2 gleich Null ist, kann man statt der
Schrodingergleichung (1.26) ebensogut die freie Schrodingergleichung (1.53) mit einer
Dirichlet-Randbedingung® 1(—$%,¢) = ¢(+%,t) = 0 lsen. Dieses Problem, das wir im
folgenden analytisch 16sen wollen, wurde von W. Kinzel und G. Reents in der Vorlesung
‘Computational Physics’ numerisch behandelt und iiberrascht durch seine Komplexitit.
Dazu wurde als Anfangsbedingung ein sich bewegendes hinreichend lokalisiertes Wellen-
paket in die Mitte des Potentialtopfes gew#hlt. Sobald dieses Wellenpaket die Potenti-
alstufe erreicht, wird es durch komplexe Interferenzphinomene reflektiert, nimmt dann
jedoch wieder die Form eines Wellenpakets an. Bei fortschreitender Zeit fiihrt aber das

5Zur Erinnerung: Bei Dirichlet-Randbedingungen ist die untersuchte Funktion am Rand gleich Null,
wihrend bei von-Neumann-Randbedingungen ihre Normalableitung gleich Null ist.
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Abbildung 1.4: Zeitentwicklung des Absolutbetrags einer Wellenfunktion in einem Kas-
ten |[W. Kinzel und G. Reents|. Die Zeitachse lauft von hinten nach vorne,
die rdumliche Koordinate in horizontaler Richtung.

zunehmende Zerfliefen des Wellenpakets zu komplizierten raumzeitlichen Interferenzphé-
nomenen (siehe Abb. 1.4).

Stationdre Wellenfunktionen

In gebundenen Systemen sind vor allem die stationdren Wellenfunktionen von Interesse.
Eine Wellenfunktion (&, t) heifit stationér, wenn alle Erwartungswerte zeitunabhingig
sind, wenn also fiir alle linearen Operatoren A die Ableitung

d d

—(A) = — | Pz *(@,t)Ap(Z,t) = 0 1.70
G = 5 [ ez@nana.y (1.70)
ist. Dies bedeutet insbesondere, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte p(Z,t) = ¢*(Z,t)y(Z, t),
ein Teilchen am Ort £ zu finden, zeitunabhéngig ist.

Bemerkung: Ein Beispiel fiir stationdre Wellenfunktionen sind die aus der Chemie be-
kannten Orbitale der Hiillenelektronen wie z.B. das radialsymmetrische s-Orbital des Was-
serstoffatoms. Solche Orbitale verdeutlichen auf eindrucksvolle Weise die Andersartigkeit
einer quantenmechanischen Superposition im Vergleich zu einer gew6hnlichen Wahrschein-
lichkeitsverteilung. Wére némlich das Elektron ‘in Wirklichkeit’ lokalisiert, miisste es sich
entlang einer Bahn um den Kern bewegen. Da es aber elektrisch geladen ist, wiirde es dabei
elektromagnetische Wellen abstrahlen, was aber nicht geschieht. Vielmehr koexistiert das
Elektron simultan an vielen verschiedenen Orten in seinem Orbital; es ist delokalisiert ohne

sich zu bewegen, strahlt deshalb auch keine elektromagnetischen Wellen ab.

Hinrichsen — Skript Quantentheorie I
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Stationdre Wellenfunktionen lassen sich faktorisieren in einen ortsabhéngigen Betrag und
eine zeitabhingige Phase

Y(T,t) = (@) e XY (1.71)

wobei das Minuszeichen im Exponential eine Konvention ist. Setzt man diesen Ansatz
beispielsweise in die zeitabhéngige Schrodingergleichung fiir das freie Teilchen in einem
Potential
h2
ho(,t) = —o— V(T 1) + V() (&, t) (1.72)

2m

ein, so erhilt man nach Division durch e~ die Differentialgleichung

2
IDOE) = 5 V20(F) + V(F)O(E). (173)
Offenbar hat diese Differentialgleichung nur dann eine Losung, wenn x(¢) konstant ist,
wenn also x(t) = x(0) + wt ist. Weil man x(0) als konstante Phase in ¢(Z) absorbie-
ren kann, kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit x(0) = 0 annehmen. Eine
stationdre Wellenfunktion besitzt also einen konstanten Betrag und eine gleichférmig
rotierende komplexe Phase, d.h.

WE 1) = BE) (1.74)
wobei ¢(Z) Losung der Differentialgleichung

h2
2m

VEG(T) + V(Z)$(T) = hwe(T) (1.75)

ist. Da der Energieerwartungswert einer solchen Wellenfunktion nach Gl. (1.47) gleich
hw ist, ersetzt man hw durch F und erhéilt so die stationdre Schriodingergleichung

h2
[ V2 V(@)|e = Es|. (1.76)

_2m

Die stationdre Schrodingergleichung geht also aus der zeitabhéngigen Schrédingerglei-
chung durch einen Produktansatz hervor, mit dem die Wellenfunktion ¢ (Z,t) als ein
Produkt einer riumlichen Funktion ¢(Z) und einem Phasenfaktor e *#¥/" dargestellt
wird. Solche Wellenfunktionen haben die Eigenschaft, dass Erwartungswerte bei Mes-
sungen stationdr, d.h. zeitunabhfngig sind. Der rdumliche Anteil ist dabei analog zur
urspriinglichen Funktion durch

6l = /V B §* (7)p(F) = 1 (1.77)

ZU normieren.

Die stationére Schrodingergleichung ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
in Form einer Eigenwertgleichung, wobei die Energie E' der zu bestimmende Eigenwert
ist. Diese Energieeigenwerte nehmen in gebundenen Systemen in der Regel diskrete Werte
an, sind also ‘quantisiert’.
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Lésung der stationdren Schrodingergleichung

Wir bestimmen nun die stationfiren Losungen im unendlich hohen Potentialtopf. Dazu
losen wir die stationédre Schrodingergleichung (1.76) fiir V' = 0 mit der Randbedingung
#(—a/2) = ¢(a/2) = 0. Die Losungen sind eindimensionale Wellen, die an den Réndern
Knotenpunkte besitzen, also die Wellenlédngen A\ = 2a/n, wobei n € N ist:

\/gcos(mm:/a) falls n =1,3,5,...
\/gsin(mrx/a) falls n = 2,4,6,...

Man erhilt also Wellen unterschiedlicher Paritit, die entweder symmetrisch oder anti-
symmetrisch in Bezug auf Spiegelungen am Ursprung sind. Die Existenz von antisymme-
trischen Eigenfunktionen bei einem symmetrischen Potential mag zunédchst widerspriich-
lich wirken, ist aber physikalisch konsistent, da die Wahrscheinlichkeitsdichte als messbare
Grofke quadratisch in ¢(x) und damit immer symmetrisch ist.

bn(z) (1.78)

Die zu den Eigenfunktionen gehtrenden Energien nehmen diskrete Werte

K2 w2 n?

E, = (1.79)

2ma?

an, sind also ‘quantisiert’, womit sich der Name ‘Quantentheorie’ erklart. Diese Quante-
lung wird um so ausgeprégter, je leichter das Teilchen und je kleiner der Potentialtopf
ist.

Die Wellenfunktion mit der kleinsten Energie ¢1(Z) wird als Grundzustandswellenfunk-
tion oder kurz Grundzustand bezeichnet. Dieser Grundzustand ist von besonderer Be-
deutung, weil Systeme mit Temperatur Null ihre Energie minimieren und daher bestrebt
sind, den Grundzustand anzunehmen. Es ist bemerkenswert, dass bereits der Grundzu-
stand eine positive Energie Fy = 2}1;7;22 > 0 besitzt. Diese ist um so grofer, je kleiner der
Potentialtopf ist. Ein Teilchen einzusperren kostet also — anders als in der klassischen
Physik  Energie. Dieses Phinomen ldsst sich bei allen gebundenen Quantensystemen

beobachten.

Bemerkung: Ein grofies ungelostes Rétsel der heutigen Physik besteht darin, dass das
gesamte Universum in all seinen Freiheitsgraden eine extrem hohe Grundzustandsenergie-

dichte haben sollte, die man jedoch nicht beobachtet.

Zeitabhdngige L6sung

Die Wellenfunktionen des unendlich hohen Potentialtopfs bilden ein vollsténdiges System
von Fourier-Moden, nach denen jede beliebige Anfangsbedingung ¢ (z,0) zum Zeitpunkt
t = 0 entwickelt werden kann. Es existieren also Koeflizienten ¢,, € C derart dass

[e.e]
Un(2,0) = > cn (@) (1.80)
n=1
ist. Diese Entwicklung kann benutzt werden, um eine formale zeitabhfngige Losung an-
zugeben:
o0
Yp(z,t) = Z Cn O () e Ent/R (1.81)

n=1
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Abbildung 1.5: Potentialtopf mit Breite a und Tiefe V; (siehe Text).

Auf diese Weise kann zum Beispiel das Bild in Abb. (1.4) erzeugt werden.

Endlich tiefer Potentialtopf

Wir betrachten nun das Potential

fall >a/2
Vi) = {° alls |z] 2 af (1.82)
Vo falls |z] < a/2

In der klassischen Physik wiirde ein Teilchen mit der energie —V) < E < 0 zwischen
den Winden des Potentialtopfs hin und her reflektiert werden. Dagegen ist ein quan-
tenmechanisches Teilchen in der Lage, in die Wand des Topfes einzudringen, da die
Potentialbarriere eine endliche Hohe besitzt.

Wie im vorherigen Beispiel besitzen die Eigenfunktionen eine gerade oder ungerade Pari-
tdt. Fiir die Wellenfunktion kénnen wir deshalb in den drei Bereichen getrennte Ansétze
machen, und zwar fiir Losungen mit gerader Paritdt die symmetrischen Ansétze

¢'(z) = Ae™®,  ¢M(z) = cos(Bz), o'T(x)=Ae™", (1.83)
bzw. fiir Losungen mit ungerader Paritdt die antisymmetrische Ansétze
¢'(z) = —Ae®, ¢M(z) =sin(Bz), ¢"(x)=Ae",. (1.84)

Dabei sind A und B zu bestimmende komplexe Amplituden. Die Koeffizienten o und
kénnen durch Einsetzen in die Schrédingergleichung bestimmt werden:

2mE V2m(E + Vp) (185)

o= —- =

h ’ p h
Diese stiickweisen Ansétze miissen durch geeignete Anschlussbedingungen miteinander
verkniipft werden. Fiir Wellenfunktionen an endlichen Potentialstufen gilt, dass die Funk-
tion ¢(z) als auch die erste Ableitung 0;¢(z) von links und rechts iibereinstimmen muss.

Bemerkung: Diese Anschlussbedingungen lassen sich wie folgt plausibel machen. Interpre-
tiert man nach der Bohrschen Korrespondenzregel ¢* (&, t)[—iAV] (&, t) als Impulsdichte
und ¥ (2, 1) [ihd: (£, 1) = ™ (F,t)[-h*V?/2m + V(2)](Z,t) als Energiedichte der Wel-
lenfunktion und fordert, dass beide an der Stofsstelle endlich bleiben, ergibt sich direkt,

dass die Wellenfunktion stetig sein muss und dass die zweite Ableitung zwar einen Sprung
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machen darf, aber nicht divergent werden kann. Nur bei einer unendlichen Potentialstufe

darf die zweite Ableitung divergieren, so dass die Wellenfunktion dort einen Knick aufweist.

Mit diesen Anschlussbedingungen bei x = +a/2 erhilt man eine transzendente Gleichung

Ba «

tan 5 = +E fiir Losungen gerader Paritdt und (1.86)
Ba a N .
cot 5 = 3 fiir Losungen ungerader Paritét. (1.87)

Mit den Abkiirzungen £ := a/2 und 7 := aa/2 haben diese Gleichungen die kompakte
Gestalt
Etané =mn bzw. Ecoté = —n. (1.88)

Aus Gl. (1.85) folgt auferdem die Beziehung
e +n*=R? (1.89)

wobei R? = ma®Vj/(2h?) eine Konstante ist, die von der Tiefe des Potentialtopf abhiingt.
Die Gleichungen (1.88) und (1.89) sind zwar nicht geschlossen losbar, kénnen jedoch auf
anschauliche Weise grafisch bestimmt werden. Dabei zeigt sich, dass es fiir Vj > 0 immer
eine gebundene Losung gerader Paritdt gibt. Die Existenz weiterer Losungen hingt da-
gegen von der Tiefe des Potentialtopfes ab. Insbesondere existiert eine antisymmetrische
Losung erst ab einer gewissen Mindesttiefe des Potentialtopfes. Dieses Phinomen ldsst
sich iibrigens generell bei allen Potentialtopfen endlicher Tiefe und Breite (also nicht nur
bei rechteckigen) beobachten.

Der Dirac-Delta-Potentialtopf

Als néchstes betrachten wir einen Potentialtopf in Form eines Dirac-Delta-Potentials

h2
V(i) =—=—Wo 1.90
(2) = —5— Vo b(a) (1.90)
wobei Vg > 0 ist. Dieser Potentialtopf ist zwar unendlich tief aber auch unendlich schmal
und kdénnte aus dem zuvor behandelten Problem desendlichen Potentialtopfes durch einen

Grenzprozess abgeleitet werden. Leichter ist jedoch eine direkte Losung.

Da V(z) am Ursprung divergent ist, ist die erste Ableitung ¢/(z) am Ursprung unstetig
und springt um einen endlichen Wert. Dies bedeutet, dass die Wellenfunktion ¢(z) an
dieser Stelle einen Knick aufweist. Um die Sprungweite ¢/(0%) — ¢/(07) zu berechnen,
integrieren wir die stationdre Schrodingergleichung

d? 2
<@ + Vod(x) + k ) é(z) = 0 (1.91)
mit k? = 2mFE/h? iiber eine infinitesimales Intervall von —e nach +e:

+e te

” dx ¢ (z) + dz Vo 6(z) ¢(z) + dzk* ¢(x) = 0. (1.92)

—€ —€ —€
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Weil ¢(z) am Ursprung stetig ist, ergibt sich fiir € — 0 die Beziehung

¢'(07) = ¢'(07) + Vo 6(0) = 0. (1.93)

Auferhalb des Ursprungs erhélt man als Losungen Exponentialfunktionen, die im Unend-
lichen gegen Null gehen miissen, damit der Zustand normierbar, d.h. quadratintegrabel
ist. Man erhilt also

kx
b(z) = {A et falls x <0 (1.94)

Ae % fallsz >0
mit der Normierung |A|?> = k. Setzt man diese Losung in Gl (1.93) ein, ergibt sich
k = Vy/2. Es existiert also immer genau ein gebundener Zustand mit der Energie
B h2V02

E = .
8m

(1.95)

Der harmonische Oszillator

Der harmonische Oszillator ist eines der wichtigsten exakt 16sbaren Quantensysteme. Das
Potential V() = Skz? ist in diesem Fall quadratisch. In einer Dimension lautet die zu

l6sende stationdre Schrodingergleichung

h? 1
—%@%qﬁ(m) + §mw2:p2gb($) = E¢(x). (1.96)

Symbolische Programmiersprachen wie Mathematica, Maple oder Mathlab konnen diese
Differentialgleichung direkt 16sen.

Mit Mathematica® (verfiighar im CIP-Pool) sieht das bespielsweise so aus:
DSolve[-h~2/(2m )phi’’ [x] + 1/2 m w2 x~2 phi[x] == en phi[x], philx], x]

- \/m wx T m;;f,-z 02 1F1 _ 2en — hw; 1 777,71}.1’2
2hw \/E 4hw 2 h

{ {O(T) — e e C1H 2.

Die Losung lautet also

mawe? mwzx? n 1 mwz?
= e H, |- ——— 1.
p(x) = e 2 |Cy n( . >+C21 1( 573 7 > ) (1.97)
wobei H,, Hermite-Polynome und ; F} hypergeometrische Reihen sind. Dabei ist
E 1
- _ - 1.98
n=.--3 (1.98)

wahrend C7 und C5 zu bestimmende Integrationskonstanten sind, die durch die Normie-
rungsbedingung festgelegt werden. Wie man ndmlich durch Ausprobieren leicht feststellen
kann, liefern die hypergeometrischen Reihen Anteile, die kombiniert mit der Exponenti-
alfunktion im Unendlichen nicht gegen Null gehen, also nicht normierbar sind, folglich ist
Cy = 0. Der erste Anteil mit Hermiteschen Polynomen ist dariiber hinaus nur dann nor-
mierbar, wenn n eine natiirliche Zahl ist. Diese Bedingung n € N fiihrt zur Quantisierung
der Energieeigenwerte

E, = hw <n n %) (1.99)
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mit den dazugehorigen normierten Eigenfunktionen

¢n($)=\/%(%)l/4e‘m§”rf?m< m";f) (1.100)

Wir werden spéter noch einmal auf den harmonischen Oszillator zuriickkommen und das
Problem mit algebraischen Methoden ein zweites Mal l6sen.
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1.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1 (Hermitsche und unitére lineare Abbildungen)
Gegeben sei eine hermitesche Matrix H = HT.

(a) Zeigen Sie, dass die Eigenwerte von H reell sind und dass die entsprechenden Ei-
genvektoren ein vollstédndiges orthogonales Basissystem bilden.

(b) Zeigen Sie, dass U = exp(—iH ) unitér ist und dass das Skalarprodukt zweier Vek-
toren unter der Transformation U invariant ist.

Aufgabe 1.2 (Differentialgleichungssystem)

Gegeben sei das System von Differentialgleichungen

d R
%a(t) = —iH d(t)

0

H=10 1

- 1

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von H und zerlegen Sie @(0) nach

den Eigenvektoren.

(b) Bestimmen Sie die Losung d(t) und skizzieren sie den Real- und Imaginérteil der
ersten Komponente von @(t) als Funktion von t. Wie #ndert sich |@(t)|? als Funktion
der Zeit?

Aufgabe 1.3 (Eigenschaften von Wellenfunktionen)
Die beiden Wellenfunktionen

YL(E 1) = gu(E) e (1) = () €PN
seien Losungen der zeitabhéngigen freien Schrédingergleichung

h2

“2m

(a) Ist die Summe bzw. das Produkt der beiden Funktionen wiederum eine Losung der
Schrodingergleichung?

(b) Wie entwickelt sich der Betrag von (Z,t), von vo(Z,t), sowie von 1(Z,t) +
19(Z,t) als Funktionen der Zeit?

Aufgabe 1.4 (Galilei-Invarianz der Schrédingergleichung)
Gegeben seien zwei Bezugssystem S : Z,t und S’ : &', mit

=/

7' =7 —t, t' =t
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Sei ferner (7, t) eine Losung der Schrodingergleichung

ihopb(Z ) = - V2(Z,t) + V(Z)(Z,1). (1.101)

2m
Zeigen Sie, dass ¢/ (Z/,t') = eX(@:)q)(Z,t) mit einer zu bestimmenden reellen Funktion
X(Z,t) Losung einer Schrodingergleichung der selben Form im gestrichenen System ist.
Diesen Sachverhalt bezeichnet man als Forminvarianz der Schrodingergleichung unter
Galilei-Transformationen.

Hinweis: Sie miissen sich dazu tberlegen, wie sich die gestrichenen Differentialoperato-

ren % und V' in den ungestrichenen Differentialoperatoren % und V darstellen lassen.

Der bei der Transformation auftretende Phasenfaktor e Xt fillt bei Erwartungswerten
heraus, hat also auf Messungen keinen Einfluss.

Aufgabe 1.5 (Klassische Wellengleichung)

Gegeben sei die partielle Differentialgleichung:

0?2 1 92
Wiﬁ(l’at) 292 Y(z,t) = 0.

(a) Losen Sie diese Differentialgleichung durch einen Ansatz mit ebenen Wellen. Durch
welche Dispersionsrelation sind Wellenzahl und Kreisfrequenz miteinander ver-
kniipft?

(b) Entwickeln Sie eine gegebene Anfangsbedingung zum Zeitpunkt ¢ = 0 nach ebenen
Wellen und benutzen Sie diese Entwicklung, um eine allgemeine Losung anzugeben.
Achtung: Die Wellengleichung ist zweiter Ordnung in der Zeit.

(¢) Betrachten Sie nun als Anfangsbedingung ein Wellenpaket

2 B
b@,0) =exp(—55 ). 5(e,0) =0

und losen Sie die Wellengleichung unter dieser Anfangsbedingung.

(d) Wie bewegt sich der Schwerpunkt des Wellenpakets und wie &dndert sich seine Form
als Funktion der Zeit?

Aufgabe 1.6 (Tunneleffekt)
Losen Sie die Schrodingergleichung

h2
an einer Potentialbarriere von der Form

Vi) = 0 falls |z| > a/2
Vo o falls |z] <a/2,

wobei Vj die Hohe und a die Breite der Barriere ist. Gesucht sind stationdre Losungen von
der Form 1 (x,t) = e’F*/M)(z) mit der Energie E im Bereich 0 < E < Vj. Im Gegensatz
zu klassischen Teilchen ist ein quantenmechanisches Teilchen in der Lage, diese Barriere
zu iiberwinden.
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(a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der stationdren Schrodingergleichung inner-
halb und ausserhalb der Barriere.

(b) Nehmen Sie an, dass die Losung im rechten Bereich > a/2 nur aus einer auslaufen-
den Welle besteht und definieren Sie den Relexions- und Transmissionskoeflizienten

R,T.
(c) Losen Sie die Anschlufsbedingungen und rechnen Sie R und T' aus.

(d) Diskutieren Sie die Eigenschaften von R und 7" in Abhéngigkeit von den Parametern
der Barriere.

Aufgabe 1.7 (Umgang mit linearen Operatoren)

Gegeben seien die auf L? wirkenden linearen Operatoren
(Ay)(z) = 2% (x)

(BY)(@) = 2 (a)

(C) () = / do’ ()

(a) Berechnen Sie die Kommutatoren [A4, B] und [B, C].
(b) Losen Sie das Eigenwertproblem Ctp = \i.
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2.1 Zustiande und Operatoren im Hilbertraum

2.1.1 Quantenmechanische Zustande als Vektoren im Hilbertraum

Gemif den im vorherigen Kapitel diskutierten Postulaten
der Quantentheorie sind Amplituden e linear superponier-
bar. Wie wir gesehen haben, wird dadurch die Definition ei-
ner Wellenfunktion ¢(Z,t) ermdglicht, die nichts anderes ist
als die lineare Uberlagerung der Amplituden aller Bahnen,
die den Ort & zur Zeit t erreichen. Solche Wellenfunktionen
kénnen wiederum linear superponiert werden, darauf beruht
beispielsweise die Spektralzerlegung nach ebenen Wellen.
Das Superpositionsprinzip ermoglicht es, Methoden der li-
nearen Algebra anzuwenden. Allerdings miissen dazu Funk-
tionen wie 1(Z,t) als Elemente eines Vektorraums interpre-
tiert werden.

Um dies zu verstehen, ist es hilfreich, sich die Wellenfunktion ¢ (x) (hier der Einfachheit
halber in einer Dimension und zeitunabhéngig) als rdumlich diskretisiert vorzustellen,
d.h. die Funktion sei nur an dquidistanten Stiitzstellen x; = j Az bekannt, wobei j € Z
der Index der Stiitzstelle und Az € R die Schrittweite ist. Die Schrittweite Ax soll so klein
gewéhlt werden, dass die Kenntnis der Funktionswerte 1)(z;) an den Stiitzstellen eine
hinreichend genaue Rekonstruktion der Wellenfunktion ermdglicht. Die volle Information
der Wellenfunktion erhélt man im Limes Az — 0. Die Idee ist nun, die ¥(x;) aufzulisten
und als Spaltenvektor zu betrachten.:

David Hilbert (1862-1943).

P(z) — | Plz2) | - (2.1)

Ein solcher Vektor ist Element des Vektorraums CV, wobei N die Anzahl der Stiitzstellen
ist. Da man aber fiir Az — 0 unendlich viele Stiitzstellen hat, kann man die Funktion
¥ (x) in diesem Limes als Vektor in einem unendlichdimensionalen Vektorraum iiber dem
Koérper der komplexen Zahlen auffassen. Im Gegensatz zu gewohnlichen Vektoren wie
dem Ortsvektor 7, die wir weiterhin durch einen Pfeil kennzeichnen wollen, werden wir

einen solchen Funktions-Vektor gemif der Dirac-Notation als sogenannten ket-Vektor!
|1} bezeichnen.

'Ket-Vektoren [¢) und die im folgenden Abschnitt einzufiihrenden bra-Vektoren (¢| sehen zusammen
wie ein Klammerpaar (¢|¢) (engl. bra-cket) aus, was die Namensgebung erklért.
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Abbildung 2.1: Paul A. M. Dirac (1902-1984), Grabstein mit Dirac-Gleichung

Der hochdimensionale Vektorraum, in dem diese Vektoren leben, entzieht sich einer an-
schaulichen Deutung. Trotzdem sollte man sich vergegenwirtigen, dass jeder mogliche
Aufenthaltsort des Teilchen, also jeder klassische Zustand, in diesem Vektorraum einer
eigenen Dimension entspricht, gewissermafen hat also der Raum so viele Koordinatenach-
sen wie klassische Zustdnde. Da aber der physikalische Ortsraum unendlich viele Punkte
besitzt, an denen sich ein Teilchen befinden kann, hat der entsprechende Vektorraum
fiir die Vektoren |¢) unendlich viele Dimensionen. Unendlichdimensionale Vektorrdume
konnen iiberraschende mathematische Eigenschaften haben, die vor allem von dem Ma-
thematiker David Hilbert systematisch untersucht worden sind. Sie werden deshalb als
Hilbertraume bezeichnet und in der Regel mit dem Buchstaben H gekennzeichnet.

Jedes Quantensystem besitzt also einen Hilbertraum H, in dem seine quantenmechani-
schen Amplituden als Vektoren [¢) € H iiber dem Korper der komplexen Zahlen darge-
stellt sind. Diese Vektoren konnen zeitabhéngig sein, in diesem Fall schreiben wir [1)(t)).
Die Dimension des Hilbertraums ist gleich der Anzahl der klassischen Zusténde, in der
Regel also unendlich. Doch es gibt auch endlichdimensionale Hilbertraume, so wird z.B.
ein Elektronenspin oder die Polarisationsrichtung eines Photons durch einen zweidimen-
sionalen Hilbertraum beschrieben. Wie bereits erwdhnt konnen unendlichdimensionale
Vektorrdume gegeniiber endlichdimensionalen erweiterte Eigenschaften besitzen, fiir An-
fanger ist es aber ausreichend, Hilbertrdume zunéchst wie endlichdimensionale komplexe
Vektorraume zu handhaben.

Genau wie Ort und Impuls den Zustand eines klassischen Teilchens vollstdndig charak-
terisieren, beschreiben die Wellenfunktionen bzw. Hilbertraumvektoren vollstdndig den
Zustand eines quantenmechanischen Teilchens. Die Vektoren [¢)) werden deshalb auch
als Zustandsvektoren und der Hilbertraum H als Zustandsraum bezeichnet.

Bemerkung: Fiir Anfinger ist es manchmal schwierig, physikalische Vektorrdume wie
den Orts- und Impulsraum von dem quantenmechanischen Zustandsraum H zu unterschei-
den. Physikalische Vektorrdume sind niedrigdimensional und sind anschaulich vorstellbar.
Der Hilbertraum H hingegen ist ein Vektorraum zur Darstellung linear superponierbarer

komplexer Funktionen, der unendlichdimensional sein kann.

Die Rechenregeln fiir Linearkombinationen von Wellenfunktionen iibersetzen sich 1:1 in
entsprechende Rechenregeln fiir Zustandsvektoren. Seien «, 3 € C und [|¢), |¢) € H, dann
gilt:
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Funktionsdarstellung: vektorielle Darstellung:

(a+ B)y(x) = ap(x) + pip(x) | (a+B)|d) = aly) + Bl)
a(p(z) + ¢(z)) = ap(z) + ag(z) | a(lP) +[9)) = al) + alP)
a(B(z)) = (aB)y(x) a(Bly)) = (aB))

Wie alle linearen Vektorrdume enthalten auch quantenmechanische Hilbertrdume den
Nullvektor als spezielles Element. Er entspricht anschaulich einem Spaltenvektor, dessen
Eintrage gleich Null sind. Wir werden den Nullvektor im folgenden wie eine skalare Null,
also mit dem Symbol ‘0’ kennzeichnen, z.B. folgt aus |¢)) — |¢) = 0, dass |¢p) = |¢) ist.

Bemerkung: Man sollte nie fiir den Nullvektor die Notation |0) verwenden, da die meisten
Physiker damit den Grundzustandsvektor bezeichnen, also die Wellenfunktion niedrigster

Energie.

Skalarprodukt

Der Hilbertraum H eines quantenmechanischen Systems ist ausgestattet mit einem in-
neren Produkt Z : H x H — C, das die iiblichen Definitionseigenschaften eines Skalar-
produkts erfiillt:

1. Komplexkonjugation bei Vertauschung der Argumente:
Z(va) ) = [2 (1), o)) | (22)
2. Linearitét im rechten Argument:
Z(Ju6r), afo) + Blits) ) = o (o), [0a)) + BT (o), o)) (23)
3. Antilinearitit im linken Argument?:

Z(afps) + Ble), is)) = @ T (), ) + BT () i) (24)

4. Das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst ist positiv definit und induziert
eine Norm durch

I = Z(jw) ) >o. (2.5)
Diese Norm ist genau dann gleich Null, wenn [¢) der Nullvektor von H ist.

Fiir Quantensysteme, deren Zustandvektoren [¢) als Wellenfunktionen 1 (Z) dargestellt
werden konnen, erfiillt das Skalarprodukt

2(jon0n) = [ & i @n(@) (2.6

die geforderten Eigenschaften und induziert die zuvor in Gl. (1.30) benutzte Norm fiir
die Wellenfunktionen

1] = / B P (F, (1) 2.7)

2Streng genommen folgt die Antilinearitiit bereits aus 1. und 2.
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Mit Hilfe des Skalarprodukts Idsst sich ein Vektor normieren:
1
(1)

Héufig setzt man voraus, dass die Zustandsvektoren bereits normiert sind und lasst die
Schlange weg.

19) = ( ) ) (2.8)

Lineare Funktionale

Funktionale sind Abbildungen, die Funktionen auf Skalare abbilden. In der Quanten-
theorie sind vor allem Funktionale wichtig, die Wellenfunktionen v (z) bzw. Zustands-
vektoren |¢) auf eine komplexe Zahl abbilden. Von besonderer Bedeutung sind lineare
Funktionale?, die, wie wir sehen werden, ihrerseits einen Vektorraum bilden.

Ein Funktional £ : H — C heifst linear wenn gilt:

£(alr) + Bliz) )
(ats+8L2)10)

al(|v1)) + BL(1v2))
ali([v) + BLa(|)) - (2.9)

Lineare Funktionale kénnen auf elegante Weise als Vektoren dargestellt werden. Dazu
wahlt man einen Vektor |¢) € H und definiert mit Hilfe des Skalarprodukts Z : HxH — C
das lineare Funktional L4 durch

£\¢><|¢>) = I(|¢>,|T/)>), (2.10)

d.h. man belegt das linke Argument des Skalarprodukts mit einem fest gewdhlten Vek-
tor |¢) und fasst dann Z(|¢),...) als ein lineares Funktional im rechten Argument auf.
Auf diese Weise wird jedem Vektor |¢) aus dem Hilbertraum H ein lineares Funktional
zugeordnet.

In der Dirac-Notation werden diese Funktionale als bra- Vektor
(9] = L)y (2.11)

geschrieben. Will man solch ein Funktional auf einen ket-Vektor anwenden, ‘klebt’” man
es gewissermafen mit der flachen Seite an den bra-Vektor. Das Skalarprodukt l&sst sich
dann auf einfache Weise als ‘sandwich’ (|) eines bra’s und eines ket’s ausdriicken:

Z(lo) 1)) = L (1)) = (@l). (2.12)

Dualraum H'

Die linearen Funktionale (¢| bezeichnet man als bra- Vektoren, da sie mit den gleichen
Rechenregeln wie ket-Vektoren linear kombiniert werden konnen. Sie bilden einen zu

®Nicht alle Funktionale sind linear. Ein nichtlineares Funktional ist beispielsweise die Norm ||¢|| =
fd:’x 1™, die ¥ nach R abbildet, dabei aber quadratisch in den Amplituden ist.
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H isomorphen Hilbertraum, den sogeannten Dualraum H'. Anschaulich kann man sich
bra-Vektoren als Zeilenvektoren vorstellen, deren Komponenten man durch Komplexkon-
jugation der entsprechenden Komponenten des ket-Vektors erhilt.

Fiir den Isomorphismus zwischen dem Hilbertraum 7 und seinem Dualraum ' hat sich
die kompakte Notation als Dolchabbildung t (engl. dagger map)

T =(@wl, @' =) (2.13)

bewihrt. Die Dolchabbildung ist eine Involution, d.h. |)fT = |¢). Eine wichtige Eigen-
schaft der Dolchabbildung, die bei Rechnungen bisweilen iibersehen wird und dann zu
Fehlern fiihrt, ist ihre Antilinearitét:

(alér) +Bl62) ) 110) = (a™(@1l+ 670l ) 1) = a*(1l) + 5" (6al) . (214)

In einer Matrixdarstellung entspricht die Dolchabbildung einer Transposition kombiniert
mit der Komplexkonjugation aller Komponenten.

Basisvektoren

Eine Menge linear unabhéngiger Vektoren {|e1), |e2), |es), ...}, die den gesamten Hil-
bertraum aufspannen, so dass sich jeder Vektor aus H als Linearkombination dieser Vek-
toren darstellen ldsst, heisst Basis von H. Mit Hilfe der Dolchabbildung gibt es zu jeder
solchen Basis eine entsprechende adjungierte Basis { (e1], (e2], (es], ...} mit isomorphen
Eigenschaften.

Sind die Basisvektoren normiert, d.h. (e;|e;) = 1, spricht man von einer normierten Basis.
Stehen dariiber hinaus die Basisvektoren senkrecht aufeinander, ist also

(eilej) = dij, (2.15)
handelt es sich um eine orthonormierte Basis.

Ein Vektor [¢) und der dazugehorige Vektor des Dualraums (¢| lassen sich in einer
gegebenen Basis eindeutig darstellen als

MszM, M=wa. (2.16)

Die Komponenten von |¢) listet man in der Regel als Spaltenvektor auf, wihrend man
die Komponenten von (1| als Zeilenvektor interpretiert. Ein Zeilenvektor geht also aus
dem Spaltenvektor durch Transposition und komplexe Konjugation hervor*. Das Skalar-
produkt ist dann nach der bekannten Regel Zeile x Spalte zu bilden:

(67 5 @5 ) (wn
(61) = 3 oivsleades) = 3 div = el e

Selbstverstéandlich ist solch eine Komponentendarstellung stets von der Wahl der Basis
abhingig.

*Ein hiufiger Rechenfehler besteht darin, die Komplexkonjugation, also die ‘Sternchen’, zu vergessen.
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2.1.2 Operatoren
Lineare Abbildungen

In der Quantentheorie versteht man unter Operatoren lineare Abbildungen des Hilber-
traums auf sich selbst. Ein Operator A ist also eine Abbildung H — H mit der Eigen-
schaft

A(alv) +Blva)) = aA(lvn)) +BA(ju)) (2.18)

Weil man die Skalare «, 3 € C immer vor die Abbildung ziehen kann, ist es in der Dirac-
Notation iiblich, die Klammern fiir das Argument wegzulassen und durch die Konvention
zu ersetzen, dass der Operator A auf alles wirkt, was rechts von ihm steht. Wir schreiben

also Aly) statt A([¢)).

Eine #hnliche Konvention gilt fiir lineare Funktionale, also bra-Vektoren (¢| = |¢)T, die
auf A|¢) angewandt werden. Auch hier kann man die Klammern weglassen und erhilt
so ein ‘sandwich’ mit einem in der Mitte eingeklemmten Operator:

(1) (k) = (0l(Al)) = @lAR) € C. (2.19)

Operatoren lassen sich anschaulich als Matrizen mit komplexwertigen Elementen deuten.
In einem unendlichdimensionalen Hilbertraum sind solche Matrizen natiirlich ebenfalls
unendlichdimensional. Die in einem ‘sandwich’ (¢|Al¢) auftretenden Bestandteile, der
Zeilenvektor (¢|, die Matrix A und der Spaltenvektor |1), lassen sich in einer Komponen-
tendarstellung dann nach den iiblichen Regeln Zeile x Spalte berechnen. Die Stérke der
Dirac-Notation wird klar, wenn man (¢|A als Element des Dualraums auffasst. Man kann
némlich hier ohne weiteres A nach links wirken lassen ohne dass die Notation inkonsistent
wird.

Mehrere Operatoren lassen sich hintereinander ausfithren, wobei wiederum die Klammern
weggelassen werden koénnen:

A(B(C<\¢>))> = ABCJl) € H. (2.20)

Dabei ist C der zuerst auf |¢)) angewandte Operator, man arbeitet also die Verkettung
von rechts nach links ab. Das Produkt ABC ist wiederum ein Operator auf H der
anschaulich durch Matrixmultiplikation entsteht. Da diese Verkniipfung assoziativ ist, ist
keine Klammerung erforderlich®. Lineare Operatoren sind ihrerseits linear kombinierbar,
wobei das gewohnliche Distributivgesetz anzuwenden ist, das uns als ‘Ausmultiplizieren’
vertraut ist:

A<aB + BC) — aAB + AC, <aA + 6B)C — aAC + SBC. (2.21)

Die Hintereinanderausfithrung von Operatoren ist von Spezialfillen abgesehen im Gegen-
satz zur Multiplikation von Skalaren im Allgemeinen nicht kommutativ, d.-h. AB # BA;
es kommt also auf die Reihenfolge von Operatoren an. Wie wir sehen werden, ist die
Nichtkommutativitat bestimmter Operatoren in fundamentaler Weise verantwortlich fiir

5 Assoziativitiit, also die Irrelevanz der Klammerung, ist eine nichttriviale Eigenschaft, z.B. ist das
Kreuzprodukt von Vektoren nicht assoziativ.
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Quanteneffekte. Es kann jedoch auch vorkommen, dass zwei Operatoren kommutieren,
also AB = BA ist. Man sagt dann, dass die Operatoren miteinander vertauschen. In
diesem Fall ist der sogenannte Kommutator

[A,B] := AB— BA (2.22)

gleich Null. Kommutatoren erfiillen die folgenden Rechenregeln:

Asymmetrie: [A,B] = —[B,A] (2.23)
Linearitét: [A,B+C]=[A,B]+[A,C] (2.24)
Distributivitdt:  [A,BC] = [A,B]C + B[A, C] (2.25)
Jacobi-Identitdt: [A, [B,C]] + [B,[C,A]] + [C,[A,B]] =0 (2.26)

Als #hnliche Notation benutzt man in der Quantentheorie auch den Antikommutator®
{A,B} := AB + BA. (2.27)

Wie wir noch sehen werden, treten Antikommutatoren bei Teilchen auf, die dem Pauli-
Prinzip unterliegen.

Lineare Abbildungen sind invertierbar, wenn die ihre Determinante ungleich Null ist.
Die Inversion von Matrizen und das Bilden von Determinanten wird hier als bekannt
vorausgesetzt.

Diagonalisierung

Durch eine lineare Abbildung A wird jeder Vektor des Hilbertraums auf einen neuen
Vektor abgebildet. Ein Vektor |¢), der unter dieser Abbildung seine Richtung beibehilt,

heisst Figenvektor von A und der entsprechende Faktor A, um den sich seine Linge
andert, heiltt Figenwert. Beide bestimmt man aus der Eigenwertgleichung

Alg) = Alg). (2.28)

Diese hat nur dann eine Lésung, wenn das charakteristische Polynom
det[A —A1] =0 (2.29)
ist. Dieses Polynom hat in endlichdimensionalen Vektorrdumen iiber dem Korper der
komplexen Zahlen nach dem Fundamentalsatz der Algebra d Lésungen )\;, wobei d die

Dimension des Vektorraums ist. Fallen mehrere Eigenwerte zusammen, so spricht man
von entarteten Eigenwerten.

®Viele Autoren benutzen auch die Notation [.,.]— fiir den Kommutator und [.,.]+ fiir den Antikommu-
tator.
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Hermitesche Konjugation

Ein Operator A bildet den Hilbertraum H auf sich 1) A |6)
selbst ab, bildet also einen ket-Vektor |¢p) € H nach
|¢) :== Al) € H ab. Wir suchen nun einen entspre-

chenden Operator A im Dualraum. Dieser soll mit + +
dem Isomorphismus der Dolchabbildung { vertriglich

sein (siehe nebenstehendes Diagramm), d.h. es soll AT

gelten (¢| = (|AT € HT. Man bezeichnet AT als den (¥ (@]

hermitesch konjugierten Operator von A.

Um AT zu bestimmen, versehen wir die erste Gleichung von links mit einem bra-Vektor (w|
und die zweite Gleichung von rechts mit einem ket-Vektor |w)

(wlg) = WIAlY),  (dlw) = (¥|AT|w), (2.30)
und gelangen wegen (w|¢) = (¢|w)™ zu der Beziehung
(WIATw) = (wAlp)". (2.31)

Stellt man sich A als komplexe Matrix und die Vektoren (| bzw. |w) als kanonische
Basisvektoren vor, dann geht AT aus A durch Transposition und Komplexkonjugation
hervor, d.h.

AT = (AT = (A9T. (2.32)

Die Dolchabbildung ist damit nicht nur auf Vektoren sondern auch auf Operatoren an-
wendbar. Nach wie vor ist sie antilinear, d.h. auch bei der Konjugation von Operatoren
miissen vorgezogene Skalare komplex konjugiert werden:

(aA + B) = o*AT + 5*BT. (2.33)

Bei Hintereinanderausfithrung dreht sich aufferdem die Reihenfolge der Operatoren um:
(ABC...)' =...C'BfAT. (2.34)

Fasst man diese Regeln zusammen, so kann in der Dirac-Notation zu jeder Gleichung

eine adjungierte Gleichung durch folgendes rezeptartiges Vorgehen:

e Jeder Term wird horizontal gespiegelt, d.h. die Reihenfolge der
Ausdriicke wird umgedreht. Dabei werden bra’s zu ket’s und umgekehrt.

e Operatoren werden hermitesch konjugiert, werden also mit einem { versehen.

e Skalare werden komplex konjugiert, werden also mit einem * versehen.
Beispiel: Die adjungierte Gleichung zu
a|x)(y|ABC|¢) — P|¢) =0 (2.35)

lautet beispielsweise
" (¢|CTBTAT) (x| - (9|PT =0 (2.36)

Der Informationsinhalt beider Gleichungen ist identisch.
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Hermitesche Operatoren

Ein Operator, fiir den A = AT gilt, heifit selbstadjungiert bzw. hermitesch. Hermitesche
Operatoren spielen in der Quantentheorie im Zusammenhang mit Messprozessen eine
grundlegende Rolle.

Hermitesche Operatoren haben stets reelle Eigenwerte. Um das zu sehen, bildet man die
adjungierte Eigenwertgleichung:

Alg) = Alg) — (|AT = A" (g (2.37)

Multipliziert man beide Gleichungen von links mit (¢| bzw. von rechts mit |¢) und macht
Gebrauch von A = AT erhilt man \(@|d) = A*(¢|¢), also muss A reell sein.

Die Eigenvektoren hermitescher Operatoren stehen auferdem immer paarweise senkrecht
aufeinander, sofern die entsprechenden Eigenwerte verschieden sind. Sind n#émlich |¢1)
und |¢2) zwei Eigenvektoren mit den Eigenwerten A; und Ay, dann ist

Alpr) = Mlg1)  —  (P2]Ald1) = Mi(d2]91) (2.38)
(b2l AT = X5(da] —  (B2|Al1) = Aa(d2]ehn) (2.39)

woraus entweder \; = Ao oder (¢2|p1) = 0 folgt.

Wir wollen hier ohne Beweis zur Kenntnis nehmen, dass hermitesche Matrizen immer
diagonalisierbar sind. Hat das Spektrum (also die Eigenwerte) keine Entartungen, bilden
die Eigenvektoren automatisch eine orthogonale Basis, die auch als Eigenbasis bezeichnet
wird. Bei Entartungen ist jeder Vektor in den entarteten Teilrdumen ein Eigenvektor und
damit ist die orthogonale Basis nicht eindeutig bestimmt.

Die Summe zweier hermitescher Operatoren A + Ay ist wiederum ein hermitescher
Operator, dagegen ist das Produkt zweier hermitescher Operatoren im Allgemeinen nicht
hermitesch.

Ein Operator mit der Eigenschaft B = —BT heisst antihermitesch. Solche Operatoren
lassen sich durch Multiplikation mit ¢ immer auf hermitesche Operatoren zuriickfiihren.
Sie besitzen deshalb ebenfalls ein orthonormales Basissystem von KEigenvektoren, das
Spektrum ist jedoch rein imaginr.

Vektor- und Tensoroperatoren

Die klassische Mechanik eines Punktteilchens im R? wird mit Hilfe von Skalaren, Vektoren
und Tensoren formuliert. Diese Begriffe reflektieren die Rotationsinvarianz der Systeme

im physikalischen Ortsraum.
Zur Erinnerung: Ein Skalar ist eine einkomponentige Gréfe, die unter gewShnlichen
raumlichen Drehungen im R? invariant ist. Ein Vektor @ ist dagegen eine Groke, deren drei
Komponenten (a1,az,as)” sich unter Drehungen R € SO(3) gemiif

3
ai—a; =Y Rija; (2.40)
i—1
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transformieren, wobei R; ; eine 3 X 3-Drehmatrix ist, also beispielsweise eine Rotation um
die z-Achse
cos¢p —sing 0
Rij=|sin¢g cos¢ 0] . (2.41)
0 0 1

Anders ausgedriickt ist also ein Vektor eine Grofse, dessen drei Komponenten sich unter
Drehungen genau so verdndern wie die eines Ortsvektor. Ein Tensor zweiter Stufe ist eine
Grofke mit zwei Indices T}, i,, also gewissermafien eine 3 x 3-Matrix, deren 9 Komponenten
sich unter Drehungen geméf
3 3
Tiyin — Ti/l,i2 = Z Z Riy g1 Riy gy Ty ja (2.42)

J1=1j2=1

Man sagt auch, dass ein Tensor eine Grofe ist, die sich in jedem Index wie ein Vektor
transformiert. Dementsprechend ist ein Tensor k-ter Stufe eine Groke Tj, sy, i, mit 3
Komponenten, die sich unter Drehungen geméf

Tivsizeesin = Thyinsiy. = D0 > Rivi Rizsga -+ Ry, Tir gz iy (2.43)

Jj1 J2 Jk

transformiert.

Dieses Konzept wird nun auf Operatoren im Hilbertraum iibertragen. Dabei muss man
genau zwischen dem physikalischen Ortsraum R?, in dem Drehungen R stattfinden, und
dem quantenmechanischen Hilbertraum H, also dem linearen Vektorraum der quadratin-
tegrablen Wellenfunktionen auf diesem Ortsraum unterscheiden. Die Raume sind nicht
unabhéingig, denn eine Drehung im Ortsraum fiihrt auch zu einer Verdnderung der Wel-
lenfunktion und damit zu einer Anderung des Zustandsvektors im Hilbertraum.

Ein skalarer Operator ist eine lineare Abbildung H — H, die unter rdumlichen Drehungen
im R3 invariant ist, deren Matrixelemente sich also unter Rotationen nicht #ndern. Ein
Vektoroperator A ist eine lineare Abbildung H — R3®™H, die man sich in der kartesischen
Basis des R? als einen 3-komponentigen Spaltenvektor vorstellen kann, dessen Eintriige
drei unendlichdimensionale Matrizen A1, Ay, Ag sind:

A=[Ay]. (2.44)

Diese drei ‘Komponenten’ miissen sich bei Drehungen so transformieren wie ein gewohn-
licher Ortsvektor, d.h.

3
Ai > A= R A, (2.45)
j=1

Eine rdumliche Drehung mischt also die drei Operatoren auf genau die gleiche Weise,
wie sie die Komponenten eines Ortsvektors miteinander mischt. Entsprechend ist ein
Tensoroperator k-ter Stufe eine lineare Abbildung H — R3* @ H, die sich in jedem Index
wie ein Vektor transformiert:

/ — . . . e e . . . . .
Ti17i27---7ik - Ti17i27~~~77:k - § : 2 : o E : R21731R127]2 leyjk TJlJz,---,Jk (2'46)
Jj1 o J2 Jk

In der Praxis spielen vor allem Tensoroperatoren zweiter und manchmal auch dritter
Stufe eine Rolle.
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Beispiele von Operatoren

Es gibt zahlreiche lineare Operatoren auf dem Hilbertraum der quadratintegrablen Wel-
lenfunktionen. Im Folgenden wollen wir einige wichtige Beispiele diskutieren:

a) Einheitsoperator: Der einfachste Operator ist der Einheitsoperator 1, also die iden-
tische Abbildung 1|¢)) = [¢), die in Matrixdarstellung einer Einheitsmatrix entspricht.
Manche Autoren benutzen auch die Notation I oder E fiir den Einheitsoperator. Der
Einheitsoperator hat die besondere Eigenschaft, dass er mit jedem anderen Operator
kommutiert.

b) Diagonaler Operator: Als weiteres Beispiel betrachten wir einen Operator F, dessen
Wirkungsweise darin besteht, eine Wellenfunktion ¢(Z') mit einer anderen Funktion f(x)
zu multiplizieren:

F:l¢p) > Flo): @) — f(@)o(T). (2.47)
Man beachte, dass dieser Operator F immer linear ist, selbst dann, wenn f(Z) eine nicht-
lineare Funktion von Z sein sollte. Aufserdem handelt sich um einen in der Ortsraum-
darstellung diagonalen Operator, da nur Funktionswerte am gleichen Ort £ miteinander
multipliziert werden. Stellt man sich fiir in einer Dimension diskretisierte Koordinaten
xj den Operator F als Matrix vor, so hétte dieser tatsdchlich eine diagonale Gestalt:

flz-1)

_ f(zo)
F — fon (2.48)
f(x2)

Beachten Sie, dass der Begriff ‘diagonal’ von der gewidhlten Basis abhingt. In einer ge-
gebenen Basis kommutieren alle diagonalen Operatoren miteinander, wihrend sie mit
nichtdiagonalen Operatoren im Allgemeinen nicht kommutieren. Diagonale Operatoren
sind genau dann hermitesch, wenn die Funktion f(z), also die Matrixelemente entlang der
Diagonalen, reell sind. Fiir f(Z) = 1 erhélt man als Spezialfall die identische Abbildung,
also den Einheitsoperator 1.

c) Ortsoperator: Der in der Quantentheorie von Wellenfunktionen héufig verwendete
Ortsoperator ist ein Vektoroperator

X:|¢) = X|o): o) — T o). (2.49)

dessen drei Komponenten aus den Operatoren X1, X9, X3 bestehen, die in der Ortsraum-
basis diagonal sind und deshalb miteinander kommutieren”, d.h. [X, X)) = 0. Dass sich
die drei Komponenten unter Drehungen wie ein klassischer Ortsvektor transformieren,
ergibt sich unmittelbar aus der Definition. Da & € R? reell ist, ist X ein hermitescher
Vektoroperator.

"Die nichtkommutative Geometrie, eine aktuelle theoretische Forschungsrichtung, gibt diese Annahme
auf und geht davon aus, dass die drei Komponenten des Ortsoperators nicht miteinander vertauschen.
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d) Gradient: Ein weiterer wichtiger linearer Operator in der Quantentheorie ist der
Gradient

Vo i |g) = Velg) 1 ¢(T) — Ve od(T). (2.50)
Wie der Ortsvektor, so ist auch der Gradient V,, = (8%1’ 8%2’ 8%3) ein Vektoroperator, da

sich seine Komponenten unter Drehungen wie ein Vektor transformieren.

In einer Dimension ist es hilfreich, sich den Ableitungsoperator % in einer diskretisierten

Darstellung als Grenzfall des symmetriesierten Differenzenquotienten vorzustellen:

d . flz+Az) — f(x — Ax)

— =1 2.51

dx (z) Avo 2 Ax ( )

und damit eine Matrixdarstellung des Ableitungsoperators
-1 0 1

d 1 -1 0 1
_—~ — 2.52
dx 2 Ax -1 0 1 (2.52)

vor Augen zu haben. Ein Ableitungsoperator entspricht also einer tridiagonalen Matrix.
Diese Matrix ist reell und antisymmetrisch, der Gradient ist also ein antihermitescher
Operator, d.h. es gilt V,f = —V,.

In der Quantentheorie begegnet uns der Gradient in Form des Impulsoperators
P = —ihV,. (2.53)

Der Vorfaktor ¢ bewirkt, dass P ein hermitescher Vektoroperator ist.

e) Laplaceoperator: Bildet man das gewdhnliche R3-Skalarprodukt des Gradienten mit
sich selbst, so erhélt man einen skalaren Operator, den sogenannten Laplace-Operator
V.2 =V, V,. Der Laplacian kann in einer Dimension als Grenzwert des Differenzenquo-
tienten

d2 o [+ Ax) —2f(x) + f(x — Ax)
a2/ @ = Jim, 2 (Az)?

dargestellt werden und entspricht damit anschaulich einer tridiagonalen Matrix der Form

(2.54)

4 . (2.55)

Der Laplaceoperator ist ein hermitescher Operator und ist in der nichtrelativistschen
Quantentheorie Bestandteil des Hamiltonoperators eines Massepunktes in einem Poten-
tial:

h2

H=——
2m

V.2 + V(z) (2.56)
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Dyaden

Eine besondere Klasse von Operatoren sind die Dyaden. In der Dirac-Notation sehen sie
aus wie ein ‘Antisandwich’ aus ket- und bra-Vektor:

A =[y){¢|. (2.57)

Offenbar ist das so definierte Objekt ein linearer Operator H — H. Wegen AT = |¢)(¢)|
ist er nur dann hermitesch, wenn [¢) und |¢) kollinear sind.

In einer orthonormierten Basis {|e;)} kann die zu A gehdrende Matrix A;; = (e;|¢)(¢le;)
nach der Regel ‘jeder mit jedern’ komponentenweise gebildet werden:

v\ (67 @5 % ... D1} Uidy vidy ...
P2 | et Y2l el ... (2.58)
Vs Vsdt vsds sl .| :

Man sieht bereits, dass Dyaden eine spezielle Teilmenge von Operatoren bilden, denn
sie haben in einem d-dimensionalen Hilbertraum 2d Freiheitsgrade (ndmlich die Kompo-
nenten der beiden Vektoren), withrend allgemeine Operatoren dargestellt als Matrizen d?
Freiheitsgrade besitzen.

Bei Dyaden sind drei Fille zu unterscheiden:

1. Wenn beide Vektoren gleich sind, dann ist [¢) (1| ein Vielfaches eines Projektions-
operators (siehe folgender Abschnitt).

2. Wenn beide Vektoren orthgonal sind, also beispielsweise A = |ep)(ea], so ist A
nicht diagonalisierbar.

3. In allen anderen Féllen ist eine Dyade |¢) (¢| diagonalisierbar. Nur einer ihrer Eigen-
vektoren hat einen Eigenwert verschieden von Null, ndmlich [¢) mit dem Eigenwert
(¢|Y). Der Eigenwert Null ist dagegen d — 1-fach entartet.

Projektoren und Teilrdume

Ein Operator mit der Eigenschaft
P2=P (2.59)

heisst Projektionsoperator oder auch idempotenter Operator. Man kann sich leicht {iber-
legen, dass die Eigenwerte eines Projektionsoperators die Gleichung A2 = X erfiillen
miissen, so dass das Spektrum nur aus Einsen und Nullen bestehen kann. Ein Projekti-
onsoperator projeziert auf einen Teilraum des Hilbertraums, der von den Eigenvektoren
mit Eigenwert 1 aufgespannt wird. Bei wiederholter Anwendung des Projektionsoperators
wird dieser Untervektorraum wieder auf sich selbst abgebildet.

In der Quantentheorie spielen vor allem hermitesche Projektionsoperatoren eine wichtige
Rolle, also solche, fiir die zusitzlich P = PT gilt. Diese werden wegen ihrer orthogona-
len Eigenvektoren auch als orthogonale Projektionsoperatoren oder kurz als Projektoren
bezeichnet. Im Folgenden wird daher immer vorausgesetzt, dass Projektionsoperatoren
hermitesch sind.
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Beispiel: Im R? sind die Operatoren

11 10
Pl_(o 0>’ P2_<0 0>

beide Projektionsoperatoren auf die x-Achse, jedoch ist P; nicht hermitesch.

Zwei Projektionsoperatoren P; und Ps heissen orthogonal aufeinander, wenn P1Ps =0
ist. Die Summe orthogonaler Projektionsoperatoren ist wiederum ein Projektionsopera-
tor, der auf den Aufspann der jeweiligen Teilrdume projeziert. Eine Menge {P;} von
orthogonalen Projektionsoperatoren heisst vollstindig, wenn

P =1 (2.60)

Beispiel: In der Standardbasis des R? bilden die drei Operatoren

1 0 0
Py = ler)(er| = ( 0 ) Py =le){e] = ( 1 ) o Po=le)(el = ( 0 ) 7
0 0 1

einen vollstdndigen Satz orthogonaler Projektionoperatoren, die auf die Achsen des Koor-
dinatensystems projezieren. Die P, = P, 4+ P, ist wiederum ein Projektionsoperator, der

in die zy-Ebene projeziert (und nicht etwa nur auf die beiden Achsen).

Eine Dyade aus zwei gleichen normierten Vektoren |[i)(4)| ist ein Projektor, der auf
einen eindimensionalen Teilraum projeziert, ndmlich auf den Vektor [¢). Man kann jeden
Projektor als Summe solcher Dyaden aus orthonormierten Basisvektoren seines Teilraums
darstellen.

Spektralzerlegung hermitescher Operatoren

Wir haben bereits gesehen, dass man fiir einen hermiteschen Operator A mit Spektrum
{\i} immer ein vollstdndiges orthonormiertens System von Eigenvektoren {|¢;)} kon-
struieren kann. Jeder Vektor [¢), auf den ein solcher Operator A angewandt wird, kann
also nach diesen Eigenvektoren zerlegt werden:

) =D cldi) . (2.61)

(2

Indem man von links einen bra-Eigenvektor (¢;| anwendet, erhélt man die Entwicklungs-
koeffizienten ¢; = (¢;]¢). Daraus folgt

Alg) =3 (silv)Ale) =D (gulv)nle) = D0 Nloaaillv)  (262)

(2 (2
=A
so dass man zur sogenannten Spekiralzerlequng
A= Nldi)el (2.63)
i

gelangt. Ein hermitescher Operator ldsst sich also immer darstellen als eine mit den
Eigenwerten gewichtete Summe von Projektionsoperatoren auf die Eigenwerte. Diese
Projektionsoperatoren haben die Form symmetrischer Dyaden, die aus dem normierten
Eigenvektor gebildet werden.
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Funktionen von Operatoren

Eine skalare Funktion f : C — C : # — f(z) kann benutzt werden, um Operatoren
abzubilden. Die in diesem Zusammenhang am hiufigsten verwendete Funktion ist die
Exponentialfunktion, die dann als Matrizezponentialfunktion bezeichnet wird.

Fiir die Anwendung von Funktionen auf Operatoren gibt es unterschiedliche Herange-
hensweisen. Handelt es sich bei der Funktion beispielsweise um ein Polynom f(z) =
> r—o Ck 2 dann kann man die Variable 2 durch den Operator A ersetzen und erhélt
den wohldefinierten Ausdruck

= > o AR, (2.64)

denn die Potenzen von A konnen durch Matrixmultiplikation bestimmt werden. Ein dhn-
liches Vorgehen bietet sich bei Funktionen an, die in eine Taylorreihe f(z) = Y o cx 2"
entwickelt werden kdnnen. Dabei miissen jedoch beliebig hohe Potenzen von A gebildet
werden, so dass die Konvergenz einer solchen Reihe sorgféltig untersucht werden muss.
Bemerkung: Taylorreihen sind besonders dann niitzlich, wenn algebraische Relationen
bekannt sind, die das Berechnen hoher Potenzen darstellungsfrei ermdglichen. Als Beispiel

berechnen wir die Exponentialfunktion exp(P) eines Projektionsoperators P. Die algebrai-
sche Relation P? = P reduziert alle Potenzen mit Ausnahme der nullten Ordnung auf P,

d.h.
exp(P):Z?: Zk:_: +(e—1)P.
k=0 k=1

Die alternative und anschaulichere Herangehensweise besteht darin, das Problem in der
Basis der Eigenvektoren von A darzustellen. In dieser Basis entspricht der Operator A
einer diagonalen Matrix, so dass f nur auf jeden der Diagonaleintriige separat angewendet
werden muss. Da auf der Diagonalen die Eigenwerte stehen, bedeutet dies, dass die
Anwendung einer Funktion auf einen Operator dessen Eigenwerte durch A; — f(\;)
verdndert, dass jedoch die Eigenvektoren unveréndert bleiben. Fiir die zuvor diskutierte
Spektralzerlegung bedeutet dies, dass

:Z)\i\fﬁiﬂ@\ = f(A Zf ) i) (il (2.65)

Man kann also f(A) bilden, indem man von der gegebenen Basis zunéchst in die Ei-
genbasis des Operators A transformiert, dort die Eigenwerte \; durch f()\;) ersetzt und
schlieflich von der Eigenbasis in die urspriingliche Basis zuriicktransformiert.

Beispiel: Was ist f(—i<L)? Gar nicht so leicht zu beantworten, weil unendlich hohe Po-
tenzen des Ableltungsoperators in der Taylorreihe von f vorkommen kénnen. Doch die
‘Eigenvektoren’ des Ableitungsoperators sind Wellen ¢** mit Eigenwerten k. Deshalb ist

f(_i%)eikz _ f(k)eikz. (2.66)

Ist ¢ (k) die Fourier-Transformierte einer Funktion (), liuft also die Berechnung von
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f(—i)y(z) auf folgendes Integral hinaus:

1 e ikx T
V) = o= / k()

> (i) = o= [ k™ gy b (2.67)
1 o o / —ika’ /
= 3 7oodk:/700d:c f(R)e ™ ().

Unitdre Transformationen

Eine lineare Abbildung U, unter der das Skalarprodukt invariant ist, heisst unitdr. An-
schaulich sind solche Abbildungen im Hilbertraum winkeltreu, also vergleichbar mit den
Drehungen im R3. Trotzdem sind sie nicht mit echten riumlichen Drehungen zu verwech-
seln.

Aus der Invarianz des Skalarprodukts folgt

@) = Z(1o), 1)) = Z(Ule), Ul)) = (o|UTUL). (2.68)
Da dies fiir alle (¢|, [¢) erfiillt ist, muss gelten:
U'u=1, (2.69)

d.h. Ut ist das Inverse von U. Unitire Operatoren sind also immer invertierbar und es
ist besonders einfach, die inverse Abbildung zu bestimmen. Wendet man auf Gl. (2.69)
von links den Operator U und von rechts den Operator U~! an, folgt daraus

UuUf =1. (2.70)

Man beachte, dass diese Beziehung nicht durch einfache Konjugation aus Gl (2.69) her-
vorgeht.

Da det(U) det(UT) = |det(U)|? = 1 ist, folgert man sofort, dass
det U = ¢ (2.71)

ist. Eine unitdre Abbildung ist also volumenerhaltend, es kann aber zu einer Drehung
der komplexen Phase kommen, doch solche Phasendrehungen sind grundsétzlich nicht
messbar.

Da das Skalarprodukt invariant ist, erhélt eine unitére Transformation auch die Norm
eines Vektors. Die Vektoren [¢) und Uly) haben also die gleiche Lénge. Daraus ergibt
sich sofort, dass fiir Eigenwerte A der Eigenwertgleichung Uly) = A¢) die Beziehung
AN* = 1 gilt, dass also die Eigenwerte einer unitdren Abbildung komplexe Zahlen auf
dem Einheitskreis sind.

Ein Produkt zweier unitérer Operatoren U; Uy ist wiederum ein unitérer Operator, da
(U,U)1U Uy = Uy'U;TU Uy = 1 ist. Dagegen ist die Summe zweier unitirer Opera-
toren im Allgemeinen nicht unitér.
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Exponentialfunktion und Generatoren
Unitére Operatoren werden von hermiteschen Operatoren mit Hilfe der Exponentialfunk-
tion erzeugt. Sei dazu A = AT ein hermitescher Operator und

U, = 4 (2.72)

ein Operator mit einem reellen Parameter a € R, den man sich als Drehwinkel vorstellen
kann. Dabei ist die Exponentialfunktion als Abbildung von der Menge aller Operatoren
auf sich selbst zu verstehen, die entweder durch die Taylorreihe

o .
. A"
goh E:Lo‘m) (2.73)
n=0 ’
oder durch den Grenzprozess
. A
A —  lim <1+ &)m (2.74)
m— 00 m

definiert ist. Dabei wird die Konvention A? = 1 verwendet. Alternativ kann man, wie
bereits zuvor diskutiert, den Operator in der Basis seiner Eigenvektoren darstellen und
die diagonalen Matrixelemente einzeln mit der Exponentialfunktion abbilden.

Da A = Af ist, gilt

. T . .
Ut = (e8) = (e7or) = (e7o) — U, (2.75)
d.h. U, is unitér.

Im Limes kleiner ‘Winkel’ o — 0 kann die Taylorreihe der Exponentialfunktion in erster
Ordnung durch
U, ~ 1+iaA +0(a?) (2.76)

gendhert werden. Der hermitesche Operator A erweist sich dabei als infinitesimaler Ge-
nerator einer unitiren Transformation.®

Unitére Transformationen, die von einem hermiteschen Generator mit Hilfe der Expo-
nentialfunktion erzeugt werden, erfiillen die Differentialgleichung

d
U, = iAU,. (2.77)
Ein Zustand |¢,) := Ugultho), der aus [¢g) durch eine solche unitdre Transformation

hervorgeht, erfiillt seinerseits die Differentialgleichung

d .
£‘¢a> = ZA”I/}O!>‘ (2.78)

Die Schriodingergleichung hat (bis auf ein Vorzeichen) genau diese Struktur. Wie wir sehen
werden, ist die Zeitentwicklung in der Quantentheorie eine unitére Transformation, die
vom Energieoperator, dem Hamiltonoperator H, erzeugt wird.

®Es sollte darauf hingewiesen werden, dass das Weglassen hoherer Ordnungen bei kleinem jedoch end-
lichem o die Unitaritit verletzt, da (1 + icA)(1 — iaAT) # 1 ist. Dieses Problem kann z.B. in
numerischen Iterationsverfahren zu Instabilitdten fiihren.
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Basistransformationen
Spur

Die Spur eines Operators ist bekanntlich die Summe iiber die Diagonalelemente der
Matrix, d.h. in einer orthonormierten Basis {|e;)} gilt

Tr(A) = ) (eilAles) ZA” (2.79)

7

Die Spur ist eine lineare Abbildung vom Raum der Operatoren ‘H — H nach C:
Tr(aA + B) = oTr(A) + 6Tr(B) (2.80)

Angewandt auf ein Produkt von Matrizen besteht die Wirkungsweise der Spur anschau-
lich darin, das Matrixprodukt zyklisch zu schliefsen, also ein ‘kreisférmiges’ Produkt zu
bilden.
Tr(ABCDE) = Y Aj;BjxChiDimEni, (2.81)
ijklm

weshalb die Spur invariant unter zyklischen Permutationen der Faktoren ist:
Tr(ABCD) = Tr(DABC) = Tr(CDAB) = Tr(BCDA). (2.82)

Insbesondere wird auch eine Dyade durch die Spur zyklisch zusammengeklebt und wird
damit zu einem Skalarprodukt:

Tr([)(l) = (ol (2.83)

Aus der zyklischen Vertauschbarkeit eines Produktes im Argument der Spur folgt sofort,
dass die Spur invariant unter Ahnlichkeitstransformationen ist:

Tr(SAS™!) = Tr(S7'SA) = Tr(A) (2.84)

Die Spur bildet also einen Operator auf ein Skalar ab, ist also unabhéngig von der Wahl
der Basis. Insbesondere ist die Spur einer hermiteschen Matrix stets die Summe der
Eigenwerte

A=AT = TrA)=) X\ (2.85)

Bildet man das Adjungierte der Spur, so wird sie wie alle anderen Skalare auch komplex
konjugiert:

Tr(AT) = Tr(A)* (2.86)

Interessant ist das Zusammenspiel von Spur und Exponentialabbildung. Fiir hermitesche
Operatoren gilt ndmlich

det(e®) = T4 (2.87)

denn in der Eigenbasis des Operators ist die linke Seite das Produkt von e
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Die Gruppen U(n) und SU(n)

Da das Produkt unitérer Operatoren wiederum unitér ist, bilden die unitdren Transfor-
mationen eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfithrung. Diese Gruppe wird mit
der Schreibweise U(n) bezeichnet, wobei n die Dimension des betrachteten Vektorraums
C" ist, auf dem diese Transformationen wirken. Die Gruppe U(n) umfasst alle unitéren
Transformationen in n Dimensionen, wihrend die spezielle unitire Gruppe SU(n) sich
auf die unitdren Transformationen mit Determinante +1 beschriankt, also eine Unter-
gruppe von U(n) ist. Man kann zeigen (hier ohne Beweis), dass sich jedes U € U(n) als
Exponentialfunktion U = exp(iA) eines hermiteschen Operators A darstellen l&sst.

e U(1): Fiir n = 1 ist der Hilbertraum eindimensional, also darstellbar als eine
komplexe Ebene. Die Transformationsmatrix U ist hier ein Skalar U mit UU* =1,
also ist U = e
Gruppe U (1) beschreibt damit Phasendrehungen in der komplexen Ebene und wird
erzeugt durch einen einzigen Generator, ndmlich 1.

eine Zahl auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene. Die

e U(2): Diese Gruppe umfasst alle unitiren Transformationen auf C2. Die Trans-
formationsmatrix U ist hier eine 2x2-Matrix, welche die Bedingung UUT = 1
erfiilllt. Da die Matrix stets als U = exp(iA) darstellbar ist, wobei A hermitesch
ist, hat diese Gruppe vier Generatoren 1,01, 09, 03. Diese Generatoren erfiillen die
algebraischen Beziehungen

00K = 5jk1+i€jkl o, (2.88)

deren bekannteste Darstellung die Pauli- sind:

o = (? é) , oy = <? _OZ> , o3= <(1) _01> . (2.89)

Mit den Pauli-Matrizen ldsst sich ein Gruppenelement der U(2) schreiben als
U =exp <i71 +ia01 + tapos + iagag) (2.90)

mit reellen Parametern v, aq, ag, a. Eine andere etwas einfachere Parametrisierung
der Gruppenelemente von U(2) in Matrixform ist

e (9,0 2.91
U=e¢ (—b* e (2.91)
wobei 7 € R ist wihrend a und b zwei komplexe Parameter sind, die durch die
Bedingung |a|? 4 |b|?> = 1 eingeschrinkt sind. Diese Parameter werden als Caley-
Klein-Parameter bezeichnet. Eine weitere Moglichkeit, auf die hier nicht eingegan-
gen werden soll, ist die Parametrisierung durch Eulersche Winkel.

Ahnlich wie bei Drehungen im R? sind die Gruppenelemente nicht kommutativ,
d.h. die U(2) ist im Gegensatz zur U(1) eine nichtabelsche Gruppe.

e SU(2): Die SU(2), die spezielle unitdre Gruppe in zwei komplexen Dimensionen, ist
eine Untergruppe der U(2), die alle unitdren Abbildungen mit det(U) = 1 umfasst.
Die Spur der Generatoren muss deshalb gleich Null sein, also besitzt die SU(2) nur
die drei spurlosen Generatoren o1, 09,03, jedoch nicht den Phasendrehungsgenera-
tor 1. Die SU(2) wird uns im Zusammenhang mit dem Spin von Fermionen wieder
begegnen.
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e SU(3): Die Gruppe SU(3) kann analog konstruiert werden. Sie besitzt 8 spurlose
Generatoren A, deren Standarddarstellung als Gell-Mann-Matrizen bekannt ist.

Bemerkung: Diese drei Gruppen spielen auch eine fundamentale Rolle in der Elementar-
teilchenphysik. Die U(1) ist die Symmetriegruppe der Elektrodynamik, ihr Generator ist
das Photon. Die SU(2) ist die Symmetriegruppe des schwachen Isospin, ihre Generatoren

die drei Paulimatrizen repriisentieren die Bosonen W= und Z°. Die SU(3) schliek-
lich ist die Symmetriegruppe der Quantenchromodynamik und ihre acht Generatoren \;

entsprechen den Gluonen, die die starke Wechselwirkung vermitteln.

Operatoralgebren

Physiker verstehen unter einer Algebra in etwa folgendes: Gegeben sei eine Menge von
‘Buchstaben’ {A, B, C, ...}, also ein Alphabet, das endlich oder unendlich sein kann. Aus
diesen Buchstaben lassen sich ‘Wérter’ bilden, z.B.

1,A, B, AA, AB, BA, BB, AAA, AAB, ABA, ABB, ...,

wobei die Identitdt 1 fiir ein leeres Wort steht. Ferner wird angenommen, dass die Worter
linear kombiniert werden kénnen, also z.B. € AB+ 3B A, wobei die Koeffizienten aus einem
Skalarkérper (meistens C) kommen.

Neben der Vereinbarung eines Alphabets gehort zu einer Algebra ein Satz von Gleichun-
gen, der den Raum der Worter einschriankt.

Beispiel: Gegeben sei die Algebra mit zwei Buchstaben A, B und den Relationen A® =
A ,B*> =1,AB = BA. Wegen AB = BA kann jedes Wort so umsortiert werden, dass es
die Form A* B’ annimmt. Die Relation A% = A fiihrt auf k¥ < 2 und B?> =1 auf £ < 1. Der
Wortraum dieser Algebra wird also aufgespannt von {1, A, B, A*>, AB, A>B}.

In der Quantentheorie sind die Buchstaben Operatoren und die Worter Produkte von
Operatoren, wihrend die einschrinkenden Relationen in vielen Fillen die Vertauschungs-
regeln der Operatoren sind. Die verbleibenden Worter konnen als Basisworter eines li-
nearen Raums aufgefasst werden. Wie wir anhand von Beispielen spéter sehen werden,
wird es dadurch moglich, darstellungsfrei zu rechnen, also unabhénig vom gewé#hlten
Koordinatensystem.

2.2 Messungen, Observable und Unscharfe

2.2.1 Observable
Postulate der Quantentheorie

Mit dem nun zu Verfiigung stehenden Formalismus kénnen die Postulate der Quanten-
theorie folgendermassen formuliert werden:

e Zustand: Der Zustand eines maximal préparierten physikalischen Systems wird
durch einen Vektor |¢) eines Hilbertraums H charakterisiert. Die Linge und die
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N2-
Lichtquelle Polarisator Plattchen Polarisator Photomultiplier Z&hler
) I U=e?C o) Ap, = 0,1

Abbildung 2.2: Schematische Realisierung und die entsprechende quantentheoretische Beschreibung
eines Polarisationsexperiments mit Photonen (siehe Text).

absolute Phase der Zustandsvektoren ist nicht festgelegt. Um eine Wahrscheinlich-
keitsinterpretation zu ermoglichen, werden sie jedoch so normiert, dass (¢|¢)) = 1
ist.

o Zeitentwicklung: Sofern keine Messung stattfindet, entwickeln sich Zustandsvek-
toren zeitlich auf deterministische Weise durch eine vom Hamiltonoperator erzeugte
unitire Transformation, die in differentieller Form durch die (zeitabhéngige) Schro-
dingergleichung gegeben sind.

o Messgrofien: Die messbaren Grofen werden durch hermitesche Operatoren A
(sogenannte Observablen) beschrieben, wobei die moglichen Messergebnisse deren
Eigenwerte \; sind.

e Messprozess: Bei einer Messung wird der Eigenwert A\; mit der Wahrscheinlichkeit
|{¢:]1)|? gemessen, wobei |¢;) der entsprechende normierte Eigenvektor von A ist.
Der statistische Mittelwert (Erwartungswert) ist durch (A) = (¢)|A¢) gegeben.

e Zustandsreduktion: Sofern sich das System nicht bereits in einem Eigenzustand
von A befand, wird es durch die Messung beeinflusst und befindet sich unmittelbar
danach im Eigenzustand |¢;), der zu dem gemessenen Eigenwert gehort.

Experimentelle Umsetzung

Quantenmechanische Effekte lassen sich im Experiment besonders einfach an Photonen
demonstrieren. Dabei ignoriert man alle Freiheitsgrade des Photons bis auf seine Pola-
risierungsrichtung und seine Phasenlage. Beide Grofen werden durch einen zweidimen-
sionalen komplexen Vektor senkrecht zur Ausbreitungsrichtung charakterisiert, der als
Linearkombination zweier Basisvektoren, z.B. | ) fiir vertikale und | <) fiir horizontale
Polarisierung, dargestellt werden kann.

In Abb. 2.2 ist ein Beispiel eines solchen Experiments gezeigt. Kine Lichtquelle mit ex-
trem geringer Intensitét produziert einzelne Photonen unterschiedlicher Polarisierungs-
richtung. Ein handelsiiblicher Polaroidfilter ldsst die Hilfte der Photonen durch; diese
sind dann vertikal polarisiert. Damit befindet sich das Photon im Zustand | [), womit
die Praparation des Zustands beendet ist.

Danach passiert das Photon ein einstellbares A/2-Plidttchen, mit dem die Polarisations-
ebene des Photons um einen beliebigen Winkel o gedreht werden kann. Diese Anordnung
entspricht im quantentheoretischen Formalismus einer unitdren Transformation U er-
zeugt durch einen hermiteschen Opeartor G, die in der Basis {| ]),| «<»)} durch folgende
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Matrix darstellt werden:

G:<0. ) U:ewG:<09w —Sma>. (2.92)
—1 0 sina  cos«

Damit befindet sich das Photon im Zustand U| [) = cosa| [) + sina| «<»). Schlieslich
gelangt es zu einem zweiten Polaroidfilter, der horizontal ausgerichtet ist, und einem
nachfolgenden Photomultiplier. In diesem Photomultiplier wird dann entweder eine elek-
tronische Kaskade ausgelost oder nicht, die makroskopisch sichtbare Antwort ist also 1
fiir ein detektiertes Photon und 0 fiir ein nicht detektiertes Photon. Der zweite Polaro-
idfilter und der Photomultiplier werden als Messgerdt durch den Projektionsoperator
P = | <) (< | reprisentiert.

Die Quantentheorie erlaubt es nun, die Wahrscheinlichkeit p; fiir eine Antwort ‘1’ zu
berechnen:

p1=( [UPU| ]) = (] |U"] =)(< [U] ]) = [(< U] ])* = sin o (2.93)

Dieses Ergebnis stimmt mit den Resultaten der gewohnlichen Wellenoptik {iberein.

Gleichzeitig messbare Observablen

In der klassischen Physik ist ein idealer Messprozess dadurch charakterisiert, dass er das
physikalische System nicht beeinflusst. In der Quantenphysik dagegen sind zwei Félle zu
unterscheiden:

e Wenn sich das System bereits in einem Eigenzustand des Messgeréts befindet, wird
der entsprechende Eigenwert ausgegeben ohne das System zu beeinflussen. Ahnlich
wie in der klassischen Physik liegt in diesem Fall das Messergebnis bereits vorher
fest.

e Im allgemeinen Fall wird sich das System vor der Messung noch nicht in einem
Eigenzustand befinden. In diesem Fall projeziert das Messgerdt den Zustand |1))
des Systems probabilistisch auf einen seiner Eigenzusténde |¢;) und gibt den da-
zugehorigen Eigenwert \; als Messwert aus. Danach befindet sich das System in
diesem FKigenzustand, so dass wiederholte Messung immer wieder das gleiche Er-
gebnis liefert.

Wir betrachten nun zwei verschiedene Messungen, représentiert durch zwei verschiedene
Operatoren A und B, und stellen die Frage, wann diese gleichzeitig messbar sind, sich also
gegenseitig nicht storen. Dies bedeutet, dass nach Messung von A und B beide Messungen
in beliebiger Reihenfolge wiederholt werden kénnen und dabei immer wieder das jeweils
gleiche Ergebnis angezeigt wird. Offenbar ist dies nur moglich, wenn bei Observablen
gemeinsame FEigenzusténde haben, also gemeinsam diagonalisierbar sind. Das ist genau
dann der Fall, wenn beide Operatoren miteinander kommutieren:

[A,B] = AB—BA = 0. (2.94)

Messungen vertauschbarer Observablen storen sich also gegenseitig nicht.
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Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall, dass das Spektrum von A nicht entartet ist.
Sei |a) ein Eigenvektor von A mit Ala) = Ao A. Wegen der Vertauschbarkeit von A und B
gilt:

ABla) = BA|a) = \;B|a), (2.95)
also muss BJa) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\, sein. Dieser muss von |a) linear

abhingig sein, also gilt Bla) = A\y|a), wobei A, der Messwert der Observable B ist.

Haufig hat man es mit Observablen zu tun, die redundant sind in dem Sinne, dass ihre
Spektren entartet sind. Ist z.B. der Eigenwert A, n-fach entartet, so konstruiert man in
dem von den Eigenvektoren aufgespannten n-dimensionalen Eigenraum eine orthogonale
Basis aus Vektoren, die sowohl fiir A als auch fiir B Eigenvektoren sind.

Beispiel: Gegeben seien die beiden hermiteschen Matrizen
310 4 2 0
A=1|11 3 0 , B=| 2 4 0 . (2.96)
0 0 4 0 0 4

Man kann leicht {iberpriifen, dass diese Matrizen kommutieren, d.h. [A, B] = 0. Das Spek-
trum von A ist {2,4,4}. Der zweifach entartete Eigenwert entspricht einem zweidimen-
sionalen Eigenraum, der von den Vektoren (1,1,1)” und (0,0,1)” aufgespannt wird. Das
1L )T
V2’ V2!

und (0,0,1)7, die gleichzeitig Elemente des zweidimensionalen Eigenraums von A sind.

Spektrum von B ist nicht entartet und besitzt zwei orthogonale Eigenvektoren (

Man sagt, dass durch B die Entartung von A aufgehoben wird.

Entartungen einer Observable A konnen also dadurch aufgehoben werden, dass man eine
weitere Observable B hinzunimmt, die mit A kommutiert. Ist das gemeinsame Basis-
system von A und B dann immer noch entartet, nimmt man eine weitere Observable
C hinzu, die sowohl mit A als auch mit B kommutiert. Diesen Vorgang setzt man so
lange fort, bis alle Entartungen aufgehoben sind. Man erhilt auf diese Weise einen ma-
zimalen Satz kommutierender Observabler, mit dem man die maximale Information {iber
das System erhilt. Die Eigenwerte werden dabei auch oft als sogenannte Quantenzahlen
bezeichnet.

Eine gleichzeitige Messung solch eines maximalen Satzes kommutierender Observabler
kann auch dazu benutzt werden, um ein System maximal zu prdiparieren. Nach der Mes-
sung befindet es sich nimlich in einem reinen Zustand mit bekannten Quantenzahlen,
der durch einen wohldefinierten Vektor [¢)) im Hilbertraum représentiert wird.

Unscharfe

Wenn zwei Observable A und B nicht kommutieren, liefert bei unmittelbar aufeinander-
folgender Messung mindestens eines der beiden Messgeréte stochastisch verteilte Mess-
werte. Diese Unschirfe AA und AB der Messergebnisse hingt vom Zustand |¢) ab.

Die Unschdrfe einer Observable ist definiert als die Streuung der Messergebnisse um den
Erwartungswert

AA = /{(A—(A))?). (2.97)
Mit der Schreibweise A = A — (A) ist also

AA% = (A?). (2.98)
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Ausgangspunkt fiir eine Abschétzung des Produkts beider Unschérfen AAAB ist die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung®

(AAAB)? = (A%)(B?) > |(AB)]°. (2.99)
Das Produkt AB wird zerlegt als

Cl 7:‘Cr2
wobei C; und Cs hermitesch sind. So gelangt man zu

(AAAB)? > [{C1) +i(Ca)|* = [(C1)]* + {Co)* = [(Co)f? (2.101)

und nach Wurzelziehen schlieflich zur allgemeinen Unschirferelation!

AAAB > ~[(|A,B]). (2.102)

1
2

Zustinde minimaler Unscharfe

Die Unschérferelation besagt, dass das Produkt AAAB der Streuungen der Messergeb-
nisse zweier nichtkommutierender Observable A und B einen Minimalwert nicht unter-
schreiten kann, dass also die von A und B gemessenen Eigenschaften nicht gleichzeitig
bestimmt werden kénnen. Dieser Minimalwert kann natiirlich je nach Zustand auch iiber-
schritten werden.

Oft ist es von Interesse, einen Zustand zu finden, fiir den das Produkt der Unschérfen
minimal wird. Dafiir ist hinreichend, dass beide im vorherigen Abschnitt verwendeten
Abschétzungen scharf, also mit einem Gleichheitszeichen erfiillt sind.

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung |(x|y)[? < ||z|[?||y||? ist immer dann scharf erfiillt,
wenn die Vektoren |z) und |y) kollinear sind, weil dann der Cosinus des eingeschlossenen
Winkels gleich 1 ist. Diese Bedingung fiihrt auf die Gleichung

Aly) = uB|y) (2.103)

deren Losungen [¢)) von dem Parameter p € C abhéngen. Fiir alle normierbaren Lo-
sungen ist dann das Minimum von |[(C1)|? 4+ |[(C2)|? in GI. (2.101) zu bestimmen. Fiir
die so bestimmten Zustandsvektoren ist dann das Produkt der Unschérfen AAAB mini-
mal. Im folgenden Abschnitt wird diese Vorgehensweise am Beispiel der Heisenbergschen
Vertauschungsrelationen demonstriert.

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung besagt, dass |{z|y)|* < ||z||*||y||* ist, dass also anschaulich der
Cosinus des eingeschlossenen Winkels bei einem Skalarprodukt vom Betrage kleiner oder gleich 1 ist.

'"Die zweite Abschiitzung durch das Weglassen des Terms |[(C1)|? fiihrt zu einer eigentlich nicht not-
wendigen Abschwichung der Unschirferelation. In der Praxis wird allerdings die verschirfte Form
AAAB > 1/[({A,B})]2 +[([A, B])[? selten verwendet, weil der erste Term unter der Wurzel in der
Regel vom Zustand |¢) abhingig ist, wihrend der zweite Term hiufig unabhingig vom betrachteten
Zustand und damit von allgemeinerer Aussagekraft ist.
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2.2.2 Heisenberg-Algebra
Definition der Heisenberg-Algebra

Die Heisenberg-Algebra in d Dimensionen besteht aus den hermiteschen Operatoren
1,X1,Xo,...,Xg,P1,Pg, ..., Py und einem Satz algebraischer Beziehungen, den soge-
nannten Heisenbergsche Vertauschungsrelationen:

X;,Xx] = [P;,P] = 0, g k=1...d (2.104)
[X;,Py] = ihdj1. (2.105)

und reduziert sich im eindimensionalen Fall auf nur eine Relation
[X,P] =ih1. (2.106)

Diese Algebra bestimmt vollstindig die Quantenmechanik von Massepunkten. Physika-
lisch stehen die Vektoroperatoren X = (X1,...,Xy)7" und P = (Py,...,Py)T fiir Ort
und Impuls des Teilchens. Der nichtverschwindende Kommutator von Ort und Impuls
besagt, dass diese beiden Grofen im Gegensatz zur klassischen Physik nicht gleichzeitig
messbar ist.

Uberraschend ist die perfekte Symmetrie von Ort und Impuls in der Heisenberg-Algebra.
Wie wir noch sehen werden, sind Ort und Impuls in der Quantenmechanik in der Tat als
gleichwertig anzusehen.

Die Heisenberg-Algebra fiir eindimensionale Systeme d = 1 kann interpretiert werden
als ein linearer Raum iiber ‘Wértern’ aus den ‘Buchstaben’ X und P eingeschrinkt
durch die Kommutatorrelation [X,P] = ih1. Diese Relation erlaubt es, die Buchstaben
umzuordnen so dass der Raum durch Worter der Form X"P™ aufgespannt wird. Da man
aber immer noch unendlich viele Basisworter hat, die Algebra also nicht schlieft, wird
man X und P nicht mit einfachen endlich-dimensionalen Matrizen darstellen kénnen.
Analoge Uberlegungen gelten fiir den mehrdimensionalen Fall.

Mit Hilfe der allgemein giiltigen Formel

k—1
[A,B¥] = Y " B*[A,B]BF ! (2.107)
s=0

gelangt man durch Einsetzen des Kommutators (2.105) zur Gleichung

0

X, PP = mihPy o = iha

| S (2.108)
Die partielle Ableitung nach einem Operator bedeutet hier lediglich, dass der nachfol-
gende Ausdruck auf die gewohnte Weise formal nach dem Symbol P; partiell zu dif-
ferenzieren ist. Die Anwendung des Ortsoperators auf eine Potenz des Impulsoperators
in einem Kommutator wirkt also in gleicher Weise wie ein formales Differenzieren. Dies
gilt insbesondere auch fiir Funktionen f des Impulsoperators, die sich als (konvergente)
Potenzreihe darstellen lassen:

_ 0
[X;, f(P)] = zh@ f(P). (2.109)
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Entsprechendes gilt f fiir Funktionen f(X P) die sich als gemischte Potenzreihen in den
Komponenten von X und P darstellen lassen, weil die Komponenten des Ortsoperators
untereinander kommutieren:

Lo~ o -
X, f(X,P)] = zha? (X,P) (2.110)

Wegen der X & f’—Symmetrie der Heisenberg-Algebra gilt automatisch auch die Relation

P;, f(X,P)] = —zh— X, P) (2.111)

Heisenbergsche Unschérferelation

Durch Einsetzen der Kommutatorrelation (2.105) in die allgemeine Unschérferelation
(2.102) erhélt man direkt die beriithmte von W. Heisenberg auf Helgoland gefundene
Unschérferelation

AX;AP; > g (2.112)
Ort und Impuls sind also nicht gleichzeitig bestimmbar, sondern das Produkt der Un-
schérfen beider Messungen von der Einheit her eine Wirkung ist grofer oder gleich
h/2. Insbesondere fiihrt jeder Versuch, eine der beiden Grofen exakt zu messen, zu ei-
ner undendlichen Unschérfe, d.h. aussagelosen Messung der jeweils anderen Grofe. Die
Unschéarferelation impliziert dass Bahnkurven im Phasenraum — die Basiselemente der
klassischen Mechanik in der Quantenmechanik nicht existieren, sondern allenfalls als
ndherungsweises Konzept auf makroskopischer Skala brauchbar sind.

Darstellungsfreies Rechnen: Eigenzustande des harmonischen Oszillators

Darstellungsfreie Rechenmethoden benutzen lediglich die vorgegebenen algebraischen Be-
ziehungen, ohne Gebrauch von konkreten Darstellungen wie z.B. Wellenfunktionen oder
Matrizen zu machen. Die Stirke solcher Rechenmethoden liegt darin, dass die Ergebnisse
sofort auf alle Phinomene anwendbar sind, die auf der selben Algebra beruhen.

Ein wichtiges Beispiel ist dafiir die Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren des
eindimensionalen harmonischen Oszillators (vgl. Abschnitt 1.4.2). Die Aufgabe lautet,
das Eigenwertproblem

H‘¢n> = En’¢n> (2.113)
fiir den Hamiltonoperator
1
H = 2—P2 + —X2 (2.114)
zu losen unter alleiniger Ausnutzung der Helsenbergschen Vertauschungsrelationen
[X,P] =ihl. (2.115)
Zunichst machen wir das Problem dimensionslos, indem wir dimensionslose Operatoren
definieren:
. -~ 1
x=,/x, P=y/—P, (2.116)
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die dann die Algebra

[X,P] =i (2.117)
erfiillen. Mit diesen Operatoren wird der Hamiltonoperator symmetrisch in X und P:
hw /- .
H-= 7(X2+P2> (2.118)

Bereits hier sehen wir, dass also X und P sowohl im Hamiltonian H als auch in der
Algebra (2.117) gleichberechtigt sind, dass also Symmetrien beziiglich der Vertauschung
von Ort und Impuls zu erwarten sind.

Wir definieren nun die sogenannten Leiteroperatoren, namlich den Absteigeoperator a
und den dazu hermitesch konjugierten Aufsteigeoperator al:

a=—(X+iP), al= % (X —iP). (2.119)

Die beiden Leiteroperatoren, die auch als Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren be-
zeichnet werden, sind nicht hermitesch. Thre Algebra lautet:

[a,al] = —<[X,X] —i[X, P]+i [P,X]+[P,P]> — 1. (2.120)
2\ —— N
=0 =il =—il =0
Wegen
X—i(a+aT) f’—_—i(a—aT) (2.121)
V2 ’ V2 '
ist ] 1
H = §hw (a'a+aal) = fw (afa+ 5) (2.122)

Wir definieren nun den sogenannten Anzahloperator
N = afa (2.123)
so dass H = hw(N + %) ist. Offenbar hat N die gleichen Eigenvektoren wie H, d.h.

N’¢n> = An‘¢n>7 (2.124)

wobei E, = hw(\, + 3) ist. Der Anzahloperator N ist hermitesch und erfiillt die alge-
braischen Relationen
[N,a] = —a, [N,a] = +a. (2.125)

Wendet man diese Vertauschungsrelationen auf einen ket-Eigenvektor an gelangt man zu

Na|p,) = (A —1)aldn), (2.126)
Naf|g,) = (A +1)alp,). (2.127)

Ist also |¢,) ein Eigenvektor zum Eigenwert ), so sind auch a|¢,) und af¢, Eigenvek-
toren zu den Eigenwerten A\, £ 1. Durch Iteration erhélt man eine Leiter von Zustinden
mit #quidistanten Eigenwerten im Abstand 1. Die Operatoren a' und a steigen auf dieser
Leiter herauf und herunter, was die Bezeichnung als Leiteroperatoren rechtfertigt.

Da die Eigenwerte \,, bis auf Verschiebung den Energieeigenwerten entsprechen, die Ener-
gie eines harmonischen Oszillators aber positiv sein muss, kann ein solches Leiterkonzept
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nur dann sinnvoll sein, wenn die Leiter eine erste Sprosse ohne Vorginger besitzt.!!
Wenn man die erste Sprosse mit |0) bezeichnet, bedeutet dies, dass der Absteigeoperator
angewandt auf diesen Zustand keinen Vorgingerzustand liefert, dass also

al0) =0 (2.128)

ist. Solch ein Zustand, der von dem Absteiger a auf Null abgebildet wird, wird als Grund-
zustand, Zustand niedrigsten Gewichts oder auch als Vakuumzustand bezeichnet. Wegen
N|0) = afal0) = 0 ist sein Eigenwert A\g = 0. Die dquidistante Leiter der Eigenwerte
fangt also bei Null an, folglich ist A, = n und damit

E, = hw(n+ %) : (2.129)

Auf diese Weise haben wir bereits ohne konkrete Kenntnis der Wellenfunktionen das
Spektrum unter alleiniger Ausnutzung der Vertauschungsrelationen und mit Hilfe eines
postulierten Grundzustands |0) bestimmen kénnen.

Durch Anwendung des Aufsteigers al kénnen alle Energieeigenzustiinde |n) des harmoni-
schen Oszillators sukzessive durch |n 4 1) = c,af|n) konstruiert werden. Die Proportio-
nalitdtskonstante ist dabei durch die Normierungsbedingung (n|n) festgelegt. Man erhalt

alln) = Vn+liln+1), (2.130)
ajn) = njn—1). (2.131)

Durch iterierte Anwendung von af auf |0) kénnen die Eigenzustinde sogar in geschlos-
sener Form

n) = — (a")"10) (2132)
n = a .
V!

angegeben werden, wobei die Normierung des Grundzustands (0|0) = 1 vorausgesetzt
wird. Wir haben also die Struktur der Eigenvektoren darstellungsfrei bestimmt, ohne
eine Differentialgleichung 16sen zu miissen und sogar ohne hermiteschel Polynome auszu-
rechnen. Weil H hermitesch ist, bildet dieses System von Eigenvektoren eine vollstdndige
orthonormale Basis

(nm) = dn,m (2.133)
des Hilbertraums.

An dieser Stelle ist es interessant, die Schwankungsquadrate von X und P im n-ten
Eigenzustand auszurechnen:

(AX)? = (n|X?|n) = %(nl(a +ah)?|n) = %<n|(aa taal +afatafaln)  (2.134)

Dabei liefern aa und afal wegen der Orthogonalitit keinen Beitrag, wihrend aal und afa
die Erwartungswert n + 1 und n beitragen. Insgesamt erhiilt man also (AX)? = n+1/2.
Aus Symmetriegriinden gilt ebenso (AP)? = n+1/2. Das Produkt beider Unschirfen ist

Aoa 1 1
AXAP=n+5  baw.  AXAP=h (n+ 5). (2.135)
"1n den meisten Systemen wiiren nach unten unbegrenzte Energieleitern nicht sinnvoll, da sie thermo-
dynamisch instabil sind, d.h. das System wiirde fortwéhrend wie ein perpetuum mobile bestrebt sein,
seine Energie zu minimieren.
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Wir stellen also fest, dass der Grundzustand des harmonischen Oszillators die Heisen-
bergsche Unschérferelation scharf erfiillt, da AXAP = h/2 ist. Die Balance zwischen
der rdumlichen Lokalisierung und er Lokalisierung im Impulsraum wird dabei durch den
Parameter w des harmonischen Oszillators bestimmt.

Unitdre Transformationen, die von X und P erzeugt werden.

Jeder hermitesche Operator erzeugt iiber die Exponentialabbildung eine unitire Trans-
formation, die als Transformation zwischen zwei orthonormierten Basen im Hilbertraum
interpretiert werden kann. Wie wirken nun die von X und P erzeugten Transformationen?

Wir betrachten zunéchst den Generator P und definieren die unitdre Transformation
U,(d) = e #?P (2.136)

in dessen Exponenten das gewohnliche Skalarprodukt d-P= 2]3':1 d;P; steht. Dabei
ist d € R? ein Parameter der unitéiren Abbildung. Offenbar kommutiert UP(J ) mit dem
Impulsoperator f’, die Transformation hat also keinen Einfluss auf den Impuls bzw. die

Geschwindigkeit des Teilchens. Der Kommutator mit X ist dagegen nichttrivial. Mit
Gl. (2.110) erhélt man

0
1T = 4
X, Uj) Zh@Pi

Wendet man auf diese Gleichung von links U, an, so erhilt man

Ul = —q,U]. (2.137)

U, XU} =X - d1. (2.138)

Auf der linken Seite steht nun der transformierte Ortsvektor und man erkennt, dass er
sich von dem urspriinglichen Operator nur durch eine konstante Verschiebung um den
Vektor d unterscheidet.

Um die Wirkung von U, auf einen Ortseigenzustand zu bestimmen geht man aus von
der Eigenwertgleichung
X|Z) =Z|%). (2.139)

Durch das Einschieben einer 1 = U;,Up und durch Anwendung von U, von links gelangt
man zu

U, XUIU,|7) = 7U,|7) (2.140)

also (X — Jl)Up|f> = #U,|Z). Bringt man schlieklich den Verschiebungsanteil auf die
rechte Seite, erhilt man

-,

XU,|Z) = (& +d)U,|Z) . (2.141)

Folglich ist U,|Z) ein Eigenvektor von X zum Eigenwert & + d. Da U, unitér ist, ist
U, |Z) korrekt normiert und es gilt:

U,|2) = |7 +d). (2.142)

PR

Der Operator Up(cf) = ¢ 79 hewirkt also eine riumliche Verschiebung um den
Verschiebungsvektor d.
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Auf analoge Weise kann man zeigen, dass die unitire Transformation

St

U, (q) = e 79X, (2.143)

eine Translation im Impulsraum

(U.lp) =17 +4q) ] (2.144)

erzeugt.

Merke: Der Impulsoperator ist der Generator rdumlicher Verschiebungen.

Der Ortsoperator ist der Generator von Verschiebungen im Impulsraum.

2.2.3 Darstellungen der Heisenberg-Algebra

Es gibt zahlreiche Maoglichkeiten, die Heisenberg-Algebra (2.105) in konkreten Realisie-
rungen darzustellen. Jeder hermitesche Operator stellt beispielsweise ein Basissystem von
Eigenvektoren und damit einer Darstellung in dieser Basis bereit. So erhélt man z.B. mit
den Eigensystemen von X, P und H die Ortsraum-, Impulsraum-, und Energiedarstel-
lung. Dariiber hinaus gibt es zahlreiche andere unkonventionelle Darstellungen. Da die
Heisenberg-Algebra nicht schliefst, also Worter mit beliebig hohen Potenzen zulésst, muss
allerdings jede Darstellung der Heisenberg-Algebra unendlichdimensional sein.

Verschiedene Darstellungen mogen unterschiedlich schwierig zu handhaben sein. Der
Heisenberg-Algebra und damit der ‘Physik an sich’ ist das aber egal, denn von dieser
Perspektive aus sind alle Darstellungen gleichberechtigt —der physikalische Gehalt steckt
einzig und allein in der Nichtkommutativitét von X und P.

Ortsraumdarstellung

Die bekannteste Darstellung ist die Ortsraumdarstellung der Heisenberg-Algebra. Hier
werden Zusténde und Operatoren in den Eigenzustinden des Ortsoperators dargestellt.

Ein Figenzustand des Ortsoperators
X|zZ) = Z|Z) (2.145)

beschreibt ein Teilchen, dass am Ort I lokalisiert ist. Da die Ortsunschirfe AX eines
solchen Zustands gleich Null ist, folgt aus der Heisenbergschen Unschérferelation, dass
der Impuls eines solchen Teilchens unbestimmt ist.

Weil ¥ € R? eine kontinuierliche Grofe ist, kann ein Ortseigenzustand |) nicht durch
(Z|#) = 1 normiert werden. Er liegt damit streng genommen nicht mehr im Hilbertraum
der quadratintegrablen Wellenfunktionen. Wir kénnen uns aber einen Ortseigenzustand
als Limes eines immer stirker fokussierten Wellenpakets vorstellen. Vom mathemati-
schen Standpunkt aus gesehen ist solch ein Zustand ein Hdufungspunkt am Rand des
Hilbertraums, der aber nicht mehr zum Hilbertraum gehort, vergleichbar mit der Zahl
1, die nicht zum offenen Intervall (0,1) gehort. Die Hinzunahme von Vektoren wie den
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Ortseigenfunktionen |¥') 1duft mathematisch auf den Abschluss des Hilbertraums durch
Hinzunahme der Randpunkte hinaus.!?

Die im Grunde nicht normierbaren Eigenvektoren |Z) kénnen trotzdem problemlos ver-
wendet werden, wenn man die Orthonormalitétsbedingung

T2y =63 — &) (2.146)

und die Vollstandigkeitsrelation

/d3x\:z‘><:z‘\ =1 (2.147)

voraussetzt. Letztere sagt aus, dass die ‘Summe’ iiber alle dyadischen Operatoren |Z')(Z|
den gesamten Hilbertraum aufspannt.'® Mit diesen beiden Rechenregeln definiert man
fiir einen gegebenen Vektor |¢) die Wellenfunktion im Ortsraum

Y@ = (T (2.148)
Bei einer gegebenen Wellenfunktion (%) kann umgekehrt der Zustandsvektor durch
W) = 1) = ([ el@@l)) = [@o1a) @) = [Eav@le) (@)

rekonstruiert werden. Fiir das Skalarprodukt erhilt man
(P1lh2) = (1| L]ehe) = /d% (1 |Z)Z [he) = /d?’mbi‘(f)wg(f) (2.150)

in Ubereinstimmung mit der weiter oben benutzten Definition.

Die absolute Wahrscheinlichkeit, das Teilchen am Punkt Z zu finden, ist gleich Null,
da ein Punkt keine Ausdehnung hat. Die Kontinuumsbeschreibung erfordert deshalb die
Definition einer Wahrscheinlichkeitsdichte

p(T) = ()] (2.151)

In der Tat ist

/ & p(T) = / Py (7)) (E)

[ wiay@ie) = wit) = o) = 1. (2152
Die Matrixelemente des Ortsoperators in der Ortsdarstellung sind
@ Xz =z"(z|2") =78 & -7, (2.153)

d.h. der Ortsoperator ist in der Ortsraumdarstellung diagonal. Seine Wirkungsweise auf
einen Zustand besteht darin, die Wellenfunktion (%) mit Z zu multiplizieren:

(@ X[y) = Z(F|Y) = FY(T). (2.154)

2Die etwas unnatiirliche Notwendigkeit, den Hilbertraum abschliefen zu miissen, mag ein Hinweis darauf
sein, dass Raum und Zeit in Wirklichkeit nicht kontinuierlich sind, sondern auf einer sehr kleinen
Langenskala in einem noch nicht bekannten Sinne diskret werden. Man vermutet, dass dies bei der
sogenannten Planck-Linge (ca. 107%%m) geschieht.

3Zu beachten ist, dass die Dyade |Z)(Z| zwar auf den Ortseigenzustand projeziert, jedoch nicht wie ein
gewthnlicher Projektionsoperator die Relation P? = P erfiillt.
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Die Matrixelemente des Impulsoperators in der Ortsdarstellung lassen sich wie folgt be-
rechnen. Einerseits ist

(71X, Pyll) = (@ X, Pyl") — (F[PpX137) = (0, — ) (@ [Pyla’),  (2.15)
andererseits folgt aus der Heisenberg-Algebra
(Z|[X;, Prl|Z) = ihd; 5 63(F — 3'). (2.156)
Durch Gleichsetzen gelangt man zu

e L ihd; 03 —2') .0 S o
(Z|Py|Z) = ](Zk E ) ) = zha—%dg(x -z, (2.157)

also
(Z|P|Z') = ihv, 8% (T — ). (2.158)

Die Wirkungsweise auf eine Wellenfunktion () ist also
(7 Bl = /d%’ Bl E ) :m/d%' (Vi@ — 7)) wE).  (2159)

Dieses Integral wird partiell integriert, wobei man annimmt, dass die Randterme im
Unendlichen verschwinden:

(7 |Bl) = —ih / B! (7 — 7)Y Vpb(F') = —ihVu(). (2.160)

Wir gelangen also schliesslich zur Ortsraumdarstellung der Heisenberg-Algebra von X
und P auf dem Raum der quadratintegrablen Funktionen:

Xop(2) = ZY(&),  PY(Z) = —ihV (). (2.161)

Man kann leicht iiberpriifen, dass die Operatoren in dieser Darstellung die Heisenberg-
Algebra
L 0 : .
[z, —zha—W(x) = ihd; (L) (2.162)
T,

tatsachlich erfiillen. Die Ortsraumdarstellung im Raum der Wellenfunktionen ist Grund-
lage fiir das zuvor diskutierte Bohrsche Korrespondenzprinzip. In der Tat ist die Bohrsche
Ersetzungsregel ¢ — —ihAV, nichts anderes als ein formaler Trick, die Nichtkommutati-
vitdt von Ort und Impuls in die klassischen Gleichungen hineinzubringen.

Die Schrédingergleichung H|¢) = E|¢) mit dem Hamiltonoperator eines Teilchens in
einem Potential H = % + V(X) wird in dieser Darstellung zu

2
( VeI V(f))¢>(:z*) — Eo(7). (2.163)

2m
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Impulsraumdarstellung

Wegen der Symmetrie zwischen Orts- und Impulsoperator in der Heisenberg-Algebra
existiert eine ebenso legitime Impulsraumdarstellung, die analog zur Ortsraumdarstellung
hergeleitet werden kann. Ausgangspunkt sind hier die Eigenzustinde des Impulsoperators

Plp) =7|p), (2.164)

die ein delokalisiertes Teilchen mit scharfem Impuls beschreiben. Auch die Impulseigenzu-
stdnde sind nicht auf gewdhnliche Weise normierbar, konnen aber problemlos verwendet
werden, wenn man die Orthonormalitdtsbedingung

P’y =8 (5 — ") (2.165)
und die Vollstandigkeitsrelation

/&mmmzl (2.166)

anwendet. Auf diese Weise definiert man fiir jeden Zustand [¢) die entsprechende Wel-
lenfunktion im Impulsraum

o) = ) 0 = [ Ei@)m) (2.167
die wir hier durch eine Schlange zusétzlich kennzeichnen wollen. Das Skalarprodukt hat
die Form

W) = [ Spbi(7) dalp). (2,169
In Analogie zur Orsdarstellung kann man eine Wahrscheinlichkeitsdichte
p(p) = [P (2.169)

fiir die Impulsmessung definieren.

Die Matrixelemente von Orts- und Impulsoperator sind

FIPIF") = p&*(F—p). (2.170)
FIX|p") = —ih 8@ —7'), (2.171)

und wirken auf Wellenfunktionen ¢ (5" durch

PY(F) = po(P),  XO(F) = iV (p). (2.172)

wobei V,, = (8%1, 6%2, 8%3) ist. Man kan leicht iiberpriifen, dass die so definierten Opera-

toren ebenfalls die Heisenberg-Algebra erfiillen:

. 0 - , -
[ihm—, pk]Y(P)) = ihd; (D) (2.173)
é)xj
Die Schrédingergleichung H|¢) = FE|¢) ldsst sich nun schreiben als
7 i i
(—2 +V(ih%) ) o) = Eo(). (2.174)

Vom mathematischen Standpunkt sind beide Darstellungen gleichberechtigt und lassen
die Frage offen, warum wir uns in der Alltagswelt im Ortsraum und nicht im Impulsraum
bewegen.
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Transformation zwischen Orts- und Impulsraumdarstellung

Von der Orts- zur Impulsraumdarstellung und zuriick gelangt man im Hilbertraum durch
eine Basistransformation

B(E) = (EW) = @) = / &p (717 (51 = / &p F[F)OF),  (2.175)
BF) = (FlY) = GIL) = / B (5|7 (F ) = / Bz (FIF)O(E) . (2.176)

Um die ‘Matrixelemente’ (p/|Z) = (Z|p’)* dieser Transformation zu berechnen, betrachten
wir den Ausdruck (p'|X|Z). Lésst man einerseits den Operator nach rechts wirken, erhélt
man

PIX|z) =7 (p|z) . (2.177)
Lésst man ihn andererseits nach links wirken, erhilt man wegen (2.172) die Beziehung
(P1X|Z) = iV, (p7) (2.178)

und gelangt so zu
ihV, (p|Z) = Z(P|Z). (2.179)

Fasst man nun (p'|Z') als eine Funktion von p’ fiir vorgegebenes Z auf, hat diese Gleichung
die Form einer Differentialgleichung erster Ordnung mit der allgemeinen Losung

(|T) = Ae HPT (2.180)
Die Integrationskonstante ergibt sich dabei aus der Normierung
L= [ar@ = [ad @) = [Spame) sy
Sk /d3pe—mﬁ'<f—f’> = (27)%|AJ? /d3x/53(h(f 7)) (2.182)
= |A]? (27h)3. (2.183)

und ist bis auf eine Phase bestimmt. Mit A = (27h)~3/2 erhilt man schlieklich die
Transformationsgesetze

v = m/ Epet TE(p), (2.184)
D) = m/d?’xe_éﬁ'fw(f). (2.185)

Die Transformation zwischen Orts- und Impulsraum ist also eine gewdhnliche Fourier-
Transformation.

Energiedarstellung

Eine weitere mogliche Darstellung ist die Energiedarstellung, in der nach Eigenfunktionen
des harmonischen Oszillators entwickelt wird. Dabei ist es unerheblich, ob das betrach-
tete System selbst ein harmonischer Oszillator ist, denn jede Wellenfunktion und jeder
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Operator kann in der vollstdndigen Basis der Eigenfunktionen |n) dargestellt werden.
Da diese Basis abzdhlbar ist, kann man X und P als unendlichdimensionale Matrizen
darstellen, wie man am Beispiel des eindimensionalen harmonischen Oszillators leicht
demonstrieren kann. Wegen

(mlajn) = VR dmn1 und (mla|n) = vn+16mn41 (2.186)

h mhw
=) — t — i B a—al
X S (a+a') und P W (a—a) (2.187)

und

ist ndmlich

X = —_— 2.1
2mw \/é_l (2.188)
und
0o V1
-1 0 V2
mhw —/2 0 V3
P = - —_— 2.189
W o V3 0 Vi (2.189)

Da bei beiden Operatoren die Diagonalelemente verschwinden, miissen die Erwartungs-
werte gleich Null sein:

(X) = (P) =0. (2.190)

Dieses Resultat ist iiberraschend, denn es widerspricht der Translationsinvarianz von
Ort und Impuls, weil £ = 0 und p ausgezeichnet werden. Offenbar kénnen mit der
Energiedarstellung nicht alle Zustédnde geeignet reprasentiert werden.

Weyl-Darstellung und Moyal-Sternprodukte ***

(Zusétzlicher Abschnitt fiir Interessierte, Entwurfsversion)

Eine weitere Darstellung, die iiber den Rahmen dieser Vorlesung hinausgeht, ist die so-
genannte Weyl-Darstellung mit Hilfe von Moyal-Sternprodukten. Die Weyl-Abbildung
ordnet jedem Operator F € H eine gewohnliche Funktion f(Z,) auf dem klassischen
Phasenraum zu:

2 i =2
f(&@,p) = E/d?’x’e%”“ (& —Z'|F|Z +2) (2.191)

Die Umkehrung dieser Abbildung lautet:

F = / d*z / Sp f(&,p) ! @XFPP) (2.192)

Insbesondere wird der Einheitsoperator 1 auf die Zahl 1 abgebildet, wiahrend der Orts-
operator X und der Impulsoperator P auf die Funktionen & und p abgebildet werden.
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Nun zeigt es sich, dass ein Produkt zweier Operatoren FG durch diese Abbildung nicht,
wie man naiv vermuten wiirde, in ein gewohnliches Produkt f(Z,p)g(Z,p) iibergeht,
denn solch ein Produkt wire zwangldufig kommutativ und wiirde die Heisenberg-Algebra
nicht erfiillen. Vielmehr muss das normale Produkt auf geeignete Weise modifiziert wer-
den. Man erhilt dabei das sogenannte Moyal-Sternprodukt, das auf formal elegante Weise
mit der Poissonklammer verkniift ist. Die Rechenregel besteht darin, dass jede ‘norma-
le’ Multiplikation durch eine *-Multiplikation zu ersetzen ist. Der *-Operator ist dabei
definiert als

v = exp( 2 (80)- ,0.)) (2.193)

oder kurz * = e2 (+}72 wobei {-,-}pp die Poissonklammer bezeichnet. Die Pfeile tiber
den partiellen Ableitungen deuten dabei an, ob diese nach links oder nach rechts wirken.
In voller Lange ausgeschrieben ist das Sternprodukt durch

0 1 ih n ak 8n_k Lo 8n_k 8k L
f*g_zm@) (Twwf(x,pOX(W@g(%p)) (2.194)

n=0

gegeben. Man kann durch Nachrechnen iiberpriifen, dass das Sternprodukt wegen
Tj* P — P * L5 = 1hoi; (2.195)

tatsédchlich eine Darstellung der Heisenberg-Algebra ist.

2.2.4 Dynamik

Die im vorherigen Abschnitt diskutierte Heisenberg-Algebra macht eine Aussage iiber
Orts- und Impulsmessungen. Das Konzept der Zeit wurde bislang noch nicht eingefiihrt.

Aus der klassischen Mechanik wissen wir, dass Energie und Zeit genau wie Ort und
Impuls in enger Beziehung stehen. Es wire also konsequent, ebenfalls die Zeit als hermi-
teschen Operator T einzufiithren und eine geeignete Vertauschungsrelation [T, H| = ...
zu postulieren, woraus sich eine Energie-Zeit-Unschéarferelation ergibe. Wéhrend dieses
Vorgehen in der relativistischen Quantentheorie korrekt ist, fiihrt es aber im Rahmen
der nichtrelativistischen Physik zu Widerspriichen. Die absolute Zeit als ein fiir alle Ob-
jekte gleichermafsen verbindlicher Parameter in der nichtrelativistischen Physik erzwingt
vielmehr, dass auch in der nichtrelativistischen Quantentheorie die Zeit als ein globaler
Parameter beibehalten wird. Diese unzufriedenstellende Asymmetrie der Beschreibung
reflektiert jedoch lediglich, dass nichtrelativistische Theorien im Grunde falsch sind.

Es gibt auch in der nichtrelativistischen Quantentheorie eine Unschirferelation zwischen
Energie und Zeit in der Form

AEAt > h (2.196)

die jedoch nicht exakt ist. Sie ist eher qualitativ zu interpretieren in dem Sinne, dass eine
Energiemessung mit der Genauigkeit AE mindestens eine Zeit At = AFE/h bendotigt.
Ebenso ist die Energie von gebundenen Zustinden mit kurzer Lebensdauer unscharf.
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Zeitentwicklungsoperator

Im Zusammenhang mit der Heisenberg-Algebra haben wir gesehen, dass die Figenschaft
von P bzw. X als Generatoren von Translationen in Raum und Zeit einzig und allein aus
den Vertauschungsrelationen folgt. Eine entsprechende Vertauschungsrelation fiir Energie
und Zeit fehlt allerdings in der nichtrelativistischen Quantentheorie, da kein Zeitoperator,
sondern lediglich ein reeller Zeitparameter existiert'*. Die Struktur der Hamiltonschen
Gleichungen aus der klassischen Physik legen aber nahe, dass die Energieoperator, der
sogenannte Hamiltonoperator oder kurz Hamiltonian, Generator zeitlicher Translationen
ist.

Fiir zeitunabhéingige Hamiltonoperatoren H definieren wir einen unitire Operator
Uy, = e n(t=t0H (2.197)

die als Zeitentwicklungsoperator bezeichnet wird. Der Zeitentwicklungsoperator ‘verschiebt’
das System in Zeitrichtung von ¢y nach ¢. Offenbar ist

Uy, =1 (2.198)

und

Utsto = Uto,ts Ut o5 (2.199)

man kann also Zeitentwicklungsoperatoren abschnittsweise hintereinanderschalten, wo-
bei das Produkt wie immer von rechts nach links zu lesen ist, d.h. zuerst findet eine
Verschiebung ty — t; statt, danach eine Verschiebung t; — 5.

In vielen Fillen ist der Hamiltonoperator zeitanhingig. In diesem Fall ist der Zeitent-
wicklungsoperator durch den Ausdruck

7 t
Uy = ¢ 70 B0, (2.200)

gegeben. Partielles Differenzieren nach ¢ fiithrt sofort auf die Bewegungsgleichung

ih% Uiy = H(t) Uypy, (2.201)

mit der ‘Anfangsbedingung’ Uy, ¢, —1. Durch formales Integrieren auf beiden Seiten ge-
langt man ebenso zu einer Integralgleichung

.t
Uy = 1 —% At HE YU, to) . (2.202)
to

Wie wirkt nun der Zeitentwicklungsoperator auf Observable und Zustinde? Um diese
Frage zu beantworten, betrachten wir nun ein System, dass sich zum Zeitpunkt ¢5 im

' Gibe es einen Zeitoperator T, so miisste dieser mit H die Vertauschungsrelation [T, H] = ih1 erfiillen.
Damit wéren aber T und H gleichberechtigt und hétten vor allem das gleiche Spektrum, nédmlich alle
reellen Zahlen. Wéhrend negative Zeiten kein Problem sind, sind nach unten unbeschrinkte Energien
thermodynamisch instabil. In einer relativistischen Theorie sind dagegen negative Energien erlaubt
(Antimaterie, Dirac-See) und damit ist die Definition eines Zeitoperators maglich.
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Zustand |[¢)y,) befindet. Dieser Zustand entwickelt sich zeitlich durch [¢y) = Uy, ltdy,),
so dass sich der Erwartungswert einer Observable A dndert:

(AY(t) = (1, [U}, AU,y |tr,) (2.203)

Die linke Seite dieser Gleichung ist physikalisch messbar. Die rechte Seite dagegen lasst
mehrere Interpretationen zu. Man kann ndmlich einerseits die rechte Seite als Erwar-
tungswert des zeitunabhingigen Operators A zwischen zwei zeitabhingigen Vektoren
(4| ... |1py) interpretieren. Diese Interpretation ist als Schrédinger-Bild bekannt. An-
dernseits kann man ebenso gut die rechte Seite als Erwartungswert einer zeitabhéngigen
Observable A(t) = UI,tOAUt,to zwischen zwei zeitunabhangigen Vektoren interpretieren.
Dies ist das sogenannte Heisenberg-Bild. Die Zeitabhingigkeit kann auch auf beide Sei-
ten, also sowohl auf den Zustandsvektor als auch auf die Observable, verteilt werden. Ein
Beispiel dafiir ist das sogenannte Wechselwirkungsbild. Im Folgenden werden diese drei
Interpretationsmoglichkeiten im Detail diskutiert.

Schrédinger-Bild

Das Schrodinger-Bild ist die Standard-Interpretation der Zeitabhingigkeit in der nicht-
relativistischen Quantentheorie. Im Schrodingerbild sind die Zusténde zeitabhéngig, wih-
rend die Operatoren konstant sind. Wendet man Gl. (2.201) auf einen Anfangszustand |y,
an und definiert den zeitabhéngigen Zustand als [1¢) := Uyy,|1t,), so erhélt man die
zeitabhdangige Schrodingergleichung (siehe GIl. (1.26) im Abschnitt 1.2.2) fiir einen im
Allgemeinen zeitabhéngigen Hamiltonoperator:

z‘ha%w» — H()|) (2.204)

Die Observablen sind dagegen konstant und die Erwartungswerte fiir Messungen sind
durch

(A)(t) = (Ye|Alar) (2.205)

gegeben. Ist der Hamiltonoperator zeitunabhéingig, so besitzt er als hermitescher Opera-
tor ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren

H|¢n> = Enon . (2.206)

Die entsprechenden sich zeitlich entwickelnden Zustinde haben eine triviale Zeitabhén-
gigkeit in Form einer komplexen Phase

|fne) = Upgo|hn) = e HE10En g,y (2.207)

die sich bei der Bildung von Erwartungswerten einer nicht explizit zeitabhéngigen Obser-
vable heraushebt. Aus diesem Grund werden die Zustinde |¢,,+) als stationdre Zustinde
bezeichnet.

Die Diagonalisierung des Hamiltonoperators, also die Bestimmung aller seiner Eigenwerte
E,, und Eigenvektoren |¢,) erlaubt es, die zeitabhéngige Wellenfunktion |psi;) fiir jeden

~
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beliebigen Anfangszustand |¢,) hinzuschreiben. Dazu entwickelt man den Anfangszu-
stand in den Eigenfunktionen |¢y) = > = ¢m|¢m) mit Koffizienten ¢, € C und erhélt

) = > 1bna) (bnil [0) =Y Usty|dn) (6] UL Urig 1)
n n S——

=1

-1
- Z Z e_%(t_tO)En ’¢n>cm <¢n’¢m> = 6_%(t_t0)E” Cn ‘(ﬁn> (2.208)
n o m —

n

:6n,m

Heisenberg-Bild

Im Heisenberg-Bild sind umgekehrt die Zustinde konstant, wihrend die Zeitabhingigkeit
auf den Operatoren liegt. Nach Formel (2.203) ist dann

(A)(t) = (Y| Ael) (2.209)

wobei der Zustandsvektor [1)) = [¢)y,) zeitunabhéngig ist und der hermitesche Operator
Ay =Ul, Ay Uy, . (2.210)

einer unitidren Zeitentwicklung unterliegt. Die differentielle Bewegungsgleichung fiir A,
kann abgeleitet aus Gl. (2.201) und der dazu adjungierten Gleichung;:

ihd, Upyy =HUyy,,  —ihd, U], =UJ, H, (2.211)

wobei angenommen wurde, dass der Hamiltonoperator H nicht explizit von der Zeit
abhingt. Man erhilt:

. d
ZFL&At = (8tUI,to)At0 Ut,to + UI,t() At() (8tUt,to) (2212)

= U, HA, Uy, + Ul Ay HU, (2.213)
= —U[, HU], U1, A,Uss, + UJ A UL, Uy HU
= -H, A, +AH,=[A;, H,

wobei Hy = UI,to HU, ,, ist. Diese Zeitentwicklungsgleichung gilt fiir jeden hermiteschen
Operator A;, also insbesondere auch fiir den Hamiltonian selbst:

m%Ht — [, H,] = 0. (2.214)

Folglich ist der Hamiltonoperator (und auch alle anderen Operatoren, die mit ihm ver-
tauschen) zeitunabhéngig, d.h. H; = H. Man gelangt so zu der Heisenbergschen Bewe-
gungsgleichung

d i
— A, = —
dat t T h

Fiir Observable A mit einer expliziten Zeitabhéngigkeit muss man diese Gleichung auf
der rechten Seite um einer partielle Zeitableitung ergénzen:
d i

— A, =
™t T h

[H, A, (2.215)

0
[H, A+ Ay (2.216)
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Observablen, die mit H kommutieren, fiir die also [Ay, H] = 0 ist, heissen stationdre
Observable bzw. Erhaltungsgréfien. Insbesondere sind die aus den Eigenvektoren von H
gebildeten Dyaden |¢y,)(¢y| stationdre Observable. Im Gegensatz zum Schriédingerbild,
in dem die stationdren Zusténde eine triviale Zeitabhingigkeit in Form einer rotierenden
komplexen Phase haben, treten solche Phasenfaktoren bei stationdren Operatoren im
Heisenberg-Bild nicht auf.

Wechselwirkungsbild

Das Wechselwirkungsbild manchmal auch Dirac-Bild genannt ist eine Mischform, die
zwischen Schrédinger- und Heisenberg-Bild angesiedelt ist. Sie eignet sich fiir Systeme,
deren Hamiltonoperator aus zwei Anteilen

besteht. Diese Situation besteht oft bei Systemen mit einer Wechselwirkung: Hy be-
schreibt dabei das wechselwirkungsfreie System wéihrend H; den Anteil der Wechselwir-
kung beschreibt.

Beispiel: Als Beispiel betrachten wir zwei gleichartige eindimensionale harmonische Os-
zillatoren, die miteinander harmonisch gekoppelt sind:
= m m

]

Der klassische Hamiltonoperator dieses Systems ist

1 1 1
H(z1,x2,p1,p2) = %(pf —&—pg) + Emw2 (:cf + :cg) + §m/12 (z1 — x2)2 (2.218)

Hgy Hy
wobei z; die horizontale Auslenkung aus der Gleichgewichtslage ist. Dieses System wird
quantisiert, indem man die klassischen Grofen x;, p; durch Operatoren X;, P; ersetzt, die

die Heisenberg-Algebra erfiillen.

Die Motivation des Dirac-Bildes besteht darin, die Zeitabhingigkeit des ungekoppel-
ten Systems, das allein durch Hgy beschrieben wird, wie im Heisenberg-Bild den Ope-
ratoren zuzuordnen, wiahrend der durch H; beschriebene Wechselwirkungsanteil wie im
Schrédinger-Bild den Zustandsvektoren aufgeprigt wird. Um die Notation nicht zu iiber-
frachten, setzen wir g = 0. Im Wechselwirkungsbild ist dann

A, =UlAU,, ) = Vi|tho) (2.219)
wobei |1)y) der Anfangszustand ist und
U, = e nHot | V, = e #Hit (2.220)

die zu Hy und H; gehorenden Zeitentwicklungsoperatoren sind. Setzt man fiir A die
Anteile des Hamiltonoperators ein, so ergibt sich sofort, dass der nichtwechselwirkende
Anteil
H,, = U/H,U, = U/U, Hy = H (2.221)
=1

zeitunabhingig ist, wiahrend der Wechselwirkungsanteil mit

H,, = UH U, (2.222)



2.2 Messungen, Observable und Unschirfe 71

einer Zeitentwicklung unterliegt. Mit %0, U; = HyU; und %0, V; = H1V; ergeben sich
dann zusammenfassend die Bewegungsgleichungen im Wechselwirkungsbild zu

Hi; = e+%H°tHle_%H0t
ihO|hr) = Hi i) (2.223)
ihatAt == [At7 Ho]
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3 Drehimpuls

3.1 Drehimpuls

3.1.1 R3umliche Drehungen: Die Gruppe SO(3)

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir gesehen, dass der quantenmechanische
Impulsoperator Translationen im Ortsraum erzeugt. Auf analoge Weise erzeugt der Dre-
himpulsoperator j, den wir im Folgenden untersuchen wollen, rdumliche Drehungen im
R3. Um dies zu verstehen wiederholen wir zunichst die Grundlagen aus der linearen
Algebra {iber rdumliche Drehungen.

Riumliche Drehungen im R?

Eine rdumliche Drehung ist eine lineare Abbildung R?® — R3, unter der das Skalarprodukt
zweier Vektoren im R? (nicht zu verwechseln mit dem Skalarprodukt im Hilbertraum)
invariant ist. Eine Rotation wird in kartesischen Koordinaten durch eine 3x3-Matrix R
dargestellt, welche die Orthogonalitiitseigenschaft RY = R~! besitzt. Diese Abbildun-
gen bilden die Gruppe der orthogonalen Transformationen in drei Dimensionen O(3).
Beschriankt man sich auf Abbildungen mit der Determinante +1, ldsst also Punktspie-
gelungen am Ursprung aufen vor, so erhélt man die Gruppe der speziellen orthogonalen
Transformationen in drei Dimensionen SO(3). Beispiele sind die Drehungen um die -,

y-, und 2z-Achse um die Winkel ¢, ¢,, ¢.:
10 0 AN
Ru(pz) = |0 cosd, —sing, S
0 sing, cosg¢, O
cosp, 0 sing, <’
Ry(dy) = 0 1 0 : X
—sing, 0 cosq, % ?& oX
y4 SN
cos¢p, —sing, 0
R.(p,) = sing, cos¢, O] . Infinitesimale Drehung im R? (siehe Text).

0 0 1

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass Drehungen um verschiedene Achsen nicht
miteinander vertauschen. Die SO(3) ist also eine nichtkommutative Gruppe. Dementspre-
chend ist es auch nicht mdoglich, die Drehung um eine beliebige Drehachse als simples
Produkt der obigen Drehmatrizen darzustellen.
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Drehungen um eine beliebige Achse

Im Folgenden betrachten wir nun eine Drehung um eine beliebige Drehachse, die durch
den Vektor ¢ € R? beschrieben wird, dessen Richtung die Lage der Achse und dessen
Betrag ¢ = |¢| den Drehwinkel angibt. Wegen der Nichtkommutativitdt ist es nicht

moglich, die gesuchte Drehmatrix R(¢) als simples Produkt der obigen Drehmatrizen
darzustellen.

Um die Drehmatrix zu bestimmen, betrachten wir zunéchst infinitesimale Drehungen
d¢ = |d¢| < 1. Unter einer solchen infinitesimalen Drehung bewegt sich ein Ortsvektor
# um ein infinitesimales Stiick 7 nach #':

77 =7 467, (3.1)

wobei
0 =0¢p X & (3.2)
ist. Das Kreuzprodukt lasst sich dabei auch schreiben als

3

dx; = Z €jk1 0Pk Ty (3.3)

k=1

wobei €5, die Levi-Civita-Symbole sind (vgl. Anhang A.2). Man kann nun fiir festes &
die Levi-Civita-Symbole € als eine Matrix G mit Matrixelementen

Gkl = €jm (3.4)

so dass dx; = 22 1—1 00k [Grlj @1 ist. Diese Matrizen sind die sogenannten Generatoren
der SO(3) und lauten

0 0 O 0 01 0 -1 0
G=|(0 0 1|, Go:=|0 0 0], Gg:=(1 0 O0]. (3.5)
01 O -1 0 0 0 0 O
Mit diesen Generatoren kann eine infinitesimale Drehung durch
# = (14 609y )7 (3.6)
k

ausgedriickt werden. Um eine endliche Drehung um den Winkel ¢ durchzufiihren, wird
die infinitesimale Drehung N = ¢/J¢ mal hintereinander ausgefiithrt und im Grenzwert
0¢ — 0 bzw. N — oo betrachtet:

R = (143

(ﬁI;\gk)N — ek POk (3.7)

Fasst man nun G = (G1, Go, gg)T formal als einen Vektor auf (dessen Komponenten drei
3x3-Matrizen sind), gelangen wir zu dem Ergebnis

R(P) = 9. (3.8)
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Die Matrixexponentialfunktion ldsst sich mit Mathematica®ausfithren. Man erhalt so die
explizite Drehmatrix fiir eine Drehung um die Achse ¢ um den Winkel ¢ = |¢|:

93 + cos(9) (#3 + ¢3) —(cos(¢) = Dp1¢2 — dsin(d)¢s  $sin(¢)da — (cos(¢) — )13
R() = | @sin(¢)ss — (cos(¢) — Dg1da 3 + cos(9) (¢7 + ¢3) —sin(@)¢1 — (cos(¢) — 2¢3 (3.9)
—¢sin(@)¢z — (cos(9) — 1)é193  dsin(¢)é1 — (cos(@) — Dgads 63 + cos(9) (#3 + ¢3)

Auf diese Weise konnen in dieser Darstellung alle Gruppenelemente der SO(3) parame-
trisiert werden.

Algebra der Generatoren der SO(3)

Die Nichtkommutativitét der Drehgruppe SO(3) schligt sich nieder in der Nichtkom-
mutativitdt ihrer Generatoren. Man kann leicht nachrechnen, dass die Generatoren die

Vertauschungsrelationen
3

G), k] = Z €jki 91 (3.10)

=1

erfiillen. Dabei lasst man geméaf der Einsteinschen Summenkonvention héufig die Summe
weg, schreibt also [Gj, G| = €j1G;. Die Komponenten e€;;; sind dabei die sogenannten
Strukturkonstanten der Gruppe und sind im Fall der SO(3) gerade durch die Levi-Civita-
Symbole gegeben.

Bemerkung: Wenn man die Darstellung der Gruppenelemente der SO(3) als Matrixex-

ponentialfunktion gemaf Gl. (3.8) postuliert, konnen die Generatoren Gy, durch Ableitung

nach den Drehwinkeln ¢, gewonnen werden. Es gilt ndmlich

0 0

G
e = 5o = 75— R({ . 3.11
G 0¢k( &:=0 (?(f)k (é) $:=0 ( )
Beispielsweise ist
0
- z\Px 12
gl a(j)JR (¢ ) Gg:=0 (3 )

wie man leicht nachrechnen kann, wenn man die entsprechende Drehmatrix einsetzt.

Bitte vergegenwértigen Sie sich noch einmal, dass in diesem Abschnitt nur von Drehungen
im R3 die Rede war, wihrend die Verbindung zur Quantentheorie noch nicht hergestellt
wurde. Dies geschieht nun im folgenden Abschnitt.

3.1.2 Riumliche Drehungen in der Quantentheorie
Darstellung der SO(3) im Hilbertraum

Wir stellen nun die Frage, wie sich ein quantenmechanisches System unter rdumlichen
Drehungen verhilt. Dabei wird jedem Gruppenelement der SO(3), also jeder Drehung
R(¢), eine unitire Transformation U(¢) zugeordnet, deren Wirkungsweise gerade darin
besteht, das System um die Achse 5 zu drehen, also bespielsweise Ortseigenvektoren |Z')

-,

in einen passend gedrehten Ortseigenvektor |R(¢)Z) zu iiberfithren. Es soll also gelten

-, -,

U@@)|7) = [R(#)T). (3.13)
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Offenbar bewirkt der Operator

—,

U@ = / &Pz [R()T) (& (3.14)

genau diese gewiinschte Abbildung. Wie man sich leicht iiberzeugen kann, ist dieser
Operator wegen

U@ U(d) = /d3x/d3x/\f'> (RO |RB)T) (| = /d% F)F = 1 (3.15)

=53(F —1)

in der Tat unitér.

Es ist wesentlich zu erkennen, dass durch die Abbildung R — U die Gruppe der Dre-
hungen als solche nicht modifiziert wird, man geht lediglich zu einer anderen Darstellung
iiber, indem man die Gruppenelemente nicht mehr als 3x3-Matrizen auf dem R?, son-
dern als unitire Operatoren auf dem Hilbertraum darstellt. Mathematiker bezeichnen die
Abbildung R — U als einen Gruppenhomomorphismus, d.h. die Verkniipfungsstruktur
beziiglich Hintereinanderausfithrung und damit die Nichtkommutativitit iibertrigt sich
unverdndert auf die U-Darstellung.

Generatoren der SO(3) in der Hilbertraumdarstellung

Wir suchen nun das Pendant der Generatoren J = (G1,G2,G3) in der neuen Darstellung,
d.h. wir suchen drei hermitesche Operatoren L = (Lj, Ly, L3) derart dass

R(@) =e?9 o U@ =e oL, (3.16)

Dabei ist auf der rechten Seite, wie {iblich in der Quantentheorie, der Vorfaktor —i/h
eingefiigt worden, der aber in der Definition der Generatoren absorbiert werden kann.
Die imaginére Einheit fiihrt dazu, dass die gesuchten Generatoren hermitesch (und nicht
wie die G’s antihermitesch) sind.

Um L zu bestimmen, betrachten wir wie vorhin eine infinitesimale Drehung um einen
kleinen Winkel d¢. Dann gilt wegen

U6d) = / &z |R(68)7 | (3.17)
in erster Ordnung von 5(5 die Gleichung
1—%E.5$ = /d3a;]a§’+5§:’><f]. (3.18)

wobei 6% = (8¢ - G)T ist.

Die infinitesimale Verschiebung um §Z kann man sich nun vom Impulsoperator erzeugt

vorstellen. Entwickelt man namlich die Formel e_%‘iﬁﬁ) = |Z +d) in GL (2.142) in
erster Ordnung und setzt d = 02 mit dz; = Zi,l:l €jk1 0@k 21, S0 erhdlt man

. . 3
|7+ 6%) = (1—%5:3-?) ) = (1_% 3 ejkléqakxlpj) 1) (3.19)
7.k, 1=1
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und damit durch Koeffizientenvergleich in ¢, die Beziehung

3
L, — /d?’xzejkla:lpj 17 )7 (3.20)

=
3 3

— Z/d3wejkl Z)ar (TP = D ey Xu P,
dl=1 Jil=1

d.h. L ist nichts anderes als der Drehimpuls

L=XxP (3.21)

Diese Drehimpulskomponenten erfiillen (bis auf einen Faktor ih) die gleichen Vertau-
schungsrelationen wie die Generatoren G, ndmlich

3
[L;,L;] = ihz eini Ly - (3.22)
=1

Die Generatoren der SO(3) sind also die Komponenten des Drehimpulses.
Ahnlich wie der Impuls raumliche Translationen erzeugt, erzeugt der Drehimpuls rium-
liche Rotationen.

3.1.3 Drehimpulsalgebra

Das Problem des Drehimpulses in der Quantentheorie scheint zunéchst einfach zu sein:
Klassisch ist £ = 7 x P, also ist das quantentheoretische Pendant des Bahndrehimpulses
durch L =X x P gegeben. Alle Eigenschaften des Drehimpulses lieften sich dann von der
Heisenberg-Algebra ableiten. In der Tat erhélt man durch dieses Vorgehen einen Satz
von Vertauschungsrelationen, nidmlich die sogenannte Drehimpulsalgebra. Man konnte
nun meinen, dass die Drehimpulsalgebra keine wesentliche neue Information beinhaltet,
da sie sich vollstindig aus der Heisenberg-Algebra ableiten ldsst. Dieser Eindruck ist
falsch, denn die Drehimpulsalgebra per se ist allgemeiner und lasst weitere Darstellungen
zu, die nicht mehr als konventioneller Bahndrehimpuls eines Massepunktes interpretiert
werden kdnnen und durch — wie wir noch sehen werden — ‘halbzahlige’ Drehimpulse zu-
lassen. Erstaunlicherweise gibt es physikalische Realisierungen dieser Darstellungen, die
als ‘Spin’ der Elementarteilchen bekannt sind. Hier zeigt sich die Stirke algebraischer
Methoden: Indem man die Vertauschungsrelationen des Drehimpulses vom gew6hnlichen
Bahndrehimpuls ableitet, sich dann aber von dieser Herleitung 16st und die Drehimpul-
salgebra als solche untersucht, wird man auf neue Losungen gefiithrt. Das Wunder, dem
man als Physiker mit tiefemn Respekt gegeniibersteht, besteht darin, dass solche Losungen
tatsdchlich in der Natur realisiert sind.

Um die verschiedenen Arten von Drehimpulsen auseinanderzuhalten, hat sich in der
Literatur folgende Konvention eingebiirgert:

L Konventioneller Bahndrehimpuls
S Spin
J

Gesamtdrehimpuls, allgemeiner Drehimpuls



78 Drehimpuls

Definition

Die Drehimpulsalgebra besitzt drei verschiedene ‘Buchstaben’ Jq,Jo,J3, hiufig auch
Jz,Jdy,J. genannt, die zu einem Vektor J zusammengefasst sind. Der lineare Raum der
daraus gebildeten Worter wird dabei durch die Relationen

[Ji,J]’] = Zhaka i,j,k S {1,2,3} (323)

eingeschréinkt. Wie wir spéter sehen werden (Abschnitt 3.1.4), kann man leicht iiberprii-
fen, dass der Bahndrehimpuls L=XxP genau diese Vertauschungsrelationen erfiillt.

Alle Triplets hermitescher Operatoren, die diese Vertauschungsrelationen erfiillen, werden
in der Physik als Drehimpulse interpretiert. Die Drehimpulsalgebra ist invariant unter
zyklischer Vertauschung der Indices, womit die drei Operatoren eine gleichberechtigte
Rolle spielen. Weil deren Kommutator ungleich Null ist, kénnen verschiedene Drehim-
pulskomponenten nicht gleichzeitig gemessen werden.

Quadrat des Drehimpulses

Ein Element des Wortraums einer Algebra, das mit allen anderen Wértern und deren
Linearkombinationen vertauscht, heisst zentrales Element. Auf der Suche nach einem
maximalen Satz kommutierender Observabler ist also das Auffinden der zentralen Ele-
mente einer Algebra von besonderer Bedeutung.

Das zentrale Element der Drehimpulsalgebra ist das Quadrat des Drehimpulses
J32=7J.J = 32+32432, (3.24)
das mit allen Komponenten des Drehimpulses kommutiert:
[J2,3;] = 0. (3.25)

Beweis: Wegen der Symmetrie der Drehimpulsalgebra unter zyklischen Vertauschungen
reicht es aus, den Fall k£ = 3 zu beweisen. Durch Einsetzen der Vertauschungsrelationen
erhélt man

BT 4+I547335, T3] = JJ3iJs+J2J2T3 +J331J1 +J3T20 (3.26)
J1[J1, Is] + [J1, Is)T1 + T2[T2, T3] + [T2, I3]T2
= ih(—J1J2—J27J1 +J2J1 +J1J2):0.

Da die Drehimpulskomponenten untereinander nicht vertauschen, bietet es sich nun an,
als maximalen Satz miteinander vertauschender Observabler den Operator J2 und eine
der drei Komponenten Ji,J2,J3 zu wéhlen. Physikalisch entspricht dies der Wahl ei-
ner Richtung (Drehachse), beziiglich derer der Drehimpuls gemessen wird. In der Regel
wihlt man den Operator J3 aus, d.h. das Koordinatensystem wird ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit so gelegt, dass der Drehimpuls entlang der z-Achse gemessen wird.
Natiirlich kdnnte man den Drehimpuls auch entlang der x- oder y-Achse messen, wofiir
die nachfolgenden Formlen zyklisch in den Indices zu permutieren wéren. Ebenso sind
Messungen entlang beliebiger Richtungen mdglich.
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Wihlt man also die beiden hermiteschen Operatoren J? und J3 als maximalen Satz
kommutierender Observabler, postuliert man wie gewohnt ein gemeinsames System von
Eigenzustdnden

Flg,z) = qlg,2), (3.27)
J3’q72> = Z’q72>'

Dabei sind g und z die entsprechenden Eigenwerte.

Konstruktion des Zustandsraums

Wir wollen nun — dhnlich wie beim harmonischen Oszillator — den Zustandsraum auf
darstellungsfreie Weise konstruieren. Dazu definieren wir auf analoge Weise Leiteropera-
toren

J:t = J1:|:’iJ2. (3.28)

Diese beiden nichthermiteschen Operatoren sind zueinander adjungiert (Ji = JiF) und
erfiillen die Vertauschungsrelationen

0,3 = 21Js, (3.29)
[32,J:] = o, (3.30)
35,00 = +hJ.. (3.31)

Wie wirken diese Leiteroperatoren auf die postulierten Zusténde |q, z)? Dazu betrachten
wir J1|q, z) und wenden darauf J? bzw. J3 an. Einerseits ist

FIilg,2) =I:F%q,2) = qIlq, 2), (3.32)
d.h. die Leiteroperatoren haben keinen Einfluss auf die Quantenzahl g. Andererseits ist
Todilaz) = (Jado+Jads —Juds)lq,2) (3.33)
—_————
=+hJ+

= (2Jx £1JI1)lg, 2)
= (Z + h) J:|:|q7 Z> )

d.h. die Operatoren J. erhthen bzw. erniedrigen die Quantenzahl z in Einheiten von A,
was ihre Bezeichnung als Leiteroperatoren rechtfertigt.

Ahnlich wie beim harmonischen Oszillator kann die Leiter jedoch nicht unbeschrinkt
sein, sie ist in diesem Fall sogar sowohl von oben als auch von unten beschrénkt. Das
ist physikalisch plausibel, da Ji nur die Quantenzahl z, also die z-Komponente des
Drehimpulses, modifiziert, die zumindest nach klassischer Vorstellung nicht grofser werden
kann als die Linge des Vektors, also die Grenzen =£,/q nicht {iberschreiten kann.

Beweis: Man kann diese Grenzen auch quantenmechanisch beweisen. Seien dazu die Ei-
genzustiande |g, z) normiert und |¢)+) := J+|q, z). Dann ist

0, 2l(q— 2%)lg,2) = (g, 2[(F* — T3)|q, 2) (3.34)
<qu|(']+']* +J*J+)|q7 Z)

g-2" =

—

(W4 |94) + (-|p-)) >0,

N = N —

also 22 < q.
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Die Beschrinktheit der Quantenzahl z fiir gegebenes ¢ hat zur Folge, dass es ein zpin
und ein 2z geben muss, die der ersten und letzten Sprosse der Leiter entsprechen, d.h.

J_|q7 zmin> =0, J+|Qy Zmax> =0. (3.35)
Wenn solche Zusténde existieren, miissen zpyin und zpax durch die Formel
q = Zmin(zmin - h) = 2max(2max + h) (336)

gegeben sein, woraus sich sofort zpyin = —2zmax ergibt. Dariiber hinaus muss die Differenz
Zmax — Zmin €in Vielfaches vom Sprossenabstand A sein.

Beweis: Diese Formel kann man herleiten, indem man J4 J+ auf diese Zustéinde anwendet.

Wegen
J_Jy = (J1 —iJz)(J1 +iJ2) (3.37)
= JT 4T3 —i(J2T1 — J1d2)
= J*-J2-hJs

gilt fiir die obere Sprosse der Leiter
0=J-J4] 2max) = (J* =I5 = 1Js)[q, 2max) = (¢ — 2Zmax — hizmax)|q, Zmax)  (3.38)

also ¢ = Zmax(#max+7). Ein analoges Resultat erhélt man fiir J1J_ angewandt auf |¢, Zmin)-

Es ist deshalb iiblich, den Eigenwert z sowie zmin, Zmax durch dimensionslose Quanten-
zahlen m und j auszudriicken, so dass

z = hm, Zmax = —Zmin = NJ , q= hz](] + 1) (3-39)

ist. Die entsprechenden Eigenzustinde werden dann als |7, m) geschrieben und es gilt

(3.40)

Dabei kann j die Werte 0,1/2,1,3/2,2,... annehmen der Sprossenindex m lduft fiir
vorgegebenes j iiber den Werteberech

m e {—j, —j+1,...,5—1,4}. (3.41)

2j+1 Zustande

Die Zahl j charakterisiert dabei den Gesamtdrehimpuls, wihrend m seine Orientierung
relativ zur z-Achse beschreibt. Beide Grofen sind in der Quantentheorie quantisiert.
Die Zahl j wird dabei als Drehimpulsquantenzahl, die Zahl m dagegen als magnetische
Quantenzahl bezeichnet.

Beispiel:
j=0:In diesem Fall gibt es nur einen Zustand |0, 0), der von allen Drehimpulsoperatoren

vernichtet wird. Ein solcher Zustand ist, wie wir noch sehen werden, rotationsinvariant.

j =1/2 :In diesem Fall gibt es zwei Zustéinde |1, —1) und |3, +1). Solche Spin-3-Zustéinde,
die auch oft als | T) und | |) (spin up, spin down) geschrieben werden, beschreiben z.B.
den Eigendrehimpuls des Elektrons. Aus das Phinomen Spin werden wir weiter unten noch

genauer eingehen.

j=1:1In diesem Fall gibt es drei Zusténde |1, —1),]1,0) und |1,1).
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Matrixelemente der Drehimpulsoperatoren

Die Eigenzusténde sind wie bei allen hermiteschen Operatoren orthogonal aufeinander
und koénnen so normiert werden, dass die Orthogonalitétsrelation

<j,7m,’j7 m> = 5j,j’6m,m’ (342)

gilt. Wie beim harmonischen Oszillator, dessen Zusténde sukzessiv vom Vakuum ausge-
hend durch Anwendung von a' konstruiert werden kinnen, ist es auch beim Drehimpuls
moglich, die Zustdnde durch wiederholte Anwendung der Leiteroperatoren zu konstruie-
ren. Dazu miissen wir in der Gleichung

[¥) := Jx|j,m) = cx(d,m)|j,m £ 1) (3.43)
den passenden Proportionalitdtsfaktor cy(j, m) berechnen. Es gilt
(W) = (Gom|IxIeljom) = (,m|(3* = I3 F hI5)|j,m) = B [5G + 1) — m(m £ 1)]
und
(@lY) = (G, m)ex (G, m)(G,m £ 1j,m £ 1) = |ex(j,m)[*. (3.44)
Folglich ist
lex(j,m)[P = K2 [§(j + 1) —m(m £ 1)] = B2(j Fm)(j £ m +1). (3.45)

So ergeben sich die Beziechungen

Jiljom) = h/j(j+1) —m(m£1) [j,m+1)

(3.46)
= bV Fm)(GEtm+1) |jm=£1)

Mit dieser Rekursionsbeziehung und der Orthogonalititsrelation sind wir nun in der Lage,
die Matrixelemente der Drehimpulsoperatoren in ihrer Eigenbasis anzugeben:

(G, m/ |32, m) = B2 (5 + 1) 8
<j,7m/|J3|j7 m> = hméj,j’ 51’rL,1’rL’ (347)
G m/|Ielj,m) = h/§(G+1) —m(m £ 1)6; 5 Ot

Beispiel:
j = 0: In diesem Fall sind alle Matrizen gleich Null

j=1/2: In diesem Fall sind die Matrizen gegeben durch

h(0 1 h(0 —i h(1 0
n=5 (Vo) m=5(0 9) 1=36 L)
= 3R2 (1 0 (0 1 . {0 0
=710 1) +=0o o) T-=71 o)

Diese Matrizen sind als Pauli-Matrizen bekannt und werden noch eigehender diskutiert
werden.

(3.48)

j=1:In diesem Fall sind die Matrizen gegeben durch

s (010 s (0 =i 0 0 0
J=—|1 1, Jo=—|i —i|l, Js=h 0o 0|,
V2 \j v2\o i o 0 -1
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3.1.4 Bahndrehimpuls
Definition und Vertauschungsrelationen

Wie wir bereits gesehen haben, konstruiert man in Analogie zum klassischen Bahndre-
himpuls eines Teilchens ¢ = ¥ x p’ den entsprechenden quantenmechanischen Drehimpuls
L = X x P. Da sich das Kreuzprodukt in der Form (@ x b); = ij €;jka;by schreiben
lasst, sind die einzelnen Drehimpulskomponenten durch

Li = ) euXiP (3.50)
k,l

gegeben. Der so definierte Drehimpuls L = (L1, Ly, L3)T ist per Konstruktion ein azialer
Vektoroperator, d.h. er transformiert sich unter Drehungen wie ein Ortsvektor, bleibt
aber unter Spiegelungen unveréndert.

Man kann durch Rechnung leicht zeigen, dass die drei Operatoren {Lj, Ly, L3} die Ver-
tauschungsrelationen der Drehimpulsalgebra

[Lj, Li] = ihejply (3.51)

erfiillen.

Beweis: Dazu bilden wir den Kommutator

[Li7Lj] = [Z €ikm X Pm 5 Z6jT'SXT'PS:| (352)

k,m T8

Z €ikm€jrs [XkPmy XrPs]

k,m,r,s

= E €ikm€jrs (Xk Per Ps - X'r Pst Pm)
& N—— N——"
T8 =X, Py —ihbmy =X, Ps—ihdgy

An dieser Stelle wird der Kommutator der Heisenberg-Algebra benutzt.

[Li L] = —ih Y €irmeimsXpPs+ih Y €omeirsXoPo (3.53)
k,m,s s,m,r
= —ih Z EikmejmstPs +ih Z EimsejkakPS
k,m,s m,s,k
= ih Z (€ims€jkm - Eikmejms)kas = Zeiijm . (]
k,m,s m

=€ijmEmks

Wir wollen nun in die Ortsraumdarstellung gehen und die Eigenfunktionen von L2 zbd
L3 explizit konstruieren.

Darstellung in Polarkoordinaten

In kartesischen Koordinaten kann man die Darstellung X = z, P = —ihV, einsetzen:

L=XxP=—ih@xV,. (3.54)
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WEeil der Drehimpuls aber etwas mit rdumlichen Drehungen zu tun hat, sind kartesische
Koordinaten fiir konkrete Rechnungen eher ungeeignet, wiahrend Polarkoordinaten

x1 =1rsinfcos ¢, ZTo = rsinfsing, T3 = rcosf (3.55)

mit 7 >0, 6 € [0, 7], ¢ € [0,27] sehr viel natiirlicher sind.
Bemerkung: Um in diesen Koordinaten zu rechnen, ist es niitzlich, sich in jedem Punkt
des R? ein Dreibein orthogonaler Einheitsvektoren {&,., €, &4} zu konstruieren. Diese sind
gegeben durch

oF sin 6 cos ¢
€, = A,,.a— = A, [ sinfsing (3.56)
" - cos ¢
oF cos 6 cos ¢
€ = A(,% = Apr | cosOsin ¢ (3.57)
1 —sin ¢
o7 —sin ¢
€p = Aéa— = Agrsinf | cos¢ (3.58)
@ —— 0
wobei A, Ag, Ay Normierungsfaktoren sind. Der Gradient ldsst sich dann schreiben als
o, L1, . 1
V =¢0r+ -0+ o+ ——0s (3.59)
r rsin 6

In Polarkoordinaten ist die Ortsraumdarstellung der Drehimpulsoperatoren gegeben durch

L = —ih(FxV)
S o S 1 L1
= —thré, x (e,«&« -{—69;89 + e¢rsin98¢)
— _in (r Er X By Oy + By X Eg—Op+ Er X T — a¢) (3.60)
—— r —— 7sinf
=0 =€y =—¢€y
A |
also
L; = ih(cotfcos¢dy+singdy), (3.61)
Ly, = ih(coté’sin¢8¢ — cos¢89) ,
Lz = —ihoy.
Daraus ergibt sich
Ly = he® (+£y+icot00,) (3.62)
_, 1 1
L2 = —h?(—— 0p(sin00p) + —5— 07 3.63
(siné’ b(sin 60p) + sin2¢5 ¢) ( )

Diese Operatoren hingen nicht von r ab. Wir erkennen also, dass die Drehimpulsoperato-
ren eine winkelabhéngige, aber keinerlei radiale Wirkung entfalten. Die Eigenfunktionen
|l, m) werden deshalb nur von 6 und ¢, nicht jedoch vom Radius r abhéngen.
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Abbﬂdung 3.1: Kugelflichenfunktionen fiir [ = 5. Der Betrag von Y;,, (0, ¢) ist hier in einer Farbskala
aufgetragen.

Kugelflachenfunktionen

Die Eigenfunktionen

Yim(0,0) = (0,0]l,m) (3.64)

sind als Kugelflachenfunktionen (engl. spherical harmonics) bekannt. Die Kugelflichen-
funktionen sind anschaulich interpretiert stehende Wellen auf einer Kugeloberflache (sie-

he Abb. 3.1).

3.2 Zentralfeldpotentiale

Ein Potential V (7) wird als Zentralpotential bezeichnet, wenn es nur vom Abstand r = ||
abhingt. Wie wir sehen werden, lassen sich die stationdren Wellenfunktionen fiir solche
Potentiale in einen Radialanteil und eine Kugelflichenfunktion aufspalten. Das vielleicht
wichtigste Beispiel ist das Wasserstoffatom.

3.2.1 Allgemeine Formulierung
Erhaltung des Drehimpulses

In der klassischen Mechanik ist der Drehimpuls eines Teilchens in einem Zentralpotential
zeitlich erhalten. In der Quantentheorie wird dieser Erhaltungssatz durch den verschwin-

Y m (0, ¢) l=01]1=1 =2 =3

m=-3 6%1—5” sin® § e~ 3i®

m=-2 % sin? § e~ 2i¢ \/gsin2 0 cos O e 21¢

m=-1 % sinf e~ % sin@ cos e~ \/%sine (5 cos? 0 — 1) e~
m=0 \/% % cos 0 \/HSIW (3 cos? 0 — 1) \/wzﬂ (5 cos® 0 — 3cos 9)

m=1 - % sinfe'® | — % sinf cosfe'® | — 624—17r sin 6 (5 cos? 0 — 1) el
m=2 \/g sin? § e2¢ \/%sin2 0 cos ) €2

m=3 — g:l_ir sin® @ e3¢

Tabelle 3.1: Die ersten 16 Kugelflichenfunktionen
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denden Kommutator

[L,H =0 (3.65)
ausgedriickt, wobei
1 -
H = —P? X :
5m + V(X) (3.66)

der Hamiltonian des Teilchens ist.

Beweis: Zum einen vertauscht L mit P2:

[L,PY =X xP,P=Xx [P,PY+[X,PxP=ihBxP=0. (3.67)
N N——
=0 =2ihP

Zum anderen vertauscht L auch mit dem Potential. Um dies zu beweisen wiihlen wir die
Ortsdarstellung in Kugelkoordinaten. Hier ist V(X) = V(r) und Ly = —ihd,. Da das
Potential winkelunabhingig ist und der Drehimpuls umgekehrt keine radiale Abh#ngigkeit
besitzt, ist der Kommutator [Ls, V (r)]=0. Aus Symmetriegriinden gilt dies dann auch fiir

die anderen beiden Drehimpulskomponenten. Folglich ist [f, H]=0.
Insbesondere vertauscht also H mit L2 und Lj:
[L2,H] = [Ls,H] = 0. (3.68)

Der maximale Satz kommutierender Observabler wird damit um den Hamiltonopera-
tor erweitert. Ist £ der Energieeigenwert des Systems, werden also die Eigenzustidnde
|E,l,m) durch drei Quantenzahl E, [, m beschrieben:

H|E,l,m) = E|E,l,m)

LY E,l,m) = KI(+1)|E1m) (3.69)
Lg‘E,l,m> = hm‘E,l,m>

Separation

In der Ortsdarstellung hat die stationdre Schrodingergleichung H|E, I, m) = E|E,l,m)
die Form )
h
—5= VA V()| @pin(r,0,9) = Epin(r,0.9). (3.70)
wobei

D g (r,0,0) = (r,0,¢|E,1,m) (3.71)

die zum Eigenzustand |E, [, m) gehorende stationdre Wellenfunktion in Kugelkoordinaten
ist. Da einerseits der Laplacian in Kugelkoordinaten durch

1 1,

1
2 __ 2 :
Ve = ﬁ&m ar + 7”‘2 Sineae Slneag + ma(b (372)
gegeben ist, andererseits aber auch
-, 1 1
L? = —h%|—0ysinfo —82] 3.73
sing 05T * sin26 ¢ (3.73)

ist, gilt V2 = %28,,7’28,,—#1:2. Mit der Definition des quadrierten Radialimpulsoperators

T

1 1
P2 = itz — Lo (3.74)
r " 72
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geht die stationdre Schrodingergleichung iiber in

1 L2
5 (P2+75) + V) = E|0mm(r.0.9) = 0. (3.75)
Wir machen nun einen Separationsansatz, indem wir die Wellenfunktion ® gy, (7, 6, ¢) als
Produkt einer radialen Wellenfunktion und einer Kugelflichenfunktion schreiben:

(I)Elm(r,e,qﬁ) = RElm(T) Ylm(6’,¢) (3.76)

Eine nach diesem Ansatz konstruierte Wellenfunktion ist automatisch Eigenfunktion von
L? und Ls. Wir kénnen also in der Schrodingergleichung den Operator L? durch seinen
Eigenwert ersetzen:

T

[ l b h22l£i:-21) +V(r)—E]REzm(T) Yim(6,0) = 0. (3.77)

2m
Da nun auf der linken Seite keine Winkelabhéngigkeit mehr vorhanden ist, dann die Ku-
gelflichenfunktion herausgekiirzt werden, so dass man zur sogenannten radialen Schro-

dingergleichung oder auch Radialgleichung gelangt:
[ L (182 1 l(l+1)) + V(r) E] Reim(r) = 0 (3.78)
_ Z9%r — r) — r) = 0. .
Im\r " r2 Elm

Bis auf Faktoren r und 1/r sieht diese Gleichung fast so aus wie eine eindimensionale
Schrodingergleichung. Diese Faktoren kann man durch die Substitution

u(r
Rpim(r) = Ea ) (3.79)
beseitigen. Man erhilt nun
R h?
[—%ar 5l + 1)+ V() _E] u(r) = 0. (3.80)
Vet (1)

Dabei fasst man — genau wie in der klassischen Mechanik — den Drehimpulsanteil und
das Potential zu einem effektiven Potential

211+ 1)
= — 81
Vert 5 T V(") (3.81)
Die Radialgleichung
R
<__2m8’“ + Vg (r) — E) u(r) = 0 (3.82)

ist nun formal identisch mit der Schrédingergleichung fiir die eindimensionale Bewegung
eines Teilchens in einem Potential, allerdings nur fiir » > 0. Beachten Sie, dass die Form
des effektiven Potentials von dem jeweiligen Drehimpuls abhéngt.

Wie man leicht zeigen kann, erh&lt man auch eine formal identische Normierungsbedin-
gung
[e.e]
/ dr|u(r))® = 1. (3.83)
0
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Beweis: Mit der Normierungsbedingung (F,l,m|E,l,m) = 1 folgt aus der Orthogonali-
tatsrelation der Kugelflichenfunktionen:

1 = /dgr (%u*(r)Ylfn) (%u(r)Ylm)
/OOO dr /OW r? sinf do /:W dg riz U ()u(r) i (0, 6)Yim(0,6)  (3.84)
e 1

/(; drr? r—zu*(r)u(r) = /:O dr [u(r)|?

3.2.2 Dreidimensionaler harmonischer Oszillator

In diesem Abschnitt betrachten wir den harmonischen Oszillator in drei Dimensionen

mit dem zentralsymmetrischen Potential V (r) = Imw?r?.

Losung in kartesischen Koordinaten

In kartesischen Koordinaten ist der Hamiltonoperator durch

h2 2 1 2.2

gegeben. Da sowohl V2 als auch r? sich als Summen
V2:8§+8§+8§, r? =2 +y% 4 22 (3.86)

darstellen lassen, kann man den Hamiltonoperator in drei additive paarweise kommutie-
rende Operatoren

H=H,+H,+H, (3.87)

zerlegen, die jeder fiir sich einen eindimensionalen harmonischen Oszillator mit Energien
E,.,E,, E, beschreiben. Die stationéren Wellenfunktionen faktorisieren also:

P(z,y,2) = Py(x) Py(y) Phi(2). (3.88)
Das Energieeigenwerte des dreidimensionalen harmonischen Oszillators sind also durch
1 1 1 3

E= hw[(nx +5)+ (4 5) + (y+5)] = hwlne+my+no+3) (3.89)

gegeben. Da eine natiirliche Zahl N € Ny auf

n 2
3 2
Skt = % (3.90)
k=0

-fache Weise in drei natiirliche Zahlen N = n, + n, + n. € Ny zerlegt werden kann, ist
das N-te Energieniveau (N2 + 3N + 2)/2-fach entartet.

Wie in der klassischen Mechanik entkoppelt also die Dynamik der drei senkrecht auf-
einander stehenden Freiheitsgrade, so dass wir direkt das Spektrum angeben konnen.
Allerdings sind die so bestimmten Eigenzustéinde im Allgemeinen keine Eigenzustédnde
der Drehimpulsoperatoren. Aus diesem Grunde behandeln wir nun das gleiche Problem
noch einmal in Kugelkoordinaten.
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Radialgleichung

Mit V(r) = %mw2r2 lautet die Radialgleichung (3.82) fiir zentralsymmetrische Potentiale:

mw2r2

2

12 2
( L2 41+

2m T 2m? )U(T) = EQu(r) (3.91)

Losung fiir [ = 0O:
In diesem Fall ist die Radialgleichung formal dquivalent zu der des eindimensionalen
harmonischen Oszillators. Die Eigenfunktionen sind deshalb

u(r) o Hk<\/%r> exp(—m;;2> (3.92)

mit der Energie E,go) = hw(k+1/2), wobei Hy, die Hermite-Polynome sind. Nun sind aber
die Hermite-Polynome fiir gerades k am Ursprung ungleich Null und fithren wegen ® =
u/r 7zu einer am Ursprung divergenten Wellenfunktion, die unphysikalisch ist. Deshalb
sind nur die ungeraden Losungen k = 27 + 1 zuléssig. Die dazugehdrigen Eigenenergien
sind

BY = m(% n ;) (3.93)

Losung fiir [ # O:

Wir betrachten zunéchst den Limes r — 0. In diesem Grenzfall dominiert der Drehim-
pulsterm, der wie 7—2 divergiert, wihrend das harmonische Potential und die Energie
nicht anwachsen. Die Differentialgleichung reduziert sich damit effektiv auf:

I(1+1)
T2

—0%u(r) + u(r)~0.  (r—0) (3.94)

Die Losungen dieser DGL 2. Ordnung sind Linearkombinationen der beiden Losungen
u(r) =r*t u(r) = (3.95)

Nur die erste Losung ist physikalisch sinnvoll, denn die zweite divergiert fiir r — 0 und
wiirde damit zu einer unendlichen Wahrscheinlichkeitsdichte am Ursprung fiihren.

Danach betrachten wir den Limes grofer Radien » — oo. Hier dominiert das harmonische
Potential, wihrend der Drehimpulsterm vernachldssigt werden kann. Die effektive DGL
lautet also

2,,2
mow
—0%u(r) + 2 r2u(r) ~ 0 (r — o0) (3.96)
deren asymptotische Losungen Linearkombinationen der Losungen
) < mwr2) ) (+mwr2) (3.97)
u(r) = exp| — u(r) =ex . :
P\ ) P\ on

Wiederum ist nur die erste Losung physikalisch sinnvoll, da die zweite fiir grofse r diver-
giert und damit nicht normierbar wére.
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Fiir die Gesamtlosung der urspriinglichen DGL bietet sich der Produktansatz

mwr2)

2h

u(r) = g(r)r'"*' exp (— (3.98)

an. Als Losung, die wir hier nur angeben wollen, erhélt man die assoziierten Laguerre-

Polynome

mwr2)

- (3.99)

_ 12041
g(r) = Lj (
wobei 1 € N ist.
Bemerkung: Die assoziierten (oder auch verallgemeinerten) Laguerre-Polynome L (x)
sind definiert durch

Y n n+a (_x)'m
L,(z) = 1
n(7) 7;) (n — m> m! (3.100)
bzw.
o %’ d" L .
L,(x) = e T 3.101
HO R (3.101)
Sie erfiillen die Orthogonalititsrelation
*° r 1
/ e “x"Ly(x)Ly, (z)dx = M(snm (3.102)
0 n!
und die Differentialgleichung
oLy () + (a+ 1 —2) Ly (x) + nLi(z) = 0. (3.103)
Die ersten vier Polynome lauten:
Li(z) = 1
Li(z) = —-z+4+a+1
a 1 p
Li(z) = B [.’L’Z —2(a+2)z+ (a+1)(a+2)]
a 1 k
Li(x) = ¢ [—2®+3(a+3)2° —=3(@+2)(a+3)z+(a+1)(a+2)(a+3)] .

Sowohl fiir [ = 0 als auch fiir [ > 0 erh&lt man also fiir die Energieeigenwerte den
Ausdruck
3
EY = (20 +1+ 5) (3.104)
Entartungsschema:

Die Energieniveaus Eg) sind nicht nur jeweils fiir sich wegen der Rotationssymmetrie
2l + 1-fach entartet, sondern es kommt auch zu Entartungen von Zustdnden fiir ver-
schiedene Drehimpulse. Man fiirhrt deshalb die Hauptquantenzahl n = 2n + [ ein und
unterscheidet dabei zwei Félle: Ist n eine gerade Zahl, so kann der Gesamtdrehimpuls die
Werte [ = 0,2,4,...,n annehmen. Fiir jeden dieser Gesamtdrehimpulse | = 2k kann die
magnetische Quantenzahl m insgesamt 20 +1 Werte m € {—l,—l+1,...,+{} annehmen.
Der Entartungsgrad ist also durch

2
d =Y (k+1) = notsn+2 (3.105)
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gegeben. Ist n dagegen ungerade, so lduft der Gesamtdrehimpuls | = 2k — 1 {iber die
Werte [ = 1,3,5,...,n und der Entartungsgrad ist

(n+1)/2 9
n*+3n+2
d = 4k -1) = ———MM—. 3.106
> k- . (3.106)

In beiden Féllen ist also der Entartungsgrad durch die selbe Formel gegeben. Dieses
Ergebnis ist aufserdem identisch mit dem fiir kartesische Koordinaten ermittelten Entar-
tungsgrad.

Der Unterschied zwischen der Rechnung in kartesischen Koordinaten und der Rechnung
in Kugelkoordinaten besteht darin, dass jeweis man andere Basissysteme von Eigenzu-
stdnden in den entarteten Unterrdumen erhalt. Der Vorteil der Rechnung in Kugelkoor-
dinaten ist, dass die Eigenzustinde automatisch Drehimpulseigenzustinde sind, was in
der kartesischen Rechnung nicht der Fall ist.

3.2.3 Wasserstoffatom

Eines der wichtigsten konkreten Beispiele in der nichtrelativistischen Quantentheorie, fiir
das man eine exakte Losung angeben kann, ist das Wasserstoffatom und dhnliche Syste-
me. Es handelt sich hier um ein Zweikérperproblem aus Kern und Elektron, das wie in
der klassischen Mechanik zunichst durch Separation von Schwerpunkts- und Relativbe-
wegung auf ein Zentralfeldproblem reduziert wird.

Zweikorperproblem

Wir betrachten nun ein System bestehend aus zwei Teilchen mit Massen mq und mo an
den Orten 71 und 79, das iiber ein Potential V (71, 72) = V(|71 — 2)| wechselwirken. In
der Ortsdarstellung hat der Hamiltonoperator also die Form

h? 9 h?

v?— %vg + V(|7 — 7). (3.107)

H= —
2m1

In den Ubungsaufgaben wird gezeigt, dass sich dieses Problem, dhnlich wie in der klassi-
schen Mechanik, nach Schwerpunkt- und Relativbewegung separieren lasst. Dazu definiert

man den Schwerpunkt
= MmaT + mat

R=—- - 3.108
e, (3.108)
wobei M = mq + mo die Gesamtmasse ist, sowie die reduzierte Masse
mims2
= 3.109
. (3.109)
mit der sich dann der Hamiltonian in der Form
h? h?
H=-—V%,-——V24+V 3.110
| L ——

=Hcum —H,
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schreiben lasst. Damit zerfillt H = Hgy + Hy- in eine Summe aus einem Anteil Heoy,
der nur auf die Schwerpunktskoordinate (CM=-center of mass) wirkt, und einem Anteil
H,, der nur auf die Relativkoordinate wirkt. Man kann deshalb die Wellenfunktion mit
einem weiteren Produktansatz

W(R, ) = Yo (), (7) (3.111)
separieren. Die stationdren Losungen bestimmen sich dann separat aus den Gleichungen
How Yo (R) = Eom vou(R) (3.112)

und
H, 4 (7) = Epipre(7) (3.113)

wobei sich die Gesamtenergie additiv aus den Energien der Schwerpunkts- und Relativ-
bewegung zusammensetzt:
E=FEcm + B (3.114)

Ein Zweikorperproblem lésst sich also  analog zur klassischen Mechanik auf das Pro-
blem eines Teilchens in einem Zentralpotential zuriickfiihren.

Wasserstoffdhnliche Systeme

Unter wasserstoffahnlichen Systemen versteht man Quantensysteme, die sich auf die drei-
dimensionale Schrodingergleichung in einem zentralsymmetrischen Coulomb-Potential
zuriickfiihren lassen. Dazu gehéren das Wasserstoffatom, aber auch Ionen wie Het mit
nur einem Hiillenelektron.
Bemerkung: Streng genommen ist auch der um die Erde kreisende Mond ein wasser-
stoffartiges System. Dass es hier aber nicht sinnvoll ist, die Gesetze der Quantentheorie
anzuwenden, hat vor allem zwei Griinde. Zum einen ist die bendétigte Zeit fiir das 'Zerflie-
fen des Wellenpakets’ extrem lang, ndmlich weitaus grofer als das Alter des Universums,
so dass es schon allein aus diesem Grund nicht zu einem delokalisierten Quantenzustand
des Mondes kommt. Zum anderen wechselwirkt ein Himmelskérper mit der Umgebung,
beispielsweise durch Streuung von Sonnenlicht. Dieser Effekt fiihrt zur sogenannten Deko-
hérenz des Wellenpakets. Die Untersuchung von Dekohérenzeffekten ist eine relativ neue

Forschungsrichtung, die vor etwa 20 Jahren entstanden ist.

Das effektive Potential des Wasserstoffatoms ist in Abb. reffig:veft skizziert. Es stellt sich
heraus, dass das Potential fiir jeden Drehimpuls [ ein Minimum besitzt, das jedoch fiir
grofe Drehimpulse sehr flach ist. Die gebundenen Zustinde werden also fiir grofse [ nur
sehr kleine Bindungsenergien haben kdnnen.

Die Radialgleichung des Wasserstoffatoms lautet

[_h_282 R+ Ze
2u " 2ur? dmeqr

- E}u(r) ~0, (3.115)

wobei Z die Kernladungszahl und g = mimse/(my + ma) die reduzierte Masse des be-
trachteten Systems ist. Zunéchst bringt man diese Gleichung in eine dimensionslose Form,
indem man Radius und Potentialstirke durch

8m|E)| Ze? I
= A= — 3.116
P=N"h " dmeoh \| 2[E] (8.116)




92 Drehimpuls

Vet (1)
0.2

0.15
0.1
0.05

30 — 40

-0.05
-0.1

-0.15

-0.2 =0
Abbildung 3.2: Effektives Potential fiir das Coulomb-Potential V() = —1/r fiir verschiedene Dre-
himpulse [ in willkiirlichen Einheiten.

umskaliert, womit sie die Form

l(l;D +2 2w =0 (3.117)

2_
0 P

p

annimmt. Die Randbedingungen behandelt man auf &hnliche Weise wie beim harmo-
nischen Oszillator. Zunéchst betrachtet man den Grenzfall kleiner (reskalierter) Radien
p — 0. Verschwindet der Drehimpuls (I = 0), so dominiert in diesem Limes das Coulomb-
Potential. Die effektive DGL (97 + %)u(p) ~ 0 besitzt als Losung Bessel-Funktionen I;(z)
und Ki(z), von denen nur erstere im Ursprung regulédr ist und die zu niedrigster Ord-
nung entwickelt das asymptotische Verhalten u(p) ~ p fiir p — 0 besitzt. Fiir [ > 0
dominiert dagegen der Drehimpulsterm und die entsprechende effektive Differentialglei-
chung [92 — l(lggl)]u(p) ~ 0 liefert die Losung u(r) ~ r'+1. Beide Fille lassen sich also
zusammenfassen mit der Bedingung

I+1

u(r) ~r fir r—0. (3.118)

Betrachtet man dagegen den Grenzfall grofer Radien r — oo, sind sowohl der Coulomb-
als auch der Drehimpulsanteil vernachlissigbar und die entsprechende effektive Differen-
tialgleichung [92 — Hu(r) = 0 fiihrt auf die Losung u(r) ~ e~*/2. Diese beiden Grenzfillt
motivieren genau wie beim harmonischen Oszillator in Gl. (3.98)  den Losungsansatz

u(r) = g(r)r'*t e /2 (3.119)
durch den die obige DGL in
[paﬁ +@2+2A—p)d,— (1 +1— )\)] g(p) = 0 (3.120)
iibergeht. Deren physikalische Lésung wiederum durch ein Laguerre-Polynom

g9lp) = L2 (p) (3.121)

gegeben, wobei n = A — 1 —1[ € Ny die sogenannte Radialquantenzahl ist. Nach Riicksub-
stitution entspricht dies den Energieniveaus

2.4
(0) uZz<e 1
EY = — . 3.122

" <87T26(2)h2) (n+1+1)2 ( )
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Abbildung 3.3: Termschema des Wasserstoffatoms. Unter Hinzunahme des Spinfreiheitsgrads (siehe
Kapitel 5) kommt es zu einer weiteren Verdopplung der Entartungen.

Es ist iiblich, statt n = 0,1,2,... die Zahlvariable n = n + | + 1 zu verwenden, welche
die Werte [ + 1,1 + 2, ... annimmt. Die Energieeigenwerte sehen dann quasi drehimpul-
sunabhingig aus, weshalb man n als Hauptquantenzahl bezeichnet

Z%* 1
pe e ) (3.123)

32m2egh?
Fiir Z =1 erhélt man fiir die Grundzustandsenergie F; des Wasserstoffatoms den Wert
uz?et
3223 h?
die sogenannten Rydbergenergie. Diese Energie benétigt man, um das Elektron vom

Grundzustand aus der Atomhiille zu entfernen, die Rydbergenergie ist also die lonisierungs-
bzw. Bindungsenergie des Wasserstoffatoms.

|Ey| = — 13.6057 ¢V =: 1Ry, (3.124)

Mit der Orthogonalititsrelation der verallgemeinerten Laguerre-Polynome sind wir nun
in der Lage, die normierten Wellenfunktion des Wasserstoffatoms in geschossener Form
anzugeben:

— [l =1)!
Dy (,0,0) = \/ (22) E e P A B 0 Yin.0)  (312)

wobei ag = h?/m.e? der Bohrsche Radius ist.

Eine schone Visualisierung dieser Wellenfunktionen finden Sie im Internet unter:
http://www.physikdidaktik.uni-karlsruhe.de/software/hydrogenlab/Uebersicht.htm#

Termschema

Fiir einen gegebenen Energieeigenwert FE,, d.h. fiir eine bestimmte Hauptquantenzahl
n € N, kann der Drehimpuls alle ganzzahligen Werte von 0 bis n — 1 annehmen. Jeder
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dieser Drehimpulszustidnde ist dariiber hinaus 2[4+ 1-fach entartet, da die Magnetquanten-
zahl m, die wegen der Rotationssymmetrie im Ausdruck fiir die Energie nicht erscheint,
ganzzahlige Werte von —! bis +/ annehmen kann. Diese entarteten Energieniveaus fithren
zu dem bekannten Termschema des Wasserstoffatoms, das in Abb. 3.3 dargestellt ist.

Es sollte noch einmal hervorgehoben werden, dass die 2/ 4+ 1-fache Drehimpulsentartung
eine Folge der Rotationssymmetrie, also des Zentralpotentials ist. Dariiber hinaus gibt es
aber sowohl im dreidimensionalen harmonischen Oszillator als auch im Wasserstoffatom
Entartungen von Energieniveaus mit verschiedenem Drehimpuls [, welche von der Wahl
des Potentials abhéngig sind. Man kann zeigen, dass diese Entartungen eine Besonderheit
des harmonischen und des Coulomb-Potentials reflektieren, die sich in der klassischen
Mechanik dadurch dufiert, dass nur diese Potentiale zu geschlossenen Bahnen fiihren.

3.2.4 Magnetfeld

Da ein Hiillenelektron elektrisch geladen ist, reprisentiert ein Drehimpulszustand mit
I > 0 einen verlustfreien elektrischen Kreisstrom, der zu einem magnetischen Moment
fithrt. Die Wechselwirkung dieses magnetischen Moments mit einem dufieren Magnetfeld
fiithrt in der Regel zu einer Aufthebung der 2]+ 1-fachen Entartung der Energieeigenwerte.

3.2.5 Eichinvariante Ankopplung

Zundchst muss man wissen, wie man ein elektromagnetisches Feld an die Schrédinger-
gleichung ‘ankoppelt’. Dies geschieht nach dem Rezept der minimalen eichinvarianten
Ankopplung

P—P—cAF), H—H+ed(F) (3.126)

wobei A(7) das Vektorpotential und ®(7) das skalare Potential des elektromagnetischen
Feldes sind.!

Anmerkung: Elektrodynamik ist eine Theorie, die jedem raumzeitlichen Punkt der Wel-
lenfunktion einen zusédtzlichen inneren Freiheitsgrad zurordnet, der kreisformig ist und als
Einheitskreis in der komplexen Ebene dargestellt werden kann (diese komplexe Ebene ist
klassisch zu verstehen und hat nichts mit quantenmechanischen Phasen zu tun!). An jedem
raumzeitlichen Punkt der Wellenfunktion befindet sich das System an einem bestimmten
Ort auf diesem Kreis. Die Symmetriegruppe fiir Bewegungen entlang des Kreises ist die
Gruppe U(1), die auch als Eichgruppe der Elektrodynamik bezeichnet wird. Diese Gruppe
definiert vollsténdig alle Eigenschaften der Elektrodynamik.

Die Position auf dem inneren Ring héngt im allgemeinen vom Ort 7 ab. Ist die Summe
aller Bewegungen auf dem inneren Ring entlang einer geschlossenen raumzeitlichen Bahn
ungleich Null, liegt ein topologischer Defekt in Form einer Feldlinie vor. Tritt das bei-
spielsweise bei einer rdumlichen geschlossenen Bahn in der xy-Ebene auf, spricht man von
einem Magnetfeld in z-Richtung, wihrend bei einer raumzeitlich geschlossenen Bahn in der
xt-Ebene von einem elektrischen Feld die in z-Richtung die Rede ist.

Das Vektorpotential A sagt aus, wie sich die Postion auf dem Ring bei einer infinitesimalen
rdumlichen Verschiebung bewegt. Auf dhnliche Weise sagt das skalare Potential ® aus, wie
sich die Position auf dem Ring bei einer infinitesimalen zeitlichen Verschiebung bewegt.

'Das elektromagnetische Feld wird hier als klassisches Feld angenommen, d.h. die Felder sind keine
Operatoren. Eine zusitzliche Quantisierung des elektromagnetischen Feldes wiirde zur Quantenelek-
trodynamik fiithren, die in fortgeschrittenen Theorievorlesungen behandelt wird.
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Abbildung 3.4: Pieter Zeeman (1865-1943, rechts mit Einstein und Ehrenfeld) und die von ihm be-
obachtete Aufspaltung von Spektrallinien in Strahlungsiibergdngen bei einem dufseren
Magnetfeld.

Der Generator fiir rdumliche Translationen ist also nicht mehr P allein, sondern er muss
ergdnzt werden, so dass auch die Bewegung auf dem inneren Kreis mitberiicksichtigt wird.
Ebenso werden zeitliche Translationen nicht ldnger das ursriingliche H erzeugt, vielmehr
muss dieser Generator so ergidnzt werden, dass auch die Bewegung auf dem inneren Kreis
mit ausgefiithrt wird. Diese erginzenden Anteile sind genau A und ¢, wodurch plausibel
wird, wie das ‘Rezept’ der minimalen Ankopplung zustande kommt.

Die zeitabhangige Schrodingergleichung in Ortsraumdarstellung geht durch minimale die
Ankopplung (3.126) des elektromagnetischen Feldes iiber in

N2
hO(F, 1) = [%(—z’hV—eA) FV() +e@] (1), (3.127)
Ausmultiplizieren liefert:

(T, 1) = [% (—h2v2 —ihe(V-A+A-V)+ e2fp) V() + e<1>]¢(f, 1),

—0

wobei der quadratische Term in A, der sogenannte diamagnetische Anteil, bei geniigend
schwachen Feldern, die wir hier betrachten wollen, vernachlissigt werden kann. Die beiden
gemischten Terme werden mit der in der nichtrelativistischen Elektrodynamik iiblichen

-,

Coulomb-Eichung (VA)-0 vereinfacht

(V- A+ A.-V)g(z,t) = ((V- D)+ 24 V)p(7, t) (3.128)
=0
und man erhélt
. = h2 2 Zhe - .
(@) = |5V 4+ AV 4+ V() +e<I>]z/J(x,t), (3.129)

3.2.6 Homogenes Magnetfeld

Da das magnetische Feld B=rot A=V xA gleich der Rotation des Vektorpotentials
ist, lasst sich ein homogenes (—ortsunabhéngiges) Feld darstellen als

L1
A=—2@xB (3.130)
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Beweis: Mit Einsteinscher Summenkonvention rechnet man nach:

[Vx(ZxB); = euokldx Bl (3.131)
= €ki€lmn OrTm Bn
———
=0km
= €jki€knBn = — €jki€rin Bn = —2Bj,
——
=25;n
dh. Vx (& xB)=—2B,also VxA=B.
Mit der Rechenregel (@ x b)-& = —(&@ x &) - b lisst sich in diesem Fall der gemischte

Term mit dem Drehimpuls in Zusammenhang bringen:

- 1 = 1 5
A-Vy(Z,t) = —5(3_:' x B)-Vy((Z,t) = +§(:1_7’ x V) - By(Z,t) (3.132)
—L/ih
Mit der Definition des Bohrschen Magnetons
eh
= 3.133
pB =g (3.133)
lasst sich daher die Schrodingergleichung in der Form
. 5 h? 2 MBy 3 o
hOp(Z 1) = [—Q—V ~LIL- B+ V() +ea|u(@. 1 (3.134)
m
schreiben. Dabei ist
- _ MBp
i=—L (3.135)

h

das magnetische Moment des Elektrons und die Wechselwirkungsenergie mit einem &u-
Keren homogenen Magnetfeld ergibt sich zu

Hyi=—ji-B . (3.136)

Weil das Magnetfeld B eine Richtung auszeichnet, wird die Rotationsinvarianz im All-
gemeinen gebrochen. Im Energiespektrum &ufert sich dies durch eine Aufhebung der
2l 4+ 1-fachen Entartung der Drehimpulseigenzustinde. Dadurch kommt es zu einer Auf-
spaltung der Spektrallinien, dem sogenannten (normalen) Zeeman-Effekt.
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4.1 Grundlagen

Viele Elementarteilchen wie z.B. Elektronen tragen neben Masse und elektrischer Ladung
eine Eigenschaft, die als Spin bezeichnet wird. Der Spin ist ein Effekt, der sich aus
dem Zusammenspiel von Relativitdtstheorie und Quantentheorie ergibt und deshalb im
Rahmen der relativistischen Quantenfeldtheorie erkldrbar ist.

4.1.1 Was ist Spin?
Spin als intrinsische Eigenschaft

Der Spin verhélt sich wie ein Drehimpuls, ist aber kein gewdhnlicher Drehimpuls. Die
klassische Deutung als ‘Eigendrehimpuls’ vergleichbar mit dem Drehimpuls einer rotie-
renden Kugel mag fiir manche qualitativen Argumente niitzlich sein, ist aber im Grunde
unzutreffend: Ein Elektron ist kein Kiigelchen mit einer Eigenrotation wie ein Himmels-
kérper, sondern nach heutigem Verstindnis ein Punktteilchen. Der Spin ist also keine
gewOhnliche Rotation, sondern ist — dhnlich wie die Ladung und Masse — eine innere
Eigenschaft dieses Punktteilchens, die sich einer anschaulichen Deutung entzieht. Solche
inneren Eigenschaften eines Punktes werden auch intrinsische Eigenschaften genannt.
Der Spin wird deshalb auch als intrinsischer Drehimpuls bezeichnet.

Dass sich der Spin dennoch wie ein Drehimpuls verhilt, hat zweierlei Griinde. Zum einen
erfiillen die entsprechenden Generatoren die Drehimpulsalgebra. Zum anderen aber setzt
sich der Gesamtdrehimpuls additiv aus dem im letzten Kapitel diskutierten Bahndrehim-
puls und dem Spin zusammen.

Wiéhrend Bahndrehimpulse wie oben gezeigt stets ganzzahlig sein miissen, kann der
Spin auch die von der Drehimpulsalgebra zugelassenen halbzahligen Werte annehmen.
Das Elektron hat beispielsweise einen Spin 1/2.

Stern-Gerlach Experiment

Das Phénomen ‘Spin’ ldsst sich am eindrucksvollsten mit dem Stern-Gerlach-Versuch
demonstrieren (siehe Abb. 4.1). In diesem Versuch werden Silberatome durch ein stark
inhomogenes Magnetfeld geschossen. Das Magnetfeld steht dabei senkrecht auf der Flug-
richtung. Mit einem inhomogenen Magnetfeld wirkt auf magnetische Dipole eine Kraft,
welche die Flugrichtung &ndert. Silberatome sind paramagnetisch, so dass man keine
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klassisch tatséchlich
erwartete beobachtete

Verteiung Vertellung Silberatomstrahl
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strahl- FUNDAMENTALE ENTDECKUNG DER RAUMQUANTISIERUNG

ofen DER MAGNETISCHEN MOMENTE IN .ATOMEN GEMACHT |
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Abbildung 4.1: Links: Schematischer Aufbau des Stern-Gerlach Versuchs. Rechts: Gedenktafel in
Frankfurt [Wiki].

Ablenkung erwartet. Doch im Experiment wird der Atomstrahl abgelenkt und in zwei
diskrete Teilstrahlen aufgespalten.

Bemerkung: Das magnetische Moment i = #E einer Ladung ¢ ist proportional zu
seinem Drehimpuls. Die potentielle Energie V' dieser Ladung in einem Magnetfeld B ist
Vi =—i- B. In einem homogenen Magnetfeld fiihrt dieses Potential beispielsweise zu
einer Verschiebung der Spektrallinien bei Strahlungsiibergdngen. Zu einer Ablenkung des
Teilchens kommt es bei einem homogenen Magnetfeld jedoch nicht, da F =—VV =0 ist.
In einem inhomogenen Magnetfeld ist dagegen F = ﬁl_: -V(ji - B) # 0 und es kommt zu
einer Ablenkung des Strahls.

Bei einer quantitativen Analyse der beobachteten Ablenkung wird man auf iiberraschende
Ergebnisse gefiihrt:

(a) Die Aufspaltung in zwei Teilstrahlen impliziert, dass der Drehimpuls halbzahlig ist,
also die Werte £//2 annimmt.

(b) Das magnetische Moment i ist doppelt so grof wie erwartet.

Da solche Eigenschaften nicht von dem Bahndrehimpuls der Hiillenelektronen stammen
konnen, stellten Uhlenbeck und Goudsmit 1925 die Hypothese auf, dass Elektronen einen
intrinsischen halbzahligen Drehimpuls besitzen. Solch ein innerer Drehimpuls von Punkt-
teilchen wird als Spin bezeichnet. Auch ein komplexes System wie ein Silberatom besitzt
einen Spin, der sich aus den Einzelspins der Konstituenten zusammensetzt.

Spin-Algebra und Darstellungen

Der Spin eines Systems wird durch einen hermiteschen Vektoroperator S beschrieben,
dessen Komponenten die gewShnlichen Vertauschungsrelationen des Drehimpulses

3
[S;,Sk] = ik €uS (4.1)
=1
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erfiillen. Alle algebraisch abgeleiteten Ergebnisse fiir Drehimpulse sind also auch fiir den
Spin giiltig. Insbesondere kommutieren S? und S3, so dass die Eigenzustiinde |s,m)
durch die beiden Quantenzahlen s und m, gekennzeichnet sind. Es gilt:

Operator ‘ Eigenwerte ‘ Wertebereich der Quantenzahl

S2 h%s(s+1) s € {0,%,1,%,2,...}
Ss hm ms € {—s,—s+1,...,s—1,s}

Im vorherigen Kapitel wurde gezeigt, dass der Bahndrehimpuls L riumliche Drehungen
erzeugt, also Generator der Drehgruppe SO(3) ist. Der Spin dagegen ist ein vollig neu-
es Konzept, da er einen inneren Freiheitsgrad der Teilchen beschreibt, den man sich in
jedem Punkt der Raumzeit aufgehiingt vorstellen kann. Dementsprechend wirkt der Spin-
operator in einem separaten Hilbertraum Hg, dem sogenannten Spinraum. Der gesamte
Hilbertraum H ist also das Tensorprodukt (sieche Anhang A.3)

H = Hi®Hs (4.2)

wobei H; der ‘gewdhnliche’ Hilbertraum iiber dem physikalischen Ortsraum ist, auf dem
die Operatoren X, P und L wirken. Im Gegensatz zum unendlichdimensionalen Hilbert-
raum H; ist allerdings der Spinraum endlichdimensional, z.B. im Fall eines Spin-1/2
Teilchens ist er nur zweidimensional.

Da der Spinoperator S nur auf ‘Hs, jedoch nicht auf ‘H; wirkt, kommutiert er mit Orts-,
Impuls- und Bahndrehimpulsoperator:

[Xj7 Sk] = [Pj7sk] = [Lj7sk] =0. (4.3)

Fiir ein Teilchen in einem zentralsymmetrischen Potential wird dadurch beispielsweise der
maximale Satz paarweise kommutierender Observabler H, fz, L3 um die Spinoperatoren
§2,Sg erweitert. Die entsprechenden Eigenzustinde lassen sich als Tensorprodukt im
Gesamtraum (4.2) darstellen:

‘¢> = ’n7l7ml> & ‘87m8> 5 (44)

wobei die Magnetquantenzahl des Bahndrehimpulses m; nun zur besseren Unterscheid-
barkeit den Indes [ erhélt. Der linke Faktor ist die gewohnliche rdumliche Wellenfunktion,
der rechte Faktor dagegen der intrinsische Spinzustand.

In der Literatur ist es iiblich, das Tensorprodukt nicht explizit zu schreiben, sondern
als Sequenz von Ket-Vektoren zu schreiben oder alle 5 Quantenzahlen in einem einzigen
Ket-Vektor zu integrieren:

In,l,my) @ |s,ms) = |n,l,my)|s,ms) = |n,l,my,s,ms) (4.5)

Wechselwirkung des Spins mit einem Magnetfeld

Obwohl der Spin ein innerer Drehimpuls ist, der nichts mit einer konkreten rdumlichen
Rotation zu tun hat, kann er sehr wohl gemessen werden, da er zu einem zusétzlichen
magnetischen Moment fiihrt. Das magnetische Moment des Spins ist

- UB g
i, = —gs—=8§. 4.6
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Beispielsweise ist fiir das Elektron

- € g

m

Dabei ist g5 das sogenannte gyromagnetische Verhdaltnis, auch Landé-Faktor genannt. Fiir
den Bahndrehimpuls war dieser Faktor gleich 1. Bei einer Herleitung der relativistischen
Dirac-Gleichung ergibt sich dagegen der ganzzahlige Wert g5 = 2, weshalb man auch von
einem anomalen magnetischen Moment spricht.!

Das gesamte magnetische Moment des Elektrons setzt sich aus dem inneren magnetischen
Moment i, und dem durch den Bahndrehimpuls verursachten magnetischen Moment fi;
zusammen:

_, _, _» € = S
fo=fisti = 5 (L+gS) (4.8)

Beide Anteile wechselwirken mit einem #dufteren Magnetfeld B. Diese Wechselwirkung
wird durch den Hamiltonoperator

= e -

Hy = —ji-B = —5—(L+g.8)-B (4.9)
beschrieben.

Zusammenfassend lésst sich festhalten, dass Spin und Bahndrehimpuls im Rahmen der
nichtrelativistischen Quantentheorie additiv zum gesamten magnetischen Moment des
Teilchens beitragen, wobei der Spinanteil mit dem Faktor g, = 2 doppelt gewichtet wird.

4.1.2 Spin—%
Basiszustinde und Paulimatrizen

Viele Elementarteilchen wie z.B. das Elektron haben einen Spin s = 1/2. Der Eigen-
wert von S? ist also %i’ﬂ und die moglichen Eigenwerte von S3 sind i%h. Die beiden
Eigenzusténde |1/2,+1/2) werden oft als ‘spin up’ und ‘spin down’ bezeichnet:

1) =11/2,+1/2),  [1)=11/2,-1/2). (4.10)

Diese beiden Vektoren bilden eine Basis im zweidimensionalen Spinraum H, = C? des
Spin-1/2-Teilchens. In dieser Basis sind die Spinoperatoren (vgl. Kap. 3.1.3) durch

S = ga (4.11)

gegeben, wobei & = (01, 09, 03) die drei Paulimatrizen sind:

o = (g é) . oy = <? _OZ> , o3= <(1) _01> . (4.12)

'Eine genauere Untersuchung im Rahmen der Quantenelektrodynamik, die auch Schleifenkorrektu-
ren in Form von Feynman-Diagrammen beriicksichtigt, erbigt den theoretischen Wert gs = 2 - (1 +
0,0011596524(+4)). Der experimentell ermittelte Wert gs = 2 - (1 + 0,00115965241(+20)) stimmt in
mindestens 10 Dezimalen mit der Theorie iiberein. Dies ist die beste Ubereinstimmung von Theo-
rie und Experiment, die jemals gemessen wurde, und gibt uns deshalb grofes Vertrauen, dass der
Formalismus der Quantentheorie korrekt ist.
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Abbildung 4.2: Cartoon zur Konstruktion des Hilbertraums H = H; ® Hs. Die Abbildung zeigt
eine gewOhnliche Wellenfunktion (hier eine Gaufglocke) in zwei Dimensionen, wobei
der Imaginéranteil unterschlagen wird. An jedem Punkt des Ortsraums wird durch die
Bildung des Tensorprodukts ein Spinraum H, = C? ‘aufgehingt’, der durch die roten
Kugeln symbolisiert wird. Der Spin ist ein normierter Vektor in diesem Spinraum,
wobei die Ausrichtung des Spins von Ort zu Ort unterschiedlich sein kann (gelbe
Pfeile).

Zur Erinnerung: Die Pauli-Matrizen erfiillen die Relationen
ojor = 101 + i€jmor, (4.13)
woraus sich (bis auf einen Faktor) die Drehimpulsalgebra ergibt:
[0j, o] = 2i€jm 07. (4.14)
Inshesondere sind die Paulimatrizen spurlos (Tr(c;) = 0), hermitesch (o; = o;') und ihr

Quadrat ist gleich 1.

Ein Spinzustand lisst sich immer als Linearkombination «|1) 4+ 8]]) mit |a|? + 3> = 1
darstellen, ist also ein Vektor auf der Einheitskugel des Hs = C2.

Pauli-Gleichung

Den intrinsischen Spinraum kann man sich nun als in jedem Punkt des Ortsraums aufge-
héngt vorstellen, wie dies als Cartoon in Abb. 4.2 dargestellt ist. An eine ‘gewohnliche’
Wellenfunktion

W@ = @), )= [ Cru@)) (4.15)
wird also in jedem Punkt ein normierter Spinvektor
a(@)|1) + B@)[1) € C*,  fal@)? + 8@ =1 (4.16)

angeheftet, wobei die Koeffizienten «, 3, welche die ‘Orientierung’ des Spins in seinem
inneren Raum angeben, vom jeweiligen Ort & abhéngt (eine solche Ortsabhéngigkeit hat
man z.B. im Stern-Gerlach-Versuch). Die beiden Koeffizienten kann man als zweikompo-
nentigen Spaltenvektor

)

(5
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auffassen, der als Spinor bezeichnet wird.

Mit diesen lokal angehefteten Spinraum setzt sich der Gesamtzustand des Systems zu-
sammen aus

W = [@[u@la) o («@In+ @)

_ / Bapy(@)a(@) |7) ® 1) + / Crp@)BE) 1T el (417)
——— ——
=1 (F) = (Z)
= [N +v)ell).

Die Wellenfunktion besteht also jetzt aus zwei Teilwellenfunktionen, eine fiir spin-up, die

andere fiir spin-down:
=) ©= (o) 419

mit der Normierung

A1+ = [ @@ +10@)?) = 1. (419)

Dabei ist das Betragsquadrat der Teilwellenfunktionen die Wahrscheinlichkeitsdichte, das
Teilchen an einem bestimmten Ort in einem bestimmten Spinzustand (ndmlich 1 bzw. |
bei Messung von S3) zu finden. Diese Darstellung wird als Spinor-Darstellung bezeichnet.

Die Pauli-Gleichung ist die Bewegungsgleichung fiir diese zweikomponentigen Wellen-
funktionen und hat die Form

52

. P S
ihoy| ) = [7 YV + 2—mec (L+g.8) - B+e(@)] [v) (4.20)
HO H‘i'nt Hel

Die Pauli-Gleichung ist der nichtrelativistische Grenzfall der sogenannten Dirac-Gleichung.

Gesamtdrehimpuls

Wie jede physikalisch sinnvolle Bewegungsgleichung sollte auch die Pauli-Gleichung fiir
zentralsymmetrische Potentiale V() und ®(r) rotationsinvariant sein. Bei einer Drehung
des physikalischen Systems muss deshalb der Wechselwirkungsanteil Hj,,; invariant sein.
Wir suchen also einen hermiteschen Vektoroperator j, genannt Gesamtdrehimpuls, der
unitére Transformationen

U@) = e 97 (4.21)
erzeugt, unter denen die Pauli-Gleichung invariant ist.
Dazu beweisen wir zunéchst, dass fiir jeden Drehimpuls Y gilt:
e 1Y ¥ ei?Y = R(G)Y (4.22)

—.

wobei R(¢) eine 3x3-Drehmatrix ist (siehe Abschnitt 3.1.2).
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Beweis: Ausgangspunkt ist die Drehimpulsalgebra
[Yj7Yk] = ithlel. (4.23)

Diese Vertauschungsrelationen implizieren, dass zu linearer Ordung in € < 1 die folgende
Gleichung erfiillt ist:

) )
(1 — eﬁqﬁij) Y. (1 + €E¢ij) = (5kl + Ed)jéjkl)Yl (4.24)
Diese Gleichung kann man umschreiben, indem man die Generatoren é aus Abschnitt 3.1.1
benutzt, die im obigen Ausdruck den Tensor €5 = —€rji = [G;]k ersetzen:
(1—e%$~?)?(1+e%q§~\?) - (1+eq§~é)§? (4.25)

Fasst man nun die runden Klammern als infinitesimale Transformationen auf, so kann man
diese n-fach hintereinander ausfithren, wobei man € = 1/n setzt:

711@(}(1— nih&?)"? (1+ n%&?)" - nlingo(1+%<£~§)n? (4.26)

Die Grenzwerte kdnnen ausgeiihrt werden und ergeben Exponentialfunktionen:
exp(—%d_;- \?) Y exp(%d_;- \?) = exp(d_;- Q) (4.27)

d.h. L .
Uy (@YU (@) = RY. (4.28)

Damit das Skalarprodukt in H;,; unter Drehungen invariant ist und sich das duflere Feld
wie ein Vektor B — R(¢)B transformiert, miissen sich sowohl L als auch S wie Vektoren
transformieren:

— -,

L —R(¢
R

— —

} = (L+g,S) — R(¢) (L + g,S) (4.29)

— -,

S — R(¢

921N !

Da L und S kommutieren, wird dies durch die unitére Transformation (4.21) mit dem
Gesamtdrehimpuls
J=L+S. (4.30)

erreicht. Dies ist der Generator physikalischer Drehungen, der sowohl die Wellenfunktion
im Ortsraum als auch die Spinoren im Spinraum so transformiert, dass der Wechselwir-
kungsanteil in der Pauli-Gleichung invariant bleibt.

Welche Eigenschaften hat der Gesamtdrehimpuls J? Dazu muss man die Addition von
Drehimpulsen beherrschen, die im folgenden Abschnitt besprochen wird.

Drehungen im Spinraum

Im vorangegangenen Kapitel wurde gezeigt, dass der Bahndrehimpulsoperator L rium-
liche Drehungen erzeugt. Auf Abb. 4.2 bezogen wiirde also der Bahndrehimpuls iiber die

Exponentialfunktion gem#f Gl (3.16) unitiire Transformationen Uj(¢) = e~ #®% gene-
rieren, welche die abgebildete Wellenfunktion beispielsweise in der zy-Ebene raumlich
drehen. Analog dazu erzeugt der Spinoperator S mit Hilfe der Exponentialabbildung
unitére Transformationen

—,

Us(¢) = e~

Nl

68 — ¢=567 (4.31)

.
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die nur auf Hs wirken und deren anschauliche Wirkungsweise darin besteht, die in
Abb. 4.2 gezeigten gelben Pfeile in den inneren Rdumen (rote Kugeln) zu drehen, wihrend
sie die rdumliche Wellenfunktion ; nicht modifizieren. Diese unitédren Transformationen
sind Elemente der Gruppe SU(2).

Bemerkung: Mathematisch Versierte sollten hier stutzen: Warum erzeugen L und S
Transformationen aus veschiedenen Gruppen (ndmlich SO(3) und SU(2)), wenn doch die
Generatoren die gleichen Vertauschungsrelationen besitzen? Die Antwort lautet, dass die
beiden Gruppen SO(3) und SU(2) zwar lokal isomorph sind, jedoch unterschiedliche globale
(topologische) Eigenschaften besitzen. Da aber die Generatoren infinitesimale Transforma-
tionen erzeugen, kénnen sie nur lokale Strukturen der Gruppe reflektieren. Diese stimmen

bei SO(3) und SU(2) iiberein.

Als Beispiel betrachten wir eine Drehung um die z-Achse q_g = ¢€3 und berechnen dar-
stellungsfrei die dazugehorige unitére Transformation (4.31), indem wir die Taylorreihe
der Exponentialfunktion in gerade und ungerade Potenzen aufteilen:

Us(¢) = eXP(—%¢J3) = i i—]: (—%)ka§ (4.32)
k=0
k - i .
- [ X LY 50 ew
=1 cos(%) — 103 sin(%) (4.34)
Eine etwas aufwendigere Rechnung fiir beliebige Drehachsen (E fithrt auf:
U, (¢) = lcos(gﬂ) - % sin(@) (4.35)

Als iiberraschendes Resultat erhalt man
U,(2m) = -1, Ugs4r)=1. (4.36)

Eine Drehung um den Winkel 27 ist also keine identische Abbildung, sondern liefert
eine quantenmechanische Phase —1. Erst nach einer Drehung um 4m, also nach zwei
vollen Umdrehungen, kommt das System wieder in seinen Ausgangszustand zuriick. Die-
se iiberraschende Eigenschaft unterstreicht, dass das Phinomen Spin mit Begriffen der
klassischen Physik nicht erklarbar ist.

Da quantenmechanische Phasen bei Messungen herausfallen, kénnte man der Meinung
sein, dass dieser Effekt sowieso nicht beobachtbar sei. Fiir Einzelmessungen an einem
isolierten Teilchen trifft das auch zu. Anders verhélt es sich aber, wenn man Interfe-
renzexperimente an verschriankten Teilsystemen durchfiihrt (diese Begriffe werden weiter
unten erklért), in denen man solche Phasenfaktoren nachweisen kann.

Eulersche Winkel

Unitére Transformationen auf dem Spinraum, also Elemente der SU(2), konnen auf unter-
schiedliche Weise parametrisiert werden. Die obige Parametrisierung durch einen Vektor
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5, dessen Léinge den Winkel und dessen Richtung die Drehachse angibt, ist nur eine von
vielen Moglichkeiten. Eine andere hiufig benutzte Parametrisierung geschieht mit Hil-
fe der sogenannten Fulerschen Winkel. Diese Parametrisierung macht von der Tatsache
Gebrauch, dass jede Drehung im R3 als Produkt dreier Drehungen um die drei Koordi-
natenachsen dargestellt werden kann. Weil Drehungen nichtkommutativ sind, kommt es
dabei allerdings auf die Reihenfolge an. Die Eulerschen Winkel («, 3,v) benutzen dabei
folgende Konvention (die sogenannte x-Konvention):

1. Zuerst wird um die z-Achse mit dem Winkel o gedreht. Dabei &ndern die z- und
y-Achse ihre Lage.

2. Danach wird um die neue y-Achse um den Winkel 8 gedreht. Dabei &ndern die z-
und die z-Achse ihre Orientierung.

3. Schlieflich wird um die neue z-Achse um den Winkel v gedreht.
Merke: Eulersche Winkel: z-y-z

Im R? entsprecht dies einer 3 x 3 Rotationsmatrix

cosy siny 0 1 0 0 cosa sina 0
R = —siny cosy 0 0 cosf sing —sina cosa 0 (4.37)
0 0 1 0 —sinf cosf 0 0 1
cosycosa — cos Bsinasiny —sin-ycosa —cosfBsinacosy  sinfsina
= cosysina 4 cosfcosasiny —sinysina + cosfcosacosy —sin [ cosa
sin~y sin 8 cosysin 3 cos 3

Die unitdren Operatoren, die dieser Drehung entsprechen, lassen sich fiir Eulersche
Winkel leicht aufstellen. Die Rotation im Ortsraum wird bewirkt durch

U, = e wlzemiflyenols (4.38)
wahrend die entsprechende Transformation im Spinraum durch
U, = e 118 iFSuem108: (4.39)

gegeben sind.

4.1.3 Addition von Drehimpulsen
Produktbasis

Wir betrachten nun zwei Drehimpulse J 1 und J 9, die paarweise miteinander kommutie-
ren, d.h.
[J1;,d2k] = 0. (4.40)

In der klassischen Mechanik ist die Addition von zwei Drehimpulsen jl und jg einfach,
denn hier sind einfach die beiden Vektoren zu addieren. In der Quantentheorie ist die
Drehimpulsaddition dagegen nichttrivial.

Die Operatoren jl und jg wirken auf zwei separate Hilbertrdume H; und Hs Eigenzu-
stande seien

I2|j1,ma) = B2j1(G1 + 1)]jr, ma) Jil71,ma) = hma|ji,ma) (4.41)

I2|j2, ma) = K2ja(Ga + 1)|j2, ma) J5|j2, ma) = hima|ja, ma)
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wobei wir der Ubersichtlichkeit halber die Notation J% := Ji 3 verwenden. Da die Opera-

toren paarweise kommutieren, kann man die vier Operatoren J%, z J%, J3 als maxima-
len Satz kommutierender Observable verwenden. Die gemeinsamen Eigenzustdnde sind
dann die Tensorprodukte (sieche Anhang A.3)

lj1, ma; J2,ma)p = |j1,m1) @ |72, ma) . (4.42)

Damit steht eine orthogonale Basis von Zusténden fiir den Hilbertraum H = H; ® Ha
zur Verfiigung, die auch als Produktbasis bezeichnet wird. Die entsprechenden Zustidnde
werden im Folgenden mit dem Subscript |...), gekennzeichnet.

Gesamtdrehimpulsbasis

Wir betrachten nun die Summe der beiden Drehimpulsoperatoren
j:jl +j2. (4.43)

Wie man leicht iiberpriifen kann, erfiillen dessen Komponenten die Vertauschungsrela-
tionen

Jidewl = [T+, 16+ T2k (4.44)
= [JijJie) + T, Jok) + (T2, Tk +[T25, Jok)
-0 -0

= ihﬁjliLl +ih€jli27l = ihejliZ,

erfiillen also ebenfalls die Drehimpulsalgebra. Die Summe kommutierender Drehimpulse
verhdlt sich also wiederum wie ein Drehimpuls.

Da sich nun die Summe J wie ein Drehimpuls verhdlt, méchte man diesen gerne auf
gewohnte Weise mit Quantenzahlen J, M beschreiben?, indem man Eigenzustinde der
Operatoren J2 und J# benutzt. Dazu bendtigt man aber noch zwei weitere Operatoren,
die gemeinsam mit J2 und J* einen maximalen Satz kommutierender Observabler bilden.
Allerdings kommen J5 und J3 dafiir nicht in Frage, denn im Quadrat des Gesamtdre-
himpulses

32 = 32432423,y (4.45)

tritt ein gemischter Term auf, der nicht mit J5 und J35 kommutiert. Hingegen kommu-
tieren die Quadrate der Einzeldrehimpulse j% und jg sowohl mit J2 als auch mit J2.
Verwendet man also als maximalen Satz kommutierender Observabler die Operatoren
{j?,jg, jQ,JZ}, so sind die entsprechenden Eigenzustinde |[ji,j2; J, M) durch die Ei-
genwertgleichungen

Bg1, g2 I, M) = B2 51051 + 1) |51, dos J, M)
Tlg1.gos M) = B2 ja(ja + 1) i, dai J, M)
F2|j1,gos I, M)y = B2 J(J +1) |j1, do; J, M)
J? g1, J2s I, M), = h M |j1, jos J, M)

(4.46)

2Der besseren Unterscheidbarkeit wegen verwenden wir fiir diese beiden Quantenzahlen Grossbuchsta-
ben J und M.



4.1 Grundlagen 107

gegeben. Diese Eigenzusténde bilden wie alle Eigenzustinde eines maximalen Satzes
kommutierender Observabler — ein vollstdndiges orthogonales Basissystem, das hier als
Gesamtdrehimpulsbasis bezeichnet wird. Die entsprechenden Zustinde wollen wir mit
|...)p kennzeichnen.

Wertebereich der Quantenzahlen J und M

Nicht nur die Gesamtdrehimpulseigenzusténde |j1, j2; J, M) sind Eigenzustinde von J?,
sondern auch die Produktzusténde |j1, m1; jo, mo) in Gl. (4.42), wobei M = mq +my ist.
Einerseits ist fiir vorgegebenes ji, jo der maximale Wert My,.x = j1 + j2, also J < j1 + jo.
Andererseits ist die Entartung der Niveaus fiir |M| < |j1 — jo| stets gleich, so dass keine
Darstellungen mit J < |j; —j2| auftreten konnen. Dementsprechend kann die Quantenzahl
J auf den Bereich

lj1 —Jdel < J < j1+J2 (4.47)
eingegrenzt werden. Wie wir sehen werden, ist dies tatséichlich der volle Wertebereich.
Die Quantenzahl M kann, wie iiblich, Werte im Bereich

—J <M< +J (4.48)

annehmen.

Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Sowohl die Produktzustédnde (4.42) als auch die Gesamtdrehimpulseigenzusténde (4.46)
sind orthogonale Basen des Hilbertraums. Nimmt man an, das diese Zusténde normiert
sind, so kann man die Gesamtdrehimpulsbasis nach der Produktbasis entwickeln:

+71 +J2
rodas MY = > Y LG, mas Gayma) (i, mas Ga,mal 1, das J, M) (4.49)

m1=—j1 mi=—j2

=1

Die dabei auftretenden Matrixelemente

s das S M) =Y (rumas fa,malin, joi Jy M) |1, mas gz, mo) (4.50)

mi,m2

=:(j1m1 jamz|J M)

werden als Clebsch-Gordan-Koeffizienten bzw. Vektoradditionskoeffizienten bezeichnet.
Die Phase dieser Matrixelemente ist unbestimmt und kann so gewihlt werden, dass alle
Clebsch-Gordan-Koeffizienten reell sind. Wir kénnen deshalb die CG-Koeffizienten ohne
komplexe Konjugation spiegeln:

(jim1 joma|JM) = (JM|jimy jomsz) (4.51)

Bemerkung: Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten (jimijamz|JM) sind in der Quantenme-
chanik oft bendtigte Zahlen, die deshalb in Mathematica® bereits mit der Funktion
ClebschGordan[{j1,m1},{j2,m2},{J,M}]

zur Verfiigung stehen.
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J J
N . - Notation:
Note: A square-root sign is to be understood over every coeflicient, e.g., for —8/15 read —+/8/15. M
1 _ m, m
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+ 1 vy = = cosd 5/2 .
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Frzez] 1| ¢ o L Yy 2x1/2,.50 1 my | Coefficients
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Abbildung 4.3: Tabelle einiger Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Aus jedem der Eintriige ist die Wurzel
zu ziehen. Quelle: D.E. Groom et al., The European Physical Journal C15 (2000) 1.

Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind die Matrixelemente einer unitdren Transforma-
tion U welche die Produktbasis in die Gesamtdrehimpulsbasis iiberfithrt, und erfiille
deshalb die Relation UUT = UTU = 1. Diese Eigenschaft fithrt zu den beiden Orthogo-
nalititsrelationen

Z<]1m1]2m2|JM><JM|Jlm/1]2m/2> = 5m1,m’15m2,m’2 (452)
JM
> (IMjima jama) (jima jama| J'M') = 85 58y,a1 (4.53)
mi,m2

Da J* = J§ 4 J3 ist, sind die Clebsch-Gordan-Koeffizienten (jimg jamsa|JM) nur dann
von Null verschieden, wenn M = mq 4+ my ist.

Berechnung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Die CG-Koeffizienten lassen sich wie folgt berechnen. Ausgangspunkt ist die Beobach-
tung, dass der Eigenzustand fiir maximale Magnetquantenzahlen eindeutig ist, dass also
fiir gegebenes ji, jo der Eigenzustand hichsten Gewichts in der Produktbasis |71, j1; Jjo, j2)
auch Eigenzustand in der Gesamtdrehimpulsbasis ist:

J1,d2; S M)g = 11,715 J2,J2) p mit J =M = j1 + j2 (4.54)

Dabei wurden zur besseren Kennzeichnung die Basisvektoren mit G (Gesamtdrehim-
pulsbasis) und P (Produktbasis) gekennzeichnet. Da nun ein gemeinsamer Eigenzustand
bekannt ist, konnen die {ibrigen Zustdnde durch sukzessive Anwendung des Absteigeope-
rators J_ = J1 _+Jo _ konstruiert werden. Wenden wir diesen Operator auf beide Seiten
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der obigen Gleichung an, so erhalten wir
J_|j,jos S M) = V200 +J2) i, J2s i + G2, 1 + 2 — D (4.55)
= V2j1lin, 0 — 15 G2 g2) p + V202 1, 1 d2, G2 1) p -

Ein Vergleich ergibt die CG-Koeffizienten

o N o ) J1

(Ji,71 = 1; jo, jolir + jos i +j2 — 1) = | ——,
1+ )2

(41,013 Jo, g2 — g1 + g2, i + 2 — 1) = "7 —.
1+ )2

Zur Quantenzahl M = j; + jo — 1 gibt es in der Gesamtdrehimpulsbasis genau zwei
Eigenzustinde, ndmlich den soeben bestimmten Zustand mit J = j; 4+ jo und einen
weiteren Zustand mit J = j; +j2 —1, die beide orthogonal aufeinander stehen miissen. Da
man in zwei Dimensionen einen Vektor um 90° drehen kann, indem man die Komponenten

(4.56)

tauscht und eine mit einem Minuszeichen versieht, erhélt man sofort

V201 +72) 71, d2551 e — L1+ 2 — 1) (4.57)
= V2j2 i1, 1 — 15 2, 72) p — V271 141, 415 J2, Jel) p

und die entsprechenden CG-Koeffizienten lauten

. L ) . . o
<j17]1_1; 327‘72‘]1 +]2—1,j1 —|—j2—1> = - —,
J1+ 72
(4.58)
L . ) . ) 1
(s gi; Josdo — g1 +J2 — 1,1 +ja — 1) = —y [ —2—.
1+ )2

Wendet man nun auf die so gewonnenen Vektoren erneut den Absteigeoperator an und
fithrt einen (immer komplexer werdenden) Koeffizientenvergleich durch, so lassen sich
sukzessive alle Clebsch-Gordan-Koeffizienten konstruieren.

Bemerkung: Man kann zeigen (ohne Beweis), dass die Clebsch-Gordan-Koeffizienten fiir
M > 0 durch die geschlossene Formel

2J + 1)(J + g1 — j2)/(J — g1 + 52)!(G1 + jo — ))U(J + M)I(J — M)!
(J1 + g2+ J + D1 — m)!(G1 + m1)l(g2 — m2)!(j2 + m2)!

. . , (
<J1 mi J2’7L2|-]A']> = 6'771,'m| +mao \/

J+M ) N L
y Z (—1)+iatma (G2 +J+m1 —k)!(j1 —m1 +k)! (4.59)

KT = g1+ jo — K)I(J + M — K)\(k + j1 — jo — M)!

k=0

gegeben sind. Die Koeffizienten fiir M < 0 ergeben sich durch

<j1m1 3 ngLQlJ]W) = (—1)'7‘7'7"7'7‘2 <j1, —mai, jg, —mQ‘J, —]\J) . (4.60)

Beispiel: Zwei Teilchen mit Spin %:

In diesem Fall sind die Drehimpulseigenzusténde der einzelnen Teilchen | T) und | |), die
Produktbasis besteht also aus den vier Zusténden | 17),| T1),] 11),| 11). Der Gesamtdre-
himpuls kann die beiden Werte J = 0 und J = 1 annehmen, die Gesamtdrehimpulsbasis
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Entartung: .
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M %
+ la)
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5 ‘
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‘. Y o e T +5/2 | @@y (3)
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. . ] J=3/2 J=5/2 J=7/2 J=9/2
Abbildung 4.4: Schema zur Bestimmung der Darstellungen bei der Addition zweier Drehimpuls. Ge-

zeigt ist das Beispiel j1 = 3/2 und j2 = 3. Die blauen Punkte im linken Teil der Ab-
bilung symbolisieren die Vektoren in der Produktbasis, die griinen Punkte im rechten
Teil der Abbildung dagegen die Vektoren der Gesamtdrehimpulsbases. Der Gesamt-
drehimpuls nimmt dabei die Werte J = 3/2,5/2,7/2,9/2 an und fiihrt dabei zu einer
Zerlegung in ein Quartett, ein Sextett, ein Oktett und ein Dekuplett. Die Clebsch-
Gordon-Transformation ist eine Basistransformation zwischen beiden Darstellungen,
durch die die Zusténde in Sektoren fiir jeweils gleiches M = mi + ma (gestrichelte
rote Linien) gemischt werden. Nur die gelb markierten Basisvektoren sind in beiden
Darstellungen identisch.

|J, M) besteht also aus einem Singulett

1
0.0) = (111 ~111) (4.61)
und einem Triplett
L1 = |0 (4.62)
L0y = —= (11 +11n) (163
10 = |
L,-1) = [DI (4.64)
Die Zerlegungsregel lautet also
2@2=13. (4.65)

Beispiel: Spin % plus Bahndrehimpuls [ > 0:

Der Gesamtdrehimpuls kann hier die Werte J = [ 4+ 1/2 annehmen. Die Zerlegungsregel
lautet also

2@ (21+1) = 21 @ (20 +2). (4.66)

Die dazugehérigen Clebsch-Gordan-Koeffizienten kann man beispielsweise einer Tabel-
le (sieche Abb. 4.3) entnehmen.
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voovoov oy
) 08604 = 704
Abbildung 4.5: Faustregel zur Bestimmung der Multiplettstruktur bei der Addition von Drehimpul-
sen. Gezeigt ist wie in der vorhergehenden Abbildung das Beispiel j1 = 3/2 und j2 = 3.
Dazu zdhlt man die Zustdnde entlang der gestrichelten blauen iiber Eck verlaufenden
Linien. Diese Linien darf man aber nicht als Zuordnung von Zustinden missverstehen.
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5 Vielteilchensysteme

5.1 Symmetrien von Vielteilchenzustdnden

Bisher haben wir einfache quantenmechanische Systeme untersucht, die sich aus einem
einzigen Teilchen oder zwei unterscheidbaren Teilchen (z.B. Kern und Hiillenelektron) zu-
sammensetzen. In diesem Kapitel wollen wir nun Systeme identischer Teilchen betrachten
wie z.B. ein Gas. Hier ergibt sich in der Quantentheorie ein grundlegendes Problem, das
es in der klassischen Mechanik nicht gibt. In der klassischen Physik sind nédmlich identi-
sche Teilchen unterscheidbar. Jedem Teilchen kann némlich eine eindeutige Trajektorie
zugeordnet werden, auf der es sich bewegt, und so kann man in Gedanken jedes Teil-
chen markieren und vorhersagen, wo es zu welcher Zeit sein wird. In der Quantentheorie
werden dagegen Teilchen durch Wellenfunktionen représentiert, die sich rdumlich iiber-
schneiden kénnen. Fiihrt man nun in einem solchen Uberlappungsbereich eine Messung
durch, mit der die Anwesenheit eines Teilchens festgestellt wird, so gibt es keine Mog-
lichkeit, die beteiligten Teilchen zu unterscheiden, da man sie nicht individuell verfolgen
kann (siehe Cartoon in Abb. 5.1). Die Ununterscheibarkeit identischer Teilchen fiihrt
zu einem grundlegenden konzeptionellen Problem in der Quantentheorie, das mit dem
Begriff Austauschentartung umschrieben wird.

5.1.1 Konstruktion des Hilbertraums

Die Ununterscheibarkeit identischer Teilchen fiihrt zu einem grundlegenden konzeptionel-
len Problem in der Quantentheorie, das mit dem Begriff Austauschentartungmschrieben
wird. Dazu betrachten wir der Einfachheit halber ein System mit zwei identischen Teil-
chen. Das erste Teilchen lebe im Hilbertraum H; und habe den Zustand |«), das zweite

- /

Abbildung 5.1: Cartoon eines klassischen Vielteilchensystems (links) und eines quantenmechanischen
Vielteilchensystems (rechts). Wiahrend im klassischen Fall eine Unterscheidbarkeit
identischer Teilchen durch Nachverfolgung ihrer Trajektorien gewihrleistet ist, sind
identische Teilchen in gegenseitig iiberlappenden quantenmechanischen Wellenfunk-
tionen nicht unterscheidbar.
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lebe im Hilbertraum Ho und habe den Zustand (. Der gesamte Hilbertraum ist also
durch das Tensorprodukt (siche Anhang A.3)

H="H1® Ho (5.1)
gegeben und das System befindet sich im Zustand
a, B) = |o) ®@16) (5.2)

Wenn wir den Spin der der Teilchen noch aufen vor lassen, die jeweiligen Einteilchen-
zusténde also durch die Wellenfunktionen 9, (%) = (Z|a) und ¢3(Z) = (Z|5) gegeben
sind, so wird das gesamte System durch die Wellenfunktion

bap@1,d2) = (@1,200,0) = (@)@ (72l) (j0) @18)) (5.3)

= (T1]a)(T2]B) = Ya(T1)Yp(Z2)

beschrieben. Wiirden beide Teilchen ihre Rolle tauschen, erhielte man dagegen den Zu-
stand

6,0) = |8) @ |a) (5.4)

Die beiden Vektoren |af3) und |Ba) reprisentieren verschiedene Systemzustidnde, die
orthogonal aufeinander stehen:

(aB|Ba) = (alB) (Ble) = 0. (5.5)

Hier scheinen also die Teilchen noch identifizierbar zu sein, denn das erste Teilchen ist
stets dem linken Faktor zugeordnet, das zweite dem rechten.

5.1.2 Messungen

Das Problem besteht jedoch darin, dass es kein Messgerdt gibt, dass in der Lage wiére,
die beiden Zusténde |a, 5) und |3, @) zu unterscheiden. Wir kénnen némlich kein Mess-
gerédt konstruieren, das uns sagt, welches Teilchen am Ort & ist, sondern allenfalls ein
Messgeriit, das uns sagt, ob und wie viele Teilchen am Ort Z sind.

Bemerkung: Der Hintergrund ist der, dass die beiden Hilbertrdume H; und H2 nicht
so unabhéngig voneinander sind, wie es vielleicht auf den ersten Blick erscheinen mag,
denn ihre Vektoren |«) und |3) reprisentieren Wellenfunktionen im selben Ortsraum. Es
gibt nimlich nur einen Ortsraum R? in dem die Teilchen leben. Wirklich unabhingig
wiren die beiden Tensorfaktoren nur, wenn sich H; und Hsa auf zwei verschiedene R3’s
beziehen wiirden. Den Zustandsraum H wiirde man zwar in genau derselben Weise wie oben
beschrieben konstruieren, man hétte jedoch dann zwei voneinander getrennte Universen mit
je einem Teilchen, die dann auf natiirliche Weise unterscheidbar bleiben. Nur dadurch, dass
sich die Tensorfaktoren H; und Hsz den gleichen R? ‘teilen’ miissen, kommt es zu dem in

diesem Kapitel behandelten Problem der Ununterscheidbarkeit.

Ein Messgerét ist ndmlich so konstruiert, dass es mit dem zu untersuchenden Quanten-
system zunéchst physikalisch wechselwirkt und das Resultat dieser Wechselwirkung dann
so weit verstirkt, dass es makroskopisch sichtbar wird. Die erste Stufe die physikalische
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Wechselwirkung kann aber zwischen identischen Teilchen nicht unterscheiden. Ein La-
dungsmessgerit wird deshalb auf jedes Elektron, ein Photomultiplyer auf jedes Photon,
in gleicher Weise ansprechen.

Mathematisch kann dieser Sachverhalt dadurch ausgedriickt werden, dass die Observa-
ble A eines Messgerdts mit dem Transpositionsoperator T1o kommutieren muss. Der
Transpositionsoperator ist so definiert, dass er im obigen Beispiel die beiden Teilchen
tauscht, d.h. er vertauscht die Reihenfolge der Tensorfaktoren:

Ti2]a, 8) = [B,a). (5.6)

Fiir identische Teilchen kommutiert dieser Operator mit jeder Observablen A, also auch
mit dem Hamiltonian:

[T12,A] = [T12,H] = 0. (5.7)

Beispiel: In einem Einteilchensystem kann man mit dem Projektionsoperator a := | )(Z|
die Wahrscheinlichkeitsdichte messen, am Ort Z ein Teilchen zu finden. Wie konstruiert
man daraus den entsprechenden Operator fiir zwei identische Teilchen? Die obigen Argu-
mente besagen, dass z.B. der hermitesche Operator A = a®1 kein Messgeriit reprisentieren
kann, da er nicht mit T2 vertauscht. Ein solches Messgerat wiirde ndmlich selektiv nur auf
das erste Teilchen ansprechen, was bei identischen Teilchen vermittels einer physikalischen
Wechselwirkung unméglich ist. Zuldssig sind dagegen ist der Operator

A=aRl+1®a (5.8)

mit den Eigenwerten 0,1,2; der uns die Moglichkeit bietet, die Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir eine gewisse Anzahl von Teilchen in einem Punkt zu bestimmen. Zuldssig wére auch
der Operator

A =a®a (5.9)
mit den Eigenwerten 0,1, mit dem die Wahrscheinlichkeitsdichte gemessen werden kann,
am Ort & genau zwei Teilchen zu finden. Auch der Operator

A =a®Rl+l®a—a®a (5.10)

wire zuldssig, da er mit T2 kommutiert und in diesem Fall die Wahrscheinlichkeitsdichte

angeben wiirde, genau ein Teilchen, jedoch nicht zwei, am Ort & zu finden.

5.1.3 Austauschentartung

Bei N identischen Teilchen ohne innere Wechselwirkung setzt sich der Ortsoperator ad-
ditiv aus NV gleichartigen Einteilchenoperatoren h zusammen:

H = 191®... ®he ..011, (5.11)
~——
i-ter Faktor

H = Y H;. (5.12)
wobei 1 die identische Abbildung auf nur einem Teilchen, also eine Einheitsmatrix von
derselben Dimension wie h ist. Beispielsweise gilt fiir drei Teilchen

H=holel+1lohol+11®h. (5.13)

Dieser Hamiltonoperator ist, wie bereits oben gezeigt, invariant unter der Vertauschung
von Teilchen, d.h.
[T12,H] = 0. (5.14)

Dieser Sachverhalt wird als Austauschentartung bezeichnet.
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5.1.4 Eigenschaften des Transpositionsoperators

Wir betrachten jetzt etwas allgemeiner ein System aus N identischen Teilchen in den

Einzelzustinden |a1), |ag),. .., |an). Der Gesamtzustand im Hilbertraum
N
H=HieH®.. .0Hy = QM (5.15)
j=1

ware dann der Produktzustand
lag, e, ... an) = |og) @ |ag) @ ... ® |an) . (5.16)

Die Wirkungsweise des Transpositionsoperator T;; besteht nun darin, die beiden Teilchen
1 und j auszutauschen, also die i-te und die j-the Tensorkomponente zu vertauschen:

Tz‘j|0é1,...,()é2‘,...,aj,---,OéN> = |041,...,Oéj,...,Oéi,...,OéN> (517)
Der Transpositionsoperator ist hermitesch und erfiillt die Relationen
Tij =T, T;=1. (5.18)

Wegen der zweiten Relation besitzt er die Eigenwerte 1 und —1. Ein Produktzustand
|o, g, . .., ) ist, wie wir gesehen haben, im Allgemeinen kein Eigenzustand des Trans-
positionsoperators. Wir kénnen aber durch Symmetrisierung und Antiymmetrisierung
solche Eigenzustande konstruieren. So ist die symmetrische Kombination

1
_(|a1,...,ai,.._,aj,--- ,aN>—|—|a1,...,ozj,...,ozz-,...,ozN>) (5.19)

V2
ein Eigenzustand von T;; zu dem Eigenwert +1, wahrend die antisymmetrische Kombi-

nation
1

ﬁ<]a1,...,ai,...,aj,--- ,QN) — \al,...,aj,...,ai,...,aN>) (5.20)
der entsprechende Eigenzustand zum Eigenwert -1 ist.

In Systemen mit N Teilchen gibt es N(N — 1)/2 Transpositionsoperatoren. Diese kom-
mutieren paarweise, wenn sie auf verschiedenen Tensorfaktoren wirken

[Tij, To] =0 falls i £k, i £1, j#k, j#1 (5.21)

andernfalls ist der Kommutator ungleich Null.

5.1.5 Symmetrisierungspostulat

Die Besonderheit des Transpositionsoperators besteht darin, dass es trotz seiner Her-
mitizitdt unmoglich ist, ein Messgerat zu konstruieren, dass den Transpositionsoperator
reprasentiert. Wir sind deshalb nicht in der Lage, den maximalen Satz kommutierender
Observabler zu konstruieren, der notwendig wére, um Zustédnde eindeutig zu charakte-
risieren — ein Phiénomen, das als Austauschentartung bezeichnet wird. Wie kénnen wir
dieses Problem 16sen?
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Die Antwort ist {iberraschend: Die Natur 16st das Problem fiir uns, indem sie fiir jede
Teilchensorte den Eigenwert von T;; festschreibt. Dies bedeutet, dass fiir eine gegebe-
ne Teilchensorte von allen denkbaren Zusténden, die durch Transposition auseinander
hervorgehen, diejenige Linearkombination realisiert ist, die Eigenzustand aller Transpo-
sitionsoperatoren zum gleichen Eigenwert ist. Teilchensorten, fiir den diese Eigenwerte
stets +1 sind, heifsen Bosonen, Teilchensorten mit zugeordneten Eigenwerten -1 dagegen
Fermionen. Die Natur ist also so beschafften, dass es nur Zusténde gibt, so dass fiir alle
1,7 =1,...,N gilt:

Tij|N identische Bosonen) = +‘N identische Bosonen) (5.22)

Tij|N identische Fermionen) = —‘N identische Fermionen ) (5.23)

Ein Elektron ist beispielsweise ein Fermion, ein Photon dagegen ein Boson. Es ist eine
empirische Tatsache, dass nur diese beiden Moglichkeiten gibt, dass es also keine quan-
tenmechanischen Mischungen aus Fermionen und Bosonen auftreten.
Bemerkung: Es stellt sich heraus, dass Teilchen mit ganzzahligem Spin stets Bosonen,
Teilchen mit halbzahligen Spin stets Fermionen sind. Diesen Zusammenhang kann man im
Rahmen relativistischer Quantenfeldtheorien verstehen. Dennoch gibt es Versuche, diese
Theorien so zu erweitern, das Fermionen und Bosonen symmetrisch fiir jede Teilchenart
auftreten, dass es also auch bosonische Elektronen gibt. Diese Symmetrie wird als Super-
symmetrie bezeichnet und postuliert fiir jedes Teilchen einen Superpartner, also fiir jedes
Boson ein zugehoriges Fermion und umgekehrt. Ein direkter Nachweis solcher Teilchen ist
bislang nicht gelungen, es wird spekuliert, ob die sogenannte dunkle Materie im Universum
etwas damit zu tun hat. Ebenso wird LHC (Large Hadron Collider, Genf) ab 2008 Hinweise

liefern, ob Supersymmetrie in der Natur verwirklicht ist oder nicht.

5.1.6 (Anti-)Symmetrisierungsoperator

Eine N-stellige Permutation o ist eine Umordnung von N Elementen ¢ — o(i). Die
N! moglichen Permutationen bilden dabei eine endliche Gruppe, die als Sy bezeichnet
wird. Jede Permutation ldsst sich als eine Hintereinanderausfithrung von Transpositionen
i <> j darstellen. Je nachdem, ob die Anzahl der benotigten Transposition gerade oder
ungerade ist, spricht man von einer geraden (sgn(c) = +1) oder ungeraden (sgn(o) = —1)
Permuation.

Unter einem wollstindig symmetrisierten Zustand versteht man die normierte Summe
aller moglichen N-Teilchen-Zustédnde, die durch Permutation der Teilchen auseinander
hervorgehen:

N
1 1
[Ys) = ol Z ®|%(z‘)> = I Z | Q1) Qo (@)s - > Ao(N)) - (5.24)

T oeSy =1 ‘oeSN

Auf analoge Weise versteht man unter einem wvollstdndig antisymmetrisierten Zustand
die normierte Summe

N
1 1
[Pa) = Niii > sen(o) Q) lowa) = Nai D sgn(0) [y, Q@) Aoy ) -
: -1

‘oeSN
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Da die Determinante einer Matrix M; ; formal durch det(M) =3 g, sgn(o) [1; M; o)
ausgedriickt werden kann, schreibt man den vollstindig antisymmetrisierten Zustand
auch gerne in Form einer sogenannten Slater-Determinante

NEREE
_ (65) (%) (%)

) = Nl (5.26)
|aN> ‘OéN> |aN>

wobei die Multiplikation durch Tensorproduktbildung zu ersetzen ist.

Da Symmetrisierung und Antisymmetrisierung lineare Operationen sind, die sich als Sum-
me iiber Produkte von Transpositionsoperatoren darstellen lassen, fithrt man formal einen
Symmetrisierungsoperator S und einen Antisymmetrisierungsoperator A ein:

lYs) = S|lai,a,...,axn) (5.27)
[Ya) = Alar,ag,...,an) (5.28)

Die so erzeugten vollstindig symmetrisierten bzw. antisymmetrisierten Zustédnde sind
Eigenzustander aller Transpositionsoperatoren

Tijls) = +|vs) (5.29)
Tijl1a) —[tha) (5.30)

Bemerkung: Das Symmetrisierungspostulat besagt also, dass die Natur so beschaffen ist,
dass in dem N!-dimensionalen Raum der Austauschentartung nur genau ein Zustand auf-
tritt, ndmlich in Abhéngigkeit von der betrachteten Teilchensorte entweder |¢s) oder [1a).
Durch diesen Mechanismus wird die Austauschentartung aufgehoben und die beschriebenen
konzeptionellen Probleme bei der Charakterisierung der Zusténde beseitigt. Offen bleibt,
wie die Natur dies bewerkstelligt. Als anschauliche Hilfe kénnte man sich vorstellen, dass
die Teilchen bei iiberlappenden Wellenfunktionen tatséchlich ihre Identitdt wechseln kon-
nen, dass sich die Natur deshalb in einem Zustand einpendelt, der neutral gegeniiber diesen
fortwihrenden Wechselprozessen ist. Bei Bosonen geschieht der Wechsel ohne Anderung der
Wellenfunktion, wihrend bei Fermionen jeder Wechsel eine quantenmechanische Phase von

e'™ = —1 mit sich bringt.

5.1.7 Pauli-Prinzip

Aus dem Antisymmetrisierungspostulat ergibt sich sofort, dass Fermionen nur in verschie-
denen Einteilchenzustinden existieren konnen. Zwei Fermionen miissen sich also stets in
mindestens einer Quantenzahl unterscheiden. Bosonen dagegen kénnen sich in gleichen
Einteilchenzustanden befinden.

Das Pauli-Prinzip hat dramatische Auswirkungen auf die Besetzungsstatistik der Ener-
gieniveaus. In einem harmonischen Potential wiirden sich beispielsweise mehrere Bosonen
(bei Temperatur T' = 0) gemeinsam im Grundzustand befinden (man spricht auch von
einem Bose-Kondensat), wihrend bei Fermionen die ersten N Energieniveaus bis zur
sogenannten Fermi-Kante besetzt werden miissen.
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1 18
1 H 2 H
Wassdstoft Helium
1 10079 4,0026
1 2
2 13 14 15 16 17
3 L 4 B 5 B 6 a7 8 g9 Fl 10 N
Lithium Berylur Bor Kohlen|  Sticksto| ~ Sauers{ Fluor Neon
2| o4t 9,0122 10,81 12,011 14007 | 15999 | 18988 | 20179
21 22 23 24 25 5 E 28
1M Ny 12 WM™ 13 Al 14 S| 15 P 16 § 17 Cl 18 A
Natrium Magnesium Aumin|  Siicium | Phosph{  Schwefq  Chior Argon
3| 2209 24,305 26982 | 28086 | 30974 | 3206 35453 | 39,948
281 2812 21873 28/4 21815 2816 21877 2878
3 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12
8
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Abbildung 5.2: Periodensystem der Elemente.

Bemerkung: Im Standardmodell sind alle Elementarteilchen (Elektronen, Neutrinos, Quarks)
Fermionen, wahrend die zugeordneten Eichfelder (Photonen, Vektorbosonen, Gluonen) Bo-

sonen sind.

5.1.8 Periodensystem der Elemente

Mit Hilfe des Pauli-Prinzips kann man die Schalenstruktur der Atome und damit das Pe-
riodensystem der Elemente erkldren. In niedrigster Naherung bewegt sich jedes Elektron
im Zentralfeld des Atomkerns und befindet sich deshalb in wasserstoffihnlichen Nive-
aus, die durch die Quantenzahlen 71,1, m;, ms charakterisiert werden (siehe Gl. (3.122)).
Wegen des Pauli-Prinzips kann aber ein Zustand mit vorgegebenem n nur mit einer
beschrinkten Anzahl von Elektronen besetzt werden, die sich in ihren Quantenzahlen
[, my, mg unterscheiden. Diese Quantenzahlen miissen zudem die Auswahlregeln

1e{0,1,....,n—1}

1 1
ms € {—5, +§}

erfiillen, so dass es zu einer Schalenstruktur kommt. Die n-te Schale ist vollstandig auf-
gefiillt, wenn sie mit

on? (5.32)

[\)
7
[\]
~
_|_
—
~—
I
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Elektronen in paarweise verschiedenen Zusténden aufgefiillt ist. Fiir die Besetzung der
durch die Hauptquantenzahl n = n+1[+ 1 charakterisierten Elektronenzusténde gilt also:

n Schale Niveaus maximale Besetzungszahl
1 K 1s 2
2 L 2s,2p 242-3=38
3

M 3s,3p,3d 24+2.3+2-5=18

Dies entspricht bis auf einen durch den Spinfreiheitsgrad verursachten Faktor 2 den in
Abb. 3.3 angegebenen Entartungen.

5.1.9 Helium-Atom

Das einfachste Beispiel fiir ein Mehrteilchenproblem und die Wirkung des Pauli—Prinzips
ist das Helium-Atom
13% 135 2¢? 2¢? e?

H=_14+_2_
2m 2m 47‘(’607‘1 + 471'607’1 + 471'607’12 ’

(5.33)

wobei 7] = ])21], ry = ’Xg’ und ri9 = ]Xl — Xg‘ ist. Die gesamte Wellenfunktion besteht
aus einem raumlichen und einem Spinanteil:

) = ) @ Ix) (5.34)

Die beiden Elektronenspins addieren sich zu einem Gesamtspin |Xs,,) und bilden nach
dem Additionstheorem fiir Drehimpulse einen symmetrischen s = 1 Triplett-Zustand

1
V2

und einen antisymmetrischen s = 0 Singulett-Zustand
[xo0) = —=

X00) =
V2

Ebenso addieren sich die beiden Bahndrehimpulse 1, m1,ls, ms zu einem Bahndrehim-
puls I, m; des Gesamtsystems. Da wir uns hier auf den Grundzustand des Heliumatoms
beschrinken wollen, sind aber die Bahndrehimpulse gleich Null und die Hauptquanten-
zahlen sind gleich 1. Die beiden Elektronen befinden sich also jeweils im Grundzustand
|1, 11, m1) = |ng,la,ma) =11,0,0) und der entsprechende Zustandsvektor

xi)=1[11), Ixaoy=—72=L1)+111), bha-u=111) (5.35)

(LY =111). (5.36)

ist symmetrisch unter Teilchenaustausch. Da aber dem Pauli-Prinzip zufolge der Ge-
samtzustand eines Fermionensystems antisymmetrisch sein muss, muss der dazugehdrige
Spinanteil der Wellenfunktion antisymmetrisch sein. Der Grundzustand

Wo) = Ho) @ o) = —=[L0.0)@LOG (I =[11)  (39)

Ortsanteil Spinanteil

Da man eine antisymmetrische Kombination der Ortswellenfunktion nicht konstruieren
kann, ist der Grundzustand des Heliumatoms ein Singlettzustand.
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5.1.10 Statistiken*

Das Symmetrisierungspostulat hat auch weitreichende Konsequenzen im Hinblick auf
die statistische Physik. In der statistischen Physik ist die Charakterisierung des Zu-
standsraums eine der wesentlichen Komponenten und wird in der Regel in Form einer
Zustandssumme ausgedriickt. Je nachdem, ob klassische Teilchen, Bosonen oder Fermio-
nen angenommen werden, sind die Zustédnde auf unterschiedliche Weise abzuzéhlen. An
dieser Stelle soll nur erwéhnt sein, dass dies auf drei unterschiedliche Statistiken fiihrt,
némlich:

o Maxwell-Boltzmann-Statistik fiir klassische Teilchen
o Bose-Einstein-Statistik fiir Bosonen

o Fermi-Dirac-Statistik fiir Fermionen
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6 Naherungsmethoden

Die in diesem Skript und anderen Biichern dargestellte Quantentheorie dreht sich immer
wieder um einige wenige konkrete Beispiele, vor allem um den harmonischen Oszillator
und das Wasserstoffatom. Die exakte Losbarkeit ist in der Quantentheorie aber eher eine
Ausnahme, schon einfache Atome mit mehr als einem Elektron sind zwar noch im Prinzip,
jedoch nicht mehr praktisch exakt 16sbar. Wir verfiigen also iiber eine Gleichung (Paule-
bzw. Dirac-Gleichung), die uns im Prinzip das gesamte Periodensystem der Elemente
liefert, exakt 16sbar ist aber nur das Wasserstoffatom. Fiir komplexere Probleme ist man
deshalb auf geeignete Niherungsverfahren angewiesen'. Wir wollen uns in diesem Kapitel

mit den einfachsten Ndherungsverfahren befassen.

6.1 Zeitunabhdngige Storungstheorie

6.1.1 Formulierung des Problems

Gegeben sei ein Hamiltonoperator, der sich wie folgt zerlegen lasst:

Dabei ist Hy ein ‘einfacher’ Bestandteil des Hamiltonoperators, dessen Eigenschaften
bekannt sind, der sich also z.B. exakt 16sen lasst. Der andere Bestandteil H; wird als
Storung bezeichnet, wobei der sogenannte Stérparameter A € R die Stérke der Storung
bestimmt. Wir wollen zun&chst annehmen, dass die Stérung H; zeitunabhéngig ist.

Beispiel: Fiir ein Teilchen in einem anharmonischen Potential V(z) = ax® + Az* ist
beispielsweise Ho = —h;ZQ + az? und H; = z*. Das ungestorte Problem A = 0, also der

harmonische Osrzillator, ist exakt l6sbar, wihrend der allgemeine Fall A # 0 nicht exakt

l6sbar ist.

Wir wollen nun annehmen, dass das ungestorte Problem A = 0 gelost sei, dass also die
Eigenvektoren |n(0)> und die Eigenwerte E,SO) des Eigenwertproblems

Hon”) = E|n®) (6:2)

bekannt seien. Die Eigenvektoren seien bereits korrekt normiert, so dass sie ein vollstan-
diges Basissystem bilden, d.h.

MmOy =6, Y @) (] = 1. (6.3)

'Ein Teilbereich der angewandten Quantentheorie, der sich mit solchen Niherungsmethoden befasst,
ist die Quantenchemie.
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Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, dass diese Eigenzustinde diskret seien, die
zu entwickelnde Stérungstheorie ist aber auch mit kontinuierlichen Zustinden formulier-
bar.

6.1.2 Stationdre Stoérungsrechnung ohne Entartung

Die grundlegende Idee der Storungsrechnung besteht darin, eine Potenzreihenentwicklung
in dem Storparameter A durchzufiihren. Zunéchst wollen wir dazu der Einfachheit hal-
ber annehmen, dass die Energieniveaus des ungestérten Hamiltonians Hg nicht entartet
sind. Solch eine Situation hat man beispielsweise beim eindimensionalen harmonischen
Oszillator. Betrachtet man nun das volle Eigenwertproblem

(Ho + A\H;) |n) = E,|n) (6.4)

so werden sowohn die Eigenzusténde |n) als auch die Energieeigenwerte E,, kontinuiertlich

von A abhiingen und im Limes A — 0 in die ungestorten Pendants [n(®)) bzw. EY
iibergehen. Ausgangspunkt der Storungstheorie ist deshalb, sowohl die Eigenvektoren als
auch die Eigenwerte als Potenzreihen in A anzusetzen:

E, =Y XNEY, |n) =) NV (6.5)
=0 §=0

Die Norm des Vektors |n) ist dabei noch nicht festgelegt, lediglich [n(®) ist normiert.
Wir benutzen diese Freiheit, um (n|n(®)) = 1 zu setzen. Daraus folgt dann

(n©@ ) = 5;. (6.6)

Setzt man den Potenzreihenansatz in die Gl. (6.4) ein, so erhdlt man

> (W Ho @) + N D)) = 37 S AFED p®). (6.7)
§=0 =0 k=0

Durch einen Koeffizientenvergleich in A\¥ gelangt man fiir & = 0 zum ungestorten Problem
und fiir £ > 1 zu dem Gleichungssystem

k
Holn®) + Hyfn*~Y) = 37 ED ). (6.8)
§=0

Korrektur der Energieeigenwerte in erster Ordnung;:

Die ersten drei Gleichungen dieses Gleichungssystems lauten:

A0 Hyln®) = EOp©) (6.9)
AL HolnW) + H [0y = EO|pM)y 4 EWn0) (6.10)

A2 Ho[n@) + Hy[nW)y = EOR®) + EW MWy 4 E@p©)y - (6.11)
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Ausgehend von den ungestorten Zustdnden und Eigenwerten l&sst sich dieses Gleichungs-
system sukzessive 16sen. Multipliziert man beispielsweise die Gl. (6.10) von links mit
(n(9)|, so erhalten wir die Korrektur erster Ordnung fiir das Energieniveau

EW = (nOH,|n®) (6.12)

Die Korrektur der Energieeigenwerte ist also in erster Ordnung von A durch den Erwar-
tungswert des Storoperators H; im jeweiligen ungestoérten Eigenzustand von Hy gegeben.

Korrektur der Eigenzustdnde in erster Ordnung;:

Als néchstes berechnen wir den Zustand |n) = [n(9)+X\|n(M) +O(A\?). Da die ungestorten
Zusténde ein vollstindiges Orthonormalsystem bilden, kann der Korrekturvektor |[n()
nach dieser Basis entwickelt werden:

(1)> - Z,m(0)><m(0)un(l)> - Z(m(o)ln(1)>]m(0)> (6.13)

m

=1
Diese Entwicklung wird nun in die Gleichung Y [n(y —Hg|n™M) +EW [n(0) = H;|n©)
eingesetzt. Man erhélt
(B9 — B ) O n) m®) + BOW®) = Hin®)  (614)
Von links wird dann der Vektor (k(9)| heranmultipliziert:
S (D - BD) O ) () + B EOR®) = (OER),  (6.15)
— ——

m

=0km, =0n
also
(E}P —E,§°>)</c<°>|n<1>> + EWop,. = (KOJH; [nO), (6.16)
Damit ergibt sich fiir das in Gl. (6.13) auftretende Skalarprodukt
0 fir k=n
(k(o)’n(1)> = (kO |H; |n(©)) (6.17)

fir k #£4n
Eﬁo)—E,EO) #

so dass wir den Eigenzustand des gestorten Hamiltonoperators in erster Ordnung angeben
kénnen:

O)1H, |n!
) = [n® AZ (ke ‘Hl’ SN ) KOy 1 o) (6.18)

Korrektur der Energieeigenwerte in zweiter Ordnung;:

Mit diesem Ergebnis ist es einfach, die ndchste Ordnung der Energiekorrekturen zu be-
rechnen. Dazu entwickeln wir den Zustand |n(?)) nach der Basis der ungestorten Zusténde:

= > [mO)mOn®) = 3" (mOn®) [m®) (6.19)

m
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Diese Entwicklung wird nun in die dritte Gleichung (6.10), d.h. BY |n )y — Ho|n®) +
Ev(wl)’”(l)> — Hy[n®) + E£L2)\n(0)> = 0 eingesetzt:

S (B9~ ED ) nOn@)m®) + 3 (ED — H) (m®@ n ) m®) + EPn®) = 0

" (6.20)
Wiederum wird von links der Vektor (k(9)| heranmultipliziert:
3 (Eg)) - E}fp) (m©[n®) (£} (6.21)
m S——
=0km
+ (k(0)|(E,gl) _ H1)<m(0)|n(1)>|m(0)> + ED OOy = o
m N——

:5kn
also

(Eﬁo) _E(O) EOn@) =" (mOn®) (kO [Hy |m ) + EP 6, = 0 (6.22)

m

Fiir £ = n erhélt man mit Gl. (6.17) die Energiekorrektur zweiter Ordnung

ED = 3 (mO ) (nO)H, [m©) (6.23)

m

und nach Einsetzen von Gl. (6.17) das Endergebnis

2
‘ (m© [H, [n©)

@ —

n

2O 50 (6.24)

m#n

Dieses Verfahren kann auf die beschriebene Weise fortgesetzt werden, um sukzessive alle
Ordnungen der Entwicklung zu berechnen, wobei sich zunehmend komplexere Ausdriicke
ergeben. In der Praxis beschréinkt man sich in der Regel jedoch nur auf Zustandskorrek-
turen erster und Energiekorrekturen zweiter Ordnung.

Merke: Fiir eine stationdre Stérung H = Ho + AH; erhdlt man:

2
‘ <m(0) |H1 \n(0)>

m#n n m
m© [H, [n©)
) = @Ay (OJ JE(()) L 1m©@) + 0(23). (6.26)
m#n

6.1.3 Stationdre Stoérungsrechnung mit Entartung

Wird nachgetragen...
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6.2 Zeitabhangige Storungstheorie

6.2.1 Formulierung des Problems im Wechselwirkungsbild

Oft hat man in der Praxis die Situation, dass eine Storung nur fiir kurze Zeit besteht.
Bei einem Streuprozess fiihlt beispielsweise das gestreute Teilchen im Vorbeiflug nur fiir
kurze Zeit das Potential des Streuzentrums. In anderen Versuchen wird eine Stérung wie
7.B. ein dufleres Magnetfeld fiir nur kurze Zeit ein- und wieder ausgeschaltet. Ein weiteres
Beispiel ist der Photoeffekt, bei dem ein Hiillenelektron, das sich zuvor im Eigenzustand
befand, durch ein einfallendes Photon so stark ‘durchgeschiittelt’ wird, dass es auf andere
Bindungszusténde verteilt wird oder sogar in einen ungebundenen Zustand iibergeht.

Wenn die Storung schwach genug ist, kann sie mit der im Folgenden beschriebenen zeit-
abhdngigen Storungstheorie behandelt werden. Dazu betrachtet man die zeitabhingige
Schréodingergleichung

o) = (Ho-+ XEy (1)) i) (6.27)

wobei Hy wie zuvor der zeitunabhingige Hamiltonoperator des ungestorten Problems
ist, wihrend die Storung H;(t) zeitabhéngig und dabei auf ein endliches Zeitintervall
beschrankt ist.

Fiir die zeitabhéngige Storungstheorie eignet sich das in Kap. 2.2.4 diskutierte Wech-
selwirkungsbild. Die Zeitabhangigkeit des ungestorten Problems wird dabei wie im Hei-
senbergbild den Operatoren aufgeprigt, wihrend die durch die Stérung hervorgerufene
Zeitabhéngigkeit den Zustdnden zugeordnet wird. Jede Observable A geht also iiber ein
eine zeitabhingige Observable A; mit der Bewegungsgleichung

ihd, Ay = [Ay, Hol. (6.28)
Dies gilt auch fiir den Stéroperator Hj (¢):
Hi(t) = et#HolH, (¢)e #Hot (6.29)

Die Bewegungsgleichung fiir Zusténde [¢);) := €+%H0t’1/}t> im Wechselwirkungsbild lautet
dann:

ihOg|vhy) = NHygldy). (6.30)

Fiir A = 0, also ohne &ufere Storung, ist I:ILt = 0, d.h. der Zustand |1ﬂt> ist zeitun-
abhingig. Mit einer Stérung kommt es allerdings zu einer Anderung des Zustands im
Wechselwirkungsbild.

6.2.2 Potenzreihenansatz

Die Losung der partiellen Differentialgleichung (6.30) kann durch Iteration bestimmt
werden. Dazu integrieren wir zunédchst die Gleichung iiber die Zeit von 0 bis t:

A

500~ 190) = 5 [ av i) (631)
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Fiir die Losung dieser (noch exakten) Integralgleichung wird ein Potenzreihenansatz ge-
macht:

o

() = [6(0) + Y N[V (2)). (6.32)
j=1

Setzt man diesen Potenzreihenansatz in die Integralgleichung ein und fiihrt eine Koefhi-

zientenvergleich in A durch, so wird man auf die folgende Rekursionsformel gefiihrt:

"y 1 [t - .y
WW(t)) = %/0 At Hy [V () (6.33)

Insbesondere erhilt man fiir die Korrektur 1. Ordnung

0w = 5 ([ ). (6.34)

Wenn man also die héheren Ordnungen vernachléssigt, erhélt man als Ndherung den
Zustand

1D(t)) ~ <1+%/Otdt’ﬁu/>\z§(0)>. (6.35)

Wie man leicht nachrechnen kann, ist dieser Zustand bei einem normierten Anfangszu-
stand

NQ) = @0)[H(0)) =1+ O(\?) (6.36)

bis auf Korrekturen zweiter Ordnung in A ebenfalls normiert.

6.2.3 Ubergangswahrscheinlichkeiten

Die Storung werde nun bei ¢ = 0 eingeschaltet und bei ¢t = T wieder ausgeschaltet.
Auferdem befinde sich das System vor der Storung in einem der Eigenzusténde des
ungestorten Hamiltonians:

[9(0)) == |n),  Holn) = Eu|n). (6.37)

Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit P,_,,,(t) fiir einen durch die Stérung hervorgerufenen
Ubergang in einen anderen Eigenzustand |m)? Eine einfache Rechnung zeigt:

Poom(t) = [(mlg)]> = [(m|¢)]? (6.38)

)\2 t 5 2
/ At (m|FL, o |n)
0

Q

- NP

2

)\2 t i E E /
~ o / dt’ en B =B (mHy p |n)
0
Mit der Notation
hwpn = By — By, (6.39)

erhilt man also fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit am Endzeitpunkt 7" den Ausdruck

A2 2

Pn—>m(T) ~ A2

T
/ At gimnt’ (m|H;y ¢ |n) (6.40)
0
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6.2.4 Konstante Stérung auf Intervall [0, 7]

Als Beispiel wollen wir nun annehmen, dass der Stéroperator H; p auf dem Intervall
t' € [0,T] konstant und gleich H; ist. In diesem Fall konnen die Matrixelemente vor das
Integral gezogen werden. Man erhélt

)\2 T ) 2 5
Pan(l) ~ 2 /0 dt e“mnt| | (mlE [n) 2. (6.41)
Das Integral kann nun ausgefiihrt werden:
2
A2 (sin(iw, T
Prn(D) ~ 2 (%) (m{ELy ) ? (6.42)
men

Durch die fiir die Zeitdauer T eingeschaltete Strorung kann also die Energie des gestreuten
Teilchens erh6ht und erniedrigt werden. Dabei gibt der Vorfaktor mit der Sinusfunktion
an, wie stark insbesondere grosse Energiedifferenzen unterdriickt sind (sieche Abb. xxx).

Offenbar wird die durch den Vorfaktor gegebene Verteilung fiir zunehmendes 7' immer
schmaler, d.h. die durch den Streuprozess hervorgerufene Energieinderung wird immer
kleiner. In der Tat konvergiert diese Verteilung im Limes 7' — oo gegen eine §-Funktion.
Diese Beobachtung ist in Ubereinstimmung mit der phinomenologischen Energie-Zeit-
Unschérferelation 6E ~ 1/AT.

Beweis: Zum Beweis dafiir, dass der Vorfaktor im Limes 7" — oo gegen eine §-Funktion

konvergiert,
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7 Streutheorie

7.1 Grundlagen

7.1.1 Wirkungsquerschnitt

Der grundsétzliche Aufbau eines Streuexperiments ist in Abb. 7.1 zu sehen: Ein ein-
laufendes Teilchen, reprisentiert durch eine ebene Welle mit wohldefniertem Impuls in
z-Richtung, trifft auf ein Streuzentrum, welches durch ein ortsfestes radialsymmetrisches
Potential V' (r) modelliert wird. Die ebene Welle wird an diesem Potential gestreut, wo-
bei es zu einer Richtungsinderung, also zu einer Anderung des Impulses kommt. Im
Experiment wird der Streuprozess in der Regel durch in Kugelschalen angeordnete De-
tektoren analysiert. Man stellt sich deshalb die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit
das Teilchen in einen bestimmten Raumwinkel gestreut wird. Die Orientierung dieses
Raumwinkels wird durch die {iblichen Winkel # und ¢ in Kugelkoordinaten beschrieben
und sein (infinitesimaler) Offnungswinkel d€2(6, ¢) entspricht der beanspruchten Fliche
auf der Einheitskugel.

In einem typischen Beschleunigerexperiment findet eine Vielzahl solcher Streuungen statt.
Die einlaufende Welle besteht also aus einem kontinuierlichen Strom J = J€'3 voneinan-
der unabhéngiger Teilchen. Wie im klassischen Fall werden aber nicht alle dieser Teilchen
gestreut. Die Anzahl aller gestreuten Teilchen pro Zeiteinheit wird aber in jedem Fall pro-
portional zum Strom der einlaufenden Teilchen sein:

N == UtotJ (71)

Die Proportionalitatskonstante ooy wird dabei als totaler Wirkungsquerschnitt (engl.

Einlaufende Welle

Streuzentrum

Abbildung 7.1: Typischer schematischer Aufbau eines Streuversuchs (siche Text).
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total cross section) oder Streuquerschnitt bezeichenet. Da N und J die Dimensionen
1/Zeit bzw. 1/(Zeit Linge?) haben, hat oy die Dimension einer Fliiche,

Wihrend der totale Wirkungsquerschnitt die Anzahl aller gestreuten Teilchen pro Zeit-
einheit bei einem gegebenen Strom J bestimmt, gibt der sogenannte differentielle Wir-
kungsquerschnitt (6, ¢) die Anzahl der in einen bestimmten (infinitesimalen) Raumwin-
kel df2 gestreuten Teilchen pro Zeiteinheit an:

AN = o(0,¢)dQJ (7.2)

Integriert man den differentiellen Wirkungsquerschnitt iiber die Kugeloberfliche, so er-
hélt man den totalen Wirkungsquerschnitt:

s = [ o(0,0)0 (7.3)

Den totalen Wirkungsquerschnitt kann man sich im klassischen Grenzfall in etwa so
vorstellen wie die Flache einer Zielscheibe. Trifft das einlaufende Teilchen auf die Scheibe,
so wird es abgelenkt, ansonsten bleibt die Bewegungsrichtung unveréndert.

7.1.2 Annahmen

Wir wollen nun annehmen, dass die Streuung elastisch ist, d.h.

- das Teilchen verliert keine Energie durch Dissipationseffekte,
- der Kern (das Streuzentrum) nimmt beim Streuprozess keine Energie auf,

- die einlaufenden Teilchen verlassen die Streuregion wieder, es kommt also nicht zur
Bildung von Bindungszusténden.

Unter diesen Bedingungen kommt es bei einem konstanten Strom fortwiahrend einlaufen-
der Teilchen mit der Wellenzahl k£ zur Ausbildung eines stationdren Zustands, d.h. eines
Zustands mit trivialer Zeitabhdngigkeit in Form einer oszillierenden Phase

O (7)e”Wrt (7.4)

|the) = | )e i

<

—
=3
~

N~—
Il

dessen Frequenz durch die Dispersionsrelation des freien Teilchens

h2k?

bestimmt ist. Die Energie ist eine Funktion von E, das Spektrum ist also wie bei einer
ebenen Welle kontinuierlich und die Wellenfunktionen sind nicht normierbar.

Wir wollen nun weiterhin annehmen, dass das Streupotential V (r) kurzreichweitig genug
ist, um nur einen endlichen Anteil der einlaufen Welle zu streuen, dass also der obi-
gen klassischen Vorstellung zufolge die Flache der Zielscheibe endlich ist. Es stellt sich
heraus, dass bereits ein Coulomb-Potential V' (r) o< 1/r zu einem divergenten Wirkungs-
querschnitt fiithrt, also alle einlaufenden Teilchen ablenkt. Fiir die folgende Rechnung
wird angenommen, dass
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- V(r) fiir grofe r schneller abfallt als 1/r, d.h.

lim rV(r) =0

r—00

- V(r) am Ursprung langsamer divergiert als 1/r2, d.h.

lim 72V (r) = 0

r—0

7.1.3 Streuamplitude

Fiir die Losung des Streuproblems benutzt man den Ansatz, dass sich die Wellenfunktion
in grofer Entfernung vom Streuzentrum additiv zusammensetzt aus der einlaufenden
Welle und einer gestreuten Kugelwelle:

ezkr

U () = e+ £(0,9) (7.6)

r
Dabei wird angenommen, dass die Wellenzahl der einlaufenden Welle in z-Richtung ori-
entiert ist. Die Amplitude f(0, ¢) der auslaufenden Kugelwelle bezeichnet man als Streu-
amplitude. Diese Funktion hingt von durch 6 und ¢ beschriebenen Richtung ab und ist
am Allgemeinen komplex.

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeitsstromdichte (1.38)

7 = oo (09w — (V")) (.7

fiir die ein- und auslaufende Welle berechnen. Fiir die einlaufende ebene Welle ¢ (7) =

eiE'F 1st 5 .
i = T (2ik) = =¢& 7.8
J 2mz’( k) me?’ (7.8)

Zur Berechnung der Kugelwelle benutzen wir die Darstellung des Gradienten in Kugel-

koordinaten )

rsin @

1
Vi = €10:¢ + ég;agib + €3 3¢¢ (7.9)

Wendet man den Gradienten auf eine (rotationssymmetrische) Kugelwelle () = Lekr

an, wobei = || und k = |k| ist, so erhiilt man
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A Anhange

A.1 Dirac /-Funktion

Die Dirac §-Funktion ist streng genommen eine Distribution. Man kann sie aber in vielen
Fillen wie eine gewohnliche Funktion behandeln. Anschaulich ist die §-Funktion eine bei
xq fokussierte ‘Nadelspitze’ mit normierter Flache:

o0 X=X

0z —my) = {0 v+ 70 (A1)

+o0
/ dzo(z —x) = 1. (A.2)

— 00

In einem Integral selektiert die J-Funktion den Wert des Integranden an der Stelle xg:

“+oo
| dwite - a0 @) = fGao). (A3)

deshalb ist
0(x — xo) f(x) = d(x — xo) f(x0)- (A.4)

Die é-Funktion kann man sich als Grenzprozess einer immer schmaleren und héheren
Gaufkurve mit Flache 1 vorstellen:

d(z) = lim e 2. (A.5)

Die ¢-Funktion hat folgende Eigenschaften. Sie ist symmetrisch unter Vorzeichenwechsel
des Arguments:

0(x) =d(—x). (A.6)
Ein Skalar kann als Betrag des Kehrwerts vor die -Funktion gezogen werden:
1
0(ax) = ﬂd(aj) (A.7)
a

Ist das Argument selbst eine Funktion von x, so kommt es nur auf die Ableitung der

Funktion nahe der Nullstellen zj an, die dann ebenfalls als Betrag des Kehrwerts vor die

d-Funktion gezogen werden kann. Dabei muss iiber alle Nullstellen summiert werden:
6(x — x)

6(f(z)) = zk:m (A.8)

Ausserdem gilt:
§(z) = ——=. (A.9)
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Beweis: Einerseits ist

/:: dx @f(:c) = /::dx@(f(()) +xf(0) +) = f(0). (A.10)

xT

Andererseits ist - -
[ wi@ie = [ dd@r@ = ro (A1)

Da beide Distributionen identische Ergebnisse lieferen fiir alle f, miissen sie gleich sein,
dh. 2 = ().

Fiir Fourierintegrale ist die Darstellung

L[> sk
o(x) = — dk e™""* A12
@) =57 [ ke (A12)
von fundamentaler Bedeutung, wobei das Vorzeichen im Exponenten keine Rolle spielt.
In drei Dimensionen ist fiir kartesische Koordinaten
3@ 1) = 0(xy — ) 6(2xg — ab) 6(x3 — ). (A.13)

Hier lésst sich die Fourierdarstellung kompakt schreiben mit einem Skalarprodukt:
3 / 1 31, ik -
-2 = d°k e A.14
@ -7 (2m)3 /_OO ¢ ( )

Oft wird dabei auch die Potenz ‘3’ auf der linken Seite weggelassen.

Bei einer Koordinatentransformation x; — §; wird der Kehrwert des Betrages der Jacobi-
Determinante J(z;,§;) vor die Funktion gezogen:

Ly 006 — &) 0(& — &) (8 — &)
Bx -z = L 2 3. (A.15)
o) T
Fiir Kugelkoordinaten r, 0, ¢ erhélt man insbesondere

6(r—1")6(0 —0")d(p — ¢')

r2sin 6

§(F—-7') = : (A.16)

A.2 Levi-Civita-Symbole

Die Lewi-Civita-Symbole, auch total antisymmetrischer Tensor genannt, sind definiert
durch

1 wenn {i,7,k} eine gerade Permutation von {1,2,3} ist,
€k = —1 wenn {i,7,k} eine ungerade Permutation von {1,2,3} ist, (A.17)
0  wenn {i,j,k} keine Permutation von {1,2,3} ist,

d.h. die sechs Komponenten

€123 = €231 = €312 = 1

€213 = €132 = €321 = —1

sind ungleich Null und alle anderen Komponenten sind gleich Null.
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A.3 Direkte Summe und Tensorprodukt von Vektorraumen

Ein héufiger Anfangerfehler besteht darin, das Produkt und die Summe zweier Vektor-
rdume zu verwechseln. Sei im Folgenden {|e1),|e2),|e3)} eine orthonormale Basis des
Hilbertraums H; und {|f1),|f2)} eine orthonormale Basis des Hilbertraums Hs. Sei fer-
ner |a) = ajle1) + azle2) + asles) ein Vektor aus Hy und |b) = by|f1) + be|f2) ein Vektor
aus Hs. Fiir die Komponentendarstellung schreibt man auch oft:

= (] | - ;) (A18)

as

Direkte Summe von Vektorraumen:

Die direkte Summe Hq @ Ho erhilt man, indem man beide Vektorrdume vereinigt. Dabei
addieren sich die Dimensionen der Einzelrdume. Die Vereinigungsmenge

{lex), le2), les), [f1),[f2)}

der Basisvektoren ist eine Basis des Summenraums. Die Komponenten der Einzelvektoren
werden also einfach zusammengefasst:

aj
aq b as
) = la) ® |b) = | az €B<b1>= as (A.19)
2
as bl
by

Zwei lineare Abbildungen erhalten in der Matrixdarstellung eine Blockstruktur im neuen
Raum:

a1 aje a3 0O 0
a1l a2 ais b b a1 az azy 0 0
C=A®B=|as an asg @(bll b12>: a1 age azz O 0 (A.20)
21 boo

0 0 0 b11 b2
0 0 0  bop bog

azr asz2 as3

Die direkte Summe von Vektorrdumen begegnet uns hiufig in der klassischen Mecha-
nik, in der Quantentheorie dagegen nur sehr selten. Die Bildung der Summe ist leicht
vorstellbar, z.B. ist der R? die direkte Summe aus R? (z.B. zy-Ebene) und R (z-Achse).

Tensorprodukt von Vektorrdumen:

Das Tensorprodukt Hq ® Hs erhdlt man, indem alle Kombinationen der Basisvektoren
als neue Basis auffasst, d.h. die Basis des Produktraums ist

{len)[f1), len)lf2), le2)lf1), le2)lfr), les)lfr), les)lfz) } (A.21)

wobei wir die Kurzschreibweise |e;)|f;) := |e;) @ |f;) verwendet haben. Bei einem Ten-
sorprodukt multiplizieren sich also die Dimensionen der Einzelrdume. Als Konvention
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werden dabei die Basisvektoren lexikographisch geordnet (“der rechte Index zdhlt am
schnellsten”).

Tensorprodukte von Vektoren in Komponentendarstellung folgen der Regel “jeder mit
jedem” und werden folgendermafen gebildet:

aiby
a1 by
asby
asba
azby
azbs

ay
) =la) ®|b) = | a2 ®<Z;>: (A.22)

Zwei lineare Abbildungen erhalten in der Matrixdarstellung eine Blockstruktur im neuen

Raum:
ai; a2 a3 b bio
C=A®B = |a2 axn a3]|® (A.23)
<b21 b22>
aszyp asz2 ass
a11biy  aiibiz  aiebin  aisbiz  aisbir  aizbio
ai1bor aiibay  aisbar  aisbae  aizbar  aizboo
| a21b1r a21bia agsbin  agebiz  azsbir  assbio
| a2ibar azibaz  aebar  agebay  aosbay  azsbor
azibir  azibiz  asebin  agebiz  agsbir  assbio
azibor azibay  asebar  agebaz  azsbar  azzbao

Tensorproduktbildung ist nicht ohne weiteres anschaulich vorstellbar, da der kleinste
Vektorraum, der in zwei Tensorfaktoren zerlegt werden kann, bereits der R* ist.

Eigenschaften von Tensorprodukten

Fiir Tensorprodukte gelten die folgenden Rechenregeln. Zum einen wirkt ein Tensorpro-
dukt von Operatoren auf ein Tensorprodukt von Vektoren in jedem Faktor separat, d.h.

(A®B)(Jla)®|b)) = Ala) @ B|b). (A.24)

Die Hintereinanderausfithrung zweier Operatoren wird in jeder Tensorkomponente ein-
zeln durchgefiihrt:

(A1®B1)(A2®Bg) = (A1A2) ® (B1By). (A.25)

Beim Adjungieren t sind alle Tensorkomponenten einzeln zu adjungieren, die Reihenfolge
der tensoriellen Faktoren wird (im Gegensatz zu Operatorprodukten) nicht umgedreht:

At @ Bf
(a] @ (0]

(Ae@B)l =
(la) @ b)) =

(A.26)
(A.27)

Allerdings wird die Reihenfolge von Operatorprodukten innerhalb der Tensorkomponen-
ten auf gewohnte Weise umgedreht:

((AIAz) ® (B1B2B3))T = (A2'AT) ® (B3'B, By ) (A.28)



A.3 Direkte Summe und Tensorprodukt von Vektorriumen 139

Das Tensorprodukt von Skalaren A, u € C wird formal als Multiplikation in C aufgefasst:
AR u =\ (A.29)

So ist beispielsweise

(@il @ (0a]) (A©B) (Ja2) @102)) = (a1l Alaa) (br[BIbs) € C (A.30)

Insbesondere ist die Norm eines Tensorprodukts von Vektoren gleich dem Produkt der
Normen der Faktoren.

Tensorprodukte kénnen ohne weiteres mehrfach durchgefiihrt werden, z.B. kann ein Hil-
bertraum H als Tensoprodukt H = H; ® Ho ® H3 aus Einzelrdumen H;, Ho, Hg definiert
werden. Fiir eine grofe Anzahl von Faktoren verwendet man auch die Schreibweise

H = QH, (A.31)
j=1

Bei N identischen Faktoren H = Ho ® Ho ® ... ® Hg wird auch gerne die Schreibweise
der Tensorpotenz H = H?N verwendet.



140 Anhinge




Literaturverzeichnis

[1] M. B6hm, Vorlesungsskript, Uni Wiirzburg, zu beziehen bei der Fachschaft

[2] C. Cohen-Tannoudji, B. Diu, and F. Laloe, Quantum Mechanics, Volume 1/2, Paris
1977

[3] T. Fliessbach, Quantenmechanik, Mannheim 1991
[4] S. Gasiorowicz, Quantenphysik, Miinchen 1981
[5] W. Greiner, Theoretische Physik, Vol. 4/5, Thun 1990

[6] L.D. Landau and E. M. Lifschitz, Lehrbuch der Theoretischen Physik, Vol. 111, Berlin
1979

[7] A. Messiah, Quantenmechanik, Vol. 1-2, Berlin 1991.
[8] W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik, Vol. 5-1,2, Ulmen 1992
[9] J. J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics, Menlo Park, 1985

[10] F. Schwabl, Quantenmechanik, Berlin 1993



142 Literaturverzeichnis




Index

Absteigeoperator, 57
Algebra, 50

zentrales Element, 78
Amplitude

quantenmechanische, 4
Ankopplung

minimale,Ankopplung

eichinvariante, 94

Anschlussbedingungen, 24
Antikommutator, 37
Antisymmetrisierung

von Zustdnden, 116
Antisymmetrisierungsoperator, 118
Anzahloperator, 57
Aufsteigeoperator, 57
Austauschentartung, 113, 115, 116

Basis, 35
adjungierte, 35
normierte, 35
orthonormierte, 35
Basistransformation, 64
Bewegungsgleichung
Heisenbergsche, 69
Bewegungsgleichungen, 1
Bohr’sches Korrespondenzprinzip, 12
Bohrsches Magneton, 96
Bosonen, 117
bra-Vektoren, 34

Caley-Klein-Parameter, Parameter
Caley-Klein, 49
Clebsch-Gordan-Koeffizienten, 107

Determinusmus, 1
Dirac-0-Funktion, 135
Dispersionsrelation, 17
Distribution, 135
Drehimpuls, 77
intrinsischer, 97
Drehimpulsalgebra, 77, 78

Drehimpulsquantenzahl, 80
Dualraum, 35
Dyaden, 43, 44

Eigenbasis, 39
Eigenschaften

intrinsische, 97
Eigenvektoren, 37
Eigenwert, 37
Eigenwerte

entartete, 37
Eigenwertgleichung, 37
Einheitsoperator, 41
Energiedarstellung, 64
Erhaltungsgrofen, 70
Erwartungswert, 14
Erwartungswerte

im Schréodinger-Bild, 68
Eulersche Winkel, 105

Fermionen, 117
Funktionale
lineare, 34

Generatoren, 47

der SO(3), 74
Gesamtdrehimpuls, 102
Gesamtdrehimpulsbasis, 107
Gleichung

adjungierte, 38
Grundzustand, 23, 58
Gruppe

nichtkommutative, 73

spezielle unitére, 49

unitire, 49

H&ufungspunkt, 60

Hamiltonian, 67

Hamiltonoperator, 42
Hamiltonoperator,Energieoperator, 67
Hauptquantenzahl, 89, 93



144 Index

Heisenberg-Bild, 68, 69 Operatoren, 15

stationédre Observable, 70 antihermitesche, 39
Heisenbergschen Vertauschungsrelationen, Orbitale, 21

55 Ortseigenzustand, 60

heuristisches Prinzip der Einfachheit, 3 Ortsoperator, 41
Hilbertraum, 32 Ortsraumdarstellung, Heisenberg-Algebra

Abschluss, 61 Ortsraumdarstellung, 60
Idempotenz, 43 Paritét, 23
Impulseigenzustand, 63 Pauli-Gleichung, 102
Impulsoperator, 42 Pauli-Matrizen, 49, 81
Impulsraumdarstellung,Heisenberg-Algebra Paulimatrizen, 100

Impulsraumdarstellung, 63 Permutation, 117

Pfadintegral, 8
Planck’sches Wirkungsquantum, 4
Potential

effektives, 86
Praparierung von Quantenzustinden, 53
Prinzip der kleinsten Wirkung, 2
Produktbasis, 106
Projektionsoperator, 43
Projektionsoperatoren

Kollaps der Amplituden, 6
Kommutator, 37
Kontinuitéatsgleichung, 14
Kugelflichenfunktionen, 84

Lagrangefunktion, 3
Laguerre-Polynome
assoziierte,Polynome
Laguerre-, 89
Landé-Faktor, 100 hermitesche, 43
Laplace’scher Diamon, 2 orhtogonale, 44
Leiteroperatore, 57
Leiteroperatoren, 79
Levi-Civita-Symbole, 136
Linearkombinationen, 17

Projektionsoperatorn
vollsténdiger Satz von, 44

Quantenelektrodynamik, 7

Quantenzahl
magnetisches Moment,Moment magnetische, 80
magnetisches, 96 Quantenzahlen, 53

Masse

reduzierte, 90
Matrixexponentialfunktion, 45
Moyal-Sternprodukt, 65

Radialgleichung, 86

Radialimpulsoperator,Operator
Radialimpuls-, 85

Radialquantenzahl, 92

Néherungsverfahren, 123 Raumwinkel, 131
Nullvektor, 33 Rydbergenergie, 93
0O(3),Gruppe Schrodinger-Bild, 68
0(3), 73 Schrodingergleichung, 11
Observablen, 51 radiale, 86
Operator, 36 zeitabhéngige, 11, 68
antihermitescher, 42 Separationsansatz, 86
diagonaler, 41 Singulett-Zustand, 120
hermitesch konjugierter, 38 Skalarprodukt, 33
hermitescher, 39 Slater-Determinante, 118
selbstadjungierter, 39 SO(3),Gruppe

skalarer, 40 SO(3), 73



Index

145

Spektralzerlegung, 44

Spin, 98
Spin,Elektronenspin, 97
Spinor, 102
Spinor-Darstellung, 102
Spur, 48

Storparameter, 123
Storung, 123
Storungstheorie

zeitabhéngige, 127
stationdre Schrodingergleichung, 22
Strorungstheorie

Energiekorrektur, 125
Streuamplitude, 133
Streuquerschnitt, 132
Streuung

elastische, 132
Strukturkonstanten, 75
Symmetrisierung

von Zustidnden, 116
Symmetrisierungsoperator, 118

Teilchen

identische, 113
Tensor

total antisymmetrischer, 136
Tensoroperator,Operator

Tensor-, 40
Tensorprodukt, 137
Transformation

unitire, 46
Transpositionsoperator, 115, 116
Triplett-Zustand, 120

u, 113
Unschérfe, 53
Unterraum, Teilraum, 43

Vektoradditionskoeffizienten, 107
Vektoroperator, 40, 41

axialer, 82
Vektorraume

direkte Summe, 137
Verhéltnis

gyromagnetisches, 100

Wahrscheinlichkeitsdichte, 12
Wahrscheinlichkeitsstromdichte, 14, 133
Wechselwirkungsbild, 68, 70, 127

Wellenfunktion, 8

Wellenfunktionen
stationdre,Zusténde

stationare, 21

Wirkung, 2

Wirkungsfunktional, 2

Wirkungsquerschnitt
differentieller, 132
totaler, 131

Zeeman-Effekt, 96
Zeitentwicklungsoperator, 67
Zentralpotential, 84
Zerflieken des Wellenpakets, 18
Zusténde
gebundene, 20
stationare, 68
ungebundene, 20
Zustand
niedrigsten Gewichts, 58
Vakuum,Vakuumzustand, 58
vollstédndig antisymmetrisierter, 117
vollstédndig symmetrisierter, 117
Zustandsleiter, 57
Zustandsraum, 32
Zustandsvektor, 32



