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1 GrundlagenDie Quantentheorie ist die wohl wi
htigste Errungens
haft der modernen Naturwissen-s
haften. Sie ist von fundamentaler Bedeutung, da sie auf radikale Weise das determinis-tis
he Konzept der klassis
hen Physik ersetzt. Die Quantentheorie ist ni
ht auf spezielleSysteme bes
hränkt, sondern universell auf alle Phänomene in der Natur anwendbar.In den vergangenen 100 Jahren hat die Quantentheorie einen beispiellosen Siegeszugerlebt. Sie ist mit einer relativen Genauigkeit von 10−12 veri�ziert worden, � genauerals jede andere Theorie. Trotzdem ist die Interpretation der Quantentheorie bis heuteumstritten. Der einfa
h zu verstehende präzise Formalismus einerseits und die komplexeBegri�i
hkeit und Interpretation anderseits sind Ursa
he für die Faszination, wel
he dieQuantentheorie ausstrahlt.1.1 Von der klassis
hen Physik zur Quantentheorie1.1.1 Klassis
he PhysikBevor wir uns der Quantentheorie zuwenden, wollen wir uns zunä
hst die Grundlagender klassis
hen Physik in Erinnerung rufen.Der Begri� `klassis
h' wird in der Physik glei
hbedeutend mit `ni
ht quantenme
hanis
h'verwendet. Zu den klassis
hen Theorien gehören die theoretis
he Me
hanik aus der erstenund die klassis
he Elektrodynamik aus der zweiten Kursvorlesung. Au
h die spezielle undallgemeine Relativitätstheorie sind klassis
he Theorien.Klassis
he Theorien beruhen auf folgenden grundlegenden Annahmen:
• Es gibt eine objektive beoba
hterunabhängige Realität.
• Die `Bühne' dieser Realität ist die 3+1-dimensionale Raumzeit, in der si
h Objekte(Teil
hen bzw. Felder) be�nden.
• Die Dynamik dieser Objekte folgt bestimmten Regeln und ist deterministis
h, d.h.bei bekannten Anfangsbedingungen ist die Zeitentwi
klung der Bewegung vollstän-dig vorherbestimmt.Die Regeln, wel
he die erlaubten Bewegungsabläufe 
harakterisieren, werden in der klas-sis
hen Physik in Form von Bewegungsglei
hungen formuliert. Beispiele sind die Newton-s
hen Bewegungsglei
hungen und die Maxwell-Glei
hungen. Sie sind so bes
ha�en, dasssie die Bewegung der Teil
hen bzw. Felder im Prinzip bei bekannten Anfangsbedingun-gen für alle Zeiten eindeutig vorhersagen. Wenn man dieses Konzept in radikaler Weiseauf die gesamte Welt anwendet, ers
heint das Universum als ein gigantis
hes Uhrwerk, inHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2 Grundlagendem alle Abläufe vollständig determiniert sind so dass der `freie Wille' des Mens
hen ei-ne Illusion ist. Diese als Lapla
e's
her Dämon bekanntgewordene Si
htweise wurde langeZeit im Grenzberei
h zwis
hen Physik und Philosophie kontrovers diskutiert.Im 19. Jahrhunderts kam als neue Theorie die Thermodynamik hinzu, die si
h dann im20. Jahrhundert zur klassis
hen statistis
hen Me
hanik fortentwi
kelt hat. Hier betra
htetkomplexe Vielteil
hensysteme, deren Zeitentwi
klung zwar no
h im Prinzip, jedo
h wegender hohen Komplexität in der Praxis ni
ht mehr vorhergesagt werden kann. Das Vorher-sagevermögen dieser Theorien beruht darauf, dass die Dynamik hinrei
hend komplexerSysteme als e�ektiv zufällig interpretiert werden kann. Thermodynamik und statistis
hePhysik sind also ni
htdeterministis
he Theorien, deren probabilistis
he Elemente abernur auf unserer unvollständigen Kenntnis des Systems beruhen, dem denno
h zumin-dest im Prinzip eine deterministis
he Dynamik zugrundeliegt. In diesem Sinne sind au
hThermodynamik und statistis
he Physik `klassis
he' Theorien.1.1.2 Prinzip der kleinsten Wirkung
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denkbare BahnenVon allen denkbaren Bahnen von A na
h Bselektiert das Prinzip der kleinsten Wirkunggenau eine, die so genannte klassis
he Bahn.

Klassis
he Theorien folgen einem über-greifenden Konstruktionsprinzip, dem sogenannten Prinzip der kleinsten Wir-kung . Als Beispiel betra
hten wir einenMassepunkt, der si
h in einer vorgegebe-nen Zeitspanne von A na
h B bewegensoll (siehe Abbildung). Jeder denkbarenTrajektorie C von A na
h B wird dabeieine reelle Zahl S[C] ∈ R zugeordnet,die als Wirkung (engl. a
tion) bezei
h-net wird. Das Prinzip besagt, dass die-jenige Trajektorie in der Natur realisiertist, deren Wirkung im Verglei
h zu allenanderen denkbaren Bahnen minimal ist.Eigentli
h fordert das Prinzip ledigli
h, dass die Wirkung extremal ist, in der Regel han-delt es si
h aber dabei um ein Minimum. Wie bei einer Kurve, in deren Minimum dieerste Ableitung vers
hwindet, darf si
h demzufolge die Wirkung der realisierten Trajek-torie bei einer in�nitesimalen Variation der Bahn C → C + δC in erster Ordnung ni
htändern, d.h.
δS = 0. (1.1)Die Wirkung S[C] ist ein Funktional1, da die komplette Trajektorie C auf eine reelle Zahlabgebildet wird. Aus der Bedingung δS = 0 lassen si
h Bewegungsglei
hungen ableiten,die in der Regel als partielle Di�erentialglei
hungen formuliert werden können und derenLösung die realisierte Trajektorie ist. Diese Lösung ist (von Spezialfällen abgesehen) beigegebenen Anfangsbedingungen eindeutig, so dass das Prinzip der kleinsten Wirkung diein der Natur realisierte Bahn vollständig determiniert.1Eine Funktion f(x) ist eine Abbildung, die eine Zahl auf eine Zahl abbildet. Ein Funktional F [f ] isteine Abbildung, die eine Funktion f auf eine Zahl abbildet. Die Argumente von Funktionalen werdenin e
kigen Klammern ges
hrieben.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



1.1 Von der klassis
hen Physik zur Quantentheorie 3Wie bereits erwähnt, ist das Prinzip der kleinsten Wirkung ni
ht auf die Me
hanik vonMassepunkten bes
hränkt, sondern liegt allen klassis
hen Theorien als übergreifendesPrinzip zugrunde. Dies gilt au
h für Feldtheorien wie der Elektrodynamik. C ist dannnatürli
h keine Trajektorie mehr, sondern steht für einen bestimmten raumzeitli
henFeldverlauf, d.h. für eine bestimmte Kon�guration der Vektorfelder ~E(~r, t) und ~B(~r, t)mit gewissen Randbedingungen. Au
h die spezielle und allgemeine Relativitätstheorielässt si
h aus dem Wirkungsprinzip ableiten.In ni
htrelativistis
hen Theorien wie der klassis
hen Me
hanik, in denen es einen univer-selle Zeit t gibt, wird das Wirkungsfunktional in der Regel als zeitli
hes Integral
S[C] =

∫ tB

tA

L(C, t) dt (1.2)ges
hrieben, wobei ist L(C, t) die so genannte Lagrangefunktion entlang der Trajekto-rie C ist. Die Lagrangefunktion kann als Wirkungsverbrau
h pro Zeiteinheit interpretiertwerden. Das Prinzip der kleinsten Wirkung δS = 0 führt dann auf die bekannten Euler-Lagrange's
hen Di�erentialglei
hungen, deren Lösung die gesu
hte klassis
he Trajektorieist. Zur Erinnerung: In der klassis
hen Me
hanik haben Sie gelernt, wie man die Bewe-gungsglei
hungen von einem Wirkungsfunktional S =
R

dt L(q̇, q) eines Teil
hens in ei-ner Dimension ableitet. Dazu wird eine gegebene Bahn q(t) in�nitesimal dur
h q(t) →
q(t)+ δq(t)variiert, wobei die Endpunkte q(t0) und q(t1) festgehalten werden. Die Wirkungändert si
h dabei zu niedrigster Ordnung gemäÿ

δS =

Z

dt

„
∂L

∂q
δq(t) +

∂L

∂q̇
δq̇(t)

«

. (1.3)Da q̇(t) und q(t) ni
ht unabhängig voneinander sind mö
hte man die Änderung allein in
δq(t) ausdrü
ken. Dies errei
ht man dur
h partielle Integration des zweiten Terms, wobeidie Randterme wegen der vers
hwindenden Variation an den Endpunkten wegfällt. Da derverbleibende Ausdru
k

δS =

Z

dt

„
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

«

δq(t) (1.4)na
h dem Prinzip der kleinsten Wirkung vers
hwinden soll und die Variationen δq(t) un-abhängig sind, muss der Integrand vers
hwinden. Daraus folgen die Euler-Lagrange's
henBewegungsglei
hungen.1.1.3 Form des WirkungsfunktionalsDur
h das Prinzip der kleinsten Wirkung wird die Problemstellung auf eine höhere Ebe-ne verlagert, denn statt die physikalis
h korrekten Bewegungsglei
hungen zu postulierengilt es nun, die korrekte Form des Wirkungsfunktionals anzugeben, aus dem diese Be-wegungsglei
hungen folgen. Dabei stellt si
h heraus, dass die Natur mögli
hst einfa
heWirkungsfunktionale bevorzugt. Dieses ni
ht näher begründbare Streben der Natur istInhalt des so genannten heuristis
hen Prinzips der Einfa
hheit , demzufolge das Wir-kungsfunktional aus den einfa
hsten ni
httrivalen Termen (also in der Regel aus Termenniedrigster Ordnung) besteht, die mit den vorgegebenen Symmetrien des physikalis
henSystems kompatibel sind.Die Lagrangefunktion eines freien ni
htrelativistis
hen Teil
hens ist beispielsweise L(q̇) =
m
2 q̇

2, wobei der Faktor 1/2 ledigli
h zum bequemeren Di�erenzieren dient. Mit den Sym-metrien kompatibel wäre au
h ein kompliziertes Polynom der Form L =
∑∞

j=1 aj q̇
2j ,Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



4 GrundlagenSymmetrie [Einheit℄ Erhaltungsgröÿe [Einheit℄Räumli
he Translationsinvarianz [m℄ Impuls [kg m/s℄Zeitli
he Translationsinvarianz [s℄ Energie [kg m2/s2℄Rotation [dimensionslos℄ Drehimpuls [kg m2/s℄Tabelle 1.1: Die wi
htigsten Symmetrien und ihre zugeordneten Erhaltungsgröÿen.aber die Natur ist so eingeri
htet, dass nur der niedrigste Term quadratis
her Ordnungim Wirkungsfunktional auftritt.Wegen des heuristis
hen Prinzips der Einfa
hheit besitzen Wirkungsfunktionale häu�geine sehr kompakte Form. So ist z.B. ist die Wirkung eines elektromagnetis
hen Feldesin der kovarianten Formulierung dur
h
S =

∫

d4x FµνFµν (1.5)gegeben, wobei Fµν = ∂µAν − ∂νAµ der Feldstärketensor ist, in dessen Komponentendie Felder ~E(~r, t) und ~B(~r, t) stehen. Ebenso ist das Wirkungsfunktional der allgemeinenRelativitätstheorie ni
hts weiter als ein vierdimensionales raumzeitli
hes Integral überden Ri

i-Krümmungsskalar S ∝
∫

d4x
√−gR2. In allen Fällen legt die Form des Wir-kungsfunktionals die realisierte Bahn vollständig fest.Die Wirkung ist eine dimensionsbehaftete Gröÿe mit der SI-Einheit [kg m2/s℄.1.1.4 Quantentheorie: Eine Erklärung des Prinzips der kleinsten WirkungWie bewerkstelligt es die Natur, die Wirkung zu minimieren? Die Quantentheorie beant-wortet diese Frage damit, dass dies dur
h Interferenzphänomene ges
hieht. Dazu werdenfolgende Annahmen postuliert:(a) In der Natur sind alle denkbaren Bewegungsabläufe simultan realisiert.(b) Jeder Bewegungsablauf C wird mit einer komplexen Amplitude eiS(C)/~ gewi
htet,wobei S(C) die dem Bewegungsablauf zugeordnete Wirkung ist. Dabei ist

~ = 1.054 571 6(±2) 10−34 kgm2/seine neue fundamentale Konstante, die als Plan
k's
hes Wirkungsquantum bezei
h-net wird.(
) Die komplexen Amplituden vers
hiedener Bewegungsabläufe überlagern si
h addi-tiv (Superpositionsprinzip).(d) Bei einer Messung ist die Wahrs
heinli
hkeit eines Messergebnisses proportionalzum Betragsquadrat der Summe der Amplituden aller Bewegungsabläufe, die mitdem Messergebnis kompatibel sind. Die Amplituden aller anderen Bewegungsab-läufe werden auf Null gesetzt.2Selbst das Wirkungsfunktional des Standard-Modells der Elementarteil
henphysik mit seiner Vielzahlvon Teil
hensorten und Symmetrien lässt si
h no
h bequem auf einer Seite abdru
ken.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



1.1 Von der klassis
hen Physik zur Quantentheorie 5Ans
hauli
h lässt si
h dieser Me
hanismus am Beispiel einer Teil
henbewegung von Ana
h B folgendermaÿen vorstellen. Das im Punkt A startende Teil
hen verliert seine ob-jektive Realität, die darin besteht, zu einer gegebenen Zeit an irgendeinem konkreten Ortzu sein, vielmehr bewegt es si
h in einer s
hwer zu begreifenden vielfa
hen Koexistenzglei
hzeitig auf allen Bahnen. Es ist dabei wesentli
h, dass diese Koexistenz eine physikali-s
he Gegebenheit ist und ni
ht etwa wie in der statistis
hen Physik auf ein unvollständigesWissen des Beoba
hters zurü
kzuführen ist. Die Annahme, dass das Teil
hen viellei
htdo
h auf einer bestimmten Bahn entlanglaufe, die si
h ledigli
h unserer Kenntnis entzö-ge, führt auf Widersprü
he in der Quantentheorie und kann au
h experimentell widerlegtwerden. Die Koexistenz aller Mögli
hkeiten � au
h Quantenparallelismus genannt � istvielmehr ein Faktum und kann sogar te
hnologis
h ausgenutzt werden. Beispielsweise be-nutzen Quanten
omputer den Quantenparallelismus zu einer ho
hgradig parallelisiertenInformationsverarbeitung.Gemäÿ dem Postulat (b) ist wird die bes
hriebene Koexistenz aller denkbaren Bewe-gungsabläufe dur
h einen Wellenme
hanismus einges
hränkt. Dazu wird jedem Bewe-gungsablauf eine quantenme
hanis
he Amplitude in Form einer komplexen Phase eiS(C)/~zugeordnet, wobei S(C) ni
hts anderes ist als die klassis
he Wirkung der Bahn. Um dasArgument der Exponentialfunktion dimensionslos zu ma
hen, wird eine neue fundamen-tale Naturkonstante mit der Dimension einer Wirkung, das so genannte Plan
k's
heWirkungsquantum ~ benötigt. Jedem der parallel existierenden Teil
hen wird also einkomplexer Zeiger auf dem Einheitskreis zugeordnet, dessen Stellung dem Wirkungsver-brau
h modulo 2π~ entlang der jeweiligen Bahn entspri
ht.Gemäÿ (
) sind diese komplexen Amplituden additiv und wie bei gewöhnli
hen Wellenlinear superponierbar. Tre�en si
h beispielsweise zwei der parallel existierenden Trajek-torien mit entgegengesetzter Zeigerstellung am glei
hen Ort, so kommt es zu einer ge-genseitigen Auslös
hung. Eine Kernaussage der Quantentheorie besteht darin, dass si
hfast alle der parallel existierenden Teil
henbahnen gegenseitig dur
h negative Interfe-renz auslös
hen. Übrig bleiben ledigli
h Bahnen nahe der klassis
hen Bahnen mit einerStandardabwei
hung von S(C) in der Gröÿenordnung von ~. Dur
h die Interferenz derAmplituden wird also der Quantenparallelismus erhebli
h einges
hränkt, jedo
h ni
htaufgehoben.Da ~ extrem klein ist, sind Quantene�ekte vor allem bei Vorgängen mit kleiner Wirkungsigni�kant, also für sehr kleine Systemen typis
herweise unterhalb der Nanometerskala. Inder makroskopis
hen Alltagswelt s
heint dagegen die klassis
he Physik zu gelten, die aufdiesen Skalen als eine sehr gute Näherung zu betra
hten ist. Dieser E�ekt ist verglei
hbarmit dem Übergang von der Wellenoptik zur geometris
hen Optik.1.1.5 Der MessprozessPostulat (d) bes
hreibt den Vorgang eines Messprozesses und stellt damit einen Bezugzwis
hen der Quantenwelt und einem beoba
htenden makroskopis
hen Subjekt her. Aus-gangspunkt ist die empiris
he Tatsa
he, dass ein makroskopis
hes Messgerät real existie-rende Messwerte anzeigt. Ein Geigerzähler kli
kt oder er kli
kt ni
ht, jedo
h beoba
htetman nie eine Koexistenz beider Mögli
hkeiten. Ebenso zeigt der Zeiger eines Messgerätsauf eine bestimmte Zahl und ni
ht auf mehrere Zahlenwerte glei
hzeitig. No
h niemandHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



6 Grundlagen
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Abbildung 1.1: Links: Von allen denkbaren Bahnen lös
hen si
h die meisten dur
h destruktive Inter-ferenz aus, übrig bleiben die Bahnen nahe der klassis
hen Bahnen in dem rot s
hraf-�erten Berei
h. Dieser Berei
h hat eine Uns
härfe in der zugeordneten Wirkung vonder Gröÿenordnung ~, ist aber anders als in der Zei
hnung dargestellt ni
ht s
harfbegrenzt. Re
hts: Bei einer Messung zum Zeitpunkt t kollabiert der Quantenparalle-lismus koexistierender Bahnen auf einen Punkt x, der dem Messergebnis entspri
ht.hat den Zeiger eines Messgerätes in mehreren simultan koexistierenden Stellungen gese-hen. Messgeräte sind also makroskopis
he Objekte, die den Regeln der klassis
hen Physikgehor
hen.Das Postulat für den Messprozess (d) nimmt deshalb eine Trennung zwis
hen dem Quan-tensystem einerseits und dem klassis
hen Messapparat andererseits vor. Auf das Beispieleiner Teil
henbewegung bezogen bes
hreibt das Postulat, was passiert, wenn man tat-sä
hli
h dur
h Messung na
hs
haut, wo si
h das Teil
hen zum Zeitpunkt t be�ndet.Das Ergebnis ist zufällig und die Leistungsfähigkeit der Quantentheorie besteht darin,die Wahrs
heinli
hkeiten für die Ergebnisse vorherzusagen. Mit dem Messprozess erhältdie Quantentheorie also eine probabilistis
he Komponente. Die Wahrs
heinli
hkeit einesErgebnisses ist dabei proportional zum Betragsquadrat der aufsummierten Amplitudenaller Bewegungsabläufe, die zu diesem Ergebnis führen würden.In dem Moment, zu dem die Messung vorgenommen wird, werden die Amplituden allerBewegungsabläufe, die ni
ht zu dem festgestellten Messergebnis geführt hätten, glei
hNull gesetzt. Eine unmittelbare Wiederholung der Messung würde also wiederum zumglei
hen Ergebnis führen. Dur
h eine Messung kollabiert also der Quantenparallelismuseiner Vielzahl von mögli
hen Realisierungen in eine bestimmte, nämli
h die gemesse-ne Realisierung. Dieser so genannte Kollaps der Wellenfunktion vollzieht si
h instantan(siehe Abb. 1.1).Die Quantentheorie unters
heidet si
h von der klassis
hen Physik insofern, als dass einMessprozesse von Spezialfällen abgesehen immer das zu untersu
hende System dur
h denKollaps der Amplituden beein�usst bzw. stört.1.1.6 Kritik an der Theorie des MessprozessesVor allem die Rolle des Messprozesses wird bis heute kontrovers diskutiert und es istanzunehmen, dass das Postulat (d) in der jetzigen Form keinen dauerhaften Bestandhaben wird. Problematis
h ist einerseits die Aufspaltung der Welt in Quantensystemeund klassis
he Messapparate und beoba
htende Subjekte. Unklar bleibt, wo diese GrenzeHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



1.1 Von der klassis
hen Physik zur Quantentheorie 7

Abbildung 1.2: S
hrödingers Katze [Quelle: TU Berlin℄genau anzusiedeln ist.Johann von Neumann hat bereits frühzeitig gezeigt, dass eine sol
he Grenze, wenn siedenn existiert, vers
hiebbar ist. Do
h au
h die Vers
hiebbarkeit der Grenze löst die be-gri�i
hen S
hwierigkeiten ni
ht auf. Diese wurden in einem berühmten Gedankenexpe-riment von Erwin S
hrödinger auf den Punkt gebra
ht: Man betra
hte eine Katze, diezusammen mit einem Geigerzähler und einem radioaktiven Präparat in einer ges
hlosse-nen Kiste eingesperrt ist. Der Geigerzähler triggert eine Vorri
htung, wel
he die Katzetötet. Die Kiste symbolisiert hier die besagte Grenze zwis
hen Quantenwelt und Be-oba
hter. Gemäÿ den obigen Postulaten kommt es in der ges
hlossenen Kiste zu einerKoexistenz der lebenden und der toten Katze, die Katze ist gewissermaÿen glei
hzeitigtot und lebendig. Erst wenn man den De
kel ö�net um na
hzus
hauen, wenn man al-so eine Messung vornimmt, kollabiert diese quantenme
hanis
he Superposition entwederauf die tote oder auf die lebendige Katze mit Wahrs
heinli
hkeiten, die si
h aus denBetragsquadraten der entspre
henden Amplituden ergeben.Kritisiert wurde au
h, dass si
h dieser Kollaps instantan vollzieht, also mit Überli
htge-s
hwindigkeit. Allerdings kann man zeigen, dass man auf diese Weise keine Informationübertragen kann, so dass die Postulate der Relativitätstheorie in ihrem Kern ni
ht ver-letzt werden.1.1.7 Verträgli
hkeit mit anderen TheorienVon ihrem Ansatz her ist die Quantentheorie universell anwendbar auf alle Systeme, dieeinen Kon�gurationsraum (= Raum aller mögli
hen Bahnen) und ein darauf de�niertesWirkungsfunktional besitzen. Im Prinzip kann also die Quantentheorie auf alle klassi-s
hen physikalis
hen Theorien angewendet werden. Ob allerdings eine sol
he `Quantisie-rung' gelingt, hängt davon ab, ob die dabei auftretende Summe über alle Kon�guratio-nen konvergiert oder zumindest auf geeignete Weise renormiert werden kann. Im Fall derElektrodynamik ist dies mögli
h, und hat zur Entwi
klung der Quantenelektrodynamikgeführt. Weitere Beispiele sind die Quanten
hromodynamik und das daraus entstandeneStandard-Modell der Elementarteil
henphysik. Dagegen ist eine Quantisierung der all-gemeinen Relativitätstheorie bislang ni
ht gelungen. Im Gegensatz zu den vorherigenBeispielen, bei denen es zu einem Quantenparallelismus von Objekten (Teil
hen, Fel-Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



8 Grundlagender) in einer ungekrümmten Raumzeit kommt, führt die Quantisierung der Gravitationzu einem Parallelismus vers
hiedener Raumzeitkrümmungen, d.h. eine quantenme
hani-s
he Koexistenz vers
hiedener raumzeitli
her Realisierungen. Es stellt si
h jedo
h heraus,dass die Summe über sol
h eine �uktuierende Raumzeit zu unphysikalis
hen Divergen-zen führt. Eine Theorie der Quantengravitation zu entwi
keln gilt heute als eines derwi
htigsten ungelösten Probleme der theoretis
hen Physik.1.2 WellenfunktionenDa die Postulate (a)-(
) keine probabilistis
hen Elemente enthalten, ist es mögli
h, diequantenme
hanis
hen Amplituden mit Hilfe des Wirkungsfunktionals exakt vorherzube-re
hnen, solange keine Messung statt�ndet. Wie man diese Amplituden bere
hnen kann,soll nun am Beispiel eines Massepunktes in einer Dimension gezeigt werden.Eine wi
htige Gröÿe ist die Summe der Amplituden aller Bahnen eines Teil
hens voneinem gegebenen Startpunkt (x1, t1) bis zu einem beliebigen raumzeitli
hen Punkt (x, t).Diese Gröÿe wird als Wellenfunktion bezei
hnet und übli
herweise mit dem grie
his
henBu
hstaben ψ ges
hrieben. Die Wellenfunktion ist bis auf Normierung gegeben dur
h
ψ(x, t) ∝

∑

C(x1,t1)→(x,t)

exp
( i

~
S[C(x1,t1)→(x,t)]

)

, (1.6)wobei über alle mögli
hen Bahnen C(x1,t1)→(x,t) von (x1, t1) na
h (x, t) summiert wird.In dieser etwas vereinfa
hten S
hreibweise bleibt es allerdings o�en, wie diese Summeüber unendli
h viele denkbare Bahnen konkret auszuführen ist und wie die einzelnenBahnen dabei zu gewi
hten sind. In einer präziseren Formulierung, die über den Rahmendieser Vorlesung hinausginge, handelt es si
h bei dieser Summe um ein so genanntesPfadintegral , das mit Methoden der Funktionalanalysis zu behandeln ist. Do
h au
h mitden im 4. Semester zur Verfügung stehenden Methoden ist es mögli
h, die Zeitentwi
klungder Wellenfunktion abzuleiten, wie im folgenden Abs
hnitt gezeigt wird.1.2.1 Zeitentwi
klung der AmplitudenUm die Zeitentwi
klung der Wellenfunktion zu bere
hnen, betra
hten wir ein in�nitesi-males Zeitintervall [t, t+ τ ] im Limes τ → 0 und stellen die Frage, wel
her Veränderungdie Wellenfunktion während dieser Zeitdauer unterworfen ist, wie si
h also ψ(x, t + τ)von ψ(x, t) unters
heidet. Dabei lässt si
h ausnutzen, dass die Wirkung einer Bahn glei
hder Summe der Wirkungen ihrer Teilstü
ke ist, dass also S[CA→C ] = S[CA→B ]+S[CB→C ]ist. Im vorliegenden Fall lässt si
h also die Wirkung in zwei Anteile aufspalten:
S[C(x1,t1)→(x,t+τ)] = S[C(x1,t1)→(x′,t)] + S[C(x′,t)→(x,t+τ)] . (1.7)Da Amplituden exponentiell von der Wirkung abhängen, multiplizieren si
h demzufolgedie entspre
henden Amplituden der Teilstü
ke, d.h. die Amplitude einer gegebenen Bahnist glei
h

exp
( i

~
S[C(x1,t1)→(x′,t)]

)

exp
( i

~
S[C(x′,t)→(x,t+τ)]

)

.Haye Hinri
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1.2 Wellenfunktionen 9
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t t+ τAbbildung 1.3: Links: Die Summe der quantenme
hanis
hen Amplituden aller Bahnen, die vomStartpunkt bis zum Punkt (x, t) laufen, de�niert eine Funktion ψ(x, t), die als Wellen-funktion bezei
hnet wird. Re
hts: Die Ableitung einer Di�erentialglei
hung für dieWellenfunktion beruht auf der Annahme, dass die Bahnen auf einem in�nitesimalenZeitintervall der Breite τ annähernd geradlinig glei
hförmige Bewegungen repräsen-tieren.Ebenso lässt si
h die Summe über alle Bahnen in Gl. (1.6) in zwei Einzelsummen zerlegen:
ψ(x, t+ τ) ∝

∫ +∞

−∞
dx′

∑

C(x1,t1)→(x′,t)

∑

C(x′,t)→(x,t+τ)

exp
( i

~
S[C(x1,t1)→(x′,t)]

)

× exp
( i

~
S[C(x′,t)→(x,t+τ)]

)

. (1.8)Dabei ist x′ die Position zur Zeit t, an der die beiden Teilstü
ke der jeweils betra
htetenBahn verbunden sind. Da über alle denkbaren Bahnen summiert werden soll, muss au
hüber die Ans
hlussstelle x′ integriert werden.Dur
h `Ausklammern' faktorisiert der Integrand und man erhält
ψ(x, t+ τ) ∝

∫ +∞

−∞
dx′




∑

C(x1,t1)→(x′,t)

exp
( i

~
S[C(x1,t1)→(x′,t)]

)





︸ ︷︷ ︸

∝ ψ(x′,t)

×




∑

C(x′,t)→(x,t+τ)

exp
( i

~
S[C(x′,t)→(x,t+τ)]

)



 , (1.9)wobei der Ausdru
k in der ersten e
kigen Klammer proportional zur Wellenfunktion zurZeit t ist, also bleibt nur die Integration über x′ sowie die Summe über alle Bahneninnerhalb der in�nitesimalen Zeitspanne τ übrig:
ψ(x, t+ τ) ∝

∫ +∞

−∞
dx′ ψ(x′, t)

∑

C(x′,t)→(x,t+τ)

exp
( i

~
S[C(x′,t)→(x,t+τ)]

)

. (1.10)Dabei lässt si
h die Wirkung
S[C(x′,t)→(x,t+τ)] =

∫ t+τ

t
dt′ L

(
ẋ(t′), x(t′)

) (1.11)
Haye Hinri
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10 Grundlagenals zeitli
hes Integral über die Lagrangefunktion L(ẋ, x) s
hreiben, von der wir der Ein-fa
hheit halber annehmen, dass sie ni
ht explizit von der Zeit abhängt.Die wesentli
he Annahme, mit der wir nun eine Di�erentialglei
hung ableiten werden,besteht darin, dass die Bahnen stetig di�erenzierbar sind. Dies hat zur Folge, dass dieBewegung innerhalb des in�nitesimalen Zeitintervalls [t, t+ τ ] als geradlinig glei
hförmigangesehen werden kann (siehe Abb. 1.3), dass si
h also die Lagrangefunktion währenddieser kurzen Zeitspanne ni
ht wesentli
h ändert. Wir können also in dem obigen Integraldie Ges
hwindigkeit ẋ(t′) und die Position x(t′) im Limes τ → 0 dur
h ihre Mittelwerteersetzen:
ẋ(t′) ≈ x− x′

τ
, x(t′) ≈ x+ x′

2

(
t′ ∈ [t, t+ τ ]

)
. (1.12)Weil die Summanden in der Summe ∑C(x′,t)→(x,t+τ)

dann ni
ht mehr von der jeweiligenBahn abhängen, liefert die Summenbildung ledigli
h einen konstanten Faktor, der in derNormierung von ψ absorbiert werden kann. Damit vereinfa
ht si
h das Integral zu
ψ(x, t + τ) =

1

N

∫ +∞

−∞
dx′ exp

[
i

~
τ L
(x− x′

τ
,
x+ x′

2

)]

ψ(x′, t) , (1.13)wobei N eine geeignete Normierungskonstante ist, die no
h zu bere
hnen ist. Wie man se-hen kann, haben wir auf diese Weise alle auftretenden `Summen über Bahnen' eliminierenkönnen und erhalten eine Integralglei
hung für die Zeitentwi
klung der Wellenfunktionmit einem oszillierenden Integralkern.1.2.2 Punktförmiges Teil
hen im PotentialDie Glei
hung (1.13) lässt si
h im Limes τ → 0 in eine partielle Di�erentialglei
hung über-führen. Weil diese Re
hnung in voller Allgemeinheit für beliebige Lagrange-Funktionensehr aufwendig ist, wollen wir uns hier auf den Spezialfall eines Massepunktes in einemeindimensionalen Potential V (x) bes
hränken. In diesem Fall hat die Lagrangefunktiondie Form
L(ẋ, x) =

m

2
ẋ2 − V (x) . (1.14)und die Integralglei
hung lautet

ψ(x, t+ τ) =
1

N

∫ +∞

−∞
dx′ exp

[
i

~
τ
(m

2

(x− x′)2

τ2
− V (

x+ x′

2
)
)]

ψ(x′, t) . (1.15)Mit der Substitution x′ = x + a kann diese Glei
hung etwas kompakter ges
hriebenwerden als
ψ(x, t + τ) =

1

N

∫ +∞

−∞
da exp

[
ima2

2~ τ

]

exp

[

− i τ
~
V (x+ a/2)

]

ψ(x+ a, t). (1.16)Im Argument der ersten Exponentialfunktion sehen wir, dass τ wie a2 skaliert. Wirentwi
keln deshalb die linke Seite und die im Integranden auftretenden Terme bis zurersten Ordnung in τ und bis zur zweiten Ordnung in a:
ψ(x, t + τ) = ψ(x, t) + τ∂tψ(x, t) + O(τ2) (1.17)

exp
[

− i τ
~
V (x+ a/2)

]

= 1 − i τ

~
V (x) + O(τ2) (1.18)

ψ(x+ a, t) = ψ + a∂xψ(x, t) +
a2

2
∂2
xψ(x, t) + O(a3). (1.19)Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



1.2 Wellenfunktionen 11Mit diesen Näherungen erhalten wir:
ψ(x, t) + τ∂tψ(x, t) =

1

N

∫ +∞

−∞
da exp

[ ima2

2~ τ

] (

1 − i τ

~
V (x)

) (1.20)
×
(

ψ(x, t) + a∂xψ(x, t) +
a2

2
∂2
xψ(x, t)

)

+ O(τ2, a3).Die hierin zu lösenden Integrale sind von der Form
∫

da eiγa
2
,

∫

da a eiγa
2
,

∫

da a2 eiγa
2
, (1.21)wobei γ = m/2~τ ist.Bemerkung: Die Bere
hnung sol
her s
hnell oszillierenden Integrale ist ni
httrivial, dasie ni
ht konvergieren. Ein ähnli
hes Problem kennen Sie bereits im Zusammenhang mitkontinuierli
hen Fourier-Transformationen. Beispielsweise ist das oszillierende Integral

Z ∞

−∞
dk eikxni
ht konvergent, denno
h benutzt man, dass es glei
h 2πδ(x) ist. Um zu diesem Ergebniszu gelangen, müssen oszillierende Integrale geeignet regularisiert werden. Dies kann bei-spielsweise dur
h eine s
hwa
he exponentielle Dämpfung ges
hehen, deren Koe�zientenman ans
hlieÿend gegen Null gehen lässt. Im vorliegenden Fall bietet si
h vor allem dieanalytis
he Fortsetzung an. Dazu setzen wir γ = ik mit k > 0, bere
hnen das nunmehrGauÿ's
he Integral und ma
hen s
hlieÿli
h die Substitution rü
kgängig. Man erhält:

Z ∞

−∞
da eiγa2

=
p

iπ/γ ,

Z ∞

−∞
da a eiγa2

= 0 ,

Z ∞

−∞
da a2 eiγa2

=
1

2

p

−iπ/γ3 . (1.22)Zunä
hst verglei
ht man die Terme nullter Ordnung in Glei
hung (1.20), indem man
a = τ = 0 setzt. Da man auf der re
hten Seite von

ψ(x, t) =
1

N

∫ +∞

−∞
da exp

[ ima2

2~ τ

]

ψ(x, t) (1.23)die Wellenfunktion vor das Integral ziehen kann, erhält man einen Ausdru
k für dieNormierungskonstante:
N =

√

2πi~τ

m
. (1.24)Setzt man dieses Ergebnis in Gl. (1.20) und führt mit Hilfe von Gl. (1.22) die auftretendenIntegrale aus, so erhält man:

ψ(x, t) + τ∂tψ(x, t) =
(

1 − i τ

~
V (x)

)(

ψ(x, t) +
i~τ

2m
∂2
xψ(x, t)

)

+ O(τ2). (1.25)Ein Verglei
h der Terme erster Ordnung führt auf die partielle Di�erentialglei
hung
i~∂tψ(x, t) = − ~

2

2m
∂2
xψ(x, t) + V (x)ψ(x, t). (1.26)Dies ist die S
hrödingerglei
hung , die wir hier allein aus den Postulaten der Quantentheo-rie abgeleitet haben. Die S
hrödingerglei
hung ist eine partielle Di�erentialglei
hung, wel-
he die Zeitentwi
klung der Wellenfunktion eines Teil
hens in einem Potential bes
hreibt.Sie wird au
h häu�g als zeitabhängige S
hrödingerglei
hung bezei
hnet.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



12 Grundlagen1.3 Die S
hrödingerglei
hung1.3.1 Allgemeine Form der S
hrödingerglei
hungDie im vorherigen Abs
hnitt abgeleitete S
hrödingerglei
hung gilt für den Spezialfall einesMassepunkts in einer Dimension, der si
h in einem Potential V (x) bewegt. Auf ähnli
heWeise lieÿe si
h au
h für kompliziertere Systeme in höheren Dimensionen eine geeigneteS
hrödingerglei
hung für die Zeitentwi
klung einer Wellenfunktion ψ(~x , t) ableiten. Beieiner sol
hen Re
hnung, auf die im Rahmen dieser Vorlesung verzi
htet werden soll, stelltsi
h heraus, dass die re
hte Seite der S
hrödingerglei
hung stets eine ähnli
he Strukturbesitzt wie die Hamiltonfunktion H(~p , ~x ) des betra
hteten Systems.Zur Erinnerung: Die Hamiltonfunktion H(~p , ~x ) geht aus der Lagrangefunktion L(~̇x, ~x )dur
h eine Legendretransformation hervor, wobei ~p der dur
h pi = ∂L/∂xi gegebene ge-neralisierte Impuls ist. Im Regelfall ist H = T + V glei
h der Gesamtenergie des Systems.Dies bedeutet konkret, dass si
h die S
hrödingerglei
hung stets in der Form
i~∂tψ(~x , t) = H

(
−i~∇, ~x

)
ψ(~x , t) (1.27)s
hreiben lässt, d.h. auf der re
hten Seite steht die Hamiltonfunktion in wel
her der Im-puls ~p formal dur
h den Gradienten −i~∇ ersetzt worden ist. Diese Hamiltonfunktion,die nunmehr Di�erentialoperatoren enthält, wird dann auf die Wellenfunktion ψ(~x , t)angewandt. O�enbar wird dadur
h der in Gl. (1.26) behandelte Spezialfall korrekt repro-duziert.Dieses formale `Ko
hrezept' ist bereits frühzeitig von Niels Bohr formuliert worden und istheute als Bohrs
hes Korrespondenzprinzip bekannt. Diesem Rezept zufolge erhält mandie korrekte Wellenglei
hung, indem man in der klassis
hen Energie-Impuls-Beziehung(hier H = E) die formale Substitutionen

E → i~∂t , ~p → −i~∇ (1.28)vornimmt und beide Seiten auf eine Wellenfunktion anwendet. Ein klassis
hes Problemkann also quantisiert werden, indem man die Erhaltungsgröÿen formal dur
h geeigneteAbleitungsoperatoren ersetzt.1.3.2 Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte, Kontinuitätsglei
hung und Normierungder WellenfunktionGemäÿ Postulat (d) ist die Wahrs
heinli
hkeit pro Volumen, bei einer Messung das Teil-
hen zur Zeit t am Ort ~x zu �nden, proportional zum Betragsquadrat der aufsummiertenAmplituden der Bahnen, die zur Zeit t den Punkt ~x errei
hen. Da jene Summe aber ni
htsanderes ist als die Wellenfunktion, ist die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte, die wir mit ρ(~x , t)bezei
hnen wollen, dur
h
ρ(~x , t) = ψ∗(~x , t)ψ(~x , t) , (1.29)gegeben, wobei `*' wie übli
h für die komplexe Konjugation steht.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



1.3 Die S
hrödingerglei
hung 13Weil das Teil
hen zu einem gegebenen Zeitpunkt irgendwo im System zu �nden sein muss,ist das räumli
he Integral über die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte immer glei
h 1, woraus si
hunmittelbar eine Normierungsbedingung für die Wellenfunktion ergibt:
∫

d3x ρ(~x , t) =

∫

d3xψ∗(~x , t)ψ(~x , t) = 1 . (1.30)Man benutzt für diese Norm au
h die Notation ||ψ|| =
∫

d3xψ∗(~x , t)ψ(~x , t) = 1.O�enbar ist die Interpretation von ρ(~x , t) als Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte nur dann sinnvoll,wenn si
h die Normierung bei forts
hreitender Zeit ni
ht ändert, wenn also
d

dt

∫

d3x ρ(~x , t) =

∫

d3x∂t ρ(~x , t) = 0 (1.31)ist. Die S
hrödingerglei
hung sollte also so bes
ha�en sein, dass sie die Normierung derWellenfunktion erhält.Um dies zu überprüfen, leiten wir zunä
hst eine Di�erentialglei
hung für die lokale Än-derung der Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte ab. Dazu betra
htet man die zeitli
he Ableitung
∂tρ(~x , t) = ∂t

[
ψ∗(~x , t)ψ(~x , t)

]
=
[
∂tψ(~x , t)

]∗
ψ(~x , t) + ψ∗(~x , t)

[
∂tψ(~x , t)

] (1.32)oder kurz ρ̇ = ψ̇∗ψ + ψ∗ψ̇. Setzt man hier die S
hrödingerglei
hung (1.27) ein, so erhältman
∂tρ(~x , t) =

[ 1

i~
H
(
−i~∇, ~x

)
ψ(~x , t)

]∗
ψ(~x , t) + ψ∗(~x , t)

[ 1

i~
H
(
−i~∇, ~x

)
ψ(~x , t)

]

=
1

i~

(

−
[

H
(
−i~∇, ~x

)
ψ(~x , t)

]∗
ψ(~x , t) + ψ∗(~x , t)

[

H
(
−i~∇, ~x

)
ψ(~x , t)

])

.In vielen Fällen setzt si
h die Hamiltonfunktion aus kinetis
her und potentieller Energiezusammen, d.h.
H
(
−i~∇, ~x

)
ψ(~x , t) = − ~

2

2m
∇2 ψ(~x , t) + V (~x )ψ(~x , t). (1.33)Da beim Einsetzen die Terme mit der potentiellen Energie herausfallen, gelangt man zu

∂tρ(~x , t) =
~

2mi

([

∇2ψ(~x , t)
]∗
ψ(~x , t) − ψ∗(~x , t)

[

∇2ψ(~x , t)
]) (1.34)oder kurz

ρ̇ =
~

2mi
(ψ∇2ψ∗ − ψ∗∇2ψ) . (1.35)Wegen

∇ ·
[
(∇ψ∗)ψ − ψ∗∇ψ

]
= (∇2ψ∗)ψ + ∇ψ∗∇ψ −∇ψ∗∇ψ − ψ∗(∇2ψ)

= ψ∇2ψ∗ − ψ∗∇2ψ (1.36)kann man Gl. (1.35) s
hreiben als3
ρ̇ =

~

2mi
∇ ·
[

(∇ψ∗)ψ − ψ∗∇ψ
]

, (1.37)3Im Folgenden wollen wir die Konvention verwenden, dass ein Di�erentialoperator stets auf alle Funk-tionen na
h re
hts wirkt. ∇f(~x )g(~x ) wirkt beispielsweise sowohl auf f als au
h auf g, so dass dieProduktregel anzuwenden ist. Davon abwei
hend deuten runde Klammern an, dass der Operatornur auf die Anteile innerhalb der Klammer wirkt, so wirkt beispielsweise der Di�erentialoperator in
(∇f(~x ))g(~x ) nur auf die Funktion f .Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



14 Grundlagenalso als Gradient einer Funktion. Mit der De�nition der Wahrs
heinli
hkeitsstromdi
hte
~j =

~

2mi

(

ψ∗∇ψ − (∇ψ∗)ψ
) (1.38)gelangt man zur Kontinuitätsglei
hung

∂

∂t
ρ(~x , t) + ∇ ·~j (~x , t) = 0 (1.39)die si
h au
h kurz als ρ̇+∇ ·~j = 0 s
hreiben lässt. Die Kontinuitätsglei
hung drü
kt dieErhaltung der Normierung der Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte in di�erentieller Form aus.Bemerkung: Aus der Elektrodynamik wissen Sie, dass man Erhaltungssätze sowohl lokaldur
h Kontinuitätsglei
hungen als au
h global mit Hilfe von Integralen formulieren kann.Um die integrale Form zu gewinnen, integriert man die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte über einvorgegebenes Volumen V und wendet den Gauÿs
hen Integralsatz an

d

dt

Z

V

d3x ρ(~x , t) =

Z

V

d3x
∂

∂t
ρ(~x , t) = −

Z

V

d3x∇ ·~j (~x , t) = −
I

∂V

~j (~x , t) d~S. (1.40)wobei ∂V die Ober�ä
he und d~S ein Ober�ä
henelement bezei
hnet. Die zeitli
he Änderungder Aufenthaltwahrs
heinli
hkeit des Teil
hens im Volumen V ist also glei
h dem Wahr-s
heinli
hkeits�uÿ dur
h die Ober�ä
he ∂V . Erstre
kt si
h V über den ganzen zur Verfü-gung stehenden Raum, vers
hwindet die re
hte Seite und man erhält die Bedingung (1.31).Damit ist na
hgewiesen, dass die S
hrödingerglei
hung die Normierung erhält.1.3.3 ErwartungswerteErwartungswert bei OrtsmessungGemäÿ dem Postulat (d) ist das konkrete Ergebnis einer Messung im Allgemeinen unvor-hersagbar, jedo
h kann die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung für die Messergebnisse bere
h-net werden. Bei der Messung des Aufenthaltsortes ~x ist diese Verteilung gerade dur
hdie Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte ρ(~x , t) gegeben.Von besonderem Interesse ist in vielen Fällen das zu erwartende arithmetis
he Mittel derMesswerte, der so genannte Erwartungswert einer Messung. O�enbar wird man bei einerMessung des Aufenthaltsortes im Mittel das Ergebnis
~x (t) =

∫
d3x~x ρ(~x , t)
∫

d3x ρ(~x , t)
=

∫
d3xψ∗(~x , t)~x ψ(~x , t)
∫

d3xψ∗(~x , t)ψ(~x , t)
(1.41)erhalten, wobei die Nenner glei
h 1 sind sofern die Wellenfunktion bzw. die Wahrs
hein-li
hkeitsdi
hte bereits korrekt normiert ist, was wir in den folgenden Abs
hnitten voraus-setzen wollen.Erwartungswert bei ImpulsmessungAuf ähnli
he Weise können wir den Erwartungswert der Ges
hwindigkeit ~̇x bzw. desImpulses ~p eines Teil
hens ermitteln. O�enbar ist

~p (t) = m~̇x(t) = m

∫

d3x~x
∂

∂t
ρ(~x , t) = −m

∫

d3x~x ∇ ·~j (~x , t) , (1.42)
Haye Hinri
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1.3 Die S
hrödingerglei
hung 15wobei im letzten S
hritt die Kontinuitätsglei
hung eingesetzt wurde. Dur
h komponen-tenweise partielle Integration geht dieser Ausdru
k in
~p (t) = +m

∫

d3x~j (~x , t) =
~

2i

∫

d3x
(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

) (1.43)über, also in ein Raumintegral über die Wahrs
heinli
hkeitsströme. Dabei wurde voraus-gesetzt, dass die Wellenfunktionen im Unendli
hen (oder an den Rändern des betra
h-teten Systems) glei
h Null sind, so dass die Randterme bei der partiellen Integrationwegfallen. Eine weitere partielle Integration des zweiten Summanden in runden Klam-mer führt s
hlieÿli
h auf
~p (t) =

∫

d3xψ∗(~x , t) [−i~∇]ψ(~x , t) . (1.44)Erwartungswert der EnergieAnalog lässt si
h für ein Teil
hen in einem Potential der Erwartungswert für eine Ener-giemessung ausre
hnen. Dazu muss man zunä
hst den Erwartungswert des quadriertenImpulses ausre
hnen4. Wegen Gl. (1.44) ist es plausibel, dass
~p 2 (t) =

∫

d3xψ∗(~x , t) [−i~∇] · [−i~∇]
︸ ︷︷ ︸

−~2∇2

ψ(~x , t) (1.45)ist, was wir hier ohne Beweis akzeptieren wollen. Da E = p2/2m + V ist, wird man aufden Ausdru
k
E(t) =

∫

d3xψ∗(~x , t)
[

− ~
2

2m
∇2 + V (~x )

]

ψ(~x , t) (1.46)geführt. Da in den e
kigen Klammern die re
hte Seite der S
hrödingerglei
hung ers
heint,können wir diese einsetzen und erhalten
E(t) =

∫

d3xψ∗(~x , t) [i~∂t]ψ(~x , t) . (1.47)Allgemeine Struktur von ErwartungswertenAn dieser Stelle erkennt man auf sehr s
höne Weise das Bohrs
he Korrespondenzprinzip.Führt man nämli
h für einen beliebigen Operator A (z.B. ein Di�erentialoperator) formaldie Notation
〈A〉t :=

∫

d3xψ∗(~x , t)Aψ(~x , t) (1.48)ein, so erhält man für die Erwartungswerte von Ort und Impuls
~x (t) = 〈~x 〉t , ~p (t) = 〈−i~∇〉t , E(t) = 〈i~∂t〉t . (1.49)Dieser Operatorformalismus wird später no
h eingehender behandelt.4Man bea
hte, dass der Erwartungswert des Quadrats einer Gröÿe und das Quadrat des Erwartungs-werts derselben Gröÿe im Allgemeinen vers
hieden sind.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



16 GrundlagenBemerkung: Sie können an dieser Stelle s
hon erkennen, dass der Impuls, also die Ge-s
hwindigkeit des Teil
hens, um so gröÿer ist, je s
hneller si
h ψ(~x , t) als Funktion vom Ortändert, denn nur dann kann der Ableitungsoperator einen Beitrag liefern. Ebenso ist dieEnergie um so gröÿer, je s
hneller si
h die Wellenfunktion zeitli
h ändert. Wie wir späterno
h genauer sehen werden, wird der Impuls in der Tat dur
h räumli
he Oszillationen, dieEnergie hingegen dur
h zeitli
he Oszillationen in der Wellenfunktion 
odiert.1.3.4 Ehrenfests
hes TheoremDas Theorem von Ehrenfest besagt, dass si
h Erwartungswerte ähnli
h verhalten wiedie entspre
henden klassis
hen Gröÿen. Dieser Sa
hverhalt soll hier am Beispiel einesTeil
hens in einem Potential demonstriert werden. Dazu leiten wir den Erwartungswertdes Impulses na
h der Zeit ab:
d

dt
~p (t) =

d

dt
〈−i~∇〉t = −i~

∫

d3x
(

(∂tψ
∗)∇ψ + ψ∗∇(∂tψ)

) (1.50)Na
h Einsetzen der S
hrödingerglei
hung (1.26) erhält man
d

dt
~p (t) = −i~

∫

d3x

([ i~

2m
∇2ψ +

1

i~
V ψ
]∗
∇ψ + ψ∗∇

[ i~

2m
∇2ψ +

1

i~
V ψ
])

. (1.51)Wegen der Komplexkonjugation heben die kinetis
hen Terme mit den Lapla
eoperatorenna
h zweifa
her partieller Integration gegenseitig heraus, so dass nur die Potentialtermeübrig bleiben:
d

dt
~p (t) = −i~

∫

d3x
(

− 1

i~
V ψ∗∇ψ +

1

i~
ψ∗∇V ψ

)

=

∫

d3x
(

V ψ∗∇ψ − ψ∗(∇V )ψ − ψ∗V∇ψ
) (1.52)

=

∫

d3x ψ∗(∇V )ψ = −∇V .Für die Mittelwerte erhält man also eine Relation, die der dazugehörigen klassis
henRelation, in diesem Fall der Newtons
hen Bewegungsglei
hung d
dt~p = −∇V , formal ent-spri
ht.1.4 Einfa
he Quantensysteme1.4.1 Das freie Teil
henEbene WellenWir kommen nun zu konkreten physikalis
hen Beispielen einfa
her Quantensysteme.S
hon das kräftefreie Punktteil
hen, das si
h in der klassis
hen Physik geradlinig glei
h-förmig bewegt, hat in der Quantenme
hanik ni
httriviale Eigens
haften.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



1.4 Einfa
he Quantensysteme 17Die S
hrödingerglei
hung eines freien Teil
hens lautet
i~∂tψ(~x , t) = − ~

2

2m
∇2ψ(~x , t) . (1.53)Eine o�ensi
htli
he Lösung dieser Di�erentialglei
hung ist die ebene Welle

ψ(~x , t) ∝ exp(i~k · ~x − iωt). (1.54)Dabei ist ~k der Wellenvektor und ω die Kreisfrequenz der Welle. Einsetzen in die obigeGlei
hung liefert die Dispersionsrelation
~ω =

~
2k2

2m
(1.55)Eine ebene Welle hat jedo
h die Eigens
haft, dass das Betragsquadrat von ψ(~x , t) kon-stant ist so dass diese Lösung ni
ht normiert werden kann. Physikalis
h entsprä
he einesol
he Lösung dem Grenzfall eines Teil
hens, das an jedem Punkt des Raums koexistiert.WellenpaketeObwohl eine ebene Welle ni
ht normierbar ist, können Linearkombinationen vers
hiede-ner Wellen sehr wohl normierbar sein weil die Norm ni
ht linear, sondern quadratis
h inden Amplituden ist. Die allgemeinste Form einer sol
hen Linearkombination ist

ψ(~x , t) =
1

(2π)3/2

∫

d3k f(~k ) ei
~k ·~x−iω(~k )t (1.56)wobei die (im allgemeinen komplexwertige) Funktion f(~k ) die Rolle von `Koe�zienten'spielt. Auÿerdem ist ω(~k ) = ~k2/2m womit si
hergestellt wird, dass eine sol
he Linear-kombination tatsä
hli
h eine Lösung der freien S
hrödingerglei
hung (1.53) ist.Bemerkung: Die Norm dieser Linearkombination kann lei
ht ausgere
hnet werden:

Z

d3xψ∗ψ =
1

(2π)3

Z

d3x

Z

d3k′
Z

d3kf∗(~k
′
)f(~k )ei(~k −~k

′
)·~x −i[ω(~k )−ω(~k

′
)]t (1.57)

=
1

(2π)3

Z

d3k′
Z

d3k (2π)3 δ3(~k − ~k
′
) f∗(~k

′
)f(~k ) =

Z

d3k f∗(~k )f(~k ) .Wenn also die Funktion f(~k ), dass das Integral auf der re
hten Seite endli
h ist, ist au
hdie entspre
hende Wellenfunktion normierbar.Da die Funktion f(~k ) die Wellenfunktion ψ(~x , t) vollständig festlegt, besitzt sie au
hdie vollständige Information über eine mögli
he Anfangsbedingung z.B. bei t = 0. Dennwegen
ψ(~x , 0) =

1

(2π)3/2

∫

d3k f(~k ) ei
~k ·~x (1.58)ist f(~k ) die Fourier-Transformierte von ψ(~x , 0), d.h.

f(~k ) =
1

(2π)3/2

∫

d3xψ(~x , 0) e−i
~k ·~x . (1.59)Damit wird es mögli
h, bei gegebener Anfangsbedingung ψ(~x , 0) eine formale Lösungder S
hrödingerglei
hung anzugeben:

ψ(~x , t) =
1

(2π)3

∫

d3k

∫

d3x′ ψ(~x ′, 0) ei
~k ·(~x−~x ′)−iω(~k )t . (1.60)

Haye Hinri
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18 GrundlagenRuhendes Gauÿs
hes Wellenpaket in einer DimensionAngenommen die Wellenfunktion hätte anfangs die Form einer Gauÿ-Glo
ke, wie sähedann die zeitli
he Entwi
klung der Wellenfunktion aus?Um diese Frage zu beantworten, setzt man die korrekt normierte Gauÿverteilung mitStandardabwei
hung σ0

ψ(~x , 0) =
1

(2π)3/4 σ
3/2
0

exp
(

− x2

4σ2
0

) (1.61)in die formale Lösung (1.60) ein und bere
hnet die Integrale.Merke: Die Fouriertransformierte einer Gauÿverteilung in einer Dimension
1√
2π

Z

dk eikx e−x2/4σ2

0 =
√

2 σ0 e
−k2σ2

0 (1.62)ist wiederum eine Gauÿverteilung, deren Breite proportional zum Kehrwert der ursprüng-li
hen Breite ist.Das Resultat lautet:
ψ(~x , t) =

1

(2π)3

∫

d3k ei
~k ·~x−iω(~k )t

∫

d3x′ e−i
~k ·~x ′ 1

(2π)3/4 σ
3/2
0

e
− x′2

4σ2
0 (1.63)

=
1

(2π)3

∫

d3k ei
~k ·~x−iω(~k )t (8πσ2

0)3/4 e−σ
2
0k

2

=
(8πσ2

0)3/4

(2π)3

∫

d3k ei
~k ·~x e−(σ2

0+ i~t
2m

)k2

=
σ

3/2
0

(2π)3/4(σ2
0 + i~t

2m)3/2
exp
(

− x2

4(σ2
0 + i~t

2m)

)Um zu bere
hnen, wie wahrs
heinli
h es ist, das Teil
hen in diesem zeitabhängigen Wel-lenpaket bei einer Ortsmessung am Ort ~x zu �nden, bestimmen wir die Wahrs
heinli
h-keitsdi
hte
ρ(~x , t) = ψ(~x , t)∗ψ(~x , t) (1.64)

=
σ3

0

(2π)3/2(σ4
0 + ~2t2

4m2 )3/2
exp
(

− x2

4(σ2
0 + i~t

2m)
− x2

4(σ2
0 − i~t

2m)

)

=
1

(2π)3/2(σ2
0 + ~2t2

4m2σ2
0
)3/2

exp
(

− x2

2(σ2
0 + ~2t2

4m2σ2
0
)

)

.An diesem Ergebnis liest man ab, dass die Verteilung gauÿförmig bleibt, jedo
h als Funk-tion der Zeit breiter wird. Die e�ektive Breite σ(t) wä
hst dabei quadratis
h in der Zeit:
σ(t) = σ0

√

1 +
~2t2

4m2σ4
0

. (1.65)Dieser E�ekt wird als das Zer�ieÿen des Wellenpakets bezei
hnet.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



1.4 Einfa
he Quantensysteme 19Beispiel: Auf makroskopis
her Skala ist dieser E�ekt so gut wie ni
ht si
htbar, währender auf der Nanometerskala und darunter eine signi�kante Rolle spielt. Nimmt man an, dassdie anfängli
he Uns
härfe σ0 dem Radius R des Teil
hens entspri
ht, verdoppelt si
h bei-spielsweise die Breite σ des Wellenpakets im Zeitraum T =
√

12mσ2
0/~ gemäÿ der folgendenTabelle: Objekt Radius Masse TWassersto�molekül 10−10 m 10−26 kg 3 × 10−12 styp. Nanoteil
hen 10−8 m 10−20 kg 3 × 10−3sSandkorn 10−6 m 10−15 kg 
a. 1 JahrBewegtes Gauÿs
hes WellenpaketDas zuvor betra
htete Wellenpaket verbreitert si
h zwar, bleibt aber am Ursprung ~x = 0zentriert und repräsentiert daher ein ruhendes Teil
hen. Wie aber muss man die Wellen-funktion wählen, damit si
h das Teil
hen bewegt?Na
h dem Bohrs
hen Korrespondenzprinzip wird der Impuls ~p eines Teil
hens dur
h denGradienten −i~∇ repräsentiert, der Impuls wird also dur
h eine räumli
he Änderungder Wellenfunktion 
odiert. Dies legt den Ansatz nahe, dem Wellenpaket eine zusätzli
heräumli
he Welligkeit aufzuprägen, es also mit einem räumli
h oszillierenden Faktor zumultiplizieren:

ψ(~x , 0) =
1

(2π)3/4 σ
3/2
0

e
− x2

4σ2
0 e−i~q ·~x (1.66)wobei ~q ein konstanter Vektor ist. Eine analoge Re
hnung führt dann auf das Resultat

ψ(~x , t) =
1

(2π)3

∫

d3k eiω(~k )t−i~k ·~x

∫

d3x′ ei
~k ·~x ′ 1

(2π)3/4 σ
3/2
0

e
− x′2

4σ2
0
−i~q ·~x (1.67)

=
σ

3/2
0

(2π)3/4(σ2
0 + i~t

2m)3/2
exp
(

−x
2 + 4iσ2

0~q · ~x + 2i~tσ2
0q

2/m

4(σ2
0 + i~t

2m)

)Wiederum bere
hnen wir das Betragsquadrat und erhalten die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte
ρ(~x , t) = ψ(~x , t)∗ψ(~x , t) (1.68)

=
1

(2π)3/2(σ2
0 + ~2t2

4m2σ2
0
)3/2

exp
(

− (~x − ~t~q /m)2

2(σ2
0 + ~2t2

4m2σ2
0
)

)Das Wellenpaket zer�ieÿt also genau so wie im vorherigen Beispiel, jedo
h bewegt es si
hdabei mit der konstanten Ges
hwindigkeit ~v = ~~q /m.Warum zer�ieÿen Wellenpakete?Wenn man einWellenpaket spektral na
h ebenenWellen zerlegt, also eine Fouriertransfor-mation dur
hführt, so �ndet man, dass es si
h aus unendli
h vielen Wellen unters
hiedli-
her Wellenzahl additiv zusammensetzt. Beispielsweise ist die Fouriertransformierte einerWellenfunktion in Form einer Gauÿglo
ke wiederum eine Gauÿglo
ke mit einer gewissenBreite. Die Situation ist ähnli
h wie bei einem Paukens
hlag, dessen Spektrum unendli
heviele Frequenzen aufweist, die umso breiter verteilt sind, je kürzer der S
hlag ist.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



20 GrundlagenAuf der anderen Seite haben wir gesehen, dass der Impuls ~p na
h der Bohrs
hen Korre-spondenzregel dur
h den räumli
hen Gradienten −i~∇ repräsentiert wird, wel
her ange-wandt auf ebene Wellen den Faktor −i~k2 na
h vorne bringt. Die räumli
he Wellenzahl
~k 
odiert also den Impuls und damit die Ges
hwinditkeit des Teil
hens. In diesem Sinneist ein Wellenpaket eine Superposition ein und desselben Teil
hens, das in vers
hiedenenGes
hwindigkeitsrealisierungen koexistiert. Die Wellenfunktion besteht also aus langsa-meren und s
hnelleren Komponenten, die si
h voneinander entfernen.O�enbar ist sol
h ein E�ekt nur mögli
h, wenn die Ges
hwindigkeit des Teil
hen vonseinem Impuls abhängig ist. Dies ist bei massiven ni
htrelativistis
hen Teil
hen der Fallund �ndet seine Entspre
hung in einer ni
htlinearen Dispersion. Masselose Teil
hen wiez.B. Photonen bewegen si
h dagegen mit konstanter Ges
hwindigkeit (nämli
h c), so dasses ni
ht zum Zer�ieÿen eines Wellenpakets kommt. In der Tat bleibt ein Li
htblitz au
hna
h langer Laufzeit im Vakuum lokalisiert in Raum und Zeit.Merke: Das Zer�ieÿen von Wellenpaketen massiver Teil
hen beruht ans
hauli
h darauf,dass das Wellenpaket eine Superposition von Anteilen ist, die si
h mit unters
hiedli
herGes
hwindigkeit bewegen.1.4.2 Der unendli
he hohe PotentialtopfFormulierung dur
h RandbedingungenDie diskutierten Wellenpakete sind sogenannte ungebundene Zustände, die si
h frei imRaum bewegen können. Im Gegensatz dazu werden gebundene Zustände dur
h ein Po-tential in ihrer Bewegungsfreiheit auf einen endli
hen räumli
hen Berei
h einges
hränkt.Das einfa
hste System mit gebundenen Wellenfunktionen ist der unendli
h hohe Poten-tialtopf in einer räumli
hen Dimension mit der Breite a, dessen Potential dur
h

V (x) =

{

∞ falls |x| ≥ a/2

0 falls |x| < a/2
(1.69)gegeben ist. An der Struktur der zeitabhängigen S
hrödingerglei
hung (1.26) liest mansofort ab, dass in Regionen mit unendli
h groÿem Potential die Wellenfunktion vers
hwin-den muss und damit dort au
h die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte glei
h Null ist. Die unendli
hhohe Potentialstufe stellt also für das Teil
hen eine undur
hdringli
he Barriere dar.Da das Potential auf dem Intervall −a/2 < x < a/2 glei
h Null ist, kann man statt derS
hrödingerglei
hung (1.26) ebensogut die freie S
hrödingerglei
hung (1.53) mit einerDiri
hlet-Randbedingung5 ψ(−a

2 , t) = ψ(+a
2 , t) = 0 lösen. Dieses Problem, das wir imfolgenden analytis
h lösen wollen, wurde von W. Kinzel und G. Reents in der Vorlesung`Computational Physi
s' numeris
h behandelt und überras
ht dur
h seine Komplexität.Dazu wurde als Anfangsbedingung ein si
h bewegendes hinrei
hend lokalisiertes Wellen-paket in die Mitte des Potentialtopfes gewählt. Sobald dieses Wellenpaket die Potenti-alstufe errei
ht, wird es dur
h komplexe Interferenzphänomene re�ektiert, nimmt dannjedo
h wieder die Form eines Wellenpakets an. Bei forts
hreitender Zeit führt aber das5Zur Erinnerung: Bei Diri
hlet-Randbedingungen ist die untersu
hte Funktion am Rand glei
h Null,während bei von-Neumann-Randbedingungen ihre Normalableitung glei
h Null ist.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I
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Abbildung 1.4: Zeitentwi
klung des Absolutbetrags einer Wellenfunktion in einem Kas-ten [W. Kinzel und G. Reents℄. Die Zeita
hse läuft von hinten na
h vorne,die räumli
he Koordinate in horizontaler Ri
htung.zunehmende Zer�ieÿen des Wellenpakets zu komplizierten raumzeitli
hen Interferenzphä-nomenen (siehe Abb. 1.4).Stationäre WellenfunktionenIn gebundenen Systemen sind vor allem die stationären Wellenfunktionen von Interesse.Eine Wellenfunktion ψ(~x , t) heiÿt stationär, wenn alle Erwartungswerte zeitunabhängigsind, wenn also für alle linearen Operatoren A die Ableitung
d

dt
〈A〉 =

d

dt

∫

V
d3x ψ∗(~x , t)Aψ(~x , t) = 0 (1.70)ist. Dies bedeutet insbesondere, dass die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte ρ(~x , t) = ψ∗(~x , t)ψ(~x , t),ein Teil
hen am Ort ~x zu �nden, zeitunabhängig ist.Bemerkung: Ein Beispiel für stationäre Wellenfunktionen sind die aus der Chemie be-kannten Orbitale der Hüllenelektronen wie z.B. das radialsymmetris
he s-Orbital des Was-sersto�atoms. Sol
he Orbitale verdeutli
hen auf eindru
ksvolle Weise die Andersartigkeiteiner quantenme
hanis
hen Superposition im Verglei
h zu einer gewöhnli
hen Wahrs
hein-li
hkeitsverteilung. Wäre nämli
h das Elektron `in Wirkli
hkeit' lokalisiert, müsste es si
hentlang einer Bahn um den Kern bewegen. Da es aber elektris
h geladen ist, würde es dabeielektromagnetis
he Wellen abstrahlen, was aber ni
ht ges
hieht. Vielmehr koexistiert dasElektron simultan an vielen vers
hiedenen Orten in seinem Orbital; es ist delokalisiert ohnesi
h zu bewegen, strahlt deshalb au
h keine elektromagnetis
hen Wellen ab.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



22 GrundlagenStationäre Wellenfunktionen lassen si
h faktorisieren in einen ortsabhängigen Betrag undeine zeitabhängige Phase
ψ(~x , t) = φ(~x ) e−iχ(t) , (1.71)wobei das Minuszei
hen im Exponential eine Konvention ist. Setzt man diesen Ansatzbeispielsweise in die zeitabhängige S
hrödingerglei
hung für das freie Teil
hen in einemPotential

i~∂tψ(~x , t) = − ~
2

2m
∇2ψ(~x , t) + V (~x )ψ(~x , t) (1.72)ein, so erhält man na
h Division dur
h e−iχ(t) die Di�erentialglei
hung

~χ̇(t)φ(~x ) = − ~
2

2m
∇2φ(~x ) + V (~x )φ(~x ) . (1.73)O�enbar hat diese Di�erentialglei
hung nur dann eine Lösung, wenn χ̇(t) konstant ist,wenn also χ(t) = χ(0) + ωt ist. Weil man χ(0) als konstante Phase in φ(~x ) absorbie-ren kann, kann man ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit χ(0) = 0 annehmen. Einestationäre Wellenfunktion besitzt also einen konstanten Betrag und eine glei
hförmigrotierende komplexe Phase, d.h.

ψ(~x , t) = φ(~x ) e−iωt . (1.74)wobei φ(~x ) Lösung der Di�erentialglei
hung
− ~

2

2m
∇2φ(~x ) + V (~x )φ(~x ) = ~ωφ(~x ) (1.75)ist. Da der Energieerwartungswert einer sol
hen Wellenfunktion na
h Gl. (1.47) glei
h

~ω ist, ersetzt man ~ω dur
h E und erhält so die stationäre S
hrödingerglei
hung
[

− ~
2

2m
∇2 + V (~x )

]

φ = Eφ . (1.76)Die stationäre S
hrödingerglei
hung geht also aus der zeitabhängigen S
hrödingerglei-
hung dur
h einen Produktansatz hervor, mit dem die Wellenfunktion ψ(~x , t) als einProdukt einer räumli
hen Funktion φ(~x ) und einem Phasenfaktor e−iEt/~ dargestelltwird. Sol
he Wellenfunktionen haben die Eigens
haft, dass Erwartungswerte bei Mes-sungen stationär, d.h. zeitunabhängig sind. Der räumli
he Anteil ist dabei analog zurursprüngli
hen Funktion dur
h
||φ|| =

∫

V
d3xφ∗(~x )φ(~x ) = 1 (1.77)zu normieren.Die stationäre S
hrödingerglei
hung ist eine lineare Di�erentialglei
hung zweiter Ordnungin Form einer Eigenwertglei
hung, wobei die Energie E der zu bestimmende Eigenwertist. Diese Energieeigenwerte nehmen in gebundenen Systemen in der Regel diskrete Wertean, sind also `quantisiert'. Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



1.4 Einfa
he Quantensysteme 23Lösung der stationären S
hrödingerglei
hungWir bestimmen nun die stationären Lösungen im unendli
h hohen Potentialtopf. Dazulösen wir die stationäre S
hrödingerglei
hung (1.76) für V = 0 mit der Randbedingung
φ(−a/2) = φ(a/2) = 0. Die Lösungen sind eindimensionale Wellen, die an den RändernKnotenpunkte besitzen, also die Wellenlängen λ = 2a/n, wobei n ∈ N ist:

φn(x) =







√
2
a cos(nπx/a) falls n = 1, 3, 5, . . .

√
2
a sin(nπx/a) falls n = 2, 4, 6, . . .

(1.78)Man erhält also Wellen unters
hiedli
her Parität , die entweder symmetris
h oder anti-symmetris
h in Bezug auf Spiegelungen am Ursprung sind. Die Existenz von antisymme-tris
hen Eigenfunktionen bei einem symmetris
hen Potential mag zunä
hst widersprü
h-li
h wirken, ist aber physikalis
h konsistent, da die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte als messbareGröÿe quadratis
h in φ(x) und damit immer symmetris
h ist.Die zu den Eigenfunktionen gehörenden Energien nehmen diskrete Werte
En =

~
2 π2 n2

2ma2
(1.79)an, sind also `quantisiert', womit si
h der Name `Quantentheorie' erklärt. Diese Quante-lung wird um so ausgeprägter, je lei
hter das Teil
hen und je kleiner der Potentialtopfist.Die Wellenfunktion mit der kleinsten Energie φ1(~x ) wird als Grundzustandswellenfunk-tion oder kurz Grundzustand bezei
hnet. Dieser Grundzustand ist von besonderer Be-deutung, weil Systeme mit Temperatur Null ihre Energie minimieren und daher bestrebtsind, den Grundzustand anzunehmen. Es ist bemerkenswert, dass bereits der Grundzu-stand eine positive Energie E1 = ~2π2

2ma2
> 0 besitzt. Diese ist um so gröÿer, je kleiner derPotentialtopf ist. Ein Teil
hen einzusperren kostet also � anders als in der klassis
henPhysik � Energie. Dieses Phänomen lässt si
h bei allen gebundenen Quantensystemenbeoba
hten.Bemerkung: Ein groÿes ungelöstes Rätsel der heutigen Physik besteht darin, dass dasgesamte Universum in all seinen Freiheitsgraden eine extrem hohe Grundzustandsenergie-di
hte haben sollte, die man jedo
h ni
ht beoba
htet.Zeitabhängige LösungDie Wellenfunktionen des unendli
h hohen Potentialtopfs bilden ein vollständiges Systemvon Fourier-Moden, na
h denen jede beliebige Anfangsbedingung ψ(x, 0) zum Zeitpunkt

t = 0 entwi
kelt werden kann. Es existieren also Koe�zienten cn ∈ C derart dass
ψn(x, 0) =

∞∑

n=1

cn φn(x) (1.80)ist. Diese Entwi
klung kann benutzt werden, um eine formale zeitabhängige Lösung an-zugeben:
ψn(x, t) =

∞∑

n=1

cn φn(x) e
−iEnt/~ (1.81)

Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



24 Grundlagen
I II III

−V

V(x)

x

−a/2 +a/2

0Abbildung 1.5: Potentialtopf mit Breite a und Tiefe V0 (siehe Text).Auf diese Weise kann zum Beispiel das Bild in Abb. (1.4) erzeugt werden.Endli
h tiefer PotentialtopfWir betra
hten nun das Potential
V (x) =

{

0 falls |x| ≥ a/2

−V0 falls |x| < a/2
(1.82)In der klassis
hen Physik würde ein Teil
hen mit der energie −V0 < E < 0 zwis
henden Wänden des Potentialtopfs hin und her re�ektiert werden. Dagegen ist ein quan-tenme
hanis
hes Teil
hen in der Lage, in die Wand des Topfes einzudringen, da diePotentialbarriere eine endli
he Höhe besitzt.Wie im vorherigen Beispiel besitzen die Eigenfunktionen eine gerade oder ungerade Pari-tät. Für die Wellenfunktion können wir deshalb in den drei Berei
hen getrennte Ansätzema
hen, und zwar für Lösungen mit gerader Parität die symmetris
hen Ansätze

φI(x) = Aeαx , φII(x) = cos(βx) , φIII(x) = Ae−αx , (1.83)bzw. für Lösungen mit ungerader Parität die antisymmetris
he Ansätze
φI(x) = −Aeαx , φII(x) = sin(βx) , φIII(x) = Ae−αx , . (1.84)Dabei sind A und B zu bestimmende komplexe Amplituden. Die Koe�zienten α und βkönnen dur
h Einsetzen in die S
hrödingerglei
hung bestimmt werden:

α =

√
−2mE

~
, β =

√

2m(E + V0)

~
. (1.85)Diese stü
kweisen Ansätze müssen dur
h geeignete Ans
hlussbedingungen miteinanderverknüpft werden. Für Wellenfunktionen an endli
hen Potentialstufen gilt, dass die Funk-tion φ(x) als au
h die erste Ableitung ∂xφ(x) von links und re
hts übereinstimmen muss.Bemerkung: Diese Ans
hlussbedingungen lassen si
h wie folgt plausibel ma
hen. Interpre-tiert man na
h der Bohrs
hen Korrespondenzregel ψ∗(~x , t)[−i~∇]ψ(~x , t) als Impulsdi
hteund ψ∗(~x , t)[i~∂t]ψ(~x , t) = ψ∗(~x , t)[−~

2∇2/2m+ V (x)]ψ(~x , t) als Energiedi
hte der Wel-lenfunktion und fordert, dass beide an der Stoÿstelle endli
h bleiben, ergibt si
h direkt,dass die Wellenfunktion stetig sein muss und dass die zweite Ableitung zwar einen SprungHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I
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he Quantensysteme 25ma
hen darf, aber ni
ht divergent werden kann. Nur bei einer unendli
hen Potentialstufedarf die zweite Ableitung divergieren, so dass die Wellenfunktion dort einen Kni
k aufweist.Mit diesen Ans
hlussbedingungen bei x = ±a/2 erhält man eine transzendente Glei
hung
tan

βa

2
= +

α

β
für Lösungen gerader Parität und (1.86)

cot
βa

2
= −α

β
für Lösungen ungerader Parität. (1.87)Mit den Abkürzungen ξ := βa/2 und η := αa/2 haben diese Glei
hungen die kompakteGestalt

ξ tan ξ = η bzw. ξ cot ξ = −η . (1.88)Aus Gl. (1.85) folgt auÿerdem die Beziehung
ξ2 + η2 = R2 (1.89)wobei R2 = ma2V0/(2~

2) eine Konstante ist, die von der Tiefe des Potentialtopf abhängt.Die Glei
hungen (1.88) und (1.89) sind zwar ni
ht ges
hlossen lösbar, können jedo
h aufans
hauli
he Weise gra�s
h bestimmt werden. Dabei zeigt si
h, dass es für V0 > 0 immereine gebundene Lösung gerader Parität gibt. Die Existenz weiterer Lösungen hängt da-gegen von der Tiefe des Potentialtopfes ab. Insbesondere existiert eine antisymmetris
heLösung erst ab einer gewissen Mindesttiefe des Potentialtopfes. Dieses Phänomen lässtsi
h übrigens generell bei allen Potentialtöpfen endli
her Tiefe und Breite (also ni
ht nurbei re
hte
kigen) beoba
hten.Der Dira
-Delta-PotentialtopfAls nä
hstes betra
hten wir einen Potentialtopf in Form eines Dira
-Delta-Potentials
V (x) = − ~

2

2m
V0 δ(x) , (1.90)wobei V0 > 0 ist. Dieser Potentialtopf ist zwar unendli
h tief aber au
h unendli
h s
hmalund könnte aus dem zuvor behandelten Problem desendli
hen Potentialtopfes dur
h einenGrenzprozess abgeleitet werden. Lei
hter ist jedo
h eine direkte Lösung.Da V (x) am Ursprung divergent ist, ist die erste Ableitung φ′(x) am Ursprung unstetigund springt um einen endli
hen Wert. Dies bedeutet, dass die Wellenfunktion φ(x) andieser Stelle einen Kni
k aufweist. Um die Sprungweite φ′(0+) − φ′(0−) zu bere
hnen,integrieren wir die stationäre S
hrödingerglei
hung

( d2

dx2
+ V0δ(x) + k2

)

φ(x) = 0 (1.91)mit k2 = 2mE/~2 über eine in�nitesimales Intervall von −ǫ na
h +ǫ:
∫ +ǫ

−ǫ
dxφ′′(x) +

∫ +ǫ

−ǫ
dxV0 δ(x)φ(x) +

∫ +ǫ

−ǫ
dx k2 φ(x) = 0 . (1.92)
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26 GrundlagenWeil φ(x) am Ursprung stetig ist, ergibt si
h für ǫ→ 0 die Beziehung
φ′(0+) − φ′(0−) + V0 φ(0) = 0 . (1.93)Auÿerhalb des Ursprungs erhält man als Lösungen Exponentialfunktionen, die im Unend-li
hen gegen Null gehen müssen, damit der Zustand normierbar, d.h. quadratintegrabelist. Man erhält also
φ(x) =

{

Ae+kx falls x < 0

Ae−kx falls x ≥ 0
(1.94)mit der Normierung |A|2 = k. Setzt man diese Lösung in Gl. (1.93) ein, ergibt si
h

k = V0/2. Es existiert also immer genau ein gebundener Zustand mit der Energie
E = −~

2V 2
0

8m
. (1.95)Der harmonis
he OszillatorDer harmonis
he Oszillator ist eines der wi
htigsten exakt lösbaren Quantensysteme. DasPotential V (x) = 1

2kx
2 ist in diesem Fall quadratis
h. In einer Dimension lautet die zulösende stationäre S
hrödingerglei
hung
− ~

2

2m
∂2
xφ(x) +

1

2
mω2x2φ(x) = E φ(x). (1.96)Symbolis
he Programmierspra
hen wie Mathemati
a, Maple oder Mathlab können dieseDi�erentialglei
hung direkt lösen.Mit Mathemati
aR©(verfügbar im CIP-Pool) sieht das bespielsweise so aus:DSolve[-h^2/(2m )phi''[x℄ + 1/2 m w^2 x^2 phi[x℄ == en phi[x℄, phi[x℄, x℄

{{

φ(x) → e−
mwx2

2h C1H 2en−hw
2hw

(√
m
√
wx√
h

)

+ e−
mwx2

2h C2 1F1

(

−2en− hw

4hw
;
1

2
;
mwx2

h

)}}Die Lösung lautet also
φ(x) = e−

mwx2

2h

[

C1Hn

(√

mwx2

h

)

+ C2 1F1

(

−n
2
;
1

2
;
mwx2

h

)]

, (1.97)wobei Hn Hermite-Polynome und 1F1 hypergeometris
he Reihen sind. Dabei ist
n =

E

~ω
− 1

2
(1.98)während C1 und C2 zu bestimmende Integrationskonstanten sind, die dur
h die Normie-rungsbedingung festgelegt werden. Wie man nämli
h dur
h Ausprobieren lei
ht feststellenkann, liefern die hypergeometris
hen Reihen Anteile, die kombiniert mit der Exponenti-alfunktion im Unendli
hen ni
ht gegen Null gehen, also ni
ht normierbar sind, folgli
h ist

C2 = 0. Der erste Anteil mit Hermites
hen Polynomen ist darüber hinaus nur dann nor-mierbar, wenn n eine natürli
he Zahl ist. Diese Bedingung n ∈ N führt zur Quantisierungder Energieeigenwerte
En = ~ω

(

n+
1

2

) (1.99)Haye Hinri
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he Quantensysteme 27mit den dazugehörigen normierten Eigenfunktionen
φn(x) =

1√
2n n!

(mω

π~

)1/4
e−

mωx2

2~ Hn

(
√

mωx2

~

)

. (1.100)Wir werden später no
h einmal auf den harmonis
hen Oszillator zurü
kkommen und dasProblem mit algebrais
hen Methoden ein zweites Mal lösen.
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28 Grundlagen1.5 ÜbungsaufgabenAufgabe 1.1 (Hermits
he und unitäre lineare Abbildungen)Gegeben sei eine hermites
he Matrix H = H†.(a) Zeigen Sie, dass die Eigenwerte von H reell sind und dass die entspre
henden Ei-genvektoren ein vollständiges orthogonales Basissystem bilden.(b) Zeigen Sie, dass U = exp(−iH) unitär ist und dass das Skalarprodukt zweier Vek-toren unter der Transformation U invariant ist.Aufgabe 1.2 (Di�erentialglei
hungssystem)Gegeben sei das System von Di�erentialglei
hungen
d

dt
~a(t) = −iH ~a(t)mit

H =





1 0 i
0 1 1
−i 1 0



 , ~a(0) =





1
0
0



(a) Bere
hnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von H und zerlegen Sie ~a(0) na
hden Eigenvektoren.(b) Bestimmen Sie die Lösung ~a(t) und skizzieren sie den Real- und Imaginärteil derersten Komponente von ~a(t) als Funktion von t. Wie ändert si
h |~a(t)|2 als Funktionder Zeit?Aufgabe 1.3 (Eigens
haften von Wellenfunktionen)Die beiden Wellenfunktionen
ψ1(~x , t) = φ1(~x ) eiE1t/~ , ψ2(~x , t) = φ2(~x ) eiE2t/~seien Lösungen der zeitabhängigen freien S
hrödingerglei
hung

i~∂tψ(~x , t) = − ~
2

2m
∇2ψ(~x , t).(a) Ist die Summe bzw. das Produkt der beiden Funktionen wiederum eine Lösung derS
hrödingerglei
hung?(b) Wie entwi
kelt si
h der Betrag von ψ1(~x , t), von ψ2(~x , t), sowie von ψ1(~x , t) +

ψ2(~x , t) als Funktionen der Zeit?Aufgabe 1.4 (Galilei-Invarianz der S
hrödingerglei
hung)Gegeben seien zwei Bezugssystem S : ~x, t und S′ : ~x ′, t′ mit
~x ′ = ~x − ~vt , t′ = t.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



1.5 Übungsaufgaben 29Sei ferner ψ(~x , t) eine Lösung der S
hrödingerglei
hung
i~∂tψ(~x , t) = − ~

2

2m
∇2ψ(~x , t) + V (~x )ψ(~x , t). (1.101)Zeigen Sie, dass ψ′(~x ′, t′) = eiχ(~x ,t)ψ(~x , t) mit einer zu bestimmenden reellen Funktion

χ(~x , t) Lösung einer S
hrödingerglei
hung der selben Form im gestri
henen System ist.Diesen Sa
hverhalt bezei
hnet man als Forminvarianz der S
hrödingerglei
hung unterGalilei-Transformationen.Hinweis: Sie müssen si
h dazu überlegen, wie si
h die gestri
henen Di�erentialoperato-ren ∂
∂t′ und ∇′ in den ungestri
henen Di�erentialoperatoren ∂

∂t und ∇ darstellen lassen.Der bei der Transformation auftretende Phasenfaktor eiχ(~x ,t) fällt bei Erwartungswertenheraus, hat also auf Messungen keinen Ein�uss.Aufgabe 1.5 (Klassis
he Wellenglei
hung)Gegeben sei die partielle Di�erentialglei
hung:
∂2

∂x2
ψ(x, t) − 1

c2
∂2

∂t2
ψ(x, t) = 0.(a) Lösen Sie diese Di�erentialglei
hung dur
h einen Ansatz mit ebenen Wellen. Dur
hwel
he Dispersionsrelation sind Wellenzahl und Kreisfrequenz miteinander ver-knüpft?(b) Entwi
keln Sie eine gegebene Anfangsbedingung zum Zeitpunkt t = 0 na
h ebenenWellen und benutzen Sie diese Entwi
klung, um eine allgemeine Lösung anzugeben.A
htung: Die Wellenglei
hung ist zweiter Ordnung in der Zeit.(
) Betra
hten Sie nun als Anfangsbedingung ein Wellenpaket

ψ(x, 0) = exp
(

− x2

2σ2

)

,
∂

∂t
ψ(x, 0) = 0und lösen Sie die Wellenglei
hung unter dieser Anfangsbedingung.(d) Wie bewegt si
h der S
hwerpunkt des Wellenpakets und wie ändert si
h seine Formals Funktion der Zeit?Aufgabe 1.6 (Tunnele�ekt)Lösen Sie die S
hrödingerglei
hung

i~∂tψ(x, t) =
(

− ~
2

2m
∂2
x + V (x)

)

ψ(x, t)an einer Potentialbarriere von der Form
V (x) =

{

0 falls |x| > a/2

V0 falls |x| ≤ a/2 ,wobei V0 die Höhe und a die Breite der Barriere ist. Gesu
ht sind stationäre Lösungen vonder Form ψ(x, t) = eiEt/~ψ(x) mit der Energie E im Berei
h 0 < E < V0. Im Gegensatzzu klassis
hen Teil
hen ist ein quantenme
hanis
hes Teil
hen in der Lage, diese Barrierezu überwinden. Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



30 Grundlagen(a) Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der stationären S
hrödingerglei
hung inner-halb und ausserhalb der Barriere.(b) Nehmen Sie an, dass die Lösung im re
hten Berei
h x > a/2 nur aus einer auslaufen-den Welle besteht und de�nieren Sie den Relexions- und Transmissionskoe�zienten
R,T .(
) Lösen Sie die Ans
hluÿbedingungen und re
hnen Sie R und T aus.(d) Diskutieren Sie die Eigens
haften von R und T in Abhängigkeit von den Parameternder Barriere.Aufgabe 1.7 (Umgang mit linearen Operatoren)Gegeben seien die auf L2 wirkenden linearen Operatoren

(Aψ)(x) = x2ψ(x)

(Bψ)(x) = x
d

dx
ψ(x)

(Cψ)(x) =

∫ x

−∞
dx′ ψ(x′)(a) Bere
hnen Sie die Kommutatoren [A,B] und [B,C].(b) Lösen Sie das Eigenwertproblem Cψ = λψ.

Haye Hinri
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2 Formalismus2.1 Zustände und Operatoren im Hilbertraum2.1.1 Quantenme
hanis
he Zustände als Vektoren im Hilbertraum

David Hilbert (1862-1943).
Gemäÿ den im vorherigen Kapitel diskutierten Postulatender Quantentheorie sind Amplituden e i

~
S linear superponier-bar. Wie wir gesehen haben, wird dadur
h die De�nition ei-ner Wellenfunktion ψ(~x , t) ermögli
ht, die ni
hts anderes istals die lineare Überlagerung der Amplituden aller Bahnen,die den Ort ~x zur Zeit t errei
hen. Sol
he Wellenfunktionenkönnen wiederum linear superponiert werden, darauf beruhtbeispielsweise die Spektralzerlegung na
h ebenen Wellen.Das Superpositionsprinzip ermögli
ht es, Methoden der li-nearen Algebra anzuwenden. Allerdings müssen dazu Funk-tionen wie ψ(~x , t) als Elemente eines Vektorraums interpre-tiert werden.Um dies zu verstehen, ist es hilfrei
h, si
h die Wellenfunktion ψ(x) (hier der Einfa
hheithalber in einer Dimension und zeitunabhängig) als räumli
h diskretisiert vorzustellen,d.h. die Funktion sei nur an äquidistanten Stützstellen xj = j∆x bekannt, wobei j ∈ Zder Index der Stützstelle und ∆x ∈ R die S
hrittweite ist. Die S
hrittweite ∆x soll so kleingewählt werden, dass die Kenntnis der Funktionswerte ψ(xj) an den Stützstellen einehinrei
hend genaue Rekonstruktion der Wellenfunktion ermögli
ht. Die volle Informationder Wellenfunktion erhält man im Limes ∆x→ 0. Die Idee ist nun, die ψ(xj) aufzulistenund als Spaltenvektor zu betra
hten.:

ψ(x) −→









. . .
ψ(x1)
ψ(x2)
ψ(x3)
. . .









. (2.1)Ein sol
her Vektor ist Element des Vektorraums C
N , wobei N die Anzahl der Stützstellenist. Da man aber für ∆x → 0 unendli
h viele Stützstellen hat, kann man die Funktion

ψ(x) in diesem Limes als Vektor in einem unendli
hdimensionalen Vektorraum über demKörper der komplexen Zahlen au�assen. Im Gegensatz zu gewöhnli
hen Vektoren wiedem Ortsvektor ~r , die wir weiterhin dur
h einen Pfeil kennzei
hnen wollen, werden wireinen sol
hen Funktions-Vektor gemäÿ der Dira
-Notation als sogenannten ket-Vektor1
|ψ〉 bezei
hnen.1Ket-Vektoren |ψ〉 und die im folgenden Abs
hnitt einzuführenden bra-Vektoren 〈φ| sehen zusammenwie ein Klammerpaar 〈φ|ψ〉 (engl. bra-
ket) aus, was die Namensgebung erklärt.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



32 Formalismus

Abbildung 2.1: Paul A. M. Dira
 (1902-1984), Grabstein mit Dira
-Glei
hungDer ho
hdimensionale Vektorraum, in dem diese Vektoren leben, entzieht si
h einer an-s
hauli
hen Deutung. Trotzdem sollte man si
h vergegenwärtigen, dass jeder mögli
heAufenthaltsort des Teil
hen, also jeder klassis
he Zustand, in diesem Vektorraum einereigenen Dimension entspri
ht, gewissermaÿen hat also der Raum so viele Koordinatena
h-sen wie klassis
he Zustände. Da aber der physikalis
he Ortsraum unendli
h viele Punktebesitzt, an denen si
h ein Teil
hen be�nden kann, hat der entspre
hende Vektorraumfür die Vektoren |ψ〉 unendli
h viele Dimensionen. Unendli
hdimensionale Vektorräumekönnen überras
hende mathematis
he Eigens
haften haben, die vor allem von dem Ma-thematiker David Hilbert systematis
h untersu
ht worden sind. Sie werden deshalb alsHilberträume bezei
hnet und in der Regel mit dem Bu
hstaben H gekennzei
hnet.Jedes Quantensystem besitzt also einen Hilbertraum H, in dem seine quantenme
hani-s
hen Amplituden als Vektoren |ψ〉 ∈ H über dem Körper der komplexen Zahlen darge-stellt sind. Diese Vektoren können zeitabhängig sein, in diesem Fall s
hreiben wir |ψ(t)〉.Die Dimension des Hilbertraums ist glei
h der Anzahl der klassis
hen Zustände, in derRegel also unendli
h. Do
h es gibt au
h endli
hdimensionale Hilberträume, so wird z.B.ein Elektronenspin oder die Polarisationsri
htung eines Photons dur
h einen zweidimen-sionalen Hilbertraum bes
hrieben. Wie bereits erwähnt können unendli
hdimensionaleVektorräume gegenüber endli
hdimensionalen erweiterte Eigens
haften besitzen, für An-fänger ist es aber ausrei
hend, Hilberträume zunä
hst wie endli
hdimensionale komplexeVektorräume zu handhaben.Genau wie Ort und Impuls den Zustand eines klassis
hen Teil
hens vollständig 
harak-terisieren, bes
hreiben die Wellenfunktionen bzw. Hilbertraumvektoren vollständig denZustand eines quantenme
hanis
hen Teil
hens. Die Vektoren |ψ〉 werden deshalb au
hals Zustandsvektoren und der Hilbertraum H als Zustandsraum bezei
hnet.Bemerkung: Für Anfänger ist es man
hmal s
hwierig, physikalis
he Vektorräume wieden Orts- und Impulsraum von dem quantenme
hanis
hen Zustandsraum H zu unters
hei-den. Physikalis
he Vektorräume sind niedrigdimensional und sind ans
hauli
h vorstellbar.Der Hilbertraum H hingegen ist ein Vektorraum zur Darstellung linear superponierbarerkomplexer Funktionen, der unendli
hdimensional sein kann.Die Re
henregeln für Linearkombinationen von Wellenfunktionen übersetzen si
h 1:1 inentspre
hende Re
henregeln für Zustandsvektoren. Seien α, β ∈ C und |ψ〉, |φ〉 ∈ H, danngilt: Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2.1 Zustände und Operatoren im Hilbertraum 33Funktionsdarstellung: vektorielle Darstellung:
(α+ β)ψ(x) = αψ(x) + βψ(x) (α+ β)|ψ〉 = α|ψ〉 + β|ψ〉
α(ψ(x) + φ(x)) = αψ(x) + αφ(x) α(|ψ〉 + |φ〉) = α|ψ〉 + α|φ〉

α(βψ(x)) = (αβ)ψ(x) α(β|ψ〉) = (αβ)|ψ〉Wie alle linearen Vektorräume enthalten au
h quantenme
hanis
he Hilberträume denNullvektor als spezielles Element. Er entspri
ht ans
hauli
h einem Spaltenvektor, dessenEinträge glei
h Null sind. Wir werden den Nullvektor im folgenden wie eine skalare Null,also mit dem Symbol `0' kennzei
hnen, z.B. folgt aus |ψ〉 − |φ〉 = 0, dass |ψ〉 = |φ〉 ist.Bemerkung:Man sollte nie für den Nullvektor die Notation |0〉 verwenden, da die meistenPhysiker damit den Grundzustandsvektor bezei
hnen, also die Wellenfunktion niedrigsterEnergie.SkalarproduktDer Hilbertraum H eines quantenme
hanis
hen Systems ist ausgestattet mit einem in-neren Produkt I : H × H → C, das die übli
hen De�nitionseigens
haften eines Skalar-produkts erfüllt:1. Komplexkonjugation bei Vertaus
hung der Argumente:
I
(

|ψ1〉, |ψ2〉
)

=
[

I
(

|ψ2〉, |ψ1〉
)]∗ (2.2)2. Linearität im re
hten Argument:

I
(

|ψ1〉, α|ψ2〉 + β|ψ3〉
)

= αI
(

|ψ1〉, |ψ2〉
)

+ βI
(

|ψ1〉, |ψ3〉
) (2.3)3. Antilinearität im linken Argument2:

I
(

α|ψ1〉 + β|ψ2〉, |ψ3〉
)

= α∗I
(

|ψ1〉, |ψ3〉
)

+ β∗I
(

|ψ2〉, |ψ3〉
) (2.4)4. Das Skalarprodukt eines Vektors mit si
h selbst ist positiv de�nit und induzierteine Norm dur
h

||ψ||2 := I
(

|ψ〉, |ψ〉
)

≥ 0. (2.5)Diese Norm ist genau dann glei
h Null, wenn |ψ〉 der Nullvektor von H ist.Für Quantensysteme, deren Zustandvektoren |ψ〉 als Wellenfunktionen ψ(~x ) dargestelltwerden können, erfüllt das Skalarprodukt
I
(

|ψ1〉, |ψ2〉
)

=

∫

d3x ψ∗1(~x )ψ2(~x ) (2.6)die geforderten Eigens
haften und induziert die zuvor in Gl. (1.30) benutzte Norm fürdie Wellenfunktionen
||ψ|| =

∫

d3x ψ∗(~x , t)ψ(~x , t) . (2.7)2Streng genommen folgt die Antilinearität bereits aus 1. und 2.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



34 FormalismusMit Hilfe des Skalarprodukts lässt si
h ein Vektor normieren:
|ψ̃〉 =

( 1
√

〈ψ|ψ〉
)

|ψ〉 (2.8)Häu�g setzt man voraus, dass die Zustandsvektoren bereits normiert sind und lässt dieS
hlange weg.Lineare FunktionaleFunktionale sind Abbildungen, die Funktionen auf Skalare abbilden. In der Quanten-theorie sind vor allem Funktionale wi
htig, die Wellenfunktionen ψ(x) bzw. Zustands-vektoren |ψ〉 auf eine komplexe Zahl abbilden. Von besonderer Bedeutung sind lineareFunktionale3, die, wie wir sehen werden, ihrerseits einen Vektorraum bilden.Ein Funktional L : H → C heiÿt linear wenn gilt:
L
(

α|ψ1〉 + β|ψ2〉
)

= αL
(
|ψ1〉

)
+ βL

(
|ψ2〉

)

(

αL1 + βL2

)

|ψ〉 = αL1

(
|ψ〉
)

+ βL2

(
|ψ〉
)
. (2.9)Lineare Funktionale können auf elegante Weise als Vektoren dargestellt werden. Dazuwählt man einen Vektor |φ〉 ∈ H und de�niert mit Hilfe des Skalarprodukts I : H×H → Cdas lineare Funktional L|φ〉 dur
h

L|φ〉
(

|ψ〉
)

:= I
(

|φ〉, |ψ〉
)

, (2.10)d.h. man belegt das linke Argument des Skalarprodukts mit einem fest gewählten Vek-tor |φ〉 und fasst dann I
(
|φ〉, . . .

) als ein lineares Funktional im re
hten Argument auf.Auf diese Weise wird jedem Vektor |φ〉 aus dem Hilbertraum H ein lineares Funktionalzugeordnet.In der Dira
-Notation werden diese Funktionale als bra-Vektor
〈φ| := L|φ〉 (2.11)ges
hrieben. Will man sol
h ein Funktional auf einen ket-Vektor anwenden, `klebt' manes gewissermaÿen mit der �a
hen Seite an den bra-Vektor. Das Skalarprodukt lässt si
hdann auf einfa
he Weise als `sandwi
h' 〈|〉 eines bra's und eines ket's ausdrü
ken:

I
(

|φ〉, |ψ〉
)

= L|φ〉
(

|ψ〉
)

= 〈φ|ψ〉. (2.12)Dualraum H†Die linearen Funktionale 〈φ| bezei
hnet man als bra-Vektoren, da sie mit den glei
henRe
henregeln wie ket-Vektoren linear kombiniert werden können. Sie bilden einen zu3Ni
ht alle Funktionale sind linear. Ein ni
htlineares Funktional ist beispielsweise die Norm ||ψ|| =
R

d3xψ∗ψ, die ψ na
h R abbildet, dabei aber quadratis
h in den Amplituden ist.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2.1 Zustände und Operatoren im Hilbertraum 35
H isomorphen Hilbertraum, den sogeannten Dualraum H†. Ans
hauli
h kann man si
hbra-Vektoren als Zeilenvektoren vorstellen, deren Komponenten man dur
h Komplexkon-jugation der entspre
henden Komponenten des ket-Vektors erhält.Für den Isomorphismus zwis
hen dem Hilbertraum H und seinem Dualraum H† hat si
hdie kompakte Notation als Dol
habbildung † (engl. dagger map)

|ψ〉† = 〈ψ| , 〈ψ|† = |ψ〉 (2.13)bewährt. Die Dol
habbildung ist eine Involution, d.h. |ψ〉†† = |ψ〉. Eine wi
htige Eigen-s
haft der Dol
habbildung, die bei Re
hnungen bisweilen übersehen wird und dann zuFehlern führt, ist ihre Antilinearität:
(

α|φ1〉 + β|φ2〉
)
†|ψ〉 =

(

α∗〈φ1| + β∗〈φ2|
)

|ψ〉 = α∗〈φ1|ψ〉 + β∗〈φ2|ψ〉 . (2.14)In einer Matrixdarstellung entspri
ht die Dol
habbildung einer Transposition kombiniertmit der Komplexkonjugation aller Komponenten.BasisvektorenEine Menge linear unabhängiger Vektoren { |e1〉, |e2〉, |e3〉, . . .}, die den gesamten Hil-bertraum aufspannen, so dass si
h jeder Vektor aus H als Linearkombination dieser Vek-toren darstellen lässt, heisst Basis von H. Mit Hilfe der Dol
habbildung gibt es zu jedersol
hen Basis eine entspre
hende adjungierte Basis { 〈e1|, 〈e2|, 〈e3|, . . .} mit isomorphenEigens
haften.Sind die Basisvektoren normiert, d.h. 〈ei|ei〉 = 1, spri
ht man von einer normierten Basis.Stehen darüber hinaus die Basisvektoren senkre
ht aufeinander, ist also
〈ei|ej〉 = δij , (2.15)handelt es si
h um eine orthonormierte Basis.Ein Vektor |ψ〉 und der dazugehörige Vektor des Dualraums 〈ψ| lassen si
h in einergegebenen Basis eindeutig darstellen als

|ψ〉 =
∑

i

ψi|ei〉 , 〈ψ| =
∑

i

ψ∗i 〈ei| . (2.16)Die Komponenten von |ψ〉 listet man in der Regel als Spaltenvektor auf, während mandie Komponenten von 〈ψ| als Zeilenvektor interpretiert. Ein Zeilenvektor geht also ausdem Spaltenvektor dur
h Transposition und komplexe Konjugation hervor4. Das Skalar-produkt ist dann na
h der bekannten Regel Zeile × Spalte zu bilden:
〈φ|ψ〉 =

∑

ij

φ∗iψj〈ei|ej〉 =
∑

i

φ∗iψi =

(
φ∗1 φ∗2 φ∗3 . . .

) 





ψ1

ψ2

ψ3

. . .






. (2.17)Selbstverständli
h ist sol
h eine Komponentendarstellung stets von der Wahl der Basisabhängig.4Ein häu�ger Re
henfehler besteht darin, die Komplexkonjugation, also die `Stern
hen', zu vergessen.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



36 Formalismus2.1.2 OperatorenLineare AbbildungenIn der Quantentheorie versteht man unter Operatoren lineare Abbildungen des Hilber-traums auf si
h selbst. Ein Operator A ist also eine Abbildung H → H mit der Eigen-s
haft
A

(

α|ψ1〉 + β|ψ2〉
)

= αA
(

|ψ1〉
)

+ βA
(

|ψ2〉
)

. (2.18)Weil man die Skalare α, β ∈ C immer vor die Abbildung ziehen kann, ist es in der Dira
-Notation übli
h, die Klammern für das Argument wegzulassen und dur
h die Konventionzu ersetzen, dass der Operator A auf alles wirkt, was re
hts von ihm steht. Wir s
hreibenalso A|ψ〉 statt A
(
|ψ〉
).Eine ähnli
he Konvention gilt für lineare Funktionale, also bra-Vektoren 〈φ| = |φ〉†, dieauf A|ψ〉 angewandt werden. Au
h hier kann man die Klammern weglassen und erhältso ein `sandwi
h' mit einem in der Mitte eingeklemmten Operator:

(

|φ〉
)
†
(

A|ψ〉
)

= 〈φ|
(

A|ψ〉
)

= 〈φ|A|ψ〉 ∈ C . (2.19)Operatoren lassen si
h ans
hauli
h als Matrizen mit komplexwertigen Elementen deuten.In einem unendli
hdimensionalen Hilbertraum sind sol
he Matrizen natürli
h ebenfallsunendli
hdimensional. Die in einem `sandwi
h' 〈φ|A|ψ〉 auftretenden Bestandteile, derZeilenvektor 〈φ|, die Matrix A und der Spaltenvektor |ψ〉, lassen si
h in einer Komponen-tendarstellung dann na
h den übli
hen Regeln Zeile × Spalte bere
hnen. Die Stärke derDira
-Notation wird klar, wenn man 〈φ|A als Element des Dualraums au�asst. Man kannnämli
h hier ohne weiteres A na
h links wirken lassen ohne dass die Notation inkonsistentwird.Mehrere Operatoren lassen si
h hintereinander ausführen, wobei wiederum die Klammernweggelassen werden können:
A

(

B

(

C

(

|ψ〉
)))

= ABC|ψ〉 ∈ H . (2.20)Dabei ist C der zuerst auf |ψ〉 angewandte Operator, man arbeitet also die Verkettungvon re
hts na
h links ab. Das Produkt ABC ist wiederum ein Operator auf H derans
hauli
h dur
h Matrixmultiplikation entsteht. Da diese Verknüpfung assoziativ ist, istkeine Klammerung erforderli
h5. Lineare Operatoren sind ihrerseits linear kombinierbar,wobei das gewöhnli
he Distributivgesetz anzuwenden ist, das uns als `Ausmultiplizieren'vertraut ist:
A

(

αB + βC
)

= αAB + βAC ,
(

αA + βB
)

C = αAC + βBC . (2.21)Die Hintereinanderausführung von Operatoren ist von Spezialfällen abgesehen im Gegen-satz zur Multiplikation von Skalaren im Allgemeinen ni
ht kommutativ, d.h. AB 6= BA;es kommt also auf die Reihenfolge von Operatoren an. Wie wir sehen werden, ist dieNi
htkommutativität bestimmter Operatoren in fundamentaler Weise verantwortli
h für5Assoziativität, also die Irrelevanz der Klammerung, ist eine ni
httriviale Eigens
haft, z.B. ist dasKreuzprodukt von Vektoren ni
ht assoziativ.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2.1 Zustände und Operatoren im Hilbertraum 37Quantene�ekte. Es kann jedo
h au
h vorkommen, dass zwei Operatoren kommutieren,also AB = BA ist. Man sagt dann, dass die Operatoren miteinander vertaus
hen. Indiesem Fall ist der sogenannte Kommutator
[A,B] := AB − BA (2.22)glei
h Null. Kommutatoren erfüllen die folgenden Re
henregeln:Asymmetrie: [A,B] = −[B,A] (2.23)Linearität: [A,B + C] = [A,B] + [A,C] (2.24)Distributivität: [A,BC] = [A,B]C + B[A,C] (2.25)Ja
obi-Identität: [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0 (2.26)Als ähnli
he Notation benutzt man in der Quantentheorie au
h den Antikommutator6
{A,B} := AB + BA. (2.27)Wie wir no
h sehen werden, treten Antikommutatoren bei Teil
hen auf, die dem Pauli-Prinzip unterliegen.Lineare Abbildungen sind invertierbar, wenn die ihre Determinante unglei
h Null ist.Die Inversion von Matrizen und das Bilden von Determinanten wird hier als bekanntvorausgesetzt.DiagonalisierungDur
h eine lineare Abbildung A wird jeder Vektor des Hilbertraums auf einen neuenVektor abgebildet. Ein Vektor |φ〉, der unter dieser Abbildung seine Ri
htung beibehält,heisst Eigenvektor von A und der entspre
hende Faktor λ, um den si
h seine Längeändert, heiÿt Eigenwert . Beide bestimmt man aus der Eigenwertglei
hung

A|φ〉 = λ|φ〉 . (2.28)Diese hat nur dann eine Lösung, wenn das 
harakteristis
he Polynom
det[A− λ1] = 0 (2.29)ist. Dieses Polynom hat in endli
hdimensionalen Vektorräumen über dem Körper derkomplexen Zahlen na
h dem Fundamentalsatz der Algebra d Lösungen λi, wobei d dieDimension des Vektorraums ist. Fallen mehrere Eigenwerte zusammen, so spri
ht manvon entarteten Eigenwerten.6Viele Autoren benutzen au
h die Notation [., .]− für den Kommutator und [., .]+ für den Antikommu-tator. Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



38 FormalismusHermites
he Konjugation
6

?
-

-

6

?

† †

|ψ〉

〈ψ|

|φ〉

〈φ|

A

A
†

Ein Operator A bildet den Hilbertraum H auf si
hselbst ab, bildet also einen ket-Vektor |ψ〉 ∈ H na
h
|φ〉 := A|ψ〉 ∈ H ab. Wir su
hen nun einen entspre-
henden Operator A

† im Dualraum. Dieser soll mitdem Isomorphismus der Dol
habbildung † verträgli
hsein (siehe nebenstehendes Diagramm), d.h. es sollgelten 〈φ| = 〈ψ|A† ∈ H†. Man bezei
hnet A
† als denhermites
h konjugierten Operator von A.UmA

† zu bestimmen, versehen wir die erste Glei
hung von links mit einem bra-Vektor 〈ω|und die zweite Glei
hung von re
hts mit einem ket-Vektor |ω〉
〈ω|φ〉 = 〈ω|A|ψ〉 , 〈φ|ω〉 = 〈ψ|A†|ω〉 , (2.30)und gelangen wegen 〈ω|φ〉 = 〈φ|ω〉∗ zu der Beziehung

〈ψ|A†|ω〉 = 〈ω|A|ψ〉∗ . (2.31)Stellt man si
h A als komplexe Matrix und die Vektoren 〈ψ| bzw. |ω〉 als kanonis
heBasisvektoren vor, dann geht A
† aus A dur
h Transposition und Komplexkonjugationhervor, d.h.
A
† = (AT )∗ = (A∗)T . (2.32)Die Dol
habbildung ist damit ni
ht nur auf Vektoren sondern au
h auf Operatoren an-wendbar. Na
h wie vor ist sie antilinear, d.h. au
h bei der Konjugation von Operatorenmüssen vorgezogene Skalare komplex konjugiert werden:

(αA + βB)† = α∗A† + β∗B† . (2.33)Bei Hintereinanderausführung dreht si
h auÿerdem die Reihenfolge der Operatoren um:
(ABC . . .)† = . . .C†B†A† . (2.34)Fasst man diese Regeln zusammen, so kann in der Dira
-Notation zu jeder Glei
hungeine adjungierte Glei
hung dur
h folgendes rezeptartiges Vorgehen:

• Jeder Term wird horizontal gespiegelt, d.h. die Reihenfolge derAusdrü
ke wird umgedreht. Dabei werden bra's zu ket's und umgekehrt.
• Operatoren werden hermites
h konjugiert, werden also mit einem † versehen.
• Skalare werden komplex konjugiert, werden also mit einem ∗ versehen.Beispiel: Die adjungierte Glei
hung zu

α|χ〉〈ψ|ABC|φ〉 −P|φ〉 = 0 (2.35)lautet beispielsweise
α∗〈φ|C†

B
†
A

†|ψ〉〈χ| − 〈φ|P† = 0 (2.36)Der Informationsinhalt beider Glei
hungen ist identis
h.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2.1 Zustände und Operatoren im Hilbertraum 39Hermites
he OperatorenEin Operator, für den A = A
† gilt, heiÿt selbstadjungiert bzw. hermites
h. Hermites
heOperatoren spielen in der Quantentheorie im Zusammenhang mit Messprozessen einegrundlegende Rolle.Hermites
he Operatoren haben stets reelle Eigenwerte. Um das zu sehen, bildet man dieadjungierte Eigenwertglei
hung:

A|φ〉 = λ|φ〉 †−→ 〈φ|A† = λ∗〈φ| (2.37)Multipliziert man beide Glei
hungen von links mit 〈φ| bzw. von re
hts mit |φ〉 und ma
htGebrau
h von A = A
† erhält man λ〈φ|φ〉 = λ∗〈φ|φ〉, also muss λ reell sein.Die Eigenvektoren hermites
her Operatoren stehen auÿerdem immer paarweise senkre
htaufeinander, sofern die entspre
henden Eigenwerte vers
hieden sind. Sind nämli
h |φ1〉und |φ2〉 zwei Eigenvektoren mit den Eigenwerten λ1 und λ2, dann ist
A|φ1〉 = λ1|φ1〉 → 〈φ2|A|φ1〉 = λ1〈φ2|φ1〉 (2.38)
〈φ2|A† = λ∗2〈φ2| → 〈φ2|A|φ1〉 = λ2〈φ2|φ1〉 (2.39)woraus entweder λ1 = λ2 oder 〈φ2|φ1〉 = 0 folgt.Wir wollen hier ohne Beweis zur Kenntnis nehmen, dass hermites
he Matrizen immerdiagonalisierbar sind. Hat das Spektrum (also die Eigenwerte) keine Entartungen, bildendie Eigenvektoren automatis
h eine orthogonale Basis, die au
h als Eigenbasis bezei
hnetwird. Bei Entartungen ist jeder Vektor in den entarteten Teilräumen ein Eigenvektor unddamit ist die orthogonale Basis ni
ht eindeutig bestimmt.Die Summe zweier hermites
her Operatoren A1 + A2 ist wiederum ein hermites
herOperator, dagegen ist das Produkt zweier hermites
her Operatoren im Allgemeinen ni
hthermites
h.Ein Operator mit der Eigens
haft B = −B

† heisst antihermites
h. Sol
he Operatorenlassen si
h dur
h Multiplikation mit i immer auf hermites
he Operatoren zurü
kführen.Sie besitzen deshalb ebenfalls ein orthonormales Basissystem von Eigenvektoren, dasSpektrum ist jedo
h rein imaginär.Vektor- und TensoroperatorenDie klassis
he Me
hanik eines Punktteil
hens im R
3 wird mit Hilfe von Skalaren, Vektorenund Tensoren formuliert. Diese Begri�e re�ektieren die Rotationsinvarianz der Systemeim physikalis
hen Ortsraum.Zur Erinnerung: Ein Skalar ist eine einkomponentige Gröÿe, die unter gewöhnli
henräumli
hen Drehungen im R

3 invariant ist. Ein Vektor ~a ist dagegen eine Gröÿe, deren dreiKomponenten (a1, a2, a3)
T si
h unter Drehungen R ∈ SO(3) gemäÿ

ai → a′i =

3X

j=1

Ri,j aj (2.40)
Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



40 Formalismustransformieren, wobei Ri,j eine 3× 3-Drehmatrix ist, also beispielsweise eine Rotation umdie z-A
hse
Ri,j =

0

@

cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1

1

A . (2.41)Anders ausgedrü
kt ist also ein Vektor eine Gröÿe, dessen drei Komponenten si
h unterDrehungen genau so verändern wie die eines Ortsvektor. Ein Tensor zweiter Stufe ist eineGröÿe mit zwei Indi
es Ti1,i2 , also gewissermaÿen eine 3×3-Matrix, deren 9 Komponentensi
h unter Drehungen gemäÿ
Ti1,i2 → T ′

i1,i2 =
3X

j1=1

3X

j2=1

Ri1,j1Ri2,j2 Tj1,j2 (2.42)Man sagt au
h, dass ein Tensor eine Gröÿe ist, die si
h in jedem Index wie ein Vektortransformiert. Dementspre
hend ist ein Tensor k-ter Stufe eine Gröÿe Ti1,i2,...,ik
mit 3kKomponenten, die si
h unter Drehungen gemäÿ

Ti1,i2,...,ik
→ T ′

i1,i2,...,ik
=
X

j1

X

j2

· · ·
X

jk

Ri1,j1Ri2,j2 · · ·Rik,jk
Tj1,j2,...,jk

(2.43)transformiert.Dieses Konzept wird nun auf Operatoren im Hilbertraum übertragen. Dabei muss mangenau zwis
hen dem physikalis
hen Ortsraum R
3, in dem Drehungen R statt�nden, unddem quantenme
hanis
hen Hilbertraum H, also dem linearen Vektorraum der quadratin-tegrablen Wellenfunktionen auf diesem Ortsraum unters
heiden. Die Räume sind ni
htunabhängig, denn eine Drehung im Ortsraum führt au
h zu einer Veränderung der Wel-lenfunktion und damit zu einer Änderung des Zustandsvektors im Hilbertraum.Ein skalarer Operator ist eine lineare AbbildungH → H, die unter räumli
hen Drehungenim R

3 invariant ist, deren Matrixelemente si
h also unter Rotationen ni
ht ändern. EinVektoroperator ~A ist eine lineare AbbildungH → R
3⊗H, die man si
h in der kartesis
henBasis des R

3 als einen 3-komponentigen Spaltenvektor vorstellen kann, dessen Einträgedrei unendli
hdimensionale Matrizen A1,A2,A3 sind:
~A =





A1

A2

A3



 . (2.44)Diese drei `Komponenten' müssen si
h bei Drehungen so transformieren wie ein gewöhn-li
her Ortsvektor, d.h.
Ai → A

′
i =

3∑

j=1

Ri,j Aj (2.45)Eine räumli
he Drehung mis
ht also die drei Operatoren auf genau die glei
he Weise,wie sie die Komponenten eines Ortsvektors miteinander mis
ht. Entspre
hend ist einTensoroperator k-ter Stufe eine lineare Abbildung H → R
3k⊗H, die si
h in jedem Indexwie ein Vektor transformiert:

Ti1,i2,...,ik → T
′
i1,i2,...,ik

=
∑

j1

∑

j2

· · ·
∑

jk

Ri1,j1Ri2,j2 · · ·Rik,jk Tj1,j2,...,jk (2.46)In der Praxis spielen vor allem Tensoroperatoren zweiter und man
hmal au
h dritterStufe eine Rolle. Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2.1 Zustände und Operatoren im Hilbertraum 41Beispiele von OperatorenEs gibt zahlrei
he lineare Operatoren auf dem Hilbertraum der quadratintegrablen Wel-lenfunktionen. Im Folgenden wollen wir einige wi
htige Beispiele diskutieren:a) Einheitsoperator: Der einfa
hste Operator ist der Einheitsoperator 1, also die iden-tis
he Abbildung 1|ψ〉 = |ψ〉, die in Matrixdarstellung einer Einheitsmatrix entspri
ht.Man
he Autoren benutzen au
h die Notation I oder E für den Einheitsoperator. DerEinheitsoperator hat die besondere Eigens
haft, dass er mit jedem anderen Operatorkommutiert.b) Diagonaler Operator: Als weiteres Beispiel betra
hten wir einen Operator F, dessenWirkungsweise darin besteht, eine Wellenfunktion φ(~x ) mit einer anderen Funktion f(x)zu multiplizieren:
F : |φ〉 → F|φ〉 : φ(~x ) → f(~x )φ(~x ) . (2.47)Man bea
hte, dass dieser Operator F immer linear ist, selbst dann, wenn f(~x ) eine ni
ht-lineare Funktion von ~x sein sollte. Auÿerdem handelt si
h um einen in der Ortsraum-darstellung diagonalen Operator , da nur Funktionswerte am glei
hen Ort ~x miteinandermultipliziert werden. Stellt man si
h für in einer Dimension diskretisierte Koordinaten

xj den Operator F als Matrix vor, so hätte dieser tatsä
hli
h eine diagonale Gestalt:
F =











. . .
f(x−1)

f(x0)
f(x1)

f(x2)
. . .











(2.48)Bea
hten Sie, dass der Begri� `diagonal' von der gewählten Basis abhängt. In einer ge-gebenen Basis kommutieren alle diagonalen Operatoren miteinander, während sie mitni
htdiagonalen Operatoren im Allgemeinen ni
ht kommutieren. Diagonale Operatorensind genau dann hermites
h, wenn die Funktion f(x), also die Matrixelemente entlang derDiagonalen, reell sind. Für f(~x ) ≡ 1 erhält man als Spezialfall die identis
he Abbildung,also den Einheitsoperator 1.
) Ortsoperator: Der in der Quantentheorie von Wellenfunktionen häu�g verwendeteOrtsoperator ist ein Vektoroperator
~X : |φ〉 → ~X|φ〉 : φ(~x ) → ~x φ(~x ) . (2.49)dessen drei Komponenten aus den Operatoren X1,X2,X3 bestehen, die in der Ortsraum-basis diagonal sind und deshalb miteinander kommutieren7, d.h. [Xj ,Xk] = 0. Dass si
hdie drei Komponenten unter Drehungen wie ein klassis
her Ortsvektor transformieren,ergibt si
h unmittelbar aus der De�nition. Da ~x ∈ R

3 reell ist, ist ~X ein hermites
herVektoroperator.7Die ni
htkommutative Geometrie, eine aktuelle theoretis
he Fors
hungsri
htung, gibt diese Annahmeauf und geht davon aus, dass die drei Komponenten des Ortsoperators ni
ht miteinander vertaus
hen.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



42 Formalismusd) Gradient: Ein weiterer wi
htiger linearer Operator in der Quantentheorie ist derGradient
∇x : |φ〉 → ∇x|φ〉 : φ(~x ) → ∇x φ(~x ) . (2.50)Wie der Ortsvektor, so ist au
h der Gradient ∇x = ( ∂

∂x1
, ∂
∂x2

, ∂
∂x3

) ein Vektoroperator, dasi
h seine Komponenten unter Drehungen wie ein Vektor transformieren.In einer Dimension ist es hilfrei
h, si
h den Ableitungsoperator d
dx in einer diskretisiertenDarstellung als Grenzfall des symmetriesierten Di�erenzenquotienten vorzustellen:

d

dx
f(x) = lim

∆x→0

f(x+ ∆x) − f(x− ∆x)

2∆x
(2.51)und damit eine Matrixdarstellung des Ableitungsoperators

d

dx
≃ 1

2∆x











. . . . . . . . .
−1 0 1

−1 0 1
−1 0 1

−1 0 1
. . . . . . . . .











(2.52)vor Augen zu haben. Ein Ableitungsoperator entspri
ht also einer tridiagonalen Matrix.Diese Matrix ist reell und antisymmetris
h, der Gradient ist also ein antihermites
herOperator, d.h. es gilt ∇x† = −∇x.In der Quantentheorie begegnet uns der Gradient in Form des Impulsoperators
P = −i~∇x. (2.53)Der Vorfaktor i bewirkt, dass P ein hermites
her Vektoroperator ist.e) Lapla
eoperator: Bildet man das gewöhnli
he R

3-Skalarprodukt des Gradienten mitsi
h selbst, so erhält man einen skalaren Operator, den sogenannten Lapla
e-Operator
∇x2 = ∇x ·∇x. Der Lapla
ian kann in einer Dimension als Grenzwert des Di�erenzenquo-tienten

d2

dx2
f(x) = lim

∆x→0

f(x+ ∆x) − 2f(x) + f(x− ∆x)

2 (∆x)2
(2.54)dargestellt werden und entspri
ht damit ans
hauli
h einer tridiagonalen Matrix der Form

d2

dx2
≃ 1

2 (∆x)2











. . . . . . . . .
1 −2 1

1 −2 1
1 −2 1

1 −2 1
. . . . . . . . .











. (2.55)Der Lapla
eoperator ist ein hermites
her Operator und ist in der ni
htrelativists
henQuantentheorie Bestandteil des Hamiltonoperators eines Massepunktes in einem Poten-tial:
H = − ~

2

2m
∇x2 + V (x) (2.56)
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2.1 Zustände und Operatoren im Hilbertraum 43DyadenEine besondere Klasse von Operatoren sind die Dyaden. In der Dira
-Notation sehen sieaus wie ein `Antisandwi
h' aus ket- und bra-Vektor:
A = |ψ〉〈φ| . (2.57)O�enbar ist das so de�nierte Objekt ein linearer Operator H → H. Wegen A

† = |φ〉〈ψ|ist er nur dann hermites
h, wenn |ψ〉 und |φ〉 kollinear sind.In einer orthonormierten Basis {|ei〉} kann die zu A gehörende Matrix Aij = 〈ei|ψ〉〈φ|ej〉na
h der Regel `jeder mit jedem' komponentenweise gebildet werden:






ψ1

ψ2

ψ3

. . .







(
φ∗1 φ∗2 φ∗3 . . .

)

=







ψ1φ
∗
1 ψ1φ

∗
2 ψ1φ

∗
3 . . .

ψ2φ
∗
1 ψ2φ

∗
2 ψ2φ

∗
3 . . .

ψ3φ
∗
1 ψ3φ

∗
2 ψ3φ

∗
3 . . .

. . . . . . . . . . . .






. (2.58)Man sieht bereits, dass Dyaden eine spezielle Teilmenge von Operatoren bilden, dennsie haben in einem d-dimensionalen Hilbertraum 2d Freiheitsgrade (nämli
h die Kompo-nenten der beiden Vektoren), während allgemeine Operatoren dargestellt als Matrizen d2Freiheitsgrade besitzen.Bei Dyaden sind drei Fälle zu unters
heiden:1. Wenn beide Vektoren glei
h sind, dann ist |ψ〉〈ψ| ein Vielfa
hes eines Projektions-operators (siehe folgender Abs
hnitt).2. Wenn beide Vektoren orthgonal sind, also beispielsweise A = |e1〉〈e2|, so ist Ani
ht diagonalisierbar.3. In allen anderen Fällen ist eine Dyade |ψ〉〈φ| diagonalisierbar. Nur einer ihrer Eigen-vektoren hat einen Eigenwert vers
hieden von Null, nämli
h |ψ〉 mit dem Eigenwert

〈φ|ψ〉. Der Eigenwert Null ist dagegen d− 1-fa
h entartet.Projektoren und TeilräumeEin Operator mit der Eigens
haft
P

2 = P (2.59)heisst Projektionsoperator oder au
h idempotenter Operator. Man kann si
h lei
ht über-legen, dass die Eigenwerte eines Projektionsoperators die Glei
hung λ2 = λ erfüllenmüssen, so dass das Spektrum nur aus Einsen und Nullen bestehen kann. Ein Projekti-onsoperator projeziert auf einen Teilraum des Hilbertraums, der von den Eigenvektorenmit Eigenwert 1 aufgespannt wird. Bei wiederholter Anwendung des Projektionsoperatorswird dieser Untervektorraum wieder auf si
h selbst abgebildet.In der Quantentheorie spielen vor allem hermites
he Projektionsoperatoren eine wi
htigeRolle, also sol
he, für die zusätzli
h P = P
† gilt. Diese werden wegen ihrer orthogona-len Eigenvektoren au
h als orthogonale Projektionsoperatoren oder kurz als Projektorenbezei
hnet. Im Folgenden wird daher immer vorausgesetzt, dass Projektionsoperatorenhermites
h sind. Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



44 FormalismusBeispiel: Im R
2 sind die Operatoren

P1 =

„
1 1
0 0

«

, P2 =

„
1 0
0 0

«beide Projektionsoperatoren auf die x-A
hse, jedo
h ist P1 ni
ht hermites
h.Zwei Projektionsoperatoren P1 und P2 heissen orthogonal aufeinander , wenn P1P2 = 0ist. Die Summe orthogonaler Projektionsoperatoren ist wiederum ein Projektionsopera-tor, der auf den Aufspann der jeweiligen Teilräume projeziert. Eine Menge {Pi} vonorthogonalen Projektionsoperatoren heisst vollständig , wenn
∑

i

Pi = 1 (2.60)Beispiel: In der Standardbasis des R
3 bilden die drei Operatoren

Px = |e1〉〈e1| =

0

@

1
0

0

1

A , Py = |e1〉〈e1| =

0

@

0
1

0

1

A , Pz = |e1〉〈e1| =

0

@

0
0

1

1

A ,einen vollständigen Satz orthogonaler Projektionoperatoren, die auf die A
hsen des Koor-dinatensystems projezieren. Die Pxy = Px +Py ist wiederum ein Projektionsoperator, derin die xy-Ebene projeziert (und ni
ht etwa nur auf die beiden A
hsen).Eine Dyade aus zwei glei
hen normierten Vektoren |ψ〉〈ψ| ist ein Projektor, der aufeinen eindimensionalen Teilraum projeziert, nämli
h auf den Vektor |ψ〉. Man kann jedenProjektor als Summe sol
her Dyaden aus orthonormierten Basisvektoren seines Teilraumsdarstellen.Spektralzerlegung hermites
her OperatorenWir haben bereits gesehen, dass man für einen hermites
hen Operator A mit Spektrum
{λi} immer ein vollständiges orthonormiertens System von Eigenvektoren {|φi〉} kon-struieren kann. Jeder Vektor |ψ〉, auf den ein sol
her Operator A angewandt wird, kannalso na
h diesen Eigenvektoren zerlegt werden:

|ψ〉 =
∑

i

ci|φi〉 . (2.61)Indem man von links einen bra-Eigenvektor 〈φj | anwendet, erhält man die Entwi
klungs-koe�zienten ci = 〈φi|ψ〉. Daraus folgt
A|ψ〉 =

∑

i

〈φi|ψ〉A|φi〉 =
∑

i

〈φi|ψ〉λi|φi〉 =
∑

i

λi|φi〉〈φi|
︸ ︷︷ ︸

=A

|ψ〉 (2.62)so dass man zur sogenannten Spektralzerlegung
A =

∑

i

λi |φi〉〈φi| (2.63)gelangt. Ein hermites
her Operator lässt si
h also immer darstellen als eine mit denEigenwerten gewi
htete Summe von Projektionsoperatoren auf die Eigenwerte. DieseProjektionsoperatoren haben die Form symmetris
her Dyaden, die aus dem normiertenEigenvektor gebildet werden.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2.1 Zustände und Operatoren im Hilbertraum 45Funktionen von OperatorenEine skalare Funktion f : C → C : x → f(x) kann benutzt werden, um Operatorenabzubilden. Die in diesem Zusammenhang am häu�gsten verwendete Funktion ist dieExponentialfunktion, die dann als Matrixexponentialfunktion bezei
hnet wird.Für die Anwendung von Funktionen auf Operatoren gibt es unters
hiedli
he Herange-hensweisen. Handelt es si
h bei der Funktion beispielsweise um ein Polynom f(x) =
∑n

k=0 ck x
k, dann kann man die Variable x dur
h den Operator A ersetzen und erhältden wohlde�nierten Ausdru
k

f(A) =

n∑

k=0

ck A
k , (2.64)denn die Potenzen von A können dur
h Matrixmultiplikation bestimmt werden. Ein ähn-li
hes Vorgehen bietet si
h bei Funktionen an, die in eine Taylorreihe f(x) =

∑∞
k=0 ck x

kentwi
kelt werden können. Dabei müssen jedo
h beliebig hohe Potenzen von A gebildetwerden, so dass die Konvergenz einer sol
hen Reihe sorgfältig untersu
ht werden muss.Bemerkung: Taylorreihen sind besonders dann nützli
h, wenn algebrais
he Relationenbekannt sind, die das Bere
hnen hoher Potenzen darstellungsfrei ermögli
hen. Als Beispielbere
hnen wir die Exponentialfunktion exp(P) eines Projektionsoperators P. Die algebrai-s
he Relation P 2 = P reduziert alle Potenzen mit Ausnahme der nullten Ordnung auf P,d.h.
exp(P) =

∞X

k=0

Pk

k!
= 1 +

∞X

k=1

P

k!
= 1 + (e− 1)P .Die alternative und ans
hauli
here Herangehensweise besteht darin, das Problem in derBasis der Eigenvektoren von A darzustellen. In dieser Basis entspri
ht der Operator Aeiner diagonalen Matrix, so dass f nur auf jeden der Diagonaleinträge separat angewendetwerden muss. Da auf der Diagonalen die Eigenwerte stehen, bedeutet dies, dass dieAnwendung einer Funktion auf einen Operator dessen Eigenwerte dur
h λi → f(λi)verändert, dass jedo
h die Eigenvektoren unverändert bleiben. Für die zuvor diskutierteSpektralzerlegung bedeutet dies, dass

A =
∑

i

λi |φi〉〈φi| ⇒ f(A) =
∑

i

f(λi) |φi〉〈φi| (2.65)Man kann also f(A) bilden, indem man von der gegebenen Basis zunä
hst in die Ei-genbasis des Operators A transformiert, dort die Eigenwerte λi dur
h f(λi) ersetzt unds
hlieÿli
h von der Eigenbasis in die ursprüngli
he Basis zurü
ktransformiert.Beispiel: Was ist f(−i d
dx

)? Gar ni
ht so lei
ht zu beantworten, weil unendli
h hohe Po-tenzen des Ableitungsoperators in der Taylorreihe von f vorkommen können. Do
h die`Eigenvektoren' des Ableitungsoperators sind Wellen eikx mit Eigenwerten k. Deshalb ist
f
“

−i d

dx

”

eikx = f(k)eikx . (2.66)Ist ψ̃(k) die Fourier-Transformierte einer Funktion ψ(x), läuft also die Bere
hnung vonHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



46 Formalismus
f(−i d

dx
)ψ(x) auf folgendes Integral hinaus:

ψ(x) =
1√
2π

Z ∞

−∞
dkeikxψ̃(k)

⇒ f
“

−i d

dx

”

ψ(x) =
1√
2π

Z ∞

−∞
dkeikx f(k) ψ̃(k) (2.67)

=
1

2π

Z ∞

−∞
dk

Z ∞

−∞
dx′ f(k)e−ikx′

ψ(x′) .Unitäre TransformationenEine lineare Abbildung U, unter der das Skalarprodukt invariant ist, heisst unitär . An-s
hauli
h sind sol
he Abbildungen im Hilbertraum winkeltreu, also verglei
hbar mit denDrehungen im R
3. Trotzdem sind sie ni
ht mit e
hten räumli
hen Drehungen zu verwe
h-seln.Aus der Invarianz des Skalarprodukts folgt
〈φ|ψ〉 = I

(

|φ〉, |ψ〉
)

= I
(

U|φ〉,U|ψ〉
)

= 〈φ|U†U|ψ〉 . (2.68)Da dies für alle 〈φ|, |ψ〉 erfüllt ist, muss gelten:
U
†
U = 1 , (2.69)d.h. U

† ist das Inverse von U. Unitäre Operatoren sind also immer invertierbar und esist besonders einfa
h, die inverse Abbildung zu bestimmen. Wendet man auf Gl. (2.69)von links den Operator U und von re
hts den Operator U
−1 an, folgt daraus

UU
† = 1 . (2.70)Man bea
hte, dass diese Beziehung ni
ht dur
h einfa
he Konjugation aus Gl (2.69) her-vorgeht.Da det(U) det(U†) = |det(U)|2 = 1 ist, folgert man sofort, dass

detU = eiφ (2.71)ist. Eine unitäre Abbildung ist also volumenerhaltend, es kann aber zu einer Drehungder komplexen Phase kommen, do
h sol
he Phasendrehungen sind grundsätzli
h ni
htmessbar.Da das Skalarprodukt invariant ist, erhält eine unitäre Transformation au
h die Normeines Vektors. Die Vektoren |ψ〉 und U|ψ〉 haben also die glei
he Länge. Daraus ergibtsi
h sofort, dass für Eigenwerte λ der Eigenwertglei
hung U|ψ〉 = λ|ψ〉 die Beziehung
λλ∗ = 1 gilt, dass also die Eigenwerte einer unitären Abbildung komplexe Zahlen aufdem Einheitskreis sind.Ein Produkt zweier unitärer Operatoren U1U2 ist wiederum ein unitärer Operator, da
(U1U2)

†
U1U2 = U2

†
U1
†
U1U2 = 1 ist. Dagegen ist die Summe zweier unitärer Opera-toren im Allgemeinen ni
ht unitär.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2.1 Zustände und Operatoren im Hilbertraum 47Exponentialfunktion und GeneratorenUnitäre Operatoren werden von hermites
hen Operatoren mit Hilfe der Exponentialfunk-tion erzeugt. Sei dazu A = A
† ein hermites
her Operator und

Uα := eiαA (2.72)ein Operator mit einem reellen Parameter α ∈ R, den man si
h als Drehwinkel vorstellenkann. Dabei ist die Exponentialfunktion als Abbildung von der Menge aller Operatorenauf si
h selbst zu verstehen, die entweder dur
h die Taylorreihe
eiαA =

∞∑

n=0

(iαA)n

n!
(2.73)oder dur
h den Grenzprozess

eiαA = lim
m→∞

(

1 +
iαA

m

)m (2.74)de�niert ist. Dabei wird die Konvention A
0 = 1 verwendet. Alternativ kann man, wiebereits zuvor diskutiert, den Operator in der Basis seiner Eigenvektoren darstellen unddie diagonalen Matrixelemente einzeln mit der Exponentialfunktion abbilden.Da A = A

† ist, gilt
Uα
† =

(

eiαA
)†

=
(

e−iαA
†
)

=
(

e−iαA
)

= U
−1
α , (2.75)d.h. Uα is unitär.Im Limes kleiner `Winkel' α→ 0 kann die Taylorreihe der Exponentialfunktion in ersterOrdnung dur
h

Uα ≈ 1 + iαA + O(α2) (2.76)genähert werden. Der hermites
he Operator A erweist si
h dabei als in�nitesimaler Ge-nerator einer unitären Transformation.8Unitäre Transformationen, die von einem hermites
hen Generator mit Hilfe der Expo-nentialfunktion erzeugt werden, erfüllen die Di�erentialglei
hung
d

dα
Uα = iAUα . (2.77)Ein Zustand |ψα〉 := Uα|ψ0〉, der aus |ψ0〉 dur
h eine sol
he unitäre Transformationhervorgeht, erfüllt seinerseits die Di�erentialglei
hung

d

dα
|ψα〉 = iA|ψα〉 . (2.78)Die S
hrödingerglei
hung hat (bis auf ein Vorzei
hen) genau diese Struktur. Wie wir sehenwerden, ist die Zeitentwi
klung in der Quantentheorie eine unitäre Transformation, dievom Energieoperator, dem Hamiltonoperator H, erzeugt wird.8Es sollte darauf hingewiesen werden, dass das Weglassen höherer Ordnungen bei kleinem jedo
h end-li
hem α die Unitarität verletzt, da (1 + iαA)(1 − iαA†) 6= 1 ist. Dieses Problem kann z.B. innumeris
hen Iterationsverfahren zu Instabilitäten führen.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



48 FormalismusBasistransformationenSpurDie Spur eines Operators ist bekanntli
h die Summe über die Diagonalelemente derMatrix, d.h. in einer orthonormierten Basis {|ei〉} gilt
Tr(A) =

∑

i

〈ei|A|ei〉 =
∑

i

Aii (2.79)Die Spur ist eine lineare Abbildung vom Raum der Operatoren H → H na
h C:
Tr(αA + βB) = αTr(A) + βTr(B) (2.80)Angewandt auf ein Produkt von Matrizen besteht die Wirkungsweise der Spur ans
hau-li
h darin, das Matrixprodukt zyklis
h zu s
hlieÿen, also ein `kreisförmiges' Produkt zubilden.

Tr(ABCDE) =
∑

ijklm

AijBjkCklDlmEmi, (2.81)weshalb die Spur invariant unter zyklis
hen Permutationen der Faktoren ist:
Tr(ABCD) = Tr(DABC) = Tr(CDAB) = Tr(BCDA). (2.82)Insbesondere wird au
h eine Dyade dur
h die Spur zyklis
h zusammengeklebt und wirddamit zu einem Skalarprodukt:

Tr(|ψ〉〈φ|) = 〈φ|ψ〉. (2.83)Aus der zyklis
hen Vertaus
hbarkeit eines Produktes im Argument der Spur folgt sofort,dass die Spur invariant unter Ähnli
hkeitstransformationen ist:
Tr(SAS

−1) = Tr(S−1
SA) = Tr(A) (2.84)Die Spur bildet also einen Operator auf ein Skalar ab, ist also unabhängig von der Wahlder Basis. Insbesondere ist die Spur einer hermites
hen Matrix stets die Summe derEigenwerte

A = A
† ⇒ Tr(A) =

∑

i

λi (2.85)Bildet man das Adjungierte der Spur, so wird sie wie alle anderen Skalare au
h komplexkonjugiert:
Tr(A†) = Tr(A)∗ (2.86)Interessant ist das Zusammenspiel von Spur und Exponentialabbildung. Für hermites
heOperatoren gilt nämli
h
det(eA) = eTrA (2.87)denn in der Eigenbasis des Operators ist die linke Seite das Produkt von eλi .Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2.1 Zustände und Operatoren im Hilbertraum 49Die Gruppen U(n) und SU(n)Da das Produkt unitärer Operatoren wiederum unitär ist, bilden die unitären Transfor-mationen eine Gruppe bezügli
h der Hintereinanderausführung. Diese Gruppe wird mitder S
hreibweise U(n) bezei
hnet, wobei n die Dimension des betra
hteten Vektorraums
C
n ist, auf dem diese Transformationen wirken. Die Gruppe U(n) umfasst alle unitärenTransformationen in n Dimensionen, während die spezielle unitäre Gruppe SU(n) si
hauf die unitären Transformationen mit Determinante +1 bes
hränkt, also eine Unter-gruppe von U(n) ist. Man kann zeigen (hier ohne Beweis), dass si
h jedes U ∈ U(n) alsExponentialfunktion U = exp(iA) eines hermites
hen Operators A darstellen lässt.
• U(1): Für n = 1 ist der Hilbertraum eindimensional, also darstellbar als einekomplexe Ebene. Die Transformationsmatrix U ist hier ein Skalar U mit UU∗ = 1,also ist U = e−iα eine Zahl auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene. DieGruppe U(1) bes
hreibt damit Phasendrehungen in der komplexen Ebene und wirderzeugt dur
h einen einzigen Generator, nämli
h 1.
• U(2): Diese Gruppe umfasst alle unitären Transformationen auf C

2. Die Trans-formationsmatrix U ist hier eine 2×2-Matrix, wel
he die Bedingung UU
† = 1erfüllt. Da die Matrix stets als U = exp(iA) darstellbar ist, wobei A hermites
hist, hat diese Gruppe vier Generatoren 1, σ1, σ2, σ3. Diese Generatoren erfüllen diealgebrais
hen Beziehungen

σjσk = δjk1 + i ǫjkl σl , (2.88)deren bekannteste Darstellung die Pauli- sind:
σ1 =

(
0 1
1 0

)

, σ2 =

(
0 −i
i 0

)

, σ3 =

(
1 0
0 −1

)

. (2.89)Mit den Pauli-Matrizen lässt si
h ein Gruppenelement der U(2) s
hreiben als
U = exp

(

iγ1 + iα1σ1 + iα2σ2 + iα3σ3

) (2.90)mit reellen Parametern γ, α1, α2, α3. Eine andere etwas einfa
here Parametrisierungder Gruppenelemente von U(2) in Matrixform ist
U = eiγ

(
a b

−b∗ a∗

) (2.91)wobei γ ∈ R ist während a und b zwei komplexe Parameter sind, die dur
h dieBedingung |a|2 + |b|2 = 1 einges
hränkt sind. Diese Parameter werden als Caley-Klein-Parameter bezei
hnet. Eine weitere Mögli
hkeit, auf die hier ni
ht eingegan-gen werden soll, ist die Parametrisierung dur
h Eulers
he Winkel.Ähnli
h wie bei Drehungen im R
3 sind die Gruppenelemente ni
ht kommutativ,d.h. die U(2) ist im Gegensatz zur U(1) eine ni
htabels
he Gruppe.

• SU(2): Die SU(2), die spezielle unitäre Gruppe in zwei komplexen Dimensionen, isteine Untergruppe der U(2), die alle unitären Abbildungen mit det(U) = 1 umfasst.Die Spur der Generatoren muss deshalb glei
h Null sein, also besitzt die SU(2) nurdie drei spurlosen Generatoren σ1, σ2, σ3, jedo
h ni
ht den Phasendrehungsgenera-tor 1. Die SU(2) wird uns im Zusammenhang mit dem Spin von Fermionen wiederbegegnen. Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



50 Formalismus
• SU(3): Die Gruppe SU(3) kann analog konstruiert werden. Sie besitzt 8 spurloseGeneratoren Λj , deren Standarddarstellung als Gell-Mann-Matrizen bekannt ist.Bemerkung: Diese drei Gruppen spielen au
h eine fundamentale Rolle in der Elementar-teil
henphysik. Die U(1) ist die Symmetriegruppe der Elektrodynamik, ihr Generator istdas Photon. Die SU(2) ist die Symmetriegruppe des s
hwa
hen Isospin, ihre Generatoren� die drei Paulimatrizen � repräsentieren die Bosonen W± und Z0. Die SU(3) s
hlieÿ-li
h ist die Symmetriegruppe der Quanten
hromodynamik und ihre a
ht Generatoren λientspre
hen den Gluonen, die die starke We
hselwirkung vermitteln.OperatoralgebrenPhysiker verstehen unter einer Algebra in etwa folgendes: Gegeben sei eine Menge von`Bu
hstaben' {A,B,C, ...}, also ein Alphabet, das endli
h oder unendli
h sein kann. Ausdiesen Bu
hstaben lassen si
h `Wörter' bilden, z.B.

1, A,B,AA,AB,BA,BB,AAA,AAB,ABA,ABB, . . . ,wobei die Identität 1 für ein leeres Wort steht. Ferner wird angenommen, dass die Wörterlinear kombiniert werden können, also z.B. αAB+βBA, wobei die Koe�zienten aus einemSkalarkörper (meistens C) kommen.Neben der Vereinbarung eines Alphabets gehört zu einer Algebra ein Satz von Glei
hun-gen, der den Raum der Wörter eins
hränkt.Beispiel: Gegeben sei die Algebra mit zwei Bu
hstaben A,B und den Relationen A3 =

A,B2 = 1, AB = BA. Wegen AB = BA kann jedes Wort so umsortiert werden, dass esdie Form AkBℓ annimmt. Die Relation A3 = A führt auf k ≤ 2 und B2 = 1 auf ℓ ≤ 1. DerWortraum dieser Algebra wird also aufgespannt von {1, A,B,A2, AB,A2B}.In der Quantentheorie sind die Bu
hstaben Operatoren und die Wörter Produkte vonOperatoren, während die eins
hränkenden Relationen in vielen Fällen die Vertaus
hungs-regeln der Operatoren sind. Die verbleibenden Wörter können als Basiswörter eines li-nearen Raums aufgefasst werden. Wie wir anhand von Beispielen später sehen werden,wird es dadur
h mögli
h, darstellungsfrei zu re
hnen, also unabhänig vom gewähltenKoordinatensystem.2.2 Messungen, Observable und Uns
härfe2.2.1 ObservablePostulate der QuantentheorieMit dem nun zu Verfügung stehenden Formalismus können die Postulate der Quanten-theorie folgendermassen formuliert werden:
• Zustand: Der Zustand eines maximal präparierten physikalis
hen Systems wirddur
h einen Vektor |ψ〉 eines Hilbertraums H 
harakterisiert. Die Länge und dieHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2.2 Messungen, Observable und Uns
härfe 51
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Lichtquelle Polarisator Plättchen
λ/2−

ZählerPhotomultiplierPolarisator

|ψ〉 | l〉〈l | U = eiαG | ↔〉〈↔ | λP2 = 0, 1Abbildung 2.2: S
hematis
he Realisierung und die entspre
hende quantentheoretis
he Bes
hreibungeines Polarisationsexperiments mit Photonen (siehe Text).absolute Phase der Zustandsvektoren ist ni
ht festgelegt. Um eine Wahrs
heinli
h-keitsinterpretation zu ermögli
hen, werden sie jedo
h so normiert, dass 〈ψ|ψ〉 = 1ist.
• Zeitentwi
klung: Sofern keine Messung statt�ndet, entwi
keln si
h Zustandsvek-toren zeitli
h auf deterministis
he Weise dur
h eine vom Hamiltonoperator erzeugteunitäre Transformation, die in di�erentieller Form dur
h die (zeitabhängige) S
hrö-dingerglei
hung gegeben sind.
• Messgröÿen: Die messbaren Gröÿen werden dur
h hermites
he Operatoren A(sogenannte Observablen) bes
hrieben, wobei die mögli
hen Messergebnisse derenEigenwerte λi sind.
• Messprozess: Bei einer Messung wird der Eigenwert λi mit der Wahrs
heinli
hkeit

|〈φi|ψ〉|2 gemessen, wobei |φi〉 der entspre
hende normierte Eigenvektor von A ist.Der statistis
he Mittelwert (Erwartungswert) ist dur
h 〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉 gegeben.
• Zustandsreduktion: Sofern si
h das System ni
ht bereits in einem Eigenzustandvon A befand, wird es dur
h die Messung beein�usst und be�ndet si
h unmittelbardana
h im Eigenzustand |φi〉, der zu dem gemessenen Eigenwert gehört.Experimentelle UmsetzungQuantenme
hanis
he E�ekte lassen si
h im Experiment besonders einfa
h an Photonendemonstrieren. Dabei ignoriert man alle Freiheitsgrade des Photons bis auf seine Pola-risierungsri
htung und seine Phasenlage. Beide Gröÿen werden dur
h einen zweidimen-sionalen komplexen Vektor senkre
ht zur Ausbreitungsri
htung 
harakterisiert, der alsLinearkombination zweier Basisvektoren, z.B. | l〉 für vertikale und | ↔〉 für horizontalePolarisierung, dargestellt werden kann.In Abb. 2.2 ist ein Beispiel eines sol
hen Experiments gezeigt. Eine Li
htquelle mit ex-trem geringer Intensität produziert einzelne Photonen unters
hiedli
her Polarisierungs-ri
htung. Ein handelsübli
her Polaroid�lter lässt die Hälfte der Photonen dur
h; diesesind dann vertikal polarisiert. Damit be�ndet si
h das Photon im Zustand | l〉, womitdie Präparation des Zustands beendet ist.Dana
h passiert das Photon ein einstellbares λ/2-Plätt
hen, mit dem die Polarisations-ebene des Photons um einen beliebigen Winkel α gedreht werden kann. Diese Anordnungentspri
ht im quantentheoretis
hen Formalismus einer unitären Transformation U er-zeugt dur
h einen hermites
hen Opeartor G, die in der Basis {| l〉, | ↔〉} dur
h folgendeHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



52 FormalismusMatrix darstellt werden:
G =

(
0 i
−i 0

)

, U = eiαG =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)

. (2.92)Damit be�ndet si
h das Photon im Zustand U | l〉 = cosα| l〉 + sinα| ↔〉. S
hlieÿli
hgelangt es zu einem zweiten Polaroid�lter, der horizontal ausgeri
htet ist, und einemna
hfolgenden Photomultiplier. In diesem Photomultiplier wird dann entweder eine elek-tronis
he Kaskade ausgelöst oder ni
ht, die makroskopis
h si
htbare Antwort ist also 1für ein detektiertes Photon und 0 für ein ni
ht detektiertes Photon. Der zweite Polaro-id�lter und der Photomultiplier werden als Messgerät dur
h den Projektionsoperator
P = | ↔〉〈↔ | repräsentiert.Die Quantentheorie erlaubt es nun, die Wahrs
heinli
hkeit p1 für eine Antwort `1' zubere
hnen:

p1 = 〈l |U†PU| l〉 = 〈l |U†| ↔〉〈↔ |U| l〉 = |〈↔ |U| l〉|2 = sin2 α. (2.93)Dieses Ergebnis stimmt mit den Resultaten der gewöhnli
hen Wellenoptik überein.Glei
hzeitig messbare ObservablenIn der klassis
hen Physik ist ein idealer Messprozess dadur
h 
harakterisiert, dass er dasphysikalis
he System ni
ht beein�usst. In der Quantenphysik dagegen sind zwei Fälle zuunters
heiden:
• Wenn si
h das System bereits in einem Eigenzustand des Messgeräts be�ndet, wirdder entspre
hende Eigenwert ausgegeben ohne das System zu beein�ussen. Ähnli
hwie in der klassis
hen Physik liegt in diesem Fall das Messergebnis bereits vorherfest.
• Im allgemeinen Fall wird si
h das System vor der Messung no
h ni
ht in einemEigenzustand be�nden. In diesem Fall projeziert das Messgerät den Zustand |ψ〉des Systems probabilistis
h auf einen seiner Eigenzustände |φi〉 und gibt den da-zugehörigen Eigenwert λi als Messwert aus. Dana
h be�ndet si
h das System indiesem Eigenzustand, so dass wiederholte Messung immer wieder das glei
he Er-gebnis liefert.Wir betra
hten nun zwei vers
hiedene Messungen, repräsentiert dur
h zwei vers
hiedeneOperatoren A und B, und stellen die Frage, wann diese glei
hzeitig messbar sind, si
h alsogegenseitig ni
ht stören. Dies bedeutet, dass na
h Messung von A und B beide Messungenin beliebiger Reihenfolge wiederholt werden können und dabei immer wieder das jeweilsglei
he Ergebnis angezeigt wird. O�enbar ist dies nur mögli
h, wenn bei Observablengemeinsame Eigenzustände haben, also gemeinsam diagonalisierbar sind. Das ist genaudann der Fall, wenn beide Operatoren miteinander kommutieren:

[A,B] = AB − BA = 0 . (2.94)Messungen vertaus
hbarer Observablen stören si
h also gegenseitig ni
ht.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2.2 Messungen, Observable und Uns
härfe 53Beweis: Wir betra
hten zunä
hst den Fall, dass das Spektrum von A ni
ht entartet ist.Sei |a〉 ein Eigenvektor von A mit A|a〉 = λaA. Wegen der Vertaus
hbarkeit von A und Bgilt:
AB|a〉 = BA|a〉 = λaB|a〉 , (2.95)also muss B|a〉 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λa sein. Dieser muss von |a〉 linearabhängig sein, also gilt B|a〉 = λb|a〉, wobei λb der Messwert der Observable B ist.Häu�g hat man es mit Observablen zu tun, die redundant sind in dem Sinne, dass ihreSpektren entartet sind. Ist z.B. der Eigenwert λa n-fa
h entartet, so konstruiert man indem von den Eigenvektoren aufgespannten n-dimensionalen Eigenraum eine orthogonaleBasis aus Vektoren, die sowohl für A als au
h für B Eigenvektoren sind.Beispiel: Gegeben seien die beiden hermites
hen Matrizen

A =

0

@

3 1 0
1 3 0
0 0 4

1

A , B =

0

@

4 2 0
2 4 0
0 0 4

1

A . (2.96)Man kann lei
ht überprüfen, dass diese Matrizen kommutieren, d.h. [A,B] = 0. Das Spek-trum von A ist {2, 4, 4}. Der zweifa
h entartete Eigenwert entspri
ht einem zweidimen-sionalen Eigenraum, der von den Vektoren (1, 1, 1)T und (0, 0, 1)T aufgespannt wird. DasSpektrum von B ist ni
ht entartet und besitzt zwei orthogonale Eigenvektoren ( 1√
2
, 1√

2
, 0)Tund (0, 0, 1)T , die glei
hzeitig Elemente des zweidimensionalen Eigenraums von A sind.Man sagt, dass dur
h B die Entartung von A aufgehoben wird.Entartungen einer Observable A können also dadur
h aufgehoben werden, dass man eineweitere Observable B hinzunimmt, die mit A kommutiert. Ist das gemeinsame Basis-system von A und B dann immer no
h entartet, nimmt man eine weitere Observable

C hinzu, die sowohl mit A als au
h mit B kommutiert. Diesen Vorgang setzt man solange fort, bis alle Entartungen aufgehoben sind. Man erhält auf diese Weise einen ma-ximalen Satz kommutierender Observabler, mit dem man die maximale Information überdas System erhält. Die Eigenwerte werden dabei au
h oft als sogenannte Quantenzahlenbezei
hnet.Eine glei
hzeitige Messung sol
h eines maximalen Satzes kommutierender Observablerkann au
h dazu benutzt werden, um ein System maximal zu präparieren. Na
h der Mes-sung be�ndet es si
h nämli
h in einem reinen Zustand mit bekannten Quantenzahlen,der dur
h einen wohlde�nierten Vektor |ψ〉 im Hilbertraum repräsentiert wird.Uns
härfeWenn zwei Observable A und B ni
ht kommutieren, liefert bei unmittelbar aufeinander-folgender Messung mindestens eines der beiden Messgeräte sto
hastis
h verteilte Mess-werte. Diese Uns
härfe ∆A und ∆B der Messergebnisse hängt vom Zustand |ψ〉 ab.Die Uns
härfe einer Observable ist de�niert als die Streuung der Messergebnisse um denErwartungswert
∆A =

√

〈(A − 〈A〉)2〉 . (2.97)Mit der S
hreibweise Ã = A− 〈A〉 ist also
∆A2 = 〈Ã2〉. (2.98)Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



54 FormalismusAusgangspunkt für eine Abs
hätzung des Produkts beider Uns
härfen ∆A∆B ist dieCau
hy-S
hwarzs
he Unglei
hung9
(∆A∆B)2 = 〈Ã2〉〈B̃2〉 ≥ |〈ÃB̃〉|2. (2.99)Das Produkt ÃB̃ wird zerlegt als

ÃB̃ =
1

2
(ÃB̃ + B̃Ã)
︸ ︷︷ ︸

C1

+
1

2
(ÃB̃− B̃Ã)
︸ ︷︷ ︸

iC2

= C1 + iC2 , (2.100)wobei C1 und C2 hermites
h sind. So gelangt man zu
(∆A∆B)2 ≥ |〈C1〉 + i〈C2〉|2 = |〈C1〉|2 + |〈C2〉|2 ≥ |〈C2〉|2 (2.101)und na
h Wurzelziehen s
hlieÿli
h zur allgemeinen Uns
härferelation10

∆A∆B ≥ 1

2
|〈[A,B]〉|. (2.102)Zustände minimaler Uns
härfeDie Uns
härferelation besagt, dass das Produkt ∆A∆B der Streuungen der Messergeb-nisse zweier ni
htkommutierender Observable A und B einen Minimalwert ni
ht unter-s
hreiten kann, dass also die von A und B gemessenen Eigens
haften ni
ht glei
hzeitigbestimmt werden können. Dieser Minimalwert kann natürli
h je na
h Zustand au
h über-s
hritten werden.Oft ist es von Interesse, einen Zustand zu �nden, für den das Produkt der Uns
härfenminimal wird. Dafür ist hinrei
hend, dass beide im vorherigen Abs
hnitt verwendetenAbs
hätzungen s
harf, also mit einem Glei
hheitszei
hen erfüllt sind.Die Cau
hy-S
hwarzs
he Unglei
hung |〈x|y〉|2 ≤ ||x||2||y||2 ist immer dann s
harf erfüllt,wenn die Vektoren |x〉 und |y〉 kollinear sind, weil dann der Cosinus des einges
hlossenenWinkels glei
h 1 ist. Diese Bedingung führt auf die Glei
hung

Ã|ψ〉 = µB̃|ψ〉 (2.103)deren Lösungen |ψ〉 von dem Parameter µ ∈ C abhängen. Für alle normierbaren Lö-sungen ist dann das Minimum von |〈C1〉|2 + |〈C2〉|2 in Gl. (2.101) zu bestimmen. Fürdie so bestimmten Zustandsvektoren ist dann das Produkt der Uns
härfen ∆A∆B mini-mal. Im folgenden Abs
hnitt wird diese Vorgehensweise am Beispiel der Heisenbergs
henVertaus
hungsrelationen demonstriert.9Die Cau
hy-S
hwarzs
he Unglei
hung besagt, dass |〈x|y〉|2 ≤ ||x||2||y||2 ist, dass also ans
hauli
h derCosinus des einges
hlossenen Winkels bei einem Skalarprodukt vom Betrage kleiner oder glei
h 1 ist.10Die zweite Abs
hätzung dur
h das Weglassen des Terms |〈C1〉|2 führt zu einer eigentli
h ni
ht not-wendigen Abs
hwä
hung der Uns
härferelation. In der Praxis wird allerdings die vers
härfte Form
∆A∆B ≥ 1

2

p
|〈{A,B}〉|2 + |〈[A,B]〉|2 selten verwendet, weil der erste Term unter der Wurzel in derRegel vom Zustand |ψ〉 abhängig ist, während der zweite Term häu�g unabhängig vom betra
htetenZustand und damit von allgemeinerer Aussagekraft ist.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2.2 Messungen, Observable und Uns
härfe 552.2.2 Heisenberg-AlgebraDe�nition der Heisenberg-AlgebraDie Heisenberg-Algebra in d Dimensionen besteht aus den hermites
hen Operatoren
1,X1,X2, . . . ,Xd,P1,P2, . . . ,Pd und einem Satz algebrais
her Beziehungen, den soge-nannten Heisenbergs
he Vertaus
hungsrelationen:

[Xj ,Xk] = [Pj ,Pk] = 0 , j, k = 1 . . . d (2.104)
[Xj,Pk] = i~δjk 1 . (2.105)und reduziert si
h im eindimensionalen Fall auf nur eine Relation

[X,P] = i~1. (2.106)Diese Algebra bestimmt vollständig die Quantenme
hanik von Massepunkten. Physika-lis
h stehen die Vektoroperatoren ~X = (X1, . . . ,Xd)
T und ~P = (P1, . . . ,Pd)

T für Ortund Impuls des Teil
hens. Der ni
htvers
hwindende Kommutator von Ort und Impulsbesagt, dass diese beiden Gröÿen im Gegensatz zur klassis
hen Physik ni
ht glei
hzeitigmessbar ist.Überras
hend ist die perfekte Symmetrie von Ort und Impuls in der Heisenberg-Algebra.Wie wir no
h sehen werden, sind Ort und Impuls in der Quantenme
hanik in der Tat alsglei
hwertig anzusehen.Die Heisenberg-Algebra für eindimensionale Systeme d = 1 kann interpretiert werdenals ein linearer Raum über `Wörtern' aus den `Bu
hstaben' X und P einges
hränktdur
h die Kommutatorrelation [X,P] = i~1. Diese Relation erlaubt es, die Bu
hstabenumzuordnen so dass der Raum dur
h Wörter der Form X
n
P
m aufgespannt wird. Da manaber immer no
h unendli
h viele Basiswörter hat, die Algebra also ni
ht s
hlieÿt, wirdman X und P ni
ht mit einfa
hen endli
h-dimensionalen Matrizen darstellen können.Analoge Überlegungen gelten für den mehrdimensionalen Fall.Mit Hilfe der allgemein gültigen Formel

[A,Bk] =

k−1∑

s=0

Bs[A,B]Bk−s−1 (2.107)gelangt man dur
h Einsetzen des Kommutators (2.105) zur Glei
hung
[Xj ,P

m
k ] = mi~P

m−1
k δjk = i~

∂

∂Pj
P
m
k . (2.108)Die partielle Ableitung na
h einem Operator bedeutet hier ledigli
h, dass der na
hfol-gende Ausdru
k auf die gewohnte Weise formal na
h dem Symbol Pj partiell zu dif-ferenzieren ist. Die Anwendung des Ortsoperators auf eine Potenz des Impulsoperatorsin einem Kommutator wirkt also in glei
her Weise wie ein formales Di�erenzieren. Diesgilt insbesondere au
h für Funktionen f des Impulsoperators, die si
h als (konvergente)Potenzreihe darstellen lassen:

[Xj, f(~P)] = i~
∂

∂Pj
f(~P) . (2.109)
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56 FormalismusEntspre
hendes gilt für Funktionen f(~X, ~P), die si
h als gemis
hte Potenzreihen in denKomponenten von ~X und ~P darstellen lassen, weil die Komponenten des Ortsoperatorsuntereinander kommutieren:
[Xj , f(~X, ~P)] = i~

∂

∂Pj
f(~X, ~P) (2.110)Wegen der ~X ↔ ~P-Symmetrie der Heisenberg-Algebra gilt automatis
h au
h die Relation

[Pj , f(~X, ~P)] = −i~ ∂

∂Xj
f(~X, ~P) (2.111)Heisenbergs
he Uns
härferelationDur
h Einsetzen der Kommutatorrelation (2.105) in die allgemeine Uns
härferelation(2.102) erhält man direkt die berühmte von W. Heisenberg auf Helgoland gefundeneUns
härferelation

∆Xj∆Pj ≥
~

2
. (2.112)Ort und Impuls sind also ni
ht glei
hzeitig bestimmbar, sondern das Produkt der Un-s
härfen beider Messungen � von der Einheit her eine Wirkung � ist gröÿer oder glei
h

~/2. Insbesondere führt jeder Versu
h, eine der beiden Gröÿen exakt zu messen, zu ei-ner undendli
hen Uns
härfe, d.h. aussagelosen Messung der jeweils anderen Gröÿe. DieUns
härferelation impliziert dass Bahnkurven im Phasenraum � die Basiselemente derklassis
hen Me
hanik � in der Quantenme
hanik ni
ht existieren, sondern allenfalls alsnäherungsweises Konzept auf makroskopis
her Skala brau
hbar sind.Darstellungsfreies Re
hnen: Eigenzustände des harmonis
hen OszillatorsDarstellungsfreie Re
henmethoden benutzen ledigli
h die vorgegebenen algebrais
hen Be-ziehungen, ohne Gebrau
h von konkreten Darstellungen wie z.B. Wellenfunktionen oderMatrizen zu ma
hen. Die Stärke sol
her Re
henmethoden liegt darin, dass die Ergebnissesofort auf alle Phänomene anwendbar sind, die auf der selben Algebra beruhen.Ein wi
htiges Beispiel ist dafür die Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren deseindimensionalen harmonis
hen Oszillators (vgl. Abs
hnitt 1.4.2). Die Aufgabe lautet,das Eigenwertproblem
H|φn〉 = En|φn〉 (2.113)für den Hamiltonoperator

H =
1

2m
P

2 +
mω2

2
X

2 (2.114)zu lösen unter alleiniger Ausnutzung der Heisenbergs
hen Vertaus
hungsrelationen
[X,P] = i~1. (2.115)Zunä
hst ma
hen wir das Problem dimensionslos, indem wir dimensionslose Operatorende�nieren:

X̂ =

√
mω

~
X , P̂ =

√

1

m~ω
P , (2.116)
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2.2 Messungen, Observable und Uns
härfe 57die dann die Algebra
[X̂, P̂] = i (2.117)erfüllen. Mit diesen Operatoren wird der Hamiltonoperator symmetris
h in X̂ und P̂:

H =
~ω

2

(

X̂
2 + P̂

2
) (2.118)Bereits hier sehen wir, dass also X̂ und P̂ sowohl im Hamiltonian H als au
h in derAlgebra (2.117) glei
hbere
htigt sind, dass also Symmetrien bezügli
h der Vertaus
hungvon Ort und Impuls zu erwarten sind.Wir de�nieren nun die sogenannten Leiteroperatoren, nämli
h den Absteigeoperator aund den dazu hermites
h konjugierten Aufsteigeoperator a

†:
a =

1√
2

(X̂ + iP̂) , a
† =

1√
2

(X̂ − iP̂). (2.119)Die beiden Leiteroperatoren, die au
h als Verni
htungs- und Erzeugungsoperatoren be-zei
hnet werden, sind ni
ht hermites
h. Ihre Algebra lautet:
[a,a†] =

1

2

(

[X̂, X̂]
︸ ︷︷ ︸

=0

−i [X̂, P̂]
︸ ︷︷ ︸

=i1

+i [P̂, X̂]
︸ ︷︷ ︸

=−i1

+ [P̂, P̂]
︸ ︷︷ ︸

=0

)

= 1 . (2.120)Wegen
X̂ =

1√
2
(a + a

†) , P̂ =
−i√

2
(a − a

†) (2.121)ist
H =

1

2
~ω
(
a
†
a + aa

†
)

= ~ω
(
a
†
a +

1

2

) (2.122)Wir de�nieren nun den sogenannten Anzahloperator
N := a

†
a (2.123)so dass H = ~ω(N + 1

2 ) ist. O�enbar hat N die glei
hen Eigenvektoren wie H, d.h.
N|φn〉 = λn|φn〉 , (2.124)wobei En = ~ω(λn + 1

2) ist. Der Anzahloperator N ist hermites
h und erfüllt die alge-brais
hen Relationen
[N,a] = −a , [N,a†] = +a

† . (2.125)Wendet man diese Vertaus
hungsrelationen auf einen ket-Eigenvektor an gelangt man zu
Na|φn〉 = (λn − 1)a|φn〉 , (2.126)

Na
†|φn〉 = (λn + 1)a†|φn〉 . (2.127)Ist also |φn〉 ein Eigenvektor zum Eigenwert λn so sind au
h a|φn〉 und a

†φn Eigenvek-toren zu den Eigenwerten λn ± 1. Dur
h Iteration erhält man eine Leiter von Zuständenmit äquidistanten Eigenwerten im Abstand 1. Die Operatoren a
† und a steigen auf dieserLeiter herauf und herunter, was die Bezei
hnung als Leiteroperatoren re
htfertigt.Da die Eigenwerte λn bis auf Vers
hiebung den Energieeigenwerten entspre
hen, die Ener-gie eines harmonis
hen Oszillators aber positiv sein muss, kann ein sol
hes LeiterkonzeptHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



58 Formalismusnur dann sinnvoll sein, wenn die Leiter eine erste Sprosse ohne Vorgänger besitzt.11Wenn man die erste Sprosse mit |0〉 bezei
hnet, bedeutet dies, dass der Absteigeoperatorangewandt auf diesen Zustand keinen Vorgängerzustand liefert, dass also
a|0〉 = 0 (2.128)ist. Sol
h ein Zustand, der von dem Absteiger a auf Null abgebildet wird, wird als Grund-zustand , Zustand niedrigsten Gewi
hts oder au
h als Vakuumzustand bezei
hnet. Wegen

N|0〉 = a
†
a|0〉 = 0 ist sein Eigenwert λ0 = 0. Die äquidistante Leiter der Eigenwertefängt also bei Null an, folgli
h ist λn = n und damit

En = ~ω
(
n+

1

2

)
. (2.129)Auf diese Weise haben wir bereits ohne konkrete Kenntnis der Wellenfunktionen dasSpektrum unter alleiniger Ausnutzung der Vertaus
hungsrelationen und mit Hilfe einespostulierten Grundzustands |0〉 bestimmen können.Dur
h Anwendung des Aufsteigers a

† können alle Energieeigenzustände |n〉 des harmoni-s
hen Oszillators sukzessive dur
h |n+ 1〉 = cna
†|n〉 konstruiert werden. Die Proportio-nalitätskonstante ist dabei dur
h die Normierungsbedingung 〈n|n〉 festgelegt. Man erhält

a
†|n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉 , (2.130)

a|n〉 =
√
n |n− 1〉 . (2.131)Dur
h iterierte Anwendung von a

† auf |0〉 können die Eigenzustände sogar in ges
hlos-sener Form
|n〉 =

1√
n!

(

a
†
)n

|0〉 (2.132)angegeben werden, wobei die Normierung des Grundzustands 〈0|0〉 = 1 vorausgesetztwird. Wir haben also die Struktur der Eigenvektoren darstellungsfrei bestimmt, ohneeine Di�erentialglei
hung lösen zu müssen und sogar ohne hermites
hel Polynome auszu-re
hnen. Weil H hermites
h ist, bildet dieses System von Eigenvektoren eine vollständigeorthonormale Basis
〈n|m〉 = δn,m (2.133)des Hilbertraums.An dieser Stelle ist es interessant, die S
hwankungsquadrate von X̂ und P̂ im n-tenEigenzustand auszure
hnen:

(∆X̂)2 = 〈n|X̂2|n〉 =
1

2
〈n|(a + a

†)2|n〉 =
1

2
〈n|(aa + aa

† + a
†
a + a

†
a
†)|n〉 (2.134)Dabei liefern aa und a

†
a
† wegen der Orthogonalität keinen Beitrag, während aa

† und a
†
adie Erwartungswert n+ 1 und n beitragen. Insgesamt erhält man also (∆X̂)2 = n+ 1/2.Aus Symmetriegründen gilt ebenso (∆P̂ )2 = n+1/2. Das Produkt beider Uns
härfen ist

∆X̂∆P̂ = n+
1

2
bzw. ∆X∆P = ~

(
n+

1

2

)
. (2.135)11In den meisten Systemen wären na
h unten unbegrenzte Energieleitern ni
ht sinnvoll, da sie thermo-dynamis
h instabil sind, d.h. das System würde fortwährend wie ein perpetuum mobile bestrebt sein,seine Energie zu minimieren. Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2.2 Messungen, Observable und Uns
härfe 59Wir stellen also fest, dass der Grundzustand des harmonis
hen Oszillators die Heisen-bergs
he Uns
härferelation s
harf erfüllt, da ∆X∆P = ~/2 ist. Die Balan
e zwis
hender räumli
hen Lokalisierung und er Lokalisierung im Impulsraum wird dabei dur
h denParameter ω des harmonis
hen Oszillators bestimmt.Unitäre Transformationen, die von ~X und ~P erzeugt werden.Jeder hermites
he Operator erzeugt über die Exponentialabbildung eine unitäre Trans-formation, die als Transformation zwis
hen zwei orthonormierten Basen im Hilbertrauminterpretiert werden kann. Wie wirken nun die von ~X und ~P erzeugten Transformationen?Wir betra
hten zunä
hst den Generator P und de�nieren die unitäre Transformation
Up(~d ) := e−

i
~

~d ·~P , (2.136)in dessen Exponenten das gewöhnli
he Skalarprodukt ~d · ~P =
∑3

j=1 djPj steht. Dabeiist ~d ∈ R
3 ein Parameter der unitären Abbildung. O�enbar kommutiert Up(~d ) mit demImpulsoperator ~P, die Transformation hat also keinen Ein�uss auf den Impuls bzw. dieGes
hwindigkeit des Teil
hens. Der Kommutator mit ~X ist dagegen ni
httrivial. MitGl. (2.110) erhält man

[Xi,U
†
p] = i~

∂

∂Pi
U
†
p = −diU†p . (2.137)Wendet man auf diese Glei
hung von links Up an, so erhält man

Up
~XU

†
p = X− ~d1 . (2.138)Auf der linken Seite steht nun der transformierte Ortsvektor und man erkennt, dass ersi
h von dem ursprüngli
hen Operator nur dur
h eine konstante Vers
hiebung um denVektor ~d unters
heidet.Um die Wirkung von Up auf einen Ortseigenzustand zu bestimmen geht man aus vonder Eigenwertglei
hung

~X|~x 〉 = ~x |~x 〉 . (2.139)Dur
h das Eins
hieben einer 1 = U
†
pUp und dur
h Anwendung von Up von links gelangtman zu

Up
~XU

†
pUp|~x 〉 = ~xUp|~x 〉 (2.140)also (X − ~d1)Up|~x 〉 = ~xUp|~x 〉. Bringt man s
hlieÿli
h den Vers
hiebungsanteil auf diere
hte Seite, erhält man

XUp|~x 〉 = (~x + ~d )Up|~x 〉 . (2.141)Folgli
h ist Up|~x 〉 ein Eigenvektor von X zum Eigenwert ~x + ~d . Da Up unitär ist, ist
Up|~x 〉 korrekt normiert und es gilt:

Up|~x 〉 = |~x + ~d 〉 . (2.142)Der Operator Up(~d ) := e−
i
~

~d ·~P bewirkt also eine räumli
he Vers
hiebung um denVers
hiebungsvektor ~d . Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



60 FormalismusAuf analoge Weise kann man zeigen, dass die unitäre Transformation
Ux(~q ) := e−

i
~
~q ·~X , (2.143)eine Translation im Impulsraum

Ux|~p 〉 = |~p + ~q 〉 . (2.144)erzeugt.Merke: Der Impulsoperator ist der Generator räumli
her Vers
hiebungen.Der Ortsoperator ist der Generator von Vers
hiebungen im Impulsraum.2.2.3 Darstellungen der Heisenberg-AlgebraEs gibt zahlrei
he Mögli
hkeiten, die Heisenberg-Algebra (2.105) in konkreten Realisie-rungen darzustellen. Jeder hermites
he Operator stellt beispielsweise ein Basissystem vonEigenvektoren und damit einer Darstellung in dieser Basis bereit. So erhält man z.B. mitden Eigensystemen von ~X, ~P und H die Ortsraum-, Impulsraum-, und Energiedarstel-lung. Darüber hinaus gibt es zahlrei
he andere unkonventionelle Darstellungen. Da dieHeisenberg-Algebra ni
ht s
hlieÿt, also Wörter mit beliebig hohen Potenzen zulässt, mussallerdings jede Darstellung der Heisenberg-Algebra unendli
hdimensional sein.Vers
hiedene Darstellungen mögen unters
hiedli
h s
hwierig zu handhaben sein. DerHeisenberg-Algebra und damit der `Physik an si
h' ist das aber egal, denn von dieserPerspektive aus sind alle Darstellungen glei
hbere
htigt � der physikalis
he Gehalt ste
kteinzig und allein in der Ni
htkommutativität von ~X und ~P.OrtsraumdarstellungDie bekannteste Darstellung ist die Ortsraumdarstellung der Heisenberg-Algebra. Hierwerden Zustände und Operatoren in den Eigenzuständen des Ortsoperators dargestellt.Ein Eigenzustand des Ortsoperators
~X|~x 〉 = ~x |~x 〉 (2.145)bes
hreibt ein Teil
hen, dass am Ort ~x lokalisiert ist. Da die Ortsuns
härfe ∆X einessol
hen Zustands glei
h Null ist, folgt aus der Heisenbergs
hen Uns
härferelation, dassder Impuls eines sol
hen Teil
hens unbestimmt ist.Weil ~x ∈ R

3 eine kontinuierli
he Gröÿe ist, kann ein Ortseigenzustand |~x 〉 ni
ht dur
h
〈~x |~x 〉 = 1 normiert werden. Er liegt damit streng genommen ni
ht mehr im Hilbertraumder quadratintegrablen Wellenfunktionen. Wir können uns aber einen Ortseigenzustandals Limes eines immer stärker fokussierten Wellenpakets vorstellen. Vom mathemati-s
hen Standpunkt aus gesehen ist sol
h ein Zustand ein Häufungspunkt am Rand desHilbertraums, der aber ni
ht mehr zum Hilbertraum gehört, verglei
hbar mit der Zahl1, die ni
ht zum o�enen Intervall (0, 1) gehört. Die Hinzunahme von Vektoren wie denHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2.2 Messungen, Observable und Uns
härfe 61Ortseigenfunktionen |~x 〉 läuft mathematis
h auf den Abs
hluss des Hilbertraums dur
hHinzunahme der Randpunkte hinaus.12Die im Grunde ni
ht normierbaren Eigenvektoren |~x 〉 können trotzdem problemlos ver-wendet werden, wenn man die Orthonormalitätsbedingung
〈~x |~x ′〉 = δ3(~x − ~x ′) (2.146)und die Vollständigkeitsrelation
∫

d3x |~x 〉〈~x | = 1 (2.147)voraussetzt. Letztere sagt aus, dass die `Summe' über alle dyadis
hen Operatoren |~x 〉〈~x |den gesamten Hilbertraum aufspannt.13 Mit diesen beiden Re
henregeln de�niert manfür einen gegebenen Vektor |ψ〉 die Wellenfunktion im Ortsraum
ψ(~x ) := 〈~x |ψ〉 . (2.148)Bei einer gegebenen Wellenfunktion ψ(~x ) kann umgekehrt der Zustandsvektor dur
h

|ψ〉 = 1 |ψ〉 =
(∫

d3x |~x 〉〈~x |
)

|ψ〉 =

∫

d3x |~x 〉 〈~x |ψ〉 =

∫

d3xψ(~x ) |~x 〉 (2.149)rekonstruiert werden. Für das Skalarprodukt erhält man
〈ψ1|ψ2〉 = 〈ψ1| 1 |ψ2〉 =

∫

d3x 〈ψ1|~x 〉〈~x |ψ2〉 =

∫

d3xψ∗1(~x )ψ2(~x ) (2.150)in Übereinstimmung mit der weiter oben benutzten De�nition.Die absolute Wahrs
heinli
hkeit, das Teil
hen am Punkt ~x zu �nden, ist glei
h Null,da ein Punkt keine Ausdehnung hat. Die Kontinuumsbes
hreibung erfordert deshalb dieDe�nition einer Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte
ρ(~x ) = |ψ(~x )|2 (2.151)In der Tat ist

∫

d3x ρ(~x ) =

∫

d3xψ∗(~x )ψ(~x ) =

∫

d3x 〈ψ|~x 〉〈~x |ψ〉 = 〈ψ|1|ψ〉 = 〈ψ|ψ〉 = 1. (2.152)Die Matrixelemente des Ortsoperators in der Ortsdarstellung sind
〈~x |~X|~x ′〉 = ~x ′〈~x |~x ′〉 = ~xδ3(~x − ~x ′) , (2.153)d.h. der Ortsoperator ist in der Ortsraumdarstellung diagonal. Seine Wirkungsweise aufeinen Zustand besteht darin, die Wellenfunktion ψ(~x ) mit ~x zu multiplizieren:

〈~x |~X|ψ〉 = ~x 〈~x |ψ〉 = ~xψ(~x ). (2.154)12Die etwas unnatürli
he Notwendigkeit, den Hilbertraum abs
hlieÿen zu müssen, mag ein Hinweis daraufsein, dass Raum und Zeit in Wirkli
hkeit ni
ht kontinuierli
h sind, sondern auf einer sehr kleinenLängenskala in einem no
h ni
ht bekannten Sinne diskret werden. Man vermutet, dass dies bei dersogenannten Plan
k-Länge (
a. 10−35m) ges
hieht.13Zu bea
hten ist, dass die Dyade |~x 〉〈~x | zwar auf den Ortseigenzustand projeziert, jedo
h ni
ht wie eingewöhnli
her Projektionsoperator die Relation P2 = P erfüllt.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



62 FormalismusDie Matrixelemente des Impulsoperators in der Ortsdarstellung lassen si
h wie folgt be-re
hnen. Einerseits ist
〈~x |[Xj ,Pk]|~x ′〉 = 〈~x |XjPk|~x ′〉 − 〈~x |PkXj|~x ′〉 = (xj − x′j)〈~x |Pk|~x ′〉 , (2.155)andererseits folgt aus der Heisenberg-Algebra

〈~x |[Xj ,Pk]|~x ′〉 = i~ δj,k δ
3(~x − ~x ′). (2.156)Dur
h Glei
hsetzen gelangt man zu

〈~x |Pk|~x ′〉 =
i~δj,kδ

3(~x − ~x ′)

(xk − x′k)
= i~

∂

∂x′k
δ3(~x − ~x ′) , (2.157)also

〈~x |~P|~x ′〉 = i~∇x′δ3(~x − ~x ′) . (2.158)Die Wirkungsweise auf eine Wellenfunktion ψ(~x ) ist also
〈~x |~P|ψ〉 =

∫

d3x′ 〈~x |~P|~x ′〉〈~x ′|ψ〉 = i~

∫

d3x′
(

∇x′δ3(~x − ~x ′)
)

ψ(~x ′) . (2.159)Dieses Integral wird partiell integriert, wobei man annimmt, dass die Randterme imUnendli
hen vers
hwinden:
〈~x |~P|ψ〉 = −i~

∫

d3x′ δ3(~x − ~x ′)∇x′ψ(~x ′) = −i~∇xψ(~x ) . (2.160)Wir gelangen also s
hliessli
h zur Ortsraumdarstellung der Heisenberg-Algebra von ~Xund ~P auf dem Raum der quadratintegrablen Funktionen:
~Xψ(~x ) = ~xψ(~x ) , ~Pψ(~x ) = −i~∇xψ(~x ). (2.161)Man kann lei
ht überprüfen, dass die Operatoren in dieser Darstellung die Heisenberg-Algebra

[xj , −i~
∂

∂xk
]ψ(~x ) = i~δj,kψ(~x ) (2.162)tatsä
hli
h erfüllen. Die Ortsraumdarstellung im Raum der Wellenfunktionen ist Grund-lage für das zuvor diskutierte Bohrs
he Korrespondenzprinzip. In der Tat ist die Bohrs
heErsetzungsregel ~p → −i~∇x ni
hts anderes als ein formaler Tri
k, die Ni
htkommutati-vität von Ort und Impuls in die klassis
hen Glei
hungen hineinzubringen.Die S
hrödingerglei
hung H|φ〉 = E|φ〉 mit dem Hamiltonoperator eines Teil
hens ineinem Potential H =

~P2

2m + V (~X) wird in dieser Darstellung zu
(

− ~
2

2m
∇x2 + V (~x )

)

φ(~x ) = Eφ(~x ). (2.163)
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2.2 Messungen, Observable und Uns
härfe 63ImpulsraumdarstellungWegen der Symmetrie zwis
hen Orts- und Impulsoperator in der Heisenberg-Algebraexistiert eine ebenso legitime Impulsraumdarstellung , die analog zur Ortsraumdarstellunghergeleitet werden kann. Ausgangspunkt sind hier die Eigenzustände des Impulsoperators
~P|~p 〉 = ~p |~p 〉 , (2.164)die ein delokalisiertes Teil
hen mit s
harfem Impuls bes
hreiben. Au
h die Impulseigenzu-stände sind ni
ht auf gewöhnli
he Weise normierbar, können aber problemlos verwendetwerden, wenn man die Orthonormalitätsbedingung

〈~p |~p ′〉 = δ3(~p − ~p ′) (2.165)und die Vollständigkeitsrelation
∫

d3p |~p 〉〈~p | = 1 (2.166)anwendet. Auf diese Weise de�niert man für jeden Zustand |ψ〉 die entspre
hende Wel-lenfunktion im Impulsraum
ψ̃(~p ) := 〈~p |ψ〉 |ψ〉 =

∫

d3p ψ̃(~p ) |~p 〉 (2.167)die wir hier dur
h eine S
hlange zusätzli
h kennzei
hnen wollen. Das Skalarprodukt hatdie Form
〈ψ1|ψ2〉 =

∫

d3p ψ̃∗1(~p ) ψ̃2(~p ) . (2.168)In Analogie zur Orsdarstellung kann man eine Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte
ρ̃(~p ) = |ψ̃(~p )|2 (2.169)für die Impulsmessung de�nieren.Die Matrixelemente von Orts- und Impulsoperator sind

〈~p |~P|~p ′〉 = ~pδ3(~p − ~p ′) . (2.170)
〈~p |X|~p ′〉 = −i~∇p δ3(~p − ~p ′) , (2.171)und wirken auf Wellenfunktionen ψ̃(~p ) dur
h

Pψ̃(~p ) = ~p ψ̃(~p ) , Xψ̃(~p ) = i~∇pψ̃(~p ) . (2.172)wobei ∇p = ( ∂
∂p1

, ∂
∂p2

, ∂
∂p3

) ist. Man kan lei
ht überprüfen, dass die so de�nierten Opera-toren ebenfalls die Heisenberg-Algebra erfüllen:
[i~

∂

∂xj
, pk]ψ̃(~p ) = i~δj,kψ̃(~p ) (2.173)Die S
hrödingerglei
hung H|φ〉 = E|φ〉 lässt si
h nun s
hreiben als

(

− ~p 2

2m
+ V

(
i~∇p

))

φ̃(~p ) = Eφ̃(~p ). (2.174)Vom mathematis
hen Standpunkt sind beide Darstellungen glei
hbere
htigt und lassendie Frage o�en, warum wir uns in der Alltagswelt im Ortsraum und ni
ht im Impulsraumbewegen. Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



64 FormalismusTransformation zwis
hen Orts- und ImpulsraumdarstellungVon der Orts- zur Impulsraumdarstellung und zurü
k gelangt man im Hilbertraum dur
heine Basistransformation
ψ(~x ) = 〈~x |ψ〉 = 〈~x |1|ψ〉 =

∫

d3p 〈~x |~p 〉〈~p |ψ〉 =

∫

d3p 〈~x |~p 〉ψ̃(~p ) , (2.175)
ψ̃(~p ) = 〈~p |ψ〉 = 〈~p |1|ψ〉 =

∫

d3x 〈~p |~x 〉〈~x |ψ〉 =

∫

d3x 〈~p |~x 〉ψ(~x ) . (2.176)Um die `Matrixelemente' 〈~p |~x 〉 = 〈~x |~p 〉∗ dieser Transformation zu bere
hnen, betra
htenwir den Ausdru
k 〈~p |X|~x 〉. Lässt man einerseits den Operator na
h re
hts wirken, erhältman
〈~p |X|~x 〉 = ~x 〈~p |~x 〉 . (2.177)Lässt man ihn andererseits na
h links wirken, erhält man wegen (2.172) die Beziehung
〈~p |X|~x 〉 = i~∇p 〈~p |~x 〉 (2.178)und gelangt so zu
i~∇p 〈~p |~x 〉 = ~x 〈~p |~x 〉 . (2.179)Fasst man nun 〈~p |~x 〉 als eine Funktion von ~p für vorgegebenes ~x auf, hat diese Glei
hungdie Form einer Di�erentialglei
hung erster Ordnung mit der allgemeinen Lösung
〈~p |~x 〉 = Ae−

i
~
~p ·~x . (2.180)Die Integrationskonstante ergibt si
h dabei aus der Normierung

1 =

∫

d3x′ 〈~x |~x ′〉 =

∫

d3x′ 〈~x |1|~x ′〉 =

∫

d3p 〈~x |~p 〉〈~p |~x ′〉 (2.181)
= |A|2

∫

d3p e−i~~p ·(~x−~x
′) = (2π)3|A|2

∫

d3x′δ3
(
~(~x − ~x ′)

) (2.182)
= |A|2 (2π~)3 . (2.183)und ist bis auf eine Phase bestimmt. Mit A = (2π~)−3/2 erhält man s
hlieÿli
h dieTransformationsgesetze

ψ(~x ) =
1

(2π~)3/2

∫

d3p e
i
~
~p ·~x ψ̃(~p ) , (2.184)

ψ̃(~p ) =
1

(2π~)3/2

∫

d3x e−
i
~
~p ·~xψ(~x ) . (2.185)Die Transformation zwis
hen Orts- und Impulsraum ist also eine gewöhnli
he Fourier-Transformation.EnergiedarstellungEine weitere mögli
he Darstellung ist die Energiedarstellung , in der na
h Eigenfunktionendes harmonis
hen Oszillators entwi
kelt wird. Dabei ist es unerhebli
h, ob das betra
h-tete System selbst ein harmonis
her Oszillator ist, denn jede Wellenfunktion und jederHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2.2 Messungen, Observable und Uns
härfe 65Operator kann in der vollständigen Basis der Eigenfunktionen |n〉 dargestellt werden.Da diese Basis abzählbar ist, kann man ~X und ~P als unendli
hdimensionale Matrizendarstellen, wie man am Beispiel des eindimensionalen harmonis
hen Oszillators lei
htdemonstrieren kann. Wegen
〈m|a|n〉 =

√
n δm,n−1 und 〈m|a†|n〉 =

√
n+ 1 δm,n+1 (2.186)und

X =

√

~

2mω
(a + a

†) und P = −i
√

m~ω

2
(a − a

†) (2.187)ist nämli
h
X =

√

~

2mω











0
√

1√
1 0

√
2√

2 0
√

3√
3 0

√
4

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .











(2.188)und
P = −i

√

m~ω

2ω











0
√

1

−
√

1 0
√

2

−
√

2 0
√

3

−
√

3 0
√

4
. . . . . . . . .

. . . . . . . . .











(2.189)Da bei beiden Operatoren die Diagonalelemente vers
hwinden, müssen die Erwartungs-werte glei
h Null sein:
〈X〉 = 〈P〉 = 0. (2.190)Dieses Resultat ist überras
hend, denn es widerspri
ht der Translationsinvarianz vonOrt und Impuls, weil ~x = 0 und ~p ausgezei
hnet werden. O�enbar können mit derEnergiedarstellung ni
ht alle Zustände geeignet repräsentiert werden.Weyl-Darstellung und Moyal-Sternprodukte ***(Zusätzli
her Abs
hnitt für Interessierte, Entwurfsversion)Eine weitere Darstellung, die über den Rahmen dieser Vorlesung hinausgeht, ist die so-genannte Weyl-Darstellung mit Hilfe von Moyal-Sternprodukten. Die Weyl-Abbildungordnet jedem Operator F ∈ H eine gewöhnli
he Funktion f(~x , ~p ) auf dem klassis
henPhasenraum zu:

f(~x , ~p ) =
2

~

∫

d3x′ e
2i
~
~p ·~x ′ 〈~x − ~x ′|F|~x + ~x ′〉 (2.191)Die Umkehrung dieser Abbildung lautet:

F =

∫

d3x

∫

d3p f(~x , ~p ) ei(xX+pP) (2.192)Insbesondere wird der Einheitsoperator 1 auf die Zahl 1 abgebildet, während der Orts-operator ~X und der Impulsoperator ~P auf die Funktionen ~x und ~p abgebildet werden.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



66 FormalismusNun zeigt es si
h, dass ein Produkt zweier Operatoren FG dur
h diese Abbildung ni
ht,wie man naiv vermuten würde, in ein gewöhnli
hes Produkt f(~x, ~p ) g(~x , ~p ) übergeht,denn sol
h ein Produkt wäre zwangläu�g kommutativ und würde die Heisenberg-Algebrani
ht erfüllen. Vielmehr muss das normale Produkt auf geeignete Weise modi�ziert wer-den. Man erhält dabei das sogenannte Moyal-Sternprodukt, das auf formal elegante Weisemit der Poissonklammer verknüft ist. Die Re
henregel besteht darin, dass jede `norma-le' Multiplikation dur
h eine *-Multiplikation zu ersetzen ist. Der *-Operator ist dabeide�niert als
∗ = exp

( i~

2

(←
∂x
→
∂p)−

←
∂p
→
∂x)
) (2.193)oder kurz ∗ = e

i~
2
{·,·}PB , wobei {·, ·}PB die Poissonklammer bezei
hnet. Die Pfeile überden partiellen Ableitungen deuten dabei an, ob diese na
h links oder na
h re
hts wirken.In voller Länge ausges
hrieben ist das Sternprodukt dur
h

f ∗ g =
∞∑

n=0

1

n!

(
i~

2

)n( ∂k

∂pk
∂n−k

∂xn−k
f(~x , ~p )

)

×
(
∂n−k

∂pn−k
∂k

∂xk
g(~x , ~p )

) (2.194)gegeben. Man kann dur
h Na
hre
hnen überprüfen, dass das Sternprodukt wegen
xj ∗ pk − pk ∗ xj = i~ δi,j (2.195)tatsä
hli
h eine Darstellung der Heisenberg-Algebra ist.2.2.4 DynamikDie im vorherigen Abs
hnitt diskutierte Heisenberg-Algebra ma
ht eine Aussage überOrts- und Impulsmessungen. Das Konzept der Zeit wurde bislang no
h ni
ht eingeführt.Aus der klassis
hen Me
hanik wissen wir, dass Energie und Zeit genau wie Ort undImpuls in enger Beziehung stehen. Es wäre also konsequent, ebenfalls die Zeit als hermi-tes
hen Operator T einzuführen und eine geeignete Vertaus
hungsrelation [T,H] = . . .zu postulieren, woraus si
h eine Energie-Zeit-Uns
härferelation ergäbe. Während diesesVorgehen in der relativistis
hen Quantentheorie korrekt ist, führt es aber im Rahmender ni
htrelativistis
hen Physik zu Widersprü
hen. Die absolute Zeit als ein für alle Ob-jekte glei
hermaÿen verbindli
her Parameter in der ni
htrelativistis
hen Physik erzwingtvielmehr, dass au
h in der ni
htrelativistis
hen Quantentheorie die Zeit als ein globalerParameter beibehalten wird. Diese unzufriedenstellende Asymmetrie der Bes
hreibungre�ektiert jedo
h ledigli
h, dass ni
htrelativistis
he Theorien im Grunde fals
h sind.Es gibt au
h in der ni
htrelativistis
hen Quantentheorie eine Uns
härferelation zwis
henEnergie und Zeit in der Form

∆E∆t ≥ ~ (2.196)die jedo
h ni
ht exakt ist. Sie ist eher qualitativ zu interpretieren in dem Sinne, dass eineEnergiemessung mit der Genauigkeit ∆E mindestens eine Zeit ∆t = ∆E/~ benötigt.Ebenso ist die Energie von gebundenen Zuständen mit kurzer Lebensdauer uns
harf.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2.2 Messungen, Observable und Uns
härfe 67Zeitentwi
klungsoperatorIm Zusammenhang mit der Heisenberg-Algebra haben wir gesehen, dass die Eigens
haftvon ~P bzw. ~X als Generatoren von Translationen in Raum und Zeit einzig und allein ausden Vertaus
hungsrelationen folgt. Eine entspre
hende Vertaus
hungsrelation für Energieund Zeit fehlt allerdings in der ni
htrelativistis
hen Quantentheorie, da kein Zeitoperator,sondern ledigli
h ein reeller Zeitparameter existiert14. Die Struktur der Hamiltons
henGlei
hungen aus der klassis
hen Physik legen aber nahe, dass die Energieoperator, dersogenannte Hamiltonoperator oder kurz Hamiltonian, Generator zeitli
her Translationenist.Für zeitunabhängige Hamiltonoperatoren H de�nieren wir einen unitäre Operator
Ut,t0 = e−

i
~
(t−t0)H , (2.197)die als Zeitentwi
klungsoperator bezei
hnet wird. Der Zeitentwi
klungsoperator `vers
hiebt'das System in Zeitri
htung von t0 na
h t. O�enbar ist

Ut,t = 1 (2.198)und
Ut2,t0 = Ut2,t1Ut1,t0 , (2.199)man kann also Zeitentwi
klungsoperatoren abs
hnittsweise hintereinanders
halten, wo-bei das Produkt wie immer von re
hts na
h links zu lesen ist, d.h. zuerst �ndet eineVers
hiebung t0 → t1 statt, dana
h eine Vers
hiebung t1 → t2.In vielen Fällen ist der Hamiltonoperator zeitanhängig. In diesem Fall ist der Zeitent-wi
klungsoperator dur
h den Ausdru
k
Ut,t0 = e

− i
~

R t
t0

dtH(t)
, (2.200)gegeben. Partielles Di�erenzieren na
h t führt sofort auf die Bewegungsglei
hung

i~
∂

∂t
Ut,t0 = H(t)Ut,t0 (2.201)mit der `Anfangsbedingung' Ut0,t0,=1. Dur
h formales Integrieren auf beiden Seiten ge-langt man ebenso zu einer Integralglei
hung

Ut,t0 = 1− i

~

∫ t

t0

dt′H(t′)U(t′, t0) . (2.202)Wie wirkt nun der Zeitentwi
klungsoperator auf Observable und Zustände? Um dieseFrage zu beantworten, betra
hten wir nun ein System, dass si
h zum Zeitpunkt t0 im14Gäbe es einen Zeitoperator T, so müsste dieser mit H die Vertaus
hungsrelation [T,H] = i~1 erfüllen.Damit wären aber T und H glei
hbere
htigt und hätten vor allem das glei
he Spektrum, nämli
h allereellen Zahlen. Während negative Zeiten kein Problem sind, sind na
h unten unbes
hränkte Energienthermodynamis
h instabil. In einer relativistis
hen Theorie sind dagegen negative Energien erlaubt(Antimaterie, Dira
-See) und damit ist die De�nition eines Zeitoperators mögli
h.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



68 FormalismusZustand |ψt0〉 be�ndet. Dieser Zustand entwi
kelt si
h zeitli
h dur
h |ψt〉 = Ut,t0 |ψt0〉,so dass si
h der Erwartungswert einer Observable A ändert:
〈A〉(t) = 〈ψt0 |U†t,t0AUt,t0 |ψt0〉 (2.203)Die linke Seite dieser Glei
hung ist physikalis
h messbar. Die re
hte Seite dagegen lässtmehrere Interpretationen zu. Man kann nämli
h einerseits die re
hte Seite als Erwar-tungswert des zeitunabhängigen Operators A zwis
hen zwei zeitabhängigen Vektoren

〈ψt| . . . |ψt〉 interpretieren. Diese Interpretation ist als S
hrödinger-Bild bekannt. An-dernseits kann man ebenso gut die re
hte Seite als Erwartungswert einer zeitabhängigenObservable A(t) = U
†
t,t0AUt,t0 zwis
hen zwei zeitunabhängigen Vektoren interpretieren.Dies ist das sogenannte Heisenberg-Bild . Die Zeitabhängigkeit kann au
h auf beide Sei-ten, also sowohl auf den Zustandsvektor als au
h auf die Observable, verteilt werden. EinBeispiel dafür ist das sogenannte We
hselwirkungsbild. Im Folgenden werden diese dreiInterpretationsmögli
hkeiten im Detail diskutiert.S
hrödinger-BildDas S
hrödinger-Bild ist die Standard-Interpretation der Zeitabhängigkeit in der ni
ht-relativistis
hen Quantentheorie. Im S
hrödingerbild sind die Zustände zeitabhängig, wäh-rend die Operatoren konstant sind. Wendet man Gl. (2.201) auf einen Anfangszustand |ψt0〉an und de�niert den zeitabhängigen Zustand als |ψt〉 := Ut,t0 |ψt0〉, so erhält man diezeitabhängige S
hrödingerglei
hung (siehe Gl. (1.26) im Abs
hnitt 1.2.2) für einen imAllgemeinen zeitabhängigen Hamiltonoperator:

i~
∂

∂t
|ψt〉 = H(t)|ψt〉 (2.204)Die Observablen sind dagegen konstant und die Erwartungswerte für Messungen sinddur
h

〈A〉(t) = 〈ψt|A|ψt〉 (2.205)gegeben. Ist der Hamiltonoperator zeitunabhängig, so besitzt er als hermites
her Opera-tor ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren
H|φn〉 = Enφn . (2.206)Die entspre
henden si
h zeitli
h entwi
kelnden Zustände haben eine triviale Zeitabhän-gigkeit in Form einer komplexen Phase

|φn,t〉 = Ut,t0 |φn〉 = e−
i
~
(t−t0)En |φn〉 , (2.207)die si
h bei der Bildung von Erwartungswerten einer ni
ht explizit zeitabhängigen Obser-vable heraushebt. Aus diesem Grund werden die Zustände |φn,t〉 als stationäre Zuständebezei
hnet.Die Diagonalisierung des Hamiltonoperators, also die Bestimmung aller seiner Eigenwerte

En und Eigenvektoren |φn〉 erlaubt es, die zeitabhängige Wellenfunktion |psit〉 für jedenHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2.2 Messungen, Observable und Uns
härfe 69beliebigen Anfangszustand |ψt0〉 hinzus
hreiben. Dazu entwi
kelt man den Anfangszu-stand in den Eigenfunktionen |ψt0〉 =
∑

m cm|φm〉 mit Ko�zienten cm ∈ C und erhält
|ψt〉 =

∑

n

|φn,t〉〈φn,t|
︸ ︷︷ ︸

=1

|ψt〉 =
∑

n

Ut,t0 |φn〉〈φn|U†t,t0Ut,t0
︸ ︷︷ ︸

=1

|ψt0〉

=
∑

n

∑

m

e−
i
~
(t−t0)En |φn〉cm 〈φn|φm〉

︸ ︷︷ ︸

=δn,m

=
∑

n

e−
i
~
(t−t0)En cn |φn〉 (2.208)Heisenberg-BildIm Heisenberg-Bild sind umgekehrt die Zustände konstant, während die Zeitabhängigkeitauf den Operatoren liegt. Na
h Formel (2.203) ist dann

〈A〉(t) = 〈ψ|At|ψ〉 (2.209)wobei der Zustandsvektor |ψ〉 ≡ |ψt0〉 zeitunabhängig ist und der hermites
he Operator
At = U

†
t,t0At0Ut,t0 . (2.210)einer unitären Zeitentwi
klung unterliegt. Die di�erentielle Bewegungsglei
hung für Atkann abgeleitet aus Gl. (2.201) und der dazu adjungierten Glei
hung:

i~∂tUt,t0 = HUt,t0 , −i~∂tU†t,t0 = U
†
t,t0 H , (2.211)wobei angenommen wurde, dass der Hamiltonoperator H ni
ht explizit von der Zeitabhängt. Man erhält:

i~
d

dt
At =

(
∂tU

†
t,t0

)
At0Ut,t0 + U

†
t,t0At0

(
∂tUt,t0

) (2.212)
= −U

†
t,t0HAt0Ut,t0 + U

†
t,t0At0HUt,t0 (2.213)

= −U
†
t,t0HU

†
t,t0Ut,t0At0Ut,t0 + U

†
t,t0At0U

†
t,t0Ut,t0HUt,t0

= −HtAt + AtHt = [At , Ht] ,wobei Ht = U
†
t,t0HUt,t0 ist. Diese Zeitentwi
klungsglei
hung gilt für jeden hermites
henOperator At, also insbesondere au
h für den Hamiltonian selbst:

i~
d

dt
Ht = [Ht,Ht] = 0. (2.214)Folgli
h ist der Hamiltonoperator (und au
h alle anderen Operatoren, die mit ihm ver-taus
hen) zeitunabhängig, d.h. Ht ≡ H. Man gelangt so zu der Heisenbergs
hen Bewe-gungsglei
hung

d

dt
At =

i

~
[H,At] . (2.215)Für Observable A mit einer expliziten Zeitabhängigkeit muss man diese Glei
hung aufder re
hten Seite um einer partielle Zeitableitung ergänzen:

d

dt
At =

i

~
[H,At] +

∂

∂t
At . (2.216)Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



70 FormalismusObservablen, die mit H kommutieren, für die also [At,H] = 0 ist, heissen stationäreObservable bzw. Erhaltungsgröÿen. Insbesondere sind die aus den Eigenvektoren von Hgebildeten Dyaden |φn〉〈φn| stationäre Observable. Im Gegensatz zum S
hrödingerbild,in dem die stationären Zustände eine triviale Zeitabhängigkeit in Form einer rotierendenkomplexen Phase haben, treten sol
he Phasenfaktoren bei stationären Operatoren imHeisenberg-Bild ni
ht auf.We
hselwirkungsbildDas We
hselwirkungsbild man
hmal au
h Dira
-Bild genannt ist eine Mis
hform, diezwis
hen S
hrödinger- und Heisenberg-Bild angesiedelt ist. Sie eignet si
h für Systeme,deren Hamiltonoperator aus zwei Anteilen
H = H0 + H1 (2.217)besteht. Diese Situation besteht oft bei Systemen mit einer We
hselwirkung: H0 be-s
hreibt dabei das we
hselwirkungsfreie System während H1 den Anteil der We
hselwir-kung bes
hreibt.Beispiel: Als Beispiel betra
hten wir zwei glei
hartige eindimensionale harmonis
he Os-zillatoren, die miteinander harmonis
h gekoppelt sind:

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�m mDer klassis
he Hamiltonoperator dieses Systems ist

H(x1, x2, p1, p2) =
1

2m
(p2

1 + p2
2) +

1

2
mω2 (x2

1 + x2
2)

| {z }

H0

+
1

2
mκ2 (x1 − x2)

2

| {z }

H1

(2.218)wobei xi die horizontale Auslenkung aus der Glei
hgewi
htslage ist. Dieses System wirdquantisiert, indem man die klassis
hen Gröÿen xi, pi dur
h Operatoren Xi,Pi ersetzt, diedie Heisenberg-Algebra erfüllen.Die Motivation des Dira
-Bildes besteht darin, die Zeitabhängigkeit des ungekoppel-ten Systems, das allein dur
h H0 bes
hrieben wird, wie im Heisenberg-Bild den Ope-ratoren zuzuordnen, während der dur
h H1 bes
hriebene We
hselwirkungsanteil wie imS
hrödinger-Bild den Zustandsvektoren aufgeprägt wird. Um die Notation ni
ht zu über-fra
hten, setzen wir t0 = 0. Im We
hselwirkungsbild ist dann
At = U

†
tAUt , |ψt〉 = Vt|ψ0〉 , (2.219)wobei |ψ0〉 der Anfangszustand ist und

Ut = e−
i
~
H0t , Vt = e−

i
~
H1t , (2.220)die zu H0 und H1 gehörenden Zeitentwi
klungsoperatoren sind. Setzt man für A dieAnteile des Hamiltonoperators ein, so ergibt si
h sofort, dass der ni
htwe
hselwirkendeAnteil

H0,t = U
†
tH0Ut = U

†
tUt

︸ ︷︷ ︸

=1

H0 = H0 (2.221)zeitunabhängig ist, während der We
hselwirkungsanteil mit
H1,t = U

†
tH1Ut (2.222)Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



2.2 Messungen, Observable und Uns
härfe 71einer Zeitentwi
klung unterliegt. Mit i~∂tUt = H0Ut und i~∂tVt = H1Vt ergeben si
hdann zusammenfassend die Bewegungsglei
hungen im We
hselwirkungsbild zu
H1,t = e+

i
~
H0tH1e

− i
~
H0t

i~∂t|ψt〉 = H1,t|ψt〉
i~∂tAt = [At,H0]

(2.223)
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3 Drehimpuls3.1 Drehimpuls3.1.1 Räumli
he Drehungen: Die Gruppe SO(3)In den vorangegangenen Abs
hnitten haben wir gesehen, dass der quantenme
hanis
heImpulsoperator Translationen im Ortsraum erzeugt. Auf analoge Weise erzeugt der Dre-himpulsoperator ~J, den wir im Folgenden untersu
hen wollen, räumli
he Drehungen im
R

3. Um dies zu verstehen wiederholen wir zunä
hst die Grundlagen aus der linearenAlgebra über räumli
he Drehungen.Räumli
he Drehungen im R
3Eine räumli
he Drehung ist eine lineare Abbildung R

3 → R
3, unter der das Skalarproduktzweier Vektoren im R

3 (ni
ht zu verwe
hseln mit dem Skalarprodukt im Hilbertraum)invariant ist. Eine Rotation wird in kartesis
hen Koordinaten dur
h eine 3×3-Matrix Rdargestellt, wel
he die Orthogonalitätseigens
haft RT = R−1 besitzt. Diese Abbildun-gen bilden die Gruppe der orthogonalen Transformationen in drei Dimensionen O(3).Bes
hränkt man si
h auf Abbildungen mit der Determinante +1, lässt also Punktspie-gelungen am Ursprung auÿen vor, so erhält man die Gruppe der speziellen orthogonalenTransformationen in drei Dimensionen SO(3). Beispiele sind die Drehungen um die x-,
y-, und z-A
hse um die Winkel φx, φy, φz :

x

z

Drehachse

y

x
xδ

x ’In�nitesimale Drehung im R
3 (siehe Text).

Rx(φx) =





1 0 0
0 cosφx − sinφx
0 sinφx cosφx





Ry(φy) =





cosφy 0 sinφy
0 1 0

− sinφy 0 cosφy





Rz(φz) =





cosφz − sinφz 0
sinφz cosφz 0

0 0 1



 .Man kann si
h lei
ht davon überzeugen, dass Drehungen um vers
hiedene A
hsen ni
htmiteinander vertaus
hen. Die SO(3) ist also eine ni
htkommutative Gruppe. Dementspre-
hend ist es au
h ni
ht mögli
h, die Drehung um eine beliebige Dreha
hse als simplesProdukt der obigen Drehmatrizen darzustellen.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



74 DrehimpulsDrehungen um eine beliebige A
hseIm Folgenden betra
hten wir nun eine Drehung um eine beliebige Dreha
hse, die dur
hden Vektor ~φ ∈ R
3 bes
hrieben wird, dessen Ri
htung die Lage der A
hse und dessenBetrag φ = |~φ| den Drehwinkel angibt. Wegen der Ni
htkommutativität ist es ni
htmögli
h, die gesu
hte Drehmatrix R(~φ) als simples Produkt der obigen Drehmatrizendarzustellen.Um die Drehmatrix zu bestimmen, betra
hten wir zunä
hst in�nitesimale Drehungen

δφ = |δ~φ| ≪ 1. Unter einer sol
hen in�nitesimalen Drehung bewegt si
h ein Ortsvektor
~x um ein in�nitesimales Stü
k δ~x na
h ~x ′:

~x → ~x ′ = ~x + δ~x , (3.1)wobei
δ~x = δ~φ× ~x (3.2)ist. Das Kreuzprodukt lässt si
h dabei au
h s
hreiben als

δxj =

3∑

k,l=1

ǫjkl δφk xl , (3.3)wobei ǫijk die Levi-Civita-Symbole sind (vgl. Anhang A.2). Man kann nun für festes kdie Levi-Civita-Symbole ǫjkl als eine Matrix Gk mit Matrixelementen
[Gk]jl := ǫjkl (3.4)so dass δxj =

∑3
k,l=1 δφk [Gk]jl xl ist. Diese Matrizen sind die sogenannten Generatorender SO(3) und lauten

G1 :=





0 0 0
0 0 −1
0 1 0



 , G2 :=





0 0 1
0 0 0
−1 0 0



 , G3 :=





0 −1 0
1 0 0
0 0 0



 . (3.5)Mit diesen Generatoren kann eine in�nitesimale Drehung dur
h
~x ′ =

(

1 +
∑

k

δφkGk
)

~x (3.6)ausgedrü
kt werden. Um eine endli
he Drehung um den Winkel φ dur
hzuführen, wirddie in�nitesimale Drehung N = φ/δφ mal hintereinander ausgeführt und im Grenzwert
δφ→ 0 bzw. N → ∞ betra
htet:

R(~φ) = lim
N→∞

(

1 +
∑

k

φkGk
N

)N
= e

P

k φkGk . (3.7)Fasst man nun ~G = (G1,G2,G3)
T formal als einen Vektor auf (dessen Komponenten drei3×3-Matrizen sind), gelangen wir zu dem Ergebnis

R(~φ) = e
~φ·~G . (3.8)Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



3.1 Drehimpuls 75Die Matrixexponentialfunktion lässt si
h mit Mathemati
aR©ausführen. Man erhält so dieexplizite Drehmatrix für eine Drehung um die A
hse ~φ um den Winkel φ = |~φ|:
R(~φ) =

0

B

B

B

@

φ2

1
+ cos(φ)

“

φ2

2
+ φ2

3

”

−(cos(φ) − 1)φ1φ2 − φ sin(φ)φ3 φ sin(φ)φ2 − (cos(φ) − 1)φ1φ3

φ sin(φ)φ3 − (cos(φ) − 1)φ1φ2 φ2

2
+ cos(φ)

“

φ2

1
+ φ2

3

”

−φ sin(φ)φ1 − (cos(φ) − 1)φ2φ3

−φ sin(φ)φ2 − (cos(φ) − 1)φ1φ3 φ sin(φ)φ1 − (cos(φ) − 1)φ2φ3 φ2

3
+ cos(φ)

“

φ2

1
+ φ2

2

”

1

C

C

C

A

(3.9)Auf diese Weise können in dieser Darstellung alle Gruppenelemente der SO(3) parame-trisiert werden.Algebra der Generatoren der SO(3)Die Ni
htkommutativität der Drehgruppe SO(3) s
hlägt si
h nieder in der Ni
htkom-mutativität ihrer Generatoren. Man kann lei
ht na
hre
hnen, dass die Generatoren dieVertaus
hungsrelationen
[Gj ,Gk] =

3∑

l=1

ǫjkl Gl (3.10)erfüllen. Dabei lässt man gemäÿ der Einsteins
hen Summenkonvention häu�g die Summeweg, s
hreibt also [Gj ,Gk] = ǫjklGl. Die Komponenten ǫjkl sind dabei die sogenanntenStrukturkonstanten der Gruppe und sind im Fall der SO(3) gerade dur
h die Levi-Civita-Symbole gegeben.Bemerkung: Wenn man die Darstellung der Gruppenelemente der SO(3) als Matrixex-ponentialfunktion gemäÿ Gl. (3.8) postuliert, können die Generatoren Gk dur
h Ableitungna
h den Drehwinkeln φk gewonnen werden. Es gilt nämli
h
Gk =

∂

∂φk
e

~φ·~G
˛
˛
˛
~φ:=0

=
∂

∂φk
R(~φ)

˛
˛
˛
~φ:=0

. (3.11)Beispielsweise ist
G1 =

∂

∂φx
Rx(φx)

˛
˛
˛
φx:=0

(3.12)wie man lei
ht na
hre
hnen kann, wenn man die entspre
hende Drehmatrix einsetzt.Bitte vergegenwärtigen Sie si
h no
h einmal, dass in diesem Abs
hnitt nur von Drehungenim R
3 die Rede war, während die Verbindung zur Quantentheorie no
h ni
ht hergestelltwurde. Dies ges
hieht nun im folgenden Abs
hnitt.3.1.2 Räumli
he Drehungen in der QuantentheorieDarstellung der SO(3) im HilbertraumWir stellen nun die Frage, wie si
h ein quantenme
hanis
hes System unter räumli
henDrehungen verhält. Dabei wird jedem Gruppenelement der SO(3), also jeder Drehung

R(~φ), eine unitäre Transformation U(~φ) zugeordnet, deren Wirkungsweise gerade darinbesteht, das System um die A
hse ~φ zu drehen, also bespielsweise Ortseigenvektoren |~x 〉in einen passend gedrehten Ortseigenvektor |R(~φ)~x 〉 zu überführen. Es soll also gelten
U(~φ)|~x 〉 =

∣
∣R(~φ)~x

〉
. (3.13)Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



76 DrehimpulsO�enbar bewirkt der Operator
U(~φ) =

∫

d3x
∣
∣R(~φ)~x

〉 〈
~x
∣
∣ (3.14)genau diese gewüns
hte Abbildung. Wie man si
h lei
ht überzeugen kann, ist dieserOperator wegen

U(~φ)†U(~φ) =

∫

d3x

∫

d3x′
∣
∣~x ′
〉 〈

R(~φ)~x ′
∣
∣R(~φ)~x

〉

︸ ︷︷ ︸

=δ3(~x−~x ′)

〈
~x
∣
∣ =

∫

d3x |~x 〉〈~x | = 1 (3.15)in der Tat unitär.Es ist wesentli
h zu erkennen, dass dur
h die Abbildung R → U die Gruppe der Dre-hungen als sol
he ni
ht modi�ziert wird, man geht ledigli
h zu einer anderen Darstellungüber, indem man die Gruppenelemente ni
ht mehr als 3×3-Matrizen auf dem R
3, son-dern als unitäre Operatoren auf dem Hilbertraum darstellt. Mathematiker bezei
hnen dieAbbildung R → U als einen Gruppenhomomorphismus, d.h. die Verknüpfungsstrukturbezügli
h Hintereinanderausführung und damit die Ni
htkommutativität überträgt si
hunverändert auf die U-Darstellung.Generatoren der SO(3) in der HilbertraumdarstellungWir su
hen nun das Pendant der Generatoren ~G = (G1,G2,G3) in der neuen Darstellung,d.h. wir su
hen drei hermites
he Operatoren ~L = (L1,L2,L3) derart dass

R(~φ) = e
~φ·~G ⇔ U(~φ) = e−

i
~

~φ·~L . (3.16)Dabei ist auf der re
hten Seite, wie übli
h in der Quantentheorie, der Vorfaktor −i/~eingefügt worden, der aber in der De�nition der Generatoren absorbiert werden kann.Die imaginäre Einheit führt dazu, dass die gesu
hten Generatoren hermites
h (und ni
htwie die G's antihermites
h) sind.Um ~L zu bestimmen, betra
hten wir wie vorhin eine in�nitesimale Drehung um einenkleinen Winkel δ~φ. Dann gilt wegen
U(δ~φ) =

∫

d3x
∣
∣R(δ~φ)~x

〉〈
~x
∣
∣ (3.17)in erster Ordnung von δ~φ die Glei
hung

1 − i

~

~L · δ~φ =

∫

d3x |~x + δ~x 〉〈~x | . (3.18)wobei δ~x = (δ~φ · ~G)~x ist.Die in�nitesimale Vers
hiebung um δ~x kann man si
h nun vom Impulsoperator erzeugtvorstellen. Entwi
kelt man nämli
h die Formel e− i
~
~d ·~P|~x 〉 = |~x + ~d 〉 in Gl. (2.142) inerster Ordnung und setzt ~d = δ~x mit δxj =

∑3
k,l=1 ǫjkl δφk xl, so erhält man

|~x + δ~x 〉 =
(

1 − i

~
δ~x · ~P

)

|~x 〉 =
(

1 − i

~

3∑

j,k,l=1

ǫjkl δφk xlPj

)

|~x 〉 (3.19)
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3.1 Drehimpuls 77und damit dur
h Koe�zientenverglei
h in φk die Beziehung
Lk =

∫

d3x
3∑

j,l=1

ǫjkl xlPj |~x 〉〈~x | (3.20)
=

3∑

j,l=1

∫

d3x ǫjkl |~x 〉xl〈~x |Pj =
3∑

j,l=1

ǫklj XlPj ,d.h. L ist ni
hts anderes als der Drehimpuls
~L = ~X× ~P (3.21)Diese Drehimpulskomponenten erfüllen (bis auf einen Faktor i~) die glei
hen Vertau-s
hungsrelationen wie die Generatoren Gk, nämli
h

[Lj ,Lk] = i~
3∑

l=1

ǫjkl Ll . (3.22)Die Generatoren der SO(3) sind also die Komponenten des Drehimpulses.Ähnli
h wie der Impuls räumli
he Translationen erzeugt, erzeugt der Drehimpuls räum-li
he Rotationen.3.1.3 DrehimpulsalgebraDas Problem des Drehimpulses in der Quantentheorie s
heint zunä
hst einfa
h zu sein:Klassis
h ist ~ℓ = ~r × ~p , also ist das quantentheoretis
he Pendant des Bahndrehimpulsesdur
h ~L = ~X× ~P gegeben. Alle Eigens
haften des Drehimpulses lieÿen si
h dann von derHeisenberg-Algebra ableiten. In der Tat erhält man dur
h dieses Vorgehen einen Satzvon Vertaus
hungsrelationen, nämli
h die sogenannte Drehimpulsalgebra. Man könntenun meinen, dass die Drehimpulsalgebra keine wesentli
he neue Information beinhaltet,da sie si
h vollständig aus der Heisenberg-Algebra ableiten lässt. Dieser Eindru
k istfals
h, denn die Drehimpulsalgebra per se ist allgemeiner und lässt weitere Darstellungenzu, die ni
ht mehr als konventioneller Bahndrehimpuls eines Massepunktes interpretiertwerden können und dur
h � wie wir no
h sehen werden � `halbzahlige' Drehimpulse zu-lassen. Erstaunli
herweise gibt es physikalis
he Realisierungen dieser Darstellungen, dieals `Spin' der Elementarteil
hen bekannt sind. Hier zeigt si
h die Stärke algebrais
herMethoden: Indem man die Vertaus
hungsrelationen des Drehimpulses vom gewöhnli
henBahndrehimpuls ableitet, si
h dann aber von dieser Herleitung löst und die Drehimpul-salgebra als sol
he untersu
ht, wird man auf neue Lösungen geführt. Das Wunder, demman als Physiker mit tiefem Respekt gegenübersteht, besteht darin, dass sol
he Lösungentatsä
hli
h in der Natur realisiert sind.Um die vers
hiedenen Arten von Drehimpulsen auseinanderzuhalten, hat si
h in derLiteratur folgende Konvention eingebürgert:
~L Konventioneller Bahndrehimpuls
~S Spin
~J Gesamtdrehimpuls, allgemeiner DrehimpulsHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



78 DrehimpulsDe�nitionDie Drehimpulsalgebra besitzt drei vers
hiedene `Bu
hstaben' J1,J2,J3, häu�g au
h
Jx,Jy,Jz genannt, die zu einem Vektor ~J zusammengefasst sind. Der lineare Raum derdaraus gebildeten Wörter wird dabei dur
h die Relationen

[Ji,Jj ] = i~ǫijkJk i, j, k ∈ {1, 2, 3} (3.23)einges
hränkt. Wie wir später sehen werden (Abs
hnitt 3.1.4), kann man lei
ht überprü-fen, dass der Bahndrehimpuls ~L = ~X× ~P genau diese Vertaus
hungsrelationen erfüllt.Alle Triplets hermites
her Operatoren, die diese Vertaus
hungsrelationen erfüllen, werdenin der Physik als Drehimpulse interpretiert. Die Drehimpulsalgebra ist invariant unterzyklis
her Vertaus
hung der Indi
es, womit die drei Operatoren eine glei
hbere
htigteRolle spielen. Weil deren Kommutator unglei
h Null ist, können vers
hiedene Drehim-pulskomponenten ni
ht glei
hzeitig gemessen werden.Quadrat des DrehimpulsesEin Element des Wortraums einer Algebra, das mit allen anderen Wörtern und derenLinearkombinationen vertaus
ht, heisst zentrales Element . Auf der Su
he na
h einemmaximalen Satz kommutierender Observabler ist also das Au�nden der zentralen Ele-mente einer Algebra von besonderer Bedeutung.Das zentrale Element der Drehimpulsalgebra ist das Quadrat des Drehimpulses
~J2 = ~J · ~J = J

2
1 + J

2
2 + J

2
3 , (3.24)das mit allen Komponenten des Drehimpulses kommutiert:

[~J2,Jk] = 0 . (3.25)Beweis: Wegen der Symmetrie der Drehimpulsalgebra unter zyklis
hen Vertaus
hungenrei
ht es aus, den Fall k = 3 zu beweisen. Dur
h Einsetzen der Vertaus
hungsrelationenerhält man
[J2

1 + J
2
2 + J

2
3 , J3] = J1J1J3 + J2J2J3 + J3J1J1 + J3J2J2 (3.26)

= J1[J1,J3] + [J1,J3]J1 + J2[J2,J3] + [J2, J3]J2

= i~
`
−J1J2 − J2,J1 + J2J1 + J1J2

´
= 0.Da die Drehimpulskomponenten untereinander ni
ht vertaus
hen, bietet es si
h nun an,als maximalen Satz miteinander vertaus
hender Observabler den Operator ~J2 und eineder drei Komponenten J1,J2,J3 zu wählen. Physikalis
h entspri
ht dies der Wahl ei-ner Ri
htung (Dreha
hse), bezügli
h derer der Drehimpuls gemessen wird. In der Regelwählt man den Operator J3 aus, d.h. das Koordinatensystem wird ohne Bes
hränkungder Allgemeinheit so gelegt, dass der Drehimpuls entlang der z-A
hse gemessen wird.Natürli
h könnte man den Drehimpuls au
h entlang der x- oder y-A
hse messen, wofürdie na
hfolgenden Formlen zyklis
h in den Indi
es zu permutieren wären. Ebenso sindMessungen entlang beliebiger Ri
htungen mögli
h.Haye Hinri
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3.1 Drehimpuls 79Wählt man also die beiden hermites
hen Operatoren ~J2 und J3 als maximalen Satzkommutierender Observabler, postuliert man wie gewohnt ein gemeinsames System vonEigenzuständen
~J2|q, z〉 = q|q, z〉 , (3.27)
J3|q, z〉 = z|q, z〉 .Dabei sind q und z die entspre
henden Eigenwerte.Konstruktion des ZustandsraumsWir wollen nun � ähnli
h wie beim harmonis
hen Oszillator � den Zustandsraum aufdarstellungsfreie Weise konstruieren. Dazu de�nieren wir auf analoge Weise Leiteropera-toren
J± := J1 ± iJ2 . (3.28)Diese beiden ni
hthermites
hen Operatoren sind zueinander adjungiert (J± = J

†
∓) underfüllen die Vertaus
hungsrelationen

[J+,J−] = 2~J3 , (3.29)
[~J2,J±] = 0 , (3.30)
[J3,J±] = ±~J± . (3.31)Wie wirken diese Leiteroperatoren auf die postulierten Zustände |q, z〉? Dazu betra
htenwir J±|q, z〉 und wenden darauf ~J2 bzw. J3 an. Einerseits ist

~J2
J±|q, z〉 = J±

~J2|q, z〉 = q J±|q, z〉 , (3.32)d.h. die Leiteroperatoren haben keinen Ein�uss auf die Quantenzahl q. Andererseits ist
J3J±|q, z〉 =

(

J±J3 + J3J± − J±J3
︸ ︷︷ ︸

=±~J±

)

|q, z〉 (3.33)
= (zJ± ± ~J±)|q, z〉
= (z ± ~)J±|q, z〉 ,d.h. die Operatoren J± erhöhen bzw. erniedrigen die Quantenzahl z in Einheiten von ~,was ihre Bezei
hnung als Leiteroperatoren re
htfertigt.Ähnli
h wie beim harmonis
hen Oszillator kann die Leiter jedo
h ni
ht unbes
hränktsein, sie ist in diesem Fall sogar sowohl von oben als au
h von unten bes
hränkt. Dasist physikalis
h plausibel, da J± nur die Quantenzahl z, also die z-Komponente desDrehimpulses, modi�ziert, die zumindest na
h klassis
her Vorstellung ni
ht gröÿer werdenkann als die Länge des Vektors, also die Grenzen ±√

q ni
ht übers
hreiten kann.Beweis: Man kann diese Grenzen au
h quantenme
hanis
h beweisen. Seien dazu die Ei-genzustände |q, z〉 normiert und |ψ±〉 := J±|q, z〉. Dann ist
q − z2 = 〈q, z|(q − z2)|q, z〉 = 〈q, z|(~J2 − J3)|q, z〉 (3.34)

=
1

2
〈q, z|(J+J− + J−J+)|q, z〉

=
1

2

`
〈ψ+|ψ+〉 + 〈ψ−|ψ−〉

´
≥ 0 ,also z2 ≤ q. Haye Hinri
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80 DrehimpulsDie Bes
hränktheit der Quantenzahl z für gegebenes q hat zur Folge, dass es ein zminund ein zmax geben muss, die der ersten und letzten Sprosse der Leiter entspre
hen, d.h.
J−|q, zmin〉 = 0 , J+|q, zmax〉 = 0 . (3.35)Wenn sol
he Zustände existieren, müssen zmin und zmax dur
h die Formel
q = zmin(zmin − ~) = zmax(zmax + ~) (3.36)gegeben sein, woraus si
h sofort zmin = −zmax ergibt. Darüber hinaus muss die Di�erenz

zmax − zmin ein Vielfa
hes vom Sprossenabstand ~ sein.Beweis: Diese Formel kann man herleiten, indem man J±J∓ auf diese Zustände anwendet.Wegen
J−J+ = (J1 − iJ2)(J1 + iJ2) (3.37)

= J
2
1 + J

2
2 − i(J2J1 − J1J2)

= ~J2 − J
2
3 − ~J3gilt für die obere Sprosse der Leiter

0 = J−J+|q, zmax〉 = (~J2 − J
2
3 − ~J3)|q, zmax〉 = (q − zmax

2 − ~zmax)|q, zmax〉 (3.38)also q = zmax(zmax+~). Ein analoges Resultat erhält man für J+J− angewandt auf |q, zmin〉.Es ist deshalb übli
h, den Eigenwert z sowie zmin, zmax dur
h dimensionslose Quanten-zahlen m und j auszudrü
ken, so dass
z = ~m, zmax = −zmin = ~j , q = ~

2 j(j + 1) (3.39)ist. Die entspre
henden Eigenzustände werden dann als |j,m〉 ges
hrieben und es gilt
~J2|j,m〉 = j(j + 1) ~

2 |j,m〉
J3|j,m〉 = m ~ |j,m〉 .

(3.40)Dabei kann j die Werte 0, 1/2, 1, 3/2, 2, . . . annehmen der Sprossenindex m läuft fürvorgegebenes j über den Wertebere
h
m ∈ {−j, −j + 1, . . . , j − 1, j}

︸ ︷︷ ︸

2j+1 Zustände . (3.41)Die Zahl j 
harakterisiert dabei den Gesamtdrehimpuls, während m seine Orientierungrelativ zur z-A
hse bes
hreibt. Beide Gröÿen sind in der Quantentheorie quantisiert.Die Zahl j wird dabei als Drehimpulsquantenzahl , die Zahl m dagegen als magnetis
heQuantenzahl bezei
hnet.Beispiel:
j = 0 : In diesem Fall gibt es nur einen Zustand |0, 0〉, der von allen Drehimpulsoperatorenverni
htet wird. Ein sol
her Zustand ist, wie wir no
h sehen werden, rotationsinvariant.
j = 1/2 : In diesem Fall gibt es zwei Zustände | 1

2
,− 1

2
〉 und | 1

2
,+ 1

2
〉. Sol
he Spin- 1

2
-Zustände,die au
h oft als | ↑〉 und | ↓〉 (spin up, spin down) ges
hrieben werden, bes
hreiben z.B.den Eigendrehimpuls des Elektrons. Aus das Phänomen Spin werden wir weiter unten no
hgenauer eingehen.

j = 1 : In diesem Fall gibt es drei Zustände |1,−1〉, |1, 0〉 und |1, 1〉.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



3.1 Drehimpuls 81Matrixelemente der DrehimpulsoperatorenDie Eigenzustände sind wie bei allen hermites
hen Operatoren orthogonal aufeinanderund können so normiert werden, dass die Orthogonalitätsrelation
〈j′,m′|j,m〉 = δj,j′δm,m′ (3.42)gilt. Wie beim harmonis
hen Oszillator, dessen Zustände sukzessiv vom Vakuum ausge-hend dur
h Anwendung von a

† konstruiert werden können, ist es au
h beim Drehimpulsmögli
h, die Zustände dur
h wiederholte Anwendung der Leiteroperatoren zu konstruie-ren. Dazu müssen wir in der Glei
hung
|ψ〉 := J±|j,m〉 = c±(j,m) |j,m ± 1〉 (3.43)den passenden Proportionalitätsfaktor c±(j,m) bere
hnen. Es gilt

〈ψ|ψ〉 = 〈j,m|J∓J±|j,m〉 = 〈j,m|(~J2 − J
2
3 ∓ ~J3)|j,m〉 = ~

2
[
j(j + 1) −m(m± 1)

]und
〈ψ|ψ〉 = c∗±(j,m)c±(j,m)〈j,m ± 1|j,m ± 1〉 = |c±(j,m)|2. (3.44)Folgli
h ist

|c±(j,m)|2 = ~
2
[
j(j + 1) −m(m± 1)

]
= ~

2(j ∓m)(j ±m+ 1). (3.45)So ergeben si
h die Beziehungen
J±|j,m〉 = ~

√

j(j + 1) −m(m± 1) |j,m± 1〉
= ~

√

(j ∓m)(j ±m+ 1) |j,m ± 1〉
(3.46)Mit dieser Rekursionsbeziehung und der Orthogonalitätsrelation sind wir nun in der Lage,die Matrixelemente der Drehimpulsoperatoren in ihrer Eigenbasis anzugeben:

〈j′,m′|~J2|j,m〉 = ~
2 j(j + 1) δj,j′ δm,m′

〈j′,m′|J3|j,m〉 = ~mδj,j′ δm,m′

〈j′,m′|J±|j,m〉 = ~
√

j(j + 1) −m(m± 1) δj,j′ δm±1,m′

(3.47)Beispiel:
j = 0 : In diesem Fall sind alle Matrizen glei
h Null
j = 1/2 : In diesem Fall sind die Matrizen gegeben dur
h

J1 =
~

2

„
0 1
1 0

«

, J2 =
~

2

„
0 −i
i 0

«

, J3 =
~

2

„
1 0
0 −1

«

,

~J2 =
3~

2

4

„
1 0
0 1

«

, J+ = ~

„
0 1
0 0

«

, J− = ~

„
0 0
1 0

«

.

(3.48)Diese Matrizen sind als Pauli-Matrizen bekannt und werden no
h eigehender diskutiertwerden.
j = 1 : In diesem Fall sind die Matrizen gegeben dur
h

J1 =
~√
2

0

@

0 1 0
1 0 1
0 1 0

1

A , J2 =
~√
2

0

@

0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

1

A , J3 = ~

0

@

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

1

A ,

~J2 = 2~
2

0

@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A , J+ = ~
√

2

0

@

0 1 0
0 0 1
0 0 0

1

A , J− = ~
√

2

0

@

0 0 0
1 0 0
0 1 0

1

A .

(3.49)
Haye Hinri
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82 Drehimpuls3.1.4 BahndrehimpulsDe�nition und Vertaus
hungsrelationenWie wir bereits gesehen haben, konstruiert man in Analogie zum klassis
hen Bahndre-himpuls eines Teil
hens ~ℓ = ~r× ~p den entspre
henden quantenme
hanis
hen Drehimpuls
~L = ~X × ~P. Da si
h das Kreuzprodukt in der Form (~a ×~b )i =

∑

jk ǫijkajbk s
hreibenlässt, sind die einzelnen Drehimpulskomponenten dur
h
Lj =

∑

k,l

ǫjklXkPl (3.50)gegeben. Der so de�nierte Drehimpuls ~L = (L1,L2,L3)
T ist per Konstruktion ein axialerVektoroperator , d.h. er transformiert si
h unter Drehungen wie ein Ortsvektor, bleibtaber unter Spiegelungen unverändert.Man kann dur
h Re
hnung lei
ht zeigen, dass die drei Operatoren {L1,L2,L3} die Ver-taus
hungsrelationen der Drehimpulsalgebra

[Lj ,Lk] = i~ǫjklLl (3.51)erfüllen.Beweis: Dazu bilden wir den Kommutator
[Li,Lj ] =

hX

k,m

ǫikmXkPm ,
X

r,s

ǫjrsXrPs

i (3.52)
=

X

k,m,r,s

ǫikmǫjrs[XkPm,XrPs]

=
X

k,m,r,s

ǫikmǫjrs

`
Xk PmXr

| {z }

=XrPm−i~δmr

Ps − Xr PsXk
| {z }

=XkPs−i~δsk

Pm

´An dieser Stelle wird der Kommutator der Heisenberg-Algebra benutzt.
[Li,Lj ] = −i~

X

k,m,s

ǫikmǫjmsXkPs + i~
X

s,m,r

ǫismǫjrsXrPm (3.53)
= −i~

X

k,m,s

ǫikmǫjmsXkPs + i~
X

m,s,k

ǫimsǫjkmXkPs

= i~
X

k,m,s

“

ǫimsǫjkm − ǫikmǫjms
| {z }

=ǫijmǫmks

”

XkPs =
X

m

ǫijmLm . �Wir wollen nun in die Ortsraumdarstellung gehen und die Eigenfunktionen von ~L2 zbd
L3 explizit konstruieren.Darstellung in PolarkoordinatenIn kartesis
hen Koordinaten kann man die Darstellung ~X = ~x, ~P = −i~∇x einsetzen:

~L = ~X× ~P = −i~ ~x ×∇x . (3.54)Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



3.1 Drehimpuls 83Weil der Drehimpuls aber etwas mit räumli
hen Drehungen zu tun hat, sind kartesis
heKoordinaten für konkrete Re
hnungen eher ungeeignet, während Polarkoordinaten
x1 = r sin θ cosφ , x2 = r sin θ sinφ , x3 = r cos θ (3.55)mit r ≥ 0, θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π] sehr viel natürli
her sind.Bemerkung: Um in diesen Koordinaten zu re
hnen, ist es nützli
h, si
h in jedem Punktdes R

3 ein Dreibein orthogonaler Einheitsvektoren {~e r, ~e θ, ~e φ} zu konstruieren. Diese sindgegeben dur
h
~e r = Ar

∂~r

∂r
= Ar
|{z}

=1

0

@

sin θ cosφ
sin θ sinφ

cosφ

1

A (3.56)
~e θ = Aθ

∂~r

∂θ
= Aθr
|{z}

=1

0

@

cos θ cosφ
cos θ sinφ
− sinφ

1

A (3.57)
~e φ = Aφ

∂~r

∂φ
= Aφr sin θ
| {z }

=1

0

@

− sin φ
cosφ

0

1

A (3.58)wobei Ar, Aθ, Aφ Normierungsfaktoren sind. Der Gradient lässt si
h dann s
hreiben als
∇ = ~e r∂r + ~e θ

1

r
∂θ + ~e φ +

1

r sin θ
∂φ (3.59)In Polarkoordinaten ist die Ortsraumdarstellung der Drehimpulsoperatoren gegeben dur
h

~L = −i~ (~r ×∇)

= −i~ r ~e r ×
(

~e r∂r + ~e θ
1

r
∂θ + ~eφ

1

r sin θ
∂φ

)

= −i~
(

r ~e r × ~e r
︸ ︷︷ ︸

=0

∂r + ~e r × ~e θ
︸ ︷︷ ︸

=~e φ

r

r
∂θ + ~e r × ~eφ

︸ ︷︷ ︸

=−~e θ

r

r sin θ
∂φ
) (3.60)

= −i~
(

~eφ∂θ − ~e θ
1

sin θ
∂φ

)also
L1 = i~

(
cot θ cosφ∂φ + sinφ∂θ

)
, (3.61)

L2 = i~
(
cot θ sinφ∂φ − cosφ∂θ

)
,

L3 = −i~∂φ .Daraus ergibt si
h
L± = ~ e±iφ

(
±∂θ + i cot θ∂φ

) (3.62)
~L2 = −~

2
( 1

sin θ
∂θ(sin θ∂θ) +

1

sin2 φ
∂2
φ

) (3.63)Diese Operatoren hängen ni
ht von r ab. Wir erkennen also, dass die Drehimpulsoperato-ren eine winkelabhängige, aber keinerlei radiale Wirkung entfalten. Die Eigenfunktionen
|l,m〉 werden deshalb nur von θ und φ, ni
ht jedo
h vom Radius r abhängen.Haye Hinri
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84 Drehimpuls
Abbildung 3.1: Kugel�ä
henfunktionen für l = 5. Der Betrag von Ylm(θ, φ) ist hier in einer Farbskalaaufgetragen.Kugel�ä
henfunktionenDie Eigenfunktionen

Yl,m(θ, φ) = 〈θ, φ|l,m〉 (3.64)sind als Kugel�ä
henfunktionen (engl. spheri
al harmoni
s) bekannt. Die Kugel�ä
hen-funktionen sind ans
hauli
h interpretiert stehende Wellen auf einer Kugelober�ä
he (sie-he Abb. 3.1).3.2 ZentralfeldpotentialeEin Potential V (~r ) wird als Zentralpotential bezei
hnet, wenn es nur vom Abstand r = |~r |abhängt. Wie wir sehen werden, lassen si
h die stationären Wellenfunktionen für sol
hePotentiale in einen Radialanteil und eine Kugel�ä
henfunktion aufspalten. Das viellei
htwi
htigste Beispiel ist das Wassersto�atom.3.2.1 Allgemeine FormulierungErhaltung des DrehimpulsesIn der klassis
hen Me
hanik ist der Drehimpuls eines Teil
hens in einem Zentralpotentialzeitli
h erhalten. In der Quantentheorie wird dieser Erhaltungssatz dur
h den vers
hwin-
Yl,m(θ, φ) l = 0 l = 1 l = 2 l = 3

m=-3 q

35
64π

sin3 θ e−3iφ

m=-2 q

15
32π

sin2 θ e−2iφ
q

105
32π

sin2 θ cos θ e−2iφ

m=-1 q

3
8π

sin θ e−iφ
q

15
8π

sin θ cos θ e−iφ
q

21
64π

sin θ
`

5 cos2 θ − 1
´

e−iφ

m=0 1√
4π

q

3
4π

cos θ
q

5
16π

`

3 cos2 θ − 1
´

q

7
16π

`

5 cos3 θ − 3 cos θ
´

m=1 −
q

3
8π

sin θ eiφ −
q

15
8π

sin θ cos θ eiφ −
q

21
64π

sin θ
`

5 cos2 θ − 1
´

eiφ

m=2 q

15
32π

sin2 θ e2iφ
q

105
32π

sin2 θ cos θ e2iφ

m=3 −
q

35
64π

sin3 θ e3iφTabelle 3.1: Die ersten 16 Kugel�ä
henfunktionen
Haye Hinri
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3.2 Zentralfeldpotentiale 85denden Kommutator
[~L,H] = 0 (3.65)ausgedrü
kt, wobei

H =
1

2m
~P2 + V (X) (3.66)der Hamiltonian des Teil
hens ist.Beweis: Zum einen vertaus
ht ~L mit ~P2:

[~L, ~P2] = [~X × ~P, ~P2] = ~X × [~P, ~P2]
| {z }

=0

+ [~X, ~P2]
| {z }

=2i~~P

×~P = i~ ~P× ~P = 0. (3.67)Zum anderen vertaus
ht ~L au
h mit dem Potential. Um dies zu beweisen wählen wir dieOrtsdarstellung in Kugelkoordinaten. Hier ist V (~X) = V (r) und L3 = −i~∂φ. Da dasPotential winkelunabhängig ist und der Drehimpuls umgekehrt keine radiale Abhängigkeitbesitzt, ist der Kommutator [L3, V (r)]=0. Aus Symmetriegründen gilt dies dann au
h fürdie anderen beiden Drehimpulskomponenten. Folgli
h ist [~L,H] = 0.Insbesondere vertaus
ht also H mit ~L2 und L3:
[~L2,H] = [L3,H] = 0 . (3.68)Der maximale Satz kommutierender Observabler wird damit um den Hamiltonopera-tor erweitert. Ist E der Energieeigenwert des Systems, werden also die Eigenzustände

|E, l,m〉 dur
h drei Quantenzahl E, l,m bes
hrieben:
H
∣
∣E, l,m

〉
= E

∣
∣E, l,m

〉

~L2
∣
∣E, l,m

〉
= ~

2 l(l + 1)
∣
∣E, l,m

〉 (3.69)
L3

∣
∣E, l,m

〉
= ~m

∣
∣E, l,m

〉SeparationIn der Ortsdarstellung hat die stationäre S
hrödingerglei
hung H|E, l,m〉 = E|E, l,m〉die Form
[

− ~
2

2m
∇2 + V (r)

]

ΦElm(r, θ, φ) = E ΦElm(r, θ, φ) , (3.70)wobei
ΦElm(r, θ, φ) =

〈
r, θ, φ

∣
∣E, l,m

〉 (3.71)die zum Eigenzustand |E, l,m〉 gehörende stationäre Wellenfunktion in Kugelkoordinatenist. Da einerseits der Lapla
ian in Kugelkoordinaten dur
h
∇2 =

1

r2
∂rr

2∂r +
1

r2 sin θ
∂θ sin θ ∂θ +

1

r2 sin2 θ
∂2
φ (3.72)gegeben ist, andererseits aber au
h

~L2 = −~
2
[ 1

sin θ
∂θ sin θ ∂θ +

1

sin2 θ
∂2
φ

] (3.73)ist, gilt∇2 = 1
r2
∂rr

2∂r− 1
r2~2

~L2. Mit der De�nition des quadrierten Radialimpulsoperators
P

2
r := −~

2 1

r
∂2
r r = −~

2 1

r2
∂rr

2∂r (3.74)Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



86 Drehimpulsgeht die stationäre S
hrödingerglei
hung über in
[ 1

2m

(

P
2
r +

~L2

r2

)

+ V (r) − E
]

ΦElm(r, θ, φ) = 0. (3.75)Wir ma
hen nun einen Separationsansatz , indem wir die Wellenfunktion ΦElm(r, θ, φ) alsProdukt einer radialen Wellenfunktion und einer Kugel�ä
henfunktion s
hreiben:
ΦElm(r, θ, φ) = RElm(r)Ylm(θ, φ). (3.76)Eine na
h diesem Ansatz konstruierte Wellenfunktion ist automatis
h Eigenfunktion von

~L2 und L3. Wir können also in der S
hrödingerglei
hung den Operator ~L2 dur
h seinenEigenwert ersetzen:
[ 1

2m
P

2
r +

~
2 l(l + 1)

2mr2
+ V (r) − E

]

RElm(r)Ylm(θ, φ) = 0. (3.77)Da nun auf der linken Seite keine Winkelabhängigkeit mehr vorhanden ist, dann die Ku-gel�ä
henfunktion herausgekürzt werden, so dass man zur sogenannten radialen S
hrö-dingerglei
hung oder au
h Radialglei
hung gelangt:
[

− ~
2

2m

(1

r
∂2
r r −

1

r2
l(l + 1)

)

+ V (r) − E
]

RElm(r) = 0. (3.78)Bis auf Faktoren r und 1/r sieht diese Glei
hung fast so aus wie eine eindimensionaleS
hrödingerglei
hung. Diese Faktoren kann man dur
h die Substitution
RElm(r) =

u(r)

r
(3.79)beseitigen. Man erhält nun

[

− ~
2

2m
∂2
r +

~
2

2mr2
l(l + 1) + V (r)

︸ ︷︷ ︸

Veff (r)

−E
]

u(r) = 0. (3.80)Dabei fasst man � genau wie in der klassis
hen Me
hanik � den Drehimpulsanteil unddas Potential zu einem e�ektiven Potential
Veff =

~
2 l(l + 1)

2mr2
+ V (r) (3.81)Die Radialglei
hung

(

− ~
2

2m
∂2
r + Veff(r) − E

)

u(r) = 0 (3.82)ist nun formal identis
h mit der S
hrödingerglei
hung für die eindimensionale Bewegungeines Teil
hens in einem Potential, allerdings nur für r ≥ 0. Bea
hten Sie, dass die Formdes e�ektiven Potentials von dem jeweiligen Drehimpuls abhängt.Wie man lei
ht zeigen kann, erhält man au
h eine formal identis
he Normierungsbedin-gung ∫ ∞

0
dr |u(r)|2 = 1. (3.83)
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3.2 Zentralfeldpotentiale 87Beweis: Mit der Normierungsbedingung 〈E, l,m|E, l,m〉 = 1 folgt aus der Orthogonali-tätsrelation der Kugel�ä
henfunktionen:
1 =

Z

d3r
“1

r
u∗(r)Y ∗

lm

”“1

r
u(r)Ylm

”

=

Z ∞

0

dr

Z π

0

r2 sin θ dθ

Z 2π

0

dφ
1

r2
u∗(r)u(r)Y ∗

lm(θ, φ)Ylm(θ, φ) (3.84)
=

Z ∞

0

dr r2
1

r2
u∗(r)u(r) =

Z ∞

0

dr |u(r)|23.2.2 Dreidimensionaler harmonis
her OszillatorIn diesem Abs
hnitt betra
hten wir den harmonis
hen Oszillator in drei Dimensionenmit dem zentralsymmetris
hen Potential V (r) = 1
2mω

2r2.Lösung in kartesis
hen KoordinatenIn kartesis
hen Koordinaten ist der Hamiltonoperator dur
h
H = − ~

2

2m
∇2 +

1

2
mω2r2 (3.85)gegeben. Da sowohl ∇2 als au
h r2 si
h als Summen

∇2 = ∂2
x + ∂2

y + ∂2
z , r2 = x2 + y2 + z2 (3.86)darstellen lassen, kann man den Hamiltonoperator in drei additive paarweise kommutie-rende Operatoren

H = Hx + Hy + Hz (3.87)zerlegen, die jeder für si
h einen eindimensionalen harmonis
hen Oszillator mit Energien
Ex, Ey, Ez bes
hreiben. Die stationären Wellenfunktionen faktorisieren also:

Φ(x, y, z) = Φx(x)Φy(y)Phiz(z). (3.88)Das Energieeigenwerte des dreidimensionalen harmonis
hen Oszillators sind also dur
h
E = ~ω

[(
nx +

1

2

)
+
(
ny +

1

2

)
+
(
ny +

1

2

)]
= ~ω

(
nx + ny + nz +

3

2

) (3.89)gegeben. Da eine natürli
he Zahl N ∈ N0 auf
n∑

k=0

(k + 1) =
n2 + 3n+ 2

2
(3.90)-fa
he Weise in drei natürli
he Zahlen N = nx + ny + nz ∈ N0 zerlegt werden kann, istdas N -te Energieniveau (N2 + 3N + 2)/2-fa
h entartet.Wie in der klassis
hen Me
hanik entkoppelt also die Dynamik der drei senkre
ht auf-einander stehenden Freiheitsgrade, so dass wir direkt das Spektrum angeben können.Allerdings sind die so bestimmten Eigenzustände im Allgemeinen keine Eigenzuständeder Drehimpulsoperatoren. Aus diesem Grunde behandeln wir nun das glei
he Problemno
h einmal in Kugelkoordinaten.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



88 DrehimpulsRadialglei
hungMit V (r) = 1
2mω

2r2 lautet die Radialglei
hung (3.82) für zentralsymmetris
he Potentiale:
(

− ~
2

2m
∂2
r +

~
2

2mr2
l(l + 1) +

mω2r2

2

)

u(r) = E(l) u(r) (3.91)Lösung für l = 0:In diesem Fall ist die Radialglei
hung formal äquivalent zu der des eindimensionalenharmonis
hen Oszillators. Die Eigenfunktionen sind deshalb
u(r) ∝ Hk

(
√

~

mω
r
)

exp
(

−mωr
2

2~

) (3.92)mit der Energie E(0)
k = ~ω(k+1/2), wobei Hk die Hermite-Polynome sind. Nun sind aberdie Hermite-Polynome für gerades k am Ursprung unglei
h Null und führen wegen Φ =

u/r zu einer am Ursprung divergenten Wellenfunktion, die unphysikalis
h ist. Deshalbsind nur die ungeraden Lösungen k = 2ñ + 1 zulässig. Die dazugehörigen Eigenenergiensind
E

(0)
ñ = ~ω

(

2ñ +
3

2

) (3.93)Lösung für l 6= 0:Wir betra
hten zunä
hst den Limes r → 0. In diesem Grenzfall dominiert der Drehim-pulsterm, der wie r−2 divergiert, während das harmonis
he Potential und die Energieni
ht anwa
hsen. Die Di�erentialglei
hung reduziert si
h damit e�ektiv auf:
−∂2

ru(r) +
l(l + 1)

r2
u(r) ≃ 0 . (r → 0) (3.94)Die Lösungen dieser DGL 2. Ordnung sind Linearkombinationen der beiden Lösungen

u(r) = rl+1 , u(r) = r−l . (3.95)Nur die erste Lösung ist physikalis
h sinnvoll, denn die zweite divergiert für r → 0 undwürde damit zu einer unendli
hen Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte am Ursprung führen.Dana
h betra
hten wir den Limes groÿer Radien r → ∞. Hier dominiert das harmonis
hePotential, während der Drehimpulsterm verna
hlässigt werden kann. Die e�ektive DGLlautet also
−∂2

ru(r) +
m2ω2

~2
r2 u(r) ≃ 0 (r → ∞) (3.96)deren asymptotis
he Lösungen Linearkombinationen der Lösungen

u(r) = exp
(

−mωr
2

2~

)

, u(r) = exp
(

+
mωr2

2~

)

. (3.97)Wiederum ist nur die erste Lösung physikalis
h sinnvoll, da die zweite für groÿe r diver-giert und damit ni
ht normierbar wäre.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



3.2 Zentralfeldpotentiale 89Für die Gesamtlösung der ursprüngli
hen DGL bietet si
h der Produktansatz
u(r) = g(r) rl+1 exp

(

−mωr
2

2~

) (3.98)an. Als Lösung, die wir hier nur angeben wollen, erhält man die assoziierten Laguerre-Polynome
g(r) = L2l+1

ñ

(

−mωr
2

~

) (3.99)wobei ñ ∈ N ist.Bemerkung: Die assoziierten (oder au
h verallgemeinerten) Laguerre-Polynome La
n(x)sind de�niert dur
h

La
n(x) =

nX

m=0

 

n+ a

n−m

!

(−x)m

m!
(3.100)bzw.

La
n(x) =

x−aex

n!

dn

dxn
e−xxn+a . (3.101)Sie erfüllen die Orthogonalitätsrelation

Z ∞

0

e−xxaLa
n(x)La

m(x)dx =
Γ(n+ a+ 1)

n!
δnm (3.102)und die Di�erentialglei
hung

xLa′′
n (x) + (a+ 1 − x)La′

n (x) + nLa
n(x) = 0 . (3.103)Die ersten vier Polynome lauten:

La
0(x) = 1

La
1(x) = −x+ a+ 1

La
2(x) =

1

2

ˆ
x2 − 2 (a+ 2) x+ (a+ 1)(a+ 2)

˜

La
3(x) =

1

6

ˆ
−x3 + 3 (a+ 3) x2 − 3 (a+ 2) (a+ 3) x+ (a+ 1) (a+ 2) (a+ 3)

˜
.Sowohl für l = 0 als au
h für l > 0 erhält man also für die Energieeigenwerte denAusdru
k

E
(l)
ñ = ~ω

(

2ñ+ l +
3

2

) (3.104)Entartungss
hema:Die Energieniveaus E(l)
ñ sind ni
ht nur jeweils für si
h wegen der Rotationssymmetrie

2l + 1-fa
h entartet, sondern es kommt au
h zu Entartungen von Zuständen für ver-s
hiedene Drehimpulse. Man fürhrt deshalb die Hauptquantenzahl n = 2ñ + l ein undunters
heidet dabei zwei Fälle: Ist n eine gerade Zahl, so kann der Gesamtdrehimpuls dieWerte l = 0, 2, 4, . . . , n annehmen. Für jeden dieser Gesamtdrehimpulse l = 2k kann diemagnetis
he Quantenzahl m insgesamt 2l+1 Werte m ∈ {−l,−l+1, . . . ,+l} annehmen.Der Entartungsgrad ist also dur
h
d =

n/2
∑

k=0

(4k + 1) =
n2 + 3n + 2

n
(3.105)
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90 Drehimpulsgegeben. Ist n dagegen ungerade, so läuft der Gesamtdrehimpuls l = 2k − 1 über dieWerte l = 1, 3, 5, . . . , n und der Entartungsgrad ist
d =

(n+1)/2
∑

k=1

(4k − 1) =
n2 + 3n + 2

n
. (3.106)In beiden Fällen ist also der Entartungsgrad dur
h die selbe Formel gegeben. DiesesErgebnis ist auÿerdem identis
h mit dem für kartesis
he Koordinaten ermittelten Entar-tungsgrad.Der Unters
hied zwis
hen der Re
hnung in kartesis
hen Koordinaten und der Re
hnungin Kugelkoordinaten besteht darin, dass jeweis man andere Basissysteme von Eigenzu-ständen in den entarteten Unterräumen erhält. Der Vorteil der Re
hnung in Kugelkoor-dinaten ist, dass die Eigenzustände automatis
h Drehimpulseigenzustände sind, was inder kartesis
hen Re
hnung ni
ht der Fall ist.3.2.3 Wassersto�atomEines der wi
htigsten konkreten Beispiele in der ni
htrelativistis
hen Quantentheorie, fürdas man eine exakte Lösung angeben kann, ist das Wassersto�atom und ähnli
he Syste-me. Es handelt si
h hier um ein Zweikörperproblem aus Kern und Elektron, das wie inder klassis
hen Me
hanik zunä
hst dur
h Separation von S
hwerpunkts- und Relativbe-wegung auf ein Zentralfeldproblem reduziert wird.ZweikörperproblemWir betra
hten nun ein System bestehend aus zwei Teil
hen mit Massen m1 und m2 anden Orten ~r 1 und ~r 2, das über ein Potential V (~r 1, ~r 2) = V (|~r 1 −~r 2)| we
hselwirken. Inder Ortsdarstellung hat der Hamiltonoperator also die Form

H = − ~
2

2m1
∇2

1 −
~

2

2m2
∇2

2 + V (|~r 1 − ~r 2)|. (3.107)In den Übungsaufgaben wird gezeigt, dass si
h dieses Problem, ähnli
h wie in der klassi-s
hen Me
hanik, na
h S
hwerpunkt- und Relativbewegung separieren lässt. Dazu de�niertman den S
hwerpunkt
~R :=

m1~r 1 +m2~r 2

M
, (3.108)wobei M = m1 +m2 die Gesamtmasse ist, sowie die reduzierte Masse

µ :=
m1m2

m1 +m2
, (3.109)mit der si
h dann der Hamiltonian in der Form

H = − ~
2

2M
∇2
R

︸ ︷︷ ︸

=HCM

− ~
2

2µ
∇2
r + V (r)

︸ ︷︷ ︸

=Hr

(3.110)
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3.2 Zentralfeldpotentiale 91s
hreiben lässt. Damit zerfällt H = HCM + Hr in eine Summe aus einem Anteil HCM,der nur auf die S
hwerpunktskoordinate (CM=
enter of mass) wirkt, und einem Anteil
Hr, der nur auf die Relativkoordinate wirkt. Man kann deshalb die Wellenfunktion miteinem weiteren Produktansatz

ψ(~R,~r ) = ψCM (~R)ψr(~r ) (3.111)separieren. Die stationären Lösungen bestimmen si
h dann separat aus den Glei
hungen
HCM ψCM (~R) = ECM ψCM (~R) (3.112)und

Hrψr(~r ) = Erψr(~r ) (3.113)wobei si
h die Gesamtenergie additiv aus den Energien der S
hwerpunkts- und Relativ-bewegung zusammensetzt:
E = ECM + Er. (3.114)Ein Zweikörperproblem lässt si
h also � analog zur klassis
hen Me
hanik � auf das Pro-blem eines Teil
hens in einem Zentralpotential zurü
kführen.Wassersto�ähnli
he SystemeUnter wassersto�ähnli
hen Systemen versteht man Quantensysteme, die si
h auf die drei-dimensionale S
hrödingerglei
hung in einem zentralsymmetris
hen Coulomb-Potentialzurü
kführen lassen. Dazu gehören das Wassersto�atom, aber au
h Ionen wie He+ mitnur einem Hüllenelektron.Bemerkung: Streng genommen ist au
h der um die Erde kreisende Mond ein wasser-sto�artiges System. Dass es hier aber ni
ht sinnvoll ist, die Gesetze der Quantentheorieanzuwenden, hat vor allem zwei Gründe. Zum einen ist die benötigte Zeit für das 'Zer�ie-ÿen des Wellenpakets' extrem lang, nämli
h weitaus gröÿer als das Alter des Universums,so dass es s
hon allein aus diesem Grund ni
ht zu einem delokalisierten Quantenzustanddes Mondes kommt. Zum anderen we
hselwirkt ein Himmelskörper mit der Umgebung,beispielsweise dur
h Streuung von Sonnenli
ht. Dieser E�ekt führt zur sogenannten Deko-härenz des Wellenpakets. Die Untersu
hung von Dekohärenze�ekten ist eine relativ neueFors
hungsri
htung, die vor etwa 20 Jahren entstanden ist.Das e�ektive Potential des Wassersto�atoms ist in Abb. ref�g:ve� skizziert. Es stellt si
hheraus, dass das Potential für jeden Drehimpuls l ein Minimum besitzt, das jedo
h fürgroÿe Drehimpulse sehr �a
h ist. Die gebundenen Zustände werden also für groÿe l nursehr kleine Bindungsenergien haben können.Die Radialglei
hung des Wassersto�atoms lautet

[

− ~
2

2µ
∂2
r +

~
2l(l + 1)

2µr2
− Ze2

4πǫ0r
− E

]

u(r) = 0 , (3.115)wobei Z die Kernladungszahl und µ = m1m2/(m1 + m2) die reduzierte Masse des be-tra
hteten Systems ist. Zunä
hst bringt man diese Glei
hung in eine dimensionslose Form,indem man Radius und Potentialstärke dur
h
ρ :=

√

8m|E|
~2

r , λ :=
Ze2

4πǫ0~

√
µ

2|E| , (3.116)
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Abbildung 3.2: E�ektives Potential für das Coulomb-Potential V (r) = −1/r für vers
hiedene Dre-himpulse l in willkürli
hen Einheiten.umskaliert, womit sie die Form
[
∂2
ρ −

l(l + 1)

ρ2
+
λ

ρ
− 1

4

]

u(ρ) = 0 (3.117)annimmt. Die Randbedingungen behandelt man auf ähnli
he Weise wie beim harmo-nis
hen Oszillator. Zunä
hst betra
htet man den Grenzfall kleiner (reskalierter) Radien
ρ→ 0. Vers
hwindet der Drehimpuls (l = 0), so dominiert in diesem Limes das Coulomb-Potential. Die e�ektive DGL (∂2

ρ+ λ
ρ )u(ρ) ≃ 0 besitzt als Lösung Bessel-Funktionen I1(z)und K1(z), von denen nur erstere im Ursprung regulär ist und die zu niedrigster Ord-nung entwi
kelt das asymptotis
he Verhalten u(ρ) ∼ ρ für ρ → 0 besitzt. Für l > 0dominiert dagegen der Drehimpulsterm und die entspre
hende e�ektive Di�erentialglei-
hung [∂2

ρ − l(l+1)
ρ2

]u(ρ) ≃ 0 liefert die Lösung u(r) ∼ rl+1. Beide Fälle lassen si
h alsozusammenfassen mit der Bedingung
u(r) ∼ rl+1 für r → 0 . (3.118)Betra
htet man dagegen den Grenzfall groÿer Radien r → ∞, sind sowohl der Coulomb-als au
h der Drehimpulsanteil verna
hlässigbar und die entspre
hende e�ektive Di�eren-tialglei
hung [∂2

ρ − 1
4 ]u(r) = 0 führt auf die Lösung u(r) ∼ e−ρ/2. Diese beiden Grenzfälltmotivieren � genau wie beim harmonis
hen Oszillator in Gl. (3.98) � den Lösungsansatz

u(r) = g(r) rl+1 e−ρ/2 (3.119)dur
h den die obige DGL in
[

ρ∂2
ρ + (2 + 2l − ρ)∂ρ − (1 + l − λ)

]

g(ρ) = 0 (3.120)übergeht. Deren physikalis
he Lösung wiederum dur
h ein Laguerre-Polynom
g(ρ) = L2l+1

ñ (ρ) (3.121)gegeben, wobei ñ = λ− 1− l ∈ N0 die sogenannte Radialquantenzahl ist. Na
h Rü
ksub-stitution entspri
ht dies den Energieniveaus
E

(l)
ñ = −

( µZ2e4

8π2ǫ20~
2

) 1

(ñ+ l + 1)2
. (3.122)
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Abbildung 3.3: Terms
hema des Wassersto�atoms. Unter Hinzunahme des Spinfreiheitsgrads (sieheKapitel 5) kommt es zu einer weiteren Verdopplung der Entartungen.Es ist übli
h, statt ñ = 0, 1, 2, . . . die Zählvariable n = ñ + l + 1 zu verwenden, wel
hedie Werte l + 1, l + 2, . . . annimmt. Die Energieeigenwerte sehen dann quasi drehimpul-sunabhängig aus, weshalb man n als Hauptquantenzahl bezei
hnet
En = −

( µZ2e4

32π2ǫ20~2

) 1

n2
. (3.123)Für Z = 1 erhält man für die Grundzustandsenergie E1 des Wassersto�atoms den Wert

|E1| =
µZ2e4

32π2ǫ20~
2

= 13.6057 eV =: 1 Ry , (3.124)die sogenannten Rydbergenergie. Diese Energie benötigt man, um das Elektron vomGrundzustand aus der Atomhülle zu entfernen, die Rydbergenergie ist also die Ionisierungs-bzw. Bindungsenergie des Wassersto�atoms.Mit der Orthogonalitätsrelation der verallgemeinerten Laguerre-Polynome sind wir nunin der Lage, die normierten Wellenfunktion des Wassersto�atoms in ges
hossener Formanzugeben:
Φnlm(r, θ, φ) =

√
( 2Z

na0

)3 (n − l − 1)!

2n[(n+ l)!]3
e−ρ/2 ρl L2l+1

n+l (ρ)Ylm(θ, φ) (3.125)wobei a0 = ~
2/mee

2 der Bohrs
he Radius ist.Eine s
höne Visualisierung dieser Wellenfunktionen �nden Sie im Internet unter:http://www.physikdidaktik.uni-karlsruhe.de/software/hydrogenlab/Uebersi
ht.htm#Terms
hemaFür einen gegebenen Energieeigenwert En, d.h. für eine bestimmte Hauptquantenzahl
n ∈ N, kann der Drehimpuls alle ganzzahligen Werte von 0 bis n − 1 annehmen. JederHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



94 Drehimpulsdieser Drehimpulszustände ist darüber hinaus 2l+1-fa
h entartet, da die Magnetquanten-zahl m, die wegen der Rotationssymmetrie im Ausdru
k für die Energie ni
ht ers
heint,ganzzahlige Werte von −l bis +l annehmen kann. Diese entarteten Energieniveaus führenzu dem bekannten Terms
hema des Wassersto�atoms, das in Abb. 3.3 dargestellt ist.Es sollte no
h einmal hervorgehoben werden, dass die 2l+ 1-fa
he Drehimpulsentartungeine Folge der Rotationssymmetrie, also des Zentralpotentials ist. Darüber hinaus gibt esaber sowohl im dreidimensionalen harmonis
hen Oszillator als au
h im Wassersto�atomEntartungen von Energieniveaus mit vers
hiedenem Drehimpuls l, wel
he von der Wahldes Potentials abhängig sind. Man kann zeigen, dass diese Entartungen eine Besonderheitdes harmonis
hen und des Coulomb-Potentials re�ektieren, die si
h in der klassis
henMe
hanik dadur
h äuÿert, dass nur diese Potentiale zu ges
hlossenen Bahnen führen.3.2.4 MagnetfeldDa ein Hüllenelektron elektris
h geladen ist, repräsentiert ein Drehimpulszustand mit
l > 0 einen verlustfreien elektris
hen Kreisstrom, der zu einem magnetis
hen Momentführt. Die We
hselwirkung dieses magnetis
hen Moments mit einem äuÿeren Magnetfeldführt in der Regel zu einer Aufhebung der 2l+1-fa
hen Entartung der Energieeigenwerte.3.2.5 Ei
hinvariante AnkopplungZunä
hst muss man wissen, wie man ein elektromagnetis
hes Feld an die S
hrödinger-glei
hung `ankoppelt'. Dies ges
hieht na
h dem Rezept der minimalen ei
hinvariantenAnkopplung

~P → ~P− e ~A(~r ) , H → H + eΦ(~r ) (3.126)wobei ~A(~r ) das Vektorpotential und Φ(~r ) das skalare Potential des elektromagnetis
henFeldes sind.1Anmerkung: Elektrodynamik ist eine Theorie, die jedem raumzeitli
hen Punkt der Wel-lenfunktion einen zusätzli
hen inneren Freiheitsgrad zurordnet, der kreisförmig ist und alsEinheitskreis in der komplexen Ebene dargestellt werden kann (diese komplexe Ebene istklassis
h zu verstehen und hat ni
hts mit quantenme
hanis
hen Phasen zu tun!). An jedemraumzeitli
hen Punkt der Wellenfunktion be�ndet si
h das System an einem bestimmtenOrt auf diesem Kreis. Die Symmetriegruppe für Bewegungen entlang des Kreises ist dieGruppe U(1), die au
h als Ei
hgruppe der Elektrodynamik bezei
hnet wird. Diese Gruppede�niert vollständig alle Eigens
haften der Elektrodynamik.Die Position auf dem inneren Ring hängt im allgemeinen vom Ort ~r ab. Ist die Summealler Bewegungen auf dem inneren Ring entlang einer ges
hlossenen raumzeitli
hen Bahnunglei
h Null, liegt ein topologis
her Defekt in Form einer Feldlinie vor. Tritt das bei-spielsweise bei einer räumli
hen ges
hlossenen Bahn in der xy-Ebene auf, spri
ht man voneinem Magnetfeld in z-Ri
htung, während bei einer raumzeitli
h ges
hlossenen Bahn in der
xt-Ebene von einem elektris
hen Feld die in x-Ri
htung die Rede ist.Das Vektorpotential ~A sagt aus, wie si
h die Postion auf dem Ring bei einer in�nitesimalenräumli
hen Vers
hiebung bewegt. Auf ähnli
he Weise sagt das skalare Potential Φ aus, wiesi
h die Position auf dem Ring bei einer in�nitesimalen zeitli
hen Vers
hiebung bewegt.1Das elektromagnetis
he Feld wird hier als klassis
hes Feld angenommen, d.h. die Felder sind keineOperatoren. Eine zusätzli
he Quantisierung des elektromagnetis
hen Feldes würde zur Quantenelek-trodynamik führen, die in fortges
hrittenen Theorievorlesungen behandelt wird.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



3.2 Zentralfeldpotentiale 95
Abbildung 3.4: Pieter Zeeman (1865�1943, re
hts mit Einstein und Ehrenfeld) und die von ihm be-oba
htete Aufspaltung von Spektrallinien in Strahlungsübergängen bei einem äuÿerenMagnetfeld.Der Generator für räumli
he Translationen ist also ni
ht mehr P allein, sondern er mussergänzt werden, so dass au
h die Bewegung auf dem inneren Kreis mitberü
ksi
htigt wird.Ebenso werden zeitli
he Translationen ni
ht länger das ursrüngli
he H erzeugt, vielmehrmuss dieser Generator so ergänzt werden, dass au
h die Bewegung auf dem inneren Kreismit ausgeführt wird. Diese ergänzenden Anteile sind genau ~A und φ, wodur
h plausibelwird, wie das `Rezept' der minimalen Ankopplung zustande kommt.Die zeitabhängige S
hrödingerglei
hung in Ortsraumdarstellung geht dur
h minimale dieAnkopplung (3.126) des elektromagnetis
hen Feldes über in

i~∂tψ(~x , t) =
[ 1

2m

(

−i~∇− e ~A
)2

+ V (r) + eΦ
]

ψ(~x , t) . (3.127)Ausmultiplizieren liefert:
i~∂tψ(~x , t) =

[ 1

2m

(

−~
2∇2 − i~e(∇ · ~A+ ~A · ∇) + e2 ~A2

︸ ︷︷ ︸

→0

)

+ V (r) + eΦ
]

ψ(~x , t) ,wobei der quadratis
he Term in ~A, der sogenannte diamagnetis
he Anteil, bei genügends
hwa
hen Feldern, die wir hier betra
hten wollen, verna
hlässigt werden kann. Die beidengemis
hten Terme werden mit der in der ni
htrelativistis
hen Elektrodynamik übli
henCoulomb-Ei
hung (∇ ~A)=0 vereinfa
ht
(∇ · ~A+ ~A · ∇)ψ(~x , t) =

(

(∇ · ~A
︸ ︷︷ ︸

=0

) + 2 ~A · ∇
)
ψ(~x , t) (3.128)und man erhält

i~∂tψ(~x , t) =
[

− ~
2

2m
∇2 +

i~e

m
~A · ∇ + V (r) + eΦ

]

ψ(~x , t) , (3.129)3.2.6 Homogenes MagnetfeldDa das magnetis
he Feld ~B = rot ~A = ∇ × ~A glei
h der Rotation des Vektorpotentialsist, lässt si
h ein homogenes (=ortsunabhängiges) Feld darstellen als
~A = −1

2
~x ×B (3.130)
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96 DrehimpulsBeweis: Mit Einsteins
her Summenkonvention re
hnet man na
h:
[∇× (~x × ~B )]j = ǫjkl∂k[~x × ~B ]l (3.131)

= ǫjklǫlmn ∂kxm
| {z }

=δkm

Bn

= ǫjklǫlknBn = − ǫjklǫkln
| {z }

=2δjn

Bn = −2Bj ,d.h. ∇× (~x × ~B ) = −2 ~B , also ∇× ~A = ~B .Mit der Re
henregel (~a × ~b ) · ~c = −(~a × ~c ) · ~b lässt si
h in diesem Fall der gemis
hteTerm mit dem Drehimpuls in Zusammenhang bringen:
~A · ∇ψ(~x , t) = −1

2
(~x × ~B ) · ∇ψ(~x , t) = +

1

2
(~x ×∇
︸ ︷︷ ︸

−~L/i~

) · ~B ψ(~x , t) (3.132)Mit der De�nition des Bohrs
hen Magnetons
µB :=

e~

2m
(3.133)lässt si
h daher die S
hrödingerglei
hung in der Form

i~∂tψ(~x , t) =
[

− ~
2

2m
∇2 − µB

~

~L · ~B + V (r) + eΦ
]

ψ(~x , t) (3.134)s
hreiben. Dabei ist
~µ =

µB
~

~L (3.135)das magnetis
he Moment des Elektrons und die We
hselwirkungsenergie mit einem äu-ÿeren homogenen Magnetfeld ergibt si
h zu
Hint = −~µ · ~B . (3.136)Weil das Magnetfeld ~B eine Ri
htung auszei
hnet, wird die Rotationsinvarianz im All-gemeinen gebro
hen. Im Energiespektrum äuÿert si
h dies dur
h eine Aufhebung der

2l+ 1-fa
hen Entartung der Drehimpulseigenzustände. Dadur
h kommt es zu einer Auf-spaltung der Spektrallinien, dem sogenannten (normalen) Zeeman-E�ekt .
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4 Spin4.1 GrundlagenViele Elementarteil
hen wie z.B. Elektronen tragen neben Masse und elektris
her Ladungeine Eigens
haft, die als Spin bezei
hnet wird. Der Spin ist ein E�ekt, der si
h ausdem Zusammenspiel von Relativitätstheorie und Quantentheorie ergibt und deshalb imRahmen der relativistis
hen Quantenfeldtheorie erklärbar ist.4.1.1 Was ist Spin?Spin als intrinsis
he Eigens
haftDer Spin verhält si
h wie ein Drehimpuls, ist aber kein gewöhnli
her Drehimpuls. Dieklassis
he Deutung als `Eigendrehimpuls' verglei
hbar mit dem Drehimpuls einer rotie-renden Kugel mag für man
he qualitativen Argumente nützli
h sein, ist aber im Grundeunzutre�end: Ein Elektron ist kein Kügel
hen mit einer Eigenrotation wie ein Himmels-körper, sondern na
h heutigem Verständnis ein Punktteil
hen. Der Spin ist also keinegewöhnli
he Rotation, sondern ist � ähnli
h wie die Ladung und Masse � eine innereEigens
haft dieses Punktteil
hens, die si
h einer ans
hauli
hen Deutung entzieht. Sol
heinneren Eigens
haften eines Punktes werden au
h intrinsis
he Eigens
haften genannt.Der Spin wird deshalb au
h als intrinsis
her Drehimpuls bezei
hnet.Dass si
h der Spin denno
h wie ein Drehimpuls verhält, hat zweierlei Gründe. Zum einenerfüllen die entspre
henden Generatoren die Drehimpulsalgebra. Zum anderen aber setztsi
h der Gesamtdrehimpuls additiv aus dem im letzten Kapitel diskutierten Bahndrehim-puls und dem Spin zusammen.Während Bahndrehimpulse � wie oben gezeigt � stets ganzzahlig sein müssen, kann derSpin au
h die von der Drehimpulsalgebra zugelassenen halbzahligen Werte annehmen.Das Elektron hat beispielsweise einen Spin 1/2.Stern-Gerla
h ExperimentDas Phänomen `Spin' lässt si
h am eindru
ksvollsten mit dem Stern-Gerla
h-Versu
hdemonstrieren (siehe Abb. 4.1). In diesem Versu
h werden Silberatome dur
h ein starkinhomogenes Magnetfeld ges
hossen. Das Magnetfeld steht dabei senkre
ht auf der Flug-ri
htung. Mit einem inhomogenen Magnetfeld wirkt auf magnetis
he Dipole eine Kraft,wel
he die Flugri
htung ändert. Silberatome sind paramagnetis
h, so dass man keineHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



98 Spin

Abbildung 4.1: Links: S
hematis
her Aufbau des Stern-Gerla
h Versu
hs. Re
hts: Gedenktafel inFrankfurt [Wiki℄.Ablenkung erwartet. Do
h im Experiment wird der Atomstrahl abgelenkt und in zweidiskrete Teilstrahlen aufgespalten.Bemerkung: Das magnetis
he Moment ~µ = q
2mc

~L einer Ladung q ist proportional zuseinem Drehimpuls. Die potentielle Energie V dieser Ladung in einem Magnetfeld ~B ist
V = −~µ · ~B . In einem homogenen Magnetfeld führt dieses Potential beispielsweise zueiner Vers
hiebung der Spektrallinien bei Strahlungsübergängen. Zu einer Ablenkung desTeil
hens kommt es bei einem homogenen Magnetfeld jedo
h ni
ht, da ~F = −∇V = 0 ist.In einem inhomogenen Magnetfeld ist dagegen ~F = q

2mc
~L · ∇(~µ · ~B ) 6= 0 und es kommt zueiner Ablenkung des Strahls.Bei einer quantitativen Analyse der beoba
hteten Ablenkung wird man auf überras
hendeErgebnisse geführt:(a) Die Aufspaltung in zwei Teilstrahlen impliziert, dass der Drehimpuls halbzahlig ist,also die Werte ±~/2 annimmt.(b) Das magnetis
he Moment ~µ ist doppelt so groÿ wie erwartet.Da sol
he Eigens
haften ni
ht von dem Bahndrehimpuls der Hüllenelektronen stammenkönnen, stellten Uhlenbe
k und Goudsmit 1925 die Hypothese auf, dass Elektronen einenintrinsis
hen halbzahligen Drehimpuls besitzen. Sol
h ein innerer Drehimpuls von Punkt-teil
hen wird als Spin bezei
hnet. Au
h ein komplexes System wie ein Silberatom besitzteinen Spin, der si
h aus den Einzelspins der Konstituenten zusammensetzt.Spin-Algebra und DarstellungenDer Spin eines Systems wird dur
h einen hermites
hen Vektoroperator ~S bes
hrieben,dessen Komponenten die gewöhnli
hen Vertaus
hungsrelationen des Drehimpulses

[Sj ,Sk] = i~

3∑

l=1

ǫjklSl (4.1)
Haye Hinri
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4.1 Grundlagen 99erfüllen. Alle algebrais
h abgeleiteten Ergebnisse für Drehimpulse sind also au
h für denSpin gültig. Insbesondere kommutieren ~S2 und S3, so dass die Eigenzustände |s,ms〉dur
h die beiden Quantenzahlen s und ms gekennzei
hnet sind. Es gilt:Operator Eigenwerte Werteberei
h der Quantenzahl
~S2

~
2s(s+ 1) s ∈ {0, 1

2 , 1,
3
2 , 2, . . .}

S3 ~ms ms ∈ {−s,−s+ 1, . . . , s− 1, s}Im vorherigen Kapitel wurde gezeigt, dass der Bahndrehimpuls ~L räumli
he Drehungenerzeugt, also Generator der Drehgruppe SO(3) ist. Der Spin dagegen ist ein völlig neu-es Konzept, da er einen inneren Freiheitsgrad der Teil
hen bes
hreibt, den man si
h injedem Punkt der Raumzeit aufgehängt vorstellen kann. Dementspre
hend wirkt der Spin-operator in einem separaten Hilbertraum Hs, dem sogenannten Spinraum. Der gesamteHilbertraum H ist also das Tensorprodukt (siehe Anhang A.3)
H = Hl ⊗Hs (4.2)wobei Hl der `gewöhnli
he' Hilbertraum über dem physikalis
hen Ortsraum ist, auf demdie Operatoren ~X, ~P und ~L wirken. Im Gegensatz zum unendli
hdimensionalen Hilbert-raum Hl ist allerdings der Spinraum endli
hdimensional, z.B. im Fall eines Spin-1/2Teil
hens ist er nur zweidimensional.Da der Spinoperator ~S nur auf Hs, jedo
h ni
ht auf Hl wirkt, kommutiert er mit Orts-,Impuls- und Bahndrehimpulsoperator:

[Xj,Sk] = [Pj ,Sk] = [Lj,Sk] = 0. (4.3)Für ein Teil
hen in einem zentralsymmetris
hen Potential wird dadur
h beispielsweise dermaximale Satz paarweise kommutierender Observabler H, ~L2,L3 um die Spinoperatoren
~S2,S3 erweitert. Die entspre
henden Eigenzustände lassen si
h als Tensorprodukt imGesamtraum (4.2) darstellen:

|ψ〉 = |n, l,ml〉 ⊗ |s,ms〉 , (4.4)wobei die Magnetquantenzahl des Bahndrehimpulses ml nun zur besseren Unters
heid-barkeit den Indes l erhält. Der linke Faktor ist die gewöhnli
he räumli
he Wellenfunktion,der re
hte Faktor dagegen der intrinsis
he Spinzustand.In der Literatur ist es übli
h, das Tensorprodukt ni
ht explizit zu s
hreiben, sondernals Sequenz von Ket-Vektoren zu s
hreiben oder alle 5 Quantenzahlen in einem einzigenKet-Vektor zu integrieren:
|n, l,ml〉 ⊗ |s,ms〉 ≡ |n, l,ml〉|s,ms〉 ≡ |n, l,ml, s,ms〉 (4.5)We
hselwirkung des Spins mit einem MagnetfeldObwohl der Spin ein innerer Drehimpuls ist, der ni
hts mit einer konkreten räumli
henRotation zu tun hat, kann er sehr wohl gemessen werden, da er zu einem zusätzli
henmagnetis
hen Moment führt. Das magnetis
he Moment des Spins ist

~µ s = −gs
µB
~

~S . (4.6)Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



100 SpinBeispielsweise ist für das Elektron
~µ s = gs

e

2m
~S . (4.7)Dabei ist gs das sogenannte gyromagnetis
he Verhältnis, au
h Landé-Faktor genannt. Fürden Bahndrehimpuls war dieser Faktor glei
h 1. Bei einer Herleitung der relativistis
henDira
-Glei
hung ergibt si
h dagegen der ganzzahlige Wert gs = 2, weshalb man au
h voneinem anomalen magnetis
hen Moment spri
ht.1Das gesamte magnetis
he Moment des Elektrons setzt si
h aus dem inneren magnetis
henMoment ~µ s und dem dur
h den Bahndrehimpuls verursa
hten magnetis
hen Moment ~µ lzusammen:

~µ = ~µ s + ~µ l =
e

2m
(~L + gs~S) (4.8)Beide Anteile we
hselwirken mit einem äuÿeren Magnetfeld ~B . Diese We
hselwirkungwird dur
h den Hamiltonoperator

Hint = −~µ · ~B = − e

2m
(~L + gs~S) · ~B (4.9)bes
hrieben.Zusammenfassend lässt si
h festhalten, dass Spin und Bahndrehimpuls im Rahmen derni
htrelativistis
hen Quantentheorie additiv zum gesamten magnetis
hen Moment desTeil
hens beitragen, wobei der Spinanteil mit dem Faktor gs = 2 doppelt gewi
htet wird.4.1.2 Spin-1

2Basiszustände und PaulimatrizenViele Elementarteil
hen wie z.B. das Elektron haben einen Spin s = 1/2. Der Eigen-wert von ~S2 ist also 3
4~

2 und die mögli
hen Eigenwerte von S3 sind ±1
2~. Die beidenEigenzustände |1/2,±1/2〉 werden oft als `spin up' und `spin down' bezei
hnet:

|↑〉 := |1/2,+1/2〉 , |↓〉 := |1/2,−1/2〉 . (4.10)Diese beiden Vektoren bilden eine Basis im zweidimensionalen Spinraum Hs = C
2 desSpin-1/2-Teil
hens. In dieser Basis sind die Spinoperatoren (vgl. Kap. 3.1.3) dur
h

~S =
~

2
~σ (4.11)gegeben, wobei ~σ = (σ1, σ2, σ3) die drei Paulimatrizen sind:

σ1 =

(
0 1
1 0

)

, σ2 =

(
0 −i
i 0

)

, σ3 =

(
1 0
0 −1

)

. (4.12)1Eine genauere Untersu
hung im Rahmen der Quantenelektrodynamik, die au
h S
hleifenkorrektu-ren in Form von Feynman-Diagrammen berü
ksi
htigt, erbigt den theoretis
hen Wert gs = 2 · (1 +
0, 0011596524(±4)). Der experimentell ermittelte Wert gs = 2 · (1 + 0, 00115965241(±20)) stimmt inmindestens 10 Dezimalen mit der Theorie überein. Dies ist die beste Übereinstimmung von Theo-rie und Experiment, die jemals gemessen wurde, und gibt uns deshalb groÿes Vertrauen, dass derFormalismus der Quantentheorie korrekt ist.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



4.1 Grundlagen 101

Abbildung 4.2: Cartoon zur Konstruktion des Hilbertraums H = Hl ⊗ Hs. Die Abbildung zeigteine gewöhnli
he Wellenfunktion (hier eine Gauÿglo
ke) in zwei Dimensionen, wobeider Imaginäranteil unters
hlagen wird. An jedem Punkt des Ortsraums wird dur
h dieBildung des Tensorprodukts ein Spinraum Hs = C
2 `aufgehängt', der dur
h die rotenKugeln symbolisiert wird. Der Spin ist ein normierter Vektor in diesem Spinraum,wobei die Ausri
htung des Spins von Ort zu Ort unters
hiedli
h sein kann (gelbePfeile).Zur Erinnerung: Die Pauli-Matrizen erfüllen die Relationen

σj σk = 1 δjk + i ǫjklσl , (4.13)woraus si
h (bis auf einen Faktor) die Drehimpulsalgebra ergibt:
[σj , σk] = 2i ǫjkl σl . (4.14)Insbesondere sind die Paulimatrizen spurlos (Tr(σj) = 0), hermites
h (σj = σj

†) und ihrQuadrat ist glei
h 1.Ein Spinzustand lässt si
h immer als Linearkombination α|↑〉 + β|↓〉 mit |α|2 + |β|2 = 1darstellen, ist also ein Vektor auf der Einheitskugel des Hs = C
2.Pauli-Glei
hungDen intrinsis
hen Spinraum kann man si
h nun als in jedem Punkt des Ortsraums aufge-hängt vorstellen, wie dies als Cartoon in Abb. 4.2 dargestellt ist. An eine `gewöhnli
he'Wellenfunktion

ψl(~x ) = 〈~x |ψl〉 , |ψl〉 =

∫

d3xψl(~x )|~x 〉 (4.15)wird also in jedem Punkt ein normierter Spinvektor
α(~x )|↑〉 + β(~x )|↓〉 ∈ C

2 , |α(~x )|2 + |β(~x )|2 = 1 (4.16)angeheftet, wobei die Koe�zienten α, β, wel
he die `Orientierung' des Spins in seineminneren Raum angeben, vom jeweiligen Ort ~x abhängt (eine sol
he Ortsabhängigkeit hatman z.B. im Stern-Gerla
h-Versu
h). Die beiden Koe�zienten kann man als zweikompo-nentigen Spaltenvektor
(
α(~x )
β(~x )

)
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102 Spinau�assen, der als Spinor bezei
hnet wird.Mit diesen lokal angehefteten Spinraum setzt si
h der Gesamtzustand des Systems zu-sammen aus
|ψ〉 =

∫

d3x
[

ψl(~x )|~x 〉 ⊗
(

α(~x )|↑〉 + β(~x )|↓〉
)]

=

∫

d3xψl(~x )α(~x )
︸ ︷︷ ︸

=:ψ↑(~x )

|~x 〉 ⊗ |↑〉 +

∫

d3xψl(~x )β(~x )
︸ ︷︷ ︸

=:ψ↓(~x )

|~x 〉 ⊗ |↓〉 (4.17)
= |ψ↑〉 ⊗ |↑〉 + |ψ↓〉 ⊗ |↓〉 .Die Wellenfunktion besteht also jetzt aus zwei Teilwellenfunktionen, eine für spin-up, dieandere für spin-down:

|ψ〉 =

(
|ψ↑〉
|ψ↓〉

)

, ψ(~x ) =

(
ψ↑(~x )
ψ↓(~x )

) (4.18)mit der Normierung
〈↑ | ↑〉 + 〈↓ | ↓〉 =

∫

d3x
(

|ψ↑(~x )|2 + |ψ↓(~x )|2
)

= 1 . (4.19)Dabei ist das Betragsquadrat der Teilwellenfunktionen die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte, dasTeil
hen an einem bestimmten Ort in einem bestimmten Spinzustand (nämli
h ↑ bzw. ↓bei Messung von S3) zu �nden. Diese Darstellung wird als Spinor-Darstellung bezei
hnet.Die Pauli-Glei
hung ist die Bewegungsglei
hung für diese zweikomponentigen Wellen-funktionen und hat die Form
i~∂t

∣
∣ψ
〉

=
[ ~P2

2
+ V (~X)

︸ ︷︷ ︸

H0

+
−e
2mc

(~L + gs~S) · ~B
︸ ︷︷ ︸

Hint

+ eΦ(~x )
︸ ︷︷ ︸

Hel

] ∣
∣ψ
〉 (4.20)Die Pauli-Glei
hung ist der ni
htrelativistis
he Grenzfall der sogenannten Dira
-Glei
hung.GesamtdrehimpulsWie jede physikalis
h sinnvolle Bewegungsglei
hung sollte au
h die Pauli-Glei
hung fürzentralsymmetris
he Potentiale V (r) und Φ(r) rotationsinvariant sein. Bei einer Drehungdes physikalis
hen Systems muss deshalb der We
hselwirkungsanteil Hint invariant sein.Wir su
hen also einen hermites
hen Vektoroperator ~J, genannt Gesamtdrehimpuls, derunitäre Transformationen

U(~φ) = e−
i
~

~φ·~J (4.21)erzeugt, unter denen die Pauli-Glei
hung invariant ist.Dazu beweisen wir zunä
hst, dass für jeden Drehimpuls ~Y gilt:
e−

i
~

~φ·~Y ~Y e
i
~

~φ·~Y = R(~φ)~Y (4.22)wobei R(~φ) eine 3×3-Drehmatrix ist (siehe Abs
hnitt 3.1.2).Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



4.1 Grundlagen 103Beweis: Ausgangspunkt ist die Drehimpulsalgebra
[Yj ,Yk] = i~ǫjklYl. (4.23)Diese Vertaus
hungsrelationen implizieren, dass zu linearer Ordung in ǫ ≪ 1 die folgendeGlei
hung erfüllt ist:

“

1 − ǫ
i

~
φjYj

”

Yk

“

1 + ǫ
i

~
φjYj

”

=
“

δkl + ǫφjǫjkl

”

Yl (4.24)Diese Glei
hung kann man ums
hreiben, indem man die Generatoren ~G aus Abs
hnitt 3.1.1benutzt, die im obigen Ausdru
k den Tensor ǫjkl = −ǫkjl = [Gj ]kl ersetzen:
“

1 − ǫ
i

~

~φ · ~Y
”
~Y
“

1 + ǫ
i

~

~φ · ~Y
”

=
“

1 + ǫ~φ · ~G
”
~Y (4.25)Fasst man nun die runden Klammern als in�nitesimale Transformationen auf, so kann mandiese n-fa
h hintereinander ausführen, wobei man ǫ = 1/n setzt:

lim
n→∞

“

1 − i

n~

~φ · ~Y
”n

~Y
“

1 +
i

n~

~φ · ~Y
”n

= lim
n→∞

“

1 +
1

n
~φ · ~G

”n
~Y (4.26)Die Grenzwerte können ausgeührt werden und ergeben Exponentialfunktionen:

exp
“

− i

~

~φ · ~Y
”
~Y exp

“ i

~

~φ · ~Y
”

= exp
“
~φ · ~G

” (4.27)d.h.
UY (~φ) ~Y U

−1
Y (~φ) = R(~φ)~Y . (4.28)Damit das Skalarprodukt in Hint unter Drehungen invariant ist und si
h das äuÿere Feldwie ein Vektor ~B → R(φ) ~B transformiert, müssen si
h sowohl ~L als au
h ~S wie Vektorentransformieren:

~L → R(~φ) ~L
~S → R(~φ) ~S

}

⇒ (~L + gs~S) → R(~φ) (~L + gs~S) (4.29)Da ~L und ~S kommutieren, wird dies dur
h die unitäre Transformation (4.21) mit demGesamtdrehimpuls
~J = ~L + ~S . (4.30)errei
ht. Dies ist der Generator physikalis
her Drehungen, der sowohl die Wellenfunktionim Ortsraum als au
h die Spinoren im Spinraum so transformiert, dass der We
hselwir-kungsanteil in der Pauli-Glei
hung invariant bleibt.Wel
he Eigens
haften hat der Gesamtdrehimpuls J? Dazu muss man die Addition vonDrehimpulsen beherrs
hen, die im folgenden Abs
hnitt bespro
hen wird.Drehungen im SpinraumIm vorangegangenen Kapitel wurde gezeigt, dass der Bahndrehimpulsoperator ~L räum-li
he Drehungen erzeugt. Auf Abb. 4.2 bezogen würde also der Bahndrehimpuls über dieExponentialfunktion gemäÿ Gl. (3.16) unitäre Transformationen Ul(~φ) = e−

i
~
~φ·~L gene-rieren, wel
he die abgebildete Wellenfunktion beispielsweise in der xy-Ebene räumli
hdrehen. Analog dazu erzeugt der Spinoperator ~S mit Hilfe der Exponentialabbildungunitäre Transformationen

Us(~φ) = e−
i
~
~φ·~S = e−

i
2
~φ·~σ , (4.31)Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



104 Spindie nur auf Hs wirken und deren ans
hauli
he Wirkungsweise darin besteht, die inAbb. 4.2 gezeigten gelben Pfeile in den inneren Räumen (rote Kugeln) zu drehen, währendsie die räumli
he Wellenfunktion ψl ni
ht modi�zieren. Diese unitären Transformationensind Elemente der Gruppe SU(2).Bemerkung: Mathematis
h Versierte sollten hier stutzen: Warum erzeugen L und STransformationen aus ves
hiedenen Gruppen (nämli
h SO(3) und SU(2)), wenn do
h dieGeneratoren die glei
hen Vertaus
hungsrelationen besitzen? Die Antwort lautet, dass diebeiden Gruppen SO(3) und SU(2) zwar lokal isomorph sind, jedo
h unters
hiedli
he globale(topologis
he) Eigens
haften besitzen. Da aber die Generatoren in�nitesimale Transforma-tionen erzeugen, können sie nur lokale Strukturen der Gruppe re�ektieren. Diese stimmenbei SO(3) und SU(2) überein.Als Beispiel betra
hten wir eine Drehung um die z-A
hse ~φ = φ~e 3 und bere
hnen dar-stellungsfrei die dazugehörige unitäre Transformation (4.31), indem wir die Taylorreiheder Exponentialfunktion in gerade und ungerade Potenzen aufteilen:
Us(φ) = exp

(

− i

2
φσ3

)

=

∞∑

k=0

φk

k!

(

− i

2

)k
σk3 (4.32)

=
[ ∑

k=0,2,4,...

φk

k!

(

− i

2

)k]

1 +
[ ∑

k=1,3,5,...

φk

k!

(

− i

2

)k]

σ3 (4.33)
= 1 cos

(φ

2

)

− iσ3 sin
(φ

2

) (4.34)Eine etwas aufwendigere Re
hnung für beliebige Dreha
hsen ~φ führt auf:
Us(~φ) = 1 cos

( |~φ|
2

)

−
~φ · ~σ
|~φ|

sin
( |~φ|

2

) (4.35)Als überras
hendes Resultat erhält man
Us(2π) = −1 , Us(4π) = 1 . (4.36)Eine Drehung um den Winkel 2π ist also keine identis
he Abbildung, sondern lieferteine quantenme
hanis
he Phase −1. Erst na
h einer Drehung um 4π, also na
h zweivollen Umdrehungen, kommt das System wieder in seinen Ausgangszustand zurü
k. Die-se überras
hende Eigens
haft unterstrei
ht, dass das Phänomen Spin mit Begri�en derklassis
hen Physik ni
ht erklärbar ist.Da quantenme
hanis
he Phasen bei Messungen herausfallen, könnte man der Meinungsein, dass dieser E�ekt sowieso ni
ht beoba
htbar sei. Für Einzelmessungen an einemisolierten Teil
hen tri�t das au
h zu. Anders verhält es si
h aber, wenn man Interfe-renzexperimente an vers
hränkten Teilsystemen dur
hführt (diese Begri�e werden weiterunten erklärt), in denen man sol
he Phasenfaktoren na
hweisen kann.Eulers
he WinkelUnitäre Transformationen auf dem Spinraum, also Elemente der SU(2), können auf unter-s
hiedli
he Weise parametrisiert werden. Die obige Parametrisierung dur
h einen VektorHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



4.1 Grundlagen 105
~φ, dessen Länge den Winkel und dessen Ri
htung die Dreha
hse angibt, ist nur eine vonvielen Mögli
hkeiten. Eine andere häu�g benutzte Parametrisierung ges
hieht mit Hil-fe der sogenannten Eulers
hen Winkel . Diese Parametrisierung ma
ht von der Tatsa
heGebrau
h, dass jede Drehung im R

3 als Produkt dreier Drehungen um die drei Koordi-natena
hsen dargestellt werden kann. Weil Drehungen ni
htkommutativ sind, kommt esdabei allerdings auf die Reihenfolge an. Die Eulers
hen Winkel (α, β, γ) benutzen dabeifolgende Konvention (die sogenannte x-Konvention):1. Zuerst wird um die z-A
hse mit dem Winkel α gedreht. Dabei ändern die x- und
y-A
hse ihre Lage.2. Dana
h wird um die neue y-A
hse um den Winkel β gedreht. Dabei ändern die x-und die z-A
hse ihre Orientierung.3. S
hlieÿli
h wird um die neue z-A
hse um den Winkel γ gedreht.Merke: Eulers
he Winkel: z-y-zIm R
3 entspre
ht dies einer 3 × 3 Rotationsmatrix
R =





cos γ sinγ 0
− sinγ cos γ 0

0 0 1









1 0 0
0 cosβ sinβ
0 − sinβ cosβ









cosα sinα 0
− sinα cosα 0

0 0 1



 (4.37)
=





cos γ cosα− cosβ sinα sinγ − sinγ cosα− cosβ sinα cos γ sinβ sinα
cos γ sinα+ cosβ cosα sinγ − sinγ sinα+ cosβ cosα cos γ − sinβ cosα

sin γ sinβ cos γ sinβ cosβ



Die unitären Operatoren, die dieser Drehung entspre
hen, lassen si
h für Eulers
heWinkel lei
ht aufstellen. Die Rotation im Ortsraum wird bewirkt dur
h
Ul = e−

i
~
γLze−

i
~
βLye−

i
~
αLz , (4.38)während die entspre
hende Transformation im Spinraum dur
h

Us = e−
i
~
γSze−

i
~
βSye−

i
~
αSz , (4.39)gegeben sind.4.1.3 Addition von DrehimpulsenProduktbasisWir betra
hten nun zwei Drehimpulse ~J1 und ~J2, die paarweise miteinander kommutie-ren, d.h.

[~J1,j , ~J2,k] = 0 . (4.40)In der klassis
hen Me
hanik ist die Addition von zwei Drehimpulsen ~J1 und ~J2 einfa
h,denn hier sind einfa
h die beiden Vektoren zu addieren. In der Quantentheorie ist dieDrehimpulsaddition dagegen ni
httrivial.Die Operatoren ~J1 und ~J2 wirken auf zwei separate Hilberträume H1 und H2 Eigenzu-stände seien
~J2

1|j1,m1〉 = ~
2j1(j1 + 1)|j1,m1〉 , J

z
1|j1,m1〉 = ~m1|j1,m1〉

~J2
2|j2,m2〉 = ~

2j2(j2 + 1)|j2,m2〉 , J
z
2|j2,m2〉 = ~m2|j2,m2〉

(4.41)
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106 Spinwobei wir der Übersi
htli
hkeit halber die Notation J
z
1 := J

z
1,3 verwenden. Da die Opera-toren paarweise kommutieren, kann man die vier Operatoren ~J2

1, J
z
1,
~J2

2, J
z
2 als maxima-len Satz kommutierender Observable verwenden. Die gemeinsamen Eigenzustände sinddann die Tensorprodukte (siehe Anhang A.3)

|j1,m1; j2,m2〉P := |j1,m1〉 ⊗ |j2,m2〉 . (4.42)Damit steht eine orthogonale Basis von Zuständen für den Hilbertraum H = H1 ⊗ H2zur Verfügung, die au
h als Produktbasis bezei
hnet wird. Die entspre
henden Zuständewerden im Folgenden mit dem Subs
ript | . . .〉P gekennzei
hnet.GesamtdrehimpulsbasisWir betra
hten nun die Summe der beiden Drehimpulsoperatoren
~J = ~J1 + ~J2 . (4.43)Wie man lei
ht überprüfen kann, erfüllen dessen Komponenten die Vertaus
hungsrela-tionen

[Jj ,Jk] = [J1,j + J2,j ,J1,k + J2,k] (4.44)
= [J1,j,J1,k] + [J1,j ,J2,k]

︸ ︷︷ ︸

=0

+ [J2,j ,J1,k]
︸ ︷︷ ︸

=0

+[J2,j,J2,k]

= i~ǫjklJ1,l + i~ǫjklJ2,l = i~ǫjklJl ,erfüllen also ebenfalls die Drehimpulsalgebra. Die Summe kommutierender Drehimpulseverhält si
h also wiederum wie ein Drehimpuls.Da si
h nun die Summe ~J wie ein Drehimpuls verhält, mö
hte man diesen gerne aufgewohnte Weise mit Quantenzahlen J,M bes
hreiben2, indem man Eigenzustände derOperatoren ~J2 und J
z benutzt. Dazu benötigt man aber no
h zwei weitere Operatoren,die gemeinsam mit ~J2 und J

z einen maximalen Satz kommutierender Observabler bilden.Allerdings kommen J
z
1 und J

z
2 dafür ni
ht in Frage, denn im Quadrat des Gesamtdre-himpulses
~J2 = ~J2

1 + ~J2
2 + 2~J1 · ~J2 (4.45)tritt ein gemis
hter Term auf, der ni
ht mit J
z
1 und J

z
2 kommutiert. Hingegen kommu-tieren die Quadrate der Einzeldrehimpulse ~J2

1 und ~J2
2 sowohl mit ~J2 als au
h mit J

z.Verwendet man also als maximalen Satz kommutierender Observabler die Operatoren
{~J2

1,
~J2

2;
~J2,Jz}, so sind die entspre
henden Eigenzustände |j1, j2;J,M〉G dur
h die Ei-genwertglei
hungen

~J2
1|j1, j2;J,M〉G = ~

2 j1(j1 + 1) |j1, j2;J,M〉G
~J2

2|j1, j2;J,M〉G = ~
2 j2(j2 + 1) |j1, j2;J,M〉G

~J2|j1, j2;J,M〉G = ~
2 J(J + 1) |j1, j2;J,M〉G

J
z|j1, j2;J,M〉G = ~M |j1, j2;J,M〉G

(4.46)2Der besseren Unters
heidbarkeit wegen verwenden wir für diese beiden Quantenzahlen Grossbu
hsta-ben J und M . Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



4.1 Grundlagen 107gegeben. Diese Eigenzustände bilden � wie alle Eigenzustände eines maximalen Satzeskommutierender Observabler � ein vollständiges orthogonales Basissystem, das hier alsGesamtdrehimpulsbasis bezei
hnet wird. Die entspre
henden Zustände wollen wir mit
| . . .〉P kennzei
hnen.Werteberei
h der Quantenzahlen J und MNi
ht nur die Gesamtdrehimpulseigenzustände |j1, j2;J,M〉 sind Eigenzustände von J

z,sondern au
h die Produktzustände |j1,m1; j2,m2〉 in Gl. (4.42), wobei M = m1 +m2 ist.Einerseits ist für vorgegebenes j1, j2 der maximale WertMmax = j1 +j2, also J ≤ j1 +j2.Andererseits ist die Entartung der Niveaus für |M | ≤ |j1 − j2| stets glei
h, so dass keineDarstellungen mit J < |j1−j2| auftreten können. Dementspre
hend kann die Quantenzahl
J auf den Berei
h

|j1 − j2| ≤ J ≤ j1 + j2 (4.47)eingegrenzt werden. Wie wir sehen werden, ist dies tatsä
hli
h der volle Werteberei
h.Die Quantenzahl M kann, wie übli
h, Werte im Berei
h
−J ≤ M ≤ +J (4.48)annehmen.Clebs
h-Gordan-Koe�zientenSowohl die Produktzustände (4.42) als au
h die Gesamtdrehimpulseigenzustände (4.46)sind orthogonale Basen des Hilbertraums. Nimmt man an, das diese Zustände normiertsind, so kann man die Gesamtdrehimpulsbasis na
h der Produktbasis entwi
keln:

|j1, j2;J,M〉 =

+j1∑

m1=−j1

+j2∑

m1=−j2

|j1,m1; j2,m2〉〈j1,m1; j2,m2|
︸ ︷︷ ︸

=1

|j1, j2;J,M〉 (4.49)Die dabei auftretenden Matrixelemente
|j1, j2;J,M〉 =

∑

m1,m2

〈j1,m1; j2,m2|j1, j2;J,M〉
︸ ︷︷ ︸

=: 〈j1m1 j2m2|JM〉

|j1,m1; j2,m2〉 (4.50)werden als Clebs
h-Gordan-Koe�zienten bzw. Vektoradditionskoe�zienten bezei
hnet.Die Phase dieser Matrixelemente ist unbestimmt und kann so gewählt werden, dass alleClebs
h-Gordan-Koe�zienten reell sind. Wir können deshalb die CG-Koe�zienten ohnekomplexe Konjugation spiegeln:
〈j1m1 j2m2|JM〉 = 〈JM |j1m1 j2m2〉 (4.51)Bemerkung: Die Clebs
h-Gordan-Koe�zienten 〈j1m1j2m2|JM〉 sind in der Quantenme-
hanik oft benötigte Zahlen, die deshalb in Mathemati
aR©bereits mit der FunktionClebs
hGordan[{j1,m1},{j2,m2},{J,M}℄zur Verfügung stehen. Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I
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Abbildung 4.3: Tabelle einiger Clebs
h-Gordan-Koe�zienten. Aus jedem der Einträge ist die Wurzelzu ziehen. Quelle: D.E. Groom et al., The European Physi
al Journal C15 (2000) 1.Die Clebs
h-Gordan-Koe�zienten sind die Matrixelemente einer unitären Transforma-tion U wel
he die Produktbasis in die Gesamtdrehimpulsbasis überführt, und erfülledeshalb die Relation UU
† = U

†
U = 1. Diese Eigens
haft führt zu den beiden Orthogo-nalitätsrelationen

∑

J,M

〈j1m1 j2m2|JM〉〈JM |j1m′1 j2m′2〉 = δm1,m′
1
δm2,m′

2
(4.52)

∑

m1,m2

〈JM |j1m1 j2m2〉〈j1m1 j2m2|J ′M ′〉 = δJ,J ′δM,M ′ (4.53)Da J
z = J

z
1 + J

z
2 ist, sind die Clebs
h-Gordan-Koe�zienten 〈j1m1 j2m2|JM〉 nur dannvon Null vers
hieden, wenn M = m1 +m2 ist.Bere
hnung der Clebs
h-Gordan-Koe�zientenDie CG-Koe�zienten lassen si
h wie folgt bere
hnen. Ausgangspunkt ist die Beoba
h-tung, dass der Eigenzustand für maximale Magnetquantenzahlen eindeutig ist, dass alsofür gegebenes j1, j2 der Eigenzustand hö
hsten Gewi
hts in der Produktbasis |j1, j1; j2, j2〉au
h Eigenzustand in der Gesamtdrehimpulsbasis ist:

|j1, j2; J,M〉G = |j1, j1; j2, j2〉P mit J = M = j1 + j2 (4.54)Dabei wurden zur besseren Kennzei
hnung die Basisvektoren mit G (Gesamtdrehim-pulsbasis) und P (Produktbasis) gekennzei
hnet. Da nun ein gemeinsamer Eigenzustandbekannt ist, können die übrigen Zustände dur
h sukzessive Anwendung des Absteigeope-rators J− = J1,−+J2,− konstruiert werden. Wenden wir diesen Operator auf beide SeitenHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



4.1 Grundlagen 109der obigen Glei
hung an, so erhalten wir
J−|j1, j2; J,M〉G =

√

2(j1 + j2) |j1, j2; j1 + j2, j1 + j2 − 1〉G (4.55)
=

√

2j1 |j1, j1 − 1; j2, j2〉P +
√

2j2 |j1, j1; j2, j21〉P .Ein Verglei
h ergibt die CG-Koe�zienten
〈j1, j1 − 1; j2, j2|j1 + j2, j1 + j2 − 1〉 =

√

j1
j1 + j2

,

〈j1, j1; j2, j2 − 1|j1 + j2, j1 + j2 − 1〉 =

√

j2
j1 + j2

.

(4.56)Zur Quantenzahl M = j1 + j2 − 1 gibt es in der Gesamtdrehimpulsbasis genau zweiEigenzustände, nämli
h den soeben bestimmten Zustand mit J = j1 + j2 und einenweiteren Zustand mit J = j1+j2−1, die beide orthogonal aufeinander stehen müssen. Daman in zwei Dimensionen einen Vektor um 90◦ drehen kann, indem man die Komponententaus
ht und eine mit einem Minuszei
hen versieht, erhält man sofort
√

2(j1 + j2) |j1, j2; j1 + j2 − 1, j1 + j2 − 1〉G (4.57)
=
√

2j2 |j1, j1 − 1; j2, j2〉P −
√

2j1 |j1, j1; j2, j21〉Pund die entspre
henden CG-Koe�zienten lauten
〈j1, j1 − 1; j2, j2|j1 + j2 − 1, j1 + j2 − 1〉 =

√

j2
j1 + j2

,

〈j1, j1; j2, j2 − 1|j1 + j2 − 1, j1 + j2 − 1〉 = −
√

j1
j1 + j2

.

(4.58)Wendet man nun auf die so gewonnenen Vektoren erneut den Absteigeoperator an undführt einen (immer komplexer werdenden) Koe�zientenverglei
h dur
h, so lassen si
hsukzessive alle Clebs
h-Gordan-Koe�zienten konstruieren.Bemerkung: Man kann zeigen (ohne Beweis), dass die Clebs
h-Gordan-Koe�zienten für
M ≥ 0 dur
h die ges
hlossene Formel
〈j1m1 j2m2|JM〉 = δm,m1+m2

s

(2J + 1)(J + j1 − j2)!(J − j1 + j2)!(j1 + j2 − J)!(J +M)!(J −M)!

(j1 + j2 + J + 1)!(j1 −m1)!(j1 +m1)!(j2 −m2)!(j2 +m2)!

×

J+M
X

k=0

(−1)k+j2+m2
(j2 + J +m1 − k)!(j1 −m1 + k)!

k!(J − j1 + j2 − k)!(J +M − k)!(k + j1 − j2 −M)!
(4.59)gegeben sind. Die Koe�zienten für M < 0 ergeben si
h dur
h

〈j1m1 ; j2m2|JM〉 = (−1)j−j1−j2〈j1,−m1 ; j2,−m2|J,−M〉 . (4.60)Beispiel: Zwei Teil
hen mit Spin 1
2 :In diesem Fall sind die Drehimpulseigenzustände der einzelnen Teil
hen | ↑〉 und | ↓〉, dieProduktbasis besteht also aus den vier Zuständen | ↑↑〉, | ↑↓〉, | ↓↑〉, | ↓↓〉. Der Gesamtdre-himpuls kann die beiden Werte J = 0 und J = 1 annehmen, die GesamtdrehimpulsbasisHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I
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Abbildung 4.4: S
hema zur Bestimmung der Darstellungen bei der Addition zweier Drehimpuls. Ge-zeigt ist das Beispiel j1 = 3/2 und j2 = 3. Die blauen Punkte im linken Teil der Ab-bilung symbolisieren die Vektoren in der Produktbasis, die grünen Punkte im re
htenTeil der Abbildung dagegen die Vektoren der Gesamtdrehimpulsbases. Der Gesamt-drehimpuls nimmt dabei die Werte J = 3/2, 5/2, 7/2, 9/2 an und führt dabei zu einerZerlegung in ein Quartett, ein Sextett, ein Oktett und ein Dekuplett. Die Clebs
h-Gordon-Transformation ist eine Basistransformation zwis
hen beiden Darstellungen,dur
h die die Zustände in Sektoren für jeweils glei
hes M = m1 + m2 (gestri
helterote Linien) gemis
ht werden. Nur die gelb markierten Basisvektoren sind in beidenDarstellungen identis
h.
|J,M〉 besteht also aus einem Singulett

|0, 0〉 =
1√
2

(

| ↑↓〉 − | ↓↑〉
) (4.61)und einem Triplett

|1, 1〉 = | ↑〉↑ (4.62)
|1, 0〉 =

1√
2

(

| ↑↓〉 + | ↓↑〉
) (4.63)

|1,−1〉 = | ↓〉↓ (4.64)Die Zerlegungsregel lautet also
2 ⊗ 2 = 1 ⊕ 3. (4.65)Beispiel: Spin 1

2 plus Bahndrehimpuls l > 0:Der Gesamtdrehimpuls kann hier die Werte J = l ± 1/2 annehmen. Die Zerlegungsregellautet also
2 ⊗ (2l + 1) = 2l ⊕ (2l + 2). (4.66)Die dazugehörigen Clebs
h-Gordan-Koe�zienten kann man beispielsweise einer Tabel-le (siehe Abb. 4.3) entnehmen.
Haye Hinri
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Abbildung 4.5: Faustregel zur Bestimmung der Multiplettstruktur bei der Addition von Drehimpul-sen. Gezeigt ist wie in der vorhergehenden Abbildung das Beispiel j1 = 3/2 und j2 = 3.Dazu zählt man die Zustände entlang der gestri
helten blauen über E
k verlaufendenLinien. Diese Linien darf man aber ni
ht als Zuordnung von Zuständen missverstehen.
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5 Vielteil
hensysteme5.1 Symmetrien von Vielteil
henzuständenBisher haben wir einfa
he quantenme
hanis
he Systeme untersu
ht, die si
h aus einemeinzigen Teil
hen oder zwei unters
heidbaren Teil
hen (z.B. Kern und Hüllenelektron) zu-sammensetzen. In diesem Kapitel wollen wir nun Systeme identis
her Teil
hen betra
htenwie z.B. ein Gas. Hier ergibt si
h in der Quantentheorie ein grundlegendes Problem, dases in der klassis
hen Me
hanik ni
ht gibt. In der klassis
hen Physik sind nämli
h identi-s
he Teil
hen unters
heidbar. Jedem Teil
hen kann nämli
h eine eindeutige Trajektoriezugeordnet werden, auf der es si
h bewegt, und so kann man in Gedanken jedes Teil-
hen markieren und vorhersagen, wo es zu wel
her Zeit sein wird. In der Quantentheoriewerden dagegen Teil
hen dur
h Wellenfunktionen repräsentiert, die si
h räumli
h über-s
hneiden können. Führt man nun in einem sol
hen Überlappungsberei
h eine Messungdur
h, mit der die Anwesenheit eines Teil
hens festgestellt wird, so gibt es keine Mög-li
hkeit, die beteiligten Teil
hen zu unters
heiden, da man sie ni
ht individuell verfolgenkann (siehe Cartoon in Abb. 5.1). Die Ununters
heibarkeit identis
her Teil
hen führtzu einem grundlegenden konzeptionellen Problem in der Quantentheorie, das mit demBegri� Austaus
hentartung ums
hrieben wird.5.1.1 Konstruktion des HilbertraumsDie Ununters
heibarkeit identis
her Teil
hen führt zu einem grundlegenden konzeptionel-len Problem in der Quantentheorie, das mit dem Begri� Austaus
hentartungms
hriebenwird. Dazu betra
hten wir der Einfa
hheit halber ein System mit zwei identis
hen Teil-
hen. Das erste Teil
hen lebe im Hilbertraum H1 und habe den Zustand |α〉, das zweite

Abbildung 5.1: Cartoon eines klassis
hen Vielteil
hensystems (links) und eines quantenme
hanis
henVielteil
hensystems (re
hts). Während im klassis
hen Fall eine Unters
heidbarkeitidentis
her Teil
hen dur
h Na
hverfolgung ihrer Trajektorien gewährleistet ist, sindidentis
he Teil
hen in gegenseitig überlappenden quantenme
hanis
hen Wellenfunk-tionen ni
ht unters
heidbar.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



114 Vielteil
hensystemelebe im Hilbertraum H2 und habe den Zustand β. Der gesamte Hilbertraum ist alsodur
h das Tensorprodukt (siehe Anhang A.3)
H = H1 ⊗H2 (5.1)gegeben und das System be�ndet si
h im Zustand

|α, β〉 := |α〉 ⊗ |β〉 (5.2)Wenn wir den Spin der der Teil
hen no
h auÿen vor lassen, die jeweiligen Einteil
hen-zustände also dur
h die Wellenfunktionen ψα(~x ) = 〈~x |α〉 und ψβ(~x ) = 〈~x |β〉 gegebensind, so wird das gesamte System dur
h die Wellenfunktion
ψαβ(~x 1, ~x 2) = 〈~x 1, ~x 2|α, β〉 =

(

〈~x 1| ⊗ 〈~x 2|
)(

|α〉 ⊗ |β〉
) (5.3)

= 〈~x 1|α〉〈~x 2|β〉 = ψα(~x 1)ψβ(~x 2)bes
hrieben. Würden beide Teil
hen ihre Rolle taus
hen, erhielte man dagegen den Zu-stand
|β, α〉 := |β〉 ⊗ |α〉 (5.4)Die beiden Vektoren |αβ〉 und |βα〉 repräsentieren vers
hiedene Systemzustände, dieorthogonal aufeinander stehen:

〈αβ|βα〉 = 〈α|β〉 〈β|α〉 = 0. (5.5)Hier s
heinen also die Teil
hen no
h identi�zierbar zu sein, denn das erste Teil
hen iststets dem linken Faktor zugeordnet, das zweite dem re
hten.5.1.2 MessungenDas Problem besteht jedo
h darin, dass es kein Messgerät gibt, dass in der Lage wäre,die beiden Zustände |α, β〉 und |β, α〉 zu unters
heiden. Wir können nämli
h kein Mess-gerät konstruieren, das uns sagt, wel
hes Teil
hen am Ort ~x ist, sondern allenfalls einMessgerät, das uns sagt, ob und wie viele Teil
hen am Ort ~x sind.Bemerkung: Der Hintergrund ist der, dass die beiden Hilberträume H1 und H2 ni
htso unabhängig voneinander sind, wie es viellei
ht auf den ersten Bli
k ers
heinen mag,denn ihre Vektoren |α〉 und |β〉 repräsentieren Wellenfunktionen im selben Ortsraum. Esgibt nämli
h nur einen Ortsraum R
3, in dem die Teil
hen leben. Wirkli
h unabhängigwären die beiden Tensorfaktoren nur, wenn si
h H1 und H2 auf zwei vers
hiedene R

3'sbeziehen würden. Den ZustandsraumH würde man zwar in genau derselben Weise wie obenbes
hrieben konstruieren, man hätte jedo
h dann zwei voneinander getrennte Universen mitje einem Teil
hen, die dann auf natürli
he Weise unters
heidbar bleiben. Nur dadur
h, dasssi
h die Tensorfaktoren H1 und H2 den glei
hen R
3 `teilen' müssen, kommt es zu dem indiesem Kapitel behandelten Problem der Ununters
heidbarkeit.Ein Messgerät ist nämli
h so konstruiert, dass es mit dem zu untersu
henden Quanten-system zunä
hst physikalis
h we
hselwirkt und das Resultat dieser We
hselwirkung dannso weit verstärkt, dass es makroskopis
h si
htbar wird. Die erste Stufe � die physikalis
heHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I
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henzuständen 115We
hselwirkung � kann aber zwis
hen identis
hen Teil
hen ni
ht unters
heiden. Ein La-dungsmessgerät wird deshalb auf jedes Elektron, ein Photomultiplyer auf jedes Photon,in glei
her Weise anspre
hen.Mathematis
h kann dieser Sa
hverhalt dadur
h ausgedrü
kt werden, dass die Observa-ble A eines Messgeräts mit dem Transpositionsoperator T12 kommutieren muss. DerTranspositionsoperator ist so de�niert, dass er im obigen Beispiel die beiden Teil
hentaus
ht, d.h. er vertaus
ht die Reihenfolge der Tensorfaktoren:
T12 |α, β〉 = |β, α〉 . (5.6)Für identis
he Teil
hen kommutiert dieser Operator mit jeder Observablen A, also au
hmit dem Hamiltonian:

[T12,A] = [T12,H] = 0. (5.7)Beispiel: In einem Einteil
hensystem kann man mit dem Projektionsoperator a := |~x 〉〈~x |die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte messen, am Ort ~x ein Teil
hen zu �nden. Wie konstruiertman daraus den entspre
henden Operator für zwei identis
he Teil
hen? Die obigen Argu-mente besagen, dass z.B. der hermites
he Operator A = a⊗1 kein Messgerät repräsentierenkann, da er ni
ht mit T12 vertaus
ht. Ein sol
hes Messgerät würde nämli
h selektiv nur aufdas erste Teil
hen anspre
hen, was bei identis
hen Teil
hen vermittels einer physikalis
henWe
hselwirkung unmögli
h ist. Zulässig sind dagegen ist der Operator
A = a ⊗ 1 + 1 ⊗ a (5.8)mit den Eigenwerten 0, 1, 2, der uns die Mögli
hkeit bietet, die Wahrs
heinli
hkeitsdi
htefür eine gewisse Anzahl von Teil
hen in einem Punkt zu bestimmen. Zulässig wäre au
hder Operator

A = a ⊗ a (5.9)mit den Eigenwerten 0, 1, mit dem die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte gemessen werden kann,am Ort ~x genau zwei Teil
hen zu �nden. Au
h der Operator
A = a ⊗ 1 + 1 ⊗ a − a ⊗ a (5.10)wäre zulässig, da er mit T12 kommutiert und in diesem Fall die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hteangeben würde, genau ein Teil
hen, jedo
h ni
ht zwei, am Ort ~x zu �nden.5.1.3 Austaus
hentartungBei N identis
hen Teil
hen ohne innere We
hselwirkung setzt si
h der Ortsoperator ad-ditiv aus N glei
hartigen Einteil
henoperatoren h zusammen:

Hi = 1⊗ 1 ⊗ . . . ⊗h⊗
︸ ︷︷ ︸

i-ter Faktor . . .⊗ 1⊗ 1 , (5.11)
H =

N∑

i=1

Hi . (5.12)wobei 1 die identis
he Abbildung auf nur einem Teil
hen, also eine Einheitsmatrix vonderselben Dimension wie h ist. Beispielsweise gilt für drei Teil
hen
H = h⊗ 1 ⊗ 1 + 1⊗ h⊗ 1 + 1⊗ 1 ⊗ h . (5.13)Dieser Hamiltonoperator ist, wie bereits oben gezeigt, invariant unter der Vertaus
hungvon Teil
hen, d.h.

[T12,H] = 0. (5.14)Dieser Sa
hverhalt wird als Austaus
hentartung bezei
hnet.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



116 Vielteil
hensysteme5.1.4 Eigens
haften des TranspositionsoperatorsWir betra
hten jetzt etwas allgemeiner ein System aus N identis
hen Teil
hen in denEinzelzuständen |α1〉, |α2〉, . . . , |αN 〉. Der Gesamtzustand im Hilbertraum
H = H1 ⊗H2 ⊗ . . . ⊗HN =:

N⊗

j=1

Hj (5.15)wäre dann der Produktzustand
|α1, α2, . . . , αN 〉 := |α1〉 ⊗ |α2〉 ⊗ . . .⊗ |αN 〉 . (5.16)Die Wirkungsweise des Transpositionsoperator Tij besteht nun darin, die beiden Teil
hen

i und j auszutaus
hen, also die i-te und die j-the Tensorkomponente zu vertaus
hen:
Tij|α1, . . . , αi, . . . , αj , · · · , αN 〉 = |α1, . . . , αj , . . . , αi, . . . , αN 〉 (5.17)Der Transpositionsoperator ist hermites
h und erfüllt die Relationen

Tij = Tji , T
2
ij = 1. (5.18)Wegen der zweiten Relation besitzt er die Eigenwerte 1 und −1. Ein Produktzustand

|α1, α2, . . . , αN 〉 ist, wie wir gesehen haben, im Allgemeinen kein Eigenzustand des Trans-positionsoperators. Wir können aber dur
h Symmetrisierung und Antiymmetrisierungsol
he Eigenzustände konstruieren. So ist die symmetris
he Kombination
1√
2

(

|α1, . . . , αi, . . . , αj , · · · , αN 〉 + |α1, . . . , αj , . . . , αi, . . . , αN 〉
) (5.19)ein Eigenzustand von Tij zu dem Eigenwert +1, während die antisymmetris
he Kombi-nation

1√
2

(

|α1, . . . , αi, . . . , αj , · · · , αN 〉 − |α1, . . . , αj , . . . , αi, . . . , αN 〉
) (5.20)der entspre
hende Eigenzustand zum Eigenwert -1 ist.In Systemen mit N Teil
hen gibt es N(N − 1)/2 Transpositionsoperatoren. Diese kom-mutieren paarweise, wenn sie auf vers
hiedenen Tensorfaktoren wirken

[Tij ,Tkl] = 0 falls i 6= k, i 6= l, j 6= k, j 6= l (5.21)andernfalls ist der Kommutator unglei
h Null.5.1.5 SymmetrisierungspostulatDie Besonderheit des Transpositionsoperators besteht darin, dass es trotz seiner Her-mitizität unmögli
h ist, ein Messgerät zu konstruieren, dass den Transpositionsoperatorrepräsentiert. Wir sind deshalb ni
ht in der Lage, den maximalen Satz kommutierenderObservabler zu konstruieren, der notwendig wäre, um Zustände eindeutig zu 
harakte-risieren � ein Phänomen, das als Austaus
hentartung bezei
hnet wird. Wie können wirdieses Problem lösen? Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



5.1 Symmetrien von Vielteil
henzuständen 117Die Antwort ist überras
hend: Die Natur löst das Problem für uns, indem sie für jedeTeil
hensorte den Eigenwert von Tij fests
hreibt. Dies bedeutet, dass für eine gegebe-ne Teil
hensorte von allen denkbaren Zuständen, die dur
h Transposition auseinanderhervorgehen, diejenige Linearkombination realisiert ist, die Eigenzustand aller Transpo-sitionsoperatoren zum glei
hen Eigenwert ist. Teil
hensorten, für den diese Eigenwertestets +1 sind, heiÿen Bosonen, Teil
hensorten mit zugeordneten Eigenwerten -1 dagegenFermionen. Die Natur ist also so bes
ha�ten, dass es nur Zustände gibt, so dass für alle
i, j = 1, . . . , N gilt:

Tij
∣
∣N identis
he Bosonen〉 = +

∣
∣N identis
he Bosonen〉 (5.22)

Tij
∣
∣N identis
he Fermionen〉 = −

∣
∣N identis
he Fermionen〉 (5.23)Ein Elektron ist beispielsweise ein Fermion, ein Photon dagegen ein Boson. Es ist eineempiris
he Tatsa
he, dass nur diese beiden Mögli
hkeiten gibt, dass es also keine quan-tenme
hanis
hen Mis
hungen aus Fermionen und Bosonen auftreten.Bemerkung: Es stellt si
h heraus, dass Teil
hen mit ganzzahligem Spin stets Bosonen,Teil
hen mit halbzahligen Spin stets Fermionen sind. Diesen Zusammenhang kann man imRahmen relativistis
her Quantenfeldtheorien verstehen. Denno
h gibt es Versu
he, dieseTheorien so zu erweitern, das Fermionen und Bosonen symmetris
h für jede Teil
henartauftreten, dass es also au
h bosonis
he Elektronen gibt. Diese Symmetrie wird als Super-symmetrie bezei
hnet und postuliert für jedes Teil
hen einen Superpartner, also für jedesBoson ein zugehöriges Fermion und umgekehrt. Ein direkter Na
hweis sol
her Teil
hen istbislang ni
ht gelungen, es wird spekuliert, ob die sogenannte dunkle Materie im Universumetwas damit zu tun hat. Ebenso wird LHC (Large Hadron Collider, Genf) ab 2008 Hinweiseliefern, ob Supersymmetrie in der Natur verwirkli
ht ist oder ni
ht.5.1.6 (Anti-)SymmetrisierungsoperatorEine N -stellige Permutation σ ist eine Umordnung von N Elementen i → σ(i). Die

N ! mögli
hen Permutationen bilden dabei eine endli
he Gruppe, die als SN bezei
hnetwird. Jede Permutation lässt si
h als eine Hintereinanderausführung von Transpositionen
i ↔ j darstellen. Je na
hdem, ob die Anzahl der benötigten Transposition gerade oderungerade ist, spri
ht man von einer geraden (sgn(σ) = +1) oder ungeraden (sgn(σ) = −1)Permuation.Unter einem vollständig symmetrisierten Zustand versteht man die normierte Summealler mögli
hen N -Teil
hen-Zustände, die dur
h Permutation der Teil
hen auseinanderhervorgehen:

|ψS〉 =
1√
N !

∑

σ∈SN

N⊗

i=1

|ασ(i)〉 =
1√
N !

∑

σ∈SN

∣
∣ασ(1), ασ(2), . . . , ασ(N)

〉
. (5.24)Auf analoge Weise versteht man unter einem vollständig antisymmetrisierten Zustanddie normierte Summe

|ψA〉 =
1√
N !

∑

σ∈SN

sgn(σ)
N⊗

i=1

|ασ(i)〉 =
1√
N !

∑

σ∈SN

sgn(σ)
∣
∣ασ(1), ασ(2), . . . , ασ(N)

〉
.(5.25)Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



118 Vielteil
hensystemeDa die Determinante einer Matrix Mi,j formal dur
h det(M) =
∑

σ∈SN
sgn(σ)

∏

iMi,σ(i)ausgedrü
kt werden kann, s
hreibt man den vollständig antisymmetrisierten Zustandau
h gerne in Form einer sogenannten Slater-Determinante
|ψA〉 =

1√
N !

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

|α1〉 |α1〉 . . . |α1〉
|α2〉 |α2〉 . . . |α2〉
. . . . . . . . . . . .
|αN 〉 |αN 〉 . . . |αN 〉

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(5.26)wobei die Multiplikation dur
h Tensorproduktbildung zu ersetzen ist.Da Symmetrisierung und Antisymmetrisierung lineare Operationen sind, die si
h als Sum-me über Produkte von Transpositionsoperatoren darstellen lassen, führt man formal einenSymmetrisierungsoperator S und einen Antisymmetrisierungsoperator A ein:
|ψS〉 = S

∣
∣α1, α2, . . . , αN

〉 (5.27)
|ψA〉 = A

∣
∣α1, α2, . . . , αN

〉 (5.28)Die so erzeugten vollständig symmetrisierten bzw. antisymmetrisierten Zustände sindEigenzuständer aller Transpositionsoperatoren
Tij |ψS〉 = +|ψS〉 (5.29)
Tij|ψA〉 = −|ψA〉 (5.30)Bemerkung: Das Symmetrisierungspostulat besagt also, dass die Natur so bes
ha�en ist,dass in dem N !-dimensionalen Raum der Austaus
hentartung nur genau ein Zustand auf-tritt, nämli
h in Abhängigkeit von der betra
hteten Teil
hensorte entweder |ψS〉 oder |ψA〉.Dur
h diesen Me
hanismus wird die Austaus
hentartung aufgehoben und die bes
hriebenenkonzeptionellen Probleme bei der Charakterisierung der Zustände beseitigt. O�en bleibt,wie die Natur dies bewerkstelligt. Als ans
hauli
he Hilfe könnte man si
h vorstellen, dassdie Teil
hen bei überlappenden Wellenfunktionen tatsä
hli
h ihre Identität we
hseln kön-nen, dass si
h die Natur deshalb in einem Zustand einpendelt, der neutral gegenüber diesenfortwährenden We
hselprozessen ist. Bei Bosonen ges
hieht der We
hsel ohne Änderung derWellenfunktion, während bei Fermionen jeder We
hsel eine quantenme
hanis
he Phase von

eiπ = −1 mit si
h bringt.5.1.7 Pauli-PrinzipAus dem Antisymmetrisierungspostulat ergibt si
h sofort, dass Fermionen nur in vers
hie-denen Einteil
henzuständen existieren können. Zwei Fermionen müssen si
h also stets inmindestens einer Quantenzahl unters
heiden. Bosonen dagegen können si
h in glei
henEinteil
henzuständen be�nden.Das Pauli-Prinzip hat dramatis
he Auswirkungen auf die Besetzungsstatistik der Ener-gieniveaus. In einem harmonis
hen Potential würden si
h beispielsweise mehrere Bosonen(bei Temperatur T = 0) gemeinsam im Grundzustand be�nden (man spri
ht au
h voneinem Bose-Kondensat), während bei Fermionen die ersten N Energieniveaus bis zursogenannten Fermi-Kante besetzt werden müssen.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I
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Abbildung 5.2: Periodensystem der Elemente.Bemerkung: Im Standardmodell sind alle Elementarteil
hen (Elektronen, Neutrinos, Quarks)Fermionen, während die zugeordneten Ei
hfelder (Photonen, Vektorbosonen, Gluonen) Bo-sonen sind.5.1.8 Periodensystem der ElementeMit Hilfe des Pauli-Prinzips kann man die S
halenstruktur der Atome und damit das Pe-riodensystem der Elemente erklären. In niedrigster Näherung bewegt si
h jedes Elektronim Zentralfeld des Atomkerns und be�ndet si
h deshalb in wassersto�ähnli
hen Nive-aus, die dur
h die Quantenzahlen ñ, l,ml,ms 
harakterisiert werden (siehe Gl. (3.122)).Wegen des Pauli-Prinzips kann aber ein Zustand mit vorgegebenem n nur mit einerbes
hränkten Anzahl von Elektronen besetzt werden, die si
h in ihren Quantenzahlen
l,ml,ms unters
heiden. Diese Quantenzahlen müssen zudem die Auswahlregeln

l ∈ {0, 1, . . . , n− 1}
ml ∈ {−l,−l + 1, . . . , l − 1, l}

ms ∈ {−1

2
, +

1

2
}

(5.31)erfüllen, so dass es zu einer S
halenstruktur kommt. Die ñ-te S
hale ist vollständig auf-gefüllt, wenn sie mit
2

n−1∑

l=0

(2l + 1) = 2n2 (5.32)
Haye Hinri
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120 Vielteil
hensystemeElektronen in paarweise vers
hiedenen Zuständen aufgefüllt ist. Für die Besetzung derdur
h die Hauptquantenzahl n = ñ+ l+1 
harakterisierten Elektronenzustände gilt also:
n S
hale Niveaus maximale Besetzungszahl
1 K 1s 2
2 L 2s, 2p 2 + 2 · 3 = 8
3 M 3s, 3p, 3d 2 + 2 · 3 + 2 · 5 = 18... ... ... ...Dies entspri
ht bis auf einen dur
h den Spinfreiheitsgrad verursa
hten Faktor 2 den inAbb. 3.3 angegebenen Entartungen.5.1.9 Helium-AtomDas einfa
hste Beispiel für ein Mehrteil
henproblem und die Wirkung des Pauli�Prinzipsist das Helium-Atom

H =
~P2

1

2m
+
~P2

2

2m
− 2e2

4πǫ0r1
+

2e2

4πǫ0r1
+

e2

4πǫ0r12
, (5.33)wobei r1 = |~X1|, r2 = |~X2| und r12 = |~X1 − ~X2| ist. Die gesamte Wellenfunktion bestehtaus einem räumli
hen und einem Spinanteil:

|Ψ〉 = |ψ〉 ⊗ |χ〉 (5.34)Die beiden Elektronenspins addieren si
h zu einem Gesamtspin |χs,ms〉 und bilden na
hdem Additionstheorem für Drehimpulse einen symmetris
hen s = 1 Triplett-Zustand
|χ11〉 = | ↑ ↑ 〉 , |χ10〉 =

1√
2

(
| ↓ ↑ 〉 + | ↑ ↓ 〉

)
, |χ1−1〉 = | ↓ ↓ 〉 (5.35)und einen antisymmetris
hen s = 0 Singulett-Zustand

|χ00〉 =
1√
2

(
| ↓ ↑ 〉 − | ↑ ↓ 〉

)
. (5.36)Ebenso addieren si
h die beiden Bahndrehimpulse l1,m1, l2,m2 zu einem Bahndrehim-puls l,ml des Gesamtsystems. Da wir uns hier auf den Grundzustand des Heliumatomsbes
hränken wollen, sind aber die Bahndrehimpulse glei
h Null und die Hauptquanten-zahlen sind glei
h 1. Die beiden Elektronen be�nden si
h also jeweils im Grundzustand

|n1, l1,m1〉 = |n2, l2,m2〉 = |1, 0, 0〉 und der entspre
hende Zustandsvektor
|ψ0〉 = |1, 0, 0〉 ⊗ |1, 0, 0〉 (5.37)ist symmetris
h unter Teil
henaustaus
h. Da aber dem Pauli-Prinzip zufolge der Ge-samtzustand eines Fermionensystems antisymmetris
h sein muss, muss der dazugehörigeSpinanteil der Wellenfunktion antisymmetris
h sein. Der Grundzustand

|Ψ0〉 = |ψ0〉 ⊗ |χ00〉 =
1√
2
|1, 0, 0〉 ⊗ |1, 0, 0〉
︸ ︷︷ ︸Ortsanteil ⊗

(
| ↓ ↑ 〉 − | ↑ ↓ 〉

)

︸ ︷︷ ︸Spinanteil (5.38)Da man eine antisymmetris
he Kombination der Ortswellenfunktion ni
ht konstruierenkann, ist der Grundzustand des Heliumatoms ein Singlettzustand.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



5.1 Symmetrien von Vielteil
henzuständen 1215.1.10 Statistiken*Das Symmetrisierungspostulat hat au
h weitrei
hende Konsequenzen im Hinbli
k aufdie statistis
he Physik. In der statistis
hen Physik ist die Charakterisierung des Zu-standsraums eine der wesentli
hen Komponenten und wird in der Regel in Form einerZustandssumme ausgedrü
kt. Je na
hdem, ob klassis
he Teil
hen, Bosonen oder Fermio-nen angenommen werden, sind die Zustände auf unters
hiedli
he Weise abzuzählen. Andieser Stelle soll nur erwähnt sein, dass dies auf drei unters
hiedli
he Statistiken führt,nämli
h:
• Maxwell-Boltzmann-Statistik für klassis
he Teil
hen
• Bose-Einstein-Statistik für Bosonen
• Fermi-Dira
-Statistik für Fermionen
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6 NäherungsmethodenDie in diesem Skript und anderen Bü
hern dargestellte Quantentheorie dreht si
h immerwieder um einige wenige konkrete Beispiele, vor allem um den harmonis
hen Oszillatorund das Wassersto�atom. Die exakte Lösbarkeit ist in der Quantentheorie aber eher eineAusnahme, s
hon einfa
he Atome mit mehr als einem Elektron sind zwar no
h im Prinzip,jedo
h ni
ht mehr praktis
h exakt lösbar. Wir verfügen also über eine Glei
hung (Paule-bzw. Dira
-Glei
hung), die uns im Prinzip das gesamte Periodensystem der Elementeliefert, exakt lösbar ist aber nur das Wassersto�atom. Für komplexere Probleme ist mandeshalb auf geeignete Näherungsverfahren angewiesen1. Wir wollen uns in diesem Kapitelmit den einfa
hsten Näherungsverfahren befassen.6.1 Zeitunabhängige Störungstheorie6.1.1 Formulierung des ProblemsGegeben sei ein Hamiltonoperator, der si
h wie folgt zerlegen lässt:
H = H0 + λH1. (6.1)Dabei ist H0 ein `einfa
her' Bestandteil des Hamiltonoperators, dessen Eigens
haftenbekannt sind, der si
h also z.B. exakt lösen lässt. Der andere Bestandteil H1 wird alsStörung bezei
hnet, wobei der sogenannte Störparameter λ ∈ R die Stärke der Störungbestimmt. Wir wollen zunä
hst annehmen, dass die Störung H1 zeitunabhängig ist.Beispiel: Für ein Teil
hen in einem anharmonis
hen Potential V (x) = ax2 + λx4 istbeispielsweise H0 = − ~

2∇2

2m
+ ax2 und H1 = x4. Das ungestörte Problem λ = 0, also derharmonis
he Oszillator, ist exakt lösbar, während der allgemeine Fall λ 6= 0 ni
ht exaktlösbar ist.Wir wollen nun annehmen, dass das ungestörte Problem λ = 0 gelöst sei, dass also dieEigenvektoren |n(0)〉 und die Eigenwerte E(0)

n des Eigenwertproblems
H0|n(0)〉 = E(0)

n |n(0)〉 (6.2)bekannt seien. Die Eigenvektoren seien bereits korrekt normiert, so dass sie ein vollstän-diges Basissystem bilden, d.h.
〈m(0)|n(0)〉 = δmn

∑

n

|n(0)〉〈n(0)| = 1. (6.3)1Ein Teilberei
h der angewandten Quantentheorie, der si
h mit sol
hen Näherungsmethoden befasst,ist die Quanten
hemie. Haye Hinri
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124 NäherungsmethodenDer Einfa
hheit halber wollen wir annehmen, dass diese Eigenzustände diskret seien, diezu entwi
kelnde Störungstheorie ist aber au
h mit kontinuierli
hen Zuständen formulier-bar.6.1.2 Stationäre Störungsre
hnung ohne EntartungDie grundlegende Idee der Störungsre
hnung besteht darin, eine Potenzreihenentwi
klungin dem Störparameter λ dur
hzuführen. Zunä
hst wollen wir dazu der Einfa
hheit hal-ber annehmen, dass die Energieniveaus des ungestörten Hamiltonians H0 ni
ht entartetsind. Sol
h eine Situation hat man beispielsweise beim eindimensionalen harmonis
henOszillator. Betra
htet man nun das volle Eigenwertproblem
(H0 + λH1) |n〉 = En|n〉 (6.4)so werden sowohn die Eigenzustände |n〉 als au
h die Energieeigenwerte En kontinuiertli
hvon λ abhängen und im Limes λ → 0 in die ungestörten Pendants |n(0)〉 bzw. E(0)

nübergehen. Ausgangspunkt der Störungstheorie ist deshalb, sowohl die Eigenvektoren alsau
h die Eigenwerte als Potenzreihen in λ anzusetzen:
En =

∞∑

j=0

λjE(j)
n , |n〉 =

∞∑

j=0

λj|n(j)〉 (6.5)Die Norm des Vektors |n〉 ist dabei no
h ni
ht festgelegt, ledigli
h |n(0)〉 ist normiert.Wir benutzen diese Freiheit, um 〈n|n(0)〉 = 1 zu setzen. Daraus folgt dann
〈n(0)|n(j)〉 = δ0j . (6.6)Setzt man den Potenzreihenansatz in die Gl. (6.4) ein, so erhält man

∞∑

j=0

(

λjH0|n(j)〉 + λj+1
H1|n(j)〉

)

=
∞∑

j=0

∞∑

k=0

λj+kE(j)
n |n(k)〉 . (6.7)Dur
h einen Koe�zientenverglei
h in λk gelangt man für k = 0 zum ungestörten Problemund für k > 1 zu dem Glei
hungssystem

H0|n(k)〉 + H1|n(k−1)〉 =

k∑

j=0

E(j)
n |n(k−j)〉. (6.8)Korrektur der Energieeigenwerte in erster Ordnung:Die ersten drei Glei
hungen dieses Glei
hungssystems lauten:

λ0 : H0|n(0)〉 = E(0)
n |n(0)〉 (6.9)

λ1 : H0|n(1)〉 + H1|n(0)〉 = E(0)
n |n(1)〉 + E(1)

n |n(0)〉 (6.10)
λ2 : H0|n(2)〉 + H1|n(1)〉 = E(0)

n |n(2)〉 + E(1)
n |n(1)〉 + E(2)

n |n(0)〉 . (6.11)... ...Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



6.1 Zeitunabhängige Störungstheorie 125Ausgehend von den ungestörten Zuständen und Eigenwerten lässt si
h dieses Glei
hungs-system sukzessive lösen. Multipliziert man beispielsweise die Gl. (6.10) von links mit
〈n(0)|, so erhalten wir die Korrektur erster Ordnung für das Energieniveau

E(1)
n = 〈n(0)|H1|n(0)〉 (6.12)Die Korrektur der Energieeigenwerte ist also in erster Ordnung von λ dur
h den Erwar-tungswert des Störoperators H1 im jeweiligen ungestörten Eigenzustand von H0 gegeben.Korrektur der Eigenzustände in erster Ordnung:Als nä
hstes bere
hnen wir den Zustand |n〉 = |n(0)〉+λ|n(1)〉+O(λ2). Da die ungestörtenZustände ein vollständiges Orthonormalsystem bilden, kann der Korrekturvektor |n(1)〉na
h dieser Basis entwi
kelt werden:

|n(1)〉 =
∑

m

|m(0)〉〈m(0)|
︸ ︷︷ ︸

=1

|n(1)〉 =
∑

m

〈m(0)|n(1)〉 |m(0)〉 (6.13)Diese Entwi
klung wird nun in die Glei
hung E(0)
n |n(1)〉−H0|n(1)〉+E(1)

n |n(0)〉 = H1|n(0)〉eingesetzt. Man erhält
∑

m

(

E(0)
n −E(0)

m

)

〈m(0)|n(1)〉 |m(0)〉 + E(1)
n |n(0)〉 = H1|n(0)〉 (6.14)Von links wird dann der Vektor 〈k(0)| heranmultipliziert:

∑

m

(

E(0)
n − E(0)

m

)

〈m(0)|n(1)〉 〈k(0)|m(0)〉
︸ ︷︷ ︸

=δkm

+E(1)
n 〈k(0)|n(0)〉
︸ ︷︷ ︸

=δkn

= 〈k(0)|H1|n(0)〉 , (6.15)also (

E(0)
n − E

(0)
k

)

〈k(0)|n(1)〉 + E(1)
n δkn. = 〈k(0)|H1|n(0)〉 , (6.16)Damit ergibt si
h für das in Gl. (6.13) auftretende Skalarprodukt

〈k(0)|n(1)〉 =







0 für k = n
〈k(0)|H1|n(0)〉

E
(0)
n −E

(0)
k

für k 6= n
(6.17)so dass wir den Eigenzustand des gestörten Hamiltonoperators in erster Ordnung angebenkönnen:

|n〉 = |n(0)〉 + λ
∑

k 6=n

〈k(0)|H1|n(0)〉
E

(0)
n − E

(0)
k

|k(0)〉 + O(λ2) (6.18)Korrektur der Energieeigenwerte in zweiter Ordnung:Mit diesem Ergebnis ist es einfa
h, die nä
hste Ordnung der Energiekorrekturen zu be-re
hnen. Dazu entwi
keln wir den Zustand |n(2)〉 na
h der Basis der ungestörten Zustände:
|n(2)〉 =

∑

m

|m(0)〉〈m(0)|
︸ ︷︷ ︸

=1

|n(2)〉 =
∑

m

〈m(0)|n(2)〉 |m(0)〉 (6.19)
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126 NäherungsmethodenDiese Entwi
klung wird nun in die dritte Glei
hung (6.10), d.h. E(0)
n |n(2)〉 − H0|n(2)〉 +

E
(1)
n |n(1)〉 − H1|n(1)〉 + E

(2)
n |n(0)〉 = 0 eingesetzt:

∑

m

(

E(0)
n −E(0)

m

)

〈m(0)|n(2)〉|m(0)〉 +
∑

m

(

E(1)
n −H1

)

〈m(0)|n(1)〉|m(0)〉 + E(2)
n |n(0)〉 = 0(6.20)Wiederum wird von links der Vektor 〈k(0)| heranmultipliziert:

∑

m

(

E(0)
n − E(0)

m

)

〈m(0)|n(2)〉 〈k(0)|m(0)〉
︸ ︷︷ ︸

=δkm

(6.21)
+

∑

m

〈k(0)|
(

E(1)
n − H1

)

〈m(0)|n(1)〉|m(0)〉 + E(2)
n 〈k(0)|n(0)〉
︸ ︷︷ ︸

=δkn

= 0 ,also
(

E(0)
n − E

(0)
k

)

〈k(0)|n(2)〉 −
∑

m

〈m(0)|n(1)〉〈k(0)|H1|m(0)〉 +E(2)
n δkn = 0 (6.22)Für k = n erhält man mit Gl. (6.17) die Energiekorrektur zweiter Ordnung

E(2)
n =

∑

m

〈m(0)|n(1)〉〈n(0)|H1|m(0)〉 (6.23)und na
h Einsetzen von Gl. (6.17) das Endergebnis
E(2)
n =

∑

m6=n

∣
∣
∣〈m(0)|H1|n(0)〉

∣
∣
∣

2

E
(0)
n − E

(0)
m

(6.24)Dieses Verfahren kann auf die bes
hriebene Weise fortgesetzt werden, um sukzessive alleOrdnungen der Entwi
klung zu bere
hnen, wobei si
h zunehmend komplexere Ausdrü
keergeben. In der Praxis bes
hränkt man si
h in der Regel jedo
h nur auf Zustandskorrek-turen erster und Energiekorrekturen zweiter Ordnung.Merke: Für eine stationäre Störung H = H0 + λH1 erhält man:
En = E(0)

n + λ〈n(0)
H1|n(0)〉 + λ2

X

m6=n

˛
˛
˛〈m(0)|H1|n(0)〉

˛
˛
˛

2

E
(0)
n − E

(0)
m

| + O(λ3) (6.25)
|n〉 = |n(0)〉 + λ

X

m6=n

〈m(0)|H1|n(0)〉
E

(0)
n −E

(0)
m

|m(0)〉 + O(λ2) . (6.26)
6.1.3 Stationäre Störungsre
hnung mit EntartungWird na
hgetragen... Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



6.2 Zeitabhängige Störungstheorie 1276.2 Zeitabhängige Störungstheorie6.2.1 Formulierung des Problems im We
hselwirkungsbildOft hat man in der Praxis die Situation, dass eine Störung nur für kurze Zeit besteht.Bei einem Streuprozess fühlt beispielsweise das gestreute Teil
hen im Vorbei�ug nur fürkurze Zeit das Potential des Streuzentrums. In anderen Versu
hen wird eine Störung wiez.B. ein äuÿeres Magnetfeld für nur kurze Zeit ein- und wieder ausges
haltet. Ein weiteresBeispiel ist der Photoe�ekt, bei dem ein Hüllenelektron, das si
h zuvor im Eigenzustandbefand, dur
h ein einfallendes Photon so stark `dur
hges
hüttelt' wird, dass es auf andereBindungszustände verteilt wird oder sogar in einen ungebundenen Zustand übergeht.Wenn die Störung s
hwa
h genug ist, kann sie mit der im Folgenden bes
hriebenen zeit-abhängigen Störungstheorie behandelt werden. Dazu betra
htet man die zeitabhängigeS
hrödingerglei
hung
i~∂t|ψt〉 =

(

H0 + λH1(t)
)

|ψt〉 , (6.27)wobei H0 wie zuvor der zeitunabhängige Hamiltonoperator des ungestörten Problemsist, während die Störung H1(t) zeitabhängig und dabei auf ein endli
hes Zeitintervallbes
hränkt ist.Für die zeitabhängige Störungstheorie eignet si
h das in Kap. 2.2.4 diskutierte We
h-selwirkungsbild . Die Zeitabhängigkeit des ungestörten Problems wird dabei wie im Hei-senbergbild den Operatoren aufgeprägt, während die dur
h die Störung hervorgerufeneZeitabhängigkeit den Zuständen zugeordnet wird. Jede Observable A geht also über eineine zeitabhängige Observable Ãt mit der Bewegungsglei
hung
i~∂tÃt = [Ãt,H0]. (6.28)Dies gilt au
h für den Störoperator H1(t):

H̃1(t) = e+
i
~
H0tH1(t)e

− i
~
H0t (6.29)Die Bewegungsglei
hung für Zustände |ψ̃t〉 := e+

i
~
H0t|ψt〉 im We
hselwirkungsbild lautetdann:

i~∂t|ψt〉 = λH̃1,t|ψt〉. (6.30)Für λ = 0, also ohne äuÿere Störung, ist H̃1,t = 0, d.h. der Zustand |ψ̃t〉 ist zeitun-abhängig. Mit einer Störung kommt es allerdings zu einer Änderung des Zustands imWe
hselwirkungsbild.6.2.2 PotenzreihenansatzDie Lösung der partiellen Di�erentialglei
hung (6.30) kann dur
h Iteration bestimmtwerden. Dazu integrieren wir zunä
hst die Glei
hung über die Zeit von 0 bis t:
|ψ̃(t)〉 − |ψ̃(0)〉 =

λ

i~

∫ t

0
dt′H̃1,t′ |ψ̃(t′)〉 (6.31)
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128 NäherungsmethodenFür die Lösung dieser (no
h exakten) Integralglei
hung wird ein Potenzreihenansatz ge-ma
ht:
|ψ̃(t)〉 = |ψ̃(0)〉 +

∞∑

j=1

λj |ψ̃(j)(t)〉. (6.32)Setzt man diesen Potenzreihenansatz in die Integralglei
hung ein und führt eine Koe�-zientenverglei
h in λ dur
h, so wird man auf die folgende Rekursionsformel geführt:
|ψ̃(j)(t)〉 =

1

i~

∫ t

0
dt′ H̃1,t′ |ψ̃(j−1)(t′)〉 (6.33)Insbesondere erhält man für die Korrektur 1. Ordnung

|ψ̃(1)(t)〉 =
1

i~

(∫ t

0
dt′ H̃1,t′

)

|ψ̃(0)〉 . (6.34)Wenn man also die höheren Ordnungen verna
hlässigt, erhält man als Näherung denZustand
|ψ̃(t)〉 ≈

(

1 +
λ

i~

∫ t

0
dt′ H̃1,t′

)

|ψ̃(0)〉. (6.35)Wie man lei
ht na
hre
hnen kann, ist dieser Zustand bei einem normierten Anfangszu-stand
N (λ) := 〈ψ̃(0)|ψ̃(0)〉 = 1 + O(λ2) (6.36)bis auf Korrekturen zweiter Ordnung in λ ebenfalls normiert.6.2.3 Übergangswahrs
heinli
hkeitenDie Störung werde nun bei t = 0 einges
haltet und bei t = T wieder ausges
haltet.Auÿerdem be�nde si
h das System vor der Störung in einem der Eigenzustände desungestörten Hamiltonians:
|ψ̃(0)〉 := |n〉 , H0|n〉 = En|n〉. (6.37)Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit Pn→m(t) für einen dur
h die Störung hervorgerufenenÜbergang in einen anderen Eigenzustand |m〉? Eine einfa
he Re
hnung zeigt:

Pn→m(t) = |〈m|ψt〉|2 = |〈m|ψ̃t〉|2 (6.38)
≈ λ2

~2

∣
∣
∣
∣

∫ t

0
dt′ 〈m|H̃1,t′ |n〉

∣
∣
∣
∣

2

|N |2

≈ λ2

~2

∣
∣
∣
∣

∫ t

0
dt′ e

i
~
(Em−En)t′〈m|H1,t′ |n〉

∣
∣
∣
∣

2Mit der Notation
~ωmn = Em − En (6.39)erhält man also für die Übergangswahrs
heinli
hkeit am Endzeitpunkt T den Ausdru
k

Pn→m(T ) ≈ λ2

~2

∣
∣
∣
∣

∫ T

0
dt′ eiωmnt′〈m|H1,t′ |n〉

∣
∣
∣
∣

2 (6.40)
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6.2 Zeitabhängige Störungstheorie 1296.2.4 Konstante Störung auf Intervall [0, T ]Als Beispiel wollen wir nun annehmen, dass der Störoperator H1,t′ auf dem Intervall
t′ ∈ [0, T ] konstant und glei
h H1 ist. In diesem Fall können die Matrixelemente vor dasIntegral gezogen werden. Man erhält

Pn→m(T ) ≈ λ2

~2

∣
∣
∣
∣

∫ T

0
dt eiωmnt

∣
∣
∣
∣

2

|〈m|H1|n〉|2 . (6.41)Das Integral kann nun ausgeführt werden:
Pn→m(T ) ≈ λ2

~2

(

sin(1
2ωmnT )
1
2ωmn

)2

|〈m|H1|n〉|2 . (6.42)Dur
h die für die Zeitdauer T einges
haltete Strörung kann also die Energie des gestreutenTeil
hens erhöht und erniedrigt werden. Dabei gibt der Vorfaktor mit der Sinusfunktionan, wie stark insbesondere grosse Energiedi�erenzen unterdrü
kt sind (siehe Abb. xxx).O�enbar wird die dur
h den Vorfaktor gegebene Verteilung für zunehmendes T immers
hmaler, d.h. die dur
h den Streuprozess hervorgerufene Energieänderung wird immerkleiner. In der Tat konvergiert diese Verteilung im Limes T → ∞ gegen eine δ-Funktion.Diese Beoba
htung ist in Übereinstimmung mit der phänomenologis
hen Energie-Zeit-Uns
härferelation δE ∼ 1/∆T .Beweis: Zum Beweis dafür, dass der Vorfaktor im Limes T → ∞ gegen eine δ-Funktionkonvergiert,
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7 Streutheorie7.1 Grundlagen7.1.1 Wirkungsquers
hnittDer grundsätzli
he Aufbau eines Streuexperiments ist in Abb. 7.1 zu sehen: Ein ein-laufendes Teil
hen, repräsentiert dur
h eine ebene Welle mit wohldefniertem Impuls in
z-Ri
htung, tri�t auf ein Streuzentrum, wel
hes dur
h ein ortsfestes radialsymmetris
hesPotential V (r) modelliert wird. Die ebene Welle wird an diesem Potential gestreut, wo-bei es zu einer Ri
htungsänderung, also zu einer Änderung des Impulses kommt. ImExperiment wird der Streuprozess in der Regel dur
h in Kugels
halen angeordnete De-tektoren analysiert. Man stellt si
h deshalb die Frage, mit wel
her Wahrs
heinli
hkeitdas Teil
hen in einen bestimmten Raumwinkel gestreut wird. Die Orientierung diesesRaumwinkels wird dur
h die übli
hen Winkel θ und φ in Kugelkoordinaten bes
hriebenund sein (in�nitesimaler) Ö�nungswinkel dΩ(θ, φ) entspri
ht der beanspru
hten Flä
heauf der Einheitskugel.In einem typis
hen Bes
hleunigerexperiment �ndet eine Vielzahl sol
her Streuungen statt.Die einlaufende Welle besteht also aus einem kontinuierli
hen Strom ~J = J~e 3 voneinan-der unabhängiger Teil
hen. Wie im klassis
hen Fall werden aber ni
ht alle dieser Teil
hengestreut. Die Anzahl aller gestreuten Teil
hen pro Zeiteinheit wird aber in jedem Fall pro-portional zum Strom der einlaufenden Teil
hen sein:

Ṅ = σtotJ (7.1)Die Proportionalitätskonstante σtot wird dabei als totaler Wirkungsquers
hnitt (engl.

Abbildung 7.1: Typis
her s
hematis
her Aufbau eines Streuversu
hs (siehe Text).
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132 Streutheorietotal 
ross se
tion) oder Streuquers
hnitt bezei
henet. Da Ṅ und J die Dimensionen1/Zeit bzw. 1/(Zeit Länge2) haben, hat σtot die Dimension einer Flä
he,Während der totale Wirkungsquers
hnitt die Anzahl aller gestreuten Teil
hen pro Zeit-einheit bei einem gegebenen Strom J bestimmt, gibt der sogenannte di�erentielle Wir-kungsquers
hnitt σ(θ, φ) die Anzahl der in einen bestimmten (in�nitesimalen) Raumwin-kel dΩ gestreuten Teil
hen pro Zeiteinheit an:
dṄ = σ(θ, φ) dΩ J (7.2)Integriert man den di�erentiellen Wirkungsquers
hnitt über die Kugelober�ä
he, so er-hält man den totalen Wirkungsquers
hnitt:
σtot =

∫

σ(θ, φ) dΩ (7.3)Den totalen Wirkungsquers
hnitt kann man si
h im klassis
hen Grenzfall in etwa sovorstellen wie die Flä
he einer Ziels
heibe. Tri�t das einlaufende Teil
hen auf die S
heibe,so wird es abgelenkt, ansonsten bleibt die Bewegungsri
htung unverändert.7.1.2 AnnahmenWir wollen nun annehmen, dass die Streuung elastis
h ist, d.h.- das Teil
hen verliert keine Energie dur
h Dissipationse�ekte,- der Kern (das Streuzentrum) nimmt beim Streuprozess keine Energie auf,- die einlaufenden Teil
hen verlassen die Streuregion wieder, es kommt also ni
ht zurBildung von Bindungszuständen.Unter diesen Bedingungen kommt es bei einem konstanten Strom fortwährend einlaufen-der Teil
hen mit der Wellenzahl ~k zur Ausbildung eines stationären Zustands, d.h. einesZustands mit trivialer Zeitabhängigkeit in Form einer oszillierenden Phase
|ψt〉 = |Φ~k 〉e

−iωkt ψ(~r , t) = Φ~k (~r )e−iωkt (7.4)dessen Frequenz dur
h die Dispersionsrelation des freien Teil
hens
~ωk = E =

~
2k2

2m
(7.5)bestimmt ist. Die Energie ist eine Funktion von ~k , das Spektrum ist also wie bei einerebenen Welle kontinuierli
h und die Wellenfunktionen sind ni
ht normierbar.Wir wollen nun weiterhin annehmen, dass das Streupotential V (r) kurzrei
hweitig genugist, um nur einen endli
hen Anteil der einlaufen Welle zu streuen, dass also der obi-gen klassis
hen Vorstellung zufolge die Flä
he der Ziels
heibe endli
h ist. Es stellt si
hheraus, dass bereits ein Coulomb-Potential V (r) ∝ 1/r zu einem divergenten Wirkungs-quers
hnitt führt, also alle einlaufenden Teil
hen ablenkt. Für die folgende Re
hnungwird angenommen, dass Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



7.1 Grundlagen 133- V (r) für groÿe r s
hneller abfällt als 1/r, d.h.
lim
r→∞

rV (r) = 0- V (r) am Ursprung langsamer divergiert als 1/r2, d.h.
lim
r→0

r2V (r) = 07.1.3 StreuamplitudeFür die Lösung des Streuproblems benutzt man den Ansatz, dass si
h die Wellenfunktionin groÿer Entfernung vom Streuzentrum additiv zusammensetzt aus der einlaufendenWelle und einer gestreuten Kugelwelle:
ψ~k (~r ) ≃ eikz + f(θ, φ)

eikr

r
. (7.6)Dabei wird angenommen, dass die Wellenzahl der einlaufenden Welle in z-Ri
htung ori-entiert ist. Die Amplitude f(θ, φ) der auslaufenden Kugelwelle bezei
hnet man als Streu-amplitude. Diese Funktion hängt von dur
h θ und φ bes
hriebenen Ri
htung ab und istam Allgemeinen komplex.Wir wollen nun die Wahrs
heinli
hkeitsstromdi
hte (1.38)

~j =
~

2mi

(

ψ∗∇ψ − (∇ψ∗)ψ
) (7.7)für die ein- und auslaufende Welle bere
hnen. Für die einlaufende ebene Welle ψ(~r ) =

ei
~k ·~r ist

~j =
~

2mi
(2i~k ) =

~k

m
~e 3 (7.8)Zur Bere
hnung der Kugelwelle benutzen wir die Darstellung des Gradienten in Kugel-koordinaten

∇ψ = ~e 1∂rψ + ~e 2
1

r
∂θψ + ~e 3

1

r sin θ
∂φψ (7.9)Wendet man den Gradienten auf eine (rotationssymmetris
he) Kugelwelle ψ(~r ) = 1

re
ikran, wobei r = |~r | und k = |~k | ist, so erhält man
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A AnhängeA.1 Dira
 δ-FunktionDie Dira
 δ-Funktion ist streng genommen eine Distribution. Man kann sie aber in vielenFällen wie eine gewöhnli
he Funktion behandeln. Ans
hauli
h ist die δ-Funktion eine bei
x0 fokussierte `Nadelspitze' mit normierter Flä
he:

δ(x − x0) =

{
∞ x = x0

0 x 6= x0
(A.1)

∫ +∞

−∞
dx δ(x− x0) = 1 . (A.2)In einem Integral selektiert die δ-Funktion den Wert des Integranden an der Stelle x0:

∫ +∞

−∞
dx δ(x− x0)f(x) = f(x0) , (A.3)deshalb ist

δ(x− x0)f(x) = δ(x− x0)f(x0). (A.4)Die δ-Funktion kann man si
h als Grenzprozess einer immer s
hmaleren und höherenGauÿkurve mit Flä
he 1 vorstellen:
δ(x) = lim

σ→0

1√
2πσ

e−
x2

2σ . (A.5)Die δ-Funktion hat folgende Eigens
haften. Sie ist symmetris
h unter Vorzei
henwe
hseldes Arguments:
δ(x) = δ(−x) . (A.6)Ein Skalar kann als Betrag des Kehrwerts vor die δ-Funktion gezogen werden:
δ(ax) =

1

|a|δ(x) . (A.7)Ist das Argument selbst eine Funktion von x, so kommt es nur auf die Ableitung derFunktion nahe der Nullstellen xk an, die dann ebenfalls als Betrag des Kehrwerts vor die
δ-Funktion gezogen werden kann. Dabei muss über alle Nullstellen summiert werden:

δ(f(x)) =
∑

k

δ(x− xk)

|f ′(xk)|
. (A.8)Ausserdem gilt:

δ′(x) = −δ(x)
x

. (A.9)
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136 AnhängeBeweis: Einerseits ist
Z ∞

−∞
dx

δ(x)

x
f(x) =

Z ∞

−∞
dx

δ(x)

x

“

f(0) + xf ′(0) + . . .
”

= f ′(0). (A.10)Andererseits ist
−
Z ∞

−∞
dx δ′(x)f(x) =

Z ∞

−∞
dx δ(x)f ′(x) = f ′(0) (A.11)Da beide Distributionen identis
he Ergebnisse lieferen für alle f , müssen sie glei
h sein,d.h. δ(x)

x
= −δ′(x).Für Fourierintegrale ist die Darstellung

δ(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk e±ikx (A.12)von fundamentaler Bedeutung, wobei das Vorzei
hen im Exponenten keine Rolle spielt.In drei Dimensionen ist für kartesis
he Koordinaten

δ3(~x − ~x ′) = δ(x1 − x′1) δ(x2 − x′2) δ(x3 − x′3) . (A.13)Hier lässt si
h die Fourierdarstellung kompakt s
hreiben mit einem Skalarprodukt:
δ3(~x − ~x ′) =

1

(2π)3

∫ ∞

−∞
d3k e±i

~k ·~x . (A.14)Oft wird dabei au
h die Potenz `3' auf der linken Seite weggelassen.Bei einer Koordinatentransformation xi → ξi wird der Kehrwert des Betrages der Ja
obi-Determinante J(xi, ξi) vor die Funktion gezogen:
δ3(~x − ~x ′) =

δ(ξ1 − ξ′1) δ(ξ2 − ξ′2) δ(ξ3 − ξ′3)

|J(xi, ξi)|
. (A.15)Für Kugelkoordinaten r, θ, ϕ erhält man insbesondere

δ(~x− ~x ′) =
δ(r − r′) δ(θ − θ′) δ(ϕ − ϕ′)

r2 sin θ
. (A.16)A.2 Levi-Civita-SymboleDie Levi-Civita-Symbole, au
h total antisymmetris
her Tensor genannt, sind de�niertdur
h

ǫijk =







1 wenn {i, j, k} eine gerade Permutation von {1,2,3} ist,
−1 wenn {i, j, k} eine ungerade Permutation von {1,2,3} ist,
0 wenn {i, j, k} keine Permutation von {1,2,3} ist, (A.17)d.h. die se
hs Komponenten

ǫ123 = ǫ231 = ǫ312 = 1

ǫ213 = ǫ132 = ǫ321 = −1sind unglei
h Null und alle anderen Komponenten sind glei
h Null.Haye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



A.3 Direkte Summe und Tensorprodukt von Vektorräumen 137A.3 Direkte Summe und Tensorprodukt von VektorräumenEin häu�ger Anfängerfehler besteht darin, das Produkt und die Summe zweier Vektor-räume zu verwe
hseln. Sei im Folgenden {|e1〉, |e2〉, |e3〉} eine orthonormale Basis desHilbertraums H1 und {|f1〉, |f2〉} eine orthonormale Basis des Hilbertraums H2. Sei fer-ner |a〉 = a1|e1〉 + a2|e2〉 + a3|e3〉 ein Vektor aus H1 und |b〉 = b1|f1〉 + b2|f2〉 ein Vektoraus H2. Für die Komponentendarstellung s
hreibt man au
h oft:
|a〉 =





a1

a2

a3



 , |b〉 =

(
b1
b2

) (A.18)Direkte Summe von Vektorräumen:Die direkte Summe H1⊕H2 erhält man, indem man beide Vektorräume vereinigt. Dabeiaddieren si
h die Dimensionen der Einzelräume. Die Vereinigungsmenge
{|e1〉, |e2〉, |e3〉, |f1〉, |f2〉}der Basisvektoren ist eine Basis des Summenraums. Die Komponenten der Einzelvektorenwerden also einfa
h zusammengefasst:

|c〉 = |a〉 ⊕ |b〉 =





a1

a2

a3



⊕
(
b1
b2

)

=









a1

a2

a3

b1
b2









(A.19)Zwei lineare Abbildungen erhalten in der Matrixdarstellung eine Blo
kstruktur im neuenRaum:
C = A⊕ B =





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



⊕
(
b11 b12
b21 b22

)

=









a11 a12 a13 0 0
a21 a22 a23 0 0
a31 a32 a33 0 0
0 0 0 b11 b12
0 0 0 b21 b22









(A.20)Die direkte Summe von Vektorräumen begegnet uns häu�g in der klassis
hen Me
ha-nik, in der Quantentheorie dagegen nur sehr selten. Die Bildung der Summe ist lei
htvorstellbar, z.B. ist der R
3 die direkte Summe aus R

2 (z.B. xy-Ebene) und R (z-A
hse).Tensorprodukt von Vektorräumen:Das Tensorprodukt H1 ⊗ H2 erhält man, indem alle Kombinationen der Basisvektorenals neue Basis au�asst, d.h. die Basis des Produktraums ist
{ |e1〉|f1〉, |e1〉|f2〉, |e2〉|f1〉, |e2〉|f1〉, |e3〉|f1〉, |e3〉|f2〉 } (A.21)wobei wir die Kurzs
hreibweise |ei〉|fj〉 := |ei〉 ⊗ |fj〉 verwendet haben. Bei einem Ten-sorprodukt multiplizieren si
h also die Dimensionen der Einzelräume. Als KonventionHaye Hinri
hsen � Skript Quantentheorie I



138 Anhängewerden dabei die Basisvektoren lexikographis
h geordnet (�der re
hte Index zählt ams
hnellsten�).Tensorprodukte von Vektoren in Komponentendarstellung folgen der Regel �jeder mitjedem� und werden folgendermaÿen gebildet:
|c〉 = |a〉 ⊗ |b〉 =





a1

a2

a3



⊗
(
b1
b2

)

=











a1b1
a1b2
a2b1
a2b2
a3b1
a3b2











(A.22)Zwei lineare Abbildungen erhalten in der Matrixdarstellung eine Blo
kstruktur im neuenRaum:
C = A ⊗B =





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



⊗
(
b11 b12
b21 b22

) (A.23)
=











a11b11 a11b12 a12b11 a12b12 a13b11 a13b12
a11b21 a11b22 a12b21 a12b22 a13b21 a13b22
a21b11 a21b12 a22b11 a22b12 a23b11 a23b12
a21b21 a21b22 a22b21 a22b22 a23b21 a23b22
a31b11 a31b12 a32b11 a32b12 a33b11 a33b12
a31b21 a31b22 a32b21 a32b22 a33b21 a33b22









Tensorproduktbildung ist ni
ht ohne weiteres ans
hauli
h vorstellbar, da der kleinsteVektorraum, der in zwei Tensorfaktoren zerlegt werden kann, bereits der R

4 ist.Eigens
haften von TensorproduktenFür Tensorprodukte gelten die folgenden Re
henregeln. Zum einen wirkt ein Tensorpro-dukt von Operatoren auf ein Tensorprodukt von Vektoren in jedem Faktor separat, d.h.
(A ⊗B)(|a〉 ⊗ |b〉) = A|a〉 ⊗ B|b〉 . (A.24)Die Hintereinanderausführung zweier Operatoren wird in jeder Tensorkomponente ein-zeln dur
hgeführt:

(A1 ⊗ B1)(A2 ⊗ B2) = (A1A2) ⊗ (B1B2). (A.25)Beim Adjungieren † sind alle Tensorkomponenten einzeln zu adjungieren, die Reihenfolgeder tensoriellen Faktoren wird (im Gegensatz zu Operatorprodukten) ni
ht umgedreht:
(A ⊗ B)† = A

† ⊗ B
† (A.26)

(|a〉 ⊗ |b〉)† = 〈a| ⊗ 〈b| (A.27)Allerdings wird die Reihenfolge von Operatorprodukten innerhalb der Tensorkomponen-ten auf gewohnte Weise umgedreht:
(

(A1A2) ⊗ (B1B2B3)
)†

= (A2
†
A1
†) ⊗ (B3

†
B2
†
B1
†) (A.28)Haye Hinri
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A.3 Direkte Summe und Tensorprodukt von Vektorräumen 139Das Tensorprodukt von Skalaren λ, µ ∈ C wird formal als Multiplikation in C aufgefasst:
λ⊗ µ ≡ λµ (A.29)So ist beispielsweise

(

〈a1| ⊗ 〈b1|
)(

A⊗ B

)(

|a2〉 ⊗ |b2〉
)

= 〈a1|A|a2〉〈b1|B|b2〉 ∈ C (A.30)Insbesondere ist die Norm eines Tensorprodukts von Vektoren glei
h dem Produkt derNormen der Faktoren.Tensorprodukte können ohne weiteres mehrfa
h dur
hgeführt werden, z.B. kann ein Hil-bertraum H als Tensoprodukt H = H1⊗H2⊗H3 aus Einzelräumen H1,H2,H3 de�niertwerden. Für eine groÿe Anzahl von Faktoren verwendet man au
h die S
hreibweise
H =

n⊗

j=1

Hj (A.31)Bei N identis
hen Faktoren H = H0 ⊗ H0 ⊗ . . . ⊗ H0 wird au
h gerne die S
hreibweiseder Tensorpotenz H = H⊗N0 verwendet.
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140 Anhänge
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