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I Wellenfunktion und Schrédinger-Gleichung

I.1 Unzulanglichkeiten der klassischen Physik
1.1.1 Hohlraumstrahlung

Versucht man die spektrale Energiedichte der Strahlung in einem Hohlraum mit der Tem-
peratur 1" auszurechnen, reicht die klassische Physik nicht mehr aus.

Man denke sich einen kubischen Hohlraum der Kantenldnge L, dessen Wénde von in-
nen ideal verspiegelt seien. Auf Grund der Randbedingungen koénnen sich nur stehende

Wellen parallel zu den Kanten ausbilden, deren Wellenldnge A der Bedingung L = n - %,

n=1,2,3,... geniigen. Diese Wellenldngen entsprichen Wellenzahlen von k,, = /2\—: = In.
Die moglichen Moden des elektromagnetischen Feldes werden also durch Wellenvektoren
der Form k = 717 gekennzeichnet, wobei die Komponenten des Vektors 7i natiirliche

Zahlen sind. Zwischen zwei Wellenzahlen k = |k| und k + dk liegen daher

1 Volumen der Kugelschale im k-Raum

dN = =
8  Volumen einer Mode im k-Raum
2 2
_ 147?/{; gik::Kk dk (L1.1)
8 (z) 2 2
L

Schwingungsmoden. Der Faktor % kommt daher, dass nur der positive Oktant des k-
Raums beriicksichtigt wird.
Fiir elektromagnetische Wellen im Vakuum gilt die Dispersionsrelation! w = ck. Zwischen
den Frequenzen w und w + dw liegen also
V w?dw
dN = — —— I.1.2
2 w23 ( )
Schwingungsmoden. Jede dieser Moden entspricht wegen der zwei transversalen Polari-
sationsrichtungen elektromagnetischer Wellen zwei harmonischen Oszillatoren. Ein klas-
sischer Oszillator in Kontakt mit einem ,, Warmebad“ der Temperatur T trégt im Mittel
die Energie? (E)q = kT (vgl. Aufgabe 1a). Fiir die spektrale Energiedichte folgt damit
<E>c1 % kT,
u(w) =2 v T aa (I.1.3)
Dies ist die Raleigh-Jeans-Formel. Sie kann jedoch nicht richtig sein, da eine Zunahme
der spektralen Energiedichte mit w? bedeuten wiirde, dass der gesamte Energieinhalt
[ dwu(w) = A5 [ ¥ dww? = oo wire. Man spricht bei diesem Fall von der Ultravio-
lettkatastrophe, da die Energie im UV-Bereich unbeschrinkt zunimmt. Fiir den Grenzfall
kleiner Frequenzen jedoch stimmt die Formel mit den experimentell ermittelten Vertei-
lungen gut iiberein.

!Die Dispersionsrelation w = w(k) gibt den Zusammenhang zwischen Frequenz w und Wellenzahl k
an. Sie wird im Rahmen der Materiewellen in anderer Form wieder auftauchen.

2(E). ist der sogenannte klassische Erwartungswert fiir die Energie - im Gegensatz zum quantenme-
chanischen Erwartungswert (E)qm.
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Einen Ausdruck fiir u(w), der in volliger Ubereinstimmung mit den Messwerten — beob-
achtet wurde eher eine exponentielle Dampfung zu hoheren Frequenzen hin — steht, erhélt
man, wenn man annimmt, dass die Feld-Oszillationen nicht jeden beliebigen Energiewert
annehmen kénnen, sondern nur ganzzahlige Vielfache eines , Quantums® hw 3,

E,=n-hw (n=1,2,3,...), (I.1.4)

wobei die Konstante A die Dimension einer Wirkung trégt. Damit ergibt sich dann fiir den
Energieerwartungswert des Oszillators im ,, Warmebad“ der Temperatur 7" (vgl. Aufgabe

1b)

hw
(E)qm = —5 ) (I.1.5)
ert — 1
Damit folgt fiir die spektrale Energiedichte die sogenannte Plancksche Formel*
h 3
w(w) = e — (L1.6)

7 .
w23 et — 1

Diese Losung erwies sich als sehr gute Beschreibung des experimentell beobachteten
Sachverhalts. Die Konstante h lidsst sich dabei experimentell recht genau bestimmen zu
i =1,05458866 - 10~34Js 5. Fiir kleine Frequenzen (fiw < kT') gilt

w fw
e%T ~ 1+ T und damit

hw

E) am —
(Ela 1+

Q

=kT = (E)q . (1.1.7)

Demnach geht die Plancksche Formel bei kleinen Frequenzen iiber in die Rayleigh-Jeans-
Formel. Bei hohen Frequenzen (fw < kT') erhdlt man die sogenannte Wiensche Formel

h w
u(w) ~ nge’%. (I.1.8)
m2c

Der letzte exponentielle Faktor ist entscheidend dafiir, dass das Integral fooo dw u(w) kon-
vergiert. Nach der Planckschen Formel bleibt also die Ultraviolettkatastrophe aus.

1.1.2 Der photoelektrische Effekt

Strahlt man, wie in Abb.I.1 dargestellt, Licht der Frequenz w auf eine Metalloberfléche,
dann werden vom Metall Elektronen (e~) abgegeben. Deren maximale kinetische Energie

3Max Planck nahm an dieser Stelle an, dass die Energieiibertrige an die Oszillatoren gequantelt wren.
Diese Quantelung ist im Rahmen der klassischen Elektrodynamik nicht zu verstehen. Die Quantelung von
Energiezustinden selbst wurde erst spater durch Albert Einstein zur Deutung des Photoeffekts (vgl. 1.1.2)
postuliert.

4Planck gab diese Losung 1900 als Interpolationslésung an, die den quadratischen Anstieg fiir kleine
Frequenzen und den exponentiellen Abfall fiir grofle Frequenzen zusammenbrachte. Spéter rechnete er
dann ,riickwérts® und kam iiber die Gestalt des Nenners auf den Ansatz mit der geometrischen Reihe
(vgl. Aufgabe 1b).

5h ist die Abkiirzung fiir 4& mit h ~ 6,626 - 10734 Js.
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Metallplatte
I '\[\ﬁhw

© Elektron

+M:_ )

Gegenspannung

Abbildung I.1: Schematische Anordnung zur Beobachtung des Fotoeffekts

lasst sich experimentell durch das Anlegen einer regelbaren Gegenspannung bestimmen.
Sie ist
{hw — W fiir hw > W
Ekin =

I1.1.9
0 sonst ( )

Die metallspezifische Konstante W wird als ,, Austrittsarbeit® interpretiert. Aus klassischer
Sicht sind zwei Beobachtungen, die mit der Anordnung aus Abb.I.1 gemacht werden, nicht
zu verstehen:

e Die maximale Energie der Elektronen héngt nur von der Frequenz w des einfallenden
Lichtes ab und nicht — wie eigentlich zu erwarten — von dessen Intensitét.

e Die Emission von Elektronen aus der Metallplatte setzt selbst bei Licht geringer
Intensitét praktisch ohne Zeitverzogerung ein.

In der klassischen Elektrodynamik lautet die Energiedichte u des elektrischen Feldes im
Vakuum

w= % (EZ v c2§2) , (1.1.10)

d.h. sie ist proportional zur Intensitdt. Man wiirde also eigentlich erwarten, dass man mit
intensitdtsarmem Licht (unabhéngig von dessen Frequenz) das Metall so lange bestrahlen
muss, bis sich die zur Emission notwendige Energie ,angesammelt® hat, was aber nicht
der Fall ist.

Einstein deutete dieses Phanomen 1905, indem er das elektromagnetische Feld auffasste als
ein ,Gas* von Energiequanten (Photonen) der Grofle hiw. Diese Photonen sind masselose
Tréager von Energie und Impuls mit

fuw
p?c? +m2c¢t, mit m=0 = p=—_ (I.1.11)

Der experimentelle Befund liefl sich nun also so deuten, dass ein Photon beim ,, Aufprall“
auf ein Elektron seine Energie fuww an dieses tibertrigt. Ist die Energie ausreichend (hw >
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W) wird das Elektron aus dem Metall gelost. Die Intensitdt ist dabei lediglich fiir die
Anzahl der auftreffendenen Lichtquanten und damit fiir die Anzahl der gegebenenfalls
ausgelosten Elektronen verantwortlich®.

1.1.3 Beugung von Elektronen an Kristallen

Gitterebenen

Abbildung I.2: Geometrische Konstruktion der Interferenzbedingung am Kristallgitter

Schiefft man Elektronen, die eine Beschleunigungsspannung U in der Grofenordnung von
100 V' durchlaufen haben, auf eine Kristalloberfliche, beobachtet man im reflektierten
Strahl Interferenzerscheinungen, wie sie fiir Wellen charakteristisch sind. Nach der geo-
metrischen Konstruktion in Abb.I.2 ergibt sich fiir an zwei verschiedenen Gitterebenen
des Kristalls gestreute Wellen konstruktive Interferenz, falls

2d cos ¥ = nA. (I.1.12)

Bei bekannter Gitterkonstante d lésst sich also aus dem Beugungsbild die Wellenlénge
A der Strahlung experimentell bestimmen. Es zeigt sich, dass A dem Elektronenimpuls
p = V2meU umgekehrt proportional ist. Die Proportionalitédtskonstante ist genau die
Plancksche Konstante h = 2rwh 7

h 2rh 1,22643nm

T emeU | JUN

Die Beziehung A = % wurde zuerst von de Broglie fiir Materiewellen postuliert. Sie ent-
spricht der Einstein-Beziehung fiir Photonen:
hw  2mhv h

- = - 1.1.14
p=- . ) ( )

(1.1.13)

1.2 Das Doppelspaltexperiment

Es wird nun ein idealisiertes Experiment beschrieben, in dem der ,,Durchgang* identischer
Teilchen durch einen Doppelspalt untersucht wird. Dieses Experiment kann inzwischen

6Es ist moglich, wenn auch wenig wahrscheinlich, dass zwei Photonen mit iw < W und 2hw > W
gleichzeitig ein Elektron treffen. Diese Wahrscheinlichkeit erhoht sich natiirlich mit der Intensitédt des
Lichts. Trotzdem bleibt sie vernachlédssigbar gering.

"Die Tatsache, dass die Konstante % auch bei der Beugung von Elektronen von Bedeutung ist, weist
auf ihren universellen Charakter hin.
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Q>>> 2?

Abbildung I.3: Anordnung zur Beugung von Materiewellen am Doppelspalt

z.B. mit Photonen, Elektronen oder Neutronen tatséchlich im Labor durchgefiihrt werden.
Feynman beginnt in seinen ,Lectures das Kapitel iiber das Doppelspaltexperiment mit
den Worten:

,In this chapter we shall tackle immediately the basic element of the myste-
rious behavior in its most strange form. We choose to examine a phenomenon
which is impossible, absolutely impossible, to explain in any classical way, and
which has in it the heart of quantum mechanics.*

Betrachtet man eine Anordnung wie in Abb.L.3, in der die Teilchen aus einer Quelle Q
auf einen Schirm S mit zwei zueinander parallelen Spalten H; und H, geschossen werden,
hinter dem sich z.B. ein photographischer Film zum Nachweis der Teilchen befindet, dann
lassen sich folgende Beobachtungen machen:

e Nachdem eine hinreichend grofie Zahl von Teilchen registriert worden ist, bildet das
Muster der beim Detektor D angekommenen Teilchen die aus der Optik bekannte
Intensitdtsverteilung (vgl. Aufgabe 2) der Beugung am Doppelspalt nach, selbst
wenn immer nur ein Teilchen zur selben Zeit in der Apparatur ist.

e Jedes Teilchen wird bei D als ein Punktereignis registriert und niemals als eine
rdumlich ausgedehnte Verteilung, wie sie bei einer Welle charakteristisch wire.

Es ist also nach dem ersten Punkt bereits dem einzelnen Teilchen ein Wellenfeld ()
zuzuschreiben. Da das Interferenzmuster auch bei grofier ,, Verdiinnung“ der Teilchen er-
halten bleibt, kann diese Welle nicht etwa durch die Relativbewegung mehrerer Teilchen
zustande kommen. Die Existenz des Interferenzmusters fordert, dass auch fiir ein einzelnes
Teilchen ¥ (%, t) sowohl bei Hy, als auch bei Hy fiir Zeiten ¢, zu denen das Teilchen die
Apparatur durchlduft, von Null verschieden sein muss.

Andererseits wird in jedem Nachweisprozess das Teilchen immer praktisch als diskreter
Punkt und niemals als ausgedehntes Wellenfeld registriert. So wird das Teilchen, obwohl
das ihm zugeordnete Wellenfeld fiir die Interferenz ,,durch beide Spalte gleichzeitig® laufen
muss, nur als Ganzes bei H; oder bei Hy nachgewiesen, wenn D direkt an S heranbewegt
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wird®.
Daher kann (7, t) nicht als , materielle Welle“ (z.B. als , wellenartig verschmierte“ La-
dungsverteilung eines Elektrons) aufgefasst werden. Alle bisher bekannten experimentellen

Beobachtungen sind vertréiglich mit der folgenden ,,statistischen Interpretation®?:

,Das Betragsquadrat der (im Allgemeinen komplexen) Wellenfunktion ¢ (Z, t)
beschreibt die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ am Ort ¥ zu
finden.*

Damit eine solche Wahrscheinlichkeitsinterpretation moglich ist, muss
/d3:v [z, t)* =1 fiir alle ¢ (I.2.1)

gelten (insbesondere muss ¢ (Z, t) quadratintegrabel sein), wobei sich die Integration iiber
den gesamten zugénglichen Raum erstreckt. Dann ist

p(B,t):/Bd?’a:|1/}(f,t)|2 (I1.2.2)

die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen bei einer Ortsmessung zum Zeitpunkt ¢ im Bereich
B zu finden.

Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation beinhaltet eine radikale Abweichung von der klassi-
schen Mechanik. Insbesondere besagt sie, dass keine klassische Bahn 7(t) existiert, entlang
der sich das Teilchen bewegt.

Dem Messprozess kommt eine ganz besondere Bedeutung zu. Riickt man D an S heran,
so wiirde - wie bereits erwihnt - das Teilchen an nur einem der Spalte detektiert. Wenn
aber das Teilchen bei H; registriert wurde, so wiirde eine zweite unmittelbar folgende
Messung es wieder dort lokalisieren. Das wiederum bedeutet, dass durch die Messung die
Wellenfunktion 1 verdndert worden sein muss - als Folge des Nachweises des Teilchens
bei Hy ist ¢(Z,t) = 0 im Bereich von Hy (ansonsten kénnte man es dort ja mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit registrieren). Man sagt, dass die Wellenfunktion durch die
Ortsmessung ., kollabiert®.

I.3 Die Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen
1.3.1 Begriindung der Schrédinger-Gleichung

Die einfachste Form einer Welle, die z.B. zur Beschreibung von Elektronen herangezogen
werden konnte, ist die ebene Welle

(T, 1) = Ceithi—wt), (I.3.1)

8Heute ist es sogar méglich, durch die Reflexion energiearmer Photonen an den Teilchen diese raum-
lich zu lokalisieren ohne ihre Bewegung wesentlich zu beeinflussen. Auch hierbei lédsst sich das Teilchen
nur entweder bei H; oder bei Hs lokalisieren. Fiihrt man eine solche Messung an den Spalten durch,
bildet sich aulerdem kein Interferenzmuster aus. Solange man das Teilchen nicht im Moment des ,,Durch-
flugs® rdumlich durch eine Messung lokalisiert, ist die Frage nach dem durchflogenen Spalt im Sinne der
Wahrscheinlichkeitsinterpretation gegenstandslos.

9Zuerst vorgeschlagen im Jahre 1926 von Max Born. Auch Kopenhagener Interpretation, Wahrschein-
lichkeitsinterpretation.
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Die zugehorige Wellengleichung wird durch die Dispersionsrelation bestimmt, d.h. durch

den Zusammenhang w = w(k). Nun gilt fiir nichtrelativistische freie Teilchen £ = - und
(experimentell durch de Broglie, bzw. Davisson, Germer)
h h 271
= —=——="hk dh I.3.2
P= X" X (13.2)
h2k?
E = . I.3.3
oy (L.3.3)

Setzt man weiter voraus, dass der fiir Photonen gefundene Zusammenhang E = hw auch
fiir Elektronen gilt'?, dann findet man die nichtrelativistische Dispersionsrelation

hk?
k)= —. 1.34
wlk) = 5 (13,0
Damit folgt:
(7 hK2 i e 2>
W@ ) = ce(FF5e1) = oot (7 51). (L.3.5)
Diese ebenen Wellen gehorchen den Gleichungen
0 p?
el =2 u(z I.3.
th =, ¥(T,t) = 5 —9(,¢) und (I.3.6)
ﬁw@a t) = F(i,1). (L.3.7)
Aus Kombination beider folgt:
0 1 (h=\? L h?
maiﬁ( Tt) =5 (;V) V(@ t) = —5 — Ad(3, ). (1.3.8)

Dies ist die (nichtrelativistische) Schrédinger-Gleichung fiir freie Teilchen'!. Sie ist linear,
d.h. fiir Losungen ¢ und 19 von (1.3.8) ist auch aty + B9 eine Losung. Thre Linearitét
kann auch dazu genutzt werden, um durch Superposition der (nicht normierbaren) ebenen
Wellen zu rdumlich lokalisierten ,, Wellenpaketen* zu gelangen. Offensichtlich ist auch

r )= Bl o (1)l FF= 20 1.3.9
$ED) = G [ (e 139)

-

fiir jede ,verniinftige* Impulsgewichtungsfunktion'? (k) eine (formale) Losung der
Schrodinger-Gleichung. Der Ansatz zur Normierung von (1.3.9) ergibt

G

0Der relativistische Viererimpuls fiir Photonen lautet p# = (E/c,p) = h(w/c,k). Da die riumli-
che Gleichung p = hk sowohl fiir Photonen, als auch fiir Elektronen gilt, sollten auch die zeitartigen
Komponenten iibereinstimmen. (Man beachte, dass dies keineswegs ein Beweis, sondern lediglich eine
Plausibilitéitsfolgerung ist.)

Nochmal: Sie geht hervor aus der unbewiesenen Dispersionsrelation.

d3 d3 d3k/ 900 /) (k’—E)fe—i%(kQ—k&)t. (]:310>

2Der Impuls 7 ist proportional zum Wellenzahlvektor k (7= hk).
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Nun ist der Ausdruck

1 k—k' oo
(2W)3/d3xe k=KD — 5k — k') (1.3.11)

eine Integraldarstellung der Diracschen Delta-Funktion (-Distribution). Daher folgt!?:

/deW(fa I = /d3 /d3l<;’ K)o (k) 6 (K — k) ez (=)t
- /CPIf [eo(BI* (1.3.12)
Damit ist ¢(Z,¢) bereits dann ,,auf eins normiert®, wenn 900(];) auf eins normiert ist.

B Beispiel: Gau-Wellenpaket in einer Dimension (vgl. Aufgabe 5)

Sei die Impulsgewichtungsfunktion gegeben durch die um kqy zentrierte Gaufifunktion
po(k) = Nem2(h—ho)%e®, (1.3.13)

Dabei trégt a die Dimension einer Lénge. Die Normierungskonstante N ergibt sich aus
der Forderung

1 = /dk!gpo(k)\z :N2/dke (k=ko)?a N”%E, d.h.

N o= Yo (1.3.14)

Nl

Die Wellenfunktion im Ortsraum lautet dann

:L"t _ dk’ 6_5 (k— k:())2 2 z(kx—it)
Vi) \/%/
N 2% — 2iakox + iR 24
= ————— exp| — 5 —N . (I.3.15)
a - At 2a (1 +1 m)
\/ ma?

Daraus ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsdichte im Ortstraum:

_ hko 4)2
Ve = ! exp |- 13.16)

a1+ ()’ @ (1+(2)°)

Das Wellenpaket hat folgende Eigenschaften:

e Das Wellenpaket ist ,gauflisch® um z(t) = hmﬁt zentriert, d.h. um die Trajektorie
eines klassischen Teilchens, welches sich kréftefrei mit dem Impuls p = hky bewegt.

13Die Funktion, die in (I.3.10) im Integranden steht, ist an sich nicht integrabel. Von daher ist der Satz
von Fubini — die Vertauschung der Integrationsreihenfolge — hier nicht anwendbar. Dass sie trotzdem in
diesem speziellen Fall moglich ist, wird in der Funktionalanalysis bewiesen.
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e Das Wellenpaket ,,zerflieBt“: Seine Breite!'* wichst im Laufe der Zeit; fiir groBe Zei-
ten t wird Az ~ % Die Konstante a legt die anfangliche ,,Schéarfe® des Wellenpakets
fest. Dabei gilt: je schérfer die Welle bei ¢t = 0 lokalisiert ist, desto schneller zerflief3t
sie.

Die Verbreiterung wird wesentlich nach einer Zeit ¢y, die durch % ~ 1 definiert wird,

ma2

d.h. wenn t; von der GroBlenordnung ist.

Zahlenwerte fiir a = I1nm: Fiir ein Staubkorn der Masse m = 107%g ist t; ~ 10s.
Der Effekt wire hier praktisch nicht beobachtbar, da ein einzelnes Teilchen im Expe-
riment nicht so lange véllig isolierbar wire. Fiir ein Elektron (m ~ 9,1 - 1073kg) ist
to~9,1-107 1. ]

1.3.2 Impulsdarstellung und zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion

Im allgemeinen Wellenpaket

W(T, ) = 1 /d?’kgp (E)ei(’gf*%t) (1.3.17)
T (2m)3 ’ o
bezeichnet gpo(E) die Amplitude dafiir, dass in der Impulsverteilung der Impuls p’ = hk
vorkommt. Entsprechend ist | (k)[2
also <p0(l;) als ,, Wellenfunktion im Impulsraum* bezeichnen - besser: ,, Impulsraumdarstel-
lung der Wellenfunktion®.

Da nun

(2, 1=0) =

die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte. Man kann

1

W/d3k 900<E)€ikﬂ7 bzw.

1 —ikZ, | (= 1 —ikd PN iK'
(zﬂ)gﬂ/d?’xe M (F,1=0) = (QW)S/dgxe § /d?’k'goo(k;')ek
1 i N = —

— /dSk‘/ (27r)3 /d?)xez(k —k)@ 900(]{3/)

= wo(k), (1.3.18)
wird der Zusammenhang zwischen beiden Darstellungen der Wellenfunktion durch die
Fourier-Transformation hergestellt. Damit ergibt sich das folgende Schema fiir die Be-
rechnung derjenigen , freien Wellenfunktion, die aus einem gegebenen ,, Anfangswert
¥ (Z,t=0) hervorgeht:

1. Bestimme die zum Anfangswert gehorige Impulsverteilung durch Fouriertransfor-
mation:

- 1 o
wo(k) = 2m)i 2 /d3:1: e kT (2, t=0) . (I.3.19)

“Die Breite einer GauB-Funktion exp(—ax?) ist definiert als Az = a~1/2.
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2. Die Zeitentwicklung im Impulsraum wird einfach dadurch beschrieben, dass die zu

- hk2 )
PGt — gt w(k) t

k gehorige Amplitude mit dem ,,Phasenfaktor® e~ multipliziert wird:

—

o(k,t) = po(k) e omt . (1.3.20)

3. Die Wellenfunktion 1 (Z, t) ergibt sich aus der ,,propagierten* Impulsverteilung durch
inverse Fouriertransformation:

1 = =
VD) = G / Pl e o) (13.21)

Dieses Schema zeigt insbesondere auch, dass die durch die freie Schrédinger-Gleichung ver-
mittelte Zeitentwicklung die Norm der Wellenfunktion erhélt (d.h. [ d®z |¢(Z,t)|* = 1 fiir
alle t > 0, sofern [z [¢(Z,t=0)|* = 1). Fiir die Multiplikation mit einem Phasenfaktor
ist das klar, und die Fouriertransformation ist eine Isometrie (vgl. Aufgabe 6).

I.4 Operatoren im Hilbertraum, die Unschérferelation

Die ,,physikalisch sinnvollen“ Wellenfunktionen (%, t) (d.h. diejenigen Wellenfunktionen,
die eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation zulassen) sind quadratintegrabel, d.h.

/d% (@, D = |62 < oo, (14.1)

Eine quadratintegrable Wellenfunktion mit [[¢|] > 0 kann immer ,auf Eins“ normiert
werden: Ist ||¢]] # 1, so betrachtet man einfach die normierte Funktion

~ 1
1/}(57 t) = m

Die Menge der (komplexwertigen) quadratintegrablen Funktionen bildet einen Vektor-
raum; die Wellenfunktionen konnen daher als Vektoren aufgefasst werden. Auf diesem
Vektorraum wird durch

(lg) = / e §*(F) o) (143)

(Z,1). (1.4.2)

ein Skalarprodukt definiert (vgl. Aufgabe 7). Dabei betrachtet man anstelle von Funktio-
nen sog. Funktionenklassen, d.h. Gruppen von Funktionen, die sich nur auf einer Menge
vom Mafl Null unterscheiden. Die Mitglieder einer solchen Funktionenklasse miissen nicht
zwingend stetig sein'®). Mit dem Skalarprodukt wird der Vektorraum der quadratintegra-
blen Funktionen zu einem Hilbertraum'®. Dieser Hilbertraum wird mit £2 (oder genauer
mit £?(R3)) bezeichnet.

15Wiirde man Stetigkeit der Funktionen verlangen, wire die Vollstindigkeit nicht gegeben. So lisst sich
z.B. eine (nicht stetige) Treppenfunktion als Grenzwert stetiger Funktionen darstellen.

16Ein Hilbertraum ist ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt, der beziiglich der vom Skalarprodukt
induzierten Norm || - || = (-]-)*/2 vollstéindig ist.
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1.4.1 Erwartungswerte, Orts- und Impulsoperator

Da nun | (Z, t)|? die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir ist, das Teilchen am Ort Z zu finden,
ist

(@) = / Pr 7 (@ 0P

— [#s @ sy
= (YY) (14.4)
der Ortserwartungswert. Betrachtet man die Wellenfunktion im Impulsraum

. 1 o
U0 = G / Br e (T 1), (14.5)

so ist wegen p' = hk weiterhin

¥ = / & R B(E, 1)

Il
=)
>t
=
=)

(1.4.6)

der Impulserwartungswert des Teilchens (d.h. der erwartete Wert fiir den Impuls des
Teilchens bei einer Impulsmessung). Dann gilt

(p) = (2;)3 / A3k / Br F (7, t) bk / B’ e F (@ 1), (1.4.7)

Das letzte Integral in (I1.4.7) wird nun so umgeformt, dass der Faktor k vor dem Integral
verschwindet. Es gilt ndmlich

FLE/CZ?’:L‘/ e—il?-f’ ¢(f,7t) _ /d3$, (_7; ﬁ/e—iﬁf/> w(f/’t)
3,0 —ik-@ h NN E4
= /d e — V(' t) (I1.4.8)
1

da wegen der Quadratintegrabilitdt von v bei der partiellen Integration keine Randterme
auftreten konnen (die Umformung in (I.4.8) ldsst sich leicht nachvollziehen, wenn man
das Problem in nur einer Dimension betrachtet). Man hat also mit der schon mehrfach
vorgenommenen Vertauschung der Integrationen

1 L h o
— 3 3,/ 3 ik (Z—2") %2 R v/ N~
() /dm/dm (QW)?,/dk e UHE ) T V)

- / P g (@0) T ). (1.4.9)
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Man beachte, dass es hier (im Unterschied zu () = [d®k ¢*(k,t) ik ¢(k,t), d.h. bei
der Berechnung des Impulserwartungswertes mit Hilfe der Impulsraum-Wellenfunktion)
wesentlich ist, dass der Ableitungsbefehl mittig steht, da er nur auf das rechts stehende
1, nicht jedoch auf das links stehende ¢* wirkt.

In dhnlicher Weise kann man auch den Ortserwartungswert mit Hilfe der Impulsraum-
Wellenfunktion berechnen:

(7) = / P (T t) T (T, t)
= ik-& 1 ikE
= @y /d3 /d3k e “(k,t) T /dsk e (k) . (1.4.10)

Ahnlich wie in (I.4.8) wird das letzte Integral so umgeformt, dass der Faktor Z verschwin-
det:

f/d%’ WO ) = /d3k’ ( Vel )¢(k’ t)
— /d3k’ ¢k F (—; %@(E’,t)). (1.4.11)

Mit dieser Umformung gilt fiir den Ortserwartungswert:

1 T U 1 = ~ o
2\ 3 31. 3 i(k'—k)Z [ * - , /
() /d k/dk (2w)3/da: e ¥ (k,t)( Z,sz/;(k,t))

= / Pk (K, 1) (—% ﬁw(k,t)) . (I.4.12)

Wiéhrend also in der klassischen Mechanik die Observablen Z(t) und p(t) direkt durch die
Losung der Bewegungsgleichungen bestimmt werden konnen, lédsst die Quantenmechanik
nur die Berechnung von Erwartungswerten zu. Diese Berechnung erfolgt dadurch, dass
einer Observablen A (z.B. A = Z, p) eine ,,Rechenvorschrift* (ein Operator) A zugeordnet
wird, die auf die Wellenfunktion ¢ anzuwenden ist, die den jeweiligen physikalischen
Zustand beschreibt. Die Auswertung des Erwartungswertes erfolgt stets nach dem Schema

(A) = (Y| Ay) = (| Alp) . (1.4.13)
Dabei hingt die Gestalt des Operators, der einer Observablen zugeordnet wird, auch von
der Darstellung der Wellenfunktion ab. Aus den vorherigen Beispielen erhélt man

Ortsdarstellung Impulsdarstellung
Ortsoperator 7 Multiplikation mit & iV = ihﬁp
Impulsoperator ]% %ﬁ Multiplikation mit p'= hk
Operator der kin. Energie E ;;A Multiplikation mit %
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1.4.2 Lineare Operatoren

In der QQuantenmechanik spielen lineare Operatoren eine besondere Rolle. Ein linearer
Operator A auf einem Hilbertraum H ist eine lineare Abbildung, die , Vektoren® ¢ aus
dem Definitionsbereich D(A) — einem linearen Unterraum von H — auf ,, Vektoren* A

o~

abbildet. Fiir alle v, p € D(A) und alle «, 5 € C gilt
A(atp + o) = a Ay + SAp. (I.4.14)

Zum Beispiel sind die oben beschriebenen Operatoren des Ortes 7 und des Impulses 5
lineare Operatoren auf dem Raum der quadratintegrablen Funktionen £2:

Y — T, mit D(T) = { € L?| T € L7} ; (1.4.15)
7 — By, mit D(p) = {v € L2| Vi € L2} . (1.4.16)

Ein weiteres Beispiel ist die Fouriertransformation. Sie kann als linearer Operator auf dem
Raum der sowohl integrablen, als auch quadratintegrablen Funktionen aufgefasst werden.
Dieser Raum ist ein linearer Unterraum von £?(R™).

Zwei lineare Operatoren konnen ,,multipliziert“, d.h. geméaf (A\E)w = A\(El/)) nacheinan-
der ausgefiihrt werden. Der Definitionsbereich dieses ,, Produktes® ist

ST

D(AB) = {4 € D(B)| B+ € D(A)} . (1.4.17)

1.4.3 Kommutatoren und die Heisenbergsche Unschérferelation

Zu beachten ist, dass das ,Produkt® zweier Operatoren nicht kommutativ ist, d.h. im
Allgemeinen ist AB # B A. Der ,,Grad der Nicht-Kommutativitat“ wird beschrieben
durch den Kommutator

[A,B] = AB— BA . (1.4.18)
Man betrachte die Komponenten p; = % a?;i und 7, = x; des Impuls- bzw. Ortsoperators.
Dann ist

o~ h 0 h h 0

piaky = ;a—xj(iﬂk Y) =~ 0t +$k;a—%(% V),

h 0
TeDiY = ——). 1.4.19
Tk Py ¢ Tk i amj ¢ ( )

Also erhdlt man (p; T, — Zup;)Y = 26, ¥, baw.

. h
[bj, Tk] =~ O (1.4.20)

Die Tatsache des , Nicht-Vertauschens® von Operatoren bedeutet physikalisch, dass die
zugehorigen Observablen nicht gleichzeitig streuungsfrei (,,scharf*) messbar sind. Im Falle
der Operatoren von Ort und Impuls fithrt das auf die Heisenbergsche Unschérferelation.
Deren prizise mathematische Formulierung geht aus von folgendem Hilfssatz hervor.
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Satz: Fiir alle quadratintegrablen Funktionen ¢, fiir die |Z|¢(Z) und |hk| ¢ (k) ebenfalls
quadratintegrabel sind, gilt

1wl Iz > 5 lwl? . (1421)

—

Gleichheit gilt genau dann, wenn (%) = N e 2% mit o > 0.

Beweis: Die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung lautet ||V [|Z¢]|2 > [(V4 | Z¢)[2. Das
Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn 61/1 = azy mit a € C, also wenn 6@/} und ¥
linear abhéngig sind. Dann ist ¢ = Ne 2% mit Re(a) > 0, damit 1) quadratintegrabel
ist. Nun gilt weiter

@ol) = [ (e@) w e

=~ [ Y v @) a
= —(@|VZY). (1.4.22)

Wegen 6(:?1#) = mﬁ—l—f(ﬁzp) folgt unter Verwendung der Linearitit im zweiten Argument
des Skalarprodukts und der Tatsache, dass & reell ist

WIVEY) =n ¢’ + (EY| V). (1.4.23)
Aus (I.4.22) folgt dann
(Vo |Z) = —n ||| — (#¢|Vy)  und daher

2Re(Vip | Z1p) = —n ||]|? . (1.4.24)

Damit und mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhélt man die (quadrierte) Be-
hauptung

IV y]? > (VY| 7)) = Re(Vy | 7)) + (Im(Vy | 7¢))?
2
”Z " (1.4.25)

v

Gleichheit erhilt man dann fiir » = N e~ 57 mit reellem a > 0. O
Man kann nun  — Z, und k — ko in (1.4.21) einsetzen, so dass

|GV = Bo)ell- 1@ = Fo)ll = 5 1l (1.4.26)

Gleichheit gilt dann fiir eine Gauffunktion, die im Ort um Zp und im Impuls um lgo
verschoben ist:

W(F) = N exp (i/?of - % (7 — f0)2> . (L.4.27)
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Wihlt man speziell fiir normierte Wellenfunktionen 7, = () und ko = (k), dann erhilt
man

17 = @)l = @ (@ —(@)*[¢)=Az  und

IGV = RNl = (| (GV = (R)*[¢) = Ak (1.4.28)
Az und Ak sind die Standardabweichungen (Streuungen) um die Erwartungswerte. Eine

quantenmechanische Standardabweichung wird als ,, Unschérfe“ bezeichnet. Allgemein ist
die ,,Unschérfe einer Observablen A gegeben durch

AA = (A - (4] . (1.4.29)
Letztendlich erhélt man so die Heisenbergsche Unschirferelation

Az - Ak > g, bzw. Az - Ap > gn (1.4.30)

Das ,,Wellenpaket mit minimaler Unschérfe* (besser: mit minimalem Unschérfeprodukt)
lautet

- (3

Bl

(7 — <f>)2) . (L.4.31)

1.4.4 Hermitesche und selbstadjungierte Operatoren

Eine besondere Klasse von Operatoren sind die hermiteschen Operatoren. Ein linearer
Operator H in einem Hilbertraum H heifit hermitesch, wenn (¢ | H @) = (H v |p) fiir
alle 1, ¢ aus dem Definitionsbereich!” von H. Als Beispiel betrachte man den Operator
der kinetischen Energie in einer Raumdimension

h? d?

auf dem Intervall [a,b], wobei hier Dirichlet-Randbedingungen gestellt werden, also

17Streng gesehen muss der Definitionsbereich dicht im Hilbertraum H sein, was hier jedoch stets als
gegeben vorausgesetzt werden kann.
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¥(a) = ¢ (b) = 0. Dann ist
wiite = [ wew (5L e

2m dx?
b
el R (det(@) de(e)
B —%w(x) dz +% a( dx ) dz da
b
h2 d@/J* h2 b d2w*
- 200w - (PR v
b hQ d2 *
= /(—% (;/;(f)) p(z) dx
= (Hy|y), (1.4.33)

wobei die Randterme gerade wegen der Dirichlet-Randbedingungen verschwinden. Also
ist H auf £2([a,b]) mit diesen Randbedingungen hermitesch. Eine wichtige Eigenschaft
der hermiteschen Operatoren ist, dass sie ausschliefSlich reelle Erwartungswerte besitzen.
Fiir einen hermiteschen Operator H folgt ndmlich

(H) = (p|Hy) = (Hp|p) = (| Hp)* = (H)*". (L4.34)

Im letzten Schritt wurde dabei das Verhalten des Skalarprodukts unter Vertauschung der
Argumente ausgenutzt. Aus der Gleichung (H) = (H)* folgt nun unmittelbar, dass (H)
rein reell ist — und zwar fiir beliebige ¢ aus dem Definitionsbereich von H.

Sei nun A ein linearer Operator mit Definitionsbereich D(A). Der zu A adjungierte Ope-
rator A' ist ebenfalls ein linearer Operator mit der Eigenschaft

(] Ap) = (ATy|p) (1.4.35)

fiir alle o € D(A), » € D(A"). Ein Operator heift selbstadjungiert, wenn AT = A auf
D(A")=D(A). Fiir hermitesche Operatoren ist die Gleichheit der Definitionsbereiche im
Allgemeinen nicht gegeben. Vielmehr gilt hier D(A") > D(A) 18.

B Beispiel: Der Impulsoperator in einer Dimension auf dem Intervall [a, b] mit Dirichlet-
Randbedingungen

Man betrachte den Impulsoperator

A = hdy (1.4.36)

1 dx

18Das heifit jeder selbstadjungierte Operator ist automatisch auch hermitesch, wihrend die Umkehrung
im Allgemeinen nicht gilt.
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fiir alle ¢ € D(A) = {v € £2([a,b]) | ¥/ € £L*([a,b]), ¥(a) = (b) = 0}. Dann folgt

Win) = [(are? L v
FL

@l -5 [t
b * —~ ~
S / (25 0@)) wta) = (elo) = (Al (1.4:37)

1 dx

Damit ist A hermitesch. Nun ist aber an der mit (x) gekennzeichneten Stelle lediglich die
Dirichlet-Randbedingung fiir ¢ verwendet worden, ndmlich dass ¢ (z) an den Réndern
Null ist. Dabei wurde keine einschréinkende Forderung an ¢ gestellt. Fiir den Operator
AT ist also der Definitionsbereich D(A") = {¢ € £2([a,b]) | ¢’ € L*([a,b])} D D(A).

Dieses Beispiel soll den Unterschied in den Definitionsbereichen von selbstadjungierten
und hermiteschen Operatoren verdeutlichen. In Zukunft wird dieser Umstand jedoch im
Allgemeinen vernachléssigt. u

I.5 Die Schrodinger-Gleichung fiir die Bewegung in einem Po-
tential V'

Die , freie* Schrodinger-Gleichung (I.3.8) enthélt auf der rechten Seite den Operator der
kinetischen Energie (auch Hamilton-Operator)
h2

ﬁkin = _Q_A (I51)

der aus der Hamiltonfunktion H = % eines klassischen freien Teilchens durch die Erset-

zung der klassischen Observablen p’durch den Operator 5’ = %6 hervorgeht. Wenn sich
das Teilchen nun in einem Potential V() bewegt, lautet die klassische Hamiltonfunktion

2

H—£%+W@ (L5.2)

Es ist nun naheliegend, den , freien“ Hamilton-Operator f[kin durch

. 72

H= —2—A + V(%) (I1.5.3)
zu ersetzen, wobei die Wirkung des Operators V() als Multiplikation der Wellenfunktion
(&, t) mit der Potentialfunktion V' (Z) zu verstehen ist. Man erhilt dann die zeitabhdingige
Schradinger-Gleichung:

m%¢(w:(—iA+V(0¢@o. (L5.4)

Auch sie ist wie die Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen aus Plausibilitdtsargumenten
gewonnen und hat daher axiomatischen Charakter. Nach aller Erfahrung jedoch beschreibt
diese Gleichung das Naturgeschehen im nichtrelativistischen, ,, mikroskopischen“ (d.h. im
atomaren) Bereich zutreffend.
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1.5.1 Wahrscheinlichkeitsdichte und Kontinuititsgleichung

Aus (I.5.4) ergibt sich nun unmittelbar die zeitliche Verdanderung der Wahrscheinlichkeits-
dichte o(Z,t) = ¢*:

Gon) = (gu@n) oo+ (o)
— <_Zlh Hy*(Z, t)) (T, 1) + P* (T, ) (—Zih Hy(, t))
_ _%<}£%Awum»+v@w%ﬁw)wiﬂ
+% (_% AY(F,t) + V(2)(7, t)) V(T )
= o (0@, 1) A 1) — 0 (F 1) A (E ). (155)

Zu fordern wire eine Kontinuititsgleichung der Form % 0+ ﬁj = 0, damit die Wahr-
scheinlichkeit im ganzen Raum auch bei Betrachtung eines endlichen Volumens erhalten
bliebe. Gesucht ist also eine Art ,, Wahrscheinlichkeitsstromdichte* j Mit dem Greenschen
Satz folgt gerade

9 ho 3 3
! o(Z,t) = Y- V(¢(Z,t) Vo* (2, 1) — " (T, 1) VI(Z,1)), bzw.
% o(# 1) + Vi(F,1) = 0, (15.6)

mit j = %(w*ﬁw — 1/161/1*). Die Integration iiber ein beliebiges endliches Volumen V'
mit der Oberflache OV ergibt also nach Anwendung des Gaufischen Integralsatzes (genau
analog zur Kontinuititsgleichung fiir die Ladungsverteilung in der Elektrodynamik)

d

— | &Pz o(Z,1) +/ df -7=0. (1.5.7)
dt Jy oV

Die Anderung der Wahrscheinlichkeit dafiir, das Teilchen in V anzutreffen, entspricht
also genau dem Wahrscheinlichkeitsstrom, der durch den Rand von V' nach auflen tritt.
In diesem Sinne beschreibt die Kontinuitétsgleichung hier also wie gefordert die Erhaltung
der Wahrscheinlichkeit. Sofern nun ¢ im Unendlichen , hinreichend schnell* verschwindet,
gilt fiir ein sehr grofes Volumen V,

d
— | dPzo(Z,t) =0, (L5.8)
dt Jv._

so dass sich die Norm der Wellenfunktion praktisch nicht &ndert.
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1.5.2 Zeitableitung des Erwartungswerts

Fiir den Erwartungswert einer Observablen A gilt nun unter Verwendung der zeitabhéngi-
gen Schrédinger-Gleichung

(A) = / Pryp* Ay dh.

%(A) = /dSw

Da aber der Hamilton-Operator hermitesch ist, lasst sich der erste Beitrag schreiben, als

1~ .\ ~ L 0A (1 A
(—%Hlﬁ)A@D—Hﬂ EiﬂﬂLTﬂA(EHiﬂ)]- (I.5.9)

1 ~ ~ )~ o~
/d% (—%Hw*) Ay = /di”xw*%fmw . (1.5.10)
i
Damit erhélt man dann aus (1.5.9):

d T [~ o~ A (R EESEEN n

Sy = | & *—(HA—AH) /3 <2 :—<HA> <%> 1.5.11
a0 = [ v v [ dow o= 2 (11A)+(82). 1511
Diese Gleichung fiir die Anderqng eines quantenmechanischen Erwartungswerts erinnert
stark an die Gleichung fiir die Anderung einer klassischen GroBe A(p, q,t)

f
d 0A . 0A . 0A

i=1

B Zf: OH DA OH DA\ A DA
B Op; Oq;  Oq; Op;

— ={H, A} + — 1.5.12
— + ot {H A} =+ ot ( )
wobei {-,-} die Poissonklammer bezeichnet und f die Anzahl der Freiheitsgrade.

So wie (I.5.11) gibt es viele Gleichungen fiir quantenmechanische Kommutatoren, die
ein , klassisches Analogon* besitzen. So entspricht z.B. %[@, Ty = djx der fundamentalen

Poissonklammer {p;, gx} = d;%.

1.5.3 Kombinierte Phasen-Eich-Transformation

In Gegenwart eines elektromagnetischen Feldes, das durch ein Vektorpotential ff(f, t) und
ein skalares Potential ®(Z,t) beschrieben wird, lautet die klassische Hamiltonfunktion

N2
H= - (ﬁ— eA> ted . (1.5.13)

Daher ergibt sich im quantenmechanischen Fall die Schrodinger-Gleichung

—

0 1 (ho : B}
ih agb(a:,t) = — (—, VvV — eA) (T, t) + e (1) . (I.5.14)

2m \ g



1.5 Die Schrédinger-Gleichung fiir die Bewegung in einem Potential V' 24

Es folgen die Gleichungen

2
@'mp*%—f = —¢ (; —e/T> Y+edy*y  und
—iha(;i*w = —¢< V +eA ¢*+e¢w*w. (I.5.15)

Durch Subtraktion erhalt man dann

0 * - 1 * * h= - * -h =
h&d) Y = o {@/) (—H* Ag) — (ZV6A>¢_2¢ GAZVd)}

1 h= = -h =
— —{¢(—h2Aw)+¢(—V eA 1/1*+2weA—,V"¢*}
2m ? l
h = Xk
= ——<w AY = AY") = - V- (eAP™ ). (1.5.16)
Es gilt also fiir p = ¢* ¢ die Kontinuitétsgleichung

0
ZetV-i=0, (15.17)

wobei die Stromdichte durch
— h — — —
Jo= Ve =V - = Ayy
m
- {w* (h - eA) v —1 < \Y —i—eA) P* } (I.5.18)

2m 7

gegeben ist. .
Bekanntlich sind die elektromagnetischen Potentiale nicht eindeutig. Sind A, ® gegeben
und ist x = x(7,t) eine beliebige Eichfunktion, so liefern

T 0

A=A+ Vy und =P — 5 X (I.5.19)
die selben physikalischen Felder ELE wie A und @. Da die Schrodinger-Gleichung auch
durch die umgeeichten Potentiale A’, ®’ ausgedriickt werden kann, muss auch die Wellen-
funktion ¢ bei einer Eichtransformation gedindert werden. Mit ¢ = en *X1) ist

(72 V- e/f’) eh Xp = eh X (E V — A’ eﬁx) P
1 0
= en™X (? VvV — A) Y und (1.5.20)
L 0 i i .0 3)(
~ / ex — ex -~ ' YA
(Zhﬁt e@)eh Y ehn (Zhat ed €8t>w
i 0
= erX|ih— —ed | 1. 1.5.21
en (zhat e > Y (I.5.21)

Die Schrédinger-Gleichung bleibt also invariant unter der hier vorgenommenen kombinier-
ten Phasen-FEich-Transformation.
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I.6 Die stationdre Schrédinger-Gleichung

Falls der Hamilton-Operator H nicht explizit zeitabhéngig ist, kann die Schrodinger-
Gleichung in einen orts- und einen zeitabhéingigen Anteil getrennt werden. Der Sepa-

—

rationsansatz ¢ (Z,t) = ¢(Z) - f(t) fihrt zu

() ot f(t) Ho(Z), bzw.
) T =
ﬂ}(ft - [Zg(;) ' (1.6.1)

Die linke Seite dieser Gleichung héngt nur von t ab, die rechte nur von Z. Das ist nur
moglich, wenn beide Seiten gleich einer Konstanten E mit der Dimension einer Energie
sind. Man hat also

mag—?—m@) = ft)=e Pt (1.6.2)

sowie die Eigenwertgleichung
Hp(Z) = Ep(Z) . (1.6.3)

Diese Eigenwertgleichung wird als stationdre Schridinger-Gleichung bezeichnet. Wenn
diese Gleichung fiir eine quadratintegrable Eigenfunktion gelést werden kann, hat man
eine Wellenfunktion

i

D(T,1) = p(T)e P! (L6.4)

mit einer zeitunabhdngigen Wahrscheinlichkeitsdichte

(@, )] = lo(@)%, (L6.5)

also einen stationdren Zustand.

B Beispiel: Teilchen im Kastenpotential

Ein Teilchen bewege sich auf der z-Achse im Bereich 0 < z < a. Beiz =0 und x = a
befinden sich Potentialwénde, die (idealisiert) als ,,unendlich hoch“ angenommen werden,
die das Teilchen also nicht durchdringen kann. Man hat daher ein Modellpotential

V(z) =

0 0<z<
{ =r=a (L6.6)

oo xz<0oderz>a.

Da das Teilchen in die Bereiche z < 0 und x > a nicht eindringen kann, ist dort ¥ (z) = 0.
Wenn Stetigkeit der Wellenfunktion verlangt wird, iibersetzt sich daher das Potential
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V(x)

ey

Abbildung I.4: Unendlich tiefer Potentialtopf

in die Dirichlet-Randbedingungen ¢ (0) = v (a) = 0. Im Bereich 0 < z < a lautet die
stationére Schrodinger-Gleichung
h* d? ,
~ 9 g2 o(x) = Eo(x) mit ¥(0) =1¢(a) =0. (I.6.7)
Die links- und rechtslaufenden ebenen Wellen e~*** und e** bilden fiir jede Wellenzahl k
Losungen dieser Gleichung zum Eigenwert £ = %, erfiillen jedoch die Randbedingungen

nicht. Thre Linearkombination
1 . .
o(x) = 5 (e — e ™) =sinkx (1.6.8)
)

erfiillt nur die linke Randbedingung ¢(0) = 0. Um auch die rechte Randbedingung ¢(a) =
0 erfiillen zu kénnen, benétigt man

sinka =0 , also k=nZt (n=1,2,3,...). (1.6.9)
a

Die Losung des Eigenwertproblems unter den gegebenen Randbedingungen ist nur moglich
fiir diskrete Wellenzahlen k,,, d.h. nur fiir diskrete Energieeigenwerte

O

— 1.6.10
2m 2ma? ( )
Es zeigt sich, dass die Abstédnde der Eigenwerte mit n grofler werden. Dies ist, wie spétere
Rechnungen noch zeigen werden, typisch fiir Potentiale, die steiler als quadratisch anstei-
gen. Fiir weniger steile Potentiale werden die Abstédnde zu hoheren Energieeigenwerten
immer geringer. Fiir ein quadratisches Potential sind sie gerade dquidistant. Wegen

a 1 kna nm
/ sin® kyrdr = — / sin®y dy = @ / sin? y dy
0 kn Jo nm Jo
a ™

= —/ sin®y dy =
m™Jo

(L.6.11)

3
ol 3



1.6 Die stationdre Schrodinger-Gleichung 27

lauten die normierten Eigenfunktionen fiir 0 <z < a

en(T) = \/g sin (n%x) : (1.6.12)

Die in diesem Beispiel gemachte Feststellung, dass die Randbedingung ein diskretes Spek-
trum von Eigenwerten erzwingen, ist typisch fiir Potentiale mit Bindungszustidnden. ®

1.6.1 Eigenschaften der Energieeigenwerte und Eigenzustinde

Die Energieeigenwerte eines Hamilton-Operators H sind auf Grund der Hermitizitéit von

H stets reell, denn ein hermitescher Operator besitzt nur reelle Eigenwerte. Sei namlich
A hermitesch und Ay = atp. Dann gilt

(| Ap) = (¥|ay) = a(y|), und
(Ay|y) = (ap|v) = a*(]y). (1.6.13)

Wegen der Hermitizitét von A sind beide Ausdriicke identisch, d.h. a = a*; also ist a reell.
Weiterhin bildet das System der Eigenfunktionen von H ein Orthogonalsystem, denn Ei-
genfunktionen eines hermiteschen Operators zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogo-
nal. Sei namlich A hermitesch und A@/Jn = a,, sowie A¢m = Uy Ym, Wobel a, # a,, reell
ist. Dann ist

n (alin) = (0l Bt = (Al ) = o (), sl

(an = am) (m|thn) = 0. (I1.6.14)

Da a,, # a,, vorausgesetzt ist, folgt (¢, |1,) = 0.

Allerdings kann ein Eigenwert durchaus entartet sein, d.h. zu einem Eigenwert kénnen
mehrere linear unabhéngige Eigenfunktionen gehoren. In diesem Fall kann innerhalb der
entarteten Unterrdume das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren angewandt werden,
so dass (nach Normierung) alle Eigenfunktionen als aufeinander orthonormal angenom-
men werden diirfen: (¢, |[tn) = 0nm -

Schliefflich sind die Eigenfunktionen typischer hermitescher Operatoren sogar vollsténdig,
so dass jede Wellenfunktion nach einem solchen Orthonormalsystem entwickelt werden
kann. Bezeichnet man das vollstédndige System als {¢, (Z)}, gilt also die Vollstandigkeits-
relation

Y en@ (@) =6F 1)  bzw. Y lpa){eal =1. (1.6.15)

Hierbei kann der Index n auch kontinuierlich sein. Die Summe ist dann durch ein Integral
Zu ersetzen.
Die Vollstéandigkeit eines gegebenen Eigenfunktionensystems ist in der Praxis haufig nur
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schwierig nachzuweisen. Fiir das Beispiel des ,, Teilchens im Kasten® ist dieser Nachweis
jedoch einfach. Spiegelt man die zuldssigen Wellenfunktionen an x = 0, erhdlt man (wegen
der Randbedingungen) die auf dem Intervall [—a,a] antisymmetrischen Funktionen, die
an den Réndern verschwinden. Die Eigenfunktionen ¢, () = sin(*2*) sind aber genau die
Fourierbasis fiir die ungeraden Funktionen — und die ist vollstdndig.

Hat man fiir einen gegebenen Hamilton-Operator H das Eigenwertproblem

Heop = Enpn (1.6.16)
gelost, d.h. ein vollstédndiges System von Eigenzustdnden gefunden, l&sst sich jede beliebige

Wellenfunktion ¢ (#,¢=0) nach diesem System entwickeln:

o0

Zangon 7). (I.6.17)

n=0

Die Entwicklungskoeffizienten a,, erhédlt man durch Projektion des ,,Vektors“ ¢ auf die
, Basisvektoren® ¢,

o = [ g (=)
= (pnlt(-,t=0)) . (1.6.18)

Die Zeitentwicklung einer solchen Wellenfunktion wird dadurch beschrieben, dass jede
Komponente mit dem zugehorigen Phasenfaktor multipliziert wird

oo

Z Anipn (T Ent " denn (1.6.19)

n=0
. 2 N . > _ —iEnt
ih—y(r,t) = Z anEn on(Z) e n

ot
- H (Z Ay on(Z) e;zE”t>
n=0
= Hu(zt) . (1.6.20)

Wenn die ,,Spektralzerlegung der Wellenfunktion bekannt ist, wird die Beschreibung der
Zeitentwicklung also besonders einfach. Diese Feststellung ist eine direkte Verallgemeine-
rung des Schemas auf Seite 13 fiir die Zeitentwicklung eines freien Wellenpaketes.

Fiir eine Wellenfunktion

YT ) =Y () e (1.6.21)

n
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lautet der Erwartungswert der Energie
@) = [dav@oReE
= Y aane B [ B0 (@) B (@)
= g a, an, ¢~ (En—Bm)t E, 0nm

= ) lan]’E, . (1.6.22)

n

Aus der Normierung der Wellenfunktion folgt > |a,|* = 1. Damit gibt |a,|* die Wahr-
scheinlichkeit dafiir an, bei einer Energiemessung den Eigenwert E,, zu finden. Falls sich
das System insbesondere im Figenzustand n = ng befindet, gilt

1 —
ja 2= T (L6.23)
0, somnst .
Dies bedeutet, dass bei einer Energiemessung mit Sicherheit der Eigenwert F = FE,,

gefunden wird. Diese Feststellung besitzt eine offensichtliche Verallgemeinerung. Befindet
sich ein quantenmechanisches System in einem Eigenzustand einer Observablen A mit
dem Eigenwert a,,, so ist diese Observable ,ohne Unschéarfe“ (d.h. streuungsfrei bzw.
scharf) messbar. Die Messung liefert mit Sicherheit das Resultat a,,.
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II Anwendungen: Eindimensionale Probleme

Bemerkung: Im Folgenden wird auf das ,Hut“-Symbol zur Kennzeichnung von Opera-
toren verzichtet. Ein Hamilton-Operator wird also einfach mit H bezeichnet.

II.1 Der harmonische Oszillator

Ein (eindimensionaler) klassischer harmonischer Oszillator wird beschrieben durch die
Hamiltonfunktion

PPl
H = = I1.1.1
2m * M ( )
wobei m die Masse des schwingenden Teilchens und w seine Kreisfrequenz bedeuten. Sein

s,quantenmechanisches Gegenstiick“ fithrt daher auf die stationére Schrodinger-Gleichung

(—h—z d—; + 1mwch) p(q) = Ep(q) - (IL1.2)

Dieses System besitzt iiberragende Bedeutung in der Quantenmechanik nicht nur als Mo-
dell, anhand dessen einige allgemeine Prinzipien explizit demonstriert werden konnen,
sondern auch fiir konkrete Anwendungen (Plancksche Oszillatoren, Ion im Potentialmini-
mum).

Zur Losung des Eigenwertproblems ist es bequem, zunéchst eine dimensionslose Koordi-
nate einzufithren. Die Grofle

h
L=4/— (I1.1.3)

mw

besitzt die Dimension einer Lénge, also ist

z =1 (IL.1.4)
h

mw

dimensionslos. Die Eigenfunktionen, in der neuen Koordinate ausgedriickt, lauten dann

nicht ¢(x) = ¢(£) = ¢(q), da |p|*dz = |¢|*dg dimensionslos sein muss. Man setzt also

#(x) = VL¢(q) (IL.1.5)

und schreibt dann einfach () fiir ¢(z). Dann hat man

h

¢ = —2%und
mw

d> mw d?
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Also wird die stationére Schrodinger-Gleichung zu

hw d? 1 9
(—7 el + §ﬁwx ) p(x) = Ep(x) . (IL.1.7)
Nach Division durch hw erhilt man also
1 d&? 1,
(—5@ + 57 ) p(z) =ep(z) , (IL.1.8)

wobei € = % den Energieeigenwert in Vielfachen von hw angibt.

Um zunéchst das asymptotische Verhalten der Eigenfunktionen zu bestimmen, ist der
Ubergang auf die Variable y = 22 sinnvoll. Dann ist

d d
B
dx xdy’
d? d d?
— = 2— 4+ 4y— . I1.1.9
dx? dy . ydy2 ( )

dy?> dy 2
? 1d 1 ¢
bzw. — = — — =4+ — = 0. I1.1.10
- <dy2 Toydy 4t 2y) o) ( )
Asymptotisch (d.h. fir z — +00, also y — o0) reduziert sich das Problem auf

? 1

—_— = = ~0. I1.1.11
(G- 1) ¥ (w11

Also lauten die Eigenfunktionen

oly) = e*2¥ und daher
plr) = et2 (IT.1.12)

Da jedoch die exponentiell anwachsende Losung nicht normierbar wére, bleibt nur

1.2

o) ~e 2", (I1.1.13)

Nachdem das asymptotische Verhalten bekannt ist, macht man zur Bestimmung der vollen
Wellenfunktion den Ansatz

2

o(x) = u(x) e"2" (IT1.1.14)
wobei fiir die Funktionen u(z) ein ,,harmloses” Verhalten erwartet werden darf. Es folgt

d
d—go(x) = de ™ —gye2” (IT.1.15)
T

d2
s o(z) = ue 2™ 2z e ™ —ue ™ 4 2Puez? . (I1.1.16)
T
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Einsetzen in die stationdre Schrodinger-Gleichung und Kiirzen von e~27” liefert
1 " / 1 o
——u trTu +-u=cu (IL.1.17)
2 2
oder
u' —2zu 4+ (26 = u=0. (IT.1.18)

Zur Losung dieser gewohnlichen Differentialgleichung versucht man den Potenzreihenan-
satz (vgl. Aufgabe 19)

u(z) =™ Z a, z”, (I1.1.19)
v=0
so dass
u(x) = a™ Z (m+v)a,z" !, (I1.1.20)
v=0
u'(z) = me(m—irv)(m—i—V— a,z" 2. (IT.1.21)
v=0

v=0

_ pm2 Z 2<m + y) a, ar
v=0

+ 2"y (2e—1)a, 2" =0, (I1.1.22)
v=0

Nach Indexverschiebung in den letzten beiden Summen erhélt man

2 Z (m+v)(m+v—1)a,z”
— i 2m4+v—2)—(2¢—1))a,22"| =0. (I1.1.23)

Das Verschwinden der gesamten Reihe verlangt nun, dass bereits jeder einzelne Koeffizi-
ent verschwindet. Offensichtlich miissen die Koeffizienten fiir v = 0 und v = 1 gesondert
behandelt werden.

Fiir v > 2 erhalt man eine Rekursionsrelation, die a, durch a,_o ausdriickt.
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Koeffizientenvergleich liefert

(1) v=0 = mm—1)ay=0
(i) v=1 : m(m+1)a; =0 (IT.1.24)
(i) v>2 :+ (m+v(im+v—1)a, =2m+v—2)—(2e—1)]a,—o.

Fallunterscheidung zur Bestimmung von m:

e Falls ap = 0 und a; = 0, ist wegen (iii) u(z) = 0;
diese triviale Losung ist physikalisch sinnlos.

e Falls ag # 0 und ay # 0, ist m = 0 nach (i) und (ii).
e Falls ap = 0 und a; # 0, ist nach (ii) m =0 [ oder m = —1].
e Falls ag # 0 und ay = 0, ist nach (i) m =0 [ oder m = 1].

Die eingeklammerten Félle ergeben nichts Neues, denn ist z.B. ag = 0, a; # 0 und m = —1,
so findet man die Reihe

a; +asx?+asat+ ... . (I1.1.25)
Das ist (bis auf Umbenennung der Koeffizienten) das selbe wie
ap +ayx® +agrt + ..., (I1.1.26)

also wie a9 # 0, a3 = 0 und m = 0.
Es darf also 0.B.d.A. m = 0 vorausgesetzt werden. Es folgt die Rekursionsformel
_ 2v—3-—2

. Ly 11.1.27
¢ viv—1) (=2 ( )

Fiir grofie v gilt

2
v 2 d
Lo, (v gerade) (IL.1.28)
ay—2 —=+ (v ungerade).
Die Potenzreihe fiir u(z) verhilt sich also asymptotisch wie
2 22 23
1+ =22 4 6. ..
a°(+2x 24 Toaet T )
+ 2oy z "+ 2 T+
a|\e+ g+ ot b ot
= (ap+ az)e® . (I1.1.29)
1.2

Diese Reihe divergiert jedoch zu stark, um durch den bereits abgespaltenen Faktor e™2*
kompensiert werden zu konnen. Sinnvolle (d.h. normierbare) Losungen des Eigenwertpro-
blems gibt es also nur, wenn entweder ag = 0 oder a; = 0 und die mit dem jeweils anderen
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Koeffizienten gestartete Rekursion abbricht.
Die Reihe fiir u(x) reduziert sich auf ein Polynom n-ten Grades, falls a,1o = 0, d.h. fur

2(n+2)—3—2¢ = 0 oder
2n+1—2¢ = 0, d.h.
1
e = n—i—§ (n=0,1,2,3,...). (I1.1.30)

Die zugehérigen Polynome u,(x) sind abwechselnd gerade und ungerade und gehorchen
geméfl Gleichung (I1.1.18) der Differentialgleichung

up(x) = 2z u, () + (26 = Duy(x) =0mit n =0,1,2,3,... . (IT.1.31)

n

Das ist die bereits bekannte Hermitesche Differentialgleichung (vgl. Aufgabe 8), so dass
die Polynome u,(x) (bis auf einen Normierungsfaktor) mit den Hermite-Polynomen iiber-
einstimmen. Die korrekte Normierung wurde bereits berechnet. (vgl. Aufgabe 8)

Das Eigenwertproblem

1d2+12 (z) = e () (11.1.32)
52 T8 | ele)=cole 1.
fiir quadratintegrable Funktionen ¢(z) wird gelost durch die normierten Ei-
genfunktionen
1 1
on(r) = ————— Hy(z) €2 (IT.1.33)
(v/72mn!)?
mit den Eigenwerten
1
En=n+ . (I1.1.34)

2

Geht man zuriick auf die urspriingliche Variable g = 4/ % x, ergibt sich sofort Folgendes:

Die stationére Schrodinger-Gleichung

(—h—2 d—; + 1mwch) #(q) = E¢(q) (I1.1.35)

wird gelost durch die Eigenfunktionen

L mw 1 mw mw 2
=/— —H —_— q I1.1.
©n(q) o o n( ; q)e 2n (I1.1.36)

mit den Eigenwerten

1
En:hw<n+§> mitn=0,1,2,3,... . (I1.1.37)
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Insbesondere ist die Wellenfunktion fiir den Grundzustand n = 0 eine einfache Gaufifunk-
tion, also

= 0 %67%‘12: 1 e ( )2
wolq) = 4/ — NG : (I1.1.38)

Damit erhilt auch die zur Skalierung des Problems eingefiihrte Oszillatorlinge L = /-2

N
S

mw
eine anschauliche Interpretation. L ist ein MaB fiir die Ausdehnung der Grundzustands-

wellenfunktion.

Abbildung II.1: Energieeigenwerte des quantenmechanischen Oszillators

Im Unterschied zu der Annahme, die zur Erkldrung der Planckschen Strahlungsformel
gemacht wurde, besitzt der Oszillator also nicht die Energiecigenwerte E,, = n-hw, sondern
E, = hw (n + %), insbesondere lautet die Grundzustandsenergie dann Ey = %hw Das
Auftauchen dieser Nullpunktsenergie ist mit Hilfe der Unschérferelation qualitativ sofort
verstidndlich. Je schérfer das Teilchen im Potentialminimum lokalisiert wird, desto gréfler
wird seine Impulsunschérfe, d.h. seine kinetische Energie. Tatséchlich ldsst sich leicht
zeigen (vgl. Aufgabe 22), dass die Grundzustandsfunktion ein Wellenpaket minimaler
Unschirfe ist, d.h. Ax Ap = % Daher ist die Nullpunktsenergie F, = %‘” der kleinste
Energiewert, der mit der Unschérferelation vereinbar ist.
Das Oszillatorpotential V' (z) = %mquZ ist symmetrisch unter Spiegelung an ¢ = 0, also
Vig) = V(=q).
Diese Symmetrie iibertrigt sich auf den Hamilton-Operator, da

R d? 1 h?  d? 1

2 2 2 2
~5 m 4 §mw (—q)" = ~5.~ i) + §mw q° . (I1.1.39)
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Anders ausgedriickt, definiert man einen Paritdtsoperator P durch

Pflq) = f(—q), so gilt

P(He(q)) = He(—q) = HPyp(q) oder (IL.1.40)
(PH — HP)p(q) = 0, d.h.
[H,P] = 0. (IL.1.41)

Folglich besitzen H und P ein gemeinsames System von Eigenfunktionen, d.h. die Eigen-
funktionen von H koénnen so gewahlt werden, dass sie gleichzeitig auch Eigenfunktionen
von P sind. Das ist bei der Konstruktion der Oszillatoreigenfunktionen , automatisch*
erfiillt, da die Hermitepolynome H,, (z) abwechselnd gerade bzw. ungerade sind

H,(z) = (=1)" Hy(—z) . (I1.1.42)
Also gilt
Pen(q) = (=1)" enlq) (11.1.43)

d.h. die Ostzillatorfunktionen sind FEigenfunktionen des Parititsoperators zum Eigenwert
(—1)".

Der hier sichtbar gewordene Zusammenhang besitzt eine offensichtliche Verallgemeine-
rung.

Wenn ein Hamilton-Operator H mit einer Symmetrieoperation S vertauscht (d.h. wenn H
,invariant unter S* ist), besitzen H und S ein gemeinsames System von Eigenfunktionen,
so dass die Eigenfunktionen von H anhand der Eigenwerte von S nach Symmetrieeigen-
schaften klassifiziert werden konnen.

I1.2 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Eigenfunktionen und Eigenwerte der stationdren Schrodinger-Gleichung des harmonischen
Ostzillators kénnen auch auf algebraische Weise bestimmt werden. Diese Methode ist auch
in der Quantenfeldtheorie von grofler Bedeutung.

Da L=,/ % die Dimension einer Lénge trigt, tragt m Lw die Dimension eines Impulses.
Der Operator

1 q .p mwq + ip
a=— +1 - I1.2.1
V2 A vVmwh 2mwh ( )
ist daher dimensionslos. Mit z = % und
_hd _hd_Vawhd
p_z’dq_iLdm_ 1 dr

erhalt man

oo (e ) a2
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Dieser Operator ist nicht hermitesch

of = L2 (yegen g = ¢ und p = pf)

_ 1 <x _ i) ‘a. (11.2.3)

Weiterhin gilt

a'a = 1 x—i :I;—l—i _! z® + xi —d—Q
) dx dr) 2 "dr | da?

2
H = hw (—%d— + %:ﬁ) = hw (afa + %) (I1.2.4)

erhalt.

11.2.1 Algebraische Konstruktion des Oszillatorspektrums

Die Bestimmung des Spektrums! von a'a beruht auf zwei Feststellungen,

(i) a'a hat nur nicht-negative Eigenwerte. Denn 1), sei Eigenfunktion von a'a zum
Eigenwert a, dann ist

laall” = (atbalatsa) = (Yalatava) = allal 2 0. (I1.2.5)

(ii) Ist v, Eigenfunktion von a'a zum Eigenwert a, so ist atp, Eigenfunktion zum Ei-
genwert o — 1 und a'y, Eigenfunktion zum Eigenwert o + 1 (,, Leiteroperatoren®).
Denn man hat die Kommutatoren

[a,a’] = % ({x#—%,z—%}) = % (— {x,%} + {%xD =1, (IL2.6)

[aa,a] = a' [a,a] + [a',a] a = —a (I1.2.7)
0 -1
und
[aTa, aT] =a [a, aq + [aT, aw a=a'. (I1.2.8)
1 0

!Gesamtheit der Eigenwerte eines Operators



I1.2  Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren 38

Daher ist
a'a (a'y,) = (a'dfa +a") ¥y = (a +1) (ale,) - (I1.2.9)
Die Norm des Eigenvektors lautet
||aTq/)oc||2 - (CLT%|CLT%> = <¢a|aaT¢a> = <77Z)a| (aTa + 1) ¢a>
= (a+1)|val?*. (I1.2.10)

Ist also 9, normiert, so auch \/;—Hafwa. Analog erhélt man fiir ai,

ala(arhy) = (aaTa — a) Vo = (a — a) Py
(@ —1) (ava) (I1.2.11)

und
latall® = (atbalatia) = (Yalaa’ta) = alltal . (I1.2.12)

Fazit:

Ist irgendeine Eigenfunktion v, von a'a gegeben, mit Eigenwert a, so erhilt man daraus
mit Hilfe des ,, Absteigeoperators® a eine Folge von Eigenfunktionen v, 1, ¥q_2, ... zu
den Eigenwerten o« — 1, a — 2, ... . Andererseits gibt es keine negativen Eigenwerte. Das
liefert nur dann keinen Widerspruch, wenn der kleinste Eigenwert genau o = 0 lautet.
Dann gilt ndmlich

llaxbol|* = 0 - [lo]l* ,

d.h. at)y ist die Nullfunktion, so dass die weitere Anwendung von a lediglich die Nullfunk-
tion reproduziert. Man hat also eine Bestimmungsgleichung fiir die Grundzustandsfunk-
tion. Der Ausdruck aiy = 0 bedeutet

% (w%) () = 0

mit der Losung

o(z) = Ne 2% (Normierung verlangt N = W_i> . (I1.2.13)
Mit Hilfe des ,,Aufsteigeoperators“ a' lassen sich nun sofort Eigenfunktionen 11, s, 13,
. zu den Eigenwerten 1, 2, 3, ... konstruieren, denn
1
— ]
= —a
¢1 \/I wo
1 1 2
_ T — T
= —q = a
IV v @)
1 1 3
_ T — T
= —qa = —(a
SR Vs )
: ) )
Y = — (a")" 4y . (11.2.14)
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11.2.2 Zusammenfassung

Das Spektrum von a'a besteht genau aus den natiirlichen Zahlen n =1, 2, 3, ..., das
Spektrum von H = hw (aTa + %) also aus den diskreten Eigenwerten FE, = hw (n + %)
Der Ostzillator-Grundzustand g folgt aus aiy = 0, die angeregten Zusténde ergeben sich
daraus durch wiederholte Anwendung von a'.

Der Operator a'a ,z&hlt“ also, wie viele Osziallatorquanten der Grofie Aw vorhanden
sind (d.h. in welchem Anregungszustand sich der Oszillator befindet) und wird auch als
» Anzahloperator bezeichnet. Die , Leiteroperatoren“ a' und a ,,erzeugen® bzw. , vernich-
ten“ ein Oszillatorquant und werden daher als ,, Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren®
bezeichnet. Es bleibt zu priifen, ob die Eigenfunktionen 1), tatsédchlich mit den bereits be-
kannten Eigenfunktionen ¢, iibereinstimmen. Der Beweis geschieht per Induktion mit
hilfe zweier Eigenschaften der Hermite-Polynome.

Hy(z) = 2xHy(x) — 2nH,_1(x)und

d
ﬁHn(x) = 2nH, (x)

Fiir ¢o(z) und po(z) gilt Gleichheit.

Yo(z) = %6’7&: = o(z)
Upi1(z) = —n1+ - a'y,(2) (I1.2.15)
11 d 1 i
- n+1_2 x—ﬁ (Jr 2zl H,(x)e 2
= L x _d n(2) zH,(z) | e 2"
= ot (e S o)
= L - Hyi(x) e 2%
(vr2rtt (n 4+ 1)1)2

= ¢nt1(7) - (I1.2.16)

II.3 Der Tunneleffekt in einem Doppelmuldenpotential

In vielen Anwendungen der Quantenmechanik spielen Doppelmuldenpotentiale eine wich-
tige Rolle. Ein Beispiel ist die Schwingung eines Stickstoffatoms durch die Ebene dreier
Wasserstoffatome im Ammoniakmolekiil. Tragt man die mit der Schwingungsdeformation
verbundene potentielle Energie V(¢q) gegen die Schwingungskoordinate ¢ auf, erhdlt man
Qualitativ den folgenden Verlauf: Die Koordinate ¢ = 0 beschreibt hierbei die Position
des Stickstoffatoms genau in der von den Wasserstoffatomen aufgespannten Ebene. Bei ei-
ner Energie F, die kleiner ist (Linie in der Skizze) als das Maximum des ,, Potentialberges*
um g = 0, wird — rein klassisch betrachtet — der erlaubte Raum in zwei Teile unterteilt.
Ein Teil enthilt das N-Atom, der andere nicht. Bei der geringen Energie ist ein Ubergang
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Abbildung II.2: Qualitative Darstellung der potentiellen Energie des im N Hz-Molekiil
schwingenden Stickstoffatoms

nicht méglich. In seiner Mulde fiithrt das N-Atom ann&hrend harmonische Oszillationen
durch.

Ahnliche Beispiele findet man in der Festkorperphysik. Bei einer ,Halbleiter-Hetero-
struktur®, die atomlagenweise aus Aluminium, Gallium und Arsenid (Al,Ga;_,As) ge-
wachsen wird. Die Zusammensetzung kann auf Grund der etwa gleichen Ionenradien von
Aluminium und Gallium fast beliebig variiert werden und das in jeder einzelnen Atom-
lage. Das Bedeutende an dieser Technik ist, dass das Verhéltnis zwischen Gallium und
Aluminium das Potential bestimmt, dem die Leitungselektronen folgen. Durch Variati-
on der Konzentrationsverhéltnisse in Wachstumsrichtung lassen sich praktisch beliebige
Potentiale fiir Leitungselektronen im Halbleiter herstellen. Senkrecht zur Wachstumsrich-
tung konnen sich die Elektronen frei bewegen. Werden die Konzentrationen stufenweise
variiert, erhélt man eine Potentialstufe. Umgibt man den Halbleiter mit einem Isolator,
erhélt man einen Potentialtopf mit Stufe. Damit lasst sich einerseits besser rechnen als mit
dem Ammoniak-Molekiil, andererseits kann man damit wirklich experimentieren. Es las-
sen sich typischerweise Stufen mit Vy = 0, 3eV erzeugen. Es wird entsprechend Abbildung

V(x)

Vo

I II III

Abbildung II.3: Potential eines Al,Ga;_,As Halbleiters mit Stufenweise variierten Al und
Ga Konzentrationen
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11.3 ein Modellpotential eingefiihrt

Vo lz] < a
V(z)=<0 a<lz|<b (I1.3.1)
+oo b < |z

11.3.1 Bestimmung der transzendenten Gleichungen

In diesem Potential gilt die stationére Schrédinger-Gleichung

(~300 4o + V@) ) (o) = Bl (132
oder
o) + 2B V(@) pla) = 0, (113.3)

die sich auf folgende Gleichungen reduzieren ldsst:

2
1

@@(HC) + Kpz) =0 |, k= 7 2mE (im Bereich I und III)

2

1

dd_xg%p(x) — rp(z) =0 , K= 7 2m (Vo — E) (im Bereich ILE < ;)

d? - |

@w(x) + Ko@) =0 , k= - 2m (E —Vp) (im Bereich ILE > V;) . (I1.3.4)

Fundamentallosungen in den einzelnen Bereichen sind also
etthe (1, TII)
e (ILE < V)
eFhr (ILE > V)
Da jedoch das Potential symmetrisch ist, haben die Zusténde gerade bzw. ungerade Pa-

ritdt. AuBlerdem miissen die Wellenfunktionen bei x = £b verschwinden. Ein Ansatz, der
bereits beide Forderungen erfiillt, lautet (ohne Normierung)

(sin(k(z + b)) 1
A cosh(kz) II, E <V
erade = > I1.3.5
Poerade () A cos(kx) II, E>Vy ( )
(sin(k(—2z +0b)) III
(sin(k(x + b)) |
Asinh(kx) II, E<Vy
ungerade = > I1.3.6
Pungerade(7) Asin(kz) L E >V (IL3.6)
(—sin(k(—z +0b)) III
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Um von diesem Ansatz zu einer Losung des Eigenwertproblems zu gelangen, miissen die
Teillosungen bei x = +a ,,physikalisch richtig*“ verbunden werden.
Darum fordert man, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte ¢*¢ und die Wahrscheinlichkeits-

stromdichte % <w*§¢ — wﬁ¢*> stetig sind. Das bedeutet fiir die stationdren Zusténde,
dass Qgerade;s Pungerades Pyerade WA P gerage €benfalls stetig sein miissen.
Auswertung dieser Bedingungen fiir ,,Zustéinde oberhalb der Barriere® liefert mit Stetig-
keit von ¢ bei z = a

Acos(ka) = sin(k(b—a)) (gerade)

Asin(ka) = —sin(k(b—a)) (ungerade) ,
und mit Stetigkeit von ¢’ bei z = a

—kAsin(kA) = —kcos(k(b—a)) (gerade)

kAcos(kA) = +kcos(k(b—a)) (ungerade) .

Division ergibt die beiden transzendenten Gleichungen

ktan(ka) = kcot(k(b—a)) (gerade)

kcot(ka) = —kcot(k(b—a)) (ungerade) . (I1.3.7)

11.3.2 Néiherung fiir grof3e Energien

Diese Gleichungen miissen zur Bestimmung graphisch oder numerisch gelost werden. Fiir
sehr grofle Energien, d.h. fir £ > Vj, wird die Losung einfach. Dann gilt £ ~ k, also
erhélt man fiir die geraden Funktionen

cot(kb)cot(ka) + 1

tan(ka) ~ cot(kb — ka) = cot(ka) — cot (kD) (I1.3.8)
also

— tan(ka)cot(kb) =~ cot(kb)cot(ka) (I1.3.9)
oder

cot(kb) (tan(kza) + m> ~0. (I1.3.10)

Das verlangt kb ~ (2r — 1)7 mit ,grofilen ganzen Zahlen r und liefert dann die Energie-
eigenwerte
Er - h27T2
2m(20)?
Analog hat man fiir die ungeraden Losungen
cot(ka) ~ —cot(kb— ka)
oder tan(ka) =~ —tan(kb— ka)
tan(kb) — tan(ka)
1 + tan(kb) tan(ka) ’

(2r —1)2. (I1.3.11)

(I1.3.12)
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das ergibt

tan(ka) + tan?(ka) tan(kb) ~ — tan kb + tan(ka) (I1.3.13)
oder

tan(kb) (1 + tan*(ka)) ~ 0. (I1.3.14)

In diesem Fall hat man also kb ~ 2r7 fiir grofle r. Die Energieeigenwerte lauten

h2m?

2m(20)?

E, ~ (2r)2. (I1.3.15)

Fiir grofle Quantenzahlen (d.h. fiir £ > V) hat die Barriere in der Potentialmitte so gut
wie keinen Einfluss mehr. Das Spektrum der ,hochliegenden® Zusténde entspricht genau
dem eines ,,Kastens“ der Breite 20 (vgl. Beispiel S.26).

,Unterhalb der Barrierenoberkante®“, d.h fiir £ < V4, hat man zwei getrennte klassisch
erlaubte Bereiche. Der obige Ansatz kann wie gehabt angewendet werden. Fiir Stetigkeit
von ¢ bei x = a ergibt das

Acosh(ka) = sin(k(b—a)) (gerade)

Asinh(ka) = —sin(k(b—a)) (ungerade) ,

fiir Stetigkeit von ¢’ bei x = a
rkAsinh(ka) = —kcos(k(b—a)) (gerade)
rkAcos(ka) = +kcos(k(b—a)) (ungerade) .
Division ergibt
ktanh(ka) = —kcot(k(b—a)) (gerade)
kcoth(ka) = —kcot(k(b—a)) (ungerade) . (I1.3.16)

Diese beiden Gleichungen miissen erneut graphisch / numerisch gelost werden, um die
exakten Eigenwerte E,, < V{ zu bestimmen.

11.3.3 Niherung fiir kleine Energien

Im Grenzfall kleiner Energien (d.h. £ < Vj also k& < ) und , dicker Barrieren® (d.h.
ka > 1) sind analytische Aussagen moglich. Man hat dann

Ka —Ka 1 — e—Zf{a

e
era 4 g—kKa - 1 + 672/{(1

— e

tanh(ka) = ~ 1 —2e7 % (I1.3.17)

analog
coth(ka) =~ 1+ 2e 2, (I1.3.18)
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Die transzendenten Gleichungen zur Bestimmung der Eigenwerte werden dann zu
k k —2ka
tan(k(b—a)) = —— F2—e : (I1.3.19)
K K

Wobei — fiir gerade und + fiir ungerade Fille einzusetzen ist. Im Grenzfall einer un-

endlich hohen Barriere, d.h. % — 0 148t sich das Spektrum aus der ,,0-ten Néherung*

(gekennzeichnet durch den Index (V) gewinnen. Man erhilt dann

tan (K@ (b —a)) = 0 (I1.3.20)
mit den Loésungen k;fzo)(b —a) = nr,n=1,23,.... In diesem Fall ist die Barriere auch

fiir quantenmechanische Teilchen undurchdringlich und man erhélt zwei isolierte Kasten-
potentiale der Breite b — a mit dem schon bekannten Spektrum
hm 9

EOx~_ = 2, I1.3.21
" 2m(b — a)? " (IL.3.21)

Beriicksichtigt man in der Ndherung auch Terme erster Ordnung (,,Erste Ndherung®), so
geht man physikalisch {iber zu einer immer noch sehr hohen, aber endlichen Barriere. Zu
approximieren ist

k(b — a) ~ arctan (—E F2 k 6_2””) , (I1.3.22)

K K

also der Arkustangens bis zur ersten Ordnung. Das ergibt, da der Tangens m-periodisch
ist, arctan x = nm + x + O(z?®) und nach (I1.3.22) die diskreten Losungen

k k
kn(b—a) ~nm — -2 F2 2 e 2ma, (I1.3.23)

Kn Kn

Auf der rechten Seite kann nun die ,,Nullte Ndherung*

N e Y \/ om(Vy — EV)) (I1.3.24)
eingesetzt werden und man erhélt

k) kY WON

kn(b—a) = nr —

Fiir die Berechnung des Spektrums wird k2 benétigt. Unter Vernachlissigung quadratisch
kleiner Terme (wie schon in der Naherung des arctan erfolgt) erhélt man

0 0
K2(b — a)? ~ (nm)? — 20 ! ¥ dnm B o (I1.3.26)
: ORI *
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und damit schliefllich die Energieeigenwerte

h*n? 9 h2? 2 2 i 2 4 —26a
n® — n n e
2m(b—a)? 2m(b—a)* " (h—a)k i 2m(b—a)® " (b—a)ry

En,i ~

2 4 6—2/15?) a

= EO1- F
(b— a)m(lo) (b— a)li%o)

(I1.3.27)

Hierbei ist fiir F, ; die Subtraktion und £, _ die Addition in der Formel auszufiihren.
Man beachte (s.o.), dass der Index ,+“ gerader Paritit und ,,—*“ ungerader Paritét der
Losungsfunktion ¢ entspricht. Es ergeben sich also auf Grund der Tatsache, dass eine
Wellenfunktion in klassisch ,, verbotene® Bereiche eindringt - dass also eine endlich hohe
Barriere von einem Teilchen ,,durchtunnelt” werden kann - fiir die Energieeigenwerte E,, 1
der Doppelmulde im Vergleich zu den Energieeigenwerten EY eines isolierten Kastenpo-
tentials folgenden Korrekturen (fiir hinreichend kleine n):

. . (0)
e Die Energieecigenwerte werden um —% abgesenkt.
—a)kny

Diese Absenkung kann als Folge des Unschérfeprinzips verstanden werden. Den Teil-
chen steht im Vergleich zum einfachen Kastenpotential mehr Platz zur Verfiigung,
da auch klassisch verbotene Bereiche erreicht werden kénnen. Daher ist ihre Orts-
unschérfe groffer und die Impulsunschérfe und damit auch die kinetische Energie
entsprechend kleiner.

e Die Zusténde treten in Dubletts auf, wobei der Energieunterschied

8EY WON
e n

AE, =B, —FE,_ |=———
’ (b— a)m&o)

(I1.3.28)
exponentiell klein ist.

0
YT —F
E,.

Absenkung  Aufspaltung

Abbildung I1.4: Zur Korrektur der Energieniveaus

11.3.4 Tunneleffekt und Tunnelaufspaltung

Um nun den Vorgang des ,, Tunnelns®“ zu beschreiben, werden im Folgenden die Wellen-
funktionen ¢, 4+ und ¢; _ fiir das Grundzustandsdublett betrachtet.

Innerhalb der beiden Mulden &hneln die in Abbildung I1.5 qualitativ dargestellten Zu-
stdnde ¢y 4 (z) und ¢ _(z) sehr stark den Grundzustandsfunktionen der Einzelmulden.
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gerade Paritat, @14 ungerade Paritat, ¢

Abbildung I1.5: Qualitative Darstellung der Grundzustandsfunktionen

Durch Linearkombination dieser beiden Eigenzusténde erhélt man Wellenfunktionen, die
ein in der linken (L), bzw. rechten (R) Mulde lokalisiertes Teilchen beschreiben?, also

1 1
- o), - —o ). I1.3.29
oL VQWH-WL) ©R Vﬂ%& ©1,-) ( )

Betrachtet man nun ein Teilchen, dass zur Zeit t=0 in der linken Mulde lokalisiert ist, so
hat man

$(ot=0) = = (91.40) + 91 (0) (I1.3.30)

Da nun aber ¢;  und ¢; _ Eigenfunktionen des Hamilton-Operators fiir das Problem
sind, ist die Zeitentwicklung durch Multiplikation mit dem entsprechenden Phasenfaktor
zu beschreiben.

1 i i
$t) = = (o) H g (et
1 @ i
= Ee_ﬁE”t ((,01,+(x) + ch_(x)e_ﬁ(El*_E”)t) : (I1.3.31)

Der zweite Term in der Klammer oszilliert also mit einer Geschwindigkeit ungleich Null
gegeniiber dem ersten Term. Nach der Zeit

mh _7h
Ei_ —FEy, AE,

(11.3.32)

T =

hat sich dann das Vorzeichen in der Klammer umgedreht und die Wellenfunktion v hat
qualitativ die selbe Gestalt wie ¢p. Das Teilchen ist also von der linken Mulde in die rechte
durch die Barriere ,,getunnelt* (s. Abbildung II.6). Insgesamt ist |¢)(z,t)|* periodisch mit
der Periode 27, d.h. das Teilchen oszilliert zwischen beiden Mulden hin und her.

) 2Die beiden Funktionen ¢, und pp sind korrekt normiert, falls 1 4+ und ¢;,_ normiert sind und ihr
, Uberlapp“ vernachlédssigbar klein ist. Da die Energiedifferenz A F; nun aber exponentiell klein ist, kann
letztere Bedingung als gegeben vorrausgesetzt werden.
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t=0 t=1

Abbildung I1.6: Zum ,, Tunneln® eines Teilchens

Ahnliche Uberlegungen kann man auch fiir die héheren Dubletts (n > 1) anstellen. Durch
Linearkombination der geraden und ungeraden Eigenfunktion eines Dubletts lassen sich
stets Wellenfunktionen konstruieren, die in einer der beiden Mulden lokalisiert sind. Die
auch als ,, Tunnelaufspaltung® bezeichnete Energiedifferenz A F,, bestimmt dabei stets die
,, Tunnelzeit*.

11.4 Die Potentialschwelle

Man betrachte ein eindimensionales Modellpotential (Abbildung I1.7, z.B. herstellbar mit
den in I1.3 beschriebenen Halbleiter-Heterostrukturen) der Form

<
V)= 00 lal=sa (I14.1)
0 |z| > a

und dazu Energien F < V{, also solche Energien, fiir die die klassische Betrachtung
Reflektionen an der Schwelle ergeben wiirde.

V()
Vo
— -t - E
I II III
0 » X

Abbildung I1.7: Potentialschwelle

Im vorherigen Beispiel besal der Hamilton-Operator ein diskretes Spektrum und alle
Eigenfunktionen waren quadratintegrabel. Hier fehlen jedoch die Dirichlet-Randbedingun-
gen durch die fehlenden begrenzenden ,Wéande* des Potentials. In diesem Fall existieren
keine normierbaren Eigenzustinde, sondern nur ,uneigentliche* (d.h. nicht normierbare)
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Eigenfunktionen, aus denen zur Beschreibung raumlich lokalisierter Teilchen Wellenpakete
aufgebaut werden miissen. Ein Ansatz fiir eine ,uneigentliche Eigenfunktion“ mit der
Energie £ = @2—7’7“5 lautet bekanntermaflen
Aet*® 4+ Be~#* in |
p(x) = Ce ™ + De*  in Il . (I1.4.2)
Feke + Ge=** in III
Dabei sind k£ und s wie in I1.3 definiert

k= ivVomE K=1

L Ly/2m(Vy — E) . (I1.4.3)

Zu fordern ist nun wieder Stetigkeit der Losungen und Stetigkeit der Ableitungen an den
,Flickpunkten®, also bei x = +a. Die Stetigkeitsbedingungen fiir x = —a lauten

Ae ™ 4+ Betk® — Cef + De " und

ik Ae™™ — ik Be™™ = —k Ce"™® + kDe ™" (I1.4.4)

oder als System von zwei Gleichungen in Matrixschreibweise

efika eika A eha e—ra C
(eika _6ika> (B) - (Z% efa _Z'Eena> (D) . (1145)

Man kann also die Amplituden A und B der in Bereich I ein- und auslaufenden ebenen

Wellen direkt durch die Amplituden im klassisch verbotenen Bereich IT ausdriicken, wenn

man die Matrix vor (4) invertiert.

A B 1 eika eika er e~ ha C

B - 92 efilm _efik:a ’L% eha _ZE e—Ha D
B 1 (1 1k ) ra+ika (1 —gk ) —ka+ika C
- 2 (1 —4k ) ra—ika (1 +q ) —ka—ika D

T(~a) <g) | (I1.4.6)

Ersetzt man —a durch a, erhélt man den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten im
Schwellenbereich und denen auf der rechten Seite

(g) _ T(a) (g) | (I1.4.7)

(g) — T(—a) T(a)"! (Z) | (I1.4.8)
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11.4.1 Berechnung der Transfermatrix

Fiir die Determinante von T'(a) gilt

det T(a) = i((lwg)z—(l_g)?)

1 2
_ Z<1+2@'5—“——1+2z‘f+m—)

ko k2 L k2
K
= iy 11.4.9
i (I1.4.9)
1 1k (141 %)e““”’m —(1—i %)el@a—ika
T<a> - 5 E _(1 — %)e—ma—i-ika (1 43 %)e_m_ika
1

(]_ —1 %)ena-‘rika (1 4 %)ena—ika
T2 ((1 +1 f)e‘"‘““’m (1—i %)e—ﬁa—ika . (I1.4.10)

Die Transfermatrix T(—a) T'(a)”" = T hat daher die folgenden Elemente:

1 k | K |
T o= =~ [(1—iZ i pq)ezatika | (14 ;5 ;% 4 1) e-2wat2ika
K k K k

4
esza ra —zRka N K k ra —4ka
= [2(62 +e? )—FZ(E—E)(GQ —e? )1
, ) k
= e¥he (cosh 2ka + % <g — —) sinh 2/<;a> (IT.4.11)
K
_ 1 2Ka K k —2Ka
T12 = Z|:(1+ZE+ZE_1)€ +<1 ZE ZE ]_> }
= % (% + E) sinh 2ka (I1.4.12)
K
1 ko k o &k —9ka
Tgl = Z[(I_ZE_ E—]_)GQ +(1+2E+Z;—1>62 :|
' k
= —% (g + —) sinh 2xa (I1.4.13)
K
1 k 4 k :
T22 I 1+Z——ZE+1 €2na721ka+ 1—Z—+ZE+1 672na72zka
4 K k K k
—2ika k
_ (& . |:2 (625(1 + €—2na) — (g o E) (62,‘{(1 _ e—ZHa):|
: ) k
= ¢ 2ha (cosh 2Kka — % (g - —) sinh 2/{@) . (I1.4.14)
K

Das ergibt insgesamt die Beziehung

A\ [(e*(cosh2ka+ (% — &) sinh2ka) 5(% + £)sinh 2ka F
B) —i(% + &Y sinh 2ka e~2*a(cosh 2ka — 3(% — é) sinh2ka) ) \G )~
(IL.4.15)

P 2

2
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I1.4.2 Reflexions- und Transmissionswahrscheinlichkeit

Betrachtet man jetzt ein Teilchen, das ,,von links“ mit der Amplitude A einlduft, wird die
Wellenfunktion zum Teil (mit der Amplitude B) reflektiert, zum Teil (mit der Amplitude
F) transmittiert. Dagegen verschwindet der Koeffizient G.

Man hat also

A = ¢%ke (cosh 2Kka + ! (E — E) sinh 2/1@) F

2\k &k
LR LR Ginhoka P (I1.4.16)
= ——= |-+ — | sinh2ka 4.
2\k &
und definiert die Transmissionsamplitude
F —2ika
S(E)=— = - (I11.4.17)
A cosh2ka + 5(% — ) sinh 2ka
sowie die Reflexionsamplitude
B B F
E = — —= _ —
() A F A
—i(2+ k) sinh 2ka e~%ka

= AV R , I1.4.18
cosh2ka + £(% — %) sinh 2ka ( )

Daraus ergibt sich die Transmissionswahrscheinlichkeit

1

S(E)]? =
5Bl cosh® 2ka + % (

1

5 — E)24inh® 2ka
K

= I1.4.19
1+ 1(2 + 5)25inh? 2ka ( )
und die Reflexionswahrscheinlichkeit
1k kN2 i 2
T+ h* 2
R(E)[? = 1l o) sinl 2ra (I1.4.20)

1+ (% + 5)25inh? 2ka

so dass |R(E)|* + |S(E)|? = 1. Diese Beziehung driickt die Wahrscheinlichkeitserhaltung
aus.

Im Grenzfall einer sehr hohen und breiten Barriere ist ka > 1 und sinh? 2ka ~ %64'%, also

16("{]{)2 6—2-2fm

|S(E)]?> ~ 72 + k22

(I1.4.21)

Vernachldssigt man den Vorfaktor gegeniiber der Exponentialfunktion, bleibt

1S(E)|? & e 2nV2m(Vo-E)2a (I1.4.22)
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Fiir ein Potential V' (z), das nur langsam variiert und einen Potentialberg mit klassisch
verbotenem Bereich zwischen x; und x5 aufweist, verallgemeinert sich dieser Ausdruck zu

|S(E)|? ~ exp (—2 % /:2 V2m(V(z) — E) dx> : (I1.4.23)

v

Abbildung I1.8: Potentialberg mit klassisch verbotenem Bereich

Insbesondere ist die Tunnelaufspaltung in einem symmetrischen Doppelmuldenpotential
proportional zu |S(F)].

II.5 Periodische Potentiale, Bloch-Wellen

Es sei V() ein Potential, das sich bei Verschiebung um eine ,,Gitterkonstante® a nicht
andert

V(z)=V(x—a). (I1.5.1)

Solche periodischen Potentiale beschreiben z.B. ein eindimensionales Kristallgitter.

V(z)

Abbildung I1.9: Periodisches Potential

Definiert man also einen Translationsoperator T' durch

To(x) =9(x+a), (IL.5.2)
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so gilt
THple) = T (=5 2+ V(o)) oo
= (—%%4—\/(3:—1—@)) o(z+ a)
= (_2h_m % + V(:z:)) T(x)
= HTy(x) (I1.5.3)
oder
[H,T]=0. (IL5.4)

Also kénnen die Eigenfunktionen von H so gewéhlt werden, dass sie gleichzeitig auch Ei-
genfunktionen von T sind. Das ist das gleiche Argument, das bereits im Zusammenhang
mit dem Paritétsoperator benutzt wurde. Man beachte jedoch, dass in einem periodischen
Potential nur uneigentliche Eigenfunktionen moglich sind.

Schreibt man

d

—a" d"p ot ig
plr+a)=)Y 5 Ta| = eelr) = erp(x) (IL5.5)

n=0

mit dem Impulsoperator p, so wird klar, dass T" die Darstellung
T — eraP (I1.5.6)

besitzt. Der Impulsoperator ist der Generator fiir rdumliche Translation. Schreibt man

nun die Eigenwerte A von T als A = ¢, also

To(z) = p(x +a) = e™o(x) (IL.5.7)
und definiert die Funktionen

up(x) = e (), (IL5.8)
so gilt

up(x + a) = e * V(1 4 a) = e () = up(z) | (I1.5.9)

d.h. ug(x) ist periodisch mit der Periode a des Potentials. Folglich haben die Eigenfunk-
tionen von 7', und damit auch die von H, die Form

p(x) = () (IL.5.10)

d.h. die Form einer ebenen Welle ¢?**, die von einer periodischen Funktion u(x) mit der
Periode des Potentials V(x) ,moduliert* wird. Eine solche Wellenfunktion nennt man
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Bloch-Welle. Fiir ,physikalisch sinnvolle* Bloch-Wellen (d.h. fiir uneigentliche Eigenfunk-
tionen von H, aus denen normierbare Wellenfunktionen aufgebaut werden kénnen) muss
die Wellenzahl k reell sein, da ja

p(z+na) = M)y (x+na) = (e™)" ey (x) (IL.5.11)

andernfalls wiirde ¢(x) in positiver oder in negativer Richtung exponentiell anwachsen.
Da weiterhin

ik +3E)a _ gika (I1.5.12)

liefern k£ und k + %’r den gleichen Eigenwert. Es reicht daher, nur Werte von k innerhalb
der 1. Brillowin-Zone

T k<4l (I1.5.13)
a a

zu betrachten. Die hier gewonnenen Aussagen konnen sofort auf den dreidimensionalen
Fall {ibertragen werden.

Satz: Die (uneigentlichen) Eigenzusténde in einem unendlich ausgedehnten periodischen
Potential V' (Z) besitzen die Form von Bloch-Wellen,
0r(T) = e*F ug(T) (I1.5.14)

wobei die Funktionen u;(#) dieselben Periodizitétseigenschaften besitzen wie das Poten-
tial.

B  Beispiel: Periodischer J-Kamm

Ein einfaches Beispiel liefert ein periodischer , Kamm® von -Funktionen

+o0
V(z) = Z Voé(x —na) .

n=-—oo

Hierbei ist zu beachten, dass die )-Funktion gerade die inverse Dimension ihres Arguments,
hier also ,,(Linge)™* trigt. Somit trigt V, die Dimension , Energie - Linge*“.

Gesucht werden nun Eigenfunktionen in der Form von Bloch-Wellen, d.h. die periodischen
Funktionen wuy(x) und die zugehorige Dispersionsrelation E(k), die die Abhéngigkeit der
Energieeigenwerte von der Bloch-Wellenzahl & beschreibt. Im Bereich 0 < z < a, also
zwischen zwei Peaks des Potentialkamms, ist nun V(z) = 0. Man hat damit in diesem
Bereich die schon bekannten Eigenfunktionen

o(z) = A" 4 Be '* Bioch e* ()
mit der Wellenzahl ¢ = %\/ 2mE. Daher ist also

u(x) = Ae'lthe 4 Be~ilathle



I1.5 Periodische Potentiale, Bloch-Wellen 54

Nun muss aber ¢(z), also auch wuy(x) stetig sein, also insbesondere muss an den d-Peaks
gelten ug(04) = uk(0-) = ug(a_). Dabei bezeichnet der Index ,,+“ den rechtsseitigen und
- den linksseitigen Grenzwert. Die letzte Gleichheit folgt aus der Periodizitét von ug(x)
und verschiebt das Problem wieder in den Bereich 0 < x < a. Man erhélt also aus der
Stetigkeitsbedingung (nicht Stetigkeit der Ableitung) die Gleichung

A+ B = Ae'lt=Rae | pe=ilath) (%)

Dariiber hinaus muss ¢ die stationédre Schrédinger-Gleichung, also

R d? =
_%ESOJFVOTL:ZOO&(%_”&)SO: Ep
16sen. Integriert man nun diese Gleichung von x = —e bis x = +-¢, also gerade in der

e-Umgebung eines Peaks, so liefert dies im Grenzfall € — 0 gerade

I (02~ £00) + Vigp(0) = 0.

Man beachte, dass ¢’ an den §-Peaks keinesfalls stetig sein muss, da auch das Potential
V(z) nicht stetig ist. Die Beziehung ¢'(04) = ¢'(0_) ist also nicht zu fordern, sondern es
gilt

¢'(0+) =ig(A—B) und

SO/(O_) = SOI(CL_ _ a) — e—ikaw/(a_) _ e—ikza (Z-quiqa _ Z'de—iqa) )
Man erhélt also durch Einsetzen in die integrierte Schrodinger-Gleichung

h? - .

ol (A— B — Ae'l™M® 4 Be~iathe) = V(A + B) . ()
m

Mit (%) und (%) hat man nun zwei Gleichungen, die zur Eleminierung der Koeffizienten

A und B herangezogen werden kénnen. Dazu 16st man z.B. zunéchst (%) nach B auf

ei(q—k)a -1

B (1 o e—i(‘H‘k)a) — A (ei(q—k)a . 1) = B=A m )

Dies lasst sich nun in die Gleichung () stiickweise einsetzen. Zunéchst ist

1 — e~ilatkla 4 pilg—kla _ q

AtB =4 1 — e—ilgtk)a
—ika —ika
= e riga  —iga _ 4 € 4.
= 4 1 — e—ila+k)a (e € ) =A [~ o—iaiha 2isin qa
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und weiterhin

(A— B — Aelleha 4 peilathia)

= A ﬁ <1 — eilatkla _ pilg=K)a 4 1
— et a
(1 — emiletk)aygila—ha | (gila—h)a _ 1)e—i<q+k>a>
efika . . . . . . . .
= A . T <ezka _ e taa _ piga =+ ezka _ elaa 4 efzka i e*lka o e*lqa)
— et a

e

= ATl

4 coska — 4 cos qa) )

Diese beiden Nebenrechnungen lassen sich nun in (x%) einsetzen und man erhélt die leicht
interpretierbare Gleichung

mVpa sin ga

cos ka = cos qa +

(IL5.15)

h? qa
{f =0 cos(q - @) + ™%%sinc(q - a)
|
N N |

=
| —
ol

Abbildung IT1.10: Graphische Darstellung von Gleichung (I1.5.15)

Obwohl diese Gleichung aus einem sehr speziellen Modell gewonnen ist, lassen sich daraus
einige Schliisse ziehen, die auch fiir allgemeine periodische Potentiale gelten. Zu ihrer
Interpretation betrachte man Abbildung IT.10. Wegen | cos ka| < 1 (der Bereich zwischen
den gestrichelten Linien) besitzt die Gleichung nur Losungen fiir solche Werte von ga, fiir
die
mVpa sinqa <1

h? qga —

cos qa +

ist. In diesen BQegeichen gibt es fiir jeden Wert —1 <cos ka <1 unendlich viele Losungen qa.
Danun F = Z—;i ist, gibt es also zu jedem Wert von k in der ersten Brillouin-Zone (-7 <
k <Z) unendlich viele Eigenwerte E, (k), n € N. Diese Eigenwerte liegen in bestimmten

Intervallen, die als Energiebdnder bezeichnet werden. Diese werden durch sogenannte
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Energieliicken (schraffierte Bereiche in der Abbildung) voneinander getrennt. Tréigt man
die Energieeigenwerte E,(k) als Funktion der Bloch-Wellenzahl k& auf, so erhdlt man
qualitativ Abbildung II.11 3. Man denke sich dabei die Kurven iiber die erste Brillouin-
Zone hinaus periodisch fortgesetzt?.

Ey (k)

Abbildung I1.11: Energieeigenwerte als Funktion der Bloch-Wellenzahl k

Im Unterscheid zum freien Teilchen sind also die Dispersionsrelationen E, (k) fiir ein
,Bloch-Teilchen* nicht parabolisch. Allerdings kann man sie in der ndhe von k£ = 0 pa-
rabolisch approximieren. Die Kriimmung der Dispersionsrelation impliziert dann eine ef-
fektive Masse m*. So wire z.B. firn =1

21.2

I
El(k’) ~ EB + o

. i [k < ©
a

Eine solche Approximation kann auch fiir die obere Bandkante, also in der Nihe von
k = % vorgenommen werden. Hier erhélt man

h2k? 7 7
E\(k) =~ Er — , fir |k - - < —.
2m** a a
In diesem Fall wiirde man also formal eine negative Masse m* = —m** erhalten. Ahnliche
Approximationen gelten hier an den ,,Kanten* aller Bander. L

3In Abbildung IL.11 steht Ep (,bottom“) fiir das Minimum und E7 (,top“) fiir das Maximum des
jeweiligen Energiebandes.

4In einer Abbildung, die mehrere Perioden beriicksichtigt, lieBe sich ansatzweise noch die Energiepa-
rabel eines freien Teilchens erahnen.
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II.6 Streuzustinde und Resonanzen

Man betrachte einen symmetrischen Potentialtopf geméfl Abbildung I1.12 mit der Tiefe
Vo und der Breite 2a

V(z)

I II III
)

Abbildung I1.12: Symmetrischer Potentialtopf

Vo Jz|<a
V(r) = . 11.6.1
(@) {O lz| > a ( )

I1.6.1 Bindungszustinde

Die Berechnung der gebundenen Zustédnde, d.h. der quadratintegrablen Eigenzustéinde
des Hamilton-Operators mit einem Eigenwert E < 0, folgt dem bekannten Muster. Da
V' symmetrisch ist, haben die Eigenfunktionen gerade bzw. ungerade Paritdt. Also macht
man die Ansétze

e in [
o(x) =< Acoskxr in II (I11.6.2)
e="r in ITT
fiir gerade Paritat und
e in I
o(r) =< Asinkz in II (I1.6.3)

—e " in III

fiir ungerade Paritdt mit k = +1/2m(E +V;) und & = +1/2m(—E). Die Stetigkeitsbe-

dingungen bei z = a liefern

=t

ra

Acoska=e " und —kAsinka=—re "™ (gerade), bzw.

a

Asinka = —e "™ und kA coska = ke " (ungerade). (I1.6.4)

Durch Division der jeweils zwei Bedingungen erhélt man so

tan ka = % (gerade), bzw. — cot ka = g (ungerade). (I1.6.5)
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Nun ist aber k2 = & 2m(—F) = 5 2mVy — 4 2m(Vy + E) und daher
B B B

kooma A w2mVo® = (k) fopviazine (IL.6.6)
k- ka ka B (ka)? o
Man erhélt also die beiden transzendenten Gleichungen
2 2/h?
tan ka = Vo /% _ 1 (gerade) und (I1.6.7)
(ka)?
2 2/h?
—cotka = 2mVoa®/ 12 1 (ungerade) . (I1.6.8)
(ka)?

tan(ka) — cot(ka

SN S L

Abbildung I1.13: Graphische Darstellung der Gleichungen (I1.6.7) und (I1.6.8)

Die Losungen der beiden Gleichungen lassen sich leicht finden, wenn man beide Seiten
wie in Abbildung I1.13 als Funktion von ka auftrigt. Insbesondere ist die rechte Seite
eine monoton fallende Funktion von ka, die nur fiir ka < %\/2771%&2 definiert ist. Aus der
Abbildung lassen sich nun folgende Schliisse ziehen:

e Die Anzahl der Bindungszustidnde ist endlich und wird bestimmt durch den di-
mensionslosen Parameter %\/ZmVUaQ, der daher als ,,Potentialstérke® interpretiert
wird.

e Zustdnde gerader und ungerader Paritédt wechseln sich ab.

e Es gibt immer (d.h. auch fiir beliebig kleine Potentialstéirken) mindestens einen
Bindungszustand gerader Paritét.
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I1.6.2 Streuzustinde und Transmissionswahrscheinlichkeit

Fiir die Konstruktion von Streuzustinden (d.h. uneigentlichen Eigenfunktionen des Ha-
milton-Operators mit Eigenwerten £ > 0) ist die Symmetrie nicht hilfreich (weil meist
Situationen von Interesse sind, in denen das Teilchen von einer Seite ,eingeschossen*
wird). Man wéhlt also einen Ansatz wie bei der Potentialschwelle

At + Bemhr ]
p(x) = Ceik® 4 De~ikz I (11.6.9)
Fekz  Ge~thr 111

mit k = +v2mFE und k= £/2m(E +Vj).

Man hat also vier Gleichungen (Stetigkeit von ¢ und ¢’ bei z = —a und z = a) fiir sechs
Unbekannte und damit zwei freie Koeffizienten, z.B. die beiden ,,Einschussamplituden“ A
und B. Daher gibt es stetige und stetig differenzierbare uneigentliche Eigenfunktionen fiir
alle k, d.h. fiir alle Energien F > 0: Das (uneigentliche) Spektrum von H fir £ > 0 ist
kontinuierlich.

0

| E

I =
diskrete Bindungszustinde Kontinuum

Abbildung I1.14: Spektrum des Potentialtopfes

Man kann nun genau wie in I1.4) eine Transmissionsamplitude S(F) und eine Reflexi-
onsamplitude R(F) definieren. Offensichtlich gehen die Ergebnisse fiir die Potentialmulde
aus denen fiir die Potentialschwelle dadurch hervor, dass man dort® x = 3+/2m(Vy — E)
durch

1 ) ~
k= =\/2m(~Vo — B) = % 2m(Vo + E) = ik (I1.6.10)

ersetzt. Wegen cosh iz = cos x und sinh ¢z = 7 sin x kann also die Transmissionsamplitude
S(FE) fur den Potentialtopf ohne weitere Rechnung angegeben werden

672ika
S(E) = ~ (IL.6.11)

cos 2ka — k4 %) sin2ka

Das ergibt die Transmissionswahrscheinlichkeit

1
|S(E)|2: 297 Lk | k2w 207 1
cos?2ka + (3 + 7)?sin"2ka 1+ 4(

(11.6.12)

x| =

)2sin? 2ka

EnlESll

e*2ik'a

fiir die Schwelle.

SErinnerung: S(E) =

cosh 2ka+ % (£ —£)sinh 2ka
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Wegen
- 2 2
AT \/VO+E_\/ E _W%t+E , B
ko k N E Vw+E) E Vo+ E
E)? —2F E) + E? 2
_ (W+E) Vo+B)+E° W (I1.6.13)
E(Vo + E) E(Vo+ E)
hat man schlie3lich
1
|S(E)’2 - Hm . <11614)

E E
450455

Die T~ransmissionswahrscheinlichkeit nimmt also ihren Maximalwert 1 an, wenn 2ka = nm,
d.h. k= 3% flir n =1,2,3, ..., also fiir Energien

m? 72

m™\2 5, 1
< ) n® = =2m(Vo + E,) bzw. E, = 9 (20

2
o = n2—V,, (IL6.15)

also fiir die Eigenenergien eines Teilchens in einem unendlich hohen Kastenpotential mit

,Boden* bei —Vj.

I1.6.3 Resonanzen

Solche Maxima der Transmissionswahrscheinlichkeit werden als Resonanzen bezeichnet.
Es ist nun sehr aufschlussreich, S(FE) nicht nur als Funktion reeller F, sondern sogar fiir
komplexe E zu betrachten. Dann sucht man zunéchst die Pole von S(E): Ein Pol liegt
vor, wenn

. (kK -
cos 2ka = % (E + ;) sin 2ka . (IL6.16)
Wegen cot 2z = Czthf;l = 1(cot x — tan ) bedeutet dies

5 5 ik
cot ka — tanka = = — — . (I1.6.17)
L ik
Das verlangt entweder®
~ 1k ~ 1
cot ka = T oder tanka = T (I1.6.18)

Fiir unterschiedliche Energien ergeben sich die folgenden Fille:

e Fiir E > 0 sind k und % reell, d.h. es gibt keine Losungen.

6I1.6.17 ist eine Gleichung der Form z — 2 =y —

< =
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e Fiir E < —Vj sind k und k imaginér, es gibt erneut keine Losungen.

e Fiir =V, < E < 0 ist k imaginir, k reell. Setzt man E = |E|e* und vE = |E|z¢'%,
hat man fiir reelle £ < 0 (d.h. ¢ =)

1 o
k=5 V2m |E|2¢i% = %\/2m|E| . (IL6.19)

und  cotka = — -
hk

tan ka =

Das sind genau die Gleichungen fiir die Eigenwerte der geraden und ungeraden
Bindungszusténde im Potentialtopf: S(£) hat einen Pol, wenn E mit der Energie
eines Bindungszustandes iibereinstimmt.

In der Nahe der Resonanzen, d.h. fiir 2ka ~ nr hat die Transmissionsamplitude eine sehr
einfache Form. Zunéchst ist

1 1

S(E) ek = . — — . (I1.6.21)
cos2ka 1 — L(%+ %)tan 2ka
Bei einer Resonanzenergie E = Ep hat man wegen 2ka = nr auch
cos 2ka = (—1)" und  tan2ka =0, (I1.6.22)
in erster Ordnung von E — Ey gilt daher
1(k &k ~ 1k k) dtan2ka
—|=+= 2ka ~ | -+=| — E—-F
5 k—i-k)tan ka 0+2<k+k) TE ( R)
Eg
Vb -+ ER \/ ER d 2a

= = — —2m(W+ F E—-F
2 \/ Er V0+ER> A
1 E E 2

VR ) e
2 Er Vo+ Er | b \/2m(V, + ER)
1 v2 1 vE

= Y7o + VIR ) (B - Ep)
2 h \VEp WVo+Eg
1 v2 2F

_ Lv2ma Vo +2Fg (E - Ex)
2 h VEr(Vo+ ER)
2

= f<E — ER) . (I1.6.23)

Die hier definierte Grofle I' hat die Dimension einer Energie. Fiir sehr tiefe Topfe (d.h.
fiir Vo > Eg) hat man

2 a 1 a
= 11.6.24
I'  h [eep wgrh’ ( )

m
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wobei vg = 4/ 2%"3 die Einschussgeschwindigkeit bei der Energie F = Ei bezeichnet. Man
hat also

. 1 ;L
S(E) e ~ (—1)" = (-2 11.6.25
B~ ) gy ~ TV BBt ( )

Daher wird S(F) in der Umgebung einer Resonanz durch einen Pol bei

r
E=FEg— 25 (11.6.26)
dominiert. Die Transmissionswahrscheinlichkeit wird dort durch eine sogenannte Breit-
Wigner-Funktion beschrieben

2

|S(E)[* = : : (I1.6.27)

(E—Er)*+

1S(E)?

Epg

Abbildung I1.15: Breit-Wigner-Funktion

Die Grofle I' ist damit die ,,volle Breite bei halber Maximalhohe“ (“full width half maxi-
mum®, FWHM) des ,Lorentz-Peaks®“. Da die komplexe Wurzelfunktion entlang der posi-
tiven reellen Achse einen Verzweigungsschnitt besitzt, hat auch S(F) diesen Schnitt. Die
Resonanzpole gehoren zur analytischen Fortsetzung von S(E) in das zweite Riemannsche
Blatt.

Bei Zerlegung von Betrag und Phase findet man

S(E) = [S(B)| )2k (I1.6.28)
mit
tan(5(E)) = Eﬁ% - % (% + %) tan(2ka) . (I1.6.29)

In Resonanznahe ist also

tano(F) ~ % (E — ER) (I1.6.30)
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@ Im(E)

Verzweigungschitt

Re(E)
Pole der X
Bindungszustande

X

X
Resonanzpole

Abbildung I1.16: Komplexes Spektrum des Potentialtopfes
oder
2
J(F) ~ arctan (f (E— ER)> . (I1.6.31)

Bei der Resonanzenergie & = Ei gibt es also keine Phasenverschiebung zwischen der
einlaufenden und der transmittierten Welle.

1 °° ,
(@, 1) = —— dk po(k)e'kz—E®)L/R) 11.6.32
Uinlant) = o= [k ulh) (11632
mit F(k) = %, wobei die Amplitudenverteilung ¢q(k) um ein kg mit E(kg) ~ Er herum
zentriert sein soll. Das Zentrum des Wellenpaketes befindet sich dann bei
hkq
t)=—t I1.6.33
o) = (I16.33)

(vgl. Aufgabe 5). Dieses Zentrum liegt also dort, wo die Phase von 1);, stationir wird

d E(k)t
— | kx — ——— =0. I1.6.34
o < x . )k 0 (I1.6.34)
0
Der transmittierende Teil des Pakets ist dann fiir x > a
1 o A
(@, 1) = —— dk po(k) e!Fe—EWR)t/h=2ka+3(E) | g( B . I1.6.35
Uit = o= [kl S(E) (116.35)
Das Zentrum dieses Pakets ergibt sich erneut aus der Stationaritit der Phase mit
d hk?
— | kx — —t —2ka+ 6(F = 11.6.3
dk:( T 5 a+o( >>k_k0 0 (I1.6.36)
oder
hko dE dé(E)
) = —2t42a-— ——
) = St aE |,
hk h2k 2/T
= ¢4 2q - 2 / S (I1.6.37)
m m 1+ [2(E — Eg)]

Die drei Terme haben eine einfache Interpretation:
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e Der erste Term entspricht einem Paket, das sich frei bewegt (kein Potential).

e Der zweite Teil beschreibt einen ,,unendlich schnellen Durchgang® durch den Poten-
tialbereich, wie es fiir ein sehr tiefes Potential ndherungsweise richtig wére.

e Der dritte Term ist von der Form vor mit vy = % und der ,, Verweilzeit®
T=2(1+4[3F- ER)])_I des Paketes im Resonanzbereich. Fir £ = Ep ist

T = % Fiir ,kleine“ T' (das heifit eine ,scharfe“ Resonanz) kann 7 entsprechend
grofl werden. Eine Resonanz verhilt sich dann wie ein ,, Fast-Bindungszustand®, 7/2
bezeichnet man daher auch als Lebensdauer der Resonanz.

Resonanzen spielen eine grofie Rolle in der Kern- und Elementarteilchenphysik. Im ge-
messenen Wirkungsquerschnitt fiir den Prozess ete™ — w77~ ist z.B. das p-Meson als
Resonanz einer Energie von 770 MeV zu erkennen. Der Fit an eine Breit-Wigner-Funktion
ergibt die Breite I') = 150 MeV. Das entspricht der Lebensdauer von

6,582 10722 MeVs
- 150 MeV

~ 17,56 - 10725 .

Das ist eine typische Zeitskala fiir die starke Wechselwirkung. Ein besonders prominentes
Beispiel ist das J/®¥-Meson, das man bei einer Energie von 3,1 GeV im Wirkungsquer-
schnitt fiir ete” — Hadronen findet. Es besitzt eine auffallend geringe Breite von
Iy, = 0.063MeV, also eine Lebensdauer von 7 = 4,18 - 1072 s. Fiir weitere Beispiele siche

e K. Bethge, U.E. Schoder: Elementarteilchen
Wissenschaftliche Buschgesellschaft Darmstadt, 1986

e D.H. Perkins: Introduction to High Energy Physics
Addison-Wesley, Reading, 1982

Schliefflich soll auch die Gleichung fiir den transmittierenden Teil des Wellenpaketes weiter
ausgewertet werden. Ist die Breite I' viel kleiner als die ,, Energieunschérfe” des Paketes,
kann oo (k) durch die Konstante ¢o(kr) ersetzt werden

k:vf% t72ka) F/2

. I1.6.38
E— Ep+it ( )

Vi, ) = ii@o(k?R)\/% /0 i i

Nun ist mit obiger Niherung dk = JEdE = f#rdE ~ gi—dE und k ~ kg + J5|, (B —

ERr) = kg + %(E — ER), also lautet das Argument der Exponentialfunktion im Inte-

granden
hk?
1 <kx— —t—2ka)
2m

. m 1 7
R Z</€R+h2kR (E—ER> (x—2a)—ﬁ(E—ER)t—ﬁERt
— i (kne—20) — Ent )+ L (e —2a) =t ) (B - Ep) (I1.6.39)
= 1 R\T a Rh A hkRZL‘ a R) - .0.



II1.6 Streuzustande und Resonanzen 65

Daher gilt in guter Naherung

I'm i
2, t) & +ipy(kp) —————— e Mhr (2=20)=ERt)
Uy (2, 1) ©o R)\/thQk’R

too ot (it @=20)~t) (B-Ep)
/ dE — . (I1.6.40)
—50 E — ER + Zg

Das Integral kann entweder in der oberen oder unteren Hélfte der komplexen E-Ebene
geschlossen werden, wenn =z — 2a — hkﬁt entweder > 0 oder < 0 ist. Der Residuensatz
liefert

hk
Uy(z,t) = 0 fiir £ > 20 + —2 ¢
m
und
T I'm
, t = 4,/ k 2 (hkgr (x—2a)—ERt)
Vi (2,1) 5 vo(kr) 2kn en
D (i m (n og hk
e 2Fh(t hk-R( 2 )) furx<2a+—Rt (II641)

m

Man beachte, dass der Betrag der Wellenfunktion fiir a < x < 2a + hkﬁt exponentiell
anwéchst, das Wellenpaket durch die Wanderung durch den Potentialbereich also stark
verzerrt wird. Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen rechts vom Potentialtopf anzutreffen,
ist daher

= o T leo(kr)?(T'm)? 2o f%(tfhki(xfﬁz))
P,.(t) = dx |y (z, 1) = 2 (htkp)? dx e R . (I1.6.42)

Das Integral ist

6_%t —h kR eﬁzkrR ($*2a) — 6_%t —h k:R (e%t — 67 h2£R>
I'm “ I'm
h*k _L (44 ma
- = (1 e 5(”%3)> . (I1.6.43)
Nun ist %(—a) = —* =1_, der Zeitpunkt, an dem das Zentrum des Wellenpakets auf

den linken Potentialrand trifft. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit rechts von der Mulde
erhalt daher die Form

7 |oo(kr)|?Tm Ty,
Po(t) = 5% (1 G a>) . (I1.6.44)

Die ,,Zerfallsrate” des metastabilen Resonanzzustandes ist daher gegeben durch % (Oft
wird auch die inverse Zerfallsrate, also %, anstelle von 7 = % als Lebensdauer der Resonanz
angegeben.)
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IIT Der Bahndrehimpuls und zentralsymm. Poten-
tiale

III.1 Eigenschaften des Drehimpulsoperators

Der Operator L des Bahndrehimpulses wird in genauer Analogie zur klassischen Mechanik
definiert. Ist 7 der Orts- und p der Impulsoperator eines Teilchens, so ist

-

L=7xp. (IIL.1.1)

Hier kommutieren die Komponenten des Ortsoperators mit den Komponenten des Im-
pulsoperators, mit denen sie multipliziert werden. Zum Beispiel ist

L, =yp. — zp, . (IT1.1.2)
Damit folgt fiir Li:
LY = (yp.)" = (zp)" = ply" — pl2" = poy — pyz = yp. — 2p, . (ITL.1.3)

Dies sichert die Hermitizitit von L. Aus der Definition von L erhilt man nun sofort
Vertauschungsrelationen fiir die Komponenten von L und 7

[Ly,2] = [yp. — 2py,x] =0
[Layy) = [yp- — 2py, y] = —2[py, y] = ihz
[Ley 2] = [yp. — 2py, 2] = y[ps, 2] = —ihy (I11.1.4)

analog fiir L, und L. Diese Relationen lassen sich mit Hilfe des total antisymmetrischen
Tensors €, einfach zusammenfassen zu

[Lj, T’k] = ihé?jkﬂ’l . (IIIl5)
Ebenso erhélt man (vgl. Aufgabe 29)
[Lj7 Lk] == ithlel . (IIIl6)

Ist 77 ein beliebiger Richtungsvektor, so erhélt man durch Multiplikation von (ITI.1.5) mit
n; und Summation iiber j:

[7i-L,ry] = ihepjrng = ih (7 x i), also kurz
- L7 = dh[F %] . (I11.1.7)
Sei nun & ein Vektor mit einem infinitesimal kleinen Betrag aw = |@|. Dann ist

= F4+adxi=7+—[a-L,7 (IT1.1.8)

der Vektor, den man durch rechtshéndige Drehung von 7 um die in @-Richtung zeigende
Achse mit dem Winkel « erhélt.
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Abbildung ITI.1: Drehung des Vektors ¥ um den Winkel o = |d
Die Gleichung fiir den infinitesimal gedrehten Operator 7 stimmt in erster Ordnung von
a = |@d| mit der Operatorgleichung
7' = et L pemiaL (IT1.1.9)

iiberein. Schreibt man namlich & = an, und differenziert nach dem Parameter «, erhélt
man

dr’ T Y - i= 7
di = efoiial [%ﬁa-L,F] e~ hoftaL (ITL.1.10)
[0}
also
4! i .
L *} . MI.1.11
da|,_, I [n " ( )

Die Gleichung (II1.1.9) gilt jedoch auch fiir beliebige, endlich grofle Drehwinkel. Legt

man die z-Achse in Richtung der Drehachse, ist @ .L = aL,. Die bereits zuvor bewiesene
Gleichung (vgl. Aufgabe 17)

AA —AA
M Be —B+ZH[A,B]M) (I11.1.12)

mit (A, B] ;) = [A, B] und [4, B] [A, [A, B] ergibt dann

(n) =

oLs 7 o=jol Z% (—) ol - (ITL.1.13)

Die Vertauschungsregeln ergeben

(n—1)

x 1hy

L.,7] = |L,|y]||=|—ihx (IT1.1.14)
z 0
ih(—ihx) T

(L., 7]y = | (—ih)ihy | =1* |y | usw. (II1.1.15)
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Trennt man nun die gerade und die ungerade Teilreihe, so folgt

) O [e%s) an X
tal, - —*al, __ _1\m
en® e n: = (0] + Z (2m)!( D™y
z m=0 0
X g2ml » )
2 GV
m=0 0
0 T Y
=(0] +cosa|y| —sina | —2x
z 0 0
cosa —sina 0 x
= | sina cosa 0 vyl . (IT1.1.16)
0 0 1 z

Das entspricht genau der Drehung des Vektors 7 mit dem beliebigen Winkel o« um die

z-Achse.

Zum Vergleich: Translationen einer Wellenfunktion t(x) um eine Strecke a ldngs der x-
Achse werden beschrieben durch den Translationsoperator T'(a) = €#%, denn

T(a)y(z) = er(x) = e"E () = ad™yp

n! dan

=¢(r+a). (IT1.1.17)

x

Weiterhin ist dann klar, wie der Ortsoperator x zu transformieren ist:

T(a)z¢(z) = (T(a)xT(a)") T(a)y(z) = 2'¢(z + a) . (ITI.1.18)
Es ist bereits bekannt (vgl. Aufgabe 17), dass

o =T()xT(a)" =erPre v =z +a, (IT1.1.19)

wie erwartet. Diese Resultate lassen sich sofort auf den dreidimensionalen Fall ibertragen.
Eine Translation um einen Vektor & wird beschrieben durch den Translationsoperator

T(@) = en®? . (IIL.1.20)
Es gelten die Beziehungen

T(@)y(Z) = (¥ +d) (,Aktive* Verschiebung des Zustandsvektors) (ITI.1.21)
und

T(@)#T (@) =Z+a (,Passive“ Verschiebung des Koordinatensystems). (I11.1.22)
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Der Translationsoperator ist unitir, d.h. T(@)~! = T(a@)". In genau der gleichen Weise
werden Rotationen mit dem Winkel a um eine in 7i,-Richtung zeigende Achse durch den
unitdren Operator

D(&) = e+®L mit & = i, (IIL.1.23)
beschrieben. Bereits gezeigt wurde die Drehung des Ortsoperators

D(@)7D(a@)™t =7 (I11.1.24)
Entsprechend ist dann

D(a@)y(r) = () (IT1.1.25)

die ,,aktiv® gedrehte Wellenfunktion. Fiir kleine Drehwinkel « ist diese Gleichung unmit-
telbar einsichtig, da dann

er I (F)

Q

(1+%a-i) W) = (1 +d-7x 9)b()

= (1+ax7 V@) = pF+ax @) =) . (I11.1.26)

Die Beziehung gilt natiirlich auch fiir beliebige, endlich grofle Drehwinkel. W&hrend al-
so der Impulsoperator als Generator der Translationen angesehen werden kann, ist der
Drehimpulsoperator der Generator der Rotationen.

I1I.2 Algebraische Konstruktion der Drehimpuls-Eigenwerte

Besonders wichtig ist die Kenntnis der Eigenfunktionen und Eigenwerte des Drehimpuls-
operators. Um diese zu finden, sollen hier nur die Hermitizitdt von L und die Vertau-
schungsrelationen [L;, Ly] = ihejpL; verwendet werden (nicht aber die explizite Dar-
stellung von L durch einen im Ortsraum wirkenden Differentialoperator). Die Resultate
gelten dann ndmlich auch fiir jeden anderen Vektoroperator, dessen Komponenten zwar
diese Relationen erfiillen, der jedoch nicht unbedingt etwas mit Drehungen im Ortsraum
zu tun hat.

Zunichst gilt (vegl. Aufgabe 29b)

L% L;]=0 ,j=1,2,3. (I11.2.1)

Die Eigenfunktionen von L? kénnen daher so gewahlt werden, dass sie gleichzeitig auch
Eigenfunktionen zu einer Komponente von L sind; man wahlt hier {iblicherweise L,. Da
die verschiedenen Drehimpulskomponenten untereinander nicht kommutieren, ist es nicht
moglich, gemeinsame Eigenfunktionen zu mehr als einer Komponente anzugeben. Wiire
etwa 1)y, gemeinsame Eigenfunktion von L, und L, mit den Eigenwerten [, bzw. [,, dann
wire

ihLywlzlz = [LZ? Lx]wlzlz = (lzlm - lxlz)wlzlz =0. (IIIQQ)
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Da aber der lineare Operator L, nicht der Nulloperator ist, ist das ein Widerspruch.

Die gemeinsamen Eigenfunktionen von L? und L, werden nun als 1, bezeichnet:

LAy, = WAy,
LZ¢/\LL = h’,uw)\ua (11123)

wobei die moglichen (dimensionslosen) Werte von A und g zu bestimmen sind. Man hat

w
w

(WUnal L2 o) =Y (Wl L2 [ha,) = Z Ll || >0 (IT1.2.4)

]:1 :

und damit wegen (¢y,|L2|1hy,) = h2X auch A > 0.

Definiert man nun die beiden Operatoren
Ly=1"L,+iL,, (IT1.2.5)

so findet man die Vertauschungsrelationen

Li,L_| = [Ly+iL,, L, —iL,| = —i[L,, L,| +i[L,, L,] = 2hL,
L.,Ly] = [L,,L,=+xiL,|=ihL, £ i(—ihL,)
+hL, +ihL, = +h(L, £iL,) = £hL, . (IT1.2.6)
AuBerdem gilt
LT_ == L+
LiL. = (Ly+iLy)(Ly —iL,) = L2 —i(LyLy, — LyLy) + L.
— [*—L*+hL.
L L, = [*-L*-hL.. (IT1.2.7)
Also ist einerseits
2
<w>\u|L+L—|¢)\,u> = ‘|L—‘w>\u>” >0, (III28)
andererseits
<w>\u|L+L*|d})\y> = <w>\u|52 - Lg + hLz’w)\,u>
= B\ —p®+p) (IT1.2.9)
und daher A — (e — 1) > 0. Ebenso findet man
(Uanl Lo L fions) = B2\ — 2 = 1) > 0. (I11.2.10)

d.h. A= pu(p+1) > 0. Entscheidend wichtig sind nun die Vertauschungsregeln fiir L, und
L.: Es gilt ndmlich

L.L_|thn) = (L_L. — hL_)|thn,) = h(p — 1) L_|iby,,) - (II1.2.11)
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L_ wirkt also bzgl. der Eigenwerte von L, als Leiteroperator:
Ist |¢y,) Eigenfunktion von L, zum Eigenwert Agu, so ist L_[|¢,,) Eigenfunktion zum
Eigenwert A(p — 1). Schreibt man

L_|hxu) = ¢loau-1) (IIL.2.12)

wobei |ty,) und |)y,—1) normiert sein sollen, so hat man
2
L= lna)||” = le|* = P (A = p(p — 1)) (IT1.2.13)

Wahlt man nun die Phase von [|¢y,_1) so, dass ¢ eine positive reelle Zahl wird, gilt
schliefllich

L_|¥ss) = hi/ X — (e — Dltoap_1) - (IIL.2.14)

Genauso schliet man fiir L. Der Kommutator [L., L;| = hL, liefert

L. Lo |a) = (LoLy + AL ) xe) = A(p 4 1) Ly, - (I11.2.15)
Der Ansatz

Ly |thxu) = ¢[auer) (IIL.2.16)
fihrt auf

L los)||” = lef? = B2\ — (e + 1)) (I11.2.17)

also

Li|a) = h/A = p(p 4+ D) toausa) - (II1.2.18)

Ausgehend von einer gemeinsamen Eigenfunktion [t ,) von L2 und L, erhilt man somit
durch Anwendung von L weitere Eigenfunktionen |¢ ,41). Da jedoch

[Leltbr ) |I? = h* (A = p(u£1)) > 0, (IT1.2.19)

muss die so erzeugte Sequenz nach beiden Seiten hin abbrechen. Das ist genau dann der
Fall, wenn der kleinstmdgliche Wert pi,,,;,, und der grofftmogliche Wert pi,4, die Gleichun-
gen

A= fmaz(Bmaz + 1) (IT1.2.20)

erfiillen. Gleichsetzen ergibt

:Ufna:c + Wmaz = ,ufm'n — Mmin (III.2.21)
woraus man nach Addition von £ mit Hilfe der Binomischen Formeln

2
1 1
Hmaz + 5 - j:(,UJmm - 5) (111222)
erhélt. Das gibt die beiden moglichen Losungen
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1. tmaz = tmin — 1, was jedoch ausgeschlossen ist, da fimas = fmin, und

2. Hmazx = —Hmin -

Da sich e Und flnin = —fimee UM eine ganze Zahl unterscheiden, kann ji,,,, nur
ganz- oder halbzahlig sein. Diese ganze oder halbe Zahl wird hier mit dem Buchstaben /¢
bezeichnet:

Hmaz ={= 07

Es folgt A\ = ¢(¢ + 1), d.h. die Eigenwerte von EQ, also des quadrierten Drehimpuls-
operators, sind von der Form A%((¢ + 1). Die ganze oder halbe Zahl ¢ wird daher als
Drehimpulsquantenzahl bezeichnet. Bei gegebener Drehimpulsquantenzahl ¢ kann die z-
Komponente L, einen der 2¢ 4+ 1 Eigenwerte Al, h(¢ — 1), h(¢ — 2), ..., —h{ annehmen.
Die ganze oder halbe Zahl % wird (anstelle von p) mit dem Buchstaben m abgekiirzt
und als magnetische Quantenzahl bezeichnet.

Verwendet man fiir die gemeinsamen Eigenfunktionen von L2 und L. das Symbol |I;m)
(statt |1y ,,)), wurde also insgesamt Folgendes gezeigt:

Es sei L ein hermitescher Operator, dessen 3 Komponenten die Vertauschungs-
regeln [L;, L] = ihejp Ly erfiillen, und es sei Ly = L, £ iL,. Dann gilt:

(i) Ly und L_ wirken beziiglich der magnetischen Quantenzahl m als Leite-
roperatoren,

L |l,m) =\l +1) —m(m=1) |l,m+1), (IT1.2.23)
bei geeigneter Phasenwahl der Eigenzustiande.
(ii) Die Eigenwerte von L2 sind von der Form h20(¢ + 1),
L2 |l,;m) = B20(0+1) |l,m) (IT1.2.24)

wobei die Drehimpulsquantenzahl ¢ ganz- oder halbzahlig sein kann.

(iii) Die Eigenwerte von L, sind von der Form Am,
L, |l,m)=hm]|l,m), (I11.2.25)

wobei die magnetische Quantenzahl m einen der 20+ 1 Werte m = ¢, ¢ —
1,...,—/¢ annimmt.

II1.3 Der Bahndrehimpulsoperator in Polarkoordinaten

Fiir die Behandlung von Eigenwertproblemen mit einem zentralsymmetrischen Potential
V(r), das nur vom Betrag, aber nicht von der Richtung von 7 abhéngt, werden Polarko-
ordinaten eingefiihrt:
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x = rsind cos r=y/r?+y>+ 22

. . \ 2 4y?
y=rsindsing | = | ¥ = arctan ~——
2z = rcost ¢ = arctan £

Die Umrechnung der kartesischen Komponenten L; des Drehimpulsoperators auf Polar-
koordinaten ist miihevoll, aber elementar. Man findet

h 0 0
L, = - {(— sinp) — 50 — cot ¥ cosg %]
h 0 . 0
L, = n [cosgo 9 cot v sinp %}
h 0
L, = = II1.3.1
- i o (IL3.1)

Die einfache Form von L, ist klar: Da eine Drehung um die z-Achse lediglich einer ,, Ver-
schiebung® im Azimutalwinkel ¢ entspricht, muss L. lediglich eine , Translation in “
generieren. Es folgt

- 0? 0 02 02
DPP=LP4+12+1° = - |=— t) — 29 — + —
>+ L, + L I {8§2+C0 19819+C0 198 +0g0}
1 0 0 1 0
_ g2
= —h Llnﬁ 59 sin 50 T 52 g 3902] (IT1.3.2)

Die gemeinsamen Eigenfunktionen von L2 und L., die sogenannten Kugelfldchenfunktio-
nen' Yy (9, ¢) wurden bereits zuvor konstruiert (vgl. Aufgaben 12 und 16). Sie besitzen
die Form

oyt (2L (!
Yim(9,0) = (—1) \/ I (05 ) P, (cos?) e (IT1.3.3)

Dabei ist P}"(cos ) eine zugeordnete (assoziierte) Legendre-Funktion. Sie besitzt die Dar-
stellung

m, (_1)m . m d crm . 20
P"(cos ) = S (sin) p— (sind)™ . (IT1.3.4)

Speziell fiir m = 0 hat man die Legendre-Polynome

L
Py(z) = 2%6' (%) (@2 -1)" . (IIL.3.5)

Dies sind Polynome /-ten Grades in  mit ¢ Nullstellen im Intervall —1 < z < 1.

Lengl: “spherical harmonics”
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Diese Kugelflichenfunktionen Yj (9, ¢) bilden ein vollstindiges Funktionensystem auf
der Oberflache der Einheitskugel. Es gilt

2 s
/ dg@/ SlIl19 d’l9 }/é*m(ﬁ’ SO) n/ m/! (197 90) = 5[ Vi (Sm m’ (III?)6)
0 0
[eS) 0 1
DD Yem@ @)Y ¢) = 5= 00 =) o — ). (I11.3.7)
£=0 m=—¢

Weiterhin hat man natiirlich

L*Yim(@,0) = K U+1) Yem(9, ),
L. Yim(0,9) = hm Yin(d,¢) . (IIL3.8)

Allerdings gibt es gegeniiber dem vorherigen Kapitel eine wesentliche Einschréankung: Fiir
Bahndrehimpulse, die durch die Y, ,, beschrieben werden, kann die Drehimpulsquanten-
zahl ¢ nur ganzzahlig, aber nicht halbzahlig sein. Das ist direkt an dem Faktor ™™ zu
erkennen, der die Abhéngigkeit vom Azimutalwinkel ¢ beschreibt: Wire ¢ halbzahlig, so

auch m; fir m = 2”2—+1 gilt jedoch

2 1 .
exp (z n2+ 27T> =" =-1, (IT1.3.9)

die Funktion wiirde also bei einer Drehung um 27 das Vorzeichen wechseln und erst bei
einer Drehung um 47 wieder den Ausgangswert annehmen. Fiir den ,normalen“ Raum ist
jedoch eine Drehung um 27 die Identitdtsoperation, so dass halbzahlige ¢, m hier verboten
sind. Anders ausgedriickt: Durch Bahndrehimpulse kénnen nicht alle der Moglichkeiten
realisiert werden, die durch die Vertauschungsrelationen fiir Drehimpulsoperatoren alge-
braisch angelegt sind.

Die niedrigsten Kugelflachenfunktionen lauten:

- _1
1/E)O_ /A
— 3 9 _ 3 o 9 +ip
Yio=1/4- cos Yiai=F/5 sinde
Yoo =1/10 (3cos? ¥ — 1) Va1 = Fy/ 52 sind cosd e*¥
_ 15 29 ex2ie
Yoio =1/55 sin“de

An Stelle dieser komplexen Funktionen verwendet man manchmal auch reelle Linearkom-
binationen, die als Orbitale bezeichnet werden. Zum Beispiel ist

1 /3
px:_ﬁ (Yi1—Y19) . sind cos ¢
ar

1 . .
py:_ﬁi (Y11+Y1—1)=\/ - sin sin ¢

w
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/3
p,=Yi9g=14/— cosp.
4

Eine sehr wichtige Eigenschaft der Kugelflichenfunktionen, die leicht aus ihrer Darstellung
durch Legendre-Funktionen abgelesen werden kann, ist ihr Verhalten unter Raumspiege-
lung (7" — —7), die durch den Paritatsoperator P formal beschrieben wird. Man hat

P Y (9, 0) = (—1)" Yo (0, 0) . (IT1.3.10)

I11.4 Die radiale Schrodinger-Gleichung

Zur Erinnerung: In der klassischen Mechanik hat man die Beziehung

[* = (@ x ) = 752 — (7 p)° . (IT1.4.1)
Daraus ergibt sich fiir das Quadrat des Impulsoperators
72
=t =, (IT1.4.2)
T
wobei p, = L - p die Radialkomponente des Impulses bezeichnet.

r

Die Hamilton-Funktion eines Teilchens in einem zentralsymmetrischen Potential V' (r),
72

2
2z
H—
2m + 2mr?

+V(r), (IIL.4.3)

entspricht dann (da der Drehimpuls ,erhalten® ist) der Hamilton-Funktion fiir die Bewe-
gung eines Teilchens in einer Raumdimension unter dem Einfluss des effektiven Potentials

Ver(r) = V(1) + 5207 .

Eine solche Riickfithrung des dreidimensionalen Problems der Bewegung in einem Zentral-
potential auf ein eindimensionales ist auch in der Quantenmechanik moéglich: Das Quadrat
des Drehimpulsoperators hat nun die Form

., AN
L* = - (r"x V)(r'x V)
—1? €11 TkOL € jmnTm On
_h2<5km5ln - 5kn5lm)rk(5lm + rmal)an
= —h2 [rkélk& + ’I"]J‘kalal — Tk(;llak — Tlealak] . (III44)

Gemifl der Einsteinschen Summenkonvention? gilt

3 3
Ty 0,0, = Z r Z of =r’A und (IT1.4.5)
k=1 =1
3 3
Tk(5”8k = Z r;ﬁk Z (5” = Shﬁk . (III46)
k=1 =1

2Einsteinsche Summenkonvention: Uber doppelt auftretende Indizes wird summiert, ohne dass das
Summenzeichen explizit auftaucht.
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Mit diesen Umformungen erh&lt man
I_:2 = —h2 [T2A — Tl(aﬂ“k — 5lk)8k — 2rk0k]
- —h2 [T’2A - nal Tk 8k — rk(?k] . (III47)
Fiir den Nabla-Operator gilt in Kugelkoordinaten (vgl. Aufgabe 30)
(IT1.4.8)

1

- a

r €9 09 + rsin v
(IT1.4.9)

woraus sofort folgt
1O =7V =18, - &0, =10, .

Das ergibt nun insgesamt
1o\ L* [0 20
or?2  r or
(IT1.4.10)

L2 10 0
h 72 h <7’ @TT 0, + r 8r> 72

T2 o
Dies ist die quantenmechanische Operatorgleichung fiir die Zerlegung des Impulsoperators
in einen radialen Anteil und einen Drehimpuls-Anteil. Offensichtlich kann
h1l 0 h(fo 1
= r=-— (— + —) (ITI.4.11)
1 \Or T

=
als Operator der Radialkomponente des Impulses angesehen werden. Die stationére Schro-
dinger-Gleichung fiir ein Teilchen, das sich in einem Zentralpotential V' (r) bewegt, lautet

daher
h2
V)] )
R 1 0? L? .
= [_% e - + V(r)| ©(F) = Ey(F) (IT1.4.12)
Nun liegt der Separationsansatz
1
() =~ () Yim (9, ) (H1.4.13)
(IT1.4.14)

nahe. Man erhélt dann die ,radiale Schrodinger-Gleichung*

UYLy o) = Bt

2mr?
= V() + 5

h* d?

2m dr?

mit dem ,effektiven Potential® Vig(r)
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111.4.1 Losung der radialen Schréodinger-Gleichung

Da r > 0, muss die Randbedingung an ¢(r) fir » — 0 betrachtet werden. Unter der
Annahme, dass das Potential V(r) fiir r — 0 schwécher singular wird als T%, wird das
Verhalten von ¢(r) von der Drehimpulsbarriere bestimmt

R R+ 1)

[_%W om

] o(r)~0 firr — 0. (I11.4.15)

Der Ansatz ¢(r) ~ cr® fithrt auf

1 1
—afla—1)+L(l+1)=0 oder o*—a-+ 1= C+0+ 1 (I11.4.16)
dies bedeutet
. (I11.4.17)

Fiir gegebenen Drehimpuls ¢ erhélt man also die beiden Moglichkeiten @ = ¢ + 1 und
a = —/(. Da jedoch

/d?’r [(F)]? = /000 dr r?

scheidet « = —/ fiir £ > 0 aus Normierbarkeitsgriinden aus. Fiir £ = 0 reicht die Forderung
nach Normierbarkeit jedoch nicht aus, um die zweite Losung (d.h. ¢(r) ~ r® = const.)
ausschliefen zu kénnen. Entscheidend ist dann die Hermitizitdt des Operators des Radia-
limpulses: Man hat ja

[T (555 r)

17 Or r

- [ a0 a0

2

1
: (II1.4.18)

;90(7")

h > o 0 h
— D _ dr [ = o =
L) = [Car (o) )
h > o hl1 o0 1 1
= —¢ drr* | —-—=r- - . I11.4.19
S|+ [Tare (B 5 Ten) T (111.4.19)
Also ist p, = % % % r hermitesch genau dann, wenn die Randterme der partiellen Integra-
tion verschwinden. Fiir r — oo ist das erneut eine Konsequenz der Normierbarkeit; fiir
r — 0 erhélt man jedoch die Forderung ¢, y — 0. Damit scheidet a = —/ fiir alle ¢ aus.

Satz: Sofern das Zentralpotential V(r) fiir r — 0 schwécher singuldr wird als -5, haben
die Losungen der stationdren Schrodinger-Gleichung mit gegebenem Drehimpuls ¢ fiir
r — 0 die Form 27 Y, .. (9, ¢) = 7' Yi,,(9, ). Die Drehimpulsbarriere , dréingt also die
Wabhrscheinlichkeitsdichte vom Ursprung weg®.

Héaufig benutzt man zur Kennzeichnung der Zustdnde an Stelle der Drehimpulsquanten-
zahl ¢ die spektroskopische Bezeichnung
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spektroskopisch
s (“sharp”)
p (“principal”)
d (“diffuse”)
f (“fundamental”)

l
0
1
2
3

Zustande zu gegebener Drehimpulsquantenzahl ¢ sind mindestens (2¢ + 1)-fach entartet.

I11.4.2 Der sphirische Potentialtopf
Ein konkretes Anwendungsbeispiel liefert der dreidimensionale Potentialtopf

V(r) = {VO’ ree (I11.4.20)
0, r>a.

In diesem Fall macht man zur Losung der Schrodinger-Gleichung einfach den Ansatz
() = R(r) Yom(9, ¢). Betrachtet man zunéchst E > Vj, erhilt man die radiale Schro-
dinger-Gleichung

R 24 ety
dr?  rdr 72

1
+E|R(r)=0 mit k= =V/2m(E = Vo) . (I14.21)

Losungen dieser Gleichung sind die sphdrischen Bessel-Funktionen j,(kr) und die sphdri-
schen Neumann-Funktionen ny(kr), die elementar konstruiert werden kénnen (vgl. Auf-
gabe 36). Die niedrigsten der Bessel-Funktionen lauten

) sin z
Jo(z) = >
. ( ) sinz cosz
z) = —
n p 2
. 3 1\ . 3
Jo(z) = (; - ;) sinz — — cosz, (I11.4.22)
die ersten drei Neumann-Funktionen sind
CoS 2z
ne(z) = — >
( ) cosz sinz
ni(z) = — -
! 22 z
3 1 3 .
na(z) = — (; — ;) cosz — —sinz. (I11.4.23)

Besonders wichtig ist das asymptotische Verhalten dieser Funktionen. Fiir 2 — 0 bleibt
Je(2) regulir,

ZE

W)~ G it @R D= 0D 1E0-3). .1,
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dagegen wird n,(z) singulér:

(20— 1!
Die beiden Fundamentallosungen haben daher genau das vorher diskutierte Verhalten
(¢ =0+ 1und a = —{). Fiir z — oo hat man
in(z — {n/2

jo(2) ~ §91§3—;f§31—2 (ITL.4.25)

und
— I /2
ng(z) ~ — = 01/2) (I11.4.26)

z

Um nun die radiale Schrodinger-Gleichung fiir den sphérischen Potentialtopf zu 16sen,
muss die Randbedingung r R(r) — 0 fiir  — 0 beachtet werden. Dadurch scheiden fiir
r < a die Neumann-Funktionen aus; es bleibt fiir £ < V) nur

R(r) = Aj(kr) fiir 0<r<a. (I11.4.27)

Die Normierbarkeit verlangt dann

/ dr r* |R(r)|* < oo, (IT1.4.28)
0

daher konnen die Losungen fiir » > a nicht alleine durch j, oder alleine durch n, ausge-
driickt werden. Stattdessen benotigt man die Linearkombinationen

WY (2) = jo(2) + ing(2) (I11.4.29)
und
W (2) = jilz) — ing() | (TTL.4.30)

die als sphdrische Hankel-Funktionen bezeichnet werden. Die niedrigsten dieser Funktio-
nen sind

e
(=) =
M) = —%(1+£) und
@W)ZZZO+£—;W (I11.4.31)

Das asymptotische Verhalten fiir z — 0 ist

1 .
hél)(z) N Eez(z—&r/Q) . (I11.4.32)
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Daher beschreiben die Funktionen hgl)(z) auslaufende Kugelwellen und die Funktionen

hf)(z) einlaufende Kugelwellen. Losungen der stationdren Schrodinger-Gleichung eines
sphérischen Potentialtopfes, die Bindungszustdnde beschreiben, miissen fiir » > a expo-
nentiell abfallen:

R(r) = Bhél)(ilﬂ“) fiir a<r, (IT1.4.33)

wobei k = 3+1/2m|E| (E < 0). Die Energien der Bindungszusténde erhélt man wie iiblich
aus den Stetigkeitsbedingungen
A jy(ka) = B hél)(i/-m) und
k Ajy(ka) =ik BB (ika) | (IIL.4.34)
Speziell fiir ¢ = 0 reduziert sich das Problem auf das zuvor behandelte Potential (vgl.

Aufgabe 23). Setzt man némlich wieder R(r) = 2¢(r), entspricht die Randbedingung
©(0) = 0 einer , harten Potentialwand* bei r = 0. Mit

A si <r<
o(r) _{ sinkr ., 0sr<a (IT1.4.35)

Be™"r , a<r

erhélt man dann die Bedingung

V2m|E
n m|E| (ITL.4.36)

COtk’a:—E:—T .

Der erste Bindungszustand erscheint fiir

2 2
mthgla - % . (IT1.4.37)

I11.5 Das Wasserstoff-Atom

Fiir ein Elektron im Coulomb-Potential

Vi) = - ! (IIL5.1)
"= dmey T o

(g0 = 8,8542 - 10712 As/Vm) fiihrt der iibliche Separationsansatz

G =2 o) Vi) (I115.2)
r ~—~ ~—

Radialfunktion Winkel

auf die radiale Schrodinger-Gleichung

o2 RM(+1) e 1

2m dr? omr2  4drmeg r

p(r) = Ep(r) . (I11.5.3)
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I1I1.5.1 Bestimmung der Bindungszustinde

Um die Bindungszustidnde zu bestimmen, fithrt man zunéchst eine dimensionslose Radial-
variable

0= Kr (IT1.5.4)

d

ein, wobei der Skalierungsfaktor x spéter geeignet gewéhlt werden soll. Dann ist % = Ky

also

d>  K2me? 1 KH(L+1) 2mE
Z— - =— ITL.5.
e ) o) = - 2R (11155
oder
& n +1) 2m(—F)
- 4 1_ = ——"* : IT1.5.6
et 2= oo = Tt (1115.6
Dabei ist der dimensionslose Parameter 1 gegeben durch
1 2me?
— _ IT1.5.7
m dmey h2k ( )
Wahlt man nun s derart, dass
2m(—F) 1 1
— == 1 =2-—42m(—FE ITL.5.
122 1 also K . m(—FE) , (IT1.5.8)
dann ist
1 2me? h
K dreg  h o 2 \/2m(—E)

1 €2 mc?
— _ . I11.5.9
dmey he \/ 2(—F) ( )

Die dimensionslose Parameterkombination

1 e?
a= —
Amey he’

(IIL5.10)

die in dem Ausdruck auftaucht, tragt den Namen Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante.

Ihr numerischer Wert ist o = 7,29734 - 1073 ~ %7 Man hat nun

& n e+1) 1
—t-————- =0. II1.5.11
|:d92 + 0 0 4 ©(0) ( )
Das asymptotische Verhalten der Losungen fiir o — oo wird bestimmt durch

d? 1
{d—QQ—ﬂ ©(0) ~0,
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also ¢(0) ~ €*9/2, Im Hinblick auf die Normierbarkeit erscheint nur die exponentiell abfal-
lende Losung sinnvoll. Weiterhin muss die Losung das bekannte Verhalten am Ursprung
zeigen, d.h. ¢(o) ~ 0! fiir o — 0. Das motiviert nun insgesamt den Ansatz

(o) = o e % u(o) . (I11.5.12)
Man hat dann
do ¢ —0/2 L —0/2 (41 —0/2 1
d—:(€+1)969 u=ge e u+o0" e Y (IT1.5.13)
0
und
d*p (-1 —o/2 1 ¢ —0/2 ¢ —0/2 1
T = (l+1) 0 e u—§(€+1)Q e u-24+(0+1)0 e -2
0
1 41 —o/2 1 (+1 —o/2 1 (+1 —o/2 , I
+ZQ e ? u—ge e 240 e (IT1.5.14)

Einsetzen in die Differentialgleichung und Ausklammern von o e~¢/? liefert nun

e d
4 (2042—9) —F+n—l—1 =0. II1.5.15
Qd92+( + Q)dQ‘H? u(o) ( )

Das ist die bekannte konfluente hypergeometrische Differentialgleichung (vgl. Aufgabe 24)
20" + (¢ — 2)u' —au(z) =0 (IT1.5.16)
mit den Parametern

c = 20+2 > 0,
a = —(n—0-1). (ITI1.5.17)

Ein Fundamentalsystem wird gegeben durch die Kummersche Funktion (vgl. Aufgabe 24)
u(0) =M (—=(n—0—-1), 20+ 2; o) (II1.5.18)
sowie
uz(0) = 0" "D M (—np — €, =20; o) . (I11.5.19)

Die zweite Losung zeigt ein unzuléssiges Verhalten im Ursprung (M (a, ¢; z) ~ 1 fiir kleine
2), scheidet also vollig aus. Die erste Losung wiichst fiir ¢ — oo wie e? o777 *~1, sofern
ihre Potenzreihe nicht abbricht. In diesem (Wachstums-)Fall erhielte man trotz des bereits

abgespaltenen Faktors e~2 keine normierbare Losung. Die Potenzreihe fiir u;(0) muss
daher abbrechen. Dies erfordert (vgl. Aufgabe 24)

—a=n—(-1 eNy. (ITI1.5.20)
Also ist N =n — ¢ — 1 ganzzahlig (N > 0), so dass auch

n=N+{+1=n (I11.5.21)
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ganzzahlig sein muss. Folglich ist n > 1. Aus der Definition von n erhélt man dann sofort
die gesuchten Energieeigenwerte der Bindungszustande:

) 2
2 € m 2
— _ - I11.5.22
K (47reoh) < 2En> " ( )
daher

m e? 2 1
E,=—— — . I11.5.23
2 <47750h> n? ( )

Erginzt man Zihler und Nenner auf der rechten Seite um den Faktor ¢?, um die Fein-

strukturkonstante wiedereinzufiihren, erhélt man das Resultat in der einpridgsamen Form
E, 2 1

- (IIL.5.24)

me? 2 n?

Die Energien der Bindungszustinde des Wasserstoffatoms unterscheiden sich also um
einen Faktor der GréBenordnung o von der Ruheenergie des Elektrons.

In Hinblick auf das Coulomb-Gesetz schreibt man auch

1 e 1 1

B =< 2. I11.5.25
24mey a n? ( )
wobei a = % ~ 0,52918-1071m den sogenannten Bohrschen Radius bezeichnet.

Numerische Auswertung aller Konstanten ergibt schliefSlich
1
E, =~ —13,606eV - — . (IT1.5.26)
n

Die Ionisierungsenergie des Wasserstoffatoms im Grundzustand betrigt also etwa 13,6 eV.

I11.5.2 Vergleich mit dem Morse-Oszillator

Die hier vorgestellte Losung der radialen Schrédinger-Gleichung fiir das Wasserstoffatom
verlauft weitgehend parallel zu der der Schrodinger-Gleichung fiir einen Morse-Oszillator
(vgl. Aufgabe 27). Es gibt aber einen auffallenden Unterschied:

Wiéhrend dort die ganze Zahl n = —a, die den Abbruch der konfluenten Reihe M(a, ¢; 2)
sicherstellt, genau die Quantenzahl ist, die auch die Energieeigenwerte F,, charakterisiert,
wurde diese Abbruchbedingung beim Wasserstoffatom in der Form

—a=n—(—-1=N (IT1.5.27)

angegeben. Die Zahl N =0, 1,2, ... wird als radiale Quantenzahl bezeichnet und gibt die
Zahl der Knoten der radialen Wellenfunktion an. Die Energieeigenwerte £, werden jedoch
charakterisiert durch die Hauptquantenzahl

n=N+/0+1. (II1.5.28)
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E
B / Kontinuum
0 4s —4p - 43 —4f
3s —3p — 3
2s ___2p
1s
1=0 1=1 1=2 1=3

Abbildung III1.2: Energieschema des Wasserstoffatoms

Da nun N > 0, kann die Drehimpulsquantenzahl ¢ bei gegebener Hauptquantenzahl n nur
einen der Werte 0,1,...,n — 1 annehmen, wird also durch n — 1 nach oben beschrénkt.
Das Energieschema fiir das Wasserstoffatom ist in Abb. II1.2 dargestellt.

Da ein Zustand mit der Drehimpulsquantenzahl ¢ ohnehin bereits (2¢+ 1)-fach entartet
ist, betriagt der Entartungsgrad eines Zustandes mit der Hauptquantenzahl n insgesamt

=

n—

n(n—1)

204+1) =2
@1+1) =2

+n=n?. (I11.5.29)
12

Il
o

Der Grund fiir diese hohe, iiber die normale Drehimpulsentartung hinausgehende Ent-
artung liegt in einer ,versteckten® Symmetrie des Wasserstoffatoms, die im folgenden
Kapitel beschrieben werden soll.

I11.5.3 Die Laguerresche Differentialgleichung

Die spezielle Form der konfluenten Differentialgleichung, die bei der Losung der radialen
Schrodinger-Gleichung fiir das Wasserstoffatom auftaucht, also

ou”(0) + (20 +2 — 0)u'(0) + Nu(p) =0, (I11.5.30)

wird auch als Laguerresche Differentialgleichung bezeichnet. Genauer: Diejenigen Losun-
gen der konfluenten Differentialgleichung

zu(x) + (1 — 2)u(x) + ru(z) =0, (IT1.5.31)
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die fiir x — 0 regulér bleiben, reduzieren sich fiir ganzzahliges r € N auf die Polynome
(vgl. Aufgabe 24)

u(r) = M(-r1;2) = VZZO % xy—l'/ mit (I11.5.32)
(@), = ala+1)-...-(a+v—1), alsoauf
T ( v

uz) = D :i(v(_‘”)y. (I11.5.33)

— (r— V)! wh)? =

Diese Polynome heiflen Laguerre-Polynome L,(x):

M(—r,1;z) = L.(z) (r € Ny). (I11.5.34)

v

Aus diesen Laguerre-Polynomen erhélt man die ,assoziierten bzw. zugeordneten La-
guerre-Polynome L?(z) durch s-fache Differentiation:

Li(z) = (=17 (%) Lr(x):(—l)sz( ot s

r—u)!y! (v —s)!

V=s

r—s _1 _ _x 5

v=0

Li(z) ist also ein Polynom vom Grade r—s. ® Aus der Gleichung fiir die Laguerre-Polynome
o+ (1—2)u' +ru=0 (IT1.5.36)
erhélt man durch Differentiation

v+ zu" —u + (1 —2)u" +ru' =0 oder

"+ 2—x)u +(r—Du' =0. (I11.5.37)
Per Induktion siecht man sofort, dass dann L3(z) = (—1)°* (£)" L,(z) der Gleichung
' + (s+1—a2)u' +(r—s)u=0 (I11.5.38)

gehorcht. Das ist genau die Gleichung fiir die Radialfunktionen des Wasserstoffatoms, mit
den Ersetzungen

s = 2041
o= N+2+1l=n+0, (IIL5.39)

da ja N =n —{ — 1. Damit sind die Radialfunktionen des Wasserstoffatoms proportional
zu den zugeordneten Laguerre-Polynomen

(=1)" (n+ ) V

L2f+1
it ( Z (n—0—1-v)! (2€+1—|—y)'y‘g

v=0

(IIL.5.40)

3In der mathematischen Literatur, wie z.B. auch im “Handbook of Mathematical Functions” von

s)

Abramowitz/Stegun, werden diese Polynome hiufig als L( , bezeichnet.
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Diese Polynome haben den Grad n+ ¢ — (2¢+1) = N und besitzen N positive Nullstellen
(Knoten). Das Argument p ist geméfl Konstruktion

2 2 | 2
0= Kr= ﬁ\/Qm(—E)r e =L (IT1.5.41)

T h dreoh n  na’

wobei a wieder den Bohrschen Radius bezeichnet.* Die vollstindigen Radialfunktionen
des Wasserstoffatoms, R, ¢(r) = 1¢(r), lauten daher

2r\" . 2
Rp(r) = Ny <n—2) e na L2 (—T) : (I11.5.42)

na

die Normierungskonstanten lauten (vgl. Aufgabe 43)

B 2\° (n—0—1)!
Nmy(B) e 5.9

I1I.6 Der Runge-Lenz-Vektor in der Quantenmechanik

Das klassische Kepler-Problem, d.h. die Bewegung eines Teilchens in einem Potential
V(r) = =%, besitzt eine Besonderheit: Fiir £ < 0 (d.h. fiir ,,gebundene Bewegungen*)
sind alle Teilchenbahnen in sich geschlossen. (Neben dem %—Potential besitzt nur noch ein
anderes Potential, namlich das des isotropen harmonischen Oszillators, diese ungewhnli-
che Eigenschaft.) Die Kepler-Ellipsen prizedieren nicht, der Vektor, der vom Kraftzentrum
in Richtung der groflen Halbachsen auf die Bahn zeigt, ist eine Konstante der Bewegung.
Dieser Vektor ist der Runge-Lenz-Vektor. In der iiblichen Normierung erhélt er die Di-
mension einer ,, Energie-Linge® und lautet

— ]_ —
A= —pxL-"F. (ITL6.1)
m r
In der Quantenmechanik (mit x = 4;250 fiir das Wasserstoffatom) entspricht diesem Vektor
der hermitesche Operator
T L S N
Az—(pXL—LXp)——'r. (IIL6.2)
2m r

Dieser Operator besitzt folgende Eigenschaften, die zwar elementar, aber ein wenig miih-
sam nachzuweisen sind (vgl. Aufgabe 38):

(i) Der Runge-Lenz-Vektor A kommutiert mit dem Hamilton-Operator H = 2 _ s

2m r?

d.h. [/Y, H] = 0. Daher ist A (neben L? und L,) eine weitere ErhaltungsgroBe fiir
das Wasserstoffatom.

4Da das Wasserstoffatom ein Zweikorper-System darstellt, bestehend aus Elektron und Proton, ist

fiir die Masse m die reduzierte Masse dieses Systems einzusetzen m = <2 ~ m, - 0,99946. (Die
e P

quantenmechanische Trennung von Schwerpunkt- und Relativkoordinaten wird in Aufgabe 44 behandelt.)
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(ii) In Analogie zur klassischen Mechanik gilt
A L=L-A=0. (I11.6.3)
(iii) Das Quadrat des Runge-Lenz-Vektors lisst sich durch H und L? ausdriicken:

- 2
A2 =r*+ =H(L*+ 1% . (I11.6.4)
m

(iv) Da A ein Vektor ist, gelten die iiblichen Vertauschungsregeln mit dem Drehimpuls-
operator:

[Lj,Ak] = Z.hgjklAl . (III65)
(v) Die Vertauschungsrelationen der Komponenten von A untereinander lauten

2
[Aj, Ak] = ihgjkl (_EH> Ll . (III66)

Die Vertauschungsregeln (II1.6.6) besitzen groBe Ahnlichkeit mit denen fiir den Drehim-
pulsoperator. Definiert man namlich

— —-m -
K=,/—A I11.6.
Ve A (I11.6.7)

wobei dieser Operator nur auf dem Raum der Bindungszusténde von H wirken soll (also
auf dem Teilraum, auf dem H nur negative Eigenwerte besitzt), so gilt offensichtlich
zunéchst

[Kj, Kk] = ithlel y
[Lj, Kk] = ih{fjlel sowie
[Lj, Lk] = ihéjlel . (III68)

Definiert man nun die neuen Operatoren

o= %(mﬁ) and

=2
I

1 /- -
5 (L _ K) , (ITL.6.9)
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so findet man fiir diese die Vertauschungsregeln:

1
[M;, My] = Z[Lj-JrKj,LkJrK,g]
1
=9 Zihgjkl (LZ+K1+KZ+LZ)
= ihgjklMl y (III610)
1
[Njs N = 7 [Ly = B, L — K
1.
= ZZthkl (Ll — Kl — Kl + Ll)
= ih€jk1Nl s (111611)
1
(M, Nl = 1Ly + B, L — Ki
1.
= ZZhgjkl (Ll _Kl_'_Kl —Ll)
= 0. (I11.6.12)

M und N beschreiben daher zwei kommutierende Drehimpulse. Nun ist wegen (IT1.6.4)

K2 = (—gm ) A% = =k = (L2 4 1)

- 2H 2H
also
2
m K
H- -2__ % I11.6.13
2 21 K24 12 ( )
Da weiterhin
1 Lo
M2 = Z<L2+K2+K-L+L K),
2 1 2 2 T T I
N? = 21<L T K —K.L—L.K>, (I1L.6.14)

hat man L? + K? = 2 (M? + N?) und daher

m K

H=—— .
2 2M? + 2N? + h?

(IIL.6.15)

Auf Grund der Vertauschungsregeln fiir die ,,Drehimpulse* M und N lassen sich ge-
meinsame Eigenzustinde der Operatoren M2, M,, N? und N, konstruieren. Diese sollen
symbolisch mit M, p, N, v) bezeichnet werden:

M?* (M, Nov)y = BPM(M+1) M, 1, N, v)

N2 M, i, N, v) RN (N +1) M, 1, N, v)
M, M, Nyvy = Iy | M, N v)
M M, u,N,v)y = hw|M,u,N,v) . (IT1.6.16)

5Beachte: [Kj,Lk] = —[Lk7Kj] = —’iﬁ€klel = —l—ith]glKl
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Da nun M und N keine Bahndrehimpulse sind, kénnen die Drehimpulsquantenzahlen M
und N ganz- oder halbzahlig sein. Ferner ist wie iiblich

w = -M,-M+1,.... M
v = —N,-N+1,....N. (I11.6.17)

Schlieflich gilt wegen (III.6.3) auch K-L=L K =0 und daher
M? = N* . (I11.6.18)

Von allen moglichen Zustéinden |M, u, N, v) sind nur diejenigen mit M = N fiir das
Wasserstoffatom relevant. Damit hat man

2

m K
H‘M7M7M7V> - _ﬁ4M(M+1)+1|M7M7M>V>

mk? 1

= - M7 7M7
ot (o + 1y M)
m e? 2 1

= —— 111.6.1
2 (47reoh) (2M +1)? M, Mo v) (111.6.19)

fir k =

Tees - Man erhélt also auf diese Weise das bekannte Spektrum fiir das Wasserstoft-
atom zuriick, wobei 2M + 1 = n als Hauptquantenzahl identifiziert wird. Fiir gegebenen
Wert von M = N gibt es 2M + 1 verschiedene Werte von p und 2M + 1 verschiede-
ne Werte von v, und daher (2M +1)° = n? Zustéinde gleicher Energie. Die durch den
Runge-Lenz-Vektor ausgedriickte ,versteckte® Symmetrie des Wasserstoffatoms erklért
die ungewohnlich hohe Entartung seiner Zusténde.

Die hier benutzten Zusténde |M, u, N, v) sind zwar auch Eigenzustinde von L, = M, +
N, wobei die Eigenwerte /(4 v) auch bei halbzahligen p, v durch ganzzahlige magneti-
sche Quantenzahlen m = p + v beschrieben werden. Sie sind jedoch keine Eigenzustéinde
von L% sondern Linearkombinationen der Eigenzustinde |nim) mit festen Werten von
n, m und verschiedenen /.
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IV Storungstheorie

IV.1 Zustandsvektoren und ,,bra-ket“-Schreibweise

Zur FErinnerung: Man kann von der Wellenfunktion eines Teilchens in Ortsdarstellung,
(&), durch Fouriertransformation zu der Wellenfunktion

O(k) = (27T1>d/2 / e ) (IV.1.1)

des selben Teilchens in Impulsdarstellung iibergehen. Auch weitere Darstellungen sind
moglich. Man betrachtet dann dasselbe physikalische Objekt — den Zustand des Systems
— in verschiedenen Basen. Fiir viele Uberlegungen ist jedoch die konkrete Wahl des Basis-
systems (Ortsbasis, Impulsbasis, Energiebasis, etc.) unerheblich, da man lediglich an dem
Zustand als solchem interessiert ist. Man représentiert dann den Zustand durch einen
Zustandsvektor |i), der (auf Grund der experimentell festgestellten Giiltigkeit des Su-
perpositionsprinzips) als Element eines abstrakten Vektorraumes, des Zustandsraumes?,
aufzufassen ist. Dieser Zustandsraum H besitzt ein Skalarprodukt (-|-). Die Wahrschein-
lichkeit P, dafiir, das System bei einer Messung in dem Zustand |y) zu finden, wird
gegeben durch

P = [(XI9)* (IV.1.2)

also durch das Betragsquadrat der Projektion von |¢) auf |y). Nun wird durch
Ly: H—=C, )~ (x|¥), (IV.1.3)

also durch die Bildung des Skalarproduktes von |¢)) mit dem links stehenden, festen |x),
ein lineares Funktional L, auf dem Zustandsraum H definiert, also eine lineare Abbildung
von ‘H nach C. Das links stehende |x), bzw. das (x|, ist dann nicht mehr als Element von ‘H
aufzufassen, sondern als ein Element des zu ‘H dualen Raums H*, der aus allen auf H wir-
kenden linearen Funktionalen besteht. Ist H sogar — wie in der Quantentheorie postuliert
wird — ein Hilbertraum, so gilt der Rieszsche Darstellungssatz aus der Funktionalanalysis.
Demnach ist ‘H* normisomorph zu H, d.h. jedes Element aus H* kann durch genau ein
Element aus H identifiziert werden werden. Es ist dann nicht mehr nétig, zwischen beiden
Réumen zu unterscheiden. Jedem Zustandsvektor |¢)) entspricht ein Funktional (¢ und
umgekehrt.

Die von Dirac eingefiihrte bra-ket-Notation driickt diese Zusammenhénge aus (und befreit
sie gleichzeitig von allem mathematischen Ballast):

e Einem Zustandsvektor entspricht ein  ket* |¢).
e Einem Funktional auf dem Zustandsraum entspricht ein ,,bra® (x/|.

e Die Anwendung des bra auf den ket im Sinne der Skalarproduktbildung entspricht
dem , bracket® (x|¢).

!Dieser Zustandsraum ist nach der Quantentheorie ein Hilbertraum (s.u.) und wird deshalb im Fol-
genden mit H bezeichnet.
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Diese Dirac-Notation ist enorm suggestiv. Ist z.B. [¢)) ein normierter Vektor, so ist
Py, = |1)(¢| ein Projektionsoperator, denn

P2 = [)(wle) (6] = [) (6] = P . (IV.1.4)

Ist {|xn), 7 € N} ein vollstandiges Orthonormalsystem, also z.B. das System der normier-
ten Energie-Eigenfunktionen eines Hamilton-Operators H, so lautet die Vollstindigkeits-
relation einfach

D )l =1 (IV.1.5)

Das System ist dann vollstindig, wenn die Summe der Projektoren auf alle Eigenrdume
den ,,Eins-Operator® ergibt (also kein ,,Defekt* auftritt). Ist H|x,) = En|xn), so besitzt
der Operator H die Spektraldarstellung

H=>" Eu[xn){xnl - (IV.1.6)

Schliefflich gilt

HlXm) = Z EnlXn) (Xn|Xm) = Z Ev|Xn) Onm = Emn|Xm) (IV.1.7)

fiir alle m.

Héufig indiziert man bras und kets direkt durch die Quantenzahlen und schreibt einfach
|n) anstelle von |x,) — also z.B. auch |nlm) fiir einen Wasserstoff-Eigenzustand mit
Hauptquantenzahl n, Drehimpulsquantenzahl [ und magnetischer Quantenzahl m. Die
Vollstéandigkeitsrelation erhélt dann die Gestalt

> Inynj=1. (IV.1.8)

Die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung thdy|v;) = H|¢,) wird nach ,,Multiplikation“
von links mit (n| zu

ih (n|Otpe) = (n|H[wx) =Y (n| H|m)(ml|er) | (IV.1.9)

m

wobei im letzten Schritt auf der rechten Seite eine , Eins®“ eingeschoben wurde. In dieser
Gleichung tauchen die Matrizelemente H,,, = (n|H|m) des Hamilton-Operators auf.
Diese Hamilton-Matrix wird im Sinne der iiblichen Matrixmulitplikation auf den Vektor
der Entwicklungskoeffizienten (m|iy) = a,,(t) angewendet. Die Matrixform der Schro-
dinger-Gleichung ist somit einfach

ihan(t) = Hyp am(t) . (IV.1.10)
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Der Dirac-Formalismus wird besonders bequem, wenn er auch auf ,,uneigentliche“ Eigen-
vektoren ausgedehnt wird, also auf Vektoren, die nicht im physikalischen Zustandsraum
liegen. So sei z.B. |Z) ein Eigenzustand des Ortsoperators Z, d.h. ' |¥) = Z|Z). Dann
bezeichnet

(@|Y) = (@) (IV.1.11)

die iibliche Ortsdarstellung der Wellenfunktion, denn [(Z]1)|? = p(Z) ist die Wahrschein-
lichkeitsdichte dafiir, das System bei einer Ortsmessung am Ort Z zu finden. Entsprechend
ist (k|y) = ok k) die gleiche Wellenfunktion in Impulsdarstellung, und

7 1 ik-z
(Z|k) = We . (IV.1.12)

eine (uneigentliche) Impulseigenfunktion in Ortsdarstellung. Die Normierung wurde hier
so gewahlt, dass

o - - 1 o - o
(K'|k) = /ddx (K'Z)(Z|k) = @) /ddx e FR)T — Sk — k) . (IV.1.13)
m

Uneigentliche Eigenfunktionen werden auf J-Funktionen normiert. Man beachte, dass hier
die Vollstandigkeitsrelation in der Form

- / i |7 (7] (IV.1.14)
verwendet wurde. Auflerdem ist

(@) = / Ak (7| k) (k|E) = (271T>d / dk F @D = 5(7 — 7) (IV.1.15)

die Ortseigenfunktion in Ortsdarstellung. Die Fouriertransformation wird nun als ein ein-
facher Basiswechsel erkannt. Die Beziehung (IV.1.1) lautet in der Dirac-Notation einfach

(k) = / dx (k| Z) () . (IV.1.16)

IV.2 Rayleigh-Schrédinger-Storungstheorie

Héufig miissen Energieeigenwerte und -funktionen fiir einen Hamilton-Operator bestimmt
werden, der zwar selbst nicht exakt diagonalisierbar, aber einem anderen, analytisch exakt
diagonalisierbaren Operator sehr dhnlich ist. Es sei

H=Hy+V, (IV.2.1)

wobei die Eigenwerte E, und -funktionen |n) des ,ungestorten® Operators H, bereits
bekannt seien:

Holn) = Eu|n) . (IV.2.2)
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Wenn nun der Storoperator V' als ,kleine® Korrektur zu H, aufgefasst werden darf, ist
zu erwarten, dass die Eigenzustédnde |N) und die Eigenwerte ¢, von H = Hy + V nur
wenig von den |n) bzw. E, verschieden sind. Wenn man also die Stérung mit einem
dimensionslosen Parameter A multipliziert und die Eigenwerte von

H(\) = Hy+ AV (IV.2.3)

fiir alle A € [0, 1] betrachtet, so sollten Eigenwerte und -funktionen von Hy = H(0) bei
VergroBerung von A (d.h. beim , Einschalten der Stérung®) stetig in die von H = H(1)
tibergehen. Unter dieser Stetigkeitsannahme lassen sich |N) und ¢, nach Potenzen von A
entwickeln:

INY = |n) + A\ND) + N2 N@) 4 .
en=FE, +\EY + XE® 4+ (IV.2.4)
Die Existenz einer solchen Potenzreihenentwicklung ist jedoch keinesfalls gesichert. So
erhélt man z.B. niemals die Bindungszustéinde fiir ein schwach attraktives Potential durch

Storungsrechnung, die auf Zustédnden des freien Teilchens aufbaut. Betrachtet man etwa
das 0-Potential

V(z) =—-Wydo(x) mit Wy>0, (IV.2.5)
so lautet die Energie des Bindungszustandes (vgl. Aufgabe 33)

mW¢g
E—-T20. (IV.2.6)

Ein solcher Ausdruck kann nicht als Term der Potenzreihe in W, auftreten, denn eine
solche Potenzreihe miisste fiir jedes Vorzeichen von Wy das richtige Resultat liefern. Ein
Bindungszustand mit F < 0 kann jedoch fiir ein repulsives Potential (W, < 0) nicht
auftreten.

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass kein solcher nichtperturbativer Fall vorliegt,
sondern Potenzreihenentwicklung moglich ist. Die ungestorten Eigenfunktionen seien wie
iblich normiert ((n|m) = 0,,,). Es ist dann zweckmafig, die Eigenfunktionen |N) des
gestorten Problems zunéchst so zu normieren, dass

(n|N) =1, (IV.2.7)
also

1= (n|n) + Mn|NW) + X2 {n|N®) 4+ .. (IV.2.8)
Ein Koeffizientenvergleich ergibt dann sofort fiir + = 1,2, 3, ...

(n|NDy =0, (IV.2.9)
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d.h. in der Normierung (n|N) = 1 sind die Korrekturen in jeder Ordnung orthogonal
zur ungestorten Wellenfunktion. Setzt man nun die Entwicklungen fiir |[N) und ¢, in die
stationdre Schrodinger-Gleichung

(Ho + AV)|N) = en|N) (IV.2.10)

ein, so erhélt man

(Ho + A\V) <|n) + i N |N(j)>)
— (En + i N E;p) (ym + i AP \N<’f>>> : (IV.2.11)

IV.2.1 Herleitung der Storungsterme bis zur zweiten Ordnung

Ein Koeffizientenvergleich liefert dann in nullter Ordnung von A\ (bzw. V') die ungestorte
Gleichung zuriick,

Hy|n) = E,|n) . (IV.2.12)
In erster Ordnung erhélt man

Ho|NWY 4+ Vn) = E,JNO) + EWn) . (IV.2.13)
Nimmt man das Skalarprodukt mit (n|, folgt wegen (n|Hy = E,(n| sofort

EWY = (n|V|n) (IV.2.14)
und damit

en = E, + AXn|V|n) + O(N\?) (IV.2.15)

d.h. in erster Ordnung werden die Energiekorrekturen durch die Diagonalelemente des
Storoperators V' bestimmt. In k-ter Ordnung liefert der Koeffizientenvergleich

e

Ho|N®) + VINGD) = B, INW) + 3" EDINE) 4+ EPn) . (IV.2.16)
j=1

Multiplikation mit (n| von links liefert nun wieder direkt den Korrekturterm k-ter Ord-
nung fiir die Energieeigenwerte (auf beiden Seiten der Gleichung fillt je E,, (n|N®)) weg)

E®) = (n|V|N®-D) (IV.2.17)

Ist also die Korrektur der Wellenfunktion in einer gegebenen Ordnung bekannt, so kann
daraus sofort die Korrektur der Energie in der néchsthcheren Ordnung berechnet werden.
Mit [N©) = |n) folgt
AE, = Z = (n|VINNED) = Xn|V|N). (IV.2.18)
k= k=1
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Die gesamte Energieverschiebung, die als Folge der Storung V' (mit A = 1) auftritt ist
also AE, = (n|V|N).

Um nun den Beitrag [N*)) zur gestérten Wellenfunktion in k-ter Ordnung zu bestimmen,
betrachtet man die Entwicklung

INEY = 37 ) (m|N®) = 37 jm) (m| N W) (IV.2.19)

m,m#n

Der Term fiir m = n fillt wegen (n|N*)) = 0 weg, was ab hier kurz mit einem Strich an
der Summe angedeutet wird. Skalarproduktbildung von (IV.2.16) mit (m| # (n| ergibt
nun

k—1
(m|Ho|NW) 4 (m|VIN*D) = E,(m|N®) + Y " ED (m|N#)) | (IV.2.20)
Jj=1

Wegen (m|Hy = E,,,(m| erhdlt man daraus die benétigten Entwicklungskoeffizienten

1

N &) -
(mIN®) = =

k—1
(m[VINGD) =" ED (m|NFD) | (IV.2.21)
7j=1

Man hat damit die Korrektur in k-ter Ordnung durch die Korrekturen niedrigerer Ord-
nungen ausgedriickt, sofern das ungestorte Spektrum keine Entartung aufweist (alle E,,
paarweise verschieden). Die Behandlung eines entarteten Spektrums muss offenbar geson-
dert betrachtet werden.

In erster Ordnung von A hat man nun

1

en = E, + AX(n|V|n) und (m|NW) = oo

(m|V|n) . (IV.2.22)
Das ergibt also geméfl (IV.2.4) fiir die gestorte Wellenfunktion bis zur ersten Ordnung

= |n) +>\Z| mlv'" (IV.2.23)

Man kann nun A = 1 setzen und erhélt offenbar als Resultat eine Wellenfunktion von
erster Ordnung in V.

Mit (IV.2.17) erhdlt man nun aus (IV.2.23) sofort die Energiekorrektur in zweiter Ord-
nung:

1
E? = mVIN®) =3 (n|V]m)—r

2
- Z KmVim mm" | . (IV.2.24)
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Fiir den Korrekturterm zweiter Ordnung der gestorten Wellenfunktion lauten die Koeffi-
zienten

1
(m|N®) = m[(m\V|N(1)>—E£1)<m|N(1))}
- 1 H(m|V]k){k|V|n) (m|Vn)
und man hat somit
V|k) k:|V|n m|V|n (n|V|n)
N@) il . (IV.22
) = 35 VI 5 L (v

Daraus erhélt man dann die Energiekorrektur dritter Ordnung ES = (n|VIN@) usw.

IV.2.2 Renormierung der gestorten Wellenfunktion

Bei der Angabe der Wellenfunktion ist nun noch die Normierung zu beachten: Bisher

wurde ja die Normierung (n|N) = 1 verwendet. Wenn der gestorte Zustand auf Eins
normiert sein soll, muss er also noch umnormiert werden. Gilt
1
(N|N) = A (IV.2.27)

so erfiillt der Zustand |N) = v/Z|N) die iibliche Normierungsbedingung (N|N) = 1. Zur
Berechnung der Wellenfunktions-Renormierungskonstanten Z betrachte

(NIN) = ({n] + MND]+ X(NP+ O(N)) - (In) + AIND) + N INP) + O(A))

Vin)|?
= 1+ XH(NOIND N) =1+ ' 1{m! AL (IV.2.2
+ A (NYINY) + O(N°) +m(n_m)+0()( 8)
Folglich ist also mit (1+ )™ =1 — 2 — O(z?) dann

Z=1- /\QZ/% O, (IV.2.29)

bzw. (V1 —x =1— 3z + O(z?)) schlieBlich

VZ=1- %2 > '% L O (IV.2.30)

Die korrekt normierte Wellenfunktion lautet daher

IN) = VZIN)
= (1 — EZ'M + (9()\3)> - (In) + AINW) + X2 INE) + O(\?))
2 £ (E, — Ep)’

= |n) + AINW) 4 )2 (|N<2>> — %mzl%) +0(\) . (IV.2.31)
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Bis einschlieflich zur ersten Ordnung ist also |N) bereits richtig normiert, die Normie-
rungskorrektur wird erst in zweiter Ordnung relevant. Auf Grund dieser Korrektur wird
insbesondere

NGy — | NGy _ %WZ/% (IV.2.32)

und damit trotz (n|N®) =0
(n|N®) #£0. (IV.2.33)

Die Normierungskorrektur hat also in zweiter Ordnung eine , Richtungsdnderung” des
gestorten Zustandes zur Folge (vgl. Aufgabe 45, 47) .

Die Renormierungskonstante Z besitzt eine interessante Darstellung. (IV.2.29) lasst sich
schreiben als

_ 9 o [(m| V) 2 s ) _ 9en
2= 35 <En+>\<n]V|n>+)\ Xm: 5 5. +ON) | = T (IV.2.34)

Dieses Resultat gilt sogar in allen Ordnungen von A (ohne Beweis). Wenn sich das System
im gestorten Zustand |N) befindet, dann ist die Wahrscheinlichkeit Z = |[(n|N)|? dafiir,
es im ungestorten Zustand zu beobachten, gleich der partiellen Ableitung der gestorten
Energie ¢,, nach der ungestorten Energie F,,, wobei die Matrixelemente des Storoperators
und alle E,, mit m # n ,festgehalten* werden.

IV.3 Storungstheorie fiir entartete Zustéinde

Die Rayleigh-Schrodinger-Storungstheorie enthilt Produkte von Briichen wie M und

konvergiert damit umso schneller, je kleiner die Matrixelemente (n|V|m) der Stgrunwé und
je grofer die Energieabstinde E, — E,, sind. Wenn jedoch E,,=FE,, und (n|V|m) # 0 fiir
zwel Zustinde |n) und |m), muss die Rayleigh-Schrodinger-Reihe modifiziert werden.

Es seien also nun d Eigenzusténde von Hj entartet, d.h.

Ho|ng) = Eplng) fira=1,...,d. (IV.3.1)

Wenn dann (n,|V|ng) # 0 fiir o # 3, bricht die bisherige Stérungsrechnung zusammen.
Allerdings ist auch jede beliebige Linearkombination der entarteten |n,) ein Eigenzustand
von Hy mit Eigenwert E,. Wechselt man also von den |n,) zu denjenigen Linearkombi-
nationen

d
lfia) = Y _ caplng) , (IV.3.2)
B=1

die den Storoperator im entarteten Unterraum diagonalisieren, dann ist

(Na|VIng) =0 fir a#p5, (IV.3.3)
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und die Rayleigh-Schrodinger-Stérungstheorie kann wie gehabt angewandt werden. In
der ,richtigen“ Basis werden verschwindende Nenner immer durch verschwindende Zéahler
aufgehoben. Die Aufgabe der Storungstheorie fiir entartete Zustédnde besteht also zunéchst
darin, die Eigenvektoren der dx d-Matrix (n,|V|ng) (d.h. der Stérmatrix) im entarteten
Unterraum zu finden. Ist ndmlich

> (nalVIng)ess = BV ey (IV.3.4)
B

so folgt

(Sl v (St ) - 50 Y - 08 vs5)
a B

(67

da ja die Eigenvektoren der hermiteschen Matrix (n,|V|ng) orthonormiert gewahlt werden
konnen. Damit ist

<T~La|v|ﬁﬁ> = Er(zla)(saﬁ ) (IV36)

und die Eigenwerte En beschreiben das Aufspalten des ungestorten Eigenwertes F,, in
erster Ordnung von V.
Die gestorten Zusténde lauten in erster Ordnung (A = 1)

" |m)(m|V|na) ml‘/lna>
IN,) = |fia Z . (IV.3.7)
Die gestorten Energien in zweiter Ordnung sind

Ving
En + (Na|V|Na) Z HmlVifal)” m| ]n ‘ . (IV.3.8)

In beiden Féllen sind aus der , gestrichenen® Summe iiber m alle entarteten Zustédnde
|na) (o =1,...,d) auszunehmen.

Ein wichtiges Anwendungsbeispiel dieser Storungstheorie fiir entartete Zusténde liefert der
Stark-Effekt fiir das Wasserstoffatom in einem homogenen elektrischen Feld. Wihrend es
fiir den Grundzustand keinen ,linearen“ Stark-Effekt gibt (d.h. in erster Ordnung der
Feldstarke tritt fiir n = 1 keine Energieverschiebung auf), erméglicht die Entartung der
Zusténde fiir n = 2 doch einen linearen Effekt (vgl. Aufgabe 48).

IV.4 Storungstheorie fiir fast entartete Zustinde

Wenn mehrere Energieeigenwerte F,, des ungestorten Operators Hy nahe benachbart sind,
dann enthélt die Storungsreihe , kleine Nenner“ und kann daher — wenn {iberhaupt — nur
sehr langsam konvergieren.

In diesem Fall versucht man, den ,gefédhrlichen” Teil der Stérung exakt zu behandeln.
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Das Prinzip wird bereits deutlich, wenn nur zwei Eigenzustinde von Hy, |n) und |m),
energetisch eng benachbart sind. Man geht dann aus von der Zerlegung

V=)@V G = Vi+ Ve (IV.4.1)
1,J
wobei V7 der Teil des Storoperators ist, der sich auf die fast entarteten Zustédnde bezieht:
Vi = [n){n|VIn)(n| + |n)(n|VIm)(m|
+ |m)(m|V|n)(n| + |m)(m|V|m){m| . (IV.4.2)

Es sollen dann zunéchst die ezakten Figenzustédnde und Eigenwerte des Operators H; =
Hy + Vi gefunden werden. Danach kann V5 mit Hilfe der iiblichen Stérungsrechnung be-
handelt werden. Da ja (n|Va|n) = (n|Va|lm) = (m|Va|n) = (m|Va|m) = 0, stellt die Fast-
Entartung von F, und E,, kein Problem mehr dar.

Fiir einen Eigenzustand |i) von Hy mit ¢ # m,n gilt V|i) =0, also ist |i) auch Eigenzu-
stand von H;. Dagegen ist weder |m) noch |n) Eigenzustand von H;. Es muss daher die
Linearkombination u|n) + v|m) gesucht werden, die H; diagonalisiert:

Hy (un) +vlm)) = E' (uln) +v|m)) . (IV.4.3)
Nun gilt
Hi|n) = Euln) + (n|V|n)[n) + (m|V|n)|m) = EV|n) + (m|V|n)|m) , (IV.4.4)

wobei ES =F,+(n|V|n). Ebenso ist
Hyilm) = EQ|m) + (n|V|m)|n) . (IV.4.5)

Man hat also das Eigenwertproblem

((mElgim <ngi?l>> <Z) = b (Z) (IV.4.6)

oder
LEY + BD) + 4B - ER) - B (nl V) (u _o.
(mlVin) LED + B - L(ED - By — ) \v
(IV.4.7)
Die Eigenwerte £’ erhédlt man durch Nullsetzen der Determinante:
2
1 2 EW L gD
2 e - - (% ~ lalVim)? =0,
2
EY + By
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IV.4.1 Weak Binding Approximation im periodischen Potential

Ein Anwendungsbeispiel, das den entscheidenden Punkt dieses Verfahrens verdeutlicht,
erhélt man fiir ein Elektron in einem schwachen periodischen Potential V' (z). Es sei a die
Gitterkonstante, also V(x) = V(2 + a). Das Gitter soll aus N Elementarzellen bestehen
und es werden periodische Randbedingungen gestellt:

() =p(x+L), L=Na. (IV.4.9)
Die ungestorten Wellenfunktionen ¢y (z) (d.h. die Eigenfunktionen des Hamilton-Opera-
tors fiir V' = 0) sind dann einfach ebene Wellen
1

pr(r) = ﬁei’“” (IV.4.10)

mit k=1 27” mit einer ganzen Zahl [, so dass die periodischen Randbedingungen erfiillt
werden. Die ungestorten Energien sind

h2k?
o2m

Ej, = (IV.4.11)

Da die Storung V' periodisch ist, kann sie in eine Fourierreihe entwickelt werden:

= Y ey, (IV.4.12)

n=—oo

wobei n die ganzen Zahlen durchlauft und K = 27” die Rolle eines ,reziproken Gitter-
verktors® spielt. Nun ist

(K'|V|k) = Z V,— / dx k=K Fni)z Z VO sk » (IV.4.13)

n=—oo n=—oo

d.h. das Potential ,,verbindet nur Zusténde, die sich in der Wellenzahl um ein ganzzahliges
Vielfaches des reziproken Gittervektors unterscheiden:

(k+nK|V]k) =

Im Allgemeinen sind Ey und Fjy,x deutlich voneinander verschieden. Ist allerdings
k ~ —%* so hat man

h? nk\> R nk 2
E ) =— | —— K| =~ FEiink. IV.4.14
B zm( 2) zm( 2+”> i ( )
In diesem Fall wird die fast entartete Storungsrechnung benétigt. Solange also k£ nicht in
der Nédhe von —% ned liegt so lauten die Wellenfunktionen in erster Ordnung
V
_ zkx k+nK) n
r) = —=e* 0
#le) \/_ gé% \/_ Ey — Eyink
1 )
= 1+ eme Vo = — ey (x), IV .4.15
s (ot e v
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wobei ug(z) = ur(z + a), so dass ¢(x) automatisch die Gestalt einer Bloch-Welle erhélt
(vgl. IL5). Die Energieeigenwerte lauten dann in zweiter Ordnung

Val®

k Ey, +Vo+ . IV.4.16
"= B nZﬂEk—EHnK ( )
Ist k = —n%, versagt die iibliche Storungsrechnung auf Grund der kleinen Nenner. In

diesem Fall verlangt die Storungsrechnung fiir fast entartete Zusténde die Diagonalisierung
der Matrix

Ep+ Vo Vo
Vi Erink + Vo
1 10 LBy — Erink) v
= — 2 n n

Ihre Eigenwerte lauten

1 1

2
Ist also |Ey — Eginik| > |V,|, hat man

er(k) = Epx+W und
6_(1{3) = By +Wo, (IV419)

also die Resultate fiir die Energieverschiebungen in erster Ordnung. Fiir & — —n% gilt
Ek - Ek+nK — O, d.h.

€i(k) ~ E_ng + |Vn| . (IV420)

E E

Abbildung IV.1: Entstehung von Bandliicken in periodischen Potentialen

An den Zonengrenzen, d.h. fiir £ = +n”, bricht die ungestérte Energieparabel also auf
und es entstehen Bandliicken der Grofe 2 |V| (s. Abb.IV.1). Dieses ,, Aufbrechen® ist ein
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nichtperturbativer Effekt, da die ungestorten Eigenwerte nicht nur stetig verformt werden.
Es kann jedoch durch die exakte Behandlung des wesentlichen Teils der Storung erfasst
werden.

Die Behandlung eines ,,schwachen* periodischen Potentials mit fast entarteter Storungs-
theorie wird als weak binding approximation (WBA) bezeichnet.

Das Aufbrechen der ungestorten Parabeln in der WBA zeigt, dass sich urspriinglich be-
nachbarte Eigenwerte unter dem Einfluss einer Storung abstoflen. Héngt der Hamilton-
Operator H von mehreren Parametern py, po, p3, usw. ab, so auch seine Eigenwerte bzw.
Matrixelemente. Die Gleichung

Ey'(k) = %(ngEg)i\/(@) + Re((n|V|m))? 4+ Im((n|V|n))?, (IV.4.21)

die das Verhalten benachbarter Eigenwerte beschreibt, zeigt nun, dass fiir einen reel-
len Hamilton-Operator H zwei und fiir einen komplexen drei Parameter variiert werden
miissen, um eine zufillige, nicht symmetriebedingte Entartung der Eigenwerte E'. zu er-
zielen ( Wigner-Neumann-Theorem).

Betrachtet man speziell fiir den reellen Fall die Eigenwerte E. in Abhéngigkeit von zwei
Parametern pq, ps, so gleicht die Topologie dieser Energieflichen in der Ndhe des Ent-
artungspunktes der eines Doppelkegels. Der Entartungspunkt selbst wird als diabolischer
Punkt bezeichnet. Variiert man nur einen der beiden Parameter, also z.B. p; bei festge-
haltenem py, so beschreiben die Eigenwerte Kegelschnitte — sofern nicht zufillig genau
der diabolische Punkt getroffen wird — zwei Parabeln. Ein solches sogenanntes avoided
crossing ist typisch fiir das Verhalten von Eigenwerten von Hamilton-Operatoren, die
nicht integrabel sind — deren klassisches Gegenstiick ein chaotisches Hamilton-System
beschreibt. Auch das Aufbrechen der Energieparabel in der WBA kann als ein solches
avoided crossing aufgefasst werden.

Diabolischer Punkt

"
..... — . “avoided crossing”

o
L

y4i

Abbildung IV.2: Zum Wigner-Neumann-Theorem
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IV.5 Brillouin-Wigner-Storungstheorie und Ritzsches Variati-
onsprinzip

IV.5.1 Brillouin-Wigner-Storungsreihe

Die Rayleigh-Schrodinger-Storungstheorie liefert fiir die gestorten Zusténde in zweiter und
hoherer Ordnung recht komplizierte Ausdriicke. Eine andere Form der Storungsreihe, die
auf Brillouin und Wigner zuriickgeht, bringt die Struktur der gestérten Zustdnde klarer
zum Ausdruck. Ausgangspunkt ist die Schréodinger-Gleichung

AV |N) = (e, — Hy) |N). (IV.5.1)
Multiplikation von links mit (m/| liefert
A{m|VIN) = (e, — Hp) (m|N) . (IV.5.2)

Mit der Normierung (n|N) = 1 erhélt man insbesondere fiir m =n die bereits bekannte
Gleichung fiir die durch die Stérung verursachte Energieverschiebung zuriick:

en = E, + X(n|V|N). (IV.5.3)

Nun ist
= ; [m) (m|N) = |n) <n:|zlv> +; [m) (m|N), (IV.5.4)
miy = A VI 1v55)

Also hat man die exakte Beziehung
VIN
4 Z m m' | ) (IV.5.6)

Diese Gleichung ist die Basis der Brillouin-Wigner-Storungstheorie. Iteration ergibt die
Reihe

N) =) + )‘Z| m|V]n

—E 5n—E
(kIV1j) (GlVIm) (m|V]n)
A3 k) IV.5.
+ Ime’ n— Fr en— E; 5n—Em+ ’ (IV.5.7)

die die exakten Energien ¢, anstelle von F,, enthélt. Das ist keine einfache Potenzreihen-
entwicklung nach A\, da ja ¢, selbst von A abhéngt. Entwickelt man die Energienenner
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nach Potenzen von A, erhilt man die Rayleigh-Schrodinger-Reihe zuriick. Zum Beispiel
ist

g, = E, + Mn|V|n) + O(\?), also

1 1
en—En (B, — E,)(1+3200 4 0(62)
- 1 (anln> 2
und daher
/ 1 n|Vin
IN) =|n) + )\Z |m) E L. (1 —)\%) (m|Vn)
2 J’V’m (m|Vn) 3
+ A Z\ F.F, F, B, + O, (IV.5.9)

Das entspricht genau dem bekannten Rayleigh-Schrédinger-Resultat. Die Tatsache, dass
in der Brillouin-Wigner-Reihe die exakten — unbekannten — Eigenwerte des gestorten Pro-
blems auftauchen, ist nicht unbedingt ein Nachteil, da man sofort nichtlineare Gleichungen
zur Bestimmung von ¢, aufstellen kann. Beschrinkt man sich z.B. auf die ersten beiden
Terme der Reihe, hat man
en—E, = Xn|V|N)
vV 2
~ A n|Vin) + )\22 inVlm) P

o (IV.5.10)

Die Losung einer solchen nichtlinearen Gleichung fiir €, ist hdufig deutlich genauer als
eine einfache Potenzreihenentwicklung.

IV.5.2 Ritzsches Variationsverfahren

Schliellich soll noch ein sehr einfaches, aber sehr wichtiges nichtperturbatives Verfah-
ren (d.h. ein Verfahren, das nicht auf einer Potenzreihenentwicklung beruht) angegeben
werden, namlich das Ritzsche Variationsprinzip, mit dessen Hilfe man haufig sehr gute
Néherungen fiir die Grundzustandsenergie und -wellenfunktionen erhélt (vgl. Aufgabe
49). Dieses Prinzip beruht auf der Ungleichung

(Y H[p)
(¥[¥)

die sich sehr einfach beweisen lasst. Denn es ist ja

> Ey, (IV.5.11)

H= Z |n)E,(n|, also (IV.5.12)
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WIHY) = Y (W[n) By (n|e)
> Eo Y (Wln)(nly) = Eo(yly). (IV.5.13)

Wé&hlt man also irgendeine Versuchsfunktion |¢), dann liefert der Rayleigh-Quotient

(V[ Hl) (IV.5.14)

(¥[¥)

immer eine obere Schranke fiir die Grundzustandsenergie Ej. Je besser |¢)) mit der
tatsdchlichen Grundzustandsfunktion iibereinstimmt, umso néher liegt dieser Quotient bei
Ey. In der Praxis wahlt man daher Versuchsfunktionen, die von einem — oder auch meh-
reren — Variationsparameter o abhéngen, und minimiert dann den Rayleigh-Quotienten
bzgl. a. Das Minimum ist dann die bestmogliche Approximation an Fy, die die gewahlte
Funktionenschar liefern kann.

IV.6 Die Bilder der zeitlichen Entwicklung
IV.6.1 Heisenberg- und Schrédinger-Bild

Ist der Hamilton-Operator H zeitunabhingig, kann man die zeitabhéngige Schrodinger-
Gleichung

ih|(t)) = H [¢(1)) (IV.6.1)
formal sehr einfach zu
() = e H b (0)) (IV.6.2)

integrieren, wobei die Exponentialfunktion eines Operators A wie iiblich durch die Po-

tenzreihendarstellung definiert wird: exp(A) = Y_o° 4-. Einschieben des vollsténdigen

Systems der Eigenzustidnde |E) von H ergibt dann

[o(t)) = Y e HE) (B () (IV.6.3)
E
d.h. ein Eigenzustand |E) erwirbt bei der Zeitentwicklung den Phasenfaktor e~ w1t Der
unitidre Operator
U(t) = e #Ht (IV.6.4)
wird als Zeitentwicklungsoperator bezeichnet. Er erfiillt die Gleichung

ihU=HU. (IV.6.5)
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Der Erwartungswert eines Operators A erhélt nun die Form

(A) = (6| A (1)) = (V(0)] er Tt Ae™ 7t y(0)) (IV.6.6)

wobel

Wl = wO)] (e#)" = (o)t V6
verwendet wurde. Definiert man nun den Operator

Ap(t) = et AemnHt (IV.6.8)
erhédlt man den Erwartungswert in der Form

(A) = WO) Au(t) [¢(0)) - (IV.6.9)

In dieser Gleichung wird die zeitliche Verinderung des Erwartungswerts auf die Zeitab-
héngigkeit das Operators Ag(t) zuriickgefithrt, wogegen der Zustand |1 (0)) unverandert
bleibt. Diese Sichtweise wird als das Heisenberg-Bild bezeichnet, wahrend die friiher stets
benutzte Sichtweise, die von der dquivalenten Gleichung

(A) = W) A1) (IV.6.10)

ausgeht, als Schrdodinger-Bild bezeichnet wird. Hier sind also die Zustédnde selbst zeitab-
héngig. Diese Zeitabhéingigkeit wird durch die Schrodinger-Gleichung bestimmt.
Die Bewegungsgleichung fiir den Heisenberg-Operator Ag(t) lautet

ZhdA;H(t) — erHt [—HA+ AH] 6—%Ht+e%Ht ih% e 7 H
dt ot
= [Au(?), H] +z’h%AH(t), (IV.6.11)

da ja H mit e*2* kommutiert. Aus dem gleichen Grund gilt
Hy(t)= e He #H! = H (IV.6.12)

d.h. die Heisenberg-Darstellung von H stimmt mit H iiberein. Da H als zeitunabhéngig
vorausgesetzt war, ist das der quantenmechanische Ausdruck der Tatsache, dass H eine
Konstante der Bewegung eines betrachteten Teilchens ist.
Fiir den Operator 7y (t) im Heisenberg-Bild hat man also

L dry(t)

W= = [Fu(t), H] (IV.6.13)

Ist nun H von der uiblichen Form

P
H="—+1V(), (IV.6.14)

2m
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so folgt

9
H=Hy(t)=LE L v(Fyt). (IV.6.15)
2m
Fiir die Komponenten der Heisenberg-Operatoren py (t) und 7y (t) gilt die ,, gleichzeitige*
Vertauschungsrelation

: h
"t (i ] et = “05k (IV.6.16)

St

[pm;(t), raE(t)] =e

d.h. bei gleichen Zeiten erfiillen py(t) und 7y () die gleichen Vertauschungsrelationen wie
ihre Schrédinger-Gegenstiicke. (Vorsicht: Fiir ¢ # ' ist [pp;(t), 7 i(t')] # 26;5.) Damit
findet man also die , klassische” Gleichung

Sdrg(t) [, PEM)] . Pu()
ih o |:7’H(t), om =1h - , bzw
dru(t) _ pu(t). (IV.6.17)
dt m
Ebenso ist
dpr (1) I I .
— [Fu(T), H] = = [fu(T ;
W0 = (7). H] = - [ (T), Vi (7.
= %eﬁm [P (T), H) e #ft = %eﬁHtVV(F)e*ﬁHt
= —VV(fx(t)). (IV.6.18)

Dies hat ebenfalls die Form der klassischen Bewegungsgleichung. Dabei kann —VV/ (Tr(t))
als Operator der Kraft auf das Teilchen interpretiert werden.

Die Ahnlichkeit der quantenmechanischen Bewegungsgleichungen fiir Observablen im Hei-
senberg-Bild und der entsprechenden klassischen Bewegungsgleichungen kann darauf zu-
riickgefiihrt werden, dass der Kommutator %[A, B] zweier quantenmechanischer Observa-
blen eine formal dhnliche Rolle spielt wie die klassischen Poisson-Klammern {A, B}. Da
jedoch die quantenmechanischen Operatoren nicht kommutieren, sind die quantenmecha-

nischen Heisenberg-Gleichungen meist schwerer zu losen.

IV.6.2 Zeitabhingige Hamilton-Operatoren und Wechselwirkungsbild

In vielen praktisch wichtigen Féllen treten auch explizit zeitabhéngige Hamilton-Opera-
toren auf. So beschreibt z.B.
-9

H=L_sv@+elt) 7 (IV.6.19)

2m

—

ein Teilchen, das sich unter Einfluss eines homogenen elektrischen Feldes £(t) in dem Po-
tential V(') bewegt. Auch in solchen Fillen kann die Losung in der Schrodinger-Gleichung
formal mit Hilfe eines unitidren Zeitentwicklungsoperators U (t) angegeben werden als

() = U(t) [$(0)) mit U(0) = 1. (IV.6.20)
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Die Darstellung U (t) = e~ # " ist jedoch nur fiir zeitunabhéingige H richtig. In jedem Fall
gilt allerdings

i (t)) = i () = HU ) j(0)) | b

ih%f) —HU(®). (IV.6.21)
Man hat dann

(4) = WO U AU () IV 6.22)

womit die Heisenberg-Darstellung des Operators A also Ax(t) = UT(t) AU(t) lautet.
Wenn nun keine Kommutationsprobleme zu beachten wéren, wére

U(t) = e Jodr H) (IV.6.23)

die Losung der Operatorgleichung ihU = H U. Da jedoch H(t) fiir t # t' im Allgemeinen
nicht mit H(t') kommutiert, ist diese naive ,Losung“ falsch. Um die richtige Losung zu
konstruieren, setze man

U(t) = Up(t) + Ur(t) + Us(t) + ..., (IV.6.24)

wobei Uy, (t) proportional zur n-ten Potenz von H(t) sein soll. Man hat dann

m% (Uo(t) + UL(t) + Us(t) +...) = H(t) (Up(t) + Ui(t) + Us(t) +...), (IV.6.25)

also

d
B Uy () =
1 dtUO( ) O7

d
ih=Ui(t) = H(OUo(t)

d
z’haUn(t) = Ht)U,_1(t). (IV.6.26)
Da U(0) = 1, hat man zunéchst Uy(t) = 1 und U, (0) = 0 fir n > 1. Weiterhin folgt fiir

n>1
1 t
U,t) = — [ d'H{"U,_1(t)
th Jo

_ (2'711)2 /O v /0 () B (U ()

t(n—1)

1 t t/
= — / dt’ / at’ ... / At HEH"). .. H(t™). (IV.6.27)
(ih)™ Jo 0 0
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Man beachte, dass die Argumente von H im Integranden geordnet auftauchen: Es gilt
t <t < ... < t". Man erhélt daher den vollstindigen Zeitentwicklungsoperator
zunéchst in der Form

t(n—=1)

Ut) = 1+§:# /0 gt /0 “ar /0 A HEYVHEY . HE™).  (IV.6.28)

Um diesen Ausdruck kompakter schreiben zu kénnen, wird das zeitgeordnete Produkt von
Operatoren eingefiihrt. Es sei

AB(t) fiirt >t

B(tA(t) firt >t. (IV.6.29)

T (A()B()) = {

Analog dazu bezeichnet T (A(t)B(')...X(t™)) dasjenige Produkt der Operatoren
A, B,..., X, in dem die Faktoren so angeordnet sind, dass ihre Argumente von rechts
nach links anwachsen. Dann gilt

T ((/OtH(t’)dt’>2> - T (/;H(t’)dt’ /Ot/ H(t”)dt”)

t t
= / dt’/ dt"T (H(t')H(t")) (IV.6.30)
0 0
Die korrekte Zeitordnung lésst sich aus Abb.IV.3 ablesen.

t”
t

-t <t —

tl

Abbildung IV.3: Skizze zur korrekten Zeitordnung

Es gilt also

T(( /0 tdt’H(t’))Q) - /0 Lt /0 t/dt”H(t’)H(t”)Jr /0 Lt /0 tﬁdt’H(t”)H(t’)

= 2 / Lt / dt" H(t)H (") . (IV.6.31)

0
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Ebenso erhalt man

#((forma) )

- /Otdt’ /Otdt”.../Otdt(")T(H(t')H(f”)~--H(t(n)))

t t t(n—1)
= nl / dt’ / at’ ... / dt™ HEH (") ... H({t™) . (IV.6.32)
0 0 0

Damit erhélt nun die Reihe fiir den Zeitentwicklungsoperator die Form

o0

Ut = Z%W#T((/otdt'mt/))n)

n=0

=T (exp (—%/gt dt’H(t’))) , (IV.6.33)

die sich von dem naiven (falschen) Ausdruck (siehe Seite 108) genau um das Zeitord-
nungssymbol unterscheidet.

Bei der Beschreibung der Zeitentwicklung eines quantenmechanischen Systems tritt haufig
die folgende Situation auf: Fiir ¢ < t; werde das System durch einen Hamilton-Operator
Hjy bestimmt, so dass

ih% 1O (#)) = Hy |90 (t))  fiir t < tq. (IV.6.34)

Dabei soll diese Gleichung ,,16sbar sein, d.h. die Wellenfunktion [¢/(?)(¢)) ist bekannt. Fiir
t > to wird nun eine ,,Stérung“ V' (¢) wirksam (die z.B. durch das zeitabhéngige elektrische
Feld eines Laserpulses verursacht wird), so dass

ih% [U(t)) = (Ho + V(1)) |1(t)) fir t > to, (IV.6.35)
wobei die Randbedingung
(1) = [ O))  fir t <t (IV.6.36)

einzuhalten ist. Es ist nur in Ausnahmefillen (z.B. in Aufgabe 18: Harmonischer Oszillator
mit zeitabhéngiger duBlerer Kraft) moglich, [¢(t)) in geschlossener Form anzugeben. Um
jedoch eine formale Losung zu erhalten, die als Ausgangspunkt fiir eine ,zeitabhéngige
Storungsrechnung® dienen kann, beriicksichtigt man zunéchst, dass ein Teil der Zeitent-
wicklung durch den ,losbaren” Operator Hy verursacht wird, und definiert entsprechend

(1)) = e 70 o (t)); . (IV.6.37)
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Die so eingefiihrte Funktion [¢(t)); erfiillt eine Bewegungsgleichung, die sich aus der
Schrodinger-Gleichung fiir |¢(t)) ergibt:

0 L0 L Hot
iho (b)) = i, (eh Iw(t)>)
= —ei! Hy |yt )>+ehH°%h c 19(2))

= entt (—Hy (b)) + (Ho + V( ) (@)
— Vi) [t (IV.6.38)

wobei Vi definiert ist durch
Vi(t) = enlol V(¢) e~ whot (IV.6.39)

Die Darstellung der Zeitentwicklung, die auf |¢(¢)); beruht, bezeichnet man als Wech-
selwirkungsbild (engl.: interaction picture, hdufig auch Dirac-Darstellung). Fiir V(¢) = 0
geht diese Darstellung in das Heisenberg-Bild iiber. Integration der Schrédinger-Gleichung
im Wechselwirkungsbild ergibt nun

()1 = [(to))r + % /t dt' Vi(t') [ () - (IV.6.40)

to

Da hier die unbekannte Funktion [¢(¢')); unter dem Integral auftaucht, kann diese Glei-
chung per Iteration zu einer Reihenentwicklung nach , Potenzen“ von V; genutzt werden

wi) =
+ ih/dt% )G

N (ih) / ar / dt" Vit WVA(t") [(to)
_ <+Z = /dt/dt”

t(n—1)

g / 4t Vi(# A . . (<n>)> (o))t (IV.6.41)

Diese Reihe wird héaufig als Neumann-Reihe bezeichnet. Mit Hilfe des zeitgeordneten
Produktes erhilt sie offensichtlich die einfache Form

pom = (e (— [ arvie)) ) e 1V 6.2
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Es wird nun davon ausgegangen, dass sich das System fiir ¢t < ¢ in einem Eigenzustand
|0) von Hy befunden hat. Dabei muss es sich nicht unbedingt um den Grundzustand
handeln. Fiir ¢t > ¢, wirkt die Stérung V(t). Diese Storung induziert , Uberginge* zu
anderen Eigenzustédnden von Hy. Die Amplitude dafiir, das System zum Zeitpunkt ¢ im
Zustand |n) zu beobachten, lautet

(nly(t)) = (nle 7T (1)) = e 5P nfy(t)); . (IV.7.1)

In vielen praktisch wichtigen Féllen ist es nun ausreichend, die Wellenfunktion im Wech-
selwirkungsbild durch nur wenige Terme der Neumann-Reihe zu approximieren. In erster
Ordnung von V' (¢) hat man mit |1 (t)) = |0)

1 t
rwmzm+ﬁéwmmm 1v.79)
und es folgt

<n|¢(t)):e_i§E"t% / dt’ (n|Vi(t))|0). (IV.7.3)

to
Da nun Vi(t) = en @0tV (t)e~# 5ot gilt weiterhin
(n|VA(£)|0) = en En=E0) 1|V (¢/)]0). (IV.7.4)

Damit ergibt sich fiir die gesuchte Ubergangswahrscheinlichkeit in niedrigster Ordnung

2

1 t i ’
/ gt er BB (v ()]0) (IV.7.5)
to

Po-alt) = [{nlg() =

Es wird nun zunéchst eine idealisierte Situation betrachtet. Die Storung soll bei ¢ = 0
yinstantan®“ eingeschaltet werden, danach jedoch konstant bleiben

0 t<O0
V(t) = ’ (IV.7.6)
Vv , t>0.
Dann findet man fir ¢ > 0
P (t) e%(En—EO)t _ 1 < ‘V‘()) 2 Sin2 ((En;hEO)t> ‘< ’V’0>‘2 (IV 7 7)
0 E, — Eq =5%
2
Die Funktion
ain? ((Enonﬁ)
F(B,) = 2 (IV.7.8)

()
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wichst fiir kleine Zeiten ¢t (d.h. unmittelbar nach dem Einschalten der Stérung) fiir alle
E, # Ey quadratisch an. Fiir grofle Zeiten ist sie jedoch nur noch fiir diejenigen F,,
wesentlich von Null verschieden, die unter das Zentralmaximum bei E, = E; fallen, die
also die Ungleichung

orh
E, — Byl < % (IV.7.9)

erfiillen.

NWAN a

E0E0+¥

Abbildung IV .4: Die Funktion f in Abhéngigkeit der Energie

Die ,energetische Ausbreitung® des Systems, die durch die Stérung verursacht wird, ldsst
sich daher durch die Ungleichung

AE - At < 27h (IV.7.10)

beschreiben. Dabei bezeichnet At die Wirkungsdauer der Storung. Wenn nun E,, und Fjy
diskret und verschieden sind, oszilliert die Ubergangswahrscheinlichkeit mit der Periode
| Efi’LIEO‘, fir £, = Ey wichst sie zunichst proportional zu ¢?. (Nach lingeren Zeiten wer-
den die vernachldssigten Terme von hoherer Ordnung in V' wichtig und verhindern ein
Anwachsen der Wahrscheinlichkeit auf Werte groBer als Eins.)

IV.7.1 Streuexperiment und differentieller Wirkungsquerschnitt

Wichtiger allerdings ist das obige Resultat dann, wenn der Endzustand |n) Element ei-
nes Kontinuums von Energieeigenzusténden ist, bzw. einer Gruppe energetisch sehr eng
benachbarter Zusténde. Eine solche Situation kann z.B. in einem Streuexperiment auftre-
ten. Der ,einlaufende“ Anfangszustand entspricht einer ebenen Wellen mit Wellenvektor
/g, die ,,auslaufenden“ Endzustidnde werden charakterisiert durch Wellenvektoren K , und
alle Zustdnde mit gleichen Betrégen |E’ | sind energetisch entartet. In einer solchen Situa-
tion interessiert nicht die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir einen speziellen Endzustand,
sondern die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang in ein Phasenraumelement (ggT])“g (bzw.
fiir die Streuung in ein Raumwinkelelement d€2), also fiir einen Ubergang in eine Grup-
pe benachbarter Zusténde, die unter dem Zentralmaximum der Funktion f(E,) liegen.
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Es sei nun o(F,) die Zustandsdichte bei der Energie E, (d.h. o(F,)AFE ist die Anzahl
der Zustande in einem kleinen Intervall der Breite AE um E,, herum). Setzt man weiter
voraus, dass das Matrixelement (n|V|0) fiir die Gruppe der Zustéinde unter dem Zentral-
maximum nahezu identisch ist, lautet die gesamte Ubergangswahrscheinlichkeit

> Poﬂn(t)%\(n]V]Oﬂz/ dE, o(E,) f(E,). (IV.7.11)

Gruppe
in Gruppe
Da die Breite des Maximums proportional zu ¢ abnimmt, kann o(F£,) fiir hinreichend
grofle t als Konstante vor das Integral gezogen werden. Das verbleibende Integral wird
durch ein Integral iiber alle £, angenéhert:

" 2 too SiIl2 ((En;hEo)t)
/ dE, o(En) f(En) ~ o(En) | & / dE, .
Gruppe h —00 ( (En—FEp)t )
2h
t\%2h [T sin?z ot
= olEn) | ) — d = o(E, IV.7.12
o )(h> t/oo T o )h ( )

Damit wiichst die Ubergangswahrscheinlichkeit in die betrachtete Gruppe proportional zu
t, d.h. die Ubergangsrate I' ist konstant. Es ist

> Poa(t)=Tt, (IV.7.13)

n
in Gruppe

wobel

r =2 |(nlVI0)o(E)

(IV.7.14)

En=Ey

Diese Gleichung fiir die Ubergangsrate?, wird als Goldene Regel® bezeichnet.
Man kann diese Regel auch dadurch erhalten, dass man formal fiir grofle Zeiten t die
Funktion f(E,) als 0-Funktion auffasst,

92 (En —Eo)t
()

FE) = (Eomy SR t 0(E, — Eo) , (IV.7.15)
so dass
Pyn(t) ~ 2% (n[VIO)? §(Ey — Ep) - ¢ . (IV.7.16)

Die ,Summation® iiber alle méglichen Endzustéinde liefert wegen der energieerhaltenden
0-Funktion dann die Zustandsdichte bei E,, = Ej.

Zerstmals 1928 von W. Pauli angegeben
3Eine Bezeichnung, die sie von E. Fermi auf Grund ihrer vielfiltigen Anwendungsméglichkeiten erhal-
ten hat.
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Diese goldene Regel ist nicht fiir alle Zeiten ¢ anwendbar, denn damit die Gruppe der be-
trachteten Endzustdnde mit der Energieausdehnung AE vom Zentralmaximum getroffen
wird, muss

21mh 2mh

AE>>T oder t>>ﬁ

vorausgesetzt werden. Andererseits muss die Breite des Zentralmaximums so grof3 bleiben,
dass viele Zusténde unter dieses Maximum fallen, dass also der (sehr kleine) Niveauab-
stand 0 F nicht aufgelost wird

27h
—_. IV.7.1
P S (IV.7.17)

target %’

Abbildung IV.5: Zum Streuexperiment

Es mag iiberraschen, dass eine unter sehr speziellen Annahmen (instantanes , Einschalten
der Stérung) hergeleitete Gleichung so wichtig ist, dass sie als goldene Regel bezeichnet
wird. Tatséchlich spielt jedoch die Art des Einschaltens keine wesentliche Rolle. Es sei
nun

'y <0
Vit)y={"° = (IV.7.18)
\% , t>0,

so dass die Storung V fiir kleines n > 0 langsam eingeschaltet wird. Dann hat man fiir
tg — —oo und t < 0 die Ubergangsamplitude

i 1 t A ’
(nlp(t)) = e_hE"ti—h/ dt'e™ enEn=EOt (n1V7)0)

nt++(En—Eo)t
g€

_ip
= nt———— (n|V]0). IvV.7.19
A e VIO (1V.7.19)
Das ergibt fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit
627715

[{nlw ()" =

(o= B2 + Gy V10 (IV.7.20)

bzw. fiir die partielle Ubergangsrate

2n
Lo =™ (Eo — E,)? + (nh)? [(nlVIO}* (Iv.7.21)
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Die Funktion g(E,) = m besitzt fiir n — 0 ein scharfes Maximum bei £ = E,,,
auflerdem ist
+o0 9 +o0 1
/ dE, g(E,) = e dE, ————
—00 U —o0 Eo—En
(5) 1
2 oo de 2w
= —-nh dE, —. IV.7.22
g2 / 2+1  h ( )

Also hat man fiir n — 0 wiederum

2
Ton ~ % |(n|V|0)[2 5(E, — Ey). (IV.7.23)
k.
L] L] [ ] L]
. y .
- ° e A
AT

e S !
27 ko
L

Abbildung IV.6: Zum Streuprozess-Beispiel

Als konkretes Anwendungsbeispiel der goldenen Regel soll ein Streuprozess (vgl. Abb.
IV.6) betrachtet werden: Die Basis der ungestorten Zustéinde sei die Menge der Impuls-
eigenzustiande

(FF) = —eF (IV.7.24)
in einem (grofien) Kubus L3 mit periodischen Randbedingungen, in dem (,,langsam* oder

instantan) ein Potential V (7) eingeschaltet wird. Die benotigten Ubergangsmatrixele-
mente lauten dann

S . e—z'E/~F Brsy
A\ S —
= — [ &Y = V(- F), (IV.7.25)

werden also direkt durch die Fouriertransformierte des Potentials bzgl. des Impulsiiber-
trages gegeben. Die Rate fiir den Ubergang & — k' lautet dann
o |V(k — K2
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wobei Ej = % Nun soll die Rate fiir die Streuung in ein kleines Raumwinkelelement
d€Y berechnet werden:

= > Tr g (IV.7.27)
K in d

Die Anzahl der Zusténde in einem Volumenelement des Phasenraums betrégt

CLAQPK LAE2AK QY

AN = = IvV.7.2
e~ @ (V72%)
mit
1 k' 2m
2 g — 1 a2 = 2 aE, IvV.7.2
k"™ dk k2d(k) 2h2dk (IV.7.29)
findet man daher
L3mk'
AN = ——— dV dE}, . IV.7.30
(2m)3h2 F ( )
Damit kann die ,,Summation iiber alle K in doY¢ bequem ausgefiihrt werden:
©  I3mk' 21 |V(k—K)?
r = do Ey — E, — Ey
d I /0 By e ® o Ok Ee)
Yy mk -~ - -
= — ——|V(k—-K)]. Iv.7.31
e s [V E =) (v 7.31)

Die Rate % bezeichnet nun ,,die Anzahl der je Zeiteinheit nach df2’ gestreuten Teilchen®.

Normiert man diese GroBe auf den einfallenden Fluss (d.h. Anzahl der einfallenden Teil-
chen je Fldche und Zeit), gegeben durch

- h - o
il = i WV = VYT
hk .. 1 ik
= 5 M Y= mek : (IV.7.32)

erhélt man den differentiellen Wirkungsquerschnitt

do m?

- = V(k—K)?. (IV.7.33)

Diese Beziehung, die hier durch Anwendung der goldenen Regel gefunden wurde, wird in
der Streutheorie als erste Bornsche Ndherung bezeichnet.
Betrachtet man z.B. ein Yakuwa-Potential

V()= e

r
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(d.h. ein ,abgeschirmtes Coulomb-Potential“; der Abschirmparameter tréigt die Dimension
einer inversen Lénge), findet man

~ o o -

r

s (o]
. — 7 ‘,74,.
= —27m/ dv smﬁ/ dr 1 e HT gl =Rl cosd
0 0

Dabei wurden Polarkoordinaten mit ¢ = <t(k — k', 7) eingefiihrt. Dann wird zunéchst die
¥-Integration durchgefiihrt:

™

~ o = 0 et |k—K'|-r cos®
V(k) — kl> = 27'('/43 / d?” e**” — S
0 ik =k |,

_o_ e / S ar (efum =R _ g (u—i \Eiw)r)
i|k—FK]| Jo

B 2TK 1 1
ilk—k) \p+ilk—F| p—ilk—F|
—4A7nk

k— k|2 +p2

Das ergibt fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

do m? (47r)?

dQ — 4Ax2ht (|k = K2+ p2)2

Fiir elastische Streuung ist |k| = |K| und |k — ¥'| = 2k sin §, wobei o den Streuwinkel
bezeichnet.
];/
a2
k
|E— F'| = 2ksin (%)

Abbildung IV.7: Skizze zur Streuung
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Damit ist
do B 4Am?K? 1
dQQ Rt (4k?sin? § + p2)?

B omek \ 1

— \4n%k?)  (sin® & +p2)?
Betrachtet man nun den Grenzfall g — 0 (d.h. das ,nackte* Coulomb-Potential) und
setzt B = %, hat man schliellich

do ( K >2 1
dQ  \4E/) sin*g’
was genau mit dem klassischen Rutherford-Streuquerschnitt iibereinstimmt.

Eine weitere wichtige Anwendung der Stérungstheorie erster Ordnung ergibt sich fiir har-
monisch zeitabhéngige Storungen. Es sei

V(t) =V coswt = % (e™f +e7™") .

Diese Stérung soll erneut mit einem Faktor €™ (¢ < 0) ,langsam® eingeschaltet werden.
(Beispiel: V' = —e & 7 fiir ein oszillierendes elektrisches Feld £(t) = & coswt.) Die Uber-
gangsamplitude lautet dann in erster Ordnung

7 1 & / i / v ol V
(n|¢(t)) — e_ﬁEnt,— / dt/ ent eﬁ(E”_EO)t <€zwt + e—zwt> <n|_|0>

th J_o 2

ent-&-%(En—Eo—i-hw)t ent—i—%(En—Eo—ﬁw)t
Fo— E, — hw+ihy | Ey— E, + hw + ihn
also wegen |a + b|* = (a + b)(a* + b*) = |a|* + |b]* + ab* + ba* = |al* + |b]* + 2 Re(ab*)

(nl 210)

—1Ent

= €

2 et Vo 1 1
e = S |ol50 | o e o
T AR T E, ) (B~ B, +hw)] |

Betrachtet man die iiber einige Zyklen gemittelte Uberg.angswahrscheinlichkeit, so fallt
der schnell oszillierende Interferenzterm heraus. Fiir die Ubergangsrate folgt dann

d5— V|0)[?
G P = (g B+ 1) + gy — o) VOE
wobel wieder
)
9(E,) = L

(Eo — En)* + (nh)?
Daher hat man fiir die partielle Ubergangsrate nun

21 [{(n|V1]0)|?
Con(t) = - w (6(E, — Ey — hw)+0(E, — Ey+ hw)) .
Die beiden ,, Komponenten“ von coswt wirken also unabhéngig voneinander: Der Anteil
e~ fiihrt zu der ,stimulierten Absorption® eines , Energiequants® hw (Ex = Fy + hw),

et dagegen zu einer ,stimulierten Emission“ (Ey = Ey — hw).
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