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Kapitel 1Literatur1.0 Warnung:Es gibt zahllose B�ucher �uber Quantenmechanik, aber nicht alle sind gut !!(Selbst, wenn sie preiswert sind!)1.1 Als Vorbereitung und Vorstufe1. Quantum Physics, Berkeley Physics Course Bd. 4,McGraw - Hill Book Comp., New York etc. 1971Deutsche �Ubersetzung: Quantenphysik, 2. Au
.,F. Vieweg & Sohn, Braunschweig 1985.2. E.W. Schpolski, Atomphysik I (u. II), 18. (u. 13.) Au
.VEB. Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1988 (u. 1985).1.2 Zur Vorlesung:1. F. Schwabl, Quantenmechanik, 4. verb. Au
.,Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg etc. 1993.Dieses Lehrbuch wird in erster Linie empfohlen!2. St. Gasiorowicz, Quantum Physics, (Paperback!)Wiley and Sons, New York etc. .Deutsche �Ubersetzung: Quantenphysik, 4. Au
.Oldenbourg, M�unchen 1987.3. L.I. Schi�, Quantum Mechanics, 3. ed. (International Student Edition)McGraw - Hill, Kogakusha, LTD., Tokyo etc. 1968.4. L.D. Landau u. E.M. Lifshitz, Theor. Phys. III,Quantum Mechanics , Pergamon Press, Oxford 1965.Deutsche �Ubersetzung: Quantenmechanik, 8. Au
. Berlin 1988.1



2 KAPITEL 1. LITERATUR5. The Feynman Lectures on Physics, Bd. III,Addison - Wesley, Reading (Mass.) 1965.6. R. Jost, Quantenmechanik I u. II,Verlag der Fachvereine an der ETH Z�urich, Z�urich 1969 u. 1973.1.3 Mathematik zur Quantenmechanik:1. J. von Neumann, Mathematische Grundlagen der QuantenmechanikSpringer-Verlag, Berlin etc. 1931, Nachdruck 1968.2. G. Hellwig, Di�erentialoperatoren der Mathematischen Physik,Springer-Verlag, Berlin etc. 1964.3. Th.F. Jordan, Linear Operators for Quantum Mechanics,J. Wiley & Sons, New York 1969.4. G. Ludwig, Foundations of Quantum Mechanics I u. II,Springer-Verlag, New York etc. 1983 u. 85.1.4 Zur Geschichte und Interpretation der Quan-tenmechanik1. M. Jammer, The Philosophy of Quantum Mechanics,J. Wiley & Sons , New York 1974.2. B. d'Espagnat, Conceptual Foundations of Quantum Mechanics, 2nd ed.Benjamin Inc., Reading (Mass.) 1976.3. K. Baumann u. R.U. Sexl, Die Deutungen der Quantentheorie,Vieweg, Braunschweig 1984.4. J.A. Wheeler and W.H. Zurek (eds.), Quantum Therory and Measurement,Princeton University Press, Princeton (New Jersey), 1983.BemerkungenDie Vorlesung wird im Aufbau �ahnlich wie die B�ucher von Schwabl, Schi� undGasiorowicz sein. Feynman ist sehr orginell und interessant, aber unnachahmlich!Die Vorlesungsausarbeitung von Jost ist mathematisch sehr anspruchsvoll.Die Vorlesung folgt nicht der geschichtlichen Entwicklung (hierzu: Jammer).Weitere Literatur wird im Laufe der Vorlesung angegeben.Wichtige Parallel - Vorlesung: "Atome, Molek�ule, Kerne."



Kapitel 2Schwierigkeiten mit derklassischen Mechanik und derElektrodynamik in der Physikder AtomeEnde des vorigen und Anfang dieses Jahrhunderts gab es bei den Versuchen, atomarePh�anomene mittels der klassischen Mechanik und der Maxwellschen Elektrodyna-mik zu verstehen, prinzipielle Schwierigkeiten.Einige markante, die dann zur Quantenmechanik f�uhrten, werden in den folgendenAbschnitten behandelt.2.1 HohlraumstrahlungHier sei nur ein zusammenfassender Bericht gegeben, Details werden in der Quanten-statistik abgeleitet. Die W�ande eines Hohlraums seien auf die (absolute) Tempe-ratur T gebracht. Die Atome und Molek�ule der W�ande strahlen elektromagnetischeWellen in den Hohlraum ab. Die Wellen tre�en ihrerseits wieder auf die W�ande,werden absorbiert oder re
ektiert etc. Dabei stellt sich bald ein von T abh�angiges(thermodynamisches) Gleichgewicht ein!Die Strahlung im Innern setzt sich aus elektromagnetischen Schwingungen verschie-dener Frequenzen ! zusammen:1. Elektrische Feldst�arke:~E!(~x; t) = <e ~"(!)ei(!t� ~k � ~x)! ;~k : Wellenvektor (zeigt in Ausbreitungsrichtung) :k~kk � +(k21 + k22 + k23)1=2 = 2�� = !(~k)c ;3



4 HOHLRAUMSTRAHLUNG� : Wellenl�ange ; c : Lichtgeschwindigkeit im Vakuum,Transversalit�at : ~k(!) � ~" = 0:2. Magnetische Feldst�arke: ~B!(~x; t) = 0@~k!1A� ~E!:Die zur Frequenz ! geh�orige Energiedichte ist:w!(~x; t) = �02 ~E2! + 12�0 ~B2! :Das "Gleichgewicht" beinhaltet eine Mittelung �uber die Zeit t:u!(~x) := lim�!1 1� Z �0 w!(~x; t)dt :Frage: Welche Eigenschaften hat u!?Speziell, wie h�angt u! von der Temperatur T ab?Kirchho�: aus thermodynamischen Gr�unden kann u! nicht von ~x abh�angen,ferner auch nicht vom Material der W�ande, d.h. u! ist eine universelle Funktion,die au�er von ! nur von T abh�angt.Wien: ebenfalls aus thermodynamischen Gr�unden kann u!(T ) nur die Formu!(T ) = !3f(!=T ) ;haben1 , wobei f eine zun�achst noch unbekannte Funktion ist .Problem: Wie sieht f aus ?~E! bzw. ( ~B!) gen�ugt der Wellengleichung:1c2@2t ~E! = � ~E! = �~k2 ~E!; @2t ~E! = �!2 ~E! :Analog wie bei einem akustischen Hohlraumresonator oder bei einer schwingendenSaite bilden die elektromagnetischen Wellen stehende Wellen im Hohlraum. Dabeim�ussen ~Etang und ~Bnorman der Wand verschwinden.1Zur Herleitung s. z.B. M. Planck, Vorlesungen �uber die Theorie der W�armestrahlung, 5. Au
.,J.A. Barth, Leipzig 1923, 71-90; Jost I, Kapitel I ; M. Born, Atomic Physics, 4th ed. AnhangXXVII, Blackie and Sons, London and Glasgow 1946, bzw. 5th ed. (1951), Anhang XXXIII.



KAPITEL 2. SCHWIERIGKEITEN IN DER PHYSIK DER ATOME 5Die Anzahl �N = n(!)�! dieser Wellen im Intervall �! kann man abz�ahlen. Manerh�alt: n(!) = !2�2c3 (pro Volumen!) :Wegen @2t ~E! + !2 ~E! = 0 gen�ugt jede einzelne Welle bei festem ! einer "Oszil-lator"{Gleichung. Ist E(!; T ) die mittlere Energie einer solchen Welle, so hatman u!(T ) = n(!)E(!;T ) = !2�2c3E(!; T ) :Frage: Wie sieht E(!; T ) aus?Antwort der klassischen StatistischenMechanik: die mittlere Energie eines (har-monischen) Oszillators ist kBT (kB: Boltzmannsche Konstante).Demnach ist (Rayleigh, Jeans): u!(T ) = !2�2c3kBT :Der Vergleich mit dem Experiment zeigt, da� die Formel nur f�ur kleine ! brauchbarist.Theoretisch kann diese Formel auch nicht richtig sein, da die Gesamtenergieu(T ) = Z 10 u!(T )d!divergiert!Durch Vergleich mit dem Experiment und mittels thermodynamischer �Uberle-gungen fand Planck zun�achst empirisch die FormelE(!; T ) = �h!e�h!=kBT � 1 ; �h = const.Die theoretische Begr�undung stammt ebenfalls von Planck:Nach der statistischen Mechanik ist die Wahrscheinlichkeit p(En) daf�ur, da�sich ein System mit den m�oglichen Energiewerten E0; E1; � � � ; En; � � � bei gegebenerTemperatur T in einem Zustand mit der Energie En be�ndet:p(En) = e�En=kBTP1i=0 e�Ei=kBT :F�ur die mittlere Energie E(T ) erh�alt man deshalb:E(T ) = 1Xn=0Enp(En):



6 HOHLRAUMSTRAHLUNGSetzt man nun En = nÊ; n = 0; 1; � � � ; Ê > 0 fest ;so erh�alt man wegen P1n=0 e�nx = (1 � e�x)�1 (geom. Reihe)E(T ) = ÊeÊ=kBT � 1und somit den richtigen Ausdruck f�ur E(T ) , falls Ê = �h!.Man bekommt also den experimentell richtigen Ausdruck f�ur die "spek-trale" Energieverteilung u!(T ) der Hohlraumstrahlung, falls man an-nimmt, da� die Energie der elektromagnetischenWellen bei vorgegebenerFrequenz nur ein ganzzahliges Vielfaches eines "Elementarquantums" �h!sein kann.Diese Annahme ist von der klassischen Physik (Mechanik, Elektrodynamik) nichtzu rechtfertigen. (Planck selbst hat das jahrelang versucht!)Zahlenwerte: �h = 1:054572 : : : � 10�34J s= 6:582 : : : � 10�22MeV s= 1:055 : : : � 10�27erg s:Die Konstante �h hat die Dimension einer Wirkung. Das "Plancksche Wirkungs-quantum" ist de�niert als h = 2��h. (�h ist bequemer f�ur die Quantenmechanik.)Bei einer Wellenl�ange von 6000 �A(ngstr�om), 1�A = 10�10 m, (entspricht Licht imsichtbaren Bereich), hat man �h! � 3:3 � 10�12 erg , d.h. eine Lichtquelle von 100Watt emittiert 100 � 1073:3 � 10�12 � 3� 1020 "Lichtquanten"/sek:F�ur die Gesamtenergie u = R10 u!d! erh�alt manu = �h�2c3 Z 10 !3d!e�h!=kBT � 1 :Mit x = �h!kBT undZ 10 x3dxex � 1 = �415 bekommt man das Stefan - BoltzmannscheGesetz : u(T ) = �2k4B15c3�h3T 4:Mehr dazu in der Quantenstatistik!



2.2. PHOTOELEKTRISCHER EFFEKT 72.2 Photoelektrischer E�ektL�a�t man Licht auf eine Metallplatte(-elektrode) fallen, so werden Elektronen her-ausgel�ost, deren Energie man durch Abbremsen in einem elektrischen Feld ("Ge-genfeld"{Methode) messen und deren Anzahl man durch Strommessung bestimmenkann.
�
��A� -0 �V0- --Elektronen�� �� ���� �� ���� �� ����	 ��	 ��	 Licht

Dabei stellt sich folgendes heraus:1. Die Energie der Elektronen ist unabh�angig von der Intensit�at des Lichtes,aber eine lineare Funktion seiner Frequenz !.2. Elektronen werde nur emittiert, falls die Frequenz des Lichtes oberhalb einerbestimmten Schwelle liegt. Die Grenzfrequenz h�angt von der Art des Metallesab.3. Die Gr�o�e des Photostromes durch�
��A , d.h. die Anzahl der Elektronen,ist proportional zur Intensit�at des Lichtes.Dieser E�ekt ist ihm Rahmen der klassischen Elektrodynamik nicht zu verstehen:Die Energie sollte proportional zur Intensit�at (�02 ~E2! + 12�0 ~B2!) des Lichtes sein.Erkl�arung durch Einstein: Das Licht besteht aus Teilchen (Quanten) mit der En-ergie �h!, falls das Licht die ("Kreis-") Frequenz ! hat. Tri�t ein solches Lichtquantauf die Metallober
�ache, so kann es durch Zusammensto� mit einem Elektron seineEnergie auf dieses �ubertragen. Ist A die "Austrittsarbeit" des Elektrons f�ur dasbetre�ende Metall, so hat man die Energiebilanz:12me~ve 2 +A = �h! :me: Masse des Elektrons ; ~ve: Geschwindigkeit des Elektrons.



8 COMPTON - EFFEKTA hat die Gr�o�enordnung eV (1 eV = 1:602177 : : : � 10�19 J).Die Intensit�at des Lichtes ist proportional der Anzahl der Lichtquanten= "Pho-tonen", d.h. je mehr Photonen auf das Metall fallen, desto mehr Elektronen werdenherausgel�ost.2.3 Compton - E�ektDieser E�ekt ist ein unmittelbarer Ausdruck der Teilchennatur des Lichtes: L�a�tman R�ontgenstrahlen senkrecht auf eine d�unne Metallfolie fallen, so werden nachder klassischen Elektrodynamik die Elektronen in der Folie zu Schwingungen ange-regt, deren Frequenz die gleiche ist wie die des R�ontgenlichtes.- -����R�ontgenlicht !0 < !�! !Folie Die Elektronen sollten dann als schwin-gende Dipole R�ontgenlicht gleicherFrequenz wieder abstrahlen, und zwarunabh�angig von der Richtung � (s.Skizze). Tats�achlich beobachtet man(Compton ) folgendes: Die Frequenzdes Lichtes hinter der Folie nimmt mitwachsendem � ab!Erkl�arung: Man betrachte den Proze� als elastischen Sto� zwischen Pho-tonen und Elektronen, die sich vor dem Sto� in Ruhe be�nden!Allgemein gilt zun�achst: ist E(~p) die kinetische Energie eines Teilchens, so ist seineGeschwindigkeit durch~v := gradpE(~p) =  @@p1E; @@p2E; @@p3E!de�niert. Beispiele:"Nichtrelativistisch": E = ~p 22m ;~v = gradpE = ~pm :relativistisch: E(~p) = +c(~p 2 +m2c2) 12 :~v = gradpE(~p) = ~pc2E = ~pc(~p 2 +m2c2) 12 :F�ur Licht ist k~vk = c, d.h. es mu� mPhoton = 0 sein; die Ruhemasse des Photonsverschwindet!Aus E = k~pk c und E = �h! folgt dann k~pk = �h!=c, und da der Ausbreitungs-vektor ~k die gleiche Richtung wie ~p hat, so ergibt sich~pPhoton � ~p
 = �h~k; k~kk = 2�=� :



2.4. DAS BOHRSCHE ATOMMODELL 9Ist ~p
 der Impuls des Photons ("
"-Quants) vor dem Sto� mit dem Elektron, ~p
 0sein Impuls nach dem Sto� und ~pe 0 der Impuls des Elektrons nach dem Sto�, solauten Energie{ und Impulssatz:�h! +mec2 = �h!0 + (m2ec4 + (~pe 0)2c2) 12 ;~p
 = ~p
 0 + ~pe 0 ;me : Ruhemasse des Elektrons.Aus der ersten Gleichung folgt:m2ec4 + (~pe 0)2c2 = (�h! � �h!0 +mec2)2= (�h! � �h!0)2 + 2mec2(�h! � �h!0) +m2ec4;andererseits ergibt der Impulssatz:(~pe 0)2 = (~p
 � ~p
 0)2 = (�h~k � �h~k0)2= �h2!2c2 + �h2!02c2 � 2�h!c �h!0c cos � :Einsetzen ergibt: �h!!0(1� cos �) = mec2(! � !0);oder, mit � = 2�c=!, �0 � � = 2��hmec(1� cos �) ;d.h. die Wellenl�ange des abgelenkten Lichtes ist umso gr�o�er, je gr�o�er der Streu-winkel � wird. Das Licht hat also ganz eindeutig Teilcheneigenschaften(Impuls, Energie, etc.).Man kann das "R�ucksto�"{Elektron in Koinzidenz mit dem Photon messen (Gei-ger, Bothe). Die Gr�o�e �c(e) = �h=mec = 3:861593 : : : � 10�13m bezeichnet man alsCompton{Wellenl�ange des Elektrons.2.4 Das Bohrsche AtommodellStreuversuche mit �- Teilchen und Atomen (Geiger, Marsden u.a.) hatten folgendesAtommodell (Rutherford) nahegelegt:Die Atome bestehen aus einem nahezu punktf�ormigen positiven Kern (Radien �10�15m), um den die Elektronen in relativ weitem Abstand (Radius ca. 10�10m)"kreisen".Dieses Modell konnte die Streuexperimente gut erkl�aren (Rutherfordsche Streufor-mel), f�uhrte aber zu prinzipiellen Schwierigkeiten bei den Spektren: Beschleunigte



10 DAS BOHRSCHE ATOMMODELLLadungen strahlen nach der Elektrodynamik elektromagnetische Strahlung ab, de-ren Intensit�at proportional zum Quadrat der Beschleunigung ist. Die "kreisen-den" Elektronen m�u�ten also st�andig strahlen und in ca. 10�10 sek in denKern "fallen"; d.h. die Atome w�aren demnach instabil.Einen vorl�au�gen Ausweg aus dieser Schwierigkeit fand Bohr f�ur wasserstof-fartige Atome mit den beiden folgenden Postulaten:1. Die Beziehung E = n �h! f�ur die Energien des atomaren harmonischen Os-zillators l�a�t sich im Rahmen von Winkel- und Wirkungsvariablen (s.Mechanik-Skriptum vom WS 94/95) folgenderma�en interpretieren: Mittelsder WirkungvariablenI = I p(x;E)dx; p(x;E) = qm(2E � b x2);des harmonischen Oszillators kann man die Energie auch in der FormE = ! I2�schreiben, d.h. quantentheoretisch giltI2� = n �h:Nun ist bei einem rotationssymmetrischen Potential die zum ebenen Polar-winkel � geh�orige Wirkungsvariable die Gr�o�e 2� `, wobei ` der Drehimpuls.Dies legt die folgende Annahme nahe: Der Drehimpuls ` der Elektronen aufihren Bahnen um den Kern ist ein ganzzahliges Vielfaches von �h :` = n�h; n = 0; 1; 2; : : : :Speziell f�ur ein Elektron auf einer Kreisbahn vom Radius r bedeutet dies:` = me v r = n �h :Ist Ze die Ladung des Kerns, so wirkt auf das Elektron die Coulomb - Kraftvom Betrage Ze2=(4�"0 r2) . Mechanische Stabilit�at herrscht, falls diese Kraftgleich der Zentrifugalkraft ist:Ze24�"0 r2 = l2mer3 = n2�h2mer3 :Es folgt: rn = 4�"0 n2�h2Ze2me ; vn = Ze24�"0 n�h ;und f�ur die Energie E = mv22 � Ze24�"0 r :En = �12mec2 (�Z)2n2 ; � = e24�"0 �hc :



2.5. MATERIEWELLEN 11Die vom Ma�system unabh�angige dimensionslose Sommerfeldsche Fein-strukturkonstante � hat den Zahlenwert 1=(137:035 : : :).2. Auf den Bahnen rn strahlt das Elektron keine Energie ab. Strahlung �ndetdagegen statt, falls das Elektron von einemNiveau En2 zu einemNiveauEn1 <En2 "springt", und zwar wird dabei Licht mit der Frequenz ! = (En2�En1)=�habgestrahlt.Diese Annahme ergibt unmittelbar die Balmersche Formel f�ur die Spek-trallinien des Wassersto� - Atoms:! = 1�h 12mec2 �2Z2  1n21 � 1n22! :Die Postulate 1 und 2 sind nicht aus der Mechanik und Elektrodynamik begr�undbar!Erst die Existenz des Wirkungsquantums �h macht die Stabilit�at der Atome m�oglich!Man hata0 := r1(Z = 1) = 4�"0 �h2e2me = 1��c(e) = 0:529177 : : :�A : Bohrscher Radius.Das Bohrsche Modell ger�at in Schwierigkeiten bei Mehrelektronen{Problemen undbei nichtperiodischen Bewegungen.Eine Best�atigung der Existenz von "diskreten" Energie{Niveaus der Atome erh�altman u.a. auch von den Elektronen{Streuversuchen von Franck und Hertz.2.5 MateriewellenBeim Licht hat man die fundamentale BeziehungE = �h!; ~p = �h~kzwischen Welleneigenschaften (!;~k) auf der einen und den Teilcheneigenschaften(E; ~p) auf der anderen Seite.Hypothese (de Broglie): Umgekehrt sollte man dann auch allen Teilchen Welle-neigenschaften zuschreiben k�onnen, wobei! = 1�hE; ~k = 1�h~p ;E = ~p 22m oder E = c(~p 2 +m2c2) 12 :Beispiel: Elektronen. Wird ein Elektron aus der Ruhe auf die Geschwindigkeit~v = ~p=m gebracht, indem man es eine Potentialdi�erenz U durchlaufen l�a�t, so hatman nach dem Energiesatz:~p 22me = eU ; und mit ~p = �h~k; k~kk = 2�� ;



12 MATERIEWELLEN12me �2�� �2 �h2 = eU ;bzw.�e = 2��h(2meeU) 12� �150U �12 �A, U in Volt :Die "de Broglie"{Wellenl�ange �e der Elektronen ist also eine Funktion der durchlau-fenen Spannung U . Bei U = 102; 103 Volt, liegt �e in der Gr�o�enordnung von R�ont-genstrahlen. Experimente mit Elektronenstrahlen (analog zu den R�ontgenspek-trometern mit Hilfe von Kristallen als Beugungsgittern) haben ergeben, da� manElektronen (und ebenso anderen atomaren Teilchen) Welleneigenschaften zuschrei-ben mu�: man hat z.B. Interferenzen, Beugungserscheinungen etc. beobachtet.2 Da� � (1=m)1=2, so spielt der Wellenaspekt bei makroskopischen Massen keine Rolle.

2Ausf�uhrliche Beispiele: s. Vorlesung "Atome, Molek�ule, Kerne."



Kapitel 3Die Schr�odinger - GleichungDie in Kapitel 2 erw�ahnten Ph�anomene (und viele weitere!) zeigen, da� "WellenTeilcheneigenschaften haben und umgekehrt". Dabei sind f�ur freie Teilchen bzw.Wellen die Gr�o�en Energie E(~p) und Impuls ~p auf der Teilchenseite mit den Gr�o�enKreisfrequenz !(~k) und Wellenvektor ~k auf der Wellenseite durch die fundamentalenBeziehungen E = �h!; ~p = �h~kverkn�upft. Ausgehend von Wellenvorg�angen, kann man mit ihrer Hilfe zur Schr�o-dinger{Gleichung kommen:3.1 Gruppengeschwindigkeit vonWellenpaketenWellen werden (wie in der Optik!?) in der Quantenmechanik mittels komplexerZahlen beschrieben.Ebene Wellen:  k(~x; t) = A(~k)e�i(!(~k)t� ~k � ~x) ;A(~k) : Amplitude ;!t� ~k � ~x : Phase :Falls jAj = + [(<eA)2 + (=mA)2] 12 6= 0, so ist die Welle �uberall im Raum vorhan-den. R�aumlich begrenzte Wellenz�uge, sog. Wellenpakete, bekommt man durch�Uberlagerung von ebenen Wellen mit verschiedenen ~k und !(~k).Einfaches Beispiel: Es seien  k1(~x; t) und  k2(~x; t) zwei ebene Wellen mit nurwenig verschiedenen Wellenvektoren ~ki. Wir nehmen an, da� ~ki = (ki; 0; 0), dieAusbreitung also in x1{Richtung statt�nde, und setzen x1 = x. Die �Uberlagerung(Superposition) der beiden Wellen ergibt: k(~x; t) = A1 e�i(!1t� k1x) +A2 e�i(!2t� k2x)Es sei A1 = A2 = A. Ferner setzen wir:!1 = ! +�! ; !2 = ! ��! ;k1 = k +�k ; k2 = k ��k ;13



14 KAPITEL 3. DIE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGund bekommen: k(~x; t) = A�e�i[(! +�!)t� (k +�k)x] + e�i[(! ��!)t� (k ��k)x]�= A �e�i(t�!� x�k) + e+i(t�! � x�k)� � e�i(!t� kx)= 2A cos(t�! � x�k) e�i(!t� kx) :Interpretation: durch Superposition der ebenen Wellen  k1;  k2 ensteht ein Wel-lenzug, mit der mittleren Frequenz !, dem Wellenvektor ~k und der "modulierten"Amplitude ~A = 2A cos(t�! � x�k). Die neue Amplitude ~A ist eine Funktion von~x und t. Sie ist maximal f�ur t�! � x�k = n�; n = 0;�1; � � � und verschwindet f�urt�! � x�k = (2n + 1)�2 ; n = 0;�1 � � �.Die "Bewegung" des durch t�! � x�k = 0 gegebenen Maximums von ~A istdurch ~x(t) = �!�k tcharakterisiert. Im Limes �k ! 0 wird daraus~x(t) = @!@k t ;oder, im 3 - dimensionalen Fall,~~x = (gradk !(~k)) t ;d.h. ein Maximum der superponierten Welle wandert mit der Geschwindigkeit~vg := gradk !(~k)durch den Raum. Man bezeichnet diese Geschwindigkeit als Gruppengeschwin-digkeit des Wellenzuges (Wellenpaketes).Wegen E = �h!; ~p = �h~k kann man auch~vg = gradpE(~p) = ~vschreiben. D. h. die Gruppengeschwindigkeit eines Wellenpaketes ist gleichder "mechanischen" Geschwindigkeit der zugeordneten Teilchen! Dies istein weiterer wichtiger Zusammenhang zwischen Wellen- und Teilcheneigenschaften.Bemerkung: die Ausbreitung der Wellenphase !t� kx ist durch !t� kx = const.charakterisiert; die "Phasengeschwindigkeit" ist also durch !=k gegeben. Sie ist vongeringer physikalischer Bedeutung!Verallgemeinerung:Im allgemeinen enth�alt ein Wellenzug (Wellenpaket) unendlich viele Frequenzen: (~x; t) = Z +1�1 Z +1�1 Z +1�1 d3k g(~k)e�i(!(~k)t� ~k � ~x) :



3.1. GRUPPENGESCHWINDIGKEIT VON WELLENPAKETEN 15Die (komplexwertige) Funktion g(~k) gibt an, mit welchem Gewicht die einzelnenebenen Wellen  k(~x; t) an dem Wellenpaket "beteiligt" sind.Beispiel: Gau�sches Wellenpaket f�ur den eindimensionalen Fall:g(k) = e��(k � ko)2; � > 0 :Die Funktion g(k) beschreibt eine Gau�sche Verteilung, die bei k = k0 konzentriertist. Die Breite der Verteilung ist durch den Parameter � charakterisiert. DasWellenpaket lautet: (x; t) = Z +1�1 dk e��(k � k0)2e�i(!(k)t� kx) :Spezialf�alle f�ur !(k) sind :! = 1�h 12m(�hk)2 = �h2mk2 ;! = 1�hc ((�hk)2 +m2c2) 12 = c  k2 + �mc�h �2! 12 :Die Entwicklung von !(k) um k = k0 ergibt:!(k) = !(k0) + d!dk �����k=k0 (k � k0) + 12 d2!dk2 �����k=k0 (k � k0)2 + � � � :Da die Verteilung um k = k0 konzentriert ist, brechen wir die Entwicklung nachdem zweiten Glied ab (f�ur ! = �h2mk2 ist die Formel exakt!).d!dk �����k=k0 = vg : Gruppengeschwindigkeit12 d2!dk2 �����k=k0 = � = const:  = �h2m f�ur ! = �h2mk2! :Damit ergibt sich f�ur  : (x; t) = Z +1�1 dk e��(k � k0)2 �e�i [!(k0)t+ vg(k � k0)t+ �(k � k0)2t� kx] ;Mittels Variablen{Substitution : ~k = k � k0 folgt: (x; t) = e�i(!(k0)t� k0x) Z +1�1 d~k e��~k2 � i�t~k2ei~k(x� vgt) :Nun ist (s. �Ubungen!).Z +1�1 dy e�
y2e�iuy = s�
 e� 14
u2 :



16 KAPITEL 3. DIE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGDiese Formel gilt auch f�ur komplexe 
; <e
 > 0, so da� wir insgesamt zu folgendemResultat gelangen: (x; t) =  ��+ i�t! 12 e� 14(�+ i�t)(x� vgt)2e�i(!(k0)t� k0x) :Interpretation: das Wellenpaket  (x; t) ist eine Welle mit der Phase !(k0)t� k0xund der ortsabh�angigen AmplitudeAG(x; t) =  �� + i�t! 12 e� 14(�+ i�t)(x� vgt)2 ;d.h.jAG(x; t)j2 = AGA�G =  �2�2 + �2t2!12 e� �(x� vgt)22(�2 + �2t2) :Die "Intensit�at" j (x; t)j2 = jAGj2 ist also wieder eine Gau�sche Verteilung:1. Bei festem t ist j (x; t)j2 maximal, falls x = vgt, d.h. dort, wo sich nach derklassischen Mechanik (x(t) = vt) das Teilchen be�nden sollte. Das Maximumwandert mit der Geschwindigkeit vg.2. F�ur t = 0 ist j (x; 0)j2 = ��e�x22� ;andererseits gilt jg(k)j2 = e�2�(k � k0)2 = e� " k � k0(2�)�1=2#2 :Wir de�nieren �k := 1=p2� als die "Breite" des Gau�schen Wellen-paketes im k{Raum (ist k � k0 = �k , so ist jg(k)j2 auf den e - ten Teilabgefallen) und �x(0) = p2� als Breite des Wellenpaketes im Orts-raum zur Zeit t=0. Zwischen �x(0) und �k gilt die Beziehung(�k)(�x(0)) = 1 :Je schmaler also ein Wellenpaket im k - Raum ist (d.h. je schmaler die Spek-trallinie ist), um so breiter ist das Wellenpaket im Ortsraum und umgekehrt.Und da p = �hk, so folgt daraus(�p)(�x(0)) = �h :



3.1. GRUPPENGESCHWINDIGKEIT VON WELLENPAKETEN 17Je genauer man also den Impuls eines Teilchens kennt ("Unsch�arfe�p), desto weniger genau kann man seinen Ort x angeben ("Unsch�ar-fe �x). Das Produkt der Unsch�arfen ist durch �h gegeben (Heisen-bergsche Unsch�arferelation). Mehr hierzu sp�ater!F�ur t 6= 0 bekommt man statt p2� die zeitabh�angige Breite p2�(1 + �2t2�2 )1=2 >p2�, d.h. das Wellenpaket "zer
ie�t" im Laufe der Zeit! Diese Aussage gilt -wie wir sehen werden - f�ur beliebige Wellenpakete. Sie bedeutet, da� die Wellen-funktion nicht die Materieverteilung eines Teilchens beschreiben kann, dennerfahrungsgem�a� zer
ie�en Elektronen, Protonen und Atome nicht.(Nach Born ist j (x; t)j2 vielmehr als Wahrscheinlichkeitsdichte zu interpretie-ren, s. weiter unten.)Literatur zur Fourier{Transformation:1. M.J. Lighthill,Einf�uhrung in die Theorie der Fourier-Analysis;BI- Hochschultaschenbuch 139, Mannheim 1966.(Sehr elementar!)2. F. Constantinescu,Distributionen und ihre Anwendung in der Physik,Teubner, Stuttgart 1974.(Kap. 10: Fourier-Transformation)3. M. Reed and B. Simon,Fourier-Analysis, Selfadjointness (Methods of Modern MathematicalPhysics, vol. II)Academic Press, New York etc. 1975.(Gute Darstellung im Rahmen des modernen mehrb�andigen Werkeszur Mathematischen Physik!)4. E. Hewitt and K. Stromberg,Real and Abstract Analysis xx16 u. 21,Springer-Verlag, Berlin etc. 1969.(Mathematisch anspruchsvoll!)



18 KAPITEL 3. DIE SCHR �ODINGER - GLEICHUNG3.2 Die Schr�odinger - GleichungMit E = �h! und ~p = �h~k wird aus der ebenen Welle  k(~x; t) = Ae�i(!t� ~k � ~x) p(~x; t) = Ae� i�h(Et� ~p � ~x) :F�ur ein nichtrelativistisches Teilchen hat man E = 12m~p 2.Da @t p(~x; t) = � i�hE p(~x; t) und@@xj p(~x; t) � @j p(~x; t) = i�hpj p(~x; t) ;� p(~x; t) � (@21 + @22 + @23) p(~x; t) = � 1�h2~p 2 p(~x; t) ;= �2m�h2 E p(~x; t) ;so gen�ugt  p(~x; t) der (partiellen) Di�erentialgleichungi�h@t p(~x; t) = � �h22me� p(~x; t) :Ganz analog gilt f�ur das Integral 1 (~x; t) = (2��h)� 32 Z +1�1 e (~p)e� i�h  ~p 22mt� ~p � ~x! d3pdie Gleichung i�h@t (~x; t) = � �h22me� (~x; t) :Dies ist die Schr�odinger{Gleichung f�ur ein freies Teilchen (nichtrelativistisch).Bei ihr handelt es sich um eine lineare partielle Di�erentialgleichung in den Zeit-und Ortskoordinaten. Die Linearit�at tr�agt dem f�ur die Quantentheorie fundamen-talen Superpositionsprinzip Rechnung:Beschreiben  1 und  2 zwei quantentheoretisch m�ogliche physikalischeZust�ande, so beschreibt auch die lineare Superpostion c1  1 + c2  2; ci :komplex, einen m�oglichen physikalischen Zustand.1Der Faktor (2��h)�3=2 ist Konvention.



3.2. DIE SCHR �ODINGER - GLEICHUNG 19Man erh�alt die "freie" Schr�odinger-Gleichung formal, indem man in der Bezie-hung E = 12m~p 2 folgende Zuordnungen macht:E ! i�h@t ; pj ! Pj := �hi @j ;12m~p 2 ! 12m~P2 = � �h22me� � H0 :Die Differential{"Operatoren" i�h@t und H0 sind auf die Wellenfunktion  (~x; t) an-zuwenden und aus E = 12m~p 2 folgt dann die "freie" Schr�odinger{Gleichung:i�h@t (~x; t) =H0 (~x; t) = � �h22me� (~x; t) :Verallgemeinerung:F�ur ein klassisches Teilchen, das sich in einem Potential V (~x) (unabh�angig von tund ~p) be�ndet, hat man f�ur die Gesamtenergie E = 12m~p 2 + V (~x). Die Verallge-meinerung des obigen "freien" Falles ist dannE ! H :=H0 + V (~x) = � �h22me�+ V (~x) ;und die zugeh�orige Schr�odinger{Gleichung lautet:i�h@t (~x; t) =H (~x; t) = � �h22me� (~x; t) + V (~x) (~x; t) :Man beachte, da� auch die Schr�odinger-Gleichung mit Potential eine lineare Di�e-rentialgleichung ist, also auch hier das Superpositionsprinzip gilt. Umgekehrtfolgt die Linearit�at der Schr�odinger-Gleichung f�ur ein Teilchen mitWech-selwirkung aus der Forderung nach G�ultigkeit des Superpositionsprinzi-pes f�ur Wellenfunktionen!Man beachte, da� das Superpositionsprinzip in der Mechanik i.allg. nicht gilt, dadie (Hamiltonschen) Bewegungsgleichungen i.allg. nicht linear sind!Bemerkungen:1. Die Schr�odinger{Gleichungi�h@t (~x; t) = H0 (~x; t) � � �h22me� (~x; t)ist eine Folge der fundamentalen RelationenE = �h! und ~p = �h~ksowie von E = 12m~p 2 :



20 KAPITEL 3. DIE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGDie Verallgemeinerungi�h@t (~x; t) =  � �h22me�+ V (~x)! (~x; t)f�ur ein Teilchen in einem klassischen �au�eren Potential V (~x) kann mansich so plausibel machen :
-61-dim: Energiex = 0 xV1 V2 E Teilchen der Energie E be�nden sichf�ur x < 0 in einem Potential V1 > 0und f�ur x > 0 in V2 � 0; V1 > V2.Z.B.x < 0 : Elektronen in einem Leiter;x > 0 : im leeren RaumIn beiden F�allen sind den Teilchenstrahlen ebene Wellen zugeordnet: j = Aj e� i�h(Et� pjx); j = 1; 2;und pj = [2m(E � Vj)] 12 ;da E = 12mp21 + V1 = 12mp22 + V2 :F�ur x < 0 bzw. x > 0 hat man o�enbar die Gleichungen,i�h@t 1(x; t) = � �h22m d2dx2 1(x; t) + V1 1(x; t) bzw.i�h@t 2(x; t) = � �h22m d2dx2 2(x; t) + V2 2(x; t) :Hat man nun n verschiedeneGebiete mit V� = const.; � = 1; : : : n; V�1 6= V�2 , soerh�alt man f�ur jedes � eine entsprechende Gleichung wie oben. Eine nahelie-gende (aber nicht zwingende!) Verallgemeinerung f�ur kontinuierlicheV (x) ist dann: i�h@t (x; t) =  � �h22m d2dx2 + V (~x)! (x; t)(s. auch Berkeley - Kurs, Bd. 4, Kap.7).Die eigentliche Best�atigung der Schr�odinger - Gleichung erh�alt mandurch Vergleich mit experimentellen Resultaten.Optische Interpretation des obigen Beispieles:



3.2. DIE SCHR �ODINGER - GLEICHUNG 21��������� �1 �2         einfallenderStrahl "gebrochener"Strahlx < 0 x > 0 Als "Brechungsindex"n12 := �1�2 = p2p1ergibt sichn12 = �E � V2E � V1� 12 > 1 :Aus der Wellenoptik hat man das Brechungsgesetzsin �1sin �2 = n12 oder p1 sin �1 = p2 sin �2 ;d.h. die Tangentialkomponente des Teilchenimpulses ist an derGrenz
�ache stetig (Impulssatz).2. Operatoren sind nichts anderes als bestimmte Vorschriften, wie Elemente ei-ner vorgegebenen Menge bestimmte Elemente einer anderen Menge (die gleichder urspr�unglichen sein kann) zugeordnet werden. Ein anderer Name f�ur der-artige Vorschriften ist "Abbildung".Beispiele:(a) Es sei (e1; e2) eine feste Basis im R2. Man hat dann~x = x1e1 + x2e2 $  x1x2 ! = x :Jede Matrix A =  a11 a12a21 a22 !de�niert eindeutig eine Abbildung R2 ! R2 durch die Vorschriftx! xA = A � x f�ur alle x 2 R2 :Hier ist A ein Matrix - Operator.(b) Es sei F := ff1(x); � � � ; fn(x); x 2 Rg eine Menge von komplexwertigenFunktionen auf der reellen Achse, die bestimmte Eigenschaften haben.Z.B. seien die f�(x) quadratintegrierbar:Z R dxjf�(x)j2 <1:� Die Vorschrift f�(x) ! x2f�(x) de�niert den "Multiplikations -Operator" x2; Man beachte, da� h�au�g x2f�(x) 62 F : so brauchtz.B. x2f�(x) nicht mehr quadratintegrabel zu sein!



22 KAPITEL 3. DIE SCHR �ODINGER - GLEICHUNG� Die Vorschrift f�(x) ! ddxf�(x), falls f� 2 C1 (= Menge der 1-malstetig di�erenzierbaren Funktionen), de�niert den " Di�erential-Operator" ddx . Auch hier stimmt die Bildmenge nicht mit derUrbildmenge C1 �uberein!� Die Vorschrift f�(x) ! f�� (x) de�niert den Operator "KomplexeKonjugation" K.Anmerkungen:(a) Die Beispiele zeigen, da� es bei einem Operator wesentlich ist, die zu-geh�orige "Urbild{Menge" = De�nitionsbereich und "Bild{Menge" =Wertebereich anzugeben .(b) � Der Matrix{Operator A ist ein linearer Operator, d.h. sindx(1);x(2) 2 R2, �1; �2 2 R, so gilt �1x(1) + �2x(2) 2 R2 undA � ��1x(1) + �2x(2)� = �1 (A � x(1)) + �2 (A � x(2)) :� Ebenso gilt: falls f1(x); f2(x) 2 C1, dann ist, mit �1; �2 2 Cddx (�1f1(x) + �2f2(x)) = �1 ddxf1(x) + �2 ddxf2(x) ;d.h. ddx ist ebenfalls ein linearer Operator.� Andererseis gilt f�ur die komplexe Konjugation K:K (�1f1(x) + �2f2(x)) = ��1Kf1(x) + ��2Kf2(x) ;d.h. K ist nicht linear. Man nennt K antilinear.(c) Operatoren vertauschen im allgemeinen nicht miteinander:A1;A2 : 2 � 2 Matrizen, so gilt i.a. A1 �A2 6= A2 �A1 :Ferner hat manx ddxf(x)! 6= ddx (xf(x)) = f(x) + x ddxf(x)! :Das bedeutetddx (xf)� x ddxf! = f , oder formalddx � x� x � ddx = 1 = Idendit�atsoperator :



3.3. ZUR INTERPRETATION DER WELLENFUNKTION 23(d) Der Schr�odinger{Operator (auch Hamilton - Operator genannt, s.sp�ater) H = � �h22me�+ V (~x)ist ein linearer Operator im Raum der Wellenfunktionen  (~x; t).Er ist eine Funktion der linearen Di�erential{OperatorenPj : Pj = �hi @j ; j = 1; 2; 3und der Multiplikations{OperatorenQj : Qj = xj ; j = 1; 2; 3 :H = H(~P; ~Q) = 12m~P2 + V (~Q) :Die Operatoren Pj und Qk gen�ugen den "Vertauschungs"{Relatio-nen: PjQk �QkPj = �hi �jk ;d.h.Pj (Qk )�Qk (Pj ) = 8<: �hi  f�ur j = k0 f�ur j 6= k :Weitere Eigenschaften der Operatoren H; ~P; ~Q etc. werden sp�ater dis-kutiert.3.3 Zur Interpretation der WellenfunktionDie folgenden Bemerkungen zur Interpretation der Schr�odinger{Gleichung sind (sehr)unvollst�andig!1. Es sei klassisch E = 12~p 2 + V0; V0 = const.; da die Normierung der Energie(d.h. V0) willk�urlich ist, kann die Frequenz ! = E=�h selbst keine physikalischeBedeutung haben, wohl aber !12 = (E2 �E1)=�h!2. F�ur die Wellenfunkion  (~x; t) gilt nach M. Born folgende Interpretation:



24 KAPITEL 3. DIE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGDie Gr�o�e w(~x; t) = j (~x; t)j2 =  �(~x; t) (~x; t)ist als Wahrscheinlichkeitsdichte zu interpretieren:Die Wahrscheinlichkeit w(G; t) daf�ur, das Teilchen zur Zeitt im Gebiet G � R3 zu �nden, ist gegeben durchw(G; t) = ZG d3x w(~x; t) :Da das Teilchen irgendwo sein mu�, giltw( R3; t) = 1:Dies ist eine zus�atzliche Bedingung an die L�osungen der Schr�odin-ger{Gleichung: Zun�achst sind nur solche L�osungen zugelassen, f�urdie ZR3 d3x j j2 <1gilt.Es sei ZR3 d3x j j2 = N2 < 1; N > 0. Wegen der Linearit�at der Schr�odin-ger - Gleichung ist mit  (~x; t) auch 1N  (~x; t) eine L�osung, so da� man durchUmnormierung immer ZR3 d3x j j2 = 1 erreichen kann.Beispiel: Nach S. 16 hat man f�ur ein Gau�sches Wellenpaket in drei Dimen-sionen jAG(~x; t = 0j2 = ����3 e�~x 22� ;d.h. Z d3x jAG(~x; t = 0)j2 = ����3 (2��)32 = N2 :Demnach bekommt man f�ur das "richtig" normierte Wellenpaket G(~x; t = 0) = (2��)�34 e�~x 24� e i�h~p0 � ~x ;w(~x; t = 0) = (2��)�32 e�~x 22�und ZR3 d3x w(~x; t = 0) = 1 :Frage: Falls ZR3 d3x w(~x; t) = 1 f�ur t = 0 ist , welchen Wert hat das Integralf�ur t 6= 0?



3.3. ZUR INTERPRETATION DER WELLENFUNKTION 25Antwort: ZR3 d3x w(~x; t) ist zeitunabh�angig!Beweis: Zun�achst gilt@tw(~x; t) = (@t �) +  �(@t ) :Die Schr�odingergleichung ergibt f�ur  bzw.  �@t = 1i�h  � �h22me�+ V ! bzw. @t � = � 1i�h  � �h22me�+ V ! �(V ist reell!). Daraus folgt aber@tw(~x; t) = � �h2mi( �� � (� �) ) :Allgemein gilt nunf1�f2 � f2�f1 = div (f1gradf2 � f2gradf1) ;so da� wir mit mit folgender De�nition~s := �h2mi ( �grad �  grad �)der Dichte des "Wahrscheinlichkeits - Stromes" eine Kontinuit�ats-gleichung erhalten: @tw(~x; t) + div ~s(~x; t) = 0 ;w(~x; t) = j (~x; t)j2 ;~s(~x; t) = �h2mi ( �grad �  grad �) (~x; t) :Bezeichnen wir mit K(a) ein Vollkugel vom Radius a und mit @K(a) ihreOber
�ache, so erhalten wir unter Verwendung des Gau�schen Satzes:@t ZR3 d3x w(~x; t) = ZR3 d3x @tw(~x; t) = � ZR3 d3x div ~s(~x; t) == � lima!1 Z@K(a) d2 ~f � ~s(~x; t)Die Transformation in Kugelkoordinaten f�uhrt zuZR3 d3x = Z 10 r2dr Z d
 w(~x; t) r = k~xk :



26 KAPITEL 3. DIE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGDie Bedingung ZR3 d3xw(~x; t) <1 ist gew�ahrleistet, falls R d
w(~x; t) f�ur r !1 mindestens wie k~xk�3��; � > 0, verschwindet . Dies ist sicher erf�ullt, fallsj (~x; t)j f�ur gro�e k~xk wie k~xk� 32�� abf�allt. Strebt kgrad k im Unendlichenebenfalls mindestens wie k~xk� 32 gegen Null, so verschwindet f�ur gro�e k~xk =a der Betrag der Wahrscheinlichkeits{Stromdichte k~s(~x; t)k mindestens wiea�3��. Das hei�t aber lima!1 Z@K(a) d2 ~f � ~s(~x; t) = 0und somit @t ZR3 d3x w(~x; t) = 0 ; q. e. d.Beispiel: F�ur  G(~x; t = 0) = (2��)�34 e�~x 24� e i�h~p0 � ~xbekommt man ~s(~x; t = 0) = ~p0m w(~x; t = 0) = ~vg w(~x; t = 0) :Bemerkung: F�ur eine ebene Welle p(~x; t) = Ae� i�h(Et� ~p � ~x); A = const. ;hat man w(~x; t) = jAj2 = const. ;~s(~x; t) = ~pm jAj2 ;d.h. die Kontinuit�atsgleichung @tw + div ~s = 0 ist erf�ullt, aber es istZR3 d3x w(~x; t) = jAj2 ZR3 d3x =1 :Die ebenen Wellen sind also nicht auf w( R3; t) = 1 normierbar; sie er-strecken sich bis ins Unendliche. Mehr hierzu sp�ater!Ist  (~x; t) eine L�osung der Schr�odinger{Gleichung (mit Potential V (~x)), sok�onnen wir bez�uglich ~x Fourier{transformieren: (~x; t) = (2��h)�32 Z d3p ~ (~p; t)e i�h~p � ~x ;



3.3. ZUR INTERPRETATION DER WELLENFUNKTION 27mit der Umkehrung~ (~p; t) := (2��h)�32 Z d3x  (~x; t) e� i�h~p � ~x :Einsetzen in die GleichungZ d3x  �(~x; t) (~x; t) = 1ergibt: 1 = Z d3x  �(~x; t) (2��h)�32 Z d3p ~ (~p; t)e i�h~p � ~x =Z d3p ~ (~p; t) (2��h)�32 Z d3x 0B@ (~x; t)e� i�h~p � ~x1CA� =Z d3p ~ (~p; t) ~ �(~p; t) = 1 :(Wir haben bei den obigen Rechnungen stillschweigend angenommen, da� alleIntegrale existieren und die Vertauschung der Integrationsreihenfolgen erlaubtist.) Analog zu w(~x; t) kann man~w(~p; t) = j ~ (~p; t)j2als Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum interpretieren.Wichtig: ~w(~p; t) ist nicht die Fourier - Transformierte von w(~x; t) !3. Es seien a1; : : : ; an die m�oglichen Me�werte einer Gr�o�e A. Die Wahrschein-lichkeit, bei einer Messung den Wert a� zu �nden, sei w�, wobei Pn�=1 w� = 1.Dann de�niert man als Mittel - bzw. Erwartungswert von A die ZahlA � hAi = nX�=1 a�w� :Analog de�niert man als Erwartungswert (zur Zeit t) der Ortskoordinatexj; j = 1; 2; 3 : hQji (t) = Z d3x xj w(~x; t) :Beispiel: F�ur das Gau�sche Wellenpaket ̂G(~p) = � 2���h2�34 e� ��h2 (~p � ~p0)2



28 KAPITEL 3. DIE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGist G(~x; t) = (2��h)�32 Z d3p  ̂G(~p) e� i�h  ~p 22mt� ~p � ~x!= 0BBBBB@ �2�  �+ i �h2mt!21CCCCCA34 e�  ~x� ~p0tm !24 � + i�h2mt! e� i�h  ~p202mt� ~p0 � ~x! :Weiter hat manw(~x; t) =  �2�
!32 e�� ~x� ~p0tm !22
 ; mit
 := 
(t) = �2 + �h24m2 t2 ;und f�ur das zugeh�orige ~w(~p; t) gilt~w(~p; t) = � 2���h2�32 e�2��h2 (~p� ~p0)2 :Somit erh�alt manhxji (t) = ZR3 d3x xj 0BBB@ �2�(�2 + �h24m2 t2)1CCCA32 e� � ~x� ~p0mt!22(�2 + �h24m2 t2) :Mit 
(t) = �2 + �h24m2 t2 und der Variablen - Substitution ~y = ~x � ~p0mt istschlie�lichhxji (t) =  �2�
(t)!32 ZR3 d3y �yj + 1m(p0)jt� e� �~y 22
(t) :Da der Term mit yj eine ungerade Funktion in yj ist, verschwindet er. Manerh�alt als Ergebnis:hxji (t) = 1m(p0)jt Z d3x w(~x; t) = 1m(p0)jt; d.h.



3.3. ZUR INTERPRETATION DER WELLENFUNKTION 29D~QE (t) = h~xi (t) = 1m~p0t = ~vgt ;das ist die Bewegung eines freien Teilchens!Analog bekommt man f�ur den Mittelwert des Impulses eines Teilchens (auchbei V (~x) 6= 0 !):hPji (t) = hpji (t) = Z d3ppj ~w(~p; t) = Z d3ppj ~ (~p; t) ~ �(~p; t)= Z d3p ~ (~p; t) pj (2��h)�32 Z d3x �(~x; t)e i�h~p � ~x= Z d3x �(~x; t) (2��h)�32 Z d3ppj ~ (~p; t)e i�h~p � ~x= hpji (t) = Z d3x �(~x; t)�hi @j (~x; t) :Nach Konstruktion ist das letzte Integral reell, was sich auch direkt nachweisenl�a�t: hpji� = Z d3x  �hi @j !�= ��hi �Z d3x@j(  �)� (@j ) ��= hpji � �hi Z d3x@j(  �) :Nun ist Z d3x@j(  �) = Zxk 6=xj d2x (  �)�����xj=1xj=�1 = 0 ;da j j ! 0 f�ur k~xk !1. Also haben wirhpji� = Z d3x �hi @j ! � = hpji :Verallgemeinerung: Es sei F (~x) eine Funktion von ~x und G(~u) ein Polynomin ~u mit reellen Koe�zienten, dann gilt f�ur den Erwartungswert von F bzw.G: DF (~Q)E = Z d3xF (~x)w(~x; t) ;DG(~P)E = Z d3x �(~x; t)G(�hi grad)  (~x; t) :Beispiel: G(~u) = 12m~u 2; G �hi grad! = � �h22me� ;



30 KAPITEL 3. DIE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGd.h. uj ! Pj = �hi @j :O�enbar gilt DG(~P)E = Z d3pG(~p) ~w(~p; t). (Es wird vorausgesetzt, da� alleIntegrale existieren!).Ist F (~x) ebenfalls ein Polynom, so hat manhF (~x)i = DF (~Q)E = Z d3p ~ �(~p; t)F (i�hgrad~p) ~ (~p; t) :Der Beweis wird mittels Fourier{Transformation gef�uhrt.Man sagt, der Operator Qj habe im Ortsraum eine Darstellung als Multi-plikations - Operator : Qj (~x; t) = xj (~x; t) und im Impulsraum eine Dar-stellung als Di�erential - Operator: Qj ~ (~p; t) = i�h@pj ~ (~p; t). Entsprechendist Pj Differential{Operator im Ortsraum und Multiplikations - Operator imImpulsraum.4. Bei Wahrscheinlichkeits - Aussagen ist nicht nur der Mittelwertwichtig, sondern auch die mittlere Abweichung davon.Hat A die Me�werte a1; : : : ; an und den Mittelwert hAi,so de�niert man alsmittleres Schwankungsquadrat (�A)2; �A = +[(�A)2] 12 die Gr�o�e:(�A)2 = nX�=1(a� � hAi)2w�= nX�=1(a2� � 2 hAi a� + hAi2)w�= nX�=1 a2�w� � hAi2 = DA2E� hAi2 � 0 :Analog sind die mittleren Schwankungen bzw. Unsch�arfen �xj;�pj bzw.�Qj;�Pj folgenderma�en de�niert:(�xj)2 = Z d3x(xj � hxji)2w(~x; t)= D(Qj � hQji)2E = (�Qj)2 ;(�pj)2 = Z d3x �(~x; t) �hi @j � hpji!2  (~x; t)= Z d3p(pj � hpji)2 ~w(~p; t)= D(Pj � hPji)2E = (�Pj)2 :



3.3. ZUR INTERPRETATION DER WELLENFUNKTION 31Mit �xj ist die positive Wurzel von (�xj)2 gemeint.Beispiel: Wir betrachten wieder das Gau�sche Wellenpaketw(~x; t) =  �2�
(t)!32 e�� ~x� ~p0mt!22
(t)
(t) = �2 + �h24m2 t2hxi = ~p0mt :Dann ist(�xj)2 = Z d3x xj � (p0)jm t!2w(~x; t)=  �2�
(t)! 12 Z +1�1 dxj  xj � (p0)jm t!2 e�� xj � (p0)jm t!22
(t)=  �2�
(t)! 12 Z +1�1 dyj (yj)2e��(yj)22
(t)= �2
  �2�
(t)! 12 dd� Z +1�1 dyj e��(yj)22
= �2
  �2�
(t)! 12 dd�  �2�
(t)!� 12 = 
� :Das hei�t �xj = p� 1 + �h24�2m2 t2! 12 � p� :Analog erh�alt man(�pj)2 = Z d3p[pj � (p0)j ]2 ~w(~p; t) ;mit~w(~p; t) = � 2���h2� 32 e�2��h2 (~p� ~p0)2:Ausrechnen wie oben ergibt:(�pj)2 = �h24� ; also �pj = 1p� �h2 :



32 KAPITEL 3. DIE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGZwischen �pj und �xj besteht demnach die Heisenbergsche Unsch�arfe{-Relation: (�xj) � (�pj) � 12�hSp�ater wird gezeigt, da� diese Relation auch f�ur V (~x) 6= 0 gilt:(�Qj) � (�Pj) � 12�h ;(�Qj)2 = D(Qj � hQji)2E ;(�Pj)2 = D(Pj � hPji)2E :Die Unsch�arfe{Relation folgt aus der BeziehungPjQj �QjPj = �hi :(Beweis sp�ater!)Folgerung: Bei einem quantenmechanischen System lassen sich Orts-und Impulsvariable nie gleichzeitig beliebig scharf messen. DemProdukt der Unsch�arfen ist durch die Relation (�xj) � (�pj) � �h=2eine untere Schranke gesetzt!Beispiel: Beugung eines monochromatischenElektronenstrahles an zwei Spal-ten:
----
- 6 -x2 x1�� �� �� ��AA AA AA�~p = (p; 0; 0)� = h=p � -dS1S2 SchirmVon links f�allt eine ebene Welle der Frequenz ! = E�h = 1�h � 12m~p 2� ; ~k = 1�h~p



3.3. ZUR INTERPRETATION DER WELLENFUNKTION 33auf eine Blende mit den Spalten S1 und S2, die sich im Abstand a voneinanderbe�nden. Die Spalte sind koh�arente Quellen f�ur die WellenA1e�i(!t� ~k1 � ~x) und A2e�i(!t� ~k2 � ~x) ;die sich hinter der Blende superponieren: (~x; t) = A1e�i(!t� ~k1 � ~x) +A2e�i(!t� ~k2 � ~x) ;k~k1k = k~k2k = 2�� :Die zugeh�orige Intensit�at (unnormierte Wahrscheinlichkeitsdichte) istj (~x; t)j2 = jA1j2 + jA2j2 + <e 2A1A�2 ei(~k1 � ~k2) � ~x! :Der letzte Term ist verantwortlich f�ur die Interferenzen auf dem Schirm. Eineeinfache �Uberlegung zeigt, da� die Maxima bei Winkeln �n auftreten, f�ur diea sin�n = n�gilt. Die Abst�ande der Maxima betragend sin�n+1 � d sin�n = d�a :H�alt man einen der Spalte zu, so verschwindet das zugeh�orige Ai und ebensodas Interferenzbild. Dies war die Beschreibung des Systems im Wellen -"Bild".Im Teilchen - "Bild" wei� man nicht, durch welchen Spalt ein Elektronge
ogen ist, d.h.: �x2 � a ;andererseits haben die Elektronen hinter der Blende im allgemeinen eine Im-pulskomponente in x2 - Richtung, die ebenfalls nicht genau bekannt ist. �p2ist in etwa: �p2 >� p sin�1 = p�a = 2��ha = ha;d.h. (�x2) � (�p2)) >� h > 12�h:Bemerkungen:(a) Die Tatsache, da� "Elektronen" mit Impuls ~p unter bestimmten Umst�an-den (s. Beispiel) Welleneigenschaften zeigen, wobei ~k = 1�h~p; k~kk = 2�� ,



34 KAPITEL 3. DIE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGf�uhrt dazu, da� bestimmte Teilcheneigenschaften - vor allem die Loka-lisierbarkeit - "unscharf" werden, und zwar derart, da� �xj � �h2�pj .Wellen - und Teilcheneigenschaften sind zueinander komplement�ar (N.Bohr).(b) Will man bei dem Doppelspalt - Experiment beispielsweise die Teilche-neigenschaften sch�arfer erfassen, indem man mi�t, ob ein Elektron durchS1 oder S2 gegangen ist, so braucht man dazu eine Messung, bei der�x2 � a. Dies impliziert, da� �p2 � �h2 1�x2 � �ha gilt (z.B. �x2 = a10 ;und �p2p2 = �p2��h2� � �a = sin�1). Durch die Ortsmessung ist die Im-puls - Unsch�arfe derart gro� geworden, da� die Richtungen �1; : : : ; �n; : : :maximaler Interferenz "verwaschen" werden: das Inferferenzmuster ver-schwindet.(c) Die "Intensit�at" j (~x; t)j2 ist einMa� f�ur dieWahrscheinlichkeit, das Teil-chen in einer kleinen Umgebung von ~x aufzu�nden: deshalb bezeichnetman die Schr�odinger - Wellenfunktion  (~x; t) alsWahrscheinlichkeits -Amplitude.Wichtig: in obigem Beispiel sind die Amplituden  1 und  2 zu addieren,um j j2 zu bekommen, nicht jA1j2 und jA2j2 !(d) Verringert man die Intensit�at der einfallenden Elektronenstrahlen so, da�immer nur ein Elektron in der Apparatur ist, so �ndet man trotzdem(nach einiger Zeit) auf dem Schirm wieder ein Beugungsbild!!Man kann die hereinkommenden Elektronen in der Ebene des Beugungs-bildes z�ahlen, indem man dort sehr viele Z�ahler aufbaut, von denendann jeder einzelne auf je ein Elektron anspricht (Idealisierung).



Kapitel 4Die station�are Schr�odinger -Gleichung f�ur eindimensionaleSystemeIst das Potential V (~x) von der Zeit t unabh�angig, so kann man nach L�osungen derForm  (~x; t) = �(t)u(~x)suchen (Separation der Variablen). Einsetzen ergibt:i�hu(~x) ddt�(t) = "� �h22me�u(~x) + V (~x)u(~x)#�(t) :Dividiert man durch �(t)u(~x) 6= 0, so erh�alt mani�h 1�(t) d�(t)dt = 1u(~x)Hu(~x); H = � �h22me�+ V (~x) :Da die linke Seite eine Funktion der unabh�angigen Variablen t, die rechte Seite eineFunktion der unabh�angigen Variablen ~x ist, so mu�i�h 1�(t) d�(t)dt = E = const. sein, d.h.,�(t) = Ce� i�hEt; C = const.Andererseits gilt: Hu(~x) =  � �h22me�u(~x) + V (~x)u(~x)! = Eu(~x)Dies ist die zeitunabh�angige oder "station�are" Schr�odinger - Gleichung.Die station�are Schr�odinger - Gleichung hat die Form einer Eigenwert{Gleichung:35



36 KAPITEL 4. DIE STATION�ARE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGIst A eine n � n{ Matrix in einem n{dimensionalen Vektorraum, und ~v ein n{di-mensionaler Vektor mit der Eigenschaft A~v = a~v; a 2 R, so hei�t a ein Eigenwertvon A und ~v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert a: ~v = ~va.Analog ist u(~x) = uE(~x) "Eigenfunktion" des Schr�odinger{OperatorsH zum "Eigenwert" E.Sind �j(t) = Cje� i�hEjt und uEj(~x) j = 1; 2;zwei L�osungen  j(~x; t) = �j(t)uEj(~x) voni�h@t (~x; t) = H (~x; t) ;so ist auch ihre Summe  1(~x; t) +  2(~x; t) eine L�osung.Allgemein: Sind �1 < B � E1; : : : ; E�; : : : diskrete Eigenwerte von H undfE;�1 < B � E < 1g kontinuierlich verteilte Eigenwerte von H, so ist beigeeigneten C� bzw. C(E), die Konvergenz gew�ahrleisten, auch (~x; t) = 1X�=1C�e� i�hE�t uE� (~x) + Z 1B dE C(E) e� i�hEt uE(~x)eine L�osung. C� und C(E) sind komplexe Zahlen; sie k�onnen auch Null sein!Bemerkung: Die Energie mu� nach unten beschr�ankt sein, da das System sonstnicht stabil ist: E � B > �1.Einfaches Beispiel f�ur Eigenfunktionen von Di�erential - Operatoren:Ist P = �hi ddx der Impulsoperator und ist ep(x) Eigenfunktion von P zum reellenEigenwert p, d.h. Pep(x) = �hi ddxep(x) = p ep(x) ;so sind die Eigenl�osungen o�enbar ep(x) = Ce i�hp � x, C = const:. D.h. die ebenenWellen sind Eigenfunktionen des Impuls{Operators P.4.1 Die eindimensionale PotentialstufeWir haben als eindimensionales Potential hierV (x) = 0 f�ur x < 0V (x) = V0 > 0 f�ur x > 0 :



DIE EINDIMENSIONALE POTENTIALSTUFE 37Die zugeh�orige (eindimensionale) Schr�odinger{Gleichung lautet:� �h22md2u(x)dx2 + V (x)u(x) = Eu(x)E fest ;d.h. d2u(x)dx2 = �2m�h2 (E � V )u(x) :Aus der letzten Gleichung folgt, da� bei stetigem u(x) die 2. Ableitung von u beix = 0 einen endlichen Sprung macht, d.h. dudx ist ebenfalls noch stetig:lim�!0 dudx ������ � dudx �������! = lim�!0 Z +��� dx ddx  dudx!= lim�!0�2m�h2 Z +��� dx (E � V )u(x) = 0 ;also gibt es hier die Randbedingung: u(x); dudx sind stetig f�ur x = 0!1. E > V0:F�ur x < 0 ergibt sich, abgesehen von einer Konstanten, die allgemeine L�osung:x < 0 : u(x) = eikx +Re�ikx; k = 1�h (2mE) 12 > 0 ;R = const..Als zugeh�origen "Flu�" s(x) = �h2mi  u�dudx � udu�dx ! (Wahrscheinlichkeits -Stromdichte) erh�alt man: s� = �hkm (1� jRj2)Interpretation: eikx beschreibt eine von von links nach rechts laufende,einfallende Welle mit Flu� �hkm > 0, Re�ikxbeschreibt eine an der Stufere
ektierte Welle mit Flu� �jRj2�hkm .Die L�osung f�ur x > 0 lautetx > 0 : u(x) = Teiqx; q = +1�h [2m(E � V0)] 12s+ = �hqm jT j2 :



38 KAPITEL 4. DIE STATION�ARE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGDie ebenfalls m�ogliche L�osung e�iqx lassen wir weg, da von rechts keine Welleeinfallen soll. s+ = �hqm jT j2 ist der nach rechts durchlaufende Strom.Stetigkeit von u(x) bei x = 0 ergibt1 +R = Tund die Stetigkeit von dudx bei x = 0:ik(1�R) = iq T :Aus beiden Gleichungen folgtR = k � qk + q ; T = 2kk + q :Damit sind R und T als Funktionen von E und V0 bekannt. Man rechnetunmittelbar nach, da� �hkm (1 � jRj2) = �hqm jT j2 ;s(x) ist also ebenfalls stetig bei x = 0.Bemerkung: im Gegensatz zur klassischen Mechanik, wo f�ur E > V0 keinTeilchen re
ektiert w�urde, wird hier der Bruchteil jRj2 re
ektiert. F�ur V0 � Egilt q! k und R! 0.2. E < V0:F�ur x < 0 hat man als allgemeinste L�osungu(x) = A1 sin kx+B1 cos kx ;k = 1�h(2mE) 12 ;und f�ur x > 0 u(x) = A2e��x +B2e�x ;� = 1�h [2m(V0 � E)] 12 :Aus physikalischen Gr�unden kann u(x) f�ur x > 0 nicht beliebig gro� werden,woraus B2 = 0 folgt. Die Bedingung der Stetigkeit von u(x) f�ur x = 0 ergibtA2 = B1 ;



4.2. DIE POTENTIALBARRIERE 39die Stetigkeit von dudx in x = 0 f�uhrt aufA1k = �A2� :Mit diesen beiden Gleichungen erh�alt man schlie�lich:x < 0 : u(x) = A1  sin kx� k� cos kx! ;x > 0 : u(x) = �A1k�e��x :Bemerkungen:(a) Es ist �uberall s(x) = 0 (stehende Wellen!).(b) Man hat w(x) = jA1j2 k2�2 e�2�x f�ur x > 0, d.h. im Gegensatz zumklassischen Fall dringt ein Bruchteil der Teilchen auch in das Gebietx > 0 ein! ("Tunnele�ekt", s. sp�ater).(c) F�ur V0 ! 1 gilt k� ! 0, also u(x) = A1 sin kx f�ur x < 0 und u(x) = 0f�ur x > 0. Beachte: dudx hat dann einen Sprung an der Stelle x = 0!4.2 Die Potentialbarriere-� --6? 6?einfall. Teilchenre
ekt. Teilchen durchl. TeilchenE V0�a 0 a xDas Potential ist: V (x) = 8><>: 0 f�ur x < �aV0 > 0 f�ur �a < x < a0 f�ur x > a :



40 KAPITEL 4. DIE STATION�ARE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGVon links fallen Teilchen mit der Energie E < V0 ein (Annahme!), von denen einTeil re
ektiert wird. Wir haben somit:x < �a : u(x) = eikx +Re�ikx ;k = 1�h (2mE) 12 ;�a < x < a : u(x) = Ae��x+Be�x ;� = 1�h [2m(V0 � E)] 12 ;x > a : u(x) = Teikx (von rechts l�auft keine Welle ein).Die Stetigkeit von u(x) und dudx in x = �a f�uhrt auf folgendes lineare Gleichungs-system f�ur die vier Gr�o�en R, A, B und T :x = �a : e�ika +Reikaik �e�ika�Reika� == Ae�a +Be��a� ��Ae�a+Be��a�x = +a : Ae��a+Be�a� ��Ae��a +Be�a� == TeikaikTeika :Aus den beiden ersten Gleichungen ergibt sich durch Addition und Subtraktion:2Ae�a =  1 � ik�! e�ika+R 1 + ik�! eika ;2Be��a =  1 + ik�! e�ika +R 1 � ik�! eika ;ebenso aus den beiden letzten Gleichungen:2Ae��a =  1 � ik�! eika T ;2Be�a =  1 + ik�! eika T :Damit erhalten wir AB =  1 � ik�! 1 + ik�! e2�a :Setzen wir dies in den Quotienten aus den ersten beiden Gleichungen ein, so ergibtsich: R = e�2ika (�2 + k2) sinh(2�a)(k2 � �2) sinh(2�a) + 2i�k cosh(2a�) :Aus der ersten und dritten der obigen Gleichungen erh�alt man:T = e�2ika 2i�k(k2 � �2) sinh(2�a) + 2i�k cosh(2a�) :



DIE POTENTIALBARRIERE 41Daraus bekommt man folgende Absolutquadrate:jRj2 = (�2 + k2)2 sinh2(2�a)(�2 + k2)2 sinh2(2�a) + 4�2k2jT j2 = 4�2k2(�2 + k2)2 sinh2(2�a) + 4�2k2d.h. jRj2 + jT j2 = 1 :Wichtig: Obwohl E < V0 k�onnen Teilchen durch die Barriere kommen, wobei vorallem die Gr�o�e �a = 1�h [2ma2(V0 � E)] 12f�ur den Bruchteil der durchlaufenden Elektronen verantwortlich ist (Tunnele�ekt).Man betrachte folgende Spezialf�alle:�! 0 (E ! V0) ;dann jT j2 ! 11 + a2k2 :Ferner �a� 1 : sinh(2�a) � 12e+2�a;d.h. jT j2 � (4�k)2(�2 + k2)2 e�4�a :Ber�ucksichtigtman in dieser Formel in erster N�aherung nur die Exponentialfunktion,so sind sind die Transmissionskoe�zienten n�aherungsweise multiplikativ, d.h., fallsa = a1 + a2, dann gilt f�ur die zugeh�origen Transmissionskoe�zientenjTaj2 � jTa1j2 � jTa2j2(Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten).Approximiert man nun einen kontinuierlichen Potentialberg V (x) durch Stufen derDicke �x = 2a, so ergibt sich - abgesehen von einem Normierungsfaktor -jT j2 � e�2 Z dxq(2m=�h2)(V (x)� E):Der Tunnele�ekt ist wichtig bei vielen physikalischen Ph�anomenen, z.B. beim Kern-zerfall sowie bei der "kalten" Emission von Elektronen aus einer Metallober
�ache,die als Kathode dient:



42 DIE STATION�ARE SCHR �ODINGER - GLEICHUNG6?6?
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4.3 Der unendlich tiefe Potentialtopf, bzw. derPotentialtopf mit unendlich hohen W�andenWir studieren hier den PotentialverlaufV (x) = 0 f�ur � a < x < a ;V (x) = 1 sonst :Aus der letzten Bemerkung in Abschnitt 4.1 folgt, da� u(a) = 0 = u(�a) sein mu�!Im Topf selbst hat man d2udx2 = �2mE�h2 u :Falls E < 0; � = 1�h (�2mE) 12 , so hat man die L�osungenu(x) = A1e�x +A2e��x ;mit denen man die Randbedingungen u(a) = 0 = u(�a) jedoch nicht erf�ullen kann.Es gibt also keine L�osungen f�ur das Problem mit E < 0!F�ur E > 0 hat man d2udx2 = �k2 u(x); k = 1�h (2mE) 12mit den L�osungen u(�)(x) = A(�) sin kx ;u(+)(x) = A(+) cos kx ;(�) : ungerade Funktion in x,(+) : gerade Funktion in x.



DER UNENDLICH TIEFE POTENTIALTOPF 43Randbedingungen:sin ka = 0 bedeutet, da� ka = n�; n = 1; 2; 3; � � � sein mu�, d.h. nur bestimmteWerte von k (und damit der Energie E) sind mit der Randbedingungvert�aglich: "Quantisierung".Die zul�assigen Energiewerte sindE(�)n = n2�2�h22ma2 ; n = 1; 2; 3; � � � :Die Normierung der zugeh�origen Eigenfunktionenu(�)n = A(�) sin�n�xa �gem�a� R a�a u�(x) � u(x)dx = 1 ergibt A(�) = (a)� 12 , alsou(�)n (x) = a� 12 sin�n�xa � ;n = 1; 2; 3; � � � :Ferner folgt aus cos ka = 0, da� hier ka = (n+1=2)�; n = 0; 1; 2; � � � sein mu�, unddamit lauten die EnergiewerteE(+)n = (n+ 1=2)2�2�h22ma2 ; n = 0; 1; 2; � � � :Die zugeh�origen Eigenfunktionen sind :u(+)n = a� 12 cos �(n+ 1=2)�xa � ;n = 0; 1; 2; � � � :Der tiefstm�ogliche Energiewert - die Grundzustandsenergie - istE(+)0 = �2�h28ma2 :E = 0 ist nicht m�oglich, da dann die L�osung u(x) = b1 x+ b0 den Randbedingungennur gen�ugt, wenn b0 = 0, b1 = 0.Die Mittelwerte hxi und hpi verschwinden. Z.B. ergibt sichhxi = 1a Z a�a dx sin�n�xa �x sin�n�xa � = 0



44 DIE STATION�ARE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGda der Integrand antisymmetrisch in x ist. F�ur das mittlere Schwankungsquadrat(�p)2 gilt somit (�p)2 = hp2i. Da aber P2 = ��h2 d2dx2 = 2mH, so folgtDp2E(�)n = 2mE(�)n , wobeiDp2E(�)n = Z a�a dx u(�)n (x) ��h2 d2dx2u(�)n (x)!Ferner erhalten wir f�ur hx2i mit der Substitution y = �xaDx2E(�)n = 1a Z a�a dx x2 sin2 n�xa= 1� Z ��� �ay� �2 sin2 ny dy :Da sin2� = 12(1 � cos 2�), so erh�alt man nach mehrmaliger partieller IntegrationDx2E(�)n = a23 �1� 32�2n2� :Das Gesamtergebnis f�ur die ungeraden Eigenfunktionen lautet also:(�p)(�)n = n��ha ; (�x)(�)n = ap3 �1 � 32�2n2� 12Analog erh�alt man mit cos2� = 12(1 + cos 2�):(�p)(+)n = (n+ 12)��ha ; (�x)(+)n = ap3  1� 32�2(n+ 12)2! 12Die Unsch�arfe - Relationen lauten:(�x)(�)n � (�p)(�)n = �hp3 hn2�2 � 3=2i 12 ;(�x)(+)n � (�p)(+)n = �hp3 h(n+ 1=2)2�2 � 3=2i 12 :Bemerkungen1. Die Energien E(�)n sind umso gr�o�er, je gr�o�er die Zahl der Nullstellen (sog.Zahl der Knoten) der zugeh�origen Eigenfunktionen u(�)n (x) im Intervall



DIE ENTWICKLUNG NACH BASISFUNKTIONEN 45[�a;+a] sind.Interpretation:E(�)n = hHi(�)n = 12m Dp2E(�)n = � �h22m Z a�a dx u(�)�n d2dx2u(�)n= �h22m Z a�a dx du(�)�ndx du(�)ndx = �h22m Z a�a dx �����du(�)ndx �����2 ;d.h. En ist umso gr�o�er, je schneller sich u(x) mit x �andert (je gr�o�er �����dudx �����2ist). Die Wellenfunktion u(+)n=0 = a�1=2 cos��x2a� des Grundzustandes hat f�urjxj < a keine Nullstelle.2. Das Produkt der Unsch�arfen �x ��p h�angt nicht von a ab und w�achst mitn. F�ur den Grundzustand u(+)0 hat man(�x)(+)0 � (�p)(+)0 = �hp3 �14�2 � 32� 12 = 0; 568 �h > �h2 ;d.h. die allgemeine Relation (�P) � (�Q) > �h2 ist gerade erf�ullt. Ferner ist(�x)(+)0 = 0; 36 a, (�p)(+)0 = �a �h2 . Da (�x) nicht gr�o�er als 2a (Durchmesserdes Potentialtopfes) sein kann, mu� (wegen (�P) � (�Q) > �h2) die Impuls{Unsch�arfe (�p) 6= 0 sein! D.h. obwohl die Teilchen in den Zust�anden u(�)n"scharfe" Energiewerte E(�)n haben, gilt dies wegen der endlichen Ausdeh-nung des "Kastens" nicht f�ur ihre Impulse!3. Mittels der Beziehungen2 cos �1 cos�2 = cos(�1 + �2) + cos(�1 � �2) ;2 sin�1 sin�2 = cos(�1 � �2)� cos(�1 + �2) ;2 sin�1 cos�2 = sin(�1 + �2) + sin(�1 � �2)rechnet man leicht nach, da�Z a�a dx u(+)�m (x)u(+)n (x) = �mn ; Z a�a dx u(�)�m (x)u(�)n (x) = �mn ;Z a�a dx u(+)�m (x)u(�)n (x) = 0 ;d.h. Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten E(�)n sind zuein-ander "orthogonal".



46 DIE STATION�ARE SCHR �ODINGER - GLEICHUNG4.4 Die Entwicklung von Funktionen nach einemSystem von BasisfunktionenIn einemn-dimensionalen (komplexen)Vektorraum= f~vgmit Skalarprodukt (~v1; ~v2)� g(~v1; ~v2) kann man jeden Vektor ~v eindeutig nach einer vollst�andigen orthonor-malen Basis f~e�; � = 1; : : : ; ng entwickeln:~v = nX�=1 c�~e�; k~vk2 = (~v;~v) = nX�=1 jc� j2 ;wobei die Koe�zienten c� = (~e�; ~v) sind.Ganz analog kann man sich fragen, ob und in welchem Sinne man eine Funktionu(x) nach "Basisfunktionen" f�(x); � = 1; � � �1 (abz�ahlbar!) entwickeln kann. Zudiesem Zweck braucht man zun�achst einmal ein Skalarprodukt, mit dem man u.a.Orthogonalit�at und Norm (= "L�ange") von Funktionen de�nieren kann.4.4.1 De�nition und Eigenschaften des SkalarproduktesDie Funktionen u1(x); u2(x) � � � seien im Intervall �a � x � a quadratintegrabel,d.h. R a�a dx ju(x)j2 <1, dann de�niert man als Skalarprodukt:(u1; u2) := Z a�a dx u�1(x)u2(x) :Die Gr�o�e (u; u) 12 = kuk bezeichnet man als "Norm" der Funktion u bez�uglich desSkalarproduktes (u1; u2). Das obige Skalarprodukt hat u.a. folgende Eigenschaften:(u1; u2)� = (u2; u1) ;(u1; �2u2 + �3u3) = �2(u1; u2) + �3(u1; u3) :Ferner folgt aus0 � Z a�a dx (u1 + �u2)�(u1 + �u2)= (u1; u1) + j�j2(u2; u2) + ��(u2; u1) + �(u1; u2)mit � = �(u2; u1)(u2; u2) die Schwarzsche Ungleichung:(u1; u1)(u2; u2) � j(u1; u2)j2 :



ENTWICKLUNG NACH BASISFUNKTIONEN 47Vorsicht:� In einem n-dimensionalen Vektorraum folgt aus k~vk = 0, da� ~v = 0, aber auskuk = 0 folgt i.a. nicht, da� u(x) � 0; es sei z.B. u(x) = 0 f�ur x 2 [�a;+a]mit Ausnahme von endlich vielen Stellen, an denen u(x) = 1, dann hat mankuk = 0 aber u 6� 0. Man sagt auch u sei �aquivalent zu 0 (u � 0), wennkuk = 0.� Ferner sei im n-dimensionalen Vektorraum eine Folge f~vmg mit limm!1 k~vmk= 0, so folgt limm!1 ~vm = ~0 . Dies gilt jedoch nicht immer bei Funktionen!Beispiel: un(x) = 8>>>><>>>>: 1 � n2x2 f�ur x2 � 1n2 ;0 f�ur x2 � 1n2 ;x 2 [�1;+1] :Die Funktionen un(x) sind stetig und man hatkunk2 = Z 1�1 jun(x)j2 dx = Z + 1n� 1n �1� n2x2�2 dx= x� 23n2x3 + 15n4x5���� 1n� 1n = 1615n ;d.h. limn!1 kunk = 0; andererseits ist aberlimn!1 un(x) = ( 0 f�ur x 6= 01 f�ur x = 0Auswege:� Man beschr�anke sich auf gleichgradig stetige Funktionen.� Man erweitere den Riemanschen Integralbegri� (Lebesgue, s. mathematischeLiteratur).Anmerkung: Zwei Funktionen u1; u2 6� 0 hei�en orthogonal, wenn ihr Skalarpro-dukt verschwindet: (u1; u2) = 0.n Funktionen u1; � � � ; un hei�en linear unabh�angig, falls ausnXi=1 ciui � 0 ; f�ur alle x;folgt, da� c1 = � � � = cn = 0. n zueinander orthogonale Funktionen f1; � � � ; fn sindimmer linear unabh�angig, denn aus nXi=1 cifi � 0folgt nach Multiplikation mit fk und Integrationck(fk; fk) = 0; d.h. ck = 0; k = 1; � � � ; n :



48 DIE STATION�ARE SCHR �ODINGER - GLEICHUNG4.4.2 Approximation von Funktionen im MittelEs sei ff�(x)g ein System von orthonormalen Funktionen: (f�; f�) = ���. Wirnehmen an, da� die f� glatt (d.h. stetig di�erenzierbar) in [�a;+a] sind. Ist u(x)eine stetige Funktion, und sind 
1; � � � ; 
n komplexe Zahlen, so kann man fragen, f�urwelche Wahl der Koe�zienten 
� der Ausdruck0 � �(
) := ku� nX�=1 
�f�k2 = Z a�a dx  u(x)� nX�=1 
�f�(x)!� � u(x)� nX�=1 
�f�(x)!minimal wird (Methode der kleinsten Quadrate). Umformen ergibt�(
) = (u; u) + nX�=1 j
� � c�j2 � nX�=1 jc� j2; wobeic� := (f� ; u) = Z a�a dx f�� (x)u(x) :Man sieht, da� �(
) minimal wird, falls 
� = c�!"Beste mittlere quadratische Approximation von u bei vorgegebenen f1; : : : ;fn." c� = Z a�a dx f�� (x)u(x) : Entwicklungskoe�zientvon u bzgl. f� .Da �(
) � 0, so folgt kuk2 � nX�=1 jc�j2;und da die linke Seite nicht von n abh�angt, so haben wir die Besselsche Unglei-chung: kuk2 � 1X�=1 jc�j2 ;d.h die Reihe P1�=1 jc�j2 konvergiert, falls nur kuk2 <1.De�nition: Das orthonormale System ff�g hei�t vollst�andig im Intervall[�a;+a], falls man jede dort stetige (bzw. st�uckweise stetige, d.h. endlich vieleUnstetigkeitsstellen mit endlichen Spr�ungen) Funktion durch Wahl eines geeig-neten n im Mittel beliebig genau approximieren kann, d.h. die Zahl�(
) = ku� nX�=1 c�f�k2beliebig klein machen kann. F�ur ein vollst�andiges System tritt an die Stelle derBesselschen Ungleichung die Gleichungkuk2 = (u; u) = 1X�=1 jc�j2 :



ENTWICKLUNG NACH BASISFUNKTIONEN 49Wendet man diese Gleichung auf u(1) � u(2) sowie auf u(1) � iu(2) an, so folgt 1(u(1); u(2)) = 1X�=1 c(1)�� c(2)� :Nimmt man nur eine der Funktionen f� aus dem System heraus, z.B. f1, so ist esnicht mehr vollst�andig, denn dann giltc� = (f� ; f1) = 0 ; � = 2; � � � ; aber (f1; f1) = 1 !Ferner: aus der Konvergenz im Mittellim�!1 ku� nX�=1 c�f�k2 = 0kann man i.a. nicht folgern, da� die punktweise Konvergenz gilt, alsou(x) = 1X�=1 c�f�(x) f�ur jedes x 2 [�a;+a] :Dies ist jedoch der Fall, wenn die letzte Reihe in [�a;+a] gleichm�a�ig konvergiert,da man dann Integration und Summation vertauschen darf. Also: die Konvergenzim Mittel ist i.a. nicht gleichbedeutend mit der punktweisen Konvergenz(siehe Seite 47). (Die Konvergenz im "Mittel", d.h. bez�uglich der Norm kuk, ist"gr�ober".)Etwas verallgemeinerte De�nition der Vollst�andigkeit: Ein System fg�g vonFunktionen hei�t vollst�andig, falls man jede st�uckweise stetige Funktion imMittel,d.h bez�uglich der Norm kuk, durch eine Linearkombination der g� beliebig genauapproximieren kann.Bemerkung: ein solches System kann immer orthonormiert werden (siehe die beidenersten �Ubungsstunden)!Wichtig f�ur die Anwendungen ist der folgende Approximationssatz von Weier-stra�:Jede im Intervall [a; b] stetige Funktion l�a�t sich in diesem Intervallgleichm�a�ig durch Polynome in x approximieren.Das hei�t: die Funktionen 1; x; x2; x3; � � � bilden im endlichen Intervall [a; b]ein (noch nicht orthonormiertes!) vollst�andiges System.4.4.3 Die Vollst�andigkeit der trigonometrischen Funktio-nen und Fourier - ReihenEs sei zur Vereinfachung a = � gesetzt. Dann bilden die Funktionen1p2� ; 1p� sin �x und 1p� cos �x ; � = 1; 2; � � �1Es gilt (u1; u2) = 14 �ku1 + u2k2 � ku1 � u2k2 + iku1 + iu2k2 � iku1 � iu2k2� :



50 DIE STATION�ARE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGein System orthonormaler Funktionen in Intervall [��;+�]. Dar�uber hinaus l�a�tsich jede Funktion f(x), die im Intervall [��;+�] stetig ist und f�ur die f(��) = f(�)gilt, gleichm�a�ig durch trigonometrische Polynome12a0 + nX�=1 a(+)� cos �x+ a(�)� sin �xapproximieren.Beweis: Es sei � = x der Polarwinkel in der y1; y2-Ebene mit y1 = � cos � undy2 = � sin �. Die Funktion ~f(y1; y2) = �f(�) ist stetig in der y1; y2-Ebene. Nachdem Approximationssatz von Weierstra� kann sie in einem Quadrat, das den Kreis� = 1 enth�alt, durch Polynome in y1 und y2 gleichm�a�ig approximiert werden, d.h.f�ur � = 1 ist f(�) gleichm�a�ig durch Polynome in cos � und sin � approximierbar.Die Polynome lassen sich dann mittels trigonometrischer Formeln in die obige Formbringen. Q. E. D.Es seisn(x) = a0f0 + nX�=1 �a(+)� f (+)� (x) + a(�)� f (�)� (x)� ;wobeia0 = 1p2� Z +��� u(x) dx = (f0; u); ; f0 = 1p2� ;a(+)� = (f (+)� ; u) = 1p� Z +��� u(x) cos �x dx ;a(�)� = (f (�)� ; u) = 1p� Z +��� u(x) sin �x dx ;dann folgt aus dem vorher Gesagtenlimn!1 ku� snk = 0sowie (u; u) = ja0j2 + 1X�=1 ���a(+)� ���2 + ���a(�)� ���2 :Dar�uber hinaus gilt (ohne Beweis) folgender Satz:Die Funktion u(x) sei stetig im Intervall [��;+�] und ferner u(��) = u(+�), dannkonvergiert die Reihe a0f0 + 1X�=1 �a(+)� f (+)� (x) + a(�)� f (�)� (x)�gleichm�a�ig gegen u(x).



4.5. NOCHMAL DER UNENDLICH TIEFE POTENTIALTOPF 51Mathematische Literatur:1. Courant and Hilbert, Methods of Mathematical Physics, Vol I.2. Hewitt and Stromberg, Real and Abstract Analysis.Springer Verlag.(Mathematisch anspruchsvoll, ausf�uhrliche Diskussion vom Lebesgue - Inte-gral).4.5 Nochmal der unendlich tiefe PotentialtopfNach den vorigen Abschnitten bilden die Funktionenu(+)� (x) = 1pa cos �(� + 1=2)�xa � ; � = 0; 1; � � �und u(�)� (x) = 1pa sin �� �xa � ; � = 1; 2; � � �f�ur stetige Funktionen u(x) mit u(�a) = 0, u(a) = 0 ein vollst�andiges System imIntervall [�a;+a], d.h.u(x) = 1X�=0 c(+)� u(+)� (x) + 1X�=1 c(�)� u(�)� (x) ;c(�)� = (u(�)� ; u) und(u; u) = 1X�=0 ���c(+)� ���2 + 1X�=1 ���c(�)� ���2 = 1 :u(x) sei die (als zweimal stetig di�erenzierbar vorausgesetzte) Wellenfunktion ei-nes beliebigen, mit den Randbedingungen vertr�aglichen Zustands des Systems, ins-besondere gelte (u; u) = 1. F�ur den Erwartungswert der Energie im Zustand ubekommen wir: E = hHi = (u;Hu) = Z a�a dx u�(x)Hu(x)= 1X�=0E(+)� ���c(+)� ���2 + 1X�=1E(�)� ���c(�)� ���2 :Physikalische Interpretation:jc(�)� j2 = j(u(�)� ; u)j2 ist die Wahrscheinlichkeit daf�ur, bei einer Energie-messung am System, das sich im Zustand u be�ndet, den Wert E(�)� zumessen.



52 KAPITEL 4. DIE STATION�ARE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGF�ur den Fall, da� z.B. jc(+)� j2 = ���, so mi�t man z.B. mit Sicherheit den Wert E(+)� .Ferner: Be�ndet sich das System vor der Messung im Zustand u undhat man den Wert E(+)� gemessen, so be�ndet sich das System nach derMessung im Zustand u(+)� . Eine erneute Messung der Energie liefert alsowieder das Resultat E(+)� .Man bezeichnet die Gr�o�ew(u! u(�)� ) := j(u(�)� ; u)j2auch als "�Ubergangswahrscheinlichkeit", das ist die Wahrscheinlichkeitdaf�ur, da� ein System vom Zustand u in den Zustand u(�)� �ubergeht.Diese hier am Beispiel des Potentialtopfes angestellten �Uberlegungen gelten ganzallgemein!Mathematische Bemerkung:Hermitesche bzw. symmetrische Operatorenu1(x) und u2(x) seien zwei beliebige, komplexwertige, zweimal stetig di�erenzierbareFunktionen mit ui(�a) = 0,ui(a) = 0, i = 1; 2. Dann gilt:1: (u1;Q u2) = Z +a�a dxu�1(x)(xu2(x)) = Z +a�a dx(xu�1)u2= (Qu1; u2)2: (u1;Pu2) = Z +a�a dxu�1(x)(�hi ddxu2(x))= + "�hi u�1u2#+a�a + Z +a�a dx(�hi ddxu1)�u2= (Pu1; u2) :und analog durch 2{malige partielle Integration3: (u1;H0 u2) = 12m(u1;P2u2) = (H0u1; u2) :D. h. die drei Operatoren A = Q;P;H = H0 + V (Q) habendie Eigenschaft(u1;Au2) = (Au1; u2) = (u2;Au1)� :Solche Operatoren nennt man "hermitesch" oder "symme-trisch. Symmetrische Operatoren haben reelle Erwartungs-werte: < A >� (u;Au) = (Au; u) = (u;Au)� :



4.6. DER POTENTIALTOPF MIT ENDLICHER TIEFE 53Ein symmetrischer (hermitescher) Operator hei�t selbstadjungiert, falls das Sy-stem seiner Eigenfunktionen vollst�andig ist. Bei endlich{dimensionalen Vektorr�au-men sind "hermitesch" und "selbstadjungiert" identisch, bei unendlich{dimensio-nalen i. a. jedoch nicht.F�ur die Physik wichtig sind die selbstadjungierten Operatoren: ihre Er-wartungswerte sind reell, ihre Eigenfunktionen bilden ein vollst�andigesSystem und ihre Eigenwerte sind die m�oglichen Me�werte.4.6 Der Potentialtopf mit endlicher TiefeEs sei V = 0 f�ur jxj > a ;V = �V0 ; V0 > 0 ; f�ur jxj < a :Die L�osungen zu positiver Energie bekommt man durch analytische Fortsetzung(� ! �i�) der L�osungen f�ur die Potentialbarriere (s. Abschnitt 4.2). Zus�atzlichkann es L�osungen zu negativen Energien geben:0 > E > �V0 :Klassisch entspricht dies einem gebundenen Zustand, d.h. f�ur jxj � a sollte dieWellenfunktion abfallen. Demnach kommen folgende L�osungen der Schr�odinger{Gleichung in Frage: x < �a : u(x) = B� e�x ; � = +1�h(�2mE) 12�a < x < +a : u(x) = A1 cos qx+A2 sin qx ;q = +1�h (2m(V0 + E)) 12 ;x > a : u(x) = B+e��x :Die Forderung nach Stetigkeit der Wellenfunktion und ihrer Ableitung f�ur x = �agibt die Bedingungen B�e��a = A1 cos qa�A2 sin qa ;�B�e��a = q(A1 sin qa+A2 cos qa) ;B+e��a = A1 cos qa+A2 sin qa ;�B+e��a = q(A1 sin qa�A2 cos qa) :Hieraus folgt � = qA1 sin qa+A2 cos qaA1 cos qa�A2 sin qa = qA1 sin qa�A2 cos qaA1 cos qa+A2 sin qa ;



54 KAPITEL 4. DIE STATION�ARE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGd. h. es mu� A1 � A2 = 0 sein: die L�osungen zerfallen wieder in symmetrische undantisymmetrischeu(+)(x) = A1 cos q(+)x ; u(�)(x) = A2 sin q(�)x :Die Gleichungen�(+) = q(+) tan(q(+)a) ; �(�) = �q(�) cot(q(�)a)bestimmen die zul�assigen Eigenwerte E(+), E(�). Mit b2 = 2mV0a2=�h2, y(�) = aq(�),ergibt dies die transzendenten Gleichungen(b2 � y(+) 2) 12 =y(+) = tan y(+) ; (b2 � y(�) 2) 12 =y(�) = � cot y(�) :Graphische L�osung:
-0 �

6
2� 3�b(b2�y2) 12ytan y tan y tan y� cot y � cot y

Die Anzahl der gebundenen Zust�ande h�angt von dem Wert von b2 = 2mV0a2=�h2 ab:1. Wie klein auch b2, es gibt immer einen gebundenen Zustand f�ur 0 < y(+) < �2 .(Dies gilt nicht im 3{dimensionalen Fall!) Einen Eigenwert E(�) < 0 gibt esnur, falls (b2 � �2=4) 12 > 0, d. h. falls2mV0a2=�h2 > �24 :2. F�ur sehr gro�e b2 � y2 hat man die approximierten L�osungeny(+) � (n+ 12)� ; n = 0; 1; : : : ; y(�) � n� ; n = 1; : : : ;d. h. die L�osungen gehen in die des Topfes mit unendlich hohen W�anden �uber.



4.7. DER SPIEGELUNGS{ ODER PARIT�ATSOPERATOR 554.7 Der Spiegelungs{ oder Parit�atsoperatorBeim Potentialtopf zerfallen die Eigenl�osungen von H in symmetrische und anti-symmetrische. Dies legt die folgende De�nition nahe:Es sei � der Operator, der u(x) in u(�x) �uberf�uhrt:� : (�u)(x) = u(�x) :O�enbar gilt: �u(+) = u(+)(�x) = u(+)(x) ;�u(�) = u(�)(�x) = �u(�)(x) ;d. h. die u(+) sind Eigenl�osungen von� zum Eigenwert +1, die u(�) Eigenfunktionenvon � zum Eigenwert -1! Die Eigenwerte �1 sind hier auch die einzig m�oglichen,da zweimalige Anwendung von � zur urspr�unglichen Funktion zur�uckf�uhrt:Aus (�u)(x) = �u(x) folgt:u(x) = �(�u) � �2u = ��u = �2u(x) ; d.h. � = �1 :Ist u(x) eine beliebige Funktion, so kann man immer schreibenu(x) = 12(u(x) + u(�x)) + 12(u(x)� u(�x)) ;d. h. man kann jede Funktion nach Eigenfunktionen von � zerlegen.Dynamisch (physikalisch !) ist folgendes entscheidend:Der Hamilton{Operator H = � �h22m d2dx2 + V0, (jxj < a), ist invariant gegen�uberder Substitution x! �x, d.h. wir haben�(H	(x; t) = H(�	(x; t)) ;bzw. formal �H �H� = 0 :Ist 	(x; t) eine L�osung der Schr�odinger{Gleichungi�h@t	(x; t) = H	(x; t) ;so bekommt man durch Anwendungvon � auf beiden Seiteni�h@t(�	) = �(H	) = H(�	) ;



56 KAPITEL 4. DIE STATION�ARE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGd.h. falls H invariant gegen�uber der Spiegelung � : x ! �x ist, dann ist mit 	auch �	 eine L�osung der Schr�odinger{Gleichung, oder die Funktionen	(+)(x; t) = 12(1 +�)	(x; t) ;	(�)(x; t) = 12(1 ��)	(x; t) :gen�ugen jede f�ur sich der Schr�odinger{Gleichung und werden im Laufeder Zeit nicht gemischt, falls schon die Anfangszust�ande (z. B. f�ur t = 0)gerade oder ungerade Funktionen sind.F�ur die zeitliche Konstanz der Eigenschaften "gerade" oder "ungerade" istdie Eigenschaft �H �H� = 0 entscheidend.De�nition: man nennt � "Spiegelungs"{ oder auch "Parit�ats"{Operator.Die Eigenwerte �1 hei�en "Parit�aten".Sp�ater wird die Verallgemeinerung auf r�aumliche Spiegelungen � : ~x ! �~x be-trachtet.F�ur die Orts{ und Impulsoperatoren Q und P gilt o�enbar�Q = �Q� ; �P = �P� :Der Parit�atsoperator ist hermitesch: Es gilt(u1;�u2) = Z +a�a dxu�1(x)u2(�x) :Die Substitution x!�x unter dem Integral ergibt(u1;�u2) = Z +a�a dxu�1(�x)u2(x) = (�u1; u2) :



4.8. DER HARMONISCHE OSZILLATOR 574.8 Der harmonische Oszillator4.8.1 Eigenfunktionen und Eigenwerte des Hamilton-OperatorsKlassisch hat man f�ur die GesamtenergieE = 12mp2 + 12bx2 ; b > 0 :Daraus ergibt sich der Hamiltonoperator H = � �h22m d2dx2 + 12bx2 und die zeitun-abh�angige Schr�odinger{Gleichung� �h22md2udx2 + 12bx2u(x) = Eu(x) .Die "W�ande" des Potentials 12bx2 werden umso h�oher je gr�o�er x wird, d. h. dieAufenthaltswahrscheinlichkeit wird f�ur gro�e jxj gegen Null gehen. Gesucht sindL�osungen der obigen Gleichung, f�ur dielimjxj!1u(x) = 0 und (u; u) = Z +1�1 dxu�(x)u(x) = 1gilt. Es zeigt sich, da� nur bestimmteWerte von E mit dieser Bedingungvertr�aglich sind! Mit ! = s bm ; " = 2E�h! ; �2 = m!�h ;erh�alt man 1�2 d2udx2 = (�2x2 � ")u :Diese Gleichung l�a�t sich zun�achst approximativ f�ur sehr gro�e x l�osen:�2x2 � " : u � u1(x) ; u001 = �4x2u1 ;Eine approximative L�osung istu1 = e�12�2x2 ;u0 = ��2xe�12�2x2 ;u001 = ��2e�12�2x2 + �4x2e�12�2x2 � �4x2u1 :



58 KAPITEL 4. DIE STATION�ARE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGMan sieht: u = e�12�2x2 ist sogar eine exakte L�osung, falls " = 1, d. h. E = E0 =12�h!. Die zugeh�orige normierte L�osung der Schr�odinger{Gleichung istu0(x) = (�2=�)+ 14 e�12�2x2 ; (u0; u0) = 1 ;E = E0 = 12�h!Die anderen Eigenl�osungen und Eigenwerte gewinnt man folgenderma�en:Die Operatoren a � 1p2(�x+ 1� ddx) ; a+ � 1p2(�x� 1� ddx)haben folgende Eigenschaften: Sei u(x) beliebig, dann gilta+(au) = 12(�2x2 � 1�2 d2dx2 )u� 12u ;a(a+u) = 12(�2x2 � 1�2 d2dx2 )u+ 12u ;also (aa+ � a+a)u = u ; oderaa+ � a+a = 1 :Ferner gilt H = �h!(a+a + 12)und (u1;au2) = (a+u1; u2)f�ur Funktionen u1, u2, die im Unendlichen hinreichend stark verschwinden.Die Schr�odinger{Gleichung l�a�t sich damit in folgender Weise schreiben(a+a)u(x) = 12("� 1)u(x) :



4.8. DER HARMONISCHE OSZILLATOR 59F�ur normierte u(x) folgt hieraus12("� 1) = 12("� 1)(u; u) = (u;a+au)= (au;au) � 0 ;wobei die Gleichheit dann und nur dann gilt, falls au = 0 und ebenfalls " = 1.au(x) = 0 bedeutet:dudx = ��2xu(x) ; d. h. u = u0 = (�2=�)+ 14 e�12�2x2 :" = 1, d.h. E0 = 12�h! ist also der kleinstm�ogliche Eigenwert von H.Wendet man a auf beide Seiten der Schr�odinger{Gleichung an, so erh�alt mana(a+au) = (a+a + 1)au = 12("� 1)au ;also: a+a(au) = [12("� 1) � 1]au ;und analoga+a(a+u) = [12("� 1) + 1]a+u ;Interpretation:Aus Hu = 12�h!"u folgt H(au) = 12�h!("� 2)au ;H(a+u) = 12�h!("+ 2)a+u :Entspricht daher b" einem beliebigem Eigenwert zur L�osung u, so geh�ort au zub" � 2 und a+u zu b"+ 2; entsprechend geh�ort amu zu b"� 2m. Nun mu� f�ur jedenEigenwert " � 1 � 0 gelten (s. oben). D.h. f�ur jeden Eigenwert b" gibt es eineganze Zahl n, so da� anu 6= 0 ist , aber an+1u = 0, und es gilt b" � 2n = 1. Diesbedeutet anu = const: � u0, da u0 Eigenl�osung zu " = 1 ist!Ergebnis: aus der Forderung " � 1 folgt, da� nur die Eigenwerte b"n = 2n + 1,n = 0; 1; : : :, m�oglich sind. Dementsprechend sind die m�oglichen EigenwerteEn des harmonischen OszillatorsEn = (n + 12)�h! ; n = 0; 1; : : : :



60 KAPITEL 4. DIE STATION�ARE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGBezeichnet man die zugeh�origen Eigenfunktionen mit un, so mu� geltena+un(x) = Nun+1(x) :Die KonstanteN ist dadurch bestimmt, da� un+1 normiert sein soll, falls un normiertist: N2(un+1; un+1) = N2 = (a+un;a+un)= (aa+un; un) = ((a+a + 1)un; un) :Da die Schr�odinger{Gleichung a+aun = nungilt, so hat man schlie�lich N2 = n+ 1. Demnach erh�alt mana+un(x) = pn+ 1un+1(x) ;aun(x) = pnun�1(x) :Mittels Iteration folgt darausun(x) = 1pn!(a+)nu0(x) ;u0(x) = (�2=�)+ 14 e�12�2x2 :Man kann die Eigenfunktionen un(x) auch so schreibenun(x) = q� (n! 2np�)� 12 e� 12 �2x2 Hn(�x) ;wobei Hn(y) ein sogenanntes "Hermitesches" Polynom ist. Es istH0(y) = 1 ; H1(y) = 2y ;H2(y) = 4y2 � 2 ; H3(y) = 8y3 � 12y ; : : : :Die Hermiteschen Polynome sind L�osungen der Di�erentialgleichungH 00n(y)� 2yH 0n(y) + 2nHn(y) = 0 :



4.8. DER HARMONISCHE OSZILLATOR 61Sind En1 6= En2 zwei verschiedene Eigenwerte, so hat manEn1(un2 ; un1 ) = (un2 ;Hun1) = (Hun2 ; un1)= En2 (un2 ; un1) ;d.h. (un2 ; un1) = 0 f�ur n1 6= n2. Die un(x) bilden also ein orthonormalesSystem!Man kann ferner beweisen (s. z.B. Courant-Hilbert, Methoden der Mathema-tischen Physik, Bd. I, Kap. 2), da� die Funktionen un(x) im Intervall (�1;+1)auch ein vollst�andiges System von Funktionen bilden!4.8.2 Matrizenmechanik des harmonischen OszillatorsIst V n ein n{dimensionaler Vektorraum mit Elementen ~v, Basis ~e1; : : :~en (ortho-normiert!) und Skalarprodukt (~v;~v), so ist eine lineare Abbildung A (Operator A)de�niert, falls man die Bildvektoren der Basis angegeben hat:~ei ! b~ei = nXk=1 aki~ek � A~ei :F�ur die Matrixelemente aik hat manaik = (~ei; A~ek) :Ganz analog kann man sich die Matrixelemente der nun unendlich{dimensionalenMatrizen bez�uglich der Basis fung beim harmonischen Oszillator ausrechnen, dieden Operatoren a, a+, Q, P und H entsprechen: Man hatamn = (um;aun) = pn (um; un�1) = pn �m;n�1a+mn = (um;a+un) = pn+ 1 (um; un+1) = pn+ 1 �m;n+1 :Ferner ist Q = 1p2� (a + a+) ; P = �hi �p2(a � a+) ;und daher gilt Qun = 1p2� (pnun�1 +pn + 1un+1) ;(um;Qun) = 1p2� (pn�m;n�1 +pn+ 1�m;n+1) ;(um;Pun) = �hi �p2(pn�m;n�1 �pn+ 1�m;n+1) :



62 KAPITEL 4. DIE STATION�ARE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGSchlie�lich hat man noch f�ur die Matrixelemente des Schr�odinger{Operators(um;Hun) = En � �mn :d. h. in der Basis fung ist die Matrix fHmn � (um;Hun)g auf Diagonalform:"Energie"{ oder auch "Heisenberg"{Darstellung der Operatoren Q, P undH.Wegen (u(1); u(2)) = 1X�=0(u(1); u�)(u� ; u(2))gelten die �ublichen Regeln der Matrixmultiplikation (Beweisen! : : :) und man sprichtvon der "Matrizen"{Mechanik (Heisenberg, Born, Jordan) des harmonischen Oszil-lators!4.8.3 Bemerkungen:1. Da die Operatoren a und a+ die Eigenwerte von H um den Betrag �h! ernied-rigen bzw. erh�ohen, spricht man auch von "Leiter"{Operatoren, bzw. von"Vernichtungs"{ und "Erzeugungs"{Operatoren.Solche Operatoren spielen eine sehr gro�e Rolle in der heutigen Phy-sik, da man viele Systeme aus harmonischen Oszillatoren aufbauenkann.2. SeiB['] = f'� , � = 1; : : :g ein vollst�andiges System von Funktionen bez�uglichdes Skalarproduktes (u1; u2). Ferner sollen alle '� zum De�nitionsbereich vomOperator A geh�oren, d. h. jjA'�jj <1.L�a�t sich dann zu gegebenem u ein u+ �nden, derart da�(u;A'�) = (u+; '�)f�ur alle '� , so de�niert die Zuordnungu ! u+ = A+ueindeutig den zu A adjungierten Operator A+.



4.8. DER HARMONISCHE OSZILLATOR 63Zur Eindeutigkeit: aus (u+1 � u+2 ; '�) = 0 8'� folgt u+1 = u+2 , da das Systemder f'�g vollst�andig ist!Falls ('�; A'�) = (A'�; '�) 8 '� ; '� ;so ist A symmetrisch, und falls A+ = A, so ist A selbst-adjungiert.Die Gleichheit von Operatoren schlie�t die Gleichheit des De�nitionsbereichesund die Gleichheit des Wertebereiches ein!.Ist dagegen A+ = A�1, d. h. A+A = AA+ = 1, so hei�t A � Uunit�ar. F�ur unit�are Operatoren gilt(Uu1; Uu2) = (U+Uu1; u2) = (u1; u2) ;d.h. unit�are Operatoren lassen das Skalarprodukt(u1; u2) invariant!Beispiele f�ur unit�are Transformationen:(a) Fourier{Transformation (s.S. 27).(b) Orthogonale Transformationen in einem n{dimensionalen Vektorraum.3. F�ur den "Kommutator" AB � BA zweier Operatoren A, B schreiben wir inZukunft AB �BA � [A;B] = �[B;A] :4.8.4 Koh�arente Zust�andeEs l�a�t sich leicht nachrechnen (s. �Ubungen), da� die Erwartungswerte (un;Qun)und (un;Pun) verschwinden. Dies ist auch f�ur die zeitabh�angigen L�osungen n(x; t) = e�iEn�h t un(x)der Fall. Der Erwartungswert des Ortsoperators Q bez�uglich der Energie-Eigenfunk-tionen un(x) hat also sehr wenig mit dem periodischen Verlauf der klassischen Be-wegung x(t) = A sin(! t+ �) zu tun.Dies ist anders, wenn man die Erwartungswerte bez�uglich folgender �Uberlagerungder Eigenfunktionen un(x) betrachtet:



64 KAPITEL 4. DIE STATION�ARE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGEs sei uz(x) Eigenfunktion des Vernichtungsoperators a zum komplexen Eigenwertz: auz(x) = z uz(x) :Dann hat man(uz;Q uz) = 1p2� (uz; (a + a+)uz) = 1p2� (z + z�) = p2� Re(z);und analog (uz;Puz) = p2 � �h Im(z):Die Eigenfunktionen uz lassen sich nach den Energie-Eigenfunktionen un entwickeln:uz(x) = 1Xn=0(un; uz)un(x):F�ur die Entwicklungskoe�zienten (un; uz) erhalten wir(un; uz) = 1pn! (a+ nu0; uz) = 1pn! (u0;anuz) = znpn! (u0; uz);so da� uz(x) = (u0; uz) 1Xn=0 znpn!un(x):Wegen (um; un) = �mn und der Normierungsforderung (uz; uz) = 1 folgt aus(uz; uz) = 1Xn=0(uz; un)(un; uz) = j(u0; uz)j2 1Xn=0 jzj2nn! = j(u0; uz)j2ejzj2 = 1;da� j(u0; uz)j2 = e�jzj2:Da die Normierungsbedingung (uz; uz) = 1 die Funktion uz nur bis auf eine beliebigePhase festlegt, k�onnen wir (u0; uz) = e�jzj22setzen. Wir haben daher uz(x) = e�jzj22 1Xn=0 znpn!un(x):Eigenfunktionen, die zu verschiedenen z-Werten geh�oren, sind nicht zueinander or-thogonal: (uz2 ; uz1) = 1Xn=0(uz2 ; un)(un; uz1) = e�12 jz1j2 � 12 jz2j2 + z�2z1:



4.8. DER HARMONISCHE OSZILLATOR 65Wegen un(x) =  �2� !14 1p2n n!e�12�2x2Hn(� x)bekommen wir f�ur uz explizituz(x) =  �2� ! 14 e�12�2x2 � jzj22 1Xn=0 1n! ( zp2)nHn(�x):Die Summe l�a�t sich so berechnen:Die Erzeugende Funktion F (s; y) f�ur die Hermiteschen Polynome istF (s; y) = e�s2 + 2s y = 1Xn=0 snn!Hn(y); Hn(y) = dnF (s; y)dsn js = 0:Damit erhalten wiruz(x) =  �2� !14 e�12�2 x2 +p2z � x� 12 jzj2 � 12 z2:Bei den Eigenfunktionen uz(x) des Vernichtungsoperators a handelt es sich also umGau�sche Wellenpakete!Setzen wir � = Re(z); � = Im(z) , so folgt wegenZ +1�1 d� e�a2�2 � b� = p�a e b24a2 ; a > 0; 12� Z +1�1 d�eia(x� y)� = 1a�(x� y);da� Z +1�1 d� Z +1�1 d� u��+i�(x)u�+i�(y) = � �(x� y):Da Q2 = 12�2 [a2 + (a+)2 + 2a+ a + 1]; P2 = �h2 �22 [2a+ a � a2 � (a+)2 + 1];so folgt (uz;Q2uz) = 12�2 (4�2 + 1); (uz;P2uz) = �h2�22 (4�2 + 1)und daher gilt f�ur den Mittelwert der Energie bez�uglich der Zust�ande uz:<H >z= (uz;Huz) = 12m < P2 >z +12m!2 < Q2 >z= �h!(jzj2 + 12)und f�ur die mittleren Schwankungen ergibt sich wegen (s. oben) < uz;Quz >=(p2=�)�;< uz;Puz >= p2��h�(�Q)2 = 12�2 ; (�P)2 = �h2 �22 ; �Q�P = �h2 ;



66 KAPITEL 4. DIE STATION�ARE SCHR �ODINGER - GLEICHUNGd.h. das Produkt der Schwankungen von Q und P im Zustand uz hatden minimalen Wert der Heisenbergschen Unsch�aferelation und ist vonz unabh�angig. Diese Minimaleigenschaft hinsichtlich der Unsch�arferelation istf�ur die Gau�schen Wellenpakete charakteristisch!Wegen der Zeitabh�angigkeit n(x; t) = e�iEn�h t un(x) = e�i!2 t e�in!t un(x)der Energie-Eigenfunktionen ist die Zeitabh�angigkeit der Zust�ande uz nach S. 36gegeben durchuz(x; t) = e�jzj22 e�i!2 t 1Xn=0 (ze�i!t)npn! un = e�i!t=2uz(t)(x); z(t) = ze�i!t:Man beachte, da� uz(x; t = 0) = uz.F�ur den Erwartungswert von Q bez�uglich uz(x; t) erhalten wir< Q >z (t) = 1p2� (uz(t); (a + a+)uz(t)) = 1p2� (z(t) + z�(t)):Setzt man z = jzjei�, so folgt schlie�lich< Q >z (t) = A cos(!t� �); A = p2jzj� :Hier hat der Erwartungswert von Q dieselbe Form wie die klassische Bewegung!Die zeitabh�angige Funktion uz(t)(x) hat die explizite Gestaltuz(t)(x) = (�2=�)1=4e�12�2 x2 +p2 z(t)�x� 12 jzj2 � 12z2(t) :Es handelt sich um ein zeitabh�angiges Gau�sches Wellenpaket, dessen Breite je-doch nicht von der Zeit abh�angt, d.h. diese Wellenpakete zer
ie�en nicht!Der Name "koh�arente Zust�ande" r�uhrt von ihren Anwendungen bei Koh�arenzpro-blemen in der Quantenoptik her.



Kapitel 5Rotationsinvariante PotentialeWir betrachten 3{dimensionale Systeme mit rotationssymmetrischen Potentialen,d. h. i�h@t	(~x; t) = H	(~x; t) ;H = � �h22m�+ V (r) ; r = jj~xjj :In der klassischen Mechanik gilt f�ur rotationsinvariante Systeme der Satzvon der Erhaltung des Drehimpulses:~l = ~x� ~p ; d~ldt = 0 ; l1 = x2p3 � x3p2 ; etc. :Da man in der "Schr�odinger{Darstellung", d. h. im Raum der x{abh�angigen Wel-lenfunktion die Zuordnungxj ! Qj : Multiplikation mit xj ;pj ! Pj : "Multiplikation" mit �hi @j ;hat, so erwartet man als quantenmechanischen Drehimpuls~l! ~L = ~Q � ~P= �hi (x2@3 � x3@2 ; x3@1 � x1@3 ; x1@2 � x2@1) :~L hei�t (Bahn{) Drehimpulsoperator. Die Lj sind symmetrisch bez�uglich(	1;	2) = Z d3~x	�(~x; t)	(~x; t) !67



68 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALEDie Komponenten L1, L2, L3 gen�ugen den "Vertauschungs"{Relationen[L1;L2] � L1L2 � L2L1 = i�hL3 ; und zykl. Vertauschung.Im folgenden sollen einige Eigenschaften von ~L und sein Zusammenhang mit denr�aumlichen Drehungen n�aher untersucht werden.5.1 R�aumliche DrehungenSie sind de�niert durch~x! ~y = R~x ; RRT = RTR = 13 ; detR = 1 ;man hat R : 3� 3 Matrixjj~yjj = jjR~xjj = jj~xjj : RT : transponierte Matrix;R = (ajk) ; RRT = 1 : 3Xl=1 ajlakl = �jkWegen dieser Nebenbedingungen gibt es nur 3 voneinander unabh�angige Parameter.Hierf�ur kann man die 3 Drehwinkel '1, '2, '3 um die 3 Achsen w�ahlen:R('3) = 0B@ cos'3 � sin'3 0sin'3 cos'3 00 0 1 1CA ;R('1) = 0B@ 1 0 00 cos'1 � sin'10 sin'1 cos'1 1CA ;R('2) = 0B@ cos'2 0 sin'20 1 0� sin'2 0 cos'2 1CA :Mit dR('3)d'3 j'3=0 = 0B@ 0 �1 01 0 00 0 0 1CA � A3kann man auch schreiben:R('3) = eA3'3 = 13 +A3'3 + 12!A23'23 + : : :



5.1. R �AUMLICHE DREHUNGEN 69Analog hat man A1 = dR('1)d'1 j'1=0 = 0B@ 0 0 00 0 �10 1 0 1CA ;A2 = dR('2)d'2 j'2=0 = 0B@ 0 0 10 0 0�1 0 0 1CA :Man nennt die Aj "Erzeugende der in�nitesimalen" Drehungen. O�enbargilt ATj = �Aj, d. h. de�niert man ~Mj = iAj, so sind die ~Mj hermitesch:~M+j = ~M� Tj = ~Mj :Sie gen�ugen den Vertauschungsrelationen[ ~Mj; ~Mk] = i ~Ml ; (jkl) = zykl. (123) :Diese haben die gleiche Form wie die f�ur Lj (abgesehen vom Faktor �h). Man hatdemnach (u.a.) folgendes Problem:Es seien die selbstadjungierten Operatoren M1, M2, M3 mitdenVertauschungsrelationen[Mj ;Mk] = iMl ; (jkl) = zykl. (123) ;in einem Vektorraum mit Elementen fug und Skalarprodukt(u1; u2) gegeben. Gesucht sind die m�oglichen Eigenwerte undEigenfunktionen der Mj !DieMj k�onnen Di�erentialoperatoren (wie die Lj) oder Matrizen (wie die ~Mj) sein!Da die Gr�o�enMj einerseits in einemVektorraum operieren, andererseits aber nochden obigen algebraischen Vertauschungsrelationen gen�ugen, bezeichnet man sie alsElemente der Lie-Algebra der Drehgruppe.5.1.1 Algebraische Eigenschaften der Drehimpulsoperato-renMathematische Vorbemerkung:Sind A und B zwei selbstadjungierte Operatoren, so lassen sie sich genaudann gleichzeitig auf Diagonalform bringen, bzw. haben sie genau dannein gemeinsames System von Eigenfunktionen, falls sie vertauschen, d.h.falls [A;B] = 0.Andeutungen eines Beweises:



70 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALE1. Sind A und B zwei Matrizen in Diagonalform, so folgt notwendig AB = BA.2. Es sei u� Eigenfunktion ({vektor) von A zum Eigenwert a� :Au� = a�u� :Vertauscht man B mit A, so hat manB(Au�) = A(Bu�) = a�Bu� ;d.h. mit u� ist auch Bu� Eigenvektor von A.Fallunterscheidung:(a) Falls der zu a� geh�orige Eigenvektorraum 1{dimensional ist, so mu� Bu�ein Vielfaches von u� sein: Bu� = b�u�, d.h. u� ist auch Eigenvektor vonB!(b) Der Eigenwert a� ist "entartet", d.h. der zu a� geh�orige Eigenvektorraumist mehrdimensional. Bu� liegt in diesem Unterraum und B kann, daes selbstadjungiert ist, in diesem Unterraum auf Diagonalform gebrachtwerden, m.a.W. , man w�ahle als Basis in dem zu a� geh�origen Unterraumdie Eigenvektoren u�� von B:Bu�� = b�u�� ; � fest ; � = �1; �2; : : :Ein schon bekanntes Beispiel ist: A = �, B = H beim unendlich tiefen Poten-tialtopf. Die Eigenwerte von �: �1 sind unendlichfach entartet. Die entsprechen-den 2 Unterr�aume enthalten jeweils abz�ahlbar viele Eigenvektoren von H: u(+)n ,n = 0; 1; : : : und u(�)n ,n = 1; : : :.Anwendung auf die MjDa sie nicht miteinander kommutieren, haben sie kein gemeinsames System vonEigenvektoren; aber f�ur ~M2 =M21 +M22 +M23 hat man[ ~M2;M3] = ~M2M3 �M3 ~M2= (M21 +M22)M3 �M3(M21 +M22)= M1(M1M3 �M3M1) + (M1M3 �M3M1)M1+M2(M2M3 �M3M2) + (M2M3 �M3M2)M2 :Einsetzen der Vertauschungsrelationen f�ur die Mj ergibt:[ ~M2;M3] = 0 ; und analog [ ~M2;Mj] = 0 ; j = 1; 2 :Man kann also z.B. gemeinsame Eigenvektoren zu ~M2 (Quadrat des Gesamtdreh-impulses =�h2) und zu M3 suchen:De�niert man noch die Gr�o�enM+ =M1 + iM2 ; M� =M1 � iM2 ;



5.1. R �AUMLICHE DREHUNGEN 71so hat man [M3;M+] =M+ ; [M3;M�] = �M� ;M+M� = ~M2 +M3 �M23 ;M�M+ = ~M2 �M3 �M23 ;(M�u1; u2) = (u1;M�u2) :Es ist (u; ~M2u) = 3Xj=1(Mju;Mju) � 0. Dies bedeutet, da� die Eigenwerte von ~M2nicht negativ sein k�onnen, d.h. ist v� Eigenvektor, so k�onnen wir f�ur den Eigenwert�(� + 1), � � 0, schreiben. (Diese Parametrisierung des Eigenwertes wird sp�aterplausibel!), also ~M2v� = �(� + 1)v� ; � � 0 :Da M3 mit ~M2 vertauscht, k�onnen wir die v� so w�ahlen, da� sie gleichzeitig Eigen-vektoren zu M3 sind, mit Eigenwert �:M3v�� = �v�� :Der Eigenwert �(�+1) wird i. a. entartet sein, da zu vorgegebenem Gesamtdrehim-puls verschiedene Werte der M3{Komponente geh�oren k�onnen.Wegen (v��;M23v��) � (v��; ~M2v��) gilt�2 � �(� + 1) :Bei vorgegebenem � gibt es also ein �max und ein �min. Multipliziert man dieEigenwertgleichung f�ur M3 mitM+ und beachtet [M3;M+] =M+, so hat manM3(M+v��) = (� + 1)(M+v��) :M+v�� geh�ort also zum Eigenwert � + 1. Daher mu�M+v��max = 0gelten. Wegen der Identit�at ~M2 =M�M+ +M23 +M3 folgt�(� + 1)v��max = ~M2v��max= (M�M+ +M23 +M3)v��max= �max(�max + 1)v��max :Da � � 0, so mu� �max = � sein.Analog hat man M3(M�v��) = (�� 1)M�v��)



72 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALEund M�v��min = 0.Wegen ~M2 =M+M� +M23 �M3 bedeutet dies�(� + 1)v��min = (M+M� +M23 �M3)v��min= �min(�min + 1)v��min ;also �min = �� :Ausgehend von v�� bekommt manMn�v�� = const: v���n ; n = 0; 1; : : : :Schlie�lich mu� �� n = �min = �� sein, d.h.2� = n ; n = 0; 1; 2; : : : :Damit ist folgendes bewiesen:Das Quadrat des Drehimpulsoperators �h2 ~M2 kann die Eigen-werte �h2j(j + 1) ; j = 0; 12 ; 1; 32 ; : : : ;haben.Bei festem j kann �hM3 die Werte�hm ; m = �j;�j + 1; : : : ;+jannehmen.Matrixelemente:Wir haben M+vj m = Nvj m+1 ;unter der Annahme, da� die vj m normiert sind, bestimmt man N folgenderma�en:N2 = (M+vjm;M+vjm)= (vjm;M�M+vjm)= (vjm; ( ~M2 �M3 �M23)vjm)= j(j + 1) �m(m+ 1) ;also M+vjm = [(j +m+ 1)(j �m)] 12 vj m+1und analogM�vjm = [(j �m+ 1)(j +m)] 12 vj m�1 :



5.1. R �AUMLICHE DREHUNGEN 73Mittels dieser Formeln kann man sich die Matrixelemente vonM1 undM2 ausrech-nen.Beispiele:5.1.2 Der Spin mit j = 12 und die Paulischen Spin-Matrizenj = 12 ; m = �12 ; v 12 12 � v 12 ; v 12 �12 � v� 12 ;(vm;M3vm0) = m�mm0Demnach geh�ort zu M3 die MatrixM3 ! ~S3 = 12�3 ; �3 =  1 00 �1 ! :Ferner M+v 12 = 0 ; M+v� 12 = v 12 ;d.h. M+ ! ~S+ =  0 10 0 ! ;sowie M�v 12 = v� 12 ; M�v� 12 = 0 ;d.h. M� ! ~S� =  0 01 0 ! :Da M1 = 12(M+ +M�) ; M2 = 12i(M+ �M�) ;so hat man schlie�lichM1 ! ~S1 = 12�1 ; �1 =  0 11 0 ! ;M2 ! ~S2 = 12�2 ; �2 =  0 �ii 0 ! :Die �i , i = 1; 2; 3 hei�en Paulische Spin{Matrizen.



74 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALE5.1.3 Bahndrehimpuls und KugelfunktionenWir setzen ~Lj = 1�hLj , j = 1; 2; 3, und rechnen~L1 = 1i (x2@3 � x3@2) etc.in Polarkoordinaten um:x1 = r cos' sin # ; x2 = r sin' sin # ; x3 = r cos # :Man bekommt dann (r f�allt heraus!!):~L3 = 1i @@' ;~L+ = ei'( @@# + i cot# @@') ;~L� = e�i'(� @@# + i cot# @@') ;~~L2 = � 1sin2 #(sin# @@# sin# @@# + @2@'2 ) :Aus historischen Gr�unden bezeichnet man die Eigenfunktionen von ~~L2 und ~L3 mitYlm('; #) , j = l. F�ur m = l haben wir die Di�erential{Gleichungen~L3Yll = 1i @@'Yll('; #)= lYll('; #) ;~L+Yll = ei'( @@# + i cot# @@')Yll('; #) = 0 :Der Ansatz Yll('; #) = f1(')f2(#) f�uhrt zu1i @@'f1 = lf1 ;d.h. f1 = C1eil' ; C1 = const: :Geht man im R3 von ' zu ' + 2� �uber, so kommt man zum selben Punkt. Solldabei f1(') in sich �ubergehen, d. h. eindeutig sein, so mu� e2�il = 1 gelten, d.h. list eine ganze Zahl! Dies wird im folgenden vorausgesetzt.F�ur f2(#) bekommt man die Di�erential{Gleichung( @@# � l cot#)f2(#) = 0 ; bzw. @@#f2 = lcos#sin#f2(#) ;



5.1. R �AUMLICHE DREHUNGEN 75mit der (o�ensichtlichen!) L�osungf2(#) = C2 sinl # ; C2 = const: :Also ist Yll('; #) = Ceil' sinl # :Die Konstante C bestimmt man aus der Normierungsbedingung1 = (Yll; Yll) = Z Y �ll Ylld
= C2 Z 2�0 d' Z �0 d# sin2l # sin#= C2 2� Z �0 d# sin2l+1 # :Ausrechnen des Integrals ergibtC2 = (2l + 1)!22l+1(l!)22� ; C = (�1)l2ll! " (2l + 1)!4� # 12 :(Die Phase (�1)l ist Konvention!) Wir haben demnachYll('; #) = (�1)l2ll! "(2l + 1)!4� # 12 eil' sinl # :Wegen ~L� Ylm = [(l�m+ 1)(l +m)] 12Yl;m�1kann man nun die �ubrigen Ylm aus Yll durch Anwenden von ~L� ausrechnen1:Ylm('; #) = (�1)l2ll! "(2l + 1) (l+m)!4� (l �m)! # 12 � 1sinm # dl�m(sin2l #)d(cos #)l�m � eim' :Beispiele: Y00 = 1p4� ;Y11 = �( 38� ) 12 sin#ei' ;Y10 = ( 34� ) 12 cos# ;Y1�1 = ( 38� ) 12 sin#e�i' :Bemerkungen:1Man beachte ( dd# + l cot#)f(#) = (sin#)�l dd#(sinl # f(#))f�ur eine beliebige di�erenzierbare Funktion f(#)!



76 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALE1. Viele Formeln werden �ubersichtlicher, falls man die Variable z = cos # ein-f�uhrt:Ylm('; #(z)) = (�1)l2ll! "(2l + 1) (l +m)!4� (l�m)! # 12 (1 � z2)�m2 dl�m(1� z2)ldzl�m � eim' :2. F�ur m = 0 hat man Ylm=0 =  2l + 14� ! 12 Pl(z) ;Pl(z) = 12ll! dl(z2 � 1)ldzl :Die Funktionen Pl(z) hei�en "Legendre"{Polynome. Sie bilden ein voll-st�andiges, orthogonales System im Intervall [�1;+1].Die Legendre{Polynome kann man auch durch ihre erzeugende Funktion de-�nieren: Es sei jj~yjj < jj~xjj, s = jj~yjj=jj~xjj < 1, dannjj~x� ~yjj�1 = 1jj~xjj(1� 2zs+ s2)� 12= 1jj~xjj 1Xl=0 Pl(z)sl ;(Entwicklung nach "Multipolen").Die "zugeordneten" Legendre{Polynome sind de�niert alsPml (z) = (�1)m(1� z2)m=2dmPl(z)dzm = (�1)m (1� z2)m=22ll! dl+m(z2 � 1)ldzl+m :Die letzte Beziehung gilt auch f�ur negative m. DaP�ml (z) = (�1)m (l �m)!(l +m)!Pml (z) ;so haben wir Ylm('; #) = "(2l + 1) (l �m)!4� (l +m)! # 12 Pml (cos#) eim'und Yl�m = (�1)mY �lm:



5.2. STERN{GERLACH{VERSUCH 773. Die Funktionen Ylm(#;') bilden ein vollst�andiges System auf derEinheitskugel: 0 � # � �, 0 � ' � 2�, d. h. ist f('; #) eine Funktion aufder Einheitskugel, mit (f; f) � R d
 f� f <1, dann gilt "im Mittel":f('; #) = 1Xl=0 m=+lXm=�l flmYlm(#;') ;wobei flm = (Ylm; f) = Z d
Y �lm(#;') f('; #) :4. Die Zust�ande mit l = 0; 1; 2; 3 werden auch als "s"{, "p"{, "d"{ und "f" {Zust�ande bezeichnet. Die Bezeichnungen kommen aus der optischen Spek-troskopkie. Sie sind Abk�urzungen f�ur "scharfe","prinzipielle", "di�use" und"feine" Linie!5.2 Stern{Gerlach{VersuchDer experimentelle Beweis f�ur die "Quantelung" des Drehimpulses kommt (z.B.!)aus dem Stern{Gerlach{Versuch: Bewegt sich eine Punktladung q eines Teilchensmit Masse m0 auf einer geschlossenen Kurve C", so geh�ort zu dem Bahndrehimpuls~l das magnetische Dipolmoment (s. Elektrodynamik-Skriptum S. 60)~� = q2m0~l :Ferner wird auf einen punktf�ormigen magnetischen Dipol in einem inhomogenenMagnetfeld ~B(~x) die Kraft ~K(~x) = grad(~� � ~B(~x))ausge�ubt.



78 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALE
@@������������������������������������������@@�� @@                                                                              ���:�� �� -���*���@@I @@@@ 6 6x3x2 x1Atomstrahl Versuchsanordnung@B3@x3Von links (s. Skizze) werden Atome in der Ebene x2 = 0 in ein inhomogenes Ma-gnetfeld "geschossen". Die Elektronen in den Atomen sollen bez�uglich des Atom-kernes den Drehimpuls (Bahndrehimpuls) ~l und damit das magnetische Moment~� = � e02me~l , e0: Elementarladung (> 0), haben. Dann erfahren die Elektronen(und damit die Atome) in x3{Richtung die KraftK3(x1; x2 = 0; x3) = @@x3 (�1B1 + �2B2 + �3B3) :Zwischen den Magnetpolen ist B1 � 0, d. h. @3B1 = 0. Ferner gilt B2(x2 = 0) = 0und damit @3B2(x2 = 0) = 0 ; alsoK3(x1; x2 = 0; x3) = �3 @3B3 :Quantenmechanisch gilt l3 ! �hm , l = 0; 1; : : : , �l � m � l , d. h.�3 = � e0�h2mem ; �l � m � l :Demnach w�aren also auch die magnetischen (Bahn{) Momente gequantelt. Enth�altnun der einfallende Strahl Atome, bei denen �au�ere Elektronen relativ zum Kernden Bahndrehimpuls ~l haben, und sind (aufgrund der Pr�aparierung) des Strahlesetwa alle x3{Komponenten mit vergleichbaren "Gewichten" vertreten, so spaltetder Strahl aufgrund der Kraft K3 in 2l + 1 Komponenten r�aumlich auf(Nachweis z.B. durch Photoplatte).



5.2. STERN{GERLACH{VERSUCH 79Auf diese Weise kann man nachweisen, da� die quantenmechanischen Bahndrehim-pulse ganzzahlige Vielfache von �h sind!Die Gr�o�e �B � e0�h2me hei�t Bohrsches Magneton,�B = 5; 788382::: : : : 10�15MeV gauss�1 = 5; 788382::: : : : 10�11MeV T�1:Bemerkung: in vielen F�allen sind die 2l + 1 Teilstrahlen nochmal "gespalten"("Feinstruktur"). So hat man z.B. bei Alkali{Metallen f�ur l=0 eine Aufspaltung in2 Teilstrahlen. Dies r�uhrt daher, da� die Elektronen einen "Eigendrehimpuls"oder "Spin", ~S = �h2~�; haben und zu diesem das magnetische Moment~�e = � e02me g~S ; g = 2 + 2 ( 1159; 652193 � 0; 000010) � 10�6geh�ort! Mehr zum Spin und zum g-Faktor sp�ater!



80 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALE5.3 Schr�odinger{Gleichung f�ur den Radialteil imFalle rotationssymmetrischer PotentialeEs sei ~x! ~y = R~x eine Rotation, R = (ajk) :Ist f(~x) = f(R�1~y) eine di�erenzierbare Funktion, so gilt@@yj f(~x) = @@yj f(R�1~y) = 3Xk=1 akj @@xkf(~x) ; und�yf(~x) � 3Xj=1 @2@y2j f(~x) =Xj;k;l akjalj @@xk @@xlf(~x)= 3Xj=1 @2@x2j f(~x) = �xf(~x) ;also �x = �y :Folgerung: Ist 	(~x; t) eine L�osung der Schr�odinger{Gleichungi�h@t	(~x; t) = (� �h22me�+ V (jj~xjj))	(~x; t) ;so ist auch (R	)(~x; t) = 	(R�1~x; t) eine L�osung!Beweis: Aus �x = �y und V (jj~xjj) = V (jj~yjj) folgti�h@t	(~x; t) = (� �h22me�y + V (jj~yjj))	(~x; t) ;und da ~x = R�1~y,i�h@t	(t; R�1~y) = (� �h22me�y + V (jj~yjj))	(t; R�1~y) :Nennt man die Variable ~y jetzt wieder ~x, so ist der Beweis fertig! q.e.d.Wegen �x = �y , V (jj~xjj) = V (jj~yjj) sagt man auch: die Drehungen R vertauschenmit dem Hamilton{Operator H = � �h22me�+ V (jj~xjj).Ist , z.B., R = R('3), so hat man R�1('3) = R(�'3)dd'3 (R	)(~x; t)j'3=0 = dd'3	(R�1('3)~x; t)j'3 = 0= (x2@1 � x1@2)	(~x; t)= � i�h(L3	) :



5.3. SCHR �ODINGER{GLEICH. F �UR DEN RADIALTEIL 81Analoges erh�alt man f�ur R('1), R('2). D. h. die "Erzeugenden der in�nitesima-len Drehungen" der Funktionen 	(~x; t) sind in diesem Fall die Bahn{Drehimpuls{Operatoren Lj , j = 1; 2; 3. Drehinvarianz von H bedeutet (kann man auch direktnachrechnen): [Lj;H] = 0 ; j = 1; 2; 3 ; also auch [~L2;H] = 0 :Dies bedeutet: man kann die Eigenfunktionen zuH gleichzeitig als Eigenfunktionenzu ~L2 und L3 w�ahlen. M.a.W.: Ist u(~x) eine L�osung der Schr�odinger{Gleichung, soentwickeln wir den Winkelanteil nach Kugelfunktionen Ylm:u(~x) = 1Xl=0 m=+lXm=�lRlm(r)Ylm(#;') ; r = jj~xjj :Der Laplace{Operator in Polar{Koordinaten lautet� = 1r @2 r@r2 + 1r2 sin2 #(sin# @@# sin# @@# + @2@'2 )= 1r @2 r@r2 � 1r2�h2 ~L2 ;(s.S. 74). also: H = � �h22rm0 @2@r2r + 12m0r2 ~L2 + V (r) :Angewandt auf u(~x) erh�alt man1Xl=0 m=+lXm=�l "� �h22rm0 @2(rRlm)@r2 + �h2l(l + 1)2m0r2 Rlm(r) + V (r)Rlm(r)# Ylm(#;')= E 1Xl=0 m=+lXm=�lRlm(r) Ylm(#;') :Multipliziert man diese Gleichung mit Y �l0m0 und integriert �uber # und ', so folgtwegen (Yl1m1 ; Yl2m2) = �l1l2�m1m2 f�ur Rlm(r) die Gleichung� �h22rm0 @2(rRlm)@r2 + "�h2l(l+ 1)2m0r2 + V (r)#Rlm(r) = E Rlm(r) :Im folgenden wird angenommen, da� f�ur r! 0 das Zentrifugalpotential�h2l(l + 1)=2mr2 f�ur l 6= 0 st�arker ist als V (r); d.h.limr!0(r2V (r)) = 0:



82 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALEDies bedeutet anschaulich, da� auch quantenmechanisch das Teilchen nicht in denUrsprung "fallen" soll, die Wahrscheinlichkeitsdichtew(~x) = u�(~x)u(~x)f�ur ~x! 0 also endlich bleibt, d.h. Rlm(r = 0) soll endlich sein. De�niert man�lm(r) = rRlm(r) ;so bekommt man f�ur �lm(r) die gew�ohnliche Di�erential{Gleichungd2�lmdr2 + 2m0�h2 "E � V (r)� �h2l(l+ 1)2m0r2 #�lm(r) = 0 ;mit der Randbedingung �(r = 0) = 0.Damit ist das urspr�unglich 3{dim. Problem auf ein 1{dimensionales re-duziert worden!F�ur r! 0 kann man E und V (r) gegen�uber r�2 vernachl�assigen: (�(r) � �lm(r))�00(r) � l(l + 1)r2 �(r) � 0 f�ur r! 0 :Der Ansatz �(r) � Cr� gibt �(� � 1) = l(l+1), d. h. � = l+1 oder � = �l. Wenn�(r = 0) = 0, kommt nur die L�osung � = l + 1 in Frage ("regul�are" L�osung), d.h.gesucht sind dann L�osungen �lm(r), die sich am Ursprung wie rl+1 verhalten. AmUrsprung singul�are L�osungen und das Verhalten f�ur gro�e r werden sp�ater diskutiert.5.4 Die Bindungszust�ande desWassersto�atomsEs sei nun V (r) = � Ze204�"0r ;Elektron mit Ladung �e0 im Feld eines Kernes mit Ladung Ze0.F�ur Rlm(r) � R(r) hat man nach S. 81 die Gleichung d2dr2 + 2r ddr!R + 2m0�h2 "E + Ze204�"0r � �h2l(l+ 1)2m0r2 #R(r) = 0 :



5.4. DIE BINDUNGSZUST�ANDE DES WASSERSTOFFATOMS 83Gesucht werden quadratintegrierbare L�osungen mit E < 0 (Gebundene Zust�ande).F�uhrt man die neuen Variablen� = (8m0jEj�h2 ) 12 r ; � = Z � (c2m02jEj ) 12 ;� = e204�"0 �hc � 1=137 : SommerfeldscheFeinstrukturkonstante,ein, so bekommt mand2Rd�2 + 2� dRd� + (�� � 14 � l(l+ 1)�2 )R = 0 :F�ur sehr gro�e � ergibt sich n�aherungsweise R � R1(�), wobeid2R1d�2 � 14R1 = 0 ;d.h. R1 = const:e� 12�. Als normierbare L�osung kommt nur e� 12 � in Frage!Setzt man nun R(�) = �le� 12 �g(�) ;so ergibt sich f�ur g(�) die Gleichungd2g(�)d�2 +  2l + 2� � 1! dgd� + � � 1 � l� g(�) = 0 :Der Faktor �l ist herausgezogen worden, da man wei� (s.S. 82), da� R(�) � �l f�ur�! 0!Die Gleichung f�ur g(�) kann man durch den "Polynom"{Ansatzg(�) = 1Xn=0 an�nl�osen. Einsetzen ergibt1Xn=0[n(n� 1)an�n�2 + (2l + 2� � 1)nan�n�1 + (� � 1� l)an�n�1] = 0 :Dies l�a�t sich auch so schreiben:1Xn=0[(n+ 1)(nan+1 + (2l + 2)an+1) + (� � 1 � l� n)an]�n�1 = 0 :



84 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALEDa diese Gleichung f�ur alle � gelten soll, m�ussen die Koe�zienten einzeln verschwin-den: an+1 = n+ l+ 1 � �(n+ 1)(n + 2l + 2)an:Bricht die Reihe nicht ab, so h�atte man f�ur gro�e n: an+1 � 1(n+ 1)an, d.h. g(�)verhielte sich f�ur gro�e � wie g(�) � e� :Dies w�urde jedoch zu einem nicht normierbaren R(�) f�uhren. Die Reihe mu� f�urnormierbare R also abbrechen2!F�ur ein bestimmtes n = nr mu� also anr+1 = 0 sein, d.h.� = nr + l+ 1 ; nr � 0 ;n = nr + l + 1 : "Hauptquantenzahl".n : nat�urliche Zahl mit n � l + 1 :Aus � = n folgt f�ur die m�oglichen Energiewerte der gebundenen Zust�andedes Wassersto�atoms das "klassische" ResultatEn = �12m0c2 (Z�)2n2 (Bohrsche Formel!).Entartungsgrad: bei den bisherigen �Uberlegungen war l fest vorgegeben und neine Funktion von nr = 0; 1; : : :, (und l). Umgekehrte Frage: Welche l{Werte sindbei vorgegebenem n m�oglich? Antwort: l = 0; 1; : : : n � 1. Da die Energie Ennur von n abh�angt, kann man fragen, wieviel linear unabh�angige Zust�ande(Wellenfunktionen) geh�oren zu vorgegebenem En?Da zu l schon 2l + 1 Zust�ande mit verschiedenen x3{Komponenten geh�oren, soist der "Entartungs"{Grad gegeben durchn�1Xl=0(2l + 1) = n2 :Zu vorgegebenem En geh�oren also n2 verschiedene Bahndrehimpuls-Zu-st�ande. Ber�ucksichtigt man au�erdem, da� zu jedem Bahndrehimpuls-Zustand(l;m) noch je 2 Spin{Zust�ande des Elektrons geh�oren, so bekommt man schlie�lichals Entartungsgrad von En den Wert 2n2 = dn = Dimension des zu Engeh�origen Unterraumes.d1 = 2 ; d2 = 8 ; d3 = 18 etc. :Dies ist sehr wichtig f�ur die Atomphysik (s. sp�ater).2sogenannte "Sommerfeldsche Polynom{Methode"



5.4. DIE BINDUNGSZUST�ANDE DES WASSERSTOFFATOMS 85Wassersto�eigenfunktionen:Die Funktionen g(�) sind jetzt Polynome vom Grade nr = n � l � 1, nr = 0; 1; : : :F�ur gegebene n und l hat man die folgende Rekursionsformel f�ur die Koe�zientena�, � = 0; : : :, nr = n� l � 1:a�+1 = � + l + 1 � n(� + 1)(� + 2l + 2)a� ; � = 0; : : :Bei geeigneter Wahl von a0, sind die Polynome identisch mit speziellen sogenannten"zugeordneten Laguerreschen Polynomen" :L�nr(�) = nrX�=0(�1)�  nr + �nr � � ! ���!= 1nr!e���� dnrd�nr (e���nr+�) :F�ur � = 0 bekommt man die "Laguerre"schen Polynome. Beim Wassersto�atomhat man � = 2 l + 1.Zusammenfassend: die zu En geh�origen Eigenfunktionen Rnlm(�) � Rnl(�) sindRnl(�) = Cnl e� 12 � �l L2l+1n�l�1(�)Cnl : Normierungsfaktor.Setzt man a � �h2 4�"0mee2 : Bohrscher Atomradius,so hat man z.B. (normiert!)R10(r) = 2(Za ) 32 e�Zra ;R20(r) = 2( Z2a ) 32 (1 � Zr2a ) e�Zr2a ;R21(r) = 1p3 ( Z2a) 32 Zra e�Zr2a :Weitere Beispiele �nden sich in nahezu jedem Lehrbuch �uber Quantenmechanik.Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron in einer Kugelschale mit Radiusr und r +�r anzutre�en, ist gegeben durchw(�r) = Z r+�rr dr wnl(r) ; wobeiwnl(r) = r2R2nl(r) :



86 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALE"radiale" Wahrscheinlichkeitsdichte.Das Maximum von w10(r) = C210 r2 e�2Zra liegt bei r = a=Z. Allgemein hatman f�ur wnl(r) genau n � l Maxima.Wichtige Beispiele f�ur die Mittelwerte < rk >= R10 drrkwnl(r) sind< r >= a2Z [3n2 � l(l+ 1)] ; < r�1 >= Zan2 :Bemerkungen: Die obige Bohrsche Formel f�ur die Energieniveaus des Elektronsim Wassersto�atom stellt nur eine N�aherung dar, zu der eine ganze Reihe vonKorrekturen kommen (Feinstruktur, Hyperfeinstruktur etc.):1. Mitbewegung des Kernes (Protons). Wir haben so getan, als ob der Kerndes Wassersto�atoms unendlich schwer sei (und deshalb ruht). Tats�achlich hatder Kern die Masse mp = 938; : : : MeV/c2 (c2me = 0; 51 : : : MeV) und seineMitbewegung macht sich bemerkbar:Die Energie ~E zweier Teilchen mit Koordinaten ~xi = (x(i)1 ; x(i)2 ; x(i)3 ), i = 1; 2,und wechselseitigem Potential V (~x1 � ~x2) ist klassisch gegeben durch~E = 12m1~p 21 + 12m2~p 22 + V (~x1 � ~x2) :Die Substitutionen~p1 ! �hi grad1; ~p2 ! �hi grad2; gradj = ( @@x(j)1 ; @@x(j)2 ; @@x(j)3 ) ;f�uhren zu der station�aren Schr�odinger{Gleichung f�ur zwei Teilchen: � �h22m1�1 � �h22m2�2 + V (~x1 � ~x2)! ~u(~x1; ~x2) = ~E~u(~x1; ~x2) :Mittels der Relativ{ und Schwerpunktkoordinaten~x = ~x1 � ~x2 ;~R = (m1~x1 +m2~x2)(m1 +m2) ;~x1 = ~R+ �m1~x ;~x2 = ~R� �m2~x ;� = m1m2m1 +m2 ;wird hieraus � �h22(m1 +m2)�R � �h22��x + V (~x)! ~u(~x; ~R) = ~E~u(~x; ~R) :



5.4. DIE BINDUNGSZUST�ANDE DES WASSERSTOFFATOMS 87Aus der klassischen Mechanik wei� man, da� der Schwerpunkt eines solchenSystems sich frei bewegt. Dies legt den Ansatz nahe~u(~x; ~R) = u(~x) ei ~K�~R :("Separation" der Variablen ~x und ~R!)Einsetzen ergibt f�ur u(~x): � �h22��x + V (~x)!u(~x) = Eu(~x)E = ~E � �h2 ~K22(m1 +m2) :Da grad1 + grad2 = gradR, so hat man f�ur den Gesamtimpuls{Operator~P = ~P1 + ~P2 = �hi (grad1 + grad2) = �hi gradR ;~Pei ~K�~R = �h ~Kei ~K�~R :�h2 ~K22(m1 +m2) : kinetische Energie des Schwerpunktes ;E : Energie der Relativbewegung .Die Schr�odinger{Gleichung f�ur die Relativbewegung ist alsodie gleiche wie f�ur die Bewegung in einem �au�eren PotentialV (~x). Man hat nur die Masse m durch die reduzierte Masse� = m1m2=(m1 +m2) zu ersetzen!F�ur die Energie{Niveaus des Wassersto�atoms bedeutet diesEn = �12�c2�2n2 ; � = me1 + memp :Geht man vom Proton zum Deuteron �uber, so hat man mp ! md � 2mp undeine entsprechende Verschiebung der Energieniveaus (schwerer Wassersto�!).Aufgrund dieses E�ektes wurde das Deuteron entdeckt!2. Andere Korrekturen: Sie kommen 1. vom magnetischen Moment des Elek-trons; 2. von der relativistischen Geschwindigkeit des Elektrons; 3. vom ma-gnetischen Moment des Kerns; 4. u. a. (s. sp�ater).



88 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALE5.5 Radialsymmetrische L�osungen f�ur V (r) = 05.5.1 Sph�arische Bessel- und Neumann-FunktionenFalls V � 0, so bekommt man f�ur Rlm(r) � Rl(r) die Gleichung:� �h22mr @2(rRl)@r2 + �h2l(l+ 1)2mr2 Rl(r) = ERl(r) :Da sie ein freies Teilchen beschreibt, ist die Energie E � 0 beliebig. Setzt man2mE�h2 = k2 = jj~kjj2 ; und � � kr ;so folgt d2Rld�2 + 2� dRld� � l(l+ 1)�2 Rl +Rl = 0 :Als Di�erentialgleichung 2. Ordnung hat diese Gleichung 2 unabh�angige L�osungen.Als Basis kann man die folgenden sogenannten "sph�arischen Zylinderfunktionen"nehmen:1. Bei � = 0 regul�are L�osung (sph�arische Bessel-Funktion)Rreg:l (�) = jl(�) = ( �2� ) 12Jl+ 12 (�);J�(�) = ��2� 1Xk=0(�1)k �2k22kk! �(� + k + 1) :Die Bessel{Funktion J�(�) gen�ugt der Gleichungd2J�d�2 + 1� dJ�d� + (1 � �2�2 )J�(�) = 0 :Man hat, z.B., auch folgende Darstellungjl(�) = (��)l (1� dd� )l (sin �� ) ;j0(�) = sin �� ;j1(�) = sin ��2 � cos �� ; etc.



5.5. RADIALSYMMETRISCHE L �OSUNGEN F�UR V (R) = 0 89Man kann dies z.B. dadurch veri�zieren, da� man zun�achst den Fall l = 0 beweistund dann aus der Richtigkeit f�ur l auf die Richtigkeit f�ur l+ 1 schlie�t.2. Bei � = 0 singul�are L�osung (sph�arische Neumann-Funktion)nl(�) = (�1)l+1 ( �2� ) 12 J�l� 12 (�)= �(��)l (1� dd� )l (cos �� ) :n0(�) = �cos �� ; n1(�) = �cos ��2 � sin �� ; etc..F�ur �! 0 hat manjl(�) � �l(2l + 1)!! ; (2l + 1)!! � 1 � 3 � 5 � � � (2l + 1) ;nl(�) � �(2l� 1)!!�l+1 :F�ur �!1 gilt andererseitsjl(�) � 1� sin(�� l�2 ) ; nl(�) � �1� cos(� � l�2 )5.5.2 Entwicklung von ebenen Wellen nach Legendre-Po-lynomen und sph�arischen Bessel-FunktionenDa auch die ebene Welle ei~k � ~x = eikr cos #, # = 6 (~k; ~x), eine regul�are L�osung von(� + k2)u(~x) = 0 ist, so mu� sie nach Kugelfunktionen und sph�arischen Bessel-Funktionen jl(�) entwickelbar sein. Die ebene Welle h�angt vom Winkel ' nicht ab(die Richtung ~k ist parallel zur x3{Achse gew�ahlt worden!) und daher kommen inder Entwicklung nur die Legendre{Polynome Pl(z), z � cos #, vor:ei�z = 1Xl=0 cl jl(�)Pl(z) :



90 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALEWegen der Orthogonalit�at Z +1�1 dzPl1(z)Pl2(z) = 2�l1l2(2l1 + 1) erh�alt mancl jl(�) = Z +1�1 dz(Pl(z)ei�z)(2l + 12 ) :Nun gilt zl = l!(2l + 1)!! [(2l+ 1)Pl(z) + (2l � 3)2l + 12 Pl�2(z)+(2l � 7)(2l + 1)(2l � 1)2 � 4 Pl�4(z) + : : : ; ]d.h. man hat Z +1�1 dz zn Pl(z) = 8><>: 0 f�ur n < l ;2 l!(2l + 1)!! f�ur n = l :Da ei�z = 1Xn=0 1n!(i�z)n, so verschwinden die ersten l Terme inZ +1�1 dzPl(z)ei�z = (i�)l2(2l + 1)!! + : : : :F�ur �! 0 hat man alsocl �l(2l + 1)!! � (2l + 1) il �l(2l + 1)!! + h�ohere Potenzen in � :Koe�zientenvergleich ergibt cl = (2l + 1)il :Damit bekommen wir die �uberaus wichtige Formelei~k � ~x = eikr cos# = 1Xl=0(2l + 1) il jl(kr)Pl(cos#) :Physikalische Interpretation des asymptotischen Verhaltens von jl(�) f�ur sehrgro�e �: jl(�) � 1� sin(�� l�2 )= � 12ikr [e�i(kr� 12 l�) � ei(kr� 12 l�)]



5.6. ELASTISCHE POTENTIALSTREUUNG 911r e�i(!t+ kr) : einlaufende Kugelwelle.! = 12mk2 (die Phase !t+ kr = 0 ;r = �!k t ; t < 0 "l�auft ein").1re�i(!t� kr) : auslaufende Kugelwelle.jl(�) ist f�ur gro�e Abst�ande (kr � 1) eine Superposition von ein{ undauslaufenden Kugelwellen.5.6 Elastische Potentialstreuung5.6.1 Allgemeiner TeilVoraussetzung: limr!1(rV (r)) = 0 ;d.h. das Coulomb{Potential ist ausgeschlossen und die Kr�afte sollen kurzreichweitigsein.Wirkungsquerschnitt
@@���� @@�����������������








 ��@@����������� -
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x3

.....r ...
# --����~x = 0

Detektor�S = r2�
@@@I auslaufendeKugelwelle:TeilchenstromdichtesreinlaufendeKugelwelle:Teilchenstromdichtes3L�angs der x3{Achse fallen Teilchen der Stromdichte s3 (s. S. 25) ein, die am Streu-zentrum in ~x = 0 (Relativkoordinate) in das Raumwinkelelement�
 = sin#�#�'mit radialer Teilchenstromdichte sr(r; #; ') = ~s~er gestreut werden. Durch einFl�achenelement �S = r2�
 im Abstande r treten dann pro Zeiteinheit sr�STeilchen.



92 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALEDer di�erentielle Wirkungsquerschnitt f�ur die Streuung in das Raumwinkel-element �
 ist de�niert durch��(#;') = srr2�
s3 ; oderd�d
(#;') = sr(r; #; ')r2s3 :Die Gr�o�e d�=d
 ist i.a. zus�atzlich eine Funktion der Energie E = 12��h2k2, �:reduzierte Masse. Falls V (~x) rotationssymmetrisch, so h�angt d�=d
 nicht mehrvon ' ab.Mathematische Idealisierung:u(~x) sei die L�osung der station�aren Schr�odinger{Gleichung zum Potential V (r).Diese L�osung soll f�ur gro�e r = jj~xjj aus einlaufender ebener Welle und auslaufenderKugelwelle bestehen:u(~x) � ei~k � ~x + f(k; #)eikrr ; ~k = (0; 0; k) :Es ist f(k; #) = 0, falls V (r) = 0. Die Gr�o�e f hei�t Streuamplitude. Da hiers3 = �hk3=�, sr = �h k jf j2=(�r2), so folgtd�d
(k; #) = jf(k; #)j2 :Entwicklung von f(k; #) nach Partialwellen:F�ur gro�e r gilt f�ur die "Partialwellen"-Entwicklung der ebenen Welleei~k � ~x = 1Xl=0(2l + 1) il jl(kr)Pl(cos#)� � 12ik 1Xl=0(2l + 1) il (e�i(kr� 12 l�)r � ei(kr� 12 l�)r )Pl(cos #) :Diese ebene Welle entspricht dem Fall V (r) = 0. Falls nun V (r) 6= 0, so wird dieauslaufende Kugelwelle modi�ziert:ei~k � ~x ! u(~x) ;wobei jetzt f�ur gro�e ru(~x) � � 12ik 1Xl=0(2l + 1) il (e�i(kr� 12 l�)r � Sl(k)ei(kr� 12 l�)r )Pl(cos #) :



5.6. ELASTISCHE POTENTIALSTREUUNG 93Da bei rein elastischer Streuung nur die Phasen, aber nicht die Intensit�aten, ge�andertwerden k�onnen, so mu� jSl(k)j = 1 sein (bei inelastischer Streuung hat man jSl(k)j <1!). D.h. man kann setzen Sl(k) = e2i�l(k) ;�l(k) : zur l{ten "Partialwelle" geh�orige "Streuphase".Da Sl = (Sl � 1) + 1, so l�a�t sich das obige u(~x) auch schreibenu(~x) � ei~k � ~x + 24 1Xl=0(2l + 1) il Sl(k)� 12ik Pl(cos #) ei(kr� 12 l�)r 35 ;und da e� i2 l� = i�l, so bekommt man schlie�lich f�ur gro�e ru(~x) � ei~k � ~x + f(k; #)eikrr ; wobeif(k; #) = 1Xl=0(2l + 1) e2i�l(k) � 12ik Pl(cos#) :F�ur den Radialanteil Rl(r) der Wellenfunktion sind die obigen Aussagen f�ur gro�er gleichbedeutend mit dem asymptotischen VerhaltenRl(r) � ei�l(k) sin(kr � 12 l� + �l(k))kr :Der totale elastische Wirkungsquerschnitt �el(k) ist de�niert durch�el(k) = Z d
jf(k; #)j2 :Wegen der Orthogonalit�at der Pl(cos #) und da (e2i�l � 1)=2i = ei�l sin �l, so folgt�el(k) = 4�k2 1Xl=0(2l + 1) sin2 �l(k) :Da andererseits =m(ei�l sin �l) = sin2�l(k) und Pl(1) = 1, so hat man=mf(k; # = 0) = 1k 1Xl=0(2l + 1) sin2�l(k) ;oder =mf(k; # = 0) = k4��el(k):Sogenanntes "Optisches Theorem".Gibt es auch inelastische Streuung, so lautet es (hier ohne Beweis!)=mf(k; # = 0) = k4��tot(k)



94 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALEwobei �tot(k) der totale Wirkungsquerschnitt (�el + �inel) ist. Bedeutung: derVerlust an einfallender Intensit�at (�tot) entsteht durch "koh�arente" (elastische) In-terferenz!Die Streuphasen �l(k) sind bei vorgegebenem Potential aus dem asymptotischenVerhalten der Partialwellen Rl(kr) zu bestimmen!5.6.2 Beispiel: 3{dimensionaler PotentialtopfV (r) = �V0 f�ur r < a ; V0 > 0 ;V (r) = 0 f�ur r > a ;q = 1�h (2�(V0 + E)) 12 ;� = 1�h (�2�E) 12 f�ur E < 0;k = 1�h (2�E) 12 f�ur E > 0 :Bindungszust�ande (E < 0)Hier gen�ugt Rl(r) den Gleichungend2Rldr2 + 2r dRldr � l(l+ 1)r2 Rl + q2Rl = 0 ; r < a ;d2Rldr2 + 2r dRldr � l(l+ 1)r2 Rl � �2Rl = 0 ; r > a :F�ur r < a kommt nur die regul�are L�osung in Frage:Rl(r) = Ajl(qr) ; r < a :F�ur r � a mu� die L�osung exponentiell abfallen. Da die (sph�arischen Hankel{)Funktionen h(1)l (�) � jl(�) + i nl(�)sich asymptotisch wie h(1)l (�) � 1i�ei(�� 12 l�)verhalten, so kann man f�ur r > aRl(r) = B h(1)l (i�r)setzen. Die zul�assigen Energiewerte E ergeben sich aus den RandbedingungenAjl(aq) = B h(1)l (ia�) undA ddr jl(rq)jr = a = B ddrh(1)l (ir�)jr = a ;



5.6. ELASTISCHE POTENTIALSTREUUNG 95aus denen die transzendenten Bestimmungsgleichungenddrjl(rq)jr = ajl(aq) = ddrh(1)l (ir�)jr = ah(1)l (ia�) ; l = 0; 1; : : :folgen. Diese Gleichungen sind i.a. nur numerisch zu l�osen. F�ur l = 0 bekommtman die gleichenWerte wie beim 1{dim. Potentialtopf (S. 54/55), allerdings nur diezu den antisymmetrischen Wellenfunktionen geh�origen. Dies h�angt damit zusam-men, da� im 3-dimesionalen Fall die Wellenfunktionen Rl(r) f�ur r = 0 verschwindenm�ussen und dies ist beim 1-dimensionalen Topf nur f�ur die in x antisymmetrischenWellenfunktionen der Fall.F�ur einen sehr tiefen Topf, d.h. qa� l, kann man auf der linken Seite die asym-ptotischen Formen f�ur jl(rq) benutzen:jl(rq) � 1rq sin(rq � l�2 ) ;djldr (rq) � � 1r2q sin(rq � l�2 ) + 1r cos(rq � l�2 ) :Einsetzen ergibt �1a + q cot(qa� 12 l�) = ddrh(1)l (ir�)jr = ah(1)l (ia�) :Da die rechte Seite nicht von V0 abh�angt, so mu� f�ur jEj � V0 bei sehr gro�em qder Kotangens auf der linken Seite sehr klein sein:cot(qa� 12 l�) � 0 ; d. h.aq � (n+ 12)� + l�2 ; n = 0; 1 : : :(nur N�aherung!)Streuzust�ande (E > 0)F�ur r > a hat man jetzt Rl(r) = B jl(kr) + C nl(kr) ;f�ur r < a Rl(r) = Ajl(qr) wie vorher (wobei jetzt E > 0). Aus den Stetigkeitsbe-dingungen bei r = a folgtddrjl(qr)jr = ajl(qa) = ddr (Bjl(kr) + Cnl(kr))jr = aBjl(ka) + Cnl(ka) :



96 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALEDamit ist C=B bestimmt!Andererseits hat man f�ur gro�e rRl(r) � Bkr [sin(kr � 12 l�)� CB cos(kr � 12 l�)] ;Der Vergleich mit ei�l sin(kr � 12l� + �l)=kr ergibttan �l(k) = �CB ;(da sin(�+ �) = sin� cos � + sin� cos�.)Ausrechnen von C=B ergibttan �l(k) = ddrjl(kr)ja jl(qa)� ddrjl(qr)ja jl(ka)ddrnl(kr)ja jl(qa)� ddr jl(qr)ja nl(ka) :Damit sind die Streuphasen bestimmt!Grenzf�alle:1. Niederenergie-Streuung: ka� l :Es sei V0, d.h. q, beliebig.Da f�ur �! 0, jl(�) � �l(2l + 1)!!, nl(�) � �(2l� 1)!!�l+1 , so bekommt mantan �l(k) � 2l + 1[(2l+ 1)!!]2 (ka)2l+1 ljl(qa)� a ddrjl(qr)ja(l + 1)jl(qa) + a ddrjl(qr)ja :Das "Schwellen"{Verhaltentan �l(k) � clk2l+1 f�ur k ! 0gilt nicht nur f�ur den Potentialtopf, sondern f�ur alle Potentiale, deren Streu-verhalten f�ur k ! 0 bzw. r! 0 durch das Zentrifugalpotential bestimmt ist.Schreibt man f�ur den totalen elastischen Wirkungsquerschnitt�el(k) = 1Xl=0 �l(k) ; �l(k) = 4�(2l + 1)k2 sin2 �l(k) ;so hat man f�ur k ! 0, da sin� � tan� f�ur �! 0,�l(k) = 4�(2l + 1)k2 jClj2 k4l+2 ; d.h.limk!0�l(k) = ( const: 6= 0 f�ur l = 0 ;0 f�ur l 6= 0 :



5.6. ELASTISCHE POTENTIALSTREUUNG 972. ResonanzstreuungF�ur gewisse Energien ER = 12��h2k2R verschwindet der Nenner in der obigenFormel f�ur tan �l(k). Man hat danntan �l(kR) = �1 d.h. �l(kR) = (n+ 12)� ; n ganze Zahl.Da sin2[(n+ 12)�] = 1, so werden die Gr�o�en �l(k) f�ur k = kR maximal:�l(kR) = 4�(2l + 1)k2R = 4��h2(2l + 1)2�ERDas Ph�anomen l�a�t sich als Resonanzerscheinung interpretieren:Der Einfachheit halber sei qa� l� ka:(tiefer Topf!) Bei dieser Approximation kann man die N�aherungsformel f�urtan �l von S. 96 benutzen: d.h. f�ur k = kR, q = qR hat man die Bedingung(l + 1)jl(qRa) + a ddrjl(qRr)ja = 0Da andererseits qRa� l, so gilt (s.a. S. 95)(l + 1)aqR cos(qRa� l+ 12 �)� sin(qRa� l + 12 �) = 0 ;d. h. tan(qRa� l + 12 �) � l + 1aqR � 0 ; oderaqR � n� + 12(l + 1)� ; n ganz .Dies sind aber gerade die gleichen Bedingungen wie f�ur die diskreten gebunde-nen Zust�ande von S. 95! ImUnterschied zu den gebundenen Zust�anden ist hierjedoch ER > 0. Es handelt sich um vom System ausgezeichnete (bevorzugte)diskrete Energieniveaus, die z.B. bei der Streuung "angeregt" werden, �ahnlichwie bei erzwungenen Schwingungen in der Mechanik und Elektrodynamik:Bei ganz bestimmten "Frequenzen" !R = 1�hER der einfallenden Teilchen wer-den die Eigenschwingungen des streuenden Systems angeregt. Die Resonanz{Niveaus ER lassen sich in gewisser Hinsicht als instabile Bindungszust�andeinterpretieren:



98 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALE
...........6 -6? � -aV0 rE ER Resonanzzust�andeVZ(r) = �h2 l (l + 1)2� r2Bindungszust�andeVZ(r)� V0

(sind wegendes Tunnel{e�ektes instabil)

EER�2 �l� 6
-In der N�ahe der Resonanz kann mantan �l = 
l (ka)2l+1E � ER ; 
l = const: :setzen (N�aherung!) F�ur den Wirkungsquerschnitt �l der Partialwelle l ergibt sichdaraus �l(E) = 4�(2l + 1)k2 sin2 �l = 4�(2l + 1)k2 tan2 �l1 + tan2 �l= 4�(2l + 1)k2 (
(ka)2l+1)2(E � ER)2 + (
l(ka)2l+1)2 :



5.6. ELASTISCHE POTENTIALSTREUUNG 99Dies ist die sogenannte "Breit{Wigner"{Formel f�ur den Wirkungsquerschnitt inder Umgebung der Resonanzenergie ER. F�ur die "Partialwelle"fl(k) = 12ik (e2i�l(k) � 1) = 12ik (1 + i tan �l1� i tan �l � 1)erh�alt man fl(k) = 1k 
l(ka)2l+1E � ER � i
l(ka)2l+1Die Gr�o�e �l = 2
l (ka)2l+1bezeichnet man als "Breite" der Resonanz, da �l(ER � 12�l) = 12�l(ER).Die Resonanzstreuung spielt eine ganz gro�e Rolle in der Atom{, Kern{ und Ele-mentarteilchenphysik! Die Formeln gelten f�ur viele Potentiale.Vgl. auch Kap. 3.7 bei Schwabl, Quantenmechanik!Literatur �uber Kugel-, Zylinder- und andere spezielle FunktionenDie folgende Literatur enth�alt weitere Einzelheiten der in der Quantenmechnikh�au�g auftretenden speziellen Funktionen:� A. Erd�elyi, W. Magnus, F. Oberhettinger and F.G. Tricomi, Higher Trans-zendental Functions, Vols. 1-3, Mc Graw Hill Book Co. Inc. New York etc.1953-55.� Sch�afke, Einf�uhrung in die Theorie der speziellen Funktionen der mathemati-schen Physik, Springer-Verlag, Berlin etc. 1963.� N.N. Lebedev, Special Functions and their Applications, Prentice Hall, En-glewood Cli�s 1965.� W. Magnus, F. Oberhettinger and R.P. Soni, Formulas and Theorems for theSpecial Functions of Mathematical Physics, 3rd Ed. , Springer-Verlag 1966.� Y.L. Luke, The Special Functions and their Approximations, vols. I u. II,Academic Press, New York 1969.5.6.3 Literatur zur StreutheorieEs gibt viele B�ucher �uber die quantenmechanische Streutheorie. Hier zwei Beispiele:� R.G. Newton, Scattering Theory of Waves and Particles, 2. Au
age, Sprin-ger-Verlag, Berlin etc. 1982� J.R. Taylor, Scattering Theory, J. Wiley, New York 1972



100 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALE5.7 Coulomb{StreuungDie Streuung eines Teilchens der Ladung q1 an einem Streuzentrum mit Ladungq2 l�a�t sich nicht innerhalb des im letzten Paragraphen diskutierten Rahmens derPotential{Streuung behandeln3. Dies h�angt damit zusammen, da� das Coulomb{-Potential "langreichweitig" ist, d. h. wie r�1 abf�allt. Dies f�uhrt zu Modi�kationender einlaufenden ebenen Wellen und auslaufenden Kugelwellen.5.7.1 Integration mittels parabolischer KoordinatenDie die station�are Coulomb{Streuung beschreibende Wellenfunktion uc(~x) erf�ullt(� �h22��+ q1q24�"0 r )uc = Euc ; E = �h2k22� ;und l�a�t sich am g�unstigsten mittels parabolischer Koordinaten beschreiben:� = r + x3 ; x1 = p�� cos' ;� = r � x3 ; x2 = p�� sin' ;' = arctan x2x1 ; x3 = 12(� � �) ;r = 12(� + �) :Dann wird ds2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2= � + �4� (d�)2 + � + �4� (d�)2 + ��(d')2 ;� = 4� + �@�(�@�) + 4� + �@�(�@�) + 1�� @2' :Nehmen wir wieder an, da� die einlaufenden Teilchen sich parallel zur x3{Achsebewegen, so sollte die gesuchte L�osung nicht vomWinkel ' um diese Achse abh�angigsein!F�ur die gesuchte L�osung machen wir den Separationsansatzuc = f(�)g(�) :Einsetzen ergibt[@�(�@�) + @�(�@�)]f(�)g(�)� q1q2�4�"0 �h2f(�)g(�) = �k24 (� + �)f(�)g(�)3Das Kap. 5.7 des Skriptums ist in der Vorlesung nicht behandelt worden und nicht Teil einereventuellen Pr�ufung!Die Coulomb-Streuung ist jedoch Teil der physikalischen Bildung!



5.7. COULOMB{STREUUNG 101Nach Division durch f � g erh�alt man drei Summanden, von denen einer nur von� abh�angt, einer nur von � und der dritte eine Konstante ist. D. h. es m�ussen diefolgenden Beziehungen gelten:@�(�@�)f + k24 �f � c1f = 0 ;@�(�@�)g + k24 �g � c2g = 0 ;c1 + c2 = q1q2�4�"0 �h2f = e12ik� ist eine L�osung der ersten Gleichung, falls c1 = 12ik. Dann wird aus derzweiten Gleichung @�(�@�)g � ( q1q2�4�"0 �h2 � 12ik)g + k24 �g = 0 :Spaltet man von g noch den Faktor e�12ik� ab, also g = e�12ik�h(�), so wirddaraus uc = fg = eikx3h(�) ;wobei h(�) der Differential{Gleichung�h00(�) + (1 � ik�)h0 � �kh = 0; � = q1q2�4�"0 �h2k ;gen�ugt. F�ur Bindungszust�ande geht �i� in die Hauptquantenzahl n �uber (s. weiterunten) .Die Differential{Gleichung f�ur h(�) ist ein Spezialfall der Differential{Gleichungf�ur die "kon
uente" hypergeometrische Funktion, die zun�achst kurz diskutiert wer-den soll:



102 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALE5.7.2 Mathematisches Intermezzo: Kon
uente hypergeo-metrische FunktionLiteratur:� A. Erel�elyi et al. , Higher Transzendental Functions I, McGraw{Hill Book Co.,New York etc. 1953.� H. Buchholz, The Con
uent Hypergeometric Function, Springer-Verlag, Berlinetc. 1969.Hypergeometrische Funktion (Gau�)Gegeben sei die Reihe (z; a; b; c komplex):F (a; b; c; z) = 1 + abc z + a(a+ 1)b(b+ 1)c(c+ 1) z22! + � � � (a)n(b)n(c)n znn! + : : :(a)n = a(a+ 1) : : : (a+ n� 1) = �(a+ n)�(a) ;c 6= �n ; n = 0; 1; 2; : : : :Falls a oder b = �m, m = 0; 1; : : :, so bricht die Reihe ab und man hat Poly-nome. Sonst konvergiert die Reihe f�ur beliebige komplexe a; b; c, falls jzj < 1. DieFunktion kann jedoch in die komplexe z{Ebene fortgesetzt werden und ist dortholomorph bis auf einen Schnitt l�angs der reellen Achse von 1 bis 1.Auch die analytischen Fortsetzungen werden mit F (a; b; c; z) bezeichnet.Die oben benutzte Gamma{Funktion �(z) ist f�ur <ez > 0 de�niert durch�(z) = Z 10 dte�ttz�1 :Sie ist in die gesamte z{Ebene fortsetzbar und hat Pole beiz = �n, n = 0; 1; 2; : : : mit Residuen (�1)n=n!Es gilt: �(z + 1) = z�(z), d. h. �(n + 1) = n!, �(1) = 1,�(z)�(1 � z) = �sin(�z):Einfache Beispiele f�ur die Hypergeometrische Funktion:F (�a; b; b : �z) = (1 + z)a ;zF (1; 1; 2;�z) = ln(1 + z) ;F (�n; n+ 1; 1; 12(1 � x)) = Pn(x) :F (a; b; c; z) ist die L�osung der Differential{Gleichungz(1� z)w 00(z) + [c� (a+ b+ 1)z]w0 � abw = 0 ;



5.7. COULOMB{STREUUNG 103ebenso ist z1�cF (a� c+ 1; b� c+ 1; 2� c; z)eine L�osung. Die Differential{Gleichung ist singul�ar f�ur z = 0; 1;1.Kon
uente hypergeometrische FunktionErsetzt man in F (a; b; c; z) z durch z=b, so wird die Singularit�at bei z = 1 nachz = b transformiert. Im Grenzfall b ! 1 "
ie�en" dann die Singularit�aten bei 1und 1 "zusammen" und wir erhalten die ReiheF (a; c; z) = 1 + ac z + a(a+ 1)c(c+ 1) z22! + � � � + (a)n(c)n znn! + � � � ;c 6= �n ; n = 0; 1; 2; : : : ;die in der gesamten komplexen z{Ebene holomorph ist und der Differential{Glei-chung zw 00(z) + (c� z)w0(z)� aw(z) = 0gen�ugt. L�osung ist auch z1�cF (a� c+ 1; 2 � c;�z) :Ferner gilt: F (a; c; z) = ezF (c� a; c;�z) :Beispiele:1. F (a; a; z) = ez2. Hermitesche Polynome:H2n+1(z) = (�1)nn! (2n+ 1)! 2z F (�n; 32; z2)H2n(z) = (�1)nn! (2n)!F (�n; 12; z2)3. Laguerresche Polynome:L(�)n = (�+ 1)nn! F (�n;�+ 1; z)4. Bessel{Funktionen:J�(z) = 1�(� + 1)(12z)�e�izF (� + 12; 1 + 2�; 2iz)



104 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALEDas asymptotische Verhalten f�ur jzj ! 1, a; c fest, sieht folgenderma�en aus:F (a; c; z) = �(c)�(c� a)ei��az�a MXn=0 (a)n(a� c+ 1)nn! (�z)�n+O(jzj�a�M�1)+�(c)�(a)ezza� c NXn=0 (c� a)n(1� a)nn! z�n+O(jez za�c�N�1j)M ; N = 0; 1; 2; : : : ;�� < arg z < �� = +1 ; falls =mz > 0� = �1 ; falls =mz < 0 :5.7.3 Zur�uck zur Coulomb{StreuungDer Vergleich der Differential{Gleichung�h00(�) + (1� ik�)h0 � �kh = 0mit zw 00(z) + (c� z)w0(z)� aw(z) = 0, ergibt f�ur z = ik�,zh00(z) + (1� z)h0(z) + i�h(z) = 0 ;d. h. a = �i� ; c = 1 :h(�) = CF (�i�; 1; ik�) ; C = const: :Wichtig ist das asymptotische Verhalten von h(�) f�ur gro�e �:Wegen �(1) = 1 sowie(z)�a = (ik�)i� = (e12�ik�)i�= e�12��(k�)i� = e�12��ei� ln(k�) ;za�c = (ik�)�i� � 1 ;� = r(1� cos #) = 2r sin2 #2erhalten wirF (�i�; 1; ik�) � 1�(1 + i�)e12��ei� ln(k�)(1 + �2ik� � � � )



5.7. COULOMB{STREUUNG 105+ 1i�(�i�)eik� 1k�e12��e�i� ln(k�)(1 + (1 + i�)2ik� + � � � ) ;wobei jk�j � 1; d. h. # 6= 0, r gro�. Damit bekommen wir f�ur uc = Ceikx3h(�)uc � C e12���(1 + i�)[ei[kx3+ � ln k(r � x3)] +A(k; #)1rei(kr� � ln 2kr)] ;A(k; #) = �(1 + i�)i�(�i�) 12k sin2 #2 e�i� ln(sin2 #2 )= ��2k sin2 #2 e�i� ln(sin2 #2 ) + 2i�0 ;i��(�i�) = ��(1 � i�) ; e2i�0 = �(1 + i�)�(1 � i�) ;d. h. �0 = arg(�(1 + i�)) :Interpretation:Die Phase der einlaufenden ebenen Welle ist durch den Term � ln(r � x3)k unddie der auslaufenden Kugelwelle durch �� ln 2kr modi�ziert! Dies ist eine Folgeder "langen" Reichweite des Coulomb{Potentials.Die Amplitude A(k; #) beschreibt wie f(k; #) in Abschn. 5.6.1 das Verh�altnisbeider Wellen und ihr Absolutquadrat ist ein Ma� f�ur den Wirkungsquerschnitt:d�cd
 = jA(k; #)j2 = �24k2 sin4 #2= q21q22�2(4�"0)2 4�h4k4 sin4 #2 = q21q22(4�"0)2 16E2 sin4 #2 :Rutherford'scher Wirkungsquerschnitt, derselbe wie in der Mechanik! DieQuantenmechanik macht sich in der folgenden Weise bemerkbar:1. Streuung ununterscheidbarer Teilchen:q1 = q2 ; m1 = m2Die beiden folgenden atomaren Streuprozesse sind makroskopisch ununter-scheidbar:



106 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALE
- -� �������� �������������	 ������	@@I# ��{#1 212 1 221 %Klassisch hat mand�d
 = d�cd
 (#) + d�cd
 (� � #)= q4(4�"0)2 16E2 ( 1sin4 #2 + 1cos4 #2 ) ;Quantenmechanisch dagegen:d�d
 = jA(k; #) +A(k; � � #)j2 ;und da (aei� + bei�)(ae�i� + be�i�) = a2 + b2 + 2ab cos(�� �) ;so erh�alt mand�d
 = q4(4�"0)2 16E2 2664 1sin4 #2 + 1cos4 #2 + 8sin2 # cos � ln(tan2 #2 )3775Der zus�atzliche Term r�uhrt von der Phase von A her!Falls � = q2��h2 k = q2�h v � 1, so oszilliert dieser Term stark und ist unbeobacht-bar!2. Streuung bei niedrigen EnergienNormiert man den Flu� s3 der einlaufenden Welle auf 1, so mu� der Normie-rungsfaktor C von uc oben den WertC = �(1 + i�)e�12��v�12 ; v = �hk� ;



5.7. COULOMB{STREUUNG 107haben, d. h. uc(~x) = �(1 + i�)e�12��v�12eikx3F (�i�; 1; ik�) :F�ur ~x = 0 wird darausuc(0) = �(1 + i�)e� 12 ��v� 12 ;juc(0)j2 = v�1e����(1 + i�)�(1� i�)= v�1 2��e2�� � 1 ;da �(1 + i�)�(1 � i�) = i��(i�)�(1 � i�)= i��sin(i��) (s:S: 102) :F�ur kleine v, d.h. j�j � 1, hat man:bei Anziehung (� < 0) : juc(0)j2 � �2��vbei Absto�ung (� > 0) : juc(0)j2 � 2��v e�2��e�2�� : "Gamov"{Faktor.Wichtig in der Kernphysik!5.7.4 PartialwellenAus dem Ansatz uc(~x) = 1Xl=0Rl(r)Pl(cos#) folgt f�ur Rl(r) die GleichungRl00 + 2rR0l + [k2 � 2�kr � l(l + 1)r2 ]Rl = 0 :Setzt man weiter Rl(r) = rleikrfl(r), so gen�ugt fl(r) der Gleichungrfl00 + [2ikr + 2(l + 1)]f 0l + [2ik(l+ 1)� 2�k]fl = 0 :Der Vergleich mit zw 00(z) + (c � z)w0(z)� aw(z) = 0 (s.S. 103), z = �2ikr, zeigt,da� fl(r)) = Cl F (l+ 1 + i�; 2l + 2;�2ikr) :



108 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALEF�ur gro�e r wird hieraus (s.S. 104):fl(r) � Cl �(2l + 2)e12��(2kr)l+1�(l + 1 + i�) � 0B@e�2ikr + 12i�(l+ 1) + i� ln 2kr+ �(l + 1 + i�)�(l + 1 � i�)e�12i�(l+ 1)� i� ln 2kr1CASetzt man �l = arg �(l + 1 + i�), so erh�alt man entsprechend f�ur Rl(r):Rl(r) � rleikrfl(r)� Cl �(2l + 2)e 12 ��i2(2k)l�(l + 1 + i�)kr �� 0B@e�ikr+ 12�li+ i� ln 2kr � e2i�leikr � 12�li� i� ln 2kr1CADer Vergleich mit S. 92 legt nahe, �l als Streuphase der l{ten Partialwelle derCoulomb{Streuung zu de�nieren:Scoull = e2i�l ; �l = arg �(l + 1 + i�) :Die bisher noch unbestimmten Koe�zienten Cl m�ussen aus der Beziehunguc = �(l + i�)e�12��v�12 eikx3F (�i�; 1; ik�)= 1Xl=0Rl(r)Pl(cos#) ;bestimmt werden:Aus der Orthogonalit�at der Pl(cos #) folgt zun�achstRl = rleikrClF (l+ 1 + i�; 2l + 2;�2ikr)= 2l + 12 Z �0 d#Pl(cos #)uc(ri#) sin# :Wegen der Identit�at (s.S. 103)F (�i�; 1; ik�) = eik�F (1 + i�; 1;�ik�) ;x3 = r cos # ;� = r(1� cos #) ;gilt uc = �(1 + i�)e�12��v�12 eikrF (1 + i�; 1;�ik�) ;



5.7. COULOMB{STREUUNG 109und daher ClrlF (l+ 1 + i�; 2l + 2;�2ikr) =2l + 12 C Z +1�1 dzPl(z)F (1 + i�; 1; ikr(z � 1))z = cos# ; C = �(1 + i�)e�12��v�12 :Entwickelt man beide Seiten um r = 0, so tr�agt auf der rechten Seite nur der l{teTerm (1 + i�)l(1)l 1l![ikr(z � 1)]l = �(1 + i� + l)�(1 + i�) (l!)2 (ik)l rl (z � 1)lbei, d. h. Cl = (2l + 1)e� 12 ���(1 + i� + l)2v 12 (l!)2 (ik)l Z +1�1 dzPl(z)(z � 1)l :Da Z +1�1 dz(z � 1)lPl(z) = 2l!(2l + 1)!! (s.S.90) ;und 1(2l � 1)!! = 2l�1(l � 1)!(2l � 1)! , so wirdCl = e�12���(1 + i� + l)(2ik)lv12 (2l)! :Man kann ferner zeigen, da�A(k; #) = � �2k sin2 #2 e�i� ln(sin2 #2 ) + 2i�0!= 12ik 1Xl=0(2l + 1)e2i�lPl(cos #) :5.7.5 Pole von Scoull (k) in der komplexen k-Ebene und dieBindungszust�andeDie Coulomb-StreuamplitudeSCoull (k) = �(l + 1 + i�)�(l + 1� i�) ; � = q1q2�(4�"0) �h2k ;



110 KAPITEL 5. ROTATIONSINVARIANTE POTENTIALEdie zun�achst f�ur reelle Argumente k de�niert ist, l�a�t sich analytisch in die kom-plexe k-Ebene fortsetzen. Dabei hat man zu beachten, da� �(z) eine meromorphe(analytisch mit m�oglichen Polen) Funktion in der z{Ebene mit Polen beiz = �nr ; nr = 0; 1; : : : ;ist, d.h. Scoull (k) hat Pole beil + 1 + i� = �nr ; bzw. i� = �(nr + l + 1) ;also bei den folgenden imagin�aren k-Wertenknr = � �q1q2i4�"0 �h2(nr + l+ 1) :Wegen E = 12��h2k2 ergibt dies die EnergiewerteEnr = �12� q21q22(4�"0)2 �h2 1(nr + l + 1)2 !Dies ist f�ur q1q2 < 0 genau die Bohrsche Formel f�ur die Bindungszust�ande einesanziehenden Coulomb-Potentials:Die Pole von Scoull (k) auf der positiven imagin�aren k-Achse entsprechenden Bindungszust�anden En! Diese wichtige Eigenschaft gilt auch f�ur anderePotentiale !



Kapitel 6Schr�odinger{Gleichung f�urgeladene Teilchen (Elektronen) in�au�eren elektromagnetischenFeldern6.1 Grundlagen6.1.1 Klassische Mechanik der Lorentz-KraftIn der klassischen Mechanik ist die Wirkung von �au�eren elektrischen und ma-gnetischen Feldern auf Teilchen mit Masse m und Ladung q gegeben durch dieLorentz{Kraft: m�~x(t) = q[ ~E(~x; t) + ~v � ~B(~x; t)] :Im Rahmen des Lagrange{Formalismus lassen sich diese Bewegungsgleichungen f�urdie drei Koordinaten xi(t) au�assen als Lagrange Gleichungenddt @L(~x; _~x; t)@ _xi � @L(~x; _~x; t)@xi = 0 ; i = 1; 2; 3 ;wobeiL(~x; _~x; t) = m2 _~x 2 � q['(~x(t); t)� _~x � ~A(~x(t); t)] ;~B(~x; t) = rot ~A(~x; t) ; ~E(~x; t) = �grad'(~x; t)� @t ~A(~x; t) :Beweis: @L@ _xi = m _xi + qAi(~x(t); t) ;ddt @L@ _xi = m�xi + q(@tAi + 3Xk=1 @kAi _xk) :111



112 KAPITEL 6. SCHR�ODINGER{GLEICHUNG GELADENER TEILCHENFerner ist @L@xi = �q @'@xi + q 3Xk=1 @iAk _xk ;und damit ergibt sichddt @L@ _xi � @L@xi = m�xi + q(@i'+ @tAi)� q 3Xk=1( _xk@iAk � _xk@kAi)= m�xi � q( ~E)i � q(~v � rot ~A)i :Die Gr�o�en pi = @L@ _xi = m _xi + qAihei�en "kanonische" Impulse. DadLdt = 3Xk=1( @L@xk _xk + @L@ _xk �xk) + @L@t und@L@ _xk �xk = pk�xk = ddt(pk _xk)� _xk _p= ddt(pk _xk) � _x @L@xkist, so gilt ddt [ 3Xk=1(pk _xk)� L] = �@L@t ;d. h. falls L nicht explizit von der Zeit abh�angt (@tL = 0), dann ist die Gr�o�eH = 3Xk=1 pk _xk � Leine Erhaltungsgr�o�e, n�amlich die Energie. Betrachtet man anstatt xi, _xi und t dieVariablen xi, pi und t als unabh�angig, so hei�tH = H(~x; ~p; t) = 3Xk=1 pk _xk[~x; ~p; t]� L[~x; _~x(~x; ~p; t); t]die "Hamilton{Funktion" des Systems. In unserem Falle ist_~x = 1m [~p� q ~A(~x; t)] ;und daraus folgt H(~x; ~p; t) = 12m [~p� q ~A(~x; t)] 2 + q'(~x; t)



6.1. GRUNDLAGEN 113Der obige Ausdruck f�ur die Lorentz{Kraft sowie die Maxwellschen Gleichungen sindinvariant gegen�uber Eichtransformationen'(~x; t) ! '(~x; t)� @tf(~x; t) ;~A(~x; t) ! ~A(~x; t) + gradf(~x; t) ;f(~x; t) beliebig.Physikalisch beobachtbare Gr�o�en sollten invariant gegen�uber diesen Transforma-tionen sein, physikalische Gleichungen sollen ihre Struktur (Form) unter ihnen nicht�andern. Es transformieren sich:L ! bL = L + q(@tf + _~xgradf) = L + q ddtf ;pj ! bpj = @ bL@ _xj = pj + q@jf ;@L@xj ! @ bL@xj = @L@xj + q@j ddtf ;H ! cH =X bpj _xj � bL =X pj _xj � L� q@tf ;aber: ddt _pj � @L@xj = ddt bpj � @ bL@xj :6.1.2 Die zugeh�orige Schr�odinger-GleichungIn Analogie zu den fr�uheren quantenmechanischen "Korrespondenzen"E ! i�h@t ; ~p! �hi gradhaben wir jetzt die VerallgemeinerungenH ! i�h@t ; ~p! �hi grad :Daraus ergibt sich die Schr�odinger{Gleichung f�ur ein geladenes Teilchen in�au�eren elektromagnetischen Felderni�h@t (~x; t) = 12m(�hi grad � q ~A)(�hi grad � q ~A) (~x; t)+ q'(~x; t) (~x; t) :



114 KAPITEL 6. SCHR�ODINGER{GLEICHUNG GELADENER TEILCHENDas Ausrechnen der rechten Seite lieferti�h@t (~x; t) = � �h22me� (~x; t) + iq�hm ~A � grad (~x; t)+iq�h2m(div ~A) (~x; t) + q22m ~A 2 (~x; t)+ q'(~x; t) (~x; t) :Die rechte Seite vereinfacht sich, wenn man die Coulomb{Eichung, div ~A = 0, w�ahlt.Die obige Form der Schr�odinger{Gleichung f�ur geladene Teilchen in elektromagne-tischen Feldern l�a�t sich auch aus der Forderung nach Eichinvarianz herleiten:6.2 EichinvarianzDie obige Schr�odinger{Gleichung ist invariant unter Eichtransformationen, falls mandie Wellenfunktion  (~x; t) in der folgenden Weise transformiert: (~x; t)! ~ (~x; t) = eiq�h f(~x; t) (~x; t) ;Dies ist eine ortsabh�angige Phasentransformation, f�ur die  � !  � .Beweis: Es ist i�h@t(eiq�h f ) = eiq�h f [(�q@tf) + i�h@t ] ;�hi grad(eiq�h f ) = eiq�h f [(qgradf) + �hi grad ]Setzt man ~~A(~x; t) = ~A(~x; t) + gradf(~x; t) ;~'(~x; t) = '(~x; t)� @tf(~x; t) ;so folgt aus den obigen Formeln, da� die Gr�o�en ~ , ~' und ~~A derselben Schr�odin-ger{Gleichung gen�ugen wie  , ' und ~A.Es gilt n�amlich (i�h@t � q ~') ~ = eiq�h f (i�h@t � q') ;(�hi grad � q~~A) ~ = eiq�h f (�hi grad � q ~A) :



6.2. EICHINVARIANZ 115Wichtige Umkehrung:Verlangt man, da� die freie Schr�odinger{Gleichungi�h@t = � �h22m� invariant gegen�uber "lokalen" Phasentransformationen (~x; t)! eiq�h f(~x; t) (~x; t)ist, so ist dies genau dann der Fall, falls man in der freien Schr�odinger-Gleichungmittels der Substitutioneni�h@t ! i�h@t � q' ; �hi grad ! �hi grad � q ~APotentiale ' und ~A einf�uhrt, die sich bei Eichtransformationen wie oben transfor-mieren. Die Forderung nach Invarianz der Schr�odinger-Gleichung gegen�uber solchen"lokalen" Eichtransformationen zwingt also zur Einf�uhrung elektromagnetischer Po-tentiale. Dieses "Eichprinzip" spielt eine sehr gro�e Rolle in der modernen Physikder Elementarteilchen !Einfache Anwendungen:1. Quantisierung des magnetischen FlussesIn Gebieten, f�ur die ~B = 0 ist, hat man rot ~A = 0, d. h. ~A = gradf . In die-sen Gebieten, in denen sich die geladenen Teilchen (Elektronen) im PotentialV (~x) be�nden sollen, hat man zwei zueinander �aquivalente Schr�odinger{Glei-chungen; einmal 12m(�hi grad) 2 + V (~x) = i�h@t und zum anderen12m(�hi grad � q ~A) 2 ~ + V (~x) ~ = i�h@t ~ ;~ (~x; t) = eiq�h f (~x; t) ;wobei ~A = gradf :Ist ~A(~x; t); rot ~A = 0 vorgegeben und ist C"1 ein Weg (eine Kurve), der ganzim Gebiete mit ~B = 0 von ~x0 = ~x(� = 0) nach ~x = ~x(� = 1) , 0 � � � 1,verl�auft, so hat manf(~x; t) = ZC"1 d~y � ~A(~y; t) � Z 10 d� ~A(~y(� ))d~yd� :



116 KAPITEL 6. SCHR�ODINGER{GLEICHUNG GELADENER TEILCHENDer Wert von f(~x; t) kann vomWege abh�angig sein: Ist n�amlichC"2 eine zweiteKurve f~y(�) , 0 � � � 1g von ~x0 nach ~x, so giltZC"1 d~y � ~A(~y; t)� ZC"2 d~y � ~A(~y; t) = IC"1�C"2 d~y � ~A(~y; t)= ZF " d~f � (rot ~A) = ZF " d~f � ~B= �(F ") ;wobei F " eine von den Kurven C"1 und �C"2 = C#2 berandete Fl�ache ist und�(F ") der durch diese Fl�ache tretende magnetische Flu�.Ist die Fl�ache F " nicht einfach zusammenh�angend, sondern hat in der Mitte einLoch, durch das der Flu� � tritt, so �andert sich nach den obigen �Uberlegungendie Phase der Wellenfunktion  (~x; t) beim einmaligen Umlaufen des Lochesum den Wert q�h�, d. h.  (~x; t) geht �uber in  (~x; t)eiq�h �. Wenn nun dieWellenfunktion in einer vorgegebenen Umgebung eindeutig sein soll, so mu�q�h� = 2�n , n ganz, gelten, d.h.�n = 2��hq n , n = 0;�1; : : : :Da alle Gr�o�en bis auf �n vorgegeben sind, so bedeutet diese Gleichung, da�der eingeschlossene Flu� � gequantelt ist!Der E�ekt ist tats�achlich beobachtet worden:6 6 6 6 66��� -~BStrom der Elektronen Strom in einem supraleitendenRing, der von einem Magnet-feld ~B durchsetzt ist.� �� �� �' $& %& %Nach Abk�uhlung unter die kritische Sprungtemperatur wird das ~B{Feld ausdem Leiter verdr�angt (Mei�ner{E�ekt), nicht aber aus dem Loch! Messungendes Flu�es � im Loch ergaben� = 2��h2e0 n ; d. h. q = �2e0 ;



6.2. EICHINVARIANZ 117in �Ubereinstimmung mit der Vorstellung, da� bei Supraleitern die Elektronenpaarweise korreliert sind!2. Interferenz zweier Elektronen{Strahlen, Bohm-Aharanov-E�ektL�angs der Wege C"1 und C"2ist ~B = 0, nicht aber imInneren!SchirmElektronen-quelle magnetischerFlu� �@@@I}������������XXXXXXXXXXXPPPPPPPPPPPP�����������Auf dem Schirm hat man eine Superposition ~ 1 + ~ 2 der Wellen vom Strahll�angs C"1 und C"2 :~ 1 =  1 eiq�h ZC"1 d~y � ~A(~y) ; ~ 2 =  2 eiq�h ZC"2 d~y � ~A(~y) ;d. h. ( ~ 1 + ~ 2) (in einem Punkte auf dem Schirm)= ( 1eiq�h (ZC"1 d~y � ~A� ZC"2 d~y � ~A) +  2)eiq�h ZC"2 d~y � ~A= ( 1 eiq�h � +  2) eiq�h ZC"2 d~y � ~A :Durch �Anderung von � kann man danach die relative Phase zwischen ~ 1 und~ 2 �andern und damit das Interferenzbild!!Dieser E�ekt ist ebenfalls beobachtet worden!Der geometrische Hintergrund der gerade diskutierten E�ekte ist der folgende: NachPoincar�e kann man aus div ~B = 0 nur dort folgern, da� ~B = rot ~A, wo das Gebietsternf�ormig bzw. einfach zusammenh�anmgend ist. Ist ein Gebiet G dagegen nichteinfach zusammenh�angend, hat also z.B. ein Loch, so braucht man mindestens zweisich �uberlappende einfach zusammenh�angende Teilgebiete G1 und G2 , um G da-mit zu �uberdecken. Ist dann ~B = rot ~A1 in G1 und ~B = rot ~A2 in G2, so folgt ausrot ~A2 = rot ~A1 in G2 \ G1, da� dort ~A2 = ~A1 + gradf !



118 KAPITEL 6. SCHR�ODINGER{GLEICHUNG GELADENER TEILCHENBemerkung:Bei Anwesenheit des Vektorpotentials ~A �andert sich die Wahrscheinlichkeitsstrom-dichte ~s = �h2im( �grad � (grad �) ) = 12m( �~P + (~P )� ) ;da auch hier wegen der erforderlichen Eichinvarianz von ~s der Operator ~P durch�hi grad � q ~A zu ersetzten ist. Es gilt also~s(~x; t) = �h2mi( �grad � (grad �) )(~x; t)� qm ~A � (~x; t) ;Mittels der zugeh�origen Schr�odingergleichung rechnet man leicht nach, da� f�ur dieses~s dann die Kontinuit�atsgleichung @tw + div~s = 0 gilt, wobei weiterhin w =  � .6.3 Konstantes Magnetfeld: normaler Zeeman{E�ektEs sei q'(~x; t) = V (r) und das magnetische Feld ~B = ���!const:. Ein solches ~B{Feldl�a�t sich aus dem Potential ~A = 12 ~B � ~xableiten, da rot ~A = 12rot( ~B � ~x)= 12[�( ~B � grad)~x+ ~Bdiv~x] = ~B :Ferner ist div ~A = 12div( ~B � ~x)= ~x � rot ~B � ~B � rot~x = 0 :Die obige Wahl von ~A ist nicht eindeutig, ebenso w�are ~A+ gradf(~x) m�oglich, mit�f(~x) = 0, damit div( ~A+ gradf) = 0.F�ur den Term iq�hm ~A � grad in der Schr�odinger{Gleichung erh�alt maniq�h2m ( ~B � ~x) � grad = iq�h2m ~B(~x� grad) = � q2m~l � ~B  ;~l = �hi (~x� grad) : Bahndrehimpulsoperator.



6.3. KONSTANTES MAGNETFELD: NORMALER ZEEMAN{EFFEKT 119F�ur den Term mit ~A 2 in der Schr�odinger{Gleichung bekommt manq22m2vA 2 = q28m2 ( ~B � ~x)2 = q28m2 (~x 2 ~B2 � (~x � ~B) 2) :Mit ~B = (0; 0; B) hat man also als Schr�odinger{Gleichung f�ur ein Teilchen mitLadung q in einem Potential q'(r) � V (r) und in einem konstanten Magnetfeld ~B:i�h@t (~x; t) = � �h22m0� � q2m0Bl3 + q28m20B2(x21 + x22) + V (r) :Hier ist der Massenparameter m durch m0 ersetzt worden, da m im folgenden die"magnetische" Quantenzahl bedeutet. Mit  (~x; t) = e� i�hEtu(~x) lautet die zu-geh�orige station�are Schr�odinger{Gleichung:� �h22m0�u� q2m0Bl3u+ q28m20B2(x21 + x22)u+ V (r)u = Eu(~x) :Absch�atzung der Gr�o�enordnung der in B linearen und quadratischen Terme:< l3 > ist von der Gr�o�enordnung �h, < x21 + x22 > f�ur in Atomen gebundeneElektronen von der Gr�o�enordnung des (Bohrschen Atomradius)2 = a2, d.h. mitq = �e0, (e20=8m20)a2B2(e0=2m0)�hB = 14 e20�h Be0=a2 � B9 � 109Gauss :Im Labor kann man magnetische Feldst�arken der Gr�o�enordnung � 105 Gau� er-zeugen, und daher ist hier der quadratische Term vernachl�assigbar. Dies ist i.a.jedoch bei ungebundenden Bewegungen nicht der Fall.6.3.1 Der normale Zeeman-E�ektVernachl�assigen wir den in B quadratischen Term, so bekommen wir die Gleichung(f�ur ein Elektron, q = �e0):� �h22m0�u(~x) + V (r)u(~x) + e02m0Bl3u(~x) = Eu(~x) :Da der Hamilton{OperatorH = � �h22m0�+ V (r) + e02m0Bl3



120 KAPITEL 6. SCHR�ODINGER{GLEICHUNG GELADENER TEILCHENmit~l2 und l3 vertauscht, so kann man die Eigenfunktionen von H gleichzeitig alsEigenfunktionen von ~l2 und l3 w�ahlen:u(~x) = Rlm(r)Ylm(#;') ;und da l3Ylm = �hmYlm, so bekommt man f�ur Rlm� �h22m0r @ 2(rRlm)@r2 + (�h2l(l + 1)2m0r2 + V (r))Rlm+ e0�h2m0BmRlm = ERlm :Diese Gleichung l�a�t sich sofort auf den Fall B = 0 (s.S. 80) zur�uckf�uhren, wennman E = E(B=0) + �h!Lm ;!L = e0B2m0 ;setzt. !L: sogen. "Larmor"{Frequenz .Insbesondere bekommt man beim Potential V (r) = � Ze204�"0 rEn;m = �12m0 c2 (Z�)2n2 + �h!Lm ; �l � m � l ;d. h. beim Vorhandensein eines konstanten Magnetfeldes werden die entarteten En-ergieniveaus En der wassersto�artigen Atome in 2l + 1 verschiedene aufgespalten!Bei allgemeineren rotationssymmetrischen Potentialen V (r) wird E(B=0) i.a. nichtnur von einer Hauptquantenzahlt n, sondern auch noch von l abh�angen: E(B=0) =Enl. Auch diese Niveaus spalten in 2l + 1 auf.6.3.2 Auswahlregeln f�ur DipolstrahlungF�ur die Frequenzen !n2 l2m2;n1 l1m1 der Emissions{ und Absorptionsspektrender obigen Atome gilt bei �Uberg�angen (n1; l1;m1) $ (n2; l2;m2) die BohrscheFrequenzbedingung!n2 l2m2;n1l1m1 = 1�h(En2 l2m2 �En1 l1m1 )= 1�h(En2 l2 � En1 l1) + !L(m2 �m1)



6.3. KONSTANTES MAGNETFELD: NORMALER ZEEMAN{EFFEKT 121Frage: Treten tats�achlich alle m�oglichen �Uberg�ange auf?Antwort: nein! Begr�undung:Die folgenden �Uberlegungen sind Plausibilit�atsbetrachtungen, die sich aberstreng begr�unden lassen.Ein klassischer schwingender Dipole0~x(t) = e0(~be�i!t +~b�ei!t)strahlt im zeitlichen Mittel die Leistungs = �06�ce20(�~x 2) = �06�ce20!4(~x 2)= �03�ce20!4~b� �~bab.In der Quantenmechanik treten an die Stelle der klassischen Frequenz ! die �Uber-gangsfrequenzen !n2 l2m2 ;n1l1m1 , und an die Stelle der klassischen Amplituden ~bdie "�Ubergangs"{Amplituden~b! ~bn2l2m2;n1l1m1 = (un2l2m2 ; ~x un1l1m1 )der Quantentheorie!Setzt man x� = x1 � ix2 = r sin # e�i' ;x3 = r cos # ;so hat man wegen unlm = RnlYlm ;b���� = b1 � ib2 = (Rn2 l2; rRn1 l1)(Yl2m2 ; sin# e�i'Yl2m2 )(der Index wird fortgelassen) ,b3 = (Rn2l2 ; rRn1 l1)(Yl2m2 ; cos #Yl1m1 ) :Nun kann man zeigen, da�sin#ei'Ylm = A(+)lm Yl+1;m+1 +B(+)lm Yl�1;m+1 ;sin#e�i'Ylm = A(�)lm Yl+1;m�1 +B(�)lm Yl�1;m�1 ;cos #Ylm = A(3)lmYl+1;m +B(3)lmYl�1;m ;A;B : Konstanten.Hieraus folgt wegen der Orthogonalit�at der Kugelfunktionen, da�~b = 0, au�er wenn�l � l2 � l1 = �1und �m � m2 �m1 = �1; 0 :Wichtige Auswahlregeln f�ur die Dipolstrahlung! Es l�a�t sich zeigen, da� die Dipol-strahlung bei der Emission von Licht i.allg. die wichtigste ist.



122 KAPITEL 6. SCHR�ODINGER{GLEICHUNG GELADENER TEILCHEN6.3.3 Dipol-Emissionslinien beim Zeeman-E�ektSetzt man 1�h (En2l2 �En1 l1) = !0 f�ur die Frequenzen mit B = 0, so hat man!2!1 = !0 + !L�m:��������HHHH@@@@HHHH����? ??? ??? ??? "NormalerZeeman-E�ekt"~B 6= 0~B = 0
l1 = 1l2 = 2 m2m1!0 �m=0 ; �m=�1 ; �m=1

21010�1�2�1Diskussion ("halb"-klassische Interpretation):1. m2 = m1: b� = 0, b3 6= 0, ! = !0:~be�i!0t +~b�ei!0t = const:(0; 0; cos!0t) ;d. h. der "Dipol" schwingt in x3{Richtung mit unver�anderter Frequenz !0,keine Ausstrahlung in x3{Richtung (klassische Elektrodynamik). Das Lichtist parallel zu dieser Richtung polarisiert.2. m2 = m1 + 1: b� = 0, b3 = 0, b+ 6= 0; !2!1 = !0 + !L~be�i!2!1t +~b�ei!2!1t = const:(cos(!0 + !L)t; sin(!0 + !L)t; 0) ;d. h. das Dipolmoment rotiert in der (x1; x2)-Ebene mit vergr�o�erter Frequenzum die x3{Achse. In x3{Richtung: rechtszirkulares Licht, in der (x1; x2){Ebene linear polarisiertes Licht.3. m2 = m1 � 1: b+ = 0, b3 = 0, b� 6= 0; !2!1 = !0 � !L~be�i!2!1t +~b�ei!2!1t = const:(cos(!0 � !L)t;� sin(!0 � !L)t; 0) ;d.h. das Dipolmoment rotiert in der (x1; x2)-Ebene mit verkleinerter Frequenzum die x3{Achse. In x3{Richtung: linkszirkular polarisiertes Licht, in der(x1; x2){Ebene linear polarisiertes Licht!



6.4. "FREIE" LADUNGEN IM KONSTANTEN MAGNETFELD 1231{3: "Normaler" Zeeman{E�ekt.Wegen Spin des Elektrons gibt es auch noch den "anomalen" Zeeman{E�ekt (s.sp�ater).Anschauliche Interpretation der Auswahlregeln:Ein Photon hat den Eigendrehimpuls= Spin S = 1�h, der immer in oderentgegengesetzt zur Bewegungsrichtung zeigt (bei Teilchen der Ruhemasse= 0 ist der Spin immer parallel oder antiparallel zu seinem Impuls ~p). Fernerkann man zeigen, da� bei der Dipolstrahlung der Atome der Bahndrehimpulsder Photonen Null ist.Nun wird bei einem in x3{Richtung schwingenden Dipol die �uberwiegende Zahlder Photonen senkrecht zur x3{Achse abgestrahlt. Dabei nehmen sie den Drehim-puls �h mit (�l = �1 f�ur die Elektronen). Die x3{Komponente von ~lElektron �andertsich nicht, da der Spin der abgestrahlten Photonen senkrecht zur x3{Achse ist.Rotiert dagegen das Dipolmoment in der (x1; x2){Ebene um die x3{Achse, sowerden die Photonen auch parallel bzw. antiparallel zur x3{Achse abgestrahlt .Dabei "tragen" sie wieder den Drehimpuls �h weg, sowie die 3{Komponente m�h =+�h, falls ihr Spin parallel zur 3{Achse ist, und ��h, falls antiparallel!6.4 "Freie" geladene Teilchen in einem konstan-ten Magnetfeld6.4.1 Vorbemerkungen1. Setzt man �j = Pj � qAj, so hat man f�ur beliebige Aj = Aj(~x; t)[�j; �k] = [(�hi @j � qAj); (�hi @k � qAk)]= ��hqi (@jAk � @kAj)= ��hqi �jklBl ;also [�j; �k] = ��hqi �jklBl :2. Ist A ein selbstadjungierter Operator, der mit H kommutiert undder nicht explizit von der Zeit abh�angt, so sind seine Erwartungs-werte ( ;A ) f�ur beliebige L�osungen der Schr�odinger{Gleichungi�h@t = H zeitunabh�angig, d. h. A ist eine Erhaltungsgr�o�e!Beweis: @t < A > = (@t ;A ) + ( ;A@t )= ( 1i�hH ;A ) + ( ;A 1i�hH )= 1i�h( ;AH )� 1i�h(H ;A ) ;



124 KAPITEL 6. SCHR�ODINGER{GLEICHUNG GELADENER TEILCHENund da (H ;A ) = ( ;HA ), so@t < A >= i�h( ; [H;A] ) = 0:3. F�ur die klassische Bewegung eines Teilchens der Ladung q in dem konstan-ten Magnetfeld ~B = (0; 0; B) hat manm�x1 = qB _x2 ; m�x2 = �qB _x1 ; �x3 = 0 ;d. h. die Bewegung in x3{Richtung ist frei und senkrecht zur x3{Richtungbewegen sich die Teilchen auf Kreisen mit einer Frequenz ! = qB=m. Dabeiist ! positiv oder negativ, je nachdem die Ladung q positiv oder negativ ist.Aus �x1 = ! _x2 ; �x2 = �! _x1folgt _x1 � !x2 = �!b = const: ; _x2 + !x1 = !a = const: ;_x21 + _x22 = !2(x1 � a)2 + !2(x2 � b)2 = const: ;da E = m2 ( _x21 + _x22 + _x23) = const: :(a; b): Mittelpunkt der Kreisbahn.Bei Translationen x1; a! x1 + c1; a+ c1, x2; a! x2 + c2; a+ c2, �andert sichder Wert von E nicht, d. h. E h�angt nicht von der Lage des Mittelpunktes(a; b) ab! (Entartung!)6.4.2 Quantenmechanische Eigenschaften~B = (0; 0; B)Ohne Spezi�zierung der Eichung von ~A folgt zun�achst:[�1; �2] = ��hi m! ; [�1; �3] = 0 ; [�2; �3] = 0 ;H = 12m(�21 + �22 + �23) :F�ur die Gr�o�en ~a = x1 + 1m!�2 ; ~b = x2 � 1m!�1 ;gilt [~a; �j] = 0; [~b; �j] = 0; j = 1; 2; 3und damit [H; ~a] = 0 ; [H; ~b] = 0 ;



6.4. "FREIE" LADUNGEN IM KONSTANTEN MAGNETFELD 125d.h. wie die im klassischen Fall analogen Koordinaten a und b, so sind die Gr�o�en~a und ~b Erhaltungsgr�o�en, von denen jede gleichzeitig mitH diagonalisiert werdenkann.Jedoch gilt [~a; ~b] = �hm!i = ki ; k = �hm! ;d. h. ~a und ~b sind nicht gleichzeitig beliebig genau me�bar. Vergleicht manmit [P;Q] = �h=i, so bekommen wir analog die Unsch�arfe{Relation(�~a)(�~b) � 12 �hmj!j :Da ~a und ~b mit H kommutieren, aber [~a; ~b] 6= 0, so m�ussen die Eigenwerte Evon H entartet sein!Beweis: Sei HuE = EuE. Wegen der obigen Vertauschungsrelationen kann uEgleichzeitig Eigenfunktion zu ~a oder ~b sein (s.S. 69/70). Weil jedoch ~a~b 6= ~b~a, sokann der zu E geh�orige Eigenfunktionenraum nicht 1{dimensional sein! Da ~a bzw.~b wie P und Q ein kontinuierliches Spektrum haben k�onnen, so m�ussendie Energiewerte E von H sogar unendlichfach entartet sein!Ferner sei bemerkt, da� der dem Quadrat des Radius R der kreisf�ormigen (x3 =const:)-Projektion der klassischen Bahn entsprechende Operator R die FormR2 = 1m2!2 ��21 + �22� � 2m!2  H � �322m!hat.6.4.3 Eigenwerte und Eigenfunktionen von H in der Landau-EichungUm Eigenwerte und Eigenfunktionen vonH = 12m(�21 + �22 + �23)auszurechnen, mu� ~A in einer bestimmten "Eichung" spezi�ziert werden.Wir w�ahlen hier die sogen. Landau-Eichung:A1 = �B x2 ; A2 = 0 ; A3 = 0 ;so da� H = 12m(�hi @1 + qB x2)2 � �h22m@22 � �h22m@23 :



126 KAPITEL 6. SCHR�ODINGER{GLEICHUNG GELADENER TEILCHENIn dieser Eichung vertauscht H mit Pj = �hi @j, j = 1; 3. H, P1 und P3 bildenalso ein System wechselseitig kommutierender selbstadjungierter Operatoren und esexistieren gemeinsame (verallgemeinerte) Eigenfunktionenu(~x) = e i�h(p1x1 + p3x3)v(x2) :Wegen der (in dieser Eichung g�ultigen) Relation ~b = �P1=m! hat man damit auchgleichzeitig Eigenfunktionen zu ~b mit Eigenwert b = �p1=m! gefunden; selbst-verst�andlich kann u damit aber nicht auch Eigenfunktion zu ~a = Q1+P2=m! sein.F�ur v(x2) folgt nun aus Hu = Eu12m(p1 + qB x2)2v � �h22mv00 + 12mp23v = Ev ;oder � �h22mv00 + 12m!2(x2 � b)2v = (E � 12mp23)v ;! = jqBjm ; b = � p1qB :Dies ist die 1{dim. Schr�odinger{Gleichung f�ur einen harmonischen Oszillator in derx2{Koordinate mit x2 = b als Ruhelage!Damit erhalten wir als Eigenwerte(E � p232m) = �h!(n+ 12) ; n = 0; 1; : : :oder E = p232m + �h!(n + 12) ; n = 0; 1; : : :Da E nicht von dem kontinuierlichen Eigenwert p1 abh�angt, ist E unendlichfachentartet!Die Eigenfunktionen vn sind nach S. 60:vn(x2) = p�(n!2np�) 12 e�12�2(x2 � b)2Hn[�(x2� b)] ;�2 = m!�h = jqBj�h :Die gefundenen Eigenfunktionen u(~x) � up1;p2;n(~x) diagonalisieren o�ensichtlichauch den Radiusoperator R und man erh�altR2 = 2�hm! �n+ 12� :



6.4. "FREIE" LADUNGEN IM KONSTANTEN MAGNETFELD 127Eine in der 1-2 Ebene gelegene Kreis
�ache mit diesem Radius durchsetzt ein ma-gnetischer Flu� � = �1 (n + 12), wobei �1 genau das im Zusammenhang mit derFlu�quantisierung besprochene elementare Flu�quantum h=q ist.6.4.4 Entartungsgrad pro Fl�acheWir haben oben angenommen, da� das System unendlich ausgedehnt ist. Bei derAnwendung auf den Quanten{Hall{E�ekt liegt jedoch eine nur endlich ausgedehnteProbe vor, mit den jeweiligen L�angen Li, so da� 0 � xi � Li f�ur i = 1; 2; 3, wobeiL3 � L1; L2.Implementieren wir die endliche Ausdehnung in die 3-Richtung durch die Forderung,da� die Energie-Eigenfunktionen bei x3 = 0 und x3 = L3 verschwinden sollen, somu� man die Faktoren exp (ip3x3=�h) mit p3 2 IR durch deren Linearkombinationensin(p3x3=�h) mit p3L3=�h = �n3 und n3 positiv ganzzahlig ersetzen.Da wir an dem Entartungsgrad pro Fl�ache transversal zur Magnetfeldrichtung inter-essiert sind, fordern wir au�erdem periodische Randbedingungen in die 1{Richtungmit Periode L1. Das ergibt f�ur p1 die Einschr�ankungp1 = 2��hn1L1 ; n1 = 0;�1;�2; : : :Andererseits sollte aber wegen 0 < x2 < L2 die Koordinate b = p1=(jqBj) zwischen0 und L2 liegen. (Damit verschwinden die Energieeigenfunktionen zwar nicht auchbei x2 = 0 und x2 = L2, die Forderung nach dem entsprechenden Wertebereichdes Spektrums von ~b erscheint aber dennoch physikalisch gerechtfertigt { wobei wirden Minimalradius q�h=m! als gegen�uber L2 vernachl�assigbar betrachtet haben).Durch diese Forderung wird nun p1 positiv und nach oben begrenzt: Das maximalm�ogliche n1 = n1 ist dann durch2��hn1L1jqBj = L2 ; n1 = jqj2��h jBjL1L2gegeben.Interpretation:� = BL1L2 ist der die Fl�ache L1L2 durchsetzende Gesamt
u� und �1 = 2��h=qwieder das elementare Flu�quantum. Die (Landau{) EnergieniveausEp3;n = 12mp23 + �h!(n + 12) ; n = 0; 1; : : : ;wobei nun p3 = hn3=L3, n3 2 N, sind also n1{fach entartet, n1 = �=�1.Der Entartungsgrad g pro Fl�acheneinheit ist gegeben durchg = n1L1L2 = jqBjh ;d.h. bei gegebener Ladung q steigt g linear mit B!



128 KAPITEL 6. SCHR�ODINGER{GLEICHUNG GELADENER TEILCHEN6.4.5 Quanten{Hall{E�ekt1. Klassischer Hall{E�ektBewegen sich Ladungstr�ager in einem Leiter mit der Geschwindigkeit ~v undbe�ndet sich der Leiter au�erdem in einem Magnetfeld ~B, so werden die La-dungstr�ager senkrecht zu ~B und ~v mit der Kraft q~v � ~B abgelenkt. Diezugeh�origen Leitf�ahigkeiten lassen sich folgenderma�en berechnen:(s. z.B. Ch. Kittel, Einf�uhrung in die Festk�orperphysik, 6. Au
., R. Olden-bourg, M�unchen, Wien 1983, S. 196 oder K.{H. Hellwege, Einf�uhrung in dieFestk�orperphysik, 3. korr. Au
age, Springer 1988, S. 451.)F�ur die Bewegung der in erster N�aherung als frei betrachtbaren Ladungstr�agerder Ladung q in Leitern ist die Lorentz{Kraftm ddt~v = q( ~E + ~v � ~B)aufgrund der \abbremsenden" Zusammenst�o�e mit Gitterschwingungen (Pho-nonen) und Gitterfehlstellen zu modi�zieren. Diese, der Geschwindigkeit pro-portionale, \Reibungskraft" kann in der folgenden Weise ber�ucksichtigt wer-den: m ddt + 1� !~v = q( ~E + ~v � ~B) ;� : \Sto�zeit": mittlere Zeit zwischen zwei Zusammenst�o�en.Im station�aren Fall ist _~v = 0, so da�m� ~v = q( ~E + ~v � ~B) :Das einfache Ohmsche Gesetz f�ur ~B = 0, d.h.~v = q�m ~E ;lautet, mit nq als Dichte der Ladungstr�ager:~| = qnq~v = � ~E ; d.h. � = q2nq�m :F�ur ~B = (0; 0; B) 6= 0 erhalten wir dagegen:v1 = q�m (E1 +Bv2)v2 = q�m (E2 �Bv1)v3 = q�mE3 :



6.4. "FREIE" LADUNGEN IM KONSTANTEN MAGNETFELD 129Dr�uckt man in diesen Gleichungen ~v durch ~j=qnq aus und l�ost man nach ~Eauf, so erh�alt man das verallgemeinerte Ohmsche GesetzEi = 3Xk=1 �ikjk ; i = 1; 2; 3�ik = 0BBB@ 1� � Bqnq 0Bqnq 1� 00 0 1� 1CCCAik :Inversion der spezi�schen Widerstandsmatrix �ik ergibt die spezi�sche Leit-f�ahigkeitsmatrix �ik = (��1)ik; in expliziter Komponentenschreibweise nimmtdas Ohmsche Gesetz dann die Formj1 = �11E1 + �21E2 = �1 + (�!)2 (E1 + �!E2)j2 = �21E1 + �22E2 = �1 + (�!)2 (��!E1 + E2)j3 = �E3 ; ! = qBm ;an. Man beachte, da� die Widerstands{ und Leitf�ahigkeitsmatrix f�ur B 6= 0unsymmetrisch sind, w�ahrend sie f�ur B = 0 proportional zur Einheitsmatrixwerden. (F�ur ~B = 0 ist die Leitf�ahigkeitsmatrix auch bei anisotropen (nicht"optisch aktiven") Leitern symmetrisch, und es reicht bereits kubische Symme-trie des Kristallgitters um Proportionalit�at zur Einheitsmatrix sicherzustellen;siehe Hellwege, Kap. 11.)Anwendung auf den klassischen Hall-E�ekt: Wir betrachten nun einenzur 1-Achse parallelen Leiter mit endlichem Leiterquerschnitt in einem kon-stanten Magnetfeld (0; 0; B). Im station�aren Zustand kann der Strom dannnur in die 1{Richtung 
ie�en: j2 = j3 = 0. Der spezi�scheHall-Widerstandist nun als das Verh�altnis von E2 zu j1 de�niert, also gleich�21 = Bqnq :(Die spezi�sche Hall-Leitf�ahigkeit ist der entsprechende Kehrwert: j1=E2 =1=�21 = (�12�21 � �11�22)=�21.) Der spezi�sche Widerstand in Stromrichtungist der ohne Magnetfeld: E1=j1 = �11 = 1=� � m=q2nq� .W�ahrend obiges Ohmsches Gesetz vielf�altige Anwendungsm�oglichkeiten bie-tet, gibt es f�ur die spezielle Situation des Hall-E�ektes auch eine direktere Her-leitung: Weise das urspr�unglich angelegte elektrische Feld in die 1{Richtungund das Magnetfeld wie zuvor in die 3{Richtung. Aufgrund der Lorentz-kraft sammeln sich Ladungstr�ager an den Begrenzungen in 2{Richtung und



130 KAPITEL 6. SCHR�ODINGER{GLEICHUNG GELADENER TEILCHENbauen ein zus�atzliches elektrisches Feld auf, das im station�aren Grenzfallgenau die insgesamt auf die Ladungstr�ager wirkende Lorentzkraft kompen-siert. Im station�aren Gleichgewicht bestimmt sich E2 demnach aus F2 =qE2 + q �~v � ~B�2 = 0, was mit ~| = nqq~v aufE2 = Bqnq j1und damit, wie zuvor, auf �21 = B=qnq f�uhrt. Das insgesamt auf die Lei-tungselektronen wirkende ~E-Feld ist nun also nicht parallel zur 1{Richtung.Da sich jedoch die Wirkung des Magnetfeldes und der 2{Komponente des elek-trischen Feldes genau gegenseitig aufheben, ist der longitudinale Widerstand�11 = E1=j1 gleich 1=�, also gleich jenem Widerstand ohne Magnetfeld und2-Komponente des ~E-Feldes.Klassisch ist also der Hall-Widerstand zum angelegten Magnetfeld proportio-nal! Die einfache Abh�angigkeit von q erlaubt au�erdem eine Bestimmung desVorzeichens der Ladungstr�ager. (Im 
�ussigen Zustand des Metalls kann mannq in sehr guter N�aherung �uber die Wertigkeit der Elemente bestimmen undes ist stets negativ. Im festen Zustand gibt es davon jedoch aufgrund dernichttrivialen Energiebandstruktur Abweichungen, q kann dann sogar positivwerden (diese �uberwiegende L�ocherleitung ist allerdings eher die Ausnahme,siehe z.B. Hellwege, Tabelle S. 454).)2. Aspekte des Quanten{Hall{E�ektesBei sehr d�unnen Schichten (L3 ! 0), starken Magnetfeldern ("B !1") undtiefen Temperaturen (T ! 0) weichen die experimentellen Daten bei einigenSubstanzen (Halbleitern) von den Voraussagen der klassischen Rechnung ab:Mit zunehmenden B-Werten geht der lineare Verlauf des Hall-Widerstandes�21 als Funktion von B in einen treppen�ahnlichen �uber. Bezeichnet man denHall-Widerstand �21=L3 (Einheiten in Ohm) der im wesentlichen zweidimen-sionalen Probe mit RH und die elementare Elektronenladung mit e0, so liegendie Plateaus bei den diskreten Werten (v. Klitzing 1980, Nobelpreis 1985)RH � �21L3 = hk(e0)2 ; k = 1; 2; 3; : : : :In Wertebereichen des Magnetfeldes, bei denen die Plateaus vorliegen, �21 sichalso bei Ver�anderung von B nicht �andert, verschwindet au�erdem der longi-tudinale Widerstand R11 / �11! (Abbn. dazu siehe z.B. Hellwege S. 610 bzw.Titelbild).Die "quantisierten" Werte von RH bei den gegebenen, relativ extremen expe-rimentellen Bedingungen kann man sich qualitativ wie folgt erkl�aren: Die La-dungstr�ager seien in erster N�aherung freie Elektronen. F�ur sie gelten dann imwesentlichen die in den vorigen Abschnitten von 6.4 angestellten �Uberlegungen.Aufgrund der geringen Schichtdicke L3 und der gro�en Werte von B sind die



6.4. "FREIE" LADUNGEN IM KONSTANTEN MAGNETFELD 131thermischen Energien kBT bei kleinen Temperaturen T gegen�uber den En-ergiedi�erenzen der Landau-Niveaus vernachl�assigbar. (Man beachte, da�daf�ur alle drei dieser Voraussetzungen notwendig sind). Bei gen�ugend ge-ringer Schichtdicke sind au�erdem die Anregungsenergien in die 3{Richtungdeutlich gr�o�er als �h!, soda� sich die Elektronen in Zust�anden mit Quan-tenzahl n3 = 1 be�nden (Abschnitt 6.4.4). (F�ur ein realistisches Zahlenbei-spiel siehe �Ubungen). Die relevanten Landau-Niveaus haben also EnergienEn = (h2=8m(L3)2) + �h! [n+ (1=2)], n = 0; 1; 2; : : :. Den Entartungsgrad proFl�ache orthogonal zum ~B-Feld bestimmten wir zu g = e0B=h. Nun gibt esim Leiter ne Leitungselektronen pro Volumen also neL3 =: Ne pro Fl�ache.Aufgrund des Pauliverbots m�ussen die Elektronen in zueinander orthogona-len Quantenzust�anden sein. Dabei werden die Landau-Niveaus von unten hermit Elektronen aufgef�ullt. Je gr�o�er B, desto mehr Elektronen passen in einNiveau. Wieviele Landau-Niveaus (bei vernachl�assigbarer thermischer Anre-gung) nun besetzt sind, wird durch den sogenannten F�ullfaktor � bestimmt.O�ensichtich gilt � = Ne=g � neL3h=Be0. Bei ganzzahligen Werten von �(� = k; k = 1; 2; 3; : : :) sind also k Niveaus zur G�anze aufgef�ullt. Das tritt beifolgenden Werten von B auf: B(k) = neL3h=ke0, k = 1; 2; 3; : : : Mit Hilfe der(semi-)klassischen Beziehung RH = �21=L3 = B(k)=neL3e0 erh�alt man damitgenau die oben angegebenen experimentell ausgezeichneten Werte von RH !Aus diesem Bild wird auch klar, warum der longitudinale Widerstand R1 beiden betre�enden Werten von RH verschwindet: Sind die untersten k Landau-Niveaus zur G�anze aufgef�ullt, so stehen f�ur die Leitungselektronen wegen desPauliverbots keine gen�ugend nahen Energieniveaus zur Aufnahme von Ener-gie nach St�o�en (an vorwiegend Gitterfehlstellen) zur Verf�ugung. Es kann indieser Situation daher keine W�armeenergie an das Gitter abgegeben werden,und R11 / �11 verschwindet!Die Ausbildung der Plateaus bei den ausgezeichneten Werten von RH , alsodas Gleichbleiben des Hall-Widerstandes �uber ein ganzes Intervall [B(k) ��B;B(k) + �B] um die oben gefundenen Werte B(k) = Neh=ke0 erkl�art mansich durch Mitwirken von lokalisierten, und damit am Ladungstransport di-rekt nicht mitwirkenden Elektronenzust�anden (z.B. an Fremdatomen im Git-ter), deren Energieniveaus dicht um die ungest�orten Landau-Niveaus liegen:Bei gen�ugend kleiner Abweichung �B von den ausgezeichneten B-Wertenver�andern sie durch Aufnahme oder Abgabe von Elektronen die f�ur den La-dungstransport e�ektiv zur Verf�ugung stehende ElektronenzahlNe derart, da�� = k weiterhin erf�ullt bleibt, die ungest�orten untersten k Landauniveaus derProbe also vollbesetzt bleiben.Damit ist der treppen�ahnliche Verlauf von RH(B) mit Plateaus bei den ange-gebenen Werten und das in diesen Bereichen verschwindende R11 weitgehendplausibel gemacht. Nicht gekl�art ist jedoch die experimentell beobachtete,deutlich geringere Breite der Plateaus bei manchen ungeraden Werten vonk. Bei gewissen Materialien existieren au�erdem Plateaus bei ganz speziellengebrochenen Werten des F�ullfaktors � (fraktionaler Quanten{Hall{E�ekt imGegensatz zum bisher behandelten ganzzahligen); in obiger Formel f�ur RH



132 KAPITEL 6. SCHR�ODINGER{GLEICHUNG GELADENER TEILCHENkann k dann auch Werte der Form 1=3; 2=3; 2=5; 3=5; : : : (ungerade Nenner!)annehmen. Die Erkl�arung derartiger Ph�anomene im Zusammenhang mit demQuanten{Hall{E�ekt ist (mit rund 1000 wissenschaftlichen Publikationen proJahr) eines der heutzutage bewegtesten Gebiete der theoretischen Physik.Abschlie�end sei noch erw�ahnt, da� das universelle Widerstandsquantumh=e20 = 25812; 81:::J s=(As)2 = 25812; 81:::V A s2=(As)2 = 25812; 81:::
mittels des "Quantum"-Hall-E�ektes sehr pr�azise gemessen werden kann unddamit als Widerstand-Normal herangezogen wird!Zugleich liefert dies die M�oglichkeit einer unabh�angigen Pr�azisionsmessungder Feinstrukturkonstanten � = �0 c e20=2h!Weiterf�uhrende Literatur: Hajdu u. Kramer, Physikal. Bl�atter, Dez. 1985 .R.E. Prange and St.M. Girvin (Eds.), The Quantum Hall E�ect, Springer-Verlag,New York etc. 1987.



Kapitel 7Der Spin der ElektronenWie in den Paragraphen 5.2 und 5.3 schon erw�ahnt, haben Elektronen (ebenso auchProtonen und Neutronen) einen Eigendrehimpuls ("Spin") vom "Betrage" 12�h!7.1 Quantenmechanische BeschreibungDie Existenz des Spins bedeutet, da� die Elektronen, au�er der Ortskoordinate ~xoder Impulskoordinate ~p, einen weiteren Freiheitsgrad haben: Spin nach "oben"und Spin nach "unten" bez�uglich einer vorgegebenen Richtung, z.B. der x3{Richtung.Mathematische Beschreibung: man verdoppelt die Wellenfunktion  (~x; t): (~x; t)! ~ (~x; t) =   +(~x; t) �(~x; t) ! ;wobei  + ein Elektron mit Spin "oben" und  � ein Elektron mit Spin "unten"beschreiben. Der zugeh�orige Spin{Operator ~S ist nach S. 73 mittels der Pauli{Matrizen gegeben: ~S = �h2 (�1; �2; �3) ;�1 =  0 11 0 ! ;�2 =  0 �ii 0 ! ;�3 =  1 00 �1 ! :Die Matrizen �j haben u. a. die Eigenschaften[�1; �2] = 2i�3 ; +zykl. Gleichg., �2j = 1 ; j = 1; 2; 3 :133



134 KAPITEL 7. DER SPIN DER ELEKTRONENFerner gilt: S3 ~ + = �h2  1 00 �1 !  +0 ! = �h2   +0 ! ;d. h. ~ + =   +0 ! ist Eigenzustand von S3 zum Eigenwert 12�h; analog ist ~ � = 0 � ! Eigenzustand zu S3 mit Eigenwert �12�h.F�ur festes ~x und t spannen ~ + und ~ � einen 2{dim. Vektorraum auf, dessenElemente als "Spinoren" bezeichnet werden. Ein allgemeines Element l�a�t sich inder folgenden Art darstellen:~ (~x; t) = c+ ~ +(~x; t) + c� ~ �(~x; t) ; c+; c� : komplex.Das Skalarprodukt f�ur ~ ist so de�niert:( ~ ; ~ ) � Z d3~x (jc+j2j +(~x; t)j2 + jc�j2j �(~x; t)j2)= jc+j2 Z d3~x j +(~x; t)j2 + jc�j2 Z d3~x j �(~x; t)j2= jc+j2 + jc�j2 ; falls Z d3~x j �j2 = 1 :Wegen der physikalischen Interpretation soll ( ~ ; ~ ) = 1 sein. jc+j2 ist die Wahr-scheinlichkeit daf�ur, da� ein Elektron im Zustande ~ den Spin parallel zur x3{Achsehat, jc�j2 die Wahrscheinlichkeit daf�ur, da� der Spin antiparallel zur x3{Achse ist:jc+j2 + jc�j2 = 1Im folgenden wird die Ortsabh�angigkeit von ~ ignoriert, und zun�achst werdennur Spineigenschaften betrachtet: Es sei� �  c+c� ! = c+  10 !+ c�  01 ! = c+�+ + c��� ;jc+j2 + jc�j2 = 1 :F�ur die Erwartungswerte < Sj > der Komponenten Sj im Zustande � bekommtman, da jetzt (�1; �2) = c�1+c2+ + c�1�c2� = (c�1+; c�1�) c2+c2� ! ;< S1 >= �h2 (c�+; c��) 0 11 0 ! c+c� ! = 12�h(c�+c� + c��c+) ;analog: < S2 > = �i�h2 (c�+c� � c��c+) ;< S3 > = 12�h(jc+j2 � jc�j2) :



7.2. MAGNETISCHES MOMENT DES ELEKTRONS 1357.2 Magnetisches Moment des ElektronsWegen des Spins hat das Elektron auch ein magnetisches Moment (s.S. 79) derGr�o�e ~� = � e0g2me~S ;wobei g � 2 ; in guter N�aherung;g hei�t "gyromagnetischer" Faktor = g{Faktor. In einem �au�eren Feld ~B hat einklassisches magnetisches Moment ~� die Energie �~� � ~B, d.h. wir haben quantenme-chanisch den Hamilton{Operator H = e0g�h4me ~� � ~Bund f�ur den zeitabh�angigen Spinor �(t) = c+(t)�+ + c�(t)�� bekommen wir dieSchr�odinger{Gleichung i�h ddt�(t) = e0g�h4me ~� � ~B �(t) :Setzt man ~B = (0; 0; B), B = const: und �(t) = e�i!t  c+c� !, c� = const:, so hatman f�ur ! die Gleichung�h!  c+c� ! = eg�hB4me  1 00 �1 ! c+c� ! ;mit den beiden L�osungen!+ � ! = e0gB4me � !L und !� = �! � �!L :Die zugeh�origen Eigenvektoren sind �+ und ��.Ist �(t = 0) =  ab !, so hat man�(t) =  ae�i!tbei!t ! ; ! = e0gB4me ; jaj2 + jbj2 = 1 :Ist z. B.  ab ! Eigenvektor zu S1 zum Eigenwert 12�h, d.h.12�h 0 11 0 ! ab ! = 12�h ab ! ;



136 KAPITEL 7. DER SPIN DER ELEKTRONENso folgt aus dieser Gleichung, da� a = b. Da die Normierungsbedingung jaj2 +jbj2 = 1 sich nicht �andert, wenn wir a und b gleichzeitig mit demselben konstantenPhasenfaktor ei� multiplizieren, so k�onnen wir hier a = b = 1p2 w�ahlen. Es ergibtsich so f�ur den Erwartungswert(�(t);S1�(t)) = < S1 > (t)= 12�h 1p2(ei!t; e�i!t) 0 11 0 ! e�i!tei!t ! 1p2= �h2 cos 2!t< S1 > (t) = �h2 cos 2!t ;analog < S2 > (t) = �h2 sin 2!t ;< S3 > (t) = 0d. h. der Spin "pr�azediert" mit der doppelten Lamor{Frequenz um die Richtungvon ~B!7.3 Paramagnetische Resonanz der Elektronenund anderer Teilchen mit Spin 12�hDer g{Faktor in der Beziehung~� = qg2m~S ; ~S = 12�h~� ; q : Ladung ;ist eine dynamische Gr�o�e, deren Wert in den meisten F�allen experimentell be-stimmt werden mu�. Eine Methode ist die folgende: Setzen wir!g � gjqjB04mf�ur das Teilchen in einem konstanten Magnetfeld ~B0, so hat z. B. das Elektronaufgrund seines magnetischen Momentes ~� die beiden m�oglichen Energie{NiveausE+ = �h!+ = �h!g ; E� = �h!� = ��h!g :Die Di�erenz zwischen den Energie{Niveaus ist E+ �E� = 2�h!g.Analog zu dem Induzieren von �Uberg�angen zwischen verschiedenen Niveaus beiAtomen durch Einstrahlen von Licht, kann man �Uberg�ange zwischen den beidenSpinniveaus induzieren, indem man zus�atzlich ein oszillierendes Magnetfeld ~B�uberlagert!



7.3. PARAMAGNETISCHE RESONANZ DER ELEKTRONEN : : : 137Es sei also ~B = ( ~B cos ~!t; ~B sin ~!t;B0) :Da ~� � ~B =  B0 ; ~B(cos ~!t� i sin ~!t)~B(cos ~!t+ i sin ~!t) ; �B0 ! ;so lautet die Schr�odinger{Gleichung jetzt (f�ur q = �e0)i�hd�dt = �hqg4m  B0 ; ~Be�i~!t~Bei~!t ; �B0 !�(t)Da H = �h!g~� � ~B jetzt explizit von der Zeit abh�angt, kann keine Erhaltung derEnergie f�ur das System mehr gelten, analog zu den erzwungenen Schwingungen inder Mechanik!Der Ansatz (Variation der Konstanten!)�(t) =  a(t)e�i!gtb(t)ei!gt !f�uhrt zu den Gleichungen _a = �i~!gei(2!g�~!)tb(t) ;_b = �i~!ge�i(2!g�~!)ta(t) ;~!g = ge0 ~B4m :Di�erenzieren der 1. Gleichung nach t und Einsetzen der zweiten ergibt�a� i(2!g � ~!) _a+ ~!2ga = 0 :Der Ansatz a(t) = Aei!t f�uhrt zu einer quadratischen Gleichung f�ur !, mit denL�osungen !1;2 = (!g � 12 ~!)� [(!g � 12 ~!)2 + ~!2g ] 12 :Hat man zur Zeit t = 0: a(0) = 1, b(0) = 0, d. h. alle Spins zeigen nach "oben", soerh�alt man zu sp�ateren Zeiten:a(t) = [cos(b!t)� i(!g � 12 ~!)b! sin b!t] ei(!g � 12 ~!)t ;b(t) = �i ~!gb! sin b!t e�i(!g � 12 ~!)t ;b! = ((!g � 12 ~!)2 + ~!g) 12 :



138 KAPITEL 7. DER SPIN DER ELEKTRONENIst T die Zeit, die zum Durch
iegen des Magnetfeldes ~B ben�otigt wird, so ist amEnde der Bruchteil jb(T )j2 der Spins "umgeklappt":jb(T )j2 = ~!2g(!g � ~!2 )2 + ~!2g sin2[((!g � ~!2 )2 + ~!2g) 12T ] :"Resonanz" liegt vor, falls ~! = 2!g! Um die Resonanz m�oglichst scharf zu machen,mu� ~!g � !g, d. h. ~B � B0, sein.Um m�oglichst viele Spins umzuklappen, w�ahlt man au�erdem noch T ~!g = �=2,da dann sin2 = 1.Die obige "paramagnetische" Resonanzmethode hat viele Anwendungen in derAtom{ und Kernphysik sowie auch in der Medizin. .



Kapitel 8Zeitunabh�angige St�orungstheorie8.1 Ohne Entartung der ungest�orten Energie{NiveausIm Gegensatz zu den bisher diskutierten Beispielen l�a�t sich bei den meistenAnwendungen die Schr�odinger{Gleichung nicht streng l�osen. Aus diesemGrund sind viele N�aherungs{Verfahren entwickelt worden, von denen ein wich-tiges hier diskutiert werden soll:Der Hamilton{Opertor H habe die FormH =H0 + �H1 ; � reell und "klein",Dabei wird angenommen, da� die L�osungen u(0)n und EigenwerteE(0)n der station�arenGleichung H0u(0)n = E(0)n u(0)n ; (u(0)n1 ; u(0)n2 ) = �n1n2bekannt sind!Andererseits seien un und En die entsprechenden Gr�o�en f�ur H:(H0 + �H1)un = Enun :Sowohl un wie auch En h�angen von � ab:un = un(�) ; En = En(�) :Annahmen:1. lim�!0un(�) = u(0)n ; lim�!0En(�) = E(0)n ;wobei (zun�achst) noch vorausgesetzt ist, da� die Eigenwerte E(0)n nicht ent-artet sind, d. h. zu jedem Energiewert E(0)n geh�ort genau eine Eigenfunktionu(0)n . (Diese Annahme wird sp�ater fallengelassen).139



140 KAPITEL 8. ZEITUNABH�ANGIGE ST �ORUNGSTHEORIE2. Die u(0)n geh�oren zum De�nitionsbereich der "St�orung" H1, und die u(0)n bildenein vollst�andiges System. Wir k�onnen deshalb die un nach den u(0)n entwickeln:un = N(�)(u(0)n +Xk 6=n cnk(�)u(0)k )N(�) ist ein Normierungsfaktor mit N(0) = 1. Ferner gilt cnk(0) = 0.3. Die Gr�o�en En(�) und cnk(�) lassen sich in einer Potenzreihe um � = 0entwickeln: En(�) = E(0)n + �E(1)n + �2E(2)n + � � � ;cnk(�) = �c(1)nk + �2c(2)nk + � � � :Mit diesen Annahmen bekommt man f�ur die Schr�odinger{Gleichung(H0 + �H1)(u(0)n + �Xk 6=n c(1)nku(0)k + �2 Xk 6=n c(2)nk u(0)k + � � �)= (E(0)n + �E(1)n + �2E(2)n + � � �)(u(0)n + �Xk 6=n c(1)nku(0)k + �2 Xk 6=n c(2)nku(0)k + � � �)(N(�) ist herausgefallen!)Der Vergleich der Potenzen von � auf beiden Seiten ergibt:Ordnung �1: H0 Xk 6=n c(1)nku(0)k +H1u(0)n = E(0)n Xk 6=n c(1)nku(0)k + E(1)n u(0)n ;und da H0u(0)k = E(0)k u(0)k , so giltE(1)n u(0)n = H1u(0)n +Xk 6=n(E(0)k � E(0)n )c(1)nku(0)k :Bildet man hiervon das Skalarprodukt mit u(0)n , so folgt wegen (u(0)n ; u(0)k ) = �nk:E(1)n = (u(0)n ;H1u(0)n ) ; wichtige Formel!Bildung des Skalarproduktes mit u(0)k , k 6= n, gibt analog:c(1)nk = (u(0)k ;H1u(0)n )E(0)n �E(0)k ; n 6= k :



8.1. OHNE ENTARTUNG DER UNGEST �ORTEN ENERGIE{NIVEAUS 141Ordnung �2: H0 Xk 6=n c(2)nku(0)k +H1 Xk 6=n c(1)nku(0)k= E(0)n Xk 6=n c(2)nkuk(2) + E(1)n Xk 6=n c(1)nku(0)k + E(2)n u(0)n ;Skalarprodukt{Bildung mit u(0)n ergibtE(2)n = Xk 6=n(u(0)n ;H1u(0)k )c(1)nk = Xk 6=n (u(0)n ;H1u(0)k )(u(0)k ;H1u(0)n )E(0)n � E(0)k ;und da H1 symmetrisch ist, folgtE(2)n = Xk 6=n j(u(0)k ;H1u(0)n )j2E(0)n � E(0)k :Auf diese Weise kann man in vielen F�allen die N�aherungen E(1)n und E(2)n aus denbekannten Gr�o�en E(0)n und u(0)n des ungest�orten Systems bei gegebenem H1 be-rechnen.Bemerkung:Die Potenzreihenentwicklung von En(�) um � = 0 kann verschiedene Eigen-schaften haben:1. Falls En(�) analytisch in einer Umgebung von � = 0 ist, so konvergiert dieReihe f�ur j�j < �0 > 0 und es gibt, im Prinzip, keine Probleme, es sei denn,die Reihe konvergiert nur langsam.2. Die Reihe konvergiert nicht, ist jedoch asymptotisch, d. h. f�urRj(�) = jEn(�) � jXi=0 �iE(i)n jgilt limj!1Rj(�) 6= 0 ; � fest: Divergenz,aber lim�!0 1�jRj(�) = 0 ; j fest.Noch brauchbar f�ur N�aherungsrechnungen!3. Die Reihe divergiert und ist auch nicht asymptotisch.



142 KAPITEL 8. ZEITUNABH�ANGIGE ST �ORUNGSTHEORIEWichtiges Beispiel: Anharmonischer OszillatorH0 = � �h22m d2dx2 + 12bx2 ; �H1 = �x4 :Bisher sind keine exakten L�osungen von(H0 + �x4)un(x) = En(�; b)un(x)bekannt.Man wei� (s. B. Simon, Annals of Physics, Bd. 58 (1970); S.76{136) z. B. ,da�En(�; b) einen kubischen Verzweigungspunkt bei � = 0 hat, d. h. En(�; b)verh�alt sich dort wie �1=3.Ferner ist � = 0 H�aufungspunkt von Verzweigungspunkten.Die St�orungsreihe ist divergent, aber asymptotisch!!Wir haben E(1)n = (u(0)n ;Q4u(0)n ) = (Q2u(0)n ;Q2u(0)n ). Da Q = 1p2� (a+ + a), so ergibtsich f�ur E(1)n : E(1)n = 34( �hm! )2(2n2 + 2n+ 1) :8.2 Entartung der ungest�orten Energie{NiveausFalls zu den Eigenwerten E(0)n mehrere Eigenfunktionen geh�oren { z. B. Wasserstof-fatom { , so mu� das obige Verfahren modi�ziert werden: zu E(0)n m�ogen endlichviele Eigenfunktionen u(0)n;j; j = 1; :::; J; geh�oren, die ebenfalls alle orthonormiertsind: (u(0)n1;j1 ; u(0)n2 ;j2) = �n1n2�j1j2 :Entwicklung von un nach den ungest�orten Wellenfunktionen ergibt jetzt:un = N(�)(Xj �ju(0)n;j + �Xk 6=n c(1)nk Xj �ju(0)k;j + � � �);wobei die �j, �j, c(1)nk etc. zu bestimmen sind! Einsetzen in die Schr�odinger{Gleichungergibt bis zur Ordnung �:H0(Xk 6=n c(1)nk Xj �ju(0)k;j) + H1(Xj �ju(0)n;j)= E(1)n (Xj �ju(0)n;j) + E(0)n (Xk 6=n c(1)nk Xj �ju(0)k;j) :Skalare Multiplikation mit u(0)n;i gibtXj �j(u(0)n;i;H1u(0)n;j) = E(1)n �i ; i = 1; : : : ; J :



8.3. DIE SPIN{BAHN{KOPPLUNG 143Da die Gr�o�en bij � (u(0)n;i;H1u(0)n;j), die eine J -dimensionale hermitesche Matrixbilden, im Prinzip bekannt sind, so stellt das obige System von Gleichungen, einJ -dimensionales algebraisches Eigenwert{Problem zur Bestimmung der i. a.verschiedenen E(1)n;j und der �j; j = 1; :::; J; dar.In 2 Dimensionen hat man z. B.b11�1 + b12�2 = E(1)n �1b21�1 + b22�2 = E(1)n �2Damit diese Gleichungen eine nichttriviale L�osung haben, mu�det b11 �E(1)n b12b21 b22 � E(1)n ! = 0sein. Dies gibt eine quadratische Gleichung f�ur E(1)n , mit L�osungen E(1)n;1, E(1)n;2.Vorteilhaft ist es, wenn man die u(0)n;j so w�ahlen kann, da� bij = 0 f�ur i 6= j. Diesist z. B. der Fall, falls es einen selbstadjungierten Operator A gibt, dersowohl mit H0 als auch mit H1 vertauscht und die Entartung "aufhebt", d. h.es gilt Au(0)n;j = aju(0)n;j ; aj1 6= aj2 :Dann folgt aus 0 = (u(0)n;i; (AH1 �H1A)u(0)n;j) = (ai � aj)bij = 0 ;da� bij = 0 f�ur ai 6= aj :Beispiel: H0, H1 rotationssymmetrisch, A: Drehimpuls.8.3 Die Spin{Bahn{KopplungF�ur ein um einen positiven Kern kreisendes Elektron bewegt sich die Ladung desKernes und erzeugt, vom Elektron aus gesehen, ein Magnetfeld ~B. Ist ~Edas vom ruhenden Kern erzeugte Feld und ~v die Geschwindigkeit des Elektrons, soh�atte man bei konstantem ~u = �~v nach der speziellen Relativit�atstheorie f�ur ~Bden Wert ~B = �~v � ~E=c2, wenn man noch 
(~v) � 1 annimmt. Nun ist ~v aberbei der Bewegung um den Kern nicht konstant, und man kann zeigen, da� mandas obige ~B noch mit dem "Thomas{Faktor" 12 multiplizieren mu�: (s. VorlesungSpezielle Relativit�atstheorie) ~B = �12 1c2~v � ~E ;~E = �grad'(r) = �d'dr ~xr :



144 KAPITEL 8. ZEITUNABH�ANGIGE ST �ORUNGSTHEORIEDa das Elektron das magnetische Moment ~� = � e0g2me ~S hat, so ergibt das obige~B{Feld im Hamilton{Operator den zus�atzlichen TermHSB = �~� � ~B = e0g2me~S � ~B = � e0g4me c2~S � (~v � ~E)= e0g4m2ec2~S � ( ~E � ~p) = � e0g4m2ec2~S � (d'dr ~xr � ~p)= � e0g4m2ec2 1r d'(r)dr ~S �~l : "Spin{Bahn" Kopplung.Wir betrachten jetzt das Wassersto�atom von Kap. 5, mit dem Hamiltonopera-tor H0 und der St�orung �H1 = HSB. Die Bohrschen Energie{Niveaus E(0)n desWassersto�atoms mitH0 = 12m~P2 � Ze204�"0 r = � �h22me�� Ze204�"0 rals Hamiltonoperator sind entartet, und zwar 2n2{fach, falls man den Spin ber�uck-sichtigt. F�ur vorgegebenes n kann der Bahndrehimpuls die Werte l = 0; 1; :::; n� 1annehmen und jeder dieser Bahndrehimpulswerte ist nochmal 2l + 1-fach entartet.Das Problem in diesem Fall von St�orungstheorie mit Entartung derungest�orten Energie-Eigenwerte ist, in den 2n2{dimensionalen Eigen-Un-terr�aumen die Basis so zu w�ahlen, da� die Basisfunktionen Eigenfunk-tionen zu HSB sind, weil dann die Matrixelemente bij = (u0n;i;HSBu0n;j) vonKap. 8.2 f�ur i 6= j verschwinden!Dies geschieht so:Der Bahndrehimpuls{Operator ~L wirkt in den von den Funktionen Ylm aufgespann-ten R�aumen Vl, die f�ur festes l (2l+ 1){dimensional sind, der Spinoperator ~S wirktdagegen in dem 2{dimensionalen Raum VS der Spinoren �, der von den Vektoren�+, �� aufgespannt wird. Man bildet nun den tensoriellen Produktraum Vl
VS ,indem man die ProdukteYlm 
 �" � Ylm(�; ') � �" ; " = � ; �+ =  10 ! ; etc.als Basis des (komplexen) Vektorraumes Vl 
 VS w�ahlt, der 2(2l + 1){dimensionalist. Da Lj(Ylm 
 �") = (LjYlm)�" undSj(Ylm 
 �") = Ylm(Sj�") ;so ist Lj "Einheits"{Operator bez�uglich �" und Sj Einheitsoperator bez�uglich Ylm,d. h. in Vl 
 VS haben Lj und Sj die "Darstellung"Lj 
 1S und 1l 
 Sj :



8.3. DIE SPIN{BAHN{KOPPLUNG 145Die Gr�o�en Jk = Lk 
 1S + 1l 
 Sk ; k = 1; 2; 3sind Operatoren in Vl 
 VS , mit den Vertauschungsrelationen[J1;J2] = [L1;L2]
 1S + 1l 
 [S1;S2] = i�hJ3 ;da [Lj 
 1S;1l 
 Sk] = 0 ; j; k = 1; 2; 3 :Analoge Relationen gelten f�ur zyklische Vertauschungen der Indizes 1,2,3.Der "Gesamtdrehimpuls"{Operator ~J gen�ugt also den Bedingungen von Para-graph 5.1 und man hat demnach die Eigenwerte �h2j(j + 1) von ~J2 sowie �hmj,�j � mj � +j, von J3. Die zugeh�origen Eigenfunktionen seien ~ jmj .Frage: wie h�angen j und mj mit l, ml, s = 12 und ms = �12, sowie ~ jmj mitYlm 
 �" zusammen?Nun ist ~J2 = ~L2 
 1S + 1l 
 ~S2 + 2 3Xk=1Lk 
 Sk| {z }� ~L 
 ~SDa [~L2 
 1S ; ~L 
 ~S] = [~L2; ~L]
 ~S = 0, und analog [1l 
 ~S2; ~L 
 ~S] = 0, so gilt[~J2; ~L2 
 1S ] = 0 ; [~J2;1l 
 ~S2] = 0(Man beachte, da� (A1 
B1) � (A2 
B2) = (A1 �A2)
 (B1 �B2)!) Da ferner[J3; ~L2 
 1S] = 0 ; [J3;1l 
 ~S2] = 0 ;so kann man die Eigenfunktionen ~ jmj aus Eigenfunktionen zu ~L2
1S und 1l
~S2konstruieren. Da aber [~J2;Lj
1S] 6= 0, [~J2;1l
Sj] 6= 0, so sind die Ylm
�" selbsti. a. keine Eigenfunktionen zu ~J2, wohl aber ist Ylm 
 �" Eigenfunktion zu J3:J3(Ylm 
 �") = (L3 
 1S + 1l 
 S3)(Ylm 
 �")= (L3Ylm)
 �" + Ylm 
 (S3�")= �h(ml +mS)(Ylm 
 �") ;J3 hat also die Eigenwerte �hmj = �h(ml +mS) . Da(mj)max = (ml)max + (mS)max = l + s ;und andererseits (mj)max = j, so hat ~J2 den Eigenwert �h2j(j + 1), j = l + s .Der zu j = l + s, mj = j, geh�orige Eigenvektor kann nur~ j=l+s;mj=l+s = Yll 
 �+



146 KAPITEL 8. ZEITUNABH�ANGIGE ST �ORUNGSTHEORIEsein.Der n�achstniedrige Eigenwert von J3 ist mj = l + s � 1. Diesen Wert kannman entweder dadurch bekommen, da� man von ml = l zu ml = l� 1, oder, da�man von mS = s zu mS = s � 1 �ubergeht, d. h. der zu mj = l + s � 1 geh�origeVektorraum ist 2{dimensional. Einer der 1{dim. Unterr�aume wird aufgespanntvon einem Vektor, der Eigenvektor zu ~J2 mit Eigenwert j = l+ s ist, der anderewird aufgespannt von einem Vektor, der zum Eigenwert j = l + s � 1 geh�ort(beide m�ussen zueinander orthogonal sein, da sie zu verschiedenen Eigenwerten desselbstadjungierten Operators ~J2 geh�oren). (Es wird l 6= 0 vorausgesetzt.)Man hat also~ j=l+s;mj=l+s�1 = �(Yl;l�1 
 �+) + �(Yl;l 
 ��) ; j�j2 + j�j2 = 1 :Die Koe�zienzen �, � sind durch die Forderung bestimmt, da� ~ j=l+s;l+s�1 nor-mierter Eigenvektor von ~J2 zum Eigenwert �h2j(j + 1), j = l + s, sein soll. Mankann sie reell w�ahlen. Analog erh�alt man (wegen der Orthogonalit�at)~ j=l+s�1;mj=l+s�1 = �(Yl;l�1 
 �+)� �(Yl;l 
 ��) :Allgemeiner hat man~ l+ 12 ;mj = �l;mj (Yl; ml|{z}=mj� 12 
 �+) + �l;mj(Yl;ml + 1| {z }mj+ 12 
 ��) ;~ l� 12 ;mj = �l;mj(Yl; ml|{z}mj� 12 
 �+)� �l;mj(Yl;ml + 1| {z }mj+12 
 ��) :Die sogenannten "Clebsch{Gordan" Koe�zienten �l;mj und �l;mj haben die Werte�l;mj = ( l +mj + 122l + 1 ) 12 ; �l;mj = ( l �mj + 122l + 1 ) 12 :Wir kommen zur�uck zu unserem st�orungstheoretischen Problem:H0 = � �h22me�� Ze204�"0 rhat die Eigenfunktion unlm(~x) = Rnl(r)Ylm(�; ') und wirkt im Raum der Spinorenc+�+ + c��� als Identit�at, d. h. im Raum der durchunlm 
 � � unlm(~x) � �aufgespannten Funktionen hat H0 die FormH0 ! H0 
 1S



8.3. DIE SPIN{BAHN{KOPPLUNG 147F�ur die St�orung HSB haben wir dagegen:HSB = � e0g4m2ec2 1r d'(r)dr ~L 
 ~S= � e0g4m2ec2 1r d'dr 12(~J2 � ~L2 
 1S � 1l 
 ~S2) ;d. h. die ~ j;mj sind Eigenfunktionen zu HSB, nicht dagegendie Ylm 
 �"!!Es sei nun E(0)nl ein Eigenwert von H0 (beim Coulomb{Potential h�angt E(0)nl nichtvon l ab!)Um dann den niedrigsten Beitrag der St�orungHSB auszurechnen, w�ahlt man nun indem zu Enl geh�origen 2(2l+1){dim. Unterraum Vl
VS die Funktionen Rnl(r) ~ j;mj ,j = l� 12 , als Basis ( man beachte, da� 2(l + s) + 1 + 2(l � s) + 1 = 2(2l + 1)).Wegen (~L 
 ~S) = 12(~J2 � ~L2 
 1S � 1l 
 ~S2) bekommt man(~L 
 ~S) ~ j;mj = �h22 [j(j + 1) � l(l+ 1)� s(s+ 1)] ~ j;mj= 8>>><>>>: �h22 l f�ur j = l + 12�h22 (�l � 1) f�ur j = l� 12F�ur die 1. N�aherung �E(1)nlj folgt daraus�E(1)nlj = � e0g4m2ec2 �h22 (Rnl ~ j;mj ; 1r d'dr Rnl ~ j;mj) � ( l�l � 1 :Da (u
 �; u
 �) = (u; u)(�;�), '(r) = e0Z4�"0 r , so bekommt man�E(1)nlj = e20gZ32�"0m2ec2 �h2 (Rnl; 1r3Rnl)| {z }Z3a3 1n3l(l + 12)(l + 1) �( l�l� 1 ;( a: Bohrscher Radius ), bzw.�E(1)nlj = 18�4Z4 g mec2 1n3l(l+ 12)(l + 1) � ( l f�ur j = l + 12�l � 1 f�ur j = l � 12 :



148 KAPITEL 8. ZEITUNABH�ANGIGE ST �ORUNGSTHEORIEMan erh�alt also f�ur l 6= 0 eine Aufspaltung der Energie{Niveaus, die dann zu j = l+12und j = l � 12 geh�oren.Ein bekanntes Bespiel bildet die Aufspaltung der gelben "D{Linie" des Natriums.Sie entspricht den �Uberg�angen l = 1 ! l = 0. Das obere Niveau ist entsprechendj = 12 und j = 32 aufgespalten! Die Linien geh�oren zu n = 3. Man beachte,da� bei den Alkali{Spektren schon die ungest�orten Niveaus von l abh�angig sind,da das Coulomb{Potential wegen der Abschirmung durch die inneren Elektronenmodi�ziert ist.Man beachte, da� die Spin-Bahn-Kopplung von der Ordnung �4 ist, w�ahrend dieBohrschen Energie-Niveaus des Wassersto�atoms von der Ordnung �2 sind! Weitere"St�orungen" der Energie{Niveaus im Wassersto�atom:1. Relativistische Korrekturen:Ekin = mc2(1 + ~p 2m2c2 ) 12 �mc2= ~p 22m � 18m3c2 (~p 2)2 + � � � :Spin{Bahn{Kopplung und relativistische Korrekturen werden automatisch inder Dirac{Gleichung ( wird in QT II behandelt ) ber�ucksichtigt!2. Wechselwirkung des magnetischen Momentes vom Proton mit dem vom Elek-tron (Hyperfeinstruktur).3. Ausdehnung des Protons4. Wechselwirkung des Elektrons mit dem "Strahlungsfeld", d.h. dem elektroma-gnetischen Feld als Quantentheoretisches System : "Lamb{shift" ( Aufspal-tung von auch bei der Dirac-Gleichung noch entarteter Energie-Niveaus ) undKorrekturen zu g = 2! (Quantenelektrodynamik)Wegen weiterer Einzelheiten s. Kap. 12 von Schwabl, Quantenmechanik .



Kapitel 9Systeme mit N Teilchen9.1 Einige allgemeine EigenschaftenEs seien N Teilchen mit den Massen mn, n = 1; : : : ; N , gegeben. Ferner seien~xn = (x(n)1 ; x(n)2 ; x(n)3 ) die zugeh�origen Ortskoordinaten.Jedes dieser Teilchen be�nde sich in einem �au�eren (elektrischen oder magne-tischen etc.) Potential Vn(~xn) und zwischen je zweien der Teilchen wirke dasPotential Vjk(~xj � ~xk). Dabei werden Spinkr�afte zun�achst ignoriert. In unmittel-barer Verallgemeinerung von den �Uberlegungen f�ur zwei Teilchen (S. 85/86) erh�altman als Hamilton{Operator f�ur dieses System:H = NXn=1� �h22mn�n + NXn=1 Vn(~xn) + NXj;k=1j 6=k 12Vjk(~xj � ~xk) :Beispiel: N = 26 Elektronen in der H�ulle des Eisenatomes, Vn(~xn): Coulomb{Potential des Kernes am Ort des n{ten Elektrons, Vjk(~xj�~xk): Coulomb{Potentialzwischen dem j{ten und k{ten Elektron!Die zugeh�orige zeitabh�angige Schr�odinger{Gleichung isti�h@t (~x1; : : : ; ~xN ; t) =H (~x1; : : : ; ~xN ; t) :Die N{Teilchen Wellenfunktion  ist folgenderma�en normiert:Z d3~x1 : : : d3~xN j (~x1 : : : ~xN ; t)j2 = 1und w(~x1 : : : ~xN ; t) � j j2 ist die Wahrscheinlichkeitsdichtedaf�ur, das erste Teilchen in einer Umgebung des Ortes ~x1; : : :,und das N{te Teilchen in einer Umgebung des Ortes ~xN zu�nden.Sind die Potentiale nicht explizit von der Zeit abh�angig, so kann man (~x1 : : : ~xN ; t) = e� i�hEtu(~x1 : : : ~xN )149



150 KAPITEL 9. SYSTEME MIT N TEILCHENsetzen und erh�alt dann die zeitunabh�angige (station�are) Schr�odinger{Gleichung:Hu(~x1 : : : ~xN) = Eu(~x1 : : : ~xN) :In einem wichtigen Spezialfall kann man die Gleichung sofort l�osen: verschwindendie Vjk oder kann man sie in nullter N�aherung vernachl�assigen (wie z.B. in derAtomh�ulle die Coulomb-Kr�afte zwischen den Elektronen oft zun�achst vernachl�assigtwerden) und kennt man die L�osungen der Gleichungen(� �h22mn�n + Vn(~xn))un(~xn) = Enun(~xn) ; ;so ist u(~x1 : : : ~xN) = u1(~x1) � � � uN(~xN ) eine L�osung mitE = E1 + � � �+ EN :In vielen Anwendungen spielt der Spin von Teilchen ( Elektronen, Protonen,Neutronen ) etc. eine Rolle, z.B. bei der Spin{Bahn{Kopplung, bei den Wechsel-wirkungen von magnetischen Momenten verschiedener Elektronen etc.Analog zum �Ubergang (Verdopplung) (~x; t)!   +(~x; t) �(~x; t) !(s. Kap. 7.1) ber�ucksichtigt man diesen zus�atzlichen "Freiheitsgrad" dadurch, da�man eine zus�atzliche Variable "n = �1 einf�uhrt, die angibt, ob der Spin desn{ten Teilchens nach "oben" oder nach "unten" weist (wir betrachten hiernur Teilchen mit Spin 12�h).Die Verallgemeinerung von  "(~x; t), " = �1, f�ur ein Teilchen mit Spin 12�h istdann f�ur N{Teilchen:  "1;:::;"N (~x1 : : : ~xN ; t) ; "n = �1 ;wobei man die 2N komplexwertigen Funktionen von (~x1 : : : ~xN ; t), z.B. zu einem2N{komponentigen Spaltenvektor zusammenfassen kann!9.2 Die Permutationssymmetrie derWellenfunk-tionen identischer TeilchenEine sehr wichtige Rolle in der Quantentheorie spielen die Eigenschaften von Sy-stemen "identischer" Teilchen, wie ein System von Elektronen oder Protonen etc.Ein Grund ist folgender: w�ahrend in der klassischen Mechanik die N gleichen Mas-senpunkte eines Systems dadurch individuell indiziert werden k�onnen, da� manzu einem festen Zeitpunkt ihre Positionen und Impulse genau angibt (und durch-nummeriert) und dann die einzelnen Bahnen zeitlich verfolgt, so ist dies in der



9.2. PERMUTATIONSSYMMETRIE F�UR IDENTISCHE TEILCHEN 151Quantenmechanik nicht mehr m�oglich, da wegen der Unsch�arferelation Ortund Impuls eines Teilchens zu einem bestimmten Zeitpunkt nicht gleich-zeitig genau gemessen werden k�onnen. Streut man z.B. zwei Elektronen aneinander,und mi�t nach der Streuung eines in einem Z�ahler, so wei� man nie, welchesder beiden Elektronen von vor der Streuung man gemessen hat, da mannicht "sehen" kann, was im Streubereich passiert; mit anderen Worten, man kannquantenmechanisch die beiden "klassisch" verschiedenen Prozesse- ������3�����+ - ���������= ��������>������������������������������������������������ ������������������������������������������������1 1 1 12 2 22undnicht unterscheiden, da man nicht beliebig genau wissen kann, was in dem schraf-�erten Bereich passiert!Konsequenzen: Diese sollen zun�achst am Beispiel von 2 Elektronen in den spi-nunabh�angigen Potentialen V (~x1), V (~x2) und V (k~x1 � ~x2k) gezeigt werden, d. h.der Hamilton{Operator istH = � �h22m�1 � �h22m�2 + V (~x1) + V (~x2) + V (k~x1 � ~x2k)(z.B. die beiden Elektronen des Helium{Atoms).H = H(1; 2) ist symmetrisch unter der Ver-tauschung von ~x1 und ~x2:H(1; 2) = H(2; 1) !Es sei nun u"1"2(~x1; ~x2) eine Eigenfunktion von H(1; 2):H(1; 2)u(1; 2) = Eu(1; 2) ; u(1; 2) � u"1"2(~x1; ~x2) :Da es auf die Reihenfolge bei der Durchnummerierung nicht ankommt, so kann manauch schreiben H(2; 1)u(2; 1) = Eu(2; 1) ;



152 KAPITEL 9. SYSTEME MIT N TEILCHENund wegen H(2; 1) = H(1; 2):H(1; 2)u(2; 1) = Eu(2; 1) ;d.h. ist u(1; 2) eine L�osung von H(1; 2), so ist es auch u(2; 1). (Orts{ und Spin{Koordinaten vertauscht!).Etwas formaler: ist P12 der Permutations{ (Transpositions{) OperatorP12u(1; 2) = u(2; 1) ;so folgt ganz analog zum Parit�atsoperator (s. Kap. 4.7),[H;P12] = 0 ; P212 = 1 ;d. h. P12 hat die Eigenwerte +1 und �1, man kann also die Eigenfunktionen vonH(1; 2) in symmetrische und antisymmetrische zerlegen,uS(1; 2) = 1p2(u(1; 2) + u(2; 1)) ;uA(1; 2) = 1p2(u(1; 2)� u(2; 1))und diese Zerlegung wird wegen [H;P12] = 0 im Laufe der Zeit nicht "gemischt"!Frage: Welche Wellenfunktionen treten in derNatur auf?Antwort: (sehr tief liegendes Naturgesetz, Pauli):2 Teilchen mit ganzzahligem Spin haben immereine vollst�andig symmetrische und2 Teilchen mit halbzahligem Spin (Elektronen, Protonen)eine vollst�andig antisymmetrische Wellenfunktion!!Die Verallgemeinerung f�ur N identische Teilchen ist das Pauli-Prinzip:u(1; : : : ; N) � u"1 :::"N (~x1; : : : ; ~xN) ;Die Wellenfunktion u(1; : : : ; N) ist vollst�andig symmetrisch bez�uglich derVertauschung von je zweien der Argumente, z.B. (~x1; "1) und (~xN ; "N ), f�urTeilchen mit ganzzahligem Spin (Photonen, Deuteronen etc. ) und voll-st�andig antisymmetrisch f�ur Teilchen mit halbzahligem Spin (Elektronenetc.).Konsequenz:



9.3. DAS HELIUMATOM UND DIE ANDEREN ATOME 1532 Elektronen k�onnen sich niemals in demselben Zustand be�nden!Es sei z.B. ("1; ~x1) = ("2; ~x2), dann folgtu"1"2(~x1; ~x2) = �u"2"1 (~x2; ~x1) = �u"1"2(~x1; ~x2) = 0 :Dies hat weitreichende Konsequenzen f�ur die Atomh�ulle, die Statistik ("Quanten-statistik") der Elektronen | Elektronen sind "Fermionen" |, das Verhalten vonElektronen in Metallen etc..Von Teilchen mit ganzzahligem Spin ("Bosonen") kann man dagegen beliebig vielein einen Zustand stecken!9.3 Das Heliumatom und die anderen AtomeIn diesem Falle ist Z = 2 und der Hamiltonoperator ist:H = � �h22me�1 � �h22me�2 � Ze204�"0 k~x1k � Ze204�"0 k~x2k + e204�"0 k~x1 � ~x2k :Hier ist der Spin der Elektronen im Hamiltonoperator vernachl�assigt! Er kannjedoch nicht bei der Symmetrie der Wellenfunktion vernachl�assigt werden:�(1)"1 , "1 = �1 seien die beiden Eigenfunktionen zu S(1)3 , d. h.S(1)3 �(1)"1 = �h2�(1)3 �(1)"1 = "1�h2�(1)"1 :Entsprechendes gelte f�ur S(2)3 und �(2)"2 .Wir k�onnen dann die 4 "Produkt"vektoren�(1)+ 
 �(2)+ ; �(1)+ 
 �(2)� ; �(1)� 
 �(2)+ ; �(1)� 
 �(2)�bilden, auf die die 4 � 4 Matrizen ~S(1) 
 1(2) ; 1(1) 
 ~S(2) wirken, wobeiA
B = 0B@ a11 B a12 B : : :a21 B a22 B : : :: : : : : : : : : 1CA ; A = (aij) ; B = (bij) ;(A
B)(u
 v) = (Au)
 (B v) :Die 4 �(1)"1 
 �(2)"2 bilden eine Basis in einem 4{dim. Vektorraum, in dem der Ge-samtspinoperator ~S = ~S(1) 
 1(2) + 1(1) 
 ~S(2)wirkt. Da S3(�(1)"1 
 �(2)"2 ) = (S(1)3 �(1)"1 )
 �(2)"2 + �(1)"1 
 (S(2)3 �(2)"2 )



154 KAPITEL 9. SYSTEME MIT N TEILCHENist, so hat man S3(�(1)+ 
 �(2)+ ) = �h(�(1)+ 
 �(2)+ ) ;S3(�(1)+ 
 �(2)� ) = 0 ;S3(�(1)� 
 �(2)+ ) = 0 ;S3(�(1)� 
 �(2)� ) = ��h(�(1)� 
 �(2)� ) ;d.h. die (�(1)"1 
 �(2)"2 ) sind Eigenzust�ande zu S3 mit Eigenwerten �h, 0, ��h, wobei0 zweifach auftritt. Die Zust�ande (�(1)+ 
 �(2)+ ) und (�(1)� 
 �(2)� ) sind ferner Eigen-zust�ande zu ~S2 mit den Eigenwerten �h21(1+1), d.h. j = 1. Zum gleichen Eigenwertgeh�ort die Kombination 1p2(�(1)+ 
 �(2)� + �(1)� 
 �(2)+ ) :Alle drei Wellenfunktionen�(s)ms=1(1; 2) = �(1)+ 
 �(2)+ ; �(s)ms=�1(1; 2) = �(1)� 
 �(2)� ;�(s)ms=0(1; 2) = 1p2(�(1)+ 
 �(2)� + �(1)� 
 �(2)+ )sind symmetrisch in den Indices "1" und "2". Dagegen ist die Wellenfunktion�(a)(1; 2) = 1p2(�(1)+ 
 �(2)� � �(1)� 
 �(2)+ )antisymmetrisch in "1" und "2". Sie geh�ort zum Eigenwert 0 von ~S 2.Da die Gesamtwellenfunktion u"1"2(~x1; ~x2) antisymmetrisch in ("1; ~x1) und ("2; ~x2)sein mu�, so ist �(a)(1; 2) mit einer symmetrischen L�osung u(s)(~x1; ~x2) vonHu(~x1; ~x2) = Eu(~x1; ~x2)zu kombinieren und �(s)(1; 2) mit einer antisymmetrischen u(a)(~x1; ~x2):"Triplett:" 3ums(~x1; ~x2) = u(a)(~x1; ~x2)�(s)ms(1; 2) ;"Singulett:" 1u(~x1; ~x2) = u(s)(~x1; ~x2)�(a)(1; 2)Die Helium{Atome k�onnen bez�uglich des Spins also in einem "Triplett"-Zustand(Spin 1�h) oder "Singulett"{Zustand (Spin 0) sein. Im ersten Fall bezeichnetman es als "Ortho"{, im zweiten Fall als "Para"{ Helium.



9.3. DAS HELIUMATOM UND DIE ANDEREN ATOME 155In nullter N�aherung vernachl�assigen wir das PotentialV12 = e20=(4�"0 k~x1 � ~x2k) zwischen den beiden Elektronen. Eigenl�osungen vonH0 = � �h22me�1 � �h22me�2 � Ze204�"0 k~x1k � Ze204�"0 k~x2ksind u(~x1; ~x2) = un1 l1m1(~x1)un2l2m2 (~x2) ; unlm: Wassersto�eigenfunktionen; undE = En1 + En2 ; En = �mec22 (Z�)2n2 :F�ur den Grundzustand bekommt man in dieser N�aherungu(s)0 = u100(~x1)u100(~x2) : "Para"helium.E(0)0 = 2E1 = �mec2(2�)2 = �108; 8 eV :Der exp. Wert ist E(Grundzustand) = �79; 0 eV . Die N�aherung ist also schlecht.Den ersten angeregten Zustand bekommt man, falls eines der beiden Elektronenin einem n = 2 Zustand ist:E = E1 + E2 = �68; 0 eV (nullte N�aherung).Wir haben jetzt:u(a)(~x1; ~x2) = 1p2(u100(~x1)u2lm(~x2)� u2lm(~x1)u100(~x2)) ;u(s)(~x1; ~x2) = 1p2(u100(~x1)u2lm(~x2) + u2lm(~x1)u100(~x2)) :Multipliziert man diese Funktionen mit �(s)ms(1; 2) bzw. �(a)(1; 2), so hat man dieantisymmetrischen Wellenfunktionen in nullter N�aherung f�ur den Grundzustandund den 1. angeregten Zustand.Mit diesen Wellenfunktionen k�onnen wir nun St�orungstheorie f�urV12 = e20=(4�"0k~x1 � ~x2k) treiben. Da die St�orung V12 den Spin nicht enth�alt,brauchen wir nur den r�aumlichen Anteil der Wellenfunktionen zu betrachten. NachKap. 8.1 bekommen wir f�ur den Grundzustand (nicht entartet) in 1. N�aherung denzus�atzlichen Beitrag:�E = Z d3~x1d3~x2ju100(~x1)j2 e20k~x1 � ~x2kju100(~x2)j2� (u(s)0 ; V12u(s)0 ) :



156 KAPITEL 9. SYSTEME MIT N TEILCHENDa u100(~x) = 2p4� (Z=a) 32 e�Zr=a ist (s.S. 84 ), so kann man das Integral ausrech-nen, mit dem Ergebnis:�E = 58 Ze204�"0 a = 54Z(12mec2�2) = 34 eV f�ur Z = 2 :Damit bekommen wir f�ur den Grundzustand in 1. N�aherungE(1)0 = E(0)0 +�E = �74; 8 eV :Beim 1. angeregten Zustand hat man St�orungstheorie mit entarteten Eigenwerten(Kap. 8.2). Da V12 jedoch mit dem Permutationsoperator P12 vertauscht, so sindu(a;s)(~x1; ~x2) schon die richtigen Funktionen f�ur die St�orungstheorie:�E(s;a) = 12e20 Z d3~x1d3~x2[u100(~x1)u2lm(~x2)� u2lm(~x1)u100(~x2)]�14�"0 k~x1 � ~x2k [u100(~x1)u2lm(~x2)� u2lm(~x1)u100(~x2)] :Wegen der Art der St�orung h�angt das Ergebnis nicht von m ab und wir k�onnenm = 0 w�ahlen! Wir bekommen�E(s;a) = Cnl �Anl ;Cnl = e20 Z d3~x1d3~x2ju100(~x1)j2 14�"0 k~x1 � ~x2kju2l0(~x2)j2 ;Anl = e20 Z d3~x1d3~x2u�100(~x1)u�2l0(~x2) 14�"o k~x1 � ~x2ku2l0(~x1)u100(~x2)Das in nullter N�aherung entartete Energieniveau spaltet also auf, und zwar liegtder Triplett{Zustand (Cnl � Anl) tiefer, da bei antisymmetrischer u(a)(~x1; ~x2)die Elektronen sich nicht sehr nahe kommen k�onnen und die Absto�ung deswegengeringer ist!Aus �E(a) = Cnl �Anl < �E(s) = Cnl +Anl ;folgt Anl > 0.Die Gr�o�e Cnl kann man als Analogon zur klassischen Coulomb{EnergieZ d3~x1d3~x2 �(~x1)�(~x2)4�"0 k~x1 � ~x2kinterpretieren, der "Austausch"{Term Anl ist jedoch typisch quantenmecha-nisch und r�uhrt von den Symmetrieeigenschaften der Wellenfunktionen f�ur die



9.4. N �AHERUNGSRECHNUNGEN F�UR ATOME MIT Z ELEKTRONEN 157beiden, prinzipiell nicht unterscheidbaren Elektronen her. Obwohl die Spin{Spin{Wechselwirkungen selbst klein sind, f�uhrt die "Existenz" des Spins und das Pauli{Prinzip zu gro�en E�ekten in Form von Anl!!Die Austauschterme sind qualitativ wichtig f�ur die Kr�afte zwischen Atomenund z.B. auch f�ur den Ferromagnetismus. Mehr hierzu in den Lehrb�uchern.Analog zum Helium{Atom kann man die anderen Atome in nullter N�aherung (d.h.unter Vernachl�assigung der Kr�afte zwischen den Elektronen) qualitativ diskutieren,wobei allerdings diese N�aherung f�ur wachsende Z immer schlechter wird! Qualitativentscheidend f�ur die Struktur der Atomh�ulle ist das Pauli{Prinzip: Die Gesamtwel-lenfunktion f�ur N Elektronen mu� antisymmetrisch unter der Vertauschung derQuantenzahlen sein (Ortskoordinate + Spin, oder: Inpulskoordinate + Spin, oder:Haupt(Energie{)quantenzahl n + Bahndrehimpuls l + 3{Komponente m + Spin,d. h. der Zustand eines Elektrons ist durch 4 "Quanten"zahlen charakterisiert).Wichtige Charakterisierung von Energie{Niveaus der Atome:2S+1LJ S : Gesamt{SpinL : Gesamt{BahndrehimpulsJ : Gesamt{Drehimpuls.L = 0 : "S �Welle" ; L = 1 : "P �Welle" etc:Beispiele: Grundzustand des Heliums.1S0 = (S = 0; L = 0; J = 0) ; n = 1 :Erste angeregte Zust�ande: L = 0, n = 2; 3S1 liegt niedriger als 1S0 (s. o.). Ebensogeh�oren dazu die P�Zust�ande 3P0;3P1;3P2 und 1P1.9.4 N�aherungsrechnungen f�ur die 1{ElektronenWellenfunktionen f�ur Atome mit Z Elektro-nen.Zur Berechnung der Grundzustands{ und Anregungs{Energien der Atome mit h�o-heren Z sind viele N�aherungsmethoden entwickelt worden, von denen 2 wichtigeerw�ahnt seien:9.4.1 Hartree{VerfahrenDie N{Elektronen{Wellenfunktion u(1; : : : ; N), "i" steht f�ur (~xi; si) wird als Pro-dukt von orthonormierten 1{Elektronen{Wellenfunktionen angesetzt:u(1; : : : ; N) = u1(1) � � � uN(N) ;wobei der Index i die Quantenzahlen des i{ten Elektrons meint. Diese Produkt{Wellenfunktion ist nicht richtig antisymmetrisiert. Dem Pauli{Prinzip wird



158 KAPITEL 9. SYSTEME MIT N TEILCHENdadurch Rechnung getragen, da� alle der N Wellenfunktionen orthogonalzueinander sein sollen.Das i{te Elektron bewegt sich einmal im Potential des Kernes sowie in einem"e�ektiven" Potential ~V (~xi), das durch die anderen N � 1 Elektronen erzeugt wird.Dieses Potential hat nach Hartree n�aherungsweise die folgende Form:Sind uj die Wellenfunktionen des j{ten Elektrons, so erzeugt dies am Orte ~y die La-dungsdichte�e0juj(~y)j2, so da� das i{te Elektron am Orte ~x das e�ektivemittlerePotential ~Vi(~x) = Z d3~y e204�"0 k~x� ~ykXj 6=i juj(~y)j2besitzt. Das i{te Elektron be�ndet sich insgesamt in dem PotentialVi(~x) = � e20Z4�"0 k~xk + ~Vi(~x) ;und die zugeh�orige Schr�odinger{Gleichung lautet(� �h22me�+ Vi(~x))ui(~x) = 1Eiui(~x)i = 1; : : : ; N ;1Ei : 1{Elektronen{Energien.Dies ist ein System von N nichtlinearen Integro{Di�erential{Gleichungen zur Be-stimmung der ui. Es ist nur numerisch iterativ l�osbar! Man geht von plausiblen"Test"{Funktionen u(0)j aus, berechnet daraus ~V (0)i , bekommt L�osungen 1E(1)i , u(1)ider Schr�odinger{Gleichung, berechnet mit diesen u(1)i ein entsprechendes ~V (1)i etc.etc.: Sogenanntes "selbstkonsistentes" Verfahren.Als Erwartungswert (u;Hu) f�ur den Gesamt{Hamilton{OperatorH =Xi (� �h22me�i � e20Z4�"0 k~xik) +Xi6=j 12 e204�"0k~xi � ~xjkerh�alt man(u;Hu) = NXi=1 1Ei � 12Xi6=j Z d3~xd3~y e204�"0 k~x� ~ykjui(~x)j2juj(~y)j2 :Mittelt man ~Vi(~x) noch �uber die Winkel von ~x, so erh�alt man ein rotations-symmetrisches Potential ~Vi ! bVi(k~xk) und man kann auch hier die 1{Teilchen{Zust�ande durch Quantenzahlen n, l, m, ms charakterisieren, wobei jetzt allerdingsdie Energiewerte 1Ei von der Hauptquantenzahl n und dem Bahndrehimpuls labh�angen.



9.4. N �AHERUNGSRECHNUNGEN F�UR ATOME MIT Z ELEKTRONEN 1599.4.2 Hartree{Fock{VerfahrenHier ist die N{Elektronen{Wellenfunktion u(1; : : : ; N) wiederum aus 1{Elektronen{Wellenfunktionen aufgebaut, aber vollst�andig antisymmetrisiert:u(1; : : : ; N) = 1pN ! ����������� u1(1) � � � u1(N)... ...... ...uN (1) : : : uN (N) �����������("Slater"{Determinante), wobei die ui(j) orthonormal sein sollen. Rechnet manjetzt den Erwartungswert von H bez�uglich dieser u(1; : : : ; N) aus, so erh�alt man(u;Hu) = Xi Z d3~x( �h22me jgradui(~x)j2 � Ze204�"0 k~xkjui(~x)j2+ 12Xi;j Z d3~yd3~x e204�"0 k~x� ~ykjui(~x)j2juj(~y)j2� 12Xi;j ��i;�j Z d3~yd3~x e204�"0k~x� ~yku�i (~x)ui(~y)u�j (~y)uj(~x) :| {z }("Austausch"{Term).Die Integro{Di�erential{Gleichung f�ur die ui(~x) erh�alt man aus der Forderung, da�(u;Hu) minimal werden soll: Man "variiert" ui: ui ! ui + �ui und verlangt, da��(u;Hu) = (�u;Hu) + (u;H�u) = 0 f�ur "kleine", aber beliebige �ui, wobei jedochdie Orthonormierung erhalten bleiben soll! Resultat:(� �h22me�� Ze204�"0 k~xk)ui(~x)+ Z d3~y e204�"0 k~x� ~ykXj u�j (~y)[uj(~y)ui(~x)� uj(~x)ui(~y)��i�j ]| {z }~VHFi (~x)= 1Eiui(~x) :Bis auf den Austauschterm sind dies dieselben Gleichungen wie bei Hartree. ImAustauschterm wird nur �uber die ui, uj summiert, die denselben Spin Si und Sjhaben (daher die Antisymmetrie in den Ortskoordinaten).L�osungen der Hartee{Fock{Gleichungen erh�alt man iterativ wie oben! Mitteltman ~V HFi (~x) noch �uber die Winkel, so sp�urt das i{te Elektron ein rotationssymme-trisches Potential bV HFi (k~xk). Die 1{Elektronen{Wellenfunktionen haben dann die



160 KAPITEL 9. SYSTEME MIT N TEILCHENForm ui(~x; S) = Rnl(r)Yl;m�" ; n � l+ 1 :Zu gegebenem (n; l) geh�oren dann noch 2(2l+1) = 4l+2 Zust�ande, deren Gesamtheitman als "Schalen" bezeichnet: 1s{Schale (n = 1; l = 0); 2s{Schale (n = 2; l = 0);2p{Schale (n = 2; l = 1) etc.Die Hartree{Fock{L�osungen uHF (1; : : : ; N = Z) k�onnen dann f�ur ein Atom mitZ Elektronen dadurch charakterisiert werden, da� die Elektronen{Kon�gurationenin den Schalen angegeben werden.Beispiel: Sticksto�: (1s)2(2s)2(2p)3: 2 Elektronen in der 1s{Schale, 2 in der 2s{Schale und 3 in der 2p{Schale.Die folgende Tabelle (aus Baym, Lectures on Quantum Mechanics) zeigt dieElektronenkon�gurationen der Elemente in den nicht abgeschlossenen Schalen derGrundzust�ande sowie deren Gesamt-Spin, -Bahndrehimpuls und -Drehimpuls.



9.5. MOLEK�ULE UND CHEMISCHE BINDUNG 1619.5 Molek�ule und chemische BindungDie Quantenmechanik der Molek�ule und der im allgemeinen notwendigen N�ahe-rungen ist qualitativ stark dadurch bestimmt, da� die Kernmassen M um mehrereGr�o�enordnungen gr�o�er als die Elektronenmasse me sind:meM � 10�3 � 10�5 :Dieses Verh�altnis bestimmt die Gr�o�enordnungen der verschiedenen Energiean-regungsarten:Bei einem Molek�ul von der "Ausdehnung" � a sind die Elektronenimpulse von derGr�o�enordnung �h=a und die elektronischen Anregungsenergien von der Gr�o�enord-nung EEl � �h2mea2 (� einige eV ) :Die Kerne bewegen sich relativ langsam in der sie umgebenden Elektronenwolke,ver�andern deren Wellenfunktion und bewegen sich dorthin, wo die Elektronenener-gie zusammen mit der die Absto�ung bewirkenden Coulomb-Energie zwischen denKernen minimal wird.Die Kerne schwingen um dieses Minimummit einer Kreisfrequenz !, deren Gr�o�en-ordnung so abgesch�atzt werden kann (Faktoren 12 werden vernachl�assigt):Im Abstand R vom Minimum hat ein Kern die potentielle Energie M!2R2. Dievom Kern bei der Bewegung von R = 0 bis R = a gewonnene potentielle EnergieM!2a2 ist von der Gr�o�enordnung der elektronischen Energie EEl, d.h.M!2a2 � �h2mea2 ; also ! � (meM ) 12 �hmea2 ;die Schwingungsenergie �h! der Kerne sind demnach von der Gr�o�enordnungESchw � (meM ) 12EEl :Die Molek�ule rotieren ferner im allgemeinen um ihren Schwerpunkt, mit der EnergieERot � �h2l(l + 1)� ; � �Ma2 ;d.h. wir haben ERot � meM EEl ;also EEl : ESchw : ERot � 1 : (meM ) 12 : meM :Dies gibt einen Eindruck von den relativen Gr�o�enordnungen der verschiedenenEnergieanregungs{Stufen.



162 KAPITEL 9. SYSTEME MIT N TEILCHENBei den Rechnungen bedient man sich derBorn{Oppenheimer{Approxima-tion:Der Hamilton{Operator eines Molek�uls, das aus NK Kernen der Massen M1, M2,: : : , MNK mit den Kernladungszahlen Z1, : : : , ZNK , Kernimpulsen ~P1, : : :, ~P� , : : :,~PNK , und aus Ne Elektronen mit Impulsen ~pi besteht, enth�alt bei Vernachl�assigungder Spins im wesentlichen 5 Anteile:H = Te + TK + Vee + VeK + VKK ;wobeiTe = NeXi=1 12me~p 2i ;TK = NKX�=1 12M� ~P 2� ;Vee = 12Xi6=j e204�"0 k~xi � ~xjk ;VeK = NKX�=1 NeXi=1 �e20Z�4�"0 k~R� � ~xik ;VKK = 12 X� 6=� e20Z�Z�4�"0 k~R� � ~R�k :Wegen der Kleinheit von me=M vernachl�assigt man nach Born und Oppenheimerzun�achst die kinetische Energie TK der Kerne. Im Rest{Hamiltonoperator cH =H�TK treten die Positionen R � (~R1; : : : ; ~RNK) der Kerne nur noch als Parameterauf. Aus cH'n(r;R) = b"n(R)'n(r;R) folgt dann:[Te + Vee(r) + VeK(r;R)]'n(r;R) = (b"n(R) � VKK(R))'n(r;R) ;wobei r � (~x1; : : : ; ~xNe), b"n(R): elektronische Energie, die von R abh�angt.Da cH selbstadjungiert ist, bilden die 'n(r;R) ein vollst�andiges System und mankann daher die L�osung �(r;R) von H� = E� nach den 'n entwickeln:�(r;R) =Xn un(R)'n(r;R) ;so da� Xm (b"m(R) + TK)um(R)'m(r;R) = EXm um(R)'m(r;R) :Multiplikation der letzten Gleichung mit '�n(r;R) und Integration �uber alle d3~xigibt wegen der Orthonormalit�at der 'n:



9.5. MOLEK�ULE UND CHEMISCHE BINDUNG 163Xm Z d3Ner '�n(r;R)TK um(R)'m(r;R) + b"n(R)un(R) = Eun(R) :Da �R� (um'm) = (�R�um)'m + um�R�'m+ 2(gradR�um)(gradR�'m) ;so bekommt man f�ur die un(R) die Gleichung(TK + b"(R))un(R) = Eun(R) �Xm Bnmum(R) ; wobeiBnmum(R) = ��h22 NKX�=1 1M� Z d3Ner '�n(r;R)�[2(gradR�um)(gradR�'m) + um�R�'m(r;R)] :Der Bnm{Term "mischt" elektronische Wellenfunktionen 'n, die zu verschiedenenn geh�oren. Er ist von der Gr�o�enordnung (me=M) 12 und kann als St�orungbehandelt werden:12M��R�'m = meM� ( 12me�R�'m) � meM�EkinEl ; da i.a. 'm = 'm(~R� � ~xn) :Die um(R) werden in etwa die Form von Oszillator{Wellenfunktionen haben undFaktoren e� 12�h!M�(~R� � ~R� ;0)2 enthalten, d.h.gradR�um � k~R� � ~R� ;0kM�!�h um :Da k~R� � ~R� ;0k gradR�'n � 'n, so ist der zugeh�orige Term in Bnm von der Gr�os-senordnung �h! � (meM ) 12EEl.In 1. N�aherung kann man daher den Bnm{Term vernachl�assigen, d.h.(TK + b"(R))un(R) = Eun(R) :Dies ist die { gen�aherte { Schr�odinger{Gleichung f�ur die Kern{Wellen-funk ti onen u(R). In ihr tritt die Energie b"(R) = EEl(R) + VKK als e�ek-tives Potential auf, um dessen lokale Minima die Kerne Schwingungenausf�uhren.Beispiele:1. Das H+2 {Ion



164 KAPITEL 9. SYSTEME MIT N TEILCHENDieses System besteht aus zwei Protonen mit Ortsvektoren ~Ra, ~Rb und einemElektron mit Ortsvektor ~x. cH hat hier die FormcH = � �h22me�� e204�"0 k~Ra � ~xk � e204�"0 k~Rb � ~xk + e204�"0 k~Ra � ~Rbk :Die Gleichung cH'n(~x; ~Ra; ~Rb) = "n'n(~x; ~Ra; ~Rb) ist exakt l�osbar; wir wer-den jedoch folgende typische N�aherung betrachten: Dabei ist wichtig, da�cH mit dem Permutationsoperator Pab kommutiert, der die beidenProtonen vertauscht!F�uhrt man noch ~R = ~Ra � ~Rb, R = k~Rk, ein, so bekommt cH die FormcH = � �h22me�� e204�"0 k~x� ~R=2k � e204�"0 k~x+ ~R=2k + e204�"0R ;wobei ~Rs = 12(~Ra + ~Rb) = 0 :Man hat f�ur die elektronische Grundzustandsenergie b"0(R) = EEl;0(R)+ e204�"0 R ,wobei cH'0(~x; ~R) = b"0(R)'0(~x; ~R):Betrachtet man e20=(4�"0R) als St�orung, so hat man qualitativ folgendeSituation: F�ur gro�e R ist das Elektron nur an ein Proton gebunden undman hat die (negative) Wassersto�{Atom{Bindungsenergie EH1 = �13; 6 eV .F�ur R ! 0 ist das Elektron bei Vernachl�assigung der Coulomb-Absto�ungzwischen den Protonen an zwei positive Ladungen gebunden, mit der Bin-dungsenergie 4EH1 .Rechnerisch kann man die Coulomb-Absto�ung n�aherungsweise folgendermas-sen ber�ucksichtigen:Ausgehend von den Wassersto�eigenfunktionenva(~x; ~R) = ( 1�a3 ) 12 e�k~x� ~R2 ka ;vb(~x; ~R) = ( 1�a3 ) 12 e�k~x+ ~R2 ka ;sind wegen der erw�ahnten Permutationssymmetrie von cH symmetrische undantisymmetrische Linearkombinationen von va und vb die richtigen Ausgangs-funktionen f�ur die St�orungstheorie:v� = c�(va � vb) ;



9.5. MOLEK�ULE UND CHEMISCHE BINDUNG 165c� sind Normierungskonstanten, die wegen (v +(�); v +(�)) = 1 aus den va, vbberechnet werden k�onnen:1c2� = (va � vb; va � vb)= 2� 2 Z d3~x va(~x; ~R)vb(~x; ~R) :Das Integral S(R) = R d3~x va(~x; ~R)vb(~x; ~R) l�a�t sich explizit berechnen:S(R) = (1 + Ra + R23a2 ) e�R=a :F�ur die Erwartungswerte von cH bez�uglich der Wellenfunktionen v+, v� erh�altman dann"�(R) = (v�;cHv�)= 12(1 � S(R))(va � vb;cHva � vb)= 12(1 � S(R)) [(va;cHva) + (vb;cHvb)� (va;cHvb)� (vb;cHva)]= (va;cHva)� (va;cHvb)1� S(R) ;da (va;cHva) = (vb;cHvb), (va;cHvb) = (vb;cHva), also"�(R) = (va;cHva)� (va;cHvb)1 � S(R) :Die Integrale (va;cHva), (va;cHvb) kann man berechnen:(va;cHva) = EH1 + e204�"0R � e204�"0 Z d3~x jva(~x; ~R)j2k~x+ ~R=2k= EH1 + e204�"0R + e204�"0 e�2R=aa ;(va;cHvb) = Z d3~x va(EH1 + e204�"0R � e204�"0 k~x+ ~R=2k)vb= (EH1 + e204�"0R)S(R) � e204�"0 a(1 + Ra )e�R=a :F�ur "�(R) erh�alt man (graphisch):



166 KAPITEL 9. SYSTEME MIT N TEILCHEN6 -R"�(R)"+(R) exaktes "+(R)
"(R)
E H1"+(R) hat ein Minimum, d. h. f�uhrt zu einem stabilen Grundzustand desMolek�uls.Qualitativer Grund f�ur den Unterschied zwischen "+(R) und "�(R):Bei der symmetrischen Wellenfunktion ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeitzwischen den beiden Kernen gro�, bei der antisymmetrischen dagegen klein,d.h. das Elektron zwischen den Kernen f�uhrt zu deren Anziehung, das dortfehlende Elektron dagegen zur Absto�ung!2. Das H2{Molek�ulHier hat man 2 Protonen und 2 Elektronen:
               ������������������*�����������������������

�� -CCCCCCCCCCCCO�������@@@@@@R ������� @@@@@@I r12 = k~x1 � ~x2kra1 = k~x1 � ~Rakrb1 = k~x1 � ~Rbkra2 = k~x2 � ~Rakrb2 = k~x2 � ~RbkR = k~Ra � ~Rbk~r12~ra1 ~rb1~rb2~ra2~Ra ~Rb ~R~x1 ~x2



9.5. MOLEK�ULE UND CHEMISCHE BINDUNG 167Der Gesamt{Hamiltonoperator ist, ohne Spinwechselwirkungen,H = 12M (~P 2a + ~P 2b ) + 12me (~p 21 + ~p 22 )+ e204�"0 ( 1R + 1r12 � 1ra1 � 1ra2 � 1rb1 � 1rb2 ) ;cH =H � 12M (~P 2a + ~P 2b ) :In der Born{Oppenheimer{N�aherung gen�ugen die Elektron{Wellenfunktionender Gleichung (cH � e204�"0R )'n(r;R) = EEl;n(R)'n(r;R)und die Kern{Wellenfunktion der Gleichung� �h22M (�a +�b)u(~Ra; ~Rb) + (EEl;n(R) + e204�"0R )u(~Ra; ~Rb)= Eu(~Ra; ~Rb) :Die Translationsbewegung des Schwerpunkts ~Rs = 12(~Ra + ~Rb) und die Rota-tion um den Schwerpunkt kann man abspalten:u(~Ra; ~Rb) = ei ~K�~Rs Ylm(�; ') bu(R)R ; �; ' : Polarwinkel von ~R ;wobei dann� �h2M bu00(R) + [�h2l(l+ 1)MR2 + EEl;n(R) + e204�"0R| {z }Veff (R) ] bu(R)= (E � �h2 ~K24M )bu(R) :Falls Veff (R) bei R0 ein Minimum hat, so werden die Kerne gebunden. F�urkleine Schwingungen kann man Veff (R) um R = R0 entwickeln.Wichtig f�ur die Existenz von Kernbindungszust�anden ist daher o�ensichtlichdas Verhalten von EEl(R). Dies kann man st�orungstheoretisch untersuchen,



168 KAPITEL 9. SYSTEME MIT N TEILCHENindem man in nullter N�aherung von zwei unabh�angigen Wassersto�atomenausgeht: H0 = � �h22me�1 � �h22me�2 � e204�"0 ra1 � e204�"0 rb2 :Die beiden Grundzustandseigenfunktionen sind:va(ra1) � va(1) = ( 1�a3) 12 e�ra1=a ;vb(rb2) � vb(2) = ( 1�a3 ) 12 e�rb2=a :Aus diesen 1{Teilchenfunktionen kann man vier 2{Teilchenfunktionen bilden:va(1)va(2); va(1)vb(2); vb(1)va(2); vb(1)vb(2) :Entscheidend ist nun, da� der Hamiltonoperator H invariant ist, sowohl ge-gen�uber der Vertauschung Pab der Kernkoordinaten einerseits, sowie auchgegen�uber der Vertauschung P12 der Elektronen andererseits. Die Ausgangs-funktionen f�ur die St�orungstheorie sollten daher solche Linearkombinationender obigen 4 Produkte sein, die Eigenfunktionen zu Pab und auch P12 sind:v�� = c�[va(1)vb(2)� va(2)vb(1)] ;Pabv�� = �v�� ; P12v�� = �v�� ;v++ = c(1)+ [va(1)vb(2) + va(2)vb(1)] + c(2)+ [va(1)va(2) + vb(1)vb(2)];Pabv++ = v++ ; P12v++ = v++ ;v�+ = c [va(1)va(2) � vb(1)vb(2)] ;Pabv�+ = �v�+ ; P12v�+ = v�+ ;Eine entsprechende Funktion v+� l�a�t sich nicht bilden.Bei dem zweiten Term in v++ sowie bei v�+ be�nden sich jeweils zwei Elektro-nen an einemKern a bzw. b. Aufgrund der Diskussion beimH+2 {Ion wird manvermuten, da� vor allem die Zust�ande, bei denen die Elektronen zwischen denKernen sind, zur Bindung beitragen. Man versucht daher (Heitler{London), St�orungstheorie mit den beiden Zust�andenv�� = c� [va(1)vb(2)� va(2)vb(1)] ;bv++ = c+ [va(1)vb(2) + va(2)vb(1)]



9.5. MOLEK�ULE UND CHEMISCHE BINDUNG 169zu machen.Die Normierungskonstanten c�, c+ bestimmen sich aus (v��, v��) = 1, (bv++,bv++) = 1 zu 1c2� = 2� 2S2 ;S = Z d3~x1 va(1)vb(1) = S(R) :Bildet man den Erwartungswert von cH � e204�"0R bez�uglich v�� und bv++, soerh�alt manE��(R) = 2EH1 + C �A1� S2 ;E++(R) = 2EH1 + C +A1 + S2 ; wobeiC(R) = e204�"0 Z d3~x1 d3~x2( 1r12 � 1rb1 � 1ra2 )jva(1)j2jvb(2)j2A(R) = e204�"0 Z d3~x1 d3~x2( 1r12 � 1rb1 � 1ra2 )va(1)vb(1)va(2)vb(2) :Rechnerisch ist das Austauschintegral A negativ und die symmetrischen Elek-tron{Wellenfunktionen bv++ f�uhren zur Bindung der Kerne:6 -R"��(R)"++(R) exaktes "++(R)
"(R)
2E H1Diskussion:Bei genaueren Rechnungen mu� man auch die "polaren" Zust�ande va(1)va(2),vb(1)vb(2) ber�ucksichtigen. Es ist dann c(2)+ � 0; 26 c(1)+ .



170 KAPITEL 9. SYSTEME MIT N TEILCHENSpin und Pauli{Prinzip:F�ur die Gesamtwellenfunktion gilt: (a; b; 1; 2) = '(~Ra; ~Rb;~x1; ~x2)u(~Ra; ~Rb) �(sa; sb)�(s1; s2) ;�(sa; sb) : Kern{Spinwellenfunktion,�(s1; s2) : Elektron{Spinwellenfunktion.Wegen des Pauli{Prinzips mu�  (a; b; 1; 2) antisymmetrisch bez�uglich der Ver-tauschung von a und b und | unabh�angig davon | bez�uglich der Vertau-schung von 1 und 2 sein.Bez�uglich der Vertauschung von a und b hat man folgende Situation:u(~Ra; ~Rb) = ei ~K�~Rs Ylm(�; ') u(R)R ;~Rs ist symmetrisch bez�uglich der Vertauschung von a und b, ~R aber antisym-metrisch und R symmetrisch.Da Ylm(�; ')! (�1)l Ylm(�; '), falls ~R! �~R, so giltPab u(~Ra; ~Rb) = (�1)lu(~Ra; ~Rb) :Der Bindungszustand der Kerne tritt f�ur'(~Ra; ~Rb;~x1; ~x2) � bv++auf, d. h. f�ur l = 0 mu� �(sa; sb) antisymmetrisch sein (Singulett): Parawas-sersto� ; und f�ur l = 1 ist �(sa; sb) symmetrisch (Triplett): Orthowasser-sto�.



Kapitel 10Zur Struktur derQuantenmechanikVorbemerkung: Viele der folgenden �Uberlegungen sind unvollst�andig sowiema-thematisch heuristisch bzw. formal. F�ur ausf�uhrlichere Begr�undungen sei aufdie Literatur am Anfang des Skriptums verwiesen.10.1 Zeitliche Entwicklung von Zust�anden undOperatorenWir betrachten zun�achst wieder einzelne Teilchen in einemPotential V (~x), das nichtexplizit von der Zeit abh�angen soll. Die Schr�odingersche Wellenfunktion  (~x; t)gen�ugt der Gleichungi�h@t (~x; t) =H (~x; t) ; H = � �h22me�+ V (~x) :Die Operatoren Qj = Multiplikation mit xj sowie Pj = �hi @@xj sind zei-tunabh�angig, die Zeitabh�angigkeit steht in  (~x; t). (Es sei denn, man betrachtetsolche explizit zeitabh�angigen Gr�o�en wie ~Q0 + 1m~P � t.)Es sei A = A(~P; ~Q; t) ein Operator, der von ~P, ~Q und explizit von t abh�angenkann. F�ur die Zeitabh�angigkeit seines Erwartungswertes< A > (t) � ( (t);A (t)) bekommt man:ddt < A > (t) = (@t ;A  ) + ( ; @tA  ) + ( ;A @t )= � 1i�h(H ;A ) + 1i�h( ;AH  )+ < @tA > ;und da H selbstadjungiert sein soll, gilt:ddt < A > (t) = i�h ( ; [H;A] )+ < @tA > :171



172 KAPITEL 10. ZUR STRUKTUR DER QUANTENMECHANIKBeispiel: es sei A = ~P = �hi grad, dann hat man: @t~P = 0 und[H; ~P] (~x; t) = [V (~x); ~P] (~x; t) = V (~x)~P  (~x; t)� ~P(V (~x) (~x; t))= ��hi (gradV (~x)) (~x; t) ; d. h.ddt < ~P > = � < gradV > ;das Analogon zum klassischen ddt~p = �gradV .Eine andere Beschreibung der zeitlichen Entwicklung bekommt man so: es seiu0(~x) beliebig oft stetig di�erenzierbar und Hnu0(~x), n = 0; 1; : : :, existiere, wobei@tH = 0.Das Anfangswertproblemi�h@t (~x; t) =H (~x; t) ;  (~x; t = 0) �  0(~x) = u0(~x)hat dann die (formale) L�osung (~x; t) = e� i�hHt u0(~x) = 1Xn=0(� i�h)nHnn! u0 tn ;denn @t (~x; t) = 1Xn=0(� i�h)n Hnn! u0 ntn�1= � i�h 1Xn=0(� i�h)n Hn+1n! u0 tn= � i�hH  (~x; t) :Die Transformation 0 = u0(~x)!  (~x; t) = U(�t)u0(~x) ;U(t) = e i�hHt ;ist eine unit�are Transformation, denn von S. 26 wissen wir, da�Z d3~x u�0(~x)u0(~x) = Z d3~x  �(~x; t = 0) (~x; t = 0)= Z d3~x  �(~x; t = �� ) (~x; t = �� ) � reell.



10.1. ZEITLICHE ENTWICKLUNG VON ZUST�ANDEN & OPERATOREN173Dies ist gleichbedeutend mit(U(�t) 0; U(�t) 0) = (U(t) 0; U(t) 0) = ( 0;  0) ; 0 beliebig, d. h. U+(�t)U(�t) = 1, U+(t)U(t) = 1, und da U+(t) = U(�t), sohat man U+(t)U(t) = U(t)U+(t) = 1 :Setzt man  (~x; t) = U(�t) 0(~x) in den Erwartungswert < A > ein, so bekommtman < A > (t) = ( (t);A (t))= (e� i�htH 0;Ae� i�htH 0)= ( 0; e i�htHAe� i�htH 0) :Dieser Ausdruck legt es nahe, zeitabh�angige Operatoren~A(t) = U(t)A U+(t) ; U(t) = e i�hHt ;zu de�nieren. Da ddtU(t) = i�hHU(t), so giltddt ~A(t) = i�hH ~A(t)� i�h ~A(t)H + U(t)@tAU+(t)| {z }�@t ~AIm folgenden sei @tA = 0. Wir haben demnach die folgende Situation:Entweder: die Operatoren sind zeitunabh�angig undalle Zeitabh�angigkeit steckt in den Zust�anden (~x; t), deren zeitliche Entwicklung durch i�h@t =H gegeben ist.Dies ist das sogenannte "Schr�odinger{Bild".Oder: Die Zust�ande  0(~x) sind zeitunabh�angig unddie Operatoren ~A(t) h�angen von der Zeit ab.Die "Bewegungs"{Gleichung f�ur die Operatoren istddt ~A(t) = i�h [H; ~A(t)].Dies ist das sogen. "Heisenberg{Bild".



174 KAPITEL 10. ZUR STRUKTUR DER QUANTENMECHANIKDa ( (t);A (t)) = ( 0; ~A(t) 0), so ergeben beide "Bilder" dieselben Erwartungs-werte und sind damit physikalisch �aquivalent.Zur Zeit t = 0 stimmen Zust�ande und Operatoren im Heisenberg{ und Schr�odin-ger{Bild �uberein.Beispiel: harmonischer Oszillator:H = �h!(a+a + 12) ; [a;a+] = 1 :Wir habenH = e i�hHtHe� i�hHt = �h!(e i�hHta+e� i�hHte i�hHtae� i�hHt + 12) ;H = �h!(~a+(t)~a(t) + 12) ;mit [~a(t); ~a+(t)] = 1 ;Da [H; ~a(t)] = ��h!~a(t) ; [H; ~a+(t)] = �h!~a+(t)ist, so gilt d~a(t)dt = �i!~a(t) ; d~a+(t)dt = i!~a+(t) :Diese Operator{Di�erentialgleichungen haben die L�osungen:~a(t) = e�i!t~a(0) ; ~a+(t) = ei!t~a+(0) ;~a(0) = a ; ~a(0) = a+ :F�ur ~Q(t) und ~P(t) bekommt man daraus~Q(t) = Q(0) cos !t+ 1m!P(0) sin!t~P(t) = P(0) cos !t�m!Q(0) sin!tEs sei @tA = 0, dann folgt aus [H; ~A(t)] = 0, da� ddt ~A(t) = 0, d.h.Jeder Operator ~A(t), (bzw.A), der mitH vertauscht, ist eineKonstante der Bewegung, liefert also einen Erhaltungssatz !!Da e� i�hHt mit H vertauscht, so gen�ugt es, da� [H;A] = 0 f�ur t = 0, dennU(t)[H;A]U�1(t) = [H; ~A(t)] = 0.



10.1. ZEITLICHE ENTWICKLUNG VON ZUST�ANDEN & OPERATOREN175Im Heisenberg{Bild gen�ugen die Operatoren ~Qj(t) und ~Pj(t) den "kanonischen"Operator{Gleichungenddt ~Qj(t) = @H@ ~Pj(t) ; ddt ~Pj(t) = � @H@ ~Qj(t) :Dies folgt aus den fundamentalen Vertauschungsrelationenddt ~A(t) = i�h [H; ~A(t)] ; [ ~Pj(t); ~Qk(t)] = �hi �jk :Im folgenden wird ~Pj(t) � Pj , ~Qk(t) � Qk gesetzt.Beweisskizze: Multipliziert man PQ �QP = �hi jeweils von links und rechts mitP und addiert das Resultat, so erh�alt manP2Q �QP2 = 2�hiP = �hi @@PP2 :("Formale" Di�erentiation)Fortsetzung des Verfahrens gibtPnQ �QPn = �hi nPn�1 = �hi @Pn@P :Analog QnP �PQn = ��hi nQn�1 = ��hi @Qn@Q :Ist nun F(Q;P) in einer Potenzreihe in Q bzw. P entwickelbar, so hat man[F;Q] = �hi @F@P ; [F;P] = ��hi @F@Q :Mit F = H(Q;P) folgt dannddtQ = i�h [H;Q] = @H@P ; ddtP = i�h [H;P] = �@H@Q :Die Verallgemeinerung f�ur mehrere Freiheitsgrade folgt unmittelbar.Bei Gr�o�en, in denen Produkte von P und Q { z.B. PQ oder Q2P etc. {vorkommen, ist die Reihenfolge der Operatoren wichtig, da P und Q nichtmiteinander vertauschen!Das Heisenberg{Bild ist besonders geeignet f�ur relativistische Verallge-meinerungen | Quantenfeldtheorien | . Da das Schr�odinger{Bild die Zeitbesonders auszeichnet, ist dieses Bild f�ur die relativistische Quantenfeldtheorie i.a.weniger vorteilhaft!Heisenberg{Bild:~Qj(t) = ~Q(t; j)! ~F (t;~x) : "Feldoperator" im Heisenberg{Bild



176 KAPITEL 10. ZUR STRUKTUR DER QUANTENMECHANIK(Der "Index" ~x charakterisiert die unendlichvielen Freiheitsgrade eines Quantenfeldes).Au�er dem Schr�odinger{Bild und dem Heisenberg{Bild benutzt man noch oft, vorallem in der Streutheorie, das sogenannte "Wechselwirkungs-" bzw. Dirac-Bild". Bei ihm sind sowohl Zust�ande wie Operatoren zeitabh�angig. Es sei H =H0+W, wobei H0 das System ohne WechselwirkungW beschreibt. Die Zust�andeim Schr�odinger{Bild sind dann (~x; t) = e� i�hHt 0(~x) :Verfolgt man nun die zeitliche Entwicklung von  (~x; t) relativ zu H0 "r�uckw�arts",so bekommt man�(~x; t) = e i�hH0t (~x; t) = e i�hH0te� i�hHt 0(~x) :Falls sich nun die Operatoren zeitlich wiecA(t) = e i�hH0tAe� i�hH0tentwickeln, so ergibt sich f�ur die Erwartungswerte:(�(t);cA(t)�(t)) = ( (t);A (t)) = ( 0; ~A(t) 0) :Die Bewegungsgleichungen (@tA = 0) sind jetzt:dcAdt = i�h [H0;cA(t)] ; undi�h@t�(~x; t) = dW(t)�(~x; t :)Das Wechselwirkungsbild spielt eine wichtige Rolle bei der zeitabh�angigen St�orungs-theorie (s. Kap. 11).10.2 Translationen, Drehungen undGalilei{Invarianz10.2.1 R�aumliche TranslationenAnalog zu den gerade diskutierten zeitlichen Translationen !  (~x; t+ � ) = e� i�hH�  (~x; t)



10.2. TRANSLATIONEN, DREHUNGEN, GALILEI{INVARIANZ 177kann man die r�aumlichen Translationen ~x ! ~x + ~a behandeln: u(~x) sei beliebigoft stetig di�erenzierbar und falle f�ur gro�e k~xk gen�ugend stark ab. Dann gilt f�ur~P = �hi grad U(~a) u(~x) = e+ i�h~a � ~P u(~x) = e~a � grad u(~x)= Xn1;n2;n3 an11 an22 an33n1!n2!n3! @n11 @n22 @n33 u(~x)= u(~x+ ~a) :Da Z d3~x u�(~x� ~a)u(~x� ~a) = Z d3~x u�(~x+ ~a)u(~x+ ~a)= Z d3~x u�(~x)u(~x) ;so ist u(~x)! U(~a)u(~x) = e+ i�h~a � ~P u(~x) ;eine unit�are Transformation.Bei N Teilchen hat man analog mit~P � �hi NXn=1 gradn f�ur u(~x1; : : : ; ~xN) :U(~a)u(~x1; : : : ; ~xN) = e+ i�h~a � ~Pu(~x1; : : : ; ~xN ) = u(~x1 + ~a; : : : ; ~xN + ~a) :Es sei nun H = NXn=1� �h22mn�n + 12 Xj;k=1j 6=k Vjk(~xj � ~xk) ;dann folgt wegen der Translations{Invarianz von H ausHu(~x1; : : : ; ~xN) = Eu(~x1; : : : ; ~xN ) ; da�Hu(~x1 + ~a; : : : ; ~xN + ~a) = Eu(~x1 + ~a; : : : ; ~xN + ~a) ;oder HU(�~a)u(~x1; : : : ; ~xN) = EU(�~a)u(~x1; : : : ; ~xN) :Multiplikation von links mit U(~a) ergibtU(~a)HU(�~a)u(~x1; : : : ; ~xN) = Eu(~x1; : : : ; ~xN)= Hu(~x1; : : : ; ~xN) :



178 KAPITEL 10. ZUR STRUKTUR DER QUANTENMECHANIKDa diese Beziehung f�ur alle Eigenfunktionen des selbstadjungierten Operators Hgelten soll, so hat man U(~a)HU(�~a) = H . Entwickelt man u(~x1 +~a; : : : ; ~xN +~a)nach Potenzen von ~a bis zur Ordnung ~a, so sieht man, da� ausu(~x1 + ~a; : : : ; ~xN + ~a) = u(~x1; : : : ; ~xN ) + ~a � NXn=1 gradnu+ � � �~a �H NXn=1 gradnu = ~a � E NXn=1 gradnu = ~a NXn=1 gradnHu ;also [HPj �PjH]u = 0 ; j = 1; 2; 3folgt. Der Gesamt{Impuls ~P kommutiert also mit H und ist demnach eine Kon-stante der Bewegung (Erhaltungssatz!)10.2.2 Drehungen(s. auch Kap. 5) Hier sind die Drehimpuls{Operatoren Lj = �hi �jklxk@l die "Er-zeugenden" von endlichen Drehungen:' ist der Drehwinkel einer Drehung R~n(') um die Richtung ~n, ~n2 = 1. Ist  (~x; t)die Wellenfunktion von einem spinlosen Teilchen, so giltU(~n; ') (~x; t) � e i�h~L � ~n '  (~x; t)=  (R~n(')~x; t) :Da Z d3~x  �(R~n(')~x; t)  (R~n(')~x; t)= Z d3(R�1n (')~x)  �(~x; t) (~x; t)= Z d3~x  �(~x; t) (~x; t) ;so ist U(~n; ') ein unit�arer Operator. Falls V (~x) = V (k~xk), so folgte i�h~L � ~n'He� i�h~L � ~n ' = H ; oder[H; ~n � ~L] = 0 ; d.h. [H;Lj] = 0 ;d.h. die Lj sind Konstanten der Bewegung.



10.2. TRANSLATIONEN, DREHUNGEN, GALILEI{INVARIANZ 179Teilchen mit Spin 12�h:Ersetzt man ~n � ~L in U(~n; ') durch ~n � ~S, ~S = �h2 (�1; �2; �3), so erh�alt manUS(~n; ') = e i�h~n � ~S ' = cos '2 + i~n � ~� sin '2 ;denn es gilte i�h~n � ~S ' = ei12~n � ~� '= 1Xj=0 1j! (i'2 )j (~n � ~�)j= 1Xj=0 (�1)j(2j)! ('2 )2j + i(~n � ~�) 1Xj=0 (�1)j(2j + 1)!('2 )2j+1 ;wegen (~n � ~�)2j = 1 ) (~n � ~�)2j+1 = ~n � ~� .Aus cos '2 + i~n � ~� sin '2 = 0BB@ cos '2 + in3 sin '2 (n2 + in1) sin '2�(n2 � in1) sin '2 cos '2 � in3 sin '2 1CCAfolgt det(US(~n; ')) = cos2 '2 + n23 sin2 '2 + (n21 + n22) sin2 '2= 1 ;also det(US(~n; ')) = 1 :Da au�erdemUS(~n; ')U+S (~n; ') = (cos '2 + i~n � ~� sin '2 )(cos '2 � i~n � ~� sin '2 )= cos2 '2 + (~n � ~�)2 sin2 '2= 1 ;so ist US(~n; ') ein Element der Gruppe von unit�aren 2 � 2{Matrizen mitDeterminante =1: SU(2).Zusammenhang mit den Drehungen:Die Matrix x = ~x � ~� =  x3 x1 � ix2x1 + ix2 �x3 !ist eine hermitesche Matrix, mitdetx = �~x 2 ; Sp x = 0 :



180 KAPITEL 10. ZUR STRUKTUR DER QUANTENMECHANIKDie Matrix US(~n; ') x U+S (~n; ')ist wiederum hermitesch und hat die Spur 0, da(US xU+S )+ = U++S x+ U+S = US xU+S ;Sp (USxU+S ) = Sp (U+S US x ) = Sp (x) ;d. h. man kann US(~n; ')xU+S (~n; ') = cx = b~x � ~�setzen, wobei b~x = A(~n; ')~x eine lineare Transformation der xj ist. Da�b~x 2 = det(bx) = det(US(~n; ')xU+S (~n; '))= detUS detU+S det x = det x= �~x 2gilt, so ist A(~n; ') ist eine Drehmatrix: A(~n; ') = R~n(')Jeder unit�aren 2� 2{Matrix US(~n; ') mit Determinante 1 ist eine 3{dim. Dreh-matrix R~n(') zugeordnet!Beispiel: ~n = (0; 0; 1) ;US = cos '2 + i�3 sin '2 = 0BBB@ ei'2 00 e�i'2 1CCCAUS xU+S =  x3 (x1 � ix2)ei'(x1 + ix2)e�i' �x3 ! ; so da�bx1 = x1 cos'+ x2 sin'bx2 = �x1 sin'+ x2 cos' ;bx3 = x3 :Aber: den Matrizen US und �US ist dieselbe Drehmatrix R~n(') zugeord-net, wie man unmittelbar aus US(~n; ')xU+S (~n; ') = bx sieht. Man kann umgekehrtzeigen, da� jeder Drehmatrix zwei unit�are Matrizen US und �US entsprechen, z.B.hat man f�ur ' = 2� R~n(2�) = 13, aber US(~n; 2�) = �12 und US(~n; 4�) = 12.Topologisch bildet die Gruppe SU(2) einezweifache �Uberlagerung der Drehgruppe!Aus den Eigenschaften der Pauli{Matrizen folgt, da�US(~n; ')~� U+S (~n; ') = ~n(~n � ~�)� ~n � (~n � ~�) cos'+ ~n� ~� sin' :



10.3. INVARIANZ GEGEN�UBER BEWEGUNGS{ (ZEIT{)UMKEHR 181Ist e (~x; t) =   +(~x; t) �(~x; t) ! ein zweikomponentiger Spinor, so transformiert er sichbei einer Drehung ~x! ~̂x = R~n(')~x folgenderma�ene (~x; t)! be (~~x) = US(~n; ') e :10.2.3 Galilei{TransformationenHier transformieren sich die Koordinaten so: ~x ! ~x + ~ut, t ! t. Ist nun  (~x; t)eine L�osung der freien Schr�odinger{Gleichung � �h22me� = i�h@t , so ist  (~x�~ut; t)keine L�osung, da i�h ddt (~x� ~ut; t) = i�h(@t � ~u � grad ) :Man kann die Galilei{Invarianz jedoch retten, in dem man die Phase von  | wiebei den Eichtransformationen | mittransformiert: (~x; t)! e i�hm(~u � ~x� 12~u2t) (~x� ~ut; t) :Diese Transformationen lassen ebenfalls das Skalarprodukt ( 1;  2) invariant. Beimehreren Teilchen mit wechselseitigen Potentialen transformiert sich die (freie)Schwerpunkts{Wellenfunktion in der obigen Weise, die Relativ{Koordinaten ~xj�~xksind invariant.10.3 Invarianz gegen�uber Bewegungs{(Zeit{) UmkehrIn der klassischen Mechanik ist die "Zeit"{ oder "Bewegungs"{Umkehr de�niertdurch � : ~x(t) ! ~x�(t) = ~x(�t) ; t!�t ;~p(t) ! ~p�(t) = m ddt~x�(t) = �~p(�t) ;d. h. die durch ~x�, ~p� beschriebene Bahn ist geometrisch dieselbe wie die durch ~x,~p beschriebene, sie wird nur in umgekehrter Richtung durchlaufen.Die Newtonschen (Lagrangeschen) Bewegungsgleichungen sind i. a. invariantgegen�uber der Transformation �.Quantenmechanisch sollte gelten:Q�j = Qj ; P�j = �Pj (Schr�odinger{Bild!)



182 KAPITEL 10. ZUR STRUKTUR DER QUANTENMECHANIKW�are � quantenmechanisch eine lineare Transformation, d.h. w�urde gelten(�1A + �2B)� = �1A� + �2B� ; (AB)� = A�B� ;so w�urde folgen:1: [P�j ;Q�k ] = [Pj;Qk]� = (�hi �jk)� = �hi �jk ;2: [P�j ;Q�k ] = [�Pj;Qk] = ��hi �jk : Widerspruch!Der Widerspruch wird beseitigt, falls � eine antilineare Transformation ist:(�1A + �2B)� = ��1A� + ��2B� ; (AB)� = A�B� ;da dann (�hi �jk)� = ��hi �jk ist ! Es sei H�(~P; ~Q) =H(�~P; ~Q) = H(~P; ~Q), z.B. beiH = 12m ~P2 + V (~Q), dann giltU(t)� � (e i�hHt)� = e� i�hH�t = e� i�hHt = U(�t) :Der Operation � entspricht ein antiunit�arer Operator bU (�), mit folgenden Eigen-schaften: bU(�1 1 + �2 2) = ��1 bU 1 + ��2 bU 2 ;( bU 1; bU 2) = ( 2;  1) = ( 1;  2)� :F�ur ein Teilchen ohne Spin de�niert manbU(�) (~x; t) �  �(~x; t) =  �(~x;�t) ;also: bU2(�) = 1 ; bU(�) = bU(�)�1 :Ist H� = H, so ist mit  (~x; t) auch  �(~x; t) eine L�osung von i�h@t = H . Diesbedeutet, da� sowohl <e und =m seperat L�osungen der Schr�odinger-Gleichungsind.Ferner gilt ( bU(�)Qj bU(�)�1) (~x; t) = bU(�)xj �(~x;�t)= xj bU(�) �(~x;�t)= xj (~x; t) ;



10.3. INVARIANZ GEGEN�UBER BEWEGUNGS{ (ZEIT{)UMKEHR 183und ( bU(�)Pj bU(�)�1) (~x; t) = ( bU (�)�hi @j) �(~x;�t)= ��hi bU(�)@j �(~x;�t)= ��hi @j (~x; t) ;d.h. bU(�)Qj bU(�)�1 = Qj ; bU(�)Pj bU(�)�1 = �Pj ;aus beiden folgt bU(�)Lj bU(�)�1 = �Lj :H hei�t reell, falls bU(�)H bU(�)�1 = H, z.B. H = 12m ~P2 + q'(~x).In einem magnetischen Feld mit Vektor{Potential ~A gilt dagegen, wegenH( ~A) = 12m(~P � qc ~A)2 + q'(~x) ;da� bU (�)H( ~A) bU (�)�1 = H(� ~A) 6= H( ~A) :Im Gegensatz zu einem �au�eren elektrischen Feld bricht ein �au�eres magnetischesFeld die Invarianz gegen�uber Zeitumkehr!Mit Spin der Elektronen:Sind 1B und 1S die Einheits{Operatoren im Orts{ bzw. Spinraum, so hat man jetztauf die e (~x; t) =   +(~x; t) �(~x; t) ! wirkenden "Produkt"{Operatoren :(Qj 
 1S) ; (Pj 
 1S) ; (1B 
 Sj) ;wobei(Qj 
 1S)� = Qj 
 1S ; (Pj 
 1S)� = �Pj 
 1S und(1B 
 Sj)� = �1B 
 Sjgelten sollen.Bezeichnen wir die komplexe Konjugation von oben mit K;K2 = 1, so giltK(Qj 
 1S)K = Qj 
 1S ; K(Pj 
 1S)K = �Pj 
 1S ;



184 KAPITEL 10. ZUR STRUKTUR DER QUANTENMECHANIKund K(1B 
 S1)K = 1B 
 S1 ;K(1B 
 S2)K = �1B 
 S2 ;K(1B 
 S3)K = 1B 
 S3 ;da �1 und �3 reell sind , �2 rein imagin�ar ist!De�niert man nun (wegen �2�1�2 = ��1, �2�3�2 = ��3, �2�2�2 = �2!)bU(�) = K(1B 
 �2) ;so gilt bU (�)(Qj 
 1S) bU(�)�1 = Qj 
 1S ;bU (�)(Pj 
 1S) bU(�)�1 = �Pj 
 1S ;bU (�)(1B 
 Sj) bU(�)�1 = �1B 
 Sj ;wobei jetztbU2(�) = K(1B 
 �2) �K(1B 
 �2) = �(1B 
 �2)2 = �1B 
 1S :F�ur N Elektronen bekommt man analogbU(�) = K NYn=1(1(n)B 
 �(n)2 ) ; bU(�)2 = (�1)N :Diese Relation hat folgende wichtige Anwendung:Der Hamilton{Operator H habe die EigenschaftbU(�)H bU(�)�1 = Hsowie den Eigenwert E, H e (~x1; : : : ; ~xN) = E e . Dann sinde und bU(�) e f�ur ungerades N linear unabh�angig und E istmindestens 2{fach entartet.Beweis: H( bU(�) e ) = bU (�)(H e ) = E bU(�) e ;sowie ( bU(�) e ; bU(�) e ) = ( e ; e ) = 1 ;( bU e ; e ) = ( bU2 e ; bU e )� = (�1)N( e ; bU e )�= (�1)N ( bU e ; e ) :



10.4. FORMINVARIANZ (ZUSAMMENFASSUNG) 185Das bedeutet bU(�) e ist zu e orthogonal, falls N ungerade, geh�ort aber zum selbenEigenwert E.In einem �au�eren elektrischen Feld sind die Energie{Niveauseiner ungeraden Anzahl von Elektronen also immer minde-stens 2{fach entartet. Die Entartung kann durch Anlegeneines Magnetfeldes aufgehoben werden!10.4 Zusammenfassung der wichtigsten Elementebei der Forminvarianz der Schr�odinger{-Gleichung gegen�uber Transformationsgrup-penEs sei  (~x1; s1; : : : ; ~xN ; sN ; t) �  (~x; s; t) die Wellenfunktion eines N{Teilchen{Systems und gen�uge der Gleichungi�h@t (t; ~x; s) =H (t; ~x; s)wobei H = H((~x1; : : : ; ~xN ; ~p1 = �hi grad1; : : : ; ~pN = �hi gradN ; ~s1; : : : ; ~sN)Funktion der Orts{, Impuls{ und Spin{Operatoren, ~x � (~x1; : : : ; ~xN),~p � (~p1; : : : ; ~pN ), ~s � (~s1; : : : ; ~sN ) ist. Es sei nun G = fgg eine Transformations-gruppe, deren Elemente g die Gr�o�en ~xj, ~pj = �hi gradj, ~sj und t in neue transfor-mieren: T (g) : ~bxi = ~fi(g;~x; ~p; t) ; ~bpi = ~gi(g;~x; ~p; t) ;~bsi = ~hi(g;~s) ; bt = k(g; t) ;wobei f�ur g = e (Gruppen{Eins) die identischen Transformationen gelten sollen:~fi(g = e;~x; ~p; t) = ~xi ; ~gi(g = e;~x; ~p; t) = ~pi ;~hi(g = e;~s) = ~si ; k(g = e; t) = t :T (g) bezeichnet die Gesamtheit aller Transformationen~xi ! ~bxi ; ~pi ! ~bpi ; ~si ! ~bsi ; t! bt :T (g�1) � T�1(g) sei die Umkehrtransformation.



186 KAPITEL 10. ZUR STRUKTUR DER QUANTENMECHANIKFerner werde die (2s1 + 1) � � � (2sN + 1){komponentige Wellenfunktion  (~x; s; t)so transformiert: b (T (g)[~x; s; t]) � b (~bx; bs; bt)= A(g)  (~x; s; t) ;wobei A(g) eine (2s1 + 1) � � � (2sN + 1) mal (2s1 + 1) � � � (2sN + 1){Matrix ist !Durch die Transformation T (g) der ~xi, ~pi, ~si, t wird der Hamilton{OperatorH(~x; ~p;~s; t) in einen anderen Operator cH(~bx;~bp;~bs; bt) transformiert. Bei beliebigenTransformationen wird cH(~bx;~bp;~bs; bt) im allg. eine andere Funktion der ~bx, ~bp, ~bs, bt seinals H(~x; ~p;~s; t) Funktion der ~x, ~p, ~s, t ist.Entscheidend sind jedoch die Transformationen, bei denen cH als Funk-tion der ~bxi, ~bpi, ~bsi, bt dieselbe Form hat wie H(~x; ~p;~s; t), d. h. f�ur die gilt:cH(~bx;~bp;~bs; bt) =H(~bx;~bp;~bs; bt) ;Man sagt dann, da� H "forminvariant" gegen�uber den Transformationen T (g)ist und die Gruppe G hei�t "Symmetriegruppe" von H .b (~bx; bs; bt) = A(g) (T�1(g)[~bx; bs; bt])ist dann eine L�osung voni�h@bt b (~bx; bs; bt) = H(~bx;~bp;~bs; bt) b (~bx; bs; bt) :In dieser Gleichung kann man die "c"{Zeichen �uber den unabh�angigen Variablenauch weglassen | wegen der Forminvarianz von H | , so da�i�h@t b (~x; s; t) = H(~x; ~p;~s; t) b (~x; s; t) :Da b (~x; s; t) = A(g) (T�1(g)[~x; s; t]) ;so ist bei Forminvarianz vonH mit  (~x; s; t) auch A(g) (T�1(g)[~x; s; t]) eine L�osungder Schr�odinger{Gleichung i�h@t = H , d. h. T (g) erzeugt neue L�osungen! Fallsauch noch ( b 1; b 2) = ( 1;  2) oder ( b 1; b 2) = ( 2;  1), so handelt es sich bei T (g)um eine unit�are oder antiunit�are Transformation.Beide lassen die �Ubergangswahrscheinlichkeiten !1!2 = j( 2;  1)j2 invariant.Bei den Gruppen G kann es sich um "kontinuierliche" oder "diskrete" handeln.Bei den kontinuierlichen h�angen die Gruppenelemente g von einem odermehreren kontinuierlichen Parametern a1; : : : ; ar ab: g = g(a1; : : : ; ar).Beispiele: Translationen, Drehungen, Galilei{Transformationen.Beispiele f�ur diskrete Gruppen: Permutationen, Spiegelungen.Die unit�aren (antiunit�aren) Transformationen im Hilbertraum, diemit H vertauschen, lassen die Struktur der Bewegungsgleichungen unge-�andert. Sie entsprechen kanonischen Transformationen in der Mechanik,welche die Lagrange{Funktion forminvariant lassen.



10.5. DER QUANTENMECHANISCHE HILBERT{RAUM 18710.5 Der quantenmechanische Hilbert{RaumDie folgenden Bemerkungen sind unvollst�andig. Eine zusammenh�angende Diskus-sion �ndet sich in den unten angegebenen B�uchern!1. Die quantenmechanischen Zust�ande (z.B.  (~x; t) f�ur 1 Teilchen) bilden einenlinearen Raum, d. h. sind  1 und  2 physikalisch realisierbare Zust�ande, sosind es auch �1 1 + �2 2, wobei �1; �2 komplex sein k�onnen (Superposi-tionsprinzip). Das Superpositionsprinzip gilt nicht v�ollig uneingeschr�ankt:Zust�ande mit verschiedenen elektrischen Ladungen (z. B. Proton und Neu-tron) und von Teilchen mit ganzzahligem und halbzahligem Spin sind nichtsuperponierbar.2. Im Raum der Zust�ande ist durch( 2;  1) = Z d3~x  �2(~x; t) 1(~x; t)ein Skalarprodukt de�niert, mit dessen Hilfe die physikalischen Aussagenformuliert werden k�onnen: War das System im Zustand  1 (z.B. Eigenzustandzu L1), so ist die Wahrscheinlichkeit daf�ur, bei einer unmittelbar folgendenMessung das System im Zustande  2 (z.B. Eigenzustand zu L2) zu �nden,durch w1!2 = j( 2;  1)j2gegeben. Mathematisch wird der Raum der Zust�ande durch das Skalarpro-dukt ( 1;  2) zu einem normierten Raum, wobei die "Norm" k k von  durchk k � +( ; ) 12 de�niert ist! �Ahnlich wie im Euklidischen kann man mittelsder Norm "Konvergenz" etc. de�nieren: die Folge f n; n = 1; : : :g konvergiertgegen  , falls limn!1 k n �  k = 0. Die Folge f ng hei�t "Cauchy{Folge", fallsf�ur beliebiges � > 0 ein N(�) existiert, so da�k n1 �  n2k < � ; f�ur n1; n2 > N(�) :Falls zu jeder Cauchy{Folge im Raum ein Grenzelement geh�ort (wie im Rn!),so hei�t der Raum vollst�andig. Der Raum der stetigen Funktionen ist nichtvollst�andig (s. Literatur)! Jedoch kann man zeigen (Riesz{Fischer), da� derRaum der quadratintegrablen Funktionen vollst�andig ist.De�nition: ein Vektorraum mit Skalarprodukt, der voll-st�andig ist, hei�t Hilbert{Raum H.Eine Untermenge des Hilbert{Raumes hei�t dicht in H, falls die Menge allerGrenzelementeH selbst ist. Gibt es abz�ahlbare Untermengen, die dicht sind,so hei�t H separabel.Die quantenmechanischen Hilbert{R�aume sind separabel.



188 KAPITEL 10. ZUR STRUKTUR DER QUANTENMECHANIK10.5.1 Operatoren: Den physikalischen Gr�o�en wie Ort, Impuls, Drehimpuls, Energie etc. entsprechenselbstadjungierte Operatoren (s. Literatur) im Hilbertraum, und die m�oglichenMe�werte bilden das "Spektrum" der Operatoren. Bei endlich{dimensionalen Ma-trizen (wie z.B. beim Drehimpuls) ist das Spektrum "diskret", d.h. es gibt nurendlich viele verschiedene Eigenwerte und die zugeh�origen Eigenvektoren liegen imHilbertraum. Anders dagegen die Operatoren mit kontinuierlichem Spektrum, wiez.B. die Impulsoperatoren, Pj = �hi ddxj , j = 1; 2; 3; Die zugeh�origen "Eigenfunktio-nen", die ebenen Wellen ep(~x) = (2��h)�3=2e� i�h~p � ~x, sind nicht quadratintegrabelund geh�oren damit nicht zum Hilbertraum. Die mathematische Theorie wird hieraufwendiger (s. Literatur).Wichtige Konzepte im Zusammenhang mit selbstadjungierten Operatoren undden ihnen zugeordneten Observablen sind die folgenden:1. Vollst�andiger Satz von kommutierenden "Observablen".Es sei A1 ein selbstadjungierter Operator mit Eigenwerten aj(1). Sind dieEigenwerte nicht entartet, d. h. geh�ort zu jedem aj1(1), j1 = 1; 2; : : :, genauein ein{dimensionaler Eigenvektorraum mit Eigenfunktion uj1 , so ist manfertig. Im allgemeinen werden die Eigenwerte jedoch entartet sein. Dannsucht man einen zweiten Operator A2, der mit A1 kommutiert: A2A1 =A1A2.Man kann dann die Eigenvektoren von A2 so w�ahlen, da� sie gleichzeitigEigenvektoren von A1 sind: A2uj1 = aj2(2)uj1 :Im allgemeinen werden zu einem j1 verschiedene aj2(2) geh�oren, mit Eigen-vektoren uj1j2 , d. h. die urspr�ungliche Entartung wird reduziert.Man setzt das Verfahren so lang fort, bis man einen Satz (A1; : : : ;Ag) vonselbstadjungierten Operatoren A
 , 
 = 1; : : : ; g, mit folgenden Eigen-schaften hat:Je zwei derA
 kommutierenmiteinander. DieA
 haben die Eigenwerte aj
(
)und die gemeinsamen Eigenvektoren uj, j = (j1; : : : ; j
; : : : ; jg), wobei die ujjeweils f�ur festes j einen 1{dimensionalen Vektorraum aufspannen.Verschiedene uj sind zueinander orthogonal und die uj bilden ein vollst�an-diges System, d. h. jedes  2 H l�a�t sich entwickeln =Xj cjuj ; cj = (uj;  ) :(Man beachte, da� j = (j1; : : : ; jg) ein Multi{Index ist!)



10.5. DER QUANTENMECHANISCHE HILBERT{RAUM 189Man nennt dieA
 einen vollst�andigen Satz von kommutierendenObservablen!Beispiel: Wassersto�{Atom:A1 = H ; A2 = ~L 2 ; A3 = L3 ; A4 = S32. ProjektionsoperatorenSei M � H ein Unterraum des Hilbertraumes H und M? das orthogonaleKomplement von M , d. h. M? besteht aus der Gesamtheit aller Vektoren,die auf allen Elementen von M senkrecht stehen. Wie M ist auch M? einUnterraum von H, d. h. ein separabler Hilbertraum, d.h. abgeschlossen undvollst�andig.Jeder Vektor  2 H l�a�t sich eindeutig in zwei Komponenten  M und  M?zerlegen:  =  M +  M? ;  M 2M ;  M? 2M? :Der Projektionsoperator PM auf den UnterraumM ist so de�niert:PM =  M f�ur alle  2 H :Falls  2M , dann ist PM =  , und falls  2M?, dann ist PM = 0.Umgekehrt projeziert 1 �PM auf M?!Projektionsoperatoren P haben die Eigenschaften:P+ = P, P2 = P :P hat die Eigenwerte 1 und 0.Beweis: Seien  1,  2 beliebig, dann gilt( 2;PM 1) = ( 2M +  2M?;  1M) = ( 2M;  1M)= (PM 2;  1) :P2 = P folgt unmittelbar aus der De�nition.Sei P = � , dann ist P2 = �2 = P = � , da P2 = P, d. h. �2 = �,also � = 1 oder 0. Die Eigenvektoren zu � = 1 sind die Elemente von M , diezu � = 0 die in M?.P1 und P2 seien Projektionsoperatoren auf die Unterr�aumeM1 undM2, danngilt:Falls M1 orthogonal zu M2 ist, dann hat manP1P2 = P2P1 = 0 :Falls M1 � M2, so schreibt man P1 � P2, oder P2 � P1; in diesem Fallgilt P1P2 = P1, P2P1 = P1. Falls P1P2 = P2P1, dann ist auch P1P2Projektionsoperator; er projeziert auf M1 \M2. Falls P1 und P2 orthogonalsind, d. h. P1 �P2 = 0, dann projeziert P1 +P2 auf M1 �M2.Falls P1 � P2, dann projiziert P2�P1 auf das orthogonale Komplement vonM1 in M2.



190 KAPITEL 10. ZUR STRUKTUR DER QUANTENMECHANIKAnwendungen von Projektionsoperatoren1. Es seiA ein selbstadjungierter Operator mit den Eigenwerten aj | diese k�on-nen entartet sein | und zugeh�origen Eigenvektoren uj, die einen UnterraumMj aufspannen.Es seien Pj die Projektionsoperatoren auf die Unterr�aumeMj . Dann giltPjPk = PkPj = �jkPj ; XPj = 1A = Xj ajPj : Spektraldarstellung von A.Auj = ajujEine Funktion des Operators A wird de�niert durchf(A) =Xj f(aj)Pj :Es sei H ein n{dimensionaler Vektorraum, A eine hermitesche Matrix mitnicht entarteten Eigenwerten aj und Eigenvektorenuj = 0BB@ c1(j)...cn(j) 1CCA ; ci(j) : komplex.Das Skalarprodukt sei wie folgt de�niert:u+j uk = (c�1(j); : : : c�n(j))0BB@ c1(k)...cn(k) 1CCA= Xj c�i (j)ci(k) = �jk :Dann gilt Pj = uj u+j(keine Summation �uber j) = 0BB@ c1(j)...cn(j) 1CCA (c�1(j); : : : c�n(j))� 0BB@ c1(j)c�1(j) � � � c1(j)c�n(j)... ...cn(j)c�1(j) � � � cn(j)c�n(j) 1CCA ;da Pj uk = (uju+j ) uk = uj (u+j uk) = �jkuj :



10.5. DER QUANTENMECHANISCHE HILBERT{RAUM 191Ferner PjPk = uj u+j � uk u+k = uk�jku+k = �jkuju+j= �jkPj :Ist aj entartet, mit zugeh�origen orthonormalen Eigenvektorenuj;s, s = 1; : : : ;mj, dann lautet der Projektionsoperator auf den Eigenvektor-raum Pj = mXs=1ujs � u+js :2. Ist ein System im Zustand  , so hat man f�ur den Erwartungswert < A > der Observablen A: < A > = ( ;A ) :Die Wahrscheinlichkeit w(aj ;  ) daf�ur, bei einer Messung der Observablen Aam System im Zustand  den Eigenwert aj zu messen, ist (s.S. 52):w(aj;  ) = mjXs=1 j(ujs;  )j2 ;wobei ujs, s = 1; : : : ;mj, die orthonormierten Eigenvektoren von A zum Ei-genwert aj sind. Die obige Formel f�ur die �Ubergangswahrscheinlichkeit folgtaus der Entwicklung von  nach Eigenfunktionen von A: = Xj;s cj;sujs ; cj;s = (ujs;  ) ;Pk = Xs ck;suk;s ;A = Xk ak Pk =Xk akXs ck;suk;s :( ;A ) =Xj aj( ;Pj ) =Xj ajw(aj;  ) ;d. h. wir haben w(aj;  ) = ( ;Pj ) :Ist  selbst wieder Eigenzustand eines selbstadjungierten Operators B, mitdem vollst�andigen System von Eigenfunktionen  1; : : : ;  l =  ; : : : dann gilt = P  =Xj P  j ;d. h. ( ;A ) = (P  ;AP  )= Xj (P  j;AP  j)= Xj ( j;P AP  j)� Sp (P ;AP ) :



192 KAPITEL 10. ZUR STRUKTUR DER QUANTENMECHANIKDa allgemein Sp (AB) = Sp (BA) ist, vorausgesetzt sie existieren, so folgtwegen P2 = P schlie�lich:< A > = Sp (AP )w(aj;  ) = Sp (PjP )Vorteil: Wegen der Invarianz der Spur gegen�uber unit�aren Basis{Transforma-tionen  j ! U j = P ajk k, hat man nun eine v�ollig invariante Darstellungvon < A > und w(aj;  ).



10.5. DER QUANTENMECHANISCHE HILBERT{RAUM 19310.5.2 Diracsche Notation f�ur Zustandsvektoren, Skalar-produkt und Projektions{OperatorenEine Spektraldarstellung gilt f�ur alle selbstadjungierten Operatoren (s. Litera-tur), auch f�ur solche mit kontinuierlichem Spektrum.Dirac hat in diesem Zusammenhang eine formale Schreibweise entwickelt, diediesem nichttrivialen Sachverhalt Rechnung tragen soll: Oben, unter 1) hatten wiram Beispiel des n{dimensionalen Vektorraumes gesehen, da�Auj = ajuj ; u+j uk = �jk ; uju+j = Pj ;A = X ajPj ; XPj = 1 :Dirac: uj � jaj > ; u+j �< ajju+j uk � < ajjak > ; uj � u+j = jaj >< ajjA = X ajjaj >< ajj ; X jaj >< ajj = 1( ;A ) = <  jAj >< ajj ist der zu jaj > "duale" Vektor!Diese Notation wird nun auf alle Elemente einesquantenmechanischen Hilbert{Raumes �ubertragen:Bei kontinuierlichen Eigenwerten a, a0 von A normiert man so:< a0ja >= �(a0 � a) ;A = R da aja >< aj +Pj ajjaj >< ajj :kontinuierliches diskretesSpektrum SpektrumBeispiel: Ortsoperator (1{dimensional)Qjx > = xjx > ; Q = Z +1�1 dx xjx >< xj ;< x0jx > = �(x0 � x) ;< x0jQjx > = x�(x0 � x) :Die Entwicklung eines Zustandes j > sieht dann so aus:j > = Z dx (x)jx > :< x0j > = Z dx (x) < x0jx >=  (x0) ;



194 KAPITEL 10. ZUR STRUKTUR DER QUANTENMECHANIKd.h.  (x) =< xj >: Orts{"Darstellung" von  bzw. "Schr�odinger{Dar-stellung" des Zustandes j >!Sei jp > "Eigenvektor" von P: Pjp >= pjp >; da P (x) = �hi ddx (x), so folgt ausjp > = Z dx0 < x0jp > jx0 > ;p < xjp > = Z dx0 (�hi ddx < x0jp >)�(x� x0) = �hi ddx < xjp > ;also < xjp >= c e i�hxp :Da �(x� x0) =< xjx0 > = Z dp < xjp >< pjx0 > ;(wegen Z dp jp >< pj = 1 (formal)) ;so gilt wegen �(x� x0) = jcj2 Z dp e i�hp(x � x0)= jcj22��h�(x� x0) ;da� c = (2��h)� 12 . Somit haben wir< xjp >= 1p2��he i�hx � p :Formale Interpretation:Entwickelt man die Basisvektoren jp > nach den Basisvektoren jx >, so sind dieebenen Wellen < xjp > die Entwicklungskoe�zienten!Die "Matrix{Elemente" < x0jPjx > sind gegeben durch< x0jPjx > = Z dp < x0jPjp >< pjx >= Z dp p 12� e i�hp(x0 � x)= �hi ddx0 Z dp 12��h e i�hp(x0 � x) = �hi ddx0 �(x0 � x) ;also: < x0jPjx >= �hi ddx0�(x0 � x) :



10.5. DER QUANTENMECHANISCHE HILBERT{RAUM 195Seien jE > die Eigenvektoren von H,HjE >= EjE > :"Einschieben" von 1 = R dxjx >< xj ergibtZ dx0Hjx0 >< x0jE >= EjE > :Mit uE(x) �< xjE > erh�alt manZ dx0 < xjHjx0 > uE(x0) = EuE(x) :F�ur H = 12mP 2 + V (Q) folgt daraus< xjV (Q)jx0 >= V (x0)�(x� x0)sowie < xjP2jx0 >= ��h2 d2dx2 �(x� x0), und damitZ dx0[� �h22m d2dx2 �(x� x0) + V (x0)�(x� x0)]uE(x0) = EuE(x)oder (nach zweimaliger partieller Integration des kinetischen Termes sowie wegenlimx!�1) � �h22m d2dx2uE(x) + V (x)uE(x) = EuE(x) ;d.h. die Schr�odinger{Gleichung in der Ortsdarstellung!Interpretation: Die Basisvektoren jE >, die Eigenvektoren von H, lassen sichals Linearkombination der jx > darstellen, mit < xjE >= uE(x) als Entwicklungs-koe�zienten: jE >= Z dx < xjE > jx >= Z dx uE(x)jx >Die uE(x) sind die Matrix{Elemente einer (formal!) unit�aren Transfor-mation von der Basis fjx >g zu der Basis fjE >g, denn aus < x0jx >= �(x0�x)folgt < E 0jE > = Z dx0 dxu�E0(x0) < x0juE(x)jx >= Z dx0 dxu�E0(x0)uE(x)�(x0 � x)= Z dxu�E0(x)uE(x)= �(E 0 � E) :Die Darstellung der Gr�o�en in der Basis fjE >g, "Energie"{Darstellung auch"Heisenberg{Darstellung", sieht folgenderma�en aus:< E 0jHjE >= E < E 0jE >= E�(E 0 � E)



196 KAPITEL 10. ZUR STRUKTUR DER QUANTENMECHANIK(�(E 0�E) bedeutet �jk, falls E 0 und E zum Punktspektrum vonH geh�oren E 0 = Ej ,E = Ek, �(E 0 � E) meint die "�{Funktion", falls E 0 und E zum kontinuierlichenSpektrum geh�oren)< E 0jQjE > = Z dx < E 0jQjx >< xjE >= Z dxx < E 0jx >< xjE >= Z dxu�E0(x)xuE(x) :Analog: < E 0jPjE > = Z dp ~u�E0(p) p ~uE(p)~uE(p) = < pjE > :10.6 Die Dichte{MatrixWir haben bisher nur solche quantenmechanischen Systeme diskutiert, die sich ineinem ganz bestimmten Zustand  (~x; t), u(~x) etc. be�nden; dieser Zustand kannnat�urlich als Linearkombination einer beliebigen Basis beschrieben werden. DasSystem be�ndet sich jedoch in genau einem Zustand.In vielen F�allen | z. B. bei atomaren Teilchen in einem Strahl, bzw. bei derThermodynamik von quantenmechanischen Systemen { wei� man jedoch nicht, ingenau welchem Zustand sich ein System be�ndet, sondern man kann nur gewisseWahrscheinlichkeiten daf�ur angeben, das System in einem bestimmten Zustand an-zutre�en.Quantitativ kann man eine solche Situation so beschreiben:Es sei fuj ; j = (j1; : : : ; jg)g das vollst�andige System von Eigenvektoren eines voll-st�andigen Satzes A = (A1; : : : ;Ag) von kommutierenden, selbstadjungierten Ope-ratoren. Projektionsoperatoren auf die von den uj aufgespannten, 1{dimensionalenUnterr�aume seien Pj . Die Wahrscheinlichkeit daf�ur, das System im Zustand uj zu�nden, sei wj, Xj wj = 1.Der Operator | Dichte{Operator |� =Xj wjPj ;hat u.a. folgende Eigenschaften:�+ = �; �uj = wjuj ;d.h. die uj sind Eigenfunktionen von � zum Eigenwert wj, (uj; �uk) = �jkwj,Xj (uj; �uj) � Sp � =Xj wj = 1 :



10.6. DIE DICHTE{MATRIX 197Falls das System sich mit Sicherheit in dem Zustand uj be�ndet, d. h. falls wj = 1,wk = 0, k 6= j, so ist � Projektionsoperator:� = Pj ; �2 = � :Umgekehrt folgt aus �2 = �, Sp � = 1, da� � Projektionsoperator auf einen 1{dimensionalen Unterraum ist. Man sagt dann, das System be�nde sich in einem"reinen" Zustand, falls �2 = �, und: es be�nde sich in einem "gemischten"Zustand (in einem "Gemisch" oder "Gemenge"), falls �2 6= �.Das System be�nde sich in einem durch � beschriebenen Zustand.Ferner sei ~A der einer Observablen zugeordnete selbstadjungierte Operator mitEigenwerten ~ak und Eigenfunktionen ~uk, wobei die ~ak entartet sein k�onnen. DieWahrscheinlichkeitw(~ak; �) daf�ur, bei einer Messung von ~A das System im Zustande~uk anzutre�en, ist dann gegeben durchw(~ak; �) = Xj wjj(~uk; uj)j2 =Xj wj < ~akjaj >< ajj~ak >= Xj < ~akjwjPj j~ak >=< ~akj � j~ak > :Ist Pk Projektionsoperator auf den Eigenvektor{Unterraum von ~ak, so kann manauch schreiben: w(~ak; �) = Sp (Pk �) :F�ur den Erwartungswert von ~A im "Zustand" � erh�alt man daraus< ~A >� � Xk ~akw(~ak; �) =Xk ~akSp (Pk �)= Xk Sp (~akPk �) = Sp ( ~A�) ;also < ~A >�= Sp ( ~A �) = Sp (� ~A) :Beispiele:1. Strahl von Teilchen mit Spin 12�h. Solch ein System besteht in der Regel ausN unabh�angig voneinander ("inkoh�arent") erzeugten Teilchen, von denen f�urjedes einzelne der Spin wie in Kapitel 7 durch eine 2{komponentige Wellen-funktion � = c+�+ + c��� beschrieben wird.Die allgemeinste hermitesche 2� 2{Matrix mit der Spur 1 hat die Form� = 12(1 + ~P � ~�) ;= 12  1 + P3 P1 � iP2P1 + iP2 1 � P3 ! ;~P = (P1; P2; P3) : Polarisationsvektor ;�j : Pauli{Matrizen.



198 KAPITEL 10. ZUR STRUKTUR DER QUANTENMECHANIKDa �2 = 14(1 + jj~P jj2 + 2~P � ~�) und damitSp �2 = 12(1 + jj~P jj2) � 1 ;so mu� jj~P 2jj � 1gelten. F�ur jj~P jj2 = 1 gilt �2 = � : reiner Zustand!Die Eigenwerte von � sind 12(1�qjj~P jj2).Sei nun ~n Einheitsvektor, ~n2 = 1. Dann istSn = ~n � ~S = 12�h~n � ~�Komponente von ~S in Richtung ~n. Sn hat die Eigenwerte �12�h, da S 2n = 14�h2.Die Projektionsoperatoren auf die beiden zugeh�origen Eigenzust�ande �+(~n)und ��(~n) sindP+(~n) = 12(1 + ~n � ~�) ; P�(~n) = 12(1� ~n � ~�) ;denn P2+(~n) = P+(~n), P2�(~n) = P�(~n), Sp (P�(~n)) = 1,P+(~n) �P�(~n) = 0. Es sei � ein beliebiger Spinor (normiert). Dann�+(~n) = P+(~n)� ;��(~n) = P�(~n)� ;Sn�+(~n) = 12�h~n � ~�12(1 + ~n � ~�) = 12�hP+(~n)� ;Sn��(~n) = 12�h~n � ~�12(1� ~n � ~�) = �12�hP�(~n)� ;da (~n � ~�)2 = 1.Wegen (~n � ~�)(~P � ~�) = ~n � ~P + i~� � (~n� ~P ) ;gilt Sp (~n � ~� � �) = ~n � ~P , und daherw+(~n) � Sp (P+(~n)�) = 12(1 + ~n � ~P ) ;w�(~n) � Sp (P�(~n)�) = 12(1 � ~n � ~P ) ;< ~n � ~S >� = 12�h~n � ~P :



10.7. UNSCH�ARFE{RELATIONEN 199~n � ~P hei�t der Polarisationsgraddes Strahles in Richtung ~n.Spezialf�alle:(a) ~P = 0: der Strahl ist bez�uglich jeder Richtung unpolarisiert.(b) ~P = ~n: der Strahl be�ndet sich in einem reinen Zustand und ist voll-st�andig in Richtung ~n polarisiert.(c) ~P = (0; 0; P3): Strahl ist nur in 3{Richtung polarisiert; falls P3 = 1, dannhandelt es sich um einen reinen Zustand, alle Spins zeigen nach oben.Im allgemeinen h�angt � von den 3 reellen Parametern Pi ab, d.h. man braucht3 unabh�angige Messungen, um � zu bestimmen!2. Ein quantenmechanisches System be�nde sich in einem W�armebad der Tem-peratur T ; dann ist �(H; T ) = e�H=kTSp (e�H=kT ) ;Herleitung in der Quantenstatistik.10.7 Unsch�arfe{RelationenBei gegebener Dichte{"Matrix" � sind die mittleren Schwankungen �A und �Bder selbstadjungierten Operatoren A und B de�niert durch�A = +[< (A� < A >)2 >] 12 = +[< A2 > � < A >2] 12 ;�B = +[< (B� < B >)2 >] 12 = +[< B2 > � < B >2] 12 :Es sei � =Xj wjjuj >< ujj :Mit A und B sind auch AB + BA und i(AB � BA) selbstadjungiert, d. h.(uj; (AB +BA)uj) und (uj; i(AB �BA)uj) sind reell.Aus der Schwarzschen Ungleichung ( 1;  1)( 2;  2) � j( 1;  2)j2 folgt dann(uj;A2uj)(uj;B2uj) = (Auj ;Auj)(Buj;Buj)� j(Auj ;Buj)j2= j12(uj; (AB +BA)uj)� i2(uj; i(AB �BA)uj)j2� j12(uj; [A;B]uj)j2 :



200 KAPITEL 10. ZUR STRUKTUR DER QUANTENMECHANIKErsetzt man A und B durchA� < A > ; B� < B > ;so erh�alt man(uj; [A� < A >]2uj)(uj; [B� < B >]2uj) � j12(uj; [A;B]uj)j2 :Betrachtet man nun w 12j (uj; [A� < A >]uj) 12 und w 12j (uj; [B� < B >]uj) 12 alsKomponenten von (unendlich dimensionalen) Vektoren, auf die man ebenfalls dieSchwarzsche Ungleichung anwenden kann, so folgt:Xj wj(uj; [A� < A >]2 uj) Xk wk(uk; [B� < B >]2 uk)� jXk wk(uk; [A� < A >]2uk) 12 (uk; [B� < B >]2uk) 12 j2� j12Xk wk(uk; [A;B]uk)j2 ;so da� schlie�lich (�A)(�B) � 12 j < [A;B] > j :Dies ist die allgemeine "Unsch�arfe"{Relation f�ur zwei Operatoren imZustand �.Beispiel: A = P, B = Q, [P;Q] = �hi , also(�P )(�Q) � 12�h :Das Gleichheitszeichen gilt in der Schwarzschen Ungleichung ( 1;  1)( 2;  2) �j( 1;  2)j2 genau dann, wenn  2 = � 1. Angewandt auf  2 = (A� < A >)~u, 1 = (B� < B >)~u, bedeutet dies(A� < A >)~u = �(B� < B >)~u :Damit ferner aus dem 2. Teil der obigen Ungleichungen eine Gleichung wird, mu�(~u;AB~u) = �(~u;BA~u) sein, d. h. � ist rein imagin�ar: � = i
:(A� < A >)~u = i
(B� < B >)~u ; 
 reell.F�ur gegebene A und B ist dies eine Bestimmungsgleichung f�ur ~u.Beispiel: A = P = �hi ddx ; B = Q = x ; < P >= p0 ; < Q >= x0 ;



10.8. WEITERE LITERATUR 201Die Di�erentialgleichung (�hi ddx � p0)~u = i
(x� x0)~u(x) ;hat die L�osung ~u(x) = const: e i�hp0x e� 
2�h(x� x0)2 ;d. h. die Gau�schen Wellenpakete haben die Eigenschaft (�Q)(�P ) = 12�h!10.8 Weitere Literatur zur Struktur und Inter-pretation der QuantenmechanikNeben der schon am Anfang von Kapitel 1 der Vorlesung aufgef�uhrten Literatur seinoch die folgende genannt, die vor allem die Diskussionen ber�ucksichtigt, die es inden letzten Jahren zur Interpretation der Quantenmechanik gegeben hat, insbeson-dere auch im Zusammenhang mit der sogen. "Bell'schen Ungleichung".1. Proceedings of the International Symposium "Foundations of Quantum Me-chanics in the Light of New Technology" (1983), ed. by S. Kamefuchi et al.,Physical Society of Japan, Tokyo 1984.2. Fundamental Questions in Quantum Mechanics, ed. by L.M. Roth and A.Inomata, Gordon and Breach, New York etc. 1986.3. Symposium on the Foundations of Modern Physics, ed. by P. Lahti and P.Mittelstaedt, World Scienti�c, Singapore 1985.4. Quantum Concepts in Space and Time, ed. By R. Penrose and C.J. Isham,Clarendon Press, Oxford 1986.5. Proceedings of the 2nd International Symposium "Foundations of QuantumMechanics in the Light of New Technology" (1986) , ed. by M. Namiki et al.,Physical Society of Japan, Tokyo 1987.6. J.S. Bell, Speakable and unspeakable in quantum mechanics, Cambridge Uni-versity Press, Cambridge etc. 1987.7. Quantum Implications, Essays in Honour of David Bohm, ed. by B.J. Hileyand F.D. Peat, Routledge and Keagon-Paul, London etc. 1987.8. D. Bohm, B.J. Hiley and P.N. Kaloyerou, Physics Reports 144(1987)321.9. Quantum Mechanics Versus Local Realism, The Einstein-Podolsky-Rosen Pa-radox, ed. by F. Selleri, Plenum Press, New York and London 1988.



Kapitel 11St�orungstheorie zeitabh�angigerProzesseDie meisten physikalischen �Uberg�ange sind tats�achlich nicht "station�ar" sondernlaufen in einem endlichen Zeitintervall ab, d.h. man mu� die zeitabh�angige Schr�o-dinger{Gleichung bzw. zeitabh�angige Operatoren zur Beschreibung des Systems be-nutzen. Wichtige Beispiele sind:1. Emission und Absorption von Quanten (Licht etc.),2. Zerf�alle von Teilchen,3. Streuprozesse.In der Regel wird die f�ur die betrachteten Vorg�ange ma�gebliche WechselwirkungV (t) erst zu einer Zeit t > �T , T � 0, wirksam und ist sp�ater f�ur t > T nicht mehrsp�urbar, d.h. wir haben: V (t) = 0 f�ur jtj > T � 0oder V (t) � V"(t) = e�"jtj V mit " > 0wobei im letzten Ausdruck V h�ochstens polynomial f�ur gro�e jtj anw�achst.11.1 Schr�odinger{BildEs sei H = H0 + V (t). Die "in�nitesimale" Zeitentwicklung eines Schr�odinger{Zustandes  S(t) ist dann gegeben durch:i�h @t S(t) = H S(t) :Falls H nicht von der Zeit t abh�angt, so ist die Zeitentwicklung von  S(t0) zurZeit t0 nach  S(t) zur Zeit t > t0 nach Abschnitt 10.1 gegeben durch die unit�are202



11.1. SCHR �ODINGER{BILD 203Transformation:  S(t) = U(t; t0) S(t0)U(t; t0) = e� i�hH(t� t0)U(t0; t0) = 1:Frage: wie sieht U(t; t0) aus, falls H explizit von der Zeit abh�angt: H = H(t)?In diesem Fall l�a�t sich U(t; t0) formal so bestimmen: Aus  S(t) = U(t; t0) S(t0)folgt i�h@t S(t) = i�h@tU(t; t0) S(t0). Der Vergleich miti�h @t S(t) = H S(t) = H U(t; t0) S(t0)ergibt f�ur U(t; t0) die Di�erentialgleichung:i�h@tU(t; t0) = H U(t; t0)mit der Anfangsbedingung U(t0; t0) = 1. Die Di�erentialgleichung l�a�t sich formaldurch eine Reihe f�ur U(t; t0) l�osen: Zusammen mit der Anfangsbedingung ist sieder folgenden Integralgleichung f�ur U(t; t0) �aquivalent:U(t; t0) = 1 + 1i�h Z tt0 dt0H(t0)U(t0; t0):Die L�osung dieser Integralgleichung l�a�t sich in Form einer sogenannten "Neumann-schen Reihe" angeben: Man setztU (0)(t; t0) = 1 ;U (1)(t; t0) = 1 + 1i�h Z tt0 dt1H(t1)U (0)(t1; t0) ;U (2)(t; t0) = 1 + 1i�h Z tt0 dt2H(t2)U (1)(t2; t0) ;= 1 + 1i�h Z tt0 dt1H(t1) + � 1i�h�2 Z tt0 dt2H(t2) Z t2t0 dt1H(t1) :Entsprechend ergibt sich f�ur U (n)(t; t0):U (n)(t; t0) = 1 + 1i�h Z tt0 dtnH(tn)U (n�1)(tn; t0) ;so da� U(t; t0) = 1Xn=0� 1i�h�n Zt�tn�����t1�t0 dtn � � � dt1H(tn) � � �H(t1):



204 KAPITEL 11. ST �ORUNGSTHEORIE ZEITABH�ANGIGER PROZESSEUnter dem Integral ist die Reihenfolge der H(ti) wichtig, da i.a. H(t2)H(t1) 6=H(t1)H(t2). Der Teilraum, �uber den integriert wird, sieht f�ur n = 2 so aus:
-

6
�������������

�
t0 t1
t2 t2 � t1

Die Integration �uber t1 und t2 etc. l�a�t sich durch folgenden Trick symmetrisieren:De�nition: T (H(t1)H(t2)) = ( H(t1)H(t2) f�ur t1 > t2H(t2)H(t1) f�ur t2 > t1Da T (H(t1)H(t2)) = T (H(t2)H(t1)), so gilt:Z tt0 dt2H(t2) Z t2t0 dt1H(t1) = 12 Z tt0 Z tt0 T (H(t1)H(t2)) :Ist �(t) die Stufenfunktion �(t) = ( 1 f�ur t > 0 ;0 f�ur t < 0 ;so kann man auch schreibenT (H(t1)H(t2)) = �(t1 � t2)H(t1)H(t2) + �(t2 � t1)H(t2)H(t1) ;und allgemein:T (H(t1) � � �H(tn)) = XPermut: �(t�1 � t�2) � � � �(t�n�1 � t�n)H(t�1) � � �H(t�n) :Damit erhalten wir f�ur U(t; t0):U(t; t0) = 1Xn=0� 1i�h�n 1n! Z tt0 � � � Z tt0 dt1 � � � dtnT (H(t1) � � �H(tn))� T �exp�� i�h Z tt0 dt0H(t0)�� :



11.2. DIRAC{ ODER WECHSELWIRKUNGSBILD 205U(t; t0) ist unit�ar: U+(t; t0)U(t; t0) = 1 = U(t; t0)U+(t; t0)falls H selbstadjungiert ist.Plausibilit�atsbetrachtung: Es sei t� t0 = n�, n gro�, dann istU(t0 +�; t0) = 1 � i�hH(t0)� � e� i�hH(t0)� : unit�arU(t0 + 2�; t0) = U(t0 + 2�; t0 +�)U(t0 +�; t0)� e� i�hH(t0 +�)�e� i�hH(t0)� : unit�ar� � �U(t; t0) � e� i�hH(t0 + (n� 1)�)� � � � e� i�hH(t0)� : unit�ar11.2 Dirac{ oder WechselwirkungsbildDieses, vor allem f�ur die St�orungstheorie wichtige "Bild" zur zeitlichen Entwicklungeines quantentheoretischen Systems, wurde von Dirac eingef�uhrt (s. Kap. 10.1): Essei H(t) = H0 + V (t) ;wobei H0 nicht explizit von der Zeit abh�angt. BeimWechselwirkungsbild separiertman den Anteil der Zeitentwicklung von  S(t) ab, der von dem Anteil H0 desHamiltonoperators herr�uhrt: I(t) = e i�hH0t S(t) ;AI(t) = e i�hH0tASe� i�hH0t :F�ur V = 0 hat man  I(t) =  S(t) ;d.h., falls V (t)! 0 f�ur jtj ! 1, so "folgt" (d.h. ohne mathematische Details) I(t!�1) = 'aus=ein ; H0 'aus=ein = E(aus=ein)0 'aus=ein :Es gilti�h@t I = �H0 e i�hH0t  S(t) + e i�hH0t i�h@t S(t) = e i�hH0t V (t) S(t) = VI (t) I(t) ;



206 KAPITEL 11. ST �ORUNGSTHEORIE ZEITABH�ANGIGER PROZESSEalso i�h @t I = VI(t) I(t) undddtAI = i�h [H0; AI] + (@tA)I :Entsprechend demOperator U(t; t0) im Schr�odinger-Bild gibt es hier ein UI(t; t0)mit der Eigenschaft  I(t) = UI(t; t0) I(t0) ; UI(t0; t0) = 1 :Falls V (t) nicht explizit von der Zeit abh�angt, so hat man (s. Abschnitt 10.1)UI(t; t0) = e i�hH0t e� i�hHt e i�hHt0 e� i�hH0t0 :Ist V (t) dagegen zeitabh�angig, so verf�ahrt man v�ollig analog wie im Schr�odinger{Bild:Aus der Di�erentialgleichung:i�h @tUI(t; t0) = VI(t)UI(t; t0)folgt die IntegralgleichungUI(t; t0) = 1 + 1i�h Z tt0 dt0VI (t0)UI(t0; t0) ;und aus ihr die Reihe:UI(t; t0) = 1Xn=0 1n! 1(i�h)n Z tt0 dt1 � � � dtn T (VI(t1) � � � VI(tn))= T �exp�� i�h Z tt0 dt0 VI(t0)�� :Sie ist der ma�gebliche Ausgangspunkt f�ur sehr viele st�orungstheoretische Rechnun-gen, indem man sukzessive die Terme mit n = 1; 2; 3 etc. ber�ucksichtigt.11.3 �Uberg�ange 1. OrdnungEs seien 'n = 'n(t = 0) die station�aren Eigenzust�ande von H0: H0 'n = En 'n.Liegt zur Zeit t = t0 der Zustand  I(t0) vor, so entwickelt sich daraus aufgrund der



11.3. �UBERG�ANGE 1. ORDNUNG 207"St�orung" VI(t) zur Zeit t der Zustand  I(t) = UI(t; t0) I(t0) . Nimmt man ausder Reihe f�ur U(t; t0) nur die Terme mit n = 0 und 1 mit, so folgt: I(t) =  I(t0) + 1i�h Z tt0 dt0 VI (t0) I(t0) :Zur Zeit t0 = �T , T � 0, liege der Eigenzustand 'n vor:  I(�T ) = 'n. Dannist die Wahrscheinlichkeitsamplitude daf�ur, da� zur Zeit t = +T der Zustand 'mvorliegt, durch ('m;  I(T )) = �mn + 1i�h Z +T�T dt0 ('m; VI(t0)'n)gegeben. Da VI(t) = e i�hH0t V (t) e� i�hH0t, so folgt('m; VI (t)'n) = e i�h(En � Em)t ('m; V (t)'n)und daher ('m;  I(T )) = �mn + 1i�h Z +T�T dt0e i�h(En � Em)t0 ('m; V (t0)'n)Dies ist die grundlegende Formel f�ur die Berechnung der �Ubergangswahrscheinlich-keit wn!m(2T ) = j('m;  I(T ))j2f�ur die St�orungstheorie der ersten Ordnung in V (t). Um die Formel weiter auszu-werten, sind zus�atzliche Annahmen zur Form von V (t) notwendig. Zwei wichtigeBeispiele seien beschrieben:11.3.1 Zeitunabh�angiges PotentialFalls V nicht explizit von der Zeit abh�angt, so l�a�t sich das Zeitintegral unmittelbarausf�uhren:Z +T�T dt0ei!nmt0 = 2 sin(!mnT )=!mn ; !mn = 1�h(Em �En) :Bei der Berechnung von wn!m(2T ) braucht man noch die BeziehunglimT!1 sin2(xT )�x2T ! = �(x) ;



208 KAPITEL 11. ST �ORUNGSTHEORIE ZEITABH�ANGIGER PROZESSEdie sich so begr�unden l�a�t: Es sei f(x) eine Testfunktion. Dann giltZ +a�a dx sin2(xT )x2T f(x) = Z +aT�aT dy sin2(y)y2 f(y=T ) ; y = Tx :F�ur gro�e T folgt daraus:: : : � f(0) Z +1�1 dy sin2(y)y2 = f(0)� :Daraus erhalten wir f�ur m 6= nwn!m(2T ) = 4� 1�h2 T �(!mn) j ('m; V 'n) j2Wegen �(ax) = 1jaj�(x) bekommen wir damit schlie�lich die Rate�n!m = wn!m(2T )=(2T ) :�n!m = 2��h �(En � Em) j ('m; V 'n) j2 :Im allgemeinen steht als Endzustand nicht nur ein einziger Zustand 'm mit scharferEnergie experimentell zur Verf�ugung, sondern ein Energieintervall �Em, in dem�(Em)�(Em) Zust�ande liegen. Dann betr�agt die Gesamtrate��n(En) = Z dEm �(Em) �n!m = 2��h �(En) j ('n; V 'n) j2 :Diese Formel wird { nach Fermi { als "Goldene Regel" der 1. Ordnung f�ur diezeitabh�angige St�orungstheorie bezeichnet. Es sei nochmals betont, da� die 1. Ord-nung der St�orungstheorie nur Sinn macht, falls die h�oheren Ordnungen entsprechendvernachl�assigt werden k�onnen.11.3.2 Zeitlich periodisches PotentialV (t) habe die Gestalt V (t) = Ae�i!t +A+ ei!t :F�ur die �Ubergangsamplitude ergibt sich daraus (m 6= n)('n; 'I(T )) = 1i�h Z +T�T dt �ei(!mn � !)t hmjA jni+ ei(!mn + !)t hmjA+ jni� :Bei der Berechnung der �Ubergangswahrscheinlichkeit ist zu beachten, da� die ge-mischten Terme beim Quadrieren wegfallen: F�ur sehr gro�e T gilt n�amlich:Z +T�T dt ei(!mn � !)t Z +T�T dt0 ei(!mn + !)t0 � �(!mn � !) �(!mn + !) = 0 :



11.4. POTENTIALSTREUUNG: 1. ORDNUNG ST �ORUNGSTHEORIE 209Wir haben demnach f�ur gro�e Twn!m = 4�T 1�h2 ��(!mn � !) jhmjA jnij2 + �(!mn + !) ���hmjA+ jni���2� :F�ur die Rate �n!m = wm!n=(2T ) folgt daraus�n!m = 2��h ��(Em � En � �h!) jhmjA jnij2 + �(Em � En + �h!) ���hmjA+ jni���2� :Wegen Em = En+�h! beschreibt der Operator A einen Absorptionsproze�, w�ahrendA+ wegen Em = En � �h! einen Emissionsproze� f�ur ein Quant der Energie �h! be-schreibt. Die gerade skizzierten �Uberlegungen sind sehr wichtig f�ur die Absorptionund Emission von Strahlung (s. Abschnitt 16.4 in Schwabl, Quantenmecha-nik, 4. Au
.).11.4 Potentialstreuung: 1. Ordnung St�orungs-theorieEs sei H0 = � �h22m� und ~V ein Potential, an dem die im Anfangs- und Endzustandfreien Teilchen gestreut werden, H = H0 + ~V . Das System sei in einem VolumenV = L3, und die freien Wellenfunktionen'~k = 1pV ei~k � ~xgen�ugen periodischen Randbedingungen: eikjL = 1 , d.h. wir haben~k = 2�L ~n; ~n = (n1; n2; n3); ni = 0;�1;�2; : : :Anfangszustand: '~ka = 1pV ei~ka � ~x ; Ea = �h2k2a2m ;Endzustand: '~ke = 1pV ei~ke � ~x ; Ee = �h2k2e2m :F�ur die �Ubergangsrate �~ka!~ke erh�alt man:�~ka!~ke = 2��h �(Ee � Ea) ���D~ke��� ~V ���~kaE���2D~ke��� ~V ���~kaE = 1V Z d3x ei(~ka � ~ke) � ~x ~V (~x) :Die Anzahl der Zust�ande im Endzustandintervall �k1e�k2e�k3e = �3ke ist gegebendurch �3ne = V(2�)3�3ke ;



210 KAPITEL 11. ST �ORUNGSTHEORIE ZEITABH�ANGIGER PROZESSEund die zugeh�orige Rate durch�~ka!~ke �3ne = 1(2�)2�hV �(Ea �Ee)�3ke �����Z d3x ei(~ka � ~ke) � ~x ~V (~x)�����2 :Die Teilchenstromdichte ~|a der einfallenden Teilchen ist hier~|a 1V �h~kam ;und damit erhalten wir f�ur den 3fach di�erentiellen Wirkungsquerschnitt�3� = �~ka!~ke �3nej~|aj = m(2��h)2 1j~kaj �(Ea � Ee)�3ke �����Z d3x ei(~ka � ~ke) � ~x ~V (~x)�����2 :Wegen d3ke = k2edked
e = m�h2 kedEed
e bekommen wir schlie�lich (ke = ka):d3� = m(2��h)2 �����Z d3x ei(~ka � ~ke) � ~x ~V (~x)�����2 �(Ea � Ee) dEe d
e:Die Integration �uber die Endzustandsenergie Ee ergibt die wichtige Formeld�(1)d
e = m(2��h)2 �����Z d3x ei(~ka � ~ke) � ~x ~V (~x)�����2 :(Der Index (1) soll andeuten, da� es sich lediglich um die 1. N�aherung handelt!)Man sieht, da� d�(1)=d
e nur vom Impuls�ubertrag ~q = ~ka � ~ke abh�angt.Falls ~V (~x) = ~V (r), so l�a�t sich das Integral noch weiter vereinfachen:Z d3x eirq cos � ~V (r) = 2� Z 10 dr r2 ~V (r) Z �0 d�eirq cos � sin �= 2� Z 10 dr r2 ~V (r) Z +1�1 dzeirqz= 4�q Z 10 dr r ~V (r) sin(qr) ;so da� d�(1)d
e =  4m2q2�h4! ����Z 10 dr r ~V (r) sin(qr)����2 :



11.4. POTENTIALSTREUUNG: 1. ORDNUNG ST �ORUNGSTHEORIE 211Beispiel: Yukawa{Potential: ~V (r) = g e��rr :Da Z 10 dr e��r sin(rq) = qq2 + �2 , so folgtd�(1)d
e = �2mg�h2 �2 1(q2 + �2)2 :Da ~q 2 = (~ka � ~ke)2 = 2k2a(1 � cos[ 6 (~ka; ~ke)]) ;6 (~ka; ~ke) = # : Streuwinkel ;und (1� cos #) = 2 sin2(#=2), so folgtq2 = 4k2a sin2 #2 = 8mEa�h2 sin2 #2 :F�ur � = 0 ergibt sich daher: d�(1)d
 = g216E2a 1sin4 #2 :Dies ist die exakte Rutherfordsche Formel f�ur die Coulomb{Streuung. Sieergibt sich also schon in 1. Ordnung St�orungstheorie.


