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Kapitel 1

Literatur

1.0 Warnung:

Es gibt zahllose Biicher iiber Quantenmechanik, aber nicht alle sind gut !!
(Selbst, wenn sie preiswert sind!)

1.1 Als Vorbereitung und Vorstufe

1. Quantum Physics, Berkeley Physics Course Bd. 4,
McGraw - Hill Book Comp., New York etec. 1971
Deutsche Ubersetmmg: Quantenphysik, 2. Aufl.,
F. Vieweg & Sohn, Braunschweig 1985.

2. E.W. Schpolski, Atomphysik T (u. 1), 18. (u. 13.) Aufl.
VEB. Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1988 (u. 1985).

1.2 Zur Vorlesung:

1. F. Schwabl, Quantenmechanik, 4. verb. Aufl.,
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg etc. 1993.

Dieses Lehrbuch wird in erster Linie empfohlen!

2. St. Gasiorowicz, Quantum Physics, (Paperback!)
Wiley and Sons, New York etc. .
Deutsche Ubersetmmg: Quantenphysik, 4. Aufl.
Oldenbourg, Munchen 1987.

3. L.I. Schiff, Quantum Mechanics, 3. ed. (International Student Edition)
McGraw - Hill, Kogakusha, I.TD., Tokyo etc. 1968.

4. 1..D. Landau u. E.M. Lifshitz, Theor. Phys. TII,
Quantum Mechanics , Pergamon Press, Oxford 1965.
Deutsche Ubersetzung: Quantenmechanik, 8. Aufl. Berlin 1988.
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5. The Feynman Lectures on Physics, Bd. TII,
Addison - Wesley, Reading (Mass.) 1965.

6. R. Jost, Quantenmechanik T u. II,
Verlag der Fachvereine an der ETH Zurich, Zirich 1969 u. 1973.

1.3 Mathematik zur Quantenmechanik:

1. J. von Neumann, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik

Springer-Verlag, Berlin ete. 1931, Nachdruck 1968.

2. G. Hellwig, Differentialoperatoren der Mathematischen Physik,
Springer-Verlag, Berlin etc. 1964.

3. Th.F. Jordan, Linear Operators for Quantum Mechanics,
J. Wiley & Sons, New York 1969.

4. G. Ludwig, Foundations of Quantum Mechanics T u. I1,
Springer-Verlag, New York etc. 1983 u. 85.

1.4 Zur Geschichte und Interpretation der Quan-
tenmechanik

1. M. Jammer, The Philosophy of Quantum Mechanics,
J. Wiley & Sons , New York 1974.

2. B. d’Espagnat, Conceptual Foundations of Quantum Mechanics, 2nd ed.
Benjamin Inc., Reading (Mass.) 1976.

3. K. Baumann u. R.U. Sexl, Die Deutungen der Quantentheorie,
Vieweg, Braunschweig 1984.

4. J.A. Wheeler and W.H. Zurek (eds.), Quantum Therory and Measurement,

Princeton University Press, Princeton (New Jersey), 1983.

Bemerkungen

Die Vorlesung wird im Aufbau ahnlich wie die Biicher von Schwabl, Schiff und
Gasiorowicz sein. Feynman ist sehr orginell und interessant, aber unnachahmlich!
Die Vorlesungsausarbeitung von Jost ist mathematisch sehr anspruchsvoll.

Die Vorlesung folgt nicht der geschichtlichen Entwicklung (hierzu: Jammer).
Weitere Literatur wird im Laufe der Vorlesung angegeben.

Wichtige Parallel - Vorlesung: ”Atome, Molekiile, Kerne.”



Kapitel 2

Schwierigkeiten mit der

klassischen Mechanik und der
Elektrodynamik in der Physik
der Atome

Ende des vorigen und Anfang dieses Jahrhunderts gab es bei den Versuchen, atomare
Phanomene mittels der klassischen Mechanik und der Maxwellschen Elektrodyna-
mik zu verstehen, prinzipielle Schwierigkeiten.

Finige markante, die dann zur Quantenmechanik fithrten, werden in den folgenden
Abschnitten behandelt.

2.1 Hohlraumstrahlung

Hier sei nur ein zusammenfassender Bericht gegeben, Details werden in der Quanten-
statistik abgeleitet. Die Wande eines Hohlraums seien auf die (absolute) Tempe-
ratur T gebracht. Die Atome und Molekiile der Wande strahlen elektromagnetische
Wellen in den Hohlraum ab. Die Wellen treffen ihrerseits wieder auf die Wande,
werden absorbiert oder reflektiert etec. Dabei stellt sich bald ein von T abhangiges
(thermodynamisches) Gleichgewicht ein!

Die Strahlung im Innern setzt sich aus elektromagnetischen Schwingungen verschie-
dener Frequenzen w zusammen:

1. Elektrische Feldstarke:

—

ﬁxaty—me(awy“wfk‘@)j

k : Wellenvektor (zeigh in Ausbreitungsrichtung) .

_ , .
HW=+W+%+%W%3§_%[




4 HOHLRAUMSTRAHLUNG

A Wellenlange ; ¢ : Lichtgeschwindigkeit im Vakuum,

Transversalitat : E(w) &= 0.

2. Magnetische Feldstarke:
B (7, 1)= |~ x F..

Die zur Frequenz w gehorige Energiedichte ist:
wy, (T, 1) = —

s "Gleichgewicht” beinhaltet eine Mittelung tiber die Zeit t:

] T
U, (%) := lim —/ w,, (T, 1)dt .
0

T—=00 T,

Welche Figenschaften hat wu,?

Speziell, wie hangt u,, von der Temperatur T ab?

Frage:

Kirchhoff: aus thermodynamischen Grinden kann u, nicht von ¥ abhangen,
ferner auch nicht vom Material der Wande, d.h. wu,, ist eine universelle Funktion,
die auer von w nur von T abhangt.

Wien: ehenfalls aus thermodynamischen Griinden kann w,(7) nur die Form

u,(T) = ng(w/T> )

haben' |, wobei f eine zunachst noch unbekannte Funktion ist .
Problem: Wie sieht f aus 7
F, bzw. (B,) gentigt der Wellengleichung:

—f)fﬁw = Aﬁw = —Ezﬁw; f)fﬁw = —wQﬁw )

Analog wie bei einem akustischen Hohlraumresonator oder bei einer schwingenden
Saite bilden die elektromagnetischen Wellen stehende Wellen im Hohlraum. Dabei
miussen Ff,mq und Bm,,man der Wand verschwinden.

'7ur Herleitung s. 7.B. M. Planck, Vorlesungen iiber die Theorie der Warmestrahlung, 5. Aufl.,
J.A. Barth, Leipzig 1923, 71-90; Jost T, Kapitel T ; M. Born, Atomic Physics, 4th ed. Anhang
XXVII, Blackie and Sons, London and Glasgow 1946, bzw. 5th ed. (1951), Anhang XXXTIT.
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Die Anzahl AN = n(w)Aw dieser Wellen im Intervall Aw kann man abzahlen. Man

erhalt:
9
n(w) = (pro Volumen!).

m2ed

Wegen f)fﬁw + W, = 0 genugt jede einzelne Welle bei festem w einer "Oszil-
lator”™ Gleichung. Ist F(w,T) die mittlere Energie einer solchen Welle, so hat
man

w?

F(w,T).

4
m2cd

u,(T) = n(w)ﬁ(w; T) =

Frage: Wie sieht F(w,T) aus?

Antwort der klassischen Statistischen Mechanik: die mittlere Energie eines (har-
monischen) Oszillators ist kgT (kg: Boltzmannsche Konstante).

Demnach ist (Rayleigh, Jeans):

(4)2

u,(T) = ksT .

m2cd

Der Vergleich mit dem Experiment zeigt, dafl die Formel nur fur kleine w brauchbar
ist.
Theoretisch kann diese Formel auch nicht richtig sein, da die Gesamtenergie

u(T) = /OOO e, (T)dw

divergiert!
Durch Vergleich mit dem FExperiment und mittels thermodynamischer Uberle-
gungen fand Planck zunachst empirisch die Formel

(w, T) heo
y(w, -V
ehw/k;gT ]

, h = const.

Die theoretische Begriindung stammt ebenfalls von Planck:

Nach der statistischen Mechanik ist die Wahrscheinlichkeit p(F, ) dafir, daf}
sich ein System mit den moglichen Energiewerten Fo, Fy,---, F,,--- bei gegebener
Temperatur T in einem Zustand mit der Energie F, befindet:

e Fn/kT
Yoo eiEi/kBT .

p(Fn) =

Fiir die mittlere Energie F(T') erhalt man deshalb:
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Setzt man nun

En:nﬁ7 n=>0T1---; ﬁ>0fest7

so erhdlt man wegen 3207 e ™" = (1 —e ")~ (geom. Reihe)

~

K

B(T) = ————
kT

und somit den richtigen Ausdruck fiir F(T) , falls B = hw.

Man bekommt also den experimentell richtigen Ausdruck fiir die ”spek-

trale” Energieverteilung u,(7) der Hohlraumstrahlung, falls man an-
nimmt, daf} die Energie der elektromagnetischen Wellen bei vorgegebener
Frequenz nur ein ganzzahliges Vielfaches eines ” Elementarquantums” hAw
sein kann.

Diese Annahme ist von der klassischen Physik (Mechanik, Elektrodynamik) nicht
zu rechtfertigen. (Planck selbst hat das jahrelang versucht!)

Zahlenwerte:

h = 1.054572...-107**] s
= 6.582...-10 *MeV s
= 1.055...-10 erg s.

Die Konstante i hat die Dimension einer Wirkung. Das "Plancksche Wirkungs-
quantum” ist definiert als h = 27h. (h ist bequemer fiir die Quantenmechanik.)
Bei einer Wellenlinge von 6000 A(ngstrém), TA = 107'% m, (entspricht Licht im
sichtbaren Bereich), hat man hw & 3.3 x 107'% erg , d.h. eine Lichtquelle von 100

Watt emittiert
100 x 107

3.3 x 1012

Fiir die Gesamtenergie u = [;° u,dw erhalt man

~ 3 x 10%° "Lichtquanten” /sek.

B h oo w3 dw
e T2 /0 ehw/kBT 1

h 0o x3dy 4
Mit =z = “ und/ v T] = T% bekommt man das Stefan - Boltzmannsche
'B 0 e’ — <
Gesetz :
w2kt
(T — B 4
UT) = 5

Mehr dazu in der Quantenstatistik!
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2.2 Photoelektrischer Effekt

LaBt man Licht auf eine Metallplatte(-elektrode) fallen, so werden Elektronen her-
ausgelost, deren Fnergie man durch Abbremsen in einem elektrischen Feld (7 Ge-
genfeld” Methode) messen und deren Anzahl man durch Strommessung bestimmen

kann.
icht
Ve a
N/

7 ‘
(A)
s ®

Flektronen ‘

0 W

Dabei stellt sich folgendes heraus:

1. Die Energie der Elektronen ist unabhangig von der Intensitat des Lichtes,
aber eine lineare Funktion seiner Frequenz w.

2. Flektronen werde nur emittiert, falls die Frequenz des Lichtes oberhalb einer
bestimmten Schwelle liegt. Die Grenzfrequenz hangt von der Art des Metalles

ab.

3. Die Grofle des Photostromes durch @ , d.h. die Anzahl der Elektronen,
ist proportional zur Intensitat des Lichtes.

Dieser Effekt ist ihm Rahmen der klassischen Elektrodynamik nicht zu verstehen:

Die Energie sollte proportional zur Intensitat (%Qﬁi + Qﬁﬁi) des lichtes sein.

FErklarung durch Einstein: Das Licht besteht aus Teilchen (Quanten) mit der En-
ergie hw, falls das Licht die ("Kreis-") Frequenz w hat. Trifft ein solches Lichtquant
auf die Metalloberflache, so kann es durch Zusammenstofl mit einem Elektron seine
Energie auf dieses iibertragen. Ist A die ”Austrittsarbeit” des Flektrons fur das
betreffende Metall, so hat man die Energiebilanz:

1

5777/8778 2HA=hw.

m.: Masse des Flektrons ; v.: Geschwindigkeit des Elektrons.
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A hat die GroBenordnung eV (1 eV = 1.602177... 107" J).
Die Intensitat des Lichtes ist proportional der Anzahl der Lichtquanten= "Pho-
tonen”, d.h. je mehr Photonen auf das Metall fallen, desto mehr Elektronen werden

herausgelost.

2.3 Compton - Effekt

Dieser Effekt ist ein unmittelbarer Ausdruck der Teilchennatur des Lichtes: Taft
man Rontgenstrahlen senkrecht auf eine diinne Metallfolie fallen, so werden nach
der klassischen Elektrodynamik die Elektronen in der Folie zu Schwingungen ange-
regt, deren Frequenz die gleiche ist wie die des Rontgenlichtes.

Die Elektronen sollten dann als schwin-
gende Dipole Rontgenlicht gleicher
Frequenz wieder abstrahlen, und zwar

unabhangig von der Richtung 6 (s.

Folie

Rontgenlicht

w < w
7

w

Skizze). Tatsachlich beobachtet man
(Compton ) folgendes: Die Frequenz

des Tichtes hinter der Folie nimmt mit
wachsendem 8 ab!

Erklarung: Man betrachte den Prozef als elastischen Stofl zwischen Pho-
tonen und Elektronen, die sich vor dem Stofl in Ruhe befinden!
Allgemein gilt zunachst: ist F(p) die kinetische Energie eines Teilchens, so ist seine

Geschwindigkeit durch

0 0 0
v:=grad F(p) = (—Ej—Ej—E)
! ( ) Ipy p2 s
definiert. Beispiele:
=9
"Nichtrelativistisch”: = QP—m;
U= gradpE:%.
relativistisch: E(p) = +c(p*+ mQCQ);_ .
v = grad F(_’):qczz—ﬁc
grad, ru{p I (ﬁz_l_mzcz);—‘
Fir Licht ist ||9]] = ¢, d.h. es muB mpporon = 0 sein; die Ruhemasse des Photons

verschwindet!

Aus F = ||p]| ¢ und F = hw folgt dann ||p]| = hw/c¢, und da der Ausbreitungs-
vektor k die gleiche Richtung wie p hat, so ergibt sich

Frtoton = By = b, F] = 27/).
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Ist p, der Tmpuls des Photons ("4”-Quants) vor dem StoB mit dem Elektron, p,’
sein Impuls nach dem Stofl und p.’ der Tmpuls des Elektrons nach dem Stof}, so
lauten Energie und Impulssatz:

hw +mec® = ho' + (m2c* + (5.)%)?
ﬁw = ﬁW ' + ﬁe ' )
m. : Ruhemasse des Elektrons.

Aus der ersten Gleichung folgt:

mzc4 + (pe ')202 = (hw —ho' + mecQ)2

= (hw — hu)')z + QmecQ(hw — ho') + 777/3047
andererseits ergibt der Impulssatz:

(5.") = (B = y)* = (hk —hk')?
B h2w? N b2 Qhw ho'

> 5 cos @ .
c c c ¢

FEinsetzen ergibt:

hwo' (1 —cos ) = mc*(w — '),

oder, mit A = 2me¢/w,

B 2mh

m.c

A=A

(1 —cosf),

d.h. die Wellenlange des abgelenkten lichtes ist umso grofler, je grofler der Streu-
winkel § wird. Das Licht hat also ganz eindeutig Teilcheneigenschaften
(Tmpuls, Energie, etc.).

Man kann das "Riickstof” Elektron in Koinzidenz mit dem Photon messen (Gei-
ger, Bothe). Die Grofle A.(e) = h/m.c = 3.861593... - 10" "*m bezeichnet man als
Compton—Wellenlange des Elektrons.

2.4 Das Bohrsche Atommodell

Streuversuche mit a- Teilchen und Atomen (Geiger, Marsden u.a.) hatten folgendes
Atommodell (Rutherford) nahegelegt:

Die Atome bestehen aus einem nahezu punktformigen positiven Kern (Radien <
10-""m), um den die Elektronen in relativ weitem Abstand (Radius ca. 10~ '%m)
"kreisen”.

Dieses Modell konnte die Streuexperimente gut erklaren (Rutherfordsche Streufor-
mel), fithrte aber zu prinzipiellen Schwierigkeiten bei den Spektren: Beschleunigte
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Ladungen strahlen nach der Elektrodynamik elektromagnetische Strahlung ab, de-
ren Intensitat proportional zum Quadrat der Beschleunigung ist. Die ”kreisen-
den” Elektronen miifiten also standig strahlen und in ca. 107'" sek in den
Kern ”fallen”; d.h. die Atome waren demnach instabil.

Einen vorlaufigen Ausweg aus dieser Schwierigkeit fand Bohr fiir wasserstof-
fartige Atome mit den beiden folgenden Postulaten:

1. Die Beziehung K = nhw fir die Energien des atomaren harmonischen Os-
zillators 1aBt sich im Rahmen von Winkel- und Wirkungsvariablen (s.
Mechanik-Skriptum vom WS 94/95) folgendermafien interpretieren: Mittels
der Wirkungvariablen

= 7{ p(x, FYdz, p(z, K) = \/mv

des harmonischen Oszillators kann man die Energie auch in der Form

/
M =w—
2m
schreiben, d.h. quantentheoretisch gilt
/
— =mnh.
2

Nun ist bei einem rotationssymmetrischen Potential die zum ebenen Polar-
winkel ¢ gehorige Wirkungsvariable die Grofie 27 £, wobei ¢ der Drehimpuls.
Dies legt die folgende Annahme nahe: Der Drehimpuls £ der Flektronen auf
thren Bahnen um den Kern ist ein ganzzahliges Vielfaches von h :

[(=nh, n=012 ]

Speziell fur ein Elektron auf einer Kreishahn vom Radius r bedeutet dies:

V:mevrznh ‘

Ist Ze die Ladung des Kerns, so wirkt auf das Elektron die Coulomb - Kraft
vom Betrage Z¢?/(4meor?) . Mechanische Stabilitat herrscht, falls diese Kraft,
gleich der Zentrifugalkraft ist:

7 e? [? n2h*
Aregr?  mer®  mord
Es folgt:
Amreqn’h? 7e?
r,=—, v, = —,
Ze’m, 4regnh
2 2
.. ) mu Ze
und fir die Energie K = — :
2 dregr
1 ,(aZ)? e’
E,=——m.c , o= )
2 n? dreghe
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Die vom Mafsystem unabhingige dimensionslose Sommerfeldsche Fein-
strukturkonstante « hat den Zahlenwert 1/(137.035...).

2. Auf den Bahnen r, strahlt das Elektron keine Energie ab. Strahlung findet
dagegen statt, falls das Elektron von einem Niveau F,,, zu einem Niveau F,, <
F,, "springt”, und zwar wird dabei Licht mit der Frequenz w = (F,, — F,,)/h
abgestrahlt.

Diese Annahme ergibt unmittelbar die Balmersche Formel fur die Spek-
trallinien des Wasserstoff - Atoms:

11 1 1
w=——m. 2?7 —— —] .
h?2 ni  n

Die Postulate 1 und 2 sind nicht aus der Mechanik und Elektrodynamik begriindbar!
Erst die Existenz des Wirkungsquantums h macht die Stabilitat der Atome maoglich!
Man hat

dregh® 1 .
ag:=r(/=1)= Teolt A(€) =0.529177... A : Bohrscher Radius.

em. o

Das Bohrsche Modell gerat in Schwierigkeiten bei Mehrelektronen Problemen und
bei nichtperiodischen Bewegungen.

Fine Bestatigung der Existenz von "diskreten” Energie Niveaus der Atome erhalt
man u.a. auch von den FElektronen Streuversuchen von Franck und Hertz.

2.5 Materiewellen

Beim Licht hat man die fundamentale Beziehung

E = ho, p= hk

zwischen Welleneigenschaften (w,];) auf der einen und den Teilcheneigenschaften
(K, p) auf der anderen Seite.

Hypothese (de Broglie): Umgekehrt sollte man dann auch allen Teilchen Welle-
neigenschaften zuschreiben konnen, wobei

1 - 1
:—E ]{j:—_’
w l’]/ 9 l’]/p7
p? :
F=—oder F = c(ﬁ2 + m202)5 .
2m

Beispiel: FElektronen. Wird ein Elektron aus der Ruhe auf die Geschwindigkeit
v = p/m gebracht, indem man es eine Potentialdifferenz U/ durchlaufen 1afit, so hat
man nach dem Energiesatz:

=2

P

Mme

2

= el; und mit j= hk, ||]?|| =
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1 2\ 2
(TW) h® = el ,baw.

2mh
(2m.ell)?

150\% .
(U) A, U in Volt .

Q

Die "de Broglie” Wellenlange A, der Elektronen ist also eine Funktion der durchlau-
fenen Spannung U. Bei U = 10%,10® Volt, liegt A, in der GréBenordnung von Ront-
genstrahlen. Experimente mit Elektronenstrahlen (analog zu den Rontgenspek-
trometern mit Hilfe von Kristallen als Beugungsgittern) haben ergeben, daff man
FElektronen (und ebenso anderen atomaren Teilchen) Welleneigenschaften zuschrei-
ben muB: man hat z.B. Interferenzen, Beugungserscheinungen etc. beobachtet.? Da
A~ (1/m)'V2, s0 spielt der Wellenaspekt bei makroskopischen Massen keine Rolle.

2 Ausfiithrliche Beispiele: s. Vorlesung ” Atome, Molekiile, Kerne.”



Kapitel 3

Die Schrodinger - (GGleichung

Die in Kapitel 2 erwahnten Phanomene (und viele weitere!) zeigen, dafi " Wellen
Teilcheneigenschaften haben und umgekehrt”. Dabei sind fur freie Teilchen bzw.
Wellen die Groien Energie F(p) und Tmpu]q p auf der Teilchenseite mit den Grofien
Kreisfrequenz u)(k) und Wellenvektor k auf der Wellenseite durch die fundamentalen
Beziehungen

F = hw,jp= hk

verknipft. Ausgehend von Wellenvorgangen, kann man mit ihrer Hilfe zur Schro-

dinger Gleichung kommen:

3.1 Gruppengeschwindigkeit von Wellenpaketen

Wellen werden (wie in der Optik!?) in der Quantenmechanik mittels komplexer
7ahlen beschrieben.
Ebene Wellen:

(@ 1) = A(R)e H(k)t —k- 7).
A E) Amplitude ,
wt—k-# : Phase.

Falls [A] = + [(ReA)2 + (ImA)?)z # 0, so ist die Welle iiherall im Raum vorhan-
den. Raumlich begrenzte Wellenziige, sog. Wellenpakete, bekommt man durch
Uber]agerlmg von ebenen Wellen mit verschiedenen k und u)(k)

Einfaches Beispiel: Fs seien ¢y, (7, 1) und @/}kz(./, 1) zwei ebene Wellen mit nur

wenig verschiedenen Wellenvektoren k:. Wir nehmen an, daf k= (k:,0,0), die
Ausbreitung also in 21 Richtung stattfinde, und setzen #1 = 2. Die Uberlagerung
(Superposition) der beiden Wellen ergibt:

d)k( 9 ) 1 ‘I’ 2
Fs sei A = Ay = A. Ferner setzen wir:

w =0+ Aw , w=0—Aw;

by =k + Ak, ky=Fk — Ak,

13
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und bekommen:
V(7o) = A (ei[<w+ Aw)t — (k+ Ak)r] i@ — Aw)t — (k — Ak)m])

A [ei(tAw — aAk) i e—l—i(tAw — aAk)| . e—i(@t — E"r)

= 2Acos(tAw — 2 Ak) 6*7:(575 — k) .

Interpretation: durch Superposition der ebenen Wellen Yk, Yk, ensteht ein Wel-

lenzug, mit der mittleren Frequenz @, dem Wellenvektor & und der "modulierten”
Amplitude A = 2A cos(tAw — 2 Ak). Die neue Amplitude A ist eine Funktion von

7 und t. Sie ist maximal fir tAw — Ak =nm; n = 0,%1,--- und verschwindet fiir
tAw — Ak = (2n + ])%; n=0,+1---

Die "Bewegung” des durch tAw — Ak = 0 gegebenen Maximums von A ist

durch
Aw

P = == ¢
(1) = <7
charakterisiert. Tm Times Ak — 0 wird daraus
Ow
) = — ¢
T( ) (f)k 9

oder, im 3 - dimensionalen Fall,

T = (grady w(k)) 1 .

d.h. ein Maximum der superponierten Welle wandert mit der Geschwindigkeit

Uy = gradkw(E)

durch den Raum. Man bezeichnet diese Geschwindigkeit als Gruppengeschwin-
digkeit des Wellenzuges (Wellenpaketes).
Wegen I = hw, p= hk kann man auch

vy = grad, K(p) =0

schreiben. D. h. die Gruppengeschwindigkeit eines Wellenpaketes ist gleich
der "mechanischen” Geschwindigkeit der zugeordneten Teilchen! Dies ist
ein weiterer wichtiger Zusammenhang zwischen Wellen- und Teilcheneigenschaften.
Bemerkung: die Aushreitung der Wellenphase @t — ka ist durch @t — kx = const.
charakterisiert; die "Phasengeschwindigkeit” ist also durch @/k gegeben. Sie ist von
geringer physikalischer Bedeutung!

Verallgemeinerung:

Im allgemeinen enthalt ein Wellenzug (Wellenpaket) unendlich viele Frequenzen:

D(F, 1) = /:O /:O /:O P g(iye 1R — k7).
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—

Die (komplexwertige) Funktion g(k) gibt an, mit welchem Gewicht die einzelnen
ebenen Wellen ¢ (7, 1) an dem Wellenpaket "heteiligt” sind.
Beispiel: Gauflsches Wellenpaket fiir den eindimensionalen Fall:

2
g(k) = ek — k) , a>0.

Die Funktion g(k) beschreibt eine Gaufische Verteilung, die bei k = ko konzentriert
ist. Die Breite der Verteilung ist durch den Parameter a charakterisiert. Das
Wellenpaket lautet:

bty = [ im0tk Rl ieh)t k)

Spezialfélle fiir w(k) sind :

1 h
w = ——(hk)? = —k,

h 2m 2m
1 ! o\ 2
w = ZC ((hk)z + 7’)’]/2(:2)5 = ¢ (kz + (?) )

Die Entwicklung von w(k) um k = kg ergibt:

dw 1 d*w )
u)(k) = (.()(]{‘0) + W e (l{‘ — ]{‘0) + 5 m . (l{‘ — ]{‘0) + .-
Da die Verteilung um k = ko konzentriert ist, brechen wir die Entwicklung nach
h
dem zweiten Glied ab (fiir w = 2—k2 ist die Formel exakt!).
m
d
e = v, : Gruppengeschwindigkeit
dk |, . '
1 d*w h . h
3 I . = [ = const. (— o fur w= %k ) )

Damit ergibt sich fir -

b, t) = /?dke“(kkof.

—i [w(ko)t + v, (k — ko)t + B(k — ko)Qt — k]

€ )

Mittels Variablen Substitution : &k =k — ko folgt:

bl 1) = e—i(w(kg)t — ko) /+OO di e—(y];2 — 767‘];29712(7' — v,t) _

Nun ist (s. Ubungen!).

400 . — U
/ dy e VY ey _ Fe 4y
J—00 Y
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Diese Formel gilt auch fiir komplexe v, Revy > 0, so dafl wir insgesamt zu folgendem

Resultat gelangen:

i

:

T

o+ 15t

. (o

oot =

+13t)

1

(

T — Ugt)z
e

—i(w(ko)t — kox) _

Interpretation: das Wellenpaket ¢ (1) ist eine Welle mit der Phase w(ko)t — koz:

und der ortsabhangigen Amplitude

x. 1

b

totrt) =

d.h.

T

o+ 15t

7_[_2

024—[32

1

1
)5 (o +iBt)

(2 vgt)?

b

| o —v,t)?

)2 o AP T
t?

2 _

Die "Intensitat” [ (a, 1)

| Ag|? ist also wieder eine GauBsche Verteilung:

1. Bei festem ¢ ist |¢p(x,1)|* maximal, falls * = v,t, d.h. dort, wo sich nach der
klassischen Mechanik (x(#) = vt) das Teilchen befinden sollte. Das Maximum

wandert mit der Geschwindigkei

. Fart =0 ist

tvy.

.772

m
(2, 0)] = —e 20,

andererseits gilt

lg(k)I” = e 20k — ko)* _ ei [

(8]

k— ko
(20/)—1/2

N

Wir definieren §k := 1/v/2a als die ”Breite” des Gaufischen Wellen-
paketes im k—Raum (ist k& — kg = 0k , so ist |g(k)|* auf den e - ten Teil

abgefallen) und 62(0)

V2o als Breite des Wellenpaketes im Orts-

raum zur Zeit t=0. Zwischen §2(0) und ok gilt die Beziehung

(5K)(52(0)) = 1.

Je schmaler also ein Wellenpaket im k - Raum ist (d.h. je schmaler die Spek-
trallinie ist), um so breiter ist das Wellenpaket im Ortsraum und umgekehrt.

Und da p = hk, so folgt daraus

(5p) (5(0)) = h
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Je genauer man also den Impuls eines Teilchens kennt (”Unscharfe
dp), desto weniger genau kann man seinen Ort = angeben (”Unschar-
fe éz). Das Produkt der Unscharfen ist durch & gegeben (Heisen-
bergsche Unscharferelation). Mehr hierzu spater!

242
Fir ¢ # 0 bekommt man statt v/2a die zeitabhangige Breite v2a(1 + %—3)1/2 >

V2a, d.h. das Wellenpaket "zerflieBt” im Laufe der Zeit! Diese Aussage gilt -
wie wir sehen werden - fiir beliebige Wellenpakete. Sie bedeutet, dafi die Wellen-
funktion nicht die Materieverteilung eines Teilchens beschreiben kann, denn
erfahrungsgemaf} zerflieen Elektronen, Protonen und Atome nicht.

(Nach Born ist |¢0(z,t)|* vielmehr als Wahrscheinlichkeitsdichte zu interpretie-
ren, s. weiter unten.)

Literatur zur Fourier Transformation:

1. M.J. Lighthill,
Einfihrung in die Theorie der Fourier-Analysis;
BI- Hochschultaschenbuch 139, Mannheim 1966.

(Sehr elementar!)

2. F. Constantinescu,
Distributionen und ihre Anwendung in der Physik,
Teubner, Stuttgart 1974.
(Kap. 10: Fourier-Transformation)

3. M. Reed and B. Simon,
Fourier-Analysis, Selfadjointness (Methods of Modern Mathematical
Physies, vol. TT)
Academic Press, New York etc. 1975.

(Gute Darstellung im Rahmen des modernen mehrbandigen Werkes
zur Mathematischen Physik!)

4. E. Hewitt and K. Stromberg,
Real and Abstract Analysis §§16 u. 21,
Springer-Verlag, Berlin ete. 1969.
(Mathematisch anspruchsvoll!)
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3.2 Die Schrodinger - Gleichung

Mit £ = hw und § = hk wird aus der ebenen Welle (7, 1) = Aot — k- T)

7

Et—p-7
. . : I,
Fur ein nichtrelativistisches Teilchen hat man I = 2P
m

Da '
Db (7,1) = —%E;/;p(r?:’,t) und

o ) 7: )
5o olT ) = Dyt 1) = Tl ).
B, ) .
Ap(T,1) = (0F + 05 + 0)up(T 1) = i up(T.1) |
2m, .
N 7}]—2/:]77&13(7?771)7

so gentigh ¢p(7,1) der (partiellen) Differentialgleichung

h2

ih/(f)td)p(f;;7 t) - 2m

Adbp(7,1) .

Ganz analog gilt fiir das Integral '

Pt L
, o —— | =—t—p- 7')
o(@0) = nh) 5 [ dpe ! (2”7/ &

die Gleichung

h2

AB(T, 1) .

Dies ist die Schrodinger—Gleichung fiir ein freies Teilchen (nichtrelativistisch).
Bei ihr handelt es sich um eine lineare partielle Differentialgleichung in den Zeit-
und Ortskoordinaten. Die Linearitat tragt dem fur die Quantentheorie fundamen-
talen Superpositionsprinzip Rechnung:

Beschreiben ¢, und 1, zwei quantentheoretisch mogliche physikalische
Zustande, so beschreibt auch die lineare Superpostion c¢; ¢y + ¢y, ¢ :
komplex, einen moglichen physikalischen Zustand.

"Der Faktor (271']1,)*3/2 ist Konvention.
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Man erhalt die "freie” Schrodinger-Gleichung formal, indem man in der Bezie-

hung K = 2—}72 folgende Zuordnungen macht:
m

h
F — 7]7(()7‘ R P — P]‘ = —,(f)]‘ R
7
1 1 = h?
5 5 P = L A=H,.
2m 2m 2m.

Die Differential "Operatoren” 1hd; und Hg sind auf die Wellenfunktion ¢ (7, 1) an-

1
zuwenden und ans /= —p? folgt dann die "freie” Schrodinger Gleichung:

h2
2m.

ihob (T, 1) = Hot(7,1) = — —— A(7,1) .

Verallgemeinerung:
Fiir ein klassisches Teilchen, das sich in einem Potential V(¥) (unabhéangig von ¢

1
und p) befindet, hat man fiir die Gesamtenergie F = 2—}72 + V(¥). Die Verallge-
m

meinerung des obigen "freien” Falles ist dann

2

A V()

. h
E—>H::H0—|—V(m):—2

Mme

und die zugehorige Schrodinger Gleichung lautet:

h2
L AG(E ) + V)

Man beachte, dal auch die Schrodinger-Gleichung mit Potential eine lineare Diffe-
rentialgleichung ist, also auch hier das Superpositionsprinzip gilt. Umgekehrt
folgt die Linearitat der Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen mit Wech-
selwirkung aus der Forderung nach Gultigkeit des Superpositionsprinzi-
pes fur Wellenfunktionen!

Man beachte, dafl das Superpositionsprinzip in der Mechanik i.allg. nicht gilt, da
die (Hamiltonschen) Bewegungsgleichungen i.allg. nicht linear sind!
Bemerkungen:

1. Die Schrodinger Gleichung
h2

2m.

ihOb(7,1) = Hoth(7,1) = —

AG(, 1)
ist eine Folge der fundamentalen Relationen

F=hw und p= hk
1

sowie von K = —p*.
2m
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Die Verallgemeinerung

2

iha¢@¢)—(;;fs+v«a)¢w¢)

fiir ein Teilchen in einem klassischen aufleren Potential V(¥) kann man
sich so plausibel machen :

Teilchen der FEnergie F befinden sich

1-dim: Fnergie oo .. .
i nersie fir < 0 in einem Potential V; > 0
Vi und fir 2 > 0in V3 >0, Vi > Va.
7.B.
V5
x <0 : FElektronen in einem Leiter;
>0 : im leeren Raum
r=0 x

In beiden Fallen sind den Teilchenstrahlen ebene Wellen zugeordnet:

—(Ft— .1
77Z),7 = A? € h( & )7 7: ]727

und p, = [2m(F -~ V)

1 1
da E:%P?‘FWZ%P%‘FVQ-

Fur < 0 bzw. x > 0 hat man offenbar die Gleichungen,

, h* d?
thoph(x,1) = ———t(a,t) + Vithy (2, 1) bzw.
2m dx?
h* d?
7haf77b2(T7f) = 7——77&2(7'771) + %¢2(T7f) :
2m dx?
Hat man nun n verschiedene Gebiete mit V,, = const.;v =1,...n,V,, #V,,, so

erhalt man fiir jedes v eine entsprechende Gleichung wie oben. Eine nahelie-
gende (aber nicht zwingende!) Verallgemeinerung fiir kontinuierliche

V() ist dann:

ma¢w¢)—(ﬁiji+wqa)¢w¢)

2m, da?

(s. auch Berkeley - Kurs, Bd. 4, Kap.7).

Die eigentliche Bestatigung der Schrodinger - Gleichung erhalt man
durch Vergleich mit experimentellen Resultaten.

Optische Interpretation des obigen Beispieles:
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Als "Brechungsindex”
r <0 x>0

einfallender L A _ P2
Strahl ’ Ao |
T ’

% 7 gebrochener” erg]bt S]Ch
Strahl :

(EVQ)5>1
n — .
12 T

Aus der Wellenoptik hat man das Brechungsgesetz

sin #4

- =mnqy oder pysinf; = pysinby
sin 0,

d.h. die Tangentialkomponente des Teilchenimpulses ist an der
Grenzflache stetig (Impulssatz).

2. Operatoren sind nichts anderes als bestimmte Vorschriften, wie Elemente ei-
ner vorgegebenen Menge bestimmte Elemente einer anderen Menge (die gleich
der urspriinglichen sein kann) zugeordnet werden. Ein anderer Name fiir der-
artige Vorschriften ist "Abbildung”.

Beispiele:

(a) Es sei (e1,e2) eine feste Basis im IR?. Man hat dann

5 A
.7:—.7:1e1—|—.7:2e2<—>( )—X.

aqr a2
A =
a2t 22

definiert eindeutig eine Abbildung IR> — IR? durch die Vorschrift

Jede Matrix

x —xa=A-x fiiralle x € R*.

Hier ist A ein Matrix - Operator.
(b) Es sei F:={fi(x),---, fulz),x € R} eine Menge von komplexwertigen

Funktionen auf der reellen Achse, die bestimmte Figenschaften haben.
7.B. seien die f,(x) quadratintegrierbar:

[ Al f @) < .

e Die Vorschrift f,(x) — 22f,(x) definiert den ”Multiplikations -
Operator” z?; Man beachte, dafi haufig 2% f,(x) ¢ F: so braucht

7.B. 2 f,(x) nicht mehr quadratintegrabel zu sein!
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d
e Die Vorschrift f,(z) — d—ﬂ,("l‘), falls f, € C' (= Menge der 1-mal
T

stetig differenzierbaren Fiinktionen), definiert den ” Differential-

d
Operator” —. Auch hier stimmt die Bildmenge nicht mit der

Urbildmenge C'" tiberein!
e Die Vorschrift f,(2) — f*(x) definiert den Operator ”Komplexe

Konjugation” K.

Anmerkungen:

(a) Die Beispiele zeigen, daBl es bei einem Operator wesentlich ist, die zu-
gehorige "Urbild Menge” = Definitionsbereich und "Bild Menge” =
Wertebereich anzugeben .

e Der Matrix Operator A ist ein linearer Operator, d.h. sin
b Der Matrix O A in li O d.h. sind
x( %) e R? A, A € R, so gilt Ay x") + X,x() € R? und

A - (A]X(U + )\QX(Q)) = )\1 (A . X(1)) + )\2 (A . X(2)> .

e Ebenso gilt: falls fi(x), fo(2) € C', dann ist, mit Ay, Ay € €

d d J
v (M fi(x) + A falz)) = A Eﬁ(?‘) + Ao EICQ(T) )

d.h. — ist ebenfalls ein linearer Operator.

e Andererseis gilt fiir die komplexe Konjugation K:
K (M fi() + Ao falw)) = AT K fi(2) + A, K fo(2)

d.h. K ist nicht linear. Man nennt K antilinear.

(¢) Operatoren vertauschen im allgemeinen nicht miteinander:
Ay, Ay ¢ 2 X2 Matrizen, so gilt i.a. Ay - Ay # Ay- Ay

Ferner hat man

(difu) 4 (e fm) = ) 4 (}f()) -

Das bedeutet

d d
—(xf) — = (Ef) = { , oder formal

dzx
d d .-
—ox—x0— =1 = ldenditatsoperator .

dr dr
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(d) Der Schrodinger—Operator (auch Hamilton - Operator genannt, s.

spater)
2

H=

A+ V(7)

Mme

ist ein linearer Operator im Raum der Wellenfunktionen (7, 1).
Er ist eine Funktion der linearen Differential Operatoren

h )

und der Multiplikations Operatoren

Q7Q7¢:T7¢7 7:]7273 :

Die Operatoren P; und Qj gentigen den ”Vertauschungs” —Relatio-
nen:

h

P;Q; — QiP; = —d;,dh
h ..
P, (QuY) — Qi (Pe) = {71/) ﬁjr’ J:k
0 fir j#k.

Weitere Figenschaften der Operatoren H7ﬁ7(3 etc. werden spater dis-
kutiert.

3.3 Zur Interpretation der Wellenfunktion

Die folgenden Bemerkungen zur Interpretation der Schrodinger Gleichung sind (sehr)
unvollstandig!

1
1. Es sei klassisch I/ = 5}72 + Vo, Vo = const.; da die Normierung der Energie

(d.h. Vg) willkiirlich ist, kann die Frequenzw = F/h selbst keine physikalische
Bedeutung haben, wohl aber wyy = (Fy — Fq)/h!

2. Fir die Wellenfunkion ¢(#,¢) gilt nach M. Born folgende Interpretation:
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Die Grofie
Wi, 1) = W7, DI = °(7, (7, 1)

ist als Wahrscheinlichkeitsdichte zu interpretieren:
Die Wahrscheinlichkeit w((, 1) dafiir, das Teilchen zur Zeit
t im Gebiet (¢ C [R” zu finden, ist gegeben durch

w(G, 1) = / Az w(F,1) .
Ja

Da das Teilchen irgendwo sein muf}, gilt

w( R?, 1) = 1.

Dies ist eine zusatzliche Bedingung an die Losungen der Schrodin-
ger—Gleichung: Zunachst sind nur solche Losungen zugelassen, fur

die

oo 10 < o0

gilt.
Es sei /Rg d*z P> = N* < 0o, N > 0. Wegen der Linearitat der Schrodin-

1
ger - Gleichung ist mit (2, 1) auch ﬁd)(?’ﬂ eine Losung, so dafl man durch

&’z |4|> = 1 erreichen kann.

Beispiel: Nach S. 16 hat man fiir ein GauBsches Wellenpaket in drei Dimen-

Umnormierung immer / .

sionen

‘,;7"2
3
Al =0 = (Z) e 20,
o
d.h. )
/(13.»,: |Ag(#,1 = 0))” = (1) (2ma)} = N7
. o

Demnach bekommt man fir das "richtig” normierte Wellenpaket

R
5 —— —Po- 7
Ya(i,t=0) = (2#0)7% e 4o ehpo ,
22
w(F,t=0) = (2#0)7% e 2a

und

/R,‘% Erw(Ft=0)=1.

Frage: Falls /Rg d*z w(Z,t) =1 fiir t = 0 ist , welchen Wert hat das Integral
fiir t £ 07



3.3. ZUR INTERPRETATION DER WELLENFUNKTION 25

Antwort:

/Rg d*z w(F,t) ist zeitunabhangig!

BEWEIS: Zunachst gilt

(f)ﬂl)(fj t) = ((f)fd}*)d) + ¢*(af¢) .
Die Schrodingergleichung ergibt fur ¢ bzw. ¢~

2

2m. 2m.

1 h? 1
at@z;—?( A+v)¢ hzw. at;z;*—?( A+v)¢*
n n

(V ist reelll). Daraus folgt aber

h
Opo(T,1) = —5— (DAY — (APT)P) .

Allgemein gilt nun

[idfa = 2Afi = div (figrad fz — fograd f1) |
so dafl wir mit mit folgender Definition
= h * *
§i=g— (Y gradyp — pgrady™)
mi

der Dichte des ”Wahrscheinlichkeits - Stromes” eine Kontinuitats-

gleichung erhalten:

Opw(F,1) + divs(@,t) =0,

w(r, ) = |7, t)|2 )

h
B (¢ grady — bgrady™) (7,1) .

Bezeichnen wir mit K'(a) ein Vollkugel vom Radius a und mit 9K (a) ihre
Oberflache, so erhalten wir unter Verwendung des Gaufischen Satzes:

at /Rq dg,’)‘j “)(:;;7 t) = /R% dgfl'? (f)ﬂl)(.’;f\’ t) fd _ . R d3m d]V 5»\(:;;7 t) _

Die Transformation in Kugelkoordinaten fithrt zu

Lo = / 2 dr /dQ w(@ ) r=|7.
JR/ Jo .
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Die Bedingung /R d*zw(F,t) < oo ist gewahrleistet, falls [ dQw(F, ) fiir r —

oo mindestens wie ||7]] 7%, ¢ > 0 verschwindet . Dies ist sicher erfullt, falls
|o(Z, )| fiir groBe || 7| wie || 7|2 57 abfallt. Strebt |lgrads|| im Unendlichen

ebenfalls mindestens wie ||?||7% gegen Null, so verschwindet fiir grofie ||7|] =
a der Betrag der Wahrscheinlichkeits Stromdichte ||s(Z,1)|] mindestens wie
a ?" . Das heiBt aber

lim df 37,1 =0

a=00 oK (a)
und somit
9] / dxw(F t) =0,
t. R? ( )

Q. E. D.

Beispiel: Fiir

bekommt man

§(#,t=0)= Po w(Z, t=0)=uv, w(@t=0).
m

Bemerkung: Fiur eine ebene Welle

A

NER) T A= const.
hat man
w(Z, 1) = |A]> = const. |
st = E|A|2 :
m

d.h. die Kontinuitatsgleichung d;w + div § = 0 ist erfiillt, aber es ist

/ L w(F 1) = A / ,d’r = o0
JR/ JR/

Die ebenen Wellen sind also nicht auf w( R?,#) = 1 normierbar; sie er-
strecken sich bis ins Unendliche. Mehr hierzu spater!

Ist o(7,1) eine Losung der Schrodinger Gleichung (mit Potential V(¥)), so

konnen wir beziiglich ¥ Fourier transformieren:

=1

(E 1) = 2mh) 3 [ dpd(E) A7
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mit der Umkehrung

St = nh) [ (@) e b

Einsetzen in die Gleichung

ergibt:

1= /(]27';/) Z,t) (2wh)” %/dqp @/N)(ﬁ?t)eﬁ .'_;:

/d%pz/; (p,1) (27h) "2 ./dr*,»,; bE)e B 7\

/dqm/)p, ) (pt) =

(Wir haben bei den obigen Rechnungen stillschweigend angenommen, daf alle
Integrale existieren und die Vertauschung der Integrationsreihenfolgen erlaubt
ist.) Analog zu w(#, 1) kann man

w(p, 1) = [o(p, )|

als Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum interpretieren.
Wichtig: w(p, 1) ist nicht die Fourier - Transformierte von w(#,#) !

Es seien ay, ..., a, die moglichen Meflwerte einer Grofle A. Die Wahrschein-
lichkeit, bei einer Messung den Wert a,, zu finden, sei w,, wobei >°7_, w, = 1.
Dann definiert man als Mittel - bzw. Erwartungswert von A die Zahl

E E a,, .

Analog definiert man als Erwartungswert (zur Zeit ) der Ortskoordinate

v, =1,2,3:

(Q;)( /(] xa;w(it) .

Beispiel: Fiir das Gauflsche Wellenpaket

o

. 20 \7 ——(p—po)’

1/)(?(79)_(—2) e b’
mh
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Pt
L. RAzm P
Vald,t) = eh)E [ d'pda(i) e m
AN
3 m
ih e S
Ao+ ) 2Py g
_ o ((y + 2m ) h (Qm Po T)
= 5 e e
s ((y—l—i—/t)
m
Weiter hat man
)
olz o 2
3 m
a \?2
w(T, 1) = (—) e 2y , mit
27y
2
=4(t) = o+ —t;
v :=7() o+ ot
und fiir das zugehorige w(p,t) gilt
200,
o 20\% —5(F— o)’
w(p,t) = (—2) e h )
wh
Somit erhalt man
N
(y(?p—of)
. m
e
o ,
(o) (1) = [ d - ‘ A
' JR’ ' dm(a? + h "
(o + ——t
4m?
Po

2
> und der Variablen - Substitution § = #

Mit y(t) = o® +
4m?
schlieBilich
ay?

) s (o )+ 0

) (1) =
0= (5o
Da der Term mit y; eine ungerade Funktion in y; ist, verschwindet er. Man

erhalt als Ergebnis:
! 3 - 1
<”1‘7‘> (f) = _(p())jt /(f T 11)(.7:77%) = —(Po)ﬂ; dh.
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<Q> (1) =(7) (1) = %ﬁot = Ut ;

das ist die Bewegung eines freien Teilchens!

Analog bekommt man fiir den Mittelwert des Impulses eines Teilchens (auch

bei V() #0!):

P = () (1) = [ dppi i t) = [ dom b7, (5.1)

1%1

73

=~

/(]r%p@/) p,t)p; (2wh)” /(]27';/) 7, t)e

=y

75‘.

}| =

= [ (@) ab) R [ b7

= [(ps) (1) = / dgf’?l/)*(fjt)?aﬂ/)(f,t) :

Nach Konstruktion ist das letzte Integral reell, was sich auch direkt nachweisen

lafit:
fos(tod)
= [ oty 0]
— () 0 [ ey

Nun ist

[ty = [ )

".7

da || = 0 fir ||7|] = oo. Also haben wir

— [ (ﬁw) ¢ = () -

Verallgemelnerung Es sei F/(#) eine Funktion von ¥ und () ein Polynom
in @ mit reellen Koeffizienten, dann gilt fir den Erwartungswert von I’ bzw.

G

(F(Q)) = /df*w(f)w(f;t),
(GBY) = [ drw (@) Ggrad) w(7.1)

Beispiel:
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h
d.h. U — P]‘ = —,(f)j .

i
Offenbar gilt <G(ﬁ)> = /d‘qp(}(ﬁ)ﬁ)(ﬁ?t). (Es wird vorausgesetzt, daf} alle
Integrale existieren!). .

Ist (%) ebenfalls ein Polynom, so hat man

(F() = (F(Q)) = [ dpd=(5,t) Flibgrady) d(51).

Der Beweis wird mittels Fourier Transformation gefiihrt.

Man sagt, der Operator Q; habe im Ortsraum eine Darstellung als Multi-
plikations - Operator : Q¥ (7, 1) = x,4(%,1) und im Impulsraum eine Dar-
stellung als Differential - Operator: Qﬂ/;(ﬁjf) = ih(f)p];/;(ﬁjt). Entsprechend
ist P; Differential Operator im Ortsraum und Multiplikations - Operator im

Impulsraum.

. Bei Wahrscheinlichkeits - Aussagen ist nicht nur der Mittelwert

wichtig, sondern auch die mittlere Abweichung davon.
Hat A die MeBwerte aq,...,a, und den Mittelwert (A);so definiert man als
mittleres Schwankungsquadrat (AA)2, AA = +[(AA)?]5 die GroBe:

T

(AA)? = Z((J,y —(A))w,

v=1
n

= Y (a2 - 2(Aya, + (A )w,

v=1

- iazwy — (A = (A7) — (A > 0.

Analog sind die mittleren Schwankungen bzw. Unscharfen Az, Ap; bzw.

AQ;, AP; folgendermafBen definiert:
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Mit Az ist die positive Wurzel von (Az;)? gemeint.
Beispiel: Wir betrachten wieder das Gaufische Wellenpaket

N
o (77" — @7‘)
m

Dann ist

S = [y - 2 t)2w<f,t>

I
TN
[N
)
2|2
~~
~~
Sa—
~—
ol
I
3 +
8
.
=
TN
)%
\
<
3|
~~
~—
a
DO
)
~~
~~

. o(y;)’

= (L)Q/:O dy; (y)%e 2701

2my(t)

a d [+
7 (2#7(75)) da Jo 1°

- 27(%%) %(aw%)%_%‘

BN\?
A.T]‘ = \/E (] —I— : 2t2)

datm

=

N|=

Das heifit

V.

v

Analog erhalt man

A = [l ()T
mit

5 200, L
20\ —zp—p
17)(ﬁvf) = <—O/2) € hz( 0) A
wh
Ausrechnen wie oben ergibt:
b’ 1 h
(Ap7)2 — E N a,]SO Ap7 ) \/—55 A

31
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Zwischen Ap; und Az, besteht demnach die Heisenbergsche Unscharfe—
Relation:

1

(Ax;) - (Apj) 2 5h

Spater wird gezeigt, dafl diese Relation auch fiir V(%) # 0 gilt:

(AQ;) - (AP;) >

h
(AQ)? ={(Q; Q) .
(AP;)? = ((P, — (P}))") .

Die Unscharfe Relation folgt aus der Beziehung

h
P;Q;, —Q;P; = —.

7

(Beweis spéter!)

Folgerung: Beil einem quantenmechanischen System lassen sich Orts-
und Impulsvariable nie gleichzeitig beliebig scharf messen. Dem
Produkt der Unscharfen ist durch die Relation (Axz;)- (Ap;) > h/2
eine untere Schranke gesetzt!

Beispiel: Beugung eines monochromatischen Elektronenstrahles an zwei Spal-
fen:

T2
> L

- 15

N

\

5

. d o
p=(p,0,0) :
A=h/p Schirm

) . . E 171 N » 1,
Von links fallt eine ebene Welle der Frequenz w = — = — (—p ) k= —p
h h \2m h
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auf eine Blende mit den Spalten S7 und 53, die sich im Abstand a voneinander
befinden. Die Spalte sind koharente Quellen fir die Wellen

A1€—7(w7‘—k1 ?) 11T]d A2€—7(w7‘—k2 ?)

b

die sich hinter der Blende superponieren:

b

- - 2
1Rl = NlFell = - -

Die zugehorige Intensitat (unnormierte Wahrscheinlichkeitsdichte) ist

(7, = [ A+ Asf? + Re (2A1A; ik Fa) - ) |

Der ]etth Term ist verantwortlich fiur die Interferenzen auf dem Schirm. Fine
einfache Uberlegung zeigt, dafl die Maxima bei Winkeln «,, auftreten, fur die

asin o, = ni

gilt. Die Abstande der Maxima betragen
d\

dsina, 1 —dsina, = — .
a

Halt man einen der Spalte zu, so verschwindet das zugehorige A; und ebenso
das Interferenzbild. Dies war die Beschreibung des Systems im Wellen -
”Bild”.

Im Teilchen - ”Bild” weil man nicht, durch welchen Spalt ein Elektron
geflogen ist, d.h.:

Ary = a

andererseits haben die Elektronen hinter der Blende im allgemeinen eine Im-
pulskomponente in x5 - Richtung, die ebenfalls nicht genau bekannt ist. Ap,
ist in etwa:

> . pA  2wh A
Apy & psinay = — = — = —,
a a a

d.h. ]
(Axs) - (Apy)) & h > Sh-

Bemerkungen:

(a) Die Tatsache, dal "Elektronen” mit Impuls p unter bestimmten Umstéan-

2

D
den (s. Beispiel) Welleneigenschaften zeigen, wobei k = Zﬁj k|| = T
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fithrt dazu, dafl bestimmte Teilcheneigenschaften - vor allem die Toka-

lisierbarkeit - "unscharf” werden, und zwar derart, dafi Ax; > Ao
Pj
Wellen - und Teilcheneigenschaften sind zueinander komplementar (IN.

Bohr).

Will man bei dem Doppelspalt - Experiment beispielsweise die Teilche-
neigenschaften scharfer erfassen, indem man mifit, ob ein Elektron durch

St oder Sy gegangen ist, so braucht man dazu eine Messung, bei der
a

m;

h 1 h

Axy < a. Dies impliziert, dafi Ap, > — > — gilt (z.B. Azy =
2 Axy a

APQ B Apg)\ > )\

und > — = sinay). Durch die Ortsmessung ist die Tm-
a

P2 h2m
puls - Unscharfe derart grofl geworden, dafl die Richtungen aq, ..., a,,, ...

maximaler Interferenz ”verwaschen” werden: das Inferferenzmuster ver-
schwindet.

Die "Tntensitat” | (2, 1)|? ist ein MaB fiir die Wahrscheinlichkeit, das Teil-
chen in einer kleinen Umgebung von 7 aufzufinden: deshalb bezeichnet
man die Schrodinger - Wellenfunktion ¢ (#, 1) als Wahrscheinlichkeits -
Amplitude.

Wichtig: in obigem Beispiel sind die Amplituden ¢y und 5 zu addieren,
um [1p|* zu bekommen, nicht |A;]? und |A,]? !

Verringert man die Intensitat der einfallenden Elektronenstrahlen so, daf}
immer nur ein Elektron in der Apparatur ist, so findet man trotzdem
(nach einiger Zeit) auf dem Schirm wieder ein Beugungsbild!!

Man kann die hereinkommenden Elektronen in der Ebene des Beugungs-
bildes zahlen, indem man dort sehr viele Zahler aufbaut, von denen
dann jeder einzelne auf je ein Elektron anspricht (Idealisierung).



Kapitel 4

Die stationare Schrodinger -
Gleichung fiir eindimensionale
Systeme

Ist das Potential V(&) von der Zeit ¢ unabhangig, so kann man nach Losungen der
Form

G(F, 1) = o(1)u()

suchen (Separation der Variablen). Einsetzen ergibt:

d h?
ihu,(r?:’)m(r(t) = |—

Au(?) + V(&Du(Z)| a(t) .

2m.

Dividiert man durch a(#)u(¥) # 0, so erhilt man

1 de(t) 1 h?
h = Hu(7), H=— A+ V().
! o(t) dt u( ) u(7), 2m. + V()

Da die linke Seite eine Funktion der unabhangigen Variablen ¢, die rechte Seite eine
Funktion der unabhéangigen Variablen 7 ist, so muf}

1 do(t
vh o() = I/ = const. sein, d.h.,
o(t) dt
7
——Fi
o(ty=Ce h | (' = const.
Andererseits gilt:
h2
Hu () = (2/ Au(¥) + V(?)u(?)) = Fu(¥)
me

Dies ist die zeitunabhangige oder ”stationare” Schrodinger - Gleichung.

Die stationdre Schrodinger - Gleichung hat die Form einer Eigenwert—Gleichung;:

35
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Ist A eine n x n Matrix in einem n dimensionalen Vektorraum, und @ ein n di-
mensionaler Vektor mit der Figenschaft Av = av, a € R, so heiit a ein Figenwert
von A und © ein Eigenvektor von A zum FEigenwert a: © = v,.

Analog ist u(#) = ug(¥) ”Eigenfunktion” des Schrodinger—Operators
H zum ”Eigenwert” F.

Sind
R o
o;(t) = Cje h " und 7/,]:]](,’17) 5=1,2,

zwei Losungen (7, 1) = o;(1)ug, (¥) von
ih O (2, 1) = H (7, 1),

so ist auch thre Summe (7, 1) + Vo (7, 1) eine Losung.

Allgemein: Sind —c0o < B < Fy,..., F,, ... diskrete Figenwerte von H und
{F,~00 < B < F < oo} kontinuierlich verteilte Figenwerte von H, so ist bei
geeigneten O, bzw. C(F), die Konvergenz gewéhrleisten, auch

7 7
0 ——F,t o0 —=F1
(7, t) = Z C,e h up, (7) + dE C(EYe h  up(®)
— JB

eine Losung. ', und C(F) sind komplexe Zahlen; sie konnen auch Null sein!
Bemerkung: Die Energie mufl nach unten beschrankt sein, da das System sonst
nicht stabil ist: £ > B > —oco.

Einfaches Beispiel fiir Figenfunktionen von Differential - Operatoren:

Ist P = ——— der Impulsoperator und ist e,(x) Figenfunktion von P zum reellen

) 1 dx
Eigenwert p, d.h.

J— - :I:
so sind die Eigenlosungen offenbar e,(z) = Cehp , C = const.. D.h. die ebenen

Wellen sind Eigenfunktionen des Impuls-Operators P.

4.1 Die eindimensionale Potentialstufe

Wir haben als eindimensionales Potential hier

V(z)=0 fir 2<0
V() =V >0 fir 2>0.
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Die zugehorige (eindimensionale) Schrodinger Gleichung lautet:

h? d*u(x
Com (;IT(?T) + V(z)u(x) = Fu(x)
B Afest ,
d.h.
dz“’(m) 2m

Tz = Viu(r).

Aus der letzten Gleichung folgt, dafl bei stetigem wu(2) die 2. Ableitung von u bei

u
2 = 0 einen endlichen Sprung macht, d.h. T ist ebenfalls noch stetig:

. ( du du
im | —
e—0 (]1'

dx

€

+e
= lim dr i ﬂ
. e=0./ ¢ dr \ dx

du
also gibt es hier die Randbedingung: wu(x), d—“ sind stetig fir = = 0!
1. K>V

Fur x < 0 ergibt sich, abgesehen von einer Konstanten, die allgemeine [Losung:

. . 1 1
2 <0: u(z) =R 4 gemike g S(2mE)? >0,

R = const..

U — — U

dr dr

h du du*
Als zugehorigen "Fluf” s(z) = ( Ldu iy

) (Wahrscheinlichkeits -

Stromdichte) erhédlt man:

hk
= 21— |RP)
m

Interpretation: e'FT heschreibt eine von von links nach rechts laufende,

hk '
einfallende Welle mit Flul — > 0, R e "WTheschreibt eine an der Stufe
m

2k
reflektierte Welle mit FluB —|R|*—.
m

Die Losung fiur = > 0 lautet

x>0 u(x)= Teiqm, =+—-[2m(F — VO)];_
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Die ebenfalls mogliche Losung ¢ 197 Tassen wir weg, da von rechts keine Welle

einfallen soll. sy = £|T|2 ist der nach rechts durchlaufende Strom.
m
Stetigkeit von u(x) bei x = 0 ergibt
1+R=T

du
und die Stetigkeit von X hei x =0
dx
k(1 — R)=1qT .

Aus beiden Gleichungen folgt

Damit sind F und T als Funktionen von F und V; bekannt. Man rechnet
unmittelbar nach, daf}

hk

m

h
(1 — Ry = 272
m

s(x) ist also ebenfalls stetig bei 2 = 0.

Bemerkung: im Gegensatz zur klassischen Mechanik, wo fiir £/ > V4 kein
Teilchen reflektiert wiirde, wird hier der Bruchteil | R|? reflektiert. Fiir Vo < F
gilt ¢ > k und R — 0.

B <V

Fur = < 0 hat man als allgemeinste Losung

w(z) = Arsinkax + Bycoska
1

k:E@mEﬁ,

und fur 2 > 0

w(z) = Aye BT 4 Byt
] 1

Aus physikalischen Griinden kann w(x) fiir 2 > 0 nicht beliebig grofi werden,
woraus By = 0 folgt. Die Bedingung der Stetigkeit von wu(z) fiir 2 = 0 ergibt

A2:B17
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du
die Stetigkeit von d—“ in = 0 fuhrt auf
A]k = *AQK', .

Mit diesen beiden Gleichungen erhalt man schlieilich:

k
<0 : ulx)=A (sinkm—coskm) ,

K

k
x>0 : u(x)= —A—e BT
K

Bemerkungen:
(a) Es ist tiberall s(2) = 0 (stehende Wellen!).

k?
(b) Man hat w(x) = |A1|2—2672K”T fir # > 0, d.h. im Gegensatz zum
K

klassischen Fall dringt ein Bruchteil der Teilchen auch in das Gebiet
x> 0 ein! ("Tunneleffekt” ) s. spater).

k
(¢) Fiir Vo — oo gilt — — 0, also u(x) = Ay sinka fir 2 < 0 und u(z) =0
K

du
fur = > 0. Beachte: d—“ hat dann einen Sprung an der Stelle 2 = 0!

4.2 Die Potentialbarriere

einfall. Teilchen ‘ durchl. Teilchen
_ _ — } VO _ _ —
reflekt. Teilchen F
T
—a 0 a X
Das Potential ist:
0 fir < —a
Viz)=4 V>0 fir —a<z<a

0 fir 2 >a.
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Von links fallen Teilchen mit der Energie K/ < V4 ein (Annahme!), von denen ein
Teil reflektiert wird. Wir haben somit:

r<—a : ulx) = e“m: + Reiikm ,
k= 1(2mE)? ;

—a<x<a : ulr) = Ae "4 Bl
K= 12m(Vo — )% ;
r>a : uly) = L (von rechts lauft keine Welle ein).
du

Die Stetigkeit von u(x) und — in @ = +a fiihrt auf folgendes lineare Gleichungs-
system fur die vier Groflen R, A, B und T':

o ka 4 Reika _ Aeht 4 Be—ha

re ik (e TR0 Reka) = g (— AR 4 Be R )
Ae— K0 | Beka _ Tetka

TEET g (CAeFT L BerT) = ppeika

Aus den beiden ersten Gleichungen ergibt sich durch Addition und Subtraktion:

24 = (] — i—) ¢ tha + R (] + i—) cika ,
K K

9BeH0 — (1+7:—) e’k“+1%(17:—) etka
K

K

ebenso aus den beiden letzten Gleichungen:

k .
24 M = (] — i—) ka ,

K

2B = (1+7:5) ka g
K

()

1 —2—
a4 K Q2Ka
B ( k) '

14+7—

K

Setzen wir dies in den Quotienten aus den ersten beiden Gleichungen ein, so ergibt

Damit erhalten wir

sich:

_9ika (/4,2 + kz) sinh(2ka)

R=e )
¢ (k2 — /4,2) sinh(2ka) 4 2ikk cosh(2ak)

Aus der ersten und dritten der obigen Gleichungen erhalt man:

_9ka 2ikk
T=c¢e¢ 5 I - )
(k* — k%) sinh(2ka) + 2ikk cosh(2ak)
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Daraus bekommt man folgende Absolutquadrate:

|R|2 _ (/4,2 + k2)2 sinh2(2/<,(1,)
I (/4,2 + k2)2 sinh2(2/<,a,) 1 4k2E?
|T|2 _ Ak*E?
(/4,2 + k2)2 sinh2(2/<,a,) 1 4k2E?
d.h. |RI>+|T|P=1.

Wichtig: Obwohl F < V4 konnen Teilchen durch die Barriere kommen, wobei vor
allem die Grofe

1
Ka = Z[Qmaz(‘/g — 1))

fiir den Bruchteil der durchlaufenden Elektronen verantwortlich ist (Tunneleffekt).
Man betrachte folgende Spezialfalle:

N[—=

1

2
k—0 (E—}Vg)’dann |T| %W

Ferner

b

1
ka > 1 : sinh(2ka) =~ §€—|—2/<,(1,

d.h.

|T|2 ~ (4“]“)2 —4Ka
~ 7(/{2 n kz)ze .

Berticksichtigt man in dieser Formel in erster Naherung nur die Exponentialfunktion,
so sind sind die Transmissionskoeffizienten naherungsweise multiplikativ, d.h., falls
a = a1 + ay, dann gilt fur die zugehorigen Transmissionskoeffizienten

|Tul? ~ | To, |* - T, |

(Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten).

Approximiert man nun einen kontinuierlichen Potentialberg V() durch Stufen der
Dicke Az = 2a, so ergibt sich - abgesehen von einem Normierungsfaktor -

|7j|2 ~ 62./ (]T\/(Qm/hz)(‘/("r) _ E)

Der Tunneleffekt ist wichtig bei vielen physikalischen Phanomenen, z.B. beim Kern-

zerfall sowie bei der "kalten” Emission von Elektronen aus einer Metalloberflache,
die als Kathode dient:
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1%
” Auslosearbeit” A
Potential
—el.gx im
- - - - — | 9O PP PP PR A]]ﬁ@nra]]m
F

Metall 0 Vakuum T

4.3 Der unendlich tiefe Potentialtopf, bzw. der
Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden

Wir studieren hier den Potentialverlauf

Viz) = 0 fir —a<a<a,

V() = oo sonst .

Aus der letzten Bemerkung in Abschnitt 4.1 folgt, daB w(a) = 0 = u(—a) sein muf!

Im Topf selbst hat man
d*u 2m K

da? h?

U .

1 i
Falls K <0, k = Z(—Qmﬁ)?, so hat man die Losungen

u(zr) = I

mit denen man die Randbedingungen u(a) = 0 = u(—a) jedoch nicht erfiillen kann.
Es gibt also keine Losungen fiir das Problem mit F < 0!
Fur £ > 0 hat man

% = ku(x), k= ;}—(QWE);_
mit den Losungen
u(*)(m) A sin kx|
u(+)(r1:) AN coska |
(—) ungerade Funktion in z,
(+) gerade Funktion in z.
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Randbedingungen:

sin ka = () bedeutet, dall ka = nm, n =1,2,3,--- sein muf}, d.h. nur bestimmte
Werte von k (und damit der Energie /) sind mit der Randbedingung
vertaglich: ”Quantisierung”.

Die zulassigen Energiewerte sind

2m2h?
peoy T n=1,2.73---

) 9
n 2ma?

Die Normierung der zugehorigen Eigenfunktionen

7/,7(;) — A 5in (mm:)

a

gemaB [* u*(x) - u(x)dr =1 ergibt A = ((1,)7;_, also

wl () = a” % sin (mm:) ,

a

n=123---.

Ferner folgt aus coska = 0, dafl hier ka = (n4+1/2)7, n =0,1,2,--- sein muf, und

damit lauten die Energiewerte

2272
) (n+1/2)°7%h =012,

" 2ma?

Die zugehorigen Eigenfunktionen sind :

uff) — 4”7 cos [(n—l—]/Q)ﬂ]7
a
n=0,1,2,-- .

Der tiefstmogliche Energiewert - die Grundzustandsenergie - ist

w2h?

Sma?

F(+)

2

F. = 0 ist nicht moglich, da dann die Losung u(x) = by 2 + by den Randbedingungen
nur genugt, wenn by = 0, by = 0.
Die Mittelwerte () und (p) verschwinden. 7.B. ergibt sich

1 fo VT T VT T
(r) = — dx sin (mTT) 2 sin (mTT) =0

a .J—qa a a
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da der Integrand antisymmetrisch in x ist. Fur das mittlere Schwankungsquadrat

pe
(Ap)? gilt somit (Ap)? = (p?). Da aber P? = —h” = 2mH, so folgt
+
<P2>( ) = Qmﬁq(f) , wobei
+ a d?
N ] S )
Ferner erhalten wir fiir (%) mit der Substitution y = ™
a
n ] a 4 ok
<r1:2>( ) _ dr 22 <in? nwT
” a.J—qa a
1 i . 2
— (%) sin’ny dy .

Da sin’a = 15(] — cos 2ar), so erhalt man nach mehrmaliger partieller Integration

_ 2 3
<T2>7(7 ' (; (1 B 27T2n2) .

Das Gesamtergebnis fur die ungeraden Eigenfunktionen lautet also:

() _nmh

: 3 \7
A A./()—LO—)
( p)w a ’ ( T)n \/§ 9 2p 2

Analog erhalt man mit cos’a = 15(] + cos 2a):

1. 7h a 3 :
AP =y DT A= ()
(Ap); (n+ 2> a (Az), 3 212 (n + 15)2

Die Unscharfe - Relationen lauten:

(Az){) - (Ap)L) =

N =

(An)F - (Ap)H = = [(n +1/2)*x% — 3/2]

Bemerkungen

1. Die Energien E™) sind umso groBer, je groBer die Zahl der Nullstellen (sog.
7ahl der Knoten) der zugehérigen Figenfunktionen () (2) im Intervall



DIE ENTWICKLUNG NACH BASISFUNKTIONEN 45
[—a, +a] sind.
Interpretation:
1 (+) h* e d?
(+) — ) _ /2 - ()2, (H)
o = {H) = 2m <p >n  2mJ-. da dz2'm
h* o du(H)= oy (F) h* o dul® |”
= — / dr —= = — / dv |—= ,
2m J—a dzx dzx 2m J-q dzx
: , : : o L du|’
d.h. F, ist umso grofer, je schneller sich u(x) mit 2 andert (je groBer |—
ist). Die Wellenfunktion 7/,7(7:)0 = a "% cos (;T—T) des Grundzustandes hat fur
a

|#] < a keine Nullstelle.

Das Produkt der Unscharfen Az - Ap hangt nicht von ¢ ab und wachst mit
(+)

n. Fir den Grundzustand u; ’ hat man
ho/1 3\ ? h
Az)H) (A <+>——(— 2—) — 0,568 > -
( T)O ( p)O \/§ 47T 9 ” 27

h
d.h. die allgemeine Relation (AP) - (AQ) > 5 ist gerade erfiillt. Ferner ist

h
Eg Da (Ax) nicht groBer als 2a (Durchmesser

a

(Ax) = 0,36 a, (Ap)ST) =

h
des Potentialtopfes) sein kann, mufl (wegen (AP) - (AQ) > 5) die Tmpuls
Unschirfe (Ap) # 0 sein! D.h. obwohl die Teilchen in den Zustanden u(*)

T

"scharfe” Energiewerte £ haben, gilt dies wegen der endlichen Ausdeh-
nung des ”Kastens” nicht fiir ihre Tmpulse!

Mittels der Beziehungen

2 COS oy COS (g
281N ay sin ag

281N @y Cos Qg

rechnet man leicht nach, daf}

cos(ay + ag) + cos(aqr — az)
cos(ay — ag) — cos(ar + az) ,

sin(ay + ag) + sin(ag — as)

a

da a2yl ()

(sm noos

d.h. Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten £(*) sind zuein-

b

ander ”orthogonal”.
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4.4 Die Entwicklung von Funktionen nach einem
System von Basisfunktionen

In einem n-dimensionalen (komplexen) Vektorraum = {#'} mit Skalarprodukt (o, #)
= ¢(v1,v3) kann man jeden Vektor v eindeutig nach einer vollstandigen orthonor-
malen Basis {€,, v =1,....,n} entwickeln:

n n
F=Yed. 7= @5 =X lel.
v=1 v=1

wobei die Koeffizienten ¢, = (€,,v) sind.

Ganz analog kann man sich fragen, ob und in welchem Sinne man eine Funktion
u(x) nach "Basisfunktionen” f,(2),v = 1,--- 00 (abzahlbar!) entwickeln kann. Zu
diesem 7Zweck braucht man zunachst einmal ein Skalarprodukt, mit dem man u.a.
Orthogonalitat und Norm (= "Lange”) von Funktionen definieren kann.

4.4.1 Definition und Eigenschaften des Skalarproduktes

Die Funktionen wq(a),ua(x)--- seien im Intervall —a < 2 < a quadratintegrabel,
d.h. [* dx |u(z)]* < oo, dann definiert man als Skalarprodukt:

a

(g, ug) = da ui(x)uz(x) .

Die GroBe (u, u);_ = ||u]| bezeichnet man als ”Norm” der Funktion u beziiglich des
Skalarproduktes (w7, us). Das obige Skalarprodukt hat u.a. folgende Eigenschaften:

(ur,u2)™ = (ug,ur);

(w1, Aotz + Azuz) = Ag(ug,uz) + Az(uq, us) .

Ferner folgt aus

0 < /a da (uy + Aug)™(ur + Aug)

(g, ur) + |)\|2(u27 ug) + N (g, ur) + A, us)

mit A = % die Schwarzsche Ungleichung:
(2, U2

(g, ur) (g, ug) > |(u1,u2)|2
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Vorsicht:

o In einem n-dimensionalen Vektorraum folgt aus ||o]] = 0, daff & = 0, aber aus
||| = 0 folgt i.a. micht, daB u(x) = 0; es sei z.B. u(x) = 0 fir 2 € [—a, +4]
mit Ausnahme von endlich vielen Stellen, an denen u(2) = 1, dann hat man
||| = 0 aber « #£ 0. Man sagt auch u sei aquivalent zu 0 (v ~ 0), wenn

Jull = .

o Ferner sei im n-dimensionalen Vektorraum eine Folge {#,,, } mit lim,, o [|0]]
= 0, so folgt lim,, o v, = 0 . Dies gilt jedoch nicht immer bei Funktionen!

Beispiel:

1

1 —n22? fir 22 < — |
n2

w, (1) =

1

0 fir 22> — |
n2

re[—1,+1].

Die Funktionen u,(x) sind stetig und man hat

2 ! 2 ta 2 2)?2
= ./71 [t (2)|* da = / (] —n’x ) dx

1
1
2 1 n 16
- x— -n?? + —pty® = ,
3 H -1 15n
d.h. Timy, oo |Jus|] = 0; andererseits ist aber

. )0 fir 2#£0
Jim () { 1 fiir 2 =0

Auswege:

e Man beschranke sich auf gleichgradig stetige Funktionen.

e Man erweitere den Riemanschen Integralbegriff (Lebesgue, s. mathematische

Literatur).

Anmerkung: Zwei Funktionen wuy,uy Z 0 heiflen orthogonal, wenn ihr Skalarpro-
dukt verschwindet: (uy,u) = 0.
n Funktionen wq,-- -, u, heifen linear unabhangig, falls aus

e
N eu; =0, firalle
=1

folgt, dafl ¢y = --- = ¢, = 0. n zueinander orthogonale Funktionen f;,---, f, sind
immer linear unabhangig, denn aus

T

doafi=0

=1
folgt nach Multiplikation mit f; und Integration
cnlfus fr) =0, dh. ¢ =0, k=1,---,n.
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4.4.2 Approximation von Funktionen im Mittel

Essei {f,(2)} ein System von orthonormalen Funktionen: (f,, f,) = 4,,. Wir
nehmen an, daff die f, glatt (d.h. stetig differenzierbar) in [—a, 4+a] sind. Tst u(x)
eine stetige Funktion, und sind ~4, - - -, v, komplexe Zahlen, so kann man fragen, fur

welche Wahl der Koeffizienten v, der Ausdruck

0801 = o= S 0ufll = [ (w1 S st) () - st

minimal wird (Methode der kleinsten Quadrate). Umformen ergibt

T

A(y) = (u,u) + Z v, — e |® — Z le, |2, wobei

v=1 =1

=(f,,u)= /70(]7' > ().

Man sieht, dafl A(y) minimal wird, falls v, = ¢,!
"Beste mittlere quadratische Approximation von u bei vorgegebenen fy, ...

][‘ 2
Jn-

e, = | dx (x)u(x) : Entwicklungskoeffizient

o =1

von u bzgl. f,.

Da A(vy) > 0, so folgt
[l =3 fe |,
v=1

und da die linke Seite nicht von n abhangt, so haben wir die Besselsche Unglei-
chung;:

[S9)
full* > > feu]”
v=1

d.h die Reihe -0, |e,|* konvergiert, falls nur [Jul|* < oco.
Definition: Das orthonormale System {f,} heilt vollstandig im Intervall

[—a,+a], falls man jede dort stetige (hzw. stiickweise stetige, d.h. endlich viele
Unstetigkeitsstellen mit endlichen Spriingen) Funktion durch Wahl eines geeig-
neten n im Mittel beliebig genau approximieren kann, d.h. die Zahl

Ay =llu— > e fl
v=1

beliebig klein machen kann. Fiir ein vollstandiges System tritt an die Stelle der
Besselschen Ungleichung die Gleichung

|ul]? = (u,u) Z e, |? .
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Wendet man diese Gleichung auf u!") + 42 sowie auf u(") 4+ iu® an, so folgt

Nimmt man nur eine der Funktionen f, aus dem System heraus, z.B. fi, so ist es
nicht mehr vollstandig, denn dann gilt

CU:(f”7f1):07 V:27'“ ) aber (f17f1):] !

Ferner: aus der Konvergenz im Mittel

n
Jim llu = 32 e full* = 0

kann man i.a. nicht folgern, daf} die punktweise Konvergenz gilt, also
u(x) =Y e, f(v) fir jedes x € [—a,+a].
v=1

Dies ist jedoch der Fall, wenn die letzte Reihe in [—a, +a] gleichméfig konvergiert,
da man dann Integration und Summation vertauschen darf. Also: die Konvergenz
im Mittel ist i.a. nicht gleichbedeutend mit der punktweisen Konvergenz
(siehe Seite 47). (Die Konvergenz im "Mittel”, d.h. beziiglich der Norm |[u]||, ist
"grober”.)

Etwas verallgemeinerte Definition der Vollstandigkeit: Fin System {¢,} von
Funktionen heifit vollstandig, falls man jede stiickweise stetige Funktion im Mittel,
d.h beziiglich der Norm ||u]|, durch eine Linearkombination der g, beliebig genau
approximieren kann.

Bemerkung: ein solches System kann immer orthonormiert werden (siehe die beiden
ersten Ublmgsstlmden)!

Wichtig fiir die Anwendungen ist der folgende Approximationssatz von Weier-
strafl:

Jede im Intervall [a,b] stetige Funktion a3t sich in diesem Intervall
gleichmaflig durch Polynome in z approximieren.

Das heif3t: die Funktionen 1,z,2?% 2%, --- bilden im endlichen Intervall [a, b]

ein (noch nicht orthonormiertes!) vollstandiges System.

4.4.3 Die Vollstandigkeit der trigonometrischen Funktio-
nen und Fourier - Reihen

Es sei zur Vereinfachung @ = 7 gesetzt. Dann bilden die Funktionen

1 1 1

——, —sinvr und —cosvr ;v =1,2,---

o Vr NG

"Es gilt (uy,u2) = ]I [||u1 + us||? — | — ua||? 4 | |ur + dus||? — iljuy — i11,2||2] .
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ein System orthonormaler Funktionen in Intervall [—m, +7]. Dariiber hinaus lat
sich jede Funktion f(x), die im Intervall [, +7] stetig ist und fiir die f(—7) = f(7)
gilt, gleichmaBig durch trigonometrische Polynome

‘l n
5(1,0 + Z af/+) cosvr + aff) sin v
v=1

approximieren.

BEWEIS: Fs sei # = x der Polarwinkel in der yq, yo-Ebene mit vy = pcosé und
ys = psinf. Die Funktion .]E(yhyg) = pf(0) ist stetig in der yi,y>-Ebene. Nach
dem Approximationssatz von Weierstrafl kann sie in einem Quadrat, das den Kreis
p = 1 enthalt, durch Polynome in y; und y, gleichmafig approximiert werden, d.h.
fir p = 1 ist f(#) gleichmafig durch Polynome in cos@ und sin § approximierbar.
Die Polynome lassen sich dann mittels trigonometrischer Formeln in die obige Form

bringen.

Q. E. D.

dann folgt aus dem vorher Gesagten

lim || — s,|| =0
n— 00
sowie
2 N ] O]
(“’7“’) = |(]’0| +Z a, ‘ + a, ‘ .
v=1

Dariiber hinaus gilt (ohne Beweis) folgender Satz:
Die Funktion u(z) sei stetig im Intervall [—7, +7] und ferner u(—m) = u(+7), dann
konvergiert die Reihe

ool 32 (o9 (0) + a1 0(0)

gleichmafig gegen u(x).
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Mathematische literatur:

1. Courant and Hilbert, Methods of Mathematical Physics, Vol I.

2. Hewitt and Stromberg, Real and Abstract Analysis.
Springer Verlag.
(Mathematisch anspruchsvoll, ausfithrliche Diskussion vom Lebesgue - Inte-

gral).

4.5 Nochmal der unendlich tiefe Potentialtopf

Nach den vorigen Abschnitten bilden die Funktionen

1 T
P (x) = —= cos 12—] =0,1,---
W) = Zcos [ 1/2) 7] v =01,
und |
uff)(.?:) = ——sin [Vﬂ] , v=1,2,
a a

fiir stetige Funktionen wu(z) mit u(—a) = 0, u(a) = 0 ein vollstandiges System im

Intervall [—a, +a], d.h.

u(r) = 3N ) 430 el )

v=0 v=1
(B = (™ ) und
(w,u) = > cf,+)‘2 +3 ‘cff)‘Q =1.
v=0 v=1

u(x) sei die (als zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzte) Wellenfunktion ei-
nes beliebigen, mit den Randbedingungen vertraglichen Zustands des Systems, ins-
besondere gelte (u,u) = 1. Fir den Frwartungswert der Energie im Zustand u
bekommen wir:

= (H) = (u,Hu) = do u™(x)Hu(x)
~ S B [+ S RO | K
v=0 v=1

Physikalische Interpretation:

B2 = |(uP),u)|? ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei einer Energie-
messung am System, das sich im Zustand u befindet, den Wert E(*) zu
messen.
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Fiir den Fall, daB 7.B. |c{*)|2 = §,,,, so miBt man z.B. mit Sicherheit den Wert Efj').
Ferner: Befindet sich das System vor der Messung im Zustand « und
hat man den Wert Efj') gemessen, so befindet sich das System nach der

Messung im Zustand ufj'). Eine erneute Messung der Energie liefert also
wieder das Resultat F(*).

Man bezeichnet die Grofie

w(u — u®) = () )2

v

auch als "Ubergangswahrscheinlichkeit”, das ist die Wahrscheinlichkeit

dafiir, daB ein System vom Zustand u in den Zustand u(*) iibergeht.

Diese hier am Beispiel des Potentialtopfes angestellten Uber]eglmgen gelten ganz,
allgemein!

Mathematische Bemerkung:

Hermitesche bzw. symmetrische Operatoren
w1 () und uq(2) seien zwei beliebige, komplexwertige, zweimal stetig differenzierbare
Funktionen mit w;(—a) = 0,u;(a) = 0, 7 = 1,2. Dann gilt:

“+a

* +a *
.o (w1, Qug) = | deuy(x)(vug(x)) :./7,,, da(axul)usy

= (Q“h“?)

+a h d
2. (u1,Puy) = deuy(x)(=—wuz(2))
J_a 1 dr
h e hod
- 4+ l—,uTuQ] —I—/ da(——uq) uz
7 ., Jea 1 dx
= (Puy,uz)
und analog durch 2 malige partielle Integration
1
3. (ur, Houg) = —(7/,17P2u2) = (Houq, uz)
2m

D. h. die drei Operatoren A = Q, P, H = Hy + V(Q) haben
die Figenschaft

(ur, Auz) = (Aug,uz) = (ug, Auy)”

Solche Operatoren nennt man ”hermitesch” oder ”symme-
trisch. Symmetrische Operatoren haben reelle Erwartungs-
werte:

< A>=(u,Au) = (Au,u) = (u, Au)".
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FEin symmetrischer (hermitescher) Operator heifit selbstadjungiert, falls das Sy-
stem seiner Eigenfunktionen vollstandig ist. Bei endlich dimensionalen Vektorrau-
men sind "hermitesch” und 7selbstadjungiert” identisch, bei unendlich dimensio-
nalen i. a. jedoch nicht.

Fir die Physik wichtig sind die selbstadjungierten Operatoren: ihre Er-
wartungswerte sind reell, ihre Eigenfunktionen bilden ein vollstandiges
System und ihre Eigenwerte sind die moglichen MefBwerte.

4.6 Der Potentialtopf mit endlicher Tiefe

Fs sei

= 0 fir || >a ,

V
V = VW, W>0, fir|z]<a.

Die Losungen zu positiver Energie bekommt man durch analytische Fortsetzung
(k = —ik) der Losungen fiir die Potentialbarriere (s. Abschnitt 4.2). Zusétzlich
kann es Losungen zu negativen Energien geben:

0> FE> -V

Klassisch entspricht dies einem gebundenen Zustand, d.h. fiir |z| > a sollte die
Wellenfunktion abfallen. Demnach kommen folgende lLosungen der Schrodinger

Gleichung in Frage:

1 1
r<—a : ulzr)=B_e" | k= —I—Z(—Qmﬁ)?

—a<x<+4a : ulx)= Aycosqr+ Aysingr

1 1

r>a @ u(x)= Bye ™.

Die Forderung nach Stetigkeit der Wellenfunktion und ihrer Ableitung fiur z = +a
gibt die Bedingungen

B_e "™ = Ajcosqa — Aysinqga
kB_e ™ = q¢(Aysinga+ Aycosqa)

Bie ™™ = Ajcosqa+ Aysinga
kByre "™ = q¢(Aysinga — Ajcos qa)

Hieraus folgt

Ay singa + Agcos ga Ay singa — Agcosqa

K =

7qA1cosqa—Agsinqa, q%hcosqa,—l—Agsinqa7
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d. h. es mufl Ay - Ay = 0 sein: die Losungen zerfallen wieder in symmetrische und
antisymmetrische

u(+)(.7:) = A, cosgPa | u(*)(m) = Aysing e .

Die Gleichungen

K — (D tan(Wa) . w10 = —¢) cot(q!a)

bestimmen die zulissigen Figenwerte K, B Mit b2 = 2mVya?/h?, y™*) = ag™,
ergibt dies die transzendenten Gleichungen

(1 =y [y = tan g (12— O 2 0 = oty

Graphische Losung:

Die Anzahl der gebundenen Zustiande hingt von dem Wert von b? = 2mVya?/h* ab:

1. Wie klein auch b2, es gibt immer einen gebundenen Zustand fiir 0 < y+) < 5
(Dies gilt nicht im 3 dimensionalen Fall!) Finen Figenwert (7 < 0 gibt es
nur, falls (b? — 7T2/4)15 > 0, d. h. falls

2
2mVya® [h? > %

2. Fiir sehr groBe b2 >> y* hat man die approximierten Ldsungen

1
y(+)%(n—|—§)7r n=0,1,... ; yIxnr . n=1,...,

d. h. die Losungen gehen in die des Topfes mit unendlich hohen Wanden tiber.
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4.7 Der Spiegelungs— oder Paritatsoperator

Beim Potentialtopf zerfallen die Figenlosungen von H in symmetrische und anti-
symmetrische. Dies legt die folgende Definition nahe:
Es sei IT der Operator, der u(x) in u(—a) tiberfithrt:

IT: (TTu)(x) = u(—=2).

Offenbar gilt:

e = () =uH(2) |
M) = u(*)(—m) :—u(*)(m) ,

d. h. die u*) sind Figenlosungen von IT zum Eigenwert +1, die (") Eigenfunktionen
von IT zum Eigenwert -1! Die Eigenwerte +1 sind hier auch die einzig moglichen,
da zweimalige Anwendung von IT zur urspringlichen Funktion zurickfihrt:

Aus (TTu)(x) = Au(x) folgt:
u(z) = TH(Mu) = My = \MTu = Nu(z), d.h. A =41

Ist u(x) eine beliebige Funktion, so kann man immer schreiben

() = Slue) () + S(ulr) ().

d. h. man kann jede Funktion nach Eigenfunktionen von II zerlegen.
Dynamisch (physikalisch !) ist folgendes entscheidend:

2 2
Der Hamilton Operator H = —2%% + Vo, (Jz] < a), ist invariant gegentiber

der Substitution # = —z, d.h. wir haben

TI(H(x, ) = H(ITW(x, 1)) |

bzw. formal

ITH - HIT =0 .
Ist W(a,1) eine Losung der Schrodinger Gleichung

thoW (x,t) = HU(x,1) |

so bekommt man durch Anwendungvon II auf beiden Seiten

ihd,(TIW) = TH(HW) = H(ITV)
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d.h. falls H invariant gegeniiber der Spiegelung IT : x — —x ist, dann ist mit ¥
auch TIW eine Losung der Schrodinger Gleichung, oder die Funktionen

V(1) = ;]+HWWJ)7

(1) = g1nwwjy

gentigen jede fur sich der Schrodinger—Gleichung und werden im Laufe
der Zeit nicht gemischt, falls schon die Anfangszustande (z. B. fiir = 0)
gerade oder ungerade Funktionen sind.

Fir die zeitliche Konstanz der FEigenschaften "gerade” oder "ungerade” ist

die Figenschaft ITH — HIIT = 0 entscheidend.

Definition: man nennt IT "Spiegelungs” oder auch ”Paritats” Operator.
Die Figenwerte +1 heiflen "Paritaten”.

Spater wird die Verallgemeinerung auf raumliche Spiegelungen II : ¥ — —& be-
trachtet.
Fur die Orts und Impulsoperatoren Q und P gilt offenbar

MQ=—QI, TIP=—PI

Der Paritatsoperator ist hermitesch: Es gilt

“+a
(g, Mug) = druy(x)ug(—a) .

Die Substitution # — —z unter dem Integral ergibt

“+a
(g, MMuy) = deuy(—x)uz(x) = (Tluy, ug) .
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4.8 Der harmonische Oszillator

4.8.1 Eigenfunktionen und Eigenwerte des Hamilton-
Operators

Klassisch hat man fir die Gesamtenergie

1 1
E=—p>4+ —bx? . b>0
om? T
L . h? A1, .
Daraus ergibt sich der Hamiltonoperator H = ———— 4+ —bz” und die zeitun-
.. . . 2m dx? 2
abhangige Schrodinger Gleichung
h? dPu 1
—%d—;; + 56.7:27/,(.7:) = Fu(x) .

Die "Wande” des Potentials 156.7:2 werden umso hoher je grofler x wird, d. h. die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit wird fiir grofie |z| gegen Null gehen. Gesucht sind
Losungen der obigen Gleichung, fur die

+o00
lim w(z) =0 und (u,u)= / deu™(x)u(x) =1

|T|—>OO J—00

gilt. Es zeigt sich, dafl nur bestimmte Werte von /Y mit dieser Bedingung
vertraglich sind! Mit

b 2K ,  Mmw
i T
erhalt man
1 d?u

T = (8% —2)u .

Diese Gleichung lafit sich zunachst approximativ fur sehr grofle x losen:
B> 1 oun~uy(r) , v =Bt
Eine approximative Losung ist

]22
— = T

Uoy = € ,

]22
— = T

W o= —[F%re 2 ,

7_62‘772

[P
u’ = e 2 +64m2€—§[3m

~ B ., .
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[P
— =0
Man sieht: v =¢ 2 ist sogar eine exakte Losung, fallse =1, d. h. K = Fy =
Thw. Die zugehdrige normierte Losung der Schrodinger Gleichung ist

]22
v, P

, (wo,ug) =1,

wlx) = (Bfn

Die anderen Eigenlosungen und Figenwerte gewinnt man folgendermafien:

Die Operatoren

d d
—=(Brt 2o At = (B o)

NPT NPT
haben folgende Figenschaften: Sei u(2) beliebig, dann gilt
1 d? 1
at(au) = (52 Qfﬁﬁ) — 5%
1 1 d? 1
a(a+u) = 2( 2.2 @W)“_l_ 57/ ,
also
(aat —ata)u = wu , oder
aa® —ata = |
Ferner gilt
1
H=hw(a"a+ 5)
und

(ur,auy) = (atuy, uy)

fur Funktionen wuy, uq, die im Unendlichen hinreichend stark verschwinden.

Die Schrodinger Gleichung 1aft sich damit in folgender Weise schreiben

(ata)u(r) = %(5 — Du(x).
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Fiir normierte u(x) folgt hieraus

5(5 —1) = 5(5 — )(u,u) = (u,avau)

= (aw,au) >0 ,

wobei die Gleichheit dann und nur dann gilt, falls au = 0 und ebenfalls ¢ = 1.
au(r) = 0 bedeutet:

du 1
- —B*ru(z), d. h. u=ug=(3*/m)T7e 2

%:

e =1, dh. Fy = lhw ist also der kleinstmdgliche Eigenwert von H.
Wendet man a auf beide Seiten der Schrodinger Gleichung an, so erhalt man

1
a(a+au) = (a+a + Nau = 5(5 — Nau

also:
ata(au) = [5(5 — 1) —1]au ,
und analog
1
ata(atu) = [5(5 ~ 1) +1]atu ,

Interpretation:
Aus Hu = Shweu folgt

1

H(au) = §hw(5 — 2)au,

1
H(a+u) = §hw(5—|—2)a+u.

Entspricht daher & einem beliebigem Figenwert zur Losung u, so gehort auw zu
£ —2und atu zu & + 2; entsprechend gehort a”wu zu & — 2m. Nun muf fiir jeden
Eigenwert ¢ — 1 > 0 gelten (s. oben). D.h. fiir jeden Eigenwert & gibt es eine
ganze Zahl n, so daBl a”u # 0 ist , aber a”"'u = 0, und es gilt £ — 2n = 1. Dies
bedeutet a”u = const. - ug, da ug Figenlosung zu e = 1 ist!

Ergebnis: aus der Forderung ¢ > 1 folgt, dal nur die Figenwerte &, = 2n + 1,
n=0,1,..., moglich sind. Dementsprechend sind die moglichen Eigenwerte
F, des harmonischen Oszillators
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Bezeichnet man die zugehorigen Figenfunktionen mit wu,, so muf} gelten
atu, () = Nu,i(2)

Die Konstante N ist dadurch bestimmt, daf} u,,,1 normiert sein soll, falls u,, normiert
ist:

N?(tpyr,tingr) = N?=(atu,,atu,)

= (aatu,,u,) = ((ata + 1)u,,u,)

Da die Schrodinger Gleichung

atau, = nu,

gilt, so hat man schliefllich N? = n 4+ 1. Demnach erhalt man

atu,(z) = Vn+lu,(x),
au,(r) = /nu, 1 (x).

Mittels Tteration folgt daraus

u(z) = —=(at) ug(z),

w(r) = (Ffmyrhe 37

Man kann die Eigenfunktionen w, (2) auch so schreiben

wa(w) = /B (1 2"/m) e 3 W (B

wobei H,(y) ein sogenanntes ” Hermitesches” Polynom ist. Fs ist

Ho(y) = 1, Hi(y)=2y ,
Ha(y) = 4y*—2 . Hi(y)=8y* —12y .....

Die Hermiteschen Polynome sind Losungen der Differentialgleichung

H)(y) —2yH)(y)+2nH,(y) =0 .




4.8. DER HARMONISCHE OSZILLATOR 61

Sind F,, # F,, zwei verschiedene Figenwerte, so hat man

Fony (Uiny sty ) = (Uy, Hu, ) = (Hutgy, 1y,)
= EnQ(unzvum) ’
d.h. (U, ,u,, ) = 0 fir ny # ny. Die u,(2) bilden also ein orthonormales
System!
Man kann ferner beweisen (s. z.B. Courant-Hilbert, Methoden der Mathema-

tischen Physik, Bd. I, Kap. 2), dal die Funktionen w,(2) im Intervall (—oo, +00)
auch ein vollstandiges System von Funktionen bilden!

4.8.2 Matrizenmechanik des harmonischen Oszillators

Ist V" ein n dimensionaler Vektorraum mit Elementen ¥, Basis €,...¢, (ortho-
normiert!) und Skalarprodukt (¥, %), so ist eine lineare Abbildung A (Operator A)
definiert, falls man die Bildvektoren der Basis angegeben hat:

T
€ — azzakigkz A€
k=1
Far die Matrixelemente a,; hat man
a;p = (6’7:7 Aek)
Ganz analog kann man sich die Matrixelemente der nun unendlich dimensionalen

Matrizen beziiglich der Basis {u,} beim harmonischen Oszillator ausrechnen, die
den Operatoren a, at, Q, P und H entsprechen: Man hat

U = (U QU ) = /1 (U U 1) = /1y
(],;l;m = (U, a+un) =V 41 (U, tpp1) = Vn+ 16, 41

Ferner ist

und daher gilt
1
Qu, = \/_Tﬁ(\/ﬁunq + v+ Tu,g),

1
(“’va“’n) = \/_—26(\/557)1,7171 +vn+ ](Smm-H) 5

_hB
(U, Puy,) = B

(\/ﬁ(sml’n,1 —\Vn + ](Sm’nﬂ) .
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SchlieBlich hat man noch fur die Matrixelemente des Schrodinger Operators

(U, Huy) = F, - 0

d. h. in der Basis {u,} ist die Matrix {H,., = (um,Hu,)} auf Diagonalform:
”Energie”— oder auch ”Heisenberg” —Darstellung der Operatoren Q, P und
H.

Wegen

o0

(u(]),u(?)) = Z(u,(]),u,l,)(u,wu,m)

v=0

gelten die tiblichen Regeln der Matrixmultiplikation (Beweisen! ...) und man spricht
von der "Matrizen” Mechanik (Heisenberg, Born, Jordan) des harmonischen Oszil-
lators!

4.8.3 Bemerkungen:

1. Da die Operatoren a und a* die Eigenwerte von H um den Betrag hw ernied-
rigen bzw. erhohen, spricht man auch von ”Leiter” -Operatoren, bzw. von
”Vernichtungs”— und ”Erzeugungs”-Operatoren.

Solche Operatoren spielen eine sehr groflie Rolle in der heutigen Phy-
sik, da man viele Systeme aus harmonischen Oszillatoren aufbauen
kann.

2. Sei Ble] = {¢,, v =1,...} ein vollstandiges System von Funktionen beziiglich
des Skalarproduktes (uq, uz). Fernersollen alle ¢, zum Definitionsbereich vom
Operator A gehoren, d. h. ||Ap,|| < cc.

LaBt sich dann zu gegebenem u ein u™ finden, derart daf
(u, Apy) = (u¥,¢,)
fur alle ¢,, so definiert die Zuordnung
u — ut = Aty

eindeutig den zu A adjungierten Operator A™.
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7ur Findeutigkeit: aus (uf — uf, ) =0 Vo, folgt uf = uf, da das System

der {p,} vollstandig ist!

Falls

(Pvs Avu) = (A, ©u) Y o, ©u,

so ist A symmetrisch, und falls AT = A, soist A selbst-
adjungiert.

Die Gleichheit von Operatoren schlieit die Gleichheit des Definitionshereiches
und die Gleichheit des Wertebereiches ein!.

Ist dagegen AT = A7' d.h. ATA = AAT =1, soheifit A =U

unitar. Fir unitare Operatoren gilt
(Uny, Uug) = (Ut Uy, uq) = (ur,ug)

d.h. unitare Operatoren lassen das Skalarprodukt
(w1, u2) invariant!

Beispiele fur unitare Transformationen:

(a) Fourier Transformation (s.S. 27).

(b) Orthogonale Transformationen in einem n dimensionalen Vektorraum.

3. Fur den "Kommutator”™ AB — BA zweier Operatoren A, B schreiben wir in

Zukunft
AB— BA=[A,B]=—[B, A]

4.8.4 Koharente Zustande

Fs 1aBt sich leicht nachrechnen (s. Ublmgen), dafB die Erwartungswerte (u,, Qu,)
und (u,, Pu, ) verschwinden. Dies ist auch fiir die zeitabhangigen Losungen

Yoz, ) =€ h  u,(z)

der Fall. Der Erwartungswert des Ortsoperators Q beziglich der Knergie-Figenfunk-
tionen wu,(x) hat also sehr wenig mit dem periodischen Verlauf der klassischen Be-
wegung (1) = Asin(wt + «) zu tun.

Dies ist anders, wenn man die Erwartungswerte bezuglich folgender Uber]a,gerlmg
der Eigenfunktionen w, () betrachtet:
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Es sei u,(2) Eigenfunktion des Vernichtungsoperators a zum komplexen Figenwert
z:

au, () = zu, () .

Dann hat man

] + _ ! 2+ 2") = — Re(z
(1 Q) = (b)) = o+ ) = (o),

und analog

(v, Pu,) = V28h Im(z).

Die Eigenfunktionen u, lassen sich nach den Energie-Eigenfunktionen wu,, entwickeln:

o0

u,(r) = Z(“’nv ) un ().

n=0

Fir die Entwicklungskoeffizienten (u,,,u.) erhalten wir

1 1 z"

(U, u.) = —=(at "ug,u.) = \/m(uoja”uz) =

n!

(g, 1),

<

so dafy

u, () = (ug, u.) g

Wegen (1, %y, ) = &y und der Normlerlmgsfordemmg (uZ7 u,) = 1 folgt aus

[o@) 50 m .
(“’2’7“’2’) = Z(uzaun)(un77l ) = | 7/0771 Z = 7/0,7I,Z)|2€|Z| — ]7
n=0 n—0
daf}
=P

(10, u.)|” = €

Da die Normierungshedingung (u.,u.) = 1 die Funktion w, nur bis auf eine beliebige
Phase festlegt, konnen wir

(vg,u,) =€ 2
setzen. Wir haben daher

2
Il .

L
w(r)=e 2 U
(=) POy

Eigenfunktionen, die zu verschiedenen z-Werten gehoren, sind nicht zueinander or-
thogonal:

1 1
00 |z 2 . 2 + Z*Z
(“’227“’21) = § :(“’227“/77,)(“’77,7“’21) = € 2| 1| 2| 2| 2 1.

n=0
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Wegen

bekommen wir fiir u, explizit

T

ua() = (5—2)% e > L )

Die Summe laflt sich so berechnen:
Die Frzeugende Funktion F(s,y) fir die Hermiteschen Polynome ist

_ 2 > 8" d"F(s,y)
Fs,y)=e 5 T2y " g H,(y) = —— ") .
(s,y) = e Z:% —Hay), Haly) o s —0
Damit erhalten wir
32 }I —]—ﬁzm2+\/§zﬁm—]—|z|2—]—zz
u,(r) = (—) e 2 2 2
T

Bei den Eigenfunktionen w.(2:) des Vernichtungsoperators a handelt es sich also um
GauBsche Wellenpakete!
Setzen wir p = Re(z),0 = I'm(z) , so folgt wegen

b2
+oo 2 2 — 1 +oo - 1
/ dp ei(]’ p i bp — \/_Ee4(1,27(], > 07 _ / do‘el(]’(m o y)(f = —(S(’[} — y)7
J 00 a 27 J o a
dafy
+o00 +o00 .
/W dp/ﬂ do i () Uprio(y) = mo(7 —y).
Da
2 1 2 +12 T 2 h? 3 + 2 12
Q:W[a +(at)*+2a"a+1], P:T[Qa a—a —(a") 4 1],
so folgt
(w. Q27/,Z) = ]—(4,02 +1), (u. P2uz) = h2—62(402 +1)
9 2/82 9 9 2

und daher gilt fur den Mittelwert der Energie beztiglich der Zustande w.:

1 1 1
<H >.= (u,,Hu.) = o <P? >, —|—§mw2 <Q?>,= h(.u(|z|2 + 5)
m.

und fiir die mittleren Schwankungen ergibt sich wegen (s. oben) < u., Qu., >=

(V2/8)p, <tz Pu, >=\/23ho

1 h? 3? h
(AQ)Q = ﬁv (AP)Q = 2ﬂ ) AQ AP = 57
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d.h. das Produkt der Schwankungen von Q und P im Zustand u, hat
den minimalen Wert der Heisenbergschen Unschaferelation und ist von
z unabhangig. Diese Minimaleigenschaft hinsichtlich der Unscharferelation ist
fiir die Gaufischen Wellenpakete charakteristisch!

Wegen der Zeitabhangigkeit

Yo(v,t)=¢ h /un(m) —e 2 e—inwt ()

der FEnergie-Eigenfunktionen ist die Zeitabhangigkeit der Zustande u. nach S. 36
gegeben durch

ulr.=e 2 ¢ 2 Mu _—wt /2
Z( 9 ) n
n=0 \/n!

Man beachte, daB w (2,1 = 0) = u,.

Fiir den FErwartungswert von Q beziiglich w. (2, 1) erhalten wir

u (), 2(1) = ce 1wl

1 B O
\/56 (“’Z(f)v (a +a )“’Z(f)) - \/56

<Q>. (1) = (2(1) + 27(1))-

Setzt man z = |z]e”, so folgt schlieBlich

V22|
5|

<Q >, ()= A cos(wt — ), A=

Hier hat der Erwartungswert von Q dieselbe Form wie die klassische Bewegung!
Die zeitabhéngige Funktion w4y () hat die explizite Gestalt

1 1 ]
o) — ()it 30 VRS 5,

Es handelt sich um ein zeitabhangiges Gaufisches Wellenpaket, dessen Breite je-
doch nicht von der Zeit abhangt, d.h. diese Wellenpakete zerflielen nicht!
Der Name "kohdarente Zustinde” rithrt von ihren Anwendungen bei Koharenzpro-

blemen in der Quantenoptik her.



Kapitel 5

Rotationsinvariante Potentiale

Wir betrachten 3 dimensionale Systeme mit rotationssymmetrischen Potentialen,

d. h.

ho(7, 1) = HU(F1)
2

h
H = A+ v),r=i7.
2m

In der klassischen Mechanik gilt fiir rotationsinvariante Systeme der Satz
von der Erhaltung des Drehimpulses:
dl

f:fxﬁ — =0 ; [y =ax9p3 — x3p2 , etc. .

T

Da man in der "Schrodinger Darstellung”, d. h. im Raum der x abhangigen Wel-
lenfunktion die Zuordnung

r; — Q; : Multiplikation mit z;

h
p; — P; : "Multiplikation” mit —d; ,
i

hat, so erwartet man als quantenmechanischen Drehimpuls

—

Qxf’

h
= —,(.’172(()3 — .’173(()2 ) .’173(()1 — .’171(()3 ) .’171(()2 — .’172(()1) .

7

~
1
gl
I

L. heift (Bahn ) Drehimpulsoperator. Die L; sind symmetrisch beziglich

(WHWQ:/H%WWﬁﬂW@J)!

67
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Die Komponenten Ly, L,, L3 geniigen den ”Vertauschungs” -Relationen

[Ly,Ly] =L Ly — LyLy =4hLs , und zykl. Vertauschung.

Im folgenden sollen einige Eigenschaften von L und sein Zusammenhang mit den
raumlichen Drehungen naher untersucht werden.

5.1 Raumliche Drehungen

Sie sind definiert, durch

i—4§ = Ri, RRT=R"R=1;, detR=1 |,
man hat R: 3 x3 Matrix
17l = ||RZ]| = |IZ]|. R" : transponierte Matrix;

3
R = ((1,'7‘]{) ; BRT =1 : Z(],]‘](],k] = 5'74;{
=1

Wegen dieser Nebenbedingungen gibt es nur 3 voneinander unabhangige Parameter.
Hierfir kann man die 3 Drehwinkel ¢1, w2, w3 um die 3 Achsen wahlen:

cosps —sines 0

R(ps) = sings  cosps 0 )
0 0 1
1 0 0
R(pr) = 0 cosey —sing \

0 singy  cos e

cose 0 siny
R(py) = 0 1 0

—sings 0 cospy

Mit
0 —1 0
dR
ﬂbg:o: 1 0 0 |=A4;
s 0 0 0

kann man auch schreiben:

1
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Analog hat man

00 0
dR
A = d(%>|w1—0_ 00 —1 | .
P 01 0
0 0 1
dR
Ar = (](992)|%—0_ 0 00
P2 10 0

Man nennt die A; ”Erzeugende der infinitesimalen” Drehungen. Offenbar
gilt A]T = —A;, d. h. definiert man M, = 7A;, so sind die M, hermitesch:

7

M,+:/\~4],*T:M,

7 70"

Sie gentigen den Vertauschungsrelationen

(M, My = iMy -, (jkl) = zyKl. (123) .

Diese haben die gleiche Form wie die fiir L; (abgesehen vom Faktor h). Man hat

demnach (u.a.) folgendes Problem:

Es seien die selbstadjungierten Operatoren My, M,, M3 mit
denVertauschungsrelationen

[M;, M,] =:M; , (7kl) = zykl. (123),

in einem Vektorraum mit Elementen {u} und Skalarprodukt

(u1,uz2) gegeben. Gesucht sind die moglichen Eigenwerte und
Eigenfunktionen der Mj!

Die M; konnen Differentialoperatoren (wie die L;) oder Matrizen (wie die M;) sein!
Da die Grofien M ; einerseits in einem Vektorraum operieren, andererseits aber noch
den obigen algebraischen Vertauschungsrelationen gentigen, bezeichnet man sie als

Elemente der Lie-Algebra der Drehgruppe.

5.1.1 Algebraische Eigenschaften der Drehimpulsoperato-
ren

Mathematische Vorbemerkung:

Sind A und B zwei selbstadjungierte Operatoren, so lassen sie sich genau
dann gleichzeitig auf Diagonalform bringen, bzw. haben sie genau dann
ein gemeinsames System von Eigenfunktionen, falls sie vertauschen, d.h.

falls [A,B] = 0.

Andeutungen eines Beweises:
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1. Sind A und B zwei Matrizen in Diagonalform, so folgt notwendig AB = BA.
2. Es sei u, Figenfunktion ( vektor) von A zum Figenwert a,, :
Avu, = au, .
Vertauscht man B mit A, so hat man
B(Au,) = A(Bu,) = a,Bu, ,

d.h. mit u, ist auch Bu, Eigenvektor von A.
Fallunterscheidung:

(a) Falls der zu a, gehorige Eigenvektorraum 1 dimensional ist, so muf} Bu,,
ein Vielfaches von u, sein: Bu, = bsu,, d.h. u, ist auch Figenvektor von

B!

(b) Der Eigenwert a,, ist "entartet”, d.h. der zu a,, gehorige Eigenvektorraum
ist mehrdimensional. Bu, liegt in diesem Unterraum und B kann, da
es selbstadjungiert ist, in diesem Unterraum auf Diagonalform gebracht
werden, m.a.W. , man wahle als Basis in dem zu a,, gehorigen Unterraum
die Figenvektoren u,z von B:

Buag = bguns , o fest [ 3=01,0q,...

FEin schon bekanntes Beispiel ist: A = II, B = H beim unendlich tiefen Poten-
tialtopf. Die Figenwerte von II: +1 sind unendlichfach entartet. Die entsprechen-

den 2 Unterriume enthalten jeweils abzihlbar viele Figenvektoren von H: u(t) |

T

n=0,1,...undul) n="1 ..

T

Anwendung auf die M;

Da sie nicht miteinander kommutieren, haben sie kein gemeinsames System von

Figenvektoren; aber fur M’ = M7 + M + M3 | hat man

[1\7[271\/[3] = M2M3*M31\7[2
= (M} +M3)M; — My(M7 + M3)
= M;(MM; — M;M,)+ (M;M; — M;M, )M,
+M,y(MoMj; — M3My) + (MaM; — MMy )M, .

FEinsetzen der Vertauschungsrelationen fur die M; ergibt:

[1\7\[271\/[3] =0, und analog [1\7[271\/['74] =0, 7=1,2.

- 2
Man kann also 7z.B. gemeinsame Eigenvektoren zu M (Quadrat des Gesamtdreh-
impulses /h*) und zu My suchen:
Definiert man noch die Grofien

‘M+:M1+7ﬁ1\/[2 . M_ =M, —iM, .
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so hat man

[M37M+] = M+ 5 [M37M7] = -M_ )
-2
M, M — M +M,—M?
-2
M M, — M —M,—M? |
(Myug,ug) = (w1, Mzus) .

3

. 2 . . . -2
Fs st (u, M u) =Y (M;u,M;u) > 0. Dies bedeutet, daB die Eigenwerte von M

j=1
nicht negativ sein konnen, d.h. ist v, Figenvektor, so konnen wir fur den Eigenwert
A(A 4+ 1), A > 0, schreiben. (Diese Parametrisierung des Eigenwertes wird spater

plausibel!), also

~ 2
Moy=AXA+1vy , A>0 .

-2
Da M3 mit M vertauscht, konnen wir die vy so wahlen, daf sie gleichzeitig Figen-
vektoren zu M3 sind, mit Figenwert pu:

Msvy, = gy, -

Der Eigenwert A(A+1) wird i. a. entartet sein, da zu vorgegebenem Gesamtdrehim-
puls verschiedene Werte der M3 Komponente gehoren konnen.

2 e :
Wegen (vy,, M3vy,) < (v, M vy,,) gilt

/,LQS)\()\—I—]).

Bei vorgegebenem A gibt es also ein (i, und ein p,,;,. Multipliziert man die

Eigenwertgleichung fiir M3 mit M, und beachtet [M3, M ] = M, so hat man

M (Myoy,) = (14 1) (Myoyy,) -

M vy, gehort also zum Figenwert g+ 1. Daher muf}

M + UA/me,a,m = 0

gelten. Wegen der Identitat M’ = M_M, + M3 + M3 folgt

)\()\ + ‘1)7)A/me,a,m = MQUAMWM,.T
(M_M + M + Mj)va,,,,,
= Mm(]T(MT)’I{JT + ])7)Ap«mam -

Da XA >0, so muf} sein.

Analog hat man

Ms(M_vy,) = (= 1)M_wy,)
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und M_wv,, = 0.
Wegen M’ = M, M _ + M2 — Mj bedeutet dies

AA+ Doy, = (M M_ + M% — M3)os,, ..

= //Lm,in(,um,in + ])7)/\Mmm 9

also

Ausgehend von vy, bekommt man

M" v\ = const. o, , n=0,1,....

Schlielich mul A — n = p, = — A sein, d.h.

2X=n , n=0,1,2,... .

Damit ist folgendes bewiesen:

werte

Pi(i+1) . J=0,

haben.
Bei festem j kann hAM3 die Werte

annehmen.

-2
Das Quadrat des Drehimpulsoperators h>M~ kann die Figen-

Matrixelemente:
Wir haben
M, v = Nvjmyr

unter der Annahme, dafl die v;,, normiert sind, bestimmt man N folgendermafien:

V= (M M)
= (Vjm, M_M_v;,,)

-2
= (Vjm, (M = M5 — M3)v;,)

JG+1) —m(m+1)

also

und analog

M v, = [(j—m+1)(7+m)

N[—=

Mvjm = [(J+m+1)(7—m)]70jm4

Vim—1 -
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Mittels dieser Formeln kann man sich die Matrixelemente von M und M ausrech-
nen.
Beispiele:

5.1.2 Der Spin mit j = 15 und die Paulischen Spin-Matrizen

1 1
-, m=+= ; v
2 2

J=
(Vs M3 ) = mbpm

Demnach gehort zu M3 die Matrix

~ 1 1
M3—>513_§0'370'3_( 0)

0 —1
Ferner
Myv: =0 , Myv_1=wv1
d.h.
= 0 1
M+ — ‘q‘l' — ( 0 0 ) 9
sowie
M _ v =vo1, MJL;_ =0,
d.h.
~ 0 0
Da
1 1
M, = §(M+ +M_) , M, = E(MJ’ -M_) ,

so hat man schliefflich

~ 1 1
M1—>S1_§0’170’1_(0 );

o L
M, — SQZ—O'Q , Og9 = ( 0 ! )
2 7

Die o; , 1 =1,2,3 heiflen Paulische Spin Matrizen.
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5.1.3 Bahndrehimpuls und Kugelfunktionen

1
Wir setzen L; = ZLj , 7 =1,2.3, und rechnen

- 1
L] = —,(.’172(()3 - .’173(()2) etc.

7

in Polarkoordinaten um:

xy=rcospsinty , xyg=rsinpsinty , 13 =rcost

Man bekommt dann (r fallt heraus!!):

) 1

i, - ew(%+7ﬁcoti9%) ;

P ew(%+7ﬁcoti9%) ’
7 ﬁ(sinﬂ%sinﬁ%‘l‘(f?—;)‘

=2 -
Aus historischen Grinden bezeichnet man die Figenfunktionen von L und L3 mit
Yim(e,?), 7 = 1. Fir m = [ haben wir die Differential Gleichungen

. 10
LYy, = 7% (e, )

= Yulp,v) ,

. 0 , 0
L,Y, = e“’(% + 7 cot 19%)3/”(997 ) =0

Der Ansatz Y (¢,7) = fi()f2(¥) fiihrt zu

10 ,
__f1 = lf1 7d-h- f1 = 016’”@, 'y = const. .

1 O

Geht man im [R? von ¢ zu ¢ + 27 iiber, so kommt man zum selben Punkt. Soll
dabei fi() in sich iibergehen, d. h. eindeutig sein, so muB > = 1 gelten, d.h. 1
ist eine ganze Zahl! Dies wird im folgenden vorausgesetzt.

Fiir fo(#) bekommt man die Differential Gleichung

Lok ) ) = 0 . bow. gy =125

o W N sindd HOE
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mit der (offensichtlichen!) Losung

f2(9) = Cysin'd . Cy = const.

Also ist

Yi(e,¥) = Ce'sin' .

Die Konstante C bestimmt man aus der Normierungshedingung
o= (i Ya) = [ Vivido
2 ™
= 02/ dcp/ di sin? ) sin)
Jo Jo

- (?2r /7r d sin? 1y
Jo

Ausrechnen des Integrals ergibt

o LA  (C1) l(zx;m]% |

o227 T 2
(Die Phase (—])l ist Konvention!) Wir haben demnach

1y e
Sl [(21_'_])'] e gint

Yile) = 5o |7

Wegen .
L Y =[(l—m+ 1) +m)]2Y,,

kann man nun die iibrigen Y}, aus Yj; durch Anwenden von L_ ausrechnen':

(=D J@L+1) (L +m)! : 1 d=m(sin?)
S/]m(@779) = - — . ety
20! A (I —m)! sin” ) d(cos)l=m
Beispiele:
1
%0 == f N
T
3 :
Yii = 7(8 )2 sinde’” |
T
Yio = ( 31 9
0= ()7 cosv
3 1. .
Yioo = (8 )2 sinde "¢
T
Bemerkungen:

"Man beachte

d L d
(w + Lot 3) f(1) = (sin ) w(sm J f(19))

fiir eine beliebige differenzierbare Funktion f(:9)!
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. Viele Formeln werden tbersichtlicher, falls man die Variable z = cos ein-

fihrt:

L imp

Yim (9, 9(2)) =

(1) [+ 1) (1 +m)1]? R Y
2 l ()] ] 1= 2 —m—

. Fir m = 0 hat man

91 1\?
v,m_o—( ) P(e) .

4

1 d'(z? 1)

Pe) = g2

Die Funktionen P(z) heilen ”Legendre”—Polynome. Sie bilden ein voll-
standiges, orthogonales System im Intervall [—1, +1].

Die Legendre Polynome kann man auch durch ihre erzeugende Funktion de-
finieren: Es sei [|y]] < ||7]], s = |y]l/]|7]] < 1, dann

—_

17 =17 = (1= 225 +57)72

7]
= Z:P,(Z)sl7
7] =

—_ &l

=1

(Entwicklung nach "Multipolen™).

Die ”zugeordneten” Legendre—Polynome sind definiert als

d™ Pi(z) (1 — 22)7”‘/2 d+m(z2 — 1)
m _(_ 1\m 2 m,/2 / _(_ 1\m
pr(e) = (- ey AE e L E
Die letzte Beziehung gilt auch fur negative m. Da
—m m, li m)' m,
P (z) = (=1) l—l—m'Pll(Z) )

so haben wir

A+ 1) (1 —m)]? |
G+ 1) —m) P (cos ) e™?
A (I +m)! :

Vim (0, 0) = [

und

m = (—1)7Y.
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. Die Funktionen VY, (¥,¢) bilden ein vollstandiges System auf der

Einheitskugel: 0 <9 <71, 0 < ¢ <27, d. h. ist f(¢,) eine Funktion auf
der Einheitskugel, mit (f, f) = [dQ [* [ < oo, dann gilt "im Mittel”:

oo m=+4I1

f(g‘ovﬂ) = Z Z flm,s/lm,(ﬁvg‘o) )

=0 m=-—1

wobei

fin = Vi ) = [ 45 (0,0) Flip. )

. Die Zustande mit [ = 0,1,2,3 werden auch als "s” | "p” , "d” und "{”

Zustande bezeichnet. Die Bezeichnungen kommen aus der optischen Spek-

troskopkie. Sie sind Abkurzungen fur "scharfe”,” prinzipielle”, "diffuse” und

7feine” Linie!

5.2 Stern—Gerlach—Versuch

Der experimentelle Beweis fiir die "Quantelung” des Drehimpulses kommt (7z.B.!)

aus dem Stern Gerlach Versuch: Bewegt sich eine Punktladung ¢ eines Teilchens

mit Masse mg auf einer geschlossenen Kurve CT, so gehért zu dem Bahndrehimpuls

[ das magnetische Dipolmoment (s. Flektrodynamik-Skriptum S. 60)

Ferner wird auf einen punktformigen magnetischen Dipol in einem inhomogenen

Magnetfeld ﬁ(?) die Kraft

R(7) = grad (i - B(7))

ausgeubt.
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Atomstrahl

Versuchsanordnung

Von links (s. Skizze) werden Atome in der Ebene 25 = 0 in ein inhomogenes Ma-
gnetfeld "geschossen”. Die Elektronen in den Atomen sollen beziiglich des Atom-

kernes den Drehimpuls (Bahndrehimpuls) [ und damit das magnetische Moment
_fo_

2m.

i = f, ¢o: Flementarladung (> 0), haben. Dann erfahren die Elektronen
(und damit die Atome) in 25 Richtung die Kraft

0
Ks(xy, 20 =0,23) = I (1 Br 4 2 By + 13 Bs)
ra

Zwischen den Magnetpolen ist By =0, d. h. 9387 = 0. Ferner gilt By(z, = 0) =0
und damit 93 By(x2 = 0) =0 ; also

Ks(x1, 22 = 0,23) = p3 3 B3 .

Quantenmechanisch gilt Is = hm , [=0,1,..., [ <m <[, ,d. h.
2oh
/,ng—PO m ., —I<m<I.
2m.

Demnach waren also auch die magnetischen (Bahn ) Momente gequantelt. Enthalt
nun der einfallende Strahl Atome, bei denen auflere Elektronen relativ zum Kern
den Bahndrehimpuls /,_“ha,]oen7 und sind (aufgrund der Praparierung) des Strahles
etwa alle 3 Komponenten mit vergleichbaren ”"Gewichten” vertreten, so spaltet
der Strahl aufgrund der Kraft K3 in 2/ + 1 Komponenten raumlich auf
(Nachweis 7z.B. durch Photoplatte).
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Auf diese Weise kann man nachweisen, dafy die quantenmechanischen Bahndrehim-

pulse ganzzahlige Vielfache von h sind!

Die Grofle ug = 5;;7}' heiit Bohrsches Magneton,

pwr =5,788382......10 " MeVgauss ' =5,788382......10 "MeV T .

Bemerkung: in vielen Fallen sind die 21 + 1 Teilstrahlen nochmal "gespalten”
(" Feinstruktur”). So hat man z.B. bei Alkali Metallen fiir 1=0 eine Aufspaltung in
2 Teilstrahlen. Dies riihrt daher, daf3 die Elektronen einen ”Eigendrehimpuls”

oder ”Spin”, § = %5‘7 haben und zu diesem das magnetische Moment

—

He =

€0

B 2m.

—

gS . g=2+2(1159,652193 & 0,000010) x 10~°

gehort! Mehr zum Spin und zum g-Faktor spater!
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5.3 Schrodinger—Gleichung fur den Radialteil im
Falle rotationssymmetrischer Potentiale

Es sei ¥ — i = R¥ eine Rotation,

B = (aji)
Ist f(¥) = f(R 'y) eine differenzierbare Funktion, so gﬂt
AT = ) = Y () e
A f(F) = i—f¥ Z(]ha/? 0.0 f(7)
: = Iy Dy Oy’
'2 32 B
= ;aT?IC( ) = AL f(7)

also A, = A,

Folgerung: TIst W(Z, 1) eine Losung der Schrodinger
Gleichung

2

iho,W (7, t) = (—

(ZN)w (1)

so ist auch (RU)(¥,1) = W(R '7,1) eine Losung!

BewEIs: Aus A, = A, und V(||7]]) = V(||7]]) folgt
2

0T, 1) = (— oA, + V(IFIN V()

und da 7 = Ry,
2

hd W (t, Bg) = (—o—A, + VIFID)W(E B

2m.

Nennt man die Variable ¢ jetzt wieder 7, so ist der Beweis fertig! Q.F.D.

Wegen A, = A, . V(|IZ]]) = V(||y]]) sagt man auch: die Drehungen R vertauschen
2

A+ v
Ist , z.B., R = R(¢3), so hat man R~ (9913) = R(—¢3)

mit dem Hamilton Operator H = —

d d 4 S
dw(ﬁq’)( Dlos=0 = d—%ﬂ/(]% (03)7,1)] oy = 0
== (.772(()1 — T](f)g)q}(¥7f>

= - (La¥).
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Analoges erhalt man fir R(¢1), R(¢2). D. h. die "Frzeugenden der infinitesima-
len Drehungen” der Funktionen W(# 1) sind in diesem Fall die Bahn Drehimpuls
Operatoren L;, 7 = 1,2,3. Drehinvarianz von H bedeutet (kann man auch direkt
nachrechnen):

[L;,H] =0, 7=1,2,3 , also auch [EQ,H] =0

Dies bedeutet: man kann die Eigenfunktionen zu H gleichzeitig als Eigenfunktionen
zu L2 und Lz wihlen. M.a.W.: Tst u(Z) eine Losung der Schrodinger Gleichung, so
entwickeln wir den Winkelanteil nach Kugelfunktionen Y},,:

oo m=+4I1

=Y Bl Winlig) 7= |7

=0 m=-—1

Der Laplace Operator in Polar Koordinaten lautet

] 0 r 1 0 0 0?
A = 9_—_ 9~ 4
r Or? + 2 sin? 19(qmq 0 sin- 0 + 0p? :)
1 9% r ooy
o Or? r2h? ’
(s.S. 74). also:
92
H=— — L°+V
2rmg Or? + 2mor? V()

Angewandt auf u(¥) erhalt man

o= R 0*(rRu,) B4
n Ry, V(r) B (r)| Yim (9,
]Z;m;] Irmg  Or + Imgr? I ( )+ (T) I (T) I (7 ‘P)

m=+

2: ]m 79 )

Multipliziert man diese Gleichung mit Y7 . und integriert iber 9 und ¢, so folgt
wegen (Y, mys Yoy mo) = 01,1,0m,m, fir Ry, (r) die Gleichung

h? 9*(rRu,) N P21+ 1)

2rmg  Or? 2mor?

+ V(T) R;m(r) =K R;m(r) .

I'm folgenden wird angenommen, dafl fur r — 0 das Zentrifugalpotential

B2+ 1)/2mr? fiiv [ # 0 starker ist als V(r); d.h.

lim(r*V(r)) = 0.

r—0
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Dies bedeutet anschaulich, daf§ auch quantenmechanisch das Teilchen nicht in den
Ursprung "fallen” soll, die Wahrscheinlichkeitsdichte

w(T) = u(F)u()

fiir # — 0 also endlich bleibt, d.h. Ry, (r = 0) soll endlich sein. Definiert man

Xim(T) = 7Ry (1),

so bekommt man fiir x;,,(r) die gewohnliche Differential Gleichung

P 2myg hzl(l +1)
wr o |V

2mgr? Xim(r) =0,

mit der Randbedingung y(r = 0) = 0.

Damit ist das urspriinglich 3-dim. Problem auf ein 1-dimensionales re-

duziert worden!

2

Fir r — 0 kann man F und V(r) gegentiber r—* vernachlassigen: (x(r) = xum(r))

I+1)

2

X”(T) o

x(r)=0 fir r—0 .

r
Der Ansatz x(r) ~ Cr” gibt v(v —1)=1(I4+1),d. h. v =1+ 1 oder v = —[. Wenn
x(r =0) = 0, kommt nur die Losung v = [+ 1 in Frage ("regulare” Losung), d.h.

[+1

gesucht sind dann Losungen xi,,(r), die sich am Ursprung wie r'*' verhalten. Am

Ursprung singulare Losungen und das Verhalten fur grofie r werden spater diskutiert.

5.4 Die Bindungszustande des Wasserstoffatoms

Fs sei nun

Ze%

Aregr

V(r)=—

Elektron mit Ladung —ep im Feld eines Kernes mit Ladung Zeg.

Fir Ry, (r) = R(r) hat man nach S. 81 die Gleichung

> 2d 2m Zer R4 1
( —)R+ m”lﬁn o MY by o

dr? + rdr h? 4mregr 2mor?
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Gesucht werden quadratintegrierbare Losungen mit £ < 0 (Gebundene Zustande).
Fihrt man die neuen Variablen

8mo|F| . 1 2 mg
p = Bl e
€0
a = ~ 1/137 : Sommerfeldsche
Ameq he Feinstrukturkonstante,

ein, so bekommt man

>R 2dR+()\ 111+ 1)
dp*> —pdp ~ “p 4 p

Fiir sehr grofle p ergibt sich naherungsweise R ~ R..(p), wobei

I’R., 1
—-Ro=0,
dp? 4

1 . . _1l,.
d.h. R, = const.e¥2”. Als normierbare Losung kommt nur e~ 2° in Frage!
Setzt man nun

so ergibt sich fiir g(p) die Gleichung

d*q(p 20 42 dg X—1-—1
(e yE
p p p p

Der Faktor p! ist herausgezogen worden, da man wei (s.S.82), daB R(p) ~ p fiir
p — 0!

Die Gleichung fiir g(p) kann man durch den ”Polynom” Ansatz
9(p) = ianﬂ”
losen. Einsetzen ergibt
i[n(n — Danp" > + (2]’%2 — Dnap" '+ (A —1-Dap” '] =0 .
n=0

Dies 1aBt sich auch so schreiben:

o0

Sln+ D) (naner + 2L+ 2)anp) + (A =1 1 —n)a,]p" ' =0 .

n=0
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Da diese Gleichung fur alle p gelten soll, mussen die Koeffizienten einzeln verschwin-
den:

n+Il4+1—X
(n+1)(n+2l+2)

p1 = Ay .

Bricht die Reihe nicht ab, so hiatte man fir grofe n: a,,; ~ (n]T])a”’ d.h. g(p)

verhielte sich fur grofie p wie
g(p) ~ €.
Dies wiirde jedoch zu einem nicht normierbaren R(p) fithren. Die Reihe muf} fiir

normierbare R also abbrechen?!
Fur ein bestimmtes n = n, muf} also a,,, .1 = 0 sein, d.h.

A=n.+l+1, n. >0,

n = n,+1+1 : 7"Hauptquantenzahl”.
n : naturliche Zahl mitn >[4+ 1.

Aus A = n folgt fur die moglichen Energiewerte der gebundenen Zustande
des Wasserstoffatoms das ”klassische” Resultat

| (Za)?
En = *57’)7/0(1 n2

(Bohrsche Formel!).

Entartungsgrad: bei den bisherigen Uberlegungen war [ fest vorgegeben und n
eine Funktion von n, = 0,1,..., (und [). Umgekehrte Frage: Welche [ Werte sind
bei vorgegebenem n maoglich? Antwort: [ = 0,1,...n — 1. Da die FEnergie F,
nur von n abhingt, kann man fragen, wieviel linear unabhangige Zustande
(Wellenfunktionen) gehoren zu vorgegebenem F/,?

Da 7zu [ schon 2/ + 1 Zustande mit verschiedenen 23 Komponenten gehoren, so
ist der "Entartungs” Grad gegeben durch

n—1

Z(Ql—l—]) —n?.

=0

2 verschiedene Bahndrehimpuls-Zu-

Zu vorgegebenem [/, gehoren also n
stande. Berticksichtigt man auflerdem, dafl zu jedem Bahndrehimpuls-Zustand
(I,m) noch je 2 Spin Zustande des Flektrons gehéren, so bekommt man schlielich
als Entartungsgrad von F, den Wert 2n*> = d, = Dimension des zu F,

gehorigen Unterraumes.
d1:27d2:87d3:]8 etc. .

Dies ist sehr wichtig fiir die Atomphysik (s. spater).

Zsogenannte ” Sommerfeldsche Polynom Methode”
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Wasserstoffeigenfunktionen:
Die Funktionen g(p) sind jetzt Polynome vom Grade n, =n —1—1,n, =0,1,...
Fur gegebene n und [ hat man die folgende Rekursionsformel fur die Koeffizienten

ay,,v=20,....,n.=n—1—1:

v+Il+1—n
(v+ 1) (v+2l+2)

Gyyq = a, , v=>0,...

Bei geeigneter Wahl von ag, sind die Polynome identisch mit speziellen sogenannten
”zugeordneten Laguerreschen Polynomen”

i = S (20

vl

v=0 e —V
1 drr
— P T —p nrto
7 n,,!e P dpnr (e P ) -

Fiur a = 0 bekommt man die "Laguerre”schen Polynome. Beim Wasserstoffatom
hat man a =21+ 1.
Zusammenfassend: die zu F, gehorigen Figenfunktionen R, (p) = R,.(p) sind

Ru(p) = Cue 2 p L2 (p)
(' Normierungsfaktor.
Setzt man ,
h*4
a= 7T§0 : Bohrscher Atomradius,
mee
so hat man z.B. (normiert!)
P Ar
Rio(r) = 2(=)7e a
A A o
N T -
Faolr) = AP (1 2oy Ba
2a 2a
1 A o
7 3 LT T
R = )2 - 2a
21(r) \/§(2a> PR

Weitere Beispiele finden sich in nahezu jedem lehrbuch iiber Quantenmechanik.
Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron in einer Kugelschale mit Radius
r und r + Ar anzutreffen, ist gegeben durch

r4+Ar
w(Ar) = / dr w,(r) , wobei
wo(r) = r’R2(r)
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"radiale” Wahrscheinlichkeitsdichte.
27r
Das Maximum von wio(r) = Cjyr*e a liegt bei r = a/7. Allgemein hat

man fiir w,(r) genau n — [ Maxima.
Wichtige Beispiele fiir die Mittelwerte < r¥ >= [ drrFuw,;(r) sind

7
[Bn? —I(1+1)] , <r ' >=

<r >= .
27 an?

Bemerkungen: Die obige Bohrsche Formel fiir die Energieniveaus des Elektrons
im Wasserstoffatom stellt nur eine Naherung dar, zu der eine ganze Reihe von
Korrekturen kommen (Feinstruktur, Hyperfeinstruktur etc.):

1. Mitbewegung des Kernes (Protons). Wir haben so getan, als ob der Kern
des Wasserstoffatoms unendlich schwer sei (und deshalb ruht). Tatsachlich hat
der Kern die Masse m, = 938,... MeV/c? (¢?m. = 0,51... MeV) und seine

Mithewegung macht sich bemerkbar:
(1 () )

Die Energie F zweier Teilchen mit Koordinaten #; = (23 2y ), 1= 1,2,
und wechselseitigem Potential V(¥ — #5) ist klassisch gegeben durch

~ [ [ L
P+ s—p5 + V(i — 7
2mi 2miy

Die Substitutionen
0 0 0
(f)."trgj)7 (7.7/:(2'74)7 (f)mgj)

)

h h
pr — —grad,, pp — —grad,, grad, = (
7 7 '

fuhren zu der stationaren Schrodinger Gleichung fur zwei Teilchen:

h? h?
( A] - AQ + V(?] - ;z)) 77(?1 ) ;z) = Eﬁ(?] s ;z) .

27’)7/1 27’)7/2

Mittels der Relativ und Schwerpunktkoordinaten

.’;; - .’;;1 - fg )
= (Mm@ + mos)
R = ,
(my + ms)
- = Ho
T, = R+4+—7 ,
my
. ST
Ty = R——x |
my
mimo
Bo= ;
my + msy

wird hieraus

h? h? =
—— Ap— — A+ V(@ ]u(F R) =
( 2my +ma) T 2 - (T)) w7, )
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Aus der klassischen Mechanik weil man, dafl der Schwerpunkt eines solchen
Systems sich frei bewegt. Dies legt den Ansatz nahe

g

(7, ﬁ) = u(F) e T

("Separation” der Variablen ¥ und ﬁ')

—

Einsetzen ergibt fiir w(¥):

(%Aﬁwa) u(#@) = Fu(d)

h2K?
2(7’)7/1 + 7’)7/2) ’

2

E - by

Da grad, + grad, = gradp, so hat man fir den Gesamtimpuls Operator

o h h
P=P,+Py = —(grad, 4+ grad,) = —gradp
i i

ﬁpﬂ?-ﬁ, _ h[\_’;ﬁiﬁ.ﬁ'
ﬂ kinetische Fnergie des Schwerpunktes
2(7’)7/1 + 7’)7/2) ”
F . FEnergie der Relativbewegung .

Die Schrodinger Gleichung fur die Relativbewegung ist also
die gleiche wie fur die Bewegung in einem aufleren Potential
V(#). Man hat nur die Masse m durch die reduzierte Masse
= mymz/(my + my) 7zu ersetzen!

Fur die Energie Niveaus des Wasserstoffatoms bedeutet dies

5 1 202 M
Uy = — —pC — - .
2/~‘ 2 H T ™.
m,

Geht man vom Proton zum Deuteron tiber, so hat man m, — my ~ 2m,, und
eine entsprechende Verschiebung der Energieniveaus (schwerer Wasserstoff!).
Aufgrund dieses Effektes wurde das Deuteron entdeckt!

Andere Korrekturen: Sie kommen 1. vom magnetischen Moment des Elek-
trons; 2. von der relativistischen Geschwindigkeit des Flektrons; 3. vom ma-
gnetischen Moment des Kerns; 4. u. a. (s. spéter).
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5.5 Radialsymmetrische Losungen fir V(r) =0

5.5.1 Spharische Bessel- und Neumann-Funktionen

Falls V' = 0, so bekommt man fiir Ry, (r) = R;(r) die Gleichung:

B0k D)

2mr  Or? 2mr?

RI(T) = ER](T) .

Da sie ein freies Teilchen beschreibt, ist die Energie // > 0 beliebig. Setzt man

2mk -
:}72 =k =1k, und p=kr .

so folgt

>R, 2dR;, I(1+1)
-+ —— — Ri+R=0.
0 +pd,0 e 1+

Als Differentialgleichung 2. Ordnung hat diese Gleichung 2 unabhangige Losungen.
Als Basis kann man die folgenden sogenannten "spharischen Zylinderfunktionen”
nehmen:

1. Bei p = 0 regulare Losung (sphéarische Bessel-Funktion)

R (p) = jilp) = (5-)7Jiy1(p).

P < K P
Lip) = 23 .
() = 5 2 VTR

Die Bessel Funktion .J,(p) gentigt der Gleichung

d?J, 1dJ, n v?
dp?>  p dp p

Man hat, z.B., auch folgende Darstellung

1 d

sin p

gilp) = (*p)l(—d ) (—) .
pdp” "~ p
. sin p
Jolp) = ,
p
, sihp  cosp
gilp) = — — , efc.
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Man kann dies z.B. dadurch verifizieren, dafl man zunachst den Fall [ = (0 beweist

und dann aus der Richtigkeit fur [ auf die Richtigkeit fur [ 4+ 1 schliefit.

2. Bei p = 0 singulare Losung (spharische Neumann-Funktion)
T 1
mip) = (1) (5-)7 i (p)
p
1 d,  cosp
= oLy ey
pdp’ > p
cos cos sin
no(p) = L mlp) = b TP et
p p p
Fur p — 0 hat man
P
' N 204 N =1-3-5---(2[+ 1
—(20 —
mip) ~ ——— -
P+
Fur p — oo gilt andererseits
. 1 . [ 1 [
Jilp) ~ —sin(p— =), mlp) ~ ——cos(p — —-)
P 2 p 2

5.5.2 Entwicklung von ebenen Wellen nach Legendre-Po-

lynomen und spharischen Bessel-Funktionen

Da auch die ebene Welle etk T _ (iR cos 79, V= Z(E, 7), eine regulare Losung von
(A + E*)u(Z) = 0 ist, so muB sie nach Kugelfunktionen und spharischen Bessel-
Funktionen 7;(p) entwickelbar sein. Die ebene Welle hingt vom Winkel ¢ nicht ab
(die Richtung kst parallel zur x5 Achse gewahlt worden!) und daher kommen in

der Entwicklung nur die Legendre Polynome Pi(z), z = cos ), vor:

o0

€' = Z anlp) Pi(z) .

=0
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+1 20
Wegen der Orthogonalitat / dzP, (2)P,(z) = 0B arhilt man
J—1 (2]1 —I— ])
, +1 20+
cwilp) = [ AP ()
Nun gilt
/! 20+ 1
= 21+ 1P, 20— 3 P
el e + e T )
20+ 1)(21 —1
+(21 — 7)( ) )P,,4(z) +...,]
2.4
d.h. man hat
+ 0 fuirn <1,
n _ !
J4 dz 2" Pi(z) = L fuirn=1 .
(20 + !

o0
; T . . .
Da 'P? = g —'(7/,02)”‘7 so verschwinden die ersten [ Terme in
n!
n=0

+ ' (ip)'2
dzP(2)ei#* =
J, EREET = G T

Fur p — 0 hat man also
I I

P ~ P , _
o m ~ (204 1)1 U + hohere Potenzen in p .

Koeffizientenvergleich ergibt
a=20+ 1) .

Damit bekommen wir die iiberaus wichtige Formel

o0

eik T eikr cost) _ 2(21 + ])illjl(kr) P(cos) .

=0

Physikalische Interpretation des asymptotischen Verhaltens von j;(p) fiir sehr

grofe p:
) 1 . lm
ailp) ~ —sin(p— —)
P 2
] . 1 - 1
— sz(krfghr) - ez(krfghr)]

 ikr "
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] .
LWt 4 k) einlaufende Kugelwelle.
r
1
w=—FK? (die Phase wt + kr =0 ,
2m w
r = —?t , <0 7lauft ein”).

T )
—eil(wt — kr) auslaufende Kugelwelle.
r

Jilp) ist fiir groBBe Abstande (kr > 1) eine Superposition von ein— und
auslaufenden Kugelwellen.

5.6 Elastische Potentialstreuung

5.6.1 Allgemeiner Teil

Voraussetzung:

lim (rV(r)) =0,

r—>00
d.h. das Coulomb Potential ist ausgeschlossen und die Krafte sollen kurzreichweitig

sein.

Wirkungsquerschnitt

Detektor

AS =12 AQ
einlaufende auslaufende
Kugelwelle: Kugelwelle:
Teilchenstromdichte " Teilchenstromdichte
S3 Sy
)
=0 3

Langs der 23 Achse fallen Teilchen der Stromdichte s3 (s. S. 25) ein, die am Streu-
zentrum in ¥ = 0 (Relativkoordinate) in das Raumwinkelelement AQ = sin o A Ag
mit radialer Teilchenstromdichte s.(r,9,¢) = §é€, gestreut werden. Durch ein
Flachenelement AS = r? AQ im Abstande r treten dann pro Zeiteinheit s, AS
Teilchen.
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Der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung in das Raumwinkel-
element A€ ist definiert durch

5,72 AQ
Aco(d,p) = iad , oder
S3
do s,.(r, 0, 0)r?
— (1 - ——
) -

1
Die Grofle do/dS) ist i.a. zusatzlich eine Funktion der Energie K = 2—h2k27 (
L

reduzierte Masse. Falls V(¥) rotationssymmetrisch, so hangt do/dQ) nicht mehr
von @ ab.

Mathematische Idealisierung:

u() sei die Losung der stationaren Schrodinger Gleichung zum Potential V(r).
Diese Losung soll fiir groBe r = ||7|| aus einlaufender ebener Welle und auslaufender
Kugelwelle bestehen:

= ikr

w(@) ~ T p(h ) F=(0,0,k).
T

Es ist f(k,9) = 0, falls V(r) = 0. Die GroBe f heifit Streuamplitude. Da hier
83 = hk?//d‘v s, = hk |.f|2/(Mr2)7 50 fO]gt

do

Tk, 0) = f (kD)

Entwicklung von f(k, ) nach Partialwellen:
Fur grofie r gilt fur die "Partialwellen”-Entwicklung der ebenen Welle

ek T > 20+ 1)i' ji(kr) Pi(cosd)
P i(kr— %) Pi(mu;-hr)

~ ——Z 204 1)1 — = VP (cos ).

r r

Diese ebene Welle entspricht dem Fall V(r) = 0. Falls nun V(r) # 0, so wird die

auslaufende Kugelwelle modifiziert:

eik i — u(¥)
wobel jetzt fur grofie r
1 o] ] F’ 7(kr7517r) q k ei(krfé—hr) P 9
—— (2 W' (———— = Si(k)———— 0 .
2k ; + r (k) r ) Pi(cos i)
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Da bei rein elastischer Streuung nur die Phasen, aber nicht die Intensitaten, geandert
werden konnen, so muB |.S;(k)| = 1 sein (bei inelastischer Streuung hat man |S;(k)| <
1. D.h. man kann setzen

Sy(k) = e2101(k)

b

d(k) : zurl ten "Partialwelle” gehorige "Streuphase”.
Da S; = (5, — 1)+ 1, so 1dBt sich das obige u(Z) auch schreiben

u(7) ~ e —I-[;(Ql—l-])z 5 E Pi(cos ) - J 7

und da e 317 = i~!, so hekommt man schlieBlich fiir groBe r

= Pikr

u() ~ ELANC + f(k,9)— , wobei
r

00 eQi(Y;(k) T
flk,0) = 2(21 +1) 9 P(cos) .

Fiir den Radialanteil R;(r) der Wellenfunktion sind die obigen Aussagen fiir grofie
r gleichbedeutend mit dem asymptotischen Verhalten

Rar) ~ i(R) ST ‘?{hr + (k)
T

Der totale elastische Wirkungsquerschnitt o (k) ist definiert durch

ok /dQ|f Ik

Wegen der Orthogonalitat der Pi(cosd) und da (€2 — 1)/2i = e sin §;, so folgt

T Z (21 4 1) sin 5;(k)

O-F] 2
/ =0

Da andererseits Sm(e B gin §1) = sin?§;(k) und P(1) = 1, so hat man

‘l [o@)
Sm f(k, 0 =7 S (204 1) sin®dy(k),
=0
oder
k
Smf(k,9=0)= E(rd(k).

Sogenanntes ”Optisches Theorem”.
Gibt es auch inelastische Streuung, so lautet es (hier ohne Beweis!)

= —O'tot(k)
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wobei o, (k) der totale Wirkungsquerschnitt (oo + 05,0) ist. Bedeutung: der
Verlust an einfallender Intensitat (oy,;) entsteht durch "kohéarente” (elastische) In-
terfereny!

Die Streuphasen & (k) sind bei vorgegebenem Potential aus dem asymptotischen
Verhalten der Partialwellen R;(kr) zu bestimmen!

5.6.2 Beispiel: 3—dimensionaler Potentialtopf

Vir) = —VW fir r<a, V>0,
Vir) = 0 firr > a;

N =

g = %(QM(VOJrE)) ;

1 i

K = Z(—Q/,LEF fir K < 0;
i 1

k= Z(Q/,LEP fur > 0.

Bindungszustiande (K < ()

Hier geniigt R;(r) den Gleichungen

2R, 2dR 1141
Ly 2 l—(+)R1+q2R1:0,r<a,

dr? r dr r2
d*R;, 2dR, I+1)

- R —k’R, = 0 .
dr? r dr r2 PR T

Fur r < a kommt nur die regulare Losung in Frage:
Bi(r) = Ajgilgr) , r<a .

Fir r > a muf die Losung exponentiell abfallen. Da die (spharischen Hankel )
Funktionen

W (p) = jilp) +imilp)

sich asymptotisch wie

T . s
hi'(p) ~ el
ip
verhalten, so kann man fir r > «a
Ri(r) = B (inr)

setzen. Die zulassigen Energiewerte F ergeben sich aus den Randbedingungen

Agilaq) = Bh;])(i(m) und

d d
. _ (D)
A %.Jl(rq)pa —q = B %hl (“%)|r =a



5.6. ELASTISCHE POTENTIALSTREUUNG 95

aus denen die transzendenten Bestimmungsgleichungen

d d ,
O =0 )
1

Ji(aq) h; )(i(m)

folgen. Diese Gleichungen sind i.a. nur numerisch zu losen. Fur [ = 0 bekommt
man die gleichen Werte wie beim 1 dim. Potentialtopf (S. 54/55), allerdings nur die
zu den antisymmetrischen Wellenfunktionen gehorigen. Dies hangt damit zusam-
men, dafl im 3-dimesionalen Fall die Wellenfunktionen R;(r) fiir r = 0 verschwinden
missen und dies ist beim 1-dimensionalen Topf nur fur die in  antisymmetrischen
Wellenfunktionen der Fall.

Fir einen sehr tiefen Topf, d.h. ga > [, kann man auf der linken Seite die asym-
ptotischen Formen fiir j;(rq) benutzen:

. 1. I
gilrg) ~ —sin(rg — =) ,
rq 2
dj 1 l 1 l
T]rl(rq) ~ 72 sin(rqg — g) + . cos(rq — g) )
Finsetzen ergibt
0y
| | h ik —
——+4+qgcot(qa — =lm) =& @
a 2 h;'(iak)

K

Da die rechte Seite nicht von V4 abhangt, so muf fur < Vo bei sehr groflem ¢

der Kotangens auf der linken Seite sehr klein sein:

1
cot(qa — 5]#) ~0 , d. h.

1
aq%(n—l—g)w—l—lg , n=20,1...

(nur Naherung!)

Streuzustande (F > ()

Fur r > a hat man jetzt

Ri(r) = By(kr)+ Cny(kr),

fir r < a Ri(r) = Aji(gr) wie vorher (wobei jetzt £ > 0). Aus den Stetigkeitshe-
dingungen bei r = a folgt

d . d .
@) = 4 - - (Bakr) + Cmlkr))y,. —

Jilqa) B Bii(ka) + Cni(ka)
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Damit ist C'/ B bestimmt!
Andererseits hat man fir grofle r

B 1 p 1
Ri(r) ~ H[sin(kr — 5]#) — %cos(kr — 51#)] )
Der Vergleich mit e sin(kr — w4 6;) [ kr ergibt
C
tan §;(k) = 5

(da sin(a 4 ) = sinacos 3 + sin F cos a.)
Ausrechnen von (/B ergibt

i) ian) — i) (ko)

tan §;(k) = (;ir J

—omi(kr), giga) = ——ji(qr)|, mi(ka) .

Damit sind die Streuphasen bestimmt!
Grenzfalle:

1. Niederenergie-Streuung: ka < [ .

Es sei Vg, d.h. g, beliebig.
! (20 — !

Da fiir p — 0, ji(p) =~ W, ni(p) ~ A so bekommt man
2 + 1 lji(qa) — aijz(qr)|a
tan (k) =~ S —I— ])”]Q(ka)zm . dr — ,
(I + 1)n(ga) + “%.JI(CIT)M

Das ”Schwellen”—Verhalten
tan &;(k) ~ kP fir k=0

gilt nicht nur fiir den Potentialtopf, sondern fiir alle Potentiale, deren Streu-
verhalten fur & — 0 bzw. r — 0 durch das Zentrifugalpotential bestimmt ist.
Schreibt man fur den totalen elastischen Wirkungsquerschnitt

(k)= i(r,(k) , lou(k) = wmﬁ(sl(lﬁ) ,

so hat man fur & — 0, da sina ~ tan o fur o — 0,

Am (20 + 1
0'](]{?) = %|Cl|2k4l+2 s dh

) _ const. 20  fir [ =0,
i) = { 0 fiir 1#0.
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2. Resonanzstreuung
. . . 2 . . .
Fur gewisse Energien K = 2—h k3 verschwindet der Nenner in der obigen

Formel fiir tan §;(k). Man hat dann

1
tan §;(kr) = +oo d.h. §(kr) = (n + 5)# ,n ganze Zahl.

Da sin?[(n + 3)7] = 1, so werden die Groen o;(k) fiir k = kr maximal:

Am(204+1)  4mh®(2141)

O'I(kR) =

Das Phanomen lafit sich als Resonanzerscheinung interpretieren:

Der Finfachheit halber sei

qga > 1> ka.

(tiefer Topf!) Bei dieser Approximation kann man die Naherungsformel fiir
tan &; von S. 96 benutzen: d.h. fiir k = kg, ¢ = gr hat man die Bedingung

d

(I + 1)ji(gra) + (1/—/,7'1((])?,7“)| =0
dr a

Da andererseits gra > [, so gilt (s.a. S. 95)

I+1 [+1 I+1
7+ )cos(qga— + ) — sin(qra — + T)=0 |,
agr 2
I+1 I+1
d. h. tan(gpa — + T) R~ + ~0 , oder
2 aqr

1
aqr ~ nmT + 5(/ + )m , nganz.

Dies sind aber gerade die gleichen Bedingungen wie fiir die diskreten gebunde-
nen Zustande von S. 95! Tm Unterschied zu den gebundenen Zustéanden ist hier
jedoch Kpr > 0. Es handelt sich um vom System ausgezeichnete (bevorzugte)
diskrete Energieniveaus, die 7.B. bei der Streuung "angeregt” werden, ahnlich
wie bei erzwungenen Schwingungen in der Mechanik und FElektrodynamik:
Bei ganz bestimmten "Frequenzen” wg = %ER der einfallenden Teilchen wer-
den die Figenschwingungen des streuenden Systems angeregt. Die Resonanz
Niveaus Fpg lassen sich in gewisser Hinsicht als instabile Bindungszustande
interpretieren:
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I
Resonanzzustande (sind wegen
des Tunnel
2
Vy(r) = w effektes instabil)
’ ’ 2
Fr a
- r
N Bindungszustande
‘/0 -
- Vz(r)*‘/o
. a__ |
“(sl
-t
0
2
o E

In der Nahe der Resonanz kann man

A (ka)Ql-H

tan §; = P 1 = const. .
setzen (Naherung!) Fir den Wirkungsquerschnitt o; der Partialwelle [ ergibt sich
daraus
(B) - Ar(2041) . 2 5 _47T(QZ+]) tan? d;
A k2 s or= k2 1 + tan? 4,
Cam@I+1) (ke
B (B B+ Gulha)
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Dies ist die sogenannte ”Breit—Wigner” Formel fiir den Wirkungsquerschnitt in
der Umgebung der Resonanzenergie Fr. Fur die "Partialwelle”

1 » 1 1+i1tand;
) — — /27,51(]4) )= —(—
Jilk) = iz le )= ok T,

erhalt man

B 1 ,Yl(ka)Ql—H
- k FE— ER — i’yl(k(])?l'l']

Si(k)

Die Grofe

?] = 2’}/] (k(],)QH—]

bezeichnet man als "Breite” der Resonanz, da o;(Fr + 15?1) = %O'I(ER).
Die Resonanzstreuung spielt eine ganz grofle Rolle in der Atom |, Kern und Fle-
mentarteilchenphysik! Die Formeln gelten fiir viele Potentiale.

Vel. auch Kap. 3.7 bei Schwabl, Quantenmechanik!

Literatur uber Kugel-, Zylinder- und andere spezielle Funktionen

Die folgende Literatur enthalt weitere Finzelheiten der in der Quantenmechnik
haufig auftretenden speziellen Funktionen:

o A. Erdélyi, W. Magnus, F. Oberhettinger and F.G. Tricomi, Higher Trans-
zendental Functions, Vols. 1-3, Mc Graw Hill Book Co. Inc. New York etc.
1953-55.

e Schafke, Einfithrung in die Theorie der speziellen Funktionen der mathemati-

schen Physik, Springer-Verlag, Berlin etc. 1963.

e N.N. Lebedev, Special Functions and their Applications, Prentice Hall, Fn-
glewood Cliffs 1965.

o W. Magnus, F. Oberhettinger and R.P. Soni, Formulas and Theorems for the
Special Functions of Mathematical Physics, 3rd FEd. , Springer-Verlag 1966.

o Y.I.. lluke, The Special Functions and their Approximations, vols. T u. II,
Academic Press, New York 1969.

5.6.3 Literatur zur Streutheorie

Es gibt viele Buicher tiber die quantenmechanische Streutheorie. Hier zwei Beispiele:

e R.G. Newton, Scattering Theory of Waves and Particles, 2. Auflage, Sprin-
ger-Verlag, Berlin etc. 1982

e J.R. Taylor, Scattering Theory, J. Wiley, New York 1972
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5.7 Coulomb—-Streuung

Die Streuung eines Teilchens der Ladung ¢; an einem Streuzentrum mit Ladung
¢2 1aBt sich nicht innerhalb des im letzten Paragraphen diskutierten Rahmens der
Potential Streuung behandeln®. Dies hangt damit zusammen, daff das Coulomb -
Potential "langreichweitig” ist, d. h. wie r—' abfallt. Dies fithrt zu Modifikationen
der einlaufenden ebenen Wellen und auslaufenden Kugelwellen.

5.7.1 Integration mittels parabolischer Koordinaten

Die die stationdre Coulomb Streuung beschreibende Wellenfunktion u.(7) erfillt

h? h?k?
(——A NE Yu. = Fu. , F=
2u dmegr 2u

b

und 1at sich am giinstigsten mittels parabolischer Koordinaten beschreiben:

E=r+a; ; Ty = /Encosy
N =r—mrs ; ry = Ensing
@:a,rcta,n% ; T3 = 1(5*77) )

r=3(E+n).

Dann wird

ds? = (drm)z + (drrg)Q + ((]7:3)2

- %(df) +%( dn)” + &n(de)*
L0600 + )+ 0
N T ey &n 7

Nehmen wir wieder an, dafi die einlaufenden Teilchen sich parallel zur x5 Achse
bewegen, so sollte die gesuchte Losung nicht vom Winkel ¢ um diese Achse abhangig
sein!

Fur die gesuchte Losung machen wir den Separationsansatz

ue = f(&)g(n)-

Finsetzen ergibt

2

o+ 5t

[9:(£0) + 0,00 f(©glm) — T 5 f(E)aln) = —

47'['60 h2

Das Kap. 5.7 des Skriptums ist in der Vorlesung nicht behandelt worden und nicht Teil einer
eventuellen Prifung!
Die Coulomb-Streuung ist jedoch Teil der physikalischen Bildung!
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Nach Division durch f - ¢ erhalt man drei Summanden, von denen einer nur von
¢ abhangt, einer nur von 5 und der dritte eine Konstante ist. D. h. es miissen die
folgenden Beziehungen gelten:

k?

1.2
Oo(ny)g + Zng — 29 = 0,
QG214
ey =
“ “ 47'['60 h
1
Sk : : :
f=e¢e2 7 st eine Losung der ersten Gleichung, falls ¢; = %71{ Dann wird aus der
zweiten Gleichung
Ggpp 1 k?
3,(nd,)g — — —ik —ng =10
0 (100)g (4 o h? 2 )g + 4 ng
1 1
——ik ——1kn

Spaltet man von ¢g noch den Faktor ¢ 2 K ab, also g = ¢ 2 "Ih(n), so wird
daraus

we = fg =)

wobei h(n) der Differential Gleichung

G qa14

X 1 —ikmh — vkh =0, = —12E
nh"(n) + (1 —ikn)h" —v Y T

geniigt. Fiir Bindungszustiande geht —iv in die Hauptquantenzahl n tiber (s. weiter
unten) .

Die Differential Gleichung fiir h(n) ist ein Spezialfall der Differential Gleichung
fur die "konfluente” hypergeometrische Funktion, die zunachst kurz diskutiert wer-
den soll:
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5.7.2 Mathematisches Intermezzo: Konfluente hypergeo-
metrische Funktion

Literatur:
o A.Erelélyiet al. | Higher Transzendental Functions I, McGraw Hill Book Co.,
New York etc. 1953.

e H. Buchholz, The Confluent Hypergeometric Function, Springer-Verlag, Berlin
etc. 1969.

Hypergeometrische Funktion (Gauf})
Gegeben sei die Reihe (z,a, b, ¢ komplex):

b (a4 1)b(b+1) 22 ), (B),, 2™
Fla,bye;z) = ]—|-(J_Z_|_a(a+ )b(b + >Z_ Mz__l_

c cle+1) 21 (¢), nl!

?
(a), = ala+1)... (a—l—n—]):M7
7 (a)
¢c # —n, n=0,1,2,....
Falls @ oder b = —m, m = 0,1,..., so bricht die Reihe ab und man hat Poly-

nome. Sonst konvergiert die Reihe fiir beliebige komplexe a, b, ¢, falls |z| < 1. Die
Funktion kann jedoch in die komplexe z Ebene fortgesetzt werden und ist dort
holomorph bis auf einen Schnitt langs der reellen Achse von 1 bis oco.
Auch die analytischen Fortsetzungen werden mit F'(a,b; ¢; z) bezeichnet.

Die oben benutzte Gamma—Funktion 7 (z) ist fiir Rez > 0 definiert durch

7(z) = /OOO dte 171

Sie ist in die gesamte z Ebene fortsetzbar und hat Pole bei
z=-n,n=0,1,2,... mit Residuen (—1)"/n!

FEs gilt: 7(z4+1) = 27(2), d. h. 7(n 4+ 1) = nl, 7(1) =1,
2(2)7(1 — 2) = —X

sin(rz)’

Einfache Beispiele fur die Hypergeometrische Funktion:
F(—a,b;b: —z) = (142)",
2F(1,1;2;—2) = In(1+2),

F(njn—l—];];%(]m)) = P,(x)

F'(a,b;c; z) ist die Losung der Differential Gleichung

2(1T—2)w"(z)+[e— (a + b+ 1)z]w — abw =0,
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ebenso ist

(@ — e+ 1,b—cd1;2 e 2)

eine Losung. Die Differential Gleichung ist singular fur z = 0,1, co.

Konfluente hypergeometrische Funktion

FErsetzt man in F(a,b;c;z) z durch z/b, so wird die Singularitat bei z = 1 nach
z = b transformiert. ITm Grenzfall b — oo "flielen” dann die Singularitaten bei 1
und oo "zusammen” und wir erhalten die Reihe

a ala+1) 22 (a), 2"
Fla;e; = 14+ - - ST . 4.
(a56;2) +CZ+C(C—|—]) 2!+ +(c)nn!+ ’
c#-n, n=0,1,2,... |

die in der gesamten komplexen z Ebene holomorph ist und der Differential Glei-

chung

zw"(2) + (¢ — 2)w'(z) — aw(z) =0

gentigt. Losung ist auch

2T (a4 152 — ¢ —2).

Ferner gilt:
Flaje;z) = Fe—a;¢;—2).

Beispiele:
1.
Flaja;z) =€
2. Hermitesche Polynome:
—1)” 3
Hyi(z) = ( ’) (2n + 1)122 F(—n; 5; 2?)
n!
—1)” 1
Hale) = L omi(nidee)
3. Laguerresche Polynome:
4+ 1),
L4 = (a;,»/’(*n;wr 1;z2)
n!

4. Bessel-Funktionen:
1

Lyemiep Ly Lo
W(—Z) (& (V‘l‘g, —I— I8 7/2)

J(z) = 5
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Das asymptotische Verhalten fiir |z| — oo, a, ¢ fest, sieht folgendermafien aus:

Flase;2) = TP (?c(c)a) clema, —a Z_: (@)n(a ;!C Sl (—2) "
+O(= )
7(c Z(]/fCN C*an]*a’n —n
—I-%e z 7;)( )77(’ ) z

+O(|e? Za,fchqD
M, N=0,1,2,...,
—m <arg z T
e=+1 ., falls Smz >0

e=—1, falls Smz <0

5.7.3 Zuruck zur Coulomb-Streuung
Der Vergleich der Differential Gleichung
nh" () + (1 — ikn)h' — vkh = 0
mit zw0”(2) + (¢ — 2)w'(2) — aw(z) = 0, ergibt fir 2 = ik,
(2 4+ (1 — 2 (2) +ivh(z) =0 |
d. h.

a = —iww , c=1.

h(n) = CF(—w;lyikn) ; C =const. .

Wichtig ist das asymptotische Verhalten von A(n) fiir grofie 5:
Wegen 7 (1) =1 sowie

.
. . —ﬂ-l .
()" = (i) = (2 )
1 1
_ €7§7TV(]W7)7:V _ €7§7rye7ﬁy]n(kn) 7
P (71{‘77)*71/ — 1 \

)
no = T(] — COS 79) = r Siﬂz %

erhalten wir

1
ot ! SYT ivin(k v?
F(*ZV,],Z]{?T]) ~ mEQ €7V T]( Tl)(] —l—%)
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1
1 ikn [~ —ivIn(kn) (1 41v)?
U ik L SV ivin(kn) o U AT
+ i?(—iu)P knﬁ ‘ (1+ ikn )

b

wobei |kn| > 1; d. h. ¥ # 0, r grol. Damit bekommen wir fiir u, = Ceik‘mh(n)

1
§V7T
v o~ O—F [ei[kmg—l—yln k(r — x3)] —I—A(k,ﬁ)]—ei(kriyln 2k7“)]7
’ T(1 +v) r
. .o
Ak, D) = 10 i) L P—wln(sm2 5)
7 i? (—iv) 2k sin? ﬁ
2
9
B _y P—iu]n(sin2 q—) + 2ing
2k sin? ﬁ
2
' 7(1 41
w?(—iwv) = =7(1 —iv) , 210 — ?E] +:Z;
d.h.ng = arg(?(1 +v)) .

Interpretation:

Die Phase der einlaufenden ebenen Welle ist durch den Term vin(r — 23)k und
die der auslaufenden Kugelwelle durch —v In 2kr modifiziert! Dies ist eine Folge
der ”langen” Reichweite des Coulomb—-Potentials.

Die Amplitude A(k,4) beschreibt wie f(k,#) in Abschn. 5.6.1 das Verhéaltnis
beider Wellen und ihr Absolutquadrat ist ein Ma$ fiir den Wirkungsquerschnitt:

do. v?

Ak, N|* =
T = AU

N

4k? sint —
2

gras’ aq;

9 9
(4#50)2 40 k" sin? % (4#50)2 1617 sin? %

Rutherford’scher Wirkungsquerschnitt, derselbe wie in der Mechanik! Die
Quantenmechanik macht sich in der folgenden Weise bemerkbar:

1. Streuung ununterscheidbarer Teilchen:
G = 42 5, T — My

Die beiden folgenden atomaren Streuprozesse sind makroskopisch ununter-

scheidbar:
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1 2
1 ) 2 1 2
T 19
2
1
Klassisch hat man
do do. do.
o - "t
4
B q 1 1
N (47T€0)2]6E2( . 479 + 479) ’
sin® —  cos B

Quantenmechanisch dagegen:

d
o = Ak D) + Al 7 = D)

und da
(aem + be’ﬁ)(ae*m + beiiﬁ) — a4+ b> 4+ 2ab cos(a — 3) ,

so erhalt man

do q 1 n 1 n 8 In(t 219)
4d0 (4#60)2]6E2 479 42 n cos v In(tan 3

n® —  cos
2

Der zusatzliche Term rithrt von der Phase von A her!

2 2
Falls v = % = % > 1, so oszilliert dieser Term stark und ist unbeobacht-
bar! o /

. Streuung bei niedrigen Energien
Normiert man den Fluf} s3 der einlaufenden Welle auf 1, so mufl der Normie-
rungsfaktor ' von u. oben den Wert

1 1
— =T — = hE
C=71+iv)e 2 v 2 v=— |
[
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haben, d. h.

1 1

7'[- —_— .
u () =71 +iv)e 2 v QBka3F(—iV; 1;0kn) .

Fir 7 = 0 wird daraus

u(0) = 7(1+ iy)67%”W7)7% ,
luc () = o e ™71 +4)?2 (1 —av)
2Ty

—1
= v

627r1/ 1 ?

da

T +a)? (1 —av) = w?(iv)?(1 —iv)

wT

= — (s.5.102) .
sin(imv) (s )
Fiir kleine v, d.h. |v| > 1, hat man:
bei Anziehung (v < 0) |u.(0)]? ~ —27{—)’/
bei AbstoBung (v > 0) |u.(0)]? ~ 27{—)’/ e~ 21V

e—QWV :

Wichtig in der Kernphysik!

”Gamov” Faktor.

5.7.4 Partialwellen

Aus dem Ansatz u.(7) = ZR[(T) Pi(cos ) folgt fir R(r) die Gleichung
1=0

2 owk Il +1
R/’+;R;+[k2— vk I+ )]R,:o

r r2

Setzt man weiter Ry(r) = rleikrﬁ(r), so gentigt fi(r) der Gleichung

rfi” 4 20k +2(04+ D] f) + [20k(1 4+ 1) — 2vk]fi = 0.
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Der Vergleich mit zw”(2) + (¢ — 2)w'(z) — aw(z) = 0 (s.S. 103), z = —2ikr, zeigt,

daf3

filr)y =Cr F(L+ 1 +av; 20 + 2, —2ikr) .
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Fiir grofie r wird hieraus (s.S. 104):
1
—uT , 1. .
7(20 +2)e2 —2ikr + §zw(l+ 1)+ in2kr
ok T | €

filr) ~

1
T+ 1 40v) *57:#(1—1-]) — v In2kr
0+ 1 —iv)

Setzt man n; = arg? (I + 1 4 7v), so erhalt man entsprechend fiir R(r):
Ri(r) ~ o™ fi(r)

Cy 2 (20 + 2)e3"™
202k) 2 (1 4+ 1 4 iv)kr

1 1
—2kr + §7Tli + v 1n 2kr kr — §7Tli — v 1n2kr

e _ 2,

Der Vergleich mit 5. 92 legt nahe, n; als Streuphase der | ten Partialwelle der
Coulomb Streuung 7zu definieren:

Slcoul — 627:771 , m=arg? (1 + 14 7:V)

Die bisher noch unbestimmten Koeffizienten C; mussen aus der Beziehung

1 1

vr ——
U, — 7(/—|—71/)e 2 v 2€7kT?F(77V"1’7k77)

= Ri(r)Pi(cos)

=0

bestimmt werden:
Aus der Orthogonalitat der P(cos) folgt zunachst

R, = rleierIF(l + 1 +av; 20+ 2; —2ikr)
2041 7
= ;/ d Pi(cos D)u.(rad) sindd .
2 Jo
Wegen der Tdentitat (s.S. 103)

F(—v;1yikn) = etk F(14dv; 1, —ikn)
x3 = rcosi |
n = r(l—cosv) ,

gilt
1 1

. T =3 ikr . .
u, =711 +iv)e 2 v 2 F(1 +4v;1;—ikn)
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und daher
Crr' (141 + m o + 2, 2ikr) =
20+ 1
+ (F(1 4+ v 1s0kr(z — 1))

T
z=cosd ; C=7(1+iv)e 2 v 2.

Entwickelt man beide Seiten um r = 0, so tragt auf der rechten Seite nur der | te

Term (0 i) 214 .
+av) 1. ; Sl 4o +1) 1
———ikr(z - 1)] = =—/——F——= (1K —1
LS iy AU R
bei, d. h.
20+ 1 777 (1 /
o= A De (0 vt / dzP(z)(z — 1)
27)5(11)
Da
/Hd A = —22 (ss.00)
[ C Qr+ 1
1 21 — 1) )
und CE = (2]( ]>!> , SO wird
1
——uT
e 2 7(1 —I—iu—l—l)(%k)l
C) = T .
2(21)!
Man kann ferner zeigen, daf}
2 In(s 279)+2.
—ivIn(sin® — i
Ay = —" e p) T
2k sin? —
2
! 1 > 2
= — > 2+ 1) p )
57 ; + )(cosd) .

5.7.5 Pole von S/ (k) in der komplexen k-Ebene und die
Bindungszustande

Die Coulomb-Strenamplitude

T+ T+mw)  qigap

SfCoul L) = —
(k) Y0+ 1 —iv) " (dmeo) 7K
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die zunachst fiir reelle Argumente & definiert ist, 1aBit sich analytisch in die kom-
plexe k-Ebene fortsetzen. Dabei hat man zu beachten, dafl 7(z) eine meromorphe
(analytisch mit moglichen Polen) Funktion in der z Ebene mit Polen hei

z2=—n, , n,=0,1,...
ist, d.h. S5 (k) hat Pole hei
I+14iwv=-n, ,bzw. iv=—(n.+1+1) ,

also bei den folgenden imaginaren k-Werten

B 1G1 G2t
dmeq hz(nr +14+1)

k. =

by

Wegen I/ = Q]—Mhzkz ergibt dies die Energiewerte

1 99 1
K, =—=u 5 !
20 (4meg)?h? (n, +141)2

Dies ist fur ¢1go < 0 genau die Bohrsche Formel fur die Bindungszustande eines
anziehenden Coulomb-Potentials:

Die Pole von S;°"/(k) auf der positiven imaginaren k-Achse entsprechen
den Bindungszustanden F,! Diese wichtige Figenschaft gilt auch fiir andere
Potentiale !



Kapitel 6

Schrodinger—Gleichung fur
geladene Teilchen (Elektronen) in
aufleren elektromagnetischen

Feldern

6.1 Grundlagen

6.1.1 Klassische Mechanik der Lorentz-Kraft

In der klassischen Mechanik ist die Wirkung von aufleren elektrischen und ma-
gnetischen Feldern auf Teilchen mit Masse m und Ladung ¢ gegeben durch die
Lorentz Kraft:

mi(l) = q[E(F,1) + 7 x B(Z,1)].

Im Rahmen des Lagrange Formalismus lassen sich diese Bewegungsgleichungen fur
die drei Koordinaten z;(#) auffassen als Lagrange Gleichungen

d dL(F,2,1)  OL(F,7,1) L 193
di oi; ox; B » T
wobei
- 4 m .2 = LTS
L& z1) = 57 —qle(@),1) -7 A1), )]
B(Z,1) = votA(Z,1) , E(Z1)= —gradp(F 1) — 0,A(F,1)
Beweis:
oL
— = mi; +qAi(F(1),1),
(f)ﬂii
d oL . 2 :
%39}:,; = m/xi‘l‘Q(atAi‘F];akAimk)-

111
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Ferner ist

oL B Do
(7.7'7 - an7

‘l‘qzaAka )

und damit ergibt sich

d oL oL ) ’
%f)r}:i — o = mi; + q(dip + HA; q]; (210; A — 20k A})
= —q(ﬁ) — q(v X rot %T)
Die Groflen
oL LA
P (f)T7 = mx; qA;
heiflen "kanonische” Tmpulse. Da
dr. i((f)ﬁ__l_(f)ﬁ_.)_‘_f)ﬁ q
dt E—1 aﬂikmk aTka 37‘ i
oL . L d( )
(f)j;kﬂik PeTr = pr Pk TEpp
d( ) arL
= —(ppiyp) — T
dt PRt aTk
ist, so gilt
d & arL
- =
(H[];(Pm) I=—5 -

d. h. falls I nicht explizit von der Zeit abhangt (9,1 = 0), dann ist die Grofe

3
H:ZkakiL

k=1

eine Erhaltungsgrofie, namlich die Energie. Betrachtet man anstatt x;, #; und ¢ die
Variablen x;, p; und t als unabhangig, so heifit

die ?Hamilton—Funktion” des Systems. In unserem Falle ist

R T
T=—[p—qA@,1)] |
m
und daraus folgt
J— 1 1o 2
H(Tv 771) = 2—[p - qA(va)] + qg‘Q(va)
m
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Der obige Ausdruck fur die Lorentz Kraft sowie die Maxwellschen Gleichungen sind
invariant gegentiber Eichtransformationen

=1

f) — Q‘Q( 771) a?‘f(¥7f) ”
1) = A(F 1) +grad f(F,1)
f(#,t) beliebig.

(
(

b

¥
A

=1

b

Physikalisch beobachtbare Groflen sollten invariant gegenuber diesen Transforma-
tionen sein, physikalische Gleichungen sollen ihre Struktur (Form) unter ihnen nicht
andern. Es transformieren sich:

L — L:L—I—q((f)ff—l—"rgradf)fﬁ—l—q f,

p; — b\,i_g:_p7+qaf7
7
ol al, oL
Ox; - Ox; (().7'7 7(]7‘f ’
H o — H=Y pi;,—L=3 pi;— L —qdif,
aber: —p. — ﬂ = iﬁ — o
dt’ Ox; dt"’ Ox;

6.1.2 Die zugehorige Schrodinger-Gleichung

In Analogie zu den fritheren quantenmechanischen ”Korrespondenzen”

h
FE —ihd; , p— —grad
i

haben wir jetzt die Verallgemeinerungen

h
H —ihd; , p— —grad.
i

Daraus ergibt sich die Schrodinger—Gleichung fiir ein geladenes Teilchen in
aufleren elektromagnetischen Feldern

1 h - h o
o7, 1) = 5 —(arad — g A)(Zarad — g A)(7.1)
T (7,1 (7, )
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Das Ausrechnen der rechten Seite liefert

2

hdpp(7,1) = ! A;Z;(r?:’,t)+@ﬁ - grady (T, 1)
m

B 2m.

rqh . 2
S (div AN (F, 1) + 5= AP (F 1)

Im 2m

+ qg‘o(fv f)¢(¥v t) .

Die rechte Seite vereinfacht sich, wenn man die Coulomb FEichung, divA = 0, wahlt.
Die obige Form der Schrodinger Gleichung fur geladene Teilchen in elektromagne-
tischen Feldern 1afit sich auch aus der Forderung nach Eichinvarianz herleiten:

6.2 Eichinvarianz

Die obige Schrodinger Gleichung ist invariant unter Eichtransformationen, falls man
die Wellenfunktion ¢(#,¢) in der folgenden Weise transformiert:

g,
~ —f(x,1

Dies ist eine ortsabhangige Phasentransformation, fur die ¢y — ¢*1).
Beweis: Es ist

i, g
o h ) = B (gD )+ ihdw)
1q 1q

h - - h
“grad(eh ' 6) = B [(qgrad ) + Lgraduy
Setzt man
A(F, 1) = A(F 1) +grad f(7,1)

so folgt aus den obigen Formeln, daB die GréBen ¢, ¢ und A derselben Schrodin-
ger Gleichung gentigen wie ¥, o und A.
Es gilt namlich

iq
. o —I
(1h0y —q@)b = eh ™ (ihd; — qp)d |
h 2 Ay
(wgrad — qA)yp = eh” (—grad — qA)p .
3 3
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Wichtige Umkehrung:
Verlangt man, daf} die freie Schrodinger Gleichung

h2
ihdab = ——— A
2m

invariant gegeniiber "lokalen” Phasentransformationen

ist, so ist dies genau dann der Fall, falls man in der freien Schrodinger-Gleichung
mittels der Substitutionen

h h -
hd, — 1hd, —qp , —grad — —grad — gA
i i

Potentiale ¢ und A einfithrt, die sich bei Eichtransformationen wie oben transfor-
mieren. Die Forderung nach Invarianz der Schrodinger-Gleichung gegentiber solchen
"lokalen” Fichtransformationen zwingt also zur Finfithrung elektromagnetischer Po-
tentiale. Dieses "Fichprinzip” spielt eine sehr grofle Rolle in der modernen Physik
der Elementarteilchen !

Einfache Anwendungen:

1. Quantisierung des magnetischen Flusses
In Gebieten, fur die B =0 ist, hat man rot A = 0, d. h. A= grad f. In die-
sen Gebieten, in denen sich die geladenen Teilchen (Elektronen) im Potential
V() befinden sollen, hat man zwei zueinander aquivalente Schrodinger Glei-
chungen; einmal

h
#(;grad)%ﬁ—l—v(fﬁb = hdp)

und zum anderen

h a o~ . .
o (Marad g A)%E VN = b
o

—

wobei A = gradf.

Ist %T(rir’jt),rotg = 0 vorgegeben und ist CT ein Weg (eine Kurve), der ganz
im Gebiete mit B =0 von 7y = (7t = 0) nach 7 = ¥(r =1) ,0 <7 <1,
verlauft, so hat man

F(i#1) = / dj- A1) = ./01 drﬁ(ﬁ(r))j—f

+
Jc
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Der Wert von f(#,1) kann vom Wege abhéngig sein: Ist namlich CT eine zweite
Kurve {g(c) , 0 <o <1} von ¥, nach 7, so gilt

Lo A [ g A = fdg A

— df-(mtﬁ):/ df - B
JFEt JFEt
= O(F") |

wobei FT eine von den Kurven C1T und —CQT = CQ¢ berandete Flache ist und

®(FT) der durch diese Flache tretende magnetische Fluf.

Ist die Flache FTnicht einfach zusammenhiangend, sondern hat in der Mitte ein

Loch, durch das der Flufl ® tritt, so andert sich nach den obigen Uberlegungen

die Phase der Wellenfunktion ¢ (7, ) beim einmaligen Umlaufen des Loches
iq

um den Wert %@, d. h. (%,1) geht tiber in ¥(Z,t)eh . Wenn nun die

Wellenfunktion in einer vorgegebenen Umgebung eindeutig sein soll, so muf

q

. b = 27n |, n ganz, gelten, d.h.

27h
b, =—n ., n=0,+1,...
q

Da alle Grofien bis auf ®,, vorgegeben sind, so bedeutet diese Gleichung, daf
der eingeschlossene Flufl & gequantelt ist!

Der Fffekt ist tatsachlich beobachtet worden:

—_—
T4
—_—

Strom in einem supraleitenden
< > Ring, der von einem Magnet-
feld B durchsetzt ist.

D ——
«

Strom der Flektronen

Nach Abktuhlung unter die kritische Sprungtemperatur wird das B Feld aus
dem Leiter verdrangt (Meifiner Effekt), nicht aber aus dem Loch! Messungen
des Fluies ® im Loch ergaben

2mh
d=—n

26’0

, d.h. g=—2¢q |,
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in Ubereinstimmung mit der Vorstellung, daf bei Supraleitern die Elektronen
paarweise korreliert, sind!

2. Interferenz zweier Elektronen—Strahlen, Bohm-Aharanov-Effekt

Schirm

Lings der Wege CT und €7
ist B = 0, nicht aber im
Inneren!

Flektronen-

quelle T magnetischer

Fluf ¢

Auf dem Schirm hat man eine Superposition 1 + 5 der Wellen vom Strahl
langs CT und O

i o IRCAIE) s 2 i A
1T=wpren T ) 2 =Y e T

d. h.

(1/:1 + 77232) (in einem Punkte auf dem Schirm)

iq Lo Loz iq L

;( le/‘A*/le/‘A) ?/Tdy-A
— (¢1€/.O1 .(}2 +¢2)€/.02

s i

= (Yreh i)l

Durch Anderlmg von ® kann man danach die relative Phase zwischen ¢ und
1y andern und damit das Interferenzbild!!

Dieser Fffekt ist ebenfalls beobachtet worden!

Der geometrische Hintergrund der gerade diskutierten Effekte ist der folgende: Nach
Poincaré kann man aus divB = 0 nur dort folgern, daf} B = ro‘rA wo das Gebiet
sternformig bzw. einfach zusammenhanmgend ist. Ist ein Gebiet 0 dagegen nicht
einfach zusammenhangend, hat also z.B. ein Loch, so braucht man mindestens zwei
sich iiberlappende einfach 711<ammenhéngende Teﬂgebie‘re (ﬂ und (G5 , um G da-
mit 7 uberdecken Ist dann B = ro‘r%h m (1 und B = ro‘rAQ in (79, so folgt aus
ro‘rAQ = ro‘r%h in (G9 N G4, daB dort AQ = A1 + grad f!
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Bemerkung;:
Bei Anwesenheit des Vektorpotentials A andert sich die Wahrscheinlichkeitsstrom-
dichte .

= ! * * ] *T S *

§ = 5—( grady — (grady™)v) = S— (P + (P)™)

21m, 2m

da auch hier wegen der erforderlichen Fichinvarianz von § der Operator P durch
%grad — gA 7u ersetzten ist. Fs gilt also

57, 1) Uarady — (gradyy)i) (7, 1) — — AU (1)

h
= S

Mittels der zugehorigen Schrodingergleichung rechnet man leicht nach, dafl fur dieses
§ dann die Kontinuitatsgleichung d,w + divs = 0 gilt, wobei weiterhin w = ™.

6.3 Konstantes Magnetfeld: normaler Zeeman-—

Effekt

Es sei gp(#,t) = V(r) und das magnetische Feld B = const.. Fin solches B Feld

laBBt sich aus dem Potential

- 1 =
A= —-RBx7Z
2
ableiten, da
1 =
rofA fd §T’0t(/? X T)
] . . —
— 5[7( -grad)? + Bdivi] = B.
Ferner ist

. 1 .
divA = §div(B><.f)

—

— F-rotB— B-roti=0.

JL

Die obige Wahl von A ist nicht eindeutig, ebenso ware A+ grad f(2) moglich, mit
Af(7¥) =0, damit div(A 4 grad f) = 0.

Fiir den Term 7~ 4. gradi in der Schrodinger Gleichung erhalt man
m

1qh =

—(ﬁ x ¥)-grady = ——B(& x grad)y
2m 2m
g = =
= —I-B
5ol By
- h

1 = —(¥xgrad) : Bahndrehimpulsoperator.
i
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Fiir den Term mit A2 in der Schrodinger Gleichung bekommt man

wARp = L (B x B)2p = (2B — (7 B)})y .

Sm2 - 8m?

q
2m?

Mit B = (0,0, B) hat man also als Schrodinger Gleichung fiir ein Teilchen mit
Ladung ¢ in einem Potential go(r) = V(r) und in einem konstanten Magnetfeld B:

: . h? q
hopb(7,1) = — Avp —

27’)7/0 27’)7/0

B2 (a7 + ad) + V().

Blg

q
8mg

Hier ist der Massenparameter m durch mg ersetzt worden, da m im folgenden die

"magnetische” Quantenzahl bedeutet. Mit ¢ (#,1) = eizEtu(f) lautet die zu-
gehorige stationare Schrodinger Gleichung:

h2 2
— Au — q Blgu + q 5
0 87’)7/0

2myg 2m

BQ(.?:]Q + mg)u + V(r)u = Fu().

Abschatzung der Groflenordnung der in B linearen und quadratischen Terme:
< lg > ist von der GroBlenordnung h, < 27 + x5 > fiir in Atomen gebundene
Flektronen von der Groflenordnung des (Bohrschen Atomradius)? = @2, d.h. mit

g = —¢o,
(eg/8mG)a*B*  1ef B B
(eq/2mo)h B 4 hoeg/a? T 9-109Gauss .

Im Labor kann man magnetische Feldstarken der GroBenordnung < 10° Gauf er-
zeugen, und daher ist hier der quadratische Term vernachlassighar. Dies ist i.a.
jedoch bei ungebundenden Bewegungen nicht der Fall.

6.3.1 Der normale Zeeman-Effekt

Vernachlassigen wir den in B quadratischen Term, so bekommen wir die Gleichung
(fiir ein Elektron, ¢ = —eq):

2
L Au(E) 4 V() u(F) + —2 Blau(F) = Bu(7) .
mo my
Da der Hamilton Operator
2
), €o
H=- A+ V(r)+ Blg

27’)7/0 mo
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mit 12 und 13 vertauscht, so kann man die Eigenfunktionen von H gleichzeitig als
Figenfunktionen von 12 und lg wahlen:

7/(?) - le(r)s/lmogv 99) )

und da I3V, = hmY},,, so bekommt man fur R,

h* 9%(rR,, B2+ 1
(Fim) | FPHL+])

2

+V(r)) B,

B 2mor  Or? 2mor
€0h

_I_

my

Diese Gleichung 148t sich sofort auf den Fall B = 0 (s.S. 80) zurtickfithren, wenn

man

FE = E(BZO)—I—thm,
eoB

)
27’)7/0

setzt.

wr,: sogen. "Larmor” Frequenz .

Z )2
Insbesondere bekommt man beim Potential V(r) = — “
dregr
1 2(20)2
F,.,=——mgc + hwrm , —1<m <[,
' 2 n?

d. h. beim Vorhandensein eines konstanten Magnetfeldes werden die entarteten Fn-
ergieniveaus [/, der wasserstoffartigen Atome in 2/ 4 1 verschiedene aufgespalten!

B=0) i a. nicht

Bei allgemeineren rotationssymmetrischen Potentialen V(1) wird £
nur von einer Hauptquantenzahlt n, sondern auch noch von [ abhingen: F(5=0) =

F,1. Auch diese Niveaus spalten in 2/ + 1 auf.

6.3.2 Awuswahlregeln fiur Dipolstrahlung

Fiir die Frequenzen wp,1,my n1,m, der Emissions— und Absorptionsspektren
der obigen Atome gilt bei Ubergangen (nq,li,mq) ¢ (n2,lz, mq) die Bohrsche
Frequenzbedingung

1

Wnplymo,milimy = Z(En?b’fn? - Em l1m1)

1
= Z(Enzlz - Em l1> + wff(mﬂ - 777/1)
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Frage: Treten tatsachlich alle moglichen Ubergange auf?

Antwort: nein! Begriindung:

Die folgenden Uberlegungen sind Plausibilitatsbetrachtungen, die sich aber
streng begrinden lassen.

Ein klassischer schwingender Dipol

eOT_j(t) f— 60(3677:0”5 + g*eiwt)

strahlt im zeitlichen Mittel die Leistung

Ho 2 Ho =
§= @6’%(?’7 ) = @6’3@4(”72)
= %e% b b

ab.
In der Quantenmechanik treten an die Stelle der klassischen Frequenz w die Uber-
gangsfrequenzen w,,i,m, n,1,m,, und an die Stelle der klassischen Amplituden b

die ”Ubergangs”—Amplituden

b — bnglgmg,n1hm1 = (“’7712127)712 ) ‘7_;“’7711117”11 )
der Quantentheorie!
Setzt man
at = gy tizy =rsingd et
x3 = rcosit ,

so hat man wegen

Unlm — Rwls//m )

b = by Fiby = (Bt 7Ryt ) (Yigmy, sin ) 9V, )
(der Index wird fortgelassen) |

by = (anlz ’ rRm I )(3/127”'2 » COS 793/117)7’1 ) )

Nun kann man zeigen, daf

sinﬂelem = A;;)Yl+1,m+1—I-Bl(:;)qu,mw ,
sinde Vi, = A Wi + BOY
cos Wi = AN+ BOYL L

A, B : Konstanten.

Hieraus folgt wegen der Orthogonalitat der Kugelfunktionen, daf

b =0, aufler wenn

und Am = mg —my = +1,0.

Wichtige Auswahlregeln fiir die Dipolstrahlung! Es a8t sich zeigen, dafi die Dipol-

strahlung bei der Emission von Licht i.allg. die wichtigste ist.
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6.3.3 Dipol-Emissionslinien beim Zeeman-Effekt

Setzt man ;—(En?b — Fo,1,) = wp fiir die Frequenzen mit B = 0, so hat man

Wos1 = wo +wr,Am..

—

B#£0
2
B=0 1
12 =2 0 mo
—1 ”Normaler
—2 Zeeman-
“o Fffekt”
1
l] =1 0 my
—1

Am=0, Am=—1, Am=1

Diskussion ("halbh”-klassische Interpretation):
1. my=my: b =0, b3 £ 0, w = wy:
be "wol | pretwol const.(0,0, coswgt)

d. h. der "Dipol” schwingt in 23 Richtung mit unveranderter Frequenz wy,
keine Ausstrahlung in a3 Richtung (klassische Elektrodynamik). Das Licht
ist parallel zu dieser Richtung polarisiert.

2. my=my+1:0 =0,b3=0,b" #0; wy_y =wy +wr,
be W2l + brelwrt const.(cos(wy + wr,)t, sin(wy + wy,)t,0)

d. h. das Dipolmoment rotiert in der (21, 22)-Ebene mit vergroBerter Frequenz
um die 23 Achse. In 23 Richtung: rechtszirkulares Licht, in der (a7, 2)
Ebene linear polarisiertes Licht.

3.my=my —1: b7 =0,b3=0,b" #0; wy_s1 = wy — wr,
geiiwzﬁ‘t + ?)‘*eiwz—”t = const.(cos(wg — wr,)t, — sin(wg — wr,)t,0)

d.h. das Dipolmoment rotiert in der (21, #2)-Ebene mit verkleinerter Frequenz
um die w3 Achse. In x3 Richtung: linkszirkular polarisiertes Licht, in der
(x1,72) Ebene linear polarisiertes Licht!
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1 3: "Normaler” Zeeman Fffekt.

Wegen Spin des Elektrons gibt es auch noch den "anomalen” Zeeman Effekt (s.
spater).

Anschauliche Interpretation der Auswahlregeln:

Ein Photon hat den Eigendrehimpuls = Spin S = 15, der immer in oder
entgegengesetzt zur Bewegungsrichtung zeigt (bei Teilchen der Ruhemasse
= 0 ist der Spin immer parallel oder antiparallel zu seinem ITmpuls p). Ferner
kann man zeigen, dafl bei der Dipolstrahlung der Atome der Bahndrehimpuls
der Photonen Null ist.

Nun wird bei einem in 23 Richtung schwingenden Dipol die iberwiegende 7Zahl
der Photonen senkrecht zur 3 Achse abgestrahlt. Dabei nehmen sie den Drehim-
puls A mit (Al = +1 fiir die Elektronen). Die 23 Komponente von /,_‘mektmn andert
sich nicht, da der Spin der abgestrahlten Photonen senkrecht zur x3 Achse ist.

Rotiert dagegen das Dipolmoment in der (21, 22) Ebene um die 23 Achse, so
werden die Photonen auch parallel bzw. antiparallel zur x5 Achse abgestrahlt .
Dabei "tragen” sie wieder den Drehimpuls h weg, sowie die 3 Komponente mh =
+h, falls ihr Spin parallel zur 3 Achse ist, und —h, falls antiparallel!

6.4 ”"Freie” geladene Teilchen in einem konstan-
ten Magnetfeld

6.4.1 Vorbemerkungen
1. Setzt man 7; = P, — gA;, so hat man fiir beliebige A, = A;(7,1)

7

momel = 1005 ), (2 — gAw)

h

= *TQ(@‘Ak IA;)
h

= *—.quszz )
7

also
h
[, mk] = *7(76,714131-

2. Ist A ein selbstadjungierter Operator, der mit H kommutiert und
der nicht explizit von der Zeit abhangt, so sind seine Erwartungs-
werte (i, Ay) fur beliebige Losungen der Schrodinger—Gleichung
1hdyp = Hy zeitunabhangig, d. h. A ist eine Erhaltungsgrofe!

Beweis:

b<A> = (O Av)+ (b, AdY)
— (o H A+ (i A HY)

1
= (0. AHY) - o (HE, AY)
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und da (Hy, Av) = (¢, HA W), so

7

O < A >= Z(@Z;, [H,Aly) = 0.

3. Fir die klassische Bewegung eines Teilchens der Ladung ¢ in dem konstan-
ten Magnetfeld B = (0,0, B) hat man

TI’I’I’] = qB’I’Q s T)’I’I'Q = *(]BT] s ’I'q = 0 s

d. h. die Bewegung in x3 Richtung ist frei und senkrecht zur 23 Richtung
bewegen sich die Teilchen auf Kreisen mit einer Frequenz w = ¢B/m. Dabei
st w positiv oder negativ, je nachdem die Ladung ¢ positiv oder negativ ist.

Aus
..’1.71 = w"rg s ’1'2 = *Q)’I']
folgt
T —wre = —wb = const. ; 1, +wry =wa = const. ,
7/'12 + 7/'3 = wz(rm — (1,)2 + wQ(mQ — 6)2 = const. ,
da

F =

(@3 4 @5 + 32) = const. .

no| 3

(a,b): Mittelpunkt der Kreishahn.

Bei Translationen xy,a — 21 + ¢, a 4+ ¢, 29,4 — T9 + ¢, a + ¢, andert sich
der Wert von F nicht, d. h. F hangt nicht von der Lage des Mittelpunktes
(a,b) ab! (Entartung!)

6.4.2 Quantenmechanische Eigenschaften

—

B =1(0,0,B)
Ohne Spezifizierung der Eichung von A folgt zunéchst:

h

[T1,7e) = —=mw , [m,m3] =0, [me,m3] =0,

Fir die Groflen

gilt

und damit
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d.h. wie die im klassischen Fall analogen Koordinaten a und b, so sind die Grofien
a und b FErhaltungsgrofien, von denen jede gleichzeitig mit H diagonalisiert werden
kann.

Jedoch gilt

mwi 7 mw

d. h. a und b sind nicht gleichzeitig beliebig genau meBbar. Vergleicht man

mit [P, Q] = /i, so bekommen wir analog die Unscharfe Relation

Da a und b mit H kommutieren, aber [a,b] # 0, so miissen die Eigenwerte F
von H entartet sein!

Beweis: Sei Hup = Fugp. Wegen der obigen Vertauschungsrelationen kann upg
gleichzeitig Figenfunktion zu a oder b sein (s.S. 69/70). Weil jedoch ab # ba, so
kann der zu F gehorige Figenfunktionenraum nicht 1 dimensional sein! Da a bzw.
b wie P und Q ein kontinuierliches Spektrum haben kénnen, so miissen
die Energiewerte E von H sogar unendlichfach entartet sein!

Ferner sei bemerkt, daBl der dem Quadrat des Radius R der kreisformigen (23 =
const.)-Projektion der klassischen Bahn entsprechende Operator R die Form

1 2 a2
2 _ 2 2y — 4 "3
R™ = m2w? (71 + Wz) T omw? (H Qm)

hat.

6.4.3 Eigenwerte und Eigenfunktionen von H in der Landau-
Eichung

Um FEigenwerte und Eigenfunktionen von

1
H = %(W? + w547y

auszurechnen, mufl A in einer bestimmten ”"FEichung” spezifiziert werden.

Wir wahlen hier die sogen. Landau-Fichung:

‘A]Z*B$27A2:07A3:0,

so dafy

h? h?

o2 92
m

1 h
H: —(—(71 —l—qB’I’Q)Q*—
2m 1 2m
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h
In dieser Fichung vertauscht H mit P; = —=d;, 7 = 1,3. H, Py und Pj3 bilden
0

also ein System wechselseitig kommutierender selbstadjungierter Operatoren und es
existieren gemeinsame (verallgemeinerte) Figenfunktionen

7
—(prx1 + pa:
u(r) = eh(p] 1P 2)7)(.7:2) )

Wegen der (in dieser Fichung giiltigen) Relation b = —P /mw hat man damit auch
gleichzeitig Figenfunktionen zu b mit Eigenwert b = —pi/mw gefunden; selbst-
verstandlich kann u damit aber nicht auch Eigenfunktion zu a = Q + Py /mw sein.
Fiir v(a2) folgt nun aus Hu = Fu

1 h? 1
%(iﬁ +qBxy)n — %7)” + %pgv = Fv
oder
h? 1 1
*%”” + 5”“’2(”72 —b) = (F— %Pg)” ;
B
w = M , b= P )

m qB

Dies ist die T dim. Schrodinger Gleichung fiir einen harmonischen Oszillator in der
9 Koordinate mit x5 = b als Ruhelage!
Damit erhalten wir als Eigenwerte

P 1
( /—Q—;)fhw(n—l—§)7 n=0,1,
oder
2
F="dhon+=), n=0,1,
2m

Da F nicht von dem kontinuierlichen Eigenwert p; abhangt, ist /£ unendlichfach
entartet!
Die Eigenfunktionen v, sind nach S. 60:

1
Vi 6*552(”72 —b)?

vl = — H,|B(xe — b)]
I 32 b
: _ mw _ |qB]
g = h  h
Die gefundenen FEigenfunktionen w(¥) = wuy,, »,..(7) diagonalisieren offensichtlich

auch den Radiusoperator R und man erhalt

) 2h 1
R = — (n + —) .
mw 2
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Eine in der 1-2 Ebene gelegene Kreisflache mit diesem Radius durchsetzt ein ma-
gnetischer FluB & = & (n + 1), wobei ®; genan das im Zusammenhang mit der
FluBquantisierung besprochene elementare Fluliquantum h/q ist.

6.4.4 Entartungsgrad pro Flache

Wir haben oben angenommen, dafl das System unendlich ausgedehnt ist. Bei der
Anwendung auf den Quanten Hall Effekt liegt jedoch eine nur endlich ausgedehnte
Probe vor, mit den jeweiligen Langen [;, so daf 0 < o, < [; fur 2 = 1,2, 3, wobei
Ls < Ly, Ls.

Implementieren wir die endliche Ausdehnung in die 3-Richtung durch die Forderung,
daff die Energie-Eigenfunktionen bei 23 = 0 und x3 = L3 verschwinden sollen, so
muf man die Faktoren exp (ipsz3/h) mit p3 € R durch deren Linearkombinationen
sin(psxs/h) mit psl3/h = mns und ny positiv ganzzahlig ersetzen.

Da wir an dem Entartungsgrad pro Flache transversal zur Magnetfeldrichtung inter-
essiert sind, fordern wir auflerdem periodische Randbedingungen in die 1 Richtung
mit Periode ;. Das ergibt fur p; die Finschrankung

B 2mhny
m = I

Cony = 0,41, 42, ...

Andererseits sollte aber wegen 0 < 29 < [5 die Koordinate b = pi/(|¢B]) zwischen
0 und I3 liegen. (Damit verschwinden die Energieeigenfunktionen zwar nicht auch
bei 23 = 0 und 29 = Ly, die Forderung nach dem entsprechenden Wertebereich
des Spektrums von b erscheint aber dennoch physikalisch gerechtfertigt  wobei wir
den Minimalradius y/h/mw als gegentiber L, vernachlassighar betrachtet haben).
Durch diese Forderung wird nun p; positiv und nach oben begrenzt: Das maximal
mogliche ny = 7y ist dann durch

2nhmy _ lq]
IalgB] 7 T o

|B

[41,

gegeben.
Interpretation:
& = BlL/ly ist der die Flache L, durchsetzende Gesamtflul und &, = 27xh/q

wieder das elementare Flulquantum. Die (Landau ) Energieniveaus
T, 1
EP%“ = —p?_l_hw(n_l__) ) n:()v]v"'a
Rl 2m/ < 2

wobei nun p3 = hna/l3, ny € N, sind also m;—fach entartet, n; = ¢/®,.
Der Entartungsgrad ¢ pro Flacheneinheit ist gegeben durch

ny lqB|

q:L1L27 l’]/ 9

d.h. bei gegebener Ladung ¢ steigt g linear mit B!
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6.4.5 QuantenHall Effekt
1. Klassischer Hall-Effekt

Bewegen sich Ladungstrager in einem Leiter mit der Geschwindigkeit ¢ und
befindet sich der Leiter auflerdem in einem Magnetfeld ﬁj so werden die La-
dungstrager senkrecht zu B und ¥ mit der Kraft qu X B abgelenkt. Die
zugehorigen Leitfahigkeiten lassen sich folgendermafien berechnen:

(s. z.B. Ch. Kittel, Finfiilhrung in die Festkorperphysik, 6. Aufl., R. Olden-
bourg, Miinchen, Wien 1983, S. 196 oder K. H. Hellwege, Finfithrung in die
Festkorperphysik, 3. korr. Auflage, Springer 1988, S. 451.)

Fur die Bewegung der in erster Naherung als frei betrachtbaren Ladungstrager
der Ladung ¢ in Leitern ist die Lorentz Kraft

d - -
m—o=qg(ll +3x B

0=l )
aufgrund der “abbremsenden” ZusammenstoBe mit Gitterschwingungen (Pho-
nonen) und Gitterfehlstellen zu modifizieren. Diese, der Geschwindigkeit pro-
portionale, “Reibungskraft” kann in der folgenden Weise berucksichtigt wer-
den:

a1\ . - .
m(——l——)v—q(ﬁ—l—vxlg),
dt T

7 “Stof3zeit”: mittlere Zeit zwischen zwel Zusammenstofien.

Im stationiren Fall ist & = 0, so daB

F=qg(E+7xB).

Das einfache Ohmsche Gesetz fiir B = 0, d.h.

lautet, mit n, als Dichte der Ladungstrager:

L
Q

3
<

)

J=qno=ck | dh. o=

Fiir B = (0,0, B) # 0 erhalten wir dagegen:

vy = ﬂ(f% + Buy)
m

vy = ﬂ(EQ — Buy)
m

Vs = qr Eg .

m
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Driickt man in diesen Gleichungen @ durch j/gn, aus und lést man nach F
auf, so erhalt man das verallgemeinerte Ohmsche Gesetz

3
Ei — Zpik,jk ) 1= ]7273
k=1

1 B
s —an, !
I — B
pik q—nq 13 0
1
0 0 o /ik

Inversion der spezifischen Widerstandsmatrix p;; ergibt die spezifische Leit-
fahigkeitsmatrix o = (p~'),,; in expliziter Komponentenschreibweise nimmt
das Ohmsche Gesetz dann die Form

. o
o= only +021E2:m(ﬁ1 + Twhs)
. o
J2 = onlh +onky = m(*ﬂdm + F»)
B
7? = O-E3 b W = q_ b
m

an. Man beachte, dafl die Widerstands und Leitfahigkeitsmatrix fir B # 0
unsymmetrisch sind, wahrend sie fiir B = 0 proportional zur Finheitsmatrix
werden. (Fiir B =0 ist die Leitfahigkeitsmatrix auch bei anisotropen (nicht
"optisch aktiven”) Leitern symmetrisch, und es reicht bereits kubische Symme-
trie des Kristallgitters um Proportionalitat zur Finheitsmatrix sicherzustellen;

siche Hellwege, Kap. 11.)

Anwendung auf den klassischen Hall-Effekt: Wir betrachten nun einen
zur 1-Achse parallelen Leiter mit endlichem lLeiterquerschnitt in einem kon-
stanten Magnetfeld (0,0, B). Tm stationdren Zustand kann der Strom dann
nur in die 1 Richtung flieflen: j, = 73 = 0. Der spezifische Hall-Widerstand
ist nun als das Verhaltnis von F, zu j; definiert, also gleich

B
P21 = — .
qgn

q

(Die spezifische Hall-Leitfahigkeit ist der entsprechende Kehrwert: ji/F, =
1/par = (012091 — 011022)/091.) Der spezifische Widerstand in Stromrichtung
ist der ohne Magnetfeld: /51 = piy = 1/0 = m/¢’n,T.

Wahrend obiges Ohmsches Gesetz vielfaltige Anwendungsmaoglichkeiten hie-
tet, gibt es fiir die spezielle Situation des Hall-Effektes auch eine direktere Her-
leitung: Weise das urspringlich angelegte elektrische Feld in die 1 Richtung
und das Magnetfeld wie zuvor in die 3 Richtung. Aufgrund der Lorentz-
kraft sammeln sich Ladungstrager an den Begrenzungen in 2 Richtung und
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bauen ein zusatzliches elektrisches Feld auf, das im stationdren Grenzfall
genau die insgesamt auf die Ladungstrager wirkende Lorentzkraft kompen-
siert. Im stationaren Gleichgewicht bestimmt sich Fy demnach aus [y, =
gFy+ q (77 X ﬁ)Q = 0, was mit J = n,qv auf

B
Fo = —;
Mg
und damit, wie zuvor, auf py; = B/gn, fiithrt. Das insgesamt auf die Lei-

tungselektronen wirkende F-Feld ist nun also nicht parallel zur 1 Richtung.
Da sich jedoch die Wirkung des Magnetfeldes und der 2 Komponente des elek-
trischen Feldes genau gegenseitig auftheben, ist der longitudinale Widerstand
pi1 = Fi /71 gleich 1/, also gleich jenem Widerstand ohne Magnetfeld und
2-Komponente des Fi-Feldes.

Klassisch ist also der Hall-Widerstand zum angelegten Magnetfeld proportio-
nal! Die einfache Abhangigkeit von ¢ erlaubt auflerdem eine Bestimmung des
Vorzeichens der Ladungstrager. (Im fliissigen Zustand des Metalls kann man
ng in sehr guter Naherung uber die Wertigkeit der Elemente bestimmen und
es ist stets negativ. Im festen Zustand gibt es davon jedoch aufgrund der
nichttrivialen Energiebandstruktur Abweichungen, ¢ kann dann sogar positiv
werden (diese tiberwiegende Locherleitung ist allerdings eher die Ausnahme,

siche 7.B. Hellwege, Tabelle S. 454).)

. Aspekte des Quanten—Hall-Effektes

Bei sehr diinnen Schichten (13 — 0), starken Magnetfeldern ("B — o0”) und
tiefen Temperaturen (T — 0) weichen die experimentellen Daten bei einigen
Substanzen (Halbleitern) von den Voraussagen der klassischen Rechnung ah:
Mit zunehmenden B-Werten geht der lineare Verlauf des Hall-Widerstandes
p21 als Funktion von B in einen treppenahnlichen iiber. Bezeichnet man den
Hall-Widerstand p21/ L3 (Einheiten in Ohm) der im wesentlichen zweidimen-
sionalen Probe mit Ry und die elementare Elektronenladung mit eq, so liegen

die Plateaus bei den diskreten Werten (v. Klitzing 1980, Nobelpreis 1985)

P21 h
Ry = =
i Lg ]{?(6’0)2 ’

E=1,2,3,...

In Wertebereichen des Magnetfeldes, bei denen die Plateaus vorliegen, po; sich
also bei Veranderung von B nicht andert, verschwindet auflerdem der longi-
tudinale Widerstand Rqy o p11! (Abbn. dazu siehe z.B. Hellwege S. 610 bzw.
Titelbild).

Die "quantisierten” Werte von Ry bei den gegebenen, relativ extremen expe-
rimentellen Bedingungen kann man sich qualitativ wie folgt erklaren: Die La-
dungstrager seien in erster Naherung freie Elektronen. Fur sie gelten dann im
wesentlichen die in den vorigen Abschnitten von 6.4 angestellten Uber]eglmgen.

Aufgrund der geringen Schichtdicke .3 und der grolen Werte von B sind die



6.4.

"FREIE” LADUNGEN IM KONSTANTEN MAGNETFELD 131

thermischen Energien kgT bei kleinen Temperaturen T gegenuiber den En-
ergiedifferenzen der Landau-Niveaus vernachlassighar. (Man beachte, daf
dafiiv alle drei dieser Voraussetzungen notwendig sind). Bei gentigend ge-
ringer Schichtdicke sind auflerdem die Anregungsenergien in die 3 Richtung
deutlich groflier als hw, sodafl sich die Elektronen in Zustanden mit Quan-
tenzahl ny = 1 befinden (Abschnitt 6.4.4). (Fiir ein realistisches Zahlenbei-
spiel siehe Ublmgen). Die relevanten Landau-Niveaus haben also Fnergien
FE, = (h?/8m(13)*) +hwn+ (1/2)],n =0,1,2,.... Den Entartungsgrad pro
Flache orthogonal zum B-Feld bestimmten wir zu g = egB/h. Nun gibt es
im Leiter n. Leitungselektronen pro Volumen also n.ls =: N. pro Flache.
Aufgrund des Pauliverbots miissen die Flektronen in zueinander orthogona-
len Quantenzustanden sein. Dabei werden die LLandau-Niveaus von unten her
mit Elektronen aufgefullt. Je grofler B, desto mehr Flektronen passen in ein
Niveau. Wieviele Landau-Niveaus (bei vernachlassigbarer thermischer Anre-
gung) nun besetzt sind, wird durch den sogenannten Fiillfaktor v bestimmt.
Offensichtich gilt v = N./g = n.lL3h/Bey. Bei ganzzahligen Werten von v
(v="Fk, k=1,2,3,...) sind also k Niveaus zur Ganze aufgefiillt. Das tritt bei
folgenden Werten von B auf: By = n.Lsh/keg, k = 1,2,3,... Mit Hilfe der
(semi-)klassischen Beziehung Ry = pai/Ls = By /neLseg erhalt man damit
genau die oben angegebenen experimentell ausgezeichneten Werte von Ry!
Aus diesem Bild wird auch klar, warum der longitudinale Widerstand Ry bei
den betreffenden Werten von Ry verschwindet: Sind die untersten &k lLandau-
Niveaus zur Ganze aufgefullt, so stehen fir die Leitungselektronen wegen des
Pauliverbots keine geniigend nahen Energieniveaus zur Aufnahme von Ener-
gie nach StoBen (an vorwiegend Gitterfehlstellen) zur Verfiigung. Fs kann in
dieser Situation daher keine Warmeenergie an das Gitter abgegeben werden,
und Ry o< pyy verschwindet!

Die Ausbildung der Plateaus bei den ausgezeichneten Werten von Ry, also
das Gleichbleiben des Hall-Widerstandes tiber ein ganzes Intervall [B) —
AB, By + AB] um die oben gefundenen Werte By = N.h/keg erklart man
sich durch Mitwirken von lokalisierten, und damit am Ladungstransport di-
rekt nicht mitwirkenden Elektronenzustéinden (z.B. an Fremdatomen im Git-
ter), deren Energieniveaus dicht um die ungestorten Landau-Niveaus liegen:
Bei gentigend kleiner Abweichung AB von den ausgezeichneten B-Werten
verandern sie durch Aufnahme oder Abgabe von Elektronen die fir den La-
dungstransport effektiv zur Verfugung stehende Elektronenzahl N, derart, daf
v = k weiterhin erfullt bleibt, die ungestorten untersten £ Landauniveaus der
Probe also vollbesetzt bleiben.

Damit ist der treppenahnliche Verlauf von Ry (B) mit Plateaus bei den ange-
gebenen Werten und das in diesen Bereichen verschwindende Rqy weitgehend
plausibel gemacht. Nicht geklart ist jedoch die experimentell beobachtete,
deutlich geringere Breite der Plateaus bei manchen ungeraden Werten von
k. Bei gewissen Materialien existieren auflerdem Plateaus bei ganz speziellen
gebrochenen Werten des Fillfaktors v (fraktionaler Quanten Hall Fffekt im
Gegensatz zum bisher behandelten ganzzahligen); in obiger Formel fiir Ry
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kann & dann auch Werte der Form 1/3,2/3,2/5,3/5,... (ungerade Nenner!)
annehmen. Die Erklarung derartiger Phanomene im Zusammenhang mit dem
Quanten Hall Effekt ist (mit rund 1000 wissenschaftlichen Publikationen pro
Jahr) eines der heutzutage bewegtesten Gebiete der theoretischen Physik.
AbschlieBend sei noch erwahnt, daf§ das universelle Widerstandsquantum

h/eq = 25812,81...0 s/(As)* = 25812,81..V As*/(As)* = 25812,81...0

mittels des "Quantum”-Hall-Effektes sehr prazise gemessen werden kann und
damit als Widerstand-Normal herangezogen wird!

Zugleich liefert dies die Moglichkeit einer unabhangigen Prazisionsmessung
der Feinstrukturkonstanten o = g ce?/2 h!

Weiterfithrende Literatur: Hajdu u. Kramer, Physikal. Blatter, Dez. 1985 .

R.E. Prange and St.M. Girvin (Eds.), The Quantum Hall Effect, Springer-Verlag,
New York etc. 1987.



Kapitel 7

Der Spin der Elektronen

Wie in den Paragraphen 5.2 und 5.3 schon erwahnt, haben Elektronen (ebenso auch
Protonen und Neutronen) einen Figendrehimpuls ("Spin”) vom ”Betrage” 1h!

7.1 Quantenmechanische Beschreibung

Die Fxistenz des Spins bedeutet, dafl die Elektronen, aufler der Ortskoordinate ¥
oder Tmpulskoordinate p, einen weiteren Freiheitsgrad haben: Spin nach ”oben”
und Spin nach ”unten” beziiglich einer vorgegebenen Richtung, 7.B. der w3
Richtung.

Mathematische Beschreibung: man verdoppelt die Wellenfunktion (7, ¢):

s =i = ()

wobei ¥, ein Elektron mit Spin "oben” und ¢_ ein Elektron mit Spin "unten”
beschreiben. Der zugehorige Spin Operator S ist nach S. 73 mittels der Pauli
Matrizen gegeben:

€201
\

J3 =

E
w= (0
( |

Die Matrizen ¢; haben u. a. die Figenschaften

(01, 05] = 2igs , +zykl. Gleichg., o2 =1, j=1,2,3.

7
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- h{1 0 " h{ o
(10 () (5

d. h. oy = ( d;;' ) ist Figenzustand von S3 zum FEigenwert 1§h; analog ist 1 =

Ferner gilt:

0 . -
( " ) Figenzustand zu S3 mit Figenwert —;h.

Fiir festes # und ¢ spannen ;/Mq. und ¢_ einen 2 dim. Vektorraum auf, dessen
Elemente als "Spinoren” bezeichnet werden. FEin allgemeines Element 1afit sich in
der folgenden Art darstellen:

(7 1) = sty (70 + e 9 (F,1)  err e komplex
Das Skalarprodukt fiir ¢ ist so definiert:

(0) = [@F (e Plos(F 0 + e Plo (F.0))
= e [dF 17D + e [P [dF e (7))

a2+ le |P . falls /d3§:‘|¢i|2:]_

Wegen der physikalischen Interpretation soll (;/M),;/M)) = 1 sein. |cy|? ist die Wahr-

scheinlichkeit dafiir, dafl ein Elektron im Zustande ¥ den Spin parallel zur x5 Achse
hat, |e_|* die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der Spin antiparallel zur 23 Achse ist:
et e 7 =1

Im folgenden wird die Ortsabhingigkeit von ¢ ignoriert, und zunachst werden
nur Spineigenschaften betrachtet: Es sei

- Cy . 1 0 .
X=1,. =&l )Tl ) =+ Fox-,

Pl =1
Fir die Erwartungswerte < S, > der Komponenten S; im Zustande x bekommt
man, da jetzt

C
(X1 X2) = &peap + 6o = (], 67 ( o ) )

Co_

h * K 0 1 Cy _] * *
<8 >= §(c+7cf) ( - ) (c ) = §h(c+c, +cey)

analog:
<S8, > = ——(c+c, —c ey,

1
<Su> = Shiles]
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7.2 Magnetisches Moment des Elektrons

Wegen des Spins hat das Flektron auch ein magnetisches Moment (s.S. 79) der
Grofle

/I = 760g§ )

2m.

wobei ¢ &~ 2 , in guter Naherung;

g heifit "gyromagnetischer” Faktor = ¢ Faktor. In einem aufleren Feld B hat ein
klassisches magnetisches Moment (i die Energie —f - B, d.h. wir haben quantenme-
chanisch den Hamilton Operator

eogh

H = 7B

4m,

und fiir den zeitabhangigen Spinor x () = e (t)y+ + ¢ (¢)x- bekommen wir die
Schrodinger Gleichung

Setzt man B = (0,0, B), B = const. und x(t) = e ™" ( “+ )7 c+ = const., so hat
c

man fur w die Gleichung

C+ . eghB ] 0 C+ .
hw(c) 4dm, (0 —1 c_ ’

mit den beiden Losungen

cog B

~w;, undw. = —wa —wy,.

Wy W =

4m,

Die zugehorigen Eigenvektoren sind y, und y_.

Ist x(t =0) = ( Z )7 so hat man

ae eog B
X(t)_(beim) , W= . ) |(1,|2—|—|b|2:].

4m,

Ist 7. B. ( “ ) Eigenvektor zu S; zum Eigenwert 1/, d.h.

2o (5)=2(5)
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so folgt aus dieser Gleichung, dai @ = b. Da die Normierungsbhedingung |a|* +

|b|* = 1 sich nicht dndert, wenn wir @ und b gleichzeitig mit demselben konstanten
Phasenfaktor ¢'® multiplizieren, so konnen wir hier ¢ = b = 1= wihlen. Es ergibt

V2

sich so fur den Erwartungswert

(WS(B) = <S> (1)

_ ]—h]—( wwt 77@75) 0 ] eiiwt ]_
- 9 \/§ € ) € 1 0 eiwt \/§
= —cos 2wt
2
h
<S> (t) = 5 €08 2wt
analog < Sy > (1) = ésin 2wt

d. h. der Spin "prazediert” mit der doppelten LLamor Frequenz um die Richtung
von B!

7.3 Paramagnetische Resonanz der Elektronen
und anderer Teilchen mit Spin %h

Der g Faktor in der Beziehung

N
i=-=—S . S:§h5‘ , q: Ladung ,

2m

ist eine dynamische Grofle, deren Wert in den meisten Fallen experimentell be-
stimmt werden mufl. Fine Methode ist die folgende: Setzen wir

_ .(]|(7|Bo

g —

4m,

fur das Teilchen in einem konstanten Magnetfeld ﬁm so hat z. B. das Elektron
aufgrund seines magnetischen Momentes (i die beiden moglichen Energie Niveaus

Fy =hwy =hw, , E_=hw = —hw,.

Die Differenz zwischen den Energie Niveausist Iy — F_ = 2hw,.

Analog zu dem Tnduzieren von Ubergingen zwischen verschiedenen Niveaus bei
Atomen durch Einstrahlen von Licht, kann man Uberginge zwischen den beiden
Spinniveaus induzieren, indem man zusatzlich ein oszillierendes Magnetfeld B
iiberlagert!
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s sei also

—

B = (Bcos&t, Bsindt, By).

2. F— By, é(cos@t—isin(bt)
a B(cos@t +isinot), — By ’

so lautet die Schrodinger Gleichung jetzt (fiir ¢ = —eg)

dxy  hqgg Bo Be it
h— = "2 . t
7 ( Beivt . B, x(t)

dt 4m

DaH = hw,o - B jetzt explizit von der Zeit abhangt, kann keine Erhaltung der
Energie fir das System mehr gelten, analog zu den erzwungenen Schwingungen in
der Mechanik!

Der Ansatz (Variation der Konstanten!)

= ()

fuhrt zu den Gleichungen

0 = —ik,er @iy
= —i(bge*’:(%r@)fa(t) 7
~ .(]6’0/:}
Wy = .
4m

Differenzieren der 1. Gleichung nach ¢ und Einsetzen der zweiten ergibt

a— 12w, —w)a + (Dsa =0.

Der Ansatz a(t) = Ae™ fithrt zu einer quadratischen Gleichung fiir w, mit den
[Losungen
1. T <ol
wip = (wy — 5”) + [(w, — 5”)2 —I—wj]? -

Hat man zur Zeit £ = 0: a(0) =1, b(0) = 0, d. h. alle Spins zeigen nach "oben”, so
erhalt man zu spateren Zeiten:

1
1z 1w, — =)
a(t) = [cos(@t)—i(wq — “ sin@t]e( 2 ) )
W
1
5 —i(w, — =w)t
b(t) = —iﬁsin@te (e 2 ) ,
W
- [ L
wo = ((w.q*§w)2+w,a)2
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Ist 7' die Zeit, die zum Durchfliegen des Magnetfeldes B bendtigh wird, so ist am
Fnde der Bruchteil [b(T)|* der Spins "umgeklappt”:

w .
(w.a - 5)2 + w;

"Resonanz” liegt vor, falls @ = 2w,! Um die Resonanz maoglichst scharf zu machen,

mufl &, <€ w,, d. h. B < By, sein.
Um maoglichst viele Spins umzuklappen, wahlt man auerdem noch To, = 7/2,

da dann sin® = 1.
Die obige "paramagnetische” Resonanzmethode hat viele Anwendungen in der

Atom und Kernphysik sowie auch in der Medizin. .



Kapitel 8

Zeitunabhangige Storungstheorie

8.1 Ohne Entartung der ungestorten Energie—
Niveaus

Im Gegensatz zu den bisher diskutierten Beispielen 1at sich bei den meisten
Anwendungen die Schrodinger—Gleichung nicht streng losen. Aus diesem
Grund sind viele Naherungs—Verfahren entwickelt worden, von denen ein wich-
tiges hier diskutiert werden soll:

Der Hamilton Opertor H habe die Form

H=H,+ 2 H,;, X reell und "klein”,

Dabei wird angenommen, daB die Losungen u(%?) und Eigenwerte F(©) der stationéren

T T

Gleichung

Houl? = B0 (7/(0) 7/(0)) = Oy

n n ‘m1 Y no

bekannt sind!
Andererseits seien u,, und F, die entsprechenden Grofien fiir H:

(Ho+ AH 1 )u, = F,u, .

Sowohl u,, wie auch F,, hangen von A ab:

Annahmen:

1.
lim u, (X)) = 71,7(70) , lim EL (X)) = quo) )

A—0 ) A—0

wobei (zunichst) noch vorausgesetzt ist, daB die Figenwerte F() nicht ent-

artet sind, d. h. zu jedem Energiewert K(®) gehort genau eine Eigenfunktion
u(®. (Diese Annahme wird spater fallengelassen).

139
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2. Die ul® gehéren zum Definitionshereich der "Stérung” Hy, und die u(?) bilden

ein Voﬂq‘randlgeq System. Wir kénnen deshalb die 1, nach den (%) entwickeln:

wy = NOY® + 3 e (3)ul®)

k#n

N(A) ist ein Normierungsfaktor mit N(0) = 1. Ferner gilt ¢,x(0) = 0.

3. Die GroBen F,(X) und ¢, (X) lassen sich in einer Potenzreihe um A = 0
entwickeln:

EW()\) — F‘(O)_I_)\F‘U)_I_)\QF(Q)_I_ :
cr(N) = A+ 2%+

Mit diesen Annahmen bekommt man fir die Schrodinger Gleichung

(Ho + XH )l + A 3 eul” + 0 37 a4 )
k#n k#n
— (E(O) _|_)\p(1) _|_)\2p(2) +--9)

(ul®) —I—)\Zc ku —I—)\Qz%kuk +--4)
k#n. k#n.

(N(A) ist herausgefallen!)
Der Vergleich der Potenzen von X auf beiden Seiten ergibt:
Ordnung \':

Hy 3 el 4 H O 0 4 R0
k#n k#n

und da Houg)) = E,&O)ug)), so gilt

ES) (0) H]?l —I—Z Fno 07(711,27/,20).
k#n

Bildet man hiervon das Skalarprodukt mit u(?), so folgt wegen (u("), uk ) = Ot

EO = (™ H )], wichtige Formel!

Bildung des Skalarproduktes mit 7/,20)7 k =+ n, gibt analog:

m _ () Hyu®)

e = , nFk.
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Ordnung )%
H, Z cq(i)ugo) + H, Z cglgugo)
k#n k#n
= B0 un(2) + ED Y Ll + EOu
k#n k#n

Skalarprodukt Bildung mit (%) ergibt

0 1
B = S B! = 3 =
k;én k;én “n, ‘k

und da H; symmetrisch ist, folgt

pe — 3 [0 o)
no T 0 0
= B RO

Auf diese Weise kann man in vielen Fillen die Naherungen KD und FE?) aus den

T T

bekannten GréBen F© und u(®) des ungestorten Systems bei gegebenem Hy he-

rechnen. | |
Bemerkung;:
Die Potenzreihenentwicklung von F,(A) um A = 0 kann verschiedene Eigen-

schaften haben:

1. Falls F,()) analytisch in einer Umgebung von A = 0 ist, so konvergiert die
Reihe fiir [A| < Ag > 0 und es gibt, im Prinzip, keine Probleme, es sei denn,
die Reihe konvergiert nur langsam.

2. Die Reihe konvergiert nicht, ist jedoch asymptotisch, d. h. fir
i
E.(N) — SN EW)

2=0

Ri(\) =

gilt

lim R;(A) # 0, Afest: Divergenz,

J—r00

o .
aber lim F]i’?()\) = 0, j fest.

A—0

Noch brauchbar fiir Naherungsrechnungen!

3. Die Reihe divergiert und ist auch nicht asymptotisch.
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Wichtiges Beispiel: Anharmonischer Oszillator

h? d?
HO:————I— bz, MH, = At
2m dx?

Bisher sind keine exakten Losungen von
(Ho + AxYu, () = E, (A, b)u,(z)

bekannt.

Man weiBl (s. B. Simon, Annals of Physics, Bd. 58 (1970); S.76 136) z. B. ,daB
F,(Ab) einen kubischen Verzweigungspunkt bei A = 0 hat, d. h. F,()\b)
verhalt sich dort wie A'/3,

Ferner ist A = 0 Haufungspunkt von Verzweigungspunkten.

Die qr('mmgqreihe ist divergent aber asymptotisch”

Wir haben F( = (4, Q*u(®) = (Q%*u®, Q*u"). Da Q = \/_/3( + a), so ergibt
sich fiir K(1:

3 h
R = Z(—)2(277? +2n+1) .

8.2 Entartung der ungestorten Energie—Niveaus

Falls zu den Figenwerten () mehrere Figenfunktionen gehéren 7. B. Wasserstof-

fatom , so muB das ohige Verfahren modifiziert werden: zu F(®) mégen endlich
viele Figenfunktionen 7/7(7037] = 1,...,J, gehoren, die ebenfalls alle orthonormiert
sind:

(7/(0) ul? ) = Gpyny0

n1,71 7 "'no, g0 742 -

Entwicklung von u,, nach den ungestorten Wellenfunktionen ergibt jetzt:

Z(yuq”—l-)\z WkZ@uk? e,

k#n 7

. . 1 . . . . . g .
wobei die o, 3, 07(7,2 etc. zu bestimmen sind! Einsetzen in die Schrodinger Gleichung

ergibt bis zur Ordnung A:

Ho(Y2 Al 2 Al + H Z“ )
k#n 7
’771)(20/7“7(7(?3) + 0 Z Cok Zﬁ?“ky
] k#n J
Skalare Multiplikation mit 7/( ) ;. gibt
207 W,Hw()):qu)m , 1 =1,...,.J
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Da die Groflen b;; = (7/7(707)7 H17/,7(3;)7 die eine .J-dimensionale hermitesche Matrix

bilden, im Prinzip bekannt sind, so stellt das obige System von Gleichungen, ein
J-dimensionales algebraisches Eigenwert—Problem zur Bestimmung der i. a.

verschiedenen £)

P
.7

und der a;,7 =1,..., J, dar.
In 2 Dimensionen hat man 7. B.

briay 4 biaay = EDay
byray + bygs = F )02

—_

;
(

Damit diese Gleichungen eine nichttriviale Losung haben, muf

bn*ES) b12 .
det( b by B0 ) 7O

T

T

sein. Dies gibt eine quadratische Gleichung fiir ('), mit Losungen ES?? ESQ)

Vorteilhaft ist es, wenn man die 7/7(703 so wahlen kann, dafl b;; = 0 fiir 2 # j. Dies
ist z. B. der Fall, falls es einen selbstadjungierten Operator A gibt, der
sowohl mit Hy als auch mit H, vertauscht und die Entartung "aufhebt”, d. h.

es gilt

Dann folgt aus

daf}
bi]‘ =0 fllT’ a; 7£ aj; .

Beispiel: Hy, H; rotationssymmetrisch, A: Drehimpuls.

8.3 Die Spin—Bahn—Kopplung

Fur ein um einen positiven Kern kreisendes Elektron bewegt sich die Ladung des

Kernes und erzeugt, vom Elektron aus gesehen, ein Magnetfeld B. Tst E

das vom ruhenden Kern erzeugte Feld und @ die Geschwindigkeit des Flektrons, so

hatte man bei konstantem @ = —¢ nach der speziellen Relativitatstheorie fiir B

den Wert B = —# x ﬁ/CQ7 wenn man noch () & 1 annimmt. Nun ist © aber

bei der Bewegung um den Kern nicht konstant, und man kann zeigen, dafi man
1

das obige B noch mit dem "Thomas Faktor” 3 multiplizieren muB: (s. Vorlesung

Spezielle Relativitatstheorie)

- 11 -
B=-———uvxF |,
2 2
., do
) = —gradp(r) = G
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€og
2m.

Da das Flektron das magnetische Moment g = — S hat, so ergibt das obige

B Feld im Hamilton Operator den zusatzlichen Term

Ho = 7B 08 o g ()
2m. dm, c
cg = = cg g deod
4777/2(:2 ( x ﬁ) 4777/2(12 (dr r 8 ﬁ)
: 1d = -
___tg T ‘P(r)s.] : 7Spin Bahn” Kopplung.
Am?2er  dr

Wir betrachten jetzt das Wasserstoffatom von Kap. 5, mit dem Hamiltonopera-
tor Hy und der Storung AH; = Hgg. Die Bohrschen FEnergie Niveaus quo) des
Wasserstoffatoms mit
1 =2 7 el h? 7 el
H=—P - —% — _— AN 2

2m, dregr 2m., dregr

als Hamiltonoperator sind entartet, und zwar 2n? fach, falls man den Spin beriick-
sichtigt. Fur vorgegebenes n kann der Bahndrehimpuls die Werte [ = 0,1,...;n — 1
annehmen und jeder dieser Bahndrehimpulswerte ist nochmal 2/ + 1-fach entartet.
Das Problem in diesem Fall von Storungstheorie mit Entartung der
ungestorten Energie-Eigenwerte ist, in den 2n?~dimensionalen Eigen-Un-
terraumen die Basis so zu wahlen, daf3 die Basisfunktionen Eigenfunk-
tionen zu Hsp sind, weil dann die Matrixelemente b;; = (7/,2177;7 Hg;g?/&j) von
Kap. 8.2 fur ¢ # j verschwinden!
Dies geschieht so:
Der Bahndrehimpuls Operator L wirkt in den von den Funktionen Vi, aufgespann-
ten Raumen V;, die fiir festes [ (21 4+ 1) dimensional sind, der Spinoperator S wirkt
dagegen in dem 2 dimensionalen Raum Vs der Spinoren y, der von den Vektoren
X+, Y_ aufgespannt wird. Man bildet nun den tensoriellen Produktraum V;& Vs,
indem man die Produkte

1
S/]Tﬁ@XEE ]m(g,@)xs N =+ s X+_(0) s etc.

als Basis des (komplexen) Vektorraumes V; @ Vs wahlt, der 2(2] + 1) dimensional
ist. Da

L;(Yim @x:) = (L;Yi,)x. und
Si(Vim @x:) = Vim(Sjxe)

so ist L; "Finheits” Operator bezuglich x. und S; Einheitsoperator bezuglich Y;,,,
d. h.in V; ® Vs haben L; und S, die ”Darstellung”

L]‘ & lg 1lﬂd 1] & S]‘ .
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Die Groflen
Jo =L, ®1s+1,®Sy , k=1,2,3

sind Operatoren in V; @ Vg, mit den Vertauschungsrelationen

[J1,Jo] = [Li, Ly @ 1s + 1, @ [Sy,Ss] = thd5

da
[L7®1§711®Sk]:0 > jvk:]7273
Analoge Relationen gelten fur zyklische Vertauschungen der Indizes 1,2,3.
Der "Gesamtdrehimpuls” Operator J gentigt also den Bedingungen von Para-

=2
graph 5.1 und man hat demnach die Figenwerte h%j(5 + 1) von J sowie himj,
—7 <m; < +j, von J3. Die zugehorigen Figenfunktionen seien 1, .

Frage: wie hangen j und m; mit /, m;, s = 15 und m, = i%, sowie ;/N)jm] mit
Yim & v zusammen?
Nun ist
22 -2 - 3
J =L 91ls+1,08°+2) L, @S,
k=1
= I_: & §

—

Da [L2 915, L®S] = [EQ,E] ©S =0, und analog [1, ® S2, L © S] = 0, so gilt

=2 o

L old=0, I, 1,08]=0

(Man beachte, daBl (A1 @ By) - (A2 @ Bay) = (Ay - A2) @ (B - By)!) Da ferner
9 -
[JgjL ®1§'] :0 5 [J371]®SQ] :0 5

o 9 =
so kann man die Figenfunktionen 1/)'7'% aus Figenfunktionen zu L @ 15 und 1; © S?
-2 ' =2
konstruieren. Da aber [J L, @15] #0, [J ,1,®S;] # 0, so sind die ¥, @ y. selbst
=2
i. a. keine Figenfunktionen zu J | wohl aber ist Y}, ® y. Eigenfunktion zu J5:

IV @ xe) = (Lz3®@1s+1,®@83) (Vi @ x:)
= h(m;4+ms)(Yim @ x:);

J; hat also die Eigenwerte [hm,; = h(m; + mg)|. Da

(my)maT - (m/>maT + (TnQ)maT =] + 5 ,

und andererseits (m;)ma = J, so hat 7’ den Eigenwert h%j(j + 1), m

Der zu j =1+ s, m; = 7, gehorige Figenvektor kann nur

Viztrsm;=l+s = Y1 @ X4
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sein.

Der nachstniedrige Figenwert von Js3 ist m; = [+ s — 1. Diesen Wert kann
man entweder dadurch bekommen, dafi man von m; =1 7zu m; =1 — 1, oder, daf}
man von mg = s zu mg = s — | ubergeht, d. h. der zu m; = [ + s — 1 gehorige
Vektorraum ist 2 dimensional. Einer der 1 dim. Unterraume wird aufgespannt

. . _‘2 . . . .
von einem Vektor, der Figenvektor zu J mit Eigenwert j =/ 4 s ist, der andere
wird aufgespannt von einem Vektor, der zum Eigenwert ;7 = [ + s — 1 gehort
(beide miissen zueinander orthogonal sein, da sie zu verschiedenen Figenwerten des

=2
selbstadjungierten Operators J  gehoren). (Es wird [ # 0 vorausgesetzt.)
Man hat also

1/3,7‘:1+s,m,:l+s71 = (%(YI,H & X+) + 5(3/1,1 %Y Xf) s |(Y|2 + |»3|2 =1.

Die Koeffizienzen «, 3 sind durch die Forderung bestimmt, dal ¢;—;45,45-1 nor-

mierter Eigenvektor von 37 um Eigenwert h%j(j + 1), 7 = | + s, sein soll. Man
kann sie reell wahlen. Analog erhalt man (wegen der Orthogonalitat)

775,721+371,m,‘7:l+371 = 5(3/1,171 & X+) - Q(YI,J & Xf) .

Allgemeiner hat man

772;]4—;—,7)’1,7 — O/]’fm,] (S/], my ® X—l—) + 6[,7)’1,] (3/17777/] _I_ ] ® X,) 9
’ A N —’
=m =3 ™ty
1/;/7- m; 51,7)7,‘,(3/1, m; @ X4) — al,m](Yz,m, +1® X-)
: l
m;—% mit &

Die sogenannten ”Clebsch Gordan” Koeffizienten O, und 51’m7 haben die Werte

[ +mj+ 3
20 4+ 1

I—mj+3

)7 B, = ()

alva = (

Wir kommen zurick zu unserem storungstheoretischen Problem:

h* A

2m., dregr

hat die Eigenfunktion ., () = Ru(r) Y, (0, ¢) und wirkt im Raum der Spinoren
cix+ + c_x_ als Identitat, d. h. im Raum der durch

Unlm, @ X = unlm,(:;;) X

aufgespannten Funktionen hat Hy die Form

Hy, — Ho® 15
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Fur die Storung Hsp haben wir dagegen:

cog ldo(r)e =
H = - L®S
P Am2e?r  dr o
cog 1del =2

- 9 I a1 1,08

Am?2e? r dr 2

d. h. die ;/M)j’m] sind Figenfunktionen zu Hgp, nicht dagegen
die Y, @ y.!!

Fs sei nun K
von [ ab!)
Um dann den niedrigsten Beitrag der Storung Hsp auszurechnen, wahlt man nun in
dem zu F,; gehorigen 2(2/41) dim. Unterraum V;®@ Vs die Funktionen Rnl(r);/;j’m],
5 =141 als Basis ( man beachte, daff 2(/ + )+ 14+ 2(1 — s) + 1 =2(2[ 4+ 1)). ‘

29

S L2 o2 =,
Wegen (L ®S) = 5(.] ~L ®1s—1;,®8S?) bekommt man

(0)
!

T

ein Eigenwert von Hg (beim Coulomb Potential hangt E((;) nicht

T

2
(L0, = S0+ 141) (st D,
h? . .
B ?l fuir =1+ 15
a h? . .
?(—l—]) fir j=1-3

Fur die 1. Naherung )\E(}) folgt daraus

nlj
2
() o9 b p oo Nden oo ]
AMontj = dm2c? 2 (Bontthiom, 2y Bonttioms) =y
Da (v ® x,u® x) = (u,u)(x, ), ¢(r) = 4;05?7” so bekommt man
2q7, 1 l
AEG) = 9% (g — Ry -
" 39meg m2e? (B r? 1) =1 7
A 1
a® n3l(l + 15)(/ +1)
( a: Bohrscher Radius ), bzw.
(1)_]_44 9 ] ] / fur]:/—l—%
Moty = O 9 T Y+ 1) { 1 fii =1t
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Man erhalt also fiir [ # 0 eine Aufspaltung der Energie Niveaus, die dann zu j = l—l—%
und 7 =1 — 15 gehoren.

Ein bekanntes Bespiel bildet die Aufspaltung der gelben "I Linie” des Natriums.
Sie en‘rqprich‘r den Ubergéingen [ =1 —1=20. Das obere Niveau ist entsprechend
7 = s und 57 = ‘— aufgespalten! Die Linien gehoren zu n = 3. Man beachte,
daf bel den A]kah Spektren schon die ungestorten Niveaus von [ abhangig sind,
da das Coulomb Potential wegen der Abschirmung durch die inneren F]ektronen
modifiziert ist.

Man beachte, daf die Spin-Bahn-Kopplung von der Ordnung o* ist, wahrend die
Bohrschen Energie-Niveaus des Wasserstoffatoms von der Ordnung o? sind! Weitere
"Storungen” der Energie Niveaus im Wasserstoffatom:

1. Relativistische Korrekturen:

P
Erw = ch(] + m2c2>5 — mc?
= )

2m  8mic?

Spin Bahn Kopplung und relativistische Korrekturen werden automatisch in

der Dirac Gleichung ( wird in QT TI behandelt ) beriicksichtigt!

2. Wechselwirkung des magnetischen Momentes vom Proton mit dem vom Elek-
tron (Hyperfeinstruktur).

3. Ausdehnung des Protons

4. Wechselwirkung des Elektrons mit dem ”Strahlungsfeld”, d.h. dem elektroma-
gnetischen Feld als Quantentheoretisches System : "Lamb shift” ( Aufspal-
tung von auch bei der Dirac-Gleichung noch entarteter Energie-Niveaus ) und
Korrekturen zu g = 2! (Quantenelektrodynamik)

Wegen weiterer Einzelheiten s. Kap. 12 von Schwabl, Quantenmechanik .



Kapitel 9

Systeme mit N Teilchen

9.1 Einige allgemeine Eigenschaften

Es seien N Teilchen mit den Massen m,, n = 1,..., N, gegeben. Ferner seien
T, = (mﬁ”‘), .7:(2”')7 .7:;”')) die zugehorigen Ortskoordinaten.

Jedes dieser Teilchen befinde sich in einem aufleren (elektrischen oder magne-
tischen etc.) Potential V,(7,) und zwischen je zweien der Teilchen wirke das
Potential Vi (¥, — #1). Dabei werden Spinkrafte zunédchst ignoriert. In unmittel-
barer Verallgemeinerung von den Uber]eglmgen fiir zwei Teilchen (S. 85/86) erhalt

man als Hamilton Operator fur dieses System:

N h2 N N ]
H=3 oA+ 3 Val(@a) + X0 Vi@ — 7)
n=1 2777% n=1 7,k=1 2
17k

Beispiel: N = 26 Elektronen in der Hiille des Eisenatomes, V,(#,): Coulomb
Potential des Kernes am Ort des n ten Elektrons, Vip(#; — #1): Coulomb Potential
zwischen dem j ten und k ten Elektron!

Die zugehorige zeitabhangige Schrodinger Gleichung ist

7h(f)f¢(¥]7 .. 7?]\7771) - H77Z)(¥17 - 7?]\7771) -

Die N Teilchen Wellenfunktion v ist folgendermaflen normiert:

und w(# ... Fn,t) = ||” ist die Wahrscheinlichkeitsdichte
dafiir, das erste Teilchen in einer Umgebung des Ortes 7y, .. .,
und das N te Teilchen in einer Umgebung des Ortes #n 7u

finden.

Sind die Potentiale nicht explizit von der Zeit abhangig, so kann man

oy
V(T .. En,t)=e h u(Z ... 7TN)

149
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setzen und erhélt dann die zeitunabhangige (stationdre) Schrodinger Gleichung:

Hu(dy ... 2dn) = Fu(@ ... 7N) .

In einem wichtigen Spezialfall kann man die Gleichung sofort losen: verschwinden
die Vjp oder kann man sie in nullter Naherung vernachlassigen (wie z.B. in der
Atomhille die Coulomb-Krafte zwischen den Flektronen oft zunachst vernachlassigt
werden) und kennt man die Losungen der Gleichungen

2
(7 - An + ‘/77(¥77)>“77(¥77) - Enun(fn) Y
2m,
soist (@ ... ¥Nn) = ur(F1) - - - un(¥n) eine Losung mit

F=F+-+En.

In vielen Anwendungen spielt der Spin von Teilchen ( Elektronen, Protonen,
Neutronen ) etc. eine Rolle, 7.B. bei der Spin Bahn Kopplung, bei den Wechsel-
wirkungen von magnetischen Momenten verschiedener Elektronen etc.

Analog zum Ubergang (Verdopplung)
. Py (7,1

(s. Kap. 7.1) berticksichtigt man diesen zusétzlichen ”Freiheitsgrad” dadurch, daf
man eine zusatzliche Variable ¢, = +1 einfiithrt, die angibt, ob der Spin des
n—ten Teilchens nach ”oben” oder nach ”unten” weist (wir betrachten hier
nur Teilchen mit Spin $h).

Die Verallgemeinerung von .(7,1), e = +1, fiir ein Teilchen mit Spin 1h ist
dann fur N Teilchen:

-----

wobei man die 2V komplexwertigen Funktionen von (#...%n,1), 7.B. zu einem
2NV komponentigen Spaltenvektor zusammenfassen kann!

9.2 Die Permutationssymmetrie der Wellenfunk-
tionen identischer Teilchen

FEine sehr wichtige Rolle in der Quantentheorie spielen die Figenschaften von Sy-
stemen "identischer” Teilchen, wie ein System von Flektronen oder Protonen etc.
Ein Grund ist folgender: wahrend in der klassischen Mechanik die N gleichen Mas-
senpunkte eines Systems dadurch individuell indiziert werden konnen, dafi man
zu einem festen Zeitpunkt ihre Positionen und Impulse genau angibt (und durch-
nummeriert) und dann die einzelnen Bahnen zeitlich verfolgt, so ist dies in der
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Quantenmechanik nicht mehr moglich, da wegen der Unscharferelation Ort
und Impuls eines Teilchens zu einem bestimmten Zeitpunkt nicht gleich-
zeitig genau gemessen werden konnen. Streut man z.B. zwei Elektronen aneinander,
und mift nach der Streuung eines in einem Zahler, so weifl man nie, welches
der beiden Elektronen von vor der Streuung man gemessen hat, da man
nicht "sehen” kann, was im Streubereich passiert; mit anderen Worten, man kann
quantenmechanisch die beiden "klassisch” verschiedenen Prozesse

/
% ) und % )

nicht unterscheiden, da man nicht beliebig genau wissen kann, was in dem schraf-
fierten Bereich passiert!

Konsequenzen: Diese sollen zunachst am Beispiel von 2 Elektronen in den spi-
nunabhangigen Potentialen V(%), V(Z3) und V(||71 — ¥2||) gezeigt werden, d. h.

der Hamilton Operator ist

h? h? . - - .
H = —o— A1 — 5= 8p + V(T + V() + V(|71 — 7))

2m

(7.B. die beiden Flektronen des Helium Atoms).

H = H(1,2) ist symmetrisch unter der Ver-
tauschung von ¥y und 7y:

H(1,2) = H(2,1)!

Es sei nun wu.,., (7, 72) eine Eigenfunktion von H(1,2):

H(1,2)u(1,2) = Fu(1,2) , u(1,2) = e, (71, 72) .

Da es auf die Reihenfolge bei der Durchnummerierung nicht ankommt, so kann man
auch schreiben

H(2,)u(2,1) = Fu(2,1) ,
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und wegen H(2,1) = H(1,2):

H(1,2)u(2,1) = Fu(2,1),

d.h.ist u(1,2) eine Losung von H(1,2), so ist es auch u(2,1). (Orts und Spin
Koordinaten vertauscht!).
Ftwas formaler: ist Py der Permutations (Transpositions ) Operator

Piou(1,2) = u(2,1)

so folgt ganz analog zum Paritatsoperator (s. Kap. 4.7),
[H,Piy] =0, Pi,=1,

d. h. Py hat die Eigenwerte 41 und —1, man kann also die FKigenfunktionen von
H(1,2) in symmetrische und antisymmetrische zerlegen,

us(]72) — (u(1,2) +u(2,1))

_3‘_
DN

ur(1,2) = —=(u(1,2) —u(2,1))

S

und diese Zerlegung wird wegen [H, P 5] = 0 im Laufe der Zeit nicht "gemischt”!

Frage: Welche Wellenfunktionen treten in der
Natur auf?
Antwort: (sehr tief liegendes Naturgesetz, Pauli):
2 Teilchen mit ganzzahligem Spin haben immer
eine vollstandig symmetrische und
2 Teilchen mit halbzahligem Spin (Elektronen, Protonen)
eine vollstandig antisymmetrische Wellenfunktion!!

Die Verallgemeinerung fiir NV identische Teilchen ist das Pauli-Prinzip:

u(l, ooy N) =gy e (Th, .0 TN)

Die Wellenfunktion «(1,..., V) ist vollstandig symmetrisch bezuglich der
Vertauschung von je zweien der Argumente, z.B. (71,¢1) und (¥n,en), fir
Teilchen mit ganzzahligem Spin (Photonen, Deuteronen etc. ) und voll-
standig antisymmetrisch fiir Teilchen mit halbzahligem Spin (Elektronen
etc.).

Konsequenz:
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2 Elektronen konnen sich niemals in demselben Zustand befinden!
Es sei 7z.B. (e1,#1) = (&2, 72), dann folgt

Ueyen (T1,72) = —Uepe, (T2, T1) = —Ueye, (T1,72) =0

Dies hat weitreichende Konsequenzen fiir die Atomhiille, die Statistik (”Quanten-
statistik”) der Flektronen Elektronen sind "Fermionen”™ .| das Verhalten von
Elektronen in Metallen etc..

Von Teilchen mit ganzzahligem Spin (”Bosonen”) kann man dagegen beliebig viele
in einen Zustand stecken!

9.3 Das Heliumatom und die anderen Atome

In diesem Falle ist 7 = 2 und der Hamiltonoperator ist:

2 2
h h 7el 7el el

Im. | 2m,. o Ameo | T Ameo ||Ta]  Ameo || — 1

Hier ist der Spin der Elektronen im Hamiltonoperator vernachlassigt! Er kann
jedoch nicht bei der Symmetrie der Wellenfunktion vernachlassigt werden:
X(1)7 g1 = #£1 seien die beiden Eigenfunktionen zu SS), d. h.

&

h h
Sy = 50;1)X£:) = sl

Entsprechendes gelte fur ng) und X(z).

&

Wir konnen dann die 4 7" Produkt”vektoren

X$)®Xf) ) X$)®X(3) ; X9)®Xf) ) XQ)®X(3)

—(2

bilden, auf die die 4 x 4 Matrizen §(1) ®1® 10 g S( ) wirken, wobei

an B apn B
A ® B = a1 B a9 B e s A = ((]77) , B = (b”) s

(AR B)(u®@v)=(Au)® (Bv).

Die 4 Xg) ® Xg) bilden eine Basis in einem 4 dim. Vektorraum, in dem der Ge-
samtspinoperator

(M 5(2)

® 1(2) ‘I‘ 1(1) ® S

S—=§

wirkt. Da

Sa(x(M @ ) = (Y @ @ 4 1 o (P )
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ist, so hat man

Sa( o) = A o) |
Ss(V ax®) = o0,
Ss(\ o) = 0,
Ss(x @) = —h( M ey®)

d.h. die (Xg) ® X(z)) sind Figenzustande zu Sz mit Eigenwerten A, 0, —h, wobei

&

0 zweifach auftritt. Die Zustande (XSJ) ® Xf)) und (X(j) ® X(2)> sind ferner Eigen-

sustinde 7u S’ mit den Eigenwerten A*1(1+1), d.h. 5 = 1. Zum gleichen Figenwert
gehort die Kombination

Yoy +xM e xP).

] (X—I—(]
A”P d ei We”en lmktionen

_1,2) = ey, W02 =D aey®
. 1
Wo1,2) = —(U e xP +x" e )

V2

sind symmetrisch in den Indices 71”7 und 72”. Dagegen ist die Wellenfunktion

1
(1.2) = (v o @ _ ) o )
x'(1,2) ﬂ(m Yo XL @xy)

. . . . . . =2
antisymmetrisch in 717 und 72”. Sie gehort zum Figenwert 0 von S .
Da die Gesamtwellenfunktion ., ., (71, ¥2) antisymmetrisch in (&1, %) und (&9, 7)
sein muB, so ist y(*)(1,2) mit einer symmetrischen Losung u(*)(#, 75) von

H?I,(f] s ;z) = E?I,(.’;;] s ;z)

7u kombinieren und (1, 2) mit einer antisymmetrischen u(®) (7, #):

"Triplett:”  “u,, (¥1,7,) = 7/,(”’)(."7:’17."7:’2)Xg;1(]72) ,
"Singulett:” 17/,(."7:’1,._/’2) = 7/,(3)(.’;;17.’;;2)X(a)(]72)

Die Helium Atome konnen beziiglich des Spins also in einem ” Triplett”-Zustand
(Spin 1%) oder ”Singulett”—~Zustand (Spin 0) sein. Im ersten Fall bezeichnet

man es als ?Ortho”—, im zweiten Fall als ”Para”— Helium.
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In nullter Naherung vernachlassigen wir das Potential
Vig = €2/(4meg ||#1 — ¥2||) zwischen den beiden Elektronen. FEigenlosungen von

h? A, h* A, A A

2m. 2m.

H():*

dmeg |7 4meo |||
sind w (1, 72) = Uy 1ym, (F1)Unylym, (T2); Unim: Wasserstoffeigenfunktionen; und

mec? (Za)?

2 n?

E = En1 + Eng ; En =
Fur den Grundzustand bekommt man in dieser Naherung
(5) _ = = . ”P ”h ]
ug = Uroo(T1)ur00(T2) ara”helium.

EY) = 2R, = —m.c*(20)> = —108,8 eV .
Der exp. Wert ist F/(Grundzustand) = —79,0 eV. Die Naherung ist also schlecht.

Den ersten angeregten Zustand bekommt man, falls eines der beiden Flektronen
in einem n = 2 Zustand ist:

F=F + Fy=-68,0 eV (nullte Naherung).

Wir haben jetzt:

S S 1 . . . .
U(H')(fﬁ s 772) = ﬁ(umo(flﬁ)uzlm(fﬂz) - 71’2]7)7,('771)“’100('772)) s
Lo 1 L L L L

U(S)(fﬂhf’?z) = ﬁ(umo(flﬁ)uzlm(ﬂb) + 7l21m,(f171)7l100(f172))

Multipliziert man diese Funktionen mit Xi;l(]ﬂ) bzw. x((1,2), so hat man die
antisymmetrischen Wellenfunktionen in nullter Naherung fiir den Grundzustand
und den 1. angeregten Zustand.

Mit diesen Wellenfunktionen konnen wir nun Storungstheorie fur

Vie = el/(4meg||Z1 — T3||) treiben. Da die Storung Vi den Spin nicht enthalt,
brauchen wir nur den raumlichen Anteil der Wellenfunktionen zu betrachten. Nach
Kap. 8.1 bekommen wir fiir den Grundzustand (nicht entartet) in 1. Naherung den
rusatzlichen Beitrag:

2
— — — € —
AFE = /d3f171d3f172|71f100(f171)|2%|U100($2)|2

|71 — 7]

= (uf{"),vm/{f)) .
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Da wygo() = L(Z/a,)%e*zr/a’ ist (s.S. 84 ), so kann man das Integral ausrech-

Jir

nen, mit dem Frgebnis:

5 Ze? 5 1
= o _ —Z(gmecQ(yz) =34 eV fir 7 =2 .

Al = —
Sdmweqga 4

Damit bekommen wir fur den Grundzustand in 1. Naherung

ED = B 4 AR = —74,8¢V .

Beim 1. angeregten Zustand hat man Storungstheorie mit entarteten Figenwerten
(Kap. 8.2). Da Vi, jedoch mit dem Permutationsoperator Py vertauscht, so sind
u(@3)(#), #5) schon die richtigen Funktionen fiir die Stérungstheorie:

] - — — — - - sk
AE(S’H') = 56’(2) /d3f171d3.’172[7l,100(.’171)7/,2]7)71(.’172) + 7/,2]7)71(.’171)71,100(.’172)]
1

47'['60 ||¥1 — ?2”

[7l100(f1 )71’217)7,(:;;2) + “’2]7)7,(:;;1)“’100(:;;2)] -

Wegen der Art der Storung hangt das FErgebnis nicht von m ab und wir konnen
m = 0 wahlen! Wir bekommen

AE(S’H') = Cn]iAn],

- 8o - 1
Cnl = 6(2) /d35171d3.’172|7l,100(5171)|2

47'['60 ||¥1 — ?2”
1

47'['60 ||¥1 — ?2”

[210(72) |

Anl = 6(2) /(]2¥1 dg.’;?’\Q?I,TOO(.’;;])?I;m(.’;;Q) 7/,2]0(51)7/,100(.’;;2)

Das in nullter Naherung entartete Energieniveau spaltet also auf, und zwar liegt
der Triplett—Zustand (C,; — A,;) tiefer, da bei antisymmetrischer 7/,(”')(."7:’17."7:’2)
die Elektronen sich nicht sehr nahe kommen konnen und die AbstoBlung deswegen
geringer ist!

Aus
AE((]) = Cnl - Anl < AE(Q) = Cnl + Anl ?

folgt A, > 0.

Die GroBie (U),; kann man als Analogon zur klassischen Coulomb Fnergie

/dg.”i;1 dng p(¥1)p(¥2)

47'['60 ||¥1 — ’I_"QH

interpretieren, der ” Austausch”—Term A, ist jedoch typisch quantenmecha-
nisch und rithrt von den Symmetrieeigenschaften der Wellenfunktionen fiir die
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beiden, prinzipiell nicht unterscheidbaren Elektronen her. Obwohl die Spin Spin
Wechselwirkungen selbst klein sind, fiuhrt die "Existenz” des Spins und das Pauli
Prinzip zu grofien Effekten in Form von A,!!

Die Austauschterme sind qualitativ wichtig fiir die Krafte zwischen Atomen
und z.B. auch fiir den Ferromagnetismus. Mehr hierzu in den Lehrbiichern.
Analog zum Helium Atom kann man die anderen Atome in nullter Naherung (d.h.
unter Vernachlassigung der Krifte zwischen den Elektronen) qualitativ diskutieren,
wobei allerdings diese Naherung fiir wachsende 7 immer schlechter wird! Qualitativ
entscheidend fur die Struktur der Atomhiille ist das Pauli Prinzip: Die Gesamtwel-
lenfunktion fur N FElektronen mufl antisymmetrisch unter der Vertauschung der
Quantenzahlen sein (Ortskoordinate 4+ Spin, oder: Inpulskoordinate + Spin, oder:
Haupt(Energie )quantenzahl n + Bahndrehimpuls [ + 3 Komponente m + Spin,
d. h. der Zustand eines FElektrons ist durch 4 "Quanten”zahlen charakterisiert).

Wichtige Charakterisierung von Energie—Niveaus der Atome:

2SHT S Gesamt Spin
[, Gesamt Bahndrehimpuls
J: Gesamt Drehimpuls.

L=0:7"5~Welle” , L=1:7"P—Welle” ete.

Beispiele: Grundzustand des Heliums.
'So=(S=0,L.=0,J=0) ; n=1.

Frste angeregte Zustande: I, = 0, n = 2; %5, liegt niedriger als 'Sy (s. 0.). Ebenso
gehoren dazu die P—7ustande *Py,* P2 Py und 'Py.

9.4 Naherungsrechnungen fur die 1-Elektronen
Wellenfunktionen fiir Atome mit 7 Elektro-
nen.

7Zur Berechnung der Grundzustands und Anregungs Energien der Atome mit ho-
heren 7 sind viele Naherungsmethoden entwickelt worden, von denen 2 wichtige
erwahnt seien:

9.4.1 Hartree Verfahren
Die N Elektronen Wellenfunktion wu(1,..., N), 7i” steht fir (¥, s;) wird als Pro-

dukt von orthonormierten 1 Elektronen Wellenfunktionen angesetzt:

u(l,.. ., N)y=ur(1)---un(N),

wobei der Index 1 die Quantenzahlen des 7 ten Elektrons meint. Diese Produkt
Wellenfunktion ist nicht richtig antisymmetrisiert. Dem Pauli-Prinzip wird
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dadurch Rechnung getragen, dafl alle der N Wellenfunktionen orthogonal
zueinander sein sollen.

Das 7 te Elektron bewegt sich einmal im Potential des Kernes sowie in einem
"effektiven” Potential ‘M/(ﬁ% das durch die anderen N — 1 Flektronen erzeugt wird.
Dieses Potential hat nach Hartree naherungsweise die folgende Form:

Sind u; die Wellenfunktionen des j ten Elektrons, so erzeugt dies am Orte ¢ die La-
dungsdichte —eg|u;(¢)[?, so dafl das i te Elektron am Orte 7 das effektive mittlere
Potential

> uj(y

JF

0= [t

dmeg II”f — 4l

besitzt. Das 1 te Elektron befindet sich insgesamt in dem Potential

ee/

i),
Trea 7y )

Vi(#) = —

und die zugehorige Schrodinger Gleichung lautet

h2
(——A+ V(@) (7)) = ! Fiu ()
2m.
o= 1,...,N;
'"E; : 1 FElektronen Energien.

Dies ist ein System von N nichtlinearen Integro Differential Gleichungen zur Be-
stimmung der u;. Fs ist nur numerisch iterativ losbar! Man geht von plausiblen

77(0) (M

. 0 .
"Test” Funktionen ug ) aus, berechnet daraus V', bekommt Losungen 'F:"’. u

der Schrodinger Gleichung, berechnet mit diesen uf;” ein entsprechendes ‘77:(1) etc.
etc.: Sogenanntes "selbstkonsistentes” Verfahren.

Als Erwartungswert (u, Hu) fiir den Gesamt Hamilton Operator

h* ' A ) + 1 el

= 2m. Ameg T G 24meo||F — 7

erhalt man

N
(w, Hu) Z 1E7—— /(]2 (]2_’ H_, |||“( )| | (Y )|2
=1 7757

Mittelt man ‘Z(?) noch iiber die Winkel von #, so erhalt man ein rotations-
symmetrisches Potential Vi — \Z(H?H) und man kann auch hier die 1 Teilchen
Zustande durch Quantenzahlen n, [, m, m, charakterisieren, wobei jetzt allerdings
die Energiewerte 'F; von der Hauptquantenzahl n und dem Bahndrehimpuls /
abhangen.
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9.4.2 Hartree—Fock—Verfahren

Hierist die N Elektronen Wellenfunktion u(1,..., N) wiederum aus 1 Elektronen
Wellenfunktionen aufgebaut, aber vollstandig antisymmetrisiert:

wr(1) -+ wu(N)
: : )
VN

U,NI(]) . UN&N)

("Slater” Determinante), wobei die w;(7) orthonormal sein sollen. Rechnet man
jetzt den Erwartungswert von H beziiglich dieser u(1,..., N) aus, so erhilt man

u, Hu) = /(]2 —— 9 ()P
(1. Hu) (= bfu(7)
2
+ — /(]2 dq_’fwfzulgj’Q

2

- —Z(SF, L [dgds

(" Austausch” Term).

() () (7) -

47T@oll?‘ﬂ/ll

Die Integro Differential Gleichung fiir die w,;(7) erhdlt man aus der Forderung, daf
(u, Hu) minimal werden soll: Man "variiert” w;: w; — u; + du; und verlangt, daf

d(u, Hu) = (du, Hu) + (v, Héu) = 0 fiir "kleine”, aber beliebige du;, wobei jedoch

die Orthonormierung erhalten bleiben soll! Resultat:

h? A .
o, e TE R

(i
+ /(]2 _‘47'['50 |7 — U|| 27/*(1/)[7/ (§)ui(F) — 7/,'74(.”7:’)7/,7;(17)55,;57]

VIR (7)

2

= ! Eﬂl,i(.”;;) .

Bis auf den Austauschterm sind dies dieselben Gleichungen wie bei Hartree. TIm
Austauschterm wird nur uber die u;, u; summiert, die denselben Spin S; und 5,
haben (daher die Antisymmetrie in den Ortskoordinaten).

Losungen der Hartee Fock Gleichungen erhalt man iterativ wie oben! Mittelt
man me( ) noch tiber die Winkel, so spiirt das ¢ te Elektron ein rotationssymme-
trisches Potential V;77(||Z]). Die ] Elektronen Wellenfunktionen haben dann die
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Form

wi(#,9) = Roy(r)Yimxe 3 n>14+1.

7u gegebenem (n, [) gehoren dann noch 2(21+1) = 4142 Zustéande, deren Gesamtheit
man als "Schalen” bezeichnet: 1s Schale (n = 1,1 = 0); 2s Schale (n = 2,1 = 0);
2p Schale (n = 2,1 =1) etc.

Die Hartree Fock Tosungen " (1,..., N = 7) konnen dann fiir ein Atom mit
7 Elektronen dadurch charakterisiert werden, daf} die Elektronen Konfigurationen
in den Schalen angegeben werden.
Beispiel: Stickstoff: (1s5)%(25)%(2p)*: 2 Elektronen in der 1s Schale, 2 in der 2s
Schale und 3 in der 2p Schale.

Die folgende Tabelle (aus Baym, Lectures on Quantum Mechanics) zeigt die
Elektronenkonfigurationen der Elemente in den nicht abgeschlossenen Schalen der
Grundzustande sowie deren Gesamt-Spin, -Bahndrehimpuls und -Drehimpuls.
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9.5 Molekiile und chemische Bindung

Die Quantenmechanik der Molekiile und der im allgemeinen notwendigen Nahe-
rungen ist qualitativ stark dadurch bestimmt, daf§ die Kernmassen M um mehrere
Groflenordnungen grofier als die Flektronenmasse m, sind:

Mme

~ 1077 — 1077,
M

Dieses Verhaltnis bestimmt die Groflenordnungen der verschiedenen Energiean-
regungsarten:
Bei einem Molekiil von der "Ausdehnung” = a sind die Elektronenimpulse von der
GroBenordnung h/a und die elektronischen Anregungsenergien von der GroBenord-
nung

h2
Er ~ — 5 (= einige V).
m

e U

Die Kerne bewegen sich relativ langsam in der sie umgebenden Elektronenwolke,
verandern deren Wellenfunktion und bewegen sich dorthin, wo die Elektronenener-
gie zusammen mit der die Abstoflung bewirkenden Coulomb-Energie zwischen den
Kernen minimal wird.

Die Kerne schwingen um dieses Minimum mit einer Kreisfrequenz w, deren Grofien-
ordnung so abgeschatzt werden kann (Faktoren 15 werden vernachlassigt):

Im Abstand R vom Minimum hat ein Kern die potentielle Energie Mw?R?. Die
vom Kern bei der Bewegung von E = 0 bis R = a gewonnene potentielle Energie

Mw?a? ist von der GroBenordnung der elektronischen Energie Fy;, d.h.

h* me h

also w ~ ( );_
mea? M

2 2
Mw“a” ~

9
m.a?

die Schwingungsenergie hw der Kerne sind demnach von der Grolenordnung

Me . 1

ESchw ~ ( M )2 EF]] .

Die Molekiile rotieren ferner im allgemeinen um ihren Schwerpunkt, mit der Energie

B2+ 1
ERot%g 9 (H)%M(]’Q 9
Q)
d.h. wir haben
me
Frot ~ Vi Frr,
also
Me . 1 me
EF]I : ESchw : ERot% ] : (M)2 : M -

Dies gibt einen Eindruck von den relativen Groflenordnungen der verschiedenen
Energieanregungs Stufen.
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Bei den Rechnungen bedient man sich der Born—-Oppenheimer—A pproxima-
tion:
Der Hamilton Operator eines Molekiils, das aus Ny Kernen der Massen My, Ms,
.oy My, mit den Kernladungszahlen 7y, ... | Zn,., Kernimpulsen ]31, e ]5;,7 e
]3;\7,\,, und aus N_ Elektronen mit Impulsen p; besteht, enthalt bei Vernachlassigung
der Spins im wesentlichen 5 Anteile:

H = T.+Txk+Vee + Vg + Vi

wobei

Ne B

TF = Z pi 9
i 2m.

TT\ — M
= 2M, ’
1 el

‘/ee — . _,\0 =
3 2 e
N Ne 76(2)211

Ve = ZZ

=1 i=1 dmeg ||§y - 77”
1 e/ 7,
2 v Ameo ||Ry — Rl

b

Wegen der Kleinheit von m./M vernachlassigt man nach Born und Oppenheimer
zunachst die kinetische Fnergie Ty der Kerne. Im Rest Hamiltonoperator H =
H — T treten die Positionen R = (R, ..., By, ) der Kerne nur noch als Parameter

auf. Aus ﬁc,on(r7 R) = &,(R)p,(r, R) folgt dann:

[T, + V(1) + Vore (s )l (r. B) = (Eo(R) — Vien (B))n (. ) .

wobei r = (¥1,...,7n.), E,(R): elektronische Energie, die von R abhéngt.
Da H selbstadjungiert ist, bilden die ¢, (r, R) ein vollstandiges System und man
kann daher die Losung ¢(r, R) von Hop = F¢ nach den ¢, entwickeln:

Qb(rv B) = Z “’WI(RMQH(rv R) )

so dafy

S (En(B) + T R)pn (r, B) = Bt Rypn (. R)

.

Multiplikation der letzten Gleichung mit ¢ (r, R) und Integration iiber alle d*%;
gibt wegen der Orthonormalitat der @,:
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Z./d‘w“‘r 2 (s R) Trc i (R) o (7 R) + En(R)un(R) = Fun(R) .

ARu(“’Tng‘QTH) - (ARU“’TN,)QOM, + UmARUS«Qm
+ 2(gradp, uy,)(gradp, )

so bekommt man fiir die w,(R) die Gleichung

(T + E(R)un(R) = Fu,(R)—> Bunun(R) , wobei
h? 31 |
Bnm,um,(R) = 7? UZ::] VU ./dgNer 99:1(7“7 B)

2(gradp, um)(grad g, om) + UmAr, om(r, B)] .

Der B,,, Term "mischt” elektronische Wellenfunktionen ¢,,, die zu verschiedenen
n gehoren. Er ist von der Groflenordnung (me//\/[)% und kann als Storung
behandelt werden:

1 Me | M

QMUAR"('QM = My(QmeARUcpm) R~ VUE,@’,” , daia. o, =@n(R, —7,).

Die u,,(R) werden in etwa die Form von Oszillator Wellenfunktionen haben und

#WMU(EU — éy 70)

2
Faktoren e enthalten, d.h.

M, w

gradp t, & ||R, — R, o| T
Da |R, — R, ol gradp @, & ¢n, so ist der zugehorige Term in B, von der Gros-

senordnung hw ~ (%)% Fr.
In 1. Naherung kann man daher den B,,,—Term vernachlassigen, d.h.

(Tk + E(R))un(R) = Fu,(R).

Dies ist die — genaherte — Schrodinger—Gleichung fiir die Kern—Wellen-
funk tionen u(R). In ihr tritt die Energie &(R) = Fm(R) + Vir als effek-
tives Potential auf, um dessen lokale Minima die Kerne Schwingungen
ausfuhren.
Beispiele:

1. Das Hj—Ton
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Dieses System besteht aus zwei Protonen mit Ortsvektoren ];’i,,,, éb und einem
Flektron mit Ortsvektor 2. H hat hier die Form

2 2 2 2
— h € € €

H= " A 0 - 0 + U
. dmeg||Ra 7| Ameo||By — 7| Ameo |By — R

Die Gleichung ﬁcpn(.ﬁ ];’i,,,,];’),;,) = e,pn(T, ];’i,,,,];’),;,) ist exakt losbar; wir wer-
den jedoch folgende typische Naherung betrachten: Dabei ist wichtig, dafl
H mit dem Permutationsoperator P,, kommutiert, der die beiden
Protonen vertauscht!

Fithrt man noch F = R, — E;M R= ||]§;||7 ein, so bekommt H die Form

2 2 2 2
—~ h € € €

H=— — — — — +
2m. dreg || — R/2||  Ameo||7+ R/2||  4meo R

wobei

2
Q

4req RO

€

Man hat fiir die elektronische Grundzustandsenergie &q(R) = Frio( R)+
wobei

Betrachtet man e?/(4mey R) als Storung, so hat man qualitativ folgende
Situation: Fur grofle R ist das Elektron nur an ein Proton gebunden und
man hat die (negative) Wasserstoff Atom Bindungsenergie FI' = 13,6 eV.
Fur B — 0 ist das Elektron bei Vernachlassigung der Coulomb-Abstoflung
zwischen den Protonen an zwei positive Ladungen gebunden, mit der Bin-
dungsenergie 4E[ .

Rechnerisch kann man die Coulomb-Abstoflung naherungsweise folgendermas-
sen berticksichtigen:
Ausgehend von den Wasserstoffeigenfunktionen

. R

] ClE = 2

va(@ ) = (—5)7 e a
o e

u(7, R) = (W(ﬁ)?f) a ,

sind wegen der erwahnten Permutationssymmetrie von H symmetrische und
antisymmetrische Linearkombinationen von v, und v, die richtigen Ausgangs-
funktionen fur die Storungstheorie:

vy = cx(v, T vp)
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¢+ sind Normierungskonstanten, die wegen (v 4+ ,v 4 ) = 1 aus den v,, v,

berechnet werden konnen:

1
— = (va T vp,0, +0p)
4+

= 242 /dg.f 04 (7, é)?)b(.ﬁ ﬁ) )

Das Integral S(R) = [d*% v, (7, ];",)7);,(."7:’7 ﬁ) laBt sich explizit berechnen:

2
SRy = (1424 2 -npn.

a 3a?

Fur die Erwartungswerte von H bezuglich der Wellenfunktionen vy, v_ erhalt

man dann

g+(R) = (7)i7ﬁ7)i)
1 .
= —— (v, £ v, Hy, &+
T S(R))(U' vy, Ho vp)

1

= ————[(vg, ﬁ?),,,) + (v, ﬁ?)b) + (v, ﬁ?)b) + (vp, I/-I\v,,,)]

2(1 + S(R))
(v, I/—I\v,,,) + (v, ﬁ?)b)
1+ 5(R) '

da (7),,,7ﬁ7),,,) = (7)b,ﬁ7)b), (7),,,7ﬁ7)b) = (7)b,ﬁ7)a)7 also

(v, ﬁ?),,,) + (v, ﬁw,)

e (R) = T+ 5(R)

Die Integrale (v,, I/-I\v,l)7 (v, ﬁ?)b) kann man berechnen:

H 0 3 NENOIE
vy = BB g BRI
47T€()R 47'['60 . ||¥_|_ R/QH
_ EH_I_ e% 6(2) 672’?’/”'
1 Areg R dmeq  a
6(2) e%

v, ﬁw, — [PTo,(EF +
9 1

% 14

drega a

Ameg R Amey |7+ B/2)

Fiir 24 (R) erhalt man (graphisch):
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exaktes e; (R)

Z+(R) hat ein Minimum, d. h. fiihrt zu einem stabilen Grundzustand des
Molekiils.

Qualitativer Grund fiir den Unterschied zwischen 2. (R) und 2_(R):

Bei der symmetrischen Wellenfunktion ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
zwischen den beiden Kernen grof}, bei der antisymmetrischen dagegen klein,
d.h. das Flektron zwischen den Kernen fithrt zu deren Anziehung, das dort

fehlende Elektron dagegen zur Abstoflung!

2. Das H,—Molekiil

Hier hat man 2 Protonen und 2 Elektronen:

re = |7 — 3|
rat = |7 — ﬁ,,,||
o= |7 — ﬁb”
raz = %2 — ﬁ,,,||
ri = |7y — ﬁ,,||

R = ||, R
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Der Gesamt Hamiltonoperator ist, ohne Spinwechselwirkungen,

In der Born Oppenheimer Naherung gentigen die Elektron Wellenfunktionen
der Gleichung

2
= e
(H - 47‘[‘6(()) R) Q‘Qn(rv R) = EF;]’n(R) gpn(r7 R)

und die Kern Wellenfunktion der Gleichung

h? - o -2 - o
g A+ AJu(Ba )+ (Frua(B) + “

Die Translationshewegung des Schwerpunkts és = %(ﬁa + ﬁb) und die Rota-
tion um den Schwerpunkt kann man abspalten:

u(ﬁm ﬁb) — IR Rs Vi (0, ¢) u(]fj)l) ,  0O.,p : Polarwinkel von R ,
wobei dann
h? R2I(I+1) e2
——u"(R — L+ Fpia (R 0 u( R
o (R) + [ V2 Fln( )+47T€0R]“( )
Vers(R)
h2K?
— (F - M} Ji(R).

Falls V.¢;(R) bei Ry ein Minimum hat, so werden die Kerne gebunden. Fiir
kleine Schwingungen kann man V_;¢(R) um R = Ry entwickeln.

Wichtig fur die Existenz von Kernbindungszustanden ist daher offensichtlich
das Verhalten von Fg(R). Dies kann man storungstheoretisch untersuchen,
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indem man in nullter Naherung von zwei unabhangigen Wasserstoffatomen

ausgeht:

h2

H():*

2m.

h? e? e?
Ay — —A, — o — S
2m., 4eq ro 4eq rpg

Die beiden Grundzustandseigenfunktionen sind:

1 .

7),1,(7“,11) 7)0’(]) — (Trag)ge*r,ﬂ/a 7
1

7)})(77)2) = 7)})(2) ) (71-(]3)56*7’172/(1

Aus diesen 1 Teilchenfunktionen kann man vier 2 Teilchenfunktionen bilden:

v, (1)v,(2),

v (1)vp(2), vp(1)va(2), vp(1)vp(2).

Entscheidend ist nun, daf}

der Hamiltonoperator H invariant ist, sowohl ge-

gentiber der Vertauschung P, der Kernkoordinaten einerseits, sowie auch

gegentiber der Vertauschung Py der Elektronen andererseits. Die Ausgangs-
funktionen fur die Storungstheorie sollten daher solche Linearkombinationen

der obigen 4 Produkte sein, die Eigenfunktionen zu P,, und auch P5 sind:

v__
P.v__

Uyt
P.viy

7),+
P.ov o

e[ (Nop(2) — va(2)op(1)]

—v_ ., Ppv._ =—v_

A oa(1)0n(2) + va(2)0n(1)] + 2 oa(1)0a(2) + va(1)0(2)],

it , Provgg =04,

clva (Do, (2) — vp(1T)vp(2)]

—v.4 , Ppov g =v, |

Fine entsprechende Funktion vy lafit sich nicht bilden.

Bei dem zweiten Term in vy, sowie bei v_, befinden sich jeweils zwei Elektro-

nen an einem Kern a bzw. b. Aufgrund der Diskussion beim HY Ton wird man

vermuten, dafl vor allem die Zustande, bei denen die Elektronen zwischen den
Kernen sind, zur Bindung beitragen. Man versucht daher (Heitler-London)
, Storungstheorie mit den beiden Zustanden

v__ =

Uiy =
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7u machen.
Die Normierungskonstanten ¢_, ¢y bestimmen sich aus (v__, v__) =1, (044,
vyp) =1 7u

1
— = 2+25%
C+
S = /(13;;1 va(us(1) = S(R).
e 6’2
Bildet man den Erwartungswert von H — : ® _ beziiglich v__ und 644, so
TEY
erhalt man
— C—A
E_(R) = 2B+ T
— C+ A
E++(R) = 2E1H —I— W’ WObe]
€ 5~ = | ! 1 2 2
C(R) = 2 [ d'Fa(— — — — —)oa(D)Pln(2)]
47'['60 . 192 p1 a2
el o an | 1 1
A(R) = /(f BTy — — — — —Yoa(1)oy(1oa(2)0s(2)
dreg . r12 T'p1 Ta2

Rechnerisch ist das Austauschintegral A negativ und die symmetrischen Elek-
tron Wellenfunktionen o4 fuhren zur Bindung der Kerne:

s(R) |
g (R)
R‘
g4 (R)
2k = = = = = = = — —
exaktes e; 4 (R)
Diskussion:

Bei genaueren Rechnungen mufl man auch die "polaren” Zustande v,(1)v,(2),
vp(1)vp(2) berticksichtigen. Es ist dann cf) ~ 0,26 cgj).
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Spin und Pauli—Prinzip:
Fur die Gesamtwellenfunktion gilt:

77/)((],7 ba 1 ) 2) = Q‘Q(ém B_;'b; 5;1 ’ ¥2) “’(ﬁm ﬁb) 77(‘9!17 Sb) X(S1 ’ ‘92) ’

n(sa,sp) 0 Kern Spinwellenfunktion,
X(81,82) : Elektron Spinwellenfunktion.

Wegen des Pauli Prinzips muf ¢(a, b; 1, 2) antisymmetrisch beztiglich der Ver-
tauschung von a und b und unabhangig davon bezuglich der Vertau-
schung von 1 und 2 sein.

Bezuglich der Vertauschung von a und b hat man folgende Situation:

= A u( R
u(R,, Ry) = e Fs Vi (0, ¢) —(B ) :

—

R, ist symmetrisch beztiglich der Vertauschung von a und b, R aber antisym-
metrisch und R symmetrisch.

Da V., (0,0) = (1) ¥1,,(0, p), falls R — —];’; so gilt
P u(R,, By) = (—1)'u(E,, B)).
Der Bindungszustand der Kerne tritt fir

@(éméb;fhfz) A U4y

auf, d. h. fiir [ = 0 muB n(s,, s5) antisymmetrisch sein (Singulett): Parawas-
serstoff ; und fiir [ = 1 ist n(s,, s,) symmetrisch (Triplett): Orthowasser-
stoff.



Kapitel 10

Zur Struktur der
Quantenmechanik

Vorbemerkung: Viele der folgenden Uberlegungen sind unvollstindig sowie ma-
thematisch heuristisch bzw. formal. Fur ausfiihrlichere Begriindungen sei auf
die Literatur am Anfang des Skriptums verwiesen.

10.1 Zeitliche Entwicklung von Zustanden und
Operatoren

Wir betrachten zunachst wieder einzelne Teilchen in einem Potential V(¥), das nicht
explizit von der Zeit abhangen soll. Die Schrodingersche Wellenfunktion o (7, 1)
genugt der Gleichung

2

A+ V() .

Mme

T . . h o . .
Die Operatoren Q; = Multiplikation mit z; sowie P; = ——— sind zei-
10

tunabhangig, die Zeitabhingigkeit steht in (7, 7‘) (Es sei denn, man betrachtet
solche explizit 7el‘rabhang1gen Groflen wie Qo + ! P t.)
Fs sei A = A(PjQ7 1) ein Operator, der von P7 Q und explizit von ¢ abhingen

kann. Fir die Zeitabhangigkeit seines Erwartungswertes

<A >y, (1) = (), Av(1)) bekommt man:

d
<A (1) = (DAY w,atA 0)+ (6, A 0)

—;%HMAW (0, AH )+ < DA >y

und da H selbstadjungiert sein soll, gilt:

y .
o <A >y (1) = h(l/%[HaA]l/ﬂ)Jr < A >y .

171
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Beispiel: es sei A = P = %grad7 dann hat man: 9,P = 0 und

H,Plo(7,t) = [V(F),P](#,1) = V(H)P (7, 1) - P(V() (7, 1))
h(gradV(r?:’))@/)(f,t) . d.h.

7

d =
%<P >yp=— < gradV >, ,

das Analogon zum klassischen Wﬁ: —grad V.

Fine andere Beschreibung der zeitlichen Entwicklung bekommt man so: es sei
uo(¥) beliebig oft stetig differenzierbar und H"uo(¥), n = 0, 1,.. ., existiere, wobei
oH = 0.

Das Anfangswertproblem

ihb (T, 1) = HY(7,1) |, (7,1 = 0) = bo(F) = uo(7)

hat dann die (formale) Losung

P
. ——-Ht | >~ 1., H"
(T, t) =€ h ue(#) = Z(—Z) o A
n=0 n.
denn
. % i . H” .
op(7,t) = 7;(*2) Yo nt""!
7: (o] 7 ., n+1 .,
= Ll e

Die Transformation

o = ug(¥) = P(¥,1) = U(—t)ue(¥) ,

7
—H:
Ut) = eh ,

ist eine unitare Transformation, denn von S. 26 wissen wir, daf

./Mug(i)uo(i) — ./d‘r*r?:’ (T = 0)(7 1 = 0)
= /dg.f (¥t = +7)(F = +7) T reell.
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Dies ist gleichbedeutend mit

(U (=)0, U(—1)3h0) = (U (#)¢bo, U(1)o0) = (tbo, ¢ho)

o beliebig, d. h.

hat man

Setzt man (7, 1)

man

UH(—t)U(—t) =1, UT(H)U(#) = 1, und da U (+) = U(—t), so

UtHU () = UBUT(#) =1 .

<A >, (1) = (1), Ap(t))

tH 'H
= (e B e Ac B )

7 7
—tH ——tH
= ok A B )

Dieser Ausdruck

d
71 definieren. Da —fU(t) =

I'm folgenden sei

legt es nahe, zeitabhangige Operatoren

Ay =UMAU) , Ult) = JHt ,

7

HU(t), so gilt

d h
d - i i .
ZA() = ZHA() — TA(OH + U()IAT* (1)

E@,A

A = 0. Wir haben demnach die folgende Situation:

Entweder: die Operatoren sind zeitunabhangig und
alle Zeitabhangigkeit steckt in den Zustanden
(7, 1), deren zeitliche Entwicklung durch ihdyp =
H1 gegeben ist.

Dies ist das sogenannte ”Schrodinger—Bild”.

Oder: Die Zustande ¢o(¥) sind zeitunabhéngig und
die Operatoren A(1) hingen von der Zeit ab.
Die "Bewegungs” Gleichung fiur die Operatoren ist

d - il -

LA = L A@)

dt h
Dies ist das sogen. ”Heisenberg—Bild”.

= U(—1)bo(Z) in den Erwartungswert < A >, ein, so bekommt
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Da (¢(t), A(1)) = (1o, A(1)ihg), so ergeben beide "Bilder” dieselben Frwartungs-
werte und sind damit physikalisch aquivalent.
7Zur 7Zeit t = 0 stimmen Zustande und Operatoren im Heisenberg und Schrodin-

ger Bild iberein.
Beispiel: harmonischer Oszillator:

1

H = hw(ata + 5) , [a,at] =1
Wir haben
il & R & il & R £ © PR & P
H=¢h He h = hw(eh ate h eh  ae h _|_§)7
. . 1
Ho = b (a() + 5)
it [A(), & ()] =1
Da  [HLa()] = heat) . [Ha()] = heat()
ist, so gilt
B0 ) .
i —wa(t) , - = iwa ().

Diese Operator Differentialgleichungen haben die Losungen:

(1) = e a) . ate) = YA |
a(0)) = a , a(0)=a"

Q.

Fiir Q(1) und P(t) bekommt man daraus

muw

~ 1
Q(t) = Q(0)coswt + —P(0)sinwt
P(0) cos wt — mwQ(0) sin wt

Jeder Operator A (1), (bzw. A), der mit H vertauscht, ist eine
Konstante der Bewegung, liefert also einen Frhaltungssatz !!

Da e #HE it H vertauscht, so geniigt es, daB [H,A] = 0 fir # = 0, denn
UM, AU (1) =[H,A(#)] = 0.
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I'm Heisenberg Bild geniigen die Operatoren Q7(7‘) und P;(t) den "kanonischen”
Operator Gleichungen

T --H : if’j(f):* o
IP;(t) di 2Q,(t)

Dies folgt aus den fundamentalen Vertauschungsrelationen

CAW) = LHAM] [P, Qu(1)] = T

Im folgenden wird P (1) = P, Q,(t) = Q}, gesetat.
Beweisskizze: Multipliziert man PQ — QP = %jeweﬂs von links und rechts mit
P und addiert das Resultat, so erhalt man
h h 0
P’Q - QP?*=2-P = ———P*.
Q-Q 7 1 OP

("Formale” Differentiation)

Fortsetzung des Verfahrens gibt

P'Q QP — h pr-t _ h oP™
G T aaps
Analog
h hoQ"
"P _POQO" = ——n n—1 - )
« « ;" i 0Q
Ist nun F(Q,P) in einer Potenzreihe in Q bzw. P entwickelbar, so hat man
h OF h OF
F = —— F.Pl=———
Mit F = H(Q, P) folgt dann
d 7 oH d 7 oH
—Q=-H =—, —P=—-H,P|=-——.
dtQ h/[ 7Q] (f)P 9 dt h/[ 9 ] (f)Q

Die Verallgemeinerung fur mehrere Freiheitsgrade folgt unmittelbar.

Bei GroBen, in denen Produkte von P und Q  7.B. PQ oder Q*P etc.

vorkommen, ist die Reihenfolge der Operatoren wichtig, da P und Q nicht
miteinander vertauschen!
Das Heisenberg-Bild ist besonders geeignet fur relativistische Verallge-
meinerungen — Quantenfeldtheorien — . Da das Schrodinger Bild die Zeit
besonders auszeichnet, ist dieses Bild fur die relativistische Quantenfeldtheorie i.a.
weniger vorteilhaft!

Heisenberg Bild:

Q;(t) = Q(f,]) — ﬁ(t; 7) : "Feldoperator” im Heisenberg Bild
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(Der "Index” ¥ charakterisiert die unendlich
vielen Freiheitsgrade eines Quantenfeldes).

Aufler dem Schrodinger Bild und dem Heisenberg Bild benutzt man noch oft, vor
allem in der Streutheorie, das sogenannte ”Wechselwirkungs-” bzw. Dirac-
Bild”. Bei ihm sind sowohl Zustande wie Operatoren zeitabhangig. Fs sei H =
Hy+ W, wobei Hy das System ohne Wechselwirkung W' beschreibt. Die Zustande
im Schrodinger Bild sind dann

7

—H¢
BT = b p(7)

Verfolgt man nun die zeitliche Entwicklung von ¢ (#, 1) relativ zu Hq "riickwarts”,
so bekommt man

—Ht -H,t ——H¢
N(E ) =eh Cp(E ) =eh e b (7).

Falls sich nun die Operatoren zeitlich wie

— —Hyt —

——H?
A(f) —¢eh Ae h

entwickeln, so ergibt sich fir die Erwartungswerte:

—

(1), A()x(1) = (1), A1) = (o, A (t)tho)

Die Bewegungsgleichungen (0;A = 0) sind jetzt:

dA P =

I

ihoy(7,1) = W ()x(7 1)

Das Wechselwirkungsbild spielt eine wichtige Rolle bei der zeitabhangigen Storungs-
theorie (s. Kap. 11).

10.2 Translationen, Drehungen und
Galilei-Invarianz

10.2.1 Raumliche Translationen

Analog zu den gerade diskutierten zeitlichen Translationen
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kann man die raumlichen Translationen ¥ — ¥ 4+ @ behandeln: w(¥) sei beliebig
oft stetig differenzierbar und falle fiir grofie ||7|| geniigend stark ab. Dann gilt fiir

P = —grad

7 —

i-P -
U@ u(@) = e b u@ =et 8 (7
=y DRI g g e (F)

4 !77/2!77/2!

[

3
3

312,13

= w(¥4a).

so 1st

—a-P
u(F) = U(@d)u(z) =e h u(#)

eine unitare Transformation.

Bei N Teilchen hat man analog mit

h N
= - Z grad, fir u(7y,...,7n)
1T
1, =
. tra-Po . S - LS
Ul@)yu(Zy,...,in)=¢ h w(@, .., n) =u(@ +a,... v+ a).
Es sei nun
h? 1 L
H=> ——A 45> Vi@ — )
n=1 2 . 2 7,k=1
1#k

dann folgt wegen der Translations Invarianz von H aus

Hu(Fy,...,7n) = Fu(
Hu(?+a,...,7nv+d) = Ful@+d,....onv+4ad) ,

oder

HU(—a)u(¥y,....7n) = FU(—a)u(F,...,7N) .

Multiplikation von links mit UU(a) ergibt

U@BAU(—a)u(Zy, ..., 7n) = Fu(i,....7N)
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Da diese Beziehung fur alle Eigenfunktionen des selbstadjungierten Operators H
gelten soll, so hat man |U(a)HU(—a) = H|. Entwickelt man u(# +a,...,7n + @)

nach Potenzen von @ bis zur Ordnung @, so sieht man, daf aus

N
w(@ +d,...,in+a) = u(d,....,In)+a- Zgradnu—l—---

n=1

N N N
i-H> gradu = a-EY grad,u=ad)»_grad,Hu ,

n=1 n=1 n=1

also

[HP; - P;Hju=0 , 7=1,2,3

folgt. Der Gesamt TImpuls P kommutiert also mit H und ist demnach eine Kon-
stante der Bewegung (Frhaltungssatz!)

10.2.2 Drehungen

(s. auch Kap. 5) Hier sind die Drehimpuls—Operatoren L, = %cmmk(f)l die " Er-
zeugenden” von endlichen Drehungen:
@ ist der Drehwinkel einer Drehung Rz(y) um die Richtung 7, 72 = 1. Tst (7, 1)

die Wellenfunktion von einem spinlosen Teilchen, so gilt

[](ﬁvg‘o)d)(?vf) = eh ¢(¥7f)

Da

so ist U(7, ¢) ein unitérer Operator. Falls V() = V(||#]]), so folgt

— 7 =
L-n — 7
ch ('QHQ ) 1t = H . oder

h
H,7-L] = 0, dh [HL]=0,

7

d.h. die L; sind Konstanten der Bewegung.
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Teilchen mit Spin 15h:

Frsetzt man 7 - L in U(n,p) durch i - §7 S = %(01702703), so erhalt man

7 =
—-n-S
Us(i,p) = ech (p—coqf—l—m &sin ¥ ,
2 2
denn es gilt
[N § 1 -
Phn v 97277 ©
<1
= (5
=0t 2
- (*])j Ty (*])j ¥\ 2541
=y ey S 2
; (27)! "2 72_;) (27 +1)12
wegen (n-6)* =1= (7 -5 =77
Aus
- COs % + ingsin % (ng + iny) sin %
cosg—l—iﬁ-&’sing =
—(ng —iny)sin % COs % — inssin %
folgt
det(Us(n,p)) = cos? g + n% sin? g + (7712 + ng) sin? g
= 1] ,
also
det(Us(n, ) =1
Da aufierdem
Us(, o) US(7,0) = (cos g + 7 - 7 sin g)(cos g — 7 - G sin g)
_ 2 ¥ SIS
= oS 5 + (7 - )" sin 5

so ist Us(m,¢) ein Element der Gruppe von unitaren 2 x 2-Matrizen mit
Determinante =1: SU(2).
Zusammenhang mit den Drehungen:

Die Matrix
- S T3 D)
T=T-0= )
Ty + 11, —T3

ist eine hermitesche Matrix, mit

det x = — 72 Sp x=0.
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Die Matrix

Us(ii, ) 2 U (77, ¢)
ist wiederum hermitesch und hat die Spur 0, da
(Usz Ut = Udt 2t Ud =Us2 UL |
Sp (UszU§) = Sp (UgUsz)=Sp (z) .

d. h. man kann

e

=P

Us(it, )2 U3 (7, 0) = T —

setzen, wobhei # = A (7, ¢)7 eine lineare Transformation der z; ist. Da

—7? = det(z) = det(Us(7, ) 2 UL (7, 0))
= det Usdet U det 2 = det z

=2

gilt, so ist A(7,p) ist eine Drehmatrix: A(7,¢) = Ra(¢)
Jeder unitéren 2 x 2 Matrix Us(7, ¢) mit Determinante 1 ist eine 3 dim. Dreh-
matrix Rz(y) zugeordnet!

Beispiel:
n = (0,0,1),
i
. 220

Us = cos g + 705 sin g —|° 77:£
0 e 2
i )elP

Usz U = T3 (amim)e . so daB

: (w1 +izg)e ¥ —4

T = x1c08p+ To8inp

Ty = —x18in@ -+ a3008p

.’/I'\/g = T3.

Aber: den Matrizen Us und — Uy ist dieselbe Drehmatrix Rz(yp) zugeord-
net, wie man unmittelbar aus Us(7, @) z UZ (77, ¢) = 2 sieht. Man kann umgekehrt

zeigen, dafl jeder Drehmatrix zwei unitare Matrizen Ug und —Ug entsprechen, z.B.

hat man fiir p = 27 Rz(2m) = 13, aber Ug(7,27) = —15 und Ug(n,47) = 1,.

Topologisch bildet die Gruppe SU(2) eine
zweifache Uberlagerung der Drehgruppe!

Aus den Eigenschaften der Pauli Matrizen folgt, dafl

(7-0)—n X (1 X ad)cosp
+ X

n
P

asinp.
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Tst (7,1) = ( Vs

) ein zweikomponentiger Spinor, so transformiert er sich

i = Rz ()7 folgendermafBen

B 1) = (F) = Uslii, o).

10.2.3 Galilei-Transformationen

Hier transformieren sich die Koordinaten so: ¥ — ¥ 4 wt, 1 — 1. Ist nun (7, 1)

2
— Ap = ihdpp, so ist (T — it t)

eine LLosung der freien Schrodinger Gleichung —3
me

keine Losung, da

7h%¢(7 —wut,t) = ih(Opp — 1 - grad) .

Man kann die Galilei Invarianz jedoch retten, in dem man die Phase von ¢p  wie
bei den Eichtransformationen  mittransformiert:
7 1
. —m(i -7 — =ut)
P(T, 1) — eh 2 O —ut,t).

Diese Transformationen lassen ebenfalls das Skalarprodukt (i1,13) invariant. Bei
mehreren Teilchen mit wechselseitigen Potentialen transformiert sich die (freie)
Schwerpunkts Wellenfunktion in der obigen Weise, die Relativ Koordinaten ¥, — 7},
sind invariant.

10.3 Invarianz gegenuber Bewegungs—
(Zeit—) Umkehr

In der klassischen Mechanik ist die "7eit” oder "Bewegungs”™ Umkehr definiert
durch

O: F(t) — FPH)=F(-1), t— 1,
Aty = 5O = m o EO ) = ).

d. h. die durch £, p® beschriebene Bahn ist geometrisch dieselbe wie die durch #,
p beschriebene, sie wird nur in umgekehrter Richtung durchlaufen.

Die Newtonschen (Lagrangeschen) Bewegungsgleichungen sind i. a. invariant
gegeniiber der Transformation 0.
Quantenmechanisch sollte gelten:

Qy(') —Q, , P?= P, (Schrodinger Bild!)

7
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Wire O quantenmechanisch eine lineare Transformation, d.h. wiirde gelten
(MA +2,B)° =M A + ,B® | (AB)? = A°B® |

so wiirde folgen:

. o - h . h
1L [P2,QY = [P;,Q4]° = (75.7#)0 = 75.7% :

h
2. [P?,Qf] = [—F’]',Qk]:—7—,57;f : Widerspruch!

Der Widerspruch wird beseitigt, falls © eine antilineare Transformation ist:

(MA +2,B)° =XA° L B® | (AB)® = A°B® |

da dann (7 2 = ——57k ist ! Es sei Ho(ﬁjd) = H(—ﬁjd) (ﬁ (3) 7.B. bei
=9 o
H =P +V(Q), dann gilt
B%Y laer lmy
UB®C=(ch )P=e¢ h =c¢ h =U(1).

Der Operation O entspricht ein antiunitarer Operator U((“))7 mit folgenden Figen-
schaften:

Uathy 4 doths) = XUy + X300,
(U, Uth) = (thayihr) = (b1, 402)"

Fiir ein Teilchen ohne Spin definiert man

U(@)e(F.1) = &
also: [72((“)) = 1,

Ist H® = H, so ist mit ¢(7,1) auch ¢ ©(F,#) eine Losung von 1hdp) = Hip. Dies
bedeutet, daﬂ sowohl Reyp und Imap seperat Losungen der Schrodinger-Gleichung
sind.

Ferner gilt
(0(0)Q,0(0) (7 1) = [(O)au"(7. 1)
= a5l (®)¢*(¥7 77%)
()
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und
(O(O)P,0(O) " )(7.1) = (0(0)20,)0(7, 1)
= O )
= TowEn) |
d.h.

U(©)Q;U(0)"' =Q; , U(0)P,;U(0

S’
|
-
I
\
d
.

aus beiden folgt

UOL,UO)" =L, .

. 7 7 1 1 = 2 —
H heiBt reell, falls U(@O)HU(O)™' = H, 2.B. H = P+ qp(7).

In einem magnetischen Feld mit Vektor Potential A gilt dagegen, wegen

H(A) = 5 (B A7 4 gl

daf3

Im Gegensatz zu einem aufleren elektrischen Feld bricht ein aufleres magnetisches
Feld die Invarianz gegentiber Zeitumkehr!

Mit Spin der Elektronen:
Sind 15 und 14 die Finheits Operatoren im Orts  bzw. Spinraum, so hat man jetzt

auf die (7, 1) = ¢+(i’t> wirkenden ”"Produkt” Operatoren :
o (7,1)

(Q;®1s) , (P;®1g) , (1p®.S;) ,wobei

(Q;014)° = Q;®1s, (P;015)° =-P; @15 und
(1p@5,)° = —1p@ S,

gelten sollen.
Bezeichnen wir die komplexe Konjugation von oben mit K, K? = 1, so gilt

KQ ®190K=Q,;®1s ; K(P,015)K=-P,; @15 ;
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und

K(15®S,)K
K(15®S,)K
K(15 ®S;)K

IB®S1 )
*IB®SQ )
IB®SB )

da oy und o3 reell sind , o, rein imaginar ist!
Deﬁniert man nun (Wegen 090109 — — 01, 020309 — —03, 020902 — 0'2!)

[J(G)) = K(l}g @0‘2) s

so gilt
7O)Q;015)0(0)" = Q;01s ,
UO)P;215)U(0)" = —P;®1s ,
U(O)1p@S)U(@) " = -15®8; ,

wobei jetzt

0)=K(1Q0) K1) = (10 0) = 150 15.

Fur N Elektronen bekommt man analog

N
00) =K [y @), 7(0)*=(-1)".
n=1

Diese Relation hat folgende wichtige Anwendung:

Der Hamilton Operator H habe die Figenschaft

U(OHI(0) ' =H

sowie den Figenwert F, H{/;(."Y:’],...,."Y:’N) — F4. Dann sind
Y und U(O)¢ fiir ungerades N linear unabhingig und F ist

mindestens 2 fach entartet.

Beweis:
H(U(0)) = U(O)(HP) = ET(©)
sowie  (U(©)0, T7(0)) (b, 0) =1,
() = (%, 09) = (- 1)N(&, U9
= (=N (Ud, )
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Das bedeutet U(@){/; ist zu ¥ orthogonal, falls N ungerade, gehort aber zum selben
Figenwert F.

In einem aufleren elektrischen Feld sind die Energie Niveaus
einer ungeraden Anzahl von FElektronen also immer minde-
stens 2 fach entartet. Die Entartung kann durch Anlegen
eines Magnetfeldes aufgehoben werden!

10.4 Zusammenfassung der wichtigsten Elemente
bei der Forminvarianz der Schrodinger—
Gleichung gegenuber Transformationsgrup-
pen

Es sei ¥(¥,81,...,7n,8n,1) = (7, s,1) die Wellenfunktion eines N Teilchen
Systems und gentige der Gleichung

7h(()7‘77b(717 5;7 ‘9) = H¢(f7 5;7 S)

wobei
» . o _h » -
H=H((¥,...,%n,p1 = 7—,@51"?1,(117 py = —grady, $1,...,3N)

Funktion der Orts , Impuls und Spin Operatoren, ¥ = (#1,...,%n),
p=(pry--ypn), § = (81,...,58n) ist. Es sei nun G = {g} eine Transformations-
gruppe, deren Elemente g die Groflen #;, p; = %gradj, §; und t in neue transfor-
mieren:

s = h,(.q; ) b= kig:1)

wobei fiir ¢ = e (Gruppen Eins) die identischen Transformationen gelten sollen:

— —,\

filg=eZ.p.t) = & , Glg=e7,p,t)=p; ,

7:(.(]:6"7) = ( = ) t.

T(g) bezeichnet die Gesamtheit aller Transformationen

>
~

¥ al

T r P, 8 8, =1

T(g ") =T "(g) sei die Umkehrtransformation.
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Ferner werde die (257 +1)--- (2sy + 1) komponentige Wellenfunktion ¢ (¥, s,1)

so transformiert:

NT(g)[F,s,1) = &
= A

= 5 = A

H(Z,p,s,t) in einen anderen Operator H(Z,p, 5,1) transformiert. Bei beliebigen
Transformationen wird ﬁ(¥7 57 §7 7?) im allg. eine andere Funktion der ."_7;, 57 ?7 1 sein
als H(¥, p, 8, 1) Funktion der ¥, p, §, ¢ ist.

Entscheidend sind jedoch die Transformationen, bei denen H als Funk-

tion der 7, ﬁm 5:, 7 dieselbe Form hat wie H(Z p.s,t), d. h. fiir die gilt:

H(7,p,5.1) = H(7,p.5,1) .

Man sagt dann, dal H ”forminvariant” gegentiber den Transformationen 7'(g)
ist und die Gruppe G heiit ?’Symmetriegruppe” von H .

O(7,3,1) = A(g)e(T ' (9)[7,5, 1))

ist dann eine Losung von

ihdp(,5,1) = H(Z,p, 5,1) (T, 8,1) .

In dieser Gleichung kann man die ” 77 Zeichen uiiber den unabhangigen Variablen
auch weglassen  wegen der Forminvarianz von H , so daf}

ihdp (7,5, 1) = H(Z, 5, 5,1) (7, s, 1) .

Da

O, 5,1) = Alg) (T ()7, 5,1])

so ist bei Forminvarianz von H mit (7, s, ) auch A(g)(T '(g)[7, s,t]) eine Losung
der Schrédinger Gleichung ihdyp = Hep, d. h. T'(g) erzeugt neue Losungen! Falls

auch noch (1217122) = (¢1,12) oder (1,13) = (12, 11), so handelt es sich bei T(g)

um eine unitare oder antiunitare Transformation.

Beide lassen die Uberga,ngswa,hrschein]ichkeiten wie = |(thg,2P1)]? invariant.
Bei den Gruppen G kann es sich um ”kontinuierliche” oder ”diskrete” handeln.
Bei den kontinuierlichen hangen die Gruppenelemente ¢ von einem oder
mehreren kontinuierlichen Parametern ay,...,a, ab: ¢ = g(ay,...,a,).
Beispiele: Translationen, Drehungen, Galilei Transformationen.
Beispiele fiir diskrete Gruppen: Permutationen, Spiegelungen.

Die unitaren (antiunitaren) Transformationen im Hilbertraum, die
mit H vertauschen, lassen die Struktur der Bewegungsgleichungen unge-
andert. Sie entsprechen kanonischen Transformationen in der Mechanik,

welche die Lagrange-Funktion forminvariant lassen.
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10.5 Der quantenmechanische Hilbert—Raum

Die folgenden Bemerkungen sind unvollstandig. Fine zusammenhangende Diskus-
sion findet sich in den unten angegebenen Biichern!

1. Die quantenmechanischen Zustande (z.B. ¥ () fiir 1 Teilchen) bilden einen
linearen Raum, d. h. sind 1; und 1, physikalisch realisierbare Zustande, so
sind es auch Ay + Agtbe, wobei Ay, Ay komplex sein konnen (Superposi-
tionsprinzip). Das Superpositionsprinzip gilt nicht vollig uneingeschrankt:
Zustinde mit verschiedenen elektrischen Ladungen (z. B. Proton und Neu-
tron) und von Teilchen mit ganzzahligem und halbzahligem Spin sind nicht
superponierbar.

2. ITm Raum der Zustande ist durch
(Y2, t00) = [d'F 03T )n(7,1)

ein Skalarprodukt definiert, mit dessen Hilfe die physikalischen Aussagen
formuliert werden konnen: War das System im Zustand ¢ (7.B. Figenzustand
zu L), so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei einer unmittelbar folgenden
Messung das System im Zustande ¥y (z.B. Figenzustand 7zu Ls) zu finden,
durch

wiss = |(1h2. 1h1)[?

gegeben. Mathematisch wird der Raum der Zustande durch das Skalarpro-
dukt (¢, 12) zu einem normierten Raum, wobei die "Norm” |[¢0]| von ¢ durch
Il = —I—(@/},;/})% definiert ist! Ahnlich wie im Fuklidischen kann man mittels
der Norm "Konvergenz” etc. definieren: die Folge {v,,, n = 1,...} konvergiert

gegen 1, falls ]i_}m I, — ]| = 0. Die Folge {t,} heiBt "Cauchy Folge”, falls
fiir beliebiges ¢ > 0 ein N(¢) existiert, so daf}

||77Z)n1 - 77Z)7712|| <€, far Ny, Ng > N(() )

Falls zu jeder Cauchy Folge im Raum ein Grenzelement gehort (wie im IR™),
so heifit der Raum vollstandig. Der Raum der stetigen Funktionen ist nicht
vollstandig (s. Literatur)! Jedoch kann man zeigen (Riesz Fischer), daf} der
Raum der quadratintegrablen Funktionen vollstandig ist.

Definition: ein Vektorraum mit Skalarprodukt, der voll-
standig ist, hei3t Hilbert-Raum #.

Eine Untermenge des Hilbert Raumes heifit dicht in H, falls die Menge aller
Grenzelemente H selbst ist. Gibt es abzahlbare Untermengen, die dicht sind,
so heifit ‘H separabel.

Die quantenmechanischen Hilbert—Raume sind separabel.
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10.5.1 Operatoren

: Den physikalischen Groien wie Ort, Impuls, Drehimpuls, Energie etc. entsprechen
selbstadjungierte Operatoren (s. Literatur) im Hilbertraum, und die moglichen
Meflwerte bilden das "Spektrum” der Operatoren. Bei endlich dimensionalen Ma-
trizen (wie z.B. beim Drehimpuls) ist das Spektrum 7diskret”, d.h. es gibt nur
endlich viele verschiedene Figenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren liegen im
Hilbertraum. Anders dagegen die Operatoren mit kontinuierlichem Spektrum, wie

z.B. die Impulsoperatoren, P; = —d—, 7 =1,2,3; Die zugehorigen " Figenfunktio-
1 dx;

7

7

nen”, die ebenen Wellen e,(7) = (2h) ™%/ %¢ B’ .7/:7 sind nicht quadratintegrabel
und gehoren damit nicht zum Hilbertraum. Die mathematische Theorie wird hier
aufwendiger (s. Literatur).

Wichtige Konzepte im Zusammenhang mit selbstadjungierten Operatoren und
den ihnen zugeordneten Observablen sind die folgenden:

1. Vollstandiger Satz von kommutierenden ”QObservablen”.

Fs sei Ay ein selbstadjungierter Operator mit Eigenwerten a;(1). Sind die
Figenwerte nicht entartet, d. h. gehort zu jedem aj, (1), 71 = 1,2,..., genau
ein ein dimensionaler Eigenvektorraum mit Eigenfunktion u;, , so ist man
fertig. Im allgemeinen werden die Eigenwerte jedoch entartet sein. Dann
sucht man einen zweiten Operator Ay, der mit Ay kommutiert: A;A; =
A A,

Man kann dann die Figenvektoren von A, so wahlen, daf} sie gleichzeitig
Figenvektoren von A sind:

AQ“’.?H = U, (2)71’.71 :

Im allgemeinen werden zu einem j; verschiedene a;,(2) gehoren, mit Eigen-
vektoren wu;, ;,, d. h. die urspringliche Entartung wird reduziert.

Man setzt das Verfahren so lang fort, bis man einen Satz (Aq,...,A,) von
selbstadjungierten Operatoren A, v = 1,...,¢g, mit folgenden Eigen-
schaften hat:

Je zwei der A, kommutieren miteinander. Die A, haben die Figenwerte a;_ ()
und die gemeinsamen Figenvektoren w;, 7 = (j1,.. .17y, ---17y), Wobei die u;
jeweils fiir festes 7 einen 1-dimensionalen Vektorraum aufspannen.

Verschiedene u; sind zueinander orthogonal und die wu; bilden ein vollstan-
diges System, d. h. jedes ¢ € H Tafit sich entwickeln

Y = ZC]‘W oo = (v, ).

(Man beachte, dafl 7 = (j1,...,7,) ein Multi Index ist!)
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Man nennt die A, einen vollstandigen Satz von kommutierenden Observablen!

Beispiel: Wasserstofl Atom:
A —H, A,—L°, Ay—L,, A, =S,

Projektionsoperatoren

Sei M C H ein Unterraum des Hilbertraumes H und M_ das orthogonale
Komplement von M., d. h. M_ besteht aus der Gesamtheit aller Vektoren,
die auf allen Elementen von M senkrecht stehen. Wie M ist auch M_ ein
Unterraum von H, d. h. ein separabler Hilbertraum, d.h. abgeschlossen und
vollstandig.

Jeder Vektor ¢ € H 1aBt sich eindeutig in zwei Komponenten ¢y, und 1ps
zerlegen:

v=vut+ivm , v EM by € M_.
Der Projektionsoperator P s auf den Unterraum M ist so definiert:
PM@/) = 77/)]\/[ fir alle @Z) - H .

Falls ¢ € M, dann ist Py = ¢, und falls v € M_, dann ist Py = 0.
Umgekehrt projeziert 1 — Pyy auf M_!
Projektionsoperatoren P haben die FEigenschaften:

P =P P2=P.

P hat die Figenwerte 1 und 0.
Beweis: Seien 11, ¥5 beliebig, dann gilt

(Yo, Prrtdr) = (onr + Yonr s 0rvr) = (Yanr, Yiar)
= (Puibg, ) -

P? = P folgt unmittelbar aus der Definition.
Sei Py = X, dann ist P%p = M%) = Py = Xp, da P? = P, d. h. A\? = ),
also A = 1 oder 0. Die Eigenvektoren zu A = 1 sind die Elemente von M, die

7u A =0 diein M_.

P, und P; seien Projektionsoperatoren auf die Unterraume My und M5, dann
gilt:
Falls My orthogonal zu M, ist, dann hat man

P]PQ - PQP] - 0 B

Falls My C M, so schreibt man P, < Py, oder Py > Py; in diesem Fall
gilt PPy, = Py, P,P; = P;. Falls PPy, = P,P,, dann ist auch PP,
Projektionsoperator; er projeziert auf M; N M;. Falls Py und Py orthogonal
sind, d. h. Py - Py =0, dann projeziert Py + Py auf My & Ms.

Falls Py < P,, dann projiziert P, — P auf das orthogonale Komplement von
My in M,.
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Anwendungen von Projektionsoperatoren

1. Es sei A ein selbstadjungierter Operator mit den Figenwerten a;  diese kon-
nen entartet sein  und zugehorigen Figenvektoren u;, die einen Unterraum
M aufspannen.

Es seien P; die Projektionsoperatoren auf die Unterraume M;. Dann gilt

PP, = PP, =6;P; ; Y P;=1
A = Z(J,ij . Spektraldarstellung von A.
J

Auj = aju;

Fine Funktion des Operators A wird definiert durch

J(A) = Ja))P;.

Es sei H ein n dimensionaler Vektorraum, A eine hermitesche Matrix mit
nicht entarteten Eigenwerten a; und Figenvektoren

8 (7)

u; = : , ¢(7) : komplex.
cn(J)

Das Skalarprodukt sei wie folgt definiert:

q (k)
ujug = (5(7), - (7)) :
cn (k)
— Zq*(])q(k) = &1
7
Dann gilt
(8 (7)
P, =u, u;' = : (7 (7)s---en(7))
(keine Summation iiber j) ('77(])
a()e(g) - eli)e(s)
cn(7)e1(7) o enlg)en(d)
da P, uy = (uju;') up = u, (u;'uk) = 1.
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Ferner
P, P, = u; u;' Cupul = uk(sjkuzf = 5'74;“7/,'747/,;'
= 0P .

Ist a; entartet, mit zugehorigen orthonormalen Eigenvektoren
s, s =1,...,m;, dann lautet der Projektionsoperator auf den Eigenvektor-
raum

.
R T
P, = E Ujs " U,
s=1

. Ist ein System im Zustand ¢, so hat man fir den Erwartungswert < A >,

der Observablen A:

< A > = (77/),A77/)) .
Die Wahrscheinlichkeit w(a;, ) dafiir, bei einer Messung der Observablen A
am System im Zustand ¢ den Eigenwert a; 7zu messen, ist (s.S. 52):

™y

wla, ) =3 |(uj, ¥)*

s=1

wobei s, s = 1,...,mj, die orthonormierten Figenvektoren von A zum Fi-
genwert a; sind. Die obige Formel fir die Ubergangswahrscheinlichkeit folgt
aus der Entwicklung von ¥ nach Figenfunktionen von A:

d) = ZC%SUF s Cis :(“’jmd)) )
7,8
quvb = ch,suk,s ,
S
Al/) = Zak PM/J:Z%ZC;{’SU;{’S.
k k s

(0, Ap) = a;(V,Pp) = Za.ﬂv(am/ﬂ) 7

7

d. h. wir haben

w(ag, ) = (v, P).

Ist ¢ selbst wieder Figenzustand eines selbstadjungierten Operators B, mit

dem vollstandigen System von Eigenfunktionen ¢q,...,¢; = v, ... dann gilt
p=Pyp =3 Py,
J
d. h.

(¥, Av) = (Pyip, APyo)
= > (Pyt;, AP ;)

7

= Y (¢;,PLAP 1))

7

= Sp (PllMAPllJ) :
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Da allgemein Sp (AB) = Sp (BA) ist, vorausgesetzt sie existieren, so folgt
wegen be = P, schlieilich:

<A >, = Sp (APy)
w(a, ) = Sp (P;Py)

Vorteil: Wegen der Invarianz der Spur gegentiber unitéaren Basis Transforma-
tionen ¢; — U, = 3 a;1Pg, hat man nun eine vollig invariante Darstellung
von < A >, und w(a;, ).
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10.5.2 Diracsche Notation fur Zustandsvektoren, Skalar-
produkt und Projektions—Operatoren

Fine Spektraldarstellung gilt fir alle selbstadjungierten Operatoren (s. Litera-
tur), auch fiir solche mit kontinuierlichem Spektrum.

Dirac hat in diesem Zusammenhang eine formale Schreibweise entwickelt, die
diesem nichttrivialen Sachverhalt Rechnung tragen soll: Oben, unter 1) hatten wir
am Beispiel des n dimensionalen Vektorraumes gesehen, dafl

R Yy + — 4. T =P
Au; = aju; , ulup =23 , wjul =P;

A= > aP;, Y P=1.
Dirac:

wj = la; >, ul =<ay

wfup = <ajlay >, wj-uf =la; >< aj
A = D ajla;><ag] Y lag><a=1
(¥, AY) = < PAfY >

< aj| ist der zu |a; > "duale” Vektor!
Diese Notation wird nun auf alle Elemente eines
quantenmechanischen Hilbert Raumes ubertragen:

Bei kontinuierlichen Eigenwerten a, a’ von A normiert man so:
/ /
<dla>=46(a"—a) ,

A = [daala><al +3;ajla; ><a;l.
kontinuierliches diskretes
Spektrum Spektrum

Beispiel: Ortsoperator (1 dimensional)

+oo
Qlr > :.7/:|."17>,Q:/ dv x|r >< x|,
o =00
<2|le> = (" —=2),
<2|Qlr > = 26(z' — ).

Die Entwicklung eines Zustandes |¢) > sieht dann so aus:

> = [dro(o)le>
<a'lp > = / doeip(x) < 2'|v >=(2') |
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d.h. ¥(x) =< z|¢p >: Orts—"Darstellung” von ¢ bzw. ”Schrodinger—Dar-
stellung” des Zustandes |¢) >!

h d
Sei |p > "Figenvektor” von P: P|p >= p|p >; da Py (x) = ——(x), so folgt aus

1 dx
p> = /dr{:' <alp>a" >,
n_hd
p<zxlp> = /(]T —,—<r1:|p>)5(.7:—.7:) - <zlp>,
T
also ,
i
—
<zlp>=ceh p.
Da
Sr—a')=<zlz' > = /dp <zlp><pla’ >,
(wegen /dp|p ><p| = 1 (formal)) ,
so gilt wegen
i !
— T
S(x —2') = |c? /dp ehp( )

= |e[27hdé(z — ') |

daBl ¢ = (27Th)*15. Somit haben wir

7
1 —"rp

h
\V2mh ‘

< xlp >=

Formale Interpretation:
Entwickelt man die Basisvektoren |p > nach den Basisvektoren |z >, so sind die
ebenen Wellen < z|p > die Entwicklungskoeffizienten!

Die "Matrix Flemente” < 2/|P|z > sind gegeben durch

<2 |Plz > = /dp <.7:'|P|p><p|r1:>
—p(a’ — =
= /dpp—f’ 3 )
e B
B 7(]7’ p27rhp adr! 7o)

also:

h d
< 2'|Plr >= ——§(2" — 1) .
1 dx’
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Seien |F > die Figenvektoren von H,
H|F >= FE|FE > .
"Einschieben” von 1 = [dz|r >< x| ergibt
WMHW><WE>:EE>

Mit up(2) =< z|F > erhalt man

/dr{:' < x|H|2' > up(z') = Fug(x) .

Fir H = #PQ + V(Q) folgt daraus
< z|V(Q)|z' >=V(z")é(x — 2')

sowie < z|P?|a’ >= —h?%(s(m — 2'), und damit

/ drt:'[—h—i(S(m — 2 Y+ V(2"o(x — ) ur(x") = Fug(x)

2m dax?

oder (nach zweimaliger partieller Integration des kinetischen Termes sowie wegen

h: d?
————up(zr) + V(2)ug(z) = Fug(x) ,

2m, da?

d.h. die Schrodinger Gleichung in der Ortsdarstellung!

E >, die Figenvektoren von H, lassen sich
F >= up(x) als Entwicklungs-

Interpretation: Die Basisvektoren

als Linearkombination der |2 > darstellen, mit < x
koeffizienten:

E>:/dr{:<r1:E>|f1:>:/dr1:uE(r1:)|m>

Die up(z) sind die Matrix—Elemente einer (formal!) unitaren Transfor-
mation von der Basis {|r >} zu der Basis {|F >}, denn aus < 2’|z >= §(2'—x)
folgt

< F

E> = /d.?:' dr up(2') < 2'lug(z)|x >
= /d.?:' da uy (2 Y ug(z)d(a" — x)

— / do wp(v)up(x)
— §(F —E).

Die Darstellung der Grofien in der Basis {|F >}, "Energie”Darstellung auch

”Heisenberg—Darstellung”, sieht folgendermafien aus:

< B H|E>=FE< I

E>= E§(E — E)
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(6(F'— F) bedeutet §x, falls £/ und F zum Punktspektrum von H gehoren £ = F;,
= F, 6(K — F) meint die 7§ Funktion”, falls £ und F zum kontinuierlichen
Spektrum gehoren)

< F F>

Q

F> = /dm<E’

Qlr >< x

= /dr{:m<E'm><?/¢E>

= /(]T wp(r)rup(x) .

Analog:

< F'|P

E> = /dpﬁ*ﬁ,(p)pﬁﬁ(l?)
I

up(p) = <p

10.6 Die Dichte—Matrix

Wir haben bisher nur solche quantenmechanischen Systeme diskutiert, die sich in
einem ganz bestimmten Zustand ¢ (7,1), u(¥) etc. befinden; dieser Zustand kann
naturlich als Linearkombination einer beliebigen Basis beschrieben werden. Das
System befindet sich jedoch in genau einem Zustand.

In vielen Fallen 7. B. bei atomaren Teilchen in einem Strahl, bzw. bei der
Thermodynamik von quantenmechanischen Systemen  weifl man jedoch nicht, in
genau welchem Zustand sich ein System befindet, sondern man kann nur gewisse
Wahrscheinlichkeiten dafir angeben, das System in einem bestimmten Zustand an-
zutreffen.

Quantitativ kann man eine solche Situation so beschreiben:

Essei {u;, 7=1(j1,...,7,)} das vollstandige System von Eigenvektoren eines voll-
standigen Satzes A = (A4,..., A,) von kommutierenden, selbstadjungierten Ope-
ratoren. Projektionsoperatoren auf die von den u; aufgespannten, 1 dimensionalen
Unterraume seien P ;. Die Wahrscheinlichkeit dafir, das System im Zustand u; zu

finden, sei w;, ij =1.

7
Der Operator  Dichte-Operator

p=> wP;
j

hat u.a. folgende Eigenschaften:
pt = p.puj = wiu

d.h. die u; sind Eigenfunktionen von p zum Figenwert w;, (u;, pur) = d,5w0;,

Y (ujpuj) =Sp p=3 w;=1.
7

7
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Falls das System sich mit Sicherheit in dem Zustand u; befindet, d. h. falls w; =1,
w, =0, k # 7, so ist p Projektionsoperator:

p=P; , pP=p .

Umgekehrt folgt aus p? = p, Sp p = 1, daBl p Projektionsoperator auf einen 1
dimensionalen Unterraum ist. Man sagt dann, das System befinde sich in einem
?reinen” Zustand, falls p> = p, und: es befinde sich in einem ”gemischten”
Zustand (in einem ”Gemisch” oder ”Gemenge” ), falls p* # p.

Das System befinde sich in einem durch p beschriebenen Zustand.

Ferner sei A der einer Observablen zugeordnete selbstadjungierte Operator mit
Figenwerten aj, und Eigenfunktionen 1wy, wobei die a;, entartet sein konnen. Die
Wahrscheinlichkeit w(ay, p) dafiir, bei einer Messung von A das System im Zustande
w1, anzutreffen, ist dann gegeben durch

wlag,p) = > wil(tg,u))? =Y w; < agla; >< ajla, >
7 ]

= Z < (Nl,k|11)'7‘P'7‘|(~1,k >=< (le|p |(~],k > .
J

Ist P, Projektionsoperator auf den Figenvektor Unterraum von @y, so kann man
auch schreiben:

w(ag, p) = Sp (Pyp).

Fur den Erwartungswert von A im "Zustand” p erhalt man daraus

<A >p = Zfzmn(&k,p) = Z&kSp (Pyp)
& &

= Y Sp (@Pip) =Sp (Ap) |
k

also

<A >p="5p (Ap)=Sp (pA).

Beispiele:

1. Strahl von Teilchen mit Spin %h. Solch ein System besteht in der Regel aus
N unabhéngig voneinander ("inkoharent”) erzeugten Teilchen, von denen fiir
jedes einzelne der Spin wie in Kapitel 7 durch eine 2 komponentige Wellen-
funktion x = ¢y x4 4+ ¢_x_ beschrieben wird.

Die allgemeinste hermitesche 2 x 2 Matrix mit der Spur 1 hat die Form

1 =

T 14+P P —iP
2\ Pi+2P 1 — P4 '
(Pi, Py, P;) : Polarisationsvektor ,

Pauli Matrizen.

el
I

7
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Da p® = 1(1 4 |P||2 + 2P - &) und damit

1 =
Sp ot =S +IPIM <1

so muf}

177 <1
gelten.

Fiir ||P||>=1gilt p>=p : reiner Zustand!

Die Eigenwerte von p sind (1 + \/||l3||2)

Sei nun 7 Finheitsvektor, n? = 1. Dann ist

S —7-S =

hii - &

N | —

Komponente von S in Richtung 7. S,, hat die Eigenwerte i%h7 da S? = ]IhQ.

Die Projektionsoperatoren auf die beiden zugehorigen Eigenzustinde x4 (1)
und y_(7) sind

Po(7)=5(1+7-0) . P(i)=5(1—7-5);

donn P2 () = P (i), P* (7) = P (i), Sp (P4(i)) = 1.
P, (7)-P_(7) = 0. Es sei x ein beliebiger Spinor (normiert). Dann

x+(m) = Pi(i)x ,
X (1) P_(i)x ,
1 1 1
Sxa(7) = hit Gr(147-5) = AP ()
1 1 1
da (m-5)* =1
Wegen

—

(7-&)P-3)=7-P+id-(ix P)
gilt Sp (n-a-p)=mn- P, und daher

wi(F) = Sp (Pa(i)p) = 5(1+7-F) |
w_(n) = Sp (P_(7)p) = ]5(] —n - ]3) )

<n-S >p =
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i - P heifit der Polarisationsgrad
des Strahles in Richtung 7.
Spezialfalle:

(a) P = 0: der Strahl ist beziiglich jeder Richtung unpolarisiert.

(b) P = @: der Strahl befindet sich in einem reinen Zustand und ist voll-

standig in Richtung n polarisiert.

—

(¢) P =1(0,0,Ps): Strahl ist nur in 3 Richtung polarisiert; falls P; = 1, dann

handelt es sich um einen reinen Zustand, alle Spins zeigen nach oben.

I'm allgemeinen hangt p von den 3 reellen Parametern P; ab, d.h. man braucht
3 unabhingige Messungen, um p zu bestimmen!

2. Ein quantenmechanisches System befinde sich in einem Warmebad der Tem-

peratur T dann ist

. H/ET

p(H,T) = Sp (Q*H/kT) ;

Herleitung in der Quantenstatistik.

10.7 TUnscharfe—Relationen

Bei gegebener Dichte "Matrix” p sind die mittleren Schwankungen AA und AB
der selbstadjungierten Operatoren A und B definiert durch

N[=
N[—=

= H[<A’> - < A >
= +[<B*>> — < B >7

AA = H[<(A—- <A >)>]
AB = +[<(B— <B >)*>]

N =
N =

Es sei
p=2 wilu; ><ul .
J
Mit A und B sind auch AB + BA und i«(AB — BA) selbstadjungiert, d. h.
(u;, (AB +BA)u;) und (u;,i(AB — BA)u;) sind reell.
Aus der Schwarzschen Ungleichung (1, 11) (102, %2) > | (11, 19)]? folgt dann

(ujs Aui)(uy, Buy) = (Auj, Auy)(Buy, Buy)

> |(Auy, Buy)|?

1 :

51, (AB + BA)u;) — S(u;,i(AB — BA)u)P

2

1
> |§(7‘,77[A7B]“’,7)|2‘



200 KAPITEL 10. ZUR STRUKTUR DER QUANTENMECHANIK

Frsetzt man A und B durch
A—<A>, B-<B> |

so erhalt man

1
(5 [A = < A >Tug) (g, [B— < B >Thu5) > |5 (uj, [A, Bluy)[*

1 1
Betrachtet man nun w? (u;,[A— < A >]u,)? und w? (u;,[B— < B >]u,)7 als
Komponenten von (unendlich dimensionalen) Vektoren, auf die man ebenfalls die
Schwarzsche Ungleichung anwenden kann, so folgt:

S wi(ug, [A— < A S uy) > wi(ug, [B— < B >]%uy)
j k

7

> |Z71)k(7lk7 [A—< A >]2uk);_ (ur, [B— < B >]2“"“>;_|2
k
1
> |§Z10k(uk7 [AvB]“’kﬂ? ’
k

so daf} schlieBlich

(AA)AB) > ]5| <[A.B]>|.

Dies ist die allgemeine ”Unscharfe”-Relation fur zwei Operatoren im
Zustand p.
Beispiel: A =P, B =Q, [P,Q] = 2, also

(AP)(AQ) > =h .

N | —

Das Gleichheitszeichen gilt in der Schwarzschen Ungleichung (1, 11) (02, ¥9) >
|(1,102)|* genau dann, wenn 1y = Ay, Angewandt auf ¢y = (A— < A >)u,
Y = (B— < B >)u, bedeutet dies

(A—<A>)ju=XB—-<B>)u .

Damit ferner aus dem 2. Teil der obigen Ungleichungen eine Gleichung wird, muf}

(i, ABw) = — (21, BA@) sein, d. h. A ist rein imaginar: A = iv:

(A~ <A >)ju=iy(B—<B>)u , ~reell

Fur gegebene A und B ist dies eine Bestimmungsgleichung fur .
Beispiel:

A=P=—-—  B=Q=2, <P>=p,, <Q>=u2 ,
?
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Die Differentialgleichung

h d

(== = po)u = in(x — zo)i(x)

hat die Losung

o ()
—por ——(r — =
w(x) = const. eh po e 2h 0

2

b

d. h. die GauBschen Wellenpakete haben die Eigenschaft (AQ)(AP) = 1h!

10.8 Weitere Literatur zur Struktur und Inter-
pretation der Quantenmechanik

Neben der schon am Anfang von Kapitel 1 der Vorlesung aufgefiuhrten Literatur sei
noch die folgende genannt, die vor allem die Diskussionen berticksichtigt, die es in
den letzten Jahren zur Interpretation der Quantenmechanik gegeben hat, insheson-
dere auch im Zusammenhang mit der sogen. "Bell’schen Ungleichung”.

1. Proceedings of the International Symposium ”Foundations of Quantum Me-
chanics in the Light of New Technology” (1983), ed. by S. Kamefuchi et al.,
Physical Society of Japan, Tokyo 1984.

2. Fundamental Questions in Quantum Mechanics, ed. by ..M. Roth and A.
Inomata, Gordon and Breach, New York etc. 1986.

3. Symposium on the Foundations of Modern Physics, ed. by P. Lahti and P.
Mittelstaedt, World Scientific, Singapore 1985.

4. Quantum Concepts in Space and Time, ed. By R. Penrose and C..J. Isham,
Clarendon Press, Oxford 1986.

5. Proceedings of the 2nd International Symposium ”Foundations of Quantum
Mechanics in the Light of New Technology” (1986) , ed. by M. Namiki et al.,
Physical Society of Japan, Tokyo 1987.

6. J.5. Bell, Speakable and unspeakable in quantum mechanics, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge ete. 1987.

7. Quantum Implications, Essays in Honour of David Bohm, ed. by B.J. Hiley
and F.D. Peat, Routledge and Keagon-Paul, London etc. 1987.

8. D. Bohm, B.J. Hiley and P.N. Kaloyerou, Physics Reports 144(1987)321.

9. Quantum Mechanics Versus Local Realism, The Finstein-Podolsky-Rosen Pa-
radox, ed. by F. Selleri, Plenum Press, New York and London 1988.



Kapitel 11

Storungstheorie zeitabhangiger
Prozesse

Die meisten physikalischen Ubergéi,nge sind tatsachlich nicht "stationar” sondern
laufen in einem endlichen Zeitintervall ab, d.h. man muf} die zeitabhangige Schro-
dinger Gleichung bzw. zeitabhangige Operatoren zur Beschreibung des Systems be-
nutzen. Wichtige Beispiele sind:

1. Emission und Absorption von Quanten (Licht etc.),
2. Zerfalle von Teilchen,
3. Streuprozesse.

In der Regel wird die fur die betrachteten Vorgange mafigebliche Wechselwirkung
V(1) erst zu einer Zeit t > —T, T > 0, wirksam und ist spater fiir ¢ > T nicht mehr
spiirbar, d.h. wir haben:

Vi) =0 fir  |{>T>0

oder

Vi =Vt =e v mit >0

wobei im letzten Ausdruck V' hochstens polynomial fiir grofie [t anwéchst.

11.1 Schrodinger—Bild

FEs sei H = Hy + V(t). Die 7infinitesimale” Zeitentwicklung eines Schrodinger
Zustandes ¥5(t) ist dann gegeben durch:

ih Dbs(t) = Hibs(t) .

Falls H nicht von der Zeit ¢ abhéngt, so ist die Zeitentwicklung von ts(tg) zur
Zeit tg nach ¥g(t) zur Zeit 1 > to nach Abschnitt 10.1 gegeben durch die unitére

202
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Transformation:

Ys(t) = U(Wo) Ys(to)

LIt 1)
Ultte) = e h 7

Ulto, o) 1.

Frage: wie sieht U(t, 1) aus, falls H explizit von der Zeit abhangt: H = H(1)?
In diesem Fall 1aBt sich U(t, ) formal so bestimmen: Aus 1s(t) = U(t,10) ¥s(to)
folgt 1hOwbs(t) = thd,U(t,to)s(tg). Der Vergleich mit

1h Opbs(t) = Hips(t) = H U(t, 1) ¥s(lo)
ergibt fiir U(t,19) die Differentialgleichung:

ih O,U (1, 10) = H U(1, 1o)

mit der Anfangsbedingung U(tg,19) = 1. Die Differentialgleichung 1at sich formal
durch eine Reihe fiir U(t,1g) 10sen: Zusammen mit der Anfangsbedingung ist sie
der folgenden Integralgleichung fiir U(t, 1) aquivalent:

1 t

1h Ji,

Die Losung dieser Integralgleichung 1ait sich in Form einer sogenannten ”Neumann-
schen Reihe” angeben: Man setzt

[](0)(717710) = ]7
] 1

UMD (1) = 1+?/ dty H(t) U (1, 10),
1h Jio
1

1
Ut 1) = T+ dty H(ty) UM (1, 10),

1h Jt,

1 rt 1\2 st )

1h Jt, 1h

Entsprechend ergibt sich fiir U™ (1, 1):

Jtg Jig

] t
U (t 1) =14+ — [ dt, H(t,) U (1, 10),

1h Jtg

so dafy

o0

‘l k23
Ult. tg) = _ / dt, ---dt, H(t,) - H(t;).
( ) 0) Z <7h) JE> > > 1 >t ) 1 ( ) ( 1)

n=0
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Unter dem Integral ist die Reihenfolge der H(#;) wichtig, da i.a. H(ty)H(t1) #
H(t1)H(t2). Der Teilraum, tiber den integriert wird, sieht fiir n = 2 so aus:

lo ty > 1y

r 3

1o 1

Die Integration uber #; und 5 etc. 1aBt sich durch folgenden Trick symmetrisieren:
Definition:

2) ]CUT’ t1 > tQ

T (H(ty)H(ts)) = { Z( >H(:1) fiir by > 1

I
(12) H

Da T (H(t)H(t)) = T (H(t2) H(t1)), so gilt:

Cdti(t) [t () = ]5 /t /tT(I'-I(h)H(tQ)) .

Jtg Jtg

Ist 6(1) die Stufenfunktion

1 fir >0,
9(”{0 fir  t<0,

so kann man auch schreiben
T(H(t ) H(t2) =00ty — L) H(t ) H(t2) + 0(ty — t1)H(t2)H (1),
und allgemein:

T(H(t ) Ht) = Y O(ta, —tay) 0o, , — o, ) H(ta,) - H(ta,).

Permut.

Damit erhalten wir fiir U(t, 1g):

T (exp {% . t: dt'H(t')}) )
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Ul(t,1g) ist unitar:
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Ut(t,to)U(t, to) =1 = U(t, to)UT (¢, o)

falls H selbstadjungiert ist.
Plausibilitatsbetrachtung: Fs sei ¢t — {5 = n/A, n grof}, dann ist

Ulto+ A, to)

Ulto + 22, 1)

[J(fv 710)

Q

Q

7

(o)A

: unitar

U(t01+ 2N, Ty + A)U(;O + A to)

7

h

(&

(to + A)A ——H(to)A
e h

—TH o+ (0~ 1)A)A

--e

: unitar

i
——H(to)A
(o)

: unitar

11.2 Dirac— oder Wechselwirkungsbild

Dieses, vor allem fur die Storungstheorie wichtige "Bild” zur zeitlichen Entwicklung
eines quantentheoretischen Systems, wurde von Dirac eingefithrt (s. Kap. 10.1): Fs

Sel

H(1) = Ho + V(1),

wobei Hq nicht explizit von der Zeit abhangt. Beim Wechselwirkungsbild separiert
man den Anteil der Zeitentwicklung von tg(#) ab, der von dem Anteil Hy des
Hamiltonoperators herriithrt:

Fir V = 0 hat man

d)f(f — iOO) — 99(1,71,,9/67777,7

Es gilt

7

bi(t) = ¥s(t),
d.h., falls V(1) — 0 fiir |{] = oo, so "folgt” (d.h. ohne mathematische Details)

HO @a,us/ein —

7

E(()aus/ein)

@a,us/ein -

, —Hot —Hot —Hyt
thdpbr = —Hoeh " ahs(t) +eh 7 ih Opbs(t) = eh V(t)ps(t) = Vi(t) (1),
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also

7h (7,577/)] = V](f) 77/)[(71) 1lﬂd

d 7
%A[ - Z[H(MAT]‘I’((())‘A)]

Entsprechend dem Operator U(t,1q) im Schrodinger-Bild gibt es hier ein Uy (1, )
mit der Eigenschaft

br(t) = Ur(t, to) ¥r(to), Ur(to,to) = 1.

Falls V(#) nicht explizit von der Zeit abhangt, so hat man (s. Abschnitt 10.1)

— —Hty, ——

;
_Ht _
0 h %e h

Hi
Ur(t,tg) = eh e h e

Hoto

Ist V(1) dagegen zeitabhangig, so verfahrt man vollig analog wie im Schrodinger
Rild:
Aus der Differentialgleichung:

ih 71 (1,10) = Vi) Ur(t, o)

folgt die Integralgleichung

1 13
Ur(t,to) =14+ — [ dt'Vi(t"YU;(t' t0),

1h Ji,

und aus ihr die Reihe:

1T 1

Ur(t,te) = i REA t: dty---dt, T (Vi(th)--- Vi(t,))

=T (exp {;}— t: dt’ Vf(t')}) )

Sie ist der maBgebliche Ausgangspunkt fur sehr viele storungstheoretische Rechnun-

gen, indem man sukzessive die Terme mit n = 1,2, 3 etc. beruicksichtigt.

11.3 ﬂ'bergéinge 1. Ordnung

Es seien ¢, = ¢,(t = 0) die stationaren Eigenzustande von Hy: Hop, = F, ¢,.
Liegt zur Zeit t = to der Zustand ¥;(1g) vor, so entwickelt sich daraus aufgrund der
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"Storung” Vi(t) zur Zeit t der Zustand (1) = Up(t,t0) ¥1(tg) . Nimmt man aus
der Reihe fiir U(t,19) nur die Terme mit n = 0 und 1 mit, so folgt:

Orlt) = datto) + o [ 0V ).

1h Ji,

Zur Zeit to = =T, T > 0, liege der Eigenzustand ¢, vor: ¢¥;(—T) = ¢,. Dann
ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafir, da§ zur Zeit t = +7T der Zustand ¢,
vorliegt, durch

] +7 ! !
(Q‘Qmad)f(,r)) (smw + E o (]f (Q‘Qm7 VI(f)ng)
7
—Hyt ——H,
gegeben. Da Vi(t) = eh (tYe h ", so folgt
(B, Bt
(ms Vi(t)pn) = eh (ms V(1) )
und daher
1T 7—/(En— Fo )t )
(s 01(T)) = b = [ el (s VIt 1)

Dies ist die grundlegende Formel fiir die Berechnung der Ubergangswahrscheinlich-
keit

wn_m(QT) = |(‘Pma ¢T(T)) |2

fiir die Storungstheorie der ersten Ordnung in V(¢). Um die Formel weiter auszu-
werten, sind zusatzliche Annahmen zur Form von V(#) notwendig. 7Zwei wichtige
Beispiele seien beschrieben:

11.3.1 Zeitunabhangiges Potential

Falls V' nicht explizit von der Zeit abhangt, so 1ait sich das Zeitintegral unmittelbar
ausfithren:

. 7 ]
dt'e"rmt =9 Gin(wnn ) /wWon » W = Z(Em — ).
J=T A

Bei der Berechnung von w,_,,(27") braucht man noch die Beziehung

] sinz(mT)
k&(i@ﬁ*)‘“@v
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die sich so begriinden 1a8t: Fs sei f(x) eine Testfunktion. Dann gilt

+o sin®(2T +aT  gin?
[T e = [ )y

Fur groie T folgt daraus:

Daraus erhalten wir fir m # n

1
Wy (2T) = 47Th—2 T 5(wWmn) | (@m, V on) |?

Wegen d(ax) = ﬁ(S("r) bekommen wir damit schlieilich die Rate

T mem = Wos (2T /(2T -

2
oo = (B = ) (s V )

I'm allgemeinen steht als KFndzustand nicht nur ein einziger Zustand ¢,, mit scharfer
Energie experimentell zur Verfigung, sondern ein Energieintervall AF,,, in dem
p(FEn)A(F,,) 7Zustinde liegen. Dann betragt die Gesamtrate

_27T

PaF) = [ AR p(F) s = S5 0B | (s Vi) P

Diese Formel wird nach Fermi als ”Goldene Regel” der 1. Ordnung fir die
zeitabhangige Storungstheorie bezeichnet. Es sei nochmals betont, dafl die 1. Ord-
nung der Storungstheorie nur Sinn macht, falls die hoheren Ordnungen entsprechend
vernachlassigt werden konnen.

11.3.2 Zeitlich periodisches Potential

V() habe die Gestalt ' '
V(it)y=A el + AT Gt

Fiir die Ubergangsamplitude ergibt sich daraus (m # n)
1 4T . B .
(n,0r(T)) = = KT dt [ez(wmn w)t (m| Aln) + el(wmn +w)t (m] A*|n)] .

Bei der Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit ist zu beachten, daB die ge-
mischten Terme beim Quadrieren wegfallen: Fur sehr grofie T gilt namlich:

+T . +T . ’
/ dt el(wm” —w)t / dt’ el(wm” +w)t A §(Wimn — w) d(Wpn +w) = 0.
JoT Jor
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Wir haben demnach fur grofle T
1 2
W = 47T [5(%7, — ) ] A + (w0 + ) (] AT ) ] .

Fir die Rate 7,_,, = w,,—,/(2T) folgt daraus

2

L = = [5(Em — By — heo) [(m] A )P+ 8( By — By + ho) |(m] A+ |n>ﬂ .

Wegen F,, = F, 4+ hw beschreibt der Operator A einen Absorptionsprozef}, wahrend
AT wegen F,, = F, — hw einen EmissionsprozeB fiir ein Quant der Energie hw be-
schreibt. Die gerade skizzierten Uber]eglmgen sind sehr wichtig fir die Absorption
und Emission von Strahlung (s. Abschnitt 16.4 in Schwabl, Quantenmecha-
nik, 4. Aufl.).

11.4 Potentialstreuung: 1. Ordnung Storungs-
theorie

2

Fs set Hy = —2/—A und V ein Potential, an dem die im Anfangs- und Endzustand
m

freien Teilchen gestreut werden, H = Iy + V. Das System sei in einem Volumen
V = L? und die freien Wellenfunktionen

—
o
=y

genugen periodischen Randbedingungen: kil — , d.h. wir haben
2T

E: 7777 ﬁ: (77/1777/2777/3)7 n,; :07i17i27
1 iz h’k?
Anfangszustand: P o= g T E, = .
nfangszustan 5. _VP ; Sl
[T h’k?
Endzustand: or = ke T K. = =
e V 2m

LRy,

Die Anzahl der Zustande im Endzustandintervall Ak, Aky, Aks, = A%, ist gegeben

durch
3 Vv

A, = A%,
TS ap e




210 KAPITEL 11. STORUNGSTHEORIE ZEITABHANGIGER PROZESSE

und die zugehorige Rate durch

- - 2

T (27)?hV

8(F, — ) Nk,

Fo—ke

Die Teilchenstromdichte 7, der einfallenden Teilchen ist hier

]hk
Vm7

—,\

und damit erhalten wir fur den 3fach differentiellen Wirkungsquerschnitt

- Nn 1 .
Ny = LFam o §(Fy — E.) N /d i(ka —ke) 7 (7)
. (@Th)? R

Ee
Ja

Wegen d%. = k2dk.dQ). = irked F.d). bekommen wir schlielich (ke = ky):

2

8B, — F.)dE, d9,.

—

3 —(2:77}]?‘/(]27’97( —ke)- ¥‘~/()

Die Integration uber die Endzustandsenergie F. ergibt die wichtige Formel

do(1)
dS). (27rh

i ha = he) - T ()

(Der Index (1) soll andeuten, daf es sich lediglich um die 1. Naherung handelt!)
Man sieht, daf} dal /dQe nur vom Impulstibertrag ¢ = k, — k. abhangt.
Falls V(._f) = V(r), so 148t sich das Tntegral noch weiter vereinfachen:

/(]r%"r eirq cos 0 V(T) = 9o /OO dr r? V(T) /7r d@eirq cos 0 sin #
) Jo Jo
o0 - +1 .
= 9o / dr r? V(r) / dze'T4*
Jo J_q

4 o] ~
— —W/ drrV(r) sin(qr),
q Jo

do") B 4m? 0
aa. q2h4 Jo

so dafy

2

(1) sin(gr)




11.4. POTENTIALSTREUUNG: 1. ORDNUNG STORUNGSTHEORIE 211

Beispiel: Yukawa—Potential:

) o
Vir)=g
r
D,/md T in(rg) = . so folgt
a | dre sin(rq) PR so folg
do(") B (2mg)2 1
dQe o h2 ((72+M2)2 :

§% = (ky — k) = 2k2(1 — cos[L(ka, k.)])
A(Em];e) =1 : Streuwinkel ,
),

und (1 — cos ) = 2sin*(¥/2), so folgt

) 8mkE, .,V
(72:4k38in2%: T sin? =

h? 2

Fur g = 0 ergibt sich daher:

do(") B q* 1
dQ) 1652 G207

Dies ist die exakte Rutherfordsche Formel fiir die Coulomb—Streuung. Sie
ergibt sich also schon in 1. Ordnung Storungstheorie.



