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Kapitel 1
Ein motivierendes Beispiel
Bevor wir die Theorie der Operatoralgebren studieren, wollen wir in diesem Kapitelzun�achst genauer diskutieren, warum eine algebraische Formulierung der Quanten-theorie von Nutzen sein kann. Zu diesem Zwecke werden wir eine bestimmte Klassevon Modellen aus der Quantenfeldtheorie untersuchen, n�amlich skalare Quantenfel-der die mit klassischen Quellen wechselwirken.Vorbild f�ur dieses Kapitel war der entsprechende Abschnitt im Buch von Emch[Emc72] welches zum Teil die Grundlage f�ur die folgenden Ausf�uhrungen ist (Ichhabe jedoch versucht wesentlich ausf�uhrlicher zu sein). Weite Teile der Abschnitte�uber freie Felder gr�unden sich teilweise auch auf [RS75, X.7].Bevor wir nun beginnen, m�ochte ich noch darauf hinweisen, da� es sich nichtum eine Vorlesung �uber Quantenfeldtheorie handelt. Das hei�t, obwohl in diesemKapitel ein relativ hoher Grad an Selbstkonsistenz angestrebt ist, kann eine Reihevon Aspekten, die aus Sicht der Quantenfeldtheorie von gro�er Wichtigkeit sind,nicht oder nur unzureichend diskutiert werden.
1.1 Die Klein-Gordon-GleichungAusgangspunkt soll das freie skalare Feld auf dem Minkowskiraum sein, das hei�twir suchen nach L�osungen der Klein-Gordon-Gleichung@2@t2 (t; x) - � (t; x) +m2 (t; x) = 0: (1.1)Bevor wir operatorwertige Felder betrachten, die diese Gleichung erf�ullen, ist esn�utzlich zun�achst ihre klassischen L�osungen zu untersuchen. Das hei�t wir wollenf�ur den Rest dieses Abschnittes annehmen, da� 2 C1(R4;C);  (t; � ) =:  t 2 S(R3;C) 8t 2 R (1.2)gilt, wobei S(R3;C) den Raum der komplexwertigen Schwartzfunktionen auf demR3 bezeichnet.Da also jedes  t nach Voraussetzung eine Schwartzfunktion ist, k�onnen wir Glei-chung (1.1) bez�uglich der drei Raumkoordinaten fouriertransformieren und erhalten@2@t2  ̂t(k) + kkk2 ̂t +m2 ̂t = 0 (1.3)
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6 KAPITEL 1. EIN MOTIVIERENDES BEISPIEL
wobei  ̂t 2 S(R3;C) f�ur jedes t 2 R die Fouriertransformierte von  t bezeichnet.Wir erhalten also f�ur jedes k 2 R3 eine gew�ohnliche Di�erentialgleichung zweiterOrdnung in t welche die folgende L�osung besitzt: ̂t(k) = b(k)ei!(k)t + c(k)e-i!(k)t: (1.4)Dabei bezeichnet !(k) die FunktionR3 3 k 7! !(k) :=pkkk2 +m2 2 R: (1.5)Wir wollen nun annehmen, da�  die Anfangsbedingungen (0; x) = f(x); @t (0; x) = p(x) 8x 2 R3 (1.6)erf�ullt, wobei f; p 2 S(R3;C) sind. Dann gilt o�enbarf̂(k) = b(k) + c(k) und p̂(k) = i!(k)(b(k) - c(k)) (1.7)und damit b(k) = 12(f̂(k) - i!(k) p̂(k)); c(k) = 12(f̂(k) + i!(k) p̂(k)): (1.8)
F�ur alle Anfangsdaten aus (1.6) k�onnen wir damit die L�osung der Di�erentialglei-chung (1.1) konstruieren. Dabei ist zu beachten, da� die Funktionen b und c auf-grund von Gleichung (1.8) ebenfalls Schwartzfunktionen sind. Au�erdem ist die kon-struierte L�osung eindeutig (im durch Formel (1.2) gegebenen Funktionenraum); dennf�ur eine L�osung  mit Anfangsdaten f = 0 und p = 0 w�urde aus (1.8) b = c = 0und damit  = 0 folgen. Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen:1.1.1. Satz. Die Klein-Gordon-Gleichung (1.1) besitzt f�ur alle Anfangsdaten f; p 2S(R3;C) genau eine glatte L�osung  so da� die Funktion x 7!  (t; x) f�ur alle t 2 Reine Schwartzfunktion ist. Diese L�osung ist durch

 (t; x) = 1(2�)3=2 ZR3 �b(k)ei(hk;xi+!(k)t) + c(k)ei(hk;xi-!(k)t)�d3k (1.9)
gegeben, wobei b; c 2 S(R3;C) gem�a� Gleichung (1.8) durch die Anfangsdaten ge-geben sind; h � ; � i bezeichnet das �ubliche Skalarprodukt im R3.1.1.2. Bemerkung. Dieser Existenz- und Eindeutigkeitssatz kann unter bedeutendallgemeineren Bedingungen bewiesen werden. Es ist ausreichend, wenn die Anfangs-daten einer geeigneten Sobolevklasse angeh�oren. Eine ausf�uhrliche Diskussion die-ser Tatsache im Rahmen unendlichdimensionaler Hamiltonscher Systeme �ndet sichz.B. im Buch von Chernov und Marsden [CM74].Wir sind im folgenden an reellwertigen L�osungen interessiert. Das hei�t  (x; t) = (x; t) was f�ur die Fouriertransformierte: ̂t(k) =  ̂t(-k) 8k 2 R3 (1.10)



1.1. DIE KLEIN-GORDON-GLEICHUNG 7
bedeutet. Mit Gleichung (1.8) erhalten wir dadurchb(-k) = c(k) und c(-k) = b(k) 8k 2 R3: (1.11)Aus (1.9) folgt nun o�enbar
 (t; x) = 1(2�)3=2 ZR3 b(k)ei(hk;xi+!(k)t)d3k

+ 1(2�)3=2 ZR3 c(k)ei(hk;xi-!(k)t)d3k; (1.12)
und wir k�onnen im ersten Integral die Substitution k 7! -k vornehmen. Mit (1.11)erhalten wir somit: (t; x) = 1(2�)3=2 ZR3 �c(k)ei(h-k;xi+!(k)t) + c(k)ei(hk;xi-!(k)t)�d3k: (1.13)
Mit der Funktion R3 3 k 7! a(k) =p2!(k)c(k) 2 C (1.14)erhalten wir also (t; x) = 1(2�)3=2 ZR3 �a(k)e-i(hk;xi-!(k)t) + a(k)ei(hk;xi-!(k)t)� d3kp2!(k) (1.15)
f�ur  (t; x) und

a(k) = 1p2
 p!(k)f̂(k) + ip!(k) p̂(k)

! (1.16)
f(x) = 1(2�)3=2 ZR3 �a(k)e-ihk;xi + a(k)eihk;xi� d3kp2!(k) (1.17)

und
p(x) = i(2�)3=2 ZR3 �a(k)e-ihk;xi - a(k)eihk;xi�r!(k)2 d3k (1.18)

f�ur die Beziehungen zwischen a(k) und den Anfangsdaten p bzw. f. (Die Einf�uhrungdes Faktors !1=2 ist an dieser Stelle v�ollig unmotiviert und auch �uber
�ussig. Bei derBehandlung der Quantenfelder werden wir jedoch sehen, da� dieser Faktor dort vongro�er Wichtigkeit ist (siehe die Bemerkungen 1.3.7 und 1.3.8). Da wir Ausdr�uckef�ur die klassischen L�osungen der Klein-Gordon-Gleichung erhalten wollen, die for-mal dieselbe Gestalt wie die Quantenfelder haben die wir sp�ater konstruieren wollen,m�ussen wir uns schon an dieser Stelle mit diesen !1=2 Faktoren besch�aftigen.) Zu-sammenfassend gilt also das folgende Korollar:1.1.3. Korollar. Sind die Anfangsdaten f; p in Satz 1.1.1 reellwertig, dann ist auchdie L�osung  (t; x) reellwertig und sie hat die Form (1.15) mit der in Gleichung(1.16) gegebenen Funktion a 2 S(R3;C).



8 KAPITEL 1. EIN MOTIVIERENDES BEISPIEL
1.1.4. Bemerkung (hamiltonsche Formulierung). Wir wollen nun die klassi-sche Hamiltonfunktion f�ur die Klein-Gordon-Gleichung betrachten (f�ur eine ausf�uhr-liche Darstellung der hamiltonschen Formulierung linearer hyperbolischer Di�eren-tialgleichungen, sei erneut auf das Buch von Chernov und Marsden [CM74] verwie-sen). Als Phasenraum dient dabei der Raum der Anfangsdaten S(R3;R)�S(R3;R).Die Hamiltonfunktion hat dann die Form
S(R3;R)� S(R3;R) 3 (f; p) 7! H(f; p) := 12hp; pi + 12h(m2 - �)f; fi 2 R; (1.19)wobei h � ; � i das Skalarprodukt in L2(R3; d3x) bezeichnet. Um die kanonischen Be-wegungsgleichungen dieser Hamiltonfunktion zu bestimmen, f�uhren wir die partiellenAbleitungen

h@H@f (f; p); �i := dd�H(f+ ��; p)j�=0 (1.20)und h@H@p (f; p); �i := dd�H(f; p+ ��)j�=0 (1.21)
ein. Im allgemeinen m�ussen diese partiellen Ableitungen nat�urlich nicht existieren,in unserem Falle jedoch erhalten wir@H@f (f; p) = (m2 - �)f und @H@p (f; p) = p (1.22)
und somit f�ur die kanonischen Bewegungsgleichungen_ft = @H@p (ft; pt) = pt (1.23)

_pt = -@H@f (ft; pt) = (�-m2)ft: (1.24)Ist t 7! (ft; pt) eine L�osung dieser Gleichungen, dann l�ost  (t; x) := ft(x) die Klein-Gordon-Gleichung und l�ost umgekehrt  (t; x) die Klein-Gordon-Gleichung dann ist(ft; pt) mit ft =  (t; � ) und pt = @t (t; � ) eine L�osung der kanonischen Bewe-gungsgleichungen. Dies zeigt, da� die klassische Hamiltonfunktion H in der Tat dieKlein-Gordon-Gleichung beschreibt.Wir wollen nun noch untersuchen, welche Gestalt H als Funktion von a 2S(R3;C) hat. Wir benutzen hierf�ur die Unitarit�at der Fouriertransformation. Dashei�t wir berechnen hp̂; p̂i = hp; pi und h!2f̂; f̂i = h(m2 - �)f; fi. F�ur die Fourier-transformierten von f und p aus (1.7) und (1.14) erhalten wir
f̂(k) = 1p2!(k)(a(-k) + a(k)) und p̂(k) = ir!(k)2 (a(-k) - a(k)): (1.25)

Dies liefert somit
h(m2 - �)f; fi = ZR3 !(k)2 �a(-k) + a(k)��a(-k) + a(k)�d3k (1.26)
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und hp; pi = ZR3 !(k)2 �a(-k) - a(k)��a(-k) - a(k)�d3k: (1.27)
Zusammen also H(a) = 12 ZR3!(k)�a(-k)a(-k) + a(k)a(k)�d3k (1.28)
und wenn wir, �ahnlich wie oben, das Integral in eine Summe von zwei Integralenzerlegen und im ersten Integral die Substitution k 7! -k vornehmen, dann folgt:

H(a) = 12 ZR3!(k)�a(k)a(k) + a(k)a(k)�d3k = ZR3!(k)a(k)a(k)d3k: (1.29)
Unser n�achstes Ziel ist nun die "Quantisierung\ dieser klassischen Feldtheorie,das hei�t wir wollen die klassischen L�osungen  (t; x) der Klein-Gordon-Gleichungdurch "operatorwertige Felder\ �(t; x) zu ersetzen. Genauer gesagt wir suchen einenHilbertraum F und eine Abbildung R4 3 (t; x) 7! �(t; x) die jedem Ereignis (t; x)des Minkowskiraumes R4 einen selbstadjungierten Operator �(t; x) so zuordnet,da� (in einem geeigneten Sinne) die Klein-Gordon-Gleichung erf�ullt ist. (Wir werdensehen, da� unter den zus�atzlichen Bedingungen die an dieses Modell zu stellen sind,dieser Wunsch nicht ganz erf�ullt werden kann. Wir werden die �(t; x) nicht alsOperatoren sondern nur als quadratische Formen de�nieren k�onnen.)Allein die Forderung �(t; x) solle eine L�osung der Klein-Gordon-Gleichung seinreicht allerdings bei weitem nicht aus, um die quantisierte Theorie eindeutig festzu-legen. In Analogie zum klassischen Fall k�onnte man sagen, da� die "Anfangsdaten\�(x) = �(0; x) und �(x) = @t�(0; x) durch geeignete Bedingungen festgelegt wer-den m�ussen. Der wichtigste Anhaltspunkt hierf�ur ist die Forderung, da� die Theorie"kanonisch\ quantisiert werden soll. F�ur eine Theorie mit endlich vielen Freiheits-graden hei�t dies, da� die klassischen Orts- und Impulskoordinaten qi; pj durchOperatoren Qi; Pj zu ersetzen sind, so da� die kanonischen Vertauschungsrelationen[Qi; Qj] = [Pi; Pj] = 0 und [Qi; Pj] = i�i;j gelten. �Ubertragen auf eine Feldtheoriebedeutet dies, f�ur die operatorwertigen Felder �(x); �(x):[�(x); �(y)] = i�(x- y); [�(x); �(y)] = 0; [�(x); �(y)] = 0; 8x; y 2 R3: (1.30)Ich m�ochte allerdings schon an dieser Stelle bemerken, da� diese Forderung dieQuantisierung nicht eindeutig festlegt; selbst wenn man die Probleme au�er achtl�a�t, die von der Nicht�aquivalenz der Weylschen und der Heisenbergschen Formder Vertauschungsrelationen herr�uhren (siehe [RS80, VIII.5] f�ur eine Diskussion derProbleme der kanonischen Vertauschungsrelationen schon f�ur Systeme mit endlichvielen Freiheitsgraden). Wir werden im 4. Kapitel sehen, da� es bei einer Feldtheoriebeliebig viele in�aquivalente Darstellungen der kanonischen Vertauschungsrelationengibt und wir zus�atzliche Bedingungen ben�otigen, um die Quantisierung eindeutig zumachen (Dieser Umstand ist �ubrigens ein wesentlicher Grund, weshalb algebraischeMethoden bei der Behandlung von Systemen mit unendlich vielen Freiheitsgradenbesonders n�utzlich sind; wir werden dies im Verlauf dieses Kapitels noch eingehen-der diskutieren). Eine dieser Forderungen (aber ebenfalls nicht ausreichend) ist die



10 KAPITEL 1. EIN MOTIVIERENDES BEISPIEL
nach "Poincar�einvarianz\, das hei�t bei dem Wechsel des Inertialsystems durch einePoincar�etransformation (�; v) (� beschreibt dabei eine Lorentztransformation undv 2 R4 eine Raumzeitranslation) soll sich das Feld durch eine geeignete unit�are Dar-stellung U�;v der Poincar�egruppe transformieren: U�;v�(t; x)U��;v = �(�(t; x)+v).Um dies zu erreichen, werden wir in den n�achsten zwei Abschnitten ein opera-torwertiges Feld k 7! A(k) (den "Vernichtungsoperator\) suchen, so da� �(x), und�(x) die Form

�(x) = 1(2�)3=2 ZR3 �A(k)�e-ihk;xi +A(k)eihk;xi� d3kp2!(k) (1.31)
und

�(x) = i(2�)3=2 ZR3 �A(k)�e-ihk;xi -A(k)eihk;xi�r!(k)2 d3k (1.32)
(vergl. Formel (1.17) und (1.18)) haben. Die in (1.30) angegebenen kanonischenVertauschungsrelationen legen dabei die M�oglichkeiten f�ur die Wahl der OperatorenA(k) bis zu einem gewissen Grade fest (aber nicht vollst�andig, wie bereits erw�ahnt).Das freie, skalare Quantenfeld �(t; x) ist dann wie in (1.15) ebenfalls durch dieOperatoren A(k) gegeben:
�(t; x) = 1(2�)3=2 ZR3 �A(k)�e-i(hk;xi-!(k)t) +A(k)ei(hk;xi-!(k)t)� d3kp2!(k) : (1.33)

Der in diesem Integral auftauchende 1=(!1=2) Faktor ist dabei ein Vorgri� auf diebereits erw�ahnte Poincar�einvarianz (vergleiche Bemerkung 1.3.8 f�ur eine ausf�uhrli-chere Diskussion dieses Umstandes).Der erste Schritt um diesen zum Teil sehr heuristischen �Uberlegungen einen pr�azi-sen mathematischen Sinn zu geben, ist das Studium einer bestimmten Darstellungder in Gleichung (1.30) angegebenen Vertauschungsrelationen. Bevor wir dies tun,sei noch darauf hingewiesen, da� bisher nichts �uber eine physikalische Interpretationdes quantisierten Systems oder der zu konstruierenden Observablen �(t; x) gesagtwurde. Wir werden darauf in der Bemerkung 1.3.9 zur�uckkommen.
1.2 Der bosonische FockraumDieser Abschnitt stellt in gewisser Weise einen Vorgri� auf das 4. Kapitel dar, da wir,wie soeben bemerkt, eine bestimmte Darstellung der kanonischen Vertauschungsre-lationen diskutieren wollen. F�ur eine ausf�uhrlichere Diskussion mathematischer undphysikalischer Hintergr�unde, insbesondere f�ur eine ausf�uhrliche physikalische Moti-vation sei daher auf Kapitel 4 verwiesen.F�ur den Rest dieses Abschnittes bezeichne H einen komplexen, separablen Hil-bertraum, dann existiert f�ur jedes n 2 N das Tensorprodukt (siehe [RS80] Kap. II.4f�ur die De�nition des Tensorproduktes)H(n) := H
 � � � 
H| {z }n mal : (1.34)
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1.2.1. De�nition. Setzen wir zus�atzlich H(0) := C, dann de�niert die direkte Sum-me F(H) :=L1n=0H(n) den Fockraum �uber H.1.2.2. Bemerkung. Ist  ein Element von F(H) dann wollen wir im Folgendendie Projektion auf den "n-Teilchensektor\ H(n) mit  (n) bezeichnen.1.2.3. Beispiel. Betrachten wir zum Beispiel ein nichtrelativistisches Teilchen mitSpin 0, dann ist H = L2(R3; d3x) und somit H(n) = L2(R3�� � ��R3; d3x1 : : : d3xn),also

F(L2(R3; d3x)) = 1Mn=0 L2(R3 � � � � �R3; d3x1 : : : d3xn): (1.35)
Das Tensorprodukt L2(R3�� � ��R3; d3x1 : : : d3xn) beschreibt ein System welchesaus n unterscheidbaren Teilchen besteht, im Falle n = 2 etwa ein Wassersto�atom.Wir wollen in diesem Abschnitt jedoch Systeme betrachten, die aus einer beliebi-gen Anzahl nicht unterscheidbarer Teilchen bestehen. Da wir au�erdem an Teilcheninteressiert sind, die der Bosestatistik gen�ugen, ben�otigen wir symmetrische Tensor-produkte.1.2.4. Behauptung. Sei Pn die Permutationsgruppe f�ur n Elemente und (�k)k2Neine Basis von H. Dann ist f�ur jedes � 2 Pn durch�(�k1 
 � � � 
 �kn) := �k�(1) 
 � � � 
 �k�(n) (1.36)ein beschr�ankter Operator auf H(n) (mit Norm 1) de�niert. Daher ist durch Sn =1n!P�2Pn � ein orthogonaler Projektor (d.h. S�n = Sn und S2n = Sn) gegeben.Beweis: Der Beweis ist einfach und bleibt daher dem Leser �uberlassen.Wir de�nieren nun den symmetrischen bzw. den bosonischen Fockraum.1.2.5. De�nition. Die direkte Summe FS(H) := L1n=0 SnH(n) hei�t der bosoni-sche Fockraum �uber H.1. Er ist o�enbar ein abgeschlossener Teilraum von F(H). Den zugeh�origen Pro-jektionsoperator wollen wir mit S :=P1n=0 Sn bezeichnen.2. Der (dichte) TeilraumFS(H) � F0 := f 2 FS(H) j9n0 2 N  (n) = 0 8n > n0g (1.37)hei�t der Raum der endlichen Teilchenvektoren3. und das Element 
0 = (1; 0; 0; : : : ) hei�t das Vakuum.1.2.6. Beispiel. Betrachten wir erneut den Hilbertraum L2(R3; d3x) dann istSnH(n) = L2S(R3 � � � � � R3; d3x1 : : : d3xn), also derjenige Teilraum von L2(R3 �� � � �R3; d3x1 : : : d3xn), der aus vollst�andig symmetrischen Funktionen besteht. Da-mit ist

FS(L2(R3; d3x)) = 1Mn=0 L2S(R3 � � � � �R3; d3x1 : : : d3xn): (1.38)
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Sei nun H : D(H) ! H ein selbstadjungierter Operator auf H mit De�nitions-bereich D(H), dann k�onnen wir einen Operator d�(H) mit De�nitionsbereich

D(d�(H)) := f 2 F0 j (n) 2 nOk=1 D(H) 8n 2 Ng (1.39)
durch
(d�(H) )(n) := (H
 1
 � � � 
 1+ 1
H
 � � � 
 1+ � � � ++ 1
 � � � 
 1
H) (n) (1.40)f�ur alle  2 D(d�(H)) und durch d�(H)
0 = 0 de�nieren.1.2.7. Satz. Sei H : D(H) ! H selbstadjungiert, dann ist der in (1.40) de�nierteOperator d�(H) : D(d�(H))! FS(H) auf dem in Gleichung (1.39) gegebenen De-�nitionsbereich wesentlich selbstadjungiert. d�(H) hei�t die zweite Quantisierungvon H. Wir werden ihren selbstadjungierten Abschlu� auch mit d�(H) bezeichnensolange dies nicht zu Verwirrung f�uhrt.Beweis: Da H selbstadjungiert ist, ist der OperatorGn := H
 1
 � � � 
 1+ 1
H
 � � � 
 1+ � � �+ 1
 � � � 
 1
H (1.41)auf dem De�nitionsbereich D(H) 
 � � � 
 D(H) wesentlich selbstadjungiert [RS80,Thm. VIII.33]. Daher ist Ran(Gn � i1) dicht in H(n) [RS80, Thm. VIII.3] undsomit ist auch Ran(d�(H)� i1) = Ran(P1n=0Gn � i1) dicht in FS(H). Dies aberimpliziert, da� d�(H) auf seinem De�nitionsbereich wesentlich selbstadjungiert ist,was zu beweisen war.Betrachten wir nun die einparametrige unit�are Gruppe Ut = exp(itH) die derselbstadjungierte Operator H auf dem Hilbertraum H erzeugt. Sie steht mit derdurch d�(H) erzeugten Gruppe wie folgt in Beziehung:1.2.8. Satz. F�ur jeden unit�aren Operator U auf H ist die zweite Quantisierung derdurch (�(U) )(n) = U
 � � � 
U (n); 8 2 FS(H) (1.42)und �(U)
0 = 
0 de�nierte unit�are Operator �(U) : FS(H) ! FS(H). Ist H :D(H)! H ein selbstadjungierter Operator, dann gilt f�ur die durch d�(H) erzeugteeinparametrige, unit�are Gruppe exp(itd�(H)) = �(Ut) mit Ut := exp(itH).Beweis: Die Unitarit�at von �(U) ist trivial, wir wenden uns daher gleich der zweitenAussage zu. Sei hierf�ur  1 2 D(H) dann gilt aufgrund des Satzes von Stone [RS80,Thm. VIII.8] @=@tUt 1jt=0 = iH 1. Mit der Produktregel und mit  k 2 D(H); k =1; : : : ; n erhalten wir daher @=@tUt
� � �
Ut 1
� � �
 n = iGn 1
� � �
 n. F�uralle  2 D(d�(H)) impliziert dies @=@t�(Ut) = id�(H) . Da d�(H) auf seinemDe�nitionsbereich wesentlich selbstadjungiert ist, folgt somit die Behauptung.
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1.2.9. Beispiel. Betrachten wir zum Beispiel ein nichtrelativistisches, freies Teil-chen der Masse m. Seine Dynamik wird durch den (wesentlich selbstadjungierten)Hamiltonoperator H := 12m� : S(R3;C) ! L2(R3; d3x) bzw. durch die zugeh�origeunit�are Gruppe Ut := exp(it 12m�) beschrieben. Die Dynamik einer beliebigen An-zahl solcher Teilchen, die nicht untereinander wechselwirken, ist daher durch diezweiten Quantisierungen d�( 12m�) bzw. �(Ut) gegeben.1.2.10. Beispiel (Teilchenzahloperator). Die zweite Quantisierung N := d�(1)des Einheitsoperators auf H hat f�ur alle  2 FS(H) die Eigenschaft (N )(n) =n (n). Er hei�t der Teilchenzahloperator. Insbesondere hat er die EigenschaftN
0 = 0. Das hei�t 
0 ist der einzige Zustand "ohne Teilchen\, was den Namen"Vakuum\ rechtfertigt. Hierbei ist zu beachten, da� es sich zun�achst um eine reinmathematische De�nition und noch nicht um einen physikalischen Teilchenbegri�handelt.Wir kommen nun zu den "Operatoren\ A(k) und A(k)� vom Ende des vorherigenAbschnittes zur�uck und de�nieren zun�achst f�ur alle f 2 H und  1; : : :  n 2 H:b-(f) 1 
 � � � 
 n = hf;  1i 2 
 � � � 
 n: (1.43)h � ; � i bezeichnet hier das Skalarprodukt in H. b-(f) kann auf endliche Linearkom-binationen der  1 
 � � � 
 n 2 F(H) fortgesetzt werden und wegenkb-(f)�k � kfkk�k (1.44)zu einem beschr�ankten Operator auf F(H). F�ur den zu b-(f) adjungierten Operatorb-(f)� =: b+(f) gilth�2 
 � � � 
 �n; b-(f) 1 
 : : :
 ni == hf;  1ih�2 
 � � � 
 �n;  2 
 � � � 
 ni (1.45)= hf;  1ih�2;  2i : : : h�n;  ni (1.46)= hf
 �2 
 � � � 
 �n;  1 
 � � � 
 ni (1.47)= hb+(f)�2 
 � � � 
 �n;  1 
 � � � 
 ni: (1.48)Zusammen mit dem Teilchenzahloperator N aus Beispiel 1.2.10 erhalten wir nunden Operator A(f) := pN+ 1b-(f) (1.49)dessen De�nitionsbereich F0 � FS(H) ist. Der adjungierte Operator hat die FormhpN+ 1b-(f) ; �i = h ; Sb+(f)pN+ 1�i; (1.50)wobei S : F(H)! FS(H) die Projektion aus De�nition 1.2.5 ist. AlsoA(f)� � F0 = Sb+(f)pN+ 1: (1.51)Wir de�nieren nun



14 KAPITEL 1. EIN MOTIVIERENDES BEISPIEL
1.2.11. De�nition. Der in Gleichung (1.49) de�nierte Operator A(f) : F0 !FS(H) hei�t Vernichtungsoperator. Sein in Gleichung (1.51) gegebener Adjungier-ter A(f)� hei�t Erzeugungsoperator. Beide Operatoren sind abschlie�bar und ihrAbschlu� wird im folgenden ebenfalls mit A(f), bzw. A(f)� bezeichnet.Die Vernichtungsoperatoren A(f) bieten eine alternative M�oglichkeit, das Vaku-um 
0 zu charakterisieren. Es ist n�amlich leicht nachzupr�ufen, da� 
0 das einzigeElement des symmetrischen Fockraumes ist, welches von allen A(f) "anniliert\ wird,also die Bedingung A(f)
0 = 0 erf�ullt.1.2.12. Beispiel. Wir betrachten wieder den Fall H = L2(R3; d3x), dann gilt f�ur 2 FS(L2(R3; d3x)):

(A(f) )(n)(x1; : : : ; xn) = pn+ 1 ZR3 f(x) (n+1)(x; x1; : : : ; xn)d3x (1.52)
und

(A(f)� )(n)(x1; : : : ; xn) = 1pn nXi=1 f(xi) (n-1)(x1; : : : ; x̂i; : : : ; xn): (1.53)
Um nun wie am Ende des Abschnitts 1.1 skizziert den kanonischen Feldoperator� und seinen kanonisch konjugierten Impulsoperator � zu de�nieren ben�otigen wirden wie folgt de�nierten Segaloperator:1.2.13. De�nition. Auf dem Raum F0 � FS(H) ist f�ur jedes f 2 H durch

�S(f) := 1p2(A(f) +A(f)�) (1.54)
der Segaloperator de�niert.Der folgende Satz f�a�t die wichtigsten Eigenschaften des Segaloperators zusam-men (siehe [RS75, Thm. X.41]):1.2.14. Satz. Der soeben de�nierte Segaloperator �S(f) : F0 ! FS(H) hat f�ur jedesf 2 H die folgenden Eigenschaften:1. Er ist wesentlich selbstadjungiert. Wir werden seinen selbstadjungierten Ab-schlu� ebenfalls mit �S(f) bezeichnen.2. F�ur alle  2 F0 und f�ur alle f; g 2 H gilt[�S(f);�S(g)] = i Imhf; gi : (1.55)

3. F�ur jeden unit�aren Operator U : H ! H gilt �(U)D(�S(f)) = D(�S(Uf))und f�ur alle  2 D(�S(Uf))�(U)�S(f)�(U)-1 = �S(Uf) : (1.56)
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Beweis: Zu 1. O�enbar ist �S(f)F0 � F0 f�ur alle f 2 H. Daher gilt  2 C1(�S(f))f�ur alle  2 H(n) (mit C1(�S(f)) := T1n=1D(�S(f)n)). Wir zeigen nun im folgen-den, da� alle diese  analytische Vektoren sind, das hei�t es gilt1Xk=0 k�S(f)k kk! tk <1 (1.57)
f�ur geeignete t > 0. Die Behauptung folgt dann aus Nelsons Satz �uber analytischeVektoren [RS75, Thm. X.39].Aus der De�nition von A und A� und aus kb-(f)k = kfk (siehe Formel (1.44))folgt kA#(f) : : : A#(f)| {z }k mal  k � pn+ 1 : : :pn+ kkfkkk k; (1.58)
wobei A#(f) entweder A(f) oder A(f)� repr�asentiert. Da �S(f)k die Summe von2k Termen der Form 12k=2 A#(f) : : : A#(f)| {z }k mal  (1.59)
ist, erhalten wir also k�S(f)k k � 2k=2p(n+ k)!kfkkk k: (1.60)Da die Summe P1k=0 tk2k=2((n + k)!)1=2kfkk=k! f�ur alle t konvergiert, ist  einanalytischer Vektor und �S(f) somit wesentlich selbstadjungiert auf F0.Zu 2. Der Kommutator [�S(f);�S(g)] ist eine Summe von Kommutatoren derForm [A#; A#] , die wir im Folgenden alle berechnen werden. Dazu seien  k 2H; k = 1; : : : ; n dann ist := 1n! X�2Pn �(1) 
 � � � 
 �(n) 2 SnH(n) (1.61)
und daher mit den Gleichungen (1.43) und 1.49):

A(f) = pnn! X�2Pnhf;  �(1)i �(2) 
 � � � 
 �(n): (1.62)
Genauso folgt mit (1.48) und (1.51)

A(f)� = pn+ 1(n+ 1)! X�2Pn+1 �(1) 
 � � � 
 �(n+1); (1.63)
wobei  n+1 := f gesetzt wurde.Betrachten wir nun A(f)A(g) :

A(f)A(g) = pnpn- 1n! X�2Pnhg; �(1)ihf;  �(2)i �(3) 
 � � � 
 �(n): (1.64)
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Hieraus folgt o�enbar A(f)A(g) = A(g)A(f) , so da� der entsprechende Kom-mutator verschwindet. Da A(f)� zu A(f) adjungiert ist, erhalten wir ebenso[A�(f); A�(g)] = 0, womit [A(f); A�(g)] zu betrachten bleibt. Es istA(f)A�(g) = 1n! X�2Pn+1hf;  �(1)i �(2) 
 � � � 
 �(n+1); (1.65)
wobei, �ahnlich wie eben,  n+1 := g gesetzt wurde. Der Term A(g)�A(f) erfordertetwas mehr Kombinatorik. F�ur k; l 2 f1; : : : ; ng de�nieren wir zu diesem ZweckePn(k; l) := f� 2 Pn j�(k) = lg. Damit ist
A(g)�A(f) = pnn nXk=1

0@hf;  ki 1(n - 1)! X�2Pn(1;k)
�pnn nXl=1

� 1(n - 1)!X�2Pn(k;k) �(�(2)) 
 � � � 
 �(�(l)) 
 g
 �(�(l+1)) 
 � � � 
 �(�(n))359=;
1A : (1.66)

F�ur � 2 Pn(1; k) und � 2 Pn(k; k) ist nun o�enbar � � � 2 Pn(1; k) was f�ur festesk und lX�2Pn(1;k) X�2Pn(k;k) �(�(2)) 
 � � � 
 �(�(l)) 
 g
 �(�(l+1)) 
 � � � 
 �(�(n)) =
(n- 1)! X�2Pn(1;k) �(2) 
 � � � 
 �(l) 
 g
 �(l+1) 
 � � � 
 �(n) (1.67)

impliziert. Daher erhalten wirA(g)�A(f) =1n! nXk;l=1hf;  ki
0@ X�2Pn(1;k) �(2) 
 � � � 
 �(l) 
 g
 �(l+1) 
 � � � 
 �(n)1A : (1.68)

Vergleichen wir diese Formel mit (1.65) dann erkennen wir, da� die einzigen Sum-manden die in (1.65) auftauchen jedoch nicht in (1.68) die Form hf; gi �(1) 
 � � � 
 �(n) haben. Daraus folgt also[A(f); A�(g)] = hf; gi (1.69)und mit der De�nition des Segaloperators in Gleichung (1.54)[�S(f);�S(g)] = � 1p2(A(f) +A(f)�); 1p2(A(g) +A(g)�)� (1.70)
= 12 ([A(f); A(g)�] + [A�(f); A(g)] ) (1.71)= 12 ([A(f); A(g)�] - [A(g); A(f)�] ) (1.72)= 12 (hf; gi - hg; fi) (1.73)= 12 �hf; gi - hf; gi� (1.74)= i Imhf; gi (1.75)
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was zu beweisen war.Zu 3. Sei  =  1 
 � � � 
 n 2 H(n), dann ist�(U)b-(f)�(U)-1 = �(U)b-(f)(U-1 1 
 � � � 
U-1 n) (1.76)= hf;U-1 1i�(U)(U-1 2 
 � � � 
U-1 n) (1.77)= hUf; 1i 2 
 � � � 
 n (1.78)= b-(Uf) : (1.79)Da endliche Linearkombinationen solcher  dicht in H(n) sind und da b-(f) be-schr�ankt ist erhalten wir somit �(U)b-(f)�(U)-1 = b-(Uf). Die Operatoren Nund S vertauschen jedoch mit �(U) (das folgt unmittelbar aus den De�nitionenvon N, S und �(U); siehe Beispiel 1.2.10, Behauptung 1.2.4 und Satz 1.2.8) so da�unmittelbar �(U)A(f)�(U)-1 = A(Uf) auf dem De�nitionsbereich F0 folgt. Ad-jungieren wir diese Gleichung und schr�anken dann auf F0 ein erhalten wir ebenso�(U)A(f)��(U)-1 = A(Uf)�. Die De�nition des Segaloperators impliziert dann dieBehauptung (da �S(f) wesentlich selbstadjungiert ist, gilt die Behauptung selbst-verst�andlich auch f�ur die selbstadjungierte Fortsetzung).
1.3 Das freie skalare FeldWir k�onnen nun zur Diskussion von Ende des Abschnittes 1.1 zur�uckkehren unddas quantisierte Klein-Gordon-Feld konstruieren. Wir werden zu diesem Zwecke imganzen Abschnitt den Hilbertraum H := L2(R3; d3x) und seinen symmetrischenFockraum betrachten.Im Gegensatz zu den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren A(f); A(f)� ausdem vorhergehenden Abschnitt, die f�ur Testfunktionen f 2 H de�niert sind, h�angendie "Operatoren\ A(k), A(k)� in der Gleichung (1.33) von Impulsen k 2 R3 ab. Wirde�nieren daher zun�achst auf dem De�nitionsbereichDS = f 2 F0 j (n) 2 S(R3n;C) 8n 2 Ng (1.80)den Vernichtungsoperator A(k) : DS ! FS(L2(R3; d3x)):(A(k) )(n)(k1; : : : ; kn) = pn+ 1 (n+1)(k; k1; : : : ; kn): (1.81)Den Erzeugungsoperator A(k)� kann man nun jedoch nicht als Adjungierten zuA(k) de�nieren, da eine strikte Anwendung der De�nition des Adjungierten einenOperator mit De�nitionsbereich f0g (!) ergeben w�urde. Nur formal k�onnen wir daherschreiben

(A(k)� )(n)(k1; : : : ; kn) = 1pn nXl=1 �(k- kl) (n-1)(k1; : : : ; k̂l; : : : ; kn): (1.82)
Um A(k)� einen exakten mathematischen Sinn zu geben m�ussen wir quadratischeFormen benutzen. Das hei�t auf dem De�nitionsbereich DS � DS k�onnen wir diequadratische FormDS �DS 3 ( ; �) 7! A(k)[ ; �] := h ;A(k)�i 2 C (1.83)
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einf�uhren und A(k)� als die zu dieser adjungierte quadratische Form de�nieren:DS �DS 3 ( ; �) 7! A(k)�[ ; �] := hA(k) ; �i 2 C: (1.84)Ist zum Beispiel  = (0; (1); 0; : : : ) und � = (0; 0; �(2); 0; : : : ) dann folgt aus (1.84)

A(k)�[ ; �] = 1p2 ZR3 ��(2)(k1; k) (1)(k1) + �(2)(k; k1) (1)(k1)�d3k1: (1.85)
Um nun die Beziehung zwischen A(k) und A(f) bzw. zwischen A(k)� und A(f)�herzustellen, m�ussen wir die quadratischen Formen A(k); A(k)� mit einer Testfunk-tion f 2 S(R3;C) "verschmieren\. Das hei�t wir betrachten die IntegraleZR3 A(k)f(k)d3k und ZR3 A(k)�f(k)d3k; (1.86)

welche "im schwachen Sinne\ zu interpretieren sind. F�ur  ; � 2 DS soll gelten:�ZR3 A(k)f(k)d3k� [ ; �] = ZR3 A(k)[ ; �]f(k)d3k (1.87)
bzw. �ZR3 A(k)�f(k)d3k� [ ; �] = ZR3 A(k)�[ ; �]f(k)d3k: (1.88)
Damit erhalten wir die folgende Aussage:1.3.1. Behauptung. F�ur jede Testfunktion f 2 S(R3;C) gelten die Gleichungen

A(f) = ZR3 A(k)f(k)d3k (1.89)
und A(f)� = ZB3 A(k)�f(k)d3k (1.90)
im schwachen Sinne. Dabei sind beide Seiten jeweils als quadratische Formem mitDe�nitionsbereich DS �DS aufzufassen.Beweis: Die Gleichung (1.89) folgt unmittelbar durch Vergleich der De�nition vonA(k) in Gleichung (1.81) mit dem Ausdruck f�ur A(f) in (1.52). Die Gleichung (1.90)folgt durch Bildung von Adjungierten (oder durch Vergleich des formalen Ausdrucks(1.82) mit (1.53)).Wir sind nun bereit die am Ende des Abschnittes 1.1 angegebenen formalenAusdr�ucke wie folgt zu interpretieren:1.3.2. Satz. Durch die schwachen Integrale

�(x) = 1(2�)3=2 ZR3 �A(k)�e-ihk;xi +A(k)eihk;xi� d3kp2!(k) (1.91)
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�(x) = i(2�)3=2 ZR3 �A(k)�e-ihk;xi -A(k)eihk;xi�r!(k)2 d3k (1.92)

und
�(t; x) = 1(2�)3=2 ZR3 �A(k)�e-i(hk;xi-!(k)t) +A(k)ei(hk;xi-!(k)t)� d3kp2!(k) : (1.93)

sind f�ur alle (t; x) 2 R�R3 quadratische Formen mit dem De�nitionsbereichDS�DSde�niert. Dabei bezeichnen A(k) und A(k)� f�ur jedes k 2 R3 die quadratischen For-men aus (1.83) und (1.84). �(t; x) erf�ullt die Klein-Gordon-Gleichung (im schwa-chen Sinne).Beweis: Aus den De�nitionen von A(k) und A(k)� folgt, da� f�ur jedes  ; � 2S(R3n;C)\H(n) die Funktionen R3 7! A(k)[ ; �] 2 C bzw. R3 7! A(k)�[ ; �] 2 CSchwartzfunktionen sind. Dies impliziert jedoch, da� die Integranden der zu un-tersuchenden Integrale schwach integrierbar sind, die Integrale also existieren. Da��(t; x)[ ; �] f�ur �; � 2 DS die Klein-Gordon-Gleichung erf�ullt folgt unmittelbar ausder Diskussion der klassischen L�osungen im Abschnitt 1.1.Mit diesem Satz haben wir den Ausdr�ucken vom Ende des Abschnittes 1.1 inmathematisch zufriedenstellender Weise interpretiert. Allerdings sind �(x); �(x) und�(t; x) keine Operatoren, sondern nur quadratische Formen. Um Operatoren zuerhalten m�ussen wir die Felder mit einer Testfunktion f 2 S(R3;C) "verschmieren\das hei�t wir m�ussen die schwachen Integrale
�(f) = ZR3 f(x)�(x)d3x; �(f) = ZR3 f(x)�(x)d3x (1.94)

und
�(t; f) = ZR3 f(x)�(t; x)d3x (1.95)

betrachten. Mit der Aussage 1.3.1 und der De�nition des Segaloperators erhaltenwir1.3.3. Satz. Die schwachen Integrale in (1.94) und (1.95) existieren und de�nierenf�ur eine reellwertige Testfunktion f die auf dem De�nitionsbereich DS wesentlichselbstadjungierten Operatoren
�(f) = �S f̂p!! ; �(f) = �S �ip!f̂� (1.96)

und
�(t; f) = �S ei!tf̂p! ! : (1.97)
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Beweis: Wir betrachten nur �(f) da die anderen Aussagen v�ollig analog bewiesenwerden k�onnen. Per De�nition ist�(f) = ZR3 f(x)�(x)d3x (1.98)

= ZR3 f(x) 1(2�)3=2 ZR3 �A(k)�e-ihk;xi +A(k)eihk;xi� d3kp2!(k)d3x (1.99)
= ZR3 �A(k)�� 1(2�)3=2 ZR3 f(x)e-ihk;xid3x
 (1.100)

+A(k)� 1(2�)3=2 ZR3 f(x)eihk;xid3x
� d3kp2!(k) (1.101)
= ZR3 �A(k)�f̂(k) +A(k)f̂(k)� d3kp2!(k) (1.102)

beim letzten Gleichheitszeichen ist zu beachten, da� die Testfunktion reellwertig ist.Mit 1.3.1 folgt die Behauptung.Nun k�onnen wir die Aussagen des Satzes 1.2.14 verwenden, um zun�achst zu zei-gen, da� die Felder �(f) und �(f) den kanonischen Vertauschungsrelationen gen�ugen.1.3.4. Satz. Die Felder �(f) und �(f) erf�ullen die kanonischen Vertauschungsre-lationen, das hei�t f�ur alle  2 DS gilt:[�(f); �(g)] = 0; [�(f); �(g)] = 0; [�(f); �(g)] = ihf; gi : (1.103)Beweis: Wir betrachten nur reellwertige Testfunktionen. Die allgemeine Aussagefolgt dann durch komplex-lineares Fortsetzen (beachte, da� die Segalquantisierungf 7! �S(f) nicht komplex-linear ist). Damit ist
[�(f); �(g)] = "�S f̂p!! ;�S� ĝp!�# (1.104)

= i Im* f̂p!; ĝp!+ (1.105)
Das Skalarprodukt auf der rechten Seite der zweiten Gleichung ist jedoch reell:Inverses Fouriertransformieren von f̂!-1=2 liefert1(2�)3) ZR3 ZR3 f(x)e-ihk;xid3x 1p!(k)eihk;yid3k =1(2�)3) ZR3 ZR3 f(x) 1p!(k)eihy-x;kid3xd3k (1.106)
Im konjugiert komplexen Ausdruck des zweiten Terms dreht sich jedoch nur imExponenten von exp das Vorzeichen um. Da der Integrand in k symmetrisch ist(!(k) = !(-k)) kann dies durch eine Substitution k 7! -k kompensiert werden.Also ist, wenn F-1 die inverse Fouriertransformation bezeichnet

F-1 f̂p!! = F-1 f̂p!! (1.107)
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und damit, wie bereits gesagt, das Skalarprodukt in (1.105) rein reellwertig. Damitfolgt [�(f); �(g)] = 0 und auf genau die gleiche Weise folgt [�(f); �(g)] = 0.Damit bleibt [�(f); �(g)] :

[�(f); �(g)] = "�S f̂p!! ;�S �ip!ĝ�# (1.108)
= i Im i* f̂p!;p!ĝ+! (1.109)

Das Skalarprodukt auf der rechten Seite der zweiten Gleichung ist wieder reellwertig,da es jedoch im Argument von Im mit i multipliziert wird, folgt die Behauptung.Nun wollen wir uns dem "freien Hamiltonian\ zuwenden. Hierf�ur de�nieren wirzun�achst den "Einteilchenhamiltonian\:S(R3;C) 3 f 7! h0f := !f 2 L2(R3; d3k): (1.110)Es ist unschwer zu erkennen, da� h0 auf seinem De�nitionsbereich wesentlich selbst-adjungiert ist und da� seine selbstadjungierte Fortsetzung die einparametrige unit�areGruppe (ut)t2R mitL2(R3; d3k) 3 f 7! utf := ei!tf 2 L2(R3; d3k) (1.111)erzeugt. Daher ist der freie HamiltonianH0 := d�(h0) : DS ! FS(L2(R3; d3k)) (1.112)auf seinem De�nitionsbereich ebenfalls wesentlich selbstadjungiert und er erzeugtdie freie Dynamik Ut := �(ut). Mit Satz 1.2.14(3) folgt daher sofort die Aussage:1.3.5. Satz. Der Operator 1.112 ist wesentlich selbstadjungiert und die durch seineselbstadjungierte Fortsetzung erzeugte unit�are Gruppe Ut = exp(itH0) erf�ullt dieGleichung: Ut�(f)U�t = �(t; f) (1.113)f�ur alle  2 DS.Beweis: Unmittelbare Folge von 1.2.14(3) der Gleichung (1.97) und der Tatsache,da� Ut = �(ut) den De�nitionsbereich DS invariant l�a�t.Diese Aussage rechtfertigt die Interpretation von H0 als freier Hamiltonoperator,da er die Dynamik des Feldes �(x; t) beschreibt.Damit ist die Konstruktion des freien Feldes abgeschlossen. Wir wollen jedochnoch ein paar Bemerkungen anschlie�en.1.3.6. Bemerkung. Zun�achst wollen wir einen alternativen Ausdruck f�ur den frei-en Hamiltonian betrachten, der uns im n�achsten Abschnitt den Weg weisen wird, wie
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wir den Hamiltonoperator f�ur ein mit klassischen Quellen wechselwirkendes Feldkonstruieren k�onnen. Wir betrachten zu diesem Zwecke  ; � 2 H(n) Dann ist
h�;H0 i =ZR3 � � � ZR3  nXi=1 !(ki)!�(k1; : : : ; kn) (k1; : : : ; kn)d3k1 : : : d3kn: (1.114)

Da die Funktionen  ; � aber in ihren Argumenten vollst�andig symmetrisch sind folgtdaraus:
h�;H0 i =ZR3 � � � ZR3 n!(k)�(k; k1; : : : ; kn-1) (k; k1; : : : ; kn-1)d3kd3k1 : : : d3kn-1 (1.115)

Wir betrachten nun den Ausdruckh�;A�(k)A(k) i = hA(k)�;A(k) i (1.116)= ZR3� � � ZR3 pn�(k; k1; : : : ; kn-1) (1.117)pn (k; k1; : : : ; kn-1)d3k1 : : : d3kn-1: (1.118)
Dies f�uhrt unmittelbar zu
h�;H0 i = ZR3 � � � ZR3!(k)(A(k)�)(k1; : : : ; kn-1)(A(k) )(k1; : : : ; kn-1)d3k1 : : : d3kn-1d3k (1.119)also

h�;H0 i = ZR3!(k)A�(k)A(k)[�; ]d3k: (1.120)
Im Sinne quadratischer Formen gilt also

H0 = ZR3!(k)A�(k)A(k)d3k: (1.121)
Dies ist jedoch genau der Ausdruck f�ur die klassische Hamiltonfunktion in (1.29)wenn die Funktion a(k) durch die quadratische Form A(k) ersetzt wird.1.3.7. Bemerkung (Lorentzinvariante Ma�e). Nun ist noch der Grund f�ur dasbisher recht unmotivierte Auftauchen der vielen !(k)1=2 zu kl�aren. Den Hintergrundhierf�ur bildet das Studium Lorentzinvarianter Ma�e auf der positiven `Massenscha-le\: Mm := fp 2 R4 jg(p; p) = m2; p0 > 0g; (1.122)
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wobei g : R4 � R4 ! R die Minkowskimetrik g(v;w) := v0w0 -P3i=1 viwi ist.O�enbar ist Mm ein Orbit der eigentlichen, orthochronen LorentzgruppeL"+ := f� : R4 ! R4 j� linear, g(�v;�w) = g(v;w) 8v;w 2 R4; det� = 1; �00 > 0g; (1.123)das hei�t f�ur alle p 2 Mm ist �p 2 Mm. Dies legt den Wunsch nahe, auf Mmein Ma� 
m zu �nden, welches invariant unter Lorentztransformationen ist, also
m(��) = 
m(�) f�ur jede me�bare Teilmenge � �Mm und f�ur jedes � 2 L"+. Eszeigt sich, da� jedes Ma� dieser Art ein Vielfaches von


m(�) = Zjm(�) d3k!(k) (1.124)
ist. Dabei ist jm die durch Mm 3 (k0; k1; k2; k3) 7! (k1; k2; k3) 2 R3 gegebeneParametrisierung von Mm [RS75, Thm. IX.37].Betrachten wir nun den Hilbertraum L2(Mm;
m). Eine unit�are Transformationvon L2(Mm;
m) auf L2(R3; d3k) ist o�enbar durchL2(Mm;
m) 3 f 7! Jm(f) := f � j-1mp!( � ) 2 L2(R3; d3k) (1.125)
gegeben. Setzen wir dies in den Ausdruck f�ur �(f) in Gleichung (1.96) ein erhaltenwir:

�(f) = �S f̂p!! = �(Jm) ~�S(f̂)�(Jm)� (1.126)
f�ur reellwertige Testfunktionen f 2 S(R3;R). Dabei bezeichnet ~�S den Segalopera-tor im Fockraum �uber L2(Mm;
m). Das hei�t wir haben sozusagen im "falschen\Hilbertraum gearbeitet und dies durch das Ber�ucksichtigen der !(k)1=2 Faktorenkompensiert. Warum nun der Hilbertraum L2(Mm;
m) f�ur unsere Zwecke der ge-eignetere ist werden wir in der n�achsten Bemerkung diskutieren.Zuvor jedoch noch ein paar Worte zum Feld �(t; x). Wir haben es in Satz 1.3.3r�aumlich verschmiert um einen Operator zu erhalten. Es ist jedoch auch m�oglich�(t; x) mit einer Funktion von x und t zu verschmieren. Um zu erkennen, was wirdann erhalten f�uhren wir zun�achst die AbbildungS(R4;C) 3 f 7! Ef := p2�~f �Mm 2 L2(Mm;
m) (1.127)ein, wobei ~f eine Variante der Fouriertransformation ist:~f(p) := 1(2�)2 ZR4 eig(v;p)f(v)d4v: (1.128)Das hei�t anstatt des �ublichen Skalarproduktes verwenden wir die Minkowskimetrikim Exponenten. Eine Rechnung �ahnlich der aus Satz 1.3.3 zeigt nun sofort da� f�uralle f 2 S(R4;R) durch�(f) := ZR4 �(t; x)f(t; x)dtd3x = �(Jm) ~�S(Ef)�(Jm)-1 (1.129)
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ein auf dem De�nitionsbereich F0 wesentlich selbstadjungierter Operator de�niertist. Auch dies zeigt, da� L2(Mm;
m) o�enbar der "angemessenere\ Hilbertraumist.1.3.8. Bemerkung (Transformationsverhalten der Felder). Am Ende diesesAbschnittes sollen schlie�lich noch ein paar Worte zur physikalischen Interpretationfallen. Wir betrachten zu diesem Zweck das Transformationsverhalten des Feldes un-ter Poincar�etransformationen (�;a) 2 P"+ (Die Poincar�egruppe ist das semidirekteProdukt aus Lorentzgruppe und Translationsgruppe; � ist also eine Lorentztransfor-mation und a eine Translation des R4). Zu diesem Zweck betrachten wir die folgendeDarstellung der Poincar�egruppe auf L2(Mm;
m):P"+ 3 (�;a) 7! Um(�;a); (Um(�;a)f)(p) = eig(p;a)f(�-1p) (1.130)f�ur alle f 2 L2(Mm;
m). Identi�zieren wir nun durch die unit�are TransformationJm aus Formel (1.125) den Fockraum FS(L2(R3; d3k)) mit FS(L2(Mm;
m)) dannkann gezeigt werden da��(Um)�(t; x)�(Um) = �(�(t; x) + a) (1.131)gilt [RS75, Thm X.42]. An dieser Stelle sehen wir, warum der HilbertraumL2(Mm;
m) so wichtig ist und warum also in vielen Formeln die scheinbar un-motivierten !(k)1=2 Faktoren auftreten. Ohne diese Faktoren h�atte das Feld �(t; x)nicht dieses Transformationsverhalten, welches f�ur die physikalische Interpretationdes Modells wesentlich ist. Bevor wir darauf n�aher eingehen sei noch bemerkt, da�das Studium des Transformationsverhaltens der Felder f�ur die Quantenfeldtheorievon entscheidender Bedeutung ist. Wir wollen dies hier nicht vertiefen, werden je-doch beim Studium der kanonischen Vertauschungsrelationen im Kapitel 4 auf diesenPunkt zur�uckkommen.1.3.9. Bemerkung (Physikalische Interpretation). Nach einem Postulat vonWigner werden relativistische, freie Teilchen gerade durch eine irreduzible, stark ste-tige, unit�are Darstellung der universellen �Uberlagerungsgruppe der Poincar�egruppebeschrieben (Wigner motivierte dieses Postulat durch die Annahme, da� �Ubergangs-wahrscheinlichkeiten bei dem Wechsel des Inertialsystems invariant bleiben sollten).Eine Analyse dieser irreduziblen unit�aren Darstellungen zeigt da� sie durch zweiParameter, Masse und Spin, charakterisiert werden k�onnen (Eine ausf�uhrliche Dar-stellung dieses Sachverhalts �ndet sich im Buch von Barut und Raczka [BR77]). DieDarstellung Um ist nun, wie sich zeigen l�a�t irreduzibel und geh�ort zur Masse m undSpin 0. Ein normiertes  2 FS(L2(R3;C)) mit N =  kann daher als der Zustandeines skalaren Teilchens der Masse m interpretiert werden. Entsprechend beschreibtdann N = n den Zustand eines n-Teilchensystemes und 
0 den Zustand ganzohne Teilchen, welcher zugleich der Zustand niedrigster Energie also H0
0 = 0 ist.Diese Bemerkung kl�art die physikalische Interpretation des Modells: es beschreibtalso eine beliebige Anzahl wechselwirkungsfreier skalarer Teilchen der Massem (etwa�0 Mesonen). O�en ist jedoch noch die Interpretation einiger der von uns konstru-ierten Observablen. Einfach ist dies bei den Operatoren N und H0, sie beschreibenTeilchenanzahl und Gesamtenergie. Solch direkte Aussagen sind f�ur �(x) und �(x)problematisch. Jedoch k�onnen �und �, genauso wie in der Quantenmechanik Orts-
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und Impulsoperator, benutzt werden, um neue Observablen zu konstruieren. Das ein-fachste Beispiel hierf�ur, welches wir kurz skizzieren wollen, ist der freie HamiltonianH0. Wir k�onnen in der klassischen Hamiltonfunktion H(f; p) (1.19) die Anfangsda-ten f und p durch die quantentheoretischen Analoga � und � ersetzen. Wir erhaltendann den formalen Ausdruck12 ZR3 �(x)�(x)d3x+ 12 ZR3 �ij @�@xi (x)@�@xj (x)d3x+ 12m2 ZR3 �(x)�(x)d3x: (1.132)Umformungen �ahnlich wie in Bemerkung 1.1.4 f�uhren dann zum ebenfalls formalenAusdruck: 12 ZR3!(k) (A(k)A(k)� +A(k)�A(k))d3k: (1.133)Der in diesem Ausdruck auftauchende Term A(k)A(k)� ist jedoch nicht de�niert,auch nicht als quadratische Form, da h ;A(k)A(k)��i = hA(k)� ;A(k)��i undA(k)� nicht als Operator de�niert ist. Aufgrund physikalischer �Uberlegungen (f�urdie ich auf die Lehrbuchliteratur �uber Quantenfeldtheorie verweisen will, zB. [BD67])kann (1.133) jedoch als Summe bestehend aus dem freien Hamiltonian H0 und ei-nem divergenten Term, der "unendlichen Selbstenergie des Vakuums\ (etwa analogzur Nullpunktenergie des harmonischen Oszillators) aufgefa�t werden. Da nur Ener-giedi�erenzen nicht jedoch absolute Betr�age gemessen werden k�onnen, ist es legitimden Energienullpunkt neufestzulegen, also die Energie zu "renormieren\. Das Auf-tauchen der divergenten Nullpunktsenergie k�onnen wir also grob gesagt als schlechteWahl des Energienullpunktes interpretieren und den entsprechenden Term subtra-hieren. Wir gelangen dann zum "renormierten Hamiltonian\ H0, den wir gleich vonAnfang an als den "richtigen\ Hamiltonoperator interpretiert haben.Um (1.133) zu renormieren, haben wir also den unde�nierten AusdruckA(k)A(k)� durch die quadratische Form A(k)�A(k) zu ersetzen. Diese Idee f�uhrt zurEinf�uhrung der Wickordnung, die wie folgt de�niert werden kann. Gegeben sei einPolynom P(A(k); A(k)�) in Erzeugungs und Vernichtungsoperatoren (z.B. ein Po-tenz von �(x)), dann ist das normalgeordnete Polynom : P(A(k); A(k)�) : de�niertals diejenige quadratische Form die entsteht, wenn jedes Monom von P(A(k); A(k)�)so umgeordnet wird, da� alle Erzeuger A(k)� links von allen Vernichtern stehen. Mitdiesem Begri� k�onnen wir nun den freien Hamiltonian auch durchH0 =: 12 ZR3 ��(x)�(x) + �ij @�@xi (x)@�@xj (x)d3x+m2�(x)�(x)�d3x : (1.134)angeben. Diese Methode l�a�t sich nun auf andere Observablen �ubertragen. Zum Bei-spiel auf den Gesamtimpuls oder den Energie-Impuls-Tensor.
1.4 Wechselwirkung mit klassischen QuellenWir wollen nun einen Schritt weiter gehen und Quantenfelder betrachten die mitklassischen Quelltermen "wechselwirken\. Das hei�t wir suchen nach L�osungen derFeldgleichung @2@t2 (t; x) - � (t; x) +m2 (t; x) + �(x) = 0; (1.135)
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wobei � eine geeignete, m�oglicher Weise singul�are Inhomogenit�at ist. Physikalischbeschreibt ein solches Modell Mesonen deren Wechselwirkung durch den klassischenQuellterm � approximiert wird. Besonders interessiert uns der singul�are Quellterm� = �. Dieser Fall kann als (sehr einfaches) Modell der starken Wechselwirkungaufgefa�t werden: Es beschreibt den Ein
u� der Nukleonen (die hier nur durch dieQuellverteilung � = � eingehen) auf das Mesonenfeld. Der erste Schritt zur Kon-struktion einer solchen Theorie ist die Approximation von � durch glatte Quellterme.F�ur den Rest dieses Abschnittes wollen wir daher � 2 S(R3;R) betrachten, um dannim n�achsten Abschnitt den Grenz�ubergang �! � durchzuf�uhren. Bevor wir mit dermathematischen Analyse dieses Problems beginnen sei noch bemerkt, da� bei diesenModellen eigentlich nicht von "Wechselwirkung\ geredet werden kann, da der Quell-term � zwar Auswirkungen auf die Quantenfelder hat, umgekehrt die Quantenfelderjedoch nicht auf die Quelle zur�uckwirken.Um nun ein solches Modell zu konstruieren suchen wir als erstes nach einen An-satz f�ur den Wechselwirkungshamiltonian H. Es sollte sich dabei um einen selbstad-jungierten Operator auf dem Fockraum FS(L2(R3; d3x)) handeln. Die "wechselwir-kenden\ Felder erhalten wir dann durcheitH ~�(x)e-itH =: ~�(t; x) (1.136)wobei ~�(x) eine quadratische Form �ahnlich der aus (1.91) ist. Um einen Ansatz f�urH zu erhalten orientieren wir uns an der Form (1.121) des freien Hamiltonian. Dieseentsprach in ihrer Gestalt der klassischen Hamiltonfunktion H(a) (siehe (1.29). DerDiskussion aus 1.1.4 folgend erhalten wir als Hamiltonfunktion f�ur die Feldgleichung(1.135) den AusdruckS(R3;R)� S(R3;R) 3 (f; p) 7! H(f; p) + hf; �i (1.137)wobei H(f; p) die Hamiltonfunktion des freien Feldes aus (1.19) ist. Ersetzen wir dieAnfangsdaten f; p durch die Funktion a(k) dann erhalten wir
HW(a) := ZR3!(k)a(k)a(k)d3k+1(2�)3=2 ZR3 �(x) ZR3 �a(k)e-ihk;xi + a(k)eihk;xi� d3kp2!(k)d3x: (1.138)

Wenn wir in diesem Ausdruck formal a(k) durchA(k) und a(k) durchA(k)� ersetzenerhalten wir den Operator (siehe hierzu auch die Diskussion der Wickordnung inBemerkung 1.3.9) H := H0 +�(�) : DS ! FS(L2(R3; d3x)) (1.139)der auf seinem De�nitionsbereich symmetrisch ist. Eine ausf�uhrliche Analyse vonOperatoren dieser Gestalt wurde von Cook 1961 durchgef�uhrt [Coo61]. Wir wollenf�ur alle Beweise in diesem Abschnitt auf diese Arbeit verweisen (siehe auch denentsprechenden Abschnitt im Buch von Emch [Emc72]). Als erstes gilt1.4.1. Satz. Der Operator H aus Gleichung (1.139) ist auf dem De�nitionsbereichD(H0) selbstadjungiert. Au�erdem ist H wesentlich selbstadjungiert auf jedem Corevon H0.
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Beweis: Der Beweis einer verallgemeinerten Version dieser Aussage �ndet sich in[Coo61, Lemma 2]. Wir wollen f�ur den Beweis das folgende Theorem von Kato undRellich verwenden [RS75, Thm. X.12]:A und B seien dicht de�nierte Operatoren auf einem Hilbertraum H so da�1. D(A) � D(B) ist, 2. mit R 3 a < 1 und b 2 R die Ungleichung kB k �akA k + bk k f�ur alle  2 D(A) erf�ullt ist (d.h. B ist A-beschr�ankt mit relativerSchranke a) und 3. A selbstadjungiert und B symmetrisch ist, dann ist A + B aufD(A) selbstadjungiert. Au�erdem ist A + B wesentlich selbstadjungiert auf jedemCore von A.Wir wollen dieses Theorem auf A = H0 und B = �(�) anwenden. Daf�ur m�ussenwir als erstes zeigen, da� �(�) auf dem De�nitionsbereich von H0 als symmetrischerOperator de�niert ist. Hierbei ist zu bedenken, da� H0 hier als selbstadjungierteFortsetzung des auf DS de�nierten Operators d�(h0) aufzufasssen ist. Das hei�tD(H0) � DS. Der Operator �(�) dagegen ist die selbstadjungierte Fortsetzung desSegaloperators �S(�̂=!1=2), dessen De�nitionsbereich F0 ist.Aufgrund der De�nition des Segaloperators reicht es zu zeigen, da� A(~�) undA(~�)� (mit ~� := �̂=!1=2) auf D(H0) de�niert sind. Betrachten wir zun�achst A(~�).Mit (1.49) folgt f�ur  2 D(A(~�)):kA(~�) k2 =h(N + 1)b-(~�) ; b-(~�) i = (1.140)= 1Xn=0 nhb-(~�) (n); b-(~�) (n)i � (1.141)

�k~�k2 1Xn=0 nh (n);  (n)i: (1.142)
Das hei�t wir m�ussen zeigen, da� f�ur alle  2 D(H0) die SummeP1n=0(n+1)k (n)k2endlich ist. Hierf�ur stellen wir zun�achst fest, da� der Einteilchenhamiltonian h0 vonunten durch m beschr�ankt ist. Das hei�t f�ur � 2 L2(R3; d3k) gilthh0�; �i = h!�; �i � infk2R3!(k)k�k2 = mk�k2: (1.143)F�ur  2 D(H0) ist daher

kH0 k2 = 1Xn=0 k(H0 )(n)k2 � m2 1Xn=0 n2k (n)k2: (1.144)
Wir haben an dieser Stelle die De�nition von H0 in (1.112) und die De�nition derzweiten Quantisierung selbstadjungierter Operatoren in (1.40) eingesetzt. Aus dieserUngleichung folgt nun1Xn=0(n+ 1)k (n)k � 1Xn=0 nk (n)k+ k k � 1Xn=0 n2k (n)k+ k k <1: (1.145)
Damit ist A(~�) de�niert. �Ahnliche Argumente zeigen, da�

kA(~�)� k2 � k~�k2h(N + 1) ; i = k~�k2 1Xn=0(n+ 1)k (n)k2 (1.146)
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was beweist, da� auch A(~�)� de�niert ist. Daher folgt D(H0) � D(�(�)).Wir betrachten erneut k�(�) k2. O�enbar ist

k�(�) k2 = 12kA(~�) +A(~�)� k2 � kA(~�) k2 + kA(~�)� k2: (1.147)
Setzen wir hier (1.142) und (1.146) ein folgt

k�(�) k2 � k~�k2 1Xn=0 k(2n+ 1) (n)k2 <1: (1.148)
Dies k�onnen wir benutzen um zu zeigen, da�k�(�) k2 � a2kH0 k2 + b2k k2 (1.149)mit geeigneten Konstanten a; b 2 R, a < 1 gilt. Aufgrund des oben zitierten Theo-rems folgt dann die Behauptung.Aufgrund von (1.148) folgt nun die Ungleichung (1.4) o�enbar aus

a2m2 1Xn=0 n2k (n)k2 + b2 1Xn=0 n2 - k~�k2 1Xn=0 k(2n+ 1) (n)k2 (1.150)
was f�ur alle n 2 N0 a2m2n2 - 2k~�k2n+ (b2 - k~�k2) � 0 (1.151)impliziert. Diese Ungleichung wird aber durch alle

a = k~�k2�m ; b > k~�k2(�+ 1) mit � > k~�k2m (1.152)erf�ullt, was den Satz beweist.Der n�achste Schritt besteht in der Spektralanalyse des Hamiltonians H. Genauergesagt, wir werden untersuchen wie das Spektrum des freien Hamiltonians H0 unddas Spektrum von H miteinander zusammenh�angen. Zu diesem Zwecke f�uhren wirmittels der Ortsdarstellung des Einteilchenhamiltonians fh0f = (h0f̂)_ den unit�arenOperator
V := e-i�(fh0-2�) (1.153)ein, welcher folgendem Satz gen�ugt.1.4.2. Satz. F�ur alle  2 D(H0) = D(H) gilt

VHV-1 = H0 +W mit W := 12kfh0-1�k2: (1.154)Das hei�t H ist bis auf die additive Konstante W unit�ar �aquivalent zum freien Ha-miltonian.



1.4. WECHSELWIRKUNG MIT KLASSISCHEN QUELLEN 29
Beweis: Der Beweis einer Verallgemeinerung dieser Aussage �ndet sich wieder imArtikel von Cook [Coo61, Thm. 1]. Wir wollen hier einen k�urzeren Beweis angeben.Der erste Schritt ist die Suche nach einem gemeinsamen Core f�ur die Operatoren H0und H. Gem�a� Satz 1.4.1 reicht es hierf�ur einen Core von H0 zu �nden. Wir f�uhrendaher f�ur jedes f 2 L2(R3; d3k) die Exponentialvektoren

e(f) := 1Xn=0 f
n mit f
n := �Nnk=1 f f�ur n > 01 f�ur n = 0 (1.155)
ein [Par92, Kapitel 19]. Die unit�aren Operatoren Ut = exp(itH0) wirken nun aufdiese Exponentialvektoren durch [Par92, Kapitel 20]Ute(f) = e(eith0f) = e(eit!f) (1.156)Daher wird der lineare TeilraumES := spanfe(f) j f 2 S(R3;C)g (1.157)von FS(L2(R3; d3k)) durch Ut auf sich abgebildet. ES ist jedoch zugleich ein dich-ter Teilraum [Par92, Kor. 19.5] von FS(L2(R3; d3k)). Daher folgt aus [RS80, Thm.VIII.11], da� ES ein Core f�ur H0 ist und somit ist, wie bereits gesagt, H auf ESebenfalls wesentlich selbstadjungiert. Dies impliziert, da� wir Gleichung (1.154) nurf�ur alle  2 ES beweisen m�ussen.Die Strategie des Beweises ist es, V und V-1 durch Potenzreihen zu ersetzen. Da�(fh0�) jedoch ein unbeschr�ankter Operator ist, sind V und V-1 nur formal durchsolche Potenzreihen de�niert. (Formale Rechnungen dieser Art sind sehr gef�ahrlich!Vergleiche hierzu die Gegenbeispiele von Nelson [RS80, VIII.5].) Wir betrachtendaher die Abbildung
C�C�R 3 (z1; z2; s) 7!Y(z1; z2; s) := V(-z1)eisH0V(z2)e(f) 2 FS(L2(R3; d3k)); (1.158)

wobei V(z) := exp(-i�(zfh0-2�)) ist. Mit [Par92, Kap. 20] und wegen H0 =d�(h0) folgt nunY(z1; z2; s) = C(s; z1; z2)e(eish0(f+ z1fh0-2�) - z2fh0-2�) 2 ES; (1.159)mit
C(s; z1; z2) =exp�-12kz2fh0-2�k2 - 12kz1fh0-2�k2 + hfh0-2�; eish0(f+ z1fh0-2�) - fi� : (1.160)

F�ur jedes  2 FS(L2(R3; d3k)) ist daher die AbbildungC�C�R 3 (z1; z2; s) 7! hY(z1; z2; s);  i 2 C (1.161)
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stetig di�erenzierbar in s und analytisch in z1; z2 [Par92, Prop. 20.2, 20.3]. Aus derDe�nition analytischer Abbildungen folgt nun jedoch, da� auch
C�C 3 (z1; z2) 7! ddshY(z1; z2; s);  ijs=0 = -ihV(-z1)H0V(z2)e(f);  i (1.162)

f�ur alle  2 FS(L2(R3; d3k)) analytisch ist. Dies bedeutet jedoch per De�nition dieschwache Analytizit�at vonC�C 3 (z1; z2) 7! X(z1; z2) := V(-z1)H0V(z2)e(f) (1.163)und wegen [RS80, VI.4] auch die starke Analytizit�at. Daher [HP57, Thm 3.11.4,Thm 3.15.1] existiert die Taylorentwicklung1Xn=0;l=0 1n!l! @n+lX@zn1@zl2 (0; 0)zn1 zl2 (1.164)
als absolut konvergente (in der Normtopologie) Potenzreihe. Wir m�ussen also ledig-lich die Ableitungen der Funktion X bestimmen. Aus dem Satz von Stone [RS80,Thm. VIII.8] folgt:@n+lX@zn1@zl2 (0; 0) = @n@zn1 @l@zl2 @@sY(z1; z2; s)js=z1=z2=0 (1.165)

= @n@zn1 @@s @l@zl2Y(z1; z2; s)js=z1=z2=0 (1.166)
= (i�(fh0-2�))nH0(-i�(fh0-2�))le(f): (1.167)Hierbei haben wir die Tatsache ber�ucksichtigt, da� (z1; z2; s) 7! Y(z1; z2; s) in allenArgumenten stetig di�erenzierbar ist, und daher die Reihenfolge der partiellen Ab-leitungen vertauscht werden darf (dies gilt nicht nur im Rn sondern f�ur alle stetigdi�erenzierbaren Abbildungen zwischen Banachr�aumen [Die75, 8.12.3]).Daher erhalten wir mit  2 FS(L2(R3; d3k)) f�ur die Taylorreihe aus (1.164):

V-1H0V = 1Xn=0;l=0 1n!l!(i�(fh0-2�))nH0(-i�(fh0-2�))l (1.168)
= H0 + 1Xn=1 1n! [i�(fh0-2�); [i�(fh0-2�); : : : [i�(fh0-2�)| {z }n mal ; H0] : : : ]] : (1.169)

Das zweite Gleichheitszeichen folgt mit vollst�andiger Induktion (�Ubungsaufgabe!).Wir berechnen nun die in der letzten Gleichung auftretenden Kommutatoren. F�ur 2 F0 galt aufgrund des Satzes 1.3.5 exp(itH0)�(f) exp(-itH0) = �(t; f) .Leiten wir beide Seiten nach t an der Stelle t = 0 ab, erhalten wir daher:i[H0; �(f)] = �(f) . Nun ist jedoch �(f) = �(ifh0f) (siehe Satz 1.3.3) daher alsoi[H0; �(fh0-2�)] = i[H0; �(ifh0-1�)] = �(ifh0-1�) = -�(�) (1.170)
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und aufgrund der kanonischen Vertauschungsrelationen (siehe Satz 1.3.4)
[�(fh0-2�); [�(fh0-2�); H0]] = -i[�(fh0-2�); �(�)] == hfh0-2�; �i = kfh0-1�k2 : (1.171)F�ur n > 2 gilt o�enbar:[i�(fh0-2�); [i�(fh0-2�); : : : [i�(fh0-2�)| {z }n mal ; H0] : : : ]] = 0: (1.172)

Setzen wir dies in (1.169) ein, dann folgt o�enbar die Behauptung.Dieser Satz zeigt, da� aufgrund der Wechselwirkung mit dem Quellterm � dieGesamtenergie des Systems gegen�uber dem wechselwirkungsfreien System um eineendliche KonstanteW verschoben ist. Man kann sich obendrein �uberlegen, da� dieserBetrag gerade durch Selbstwechselwirkungen der Quellen durch Yukawapotentialezustande kommt (siehe [Emc72, 1.d] und die Zitate darin). Das hei�t aber, da�die niedrigst m�ogliche Energie des Systems gerade durch die Konstante W gegebenist. Da aber nur Energiedi�erenzen und keine absoluten Betr�age gemessen werdenk�onnen und da die Subtraktion der Konstanten W keine Auswirkungen auf dieZeitentwicklung von Erwartungswerten hat:heit(H-W1) ;Aeit(H-W1) i = he-itWeitH ; e-itWAeitH i (1.173)= heitH ;AeitH i (1.174)k�onnen wir den Wechselwirkungshamiltonian H durch den renormierten Hamiltoni-an H� := H-W1 : D(H)! FS(L2(R3; d3k)) (1.175)ersetzen, der unit�ar �aquivalent zum freien Hamiltonian ist.Um nun das wechselwirkende Feld zu de�nieren, ben�otigen wir eine Darstellungder kanonischen Vertauschungsrelationen, d.h. Felder ��(x); ��(x), die mit einerTestfunktion f 2 S(R3;C) verschmiert
��(f) = ZR3 f(x)��(x)d3x; ��(f) = ZR3 f(x)��(x)d3x (1.176)

abschlie�bare Operatoren de�nieren, die dieselben Kommutatorrelationen wie �(f)und �(f) in Satz 1.3.4 erf�ullen. Die Felder �(x) und �(x) aus (1.92) bzw (1.93)sind nicht geeignet, da das "nackte Vakuum\ 
0 zwar bzgl. des Teilchenzahlopera-tors N der einzige Zustand ohne Teilchen ist, jedoch nicht der Zustand niedrigsterEnergie von H� ist. Obendrein ist 
0 nicht invariant unter der durch H� gegebenenZeitentwicklung, d.h. exp(itH�)
0 6= 
0. Eine bessere Wahl ist daher��(x) = V�(x)V�; �(x)� = V�(x)V� (1.177)denn f�ur die so gew�ahlten ��(x); ��(x) spielt das "physikalische Vakuum\ 
� :=V
0, welches o�enbar der Eigenzustand von H� zur niedrigsten Energie ist, dieselbe
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Rolle wie 
0 f�ur die �(x); �(x). Um diese Aussage etwas zu pr�azisieren betrachtenwir die Operatoren (f reellwertig)

A�(f) = 1p2 ��((p!f̂)_) + i�(( 1p!f̂)_)� ; A�(if) = -iA�(f) (1.178)
welche sich zu ��(x); ��(x) genauso verhalten wie die Vernichtungsoperatoren A(f)zu �(x); �(x) (vergleiche die Ausdr�ucke f�ur �(f) und �(f) in Satz 1.3.3 und die De�-nition des Segaloperators in Satz 1.2.14) Die A�(f) annilieren nun das physikalischeVakuum d.h. A�(f)
� = 0 f�ur alle f. Wir de�nieren daher das wechselwirkende Feld��(t; x) := eitH���(x)e-itH� = V�(x; t)V� (1.179)welches o�enbar unit�ar �aquivalent zum freien Feld ist. Dieser Umstand deutet schonan, da� das somit konstruierte Modell aus physikalischer Sicht noch nicht besondersinteressant ist. Deutlicher, wird dies wenn wir die zum Feld �� geh�orende Streu-theorie untersuchen.Zuvor wollen wir jedoch eine n�utzliche Beziehung der Felder ��(x) zu den freien� untersuchen. Wir betrachten zu diesem Zweck die verschmierten Felder��(t; f) = ZR3 ��(t; x)f(x)d3x = V�(t; f)V� 8f 2 S(R3;C) (1.180)
und erhalten:1.4.3. Behauptung. F�ur jede Testfunktion f 2 S(R3;C) gilt die Beziehung��(t; f) = �(t; f) + hh-20 �̂; eit!f̂i: (1.181)Beweis: Dies wird auf die gleiche Weise bewiesen, wie Satz 1.4.2. Es lediglich H0durch �(t; f) zu ersetzen (nat�urlich m�ussen am Ende andere Vertauschungsrelatio-nen benutzt werden) und zu ber�ucksichtigen, da��(t; f) = �((exp(i!t)f̂)_) ist.Wir k�onnen also die Dynamik der wechselwirkenden Felder ��(t; x) direkt durchdie Dynamik der freien Felder ausdr�ucken, ohne explizit den Hamiltonian H� zubenutzen. Dies wird im n�achsten Abschnitt sehr n�utzlich sein. Zuvor jedoch einpaar Worte zur Streutheorie.1.4.4. Bemerkung (physikalische Interpretation/Streutheorie). Die grund-legende Idee der Streutheorie1 kann wie folgt skizziert werden: Wir betrachten Teil-chen, deren Dynamik bei Anwesenheit eines "Streuzentrums\ durch den Wechselwir-kungshamiltonian H und bei Abwesenheit des Streuzentrums durch den freien Hamil-tonian H0 beschrieben wird. In gro�er Entfernung vom Streuzentrum soll dabei dieWechselwirkung vernachl�assigbar sein, d.h. dort kann die wechselwirkende Dynamikdurch die freie Dynamik approximiert werden. Das hei�t der Experimentator pr�apa-riert in der fernen Vergangenheit freie Teilchen im Zustand  in und er registriert in1Ich habe mich mit dieser Bemerkung sehr eng an die entsprechenden Ausf�uhrungen in [Emc72]gehalten, die ein ausf�uhrlicheres Studium der Streutheorie nicht ersetzen k�onnen. Dies ist jedochkeine Vorlesung �uber Streutheorie. Eine mathematisch ausf�uhrliche Darstellung stellt der dritteBand des Buches von Reed und Simon [RS79] dar.
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der fernen Zukunft ebenfalls freie Teilchen im Zustand  out. Die wesentlichen phy-sikalischen Gr�o�en die dabei gemessen werden, sind �Ubergangswahrscheinlichkeiten in !  out. Um diese zu ermitteln nimmt man nun an, da� ein "intermedi�arer\Zustand  existiert, dessen Zeitentwicklung durch die wechselwirkende Dynamik ge-geben ist und der f�ur t ! �1 den "In-\ bzw. "Out-\Zustand approximiert. Dashei�t, da� f�ur jeden Inzustand  in und jeden Outzustand  out ein  existiert, soda� limt!-1 jheitH0 in; AeitH0 ini- heitH ;AeitH ij = 0 (1.182)und limt!1 jheitH0 out; AeitH0 outi- heitH ;AeitH ij = 0 (1.183)f�ur alle Observablen A erf�ullt ist. Wir k�onnen somit den Zustand  durchlimt!-1 e-itHeitH0 in (1.184)bzw. durch limt!1 e-itHeitH0 out (1.185)de�nieren. Dieser Limes de�niert also die beiden M�lleroperatoren
� = s- limt!�1 e-itHeitH0 (1.186)(Genauer gesagt: 
� = s- limt!�1 e-itHeitH0Pac(H0); (1.187)wobei Pac(H0) die Projektion auf den absolut stetigen Teilraum von H0 bezeichnet;siehe [RS79, XI.3]). Wir k�onnen sie verwenden um die eingangs erw�ahnten �Uber-gangswahrscheinlichkeiten zu bestimmen. Wir suchen die Wahrscheinlichkeit, da�am Ende des Experiments der Zustand �out gemessen wird wenn das System zuBeginn im Zustand  in pr�apariert war:jh�; ij2 = jh
+�out;
- inij2 = jh�out;
�+
- inij2 =: jh�out; S inij2: (1.188)Der Operator S dessen Matrixelemente also die gesuchten �Ubergangswahrschein-lichkeiten beschreiben hei�t Streuoperator oder S-Matrix. Ihn zu bestimmen ist daswichtigste Ziel einer wechselwirkenden Quantenfeldtheorie.Kommen wir nun auf die zuvor konstruierte Quantenfeldtheorie zur�uck. Im Falleeiner Feldtheorie wandeln wir die asymptotischen Bedingungen (1.182) und (1.183)in Bedingungen an die Felder um, die f�ur das von uns untersuchte Modelllimt!1h ;�in(t; f) -��(t; f) i = 0 (1.189)und limt!1h ;�out(t; f) -��(t; f) i = 0 (1.190)
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lauten. Die asymptotisch freien Felder �in(t; f) und �out(t; f) stimmen in unseremFalle mit dem freien Feld �(t; f) �uberein. Wir erkennen dies unter Verwendung vonBehauptung 1.4.3, denn (1.189) und (1.190) sind o�enbar �aquivalent zulimt!�1hfh0-2�; (eit!f̂)_i = 0; (1.191)
wobeifh0f = (h0f̂)_ den Einteilchenhamiltonian in Ortsdarstellung bezeichnet (vergl.Satz 1.4.2). Im Impulsraum wird dieser Ausdruck zu

limt!�1 ZR3 �̂(k)!2(k)eit!(k)f̂(k)d3k: (1.192)
F�uhren wir nun zus�atzlich die neuen KoordinatenS2 � (m2;1) 3 (�; s)! �(�; s) :=ps2 -m2� 2 R3 (1.193)ein, f�uhrt dies zum IntegralZS2 Z1m2 �̂(�(�; s)s2 eitsf̂(�(�; s))sps2 -m2dsdV(�); (1.194)
wobei dV(�) das Ober
�achenelement der S2 bezeichnet. Nun betrachten wir dieFunktion
S2 �R 3 (�; s) 7! h(�; s) := � �̂(�(�;s)s2 f̂(�(�; s))sps2 -m2 s > m20 s < m2: (1.195)

O�enbar ist s 7! h(�; s) f�ur alle � 2 S2 integrierbar, denn � und f sind Schwartz-funktionen, der Rest Polynomial beschr�ankt. Daher existiert die inverse Fourier-transformation �h�(t) := 1p2� ZR h(�; s)eitsds (1.196)
f�ur alle � 2 S2 und ist aufgrund des Riemann-Lebesgue Lemmas [RS75, Thm. IX.7]eine stetige Funktion die im Unendlichen verschwindet. Da au�erdem die FunktionS2 � R 3 (�; t) 7! �h�(t) beschr�ankt ist (also die Funktionenschar � 7! �h�(t) mitt als Scharparameter) gleichm�a�ig beschr�ankt) folgt mit dem Satz �uber dominierteKonvergenz [RS80, Thm. I.11] da�

limt!�1p2� ZS2 �h�(t)dV(�) = p2� ZS2 limt!�1 �h�(t)dV(�) = 0 (1.197)
also (1.190) erf�ullt ist.Dies impliziert, da� die mit dem Quantenfeld �� verbundene Streutheorie trivialist: Das asymptotisch freie In-Feld �in stimmt mit dem asymptotisch freien Out-Feld�out �uberein. Daher ist die S-Matrix die Identit�at. Dies best�atigt, was wir bereitsweiter oben angedeutet haben: Die bisher konstruierte Theorie ist noch nicht sehrinteressant, da die Streutheorie von einer Wechselwirkung nichts sp�urt. Dies wirdsich im n�achsten Abschnitt jedoch �andern.
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1.5 Das van Hove ModellZu Beginn des letzten Abschnittes haben wir bereits erw�ahnt, da� unser eigentlichesZiel der Fall � = � ist. Physikalisch ist dieser Fall als primitives Modell der starkenWechselwirkung zu betrachten. Die Nukleonen treten hier nur sehr rudiment�ar durchden Quellterm � auf. Beschrieben wird daher nur der Ein
u� der Nukleonen auf dieMesonen.Die Vorgehensweise aus dem letzten Abschnitt ist nun nicht mehr anwendbar, daH0+�(�) keine wohlde�nierter Operator ist. Dieser Umstand deutet bereits an, da�der Wechselwirkungshamiltonian H� im Falle � = � auf dem Fockraum des freienFeldes nicht als selbstadjungierter Operator existieren kann. Wir werden dies nochgenauer untersuchen, zuvor jedoch zeigen, wie die wechselwirkenden Felder �� trotzdieser Schwierigkeiten konstruiert werden k�onnen.Zu diesem Zweck wollen wir die Dynamik des freien Feldes � und eines Feldes��, zun�achst mit � 2 S(R3;R), in einem neuen Kontext formulieren. Wir betrachtendaher die Algebra

A := span f nYi=1 �(fi) j fi 2 S(R3;C); n 2 Ng [ f1g
! (1.198)

die von den Feldoperatoren �(f) erzeugt wird. A ist eine "*-Algebra\: Das hei�t A istein Vektorraum, auf dem ein bilineares, assoziatives Produkt A�A 3 (A;B) 7! A �B 2 A und eine *-Operation A 3 A 7! A� 2 A de�niert ist. O�enbar sind alle�(t; f)und alle ��(t; f) Elemente dieser Algebra. Wir k�onnen daher die AbbildungenA 3 A 7! �0t(A) = eitH0Ae-itH0 2 A (1.199)und A 3 A 7! ��t (A) = eitH�Ae-itH� 2 A (1.200)de�nieren. �0t und ��t sind Automorphismen der Algebra A: Sie sind linear und mul-tiplikativ ��t (AB) = ��t (A)��t (B) und vertauschen mit der *-Operation: ��t (A)� =��t (A�). F�ur uns sind sie deshalb interessant, weil sie die Dynamik der Felder � und�� wiederspiegeln: Es gilt: �(t; f) = �0t(�(f)) und ��(t; f) = ��t (��(f)).Damit bleibt die Frage, was wir mit dieser Konstruktion eigentlich gewonnenhaben. Hierf�ur benutzen wir die Behauptung 1.4.3 und die Abk�urzungenc(f; �) := hH-20 �; fi und ft := (eit!f̂)_ (1.201)und erhalten��t (�(f)) + c(f; �)1 = ��t (�(f) + c(f; �)1) = ��t (��(f)) == �0t(�(f)) + c(ft; �)1; (1.202)woraus ��t (�(f)) = �0t(�(f)) + c(ft - f; �)1 (1.203)
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folgt. Da die Algebra A von den Feldern �(f) erzeugt wird, ist durch die letzteGleichung ��t eindeutig bestimmt, ohne den Wechselwirkungshamiltonian explizitzu benutzen. Schreiben wir c(ft; �) in Impulsdarstellung aufZR3 �̂(k)!2(k) �eit!(k)f̂(k) - f̂(k)�d3k; (1.204)
erkennen wir da� der Grenz�ubergang �̂ ! 1 (also im Ortsraum � ! �) problemlosdurchzuf�uhren ist

c(�; ft) := lim�̂!1 ZR3 �̂(k)!2(k) �eit!(k)f̂(k) - f̂(k)�d3k (1.205)
= ZR3 eit!(k)f̂(k) - f̂(k)!2(k) d3k: (1.206)

Da f eine Schwartzfunktion ist, ist das letzte Integral und damit auch c(�; ft - f)wohlde�niert. Wir haben damit das wechselwirkende Feld ��(t; f) und die dazu-geh�origen ��t de�niert:��(t; f) := ��t(�(f)) = �0t(�(f)) + c(�; ft - f)1: (1.207)Aus Sicht der Quantenfeldtheorie repr�asentieren die Felder �� mit � 2 S(R3;R)einen "Impulsraum-Cuto�\. Das hei�t, um die bei gro�en Frequenzen auftretendenDivergenzen (etwa bei dem Versuch den Wechselwirkungshamiltonian f�ur � = �zu de�nieren) zu beseitigen, werden diese Frequenzen durch die "Cuto�-Funktion\�̂ 2 S(R3;C) abgeschnitten. Die Theorie ist dann wie wir gesehen haben endlich.Nun haben wir algebraische Methoden benutzt, um den Cuto� zu entfernen und daswechselwirkenden Feld zu de�nieren. Dies zeigt, wie n�utzlich algebraische Methodenin der Quantenfeldtheorie sein k�onnen und motiviert ein intensiveres Studium vonOperatoralgebren, welches wir im n�achsten Kapitel beginnen wollen.Zuvor jedoch wollen wir ein paar Argumente untersuchen, die aufzeigen, da� dieDynamik des Feldes �� auf dem Fockraum des freien Feldes tats�achlich nicht unit�arimplementierbar ist. Das hei�t auf diesem Hilbertraum gibt es keinen selbstadjun-gierten Operator H� so da� ��(t; f) = exp(itH�)��(f) exp(-itH�) ist. Damit engverkn�upft ist die Tatsache, da� es keinen Vektor im Fockraum des freien Feldes gibt,der die Rolle des physikalischen Vakuums �ubernehmen kann.Wir de�nieren zu diesem Zwecke, wie in (1.178), die zum Feld ��(t; f) geh�oren-den Vernichtungsoperatoren A�(f). Unter Ber�ucksichtigung von (1.207) erhalten wirwegen ��(f) = @t��(t; f)jt=0 den Ausdruck (f�ur reellwertiges f):
A�(f) = A(f) + d(f; �)1; d(f; �) := 1p2 ZR3 f!3=2(k)d3k: (1.208)

A�(f) ist o�enbar ein wohlde�nierter (abschlie�barer) Operator auf dem FockraumFS(L2(R3; d3k)) und wir sehen, da� er f�ur jedes f 2 L2(R3; d3k) de�niert ist (beiantilinearer Fortsetzung: A�(if) := iA�(f)) denn das Integral d(f; �) konvergierto�enbar f�ur jedes solche f. Das physikalische Vakuum ist nun durch die BedingungA�(f)
� = 0 gegeben. Wir werden im folgenden zeigen, da� ein solches 
� nichtexistiert:
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1.5.1. Satz. Das einzige Element 
� in F0 � FS(L2(R3; d3k)), so da� A�(f)
� = 0f�ur alle f 2 L2(R3; d3k) gilt, ist die Null.Beweis: Sei also

0 = A�(f)
� = 1Xn=0A�(f)
(n)� = 1Xn=0A(f)
(n)� + 1Xn=0 d(f; �)
(n)� ; (1.209)
dann folgt wegen A(f)
(n)� 2 SnH(n) und wegen H(n)?H(n+1) da� f�ur alle n dieGleichung A(f)
(n+1)� = -d(f; �)
n)� gilt. Mit der De�nition von A(f) (siehe (1.49))folgt daher kd(f; �)
(n)� k = kA(f)
(n+1)� k � pn+ 1kfkk
(n+1)� k (1.210)f�ur alle n 2 N. Diese Ungleichung ist jedoch nur dann erf�ullbar, wenn 
� = 0ist oder wenn eine Konstante K mit kd(f; �)k � Kkfk existiert. Letzteres w�urdebedeuten, da� f 7! d(f; �) ein stetiges lineares Funktional auf dem HilbertraumL2(R3; d3k) ist. Aufgrund des Darstellungssatzes von Riesz [RS80, II.4] m�u�te dannjedoch ein � 2 L2(R3; d3k) existieren, so da� d(f; �) = h�; fi f�ur alle f 2 L2(R3; d3k).Die konkrete Form von d(f; �) impliziert daher, da� 1=!3=2 quadratintegrabel seinmu�. Dies ist jedoch nicht der Fall. Wir integrieren hierf�ur 1=!3 (also (1=!(3=2))2)in Kugelkoordinaten �uber eine Kugel K(R) � R3 vom Radius R:ZS2 ZR0 r2(m2 + r2)3=2drdV(�) = 4� ZR0 r2(m2 + r2)3=2dr (1.211)
Das Integral �uber r verh�alt sich f�ur gro�e r wie 1=r und divergiert daher f�ur R!1(kann man auch zu Fu� ausrechnen). Dies beweist die Aussage.Wir k�onnen dieses Ergebnis sofort benutzen, um zu zeigen, da� die durchf 7! �(f); f 7! �(f) und f 7! ��(f); f 7! ��(f) gegebenen Darstellungen der ka-nonischen Vertauschungsrelationen unit�ar in�aquivalent sind (da� die Felder f 7!��(f); f 7! ��(f) die Vertauschungsrelationen wirklich erf�ullen folgt aus der De�ni-tion von ��(t; f) und damit auch von ��(f); ��(f) in Gleichung (1.207) und aus derTatsache, da� f 7! �(f); f 7! �(f) eine Darstellung der Vertauschungsrelationen ist;siehe Satz 1.3.4). W�aren sie n�amlich unit�ar �aquivalent, w�urde ein unit�arer Operatorexistieren, so da� U�(f)U� = ��(f) und U�(f)U� = ��(f) ist. Dies impliziert abereine entsprechende Relation f�ur die Vernichtungsoperatoren: UA(f)U� = A�(f) unddiese wiederum w�urde 0 = UA(f)
0 = A�(f)U
0 zur Folge haben, wenn 
0 dasnakte Vakuum ist. Also w�are 0 6= U
0 das physikalische Vakuum, welches jedoch,wie soeben gesehen, nicht existiert. Von �ahnlicher Art ist die folgende Aussage:1.5.2. Satz. Es existiert kein unit�arer Operator Ut : FS(L2(R3; d3k)) !FS(L2(R3; d3k)) so da� Ut�(f)U�t = ��t(�(f)) ist.Beweis: Angenommen es g�abe ein solches Ut, dann w�urden ��;t(f) = ��(t; f) und��;t(f) = @s��(t + s; f)js=0 eine zu �(f); �(f) unit�ar �aquivalente Darstellung derVertauschungsrelationen bilden und wie soeben gesehen ein Vakuum 
t;� besitzen.Dies kann nun, unter Verwendung von Formel (1.207) genauso wie im letzten Beweiszum Widerspruch gef�uhrt werden.
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Mit anderen Worten die Dynamik des wechselwirkenden Feldes ist auf dem Hil-bertraum des freien Feldes nicht unit�ar implementierbar! Das hei�t insbesondere,da� kein Wechselwirkungshamiltonian existiert (jedenfalls nicht auf dem selben Hil-bertraum auf dem der freie Hamiltonian de�niert ist). Daher kann eine Streutheoriewie in Bemerkung 1.4.4 skizziert gar nicht formuliert werden. Ein Ausweg aus die-sem Dilemma bildet die St�orungstheorie. Man versucht die S-Matrix durch eineSt�orungsreihe zu approximieren. Diese St�orungsreihe ist auch als formale Potenzrei-he (Term f�ur Term) mathematisch wohlde�niert, sie konvergiert jedoch nicht gegeneinen unit�aren Operator. In diesem einfachen Beispiel ist der Grund daf�ur klar: DieS-Matrix kann gar nicht als unit�arer Operator auf demselben Hilbertraum wie dasfreie Feld existieren (oder besser gesagt in der selben Darstellung) wenn nichteinmalder Wechselwiekungshamiltonian wohlde�niert ist. Die algebraische Formulierungder Quantentheorie um die wir uns nun k�ummern wollen zeigt uns hier ganz deut-lich, da� der �ubliche Fockraumformalismus der Quantenfeldtheorie zu eng f�ur nicht-triviale Theorien ist. Fairer Weise mu� ich allerdings an dieser Stelle hinzuf�ugen, da�trotz eines besseren Verst�andnisses der Problematik auch die algebraische Theoriebisher keine L�osung f�ur die Konvergenzprobleme der St�orungsreihe bei wirklich in-teressanten Theorien (wie etwa der Quantenelektrodynamik oder bei polynomialenSelbstwechselwirkungen) gefunden hat.



Kapitel 2
C*-Algebren
Wir haben im letzten Kapitel gesehen, da� die Einf�uhrung von Operatoralgebrenvon gro�em Nutzen bei der Untersuchung von Quantenfeldtheorien oder allgemei-ner ausgedr�uckt von Systemen mit unendlich vielen Freiheitsgraden sein k�onnen.Die grundlegende Idee dabei ist die Observablen der Quantentheorie durch selbst-adjungierte Elemente einer Operatoralgebra und die Zust�ande durch Erwartungs-wertfunktionale (A 7! h ;A i) darzustellen. Um diesen Ansatz konkret auszufor-mulieren, ben�otigen wir einige mathematische Grundlagen �uber Operatoralgebrendie in diesem und im n�achsten Abschnitt bereitgestellt werden sollen. Dabei werdenwir uns (fast) ausschlie�lich mit Algebren auseinandersetzen, deren Elemente be-schr�ankte Operatoren sind (im Gegensatz zur Algebra A aus Formel (1.198)). Diesist aus physikalischer Sicht jedoch keine Einschr�ankung, da jeder unbeschr�anktenObservablen (zum Beispiel Impuls oder Energie) Observablen mit "endlicher Skala\zugeordnet werden k�onnen (z.B.: "Die Energie ist im Interval (a; b)\). Im Prinzipist es physikalisch sogar nat�urlicher nur beschr�ankte Observablen zu betrachten, daein reales Me�ger�at nur �uber eine beschr�ankte Skala verf�ugen kann.Wie bereits angedeutet, dient dieses Kapitel der Bereitstellung einiger mathe-matischer Grundlagen die wir f�ur die sp�atere Analyse physiklaischer Modelle undMethoden ben�otigen. Es ist jedoch keine ersch�opfende Darstellung der Theorie derOperatoralgebren. F�ur diese Zwecke m�ochte ich auf die umfangreiche zu diesemThema vorhandene Literatur verweisen. Insbesondere auf den ersten Band der Mo-nographie von Bratelli und Robinson [BR79] dem ich im vorliegenden Kapitel wei-testgehend folgen werde.
2.1 Grundlegende Begri�e und De�nitionenDas Standardbeispiel f�ur die Operatoralgebren die wir in diesem Kapitel betrachtenwollen ist die Algebra B(H) der beschr�ankten Operatoren auf einem (komplexen)Hilbertraum H. Wir wollen daher die wesentlichen mathematischen Eigenschaftendieses Objektes untersuchen. Zun�achst ist B(H)) eine assoziative Algebra.2.1.1. De�nition. Ein komplexer Vektorraum A hei�t Algebra, wenn auf A einebilineare Abbildung A�A 3 (A;B) 7! AB 2 A, die Multiplikation ausgezeichnet ist.A hei�t assoziative Algebra, wenn das Produkt assoziativ ist: (AB)C = A(BC) =:ABC f�ur alle A;B;C 2 A. 39
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Die Multiplikation in B(H) ist o�enbar das Operatorprodukt. Eine weitere Ei-genschaft von B(H) betri�t die Adjungierten. Zu jedem A 2 B(H) ist auch derAdjungierte A� in B(H). Das hei�t B(H) ist eine *-Algebra.2.1.2. De�nition. Eine assoziative Algebra hei�t *-Algebra, wenn eineantilineare1 Abbildung A 3 A 7! A� 2 A mit den Eigenschaften1. A�� = A f�ur alle A 2 A und2. (AB)� = B�A� f�ur alle A;B 2 Aausgezeichnet ist. (Eine Abbildung mit diesen Eigenschaften hei�t Involution).Auf der *-Algebra B(H) ist eine Norm, die Operatornorm kAk := supkxk=1 kAxkgegeben. Es ist leicht zu zeigen, da� B(H) mit dieser Norm eine Banach*-Algebraist.2.1.3. De�nition. Eine assoziative Algebra A hei�t normierte Algebra wenn auf Aeine Norm k � k mit der Eigenschaft kABk � kAkkBk f�ur alle A;B 2 A ausgezeichnetist. Ist A eine *-Algebra und gilt zus�atzlich kAk = kA�k f�ur alle A 2 A, dannhei�t A normierte *-Algebra. Ist schlie�lich A vollst�andig in dieser Norm hei�t ABanach*-Algebra.Damit bleibt eine Eigenschaft von B(H), genauer gesagt eine Eigenschaft derOperatornorm, die von besonderer Bedeutung ist. Wir k�onnen n�amlich zeigen da�f�ur alle A 2 B(H) gilt: kAA�k = kAk2. Dies folgt nicht aus den Eigenschaften einerBanach*-Algebra. Dort gilt im allgemeinen nur kAA�k � kAk2, weshalb es sichum eine echte Zusatzeigenschaft handelt, die Banach*-Algebren von C*-Algebrenunterscheidet.2.1.4. De�nition. Eine Banach*-Algebra A hei�t C*-Algebra, wenn die zus�atzlicheBedingung kAA�k = kAk2 f�ur alle A 2 A erf�ullt ist.Mit Algebren dieses Typs wollen wir uns im Folgenden besch�aftigen und beginnenmit ein paar Beispielen.2.1.5. Beispiel. Zun�achst die Algebra B(H) aller beschr�ankten, linearen Operato-ren auf einem Hilbertraum H. Wir haben bereits bemerkt, da� B(H) mit dem Opera-torprodukt als Multiplikation, der Hilbertraumadjungierten als *-Operation und derOperatornorm eine C*-Algebra ist.2.1.6. Beispiel. Ist insbesondere H = Cn erhalten wir mit dem Raum M(n;C)aller komplexen n� n-Matrizen einen Spezialfall dieses Beispiels.2.1.7. Beispiel. Die komplexen Zahlen bilden mit dem Betrag als Norm eine abel-sche C-*-Algebra.2.1.8. Beispiel. Ist A eine C*-Algebra, dann ist auch jede normabgeschlossene,selbstadjungierte (d.h. abgeschlossen unter der *-Operation) Unteralgebra B von Aeine C*-Algebra.1Das hei�t (�A+ B)� = ��A� + B�.
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2.1.9. Beispiel. Ist also insbesondere A = B(H) und B = LC(H), die Algebra derkompakten Operatoren, erhalten einen Spezialfall dieses Beispiels.2.1.10. Beispiel. Die Algebra A aus dem Abschnitt 1.5 (siehe Gleichung (1.198))ist mit Operatorprodukt und Adjungiertem eine *-Algebra. Es ist keine Norm gege-ben, da die Elemente von A unbeschr�ankte Operatoren sind.2.1.11. Beispiel. Sei X ein lokal kompakter, topologischer Raum und C0(X) derRaum der stetigen, komplexwertigen Funktionen, die im Unendlichen verschwinden,das hei�t f�ur jedes f 2 C0(X) und f�ur jedes � 2 R+ existiert ein Kompaktum K �X so da� jf(x)j < � f�ur alle x 2 X n K. Wir de�nieren das Produkt punktweise:(fg)(x) := f(x)g(x), die *-Operation durch komplexe Konjugation f� := �f und dieNorm durch kfk := supx2X jf(x)j.Betrachten wir nun ein Ma� � auf X und den Hilbertraum L2(X; �) dann k�onnenwir C0(X) als Algebra der Multiplikationsoperatoren auf diesem Hilbertraum auf-fassen. Daher ist dieses Beispiel ebenfalls ein Spezialfall von 2.1.8.2.1.12. Beispiel. Zum Schlu� schlie�lich noch eine Kombination des letzen Bei-spiels mit 2.1.5. Wir betrachten den Raum C0(X;B(H)) von stetigen Abbildung aufX mit Werten in der Algebra B(H) die genauso wie zuvor im Unendlichen ver-schwinden. Dies liefert wie in 2.1.11 eine C*-Algebra, die jedoch nicht kommutativist.Eine wichtige Rolle bei der Untersuchung von C*-Algebren bilden Algebren mitIdentit�at, das hei�t:2.1.13. De�nition. Ein Element 1 einer C*-Algebra A hei�t Identit�at (und Adann C*-Algebra mit Identit�at), wenn f�ur alle Elemente A 2 A die Gleichung 1A =A1 = A gilt.Wenn eine Algebra eine Identit�at besitzt so ist diese eindeutig, denn wenn eszwei Identi�aten 1;1 0 2 A gibt dann folgt 1 = 11 0 = 1 0 also 1 = 1 0. Es kannallerdings passieren, da� eine Algebra keine Identit�at besitzt. In diesem Falle istes f�ur viele Zwecke n�otig eine solche hinzuzuf�ugen. Wie dies geschieht erkl�art diefolgende Aussage.2.1.14. Behauptung. Sei A eine C*-Algebra ohne Eins und C1 + A der Pro-duktraum C � A mit der Multiplikation (�;A)(�;B) = (��;�B + �A + AB), der*-Operation (�;A)� = (��;A�) und der Normk(�;A)k := supfk�B+ABk jB 2 A; kBk = 1g: (2.1)C1+A ist eine C*-Algebra mit Eins. A kann mit der Unteralgebra f(0;A) 2 C1+Agvon C1+A identi�ziert werden.Beweis: Der Beweis ist ein einfaches �Uberpr�ufen der De�nitionen und bleibt demLeser als �Ubungsaufgabe �uberlassen (siehe auch [BR79, Prop. 2.1.5]).
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2.1.15. Beispiel. Wir Betrachten erneut das Beispiel 2.1.11. �X := X[ f1g bezeich-ne die Einpunktkompakti�zierung von X. Dann ist C1+C0(X) isomorph zur AlgebraC0(�X) aller stetigen, komplexwertigen Funktionen auf �X. Multiplikation, *-Operationund Norm in C0(�X) sind dabei wie in C0(X) de�niert, und der Isomorphismus istdurch C1+C0(X) 3 (�; f) 7! �+~f 2 C0(�X) mit der eindeutigen, stetigen Fortsetzung~f von f 2 C0(X) auf �X gegeben.Weitere wichtige Grundbegri�e der Algebrentheorie sind Ideale und die durchdiese gegebenen Quotientenalgebren.2.1.16. De�nition. Sei A eine assoziative Algebra und B ein Vektorteilraum vonA.1. Dann hei�t B ein linksseitiges Ideal von A, wenn AB 2 B aus A 2 A undB 2 B folgt. Entsprechend hei�t B rechtsseitiges Ideal wenn BA 2 B ist undzweiseitiges Ideal wenn beide Aussagen erf�ullt sind.2. Wenn A eine *-Algebra ist, dann hei�t B selbstadjungiert (siehe Beispiel2.1.8) falls f�ur jedes B 2 B auch B� Element von B ist. Ein (linksseiti-ges/rechtsseitiges) Ideal B von A hei�t dann *-Ideal wenn es zugleich selbst-adjungiert ist.2.1.17. Bemerkung. Jedes Ideal B ist automatisch eine Unteralgebra von A, dennwenn B1; B2 2 B dann ist B1 2 A und somit B1B2 2 B.2.1.18. Bemerkung. Jedes *-Ideal B ist ein zweiseitiges Ideal von A. Sei B zumBeispiel ein linksseitiges Ideal, dann ist AB 2 B f�ur alle B 2 B und A 2 A. Wegender Selbstadjungiertheit von B ist B� ebenfalls ein Element von B. Daher ist A�B� 2B f�ur alle A 2 A und erneut wegen der Selbstadjungiertheit BA = (A�B�)� 2 B.Betrachten wir nun eine Banach*-Algebra A und ein abgeschlossenes *-IdealI. Dann ist der Quotientenraum A=I erneut ein Banachraum mit der Norm ([A]bezeichne die �Aquivalenzklasse von A)k[A]k = inffkA+ Ik j I 2 Ig: (2.2)Wir k�onnen jedoch aus A=I sogar eine Banach*-Algebra machen. Wir f�uhren hierzudie Multiplikation A=I�A=I 3 [A][B] 7! [AB] 2 A=I (2.3)und die *-Operation A=I 3 [A] 7! [A�] 2 A=I (2.4)ein. Diese Operationen sind unabh�angig vom Repr�asentanten der �Aquivalenzklasse,denn mit A + I1 2 [A] und B + I2 2 [B] (I1; I2 2 I) ist o�enbar (A + I1)(B + I2) =AB + AI2 + I1B + I1I2 und AI2 + I1B + I1I2 := I3 2 I, was A + B + I3 2 [A + B]impliziert. Ebenso ist (A+ I1)� = A�+ I�1 2 [A�] wegen I�1 2 I. Wir haben damit diefolgende Aussage bewiesen:
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2.1.19. Behauptung. Sei A eine Banach*-Algebra und I ein *-Ideal, dann ist A=Izusammen mit der Multiplikation aus (2.3), der *-Operation aus (2.4) und der Normaus (2.2) eine Banach*-Algebra, welche die Quotientenalgebra genannt wird.2.1.20. Beispiel. Betrachten wir zum Beispiel die Algebra B(H) der beschr�anktenOperatoren auf dem Hilbertraum H (siehe 2.1.5) und einen Vektor 
 2 H. Dannist I
 := fA 2 B(H) jA
 = 0g ein linksseitiges Ideal.2.1.21. Beispiel. Die Algebra der kompakten Operatoren aus Beispiel 2.1.9 ist ein*-Ideal der Algebra B(H), denn das Produkt eines beschr�ankten Operators mit einemkompakten Operator ist ein kompakter Operator.2.1.22. Beispiel. Betrachten wir schlie�lich noch die Algebra C0(X) aus Beispiel2.1.11. Ist F � X eine abgeschlossene Menge, dann ist I := ff 2 C0(X) j f(x) =0;8x 2 Fg ein abgeschlossenes *-Ideal. Die Quotientenalgebra kann mit der AlgebraC0(F) identi�ziert werden.
2.2 Resolvente und SpektrumEiner der wichtigsten Begri�e aus der Operatortheorie ist der des Spektrums ei-nes Operators. F�ur die De�nition des Spektrums sind jedoch nur rein algebraischeMethoden notwendig, die auf jeder assoziativen Algebra zur Verf�ugung stehen.2.2.1. De�nition. Sei A eine assoziative Algebra mit Identit�at 1,1. dann hei�t eine Element A 2 A invertierbar, wenn zu A ein inverses ElementA-1 existiert. Das hei�t es gilt AA-1 = A-1A = 1 (Das Inverse ist o�enbareindeutig).2. F�ur jedes Element A 2 A ist die Resolventenmenge durchrA(A) = f� 2 C j �1-A ist invertierbarg � C (2.5)de�niert. Das zu �1-A inverse Element (�1-A)-1 hei�t die Resolvente Ain �.3. Das Komplement �A(A) der Resolventenmenge rA(A) hei�t das Spektrum vonA.Ist A eine assoziative Algebra ohne Identit�at, dann benutzen wir die AlgebraC1 + A =: ~A zur De�nition der Resolventenmenge und des Spektrums. Mit an-deren Worten wir de�nieren in diesem Fall: rA(A) = r ~A(A) und �A(A) = � ~A(A).2.2.2. Beispiel. F�ur die Algebra B(H) und einen beschr�ankten Operator A 2 B(H)stimmen die Begri�e Resolvente, Resolventenmenge und Spektrum o�enbar mit denaus der Funktionalanalysis bekannten Begri�en �uberein.2.2.3. Beispiel. Ein Spezialfall ist die AlgebraM(n;C) der komplexwertigen n�nMatrizen. � 2 C ist genau dann ein Element des Spektrums der Matrix A 2M(n;C)wenn � Eigenwert von A ist. Der Fundamentalsatz der Algebra impliziert o�enbar,da� das Spektrum �A(A) nicht leer ist.
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2.2.4. Beispiel. Betrachten wir C als C*-Algebra. Das Spektrum einer komplexenZahl z ist o�enbar �C(z) = fzg. Die Resolvente von z in � 6= z ist also 1=(�- z).2.2.5. Beispiel. Schlie�lich betrachten wir noch die abelsche Algebra C0(�X) aus2.1.15). Das Spektrum einer Funktion f 2 C0(�X) ist durch �C0(�X)(f) = ff(x) j x 2 Xggegeben.Die Analyse des Spektrums eines Elements einer assoziativen Algebra kann sehrkompliziert sein. Im Falle von Banach*- und C*-Algebren stehen jedoch zahlreicheTechniken zur Verf�ugung, die zu starken Aussagen f�uhren. Viele Aussagen diesesund des n�achsten Abschnittes lassen sich mit Hilfe von Reihenentwicklungen undanalytische Fortsetzungen beweisen. Wir wollen die Grundidee hier kurz skizzierenund ansonsten auf die entsprechenden Stellen in [BR79] verweisen.Sei A also eine Banach*-Algebra, A 2 A und � 2 C und � > kAk dann ist dieFolge der Partialsummen der Reihe

�-1 1Xn=0
�A��n (2.6)

o�enbar eine Cauchyfolge in der Normtopologie von A und konvergiert wegen derVollst�andigkeit von A gegen ein Element aus A. Betrachten wir nun
(�1-A)�-1 1Xn=0

�A��n = 1Xn=0
�A��n - 1Xn=0

�A��n+1 (2.7)= 1: (2.8)Daher folgt also
�-1 1Xn=0

�A��n = (�1-A)-1 (2.9)
und � 2 rA(A). Mit anderenWorten das Spektrum ist durch � 2 �A(A)) j�j � kAkbeschr�ankt. Auf �ahnliche Weise zeigt man, da� f�ur �0 2 rA(A) und j� - �0j �k�01-A)-1k die Neumannsche Reihe1Xn=0(�- �0)n(�01-A)-n-1 (2.10)
gegen ein Element von A konvergiert, welches das Inverse von �1 -A ist, also � 2rA(A). Dies zeigt insbesondere, da� rA(A) � C o�en und �A(A) damit abgeschlossenist. Au�erdem ist � 7! (�1-A)-1 stetig auf rA(A).Mit �ahnlichen Methoden l�a�t sich nun zeigen, da� das Spektrum �A(A) nichtleer ist.2.2.6. Behauptung. Sei A eine Banach*-Algebra mit Identit�at 1 und A 2 A,dann ist durch �(A) = sup�2�A(A) j�j der Spektralradius de�niert. Er erf�ullt dieUngleichung �(A) = limn!1 kAnk1=n = infn2N kAnk1=n � kAk: (2.11)Dieser Grenzwert existiert f�ur alle A, was impliziert, da� �A(A) nicht leer ist.
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Beweis: Siehe [BR79, Prop. 2.2.2].Als n�achstes wollen wir nun die Spektren bestimmter Klassen von Elementeneiner C*-Algebra charakterisieren. Wir de�nieren hierzu:2.2.7. De�nition. Sei A eine *-Algebra, dann hei�t ein Element A 2 A1. normal wenn AA� = A�A gilt und2. selbstadjungiert wenn A = A� ist.3. Hat A eine Identit�at 1 dann hei�t A eine Isometrie wenn A�A = 1 ist und4. unit�ar wenn A�A = AA� = 12.2.8. Bemerkung. Jedes Element A einer *-Algebra A hat eine eindeutige Zer-legung in die Summe A = A1+ iA2 wobei A1; A2 2 A selbstadjungiert sind. Sie sindo�enbar durch A1 = (A+A�)=2 und A2 = (A-A�)=2 gegeben.2.2.9. Satz. Sei A eine C*-Algebra mit Identit�at 1, dann gelten die folgenden Aus-sagen:1. F�ur normales oder selbstadjungiertes A 2 A ist der Spektralradius �(A) durch�(A) = kAk gegeben.2. Wenn A isometrisch oder unit�ar ist, dann gilt �(A) = 1 und3. f�ur unit�ares A ist �A(A) � f� 2 C j k�k = 1g.4. Das Spektrum �A(A) eines selbstadjungierten Elementes A ist im Intervall[-kAk; kAk] enthalten und f�ur das Quadrat A2 gilt: �A(A2) � [0; kAk2].5. F�ur ein beliebiges A 2 A und jedes Polynom P ist �P(A)(A) = P(�A(A)).Beweis: Siehe [BR79, Thm. 2.2.5]. Wir wollen hier nur 1. beweisen, weil dort be-sonders deutlich die C*-Eigenschaft eingeht. Aus Beh. 2.2.6 wissen wir da� dieFolge (kAnk1=n)n2N gegen �(A) konvergiert. Daher konvergiert auch die Teilfolge(kA2nk1=2n)n2N gegen �(A). Betrachten wir also kA2nk2. Wegen der C*-Eigenschaftund wegen der Normalit�at von A gilt:kA2nk2 = k(A�)2nA2nk = k(A�A)2nk: (2.12)Nun ist jedoch (AA�)2n-1 selbstadjungiert und daher gilt unter Verwendung derC*-Eigenschaftk(A�A)2nk = k(A�A)2n-1(A�A)2n-1k = k(A�A)2n-1k2: (2.13)Wenden wir diese Prozedur induktiv an, erhalten wirkA2nk2 = kAA�k2n = kAk2n+1: (2.14)Nun ist wie eingangs bemerkt�(A) = limn!1 kA2nk2-n = limn!1 �kA2nk2�2-(n+1) (2.15)
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und mit (2.14) daher

�(A) = limn!1 �kA2nk2�2-(n+1) = limn!1�kAk2n+1�2-(n+1) = kAk (2.16)was zu beweisen war.Wir sehen an dieser Aussage, da� bei C*-Algebren die Topologie sehr eng mitder algebraischen Struktur verkn�upft ist, denn die Norm de�niert die Topologie vonA und ist aufgrund des soeben bewiesenen Satzes direkt mit dem Spektralradiusverkn�upft, der ein rein algebraisches Konzept ist. Es gilt daher die folgende Aussage:2.2.10. Korollar. Sei A eine *-Algebra, auf der eine Norm gegeben ist, die dieC*-Eigenschaft erf�ullt. Ist A vollst�andig in dieser Norm, dann ist sie eindeutig.Beweis: O�enbar mu� f�ur selbstadjungierte A 2 A die Gleichung �(A) = kAkgelten und f�ur beliebiges A die Gleichung kAk = kAA�k1=2 = �(AA�)1=2. Da derSpektralradius aber, wie soeben bemerkt, ein rein algebraisches Konzept ist, ist dieAussage bewiesen.Der Begri� des Spektrums ist von der Algebra abh�angig, in der er de�niert ist.Ist also B eine Teilalgebra einer assoziativen Algebra A, dann gilt f�ur A 2 B zwar�A(A) � �B(A) jedoch sind beide Mengen im allgemeinen nicht identisch. EineAusnahme bilden hier C*-Algebren.2.2.11. Satz. Sei B eine C*-Teilalgebra einer C*-Algebra A, dann gilt f�ur alle A 2B die Gleichung �B(A) = �A(A).Beweis: Die Idee des Beweises ist es die C*-Algebra C zu betrachten, die von A;A�und 1 erzeugt wird (das hei�t die kleinste Teilalgebra von A die alle drei Elementeenth�alt). O�enbar ist dann C � B und die Behauptung folgt wenn �C(A) = �A(A)bewiesen wurde. Um dies durchzuf�uhren, ist die Spektralradiusformel (Punkt 1 inSatz 2.2.9) notwendig. Auf diese Weise geht die C*-Eigenschaft in den Beweis ein.Details sind bitte [BR79, Prop. 2.2.7] zu entnehmen.2.2.12. Bemerkung. Da also das Spektrum von A 2 A nicht von der Algebraabh�angt, werden wir im Folgenden die Algebra A nicht mehr im Index f�uhren. Dashei�t wir schreiben �(A) statt �A(A).
2.3 Positive ElementeDie wohl n�utzlichste Teilmenge einer C*-Algebra ist die Menge der positiven Ele-mente. Durch sie ist es m�oglich eine partielle Ordnung auf der Algebra einzuf�uhrenund quantitative Absch�atzungen durchzuf�uhren. Wir werden auch in diesem Ab-schnitt auf die meisten Beweise verzichten und stattdessen auf den entsprechendenAbschnitt in [BR79] verweisen.2.3.1. De�nition. Ein Element A einer C*-Algebra A hei�t positiv, wenn esselbstadjungiert ist und wenn das Spektrum �(A) Teilmenge der positiven Halbachseist. Die Menge aller positiven Elemente von A wird mit A+ bezeichnet.
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2.3.2. Beispiel. Betrachten wir die komplexen Zahlen, dann ist C+ = R+0 + i0,also die positiven rein reellwertigen Zahlen.2.3.3. Beispiel. In der Algebra C0(X) ist ein Element f genau dann positiv, wennf(x) 2 R+0 f�ur alle x 2 X ist.2.3.4. Beispiel. In der Algebra M(n;C) aller komplexen n � n Matrizen ist einElement positiv, wenn alle Eigenwerte reell und positiv sind.2.3.5. Beispiel. Ein beschr�ankter, selbstadjungierter Operator A auf dem Hilber-traum H, also ein Element der C*-Algebra B(H) ist positiv, wenn h ;A i > 0 f�uralle  2 H gilt.Aus einem positiven Element f 2 C0(X) l�a�t sich o�enbar die Wurzel pf ziehen.Der folgende Satz zeigt da� es sich dabei um ein allgemeines Konzept handelt,welches auf beliebigen C*-Algebren de�niert ist.2.3.6. Satz. Sei A eine C*-Algebra und A ein selbstadjungiertes Element. A istgenau dann positiv, wenn ein selbstadjungiertes Element B 2 A existiert, so da�B2 = A ist. B ist eindeutig und liegt in der von A erzeugten abelschen Unteralgebravon A. Wir nennen dieses eindeutige B die Wurzel von A und schreiben B = pAoder B = A1=2.Beweis: Siehe [BR79, Thm. 2.2.10].Mit der De�nition der Wurzel k�onnen wir nun den Betrag eines selbstadjungier-ten Elementes A 2 A de�nieren:2.3.7. De�nition. Sei A ein C*-Algebra und A 2 A ein selbstadjungiertes Ele-ment, dann ist durch jAj = pA2 der Betrag von A de�niert.Als n�achstes untersuchen wir die Eigenschaften der Menge A+ und die Zerlegungvon selbstadjungierten Elementen in positive und negative Anteile.2.3.8. Satz. Die Menge A+ der positiven Elemente der C*-Algebra A ein norm-abgeschlossener, konvexer Kegel mit der Eigenschaft A+ \ -A+ = f0g. Ist A 2 Aselbstadjungiert und de�nieren wir A� = (jAj�A)=2 dann gilt:1. A� 2 A+,2. A = A+ -A- und3. A+A- = 0.A� sind die einzigen Elemente mit diesen Eigenschaften. Die Zerlegung von A inA� hei�t orthogonale Zerlegung von A.Beweis: Siehe [BR79, Prop. 2.2.11].2.3.9. Beispiel. Betrachten wir einen selbstadjungierten beschr�ankten Operator aufdem Hilbertraum H, also ein Element der Algebra B(H). Bezeichne nun E+ =E(0;1) bzw. E- = E(-1; 0) die zur positiven, bzw. negativen Halbachse geh�orendenSpektralprojektoren von A. Dann gilt A� = �E�AE�.
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2.3.10. Beispiel. F�ur ein selbstadjungiertes Element f der Algebra C0(X) gilt:f+(x) = �(f(x)) und f-(x) = �(-f(x)), wobei � durch �(x) = 0 f�ur x < 0 und�(x) = x f�ur x � 0 de�niert ist.2.3.11. Beispiel. Eine reelle Zahl 0 6= z = x + i0 2 C ist entweder positiv odernegativ. Also z+ = z; z- = 0 oder z+ = 0; z- = -z.Die Existenz der orthogonalen Zerlegung ist unter anderem n�utzlich bei demBeweis des folgenden Satzes, welcher die wichtigste Charakterisierung positiver Ele-mente darstellt:2.3.12. Satz. Sei A eine C*-Algebra und A 2 A, dann sind die folgenden Aussagen�aquivalent:1. A ist positiv;2. A = BB� f�ur ein B 2 A.Beweis: Die Implikation 1. ) 2. ist bereits im Satz 2.3.6 enthalten. Die Beweisideef�ur die andere Richtung ist die orthogonale Zerlegung BB� = C-D zu untersuchen.O�enbar ist zu zeigen, da� D = 0 ist. Details �nden sich in [BR79, Thm. 2.2.12].Die Struktur der Menge A+ (konvexer Kegel) erlaubt es au�erdem auf der Mengealler selbstadjungierten Elemente von A eine Ordnungsrelation zu de�nieren.2.3.13. Behauptung. Auf der Menge aller selbstadjungierten Elemente einer C*-Algebra A ist durch A � B () A-B 2 A+ eine Partialordnung de�niert, welchedie folgenden Eigenschaften hat:1. Aus A � B � 0 folgt kAk � kBk.2. Aus A � 0 folgt AkAk � A2.3. Aus A � B � 0 folgt C�AC � C�BC � 0 f�ur alle C 2 A.4. Besitzt A eine Identit�at, dann folgt aus A � B � 0 und � > 0 da� (B+�1)-1 �(A+ �1)-1 ist.Beweis: Siehe [BR79, Prop. 2.2.13].Am Ende dieses Abschnittes wollen wir noch zwei n�utzliche Zerlegungen belie-biger Elemente einer C*-Algebra angeben.2.3.14. Behauptung. In einer C*-Algebra A mit Identit�at hat jedes Element A 2A eine Zerlegung der Form A = a1U1 + a2U2 + a3U3 + a4U4 mit den unit�arenElementen Ui; i = 1; : : : ; 4 und ai 2 C mit jaij � kAk=2.Beweis: Es reicht o�enbar den Fall kAk = 1 zu betrachten. Dann ist A = A1 +A2mit den selbstadjungierten Elementen A1 = (A+A�)=2 und A2 = (A-A�)=2 (sieheBem. 2.2.8). O�enbar ist kA1k � 1 und kA2k � 1. Jedes selbstadjungierte ElementB von A mit kBk � 1 l�a�t sich jedoch als Summe von zwei unit�aren Elementenschreiben; Mit U� = B� ip1- B2 gilt B = (U+ -U-)=2.
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Die zweite Zerlegung ist die aus der Funktionalanalysis bekannte Polarenzerle-gung.2.3.15. Behauptung. In einer C*-Algebra A mit Identit�at hat jedes invertierbareElement A 2 A eine Zerlegung der Form A = UjAj, wobei jAj = pAA� und Uunit�ar ist.Beweis: �Ubungsaufgabe! Zeige jAj ist invertierbar und de�niere U = AjAj-1.

2.4 Darstellungen von C*-AlgebrenIn den vorhergehenden Abschnitten haben wir Teile der abstrakten Algebrentheo-rie betrachtet und Teilalgebren der Algebra B(H) als Beispiele benutzt. In diesemAbschnitt wollen wir die Darstellungstheorie und damit die Verkn�upfung zwischenabstrakten C*-Algebren und Operatoralgebren aufzeigen. Wir beginnen mit der De-�nition von *-Automorphismen.2.4.1. De�nition. Eine Abbildung � : A ! B zwischen zwei C*-Algebren hei�t*-Morphismus von A in B wenn � die folgenden Axiome erf�ullt:1. � ist linear: �(�A+�B) = ��(A)+��(B) f�ur alle A;B 2 A und alle �;� 2 C.2. � ist multiplikativ: �(AB) = �(A)�(B) f�ur alle A;B 2 A.3. � vertauscht mit der *-Operation: �(A�) = �(A)� f�ur alle A 2 A.Ein *-Morphismus hei�t *-Isomorphismus wenn er bijektiv ist. Die Umkehrab-bildung ist dann ebenfalls ein *-Isomorphismus. Ein *-Isomorphismus hei�t *-Automorphismus wenn A = B ist.Wir haben bereits in Zusammenhang mit dem Spektralradius bemerkt, da� to-pologische und algebraische Eigenschaften einer C*-Algebra eng beieinander liegen.Dieser Umstand wird auch bei *-Morphismen deutlich, denn sie sind automatischstetig:2.4.2. Behauptung. Ein *-Morphismus � : A ! B von der C*-Algebra A in dieC*-Algebra B1. ist stetig, das hei�t k�(A)k � kAk f�ur alle A 2 A.2. Au�erdem ist � positiv, das hei�t f�ur alle A � 0 folgt �(A) � 0.Beweis: Zu 2. Wenn A 3 A � 0 ist, dann existiert wegen Satz 2.3.12 ein B 2 A mitA = BB�. Also ist �(A) = �(BB�) = �(B)�(B)� � 0.Zu 1. Aus Behauptung 2.3.13(2) folgt 0 � (A�A)2 � A�AkA�Ak. Die 2. Aussagedieser Behauptung impliziert also 0 � �(A�A)2 � �(A�A)kA�Ak und mit 2.3.13(1)folgt dann k�(A)k4 = k�(A � A)k2 � k�(A�A)kkA�Ak = k�(A)k2kAk2. dies istaber �aquivalent zu k�(A)k � kAk was zu beweisen war.
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2.4.3. Bemerkung. Als unmittelbare Konsequenz der letzten Aussage ist das Bildjedes *-Morphismus � : A! B eine C*-Teilalgebra von B. Denn �(A) ist o�enbarein linearer Teilraum, abgeschlossen unter der Multiplikation in B und selbstadjun-giert. Wegen der Stetigkeit von � ist �(A) auch abgeschlossen in der Normtopologie.Der *-Morphismus � ist also ein *-Isomorphismus von A auf das Bild �(A) wenn� injektiv ist. Mit anderen Worten, wenn der Kern ker(�) := fA 2 A j�(A) = 0gvon � gleich f0g ist.Es ist leicht zu zeigen, da� ker(�) ein *-Ideal von A ist. Wir k�onnen daher dieQuotientenalgebra A� = A= ker(�) bilden (siehe Beh. 2.1.19). Der Morphismus �induziert dann einen *-Isomorphismus �̂ von A� auf �(A).Wir haben nun alle Begri�e eingef�uhrt, die notwendig sind um Darstellungenvon C*-Algebren zu de�nieren.2.4.4. De�nition. Eine Darstellung der C*-Algebra A ist ein Paar (H; �) beste-hend aus dem (komplexen) Hilbertraum H und dem *-Morphismus � von A indie C*-Algebra B(H) aller beschr�ankter, linearer Operatoren auf H (siehe Beispiel2.1.5). Die Darstellung (H; �) hei�t treu wenn � ein *-Isomorphismus auf sein Bild�(A) ist, da� hei�t wenn ker(�) = f0g ist.2.4.5. Bemerkung. Im Zusammenhang mit Darstellungen hat sich im Laufe derZeit die folgende zus�atzliche Terminologie eingeb�urgert: Der Hilbertraum H hei�tder Darstellungs(hilbert)raum, das Element �(A) hei�t der Darsteller (von A) undder *-Morphismus � wird meist mit der Darstellung identi�ziert. Wir sagen also �ist eine Darstellung von A.2.4.6. Beispiel. Betrachten wir die Algebra B(H), dann ist (H;1) selbstverst�and-lich eine Darstellung von B(H).2.4.7. Beispiel. Eine andere Darstellung von B(H) ist (H � H; �) mit �(A) =A�A.2.4.8. Beispiel. Eine Darstellung der abelschen C*-Algebra C0(X) (siehe 2.1.11)ist mit einem Ma� � auf X durch (L2(X; �); �) und (�(f) )(x) = f(x) (x) f�ur alle 2 L2(X; �) und alle x 2 X gegeben.2.4.9. Beispiel. Betrachten wir erneut die Algebra C0(X) und ein x 2 X. Dann ist(C; �x) mit �x(f) = f(x) eine Darstellung von C0(X).2.4.10. Beispiel. Sei A eine beliebige C*-Algebra undH ein beliebiger Hilbertraum,dann ist(H; �) mit �(A) = 0 f�ur alle A 2 A eine Darstellung. Sie hei�t die trivialeDarstellung �uber dem Darstellungsraum H.2.4.11. Beispiel. Sei (H; �1) eine Darstellung der C*-Algebra A und U : H !H ein unit�arer Operator, dann ist (H; �2) mit �2(A) = U�2(A)U� ebenfalls eineDarstellung von A. Die Darstellungen (H; �1) und (H; �2) hei�en unit�ar �aquivalent,oder in Symbolen �1 ' �2.Die wichtigsten Darstellungen sind treue Darstellungen, denn jede Darstellungde�niert eine treue Darstellung der Quotientenalgebra A�. Die folgende Behauptungliefert Kriterien f�ur diese Eigenschaft.
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2.4.12. Behauptung. Sei (H; �) eine Darstellung der C*-Algebra A, dann sinddie folgenden Aussagen �aquivalent:1. � ist treu, das hei�t ker(�) = f0g.2. k�(A)k = kAk f�ur alle A 2 A.3. �(A) > 0 f�ur alle A 2 A mit A > 0.Beweis: 1. ) 2. Da ker(�) = 0 ist, k�onnen wir �-1 als *-Morphismus von �(A)nach A durch �-1(�(A)) = A de�nieren. Aus Beh. 2.4.2 folgt daher: kAk =k�-1(�(A))k � k�(A)k � kAk und somit k�(A)k = kAk.2.) 3. A > 0 impliziert kAk > 0 und daher �(A) 6= 0. Andererseits folgt wegen2.4.2 aus A � 0 die Ungleichung �(A) � 0. Zusammen ergibt dies �(A) > 0.3. ) 1. Angenommen 1. ist nicht erf�ullt, dann existiert ein B 2 ker(�) mitB 6= 0. Also ist �(B�B) = �(B�)�(B) = 0. Andererseits ist B�B � 0 und wegenkB�Bk = kBk2 ist B�B 6= 0. Dies wiederspricht jedoch �(B�B) = 0.Wir wollen nun die Struktur von Darstellungen n�aher untersuchen. Hierf�ur ist esnotwendig Teildarstellungen und direkte Summen von Darstellungen einzuf�uhren.2.4.13. Behauptung. Sei (H�; ��)�2I eine Familie (abz�ahlbar oder �uberabz�ahlbar)von Darstellungen der C*-Algebra A. Dann ist (H; �) mitH :=M�2I H�; � :=M�2I �� (2.17)
eine Darstellung von A, die die direkte Summe der (H�; ��) genannt wird.Beweis: Trivial.2.4.14. Bemerkung. Die direkte Summe L�2IH� ist f�ur eine �uberabz�ahlbare In-dexmenge I wie folgt de�niert: F(I) bezeichne die gerichtete Menge der endlichenTeilmengen von I. Dann istM�2I H� := f( �)�2I j limF2F(I)X�2F k �k <1g (2.18)
und das Skalarprodukt ist durchh( �)�2I; (��)�2Ii := limF2F(I)X�2Fh �; ��i (2.19)
gegeben. L�2I �� hat dann die Form L�2I ��(( �)�2I) = (��( �))�2I.2.4.15. Beispiel. Betrachten wir erneut Beispiel 2.4.7. O�enbar ist � = 1� 1.2.4.16. Beispiel. Von �ahnlicher Struktur ist die Darstellung (H3; �) mit �(A) =A�A� 0 Es ist � = 1� 1� 0.2.4.17. Beispiel. Eine Darstellung der abelschen Algebra C0(X) erh�alt man durchLx2X �x (siehe 2.4.9). Diese Darstellung stimmt jedoch nicht mit 2.4.8 �uberein.Dies erkennt man daran, da� der Darstellungsraum in 2.4.8 separabel ist, die direkteSumme Lx2XC jedoch nicht.
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2.4.18. Behauptung. Sei A eine C*-Algebra und (H; �) eine Darstellung. Einabgeschlossener Teilraum F � H hei�t invarianter Teilraum von (H; �), wenn alleDarsteller F auf sich abbilden.1. Ist F ein invarianter Teilraum und bezeichnet PF den Projektionsoperator aufF, dann kommutiert PF mit allen Darstellern, das hei�t �(A)PF = PF�(A)f�ur alle A 2 A.2. F�ur jeden invarianten Teilraum ist (F; � � F) mit � � F(A) := �(A) � F eineDarstellung, welche Teildarstellung von (H; �) genannt wird.3. Ist F ein invarianter Teilraum, dann ist auch das Orthokomplement F? inva-riant und die Darstellung (H; �) ist die direkte Summe der Teildarstellungen(F; � � F) und (F?; � � F?).Beweis: Trivial.2.4.19. Beispiel. Betrachten wir die C*-Algebra B(H) und die Darstellung (H;1)die einzigen invarianten Teilr�aume sind H und f0g.2.4.20. Beispiel. Betrachten wir erneut Beispiel 2.4.7. Diese Darstellung hat vierinvariante Teilr�aume H�H, f0g, H�f0g, f0g�H. Daher existieren zwei nichttrivialeTeildarstellungen: �1(A) = A� 0 auf dem Darstellungsraum H� f0g und �2(A) =0�A auf dem Darstellungsraum f0g�H.2.4.21. Beispiel. Jeder Hilbertraum Hy = f(z(x) j z(x) = 0 8x 6= yg �Lx2XC istein invarianter Teilraum der Darstellung Lx2X �x von C0(X) (siehe 2.4.17).2.4.22. Beispiel. Betrachten wir die Darstellung (L2(X; �); �) von C0(X) aus Bei-spiel 2.4.8. F�ur jedes me�bare F � X mit �(F) 6= 0 ist HF := f 2 L2(X; �) j (x) =0 f.�u. in X n Fg ein invarianter Teilraum.Das Studium von Darstellungen l�a�t sich mit den bereits eingef�uhrten Begri�enauf das Studium nicht degenerierter Darstellungen zur�uckf�uhren.2.4.23. De�nition. Eine Darstellung (H; �) einer C*-Algebra A hei�t degeneriert,wenn ein invarianter Teilraum f0g 6= F � H existiert, so da� die zugeh�orige Teil-darstellung trivial ist.2.4.24. Beispiel. Die Darstellung aus 2.4.16 ist eine degenerierte Darstellung vonB(H).Eine degenerierte Darstellung l�a�t sich o�enbar als direkte Summe einer nichtdegenerierten und einer trivialen Darstellung schreiben. Das hei�t es ist ausreichendnicht degenerierte Darstellungen zu untersuchen.Die wichtigste Klasse nichtdegenerierter Darstellungen sind zyklische Darstellun-gen:2.4.25. De�nition. Sei A eine C*-Algebra. Ein Tripel (H; �;
) hei�t zyklischeDarstellung von A, wenn (H; �) eine Darstellung ist und wenn 
 2 H zyklisch f�ur� ist, das hei�t f�(A)
 jA 2 Ag � H ist dicht.
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2.4.26. Beispiel. Die Darstellung (H;1) von B(H) ist zyklisch f�ur jedes 
 2 H.2.4.27. Beispiel. Jedes  2 L2(X; �) (siehe 2.4.8) welches fast �uberall ungleichNull ist, ist zyklischer Vektor der Darstellung (L2(X; �); �) von C0(X) aus 2.4.8.Zyklische Darstellungen erlauben nun die Struktur nicht degenerierter Darstel-lungen n�aher zu analysieren.2.4.28. Behauptung. Jede nicht degenerierte Darstellung (H; �) einer C*-AlgebraA ist die direkte Summe zyklischer Darstellungen.Beweis: Sei f
� 2 Hj
� 6= 0; � 2 Ig � H eine Familie von Vektoren aus Hdie f�ur alle Paare � 6= � und alle A;B 2 A die Eigenschaft h�(A)
�; �(B)
�i =0 hat. Setzen wir die G�ultigkeit des Zornschen Lemmas voraus, k�onnen wir ohneBeschr�ankung der Allgemeinheit annehmen, da� diese Familie maximal ist. Wirde�nieren dann H� als den Normabschlu� von f�(A)
� jA 2 Ag. Die Teilr�aumeH�sind paarweise orthogonal und wegen der Maximalit�at der Familie der 
� ist diedirekte Summe der H� damit gleich H. Mit der De�nition �� = � � H� folgt dieBehauptung.Diese Aussage reduziert also das Studium von Darstellungen auf zyklische Dar-stellungen, da sich alle anderen als direkte Summe von solchen (plus evt. ein trivialerSummand) ergeben.Die letzte Klasse von Darstellungen die wir einf�uhren wollen, sind irreduzibleDarstellungen. Sie sind dadurch charakterisiert, da� sie sich nicht als direkte Summevon Teildarstellungen schreiben lassen.2.4.29. De�nition. Eine Darstellung (H; �) hei�t irreduzibel, wenn die einzigeninvarianten, abgeschlossenen Teilr�aume f0g und H sind.2.4.30. Beispiel. Die Darstellung von B(H) aus 2.4.6 und die Darstellungen(C; �x) von C0(X) aus 2.4.9 sind irreduzibel. Alle anderen Beispiele sind reduzibel.Insbesondere die Darstellung 2.4.8 ist ein Beispiel f�ur eine zyklische und reduzibleDarstellung.2.4.31. Bemerkung. Die Begri� invarianter Teilraum, irreduzibel und zyklisch las-sen auf nat�urliche Art auf beliebige MengenM � B(H) von beschr�ankten Operatoren�ubertragen. Wir werden diese Begri�e in der folgenden Behauptung zusammen mitder Kommutante M 0 := fA 2 B(H) j [A;B] = 0 8B 2Mg (2.20)benutzen, um zwei der wichtigsten Kriterien f�ur Irreduzibilit�at anzugeben.2.4.32. Behauptung. Sei M � B(H) eine selbstadjungierte Menge, beschr�ankterOperatoren auf dem Hilbertraum H, dann sind die folgenden Aussagen �aquivalent:1. M ist irreduzibel.2. M 0 = C1.3. Jedes Element 0 6= 
 2 H ist zyklisch f�ur M.
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Beweis: 1. ) 3. Angenommen es existiert ein 0 6= 
 2 H welches nicht zyklischist, dann ist das Orthokomplement von fA
 jA 2Mg ein abgeschlossener Teilraumvon H der weder mit f0g noch mit H �ubereinstimmt. Da er jedoch zugleich eininvarianter Teilraum von M ist, ist dies ein Widerspruch zu 1.3. ) 2. Sei A 2 M 0, dann ist AB - BA = 0 f�ur alle B 2 M und somit B�A� -A�B� = 0 f�ur alle B 2M 0. DaM nach Voraussetzung selbstadjungiert ist folgt A� 2M. Au�erdem sind o�enbar A�A� und (A�A�)=i Elemente vonM 0. Das hei�t wennM 0 6= C1 ist, dann mu� ein selbstadjungierter Operator C 6= �1 in M 0 existieren.Da C mit allen B 2 M vertauscht, tri�t dies auch auf alle Spektralprojektoren zu.Sei daher E ein solcher Projektor (E 6= 1 und E 6= 0) und 0 6= 
 2 H mit E
 = 
.Dieses 
 kann jedoch kein zyklischer Vektor sein was 3. widerspricht.2. ) 1. Angenommen M ist nicht irreduzibel, dann gibt es ein nichttrivialenProjektor E der mit allen Elementen aus M vertauscht. Dieser Projektor w�are dannaber ein Element der Kommutante was ein Widerspruch zu 2. ist.
2.5 Zust�andeDie Grundidee der algebraischen Quantentheorie ist es, wie wir zu Beginn diesesKapitels bereits bemerkt haben, die Observablen eines Quantensystems durchs dieselbstadjungierten Elemente einer C*-Algebra A darzustellen. Um diesen Ansatz zuvervollst�andigen, m�ussen wir allerdings noch einen Weg �nden, die Zust�ande desSystems zu beschreiben. Eine M�oglichkeit w�are es hierf�ur eine Darstellung (H; �)heranzuziehen und Zust�ande wie �ublich durch Spurklasseoperatoren � auf H zu be-schreiben. W�urden wir daf�ur eine bestimmte Darstellung auszeichnen w�urde unsdas zur�uck zum �ublichen Hilbertraumformalismus der Quantentheorie f�uhren. Istdie Darstellung dagegen beliebig, dann erhalten wir keinen vern�unftigen Zustands-begri�: In zwei verschiedenen Darstellungen (H; �1), (H; �2) kann einerseits einDichteoperator � zwei verschiedene Zust�ande beschreiben, andererseits zwei Dich-teoperatoren ein und denselben Zustand. Eine M�oglichkeit dieses Problem zu l�osenist es Erwartungswerte in diesen Zust�anden zu vergleichen. Das hei�t die Dichte-operatoren �1; �2 in den Darstellungen (H1; �1), (H2; �2) beschreiben genau dannden selben Zustand wenn die Funktionale A 3 A 7! !1(A) := tr(�1�1(A)) 2 C undA 3 A 7! !2(A) := tr(�2�2(A)) 2 C �ubereinstimmen. Dieser Ansatz jedoch machtdie Darstellungen und die Dichteoperatoren v�ollig �uber
�ussig: Ein Zustand ist danneindeutig durch sein Erwartungswertfunktional ! := !1 = !2 festgelegt.Wir betrachten zu diesem Zweck den toplogischen Dualraum einer C*-AlgebraA, das hei�t den Raum aller stetigen, linearen Funktionale ! : A ! C auf A mitder Norm k!k = supkAk=1 j!(A)j. Geeignete Kandidaten f�ur Zust�ande sind nundie positiven, normierten Elemente von A�. Bevor wir diese De�nition jedoch n�aherbetrachten, ist es sinnvoll die folgende Beziehung zwischen Positivit�at und Stetigkeitzu betrachten:2.5.1. Satz. Sei A eine C*-Algebra mit Identit�at und! : A! C ein (nicht notwen-diger Weise stetiges) lineares Funktional, dann sind die folgenden Aussagen �aquiva-lent:1. ! ist positiv, das hei�t !(AA�) � 0 f�ur alle A 2 A.
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2. ! 2 A� und k!k = !(1).Beweis: Siehe [BR79, Prop. 2.3.11].2.5.2. Bemerkung. Eine �ahnliche Aussage gilt auch f�ur C*-Algebren ohne Iden-tit�at. Anstelle der 1 mu� dann eine approximative Identit�at verwendet werden. Ins-besondere folgt Steitgkeit auch ohne Existenz der Identit�at aus Positivit�at.Wir haben hier ein weiteres Beispiel f�ur den Umstand, da� algebraische Eigen-schaften, Ordnungseigenschaften und topologische Eigenschaften bei C*-Algebreneng miteinander verzahnt sind. Wir k�onnen daher de�nieren:2.5.3. De�nition. Ein positives, lineares Funktional ! : A ! C auf der C*-Algebra A hei�t Zustand, wenn k!k = 1 gilt. Die Menge aller Zust�ande wird mitEA bezeichnet.Betrachten wir nun eine C*-Algebra A ohne Identit�at und die Algebra ~A :=C1 + A die wir durch hinzuf�ugen einer solchen erhalten. Dann k�onnen wir jedes! 2 A� durch ~!(�1+A) = �k!k+!(A) zu einem Element ~! von ~A� fortsetzen.~! hei�t die kanonische Fortsetung von !. Es gilt die folgende Aussage [BR79, Cor.2.3.13]:2.5.4. Behauptung. Sei A eine C*-Algebra ohne Identit�at und ~A := C1 + A dieAlgebra wir durch hinzuf�ugen einer solchen erhalten. Die kanonische Forsetzung ~!eines positiven Funktionals ! 2 A� ist positiv und es gilt k!k = k ~!k.2.5.5. Beispiel. Betrachten wir zum Beispiel die C*-Algebra B(H) der beschr�ank-ten Operatoren auf dem Hilbertraum H. Dann dei�niert jeder Spurklasseoperator �ein positives Funktional B(H) 3 A 7! !�(A) := tr(�A) 2 C mit k!�k = tr �.Daher ist !� ein Zustand wenn � auf Eins normiert, also eine Dichtematrix ist.2.5.6. Beispiel. Sei X wie in Bsp. 2.1.11 ein lokalkompakter Raum und C0(X) diein 2.1.11 de�nierte abelsche C*-Algebra. Dann de�niert jedes endliche Ma� � durchC0(X) 3 f 7! !�(f) := RX f(x)d�(x) 2 C ein positives lineares Funktional mit�(X) = k!�k. Also ist !� genau dann ein Zustand, wenn � ein Wahrscheinlich-keitsma� ist.Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 2.5.1 ist, da� jede konvexe Linearkom-bination �1!1 + �2!2, �1; �2 2 R+, �1 + �2 = 1 zweier Zust�ande wieder einZustand ist, denn �1!1 + �2!2 ist o�enbar positiv und daher k�1!1 + �2!2k =�1!1(1) + �2!2(1) = 1. Dies beweist o�enbar die folgende Behauptung (f�ur denFall, da� A eine Identit�at besitzt; ansonsten kann in �ahnlicher Weise mit einer ap-proximativen Identit�at argumentiert werden; siehe [BR79, Cor. 2.3.12]).2.5.7. Behauptung. Die Menge EA aller Zust�ande der C*-Algebra A ist eine kon-vexe Teilmenge von A�.Auf der Menge der positiven Funktionale k�onnen wir nun, �ahnlich wie auf derMenge der positiven Elemente von A durch: !1 � !2 : () !1 -!2 ist positiv,eine Ordnungrelation einf�uhren. Wenn !1 � !2 gilt, dann sagen wir !1 majorisiert!2. Ein explizites Bespiel hierf�ur ist die konvexe Linearkombination �1!1 + �2!2die o�enbar sowohl �1!1 als auch �2!2 majorisiert. Diese Tatsache k�onnen wirbenutzen um reine Zust�ande zu de�nieren; denn diese sollen sich gerade nicht alsnichttriviale konvexe Linearkombination darstellen lassen.
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2.5.8. De�nition. Ein Zustand ! auf der C*-Algebra A hei�t reiner Zustand,wenn die einzigen positiven, linearen Funktionale die von ! majorisiert werden dieForm �! mit 0 � � � 1 haben. Die Menge aller reinen Zust�ande auf A wird mitPA bezeichnet.2.5.9. Beispiel. Reine Zust�ande auf B(H) sind durch A 7! ! (A) := h ;A iund auf C0(X) durch Diracma�e f 7! !x(f) = f(x) gegeben.Eine wichtige Frage ist, ob auf jeder C*-Algebra Zust�ande existieren. Eine posi-tive Antwort liefert das Hahn-Banach-Theorem.2.5.10. Satz. Zu jedem Element A 2 A einer C*-Algebra existiert ein reiner Zu-stand ! mit !(AA�) = kAk2.Beweis: Wir wollen den Beweis kurz skizzieren (siehe auch [BR79, Lemma 2.3.23]).Wir nehmen hierf�ur an, da� A eine Identit�at besitzt (ansonsten f�ugen wir eine hinzu)und den Teilraum B := f�1 + �AA� j�;� 2 Cg de�nieren. Auf B ist dann durch�(�1+�AA�) := �+�kAk2 ein steitges lineares Funktional auf B gegeben. Es l�a�tsich nun zeigen, da� k�k = �(1) = 1 ist. Aufgrunds des Hahn-Banach-Theoremsexistiert nun eine stetige Fortsetzung ! von � auf ganz A so da� k!(1)k = k!k =k�k = 1 ist. Mit Satz 2.5.1 folgt da� ! positiv und somit ein Zustand ist. Bleibt zuzeigen da� ! rein ist, wof�ur ich auf den Beweis in [BR79, Lemma 2.3.23] verweisenm�ochte.Eine Aussage, die mit �ahnlichen Methoden bewiesen werden kann, ist die folgen-de:2.5.11. Behauptung. Sei B eine C*-Teilalgebra der C*-Algebra A und ! ein Zu-stand auf B. Dann kann ! zu einem Zustand !̂ auf A fortgesetzt werden. Ist !rein, dann kann auch !̂ rein gew�ahlt werden.Beweis: [BR79, Prop. 2.3.24]Zum Ende dieses Abschnittes soll noch eine Aussage �uber die Struktur der Men-gen EA und PA gemacht werden. Hierf�ur ist zu bemerken, da� neben der Normto-pologie auf A� auch die schwach*-Topologie existiert. Sie ist durch die folgendenUmgebungsbasen de�niert:U(!;A1; : : : ; An; �) := f! 0 2 A� j j!(Ai) -! 0(Ai)j � �; i = 1; : : : ; ng: (2.21)2.5.12. Satz. Sei A eine C*-Algebra und BA � A� die Menge der positiven, linea-ren Funktionale deren Norm kleiner oder gleich Eins ist.1. BA ist eine konvexe, schwach*-kompakte Teilmenge von A� deren extremalePunkte die Null und die reinen Zust�ande sind.2. Die Menge EA der Zust�ande ist ebenfalls konvex (wie bereits in Prop. 2.5.7gesehen) jedoch nur dann schwach*-kompakt wenn A eine Identit�at enth�alt.3. In diesem Falle sind die reinen Zust�ande die Extremalpunkte von EA und EAist der schwach*-Abschlu� der konvexen H�ulle von PA.Beweis: [BR79, Thm. 2.3.15]
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2.6 Die GNS-KonstruktionWir haben zu Beginn des letzten Abschnittes die M�oglichkeit erw�ahnt, Zust�andeauf einer C*-Algebra A durch normierte Vektoren 
 2 H in einer Darstellung(H; �) zu de�nieren. Das entsprechende positive, lineare Funktional ist dann durch!
(A) = h
;�(A)
i de�niert. Es stellt sich nun die Frage, ob jeder Zustand dieseForm hat. Ihre Beantwortung f�uhrt zur GNS-Konstruktion die wir nun betrachtenwollen.2.6.1. Lemma. F�ur jedes positive lineare Funktional ! auf einer C*-Algebra A gilt1. !(A � B) = !(B�A) f�ur alle A;B 2 A.2. j!(A�B)j2 � !(A�A)!(B�B) f�ur alle A;B 2 A ("Cauchy-Schwartz-Ungleichung\)3. j!(A�BA)j � !(A�A)kBk f�ur alle A;B 2 ABeweis: Sei A;B 2 A dann ist wegen der Positivit�at von! durch C 3 � 7! !((�A+B)�(�A+ B)) 2 C eine positive quadratische Form gegeben. Das hei�t es mu�q(�) := j�j2!(A�A) + ��!(A�B) + �!(B�A) +!(B�B) � 0 (2.22)f�ur alle � 2 C gelten. Insbesondere mu� q(�) 2 R sein, das hei�t der Ima-gin�arteil von ��!(A�B) + �!(B�A) 2 R mu� verschwinden. Dies bedeutet je-doch �(!(A�B) - !(B�A)) + ��(!(B�A) - !(A�B)) = 0. Da � beliebig ist folgt1. Die Cauchy-Schwartzsche Ungleichung folgt nun f�ur !(A�A) 6= 0 indem wir� = -!(A�B)=!(A�A) setzen. Im Falle !(A�A) = 0;!(B�B) 6= 0 folgt dieAussage, indem wir die Rollen von A und B vertauschen. Gilt !(A�A) = 0 und!(B�B) = 0 dann liefert � = -!(A�B) die Beziehung -2j!(A�B)j2 � 0 was!(A�B) = 0 impliziert.Damit bleibt die Aussage 3 zu beweisen. Aus 2. folgt j!(A�BA)j2 �!(A�A)!(A�B�BA). Daher folgt 3. aus der Ungleichung A�B�BA � kBk2A�A wel-che wiederum aus Behauptung 2.3.13(3) folgt, da kBk21 - B�B � 0 ist (kB�Bk =kBk2, das Spektrum von B�B ist in [0; kBk2] enthalten also �(kBk21 - B�B) �fkBk2 - � j � 2 [0; kBk2]g = [0; kBk2]).2.6.2. Satz. Sei A eine C*-Algebra und ! 2 EA, dann existiert eine bisauf Unit�ar�aquivalenz eindeutige zyklische Darstellung (H!; �!;
!), die GNS-Darstellung bzgl. !, so da� !(A) = h
!; �(A)
!i f�ur alle A 2 A gilt.Beweis: Wir betrachten zun�achst die MengeI! := fA 2 A j!(A�A) = 0g: (2.23)I! ist o�enbar ein linearer Teilraum von A und wegen !((BA)�(BA)) =!(A�B�BA) � kBk2!(A�A) (siehe 2.6.1(3)) ist I! sogar ein linksseitiges Ideal. Wirbetrachten daher auf den QuotientenraumA=I! den Ausdruck h[A]; [B]i := !(A�B),
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der von den Repr�asentanten A;B der �Aquivalenzklassen [A]; [B] 2 A=I! unabh�angigist. Dies folgt mit I1; I2 2 I! durch:!((A+ I1)�(B+ I2)) = !(A�B) +!(B�I1) +!(A�I2) +!(I�1I2) == !(A�B): (2.24)Denn die Cauchy-Schwartzsche Ungleichung impliziert z.B. j!(B�I1)j �!(B�B)!(I�1I1) = 0 da I1 2 I!. Die Funktion h � ; � i de�niert daher ein Skalarpro-dukt welches A=I! zum Pr�ahilbertraum macht. Seine Vervollst�andigung bezeichnenwir mit H!.Jedes A 2 A de�niert nun auf A=I! die lineare Abbildung �!(A)[B] = [AB]. DaI! ein linksseitiges Ideal ist, ist �!(A) wohlde�niert. Au�erdem giltk�!(A)[B]k2 = h[AB]; [AB]i = !(B�A�AB) � kAk2!(B�B) = kAk2k[B]k2: (2.25)Daher ist �!(A) beschr�ankt und kann zu einem beschr�ankten Operator auf ganzH! ausgedehnt werden. Die Darstellungseigenschaften der Abbildung �! folgenunmittelbar aus der De�nition; z.B. �!(A)�!(B)[C] = [ABC] = �!(AB)[C].Damit haben wir eine Darstellung (H!; �!) von A de�niert und es fehlt nur nochder zyklische Vektor. Wir wollen hierf�ur annehmen, da� A eine Identit�at enth�alt.Dann k�onnen wir 
! := [1] betrachten. O�enbar hat jedes [A] 2 A=I! die Form[A] = �!(A)
! weshalb
! zyklisch ist. Falls A keine Identit�at besitzt, k�onnen wireine hinzuf�ugen und die soeben vorgestellte Konstruktion f�ur A+C1 durchf�uhren.In diesem Falle wird allerdings ein zus�atzliches Argument f�ur die Zyklizit�at ben�otigt,welches bitte [BR79, Thm. 2.3.16] zu entnehmen ist (dort wird eine approximativeIdentit�at verwendet, die wir in dieser Vorlesung nicht betrachtet haben).Damit verbleibt die Eindeutigkeit bis auf Unit�ar�aquivalenz. Sei daher(H 0!; � 0!;
 0!) eine weitere zyklische Darstellung von A, die die Eigenschaft !(A) =h
 0!; � 0!(A)
 0!i besitzt, dann de�nieren wir U�!(A)
! := � 0!(A)
 0!. O�enbar isthU�!(A)
!; U�!(B)
!i = h� 0!(A)
 0!; � 0!(B)
 0!i (2.26)= h
 0!; � 0!(A�B)
 0!i (2.27)= !(A�B) = h
!; �!(A�B)
!i (2.28)= h�!(A)
!; �!(B)
!i: (2.29)Entsprechendes gilt f�ur die Umkehrabbildung U-1� 0!(A)
 0! = �!(A)
!. Daherist U zu einem unit�aren Operator von H 0! nach H! fortsetzbar, f�ur den gilt:U� 0!(A)U� = �!(A) und U
 0! = 
!: (2.30)Mit anderen Worten: die Darstellungen (H 0!; � 0!;
 0!) und (H!; �!;
!) sind unit�ar�aquivalent.2.6.3. Beispiel. Sei A =M(2;C) und !(A) = 12 trA. Dann gilt
M(2;C) 3 A = � a bc d �) A� = � �a �c�b �d � und

A�A = � jaj2 + jcj2 �ab+ �cd�ba+ �dc jbj2 + jdj2 � : (2.31)
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Daher ist !(A�A) = 12(jaj2 + jbj2 + jcj2 + jdj2) und somit !(A�A) = 0 () A = 0mit anderen Worten: I! = f0g und H! = A = M(2;C). Identi�zieren wir nunM(2;C) verm�oge der unit�aren Abbildung

C4 3 (x1; x2; x3; x4) 7! � x1 x3x2 x4 � 2M(2;C) (2.32)
mit dem Hilbertraum2 (C4, 12h � ; � i), dann ergibt sich f�ur C4 3 x := (x1; x2; x3; x4):
�!(A)x = � a bc d �� x1 x3x2 x4 �= (ax1 + bx2; cx1 + dx2; ax3 + bx4; cx3 + dx4): (2.33)Mit anderen Worten �!(A) = A � A. Der zyklische Vektor schlie�lich ist 
! =(1; 0; 0; 1), denn o�enbar ist mit e1 = (1; 0) und e2 = (0; 1)12h
!; A�A
!i = 12he1; Ae1i+ 12he2; Ae2i = 12 trA = !(A): (2.34)Wir m�ochten an dieser Stelle bemerken, da� ! in der Darstellung �! nat�urlich einVektorzustand ist (so ist �! ja gerade gemacht) jedoch kein reiner Zustand. Ausdiesem Grunde "verdoppelt\ sich der urspr�ungliche Hilbertraum C2 zum C4.Eine unmittelbare Folge des letzten Satzes ist das folgende Korollar:2.6.4. Korollar. Sei ! ein Zustand auf der C*-Algebra A und � : A ! A einAutomorphismus der ! invariant l�a�t, d.h. !(�(A)) = !(A) f�ur alle A 2 A.Dann existiert ein eindeutiger unit�arer Operator auf dem Hilbertraum H!, so da�U�!(A)U� = �!(�(A)) und U
! = 
! gilt (d.h. � ist unit�ar implementierbar).Beweis: O�enbar ist �(A) = �!(�(A)) eine Darstellung f�ur die !(A) =h
!; �(A)
!i gilt. Daher folgt die Aussage aus der Eindeutigkeit der GNS-Darstellung.Ein wichtige Aussage ist schlie�lich die nun folgende Beziehung zwischen reinenZust�anden und irreduziblen Darstellungen.2.6.5. Satz. Ein Zustand ! auf der C*-Algebra A ist genau dann ein reiner Zu-stand, wenn seine GNS-Darstellung irreduzibel ist.Beweis: Siehe [BR79, 2.3.19].Eine wichtige Konsequenz der GNS-Konstruktion ist die Existenz von Darstel-lungen, denn wir haben in Satz 2.5.10 gesehen, da� auf jeder C*-Algebra Zust�andeexistieren. Wir k�onnen sogar weiter gehen und die folgende zentrale Strukturaussagebeweisen:2.6.6. Satz. Jede C*-Algebra ist *-isomorph zu einer normabgeschlossenen, selbst-adjungierten Algebra beschr�ankter Operatoren auf einem Hilbertraum H.2h � ; � i bezeichnet dabei da� �ubliche Skalarprodukt auf dem C4; der Faktor 12 ist notwendigwegen hA;Ai = !(A�A) = 12(jaj2 + jbj2 + jcj2 + jdj)
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Beweis: Wir betrachten f�ur jeden Zustand ! auf A die GNS-Darstellung(H!; �!;
!) und bilden deren direkte SummeH = M!2EAH!; � = M!2EA �!: (2.35)
Aus Satz 2.5.10 folgt f�ur jedes A 2 A die Existenz eines ! mit !(A�A) = kAk2.Daher ist kAk2 = !(A�A) = k�!(A)
!k2 � k�!(A)k2 � kAk2 (2.36)also k�!(A)k2 = kAk2. Daher gilt kAk � k�(A)k � kAk und damit ist � eine treueDarstellung (siehe Behauptung 2.4.12).
2.7 Abelsche C*-AlgebrenAm Schlu� dieses Kapitels wollen wir schlie�lich noch die Struktur abelscher C*-Algebren betrachten. Die zentrale Aussage dieses Abschnittes ist da� alle abelschenC*-Algebren die Form C0(X) mit einem lokalkompakten Raum X besitzen (sieheBsp. 2.1.11). Der erste Schritt ist die De�nition des Spektrums einer abelschen C*-Algebra.2.7.1. De�nition. Sei A eine abelsche C*-Algebra. Ein Charakter ! von A ist einenichtverschwindende lineare Abbildung A 3 A 7! !(A) 2 C die die Eigenschaft!(AB) = !(A)!(B) f�ur alle A;B 2 A besitzt. Die Menge aller Charaktere von Ahei�t das Spektrum �(A) von A.2.7.2. Behauptung. Die Charaktere einer abelschen C*-Algebra A stimmen mitderen reinen Zust�anden �uberein.Beweis: Wir wollen f�ur den Beweis annehmen, da� A eine Identit�at enth�alt (siehe[BR79, Prop. 2.3.27] f�ur den allgemeinen Fall). Sei ! 2 �(A). Dann ist !(A) =!(A1) = !(A)!(1). Da mindestens ein A mit !(A) 6= 0 existiert folgt !(1) =1. Sei nun � 62 �(A). Dann existiert ein B 2 A mit (�1 - A)B = 1. Daher ist!(�1-A)!(B) = 1 also (�-!(A))!(B) = 1 und daher � 6= !(A). Das zeigt, da�!(A) 2 �(A) ist und daher j!(A)j � �(A) = kAk gilt (also ist ! stetig). Ebensofolgt !(A�A) � 0 da das Spektrum von A�A positiv ist. Also ist ! ein Zustand.Bleibt zu zeigen, da� ! ein reiner Zustand ist. Wir betrachten zu diesem Zweckdie GNS-Darstellung von !. Es mu� o�enbarh�!(A�)
!; �!(B)
!i = h
!; �!(A)
!ih
!; �!(B)
!i (2.37)gelten. Angenommen die Dimension von H! ist gr�o�er als Eins, dann gibt es ein 2 H! so da� h ;�!(B)
!i = 0 ist. Daher existiert f�ur jedes � > 0 ein A� 2 Aso da� k�!(A��)
! - k � �=kBk gilt. Dies impliziert jedochjh�(A��)
!; �!(B)
!ij = jh ;�!(B)
!i- h( - �(A��)
!); �!(B)
!ij == jh( - �(A��)
!); �!(B)
!ij � k - �!(A��)kkBk = �: (2.38)
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Daher existiert ist h
!; �!(A�)
!ih
!; �!(B)
!i < �. Mit !(B) 6= 0 folgt dar-aus, da� !(A�) gegen Null konvergieren mu�. Dies jedoch hei�t da� !(A�CB) =h�!(A��)�!(C�)
!; �!(B)
!i f�ur alle B;C 2 A gegen Null konvergiert. Da 
!zyklischer Vektor ist folgt daraus �!(A�) gegen Null f�ur �! 0. Dies wiedersprichtjedoch der Annahme da� �!(A��)
! f�ur � ! 0 gegen  6= 0 konvergiert. Also istdimH! = 1 und �! damit irreduzibel. Mit Satz 2.6.5 folgt daher da� ! ein reinerZustand ist.Sei ! nun ein reiner Zustand, dann ist wie soeben bemerkt �! irreduzibel undwegen Beh. 2.4.32 gilt f�ur die Kommutante �!(A) 0 = C1. Da A jedoch abelsch istfolgt �!(A) � �!(A) 0 = C dies ist jedoch nur m�oglich wenn H! eindimensionalist. Dann aber faktorisiert !.Da das Spektrum von A eine Teilmenge des Dualraumes A� ist, k�onnen wir auf�(A) die Spurtopologie bzgl. der Schwach*-Topologie betrachten. Es gilt dann derfolgende Satz:2.7.3. Satz. Sei A eine abelsche C*-Algebra und X die Menge aller Charakterezusammen mit der Spurtopologie bzgl. der Schwach*-Topologie auf A�,1. dann ist X ein lokalkompakter, hausdor�scher, topologischer Raum.2. X ist genau dann kompakt, wenn A eine Identit�at besitzt.3. Durch A 3 A 7! Â 2 C0(X) mit Â(!) = !(A) ist ein *-Isomorphismusgegeben (vergl. Bsp. 2.1.11), der Gelfandtransformation genannt wird.Beweis: Zu 1. Sei !0 2 X, dann existiert ein A 2 A+ mit !0(A) > 0. O.B.d.A.k�onnen wir annehmen, da� !(A) > 1 ist. Daher ist die Menge K = f! j! 2X;!(A) > 1g eine o�ene Umgebung von !0. Der Abschlu� von K ist in f! j! 2X;!(A) � 1g enthalten, denn f�ur jedes Netz (!i)i2I von Elementen aus K gilto�enbar (limi2I!i)(AB) = limi2I!i(A) limi2I!i(B) und limi2I!i(A) � 1. Da alleCharaktere Zust�ande sind ist also �K � BA der Einheitskugel in A�, die wegen Satz2.5.12 kompakt ist. Also ist �K eine kompakte Umgebung von !0.Zu 3. Durch Â ist auf X eine komplexwertige Funktion gegeben, die aufgrundder De�nition der Schwach*-Topologie o�enbar steitg ist. Au�erdem folgt ebensowie im vorstehenden Absatz, da� die Menge f! 2 X j!(A) � �g kompakt ist. Daherist Â 2 C0(X).Die Abbildung A 3 A 7! Â 2 C0(X) die somit gegeben ist, ist o�enbar einMorphismus. Wegen des Satzes 2.5.10 ist sogarkÂk2 = sup!2X jÂ(!)j2 = jdA�A(!)j = kAk2 (2.39)
und daher ist mit Behauptung 2.4.12 die Abbildung A 7! Â ein Isomorphismus aufihr Bild.Damit bleibt zu zeigen, da� das Bild dieser Abbildung ganz C0(X) ist. Die Funk-tionen Â mit A 2 A separieren die Elemente von X: Wenn !1 6= !2 dann gibt esein A 2 A mit !1(A) 6= !2(A) also Â(!1) 6= Â(!2). Aufgrund des Approximati-onssatzes von Stone und Weierstra� ist fÂ jA 2 Ag dicht in C0(X). Und da A 7! Â
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wie soeben gesehen ein Isomorphismsus ist, ist fÂ jA 2 Ag abgeschlossen, stimmtalso mit C0(X) �uberein.Zu 2. Wenn X kompakt ist, dann ist die Funktion X 3 ! 7! 1 2 C ein Elementvon C0(X). Wegen Behauptung 3 ist daher eine Identit�at in A. Sei nun andersherumangenommen, da� A eine Identit�at enth�alt, dann gilt f�ur alle ! 2 X die Ungleichung!(21) � 1. Daher zeigt eine �ahnliche Argumentation wie f�ur Behauptung 1 da� Xkompakt ist.



Kapitel 3
Von Neumannalgebren
Wir haben im letzten Kapitel gesehen, da� jede C*-Algebra als Algebra beschr�ank-ter Operatoren auf einem Hilbertraum dargestellt werden kann. Diese Algebra istdabei abgeschlossen in der Normtopologie. In vielen Situation jedoch ist sinnvoll, dieOperatoralgebra in einer anderen Topologie abzuschlie�en. Dies f�uhrt zum Begri�der von Neumann Algebra.
3.1 Topologien auf B(H)Wir beginnen mit einer �Ubersicht �uber alle Topologien die wir f�ur diesen Zweckbetrachten wollen. Es handelt sich dabei um lokalkonvexe Topologien die von Fami-lien von Halbnormen erzeugt werden. Wir erinnern daher zun�achst an die De�nitioneines lokalkonvexen Raumes.3.1.1. De�nition. Sei V ein komplexer (reeller) Vektorraum, dann hei�t ein Funk-tional p : V! R eine Halbnorm, wenn die folgenden Bedingungen erf�ullt sind:1. p(x) � 0 f�ur alle x 2 V.2. p(�x) = j�jp(x) f�ur alle � 2 C (� 2 R) und x 2 V.3. p(x+ y) � p(x) + p(y) f�ur alle x; y 2 V.3.1.2. De�nition. Ein komplexer (reeller) Vektorraum V zusammen mit einer Fa-milie (pi)i2I von Halbnormen hei�t lokalkonvexer Raum. Die lokalkonvexe Topologievon V ist dabei durch die Umgebungsbasen (�1; : : : ; �n > 0)U(x;p1; : : : ; pn; �1; : : : ; �n) := fy 2 V jp1(x- y) < �1; : : : ; pn(x- y) < �ng (3.1)gegeben.Ein lokalkonvexer Raum ist ein topologischer Vektorraum, das hei�t die durch dieHalbnormen de�nierte Topologie ist mit der Vektorraumstruktur vertr�aglich. Au�er-dem ist ein lokalkonvexer Raum uniformisierbar, mit anderen Worten der Begri� derVollst�andigkeit ist de�niert. Schlie�lich ist noch zu bemerken, da� ein lokalkonvexerRaum genau dann hausdor�sch ist wenn pi(x) = 0; 8x 2 V �aquivalent zu x = 0 ist.Wir wenden uns nun lokalkonvexen Topologien auf B(H) zu. Zun�achst die starkeund die �-starke Topologie. 63
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3.1.3. De�nition. Sei H ein komplexer Hilbertraum und B(H) die Algebra derbeschr�ankten Operatoren auf H.1. Die starke Topologie auf B(H) ist durch die Familie p (A) = kA k,  2 Hvon Halbnormen de�niert.2. Der De�nition der �-starken Topologie dienen die durch p n;n2N(A) =(P1n=1 kA nk2)1=2 de�nierten Halbnormen, wobei ( n)n2N eine Folge vonElementen aus H ist, f�ur die P1n=1 k nj2 <1 ist.Wie bereits bemerkt ist B(H) in dieser Topologie ein topologischer Vektorraum.Die Multiplikation ist nicht stetig. Es gilt nur noch die folgende Aussage.3.1.4. Behauptung. Betrachte einen komplexen Hilbertraum H und auf der Alge-bra B(H) die starke bzw. �-starke Topologie, dann gilt:1. Die �-starke Topologie ist feiner als die starke Topologie.2. Beide Topologien stimmen auf der Einheitskugel B1(H) �uberein.3. B1(H) ist in der durch diese Topologien de�nierten uniformen Strukturvollst�andig.4. Die Abbildung B1(H) � B(H) 3 (a; b) 7! AB 2 B(H) ist stetig in beidenTopologien.5. Die Multiplikation ist jedoch nur dann auf ganz B(H)�B(H) stetig, wenn Hendlich dimensional ist.6. Die Abbildung A 7! A� ist nicht stetig.Beweis: [BR79, Prop. 2.4.1].Als n�achstes wenden wir uns der schwachen bzw. �-schwachen Topologie zu:3.1.5. De�nition. Sei H ein komplexer Hilbertraum und B(H) die Algebra derbeschr�ankten Operatoren auf H.1. Die schwache Topologie wird durch die Familie p ;�(A) := jh ;A�ij, �; � 2H2. und die �-schwache durch p n;�n;n2N(A) = P1n=1 jh n; A�nij,  n; �n 2 Hmit P1n=1 k nk2 <1 und P1n=1 k�nk2 <1 de�niert.�Ahnlich wie f�ur die starke und die �-starke Topologie erhalten wir die Aussage:3.1.6. Behauptung. Betrachte einen komplexen Hilbertraum H und auf der Alge-bra B(H) die schwache bzw. �-schwache Topologie, dann gilt:1. Die �-schwache Topologie ist feiner als die schwache Topologie.2. Beide Topologien stimmen auf B1(H) �uberein.3. B1(H) ist kompakt in beiden Topologien.
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4. Die Abbildungen A 7! AB, A 7! BA und A 7! A� sind stetig.5. Die Multiplikation ist als Abbildung auf B(H)� B(H) nur dann stetig wennH endlich dimensional ist.Beweis: [BR79, Prop. 2.4.2]Schlie�lich gibt es noch die stark* und �-stark* Topologien.3.1.7. De�nition. Sei H ein komplexer Hilbertraum und B(H) die Algebra derbeschr�ankten Operatoren auf H.1. Die stark* Topologie auf B(H) wird durch die Familie p� (A) := kA k +kA� k,  2 H2. und die �-stark* Topologie durch die Familie p� n;n2N(A) := (P1n=1 kA nk2+P1n=1 kA nk2)1=2,  n 2 H mit P1n=1 k k2 <1 von Halbnormen de�niert.Der wesentliche Unterschied zwischen starker Topologie und stark* Topologieist die Stetigkeit von A 7! A� in letzterer. Ansonsten gelten alle Aussagen ausBehauptung 3.1.4.Fassen wir nun nocheinmal alle behandelten Topologien im �Uberblick zusammen.

Norm Norm Normx?? x?? x??�-stark*  --- �-stark  --- �-schwachx?? x?? x??stark*  --- stark  --- schwachDabei bedeutet der Pfeil  \ist feiner als".
3.2 Von Neumannalgebren, elementare Eigen-schaftenSei M � B(H) eine Menge von Operatoren auf dem Hilbertraum H, dann ist dieKommutante von M durchM 0 := fA 2 B(H) j [A;B] = 0 8B 2Mg (3.2)de�niert (siehe (2.20)). M 0 ist o�enbar eine Banachalgebra und wenn M selbstad-jungiert ist, sogar eine C*-Algebra. Doppeltes Anwenden der Kommutante lieferto�enbar M �M 00 und dreifaches M 0 =M 000. Wir de�nieren nun:3.2.1. De�nition. Eine von Neumannalgebra auf dem Hilbertraum H ist eine *-Unteralgebra M von H f�ur die M =M 00 gilt. Das Zentrum einer von Neumannalge-bra ist durch Z(M) = M \M 0 gegeben. Eine von Neumannalgebra mit Z(M) = C1hei�t Faktor.
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Eine von Neumannalgebra enth�alt zahlreiche Projektionsoperatoren. Um dies zusehen, betrachten wir einen selbstadjungierten Operator A 2M. Wenn A mit einenOperator B kommutiert, dann kommutiert B auch mit allen Spektralprojektionenvon A. Also sind alle diese Projektoren Elemente von M. Jeder selbstadjungierteOperator kann in der Normtopologie durch eine Linearkombination von Spektral-projektoren approximiert werden und jedes Element einer C*-Algebra ist die Line-arkombination zweier selbstadjungierter Operatoren. Daher bilden die Projektoreneine totale Teilmenge von M.3.2.2. Beispiel. Die C*-Algebra B(H) ist eine von Neumannalgebra und sogar einFaktor. Die Algebra LC(H) der kompakten Operatoren (siehe Bsp. 2.1.9) ist keinevon Neumannalgebra, da LC(H) 00 = B(H) ist.Wir kommen nun zum "Bikommutantentheorem\ von Neumanns, welches diewichtigste Aussage �uber von Neumannalgebren darstellt. Zuvor noch eine technischeDe�nition:3.2.3. De�nition. Sei H ein Hilbertraum, M � B(H) und K � H, dann ist

[MK] := spanfA jA 2M;  2 Kgk � k: (3.3)M hei�t nicht degeneriert, wenn [MH] = H ist.3.2.4. Satz. Sei M eine nicht degenerierte *-Algebra beschr�ankter Operatoren aufdem Hilbertraum H, dann sind die folgenden Aussagen �aquivalent:1. M ist eine von Neumannalgebra, also M =M 00.2. M ist schwach abgeschlossen.3. M ist stark abgeschlossen.4. M ist �-schwach abgeschlossen.5. M ist �-stark abgeschlossen.6. M ist stark* abgeschlossen.7. M ist �-stark* abgeschlossen.Beweis: [BR79, Thm. 2.4.11]Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satz ist die folgende Dichtheitsaussage:3.2.5. Korollar. Sei M eine nicht degenerierte *-Algebra beschr�ankter Operato-ren auf dem Hilbertraum H, dann ist M dicht in M 00 bez�uglich der schwachen, �-schwachen, starken und �-starken Topologie und bzgl. der stark* und der �-stark*Topologie.
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3.3 Normale Zust�ande und das Pr�adualEine weitere M�oglichkeit von Neumannalgebren zu charakterisieren bietet die Tat-sache, da� jede von Neumannalgebra der Dualraum eines Banachraumes ist.3.3.1. De�nition. Das Pr�adual einer von Neumannalgebra M ist der Raum aller�-schwach stetigen linearen Funktionale auf M und wird mit M� bezeichnet.3.3.2. Satz. Das Pr�adual M� der von Neumannalgebra M ist ein Banachraum inder Norm vonM� undM ist das Dual vonM� bzgl. der Dualit�atM�M� 3 (A;!) 7!!(A).Beweis: [BR79, Prop. 2.4.18].3.3.3. Beispiel. Das Pr�adual B(H)� der von Neumannalgebra B(H) ist isomorphzum Raum T(H) := f� 2 B(H) j tr � < 1g der Spurklasseoperatoren auf H zu-sammen mit der Spurnorm k�k1 = tr j�j. Der Isomorphismus ist gegeben durchT(H) 3 � 7! !A 2 B(H)� mit !�(A) = tr(�A).Nun wollen wir die Zust�ande untersuchen, die im Pr�adual einer von Neumannal-gebra liegen. Wir de�nieren:3.3.4. De�nition. Ein Zustand ! auf der von Neumannalgebra hei�t normal,wenn er �-schwach stetig ist.3.3.5. Bemerkung. Im allgemeinen de�niert man normale Zust�ande durch die Be-dingung da� !(supiAi) = supi!(Ai) f�ur alle aufsteigenden Netze (Ai)i2I ist. Diezuvor angegebene De�nition ist jedoch �aquivalent und vermeidet den Begri� des Net-zes.3.3.6. Satz. Ein Zustand ! auf der von Neumannalgebra M ist genau dann norm-nal, wenn ein Dichteoperator �, das hei�t � 2 T(H) mit � � 0 und tr � = 1 existiert,so da� !(A) = tr(�A) ist.Beweis: [BR79, Thm. 2.4.21].Eng verkn�upft mit normalen Zust�anden ist der Begri� der "Quasi�aquivalenz vonDarstellungen\ der wie folgt de�niert ist:3.3.7. De�nition. Sei A eine C*-Algebra1. und � eine Darstellung, dann hei�t ein Zustand ! �-normal wenn ein nor-maler Zustand � auf �(A) 00 mit !(A) = �(�(A)) existiert.2. Zwei Darstellungen �1; �2 von A hei�en quasi�aquivalent �1 � �2 wenn alle�1-normalen Zust�ande auch �2-normal sind.Betrachten wir einen Zustand! und seine GNS-Darstellung (H!; �!;
!), dannist ! o�enbar �!-normal. Betrachten wir zwei Zust�ande !1;!2, k�onnen wir de-�nieren: !1 und !2 sind quasi�aquivalent !1 � !2 wenn ihre GNS-Darstellungenquasi�aquivalent sind. Mit anderen Worten zwei Zust�ande sind genau dann quasi�aqui-valent, wenn sie in derselben Darstellung als Dichteoperatoren darstellbar sind.Der n�achste Satz zeigt unter anderem wie Quasi�aquivalenz mit Unit�ar�aquivalenzzusammenh�angt.
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3.3.8. Satz. Sei A eine C*-Algebra und (H1; �1), (H2; �2) nicht degenerierte Dar-stellungen von A. Die folgenden Aussagen sind �aquivalent:1. �1 und �2 sind quasi�aquivalent.2. Es existiert ein *-Isomorphismus � : �1(A) 00 ! �2(A) 00, so da� �(�1(A)) =�2(A) f�ur alle A 2 A gilt.3. Es existiert ein n 2 N so da� Lnk=1 �1 unit�ar�aquivalent zu Lnk=1 �2 ist.Beweis: [BR79, Thm. 2.4.26]



Kapitel 4
Die CCR-Algebra
Wir wollen in diesem Kapitel eine bestimmte Klasse von Algebren betrachten, diebesonders geeignet ist Vielteichensysteme mit Bosestatistik zu beschreiben.Um unsere Vorgehensweise zu motivieren, betrachten wir zun�achst die Quantisie-rung eines einfachen Hamiltonschen Systems. Sei daher V = R2n der Phasenraum,auf dem die symplektische Form V � V 3 (q1; p1;q2; p2) 7! �(q1; p1;q2; p2) :=hq1; p2i - hq1; p1i gegeben ist. Die Dynamik sei durch eine quadratische, positiveHamiltonfunktion V 3 (q; p) 7! h(f; g) := Pni1 12mi (pi)2 + mi!2i2 (qi)2 gegeben. DieBewegungsgleichungen ergeben sich also als Integralkurven des Hamiltonschen Vek-torfeldes Xh : V! V, welches durch dh = �(Xh; � ) de�niert ist. F�ur zwei beliebigeFunktionen f; g ist durch die Hamiltonschen Vektorfelder Xf; Xh auch die Poisson-klammer ff; hg := �(Xf; Xh) de�niert. Die Koordinatenfunktionen V 3 (q; p) 7! qkund V 3 (q; p) 7! pl, welche wir mit ihren Funktionswerten qk; pl identi�zierenwollen erf�ullen nun die wohlbekannten kanonischen Poissonrelationenfqk; plg = �k;l; fqk; qlg = fpk; plg = 0: (4.1)Die "kanonische Quantisierung\ dieses Systems basiert nun auf dem Wunscheinen Hilbertraum H und eine lineare Abbildung f 7! Af zu �nden, so da� Phasen-raumfunktionen f auf Operatoren Af in H so abbildet werden, da� Aff;gg = i[Af; Ag]gilt. Dieser Wunsch allerdings l�a�t sich nicht erf�ullen [Got80]. Eine schw�achere For-derung, die mehr Aussicht auf Erfolg hat, ist die Suche nach einem Hilbertraum H,einem dichten Teilraum D � H und 2n Operatoren Qk; Pl die auf D wesentlichselbstadjungiert sind, D invariant lassen und die kanonischen Vertauschungsrelatio-nen [Qk; Pl] = i�kl ; [Qk; Ql] = [Pk; Pl] = 0 (4.2)erf�ullen. Formal sind diese Vertauschungsrelationen �aquivalent zu den Weylrelatio-nenV(s)U(t) = U(t)V(s)e-ihs;ti; V(s+ t) = V(s)V(t); U(s+ t) = U(s)U(t) (4.3)wobei f�ur s; t 2 Rn V(s) := ei(Pnk=1 skQk); U(t) := e(iPnl=1 tlPl) (4.4)

69
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ist. Diese Relationen folgen jedoch im strengen mathematische Sinne nicht aus denkanonischen Vertauschungsrelationen (siehe hierzu [RS80, VIII.5]). Umgekehrt je-doch ist (4.2) eine Konsequenz von (4.4).Mit den Operatoren Qk; Pl k�onnen wir nun Polynome f : V! R
(q; p) 7! f(q; p) = a�1;:::;�n;�1;:::�n(q1)�1 : : : (qn)�n(p1)�1 : : : (pn)�n +� � � + a0 (4.5)auf OperatorenAf = a�1;:::;�n;�1;:::�n(Q1)�1 : : : (Qn)�n(P1)�1 : : : (Pn)�n + � � � + a0 (4.6)abbilden. Insbesondere erhalten wir den Hamiltonoperator H := Ah des Systems. Hist auf D symmetrisch und positiv und besitzt daher eine selbstadjungierte Fortset-zung �H, so da� wir die Dynamik des quantisierten Systems durch die einparametrigeunit�are Gruppe exp(tH) beschreiben k�onnen.Die soeben konstruierte Abbildung f 7! Af erf�ullt jedoch im allgemeinen nicht dieoben gestellte Forderung Aff;gg = i[Af; Ag]. Eine Besch�aftigung mit dieser Proble-matik hat in den 70' und 80' Jahren unter dem Titel "geometrische Quantisierung\intensiv stattgefunden, leider ohne wirklich durchschlagenden Erfolg. N�aheres zudiesem Thema kann dem Buch von Woodhouse [Woo80] entnommen werden.Wir wollen nun die Weylrelationen etwas umschreiben um eine Form zu erhaltendie sich f�ur eine Verallgemeinerung eignet. Wir f�uhren zu diesem Zweck dieWeylope-ratoren W(s; t) = exp(i=2hs; ti)V(s)U(t) ein und erhalten die folgende �aquivalenteForm der Weylrelationen:W(s; t)W(s 0; t 0) = e- i2�(s;t;s 0;t 0)W(s+ s 0; t+ t 0): (4.7)Sie hat den Vorteil, da� sie auf beliebige reelle symplektische Vektorr�aume verallge-meinert werden kann. Dies motiviert die De�nition der CCR-Algebren, die wir imn�achsten Abschnitt vornehmen wollen.
4.1 De�nition und grundlegende EigenschaftenWir wollen nun jedem reellen symplektischen Vektorraum eine (bis auf Isomorphieeindeutige) C*-Algebra zuordnen. Daf�ur erinnern wir zun�achst an die De�nitioneines reellen symplektischen Raumes.4.1.1. De�nition. Ein Paar (V;�) bestehend aus einem reellen Vektorraum undeiner reellwertigen, antisymmetrischen und (schwach) nicht degenerierten1 Biline-arform auf V (der symplektischen Form hei�t (reeller) symplektischer Vektorraum.Unserer einf�uhrenden Argumentation folgend suchen wir nun nach einer C*-Algebra, die von unit�aren ElementenW(x), x 2 V erzeugt wird, die die Weylrelatio-nen (4.7) erf�ullen. Hierf�ur betrachten wir einen unendlichdimensionalen Hilbertraum1D.h. �(x; y) = 0 8y = 0 () x = 0.
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L und die direkte SummeH :=Lx2VLx, Lx = L;8x 2 V (siehe Bemerkung 2.4.14).Auf H sind nun durch (F 2 H)(W(f)F)(x) := e i2�(x; f)F(x+ f) (4.8)unit�are Operatoren de�niert die, wie sich leicht nachpr�ufen l�a�t, die Weylrelationenerf�ullen. Die *-Unteralgebra A0 die von den so de�niertenW(f) algebraisch erzeugtwird kann nun in der Operatornorm abgeschlossen werden und wir erhalten eineC*-Algebra mit den gew�unschten Eigenschaften. Wir haben daher den folgendenSatz bewiesen:4.1.2. Satz. Zu jedem reellen, symplektischen Vektorraum (V;�) existiert eine C*-Algebra A die von Elementen W(f), f 2 V erzeugt wird (sogn. Weylelementen) f�urdie gilt:1. W(f)� =W(-f) f�ur alle f 2 V und2. W(f)W(g) = e- i2�(f;g)W(f+ g) f�ur alle f; g 2 V.Sei nun (V;�) der Phasenraum eines klassischen Hamiltonschen Systems. DieIdee ist, die selbstadjungierten Elemente von A als Observablen des quantisiertenSystems aufzufassen. Hierf�ur ist es jedoch wesentlich zu wissen, ob die von denW(f) erzeugte Algebra bis auf Isomorphie eindeutig ist, da sonst die Physik von derrichtigen Wahl der Algebra A abh�angig ist.4.1.3. Satz. Seien A1, A2 C*-Algebren die von Elementen W1(f) bzw. W2(f) er-zeugt werden, die die Bedingungen aus Satz 4.1.2 erf�ullen, dann gibt es einen ein-deutigen *-Isomorphismus � : A1 ! A2 mit der Eigenschaft �(W1(f)) = W2(f).Es gibt daher zu jedem reellen symplektischen Vektorraum (V;�) eine algebraischeindeutige C*-Algebra die von den Weylelementen W(f) erzeugt wird. Wir werdensie die CCR-Algebra CCR(V;�) von (V;�) nennen.Beweis: [BR81, Seite 20].Die folgende Behauptung f�a�t ein paar simple Eigenschaften der CCR-Algebrenzusammen.4.1.4. Behauptung. Sei (V;�) ein reeller, symplektischer Vektorraum undCCR(V;�) die dazugeh�orige CCR-Algebra, dann gelten die folgenden Aussagen:1. W(0) = 12. W(f) ist unit�ar f�ur alle f 2 V.3. CCR(V;�) ist nicht separabel f�ur dimV 6= 0.4. kW(f) - 1k = 2 f�ur f 6= 0.5. Sei F � V ein linearer Teilraum und A(F) � CCR(V;�) die C*-Teilalgebra dievon den Weylelementen W(f) mit f 2 F erzeugt wird, dann folgt aus A(F) =CCR(V;�) da� auch F = V ist.
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6. CCR(V;�) hat keine nichttrivialen, k � k-abgeschlossenen *-Ideale (d.h.CCR(V;�) ist einfach.Beweis: Die Aussagen sind zum Teil trivial. F�ur den Rest sei wieder auf [BR81,Seite 20] verwiesen.Betrachten wir nun einen symplektischen Isomorphismus T : V ! V, das hei�t�(Tf; Tg) = �(f; g) f�ur alle f; g 2 V. Dann hat die Familie (WT(f))f2V mit WT(f) =W(T(f)) o�enbar die gleichen Eigenschaften wie die originale (W(f))f2V. Satz 4.1.3impliziert daher die Existenz genau eines *-Automorphismus �t von CCR(V;�) mit�(W(f)) =W(T(f)). Das hei�t es gilt die folgenden Behauptung:4.1.5. Behauptung. Zu jedem symplektischen Isomorphismus T des symplekti-schen Vektorraumes (V;�) existiert genau ein Automorphismus �T der CCR-AlgebraCCR(V;�) der der Gleichung�t(W(f)) =W(Tf); 8f 2 V (4.9)gen�ugt. Automorphismen dieser Form hei�en Bogolubovtransformationen.

4.2 Regul�are und quasifreie Zust�andeWir wollen nun einen Zustand ! auf einer CCR-Algebren CCR(V;�) betrachten.Er ist o�enbar durch seine Werte auf den Weylelementen eindeutig festgelegt. Es istdaher n�utzlich sein erzeugendes FunktionalV 3 f 7! �!(f) := !(W(f)) 2 C (4.10)zu betrachten. Mit seiner Hilfe k�onnen wir eine ausgezeichnete Klasse von Zust�andende�nieren.4.2.1. De�nition. Ein Zustand ! auf der CCR-Algebra CCR(V;�) hei�t regul�arwenn f�ur jedes f 2 V die Funktion R 3 t 7! �!(tf) 2 C stetig ist.Regul�are Zust�ande sind deshalb besonders interessant, weil ihnen Quantenfelderzugeordnet werden k�onnen. Um dies zu sehen, betrachten wir einen regul�aren Zu-stand ! und seine GNS-Darstellung (H!; �!;
!). Regularit�at impliziert nun da�t 7! h
!;W(tf)
!i f�ur alle f 2 V stetig ist. Da 
! zyklisch ist und da die Weyl-operatoren die CCR-Algebra erzeugen, folgt daraus, da� die einparametrige Gruppet 7! W(tf) schwach stetig ist. Es existiert daher ein selbstadjungierter Erzeuger�!(f) mit W(f) = exp(i�!(f)): (4.11)Mit anderen Worten die GNS-Darstellung eines regul�aren Zustandes ist regul�ar,wenn wir regul�are Darstellungen wie folgt de�nieren:4.2.2. De�nition. Eine Darstellung (H; �) einer CCR-Algebra CCR(V;�) hei�tregul�ar, wenn f�ur alle f 2 V die einparametrige, unit�are Gruppe t 7! �(W(tf))stark stetig ist.
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Es ist m�oglich an komplexwertige Funktionen auf V Bedingungen zu stellen, soda� sie erzeugende Funktionale von Zust�anden ergeben:4.2.3. Behauptung. Das komplexwertige Funktional � auf V ist das erzeugendeFunktional eines regul�aren Zustandes !, wenn es die folgeden Bedingungen erf�ullt:1. �(0) = 12. � 7! �(�f) ist f�ur alle f 2 V stetig.3. F�ur alle Folgen �j 2 C, fj 2 V, j = 1; : : : n giltnXj=1 ��l�je- i2�(fj;fl)�(fj - fl) � 0: (4.12)

Beweis: [Emc72, Seite 307]. Die Idee hinter dieser Aussage beruht auf der Tatsache,da� die WeylelementeW(f) in CCR(V;�) linear unabh�angig sind. (Das ist leicht zusehen; �Ubungsaufgabe!) Daher kann f�ur alle diese Linearkombinationen das lineareFunktional !(Pnj=1 �jW(fj)) =Pnj=1 �j�(fj) de�niert werden. Die erste Bedingungbedeutet also !(1) = 1, die dritte !(A�A) � 0, also die Positivit�at und die zweitedie Regularit�at von !. Es ist also nur noch zu zeigen, da� ! stetig in der Normto-pologie ist, denn dann kann ! auf ganz CCR(V;�) als regul�arer Zustand fortgesetztwerden. Hief�ur ist Satz 2.5.1 n�utzlich.Die in (4.11) eingef�uhrten Felder haben jedoch nicht die Struktur der Quan-tenfelder aus Kapitel 1. F�ur diesen Zweck ist eine weitergehende Einschr�ankungerforderlich.4.2.4. Behauptung. Sei s( �; ; cdot ) ein reelles Skalarprodukt auf V. Dann istV 3 f 7! �!(f) = e-14 s(f;f) 2 C (4.13)genau dann das erzeugende Funktional eines regul�aren Zustandes ! wennj�(f; g)j �ps(f; f)p(s(g; g) (4.14)f�ur alle f; g 2 V erf�ullt ist. Der Zustand ! hei�t dann quasifrei.Beweis: [BW92, Lemma 8.2.8].Das besondere an quasifreien Zust�anden ist ihre enge Verkn�upfung zu Fockraum-darstellungen der kanonischen Vertauschungsrelationen. Der Schl�ussel hierf�ur ist diefolgende Aussage:4.2.5. Behauptung. Sei (V;�) ein symplektischer Vektorraum und s ein reellesSkalarprodukt, so da� (4.14) gilt, dann gibt es einen komplexen Hilbertraum H, undeine Abbildung K : V! H, so da� die folgenden Bedingungen erf�ullt sind:1. K ist R-linear.2. K(V) + iK(V)� H ist dicht.
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3. K ist symplektisch �(Kf; Kg) = Imhf; gi.4. kK(f)k2 = s(f; f).Beweis: O�enbar ist (V; s) ein reeller Pr�ahilbertraum und kann somit vervollst�andigtwerden. ( �V; �s) bezeichne diese Vervollst�andigung. Wegen (4.14) ist � nun eine stetigeBilinearform auf (V; s) und kann stetig auf ( �V; �s) fortgesetzt werden. Wir bezeichnendiese Fortsetzung mit ��. Nun betrachten wir den komplexen VektorraumH = �V�i �Vund das komplexe Skalarprodukt, welches man durch komplex lineares/antilinearesFortsetzen von hf + i0; g + i0i := �s(f; g) + i��(f; g) erh�alt. Die Abbildung V 3 f 7!K(f) := f+ i0 2 H erf�ullt o�enbar alle erw�unschten Bedingungen.Unmittelbare Folgerung dieser Aussage ist nun der folgende Satz:4.2.6. Satz. Sei ! quasifreier Zustand auf CCR(V;�) mit erzeugendem Funktional�!(f) = exp(-14s(f; f)). Zus�atzlich seiH ein komplexer Hilbertraum und K : V! Hdie Abbildung aus Beh. 4.2.5, dann ist auf dem symmetrischen Fockraum FS(H)(siehe Def. 1.2.5) durch (�S(K(f) bezeichnet den Segaloperator von K(f); siehe Gl.1.54)) �(W(f)) =W!(f) := ei�s(K(f)); 8f 2 V (4.15)eine zyklische Darstellung de�niert (mit dem Fockraumvakuum 
0 2 FS(H) (sieheDef. 1.2.5) als zyklischem Vektor), die unit�ar �aquivalent zur GNS-Darstellung von! ist.Beweis: Die unit�aren Operatoren exp(i�S(�)) 2 FS(H) erf�ullen die Relationei�S(�+ ) = e- i2 Imh�; iei�S(�)ei�S( ): (4.16)Das folgt formal aus den Kommutatorrelationen in Satz 1.2.14(2). Ein exakter Be-weis �ndet sich in [RS75, Thm X.41]. Setzen wir nun K(f) und K(g) ein, dannfolgt mit Beh. 4.2.5 da� die Operatoren W!(f), W!(g) die selben Weylrelationenerf�ullen wie die WeylelementeW(f) und W(g). Damit de�niert (4.15) o�enbar eineDarstellung von CCR(V;�).F�ur die Zyklizit�at von 
0 ist zu zeigen, da� die Menge fW!(f)
0 j f 2 Vg totalin H ist (d.h. der Abschlu� der linearen H�ulle ist ganz H). Hierf�ur benutzen wir dieTatsache, da�

ei�s( )
0 = e-14k k2e( ip2 ) (4.17)
ist, wobei e( ) den Exponentialvektor von  bezeichnet,

e( ) := 1Xn=0 
n mit  
n := �Nnk=1 f�ur n > 01 f�ur n = 0 (4.18)
dem wir bereits im Beweis von Satz 1.4.2 begegnet sind. (Ein Beweis f�ur Gleichung(4.17) �ndet sich in [Par92, Kapitel 20]; dabei ist zu beachten, da� die dortigeDe�nition des Segaloperators sich von der unsrigen um ein Faktorp2 unterscheidet).
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Da K(V) + iK(V) dicht in H ist, folgt aus [Par92, Kor. 19.5] da� fe(K(f)) j f 2 Vgtotal in H ist, was zu beweisen war (die Tatsache, da� K(V)+ iK(V) dicht in H istund nicht K(V) ist hier unerheblich, da der Beweis von Korollar 19.5 in [Par92] sehrleicht auf unsere Situation �ubertragen werden kann).Damit bleibt zu zeigen, da� die somit konstruierte zyklische Darstellung vonCCR(V;�) unit�ar �aquivalent zur GNS-Darstellung von ! ist. Das hei�t es ist zuzeigen, da�h
;�(W(f))
i = h
; ei�S(K(f))
i = !(W(f)) = �!(f) = e-14 s(f;f) (4.19)ist. Hierf�ur benutzen wir erneut (4.17) und die Gleichung
h
;W!(12f+ 12f)
i = hW!(-12f)
;W!(12f)
i =e-18kK(f)k2he(- i2p2K(f)); i2p2e(K(f))i (4.20)

mit he( ); e(�)i = exp(h ;�ii [Par92, Gl 19.2] und Beh. 4.2.5 folgt daherh
;�(W(f))
i = e-14kK(f)k2 = e-14 s(f;f); (4.21)was zu beweisen war.Eine besondere Rolle spielen nun diejenigen quasifreien Zust�ande, die zugleichreine Zust�ande sind. Es handelt sich dabei gerade um die sogn. Fockzust�ande:4.2.7. De�nition. Ein quasifreier Zustand ! auf der CCR-Algebra CCR(V;�) miterzeugendem Funktional exp(-14s( � ; � )) hei�t Fockzustand wenn eine lineare Ab-bildung J : V! V existiert, so da�1. J2 = -1,2. �(f; Jg) = -�(Jf; g) f�ur alle f; g 2 V und3. �(f; Jf) = s(f; f) f�ur alle f 2 Vgilt. J hei�t Komplexi�zierung von V.F�ur Fockzust�ande l�a�t sich die Abbildung K : V ! H aus Beh. 4.2.5 et-was modi�zieren. Wir k�onnen n�amlich aus V durch (a + ib)f := af + bJf mita; b 2 R und f 2 V einen komplexen Vektorraum machen. Mit dem Skalarprodukthf; gi := s(f; g) + i�(f; g) ist V dann ein komplexer Pr�ahilbertraum. Das hei�t f�urFockzust�ande existiert eine Abbildung K : V ! H wie in Beh. 4.2.5 f�ur die so-gar K(V) dicht in H ist (und nicht nur K(V) + iK(V)). Insbesondere hei�t dies wirk�onnen f�ur Fockzust�ande ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit annehmen, da� einkomplexer Pr�ahilbertraum (V; h � ; � i) gegeben ist. so da� der symplektische Raumdurch (V; Imh � ; � i) und das erzeugende Funktional durch exp(-14k � k2) gegeben ist.Wir nennen den zugeh�origen Fockzustand !0 den ausgezeichneten Fockzustand undseine GNS-Darstellung die ausgezeichnete Fockdarstellung.Wir kommen nun zu zwei wichtigen Eigenschaften von Fockzust�anden. Die erstehaben wir bereits angek�undigt. Jeder Fockzustand ist ein reiner Zustand.
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4.2.8. Satz. Sei ! quasifreier Zustand auf der CCR-Algebra CCR(V;�). Dann ist! genau dann ein Fockzustand wenn seine GNS-Darstellung irreduzibel ist. Dahergilt auch, da� ! genau dann ein reiner Zustand ist wenn er Fockzustand ist (sieheSatz 2.6.5).Beweis: [BW92, Lemma 8.2.11].4.2.9. Satz. Zu zwei beliebigen Fockzust�anden !1;!2 auf der CCR-AlgebraCCR(V;�) existiert eine Bogolubovtransformation � : CCR(V;�) ! CCR(V;�) soda� !1 = !2�� ist. Mit anderen Worten die Gruppe der Bogolubovtransformationenoperiert transitiv auf der Menge der Fockzust�ande.Beweis: [BW92, Lemma 8.2.12].
4.3 BogolubovtransformationenBetrachten wir nun einen komplexen Pr�ahilbertraum (V; h � ; � i), die zugeh�origeCCR-Algebra CCR(V;�) (mit � = Imh � ; � i) und den ausgezeichneten Fockzu-stand !0 (mit erzeugendem Funktional exp(-14k � k2)). Dann existiert, wie so-eben bemerkt, zu jedem weiteren Fockzustand ! eine Bogolubovtransformation� : CCR(V;�)! CCR(V;�) mit ! = !0 � �. F�ur die GNS-Darstellungen bedeutetdies, da� h
!; �!(A)
!i = h
!0 ; �!0(�(A))
!0i ist. Die Eindeutigkeit der GNS-Darstellung impliziert daher die Existenz eines unit�aren Operators U1 : H! ! H!0mit U1�!(A)U�1 = �!0(�(A)) Dies bedeutet jedoch nicht, da� �! und �!0 unit�ar�aquivalent sind, denn daf�ur m�u�te zus�atzlich ein unit�arer Operator U2 : H! ! H!0mit U2�!(A)U�2 = �!0(A) existieren. Mit anderen Worten der unit�are OperatorU1U�2 =: U : H!0 ! H!0 implementiert � in der GNS-Darstellung von !0, dashei�t es gilt U�!0(A)U� = �!0(�(A)). Um also zu entscheiden, ob der Fockzustand(bzw. seine GNS-Darstellung) unit�ar �aquivalent zur ausgezeichneten Fockdarstellungist, m�ussen wir untersuchen, ob die zugeh�orige Bogolubovtransformation unit�ar im-plementierbar ist.Um diese Frage zu beantworten folgen wir der Darstellung in [Par92, Kap. 22].Eine allgemeinere Aussage, die daf�ur technisch aufwendiger ist, �ndet sich in [Ara71](siehe auch [BW92, 8.2.6]). Wir nehmen hierf�ur an, da� V sogar ein komplexer(separabler) Hilbertraum ist und betrachten einen R-linearen Teilraum V0 � V f�urden V0+ iV0 = V gilt. Ein reell linearer Operator T : V! V, kann dann mit f 2 V0in Tf = T11f + iT21f bzw. T(if) = T12f + iT22f zerlegt werden. Dies de�niert vierR-lineare Operatoren Tij, i; j = 1; 2. Diese wiederum de�nieren einen R-linearenOperator T0 durchV0� V0 3 (f; g) 7! T0(f; g) = (T11f+ T12g; T21f+ T22g) 2 V0� V0: (4.22)Mit diesen Begri�en k�onnen wie nun das angek�undigte Theorem formulieren:4.3.1. Satz. Sei V ein komplexer, separabler Hilbertraum CCR(V;�) mit � =Imh � ; � i die dazugeh�orige CCR-Algebra, !0 der ausgezeichnete Fockzustand, V0 �V ein R-linearer Teilraum mit V0+iV0 = V und T : V! V eine R-lineare, bijektiveAbbildung mit den folgenden Eigenschaften
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1. T und T-1 sind stetig.2. T ist symplektisch: ImhTf; Tgi = Imhf; gi f�ur alle f; g 2 V.Die durch �T(W(f)) =W(Tf) gegebenen Bogolubovtransformation ist dann und nurdann in der GNS-Darstellung �!0 unit�ar implementierbar wenn S�0S0-1 ein Hilbert-Schmidt-Operator2 in V0� V0 ist.Beweis: [Par92, Thm. 22.11].4.3.2. Beispiel. Sei zum Beispiel V = L2(R; dx), V0 = L2R(R; dx) und T(f+ ig) :=�-1f+i�g mit � 2 R+. Der Operator T ist o�enbar symplektisch, stetig, invertierbarund T-1 ist ebenfalls stetig. Er erf�ullt also die Voraussetzungen des Satzes. DerOperator T0 : V0 � V0 ! V0 � V0 hat die Form T0(f; g) = (�-1f; �g) und ist daherselbstadjungiert. Also ist (T�0T0 - 1)(f; g) = (�-2 - 1)f; (�2 - 1)g). F�ur �2 6= 1 istdies jedoch nie Hilbert-Schmidt, so da� die durch �(W(f)) = �(W(Tf)) gegebeneBogolubovtransformation nicht unit�ar implementierbar ist.Bezeichnet nun !0 wieder den ausgezeichneten Fockzustand auf CCR(V;�) dannist also ! = !0�� ein weiterer Fockzustand, dessen GNS-Darstellung unit�ar in�aqui-valent zur ausgezeichneten Fockdarstellung ist. Dies zeigt, da� es im allgemeinenmehrere unit�ar in�aquivalente, regul�are, irreduzible Darstellungen einer CCR-Algebragibt. Eine Ausnahme bilden CCR-Algebren die �uber endlichdiemensionalen symplek-tischen R�aumen konstruiert sind.Bevor wir hierzu kommen, wollen wir jedoch noch die Quasi(in)�aquivalenz derDarstellungen �! und �!0 untersuchen. Angenommen �! und �!0 sind quasi�aqui-valent, dann existiert ein Dichteoperator � auf H!0 so da� !(A) = tr(�!0(A)�) ist.Da ! aber ein Fockzustand ist, ist ! auch reiner Zustand und kann nicht in eine ech-te konvexe Linearkombination zerlegt werden. Das hei�t ! ist ein Vektorzustand mitanderen Worten es existiert ein Vektor ~
! 2 H!0 so da� !(A) = h ~
!; �!0(A) ~
!igilt. Zugleich ist ~
0 zyklischer Vektor bezgl. der ausgezeichneten Fockdarstellung,denn diese ist irreduzibel und daher jedes  2 H!0 mit  6= 0 zyklisch. Dies aberbedeutet, da� (H!0; �!0 ; ~
!) unit�ar �aquivalent zur GNS-Darstellung von ! ist,im Widerspruch zur unit�aren In�aquivalenz der Darstellungen. Also sind !0 und !quasiin�aquivalent!Zum Abschlu� diese Abschnittes wollen wir nun noch das bereits ankek�undigteTheorem von Stone und von Neumann angeben, welches aussagt, da� die soebenuntersuchten "Patologien\ bei Systemen mit endlich vielen Freiheitsgraden nichtauftreten k�onnen.4.3.3. Satz. Alle irreduziblen, regul�aren Darstellungen der CCR-AlgebraCCR(R2n; �) sind unit�ar �aquivalent zur ausgezeichneten Fockdarstellung.Beweis: [BW92, 8.2.5]2Ein Operator A : H ! H auf einem separablen Hilbertraum H (reell oder komplex) hei�tHilbert-Schmidt-Operator wenn die Reihe P1n=1 kA�nk2 f�ur eine (und damit f�ur alle) Orthonor-malbais (�n)n2N konviergiert.
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4.4 Beispiel: Der harmonische OszillatorWir wollen nun die bis jetzt bereitgestellten Strukturen auf einige konkrete Beispieleanwenden, zun�achst auf den wohlbekannten harmonischen Oszillator. Wir betrach-ten zu diesem Zwecke den reellen, symplektischen Vektorraum (V1; �) mit V1 = Cund �(z1; z2) = Im(z1z2). Die klassischen Bewegungsgleichungen sind durch die Ha-miltonfunktion h : V1 3 (q+ ip) 7! h(q+ ip) := 12p2 + 12!2q2 2 R (4.23)bzw. durch die entsprechenden Hamiltonschen Bewegungsgleichungen_q(t) = p(t); _p(t) = -!2q(t) (4.24)gegeben. Zu den Anfangsdaten q(0) + ip(0) = q0 + ip0 geh�oren die L�osungenq(t) = Re((q0 + ip0! )e-i!t); p(t) = Im((!q0 + ip0)e-i!t) (4.25)welche durchV1 3 z0 = (q0 + ip0) 7! Tt(z0) = z(t) = q(t) + ip(t) 2 V1 (4.26)eine einparametrige Gruppe (Tt)t2R symplektischer Transformationen de�nieren.Betrachten wir nun die CCR-Algebra CCR(V1; �). Die Tt de�nieren auf ihr dieBogolubovtransformationen �t(W(z0)) =W(z(t)) welche wir als Quantendynamikim Heisenbergbild interpretieren k�onnen. Um diese Dynamik nun auf die bekannteArt durch unit�are Operatoren ausdr�ucken zu k�onnen, f�uhren wir die Abbildung

V1 3 z = q+ ip 7! K1(z) := p!q+ ip!p 2 C (4.27)
ein. Sie ist bijektiv, reell-linear und symplektisch (ist also ein Beispiel f�ur die Abbil-dung aus Behauptung 4.2.5) und sie verkn�upft die Tt mit den unit�aren Transforma-tionen C 3 z 7! ut � z := e-i!tz 2 C; (4.28)denn es ist Tt(K-11 (z0)) = 1p! Re(z0e-i!t) + ip! Im(z0e-i!t) (4.29)
und daher K1(Tt(K-11 (z0))) = ut � z0: (4.30)Betrachten wir also auf CCR(V1; �) den Fockzustand !0 mit erzeugendem Funktio-nal �!0(z) = !0(W(z)) = e-14 jK1(z)j2; (4.31)
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dann ist!0(�t(W(z))) = !0(W(Tt(z))) = e-14 jK1(Tt(z))j2 = e-14 jut�K1(z)j =e-14 jK1(z)j2 = !0(W(z)): (4.32)Mit anderen Worten!0 ist unter der Zeitentwicklung �t invariant und wird daher inder GNS-Darstellung �!0 von !0 unit�ar implementiert. Das hei�t es existiert genaueine einparametrige (stark stetige) unit�are Gruppe Ut auf dem GNS-HilbertraumH!0, die das GNS-Vakuum invariant l�a�t (Ut
!0 = 
!0) und f�ur die gilt:�!0(�t(A)) = Ut�!0(A)U�t : (4.33)Au�erdem k�onnen wir die selbstadjungierten Operatoren

	(z) := ddt�!0(W(tz))jt=0 (4.34)de�nieren, da die GNS-Darstellung �!0 regul�ar ist. Mit
Q := 	( 1!) und P = 	(i!) (4.35)erhalten wir daher zwei selbstadjungierte Operatoren, die aufgrund der Weylrela-tionen die kanonischen Vertauschungsrelationen [Q;P] = i erf�ullen. (Q und Pbesitzen einen gemeinsamen dichten De�nitionsbereich F0 � H!0 den sie auf sichabbilden. Das folgt aus der Struktur quasifreier Zust�ande; siehe Satz 4.2.6).Wir haben also durch die Konstruktion der CCR-Algebra CCR(V1; �) und durchdie Wahl des Zustandes !0, das zu Beginn dieses Kapitels erw�ahnte Quantisierungs-programm durchgef�uhrt. Dabei ist die Wahl des Zustandes nicht entscheidend, dennaufgrund des Eindeutigkeitssatzes von Stone und von Neumann 4.3.3 erf�ullt jederregul�are, reine Zustand genau den selben Zweck. Insbesondere also d�urfte sich dassoeben konstruierte Modell nicht von dem �ublichen harmonischen Oszillator unter-scheiden. Um dies zu sehen, verwenden wir die Konstruktion aus Satz 4.2.6. DerGNS-Hilbertraum kann also mit dem symmetrischen Fockraum FS(C) identi�ziertwerden. Da aber C 
 � � � 
 C = C ist, ist in diesem Falle FS(C) = l2(N0). Dasin diesem Hilbertraum kanonisch gegebene Orthonormalsystem bezeichnen wir mit(�n)n2N0 (also �n = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ) mit der Eins an n-ter Stelle). Die Darstellerder Weyloperatoren sind durch �!0(W(z)) = exp(i�S(K(z))) gegeben, wobei �S(z)wieder die Segaloperatoren sind, also �S(z) = 1p2(A(z) + A(z)�). Erzeugungs undVernichtungsoperator haben in diesem speziellen Falle die wohlbekannte FormA(z)�n = zA�n mit A�n = pn�n-1 (4.36)und A�(z)�n = zA��n mit A��n = 1pn�n+1 (4.37)

und sind nat�urlich auf dem Teilraum F0 := f(z1; : : : ; zn; 0; : : : ; 0; : : : ) 2 l2(N0)gde�niert (siehe Def. 1.2.5). Die Segaloperatoren h�angen o�enbar mit den in (4.34)
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de�nierten Operatoren 	(z) durch 	(z) = �S(K1(z)) zusammen. Aus (4.35) folgtdaher f�ur die Operatoren Q;P

Q = �S( 1p!) = 1p2!(A +A� ) (4.38)
und

P := �S(ip!) := -ir!2 (A -A� ): (4.39)
Dies sind aber die wohlbekannten Operatoren f�ur Ort und Impuls in der "Teil-chenzahldarstellung\. Um zur Ortsdarstellung zu gelangen m�ussen diejenige unit�areTransformation L : l2(N0)! L2(R; dx) ben�utzen, die �n 2 l2(N0) auf die normier-ten Eigenfunktionen  n 2 L2(R; dx) des selbstadjungierten Operators -12 d2dt2 +!22 x2abbilden, also

 n(x) = ~ n(p!x); mit ~ n(�) = 4r!� 12nn! (-1)ne�2 dnd�ne-�2 : (4.40)
Diese Prozedur ist aus der Quantenmechanik wohlbekannt, weshalb wir hier nichtn�aher darauf eingehen wollen. Es ergeben sich f�urQ;P die wohlbekannten Ausdr�ucke

(LQL� )(x) = x (x); LPL� = 1i ddt : (4.41)
Damit bleibt die Struktur der Dynamik, also der Ut, zu betrachten. Wegen (4.33)ist Utei�S(K1(z))U� = ei�S(K1(Ttz)) = ei�S(utK1(z)): (4.42)F�ur das letzte Gleichheitszeichen wurde (4.30) verwendet. Mit Satz 1.2.14(3) folgtdaher da� Ut = �(ut) ist (siehe Satz 1.2.8). Daher folgt f�ur den Hamiltonoperator-iH = ddtUt jt=0 wegen Satz 1.2.8 die Gleichung H = d�(!) also H�n =n!�n und somit auch LHL� n = n! n. Nun ist jedoch aus der Quantenmechanikdes harmonischen Oszillators wohlbekannt, da�

-12 d2dt2 n(x) + !22 x2 n(x) = !(n+ 12) n(x) (4.43)
ist. Daher ergibt sich f�ur H:

(LHL� )(x) = -12 d2dt2 n(x) + !22 x2 n(x) - 12 n(x): (4.44)
Wir haben also den harmonischen Oszillator ohne Nullpunktsenergie quantisiert!W�ahrend uns dies hier st�ort, ist dieser E�ekt bei der Quantisierung des Skalarfeldes,die wir im n�achsten Abschnitt betrachten wollen.
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4.5 Beispiel: Das freie SkalarfeldWir kehren nun also in das 1. Kapitel zur�uck und betrachten erneut das freie Ska-larfeld. Aus der Bemerkung 1.1.4 entnehmen wir den symplektischen Vektorraum(V;�) mit V2 = S(R3;R)� S(R3;R) und�(f1; p1; f2; p2) := hf1; p2i- hf2; p1i; (4.45)wobei h � ; � i das Skalarprodukt in L2R(R; dx) bezeichnet. Die Dynamik des Modellshatten wir bereits in 1.1 untersucht. F�ur die Anfangsdaten (f; p) 2 V ergibt sichgem�a� (1.15) und (1.16)

ft(x) = 1(2�)3=2 ZR3 �a(k)e-i(hk;xi-!(k)t) + a(k)ei(hk;xi-!(k)t)� d3kp2!(k) (4.46)
und
pt(x) = i(2�)3=2 ZR3 �a(k)!(k)e-i(hk;xi-!(k)t) -

-a(k)!(k)ei(hk;xi-!(k)t)� d3kp2!(k) (4.47)
mit

a(k) = 1p2
 p!(k)f̂(k) + ip!(k) p̂(k)

! : (4.48)
�Ahnlich wie im vorangehenden Kapitel erhalten wir die einparametrige Gruppe(Tt)t2R von symplektischen Transformationen durch Tt(f; p) = (ft; pt). (Symplekti-zit�at ist bitte selbst nachzurechnen! Hinweis: Verwende den Erzeuger dieser Gruppe= Hamiltonsches Vektorfeld; vergl. auch die Ausf�uhrungen im n�achsten Abschnitt).Zur Quantisierung verwenden wir wieder die CCR-Algebra CCR(V2; �). Die sym-plektischen Transformationen erzeugen wie beim harmonischen Oszillator die einpa-rametrige Gruppe von Bogolubovtransformationen �t(W(f; p)) =W(ft; pt). Bleibtschlie�lich die Wahl eines Zustandes und damit einer Darstellung. Wir betrachtenzu diesem Zweck die Abbildung

V2 3 (f; p) 7! K2(f; p) := �p!f̂+ ip!p̂� 2 L2(R3; d3k): (4.49)
Sie ist was leicht nachzurechnen ist, reell-linear, symplektisch und ihr Bild ist dichtin L2(R3; d3k). Au�erdem gilt eine �ahnliche Relation wie in (4.30). Um dies zuerkennen, betrachten wir den Erzeuger der einparametrigen Gruppe (Tt)t2R (sieheBem. 1.1.4):ddt(ft; pt)jt0 = (p; (� -m2)f) =: X(f; p) mit f0 = f; p0 = p: (4.50)Fouriertransformieren bildet diesen Operator auf(f̂; p̂) 7! (p̂;-!2f̂) (4.51)
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ab. Daher ist K2(X(f; p)) = K2(p; (� -m2)f) = p!p̂- i!32 f̂ (4.52)und -i!K2(f; p) = -i!32 f̂+p!ĝ (4.53)weshalb K2(X(f; p)) = -i!K2(f; p) gilt. Anders ausgedr�uckt, die Abbildung K2"intertwined\ die symplektische Gruppe (Tt)t2R und die unit�are Gruppe (ut)t2Rmit ut = exp(-i!) .Wir k�onnen einen regul�aren Fockzustand !0 auf CCR(V2; �) durch das erzeu-gende Funktional �!0(f; p) = !0(W(f; p))e-14kK2(f;p)k2 (4.54)de�nieren. Betrachten wir nun die GNS-Darstellung �!0 , dann erhalten wir aufH!0 die selbstadjungierten Operatoren 	(f; p) mit �!0(W(f; p)) = exp(i	(f; p)).�Ahnlich wie im letzten Abschnitt de�nieren wir dann das Feld �(f) = 	((-� +m2)-1=2f; 0) und den kanonisch konjugierten Impuls �(p) = 	(0; (-� +m2)1=2p).Wie bei dem harmonischen Oszillator ist wieder !0(�t(W(f; p)) = !0(W(f; p))(siehe (4.32)). Daher ist die Zeitentwicklung unit�ar implementiert: �!0(�t(A)) =Ut�!0(A)U�t und wir k�onnen das Quantenfeld durch�(t; f) = Ut�(f)U�t = 	(Tt((-�+m2)-1=2f; 0)) (4.55)oder durch �(f) = ZR�(t; f(t; � ))dt (4.56)
de�nieren. �Ahnlich k�onnen wir auch f�ur den Impuls�(t; g) = Ut�(g)U�t = 	(Tt(0; (-�+m2)1=2g)) (4.57)de�nieren, jedoch enth�alt das Feld �(t; g) keine andere Information als �(t; f) dennwir k�onnen beide durchddt�(t; f) = 	( ddtTt((m2 - �)1=2f; 0)) == 	(Tt(0; (� -m2)(m2 - �)-1=2f)) = �(t;-f) (4.58)ineinander umrechnen.Den �Ubergang zu den Konstruktionen aus Abschnitt 1.3 erhalten wir nun mitSatz 4.2.6, denn wir k�onnenH!0 mit dem symmetrischen Fockraum FS(L2(R3; d3k))und die Darsteller �!0(W(f; p)) mit exp(i�S(K2(f; p))) identi�zieren, wenn �S( )die Segaloperatoren aus (1.54) bezeichnen. Das hei�t das weiter oben eingef�uhrteFeld 	(f; p) stimmt mit �S(K2(f; p)) �uberein und wir erhalten

�(f) = �S(K2((-�+m2)-1f; 0)) = �S(p!! f̂) = �S( f̂p!) (4.59)
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und �(p) = �S(K2(0; (-�+m2)p)) = �S(i!p̂p! ) = �S(ip!p̂) (4.60)die Ausdr�ucke aus Satz 1.3.3. Die Zeitentwicklung ist �ahnlich wie im letzten Ab-schnitt durch die zweite Quantisierung der unit�aren Operatoren ut gegeben, dennes istUt�!0(W(f; p))U�t = �!0(W(Tt(f; p)) = ei�S(K2(Tt(f;p))) = ei�S(utK2(f;p)) == �(ut)e�S(K2(f;p))�(u�t): (4.61)Dabei wurde erneut Satz 1.2.14(3) benutzt. Wir erkennen, da� ut die einparametrigeGruppe ist, die vom "Einteilchenhamiltonian\ h0 erzeugt wird, da� hei�t es giltut = exp(-ith0) (siehe3 (1.110)) erzeugt wird. Die Zeitentwicklung Ut = �(Ut)wird daher vom "freien Hamiltonian\ H0 = d�(h0) erzeugt: Ut = exp(-itH0) in�Ubereinstimmung4 mit (1.112). Wir haben also mit algebraischen Mitteln das Modellaus Abschnitt 1.3 rekonstruiert.Im Gegensatz jedoch zum harmonischen Oszillator ist in diesem Falle die Wahldes Zustandes keineswegs egal, denn wie wir im Beispiel 4.3.2 gesehen haben, gibtes Fockzust�ande deren GNS-Darstellungen unit�ar in�aquivalent sind und somit zuphysikalisch anderen Modellen f�uhren. Wir wollen daher noch ein paar Anmerkungenmachen, die aufzeigen wodurch der von uns gew�ahlte Zustand ausgezeichnet ist.Zu diesem Zweck betrachten wir den Hilbertraum L2(Mm;
m) aus Bemerkung1.3.7 und den unit�aren Operator Jm : L2(Mm;
m) ! L2(R3; d3k) aus Formel(1.125). Auf L2(Mm;
m) war die stark stetige, unit�are, irreduzible DarstellungP"+ 3 (�;a) 7! Um(�;a) durch (Um(�;a)f)(p) = eig(p;a)f(�-1p) gegeben (sie-he Bem.1.3.8). Kombinieren wir nun die Abbildung K2 mit dem unit�aren Opera-tor Jm dann folgt mit kurzer Rechnung (�Ubungsaufgabe!), da� eine DarstellungP"+ 3 (�;a) 7! T�;a der Poincar�egruppe durch symplektische TransformationenT�;a von (V;�) existiert, so da� U(�;a)Jm(K2(f; p)) = Jm(K2(T�;a(f; p))) ist.Um die physikalische Bedeutung der Darstellung T�;a zu erkl�aren, wiederholenwir zun�achst etwas Geometrie des Minkowskiraumes. Wir betrachten den Minkow-skiraum koordinatenfrei, das hei�t ohne Bezug auf ein bestimmtes Inertialsystem. Erwird dann durch einen vierdimensionalen a�nen Raum M beschrieben (ohne aus-gezeichnetes a�nes Koordinatensystem!), auf dessen unterliegendem Vektorraum Veine symmetrische, nicht degenerierte Bilinearform g der Signatur (+;-;-;-) ge-geben ist5. Ein Inertialsystem � ist nun durch eine Lorentzbasis (ei)i=0;:::;3, da�hei�t es gilt g(ei; ej) = �i�ij mit �0 = 1 und �i = -1 f�ur i = 1; 2; 3 undeinen Koordinantenursprung o 2 M gegeben. Wir erhalten dadurch die Koordi-natenabbildung R4 3 (t; x) 7! �(t; x) := o + te0 + P3i=1 xiei 2 M. Entspre-chend erhalten wir f�ur ein zweites Inertialsystem � 0 eine KoordinatenabbildungR4 3 (t 0; x 0) 7! � 0(t 0; x 0) := o 0 + t 0e 00 +P3i=1 x 0ie 0i 2 M, welche mit der alten durcheine Poincar�etransformation (�;a) verkn�upft ist, das hei�t (t 0; x 0) = � � (t; x) + a.3Im Gegensatz zum Abschnitt 1.3 ist hier jedoch ut = exp(-ith0), das hei�t die Zeit l�auft indie andere Richtung. Leider ist das Skript an diesem Punkt nicht ganz konsistent.4Siehe Fu�note 3.5Ein a�ner Raum ist eine Menge M auf der ein reeller Vektorraum V transitiv durch M� V 3(p; v) 7! p+ v 2M operiert.
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Auf M sei nun eine Funktion  : M ! R gegeben, die im Inertialsystem � dieKlein-Gordon-Gleichung l�ost, genauer gesagt die Funktion R4 3 (t; x) 7!  (t; x) = � �(t; x) 2 R erf�ullt diese Gleichung. Entsprechend ist auch R4 3 (t 0; x 0) 7! 0(t 0; x 0) =  � � 0(t 0; x 0) 2 R eine L�osung der Klein-Gordon-Gleichung, welchemit der ersteren durch  0(t; x) =  (�-1((t; x) - a)) verkn�upft ist. Beide L�osungensind durch Anfangsdaten (f; p) 2 V, bzw. (f 0; p 0) 2 V eindeutig bestimmt und dieVerkn�upfung dieser Anfangsdaten ist gerade durch die symplektische Transformati-on T�;a gegeben, da� hei�t: T�;a(f; p) = (f 0; p 0). Eine �Uberpr�ufung dieser Aussage�uberlasse ich wieder dem Leser6.Die symplektischen Transformationen T�;a und die entsprechenden Bogolubov-transformationen ��;a(W(f; p)) = W(T�;a(f; p)) repr�asentieren also den Wechseldes Inertialsystems und es ist eine physikalisch vern�unftige Annahme, da� das Va-kuum !0 in allen Inertialsystemen identisch ist, da� hei�t !0 � ��;a = !0. Es istleicht zu sehen, da� !0 diese Eigenschaft wirklich besitzt:!0(��;a(W(f; p))) = !0(W(T�;a(f; p))) = e-14kK2(T�;a(f;p))k2 == e-14kJ-1m Um(�;a)JmK2(f;p)k2 = e-14 kK2(f;p)k2 = !(W(f; p)): (4.62)Daher sind die Bogolubovtransformation ��;a in der Darstellung �!0 unit�ar imple-mentiert. Das hei�t es existiert eine stark, stetige unit�are Darstellung U(�;a) mitU(�;a)�!0(A)U(�;a)� = �!0(��;a(A)). Diese Darstellung kann mit der zweitenQuantisierung �(Um(�;a)) von Um(�;a) identi�ziert werden.Zum Schlu� schlie�lich betrachten wir die durch a 7! U(1; a) gegebenen Raum-zeittranslationen. Es handelt sich um eine stark stetige, unit�are Darstellung derabelschen Gruppe R4 und f�ur jedes Element ej 2 R4, j = 1; : : : ; 4 der kanonischenBasis existiert daher ein selbstadjungierter Operator Pi so da� exp(itPj) = U(tej).F�ur j 6= 0 sind die Pj Komponenten des Gesamtimpulses, w�ahrend P0 mit dem freienHamiltonian �ubereinstimmt. Es kann nun gezeigt werden (siehe hierzu die Diskus-sion der Wightmanaxiome in [RS75, X.42]), da� das gemeinsame Spektrum dieservier Operatoren im abgeschlossenen Vorw�artslichtkegel fx 2 R4 jg(x; x) � 0; x0 � 0genthalten ist. Mit anderen Worten der Zustand !0 erf�ullt die \Spektralbedingung".Poincar�einvarianz und Spektralbedingung sind die wichtigsten Kriterien zur Aus-wahl eines Vakuumzustandes. Insbesondere in der Wightmantheorie dient die Trans-lationsinvarianz des Vakuums dazu, dieses eindeutig festzulegen (siehe z.B. [RS75,IX.8] f�ur eine Diskussion der Wightmanaxiome).

4.6 Beispiel: Das Skalarfeld im �au�eren PotentialIm n�achsten Beispiel wollen wir die Behandlung des freien Feldes etwas verallgemei-nern und �au�ere Potentiale hinzuf�ugen. Das hei�t wir betrachten Feldgleichungender Form @2@t2 (t; x) - � (t; x) + (S(x) +m2) (t; x) = 0; (4.63)6Hinweis: Betrachte die Fouriertransformation ~ = (2�)-2 RR4  (x) exp(ig(x; p))d4x. Sie bil-det L�osungen der Klein-Gordon-Gleichung auf Elemente in L2(Mm;
m) ab. Mann kann dannausrechnen da� Um(�;a) ~ das Bild der Poincar�etransformierten L�osung ist.
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wobei S : R3 ! R ein hinreichend regul�ares, positives Potential ist. Die klassi-schen L�osungen dieser Gleichungen lassen sich auch bei bekanntem Potential imallgemeinen nicht in geschlossener Form angeben. Es handelt sich jedoch um strikthyperbolischer Di�erentialgleichungen zweiter Ordnung, die intensiv studiert wur-den. Es existieren zahlreiche Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit der L�osun-gen (siehe [P.R64, Kap.6] f�ur eine recht elementare Einf�uhrung in hyperbolischerDi�erentialgleichung mehrerer Ver�anderliche. Auch die Ausf�uhrungen in [Fri75] las-sen sich unmittelbar auf den 
achen Fall �ubertragen). Wir wollen im folgendendavon ausgehen, da� S die folgende Bedingung erf�ullt7: F�ur alle Anfangsdaten(f; p) 2 C10 (R3;R)� C10 (R3;R) =: V3 existiert genau eine L�osung von (4.63).Wir k�onnen nun �ahnlich wie bei der Klein-Gordon-Gleichung die Feldgleichung(4.63) in ein System erster Ordnung umwandeln:ddtft = pt; ddtpt = (�-m2 - S)ft: (4.64)
Der Operator -� +m2 + S : C10 (R3;C) ! L2(R3; d3x) ist symmetrisch, daher istdie Abbildung V3 3 (f; p) 7! (p; (� - m2 - S)f) 2 V3 antisymmetrisch bzgl. dersymplektischen Form � aus (4.45):
�(f1; p1;p2; (�-m2 - S)f2) = hf1; (�-m2 - S)f2i- hp1; p2i == h(�-m2 - S)f1; f2i- hp1; p2i = -�(p1; (� -m2 - S)f1; f2; p2): (4.65)Daher ist die einparametrige Gruppe (Tt)t2R mit Tt(f; p) = (ft; pt) und f0 = f undp0 = p (das hei�t t 7! Tt(f; p) ist die L�osung von (4.64) zu den Anfangsdaten (f; p))eine einparametrige symplektische Gruppe und wir k�onnen auf der CCR-AlgebraCCR(V3; �) (die etwas kleiner ist als die aus 4.5, da C10 (R3;R) in S(R;R) nur dichtliegt) die einparametrige Gruppe von Bogolubovtransformationen �t(W(f; p)) =W(T(f; p)) de�nieren. Diese Gruppe beschreibt die Dynamik des skalaren Feldesunter dem Ein
u� des �au�eren Potentials S.Damit bleibt die Wahl eines Zustandes und einer Darstellung zu diskutieren. Wirstellen zu diesem Zweck fest, da� der Operator -�+m2+ S nicht nur symmetrischsondern auch positiv ist. Er besitzt daher auf jeden Fall eine positive selbstadjun-gierte Fortsetzung (die Friedrichsfortsetzung siehe [RS75, Thm X.23]). Wir wollendiese Fortsetzung im folgenden auch mit -�+m2+S bezeichnen. Au�erdem bleibtnoch festzuhalten, da� wegen der Positivit�at des Potentials S das Spektrum diesesOperators nach unten durch m2 > 0 beschr�ankt ist. Wir k�onnen also mittels desSpektraltheorems die Funktion ( � )�14 auf den Operator anwenden. Dies f�uhrt zurfolgenden Abbildung
V 3 (f; p) 7! K3(f; p) := (-�+m2 + S)14 f+ i(-�+m2 + S)-14p 22 L2(R3; d3x): (4.66)7Der Operator (f; p) 7! (p; (�-m2 - S)f) den wir sogleich betrachten werden bildet Anfangs-daten mit kompakten Tr�ager auf Anfangsdaten mit kompakten Tr�ager ab. Eine �ahnliche Aussagegilt nicht f�ur Schwartzfunktionen, wenn S im Unendlichen zu schnell divergiert. Daher haben wirin diesem Abschnitt einen gegen�uber 4.5 etwas kleineren Phasenraum gew�ahlt
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Da sowohl (-�+m2 + S)14 als auch (-�+m2 + S)-14 dicht de�nierte Operatorenauf L2(R3; d3x) sind, ist das Bild von K3 o�enbar dicht in L2(R3; d3x). Au�erdemist K3 symplektisch, dennImhK(f1; p1); K(f2; p2)i = h(-�+m2 + S)14 f1; (-�+m2 + S)-14p2i-- h(-�+m2 + S)-14p1; (-�+m2 + S)14 f2i = hf1; p2i- hf2; p1i: (4.67)Damit ist durch !0(W(f; p)) = e-14kK3(f;p)k2 (4.68)ein Fockzustand de�niert. Um zu sehen, da� er invariant unter der Dynamik �t istbetrachten wir die einparametrige unit�are Gruppeut = e-itp-�+m2+S: (4.69)O�enbar ist:- ip-�+m2 + SK3(f; p) == -i(-�+m2 + S)34 f+ (-�+m2 + S)14p = K3(p; (� -m2 - S)f): (4.70)Nun ist jedoch (f; p) 7! (p; (� -m2 - S)f) der Erzeuger der einparametrigen sym-plektischen Gruppe (Tt)t2R, woraus utK3(f; p) = K3(Tt(f; p)) folgt. Daher ist!0(�t(W(f; p))) = e-14kK3(Tt(f;p))k2 = e-14kutK3(f;p)k2 = !0(W(f; p)): (4.71)Die Bogolubovtransformationen �t sind daher unit�ar implementierbar, weshalb wireine einparametrige unit�are Gruppe Ut mit Erzeuger H, dem Hamiltonian desSystems erhalten. Wie f�ur das freie Feld k�onnen wir au�erdem den Feldoperator�(f) = 	((-� + m2 + S)-1=2f; 0) und �(p) = 	(0; (-� + m2 + S)1=2p) de�-nieren, wobei 	(f; p) durch ei	(f;p) = �0(W(f; p)) de�niert ist. Identi�zieren wirden GNS-Hilbertraum wieder gem�a� Satz 4.2.6 mit dem Fockraum FS(H), dannwird Ut zu �(ut), H zu d�(p-�+m2 + S), �(f) = �S((-� +m2 + S)-14 f) und�(p) = �S(i(-�+m2 + S)14p).Setzen wir S = 0, dann wird die Feldgleichung (4.63) zur Klein-Gordon-Gleichungund wir erhalten eine alternative Quantisierung des freien Feldes, die jedoch imWesentlichen mit der in Abschnitt 4.5 vorgestellten Version �ubereinstimmt. Dereinzige Unterschied betri�t die CCR-Algebra, denn es gilt, wie bereits erw�ahntCCR(V3; �)  CCR(V2; �). Dieser Unterschied ist jedoch nicht wesentlich, da so-wohl die Bogolubovtransformationen �t als auch der Fockzustand !0 aus diesemAbschnitt f�ur den Fall S = 0 Einschr�ankungen der entsprechenden Gr�o�en aus Ab-schnitt 4.5 sind. F�ur die Bogolubovtransformationen ist dies ganz o�ensichtlich, dadie symplektischen Transformationen v�ollig identisch de�niert sind. Um die Fock-zust�ande zu vergleichen betrachten wir die Abbildungen K3 : V3! L2(R3; d3x) unddie entsprechende Abbildung K2 aus (4.49). Fouriertransformieren wir nun K3(f; p)f�ur (f; p) 2 V3 dann ergibt sich sofort (K3(f; p))^ = K2(f; p). Da die Fouriertransfor-mation unit�ar ist, folgt sofort da� der in diesem Abschnitt konstruierte Fockzustandund der aus Abschnitt 4.5 �ubereinstimmen. Da� nun bei der "Einschr�ankung\ von
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CCR(V2; �) auf CCR(V3; �) keine wesentliche Information verloren geht, folgt ausder Tatsache, da� �!0(CCR(V2; �)) 00 = �!0(CCR(V3; �)) 00 = B(H!0) ist (es sindalso noch "genug\ Elemente in CCR(V3; �) enthalten).Der letzte Punkt dieses Abschnittes betri�t die Frage durch welche Kriteriender konstruierte Zustand !0 physikalisch ausgezeichnet ist. Hierf�ur m�ochte ich aufeine Arbeit von Kay [Kay79] verweisen. Aus ihr folgt unmittelbar, da� !0 bis aufUnit�ar�aquivalenz der einzige Fockzustand auf CCR(V3; �) ist, der invariant unterder Zeitentwicklung �t ist.
4.7 Beispiel: Das van Hove ModellIm letzten Beispiel zu CCR-Algebren wollen wir auf das van Hove Modell zur�uck-kommen welches wir bereits im Abschnitt 1.5 untersucht hatten. Wir betrachten f�urdiesen Zweck die CCR-Algebra CCR(V2; �) und die Bogolubovtransformationen �tund den Fockzustand !0 aus Abschnitt 4.5. Die Quantisierung der Feldgleichung@2@t2 (t; x) - � (t; x) +m2 (t; x) + �(x) = 0; (4.72)
mit der Schwartzfunktion � 2 S(R3;R) (siehe (1.135)) f�uhrte in Abschnitt 1.4 zueiner unit�ar �aquivalenten Theorie, deren Vakuum durch!�(A) = hV
!0; �!0(A)V
!0i (4.73)und deren Dynamik8 ��t durch�!0(��t (A)) = U�;t�!0(A)U��;t mit Ut;� = VUtV� (4.74)gegeben ist. Dabei ist Ut = exp(-itH0) durch den freien Hamiltonian H0 (sieheAbschnitt 4.5) und V durch (� ist der kanonisch konjugierte Impuls aus Abschnitt4.5) V = e-i�(~h-20 �) mit ~h0f = (!f̂)_ =pm2 - �f (4.75)wegen (4.57) also durch V = �!0(W(0;-~h-3=20 �)) (4.76)gegeben.Wir wollen nun angeben, welche Gestalt ��t unabh�angig von der Darstellung �!0hat. Unter Verwendung der Weylrelationen erhalten wir
V��!0(W(f; p))V = �!0 �W(0; ~h-3=20 �)W(f; p)W(0;-~h-3=20 �)� == e-ic(�;f;p)�!0(W(f; p)) (4.77)8Obwohl wir hier dieselbe Bezeichnung gew�ahlt haben, stimmt ��t nicht mit den Automorphis-men aus Abschnitt 1.5 �uberein. Die Algebra A die wir dort betrachtet haben, ist eine *-Algebra,jedoch keine C*-Algebra (und damit auch keine CCR-Algebra), da sie unbeschr�ankte Operatorenenth�alt.
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mit c(�; f; p) := � �̂!; f̂� : (4.78)Daher ist�!0(��t (W(f; p))) = VUtV��!0(W(f; p))VUrtV� == Ut�!0U�tei(c(�;Tt(f;p))-c(�;f;p)) (4.79)also ��t (W(f; p)) = �t(W(f; p))ei(c(�;Tt(f;p))-c(�;f;p)): (4.80)In �ahnlicher Weise k�onnen wir bei der Berechnung des erzeugenden Funktionalsdes Zustandes !� vorgehen. Mit (4.77) folgt:!�(W(f; p)) = hV
0; �!0(W(f; p))V
0i = h
0; V��!0(W(f; p))V
0i == !0(W(f; p))e-ic(�;f;p) = e-14kK2(f;p)k2-ic(�;f;p): (4.81)Aus der De�nition von ��t und !� folgt unmittelbar, da� !� invariant unter derDynamik ��t ist; jedoch kann dies auch unter Verwendung der soeben errechnetenFormeln �uberpr�uft werden.Dies ist besonders wichtig, wenn wir nun den "Grenz�ubergang\ �̂ ! 1durchf�uhren (also den Ultraviolett-Cuto� entfernen), denn der Ausdruckc(�; f; p) := � 1!; f̂� : (4.82)ist o�enbar f�ur jede Schwarzfunktion f wohlde�niert. Wir k�onnen daher��t(W(f; p)) := �t(W(f; p))ei(c(�;Tt(f;p))-c(�;f;p)) (4.83)und �!�(f; p) := e-14kK2(f;p)k2-ic(�;f;p) (4.84)de�nieren. Damit sich aus diesen De�nitionen eine vern�unftige Quantentheorie er-gibt, m�ussen wir �uberpr�ufen, ob sich ��t zu einem Automorphismus von CCR(V2; �)fortsetzen l�a�t, und ob �!� das erzeugende Funktional eines regul�aren Zustandesist.Wir untersuchen zun�achst ��t . Da alle Weyloperatoren linear unabh�angig sind(ist leicht nachzurechnen; �Ubungsaufgabe!) kann ��t auf den Raum aller endlichenLinearkombinationen von Weyloperatoren fortgesetzt werden. Dieser Raum ist ei-ne dichte *-Unteralgebra von CCR(V2; �), und wir k�onnen zeigen, da� ��t ein *-Automorphismus dieser Unteralgebra ist. Z.B. gilt:��t(W(f1; p1)W(f2; p2)) = e- i2�(f1;p1;f2;p2)��t(W(f1+ p2; p1 + p2))= e- i2�(f1;p1;f2;p2)�t(W(f1+ f2; p1 + p2))ei(c(�;Tt(f1+f2;p1+p2))-c(�;f1+f2;p1+p2))= �t(W(f1; p1))�t(W(f2; p2))ei(c(�;Tt(f1;p1))-c(�;f1;p1))ei(c(�;Tt(f2;p2))-c(�;f2;p2))= ��t(W(f1; p1))��t(W(f2; p2)): (4.85)
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Daher gilt f�ur alle A 2 CCR(V2; �) die endliche Linearkombinationen von Weylele-menten sind k��t(A)k � kAk (das folgt aus Behauptung 2.4.2). Mit anderen Worten��t ist auf seinem De�nitionsbereich stetig und kann daher als Automorphismus aufganz CCR(V2; �) fortgesetzt werden.Um zu beweisen, da� �!� ein erzeugendes Funktional ist benutzen wir Behaup-tung 4.2.3. Die einzige nichttriviale Bedingung ist o�enbar die Positivit�at. Hierf�urbetrachten wir f�ur jede temperierte Distribution9 T, das Funktional�T(f; p) := e-14kK2(f;p)k2-ic(T;f;p) (4.86)mit

c(T; f; p) := � �̂!; T̂� : (4.87)
F�ur feste �j 2 C, (fj; pj) 2 V2, j = 1; : : : ; n ist auf dem Raum S 0(R3;R) durch

S 0(R3;R) 3 T 7! nXj=1 ��l�je- i2�(fj;pj;fl;pl)�T(fj - fl; pj - pl) 2 C (4.88)
ein in der schwachen Topologie stetiges Funktional gegeben. Dies folgt aus der Stetig-keit der Funktionale T 7! c(T; f; p). Diese Funktionale sind f�ur alle � 2 S(R3;R) �S 0(R3;R) positiv, da �� in diesem Falle ja mit dem erzeugendem Funktional desregul�aren Zustandes !� �ubereinstimmt. Da aber S(R3;R) ein dichter Teilraum vonS 0(R3;R) ist, m�ussen die Funktionale (4.88) f�ur alle T positiv sein. Daher ist insbe-sondere �!� das erzeugende Funktional eines regul�aren Zustandes !�.Damit haben wir die Quantisierung der Feldgleichung (4.72) vervollst�andigt.Es ist leicht nachzupr�ufen, da� !� invariant unter den ��t ist. Daher existierenunit�are Operatoren U�;t mit U�;t�!�(A)U��;t�!�(��t(A)). Die U�;t bilden o�enbar ei-ne unit�are Gruppe. Wenn diese stark stetig ist (was nachzupr�ufen w�are) k�onnen wirden Hamiltonian des Modells durch U�;t = exp(-itH�) de�nieren. Ebenso k�onnenwir in Analogie zu Abschnitt 4.5 die Felder ��(f) und ��(p) angeben.Wie haben damit im Gegensatz zu Abschnitt 1.5 f�ur das van Hove Modell einphysikalisches Vakuum und einen Wechselwirkungshamiltonian gefunden. Jedochkann �ahnlich wie in Beispiel 4.3.2 gezeigt werden, da� die Zust�ande !� und !0quasiin�aquivalent sind. Daher ist in der Darstellung!� das nackte Vakuum!0 nichtals Vektorzustand darstellbar, �ahnlich umgekehrt !� in der Vakuumdarstellung desfreien Feldes nicht als Vektorzustand darstellbar war (siehe Satz 1.5.1). �Ahnlichesgilt f�ur den freien Hamiltonian und den Wechselwirkungshamiltonian H�.

9Eigentlich wollte ich den Begri� der Distribution in diesem Skript vermeiden, um die mathema-tischen Voraussetzungen nicht noch umfangreicher werden zu lassen. Leider ist mir aber an dieserStelle kein anderes einfaches Argument eingefallen. Alle notwendigen Aussagen �uber temperierteDistributionen �nden sich jedoch in [RS80].
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