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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Charakterisierung und Einordnung der Quan-
tenmechanik

Bis Ende des letzten Jahrhunderts konnte man die Phdnomene der Physik mit
alltdglichen Erfahrungen identifizieren. Das dnderte sich, als man versuchte, die
Vorginge im atomaren und kosmologischen Bereich zu verstehen. Es zeigte sich,
daB bei kleinen Energien und/oder grofien Geschwindigkeiten die Methoden der
klassischen Physik nicht mehr anwendbar sind. So entstanden die Quanten- und
die Relativitatstheorie.

Die Relativititstheorie ergab sich aus der Endlichkeit der Lichtgeschwindigkeit c.
Den klassischen kann man sich aus dem allgemeinen Fall durch den Grenziiber-
gang ¢ — oo hervorgegangen denken.

Charakteristisch fiir die Quantenmechanik st die Quantisierung der Energie,
d.h. die Tatsache, dafi Energie in ,,Portionen®, den Energiequanten, iibertragen
wird. Wichtig ist hier die Planck’sche Konstante 7, die im klassischen Fall als 0
betrachtet werden kann.

Beriicksichtigt man beide Verallgemeinerungen, ¢ # oo und h # 0, so entsteht
die relativistische Quantenmechanik oder Quantenfeldtheorie (siehe auch Abb.
1.1).

1.2 Beispiele fiir Quanteneffekte

Mitte bis Ende des 19. Jahrhunderts stiel man auf einige Effekte, die sich klas-
sisch nicht erklédren liefen:

die Strahlung schwarzer Kérper (,,Ultraviolett-Katastrophe“)

e der photoelektrische Effekt

der Compton-Effekt

die Emissionsspektren von Atomen



klassische Mechanik:

h—0 ¢— o0

h;ﬁ(/ \#O@

Quantenmechanik: klass. E—Dyn.., .
40 c¢— oo relat. Mechanik:
h—0 c¢c#x

¢ # oo h#0

relat. Quantenmech.,
Quantenfeldtheorie:

h#0 c¢#oo

Abbildung 1.1: Uberginge zu den neuen Theorien

(a) Schwarzkorper-Strahlung

Das spektrale Emissionsvermogen F;(w,T) des schwarzen Korpers entspricht
der abgestrahlten Energie im Frequenzintervall [w,w+dw] bei der Temperatur 7.
Die klassische Theorie erhélt hierfiir:

wZ

FEy(w,T) = 122 kT (1.1)
mit & = 1,38066 - 10723 J K~! der Boltzmann-Konstanten. Integriert man
hieriiber von 0 bis co, d.h. iiber den gesamten Frequenzbereich, so divergiert
das Integral, d.h. der Kérper wiirde unendlich viel Energie abstrahlen. Da dies
natiirlich nicht sein kann, suchte man nach besseren Losungen. Planck konnte
schlieBlich eine Lésung finden, die den experimentellen E(T')-Zusammenhang
sehr gut wiedergab, mufite dafiir aber annehmen, daff Strahlungsenergie bei einer
bestimmten Frequenz nur in Vielfachen einer Grundgrofle, dem sogenannten
Lichtquant, abgestrahlt werden kann:

E = nhw n=12

Mit dieser Annahme erhielt er das nicht divergierende Gesetz:

huw? 1

Bu(w,T) = s oy T (1.2)

und A = ;7 = 1,05457266 - 1073* Js (heutiger Wert) aus der Anpassung an

die experimentelle Kurve. Macht man in obiger Formel (1.2) ,just for fun® ein-
mal den Grenziibergang fi — 0, so erhilt man (z.B. mit I'Hospital) sofort die

klassische Beziehung (1.1).



Abbildung 1.2: Photoelektrischer Effekt: Licht der Frequenz v trifft auf die Ka-
thode einer Vakuumréhre. Dadurch werden Elektronen freigesetzt, so dafl ein
Strom I durch die Anordnung flielen kann.

(b) photoelektrischer Effekt

Der in Abb. 1.2 schematisch aufgezeichnete Versuch wurde erstmals 1887 von
Hertz durchgefiihrt. Dabei erhielt er folgende Ergebnisse:

1. I = 0 fiir alle Frequenzen v < vy, wobel vy nur vom Material der Kathode
abhangt

2. Die Gegenspannung U, fiir die der Strom verschwindet, ist U; = M

3. Die Anzahl der freigesetzten e’s (= Strom) ist proportional zur Lichtin-
tensitat

Die Grenzfrequenz in 1. 148t sich klassisch nicht erkléren. Insgesamt bestatigt
der Versuch aber die Planck’sche Annahme und zeigt, dal mit der Frequenz der
Lichtquanten auch die Energie feststeht, die sie besitzen. Damit kann man den
Lichtquanten auch einen Impuls p zuordnen und zwar mit:

|p c:\/Ez—m2c4m—:(J>E = c|]7|:hl/:ﬁw

Fiihrt man noch den Wellenzahlvektor k ein, fiir den gilt: ‘/;‘ = % und der in

die Ausbreitungsrichtung des Lichts zeigt, so erhdlt man die Planck-FEinstein-
Relationen:

FE = hw
ﬁ—h/; (1.3)

(¢) Compton-Effekt

Das ist der wohl bekannte Effekt der Streuung von Lichtquanten an Elektronen,
wobei sich die Wellenlédnge des gestreuten Lichtes abhingig vom Streuwinkel
zu langeren Wellenldngen hin verschiebt. Betrachtet man Licht als Welle, so ist
eine solche Wellenldngenanderung nicht erklarbar. Sieht man Licht jedoch als
Licht, teilchen® (Quanten), die einen Stofi mit den Elektronen ausfiihren, so ist

klar, dafl sich dabei ihre Energie und damit die Frequenz v = % andert.



(d) Emissionsspektren von Atomen

Die scharfen Linien der Spektren von Atomen waren auch etwas, das man nicht
verstehen konnte, da klassisch gesehen das System Atom/Elektron ein Hertz-
Dipol ist und damit stindig Energie in Form von elektromagnetischen Wel-
len abstrahlen miifite (= kontinuierliches Spektrum). Das wiirde jedoch dazu
fithren, dafl das e auf einer Spiralbahn in den Kern stiirzt. Man fand recht
bald ein empirisches Gesetz fiir die scharfen Linien des Wasserstoffspektrums,
namlich:

1 1 1
X:const. (ﬁ_ﬁ) ny,ng =123, ... n; < na
1 2

Dies fithrte zum Bohr’schen Atommodell, mit den folgenden Postulaten:

e nur Elektronenbahnen mit dem Drehimpuls n ! und n € N sind erlaubt,
was fiir den Fall von Kreisbahnen mit Radius » auf mvr = nh fihrt

e auf diesen Bahnen bewegt sich das Elektron strahlungsfrei

e Elektronen kénnen von einer Bahn der Energie F zu einer anderen mit
Energie E’ springen und dabei die Energiedifferenz als Photon aussenden:
hw=FE-F

Betrachtet man Kreisbahnen im Coulomb-Zentralfeld, so erhilt man:

ze?  ma? e? - n’h?
r2 nh ze?
I 1, ze? 1 (ze?)?
=—-my —— = = —— m
2 r 2 hZn2
lwurde spiter erweitert auf: § p; dg; = n;k fiir alle assoziierten Koordinaten und Impulse



Kapitel 2

Dualismus Welle «— Teilchen

2.1 Klassische Mechanik

Die klassische Mechanik beschreibt Systeme durch ihre Hamiltonfunktion
H(p,q) =Y dipi — £

(£ - Lagrangefunktion des Systems) in den verallgemeinerten Koordinaten (gq)
und Impulsen (p). Fiir ein Teilchen in einem zeit- und geschwindigkeitsun-
abhéngigen Potential ergibt sich zum Beispiel mit £ = T'— V die Hamilton-
funktion: H(p,q¢) = % +V(q).

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus der Hamiltonfunktion zu:

oH . OH

.__on -1 2.1
p 9 =3, (2.1)

Die Trajektorien (= Losungen der Gleichungen p(q)) lassen sich im Phasenraum
darstellen, in dem p tliber ¢ aufgetragen wird. Jeder Punkt im Phasenraum
entspricht einem Zustand des Systems.

2.2 Klassische Elektrodynamik

Die klassische Elektrodynamik beschreibt Systeme durch die Vi_?r Maxwellglei-
chungen, die im Falle ohne freie Ladungen und Strome (p = 0, j = 0) lauten:

1

rot E = —=B divE =
¢
- 1= -
rot B=-F divB =10
¢
Aus diesen Gleichungen erhélt man durch
1= L
—-F =rotB
¢ -
= —crotrot I
= —c(grad div E—A E)
—cAE



die Wellengleichung
1

2

E=AE (2.2)
Eine Losung hiervon ist z.B. die ebene Welle:

B= E"Oe—iwt+il€f

mit w = ¢ k| und EEOZO.

Aus zwei beliebigen Lésungen der Wellengleichung kann man sich beliebig viele
andere ,,zusammenbasteln, denn es gilt das Superpositionsprinzip:

Sind E1(#,t) und E2(#,t) Losungen der Wellengleichung, dann ist auch jede
Funktion E(Z,t) = aF1(Z,t) + fFE2(Z,t) (mit «, 5 konstante Faktoren) eine

Losung.
Fine andere Form von (2.2) ist die sogenannte Wellengleichung fiir Potentiale:

1 -
Sb=n0
deren Losungen ebenfalls die Form von ebenen Wellen annehmen:

ST, 1) = doe WHEE iy =c|k

bzw., mit den Planck-Einstein-Relationen (1.3):

¢ = goe” TPIHEIT
Hat man eine ganze Verteilung f(/;) solcher ebener Wellen, so erhilt man ein
Wellenpaket ®(#,1) mit
1 s
d(Z. 1) = d3]€ k —twt+ikd
(31 = g [ 4 5By
wobel w = w(/;) Dispersionsrelation genannt wird. Uber diese Beziehung kann
man zwel weitere charakteristische Grofien des Wellenpakets berechnen, die
Gruppen- und Phasengeschwindigkeit:

k
Phasengeschwindigkeit: by = w|(]g| )

Gruppengeschwindigkeit: Ty = 65 w(k)

|~

=

Die physikalische Bedeutung der Phasengeschwindigkeit ist bekannt:

sie gibt die Geschwindigkeit an, mit der die einzelnen Wellen (jeweils mit eige-
nem Wellenvektor /;) wandern. Da w von k abhéngt, laufen die Wellen mit der
Zeit auseinander, jedoch gilt:

W(];) = W(];O) + (/; — /;o)(ﬁw(/;)) i + - (Taylor-Entwicklung)
3 L
q)(f,t) o / (;l ];3 f]; (]C) e—iw(kg)t—z(k—kg)vgt+zkx
T 0
. . 3 ..
~ e_iw(ku)f-l'ikuf/ (;i ];3 f]; (];) ot k—ko)(T4t-7)
T 0

Die Hauptbeitrdge zu diesem Integral sind die Stellen, an denen die e-Funktion
~ 1 ist, d.h. wenn & = %,¢. Das bedeutet, dafl sich der Schwerpunkt des Wellen-
paketes mit 7, forthewegt.



2.3 Doppelspalt

Ein Charakteristikum von Wellen sind Interferenzen, d.h. wenn sich zwei Wellen
¢1 und ¢o tberlagern, nimmt die resultierende Welle die Form ¢ = ¢1 + ¢2
an. So kann man z.B. die Wellen betrachten, die von den Spalten einer von
einer Lichtquelle beleuchteten Doppelspaltblende ausgehen. Da die Intensitét
proportional zu |(;S|2 ist, gilt fiir sie:

I= ¢ # L + I = |¢1 | + ||
=I(Spalt 1 und Spalt 2) # I(Spalt 1) 4+ I(Spalt2)

Reduziert man die Intensitdt der Lichtquelle so weit, dafl man davon ausgehen
kann, daB sich immer nur ein Photon auf dem Weg zum Schirm befindet und
ersetzt diesen durch eine photographische Platte, so bemerkt man:

1. bei langer Belichtungszeit (= viele Photonen nacheinander, also keine
Wechselwirkung der Photonen) erhilt man ein Interferenzmuster

2. bei kurzer Belichtungszeit (= ,,ein“ Photon) erhalt man einen lokalisierten

Fleck

Im ersten Fall tritt der Wellen- und im zweiten der Teilchenaspekt des Lichtes
deutlich zutage.

2.4 Spektralzerlegung und Fouriertransformation

2.4.1 Spektralzerlegung

Die elektrische Feldstiirke £ hat Vektorcharakter. Dadurch kann das Licht po-
larisiert sein, was z.B. fiir den Fall der linear polarisierten Welle so aussieht:

—

E(f, t) — Eoépeiéf—iwt

€, ist der Polarisations(-einheits-)vektor mit ézz, = 1 (klar!), der senkrecht auf
der Ausbreitungsrichtung der Welle steht: ¢, - k=0.

9 4 A .

Analysator Schirm
z-Richtung

Abbildung 2.1: Polarisation des Lichts

Nachdem das Licht den Polarisationsfilter passiert hat (sieche Abb. 2.1), hat es
die Intensitiit I = Iy cos? §. Was ist die quantenmechanische Erklarung?
Fiir jedes Photon gibt es nur zwei M&glichkeiten:



1. das Photon passiert den Analysator
2. das Photon wird absorbiert

Mit der Intensitéat I kennt man die Absorptions- bzw. Durchgangswahrscheinlichkeit
(cos?0) fiir ein einzelnes Photon. Fiir eine grofie Anzahl N von Photonen ergibt
sich dann hinter dem Analysator (schwaches Gesetz der grofien Zahlen):

2
Ndurchgelassen = Ncos*f

Interpretation:

(a) eine Messung ergibt nur bestimmte Resultate (Durchgang oder Absorption
= ,Eigenwerte®)

(b) zu den Mefiresultaten gehoren zwei Vektoren é, (durchgelassen) und é,
(absorbiert) (Eigenvektoren zu den beiden Eigenwerten)

(c) ein beliebiger Vektor é, kann immer in die Vektoren é, und é, zerlegt
werden:
€y = éy cos0 + &, sinf (Prinzip der Spektralzerlegung)

(d) das Quadrat der Koeffizienten ergibt die Wahrscheinlichkeiten fiir Absorp-
tion oder Durchgang:
pp = cos’ 8 pa =sin’ 0 pa+pp =1

(e) nach der Messung hat das Licht eine definierte Polarisationsrichtung é,

2.4.2 Fouriertransformation

Ein eindimensionales Wellenpaket hat zu einem bestimmten Zeitpunkt die Form:

¢(z,t=0)= /Oo ﬁf(k)e“”

oo 2T

Wenn man ¢(z,t = 0) gegeben hat, und sich fiir die Verteilungsfunktion f(k)
interessiert, so mufl man die Fouriertransformation anwenden:

/ dx e_iklxqb(x,t =0)= / dm/ g f(k)e”(k_kl)

= /_Oo %f(k)/oo da ¢ F k) (2.3)

— 00

Dabei ist die Bedeutung von ffooo dz ¢*=*") die der é-Distribution:

/ da '™l = gsin(aq) (2.4)

—a

q
/ dq / de e = 27

Dieses Integral existiert unabhéngig von a und man definiert fiir ¢ — oo:

= / dx e (F=Fw . 2m6(k — k')

— 00



Warum, das sieht man recht anschaulich an Abb. 2.2 (rechts): Der mittlere Peak
wird mit zunehmendem a immer héher und schméiler, und der Sinus geht fiir
|#] > a immer schneller gegen 0.

Fiir das Rechnen mit der é-Funktion gilt:

/ " dg8(0)a(e) = 9(0)

— 00

Daraus folgt fiir (2.3):

(2.3) (24)/ dk (k)

vz °° dk (

Wendet man die soeben erhaltenen Ergebnisse auf die ebene Welle an, so erhélt
marn:

= k’) sin[a(k — k)]

ysinfa(k — k )])

/ dx etkTe=ik'e — 276k — k")

— 00

d.h. die ebene Welle, die rdumlich nicht lokalisiert ist, ist im Frequenzraum
(Fourier- Transformation) ,unendlich® stark lokalisiert (genau eine Frequenz).
Die Riicktransformation kann man nutzen, um zu sehen, wie eine Welle, die
bestimmte Frequenzen enthélt, im z-Raum aussieht (Fourier-Synthese):

Wihlt man die Verteilungsfunktion z.B. recht einfach als:

f(k):{l fir —a<k<a

0 sonst

so erhalt man:

_ _ ~ dk ik __ ¢ dk ikx
Plx,t =0) _/ py flk)e™® = /_a 5 €

2—00
= —sin(ax)
k-Raum Ortsraum
T T T T
2a -
fk) 1F . 4% Y(z,t=0)
F.R.T. PN Fa
AN N
o a - %
Ak = 2a Ar =21

Abbildung 2.2: Fourier-Transformation

Das Wellenpaket ist weder im Frequenz- noch im z-Raum genau lokalisiert,



sondern hat eine charakteristische Breite, bzw. Unschéirfe Ak bzw. Az. Diese
beiden Groflen erfiillen eine sogenannte Unschérferelation:

AkAxr =47 > 1 (2.5)

(Spéter erhilt man dies aus der Heisenberg’schen Unschérferelation)

10



Kapitel 3

Materiewellen und
Schrodingergleichung

1923 stellte de Broglie seine Hypothese auf, dafl auch Materie sich durch Wellen
beschreiben 148t, und zwar nach den Planck-FEinstein-Relationen (1.3). Diese
Hypothese wurde 1927 von Davisson und Germer erstmals verifiziert, die damals
Interferenzen von Elektronenstrahlen nachwiesen.

3.1 Realisierung des Konzepts
1. das Teilchen wird durch eine Wellenfunktion (%,t) beschrieben

2. |1/)(i",t)|2 wird als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert:

P&, ) = (& 1))

p(#,1) di ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit t zwischen #
und Z + d¥ zu finden:

= / Prp(F,t) =1

= Wellenfunktionen sind quadratintegrabel | d.h.:

/ [ d®x konvergiert

oQ

3. fiir die Messung einer beliebigen Grofle soll die Spektralzerlegung gelten.
Damit ist das Resultat einer Messung (der Eigenwert a, mit der Eigen-
funktion ¢, (#)) verkniipft mit einem (Wahrscheinlichkeits-)Koeffizienten
Cn:

(&, t0) = ¥n(¥) = MeBergebnis ist a,

o Spektralzerlegung: ¥(#,t0) = >, entn (&)

i = ¢ |2 ist die Wahrscheinlichkeit, den Wert a; zu messen

e wenn die Messung a; ergibt, dann ist die Wellenfunktion nach der

Messung ¢; (Z) (Reduktion des Wellenpakets)
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4. die Zeitentwicklung des Systems wird durch die Schrédingergleichung be-
schrieben:
(keine Herleitung, sondern Plausibilisierung)
Betrachtet man die ebene Welle

1/}(5’ t) — ¢06—iwt+il€f

mit F = % = hw und p' = Ak und sucht eine Differentialgleichung, die

dieses Ergebnis liefert, so erhilt man:

o ) 72
ihsr (@, 1) = hwth(3,1) = §—m1/)(x,t)

R2k? A2 .
Aha 7.1) = —th 7t 3.1
= the (@) = —5— A Y(E, 1) (3.1)

(3.1) ist die Schrodingergleichung fiir ein freies Teilchen.

Verallgemeinerung

Ist das Teilchen nicht mehr frei, sondern im Potential V(Z), so ist seine Energie

_ P .
und damit:
D@0 = (= A + V@
b, 0) = (=g AU+ V@)

_ <_ﬁ A —i—V(f)) W, 1)

2m

H(A,&): Hamiltonoperator

Noch allgemeiner ergibt sich der Hamiltonoperator aus der Hamiltonfunktion
H(Z,p) des Systems, wenn man den sogenannten Impulsoperator p = —iAV
verwendet:

H(Z,7) = H(&,—ih V)

Diese Darstellung ist u.U. nicht eindeutig, denn wenn man z.B. H(—if 6, )=
H(p, %) = #P anwendet, so erhilt man:
Hop =F(—ih V)b = —ihi(V 1))
i
(A V) (&) = —ih(y V T+ EV ) = —ih(3¢ + ZV ¢)

was bedeutet, daff Operatoren i.a. nicht kommutativ sind und in der QM des-
halb, anders als in der klassischen Mechanik, nicht gilt:

&3>

px = ap (p, &: Operatoren)
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3.2 Teilchen als Wellenpakete

Eine ebene Welle ist gegeben durch
1/}(5’ t) — ¢06—iwt+il§a‘r

mit w = h/gz/(Qm) und k¥ = p/h. Thre Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
p~ |1/)|2 ist rdumlich konstant. Dies ist zugleich die Wellengleichung des freien
Teilchens, dessen Aufenthaltswahrscheinlichkeit iiberall gleich grof} ist.
Uberlagert man viele solcher ebener Wellen, so ergibt sich das resultierende
Wellenpaket aus dem Superpositionsprinzip,

>k T
¢(F,8) = / (2m)3 J(k)erwrtike

einer Art verallgemeinerter Fouriertransformation.

Berechnung der Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

. wk)- hkF
p o pry k = — = —
k|2 2m 2m
Vg = Vi W(k) = E = % = Uklassisch

3.3 Heisenberg’sche Unschirferelation

Bei der ebenen Welle, die eine konstante Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
p und damit keinerlei rdumliche Lokalisierung hat, stellt man eine sehr starke
Lokalisierung des Impulses fest’, denn p" = hk’ ist festgelegt durch fz, (k) =

6(/; - /;’) Aus der vorher bekannten Beziehung

AkAz > 1
wird hiermit
ApAz 2 h
und damit auf jeden Fall auch:
AzxAp > % Heisenberg’sche Unschérferelation (3.2)

1d.h. das Teilchen hat keinen bevorzugten Aufenthaltsort, aber einen genau festgelegten
Impuls
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Kapitel 4

Qualitatives Verstandnis
einfacher Fille

Betrachtet werden die Falle:
1. zeitunabhingiges Potential

2. Stufenpotentiale, Potentialtépfe

4.1 Stationare Zustande

Als stationdre Zustdnde bezeichnet man Zustinde, deren Wahrscheinlichkeits-
dichte p(#,t) zeitunabhangig ist. Das bedeutet, dafl eine Zeitabhingigkeit in
¥(Z,t) nur in Form einer reinen Phase ¢~™! auftritt:

U = e ()
= zh%/;(f,t) = e hwe(7)

= (—f—m A+v<f>) o(7)

woraus sich mit fiw = E die zeitunabhéngige Schrédingergleichung ergibt:

(—% A+V(f>) 6(7) = E¢(7) | < | H(F, —ih V) () = E6(F) (4.1)

Das bedeutet, dafi ¢(7) Eigenfunktion des Hamiltonoperators zum FEigenwert
E ist. In der Regel hat ‘H allerdings nicht nur einen Eigenwert, sondern viele:
E, = hwyt. Das heifit:
Engn =Hén = én, By
= P (Ft) = e i, (7) (stationdre Zustande)

1Diese Ej, des Systems mifit man meistens auch, da sie eine relativ einfach zugingliche
Grofle darstellen.
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Aus der Superposition aller moglichen Eigenfunktionen entsteht die allgemeine
Wellenfunktion:

Y ) =D eneT MG (7)  cn €C

n

4.2 Stufenpotential

Ein Stufenpotential mit der Stufe bei zy ist definiert durch:

V(x) = VoO(z — zp) (4.2)
Vo
v

Abbildung 4.1: Stufenpotential

wobei O(z) definiert ist als:

() =
(2) 1 firez>0

{0 fir x <0
Setzt man (4.2) in die zeitunabhéngige Schrodingergleichung (4.1) ein, so erhalt
man:
hZ
—%’l/// = ((E - V()@(l‘ - l‘o))’l/)
Hieraus folgen die Randbedingungen an ¢(z):
Integration der Schrodingergleichung tiber das Intervall (zg — ¢, 29 + ) ergibt:

h2 e+xo 9 B
™ . " (x)de =
h2 , e4zo
“om (' (vo+¢e)— ¢ (zg —¢)) = E/—a-|—x0 O(x — xo)(x) de

AuBlerdem gilt durch die Quadratintegrabilitat: |¢(z)| < k mit geeignetem k €
R. Damit erhidlt man die beiden Abschidtzungen:

< |E|2ek <=2 0

etxo
Vo / P(x) dw

1.0< ‘E/a-l—xD P(x) dw

—e+4xo

etxo
2. 0< Vo/ O(x — xo)¢(x) dx < |Volek =%

—e+4xo
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Abbildung 4.2: Schwingungsverlauf iiber Potentialschwelle

= (Y (z0) — ¥ (20)) =0 & o stetig in xg

Eine weitere Integration ergibt, daBl auch % in zq stetig sein muf}. Diese Rand-
bedingungen gelten fiir alle beschrinkten Potentiale, da hier die beiden obigen
Abschétzungen gelingen.

Das bedeutet:

¢ (x) ist eine ©-Funktion, d.h. stiickweise stetig
= () ist stetig, hat aber einen ,Knick® bei zg
= (x) ist stetig und ,glatt“ (d.h. differenzierbar)

Fiir ein konstantes Potential V hat man den Lésungsansatz v (z) = ¥oet*®:
R, 1
=> —k*=FE-V :>k:ﬁ\/2m(E—V0)

2m

Je nach dem Wert des Wurzelausdrucks ergeben sich zwei Moglichkeiten:

1. £ > Vy: dann ergibt sich die ,normale“ Wellenlésung mit reellem &
2. F < Vp: dann ist £ = 2y mit y = % 2m(Vy — F), woraus sich eine
Wellenfunktion v (z) ~ e*X® ergibt 2

Wir betrachten jetzt 2y = 0 (einfache Rechnung) und eine von ,links“ einfal-
lende Materiewelle:
Der Ansatz fiir x < 0 lautet:

Y_(xr)= €% 4 ReTthT k= —-V2mFE
einfallende  reflekt. Welle

und der fiir x > 0, da es keine nach links laufende Welle fiir z > 0 gibt:

. 1
by () =Te” ¢ = 2 V2m(E — o)

= P(2) =¥ (2)0(=2) + ¢4 (2)O(x)
R und T werden aus den Stetigkeitsbedingungen errechnet:

V+(0)=9-(0) = 1+R=T }R_’f;q ro 2k
YL(0)=v_(0) = k(1-R)=qT T k4q’ 0 k+g

2in der Regel e~X%, da sonst bei der iiblichen Koordinatenrichtung die Amplitude der Welle
exponentiell ansteigt
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Die Reflexionswahrscheinlichkeit Pg errechnet sich aus R:

k—q2
Pr=IRF =\t

und die Transmissionswahrscheinlichkeit Py aus T':

q 2 2k
Pr==7T" = | ——
T =1 [Tl k+q

Eal IO

da Pr + Pr = 1 (betrachte jeweils die Wellenpakete). Fiir die bereits oben
erwihnten zwei Fille (F > Vy, F < V) ergibt sich:

1. E> Vo |R|2 < 1, d.h. es findet teilweise Reflexion, teilweise Transmission
statt

2
=1, d.h. es

2. E < Vp: g =iy mit x = 2/ 2m(Vo — B) = |R|* = ";;g
findet Totalreflexion statt.

R und T kann man mit den bereits aus der Optik bekannten Reflezions- und
Transmissionskoeffizienten identifizieren.

4.3 Tunneleffekt (qualitativ)

Hierbei betrachtet man eine Potentialbarriere mit endlicher Breite (Abb. 4.3):

0 ((I) firez<-—a
V=q¢W () fir—a<z<a
0 (II) fir z > a

und eine Energie E' < Vj. Als Ergebnisse erhilt man (Abb. 4.4):
e im Bereich I: ebene Welle
e im Bereich II: exponentielles Abklingen
o im Bereich III: ebene Welle

Daraus 148t sich ablesen, dafl auch in den Bereichen II und IIT Wellenfunktionen
existieren. Ist die Amplitudeim Bereich III S, so gibt |S|2 die Wahrscheinlichkeit
an, dafl das Teilchen im Bereich III ankommt, obwohl es klassisch nicht dahin
gelangen konnte. Als Ergebnis erhilt man (nichttriviale Rechnung):

|5)? = e~ 4=V 2m(Vo—E) fiir ka > 1

Ein Vorgang, den man sich nur mit dem Tunneleffekt erkldren kann, ist z.B. der
a-Zerfall. Klassisch hat das a-Teilchen keine Moglichkeit, vom Rest des Kerns
wegzukommen, da der Potentialwall der schwachen Wechselwirkung, der beide
zusammenhélt, eigentlich zu hoch ist.
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Abbildung 4.3: Potentialschwelle endlicher Breite

TN

Abbildung 4.4: Ergebnisse der endlichen Potentialschwelle
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Kapitel 5

Mathematische Hilfsmittel

5.1 Hilbertraum der Wellenfunktionen

Ein Hilbertraum ist ein beliebig dimensionaler, vollstdndiger Vektorraum H
tiber den komplexen Zahlen, fiir den ein Skalarprodukt (-, -) definiert ist, fiir das
gilt:

(fz €0) gz €0) —yeC  Vf(x) g(z) €H

Betrachtet man die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion mit
p(#1) = |1/)(i",t)|2, so folgt daraus iiber

1= /d?’x p(#,1) < >0 (5.1)

daB ¢(Z,t) quadratintegrabel ist, wobei [ eine Abkiirzung fiir ffooo sein soll, d.h.
der Integration iiber den gesamten Raum. Man sieht, dafl (5.1) der Forderung
entspricht, dafl das Teilchen irgendwo sein muf3.

Die Quadratintegrabilitit nutzt man, um einen Vektorraum H zu definieren:

H={u(@) | Fe A [ 6@ s < )

Daf} dies wirklich ein Vektorraum ist, sieht man iiber:

1/)16Ha 1/)26Ha aa6€©:>a1/)1+61/)26H

5.2 Skalarprodukt

Das Skalarprodukt von Funktionen ist folgendermafen definiert:
Seien ¢(Z), ¥(¥) € H und ¢* das konjugiert Komplexe von ¢:

(6.0) = [ oy
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Es hat folgende Eigenschaften, die sich aus der Definition ergeben:

(¢,0) = (¢, 9)"
(¢, Arehy + /\21/)2) A1 ((b Y1) + /\2 (¢,%2) Linearitdt im 2. Argument
(A1 4 Aada, ) = Al (¢1,¢) + A5 (¢2,¢)  Antilinearitdt im 1. Argument

Ez’ z; i 8 u;d (¢, (2) EZ}% } = Definition einer Norm: ||¢|| := \/(¢, ¢)

Auflerdem gilt fiir das Skalarprodukt und die eben definierte Norm die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung:

(¢, o) < flell - [l (5.2)

Bewelis:

1. ||¢|l =0 = Ungleichung erfiillt

2. ||¢]] #0 = betrachte f = ¢ — m"m
0 <71 = (¢— mrfg)@f) = (W, f) - (ml’) (6.1)
(6,v) . (o) (6,0)" (¢,7)
¢a1/) - ¢a1/) + ¢
[l (6:4) [l (6:4) el gl Iell
||¢||2 (¢a1/))|2

& (6, )7 < |l0) - llg]”

5.3 Orthonormierte Systeme, Basis
Eine Menge von Hilbertraumvektoren x,, n € N heifit orthonormiert, wenn gilt:

(Xna Xm) = bnm

Ein orthonormiertes System heifit vollstindig bzw. Basis, wenn es zu jedem

Vektor ¢ € H Zahlen a, € C gibt, so dafl

H¢ - Z anXn

Der Hilbertraum der Quantenmechanik ist abzahlbar—unendlich-dimensional
und die Koeffizienten a,, bestimmt man durch:

ap = (Xna ¢)

=0 = ¢:Zaan

Orthonormierung

Aus einem Satz von linear unabhingigen Vektoren ¢,...,¢, € H lafit sich
ein Orthonormalsystem (ONS) mit den Vektoren x;,¢ = 1,...,n iiber das
Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren konstruieren:
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_ ¢
(1) x1 = oy

(2) X4 =¢d2—(x1,92)x1 = x2= |§Z||

5.4 Operatoren

Operatoren sind Abbildungen H — H, d.h. sie bilden eine Funktion auf eine an-
dere des gleichen Raumes ab. Im Gegensatz zu Funktionen wirken sie also nicht
auf Punkte eines Raumes, sondern auf Funktionen, die wiederum auf Punkte
wirken. (Das klingt alles sehr kompliziert, aber im Prinzip ist ,,Operator® nur
ein anderer Name fiir ,, Funktionsfunktion®).

Wir betrachten den Spezialfall der linearen Operatoren, die die Form einer li-

nearen Abbildung A : H — H haben, d.h.:

A(Aix1 + Aaxz) = AAxa + Az Ay Vx1,x2 € H
Im folgenden einige Eigenschaften von Operatoren:
Assoziativitat: (A+ B)¢ = A¢ + B¢
Distributivitit: (AB)¢ = A(B¢) = AB¢
Existenz von Z (neutrales Element): 7¢ = ¢ VoeH

inverser Operator: A1 A¢ = ¢ = AA"1¢,
wobei es zu jedem Operator A4 héchstens ein A~ gibt.

Die Multiplikation von Operatoren ist i.a. nicht kommutativ, d.h. AB # BA.
Deshalb definiert man den Kommutator [A, B] := AB — BA.

Fir den Kommutator gilt:

[A B+ Xl =[A B+ A[A,C]
[A,BC] =[A,B]C+ B[A,C]
[A, B] = = [B, A
[A,[B,C]]+ [B,[C, Al + [C,[A,B]] =0 Jacobi-Identitiat

5.4.1 adjungierte Operatoren
Zu jedem Operator A gibt es einen adjungierten Operator A' fiir den gilt:

(¢, Ap) = (Alg,v) Vo, € H (5.3)
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Aus (5.3) folgt:

AT ist linear wenn A linear
(AT t—A
(A+B) = Al 4+ Bt
(AB)T = BT AT

Selbstadjungierte Operatoren nennt man auch hermitesche Operatoren:
A hermitesch < Al = A
Unitdre Operatoren sind solche, fiir die gilt:

A unitir & ATA=AA' =7 = Al = 47!

5.4.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wenn A ein Operator ist, so nennt man ein ¢ # 0 € H fiir das gilt:
Aé = A¢ AeC

Figenvektor von A. A ist der zu ¢ gehorende Eigenwert von A. Die Menge aller
Eigenwerte von A nennt man auch Spektrum von A. Existieren zu einem Eigen-
wert A n verschiedene Eigenvektoren, so spricht man von (n-facher) Entartung
Fiir hermitesche Operatoren (A = A') ergibt sich:

Ap = A¢
= (¢, A¢) = A (¢, 9)
auBerdem
(¢, 40)" = (A, 9) = A" (4,9)
zusitzlich

(¢, A0)" = (Ag,9) = (¢, AT¢) = (¢, A¢)
= A(¢,6)= A" (¢,9)
= A=\

~[ez]

d.h. die Eigenwerte hermitescher Operatoren sind reell. AuBlerdem gilt fiir her-
mitesche Operatoren:

e seien ¢1, ¢o Eigenvektoren zu Ay # Az, Dann gilt (¢1, ¢2) = 0, d.h. Eigen-
vektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal
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e ein hermitescher Operator hat ein vollstdndiges ONS von Eigenvektoren
Xnt
-AXn =AXn, 0EH = ¢:Enaan mit a, = (Xna¢)a nelN

e seien A, B hermitesche Operatoren mit [4, B] = 0

= es existiert eine Basis von H aus gemeinsamen Eigenvektoren von .4

und B
= dxn €H, Ay, pin € C: Axn = AaXn ABXn = finXn

Verallgemeinerung:
Falls A1, Ay, ..., A, mit [A;, A;] = 0 Vi, j existieren, so existieren gemein-
same FEigenvektoren von Ay, ... A,

5.4.3 Funktionen von Operatoren

Ist Aj,As,..., A, ein Satz paarweise kommutierender Operatoren und
f(é1,&2,...,&y) eine Funktion von n Variablen, so ist 7 = f( A1, ..., Ay) ei-

ne Operatorfunktion und es gilt:
Aixr = Axk = Txr = F(A%, - ARk

Exponentialfunktion fiir Operatoren
Wichtigstes Beispiel fiir eine Operatorfunktion ist die Exponentialfunktion e*.
Sie ist iiber die Reihenentwicklung e = $7°° 1!.,4” definiert und erfiillt die

. n=0 n!
Relation

1
(AB = JA+BL[A,B]

wenn [A, [A, B]] = [B,[A, B]] = 0
und die Baker-Hausdorff-Identitdt:

— 1
Ap —A _ §
e Be = E [A,B]n

n=0

mit [A, B, = [A4,[A, B],_,] und [A4, B], = B.

5.4.4 Wichtige Beispiele

Zwel wichtige, in der QM immer wieder vorkommende Operatoren sind der
Impulsoperator p = —ith'V und der Ortsoperator & = &. Thr Kommutator ist der
kanonische Kommutator:

. 0 0 ) 0 0
= —thé;;
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Impulsoperator
Der Impulsoperator 1st hermitesch:
. v a2 I I S L
(¢, ) = /d3x¢> (—ih Vo) = /d% (hV ¢7)v — [ihe™¥]|

————
:0

= [ @i oyv = o,0)
= |p=7
Die oben durchgefiihrte partielle Integration ist erlaubt, da durch die Quadratin-

tegrabilitdt die Randterme im Unendlichen verschwinden. Aufgrund der reellen
Eigenwerte von p folgt:

p6g(%) = —ih V ¢4(F) = §64(7)
= 64(7) = ¢oe T

und damit das Quadratintegral 1 ergibt (¢*® nicht normierbar):

1\
(B = [ Ew
?1(%) (\/271'71)
d.h. die Eigenfunktionen sind ebene Wellen. Ebene Wellen sind allerdings nicht
durch einen diskreten, sondern durch den ,kontinuierlichen“ Index ¢ charakte-
risiert und auflerdem nicht quadratintegrabel. Sie sind damit ¢ H. Andererseits

kann aber jeder Vektor € H iiber die Fouriertransformation durch ebene Wellen
dargestellt werden:

0= () [eas@e™= ¥ w6

7

Dabei ist |f(q_j|2 die Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen mit dem Impuls ¢
zu messen. In diesem Fall bewirkt die Fouriertransformation also die Spektral-
zerlegung in die Figenfunktionen des Impulses.

Die ebenen Wellen bilden daher nach (5.4) eine uneigentliche Basis von H und
die Vektoren ¢4 heifien folgerichtig uneigentliche Vektoren (von H). Die fiir die
Basiseigenschaft notwendige Orthogonalitdt zeigt man durch:

Ly o
(¢q‘a ¢q") :/d3l‘¢)z—¢)q‘/ = <%) /dee__x(q_q )

=6(7—q")

Ortsoperator

Die Eigenwertgleichung fiir den Ortsoperator & = & lautet:

Vg = Tg = iy

= Yp=8(T—§)

1

&3>

Iy
&1



Auch 1/)5 ist wieder nicht quadratintegrabel und hat keinen diskreten Index.
Aber analog (5.4) gilt:

49

o0 = [ Pep@o-d= 3 coue

3

- (2 -
Hier ist ‘gp(g)‘ die Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen am Ort ¢ zu finden.
Zeigt man jetzt noch mit:

(v va) = [ dao@ - o(e &) = 5~ &)

die Orthogonalitit, so sieht man, dafl auch die 1/)5’5 eine uneigentliche Basis von

H bilden.

5.5 Dirac-Notation

Da die ¢~Darstellung und g-DarsteHung dquivalent sind (durch Fouriertransfor-
mation kann man die eine eindeutig in die andere iiberfithren), jedoch ganz un-
terschiedlich aussehen, sucht man nach einer darstellungsunabhéngigen Schreib-
weise. Der Ausgangspunkt hierfiir ist der Hilbertraum H der quadratintegrablen
Funktionen. Man definiert sich einen zu H &quivalenten Raum £ der sogenann-
ten Ket-Vektoren:

W) e < |[4)e&

Man definiert weiter in Analogie zu H ein Skalarprodukt in &, fiir das gilt:

(@, ¢)g = (o), [¥)s € C

Die Menge der Linearformen, d.h. der linearen Abbildungen H — Cbzw. £ — C
(generell Vektorraum — ©) bildet wieder einen Vektorraum, den zugehorigen
Dualraum. Der Dualraum £* zu & ist der Raum der Bra-Vektoren (¢|. Das
Skalarprodukt 148t sich dann schreiben als:

(¢,4) = (¢ |¢)

Eigenschaften dieses Skalarprodukts:

{(x1o)" = (¢ Ix)
(X |adr 4 Bo2) = a (x |61) + B (x [¢2) Linearitat im 2. Arg.
(ax1 + Bxz |¢) = o™ (x1 |9) + 5" (x2 |¢) Antilinearitat im 1. Arg.

(W) =[v)]° ery

Auch Operatoren in den beiden Raumen werden analog definiert:

Alb)y =l¢) (A= (4]

fiir Kets fiir Bras
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(Der Operator A wirkt fiir Ket-Vektoren nach rechts und fiir Bra-Vektoren nach
links). Die Adjunktion von Operatoren definiert man dann folgerichtig tiber:

Alb) =lg) €&
= (el (o] = (v| AT

d.h. fiir die Adjunktion von Operatoren gilt:

Adjunktion
) e

|6) = Ald o = (v AT (5.5)

Aus (5.5) folgt:

(p1AlY) = (0 ]AT] o)
was sich fiir hermitesche Operatoren zu

{p|Al¥) = (¥ |Alp)”

vereinfacht.
Die Eigenwertgleichung wird zu

Alun) = ap |un)
und die Orthonormalitétsbedingung schreibt sich

Aus der Forderung nach Vollstandigkeit sieht man mit A, = (u, |¢):

=3 Jun) (un [6) = T |9)
ST =Y |u) (un] (5.6)

Projektionsoperatoren

Wenn |¢),|x) € & mit (¢ |¢) = 1 (Normierung), dann ist Py = |¢) (¢| ein
Operator mit Py [x) = |¢) (¢ |x). Py ist nach

Pl = () (e =16) (6] = Py

hermitesch, und auflerdem gilt:

(Ps)* = (I9) (s])(I9) (a]) = |6} (¢ 1¢) (@] = |¢) (@] = Py

Einen Operator mit diesen Eigenschaften, d.h. PT = P und P? = P nennt man
Projektionsoperator und seine Abbildung Projektion (auf |¢)). Die Projektion
liefert sozusagen die |¢)-IKKomponente von |x)}.
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uneigentliche Bra- und Ket-Vektoren

Wie bereits oben fiir die ,alte® Schreibweise gezeigt, gilt auch in der Dirac-
Schreibweise fiir den Impulsoperator die Eigenwertgleichung:

plg) = ¢lg)

mit reellem §. Uber die Regeln fiir das Skalarprodukt (- |-) erhilt man die Or-
thogonalitdtsbedingung

{¢1¢) =87~ 7)

Uber die Vollstiandigkeitsbedingung

|m:/fmmwm

erhélt man die Beziehung:

z:/fﬂ@m

Analoge Rechnung fiir den Ortsoperator liefert:
z|E) = _’|€) Eigenwertgleichung
€1y =8(€-¢€)  Orthogonalitiit
l¢) = /d3€ € |o)1€) Vollstandigkeit

= I= /d?’f |€) (€] Einheitsoperator

—

Wie vorher ist ¢(&) = (€ |¢) die Wellenfunktion im Raum {|£)}, die dem Ket
|¢) entspricht (Basiswechsel!).
Die Normierung der Wellenfunktion schreibt sich dann:

/ﬁmaaﬁ:/fxwwﬂxm

= ol ([ 1) 1) 1o
=(ol¢) =1
AufBlerdem erhéalt man eine andere Schreibweise der Fouriertransformation tiber:

60 = 1o = el ([ 0 1)l ) 1o
= [l

mit (g |¢) = f4(q) und (¢ |¢) = ﬁe‘q
Als letztes wollen wir noch die Cauchy-Schwarz-Ungleichung in der neuen No-
tation schreiben:

(& [8)]* < (@ |9) (v |¥)
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5.6 Operatoren in Matrixdarstellung, Eigenwert-
probleme von Matrizen

5.6.1 Matrixdarstellung
Es sei {|u;)} eine Basis des Hilbert-Raumes der Ket-Vektoren, d.h. es gilt:

I= Z ui) (wil  (un [um) = 8o

Dann 148t sich ein beliebiger Operator A darstellen durch:

A=TAT = (Zlunﬂunl) (Z |um><um|)
_Z (| ) - Jun) (| = ZAnmm (]

Die Appm = {up |A] up,) heiflen Matrizelemente beziiglich {|u;)}. Ist nun |¢) ein
beliebiger Ket aus dem Hilbert-Raum, so gilt

n n

Damit ist A |¢) in der Darstellung beziiglich der Basis {|u;)}}:

ZAnm |un um| (Z Ci |ul>)
= Z Anm |Un>CZ U, |UZ Z Anmcz mi |un>

nmz nmz

> Anmem |un)
n,m

Al)

5.6.2 Eigenwerte
Die Eigenwertgleichung A |¢) = A |y) 148t daher schreiben als:

(A= AT)[) = 0

¢>§2(§]Amwm—A%W%0|%):0

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir die ¢;, und man kann mit Matrizen
schreiben:

(A=ADE=0 (5.7)

Dies ist die aus HM oder LA bekannte Eigenwertgleichung fiir Matrizen. Nicht-
triviale Losungen erhélt man nur, falls det(A — AT) = 0 gilt. Diese Bedingung
ergibt das sogenannte charakteristische Polynom, ein Polynom in A, dessen Null-
stellen A; die Eigenwerte sind. Die zugehdrigen Eigenfunktionen erhilt man, in-
dem die A; nacheinander in (4 — \;1)& = 0 eingesetzt und die Eigenvektoren
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¢; bestimmt werden, mit denen man dann die Koeffizienten der Entwicklung
beziiglich der Basis {|u;)} kennt. Unter Umstanden existieren zu einem A; meh-
rere &, die (5.7) erfiillen (Entartung). Dann bestimmt man den Einheitsvektor
bzw. die orthonormale Basis des Unterraums, der von diesen ¢; aufgespannt
wird (Eigenraum).

Die Bestimmung von Eigenfunktionen (= Eigenvektoren) eines Operators beziiglich
einer Basis entspricht also einem Eigenwertproblem der zugeordneten Matrix.

5.6.3 adjungierte Operatoren
Der adjungierte Operator 148t sich in der Matrixdarstellung leicht berechnen:

AT:Z( o Jtn) { um|T—ZA (Jun) { um|T—ZA ()T (Jun))?
—ZA [tem ) {tn]

Wie man sieht, erhélt man den adjungierten Operator einfach indem man die
Matrix transponiert und von jedem Element seinen komplex konjugierten Wert
nimmt. Fiir hermitesche Operatoren gilt daher:

(tA)=A und damit A; €R
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Kapitel 6

Postulate der
Quantenmechanik

Im folgenden soll das Grundkonzept der Quantenmechanik prazise formuliert

werden:

6.1 Postulate

I) Zu einer festen Zeit t=0 wird der Zustand eines Systems durch einen Ket
|t} beschrieben. Da der Raum & ein Vektorraum ist, folgt automatisch,
dal das Superpositionsprinzip gilt.

IT) Zu jeder meBbaren physikalischen Gréfle A gibt es einen hermiteschen
Operator A, der im Raum & wirkt. Dieser Operator heifit ebenso wie die

Mefgrofie Observable.

IIT) Die einzig moglichen Ergebnisse einer Messung von A sind die Eigenwerte
des Operators A, woraus folgt:
wenn A ein diskretes Spektrum besitzt, dann ist die Mefigrofie quantisiert.

IV) Spektralzerlegung:

(a)

diskretes Spektrum:

Sei A Observable und A|n) = a,|n) mit {(n|m) = &y und
I =73, n)(n|. Dann gilt:

Wird die physikalische Grofle A fiir ein System im Zustand [¢) ge-
messen, dann ist fiir den nichtentarteten Fall die Wahrscheinlichkeit,
den Wert a,, zu messen:

P(ap) = [(n [)*  mit (¢ [¢) =1
kontinuierliches Spektrum:
Sei A Observable und Ala) = aq |a) mit {a |o') = é(a — &') und
7 = [dala) {a]. Dann gilt:
wenn A fiir ein System im Zustand |¢) gemessen wird, dann ist die
Wahrscheinlichkeitsdichte, den Wert a,, zu finden:

P )
=l )]
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V) Reduktion des Wellenpakets:
Wenn die Messung von A fiir ein System im Zustand |¢) den Wert ay,
ergibt, dann ist der Zustand des Systems unmittelbar nach der Messung
(nichtentarteter Fall):

[¢') = In)

VI) Zeitentwicklung eines Zustands:
Die zeitliche Entwicklung des Zustandes |1} ist gegeben durch die Schrédin-
gergleichung:

o d
th= [()) = H (L) [(#))

wobei H(t) der Hamilton-Operator ist. H(t) ist die Observable, die der
totalen Energie des Systems entspricht.

Entartung

Wenn zwei oder mehr Eigenwerte eines hermiteschen Operators gleich sind, so
bezeichnet man dies als Entartung. Im Fall des Hamiltonoperators bedeutet dies
z.B., dall mehrere Zustdnde mit der gleichen Gesamtenergie existieren. Wenn
man die orthonormierten Eigenvektoren (d.h. (7 [j) = é;;) zum Eigenwert A mit
|i) bezeichnet (i = 1,...,k), dann ist fiir diesen Fall:

Pr= Z|i> (il

der Projektor in den Unterraum zu A. Die Postulate IV und V miissen daher
modifiziert werden:

IV)’ wenn die entartete Grofie A fiir ein System im Zustand [¢) gemessen wird,
dann ist die Wahrscheinlichkeit, den Mefiwert A zu erhalten:

k

P = i)

i=1

V)’ wenn die Messung der Grofie A den entarteten Wert A ergibt, dann ist der
Zustand |¢’) unmittelbar nach der Messung die normierte Projektion von

|¢) auf den Unterraum, der von |¢), ¢ = 1,... k aufgespannt wird:
1
[¥') = —=———=="Pu[¥)
(@ [Pal )

identische Teilchen

Falls zwei oder mehr identische Teilchen betrachtet werden, mufi man eine
Ergédnzung der Postulate vornehmen (siehe auch Abschnitt 13.2.7, Seite 101):

VII) Enthélt ein System identische Teilchen, dann werden nur bestimmte Vek-
toren als physikalische Zustande zugelassen, ndmlich entweder die vollstandig
symmetrischen oder die vollstandig antisymmetrischen (bzgl. der identi-
schen Teilchen) Zustandsvektoren.

Teilchen mit vollstandig symmetrischen Zustandsvektoren heiflen Boso-
nen, solche mit vollstindig antisymmetrischen Zustandsvektoren heiflen
Fermionen.
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6.2 Folgerungen aus den Postulaten

i) kompatible Observable:
Zwei Observablen A und B heifien miteinander kompatibel, wenn [A, B] =0
ist. Ist das System im Zustand |¢), und ergibt die Messung von A den Wert
a, und die Messung von B b,,, dann ist das System danach im Zustand
|, m):

Aln)y = a, [n) A B|m) = by |m)

- @m= (2 m

Auflerdem gilt wegen AB [¢) = BA|¢), dal die Reihenfolge der Messungen
egal ist.

ii) Praparation eines Zustandes:
Ein ganzer Satz {A;,...,A,} von Observablen heifit kompatibel, wenn
[Ai, A;]=0Vi,j=1,...,n
— ist das System im Zustand |¢) und die Messungen der A; ergeben die
Werte ayg,,, ..., ap,, dann ist der Zustand nach der Messung |1, ..., ks).
— somit ist ein Zustand prdpariert, fiir den die Messungen der A; defi-

nierte Ergebnisse haben.

iii) der maximale Satz von kompatiblen Observablen {A4;,..., A, } ist der Satz
mit kleinstmoglichem n, bei dem jede weitere Observable B, fiir die [A;, B] =
0Vi=1,..., n gilt, auf eine Funktion der A; zuriickgefiihrt werden kann.

iv) Erwartungswerte und Unschérfe:

e wie bereits gesagt, gilt fiir ein System im Zustand |¢) und die Obser-
vable A:

Aln) = ay |n)
) = (n [¥) In)

n

Die Wahrscheinlichkeit, a, zu messen, ist dann: P, = |(n |1)]”
Macht man eine grofie Zahl von Messungen mit jeweils gleichem Aus-
gangszustand |¢), dann ist der Erwartungswert von A:

(A) =" Poan =D (¢ [n) (n |[v) an

n

- zﬂ:w n) an (n ) = (] Aln) (n]¥)

" =7

= (¥ [Al¥)
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e die Unschdrfe von A wird als mittlere quadratische Abweichung defi-
niert:

(AA)? = (| A% ¥) — (WA 6))? = (¥ |(A — (A) T)?| ¥)
(| A2 ) — 2 (A) (¥ |A] ) +((A))?
(A)
& (AA) = (A7) — (A) (6.1)

Definiere: A = A — (A)Z mit <A> = 0. Da A hermitesch, gilt:

(347 = (A~ (DI = A1) (62)

o fiir das Produkt der Unschéarfen zweier Observablen A und B im Zu-
stand |¢) gilt:

@aamz | (v|5as]e) (63)
Bewelis:
aayan) =[] - [ 2| (|48 v)
> [t (u 48] 0)| = | (v | 48] o) - (v |8] o))
=[5 (o] [4.8] )]
[flasl)

Aus dieser Beziehung erkennt man, dafl kompatible Variable gleichzei-
tig beliebig genau bestimmbar sind.
‘)

e Ort-Impuls-Unscharfe: A =z, B = p:
1 . N s .
571 (falls p der zu & gehorige Tmpuls ist)

(AZ)(AP) [z, p]

v

[P
5(277,(5”)

?
2

SHEIDIIG

o ,Energie-Zeit-Unschérfe®:
h
AE At > 5 (6.4)

Diese Relation geht nicht direkt aus (6.3) hervor, da es keinen ,,Zeit-
operator® gibt. Betrachtet man aber das 1-dimensionale Wellenpaket

dq N
l‘,t — e—zw +igx
U(x,1) NorT f(q)
mit w = %, dann weifl man, daf sich das Paket mit der Gruppenge-
schwindigkeit v, fortbewegt: At = %
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Damit sieht man die Bedeutung der Zeit in (6.4). Die Energie ent-
spricht wieder dem Hamiltonoperator. Gleichung (6.4) kann man aus
der normalen Unschérferelation (3.2) herleiten durch:

oF
AF = %Ap%ngp
AzA h
= AEAt=—"0) > 2
Vg 2

v) Quantisierungsregeln:
Gegeben sei ein klassisches System. Wie | quantisiert® man dieses System?
Klassisch gilt, dafi der Ort #. und der Impuls j. die Beobachtungsgréfien
sind, und daf jede andere Beobachtungsgrofie eine Funktion von . und p,
ist: Go = Ge(Ze, Pe)
Regel:
Ordne dem Ort #,. den Ortsoperator & und dem Impuls j. den Impulsope-
rator p zu, wobei fiir die Komponenten der kanonische Kommutator gilt:

[z, %] = [pi,pj] = 0 [z, p;] = 1héi;

Der Beobachtungsgréfie G mufl ein hermitescher Operator G zugeordnet
werden. Dies geschieht dadurch, die Operatoren & und p in G, eingesetzt
werden und geeignet symmetrisiert wird.

Beispiele:

e Symmetrisierung bei gegebener Beobachtungsgrofie:
Sei A(Z,P) = #P. Im Gegensatz zum klassischen Fall mit #.p. = p.Z.
gilt in der Quantenmechanik:

(2p)' = pla’ = pa # ap
d.h. A(z,p) ist nicht hermitesch. Aber durch die Symmetrisierung:
o 1 =
Az, p) = 5(1‘]) + pz)

entsteht ein hermitescher Operator A mit der gleichen klassischen Be-
obachtungsgrofie.

Die folgenden Hamiltonoperatoren sind hermitesch:

e Hamiltonoperator im zeitunabhéngigen dufleren Potential:
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vi) Erhaltung der Wahrscheinlichkeit:
Fiir normierte Wellenfunktionen, die die Schrodingergleichung erfiillen, gilt:

(bt =0) Yt =0) = (@) [p@)) =1 VieR

Beweis:
d 1
wegen L) = Lo v
und Sl =~ Wl H = (I H
il G = () v+l (510)

d 1
= W) = S (W H[Y) = (0 [H][v) =0

woraus man ersieht, dafl (¢ |} eine globale Erhaltungsgrofe ist.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte wurde definiert als: |1/)(i",t)|2 = p(#,1). Aus
der globalen Erhaltung der Wahrscheinlichkeit folgt lokal eine Kontinuitats-
gleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte:

O p(E 1)+ div (7.1 =0 (6.5)

Betrachtet man fiir einen Hamiltonoperator H = — % A4V (#,1) die Schrédin-
gergleichung, so ergibt sich:

L0 h? - - -
Zhaﬂ;(gp,t) =——AY(@, )+ V(Z,0)9(F 1)

2m

hZ

d -
und —ihaﬁ)*(l‘at): 5
iy _ " A — P A
QZE(W/))—%(#) YT — T A
=p(&,1)
und man sieht tber:
div(y* Vb — o V') = div(e* V) — div(e V o)
= (Vo) (V) + 4" Ay — (Vo Vo) — o Ay*
=" A —p AT

dafl man den ,, Wahrscheinlichkettsstrom®

- h
?

J(E,1) = (¢" grad ¢ — ¢ grad ¢*)

2m

setzen mufl, um die Kontinuitatsgleichung (6.5) zu erfiillen.
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vii) Zeitentwicklung von Erwartungswerten:

Aus (A) (t) = (¢ |A| ¢) folgt das Ehrenfest-Theorem:
i ( Wt)l) A () + (o] 250

= L - ma) + <‘ ‘¢>

|
=
[l
QJ|Q3

60) + (w014 (35 16 )

= Ll e + <‘ M

z_
? JA
_ ! 6.6
F oA+ (5 (6.6)
Im Hamiltonformalismus (klassische Mechanik) gab es eine ahnliche Be-
ziehung:
d 8A
={H A}+ —
A= AL+ =

({-, -} Poisson-Klammer!) woraus man vermuten kann, daf§ die klassischen
Beziehungen sich in der Quantenmechanik auf die Erwartungswerte iiber-
tragen lassen.

Wenn gilt:

<68—“j>_0/\[,4 H=0 = S (4)=0

dann heifit A Konstante der Bewegung. In diesem Fall existieren gemeinsa-
me Eigenvektoren von H und A (wegen [A, H] = 0):

Aln,m) = ap |n, m) Hn,m) = En, |n,m)

Beispiel fiir Ehrenfest-Theorem: Teilchen im Potential

(Hamiltonoperator: H = % + V(2))

Das Teilchen entspricht in der Quantenmechanik einem Wellenpaket mit (z)
als Schwerpunkt. Die Gruppengeschwindigkeit v, des Wellenpakets ersetzt
die klassische Teilchengeschwindigkeit:
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Bei der zeitlichen Anderung des Erwartungswertes des Impulses d% (p) er-
gibt sich:

0= 5 090 = {4+ ])
1%

= {[ael)

Klassisch gilt:

d.h. die klassische Newton’sche Mechanik ist (wie zu erwarten war) als
Grenzfall in der Quantenmechanik enthalten.

6.3 Beispiel: Zwei-Zustandssystem

Die beiden méglichen Zustédnde |1) und |2) bilden die Basis, es sind stationére
Zustinde von Hy, dem ungestorten Hamiltonoperator. Daraus folgen die Glei-
chungen:

Holl) = F1 |1) Ho|2) = F2|2)
(1I)=0 (@) ={]2)=1
=1+ 2) |

Der Hamiltonoperator hat in der Matrixdarstellung beziiglich der Basis |1) und
|2) die Form:

Betrachtet man H = Ho 4+ w mit einer Stérung

(0w
Y= w0

_ E1 w
H= (w* Ez)
Die Bestimmung der Eigenfunktionen |£) und Eigenwerte Ey dieses Hamilton-
operators in der Form

so ergibt sich:

Hi+)=Eyl+)  H|=)=E_|-)
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in Abhangigkeit von Fy, Es, und w (Basis: {|1),]2)}) fithrt auf:

(B1 = A)(Ey = A) —ww* =0 & Ey By — (Ey 4 Es)A+ A% = Jw|’

B+ Fy\? B+ Fy\?
- (255 s (255

1

= |w|® — E1Ey + Z(Ef + EZ 4 2E,Ey)
1

= |w|” + Z(Ef + B2+ 2FEy — 4B, B))

1
= |w|” + Z(El — Ey)?

1 1 2
— — _ 2
= Ly =g(B+ By) + 2\/(E1 E)? + 4w
und mit £ = %(E1 + Fy)und A = Fy — Ea:

Ey=FE+ -2\/A?+4|uw]’

1
2
Die dazugehdrigen Eigenvektoren sind (nichttriviale Rechnung):

i 7 i 0
[+) = e™ 2% cos 3 1) + e2¥ sin§ |2)

w = |w] et
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Kapitel 7

Eindimensionaler
harmonischer Oszillator

7.1 Allgemeine Betrachtungen

Der eindimensionale harmonische Oszillator (HO) ist deshalb von Relevanz, da
man mit thm viele Probleme in recht guter Naherung beschreiben kann.
Betrachtet man ein Teilchen im Potential V(#), dann kann man V' (z) um einen
Gleichgewichtspunkt o (= V hat ein Minimum in #) entwickeln:

V(z) = V(zo) + (x — xo) V'(20) —|—%(1‘ — xo)ZV”(xo) + ...

=01n wo

Fiir kleine Auslenkungen werden die Terme in (z—x)® oder hoher vernachlissigt
und man erhilt die Hamiltonfunktion:

2
1
H = ot g’
mit
k 1
wl= = V= ke mitk = V" (zg)
m 2

Diese Funktion ist symmetrisch in « und p, was deutlicher wird, wenn man zu
den neuen Koordinaten

1 mw
PI —_— X: _
mhwp h v

iibergeht. Die Hamiltonfunktion schreibt sich dann:

H(X,P)=(X?+ Pz)%‘“ (7.1)

Bemerkungen:

i) Die Eigenwerte des HO sind positiv, da das Potential nach unten beschrankt
ist
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ii) Die Eigenfunktionen von M haben eine definierte Paritdt. Die Paritdt be-
schreibt das Verhalten (der Funktion) bei Anwendung der Koordinaten-
transformation  — —z. Im Hilbertraum entspricht dies einem Operator 11
mit 112 = 7, woraus folgt, daB die Eigenwerte von II %1 sind:

¢y = — |¢) ungerade Paritit (z.B. sinz)
I |¢) = |¢¥) gerade Paritat (z.B. cosx)

iii) Das Spektrum des HO ist diskret

7.2 Losung der Schrodingergleichung

Es gilt:

mit den Beziehungen

Im Ortsraum hat man daher die Darstellung:
X=X P=—i1—

1 d? . E,
= 5 (—m + X ) 1/)n(X) = €n1/)n(X) mit €, = E

& (dd—;z —(X?— 2€n)) V(X)) =0

Ein Versuch einer Lésung ist

= ¢"(X) = (X* = 1)p(X) =0

d.h. ¢(X) ist Eigenfunktion zu ¢y = % Das liefert uns den Lésungsansatz:

d2 d

Setze h(X) := Z;;.j:o a9, X2 1P Die Paritét dieser Reihe hingt nur vom Pa-
rameter p ab, und so erhdlt man aus (7.3) durch Einsetzen und Koeffizienten-
vergleich die Bedingungen

2m+p+2)2m+ p+ Dasmyz = (dm+ 2p — 2¢ + 1)asn,

und

p(p—Dag =0
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und daher bei beliebigem ag # 0:

und die Rekursionsformel:

A3(m+41) dm+2p—2e+1

1
~ — fiir grofle m
3m 2m+p+2)2m+p+1) m &

Daraus folgt wiederum:
e Konvergengz fiir alle

e h(X) wachsen fiir beliebige € sehr stark in z, insbesondere sind sie nicht
quadratintegrabel (vgl. Entwicklung der e-Funktion)

e wihlt man ¢ = 2mg + p + % mit my € N, damit die Reihe abbricht, so
folgt mit n = 2mg + p: B, = hw(n + %) (n € N). Fiir die Eigenfunktionen
ergibt sich:

mw\ 1 Clmw g2 _1

po(z) = (—hﬁ) e By = She
4m3w3 % _ L mew 2 3

91(2) = | =55 ) ze? By = She
(MW T/ mw 5 _Lme g _?

92(z) = (4717) (2 nt 1) ‘ Bz = ghe

Die Differentialgleichung, aus der wir die Polynome erhielten, war:

L oLy Ho(X)=0
X2 dx ) e =

Die H, sind die sogenannten Hermite-Polynome. Die allgemeine Losung der
Schrodingergleichung lautet damit:

Gn(X) = Ny Hp(X)e™ 3%

mit N, als Normierungsfaktor:

1 A\" rmwNt [ mw dn_mxz
9nl®) =1/ g (m) () (7“@) e

7.3 Erzeuger und Vernichter

Aus den Beziehungen (7.1) und (7.2) ergibt sich fiir P, X € C

H= %‘”(X2 + PH = %‘“(X +1P)(X —iP)
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|H

Dies legt die Definitionen a :=

rator) und al := LZ(X —iP)

mit denen man erhalt:

5(X +@P) (Vernichter oder auch Absteigeope-

Erzeuger oder auch Aufsteigeoperator)t nahe,

R

+al)y  Pp= LQ(aT —q)

und

P4 = _%(d‘r — d)(dT —a)+ %(d + dT)(d + d‘r)
= %(—deT —aa+d'a+aa' + aa+ aa’ +a'a + a'a')
= %(2(daT +ata)) = aa' +ata
=H= %ﬁw(ddT +ala) = hw (aTa + _)

Definiert man noch den sogenannten Anzahloperator N' = ala, so sieht man:

H = hw <N+%)
[V, a] = —a [NVaT] = al

Das Eigenwertproblem von H verlagert sich damit auf ein Eigenwertproblem

von N:

Definiere: Der Grundzustand |0) des HO wird als Eigenzustand von A zum
Eigenwert n = 0 definiert, womit sich ergibt:

N0y =aa|o) =0
= al0)=0

Uber die Rechnung

Nalln) = ([N, a] +a'V) n) = [V, a'] |n) + @'V [n)
=al|n) +nal |n) = (n+ Da' |n)

sieht man, daf8 a' |n) der Eigenzustand von A" zum Eigenwert n+1 ist. Das heifit,
al liefert bei Anwendung auf einen beliebigen Eigenzustand den nichsthéheren
Figenzustand (d.h. den mit dem néchsthoheren Eigenwert). @ bewirkt genau
das Gegenteil, d.h. er liefert bei Anwendung auf einen beliebigen Eigenzustand
den néchstniedrigeren Eigenzustand, womit sich die Bezeichnungen Vernichter
fiir @ und Erzeuger fiir af erkliren:

lder Grund fiir diese Bezeichnungen wird bald klar werden
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al erzeugt® ein zusitzliches Schwingungsquant, wihrend a@ ein Schwingungs-
quant ,,vernichtet®.

Damit 148t sich der Hilbertraum des HO algebraisch konstruieren:

Man postuliert einen Grundzustand |0) mit (0 |0) = 1 und erhélt:

1) = Nya' |0) mit (1 [1) =1

k) = Ngal [k — 1) = N (ah)" |0) mit (k [k) = 1

Die bené&tigten Normierungskonstanten V; erhélt man durch:

Ny (1]1) = [Ny* (0 |aat|0) = |N:|* (0|1 + aal0)
= |N1|* (0 0)
= N, =1
Ny (22) = |No|* {0 |aaa’at| 0) = |Na|* (0|(aaaal +a [a,al] a")| 0)
= |No)* (0 |(aataat + aa’)| 0)
= |No)* (0 |aal [a,al] + [a,a'] | 0)
=|Ns)?2=1
= Ny=
VD)
Allgemein:
1
N = ——

Die entsprechenden allgemeinen Eigenfunktionen und Eigenwerte kann man

dann schreiben als:
FE, = h + 1
n=hw|n 5

iln) = Vi |n— 1)
alln)y =vn+1|n+1)
In) = jﬁ@ﬁ)” 10)

7.4 Unschirfen im Grundzustand

Fir die Erwartungswerte von X und P ergibt sich:

1 e e j—
(X):ﬁ<0|a+aT|0>—0
(P):ﬁ@ at —al0)=0
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und fiir die Quadrate:

(x?) = %<o (a+a')(a+a")|0) = %<0 o)
(P?) =~ (0](a! —a)(al —a)]0) =

Daraus kann man mit Hilfe von (6.1) berechnen:

(APP(AXY = 1 = (Ap)(Ar) =

I

Allgemein gilt fiir die Unschérfe im Zustand |n) (iiber Az = 4/(n + )— und
Ap=+/(n+ %)mhw):

1 h

AzAp = —|h>=

TAp (n + 2) 23

7.5 Kohirente Zustinde

Als kohdrente Zustinde bezeichnet man die Eigenzustdnde des Vernichtungs-
operators:

alo) = ala) ala €C

Die Entwicklung von |&) in die Energieeigenfunktionen |n) ist:

oQ

@) = (n |a) [n) (7.4)
n=0
Hieraus erhélt man iiber
d|a>=§:( |a>A|n>=§:(n o) V| — 1)
n=1 n=1
:i (n+1 &) \/F|n 'i(n a)aln

n=0 n=0

eine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten (n |a):
(n+1]a) = ——=—{n |a)

Explizit schreibt sich diese Formel:

(n o) =
Den Faktor (0 |a) bestimmt man aus der Normierung von |a):

(o la) =D {m] (o [m) (n |a) |n) = ZI

n,m

= {0 Ja)* Y

al?

n

(0 |er)

é@

| —

((lo*)" = (0 ]a)[* el =1

3

= (0 ]a) =€ 3
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Aus (7.4) folgt hiermit:

NI

|y = e~

(ah)”

zlal® n) = e~ slol?

Zf' 2Wf>
1 2 OzClJr

- 3lal Z - |0)

< |a> = 6_%|Oz|2eosz |0> (75)

Dieser Ausdruck kann weiter vereinfacht werden. Dazu betrachtet man den
unitaren Operator

U(a) — eosz—oz*d
Nach der Beziehung e#e? = eATBeslAB] aus Abschnitt 5.4.3 gilt:

U= Rl —ata _ e0d e—oz @ 2|oz| [a a]

/\T _ _ 1 2
— xd', a* ae o

AufBlerdem erhidlt man iiber die Reihenentwicklung von e”:

—a*a = 1 n a”
Tt 0) = Z— 0) = 10)

3

da @]0) = 0. Wendet man also ¢/ auf den Grundzustand an, so erhilt man

at

U |0> _ podt-aa |0> _ eosze—%|oz|2 e—ata |0>

——_——
= ea[ﬁe_%lCY|2 |0>
5)

|

3
[l

a)
D.h. fiir den koh&renten Zustand |o) gilt:

|y = U |0)

.

. o e — * o
mit dem unitdren Operator Y = e —% ¢,

7.5.1 Zeitliche Entwicklung der |o) Zustédnde

Sind die Energieeigenwerte E, zur Basis {|n)} durch H |n) = F, |n) gegeben
und ist [¢) ein beliebiger Zustand, dann gilt:

i |n> —twnt — %

n=0
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Daraus folgt:

| " 1
la(t)) = 3 e 31 —=a” n) 7 +S)
\/_

|
n=0 n.

— pmtlal® —igt i —1 (ae_im)n |n)
n=0 m
(o)

112 s 1 R
— e 3 o e—z%t E = (ae—w)th)n |0>
n.
n=0
— o lal? it eI AT

=" FTY (ae™™") |0)

10)

7.5.2 Vollstandigkeit der |«a) Zustidnde
Es gilt:
(i) |e) Zustande sind nicht orthogonal:

(o Ja) = e~ 5lol%em M(a*)™ (m [n)

oL
>

2 1,72 A y*
o 6—2|oz| e

=3l
— o= (el +]a’ P ~2a’a") £ 6(a’ — a)
denn kurzes nachrechnen zeigt:
(o o))’ = emlomeT
(ii) die |o) Zustdnde sind vollstandig:

%// d(Re ) d(Ima) |a) (a] = T

7.5.3 Erwartungswerte fiir Ort und Impuls

Beim HO entsprechen die kohdrenten Zustdnde der klassischen Bewegung am
besten, wie man anhand der Erwartungswerte leicht sieht:

() = (@) |X] (1))

1
= —{at)|a+a|a(t)) = —=(a(t) + a* (¢t
ﬁ<()| | a(t)) \/5(() (1))
1 —fwt fwt —fwt
= — (ae™ ™! 4 a%e™!) = v/2Re (™
2 ) = VERe (ac)
= \/5( Re(a) cos(wt) + Im(a) sin(wt))
(Py = \/5( — Im(a) cos(wt) — Re(a) sin(wt))
Dies sind gerade die Gleichungen fiir die klassische Bewegung; daher auch die Be-
zeichnung , quasiklassische Zustdnde“. Fiir die Eigenzustdnde im nichtkoh&ren-
ten Fall gilt dagegen nach Abschnitt 7.4 (¥) = (P) = 0V |n) (wurde allerdings
nur fiir |0) gezeigt).
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7.5.4 Unschéarfen kohérenter Zustande
Zur Berechnung der Unschérfen braucht man (') und <X2> bzw. (P) und <772>.

(X) wurde bereits oben berechnet, wir bendtigen also noch <X2>:

N =N =N =
—~
j=$
+
j=p
parl
~—r
—~
j=$
+
j=$

il
~—
Q
—~~
=~
~—
~

S~
Q
~—~
o~
~—

<a(t) |X2| a(t)>
(a]0*) + (@) + 2 a() + 1] a())
(0*(®)+ (@ )" + 2|0 + 1) {a(t) |a(1))

Analog ergibt sich fiir (AP)? = 1. Die Unschirfen sind also AX = AP = %
Diese Werte sind die kleinstmoglichen und aulerdem zeitunabhéngig. Kohéren-
te Zustinde sind also Zustande kleinster Unschirfe (,minimum uncertainty
states®).

Fiir sie gilt die Unschérferelation:

(AX)(AP) =
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Kapitel 8
Elektronenspin

Stern-Gerlach-Versuch

In diesem Versuch wird ein Strahl aus Ag-Atomen durch ein stark inhomogenes
Magnetfeld geschickt. In einem solchen B-Feld wirkt nur auf Atome mit resultie-
rendem Drehmoment eine Kraft. Die Ag-Atome sollten demnach im Feld nicht
abgelenkt werden, da ithr Bahndrehimpuls { = 0 ist. Trotzdem beobachtet man
eine Aufspaltung in zwei Teilstrahlen. Daraus schlieft man auf die Existenz ei-
nes inneren Freiheitsgrades mit den Eigenschaften eines Drehimpulses, genannt
Spin, der genau zwei Werte annehmen kann, also quantisiert ist.

8.1 Allgemeine Betrachtungen

Der Spin wird représentiert durch den Spinvektor S (Axialvektor). Mit dem
Spin verkniipft ist beim Elektron ein magnetisches Moment ji:

= g§ g — gyromagnetisches Verhdltnis

Der Spin ist iiber das magnetische Moment beobachtbar, d.h. es mufl einen
hermiteschen Operator & geben, der den Spin beschreibt.
Die z-Komponente des Spins hat zwei Eigenwerte und -vektoren:

SN =0l Sl)=-a)
== =0 = (R ) + (1))

und in Matrixschreibweise:
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Die anderen Komponenten des Spins sind ebenfalls als 2 x 2-Matrizen darstell-

bar:
A 0 1
S, = 50'1; Oy = (1 0)

A 0 —
Sy:§ay 0'y2<i 0)

Die 0y . nennt man Pauli’sche Spinmatrizen oder kurz Pauli-Matrizen.
Auch S, und S, haben die Eigenwerte :I:%. Die Komponenten sind jedoch nicht
kompatibel, da

2>

1
1 K2 R o, 0y] = 571202 = 1hS,

Zwischen den Pauli-Matrizen gilt

(S, 8y] =

2:0'2:0'221

p Y p I — Einheitsmatrix

o
und die zyklische Vertauschungsrelation
0i0j = bij + 1810k

z.B. 0,0, = 10,).
( v

Messung des Spins:

(i) Tst das System im Zustand |[+) und es wird eine Messung von &, durch-

.. . . h
gefiithrt, so erhélt man als Ergebnis 3

(ii) Ist das System im Zustand a|+) 4+ 8]—) mit |o|* 4 |3]* = 1, so hat man
bei der Messung die Wahrscheinlichkeiten Py = |a|* bzw. P_ = |3]® den
Wert % bzw. —% 7U Mmessen.

Genauer: hat man N (N > 1) gleiche Systeme im Zustand |¢), dann gilt:

Ny =Nl N_=nN |3

wobeil Nyt die Anzahlen der Meflergebnisse :I:% sind.

8.2 Spin im homogenen Magnetfeld

Hierbei betrachten wir ein Teilchen (Atom, Elektron) mit dem Spin = im homo-
genen Magnetfeld. Wenn das konstante Magnetfeld mit B gegeben 1st, so ist die
Wechselwirkungsenergie zwischen Bund S: W = —uB Legt man das Koordi-
natensystem so, dafl gilt B= B.é, (Einheitsvektor in z-Richtung), vereinfacht
sich dies zu

W= _ﬂsz = _ng S
——

=Wy
woraus man den Hamiltonoperator abliest:
H = WOSZ
hWO hWO
Hl+) = I+ HI-) = =)
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Fiir einen beliebigen (Ausgangs-)Zustand |¢) = a [+) + 3 |=) (la]* + 8" = 1)

hat man nach

., 0
g W(O) = [¥(0)
= 10(0) = 7 (o)

die Zeitentwicklung:

iWgt iWgt

(Y1) = ae™ 27 [4) + P2 |)

Wenn @ ein Einheitsvektor ist, d.h. |@| = 1, dann gilt mit den Konventionen aus

Abb. 8.1:

Si = Sgsinf cos p 4+ Sy sinfsinp 4 S, cos
= h - h
Gl =51 Eoly=—3 Il

[T} bzw. ||} bezeichnen dabei die Spinstellung parallel bzw. antiparallel zu
(analog |[—+): (anti-)parallel zu &,).
In Matrixschreibweise:

h

(gﬁ) _h ( cos @ sin fe ¥ )
T2

sin fe'?  —cos @

Diese Matrix hat die Eigenwerte Ay = 41 und die Eigenvektoren

cos %e;i%
sin %eli
Hiermit kann man |1} und ||) durch die Basis {|+),|—)} ausdriicken:

8 _.e 0 ..
|T) = cos 56_25 [+) + sin 5625 |-)

0 _,¢ 0 ;o
[|) = —sin 56_25 [+) + cos 5625 [—)

Setzt man dann z.B. |) = |1} sieht man:

Und in der zeitlichen Entwicklung:
. Wi
o(t) = 6o o(t) = o + wot  mit wo = 70

Man sieht, da 8 zeitlich konstant ist, wahrend sich ¢ periodisch dndert, d.h.
der Spin prézediert (= Spinvektor kreist um die z-Achse; sieche Abb. 8.2). Diese
Prazession nennt man Larmor-Prdzession und wqo die Larmor-Frequenz.
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Abbildung 8.1: Kugelkoordinaten

Uy

Abbildung 8.2: Larmor-Prizession
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Kapitel 9

Der Drehimpuls in der
Quantenmechanik

9.1 Einfithrung des Drehimpulses

In der klassischen Physik ist der Drehimpuls [ =7x P unter bestimmten Be-
dingungen eine Erhaltungsgrofie:

1. fiir isolierte Systeme
2. fiir eine Bewegung im Zentralpotential

Diese beiden Fille treten jedoch bei einer Vielzahl von Anwendungen auf.

In der Quantenmechanik stellt man den Drehimpuls durch den hermiteschen
Operator £ dar, dessen Komponenten L., L,, L, Observable sind. Die Dreh-
impulserhaltung in den oben genannten klassischen Fé&llen schreibt sich mit
quantenmechanischen Gréflen:

0 .

%E = 0 bedeutet, dal £ nicht explizit zeitabhéngig ist.
Der Drehimpuls ist eine quantisierte Grofle, was sich bel den magnetischen Ei-
genschaften von Atomen bemerkbar macht (z.B. Zeeman-Effekt).

9.1.1 Bahndrehimpuls in der Quantenmechanik

Klassisch gilt fiir die Komponenten des Drehimpulses:

Lo =yp: — 2py .

Ly =z2ps —xp, p Li =ceipajpr; L=EXx7

Lz = TPy — YPx
Hier tritt kein Ordnungsproblem auf, das Symmetrisierung verlangen wiirde,
denn Produkte aus Ortskomponenten und nicht zugehérigen Impulskomponen-

ten kommutieren. Das bedeutet, man erhalt den Operator £ direkt aus L durch
Ersetzen von ¥ und p' mit den entsprechenden Operatoren.
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9.1.2 Vertauschungsrelationen

Die Vertauschungsrelationen fiir die einzelnen Drehimpulskomponenten berech-
nen sich nach:

[[’xa [’y] = [yf)z - ff)y, Py — i‘]32] = [yi)za 2]317] + [éﬁya i3]32]
= —thyp, + ihﬁyi‘ =1hLl,

Allgemein:
[[,Z',[,]'] = ihEljkﬁk (9.1)

Fine weitere (Drehimpuls-)Observable, die mit den Komponenten von £ jedoch
kommutiert, ist £2:

[£:,£7] =0 (i=1,2,3) mitL*=L]+L)+L]

Bewelis:

2405+ 2, 00] = [+ 2,20] = €, 0] + [€2, .

Y
Y [‘Cyaﬁl‘] + [‘Cyaﬁl‘] Ey + [’Z [‘CZMC@‘] + [‘CZVC@‘] [’Z

c
Ly(=ihL.) + (—ihL. )Ly + L. (iRLy) + (ihLy) L.
0

(Die restlichen Vertauschungsrelationen beweist man analog.) Die Kompatibi-
litdt von £; und £? bedeutet (nach den Sitzen von Abschnitt 5.4.2), dafl ge-
meinsame Eigenfunktionen der beiden Gréflen existieren. Die Konvention ist,
L, zu benutzen, d.h.:

L. und £? haben gemeinsame Eigenfunktionen

9.1.3 Eigenfunktionen von £. und £

Die Eigenfunktionen von £2 und £, in der Ortsdarstellung sind die sogenannten
Kugelflichenfunktionen (engl. spherical harmonics) Y;™. Betrachtet man £, so
ergibt sich mit p = —2A V:

0 0

L, = —zh(x% - yﬁ_x)

Die Beziehungen vereinfachen sich, wenn man zu 3-dimensionalen Polarkoordi-

naten (Kugelkoord.) (r, ¢, ) iibergeht:

. 0 cosp O
Ly, =1h (smqb% + tanﬁ%)
. 0 sing 0
Ly =1h (— oS (b% + —tanﬁ%)
., 0
*Cz = —Zh%

0? 1 9 1 02
2 gofo L o L 07
Lo=-h (392+tan989+sin293¢2)
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woran man sieht, dafi sich die gemeinsamen Eigenfunktionen in Abh&angigkeit
von @ und ¢ darstellen lassen (unabhingig von r!).
Das fithrt uns auf die Figenwertgleichungen:

L.Y{"(6,6) = mhY;" (6, 9) ()
L2Y77(0,6) = (1 + DAY (0, 6) (b)

Dabei wird {({ + 1) statt irgendeiner Grofie ¢ gewahlt, da sich dies spéter als
zweckmafig erweist. Aus der Bezichung (a) folgt:

Y/"(0,6) = F["(0)e™?

und aus der Forderung Y™ (6, ¢) = Y (6, ¢ + 27) (zyklische Randbedingung)
folgert man, dafl m nur ganzzahlige Werte annehmen kann (m € Z). Auflerdem
kann man noch zeigen, dafl

1. 1 eN,

2. =l <m<l
(siche néachster Abschnitt)
Fiir Y} gilt weiterhin:

1. / dQ (Y,f”’(a,qs)) Y6, 6) = S bmme (Orthogonalitiit)

%] l
2.3 V0,00, ¢) = 6(Q— Q)  (Vollstiindigkeit)
=0 m=-—1
1

= =80 -0)6(¢ - ¢)

sin 6

Finige Kugelflichenfunktionen ¥ stehen in Tabelle 9.1.

{ m | Y

0 0 @
1 0 \/Ecosﬁ

4
+1 | F %sin@eiw

2 0 @/%(3(30529—1)

+1 | F %cos@sin@eiw

+2 L5 gin? et2i¢
327

Tabelle 9.1: Kugelflichenfunktionen Y}
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9.1.4 Algebraische Behandlung des Drehimpulses

Hierzu definiert man zunéchst zwei Linearkombinationen von Drehimpulskom-
ponenten:

T =T —id, = (T } J+ nicht hermitesch, aber zueinander adjungiert
- =de—0dy = Uy

Ty, sollen zunéchst nur die Vertauschungsrelationen (9.1) erfiillen. Die Ver-
tauschungsrelationen von Jy mit J, und J? sind:

[T:, T4 = ih(Jy —1iTx) = hJ
[jz, ]: _hj—

[T+, T-1= 271«72

(72, Jx] =

Mit diesen Gleichungen hat man eine Definition des Drehimpulses nur iiber
Kommutatorrelationen. Von diesem Ausgangspunkt aus erhilt man noch fol-
gende Ergebnisse:

a) Fiir beliebige |¢) gilt:

(OIT216) = 1Te [ + 1T [N + 1T 1)1 =
woraus man ablesen kann, dafl die Eigenwerte von 72 > 0 sind.
b) Fiir A > 0 gilt: A = I(I + 1) bestimmt eindeutig [ € Ny
¢) Die Eigenwertgleichungen sind:

T, my = hzl(l + )|, m)
T. I, m)y = hm |l, m)

Diese Gleichungen wollen wir als Definitionsgleichungen fiir die Zusténde
|{, m) nehmen.

d) Behauptung: Fiir die Eigenwerte m von J, gilt:

I <m<l (9.2)

Beweis: Wegen Ji = (ij)Jr gilt:
175 )P = (% |T- Ty |w) > 0
1T )P = (¢ T T-[¥) > 0

Man errechnet:

T+ T = (To +iT)NTe —idy) = T7 + T + 11Ty, Te]
=J2+ Tl +hT. =T = TP+ hT.
I-Te =T+ T} —hJ. =TJ° =T = hJ.
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und damit:
{t,m|T-Ty|l,m) = (L, m|T? = T2 — hJ.[1,m)
= RA(1+1) — m?*k® —mh® = B2 [I(1 + 1) — m(m + 1)]
=Rl —m)(l+m+1)] éo
(1m | T T 1m) = K2 [(1+m)(1 = m + D] > 0

Aus diesen zwei Gleichungen erhélt man die Bedingungen:

({=m)({+m+1)
(I+m)(l—m+1)

>0 < —-(I+1)<m<l
>0 o —I<m<(+1)
Da beide Bedingungen gleichzeitig erfiillt sein miissen, erhélt man die Be-

dingung (9.2).

J— |l,m) ist ein Eigenvektor zu J? mit dem Eigenwert I(I + 1)h? und Eigen-
vektor zu J, mit Eigenwert (m — 1)% (Absteigeoperator!):

THI- | m)) = T-(T* i, m))
= I({ + 1)R*T_ |I, m)
TAT-Nl,m)) = T(T: |l m) + [Tz, T-11l,m)
=mh(J- |l,m)) — R(T- |l,m})
=(m—Dr(J-|l,m))
= J-|,m)~|l,m—1)
mit dieser Proportionalitdt und

1T (1, m)|* = B (11 + 1) = m(m = 1) [[[1,m = 1)||”

erhalt man als Definition fiir eine Standard-Basis:

J_NL,m) = /Il +1)—m(m—1)|l,m—1)
Analog sieht man, dafl J; Aufsteigeoperator ist:

T (T |1 m)) = U1+ DR (T4 |I,m))
TAT¢ ll,m)) = (m+ DTy |, m))
= Jyll,m) = /I + 1) —m(m+ 1) |l,m+1)

Die Grenzen machen jedoch eine Ausnahme:

J-|l,m ==

0
Jill,m=10)=0

Dies sieht man direkt an:

NT- L, m)||* = B2 [I(1 4+ 1) = m(m — 1)] =0 fiir m = —1
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f) Es gilt:
(ToPTm) =0 & m—p=—I fiir genau ein p € Z
(TR Lm) =0 & m+q=1 fiir genau ein ¢ € Z

Daraus sieht man sofort, dal 20 = p + ¢, d.h. 2{ ist eine ganze Zahl > 0,
woraus man [ = 3 (n € Np) erhilt. Auflerdem ist m immer nur ganz- oder

halbzahlig:

m=—1,—1+1,...1-1,1

9.2 Drehimpuls und Drehsymmetrie

9.2.1 Transformationen und Invarianzbedingungen

Damit eine physikalische Meigréfle unter einer Transformation invariant ist,
miissen die transformierten Observablen A’ und Zustande |¢') folgende Bedin-
gungen erfiillen:

Die Erwartungswerte (¢ |A’| '), Wahrscheinlichkeitsdichten |(¢’ [¢’}]* und die
Spektren der transformierten Groflen miissen mit denen der urspriinglichen (A,
&, ¢) identisch sein.

Diese Bedingungen erfiillen unitire Transformationen ¢ der Form:
W) =ulw) A= uAU
Man sieht (UT = U~1):
D) (¢ |0) = (¢ [UTu|v) = (¢ |v)
i) (o' || o) = (o [utuautu|v) = (6141 ¥)

i) AY) = alv)
= A W) =UAUTU ) = UA|Y) = all |4b) = a )

Die Observablen A’ und Zusténde |’} entsprechen damit in ihren Eigenschaften
den physikalischen Groflen, die auch durch A und |¢) beschrieben werden.
Fiir Operatoren folgert man deshalb die Invarianzbedingung:

UAUT = A & UA=AU < [AU]=0

9.2.2 Ortstranslationen

Betrachtet man eine Wellenfunktion  in einer Dimension und zur Zeit ¢ = 0,
so erhalt man fiir eine Translation ¢ (x) = ¢¥(z + a) durch Taylor-Entwicklung:
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und mit p = Z@;’—x:

b= e S Py(x)

Allgemein kann man hierfiir schreiben:
‘1/)> =Ur |¢)
mit dem unitéren ,, Translationsoperator® Uy = e Fiir diesen Operator gilt:

Up (a)ill) (a) = & + a% 6,4 = & +a

d.h. der Ortsoperator wird um a verschoben.
In der Verallgemeinerung auf 3 Dimensionen erhilt man:

Up(d@) = =%

was einer Translation um den Vektor d@ entspricht.

Mathematisch gesehen bilden die Translationen eine Gruppe, die vom Impuls-
operator erzeugt wird. (Genaueres zu Gruppen und erzeugenden Elementen hort
man in Linearer Algebra).

Fiir ein freies Teilchen gilt [H, p] = 0, und damit:

UrHUL =H
d.h. der Hamiltonoperator ist invariant gegeniiber Orts-Translationen:
[H,Ur] =0
Nur der Vollstdndigkeit halber (wird weiterhin nicht benéotigt):
Eine infinitesimale Translation kann man iiber die Reihenentwicklung der Ex-
ponentialfunktion schreiben als:

Ur(68) ~ 1+ ~ 5dp

S

9.2.3 Zeittranslationen fiir zeitunabhéngige Hamiltonfunk-
tionen

Geht man von ¢ zu ¢ = ¢ + 7 iiber, so gilt fiir den Zustand |4(¢)):

001+ 7)) = [(0) + 7 [p0) +
= eTH (1))
Mit der Schrédingergleichung £ [1(t)) = —£H |3(t)) kann man weiter auflésen:
(e + 7)) = e ()
(Zeitentwicklung eines beliebigen Zustandes!) Dies liefert den Operator
Un(r) = e~ *7H

fiir eine Zeittranslation um 7. Dieser Operator ist unitér, da H hermitesch ist.
Aus der Energieerhaltung folgt iiber

UyHUL =H

die Invarianz des Hamiltonoperators gegeniiber Zeittranslationen.
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9.2.4 Drehungen

Eine infinitesimale Drehung wird beschrieben durch:
Fl=F+6F x 7
&7

Die Anderung der Wellenfunktion unter dieser Operation ist:
O(F) = (7)) = (7 + 63 x 7)
= 0(7) + (6F x VYA + ...
- =
= U0 + (8 X ) +
=¥+ 5

= U + £ (68 DI + ...

2>

88 - (Fx Py() + ...

Der Operator einer endlichen Drehung ist
Up = ei@L‘ = eié

wobei £ dem Drehimpulsoperator in J-Richtung entspricht: L= Yo lotpyLy+
. L. Dieser Operator ist ebenfalls unitiar und wegen [H,£] = 0 erhilt man

durch
UpHUL =H
die Invarianz gegeniiber Drehungen.

Im allgemeinen ergeben sich durch Invarianzen Entartung. Z.B. erhélt man we-

gen [H,L,] =0:

L, |, m;n) = mh|l,m;n)
Hl,m;n) = Ey|l,m;n)

woran man sieht, dafl jeder Energieeigenwert (2! + 1)-fach entartet ist, da sich
fiir verschiedene m bei gleichem ! gleiche Energiecigenwerte ergeben.

9.3 Addition von Drehimpulsen

Klassisch ist der Drehimpuls additiv, d.h. wenn man zwei Teilchen mit den
Drehimpulsen fl und fz hat, dann ist ihr Gesamtdrehimpuls J = fl + fz

In der Quantenmechanik hat man fiir zwei Teilchen ihre Wellenfunktionen. Sind
die Teilchen unabhéngig voneinander, so ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, Teil-
chen 1 bel ] und Teilchen 2 bei 5 zu finden:

(@, #2)|” = [ (F)] o)
Ahnlich gilt fiir die Drehimpulse zweier Zustinde |1, m1) ; |2, ma):

71, j2, m1, ma) = |j1, my) |j2, ma)
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Mathematisch ist das ein Tensorprodukt: Ausgangspunkt sind die beiden Ket-
Réaume & und &; und das Ergebnis liegt im Produktraum & = & ® &. Wenn
z.B.

{18} (i=1,2,3,...) Basis von &;
12,4 (i=1,2,3,...) Basis von &,

dann 1st

{1, 12,5))  (i=1,2,3,..); (=1,2,3,..))

eine Basis des Produktraumes &£ ® &;. Ein Vektor aus £ ® & ist damit dar-
stellbar als:

|¢>:Zci]’|1,i>|2,j> c; €C
1,J
Betrachtet man zwel Vektoren

|1,1/)>E<€11 |1’¢>:Zai|1’i>
12,x) € & |2’X>:ij 12, )
J

So ist der Produktvektor:
|6) = 1L, [2,x) = D asby |1,4) 12,4)
i,J
d.h.aus |1, ¢) € & und |2, x) € & folgt |1, ¢) |2, x) € & & &. Fiir Operatoren,
die auf solche Produktzustinde wirken, gilt:

T2 i1, J2, ma,ma) = ji(ji + DR |j1, jo, m1, mo) 1=1,2
Ti 2 g1, Jo, ma, ma) = mili|ja, jo, ma, ma) t=1,2

woraus sich fiir ji,jo fest insgesamt (241 + 1)(2j2 + 1) Zusténde ergeben. Fiir
den Gesamtdrehimpuls gilt jetzt:

T=0+

mit den oben definierten [Ji1, J>. Dieser Operator J erfiillt die Drehimpulsver-
tauschungsrelationen, und J? und J, sind kompatible Observable. AuBlerdem
folgt iiber

j2:j12+j22+2j1j2 (da [«71,«72]:0)
= [J%0%] =17%73] =0

dafl sogar NERS jlz, j22 kompatible Observable sind.
Damit erhalt man folgende Ergebnisse fiir die Addition von Drehimpulsen:
(a) die Eigenfunktionen von addierten Zustinden definiert man durch

jz |j1aj2aJaM> = J(J+ 1)h2 |j1aj2aJaM>

jz |j1aj2aJaM> = Mh|j1aj2aJaM>

t7i2 |j1aj2a Ja M> = .72(.72 + 1)h2 |j1aj2a Ja M> fUI' 1= 1a2
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(b) jeder Vektor |ji,j2, m1,ms) ist ein Eigenvektor zu J.:
T2 d1, d2, ma, ma) = (my 4+ ma)l|j1, jo, m1, ma)
Auflerdem gilt fiir den Drehimpuls:
—J<M<T

Das maximale J ist Jnae = jl +j2a da Myae = mi mac + m2 mac und ji,max =
M mag - Den minimalen Wert Jy,;n = |j1 — j2| erhdlt man aus geometrischen
Uberlegungen (strenger Beweis auch moglich).

‘|j1—j2|§<7§j1+j2‘

Man will jetzt einen Basiswechsel von |j1, ja, m1, mae) nach |J, M) vornehmen.
Im allgemeinen Fall erhilt man hierfiir das Ergebnis:

i1, jo, J, M) = Z (J1,J2, ma, ma |j1, ja, J, M) [j1, ja, ma, ma)
my,Mma

mi+mao=M Clebsh-Gordan-Koeffizient

Die Clebsh-Gordan-Koeffizienten, die man normal auf die im folgenden skizzierte
Weise erhilt, sind tabelliert.

Allgemeines Verfahren zur Konstruktion der |j1, j2, J, M )-Zustinde

Zur besseren Ubersicht setzen wir im Folgenden |J, M) = |j1,j2, J, M) (die
Werte von j; und js seien jeweils fest und bekannt).

Ein Zustand ist schon eindeutig festgelegt:

Fir |[J = j1 + j2, M = j1 + j2) kommt aufgrund des Eigenwerts der z-Komponente
des Gesamtdrehimpulses nur |j1 + j2, j1 + j2) = |j1,J2,J1,J2) in Frage. Durch
Anwendung des Absteigeoperators J_ des Gesamtdrehimpulses erhdlt man hieraus
die Zustande [j1 + jo, k) mit —(j1 +j2) <k <j1+j2— 1

T- i1+ jas i+ Jo) = /(G + j2) (G + 2 + 1) — (1 + J2) (1 + jo — D) |1 + jo, j1 +j2 — 1)
= M1+ j2V2 i1+ Go, 1 + 2 — 1)
= (J1- + Jo2) i, o i, o)
= /i1 + 1) = j1(r = D) 1, d2, 1 = 1, j2)
+ /22 + 1) = j2(jz — 1) 1, G2, 1. 2 — 1)
= b (V21 b1, ot = 1, a) + /232 i, s g = 1)
= lh+inii+ti—1)= \/%sz (\/j_1|j1,j2,j1 — 1, j2) + VG2 i1, G2y 1y G2 — 1))
Durch wiederholte Anwendung von J_ erhélt man so alle Zusténde |j; + ja, k).
Sind nun alle Zusténde |j; + j2 —{,m) ({ = 0,1,...,i— 1) bekannt, kann man
die Zustande |j; + j2 — ¢, k) konstruieren:

Fir |j1 + j2 — ¢, 41 + j2 — 4) existiert aufgrund der Eigenwerte zu J, die Dar-
stellung

i +de—dgitja—i)= Y aylit,jo,mi,ma)
mi+mo=
Jitja—i
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Fiir die n unbekannten Koeffizienten «, existieren n Orthonormalitatsbedin-
gungen:

(h+h—-kjt+j—ilp+j—dji+js—10) =k

Aus diesem Gleichungssystem fiir die Koeffizienten «, kann man diese bestim-
men, wobel man die Phase willkiirlich so wahlt, da8 die Koeffizienten reell sind.
Durch Anwendung von J_ auf den Zustand |j; + j2 — ¢, j1 + j2 — 7) kann man
wiederum alle restlichen Zustdnde mit J = j; + j» — ¢ konstruieren.

Mit diesem Verfahren, das wir noch an zwei Beispielen betrachten wollen, sind
alle Clebsh-Gordon-Koeffizienten zu gegebenem j; und j» bestimmbar.

Beispiel 1

Betrachten wir zwei Spin—% Teilchen: j; = %,jz = % Der Produktraum hat
dann vier Zustande:

1111\
‘§,§,§,§>— |++)
1111\
‘5’5"§’§>— =)
1111\
‘5,5,5,—§> =:|+-)
111 1\
‘§a§a_§a_§>_ |__>

Auflerdem erhélt man 0 < J <1, d.h. J =0 oder J = 1. Die Eigenwerte zu J,
der vier Zustédnde sind:

T |4++) = hl++) J: |==) = —h|-=)
T:|+=) =T |-+) =0

Die ,,Schwierigkeit® ist jetzt, die vier Basiszustdnde |1,1),]1,0),]1,—1),]0,0)
mit Hilfe der Zustande [+4),... darzustellen, d.h. den Basiswechsel vorzuneh-

men. Wegen J, = J1 . + J2,. und

h Ok
T N++) =T+ Toz) [ ++) = (5 + 5) [++) = h|++)

folgt
I1,1) = |4++)
Die weiteren Vektoren erhilt man durch Anwendung des J_-Operators:

J_|1,1) = hv/2]1,0)
und  J- [+4) = (J1,— + To,-) [++) = A(|—+) + [+-))

= [1L.0) = (=) ++-)
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J-|1,0) = m/2|1,-1)

1 2

d T 1,00 = —(Jre + To )(|—4) + [+=)) = - = —h|——

und - J- 1,00 = —=( - + T2 )(I=4) + [+-)) 7 |—-)
= [L=0=1—)

Den letzten Vektor, |0,0) erhidlt man aus der Bedingung, daff [1,0) L |0,0):

0,0) = a|—4) = B+=) ol + 18 =1

= 110.0) = %<|+—> )

Damit hat man als Ergebnisse das Triplett (zum Gesamtspin 1)

[1,1) = [++)
1
1,0) = EU_H + =)
|1a_1> = |__>

und das Singulett (zam Gesamtspin 0)
1
0,0) = —(14-) = I—+)
Beispiel 2
Zwel Zustdnde mit unterschiedlichen Spin: j; = 1,j2 = Daraus ergibt sich

1
5.
J = 1 oder J = 2. Die Anzahl der Zustande betragt (2j; +1)(2j2+ 1) = 6. Fiir

die Zustinde zu J = % erhalt man:

=3 [E)=nofpy)
3= ey ot
§3)-noofhd)
§D)- o) Eno s
Fir |%, %> existiert die Darstellung:

11 1 1 11
R T U ) 1,0)|=, =
33)=alm|g-5)+on0 )

womit man errechnet:

11
272

3101 1\ _ a V2 _
(Filrz)=0 = GFriF=s = esvB=

11 9 9
2.2y =1 =1
L3)=t = lF+
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Mit der Forderung «, § € R erhélt man:

E 2 1
S R :[ :_[
o 15 5 = 3’5 7

Damit kann man endlich berechnen:
1 11 2 1 1 1 11
= — — Y=/, )=, —=) = —1 — =
=1 ‘2,2> /;M‘Q, ) ﬁ|,o>‘2,2>
1 1 2 11 1 1 1
‘5,—§>——ﬁ|1,—1>‘§,§>+%|1,0>‘§,—§>
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Kapitel 10

Zeitunabhingiges
Zentralpotential

10.1 Allgemeine Betrachtungen
Ein zeitunabhéngiges Zentralpotential U ist gegeben durch
U@ = v =Vv(r)

Klassisch gilt in einem Potential dieser Form die Drehimpulserhaltung, d.h.

%L = 0. Fiir die Quantenmechanik kénnen wir eine analoge Aussage noch nicht
treffen. Zunéchst ist der Hamiltonoperator fiir ein Teilchen in diesem Potential:

hZ
=—— A4V
H=—g - BtV()

Mit dem Laplace-Operator in Kugelkoordinaten (» # 0; 6 # 0, w, 27; K-systemabhéngi-
ge Pole)

pet T (T L )
= or2 r2 \ 062  tan® 90  sin® 0 0>
107 ., :
— ;Wr T L L — Drehimpulsoperator

wird dann aus der zeitunabhéangigen Schrédingergleichung (4.1):

2 42
( 0 r+ #ﬁz + V(T)) Unim (7,0, 0) = Enim¥nim(r, 0, ¢)

S 2myr 0r2 T 2myr?
Die Losung des Problems erhilt man in mehreren Schritten:

i) wegen [H,L;] = 0 und [H, EZ] = 0 existieren gemeinsame Eigenfunktionen

von ‘H, £% und £,:

H’l/)nlm(fj = Enlm'l/)nlm(fj
[rz'l/)nlm(fj = hm’l/)nlm (fj
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ii) man macht einen Produktansatz fiir ¢, (r, 8, ¢):

Unim (1,0, ¢) = Rar(r)Y;" (0, ¢)

RZd? R+ 1)
- <_2mtrﬁr WH/(T)) R (r) = EpiRu(r)

was sich mit der Substitution R,;(r) = %unl(r) zu

(—2%57 U V(r)) wnt(#) = Bttt (r) (10.1)

2myr?
vereinfacht.

iil) die tn1m sind quadratintegrabel und orthonormiert:

/d3$ ¢Zlm(f)¢n’l’m’(f) = 6nn/6,l/ 6mm’

= dr TZRZI(T)RHIII(T) = bpni by
r=0

= dr P RE (P Ry (1) = b
r=0

= / druy (r)up(r) = dpps
r=0

iv) Verhalten von R(r) fiir r — 0:
man setzt fiir R,(r) eine Potenzreihe an, die die Bedingung in (iii) erfiillt:

Rpi(r) ~ 7’ seR

r—

Diesen Ansatz (Ry; = 7*) setzt man in die Differentialgleichung ein:
r—

hz s—1 h21(1+ 1) s s s
—thrs(s T+ 2myr? P V)t = Er
2 hZ 5 5

& —— 1 —(l+1 =L,
2mt5(5+ )+2mt(+ )+ 7V (r) i

Falls »?V (r) =% 0 dann erhilt man hieraus die Bedingung;:

s(s+1)=1(l+1) firr —0

e |s=l]v]s=-0+D)]

Zuldssig sind allerdings nur Losungen, fiir die Ry(r) ~ r! gilt'. Hieraus

r—

folgert man:

= up(r) ~ Pl

r—0

= unl(TIO) =0

Leine Hermitizititsforderung an den Hamiltonoperator ergibt die Randbedingung 4 (0) = 0,

dh. R ~ 7Y mit~y > -1
r—0
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10.2 Das Wasserstoffatom

Wir wollen nun die gewonnenen Erkenntnisse auf den konkreten Fall des Was-
serstoffatoms anwenden. Da die Masse des Protons wesentlich gréfler als die des
Elektrons ist, liegt der Schwerpunkt des Gesamtsystems fast im Mittelpunkt des
Protons. Somit kann man anstelle des Protons ein Coulomb-Feld mit Ursprung
im Kern annehmen:

Aus Gleichung (10.1) wird damit:

( K d? M_f) Uni(r) = Engtin(7)

2m dr? 2mr? r

mit uy(r = 0) = 0 und fooo drufjup =1
Das Spektrum von H zerfallt damit in zwei Teile:

E > 0: das Teilchen bewegt sich auf einer Hyperbel- (E > 0) bzw. Parabelbahn
(F = 0). Das Spektrum ist hier kontinuierlich (klass. Fall)

E < 0: das Teilchen bewegt sich auf einer Ellipsenbahn. Hier gibt es nur be-
stimmte erlaubte Energieeigenwerte, d.h. das Spektrum ist diskret.

Zur Vereinfachung der Betrachtung setzt man ag = nf—; (Bohr’scher Bahnradi-
us) und p = -

d? 12
— =+ )=+ = —ent ) uni(p) =
(dp2 (+)p2+p El)ul(P) 0

1 — _En _ _h* _ me?
wobel £,; = o und Ey = ST = BT

Zur Losung dieser Differentialgleichung geht man folgendermaflen vor:

1. Vorbetrachtung:
Asymptotisches Verhalten fiir p — oo: (% — E) u(p) =0

= uni(p) ~ e Ve

r— 00

2. Seperationsansatz zur Isolierung dieses Verhaltens: w,i(p) = ynl(p)e_"\/g

& e (2 WD - -
dp? 2\/_dp+<p P )]ynz(p)—o Yn1(0) =0

3. Potenzreihenansatz fiir yni: yni(p) = p° ZZOIO ckpk
(verallgemeinerter Potenzreihenansatz — Methode von Frobenius)
Durch Finsetzen und Koeffizientenvergleich sieht man:

s(s—1D)eg — {4+ 1)eg =0
und mit ¢y # 0:

s=I{+1V s=-I
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Nur die Losung mit s = ! + 1 ist vertrdglich mit den Randbedingungen.
Daraus ergibt sich:

(4 k+ 1)+ k) — (I + D]ex =2 [VEU+ k) — 1] cx

cr  2[\/e(l+ k) —1]

=Y =
Cr_1 k(k+14+1)

1
k
d.h. fiir beliebige ¢ ist das Wachstum i.a. exponentiell

4. Abbruchbedingung fiir die Potenzreihe (n = k, bei dem der Abbruch er-
folgt):
mit y/,;({ +n) — 1 = 0 bricht die Reihe ab, und man erhalt:

4 1 2
E = me( ) neN, [ €N,

S 9R2 \n+1

Einige Radialteile R,; sind in Tabelle 10.1 angegeben.

n || Ry

1 0| -2_¢ %

372
g

2 r —#
2 0| gt (1—m)e ;

3
2 (1 )? r o~
1 \/5(2(10) 2(106 ©

Tabelle 10.1: Radialteile R,; der Wellenfunktion des H-Atoms

Diskussion der Resultate:

Mit der Sommerfeld’schen Feinstrukturkonstante o = % und der Compton-
Wellenlange des Elektrons X.: ag = %7\»

Energieniveaus und Entartungen:

(i) (2 4 1)-fache m-Entartung fiir gegebenes n und !

(ii) eine weitere Entartung ergibt sich, da E,; nur von n + [ abhéngt:
Ep=Eyp & n/+l/:n+l
d.h. die Hauptquantenzahl N = n + 1 legt die Energie fest:

En = —mozzmc2

Die Hauptquantenzahl N kann man auch mit den Schalen des Atoms iden-
tifizieren.
Fir festes NV gilt: [ =0,1,2,...,N — 1.

(iii) aus (i) und (ii) ergibt sich insgesamt ein hoher Entartungsgrad:

N-1

gy = Y (204 1)=N?
=0
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(iv) zusitzlich gibt es noch die sog. ,zufillige* Entartung: klassisch hat das
Kepler-Problem (V' ~ %) noch eine weitere Erhaltungsgrofle, den Lenz-

Runge-Vektor A= %ﬁx L-— 3—277 mit d%K = 0. In der Quantenmechanik
entspricht diesem der geeignet symmetrisierte Operator
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1
A:2 (px L—-Lxp)——r

2m r
Hierfiir gilt: [H,A] = 0und [A, L] =0
th
= A= (74 R+ et
m

(Diese Entartung ist nicht wirklich zufillig, sondern Anzeichen einer hohe-
ren Symmetrie: die 6 Vektorkomponenten generieren eine O(4)-Gruppe)

10.3 Isotroper harmonischer Oszillator
Der dreidimensionale isotrope HO schwingt in einem Potential der Form

1 1
V(%) = §mw2(x2 +y? 420 = §mw2r2

10.3.1 Kartesische Koordinaten

In kartesischen Koordinaten 16st man das Problem durch Seperation, d.h. man
fithrt es auf drei1 Probleme von der Art des bereits bekannten eindimensionalen
HO zuriick:

K2 52 52 52 1 9, 9 9 9
”——%(w+w+a7)+§m“ @+ +27)
=H, +Hy +H.
He,y,» sind dabei logischerweise von der Form:
h? 9?2 1 9 5 .
—%6—%2—1—5771(.«1 l‘i 121,2,3

Fir die Losung macht man einen Produktansatz:

U(E) = o(2)x(y)p(2)

Hierbei sind ¢, y, p die Losungen des eindimensionalen Problems:

H; =

= 'H1/)ﬁ(f) = Eﬁ1/)ﬁ(f) = (nx, Ny, nz)
Die Losung dieser drei Gleichungen, bzw. der einen Vektorgleichung ist:

Ez = (ng + ny +n; )hw + %hw

——
3-fache
NP-Energie

1/)77(5) = |:an (w%x) Hny ( %y) o,, (1 / %z)] e—%m(x2+y2+22)
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10.3.2 Kugelkoordinaten

In Kugelkoordinaten trennt man die Wellenfunktion mit den normierten Hermite-
Polynomen H,, in einen radius- und einen winkelabhéngigen Teil:

1/)nlm(ra 6; ¢) = Rnl(r)}/lm(g’ QS)
Wie im Abschnitt 10.1 erhidlt man folgende Ergebnisse:

( B od? Il+1)

1
C 2mr dr? 2mr? + §mw2r2) Rpi(r) = EniRu(r)
(1+1)

Unt(r)=rLa(r d2
(r=rft U( —647”2—724—5”1)“”1(7“):0

dr? r

mit 8= /%% und g, = ZTmEnl.

Die weitere Vorgehensweise ist analog der beim Wasserstoffatom:
(i) Verhalten fiir r — oo
(ii) Abseperation dieses Verhaltens
(iii) Potenzreihenansatz
)

(iv) Abbruchbedingung = Energiequantisierung

= g = (2n 420+ 3)5°

n=012...

3
@Enlzﬁw(n—l—l-l-i) 1=01,2, ...

Auch hier gibt es wiederum eine ,zufillige® Entartung:
Fpp ist nur von (n 4 {) abhéngig und mit N = n + { ist der Entartungsgrad:
1
gN = 5(]\7 + 1)(N +2)

Auch hier deutet der hohe Entartungsgrad wieder auf eine héhere Symmetrie
hin, in diesem Fall eine SU(3)-Symmetrie.
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Kapitel 11

Streutheorie

Die Motivation fiir die Streutheorie ist natiirlich, den theoretischen Hintergrund
zu Streuexperimenten zu liefern, um die dabei ablaufenden Vorgénge verstehen
zu konnen. Ein Streuversuch 1duft in vielen Fallen wie in Abb. 11.1 ab: ein Strahl
aus beschleunigten Teilchen vom Typ 1 trifft auf ruhende Teilchen vom Typ 2
(Target). Die Anzahl der gestreuten Teilchen in Abhingigkeit vom Winkel wird
dann durch Detektoren festgestellt.

Detektor
fir Typ 1

=

einfallender N Y 4
Teilchenstrahl (Typ 1) )92

Target

(Typ 2) Detektor

fir Typ 2

N

Abbildung 11.1: Streuversuch

Der einfachste Prozefl dieser Art ist der, dal zwei Teilchen stofien:
(1) +(2) = (1) + (2

wobel Energie- und Impulserhaltungssatz gelten. Ist Teilchen 2 sehr schwer ge-
gen Teilchen 1, dann wird praktisch kein Impuls iibertragen, und man kann
Teilchen 2 in der Theorie durch ein ablenkendes Potential ersetzen (siehe Abb.
11.2).
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Potential

Abbildung 11.2: Streuung am Potential

11.1 Wirkungsquerschnitt

Q
S

/ /

v z—Richtu;lg

V(r)

Abbildung 11.3: Bezeichnungen zum Wirkungsquerschnitt
Zur Vereinfachung der Betrachtung macht man folgende Annahmen (siche auch
Abb. 11.3):
e Teilchen fallen in z-Richtung ein
o das Zentrum des Potentials liegt im Ursprung
o Detektor ist sehr weit weg vom Potential (R — o)
Ist jetzt F;, der Flufl der einfallenden Teilchen,

Anzahl

Fein e ————
Flache - Zeit

so ist die Anzahl dn, der unter dem Winkel # in das Raumwinkelelement d2
gestreuten Teilchen pro Zeiteinheit:

do
dng, = | == ) FeindQ
= (&)

Der differentielle Wirkungsquerschnitt (g—g) héngt von # und ¢ ab. Der Wir-
kungsquerschnitt hat die Dimension Flache und die iibliche Einheit ist ein barn

(engl.: Scheune)
1 barn = 1072 em?

Der totale Wirkungsquerschnitt errechnet sich aus dem diff. Wirkungsquer-
schnitt durch Integration iiber die Einheitssphire’:

do
o= dQ) | —
/zml(o) (dQ)

18K (0) ist der Rand der Kugel mit Radius 1 um den Ursprung
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11.2 Stationire Streuzustiande

Der Ausgangspunkt unserer Berechnungen ist der Hamiltonoperator mit zeit-
unabhingigem Potential:

_ Lo .
H = 5;;;]7 + LI(T)

Das Teilchen wird durch ein Wellenpaket beschrieben, das wir in Eigenfunk-
tionen des Hamiltonoperators zerlegen kénnen. Auflerdem muf fiir die Streu-
zustinde (nicht gebunden!) £ > 0 gelten. Fiir stationire Zustinde hat man
damit die Losung der Schrodingergleichung:

Y1) = e Plop()
(g 24V ) () = Bn() (1L
Da F > 0, kann man die Wellenzahl & wie folgt definieren:
(hk)? = 2mFE
und weiter:
U = V()

Hiermit schreibt sich die Differentialgleichung (11.1):

(42— U(9) () = 0

Man sucht jetzt eine Losung dieser Differentialgleichung mit den folgenden
Randbedingungen:

a) einlaufende Teilchen (weit weg vom Potential) sind ebene Wellen: e**% ist
(a) g

die Losung der Differentialgleichung fiir r — oo, t — —0c0
(b) im Bereich des Potentials wird die Wellenfunktion modifiziert

(c) verlaBt das Teilchen den Bereich des Potentials, verhélt es sich wieder wie
ein freies Teilchen

Nach dem Verlassen des Potentials hat sich damit das Wellenpaket in einen
transmittierten und einen gestreuten Teil aufgespalten. Der transmittierte Teil
hat weiterhin die Form e?*?, wihrend der gestreute Anteil eine auslaufende
Kugelwelle fE(H,qS)%eik’" ist (fr(0,¢): Streuamplitude). Man erhélt damit die
Randbedingung fiir ¢ im Unendlichen:

ezkr

ep(P) = ™ + fp(0,0)

r—00 r

(11.2)

11.2.1 Wirkungsquerschnitt und Streuamplitude

Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte, die mit der Wellenfunktion verkniipft ist,
ist (vgl. auch Abschnitt 6.2 vi), Seite 35)

f= e (500 (11.3)
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Diese Stromdichte erfiillt die Kontinuitatsgleichung
L +Vi=0  mitp= (7o)

Mit (11.3) erhélt man die beiden Ergebnisse:

a) einlaufende Welle (in erster Ordnung):
h = " .
3 Vop (i) = hké,op(7) + ...
Strom der einlaufenden Teilchen:

Je(7)

hk
= =—
m

b) gestreuter Wahrscheinlichkeitsstrom (Ubergang zu Kugelkoordinaten):

S T )
r@9+e¢rsin98¢

Das fithrt zu den drei Komponenten:

- fi 1 @ hk

I h 1 N 10

Jg€o = Er—g) Re (fE(H,f/));%fE(G,@)

S | ) 10

Jg€e = Em Re (fE(H,(/));—qbe(H,q/)))

Man sieht hieran, daf fiir grofle r jg parallel zu €, wird, da die - und ¢-
Richtungen mit einer Ordnung in r schneller gegen 0 gehen.

Der Flufi der einfallenden Teilchen ist proportional zu ‘;e‘ Foin = ¢ ‘;e‘ Da-
mit ergibt sich die Anzahl der in das Raumwinkelelement d©2 des Detektors
gestreuten Teilchen zu

= dns = cfg ds = crz(fgé}) dQ
hik
=c—|fe(0,0)]” dQ
m

S~
Fein

d
= 75 = 0.0

Die Interferenz zwischen einlaufender und gestreuter Welle sowie Mehrfachstreu-

ung vernachléssigen wir.

11.2.2 Berechnung von fz(0, ¢)
Die Differentialgleichung fiir die Streuung ist:

(A+k)pp(7) = U(Per(7) (11.4)
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Fine Fundamentallosung G(7) ist definiert durch:
(5 )G = 6(7)
Wenn gog)(fj eine Losung der homogenen Differentialgleichung
(D +12)f(7) = 0
ist, dann gilt fiir pg(7):
pplR) = A7)+ [ & G- U pn()

Dies ist die Integralgleichung zu (11.4).
Beweis: Es gilt (vgl. Theorie B):

Mit dem Ansatz G4 (F) = —ﬁeﬁ’” (G Fundamentallésung) erhélt man:
1 1 .
AG N +ikr
+(7) iT (re )
1 .. 1 5 5 1 -1 o s
A (_ezl:zkr) — _Aezl:zkr 4 e:l:zkr A= 4 9 (v _) (v e:l:zkr) (115)

r r r r

Ae:l:ikr — (_kZ + Q_ki) e:l:ikr

r

T eEikr iike:l:ikrz
-

und damit fiir (11.5):
+ikr 2 5 2
2\ _(_F | 2k 2 BTN ik
(A +E%) = ( . + 3 Aw8(F) - (+ik) + . e
= —471'6(F)eﬁkr = —4w§(F)

Als Lésung der homogenen Differentialgleichung wahlt man zweckmifig gog)(fj =
¢*# und kann damit fiir ¢ (F) schreiben:

pp() = 4 [ B G = U )pn()
Wenn |7] > |7/[, kann man |77 — 7'| entwickeln:

7= A+ 7 [V =] =t (-f’f)
=0

r

Mit dieser Naherung ergibt sich fiir G4 (= vom Urspung ausgehende Kugelwelle)
und ¢g:

4rmr
R 1 . e
@E(m ~ ezkz _ ﬂ_relkr/dST/ e—zkr ;U(F/)SDE(F/)
Und durch Vergleich mit Gleichung (11.2) sieht man:

1 sy
fE(H’ qf)) = i / A3y o kT ;U(F/)SDE(F/)
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11.2.3 Born’sche Nidherung

Mit den Abkiirzungen /;Z = ké&, und /;f = k; erhélt man fiir ¢ durch wieder-
holtes FEinsetzen der Gleichung in sich selbst (Tterationsverfahren):

polR) = 4 [ Gyl U ()
= b7 /d?’r’ G (7 = U () HT
+ /d?’r’ Gy (7 — F’)U(F’)/d?’r” Gy (7 = P (") ep(F) = ...

Dies ist eine Entwicklung nach Potenzen des Potentials. Diese Entwicklung
nennt man Born’sche Reihe. Sehr oft benutzt man nur die niedrigste nicht-
triviale Ordnung (1. Ordnung im Potential). Dies bezeichnet man als Born’sche
Niherung:

f 9 ¢ __/d3/ —zkfr —*/) k

= 471_ d3 ! qu U(T/) Hlitq_’I ];i_ 7

In Kugelkoordinaten gilt fiir diesen Vektor ¢

6
77 — 4k% sin? =

11.3 Streuung am Zentralpotential: Partialwellen

Wir betrachten ein freies Teilchen. Aus der Drehimpulserhaltung folgt:
h%k?

2m

Orim(F) = Re(r)Y,™(0,6) E=

. . R2 d? (+1 K22
= Radialgleichung: (— Sy WT-I- (erz) - ) Ru(r) = 0

Die Losungen dieser Radialgleichung sind sphérische Besselfunktionen J;(kr):

Ji(z) = (=)' l(idi) (Sizx)
o) =2 e 0,9)

Diese Funktionen ¢g,, sind normiert und vollstandig:

und damit:

/d37° Chtm Pk m! = O 6 6(k — k') (Normierung)

/ de Z Orim (P @hm (7)) = 6(F =) (Vollstindigkeit)

=0 m=-1

Fiir sehr kleine bzw. sehr grofle Radien erhélt man folgende Ergebnisse:

76



e Verhalten von Ji(z) am Ursprung:

l

T = G
(+ D) =1-3.5. ... (2+1))

e radiale Wahrscheinlichkeitsdichte Pg:

Pr ~ (kr)zjlz(kr) ~ pRt2

r—

Das bedeutet, dafl die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir » < rg klein wird:

rg = — ~ =

k 171

1 NS VIRVA L
Vil 1) = i(i]:r L VI, (fiir Kleine Winkel)
(b ist der klassische StoBparameter; siehe auch (11.6))

o Asymptotisches Verhalten von Ji(z):

Daraus folgt fiir ¢gimn:

2k% | T E R Y £
Prim (7) P =\ Y0 05— (e Fretts — eMhreiis)

11.3.1 Ebene und sphérische Wellen

Eine ebene Welle in z-Richtung, e’*# schreibt sich in Kugelkoordinaten et cosé.
Die Drehimpulskomponente in z-Richtung ist:
h 0 :
L,=— = L. =0
P 00 = e
Da damit m = 0, bleiben nur die Komponenten
e =N " iAx (20 + 1) Ji(kr) Y (6, ¢)
=0
0 0 2041 . .
Da ¥ (0,¢) = Y;'(6) = 1 Pi(cosf) mit Pi(x) Legendre-Polynom, erhalt
T
man:

e't* = i (20+ 1) P(cos 0) Jy(kr)
=0
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11.3.2 Phasenverschiebung bei Streuung

Man setzt wieder einmal Ry(r) = %ukl(r) und erhilt damit fiir ¢gy, den An-
satz:

1
pean(7) = Lusi ()70,
was bei der Differentialgleichung (11.1)

B d? (14 1) h2 k>

ergibt (mit ug(r=0) = 0). Die asymptotische Form (fiir r — oo) von ug(r) ist
dann:

tkr —ikr
up(r) = ac + be

Man sieht, dal die asymptotische Form von wuy;(r) der Losung des eindimen-
sionalen Potentialproblems aus Abschnitt 4.2 dhnelt. Da das Potential am Ur-
sprung dort oo wird, verschwindet die Wellenfunktion an dieser Stelle und man
kann folgern, daf einfallende und reflektierte Welle betragsmafig gleich sind.
Dies gilt auch hier fiir die asymptotische Form, da r < 0 nicht zugelassen ist
(= unendlich hoher Potentialwall bei » = 0):

la]* = [p]?
Damit kann man weiter vereinfachen:

ukl(r) TEOO |Cl| (eikreM)a _ e—ikreM)b) — CSiIl(]C?“ _ 61)

Fiir ein Potential V' = 0 erhélt man so ﬁl(o) = {5 und weiter:

upi(r) ~ esin (kr — l% + 61)
61 heifit Phasenverschiebung der [-ten Partialwelle uy;. Daraus kann man die
Streuamplitude und den Wirkungsquerschnitt berechnen:

Lo : T
SDklm(F) » :oo ;}/l (9’ ¢) S (k‘?“ - 15 + (Sl)

—

— e
22]6‘7“ (H/_/ S——— o — ™
einlaufende auslaufende Welle

elle und Phasenversch.

=Y (0, d)ke [

—ikr @13 _ ke —ilF 28 )

Nach den Betrachtungen iiber sphéirische Besselfunktionen kann man fiir die
I-te Partialwelle in erster Néherung den StoBparameter by(l) = £1/1(1 + 1) an-
nehmen. Betrachtet man ein Potential mit begrenzter Reichweite ry, so werden

nur die Partialwellen mit | < l;,4, gestreut:

,_ VI T

|7 k
= bp(bnar) =70 € lnas(bpas + 1) = k772 (11.6)
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11.3.3 Streuamplitude und Wirkungsquerschnitt
Ohne ein Potential, d.h. mit V(#) = 0 sind die Partialwellen:

Uprei(F) = €'F ZA’\/M 20+ 1) Ji(kr)Y,2(0

~ —Z "VaAr(20+ 1) Y, (0 i - [e=Thr el _ ibr=il5]

r— 00

Fiir V' # 0 ergibt sich eine Phasenverschiebung:

~ —Z "War(20+ 1) Y (6 Ak [e=Threils _ cikre=il5 2ifi]

r— 00

Das formt man um:

1
2tkr

—3 N 5 31T 9% 1 —3 N 5 3z 5 3z 5
[6 zkrezl2 _ezkre 21262261] = — [6 zkrezl2 _ezkre i3 +ezkre 2K (1_62261)
2ukr N e’
—=—2e%1 gin §;
. (
= — [

2akr

ebene Welle in z-Richtung

o w . o 1 . g s
—zkr6215 _ 6Zkre_215) ——6Zkre_2156261
kr

sin &;

Setzt man das wieder in ¥(7) ein, so sieht man:

. ikrl oo .
Y(F) =~ ety S £ VAR DY (0)c  sin g
=0

r— 00

tkr

:eikz+fE(6’¢)6r

Mit diesem Ergebnis ist die Streuamplitude fz(9):

fe(0) = %Z 4m(20+ 1) Y,°(8)e® sin &
=0

Hiermit kann man den totalen Wirkungsquerschnitt berechnen:
do "
1ot = / 7 an = B O = Jp(0)/5(0)

= Z (204 )20 + 1)ere smé,smé,,/dm/,o(e) (v2(0))"

l’_O

=631

= (21+1 sin & = Za, (11.7)

Der Beitrag einer jeden Partialwelle zum Wirkungsquerschnitt hat eine obere
Grengze:

4T . 4T
o] = k—2(21 +1) sin? §; < k—2(21 +1)

Diese Grenze nennt man Unitarititsgrenze.
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11.3.4 Optisches Theorem

Die Streuamplitude in Vorwirtsrichtung ist gegeben durch:

1 & ;
p(0=0) =+ > V2l 1% sin Y (0)Var
=0

und mit Y,°(0) = \/\Z—‘;l sieht man:

—_

& fe(6=0) EZ (20 + 1)sin 6;(cos & + isin é;)

Das optische Theorem besagt nun, dafl

Ttot = 4% IHl (fE(HIO))

(vergleiche Gleichungen (11.7) und (11.8))
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Kapitel 12

Zeitunabhingige
Storungstheorie

Die Motivation fiir diese Methoden ist, da§ elementare Lésungen von H |[¢) =
E |4} nur in einzelnen Fallen moglich sind. Hierzu zihlen z.B. das H-Atom oder
der harmonische Oszillator.

Ausgangspunkt fiir die Storungstheorie ist ein solches l6sbares Problem mit Ha-
miltonoperator Hy und eine kleine Differenz W zwischen dem Hamiltonoperator
‘H des Systems und Hg, die Storung: W = H — Hg. Unsere Betrachtung wird
sich auf zeitunabhéngige Probleme beschrédnken.

12.1 Allgemeine Vorgehensweise

12.1.1 Nicht entarteter Fall

Man macht die folgenden Annahmen als Voraussetzung:
e H ="Hyo+ W ist der Hamiltonoperator des Problems
o das Eigenwertproblem von Hy sei gelost: Ho |¢n) = €n |én)
e Hy hat ein diskretes Spektrum

o die Stérung W sei ,klein®, d.h. alle Matrixelemente {¢,, [W| ¢m) von W
sollen klein gegen die Differenzen ¢; — ¢; sein

Um spéter die Entwicklungsordnungen besser erkennen zu konnen, wollen wir
W als W = AW (A € R) darstellen, und aus Faulheitsgriinden auch gleich fiir

W wieder nur W schreiben:
H(A) =Ho+ AW AeR

Die Idee des Losungsansatzes ist, dafl in der Eigenwertgleichung
HA) [#n (X)) = En(A) [¥n (X))

eine Bestimmung der einzelnen Korrekturen in Abhéngigkeit von ¢, und |¢,)
moglich ist, d.h. dafi man [¢/(A)) und E, () als Potenzreihe in A schreiben kann.
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Der Potenzreihenansatz fithrt auf eine Entwicklung der Art:

En(A) = B+ AED + N ED - (12.1)
[(A) =10,n) + AlLn) + - (12.2)

Diese liefert die Eigenwertgleichung
(Ho +IW)([0,n) + A1, n) + ) = (B + BED 4.0, n) + AL, n)+---)

Ausrechnen und Koeffizientenvergleich mit (12.1) liefert:

A0 Ho 0,n) = B0, n) (12.3)
A (Ho— EOY 1) = (ELY — W) 0, n) (12.4)
A (Ho— E)12,n) = (B = W) |1,n) + E) |0, n) (12.5)

M (Mo = EO) [kyn) = (ESY) = W) [k = Lin) + B |k = 2,n) + -+ EP [0,n)

Hiermit kann man nun explizit die Korrekturen der verschiedenen Ordnungen
in A ausrechnen:

Ordnung 0:

Wie man sieht, muf} |0, n) Eigenvektor von Hg sein und Er(lo) gehort zum Spek-
trum von Hy. Man setzt deshalb

ET(lO) = €tn |0a 77,> = |¢”>

was gleichzeitig den korrekten Grenzwert fiir A — 0 gewi#hrleistet, bei dem man
die Ergebnisse des ungestérten Systems erhalten sollte.

Ordnung 1:

i) Energieeigenwerte:
Projeziert man (12.4) auf |¢,,), so erhélt man:

(0 (o = ea)|1,m) = (6 [(BD = W) )
und weiter wegen (¢, | Ho = €, {(@n]:
0= B — (6n W] én)
Die Entwicklung bis zur ersten Ordnung lautet damit:
En(A) & en + A{gn W] 65)

d.h. die Korrekturen 1. Ordnung sind die Diagonalelemente der Matrix W
in der Basis {|¢:)}.
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i) Zustand:
Bei der Projektion von (12.4) auf die restlichen Zustande |¢n,) (m # n)
ergibt sich jeweils:
(6o [(Ho = )| L) = (0 (B = )| 6)
= (em — ) {(dm |1,n) = — (I (W] 1) fir m#£n

1
& (om [1,n) = (6m V] 6n)

n = tm

Das bedeutet, man erhilt Komponenten von |1, n) durch:

|1,n> = Z <¢m IL, n) |¢m>
= Z —

m#n

(6m V[ 6n) [dm) + (L1 |6n) |¢n)

m

Um die letzte, unbekannte Komponente auszurechnen, benutzt man:

(V) [6n(N) = 1= ((8n] + A (L0 4+ )(|6n) + AL n) + )
= {¢n |on) AL, 1 |¢n) + (¢ |1, n)) +
T/

= Re({l,n|¢n)) =0
Die Phase wahlt man so, dal (¢, |¥n (X)) reell ist, unabhéngig von A.

= Im({L,n |¢n)) =0

Damit ergibt sich die Korrektur 1. Ordnung zum Eigenvektor als:

I1,n) = Z M |ém)

€p — €
men n m

Ordnung 2:

(i) Energieeigenwert:
Mit (12.5) berechnet man:

(0 [Ho = nl 2,m) = (00 |(EQ = W)| 1,0) + (60 I60) B
= B =Bl (6n|Ln) +(én W1 n)
N—_——

=0 (Phasenwahl)

Damit erhalt man fiir die Energiekorrektur:

B = (6, W1 ny = Y [0 DVl

— €
m#n m

(ii) Zustand:
Mit dem gleichen Verfahren wie schon bei der 1. Ordnung erhilt man:

m - nl 1,n
(on [ - BV]1.1)

2,n) =Y —

m#n

|6m) — <1n|1 n)

€m
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12.1.2 Giite der Ndherung

Wir wollen hier abschitzen, wie gut die im vorigen Abschnitt gemachten Néhe-
rungen sind:
Es gelte Ae, = mkin len — exl:

B2 = Y L |{on W an)’

m#n n T Cm
1 2
< n%;n Ac [{(@m PV 6n)]
1
= 3 (60 W 6m) {6 V] 60)
" m#n
1
= AEn <¢>n |W(I - |¢n> <¢n|)w| ¢”>
1 _(Aw)?
o L6 PV 00) = (60 W1 6,)7] = 152

Die Ndherung der Stérungstheorie ist dann brauchbar, wenn diese Fehlerabschétzung
wesentlich kleiner wird als der Term 1. Ordnung:

(AW)?

(On W] 0n) > Ac,

12.1.3 Entarteter Fall

Hat man einen g,-fach entarteten Zustand, so schreibt sich das Eigenwertpro-
blem von Hjy:

Taylorentwicklung (wie im nicht entarteten Fall mit Parameter A) ergibt:

Ordnung 0:
Aus

(o)

folgt, daB |0, n) einer der Vektoren

(Ho — E,@)‘ 0, n> -0

£f>> sein mufl und Er(lo) = €
EO =, 10, 1) = ‘¢5g>> GELL,... g,) fest

Ordnung 1:
Hier ergibt sich:

(o470 = )

L) = B8 (80 [0, n) = (ol W] 0,n)
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€n:

= (o) ‘W‘ 0,n) = B (o ‘On>

Auflerdem hat man die Darstellung des Einheitsoperators als

1o 3§ o) (o)
m j=1

Und weiter wegen <(/>£Lk)‘ Ho = < glk)

woraus folgt:

(s pofonn) = S35 o ) o o)
ns T

= B (a8 o)
In

= 3 (o y]om) (6 fo-n) = 5L (o o.n)

J=

Wi ¢
In In (1)
1
- E Wk]'C]'I E (SkjEnkaj
j=1 j=1

Das bedeutet, dafl die Korrekturen 1. Ordnung die Eigenwerte der g,, x g,-Matrix
W sind. Oft folgt hieraus eine (zumindest teilweise) Aufhebung der Entartung.

F
=
B — m=0
— m=-1
— m=-2
— m=1
Enq — m=0
— m=-1
By of — m=0
1 A

Abbildung 12.1: Aufspaltung der entarteten Energieniveaus

Beispiel:

Sei Hy ein drehinvarianter Hamiltonoperator, d.h. [Hg, £] = 0. Dann hat man
die Figenwertgleichungen

Ho |n, [, m) = en 1|0, 1, m)
L2 |n, 1,m) = h2(1+ 1) |n, 1, m)

L, |n,l;m) = mh|n,{,m)
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und jeder Energieeigenwert ist 21+ 1-fach entartet. Mit einer Stérung W = alB
durch ein externes Magnetfeld B gilt [, £] # 0 fiir H = Ho + W. Hat man ein
stetiges Magnetfeld, so 148t sich diese Matrix durch entsprechende Koordinaten
(é = Bé,) recht einfach diagonalisieren:

W =aBL,
= (n,,mW|n,l,m') = 8 o Bhm

Dies ergibt (fiir «B > 0) die Aufspaltungen der Energieniveaus in Abb. 12.1.

12.2 Fein- und Hyperfeinstruktur des Wasser-
stoffatoms

Als Anwendungsbeispiel der Storungstheorie wollen wir die Fein- und Hyperfein-

struktur des Wasserstoffatoms betrachten. Das in Abschnitt 10.2 angenommene

%—Potential beim H-Atom ist nur eine Niherung. Bei genauerer Betrachtung

mufl man Korekturen durch verschiedene Wechselwirkungen beachten:
o WW zwischen Spin des Elektrons und dem Bahndrehimpuls
e WW zwischen Spin des Elektrons und dem Kernspin
e relativistische Korrekturen
e Effekte durch die endliche Protonenmasse

o WW-Effekte mit dem quantisierten Strahlungsfeld (Effekte der Quanten-
elektrodynamik)

Alle diese Effekte kénnen im Rahmen einer relativistischen Beschreibung des
Elektrons erfafit werden. Diese relativistische Beschreibung liefert die Dirac-
Gleichung. Die Reduktion der Dirac-Gleichung zur Schrodinger-Gleichung liefert
einen Hamiltonoperator

H="Ho+W; +Wn; + Wgep

Der ungestorte Hamiltonoperator ist der bereits bekannte des H-Atoms:

12.2.1 Feinstruktur

Der erste Stérungsterm ist der sogenannte Femnstrukturterm:

1 oy 2 1 1dV K2
Wi = ~ 8m3e2 (p ) + om2e? r dr S+ 8m?2c? AV(r)
W;l) W;2) W;?:)
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Interpretation der Terme:

(i) erster Term (W}l)): relativistische Korrektur
Mit der relativistischen Energie

E = c\/p? + m2c?

erhalt man fiir p < me:

E=mc*/1+

2
twickel 5 p?
enwgenmcz (1+ P _ (p)

2m2c?2  8mdct

Nl
2m  8m3c?

:mcz—l—

(ii) zweiter Term (W}z)): Spin—Bahn Wechselwirkung
Die Bahnbewegung des Elektrons erzeugt ein Magnetfeld am Ort des Kerns:

= 1. = v? .
B=——txE+o|— firv e

c? c?

Der Spin des e’s ist wiederum verkniipft mit einem magn. Moment M:

- e =
M:geﬁs ge R 2

(ge ist der sogenannte g-Faktor oder Landé-Faktor des Elektronen-Magnetons.
ge = 2 aus der Dirac-Gleichung, tatsachlich ist g. > 2.)

Die Wechselwirkungsenergie zwischen dem Magnetfeld und dem magn.
Moment ist dann:

W=—M-B
Das E-Feld beim H-Atom ist:
= 1= dV
= —— 7| [ — 3 s Al
E . VV(|7) - (Radialsymmetrie!)

Schreibt man mit diesem Ergebnis das Magnetfeld

= 1 14V 1 1dV -
B= L PXT=— -—1L
emezr dr L " emc® r dr
so ergibt sich fiir den Wechselwirkungsterm:

(2) _ _ge 1dV .
Wf T 2m2e2r drﬁ S

Den fehlenden Faktor 2 bringt die sogenannte Thomas-Prdzession des e -
Spins.
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(iii) dritter Term (W( )) Darwin-Term
Dieser Term erd durch einen relativistischen Effekt verursacht, der Zitter-
bewegung (iibliche Bezeichnung, auch im Englischen!) des Elektrons. Dies
ist eine Ortsunschirfe in der Gréfie der Compton-Wellenlange X, = «aag
des 7. D.h. der Ort des Elektrons fluktuiert, und die Fluktuationen haben
die Gréflenordnung

h
Xe= —

mc

Diese Unschérfe hat eine Unschérfe beim Potential zur Folge:
V(74 67) = V(F) +67-VV F)+Z ( (_'))Miérj—i—

Da die Fluktuationen rotationssymmetrisch sind, gilt:
hZ
m2c?

= V(F+6F) 2V(FE) + - (AV(fj) h

<(577> =0 und <(57°Z (ST]'> = 62’]’

Daraus kann man die Form der Korrektur ablesen:
hZ
3
W~ (AV () —s
Abschitzung der Gréflenordnungen der Korrekturterme
Betrachtet wird das Verhaltnis £ «— AFE:
(i) erster Term (W(l)).

mit 7 = £ 1st der erste Term:

11 )’ = 21 (0’
Tem3e2 W/ T amze2 T4\

Bezeichnet man die ungestérten Zustande mit |n, {, m), so erhélt man:

P n, L, m) = 2mEy,; |n, I, m) — 2m V (r) |n, 1, m)
2 2
Lm|o*|n,l,m) = =Ep — = (n,{,m|V l
<~ <7'L, ,m|v |7'L, am> m l m<n’ ’m| (7”)|7'L’ am>

Fiir die Abschatzung wéhlt man den Grundzustand:

1 s o h?
(z |1,0,0) = ﬁ(ao)_Ee @0 ao = 3 Bohr’scher Radius

Damit erhalt man:

(L0,0[V(r)]1,0,0) = == = =5 = —ma’c
0

A2

:><100

2 2
1,0 0> —  Eip ———(L,0,0[V(r)|1,0,0) =’
mc -~ mc
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o= % ist die Feinstrukturkonstante (o &

1
157)-
Fir die Abschédtzung des ersten Terms berechnet man so schliefilich

1 [o° 1, 4
<4(c—2)> Rl

(i) zweiter Term (W}z)):
Man berechnet fiir ein Coulomb-Potential (V(r)

wi?
V(r)

1 1dV 1 K2
= -— LS~ ——
2m2e? r dr V(r)

m2c2yp2

Da £S in der GréBenordnung /2 und man den Faktor
( g

+ vernachléssigt.)
Damit schatzt man ab:
WO\ RN R
V(r) T m2e2 \r2/ 7 m2c2a?

h2e* m? e2\?
m2e hE (%)

=ao?n107?

(iii) dritter Term (Darwin-Term) (W}S)):

Finsetzen des dritten Terms:
K2 whle?
8m?2c? AV(r) = 2m2626(m
hZ hZ 2
& <n,l,m‘8m—262AV(r) n,l,m> e

2m?2c?

2

’l/)nlm(6)

= Beitrag nur fiir / = 0 (z.B. Grundzustand). Auflerdem kann man abschétzen:

|’l/)nlm(0)|2

2,.2...3,.6
(3) N he*m-°e
<1,0,0‘Wf ‘1,0,0>N N

e? 4 1,
=—] =—mec
he 2

= —a’F o~ 107"

X

1
3
ap

Alle Korrekturterme sind damit hinreichend klein gegen die Energiedifferenzen,
sodafl man die Stérungstheorie anwenden kann.
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Beispiel: Feinstruktur des n=2 — Niveaus

Fir die Energieeigenwerte des H-Atoms hatten wir die Formel:

€y, = ——=mc n=12...; ({=0,1,...,n—-1)

[ = 0 ist der sogenannte 2s-Zustand, wihrend [ = 1 der 2p-Zustand ist. (Histo-
risch: [ =s,p,d, f,...=0,1,2,3,...)

Der Entartungsgrad beim H-Atom ist n?, was fiir n = 2 zusammen mit der
2-fachen Entartung durch den Spin (:I:%) insgesamt eine 4 - 2 = 8-fache Entar-
tung gibt. Das bedeutet, man muf} eine 8 x 8-Matrix diagonalisieren, um die
Energiekorrekturen zu erhalten.

Berechnung der Terme in W;

oo § 1 R
<25 W}l) 25> :/0 dr r? R (r) <_8m—362(p2)2) Ras(r)
N S
128" "¢
* 1 ~
(25| W] 2p) = /dQY00(9,¢>) ~Y1m(9,(/>)/drr2R28(r) (_Sm—%z(pz)?) Rop(r)
= (Orthogonalitit der Y7™)
Mg\ = T a2
<2p Wi 2p> = @a me
<25 W}S) 25> = 11—6a4m62
<2p W) 2p> —0
<25 Wi 2p> —0

Das bedeutet, dafl W}l) und W}S) durch die Wahl des Bezugssystems bereits
diagonal sind. Der Spin-Bahn-Term kann diagonalisiert werden, ohne die bisher
bereits diagonalisierten zu storen.

Der Spin-Bahn-Term (W;z)):
Zunichst betrachtet man £8: dies ist ein direktes Produkt von Bahndrehimpuls-

Zustanden |/, m;) und dem Spinzustand |s, ms) (s = %, ms = :I:%) Zur Erinne-
rung:

L2 mg) = 2L+ 1) |1, my)

L lmg) = kg |1, my)

S? s, mg) = h?s(s + 1) |s, my)

S, |s,ms) = hing |s, my)
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Man hat also fiir das direkte Produkt |{,m;) |s, ms) eine Basis aus insgesamt 8
Zusténden:

2s-Zustéande: |0, 0>

E
S~

2p-Zustande: |1, 1 >

L0}
1 1
1,—1>‘§,m5> ms::I:§

Aufgrund der Rotationssymmetrie ist der Gesamtdrehimpuls 7 = £ + § eine
gut geeignete Quantenzahl. Deshalb fithrt man einen Basiswechsel zu der Basis

durch, in der J? und J. diagonal sind:

N — DN~ N =
3
\/

E
S~

M Lsy = > (Ls,memg |1, M s) Lmg) |s,mg)
mp,ms

M=m;+m,

Diese Zustinde erfiillen:

T2, M1 sy = h2T(J +1)|J, M, 1, s)
T NI, M1, s) = BM |J, M, 1 s)

L2T, M, 1, s) = h2(1L+1)|J, M, 1, s)
S%|J, M, 1, s) = hs(s + 1)|J, M, 1, s)

In dieser Basis |.J, M, {, s) ist £LS diagonal, denn:
T =(L+8)=L+8"+2LS
1
= LS= 5(52 —L? - 8%

hZ
= LS|J, Ml s) = 7[J(J—|—1)—l(l—|—1)—5(5+1)] |7, M, 1, s)

Hieran sieht man, daf§ die Zustande |J, M, [, s) Figenzustinde von £S sind, d.h.
dafl £S diagonal ist.

In unserem Fall ist [ = 0,1 und s = % Damit ergibt sich bei der Kopplung der
Drehimpulse:

IN

J

IN

= J=

IN

J

IN
CIFICE Y,

= J=

N — DN —
N — DN —

N | o

Die (historisch bedingte) Schreibweise fiir diese Zustinde ist:

[nly)=|n,J, M, s)
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(man erinnere sich an die Termsymbole der Atomphysik-Vorlesung!) d.h. z.B.:

1 1 1
21>£2—M - M=4-
55 a2a a0a2> :l:2

1 1 1
21>£2—M1— M=4-
pE ’2’ ”2> 2

3 1 1 3
23>£2—M1— M=d- 42
pE ’2’ ”2> :l:2’:l:2

Die Wirkung von £S auf diese Zusténde ist:
25%> =0
LS ‘21)%> = —hz ‘2p%>

£3wy) = [ors)

LS

Jetzt konnen wir daran gehen, den Radialanteil der Spin-Bahn-WW zu berech-
nen:

w - L Ldv

F T om2e2r dr

LS

Aus den vorherigen Ergebnissen sieht man, daBl der Radialteil von n und [
abhangt:

(2) _ 1
<2p] ‘Wf ‘2pj> © 2m2c? <2pJ

K2 11
=255 [0+ - 1]

1dV h? 3

(Agp = %mcz). Damit hat man die 8 x 8-Matrix diagonalisiert.

Ergebnisse:
(i) E(2s1) = —lozzmc2 - ioz4mc2 + o(a®)
2 8 128
(ii) E(2py) = —éozzmc2 + %oflmcz - %oflmcz + o(a®)
= —éozzmc2 — 12—8a4m62 + 0(@6)
(iii) E(2pz) = —éozzmc2 - %oflmcz + o(a®)

Vergleich von (i) und (ii) zeigt, dal diese Zustdnde noch entartet sind, d.h.

es findet in erster Ordnung Stérungstheorie keine vollstindige Aufhebung der
Entartung statt.

Vollstdandige relativistische Rechnung der

25%>, ‘21)%>—Entartung ergibt, dafl
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E nur von n und J abhingt:

12.2.2 Hyperfeinstruktur

Die Hyperfeinstruktur entsteht durch die WW des magn. Moments des Elek-
trons mit dem magn. Moment des Kerns (Protons):
e

€
= = X—(e— I8 6%2; %—5,58
Wiy = xM Mg X2m€g S 9p g gp

Beispiel: Hyperfeinstruktur fiir den Grundzustand

Im Grundzustand 15%> braucht man vier Zustdnde zur Darstellung des Pro-

duktraums |7, m;) |s, m,). Wie oben diagonalisiert man durch den Ubergang zum
Gesamtspin J = 7 + & mit den Zustanden |J, M, 4, s). Dann gilt:

hZ
IS|J, M,i,s) = 7[J(J + 1) —i(i+1)—s(s+ )] |J, M,i,s)

Die Diagonalmatrixelemente sind damit (i = 2

5,s=5= J=01)

11 11 3h2
<0,0,§,§‘th 0,0,§,§>——Tc ¢ € R konstant
11 11 h?
<1,M,§,§‘th 1,M,§,§>— ZC M—O,:l:l

d.h. die Aufspaltung des Grundzustands ist in der GréSenordnung hZec.

12.2.3 Zeeman-Effekt

Wenn man die Drehsymmetrie authebt, dann spalten sich die m-entarteten
Zusténde auf. Diese Authebung der Drehsymmetrie kann durch ein duferes E-
Feld (Stark-Effekt) oder ein dufleres B-Feld (Zeeman-FEffekt) geschehen.

Das B-Feld wirkt auf die magn. Momente:

Bahnbewegung des e: My = gLQe L gr =1
Spin des €: Mgzgg c S gs ~ 2
2m.
Kernspin: MI = g5 € I gr ~ —5,b8
2m,

Der Stérungsterm ist damit (é = Bé,):

Wz = —B(Mp + Ms + Mp) = —we(L. +28.) + wp L.

eB eB
Wp = —4g1

We =

T 2m, 2m,
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Und da wp < we:

WZ ~ —we(ﬁz + 282)

Zeeman-Effekt fir den

13% >-Zustand
Vergleicht man mit der Hyperfeinstruktur, so sieht man:
(1) schwaches Feld: Wy > W7 — Diagonalisierung von Wy
(i1) starkes Feld: Wy <« Wz — Diagonalisierung von Wy
(iii) mittleres Feld: Wy =2 Wz — Betrachtung wie folgt

Fiir den Fall (iii) mufl man
W=Wh; + Wz =28 - 2w. S, + wpZ,

diagonalisieren. Da ! = 0, sind nur die Spins von Interesse, d.h. eine Basis des
Produktraumes ist |i,m;) |s, ms). Man wechselt wieder einmal zur Basis |J, M)

(J=0,1; M =0 bzw. M = 0,1) und stellt sie durch |, m;) |s, m;) dar:

11,1) = z%> 5%> |1o>:%<lé> 5,_%>_ Z_%> 5%>)
A AT A 1 )

Die Operatoren bewirken bei diesen Zustanden:
h h
SZ|1,1):§|1,1) SZ|1,0):—§|0,0)
h h
SZ|1,—1):—§|1,—1) S |0,0):—§|1,0)

Insgesamt erh&lt man so fiir die Korrektur eine 4 x 4-Matrix mit den Elementen:

€8 — hw, 0 0 0
M= 0 ¢+ hw. 0 0
0 0 ¢ hw,
0 0 hw, —3¢h?

und den Eigenwerten
hZ
E1/2 = Zg + hwe

e A2\*
E3/4:—Ifi (ﬁ;) + hPw?

Das bedeutet, dafl der vierfach entartete Grundzustand vollstindig aufspaltet.
Fir w, — 0 (B — 0) erhilt man die ,normale® Hyperfeinstrukturaufspaltung.
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Kapitel 13

Mehrteilchensysteme

13.1 Zweiteilchensysteme

13.1.1 Klassischer Fall

Wir betrachten zunéchst ein klassisches Zweiteilchensystem mit den Koordina-
ten und Tmpulsen 7, py (Teilchen 1) und 7, pa (Teilchen 2). Die Wechselwirkung
zwischen den Teilchen soll nur von 7 = 7 — 73 abhingen. Damit erh&lt man die
Lagrangefunktion
. 52 .
£= gm + gMmaty — V(i — )

Zur einfacheren Betrachtung geht man dann {iber zu Schwerpunkt- und Rela-
tivkoordinaten:

RI 7?:_’1—_’2
mi + ma
= ma S = my o
> =R+ ———7r, rm=R— ———F
my + ma my + my

L2 1 mims -2
- — 7 -V
2 my +ma : (")
—_———
=
Die kanonisch konjugierten Impulse des Hamilton-Formalismus sind:
P=MR=7p + 72
1

pP=pr= m(mzm - mlpz)

Fiir den Ubergang zur Quantenmechanik braucht man noch die Vertauschungs-
relationen:

[Pki, Prj] = tho;; k=1,2
[Ri, Pj] = théi; [ri, p;] = ihé;;

Die restlichen Kommutatoren ergeben 0.
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13.1.2 Quantenmechanischer Fall

Die normierte Wellenfunktion ¢ (71, #) des Systems ist Wahrscheinlichkeitsam-
plitude, d.h. P = |¢(7, 7:'2)|2 ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, Teilchen 1 bei 7
und Teilchen 2 bei 7, zu finden. Normierung bedeutet in diesem Fall iibrigens:

/d3T1 d37°2 |’l/)(7?1, 7?2)|2 = 1
Fragt man nur nach einem Teilchen, so ist
Hm:/me&%W

die Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen 1 bei 7 zu finden.
Der Hamiltonoperator ist:

1, 1,
=P 4V

H QMP —|—2ﬂp + V(¥)

—_ —-
Hems H,

mit P = —ih 61% und p = —ih 6;. Die Wellenfunktion in & und 7 erhélt man
durch

¢<a,fz>:¢(é+ mat T ):xu%,f)

)
my + mso my + my

und die zeitunabhingige Schrédingergleichung ist damit:

In unserem Fall ist H = Hopms + Hy, d.h. man kann fiir XE(R, 7) einen Produk-
tansatz machen:

xe(R,7) = ®(R) - o(7)

Dieser Ansatz liefert die beiden Figenwertgleichungen

- -

Hcmsq)(R) = Ecmsq)(R) HMD(F) = ETSD(F)

und £ = E, + E.pn,. Die Losung der beiden Gleichungen fithrt fiir die Schwer-
punktsbewegung auf eine ebene Welle (freies Teilchen)
[ k?

3 € Eems = 7
(27h)= 2M

Bi(R) =

und fiir die Relativbewegung auf

d.h. auf eine ,regulire® Schrédingergleichung mit der reduzierten Masse.

96



13.1.3 Formale Aspekte zu Zweiteilchensystemen

e die Produkte aus Wellenfunktionen entsprechen in Dirac-Notation einem
Tensorprodukt aus Ket-Vektoren:

xe(R,7) = o(R)p(7) — [x) = [®) o)

e Fine Basis dieses Produktraums besteht aus Ortseigenzustinden

‘}?,F> = &) 7):

ve(Ror) = (B.7|x) = (B|0) (7le) = 2(R)e(7)

13.2 Identische Teilchen

Definition: Zwei Teilchen heiflen identisch, wenn sie durch kein Experiment
voneinander unterschieden werden kénnen.

13.2.1 Klassische Vorbetrachtung

Die Anfangswerte 771, 7.71, 7, 7.72 sind zu einem bestimmten Zeitpunkt (z.B. ¢t = 0)
vorgegeben. Fiir identische Teilchen ist die Lagrangefunktion invariant unter
Vertauschung der Koordinaten und Impulse, woraus folgt, dafl auch die Bewe-
gungsgleichungen invariant sind.

13.2.2 Quantenmechanische Betrachtung

Von Bedeutung ist die Theorie identischer Teilchen z.B. bei der Streuung (siehe
auch Abb. 13.1). Klassisch hat man Trajektorien, d.h. man kann immer an-
geben, welche Bahn zu welchem Teilchen gehort. In der Quantenmechanik ist
der Begriff der ,Bahn® nicht definiert und deshalb hat das Problem eine Aus-
tauschentartung, da man fiir eine physikalische Situation mehrere orthogonale
Zustandsvektoren finden kann.

/ .
/ klassisch / / quantenmechanisch

Abbildung 13.1: Streuung klassisch und quantenmechanisch

13.2.3 Beispiel: System mit zwei identischen Spin- %-Teilchen

Die Zustdnde dieses Systems sind

ter der Nebenbedingung 52” + 522) = 0 hat man dann nur noch die beiden

Zustande
1 1
27 2

52”, 5§2>>, also insgesamt vier Zustande. Un-
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d.h. einen zweidimensionalen Raum mit Austauschentartung. Fin allgemeiner
Zustand in diesem Raum schreibt sich:

1 1 11
W =al5-5)+B|-55)  AP+IEE =

Angenommen, man will jetzt die z-Komponente des Gesamtspins messen:

die Wahrscheinlichkeit, fiir die Messung z.B. & zu finden, wére nach unseren
bisherigen Methoden:

Eigenvektor zum Zustand h:

o33 0)-H)
4-9)

Zustande zu s, Zustande zu s,
2
_|A+ B

N A O AU I T AW
2\]22 29 279
PtV + s =ny= |y |+ = 7

Das bedeutet, dafl

abhéngig von A und B ist. Dies steht im Widerspruch zu den Postulaten, da
die Teilchen identisch sind und Austauschentartung gilt.

13.2.4 Permutationsoperatoren

Die zur Losung des Problems benétigte Technologie sind Permutationsopera-
toren. Permutationen sind Vertauschungen von N Objekten, d.h. Abbildungen
von 1,..., N auf sich selbst: N — B(N)

Definition: ein Permutationsoperator fiir ein N-Teilchensystem B, (o = oy . ..,
a; €{1,2,... N}, a; # o fiir i # j) ist ein Operator mit der Eigenschaft:

PBall:n,2:ne, .., Niny) =11 :n4,,2: gy, N i 0ay)
Zur Verdeutlichung ein Permutationsoperator fiir ein 2-Teilchensystem:
PBor|l:n,2:m)=|1:m,2:n)
Weiterhin gilt fiir den Permutationsoperator Pa;:
T =7 A ;‘Bgl =P = ‘Bll =Py
Mogliche Eigenwerte von Py; sind £1.

o Figenvektoren |¢g) zum Eigenwert 41 heifilen symmetrisch

e Figenvektoren | 4) zum Eigenwert —1 heiflen antisymmetrisch

Poi1 [Ys) = [¥s) Por |a) = — |[a)
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Auflerdem definiert man sich noch den Symmetrisierungsoperator

6= %(I + Par)

und den Antisymmetrisierungsoperator

1

A= 57— P)
2l und & sind hermitesch und Projektionsoperatoren
6°=6 A =2
und weiterhin gilt:
A-&=0 A+6=7

Fiir die Anwendung des Permutationsoperators auf beliebige Zustinde |¢) gilt:

Po1(S ) = & ) Por(A[Y)) = —2A[v)

13.2.5 Observable

Wenn A der Operator zur klassischen Observablen A im Einteilchenraum ist,
dann seien A(1) und A(2) die Operatoren in & bzw. &. Dann hat man die
offensichtliche Erweiterung unserer Observablendefinition:

A [) = A Y ey 1) [2 2 5)

=i (AW 1) 12 )
A@) [0y =D eig [1:4) (AQ) 2 7))

i,J
Daraus kann man erkennen, daf§ die Permutation auf Observable nach Wahl der
Basen der Einteilchenrdume

AL :d)y = a; |1 :4)
A2)]2:4) = a; ]2 :9)
folgendermaflen wirkt:
AD)PBor |1:4)|2:5) =a; |1 :5)|2:4)
& AT L) [2:5) = a1:7) 120
S Par AP 150 2:5) = a5 12002 )
=A@2) 14y [2: )

= ParA(FL, = A@2) Por A2)F], = A1)
Dieses Ergebnis gilt auch allgemein: ist O(1,2) ein Operator auf £, dann gilt:

;B210(1a 2)%;1 = O(Qa 1)
Fiir symmetrische Operatoren (Og(1,2) = Og(2,1)) folgt damit:

PorOs(1,2)PL, = 05(1,2) < [05(1,2), Pau] =0
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13.2.6 Vollstandig symmetrische /antisymmetrische Zustands-
vektoren

Definition: Ein Vektor |¢g) heiit vollstindig symmetrisch, wenn fiir jede Per-
mutation B, gilt:

Palts) = [¥s)

FEin Vektor |¢4) heifit vollstindig antisymmetrisch, wenn fiir jede Permu-
tation B, gilt:

+1 wenn « gerade

Balva) =Ualpa) o= {

—1 wenn « ungerade

a heiflt gerade, wenn es durch eine gerade Anzahl Vertauschungen zweier
Elemente aus der Folge 1,2,3, ..., n hervorgegangen ist. (z.B. 1,2, 3 oder

3,1,2)

a heilit ungerade, wenn es durch eine ungerade Anzahl Vertauschungen
zweier Elemente aus der Folge 1,2,3, ..., n hervorgegangen ist. (z.B. 2,1,3
oder 2,3, 1)

Allgemeine Symmetrisierungs-/Antisymmetrisierungsoperatoren

Der Symmetrisierungs-/Antisymmetrisierungsoperator fiir N Teilchen ist:

1 1
szzma Q[Imzﬂaipa

(3=, steht fiir die Summe iiber alle méglichen Permutationen «)
Die allgemeinen Operatoren & und 2 sind hermitesch, und fiir alle Permutatio-

nen Pp gilt:

Ps&6=6P;=6
Pp2d = AP = 12

Plausibilisierung: Es gilt:

BaPs =B, = 1, =11,

Damit zeigt man direkt:
1 1
FpS = 7> PsPa= 70 =6
o v
1 1
Ppl = N1 Z oPpPa = Nl Z(H%)Hamﬁma

1
= Hﬁmzﬂv;‘pv = g%l
¥

100



& und 2 sind Projektionsoperatoren und die Unterrdume, auf die sie projezieren,
sind zueinander orthogonal:

1 1 1
W (- ! Snpasel Y -a
o o @ =1

1 1
A-6 = mZHQ%G = mGZHa =0
S symmetrisiert einen beliebigen Zustand |¢):

PaS[) = S [v)

A antisymmetrisiert einen beliebigen Zustand |¢):

PaA |¢) = a2 1)

Fiir die Summe von & und A gilt:

G—i—QL_N'Zl—i—H w2 Fa

a gerade

13.2.7 Erganzung der Postulate der Quantenmechanik

Die obigen Ausfithrungen implizieren eine Ergénzung der Postulate der Quan-
tenmechanik fiir den Fall identischer Teilchen (siche auch Abschnitt 6.1):

VII) Enthélt ein System identische Teilchen, dann werden nur bestimmte Vekto-
ren als physikalische Zustidnde zugelassen, ndmlich entweder die vollstandig
symmetrischen oder die vollstdndig antisymmetrischen (bzgl. der identi-
schen Teilchen) Zustandsvektoren.

Teilchen mit vollstindig symmetrischen Zustandsvektoren heiflen Boso-
nen, solche mit vollstindig antisymmetrischen Zustandsvektoren heiflen
Fermionen.

Spin-Statistik-Theorem: alle Teilchen mit halbzahligem Spin sind Fermio-
nen, alle Teilchen mit ganzzahligem Spin sind Bosonen.

13.2.8 Aufhebung der Austauschentartung
2-Teilchen-System

Hierzu betrachten wir nochmals zwei identische Spin- %—Teilchen:
Ein allgemeiner Zustand ist
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Antisymmetrisiert und normiert man diesen Zustand, so ergibt sich:
1 1 1 1 11
= —(7 — = — —b - —= ) — |—=, =
al) = 5 - P = 500 ([5.-5) - |-53))
1 1 1 11
[Yn) = ﬁ (‘5,—§>— ‘—§,§>) (normiert)

Dies ist nun der eindeutige Zustandsvektor, der das System in Einklang mit Po-
stulat VIT) beschreibt. Bezeichnet man die mdglichen Zustinde zum Gesamtspin
S = 8W 4+ 83 mit |s,m,), so sieht man:

|0, 0) ist antisymmetrisch
|1, m;) ist symmetrisch fir m; = —1,0,1

Beim Gesamtspin 1 kann daher zur symmetrischen Spinwellenfunktion nur eine
antisymmetrische Ortswellenfunktion treten, die im Falle gleicher Ortszustdnde
der beiden identischen Teilchen verschwindet. Dieser Ausschlufl von absolut glei-
chen Zustdnden identischer Teilchen bezeichnet man als Pauli-Prinzip. Zwel
identische Teilchen miissen sich immer in mindestens einer Quantenzahl unter-
scheiden.

Man sieht dies z.B. am Quark-Modell:

Es besagt, dal Baryonen aus 3 Quarks aufgebaut sind. Ein Q~-Teilchen be-
steht z.B. aus drei s-Quarks: Q= = (s, s, s). Der scheinbare Verstof§ gegen das
Pauli-Prinzip wird hier durch eine zusétzliche Quantenzahl aufgehoben, der so-
genannten Farbe der Quarks.

allgemeiner Fall

Wenn |4} ein N-Teilchen-Zustand in einem System mit Austauschentartung ist,
dann ist der Zustand B, |¢) fiir alle o Aquivalent zu |¢). Um die Austauschent-
artung aufzuheben, (anti-)symmetrisiert man:

(a) Symmetrisierung: mit |¢s) = & |y} folgt:
Ba [vs) = [vs)
Damit ist |1g) eindeutig und die Austauschentartung aufgehoben.
(b) Antisymmetrisierung: [¢4) = A |¢)
Pao[va) =1a [ta)

= |t¢a) eindeutig

13.2.9 Slater-Determinante

Bei einem System aus N Fermionen 148t sich der antisymmetrische Zustand
leicht angeben:

(a) Zweiteilchensystem:

1

) = <= (1L |2 m) = [1:m) [2: m))

det <||11 b ;%)
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(b) Dreiteilchensystem:

1
) = %Za:ﬂamaH:nHQ:m)B:k)

1 [L:in) [2:n) [3:n)
“v (||11 :1 T/Z; ||22 :1 T/Z; ||:; :1 TZ;)
(¢) N-Teilchen-System:
|} ni) |§ niy) - |% ni)
) = et | '.”” | '5”” | '3“”
1:nn) [2:nn) -+ [N :inw)

13.2.10 Austauschterm

Wir betrachten wieder einmal ein Zweiteilchensystem:
1

V2

A sei eine Observable, d.h. A |n) = a, |n) (in einem Einteilchenraum). Fiir die
Basis {|1:n)|2:m)} des Zweiteilchenraums ergibt sich fiir die Messung von A
die Frage:
Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, fiir ein Teilchen a; und fiir das andere a;
zu finden?

px) = —=(1: ) [2:x) £ [1:x) 121 ¢))

(I): Fall ak # aj und (k|j) =0
Der entsprechende Zustand ist
€
V2
und die Wahrscheinlichkeit damit: P(a;, ax) = [{¢+ |7, k)|2:

k)= —= (L) 12: k)£ 1 k) [2:5))

(b 17 k) = S (Lol (Zoxl £ (Lexl(2:0l) - (k) [2:5) £ [1:5) |2 k)

= 5 (e k) (1) + o 1R) (e 1) = (xc TR) G 1) = (x TR) (e 1)

(@ 1k) {x 17) £ (¢ 17) (x [k)

direkter Term Austauschterm
. . 2
= Plaj,ax) = | (¢ k) (x 17) £ (¢ 17) (x |K)]

Vergleich: unterscheidbare Teilchen
Bei unterscheidbaren Teilchen mit einem allgemeinen Zustand

[6) =11:9)12:x)

kann man bei einer Messung ebenfalls nach der Wahrscheinlichkeit fragen, dafl
eines der beiden Resultate a; und das andere aj ist, ohne dafi man versucht,

— N
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die Teilchen zu unterscheiden. In diesem Fall ist die Wahrscheinlichkeit aber, im
Gegensatz zu oben:

Pag, a) = | (o [7) (x )] + | (@ k) (x 1)

(IT): Identische Teilchen: |j) = |k) = ak = qj

Fiir Fermionen ergibt sich nach dem Pauli-Prinzip sofort: |j, &) = 0.
Fiir Bosonen erhilt man den symmetrischen und normierten Zustand

g3y =11:5)12:7)

Die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Zustand ist:

Plag,a;) = | (62 1. 3)[F = |—= ({1 0 (2 Xl + {12 12 - ) 14, 3)

V2

=2 (¢ i) (x 1]

13.2.11 Beispiel: Streuung identischer Teilchen

Bei der Streuung hat man im Schwerpunktsystem den Anfangszustand
i) = = (1.7 =) = 11, =) 2,70)
und den Endzustand
9) = (1L 2. ) £ |1 =) [2.)

(siche auch Abb. 13.2)

>
D

i :
Anfangszustand _,/ Endzustand
P

Abbildung 13.2: Anfangs- und Endzustand der Streuung
Die Zeitentwicklung des Anfangszustandes ist gegeben durch
i) = U@) [3)
und der Ubergang zum Endzustand damit:
Tri = (5 [U(20)[ i)
% (L0712, =51 £ (1, =p"[(2, 7)) U(e0) (11,57 12, -§") £ 11, -§") [2.5"))
= (Lp"[(2,=p"| U () 1, 7) 12, =F) & (1,57 (2, 5| U(o0) |1, =P) |2,P)

Dies entspricht genau den beiden klassisch moglichen Wegen (siehe Abb. 13.1).
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