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Kapitel 1Einf�uhrung1.1 Charakterisierung und Einordnung der Quan-tenmechanikBis Ende des letzten Jahrhunderts konnte man die Ph�anomene der Physik mitallt�aglichen Erfahrungen identi�zieren. Das �anderte sich, als man versuchte, dieVorg�ange im atomaren und kosmologischen Bereich zu verstehen. Es zeigte sich,da� bei kleinen Energien und/oder gro�en Geschwindigkeiten die Methoden derklassischen Physik nicht mehr anwendbar sind. So entstanden die Quanten- unddie Relativit�atstheorie.Die Relativit�atstheorie ergab sich aus der Endlichkeit der Lichtgeschwindigkeit c.Den klassischen kann man sich aus dem allgemeinen Fall durch den Grenz�uber-gang c!1 hervorgegangen denken.Charakteristisch f�ur die Quantenmechanik ist die Quantisierung der Energie,d.h. die Tatsache, da� Energie in "Portionen\, den Energiequanten, �ubertragenwird. Wichtig ist hier die Planck'sche Konstante ~, die im klassischen Fall als 0betrachtet werden kann.Ber�ucksichtigt man beide Verallgemeinerungen, c 6= 1 und ~ 6= 0, so entstehtdie relativistische Quantenmechanik oder Quantenfeldtheorie (siehe auch Abb.1.1).1.2 Beispiele f�ur Quantene�ekteMitte bis Ende des 19. Jahrhunderts stie� man auf einige E�ekte, die sich klas-sisch nicht erkl�aren lie�en:� die Strahlung schwarzer K�orper ("Ultraviolett-Katastrophe\)� der photoelektrische E�ekt� der Compton-E�ekt� die Emissionsspektren von Atomen1



klassische Mechanik:~! 0 c!1Quantenmechanik:~ 6= 0 c!1 klass. E-Dyn.,relat. Mechanik:~! 0 c 6=1relat. Quantenmech.,Quantenfeldtheorie:~ 6= 0 c 6=1 R	 R 	 c 6=1~ 6= 0 ~ 6= 0c 6=1Abbildung 1.1: �Uberg�ange zu den neuen Theorien(a) Schwarzk�orper-StrahlungDas spektrale Emissionsverm�ogen Es(!; T ) des schwarzen K�orpers entsprichtder abgestrahlten Energie im Frequenzintervall [!; !+d!] bei der Temperatur T .Die klassische Theorie erh�alt hierf�ur:Es(!; T ) = !24�2c2 kT (1.1)mit k = 1; 38066 � 10�23 J K�1, der Boltzmann-Konstanten. Integriert manhier�uber von 0 bis 1, d.h. �uber den gesamten Frequenzbereich, so divergiertdas Integral, d.h. der K�orper w�urde unendlich viel Energie abstrahlen. Da diesnat�urlich nicht sein kann, suchte man nach besseren L�osungen. Planck konnteschlie�lich eine L�osung �nden, die den experimentellen E(T )-Zusammenhangsehr gut wiedergab, mu�te daf�ur aber annehmen, da� Strahlungsenergie bei einerbestimmten Frequenz nur in Vielfachen einer Grundgr�o�e, dem sogenanntenLichtquant, abgestrahlt werden kann:E = n~! n = 1; 2; : : :Mit dieser Annahme erhielt er das nicht divergierende Gesetz:Es(!; T ) = ~!34�2c2 1e~!=(kT ) � 1 (1.2)und ~ = h2� = 1; 05457266 � 10�34 Js (heutiger Wert) aus der Anpassung andie experimentelle Kurve. Macht man in obiger Formel (1.2) "just for fun\ ein-mal den Grenz�ubergang ~ ! 0, so erh�alt man (z.B. mit l'Hospital) sofort dieklassische Beziehung (1.1). 2



�7 �-	 e-� IUAbbildung 1.2: Photoelektrischer E�ekt: Licht der Frequenz � tri�t auf die Ka-thode einer Vakuumr�ohre. Dadurch werden Elektronen freigesetzt, so da� einStrom I durch die Anordnung 
ie�en kann.(b) photoelektrischer E�ektDer in Abb. 1.2 schematisch aufgezeichnete Versuch wurde erstmals 1887 vonHertz durchgef�uhrt. Dabei erhielt er folgende Ergebnisse:1. I = 0 f�ur alle Frequenzen � < �0, wobei �0 nur vom Material der Kathodeabh�angt2. Die Gegenspannung U , f�ur die der Strom verschwindet, ist Us = h(���0)e3. Die Anzahl der freigesetzten e-'s (=̂ Strom) ist proportional zur Lichtin-tensit�atDie Grenzfrequenz in 1. l�a�t sich klassisch nicht erkl�aren. Insgesamt best�atigtder Versuch aber die Planck'sche Annahme und zeigt, da� mit der Frequenz derLichtquanten auch die Energie feststeht, die sie besitzen. Damit kann man denLichtquanten auch einen Impuls ~p zuordnen und zwar mit:j~pj c =pE2 �m2c4 m=0���! E ) c j~pj = h� = ~!F�uhrt man noch den Wellenzahlvektor ~k ein, f�ur den gilt: ���~k��� = !c und der indie Ausbreitungsrichtung des Lichts zeigt, so erh�alt man die Planck-Einstein-Relationen: E = ~!~p = ~~k (1.3)(c) Compton-E�ektDas ist der wohl bekannte E�ekt der Streuung von Lichtquanten an Elektronen,wobei sich die Wellenl�ange des gestreuten Lichtes abh�angig vom Streuwinkelzu l�angeren Wellenl�angen hin verschiebt. Betrachtet man Licht als Welle, so isteine solche Wellenl�angen�anderung nicht erkl�arbar. Sieht man Licht jedoch alsLicht"teilchen\ (Quanten), die einen Sto� mit den Elektronen ausf�uhren, so istklar, da� sich dabei ihre Energie und damit die Frequenz � = Eh �andert.3



(d) Emissionsspektren von AtomenDie scharfen Linien der Spektren von Atomen waren auch etwas, das man nichtverstehen konnte, da klassisch gesehen das System Atom/Elektron ein Hertz-Dipol ist und damit st�andig Energie in Form von elektromagnetischen Wel-len abstrahlen m�u�te () kontinuierliches Spektrum). Das w�urde jedoch dazuf�uhren, da� das e- auf einer Spiralbahn in den Kern st�urzt. Man fand rechtbald ein empirisches Gesetz f�ur die scharfen Linien des Wassersto�spektrums,n�amlich: 1� = const :� 1n21 � 1n22� n1; n2 = 1; 2; 3; : : : n1 < n2Dies f�uhrte zum Bohr'schen Atommodell, mit den folgenden Postulaten:� nur Elektronenbahnen mit dem Drehimpuls n~ 1 und n 2 N sind erlaubt,was f�ur den Fall von Kreisbahnen mit Radius r auf mvr = n~ f�uhrt� auf diesen Bahnen bewegt sich das Elektron strahlungsfrei� Elektronen k�onnen von einer Bahn der Energie E zu einer anderen mitEnergie E0 springen und dabei die Energiedi�erenz als Photon aussenden:~! = E � E0Betrachtet man Kreisbahnen im Coulomb-Zentralfeld, so erh�alt man:ze2r2 = mv2r ) v = ze2n~ ) r = n2~2ze2mE = 12mv2 � ze2r = � � � = �12 (ze2)2~2n2 m
1wurde sp�ater erweitert auf: H pi dqi = ni~ f�ur alle assoziierten Koordinaten und Impulse4



Kapitel 2Dualismus Welle $ Teilchen2.1 Klassische MechanikDie klassische Mechanik beschreibt Systeme durch ihre HamiltonfunktionH(p; q) =Xi _qipi � L(L { Lagrangefunktion des Systems) in den verallgemeinerten Koordinaten (q)und Impulsen (p). F�ur ein Teilchen in einem zeit- und geschwindigkeitsun-abh�angigen Potential ergibt sich zum Beispiel mit L = T � V die Hamilton-funktion: H(p; q) = p22m + V (q).Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus der Hamiltonfunktion zu:_p = �@H@q _q = @H@p (2.1)Die Trajektorien (=̂ L�osungen der Gleichungen p(q)) lassen sich im Phasenraumdarstellen, in dem p �uber q aufgetragen wird. Jeder Punkt im Phasenraumentspricht einem Zustand des Systems.2.2 Klassische ElektrodynamikDie klassische Elektrodynamik beschreibt Systeme durch die vier Maxwellglei-chungen, die im Falle ohne freie Ladungen und Str�ome (� � 0, ~j = 0) lauten:rot ~E = �1c _~B div ~E = 0rot ~B = 1c _~E div ~B = 0Aus diesen Gleichungen erh�alt man durch1c �~E = rot _~B= �c rot rot ~E= �c(grad div ~E �4 ~E)= c4 ~E 5



die Wellengleichung 1c2 �~E = 4 ~E (2.2)Eine L�osung hiervon ist z.B. die ebene Welle:~E = ~E0e�{̂!t+{̂~k~xmit ! = c ���~k��� und ~k ~E0 = 0.Aus zwei beliebigen L�osungen der Wellengleichung kann man sich beliebig vieleandere "zusammenbasteln\, denn es gilt das Superpositionsprinzip:Sind ~E1(~x; t) und ~E2(~x; t) L�osungen der Wellengleichung, dann ist auch jedeFunktion ~E(~x; t) = �~E1(~x; t) + � ~E2(~x; t) (mit �; � konstante Faktoren) eineL�osung.Eine andere Form von (2.2) ist die sogenannte Wellengleichung f�ur Potentiale:1c2 �� = 4�deren L�osungen ebenfalls die Form von ebenen Wellen annehmen:�(~x; t) = �0e�{̂!t+{̂~k~x !(~k) = c ���~k���bzw., mit den Planck-Einstein-Relationen (1.3):� = �0e� {̂~Et+ {̂~~p~xHat man eine ganze Verteilung f(~k) solcher ebener Wellen, so erh�alt man einWellenpaket �(~x; t) mit�(~x; t) = 1(2�)3 Z d3k f(~k)e�{̂!t+{̂~k~xwobei ! = !(~k) Dispersionsrelation genannt wird. �Uber diese Beziehung kannman zwei weitere charakteristische Gr�o�en des Wellenpakets berechnen, dieGruppen- und Phasengeschwindigkeit:Phasengeschwindigkeit: ~vp = !(~k)j~kj ~kj~kjGruppengeschwindigkeit: ~vg = ~r~k !(~k)Die physikalische Bedeutung der Phasengeschwindigkeit ist bekannt:sie gibt die Geschwindigkeit an, mit der die einzelnen Wellen (jeweils mit eige-nem Wellenvektor ~k) wandern. Da ! von ~k abh�angt, laufen die Wellen mit derZeit auseinander, jedoch gilt:!(~k) = !(~k0) + (~k � ~k0)� ~r!(~k)����~k=~k0 + � � � (Taylor-Entwicklung)�(~x; t) �= Z d3k(2�)3 f~k0(~k) e�{̂!(~k0)t�{̂(~k�~k0)~vgt+{̂~k~x� e�{̂!(~k0)t+{̂~k0~x Z d3k(2�)3 f~k0(~k) e�{̂(~k�~k0)(~vgt�~x)Die Hauptbeitr�age zu diesem Integral sind die Stellen, an denen die e-Funktion� 1 ist, d.h. wenn ~x = ~vgt. Das bedeutet, da� sich der Schwerpunkt des Wellen-paketes mit ~vg fortbewegt. 6



2.3 DoppelspaltEin Charakteristikum von Wellen sind Interferenzen, d.h. wenn sich zwei Wellen�1 und �2 �uberlagern, nimmt die resultierende Welle die Form � = �1 + �2an. So kann man z.B. die Wellen betrachten, die von den Spalten einer voneiner Lichtquelle beleuchteten Doppelspaltblende ausgehen. Da die Intensit�atproportional zu j�j2 ist, gilt f�ur sie:I = j�j2 !6= I1 + I2 = j�1j2 + j�2j2)I(Spalt 1 und Spalt 2) 6= I(Spalt 1) + I(Spalt2)Reduziert man die Intensit�at der Lichtquelle so weit, da� man davon ausgehenkann, da� sich immer nur ein Photon auf dem Weg zum Schirm be�ndet undersetzt diesen durch eine photographische Platte, so bemerkt man:1. bei langer Belichtungszeit (=̂ viele Photonen nacheinander, also keineWechselwirkung der Photonen) erh�alt man ein Interferenzmuster2. bei kurzer Belichtungszeit (=̂ "ein\ Photon) erh�alt man einen lokalisiertenFleckIm ersten Fall tritt der Wellen- und im zweiten der Teilchenaspekt des Lichtesdeutlich zutage.2.4 Spektralzerlegung und Fouriertransformation2.4.1 SpektralzerlegungDie elektrische Feldst�arke ~E hat Vektorcharakter. Dadurch kann das Licht po-larisiert sein, was z.B. f�ur den Fall der linear polarisierten Welle so aussieht:~E(~x; t) = E0êpe{̂~k~x�{̂!têp ist der Polarisations(-einheits-)vektor mit ê2p = 1 (klar!), der senkrecht aufder Ausbreitungsrichtung der Welle steht: êp � ~k = 0. -6oxy	 ?6Analysatorx-Richtung zSchirm�êpAbbildung 2.1: Polarisation des LichtsNachdem das Licht den Polarisations�lter passiert hat (siehe Abb. 2.1), hat esdie Intensit�at I = I0 cos2 �. Was ist die quantenmechanische Erkl�arung?F�ur jedes Photon gibt es nur zwei M�oglichkeiten:7



1. das Photon passiert den Analysator2. das Photon wird absorbiertMit der Intensit�at I kennt man die Absorptions- bzw. Durchgangswahrscheinlichkeit(cos2 �) f�ur ein einzelnes Photon. F�ur eine gro�e Anzahl N von Photonen ergibtsich dann hinter dem Analysator (schwaches Gesetz der gro�en Zahlen):Ndurchgelassen = N cos2 �Interpretation:(a) eine Messung ergibt nur bestimmte Resultate (Durchgang oder Absorption) "Eigenwerte\)(b) zu den Me�resultaten geh�oren zwei Vektoren êx (durchgelassen) und êy(absorbiert) (Eigenvektoren zu den beiden Eigenwerten)(c) ein beliebiger Vektor êp kann immer in die Vektoren êx und êy zerlegtwerden:êp = êx cos � + êy sin � (Prinzip der Spektralzerlegung)(d) das Quadrat der Koe�zienten ergibt die Wahrscheinlichkeiten f�ur Absorp-tion oder Durchgang:pD = cos2 � pA = sin2 � pA + pD = 1(e) nach der Messung hat das Licht eine de�nierte Polarisationsrichtung êx2.4.2 FouriertransformationEin eindimensionales Wellenpaket hat zu einem bestimmten Zeitpunkt die Form:�(x; t = 0) = Z 1�1 dk2� f(k)e{̂kxWenn man �(x; t = 0) gegeben hat, und sich f�ur die Verteilungsfunktion f(k)interessiert, so mu� man die Fouriertransformation anwenden:Z 1�1 dx e�{̂k0x�(x; t = 0) = Z 1�1 dx Z 1�1 dk2� f(k)e{̂x(k�k0)= Z 1�1 dk2� f(k) Z 1�1 dx e{̂x(k�k0) (2.3)Dabei ist die Bedeutung von R1�1 dx e{̂x(k�k0) die der �-Distribution:Z a�a dx e{̂xq = 2q sin(aq) (2.4)Z 1�1 dq Z a�a dx e{̂qx = 2�Dieses Integral existiert unabh�angig von a und man de�niert f�ur a!1:a!1) Z 1�1 dx e{̂(k�k0)x := 2��(k � k0)8



Warum, das sieht man recht anschaulich an Abb. 2.2 (rechts): Der mittlere Peakwird mit zunehmendem a immer h�oher und schm�aler, und der Sinus geht f�urjxj > a immer schneller gegen 0.F�ur das Rechnen mit der �-Funktion gilt:Z 1�1 dq �(q)g(q) = g(0)Daraus folgt f�ur (2.3):(2.3) (2.4)= Z 1�1 dk2� f(k) 2(k � k0) sin[a(k � k0)]a!1= f(k0) Z 1�1 dk2� � 2(k � k0) sin[a(k � k0)]�= f(k0)Wendet man die soeben erhaltenen Ergebnisse auf die ebene Welle an, so erh�altman: Z 1�1 dx e{̂kxe�{̂k0x = 2��(k � k0)d.h. die ebene Welle, die r�aumlich nicht lokalisiert ist, ist im Frequenzraum(Fourier-Transformation) "unendlich\ stark lokalisiert (genau eine Frequenz).Die R�ucktransformation kann man nutzen, um zu sehen, wie eine Welle, diebestimmte Frequenzen enth�alt, im x-Raum aussieht (Fourier-Synthese):W�ahlt man die Verteilungsfunktion z.B. recht einfach als:f(k) = (1 f�ur �a < k < a0 sonstso erh�alt man:  (x; t = 0) = Z 1�1 dk2� f(k)e{̂kx = Z a�a dk2� e{̂kx= 2x sin(ax)1 �a af(k) �k = 2ak-Raum -�F.T.F.R.T. 2a ��a �a (x; t = 0) �x = 2�aOrtsraumAbbildung 2.2: Fourier-TransformationDas Wellenpaket ist weder im Frequenz- noch im x-Raum genau lokalisiert,9



sondern hat eine charakteristische Breite, bzw. Unsch�arfe �k bzw. �x. Diesebeiden Gr�o�en erf�ullen eine sogenannte Unsch�arferelation:�k�x = 4� � 1 (2.5)(Sp�ater erh�alt man dies aus der Heisenberg'schen Unsch�arferelation)

10



Kapitel 3Materiewellen undSchr�odingergleichung1923 stellte de Broglie seine Hypothese auf, da� auch Materie sich durch Wellenbeschreiben l�a�t, und zwar nach den Planck-Einstein-Relationen (1.3). DieseHypothese wurde 1927 von Davisson und Germer erstmals veri�ziert, die damalsInterferenzen von Elektronenstrahlen nachwiesen.3.1 Realisierung des Konzepts1. das Teilchen wird durch eine Wellenfunktion  (~x; t) beschrieben2. j (~x; t)j2 wird als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert:�(~x; t) = j (~x; t)j2�(~x; t) d~x ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit t zwischen ~xund ~x+ d~x zu �nden:) Z 1�1 d3x �(~x; t) = 1) Wellenfunktionen sind quadratintegrabel , d.h.:Z 1�1 j j2 d3x konvergiert3. f�ur die Messung einer beliebigen Gr�o�e soll die Spektralzerlegung gelten.Damit ist das Resultat einer Messung (der Eigenwert an mit der Eigen-funktion  n(~x)) verkn�upft mit einem (Wahrscheinlichkeits-)Koe�zientencn:  (~x; t0) =  n(~x))Me�ergebnis ist an� Spektralzerlegung:  (~x; t0) =Pn cn n(~x)pj = jcj j2 ist die Wahrscheinlichkeit, den Wert aj zu messen� wenn die Messung aj ergibt, dann ist die Wellenfunktion nach derMessung  j(~x) (Reduktion des Wellenpakets)11



4. die Zeitentwicklung des Systems wird durch die Schr�odingergleichung be-schrieben:(keine Herleitung, sondern Plausibilisierung)Betrachtet man die ebene Welle (~x; t) =  0e�{̂!t+{̂~k~xmit E = ~p22m = ~! und ~p = ~~k und sucht eine Di�erentialgleichung, diedieses Ergebnis liefert, so erh�alt man:{̂~ @@t (~x; t) = ~! (~x; t) = ~p 22m (~x; t)= ~2~k22m  (~x; t) = � ~22m 4 (~x; t)) {̂~ @@t (~x; t) = � ~22m 4 (~x; t) (3.1)(3.1) ist die Schr�odingergleichung f�ur ein freies Teilchen.VerallgemeinerungIst das Teilchen nicht mehr frei, sondern im Potential V (~x), so ist seine EnergieE = ~p 22m + V (~x)und damit: {̂~ @@t (~x; t) = �� ~22m 4 (~x; t) + V (~x) (~x; t)�= �� ~22m 4+V (~x)�| {z }H(4;~x): Hamiltonoperator (~x; t)Noch allgemeiner ergibt sich der Hamiltonoperator aus der HamiltonfunktionH(~x; ~p) des Systems, wenn man den sogenannten Impulsoperator p̂ = �{̂~ ~rverwendet: H(~x; ~p) = H(~x;�{̂~ ~r)Diese Darstellung ist u.U. nicht eindeutig, denn wenn man z.B. H(�{̂~ ~r; ~x) =H(~p; ~x) = ~x~p anwendet, so erh�alt man:H =~x(�{̂~ ~r) = �{̂~~x(~r ),(�{̂~ ~r)(~x ) = �{̂~( ~r~x+ ~x ~r ) = �{̂~(3 + ~x ~r )was bedeutet, da� Operatoren i.a. nicht kommutativ sind und in der QM des-halb, anders als in der klassischen Mechanik, nicht gilt:p̂x̂ = x̂p̂ (p̂, x̂: Operatoren)12



3.2 Teilchen als WellenpaketeEine ebene Welle ist gegeben durch (~x; t) =  0e�{̂!t+{̂~k~xmit ! = ~~k2=(2m) und ~k = ~p=~. Ihre Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte� � j j2 ist r�aumlich konstant. Dies ist zugleich die Wellengleichung des freienTeilchens, dessen Aufenthaltswahrscheinlichkeit �uberall gleich gro� ist.�Uberlagert man viele solcher ebener Wellen, so ergibt sich das resultierendeWellenpaket aus dem Superpositionsprinzip,�(~x; t) = Z d3k(2�)3 f(~k)e�{̂!t+{̂~k~xeiner Art verallgemeinerter Fouriertransformation.Berechnung der Phasen- und Gruppengeschwindigkeit~vp = !(~k)j~kj2 ~k = ~~k2m = ~p2m~vg = ~rk ~!(~k) = ~~km = ~pm = ~vklassisch3.3 Heisenberg'sche Unsch�arferelationBei der ebenen Welle, die eine konstante Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte� und damit keinerlei r�aumliche Lokalisierung hat, stellt man eine sehr starkeLokalisierung des Impulses fest1, denn ~p = ~~k0 ist festgelegt durch f~k0(~k) =�(~k � ~k0). Aus der vorher bekannten Beziehung�k�x � 1wird hiermit �p�x & ~und damit auf jeden Fall auch:�x�p � ~2 Heisenberg'sche Unsch�arferelation (3.2)1d.h. das Teilchen hat keinen bevorzugten Aufenthaltsort, aber einen genau festgelegtenImpuls 13



Kapitel 4Qualitatives Verst�andniseinfacher F�alleBetrachtet werden die F�alle:1. zeitunabh�angiges Potential2. Stufenpotentiale, Potentialt�opfe4.1 Station�are Zust�andeAls station�are Zust�ande bezeichnet man Zust�ande, deren Wahrscheinlichkeits-dichte �(~x; t) zeitunabh�angig ist. Das bedeutet, da� eine Zeitabh�angigkeit in (~x; t) nur in Form einer reinen Phase e�{̂!t auftritt: (~r; t) = e�{̂!t�(~r)) {̂~ @@t (~r; t) = e�{̂!t~!�(~r)= e�{̂!t�� ~22m 4+V (~r)��(~r)woraus sich mit ~! = E die zeitunabh�angige Schr�odingergleichung ergibt:�� ~22m 4+V (~r)��(~r) = E�(~r) , H(~r;�{̂~ ~r)�(~r) = E�(~r) (4.1)Das bedeutet, da� �(~r) Eigenfunktion des Hamiltonoperators zum EigenwertE ist. In der Regel hat H allerdings nicht nur einen Eigenwert, sondern viele:En = ~!n1. Das hei�t: En�n = H�n ) �n; En)  n(~r; t) = e�{̂!nt�n(~r) (station�are Zust�ande)1Diese En des Systems mi�t man meistens auch, da sie eine relativ einfach zug�anglicheGr�o�e darstellen. 14



Aus der Superposition aller m�oglichen Eigenfunktionen entsteht die allgemeineWellenfunktion:  (~r; t) =Xn cne�{̂!nt�n(~r) cn 2 C4.2 StufenpotentialEin Stufenpotential mit der Stufe bei x0 ist de�niert durch:V (x) = V0�(x � x0) (4.2)V0 x0V xAbbildung 4.1: Stufenpotentialwobei �(x) de�niert ist als: �(x) = (0 f�ur x < 01 f�ur x > 0Setzt man (4.2) in die zeitunabh�angige Schr�odingergleichung (4.1) ein, so erh�altman: � ~22m 00 = �(E � V0�(x� x0)� Hieraus folgen die Randbedingungen an  (x):Integration der Schr�odingergleichung �uber das Intervall (x0 � "; x0 + ") ergibt:� ~22m Z "+x0�"+x0  00(x) dx =� ~22m ( 0(x0 + ")�  0(x0 � ")) != E Z "+x0�"+x0 �(x � x0) (x) dxAu�erdem gilt durch die Quadratintegrabilit�at: j (x)j < k mit geeignetem k 2R. Damit erh�alt man die beiden Absch�atzungen:1. 0 � ����E Z "+x0�"+x0  (x) dx���� � jEj 2"k "!0���! 02. 0 � ����V0 Z "+x0�"+x0 �(x� x0) (x) dx���� = ����V0 Z "+x0x0  (x) dx���� � jV0j "k "!0���! 015



x0Re  xAbbildung 4.2: Schwingungsverlauf �uber Potentialschwelle) � 0+(x0)�  0�(x0)� = 0 ,  0 stetig in x0Eine weitere Integration ergibt, da� auch  in x0 stetig sein mu�. Diese Rand-bedingungen gelten f�ur alle beschr�ankten Potentiale, da hier die beiden obigenAbsch�atzungen gelingen.Das bedeutet: 00(x) ist eine �-Funktion, d.h. st�uckweise stetig)  0(x) ist stetig, hat aber einen "Knick\ bei x0)  (x) ist stetig und "glatt\ (d.h. di�erenzierbar)F�ur ein konstantes Potential V0 hat man den L�osungsansatz  (x) =  0e{̂kx:) ~22mk2 = E � V0 ) k = 1~p2m(E � V0)Je nach dem Wert des Wurzelausdrucks ergeben sich zwei M�oglichkeiten:1. E > V0: dann ergibt sich die "normale\ Wellenl�osung mit reellem k2. E < V0: dann ist k = {̂� mit � = 1~p2m(V0 � E), woraus sich eineWellenfunktion  (x) � e��x ergibt 2Wir betrachten jetzt x0 = 0 (einfache Rechnung) und eine von "links\ einfal-lende Materiewelle:Der Ansatz f�ur x < 0 lautet: �(x) = e{̂kx|{z}einfallende+ Re�{̂kx| {z }re
ekt. Welle k = 1~p2mEund der f�ur x > 0, da es keine nach links laufende Welle f�ur x > 0 gibt: +(x) = Te{̂qx q = 1~p2m(E � V0))  (x) =  �(x)�(�x) +  +(x)�(x)R und T werden aus den Stetigkeitsbedingungen errechnet: +(0) =  �(0) ) 1 + R = T 0+(0) =  0�(0) ) k(1�R) = qT �R = k � qk + q , T = 2kk + q2 in der Regel e��x, da sonst bei der �ublichenKoordinatenrichtung die Amplitude der Welleexponentiell ansteigt 16



Die Re
exionswahrscheinlichkeit PR errechnet sich aus R:PR = jRj2 = ����k � qk + q ����2und die Transmissionswahrscheinlichkeit PT aus T :PT = qk jT j2 = ���� 2kk + q ����2 qkda PR + PT = 1 (betrachte jeweils die Wellenpakete). F�ur die bereits obenerw�ahnten zwei F�alle (E > V0, E < V0) ergibt sich:1. E > V0: jRj2 < 1, d.h. es �ndet teilweise Re
exion, teilweise Transmissionstatt2. E < V0: q = {̂� mit � = 1~p2m(V0 �E) ) jRj2 = ���k�{̂�k+{̂� ���2 = 1, d.h. es�ndet Totalre
exion statt.R und T kann man mit den bereits aus der Optik bekannten Re
exions- undTransmissionskoe�zienten identi�zieren.4.3 Tunnele�ekt (qualitativ)Hierbei betrachtet man eine Potentialbarriere mit endlicher Breite (Abb. 4.3):V = 8><>:0 (I) f�ur x < �aV0 (II) f�ur �a < x < a0 (III) f�ur x > aund eine Energie E < V0. Als Ergebnisse erh�alt man (Abb. 4.4):� im Bereich I: ebene Welle� im Bereich II: exponentielles Abklingen� im Bereich III: ebene WelleDaraus l�a�t sich ablesen, da� auch in den Bereichen II und III Wellenfunktionenexistieren. Ist die Amplitude imBereich III S, so gibt jSj2 die Wahrscheinlichkeitan, da� das Teilchen im Bereich III ankommt, obwohl es klassisch nicht dahingelangen k�onnte. Als Ergebnis erh�alt man (nichttriviale Rechnung):jSj2 �= e�4 a~p2m(V0�E) f�ur ka� 1Ein Vorgang, den man sich nur mit dem Tunnele�ekt erkl�aren kann, ist z.B. der�-Zerfall. Klassisch hat das �-Teilchen keine M�oglichkeit, vom Rest des Kernswegzukommen, da der Potentialwall der schwachen Wechselwirkung, der beidezusammenh�alt, eigentlich zu hoch ist. 17



V0 �a aV xI II IIIAbbildung 4.3: Potentialschwelle endlicher Breite
�a aRe  xAbbildung 4.4: Ergebnisse der endlichen Potentialschwelle
18



Kapitel 5Mathematische Hilfsmittel5.1 Hilbertraum der WellenfunktionenEin Hilbertraum ist ein beliebig dimensionaler, vollst�andiger Vektorraum H�uber den komplexen Zahlen, f�ur den ein Skalarprodukt (�; �) de�niert ist, f�ur dasgilt: (f(x 2 C ); g(x 2 C )) 7! y 2 C 8f(x); g(x) 2 HBetrachtet man die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion mit�(~x; t) = j (~x; t)j2, so folgt daraus �uber1 = Z d3x �(~x; t) <1 (5.1)da�  (~x; t) quadratintegrabel ist, wobei R eine Abk�urzung f�ur R1�1 sein soll, d.h.der Integration �uber den gesamten Raum. Man sieht, da� (5.1) der Forderungentspricht, da� das Teilchen irgendwo sein mu�.Die Quadratintegrabilit�at nutzt man, um einen Vektorraum H zu de�nieren:H = f (~x) j ~x 2 R3^ Z j (~x)j2 d3x <1gDa� dies wirklich ein Vektorraum ist, sieht man �uber: 1 2 H;  2 2 H; �; � 2 C ) � 1 + � 2 2 H5.2 SkalarproduktDas Skalarprodukt von Funktionen ist folgenderma�en de�niert:Seien �(~x);  (~x) 2 H und �� das konjugiert Komplexe von �:(�;  ) := Z d3x�� 19



Es hat folgende Eigenschaften, die sich aus der De�nition ergeben:(�;  ) = ( ; �)�(�; �1 1 + �2 2) = �1 (�;  1) + �2 (�;  2) Linearit�at im 2. Argument(�1�1 + �2�2;  ) = ��1 (�1;  ) + ��2 (�2;  ) Antilinearit�at im 1. Argument(�; �) � 0 und (�; �) 2 R(�; �) = 0 , � � 0 �) De�nition einer Norm: k�k :=p(�; �)Au�erdem gilt f�ur das Skalarprodukt und die eben de�nierte Norm die Cauchy-Schwarz-Ungleichung: j(�;  )j � k�k � k k (5.2)Beweis:1. k�k = 0 ) Ungleichung erf�ullt2. k�k 6= 0 ) betrachte f =  � (�; )k�k2 �0 � kfk2 =   � (�;  )k�k2 �; f! = ( ; f) � (�;  )�k�k2 (�; f)= k k2 � (�;  )k�k2 (�;  )� � (�;  )�k�k2 (�;  ) + (�;  )�k�k2 (�;  )k�k2 k�k2= k k2 � 1k�k2 j(�;  )j2, j(�;  )j2 � k k2 � k�k25.3 Orthonormierte Systeme, BasisEine Menge von Hilbertraumvektoren �n, n 2 N hei�t orthonormiert, wenn gilt:(�n; �m) = �nmEin orthonormiertes System hei�t vollst�andig bzw. Basis, wenn es zu jedemVektor � 2 H Zahlen an 2 C gibt, so da�




��Xn an�n




 = 0 , � =Xn an�nDer Hilbertraum der Quantenmechanik ist abz�ahlbar|unendlich-dimensionalund die Koe�zienten an bestimmt man durch:an = (�n; �)OrthonormierungAus einem Satz von linear unabh�angigen Vektoren �1; : : : ; �n 2 H l�a�t sichein Orthonormalsystem (ONS) mit den Vektoren �i; i = 1; : : : ; n �uber dasSchmidt'sche Orthonormalisierungsverfahren konstruieren:20



(1) �1 = �1k�1k(2) �02 = �2 � (�1; �2)�1 ) �2 = �02k�02k...(n) �0n = �n �Pn�1i=1 (�i; �n)�i ) �n = �0nk�0nk5.4 OperatorenOperatoren sind Abbildungen H ! H, d.h. sie bilden eine Funktion auf eine an-dere des gleichen Raumes ab. Im Gegensatz zu Funktionen wirken sie also nichtauf Punkte eines Raumes, sondern auf Funktionen, die wiederum auf Punktewirken. (Das klingt alles sehr kompliziert, aber im Prinzip ist "Operator\ nurein anderer Name f�ur "Funktionsfunktion\).Wir betrachten den Spezialfall der linearen Operatoren, die die Form einer li-nearen Abbildung A : H ! H haben, d.h.:A(�1�1 + �2�2) = �1A�1 + �2A�2 8�1; �2 2 HIm folgenden einige Eigenschaften von Operatoren:Assoziativit�at: (A+ B)� = A�+ B�Distributivit�at: (AB)� = A(B�) = AB�Existenz von I (neutrales Element): I� = � 8� 2 Hinverser Operator: A�1A� = � = AA�1�,wobei es zu jedem Operator A h�ochstens ein A�1 gibt.Die Multiplikation von Operatoren ist i.a. nicht kommutativ, d.h. AB 6= BA.Deshalb de�niert man den Kommutator [A;B] := AB � BA.F�ur den Kommutator gilt:[A;B + �C] = [A;B] + � [A; C][A;BC] = [A;B]C + B [A; C][A;B] = � [B;A][A; [B; C]] + [B; [C;A]] + [C; [A;B]] = 0 Jacobi-Identiti�at5.4.1 adjungierte OperatorenZu jedem Operator A gibt es einen adjungierten Operator Ay f�ur den gilt:(�;A ) = �Ay�;  � 8�;  2 H (5.3)21



Aus (5.3) folgt: Ay ist linear wenn A linear(Ay)y = A(A+ B)y = Ay + By(AB)y = ByAy(�I)y = ��I (� 2 C )(A + �B)y = Ay + ��By(A�1)y = (Ay)�1 wenn A�1 existiert[A;B]y = �By;Ay�Selbstadjungierte Operatoren nennt man auch hermitesche Operatoren:A hermitesch , Ay = AUnit�are Operatoren sind solche, f�ur die gilt:A unit�ar , AyA = AAy = I ) Ay = A�15.4.2 Eigenwerte und EigenvektorenWenn A ein Operator ist, so nennt man ein � 6= 0 2 H f�ur das gilt:A� = �� � 2 CEigenvektor von A. � ist der zu � geh�orende Eigenwert von A. Die Menge allerEigenwerte von A nennt man auch Spektrum von A. Existieren zu einem Eigen-wert � n verschiedene Eigenvektoren, so spricht man von (n-facher) EntartungF�ur hermitesche Operatoren (A = Ay) ergibt sich:A� = ��) (�;A�) = � (�; �)au�erdem (�;A�)� = (A�; �) = �� (�; �)zus�atzlich (�;A�)� = (A�; �) = ��;Ay�� = (�;A�)) � (�; �) = �� (�; �)) � = ��) � 2 Rd.h. die Eigenwerte hermitescher Operatoren sind reell. Au�erdem gilt f�ur her-mitesche Operatoren:� seien �1; �2 Eigenvektoren zu �1 6= �2. Dann gilt (�1; �2) = 0, d.h. Eigen-vektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal22



� ein hermitescher Operator hat ein vollst�andiges ONS von Eigenvektoren�n: A�n = �n�n; � 2 H ) � =Pn an�n mit an = (�n; �) ; n 2 N� seien A;B hermitesche Operatoren mit [A;B] = 0) es existiert eine Basis von H aus gemeinsamen Eigenvektoren von Aund B) 9�n 2 H; �n; �n 2 C : A�n = �n�n ^ B�n = �n�nVerallgemeinerung:Falls A1;A2; : : : ;An mit [Ai;Aj] = 0 8i; j existieren, so existieren gemein-same Eigenvektoren von A1; : : : ;An5.4.3 Funktionen von OperatorenIst A1;A2; : : : ;An ein Satz paarweise kommutierender Operatoren undf(�1; �2; : : : ; �n) eine Funktion von n Variablen, so ist T = f(A1; : : : ;An) ei-ne Operatorfunktion und es gilt:Ai�k = �ik�k ) T�k = f(�1k ; : : : ; �nk)�kExponentialfunktion f�ur OperatorenWichtigstes Beispiel f�ur eine Operatorfunktion ist die Exponentialfunktion eA.Sie ist �uber die Reihenentwicklung eA := P1n=0 1n!An de�niert und erf�ullt dieRelation eAeB = eA+Be 12 [A;B]wenn [A; [A;B]] = [B; [A;B]] = 0und die Baker-Hausdor�-Identit�at :eABe�A = 1Xn=0 1n! [A;B]nmit [A;B]n = �A; [A;B]n�1� und [A;B]0 = B.5.4.4 Wichtige BeispieleZwei wichtige, in der QM immer wieder vorkommende Operatoren sind derImpulsoperator p̂ = �{̂~ ~r und der Ortsoperator x̂ = ~x. Ihr Kommutator ist derkanonische Kommutator :[pi; xj] = �{̂~� @@xixj � xj @@xi� = �{̂~��ij + xj @@xi � xj @@xi�= �{̂~�ij 23



ImpulsoperatorDer Impulsoperator ist hermitesch:(�; p̂ ) = Z d3x��(�{̂~ ~r ) p.I.= Z d3x (̂{~ ~r��) � [̂{~�� ]���1�1| {z }=0= Z d3x (�{̂~ ~r�)� = (p̂�;  )) p̂ = p̂yDie oben durchgef�uhrte partielle Integration ist erlaubt, da durch die Quadratin-tegrabilit�at die Randterme im Unendlichen verschwinden. Aufgrund der reellenEigenwerte von p̂ folgt: p̂�~q(~x) = �{̂~ ~r�~q(~x) = ~q�~q(~x)) �~q(~x) = �0e {̂~~q~xund damit das Quadratintegral 1 ergibt (e{̂~q~x nicht normierbar):�~q(~x) = � 1p2�~�3 e {̂~~q~xd.h. die Eigenfunktionen sind ebene Wellen. Ebene Wellen sind allerdings nichtdurch einen diskreten, sondern durch den "kontinuierlichen\ Index ~q charakte-risiert und au�erdem nicht quadratintegrabel. Sie sind damit 62 H. Andererseitskann aber jeder Vektor 2 H �uber die Fouriertransformation durch ebene Wellendargestellt werden: (~r) = � 1p2�~�3 Z d3q f(~q)e {̂~~q~x = "X\~q c~q�~q(~r) (5.4)Dabei ist jf(~q)j2 die Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen mit dem Impuls ~qzu messen. In diesem Fall bewirkt die Fouriertransformation also die Spektral-zerlegung in die Eigenfunktionen des Impulses.Die ebenen Wellen bilden daher nach (5.4) eine uneigentliche Basis von H unddie Vektoren �~q hei�en folgerichtig uneigentliche Vektoren (von H). Die f�ur dieBasiseigenschaft notwendige Orthogonalit�at zeigt man durch:(�~q; �~q 0) = Z d3x��~q�~q 0 = � 12�~�3 Z d3x e� {̂~~x(~q�~q 0)= �(~q � ~q 0)OrtsoperatorDie Eigenwertgleichung f�ur den Ortsoperator x̂ = ~x lautet:x̂ ~� = ~x ~� = ~� ~�)  ~� = �(~x� ~�)24



Auch  ~� ist wieder nicht quadratintegrabel und hat keinen diskreten Index.Aber analog (5.4) gilt:'(~x) = Z d3� '(~�)�(~x� ~�) = "X\~� c~� ~�Hier ist ���'(~�)���2 die Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen am Ort ~� zu �nden.Zeigt man jetzt noch mit:� ~� ;  ~�0� = Z d3x �(~x� ~�)�(~x� ~�0) = �(~� � ~�0)die Orthogonalit�at, so sieht man, da� auch die  ~�'s eine uneigentliche Basis vonH bilden.5.5 Dirac-NotationDa die ~q-Darstellung und ~�-Darstellung �aquivalent sind (durch Fouriertransfor-mation kann man die eine eindeutig in die andere �uberf�uhren), jedoch ganz un-terschiedlich aussehen, sucht man nach einer darstellungsunabh�angigen Schreib-weise. Der Ausgangspunkt hierf�ur ist der HilbertraumH der quadratintegrablenFunktionen. Man de�niert sich einen zu H �aquivalenten Raum E der sogenann-ten Ket-Vektoren:  (~r) 2 H $ j i 2 EMan de�niert weiter in Analogie zu H ein Skalarprodukt in E , f�ur das gilt:(�;  )H = (j�i ; j i)E 2 CDie Menge der Linearformen, d.h. der linearen AbbildungenH ! C bzw. E ! C(generell Vektorraum ! C ) bildet wieder einen Vektorraum, den zugeh�origenDualraum. Der Dualraum E� zu E ist der Raum der Bra-Vektoren h�j. DasSkalarprodukt l�a�t sich dann schreiben als:(�;  ) =: h� j iEigenschaften dieses Skalarprodukts:h� j�i� = h� j�ih� j��1 + ��2i = � h� j�1i+ � h� j�2i Linearit�at im 2. Arg.h��1 + ��2 j�i = �� h�1 j�i+ �� h�2 j�i Antilinearit�at im 1. Arg.h j i = k j i k2 2 R+0Auch Operatoren in den beiden R�aumen werden analog de�niert:A j i = j�i| {z }f�ur Kets h�j A = h�j| {z }f�ur Bras25



(Der Operator A wirkt f�ur Ket-Vektoren nach rechts und f�ur Bra-Vektoren nachlinks). Die Adjunktion von Operatoren de�niert man dann folgerichtig �uber:A j i = j�i 2 E) 9 h�j 2 E� : h�j = h j Ayd.h. f�ur die Adjunktion von Operatoren gilt:j�i = A j i Adjunktion, h�j = h j Ay (5.5)Aus (5.5) folgt: h� jAj i = 
 ��Ay�� ���was sich f�ur hermitesche Operatoren zuh� jAj i = h jAj �i�vereinfacht.Die Eigenwertgleichung wird zuA juni = an juniund die Orthonormalit�atsbedingung schreibt sichhun jumi = �nmAus der Forderung nach Vollst�andigkeit sieht man mit �n = hun j�i:j�i =Xn �n juni =Xn hun j�i juni=Xn juni hun j�i != I j�i, I =Xn juni hunj (5.6)ProjektionsoperatorenWenn j�i ; j�i 2 E mit h� j�i = 1 (Normierung), dann ist P� = j�i h�j einOperator mit P� j�i = j�i h� j�i. P� ist nachPy� = (j�i h�j)y = j�i h�j = P�hermitesch, und au�erdem gilt:(P�)2 = (j�i h�j)(j�i h�j) = j�i h� j�i| {z }1 h�j = j�i h�j = P�Einen Operator mit diesen Eigenschaften, d.h. Py = P und P2 = P nennt manProjektionsoperator und seine Abbildung Projektion (auf j�i). Die Projektionliefert sozusagen die j�i-Komponente von j�i.26



uneigentliche Bra- und Ket-VektorenWie bereits oben f�ur die "alte\ Schreibweise gezeigt, gilt auch in der Dirac-Schreibweise f�ur den Impulsoperator die Eigenwertgleichung:p̂ jqi = ~q jqimit reellem ~q. �Uber die Regeln f�ur das Skalarprodukt h� j�i erh�alt man die Or-thogonalit�atsbedingung hq jq0i = �(~q � ~q0)�Uber die Vollst�andigkeitsbedingungj�i = Z d3q hq j�i jqierh�alt man die Beziehung: I = Z d3q jqi hqjAnaloge Rechnung f�ur den Ortsoperator liefert:x̂ j�i = ~� j�i Eigenwertgleichungh� j�0i = �(~� � ~�0) Orthogonalit�atj�i = Z d3� h� j�i j�i Vollst�andigkeit) I = Z d3� j�i h�j EinheitsoperatorWie vorher ist �(~�) = h� j�i die Wellenfunktion im Raum fj�ig, die dem Ketj�i entspricht (Basiswechsel!).Die Normierung der Wellenfunktion schreibt sich dann:Z d3x j�(~x)j2 = Z d3x h� jxi hx j�i= h�j�Z d3x jxi hxj� j�i= h� j�i != 1Au�erdem erh�alt man eine andere Schreibweise der Fouriertransformation �uber:�(~�) = h� j�i = h�j�Z d3q jqi hqj� j�i= Z d3q hq j�i h� jqimit hq j�i = f�(~q) und h� jqi = 1(p2�~)3 e {̂~~q~x.Als letztes wollen wir noch die Cauchy-Schwarz-Ungleichung in der neuen No-tation schreiben: jh� j ij2 � h� j�i h j i27



5.6 Operatoren in Matrixdarstellung, Eigenwert-probleme von Matrizen5.6.1 MatrixdarstellungEs sei fjuiig eine Basis des Hilbert-Raumes der Ket-Vektoren, d.h. es gilt:I =Xi juii huij hun jumi = �nmDann l�a�t sich ein beliebiger Operator A darstellen durch:A = IAI =  Xn juni hunj!A Xm jumi humj!=Xn;m hun jAjumi � juni humj =Xn;mAnm juni humjDie Anm = hun jAjumi hei�en Matrixelemente bez�uglich fjuiig. Ist nun j i einbeliebiger Ket aus dem Hilbert-Raum, so giltj i =Xn hun j i juni =Xn cn juniDamit ist A j i in der Darstellung bez�uglich der Basis fjuiig:A j i =Xn;mAnm juni humj Xi ci juii!= Xn;m;iAnm juni ci hum juii = Xn;m;iAnmci�mi juni=Xn;mAnmcm juni5.6.2 EigenwerteDie Eigenwertgleichung A j i = � j i l�a�t daher schreiben als:(A � �I) j i = 0, Xn  Xm (Anmcm � ��nmcm)! juni = 0Dies ist ein lineares Gleichungssystem f�ur die ci, und man kann mit Matrizenschreiben: (A � �I)~c = ~0 (5.7)Dies ist die aus HM oder LA bekannte Eigenwertgleichung f�ur Matrizen. Nicht-triviale L�osungen erh�alt man nur, falls det(A � �I) = 0 gilt. Diese Bedingungergibt das sogenannte charakteristische Polynom, ein Polynom in �, dessen Null-stellen �i die Eigenwerte sind. Die zugeh�origen Eigenfunktionen erh�alt man, in-dem die �i nacheinander in (A � �iI)~ci = ~0 eingesetzt und die Eigenvektoren28



~ci bestimmt werden, mit denen man dann die Koe�zienten der Entwicklungbez�uglich der Basis fjuiig kennt. Unter Umst�anden existieren zu einem �i meh-rere ~ci, die (5.7) erf�ullen (Entartung). Dann bestimmt man den Einheitsvektorbzw. die orthonormale Basis des Unterraums, der von diesen ~ci aufgespanntwird (Eigenraum).Die Bestimmung von Eigenfunktionen (=̂ Eigenvektoren) eines Operators bez�uglicheiner Basis entspricht also einem Eigenwertproblem der zugeordneten Matrix.5.6.3 adjungierte OperatorenDer adjungierte Operator l�a�t sich in der Matrixdarstellung leicht berechnen:Ay =Xn;m(Anm juni humj)y =Xn;mA�nm(juni humj)y =Xn;mA�nm(humj)y(juni)y=Xn;mA�nm jumi hunjWie man sieht, erh�alt man den adjungierten Operator einfach indem man dieMatrix transponiert und von jedem Element seinen komplex konjugierten Wertnimmt. F�ur hermitesche Operatoren gilt daher:(tA) = A und damit Aii 2 R

29



Kapitel 6Postulate derQuantenmechanikIm folgenden soll das Grundkonzept der Quantenmechanik pr�azise formuliertwerden:6.1 PostulateI) Zu einer festen Zeit t=0 wird der Zustand eines Systems durch einen Ketj i beschrieben. Da der Raum E ein Vektorraum ist, folgt automatisch,da� das Superpositionsprinzip gilt.II) Zu jeder me�baren physikalischen Gr�o�e A gibt es einen hermiteschenOperator A, der im Raum E wirkt. Dieser Operator hei�t ebenso wie dieMe�gr�o�e Observable.III) Die einzig m�oglichen Ergebnisse einer Messung von A sind die Eigenwertedes Operators A, woraus folgt:wenn A ein diskretes Spektrum besitzt, dann ist die Me�gr�o�e quantisiert.IV) Spektralzerlegung:(a) diskretes Spektrum:Sei A Observable und A jni = an jni mit hn jmi = �nm undI =Pn jni hnj. Dann gilt:Wird die physikalische Gr�o�e A f�ur ein System im Zustand j i ge-messen, dann ist f�ur den nichtentarteten Fall die Wahrscheinlichkeit,den Wert an zu messen:P (an) = jhn j ij2 mit h j i = 1(b) kontinuierliches Spektrum:Sei A Observable und A j�i = a� j�i mit h� j�0i = �(� � �0) undI = R d� j�i h�j. Dann gilt:wenn A f�ur ein System im Zustand j i gemessen wird, dann ist dieWahrscheinlichkeitsdichte, den Wert a� zu �nden:dPd� = jh� j ij230



V) Reduktion des Wellenpakets:Wenn die Messung von A f�ur ein System im Zustand j i den Wert anergibt, dann ist der Zustand des Systems unmittelbar nach der Messung(nichtentarteter Fall): j 0i = jniVI) Zeitentwicklung eines Zustands:Die zeitliche Entwicklung des Zustandes j i ist gegeben durch die Schr�odin-gergleichung: {̂~ ddt j (t)i = H(t) j (t)iwobei H(t) der Hamilton-Operator ist. H(t) ist die Observable, die dertotalen Energie des Systems entspricht.EntartungWenn zwei oder mehr Eigenwerte eines hermiteschen Operators gleich sind, sobezeichnet man dies als Entartung. Im Fall des Hamiltonoperators bedeutet diesz.B., da� mehrere Zust�ande mit der gleichen Gesamtenergie existieren. Wennman die orthonormierten Eigenvektoren (d.h. hi jji = �ij) zum Eigenwert � mitjii bezeichnet (i = 1; : : : ; k), dann ist f�ur diesen Fall:P� = kXi=1 jii hijder Projektor in den Unterraum zu �. Die Postulate IV und V m�ussen dahermodi�ziert werden:IV)' wenn die entartete Gr�o�e A f�ur ein System im Zustand j i gemessen wird,dann ist die Wahrscheinlichkeit, den Me�wert � zu erhalten:P (�) = kXi=1 jhi j ij2V)' wenn die Messung der Gr�o�e A den entarteten Wert � ergibt, dann ist derZustand j 0i unmittelbar nach der Messung die normierte Projektion vonj i auf den Unterraum, der von jii, i = 1; : : : ; k aufgespannt wird:j 0i = 1ph jP�j iP� j iidentische TeilchenFalls zwei oder mehr identische Teilchen betrachtet werden, mu� man eineErg�anzung der Postulate vornehmen (siehe auch Abschnitt 13.2.7, Seite 101):VII) Enth�alt ein System identische Teilchen, dann werden nur bestimmte Vek-toren als physikalische Zust�ande zugelassen, n�amlich entweder die vollst�andigsymmetrischen oder die vollst�andig antisymmetrischen (bzgl. der identi-schen Teilchen) Zustandsvektoren.Teilchen mit vollst�andig symmetrischen Zustandsvektoren hei�en Boso-nen, solche mit vollst�andig antisymmetrischen Zustandsvektoren hei�enFermionen. 31



6.2 Folgerungen aus den Postulateni) kompatible Observable:Zwei Observablen A und B hei�en miteinander kompatibel, wenn [A;B] = 0ist. Ist das System im Zustand j i, und ergibt die Messung von A den Wertan und die Messung von B bm, dann ist das System danach im Zustandjn;mi: A jni = an jni ^ B jmi = bm jmi, �AB� jn;mi = �anbm� jn;miAu�erdem gilt wegen AB j i = BA j i, da� die Reihenfolge der Messungenegal ist.ii) Pr�aparation eines Zustandes:Ein ganzer Satz fA1; : : : ; Ang von Observablen hei�t kompatibel, wenn[Ai;Aj] = 0 8i; j = 1; : : : ; n! ist das System im Zustand j i und die Messungen der Ai ergeben dieWerte ak1 ; : : : ; akn, dann ist der Zustand nach der Messung jk1; : : : ; kni.! somit ist ein Zustand pr�apariert, f�ur den die Messungen der Ai de�-nierte Ergebnisse haben.iii) der maximale Satz von kompatiblen Observablen fA1; : : : ; Ang ist der Satzmit kleinstm�oglichemn, bei dem jede weitere Observable B, f�ur die [Ai;B] =0 8i = 1; : : : ; n gilt, auf eine Funktion der Ai zur�uckgef�uhrt werden kann.iv) Erwartungswerte und Unsch�arfe:� wie bereits gesagt, gilt f�ur ein System im Zustand j i und die Obser-vable A: A jni = an jnij i =Xn hn j i jniDie Wahrscheinlichkeit, an zu messen, ist dann: Pn = jhn j ij2Macht man eine gro�e Zahl von Messungen mit jeweils gleichem Aus-gangszustand j i, dann ist der Erwartungswert von A:hAi =Xn Pnan =Xn h jni hn j i an=Xn h jni an hn j i =Xn h j A jni hnj| {z }=I  i= h jAj i 32



� die Unsch�arfe von A wird als mittlere quadratische Abweichung de�-niert: (�A)2 = 
 ��A2�� �� (h jAj i)2 = 
 ��(A � hAi I)2�� �= 
 ��A2�� �� 2 hAi h jAj i| {z }hAi +(hAi)2, (�A)2 = 
A2�� hAi2 (6.1)De�niere: ~A = A� hAi I mit D ~AE = 0. Da A hermitesch, gilt:(�A)2 = k(A � hAi I) j ik2 = 


 ~A j i


2 (6.2)� f�ur das Produkt der Unsch�arfen zweier Observablen A und B im Zu-stand j i gilt: (�A)(�B) � ���� � ���� {̂2 [A;B] ���� � ���� (6.3)Beweis:(�A)(�B) = 


 ~A j i


 � 


 ~B j i


 (5.2)� ���D ��� ~A ~B��� E���� ���ImD ��� ~A ~B��� E��� = ���� 12{̂ (D ��� ~A ~B��� E � D ��� ~B ~A��� E)����= ���� 12{̂ D ��� h ~A; ~Bi ��� E����= ����� ���� {̂2 [A;B] ���� �����Aus dieser Beziehung erkennt man, da� kompatible Variable gleichzei-tig beliebig genau bestimmbar sind.� Ort-Impuls-Unsch�arfe: A = x̂, B = p̂:(�~x)(�~p) � ����� ���� {̂2 [x̂; p̂] ���� ����� = ����� ���� {̂2 (̂{~�ij)���� �����= 12~ (falls p̂ der zu x̂ geh�orige Impuls ist)� "Energie-Zeit-Unsch�arfe\: �E ��t � ~2 (6.4)Diese Relation geht nicht direkt aus (6.3) hervor, da es keinen "Zeit-operator\ gibt. Betrachtet man aber das 1-dimensionale Wellenpaket (x; t) = Z dqp2�~ f(q)e�{̂!t+{̂qxmit ! = q22m~ , dann wei� man, da� sich das Paket mit der Gruppenge-schwindigkeit vg fortbewegt: �t = �xvg33



Damit sieht man die Bedeutung der Zeit in (6.4). Die Energie ent-spricht wieder dem Hamiltonoperator. Gleichung (6.4) kann man ausder normalen Unsch�arferelation (3.2) herleiten durch:�E = @E@p �p � vg�p) �E�t = �x�pvg vg � ~2v) Quantisierungsregeln:Gegeben sei ein klassisches System. Wie "quantisiert\ man dieses System?Klassisch gilt, da� der Ort ~xc und der Impuls ~pc die Beobachtungsgr�o�ensind, und da� jede andere Beobachtungsgr�o�e eine Funktion von ~xc und ~pcist: Gc = Gc(~xc; ~pc)Regel:Ordne dem Ort ~xc den Ortsoperator x̂ und dem Impuls ~pc den Impulsope-rator p̂ zu, wobei f�ur die Komponenten der kanonische Kommutator gilt:[xi; xj] = [pi; pj] = 0 [xi; pj] = {̂~�ijDer Beobachtungsgr�o�e G mu� ein hermitescher Operator G zugeordnetwerden. Dies geschieht dadurch, die Operatoren x̂ und p̂ in Gc eingesetztwerden und geeignet symmetrisiert wird.Beispiele:� Symmetrisierung bei gegebener Beobachtungsgr�o�e:Sei A(~x; ~p) = ~x~p. Im Gegensatz zum klassischen Fall mit ~xc~pc = ~pc~xcgilt in der Quantenmechanik:(x̂p̂)y = p̂yx̂y = p̂x̂ 6= x̂p̂d.h. A(x̂; p̂) ist nicht hermitesch. Aber durch die Symmetrisierung:�A(x̂; p̂) = 12(x̂p̂+ p̂x̂)entsteht ein hermitescher Operator �A mit der gleichen klassischen Be-obachtungsgr�o�e.Die folgenden Hamiltonoperatoren sind hermitesch:� Hamiltonoperator im zeitunabh�angigen �au�eren Potential:H(x̂; p̂) = p̂22m + V (x̂)� Hamiltonoperator im �au�eren elektromagnetischen Feld:H(x̂; p̂; t) = 12m �p̂� ec ~A(x̂; t)�2 + eA0(x̂; t)~B = rot ~A ~E = � gradA0 � 1c _~A34



vi) Erhaltung der Wahrscheinlichkeit:F�ur normierte Wellenfunktionen, die die Schr�odingergleichung erf�ullen, gilt:h (t = 0) j (t = 0)i = h (t) j (t)i = 1 8 t 2 RBeweis:wegen ddt j (t)i = 1̂{~H(t) j (t)iund ddt h j = � 1̂{~ h jHy = � 1̂{~ h jHgilt ddt h j i = � ddt h j� j i + h j� ddt j i�) ddt h j i = 1̂{~ (h jHj i � h jHj i) = 0woraus man ersieht, da� h j i eine globale Erhaltungsgr�o�e ist.Die Wahrscheinlichkeitsdichte wurde de�niert als: j (~x; t)j2 = �(~x; t). Ausder globalen Erhaltung der Wahrscheinlichkeit folgt lokal eine Kontinuit�ats-gleichung f�ur die Wahrscheinlichkeitsdichte:@@t�(~x; t) + div~j(~x; t) = 0 (6.5)Betrachtet man f�ur einen HamiltonoperatorH = � ~22m 4+V (~x; t) die Schr�odin-gergleichung, so ergibt sich:{̂~ @@t (~x; t) = � ~22m 4 (~x; t) + V (~x; t) (~x; t)und � {̂~ @@t �(~x; t) = � ~22m 4 �(~x; t) + V (~x; t) �(~x; t), {̂~ @@t ( � )| {z }=�(~x;t) = ~22m ( 4 � �  �4 )und man sieht �uber:div( � ~r �  ~r �) = div( � ~r )� div( ~r �)= (~r �)(~r ) +  �4 � (~r ~r �)�  4 �=  �4 �  4 �da� man den "Wahrscheinlichkeitsstrom\~j(~x; t) := ~2m{̂ ( � grad �  grad �)setzen mu�, um die Kontinuit�atsgleichung (6.5) zu erf�ullen.35



vii) Zeitentwicklung von Erwartungswerten:Aus hAi (t) = h jAj i folgt das Ehrenfest-Theorem:ddt hAi = � @@t h (t)j�A(t) j (t)i + h (t)j @A(t)@t j (t)i + h (t)j A� @@t j (t)i�= 1̂{~ h jAH �HAj i + � ����@A@t ���� �= 1̂{~ h j [A;H] j i + � ����@A@t ���� �= {̂~ h[H;A]i+ �@A@t � (6.6)Im Hamiltonformalismus (klassische Mechanik) gab es eine �ahnliche Be-ziehung: ddtA = fH;Ag+ @A@t(f�; �g Poisson-Klammer!) woraus man vermuten kann, da� die klassischenBeziehungen sich in der Quantenmechanik auf die Erwartungswerte �uber-tragen lassen.Wenn gilt: �@A@t � = 0 ^ [A;H] = 0 ) ddt hAi = 0dann hei�t A Konstante der Bewegung. In diesem Fall existieren gemeinsa-me Eigenvektoren von H und A (wegen [A;H] = 0):A jn;mi = an jn;mi H jn;mi = Em jn;miBeispiel f�ur Ehrenfest-Theorem: Teilchen im Potential(Hamiltonoperator: H = p̂22m + V (x̂))Das Teilchen entspricht in der Quantenmechanik einemWellenpaket mit hx̂ials Schwerpunkt. Die Gruppengeschwindigkeit vg des Wellenpakets ersetztdie klassische Teilchengeschwindigkeit:ddt hx̂i = 1̂{~ h[x̂;H]i = 1̂{~ ��x̂; p̂22m��= 1̂{~ �{̂~ p̂m� = hp̂im) hp̂i = m ddt hx̂i36



Bei der zeitlichen �Anderung des Erwartungswertes des Impulses ddt hp̂i er-gibt sich: ddt hp̂i = 1̂{~ h[p̂;H]i = 1̂{~ ��p̂; p̂22m + V ��= 1̂{~ h[p̂; V ]i = 1̂{~ Dh�{̂~ ~r; V iE= �D~rV E) ddt hp̂i = �D~rV E = D ~FEKlassisch gilt: ~p = m _~x _~p = ~Fd.h. die klassische Newton'sche Mechanik ist (wie zu erwarten war) alsGrenzfall in der Quantenmechanik enthalten.6.3 Beispiel: Zwei-ZustandssystemDie beiden m�oglichen Zust�ande j1i und j2i bilden die Basis, es sind station�areZust�ande von H0, dem ungest�orten Hamiltonoperator. Daraus folgen die Glei-chungen: H0 j1i = E1 j1i H0 j2i = E2 j2ih1 j2i = 0 h1 j1i = h2 j2i = 1I = j1i h1j+ j2i h2jDer Hamiltonoperator hat in der Matrixdarstellung bez�uglich der Basis j1i undj2i die Form: H0 = �E1 00 E2�Betrachtet man H = H0 + ŵ mit einer St�orungŵ = � 0 ww� 0�so ergibt sich: H = �E1 ww� E2�Die Bestimmung der Eigenfunktionen j�i und Eigenwerte E� dieses Hamilton-operators in der FormHj+i = E+ j+i H j�i = E� j�i37



in Abh�angigkeit von E1, E2, und w (Basis: fj1i ; j2ig) f�uhrt auf:(E1 � �)(E2 � �)� ww� = 0 , E1E2 � (E1 +E2)�+ �2 = jwj2) �� � E1 +E22 �2 = jwj2 �E1E2 +�E1 + E22 �2= jwj2 �E1E2 + 14(E21 + E22 + 2E1E2)= jwj2 + 14(E21 +E22 + 2E1E2 � 4E1E2)= jwj2 + 14(E1 � E2)2) E� = 12(E1 +E2) � 12q(E1 � E2)2 + 4 jwj2und mit �E = 12 (E1 +E2) und � = E1 �E2:E� = �E � 12q�2 + 4 jwj2Die dazugeh�origen Eigenvektoren sind (nichttriviale Rechnung):j+i = e� {̂2' cos �2 j1i+ e {̂2' sin �2 j2ij�i = e� {̂2'(� sin �2) j1i+ e {̂2' cos �2 j2itan � = 2 jwjE1 � E2 w = jwj e{̂'
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Kapitel 7Eindimensionalerharmonischer Oszillator7.1 Allgemeine BetrachtungenDer eindimensionale harmonische Oszillator (HO) ist deshalb von Relevanz, daman mit ihm viele Probleme in recht guter N�aherung beschreiben kann.Betrachtet man ein Teilchen im Potential V (x), dann kann man V (x) um einenGleichgewichtspunkt x0 (=̂ V hat ein Minimum in x0) entwickeln:V (x) = V (x0) + (x� x0) V 0(x0)| {z }=0 in x0+12(x� x0)2V 00(x0) + : : :F�ur kleine Auslenkungen werden die Terme in (x�x0)3 oder h�oher vernachl�assigtund man erh�alt die Hamiltonfunktion:H = p22m + 12m!2x2mit !2 = km V = 12kx2 mit k = V 00(x0)Diese Funktion ist symmetrisch in x und p, was deutlicher wird, wenn man zuden neuen KoordinatenP =r 1m~! p X =rm!~ x�ubergeht. Die Hamiltonfunktion schreibt sich dann:H(X;P ) = (X2 + P 2)~!2 (7.1)Bemerkungen:i) Die Eigenwerte des HO sind positiv, da das Potential nach unten beschr�anktist 39



ii) Die Eigenfunktionen von H haben eine de�nierte Parit�at. Die Parit�at be-schreibt das Verhalten (der Funktion) bei Anwendung der Koordinaten-transformation x 7! �x. Im Hilbertraum entspricht dies einem Operator �mit �2 = I, woraus folgt, da� die Eigenwerte von � �1 sind:� j i = � j i ungerade Parit�at (z.B. sinx)� j i = j i gerade Parit�at (z.B. cosx)iii) Das Spektrum des HO ist diskret7.2 L�osung der Schr�odingergleichungEs gilt: [P;X ] = 1~ [p̂; x̂] = �{̂ (7.2)mit den Beziehungen P =r 1m~! p̂ X =rm!~ x̂Im Ortsraum hat man daher die Darstellung:X =̂X P=̂ � {̂ ddX) 12 �� d2dX2 +X2� n(X) = �n n(X) mit �n = En~!, � d2dX2 � (X2 � 2�n)� n(X) = 0Ein Versuch einer L�osung ist �(X) = e� 12X2) �00(X) � (X2 � 1)�(X) = 0d.h. �(X) ist Eigenfunktion zu �0 = 12 . Das liefert uns den L�osungsansatz:�(X) = e� 12X2h(X)) d2dX2h� 2X ddX h+ (2�� 1)h = 0 (7.3)Setze h(X) := P1m=0 a2mX2m+p. Die Parit�at dieser Reihe h�angt nur vom Pa-rameter p ab, und so erh�alt man aus (7.3) durch Einsetzen und Koe�zienten-vergleich die Bedingungen(2m+ p+ 2)(2m+ p+ 1)a2m+2 = (4m+ 2p� 2�+ 1)a2mund p(p� 1)a0 = 040



und daher bei beliebigem a0 6= 0:p = 0 _ p = 1und die Rekursionsformel:a2(m+1)a2m = 4m+ 2p� 2�+ 1(2m+ p+ 2)(2m + p + 1) � 1m f�ur gro�e mDaraus folgt wiederum:� Konvergenz f�ur alle x� h(X) wachsen f�ur beliebige � sehr stark in x, insbesondere sind sie nichtquadratintegrabel (vgl. Entwicklung der e-Funktion)� w�ahlt man � = 2m0 + p + 12 mit m0 2 N, damit die Reihe abbricht, sofolgt mit n = 2m0+ p: En = ~!(n+ 12) (n 2 N). F�ur die Eigenfunktionenergibt sich:�0(x) = �m!~� � 14 e� 12 m!~ x2 E0 = 12~!�1(x) = �4m3!3~3� �14 xe� 12 m!~ x2 E1 = 32~!�2(x) = �m!4~�� 14 �2m!~ x2 � 1� e� 12 m!~ x2 E2 = 52~!...Die Di�erentialgleichung, aus der wir die Polynome erhielten, war:� d2dX2 + 2X ddX + 2n�Hn(X) = 0Die Hn sind die sogenannten Hermite-Polynome. Die allgemeine L�osung derSchr�odingergleichung lautet damit:�n(X) = NnHn(X)e� 12X2mit Nn als Normierungsfaktor:�n(x) =s 12nn! � ~m!�n �m!�~ � 14 �m!~ x� ddx�n e�m!2~ x27.3 Erzeuger und VernichterAus den Beziehungen (7.1) und (7.2) ergibt sich f�ur P , X 2 CH = ~!2 (X2 + P 2) = ~!2 (X + {̂P )(X � {̂P )41



Dies legt die De�nitionen â := 1p2(X + {̂P) (Vernichter oder auch Absteigeope-rator) und ây := 1p2 (X � {̂P) (Erzeuger oder auch Aufsteigeoperator)1 nahe,mit denen man erh�alt:X = 1p2(â+ ây) P = {̂p2(ây � â)und �â; ây� = 1Den Hamilton-Operator in â und ây erh�alt man �uberP2 +X 2 = �12(ây � â)(ây � â) + 12(â+ ây)(â+ ây)= 12(�âyây � ââ+ âyâ+ âây + ââ+ âây + âyâ + âyây)= 12�2(âây + âyâ)� = âây + âyâ)H = 12~!(âây + âyâ) = ~!�âyâ + 12�De�niert man noch den sogenannten Anzahloperator N = âyâ, so sieht man:H = ~!�N + 12�[N ; â] = �â �N ; ây� = âyDas Eigenwertproblem von H verlagert sich damit auf ein Eigenwertproblemvon N : N jni = n jniDe�niere: Der Grundzustand j0i des HO wird als Eigenzustand von N zumEigenwert n = 0 de�niert, womit sich ergibt:N j0i = âyâ j0i = 0) â j0i = 0�Uber die RechnungN ây jni = (�N ; ây� + âyN ) jni = �N ; ây� jni+ âyN jni= ây jni+ nây jni = (n+ 1)ây jnisieht man, da� ây jni der Eigenzustand vonN zum Eigenwert n+1 ist. Das hei�t,ây liefert bei Anwendung auf einen beliebigen Eigenzustand den n�achsth�oherenEigenzustand (d.h. den mit dem n�achsth�oheren Eigenwert). â bewirkt genaudas Gegenteil, d.h. er liefert bei Anwendung auf einen beliebigen Eigenzustandden n�achstniedrigeren Eigenzustand, womit sich die Bezeichnungen Vernichterf�ur â und Erzeuger f�ur ây erkl�aren:1der Grund f�ur diese Bezeichnungen wird bald klar werden42



ây "erzeugt\ ein zus�atzliches Schwingungsquant, w�ahrend â ein Schwingungs-quant "vernichtet\.Damit l�a�t sich der Hilbertraum des HO algebraisch konstruieren:Man postuliert einen Grundzustand j0i mit h0 j0i = 1 und erh�alt:j1i = N1ây j0i mit h1 j1i = 1...jki = Nkây jk � 1i = Nk �ây�k j0i mit hk jki = 1Die ben�otigten Normierungskonstanten Ni erh�alt man durch:N1 : h1 j1i = jN1j2 
0 ��âây�� 0� = jN1j2 
0 ��1 + âyâ��0�= jN1j2 h0 j0i) N1 = 1N2 : h2 j2i = jN2j2 
0 ��âââyây�� 0� = jN2j2 
0 ��(ââyâây + â �â; ây� ây)�� 0�= jN2j2 
0 ��(ââyâây + âây)�� 0�= jN2j2 
0 ��âây �â; ây�+ �â; ây� �� 0�= jN2j2 2 != 1) N2 = 1p2Allgemein: Nk = 1pk!Die entsprechenden allgemeinen Eigenfunktionen und Eigenwerte kann mandann schreiben als: En = ~!�n+ 12�â jni = pn jn� 1iây jni = pn+ 1 jn+ 1ijni = 1pn!(ây)n j0i7.4 Unsch�arfen im GrundzustandF�ur die Erwartungswerte von X und P ergibt sich:hX i = 1p2 
0 ��â + ây�� 0� = 0hPi = {̂p2 
0 ��ây � â�� 0� = 043



und f�ur die Quadrate:
X 2� = 12 
0 ��(â+ ây)(â+ ây)�� 0� = 12 
0 ��âây��0� = 12
P2� = �12 
0 ��(ây � â)(ây � â)�� 0� = 12Daraus kann man mit Hilfe von (6.1) berechnen:(�P )2(�X)2 = 14 ) (�p)(�x) = ~2Allgemein gilt f�ur die Unsch�arfe im Zustand jni (�uber �x =q(n+ 12) ~m! und�p =q(n + 12 )m~!): �x�p = �n+ 12� ~ � ~27.5 Koh�arente Zust�andeAls koh�arente Zust�ande bezeichnet man die Eigenzust�ande des Vernichtungs-operators: â j�i = � j�i � i.a. 2 CDie Entwicklung von j�i in die Energieeigenfunktionen jni ist:j�i = 1Xn=0 hn j�i jni (7.4)Hieraus erh�alt man �uberâ j�i = 1Xn=1 hn j�i â jni = 1Xn=1 hn j�ipn jn� 1i= 1Xn=0 hn + 1 j�ipn+ 1 jni != 1Xn=0 hn j�i� jnieine Rekursionsformel f�ur die Koe�zienten hn j�i:hn+ 1 j�i = �pn+ 1 hn j�iExplizit schreibt sich diese Formel:hn j�i = �npn! h0 j�iDen Faktor h0 j�i bestimmt man aus der Normierung von j�i:h� j�i =Xn;m hmj h� jmi hn j�i jni =Xn jh� jnij2= jh0 j�ij2 1Xn=0 1n!� j�j2 �n = jh0 j�ij2 ej�j2 != 1) h0 j�i = e� 12 j�j2 44



Aus (7.4) folgt hiermit:j�i = e� 12 j�j2 1Xn=0 �npn! jni = e� 12 j�j2 1Xn=0 �npn! (ây)npn! j0i= e� 12 j�j2 1Xn=0 (�ây)nn! j0i, j�i = e� 12 j�j2e�ây j0i (7.5)Dieser Ausdruck kann weiter vereinfacht werden. Dazu betrachtet man denunit�aren Operator U(�) = e�ây���âNach der Beziehung eAeB = eA+Be 12 [A;B] aus Abschnitt 5.4.3 gilt:U = e�ây���â = e�âye���âe 12 j�j2[ây;â]= e�âye���âe� 12 j�j2Au�erdem erh�alt man �uber die Reihenentwicklung von ex:e��� â j0i = 1Xn=0 1n!(���)nân j0i = j0ida â j0i = 0. Wendet man also U auf den Grundzustand an, so erh�alt manU j0i = e�ây���â j0i = e�âye� 12 j�j2 e���â j0i| {z }=j0i= e�âye� 12 j�j2 j0i(7.5)= j�iD.h. f�ur den koh�arenten Zustand j�i gilt:j�i = U j0imit dem unit�aren Operator U = e�ây���â.7.5.1 Zeitliche Entwicklung der j�i Zust�andeSind die Energieeigenwerte En zur Basis fjnig durch Hjni = En jni gegebenund ist j i ein beliebiger Zustand, dann gilt:j (t)i = 1Xn=0 hn j (t = 0)i jni e�{̂!nt !n = En~45



Daraus folgt: j�(t)i = 1Xn=0 e� 12 j�j2 1pn!�n jni e�{̂!t(n+12 )= e� 12 j�j2e�{̂!2 t 1Xn=0 1pn! ��e�{̂!t�n jni= e� 12 j�j2e�{̂!2 t 1Xn=0 1n! ��e�{̂!tây�n j0i= e� 12 j�j2e�{̂!2 te�e�{̂!tây j0i= e�{̂!2 tU ��e�{̂!t� j0i7.5.2 Vollst�andigkeit der j�i Zust�andeEs gilt:(i) j�i Zust�ande sind nicht orthogonal:h�0 j�i = e� 12 j�j2e� 12 j�0j2Xn;m 1pn! 1pm! (�0)n(��)m hm jni= e� 12 j�j2e� 12 j�0j2e�0��= e� 12 (j�j2+j�0j2�2�0��) 6= �(�0 � �)denn kurzes nachrechnen zeigt:jh�0 j�ij2 = e�j���0j2(ii) die j�i Zust�ande sind vollst�andig:1� ZZ d(Re�) d(Im�) j�i h�j = I7.5.3 Erwartungswerte f�ur Ort und ImpulsBeim HO entsprechen die koh�arenten Zust�ande der klassischen Bewegung ambesten, wie man anhand der Erwartungswerte leicht sieht:hX i = h�(t) jX j�(t)i= 1p2 
�(t) ��â+ ây���(t)� = 1p2��(t) + ��(t)�= 1p2 ��e�{̂!t + ��e{̂!t� = p2Re ��e�{̂!t�= p2�Re(�) cos(!t) + Im(�) sin(!t)�hPi = p2� � Im(�) cos(!t) � Re(�) sin(!t)�Dies sind gerade die Gleichungen f�ur die klassische Bewegung; daher auch die Be-zeichnung "quasiklassische Zust�ande\. F�ur die Eigenzust�ande im nichtkoh�aren-ten Fall gilt dagegen nach Abschnitt 7.4 hX i = hPi = 0 8 jni (wurde allerdingsnur f�ur j0i gezeigt). 46



7.5.4 Unsch�arfen koh�arenter Zust�andeZur Berechnung der Unsch�arfen braucht man hX i und 
X 2� bzw. hPi und 
P2�.hX i wurde bereits oben berechnet, wir ben�otigen also noch 
X 2�:
�(t) ��X 2���(t)� = 12 
�(t) ��(â+ ây)(â+ ây)���(t)�= 12 D�(t) ����2(t) + ���(t)�2 + 2 j�(t)j2 + 1����(t)E= 12 ��2(t) + ���(t)�2 + 2 j�(t)j2 + 1� h�(t) j�(t)i) (�X)2 = 
X 2�� (hX i)2= 12 ��2(t) + ���(t)�2 + 2 j�(t)j2 + 1� �2(t)� ���(t)�2 � 2 j�(t)j2�= 12Analog ergibt sich f�ur (�P )2 = 12 . Die Unsch�arfen sind also �X = �P = 1p2 .Diese Werte sind die kleinstm�oglichen und au�erdem zeitunabh�angig. Koh�aren-te Zust�ande sind also Zust�ande kleinster Unsch�arfe ("minimum uncertaintystates\).F�ur sie gilt die Unsch�arferelation:(�X)(�P ) = 12
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Kapitel 8ElektronenspinStern-Gerlach-VersuchIn diesem Versuch wird ein Strahl aus Ag-Atomen durch ein stark inhomogenesMagnetfeld geschickt. In einem solchen ~B-Feld wirkt nur auf Atome mit resultie-rendem Drehmoment eine Kraft. Die Ag-Atome sollten demnach im Feld nichtabgelenkt werden, da ihr Bahndrehimpuls l = 0 ist.Trotzdem beobachtet maneine Aufspaltung in zwei Teilstrahlen. Daraus schlie�t man auf die Existenz ei-nes inneren Freiheitsgrades mit den Eigenschaften eines Drehimpulses, genanntSpin, der genau zwei Werte annehmen kann, also quantisiert ist.8.1 Allgemeine BetrachtungenDer Spin wird repr�asentiert durch den Spinvektor ~S (Axialvektor). Mit demSpin verkn�upft ist beim Elektron ein magnetisches Moment ~�:~� = g~S g { gyromagnetisches Verh�altnisDer Spin ist �uber das magnetische Moment beobachtbar, d.h. es mu� einenhermiteschen Operator S geben, der den Spin beschreibt.Die z-Komponente des Spins hat zwei Eigenwerte und -vektoren:Sz j+i = ~2 j+i Sz j�i = �~2 j�ih+ j+i = h� j�i = 1 h+ j�i = 0 I = � j+i h+j �+ � j�i h�j �und in Matrixschreibweise:Sz = ~2�z �z = �1 00 �1�j+i = �10� j�i = �01�48



Die anderen Komponenten des Spins sind ebenfalls als 2� 2-Matrizen darstell-bar: Sx = ~2�x �x = �0 11 0�Sy = ~2�y �y = �0 �{̂{̂ 0 �Die �x;y;z nennt man Pauli'sche Spinmatrizen oder kurz Pauli-Matrizen.Auch Sx und Sy haben die Eigenwerte �~2 . Die Komponenten sind jedoch nichtkompatibel, da [Sx;Sy] = 14~2 [�x; �y] = {̂2~2�z = {̂~SzZwischen den Pauli-Matrizen gilt�2x = �2y = �2z = I I { Einheitsmatrixund die zyklische Vertauschungsrelation�i�j = �ij + {̂"ijk�k(z.B. �x�y = {̂�z).Messung des Spins:(i) Ist das System im Zustand j+i und es wird eine Messung von Sz durch-gef�uhrt, so erh�alt man als Ergebnis ~2(ii) Ist das System im Zustand � j+i + � j�i mit j�j2 + j�j2 = 1, so hat manbei der Messung die Wahrscheinlichkeiten P+ = j�j2 bzw. P� = j�j2 denWert ~2 bzw. �~2 zu messen.Genauer: hat man N (N � 1) gleiche Systeme im Zustand j i, dann gilt:N+ = N j�j2 N� = N j�j2wobei N� die Anzahlen der Me�ergebnisse �~2 sind.8.2 Spin im homogenen MagnetfeldHierbei betrachten wir ein Teilchen (Atom, Elektron) mit dem Spin 12 im homo-genen Magnetfeld. Wenn das konstante Magnetfeld mit ~B gegeben ist, so ist dieWechselwirkungsenergie zwischen ~B und ~S: W = �~� ~B. Legt man das Koordi-natensystem so, da� gilt ~B = Bz~ez (Einheitsvektor in z-Richtung), vereinfachtsich dies zu W = ��zBz = �gBz| {z }=W0 Szworaus man den Hamiltonoperator abliest:H =W0SzHj+i = ~W02 j+i H j�i = �~W02 j�i49



F�ur einen beliebigen (Ausgangs-)Zustand j i = � j+i+ � j�i (j�j2 + j�j2 = 1)hat man nach {̂~ @@t j (t)i = Hj (t)i) j (t)i = e� {̂~Ht j (0)idie Zeitentwicklung: j (t)i = �e� {̂W0t2 j+i + �e {̂W0t2 j�iWenn ~u ein Einheitsvektor ist, d.h. j~uj = 1, dann gilt mit den Konventionen ausAbb. 8.1: ~S~u = Sx sin � cos' + Sy sin � sin'+ Sz cos �(~S~u) j"i = ~2 j"i (~S~u) j#i = �~2 j#ij"i bzw. j#i bezeichnen dabei die Spinstellung parallel bzw. antiparallel zu ~u(analog j�+i: (anti-)parallel zu ~ez).In Matrixschreibweise:(~S~u) = ~2 � cos � sin �e�{̂'sin �e{̂' � cos � �Diese Matrix hat die Eigenwerte �� = �1 und die Eigenvektoren� cos �2e�{̂'2sin �2e{̂'2 � � � sin �2e�{̂'2cos �2e{̂'2 �Hiermit kann man j"i und j#i durch die Basis fj+i ; j�ig ausdr�ucken:j"i = cos �2e�{̂'2 j+i + sin �2e{̂'2 j�ij#i = � sin �2e�{̂'2 j+i + cos �2e{̂'2 j�iSetzt man dann z.B. j i � j"i sieht man:�e� {̂W0t2 = cos �2e�{̂'2 �e {̂W0t2 = sin �2e{̂'2Und in der zeitlichen Entwicklung:�(t) = �0 '(t) = '0 +w0t mit w0 = W02Man sieht, da� � zeitlich konstant ist, w�ahrend sich ' periodisch �andert, d.h.der Spin pr�azediert (=̂ Spinvektor kreist um die z-Achse; siehe Abb. 8.2). DiesePr�azession nennt man Larmor-Pr�azession und w0 die Larmor-Frequenz.50



6 -3� xz y� ~ur'Abbildung 8.1: Kugelkoordinaten
-6] �~S ~BAbbildung 8.2: Larmor-Pr�azession51



Kapitel 9Der Drehimpuls in derQuantenmechanik9.1 Einf�uhrung des DrehimpulsesIn der klassischen Physik ist der Drehimpuls ~L = ~r � ~p unter bestimmten Be-dingungen eine Erhaltungsgr�o�e:1. f�ur isolierte Systeme2. f�ur eine Bewegung im ZentralpotentialDiese beiden F�alle treten jedoch bei einer Vielzahl von Anwendungen auf.In der Quantenmechanik stellt man den Drehimpuls durch den hermiteschenOperator L dar, dessen Komponenten Lx;Ly;Lz Observable sind. Die Dreh-impulserhaltung in den oben genannten klassischen F�allen schreibt sich mitquantenmechanischen Gr�o�en:[L;H] = 0 ^ @@tL = 0 (6.6)) ddt hLi = 0@@tL = 0 bedeutet, da� L nicht explizit zeitabh�angig ist.Der Drehimpuls ist eine quantisierte Gr�o�e, was sich bei den magnetischen Ei-genschaften von Atomen bemerkbar macht (z.B. Zeeman-E�ekt).9.1.1 Bahndrehimpuls in der QuantenmechanikKlassisch gilt f�ur die Komponenten des Drehimpulses:Lx = ypz � zpyLy = zpx � xpzLz = xpy � ypx 9=;Li = "ijkxjpk; ~L = ~x� ~pHier tritt kein Ordnungsproblem auf, das Symmetrisierung verlangen w�urde,denn Produkte aus Ortskomponenten und nicht zugeh�origen Impulskomponen-ten kommutieren. Das bedeutet, man erh�alt den Operator L direkt aus ~L durchErsetzen von ~x und ~p mit den entsprechenden Operatoren.52



9.1.2 VertauschungsrelationenDie Vertauschungsrelationen f�ur die einzelnen Drehimpulskomponenten berech-nen sich nach:[Lx;Ly] = [ŷp̂z � ẑp̂y; ẑp̂x � x̂p̂z ] = [ŷp̂z; ẑp̂x] + [ẑp̂y; x̂p̂z]= �{̂~ŷp̂x + {̂~p̂y x̂ = {̂~LzAllgemein: [Li;Lj] = {̂~ "ijkLk (9.1)Eine weitere (Drehimpuls-)Observable, die mit den Komponenten von L jedochkommutiert, ist L2:�Li;L2� = 0 (i = 1; 2; 3) mit L2 = L2x + L2y + L2zBeweis:�L2x + L2y + L2z;Lx� = �L2y + L2z;Lx� = �L2y;Lx�+ �L2z;Lx�= Ly [Ly;Lx] + [Ly;Lx]Ly + Lz [Lz;Lx] + [Lz;Lx]Lz= Ly(�{̂~Lz) + (�{̂~Lz)Ly + Lz (̂{~Ly) + (̂{~Ly)Lz= 0(Die restlichen Vertauschungsrelationen beweist man analog.) Die Kompatibi-lit�at von Li und L2 bedeutet (nach den S�atzen von Abschnitt 5.4.2), da� ge-meinsame Eigenfunktionen der beiden Gr�o�en existieren. Die Konvention ist,Lz zu benutzen, d.h.:Lz und L2 haben gemeinsame Eigenfunktionen9.1.3 Eigenfunktionen von Lz und LDie Eigenfunktionen von L2 und Lz in der Ortsdarstellung sind die sogenanntenKugel
�achenfunktionen (engl. spherical harmonics) Y ml . Betrachtet man Lz, soergibt sich mit p̂ = �{̂~ ~r: Lz = �{̂~(x @@y � y @@x )Die Beziehungen vereinfachen sich, wenn man zu 3-dimensionalen Polarkoordi-naten (Kugelkoord.) (r; �; �) �ubergeht:Lx = {̂~�sin� @@� + cos �tan � @@��Ly = {̂~�� cos � @@� + sin�tan � @@��Lz = �{̂~ @@�L2 = �~2� @2@�2 + 1tan � @@� + 1sin2 � @2@�2�53



woran man sieht, da� sich die gemeinsamen Eigenfunktionen in Abh�angigkeitvon � und � darstellen lassen (unabh�angig von r!).Das f�uhrt uns auf die Eigenwertgleichungen:LzY ml (�; �) = m~Y ml (�; �) (a)L2Y ml (�; �) = l(l + 1)~2Y ml (�; �) (b)Dabei wird l(l + 1) statt irgendeiner Gr�o�e c gew�ahlt, da sich dies sp�ater alszweckm�a�ig erweist. Aus der Beziehung (a) folgt:Y ml (�; �) = Fml (�)e{̂m�und aus der Forderung Y ml (�; �) = Y ml (�; � + 2�) (zyklische Randbedingung)folgert man, da� m nur ganzzahlige Werte annehmen kann (m 2Z). Au�erdemkann man noch zeigen, da�1. l 2 N02. �l � m � l(siehe n�achster Abschnitt)F�ur Y ml gilt weiterhin:1. Z d
�Y m0l0 (�; �)�� Y ml (�; �) = �ll0 �mm0 (Orthogonalit�at)2. 1Xl=0 lXm=�l Y ml (�; �)Y ml (�0; �0) = �(
� 
0)= 1sin � �(� � �0)�(�� �0) (Vollst�andigkeit)Einige Kugel
�achenfunktionen Y ml stehen in Tabelle 9.1.l m Y ml0 0 q 14�1 0 q 34� cos ��1 �q 38� sin �e�{̂�2 0 q 516� (3 cos2 � � 1)�1 �q 158� cos � sin �e�{̂��2 q 1532� sin2 �e�2{̂�Tabelle 9.1: Kugel
�achenfunktionen Y ml54



9.1.4 Algebraische Behandlung des DrehimpulsesHierzu de�niert man zun�achst zwei Linearkombinationen von Drehimpulskom-ponenten:J+ = Jx + {̂JyJ� = Jx � {̂Jy = (J+)y � J� nicht hermitesch, aber zueinander adjungiertJx;y;z sollen zun�achst nur die Vertauschungsrelationen (9.1) erf�ullen. Die Ver-tauschungsrelationen von J� mit Jz und J 2 sind:[Jz;J+] = {̂~(Jy � {̂Jx) = ~J+[Jz ;J�] = �~J�[J+;J�] = 2~Jz�J 2;J�� = 0Mit diesen Gleichungen hat man eine De�nition des Drehimpulses nur �uberKommutatorrelationen. Von diesem Ausgangspunkt aus erh�alt man noch fol-gende Ergebnisse:a) F�ur beliebige j i gilt:
 ��J 2�� � = kJx j ik2 + kJy j ik2 + kJz j ik2 � 0woraus man ablesen kann, da� die Eigenwerte von J 2 � 0 sind.b) F�ur � � 0 gilt: � = l(l + 1) bestimmt eindeutig l 2 N0c) Die Eigenwertgleichungen sind:J 2 jl;mi = ~2l(l + 1) jl;miJz jl;mi = ~m jl;miDiese Gleichungen wollen wir als De�nitionsgleichungen f�ur die Zust�andejl;mi nehmen.d) Behauptung: F�ur die Eigenwerte m von Jz gilt:�l � m � l (9.2)Beweis: Wegen J� = (J�)y gilt:kJ+ j ik2 = h jJ�J+j i � 0kJ� j ik2 = h jJ+J�j i � 0Man errechnet:J+J� = (Jx + {̂Jy)(Jx � {̂Jy) = J 2x + J 2y + {̂ [Jy;Jx]= J 2x + J 2y + ~Jz = J 2 � J 2z + ~JzJ�J+ = J 2x + J 2y � ~Jz = J 2 � J 2z � ~Jz55



und damit:hl;m jJ�J+j l;mi = 
l;m ��J 2 �J 2z � ~Jz�� l;m�= ~2l(l + 1)�m2~2 �m~2 = ~2�l(l + 1)�m(m + 1)�= ~2�(l �m)(l +m + 1)� !� 0hl;m jJ+J�j l;mi = ~2�(l +m)(l �m + 1)� !� 0Aus diesen zwei Gleichungen erh�alt man die Bedingungen:(l �m)(l +m+ 1) � 0 , �(l + 1) � m � l(l +m)(l �m+ 1) � 0 , �l � m � (l + 1)Da beide Bedingungen gleichzeitig erf�ullt sein m�ussen, erh�alt man die Be-dingung (9.2).e) J� jl;mi ist ein Eigenvektor zu J 2 mit dem Eigenwert l(l+1)~2 und Eigen-vektor zu Jz mit Eigenwert (m � 1)~ (Absteigeoperator!):J 2(J� jl;mi) = J�(J 2 jl;mi)= l(l + 1)~2J� jl;miJz(J� jl;mi) = J�(Jz jl;mi) + [Jz;J�] jl;mi= m~(J� jl;mi)� ~(J� jl;mi)= (m � 1)~(J� jl;mi)) J� jl;mi � jl;m� 1imit dieser Proportionalit�at undkJ� jl;mik2 = ~2�l(l + 1)�m(m � 1)� kjl;m � 1ik2erh�alt man als De�nition f�ur eine Standard-Basis:J� jl;mi = ~pl(l + 1)�m(m � 1) jl;m� 1iAnalog sieht man, da� J+ Aufsteigeoperator ist:J 2(J+ jl;mi) = l(l + 1)~2(J+ jl;mi)Jz(J+ jl;mi) = (m + 1)~(J+ jl;mi)) J+ jl;mi = ~pl(l + 1) �m(m + 1) jl;m + 1iDie Grenzen machen jedoch eine Ausnahme:J� jl;m = �li = 0J+ jl;m = li = 0Dies sieht man direkt an:kJ� jl;mik2 = ~2�l(l + 1)�m(m � 1)� = 0 f�ur m = �l56



f) Es gilt:(J�)p+1 jl;mi = 0 , m � p = �l f�ur genau ein p 2Z(J+)q+1 jl;mi = 0 , m + q = l f�ur genau ein q 2ZDaraus sieht man sofort, da� 2l = p + q, d.h. 2l ist eine ganze Zahl � 0,woraus man l = n2 (n 2 N0) erh�alt. Au�erdem ist m immer nur ganz- oderhalbzahlig: m = �l;�l + 1; : : : ; l � 1; l9.2 Drehimpuls und Drehsymmetrie9.2.1 Transformationen und InvarianzbedingungenDamit eine physikalische Me�gr�o�e unter einer Transformation invariant ist,m�ussen die transformierten Observablen A0 und Zust�ande j 0i folgende Bedin-gungen erf�ullen:Die Erwartungswerte h�0 jA0j 0i, Wahrscheinlichkeitsdichten jh�0 j 0ij2 und dieSpektren der transformierten Gr�o�en m�ussen mit denen der urspr�unglichen (A,�,  ) identisch sein.Diese Bedingungen erf�ullen unit�are Transformationen U der Form:j 0i := U j i A0 := UAUyMan sieht (Uy = U�1):i) h�0 j 0i = 
� ��UyU�� � = h� j iii) h�0 jA0j 0i = D� ���UyUAUyU��� E = h� jAj iiii) A j i = a j i) A0 j 0i = UAUyU j i = UA j i = aU j i = a j 0iDie Observablen A0 und Zust�ande j 0i entsprechen damit in ihren Eigenschaftenden physikalischen Gr�o�en, die auch durch A und j i beschrieben werden.F�ur Operatoren folgert man deshalb die Invarianzbedingung:UAUy = A , UA = AU , [A;U ] = 09.2.2 OrtstranslationenBetrachtet man eine Wellenfunktion  in einer Dimension und zur Zeit t = 0,so erh�alt man f�ur eine Translation e (x) =  (x + a) durch Taylor-Entwicklung:e =  (x) + a 0(x) + a22  00(x) + : : := 1Xn=0 1n! �a ddx�n  (x) = ea ddx (x)57



und mit p̂ = ~̂{ @@x : e = e {̂~ap̂ (x)Allgemein kann man hierf�ur schreiben:��� e E = UT j imit dem unit�aren "Translationsoperator\ UT = e {̂~ap̂. F�ur diesen Operator gilt:UT (a)x̂UyT (a) = x̂+ a {̂~ [p̂; x̂] = x̂+ ad.h. der Ortsoperator wird um a verschoben.In der Verallgemeinerung auf 3 Dimensionen erh�alt man:UT (~a) = e {̂~~ap̂was einer Translation um den Vektor ~a entspricht.Mathematisch gesehen bilden die Translationen eine Gruppe, die vom Impuls-operator erzeugt wird. (Genaueres zu Gruppen und erzeugenden Elementen h�ortman in Linearer Algebra).F�ur ein freies Teilchen gilt [H; p̂] = 0, und damit:UTHUyT = Hd.h. der Hamiltonoperator ist invariant gegen�uber Orts-Translationen:[H;UT ] = 0Nur der Vollst�andigkeit halber (wird weiterhin nicht ben�otigt):Eine in�nitesimale Translation kann man �uber die Reihenentwicklung der Ex-ponentialfunktion schreiben als:UT (�~a) � 1 + {̂~ �~a p̂9.2.3 Zeittranslationen f�ur zeitunabh�angige Hamiltonfunk-tionenGeht man von t zu ~t = t+ � �uber, so gilt f�ur den Zustand j (t)i:j (t + � )i = j (t)i + � ddt j (t)i + : : := e� ddt j (t)iMit der Schr�odingergleichung ddt j (t)i = � {̂~H j (t)i kann man weiter au
�osen:j (t + � )i = e� {̂~�H j (t)i(Zeitentwicklung eines beliebigen Zustandes!) Dies liefert den OperatorUZ(� ) = e� {̂~�Hf�ur eine Zeittranslation um � . Dieser Operator ist unit�ar, da H hermitesch ist.Aus der Energieerhaltung folgt �uberUZHUyZ = Hdie Invarianz des Hamiltonoperators gegen�uber Zeittranslationen.58



9.2.4 DrehungenEine in�nitesimale Drehung wird beschrieben durch:~r 0 = ~r + �~' � ~r| {z }�~rDie �Anderung der Wellenfunktion unter dieser Operation ist:e (~r) =  (~r 0) =  (~r + �~'� ~r)=  (~r) + (�~' � ~r) ~r (~r) + : : :=  (~r) + (�~' � ~r) {̂~~p (~r) + : : :=  (~r) + {̂~ �~' � (~r � ~p) (~r) + : : :=  (~r) + {̂~ (�~' � ~L) (~r) + : : :Der Operator einer endlichen Drehung istUD = e {̂~~'�~L = e {̂~ ~Lwobei ~L demDrehimpulsoperator in ~'-Richtung entspricht: ~L := 'xLx+'yLy+'zLz. Dieser Operator ist ebenfalls unit�ar und wegen [H;L] = 0 erh�alt mandurch UDHUyD = Hdie Invarianz gegen�uber Drehungen.Im allgemeinen ergeben sich durch Invarianzen Entartung. Z.B. erh�alt man we-gen [H;Lz] = 0: Lz jl;m;ni = m~ jl;m;niH jl;m;ni = En jl;m;niworan man sieht, da� jeder Energieeigenwert (2l + 1)-fach entartet ist, da sichf�ur verschiedene m bei gleichem l gleiche Energieeigenwerte ergeben.9.3 Addition von DrehimpulsenKlassisch ist der Drehimpuls additiv, d.h. wenn man zwei Teilchen mit denDrehimpulsen ~J1 und ~J2 hat, dann ist ihr Gesamtdrehimpuls ~J = ~J1 + ~J2.In der Quantenmechanik hat man f�ur zwei Teilchen ihre Wellenfunktionen. Sinddie Teilchen unabh�angig voneinander, so ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, Teil-chen 1 bei ~x1 und Teilchen 2 bei ~x2 zu �nden:j (~x1; ~x2)j2 = j 1(~x1)j2 j 2(~x2)j2�Ahnlich gilt f�ur die Drehimpulse zweier Zust�ande jj1;m1i ; jj2;m2i:jj1; j2;m1;m2i = jj1;m1i jj2;m2i59



Mathematisch ist das ein Tensorprodukt: Ausgangspunkt sind die beiden Ket-R�aume E1 und E2 und das Ergebnis liegt im Produktraum E = E1 
 E2. Wennz.B. fj1; iig (i = 1; 2; 3; : : :) Basis von E1fj2; jig (j = 1; 2; 3; : : :) Basis von E2dann ist fj1; ii j2; jig (i = 1; 2; 3; : : :); (j = 1; 2; 3; : : :)eine Basis des Produktraumes E1 
 E2. Ein Vektor aus E1 
 E2 ist damit dar-stellbar als: j i =Xi;j cij j1; ii j2; ji cij 2 CBetrachtet man zwei Vektorenj1;  i 2 E1 : j1;  i =Xi ai j1; iij2; �i 2 E2 : j2; �i =Xj bj j2; jiSo ist der Produktvektor:j�i = j1;  i j2; �i =Xi;j aibj j1; ii j2; jid.h. aus j1;  i 2 E1 und j2; �i 2 E2 folgt j1;  i j2; �i 2 E1 
E2. F�ur Operatoren,die auf solche Produktzust�ande wirken, gilt:J 2i jj1; j2;m1;m2i = ji(ji + 1)~2 jj1; j2;m1;m2i i = 1; 2Ji;z jj1; j2;m1;m2i = mi~ jj1; j2;m1;m2i i = 1; 2woraus sich f�ur j1; j2 fest insgesamt (2j1 + 1)(2j2 + 1) Zust�ande ergeben. F�urden Gesamtdrehimpuls gilt jetzt:J = J1 + J2mit den oben de�nierten J1;J2. Dieser Operator J erf�ullt die Drehimpulsver-tauschungsrelationen, und J 2 und Jz sind kompatible Observable. Au�erdemfolgt �uber J 2 = J 21 + J 22 + 2J1J2 (da [J1;J2] = 0)) �J 2;J 21 � = �J 2;J 22 � = 0da� sogar J 2;Jz;J 21 ;J 22 kompatible Observable sind.Damit erh�alt man folgende Ergebnisse f�ur die Addition von Drehimpulsen:(a) die Eigenfunktionen von addierten Zust�anden de�niert man durchJ 2 jj1; j2; J;M i = J(J + 1)~2 jj1; j2; J;M iJz jj1; j2; J;M i = M~ jj1; j2; J;M iJ 2i jj1; j2; J;M i = ji(ji + 1)~2 jj1; j2; J;M i f�ur i = 1; 260



(b) jeder Vektor jj1; j2;m1;m2i ist ein Eigenvektor zu Jz:Jz jj1; j2;m1;m2i = (m1 +m2)~ jj1; j2;m1;m2iAu�erdem gilt f�ur den Drehimpuls:�J � M � JDas maximale J ist Jmax = j1+ j2, da Mmax = m1;max +m2;max und ji;max =mi;max. Den minimalen Wert Jmin = jj1 � j2j erh�alt man aus geometrischen�Uberlegungen (strenger Beweis auch m�oglich).jj1 � j2j � J � j1 + j2Man will jetzt einen Basiswechsel von jj1; j2;m1;m2i nach jJ;M i vornehmen.Im allgemeinen Fall erh�alt man hierf�ur das Ergebnis:jj1; j2; J;M i = Xm1 ;m2m1+m2=M hj1; j2;m1;m2 jj1; j2; J;M i| {z }Clebsh-Gordan-Koe�zient jj1; j2;m1;m2iDie Clebsh-Gordan-Koe�zienten, die man normal auf die im folgenden skizzierteWeise erh�alt, sind tabelliert.Allgemeines Verfahren zur Konstruktion der jj1; j2; J;Mi-Zust�andeZur besseren �Ubersicht setzen wir im Folgenden jJ;M i := jj1; j2; J;M i (dieWerte von j1 und j2 seien jeweils fest und bekannt).Ein Zustand ist schon eindeutig festgelegt:F�ur jJ = j1 + j2;M = j1 + j2i kommt aufgrund des Eigenwerts der z-Komponentedes Gesamtdrehimpulses nur jj1 + j2; j1 + j2i = jj1; j2; j1; j2i in Frage. DurchAnwendung des Absteigeoperators J� des Gesamtdrehimpulses erh�alt man hierausdie Zust�ande jj1 + j2; ki mit �(j1 + j2) � k � j1 + j2 � 1:J� jj1 + j2; j1 + j2i = ~p(j1 + j2)(j1 + j2 + 1)� (j1 + j2)(j1 + j2 � 1) jj1 + j2; j1 + j2 � 1i= ~pj1 + j2p2 jj1 + j2; j1 + j2 � 1i!= (J1;� + J2;�) jj1; j2; j1; j2i= ~pj1(j1 + 1) � j1(j1 � 1) jj1; j2; j1 � 1; j2i+ ~pj2(j2 + 1)� j2(j2 � 1) jj1; j2; j1; j2 � 1i= ~�p2j1 jj1; j2; j1 � 1; j2i +p2j2 jj1; j2; j1; j2 � 1i�) jj1 + j2; j1 + j2 � 1i = 1pj1 + j2 �pj1 jj1; j2; j1 � 1; j2i+pj2 jj1; j2; j1; j2 � 1i�Durch wiederholte Anwendung von J� erh�alt man so alle Zust�ande jj1 + j2; ki.Sind nun alle Zust�ande jj1 + j2 � l;mi (l = 0; 1; : : : ; i � 1) bekannt, kann mandie Zust�ande jj1 + j2 � i; ki konstruieren:F�ur jj1 + j2 � i; j1 + j2 � ii existiert aufgrund der Eigenwerte zu Jz die Dar-stellung jj1 + j2 � i; j1 + j2 � ii = Xm1+m2=j1+j2�i �� jj1; j2;m1;m2i61



F�ur die n unbekannten Koe�zienten �� existieren n Orthonormalit�atsbedin-gungen: hj1 + j1 � k; j1 + j2 � i jj1 + j2 � i; j1 + j2 � ii = �ikAus diesem Gleichungssystem f�ur die Koe�zienten �� kann man diese bestim-men, wobei man die Phase willk�urlich so w�ahlt, da� die Koe�zienten reell sind.Durch Anwendung von J� auf den Zustand jj1 + j2 � i; j1 + j2 � ii kann manwiederum alle restlichen Zust�ande mit J = j1 + j2 � i konstruieren.Mit diesem Verfahren, das wir noch an zwei Beispielen betrachten wollen, sindalle Clebsh-Gordon-Koe�zienten zu gegebenem j1 und j2 bestimmbar.Beispiel 1Betrachten wir zwei Spin-12 Teilchen: j1 = 12 ; j2 = 12 . Der Produktraum hatdann vier Zust�ande: ����12 ; 12 ; 12 ; 12� =: j++i����12 ; 12 ;�12 ; 12� =: j�+i����12 ; 12 ; 12 ;�12� =: j+�i����12 ; 12 ;�12 ;�12� =: j��iAu�erdem erh�alt man 0 � J � 1, d.h. J = 0 oder J = 1. Die Eigenwerte zu Jzder vier Zust�ande sind:Jz j++i = ~ j++i Jz j��i = �~ j��iJz j+�i = Jz j�+i = 0Die "Schwierigkeit\ ist jetzt, die vier Basiszust�ande j1; 1i ; j1; 0i ; j1;�1i ; j0; 0imit Hilfe der Zust�ande j++i ; : : : darzustellen, d.h. den Basiswechsel vorzuneh-men. Wegen Jz = J1;z + J2;z undJz j++i = (J1;z + J2;z) j++i = �~2 + ~2� j++i = ~ j++ifolgt j1; 1i = j++iDie weiteren Vektoren erh�alt man durch Anwendung des J�-Operators:J� j1; 1i = ~p2 j1; 0iund J� j++i = (J1;� + J2;�) j++i = ~�j�+i + j+�i�) j1; 0i = 1p2(j�+i + j+�i)62



J� j1; 0i = ~p2 j1;�1iund J� j1; 0i = 1p2(J1;� + J2;�)(j�+i + j+�i) = � � � = 2p2~ j��i) j1;�1i = j��iDen letzten Vektor, j0; 0i erh�alt man aus der Bedingung, da� j1; 0i ? j0; 0i:j0; 0i = �j�+i � �j+�i j�j2 + j�j2 = 1) j0; 0i = 1p2(j+�i � j�+i)Damit hat man als Ergebnisse das Triplett (zum Gesamtspin 1)j1; 1i = j++ij1; 0i = 1p2(j�+i + j+�i)j1;�1i = j��iund das Singulett (zum Gesamtspin 0)j0; 0i = 1p2(j+�i � j�+i)Beispiel 2Zwei Zust�ande mit unterschiedlichen Spin: j1 = 1; j2 = 12 . Daraus ergibt sichJ = 12 oder J = 32 . Die Anzahl der Zust�ande betr�agt (2j1+1)(2j2+1) = 6. F�urdie Zust�ande zu J = 32 erh�alt man:J = 32 ����32 ; 32� = j1; 1i ����12 ; 12�����32 ; 12� = 1p3 j1; 1i ����12 ;�12�+r23 j1; 0i ����12 ; 12�����32 ;�32� = j1;�1i ����12 ;�12�����32 ;�12� = 1p3 j1;�1i ����12 ; 12�+r23 j1; 0i ����12 ;�12�F�ur ��12 ; 12� existiert die Darstellung:����12 ; 12� = � j1; 1i ����12 ;�12� + � j1; 0i ����12 ; 12�womit man errechnet:�12 ; 12 ����12 ; 12� = 1 ) j�j2 + j�j2 = 1�32 ; 12 ����12 ; 12� = 0 ) �p3 + �p2p3 = 0 () �+p2� = 0)63



Mit der Forderung �; � 2 R erh�alt man:�2 = 1� �2 = 1� �22 ) � =r23 ; � = �r13Damit kann man endlich berechnen:J = 12 ����12 ; 12� =r23 j1; 1i ����12 ;�12�� 1p3 j1; 0i ����12 ; 12�����12 ;�12� = �r23 j1;�1i ����12 ; 12�+ 1p3 j1; 0i ����12 ;�12�
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Kapitel 10Zeitunabh�angigesZentralpotential10.1 Allgemeine BetrachtungenEin zeitunabh�angiges Zentralpotential U ist gegeben durchU (~r) = V (j~rj) = V (r)Klassisch gilt in einem Potential dieser Form die Drehimpulserhaltung, d.h.ddt~L = 0. F�ur die Quantenmechanik k�onnen wir eine analoge Aussage noch nichttre�en. Zun�achst ist der Hamiltonoperator f�ur ein Teilchen in diesem Potential:H = � ~22mt 4+V (r)Mit demLaplace-Operator in Kugelkoordinaten (r 6= 0; � 6= 0; �; 2�; K-systemabh�angi-ge Pole) 4 = 1r @2@r2 r + 1r2 � @2@�2 + 1tan � @@� + 1sin2 � @2@�2�= 1r @2@r2 r � 1r2~2L2 L { Drehimpulsoperatorwird dann aus der zeitunabh�angigen Schr�odingergleichung (4.1):�� ~22mtr @2@r2 r + 12mtr2L2 + V (r)� nlm(r; �; �) = Enlm nlm(r; �; �)Die L�osung des Problems erh�alt man in mehreren Schritten:i) wegen [H;Lz] = 0 und �H;L2� = 0 existieren gemeinsame Eigenfunktionenvon H, L2 und Lz: H nlm(~r) = Enlm nlm(~r)L2 nlm(~r) = ~2l(l + 1) nlm(~r)Lz nlm(~r) = ~m nlm(~r)65



ii) man macht einen Produktansatz f�ur  nlm(r; �; �): nlm(r; �; �) = Rnl(r)Y ml (�; �)) �� ~22mtr d2dr2 r + ~2l(l + 1)2mtr2 + V (r)�Rnl(r) = EnlRnl(r)was sich mit der Substitution Rnl(r) = 1runl(r) zu�� ~22mt d2dr2 + ~2l(l + 1)2mtr2 + V (r)�unl(r) = Enlunl(r) (10.1)vereinfacht.iii) die  nlm sind quadratintegrabel und orthonormiert:Z d3x �nlm(~x) n0l0m0(~x) = �nn0�ll0 �mm0) Z 1r=0 dr r2R�nl(r)Rn0l0 (r) = �nn0�ll0) Z 1r=0 dr r2R�nl(r)Rn0l(r) = �nn0) Z 1r=0 dr u�nl(r)un0l(r) = �nn0iv) Verhalten von Rnl(r) f�ur r ! 0:man setzt f�ur Rnl(r) eine Potenzreihe an, die die Bedingung in (iii) erf�ullt:Rnl(r) 'r!0 rs s 2 RDiesen Ansatz (Rnl 'r!0 rs) setzt man in die Di�erentialgleichung ein:� ~22mtr s(s + 1)rs�1 + ~2l(l + 1)2mtr2 rs + V (r)rs = Enlrs, � ~22mt s(s + 1) + ~22mt l(l + 1) + r2V (r) = Enlr2Falls r2V (r) r!0���! 0 dann erh�alt man hieraus die Bedingung:s(s + 1) = l(l + 1) f�ur r! 0, s = l _ s = �(l + 1)Zul�assig sind allerdings nur L�osungen, f�ur die Rnl(r) 'r!0 rl gilt1. Hierausfolgert man: ) unl(r) 'r!0 rl+1) unl(r=0) = 01eine Hermitizit�atsforderungan den Hamiltonoperator ergibt die Randbedingung u(0) = 0,d.h. R 'r!0 r
 mit 
 > �1 66



10.2 Das Wassersto�atomWir wollen nun die gewonnenen Erkenntnisse auf den konkreten Fall des Was-sersto�atoms anwenden. Da die Masse des Protons wesentlich gr�o�er als die desElektrons ist, liegt der Schwerpunkt des Gesamtsystems fast imMittelpunkt desProtons. Somit kann man anstelle des Protons ein Coulomb-Feld mit Ursprungim Kern annehmen: V (r) = �e2rAus Gleichung (10.1) wird damit:�� ~22m d2dr2 + l(l + 1)~22mr2 � e2r �unl(r) = Enlunl(r)mit unl(r = 0) = 0 und R10 dr u�nlunl = 1Das Spektrum von H zerf�allt damit in zwei Teile:E � 0: das Teilchen bewegt sich auf einer Hyperbel- (E > 0) bzw. Parabelbahn(E = 0). Das Spektrum ist hier kontinuierlich (klass. Fall)E < 0: das Teilchen bewegt sich auf einer Ellipsenbahn. Hier gibt es nur be-stimmte erlaubte Energieeigenwerte, d.h. das Spektrum ist diskret.Zur Vereinfachung der Betrachtung setzt man a0 = ~2me2 (Bohr'scher Bahnradi-us) und � = ra0 : � d2d�2 � l(l + 1) 1�2 + 2� � "nl�unl(�) = 0wobei "nl = �EnlE0 und E0 = ~22ma20 = me42~2 .Zur L�osung dieser Di�erentialgleichung geht man folgenderma�en vor:1. Vorbetrachtung:Asymptotisches Verhalten f�ur �!1: � d2d�2 � "�u(�) = 0) unl(�) 'r!1 e��p"2. Seperationsansatz zur Isolierung dieses Verhaltens: unl(�) = ynl(�)e��p"� d2d�2 � 2p" dd� + �2� � l(l + 1)�2 �� ynl(�) = 0 ynl(0) = 03. Potenzreihenansatz f�ur ynl: ynl(�) = �sP1k=0 ck�k(verallgemeinerter Potenzreihenansatz { Methode von Frobenius)Durch Einsetzen und Koe�zientenvergleich sieht man:s(s � 1)c0 � l(l + 1)c0 = 0und mit c0 6= 0: s = l + 1 _ s = �l67



Nur die L�osung mit s = l + 1 ist vertr�aglich mit den Randbedingungen.Daraus ergibt sich:�(l + k + 1)(l + k)� l(l + 1)�ck = 2 �p"(l + k)� 1� ck�1, ckck�1 = 2 [p"(l + k)� 1]k(k + l + 1) � 1kd.h. f�ur beliebige " ist das Wachstum i.a. exponentiell4. Abbruchbedingung f�ur die Potenzreihe (n = k, bei dem der Abbruch er-folgt):mit p"nl(l + n)� 1 = 0 bricht die Reihe ab, und man erh�alt:Enl = �me42~2 � 1n + l�2 n 2 N; l 2 N0Einige Radialteile Rnl sind in Tabelle 10.1 angegeben.n l Rnl1 0 2a3=20 e� ra02 0 2(2a0)3=2 �1� r2a0� e� r2a01 2p3 � 12a0� 32 r2a0 e� r2a0Tabelle 10.1: Radialteile Rnl der Wellenfunktion des H-AtomsDiskussion der Resultate:Mit der Sommerfeld'schen Feinstrukturkonstante � = e2~c und der Compton-Wellenl�ange des Elektrons ��e: a0 = 1� ��e.Energieniveaus und Entartungen:(i) (2l + 1)-fache m-Entartung f�ur gegebenes n und l(ii) eine weitere Entartung ergibt sich, da Enl nur von n+ l abh�angt:Enl = En0l0 , n0 + l0 = n+ ld.h. die Hauptquantenzahl N = n+ l legt die Energie fest:EN = � 12N2�2mc2Die Hauptquantenzahl N kann man auch mit den Schalen des Atoms iden-ti�zieren.F�ur festes N gilt: l = 0; 1; 2; : : :; N � 1.(iii) aus (i) und (ii) ergibt sich insgesamt ein hoher Entartungsgrad:gN = N�1Xl=0 (2l + 1) = N268



(iv) zus�atzlich gibt es noch die sog. "zuf�allige\ Entartung: klassisch hat dasKepler-Problem (V � 1r ) noch eine weitere Erhaltungsgr�o�e, den Lenz-Runge-Vektor ~� = 1m~p � ~L � e2r ~r mit ddt~� = 0. In der Quantenmechanikentspricht diesem der geeignet symmetrisierte Operator� = 12m (p̂� L�L� p̂)� e2r r̂Hierf�ur gilt: [H;�] = 0 und [�;L] = 0) �2 = {̂~m (L2 + ~2) + e4(Diese Entartung ist nicht wirklich zuf�allig, sondern Anzeichen einer h�ohe-ren Symmetrie: die 6 Vektorkomponenten generieren eine O(4)-Gruppe)10.3 Isotroper harmonischer OszillatorDer dreidimensionale isotrope HO schwingt in einem Potential der FormV (~x) = 12m!2(x2 + y2 + z2) = 12m!2r210.3.1 Kartesische KoordinatenIn kartesischen Koordinaten l�ost man das Problem durch Seperation, d.h. manf�uhrt es auf drei Probleme von der Art des bereits bekannten eindimensionalenHO zur�uck:H = � ~22m � @2@x2 + @2@y2 + @2@z2�+ 12m!2(x2 + y2 + z2)= Hx +Hy +HzHx;y;z sind dabei logischerweise von der Form:Hi = � ~22m @2@x2i + 12m!2x2i i = 1; 2; 3F�ur die L�osung macht man einen Produktansatz: (~x) = �(x)�(y)�(z)Hierbei sind �; �; � die L�osungen des eindimensionalen Problems:Hx�nx(x) = Enx�nx(x)...) H ~n(~x) = E~n ~n(~x) ~n = (nx; ny; nz)Die L�osung dieser drei Gleichungen, bzw. der einen Vektorgleichung ist:E~n = (nx + ny + nz)~! + 32~!|{z}3-facheNP-Energie ~n(~x) = �Hnx �rm!~ x�Hny �rm!~ y�Hnz �rm!~ z�� e� 12 m!~ (x2+y2+z2)69



10.3.2 KugelkoordinatenIn Kugelkoordinaten trennt man dieWellenfunktionmit den normierten Hermite-Polynomen Hn in einen radius- und einen winkelabh�angigen Teil: nlm(r; �; �) = Rnl(r)Y ml (�; �)Wie im Abschnitt 10.1 erh�alt man folgende Ergebnisse:�� ~22mr d2dr2 r + l(l + 1)2mr2 + 12m!2r2�Rnl(r) = EnlRnl(r)unl(r)=rRnl(r)=) � d2dr2 � �4r2 � l(l + 1)r2 + "nl�unl(r) = 0mit � =pm!~ und "nl = 2m~ Enl.Die weitere Vorgehensweise ist analog der beim Wassersto�atom:(i) Verhalten f�ur r!1(ii) Abseperation dieses Verhaltens(iii) Potenzreihenansatz(iv) Abbruchbedingung ) Energiequantisierung) "nl = (2n+ 2l + 3)�2, Enl = ~!(n + l + 32) n = 0; 1; 2; : : :l = 0; 1; 2; : : :Auch hier gibt es wiederum eine "zuf�allige\ Entartung:Enl ist nur von (n+ l) abh�angig und mit N = n+ l ist der Entartungsgrad:gN = 12(N + 1)(N + 2)Auch hier deutet der hohe Entartungsgrad wieder auf eine h�ohere Symmetriehin, in diesem Fall eine SU(3)-Symmetrie.
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Kapitel 11StreutheorieDie Motivation f�ur die Streutheorie ist nat�urlich, den theoretischen Hintergrundzu Streuexperimenten zu liefern, um die dabei ablaufenden Vorg�ange verstehenzu k�onnen. Ein Streuversuch l�auft in vielen F�allen wie in Abb. 11.1 ab: ein Strahlaus beschleunigten Teilchen vom Typ 1 tri�t auf ruhende Teilchen vom Typ 2(Target). Die Anzahl der gestreuten Teilchen in Abh�angigkeit vom Winkel wirddann durch Detektoren festgestellt. - *~�1�2einfallenderTeilchenstrahl (Typ 1)Target(Typ 2) Detektorf�ur Typ 1Detektorf�ur Typ 2Abbildung 11.1: StreuversuchDer einfachste Proze� dieser Art ist der, da� zwei Teilchen sto�en:(1) + (2)! (1)0 + (2)0wobei Energie- und Impulserhaltungssatz gelten. Ist Teilchen 2 sehr schwer ge-gen Teilchen 1, dann wird praktisch kein Impuls �ubertragen, und man kannTeilchen 2 in der Theorie durch ein ablenkendes Potential ersetzen (siehe Abb.11.2). 71



- *� (1)(1) (2)PotentialAbbildung 11.2: Streuung am Potential11.1 Wirkungsquerschnitt- *�V (r) R 6d
-z-RichtungAbbildung 11.3: Bezeichnungen zum WirkungsquerschnittZur Vereinfachung der Betrachtung macht man folgende Annahmen (siehe auchAbb. 11.3):� Teilchen fallen in z-Richtung ein� das Zentrum des Potentials liegt im Ursprung� Detektor ist sehr weit weg vom Potential (R!1)Ist jetzt Fein der Flu� der einfallenden Teilchen,Fein = AnzahlFl�ache � Zeitso ist die Anzahl dns der unter dem Winkel � in das Raumwinkelelement d
gestreuten Teilchen pro Zeiteinheit:dns = � d�d
�Feind
Der di�erentielle Wirkungsquerschnitt � d�d
� h�angt von � und � ab. Der Wir-kungsquerschnitt hat die Dimension Fl�ache und die �ubliche Einheit ist ein barn(engl.: Scheune) 1 barn = 10�24 cm2Der totale Wirkungsquerschnitt errechnet sich aus dem di�. Wirkungsquer-schnitt durch Integration �uber die Einheitssph�are1:� = Z@K1(0) d
 � d�d
�1@K1(0) ist der Rand der Kugel mit Radius 1 um den Ursprung72



11.2 Station�are Streuzust�andeDer Ausgangspunkt unserer Berechnungen ist der Hamiltonoperator mit zeit-unabh�angigem Potential: H = 12mp̂2 + V (r̂)Das Teilchen wird durch ein Wellenpaket beschrieben, das wir in Eigenfunk-tionen des Hamiltonoperators zerlegen k�onnen. Au�erdem mu� f�ur die Streu-zust�ande (nicht gebunden!) E > 0 gelten. F�ur station�are Zust�ande hat mandamit die L�osung der Schr�odingergleichung: (~r; t) = e� {̂~Et'E(~r)�� ~22m 4+V (~r)�'E(~r) = E'E (~r) (11.1)Da E > 0, kann man die Wellenzahl k wie folgt de�nieren:(~k)2 = 2mEund weiter: U (~r) = 2m~2 V (~r)Hiermit schreibt sich die Di�erentialgleichung (11.1):�4+k2 � U (~r)�'E(~r) = 0Man sucht jetzt eine L�osung dieser Di�erentialgleichung mit den folgendenRandbedingungen:(a) einlaufende Teilchen (weit weg vom Potential) sind ebene Wellen: e{̂kz istdie L�osung der Di�erentialgleichung f�ur r!1, t!�1(b) im Bereich des Potentials wird die Wellenfunktion modi�ziert(c) verl�a�t das Teilchen den Bereich des Potentials, verh�alt es sich wieder wieein freies TeilchenNach dem Verlassen des Potentials hat sich damit das Wellenpaket in einentransmittierten und einen gestreuten Teil aufgespalten. Der transmittierte Teilhat weiterhin die Form e{̂kz, w�ahrend der gestreute Anteil eine auslaufendeKugelwelle fE(�; �)1r e{̂kr ist (fE(�; �): Streuamplitude). Man erh�alt damit dieRandbedingung f�ur 'E im Unendlichen:'E(~r) 'r!1 e{̂kz + fE(�; �)e{̂krr (11.2)11.2.1 Wirkungsquerschnitt und StreuamplitudeDie Wahrscheinlichkeitsstromdichte, die mit der Wellenfunktion verkn�upft ist,ist (vgl. auch Abschnitt 6.2 vi), Seite 35)~j = 1m Re�'�(~r) ~̂{ ~r'(~r)� (11.3)73



Diese Stromdichte erf�ullt die Kontinuit�atsgleichung@�@t + ~r~j = 0 mit � = j (~r; t)j2Mit (11.3) erh�alt man die beiden Ergebnisse:a) einlaufende Welle (in erster Ordnung):~̂{ ~r'E(~r) = ~k~ez'E(~r) + : : :Strom der einlaufenden Teilchen:) ���~je(~r)��� = ~kmb) gestreuter Wahrscheinlichkeitsstrom (�Ubergang zu Kugelkoordinaten):~r = ~er @@r + ~e� 1r @@� + ~e� 1r sin � @@�Das f�uhrt zu den drei Komponenten:~jg~er = ~m Re� 1r2 �k + {̂r�� jfE (�; �)j2 = ~kmr2 jfE(�; �)j2~jg~e� = ~m 1r3 Re�f�E(�; �) 1̂{ @@� fE(�; �)�~jg~e� = ~m 1r3 sin� Re�f�E (�; �) 1̂{ @@�fE(�; �)�Man sieht hieran, da� f�ur gro�e r ~jg parallel zu ~er wird, da die �- und �-Richtungen mit einer Ordnung in r schneller gegen 0 gehen.Der Flu� der einfallenden Teilchen ist proportional zu ���~je���: Fein = c ���~je���. Da-mit ergibt sich die Anzahl der in das Raumwinkelelement d
 des Detektorsgestreuten Teilchen zu ) dns = c~jg d~s = cr2(~jg~er) d
= c~km|{z}Fein jfE(�; �)j2 d
) d�d
 = jfE (�; �)j2Die Interferenz zwischen einlaufender und gestreuter Welle sowie Mehrfachstreu-ung vernachl�assigen wir.11.2.2 Berechnung von fE(�; �)Die Di�erentialgleichung f�ur die Streuung ist:(4+k2)'E (~r) = U (~r)'E(~r) (11.4)74



Eine Fundamentall�osung G(~r) ist de�niert durch:(4+k2)G(~r) = �(~r)Wenn '(0)E (~r) eine L�osung der homogenen Di�erentialgleichung(4+k2)'(0)E (~r) = 0ist, dann gilt f�ur 'E(~r):'E(~r) = '(0)E (~r) + Z d3r0G(~r� ~r 0)U (~r 0)'E(~r 0)Dies ist die Integralgleichung zu (11.4).Beweis: Es gilt (vgl. Theorie B):4�� 14�r� = �(~r)Mit dem Ansatz G�(~r) = � 14�r e�{̂kr (G� Fundamentall�osung) erh�alt man:4G�(~r) = � 14� 4�1r e�{̂kr�4�1r e�{̂kr� = 1r 4 e�{̂kr + e�{̂kr4 1r + 2�~r 1r��~r e�{̂kr� (11.5)4 e�{̂kr = ��k2 � 2k{̂r � e�{̂kr~r e�{̂kr = �{̂ke�{̂kr ~rrund damit f�ur (11.5):(4+k2)e�{̂krr = ��k2r � 2{̂kr2 � 4��(~r)� 2r2 (�{̂k) + k2r � e�{̂kr= �4��(~r)e�{̂kr = �4��(~r)Als L�osung der homogenen Di�erentialgleichung w�ahlt man zweckm�a�ig'(0)E (~r) =e{̂kz und kann damit f�ur 'E (~r) schreiben:'E (~r) = e{̂kz + Z d3r0G+(~r � ~r0)U (~r0)'E(~r0)Wenn j~rj � j~r 0j, kann man j~r � ~r 0j entwickeln:j~r � ~r 0j � j~rj+ ~r 0h~r~r0 j~r � ~r 0ji~r0=0 = r +��~r 0~rr�Mit dieser N�aherung ergibt sich f�ur G+ (=̂ vomUrspung ausgehende Kugelwelle)und 'E : G+(~r � ~r 0) � � 14�re{̂kre�{̂k~r0 ~rr'E(~r) � e{̂kz � 14�re{̂kr Z d3r0 e�{̂k~r0 ~rrU (~r 0)'E(~r 0)Und durch Vergleich mit Gleichung (11.2) sieht man:fE(�; �) = � 14� Z d3r0 e�{̂k~r0 ~rrU (~r 0)'E (~r 0)75



11.2.3 Born'sche N�aherungMit den Abk�urzungen ~ki = k~ez und ~kf = k~rr erh�alt man f�ur 'E durch wieder-holtes Einsetzen der Gleichung in sich selbst (Iterationsverfahren):'E(~r) = e{̂~ki~r + Z d3r0G+(~r � ~r 0)U (~r 0)'E(~r 0)= e{̂~ki~r + Z d3r0G+(~r � ~r 0)U (~r 0)e{̂~ki~r0+ Z d3r0G+(~r � ~r 0)U (~r 0) Z d3r00G+(~r 0 � ~r 00)U (~r 00)'E(~r 00) = : : :Dies ist eine Entwicklung nach Potenzen des Potentials. Diese Entwicklungnennt man Born'sche Reihe. Sehr oft benutzt man nur die niedrigste nicht-triviale Ordnung (1. Ordnung im Potential). Dies bezeichnet man als Born'scheN�aherung : fE(�; �) � � 14� Z d3r0 e�{̂~kf~r0U (~r 0)e{̂~ki~r0= � 14� Z d3r0 e{̂~q~r0U (~r 0) mit ~q = ~ki � ~kfIn Kugelkoordinaten gilt f�ur diesen Vektor ~q:~q 2 = 4k2 sin2 �211.3 Streuung am Zentralpotential: PartialwellenWir betrachten ein freies Teilchen. Aus der Drehimpulserhaltung folgt:'klm(~r) = Rkl(r)Y ml (�; �) E = ~2k22m) Radialgleichung: �� ~22mr d2dr2 r + l(l + 1)2mr2 � ~2k22m �Rkl(r) = 0Die L�osungen dieser Radialgleichung sind sph�arische Besselfunktionen Jl(kr):Jl(x) = (�1)lxl�1x ddx�l �sinxx �und damit: 'klm(~r) =r2k2� Jl(kr)Y ml (�; �)Diese Funktionen 'klm sind normiert und vollst�andig:Z d3r '�klm'k0l0m0 = �ll0 �mm0 �(k � k0) (Normierung)Z 10 dk 1Xl=0 lXm=�l'klm(~r)'�klm(~r0) = �(~r � ~r0) (Vollst�andigkeit)F�ur sehr kleine bzw. sehr gro�e Radien erh�alt man folgende Ergebnisse:76



� Verhalten von Jl(x) am Ursprung:Jl(x) 'x!0 xl(2l + 1)!!((2l + 1)!! = 1 � 3 � 5 � : : : � (2l + 1))� radiale Wahrscheinlichkeitsdichte PR:PR � (kr)2J2l (kr) 'r!0 r2l+2Das bedeutet, da� die Aufenthaltswahrscheinlichkeit f�ur r < r0 klein wird:r0 = 1kpl(l + 1) = ~pl(l + 1)~k � q��~L2��j~pj = b (f�ur kleine Winkel)(b ist der klassische Sto�parameter; siehe auch (11.6))� Asymptotisches Verhalten von Jl(x):Jl(x) 'x!1 1x sin�x� l �2 �Daraus folgt f�ur 'klm:'klm(~r) 'j~rj!1= �r2k2� Y ml (�; �) 12{̂kr (e�{̂kre{̂l�2 � e{̂kre�{̂l�2 )11.3.1 Ebene und sph�arische WellenEine ebene Welle in z-Richtung, e{̂kz, schreibt sich in Kugelkoordinaten e{̂kr cos �.Die Drehimpulskomponente in z-Richtung ist:Lz = ~̂{ @@� ) Lze{̂kz = 0Da damit m = 0, bleiben nur die Komponentene{̂kz = 1Xl=0 {̂lp4�(2l + 1) Jl(kr)Y 0l (�; �)Da Y 0l (�; �) = Y 0l (�) = r2l + 14� Pl(cos �) mit Pl(x) Legendre-Polynom, erh�altman: e{̂kz = 1Xl=0 {̂l(2l + 1)Pl(cos �)Jl(kr)77



11.3.2 Phasenverschiebung bei StreuungMan setzt wieder einmal Rkl(r) = 1rukl(r) und erh�alt damit f�ur 'klm den An-satz: 'klm(~r) = 1r ukl(r)Y ml (�; �)was bei der Di�erentialgleichung (11.1)�� ~22m d2dr2 + l(l + 1)2mr2 + V (r)�ukl(r) = ~2k22m ukl(r)ergibt (mit ukl(r=0) = 0). Die asymptotische Form (f�ur r!1) von ukl(r) istdann: ukl(r) 'r!1 ae{̂kr + be�{̂krMan sieht, da� die asymptotische Form von ukl(r) der L�osung des eindimen-sionalen Potentialproblems aus Abschnitt 4.2 �ahnelt. Da das Potential am Ur-sprung dort 1 wird, verschwindet die Wellenfunktion an dieser Stelle und mankann folgern, da� einfallende und re
ektierte Welle betragsm�a�ig gleich sind.Dies gilt auch hier f�ur die asymptotische Form, da r < 0 nicht zugelassen ist(=̂ unendlich hoher Potentialwall bei r = 0):jaj2 = jbj2Damit kann man weiter vereinfachen:ukl(r) 'r!1 jaj (e{̂kre{̂�a � e�{̂kre{̂�b) = c sin(kr � �l)F�ur ein Potential V � 0 erh�alt man so �(0)l = l �2 und weiter:ukl(r) 'r!1 c sin�kr � l �2 + �l��l hei�t Phasenverschiebung der l-ten Partialwelle ukl. Daraus kann man dieStreuamplitude und den Wirkungsquerschnitt berechnen:'klm(~r) 'r!1 1r Y ml (�; �) sin�kr � l �2 + �l�= �Y ml (�; �)ke�{̂�l� 12{̂kr�e�{̂kre{̂l �2| {z }einlaufendeWelle � e{̂kre�{̂l �2 e2{̂�l| {z }auslaufende Welleund Phasenversch.��Nach den Betrachtungen �uber sph�arische Besselfunktionen kann man f�ur diel-te Partialwelle in erster N�aherung den Sto�parameter bk(l) = 1kpl(l + 1) an-nehmen. Betrachtet man ein Potential mit begrenzter Reichweite r0, so werdennur die Partialwellen mit l < lmax gestreut:b = q��~L2��j~pj � pl(l + 1)k) bk(lmax) = r0 , lmax(lmax + 1) = k2r20 (11.6)78



11.3.3 Streuamplitude und WirkungsquerschnittOhne ein Potential, d.h. mit V (~r) = 0 sind die Partialwellen: frei(~r) = e{̂kz = 1Xl=0 {̂lp4�(2l + 1) Jl(kr)Y 0l (�)'r!1 � 1Xl=0 {̂lp4�(2l + 1)Y 0l (�) 12{̂kr �e�{̂kre{̂l �2 � e{̂kre�{̂l �2 �F�ur V 6= 0 ergibt sich eine Phasenverschiebung: (~r) 'r!1 � 1Xl=0 {̂lp4�(2l + 1)Y 0l (�) 12{̂kr �e�{̂kre{̂l �2 � e{̂kre�{̂l �2 e2{̂�l�Das formt man um:12{̂kr �e�{̂kre{̂l�2 � e{̂kre�{̂l�2 e2{̂�l� = 12{̂krhe�{̂kre{̂l�2 � e{̂kre�{̂l�2 + e{̂kre�{̂l �2 (1� e2{̂�l)| {z }=�2{̂e{̂�l sin �li= 12{̂kr (e�{̂kre{̂l �2 � e{̂kre�{̂l �2 )| {z }ebene Welle in z-Richtung � 1kr e{̂kre�{̂l �2 e{̂�l sin �lSetzt man das wieder in  (~r) ein, so sieht man: (~r) 'r!1 e{̂kz + e{̂krr 1k 1Xl=0p4�(2l + 1)Y 0l (�)e{̂�l sin �l= e{̂kz + fE(�; �)e{̂krrMit diesem Ergebnis ist die Streuamplitude fE (�):fE(�) = 1k 1Xl=0p4�(2l + 1)Y 0l (�)e{̂�l sin �lHiermit kann man den totalen Wirkungsquerschnitt berechnen:�tot = Z d�d
 d
 d�d
 = jfE(�)j2 = fE (�)f�E (�)= 4�k2 1Xl=0l0=0p(2l + 1)(2l0 + 1)e{̂�le�{̂�l0 sin �l sin �l0 Z d
Y 0l (�) �Y 0l0 (�)��| {z }=�ll0= 4�k2 1Xl=0(2l + 1) sin2 �l =: 1Xl=0 �l (11.7)Der Beitrag einer jeden Partialwelle zum Wirkungsquerschnitt hat eine obereGrenze: �l = 4�k2 (2l + 1) sin2 �l � 4�k2 (2l + 1)Diese Grenze nennt man Unitarit�atsgrenze.79



11.3.4 Optisches TheoremDie Streuamplitude in Vorw�artsrichtung ist gegeben durch:fE(�=0) = 1k 1Xl=0 p2l + 1 e{̂�l sin �lY 0l (0)p4�und mit Y 0l (0) = p2l+1p4� sieht man:, fE (�=0) = 1k 1Xl=0(2l + 1) sin �l(cos �l + {̂ sin �l) (11.8)Das optische Theorem besagt nun, da��tot = 4�k Im(fE (�=0))(vergleiche Gleichungen (11.7) und (11.8))
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Kapitel 12Zeitunabh�angigeSt�orungstheorieDie Motivation f�ur diese Methoden ist, da� elementare L�osungen von H j i =E j i nur in einzelnen F�allen m�oglich sind. Hierzu z�ahlen z.B. das H-Atom oderder harmonische Oszillator.Ausgangspunkt f�ur die St�orungstheorie ist ein solches l�osbares Problem mit Ha-miltonoperatorH0 und eine kleine Di�erenzW zwischen dem HamiltonoperatorH des Systems und H0, die St�orung: W = H � H0. Unsere Betrachtung wirdsich auf zeitunabh�angige Probleme beschr�anken.12.1 Allgemeine Vorgehensweise12.1.1 Nicht entarteter FallMan macht die folgenden Annahmen als Voraussetzung:� H = H0 +W ist der Hamiltonoperator des Problems� das Eigenwertproblem von H0 sei gel�ost: H0 j�ni = �n j�ni� H0 hat ein diskretes Spektrum� die St�orung W sei "klein\, d.h. alle Matrixelemente h�n jWj�mi von Wsollen klein gegen die Di�erenzen �i � �j seinUm sp�ater die Entwicklungsordnungen besser erkennen zu k�onnen, wollen wirW als W = �Ŵ (� 2 R) darstellen, und aus Faulheitsgr�unden auch gleich f�urŴ wieder nur W schreiben:H(�) = H0 + �W � 2 RDie Idee des L�osungsansatzes ist, da� in der EigenwertgleichungH(�) j n(�)i = En(�) j n(�)ieine Bestimmung der einzelnen Korrekturen in Abh�angigkeit von �n und j�nim�oglich ist, d.h. da� man j (�)i und En(�) als Potenzreihe in � schreiben kann.81



Der Potenzreihenansatz f�uhrt auf eine Entwicklung der Art:En(�) = E(0)n + �E(1)n + �2E(2)n + � � � (12.1)j (�)i = j0; ni+ � j1; ni+ � � � (12.2)Diese liefert die Eigenwertgleichung(H0 + �W)(j0; ni+ � j1; ni+ � � � ) = (E(0)n + E(1)n + � � � )(j0; ni+ � j1; ni+ � � � )Ausrechnen und Koe�zientenvergleich mit (12.1) liefert:�0 : H0 j0; ni = E(0)n j0; ni (12.3)�1 : (H0 � E(0)n ) j1; ni = (E(1)n �W) j0; ni (12.4)�2 : (H0 � E(0)n ) j2; ni = (E(1)n �W) j1; ni+E(2)n j0; ni (12.5)...�k : (H0 � E(0)n ) jk; ni = (E(1)n �W) jk � 1; ni+ E(2)n jk � 2; ni+ � � �+ E(k)n j0; niHiermit kann man nun explizit die Korrekturen der verschiedenen Ordnungenin � ausrechnen:Ordnung 0:Wie man sieht, mu� j0; ni Eigenvektor von H0 sein und E(0)n geh�ort zum Spek-trum von H0. Man setzt deshalbE(0)n = �n j0; ni = j�niwas gleichzeitig den korrekten Grenzwert f�ur �! 0 gew�ahrleistet, bei dem mandie Ergebnisse des ungest�orten Systems erhalten sollte.Ordnung 1:i) Energieeigenwerte:Projeziert man (12.4) auf j�ni, so erh�alt man:h�n j(H0 � �n)j1; ni = D�n ���(E(1)n �W)����nEund weiter wegen h�njH0 = �n h�nj:0 = E(1)n � h�n jWj�niDie Entwicklung bis zur ersten Ordnung lautet damit:En(�) � �n + � h�n jWj�nid.h. die Korrekturen 1. Ordnung sind die Diagonalelemente der Matrix Win der Basis fj�iig. 82



ii) Zustand:Bei der Projektion von (12.4) auf die restlichen Zust�ande j�mi (m 6= n)ergibt sich jeweils:h�m j(H0 � �n)j 1; ni = D�m ���(E(1)n �W)����nE) (�m � �n) h�m j1; ni = �h�m jWj�ni f�ur m 6= n, h�m j1; ni = 1�n � �m h�m jWj�niDas bedeutet, man erh�alt Komponenten von j1; ni durch:j1; ni =Xm h�m j1; ni j�mi= Xm 6=n 1�n � �m h�m jWj�ni j�mi + h1; n j�ni j�niUm die letzte, unbekannte Komponente auszurechnen, benutzt man:h n(�) j n(�)i != 1 = (h�nj+ � h1; nj+ � � � )(j�ni+ � j1; ni+ � � � )= h�n j�ni| {z }=1 +�(h1; n j�ni+ h�n j1; ni) + � � �) Re(h1; n j�ni) = 0Die Phase w�ahlt man so, da� h�n j n(�)i reell ist, unabh�angig von �.h�n j n(�)i = h�n j�ni+ � h�n j1; ni+ � � �) Im(h1; n j�ni) = 0Damit ergibt sich die Korrektur 1. Ordnung zum Eigenvektor als:j1; ni = Xm 6=n h�m jWj�ni�n � �m j�miOrdnung 2:(i) Energieeigenwert:Mit (12.5) berechnet man:h�n jH0 � �nj2; ni = D�n ���(E(1) �W)��� 1; nE+ h�n j�niE(2)n) E(2)n = �E(1)n h�n j1; ni| {z }=0 (Phasenwahl)+ h�n jWj 1; niDamit erh�alt man f�ur die Energiekorrektur:E(2)n = h�n jWj 1; ni = Xm 6=n jh�n jWj�mij2�n � �m(ii) Zustand:Mit dem gleichen Verfahren wie schon bei der 1. Ordnung erh�alt man:j2; ni = Xm 6=n D�m ���W �E(1)n ���1; nE�n � �m j�mi � 12 h1; n j1; ni83



12.1.2 G�ute der N�aherungWir wollen hier absch�atzen, wie gut die im vorigen Abschnitt gemachten N�ahe-rungen sind:Es gelte ��n = mink j�n � �kj:E(2)n = Xm 6=n 1�n � �m jh�m jWj�nij2� Xm 6=n 1��n jh�m jWj�nij2= 1��n Xm 6=n h�n jWj�mi h�m jWj�ni= 1��n h�n jW(I � j�ni h�nj)Wj�ni= 1��n �
�n ��W2���n�� (h�n jWj�ni)2� = (�W)2��nDie N�aherung der St�orungstheorie ist dann brauchbar, wenn diese Fehlerabsch�atzungwesentlich kleiner wird als der Term 1. Ordnung:h�n jWj�ni � (�W)2��n12.1.3 Entarteter FallHat man einen gn-fach entarteten Zustand, so schreibt sich das Eigenwertpro-blem von H0: H0 ����(i)n E = �n ����(i)n E i = 1; : : : ; gnTaylorentwicklung (wie im nicht entarteten Fall mit Parameter �) ergibt:Ordnung 0:Aus D�(i)n ���(H0 � E(0)n )��� 0; nE = 0folgt, da� j0; ni einer der Vektoren ����(i)n E sein mu� und E(0)n = �n:E(0)n = �n j0; ni = ����(j)n E j 2 f1; : : : ; gng festOrdnung 1:Hier ergibt sich:D�(k)n ���(H0 � �n)��� 1; nE = E(1)n;k D�(k)n ���0; nE� D�(k)n ���W��� 0; nE84



Und weiter wegen D�(k)n ���H0 = D�(k)n ��� �n:) D�(k)n ���W��� 0; nE = E(1)n;k D�(k)n ���0; nEAu�erdem hat man die Darstellung des Einheitsoperators alsI =Xm gmXj=1 ����(j)m ED�(j)m ���woraus folgt: D�(k)n ���W��� 0; nE =Xm gmXj=1 D�(k)n ���W����(j)m ED�(j)m ���0; nE| {z }=�nm= E(1)n;k D�(k)n ���0; nE, gnXj=1D�(k)n ���W��� 0; nE| {z }Wkj D�(j)n ���0; nE| {z }cj = E(1)n;k D�(k)n ���0; nE, gnXj=1Wkjcj = gnXj=1 �kjE(1)n;kcjDas bedeutet, da� die Korrekturen 1. Ordnung die Eigenwerte der gn�gn-MatrixW sind. Oft folgt hieraus eine (zumindest teilweise) Aufhebung der Entartung.6 -1 �EEn;0En;1En;2 m = 1m = 0m = �1m = 0m = �2m = �1m = 0m = 1m = 2
Abbildung 12.1: Aufspaltung der entarteten EnergieniveausBeispiel:Sei H0 ein drehinvarianter Hamiltonoperator, d.h. [H0;L] = 0. Dann hat mandie EigenwertgleichungenH0 jn; l;mi = �n;l jn; l;miL2 jn; l;mi = ~2l(l + 1) jn; l;miLz jn; l;mi = m~ jn; l;mi85



und jeder Energieeigenwert ist 2l+1-fach entartet. Mit einer St�orungW = �L ~Bdurch ein externes Magnetfeld ~B gilt [H;L] 6= 0 f�ur H = H0 +W. Hat man einstetiges Magnetfeld, so l�a�t sich diese Matrix durch entsprechende Koordinaten( ~B = B~ez) recht einfach diagonalisieren:W = �BLz) hn; l;m jWjn; l;m0i = �mm0�B~mDies ergibt (f�ur �B > 0) die Aufspaltungen der Energieniveaus in Abb. 12.1.12.2 Fein- und Hyperfeinstruktur des Wasser-sto�atomsAls Anwendungsbeispiel der St�orungstheorie wollen wir die Fein- und Hyperfein-struktur des Wassersto�atoms betrachten. Das in Abschnitt 10.2 angenommene1r -Potential beim H-Atom ist nur eine N�aherung. Bei genauerer Betrachtungmu� man Korekturen durch verschiedene Wechselwirkungen beachten:� WW zwischen Spin des Elektrons und dem Bahndrehimpuls� WW zwischen Spin des Elektrons und dem Kernspin� relativistische Korrekturen� E�ekte durch die endliche Protonenmasse� WW-E�ekte mit dem quantisierten Strahlungsfeld (E�ekte der Quanten-elektrodynamik)Alle diese E�ekte k�onnen im Rahmen einer relativistischen Beschreibung desElektrons erfa�t werden. Diese relativistische Beschreibung liefert die Dirac-Gleichung. Die Reduktion der Dirac-Gleichung zur Schr�odinger-Gleichung lieferteinen HamiltonoperatorH = H0 +Wf +Whf +WQEDDer ungest�orte Hamiltonoperator ist der bereits bekannte des H-Atoms:H0 = p̂22m � e2r = p̂22m + V (r)12.2.1 FeinstrukturDer erste St�orungsterm ist der sogenannte Feinstrukturterm:Wf = � 18m3c2 �p̂2�2| {z }W(1)f + 12m2c2 1r dVdr LS| {z }W(2)f + ~28m2c2 4V (r)| {z }W(3)f86



Interpretation der Terme:(i) erster Term (W(1)f ): relativistische KorrekturMit der relativistischen EnergieE = cpp̂2 +m2c2erh�alt man f�ur p� mc:E = mc2r1 + p̂2m2c2entwickeln� mc2 1 + p̂22m2c2 � �p̂2�28m4c4!= mc2 + p̂22m � �p̂2�28m3c2(ii) zweiter Term (W(2)f ): Spin$Bahn WechselwirkungDie Bahnbewegung des Elektrons erzeugt ein Magnetfeld amOrt des Kerns:~B = � 1c2~v � ~E + o�~v 2c2 � f�ur v � cDer Spin des e-'s ist wiederum verkn�upft mit einem magn. Moment ~M :~M = ge e2m ~S ge � 2(ge ist der sogenannte g-Faktor oder Land�e-Faktor des Elektronen-Magnetons.ge = 2 aus der Dirac-Gleichung, tats�achlich ist ge > 2.)Die Wechselwirkungsenergie zwischen dem Magnetfeld und dem magn.Moment ist dann: W = � ~M � ~BDas ~E-Feld beim H-Atom ist:~E = �1e ~rV (j~rj) = �dVdr ~rre (Radialsymmetrie!)Schreibt man mit diesem Ergebnis das Magnetfeld~B = 1emc2 1r dVdr ~p� ~r = � 1emc2 1r dVdr ~Lso ergibt sich f�ur den Wechselwirkungsterm:W(2)f = ge2m2c2 1r dVdr L � SDen fehlenden Faktor 2 bringt die sogenannte Thomas-Pr�azession des e--Spins. 87



(iii) dritter Term (W(3)f ): Darwin-TermDieser Term wird durch einen relativistischen E�ekt verursacht, der Zitter-bewegung (�ubliche Bezeichnung, auch im Englischen!) des Elektrons. Diesist eine Ortsunsch�arfe in der Gr�o�e der Compton-Wellenl�ange ��e = �a0des e-. D.h. der Ort des Elektrons 
uktuiert, und die Fluktuationen habendie Gr�o�enordnung ��e = ~mcDiese Unsch�arfe hat eine Unsch�arfe beim Potential zur Folge:V (~r + �~r) = V (~r) + �~r � ~rV (~r) +Xi;j 12 � @2@ri@rj V (~r)� �ri �rj + : : :Da die Fluktuationen rotationssymmetrisch sind, gilt:h�~ri = 0 und h�ri �rji = �ij ~2m2c2) V (~r + �~r) �= V (~r) + 12�4V (~r)� ~2m2c2Daraus kann man die Form der Korrektur ablesen:W(3)f � �4V (r)� ~2m2c2Absch�atzung der Gr�o�enordnungen der KorrekturtermeBetrachtet wird das Verh�altnis E $ �E:(i) erster Term (W(1)f ):mit T = p̂22m ist der erste Term:1T 18m3c2 �p̂2�2 = p̂24m2c2 = 14 � v̂c�2Bezeichnet man die ungest�orten Zust�ande mit jn; l;mi, so erh�alt man:p̂2 jn; l;mi = 2mEnl jn; l;mi � 2mV (r) jn; l;mi, 
n; l;m ��v̂2��n; l;m� = 2mEnl � 2m hn; l;m jV (r)jn; l;miF�ur die Absch�atzung w�ahlt man den Grundzustand:hx j1; 0; 0i = 1p� (a0)� 32 e� ra0 a0 = ~2me2 : Bohr'scher RadiusDamit erh�alt man:h1; 0; 0 jV (r)j1; 0; 0i = � e2a0 = �me4~2 = �m�2c2) �1; 0; 0 ���� v̂2c2 ����1; 0; 0� = 2mc2 E1;0|{z}=�m2c2�22 � 2mc2 h1; 0; 0 jV (r)j 1; 0; 0i = �288



� = e2~c ist die Feinstrukturkonstante (� � 1137).F�ur die Absch�atzung des ersten Terms berechnet man so schlie�lich:�14 � v̂2c2�� = 14�2 � 10�4(ii) zweiter Term (W(2)f ):Man berechnet f�ur ein Coulomb-Potential (V (r) = � e2r ):�����W(2)fV (r) ����� = ���� 12m2c2 1r dVdr 1V (r)L � S���� � ~2m2c2r2(Da LS in der Gr�o�enordnung ~2 und man den Faktor 12 vernachl�assigt.)Damit sch�atzt man ab:*W(2)fV (r)+ � ~2m2c2 � 1r2� � ~2m2c2a20= ~2e4m2c2 m2~4 = � e2~c�2= �2 � 10�4(iii) dritter Term (Darwin-Term) (W(3)f ):4��e2r � = 4�e2�(~r)Einsetzen des dritten Terms:~28m2c2 4V (r) = �~2e22m2c2 �(~r), �n; l;m ���� ~28m2c2 4V (r)����n; l;m� = �~2e22m2c2 ��� nlm(~0)���2) Beitrag nur f�ur l = 0 (z.B. Grundzustand). Au�erdem kannman absch�atzen:j nlm(0)j2 � 1a30D1; 0; 0 ���W(3)f ���1; 0; 0E � ~2e2m3e62m2c2~6= � e2~c�4 12mc2= ��2E1;0 � 10�4Alle Korrekturterme sind damit hinreichend klein gegen die Energiedi�erenzen,soda� man die St�orungstheorie anwenden kann.89



Beispiel: Feinstruktur des n=2 { NiveausF�ur die Energieeigenwerte des H-Atoms hatten wir die Formel:�n = � �22n2mc2 n = 1; 2; : : : ; (l = 0; 1; : : : ; n� 1)F�ur n = 2 ergibt dies: �2 = ��28 mc2 l = 0; 1l = 0 ist der sogenannte 2s-Zustand, w�ahrend l = 1 der 2p-Zustand ist. (Histo-risch: l = s; p; d; f; : : :=̂0; 1; 2; 3; : : :)Der Entartungsgrad beim H-Atom ist n2, was f�ur n = 2 zusammen mit der2-fachen Entartung durch den Spin (�12) insgesamt eine 4 � 2 = 8-fache Entar-tung gibt. Das bedeutet, man mu� eine 8 � 8-Matrix diagonalisieren, um dieEnergiekorrekturen zu erhalten.Berechnung der Terme in WfD2s ���W(1)f ��� 2sE = Z 10 dr r2R�2s(r)�� 18m3c2 (p̂2)2�R2s(r)= � 13128�4mc2D2s ���W(1)f ��� 2pE = Z d
Y 00 (�; �) � Y m1 (�; �) Z dr r2R�2s(r)�� 18m3c2 (p̂2)2�R2p(r)= 0 (Orthogonalit�at der Y ml )D2p ���W(1)f ��� 2pE = 7384�4mc2D2s ���W(3)f ��� 2sE = 116�4mc2D2p ���W(3)f ��� 2pE = 0D2s ���W(3)f ��� 2pE = 0Das bedeutet, da� W(1)f und W(3)f durch die Wahl des Bezugssystems bereitsdiagonal sind. Der Spin-Bahn-Term kann diagonalisiert werden, ohne die bisherbereits diagonalisierten zu st�oren.Der Spin-Bahn-Term (W(2)f ):Zun�achst betrachtet manLS: dies ist ein direktes Produkt von Bahndrehimpuls-Zust�anden jl;mli und dem Spinzustand js;msi (s = 12 , ms = �12 ). Zur Erinne-rung: L2 jl;mli = ~2l(l + 1) jl;mliLz jl;mli = ~ml jl;mliS2 js;msi = ~2s(s + 1) js;msiSz js;msi = ~ms js;msi90



Man hat also f�ur das direkte Produkt jl;mli js;msi eine Basis aus insgesamt 8Zust�anden: 2s-Zust�ande: ����0; 0�����12 ;ms�2p-Zust�ande: ����1; 1�����12 ;ms�����1; 0�����12 ;ms�����1;�1�����12 ;ms� ms = �12Aufgrund der Rotationssymmetrie ist der Gesamtdrehimpuls J = L + S einegut geeignete Quantenzahl. Deshalb f�uhrt man einen Basiswechsel zu der Basisdurch, in der J 2 und Jz diagonal sind:jJ;M; l; si = Xml;msM=ml+ms hl; s;ml;ms jJ;M; l; si jl;mli js;msiDiese Zust�ande erf�ullen:J 2 jJ;M; l; si = ~2J(J + 1) jJ;M; l; siJz jJ;M; l; si = ~M jJ;M; l; siL2 jJ;M; l; si = ~2l(l + 1) jJ;M; l; siS2 jJ;M; l; si = ~2s(s + 1) jJ;M; l; siIn dieser Basis jJ;M; l; si ist LS diagonal, denn:J 2 = (L+ S)2 = L2 + S2 + 2LS) LS = 12(J 2 �L2 � S2)) LS jJ;M; l; si = ~22 �J(J + 1)� l(l + 1) � s(s + 1)� jJ;M; l; siHieran sieht man, da� die Zust�ande jJ;M; l; si Eigenzust�ande von LS sind, d.h.da� LS diagonal ist.In unserem Fall ist l = 0; 1 und s = 12 . Damit ergibt sich bei der Kopplung derDrehimpulse:l = 0 12 � J � 12 ) J = 12l = 1 12 � J � 32 ) J = 12 ; 32Die (historisch bedingte) Schreibweise f�ur diese Zust�ande ist:jnlJ i =̂ jn; J;M; l; si91



(man erinnere sich an die Termsymbole der Atomphysik-Vorlesung!) d.h. z.B.:���2s 12E=̂ ����2; 12 ;M; 0; 12� M = �12���2p 12E=̂ ����2; 12 ;M; 1; 12� M = �12���2p 32E=̂ ����2; 32 ;M; 1; 12� M = �12 ;�32Die Wirkung von LS auf diese Zust�ande ist:LS ���2s 12E = 0LS ���2p 12E = �~2 ���2p 12ELS ���2p 32E = ~22 ���2p 32 EJetzt k�onnen wir daran gehen, den Radialanteil der Spin-Bahn-WW zu berech-nen: W(2)f = 12m2c2 1r dVdr LSAus den vorherigen Ergebnissen sieht man, da� der Radialteil von n und labh�angt:D2pJ ���W(2)f ��� 2pJE = 12m2c2 �2pJ ����1r dVdr ���� 2pJ� � ~22 �J(J + 1) � 2� 34�= �2p ~22 �J(J + 1)� 114 �(�2p = �448~2mc2). Damit hat man die 8� 8-Matrix diagonalisiert.Ergebnisse:(i) E(2s 12 ) = �18�2mc2 � 5128�4mc2 + o(�6)(ii) E(2p 12 ) = �18�2mc2 + 7284�4mc2 � 148�4mc2 + o(�6)= �18�2mc2 � 5128�4mc2 + o(�6)(iii) E(2p 32 ) = �18�2mc2 � 1128�4mc2 + o(�6)Vergleich von (i) und (ii) zeigt, da� diese Zust�ande noch entartet sind, d.h.es �ndet in erster Ordnung St�orungstheorie keine vollst�andige Aufhebung derEntartung statt.Vollst�andige relativistische Rechnung der ���2s 12E, ���2p 12E-Entartung ergibt, da�92



E nur von n und J abh�angt:En;J = mc2 2641 + �2�n� J � 12 +q(J + 12 )2 � �2 �2375� 12entwickeln= mc2 � 12n2�2mc2 + 12n4 � nJ + 12 � 34��4mc2 + : : :12.2.2 HyperfeinstrukturDie Hyperfeinstruktur entsteht durch die WW des magn. Moments des Elek-trons mit dem magn. Moment des Kerns (Protons):Whf = �MIMS = � e2me ge e2mp gpIS ge � 2; gp � �5; 58Beispiel: Hyperfeinstruktur f�ur den GrundzustandIm Grundzustand ���1s 12E braucht man vier Zust�ande zur Darstellung des Pro-duktraums ji;mii js;msi. Wie oben diagonalisiert man durch den �Ubergang zumGesamtspin J = I + S mit den Zust�anden jJ;M; i; si. Dann gilt:IS jJ;M; i; si = ~22 �J(J + 1)� i(i + 1)� s(s + 1)� jJ;M; i; siDie Diagonalmatrixelemente sind damit (i = 12 , s = 12 ) J = 0; 1):�0; 0; 12 ; 12 ����Whf ���� 0; 0; 12 ; 12� = �3~24 c c 2 R konstant�1;M; 12 ; 12 ����Whf ����1;M; 12 ; 12� = ~24 c M = 0;�1d.h. die Aufspaltung des Grundzustands ist in der Gr�o�enordnung ~2c.12.2.3 Zeeman-E�ektWenn man die Drehsymmetrie aufhebt, dann spalten sich die m-entartetenZust�ande auf. Diese Aufhebung der Drehsymmetrie kann durch ein �au�eres ~E-Feld (Stark-E�ekt) oder ein �au�eres ~B-Feld (Zeeman-E�ekt) geschehen.Das ~B-Feld wirkt auf die magn. Momente:Bahnbewegung des e-: ~ML = gL e2me ~L gL = 1Spin des e-: ~MS = gS e2me ~S gS � 2Kernspin: ~MI = gI e2mp ~I gI � �5; 58Der St�orungsterm ist damit ( ~B = B~ez):WZ = � ~B(ML +MS +MI) = �we(Lz + 2Sz) + wpIzwe = eB2me wp = �gI eB2mp93



Und da wp � we: WZ � �we(Lz + 2Sz)Zeeman-E�ekt f�ur den ���1s 12E-ZustandVergleicht man mit der Hyperfeinstruktur, so sieht man:(i) schwaches Feld: Whf �WZ ! Diagonalisierung von Whf(ii) starkes Feld: Whf �WZ ! Diagonalisierung von WZ(iii) mittleres Feld: Whf �=WZ ! Betrachtung wie folgtF�ur den Fall (iii) mu� manW =Whf +WZ = �IS � 2weSz + wpIzdiagonalisieren. Da l = 0, sind nur die Spins von Interesse, d.h. eine Basis desProduktraumes ist ji;mii js;msi. Man wechselt wieder einmal zur Basis jJ;M i(J = 0; 1;M = 0 bzw. M = 0; 1) und stellt sie durch ji;mii js;msi dar:j1; 1i = ����i; 12� ����s; 12� j1; 0i = 1p2 �����i; 12� ����s;�12�� ����i;�12� ����s; 12��j1;�1i = ����i;�12� ����s;�12� j0; 0i = 1p2 �����i; 12� ����s;�12�+ ����i;�12� ����s; 12��Die Operatoren bewirken bei diesen Zust�anden:Sz j1; 1i = ~2 j1; 1i Sz j1; 0i = �~2 j0; 0iSz j1;�1i = �~2 j1;�1i Sz j0; 0i = �~2 j1; 0iInsgesamt erh�alt man so f�ur die Korrektur eine 4�4-Matrix mit den Elementen:M = 0BBB@� ~24 � ~we 0 0 00 � ~24 + ~we 0 00 0 � ~24 ~we0 0 ~we �34�~21CCCAund den Eigenwerten E1=2 = ~24 � � ~weE3=4 = �~24 � �s�� ~22 �2 + ~2w2eDas bedeutet, da� der vierfach entartete Grundzustand vollst�andig aufspaltet.F�ur we ! 0 (B ! 0) erh�alt man die "normale\ Hyperfeinstrukturaufspaltung.94



Kapitel 13Mehrteilchensysteme13.1 Zweiteilchensysteme13.1.1 Klassischer FallWir betrachten zun�achst ein klassisches Zweiteilchensystem mit den Koordina-ten und Impulsen ~r1; ~p1 (Teilchen 1) und ~r2; ~p2 (Teilchen 2). Die Wechselwirkungzwischen den Teilchen soll nur von ~r = ~r1�~r2 abh�angen. Damit erh�alt man dieLagrangefunktion L = 12m1 _~r 21 + 12m2 _~r 22 � V (~r1 � ~r2)Zur einfacheren Betrachtung geht man dann �uber zu Schwerpunkt- und Rela-tivkoordinaten: ~R = m1~r1 +m2~r2m1 +m2 ~r = ~r1 � ~r2) ~r1 = ~R+ m2m1 +m2~r; ~r2 = ~R� m1m1 +m2~rDie Lagrangefunktion wird mit diesen Koordinaten zu:L = 12 (m1 +m2)| {z }=:M _~R 2 + 12 m1m2m1 +m2| {z }=:� _~r 2 � V (~r)Die kanonisch konjugierten Impulse des Hamilton-Formalismus sind:~P =M _~R = ~p1 + ~p2~p = � _~r = 1m1 +m2 (m2~p1 �m1~p2)F�ur den �Ubergang zur Quantenmechanik braucht man noch die Vertauschungs-relationen: [rki; pkj] = {̂~�ij k = 1; 2[Ri; Pj] = {̂~�ij [ri; pj] = {̂~�ijDie restlichen Kommutatoren ergeben 0.95



13.1.2 Quantenmechanischer FallDie normierte Wellenfunktion  (~r1; ~r2) des Systems ist Wahrscheinlichkeitsam-plitude, d.h. P = j (~r1; ~r2)j2 ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, Teilchen 1 bei ~r1und Teilchen 2 bei ~r2 zu �nden. Normierung bedeutet in diesem Fall �ubrigens:Z d3r1 d3r2 j (~r1; ~r2)j2 = 1Fragt man nur nach einem Teilchen, so istP (~r1) = Z d3r2 j (~r1; ~r2)j2die Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen 1 bei ~r1 zu �nden.Der Hamiltonoperator ist:H = 12M P2| {z }Hcms + 12�p̂2 + V (~r)| {z }Hrmit P = �{̂~ ~r~R und p̂ = �{̂~ ~r~r. Die Wellenfunktion in ~R und ~r erh�alt mandurch  (~r1; ~r2) =  �~R+ m2~rm1 +m2 ; ~R� m1~rm1 +m2� = �(~R;~r)und die zeitunabh�angige Schr�odingergleichung ist damit:H�E(~R;~r) = E�E(~R;~r)In unserem Fall ist H = Hcms +Hr, d.h. man kann f�ur �E(~R;~r) einen Produk-tansatz machen: �E(~R;~r) = �(~R) �'(~r)Dieser Ansatz liefert die beiden EigenwertgleichungenHcms�(~R) = Ecms�(~R) Hr'(~r) = Er'(~r)und E = Er + Ecms. Die L�osung der beiden Gleichungen f�uhrt f�ur die Schwer-punktsbewegung auf eine ebene Welle (freies Teilchen)�~k(~R) = 1(2�~) 32 e {̂~~k~R Ecms = k22Mund f�ur die Relativbewegung aufHr = 12�~p 2 + V (~r)d.h. auf eine "regul�are\ Schr�odingergleichung mit der reduzierten Masse.96



13.1.3 Formale Aspekte zu Zweiteilchensystemen� die Produkte aus Wellenfunktionen entsprechen in Dirac-Notation einemTensorprodukt aus Ket-Vektoren:�E(~R;~r) = �(~R)'(~r) ! j�i = j�i j'i� Eine Basis dieses Produktraums besteht aus Ortseigenzust�anden���~R;~rE = ���~RE j~ri:�E(~R;~r) = D~R;~r ����E = D ~R ����E h~r j'i = �(~R)'(~r)13.2 Identische TeilchenDe�nition: Zwei Teilchen hei�en identisch, wenn sie durch kein Experimentvoneinander unterschieden werden k�onnen.13.2.1 Klassische VorbetrachtungDie Anfangswerte ~r1; _~r1; ~r2; _~r2 sind zu einem bestimmten Zeitpunkt (z.B. t = 0)vorgegeben. F�ur identische Teilchen ist die Lagrangefunktion invariant unterVertauschung der Koordinaten und Impulse, woraus folgt, da� auch die Bewe-gungsgleichungen invariant sind.13.2.2 Quantenmechanische BetrachtungVon Bedeutung ist die Theorie identischer Teilchen z.B. bei der Streuung (sieheauch Abb. 13.1). Klassisch hat man Trajektorien, d.h. man kann immer an-geben, welche Bahn zu welchem Teilchen geh�ort. In der Quantenmechanik istder Begri� der "Bahn\ nicht de�niert und deshalb hat das Problem eine Aus-tauschentartung, da man f�ur eine physikalische Situation mehrere orthogonaleZustandsvektoren �nden kann. - 3+ � - 3+ �klassisch quantenmechanisch?- 3+ �Abbildung 13.1: Streuung klassisch und quantenmechanisch13.2.3 Beispiel: Systemmit zwei identischen Spin- 12 -TeilchenDie Zust�ande dieses Systems sind ���s(1)z ; s(2)z E, also insgesamt vier Zust�ande. Un-ter der Nebenbedingung s(1)z + s(2)z = 0 hat man dann nur noch die beidenZust�ande ����12 ;�12� �����12 ; 12�97



d.h. einen zweidimensionalen Raum mit Austauschentartung. Ein allgemeinerZustand in diesem Raum schreibt sich:j i = A ����12 ;�12�+ B �����12 ; 12� jAj2 + jBj2 = 1Angenommen, man will jetzt die x-Komponente des Gesamtspins messen:die Wahrscheinlichkeit, f�ur die Messung z.B. ~ zu �nden, w�are nach unserenbisherigen Methoden:Eigenvektor zum Zustand ~:j+i = 1p2 �����12� + �����12��| {z }Zust�ande zu s(1)x 1p2 �����12�+ �����12��| {z }Zust�ande zu s(2)x= 12 �����12 ; 12�+ ����12 ;�12�+ �����12 ; 12�+ �����12 ;�12��Das bedeutet, da�P (s(1)x + s(2)x = ~) = jh j+ij2 = jA+ Bj24abh�angig von A und B ist. Dies steht im Widerspruch zu den Postulaten, dadie Teilchen identisch sind und Austauschentartung gilt.13.2.4 PermutationsoperatorenDie zur L�osung des Problems ben�otigte Technologie sind Permutationsopera-toren. Permutationen sind Vertauschungen von N Objekten, d.h. Abbildungenvon 1; : : : ; N auf sich selbst: N ! P(N )De�nition: ein Permutationsoperator f�ur ein N-TeilchensystemP� (� = �1�2 : : :�N ,�i 2 f1; 2; : : :; Ng, �i 6= �j f�ur i 6= j) ist ein Operator mit der Eigenschaft:P� j1 : n1; 2 : n2; : : : ; N : nN i = j1 : n�1 ; 2 : n�2 ; : : : ; N : n�N iZur Verdeutlichung ein Permutationsoperator f�ur ein 2-Teilchensystem:P21 j1 : n; 2 : mi = j1 : m; 2 : niWeiterhin gilt f�ur den Permutationsoperator P21:P221 = I ^ Py21 = P21 ) Py21 = P�121M�ogliche Eigenwerte von P21 sind �1.� Eigenvektoren j Si zum Eigenwert +1 hei�en symmetrisch� Eigenvektoren j Ai zum Eigenwert �1 hei�en antisymmetrischP21 j S i = j Si P21 j Ai = � j Ai98



Au�erdem de�niert man sich noch den SymmetrisierungsoperatorS = 12(I +P21)und den AntisymmetrisierungsoperatorA = 12(I �P21)A und S sind hermitesch und ProjektionsoperatorenS2 = S A2 = Aund weiterhin gilt: A �S = 0 A+S = IF�ur die Anwendung des Permutationsoperators auf beliebige Zust�ande j i gilt:P21(S j i) = S j i P21(A j i) = �A j i13.2.5 ObservableWenn A der Operator zur klassischen Observablen A im Einteilchenraum ist,dann seien A(1) und A(2) die Operatoren in E1 bzw. E2. Dann hat man dieo�ensichtliche Erweiterung unserer Observablende�nition:A(1) j i = A(1)Xi;j cij j1 : ii j2 : ji:=Xi;j cij (A(1) j1 : ii) j2 : jiA(2) j i :=Xi;j cij j1 : ii (A(2) j2 : ji)Daraus kann man erkennen, da� die Permutation auf Observable nach Wahl derBasen der Einteilchenr�aume A(1) j1 : ii = ai j1 : iiA(2) j2 : ii = ai j2 : iifolgenderma�en wirkt: A(1)P21 j1 : ii j2 : ji = aj j1 : ji j2 : ii, A(1)Py21 j1 : ii j2 : ji = aj j1 : ji j2 : ii) P21A(1)Py21 j1 : ii j2 : ji = aj j1 : ii j2 : ji= A(2) j1 : ii j2 : ji) P21A(1)Py21 = A(2) P21A(2)Py21 = A(1)Dieses Ergebnis gilt auch allgemein: ist O(1; 2) ein Operator auf E , dann gilt:P21O(1; 2)Py21 = O(2; 1)F�ur symmetrische Operatoren (OS(1; 2) = OS (2; 1)) folgt damit:P21OS(1; 2)Py21 = OS(1; 2) , [OS(1; 2);P21] = 099



13.2.6 Vollst�andig symmetrische/antisymmetrischeZustands-vektorenDe�nition: Ein Vektor j Si hei�t vollst�andig symmetrisch, wenn f�ur jede Per-mutation P� gilt: P� j Si = j SiEin Vektor j Ai hei�t vollst�andig antisymmetrisch, wenn f�ur jede Permu-tation P� gilt:P� j Ai = �� j Ai �� = (+1 wenn � gerade�1 wenn � ungerade� hei�t gerade, wenn es durch eine gerade Anzahl Vertauschungen zweierElemente aus der Folge 1; 2; 3; : : : ; n hervorgegangen ist. (z.B. 1; 2; 3 oder3; 1; 2)� hei�t ungerade, wenn es durch eine ungerade Anzahl Vertauschungenzweier Elemente aus der Folge 1; 2; 3; : : : ; n hervorgegangen ist. (z.B. 2; 1; 3oder 2; 3; 1)Allgemeine Symmetrisierungs-/AntisymmetrisierungsoperatorenDer Symmetrisierungs-/Antisymmetrisierungsoperator f�ur N Teilchen ist:S = 1N !X� P� A = 1N !X� ��P�(P� steht f�ur die Summe �uber alle m�oglichen Permutationen �)Die allgemeinen Operatoren S und A sind hermitesch, und f�ur alle Permutatio-nen P� gilt: P�S = SP� = SP�A = AP� = ��APlausibilisierung: Es gilt:P�P� = P
 ) �
 = ����Damit zeigt man direkt:P�S = 1N !X� P�P� = 1N !X
 P
 = SP�A = 1N !X� ��P�P� = 1N !X� (�2�)��P�P�= �� 1N !X
 �
P
 = ��A100



S undA sind Projektionsoperatoren und die Unterr�aume, auf die sie projezieren,sind zueinander orthogonal:S2 =  1N !X� P�!S = 1N !X� P�S = S 1N !X� 1 = SA2 =  1N !X� ��P�!A = 1N !X� ��P�A = A 1N !X� ����| {z }=1 = AA �S = 1N !X� ��P�S = 1N !SX� �� = 0S symmetrisiert einen beliebigen Zustand j i:P�S j i = S j iA antisymmetrisiert einen beliebigen Zustand j i:P�A j i = ��A j iF�ur die Summe von S und A gilt:S+A = 1N !X� (1 + ��)P� = 2N ! X� geradeP�13.2.7 Erg�anzung der Postulate der QuantenmechanikDie obigen Ausf�uhrungen implizieren eine Erg�anzung der Postulate der Quan-tenmechanik f�ur den Fall identischer Teilchen (siehe auch Abschnitt 6.1):VII) Enth�alt ein System identische Teilchen, dann werden nur bestimmteVekto-ren als physikalische Zust�ande zugelassen, n�amlich entweder die vollst�andigsymmetrischen oder die vollst�andig antisymmetrischen (bzgl. der identi-schen Teilchen) Zustandsvektoren.Teilchen mit vollst�andig symmetrischen Zustandsvektoren hei�en Boso-nen, solche mit vollst�andig antisymmetrischen Zustandsvektoren hei�enFermionen.Spin-Statistik-Theorem: alle Teilchen mit halbzahligem Spin sind Fermio-nen, alle Teilchen mit ganzzahligem Spin sind Bosonen.13.2.8 Aufhebung der Austauschentartung2-Teilchen-SystemHierzu betrachten wir nochmals zwei identische Spin-12-Teilchen:Ein allgemeiner Zustand istj i = a ����12 ;�12� + b �����12 ; 12�101



Antisymmetrisiert und normiert man diesen Zustand, so ergibt sich:A j i = 12(I �P21) j i = 12(a� b)�����12 ;�12� � �����12 ; 12��j N i = 1p2 �����12 ;�12�� �����12 ; 12�� (normiert)Dies ist nun der eindeutige Zustandsvektor, der das System in Einklang mit Po-stulat VII) beschreibt. Bezeichnet man die m�oglichen Zust�ande zumGesamtspinS = S(1) + S(2) mit js;msi, so sieht man:j0; 0i ist antisymmetrischj1;msi ist symmetrisch f�ur ms = �1; 0; 1Beim Gesamtspin 1 kann daher zur symmetrischen Spinwellenfunktion nur eineantisymmetrische Ortswellenfunktion treten, die im Falle gleicher Ortszust�andeder beiden identischen Teilchen verschwindet. Dieser Ausschlu� von absolut glei-chen Zust�anden identischer Teilchen bezeichnet man als Pauli-Prinzip. Zweiidentische Teilchen m�ussen sich immer in mindestens einer Quantenzahl unter-scheiden.Man sieht dies z.B. am Quark-Modell:Es besagt, da� Baryonen aus 3 Quarks aufgebaut sind. Ein 
�-Teilchen be-steht z.B. aus drei s-Quarks: 
� = (s; s; s). Der scheinbare Versto� gegen dasPauli-Prinzip wird hier durch eine zus�atzliche Quantenzahl aufgehoben, der so-genannten Farbe der Quarks.allgemeiner FallWenn j i ein N -Teilchen-Zustand in einem System mit Austauschentartung ist,dann ist der Zustand P� j i f�ur alle � �aquivalent zu j i. Um die Austauschent-artung aufzuheben, (anti-)symmetrisiert man:(a) Symmetrisierung: mit j Si = S j i folgt:P� j Si = j SiDamit ist j Si eindeutig und die Austauschentartung aufgehoben.(b) Antisymmetrisierung: j Ai = A j iP� j Ai = �� j Ai) j Ai eindeutig13.2.9 Slater-DeterminanteBei einem System aus N Fermionen l�a�t sich der antisymmetrische Zustandleicht angeben:(a) Zweiteilchensystem:j i = 1p2�j1 : ni j2 : mi � j1 : mi j2 : ni�= 1p2 det� j1 : ni j2 : nij1 : mi j2 : mi�102



(b) Dreiteilchensystem:j i = 1p6X� ��P� j1 : ni j2 : mi j3 : ki= 1p6 det0@ j1 : ni j2 : ni j3 : nij1 : mi j2 : mi j3 : mij1 : ki j2 : ki j3 : ki1A(c) N -Teilchen-System:j i = 1pN ! det0BBB@ j1 : n1i j2 : n1i � � � jN : n1ij1 : n2i j2 : n2i � � � jN : n2i... ... . . . ...j1 : nN i j2 : nN i � � � jN : nN i1CCCA13.2.10 AustauschtermWir betrachten wieder einmal ein Zweiteilchensystem:j��i = 1p2�j1 : 'i j2 : �i � j1 : �i j2 : 'i�A sei eine Observable, d.h. A jni = an jni (in einem Einteilchenraum). F�ur dieBasis �j1 : ni j2 : mi	 des Zweiteilchenraums ergibt sich f�ur die Messung von Adie Frage:Wie gro� ist die Wahrscheinlichkeit, f�ur ein Teilchen ak und f�ur das andere ajzu �nden?(I): Fall ak 6= aj und hkjji= 0Der entsprechende Zustand istjj; ki = 1p2�j1 : ji j2 : ki � j1 : ki j2 : ji�und die Wahrscheinlichkeit damit: P (aj; ak) = jh�� jj; kij2:h�� jj; ki = 12�h1 : 'j h2 : �j � h1 : �j h2 : 'j� � �j1 : ki j2 : ji � j1 : ji j2 : ki�= 12�h' jki h� jji + h' jki h� jji � h� jki h' jji � h� jki h' jji�= h' jki h� jji| {z }direkter Term � h' jji h� jki| {z }Austauschterm) P (aj; ak) = �� h' jki h� jji � h' jji h� jki��2Vergleich: unterscheidbare TeilchenBei unterscheidbaren Teilchen mit einem allgemeinen Zustandj�i = j1 : 'i j2 : �ikann man bei einer Messung ebenfalls nach der Wahrscheinlichkeit fragen, da�eines der beiden Resultate aj und das andere ak ist, ohne da� man versucht,103



die Teilchen zu unterscheiden. In diesem Fall ist die Wahrscheinlichkeit aber, imGegensatz zu oben:P (aj; ak) = �� h' jji h� jki��2 + �� h' jki h� jji��2(II): Identische Teilchen: jji = jki ) ak = ajF�ur Fermionen ergibt sich nach dem Pauli-Prinzip sofort: jj; ki = 0.F�ur Bosonen erh�alt man den symmetrischen und normierten Zustandjj; ji = j1 : ji j2 : jiDie Wahrscheinlichkeit f�ur diesen Zustand ist:P (aj; aj) = �� h�� jj; ji��2 = ���� 1p2�h1 : 'j h2 : �j+ h1 : �j h2 : 'j� jj; ji����2= 2 �� h' jji h� jji��213.2.11 Beispiel: Streuung identischer TeilchenBei der Streuung hat man im Schwerpunktsystem den Anfangszustandj ii = 1p2�j1; ~pi j2;�~pi � j1;�~pi j2; ~pi�und den Endzustandj f i = 1p2�j1; ~p 0i j2;�~p 0i � j1;�~p 0i j2; ~p 0i�(siehe auch Abb. 13.2) 3+- �Anfangszustand Endzustand~p �~p ~p 0 �~p 0Abbildung 13.2: Anfangs- und Endzustand der StreuungDie Zeitentwicklung des Anfangszustandes ist gegeben durchj i(t)i = U(t) j iiund der �Ubergang zum Endzustand damit:Tfi = h f jU(1)j ii= 12�h1; ~p 0j h2;�~p 0j � h1;�~p 0j h2; ~p 0j� U(1) �j1; ~p 0i j2;�~p 0i � j1;�~p 0i j2; ~p 0i�= h1; ~p 0j h2;�~p 0j U (1) j1; ~pi j2;�~pi � h1; ~p 0j h2;�~p 0j U(1) j1;�~pi j2; ~piDies entspricht genau den beiden klassisch m�oglichen Wegen (siehe Abb. 13.1).104
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