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1 Grundgleihungen derQuantenmehanik
Vorbemerkungen Mit der Quantenmehanik betreten wir das Umfeld einer physikalishen Theorie,die in vielerlei Hinsiht mit fundamentalen Aussagen der klassishen Physik briht. Wie sih im R�ukblikeindrukvoll zeigen l�a�t verdihteten sih zu Ende des 19. Jahrhunderts die Hinweis darauf, da� bisherverwendete, und in ihren Grundz�ugen auf Newton zur�ukgehende, klassishe Physik niht vollst�andigist. Dies f�uhrte zur Formulierung zweier Theorien:{ der Relativit�atstheorie und{ der Quantentheorie.Dem Beispiel der Maxwellshen Theorie des Elektromagnetismus folgend, bem�uhen sih beide um einegrundlegende Beshreibung physikalisher Vorg�ange.Wie wir im folgenden sehen werden bildet die Shr�odingershe Wellengleihung den zentralen Aus-gangspunkt der nihtrelativistishen Quantenmehanik; ihr kommt daher die Rolle der Grundgleihungzu. Dazu ist anzumerken, da� sih die Beshreibung sehr wohl aus experimentellen Befunden motivierenl�a�t, f�ur den entsheidenden verallgemeinernden Shritt allerdings zun�ahst eine theoretishe Vermutungausgesprohen werden mu� (eine Vorgehensweise, wie sie z.B. der Einf�uhrung des Vershiebungsstroms inder Elektrodynamik durh Maxwell entspriht).Die Quantentheorie (und auh ihre Erweiterungen in Form der Quantenelektrodynamik und Quantenfeld-theorie) hat sih bis heute als ein sehr erfolgreihe Theorie erwiesen. Dennoh k�onnen Fragestellungen inHinblik auf ihre Interpretation und philosophishen Grundlagen niht abshlie�end beantwortet werden;vielmehr ist dies unver�andert Arbeitsgebiet aktueller Forshung.1Eigenshaften der WellengleihungIn der Quantenmehanik wird das Verhalten eines physikalishen Systems beshrieben durh eine { imallgemeinen komplexwertige { Wellenfunktion  (r; t). Diese Wellenfunktion mu� dann zu jeden Zeitpunktt die, noh zu de�nierende, Bewegungsgleihung erf�ullen. Aufgrund experimenteller Befunde mu� dieseneue Bewegungsgleihung folgende Eigenshaften besitzen:1 So ist gerade die Frage danah, ob die Quantenmehanik in der Lage ist, eine vollst�andige Beshreibung der physikalishenWirklihkeit wiederzugeben (Einstein, Podolsky, Rosen 1935) immer wieder Gegenstand sowohl theoretisher (Bell 1964)als auh experimenteller (Brukner, Zukowski, Zeilinger 2001) Untersuhungen.



Kapitel 1. Grundgleihungen der Quantenmehanik 51. Die Gleihung mu� linear und homogen sein: dann gilt f�ur die L�osungen das Superpositionsprinzip,welhes die experimentell beobahtbaren Interferenzph�anomene zul�a�t. Das hei�t also: sind  1 und 2 L�osungen, so ist es ebenfalls  = � 1 + � 2.2. Die Gleihung mu� eine Differentialgleihung erster Ordnung in der Zeit sein; das bedeutet da� sihaus einem Anfangszustand zum einem Zeitpunkt t0 durh geeignete Zeitentwiklung der Zustanddes Systems zu einem sp�ateren Zeitpunkt t ablesen l�a�t: (t0) !  (t) mit t < t0Diese Aussage mu� allerdings in ihrer Anwendung auf den Me�proze� in fundamentaler Weise einge-shr�ankt werden: in der klassishen Mehanik gibt es keinerlei prinzipielle Einshr�ankung in Bezugauf die gleihzeitige exakte Messung zweier Observablen. F�ur die Quantenmehanik wird sih zeigen,da� es f�ur bestimmte Kombinationen von Observablen prinzipiell niht m�oglih ist, diese simultanmit beliebiger Genauigkeit zu messen; wir werden hierauf bei der Behandlung der HeisenbergshenUnsh�arferelation zu sprehen kommen.Die Shr�odinger-GleihungDie Newtonshen Bewegungsgesetze der klassishen Punktmehanik werden in der Quantenmehanikersetzt durh dieZeitabh�angige Shr�odinger-Gleihungi~ ��t  (r; t) = �� ~22m �+ V (r; t)�  (r; t) (1.1)(a) ~ ist das Plankshe Wirkungsquantum geteilt durh 2�; ~ = h2� .(b) m ist die Masse des Teilhens.() V (r; t) ist das Potential, in welhem sih das Teilhen bewegt.Aus der Struktur wird direkt klar, da� (1.1) niht relativistish kovariant ist; zeitlihe und r�aumliheAbleitung treten in untershiedliher Ordnung auf. Der sp�atere Ausbau der Theorie wird dann auf dieDira-Gleihung f�uhren (Kapitel 13).Um die Zeitabh�angigkeit abzuseparieren mahen wir jetzt den Ansatz (r; t) = f(t) (r) = exp��iE~ t�  (r) : (1.2)Durh Einsetzen in (1.1)i~��iE~ e�iE~ t  (r)� = e�iE~ t  (r) = e� i~Et�� ~22m� (r) + V (r) (r)�bekommen wir nah Abseparation der Zeitanh�angigkeit die station�are Shr�odinger-Gleihung�� ~22m�+ V (r)� (r) = E  (r) ; (1.3)



Kapitel 1. Grundgleihungen der Quantenmehanik 6mit den Termen bEkin = � ~22m� und bEpot = V (r) :Kombinieren wir den Operator f�ur die kinetishe Energie bEkin mit dem Operator f�ur die potentielle EnergiebEpot dann erhalten wir f�ur die Gesamtenergie den Hamilton-OperatorbH = � ~22m�+ V (r) ; (1.4)so da� sih (1.3) shreiben l�a�t als bH  = E  : (1.5)Wir erhalten also eine Eigenwertgleihung f�ur den Operator der Energie.Analogie zur klassishen MehanikEs stellt sih nat�urlih jetzt die Frage nah der M�oglihkeit die Shr�odinger-Gleihung (1.1) aus bekann-ten Prinzipien herzuleiten; so ergaben sih ja in der klassishen Punktmehanik die Euler-Lagrange-Gleihungen ddt �L� _qa � �L�qa = 0 (1.6)und Hamilton-Bewegungsgleihungen_qa = �H�pa ; _pa = ��H�qa mit H(q; p; t) =Xa _qa �L� _qa �L(q; p; t) (1.7)aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung. Es zeigt sih jedoh, da� keine derartige Herleitung f�ur dieShr�odinger-Gleihung (1.1) aus den Gesetzen der klassishen Mehanik existiert. Was wir hingegenerwarten k�onnen, bzw. sogar fordern m�ussen, ist da� sih die klassishen Gesetze als Grenzfall der neuenquantenmehanishen Grundgleihung ergeben.2Die Kombination des Hamilton-Operators bH aus den beiden Operatoren bEkin und bEpot legt allerdingseine enge Verwandtshaft mit der klassishen Hamilton-Funktion nahe:H(q; p; t) = 12mXa p2a + V (q) (1.8)Eine noh st�arkere �Ahnlihkeit der Wellengleihung (1.1) ergibt sih aber mit der Hamilton-Jaobi-Gleihung H 0(q; p = �S�q ; t) = H(q1; :::; qn; �S�q1 ; :::; �S�qn ; t) + �S�t = 0 : (1.9)F�ur (1.8) ist n�amlih 12mXa � �S�qa�2 + V (q) + �S�t = 0Die Versuhung liegt nat�urlih jetzt nahe, eine geeignetere Ersetzung f�ur die verallgemeinerten Impulsepa zu �nden: pa ! �i~ ��qa sowie S(q; p; t) !  (r; t)2 So stellt in der Tat das Ehrenfest Theorem den Zusammenhang zwishen quantenmehanishen Erwartungswerten undklassishen Teilhenbahnen her (siehe z.B. [14℄, 84|87).



Kapitel 1. Grundgleihungen der Quantenmehanik 7Aber auh dies f�uhrt lediglih auf � ~22mXa �2�q2a + V (q) + � �t = 0 :Als brauhbarer erweist sih das Korrespondenz-Prinzip (Bohr 1923), welhes es in Reihe von F�allenerlaubt, den quantenmehanishen Hamilton-Operator bH aus der klassishen Hamilton-Funktion H zugewinnen. W�ahlen wir in (1.8) q1 = x ; q2 = y ; q3 = zdann erhalten wir H(r;p; t) = 12m �p2x + p2y + p2z�+ V (r)Ersetzen wir jetzt die klassishen (Vektor-) Gr�o�en durh OperatorenH ! bH mit r! br = r und p! bp = �i~ ��r (1.10)so erhalten wir in der Tat aus der Hamilton-Funktion (1.8) den Hamilton-Operator (1.4). Es mu�allerdings angemerkt werden, da� diese Vorgehensweise niht in jedem Fall funktioniert: Voraussetzung istn�amlih, da� (1.8) bereits alle zur Beshreibung des physikalishen Systems ben�otigten Gr�o�en enth�alt.Mit dem inneren Drehimpuls (Spin) werden wir aber sp�ater eine neue Gr�o�e kennenlernen, die �uber keineParallele in der klassishen Physik verf�ugt.Wahrsheinlihkeitsinterpretation der WellenfunktionWie wir festgestellt haben, f�uhren konkrete physikalishe Probleme auf die L�osung von Di�erential- undEigenwertgleihungen der Wellenfunktion  (r; t) bzw.  (r). Damit ist allerdings noh niht die Fragedanah beantwortet, um was es sih jetzt aber genau bei dieser Wellenfunktion handelt.Auh wenn sih diese Frage so niht beantworten l�a�t, k�onnen wir doh zumindest eine Interpretation imRahmen einer Wahrsheinlihkeit angeben:{ Die Wellenfunktion  (r; t) entspriht einer Wahrsheinlihkeitsamplitude.{ Die beobahtbare Gr�o�e einer solhen Wahrsheinlihkeitsamplitude ist die WahrsheinlihkeitP (V;  ; t) = ZV  �(r; t) (r; t) d3x mit  : R3 7! C (1.11)das von der Shr�odinger-Gleihung beshriebene Teilhen der Masse m in einem VolumenelementV = [r; r+ dr℄ zu �nden. Demnah stellt also �(r; t) (r; t) = j (r; t)j2eine Wahrsheinlihkeitsdihte dar.{ Aufgrund der Wahrsheinlihkeitsinterpretation mu� die Wellenfunktion die Normierungsbedingung+1Z�1 j (r; t)j2 d3x = +1Z�1  �(r; t) (r; t) d3x = 1 (1.12)erf�ullen. Dies gilt insbesondere als Randbedingung f�ur gebundene Systeme.



Kapitel 1. Grundgleihungen der Quantenmehanik 8� Spezielle Literatur[1.1℄ G. Alber, M. Freyberger, Physik. Bl�atter 55 (1999), 23[1.2℄ J.S. Bell, On the Einstein-Podolsky-Rosen paradox, Physis I (1964), 195|200[1.3℄ N. Bohr, Zeitsh. f. Physik 13 (1923), 117[1.4℄ L. deBroglie, Comptes Rendus 177 (1923), 507, 548, 630; Nature 112 (1923), 540; Th�ese dedotorat, Paris 1924[1.5℄ C. Brukner, M. Zukowski, A. Zeilinger, The essene of entanglement, quant-ph/0106119(2001)[1.6℄ J.F. Clauser, M.A. Horne, A. Shimony, R.A. Holt, Phys. Rev. Lett. 23 (1969), 880[1.7℄ A. Einstein, B. Podolsky, N. Rosen, Can quantum-mehanial desription of physial realitybe onsidered omplete?, Phys. Rev. 47 (1935), 777[1.8℄ L.D. Landau, E.M. Lifshitz, Lehrbuh der Theoretishen Physik, Band I: Mehanik, AkademieVerlag[1.9℄ E. Shr�odinger, Ann. Phys. 79 (1926), 361, 489; ibid. 80 (1926), 437; ibid. 81 (1926), 109[1.10℄ G. Weihs, T. Jennewein, C. Simon, H. Weinfurter, A. Zeilinger, Violation of Bell's ine-quality under strit Einstein loality onditions, quant-ph/9810080 (1998)�UbungsaufgabenDie mit [?℄ am Rand gekennzeihneten �Ubungsaufgaben waren niht Bestandteil dieser Vorlesung. [?℄�Ubung 1.1 { Klassishe Mehanik { Quantenmehanik. In der (niht-relativistishen) Quanten-mehanik werden physikalishe Systeme durh eine Shr�odinger-Gleihung beshrieben, deren L�osun-gen, die Wellenfunktion  (x; t), die zeitlih und r�aumlihe Entwiklung des Systems beinh�alt. Die zeitun-abh�angige Shr�odinger-Gleihung kann aus der klassishen Mehanik \erraten" werden, wenn man dieWirkungswellen mit Materiewellen identi�ziert, d.h. jedem Teilhen eine deBroglie-Wellenl�ange � = h=pzuordnet. Dabei ist p(x) derjenige Impuls, den ein Teilhen der Energie E nah den Regel der klassishenMehanik am Ort x h�atte.Die f�ur dynamishe Probleme wihtige zeitanh�angige Shr�odinger-Gleihung (1.1) kann niht aus derklassishen Mehanik abgeleitet werden, da sie eine einfahe Zeitableitung enth�alt. Allerdings kann mansie unter bestimmten Voraussetzungen auf die Hamilton-Jaobi-Gleihung zur�ukf�uhren.(a) Zeigen Sie, da� der Ansatz (x; t) = exp� i~ S(x; t)� mit S(x; t) =W (x)�EtDie Hamilton-Jaobi-Gleihung 12m ��S�x�2 + V (x) + �S�t = 0 (1.13)



Kapitel 1. Grundgleihungen der Quantenmehanik 9f�ur die Wirkungsfunktion S(x; t) liefert, falls man einen Term vernahl�assigt. Leiten Sie daraus diefolgende Bedingung f�ur diese N�aherung aus der Hamilton-Jaobi-Gleihung ab:jp(x)j3 � m~ ����dVdx ����Interpretieren Sie diese Bedingung.(b) Wie gut ist die soeben abgeleitete Bedingung f�ur die nahfolgenden Systeme erf�ullt und welhedeBroglie-Wellenl�ange ergibt sih f�ur sie?1. Elektron: m = me, V (x) = e2=(2��0x), x = 1iA und E = 20 eV.2. Sauersto� 16O � 16O System: m0 = 16GeV, x = 10m und v = 180 km=h.3. Golfball: m = 50 g, V (x) = mgx, x = 10m und v = 180 km=h.�Ubung 1.2 { Lineare Algebra in endlihen Dimensionen. Sei V �= C n ein komplexer Vektorraummit hermiteshem Skalarprodukt h : j : i .(a) Wiederholen Sie die De�nition von ,, h : j : i ist hermitesh".(b) Sei fe1; :::; eng eine Orthonormalbasis. Was ist h ei j ej i ? Geben Sie den Operator an, der auf denvon fe1; :::; eng aufgespannten Unterraum projeziert.() Zeigen Sie: Die EntwiklungskoeÆzienten i eins beliebigen Vektors x 2 V wobei x =Pni=1 iei sindgegeben durh i = h ei j x i und es gilt h x j x i =Pni=1 �i i. Au�erdem gilt:Pni=1 j ei i h ei j = 1l(Vollst�andigkeitsrelation).Sei A : V ! V eine lineare Abbildung, fe1; :::; eng eine Orthonormalbasis (ONB). Zeigen Sie:(d) Hat A bez�uglih fe1; :::; eng die Matrix aik, so hat die hermitesh konjugierte Abbildung Ay dieMatrix (ay)ik = a�ki(e) Ist A hermitesh, so ist exp(iA) unit�ar.(f) Hermiteshe oder unit�are Abbildungen sind ,,normal", d.h. es gilt AAy = AyA.(g) Betrahten Sie eine normale Abbildung auf V mit einer ONB aus Eigenvektoren fe1; :::; eng, d.h. esgelte Aei = ai ei, mit den Eigenwerten ai 2 C . Zeigen Sie:A hermitesh) ai reel und A unit�ar) jaij = 1



2 Eindimensionale Quantensysteme
Ist die Shr�odinger-Gleihung (1.1) einmal bekannt, besteht jetzt die M�oglihkeit sih mit den Re-henvorshriften der Quantenmehanik vertraut zu mahen. Im vorliegenden Kapitel werden wir zun�ahsteinfahe Quantensysteme vorstellen, die uns in �ahnliher Form sp�ater wiederbegegnen werden.F�ur den eindimensionalen station�aren Fall reduziert sih die Shr�odinger-Gleihung (1.1) auf�� ~22m d2dx2 + V (x)�  (x) = E  (x) : (2.1)L�osungen hiervon werden wir jetzt f�ur einige Potentiale V (x) untersuhen.2.1 Der PotentialtopfBetrahten wir ein Potential der Art V (x) = ( V0 jxj > a0 jxj � a (2.2)
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a−aAbbildung 2.1: Potentialt�opfe: unendliher und endliher Fall.Damit erhalten wir in Abh�angigkeit von der Koordinate x zwei Teilprobleme (Abb. 2.1): die Shr�odinger-Gleihung (2.1) zerf�allt in � d2dx2 + 2m~2 E�  (x) = 0 f�ur jxj � a; V = 0



Kapitel 2. Eindimensionale Quantensysteme 11� d2dx2 � 2m~2 (V0 �E)�  (x) = 0 f�ur jxj > a; V = V0Bemerkungen:(a) Im Falle des unendlihen hohen Potentialtopfes (V0 ! 1) ist der Aufenthaltsbereih des Teilhenbeshr�ankt auf jxj � a ; somit gibt es ausshlie�lih gebundene Zust�ande. Hat das Potential abereine endlihe H�ohe (V (x) = V0 <1) so sind auh Zust�ande mit E > V0 m�oglih { wir haben dann:E < V0 gebundenes SystemE > V0 StreuproblemWir beshr�anken uns im folgenden auf gebundene Systeme.(b) Die Wellenfunktion ist normierbar, d.h. es gilt (1.12)+1Z�1  �(r; t) (r; t) d3x = 1() Die Wellenfunktion  (x) und ihre erste Ableitung  0(x) sind stetig f�ur alle x. Das hei�t an einerAnshlu�stelle x = a mu� gelten �(a) =  +(a) und  0�(a) =  0+(x)Dies bedeutet im vorliegenden Fall insbesondere, da� die L�osungen an den Grenzen jxj = a \glattineinander �ubergehen".F�uhren wir jetzt die beiden Abk�urzungen�2 = 2mE~2 und �2 = 2m~ (V0 �E) mit �2; �2 > 0ein, dann bekommen wir die beiden homogenen Differentialgleihungen zweiter Ordnungd2 dx2 = �+�2��2�  Die allgemeinen L�osungen hierf�ur sind aber durhaus bekannt, n�amlih: (x) = ( A sin(�x) +B os(�x) jxj � aC e��x +De�x jxj > a (2.3)Unendlih hoher PotentialtopfBetrahten wir zun�ahst den einfaheren Fall, n�amlih da� V0 !1. Wie bereits angemerkt, vershwindetin diesem Fall die Aufenthaltswahrsheinlihkeit f�ur jxj > a, so da� ebenfalls  (jxj > a) = 0. Aus derForderung nah Stetigkeit von  (x) bei x = �a folgt, da� (�a) = 0 ! �A sin (�a) +B os (�a) = 0 : (2.4)Trivial l�a�t sih dies nat�urlih l�osen f�ur A = B = 0. Da in diesem Fall aber die Wellenfunktion f�ur alle xzu Null vershwinden w�urde, sind wir an L�osungen interessiert, die f�ur �a � x � a Werte ungleih Nullannehmen:



Kapitel 2. Eindimensionale Quantensysteme 121 A = 0 und B 6= 0 ! os(�a) = 02 B = 0 und A 6= 0 ! sin(�a) = 0Die Randbedingung bei x = �a l�a�t sih erf�ullen f�ur:1 �a = �2 n n ist ungerade, ganze Zahl2 �a = �2 n n ist gerade, ganze ZahlDa � ja verbunden war mit der EnergieE, k�onnen wir also die zu einem n zugeh�orige EnergieEn berehnen:E = ~22m �2 = ~22m �n�2a �2 = �2~28ma2 n2 (2.5)Wir erhalten also diskrete Energieeigenwerte En mit dem (energetish tiefsten) Grundzustand1E1 = �2~28ma2 : (2.6)Aus den Energieeigenwerten lassen sih durh R�ukeinsetzen wieder die Eigenfunktionen berehnen:1  n(x) = Bn os n�2a x f�ur n = 1; 3; 5; :::2  n(x) = An sin n�2a x mit n = 2; 4; 6; :::Vollst�andig bestimmt sind die Wellenfunktionen jetzt, wenn diese auh der Normierungsbedingung (1.12)gen�ugen: Z j n(x)j2 dx = 1Z B2n os2(n�2a x) dx = B2n �12x+ 14 2an� sin(2 n�2a x)�a�a= B2n na2 + a2n� sin(n�a a) + a2 � a2n� sin(n�a (�a))o= B2n na+ a2n� (sin(n�)� sin(�n�))o= B2n aSomit erhalten wir f�ur die Normierungskonstanten:An = Bn = 1pa :F�ur die Wellenfunktionen �nden wir jetzt noh eine interessante Eigenshaft; die Anwendung des Parit�ats-operators P bP  (x) =  (�x) = �  (x) mit � = �1auf unsere L�osungen ergibt n�amlih1 Die M�oglihkeit n = 0 hatten wir ja ausgeshlossen, da sonst die Wellenfunktion auf ganz R identish null vershwindenw�urde.



Kapitel 2. Eindimensionale Quantensysteme 131  (x) =  (�x) , bP  = + positive Parit�at f�ur n = 1; 3; 5; :::2  (x) = � (�x) , bP  = � negative Parit�at f�ur n = 2; 4; 6; :::Durh Angabe der Quantenzahl n ist also die Parit�atseigenshaft der Wellenfunktion vollst�andig de�niert.Eng zusammenh�angend mit der Parit�at ist die Anzahl der Nullstellen bzw. Knotenpunkte der Wellenfunk-tion: sehr beliebt ist hier der Vergleih mit den Moden einer shwingenden Seite. Durh den Operator bEkinentspriht dann die zweite Ableitung der Wellenfunktion (d.h. die Kr�ummung) der kinetishen Energie:d2 dx2 = Ekin (2.7)

0

1

2

3

4

5

6

-3 -2 -1 0 1 2 3

f(
x)

x

n=1
n=2
n=3
n=4

Abbildung 2.2: Eigenfunktionen  n(x) f�ur den unendlihen Potentialtopf. Der vertikale O�set wurde sogew�ahlt, da� die Grundlinie der Quantenzahl n entspriht.Anmerkung: Die hier angestellten Parit�at�uberbetrahtungen f�uhren deshalb zum Erfolg, weil das Po-tential symmetrish ist V (x) = V (�x)Damit ist dann auh der Hamilton-Operator symmetrish und die Anwendung einer Parit�atstransforma-tion auf eine L�osungen der Eigenwertgleihung liefert wieder eine L�osung.Endliher PotentialtopfF�ur Potentialtopf mit endliher Tiefe kommt ganz R als De�nitionsbereih der Wellenfunktion  (x) inBetraht. Da die Wellenfunktion in den Bereihen mit V 6= 0 exponentiell abklingen mu� um die Normier-



Kapitel 2. Eindimensionale Quantensysteme 14barkeit zu gew�ahrleisten, erhalten wir folgenden Ansatz: (x) =8>><>>: C � e��x x > aA � sin(�x) +B � os(�x) jxj � aD � e�x x < a (2.8)Zus�atzlih zu der Normierbarkeit Z d3x j (x)j2 = 1mu� noh die Stetigkeit von  (x) und  0(x) an den beiden Stellen x = �a gew�ahrleistet sein:(a)  (x = �a) A sin(�a) +B os(�a) = C e��a x = +a�A sin(�a) +B os(�a) = De��a x = �a(b)  0(x = �a) �A os(�a)� �B sin(�a) = �� C e��a x = +a�A os(�a) + �B sin(�a) = ��D e��a x = �aInsgesamt bekommen wir also ein System von vier Gleihungen, aus dem sih die Konstanten A;B;C;Dbestimmen lassen. Die Rehnung erweist sih allerdings als weitaus einfaher, wenn wir die bereits gefun-denen Symmetrieeigenshaften der Wellenfunktion ausnutzen. Daraus folgt n�amlih unmittelbar:1 � = +1 ! A = 0; B 6= 0; C = D2 � = �1 ! B = 0; A 6= 0; C = �DDamit ist dann (2.8) in Abh�angigkeit von der Parit�at:1  (x) = 8>><>>: C e��x x > aB os(�x) jxj < aC e�x x < �a 2  (x) = 8>><>>: C e��x x > aA sin(�x) jxj < a�C e�x x < �aUntersuhung der Stetigkeit ergibt dann:1  (a) und  0(a) sind gegeben durhB os(�a) = C e��a und �B sin(�a) = �C e��aAus Division folgt: � sin(�a)os(�a) = � , (�a) tan(�a) = �aF�uhren wir jetzt neue Variablen � = �a und � = �a ein; damit� tan � = � (2.9)Au�erdem �nden wir noh B = C e��aos(�a) ; A = 0 D = Cso da� wir jetzt alle Bedingungen f�ur die L�osung mit positiver Parit�at zusammen haben.



Kapitel 2. Eindimensionale Quantensysteme 152 Mit den Anshlu�bedingungenA sin(�a) = C e��a und �A os(�a) = ��C e��af�ur  (a) und  0(a) erhalten wir(�a) ot(�a) = (�a) ! � ot � = �� (2.10)sowie noh A = C e��asin(�a) ; B = 0 ; D = �Cso da� wir jetzt auh alle Bedingungen f�ur die L�osungen mit negativer Parit�at zusammen haben.Wir erhalten also zwei L�osungsgleihungen in den neuen Variablen � und � mit�2 = �2a2 = 2mE~2 a2�2 = �2a2 = 2m~2 a2 (V0 �E)R2 = �2 + �2 = �q1 + tan2 � = 2m~2 a2V0Somit lassen sih � und � also vollst�andig durh Eigenshaften des Potentials (Breite a und St�arke V0) undder Gesamtenergie E beshreiben. L�osungen (�i; �i) ergeben sih dann als Shnittpunkte der Funktionen�(a; V0; E), �(a; V0; E) und R(a; V0); wie in Abb. (2.3) zu erkennen ist, erhalten wir damit ein diskretesSpektrum von Energieeigenwerten En.
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Kapitel 2. Eindimensionale Quantensysteme 16Nahdem wir gezeigt gaben, wie sih die Eigenwerte En mittels eines graphishen L�osungsverfahrensbestimmen lassen, fehlen jetzt noh die Eigenfunktionen  n der EigenwertgleihungbH  n = En  n :Wir erhalten:  n(x) = Cn 8>>>><>>>>: e�nx x < �ae��naos (�na) os (�na) jxj � ae��nx x > a (2.11)
 n(x) = Cn 8>>>><>>>>: �e�nx x < �ae��nasin (�na) sin (�nx) jxj � ae��nx x > a (2.12)Die noh verbleibende Konstante Cn l�a�t sih jetzt aus mit der Normierungsbedingung bestimmen:1Z�1 dx j n(x)j2 = �aZ�1 dx j n(x)j2 + aZ�a dx j n(x)j2 + 1Za dx j n(x)j2 = 1Beispielhaft f�ur den Fall positiver Parit�at ist:1 = �aZ�1 dx j n(x)j2 + aZ�a dx j n(x)j2 + 1Za dx j n(x)j2= �aZ�1 dx ��Cn e�nx��2 + aZ�a dx ����Cn e��naos(�na) os(�nx)����2 + 1Za dx ��Cn e��nx��2= C2n �aZ�1 dx e2�nx + C2n e�2�naos2(�na) aZ�a dx os2(�nx) + C2n 1Za dx e�2�nx= C2n2�n he2�nxi�a�1 + C2n e�2�naos2(�na) �x2 + 14�n sin(2�nx)�a�a � C2n2�n he�2�nxi1a= C2n�n e�2�na + C2n e�2�naos2(�na) �a+ sin(2�na)2�na �Cn = �e�2�na�n + e�2�naos2(�na) �a+ sin(2�na)2�n ��� 12Somit haben wir also Cn als Funktion der Parameter �n und �n bestimmt.2.2 Der lineare harmonishe OszillatorF�ur die klassishe Bewegung eines Teilhens der Masse m in einem Potential (siehe Abb. 2.4)V (x) = 12m!2x2
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xAbbildung 2.4: Linearer harmonisher Oszillatorergibt sih die Hamilton-Funktion H(p; x) = p22m + 12m!2x2 :Mit den Ersetzungvorshriften px ! bpx = �i~ ��x und x! bx = xbekommen wir dann den entsprehenden quantenmehanishen Hamilton-OperatorbH = � ~22m �2�x2 + 12m!2x2und damit die Shr�odinger-Gleihung� ~22m d2dx2 (x) + 12 m!2x2 (x) = E  (x) (2.13)Mit Hilfe der dimensionlosen Gr�o�en� = xa0 ; " = E~! ; a0 =r ~m! (2.14)wird (2.13) zu �12 d2  (z)dz2 + 12z2  (z) = "  (z) (2.15)Damit haben wir also physikalishen Inhalt des Problems formalisiert; Ziel mu� es wieder sein, L�osungender Di�erentialgleihung zu �nden.



Kapitel 2. Eindimensionale Quantensysteme 18L�osung der Di�erentialgleihung Um uns die Suhe nah einem geeigneten L�osungsansatz zu er-leihtern, untersuhen wir zun�ahst das asymptotishe Verhalten der Gleihung f�ur die beiden F�alle z ! 0bzw. z !1.F�ur den Fall, da� z !1 mit z2 � " bekommen wir� (z)2�z2 = z2  (z) ;so da� wir w�ahlen  (z) = Ae� 12 z2 0(z) = �z A e� 12 z2 00(z) = �Ae� 12 z2 + z2Ae� 12 z2Dabei k�onnen wir allerdings die Funktion mit positivem Vorzeihen direkt ausshlie�en, da diese nihtnormierbar ist. Es bleibt also  (z) = Ae� 12 z2und wir mahen jetzt den Produktansatz (z) = H(z) e� 12 z2 : (2.16)Setzen wir dies in (2.13) ein, so erhalten wir die folgende Di�erentialgleihung f�ur H(z):d2dz2H(z)� 2z ddzH(z) + (2"� 1)H(z) = 0 (2.17)Dies ist die Hermiteshe Di�erentialgleihung mit den hermiteshen Polynomen H(z) als L�osung. Dabeimu�dann gelten, da� (2"� 1) = 2n, mit n 2 N. F�ur die Funktion H(z) mahen wir jetzt den Potenzrei-henansatz2 H(z) = 1X�=0 a� z� (2.18)Von diesem Ausdruk lassen sih nun die f�ur die Shr�odinger-Gleihung ben�otigten Terme berehnen:H 0(z) = 1X�=1 a��z��1 = 1X�+1=1 a�+1 (�+ 1) z� = 1X�=0 a�+1 (�+ 1) z� x � = � � 1= 1X�=0 a�+1 (� + 1) z�H 00(z) = 1X�=1 a�+1 (� + 1) �z��1 = 1X�+1=1 a�+1 (�+ 2) (�+ 1) z� = 1X�=0 a�+2 (�+ 2) (�+ 1) z�= 1X�=0 a�+2 (� + 2) (� + 1) z�z �H 0(z) = z � 1X�=0 a�+1 (� + 1) z� = 1X�=�1 a�+1 (� + 1) z� = 1X��1=�1 a��z� = 1X�=0 a��z�= 1X�=0 a��z�2 Diese Vorgehensweise ist auh unter dem Namen Sommerfeldshe Polynommethode zu �nden.



Kapitel 2. Eindimensionale Quantensysteme 19Setzen wir dies in die Shr�odinger-Gleihung ein1X�=0(� + 1) (� + 2) a�+2 z� � 2 1X�=0 � a� z� + (2"� 1) 1X�=0a� z� = 01X�=0 [(� + 1) (� + 2) a�+2 z� � 2� a� z� + (2"� 1) a�z� ℄ = 0(� + 1) (� + 2) a�+2 + 2�a� + (2"� 1) a� = 0 ;so erhalten wir die Rekursionsformel a�+2 = 2� + 1� 2"(� + 1) (� + 2) (2.19)mit den L�osungsklassen(a) a0 6= 0 und damit alle geraden Funktionen z� mit a2; a4; :::a2 = 1� 2"2 a0a4 = 5� 2"12 a2 = (5� 2")(1� 2")24 a0(b) a1 6= 0 und damit alle ungeraden Funktionen z� mit a3; a5; :::a3 = 3� 2"6 a1Mit den so bestimmten a� mu� Hn(z) aber auh wieder das gefundene asymptotishe Verhalten aufweisen.F�ur z� ist a�+2 ' 2��2 a� = 2� a� ; � !1Das hei�t aber, da� sih der Exponentialanteil der L�osungsfunktion verh�alt wieez2 bzw. z ez2 ;so da� f�ur die Wellenfunktion (z) ! ez2 e� 12 z2 ! e 12 z2 f�ur � !1Das hei�t also: wird � in keiner Weise eingeshr�ankt, so w�ahst die Wellenfunktion  (z) wie exp( 12z2)und ist damit niht mehr normierbar; eine solhe Funktion hatten wir aber von vorneherein als L�osungausgeshlossen. Wir m�ussen also fordern, da� Hn(z) endlih bleibt, was nur der Fall ist, wenn es ein� = n <1 gibt, bei dem die Rekursionsformel abbriht.Diese Bedingung ist erf�ullt wenn2n+ 1� 2" = 0 ! "n = n+ 12 mit n = 0; 1; 2; 3; :::Die L�osungen "n sind dann also eindeutig festgelegt durh die Angabe der Zahl n, und da " durh " =E=(~!) verkn�uft war mit der Energie E erhalten wir direkt das Spektrum der Energieeigenwerte f�ur denlinearen harmonishen Oszillator: En = ~!�n+ 12� (2.20)



Kapitel 2. Eindimensionale Quantensysteme 20Dabei �nden wir eine bemerkenswerte Eigenshaft: der harmonishe Oszillator hat eine nihtvershwin-dende Nullpunktsenergie E0 = ~!2 ; n = 0 :Mit den Eigenwerten En lassen sih jetzt auh die Eigenfunktionen n(z) = e� 12 z2 Hn(z)bestimmen, wobei Hn(z) die Di�erentialgleihungH 00n(z)� 2zH 0n(z) + 2nHn(z) = 0erf�ullen mu�. Die L�osungen lassen sih dann auf zweierlei Weise gewinnen:(a) Einsetzen der a� aus der Rekursionsformel in die Potenzreihe f�ur Hn(z).(b) Berehnung der Hn(z) aus der ErzeugendenfunktionHn(z) = (�1)n ez2 �n�zn e�z2 (2.21)In den niedrigsten Ordnungen erhalten wir damitH0(z) = 1H1(z) = 2zH2(z) = (2z)2 � 2H3(z) = (2z)3 � 6(2z)Die Zahl n gibt demnah den Grad des Polynoms an.Die normierten Eigenfunktionen des harmonishen Oszillators zum Eigenwert (2.20) sind dann n(x) = �m!~ �1=4 1p2n n!p� Hn �rm!~ x� e�m!2~ x2 (2.22)Dabei zeigt sih eine Besonderheit: zu jedem Energieeigenwert En geh�ort nur eine Wellenfunktion  n.Demnah liegt f�ur den linearen harmonishen Oszillator keine Entartung vor. Wie wir sp�ater sehen werden,ist dies im dreidimensionalen Fall niht mehr gegeben.Anmerkungen1. Energieeigenwerte und Wellenfunktionen f�ur die niedrigsten Zust�ande sind:n = 0 E0 = 12~!  0(x) = �0e� z22n = 1 E1 = 32~!  1(x) = �1 z e� z22n = 2 E2 = 52~!  2(x) = �2 �2� (2z)2� e� z22



Kapitel 2. Eindimensionale Quantensysteme 212. Unter der einer Koordinatenspiegelung (x) ! (�x) verhalten sih die Hermiteshen Polynome infolgender Weise: Hn(�z) = (�1)nHn(z)Die Hn(z) sind demnah also Eigenfunktionen zum Parit�atsoperator P und sind entweder symme-trish (gerades n) oder antisymmetrish (ungerades n).3. Die Wellenfunktionen  n bilden ein vollst�andiges System orthonormierter Funktionen:vollst�andig 1Xn=0 �n(x) n(y) = Æ(x � y)orthonormal +1Z�1 dx �n(x) m(x) = Ænmnormiert +1Z�1 dx j n(x)j2 = 1Das hei�t insbesondere, da� sih Wellenfunktion vieler, allgemeinerer Potentiale nah den Eigen-funktionen des harmonishen Oszillators entwikeln lassen.
� Spezielle Literatur[2.1℄ Ch. Hermite, Sur un nouveau d�eveloppment en s�erie de funtions, C. R. Aad. s. Paris 58,S. 93|100�Ubungsaufgaben�Ubung 2.1 { Potentialstufe. Geben Sie die L�osun-gen der eindimensionalen Shr�odinger-Gleihung sowiedie Eigenwertbedingung f�ur die abgebildete Potentialstufezwishen unendlih hohen W�anden an. Berehnen Sie dienormierten Eigenfunktionen. Wie gro� ist die Wahrshein-lihkeit, da� sih das Teilhen im linken Bereih 0 < x < aund im rehten Bereih a < x < b aufh�alt? Wie �andernsih die Resultate, falls V1 < E < V2 gilt?
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Kapitel 2. Eindimensionale Quantensysteme 22�Ubung 2.2 { Hermiteshe Polynome. Die Hermiteshen Polynome sind durh folgenden Ausdrukgegeben: Hn(x) = (�1)n ex2 �n�xn e�x2 (2.23)(a) Beweisen die die �Aquivalenz dieser Darstellung mit der De�nitionHn(x) = �n S(x; s)�sn ����s=0 mit S(x; s) = e�s2+2sx :(b) Zeigen Sie ��xHn(x) = 2nHn�1(x) :() Beweisen Sie die Orthogonalit�atsrelation f�ur die Hermiteshen Polynome1Z�1 e�x2Hn(x)Hm(x) dx = 2n n!p�Ænm ;indem Sie die Ordnung der Polynome durh partielle Integration reduzieren.�Ubung 2.3 { Die Delta-Funktion. Zeigen Sie, da� die beiden Funktionenfolgenfn(x) = np� exp ��n2x2� und gn(x) = n� 11 + n2x2f�ur n ! 1 eine Darstellung der Æ-Funktion liefern. Verwenden Sie dazu folgende Bedingungen, die dieÆ-Funktion bestimmen: 1Z�1 Æ(x� x0) dx = 1und Æ(x� x0) = 0 falls x 6= x0 :Zeigen Sie, da� die Æ-Funktion formal als erste Ableitung der Stufenfunktion�(x) = ( 1 x > 00 x � 0shreiben l�a�t.�Ubung 2.4 { Eindimensionale Bewegung in einem Æ-Potential. Betrahten Sie die eindimensio-nale Bewegung eines Teilhens der Masse m in einem Æ-Potential:V (x) = �V0 Æ(x) ; V0 > 0Berehnen Sie die normierten Eigenfunktionen der gebundenen Zust�ande. Wie viele gebundene Zust�andegibt es in Anh�angigkeit von V0? Setzen Sie bei der L�osung voraus, da� die gesuhte Wellenfunktion  (x)sih �uberall \physikalish vern�unftig" verh�alt, d.h. insbesondere eine statistishe Interpretation zul�a�t.



Kapitel 2. Eindimensionale Quantensysteme 23�Ubung 2.5 { Hermiteshe Polynome. Die erzeugende Funktion der Hermiteshen PolynomeHn(x)lautet S(z; s) = e�s2+2sz = 1Xn=0 Hn(z)n! sn (2.24)Man kann die erzeugende Funktion zur Berehnung von Matrixelementen zwishen den Zust�anden desharmonishen Oszillators verwenden, indem man Ausdr�uke der Form f(z)S(z; s)S(z; s0)e�z2 betrahtet.Integrieren Sie diese von �1 bis 1. Entwikeln Sie das Resultat in eine Potenzreihe in ss0 und f�uhrenSie einen KoeÆzientenvergleih durh.(a) Zeigen Sie, da� das System der Eigenfunktionen  n(x) des eindimensionalen harmonishen Oszilla-tors,  n(x) =r �p�2nn! Hn(�x) exp���2x22 � ; �2 = m!~ ; (2.25)orthonormiert ist.(b) Berehnen Sie die folgenden Matrixelemente zwishen den Eigenfunktionen  n(x) des eindimensio-nalen harmonishen Oszillators:1Z�1  �n(x)x m(x) dx und 1Z�1  �n(x)x2  m(x) dx :() Berehnen Sie die entsprehenden Matrixelemente f�ur p und p2. Geben Sie �x ��px an.(d) Berehnen Sie den Erwartungswert der potentiellen Energie hV (x)i in jedem Zustand  n(x).�Ubung 2.6 { Eigenfunktionen des harmonishen Oszillators. Zeigen Sie die Orthogonalit�at derEigenfunktionen  n(x) des harmonishen Oszillators ohne die explizite Form der Eigenfunktionen zuverwenden. Benutzen Sie ausshlie�lih die Di�erentialgleihung.�Ubung 2.7 { Diskrete Energieniveaus in einer Dimension. Wir betrahten die Shr�odinger-Gleihung i~ ��t  (x; t) = �� ~22m �2�x2 + V (x)�  (x; t)in einer Raumdimension. V (x) sei das PotentialV (x) = � V0osh2 �x ; V0 > 0; � > 0(1) Veri�zieren Sie die folgende Symmetrieeigenshaft des zugeh�origen Hamilton-Operators H : H ver-tausht mit dem Parit�atsoperator P P f(x) = f(�x)und H ist blokdiagonal, d.h.:H = 14 (1 + P )H (1 + P ) + 14 (1� P )H (1� P ) :Wann hat ein Hamilton-Operator allgemein diese Eigenshaft?



Kapitel 2. Eindimensionale Quantensysteme 24(2) Eine weitere Eigenshaft eindimensionaler quantenmehanisher Systeme ist, da� sie keine Entartungaufweisen. Beweisen Sie dies, in dem Sie von zwei entarteten L�osungen der Shr�odinger-Gleihung,�1 und �2, ausgehen und zeigen, da� sih diese nur um einen konstanten Faktor untersheiden.Hinwei: Bilden Sie die Wronski-DeterminanteW (�1; �2;x) = �1 ��2�x � ��1�x �2�Uberpr�ufen und benutzen Sie die Tatsahe, da� ihre Ableitung partialxW und auh W selbst ver-shwinden.Nun soll mit Hilfe des L�osungsansatzes (x; t) = e� i~Et'(x) ; E 2 R; E < 0station�are L�osungen der Shr�odinger-Gleihung sowie das diskrete negative Energiespektrum bestimmtwerden.(3) Zeigen Sie, da� mit der Substitution � = tanh�x die station�are Shr�odinger-Gleihung lautet:��� ��1� �2� ��� '�+�s(s+ 1)� "21� �2� ' = 0wobei " = p�2mE~� ; 2mV0�2~2 = s(s+ 1) ; s = 12  �1 +r1 + 8mV0�2~2 !(4) Um diese Gleihung zu l�osen wird zun�ahst die Substitution' = �1� �2�"=2 !(�)durhgef�uhrt. Zeigen Sie, da� dies auf die folgende Di�erentialgleihung f�ur ! f�uhrt:�1� �2� !00 � 2� (1 + ") !0 � ("� s) ("+ s+ 1) ! = 0(5) Nun wird ! als Polynom angesetzt: !(�) = 1Xk=0 ak�kZeigen Sie, da� dann f�ur die KoeÆzienten al folgende Rekursionsformel gelten mu�:ak+2 = ak k(k + 2"+ 1) + ("� s)("+ s+ 1)(k + 2)(k + 1)Damit ' f�ur � = �1 (d.h. f�ur x = �1) endlih bleibt (warum?), mu� das Polynom endlih sein.(6) Zeigen Sie, da� aus dieser Abbruhbedingung s = "+ n (n 2 N) und damit die diskreten Energieni-veaus En = �~2�28m (�(1 + 2n) +r1 + 8mV0�2~2 )2folgen.(7) Wie viele Energieniveaus gibt es?



Kapitel 2. Eindimensionale Quantensysteme 25�Ubung 2.8 { Eindimensionaler Tunnele�ekt. Wir betrahten wieder die eindimensionale Shr�odinger-Gleihung i~ ��t  (x; t) = �� ~22m �2�x2 + V (x)�  (x; t)V (x) sei eine rehtekige Potentialbarriere, d.h.V (x) = ( V0 falls jxj < a0 falls jxj � a mit V0 > 0 :Mit Hilfe des L�osungsansatzes  (x; t) = e� i~Et '(x) ; E 2 Rsollen f�ur E < V0 die station�aren L�osungen der Shr�odinger-Gleihung bestimmt werden. Wir verlangen,da� '(x) �uberall stetig di�erenzierbar ist.(1) Zeigen Sie, da� die L�osung folgende Form hat:'(x) =8>><>>: Aeikx +B e�ikx falls x � �aC ek0x +De�k0x falls jxj < aF eikx +Ge�ikx falls x � �a mit k = q 2mE~2k0 = q 2m(V0�E)~2wobei A;B;C;D; F;G 2 C .



3 Quantenmehanishe Grundbegri�e
3.1 WahrsheinlihkeitsamplitudenMit der Wellenfunktion  (r; t) wird ein quantenmehanisher Zustand im Ortsraum beshrieben. Nahder Interpretation von Heisenberg und Bohr enth�alt die Wellenfunktion dabei alle Informationen �uberein physikalishes System, welhes im Rahmen der Quantenmehanik zug�anglih sind.1 (r; t) gibt die Wahrsheinlihkeitsamplitude an, ein Teilhen bei den Koordinatenx+ dx; y + dy; z + dz; t+ dtzu �nden. Ebenso ist es aber auh m�oglih, eine Messung im Impulsraum durhzuf�uhren: ~ (p; t) beshreibtdann ein Teilhen mit px + dpx; py + dpy; pz + dpz ; t+ dtDa sih sih beide Darstellungen stark �ahneln, bietet sih die Frage an ob ein { und wenn ja welher {Zusammenhang zwishen ihnen besteht.Die einfahste M�oglihkeit, beide Darstellungen miteinander zu verbinden, besteht �uber die Normierung:diese sollte unabh�angig von der gew�ahlten Darstellung { ob nun im Ort- oder im Impulsraum { erhaltensein. Wir fordern also, da� Z d3p j ~ (p; t)j2 = 1 = Z d3x j (x; t)j2 : (3.1)Dieser Ausdruk stellt aber nihts anderes dar, als die Aussage des Parseval-Theorems der Fourier-Theorie: dieses besagt, da� f�ur eine Funktion f(x) mit der FouriertransformiertenF (s) = 12� 1Z�1 f(x) e2�ixs dxdie Beziehung 1Z�1 jf(x)j2 dx = 12� 1Z�1 jF (s)j2 dsgilt. Wir stellen also die Hypothese auf, da� sih f�ur die Darstellungen der Wellenfunktion ein �ahnliherZusammenhang �nden l�a�t: ~ (p; t) FT�!  (x; t)1 Damit ist allerdings noh keine Aussage dar�uber gemaht, ob damit auh alle tats�ahlihen physikalishen Eigenshaftenerfa�t sind; dies ist der wesentlihe Einwand von Einstein-Podolsky-Rosen.



Kapitel 3. Quantenmehanishe Grundbegri�e 27FouriertransformationenSei  (r; t) die Darstellung der Wellenfunktion im Ortraum und e (p; t) die entsprehende Darstellung imImpulsraum. Dann lassen sih bei Funktionen mittel einer Fouriertransformation ineinander �uberf�uhren: (r; t) = 1(2�~)3=2 Z d3p exp� i~p r� e (p; t) (3.2)e (p; t) = 1(2�~)3=2 Z d3r exp�� i~p r� (r; t) (3.3)De�nieren wir noh auf beiden R�aume die Dira'she Delta-FunktionÆ (r� r0) = 1(2�~)3 Z d3p exp� i~p (r� r0)� (3.4)Æ (p� p0) = 1(2�~)3 Z d3r exp�� i~r (p� p0)� (3.5)dann erhalten wir:Z d3r e� i~p0r (r; t) = 1(2�~)3=2 Z d3r exp�� i~p0 r�Z d3p exp� i~p r� ~ (p; t)= 1(2�~)3=2 Z d3p Z d3r exp�� i~r (p� p0)�| {z }(2�~)3Æ(p0�p) ~ (p; t)= (2�~)3=2 ~ (p; t)Ohne Beshr�ankung der Allgemeinheit betrahten wir im Folgenden nur station�are Wellenfunktionen  = (r) und e = e (p).Physikalishe Bedeutung Prinzipiell maht es keinen Sinn mehr eine Aussage �uber das Verhalteneines einzelnen Teilhens mahen zu wollen, da wir es mit Wahrsheinlihkeitsverteilungen zu tun haben.Die Funktionen  und e mahen keine Aussagen �uber eine einzelne Messung sondern geben mit j j2 undj e j2 lediglih die statistishe Verteilung von N Me�werten an. Ist dann N ! 1 so reden wir auh voneiner statistishen Gesamtheit.3.2 Erwartungswerte und MittelwerteDer Erwartungswert beshreibt den bei mehrfaher Messung zu erwartendenWert einer Observablen { z.B.r;p; E { in einem Experiment. F�ur Me�werte a1; a2; a3; : : : mit der statistishen H�au�gkeit w1; w2; w3; : : :ist dann hAi = nXi=1 ai wi f�ur eine diskrete Verteilung= 1Z�1 w(a) a da f�ur eine kontinuierlihe Verteilung



Kapitel 3. Quantenmehanishe Grundbegri�e 28Sind also die Wellenfunktionen  (r) bzw b (p) gegeben, dann l�a�t sih der Erwartungswert einer beliebigenOrtsfunktion (Impulsfunktion) f(x; y; z) = f(r) berehen durh:hf(r)i = Z  �(r) f(r) (r) d3r (3.6)hg(p)i = Z e �(p) g(p) e (p) d3p (3.7)Physikalish sind dies wieder Mittelwerte einer Vielzahl von Messungen an N identishen Systemen.Wenn wir jetzt Vergleihe mit einem Experiment mahen wollen, so mu� klar sein, in welher Weise experi-mentell bestimmbare Gr�o�en (Observable) in mathematishen Rahmen der Quantenmehanik dargestelltwerden:In der Quantenmehanik wird einer Observablen A ein Operator bA in der Weise zugeordnet,so da� gilt h bAi = Z  � bA d3x (3.8)Bisher kennengelernt haben wir bereits denOperator der Energie E ! bH ;Operator des Ortskoordinate x ! bx ;Operator des Impulses p ! �i~r :Au�derdem haben wir gesehen, da� die Darstellung des Impulses im Impulsraum einfah durh p ! bpgeshieht. Damit stellt sih dann aber auh die Frage, wie denn die Darstellung des Ortsoperators in derImpulsdarstellung aussieht; darauf werden wir im n�ahsten Abshnitt zu sprehen kommen.Mittleres ShwankungsquadratShreiben wir �A = hAi, so ist (�A)2 = 
(A� �A)2� = 
A2�� hAi2 (3.9)Aus der Unsh�arferelation mu� dann geltenp(�x)2p(�p)2 � 123.3 Der Ortsoperators in der ImpulsraumdarstellungAusshreiben der allgemeinen De�nition f�ur den Erwartungswert (3.8) f�ur den Ortsoperator r gibt zun�ahsthri = Z d3r  (r) r (r) : (3.10)Die darin vorkommende Wellenfunktion l�a�t sih jetzt durh ihre Fouriertransformierte ausdr�uken:hri = Z d3r � 1(2�~)3=2 Z d3p e� i~pr e �(p)� r � 1(2�~)3=2 Z d3p0 e i~p0r e (p0)�= 1(2�~)3 Z d3r �Z d3p e� i~pr e �(p)� �Z d3p0 r e i~p0r e (p0)�



Kapitel 3. Quantenmehanishe Grundbegri�e 29Betrahten wir zun�ahst die Integration �uber p0: Di�erentiation des Ausdruks unter dem zweiten Integralergibt ddp0 nr e i~p0r e (p0)o = r i~r e i~p0r e (p0) + r e i~p0r ddp0 e (p0) x � ~i 1rr e i~p0r e (p0) = ~i ddp0 ne i~p0r  (p0)o� ~i e i~p0r ddp0 e (p0)Integrieren wir nun hier�uber, so erhalten wir eine Umformung f�ur einen Teil unseres urspr�unglihen Pro-blems: Z d3p0 r e i~p0r e (p0) = Z d3p0 ~i ddp0 ne i~p0r  (p0)o � Z d3p0 ~i e i~p0r ddp0 e (p0)Das erste Integral auf der rehten Seite l�asst sih mit Hilfe des Gau�shen Satzes umformen; bei Auswer-tung �uber die ins Unendlihe ausgedehnte Ober�ahe vershwindet dieser Ausdruk. Damit bleibt dannnur nohhri = 1(2�~)3 Z d3r Z d3p Z d3p0 exp�� i~pr� e �(p) ��~i exp� i~p0r� ddp0 e (p0)�= 1(2�~)3 Z d3r Z d3p Z d3p0 e �(p) exp�� i~ (p� p0)r� ��~i ddp0 � e (p0)= 1(2�~)3 Z d3p Z d3p0 e �(p) ��~i ddp0 � (2�~)3=2 Æ(p� p0) e (p0)= Z d3p e �(p) ��~i ddp� e (p)Damit haben wir jetzt eine Darstellung des Ortsoperators im Impulsraum:r ���p = �~i ddp (3.11)Dies ist aber nihts anderes als der analoge Ausdruk wie f�ur die Darstellung des Impulsoperators imOrtsraum bp ���x = i~ ddx : (3.12)F�ur die Berehnung der Erwartungswerte gilt also:hri = Z d3r  �(r) r (r) = Z d3p e �(p)�i~rp� e (p)hpi = Z d3r  �(r)��i~rp� (r) = Z d3p e �(p)p e (p)Folgerung PhysikalishenObservablen werden (lineare hermiteshe) Operatoren zugeordnet, die abh�angigvon der Darstellung sind.3.4 Operatoren in der QuantenmehanikLineare Operatoren bA wirken auf eine Linearkombination von Wellenfunktionen durh:bA (� 1 + � 2) = � bA 1 + � bA 2 mit �; � 2 C



Kapitel 3. Quantenmehanishe Grundbegri�e 30Der Erwartungswert ist dann: h bAi = Z  �(x)� bA(x) (x)� dxh bAi � = Z � bA(x) (x)� (x) dxAls adjungierten Operator de�nieren wir dann den Operator bAy, f�ur welhen gilt:Z � bA(x) (x)��  (x) = Z  �(x)� bA(x) (x)� dxZ  �(x) bA�(x) (x) dx = Z  �(x) bA (x) dxF�ur hermiteshe Operatoren (wie z.B. bH) gilt dannh bHi � = h b i = h bHyi F�ur alle  (x) soll dann gelten, da�Z � bH(x) (x)��  (x) dx = Z  �(x)� bH(x) (x)� dx = Z  �(x)� bH(x) (x)� dxErf�ullt bH dies Bedingung, mu� also gelten da� bHy = bH .Dira'she Shreibweise f�ur SkalarprodukteUm im Folgenden die Shreibweise ein wenig zu vereinfahen und damit die Rehungen �ubersihtliher zugestalten, verwenden wir die von Dira eingef�uhrte Notation:hAi = Z d3x �(x; t)A (x; t) = h  (t) jA j  (t) i (3.13)Die damit neu eingef�uhrten Symbole hei�enbra : h  (t) j b=  �(x; t)ket : j  (t) i b=  (x; t)und h�angen mit der Wellenfunktion in folgender Weise zusammen: (x; t) = h x j  (t) i ;  �(x; t) = h  (t) j x i (3.14)Mit der Bezeihnung als Zustandsvektoren f�ur j  (t) i und h  (t) j ergibt sih, da� ein solher Vektordie Menge aller Eigenfunktionen des Systems enth�alt:h  (t) j = ( 1(t);  2(t);  3(t); � � �) ; j  (t) i = 0BBB�  1(t) 2(t) 3(t)... 1CCCA (3.15)Damit bietet sih dann auh direkt eine vereinfahte Shreibweise f�ur die Eigenfunktionen an: n(x) ! j n i und  �m(x) ! h m j (3.16)



Kapitel 3. Quantenmehanishe Grundbegri�e 31Hermite'she OperatorenDie Verallgemeinerung des bereits eingef�uhrten Ausdruks f�ur den ErwartungswerthAi = Z  �(x)A (x) d3x = h  jA j  ieines Operators A liefert das Matrixelementh  1 jA j  2 i = h  2 jA j  1 i � :Erf�ullt der Operator jetzt die Beziehung Ay = A, so nennt man diesen selbstadjungiert hermitesh.Setzen wir nun noh  1 =  2 =  , dann erhalten wir insbesondereh  jA j  i = h  jA j  i � :Die besondere Bedeutung hermitesher Operatoren liegt in ihrer Verkn�upfung mit experimentell bestimm-baren physikalishen Gr�o�en:(a) Observable werden durh hermiteshe Operatoren dargestellt.(b) Die Eigenwerte hermitesher Operatoren sind reel.Au�erdem gilt: Die Eigenfunktionen hermitesher Operatoren bilden ein vollst�andiges orthonormiertesSystem mit h  � j bH j  � i = Z  ��(x) bH  �(x) dx = h� Z  ��(x) �(x)| {z }=1 dxh  � j bH j  � i = h  � j  � i Æ�� :Das bedeutet: eine beliebige Wellenfunktion psi(x) l�a�t sih nah dem vollst�andigen System der Eigen-funktionen  �(x) entwikeln: (x) = X� �  �(x) mit � = Z  ��(x) (x) dxDaraus folgt dann unmittelbar, da�Z  ��(x) (x) dx = X� � Z  ��(x) �(x) dx| {z }Æ�� = � :In der Dira-Shreibweise l�a�t sih jetzt in kompakter Form notierenj  i = X� � j  � i mit � = h  � j  iBetrahten wir nun A j  1 i = a1 j  1 i ; A j  2 i = a2 j  2 i :Daraus bekommen wir h  2 jA j  1 i = h  2 j a1 j  1 i = a1 h  2 j  1 ih  1 jA j  2 i = h  1 j a2 j  2 i = a2 h  1 j  2 i



Kapitel 3. Quantenmehanishe Grundbegri�e 32mit der Di�erenz h  2 jA j  1 i � h  1 jA j  2 i = (a1 � a2) h  1 j  2 i :Ber�uksihtigen wir jetzt noh, da� h  2 jA j  1 i = a1 h  2 j  1 ih  2 jA j  1 i � = a1 h  2 j  1 i �( h  1 jA j  2 i �)� = a1 h  1 j  2 ih  1 jA j  2 i = a1 h  1 j  2 i ;also h  2 jA j  1 i = h  2 jA j  2 i ;dann haben wir f�ur unsere begonnen Rehnungh  1 jA j  2 i � h  2 jA j  1 i = 0 = (a1 � a2) h  1 j  2 i :Da f�ur die Eigenwerte aber gilt da� a1 6= a2, folgt alsoh  1 j  2 i = 0 :Das hei�t aber nihts anderes, als da� die zu A geh�origen Eigenfunktionen ein orthogonales System bilden.KommutatorenDie durh [A;B℄ = AB�BA (3.17)de�nierte Relation zwishen zwei Operatoren A;B hei�t Kommutatorrelation.(a) F�ur Impulsoperator P und Ortskoordinate Q in der Ortsdarstellung ist:[Pi;Qj ℄  (x; t) = �~i ��xi ; xj�  (x; t)= ~i � ��xi xj � xj ��xi�  (x; t)= ~i ��xj�xi  (x; t) + xj ��xi (x; t)� xj ��xi (x; t)�= ~i Æij  (x; t)[Pi;Qj ℄ = ~i Æij (3.18)(b) F�ur P und Q in der Impulsdarstellung ergibt sih[Pi;Qj ℄  (x; t) = �Pi;�~i ��pj �  (x; t)= �~i �pi ��pj � ��pj pi�  (x; t)



Kapitel 3. Quantenmehanishe Grundbegri�e 33= �~i �pi ��pj  (x; t) � �pi�pj  (x; t)� pi ��pj  (x; t)�= ~i Æij  (x; t)[Pi;Qj ℄ = ~i Æij (3.19)() F�ur eine beliebige Funktion f(x) der Ortskoordinate ist in der Ortsdarstellung[P; f(x)℄  (x; t) = �~i ��x ; f(x)�  (x; t)= ~i � ��xf(x)� f(x) ��x�  (x; t)= ~i ��f(x)�x  (x; t) + f(x) ��x (x; t)� f(x) ��x (x; t)�= ~i �f(x)�x  (x; t)[P; f(x)℄ = ~i ��x f(x) (3.20)3.5 Der lineare harmonishe Oszillator ohne spezielle Darstel-lungNahdem wir die Eigenwerte und Eigenfunktionen des linearen harmonishen Oszillators bereits aus derShr�odinger-Gleihung berehnet haben, wollen wir nun eine alternative Methode vorstellen, welhekeinen Gebrauh einer speziellen Darstellung von Ort- und Impulsoperator maht.Dazu sei zun�ahst noh einmal anDira-Notation erinnert: Wir hatten gefunden, da� die Eigenfunktionendes linearen harmonishen Oszillators ein vollst�andiges System orthogonaler Funktionen mit EigenwertenEn = ~!�n+ 12� ; n = 0; 1; 2; :::bilden. F�ur zwei solhe Funktionen  n und  m k�onnen wir auh shreiben n ! j n i �m ! h m j ) ! h m j n i = ÆmnDie Wellenfunktion des Grundzustandes shreibt sih demnah als j 0 i .Erzeugungs- und VernihtungsoperatorDer Hamilton-Operator f�ur den linearen harmonishen Oszillator warbH = bp2x2m + 12m!2bq2mit dem Kommutator f�ur Ortsoperator bq und Impulsoperator bp[bp; bq℄ = bpbq � bqbp = �i~



Kapitel 3. Quantenmehanishe Grundbegri�e 34Dadurh motiviert f�uhren wir jetzt als neue Gr�o�en den Erzeugungsoperator ba und den dazu adjungiertenVernihtungsoperator bay ein: ba = 1p2~ �pm!bq + i bppm!� (3.21)bay = 1p2~ �pm!bq � i bppm!� (3.22)Die so de�nierten Operatoren erf�ullen (a)� = � ayund die Kommutatorrelation[ba;bay℄ = babay � bayba= 12~ �m!bq2 � ibqbp+ ibpbq + bp2m! �m!bq2 � ibqbp+ ibqbp� bp2m!�= 12~ (ibqbp+ ibpbq � ibqbp+ ibpbq)= i~ (bpbq � bqbp) = i~ [bp; bq℄ = 1Wie wir noh sehen werden, haben beiden so de�nierten Operatoren gerade die Eigenshaft, da� dieErzeugung bzw. Vernihtung eines Quantums mit Energie (~!)=2 bewirken.Um die so de�nierten Operatoren aber auh wirklih f�ur den Hamilton-Operator des linearen harmoni-shen Oszillators verwenden zu k�onnen, ist es n�otig die Operatoren bq und bp durh die ba;bay auszudr�uken:ba+ bay = 2p2~pm!bq = r2m!~ bqbq = r ~2m! (ba+ bay)bq2 = ~2m! �ba2 + babay + bayba+ (bay)2�ba� bay = 2ip2~ bppm! = ir 2~m! bpbp = �ir~m!2 (ba� bay)bp2 = �~m!2 �ba2 � babay � bayba+ (bay)2�Einsetzen in den Hamilton-Operator gibt jetztbH = bp22m + 12m!2bq2= �~!4 �ba2 � babay � bay + (bay)2�+ ~!4 �ba2 + babay + bayba+ (bay)2�= ~!4 �ba2 + babay + bay + (bay)2 � ba2 + babay + bayba� (bay)2�= ~!4 �2babay + 2bayba�



Kapitel 3. Quantenmehanishe Grundbegri�e 35= ~!2 �babay + bayba� x [ba;bay℄ = 1= ~!2 �1 + bayba+ bayba�= ~!2 �1 + 2bayba�= ~!�bayba+ 12�= ~!�bn+ 12�Der im letzten Shritt neu eingef�uhrte Operator bn = bayba (3.23)hei�t Besetzungszahloperator. Da alle weiteren Gr�o�en des Hamilton-Operators Konstanten sindfolgt aus der Hermitezit�at von bH da� auh bn ein hermitesher Operator ist. Mit diesem l�a�t sih dieShr�odinger-Gleihung f�ur den harmonishen Oszillator umshreiben:bH	(x) = E	(x)~!�bn+ 12�	n(x) = ~!�n+ 12�	n(x)bn j n i = n j n i (3.24)L�osung des EigenwertproblemsF�ur die L�osung des Eigenwertproblems ist jetzt zu zeigen, da�(a) j n i ist Eigenzustand zu bn und es gilt die Eigenwertgleihungbn j n i = n j n i mit n = 0; 1; 2; ::: (3.25)(b) Die beiden Operatoren ba+ bzw. ba erf�ullen die Eigenwertgleihungenba+ j n i = (n+ 1) j n i bzw. ba j n i = (n� 1) j n i (3.26)Zu Untersuhung der Eigenwerte von ba+ und ba ben�otigen wir zun�ahst deren Kommutatoren mit bn. UnterBer�uksihtigung, da� f�ur drei Operatoren A;B und C gilt[AB;C℄ = A [B;C℄ + [A;C℄ Berhalten wir dann:[bn;ba℄ = �ba+ba;ba� = ba+ [ba;ba℄ + �ba+;ba� ba = �ba ! bnba = babn� ba�bn;ba+� = �ba+ba;ba+� = ba+ �ba;ba+�+ �ba+;ba+� ba = ba+ ! bnba+ = ba+bn+ ba+Angewendet auf einen Zustand j n i bekommen wirbn�ba+ j n i� = ba+ �bn j n i�+ ba+ j n i = (n+ 1)ba+ j n i



Kapitel 3. Quantenmehanishe Grundbegri�e 36Demnah ist also ba+ j n i Eigenzustand zum Eigenwert (n+ 1). Analog dazu istbn�bn j n i� = ba�bn j n i� = (n� 1)�ba j n i�Wir halten also fest: ba j n i = n�1 j n� 1 iba+ j n i = n+1 j n+ 1 iDie beiden Zahlen n�1 und n+1 sind Normierungskonstanten; um diese zu bestimmen shreiben wirh n j bn j n i = n h n j n i = h a jba+ba j n i= n�1 h n jba+ j n� 1 i= n�1 h n� 1 jba j n i �= jn�1j2 h n� 1 j n� 1 i= jn�1j2Somit ist n�1 also bis auf einen globalen Phasenfaktor bestimmt:n�1 = 1pn ei'Damit �nden wir also j n� 1 i = 1pn ba j n iVollkommen analog zu dieser Rehnung ergibt sih f�ur ba+h n jbaba+ j n i = j n i (baba+ + 1) j n i = jn+1j2 h n+ 1 j n+ 1 ij n+ 1 i = 1pn+ 1ba+ j n iAls n�ahstes m�ussen wir zeigen, da� die Eigenwerte von bn nur Werte gr�o�er gleih Null annehmen (n � 0).Multiplikation der Eigenwertgleihung mit h n j ergibtbn j n i = n j n i ! h n j bn j n i = n h n j n i = nSetzen wir jetzt noh die De�nition von bn durh den Erzeugungs- und Vernihtungsoperator ein, so folgt:h n jba+ba j n i = �ba j n i�� �ba j n i� = ��� ba j n i ���2 = jn�1j2 � 0! Hier mu� eigentlih noh gezeigt werden, da� n 2 N.Jetzt m�ussen wir allerdings nahpr�ufen, welhes denn der kleinste Wert ist, den n annehmen kann. Daf�ursetzen wir j nmin i = 0 mit h 0 j 0 i = 1Nohmalige Anwendung des Vernihtungsoperators ba gibt demnahba j nmin i = 0



Kapitel 3. Quantenmehanishe Grundbegri�e 37Damit gilt aber auh h nmin jba+ba j nmin i = h nmin j bn j nmin i = nmin = 0Wegen j n+ 1 i = 1pn+ 1 ba+ j n ik�onnen wir dann f�ur den n-ten Zustand shreibenj 1 i = 1p1 ba+ j 0 ij 2 i = 1p1p2 (ba+)2 j 0 ij 3 i = 1p1p2p3 (ba+)3 j 0 i� � �j n i = 1pn! (ba+)n j 0 iF�ur die Eigenwertgleihung folgt:bH j n i = En j n i = ~!�bn+ 12� j n i ! En = ~!�n+ 12�Ortsdarstellung des GrundzustandesEinsetzen der Ausdr�uke f�ur bq = x und bp = �i~ ddx in den Erzeugungsoperator ba ergibtba = 1p2~ �pm!bq + i bppm!� = 1p2~ �pm!x+ ~pm! ddx� :Damit k�onnen wir den Grundzustand ba j 0 i = 0jetzt in folgender Weise umshreiben:ba j 0 i = 0 = Z dx0 ba j x0 i h x0 j 0 ih x jba j 0 i = 0 = Z dx0 h x jba j x0 i h x0 j 0 i x h x0 j 0 i =  0(x0)= Z dx0 1p2~ �pm!x+ xpm! ddx� Æ(x � x0) 0(x0)= 1p2~ �pm!x+ ~pm! ddx�  0(x)F�ur die Wellenfunktion des Grundzustandes erhalten wir also die Differentialgleihung�m!~ x+ ddx�  0(x) = 0



Kapitel 3. Quantenmehanishe Grundbegri�e 38Wie sih dann direkt durh Einsetzen nahrehnen l�a�t ist die L�osung 0(x) = C0 exp��m!2~ x2� (3.27)die Wellenfunktion des Grundzustandes in der Ortdarstellung. H�oher liegende Zust�ande lassen sih dannmittels des Erzeugungsoperators gewinnen: 1(x) = ba 0(x) = C1p2~ �pm!x+ ~pm! ddx� exp��m!2~ x2� ; ::: ;  n(x) = (ba)n  0(x)3.6 Wahrsheinlihkeit in der QuantenmehamikBereits in Kapitel 1 wurde auf die Interpretation der Wellenfunktion als Wahrsheinlihkeit eingegangen.An dieser Stelle gehen wir jetzt auf die Untershiede zur Interpretation in der klassishen Physik ein.(a) Das grundlegende Konzept der Wahrsheinlihkeit �andert sih in der Quantenmehanik niht; dieWahrsheinlihkeit Pi f�ur das Eintreten von Ereignissen Ei ist gegeben durhPi = Anzahl der ErgebnisseEiGesamtanzahl der m�oglihen Ergebnisse(b) Die Art in der Wahrsheinlihkeiten berehnet werden, untersheidet sih fundamental von der in derklassishen Physik. Betrahten wir dazu ein mit Elektronen durhgef�uhrtes Doppelspalt-Experiment:Klassish bewegt sih das Elektron entweder durh Spalt 1 oder durh Spalt 2. Bezeihnet P1(x) dieWahrsheinlihkeit f�ur den Durhgang des Elektrons durh Spalt 1 und P2(x) die Wahrsheinlihkeitf�ur den Durhgang durh Spalt 2, dann ist die Wahrsheinlihkeitsverteilung auf einem Shirm hinterdem Doppelspalt Pklassish(x) = P1(x) + P2(x)Experimentell �ndet man allerdings ein anderes Ergebnis.In der Quantenmehanik �ndet die Beshreibung zun�ahst durh Wahrsheinlihkeitsamplitu-den �(x) = �1(x) + �2(x)Die Wahrsheinlihkeit wird dann berehnet alsP (x) = j�(x)j2 = ��(x)�(x)Demnah ergeben sih, als Neuerung gegen�uber dem klassishen Bild, Interferenzterme zwishen denbeiden EinzelwahrsheinlihkeitenP1(x) = j�1(x)j2 und P2(x) = j�2(x)j2() Der Vorgang der Beobahtung selber hat Einu� auf den Ausgang des Experiments. Bleiben wir beidem Beispiel des Doppelspaltexperiments, so zerst�ort die gleihzeitige Beobahtung, durh welhenSpalt sih das Elektron bewegt, das Interferenzmuster.(d) Klassish besteht prinzipiell die M�oglihkeit zwei Me�gr�o�en mit beliebiger Genauigkeit zu bestim-men; dies ist in der Quantenmehanik niht mehr m�oglih. Insbesondere verbietet die Heisen-bergshe Unsh�arferelation prinzipiell die simultane exakte Messung bestimmter Kombinationenvon Gr�o�en.



Kapitel 3. Quantenmehanishe Grundbegri�e 39Der Untershied zwishen klassisher und quantenmehanisher Wahrsheinlihkeit l�a�t sih auh anhandder Behandlung von m�oglihen Alternativen sehen:(a) Exklusive AlternativeF�ur das angesprohene Doppelspaltexperiment sind Spalt 1 und Spalt 2 exklusive Alternativen,d.h. durh Shlie�en eines Spaltes oder Beobahtung des zur�ukgelegten Weges, l�a�t sih eine derM�oglihkeiten ausshliessen. Das hierdurh gegebene Konzept ist das von klassishen Wahrshein-lihkeiten.(b) Interferierende AlternativeDies ist der Fall, wenn sih das Teilhen auf zwei oder mehreren Wegen bewegen kann, ohne dasdabei mittels einer Messung versuht wird festzustellen, auf welhem Weg sih das Teilhen dennnun bewegt. Die Wahrsheinlihkeit wird dann gegeben durh das Quadrat einer additiv zusammen-gesetzten Wahrsheinlihkeitsamplitude.P (x) = �����Xi �i(x)�����2Stellen wir also f�ur den Doppelspalt-Versuh die Frage, wie viele Elektronen auf einem Shirm imBereih [�1; 1℄ auftre�en, so erhalten wirP ([�1; 1℄) = +1Z�1 P (x) dxBeispiel: Kern-Kern-Streuung im ShwerpunktsystemBetrahten wir die Streuung von Kernen im Shwerpunktsystem (Abb. 3.1). Sei �AB!12 die Wahr-sheinlihkeitsamplitude f�ur die Streuung des einlaufenden Teilhens A (B) nah 1 (2), analog dazu�AB!21 f�ur die Streuung A (B) nah 2 (1). Ferner sei�AB!12 = �AB!21 :Es gibt jetzt zwei Alternativen:(a) F�ur zwei vershiedene Teilhen A 6= B sind die �UbergangswahrsheinlihkeitenPA = j�AB!12j2 ; PB = j�AB!21j2und somit ist f�ur die Messung eines Teilhens in Rihtung 1P1 = PA + PB = 2PA(b) F�ur zwei identishe Teilhen A = B ist keine Identi�zierung mehr m�oglih, welhes Teilen nun inwelhe Rihtung gestreut wurde. Demzufolge ergibt sih f�ur die Beobahtungswahrsheinlihkeiteines Teilhens in Rihtung 1 P1 = j�AB!12 + �AB!21j2 = 4PA
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Abbildung 3.1: Kern-Kern-Streuung im CMS� Spezielle Literatur[3.1℄ R.N. Braewell, The Fourier Transform and its Appliations, MGraw-Hill 1978�Ubungsaufgaben�Ubung 3.1 { Kommutatoren. Der Kommutator zweier Operatoren A und B ist de�niert durh[A;B℄ = AB�BA :Zeigen Sie: [A; (B+C)℄ = [A;B℄ + [A;C℄[A;BC℄ = [A;B℄ C+B [A;C℄[A; [B;C℄℄ + [B; [C;A℄℄ + [C; [A;B℄℄ = 0�Ubung 3.2 { Impulsraumdarstellung. Transformieren Sie die eindimensionale Shr�odinger-Gleihung� ~22m �2�x2  (x) + V (x) (x) = E  (x)in die Impulsdarstellung. Dabei ist e (p) = 1p2�~ +1Z�1  (x) e�i px~ dx :Geben Sie das Ergebnis f�ur die Potentiale V (x) = V0 os(ax) und f�ur ein beliebiges periodishes Potential,V (x + b) = V (x), explizit an.



Kapitel 3. Quantenmehanishe Grundbegri�e 41�Ubung 3.3 { Kommutatoren und Erwartungswerte. Gegeben sei ein vollst�andiger Satz von sta-tion�aren Eigenzust�anden des Hamilton-Operators H:H n(x) = En  n(x) mit n = 1; 2; :::1. Zeigen Sie, da� f�ur einen beliebigen Operator A gilt:+1Z�1  �n(x) [A;H℄  n(x) = 0 :2. Sei H nun der Hamilton-Operator eines Teilhens in einer Dimension mit einem beliebigen, di�e-renzierbaren Potential V (x).(a) Berehnen Sie [H;P℄, [H;X℄ und [H;XP℄(b) Zeigen Sie +1Z�1  �n(x)P n(x) dx = 0() Welher Zusammenhang besteht zwishen dem Erwartungswert der kinetishen EnergieTn = 1Z�1  �n(x) P22m  n(x) dxund dem Matrixelement 1Z�1  �n(x) �V (x)�x  n(x) ?(d) Stellen Sie den Zusammenhang her zwishen dem Erwartungswert der kinetishen Energie unddem Erwartungswert der potentiellen EnergieVn = 1Z�1  �n(x)V (x) n(x) dxf�ur den Fall, da� das Potential die Form V (x) = V0 x� (� = 2; 4; :::) hat.�Ubung 3.4 { Hermiteshe Operatoren.1. Untersuhen Sie, ob die Operatorenp = ~i rx und p0 = ~rxgermitesh sind.2. Es sei A ein hermitesher Operator. Zeige, da� Eigenvektoren zu untershiedlihen Eigenwertenorthogonal zueinander stehen.3. SeienA;B hermitesh, [A;B℄ = 0 und �a; �b Eigenzust�ande. Zeigen Sie, da�B�a auh ein Eigenwertzu A ist. Zeigen Sie, da� es ein System simultaner Eigenzust�ande von A und B gibt. Was bedeutetdies?



Kapitel 3. Quantenmehanishe Grundbegri�e 42�Ubung 3.5 { Photonenzust�ande. Es beshreibe j k i = ay(k) j 0 i ein Photon mit der Energie ~!(k)und entsprehend j k1; k2 i = ay(k1) ay(k2) j 0 i zwei Photonen mit Energien ~!(k1) und ~!(k2), usw.Betrahten Sie den Operator P = Z d3k(2�)3 ~ k ay(k) a(k)und berehnen Sie die Kommutatoren �P; ay(k)� und [P; a(k)℄. Was ergibt also die Anwendung von P aufdie Zust�ande j k1; k2; : : : i ?�Ubung 3.6 { Erzeugende Funktion der Hermiteshen Polynome. Die erzeugende Funktion derhermiteshen Polynome Hn(z) lautetS(z; s) = e�s2+2sz = 1Xn=0 Hn(z)n! snMan kann die erzeugende Funktion zur Berehnung von Matrixelementen zwishen den Zust�anden desharmonishen Oszillators verwenden, indem man Ausdr�uke der Formf(z)S(z; s)S(z; s0)e�z2betrahtet. Integrieren sie diese von �1 bis1. Entwikeln sie das Resultat in eine Potenzreihe in ss0 undf�uhren sie einen KoeÆzientenvergleih durh.(a) Zeigen sie, da� das System der Eigenfunktionen  n(x) des eindimensionalen harmonishen Oszilla-tors,  n(x) =r �p�2nn!Hn(�x)e��2x22 ; � = m!~orthonormiert ist.(b) Berehnen sie die folgenden Matrixelemente zwishen den Eigenfunktionen  n(x) des eindimensio-nalen harmonishen Oszillators1Z�1  �n(x)x m(x) dx ; 1Z�1  �n(x)x2  m(x) dx() Berehnen sie entsprehende Matrixelemente f�ur p und p2. Geben Sie �x ��px an.(d) Berehnen sie den Erwartungswert der potentiellen Energie hV (x)i in jedem Zustand  n(x).



4 Das Zentralfeld-Problem
F�ur den Fall eines zentral-symmetrishen Feldes vereinfaht sih das Potential zu einer Funktion desradialen Abstandes allein: V = V (jrj) = V (r) (4.1)Die Kraft l�a�t sih demnah in folgender einfaher Weise, analog dem Kepler-Problem der klassishenMehanik, shreiben als K = �rV (r) = f(r)rr (4.2)Aus dem Energiesatz erh�alt man dannE = p22m + V = m2 _r2 + V (jr(t)j) (4.3)dEdt = m _r�r+rV (r)_r = (m�r+rV (jrj)) _r = 0 (4.4)Weiter gilt au�erdem der DrehimpulssatzL = r� p �! dLdt = _r� p+ r� _p = 0 (4.5)F�ur den �Ubergang zur Quantenmehanik verwendet man nunEnergie �! bH Drehimpuls �! bJDamit ist analog zur klassishen Mehanik h bH; bJ2i = 0 (4.6)4.1 Quantentheorie des DrehimpulsesKlassish ist der Drehimpuls gegeben durhJ = r� p mit den Komponenten Ji = �ijkrjpkDaran �andert sih auh in der Quantenmehanik prinzipiell nihts. Allerdings haben wir es nun niht mehrmit Vektoren, sondern mit Operatoren zu tun. Ersetzen wir nah dem Korrespondenzprinzipr ! br und p ! �i~ ��r = �i~rr = ~irr (4.7)



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 44so erhalten wir bJ = �i~ (r�r) ; (4.8)oder bei Ausshreiben der einzelnen Komponenten:bJx = ~i �y ��z � z ��y� ; bJy = ~i �z ��x � x ��z� ; bJz = ~i �x ��y � y ��x� (4.9)Damit l�a�t sih also jetzt shon sehen, da� zwei untershiedlihe Komponenten niht miteinander vertau-shen: h bJi; bJki = bJi bJk � bJk bJi 6= 0 f�ur Pi 6= Pk (4.10)Hierauf werden wir jetzt im Folgenden noh genauer eingehen.Kommutierende OperatorenRelationen, wie wir sie mit (4.10) eingef�uhrt haben, sind in der Quantenmehanik von fundamentalerBedeutung. So bezeihnet wir h bA; bBi = bA bB � bB bA (4.11)als den Kommutator zweier Operatoren bA und bB. F�ur zwei Operatoren gilt folgenderSatzWenn zwei hermiteshe Operatoren kommutieren, d.h. die Relation (4.11) identish Nullerf�ullen, dann besitzen sie ein vollst�andiges Orthogonalsystem gemeinsamer Eigenfunktionen.h bA; bBi� = 0 , bA j n i = an j n ibB j n i = bn j n iDie zu bA und bB geh�orenden Observablen k�onnen dann gleihzeitig beliebig genau gemessenwerden.Beweis: Wir zeigen nun den obigen Satz naheinander in beide Rihtungen.(() Gegeben sei zun�ahst ein vollst�andiges System orthonormaler Eigenfunktionen j n i . Dannergibt sih aus den Eigenwertgleihungen von bA und bB:bA j n i = an j n i ! bB bA j n i = bBan j n i = bnan j n ibB j n i = bn j n i ! bA bB j n i = bAbn j n i = anbn j n iAus der Subtraktion der beiden Gleihungen erhalten wir dannbB bA� bA bB = 0 ! h bB; bAi = 0Die beiden Operatoren bA und bB kommutieren also wie gefordert.



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 45()) Seien j n i und j m i zwei orthonormierte Eigenfunktionen. Dann gilth m j bB j n i = Æmn h n j bB j n i :Verwenden wir dies bei Einf�ugen eine vollst�andigen Systems orthonomierter Funktionen, dannerhalten wir bB = Xm Xn j m i h m j bB j n i h n j= Xm Xn j m i h n j bB j n i h n j n i Æmn= Xm j m i h m j bB j m i h m jWenden wir dies nun auf eine gemeinsame Eigenfunktion von bA und bB, mit bA j n i = an j n i ,so �nden wir: bB j n i = Xm j m i h m j bB j m i h m j n i= j n i h n j bB j n i= bn j n iDabei ist bn = h n j bB j n igerade der Eigenwert von bB zur gemeinsamen Eigenfunktion von bA und bB. 2Bevor wir uns den Vertaushungsrelationen des Drehimpulsoperators zuwenden, betrahten wir noh fol-genden Ausdruk: [AB;C℄ = ABC � CAB= ABC � CAB +ACB �ACB= A (BC � CB) + (AC � CA)B= A [B;C℄ + [A;C℄BWir �nden also, da� [AB;C℄ = A [B;C℄ + [A;C℄B ; (4.12)was sih als n�utzlih f�ur die Berehnung von Kommutatorrelationen mit dem Quadrat eines Operatorserweisen wird. In gleiher Weise erhalten wir analog[A;BC℄ = [A;B℄C +B [A;C℄ (4.13)Kommutatorrelationen des DrehimpulsesVertaushung zweier Komponenten. Berehnen wir nun also den Kommutator f�ur Komponentendes Drehimpulses, wie wir es bereits in (4.10) angedeutet haben:[ bJx; bJy℄ = [yPz � zPy; zPx � xPz ℄= [yPz; zPx℄� [yPz; xPz ℄� [zPy; zPx℄ + [zPy; xPz ℄



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 46= yPzzPy � zPxyPz �yPzxPz + xPzyPz| {z }=0 �zPyzPx + zPxzPy| {z }=0 +zPyxPz � xPzzPy= y (Pzz � zPz)Px + x (zPz � Pzz)Py= y [Pz; z℄Px + x [z; Pz℄Py x [z; Pz℄ = i~= i~ (xPy � yPx)= i~ bJzDamit k�onnen wir auh shreiben h bJi; bJki = i~ �ijk bJk (4.14)Vertaushung mit dem Drehimpulsquadrat. Welhe Vertaushungsrelation l�a�t sih f�ur das Qua-drat des Drehimpulsoperators und eine weitere beliebige Komponente �nden? Unter Ber�uksihtigung,da� bJ2 = 3Xi=1 bJ2i = bJ21 + bJ22 + bJ23k�onnen wir shreiben:h bJ2; bJii = " 3Xi=1 bJ2i ; bJk# = 3Xi=1 h bJi bJi; bJki = 3Xi=1 bJi h bJi; bJki+ 3Xi=1 h bJi; bJki bJiF�ur die verbleibenden Vertaushungsrelationen ergeben sih jetzt nah (4.14) folgende M�oglihkeiten:h bJi; bJii = 0 ; h bJi�1; bJii = i~ bJi+1 ; h bJi+1; bJii = �i~ bJi�1Einsetzen ergibt dann:h bJ2; bJki = bJk�1 h bJk�1; bJki+ bJk+1 h bJk+1; bJki+ h bJk�1; bJki bJk�1 + h bJk+1; bJki bJk+1= bJk�1 �i~ bJk+1�+ bJk+1 ��i~ bJk�1�+ �i~ bJk+1�+ ��i~ bJk�1� bJk+1= i~� bJk�1 bJk+1 � bJk+1 bJk�1 + bJk+1 bJk�1 � bJk�1 bJk+1�= 0Das bedeutet aber, da� es simultane Eigenfunktionen zu bJ2 und einer weiteren Komponente bJi gibt; wirerhalten damit einen Satz von zwei QuantenzahlenbJ2 j JiM i = aj~2 j JiM i ; bJz j JiM i = bM~ j JiM i ;wobei J und M sowohl ganzzahlige, als auh halbzahlige Werte annehmen k�onnen. F�ur bJi wird, wiebereits angedeutet, h�au�g eine entsprehend orientierte z-Ahse als ausgezeihnete Rihtungskomponentebenutzt.Eigenwerte zum DrehimpulsoperatorBehauptung 1: F�ur die beiden soeben eingef�uhrten Quantenzahlen aj und bM gilt:aj = J(J + 1) und bM =M ;wobei �J �M � +J .



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 47Zur Vorbereitung des Beweises shieben wir allerdings einen Zwishenshritt ein. So de�nieren wir mit bJxund bJy zun�ahst die beiden LeiteroperatorenbJ+ = bJx + i bJy und bJ� = bJx � i bJy : (4.15)Die hiermit m�oglihen Bildungen eines Produktes sindbJ� bJ� = � bJx + i bJy� � bJx � i bJy�= bJx bJx � i bJx bJy � i bJy bJx + bJy bJy= bJ2x + bJ2y � i� bJy bJx � bJx bJy� x �i~ bJz= bJ2x + bJ2y � ~ bJz= bJ2 � bJ2z � ~ bJz ; (4.16)so da� wir f�ur den Kommutator von bJ+ und bJ� erhaltenh bJ+; bJ�i = bJ+ bJ� � bJ� bJ+ = � bJ2 � bJ2z + ~ bJz�� � bJ2 � bJ2z � ~ bJz� = 2~ bJz (4.17)Dementsprehend bekommen wir f�ur den Antikommutator1n bJ+; bJ�o = bJ+ bJ� + bJ� bJ+ = � bJ2 � bJ2z + ~ bJz�+ � bJ2 � bJ2z � ~ bJz� = 2� bJ2 � bJ2z� (4.18)Aus der letzten Gleihung �nden wir, da� sih bJ2 auh shreiben l�a�t alsbJ2 = 12 � bJ+ bJ� + bJ� bJ+�+ bJ2z :Da es ja unser Vorhaben ist, die Eigenwerte von bJ2 und bJz zu identi�zieren, berehnen wir noh diezugeh�origen Vertaushungsrelationen mit den Leiteroperatoren:h bJ2; bJ�i = 0 (4.19)h bJz ; bJ�i = h bJz; bJx � i bJyi= h bJz; bJxi� i h bJz; bJyi= i~ bJy � i��i~ bJx�= �~� bJx � i bJy�= �~ bJ� (4.20)Die letztere Beziehung k�onnen wir noh in allgemeinerer Weise verstehen:Behauptung 2: F�ur die z-Komponente bJz des Drehimpulses und die n-te Potenz eines der Leiteropera-toren gilt: h bJz ; bJn�i = �n~ bJn� (4.21)1 In den B�uhern �nden sih hierf�ur i.d.R. vershiedene Shreibweisen; so ist sowohl [A;B℄+ als auh fA;Bg eine gebr�auhliheNotation f�ur den Antikommutator.



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 48Beweis: Wir verwenden vollst�andige Induktion. F�ur n = 1 haben wir die Beziehung ja bereits obenexplizit berehnet. F�ur den Induktionsshritt (n) ! (n+ 1) ergibt sih:h bJz ; bJn+1� i = h bJz; bJn� bJ�i= h bJz; bJn�i bJ� + bJn� h bJz; bJ�i= ��n~ bJn�� bJ� + bJn� ��~ bJ��= �n~ bJn+1� � ~ bJn�= �(n+ 1) ~ bJn+1�Damit haben wir also die G�ultigkeit der obigen Behauptung 2 gezeigt. 2An dieser Stelle k�onnen wir jetzt auh genauer erkl�aren, warum wir die bJ� Leiteroperatoren genannthaben. Untersuhen wir n�amlih die Wirkung von bJz auh einen Zustand bJ� j JiM i so �nden wir unterBenutzung der Vertaushungsrelationen:bJz bJ� j JiM i = � bJ� bJz � ~ bJ�� j JiM i= bJ� bJz j JiM i � ~ bJ� j JiM i= bM~ bJ� j JiM i � ~ bJ� j JiM i= ~ (bM � 1) bJ� j JiM iWir sehen also, da� die Anwendung von bJ� auf einen Eigenvektor von bJz den Eigenwert um �1 ver�andert.Bei einer n-fahen Anwendung ergibt sih demnah alsobJz bJn� j JiM i = ~ (bM � n) j JiM i ;d.h. die Anwendung des Operators bJ� f�uhrt zu einer shrittweisen Bewegung auf der \Leiter" der Eigen-werte. Bei analoger Rehnung mit bJ2 �nden wirbJ2 bJ� j JiM i = bJ� bJ2 j JiM i = ~2aj bJ� j JiM i ;d.h. die Eigenwerte des zum Quadrat des Drehimpulsoperators bleiben unver�andert.Wenden wir uns nun aber endlih wieder der Behauptung 1 vom Beginn dieses Abshnitts zu:Beweis: (a) Wie wir gesehen haben, lassen sih die Eigenwerte zu bJz mittels bJ� in Shritten von �~erh�ohen bzw. erniedrigen. Die Frage ist dann nat�urlih, ob sih diese Operation in unbegrenzterWeise fortf�uhren l�a�t. Wenn dies niht der Fall ist, dann mu� n sowohl nah oben als auh nahunten begrenzt sein.Setzen wir jetzt j  i = j JiM i . Dann ist der Erwartungswert f�ur bJ2h  j bJ2 j  i = h  j ~2aj j  i = ~2ajoder ausgedr�ukt durh die Komponentenh  j bJ2 j  i = h  j bJ2x j  i + h  j bJ2y j  i + h  j bJ2z j  iDa aber die bJi hermiteshe Operatoren sind gilt bJyi = bJi und damith  j bJ2i j  i = h  j bJyi bJi j  i = ��� bJi j  i ���2



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 49bzw. f�ur bJ2 h  j bJ2 j  i = ��� bJx j  i ���2 + ��� bJy j  i ���2 + ��� bJz j  i ���2 � ��� bJz j  i ���2F�ur die Eigenwerte bedeutet die letzte Ungleihung aber, da�~2aj � ~2b2M ! paj � bM � �pajDas bedeutet also, da� die Eigenwerte zu bJz durh die Eigenwerte zu bJ2 eingeshr�ankt werden.(b) Bezeihnen wir nun mit Mmax (Mmin) die untere (obere) Shranke von M . Dann gilt f�ur dieerneute Anwendung von bJ+ ( bJ�) auf einen Zustand mit maximalem (minimalem) MbJz bJ+ j �j ;Mmax i = ~ (Mmax + 1) bJ+ j �j ;Mmax i = 0bJz bJ� j �j ;Mmin i = ~ (Mmin � 1) bJ� j �j ;Mmin i = 0Ebenso gilt aber auhbJ� bJ+ j �j ;Mmax i = 0 = � bJ2 � bJ2z � ~ bJz� j �j ;Mmax i = ~ ��j �M2max �Mmax�so da� wir f�ur �j �nden �j =Mmax (Mmax + 1) :In analoger Weise erhalten wir bei Vertaushung von bJ� und bJ+ und Anwendung auf j �j ;Mmin ibJ+ bJ� j �j ;Mmin i = 0 ! �j =Mmin (Mmin + 1) :Die Eigenshaften der Leiteroperatoren erm�oglihen noh einen weiteren Zusammenhang zwishenMmin und Mmax:bJz bJ� j �j ;Mmax i = ~ (Mmax � n) bJn� j �j ;Mmax i = ~mmin bJn� j �j ;Mmax iNehmen wir nun die bisher gefundenen Eigenshaften von �j zusammen, so ergibt sih�j = Mmax (Mmax + 1) = Mmin (Mmin � 1)= (Mmax � n) (Mmax � n� 1)= M2max + n2 � 2nMmax + n�MmaxDaraus k�onnen wir nun eine Bedingung f�ur Mmax ableiten:M2max +Mmax = M2max + n2 � 2nMmax + n�Mmax2Mmax = n2 � 2nMmax + n2Mmax(1 + n) = n(n+ 1)Mmax = n2Eine analoge Rehnung f�ur Mmin liefert Mmin = �n2Verwenden wir jetzt noh die durhaus gebr�auhlihere NotationJ �Mmax = n2 ; �J �Mmin � n2



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 50dann erhalten wir endlih die gesuhte Eigenwertgleihung f�ur bJ2:bJ2 j J;M i = J(J + 1) j J;M i (4.22)2Eigenwerte von bJzEine direkte Herleitung der Eigenwertgleihung f�ur den Drehimpulsoperator ergibt sih aus der Be-trahtung der Eigenfunktionen [13℄: F�ur die homogenen Polynome Flm(x) vom Grade l mit den Ei-genshaften F (�x) = �l F (x) ; �F (x) = 0ergibt sih bei Anwendung des Drehimpulsoperators bJzbJzFlm = ~mFlmF�ur ein gegebenes J kann M nun (2J + 1) Werte annehmen:J M1=2 �1=2; 1=21 �1; 0; 13=2 �3=2;�1=2; 1=2; 3=22 �2;�1; 0; 1; 2Dieses Resultat l�a�t sih aber auh geometrish interpretieren: Zum DrehimpulsquadratbJ = ~pJ(J + 1)gibt es (2J + 1) vershiedene Einstellm�oglihkeiten der z-Komponente.Normierung des EigenfunktionensystemsBilden die j J;M i ein orthogonales und normiertes Funktionensystem, so isth J 0;M 0 j J;M i = ÆJ0J ÆM 0M :Wie bereits gesehen ergibt die Anwendung eines der Leiteroperatoren auf eine EigenfunktionbJ� j J;M i = � j J;M � 1 i ;wobei � eine noh zu bestimmende Porportionalit�atskonstante ist. Damit erhalten wir aber auhh J;M j bJy� bJ� j J;M i = j�j2 h J:M j J;M i = j�j2 :Der dabei benutzte Operator bJy� l�a�t sih aber auh shreiben alsbJy� = � bJx � i bJy�y = bJyx � i bJyy = bJx � i bJy = bJ� ;



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 51so da� alternativh J;M j bJ� bJ� j J;M i = h J;M j � bJ2 � bJ2z � ~ bJz� j J;M i= �~2J(J + 1)� ~2M2 � ~2M� h J;M j J;M i= ~2 �J(J + 1)�M2 �M� :Damit k�onnen wir jetzt auh die Konstante � identi�zieren:j�j2 = ~2 �J(J + 1)�M2 �M�� = ~pJ(J + 1)�M2 �M = ~p(J �M)(J �M + 1) :Damit bekommen wir f�ur zwei durh die Anwendung von bJ� auseinander hervorgehende Eigenfunktionen:j J;M + 1 i = 1pJ(J + 1)�M2 �M bJ�~ j J;M iDies l�a�t sih jetzt noh weiter verallgemeinern: Wie wir ja gesehen hatten, nimmt M Werte zwishen +Jund �J an; das bedeutet vor allen Dingen, da� sih Zust�ande j J;M i durh sukzessive Anwendung vonbJ� auf j JJ i erzeugen lassen:j J;M i =s (J +M)!(2J)! (J �M)!  bJ�~ !J�M j J; J i (4.23)Gleihes gilt nat�urlih auh f�ur die entsprehende Anwendung von bJ+ auf j J;�J i :j J;M i =s (J �M)!(2J)! (J +M)!  bJ+~ !J+M j J;�J i (4.24)Matrix-Darstellung des DrehimpulsesShreibt man die Erwartungswerte von bJ2 und bJz als Matrixelementeh JM 0 j bJ2 j MJ i = ~2J(J + 1)ÆMM 0 (4.25)h JM 0 j bJz j JM i = ~MÆMM 0 (4.26)So ergeben sih jeweils Matrizen in Diagonalform. DaM 0 = �J;�J + 1; : : : ; 0; : : : ; J � 1; JM = �J;�J + 1; : : : ; 0; : : : ; J � 1; Jhat die zugeh�orige Matrix die Gestalt�J M �! +JM 0 # 0BBBBBBBBB�
h 1 jA j 1 i h 1 jA j 2 i � � �h 2 jA j 1 i h 2 jA j 2 ih 3 jA j 1 i . . .... . . .
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Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 52F�ur die Leiteroperatoren bJ+ und bJ� ist analogh JM 0 j bJ� j JM i = ~p(J �M)(J �M + 1) ÆM 0M�1 (4.27)was sih aber mit M 00 =M � 1 �! M =M 00 � 1umshreiben l�a�t zuh JM j bJ� j J(M 00 � 1) i = ~p(J � (M 00 � 1)(J � (M 00 � 1) + 1) ÆM 0M 00= ~p(J �M 00 + 1)(J �M 00 � 1 + 1) ÆM 0M 00= ~p(J �M 00 + 1)(J �M 00) ÆM 0M 00(a) Eigenzust�ande zu bJ = 1=2F�ur bJ = 1=2 gibt es zwei Zustandvektoren, n�amlih j 12 ;�1=2 i und j 1=2; 1=2 i . Die Eigenzust�ande zubJ2 sind dann:8><>: h 12 ;� 12 j bJ2 j 12 ;� 12 i = h 12 ; 12 j bJ2 j 12 ; 12 i= ~22 � 12 + 1�= 34~2 9>=>; ! bJ2 = 34~2� 1 00 1 �F�ur die Leiteroperatoren bJ� ergibt sih:( h 12 ;� 12 j bJ+ j 12 ;� 12 i = ~q( 12 � 12 + 1)( 12 + 12 )= ~ ) ! bJ+ = ~� 0 10 0 �( h 12 ;� 12 j bJ� j 12 ; 12 i = ~q( 12 � 12 + 1)( 12 + 12 )= ~ ) ! bJ� = ~� 0 01 0 �Bleiben also noh die Eigenwerte f�ur eine einzelne Komponente bJi: f�ur bJz erhalten wir( h 12 ;� 12 j bJz j 12 ;� 12 i = �~2h 12 ; 12 j bJz j 12 ; 12 i = ~2 ) ! bJz = ~2 � �1 00 1 � ;w�ahrend sih bJx und bJy aus den Leiteroperatoren berehnen lassen:bJx = 12 � bJ+ + bJ�� = ~2 � 0 11 0 �bJy = 12 � bJ+ � bJ�� = i~2 � 0 �ii 0 �(b) Eigenzust�ande zu bJ = 1F�ur bJ = 1 ergeben sih drei Zustandsvektoren:j 1 � 1 i ; j 1 0 i ; j 1 1 i



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 53F�ur bJ2 und bJz ist dann:8><>: h 1 � 1 j bJ2 j 1 � 1 i = 2~2h 1 0 j bJ2 j 1 0 i = 2~2h 1 1 j bJ2 j 1 1 i = 2~2 9>=>; ! bJ2 = 2~20� 1 0 00 1 00 0 1 1A8><>: h 1 � 1 j bJz j 1 � 1 i = �~h 1 0 j bJz j 1 0 i = 0h 1 1 j bJz j 1 1 i = ~ 9>=>; ! bJz = ~0� �1 0 00 0 00 0 �1 1AF�ur die Leiteroperatoren bJ� ergibt sih:8>>>>>><>>>>>>: h 1 � 1 j bJ+ j 1� 2 i = 0h 1 0 j bJ+ j 1 � 1 i = ~p(1� 0 + 1)(1 + 0)= ~p2h 1 1 j bJ+ j 1 0 i = ~p(1� 1 + 1)(1 + 1)= ~p2
9>>>>>>=>>>>>>; ! bJ+ = 0� 0 p2 00 0 p20 0 0 1A8>>><>>>: h 1 � 1 j bJ� j 1 0 i = ~p(1� 1 + 1)(1 + 1)= ~p2h 1 0 j bJ� j 1 1 i = ~p(1 + 0 + 1)(1 + 0)= ~p2 9>>>=>>>; ! bJ� = 0� 0 0 0p2 0 00 p2 0 1A4.2 Der Drehimpuls in der OrtsraumdarstellungSeparation des Laplae-OperatorsWie bereits aus der klassishen Mehanik bekannt, kommt dem Drehimpuls im Falle eines radialsymme-trishen Potentials eine besondere Bedeutung zu: so l�a�t sih der Energiesatz shreiben alsE = p22m + U(r) = 12m �p2r + p2# + p2'�+ U(r) = p2r2m + l22mr2 + U(r)Das hei�t also, da� sih die Winkelanteile des Impulses mittels des Drehimpulsquadrates ausdr�uken lassen.Enger in Verbindung mit der Quantenmehanik steht aber die Hamilton-FunktionH = p22m + U(r) = p2r2m + l22mr2 + U(r) (4.28)Der �Ubergang zur Shr�odinger-Gleihung vollzieht sih jetzt mittels des Korrespondenzprinzips, dashei�t durh die Ersetzung klassisher (Vektor-) Gr�o�en durh die entsprehenden quantenmehanishenOperatoren: p2 ! bp2 = (�i~r)2 = �~2r �2�r2 r + bL2r2 (4.29)Das bedeutet also, da� bL der dem klassishen Bahndrehimpuls l entsprehende quantenmehanishe Ope-rator sein mu�. Um bL zu identi�zieren, shreiben wir zun�ahst den Laplae-Operator � um auf Kugel-koordinaten: aus der Koordinatentransformationx = r sin# os' ; y = r sin# sin' ; z = r os# (4.30)



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 54folgt dann � = �2�x2 + �2�y2 + �2�z2 = 1r �2�r2 r + 1r2 � 1sin# ��# sin# ��# + 1sin2 # �2�'2� (4.31)Demnah k�onnen wir den Laplae-Operator in zwei Anteile zerlegen:(a) Die Ableitung nah dem Radius r allein ergibtbpr = �i~1r ��r rbzw. bei Anwendung auf eine Funktion f(r)bpr f(r) = �i~�1r ��r r� f(r) = �i~�1r f(r) + �f(r)�r � = �i~�1r + ��r� f(r)(b) Den Winkelanteil des Laplae-Operators k�onnen wir mit bL2 identi�zieren:bL2 = �~2� 1sin# ��# sin# ��# + 1sin2 # �2�'2� (4.32)Zus�atzlih zeihnen wir { wie shon im Falle von bJ { wieder eine weitere Komponente in besondererWeise aus: bLz = �i~�x ��y � y ��x� = �i~ ��' (4.33)Setzen wir nun den der vorliegenden Symmetrie angepa�ten Laplae-Operator in die Shr�odinger-Gleihung ein, so erhalten wir�� ~22m 1r �2�r2 r � ~22mr2 � 1sin# ��# sin# ��# + 1sin2 # �2�'2�+ U(r)�  (r; #; ') = E  (r; #; ')(� ~22m 1r �2�r2 r � ~2 bL22mr2 + U(r))  (r; #; ') = E  (r; #; ')(4.34)Durh einen geeigneten L�osungsansatz n;l;m(r; #; ') = Rn;l(r)Yl;m(#; ') = R(r)�(#) �(') (4.35)ist es dann m�oglih, die Shr�odinger-Gleihung zu separieren: wir bekommen eine Gleihung, die nurnoh Radialanteile enth�alt und eine Gleihung, welhe nur noh von den Winkeln # und ' anh�angt.Kommutatorrelationen f�ur bLDie Verwandshaft von bL mit bJ legt es nahe, wieder nah einem Satz kommutierender Operatoren, bzw.simultaner Eigenfunktionen zu suhen. Wir erhalten:h bH; bL2i = 0 (4.36)h bH; bLzi = 0 (4.37)hbL2; bLzi = 0 (4.38)



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 55Das bedeutet nun im besonderen, da� sih die Wellenfunktion  durh einen Satz von drei Quantenzahlenharakterisieren l�a�t: j  i = j n; l;m i =  n;l;m(r; #; ') (4.39)wobei: n � bH Hauptquantenzahll � bL Drehimpulsquantenzahlm � bLz MagnetquantenzahlEigenwerte und Eigenfunktionen zu bL2 und bLz .(a) Analog zu bJz j J;M i = ~M j J;M ierhalten wir unter Ber�uksihtigung des Separationsansatzes f�ur  bLz �(') = �i~ ��' �(') = ~m�(')Diese Gleihung wird gel�ost durh den Ansatz�(') = N � eim' = 1p2� eim' :Behauptung: m ist ganzzahlig, also m 2 Z.Beweis: Wir bemerken zun�ahst, da� �(') periodish ist mit�(') = �('+ 2�) :Demnah ist � niht in eindeutiger Weise de�nierbar, da die zus�atzlihe Phase ja bei der Berehnungdes Erwartungswertes entf�allt.Wie shon bei bJ de�nieren wir jetzt wieder zwei LeiteroperatorenbL� = �e�i'� ��# � i ot# ��'� :Angewendet auf eine Funktion flm(#; ') = Ylm(#) eim'bei maximalen Werten jmj = l ergibt sih erwartungsgem�a�bL� fl;�l(#; ') = 0 ;woraus wir erhalten: �e�i'� ��# � i ot# ��'� Yl;�l(#) e�il' = 0�e�i' ��#Yl;�l(#) e�il' + ie�i' ot# ��'Yl;�l(#) e�il' = 0e�i'(l+1) ��#Yl;�l(#) + i ot#Yl;�l(#) (�il)e�i'(l+1) = 0� ��# � l ot#� Yl;�l(#) = 0



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 56Wie sih durh Einsetzen leiht nahrehnen l�a�t, istYl;�l(#) = ��l sinl #eine L�osung dieser Di�erentialgleihung. Berehnen wir dann f�urf 12 ;� 12 (#; ') = ��12psin# e�i'2die Wirkung von bLpm, so zeigt sih da�bL� f 12 ;� 12 (#; ') 6= f 12 ;� 12 (#; ') :Da dies aber f�ur alle halbzahligen m gilt, folgern wir, da� m ganzzahlig sein mu�. 2(b) F�ur das Quadrat von bL erhalten wir mit (4.39) und dem Separationsansatz (4.35) die Eigenwert-gleihung bL2 j n; l;m i = ~2 l(l + 1) j n; l;m iDamit ist es m�oglih bL2 in der Shr�odinger-Gleihung zu ersetzen und ein neues, e�ektives zentralsym-metrishes Potential einzuf�uhren: U 0(r) = U(r) + l(l+ 1)2mr2F�ur die Kugel�ahenfunktionen Ylm(#; ') erhalten wir aus (4.34) die Differentialgleihung� ~2sin2 # �sin# ��# sin# ��# + �2�'2� Ylm(#; ') = ~2 l(l+ 1)Ylm(#; ')Verwenden wir f�ur Ylm den SeparationsansatzYlm(#; ') = N �ml (#) eim'bekommen wir eine neue Differentialgleihung f�ur �:� 1sin2 # �sin# ��# sin# ��# �m2� �ml (#) = l(l + 1)�(#)Mit der Substitutionz = os# mit sin# =p1� z2 ; ��# = �p1� z2 ��zerhalten wir dann die verallgemeinerte Legendre-Gleihung� ��z (1� z2) ��z � m21� z2 + l(l + 1)� �ml (#) = 0 : (4.40)L�osung sind die Legendre-Polynome (homogene Polynome der Ordnung l)Pml (z) = Pml (os#) ; Pl(�) = 0 :Die vollst�andige L�osung des winkelabh�angigen Anteils ergibt sih aus den Kugel�ahenfunktionen:Ylm(#; ') = s2l+ 14� (l �m)!(l +m)! Pml (os#) eim' (4.41)



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 57Separation der Shr�odinger-GleihungVerwenden wir jetzt den L�osungsansatz (4.35) f�ur die Shr�odinger-Gleihung (4.34), so l�a�t sih dieRadialgleihung  � ~22m 1r �2�r2 r + bL22mr2 + U(r)! Rnl(r) = E Rnl(r) ; (4.42)abseparieren; die zugeh�orige Gleihung f�ur die Winkelanteile haben wir ja bereits kennengelernt. Mit derzus�atzlihen Substitution Rnl(r) = Unl(r)rund dem Eigenwert von bL2 erhalten wir dann�� ~22m 1r �2�r2 r + ~2l(l+ 1)2mr2 + U(r)� Unl(r)r = E Unl(r)r� ~22m 1r �2�r2 Unl(r) + ~2l(l + 1)2mr2 Unl(r)r + U(r)Unl(r)r = E Unl(r)r� ~22m �2�r2 Unl(r) + ~2l(l + 1)2mr2 Unl(r) + U(r)Unl(r) = E Unl(r) (4.43)Mit den Ersetzungen k2 = 2mE~2 ; V (r) = 2m~2 U(r)wird daraus � �2�r2Unl(r) + l(l+ 1)r2 Unl(r) + 2m~2 U(r)Unl(r) = 2mE~2 Unl(r)� �2�r2Unl(r) + l(l + 1)r2 Unl(r) + V (r)Unl(r) = k2 Unl(r)U 00nl(r) +�k2 � l(l+ 1)r2 � V (r)� Unl(r) = 0 (4.44)Bei der L�osungsfunktion Unl mu� es sih um eine quadratintegrable Funktion handeln, um zu gew�ahrlei-sten, da� f�ur das gebundene System die NormierbarkeitZ jUnl(r)j2 dx = 1erhalten bleibt. Desweiteren gibt es zwei unabh�angige L�osungenU(r) = 1 U1(r) + 2 U2(r) ;da wir es mit einer homogenen Differentialgleihung zweiter Ordnung zu tun haben.Wihtige Differentialgleihungen 2. OrdnungWenn auh in keinster Weise als vollst�andige Aufz�ahlung zu verstehen, seien hier Typen von Differen-tialgleihungen 2. Ordnung mit ihren L�osungen aufgef�uhrt, welhe in der Physik (niht allein in derQuantenmehanik) eine wihtige Rolle spielen:



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 58(A) Konuente, hypergeometrishe Differentialgleihung (Laplae)xu00(x) + ( � x)u0(x)� � u(x) = 0L�osungen sind konuenten, hypergeometrishen Funktionen und Reihen:u1(x) = 1F1(�; ; x) = 1Xk=0 �kk! k xk ; �0 = 1; �k = �(� � 1) � � � (� � k + 1)u2(x) = x1�1 F1(� �  + 1; 2� ; x)Die Funktionen sind nur linear unanh�angig f�ur  6= n (n = 0;�1;�2; :::).Die bereits kennengelernten Laguerreshen und Hermiteshen Polynome sind Spezialf�alle die-ser Klasse.(B) Besselshe Differentialgleihung:x2 u00(x) + xu0(x) + (x2 + p2)u(x) = 0L�osung sind die Besselfunktionen (4.46) mit p = m + 12 (m 2 N0 ): dabei handelt es sih umPolynome elementarer trigonometrisher Funktionen (sin,os).
4.3 Das sph�arishe KastenpotentialDas sph�arishe Kastenpotential wird de�niert durhU(r) = ( �U0 r � a0 r > aDie freie Bewegung (U = 0) bei gegebenem Drehimpulswird dann beshrieben durh die Shr�odinger-Gleihung�1r d2dr2 r � l(l + 1)r2 + k2� Rnl(r) = 0Durh Einf�uhrung der dimensionslosen Gr�o�e � = kr mitddr = d�dr dd� = k dd�

r
a

U(r)

l�a�t sih Rnl(r) umshreiben nah Rnl(�)�k�k2 d2d�2 �k � k2l(l + 1)�2 + k2� Rnl(�) = 0�1� d2d�2 �� l(l + 1)�2 + 1� Rnl(�) = 0Diese Differentialgleihung l�a�t sih jetzt noh ein weiteres Mal umstellen; mitRnl(�) = �nl(�)p�



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 59bekommen wir �0�3=2 � �4�5=2 + �00p� � l(l + 1)�5=2 �+ �p� = 0�0� � �4�2 + �00 � l(l + 1)�2 �+ � = 0�00 + 1��0 +�1� 14�2 � l(l+ 1)�2 � � = 0�00 + 1��0 + 1� 1�2 �l + 12�2! � = 0 x �l + 12�2 = P 2�00 + 1��0 +�1� P 2�2 � � = 0Werfen wir nun einen Blik auf die L�osungen (wir shreiben daf�ur JP = �P ).(a) F�ur beliebige P existieren zwei spezielle L�osungen:JP (�) = �P2 1Xk=0 (�1)kk! �(k + P + 1) ��2�P+2kJ�P (�) = :::(b) Wihtiger Spezialfall in der Physik ist halbzahliges P :Jl+ 12 (�) = (�1)r2�� �l�1� dd��l sin ��Jl� 12 (�) = r2�� �l�1� dd��l os ��() F�ur die oben vorgenommene Ersetzung Rl(�) = 1p� �l(�)ergeben sih als L�osungen die sph�arishen Bessel-FunktionenJl(�) =r �2� Jl+ 12bzw. die Neumann-Funktionen nl(�) = �r �2� J�l� 12 :Beide Funktionensysteme bilden eine orthonormierte Basis; speziell f�ur die Besselfunktionen gilt:1Z0 Jl(kr)Jl(k0r)r2dr = �2h2J(k�k0)



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 60Asymptotishes Verhalten F�ur die gefundenen L�osungen Jl und nl ist jetzt das Verhalten f�ur zweiGrenzf�alle von besonderer Bedeutung: Wie verhalten sih die Funktionen f�ur �! 0 und wie f�ur �!1 ?�! 0 �!1Jl(�) �l(2l+ 1)! 1� sin��� l�2 �nl(�) � (2l+ 1)!!2l+ 1 1�l+1 1� os��� l�2 �HankelfunktionDie Hankelfunktionen sind de�niert durhh(�)l (�) = fl(�)� inl(�) = �i(��)l�1� dd��l e�i�� ; (4.45)d.h. in niedigster Ordnung gilt:l = 0 ! k(�)0 (�) = �e�i��l = 1 ! k(�)1 (�) = �e�i�� � i e�i��2
BesselfunktionenDie Besselfunktionen j`(z) sind de�niert durh [13℄j`(z) = (�1)`�1z ddz�` sin zz (4.46)Damit ergibt sih in niedrigster Ordnung:` = 0 ! j0(z) = (�1)0�1z ddz�0 sin zz = sin zz` = 1 ! j1(z) = (�1)�1z ddz� sin zz = (�1)z os z � sin zz3` = 2 ! j2(z) = (�1)2�1z ddz�2 sin zz = 1z5��z2 sin z � 2z os z + 2 sin z�Diese Funktionen sind in Abb. 4.1 wiedergegeben.
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Abbildung 4.1: Besselfunktionen niedigster Ordnung.4.4 Unendlih hoher PotentialwallEin Potentialwall, wie er in der Abbildung rehts dar-gestellt ist, l�a�t sih in folgender Weise shreiben:U(r) = ( 0 r � a1 r > a (4.47)Im Bereih 0 < r < a, wo das Potential vershwin-det, liegt eine freie Bewegung vor, so da� sih dieShr�odinger-Gleihung hier shreiben l�a�t als� ~22m� (r) = E  (r) :Als L�osung k�onnen wir wieder eine ebene Welle (r) = Aeikransetzen mit

V(r)

raEk = ~2k22m , k2 = 2m~2 Ek



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 62Da die Wellenfunktion  (r) f�ur jrj � a vershwindet, erhalten wir die Randbedingung (r > a; #; ') =  (a; #; ') = 0 ;was nah Zerlegung in Radial- und Winkelanteil gleihbedeutend ist ist mitRl(r = a) = 0 :Mit eben dieser Zerlegung reduziert sih die Shr�odinger-Gleihung auf � ~22m 1r �2�r2 r + bL22mr2! Rl(r)Ylm('; #) = E Rl(r)Ylm('; #)�1r �2�r2 r � l(l + 1)r2 + k2� Rl(r) = 0 :Wie shon vorher k�onnen wir hier wieder die Substitution � = kr vornehmen; damit�1� �2��2 �� l(l + 1)�2 + 1� Rl(�) = 0Die L�osung der Shr�odinger-Gleihung l�a�t sih auh hier wieder als Kombination von Bessel-, Neu-mann- und Kugel�ahenfunktionen shreiben: klm(r; '; #) = �Al jl(kr) +Bl nl(kr)� Ylm('; #)Demnah repr�asentiert  (r) = Aeikr eine ebene Welle, welhe sih in geeigneterWeise in Kugelkoordinatenausdr�uken l�a�t. Mit der Normierungsbedingung Bl = 0 ist damit f�ur r � a klm(r; '; #) = Al jl(kr)Ylm('; #) :F�ur r > a mu� die Wellenfunktion identish Null vershwinden; somit folgt aus Stetigkeitsargumenten,da� jl(ka) = 0 f�ur r = aDie Energieeigenwerte sind dann gegeben durhEnl = ~2 �2nl2ma2 ; (4.48)also zum Beispiel f�ur den energetish niedrigsten ZustandE1s = ~2 �2102ma2Der unendlihe Potentialtopf als Kern-Shalenmodelln l Xnl 2 � (2l + 1) P mag. Zahl1 0 1s 3.14 2 2 21 1 1p 4.49 6 8 81 2 1d 5.76 10 18 {2 0 2s 6.28 2 20 20{ { { { { { 281 3 1f 6.98 14 34 {2 1 2p 7.72 6 40 {{ { { { { { 50



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 63F�ur die Anzahl der Zu�ande 2 � (2l + 1) bedarf es noh einer Erkl�arung: wie wir ja bereits gesehen haben,kann m f�ur ein festes l die Werte (m = �l;�l+ 1; :::;+l) annehmen { dies f�uhrt zu dem zweiten Beitrag(2l + 1). Der zus�atzlih auftretende Faktor 2 hat seinen Ursprung in einem weiteren, bisher noh nihtbehandelten inneren Freiheitsgrad der Teilhen, dem Spin. F�ur jedes (Kern-)Teilhen ergeben sih damitzwei Spin-Freiheitsgrade: Spin up ( 12 ) bzw. Spin down (� 12 ).Die im Atomkern zusammengefa�ten Nukleonen (Protonen, Neutronen) gehorhen der Fermi-Dira-Statistik und als System dem Pauli-Verbot gen�ugen, welhes besagt:F�ur ein System aus N Fermionen darf es keine zwei Teilhen geben, f�ur welhe die Eigenfunk-tionen in allen Quantenzahlen �ubereinstimmen.Erst dieses Zusatzforderung shr�ankt die Anzahl der rein mathematish denkbaren Wellenfunktionen f�urdas System in der Weise ein, da� wir die in der Natur realisierten erhalten.4.5 Teilhen im endlihen Potentialtopf
V

x

Abbildung 4.2: Endliher PotentialtopfU(r) = ( �U0 r � a0 r > a (4.49)F�ur ein solhes Potential (Abb. 4.2) gibt es f�ur ein Teilhen in Abh�angigkeit von seiner Energie zweiBereihe: i gebundene Zust�ande f�ur E < 0ii exponentiell abfallende Funktion f�ur E > 0Die zugeh�orige L�osung der Radialgleihung im Bereih (i) f�ur E < 0 ist�1r d2dr2 r + 2m~2 (U0 +E)� l(l+ 1)r2 � Rl(r) = 0 mit k2I = 2m~ (U0 � jEj) (4.50)mit den bereits bekannten L�osungenRIl(kIr) = Alfl(kr) +Blnl(kr)| {z }=0 = Alfl(kr)



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 64F�ur den Bereih (ii) mit U0 und E < 0 ist�1r d2dr2 r + 2m~2 E � l(l + 1)r2 � Rl(r) = 0 mit kII = ir2m~2 jEjL�osungen sind hier Linearkombinationen von jl und nl, da im Bereih (ii) r 6= 0. Wir w�ahlen daher dieHankelfunktion h(�), da diese f�ur E > 0 die rihtige Asymptotik besitzt:RIIl (kIIr) = C�l k�l (kIIr)= C�l �jl(kIIr) � nl(kIIr)�r!1�! 1kIIr exp��i(kIIr � 12 l�)�Die Eigenwerte folgen aus den beiden Forderungen(i) 	I(r = a) = 	II(r = a)(ii) 	0I(r = a) = 	0II(r = a)Daraus gewinnen wir (i) Aljl(kIa) = C�l h�l (kIIa)(ii) Al ddr jl(kIr)����r=a = C�l ddrh�l (kIIr)����r=a ;woraus durh Umshreiben folgtkI dd� ln jl(�)�����=kIa = ikII dd� lnh�l (�)�����=kIIaIm einfahsten Fall { f�ur l = 0 { ist dannj0(�) = sin ��j00(�) = 1�2 (� os �� sin �)h�0 (�) = e�i�� = 1� e�ijkII j ah�00 (�) = ��i�2 e�i�Au�erdem folgt aus kI ot kIa = �kII ;da� kI =r2m~2 (U0 � E) und kII =r2m~2 jEj (4.51)Dabei bilden die jl(kr) und Ylm(#; ') ein vollst�andiges orthonormiertes System (r) = eikr = 1Xl=0 +lXm=�lClmjl(kr)Ylm(#; ') : (4.52)F�ur einen in eine beliebige Rihtung zeigenden Wellenvektor k ist dann (r) = eikr = 4� 1Xl=0 +lXm=�l(i)l jl(kr)Y �lm('k; #k)Ylm('r; #r) :



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 654.6 Der KugeloszillatorIm Falle sph�arisher Symmetrie ist das Potential des harmonishen Oszillators gegeben durhV (r) = 12 m!2x2 ; (4.53)so da� wir f�ur die Shr�odinger-Gleihung erhalten:� p2r2m + L2(r(t))2mr2 + 12 m!2r2�  (r; #; ') = E  (r; #; ') (4.54)Zur Separation von Radial- und Winkelanteil mahen wir den Ansatz (r; #; ') = Unl(r)r Ylm(#; ') (4.55)Setzen wir dies ein, so erhalten wir die radiale Shr�odinger-Gleihung�� ~22m �2�r2 + ~2l(l+ 1)2mr2 + 12 m!2r2� Unl(r) = Enl Unl(r) : (4.56)Wie shon vorher f�uhren wir wieder neue dimensionslose Gr�o�en ein:{ Oszillatorkonstante b2 = ~m! mit [b2℄ = Jskg s�1 = m2{ Abstandsvariable � = rb{ Energievariable "nl = Enl~!Durh einsetzen erhalten wir:(� ~22m �1� dd��2 + ~2l(l + 1)2m�2b2 + 12 m!2�2b2) Unl(�) = Enl Unl(�)� d2d�2 � l(l+ 1)�2 � m2!2�2b4~2 � 2mEnl~2 b2� Unl(�) = 0� d2d�2 � l(l+ 1)�2 � �2 � 2"nl� Unl(�) = 0Um jetzt einen geeigneten L�osungsvorshlag f�ur Unl(�) zu �nden, untersuhen wir zun�ahst das Verhaltender Differentialgleihung f�ur die Grenzf�alle:(1) �! 0 : � d2d�2 � l(l+ 1)�2 � Unl(�) = 0Hierf�ur �nden wir als regul�are L�osung:Unl(�) = �l+1U 0nl(�) = (l + 1)�lU 00nl(�) = l(l+ 1)�l�1



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 66(2) �!1 : � d2d�2 � �2� Unl(�) = 0Hierf�ur �nden wir: Unl(�) = onst exp���22 �U 0nl(�) = �� onst exp���22 �U 00nl(�) = onst exp���22 �+ �2 onst exp���22 �Aufgrund des asymptotishen Verhaltens mahen wir jetzt den AnsatzUnl(�) = �l+1 exp���22 � Vnl(�) (4.57)und erhalten dann � d2d�2 + 2� l + 1� � �� dd� + 2 �"l ��l + 12��� Vl(�) = 0Da wir dies aber auh noh niht direkt l�osen k�onnen, f�uhren wir noh eine weitere Substitution durh:x = �2Das Resultat ist jetzt endlih eine bekannte Differentialgleihung: die konuente, hypergeometrishe Dif-ferentialgleihung �x d2dx2 +�l + 32 � x� ddx + "l � l � 322 � Vl(x) = 0 (4.58)mit den konuenten, hypergeomtrishen Funktionen als L�osung. Statt aber diese L�osungsfunktionen hierin aller Ausf�uhrlihkeit zu diskutieren, mahen wir wieder einen Potenzreihenansatz:Vl(x) = 1Xm=0 (l)m xmUm um dies f�ur (4.58) verwenden zu k�onnen, berehnen wir au�erdem nohV 0l (x) = 1Xm=1m(l)m xm�1 = 1Xm=0m(l)m xm�1 = 1Xk=0(k + 1) (l)k+1xkxV 0l (x) = x 1Xk=0 k (l)k xk�1 = 1Xk=0 k (l)k xkV 00l (x) = 1Xm=2m(m� 1) (l)m xm�2 = 1Xk+2=2(k + 1)(k + 2� 1) (l)k+2 xk= 1Xk=0(k + 2)(k + 1) (l)k+1 xk



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 67xV 00l (x) = x 1Xm=2m(m� 1) (l)m xm�2 = 1Xm=2m(m� 1) (l)m xm�1= 1Xk+1=2(k + 1)(k + 1� 1) (l)k+1 xk = 1Xk=1(k + 1)k (l)k+1 xk= 1Xk=0(k + 1)k (l)k+1 xkEinsetzen in (4.58) gibt dann:1Xk=0(k + 1)k (l)k+1 xk +�l + 32� 1Xk=0(k + 1) (l)k+1 xk � 1Xk=0 k (l)k xk + �l � l� 322 1Xk=0 (l)k xk = 01Xk=0 xk �(k + 1)k (l)k+1 +�l + 32� (k + 1) (l)k+1 � k (l)k + �l � l � 322 (l)k � = 0(l)k+1 �(k + 1)k + (k + 1)�l + 32��+ (l)k �"l � l � 322 � k� = 0(l)k+1 �(k + 1)�k + l + 32��+ (l)k �"l � l � 32 � 2k2 � = 0Wir bekommen also eine Rekursionsformel f�ur die KoeÆzienten (l)m :(l)m�1 = 2m+ l+ 32 � "l(m+ 1)(2l+ 2m+ 3) (l)m (4.59)Der Startwert (l)0 6= 0 wird durh die Normierungsbedingung f�ur die Wellenfunktion festgelegt.Asymptotishes Verhalten Der Fall �!1 entspriht m!1. Dann wird(l)m+1 = 1m+ 1 (l)m ! ex ' 1 + x1! + 12!x2 + :::Ebenso ung�unstig verh�alt es sih f�ur �!1:V � l(�) / e�2Eine solhe Funktion w�urde dann allerdings niht mehr der Normierungsbedingung gen�ugen { die Reihemu� also f�ur ein mmax <1 abbrehen.4.7 Das Wassersto�-AtomGrunds�atzlih handelt es bei dem Wassersto�-Atom um die Be-wegung eines Teilhens der Ladung �e (Elektron) in einemCoulomb-Feld eZ (Kern). Daher gilt f�ur das PotentialV (jre � rK j) = � 14��0 e2Zjre � rK jDamit k�onnen wir die zugeh�orige Shr�odinger-Gleihung auf-stellen: p
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Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 68� p2K2M + p2e2m + V (jre � rK j)�  (rK ; re) = E  (re; rK)� p2K2M + p2e2m � 14��0 e2Zjre � rK j�  (rK ; re) = E  (rK ; re)� p2K2M � p2e2m�  (rK ; re) = �E + 14��0 e2ZjrK � rej�| {z }E0  (rK ; re) (4.60)Mit Shwerpunkt und RelativkoordinatenR = mre +MrKme +MKr = re � rK� = m Mm+M = 1:111709 � 10�30 kg ' melassen sih auh die Di�erentialoperatoren umshreiben�2�r2e ; �2�r2K ! �2�R2 ; �2�r2��re = �R�re ��R + �r�re ��r = mm+M ��R + ��rDamit l�a�t sih (4.60) umshreiben zu�� ~22M �2�R2 � ~2� �2�r2�  (r;R) = E0  (r;R)F�ur die Wellenfunktion mahen wir den Separationsansatz (r;R) = �(r) eikRDie Exponentialfunktion beshreibt die freie Bewegung des Shwerpunktes { entspriht also einer ebenenWelle.Einsetzen in die Shr�odinger-Gleihung gibt jetzt�� ~22M �2�R2 � ~22� �2�r2 � e2Zr � �(r) eikR = E0 �(r) eikR� ~22M�(r) (ik)2 eikR � ~22� �2�r2�(r) eikR � e2Zr �(r) eikR = E0 �(r) eikR�~2k22M � ~22� �2�r2 � e2Zr � �(r) = E0 �(r)�� ~2� �2�r2 � e2Zjrj � �(r) = �E0 � ~2k22M �| {z }E �(r)



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 69Beim �Ubergang zu Kugelkoordinaten zerfallen �(r) und � in�(r) = f(r) Ylm(#; ') = Unl(r)r Ylm(#; ')�2�r2 = 1r2 ��r r2 ��r + 1r2 sin# ��# sin# ��# + 1r2 sin2 # �2�'2= 1r2 ��r r2 ��r + 1r2 sin2 # �sin# ��# sin# ��# + �2�'2�Damit �� ~22� � 1r2 ��r r2 ��r + 1r2 sin2 # �sin# ��# sin# ��# + �2�'2���e2Zr � Unl(r)r Ylm(#; ') = E Unl(r)r Ylm(#; ')� ~22� � 1r2 ��r r2 �1r ddrUnl(r) � 1r2Unl(r)� Ylm(#; ')� l(l + 1)r2 Unl(r)r Ylm(#; ')��e2Zr Unl(r)r Ylm(#; ') = E Unl(r)r Ylm(#; ')� ~22� � 1r2 ��r �r ddrUnl(r)� Unl(r)� � l(l+ 1)r2 Unl(r)r ��e2Zr Unl(r)r = E Unl(r)r� ~22� � 1r2 � ddrUnl(r) + r d2dr2Unl(r) � ddrUnl(r)� � l(l+ 1)r2 Unl(r)r ��e2Zr Unl(r)r = E Unl(r)r�� ~22�r d2dr2 + ~2r l(l + 1)2�r2 � e2Zr2 � Unl(r) = E Unl(r)r�� ~22� d2dr2 + ~2 l(l+ 1)2�r2 � e2Zr �E� Unl(r) = 0d2dr2Unl(r)�� l(l+ 1)r2 � 2�e2Z~2r � 2�E~2 � Unl(r) = 0Durh Einf�uhren der dimensionslosen Gr�o�en2� = ra0 a0 = 4��0~2�e2 = 0:529 � 10�8 mBohr'sher Radius" = EE0 E0 = 12 �e4(4��0~)2 = ~22a0� = 13:55 eVIonisierungsenergie2 Die in der Vorlesung an dieser Stelle gebrauhten Ausdr�ukea0 = ~2�e2 und E0 = �e42~2 = e22a0waren sowohl in Gr�o�e als auh Dimension falsh (siehe hierzu auh Literatur). Ih habe versuht, so gut es ging, einekonsistente Darstellung mit den korrigierten Ausdr�uken anzugeben { wo noh Fehler auftreten bitte ih, mir dies mitzuteilen.



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 70ist shlie�lih 1a20 d2d�2 Unl(�)�� l(l+ 1)a20�2 � 2�e2Z~2a0� � 2�E~2 � Unl(�)d2d�2 Unl(�)�� l(l + 1)�2 � 2�e2Z~2� a0 � 2�E~2 a20� Unl(�) = 0 x a0d2d�2 Unl(�)�� l(l+ 1)�2 � 2�e2Z~2� 4��0~2�e2 � 2�E~2 16�2�20~4�2e4 � Unl(�) = 0d2d�2 Unl(�)�� l(l+ 1)�2 � 8��0Z� � 32�2E�20~2�e4 � Unl(�) = 0 x E0d2d�2 Unl(�)�� l(l+ 1)�2 � 8��0Z� � EE0� Unl(�) = 0 x "d2d�2 Unl(�)�� l(l + 1)�2 � 8��0Z� � "� Unl(�) = 0 (4.61)GrenzwertbetrahtungenF�ur den Radius � kommen zwei Grenzwerte in Betraht, welhen sih die L�osung ann�ahern mu�:�! 0 : d2uld�2 � l(l + 1)�2 ul = 0 ) ul � �l+1�!1 : d2uld�2 � " ul = 0 ) ul � exp (�p"�)Daher w�ahlen wir den Ansatz Ul(�) = �l+1 e�p"� Fl(�)Die Ableitung von Unl(�) wird dannd2d�2Unl(�) = dd� �(l + 1)�lep"�Fl(�) +p"�l+1ep"�Fl(�) + �l+1ep"� dd�Fl(�)�= l(l + 1)�l�1ep"�Fl(�) + (l + 1)�lp"ep"�Fl(�) + (l + 1)�lep"� dd�Fl(�)+(l + 1)p"�lep"�Fl(�) + "�l+1ep"�Fl(�) +p"�l+1ep"� dd�Fl(�)+(l + 1)�lep"� dd�Fl(�) +p"�l+1ep"� dd�Fl(�) + �l+1ep"� d2d�2Fl(�)= �lep"� �� d2d�2 + 2�(l + 1) +p"�� dd� +� l(l + 1)� + 2(l+ 1)p"+ "��� Fl(�)Einsetzen in (4.61)�l+1ep"�� d2d�2 + 2� l+ 1� +p"� dd� + 2� l + 1� p"� Z� + "�� Fl(�) = 0Jetzt noh Substitution �� = p4"�



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 71� ��p4"�l+1 exp�p"��p2"� �4" d2d��2 + 2�p4"l + 1�� +p"� p4" dd��+2�p4"l + 1�� p"�p4"Z�" + "��Fl(��) = 0� ��p4"�l+1 e ��2 �4" d2d��2 + 4"�2 l+ 1�� + 1� dd�� + 4"� l + 1�� � Zp"�� + 1"�� Fl(��) = 0� ��p4"�l+1 e ��2 � d2d��2 +�2 l+ 1�� + 1� dd�� +� l + 1�� � Zp"�� + 1"�� Fl(��) = 0��� d2d��2 + �2(l + 1)� ��� dd�� +� Zp" � l � 1�� Fl(��) = 0F�ur Fl(��) mahen wir { analog zu S. 18 { den PotenzreihenansatzFl(��) = 1X�=0 a� ���dd��Fl(��) = 1X�=1 a� � � � ���1 = 1X�=0(� + 1) a�+1 ��d2d��2Fl(��) = 1X�=1(� + 1)a�+1� ���1 = 1X�=0(� + 1)(� + 2) a�+2 ���� dd��Fl(��) = �� 1X�=0(� + 1) a�+1 ��� = 1X�=0 � a� ����� d2d��2 = �� 1X�=0(� + 1)(� + 2) a�+2 ��� = 1X�=0 � (� + 1) a�+1 ���Einsetzen in die Shr�odinger-Gleihung f�uhrt auf die Rekursionsformel�� F 00l ((��) + �2(l + 1)� ��� F 0l (��) +� Zp" � l � 1� Fl(��) = 01X�=0 � (� + 1) a�+1��� + 2(l + 1) 1X�=0(� + 1) a�+1 ��� � 1X�=0 � a� ��� +� Zp" � l � 1� 1X�=0 a� ��� = 01X�=0��� (� + 1) + 2(l+ 1)(� + 1)� a�+1 ��� +� Zp" � � � l � 1� a� ���� = 0�� + 2(l+ 1)�(� + 1) a�+1 +� Zp" � � � l � 1� a� = 0a�+1 = � + l + 1� Zp"�� + 2(l + 1)�(� + 1)a� = � + l + 1� Zp"2(l + 1)(� + 1) + �(� + 1)a� (4.62)F�ur gro�e � wird dies zu a�+1 = p"� a�



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 72und l�a�t sih damit als Exponentialfunktion ep"�� shreiben. Zum Erhalt der Normierbarkeit mu� die Reihebei � = nr abbrehen, alsoanr+1 = 0 , 0 = nr + l + 1� Zp"2(l+ 1)(nr + 1) + (nr + 1)nr anrnr + l + 1 = Zp" , " = Z2(nr + l + 1)2 = Z2n2 ; n = HauptquantenzahlDies ergibt die Energie-EigenwerteEnr ; l = E0 " = 12 �e4(2��0~)2 Z2(nr + l+ 1)2Zu gegebenem n; l hat man Fnl(�) = L2l+1n�l�1(�)Damit l�a�t sih die Radialfunktion shreiben alsRnl(�) = Unl(r)r = Nnl� ra0�l L2l�1n�l�1� ra0� exp�� 2rna0�Der Normierungsfaktor Nnl folgt aus der Bedingung, da�1Z0 drjRnl(r)j2r2 = 1 ) Nnl = Zn2vuut (n� l � 1)!�(n+ 1)!�3 1a3=2Diskussion der physikalishen Bedeutung der L�osung(a) Parit�at Die zu n = nr + l + 1geh�orenden Drehimpulse sind entartet; dies f�uhrt zu einem Parit�atsumshwung.(b) Entartung Der Grad der Entartung wird beshrieben durhgn = n�1Xl=0 (2l + 1) = n+ 2 n�1Xl=0 l = n+ n(n� 1) = n2Diese Charakteristik ist eine Eigenart des 1r -Potentials.Beim Keplerproblem ist A = rr � [p;L℄�konstant, was bedeutet, da� die Halbahse konstant ist. In der Quantenmehanik ist der Runge-Lenz-Vektor bA = brr � hbp� bL� bL� bpimit den Eigenshaften h bA;Hi = 0 und hbLi; bAki = i "iklbLkbA ist demnah eine zus�atzlihe Erhaltungsgr�o�e.
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Drehimpulsquantenahl lAbbildung 4.3: Energie-Eigenwerte des Wassersto�-Atoms f�ur vershiedene Drehimpulse() Spektren Die beim �Ubergang zwishen zwei Zust�anden abgestrahlte Energie ist�E = ~! = En �Em :Die zugeh�orige Frequenz ist � = 1� = !2�� = � 4�4~3�| {z }Ry � 1m2 � 1n2� :Daraus ergibt sih z.B. f�ur die Balmer-Serie:� = Ry � 122 � 1n2� n � 3(d) Zust�ande F�ur den 1s-Zustand gilt 100(r; #; ') = 2s� Za0�3 exp��2ra0� Y00(#; ') (4.63)Die Aufenthaltswahrsheinlihkeit f�ur ein solhes Elektron in diesem Zustand istw1s(r) d3r =  �1s(r)  1s(r) d3r



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 74Zur Berehnung der r�aumlihen Verteilung integrieren wir �uber den gesamten Raumw1s(r) r2 d3r = N21s exp��2Zea0 � 14� r2 dr d
w1s(r) r2 d3 = N21s4� exp��2Zea0 � r2 drDas Maximum liegt bei d w1sdr r2 = 0 = �Zr � 2Za0 r2� N21s4� exp��2Zra0 �und entspriht damit f�ur Z = 1 dem Bohr'shen Radiusr0 = a02 = ~22�e2Quantenzahlen Eigenfunktionen  n`m(r; #; ')n ` m1 0 0  100 = 1p� � Za0�3=2 e�Zr=a02 0 0  200 = 14p2� � Za0�3=2 �2� Zra0 � e�Zr=2a02 1 0  210 = 14p2� � Za0�3=2 Zra0 e�Zr=2a0 os#2 1 �1  21�1 = 18p� � Za0�3=2 Zra0 e�Zr=2a0 sin# e�i'3 0 0  300 = 181p3� � Za0�3=2 �27� 18Zra0 + 2Z2r2a20 � e�Zr=3a03 1 0  310 = 181p3� � Za0�3=2 �6� Zra0 � e�Zr=3a0 os#Tabelle 4.1: Einige vollst�andige Eigenfunktionen des Wassersto�atoms.4.8 Das Bohr'she MagnetonKlassishes Bohr'shes AtommodellDie magnetishe Momentendihte ist�(r) = 12 [r; j(r)℄ ! m = Z d3r �(r) = 12 Z d3r [r; j(r)℄ (4.64)F�ur eine bewegte Punktladung mit der Ladungsstromdihtej(r) =Xi eviÆ(r� ri)
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Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 76ergibt sih daher das magnetishe Moment�(r) = e2Xi [ri;vi℄ Æ(r� ri)m = Z d3r �(r) = e2m [ ri ; pi ℄ = e2mXi li = e2mLjmjjLj = e2m = onstQuantenmehanishe Behandlungb�(r) = 12 [br�bj(r)℄bj(r) = � e~2mei f	��(r)r	�(r) �	�(r)r	��(r)gStromoperatorKontinuit�atsgleihung _�(r; t) + div j(r; t) = 0In der Quantenmehanik sind nun �(r; t) und j(r; t) Wahrsheinlihkeitsdihte bzw. -strom de�niert �uberdie Wellenfunktion. F�ur die Wahrsheinlihkeitsdihte k�onnen wir sofort shreiben:�(r; t) = 	�(r; t)	(r; t) (4.65)Die zugeh�orige Shr�odinger-Gleihung f�ur die beide Wellengleihungen ist�	�t = 1i~ �� ~22m�+ U(r; t)� 	�	��t = � 1i~ �� ~22m�+ U(r; t)� 	�Z 	� �	�t d3r = Z 	� 1i~ �� ~22m�+ U(r; t)� 	d3rZ 	�	��t d3r = Z 	�1i~ �� ~2m�+ U(r; t)� 	�d3rDurh Addition Z �	��	�t +	�	��t � d3r = ��t Z 	�	 d3r = ��t Z �(r; t) d3rDurh Subtraktion ~2mi Z (	��	�	�	�) d3r = ~2mi Z r (	�r	�	r	�) d3r



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 77Kombination der beiden letzten GleihungenZ d3r8><>: _�(r; t) + ~2mir (	�r	�	r	�)| {z }�bj 9>=>; = 0Durh Vergleih mit der klassishen Behandlung �nden wir dieWahrsheinlihkeitsstromdihtebj(r; t) = ~2mi (	�r	�	r	�) = 12m (	�bp	�	bp	�) (4.66)Damit l�a�t sih shreibenb�(r) = � e~2mei 12 f	��(r)[r �r℄	�(r)�	�[r�r℄	��(r)gbL = [br� bp℄ = ~i [r�r℄= � e4m f	��(r)L	�(r)�	�(r)L	��(r)gDa niht alle Komponenten gleihzeitig me�bar sind, ist	�(r) = 	nlm(r)F�ur die z-Komponente Lz	nlm = ~	nlm�z(r) = � e2m 12 8><>:	�nlmLz	nlm| {z }m~	nlm �	nlmLz	�nlm| {z }�m~	�nlm 9>=>;= � e2m~mj	nlm(r)j2mz = Z d3r�z(r)= � e2m~m Z j	nlmj2d3r= � e2m ~m|{z}lz= � e2mlzDamit ist analog zur klassishen Behandlung jmzjjlzj = e2m



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 78�Ubungsaufgaben�Ubung 4.1 { Kommutatorrelationen. Die drei Operatoren A, B und C seien gegeben durhA (x) = x3  (x) B  (x) = x ddx  (x) C  (x) = xZ�1 y  (y) dy(a) Berehnen Sie [A;B℄ und [B;C℄ .(b) L�osen Sie das Eigenwertproblem C  (x) = � (x). Welhe Aussage �uber die Eigenwerte kann man ausder Bedingung der Normierbarkeit der Wellenfunktion  (x) tre�en?�Ubung 4.2 { Der Drehimpulsoperator. (a) Zeigen Sie explizit, da� der Drehimpulsoperator J =X�P hermitesh ist, d.h. Z  � J d3x = Z (J )�  d3x :(b) Beweisen Sie die folgende Relation: J� J = i~J�Ubung 4.3 { Kommutatorrelationen. F�ur zwei Operatorem A und B gelte [A; [A;B℄℄ = 0. ZeigenSie, da� unter dieser Voraussetzung folgt:[An;B℄ = nAn�1 [A;B℄ :Verwenden Sie dazu vollst�andige Induktion.�Ubung 4.4 { Der Translationsoperator. Der TranslationsoperatorT(a), f�ur die Parallelvershiebungum die endlihe Streke a ist durh T(a) (r) =  (r+ a)de�niert. Bestimmen die T(a), indem Sie ihn durh den Impulsoperator p = �i~r ausdr�uken. BerehnenSie dazu T(a) im eindimensionalen Fall durh einen Taylorreihenansatz.�Ubung 4.5 { Kommutatorrelationen. Beweisen Sie die BeziehungeAB e�A = 1Xn=0 1n! [A;B℄nmit den Beziehungen [A;B℄0 = B[A;B℄1 = [A;B℄[A;B℄2 = [A; [A;B℄℄[A;B℄n = �A; [A;B℄n�1� :Betrahten Sie dazu den Operator F(�) = e�AB e��A. Entwikeln Sie F(�) in eine Taylorreihe nah �und berehnen Sie die Di�erentialquotienten. Zeigen Sie, da� f�ur den Spezialfall [A; [A;B℄℄ = [B; [A;B℄℄ =0 folgt eAB e�A = B+ [A;B℄ :



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 79�Ubung 4.6 { Kugel�ahenfunktionen. Die Kugel�ahenfunktionen niedrigster Ordnung sind gege-ben durhY0;0 = q 14�Y1;0 = q 34� os � Y1;1 = �q 38� sin � ei�Y2;0 = q 516� �3 os2 � � 1� Y2;1 = �q 158� sin � os � ei� Y2;2 = q 1532� sin2 � e2i�mit Yl;�m = (�1)m Y �l;m .Zeigen Sie, da� diese Kugel�ahenfunktionen die Orthonormalit�atsbedingungZ Y �l0;m0(�; �)Yl;m(�; �) d
 = Æl0lÆm0merf�ullen, und zwar f�ur die Spezialf�alle Y1;m mit m = �1; 0; 1 und Yl;0 mit l = 0; 1; 2.�Ubung 4.7 { Beugung an einem Spalt. Betrahten Sie die Beugung einer Elektronenwelle an einemSpalt. Vor dem Spalt ist der Impuls der Elektronen in z-Rihtung festgelegt, w�ahrend die r�aumlihe Aus-dehnung der Welle in y-Rihtung unendlih ist. Die Position des ersten Interferenzminimums ist gegebendurh das aus der Optik bekannte Gesetz sin �min = �a ;wobei � die Wellenl�ange und a die Spaltbreite bezeihnet. Sh�atzen Sie die Orts- und Impulsunsh�arfen�y und �py der Elektronen nah dem Durhgang durh den Spalt ab. Verwenden Sie dazu im Fall derImpulsunsh�arfe die Position des ersten Interferenzminimums und berehnen Sie das Produkt�y ��py :Diskutieren Sie, warum als Ergebnis dieser Betrahtung niht der exakte Wert der Unsh�arferelation folgt.�Ubung 4.8 { Eigenfunktionen und Eigenwerte. Der eindimensionale HamiltonoperatorH = p22m + V (x)habe das vollst�andige System von Eigenfunktionen j  n i und die Eigenwerte En, so da� giltH j  n i = En j  n i :Beweisen Sie die folgenden Relationen:Xn (En �Em) j h  n jx j  n i j2 = ~22mund Xn (En �Em)2 j h  n jx j  m i j2 = ~22m h  n jp2 j  m i :



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 80�Ubung 4.9 { Rotationsoperator. Zeigen Sie, da� der Operator, der eine Drehung des Koordinaten-systems um die z-Ahse um den Winkel � beshreibt, durhbD(�) = exp� i~� bJz�gegeben ist. S. 250�Ubung 4.10 { ZweidimensionalesKepler-Problem. Behandeln Sie das zweidimensionale Kepler-Problem, d.h. geben Sie die Eigenwerte (f�ur E < 0) und Eigenfunktionen im PotentialV (�) = �Z e2�an, wobei angenommen sei, da� die L�osung niht von z abh�angt.�Ubung 4.11 { Starres Hantelmolek�ul. Ein starres Hantelmolek�ul rotiere im Raum um den Ko-ordinatenursprung mit zwei Freiheitsgraden, den Polarwinkeln # und ' (Rotator). Es werde durh denHamilton-Operator H = 12� eL2beshrieben, wobei � das Tr�agheitsmoment ist.(a) Berehnen Sie die Eigenwerte, Eigenfunktionen und eventuelle Entartungsgrade.(b) Zu einem bestimmten Zeitpunkt be�nde sih der Rotator im Zustand (#; ') = a �os2 #+ sin2 # os 2'�Mit welher Wahrsheinlihkeit liefert eine Messung von L2 die Werte 6~2; 2~2; 0 ?() Mit welherWahrsheinlihkeit ergibt die gleihzeitige Messung von L2 und Lz dasWertepaar (6~2;�2~)?�Ubung 4.12 { Kristallfeldoperator. Der Hamilton-OperatorH = AbL2z +B �bL2x + bL2y�wird in der Festk�orperphysik als sogenannter Kristallfeldoperator h�au�g zur Beshreibung des elektrishenFeldes in einem Kristall herangezogen.Bestimmen Sie seine Eigenwerte und seine reelen Eigenfunktionen.�Ubung 4.13 { Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators. Die Wellenfunktion  (0)m seien Eigen-funktionen zum Drehimpulsoperator bJz, d.h.bJz  (0)m = m (0)m[zur einfaheren Shreibweise seien alle Drehimpulse in Einheiten von ~ angegeben℄.(a) Zeigen Sie, da� die gedrehte Wellenfunktion m = exp��i' bJz� exp��i# bJy�  (0)m



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 81Eigenfunktionen des gedrehten OperatorsbJ� = bJx sin# os'+ bJy sin# sin'+ bJz os'sind, d.h. bJ�  m = m m :Hinweis: Zeigen Sie zun�ahst die Beziehungexp��i# bJy� bJz exp�i# bJy� = bJz os#+ bJx sin#exp��i' bJz� bJx exp�i' bJz� = bJx os'+ bJy sin'(b) Gegeben sei ein System von Eigenfunktionen zur DrehimpulsoperatorbJ2 j jm i = ~2j(j + 1) j jm ibJz j jm i = ~m j jm i :Berehnen Sie: �Ji =q h jm j bJ2i j jm i � h jm j bJi j jm i f�ur i = x; y; z�Ubung 4.14 { Kommutatorrelationen f�ur den Drehimpulsoperator. Beweisen Sie die RelationenhbLi; bxji = i�ijkbxkhbLi; bpji = i�ijkbpkhbLi; bp2i = hbLi; bx2i = 0wobei bLi die drei kartesishen Komponenten des Drehimpulsoperators sind f�ur i = x; y; z. Dabei ist �ijkder vollst�andig antisymmetrishe Tensor.�Ubung 4.15 { Drehimpulsoperator in sph�arishen Koordinaten. Berehnen Sie die Operato-ren bLx, bLy und bLz in sph�arishen Koordinaten, ausgehend von der Tatsahe, da� bLx, bLy und bLz dieGeneratoren von in�nitisimalen Rotationen sind: 0(r) = �1 + i d� bL�  (r) :�Ubung 4.16 { Drehoperatoren. Zeigen Sie, da� die DrehoperatorenbDz(�) = exp� i~� bJz� und bDy(�) = exp� i~� bJy�niht miteinander vertaushen.�Ubung 4.17 { Rotationssymmetrishes Potential. Es sei ein Potential vorgegeben, das um eineGerade (z-Ahse) rotationssymmetrish ist.(a) Man behandele die Shr�odinger-Gleihung in Zylinderkoordinaten und zeige, da� der Drehimpulsum die z-Ahse gequantelt ist.(b) Was gilt f�ur die L�osung in z-Rihtung, falls das Potential niht von z anh�angt?() Bestimmen Sie die Gleihung f�ur den Radialanteil der Wellenfunktion.



5 Hilbert-Raum undOperator-Methode
5.1 Grundlegende De�nitionen1. H ist ein linearer, normierter Vektorraum �uber der Menge C der komplexen Zahlen: dann gilt f�urzwei Funktionen f; g 2 H und Zahlen �; � 2 C , da��f + �g 2 H2. �Uber H ist ein Skalarprodukt de�niert, d.h. jedem Paar von Vektoren f; g ist eine komplexe Zahl(f; g) zugeordnet: (f; g1 + g2) = (f; g1) + (f; g2)(f; �g) = �(f; g)(g; f) = (f; g)�(f; g) = 0 , f ? gf = �g , f k gkgk = p(g; g) norm(�f; g) = (g; �f)� = (�(g; f))� = ��(g; f)� = ��(f; g)3. H ist vollst�andig, d.h. zu jeder Cauhy-Folge von Vektoren aus H existiert ein Grenzelement vonH.4. H ist von abz�ahlbar unendliher Dimension; es existiert ein System orthogonaler und auf die L�ange1 normierter Vektoren ei mit h�ohstens abz�ahlbar unendlihen reelen Elementen. Jedes Elementf 2 H kann nah diesem System entwikelt werden:f = 1Xn=1�nen5. Es gilt die Shwarz'she Ungleihung j(f; g)j � kfk � kgk



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 83F�ur eine detailierte Diskussion der mathematishen Eigenshaften siehe [13℄.Beispiele(a) H1 : Menge aller Spaltenvektoren a = (a�) = 0B� a1a2... 1CAmit komplexwertigen Eintr�agen a� 2 C und endliher Norm 1X�=1 ja� j2 <1 . Das Skalarproduktzwishen zwei Vektoren a und b ist danna � b = (a1; a2; : : :)0B� b1b2... 1CA = 1X�=1 a��b�In Dira'sher Notation l�a�t sih dies kompakt shreiben alsh a j b i mit h a j = (a1; a2; : : :) und j b i = 0B� b1b2... 1CA (5.1)(b) H2 : Menge aller komplexwertigen quadratintegrablen Funktionen. Dann ist f�ur f(r); g(r) 2 C(f; g) = Z d3r f�(r)g(r)1Z�1 d3r jf(r)j2 <1
5.2 Vektoren im Hilbert-RaumDie Shr�odinger-Gleihung liefert ein volst�andiges orthonormiertes System	�(r) � = 1; 2; : : :Die 	� verhalten sih wie Einheitsvektoren { sie stellen daher die Einheitsvektoren im Hilbert-Raumdar 	�(r) = h r j 	� i 	�� = h 	� j r iDie Hilbert-Raum-Vektoren sind demnahh 	� j \bra"j 	� i \ket"Die so de�nierten Vektoren haben die Eigenshaften:



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 841. Orthogonalit�at Z d3r 	��(r)	�(r) = Z d3r h 	� j r i h r j 	� i = Æ��2. Vollst�andigkeit Z d3r j r i h r j = 13. Orthonormalit�at h 	� j 	� i = Æ��4. Vollst�andigkeit 	� kann nah f	n(r)g entwikelt werden	�(r) = 1X�=1 a(�)� 	�(r)h r j 	� i = X� a(�)� h r j 	� iZ d3r 	��(r)	�(r) = X� a(�)� Z d3r 	��(r)	�(r)| {z }Æ�� = a(�)�Folgerungen:1. j 	� i =X� a(�)� j �� ia(�)� = h �� j 	� i = Z d3r h �� j r i h r j 	� ij 	� i =X� h �� j 	� i j �� i =X� j �� i h �� j| {z }=1 � j 	� i2. X� ���(r) ��(r0) = Æ(r� r0)X� h r0 j �� i h �� j r i = h r0 j r i = Æ(r � r0)Darstellung "reiner" Zust�andeEin Hilbertraum-Vektor j  � i entspriht einem \reinen" Zustand in der Quantenmehanik{ z.B. f�ur das Wassertsto�-Atom j 	 i = j n; l;m i



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 85
A A

A

B
ψ

Ψ

Abbildung 5.1: Pr�aparation eines reinen Zustandes: eine Reihenshaltung der Filterung ist m�oglih, wenn[aj ; bj ℄ = 05.3 Operatoren im HilbertraumF�ur die Shr�odinger-Gleihung bieten sih zwei �aquivalente Darstellungen an:H 	(r) = E	(r) , H j 	 i = E j 	 iDamit ist f�ur einen beliebigen Vektor A j 	 i = j 	0 iOperatoren im HilbertraumUnter einem Operator A versteht man eine Abbildung, die jedem Zustand j 	 i 2 H eindeutigeinen Zustand j 	0 i 2 H zuordnet.Lineare OperatorenHier gelten folgende Vektorraumaxiome:A1 j 	 i = A2 j 	 i ) A1 = A2(A1 +A2) j 	 i = A1 j 	 i +A2 j 	 i(A1A2) j 	 i = A1(A2 j 	 i )b0 j 	 i = 0I j 	 i = j 	 iAdjungierte Operatoren h  jA j � i = Z ��(r)A��(r) d3r



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 86h  jA j � i = h b j � iAy j  i = j b ih  jA j � i = h b j � i= h � j b i �= h � jAy j  i �h  jA j � i = h � jAy j  i �h  j b� i = h b� j  i �j b� i = A j � i = j A� ih b� j = h � jAy = h A� j(Ay)y = A(AB)y = ByAyAy wirkt im dualen Raum H� so, wie A in H.Selbstadjungierte (hermiteshe) OperatorenHermitesher Operator A j � i = Ay j � i ) Ay = A(a) Die Erwartungswerte sind reel.(b) Eigenzust�ande sind orthogonalA j �j i = aj j aj ih ai jA j aj i = h ai j aj j aj i = aj h ai j aj i = h aj jA j ai i � = ai h ai j aj i(ai � aj) h ai j aj i = 0Reziproker (inverser) Operatorj � i = A j � iA�1 j � i = j � i � A1A = AA1 = 1Unit�are Operatoren UyU = UU y = 1 �! U y = U�1



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 87Damit entsprehen j �	 i = U j 	 i�A = UAU yunit�aren Transformationen. Unter einer derartigen Transformation unver�andert bleiben:1. Eigenwert h �	 j �� i = h �	 jU j � i � h � jU y j 	 i= h � jUU y j 	 i �= h 	 j (UU y)y j � i= h 	 jU yU j � i= h 	 j � i2. Skalarprodukt h �� j �A j � i = h � jU yU AUyU j � i = h � jA j � i3. Erwartungswert A j ai i = ai j ai i�A j �ai i = �ai j �ai i�A j �ai i = U AU yU j ai i = U A j ai i = U ai j ai i = ai j �ai iInsbesondere gilt:Physikalishe Aussagen bleiben unter unit�aren Transformationen invariant !ProjektionsoperatorenAufteilung des Hilbert-Raumes in zwei Teilr�aumeH = U 
 Vso da� f�ur zwei Elemente u 2 U und v 2 V gilth u j v i = 0 :Jeder Vektor j  i l�a�t sih dann zerlegen inj  i = j  U i + j  V i wobei j  U i 2 U ; j  V i 2 V :1. Pu ist hermiteshh 	0 jPu j 	 i = h 	0 j 	u i = h 	0u j 	u i = h 	0u j 	 ih 	0u j = h 	0 jPu



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 882. P 2u 6= Pu P 2u j 	 i = Pu j 	u i = j 	u i = Pu j 	 i3. Pu besutzt Eigenzust�ande 1 oder 0j p i sei Eigenzustand zu Pu (P 2u � Pu j p i = (p2 � p)| {z }=0 j p i = 0Demnah gilt P = 0; 1 Pu j p i = j p i : p = 1 j p i 2 UPu j p i = 0 : p = 0 j p i 2 V4. Bildung eines vollst�andigen Orthonormalen-Systems (VONS)j 	 i = Pu j 	 i + Pv j 	 iI j 	 i = IPu j 	 i + IPv j 	 iPv j 	 i = (I � Pu) j 	 iPu = I � PuMit den Basenf j u i g mit u = 1; : : : ; N und f j v i g mit v = N + 1; : : : ;1f�ur U und V l�a�t sih dann shreibenPu = NXn=1 j u i h u j und Pv = 1Xn=N+1 j v i h v j5.4 Linare Operatoren als MatrizenH wird aufgespannt durh j	ni mit Xn j	ni h	nj = 1(a) Wellenvektor j	i =Xn j�ni h�nj 	i =Xn j�ni	nDamit l�a�t sih die eindeutig zuordnenj	i  ! 0BBBBBB� 	1	2...	n...
1CCCCCCA



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 89(b) Operator Mit der UmshreibungA = 1 �A � 1 =Xm;n j �n i h �n jA j �m i| {z }Anm h �m jbekommt man die ZuordnungA = (Anm) = 0BBBBBB� A11 A12 � � � A1m � � �A21 A22... . . . ...An1 � � � Anm... . . .
1CCCCCCAEine Abbildung im Hilbert-Raum l�a�t sih dann shreiben:j 	0 i = A j 	 i = Xm A j �m i h �m j 	 ih �n jA j 	0 i = Xm h �n jA h �n j �m i h �m j 	 i	0 = Xm Anm	m0BBBBBB� 	01	02...	0n...

1CCCCCCA = 0BBBBBBB� A11 A12 � � � A1m � � �A21 A22 ...... . . . ...An1 � � � � � � Anm... . . .
1CCCCCCCA 0BBBBBB� 	1	2...	n...

1CCCCCCAF�ur den Fall j 	0 i = a	 wird dies zu einer Eigenwertgleihung:0BBBBB� (A11 � a) A12 � � � A1mA21 (A22 � a)... . . .An1 (Anm � a) 1CCCCCA 0BBBBBB� 	1	2...	n...
1CCCCCCA = 0BBBBBB� 00...0...

1CCCCCCA() Transponierter Wellenvektorh 	 j = Xn h 	 j �n i h �n j = Xn h �n j 	 i � h �n j = Xn 	�n h �n jDann l�a�t sih identi�zieren h 	 j  ! (	�1;	�2; : : : ;	n; : : :)



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 90(d) Skalarprodukt h 	0 j 	 i =Xn h 	0 j �n i h �n j 	 iwas sih identi�zieren l�a�t mith 	0 j 	 i  ! (	�1;	�2; : : : ;	n; : : :)0BBBBBB� 	1	2...	n...
1CCCCCCA(e) Adjungierter Operator Ayh  jA j � i = h � jAy j  i �h � jAy j  i = h  jA j � i 9=; ! (A�)nm = (A)�nmDie Bildung der zugeh�origen Matrix erfolgt in zwei Shritten:(i) Transponieren: Anm ! Amn(ii) Eintr�age komplex konjugieren(f) Hermitesher Operator Ay = A�Ay�nm = (Amn) = (A)nmF�ur die Diagonalelemente ausgewertet hei�t dies, da�(A)�mm = (Amm)�Demnah m�ussen die Diagonalelemente reel sein und die Matrix hat die FormAnm = 0BBBBBBB� . . . anm. . .a�nm . . .

1CCCCCCCA(g) Unit�are Operatoren U y = U�1 �U�1�nm = �U y�nm = U�mnBehauptung: Die Zeilen und Spalten von U sind orthogonal.



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 91Beweis: UyU = 1Xm h i jU y j m i h m jU j j i = h i j j i = ÆijXm h m jU j i i � h m jU j j i = Æij 2F�ur eine zweidimensionale Drehmatrix R = � os� � sin�sin� os� �ist ~RR = � os� sin�� sin� os� �� os� � sin�sin� os� � = � 1 00 1 �Damit entspriht eine unit�are Matrix einer Drehung im Hilbert-Raum.F�ur einen Operator A mit dem EigenfunktionensystemA j an i = an j an ierh�alt man als Matrixelementeh an jA j am i = Anm = h an j an j am i = anÆnmJetzt gibt es immer eine unit�are Transformation, die eine Matrix auf Diagonalform bringt:aiÆij = h ai jA j aj i = Xn;m h ai j �m i h �m jA j �n i h �n j aj iUim = h ai j �m ih �m j aj i = h aj j �m i � = UymjXm h ai j �m i h �m j aj i = h ai j aj i = ÆijVeranshaulihung Matrix Komponenten BeispielA aij � 1 i1 + i 2 �transponiert At (At)ij = Aji � 1 1 + ii 2 �komplex konjugiert A� (A�)ij = (Aij)� � 1 �i1� i 2 �hermitesh konjugiertoder adjungiert Ay = (At)� (Ay)ij = (Aji)� � 1 1� i�i 2 �



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 925.5 Interpretation des Me�prozessesA sei ein linearer hermitesher Operator mit den Eigenwerten/-funktionenA j �n i = an j �n if j �n i gXn j �n i h �n j = 1Ein beliebiger Zustandsvektor l�a�t sih dann nah dieser Basis entwikelnj b	 i =Xn j �n i h �n j 	 iDer Erwartungswert bei Anwendung eines OperatorsA j 	 i =Xn an j �n i h �n j 	 iist dann h 	 jA j 	 i = Xn h 	 j an j �n i h �n j 	 i= Xn an h 	 j �n i h �n j 	 i= Xn an j h �n j 	 i j2M�oglihe Me�werte f�ur die Messung der der Observablen A an einem einzelnen Teilhen der quantenme-hanishen Gesamtheit sind die Eigenwerte an. Nah vielen Einzelmessungen ist j h 	 j �n i j2 die relativeWahrsheinlihkeit.5.6 Unsh�arferelationF�ur zwei hermite'she Operatoren L;M gilt(LM �ML)y = (LM)y � (ML)y =M yLy � LyMy = �(LyMy �MyLy)und allgemein [L;M ℄ = i~C ; Cy = �C (antihermitesh)Jetzt Betrahtung der mittleren Shwankungsquadrate(�L)2 = h 	 j (L� bL)2 j 	 i = h 	 j ~L j 	 i(�M)2 = h 	 j (M � M)2 j 	 i = h 	 j ~M j 	 iF�ur den hiervon zu bildenden Kommutator gilth~L; ~Mi = [L;M ℄ = i~C



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 93Jetzt h 	 j ~L2 j 	 i h 	 j ~M2 j 	 i = h ~L	 j ~L	 i h ~M	 j ~M	 ih ~L	 j ~M	 i = h 	 j ~L ~M j 	 i= h 	 j �12( ~M ~L+ ~M ~L) + 12(~L ~M � ~M ~L)� j 	 i= h 	 j �12(~L ~M + ~M ~L) + 12 i~C� j 	 iMit der Shwarz'shen Ungleihungp h f j f ip h g j g i � j h f j g i jl�a�t sih dann absh�atzenq h 	 j ~L2 j 	 iq h 	 j ~M2 j 	 i � h 	 j ~L ~M j 	 iq h 	 j ~L2 j 	 iq h 	 j ~M2 j 	 i � 12 i~ h 	 jC j 	 iSomit gilt f�ur die Shwankungsquadrate die Heisenberg'she Unsh�arferelationq� ��L�2q� ��M�2 � h2 j h 	 jC j 	 i j (5.2)Im Spezialfall von Ort und Impuls ist dies[Pj ; Qk℄ = ~i Æik ! q� ��Pj�2 � ��Qk�2 � ~2Æjk (5.3)5.7 Zeitlihe Entwiklung eines quantenmehanishen SystemsDie zeitlihe Entwiklung zwishen einem Anfangszustand j 	(t0) i und dem Zustand j 	(t) i zu einemsp�ateren Zeitpunkt soll nun ausgedr�ukt werden mittels eines Zeitentwiklungsoperators U(t; t0). Wirshreiben dann j 	(t) i = U(t; t0) j 	(t0) i (5.4)Eigenshaften des Zeitentwiklungsoperators U(t; t0)Die wihtigsten Eigenshaften des Zeitentwiklungsoperators sind:1. U(t; t0) ausgewertet f�ur t = t0 ergibt die Identit�at:U(t0; t0) = id2. U(t; t0) ist transitiv, das hei�t die zeitlihe Entwiklung eines Systems vom Zeitpunkt t0 nah t0 undanshlie�end nah t l�a�t sih shreiben alsU(t; t0) = U(t; t0)U(t0; t0) f�ur t > t0 > t0



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 943. Wegen der Wahrsheinlihkeitsinterpretation der Wellenfunktion 	 mu� die Norm von j 	 i erhaltenbleiben:h 	(t) j 	(t) i = h U 	(t0) j U 	(t0) i = h 	(t0) jU y U j 	(t0) i = h 	(t0) j 	(t0) iDazu mu� aber gelten, da� U yU = 1, was also bedeutet, da� U ein unit�arer Operator ist.4. Aufgrund der Transitivit�atseigenshaft von U k�onnen wir auh shreibenU(t0; t0) = U(t0; t0)U(t0; t0) = 1 ;so da� sih U�1(t0; t) = U(t; t0)als inverser Zeitentwiklungsoperator identi�zieren l�a�t.In�nitisimale EntwiklungF�ur den Fall einer in�nitisimalen Zeitdi�erenz �t l�a�t sih U(t; t0) entwikelnU(t+�t; t) = 1 +K(t)�t (5.5)Aus der Unitarit�at von U(t; t0) folgt dannUyU = 1 = �1 +Ky(t)�t� (1 +K(t)�t)= 1 +K(t)�t+Ky(t)�t+Ky(t)K(t)(�t)2F�ur Terme linearer Ordnung in �t kann dies aber nur gelten, wennky(t) = �K(t) (5.6)K(t) ist demnah antihermitesh. Als einfahster Fall f�ur diese Bedingung setzen wir daherK(t) = � i~H(t) (5.7)und damit auh U(t+�t; t) = 1� i~H(t)Die zeitlihe �Anderung eines Zustandes l�a�t sih dann ausdr�uken durhj 	(t+�t) i = U(t+�t; t) j 	(t) i= �1� i~H(t)�t� j 	(t) i= j 	(t) i � i~H(t)�t j 	(t) ij 	(t+�t) i � j 	(t) i�t = � i~H(t) j 	(t) iDieser Ausdruk ist aber nihts anderes als der Di�erenzenquotient, so da� wir durh Limesbildung soforterhalten lim�t!0 j 	(t+�t) i � j 	(t) i�t = ddt	(t)F�ur in�nitisimale Zeitintervalle ist alsoddt j 	(t) i = � i~H(t) j 	(t) i



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 95Zeitanh�angige Shr�odinger-Gleihungi~ ddt j 	(t) i = H(t) j 	(t) i (5.8)Durh nohmaliges Umshreiben mit j 	(t) i = U(t; t0) j 	(t0) ierhalten wir die vollkommen �aquivalenteOperatorgleihung i~ ddtU(t; t0) = H(t)U(t; t0) (5.9)Durh Umstellen k�onnen wir hieraus eine Integralgleihung f�ur U(t; t0) aufstellen:d U(t; t0) = � i~H(t)U(t; t0) dtU(t;t0)ZU(t0;t0) d U(t; t0) = � i~ tZt0 H(�)U(�; t0) d�U(t; t0) = 1� i~ tZt0 H(�)U(�; t0) d� (5.10)L�osungen von U(t; t0)(a) H ist zeitunabh�angig. Dann maht man f�ur (5.9) den L�osungsansatzU(t; t0) = exp�� i~H � (t� t0)�Entwikelt man dies f�ur kleine ZeitenU(t; t0) = exp�� iH~ (t� t0)�= 1 +�� iH~ (t� t0)�+ 12 �� iH~ (t� t0)�2 + : : :ddtU(t; t0) = � iH~ (t� t0) +�� iH~ (t� t0)��� iH~ �+ : : := � iH~ �1� iH~ (t� t0)�+ : : :



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 96und ber�uksihtigt nur Terme maximal linearer Ordnung, so erh�alt man wieder eine L�osung f�ur (5.9)i~�� iH~ ��1� iH~ (t� t0)� = H �1� iH~ (t� t0)� 12 �� iH~ (t� t0)2��H � iH2~2 (t� t0) = H � iH2~2 (t� t0)(b) H ist zeitabh�angig, aber die H zu vershiedenen Zeiten ti kommutieren.U(t; t0) = exp0�� i~ tZt0 H(�) d�1A() H ist zeitabh�angig und die H zu vershiedenen Zeiten ti kommutieren niht.In diesem Fall l�a�t sih der Zeitentwiklungsoperator nur iterativ durh Einsetzen in die rehte Seite derIntegralgleihung (5.10) bestimmen; durh eine weitere Zerlegung erhalten wirU(t; t0) = 1� i~ tZt0 H(t1)U(t1; t) dt1U(t1; t0) = 1� i~ t1Zt0 H(t2)U(t2; t0) dt2so da� bei EinsetzenU(t; t0) = 1� i~ tZt0 H(t1)241� i~ t1Zt0 H(t2)U(t2; t0) dt235 dt1= 1� i~ tZt0 H(t1) dt1 �� i~�2 tZt0 dt1 t1Zt0 dt2H(t1)H(t2)U(t2; t0)Bei Einf�ugen einer weiteren ZerlegungU(t2; t0) = 1� i~ t2Zt0 H(t3)U(t3; t0) dt3ist demnah U(t; t0) = 1� i~ tZt0 H(t1) dt1 �� i~�2 t1Zt0 dt1 t1Zt0 dt2H(t1)H(t2)�� i~�3 tZt0 dt1 t1Zt0 dt2 t2Zt0 dt3H(t1)H(t2)H(t3)U(t3; t0)Bei vollst�andiger rekursiver Ersetzung erh�alt man dann die11 Dazu auh: [14℄, 68|73.



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 97Dyson-ReiheU(t; t0) = 1 + 1Xn=1�� i~� tZt0 dt1 t1Zt0 dt2 : : : tn�1Zt0 dtn H(t1)H(t2) : : : H(tn) (5.11)
5.8 Erwartungswert eines OperatorsJe nah der Art, wie die Zeitentwiklung eines Operators ber�uksihtigt wird untersheiden wir:(a) Shr�odingerbild hA(t)i = h �(t) jAS j �(t) iDie Zust�ande j �(t) i �andern sih gem�a� der Bewegungsgleihung, w�ahrend die Operatoren zeitlihkonstant sind (abgesehen f�ur den Fall einer expliziten Zeitabh�angigkeit).(b) Heisenbergbild: Durh die Benutzung des Zeitentwiklungsoperators U(t; t0) l�a�t sih shreibenhA(t)i = h 	(t) jAS j 	(t) i= h U(t; t0)	(t0) jAS j U(t; t0)	(t0) i= h 	(t0) jUy(t; t0)ASU(t; t0) j 	(t0) i= h 	(t0) jAH(t) j 	(t0) iDie Zeitabh�angigkeit der Zust�ande wird demnah durh den Zeitentwiklungsoperator auf den neuenOperator AH = UyASU �ubertragen { die Zust�ande j  (t0) i selber sind jetzt durh die Startwertegegeben und damit konstant.Bewegungsgleihung f�ur AHAbleitung des als AH(t; t0) = Uy(t; t0)AS U(t; t0) de�nierten Operators im Heisenbergbild nah der Zeitergibt: ddtAH = �Uy�t AS U + Uy �AS�t U + UyAS �U�t= � i~UyH�ASU + Uy _ASU + UyAS �� i~HU�= 1~UyHUU yASU + Uy _ASU � i~U yASUUyHU= i~HHAH + Uy _ASU � i~AHHH= i~ (HHAH �AHHH) + Uy _ASU= i~ [HH ; AH ℄ +� ��tAS�HH�angt AS also niht explizit von der Zeit ab, so ist� ��tAS�H = 0



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 98und damit ddtAH = i~ [HH ; AH ℄ (5.12)Ein derartiger Zusammenhang f�ur die zeitlihe �Anderung einer Me�gr�o�e ist aber bereits aus der klassi-shen Mehanik bekannt|mittels der Poisson-Klammern l�a�t sih dort shreibenddtA = fA;Hg ;wobei A = A(p; q) eine Funktion der verallgemeinerten Koordinaten q und der verallgemeinerten Impulsep ist. Somit bietet sih formal an dieser Stelle der folgende �Ubergang zwishen Quantenmehanik undklassisher Mehanik an: � i~ [AH ; HH ℄ ~!0�! fA;Hg5.9 WehselwirkungsbildDer Hamilton-Operator wird zerlegt in einen bereits bekannten Teil { z.B. beim harmonishen OszillatorH0 = p22m { und einen St�orungsterm H = H0 +H 0 :Durh Einsetzen in die Shr�odinger-Gleihung erh�alt man danni~ j d	(t) idt = (H0 +H 0) j 	(t) i ;woraus sih das bereits bekannte Verhalten von H0 abseparieren l�a�tj 	I(t) i = exp� i~H0(t� t0)� j 	(t) i :	I ist dabei die Wellenfunktion im Wehselwirkungsbild. Bei zeitliher Ableitung erh�alt man jetzti~ ddt j 	I(t) i = �H0 j 	I(t) i + exp� i~H0(t� t0)� (H0 +H 0) j 	(t) i= (�H0 +H 0) j 	I(t) i| {z }=0+exp� i~H0(t� t0)� H 0 exp�� i~H0(t� t0)�| {z }HI j 	I(t) i= HI(t) j 	I(t) i :Analog ist f�ur einen beliebigen OperatorAI(t) = exp� i~H0(t� t0)�A e�iH0i~ ddtAI(t) = [AI (t); H0℄



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 99WehselwirkungsbildIm Wehselwirkungsbild sind Zust�ande und Operatoren zeitabh�angig.Zusammenfassend gilt f�ur die vershiedenen Bilder:Zust�ande j 	 i Operatoren AShr�odingerbild j 	(t) i AHeisenbergbild j 	 i A(t)Wehselwirkungsbild j 	(t) i A(t)Da zum Wehsel zwishen den vershiedenen Darstellungen nur unit�are Transformationen verwendet wur-den, sind alle drei Bilder also vollkommen �aquivalent.5.10 Zeitabh�angigkeit des harmonishen OszillatorsIm eindimensionalen Fall ist H = p22m + m!22 x2 (5.13)mit den zeitunabh�angigen Operatoren x; p; ay; a. Unter Verwendung der Beziehungei�BAe�i�B = A+ i� [B;A℄ +� i2�22! � [B; [B;A℄℄ + : : :+� in�nn! � [B; [B; : : : ; [B;A℄℄ : : :℄l�a�t sih dann shreibenx(t) = U y(t; 0)x(0)U(t; 0)= x(0) + it~ [H; x(0)℄ + � i2t2~2 � [H; [H; x(0)℄℄ + : : :f�ur die \ungeraden" Terme ist [H; x(0)℄ = � i~mp(0) ;und f�ur die \geraden" Terme [H; p(0)℄ = i~m!2x(0)= x(0) + p(0)m t+ 12! t2!2x(0)� 13! t3!3p(0)m + : : := x(0) os(!t) + p(0)m! sin(!t)Analog dazu ergibt sih f�ur den Impulsp(t) = �m!x(0) sin(!t) + p(0) os(!t) :Allerdings hatten wir bereits gesehen, da�h n jx(t) j n i = 0 bzw. h n j p(t) j n i = 0 ;da sih die x(t); p(t) durh die Operatoren ay; a darstellen lassen, diese aber nur Zust�ande (n; n+1) bzw.(n; n�1) miteinander verbinden. Es bleibt also die Frage, welher quantenmehanishe Zustand jetzt demklassishen Oszillator �ahnelt. F�ur einen solhe Zustand n�amlih mu� die Wellenfunktion



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 100� oszillieren, d.h. das Teilhen f�uhrt eine periodishe Bewegung aus, und� niht zerie�en, d.h. das Wellenpaket bleibt in seiner Form erhalten (keine Dispersion)Demzufolge mu� es sih bei dem gesuhten Zustand um einen koh�arenten Zustand handeln, wobeia j � i = � j � i� ist im allg. ein komplexer Eigenwert zum Energiezustand j � i des harmonishen Oszillators.Eigenshaften koh�arenter Zust�ande1. Dr�uke j � i durh Energieeigenzust�ande aus:j � i = 1Xn=0 f(n) j n iDie Verteulung jf(n)j2 ist vom Poisson-Typ:jf(n)j2 = hninn! e�hni2. j � i kann aus dem Oszillator-Grundzustand durh eine endlihe Transformation erzeugt werden.3. j � i erf�ullt zu jeder Zeit die minimale Unsh�arferelation�x ��px = ~25.11 Koh�arenter Zustand in der OrtsdarstellungWellenpakete minimaler Unsh�arfeF�ur ein Wellenpaket mit minimaler Unsh�arfe�x ��px = ~2und mittleren Shwankungsquadraten�x =p(x� hxi)2 �px =p(px � hpxi)2hat man die Wellenfunktion 	(x) = 1p2� 1p�x exp�ip0x� x24(�x )2� (5.14)mit den Konstanten p0 = hpi und x. Damit stelltj	(x)j2 = 12� 1�x exp�� x24(�x)2�



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 101eine Gau�verteilung um hxi = 0 mit mittlerem Shwankungsquadrat (�x)2 dar. Mittels einer Fouriertrans-formation { siehe hierzu auh Aufgabe 5.1 { erh�alt man dann die zugeh�orige Darstellung im Impulsraum	(p) = 1p2�~ 1Z�1 	(x) exp�� i~p0x� = onst � exp�� (�x)2~2 (p� p0)2� (5.15)Dies ist eine Gau�verteilung um hpi = 0 mit mittlerem Shwankungsquadrat(�p)2 = �~2�2 (�x)2so da� wir durh einfahes umshreiben erhalten�x ��px = ~2Zust�ande des harmonishen OszillatorsWellenfunktion und Shr�odinger-Gleihung sind	(x) = 14p2� 1p�x exp� i hpix~ � (x� hxi)24(�x)2 � i'(t)� (5.16)� ~22m �2	�x2 + 12m!2x2	 = �i~�	�t (5.17)sollen die klassishe Differentialgleihung f�ur den Erwartungswert des Ortes�2�t2 hxi+ !2 hxi = 0 (5.18)wiedergeben. Zur Bestimmung von �x und '(t) setzen wir also (5.16) in (5.17) ein:� ~22m "� 12(�x)2 +� i hpi~ � (x� hxi)2(�x)2 �2#+ m!2x22 + i~ � i h _pix~ � (x� hxi) h _xi2(�x)2 � i _'(t)� = 0~24m(�x)2 + m h _xi22 � ~2x28m(�x)4 � ~2 hxi28m(�x)4 + ~2 hxix4m(�x)4 + m!2x22 +m!2 hxix+ ~ _'(t) = 0hxix �m!2 � ~24m(�x)4 �+ ~24m(�x)2 + m h _xi22 + x22 �m!2 � ~24m(�x)4 �� ~2 hxi28m(�x)4 + ~ _'(t) = 0�x22 + hxix� �m2!2~2 � 14(�x)4 �+ 14(�x)2 + m2 h _xi22~2 � hxi28(�x)4 + m~ _'(t) = 0Dies ergibt dann (�x)2 = � ~2m!�_' = m2~ �h _xi2 � !2 hxi2�+ !2' = 12~ hpi hxi+ !2 t



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 102Damit l�a�t sih dann die Wellenfunktion (5.16) shreiben als	(x; t) = �m!�~ �1=4 exp� i hpix~ � m!2~ (x� hxi)2� exp�� i!t2 � i hpi hxi~ �F�ur hxi = 0 und hpi = 0 ist dann 	(x; t) = 	0 e�i!tdie Wellenfunktiondes Grundzustandes des harmonishen Oszillators.Die mittlere Energie l�a�t sih jetzt shreiben alshEi = 
p2�2m + 12m!2 
x2� = 
p2�2m + m!2 hxi22 + ~!2 = ~!�hni+ 12� (5.19)Der koh�arente Zustand wird durh hx(t)i vollst�andig bestimmt. hx(t)i erf�ullt die klassishe Shwingungs-gleihung (5.18), so da� weiter giltm! hxi+ i hpip2m~! = a e�i!t mit jaj2 = hniEntwikelt man 	(x; t) nah den Wellenfunktionen der station�aren Zust�ande des Oszillators	 = 1Xn=0 an	n	0(x; t) = 	0(x) exp��i(n+ 12)!t�an = 1Z�1 	�n	n dxDie Wahrsheinlihkeit, da� sih der Oszillator im n-ten Zustand be�ndet ist dann!n = janj2 = e�hni hninn!5.12 Der quantenmehanishe PropagatorVorhaben wird es sein, einen Operator zu �nden, durh den sih die �Ubergangsamplitude h r2t2 j r1t1 iin einer integralen Form 	(r2; t2) = Z d3r1 K(r2; t2; r1; t1)	(r1; t1) (5.20)ausdr�uken l�a�t.Konstruktion des PropagatorsWir hatten bereits gesehen, da� j 	(t2) i = U(t2; t1) j 	(t1) i	(r2; t2) = h r2 j 	(t2) iZ d3r j r1 i h r1 j = 1



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 103Somit bekommen wir durh Umshreiben	(r2; t2) = h r2 j 	(t2) i= h r2 jU(t2; t1) j 	(t1) i= Z d3r1 h r2 jU(t2; t1) j r1 i h r1 j 	(t1) i= Z d3r1 K(r2; t2; r1; t1)	(r1; t1)F�ur die Kausalbedingung t2 > t1 hat man damit den (retardierten)Propagator K(r2; t2; r1; t1) = h r2 jU(t2; t1) j r1 i�(t2 � t1) (5.21)K(r2; t2; r1; t1) ist die Wahrsheinlihkeitsamplitude, da� ein Teilhen, welhes zur Zeit t1 beir1 startet, zur Zeit t2 am Punkt r2 gemessen wird.Kompositionseigenshaft des PropagatorsStatt dem direkten �Ubergang (r0; t0) �! (r; t)h r; t j r0; t0 ik�onnen wir nah Zerlegung des Intervalls [t0; t℄ in n Abshnitte mittn > tn�1 > tn�2 > : : : > t1 > t0shreiben (r0; t0) �! (r1; t1) : : : (rn�1; tn�1) �! (rn; tn)h rn; tn j rn�1; tn�1 i h rn�1; tn�1 j rn�2; tn�1 i : : : h r1; t1 j r0; t0 iDie �Uberg�ange lassen sih jetzt durh den Zeitentwiklungsoperator shreibenh rn; tn j r0; t0 i = h rn jU(tn; t0) j r0 i= h rn jU(tn; tn�1)U(tn�1; tn�2) : : : U(t1; t0) j r0 i= h rn jU(tn; tn�1) Z d3rn�1 j rn�1 i h rn�1 jU(tn�1; tn�2) Z d3rn�2: : : h r1 jU(t1; t0) j r0 i= Z d3rn�1 Z d3rn�2 : : :Z d3r1 K(rn; tn; rn�1; tn�1)K(rn�1; tn�1; rn�2; tn�2) : : :K(r1; t1; r0; t0)= Z d3rn�1 Z d3rn�2 : : :Z d3r1K(n; n� 1)K(n� 1; n� 2) : : :K(1; 0)



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 104Propagator in der EnergiedarstellungWenn der Hamilton-Operator niht explizit zeitabh�angig ist, l�a�t sih der Propagator (5.21) shreiben alsK(r2; t2; r1; t1) = h r2 jU(t2; t1) j r1 i �(t1 � t1)= h r2 j exp�� i~H(t2 � t1)� j r1 i �(t2 � t1)= h r2 j exp�� i~H(t2 � t1)�Xn j �n i h �n j r1 i �(t2 � t1)= Xn h r2 j �n i exp�� i~En(t2 � t1)� h �n j r1 i �(t2 � t1)= Xn �n(r2) exp�� i~En(t2 � t1)� ��n(r1) �(t2 � t1)Um jetzt weitere Aussagen �uber K(r2; t2; r1; t1) mahen zu k�onnen, betrahten wir eine L�osung derShr�odinger-Gleihung zum Zeitpunkt t2:�i~ ��t2 �H(r2; ~irr2�| {z }bO �n(r2) exp�� i~En(t2 � t1)� = 0 (5.22)Wenden wir diesen Operator bO auf K(r2; t2; r1; t1) an, so erhalten wirbOK(r2; t2; r1; t1) = bOXn �n(r2) exp�� i~En(t2 � t1)� ��n(r1) �(t2 � t1)= i~Xn �n(r2) exp�� i~En(t2 � t1)���n(r1) Æ(t2 � t1)+ �(t2 � t1) bOXn �n(r2) exp�� i~En(t2 � t1)� ��n(r1)= i~Xn �n(r2) exp�� i~En(t2 � t1)���n(r1) Æ(t2 � t1)+ �(t2 � t1) bOXn �n(r2) exp�� i~Ent2�| {z }=0 exp� i~Ent1���n(r1)= i~Xn �n(r2) exp�� i~En(t2 � t1)�| {z }=1 ��n(r1) Æ(t2 � t1)= i~Xn h r2 j �n i h �n j r1 i Æ(t2 � t1)= i~Xn h r2 j r1 i Æ(t2 � t1)= i~ Æ(r2 � r1) Æ(t2 � t1)



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 105K(r2; t2; r1; t1) ist die Greensfunktion dieser Gleihung und eindeutig bestimmt durh die Randbeding-ungen.Eigenshaften f�ur den Spezialfall t1 = 0; r2 = r1 = r; t2 = tIn diesem Fall ist die Greensfunktion jetztG(t) = Z d3rK(r; t; r; 0)= Z d3rXn j h r j n i j2 exp�� i~Ent�= Xn exp�� i~Ent�Die Summe erstrekt sih dabei �uber alle m�oglihen Zust�ande j k i . F�uhren wir jetzt mit � = i t~ eineimagin�are Zeit ein, so ergibt sih G(t) ! Z(�) =Xn e��EnF�ur t(�)!1 ist dann die Energie des Grundzustandes ablesbar; diese betr�agt E � e�E0� . Das zugeh�origeEnergiespektrum erhalten wir nun mittels Fouriertransformation.Beispiele1. Freies Teilhen in einer DimensionF�ur einen Impulseigenzustand j ~p i giltH j ~p i = p22m j ~p i und p j ~p i = ~p j ~p i :Der zugeh�orige Propagator istK(r2; t2; r1; t1) = h x2 j exp�� i~H(t2 � t1)� j x1 i= Z d~p h x2 j ~p i exp�� i~H(t2 � t1)� h ~p j x1 i= 12�~ 1Z�1 d~p exp��i~p(x2 � x1)� i~p2(t2 � t1)� 12m~� ;wobei die Impulsdarstellung h x j p i = 1p2� exp� ipxx~ �benutzt wurde. Zur Auswertung des Integrals ben�otigen wir, da�1Z�1 e�x2 dx = p� und 1Z�1 e�a2(x+a)2 dx = p�a ; Rea > 0 :



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 106Allerdings l�a�t sih dies niht direkt auf das zu berehnende Integral anwenden. Daher greifenwir zu einen Trik: wir f�uhren dazu eine Rotation in der komplexen Ebene um �2 durh; damitgehen die Variablen �uber in~p! ei�4 ~p = 1p� (1 + i)~p und ~~p2 ! ei�2 ~p2 = i~p2Nah Ausf�uhrung der Rotation haben wir dannK(r2; t2; r1; t1) � ��~p2 �p2� (1 + i)~p�= �(�~p+ �2p2� (1 + i)�2 � i �4�2) ;mit den Abk�urzungen � = t2 � t12a~ und � = x2 � x1~Unter Verwendung dieser Ersetzungen wird der Propagator f�ur ein freies Teilhen shlie�lih:K(r2; t2; r1; t1) =r m2�i~(t2 � t1) exp� im(x2 � x1)22~(t2 � t1) � (5.23)2. Harmonisher OszillatorK(r2; t2; r1; t1) =r m!2�i~ sin(!(t2 � t1)) exp� im!2~ sin(!(t2 � t1)) (x22 + x21) os(!(t2 � t1))� 2x1x2�(5.24)
�Ubungsaufgaben�Ubung 5.1 { Fouriertransformierte einerGau�verteilung. Zeige, da� die Fouriertransformierteeiner Gau�verteilung ~f(p) = 1p2� 1Z�1 dx e�ipxe� x22a2wieder eine Gau�verteilung (im Impulsraum) ergibt.�Ubung 5.2 { Vertaushungsrelationen.1. A,B, C seien Operatoren, die die Vertaushungsrelation �A;By� = C erf�ullen. Sei U ein unit�arerOperator und ~A = U AUy, ~B = U B Uy, ~C = U C Uy. Beweisen Sie, da� dann gilt:h ~A; ~Byi = ~C2. Sei A ein hermitesher Operator und A eine Darstellung in einer Basis als Matrix. Zeigen Sie, da�gilt: det �eA� = eSpur (A)Beahten Sie, da� hermiteshe Matrizen nur reelle Eigenwerte haben und daher immer diagonalisiertwerden k�onnen.



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 107�Ubung 5.3 { Darstellung von Operatoren. Gegeben sei ein zweidimensionaler Zustandsraum mitder Basis f j u1 i ; j u2 i g. Betrahten Sie in dieser Basis die Operatoren �y und M mit den Darstellungen�y = � 0 �ii 0 � ; M = � 2 ip2�ip2 3 �1. Sind die Operatoren �y und M hermitesh?2. Berehnen Sie f�ur beide Operatoren die Eigenwerte und Eigenvektoren (als Linearkombinationen derZust�ande j u1 i und j u2 i ).3. Bestimmen Sie jeweils die Projektionsoperatoren auf diese Eigenvektoren, in dem Sie die Darstel-lungsmatrizen angeben.�Ubung 5.4 { Projektionsoperatoren. Betrahten Sie den Operator K = j � i h 	 j . Die Zustands-vektoren j 	 i und j � i seien auf eins normiert.1. Wann ist K hermitesh?2. Wann ist K ein Projektionsoperator?3. Zeigen Sie, da�K sih in der FormK = �P1P2 shreiben l�a�t, wenn j � i und j 	 i niht orthogonalsind. Dabei soll � eine komplexe Zahl und P1, P2 Projektionsoperatoren sein.�Ubung 5.5 { Erwartungswerte von Operatoren.1. Sei hOi (t) der Erwartungswert eines Operators im Shr�odingerbild zu einem Zeitpunkt t. OH be-zeihne den entsprehenden Operator im Heisenbergbild. Zeigen Sie die G�ultigkeit der Beziehungddt hOi (t) = �dOHdt �2. Berehnen Sie d �O2�Hdtund damit d �X2�Hdt und d THdtwobei T der Operator f�ur die kinetishe Energie ist.3. Zeigen Sie, da� die Abeleitung des Erwartungswertes hV (X)i = 12m!2 
X2� nah t f�ur alle Zust�andedes eindimensionalen harmonishen Oszillators vershwindet. Ersetzen Sie dazu die Orts- und Im-pulsoperatoren durh die LeiteroperatorenA(t) = r12 �rm!~ X(t) + i 1pm!~P (t)�A+(t) = r12 �rm!~ X(t)� i 1pm!~P (t)�und nutzen Sie die Orthogonalit�at der Eigenfunktionen des Oszillators aus.



Kapitel 5. Hilbert-Raum und Operator-Methode 108�Ubung 5.6 { Shr�odingerbild / Heisenbergbild.1. Betrahten Sie die Ortskoordinate x als einen Operator im Shr�odingerbild und bestimmen Sieden entsprehenden Operator im Heisenbergbild, und zwar(a) f�ur ein freies Teilhen(b) f�ur den harmonishen OszillatorHinweis: eAB e�A = 1Xn=0 1n! [A;B℄nmit den Bezeihnungen [A;B℄0 = B[A;B℄1 = [A;B℄[A;B℄2 = [A; [A;B℄ ℄[A;B℄n = hA; [A;B℄(n�1)i :2. Bestimmen Sie den Orts- und Impulsoperator f�ur den eindimensionalen harmonishen Oszillator,dessen Kraftzentrum sih gleihm�a�ig mit der Geshwindigkeit v entlang der Oszillatorrihtungbewegt, im Heisenbergbild: H = p22m + m!2(x� vt)22 :Hinweis: Leite zun�ahst die Differentialgleihungen f�ur die zeitlihe Entwiklung der Operatorenher|deren L�osungen sind die gesuhten Operatoren.3. Berehnen Sie die Kommutatoren[pH(t1); xH (t2)℄ ; [pH(t1); pH(t2)℄ ; [xH(t1); xH(t2)℄f�ur die Operatoren aus dem ersten Aufgabenteil.Aus der Vorlesung ist bekannt, da� f�ur die Unsh�arfe zweier Operatoren A;B gilt:h�2Ai h�2Bi � 14 jh[A;B℄ij24. Zeige, da� im Falle der freien Bewegung die Ortsunsh�arfe mit der Zeit zunimmt.



6 Pfadintegrale
Die Idee des Pfadintegral stellt einen alternativen Zugang zur quantenmehanishen Beshreibung physi-kalisher Vorg�ange dar und geht auf R.P. Feynman (1948,1965) zur�uk.6.1 Visualisierung des PropagatorsMahen wir ein erstes Gedankenexperiment: Die Bewegung eines Teilhens zwishen den beiden Punkten(x1; t1) und (x2; t2) lasse sih niht l�ukenlos �uberwahen. Wohl aber haben wir die M�oglihkeit, wiebei einem Stroboskopverfahren, Momentaufnahmen von der Bewegung Teilhens zu Zeitpunkten t1 <ti < t2 zu mahen. Auf diese Weise erhalten wir eine Reihe von Positionsangaben xi. Damit wird direktklar, da� die Teilhenbewegung umso genauer bestimmtbar ist, je besser die zeitlihe Au�osung unsererMomentaufnahmen ist.
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Abbildung 6.1: Gedankenexperiment: In Abwandlung des Youngshen Doppelshlitz-Versuhes wird dieAnzahl der Trennw�ande mit Durhgangsm�oglihkeiten sukzessive erh�oht. Werden shlie�lih die Abst�andeder Trennw�ande in�nitisimal, wa�ahrend die Anzahl der Durhl�asse gegen unendlih strebt, so erhalten wirden �Ubergang zum kontinuierlihen Fall.6.2 Eindimensionale PfadintegraleAllgemeine De�nitionenIm Rahmen der klassishen Mehanik bildet dieLangrage-Funktion L(x(t); _x(t)) den zentralenAusgangspunkt f�ur die Analyse der Teilhenbe-wegung. Die Bewegungsgleihungen selber werdenaus einem Variationsansatz f�ur das Wirkungsinte-gral S [x(t)℄ = t2Zt1 L(x(t); _x(t)) dt (6.1)gewonnen: die Forderung, da�ÆS = S [x+ Æx℄� S [x℄ = 0 (6.2)f�uhrt auf die Euler-Lagrange-Gleihungen
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ddt �L� _x � �L�x = 0 (6.3)



Kapitel 6. Pfadintegrale 111Bei der Ableitung werden die Pfade, welhe ein Teilhen zwishen zwei festen Koordinaten x1(t1) undx2(t2) zur�uklegen kann variiert.Wir wollen nun an dieser Stelle einen vergleihbaren Ansatz im Rahmen der Quantenmehanik verwenden.Wir betrahten also die Bewegung eines Teilhens zwishen Startpunkt x1 zum Zeitpunkt t1 und Endpunktx2 zum Zeitpunkt t2. Die Menge der m�oglihen Pfade sei durh fx(t)g gegeben. Die Bewegung zwishenzwei Punkten wird in der Quantenmehanik durh einen PropagatorK(x2; x1) = Xfx(t)g fx(t)g (6.4)beshrieben. Damit zeigt sih auh shon direkt ein fundamentaler Untershied zur klassishen Betrah-tung: selbst wenn dort eine virtuelle Verr�ukung der Pfade vorgenommen wird, gibt es letztendlih nureinen Pfad, auf dem sih das Teilhen bewegt. In der Quantenmehanik hingegen tragen alle Pfade bei.Allerdings mu� die klassishe L�osung wieder als Grenzfall der Quantenmehanishen Beshreibung vor-handen sein; dies l�a�t sih erreihen durh einen Ansatz [x(t)℄ = onst exp� i~S [x(t)℄� : (6.5)Ableitung aus der \�ublihen" QuantenmehanikKlassisher GrenzfallHarmonisher Oszillator
� Spezielle Literatur[6.1℄ R.P. Feynman, Spae Time Approah to Nonrelativisti Quantum mehanis, Rev. Mod. Phys.,20 (1948), 367[6.2℄ R.P. Feynman, A.R. Hibbs, Quantum Mehanis and Path Integrals, MGraw-Hill, New York(1965)�Ubungsaufgaben�Ubung 6.1 { Pfadintegral des harmonishen Oszillators. Der Propagator ist im Pfadintegralfor-malismus gegeben durhK(xf ; tf ;xi; ti) = limN!1� m2�i~"�N2 Z N�1Yk=1 dxk e 1~S[x℄ ; " = tf � tiN :Im Falle eines eindimensionalen harmonishen Oszillators lautet die WirkungS[x℄ = " NXn=1 m2 �xn � xn�1" �2 � 12m!2x2n! ;



Kapitel 6. Pfadintegrale 112wobei x0 = xi, xN = xf . Die klassishe L�osung xl(t) folgt aus der Extremalbedingung f�ur die WirkungÆS[x℄Æxk = 0 im Limes " ! 0 und ist bekannt. Deshalb entwikeln wir die Wirkung um xl(t). Dazu setzenwir an xk = xlk + �k mit �0 = �N = 0 (warum?). Die �k repr�asentieren dann die Quantenuktuationenum den klassishen Pfad.(a) Entwikle die Wirkung um den klassishen Pfad in den Variablen �k. Beahte, da� h�ohstens qua-dratishe Terme auftreten. Zeige, da� der Propagator dann lautetK(xf ; tf ;xi; ti) = limN!1� m2�i~"�N2 e i~S[xl℄ Z N�1Yk=1 d�k e� i~ m2 "PNn=1�� �n��n�1" �2�!2�2n��Zur Vereinfahung werden die Variablen gem�a� �k ! p m2~"�k umskaliert und zu einem Vektor �zusammengefa�t.(b) Zeige, da� sih der Propagator damit auf die Form bringen l�a�tK(xf ; tf ;xi; ti) / Z N�1Yk=1 d�k e(i�TB�)mit B = 0BBBBB� b �1 0 0 � � ��1 b �1 0 � � �... ... ... . . .�1 b 10 �1 b
1CCCCCA ; wobei b = 2� "2!2Damit haben wir ein Gau�'shes Inetgral erhalten. Berehnen Sie dies nun um zu zeigen, da�K(xf ; tf ;xi; ti) = limN!1 � m2�i~" detB�Hinweis: F�ur solhe ein mehrdimensionales Gau�'shes Integral giltZ dN y eiyTAy = (i�)N2 (detA)� 12() Um detB zu berehnen zeige zun�ahst, da� die Determinanten In der n� n-Untermatrizen von Bdie RekurionsformelIn+1 = bIn � In�1 ; bzw �In+1In � = � b �11 0 � � InIn�1 �= � b �11 0 � � I1I0 �f�ur n = 1; :::; N � 2 mit I � 0 = 1; I1 = b erf�ullen. �Uberpr�ufen Sie, da� die auftretende Matrix sihwie folgt diagonalisieren l�a�t� b �11 0 � = S� �+ 00 �� �S�1 mit S := � �+ ��1 1 �und �� = b�pb2�42 . Berehne damit detB = IN�1 = 1�+��� ��N+ � �N��.



Kapitel 6. Pfadintegrale 113(d) Da wir an dem Grenzfall N !1 interessiert sind, bleibt noh zu zeigen:limN!1�N� = e�i!(tf�ti) ;und da� wir damit den Propagator erhaltenK(xf ; tf ;xi; ti) = � m!2�i~ sin (! (tf � ti))� 12 e i~S[xl℄ :Die Wirkung f�ur den klassishen Pfad lautetS[xl℄ = m!2 sin (! (tf � ti)) ��x2f + x2i � os (! (tf � ti))� 2xfx0i� :



7 Dihte-Operator und Dihte-Matrix
F�ur den Fall, da� die Beshreibung eines Quantenzustandes niht vollst�andig ist, ben�otigt man mehrereWellenfunktionen.1Das System be�nde sih im Zustand j 	k i mit der Wahrsheinlihkeit pk. Dann soll gelten:Xk pk = 1 0 � pk � 1 (7.1)j 	 i = Xk pk j 	k i (7.2)Wir gehen jetzt von folgenden Annahmen aus:1. Die Wellenfunktionen j 	k i seinen orthogonal.2. Die j 	k i verhalten sih untereinander wie klassishe Wahrsheinlikeiten, d.h. sie interferierenniht.7.1 Reine Zust�andeWir entwikeln einen Zustand j 	 i nah einem vollst�andigen Orthonormalen-System f j un i g:j 	(t) i =Xn n(t) j un i mit Xn jn(t)j2 = 1 (7.3)F�ur eine Observable hAih un jA j up i = AnphA(t)i = h �(t) jA j �(t) i = Xn;p �n(t)Anpp(t)mit dem Projektionsoperator j 	(t) i h 	(t) j l�a�t sih shreibenh un j 	(t) i h 	(t) j up i = �n(t) p(t) (7.4)Damit de�nieren wir jetzt1 z.B. l�a�t sih das nat�urlihe Liht als inkoh�arente �Uberlagerung von Polarisationszust�anden au�assen.



Kapitel 7. Dihte-Operator und Dihte-Matrix 115Dihteoperator �(t) = j 	(t) i h 	(t) j (7.5)Dihtematrix �np(t) = h un j �(t) j up i = �n(t) p(t) (7.6)Wir wollen nun zeigen, da� �(t) alle Informationen enth�alt, die man mit j 	(t) i berehnen kann:Xn jn(t)j2 = Xn �nn(t) = Tr ��(t)� = 1 (7.7)hA(t)i = Xn;p h up j �(t) j un i| {z }�pn h un jA j up i| {z }Anp= Xp h up j �(t)A j un i= Tr ��(t)� (7.8)Die zeitlihe �Anderung des Dihteoperators (7.5) ist gegeben durhddt�(t) = � ddt j 	(t) i� h 	(t) j + j 	(t) i � ddt h 	(t) j�= 1i~H(t) j 	(t) i h 	(t) j + 1�i~ j 	(t) i h 	(t) jH(t)= 1i~ [H(t); �(t)℄ (7.9)Die Wahrsheinlihkeit, den Erwartungswert an von A zu messen istP (an) = h 	(t) jPn j 	(t) i = Tr �Pn �(t)� (7.10)Eigenshaften von �(t)1. Eine willk�urlih w�ahlbare Phase verursaht keine �Anderung.j 	0(t) i = ei� j 	(t) i mit � 2 R�0(t) = j 	(t) i e�i� ei� h 	(t) j = j 	(t) i h 	(t) j = �(t)2. �(t) ist hermitesh, d.h. �y(t) = �(t)



Kapitel 7. Dihte-Operator und Dihte-Matrix 1163. Projektionseigenshaft�2(t) = j 	(t) i h 	(t) j 	(t) i h 	(t) j = j 	(t) i h 	(t) j = �(t)Dies gilt allerdings { wir wir noh sehen werden { nur f�ur den Fall, da� es sih um reine Zust�andehandelt.4. Spur Tr ��2(t)� = 17.2 Gemishte Zust�andeTreten jetzt die Zust�ande j 	k i mit der Wahrsheinlihkeit pk auf, so istj 	(t) i =Xk pk j �k i (7.11)mit 0 � p1; p2; : : : � 1 und Xk pk = 1Die Wahrsheinlihkeit, den Erwartungswert an zu messen ist dannP (an) = Xk pk Pk(an)= Xk pk h 	k jPn j 	k i= Xk pk h 	k j 	k i h 	k jPn j 	k i= Xk pk h 	k j �k Pn j 	k i= Xk pk Tr ��k Pn�= Tr �Xk pk �k Pn�= Tr ��Pn�Dabei wurde � �Xk pk �kals gewihteter Mittelwert der Dihteoperatoren verwendet.Eigenshaften von �(t)1. Die von �(t): Tr  Xk pk�k! = Tr Xk pk Tr (�k)| {z }1 =Xk pk = 1



Kapitel 7. Dihte-Operator und Dihte-Matrix 1172. Projektionseigenshaft: �2 6= � und Tr ��2� � 1Sei f j 	k i g ein VONS. Dann ist � diagonal mit den Eigenwerten pk:�2 =Xk p2k j 	k i h 	k j < 1 da alle pk < 1= 1 nur wenn ein pk = 1 und alle anderen pi 6=k = 03. Eigenwert eines Operators:hAi =Xn anP (an) = Tr ��Xn an Pn� = Tr ��A�Dabei handelt es sih um den Ensemble-Mittelwert f�ur eine Vielzahl von Wellenfunktionen.4. Zeitentwiklung i~ �(t) = [H(t); �(t)℄5. �(t) ist positiv-de�nit.h u j � j u i =Xk pk h u j � j u i =Xk pkj h u j 	k i j2 � 0Dihtematrix�(t) beshreibt die volle quantenmehanishe Entwiklung reiner und gemishter Zust�ande.Beispiel: Drehimpuls 1=2 j + i = � 10 � j � i = � 01 �1. Reine Zust�ande �1 = j + i h + j = � 10 � (1 0) = � 1 00 0 � = �2Tr (�1) = 1�2 = j � i h � j = � 01 � (0 1) = � 0 00 1 � = �2Tr (�2) = 12. Gemishter Zustand: �Uberlagerung von j + i und j � i�g = !1 j + i h + j + !2 j � i h � j= !1 j + i h + j + (1� !1) j � i h � j= � !1 00 1� !1 ��2 = � !21 00 (1� !1)2 �Tr (�) = 1



8 St�orungstheorie
Eine exakte L�osung der Shr�odinger-Gleihungi~ ��t	(r1; r2; : : : ; t) = H(r1; r2; : : : ; t)	(r1; r2; : : : ; t) (8.1)die die Energie der station�aren Zust�ande von Systemen bestimmt, ist nur f�ur einige sehr einfahe Potenti-alfelder zu idealisierten Systemen m�oglih. Bei der Untersuhung realer atomarer und nuklearer Systememu� man N�aherungsverfahren zur Berehnung der Eigenwerte und der Eigenfunktionen der Hamilton-Operatoren verwenden.Wir nehmen im Folgenden an, da� der Hamilton-Operator eines quantenmehanishen SystemsH j 	a i = Ea j 	a i (8.2)in zwei Summanden zerlegt werden kann: H = H0 + �U (8.3)H0 soll der Hamilton-Operator eines idealisierten Problems mit bekannter exakter L�osung sein; U seihermitesh und zeitunabh�angig wie H0 und wird als St�oroperator bezeihnet. � ist ein Parameter f�urdie st�arke der angelegten St�orung mit 0 � � � 1.8.1 St�orungstheorie ohne EntartungBeginnen wir nun zun�ahst mit dem Fall, da� f�ur das ungest�orte ProblemH0 j a; 0 i = Ea;0 j a; 0 i (8.4)keine Entartung auftritt; das hei�t, da� gilt Ea;0 6= Eb;0 f�ur a 6= b.F�ur Korrekturen der Ordnung n vereinbaren wir dann im Folgenden die Shreibweise j a; n i .Weiterhin fordern wir die Stetigkeit von Ea(�) und j 	(�) i in �.Abbildung



Kapitel 8. St�orungstheorie 119Eigenfunktionen als auh die Eigenwerte des Operators (8.3) sollen stetig in die Eigenfunktionen undEigenwerte des Operator H0 �ubergehen, wenn � gegen Null geht:lim�!0Ea(�) = Ea;0 ; lim�!0 j 	a(�) i = j a; 0 i (8.5)Da H0 eine vollst�andige, orthonormale Basis bietet, k�onnen wir nun die das vollst�andige, niht exaktl�osbare System von H nah diesem entwikeln. Daf�ur haben wir die Wellenfunktionen j a; 0 i ; j b; 0 i ; : : :mit den Energieeigenwerten Ea;0; Eb;0; : : : gegeben.Entwikeln wir das System (8.2) nah Potenzen von �, so bekommen wir:Ea(�) = Ea;0 + �Ea;1 + �2Ea;2 + ::: = 1Xm=0�mE0;m (8.6)j 	a(�) i = j a; 0 i + � j a; 1 i + �2 j a; 2 i + : : : = 1Xn=0�n j a; n iDiese Entwiklung erf�ullt automatish (8.5) und l�a�t sih in die Shr�odinger-Gleihung einsetzen:(H0 + �U) 1Xn=0�n j a; n i = 1Xm=0Ea;m 1Xn=0�n j a; n i (8.7)Damit l�a�t sih auh der exakt l�osbare Anteil (8.4) abspalten alsH0 1Xn=0� j a; n i + 1Xm=0�n+1 j a; n i = 1Xm=0 1Xn=0�n+mEa;m j a; n i (8.8)Berehnung der St�orungstermeWerten wir nun (8.7) f�ur untershiedlihe Ordnungen n in � aus:�0 H0 j a; 0 i = Ea;0 j a; 0 i�1 H0 j a; 1 i + U j a; 0 i = Ea;1 j a; 0 i +Ea;0 j a; 1 i (8.9), (H0 � Ea;0) j a; 1 i + (U �Ea;1) j a; 0 i = 0�2 (H0 � Ea;0) j a; 2 i + (U �Ea;1) j a; 1 i �Ea;2 j a; 0 i = 0... ...�n (H0 � Ea;0) j a; n i + (U �Ea;1) j a; n� 1 i �Ea;2 j a; n� 2 i : : :�Ea;n j a; 0 i = 0, (H0 � Ea;0) j a; n i + U j a; n� 1 i � nX�=1Ea;� j a; n� � i (8.10)Somit haben wir eine M�oglihkeit gefunden die Korrekturterme zu berehnen. Allerdings treten Wellen-funktionen und Energieeigenwerte noh gekoppelt auf, weshalb wir eine Nebenbedingung fordern:h 	a j a; 0 i = 1 (8.11)



Kapitel 8. St�orungstheorie 120F�ur vershiedene Wellenfunktionen ist dannh a; n j a; 0 i = Æn;a (8.12)Das hei�t, da� die Wellenfunktionen der Korrekturterme orthogonal auf der Wellenfunktion des un-gest�orten Grundzustandes stehen.(a) Korrekturen der Energieeigenwerteh a; 0 j (H0 �Ea;0) j a; n i| {z }=0 + h a; 0 jU j a; n� 1 i = nX�=1Ea;� h a; 0 j a; n� � i| {z }Æa;n��nX�=1Ea;�Æa;n�� = h a; 0 jU j a; n� 1 iEa;n = h a; 0 jU j a; n� 1 i (8.13)Der Korrekturterm erster Ordnung ist demnahEa;1 = h a; 0 jU j a; 0 i(b) Korrekturen der Wellenfunktionenj a; n i = 1Xb=0 j b; 0 i h 0; b j a; n i = 1Xb=0C(n)a;b j b; 0 i (8.14)Um die EntwiklungskoeÆzienten C(n)a;b = h 0; b j a; n izu berehnen, multiplizieren wir (8.10) mit h b; 0 jh b; 0 j (H0 �Ea;0) j a; n i + h b; 0 jU j a; n� 1 i � nX�=1Ea;� h b; 0 j a; n� � i = 0(Eb;0 �Ea;0) h b; 0 j a; n i| {z }C(n)a;b + h b; 0 jU j a; n� 1 i � nX�=1Ea;� h b; 0 j a; n� � i = 0Also ist C(n)a;b = h b; 0 j a; n i= 1Ea;0 �Eb;0 0BB� h b; 0 jU j a; n� 1 i � nX�=1Ea;� h b; 0 j a; n� � i| {z }C(n��)a;b 1CCA (8.15)Genaugenommen gen�ugt es auh, in (8.15) nur bis zur Ordnung n� 1 zu summieren, da im Fall � = nh b; 0 j a; 0 i = 0



Kapitel 8. St�orungstheorie 121St�orungstheorie 1. OrdnungMit der Energiekorrektur aus (8.13) Ea;1 = h a; 0 jU j a; 0 iwird die Energie in erster N�aherung E(1)a = Ea;0 + h a; 0 jU j a; 0 i (8.16)F�ur die Wellenfunktionen aus (8.14) und 8.15)j a; 1 i = Xb 6=aC(1)a;b j b; 0 i= Xb 6=a0� 1Ea;0 �Eb;0 0� h b; 0 jU j a; 0 i �Ea;1 h b; 0 j a; 0 i| {z }=0 1A1A j b; 0 i= Xb 6=a h b; 0 jU j a; 0 iEa;0 �Eb;0 j b; 0 i (8.17)bekommen wir j  (n)a i = j a; 0 i +Xb 6=a h b; 0 jU j a; 0 iEa;0 �Eb;0 j b; 0 i (8.18)mit der Normierungh 	(1)a j 	(1)a i = 1 = h a; 0 j a; 0 i +Xb 6=a h b; 0 jU j a; 0 iEa;0 �Eb;0 h a; 0 j b; 0 i| {z }=0 +O(�2)St�orungstheorie 2. OrdnungDa aufgrund von Symmetrien die Terme erster Ordnung h�au�g zu Null vershwinden, ist es wihtig dieTermer zweitere Ordnung mit zu ber�uksihtigen.Ea;2 = h a; 0 jU j a; 1 i 8:18)= Xb 6=a j h a; 0 jU j b; 0 i j2Ea;0 �Eb;0Mit dieser Korrektur ist die EnergieE(2)a = Ea;0 + h a; 0 jU j a; 0 i +Xb 6=a j h a; 0 jU j b; 0 i j2Ea;0 �Eb;0 (8.19)Entsprehend gilt f�ur die Wellenfunkionj a; 2 i = Xb 6=aC(2)a;b j b; 0 i= Xb 6=a 1Ea;0 �Eb;0� h b; 0 jU j a; 1 i �Ea;1 h b; 0 j a; 1 i� (8.20)= Xb 6=a 1Ea;0 �Eb;0� h b; 0 jUXb 6=aC(1)a;b j b; 0 i �Ea;1 h b; 0 jXb 6=aC(1)a;b j b; 0 i� (8.21)



Kapitel 8. St�orungstheorie 122Korrekturterme der St�orungstheorieEnergiekorrektur 1. Ordnung : �E(1)a =Xa h a; 0 jV j a; 0 iEnergiekorrektur 2. Ordnung : �E(2)a =Xb 6=a j h a; 0 jV j b; a i j2Ea;0 �Eb;08.2 Der anharmonishe Oszillator(a) Vollst�andiges ProblemH j 	a i = Ea j 	a i mit H = H0 + �x3 (8.22)(b) Exakt l�osbares ProblembH0 j n i = � bp22m + m!22 bx2� j n i = ~!�bn+ 12� j n iWir verwenden nun wieder den Erzeugungs- (3.21) und Vernihtungsoperator 3.22) sowie folgende Ergeb-nisse aus der Behandlung des harmonishen Operators:H0 = ~!�aya+ 12�j n i = 1pn! (ay)n j 0 ih n0 j n i = Æn0nbx = r ~2m! (ba+ bay)Dies f�uhrt auf die Auswahlregelh n0 j bx j n i =r ~2m! h n0 j (ba� bay) j n i =r ~2m! �pn Æn0;n�1 +pn+ 1 Æn0;n+1� (8.23)Die Energie in nullter Ordnung ist E(0)n = En;0 = ~!�bn+ 12� (8.24)() Korrekturen 1. Ordnung Mit Hilfe der Auswahlregel �nden wir f�ur die Korrektur der EnergieEn;1 = � h n j bx3 j n i = 0Dies l�a�t sih aber auh �uberpr�ufen durh die Berehnung von1Z�1 j	n(x)j2x3 dx



Kapitel 8. St�orungstheorie 123oder ohne Festlegung auf eine spezielle Darstellung ( j n i = (bby)n j 0 i )h n j (ba3 + 3ba2bay + 3ba(bay)2 + (bay)3) j n i = 0F�ur die Wellenfunktionerhalten wird wegenj n; 1 i = Xn0 6=n h n0 j�x3 j n i~!(n0 � n) j n0 ida� j 	(1)a i = j n i + �� ~2m!�3=2�13pn(n� 1)(n� 2) j n� 3 i�13p(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) j n+ 3 i + 3n3=2 j n� 1 i � 3(n+ 1)3=2 j n+ 1 i�(d) Korrekturen 2. OrdnungEn;2 = Xb 6=a j h a; 0 jU j b; 0 i j2Ea;0 �Eb;0= � ~2m!�3 Xn0 6=n j h n0 j (ba+ bay)3 j n i j2~!(n0 � n)= � ~2m!�3 Xn0 6=n j h n0 j ~x3 j n i j2~!(n0 � n)= � ~2m!�3 Xn0 6=n 1~!(n0 � n) ������� Xn�;n� h n0 j (ba+ bay) j n� i| {z }n0=n+3 h n� j (ba+ bay) j n� i| {z }n�=n+2 h n� j (ba� bay) j n i| {z }n�=n+1 �������2= � ~2m!�3 Xn0 6=n 1~!(n0 � n) ���p(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) Æn0;n+3 +pn(n� 1)(n� 2) Æn0;n�3+3n3=2 Æn0;n�1 + 3(n+ 1)3=2 Æn0;n+1���2= 1~! � ~2m!�3�n(n� 1)(n� 2)�3 + 9n3�1 + 9(n+ 1)3+1 + (n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)3 �= � i~! � ~m!�3 154 �n2 + n+ 1130�Damit ist die Energie in Korrektur zweiter OrdnungE(2)n = ~!�n+ 12�� �2~! � ~m!�3 154 �n2 + n+ 1130� (8.25)



Kapitel 8. St�orungstheorie 1248.3 Grundzustand des Helium AtomsDas Helium-Atom stellt das einfahste, nah au�en hinneutrale Atom mit mehr als einem Elektron dar. Stellenwir f�ur dieses System den Hamilton-Operator auf, so istfolgendes zu beahten:(i) Jedes Elektron f�ur sih betrahtet stellt zusammenmit dem Atomkern wieder ein Coulomb-Problemdar, wie wir es bereits f�ur das Wassersto�-Atomge�ost haben: H0;i = p2i2m � Ze2jrij(ii) Aus der Coulomb-Wehselwirkung der beiden Elek-tronen untereinander ergibt sih nun ein zus�atzliherTerm V = e2jr1 � r2j e

e

p
p
n

n

Setzen wir nun beide Anteile zusammen, dann bekommen wir alsoH = � p212m � Zer1 � � p222m � Zer2 �| {z }H0 + e2jr1 � r2j = H0 + V (8.26)F�ur ein vollst�andiges System von Eigenfunktionen j  (1; 2) i haben wir alsoH j  (1; 2) i = E j  (1; 2) imit einem exakt l�osbaren, bekannten AnteilH0 j  0(1; 2) i = E0 j  0(1; 2) iwobei sih j  0(1; 2) i = j 1 i j 2 i aus einem Hartree Ansatz gewinnen l�a�t. (Hartree 1928)(a) Ungest�ortes Problem. Verwenden wir, wie bereits angedeutet, das Wassersto�-Atom als Grund-modell f�ur das Helium-Atom, dann erhalten wir als Energie f�ur den ungest�orten GrundzustandE0;0 = E(1)0;0 +E(2)0;0 = �2 � 12:6 � Z2 [ev℄ = �108:8 [eV℄Experimentell �ndet man allerdings etwas anderes:2Ea;0 2Ea;0 +Ea;1 ExperimentHe -108,8 -74,8 -78,4Li+ -243,8 -193 -197,1Be2+ -433 -365,5 -370Aus diesen Werten ist unshwer zu erkennen, da� die alleinige mehrfahe Aufsummierung von L�osungendes Wassersto�-Atoms niht ausreihend ist; wir ben�otigen also auf jeden Fall die Korrektur durh mitdem St�oroperator eingebrahten Term.



Kapitel 8. St�orungstheorie 125(b) Energiekorrektur 1. Ordnung. Wie wir ja gesehen haben brauhen wir f�ur die Energiekorrek-tur 1. Ordnung wieder die Wellenfunktion des ungest�orten Grundzustandes; gehen wir also wieder vomWassersto�-Atom aus:h r j 1s i = 2sZ3a30 exp��Zra0 �Y0;0(#; ') = 2sZ3a30 exp��Zra0 � 1p4�Damit erhalten wir also f�ur die reine Elektron-Kern Wehselwirkung beim Helium-Atomh r j 00 i = h r1 j 1s i h r2 j 1s i = 1� Z3a30 exp��Z jr1j+ jr2ja0 �Damit ist dann die Energiekorrektur erster OrdnungE1s;1s;1 = h 00 jV j 00 i = h 1s j e2jr1 � r2j j 1s i= e2Z6�2a60 Z d3r1 Z d3r2 exp��2Z(jr1j � jr2j)a0 � 1jr1 � r2jDer letzte Term, welher die Wehselwirkung der Elektronen beshreibt, l�a�t sih in geeigneter Weisenah einem vollst�andigen System orthogonaler Funktionen entwikeln; als solhes bieten sih f�ur diesenAusdruk die Kugel�ahenfunktionen an:11jr1 � r2j = 1Xl=0 rl<rl+1> 4�2l+ 1 +lXm=�lY �lm(#1; '1)Ylm(#2; '2) (8.27)wobei r> = maxfjr2j; jr1jg ; r< = minfjr2j; jr1jg ; d3r1 = r21 dr1 d
1Einsetzen gibt dannE1s;1s;1 = (4�)2e2Z6�2a60 1Z0 dr1 r21 1Z0 dr2 r22 exp��2Z(r1 + r2)a0 �� 1Xl=0 4�2l+ 1 rl<rl+1> +lXm=�lp4� Z d
1 Y �lm(�1; '1)Y00(�1; '1)| {z }Æl0Æm0 Z d
2 Y �00(�2; '2)Ylm(�2; '2)| {z }1= 16 e2Z6a60 1Z0 dr1 r21 exp��Zr1a0 �8>>>>><>>>>>: 1r1 1Z0 dr2 r22 exp��2Zr2a0 �| {z }r1>r2 + 1Z0 dr2 r22r2 exp��2Zr2a0 �| {z }r2>r1
9>>>>>=>>>>>;= 58 e2a0Z = 34 [eV℄Die Gesamtenergie ist dann E(1)0 = 2 � Ea;0 +Ea;1 = � e2a0 �Z2 � 58Z� (8.28)1 Die Behandlung exakt dieses Termes sollte auh aus der Elektrodynamik bekannt sein: Entwikung des 1=r Potentials f�uhrtdort zum Auftreten der Multipolmomente.



Kapitel 8. St�orungstheorie 1268.4 St�orungstheorie mit EntartungBisher hatten wir vorausgesetzt da� f�ur bH = bH0 + bH 0die Eigenwerte von bH0 niht entartet sind; davon kann in der Regel aber siherlih niht mehr ausgegangenwerden. Gilt aber f�ur zwei a 6= b da� Ea;0 = Eb;0 so l�a�t sih die Energiekorrektur zweiter OrdnungE(2)a = h a; 0 j bH 0 j b; 0 i =Xa6=b j h a; 0 j bH 0 j b; 0 i j2Ea;0 �Eb;0niht mehr sinnvoll auswerten.Zwei eng liegende NiveausMahen wir einen Zwishenshritt auf dem Weg st�orungstheo-retishen Behandlung entarteter Energieeigenwerte.Betrahten wir f�ur zwei a 6= b den Grenzproze� Eb;0 ! Ea;0.In diesem Fall wird die L�osung f�ur die Energiekorrektur zweiterOrdung divergieren. F�ur Eigenfunktionen mitH0 j a; 0 i = Ea;0 j a; 0 ih a; 0 j b; 0 i = Æabsei jetzt Ea;0 �Eb;0 � j h a; 0 jH 0 j b; 0 i j :Wir de�nieren nun einen Mishzustand
E

a

b

j  k i = �k j a; 0 i + �k j b; 0 i ; k = 1; 2mit der Eigenshaft h  1 jH 0 j  2 i = 0 :F�ur den vollst�andigen Hamilton-Operator bH ist dann(H0 +H 0) (� j a; 0 i + � j b; 0 i ) = E (� j a; 0 i + � j b; 0 i ) :Multiplizieren wir dies nun einmal mit h a; 0 j einmal und j b; 0 i , so erhalten wir� h a; 0 j bH j a; 0 i + � h a; 0 j bH j b; 0 i = �E h a; 0 j a; 0 i + �E h a; 0 j b; 0 i�Haa + �Hab = �E� h b; 0 j bH j b; 0 i + � h b; 0 j bH j a; 0 i = � E h b; 0 j a; 0 i + �E h b; 0 j b; 0 i�Hba + �Hbb = �EDies k�onnen wir nun in einer Matrixgleihung zusammenfassen:� Haa �E HabHba Hbb �E � � �� � = 0



Kapitel 8. St�orungstheorie 127Damit haben wir das Eigenwertproblem aber shon auf eine Form umgeshrieben, die wir direkt l�osenk�onnen; mit der Determinante (Haa �E) (Hbb �E)�HbaHab = 0E2 � (Haa +Hbb) E +HaaHbb �HbaHab = 0erhalten wir die Eigenwerte:E1;2 = Haa +Hbb2 �s�Haa +Hbb2 �2 +HaaHbb �HbaHab x Hab = (Hba)�= Haa +Hbb2 �r14 (H2aa +H2bb + 2HaaHbb)2 �HaaHbb + jHabj2= Haa +Hbb2 �r14 (Haa �Hbb)2 + jHabj2= 12 �(Haa +Hbb)�q(Haa �Hbb)2 + 4jHabj2� (8.29)Setzen wir dies jetzt wieder ein, so k�onnen wir die Wellenfunktion zu E1;2 berehnen:(Haa �E1;2) �1;2 = �Hab�1;2�21;2 = jHabj2(Haa �E1;2)2 �21;2 x �2 + �2 = 1= jHabj2(Haa �E1;2)2 (1 + �1;2)= jHabj2(Haa �E1;2)2 + jHabj2F�ur die in (8.29) berehneten Energieeigenwerte gibt es jetzt zwei Grenzf�alle:1 Die Energieniveaus liegen weit auseinander:jHaa �Hbbj � jHabjDies ist der bereits behandelte Fall ohne Entartung.2 Die Energieniveaus liegen nah beieinander:jHaa �Hbbj � jHabjIm Falle des Vershwindens der linken Seite haben wir es also mit Entartung der Energieeigenwertezu tun.Behandeln wir jetzt beide F�alle der Reihe nah:1 Shreiben wir (8.29) zun�ahst in geeigneter Weise um:E1;2 = 12 ((Haa +Hbb)� (Haa �Hbb)s1 + 4jHabj2(Haa �Hbb)2)= 12 n(Haa +Hbb)� (Haa �Hbb)p1 + �o



Kapitel 8. St�orungstheorie 128F�ur � � 1 l�a�t sih die Wurzel in eine Taylor-Reihe entwikeln:E1;2 = 12 �(Haa +Hbb)� (Haa �Hbb)�1 + 12� � 18�2 + :::��' 12 �(Haa +Hbb)� (Haa �Hbb)�1 + 12 4jHabj2(Haa �Hbb)2��= 12 �(Haa +Hbb)� (Haa �Hbb)� 2jHabj2(Haa �Hbb)�E1 = Haa + jHabj2(Haa �Hbb)E2 = Hbb � jHabj2(Haa �Hbb)R�ukeinsetzen der vollst�andigen Ausdr�uke f�ur die Matrixelemente gibt:E1 = h a; 0 j ( bH0 + bH 0) j a; 0 i + j h a; 0 j ( bH0 + bH 0) j b; 0 i j2h a; 0 j ( bH0 + bH 0) j a; 0 i � h b; 0 j ( bH0 + bH 0) j b; 0 i= Ea;0 + h a; 0 j bH 0 j a; 0 i + j h a; 0 j bH 0 j b; 0 i j2Ea;0 � Eb;0F�ur kleine St�orbeitr�age bH 0 l�a�t sih der letzte Term vernahl�assigen, so da� wir wieder die bereitsbekannte Beziehung zwishen f�ur die korrigierten Energieeigenwerte bekommen.Mit Ei sind wir jetzt auh in der Lage die KoeÆzienten �1 f�ur die Wellenfunktion zu berehnen:j�1j2 = jHabj2(Haa �E1)2 + jHabj2 = jHabj2�Haa �Haa � jHabj2(Haa�Hbb)�2 + jHabj2= 1jHabj2(Haa�Hbb)2 + 1 ' 1j�2j2 = 0Demnah haben wir die Wellenfunktionenj  1 i ' j a; 0 i und j  2 i ' j b; 0 i ;in �Ubereinstimmung mit der St�orungstheorie ohne Entartung.2 F�ur zwei eng beieinander liegende Niveaus istE1;2 ' Haa � 12(2Hab) = Haa �Hab :Damit sind die KoeÆzienten:j�1;2j2 = jHabj2(Haa �Haa �Hab)2 + jHabj2 = 12�1;2 = � 1p2



Kapitel 8. St�orungstheorie 129Das bedeutet also, da� die Wellenfunktionen minimalen �Uberlapp haben:j  1 i = 1p2 ( j a; 0 i + j b; 0 i ) und j  2 i = 1p2 ( j a; 0 i � j b; 0 i )Das zugeh�orige Matrixelement vershwindet dann folglih:h  1 j bH j  2 i = E2 h  1 j  2 i = 12 � h a; 0 j + h b; 0 j�� j a; 0 i � j b; 0 i� = 0Allgemeiner Fall8.5 Der Stark-E�ekt8.5.1 Linearer Stark-E�ektBeim Wassersto�-Atom tritt bei Einwirkung eines �au�eren elektrishen Feldes E eine Aufspaltung derNiveaus proportional zur Feldst�arke E auf. Im allgemeinen tritt sogar eine Aufspaltung proportionalE2 auf { dies ist dann der quadratishe Stark-E�ekt (diesen werden wir im anshlie�enden Abshnittbehandeln).Um zu sehen, da� wir dies als St�orung behandeln k�onnen, vergleihen wir auftretende elektrishe Felder.Im Bereih des Atoms haben wir es mit Feldst�arken der Gr�o�eE = �grad U = Ca20 ' 5 � 109 Vmzu tun. Laborfelder dagegen liegen etwa in der Gr�o�enordnung 105 Vm . Dies l�a�t es sinnvoll ersheinen,da� �au�ere Feld als eine kleine St�orung zu behandeln.W�ahlen wir jetzt die Rihtung des Feldes E parallel zur z-Ahse (E = jEj ez). Da die Wehselwirkung desAtoms �uber dessen Dipolmoment d = e r geshieht, bekommen wir mit der potentiellen EnergieU = hd;Ei = e jEj ezden Hamilton-Operator H = � ~22m�� e2r � e jEj ez = H0 + UEnergiekorrektur erster Ordnung Wir betrahten zun�ahst den Fall ohne Entartung des Drehim-pulses (l = 0). Dann ist die WellenfunktionEnlm;1 = �eEz h nlm ju j nlm i = 0F�ur n � 2 hingegen erhalten wir Entartung in l f�ur H :En;1 � h nl0m0 j z j nlm iWir mahen jetzt folgende Konvention f�ur die Shreibweise:j 1 i = j 2s 0 i j 2 i = j 2p 0 i j 3 i = j 2p 1 i j 4 i = j 2p � 1 i



Kapitel 8. St�orungstheorie 130In Kugelkoordinaten ist in Rihtung des elektrishen Feldesz = os# =r4�3 Y10 rDamit ist das Potential U = �eEzr4� 3rY10F�ur die Wellenfunktion j 2 i : j z; �; 0 iN = 4X�=1M (2)�� j z; �; 0 i4X�=1 h z; ; 0 jU j z; �; 0 iM (2)�� = Ez(N)M (2)��Es gibt aber nur ein M;E 6= 0:h 2; l0;m0; 0 j rY10 j 2; l;m; 0 i � Æmin wegen Y10l0 = l � 1 wegen Y10Daraus folgt aber, da� das MatrixelementU12 = U�21 = h 2; 2s; 0; 0 jU j 2; 2p; 0; 0 ireelwertig ist. Weiterdet (: : :) = 0 , ��������� �E(N)2; U12 0 0U21 �E(N)2; 0 00 0 �E(N)2; 00 0 0 �E(N)2; ��������� = �E(N)2; �2��E(N)2; �2 � U212� = 0E21 = U12 E22 = �U12 E23 = 0 E24 = 0Zwar liegt noh immer Entartung vor, aber f�ur die zugeh�origen Matrixelemente ist h : : : jV j : : : i = 0.6?� 10 eV (�Ubergang) ? ? ?Abbildung 8.1: Linearer Stark-E�ekt: Aufspaltung der Linien



Kapitel 8. St�orungstheorie 131Berehnung des Matrixelement U12 � h 2s; 0 j rY10 j 2p; 0 iAuswahlregeln f�ur l und mDie Tatsahe, da� nur bestimmte �Uberg�ange erlaubt sind, l�a�t zum einen auf die Parit�atseigenshaftender Wellenfunktion zur�ukf�uhren. Eine weitere Bedingung erhalten wir au�erdem aus der Form desexternen St�orpotentials.(a) Der St�oroperator f�ur das homogene elektrishe Feld E warH 0 = �hE;di = e hE;xiAus der Wirkung P x (x) = �x (x) = �xP  (x) ! Px = �xPdes Parit�atsoperators P erhalten wir also, da�PxP�1 = �x :Damit ist aber auh f�ur ein Matrixelement des St�oroperatorsh  jH 0 j  0 i = h  jP�1PH 0P�1P j  0 i = �h  jP�1H 0P j  0 i = h P jH 0 j P 0 i= ���0 h  jH 0 j  0 i��0 = �1Die Parit�at der Wassersto�-Wellenfunktion war aber gerade gegeben durh (�1)l, so da�also(�1)l (�1)l0 = �1 ;was aber nur erf�ullt sein kann, wenn (l + l0) eine ungerade Zahl ist; damit ist dann automatish derFall �l = 0 ausgeshlossen.(b) F�ur E = jEj ez ist das St�orpotential rotationssymmetrish um die z-Ahse, so da� wir erhalten:�H 0; Lz� = 0Aus der Eigenwertgleihung ergibt sih dann aberh  j �H 0; L3� j  i = 0 = h  jH 0L3 j  0 i � h  jL3H 0 j  0 i= m0 h  jH 0 j  0 i �m h  jH 0 j  0 i= �m0 �m� h  jH 0 j  0 iDas kann aber nur erf�ullt sein f�ur m 6= m0, wennh  jH 0 j  0 i :Damit sind also nur �Uberg�ange mit �m = 0 erlaubt.(F�ur die Fortf�uhrung der Argumentation siehe [13℄, Ausgabe H8.1.)



Kapitel 8. St�orungstheorie 1328.5.2 Der quadratishe Stark-E�ektBei Wassersto�-�ahnlihen Atomen (3Li;11Na;14K;37 Rb) tritt an die Stelle der n2-Entartung f�ur das 1=rPotential nur noh der m = 2l + 1 Anteil der Entartung, so da�"n;0 ! "nl;0Im �ublihen Ansatz bH = bH + bV f�ur den Hamiltonoperator ist der ungest�orte AnteilbH0 j nlm; 0 i = "nlm j nlm; 0 imit den EntwiklungskoeÆzientenj nlm; 0 iN = lXm=�lM (nl)m;m0 j nlm0; 0 if�ur die Wellenfunktion der Nten Ordnung. Der St�orterm ist dann gegeben durhU(r) = �eEZZ = �eEZr4�3 rY10 :(a) Energiekorrektur 1. OrdnungEnl;0 = N h nlm0 jV j nlm iN= eEZN h nlm0 jV j nlm iN= eEZ j j nlm i j2 Z= 0 ;da Z ungerade, das Quadrat der Wellenfunktion aber immer gerade ist; demnah vershwindet dasProdukt bei Integration.(b) Energiekorrektur 2. OrdnungEnl;2 = Xn0;l0 6=n;l j h n0l0m0 jV j nlm i j2Enl;0 � En0l0;0 l0 = l � 1= e2E2Z 4�3 Xn0;l0 6=n;lm=0 j h n0l0 j rY10 j nl i j2Enl;0 � En0l0;0� E2Z() Korrektur der Wellenfunktion in 1. Ordnungj nlm; 1 i = j nlm; 0 i � eEZr4�3 Xn0l0 6=nl h n0l0; 0 j rY10 j nl iEnl;0 � En0l0;0 j n0l0; 0 i(d) Induktives DipolmomenthDZi = �e h  (1)n0l0m0 j z j  (1)nlm i= �e h n0l0m0; 1 j z j nlm; 1 i= e2E2Z 4�3 Xn0 6=nl=ont j h n0; l � 1; 0 j rY10 j nl; 0 i j2Enl;0 � En0(l�1);0



Kapitel 8. St�orungstheorie 133� Spezielle Literatur[8.1℄ D.R. Hartree, Pro Cambridge philos. So. 24 111 (1928)�Ubungsaufgaben [?℄�Ubung 8.1 { Der lineare Stark-E�ekt. Das Energieniveau mit n = 2 des ungest�orten Wasserstof-fatoms ist vierfah entartet (gn = n2), so da� f�ur die Energieeigenwerte gilt: E10 = E01. Die Zust�andewerden durh Quantenzahlen (l = m = 0) und (L = 1;m = 0;�1) beshrieben.(a) Wie spaltet dieses im Falles des zus�atzlihen elektrishen PotentialsV 0 = �hE;di = e hE;xi = H 0 mit E = jEj ezauf? Berehnen Sie die ungest�orte Wellenfunktion  � und ihre Energien in erster Ordnung durh Diago-nalisieren der Matrix von H 0.(b) Berehen Sie die Eigenwerte h  � j dz j  � i des induzierten Dipolmomentes.() Berehnen, skizzieren und diskutieren Sie die WahrsheinlihkeitW�(#) = 1Z0 r2 dr 2�Z0 d' j �(r; #; ')j2 ;das Elektron mit Wellenfunktion  � im Gebiet zwishen # und #+ d# zu �nden.�Ubung 8.2 { Harmonisher Oszillator in elektrishem Feld. Ein eindimensionaler harmonisherOszillator mit Masse m und Ladung e be�nde sih in einem konstanten elektrishen Feld E:H = p22m + m!2x22 � eExBestimmen Sie das Energiespektrum dieses Systems (a) exakt (b) in 2. Ordnung St�orungstheorie (mitH 0 = �eEx als St�orung) und vergleihen Sie die Resultate. Berehnen Sie die Korrekturen 1. Ordnungzur Wellenfunktion.�Ubung 8.3 { Teilhen in einem eindimensionalen Potential. Betrahten Sie ein Teilhen in einemeindimensionalen Potential (A > 0): V (x) = ( Ax x > 01 x < 0Berehnen Sie die Energie des Grundzustandes in St�orungstheorie, unter Verwendung des harmonishenOszillators als ungest�ortes System.1. Bestimmen Sie die Korrektur erster Ordnung zur Bindungsenergie.2. Kann der harmonishe Oszillator so gew�ahlt werden, da� die Korrektur erster Ordnung vershwindet?



Kapitel 8. St�orungstheorie 134�Ubung 8.4 { Grundzustand eines wassersto�artigen Atoms. Berehnen Sie in erster OrdnungSt�orungstheorie die Korrektur zum Grundzustand eines wassersto�artigen Atoms, die durh die endliheAusdehnung des Kerns entsteht. Unter der Annahme, da� der Kern kugelf�ormig ist (mit Radius R) unddie Ladung Ze gleihm�a�ig �uber das gesamte Volumen verteilt ist, ergibt sih folgende Wehselwirkung:V (r) = 8<: �Ze2R �32 � 12 r2R2 � 0 � r � R�Ze2r r � RHinweis: Beahten Sie, da� der Bohr'she Radius a0 = ~2�e2 viel gr�o�er ist als der Kern, d.h. da� a0 � Rgilt.�Ubung 8.5 { Das Heliumatom. Die Energiekorrektur aufgrund der Coulomb-Wehselwirkung derbeiden Elektronen in erster Ordnung St�orungstheorie ist gegeben durh�E = h e2r12 i = I � J :Falls sih eines der beiden Elektronen in einem angeregten Zustand, das zweite im Grundzustand be�ndet,gilt: Inl10 = Z d3x1 Z d3x2 j 100(x1)j2 j nlm(x2)j2 e2r12Jnl10 = Z d3x1 Z d3x2  �100(x1) �nlm(x2) 100(x2) nlm(x1) e2r12wobei  nlm(x) = Rnl(x)Ylm(�; �)mit R10(x) = 2� ZaB�3=2 e� ZxaBR20(x) = 2� Z2aB�3=2 �1� Zx2aB� e� Zx2aBR21(x) = 1p3 � Z2aB�3=2 ZxaB e� Zx2aBR30(x) = 2� Z3aB�3=2 �1� 2Zx3aB + 2(Zx)227a2B � e� Zx3aBdie Wellenfunktion des Wassersto�atoms ist.(a) Berehnen Sie die Energieaufspaltung (1s)(2s) Zustandes, also die Aufspaltung zwishen Orthohelium(3S1) und Parahelium (1S0). Zeigen Sie dazu zun�ahst, da� sih die Austaushintegrale Jnl10 in der FormJnl10 = e22l+ 1 Z dx1 x21 Z dx2 x22 xl<xl+1> R10(x1)Rnl(x2)R10(x2)Rnl(x1)shreiben lassen.



Kapitel 8. St�orungstheorie 135Hinweis: Benutzen Sie die Beziehung1jx1 � x2j = 4�x> Xl +lXm=�1 12l+ 1 �x<x>�l Y �lm(�1; �1)Ylm(�2; �2)mit x> = max (x1; x2) und x< = min (x1; x2).(b) Zeigen Sie, da� f�ur das Coulombintegral I2010 . Vergleihen Sie das Ergebnis mit dem Austaushintegralaus der vorherigen Aufgabe.() Berehnen Sie die Energievershiebung von Ortho- und Parahelium im Zustand (1s)(2p).(d) Diskutieren Sie das Verhalten des Coulombintegrals Inl10 f�ur steigende n und festes l.



9Bewegung eines gelandenen Teilhensim EM-Feld
9.1 Der Hamilton-OperatorIn der klassishen Theorie hat die Hamilton-Funktion eines geladenen Teilhens in einem elektromagne-tishen Feld die Gestalt H = 12m �p� eA(r; t)�2 + eA0(r; t) (9.1)Die sih daraus ergebenden Bewegungsgleihungen sind die sogenannten Hamilton'shen Bewegungsglei-hungen (HBG) m�r(t) = eE(r; t)� ev �B(r; t) (9.2)mit den Feldern1 E(r; t) = �rA0(r; t) � 1 ��tA(r; t) (9.3)�B(r; t) = r�A(r; t) (9.4)Die so de�nierten Felder E und B sind invariant unter den Eihtransformationen~A(r; t) = A(r; t) +r�(r; t) (9.5)~A0(r; t) = A0(r; t)� 1 ��t�(r; t)was bedeutet, da� die HBGen (9.2) sih niht unter einen solhen Transformation niht �andern.F�ur den Fall eines Teilhen ohne Spin ist der �Ubergang zur Quantenmehanik einfah: wir m�ussen lediglihdie Gr�o�en in der Hamiltonfunktion (9.1) durh die entsprehenden Operatoren ersetzen:bHEM = 12m �bp� eA�2 + eA0 (9.6)1 Im Untershied zu der Original-Notation der Vorlesung wird an dieser Stelle A0 statt � f�ur das skalare Potential geshrieben,um an die Zusammenfassung im Rahmen der kovarianten Theorie zu erinnern, wo A = (A0;A). Die Felder E und B werdendann in dem Feldst�arketensor F�� = ��A� � ��A� zusammengefa�t.Siehe hierzu z.B. L.D. Landau, E.M. Lifshitz, Lehrbuh der Theoretishen Physik, Band II, Klassishe Feldtheorie.



Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilhens im EM-Feld 137Eihinvarianz bedeutet dann, da� sih die Eigenwerte der Shr�odinger-Gleihung und die physikalishenGr�o�en { z.B. die Erwartungswerte { unter (9.5) niht �andern.Behauptung: Wenn die Potentiale A0 und A nah (9.5) transformieren, dann mu� sih auh die Wel-lenfunktion �andern ~	(r; t) = exp� ie~�(r; t)�	(r; t)Damit mu� als Identit�at gelten:i~ ��t ~	(r; t) = ~bH(t) ~	(r; t) , i~ ��t	(r; t) = bH	(r; t)Beweis: 2Minimale KopplungDie Ber�uksihtigung des elektromagnetishen Potentials A� l�a�t sih formal noh in einer anderenWeise realisieren: Gehen wir n�amlih von der \normalen" partiellen Ableitung �� �uber zur sogenanntenkovarianten Ableitung D� mit �� ! D� = �� + ie~ A� ; (9.7)so lassen sih die Operationen mit �� in einfaher Weise ersetzen. Diese Methode wird als minimaleKopplung des elektromagnetishen Feldes bezeihnet und ist vor allen Dingen in der relativisti-shen Quantenmehanik und Eihtheorien von Bedeutung (Ebert 1989).
Hamilton-Operator in Coulomb-EihungF�ur die nihtrelativistishe Coulomb-Eihung rA = 0 (9.8)l�a�t sih (9.6 umshreibenbH	(r; t) = � 12m �p2 � epA� eAp+ e22A2�+ eA0�	(r; t)= 2664 12m 0BB�p2 � e ~irA| {z }=0 �eAp� eAp+ e22A21CCA+ eA03775	(r; t)= � 12m �p2 � 2eAp+ e22A2�+ eA0�	(r; t)



Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilhens im EM-Feld 138Hamilton-Operator in Coulomb-EihungbH	(r; t) = � p22m � emAp+ e22m2A2 + eA0 + U�	(r; t) = E	(r; t) (9.9)Wie �andern sih jetzt Wahrsheinlihkeitsdihte und -strom unter Anwesenheit eines EM-Feldes?�(r; t) = ~	�(r; t) ~	(r; t)= e�i��(r;t)	�(r; t)	(r; t)ei��(r;t)= 	�(r; t)	(r; t)j(r; t) = ~2mi (	�r	� (r	�)	) (9.10)= 12m (	�bp	� (bp	�)	)# bp) bp� eAj = ~2mi (	�r	� (r	�)	)� emA	�	9.2 Der Eigendrehimpuls (Spin) der ElementarteilhenAllgemeinesEs gibt zwei grunds�atzlih vershiedene Arten von Teilhen:1. Fermionen: gehorhen der Fermistatistik und dem Pauli-Verbot1=2 : e�; p; n;Quarks3=2 : ��Anregung des Nukleons: ("#")! (""")2. Bosonen: Kein Pauliverbot (beliebig viele Teilhen im gleihen Quantenzustand m�oglih)0 : pseudoskalare Mesonen ��; �0; ��; �01 : Vektormesonen �; !;Gluonen; ; !�; Z0Darstellung im SpinraumNah unseren bisherigen �Uberlegungen sollte f�ur ein Wassersto�atom im Grundzustand (l = 0) keineEntartung auftreten. Shikt man aber Wassersto�atome im Grundzustand durh ein inhomogenes Ma-gnetfeld, so �ndet eine Aufspaltung des Atomstrahls in zwei Komponenten statt { ein Vorgang, welhersih mit unserer bisher entwikelten Theorie niht erkl�aren l�a�t. Wir ben�otigen daher eine M�oglihkeit un-ser Bild vom Elektron an die { zuerst im Rahmen des ber�uhmten Stern-Gerlah-Versuhs2 gefundenenexperimentellen Erkenntnisse { anzupassen.2 O.Stern, W. Gerlah, Der experimentelle Nahweis der Rihtungsquantelung im Magnetfeld, Z. Phys. 9, 349 (1922).Das urspr�unglihe Experiment wurde allerdings mit einem Strahl von Silberatomen vorgenommen.



Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilhens im EM-Feld 139Der Elektron-Spin l�a�t sih niht durh Orts- oder Impulsoperatoren ausdr�uken. Fassen wir das Elektronals ein Objekt mit Freiheitsgraden f�ur Translation und Rotation auf, so ist der Spin eine den Rotations-freiheitsgraden zuzurehnende Eigenshaft.Mathematish bedeutet dies, da� wir die Annahme fallenlassen m�ussen, da� die Ortsoperatoren bQ dengesamten Hilbert-Raum H aufspannen3: Der Hilbert-Raum H zerf�allt in zwei zueinander senkrehteTeilr�aume Hr und Hs H = Hr 
Hs (9.11)In selber Weise de�nieren wir auh die Wellenfunktion	(r; s) = 	(r) 	(s) (9.12)so da� wir die bereits vom Drehimpuls bekannten Eigenwertgleihungenbs2 j sms i = ~2s (s+ 1) j sms i (9.13)bsz j sms i = ~ms j sms i (9.14)erhalten. Ebenso verwenden wir die analoge ShreibweisebL2; bLz ! j l lz i mit Ylm(�; �); Y �lm(�; �)bS2; bSz ! j s sz iDie Darstellung der Spinoperatoren im (2n+ 1)-dimensionalen Spinraum erfolgt durhh sm0z j bs2 j smz i = ~2s (s+ 1) Æm0sms= 0BBBBBB� a11 0a22 . . . . . .0 ann
1CCCCCCAh sm0s j bsz j sms i = ~ms Æm0sms= 0BBBBBB� a11 0a22 . . . . . .0 ann
1CCCCCCAh sm0s j s� j sms i = ~p(s�ms)(s�ms � 1) Æm0sms�1= 0BBBBBBB� 0 a12 0a21 0 a23a32 . . . . . .0 . . .
1CCCCCCCA3 F�ur eine genauere mathematishe Behandlung siehe [11℄, S. 207 sowie [3℄, S. 255.



Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilhens im EM-Feld 140Eigenshaften von Spin 1=2 TeilhenDie Eigenwertgleihungen f�ur Spin 1=2:bs2 j 1=2ms i = 34~2 j 1=2ms ibsz j 1=2ms i = ~ms j 1=2ms iWir f�uhren nun f�ur die Zustandsvektoren folgende Notation ein:j 1=2 1=2 i � j + i � �10� bzw: h 1=2 1=2 j � (1 0) (9.15)j 1=2 � 1=2 i � j � i � �01� bzw: h 1=2 � 1=2 j � (0 1) (9.16)bs2 = 34~2� 1 00 1 � (9.17)bsx = ~2 � 0 11 0 � bsy = ~2 � 0 �ii 0 � bsz = ~2 � 1 00 �1 � (9.18)Weiterhin de�nieren wir die Pauli-Spin-Matrizen:s = ~2� = ~2(�x; �y; �z) (9.19)b�x = ~2 � 0 11 0 � b�y = ~2 � 0 �ii 0 � b�z = ~2 � 1 00 �1 � (9.20)mit den Eigenshaften �2x = �2y = �2z = � 1 00 1 � = 12�x � �y � �z = i12Zus�atzlih zu dem bereits bekannten Kommutator[A;B℄� � [A;B℄ = AB �BAf�uhren wir jetzt noh den Anti-Kommutator[A;B℄+ � AB +BA (9.21)ein, mit dem wir shreiben k�onnen[�x; �y℄+ = [�y ; �z℄+ = [�z ; �x℄+ = 0 (9.22)Die beiden Eigenzust�ande bilden ein orthonormiertes und vollst�andiges System:h � j � i = 1 und h � j � i = 01=2Xms=�1=2 j 1=2ms i h ms 1=2 j = 12 = �10� (1 0) +�01� (0 1)



Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilhens im EM-Feld 141Damit kann jede beliebige Spin-Funktion f�ur s = 1=2 nah diesem System entwikelt werden:j 	(r; 1=2 i = 1=2Xms=�1=2 j 1=2ms i h ms 1=2 j 	(r; 1=2) i| {z }ams = 1=2Xms=�1=2 ams j 1=2ms i (9.23)9.3 Die Pauli-GleihungF�ur ein Elektron mit Spin 1=2 ist das magnetishe MomentM = �B g~s = �B 2~s (9.24)Die darin auftretende Gr�o�e �B = e~2me (9.25)ist das Bohr'she Magneton. Die Energie eines magnetishen Dipols im magnetishen Feld B istV (s)m =MB = �B2 s~B (9.26)so da� wir f�ur den Hamilton-Operator erhalten:bH = bH0 + �BLB~| {z }Drehimpuls+�B2sB~| {z }Spin + e28m2B2r2 sin2 � (9.27)Durh Zusammenfassen von Drehimpuls- und Spinanteil zu einem paramagnetishen Moment�Para = �B~ (L+ 2s) (9.28)bekommen wir denPauli-Operator (in Coulomb-Eihung)bH = bH0 + �ParaB+ e28me2B2r2 sin2 � (9.29)Die zu l�osende Shr�odinger-Gleihung ist jetzti~ ��t j 	1=2(t) i = bH j 	1=2(t) i (9.30)Wegen der beiden Spinrihtungen ist dabei die Wellenfunktion	1=2(r; t) = �	+(r; t)	�(r; t)� (9.31)so da� (9.30) die Form annimmt:



Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilhens im EM-Feld 142Pauli-Gleihung (ohne Spin-Bahn-WW)i~ ��t 8<:	1=2+ (r; t)	1=2(r; t)9=; = ��� ~22m�U(r)� eA0(r; t) + �BLB~ +HDia�12+2�B sB~ �8<:	1=2+ (r; t)	1=2� (r; t)9=; (9.32)
Der Pashen-Bak-E�ektDies ist die Aufspaltung der Spektrallinien beim Wassersto� in einem starken, homogenen Magnetfeld(Pashen 1891); in diesem Fall ist die Spin-Bahn-WW vernahl�assigbar klein�ParaB� L� S�WWWir w�ahlen jetzt B = Bez und  el = 0. F�ur das ungest�orte Wassersto�-Atom ohne Spin istH0	nlm(r) = Enl	nlm(r)Unter diesen Voraussetzungen wird die Pauli-Gleihung (9.32)4��H0 + �BBzLz~ �12 + 2�BBzSz~ ��	+(r)	�(r)� = En lmms �	+(r)	�(r)� (9.33)St�orungstheorie 1. Ordnung�(1)nlmms = �BBz~ h 	1=2mlmms jLz12 + 2~2 12 j 	1=2nlmms i (9.34)Die Wellenfunktion l�a�t sih shreiben	1=2 = a1=2� 10 �+ a1=2� 01 � = 1p2 j + i + 1p2 j � i	1=2nlmms(r) = 'nlm(r)� 1p2 j + i + 1p2 j � i� = AnlRnlYlm(�; �) � 1p2 j + i + 1p2 j � i �Damit wird die Korrektur (beahte: LzYlm = ~mYlm)�(1)nlmms = �BBz~ (~m� ~) = �B(m� 1) (9.35)Die Energie spaltet also im Magnetfeld auf.4 Der Zeitabh�angige Anteil wurde mit dem Ansatz 	(r; t) = exp ( i~Et)	(r)absepariert.



Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilhens im EM-Feld 143Abbildung 9.1: Aufspaltung der Wassersto� Spektrallinien in einem starken homogenen Magnetfeld9.4 Kopplung zweier DrehimpulseDa sih in der Quantenmehanik im Gegensatz zur klassishen Mehanik keine vollst�andigen Vektorender Drehimpulse addieren lassen { es lassen sih nur bJ2 und eine Komponente, in der Regel bJz, messen {brauhen wir ein entsprehendes Verfahren, welhes dies leistet.Bevor wir nun Eigenfunktionen zu bJ2 und bJz suhen, erinnern wir zun�ahst anbl2 j l lz i = ~2l(l + 1) j l lz iblz j l lz i = ~lz j l lz ibs2 j s sz i = ~2s(s+ 1) j s sz ibsz j s sz i = ~sz j s sz iIm Fall einer Mishung: bj2 j j m i = ~2j(j + 1) j j m ibjz j j m i = ~m j j m iWenn dabei bj = bl + bs, dann mu� bj wieder die Kommutatorrelationen des Drehimpulses erf�ullen:[ji; jj ℄ = [li + si; lj + sj ℄ = [li; lj ℄ + [li; sj ℄ + [si; lj ℄ + [si; sj ℄= i~ �ijk lk + i~ �ijk ek= i~ �ijk(lk + sk)= i~ �ijkjkZustandsvektoren von bj2 und bjzIm einfahsten Fall k�onnte ein Produktansatz gen�ugen:j j;m i = j l; lz i j s; sz i (9.36)F�ur die z-Komponente ist dannbjz j j;m i = (blz + bsz) j l; lz i j s; sz i = ~(lz + sz) j l; lz i j s; sz i = ~jz j j;m i (9.37)Ebenso �uberpr�ufen wir den Ansatz f�ur das Betragsquadrat bj2:bj2 = (bl + bs)2 = bl2 + bs2 + blbs = bl2 + bs2 + 2blzbsz + bl+bs� + bl�bs+ (9.38)Der Anteil (bl�bs++bl�bs+) ist dabei allerdings niht mehr durh den Produktansatz erfa�t. Entwikeln wirjetzt j j;m i nah dem vollst�andigen System des Produktansatzes:+lXlz=�l +sXsz=�sh j l; lz i j s; sz i h s; sz j h l; lz j i = Xlz;sz j l; lz; s; sz i h l; lz; s; sz j = 1 (9.39)j j;m i = Xlz;sz j l; lz; s; sz i h l; lz; s; sz j j;m i| {z }�C ( lsj j lzszm ) (9.40)



Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilhens im EM-Feld 144Clebsh-Gorden-KoeÆzientenh l; lz; s; sz j j;m i � C ( lsj j lzszm ) (9.41)Die Eigenfunktionen sind also damitj j;m i = Xlz;sz C ( lsj j lzszm ) j l; lz i j s; sz i (9.42)Diese j j;m i sind Eigenzust�ande zu bj2 und bjz .Behauptung: j jm i sind auh Eigenzust�ande zu bl2 und bs2.Beweis: bl2 j jm i = bl2 Xlz;sz C ( lsj j lzszm ) j l lz i j s sz i = ~2 l (l + 1) j jm ibs2 j jm i = bs2 Xlz;sz C ( lsj j lzszm ) j l lz i j s sz i = ~2 s (s+ 1) j jm i 2Auswahlregeln m = lz + sz (9.43)j l� s j � j � j l + s j (9.44)Gleihung f�ur Clebsh-Gorden-KoeÆzientenXlz;sz h l l0z s sz j j2 j l lz s sz i C ( lsj j lzszm ) = ~2 j (j + 1)C ( lsj j lzszm ) (9.45)Wie bereits gesehen, l�a�t sih j2 auh als folgende Zerlegung shreiben:j2 = l2 + s2 + 2lzsz + l+s� + l�s+Damit �uberpr�ufen wir jetzt die Normierung h jm j jm i = 1Xl0z;s0z Xlz;sz h s s0z j Æl0zlzz }| {h l l0z j l lz i j ssz i| {z }Æs0zsz �



Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilhens im EM-Feld 145�C ( lsj j l0zs0zm )� C ( lsj j lzszm ) = Xlz;sz C ( lsj j lzszm )� C ( lsj j lzszm )= Xlz;sz jC ( lsj j lzszm )j2= 1 , da ja h jm j jm i = 1Orthogonalit�atsrelationenXlz;sz C ( lsj j lzszm )� C ( lsj0 j lzszm0 ) = Xlz;sz h jm j j l lzs sz i h l lzs sz j| {z }=1 j j0m0 i= h jm j j0m0 i= Æj j0 Æmm0Xm C ( lsj j l0zs0zm )C ( lsj j lzszm )� = Xm h l l0zs s0z j j jm i h jm j| {z }=1 j l lzs sz i= h l l0zs s0z j l lzs sz i= h l l0z j h s s0z j s sz i| {z }Æsz s0z j l lz i| {z }Ælz l0z= Æl0z lz Æs0z szSpezialfall: Elektronen mit Spin 1=2In diesem Fall k�onnen nur zwei Terme auftreten, n�amlih:j jm i = j l (m� 1=2) 1=2 1=2 i C ( l 1=2 j j (m� 1=2) 1=2m )+ j l (m+ 1=2) 1=2 � 1=2 i C ( l 1=2 j j (m+ 1=2) � 1=2m )C ( l 1=2 (l + 1=2) j (m� 1=2) � 1=2m ) = r l + 1=2�m2 l+ 1C ( l 1=2 (l � 1=2) j (m� 1=2) � 1=2m ) = �r l + 1=2�m2 l + 19.5 Die Spin-Bahn Wehselwirkung in der Atom- und Kernphy-sik1. Wassersto�-Atom bH = bH0 + 12 � 1m�2 1r ��rV (r) ls2. Atomkern bH = bH0 � 2 j� j~2 l s



Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilhens im EM-Feld 146Die Zust�ande im Kern werden sukzessive mit Nukleonen aufgef�ullt. Bei den \magishen Zahlen"kommt es zu einer Abweihung von den Niveaus des harmonishen Oszillators.Beide F�alle lassen sih in gleiher Weise l�osen:H0 j nlm i = Enl j nlm iungest�ortes Wassersto�-Atom~H0 j gnlm i = ~Enl j gnlm i = ~! (2n+ l + 32) j gnlm iharmonisher OszillatorWassersto�-Atom bH = bH0 � 2j�j~2 ls (9.46)j = l� 12 ) j n l 1=2 j m i = Xlz;sz C ( l 1=2 j j lz szm ) j nl lz i j 1=2 sz iDie Energiekorrektur 1. Ordnung ist:�(1)ls = h nl 1=2 jm jVls(r) ls j nl 1=2 jm i (9.47)Behauptung: Die Wellenfunktionen j nl 12 jm i sind auh Eigenfunktionen zu ls.Beweis: j2 = (l+ s)2 l 6= 0 = l2 + s2 + 2lsls = 12(j2 � l2 � s2) 2Einsetzen dieser Beziehung in die Energiekorrektur:�(1)ls = �(1)nlsjls j nl 1=2 jm i = 12(j2 � l2 � s2) j nl 1=2 jm i= ~22 �j(j + 1)� l(l + 1)� 34� j nl 1=2 jm iAllerdings m�ussen wir jetzt noh die zwei Einstellm�oglihkeitenj1 = l + 12 ) ls j nl 1=2 jm i = ~22 l j nl 1=2 jm ij2 = l � 12 ) �~22 (l + 1) j nl 1=2; jm i



Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilhens im EM-Feld 147ber�uksihtigen: �(1)ls = 14 � ~m�2� l�(l + 1)� hVls(r)i= 14 � ~m�2� l�(l + 1)� h nljm j 1r �V�r j nljm i
3s, 3p, 3d

3 d5=23 p3=23 s1=23 p1=23 d3=2Abbildung 9.2: Hyperfeinstruktur-Aufspaltungen durh Spin-Bahn-WehselwirkungShalenmodell des Atomkerns bH = H0 � 2j�j~2 ls�(1)nl = ~!(2ms + l + 32)Energiekorrektur 1. Ordnung: �(1)nl = �2j�j~2 hlsi = j�j� �l j = l + 12l + 1 j = l � 12 (9.48)�(1)ls = a h nl 1=2 jm j bVls(r)ls j nl 1=2 jm i= Xl0z;s0z Xlz;sz 1Z0 r2 dr 4�Z0 d
 C ( l 1=2 j j l0z s0zm )�R�nl(r)Y �l l0z(
)�1=2�(s0z)Vls(r) l sRnl(r)Yl lz(
)�1=2(sz)C ( l 1=2 j j lz szm )s! ~22 (j(j + 1)� l(l + 1)� 34)



Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilhens im EM-Feld 148= Xl0z;s0z Xlz;sz 1Z0 r2 dr jRnl(r)j2Vls(r)C ( l 1=2 j j l0zs0zm )� C ( l 1=2 j j lzszm )4�Z0 d
Y �l l0z(
)Yl lz(
)| {z }Æl0z lz �1=2�(s0z)�1=2(sz)| {z }Æs0z sz ~22 �j(j + 1)� l(l+ 1)� 34�= ~22 �j(j + 1)� l(l + 1)� 34� 1Z0 r2 dr jRnl(r)j2Vls(r)Xlz;sz jC ( l 1=2 j j lzszm )j2| {z }=1= ~22 �j(j + 1)� l(l + 1)� 34� 1Z0 r2 dr jRnl(r)j2Vls(r)Der Zeeman-E�ektDer Zeeman-E�ekt (Zeeman 1897) beshreibt die Aufspaltung der Spektrallinien in einem Magnetfeld.Der Hamilton-Operator in diesem Fall gegeben durhbH = bH0 + Vls(r) ls+ �B L~B+ �B 2 S~B+ (Diamagnetismus) (9.49)Pashen-Bak-E�ekt (anormaler Zeeman-E�ekt)H0	1=2nl lzsz (r) = Enl lzsz	1=2nl lzsz (r)F�ur die niht gekoppelten Produktansatz von l und s:E(1)nllzsz = �BBz~ h 	1=2nl lzsz jLz + 2Sz j 	1=2nl lzsz i = �BBz(lz � 1)
bH = bH0 + Vls(r) l s (9.50)~H0 j n; j;m i = �njm j n; j;m i (9.51)j n; j;m i = Xlz;sz C ( l1=2; j j lz; sz;m ) j n; l; lz i j 1=2; sz i (9.52)gilt nur bei Vernahl�assigung derRadialabh�angigkeit der Spin-Bahn-WW�(0)njm = �e4�2~2 1n + 14 � ~m�2� l�(l + 1)� hVls(r)i (9.53)



Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilhens im EM-Feld 149Energiekorrektur 1. Ordnung f�ur B = Bz�(1)njm = �BBz~ h n; j;m j bjz + bsz j n; j;m i| {z }bjz j n;j;m i=~m j n;j;m i= �BBzhm+ h n; j;m j bsz~ j n; j;m i iBerehnung des Matrixelementes von sz (hierbei ~ = 1):h n; j;m j bsz j n; j;m i = Xsz;sz Xl0z;s0z C ( l; 1=2; j j l0z; s0z;m )� C ( l; 1=2; j j lz; sz;m )� h l; l0z j h 1=2; s0z j bsz j 1=2; sz i| {z }sz Æs0z sz j l; lz i| {z }Æl0z lz= Xlz;sz sz jC ( l; 1=2; j j lz; sz;m )j2= Xlz;sz(m� lz)jC ( l; 1=2; j j lz;m� lz;m )j2= mXlz;sz �1� lzm� jC ( l; 1=2; j j lz;m� lz;m )j2| {z }=g= gm= g h n; j;m jbjz j n; j;m i9.6 Das Elektron im homogenen MagnetfeldQuantisierung des magnetishen Flu�esF�ur ein Elektron im Potential U(r):B = r�A = 0 = ( A = 0A0 = r f(r; t) (9.54)Dabei geht A0 aus A durh eine Eihtransformation hervor. F�ur die Bewegungsgleihung gilt:� 12m �p� eA�2 + U(r)�	(r; t) = E	(r; t) (9.55)# Eihung� 12m �p� eA0�2 + U(r)�	0(r; t) = E	0(r; t) (9.56)Die Wellenfunktionen 	 und 	0 untersheiden sih durh die Phase	(r; t) = exp�i e~f(r; t)� 	(r; t) (9.57)



Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilhens im EM-Feld 150Berehnung des Phasenfaktors:A0 = r f(r; t) ) f(r; t) = r (C1)Zr0(C1) dr0A(r0; t) (9.58)Da die Phase im allgemeinen vom Weg anh�angt, integrieren wir �uber den ganzen Umlauf des Elektrons:1. I dr0A(r; t) = Z Z df 0 r�A(r; t)| {z }B(r;t) = 0 ) Phasenfaktor = 12. I dr0A(r; t) = Z Z df 0r�A(r; t) = Z Z df 0B(r; t) = �(t)Die Phase �andert sih bei Umlauf um f(r0 ! r0) = � und f�ur die Wellenfunktion gilt	0(r; t) = exp��i e~��	(r; t) :Das hei�t aber, da� wegen 	 = 	0 bei vollem Umlaufe~� = 2�n , � = 2�~e nDies hei�t aber, da� der magnetishe Flu� gequantelt ist!Quantelung des magnetishen Flu�es� = 2�~2e n (9.59)(Messung durh Doll/N�ahbaur)Aharonov-Bohm-E�ektBetrahten wir einen Elektronenstrahl, der durheinen Doppelspalt in zwei Teilstrahlen zerlegtwird, die den Raum ober- und unterhalb einer sehrlangen stromdurhossenen Spule mit dem ma-gnetishen Feld B durhiegen und danah auf ei-nem Shirm zur Interferenz gebraht werden. DieWahl der Spule bedingt, da� das Magnetfeld B imInneren eingeshlossen ist, also in den Raumbe-reihen, in denen die Teilhenbewegung statt�n-det, vershwindet. Lediglih das VektorpotentialA kann dort einen von Null vershiedenen Beitragliefern. C
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Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilhens im EM-Feld 151Die Wellenfunktion an der Stelle r ergibt sih nun als �Uberlagerung der beiden Teilz�uge, d.h.	(r) = 	1 exp8<: ie~ Z1 A dr9=;+	2 exp8<: ie~ Z2 A dr9=; : (9.60)Wir erhalten also ein Interferenzmuster, welhes von der Phasendi�erenz der beiden Teilwellen 	1 und	2 anh�angt. W�ahlen wir, ohne Beshr�ankung der Allgemeinheit, r so, da� j1j = j2j, also die beidenWegl�angen identish sind, dann l�a�t sih die Phasendi�erenz leiht berehnen:Æ' = '1 � '2 = e~ Z1 A dr� e~ Z2 A dr = e~ 8<:Z1 A dr� Z2 A dr9=;= e~ I A dr = e~ Z rotA df = e~ Z B df = e~ �mDie Phasendi�erenz ist also proportional zum magnetishen Flu� �m im Inneren der Spule. Obwohl alsodas B-Feld im Inneren der Spule eingeshlossen ist, ergibt sih eine von Null vershiedene Phasendi�erenz,welhe ihre Ursahe in dem Vektorpotential A hat.Damit zeigt sih ein wesentliher Untershied zur klassishen Mehanik/Elektrodynamik: w�ahrend dasPotential A dort nur eine Hilfskonstruktion zur Berehnung der physikalishen Felder E und B darstellt,selber aber keine Observable ist, bewirkt es im Rahmen der Quantenmehanik einen me�baren E�ekt. Dietiefere Ursahe hierf�ur liegt in der Verkn�upfung von lokaler Phase der Wellenfunktion an zwei Raum-ZeitPunkten mit dem Potential im Rahmen einer lokalen Eihtheorie.5
� Spezielle Literatur[9.1℄ Y. Aharonov, D. Bohm, Phys Rev 115 (1959), 485[9.2℄ V.M. Berry, Pro R. So. London A392 (1984), 45[9.3℄ R.G. Chambers, Phys Rev Letters 5 (1960), 3[9.4℄ D. Ebert, Eihtheorien: Grundlage der Elementarteilhenphysik, VCH 1989[9.5℄ A. A. Mihelson, Phil. Mag. 31 (1891), 338; ibid. 34 (1892), 280[9.6℄ F. Pashen, Ann. Phys. 50 (1916), 901[9.7℄ P. Zeeman, Doublets and triplets in the spetrum produed by external magneti fores, Phil.Mag. 44 (1897), 55|60, 255|2595 Eine gut verst�andlihe Einf�uhrung bieten die Kapitel 1{3 in Ebert (1989). Einen weniger mathematisher Zugang gibtKapitel 12 von H. Frauenfelder, E.M. Henley, Subatomi physis, Prentie Hall 1991.



Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilhens im EM-Feld 152�Ubungsaufgaben�Ubung 9.1 { Bewegung eines Elektrons im elektromagnetishen Feld. Die Bewegung einesElektrons im elektromagnetishen Feld ist durh die Lorentzkraft bestimmt:FL = ddtmv = ev �E+ 1v �B�Bestimmen Sie den Hamilton-Operator des Elektrons im elektromagnetishen Feld. Gehen Sie dazu infolgenden Shritten vor:(a) Bringen Sie zun�ahst die Gleihung f�ur die Lorentz-Kraft auf die �au�ere Form derEuler-LangrangeGleihung ddt �L� _x � �L�x = 0:Separieren Sie dazu die totalen Zeitableitungen und die Ortsableitungen. Nun k�onnen Sie die Lagran-gefunktion f�ur das Elektron im elektromagnetishen Feld angeben.(b) Berehnen Sie den kanonishen konjugierten Impuls p = �L� _x zur Ortsvariablen x aus dieser Lagran-gefunktion.() Bestimmen Sie nun dieHamiltonfunktion und betrahten Sie den entsprehendenHamiltonoperator,indem Sie f�ur Ort und Impuls die entsprehenden Operatoren einsetzen.(d) Wenden Sie nun diese Hamiltonfunktion auf eine allgemeine Wellenfunktion 	(x) an und berehnenSie die auftretenden Terme. Diskutieren Sie die Untersheide zu dem Fall, in dem Sie zun�ahst die Ha-miltonfunktion ausmultiplizieren, bevor Sie die Operatoren einf�uhren. Welhes ist der tiefere Grund f�urdie Mehrdeutigkeit bei der Bestimmung des Hamiltonoperators?�Ubung 9.2 { Paramagnetishes Ion in einem kristallinen Gitter. Die Zust�ande eines parama-gnetishen Ions in einem kristallinen Gitter sind Eigenfunktionen eine \Spin-Operators",HS = aH Sz + bH Iz + 12D �3 os2 � � 1� �S2z � 13S2�+ 12D sin 2� �S+(Sz + 12) + S�(Sz � 12)�+14D sin2 � �S2+ + S2��+ASz Iz + A2 (S+I� + S�I+) ;wobei S und I die Spinoperatoren des Elektrons bzw. des Kernes sind. a; b; A und D sind Konstanten (a� b ) und � ist der Winkel zwishen der Symmetrieahse des Kristalles und der Rihtung des angelegtenmagnetishen Feldes H .1. j MSMI i ; MS = �S;�S + 1; : : : ; SMI = �I;�I + 1; : : : ; Iseien die Eigenvektoren des \ungest�orten" HamiltonoperatorsH0 = aH Sz + bH Iz :Berehnen Sie die St�orung der Energieniveaus von H0, welhe durh die zus�atzlihen Terme in HSauftritt, in zweiter Ordnung St�orungstheorie.2. Bestimmen Sie die Eigenvektoren des Hamiltonoperators HS in erster Ordnung St�orungstheorie.�Ubung 9.3 { Eigenwerte und Eigenvektoren. Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektorender Operatoren sx, sy und sz in ihrer Darstellung durh Pauli-Matrizen.



10 Zeitabh�angige St�orungstheorie
10.1 Elementarer Zugang und \Goldene Regel"In Kapitel 8 haben wir zun�ahst nur L�osungen der station�aren GleihungH j 	 i = E j 	 i (10.1)betrahtet. Jetzt aber wollen wir nah L�osungen der zeitabh�angigen Shr�odinger-Gleihungi~ ��t j 	(t) i = H j 	(t) i (10.2)suhen. Mit der Aufspaltung H = H0 + V (t) erhalten wir die bereits bekannten L�osungenH0 j 	 i = �n j 	 i (10.3)mit der Normierung h m j n i = Æmn : (10.4)Dies f�uhrt auf die Shr�odinger-Gleihungi~ ��t j n(t) i = H0 j n(t) i (10.5)mit den Wellenfunktionen j n(t) i = exp�� i~�nt� j n i : (10.6)Jetzt k�onnen wir j 	(t) i entwikelnj 	(t) i =Xn an(t) exp�� i~�nt� j n i (10.7)und in (10.2) einsetzeni~Xn _an(t) exp�� i~�nt� j n i+Xn an(t)�� i�n~ i~� exp�� i~�nt� j n i = Xn an(t) (H0 + �V (t)) exp�� i~�nt� j n i



Kapitel 10. Zeitabh�angige St�orungstheorie 154i~Xn _an(t) exp�� i~�nt� j n i = Xn an(t)�V (t) exp�� i~�nt� j n ih m j i~Xn _an(t) exp�� i~�nt� j n i| {z }Æmn = h m jXn an(t) exp�� i~�nt� �V (t) j n ii~ _am(t) exp�� i~�mt� = Xn an(t) exp�� i~�nt� h m j�V (t) j n i| {z }Vmn(t)i~ _am(t) = Xn an(t) ei!mnt Vmn(t) (10.8)Der in der letzten Zeile auftretende Faktor !mn = �m � �n~ (10.9)hei�t Bohr'she Frequenz.(10.8) ist ein Di�erentialgleihungssystem der Arti~0BBBBBB� _a1_a2...an...
1CCCCCCA = 0BBBBB� V11 V12 ei!12t � � �V21 ei!21t V22 � � �... ... 1CCCCCA0BBBBBB� a1a2...an...

1CCCCCCAWir entwikeln jetzt an(t) nah dem Kopplungsparameter �:an(t) = 1X�=0��a(�)n (t) (10.10)Einsetzen in (10.8): 1X�=0�� _a(�)m (t) = 1i~ 1X�=0Xn a(�)n (t)��+1 Vmn(t) ei!mnt (10.11)Durh KoeÆzientenvergleih _a(�+1)m (t) = 1i~Xn a(�)n (t) ei!mnt Vmn(t) (10.12)F�ur den Zeitpunkt t = 0 ist dann in 1. Ordnung_a(1)m (t) = 1i~ei!mnt Vmn(t) (10.13)Die L�osung l�a�t sih damit direkt formal shreiben alsa(1)m (t) = 1i~ tZ0 dt0 ei!mnt0Vmn(t0) (10.14)Dies ist aber gerade die �Ubergangsamplitudej k; t = 0 i ! j k; t i



Kapitel 10. Zeitabh�angige St�orungstheorie 15510.1.1 Zeitlih konstante St�orungMit dem Potential V (t) = V wird (10.14) danna(1)m (t) = Vmki~ tZ0 dt0 exp(i!mkt0) = �1~Vmk exp(i!mkt)� 1!mk (10.15)Die zugeh�orige �Ubergangswahrsheinlihkeit istW (1)mk = ja(1)m (t)j2= ���� Vmk~!mk �1� exp(i!mkt�����2= jVmkj2~2!2mk�1� exp(i!mkt)� exp(i!mkt) + 1�= jVmkj2~2!2mk�2� (os!mkt+ i sin!mkt+ os!mkt� i sin!mkt)�= 2 jVmkj2~2!2mk �1� os!mkt� x (1� os�) = 2 sin2 �2= 4 jVmkj2~2!2mk sin2 !mkt210:9)= 4jVmkj2�2mk sin2��mkt2~ �F�ur gro�e Zeiten t ist lima!1 sin2(ax)ax2 = � Æ(x)eine Darstellung der Æ-Funktion. Dementsprehend erhalten wir { unter Ber�uksihtigung, da� Æ(�x) =1j�jÆ(x) limt!1 t4~2�2mk = 4~2 sin2 ��mk2~ t� = �t4~2 Æ ��mk2~ � = �t2~ Æ(�m � �k)Die �Ubergangswahrsheinlihkeit ist demnahW (1)mk = ja(1)m (t)j2 = 2�~ t jVmkj2 Æ(�m � �k) (10.16)Zur Eliminierung der Zeit gehen wir jetzt noh �uber zu einer �Ubergangswahrsheinlihkeit pro Zeiteinheitund erhaltenFermis Goldene Regelw(1)mk(t) = 1t ja(1)m (t)j2 = 2�~ jVmk j2 Æ(�m � �k) (10.17)Der Ausdruk Æ(�m � �k) fordert Energieerhaltung, so da� es in diesem Fall nur �Uberg�ange zwishenentarteten Zust�anden gibt.



Kapitel 10. Zeitabh�angige St�orungstheorie 15610.1.2 Periodishe St�orungMit dem Potential V (t) = 2V os!t = V �ei!t + e�i!t�wird (10.14) a(1)m (t) = Vmki~ tZ0 dt0 �ei(!mk+!)t + ei(!mk�!)t� (10.18)Die �Ubergangswahrsheinlihkeit pro Zeit ist dannw(1)mk = 2�~ jVmkj2 (Æ(�m � �k + ~!) + Æ(�m � �k � ~!) (10.19)Es gibt also nur �Uberg�ange, wenn� �m = �k � ~! { stimulierte Emission� �m = �k + ~! { Absorption10.1.3 Verallgemeinerung1. Entartete Systeme(a) Mittel �uber Anfangszust�andeF�ur einen Atomkern ohne den Einu� eines �au�eren Magnetfeldes12li + 1Xm(b) Summation �uber Endzust�ande2. Kontinuierlihe Zust�andeF�ur den �Ubergang j k i ! j m i mit � Zust�anden �m ' �k Summation�Xm=1 ja(1)m j2Mit der Zustandsdihte (E ; E + dE)! � (E) dEist die �Ubergangswahrsheinlihkeit pro Zeitw(1)mk = Z dE � (E) ja(1)m j2F�ur eine konstante St�orung alsow(1)mk = 4 Z sin2 �!mk2 t� jVmkj2!2mk � (�m) d�mF�ur den Grenz�ubergang t!1 ist diesw(1)mk = 2�~ jVmkj2 � (�m)wobei � (�m) die Dihte der Endzust�ande bezeihnet.



Kapitel 10. Zeitabh�angige St�orungstheorie 15710.2 Formaler Zugang: Dyson-ReiheIm Wehselwirkungsbild sind Hamilton-Operator, St�oroperator und Shr�odinger-Gleihung gegebendurh1 HI = H0I + VIVI = exp ( i~H0t)VS exp (� i~H0t)HI j i; t0; t) i = EI j i; ti; t iDie L�osung der zeitabh�angigen Gleihung l�a�t sih dann mittels des Zeitentwiklungsoperators shreibenj i; t0; t i I = U(t0; t) j i; t0; t0 i I = U(t; t0) j i i S ;wobei j i i die zeitabh�angige L�osung von H0 ist. Die bestimmende Gleihung f�ur den Zeitentwiklungs-operator U(t; t0) i~ ddt U(t; t0) = VI (t)U(t; t0) (10.20)wird dabei gel�ost durh die Dyson-ReiheU(t; t0) = 1 +�� i~� tZt0 dt(1) VI(t(1)) +�� i~� tZt0 dt(1) t(1)Zt0 dt(2) VI (t(1))VI (t(2)) + : : : : (10.21)Wir k�onnen jetzt weiter umformenj i; t0; t i = U(t; t0) j i i = 1Xn=0 j n i h n jU(t; t0) j i i| {z }Cn(t) =Xn Cn(t) j n iMit der Dyson-Reihe l�a�t sih dieses Matrixelement shreibenh n jU(t; t0) j i i = h n j i i +�� i~� tZt0 dt0 h n jVI j i i + : : := h n j i i +�� i~� tZt0 dt0 h n j exp( i~H0t)| {z }�n VS exp(� i~H0t) j i i| {z }�iIn nullter Ordnung (Anfangszustand) der Entwiklung istC(0)n = h n j i i = Æni :In erster Ordnung C(1)n = � i~ tZ0 dt0 exp (i!nit0)Vni(t0)1 Vergleihe hierzu auh: [14℄, 68|73.



Kapitel 10. Zeitabh�angige St�orungstheorie 158In zweiter Ordnung ergibt sih:C(2)n = �� i~�Xm tZt0 dt0 t0Zt0 dt00 exp (i!nmt0)Vnm(t0)Vmi(t00) exp (i!mit00)Die �Ubergangswahrsheinlihkeit istW (i! n) = jC(1)n (t) + C(2)n (t) + : : : j2Anmerkung zur Notation: In vorhergehenden Abshnitt hatten wir die Zust�ande k; n, jetzt dieZust�ande i;m C(�)n = a(�)m10.3 Pfadintegrale { Vektorpotentiale10.3.1 VorbetrahtungBetrahten wir zun�ahst das Integral F (�) = +1Z�1 exp (i�f(t)) dt (10.22)Ersetzen wir darin die Funktion f(t) durh ihre Taylor-Entwiklungf(t) = f(t0) + f 0(t0) (t� t0) + 12f 00(t0) (t� t0)2 (10.23)so wird F (�) = +1Z�1 exp�i�f(t0) + i�f 0(t0) (t� t0) + i�2 (t� t0)2 + : : :� dt (10.24)Unter der Bedingung f 0(t) = 0 l�a�t sih nun weiter shreiben:F (�) = +1Z�1 exp (i�f(t0)) exp� i�2 f 00(t0)(t� t0)2� dt= exp (i�f(t0)) +1Z�1 exp� i�2 f 00(t0)(t� t0)2� dt= 2�i�f 00(t0) exp (i�f(t0))falls noh z = f(t) und '(z) = 1f 0(t0)= 1p�



Kapitel 10. Zeitabh�angige St�orungstheorie 159Zur Ber�uksihtigung Terme h�oherer Ordnung, (t� t0)3; (t� t0)4, setzen wirK(�) = +1Z�1 exp �i�t2� exp �ia�t3� exp �ib�t4� dt ; (10.25)wobei �t3; �t4 � 1. Mit der Taylor-Entwiklung der komplexen Exponentialfunktioneix = 1 + ix� 12x2 � 16 ix3 + : : : (10.26)ist dann K(�) = +1Z�1 exp �i�t2� exp �ia�t3 + ib�t4� dt= +1Z�1 �1 + ia�t3 + ib�t4 � 12a2�2t6 � 16b2�2t8 + : : :� dtBenutzen wir daf�ur jetzt, da�+1Z�1 y4e�ay2 =r�a � 34a2� und +1Z�1 y6e�ay2 =r�a � 158a3� (10.27)so ergibt sih nah dem EinsetzenK(�) 'r i�� �1� 3ib4� + 15ia16�2 + : : :� (10.28)AnmerkungObige Rehung l�a�t sih teilweise noh ein wenig besser verstehen. Dazu shreiben wir mit der Taylor-Entwiklung f(x) = f(t0) + f 0(t0)(t� t0) + 12f 00(t0)(t� t0)2 + : : :nohmals das Integral um:K(�; t) = +1Z�1 exp (i�f(t)) dt= +1Z�1 exp�i� �f(t0) + f 0(t0)(t� t0) + 12f 00(t0)(t� t0)2�� dt= exp (i�f(t0)) +1Z�1 exp �i�f 0(t0)(t� t0)� exp� i�2 f 00(t0)(t� t0)2� dt



Kapitel 10. Zeitabh�angige St�orungstheorie 160Wenn f(t) nun bei t = t0 ein Extremum besitzt, so folgt folgt f 0(t0) = 0; in diesem Fall ist dannK(�; t) = exp (i�f(t0)) +1Z�1 exp� i�2 f 00(t0)(t� t0)2� dt= 1i�2 f 00(t0) exp (i�f(t0)) +1Z�1 exp �(t� t0)2� dt= � 2i�f 00(t0) exp (i�f(t0)) +1Z�1 exp �t2 + t20 � 2tt0� dt
10.3.2 Einbeziehung des magnetishen Feldes10.3.3 Eihinvarianz und Ito Integral10.4 Elektrishe StreuungHamilton-Operator: H = H0 + V (r) mit H = p22m + V (r)Da die Zeit f�ur die Wehselwirkung nur sehr kurz ist, sind die L�osungen f�ur H0 { einlaufendes undauslaufendes Teilhen { ebene Wellen j ka i ; j kb i .(1) Station�arer, monohromatisher (d.h. monoenergetisher) EingangsstromH0 j ka i = �a j ka i (10.29)ja = ~2mi (	a(r)r	a(r)� (r	a(r) )	a(r)) (10.30)Im Ortsraum haben die Wellen die Form	a(r) = h r j ka i = N � exp (ikar) (10.31)Durh Einsetzen in den Eingangsstrom (10.30) bekommen wirja = ~m jkaj = jpajm (10.32)(2) �Ubergangsrate j ka i ! j kb i { dies entspriht der �Ubergangsrate pro Zeitenheit wabDa wir das Teilhen vor und nah den Wehselwirkung als frei betrahten, ergibt sih ein Kontinuum vonZust�anden, so da� wir �uber alle Endzust�ande zwishen(kb;kb + d3k) � �b(E)



Kapitel 10. Zeitabh�angige St�orungstheorie 161integrieren. F�ur diesen Fall ist die Zahl der Zust�ande im Phasenraumelement { im Eindimensionalen {Px; Px + dPx und x; x+ dx dNx = dPx dx~ (10.33)und im Dreidimensionalen dN = dNx dNy dNz = d3P d3x~3 = d3P dV~3 (10.34)Die Anzahl der Zust�ande pro Volumen ist danndNdV = P 2 dP d
~3 x E = P 22m $ dE = PmdP= mP~3 dE d
Zustandsdihte: �b(E) = mPb(2�~)3 = m jpbj(2�~)3 (10.35)�Ubergangsrate (�Ubergangswahrsheinlihkeit pro Zeiteinheit):wab = 2�~ ZE j h kk jV j ka i j2�b(E) Æ(E �Eb) dE d
 (10.36)F�ur elastishe Streuung gilt Energieerhaltung, also Eb = Eawba = 2�~ j h kk jV j ka i j2 �b(Ekb) d
 (10.37)Di�erentieller Wirkungsquershnittd�a!b = Anzahl der j kb i gestreuten Teilhen pro ZeitAnzahl der einlaufenden Teilhen pro Zeit und Fl�ahe (10.38)In unserem Fall also d�a!b = wbajjaj = 2�~ j h kb jV j ka i j2 m2 jPbjjPaj (2�~)3 d
 (10.39)Ber�uksihtigen wir nun wieder die elastishe Streuung, so ist jPaj = jPbj und wir bekommen als L�osungdie 1. Born'she N�aherung d�a!bd
 = m24�2~4 j h kb jV j ka i j2 (10.40)
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Em Ek

EmEmission Absorption~! ~!
Durh weiteres Umformen erhalten wir die Darstellung im Ortsraumd�a!bd
 = m24�2~4 ����Z d3r Z d3r0 h kb j r i h r jV j r0 i h r0 jV j r0 i h r0 j ka i ����2# lokales Potential h r jV j r0 i = V (r; r0) Æ (r� r0)= m24�2~4 ����Z d3r Z d3r0 h kb j r i h r jV (r; r0) j r0 i Æ(r� r0) h r0 j ka i ����2= m24�2~4 ����Z d3r Z d3r0 exp(�ikbr) h r jV (r; r0) j r0 i Æ(r� r0) exp(ikar0)����2# Integration �uber r0 entspriht Fouriertransf.= m24�2~4 ����Z d3r V (r) exp�i(ka � kb)r�����2oder mit dem Impuls�ubertrag q = kb � kad�a!bd
 = m24�2~4 ���V (q)���2 (10.41)10.5 Induzierte Emission und Absorption von LihtHamilton-Operator f�ur die Wehselwirkung eines klassishen EM-Feldes mit einem AtomH = 12m �p� eA�2 + V (r) (10.42)Verwenden wir die Coulomb-Eihung p̂A = rA = 0und vernahl�assigen wir Terme mit A2, so bleibtH = p22m + V (r)| {z }H0 � emAp̂ (10.43)Ausgehend von dem EM-Potential



Kapitel 10. Zeitabh�angige St�orungstheorie 163A(r; t) = A(!) exp�i (kr� !t)� (10.44)betrahten wir Wellenpakete mit 1Z�1 A(!) d!und fordern Hermitizit�at von A, um siherzustellen, da� auh Ĥ hermitish bleibt:A(r; t) = A(!) exp�i (kr� !t)�+A�(!) exp��i (kr� !t)� (10.45)Aus der Transversalit�at der Welle folgt kA = 0 ! pA = 0Das St�orpotential ist dannV (t) = � em �A(!) exp�i (kr� !t)�+A�(!) exp��i (kr� !t)�� (10.46)mit der �Ubergangsratewba = 2�~ e2m22 0B�j h b j eikrA(!)p j a i j2 Æ(Eb �Ea � ~!)| {z }Absorption + j h b j e�ikrA�(!)p j a i j2 Æ(Eb �Ea + ~!)| {z }Emission 1CA(10.47)1. Induzierte Emission Ea > Eb!ab = Ea �Eb~WEba = 2� � e~m�2 �� h b j e�ikrA�(!ab)p j a i ��22. Induzierte Absorption Eb > Ea!ba = Eb �Ea~WAba = 2� � e~m�2 �� h b j eikrA(!ba)p j a i ��210.5.1 Dipoln�aherungWir entwikeln nun die Exponentialfunktion



Kapitel 10. Zeitabh�angige St�orungstheorie 164eikr = 1 + ikr� 12(kr)2 + : : :| {z }!0und ber�uksihtigen nur den ersten Term der Entwiklung. Das geht aber nur, wenn die Produkte krvernahl�assigbar klein werden { wir sh�atzen daher abAtom : jrj � aB � 10�8mLihtUV : jkj � 105m�1F�ur das Produkt ist also: jkrj � 10�3F�uhren wir jetzt noh den Polarisationsvektor A = A0 � ein, so vereinfaht sih das Matrixelement zuj h b jA(!ba)p j a i j2 = jA0j2 � j h b j �p j a i j2In dieser N�aherung sind jetzt die �Ubergangswahrsheinlihkeiten f�ur Emission und Absorption gleih.Vertausht { wie in diesem Fall { das Potential mit dem Ortsvektor [V (r); r℄ = 0 dann benutzen wirp = im~ [H0; r℄p22mr� r p22m = p2m(rp� i~)� r p22m= (rp� i~) p2m � i~2mp� r p22m= � i~mp= ~impDamit shreibt sih Wba alsWba = 2� � e~m�2 jA0j2 m2~2 j h b jH0| {z }Eb � r� � rH0 j a i| {z }Ea j2= 2�m2~2 � e~m�2 jA0j2 (Eb �Eb) j h b j � r j a i j2Weiter k�onnen wir nun jA0j2 durh die gemittelte Intensit�at ausdr�uken�jSj = I(!) = jA0j2 !22� , jA0j2 = 2�!2 I(!) (10.48)Damit erhalten wir



Kapitel 10. Zeitabh�angige St�orungstheorie 165Wba = �2�e~ �2  I(!ba) j h b j � r j a i j2 (10.49)Oder aber mit dem Absorptionsquershnittd� = Anzahl der absorbierten Quanten / Fl�ahe und Zeit in d
Anzahl der einfallenden Quanten / Fl�ahe und Zeit = -=-I(!)=~!d�d
 = 4�2 e2~!ba j h b j � r j a i j2 (10.50)Um den �Ubergang zum totalen Wirkungsquershnitt zu erleihtern, w�ahlen wir � k x und bekommen�abs = 4�2 e2~!ba j h b jx j a i j2 Æ(! � !ba)Z �abs(!) d! = 4� e2~Xb !ba j h b jx j a i j2Mit der Oszillator�ahe fba = 2m!ba~ j h b jx j a i j2 Xb fba = 1 (10.51)folgt dann dieThomas-Reihe-Kuhn SummenregelZ �abs(!) d! = 4�2� e2~� ~2m = 2�2� e2m2� (10.52)Dabei ist zu beahten, da� der endg�ultige Ausdruk kein ~ mehr enth�alt { diese Regel wurdebereits im Rahmen der klassishen Elektrodynamik gefunden.Wir wollen nun noh die Vollst�andigkeit Xb fba = 1der Oszillator�ahe zeigen. Daf�ur bemerken wir zun�ahst12 [ [x;H0℄; x℄ = xH0x� 12H0x2 � 12x2H0so da� wir f�ur die Eigenwerte shreiben k�onnenh a j [ [x;H0℄; x℄ j a i = h a jxH0x j a i �Ea h b jx2 j a i= Xb � h b jx j b iEb h b jx j a i �Ea h a jx j b i h b jx j a i�= Xb (Eb �Ea) j h b jx j a i j2



Kapitel 10. Zeitabh�angige St�orungstheorie 166Au�erdem 12 [ [x;H0℄; x℄ = ~22m1da H0 = p22m + V (r)Damit ist dann h b j [ [x;H0℄; x℄ j a i = 2m~ Xb (Eb �Ea) j h b jx j a i j2 = 1= 2m~ Xb !ba j h b jx j a i j210.6 Spontane EmissionEine genaue Behandlung dieses Ph�anomens ist eigentlih erst im Rahmen einer Quantenfeld-Theoriem�oglih (wir haben bis jetzt immer mit einem klassishen EM-Feld gerehnet). Dennoh gibt es { wieEinstein gefunden hat { eine Erkl�arungsm�oglihkeit �uber das Strahlungsgleihgewiht eines shwarzenK�orpers.F�ur diesen ist das Verh�altnis der Besetzungszahlen zweier Zust�andeNbNa = exp ��EbkT �exp ��EakT � = exp��Eb �EakT � (10.53)Grundlegende Annahme ist jetzt, da� die Zahl der �Uberg�ange j a i ! j b i gleih der Anzahl der�Uberg�ange j b i ! j a i ist { das System be�ndet sih also im Gleihgewiht.dNb!adt = �WEindab +WEspontab � N exp��EbkT �dNa!bdt = WAbaN exp��EakT �Ber�uksihtigen wir wieder nur den Anteil der Dipolstrahlung, so istWEspontab = Wab �exp�Eb � EakT �� 1�= 4�2e23~2 u(!) j h b j r j a i j2 �exp�Eb �EakT �� 1�Plank'shes Strahlungsgesetzu(!) = ~!3�23 1exp � ~!kT �� 1 (10.54)



Kapitel 10. Zeitabh�angige St�orungstheorie 167Spontane Emission WEspontab = 4e2!33~3 j h b j r j a i j2 (10.55)� nur Eb > Ea� � !3 nur f�ur Dipolstrahlung
�Ubungsaufgaben10.1 { Prinzip der Atomuhr Betrahten Sie folgende Versuhsanordnung: Ein Strahl von Elektronen,deren Spins zur Zeit t < 0 alle in positiver z-Rihtung polarisiert seien, wird durh zwei Resonatorengef�uhrt. Zur Zeit t = 0 tritt der Strahl in den Resonator 1 ein, aus dem er shlie�lih zur Zeit t = l + Twieder austritt. Die Elektronen sind dabei in Molek�ule eingebaut, in denen sie ein konstantes Magnetfeldin z-Rihtung mit der St�arke H0 sp�uren, was dem Hamilton-OperatorH0 = � e~2mH0�zentspriht. Innerhalb der Resonatoren sind sie einem magnetishen Wehselfeld in x-Rihtung der FormH0(t) = H1 os(!t) ausgesetzt, was dem Hamilton-OperatorH1 = � e~2mH0(t)�xentspriht.1. Benutzen Sie die station�aren Eigenzust�ande von H0 und berehnen Sie in erster Ordnung St�orungs-theorie die Wahrsheinlihkeit daf�ur, da� sih der Spin des Elektrons zur Zeit t = l + T im umge-klappten Zustand mit Spin in negativer z-Rihtung be�ndet.2. Es sei ! � !0 = eH0m � 1 mit j!�!0j � !+!0. Vernahl�assigen Sie kleine Terme in dem Ausdrukf�ur die Wahrsheinlihkeit und fertigen Sie eine shematishe Zeihnung dieser Wahrsheinlihkeitals Funktion der Frequenz ! an (Annahme: T � l).3. Gehen Sie davon aus, da� man die eben berehnete Wahrsheinlihkeit gut messen kann. Erkl�arenSie dann das Funktionsprinzip der Atomuhr.10.2 Ein 3-dimensionaler harmonisher Oszillator mit Eigenfrequenz ! be�nde sih im Grundzustand.Zur Zeit t = 0 wird ein rotierendes elektrishes Feld mit Kreisfrequenz !0 eingeshaltet. F�ur das zeitabh�ang-ige St�orpotential gilt dann V (t) = 0 ; t < 0V (t) = eE0 (x os(!0t) + y sin(!0t)) ; t > 0 (10.56)1. Warum ist Gleihung (10.56) eine sinnvolle Darstellung f�ur das Potential?



Kapitel 10. Zeitabh�angige St�orungstheorie 1682. Finden Sie die �Ubergangswahrsheinlihkeit als eine Funktion der Zeit daf�ur, da� der Oszillator vomGrundzustand in den ersten angeregten Zustand �ubergegangen ist.3. Was passiert f�ur den Grenzwert !0 ! ! ?



11 Streutheorie
Die Streuthorie ist das vielleiht wihtigste Hilfsmittel der Kern- und Teilhenphysik. �Uber die Ver�anderungder zur Streuung verwendeten Teilhen lassen sih R�ukshl�usse auf die zu untersuhende Probe { dasStreuzentrum { ziehen.11.1 Labor- und Shwerpunktsystem11.1.1 LaborsystemAus der Impulserhaltung folgt p01 k + p02 k = p1 und p01? + p02? = 0Die klassishe Hamilton-Funktion f�ur diese Streuung istH = p212m1 + p222m2 + V (jr1 � r2j) (11.1)Die Dynamik des Systems l�a�t sih in Shwerpunkt- und Relativbewegung separierenRS = m1r1 +m2r2m1 +m2PS = p1 + p2r = r1 � r2p = m2p1 �m1p2m1 +m2M = m1 +m2� = m1m2m1 +m2 = m1m2MMit den so festgelegten Gr�o�en kann die Hamilton-Funktion zerlegt werdenHGes = P2S2M|{z}HS + p22� + V (r)| {z }H = HS +H (11.2)F�ur die Quantenmehanik mahen wir jetzt den �UbergangH ! Ĥ mit der zeitabh�angigen Shr�odinger-Gleihung und der Wellenfunktion ~	 = 	S(RS ; t)	(r; t)



Kapitel 11. Streutheorie 17011.1.2 ShwerpunktF�ur die Bewegung des Shwerpunktes gilt HS = P0S2M { es handelt sih also um eine freie Bewegung, diesih durh eine ebene Welle beshreiben l�a�t.Die zugeh�orige Shr�odinger-Gleihung isti~ ��t	S(RS ; t) = � ~22M�	S(RS; t) (11.3)mit der Wellenfunktion 	S(RS ; t) = C � exp�i(kS r� !(S)k t)� (11.4)und der Dispersionsrelation ~2k2S2M = ~!(S)k = E(S)k (11.5)11.1.3 Relativbewegungi~ ��t	(r; t) = �� ~22��+ V (jrj)�	(r; t) (11.6)Auh wenn wir an diese Stelle niht darauf eingehen, so ist es auh m�oglih, da� das Potential niht nurvom Ort, sondern auh noh vom Impuls p des einlaufenden Teilhens abh�angt { also V = V (p; r).F�ur die Rehung im ms gilt jetzt, da�� Shwerpunkt = Koordinatenursprung� jPS j = 0� P1;ms = �P2;ms11.1.4 Streuung als station�ares Problem�� ~22��+ V (r; t)�	(r) = E	(r) (11.7)Die Streuzust�ande sind station�ar in dem Sinne, als das weder an einlaufendem Strahl noh an dem Targeteine Ver�anderung vorgenommen wird. Die Energie E { Impuls der einlaufenden Teilhen { ist vorgebenerParameter.



Kapitel 11. Streutheorie 17111.2 Di�erentieller und Totaler WirkungsquershnittDi�erentieller Wirkungsquershnittd� (
) = Anzahl der Teilhen pro Zeiteinheit in d
j der einlaufenden Teilhen (11.8)= jr dfjjaj = jr r2 d
ja (11.9)[d�℄ = [Zahl / �t℄[Zahl / Fl�ahe �t℄ = [Fl�ahe℄
Totaler Wirkungsquershnitt�total = Z
 d� (
) = Z
 jr r2ja d
 (11.10)[�total℄ = [Fl�ahe℄Wirkungsquershnitte in der Kern- und Teilhenphysik werden typisherweise in Einheiten von Barnangegeben. Dabei ist 1 barn = 1b = 10�24m2.11.3 Quantenmehanishe BerehnungGehen wir davon aus, da� wir es mit elastisher Streuung zu tun haben { der Betrag des Wellenvektorsalso unver�andert bleibt jkej = jkaj = kund die Wellenfunktion innerhalb des Volumens V { in dem sih die Versuhsapperatur be�ndet { nor-mieren l�a�t 	e(r) = 1pV eikzdann wir der einlaufende Strom durh den Stromoperator 9.10)j0 = ~2�i�	�r	�	r	�� = ~k�Vdargestellt. Da der Abstand zwishen Streuzentrum und Detektor, verglihen mit der Ausdehnung desStreupotentials, sih in guter N�aherung als Unendlih betrahten l�a�t, brauhen wir nur den asymptoti-shen Anteil der auslaufenden Welle betrahten:	a = 1pV �eikz + fk(�; ') eikrr � jrj ! 1 (11.11)



Kapitel 11. Streutheorie 172F�ur die Streuung an einem Coloumbfeld ist die '-Abh�angigkeit wegen der Kugelsymmetrie des Potentialsvernahl�assigbar { es bleibt nur f = f(�). Desweiteren wollen wir nur auslaufende Wellen mit � 6= 0betrahten, um durh Interferenz mit dem ungest�orten Teilhenstrahl entstandene Anteile zu eliminieren:je = ja � eikrMit diesen �Uberlegungen k�onnen wir den Strom jetzt shreibenjr = ~2�iV �f�k (�)e�ikrr (ik) f(�)eikrr � fk(�)eikrr (�ik) f�k (�)e�ikrr �+O( 1r3 )= ~k�V jfk(�)j2r2 êrEinsetzen in den Wirkungsquershnitt ergibtd� (
) = ~k�V jfk(�)j2r2 r2d
~k�V = jfk(�)j2 d
Formfaktor d� (
)d
 = jfk(�)j2 = j Streuamplitude j2 (11.12)Da diese Rehnung im ms gemaht wurde, die experimentellen Messungen aber im Laborsystem statt�n-den, ben�otigen wir eine Transformationsvorshrift f�ur diesen Wirkungsquershnitt.11.4 Transformation zwishen CMS und Labor-SystemDa die in der De�ntion (11.8) auftretende Anzahl der Teilhen invariant ist, brauhen wir lediglih eineTransformationsvorshrift f�ur den (Raum-) Winkel:ND = �d� (
L)d
L � d
L = �d� (
ms)d
ms � d
ms� d�d
�L = � d�d
�ms sin �ms d�ms d'mssin �L d�L d'LMit den Vereinbarungen� da� wir kugelsymmetrishe Probleme betrahten: d'Ld'ms = 1� der einlaufende Teilhenstrahl sih in ẑ-Rihtung bewegt, und� das Potential nur vom Abstandsquadrat abh�angt: V = V ( jrj )



Kapitel 11. Streutheorie 173k�onnen wir den Winkelanteil shreibensin �ms d�mssin �L d�L = d (os �ms)d (os �L)Durh Umformen folgt dann os �L =  + os �msp1 + 2 + 2 os �ms ;  = m1m2 (11.13)Die gesuhte Beziehung ist also shlie�lihDi�erentieller Wirkungsquershnitt CMS-Labor� d�d
�L = � d�d
�ms (1 + 2 + 2 os �ms)3=21 +  os �ms ; �ms 2 (0; 2�) (11.14)F�ur den allgemeinen Fall einer Zweiteilhenreaktion istm1 +m2 ! m3 +m4 +Q = �m1m3m2m4 EE + �1=2E = m1m2v22 (m1 +m2)Mit der Transformationsformel (11.14) l�a�t sih jetzt auh absh�atzen, welhe Streuwinkel im Laborsystemauftreten k�onnen { eine wihtige Information auh f�ur den Aufbau des Detektors in einem Experiment. < 1 ! m1 < m2 und �L 2 (0; �) = 1 ! m1 = m2 und �L = �ms2 > 1 ! m1 > m2 und �L < �211.5 Born'she N�aherungF�ur die elastishe Streuung an einem einem kugelsymmetrishen Potential mit Ekin � hV (r)i l�a�t sihder Formfaktor (11.12) auh aus der St�orungstheorie berehnen .Wir wir bereits aus dem asymmptotishen Verhalten der Wellenfunktion wissen ist	 = 1pV �eikr + f(�)eikrr � jrj ! 1Da sih das Streuzentrum als Ausgangspunkt von Elementarwellen au�assen l�a�t, liegt der Gedanke nahe,die Shr�odinger-Gleihung auf eine Gestalt zu bringen, in der sih Analogieshl�usse aus der Elektrody-namik verwenden lassen { es sei an das Problem der Fernfeldn�aherung erinnert.



Kapitel 11. Streutheorie 174�� ~22m�+ V (r)�	(r) = E	(r)�� ~22m��E�	(r) = �V (r) �+ 2mE~2| {z }!	(r) = 2mV (r)~2| {z } 	(r)(� + k2)	(r) = U(r)	(r)Entwikeln wir nun die Wellenfunktion:	(0)(r) = eikrpV = eikzpV	(1)(r) = eikzpV + �(1)(r)Einsetzen in die Shr�odinger-Gleihung(� + k2) � 1pV eikz + �(1)(r)� = U(r) � 1pV eikz + �(1)(r)�(� + k2)�(1)(r) = U(r)	0 (r)Ein �ahnliher Ausdruk ��+ (! )2��(r) = �4��(r)ist aber bereits aus der Elektrodynamik bekannt: Es handelt sih um eine Wellengleihung mit der L�osung�(r) = Z d3r0 �(r0) exp ( i! jr� r0j )jr� r0jAnalog k�onnen wir deshalb an dieser Stelle ansetzen�(1)(r) = � 14� Z d3rU(r0)	0(r0) exp(ik jr� r0j )jr� r0j (11.15)F�ur das asymptotishe Verhalten der Wellenfunktion entwikeln wir den Abstandjr� r0j = pr2 + r02 � 2rr0 = rr1� 2rr0r2 + r02r2 ' r �1� rr0r2 + : : :� (11.16)Ber�uksihtigen wir die Ausbreitungsrihtung der einlaufenden Teilhen	0 = 1pV eik0r ; k0 = kêzdann ist �(1)(r!1) = � 14� Z d3r0U(r0) eik0r0 exp(ikr (1� rr0r2 + : : :) )r (1� rr0r2 + : : :)= � 14� Z d3r0U(r0) eik0r0 eikrr



Kapitel 11. Streutheorie 175F�ur den Impuls in Rihtung von r l�a�t sih noh weiter vereinfahen�(1)(r!1) = � 14� eikrr Z d3r0 U(r0) e�iqr0 ; k rr0r = kr (11.17)Wobei q = k� k0 der Impuls�ubertrag der gestreuten Teilhen ist.Da wir nur an den L�osungen f�ur ebene Wellen interessiert sind, eleminieren wir den Exponentialanteileikr=r der Kugelwelle.f(�) = � 14� Z d3r0 U(r0) e�iqr0 = � m2�~2 Z d3r0 V (r0) e�iqr0 (11.18)Wir erhalten also eine Fouriertransformation des Formfaktors aus dem Ortsraum in den Impulsraum, soda� der di�erentielle Wirkungsquershnitt in 1. Born'sher N�aherung geshrieben werden kann alsd�d
 = j f(�) j2 = � m2�~2�2 V (q) j2 (11.19)11.5.1 Beispiel: Elastishe Streuung shneller Teilhen am KernPotentielle Energie: V (r) = eP �(r) = 2e ePr � e eP Z d3r0 �(r0)jr� r0j (11.20)Formfaktor: f(�) = �2meeP4�~2 0BBB�Z d3r0Zr0 e�iqr0| {z }I � Z d3r0 e�iqr0 Z d3r00 �(r00)jr00 � r0j| {z }II 1CCCA (11.21)Der Term I l�a�t sih analog zur Elektrodynamik berehen��(r) = �4� e�iqr ) �(r) = Z d3r0 e�iqr0jr� r0j = 4�q2 e�iqrZ d3r0Zr0 e�qr0 = Z �(r)jr=0 = 4�q2 Z (11.22)Dies entspriht einer Fourier-Transformation von Zq2 .Um II berehnen zu k�onnen, vertaushen wir zun�ahst die Reihenfolge der beiden Integrationen undbekommen dannZ d3r0 e�iqr0 Z d3r00 �(r00)jr00 � r0j = Z d3r00 �(r00) Z d3r0 e�iqr0jr00 � r0j



Kapitel 11. Streutheorie 176= 4�q2 Z d3r00 �(r00) e�iqr00| {z }F (q) ; q = k� k0= 4�q2 F (q)11.6 Phasenanalyse11.7 Resonanzen11.8 Unitarit�atBetrahten wir die zeitunabh�angige Formulierung� ��t j	 j2 = r j = 0 (11.23)so bedeutet dies Wahrsheinlihkeitserhaltung, da� die Zahl der Teilhen im Experiment erhalten bleibt.Denken wir uns also ein Volumen, welhes durh die Ober�ahe � begrenzt wird, dann giltZ� j dS = 0 (Gau�) :Dies mu� f�ur jede Partialwelle separat gelten, wenn der Drehimpuls { wie hier durh die Rotationssym-metrie des Potentials { erhalten bleibt. Damit ergibt sih die folgendeUnitarit�atrelation f�ur lk-PartialwelleSl(k) = 1 + 2iktl(k) (11.24)= ungehinderter Durhgang + Kugelwelle durh StreuungjSl(k)j = 1 ; NormierungBei der Streuung �andert sih nur die PhaseSl(k) = e2iÆl(k) ; Ælreel :Au�osen gibt tl = 12ik (Sl � 1) = 12ik �e2iÆl � 1� = eiÆl sin Ælk = 1k ot Æl � ikso da� wir also erhalten: f(�) = 1k 1Xl=0(2l + 1) eiÆl sin Æl Pl(os �) (11.25)Da wir hierf�ur lediglih vorausgesetzt hatten, da� das Potential Rotationsinvariant ist und Wahrshein-lihkeitserhaltung gilt, ist diese Form allgemeiner als die bereits gezeigte Ableitung aus der Shr�odinger-Gleihung.



Kapitel 11. Streutheorie 177�Ubungsaufgaben�Ubung 11.1 { Eigenfunktionen eines freien Teilhens. Bestimmen Sie die Eigenfunktionen einesfreien Teilhens der Masse m in 3 Raumdimensionen1. in karthesishen Koordinaten2. in Kugelkoordinaten3. und stellen Sie den Zusammenhang zwishen den beiden L�osungen dar.�Ubung 11.2 { Streuung an einer shweren Kugel. Eine ruhende shwere Kugel wird durh dasPotential V (r) = ( 1 f�ur r < R0 f�ur r > Rapproximiert. F�ur den Parameter R soll dabei gelten R � �, wobei � der Materiewellenl�ange eineseinlaufenden Teilhenstrahls entspriht, der l�angs der z-Ahse auf eine Kugel tri�t.(a) Berehnen Sie die resultierende Intensit�at und Rihtungsverteilung der Streuwelle sowie den Wir-kungsquershnitt der Kugel.(b) F�uhren Sie obige Rehnung durh nun unter der Annahme, da� das Potential im Inneren der Kugelden endlihen Wert V0 > 0 hat. Diskutieren Sie auh den Fall V0 < 0.() Skizzieren Sie den zuletzt berehneten Wirkungsquershnitt f�ur den Fall einlaufender niederenerge-tisher Neutronen, die mit einem \Atomkern" mit Radius 7 fm und Potentialparameter V0 = 4 MeVbzw. V0 = 40 MeV wehselwirken und diskutieren Sie das Ergebnis.�Ubung 11.3 { Streuung an einer Potentialbarriere. Ein Teilhenstrom der Energie 0 < E < V0tri�t, von x = �1 kommend, auf eine rehtekige PotentialbarriereV (x) = ( V0 f�ur jxj � a mit V0 > 00 f�ur jxj > a(a) Geben sie die Shr�odinger-Gleihung und den allgemeinen Ansatz f�ur die Wellenfunktion in denBereihen i (x < �a), ii (�a < x < a) und iii (x > a) an. Setzen Sie die Amplitude der einlaufendenWelle gleih 1.(b) Wie lauten die Randbedingungen f�ur die Wellenfunktion?() Berehnen Sie den \TransmissionskoeÆzienten" T und den \ReexionskoeÆzienten" R. Veri�zierenSie die Wahrsheinlihkeitserhaltung R+ T = 1.(d) Skizzieren Sie die Wellenfunktion.(e) Betrahten Sie die \Wirkungsfunktion" in Einheiten von ~S0 = 1~S0 = 1~ aZ�a r2m�V (x) �E� dx:



Kapitel 11. Streutheorie 178Zeigen Sie, da� f�ur S0 � 1 giltT � � 4k�k2 + �2� e�2S0 mit �2 = 2m (V0 �E)~2 und k2 = 2mEvhbar2(f) Berehnen Sie T f�ur ein Elektron, welhes mit der Energie E = 1 eV eine Potentialbarriere mitV0 = 2 eV und a = 0:1nm durhdringt. Wie gro� ist die Tunnelwahrsheinlihkeit T f�ur ein Protonmit der gleihen Energie und der gleihen Barriere?�Ubung 11.4 { Streuung an einer Potentialbarriere. Betrahten Sie weiterhin das eindimensionalePotential aus vorherigen Aufgabe, jedoh mit dem Fall E > V0.(a) Wie lautet jetzt der physikalish sinnvolle Ansatz f�ur die Wellenfunktion in den drei Bereihen?(b) L�osen Sie das Gleihungssystem. Welhe �Anderungen ergeben sih f�ur den Transmisions- und denReexionskoeÆzienten?() Vergleihen Sie Ihre Ergebnisse mit dem Fall des Potentialtopfs (V0 < 0) und E > 0. Stellen Sie Tals Funktion von E graphish dar f�ur r2mV0a2~2 = 134 �:(d) Die Wellenfunktion im Bereih iii (x > a) kann man auh in der Form	III = C eikxeiÆshreiben, wobei C reell ist und Æ als Streuphase bezeihnet wird. Berehnen Sie die Streuphase.(e) Berehnen Sie die Aufenthaltswahrsheinlihkeit im Bereih ii (jxj < a) f�ur V0 < 0 und diskutierenSie deren Abh�angigkeit von der Energie.�Ubung 11.5 { Streuung von Punktteilhen. Im Laborsystem bewegt sih ein Teilhen mit derMasse m1 und der Geshwindigkeit v1 und tri�t auf ein ruhendes Teilhen der Masse m2. Nehmen sie an,da� es sih hier niht um idealisierte \Punktteilhen" handelt, sondern um Objekte mit \kleiner" endliherAusdehnung. Die Teilhen k�onnen daher nah dem Sto� einen Winkel �L zueinander einnehmen.(a) Zerlegen sie die Impulse im Endzustand in Parallel- und Transversalbeitr�age relativ zur Rihtungv̂1. Welhe Bedingungen gelten f�ur die transversalen, parallelen Impulse, bzw. die Energien?(b) Betrahten Sie nun den Sto� zwishen Teilhen 1 und 2 im Shwerpunktsystem. Stellen Sie wiederdie entsprehenden Bedingungen f�ur Energie und Impulse auf.() Stellen Sie nun eine Beziehung zwishen dem Winkel �L im Laborsystem und dem Winkel �S imShwerpunktsystem her.



12Aspekte der formalen Streutheorie
Im folgenden wollen wir nun eine Verallgemeinerung des bisherigen Zugangs vornehmen, ohne unbedingtimmer mathematish rigoros vorzugehen.12.1 Lippman-Shwinger-Gleihung12.1.1 Ableitung und ResolventeSei H = H0 + V wieder der Hamilton-Operator mitH0 = p22m H0 j � i = E j � iF�ur V ! 0 soll die Wellenfunktion in (H0 + V ) j 	 i = E j 	 i�ubergehen j 	 i ! j � i , da sonst eine Entwiklung nah � niht m�oglih ist. Um dies zu gew�ahrleisten,mahen wir f�ur die Wellenfunktion den Ansatzj 	 i = 1E �H0V j 	 i + j � i (12.1)Einsetzen gibt dann (E �H0) j 	 i = V j 	 i + (E �H0) j � i| {z }!0Allerdings ist der darin auftretende Ausdruk 1E�H0 singul�ar und f�uhrt damit aus dem Hilbert-Raum Hhinaus.Um dies zu korregieren bedienen wir uns eines Triks: Wir betrahten stattdessen die Resolvente vonH0, also G0(z) = 1��H0 � 2 C (12.2)Dann l�a�t sih zeigen, da� die VorshriftG(�)0 = lim�!0 1E �H0 � i� � > 0 (12.3)wieder zu einem Zustand innerhalb des Hilbert-Raumes H f�uhrt: Die Wellenfunktion gibt die



Kapitel 12. Aspekte der formalen Streutheorie 180Lippman-Shwinger-Gleihungj 	(�) i = j � i + 1E �H � i�V j 	(�) i = j � i +G(�)0 j 	(�) i (12.4)Diese Formulierung hat den Vorteil, da� sie darstellungsunabh�angig ist und sih die Wellenfunktionj 	(�) i wieder aus dem Verhalten f�ur gro�e jxj ableiten l�a�t.12.1.2 Lippman-Shwinger-Gleihung im OrtsraumZu Berehnung von (12.4) im Ortsraum gehen wir nun folgenderma�en vor:h x j 	(�) i = h x j � i + Z d3x0 h x j 1E �H0 � i� j x0 i h x0 jV j 	(�) iF�ur den eigentlihen Kern dieser Integralgleihung istG�(x;x0) = ~22m h x j 1E �H0 � i� j x0 i= ~22m Z d3p0 Z d3p00 h x j p0 i h p0 j 1E �H0 � i� j p00 i h p00 j x0 iAusf�uhren der Skalarprodukteh x j p0 i = e i~p0 x(2�~)3=2 h x0 j p00 i = e� i~p00 x0(2�~)3=2und EinsetzenG�(x;x0) = ~22m Z d3p0 Z d3p00 e i~p0 x(2�~)3=2 h p0 j 1E �H0 � i� j p00 i e� i~p00 x0(2�~)3=2= ~22m Z d3p0 Z d3p00 e i~p0 x(2�~)3=2 Æ(3) (p0 � p00) 1E � p22m � i� e� i~p00 x0(2�~)3=2= ~22m Z d3p0 1(2�~)3 exp � i~p0(x� x0)�E � p22m � i�Mit den Ersetzungen E = ~2k22m p0 = ~ kund dem �Ubergang zu Kugelkoordinaten wird diesG�(x;x0) = 1(2�)3 1Z0 dq q2 2�Z0 d� +1Z�1 d(os �)exp (ijqj jx� x0j os �)k2 � q2 � i�= � 18�2 1i 1jx� x0j 1Z�1 dq q eiq jx�x0j � e�iq jx�x0jq2 � k2 � i�



Kapitel 12. Aspekte der formalen Streutheorie 181Unter Beahtung der Residuen bei q = �kr1� i�k2 ' (�k � i�)ergibt sih dann durh Integration in der komplexen EbeneG�(x;x0) = � 14� e�ik jx�x0jjx� x0j (12.5)Die G� sind die Green'shen Funktionen der Helmholz-Gleihung(r2 + k2)G�(x;x0) = Æ(3) (x� x0) (12.6)Die Lippman-Shwinger-Gleihung im Ortsraum ist damit also shlie�lihh x j 	(�) i = h x j � i + 2m~2 Z d3x0 e�ik jx�x0j4� jx� x0j h x0 jV j 	(�) i| {z }Streuung (12.7)und setzt sih aus einem Anteil h x j � i f�ur die einlaufende Welle und einem Term f�ur die Streuungzusammen.12.1.3 Asymptotishes Verhalten von h x j 	(�) iBetrahten wir nun ein lokales Potential V mit einer endlihen Reihweiteh x0 jV j 	(�) i = V (x0) Æ(3) (x� x0)so wird das �Ubergangsmatrixelementh x0 jV j 	(�) i = Z d3x00 h x0 jV j x00 i h x00 j 	(�) i = V (x0) h x0 j 	(�) iund damit die Darstellung im Ortsraumh x j 	(�) i = h x j � i � 2m~2 Z d3x0 e�i k jx�x0j4� jx� x0jV (x0) h x0 j 	(�) i (12.8)12.2 Die T -Matrix12.2.1 Gleihung f�ur die T -Matrix12.2.2 Iterative L�osung12.3 Das Optishe Theorem12.4 Identishe TeilhenDie in diesem Abshnitt wiedergegebene Darstellung ist fast identish mit [14℄, Kapitel 6.



Kapitel 12. Aspekte der formalen Streutheorie 18212.4.1 AustaushentartungDie klassishe Physik erlaubt es, selbst bei einem System, welhes aus identishen Teilhen aufgebautist, das Verhalten einzelner Teilhen separat zu studieren. Betrahten wir z.B. ein System welhes ausTeilhen 1 und Teilhen 2 aufgebaut ist, so ist es zu jedem Zeitpunkt m�oglih, die Bewegung von 1 und 2auf untershiedlihen Bahnen getrennt zu verfolgen (ein Beispiel w�are hier das Kepler-Problem f�ur zweiK�orper mit identisher Masse).In der Quantenmehanik hingegen sind identishe Teilhen niht mehr untersheidbar. Dies liegt daran,da� ein System lediglih durh einen vollst�andigen Satz kommutierender Observablen beshrieben werdenkann.12.4.2 PermutationsoperatorenSei j k0 i j k00 i ein Zwei-Teilhen-Zustand. Die Wirkung des Permutationsoperators P wird dann infolgender Weise de�niert: P12 j k0 i j k00 i = j k00 i j k0 i (12.9)Der so de�nierte Operator hat die Eigenshaften:(1) P 212 = 1l : P12P12 j k0 i j k00 i = P12 j k00 i j k0 i = j k0 i j k00 i(2) P12 = P21 : P21 j k00 i j k0 i = j k0 i j k00 i = P12 j k00 i j k0 iAus der ersten dieser beiden Eigenshaften ergibt sih f�ur die Eigenwerte, da� P = �1. F�ur einen Zwei-Teilhen-Zustand ergeben sih also die M�oglihkeitenP12  S(x1; x2) =  S(x1; x2) symmetrisher ZustandP12  A(x1; x2) = � A(x1; x2) antisymmtrisher ZustandSolhe Zust�ande lassen sih konstruieren durh:symmetrisher Zustand j  1 2 i+ = 1p2 ( j k0 i j k00 i + j k00 i j k0 i )antisymmetrisher Zustand j  1 2 i� = 1p2 ( j k0 i j k00 i � j k00 i j k0 i )Wie sih durh einfahes Multiplizieren zeigen l�a�t sind diese Zust�ande orthonormal.F�ur eine Observable gilt folgendes: Seien A1 und A2 Operatoren mit simultaner Eigenfunktion j k0 i j k00 iA1 j k0 i j k00 i = a1 j k0 i j k00 i und A2 j k0 i j k00 i = a2 j k0 i j k00 iAnwendung des Permutationsoperators P ergibt dannP12A1 j k0 i j k00 i = P12A1| {z }A2 P�112 P12| {z }1 j k0 i j k00 i = a1P12 j k0 i j k00 i = a1 j k00 i j k0 i ;also P12A1P�112 = A2 :



Kapitel 12. Aspekte der formalen Streutheorie 183Zur Untersuhung der zeitlihen Entwiklung betrahten wir den folgenden Hamilton-Operator einesZwei-Teilhen-Systems: H = p212m + p222m + Vpaar (jx1 � x2j) + Vext(x1) + Vext(x2)Anwendung des Permutationsoperators ergibtP12H P�112 = H , P12H = HP12 ;was also nihts anderes bedeutet, als da� P12 eine Konstante der Bewegung ist:[H;P12℄ = 0 (12.10)F�ur ein Mehrteilhensystem ist es durhaus denkbar, kein reiner Symmetrie-Zustand vorliegt. Daher de-�nieren wird die OperatorenS12 = 12 (1l + P12) zur Symmetrisierung,A12 = 12 (1l� P12) zur Antisymmetrisierung.Die Vollst�andigkeit wird gegeben durh A12 + S12 = 1l :Die so de�nierten Operatoren bewirken also in der Tat� S12A12� j beliebige Linearkombination i ! � symmetrisherantisymmetrisher� j Zustand iDas bedeutet also:� S12A12��1 j k0 i j k00 i + 2 j k00 i j k0 i�= 12�1 j k0 i j k00 i + 2 j k00 i j k0 i�� 12�1 j k0 i j k00 i + 2 j k00 i j k0 i�= 1 � 22 � j k0 i j k00 i � j k00 i j k0 i�Die Wirkung des Permutationsoperators l�a�t sih ohne weiteres von dem Fall eines Zwei-Teilhen-Systemsauf den Fall eines N -Teilhen-Systems (N > 2) �ubertragen: wir setzen dazu einfahPij j  (1) i j  (2) i ::: j  (i) i ::: j  (j) i ::: j  (N) i = j  (1) i j  (2) i ::: j  (j) i ::: j  (i) i ::: j  (N) i (12.11)wobei wir wegen P 2ij = 1l wieder die Eigenwerte �1 erhalten.Zu beahten ist hierbei allerdings, da� f�ur die Hintereinanderausf�uhrung von zwei Permutationen Pij undPkl gilt [Pij ; Pkl℄ 6= 0 f�ur i 2 fk; lg oder j 2 fk; lg ;was sih ja an einem einfahen Beispiel klarmahen l�a�t:P12P13 j 1; 2; 3; :::; N i = P12 j 3; 2; 1; :::; N i = j 3; 1; 2; :::; N iP13P12 j 1; 2; 3; :::; N i = P13 j 2; 1; 3; :::; N i = j 2; 3; 1; :::; N i



Kapitel 12. Aspekte der formalen Streutheorie 184Anmerkung: Mathematish exakter und allgemeiner l�a�t sih die Aktion des Permutationsoperators infolgender Weise de�nieren: Sei  (x1; :::; xN ) die Wellenfunktion eines Systems von N Teilhen und � einePermutation der Zahlen 1; :::; N , dann giltP�  (x1; :::; xN ) =  (x�(1); :::; x�(N)) :Die Permutation bewirkt also eine Vertaushung der Teilhenkoordinaten.Drei identishe Teilhen Es ist durhaus sinnvoll, das bisher besprohene explizit f�ur ein System vondrei identishen Teilhen anzugeben. Als Motivation hiervon kann angesehen werden, da� die Untersuhungder Hadronenstruktur auf die Zusammensetzung von Hadronen aus Quarks f�uhrt. Besondere Bedeutungkommt dabei Systemen wie dem �(qqq) zu: die beiden Zust�ande �++(uuu) und ��(ddd) setzen sihaus drei identishen Teilhen mit gleihem Spin zusammenzusammen. Um dennoh einen Versto� gegendas Pauli-Verbot zu verhindern, mu� es noh einen weiteren inneren Freiheitsgrad geben, welher dieAntisymmetrie der Wellenfunktion gew�ahrleistet. Diesen Freiheitsgrad gibt es in der Tat: es handelt sihhierbei um die Farbladung, welhe f�ur jedes Quark drei zus�atzlihe Freiheitsgrade ergibt. Die zugeh�origeTheorie ist die Quantenhromodynamik (QCD).Insgesamt gibt es 3! = 6 M�oglihkeiten f�ur Zustandvektoren der Formj k0 i j k00 i j k000 i :Forden wir f�ur den daraus zusammengestzten Zustand entweder vollst�andige Symmetrie oder Antisym-metrie, lassen sih f�ur beide F�alle jeweils nur eine Linearkombination �nden; diese sindj k0k00k000 i� = 1p6 n j k0 i j k00 i j k000 i � j k00 i j k0 i j k000 i+ j k00 i j k000 i j k0 i � j k000 i j k00 i j k0 i+ j k000 i j k0 i j k00 i � j k0 i j k000 i j k00 iound ergeben simultane Eigenzust�ande zu P12, P13 und P23. Die noh verbleibenden vier m�oglihen Kombi-nationen ergeben Zust�ande mit einer gesmishten Symmtrie (d.h. sind sind weder vollst�andig symmtrishnoh antisymmtrish).12.4.3 Symmetrisierungs-TheoremSymmetrien in einem N-Teilhen SystemSysteme mitN identishen Teilhen sind entweder total symmetrish oder total antisymmetrishunter der Vertaushung jedes Paare.symmetrish = Bosonenantisymmetrish = FermionenF�ur die Permutation von zwei Teilhen gilt dannPij j N identishe Bosonen i = + j N identishe Bosonen iPij j N identishe Fermionen i = j N identishe Fermionen i



Kapitel 12. Aspekte der formalen Streutheorie 185Beispiele f�ur diese vershiedenen Arten von Teilhen sind:{ Bosonen: Pionen, Photonen, W-Bosonen, 4He{ Fermionen: Quarks, Nukleonen, Leptonen, 3HeSpinstatistik-Theorem(Elementar)Teilhen lassen sih entsprehend ihrem Spin in zwei Klassen einteilen:� Fermionen haben ganzzahligen Spin�12 ; 32 ; 52 ; : : :� ~� Bosonen haben ganzzahligen Spin (0; 1; 2; : : :) ~12.4.4 Das 2-Elektronen-SystemBeshr�anken wir uns auf die Untersuhung eines nah au�en elektrish neutralen atomaren System, sohaben wir es in diesem Fall mit einem Helium-Atom mit Kernladung Q = Ze und Ne = Z = 2 zutun. In der Wellenfunktion zu ber�uksihtigen sind dann die Ortskoordinaten x1 und x2 der Elektronen,sowie deren Spin-Zust�ande ms1 und ms2 . Da die einzigm�oglihe Permutation in der Vertaushung (1$ 2)besteht, gilt f�ur den Permutationsoperator P12 = �1.Damit k�onnen wir die Wellenfunktion jetzt shreiben also1 =Xms1 Xms2 C(ms1 ;ms2) h x1;ms1 ;x2;ms2 j � i (12.12)Unter der Voraussetzung, da� die Energieeigenfunktion simultane Eigenfunktion zu S2 ist�H;S2� = 0l�a�t sih die Wellenfunktion  in Ortsraum- und Spinraumanteil zerlegen: = �(x1;x2)�(ms1 ;ms2) (12.13)Da wir es hier ja mit Fermionen zu tun haben gibt fernerh x1;ms1 ;x2;ms2 j � i = �h x2;ms2 ;x1;ms1 j � i = h x1;ms1 ;x2;ms2 jP12 j � iAnalog zur Zerlegung (12.13) der Wellenfunktion mahen wir f�ur den Permutationsoperator den Produk-tansatz P12 = P�12 � P�12 : (12.14)1 Eine mathematish pr�azisere Darstellung �ndet sih in [13℄, Kapitel 5.



Kapitel 12. Aspekte der formalen Streutheorie 186Demnah l�a�t sih die Bedingung P12  = � auf zweierlei Weise realisieren:P�12 P�12 (��) = �P�12��| {z }�1 �P12��| {z }�1 = ���Folglih:{ Ist die Ortraumfunktion � symmetrish, so mu� die Spinraumfunktion � antisymmetrish sein.{ Ist die Spinraumfunktion � symmetrish, so mu� die Ortsraumfunktion � antisymetrish sein.F�ur die Spinraumwellenfunktion lassen sih jetzt folgende Kombinationen realisieren:�(ms1 ;ms2) = 8>>><>>>: �++ symmetrish��� symmetrish1p2 (�+� + ��+) symmetrish1p2 (�+� � ��+) antisymmetrish (12.15)Die symmetrishen Spinraum-Wellenfunktionen bilden also ein Triplett, w�ahrend es nur eine einzige anti-symmetrishe Spinraum-Wellenfunktion gibt (Singulett).F�ur die Ortsraum-Wellenfunktion haben wir wieder die bekannte Wahrsheinlihkeitsinterpretation: istj (x1;x2)j2 die Wahrsheinlihkeitsdihte, dannn istP = Z d3x1 d3x2 j (x1;x2)j2die Wahrsheinlihkeit daf�ur das Elektron 1 im Volumen d3x1 um x1 und das Elektron 2 im Volumen d3x2um x2 zu �nden.12.5 Beispiele12.5.1 Angeregte Zust�ande im He-Atom12.5.2 Streuung identisher Teilhen(a) Streuung von Teilhen mit Spin 0 (Bosonen) an einem zentralsymmetrishen Potential V .d�d
 = jf(�) + f(� � �)j2= jf(�)j2 + jf(� � �)j2 + 2Rehf(�) f�(� � �)iF�ur � = �2 ergibt sih also eine konstruktive Interferenz, der Wirkungsquershnitt wird erh�oht.(b) Streuung von Teilhen mit Spin 12 (Fermionen) an einem zentralsymmetrishen Potential V . Dieeinlaufenden Strahlen seien niht polarisiert und das Potential V h�ange niht vom Spin ab.Dann ergib sih aus den Eigenshaften der Wellenfunktion im Ortsraum, da�



Kapitel 12. Aspekte der formalen Streutheorie 187Spin-Singlett symmetrish ! stat. Gewiht 14Spin-Triplett antisymmetrish ! stat. Gewiht 34Der di�erentielle Wirkungsquershnittd�d
 = 14 jf(�) + f(� � �)j2 + 34 jf(�)� f(� � �)j2= jf(�)j2 + jf(� � �)j2 �Re hf(�) f�(� � �)ihat dann bei � = �2 ein Minimum.12.5.3 Die Farbquantenzahl der QCDWir betrahten hier das �++, Ruhemasse 1232 MeV, welhes aus drei Up-Quarks mit Spin " zusammen-gesetzt ist. Seine Quantenzahlen sindSpin 32~ ! Fermione� = 32e ! 3 � 32e = 2e = e�++Da Quarks Fermionen sind d�urfte es das �++ mit der Zusammensetzungj �++ i = j u " i j u " i j u " inah dem Pauli-Verbot garniht geben, da sih alle Quarks, sheinbar, im gleihen Quantenzustandbe�nden: Es mu� also noh eine weitere, bisher noh niht behandelte Quantenzahl geben, die dennoheine Untersheidung m�oglih maht. Diese zus�atzlihe Quantenzahl hei�t Farbladung u� mit� = rot, gr�un, blauEs gilt jetzt noh eine geeignete Kombination zu �nden, da sih in der Natur nur farbneutrale Zust�andebeobahten lassen. Unter dieser Bedingung k�onnen wir uns das �++ folgenderma�en zusammengesetztdenken: j �++ i = 1p6� j u " r i j u " g i j u " b i � j u " g i j u " r i j u " b i+ j u " g i j u " b i j u " r i � j u " b i j u " g i j u " r i+ j u " b i j u " r i j u " g i � j u " r i j u " b i j u " g i�= 1p6 X�;�; ��;�; � j u " � i j u " � i j u "  i� wobei �; �;  = r; g; b12.6 Der Fok-Raum�Ubungsaufgaben12.1 { Das Pionishe Atom Das Pion ist ein skalares Meson (I JP = 10�) dessen relativistisheBeshreibung durh dieKlein-Gordon-Gleihung erfolgt. �Ahnlih wie beim \normalen" Atom, kann auh



Kapitel 12. Aspekte der formalen Streutheorie 188ein negativ geladenes Pion im elektromagnetishen Feld eines Z-fah positiv geladenen Kerns gebundensein. Dieses gebundene System nennt man pionishes Atom.1. Stellen Sie aus der Klein-Gordon-Gleihung mit elektromagnetishem FeldA = 0; � = �Zerund station�arer L�osung 	 (r; t) = � (r) exp �� i~Et�eine zeitunabh�angige Differentialgleihung f�ur das pionishe Atom auf. Dies entspriht der Situtationeines unendlih shweren Kerns.2. Leiten Sie mit Hilfe eines Produktansatzes aus Radial- und Winkelanteil die Radialgleihung� d2dr2 � l(l+ 1)� Z2�2r2 + 2Z�E~r � m24 �E2~22 � Rl(r) = 0 � = e2~ab.3. Vergleihen Sie diese Radialgleihung mit der Radialgleihung des Wassersto�atoms und de�nierenSie nun geeignete Variablen, um die Radialgleihung in folgende Form zu �uberf�uhren:� d2d�2 � � � k(k + 1)�2 � 14� Rl(�) = 0:Welhe Bedingung mu� dabei die Energie E erf�ullen, um einen gebundenen Zustand zu erhalten?4. Berehnen Sie nun die Energieniveaus des pionishen Atoms. Gehen Sie dabei analog zur L�osungs-methode beim Wasserstomatom vor, um aus der Abbruhbedingung des Potenzreihenansatzes dieEigenwerte zu bestimmen.Welhe Bedingung mu� an die Kernladungszahl Z gestellt werden, um reelle Eigenwerte zu erhalten?Entwikeln Sie den Ausdruk f�ur die Energieeigenwerte bis zur vierten Ordnung in Z� und zeigenSie da� gilt: E = m2 �1� Z2�22n2 � Z4�42n4 � n1 + 1=2 � 34�+ : : :� ;wobei n die Hauptquantenzahl des pionishen Atoms ist.Vergleihen Sie die Energieniveaus des pionishen Atoms mit dem Termshema des Wassersto�atomsund diskutieren Sie die Untershiede.



13 Grundz�uge der relativistishenQuantenmehanik
Der hier dargestellte Teil basiert auf der Vorlesungsausarbeitung von U.-G. Mei�ner. Alternative Darstellungen�nden sih ab Seite 218 im Anhang.13.1 Prinzipien der nihtrelativistishen TheorieIn der bisher behandelten Quantenmehanik haben wir den �Ubergang zur klassishen Mehanik immerdurh den formalen �Ubergang ~! 0 durhgef�uhrt, also v= � � � 1. F�ur h�ohere Geshwindigkeiten v ' allerdings werden die Beshreibungen im Rahmen der speziellen Relativit�atstheorie relevant: die bisheri-gen quantenmehanishen Wellen m�ussen also �aquivalent den Bewegungsgleihungen der Punktmehanikmodi�ziert werden. klassishe Mehanik niht-relativistishe Quantenmehanikfreie Teilhen: Ebene Welle:Energie E, Impuls p 	(r; t) = ei(k�r�!t)Frequenz !, Wellenvektor kE = ~! ; p = ~kE = p22m ! = ~k22mErsetzen wir nah dem Korrespondenz-PrinzipE ! i~ ��t ; pj ! ~i ��xj (j = 1; 2; 3) (13.1)so erhalten wir damit dieFreie Shr�odinger-Gleihungi~ ��t	(r; t) = �� ~22m�r�	(r; t) (13.2)Aber: Die Ableitungen nah Zeit (1. Ordnung) und Ort (2. Ordnung) sind niht symmetrish!



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 190Die zugeh�orige Wahrsheinlihkeitsdihte und Wahrsheinlihkeitsstromdihte sind� (r; t) = 	� (r; t)	 (r; t) � 0 (13.3)j (r; t) = ~2mi (	�r	�	r	�) (13.4)und geben dieKontinuit�atsgleihung � � (r; t)�t +r � j (r; t) = 0 (13.5)Dies bedeutet die Erhaltung der Wahrsheinlihkeit.13.2 �Ubergang zur relativistishen TheorieGrundlegend f�ur die Struktur der relativistishen Gleihungen ist deren Verhalten gegen�uber den zugeh�ori-gen Transformationen:Forderung: Die Form der Grundgesetze mu� invariant sein gegen�uber Lorentztransforma-tionen ) Lorentz-KovarianzLorentztransformationen beshreiben den �Ubergang von einem Raum-Zeit-Bezugssystem zu einem an-deren - die Physik darf niht von der Wahl eines bestimmten Bezugssystems anh�angen. Einshr�ankung imRahmen der speziellen Relativit�atstheorie: nur Inertialsysteme.F�ur die Lorentztransformation benutzen wir folgende Gr�o�en:x� = (t; r) = (t; x; y; z) = (x0; x1; x2; x3) (kontravarianter)Vierer�Vektorx� = (t;�x;�y;�z) = (x0; x1; x2; x3) (kovarianter)Vierer�Vektorx0� = ���x� ; ������ = g�� = 0BB� 1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 1CCA| {z }MetrisherTensor = g��F�ur die Vierer-Vektoren verwenden wir die Einstein'she Summenkonventiona�b� = 3X�=0 a�b� = a0b0 + a1b1 + a2b2 + a3b3 = a0b0 � a � bwobei die griehishen Indizes von 0; : : : ; 3 z�ahlen und die Dreiervektoren mit lateinishen Buhstabenbezeihnet werden.Wir wissen:



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 1911. Die Gr�o�en P� � (E ;p) k� � (! ;k)sind Vierervektoren und wir k�onnen shreiben ~k� = p� { Die Beziehung Teilhen-Welle ist alsokovariant.2. 	(r; t) = e�i(!t�kr) = e�ik�x� � e�ikxDie Phase ist ein Lorentz-Skalar und somit Lorentz-invariant.3. Die Operatorzuordnung p� ! i~ ��x�ist kovariant.4. Der Viererstrom j� = (�; j) ist ein Vierer-Vektor und es gilt die Kontinuit�atsgleihung��j� = ��x� j� = 05. Die Shr�odinger-Gleihung ist niht kovariant wegen der Raum-Zeit-Asymmetrie (Raum-Zeit-Symmetrie ist notwendig, aber niht hinreihend).ZielGesuht ist eine Gleihung, die Lorentz-invariant (forminvariant) ist und die f�ur v �  in dieShr�odinger-Gleihung �ubergeht.13.3 Klein-Gordon-Gleihung13.3.1 Heuristishe AbleitungAus der relativistishen ImpulsbeziehungP�P� = E22 � p2 = m22bekommen wir f�ur das Ruhesystem p = 0, da� E = m2Wegen P� ! i~ ��x� k�onnen wir shreiben��~2 ��x� ��x� � '(r; t) = m22 '(r; t)Mit dem D'Alembert-Operator 2 � ��x� ��x� = 12 �2�t2 �r2 (13.6)



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 192l�a�t sih dies vereinfahen zu[2+ m22~2| {z }��2 ℄' = 0 oder �2+ �2� '(r; t) = 0 (13.7)� 2 ist Lorentz-Skalar, ebenso �2 { Die Klein-Gordon-Gleihung ist kovariant (unabh�angig vomTransformationsverhalten von ').� ' ist eine einkomponentige Gr�o�e { Die Klein-Gordon-Gleihung kann nur Teilhen ohne inne-re Freiheitsgrade (Spin) beshreiben, also z.B. skalare oder pseudoskalare Mesonen (�0; ��). EinTeilhen mit Spin ~2 hat bereits zwei Komponeten, j + i = j " i und j � i = j # i .13.3.2 L�osung der Klein-Gordon-GleihungF�ur die Wellengleihung mahen wir den Ansatz (N ist Normierungsfaktor { z.B. f�ur Æ oder Box)'(r; t) = N e�ikx = N e�i(!t�kx)Mit �k2 + �2 = 0 ) �!22 + k2 + �2 = 0erhalten wir dieRelativistishe Dispersionsformel!� = � pk2 + �2 (13.8)Das bedeutet aber auh, da� es L�osungen mit negativer Energie gibt: diese sind niht unphysikalish,sondern beshreiben die Anti-Teilhen, z.B. !+ ! �+; !� ! ��.13.3.3 Niht-relativistisher GrenzfallWir formen daf�ur um: (�~2���� �m22)'(x) = 0 x = x��~2����' = m22'�~22 �2�t2'+ ~2�' = m22'Wir spalten noh die Ruhemasse ab: '(x; t) = 	(x; t) e� i~m2t



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 193��t' = e� i~m2t�� i~m2	+ ��t	��2�t2' = e� i~m2t��m24~2 	� 2 i~m2 ��t	+ �2�t2	�m22	+ 2i~m ��t	� ~22 �2�t2	+ ~2�	 = m22	2i~m ��t	� ~22 �2�t2	+ ~2�	 = 0F�ur den nihrelativistishen Grenzfall k�onnen wir die Terme � 1m2 weglassen und wir erhalten dieShr�odinger-Gleihung f�ur 	 i~ ��t	 = � ~22m	 (13.9)Dies l�a�t sih auh auh den Fall eines EM-Feldes verallgemeinern.13.3.4 Wahrsheinlihkeitsinterpretation?F�ur den Vierer-Strom j�(x) � i~2m ('���'� '��'�)gilt �j��x� = i~2m [(��'�) (��') + '�2'� (��') (��'�)� '2'�℄= i~2m ���2'�'+ �2''��= 0also die Kontinuit�atsgleihung ��j� = 0 mit� = 1 j0 = i~2m2 �'� ��t'� ' ��t'�� Wahrsheinlihkeitsdihte (13.10)j = ~2im ['�r'� 'r'�℄ Wahrsheinlihkeitsstromdihte (13.11)F�ur die freien L�osungen sind die Wellenfunktionen:' = e�i(!t�kr) ! ��t' = �i!''� = e+i(!t�kr) ! ��t'� = +i!') � i~2m2 (�2i!) = ~!m2



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 194Folgerungen:� F�ur L�osungen negativer Energie ~!� ist �, die Wahrsheinlihkeitsdihte negativ!� Die Interpretations als Wahrsheinlihkeitsdihte ist niht haltbar! Ausweg: jej � als Ladungsdihte(Pauli-Wei�kopf).2Zur Aufrehterhaltung der Wahrsheinlihkeitsinterpretation ist eine Gleihung 1. Ordnung inder Zeitableitung erforderlih. Die Lorentz-Kovarianz erfordert dann auh eine r�aumlihe Ab-leitung 1. Ordnung.13.3.5 Ankopplung des EM-FeldesAls minimale Substitution ersetzen wir in der Klein-Gordon-Gleihung den Impuls durh denKovarianten Kinetishen Impuls �� = p� � eA� (13.12)so da� �P�P� �m22� '(x) = 0 ) ����� �m22� '(x) = 0Unter Anwendung der lokalen Eihtransformation { wobei �(x) beliebig, aber niht-singular ist'0(x) = e i~ e �(x) � '(x)A0�(x) = A�(x)� �� �(x)wird dann �� ! �0� = p� � eA0��0�'0(x) = �i~�� � eA0�� ei e~�(x)'(x)= ei e~�(x) �i~ �� � e���(x) � eA� + e���(x)� '(x)= ei e~�(x)��'(x)�0��0�'0(x) = �0� �ei e~�(x)���'(x)��= ei e~�(x)�����'(x)�= ei e~�(x)m22'(x)= m22'0(x)Die Klein-Gordon-Gleihung mit Ankopplung eines EM-Feldes ist also invariant gegen�uber lokalenEihtransformationen.



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 195� A�: Eihfeld ! Spin -1; Photonen1� Ebenfalls invariant unter Eihtransformation2A0� � ����A0� = 2A� �2���(x) � ����A� + ��2�(x)= 2A� � ����A�= 0Eihtheorien� Quantenelektrodynamik (QED)� Quantenhromodynamik (QCD)� Starke WW { Eihfelder: Gluonen (Spin 1)13.4 Die Dira-Gleihung13.4.1 Heuristishen AbleitungAnsatz:  i 3X�=0 � ��x� � �! '(x) = 0Die L�osung soll auh die relativistishen Beziehungen zwishen E und p erf�ullen; das hei�t, da� '(x)abenfalls die Klein-Gordon-Gleihung �2+ �2� '(x) = 0erf�ullen. Also0 = (i��� + �) (i��� � �) '(x) = �������� � �2� '(x) != ������ � �2� '(x) (13.13)1. Wir versuhen den Ansatz:�� = g�� = 0BB� 1 �1 �1 �1 1CCA ) (0)2 = 1) 0 = �1(i)2 = �1) i = �i) keine L�osung, die � k�onnen keine C-wertigen Zahlen sein!1 Wir verfolgen die Quantisierung des EM-Feldes an dieser Stelle niht weiter; dies ist Sto� der sih anshlie�enden Vorlesungzur Quantenfeldtheorie.



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 1962. N�ahst-shw�ahere Bedingung:��12 (�� + ��) ���� � �2� '(x) != ������ � �2� '(x)so da� �� + �� = f�; �g = 2g��) L�osung nur f�ur nihtkommutierende Objekte �: das sind Matrizen (dim N ), wobei N gerade,mit gleiher Zahl positiver und negativer Eigenwerte, ist.f� ; �g = 2g��1Nwobei 1N Einheitsmatrix in D = N .13.4.2 Die -MatrizenFrage: Gibt es derartige �'s und sind diese eindeutig?1. N = 2 : Geht niht, nur 3 niht kommutierende Matrizen, die Pauli-Spinmatrizen �x; �y; �z .2. N � 4 : Eine m�oglihe L�osung mit N = 4 (minimaler Satz)0 = � 12 00 �12 � ; k = � 0 �k��k 0 �mit �i�j = Æij12 + i�ijk�k ; ��i; �j	 = 2Æij12Bei diesem Ansatz ist der Spin automatish eingeshlossen!(0)2 = 14�0; k	 = � 12 00 �12 � � 0 �k��k 0 �+� 0 �k��k 0 � � 12 00 �12 �= � 0 �k�k 0 �+� 0 ��k��k 0 �= 0�i; k	 = � 0 �i��i 0 � � 0 �k��k 0 �+� 0 �k��k 0 � � 0 �i��i 0 �= � ��i�k 00 ��i�k � � ��k�i 00 ��k�i �= �2Æik14) f�; �g = 2g��143. Anderer Satz mit N = 4: 0� = S�1�Swobei S quadratish und S�1 existiert, ansonsten aber beliebig. Hierf�urf0�; 0�g = �S�1�S ; S�1�S	 = S�1 f�; �gS = 2g��144. N � 4, N = 4n (n = 1; 2; : : :) : Blok-diagonale Einbettung (wird hier niht weiter verfolgt).



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 19713.4.3 Kovarianz der Dira-GleihungDira-Gleihung �i~� ��x� �m14� 	(x) = 0Da die � 4� 4-Matrizen sind hat 	(x) ebenfalls 4 Komponenten.1. Pauli-Theorem: Gegeben �; ~� mit f~�; ~�g = 2g��14Es gibt eine Matrix S, so da� ~� = S�1�S2. Lorentz-Transformation auf � : x0� = ��0� x���0� ��0� = g�0�00�0 � ��0� �Also n0�0 ; 0�0o = ��0� ��� f�; �g = ��0� ��0� 2g��1l4 = 2��0� ��0�14 = 2g�0�0143. Gegeben sei eine Lorentz-Transformation ��0� und ein erlaubter Satz �; es gibt immer eine MatrixS, so da� 0�0 = ��0� � = S�1�0SAlso: 0 = �i~� ��x� �m14� 	(x) = �i��0� � ��x0�0 �m14� 	(x)da ��x� = ��0� ��x0�0= �iS�1�0S ��x0�0 �m14� 	(x)) �i�0 ��x0�0 �m14� S	(x) = 0) �i�0 ��x0� �m14� 	0(x0) = 0Dira-GleihungDie Dira-Gleihung ist Lorentz-kovariant (forminvariant), wenn sih 	(x) bei einer Lorentz-transformation ��0� wie 	0(x0) = S	(x) transformiert.
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	(x) = 0B� 	1(x)...	4(x) 1CA \Dira-Spinor" (wegen harmonisher Einbeziehung des Spins)S = S(��0� ) Spinor-Transformation 4� 4 MatrixDaher gilt: S�1 = 0Sy0 ! Sy = 0S�10Beweis: ��0� � = S�1�0S  S�1��0� �S�1 = S�1�0Es gilt aber auh ���S� = �0S ! ��0� (�0)yS`y (�)Unsere 's erf�ullen: (0)y = 0 ; (i)y = �i (i = 1; 2; 3)und damit 0(�)y = �0 oder (�)y0 = 0� (��)Multiplizieren wir nun (*) von links und rehts mit 0, so erhalten wir��0� 0(�)ySy0 = 0Sy(�0)y0(��)! ��0� � 0Sy0| {z }S�1 = 0Sy0| {z }S�1 �0S�1 = 0Sy0 q.e.d.13.4.4 Struktur der Spinortransformation� Eigentlihe Lorentz-Transformation: det(��0� ) = 1, aus in�nitisimaler Transformation um g�0� er-zeugbar (Rotation, Boosts)� Uneigentlihe Lorentz-Transformation: det(��0� = �1, niht aus in�nitisimaler Transformation umg�0� erzeugbar (Raumspiegelung)Betrahten wir zun�ahst die in�nitisimale (eigentlihe) Lorentz-Transformation:



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 1992 ��0 � = g�0 � + "�0 �wobei "�� = �"��, also anti-symmetrish unter der Vertaushung � $ �Beweis: ������ = g�� ! (g�� + "��) (g�� + "��= g�� + "��"�� + "2!= g��Das hei�t also, da� "�� = �"�� q.e.d.S hat die Form S = 14 + 14"����Beweis: ��0�S� = �0S! (g�0���0�) (14 + 14"����)� = �0 (14 + 14 "����)bisO(")�! �0 + "�0�� + 14"�����0 = �0 + 14 "���0��Es gilt aber ebenfalls ���0 = � (2g��0 � �0�)= 2 g��0� � (2g��0 � �0�) �= 2 g��0� � 2g��0� + �0��Daraus folgt, da� "�0�� + 12 "�� (g��0� � ��0) = 0Durh Umstellen und Umbenennen der Indizes wird daraus"�0� + 12"�0� � � 12"�0� � != 0"�0�� + 12"��0� � 12"�0�� = 0�; � werden nun umbenannt nah �"�0�mu + 12 "��0� � 12"�0�� = 012 ("�0� + "��0) � = 0 da ja "��0 = �"�0� q.e.d.



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 200Beispiele:1. Rotation um die z-Ahse(a) in�nitisimal, Winkel Æ!"12 = �Æ! = "21 ! SinfR = 14 + 14"12(12 � 21)= 14 + i2Æ!�3 ; �3 � � �3 00 �3 �denn 12 � 21 = � 0 �1��1 0 � � 0 �2��2 0 � � � 0 �2�2 0 � � 0 �1��1 0 �= � �(�1�2 � �2�1) 00 �(�1�2 � �2�1) �mit [�1; �2℄ = 2i� ) 12 � 21 = � �2i�3 00 �2i�3 �(b) unendlih, Winkel ! SR = limn!1�14 + i2�12!n�n ; ��� = i2 [�; � ℄Es gibt nur gerade (� 14) und ungerade (� �3) Beitr�age2, so da�SR = 14 os !2 + i�3 sin !2 = exp� i2!�12�SyR = S�1R $ SR ist unit�ar.2. Lorentz-Boost in x-Rihtung mit Geshwindigkeit vSL = 14 osh !2 + i�01 sinh !2 tanh! � v = �= exp�� i2!�01�) S1L 6= SyL da �01 niht hermitesh3. Raumspiegelung (uneigentlihe Lorentz-Transformation, diskret)Dies ist der Fall f�ur (t; x; y; z) ! (t;�x;�y;�z)Dann x0�0 = ��0� x� mit ��0� = 0BB� 1 0�1 �10 �1 1CCA = g�0�2 Dies wurde an fr�uherer Stelle bereits f�ur 11 + i�3Æ! gezeigt.



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 201also: S�1P �0SP = g�0�� = �0 ! SP = ei�0! SyP = (0)ye�i� = e�i�0 = S�1PS ist also unit�ar.Allgemein gilt:� Uneigentlihe Lorentz-Transformationen habe gerade Anzahl von 's (1) in S� Eigentlihe Lorentz-Transformationen haben gerade Anzahl von 's (0; 2) in SAdjungierter Dira-Spinor �i~� ��x� �m� 	(x) = 0
herm:konj:�! �i � ��x�	y� (�)y �m	y = 0  �0! i � ��x�	y� (g�)y 0 +m	y 0 = 0 (�)y0 = 0�) i � ��x�	y� 0� +m	y0 = 0Adjungierter Spinor 	y 0 � �	 = (	�1;	�2;�	�3;�	�4)Damit shreiben wir jetzt dieAdjungierte Dira-Gleihung: i~ ��x� �	 � +m �	 = 0�	�i~ � ��x� +m� = 0



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 202Spinor-Transformation von �	:	0(x0) = S	(x) ! (	0)y = 	y Sy = 	y 0 S�1 0 = �	S�1 0von rehts mit 0 (	0)y(x0) 0 = �	(x)S�1 (0)2�	0(x0) 0 = 	(x)S�113.4.5 WahrsheinlihkeitsinterpretationViererstrom j�(x) = �	(x) �	(x)1. j� ist ein Vierervektor:j0�0(x0) = �	0(x0) �0 	0(x0) =	(x)S�1 �0 S	(x) = ��0� �	(x) �	(x) = ��0� j�(x) (13.14)2. Die Komponenten des Vierverktor sind j� � (�; j)� =	0	 = 	y(0)2	 = 	y	 = 3X�=0(	�)2 � 0Daher kann � als Wahrsheinlihkeitsdihte im �ublihen Sinne interpretiert werden.3. Es gilt die Kontinuit�atsgleihung ��x� j� = ��t�+rj = 0denn: ��x� j� = � �	(x)�x� �	(x) + �	(x)� ��x�	(x)= im~ �		� im~ �		= 0



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 203Bilineare KovariantenAus Produkten von 's lassen sih 16 linear unabh�angige 4� 4 Matrizen � konstruieren, die oftvorkommen. Diese sind linear unabh�angig und vollst�andig.� = ��S = 14 ; �V� = � ; �P = 5 ; �T�� = ��� ; �A� = 5�	Daraus ergeben sih Eigenshaften und Anzahl der � Matrizen wie folgt:Matrix Typ Zahl�S Skalar 1�V� Vektor 4�P Pseudoskalar 1�T�� Tensor 2ter Stufe 6�A� Axialvektor 41613.4.6 Nihtrelativistisher GrenzfallAnshlu� des EM-FeldesHamilton'she Form der Dira-GleihungNihtrelativistisher Grenzfall13.4.7 L�osung der freien Dira-Gleihungi~ ��t	 = H 	 = �i~ h�r+ i�m0~ i 	Da wir erwarten k�onnen, das wir in diesem Fall { �ahnlih der nihtrelativistishen Behandlung { ebeneWellen behandeln m�ussen, mahen wir den Ansatz	 (x; t) = N u(p) exp � i~px� i~Et� = N u(p) exp �� i~p�x�� (13.15)Setzen wir dies ein, so erhalten wir E u(p) = � �p+m02�� u(p) (13.16)Da nah wie vor die Klein-Gordon-Gleihung erf�ullt sein mu�, auhE2 u(p) = �2p2 +m204� u(p) (13.17)so da� die Energie



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 204E = �qp22 +m204Um die weitere Rehnung zu vereinfahen, betrahten wir zun�ahst ein sih in Ruhe be�ndlihes Teilhen{ der Anteil f�ur die kinetishe Energie vershwindet also zu Null. Die L�osungen f�ur ein bewegtes Telhenlassen sih dann durh Lorentztransformationen ermitteln.13.4.8 Teilhen in RuheMit dem Vershwinden des Terms f�ur die kinetishe Energie bleibt jetzt nur nohi~ ��t	(t) = m02�	(t) ) 	(t) = N u(0) exp�� i~Et�E = �m02 ) 	(t) = N u(0) exp �� i~m02t�, 	(�)(t) = N u(�) exp �� i~E�m02t� E� = � +1 � = 1; 2�1 � = 3; 4Somit k�onnen wir jetzt Wellenfunktion und Spinoren bestimmen�m02u(�)(0) = m02� u(�)(0) , �u(�)(0) = � u(�)(0)Verwenden wir wieder die Pauli-Darstellung von � und � aus (A.37) so sind die Spinoren und Wellen-funktionen in Abh�angigkeit von der EnergieE > 0 u(1)(0) = 0BB� 1000 1CCA 	(1)(t) = u(1)(0) exp �� i~m02t�u(2)(0) = 0BB� 0100 1CCA 	(2)(t) = u(3)(0) exp �� i~m02t�
E < 0 u(3)(0) = 0BB� 0010 1CCA 	(3)(t) = u(3)(0) exp � i~m02t�u(4)(0) = 0BB� 0001 1CCA 	(4)(t) = u(4)(0) exp � i~m02t�



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 205Als neue Gr�o�e f�uhren wir noh den Spinoperator � ein:~2�3 = ~2 0BB� 1 �1 �1 �1 1CCA (13.18)13.4.9 Teilhen in BewegungWir zerlegen zun�ahst den Spinor u (p) in zwei Komponentenu(�)(p) =  u(�)A (p)u(�)B (p) ! (13.19)Dies f�uhrt zu den beiden GleihungenE uA (p) =  � puB (p) +m0212uA (p)E uB (p) =  � puA (p)�m0212uB (p)oder geshrieben als Matrix-Gleihung� m0212  � p � p �m0212 �� uAuB � = E � uAuB �L�osen wir dies auf nahuA(p) =  � pE �m02uB(p) und uB(p) =  � pE +m02uA(p)so k�onnen wir dies wieder in das gekoppelte Gleihungssystem einsetzen2(� p)2 � uAuB � = 2p2� uAuB � = E2 �m204� uAuB �E2 = m204 + p22 , E = �qp22 +m204Obere und untere Komponenten h�angen �uber die BeziehunguB(p) =  � pE +m02uA(p)zusammen, so da� wir mit u(1)A = � 10 � u(2)A = � 01 �die jeweils zueinandergeh�origen Spinoren berehnen k�onnen:u(1)B (p) =  � pE +m02 � 10 � = E +m02 � P3P1 + iP2 �u(2)B (p) =  � pE +m02 � 01 � = E +m02 � P1 � iP2�P3 �Abh�angig von der Energie ist dann
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E > 0 u(1)(p) = N 0BB� 10 P3E+m02(P1+iP2)E+m02 1CCA = N � 12 � pE+m02 �� 10 �u(2)(p) = N 0BB� 01(P1+iP2)E+m02�  P3E+m02 1CCA = N � 12 � pE+m02 �� 01 �
E < 0 u(3) = N 0BBB� �  P3jEj+m02� (P1+iP2)jEj+m0210 1CCCA = N � �  � pjEj+m0212 �� 10 �u(4)(p) = N 0BBB� � (P1�iP2)jEj+m02 P3jEj+m0201 1CCCA = N � �  � pjEj+m0212 �� 01 �13.4.10 Normierung der SpinorenBis jetzt haben wir noh keine Aussage �uber den willk�urlih eingef�uhrten Faktor N gemaht. Diesenk�onnen wir jetzt aber benutzen, um die Spinoren u(p) zu normieren. Daf�ur haben wir zwei M�oglihkeiten:i) uy u = 1ii) �uu = 1Wir entsheiden uns f�ur die erste M�oglihkeit und erhalten durh Einsetzenuy u = 1N2�1 0  PzÊ (Px � iPy)Ê � 0BB� 10 PzÊ(Px+iPy)Ê 1CCA = 1 Ê = E +m02N2 �1 + 2P 2Ê2 � = 1N = ÊqÊ2 + 2p2



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 207Demzufolge gibt es 4 linear unabh�angige L�osungen der Dira-Gleihung:	(�)(x; t) = N u(�) exp �� i~ �E(�)t� px�� � = 1; 2; 3; 4 (13.20)Je nah Wert von � bekommen wir dann� = 1; 2 E = +pp22 +m204 Teilhen� = 3; 4 E = �pp22 +m204 Anti-Teilhen13.5 Erhaltungsgr�o�enAnalog zur nihtrelativistishen Quantenmehanik suhen wir jetzt Gr�o�en, die mit dem Dira-OperatorHD vertaushen.13.5.1 Impuls hĤD; P̂i = h �p+m02�; P̂i = 0 (13.21)Es existieren also simultane Eigenfunktionen zu ĤD und P̂13.5.2 DrehimpulsAusgehend vom GesamtdrehimpulsJ = L+ S = r� p+ ~2 � � 00 � �wissen wir, da� hĤD ; Ĵi = 0Mit den Ergebnissen aus �Ubungsausgabe (13.5)hĤD; L̂i = i~ [�� p℄hĤD; Ŝi = �i~ [�� p℄wissen wir dann, da� ĤD , J2 und Jz simultane Eigenfunktionen sind.



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 20813.5.3 Parit�atNah Wirkung R x! �x Rr ! �rauf die Ortskoordinaten ist i~ ��t	(�x; t) = �� �~ir+m02�� 	(x; t)Da dies aber niht zu dem gew�unshten Erfolg f�uhrt, w�ahlen wir stattdessen den Operator P = � Ri~ ��t�	(�x; t) = ��� �� ~ir+m02�� �	(�x; t)i~ ��t�	(�x; t) = � � ~i r+m02�� �	(�x; t)Die Wellenfunktion ver�andert sih also gem�a�P 	(x; t) = �	(�x; t)F�ur die so gew�ahlte Transformation gilt dann hĤD; P̂ i = 0mit den simultanen Eigenfunktionen 	 (x; t) und P 	(x; t)13.6 Dira-Teilhen in �au�eren PotentialenWir behandeln nun das Verhalten eines Dira-Teilhens unter dem Einu� �au�erer Kr�aft d.h. Potentiale.Diese k�onnen allerdings untershiedlihes Transformationsverhalten bez�uglih Lorentz-Transformationenbesitzen. Wir betrahten skalare Poteniale U(x) mit�m02 ! � �m02 + U(x)�und Vektorpotentiale V �, welhe sih verhalten wie A�. Betrahten wir nur den skalaren Anteil ( V j = 0 )dann bleibt lediglih V � = ( V 0;0 ) und wir k�onnen in der Dira-Gleihung das elektrishe Potential�$ V0 ersetzen: i~ ��t	(x; t) = h �p+ � (m02 + U(x)) + V0(x)14i	(x; t) (13.22)Wir erhalten dieStatishe Dira-Funktion mit externem PotentialE14	(x) = � �p+ � �m02 + U(x)�+ V0(x)� 	(x) (13.23)V (x) und U(x) haben wir als zeitunabh�angig vorausgesetzt.



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 209Im Folgenden wollen wir jetzt nur noh radialsymmetrishe PotentialeU (x)! U (r) V0 (x)! V0 (r)Dann k�onnen wir simultane Eigenzust�ande zu J2, Jz und P �nden und die entsprehende Winkelabh�angig-keit abspalten: wir haben dann nur noh die Radialgleihung zu l�osen.3Passen wir zun�ahst Spin-, Drehimpuls- und Parit�atsoperator an die Pauli-Darstellung (A.37) von � und� an: S = ~2 � � 00 � � J = � L+ ~2� 00 L+ ~2� � P = � R = � R 00 �R �Da in dieser Darstellung J die gro�en und kleinen Komponenten niht mishen, k�onnen wir die nihtrela-tivistishe Wellenfunktion benutzen 	 (x) = � � (x)� (x) �Abh�angig vom Gesamtdrehimpuls wissen wir dann bereits, da�	(+)(j;mj ; l) = r l + 1=2+mj2l+ 1 Y mj�1=2l (
) � 10 �+r1 + 1=2�mj2l+ 1 Y mj+1=2l (
) � 01 � j = l + 12	(�)(j;mj ; l) = r l + 1=2�mj2l+ 1 Y mj�1=2l (
) � 10 ��r l + 1=2+mj2l+ 1 Y mj+ 12l (
) � 01 � j = l� 12Mit J = L+ ~2 � sind das Eigenfunktionen zu J2, Jz und R mitR� (j;mj ; l) = (�1)l � (j;m; l)F�ur ein gegebenes j haben �(+) und �(�) entgegengesetzte Parit�at. Da die gro�en und kleinen Kompo-nenten vershiedene Parit�aten haben lautet der Ansatz f�ur die 4-komponentigen Dira-Spinorenloben > lunten ! 	(j;mj ; (�)l) = (f1(r)�(+)(j;mj ; j � 12 )g1(r)�(�)(j;mj ; j + 12 ))loben < lunten ! 	(j;mj ; (�)j� 12 ) = (f2(r)�(+)(j;mj ; j + 12 )g2(r)�(�)(j;mj ; j � 12 ))Die Parit�at ist durh die obere Komponente de�niert; obere und untere Komponente untersheiden sihdurh �1.Wir shreiben jetzt die station�are Dira-Gleihung in zweikomponentiger Form� m02 + U(r) + V0(r)  � p � p �(m02 + U(r) ) + V0(r) � � 	oben	unten � = E � 	oben	unten � (13.24)oder explizit als gekoppeltes Gleihungssystem�m02 + U + V0� 	oben +  � p	unten = E	oben � p	oben � �m02 + U + V0� 	unten = E	unten3 Das Verfahren wird sih allerdings als ein wenig komplizierter als im nihtrelativistishen Fall herausstellen, wo wir es miteiner Wellenfunktion der Form 	 (x) = fl(r)Ylm(
)zutun hatten.



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 210F�ur die L�osung ben�otigen wir also Terme der Form� p f(r)�(j;mj ; l)Es gilt folgende Zerlegung: ~i � p = ~i � rr ��r � 1i � r�Lr2F�ur den ersten Term4 ~i � rr ��r = ~i d fdr � rr � (j;mj ; l)F�ur den zweiten Term formen wir zun�ahst das Produkt (�r)(�L) um:1r2 [r� L℄ = ~i 1r2 [r� [r�r℄℄= ~i � rr2 (r � r) ��r � r2r2r� = ~i �rr ��r � r2r2r�~i �r = ~i � rr ��r � �r2 [r� L℄Das darin auftretende Vektorprodukt l�a�t sih mittels (A.51) umformen, so da� wir shreiben k�onnen(�r) (�L) = rL|{z}=0 +i� [r� L℄ = i� [r� L℄ (13.25)Mit J2 = (S+ L)2 = �2 + L2 + 2S � L, SL = 12 �J2 � �2 � L2�� � L� (j;mj ; l) = �J2 � �2 � L2� � (j;mj ; l) = �j(j + 1)� l(l+ 1)� 34� � (j;mj ; l)l�a�t sih shreiben� r��~i� �Lr2 � (j;mj ; l) = �~i �j(j + 1)� l(l + 1)� 34� � rr2 � (j;mj ; l)� p f(r)�(j;mj ; l) = ~i �d f(r)dr � 1r f(r) �j(j + 1)� l(l+ 1)� 34� � rr2 � (j;mj ; l)�Au�erdem gilt (zum Beweis siehe [9℄, S. 169.)� rr � (j;mj ; j � 1=2) = � (j;mj ; j + 1=2) (1)� rr � (j;mj ; j + 1=2) = � (j;mj ; j � 1=2) (2)Mit (� r)2r2 = r2r2 = 1folgt dann weiter aus (1) die Gleihung (2). Da rr / Y1m kann man nun l um �1 �andern. Au�erdem �andertaber auh r die Parit�at, was einem Wehsel l � 1 entspriht.4 F�ur den vollst�andigen Beweis { durh Zerlegung in Radial- und Winkelanteil { sei verwiesen auf [9℄, S. 168



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 211Wir k�onnen shreibenj(j + 1)� l(l + 1)� 3=4 = 8<: j(j + 1)� (j � 1=2)(j + 1=2)� 3=4 = j � 1=2 f�ur l = j � 1=2j(j + 1)� (j + 1=2)(j + 3=2)� 3=4 = �j � 3=2 f�ur l = j + 1=2Damit ergibt sih endlih� r f(r)� (j;mj ; j � 1=2) = ~i �d f(r)dr � j � 1=2r f(r)� � (j;mj ; j + 1=2� r f(r)� (j;mj ; j + 1=2) = ~i �d f(r)dr + j + 3=2r f(r)� � (j;mj ; j � 1=2)so da� sih die Winkelanteile aus dem gekoppelten Gleihungssystem von (13.24) herausk�urzen lassen {es bleibt nur noh die radiale Anh�angigkeit!13.6.1 Beispiel: j � 1=2F�ur l = j � 1=2 erhalten wir nun mit den vorangegangenen Rehnungen�E �m02 � U � V0� f1(r)� (j;mj ; j � 12) = � p g1(r)� (j;mj ; j � 1=2)= ~i ��g1(r)�r + j + 3=2r g1(r)� � (j;mj j � 1=2)Da wir es durh das vorangegangeneUmstellen gesha�t haben, da� jetzt nur noh identisheWinkelanteileauftreten, lassen sih diese aus der Gleihung abseparieren und wir erhalten { abh�angig von der Parit�at {folgende L�osungen:P = (�)j�1=2 �E � (m02 + U)� V0� f(r) = ~i ��g(r)�r + j + 3=2r g(r)��E + (m02 + U)� V0� g(r) = ~i ��f(r)�r � j � 1=2r f(r)�P = (�)j+1=2 �E � (m02 + U)� V0� f(r) = ~i ��g(r)�r � j � 1=2r f(r)��E + (m02 + U)� V0� g(r) = ~i ��f(r)�r + j + 3=2r f(r)�Um die Radialgleihungen lassen sih zu einer allgemeinen Form zusammenzufassen, wenn wir eine neueQuantenzahl k anstelle der Parit�at P einf�uhren:k = �(j + 12)8<: + l = j + 12 ! k = l , l = k� l = j � 12 ! k = �(l+ 1) , l = �k � 1 (13.26)Wir bekommen demnah die Substitutionenj + 32 = �(k � 1)j � 12 = �(k + 1)9>=>; P = (�)j�1=2



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 212j � 12 = k � 1j + 32 = k + 19>=>; P = (�)j+1=2die auf folgendes Gleihungssystem f�uhren:�E � (m02 + U)� V0� fk(r) = ~i �d gk(r)dr � k � 1r gk(r)� (13.27)�E + (m02 + U)� V0� gk(r) = ~i �d fk(r)dr + k + 1r fk(r)�Mit dieser einheitlihen Shreibweise haben wir folgenden Zusammenhang zwishen j, k und Pj k l P12 +1 1 --1 0 +32 +2 2 +-2 1 -52 +3 3 --3 2 +13.7 Beispiele13.7.1 Wassersto�-AtomDas Potential ist in diesem Fall gegeben durhA = 0V (r) = �Z e2r = V09=; A� = ��Z e2r ; 0�Erinnerung:Im nihtrelativistishen Grenzfall der Shr�odinger-Gleihung warEn = �Z2e22a0 1n2 a0 = ~2me2n = nr + l + 1



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 213Radiale Dira-Gleihung f�ur das Wassersto�-AtomAusgehend von (13.27) gehen wir analog zu der Rehnung f�ur den nihtrelativistishen Fall vor. Daf�urmahen wir zun�ahst die Substitutionenfk(r) = Fk(r)r gk(r) = Gk(r)irDamit erhalten wir aus (13.27)�E �me2 + Z e2r � Fk(r)r = ~i � ddr �Gk(r)ir �� k � 1r Gk(r)ir ��E �me2 + Z e2r � Fk(r)r = ~i � 1ir dGk(r)dr � iGk(r) 1ir2 � k � 1ir2 Gk(r)�dGk(r)dr � 1r [i+ k � 1℄ Gk(r) = � 1~ �E �me2 + Z e2r � Fk(r)und �E +me2 + Z e2r � Gk(r)ir = ~i � ddr �Fk(r)r �+ k + 1r Fk(r)r ��E +me2 + Z e2r � Gk(r)ir = ~i �1r d Fk(r)dr � Fk(r) 1r2 + k + 1r2 Fk(r)�dFk(r)dr + kr Fk(r) = 1~ �E +me2 + Z e2r � Gk(r)Da wir von den Wellenfunktionen wieder Normierbarkeit erwarten untersuhen wir zun�ahst ihr asympto-tishes Verhalten f�ur r !1. Dann bleibtdGk(r)dr = me ~ �1� Eme2 � Fk(r)dFk(r)dr = me ~ �1 + Eme2 � Gk(r)Durh nohmaliges Ableiten nah rd2Gk(r)dr2 = me ~ �1� Eme2 � dFk(r)drd2 Fk(r)dr2 = me ~ �1 + Eme2 � dGk(r)drund anshlie�endes Einsetzen ist es nun m�oglih die beiden Gleihungen zu entkoppelnd2Gk(r)dr2 = m2e2~2 �1� E2m2e4 �| {z }� Gk(r) = �Gk(r)d2 Fk(r)dr2 = m2e2~2 �1� E2m2e4 � Fk(r) = �Gk(r)



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 214F�ur diesen bereits gut bekannten Typ von Differentialgleihungen mahen wir den AnsatzFk(r) = a1 e�� r Gk(r) = a2 e�� r (13.28)mit den KoeÆzienten a1 = +r1 + Eme2 a a2 = �r1� Eme2 aMit den Abk�urzungen E = Eme2� = me~ s1� E2m2e4 = me~ p1� E2� = 2� rhaben wir dann Fk(r) = p1 + E e�� r [uk(r) + vk(r)℄Gk(r) = p1� E e�� r [�uk(r) + vk(r)℄so da� bei R�ukeinsetzen in die Differentialgleihungend ukd� = � Z � Ep1� E2 1�� uk + ��k� + Z �p1� E2 1�� vkd vkd� = ��k� � Z �p1� E2 1�� uk + �1� Z � Ep1� E2 1�� vkAn dieser Stelle mahen wir { wie shon im nihtrelativistishen Fall { einen Reihenentwiklungsansatzf�ur uk und vk uk = � 1X�=0 a��� vk = � 1X�=0 b��� (13.29)Rekursionsformel f�ur a� und b�13.7.2 Potentialtopf
� Spezielle Literatur[13.1℄ C.G. Darwin, Pro. Roy. So. A118 (1928), 654; ibid., A129 (1928), 621[13.2℄ W. Gordon, Z. f. Phys. 40 (1926), 117[13.3℄ W. Gordon, Z. f. Phys. 48 (1928), 11[13.4℄ O. Klein, Z. f. Phys. 37 (1926), 895



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 215�Ubungsaufgaben�Ubung 13.1 { Nihtrelativistishen Grenzfall der Klein-Gordon-Gleihung. Bestimmen Sieden nihtrelativistishen Grenzfall der Klein-Gordon-Gleihung unter Ankopplung eines elektromagne-tishen Feldes.�Ubung 13.2 { Das pionishe Atom. Das Pion ist ein skalares Meson (IJP = 10�) dessen relativisti-she Beshreibung durh die Klein-Gordon-Gleihung erfolgt. �Ahnlih wie beim \normalen", kann auhein negativ geladenes Pion im elektromagnetishes Feld eines Z-fah positiv geladenen Kerns gebundensein. Dieses gebundene System nennt man ein pionishes Atom.(a) Stellen Sie aus der Klein-Gordon-Gleihung mit elektromagnetishem FeldA0 = �Zer ; A = 0und station�arer L�osung  (r; t) =  (r) exp(�iEt=~) eine zeitunabh�angige Di�erentialgleihung f�urdas pionishe Atom auf. Dies entspriht der Situation eines unendlih shweren Kerns.(b) Leiten Sie mit Hilfe eines Potentialansatzes aus Radial- und Winkelanteil die Radialgleihung� d2dr2 � l(l+ 1)� Z2�2r2 + 2Z�E~r � m24 �E2~22 � Rl(r) = 0 mit � = e2~ab.() Vergleihen Sie diese Radialgleihung mit der Radialgleihung des Wassersto�atoms und de�nierenSie nun geeignete Variablen, um die Radialgleihung in folgende Form zu �uberf�uhren:� d2d�2 � � � k(k + 1)�2 � 14� Rl(�) = 0 :Welhe Bedingung mu� dabei die Energie E erf�ullen, um ein gebundenes System zu erhalten?(d) Berehnen Sie nun die Energieniveaus des pionishes Atoms. Gehen Sie dabei analog zur L�osungs-methode beim Wassersto�atom vor, um aus der Abbruhbedingung des Potenzreihenansatzes dieEigenwerte zu bestimmen.Welhe Bedingung mu� an die Kernladung Z gestellt werden, um reelle Eigenwerte zu erhalten?Entwikeln Sie den Ausdruk f�ur die Energieeigenwerte bis zur vierten Ordnung in Z� und zeigenSie da� gilt: E = m2 �1� Z2�22n2 � Z4�42n4 � nl + 12 � 34�+ :::� ;wobei n die Hauptquantenzahl des pionishen Atoms ist.Vergleihen Sie die Energieniveaus des pionishen Atoms mit dem Termshema des Wassersto�atomsund diskutieren Sie die Untershiede.



Kapitel 13. Grundz�uge der relativistishen Quantenmehanik 216�Ubung 13.3 { Die Ladungskonjugation.(a) Bestimmen Sie den Operator der Ladungskonjugation der die L�osung 	 der Dira-Gleihung f�ureine negative Ladung �e, �� �i~ ��x� � eA���m14� 	(x) = 0in die L�osung 	C f�ur eine positive Ladung +e transformiert.(b) 	 beshreibe einen station�aren Zustand positiver Energie:	 (x; t) = � (x) e� i~Et ; E > 0Zeigen Sie, da� dann 	C einen station�aren Zustand mit negativer Energie beshreibt.() Berehnen Sie die Beziehung zwishen den adjungierten L�osungen �	 und �	C .�Ubung 13.4 { Bewegung in einem elektrostatishen Feld. Zeigen Sie, da� die Bewegung einesgeladenen und spinlosen relativistishen Teilhens in einem elektrostatishen Feld durh die Gleihung�2+ �2 � e2�2~22 + 2ie�~22 ��t� 	(x; t) = 0beshrieben wird. Bestimmen Sie die Gleihung f�ur station�are Zust�ande. Geben Sie die Ladungsdihte an.�Ubung 13.5 { Energieniveaus in einem konstanten magnetishen Feld. Die Dira-Gleihungmit Ankopplung eines elektromagnetishen Feldes lautet:���i~ ��x� � eA���m14� 	x = 0Berehnen Sie die Energieniveaus eines Elektrons in einem konstanten magnetishen Feld H und diedazugeh�orige Wellenfunktion.�Ubung 13.6 { Kommutatorrelationen f�ur ein freies Dira-Elektron. Berehnen Sie f�ur ein freiesDira-Elektron die Kommutatoren[S; HD ℄ ; [L; HD℄ und [J; HD ℄wobei S der Dira-Spinoperator S = ~2 � � 00 � �und L der Bahndrehimpulsoperator sind und J = L+ S der Gesamtdrehimpulsoperator.�Ubung 13.7 { Die �-Matrizen. Mithilfe der -Matrizen lassen sih folgende 16 Matrizen konstruieren:1 ; � ; ��� = i2 [�; � ℄ ; 5 = i0123 ; 5�Zeigen Sie, da� f�ur diese Matrizen (sie seien mit �i (i = 1; : : : ; 16) bezeihnet) folgende Relationen gelten:�2i = �1�i�j = ��k ; wobei� = �1 oder � i:
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A Erg�anzungen zur Vorlesung
A.1 Alternativer Einstieg in die relatistishe QuantenmehanikDie hier wiedergegebene Einf�uhrung entspriht den beiden Vorlesungen durh Prof. H.R. Petry in Vertretungf�ur die Dozenten Mei�ner und Speth. Die von ihm pr�asentierte Einf�uhrung h�alt eng an die Darstellung seinereigenen Vorlesung zur Quantenmehanik [13℄.A.1.1 Transformationen und Invarianz-GruppenIm kr�aftefreien Fall ist shreibt sih die Shr�odinger-Gleihungi~ ��t	 = � ~22m�	 (A.1)wobei wir den Erwartungswert j	(x; t)j2 als die Wahrsheinlihkeit interpretieren, das Teilhen zur Zeit tam Ort x vorzu�nden.Galilei-InvarianzWie wir ja wissen, sind die Bewegungsgleihungen der klassishen Mehanik invariant unter den Gali-lei-Transformationen. Daher erwarten wir, da� auh die nihtrelativistishe Shr�odinger-Gleihung {invariant unter einer solhen Transformation bleibt, da diese ja die quantenmehanishe Bewegungsglei-hung darstellt.Aus der nihtrelativistishen Punktmehanik kenne wir bereits dieGalilei-TransformationEine Abbildung �t : R3 ! R3 mit �t(x) = Ox+ a+ bt (A.2)hei�t Galilei-Transformation. Sie setzt sih zusammen aus einer Drehung O, einer Translationa und einem Boost b.



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 219Mahen wir dies als Ansatz f�ur unsere Wellenfunktion	! 	0(x; t) = 	 (Ax+ b+ vt) (A.3)und setzen dies in (A.1) ein, so �nden wiri~ ��t	0(x; t) = i~0B� ��t	(Ax+ b+ vt) + hv;ri	(Ax+ b+ vt)| {z }(I) 1CA� ~22m�	0(x; t) = � ~22m�	(Ax+ b+ vt)Durh den zus�atzlih auftretenden Term (I) sehen wir also, da� dieser Ansatz die Forderung der Galilei-Invarianz niht erf�ullt.Als Ausweg nutzen wir die Tatsahe aus, da� die Erwartungswerte einer Wellenfunktion unver�andert unterdem Hinzuf�ugen eines zus�atzlihen Phasenfaktors bleiben. Setzen wir, ohne Verletzung der Allgemeinheit,A = 1 und b = 0 so ist 	0(x; t) = 	 (A+ vt) e�i�(x) (A.4)mit dem Phasenfaktor �(x) = m2 v2t� hv; xim~ (A.5)Durh Einsetzen in (A.1) zeigt sih danni~ ��t	0(x; t) = e�i�(x) �i ��t	(x+ vt; t) + ihv;ri+ m2 v2�� ~22m�	0(x; t) = � ~22m �r� imv~ �2 	(x+ vt; t) e�i�(x)Durh Ausmultilizieren und Gleihsetzen erhalten wir danni~ ��t	0(x; t) = � ~22m�	0(x; t)Wir folgern daraus:Galilei-Invarianz der Shr�odinger-GleihungDie Wellenfunktion 	0(x; t) de�niert durh	0(x; t) = 	(Ax+ b+ vt) exp �� i~ (m2 v2t�mhv; xi)�erf�ullt bei einem Boost x! x+ vt wieder die Shr�odinger-Gleihung. Die Phase ist absolutnotwendig. Die Wahrsheinlihkeitsdihte � ist�(	0)(x; t) = j	0(x; t)j2 = j	(x+ vt)j2



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 220Minkowski-RaumIn der relativistishen Physik wird die Galilei-Gruppe ersetzt durh die Poinare-Gruppe.Daf�ur f�uhren wir mit x0 = t zun�ahst eine neue Zeitkoordinate so ein, da� wir dimensionsm�a�ig wiedereine L�ange erhalten: wir erhalten damit Vektoren (x0;x) ! x 2 R4 , die sih aus den Koordinaten x�,� = 0; 1; 2; 3, zusammensetzen.1Durh die Einf�uhrung eins Skalarproduktes f�ur zwei Vektoren h; k 2 R4 (Koordinaten h�; k�)� (h; k) = ���h�k� (A.6)��� = ��Æ�� �0 = 1; �i = �1wird der R4 zum Minkowski-Raum.Lorentz-GruppeLorentz-TransformationEine lineare Abbildung � : R4 ! R4 welhe das Skalarprodukt im Minkowski-Raum invariantl�a�t � (�h;�k) = � (h; k)hei�t Lorentz-Transformation. In Komponentenshreibweise gilt(�x)� = ���x�Insbesondere bleibt unter einer solhen Transformation die Metrik erhalten:��� = ��������� (A.7)Die Gesamtheit der Lorentztransformationen bilden wieder eine Gruppe: die Lorentz-Gruppe. Diesezerf�allt in vier Komponenten� = Pi�0Pi : 8>><>>: ZeitspiegelungRaumspiegelungRaum� ZeitspiegelungIdentit�at�0 : eigentlihe orthohrone LorentztransformationDie Menge der eigentlihen orthohronen Lorentztransformationen bildet wieder eine Gruppe L+.Eine spezielle Lorentztransformation �(�) ist gegeben durhx0 ! x00 = osh� x0 + sinh�x1x1 ! x01 = osh� x1 + sinh�x0x02 = x2x03 = x3 �! � = 0BB� osh� sinh� 0 0sinh� osh� 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCA1 Zur Untersheidung von Vektoren v im R3 werden die Vierervektoren imMinkowski-Raum mit einem Unterstrih u gekenn-zeihnet. Lorentztransformationen werden gem�a� der in den Petry-Skripten eingehaltenen Notation mit � gekennzeihnet.



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 221Daraus ergibt sih die Eigenshaft � 2 L+ ) � = O1 �(�)O2wobei O1;O2 gew�ohnlihe Drehungen sind.Zus�atzlih zu den Lorentztransformationen treten in der relativistishen Physik noh die allgemeinenRaum-Zeit-Translationen hinzu:Poinare-TransformationEine Abbildung P (�; a) P (x) = �x+ amit einer Lorentztransformation � und einer Raum-Zeit-Vershiebung a hei�t Poinare-Transformation. Die Menge der Paare P (�; x) bilden die Poinare-Gruppe.Klassishe ElektrodynamikDie Komponenten Ei; Bi des elektrishen bzw. magnetishen Feldes lassen sih zusammenfassen in demeletromagnetishen Feldst�arketensor, derart da�F0i = Ei Fil =Xk �ilkBk (A.8)Die Komponenten F�� lassen sih aber auh direkt aus den Potentialen A� gewinnen:F�� = ��A� � ��A� : (A.9)Die F�� bilden die Komponenten eines shiefen kovarianten Tensors 2ter Stufe: F�� = �F��.Mit dem Feldst�arketensor lassen sih die Maxwellgleihungen jetzt shreiben alsinhom. Gleihungen:����� ��x�F�(x) = j�(x) , 8><>: divE = 4��rotB� 1 ��tE = 4� j 9>=>;hom. Gleihungen:(dF )��� = 0 , 8<: rotE+ 1 ��tB = 0divB = 0 9=;wobei j = (j0 = �; j) Viererstromdihte(dF )��� = ��x�F �� � ��x� F�� + ��x�F��Die Teilhenbahnen sind Mengen von Punkten x(�) 2 R4 mit der bevorzugten Parametrisierung durh dieBogenl�ange mit � ( _x; _x) = 1.



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 222Es gilt: die Maxwellgleihungen und Bewegungsgleihungen f�ur Teilhen sind invariant unter der Trans-formation F�� ! (p�F )��(x) = F��(�x+ a) ��� ��� (A.10)x(�) ! p�(x(�)) = p�1 (x(�)) (A.11)F�ur zwei Poinare-Transformationen gilt dabeip�1 Æ p�2 = (p1 � p2)� (A.12)Durh die Forderung der Poinare-Invarianz wird nun eine Rede�nition von Energie und Impuls notwendig,die neuen Gr�o�en sind p0 = E = m2q1� jvj22 und p = mvq1� jvj22 (A.13)und lassen sih daher wieder zu einem Vierervektor p = (E ;p) zusammenfassen. F�ur das Skalarproduktist gerade � (p:p) = m2.Durh Umshreiben obiger Ausdr�uke f�ur Energie und Impuls bekommen wirE =pp22 +m24 = pp2 +m2 2 (A.14)was allerdings niht mehr mit der Beziehung E = 12mp2aus derNewton'shen Mehanik �ubereinstimmt. Betrahten wir allerdings den nihtrelativistishen Grenz-fall jpjm � 1, so ist E = mr1 + p2m22 = m+�1 + 12 p2m22 + : : :� = m+ 12mp2und damit E = m2 + p22m (A.15)A.1.2 Relativistishe Shr�odinger-GleihungF�ur die allgemeine L�osung von (A.1) setzen wir folgende Elementarwelle mit Wellenvektor k und Frequenz! an: 	 (x; t) = 1(2�)3=2 Z d3k	(k) exp (�i!(k)t+ ihk;xi) (A.16)Damit L�osungen der Shr�odinger-Gleihung vorliegen, mu� gelten~!(k) = ~2k22m , !(k) = ~ k22m : (A.17)Weiterhin E = ~!p = ~k 9=; ) E = p22m



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 223Im Orts- und Impulsraum gilt das Korrespondenzprinzipi~ ��t ' E � i~r ' pDa die Quantisierungsbedingungen invariant unter Lorentztransformationen sein sollen, bleibt ledigliheine �Anderung das Dispersionsgesetzes f�ur !. In Anlehnung an die klassishe Physik shreiben wir daherE =pp2 +m22 =p~2k2 +m22 = ~rk2 + m22~2) E = ~! = ~rk2 + m22~2, ! = rk2 + m22~2Einsetzen in die Shr�odinger-Gleihung gibt dann	 (x; t) = 1(2�)3=2 Z d3k	(k) exp  �irk2 + m22~2 t+ ihk;xi!was sih mit dem Vierervektor k = (k0;k) k0 =rk2 � m22~2vereinfahen l�a�t zu 	 (x; t) = 1(2�)3=2 Z d3k	(k) exp (�i� (k; x)) (A.18)Gen�ugt dieses 	 (x; t) jetzt aber einer vern�unftigen Wellengleihung? { Ja, aber die Gleihung enth�alt jetztzus�atzlih eine zeitlihe Ableitung zweiter Ordnung:2	(x) = �m22~2 	(x) (A.19)Der darin auftretende Di�erentialoperator hei�tD'Alembert-Operator 2 = ���� = ��� ��x� ��x� (A.20)Das Korrespondezprinzip l�a�t sih nun shreibenp� = ~k� ' i~��� ��x� mit den Komponenten p0 = i~ ��x0 = i~ ��tpi = �i~ ��xi



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 224Transformationsverhalten von TensorfeldernF�ur einen Vektor erfolgt das Vershieben des Indizes durhp� = ���p�Ein Tensorfeld T mit den Komponenten T�1:::�k�1:::�l verh�alt sih dann unter einer Poinare-Transformationp(x) = �x+ agem�a� (p�T )�01:::�0k�1:::�0l (x) = T (�x+ a)�1:::�k�1:::�l ��1�01 : : :��l�0l (��1)�01�1 : : : (��1)�0k�k (A.21)F�ur den Feldst�arketensor des EM-Feldes gilt dann alsop�F��(x) = F (�x+ a)�0�0��0� ��0� (A.22)(p�F )��(x) = F �0�0 (�x+ a) (��1)��0 (��1)��0 (A.23)wobei F�0�0(x) = ���0���0F�� (x)Angewandt auf den Phasenfaktor l�a�t sih das Skalarprodukt dann auh shreiben als� (k; x) = k�x� = k�x�Wahrsheinlihkeitstheoretishe InterpretationFrage: Ist jetzt 	�(x)	(x) die Wahrsheinlihkeit ein Teilhen am Ort x zur Zeit t zu �nden?Angenommen, dies sei rihtig, dann ist Z d3x	�(x)	(x)��x0=tdie Wahrsheinlihkeit, das Teilhen zu einer festen Zeit im ganzen Raum zu �nden { dies sollte erwar-tungsgem�a� 1 sein.Die Poinare-transformierte Wellenfunktion ist(p�	) (x) = 	 (�x+ a)und sollte wieder eine L�osung der Wellengleihung sein. Transformationen (�; a = 0) d�urfen daran nihts�andern.Frage: Ist die so gew�ahlte Wahrsheinlihkeit unabh�angig von der Wahl des Beobahters, d.h. invariantunter Poinare-Transformationen? { Dies mu� mit nein beantwortet werden.Die korrekte De�nition ist stattdessen:



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 225Poinare-invariante Wahrsheinlihkeitsdihtei~2m �	� ��x0	�� ��x0	��	� =  � = j0 (A.24)� = Wahrsheinlihkeitsdihtej = WahrsheinlihkeitsstromdihteWir wollen nun diese Festsetzung motivieren: F�ur den kovarianten Tensor erster Stufej�(x) = i~2m �	� ��x�	�� ��x�	�� 	� (A.25)gilt nah Konstruktion p�j�(	) = j�(p�	)mit der Divergenz ��x� j� = i~2m [	�2	� (2	�) 	℄Behauptung 1: Falls 	 im r�aumlih Unendlihen gen�ugend shnell vershwindet, so ist das IntegralZ d3x j0(x)��x0=t1 = Z d3x j0(x)��x0=t2
x1x0F x0 = t1x0 = t2

F�ur eine geshlossene Fl�ahe F im R4 gilt der Gau�'she SatzZF j = Z�F � ��x� j�� d4x



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 226Auswerten des Integrals ZF j = Z d3x j0(x)��x0=t1 � Z d3x j0(x)��x0=t2 = 0Das Integral �uber j0 ist also unabh�angig von der Zeit.Behauptung 2: Die Aussage von Behauptung 1 gilt auh unter Poinare-Transformationen.Setze F2 = p (F1) mit einer Fl�ahe F = fx; x0 = t1g Erg�anze nun wieder F1; F2 durh Rand�ahen imr�aumlih Unendlihen, so da� eine geshlossene Fl�ahe entsteht. Dann ergibt sih mit dem Gau�'shenSatz ZF j = Z�F � ��x� j�� d4x = 0da� Z j0(	) (x)��x0=t1 = Zp(F1) j = ZF1 p��1j = ZF1 j (p�	) = Z d3x j0(p�	) (x)��x0=t1Somit ist also Z d3x j0(	) (x)x0=t1 = Z d3x j0(p�	) (x)x0=t1invariant unter Poinare-Transformationen.Weiterhin wihtig f�ur (A.24) ist, ob die sih daraus ergebende Wahrsheinlihkeit zu jedem Zeitpunktpositiv ist: Z d3x j = i~2m Z d3x �	� ��x0	�� ��x0	�� 	�(FT)= ~m Z d3k	�(k)	 (k)pk2 + �2 ; � = m~> 0Aber: Die L�osungsgesamtheit der Wellenfunktionen ist niht gleih der Gesamtheit der L�osungen derWellengleihung! Wir nehmen daher eine weitere Ver�anderung vor	0 = 1(2�)3=2 Z d3k exp hipk2 + �2x0 + ihk;xii 	0 (k) (A.26)Bilden wir daraus jetzt wiederZ d3x j0(	0) = � ~m Z d3k	� (k)	 (k)pk2 + �2bedeutet das aber, da� auh negative Wahrsheinlihkeiten auftreten k�onnen!F�ur ein freies Teilhen sind aber zun�ahst nur L�osungen mit positiver Amplitude! (k) = pk2 + �2d.h. positiver Energie, zugelassen.



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 227Um m�oglihe Ver�anderung zu untersuhen, soll sih das Teilhen jetzt in einem elektromagnetishen Feldbewegen.Durh Ableitung des Feldst�arketensors aus den PotentialenF�� = ��x�A� � ��x�A� (A.27)lassen sih die Grundgleihungen umshreibenp� = i~ ��x� ! p� � qA� = i~ ��x� � qA���xmu ! ��x� + iq~A� = r�Eingesetzt in die Wellengleihung bedeutet das��� � ��x� + iq~A�� � ��x� + iq~A�� 	 = �m22~2 	 (A.28)Die Wesentlihe Eigenshaft dieser Gleihung ist ihre Eihinvarianz: Die EihtransformationA� ! A0� = A� + ���x� (A.29)zusammen mit der Phasentransformation	! 	0 = 	 exp �� iq~�� (A.30)lassen die Wellengleihung invariant!Es gibt aber noh eine Neuheit: Sei n�amlih 	 eine L�osung der Wellengleihung im Feld mit positiverEnergie, dann ist das komplex konjugierte 	� eine L�osung mit negativer Energie. Diese komplex konjugierteL�osung gen�ugt aber wieder der Wellengleihung, wenn wir die zus�atzlihe Ersetzung q ! �q vornehmen.Allerdings kann dies dann niht mehr das Teilhen sein, von dem wir urspr�unglih ausgegangen sind.Interpretation der negativen Energiezust�andeWelhe Shwierigkeiten die Interpretation dieses Ergebnisses mahte, zeigt zum Beispiel der Aufsatz\A Theory of Eletrons and Protons" von P.A.M. Dira:\This diÆulty is onneted with the fat that the wave equation, whih is of the form�W + eA0 + �1 ��;p+ eA�+ �3m� 	 = 0has, in addition to the wanted solutions for whih the kineti energy of the eletron is positive, anequal number of unwanted solutions with negative kineti energy for the eletron, whih appear tohave no physial meaning."Seine L�osung: \We are therefor led to the assumption that the holes in the distribution of negative-energy eletrons are protons."Mehr zu Interpretationsversuhen der negativen Energiezust�ande �ndet sih an folgenden Stellen:



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 228� P.A.M. Dira, Pro. R. So. (London) A126 (1930), 360� E.C.G. Stuekelberg, Helv. Phys. Ata 14 (1941), 588� R.P. Feynman, Phys. Rev. 74 (1948), 939
A.2 �; �-FormalismusNiht nur die zuletzt vorgenommene Interpretation f�ur die negativen Wahrsheinlihkeiten stellen eineNeuerung gegen�uber unseren ersten Ans�atzen f�ur eine Shr�odinger-Gleihung dar. Aufgrund unsererForderung nah Eihinvarianz haben wir auh eine Gleihung erhalten, die jetzt eine Ableitung zweiterOrdnung in der Zeit enth�alt.Wollen wir aber versuhen eine lineare Zeitabh�angigkeit herzustellen, so ist klar, da� dann sowohl Zeit-als auh Ortsableitung nur noh linear auftreten d�urfen, da dieser im Falle der Kovarianz ja symmetrishauftreten.Ausgehend vom relativistishen EnergiesatzP�P� = p0p0 � pipi = E22 � p2 = m202 , E2 = p22 +m204 = Ĥ2 (A.31)mit der kanonishen QuantisierungE ! i~ ��t und p ! �i~r (A.32)ergibt sih eine Gleihung der Form E2	 = Ĥ2	Um daraus aber wieder eine Gleihung zu mahen, welhe linear sowohl in Ĥ als auh in E ist, mahenwir folgendenAnsatz f�ur die Dira-Gleihung�i~ ��t � C �p+ �m0 2� 	 = 0 (A.33)mit dem Hamiltonoperator Ĥ = C�p� �m2A.2.1 Bestimmung von � und �Durh Einsetzen des neuen Hamiltonoperators in den relativistishen Energiesatz bekommen wirE2 �H2 = E2 � 2 " 3Xk=1(�k)2p2k �Xk<l(�k�l + �l�k) pkpl��2m204 �mXk (�k� + ��k) pk#



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 229Vergleih mit (A.31) liefert dann also die Bedingungen�2 = 1 , �k�l + �l�k = 0 k 6= l (A.34)�2 = 1 , �k� + ��k = 0 (A.35)was sih aber auh durh Kommutatorrelationen ausdr�uken l�a�t:f�k; �lg = 0 f�k; �g = 0 (A.36)A.2.2 Darstellung von � und �Mit Hilfe der Pauli'shen Spin-Matrizen ist�k = � 0 �k�k 0 � � = � 1 00 �1 � (A.37)Diese 4�4-Matrizen sind die kleinstm�oglihen Matrizen, welhe die Gleihungen (A.34) und (A.35) erf�ullen:Einsetzen in (A.34) liefert n�amlihf�k; �lg = �k�l + �l�k= � 0 �k�k 0 �� 0 �l�l 0 �+ � 0 �l�l 0 �� 0 �k�k 0 �= � �k�l 00 �k�l �+� �l�k 00 �l�k �= � �k�l + �l�k 00 �k�l + �l�k �= � f�k ; �lg 00 f�k; �lg � x (9:22)= 0Analoges gilt f�ur (A.35)f�k; �g = �k� + ��k= � 0 �k�k 0 �� 1 00 �1 �+� 1 00 �1 �� 0 �k�k 0 �= � 0 ��k�k 0 �+� 0 �k��k 0 �= 0Die Dira-Gleihung hat damit die Gestalt:2664i~ ��t �� 0 �� 0 �0BB� p1p2p3p4 1CCA+0BB� 1 0 0 00 1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 1CCA m023775 0BB� 	1	2	3	4 1CCA = 0 (A.38)Setzen wir jetzt noh die Vorshrift (A.32) ein, so erhalten wiri~ ��t	 = ��i~��x ��x + �y ��y + �z ��z�+ �m0 2� 	 x � = m0~



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 2301 ��t	 = ���x ��x + �y ��y + �z ��z� 	��i� �	Ebenso k�onnen wir die adjungierte Form dieser Gleihung hinshreiben1 ��t	y = � ��xk	y �yk + i� �	ywobei die Wellenfunktion gegeben ist durh	 = 0BB� 	1	2	3	4 1CCA ! 	y = (	y1;	y2;	y3;	y4)A.2.3 Kontinuit�atsgleihungWir k�onnen jetzt die Wahrsheinlihkeitsdihte shreiben als� = 	y	 = 4X�=1	�� 	� (A.39)Auf diese Weise ist jetzt auh sihergestellt, da� die Wahrsheinlihkeitsdihte immer positiv ist. Entspre-hend ist f�ur die Wahrsheinlihkeitsstromdihte��t� = 	y �	�t + �	y�t 	= � �	y ��k �	�xk + i��	�+��	y�xk �yk � i�	y�y� 	�= � 264	y�k �	�xk + �	y�xk �yk	+ i� �	y�	�	y�y	�| {z }=0 375�; � sind hermitesh: �yk = � �y = �= � �r	y�	�= � div jso da� wir also beide Gr�o�en zur Kontinuit�atsgleihung zusammenfassen k�onnen��t �+ div j = 0 (A.40)A.2.4 Kovariante FormUm unsere bisherigen Ergebnisse in einheitliher, kovanrianter Form zu formulieren, de�nieren wir zun�ahstdie Gr�o�en � = (; ) mit 0 = � ; k = � �k (A.41)



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 231F�ur die einzelnen Komponenten gilt0 ist hermitesh : (0)y = �y = � = 0k sind antihermitesh : k = � 1 00 �1 � � 0 �k�k 0 �(k)y = � 0 �yk�yk 0 � � 1 00 �1 � = � 0 ��yk�yk 0 � = �kDie so gew�ahlten  h�angen in folgender Weise mit der Metrik zusammen:� � + � � = 2 g�� (A.42)(i) � = � = 0 0 0 = �2 = 1 = g002 0 0 = 2 = 2 g00(ii) k 6= l ��k�l� + ��l�k� = 0�k� + ��k = 0, �k� = ���k) kl + lk = 0(iii) k = l ��k�l� + ��l�k� = 0, �kl � lk = �2Demnah erf�ullt  die Eigenshaften einer Clifford-Algebra.Formen wir nun also um: �i~� ��(t) � ��kr~i � �2m02� 	 = 0i~ �0 ��x0 + k ��xk �m02� 	 = 0i~ � ��x�	�m0214	 = 0 (A.43)Alternative DarstellungDie zuletzt ausgef�uhrte Rehnung l�a�t sih auh in folgender Weise darstellen:i~�	�t � i~��1 ��x1 + �2 ��x2 + �3 ��x3� 	� �m2	 = 0i~�	�t � i~��1�1 + �2�2 + �3�3�	� �m2	 = 0i~�1 ��t � �1�1 � �2�2 � �3�3�	� �m	 = 0i~���0 � ��1�1 � ��2�2 � ��3�3�	�m	 = 0i~�0�0 � 1�1 � 2�2 � 3�3�	�m	 = 0



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 232Daraus ergibt sih durh Summenkonvention wieder die kompakete Form�i~��� �m�	 = 0
A.2.5 Feynman-NotationDurh die Einf�uhrung der Symbole �� = ��x� �� = ��x� (A.44)l�a�t sih (A.43) auh in kompakter Form shreiben:i~g	�m02	 = 0 (A.45)A.2.6 Dira-StromdihteMit �	 = 	y0 lassen sih Wahrsheinlihkeitsdihte� = 	y�2	 = �	0	und Wahrsheinlihkeitsstromdihtej = 	y���	 =  �	k	 =  �		zur Vierstromdihte j� = (�; j) = �	�	 (A.46)zusammenfassen, so da� sih auh die Kontinuit�atsgleihung in kompakter Form shreiben l�a�t:��j� = 0 (A.47)A.2.7 Kovarianz der Dira-GleihungLiegt dieDira-Gleihung in kovarianter Form vor, so erwarten wir, da� sie unter Lorentz-Transformationenforminvariant bleibt: f�ur einen Beobahter A in System K und einen Beobahter B im dazu gleihf�ormigbewegten System K 0 ist dann� ��x�	+ �	 = 0 , 0� ��x0�	0 + �	0 = 0 (A.48)Um dies zu �uberpr�ufen m�ussen wir wissen, wie sih die in der Gleihung auftretenden Gr�o�en transfor-mieren. Dies ist aber bereits aus der Elektrodynamik bekannt:x0� = ���x� p0� = ���p� F 0�� = ������F�� (A.49)Gehen wir jetzt shrittweise vor:22 Eine ausf�uhrlihere Beshreibung �ndet sih in dem Buh von Bj�orken/Drell [1℄.



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 2331. Ohne den Beweis hier anzugeben, stellen fest, da� f�ur die zeitlihe Komponente gilt30� = �2. Mit den Koordinaten transformieren sih auh die Ableitungen��x� = �x`��x� ��x`� = ��� ��x`�3. Da wir es ja niht nur mit Objekten aus dem Ortsraum zu tun haben, sondern die Spinoren ja imSpinraum wirken, m�ussen wir sagen, wie sih diese unter einer Lorentztranformation verhalten.Daf�ur f�uhren wir zun�ahst die Transformations-Matrix S(�)	0(x0) = 	0(�x) = S(�)	(x) = S(�)	(��1x0)ein, zu der wegen ��1 auh die inverse Abbildung	(x) = S�1(�)	0(x0)existiert. S(�) ist eine 4� 4-Matrix im Spinorraum.4. Einsetzen in die Dira-Gleihung (A.43)i~���� ��x`� S�1(�) S (�)	(x)| {z }	0(x0) �m0 S�1(�) S(�)	(x)| {z }	0(x0) = 0i~S(�) ���� S�1(�) ��x0�	0(x0)�m0	0(x0) = 0Daraus erhalten wir die folgende De�nitionsgleihungS (�) � ��� S�1 (�) = � , S�1 (�) � S (�) = ��� � (A.50)A.2.8 Beispiel: Linearer BoostWir legen unser Koordinatensystem so, da� die Bewegung in der �-Rihtung statt�ndet, so da�� / v �̂ = �j�j / vjvj = v̂Die im vorherigen Abshnitt eingef�uhrte Matrix S (�) wird dannS (L �) = 14 osh �2 + �̂� sinh �2mit osh � = Em02 ) osh �2 =sE +m022m02sinh �2 =sE +m022m02 � pE +m02�3 Rev Mod Phys 27 (1955) 187



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 234also bei Einsetzen S (L�) = 14sE +m022m02 +sE +m022m02 � p�E +m02�Reihenentwiklung= exp �12 � ��Die Matrix S ist1. hermitesh Sy (L�) = S (L�) da �y = �2. niht unit�ar � ! �� ) S�1 = exp ��12 � �� ) S�1 6= SyDies zeigt sih auh durh 0 Sy (L�) 0 = S�1 (L�) ) 0 � 0 = ��A.2.9 Kovarianz der Kontinuit�atsgleihungA.2.10 Parit�atsoperationA.2.11 Bilineare KovariantenBilineare KovariantenJede 4�4-Matrix hat 16 Elemente, die durh 16 linear unabh�angige Matrizen dargestellt werden:Elemente(1) I = 14 1(2) � 4(3) ��� = 12 [�; � ℄ = 12 (�� � ��) 6(4) 5 = 5 = i1234 1(5) 5� 3F�ur I und �ij gilt, da� I = 12 = � 1 00 1 � �ij = � �k 00 �k �



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 235Eigenshaften von 5 0 = � 1 00 �1 � = � 0 ��� 0 � 9>>>>=>>>>; ) 5 = 5 = � 0 11 0 �A.3 Vektor- und OperatorbeziehungenA.3.1 Drehimpulsoperatoren in KugelkoordinatenAusgehend von den Ausdr�uken f�ur die Projektion des Drehimpulsoperators in kartesishen KoordinatenLz = �i~ �x ��y � y ��x�wollen wir uns diese Operatoren in Kugelkoordinaten versha�en. Zu den Transformationenx = r sin � os' ; y = r sin � sin' ; z = r os �geh�oren die inversen Transformationenr2 = x2 + y2 + z2 ; os � = zr ; tan' = yxDemnah ist �r�z = os � �r�y = sin � sin' �r�x = sin � os'���z = � sin �r ���y = os � sin'r ���x = os � sin'r�'�z = 0 �'�y = os'r sin � �'�x = � sin'r sin �Mit diesen Beziehungen �nden wirLz = �i~ �x ��y � y ��x�= �i~ �r sin � os' ��r�y ��r + ���y ��� + �'�y ��'��r sin � sin' ��r�x ��r + ���x ��� + �'�x ��'��= �i~ ��'bzw. analog Lx = i~ �sin'+ ot � os' ��'�Ly = �i~ �os' ��� � ot � sin' ��'�



Anhang A. Erg�anzungen zur Vorlesung 236Das Quadrat des Drehimpulsoperators l�a�t sih dann shreiben alsL2 = L2x + L2y + L2z = �~2 � 1sin � ��� �sin � ����+ 1sin2 � �2�'2 �A.3.2 Kombination von Produkten der SpinmatrizenMit den Pauli-Spin-Matrizen (9.20) und den Operatoren A;B mit[�;A℄ = [�;B℄ = 0Dann aus den Skalarprodukten�A = � 0 AxAx 0 �+� 0 �iAyiAy 0 �+� Az 00 �Az ��B = � 0 BxBx 0 �+� 0 �iByiBy 0 �+� Bz 00 �Bz �Durh Multiplikation(�A) (�B) = � 0 AxAx 0 �� 0 BxBx 0 �+� 0 AxAx 0 �� 0 �iByiBx 0 �+� 0 AxAx 0 �� Bz 00 �Bz �+� 0 �iAyiAy 0 �� 0 BxBx 0 �+� 0 �iAyiAy 0 �� 0 �iByiBy 0 �+� 0 �iAyiAy 0 �� Bz 00 �Bz �+� Az 00 �Az �� 0 BxBx 0 �+� Az 00 �Az �� 0 �iByiBy 0 �+� Az 00 �Az �� Bz 00 �Bz �= � AxBx 00 AxBx �+� iAxBy 00 �iAxBy �+� 0 �AxBzAxBz 0 �+� �iAyBx 00 iAyBx �+� AyBy 00 AyBy �+� 0 iAyBziAyBz 0 �+� 0 AzBx�AzBx 0 �+� 0 �iAzBy�iAzBy 0 �+� AzBz 00 AzBz �= AB12 + i � 1 00 �1 � [A�B℄z + i � 0 i�i 0 � [A�B℄y + i � 0 11 0 � [A�B℄x= AB12 + i� [A�B℄Wir halten fest: (�A) (�B) = AB12 + i� [A�B℄ (A.51)



B Klausuraufgaben
B.1 Erste Klausur zur Quantenmehanik I WS 1997/981. Berehnen sie: �bx�1; bp� und �bp�1; bx� (8 Punkte)2. Gegeben seien drei Operatoren bA; bB und bC. Dr�uken sie den Kommutator des Produktes bA bB mitbC mit Hilfe der Kommutatoren h bA; bBi und h bB; bCi aus. (4 Punkte)3. Ein Operator bO wird als hermitesh bezeihnet, wenn er f�ur quadratintegrable Wellenfunktionenfolgende Bedingung erf�ullt: 1Z�1 	�(r) bO	(r) dr = 1Z�1 � bO	(r)��	(r) drUntersuhe Sie, ob die Operatorenbybpz � bzbpy bz3bpz bx�1 i~hermitesh sind. (10 Punkte)4. Im eindimensionalen Fall ist die Hermitizit�at des Impulsoperators bp = i~ ��x gleihbedeutend mitbZa u�k ~i �ul�x dx = bZa �~i �uk�x �� ul dxwobei die Grenzen a und b im allgemeinen �1 sind. Welhe Anforderungen sind an das Funktio-nensystem uk; ul zu stellen, wenn die Integrationsgrenzen a und b im Endlihen liegen?(10 Punkte)



Anhang B. Klausuraufgaben 2385. Ein Teilhen der Masse m be�ndet sih in einem dreidimensionalen, sph�arishen symmetrishenPotential der Form V (r) = � Æ (jrj � a)Mit anderen Worten, das Potential ist eine Delta-Funktion, die vershwindet au�er denn das Teilhensih genau im Abstand a vom Zentrum des Potentials be�ndet.  sei eine positive, reelle Konstante.Bestimmen Sie den Minimalwert von  f�ur den noh ein gebundener Zustand existiert.[Hinweis: Der niedrigste gebundene Zustand hat immer den Bahndrehimpuls l = 0.℄ (15 Punkte)6. Zeigen Sie: wenn das Potential V (r) als Summe von Funktionen der einzelnen Koordinaten geshrie-ben werden kann V (r) = V1(x1) + V2(x2) + V3(x3)dann kann man die zeitunabh�angige Shr�odinger-Gleihung zerlegen in drei eindimensionale Glei-hungen der Form d2	i(xi)dx2i + 2m~2 (Ei � Vi(xi))	i(xi) = 0 i = 1; 2; 3; : : :mit 	(r) = 	1(x1)	2(x2)	3(x3) und E = E1 +E2 +E3. (6 Punkte)7. Bestimmen Sie die Energien und normierten Wellenfunktionen eines Teilhens im unendlih hohenKastenpotential V (x) = 8<: 1 x < 00 0 < x < a1 x > aZeigen Sie, da� folgende Relationen erf�ullt sind:�x � h 	n j bx j 	n i = 12a�(x� �x)2 = a212 �1� 6n2�2�Hinweis: Z sin2 kx dx = x2 � 14k sin 2kxZ x sin2 kx dx = x24 � x4k sin 2kx� 18k2 os 2kxZ x2 sin2 kx dx = x36 � x24k sin 2kx� x4k2 os 2kx+ 18k3 sin 2kx (10 Punkte)8. Berehnen Sie die Matrixdarstellung des RotationsoperatorsbR(�) � exp(i� bJy)



Anhang B. Klausuraufgaben 239im Raum der j = 12 Zust�ande. In diesem Unterraum lautet die Matrixdarstellung von bJybJy = � 0 �ii 0 � (10 Punkte)9. Zeigen Sie, da� die Energie eines eindimensionalen harmonishen Oszillators im Zustand mit derQuantenzahl n in der Form En = m!2 
x2�ndargestellt werden kann.Benutzen Sie: 	n(x) = 1p2nn!bp�Hn �xb � exp��12 �xb�2�b = r ~m!Hn+1(z) = 2zHn(z)� 2nHn�1(z) (12 Punkte)10. Bestimmen Sie n�aherungsweise die gebundenen Energiezust�ande eines Teilhens im folgenden Po-tential V (x) = 8>>>><>>>>: 1 x < 00 0 < x < aV0 a < x < a+ b0 a+ b < x < 2a+ b1 2a+ b < xf�ur den Fall, da� E � V0 ist und da� die Penetrabilit�at der Barriere klein ist2mV0~2 b2 � 1 (15 Punkte)B.2 Zweite Klausur zur Quantenmehanik I WS 1997/981. A sei ein Operator im Shr�odingerbild, der niht explizit von der Zeit anh�angt. Zeigen Sie, da�dann im Heisenbergbild folgende Relation gilt:d(A2)Hdt = d(AH )2dt = 2AH dAHdt + �dAHdt ;AH� : (7 Punkte)2. Betrahten Sie den HamiltonoperatorH = H0 + V ; H0 = p22m + m!2x22 ;



Anhang B. Klausuraufgaben 240mit V = V0 exp (�x2=�) und V = V0 Æ (x). Berehnen Sie die Grundzustandsenergie dieser Systemein erster Ordnung St�orungstheorie.Hinweis: H0�0 = �0�0 ; �0 =s 1bp� exp �� x22b2� ; b =r ~m! (8 Punkte)3. Berehnen Sie f�ur den Operator der Spin-Bahn-Wehselwirkung, Hls = � l � s, die Kommutatoren[Hls; l℄ [Hls; s℄ �Hls; l2� �Hls; s2� �Hls; j2�wobei j = l+ s ist. (7 Punkte)4. s1 und s2 seien die Spinopertatoren zweier Spin 1=2-Teilhen. Zeigen Sie, da� der OperatorP = 34 + 1~2 s1 � s2ein Projektionsoperator im Raum der Spinzust�ande ist. Auf welhen Unterraum projeziert P ?(8 Punkte)5. Der Hamiltonoperator zweier Spin-1=2-Teilhen seiH = �js1 � s2 + �(s1z + s2z):Berehnen Sie die Eigenwerte und geben Sie die Eigenzust�ande in der Basisf j s1; s1z; s2; s2z i = j s1; s1z i j s2; s2z i gan. (7 Punkte)6. Der Hamiltonoperator eines eindimensionalen anharmonishen Oszillators sei durhH = H0 +H1 ; H0 = p22m + m!2x22 ; H1 = �m2!2x4~ ; � > 0gegeben. Welhe Energiekorrekturen ergeben sih in erster Ordnung St�orungstheorie bzgl. H1?Bemerkung: Ben�utzen Sie zur L�osung die Auf- und Absteigeoperatoren, d.h. die Beziehungx =r ~2m! (a+ ay): (15 Punkte)7. Zeigen Sie, da�K(x2; x1; t) = r m2�i~t exp �� i12( kt~� )3 + ikt2~ (x1 + x2) + im2~t (x1 � x2)2�� = �2mk~2 �1=3die Greenshe Funktion f�ur ein Teilhen ist, welhes sih in einem Potential V = �kx bewegt.(15 Punkte)



Anhang B. Klausuraufgaben 2418. Bestimmen Sie die Wellenfunktion eines Spin-1=2-Teilhens, welhes ungeladen ist aber ein magne-tishes Moment � besitzt und sih in einem homogenen Magentfeld B(t) = B0 sin!t bewegt (H = �� �B ). (8 Punkte)9. Die Operatoren A, B und C erf�ullen im Shr�odingerbild die Vertaushungsrelation [A;B℄ = iC.Zeigen Sie, da� dann diese Relation auh im Heisenbergbild erf�ullt ist. (4 Punkte)10. j 	n i sei ein vollst�andiges normiertes System von Eigenzust�anden zum Hamiltonoperator H , d.h.H j 	n i = En j 	n i : (1)Zeigen Sie, da� f�ur beliebige normierte Funktionenj � i = 1Xn=0 n j 	n ider Erwartungswert des Hamiltonoperators, E = h � jH j � i , immer gr�o�er oder h�ohstens gleihder Grundzustandsenergie E0 in Gleihung (1) ist. (4 Punkte)11. Der Hamiltonoperator f�ur ein Teilhen im elektromagnetishen Feld istH = �22m + e� ; � = mdxdt = p� eA :(a) Welhe Gr�o�e ist eihinvariant, der kanonishe Impuls p oder der kinetishe Impuls �?(b) Berehnen Sie den Kommutator [�i;�j ℄ und dr�uken Sie das Resultat durh das magnetisheFeld B aus.() Bestimmen Sie die quantenmehanishe Version der Lorentzkraft. Beahten Sie dabei, da�das Kreuzprodukt zweier Operatoren niht notwendigerweise hermitesh ist. (12 Punkte)12. (a) Warum ist der Zeitentwiklungsoperator U unit�ar?(b) Warauf basiert die \zuf�allige" Entartung im Wassersto�atom?() Warum gibt es im Wassersto�atom den linearen Stark-E�ekt?(d) Welhe Eigenshaften de�nieren einen Projektionsoperator?(e) Warum betrahtet man hermiteshe Operatoren? (5 Punkte)B.3 Erste Klausur zur Quantenmehanik I WS 1989/901. Geben Sie die Dispersionsbeziehung ! = !(k) f�ur ein freies, relativistishes Teilhen an. (3 Punkte)



Anhang B. Klausuraufgaben 2422. Gegeben sei die reele eindimensionale Wellenfunktion	(x) = C x e��jxj(a) Bestimmen Sie C so, da� 	 normiert ist1.(b) Berehnen Sie die Erwartungswerte der Operatoren x; p; x2 und p2.() Berehnen sie �x �p. (18 Punkte)3. Gegeben sein ein folgendes eindimensionales Potential (V0 > 0):V (x) = 8><>: 1 f�ur x � 0�V0 f�ur 0 � x � a0 f�ur a � xVon rehts komme ein auf eins normierter Teilhenstrom mit der Energie E > 0 in Form einer ebenenWelle e�ikr .(a) Geben sie den Ansatz f�ur die Wellenfunktion in den drei Bereihen des Potentials an. Wielauten die Anshlu�bedingungen?(b) Berehnen sie den ReexionskoeÆzienten. (13 Punkte)4. Betrahten Sie die eindimensionale Shr�odinger-Gleihung f�ur das Potential (V0 > 0):V (x) = �~2mV0 Æ(x)(a) Geben sie den Ansatz f�ur die Wellenfunktion im Fall E < 0 und die Anshlu�bedingungen f�urdie Wellenfunktion und deren Ableitungen an.(b) Bestimmen Sie die Energien aller gebundenen Zust�ande. (18 Punkte)5. Ein Teilhen bewege sih in einem Potential der Form V (x) = F0. L�osen Sie die Shr�odinger-Gleihung f�ur dieses Problem in der Shr�odingerdarstellung und bestimmen Sie die Normierungs-konstante der Wellenfunktion �(p;E) gem�a�:1Z�1 ��(p;E) �(p;E0) dp = Æ (E �E0) (10 Punkte)6. Welhes sind die Energieeigenwerte eines Teilhens, das sih in einem Potential der folgenden Formbewegt: V (x) = ( 1 f�ur x < 012m!2x2 f�ur x � 0 (8 Punkte)1 L�osung auf Seite 263.



Anhang B. Klausuraufgaben 2437. Die orthonormierten Vektoren j 1 i und j 2 i spannen einen zweidimensionalen Zustandsraum auf.Der Operator M sei in der Matrixdarstellung ( Mij = h i jM j j i ) gegeben durh die MatrixM = � �3 44 3 �(a) Berehnen Sie die Eigenwerte von M und geben Sie die Eigenvektoren von M als Linearkom-binationen von j 1 i und j 2 i an.(b) Geben Sie die Projektionsoperatoren auf die Eigenvektoren in der Matrixdarstellung an.() Zeigen Sie, da� die Matrix U = � os' � sin'sin' os' �unit�ar ist.(d) Bestimmen Sie ' so, da� U yMU diagonal ist. (15 Punkte)8. j 	(t) i sei eine normierte L�osung der zeitunabh�angigen Shr�odinger-Gleihungi~ ��t j 	(t) i = H j 	(t) i :Der Dihteoperator �(t) ist de�niert als:�(t) = j 	(t) i h 	(t) j :(a) Zeigen Sie, da�: i~ ��t�(t) = [H; �(t)℄ :Betrahten Sie die Operatoren in der Matrixdarstellung eines diskreten, normierten und voll-st�andigen Basissystems ( j un i ; n = 1; : : : ;1 ). Zeigen Sie(b) Spur(�) = 1:() hAi (t) � h 	(t) jA j 	(t) i = Spur(�A)f�ur einen beliebigen zeitunabh�angigen Operator A. (15 Punkte)B.4 Zweite Klausur zur Quantenmehanik I WS 1989/901. Das quantenmehanishe Gegenst�uk des Lenz'shen Vektors ist gegeben durhM = 12� (p� L� L� p)� �r r:L ist der Operator des Bahndrehimpulses. Beweisen Sie die Kommutatorrelation[Mk; Ll℄ = i~Xm �klmMm:Hinweis: Es ist sinnvoll, zuerst die Kommutatorrelation zwishen Lk und pk bzw. rk zu bestimmen.(15 Punkte)



Anhang B. Klausuraufgaben 2442. Bestimmen Sie durh R�ukf�uhrung auf das Wasersto�problem die Energieniveaus eines Teilhens indem Potential V (r) = Ar2 � Br ;wobei A und B positive Konstanten sind. (15 Punkte)3. Die Wellenfunktion 	(r), die den gebundenen Zustand eines spinlosen Teilhens in einem kurzreih-weitigen Zentralpotential V (r) beshreibt, sei in sph�arishen Polarkoordinaten ( r; �; ' ) gegebendurh: 	(r) = Ae��r � e�rrA, � und � sind Konstanten mit � < �.(a) Welhe Werte haben die Drehimpulszahlen l und m?(b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Shr�odinger-Gleihung das Potential und die Energie des Teil-hens.Hinweis zu b): Im Grenzfall r !1 vershwindet V (r). (17 Punkte)4. Betrahten Sie einem Hamiltonoperator der Form (� ist eine positive Konstante.):H = ln �1 + �~2 �L2x + L2y�� :(a) Welhe Eigenfunktionen hat H? Zeigen Sie, da� die zu H geh�orenden Energieniveaus durhE = ln (1 + �n) gegeben sind. Geben Sie eine explizite Formel f�ur n an.(b) Geben Sie den Entartungsgrad der Energie f�ur n = 0; : : : ; 4 an. (14 Punkte)5. Bewegt sih ein Teilhen mit Spin 1=2 in einem kugelsymmetrishen Potential, lassen sih die Ei-genfunktionen durh die Quantenzahlen n; l; j und m kennzeihnen. Dabei ist j = l � 12 die demOperator des Gesamtdrehimpulses J entsprehende Quantenzahl. Beweisen Sie, da� die OperatorenPl;l+ 12 = l + 1 + 1~� � L2l + 1 ; Pl;l� 12 = l � 1~� � L2l+ 1Projektionsoperatoren auf die Eigenfunktionen mit den Quantenzahlen l; j = l+ 12 bzw. l; j = l� 12sind. (Die Komponenten des Vektors � sind die Pauli'shen Spinmatrizen.) Zeigen Sie zu diesemZwek:(a) Pl;l� 12 j n; l; l� 12 ;m i = j n; l; l� 12 ;m iPl;l� 12 j n; l; l� 12 ;m i = 0(b) P 2l;l� 12 = Pl;l� 12



Anhang B. Klausuraufgaben 245Hinweis zu a): J2 = (L+ S)2 = (L+ ~2�)2 = L2 + ~� � L+ ~24 �2 (20 Punkte)6. Betrahten Sie ein Teilhen der Masse � in dem Potential (A ist eine positive Konstante):V (x) = ( 1 f�ur x < 0A � x f�ur x � 0Berehnen Sie die Grundzustandsenergie st�orungstheoretish.(a) Bestimmen Sie die Beitr�age zu E0 nullter (�0;0) und erster (�0;1) Ordnung. W�ahlen Sie dazu alsungest�orten Hamiltonoperator den des `halben' harmonishen OszillatorsV (x) =8<: 1 f�ur x < 0�!22 x2 f�ur x � 0Dessen Grundzustandswellenfunktion lautet f�ur x � 0:�0(x) = 2pbp� xb exp ��12 x2b2 � ; b2 = ~�!Hinweis: 1Z0 xne�ax2dx = ��n+ 12 � � �2an+12 ��1 f�ur a > 0�(2) = 1 ; �(52) = 34p�(b) W�ahlen Sie den freien Parameter in dieser Rehnung nun so, da� �0;1 vershwindet. Was erh�altman nun f�ur �0;0? (19 Punkte)



CRehnungen zu den �Ubungsaufgaben
Ahtung: Die hier aufgef�uhrten Aufgaben stellen keinenfalls einen Anspruh auf Vollst�andigkeit undsollten lediglih als L�osungsvorshl�age behandelt werden. Dennoh w�are es sh�on weitere Aufgaben mitL�osungen in dieser Sammlung aufnehmen zu k�onnen.1. Fouriertransformierte einer Gau�verteilungStatt das Fourierintegralef(p) = 1p2� +1Z�1 dx e�ipx f(x) = 1p2� +1Z�1 dx e�ipx e� x22a2direkt zu l�osen, di�erenzieren wir zun�ahst nah p:ddp ef(p) = 1p2� +1Z�1 dx (�ix) e�ipx e� x22a2 = �ip2� +1Z�1 dx e�ipx �x e� x22a2 �Diese Gleihung l�a�t sih jetzt partiell integrieren:ddp ef(p) = �1p2� e�ipx ��a2 e� x22a2 �����+1�1 + +1Z�1 dx ip2� (�ip) e�ipx ��a2 e� x22a2 �= ia2p2� e�ipx e� x22a2 ����+1�1 � pa2p2� +1Z�1 dx e�ipx e� x22a2= ia2p2� e�ipx e� x22a2 ����+1�1 � pa2 ef(p)In dem ersten Summanden dominiert f�ur x !1 die mit �x2 abklingende Exponentialfunktion, soda� ia2p2� lim�!1 e�ipx e� x22a2 ����+1�1und damit nur noh ddp ef(p) = �pa2 ef(p) ! ddp ef(p) + pa2 ef(p) = 0 :



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 247Wir haben somit also eine Differentialgleihung erster Ordnung f�ur ef(p) erhalten. Untersuhen wirjetzt ddp � ef(p) e� x22a2 � = � ddp ef(p)� e� x22a2 + ef(p) pa2 e� x22a2= ��pa2 ef(p) + ef(p) pa2� e� x22a2= 0so folgt, da� ef(p) e� x22a2 = onst ! ef(p) =  e� x22a2Da dies aber mit unserem Ausgangsintegral identish sein mu�, brauhen wir zur vollst�andigenBestimmung nur noh den KoeÆzienten  berehnen: Auswertung f�ur p = 0 ergibt zun�ahstef(p) =  und ef(p) = 1p2� +1Z�1 dx e� x22a2 :Mit den Ersetzungeny =r x22a2 = xp2a ! dydx = 1p2a , dx = p2a dyist dann ef(0) = p2ap2� +1Z�1 dy e�y2 = ap�p� = a :Wir erhalten also abshlie�end als gesuhte Fouriertransformierte der Gau�verteilungef(p) = a e�a2p22Daraus ergibt sih die wihtige Folgerung: Die Fouriertransformierte einer Gau�verteilung istwieder eine Gau�verteilung. 22. Eindimensionale Bewegung in einem Æ-PotentialBetrahte die eindimensionale Bewegung eines Teilhens der Masse m in einem Æ-Potential:V (x) = �V0 Æ(x); V0 > 0Berehnen Sie die normierten Eigenfunktionen der gebundenen Zust�ande. Wie viele gebundeneZust�ande gibt es in Abh�angigkeit von V0? Setzen sie bei der L�osung voraus, da� die gesuhteWellenfunktion	(x) sih �uberall physikalish sinnvoll verh�alt, d.h. insbesondere eine statishe Inter-pretation zul�a�t.L�osungsvorshlag:Mit dem gegebenen Potential lautet die Shr�odinger-Gleihung~22m	00(x) + V0Æ(x)	(x) +E	(x) = 0



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 248F�ur x 6= 0 existieren 	, 	0 und 	00 und sind stetig. Integration der Shr�odingergleihung �uber einkleines Intervall um den Nullpunkt gibt:~22m �Z�� 	00(x)dx + V0 �Z�� Æ(x)	(x)dx + E �Z�� 	(x)dx = 0 � > 0Nah Voraussetzung j	(x)j ist als Wahrsheinlihkeitsdihte interpretierbar. Daraus folgt 	(x) <1f�ur alle x: lim�!0 �Z�� 	(x)dx = 0da 	(x) h�ohstens eine endlihe Unstetigkeit an x = 0 haben kannlim�!0� ~22m(	0(�)�	0(�))�+ V0	(0) = 0 (C.1)Also ist die Ableitung von 	 an x = 0 unstetig, 	 selbst aber stetig. Dies motiviert den L�osungsan-satz: 	+(x) = a+e��+x f�ur x > 0	�(x) = a�e+��x f�ur x < 0F�ur x 6= 0: ~22m�2�	�(x) +E	�(x) = 0 mit �� =r�2mE~2 = �Da �+ = �� folgt, da� a+ = a�, also 	(x) = ae��jxjNormierung: 1 = 1Z�1 dx j	(x)j2 = jaj2 0Z�1 dxe2�x + jaj2 1Z0 dxe�2�x = jaj2 1�	(x) = p�e��jxjUm festzustellen, ob es gebundene Zust�ande gibt, verwendet man nun (C.1):	0(x) = � 32 e�x x > 0	0(x) = �� 32 e��x x < 0lim�!0 ~22m (	0(�)�	(��)) = + ~22m ��2� 32� = �V0p�Also � = mV0~2 =r�2mE~2D.h. es gibt nur einen Bindungszustand und zwar f�urE = �mV02~2 2



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 2493. Rotationssymmetrishes PotentialDurh Einf�uhrung von Zylinderkoordinaten �; '; z mitx = � os' y = � sin' z = zgeht die Shr�odinger-Gleihung �uber in�2	��2 + 1� �	�� + 1�2 �2	�'2 + �2	�z2 + 2m~2 (E � V ) = 0 (C.2)Da das Potential nur von � und z, jedoh niht von ' abh�angen soll, k�onnen wir folgenden Ansatzmahen: 	(�; '; z) = F (�; z)�(')Wir erhalten damit��2F ��2F��2 + 1� �F�� + �2F�z2 �+ 2m~2 (E � V ) �2�+ 1� �2��'2 = 0Der Ausdruk in den geshweiften Klammern h�angt nur von � und z ab, der andere Summand nurvon '. Soll die Summe beider f�ur jeden Koordinatenwert stets Null ergeben, so mu� jeder f�ur sihkonstant und entgegengesetzt gleih den anderen sein. Wir k�onnen also die Differentialgleihung inzwei separieren, n�amlih:�2F ��2F��2 + 1� �F�� + �2F�z2 �+ 2m~2 (E � V ) �2 = �1� �2��'2 = ��Die letzte Gleihung ist eine gew�ohnlihe Differentialgleihung f�ur �(') mit der vollst�andigen L�osung�(') = A osp�'+B sinp�'Die letzte Gleihung ist nur dann eine eindeutige Funktion des Ortes, wenn sie invariant gegen eineErsetzung von ' durh '+ 2� ist. Es mu� also p� eine ganze Zahl sein:p� = � = 0;�1;�2;�3; : : :Man kann die Wellenfunktion also nah der Quantenzahl � klassi�zieren und erh�alt��(') = C � ei�'Diese Wellenfunktion ist gleihzeitig eine Eigenfunktion des DrehimpulsoperatorsbLz = ~i ��'Die Gleihung f�ur � und z shreiben wir noh etwas um; wir spalten n�amlih einem Faktor ab undsetzen F (�; z) = 1p�f(�; z)Damit ergibt sih �2f��2 + �2f�z2 + �2m~2 (E � V )� �� 14�2 � f = 0



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 250Das ist eine zweidimensionale Shr�odinger-Gleihung mit dem ErsatzpotentialU(�; z) = V (�; z) + ~2m �� 14�2Ist V auh noh von z unabh�angig, so kann man auh noh die z-Komponente der Wellenfunktionabspalten: f(�; z) = u(�) g(z)und erh�alt als L�osungen f�ur g(z) ebene Wellen in z-Rihtung. 24. Zweidimensionales Kepler-ProblemBehandeln Sie das zweidimensionale Kepler-Problem, d.h. geben Sie die Eigenwerte (f�ur E < 0)und Eigenfunktionen im Potential V (�) = �Z e2�an, wobei angenommen sei, da� die L�osung niht von z abh�angt.L�osungsvorshlag:Wir shlie�en an die L�osung der vorhergehenden Aufgabe an und beginnen mit dem Ansatz (�; ') = ei�' 1p� f(�) :Mit den Abk�urzungen �2mE~2 = 2 ; 2mZe2~2 = 2�ergibt sih die folgende Gleihung f�ur f(�):�2f��2 +��2 + 2�� � �2 � 14�2 � f = 0 :F�ur �!1 geht diese Gleihung asymptotish in f 00 � 2f = 0 �uber mit den L�osungenf(�) = e�� :Wir m�ussen von den Eigenfunktionen verlangen, da� sie im Unendlihen exponentiell wie e��abfallen.F�ur � � 0 �uberwiegt das letzte Glied in der Klammer und es gilt ann�aherndf 00 = �2 � 14�2 fDer Ansatz f / �n f�uhrt zur harakteristishen Gleihungn(n� 1) = �2 � 14mit den L�osungen n = �+ 12 und n = � ��� 12�. Wir setzen speziell an:f(�) = ��+ 12 e�� v(�)



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 251Die Funktion v gen�ugt der Di�erentialgleihung��2v��2 + (2�+ 1� 2��) �v�� � 2��+ 12 � �� v = 0 ;oder bei Einf�uhrung der neuen Variablen z = 2� der Di�erentialgleihungz �2v�z2 + (2�+ 1� z) �v�z ���+ 12 � �� v = 0 :Wir mahen den Potenzreihenansatz f�ur v in der Formv(z) = 1Xn=0 anznund erhalten durh KoeÆzientenvergleih(2�+ 1) a1 ���+ 12 � �� a0 = 0an+1 (n+ 1) (n+ 2�+ 1) = an�n+ �+ 12 � ��Die Potenzreihe bleibt nur dann endlih, wenn sie bei irgendeinem n abbriht, woraus sih ergibt:�+ 12 � � = �n ; n = 0; 1; 2; 3; :::Damit ergeben sih die folgenden Eigenwerte:En;� = � ~22m �mZe2~2� �2 = � mZ2e42~2 �n+ �+ 12�25. Orthogonalit�at der Eigenfunktionen des harm. OszillatorsZeigen Sie die Orthogonalit�at der Eigenfunktionen  n(x) des harmonishen Oszillators ohne dieexplizite Form der Eigenfunktionen aus Aufgabe 2 zu verwenden. Benutzen Sie ausshlie�lih dieDi�erentialgleihungen.L�osungsvorshlag:Die Shr�odinger-Gleihung f�ur den harmonishen Oszillator ist� ~22m 00n(x) + 12m!2x2 n(x) = En  n(x) :Mit den Hilfsgr�o�en �2 = m!~ ; K2n = 2mEn~2l�a�t sih dies shreiben als  00n(x) � x2�4 n(x) = �k2n n(x)Multiplikation mit  m von rehts und IntegrationZ  00n mdx� Z x2�4 n mdx = �k2n Z  n mdx



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 2522� partiell interieren gibt Z  n 4mdx� Z x2�4 n mdx = �k2n Z  n mdxmit  4m � x2�4 m = �k2m mDann hat man �k2m Z  n mdx = �k2n Z  n mdx�k2n � k2m� Z  n mdx = 0F�ur n 6= m gilt kn 6= km (Zust�ande niht entartet), alsoZ  n mdx = 0 n 6= m 2Erzeugende Funktion der hermiteshen PolynomeL�osung:(a) S(z; s) = e�s2+2sz = 1Xn=0 Hn(z)n! sn (C.3)Idee: De�niere folgende in s und t analytishe Funktion'(s; t) = 1Z�1 f(z)S(z; t)ez2 dzEinsetzen von (C.3)= 1Xn;m=0 1Z�1 f(z)Hn(z)Hm(z)e�z2 dz| {z }�nm sntmn!m!= 1Xn;m=0�nm sntmn!m!Andererseits: '(s; t) = 1Z�1 f(z)e�s2+2sze�t2+2tze�z2 dz = e2st 1Z�1 f(z)e�(z�(s+t))2 dz (C.4)



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 253F�ur f(z) = 8<: 1zz2 9=;ist die Integration trivial, und wir k�onnen '(s; t) analytish bestimmen. Man entwikelt dann wieder'(s; t) = 1Xm;n=0�nm sntmn!m!und kann so auf einfahe Weise die �nm. also die komplizierten Integrale1Z�1 8<: 1zz2 9=;Hn(z)Hm(z)e�z2 dzgewinnen. Wir suhen nun die Matrixelementeh n j f(x) j m i = 1Z�1 	�n(x)f(x)	m(x)dxDabei ist 	n(x) =r �p�2nn!Hn(�x)e��2x22 und � =rm!~Jetzt Berehnung f�ur f(x) = 1 :h n j m i = 1p�p2n2mn!m! 1Z�1 Hn(z)Hm(z)e�z2 dzBerehne (C.4) mit f(z) = 1: '(s; t) = e2st 1Z�1 e�(z�(s+t))2 dz= p�e2st= p� 1Xn=0 2nsntnn!= p� 1Xn;m=0r2n2mn!m! sntmÆnm= p� 1Xn;m=0p2n2mn!m!sntmn!m! Ænm�nm = p�p2n2mn!m!Ænm= p�2nn!Ænm



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 254und somit 1Z�1 Hn(z)Hm(z)e�z2 dz = p�2nn! Ænm1Z�1 	�n(x)	m(x) dx = Ænm
h n jx j m i = 1Z�1 xHn(�x)Hm(�x)e��2x2 dx �p�p2n2mn!m!= 1�p� 1p2n2mn!m! 1Z�1 Hn(z)Hm(z)ze�z2 dz(b) f(z) = z '(s; t) = e2st 1Z�1 ze�(z�(s+t))2 dz x y = z � (s+ t)= e2st 1Z�1 (y + (s+ t))e�y2dy= e2st0� 1Z�1 ye�y2 dy + (s+ t)p�1A= p�(s+ t)e2stReihenentwiklung der Exponentialfunktion= p�(s+ t) 1Xn=0 sntn2nn!= p� 1Xn=0 2nn! �sn+1tn + sntn+1�= p� 1Xn=0 1Xm=0p2n2mn!m!sntmn!m!  Æn+1;mrn+ 12 + Æn;m+1rm+ 12 !h n jx j n+ 1 i = 1�rn+ 12= r ~m!rn+ 12h n+ 1 jx j n i = r ~m!rn+ 12



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 255h n jx2 j m i = 1�2 1Z�1 Hn(z)Hm(z)e�z2 dz() f(z) = z2 '(s; t) = e2st 1Z�1 z2e�(z�(s+t))2 dz= e2st0�(s+ t)2 1Z�1 e�z2 dz + 1Z�1 z2e�z2 dz1A= p�e2st�(s+ t)2 + 12�= p� 1Xn=0 2nn! �sn+2tn + sntn+2�+p� 1Xn=0 2nn! �2tn+1sn+q + sntn2 �| {z }P1n=0 2nn! sntn(n+ 12 )= p�Xn;mp2n2mn!m! sntmn!m!  Æn;m+2r (m+ 1)(m+ 2)2 � 2+ Æm;n+2r (n+ 1)(n+ 2)2 � 2 + Ænm�n+ 12�!h n jx2 j n i = 1�2 �n+ 12� = ~m! �n+ 12�h n+ 2 jx2 j n i = ~2m!p(n+ 1)(n+ 2)h n jx2 j n+ 2 i = ~2m!p(n+ 1)(n+ 2)p = ~i ��x = �~i ��z x Quadrierungp2 = ��2~2 �2�z2F�ur 	m(z) = 1p�2mm!Hm(z)e� z22erh�alt man mit Hilfe von H 0m = 2mHm�1und der Differentialgleihung der Hermite-Polynome:��z	m(z) = p2m	m�1(z)� z	m(z)�2�z2	m(z) = (z2 � 1� 2m)	m(z)



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 256und somit h n+ 1 j p j n i = �ip~m!rn+ 12h n j p j n+ 1 i = ip~m!rn+ 12h n j p2 j n i = m~!�n+ 12�h n j p2 j n+ 2 i = h n+ 2 j p2 j n i = �m~!p(n+ 1)(n+ 2)F�ur das Produkt �x ��px erh�alt man (�p)2 = hp2i � hpi2(�x)2 = hx2i � hxi2#�p ��x = ~�n+ 12�F�ur n = 0 ist dies der kleinste mit der Unsh�arferelation vertr�aglihe Wert!(d) V (x) = 12m!2x2#hV (x)i = h n jV (x) j n i = m!22 ~m! �n+ 12� = ~!2 �n+ 12� = 12EnKommutatorrelationen(a) [A; (B + C)℄ = A(B + C)� (B + C)A = AB +AC �BA� CA = AB �BA+AC � CA= [A;B℄ + [A;C℄(b) [A;BC℄ = ABC �BCA = ABC �BAC +BAC �BCA= [A;B℄C +B[A;C℄() [A; [B;C℄℄ = ABC � ACB �BCA+ CBA[B; [C;A℄℄ = BCA� BAC � CAB +ACB[C; [A;B℄℄ = CAB � CBA�ABC +BAC 9=;X = 0



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 257Fouriertransformierte der WellenfunktionL�osung: � ~22m	00(x) + V (x)	(x) = E	(x)�(p) = 1p2�~ Z 	(x)e� ipx~ dxFouriertransformation der Wellenfunktion1p2�~ �� ~22m Z 	00(x)e� ipx~ dx+ Z V (x)	(x)e� ipx~ dx� = 1p2�~ �E Z 	(x)e� ipx~ dx�2� partiell integrierenp22m�(p) + 1p2�~ Z � 1p2�~ Z �V (p0)e� ip0x~ dp0� � 1p2�~ Z �(p00)e� ip00x~ dp00� e� ipx~ dx = E�(p)p22m�(p) +� 1p2�~�3 Z Z �V (p0)�(p00) Z ei (p0+p00�p)x~ dx| {z }2�~Æ(p0+p00�p) dp0dp00 = E�(p)p22m�(p) + 1p2�~ Z Z �V (p0)�(p00)Æ(p0 + p00 � p)dp0dp00 = E�(p)p22m�(p) + 1p2�~ Z �V (p� p0)�(p00)dp00 = E�(p)(a) V (x) = V0 os(ax)�V (p� p00) = 1p2�~ V02 �Z eiaxe� i(p�p00)x~ dx+ Z e�iaxe� i(p�p00)x~ dx�= p2�~V02 [Æ(p� p00 � a~) + Æ(p� p00 + a~)℄Die zugeh�orige Shr�odinger-Gleihung istp22m�(p) + V02 [�(p� a~)� �(p+ a~)℄ = E�(p)(b) V (x+ b) = V (x)Da dies ein periodishes Potential ist, EntwiklungV (x) = 1Xn=�1ane� i2�nb x mit an = 1b Z V (x)e� i2�nb x



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 258Daraus dann�V (p� p00) = 1p2�~ 1Xn=�1 an Z ei( 2�n~b �p+p00) x~ dx = p2�~ 1Xn=�1 anÆ�2�n~b � p+ p00�Die zugeh�orige Shr�odinger-Gleihung istp22m�(p) + 1Xn=�1an��p� 2�nb ~� = E�(p)VirialsatzL�osung:(a) Z 	�n(x)[A;H ℄	n(x) dx = Z (	�nAH	n �	�nHA	n) dx= Z 	�nA(H	n) dx� Z (H	�n)A	n dx= En Z (	�nA	n �	�nA	n) dx= C(b) H = p22m + V (x)1. [H;P ℄	 = � p22mP � P p22m + V (x)P � PV (x)�	= [V (x); P ℄	= �~i ��xV (x)	[H;X ℄	 = � p22mX �X p22m + V (x)X �XV (x)�	= � p22mX �X p22m�	= � 12m ([P;X ℄P + P [P;X ℄) 	= 2~i 12mP	= �i~Pm	



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 259[H;XP ℄	 = (X [H;P ℄ + [H;X ℄P )	= �~i �X ��xV (x)� p2m�	2. hP i = im~ h[H;X ℄i = 03. h[H;XP ℄i = 0 aus (a)Tn = h p22m i = 12 hX ��xV (x)i aus 1:4. Tn = 12hX ��xV0x�i = 12V0hX�X��1i = �V02 hX�iDies f�uhrt auf den Virialsatz Tn = �2VnHermiteshe OperatorenZu zeigen: 1Z�1 	�(x)A	(x) dx = 1Z�1 (A	(x))�	(x) dx1. A = ~irx 1Z�1 	� ~irx	 dx = ~i	�	����1�1| {z }=0 � 1Z�1 ~i (rx	�)	 dx = 1Z�1 �~irx	��	 dxDieser Operator ist hermitesh.2. A = ~rx 1Z�1 	�~rx	 dx = ~	�	j1�1| {z }=0 � 1Z�1 ~rx	�	 dx = � 1Z�1 (~rx	)�	 dxDieser Operator ist niht hermitesh.Kugel�ahenfunktionenDie Kugel�ahenfunktionen niedrigster Ordnung sind gegeben durh



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 260Y0;0 =q 14�Y1;0 =q 34� os# Y1;1 = �q 38� sin#ei�Y2;0 =q 516� (3 os2 #� 1) Y2;1 = �q 158� sin# os#ei� Y2;2 =q 1532� sin2 #e2i�mit Yl;�m = (�1)mY �l;m.Zeigen Sie, da� diese Kugel�ahenfunktionen die Orthonormalit�atsbedingungZ Y �l0;m0(#; �)Yl;m(#; �) d
 = Æll0Æmm0erf�ullen, und zwar f�ur die Spezialf�alle Yl;m ; m = �1; 0; 1 und Yl;0 ; l = 0; 1; 2.L�osung: Z Y �l0;m0Yl;m d
 = �Z0 sin# d# 2�Z0 d' Y �l0;m0(#; ')Yl;m(#; ')(a) Y1;mOrthogonalit�at folgt shon aus der '-Integration:2�Z0 d' e�im0'eim' = 2�Z0 d' ei(m�m0)' m 6= m0= � im�m0 ei(m�m0)'����2�0= � im�m0 �ei(m�m0)2� � 1�= 0 f�ur jm�m0j = 1; 2; : : :Normierung: Z Y �1;0Y1;0 d
 = 34� �Z0 os2 # sin# d# 2�Z0 d'x = os#dx = � sin# d## = 0 ) x = 1# = � ) x = �1= 32 1Z�1 x2 dx



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 261= 12x3����1�1= 1Z Y �1;1Y1;1 d
 = 38� Z sin2 # sin# d# 2�Z0 d'= 34 1Z�1 (1� x2) dx= 34 �x� x33 �����1�1= 342�1� 13�= 1= Z Y �1;�1Y1;�1 d
(b) Yl;0 Z Y �1;0 d
 = 38� sin2 # sin# d# 2�Z0 d'= 12 1Z�1 dx= 12x����1�1= 1Z Y �1;0Y �0;0 d
 = r 14� � 34� �Z0 os# sin# d# 2�Z0 d'= 0Z Y �2;0Y0;0 d
 = r 14� � 516� �Z0 (3 os2 #� 1) sin# d#| {z }1R�1(3x2�1) dx=(x3�x)j1�1=0 2�Z0 d'= 0Z Y �1;0Y1;0 d
 = 1 bereits gezeigt



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 262Z Y �2;0Y1;0 d
 = r 34� � 516� �Z0 os#(3 os2 #� 1) sin# d#| {z }1R�1(3x2�1) dx=0 2�Z0 d'Z Y �2;0Y2;0 d
 = 516� �Z0 �3 os2 #� 1�2 sin# d#| {z }1R�1 �3x2 � 1�2 dx 1R�1 �9x4 � 6x2 + 1� dx= � 95x5 � 2x3 � x���1�1= 2 �95 � 105 + 55�= 85
2�Z0 d'| {z }2�

= 516� � 85 � 2�= 1Eigenfunktionen zum DrehimpulsoperatorMit Hilfe der Beziehungen bJ2 j jm i = ~2j(j + 1) j jm ibJz j jm i = ~m j jm iJx = 12(J+ + J�)Jy = 12(J+ � J�)sowieJ2x = 14 �J2+ + J2� + J+J� + J�J+�J2y = 14 �J2+ + J2� � J+J� + J�J+�berehnet man � bJi = q h jm j bJ2i j jm i � h jm j bJi j jm i 2� bJz = q~2m2 h jm j jm i � (~m h jm j jm i )2



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 263Normierung von 	(x) = C x e�ajxjBestimmen sie C so, da� 	(x) = C x e�ajxjnormiert ist.1L�osung:Zun�ahst Zerlegung der Wellenfunktionin	(x) = 8<: C x eax x � 0C x e�ax x � 0h 	 j 	 i = 1 = 1Z�1 	�(x)	(x)dx= 0Z�1 	�(x)	(x)dx � 0Z1 	�(x)	(x)dx= 0Z�1 C2x2e2axdx� 0Z1 C2x2e�2axdx= C2x22a e2ax����0�1 � 0Z�1 C2xa e2axdx+ C2x22a e�2ax����01 � 0Z1 C2xa e�2axdx= C2a 8<:� x2ae2ax���0�1 + 0Z�1 12ae2axdx+ x2ae�2ax���01 � 0Z1 12ae�2axdx9=;= C22a2 8<: 0Z�1 e2axdx� 0Z1 e�2axdx9=;= C22a2 ( 12ae2ax����0�1 + 12ae�2ax����01)= C22a2 � 12a + 12a�= C22a3#C = p2a3#	(x) = p2a3 x e�ajxj1 Aufgabe 2 der 1. Klausur zur Quantenmehnik I { WS 1989/90



Anhang C. Rehnungen zu den �Ubungsaufgaben 264Anisotroper harmonisher OszillatorEin System, welhes durh den HamiltonoperatorH = � ~22mr2 + m2 �!21x2 + !22y2 + !23z2� (C.5)beshrieben wird, hei�t anisotroper harmonisher Oszilltor.(a) Bestimmen Sie die m�oglihen Energieeigenwerte dieses Systems.(b) Berehne Sie f�ur den isotropen Fall (!1 = !2 = !3 = !) die Entartung des Zustandes mit derEnergie En.L�osung:(a) Mit � = �2�x2 + �2�y2 + �2�z2wird C.5) � �2�x2 + �2�y2 + �2�z2 + m2~2 �E � !21x2 � !22y2 � !23z2��	(x; y; z) = 0



D Pr�ufungsprotokolle
Protokoll zur Diplompr�ufung imFah Theoretishe Physik bei Prof.Meissner Bonn, den 24. Mai 2001Fight 1, UGM vs VH: Was-will-ih-in-J�ulih?Meine erste Pr�ufung bei Meissner fand am 10. Aprilin J�ulih. Die Note war 3+ und ih mahte vomFreiversuh Gebrauh. Die Pr�ufung dauert a. 35Minuten. Hier das Protokoll des Beisitzers:Diragleihung; Diraspinoren; Impulsraumgleihung;Teilhen- und Antiteilhenl�osung; Klein-Gordon-Glei-hung; Klein-Gordon-Strom; Zust�ande negativer Ener-gie; Shr�odingergleihung; Wellenfunktionen; Wahr-sheinlihkeitsdihte; Harmonisher Oszillator (dar-stellungsfrei); Erzeuger, Vernihter; Besetzungszah-len; Coulombproblem; Spektrum; Separationsansatz;radiale Shr�odingergleihung; Drehimpulseigenwer-te; asymptotishe L�osungen; allgemeine L�osung; Ent-artung; mehanishes Analogon: Keplerproblem; Runge-Lentz-Vektor; Dipol�uberg�ange; Boltzmann-Verteilung;Pauliprinzip; Bose-Einstein-Kondensation; Fermi-Im-pulsFight 2, UGM vs VH: Remath in BonnDie Pr�ufung dauerte a. eine Stunde, er gab mir eine1,0.er: Shreiben Sie mal die Shr�odingergleihung desH-Atoms hin.

ih: (das war nat�urlih nah den Erfahrungen derersten Pr�ufung ein Geshenk)i~�	�t = �~2�2m 	� e2r ;Zeit abseparieren, � umshreiben f�uhrt aufE	 = 1r2 ��r (r2 ��r )� L2r2~2 ;Separationsansatz f�ur die Winkel	 = Unl(r)r Yml(�; �)f�uhrt auf die radiale Shr�odingergleihung (mus-ste ih auh hinshreiben), nun betrahtet mandas asymptotishe Verhalten gegen 0 und un-endlih, dies ergibt jeweils zwei L�osungen, vondenen jeweils eine wegen Normierbarkeit ver-worfen wird, also Ansatz:Unl(r) = Fnl(r)rl+1e��rEinsetzen ergibt Kummershe Di�.gleihung(musste ih weder ausrehnen, noh hinshrei-ben), jetzt Potenzreihenansatz, f�uhrt auf Re-kursionsformel f�ur die Exponenten, Abbruh-bedingung der Reihe ergibt EnergieeigenwerteEN = � me42(n+ l + 1)2~2er: Was ist das da f�ur eine Masse?ih: eigentlih die reduzierte Masse � = memPmemP ,aber in guter N�aherung Masse des Elektronser: Was gibt es f�ur Entartungen?ih: l- und m-Entartung, insgesamt N2-viele ketsf�ur eine bestimmte Hauptquantenzahl N



Anhang D. Pr�ufungsprotokolle 266er: Ja, ja, aber was stekt da f�ur eine Symmetriehinter.ih: Rotationssymmetrie und das Pendant aus derklassishen Physik f�ur die m-Entartung ist derRunge-Lentzvektor, liegt am 1r -Potential (dahatte er wohl vergessen, dass er mih auh die-ses Detail in der ersten Pr�ufung gefragt hat)er: Wie sieht das denn beim Helium aus?ih: (Hamiltonoperator hingeshrieben, Wehselwir-kungsterm der beiden Elektronen als St�orungaufgefasst), auf Grund des Pauliprinzips gibtes Kombinationen von symm. bzw. antisymm.Ortswellenfkt. und antisymm. bzw. symm. Spin-wellenfkt., f�uhrt auf Para- und Orthohelium,Grundzustand in Zahlen mit und ohne St�orung,Termshema (ih habe die Ausf�uhrungen imSakurai fast wortw�ortlih wiederholt, das reiht;dann f�ugte ih noh hinzu, dass man die Ener-gieniveauvershiebung Hundtshe Regel nennt)er: Wie das heisst, ist mir egal. Wie sieht denn derdi�erentielle Streuwirkungsquershnitt von Bo-sonen im Vergleih zu Fermionen aus?ih: (auh hier haargenau wie im Sakurai) bei Bo-sonen jf(�) + f(� � �)j2 ;bei unpolarisierten Fermionen14 jf(�) + f(� � �)j+ 34 jf(�)� f(� � �)jer: Wie sieht dann allgemein die Streuung einerebenen Welle an einem Potential aus?ih: 	 = �+f(k; �k) eikrr , f(k; �k) ist in erster Born-sher N�aherung die Fouriertransformierte vomPotential an der Stelle k� �ker: Wie sieht denn der Wirkungsquershnitt imVergleih zur klass. Mehanik f�ur das Cou-lombproblem aus?ih: (das behagte mir niht so, da die Coulombstreu-ung reht kompliziert ist, siehe letzten SeitenSakurai, irgendwie habe ih ihn zur hartenSph�are gebraht, damit war er zufrieden) beider harten Sph�are ist derWirkungsquershnitt2�r2 gegen�uber den klassish erwarteten �r2,die H�alfte wird nah dem optishen TheoremIm(f(� = 0)) = k�tot4� zur Shattenbildung so-zusagen gebrauht

er: Wie wirkt sih der Parit�atsoperator auf Wel-lenfunktionen aus?ih: wird eingef�uhrt �uber PxP = �x ist hermi-tesh und unit�ar, Eigenwerte sind +1 und �1,Eigenfunktionen transformieren sih zu�	(�x)er: Was maht der Zeitumkehroperator und wiesieht der explizit aus?ih: er sorgt f�ur eine Bewegungsumkehr und istantiunit�ar (die Bildung der Zeitumkehr wus-ste ih niht, entsheidend war hier, dass mandie Wellenfunktion komplex konjugieren muss,dann hat er mir noh bei Bildung von Matrix-elementen etwas geholfen, die �andern sih beiParit�at niht, bei Zeitumkehr gibt es ein Mi-nus)er: Was gibt es f�ur L�osungen beim Doppelkasten-problem (siehe Sakurai)ih: bei endlihemWall gibt es keine Entartung, al-so sind Eigenfunktionen gerade oder ungerade(L�osungen skizziert)er: Wo h�alt sih das Teilhen denn nun auf?ih: es gibt Wahrsheinlihkeiten f�ur linke und reh-te Seite (er wollte Tunneln h�oren), wenn dermittlere Wall unendlih hoh ist, gibt es auhstat��onare niht symmetrishe L�osungen, dajetzt Entartung auftritter: Was gibt es f�ur 2 Teilhen bei 2 Einteilhen-zust�anden f�ur Mehrteilhenzust�ande im klas-sishen, Bosonen- und Fermionenfallih: klassish 4, Bose-Einstein 3 und bei Fermionenwegen des Pauliprinzips nur einen (die L�osun-gen hingeshrieben)er: (zum Besitzer, der unbedingt elendig klein shrei-ben musste) wir haben ja noh PlatzBeisitzer: Wir m�ussen das Ding niht vollkriegen.er: Shreiben Sie mal die Dira-Gleihung hin.ih: (i~��� � m)	 = 0 (Antikommutatorglei-hung hingeshrieben, die wegen Energie-Im-pulsbeziehung gelten muss)er: Wie gross ist denn die Dimension?ih: Sie ist gerade, da Spur 0 und Eigenwerte �1bzw. �i, 2 sheidet aus, da man hier 3 nihtkommutierende Matrizen �nden kann, also min-destens 4.er: Wie sehen die freien L�osungen aus?



Anhang D. Pr�ufungsprotokolle 267ih: (einen Spinor zu positiver Energie hatte ihauswendig gelernt, man kommt zu ihm �uberden Ansatz 	 = Nu(p)e� i~x�p� und die dar-aus folgende Impulsraumdarstellung)er: Und wozu sind das jetzt Eigenfunktionen?ih: (Er wollte wohl auf den Spin hinaus, das siehtman aber besser im ruhenden Fall) Im ruhen-den Fall kann man 4 linear unabh�angige L�osun-gen konstruieren, die Eigenfunktionen zu den4 Kombinationen von Spin up, down und pos.,neg. Energie (also Masse) sind.KommentarEr ist shon ein sehr seltsamer Vogel, dieser UGM.Seine Beshreibung reiht von superool bis zumKotzen arrogant, mit eindeutiger Tendenz zum letz-teren. Er hatte bei meiner ersten Pr�ufung wohl shleh-te Laune und versuhte mih w�ahrend der Pr�ufungmit Spr�uhen wie \stimmt sogar\und \das ist jawohl niht Ihr Ernst\aufzumuntern. Insgesamt hater eine shlehte Art, mit Leuten umzugehen. Sobest�atigte er mir meinen zweiten Pr�ufungsterminzwei Tage vorher und �ausserte sih nie v�ollig ver-bindlih zu dem Sto�rahmen seiner Pr�ufung. Hatteih in den Pr�ufungen auh etwas v�ollig korrekt be-antwortet, erntete ih meistens nur ein verst�ortesStirnrunzeln, so dass ih in der zweiten Pr�ufunghaupts�ahlih aus dem Fenster gestarrt habe.Diese Eigenarten haben sih neben meiner nihtopti-malen Vorbereitung zur ersten Pr�ufung als �ausserstnervend erwiesen. Ih hatte vor der ersten Pr�ufungkeine Protokolle zur Verf�ugung und habe niht sei-ne Quanten-Vorlesung geh�ort. Die Fragen waren je-doh, wie sih sp�ater herausstellte straight entlangseiner Vorlesung, und niht immer in den B�uhern,die wir vereinbart hatten, beantwortet. F�ur ihn spriht,dass er mih w�ahrend der Pr�ufungen nahdenkenund ausreden liess. Allerdings sind seine Fragen mei-nes Erahtens oft seltsam unsharf und shwer zubeantworten, wenn man niht weiss, worauf er hin-aus will. Er ist aber durhaus bereit, seine Fragenneu zu formulieren und Hilfestellungen zu geben. Ihhatte den Eindruk, dass man ihn manhmal in eineetwas g�unstigere Rihtung lenken kann. Allerdingsgreift er sih w�ahrend der Pr�ufung oft sehr spezielleGebiete heraus und will diese haarklein beantwor-tet haben, ohne das man Verst�andnis der Zusam-

menh�ange anbringen kann. Seine Benotung war bei-de Male durhaus wohlwollend, �uber eine halbe Noteshlehter h�atte ih mih niht beklagen k�onnen.Zusammenfassend kann ih o�ensihtlih UGM nihtuneingeshr�ankt als Pr�ufer empfehlen. Wihtig istes, seine Quantenmehanik-Vorlesung und Lieblings-themen zu kennen, wozu dieses Protokoll ho�entlihbeitr�agt.Ausz�uge aus weiteren ProtokollenE-Dynamik Maxwellgleihungen, auh kovarianteForm; Feldst�arketensor, auh dualer; Eihin-varianz; Maxwellsher SpannungstensorQuanten I unit�are Trafos; Bilder der Quantenme-hanik: Shr�odinger, Heisenberg, Ww; Trans-lationsoperator; Noether-Theorem der Quan-tenmehanik; elementare Kommutatoren; har-monisher Oszi; H-Atom; Darstellung der Wel-lenfunktion im Orts- und Impulsraum, Zusam-menhang �uber Fouriertrafo; Potentialtopf; Di-poloperator; Auswahlregeln; Lippman-Shwinger-Gleihung; Resonanzen; Hilbertraum mit Tra-fo zwishen vershiedenen BasenStatistik statistishe Verteilungen: Zustandssum-men, Besetzungszahlen; Bose-Einstein-Konden-sation; Fermi-Kante; Quantisierung des Pha-senraumesLiteraturHier noh die B�uher, mit denen ih h�aupts�ahlihgelernt habe:� E-Dynamik: Fliessbah� Quanten I: Sakurai, Shwabl, Feynman: Le-tures Band III (f�ur das Verst�andnis, niht f�urdie Pr�ufung); Greiner, Nolting, Dawydow (f�urdas H-Atom)� Quanten II: Bj�orken-Drell, Shwabl 2, Messiah2(hat Meissner mir empfohlen, ist aber sheis-se)� Statistik: Reif, Pathria
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