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Grundgleichungen der
Quantenmechanik

Vorbemerkungen Mit der Quantenmechanik betreten wir das Umfeld einer physikalischen Theorie,
die in vielerlei Hinsicht mit fundamentalen Aussagen der klassischen Physik bricht. Wie sich im Riickblick
eindruckvoll zeigen 148t verdichteten sich zu Ende des 19. Jahrhunderts die Hinweis darauf, dafl bisher
verwendete, und in ihren Grundziigen auf NEWTON zuriickgehende, klassische Physik nicht vollstindig
ist. Dies fiihrte zur Formulierung zweier Theorien:

— der Relativitdtstheorie und

— der Quantentheorie.

Dem Beispiel der MAXWELLschen Theorie des Elektromagnetismus folgend, bemiihen sich beide um eine
grundlegende Beschreibung physikalischer Vorgéinge.

Wie wir im folgenden sehen werden bildet die SCHRODINGERsche Wellengleichung den zentralen Aus-
gangspunkt der nichtrelativistischen Quantenmechanik; ihr kommt daher die Rolle der Grundgleichung
zu. Dazu ist anzumerken, daf} sich die Beschreibung sehr wohl aus experimentellen Befunden motivieren
148t, fiir den entscheidenden verallgemeinernden Schritt allerdings zunéichst eine theoretische Vermutung
ausgesprochen werden muf} (eine Vorgehensweise, wie sie z.B. der Einfiihrung des Verschiebungsstroms in
der Elektrodynamik durch MAXWELL entspricht).

Die Quantentheorie (und auch ihre Erweiterungen in Form der Quantenelektrodynamik und Quantenfeld-
theorie) hat sich bis heute als ein sehr erfolgreiche Theorie erwiesen. Dennoch kénnen Fragestellungen in
Hinblick auf ihre Interpretation und philosophischen Grundlagen nicht abschlieBend beantwortet werden;
vielmehr ist dies unversindert Arbeitsgebiet aktueller Forschung.!

Eigenschaften der Wellengleichung

In der Quantenmechanik wird das Verhalten eines physikalischen Systems beschrieben durch eine — im
allgemeinen komplexwertige — Wellenfunktion 1 (r, t). Diese Wellenfunktion mufl dann zu jeden Zeitpunkt
t die, noch zu definierende, Bewegungsgleichung erfiillen. Aufgrund experimenteller Befunde muf} diese
neue Bewegungsgleichung folgende Eigenschaften besitzen:

So ist gerade die Frage danach, ob die Quantenmechanik in der Lage ist, eine vollstindige Beschreibung der physikalischen
Wirklichkeit wiederzugeben (EINSTEIN, PODOLSKY, ROSEN 1935) immer wieder Gegenstand sowohl theoretischer (BELL 1964)
als auch experimenteller (BRUKNER, ZUKOWSKI, ZEILINGER 2001) Untersuchungen.
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1. Die Gleichung muf linear und homogen sein: dann gilt fiir die Lésungen das Superpositionsprinzip,
welches die experimentell beobachtbaren Interferenzphinomene zuldfit. Das heifit also: sind 1 und
1 Losungen, so ist es ebenfalls ¢ = atpy + [i)s.

2. Die Gleichung muf} eine Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit sein; das bedeutet daf} sich
aus einem Anfangszustand zum einem Zeitpunkt tg durch geeignete Zeitentwicklung der Zustand
des Systems zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ ablesen 1483t:

’(ﬁ(to) — ’(ﬁ(t) mit ¢t <ty

Diese Aussage muf} allerdings in ihrer Anwendung auf den Mefprozef} in fundamentaler Weise einge-
schrankt werden: in der klassischen Mechanik gibt es keinerlei prinzipielle Einschréinkung in Bezug
auf die gleichzeitige exakte Messung zweier Observablen. Fiir die Quantenmechanik wird sich zeigen,
daB es fiir bestimmte Kombinationen von Observablen prinzipiell nicht moglich ist, diese simultan
mit beliebiger Genauigkeit zu messen; wir werden hierauf bei der Behandlung der HEISENBERGschen
Unschérferelation zu sprechen kommen.

Die SCHRODINGER-Gleichung

Die NEwTONschen Bewegungsgesetze der klassischen Punktmechanik werden in der Quantenmechanik
ersetzt durch die

Zeitabhingige SCHRODINGER-Gleichung

ih%@[}(r,t) = (—in—mA—l—V(r,t)) P(r,t) (1.1)

(a) hist das PLANCKsche Wirkungsquantum geteilt durch 2m; h = -

2”
(b) m ist die Masse des Teilchens.

(¢) V(r,t) ist das Potential, in welchem sich das Teilchen bewegt.

Aus der Struktur wird direkt klar, dafl (1.1) nicht relativistisch kovariant ist; zeitliche und riumliche
Ableitung treten in unterschiedlicher Ordnung auf. Der spétere Ausbau der Theorie wird dann auf die
DirAc-Gleichung fithren (Kapitel 13).

Um die Zeitabhiingigkeit abzuseparieren machen wir jetzt den Ansatz
E
wnwszwu>=mp(ﬁgﬁzmm. (1.2)
Durch Einsetzen in (1.1)
. E —iE¢ _iE¢ _ipt h2
i (=i e F o)) = e H ) = e HE (=D Ap() + V()

bekommen wir nach Abseparation der Zeitanhéngigkeit die stationdre SCHRODINGER-Gleichung

(-84 V@) vl = E vie). (13)

2m



M

Kapitel 1. Grundgleichungen der Quantenmechanik 6

mit den Termen 2
Ekin = —%A und -/E\pot = V(I‘) .

Iﬁombinieren wir den Operator fiir die kinetische Energie Ekin mit dem Operator fiir die potentielle Energie
Epot dann erhalten wir fiir die Gesamtenergie den HAMILTON-Operator

H= —h—QA +V(r), (1.4)

so daf} sich (1.3) schreiben 148t als
Hy=Eq. (1.5)

Wir erhalten also eine Eigenwertgleichung fiir den Operator der Energie.
Analogie zur klassischen Mechanik
Es stellt sich natiirlich jetzt die Frage nach der Moglichkeit die SCHRODINGER-Gleichung (1.1) aus bekann-

ten Prinzipien herzuleiten; so ergaben sich ja in der klassischen Punktmechanik die EULER-LAGRANGE-
Gleichungen

d oL oL
i — = 1.6
194, 90, (16)
und HAMILTON-Bewegungsgleichungen
. oH . oH
Go = , Pa=-— mit H(q,p,t) an L(g,p,1) (1.7)

Opa 0qa

aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung. Es zeigt sich jedoch, daf} keine derartige Herleitung fiir die
SCHRODINGER-Gleichung (1.1) aus den Gesetzen der klassischen Mechanik existiert. Was wir hingegen
erwarten konnen, bzw. sogar fordern miissen, ist daf} sich die klassischen Gesetze als Grenzfall der neuen
quantenmechanischen Grundgleichung ergeben.?

Die Kombination des HAMILTON-Operators H aus den beiden Operatoren Ekin und E\‘pot legt allerdings
eine enge Verwandtschaft mit der klassischen HAMILTON-Funktion nahe:

H(g,p,t) = Zpa+V (1.8)

Eine noch stiirkere Ahnlichkeit der Wellengleichung (1.1) ergibt sich aber mit der HAMILTON-JACOBI-

Gleichung
oS oS oS oS
a_qat) - H(qla 5 nsy a_(h’ sy a_qn’t) + E

1 8s\? as
— — Vv =0
2m < <8qa> V@) + 5 ot
Die Versuchung liegt natiirlich jetzt nahe, eine geeignetere Ersetzung fiir die verallgemeinerten Impulse
Pq zu finden:

H'(q,p= =0. (1.9)

Fiir (1.8) ist ndmlich

Do — —ihaq sowie S(q,p,t) —  P(r,t)

So stellt in der Tat das EHRENFEST Theorem den Zusammenhang zwischen quantenmechanischen Erwartungswerten und
klassischen Teilchenbahnen her (siehe z.B. [14], 84—87).
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Aber auch dies fiihrt lediglich auf

B 5 o
—% : a—qg-i'V(q)-l-——O.

Als brauchbarer erweist sich das Korrespondenz-Prinzip (BOHR 1923), welches es in Reihe von Féllen
erlaubt, den quantenmechanischen HAMILTON-Operator H aus der klassischen HAMILTON-Funktion # zu
gewinnen. Wihlen wir in (1.8)

Q= , @©2=Y , 3=Z2
dann erhalten wir

1
H(r,p,t) = o— (v + 0, +92) + V(r)

Ersetzen wir jetzt die klassischen (Vektor-) Gréen durch Operatoren

~ 0
H—H mit r—o7r=r und p—=p= —iha— (1.10)
r

so erhalten wir in der Tat aus der HAMILTON-Funktion (1.8) den HAMILTON-Operator (1.4). Es muf}
allerdings angemerkt werden, daf§ diese Vorgehensweise nicht in jedem Fall funktioniert: Voraussetzung ist
nimlich, da§ (1.8) bereits alle zur Beschreibung des physikalischen Systems bendétigten Groflen enthiilt.
Mit dem inneren Drehimpuls (Spin) werden wir aber spiter eine neue Grofie kennenlernen, die iiber keine
Parallele in der klassischen Physik verfiigt.

Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion

Wie wir festgestellt haben, fithren konkrete physikalische Probleme auf die Lésung von Differential- und
Eigenwertgleichungen der Wellenfunktion ¢(r,t) bzw. ¢(r). Damit ist allerdings noch nicht die Frage
danach beantwortet, um was es sich jetzt aber genau bei dieser Wellenfunktion handelt.

Auch wenn sich diese Frage so nicht beantworten 1:8t, kénnen wir doch zumindest eine Interpretation im
Rahmen einer Wahrscheinlichkeit angeben:

— Die Wellenfunktion ¢ (r,t) entspricht einer Wahrscheinlichkeitsamplitude.

— Die beobachtbare Groéfle einer solchen Wahrscheinlichkeitsamplitude ist die Wahrscheinlichkeit

P(V,9,t) = /w*(r,t)z/J(r,t) >z mit ¢ :R>— C (1.11)
\%

das von der SCHRODINGER-Gleichung beschriebene Teilchen der Masse m in einem Volumenelement
V = [r,r + dr] zu finden. Demnach stellt also

P (e, 1) (r,t) = [(r,t)|
eine Wahrscheinlichkeitsdichte dar.

— Aufgrund der Wahrscheinlichkeitsinterpretation mufy die Wellenfunktion die Normierungsbedingung

+o0 +oo
/ (e, t)? d = / (0, ) (. 1) P = 1 (1.12)

erfiillen. Dies gilt insbesondere als Randbedingung fiir gebundene Systeme.
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Ubungsaufgaben

Die mit [x] am Rand gekennzeichneten Ubungsaufgaben waren nicht Bestandteil dieser Vorlesung.

Ubung 1.1 — Klassische Mechanik — Quantenmechanik. In der (nicht-relativistischen) Quanten-
mechanik werden physikalische Systeme durch eine SCHRODINGER-Gleichung beschrieben, deren Losun-
gen, die Wellenfunktion v (x,t), die zeitlich und rdumliche Entwicklung des Systems beinhilt. Die zeitun-
abhingige SCHRODINGER-Gleichung kann aus der klassischen Mechanik “erraten” werden, wenn man die
Wirkungswellen mit Materiewellen identifiziert, d.h. jedem Teilchen eine DEBROGLIE-Wellenliinge A = h/p
zuordnet. Dabei ist p(z) derjenige Impuls, den ein Teilchen der Energie E nach den Regel der klassischen
Mechanik am Ort z hétte.

Die fiir dynamische Probleme wichtige zeitanhiingige SCHRODINGER-Gleichung (1.1) kann nicht aus der
klassischen Mechanik abgeleitet werden, da sie eine einfache Zeitableitung enthilt. Allerdings kann man
sie unter bestimmten Voraussetzungen auf die HAMILTON-JACOBI-Gleichung zuriickfiihren.

(a) Zeigen Sie, dafl der Ansatz
b(z,t) = exp <% S(x,t)) mit  S(z,t) = W(z) — Et

Die HAMILTON-JACOBI-Gleichung

o <%>2+V(a@)+§ =0 (1.13)

[+]
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fiir die Wirkungsfunktion S(x,t) liefert, falls man einen Term vernachlissigt. Leiten Sie daraus die
folgende Bedingung fiir diese N&dherung aus der HAMILTON-JACOBI-Gleichung ab:

av
3 hl=—
p@)* > mh| %

Interpretieren Sie diese Bedingung.

(b) Wie gut ist die soeben abgeleitete Bedingung fiir die nachfolgenden Systeme erfiillt und welche
DEBROGLIE-Wellenlénge ergibt sich fiir sie?
1. Elektron: m = me, V(z) = €?/(2meox), * = 1)A und E = 20eV.
2. Sauerstoff 150 — 160 System: mg = 16 GeV, 2 = 10m und v = 180 km/h.
3. Golfball: m =50g, V(z) = mgz, z = 10m und v = 180km/h.

Ubung 1.2 — Lineare Algebra in endlichen Dimensionen. Sei V = C" ein komplexer Vektorraum
mit hermiteschem Skalarprodukt (. |.).

(a) Wiederholen Sie die Definition von ,, (. | . ) ist hermitesch”.

(b) Sei {e1,...,en} eine Orthonormalbasis. Was ist ( e; | e; } 7 Geben Sie den Operator an, der auf den
von {ey, ..., e, } aufgespannten Unterraum projeziert.

(¢) Zeigen Sie: Die Entwicklungskoeffizienten c; eins beliebigen Vektors € V wobei z = Y| ¢;e; sind

gegeben durch ¢; = (e; |z ) undesgilt (z|z) =1 cfc;. Auerdem gilt: > |e; ) (e; | =1
(Vollstéandigkeitsrelation).

Sei A :V — V eine lineare Abbildung, {ey, ...,e,} eine Orthonormalbasis (ONB). Zeigen Sie:

(d) Hat A beziiglich {ey,...,e,} die Matrix a;;, so hat die hermitesch konjugierte Abbildung A die
Matrix (a)i, = aj;

(e) Ist A hermitesch, so ist exp(iA) unitér.
(f) Hermitesche oder unitiire Abbildungen sind ,,normal”, d.h. es gilt A At = AT A,

(g) Betrachten Sie eine normale Abbildung auf V' mit einer ONB aus Eigenvektoren {ey, ...,e,}, d.h. es
gelte Ae; = a; e;, mit den Eigenwerten a; € C. Zeigen Sie:

A hermitesch = a; reel  und A unitir = |a;| =1



Eindimensionale Quantensysteme

Ist die SCHRODINGER-Gleichung (1.1) einmal bekannt, besteht jetzt die Moglichkeit sich mit den Re-
chenvorschriften der Quantenmechanik vertraut zu machen. Im vorliegenden Kapitel werden wir zunéchst
einfache Quantensysteme vorstellen, die uns in dhnlicher Form spiter wiederbegegnen werden.

Fiir den eindimensionalen stationdren Fall reduziert sich die SCHRODINGER-Gleichung (1.1) auf

(-9 + V(@) ) 60) = B (o). (2.)

Losungen hiervon werden wir jetzt fiir einige Potentiale V (z) untersuchen.

2.1 Der Potentialtopf

Betrachten wir ein Potential der Art

Vo |:1:| >a

Vi) = { (2.2)

0 |z| <a

X —a

Abbildung 2.1: Potentialtopfe: unendlicher und endlicher Fall.
Damit erhalten wir in Abhéngigkeit von der Koordinate x zwei Teilprobleme (Abb. 2.1): die SCHRODINGER-

Gleichung (2.1) zerfillt in

> 2m
<d:l?2 + 2 E) P(zx) 0 fir |z|<a, V=0
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d? 2m
(@—W(VO‘EO br) = 0 fir l>a, V=V

Bemerkungen:

(a) Im Falle des unendlichen hohen Potentialtopfes (Vo — o0) ist der Aufenthaltsbereich des Teilchen
beschriankt auf |z| < a ; somit gibt es ausschliellich gebundene Zustinde. Hat das Potential aber
eine endliche Hohe (V(z) =V < 00) so sind auch Zustéinde mit E > Vj moglich — wir haben dann:

E <V gebundenes System
E>V Streuproblem

Wir beschrianken uns im folgenden auf gebundene Systeme.

(b) Die Wellenfunktion ist normierbar, d.h. es gilt (1.12)

(c) Die Wellenfunktion (z) und ihre erste Ableitung ¢'(z) sind stetig fiir alle 2. Das heifit an einer
Anschlufistelle z = a muf} gelten

b-(a) =¢4(a) und Y (a) = ¢ (2)
Dies bedeutet im vorliegenden Fall insbesondere, daf} die Losungen an den Grenzen |z| = a “glatt
ineinander iibergehen”.
Fiihren wir jetzt die beiden Abkiirzungen

2 2mE _2m

a’=— und 62—7 (Vo — E) mit «o?,4% >0
ein, dann bekommen wir die beiden homogenen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
Py [
de?2 | —p2

Die allgemeinen Losungen hierfiir sind aber durchaus bekannt, ndmlich:
5(a) Asin(az) + B cos(azx) lz] < a
T =
Ce P 4 Def” lz] > a

Unendlich hoher Potentialtopf

Betrachten wir zuniichst den einfacheren Fall, nimlich dafl V5 — co. Wie bereits angemerkt, verschwindet
in diesem Fall die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir |2| > a, so daf§ ebenfalls ¢(|z| > a) = 0. Aus der
Forderung nach Stetigkeit von ¢ (z) bei = +a folgt, dafl

(+a) =0 — +A sin (aa) + B cos(aa) =0 . (2.4)

Trivial 148t sich dies natiirlich 16sen fiir A = B = 0. Da in diesem Fall aber die Wellenfunktion fiir alle x
zu Null verschwinden wiirde, sind wir an Lésungen interessiert, die fiir —a < 2 < a Werte ungleich Null
annehmen:
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A=0und B#0 —  cos(aa) =0
B=0und A#0 —  sin(aa) =0

Die Randbedingung bei x = +a 148t sich erfiillen fiir:

aa =
aa =

Da a ja verbunden war mit der Energie E, konnen wir also die zu einem n zugehorige Energie E,, berechnen:

n  n ist ungerade, ganze Zahl

n  n ist gerade, ganze Zahl

[ N I T

h2 h2 2 2h2
2m 2m \2a 8ma?
Wir erhalten also diskrete Energieeigenwerte E, mit dem (energetisch tiefsten) Grundzustand!
TZh?
E — . 2.6
! 8ma? (26)

Aus den Energieeigenwerten lassen sich durch Riickeinsetzen wieder die Eigenfunktionen berechnen:
Yn(z) = By cos Ly fiir n= 1,3,5,...
2a
Yn(T) = Ay sing—”x mit n=2,4,6,...
a

Vollstéindig bestimmt sind die Wellenfunktionen jetzt, wenn diese auch der Normierungsbedingung (1.12)
geniigen:

[1n@Par = 1
1 12 .
/Bi COSQ(% r)de = B? [iw + Zn_a sin(2 Z—Wa:)] )
- B2 {E ? n (™™ T Gn M }
"12 + 2nm sin a @) 2 2nrw sin a (=a)
= B? {a + -2 (sin(nm) — sin(—mr))}
2nm
= Bla

Fiir die Wellenfunktionen finden wir jetzt noch eine interessante Eigenschaft; die Anwendung des Paritits-
operators P R
Py(z) =1(—z) = mi(z) mit 7 ==+1

auf unsere Losungen ergibt ndmlich

Die Moglichkeit n = 0 hatten wir ja ausgeschlossen, da sonst die Wellenfunktion auf ganz R identisch null verschwinden
wiirde.
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Y(x) =¢(—z) < }31/1 =+ positive Paritéit fiir n = 1,3, 5, ...
Y(z) = —¢(-z) & ﬁw =—9¢ negative Paritét fiir n = 2,4,6, ...

Durch Angabe der Quantenzahl n ist also die Paritiitseigenschaft der Wellenfunktion vollstiindig definiert.

Eng zusammenhéngend mit der Paritét ist die Anzahl der Nullstellen bzw. Knotenpunkte der Wellenfunk-
tion: sehr beliebt ist hier der Vergleich mit den Moden einer schwingenden Seite. Durch den Operator Ey,
entspricht dann die zweite Ableitung der Wellenfunktion (d.h. die Kriimmung) der kinetischen Energie:

P

W = Ekin (2 . 7)

f(x)
w

Abbildung 2.2: Eigenfunktionen 1, (z) fiir den unendlichen Potentialtopf. Der vertikale Offset wurde so
gewdhlt, dafl die Grundlinie der Quantenzahl n entspricht.

Anmerkung: Die hier angestellten Parititiiberbetrachtungen fiihren deshalb zum Erfolg, weil das Po-
tential symmetrisch ist

Damit ist dann auch der HAMILTON-Operator symmetrisch und die Anwendung einer Paritétstransforma-
tion auf eine Losungen der Eigenwertgleichung liefert wieder eine Lésung.

Endlicher Potentialtopf

Fiir Potentialtopf mit endlicher Tiefe kommt ganz R als Definitionsbereich der Wellenfunktion ¢(z) in
Betracht. Da die Wellenfunktion in den Bereichen mit V' # 0 exponentiell abklingen mufl um die Normier-
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barkeit zu gewihrleisten, erhalten wir folgenden Ansatz:

C-e Bz T >a
P(r) = ¢ A-sin(azx) + B - cos(ax) lz| < a (2.8)
D -ePr r<a

Zuséatzlich zu der Normierbarkeit
[ Eap@P =1

muf} noch die Stetigkeit von ¢(z) und ¢'(z) an den beiden Stellen = = +a gew&hrleistet sein:

(a)  (z = +a)

A sin(aa) + B cos(aa) = Ce P° z=4a
—Asin(aa) + B cos(aa) = De P® r=—a
(b)  ¢'(z = +a)
a A cos(aa) —a B sin(aa) = —BCe P r=+a
a Acos(aa) + a Bsin(aa) = —fDe P? rT=—a

Insgesamt bekommen wir also ein System von vier Gleichungen, aus dem sich die Konstanten A, B,C, D
bestimmen lassen. Die Rechnung erweist sich allerdings als weitaus einfacher, wenn wir die bereits gefun-
denen Symmetrieeigenschaften der Wellenfunktion ausnutzen. Daraus folgt ndmlich unmittelbar:

r=+41 — A=0, B#0, C=D
r=-1 — B=0, A#0, C=-D

Damit ist dann (2.8) in Abhéngigkeit von der Paritét:

Ce Bz T>a Ceh® T >a
(x) = B cos(ax) |z| < a P(x) = Asin(azx) lz] < a
Cefr r < —a —Cef” r<—a

Untersuchung der Stetigkeit ergibt dann:

¥(a) und ¢'(a) sind gegeben durch
Bcos(aa) = Ce e und aBsin(aa) = fC e P

Aus Division folgt:
%(OZ;) =0 & (ova) tan(aa) = Ba

Fiihren wir jetzt neue Variablen £ = aa und n = fa ein; damit
Etané =1 (2.9)

Auflerdem finden wir noch

eha
B=C——, A=0 D=C
cos(aa)

so daf} wir jetzt alle Bedingungen fiir die Losung mit positiver Paritit zusammen haben.
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Mit den Anschluibedingungen
Asin(aa) = Ce Pa und aAcos(aa) = —fC e P2

fiir ¢(a) und '(a) erhalten wir

(ava) cot(aa) = (Ba) — Ecoté = —n (2.10)
sowie noch
e Pa
—~ ___, B=0, D=-C
sin(aa)

so dafl wir jetzt auch alle Bedingungen fiir die Losungen mit negativer Paritét zusammen haben.

Wir erhalten also zwei Losungsgleichungen in den neuen Variablen ¢ und n mit

2mE
52 = o242 7;;2 a2
2m
772 _ ﬁ22—ﬁa2(V0_E)

a2 =
2m
R = &+4+n® = qy/1+tan’y = ﬁﬂ?%

Somit lassen sich £ und 7 also vollstéindig durch Eigenschaften des Potentials (Breite a und Stiirke V) und

der Gesamtenergie E beschreiben. Losungen (&;,7;) ergeben sich dann als Schnittpunkte der Funktionen
&(a, VW, E), n(a, Vo, E) und R(a,Vp); wie in Abb. (2.3) zu erkennen ist, erhalten wir damit ein diskretes

Spektrum von Energieeigenwerten E,,.

|
[
S | | |
-l “‘
4 | /“ |
| //
3 ) |
J/“
/o
| /
1 / / |
. : / ‘
yl N // v
0 | : - I |
0 1 2 ’ 4 5 Xi

Abbildung 2.3: Graphische Losung der Eigenwertgleichungen
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Nachdem wir gezeigt gaben, wie sich die Eigenwerte F, mittels eines graphischen Lésungsverfahrens
bestimmen lassen, fehlen jetzt noch die Eigenfunktionen ,, der Eigenwertgleichung

Hy = Ey iy, .
Wir erhalten:
( ean r < —a
e Pna
= _ n < .
Un(2) Cn cos (ana) (ana)  |z[<a (2.11)
[ e7Fn T>a
(—ePn® r<—a
e Bna
[ e Pne r>a

Die noch verbleibende Konstante C), 148t sich jetzt aus mit der Normierungsbedingung bestimmen:

[ @i = [ arw@r+ [ @P+ [dw@r =
—00 —00 —a a
Beispielhaft fiir den Fall positiver Paritét ist:
—a

1= /mmmW+jmmmW+fmmmw

0o —a a
r 2 r e Pna 27 2
= /dx |Cn€6"I| +/dx Cp——— cos(a,x) +/dx |C’ne*5nz|
cos(ana)
—0o0 —a a
—a P a oo
= (? / derB"’”-I-C’Qﬂ/dx cos®(a x)+C’2/dxe_2B"’”
" " cos?(apa) " "
—00 —a a

02 —a —2Bna 1 a 02 00
- [626"95] + C? e " |:£ 4+ — Sin(2anx):| n [672an]
—o0 —a a

28, " cos?(apa) |2 4oy, B M
_ C’_TQL o—2Bna | 0721 e 2bna - sin(2a,a)
Bn cos?(ana) 20,6

[V

e 2Bna e 2Bna sin(2ay,a)
Cn = -
{ Bn * cos? (apna) <a+ 2a, >}

Somit haben wir also C), als Funktion der Parameter «,, und 3, bestimmt.

2.2 Der lineare harmonische Oszillator

Fiir die klassische Bewegung eines Teilchens der Masse m in einem Potential (siche Abb. 2.4)

Viz) = imw2x2
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\ /
\ A /
\ /
\ /
\ , /
\ /
\\\
3 2 -1 v - 1
Abbildung 2.4: Linearer harmonischer Oszillator
ergibt sich die HAMILTON-Funktion
2
p 1 2,2
H =— 4=
(p,x) o + 5w T
Mit den Ersetzungvorschriften
Py = Pp = —ih— und T —>T==x
ox
bekommen wir dann den entsprechenden quantenmechanischen HAMILTON-Operator
~ h? 6? 1
H= - " - 2. 2
2m Ox? + g M
und damit die SCHRODINGER-Gleichung
n? d? 1 >
~ 5 Ie2 (x) + 5 MW’ Y(z) = E(zx) (2.13)
Mit Hilfe der dimensionlosen Gréfien
E h
- = =1/ — 2.14
¢ ao ’ T hw ’ o mw (2.14)
wird (2.13) zu
1d2¢(z) 1
_1d7) + 522 PY(z) = ey(z) (2.15)

2 dz?

Damit haben wir also physikalischen Inhalt des Problems formalisiert; Ziel muf} es wieder sein, Losungen

der Differentialgleichung zu finden.



Kapitel 2. Eindimensionale Quantensysteme 18

Losung der Differentialgleichung Um uns die Suche nach einem geeigneten Losungsansatz zu er-
leichtern, untersuchen wir zunéchst das asymptotische Verhalten der Gleichung fiir die beiden Fille z — 0
bzw. z — oo.

Fiir den Fall, da8 z — oo mit 22 >> ¢ bekommen wir

W~ 2y,
so dafl wir wihlen
P(z) = Aets?’
W(z) = +zAets?
P'(z) = AT T 422 Aetr

Dabei konnen wir allerdings die Funktion mit positivem Vorzeichen direkt ausschlieflen, da diese nicht
normierbar ist. Es bleibt also

vz = Ae

und wir machen jetzt den Produktansatz

w(z) = H(z)e 2% . (2.16)
Setzen wir dies in (2.13) ein, so erhalten wir die folgende Differentialgleichung fiir H(z):
d—QH()—2 Do) + (20— 1) H(z) =0 (2.17)
dz? i Zdz z Z) = :

Dies ist die HERMITEsche Differentialgleichung mit den hermiteschen Polynomen H(z) als Losung. Dabei
mufBidann gelten, daBl (2¢ — 1) = 2n, mit n € N. Fiir die Funktion H(z) machen wir jetzt den Potenzrei-
henansatz>

H(z) = Za,, z¥ (2.18)

Von diesem Ausdruck lassen sich nun die fiir die SCHRODINGER-Gleichung bendtigten Terme berechnen:

[ee] o0 [ee]
H(z) = Y awz""" = > aup(p+D2" = Y appi(p+1)2" A~ p=v-1
v=1 p+1l=1 n=0

= Zau+1 (v +1)2"
v=0

H'(z) = Y app v+ Dve"™ = 37 g (p+2) (ut 1) 2" = D appe (n+2) (n+1)2"
v=1 p+l=1 n=0
= ) an@+2)(v+1)2”
v=0
z-H'(z) = Z-Za,,ﬂ (v+1)2" = Z a,+1 (v+1)2" = Z a,pzt = Zauuz“
v=0 v=-—1 p—1=-1 n=0

(o]
= E a,vz’
v=0

2 Diese Vorgehensweise ist auch unter dem Namen SOMMERFELDsche Polynommethode zu finden.
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Setzen wir dies in die SCHRODINGER-Gleichung ein

o0 o0 o0
Z(y—}—l)(1/+2)a,,+2z”—221/a,,z"+(25—1)Za,,z" =0
v=0 v=0 v=0

Z (v+1)(v+2)ay422" —2va, 2" + (26 —1)a,2"] = 0

v=0

(v+1)(v+2)apys +2va, + (26 —1)a, = 0,
so erhalten wir die Rekursionsformel
_ 2v+1-2 (2.19)
YT L) v +2) ‘

mit den Losungsklassen

(a) ap # 0 und damit alle geraden Funktionen z” mit az,aq, ...

_1-2¢
a9 = D) Qo
-2 —2e)(1—2
a = 5 5a2 _ (5 —2¢e)( €) a

12 24

(b) a1 # 0 und damit alle ungeraden Funktionen z” mit ag, as, ...

0 = 3—26a
3 = 6 1

Mit den so bestimmten a,, mufl H,(z) aber auch wieder das gefundene asymptotische Verhalten aufweisen.
Fiir 2” ist
2v 2 .
a ~ —a, = —a ;U= 00
v+2 1/2 v v v

Das heifit aber, dafl sich der Exponentialanteil der Losungsfunktion verhélt wie

2 2
e’ bzw. ze®
so daf} fiir die Wellenfunktion
2 1.2 1.2
P(z) — e¥ e z¥ o e2” fiir v — oo

Das heifit also: wird v in keiner Weise eingeschréinkt, so wichst die Wellenfunktion 1(z) wie exp(32?)
und ist damit nicht mehr normierbar; eine solche Funktion hatten wir aber von vorneherein als Losung
ausgeschlossen. Wir miissen also fordern, dafl H,(z) endlich bleibt, was nur der Fall ist, wenn es ein
v =n < oo gibt, bei dem die Rekursionsformel abbricht.

Diese Bedingung ist erfiillt wenn
1
2n+1—-2e =0 — 6n:n+§ mit n=20,1,2,3, ...

Die Losungen &, sind dann also eindeutig festgelegt durch die Angabe der Zahl n, und da & durch ¢ =
E/(hw) verkniift war mit der Energie E erhalten wir direkt das Spektrum der Energieeigenwerte fiir den
linearen harmonischen Oszillator:

E, = hw <n + %) (2.20)
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Dabei finden wir eine bemerkenswerte Eigenschaft: der harmonische Oszillator hat eine nichtverschwin-
dende Nullpunktsenergie

Ey, =

Mit den Eigenwerten E,, lassen sich jetzt auch die Eigenfunktionen
Un(x) = T Ha(z)
bestimmen, wobei H,(z) die Differentialgleichung
H)(z) —2zH,(z) +2nH,(z) = 0
erfilllen muf. Die Losungen lassen sich dann auf zweierlei Weise gewinnen:

(a) Einsetzen der a, aus der Rekursionsformel in die Potenzreihe fiir H,(z).

(b) Berechnung der H,(z) aus der Erzeugendenfunktion

H, = (-1)"e® —e? 2.21
() = (e e (221)
In den niedrigsten Ordnungen erhalten wir damit

H() (2) =1

Hi(z) = 2z

Hy(z) = (22)* -2

Hs(z) = (22)° - 6(22)

Die Zahl n gibt demnach den Grad des Polynoms an.

Die normierten Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators zum Eigenwert (2.20) sind dann

Un(z) = (%)yzlﬁm (@x) e B (2.22)

Dabei zeigt sich eine Besonderheit: zu jedem Energieeigenwert F, gehort nur eine Wellenfunktion t),,.
Demnach liegt fiir den linearen harmonischen Oszillator keine Entartung vor. Wie wir spéter sehen werden,
ist dies im dreidimensionalen Fall nicht mehr gegeben.

Anmerkungen

1. Energieeigenwerte und Wellenfunktionen fiir die niedrigsten Zusténde sind:

2

n=0 Ey = thw Yo(r) = ape =
22
E, = %hw P1(z) =y ze” T .
n=2 E, = Shw Ya(z) = s (2—(22)2) e =
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2. Unter der einer Koordinatenspiegelung (z) — (—z) verhalten sich die HERMITEschen Polynome in

folgender Weise:
Hp(=2) = (=1)"Hn(2)

Die H,(z) sind demnach also Eigenfunktionen zum Parititsoperator P und sind entweder symme-
trisch (gerades n) oder antisymmetrisch (ungerades n).

3. Die Wellenfunktionen ,, bilden ein vollstdndiges System orthonormierter Funktionen:

vollstéindig Y 4 (2) ¢n(y) = d(x —y)
n=0
+o00
orthonormal / dx ) () Ym (2) = dnm
+o00
normiert / dz |1 (2))? = 1

Das heifit insbesondere, daf3 sich Wellenfunktion vieler, allgemeinerer Potentiale nach den Eigen-
funktionen des harmonischen Oszillators entwickeln lassen.

O SPEZIELLE LITERATUR

[2.1] CH. HERMITE, Sur un nouveau développment en série de functions, C. R. Acad. sc. Paris 58,
S. 93—100

Ubungsaufgaben

Ubung 2.1 — Potentialstufe. Geben Sie die Lsun-
gen der eindimensionalen SCHRODINGER-Gleichung sowie
die Eigenwertbedingung fiir die abgebildete Potentialstufe
zwischen unendlich hohen Winden an. Berechnen Sie die
normierten Eigenfunktionen. Wie grof} ist die Wahrschein-
lichkeit, daf} sich das Teilchen im linken Bereich 0 < z < a
und im rechten Bereich a < z < b authilt? Wie dndern
sich die Resultate, falls V} < E < V5 gilt?

O=
Q=
(e
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Ubung 2.2 — HERMITEsche Polynome. Die HERMITEschen Polynome sind durch folgenden Ausdruck
gegeben:
n x> an 2
H,(z)=(-1)"e 5o ¢ (2.23)

(a) Beweisen die die Aquivalenz dieser Darstellung mit der Definition

0" S(z,s)
- Os™

H,(z) mit  S(z,s) = e 2T

s=0

(b) Zeigen Sie
9
ox

(c) Beweisen Sie die Orthogonalitiitsrelation fiir die HERMITEschen Polynome

H,(z) =2nH,_(z) .

[e]

/ e H,(2)Hy(2) dz = 2" 0l /T6nm

— 00

indem Sie die Ordnung der Polynome durch partielle Integration reduzieren.

Ubung 2.3 — Die Delta-Funktion. Zeigen Sie, daB die beiden Funktionenfolgen

n 1
71+ n2z?

n 2

fn(x) = ﬁexp (—n 1‘2) und gn(l‘) =

fiir n — oo eine Darstellung der §-Funktion liefern. Verwenden Sie dazu folgende Bedingungen, die die

o-Funktion bestimmen: -

/ 0(x —xo)dx =1
—0o0
und
0(x —xo) =0 falls z#ux .
Zeigen Sie, daf} die §-Funktion formal als erste Ableitung der Stufenfunktion
1 x>0
O(z) =
0 z <0

schreiben 148t.

Ubung 2.4 — Eindimensionale Bewegung in einem J-Potential. Betrachten Sie die eindimensio-
nale Bewegung eines Teilchens der Masse m in einem §-Potential:

Vizg)=-Vod(x) , Vo>0

Berechnen Sie die normierten Eigenfunktionen der gebundenen Zustinde. Wie viele gebundene Zustidnde
gibt es in Anhiingigkeit von V4?7 Setzen Sie bei der Losung voraus, dafl die gesuchte Wellenfunktion v (z)
sich iiberall “physikalisch verniinftig” verhilt, d.h. insbesondere eine statistische Interpretation zulift.
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Ubung 2.5 — HERMITEsche Polynome. Die erzeugende Funktion der HERMITEschen Polynome H,,(x)
lautet
2490 - Hy(2)
— ,—8"+2s5z _ n
S(z,s)=e = Z — s (2.24)
n=0

Man kann die erzeugende Funktion zur Berechnung von Matrixelementen zwischen den Zléstéinden des
harmonischen Oszillators verwenden, indem man Ausdriicke der Form f(z)S(z,s)S(z,s')e”* betrachtet.
Integrieren Sie diese von —oo bis co. Entwickeln Sie das Resultat in eine Potenzreihe in ss’ und fiihren
Sie einen Koeffizientenvergleich durch.

(a) Zeigen Sie, daf} das System der Eigenfunktionen v, (z) des eindimensionalen harmonischen Oszilla-
tors,
a

/727!

Yn(T) =

2,2
H,(azx) exp <_a2x ) , o= e , (2.25)

orthonormiert ist.

(b) Berechnen Sie die folgenden Matrixelemente zwischen den Eigenfunktionen 1, (z) des eindimensio-
nalen harmonischen Oszillators:

7 Yn(@) zhm(x)dz und 7@02(%) 2 (2) dz .

(c) Berechnen Sie die entsprechenden Matrixelemente fiir p und p?. Geben Sie Az - Ap, an.

(d) Berechnen Sie den Erwartungswert der potentiellen Energie (V(z)) in jedem Zustand ¢, (z).

Ubung 2.6 — Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators. Zeigen Sie die Orthogonalitiit der
Eigenfunktionen t,(z) des harmonischen Oszillators ohne die explizite Form der Eigenfunktionen zu
verwenden. Benutzen Sie ausschliefilich die Differentialgleichung.

Ubung 2.7 — Diskrete Energieniveaus in einer Dimension. Wir betrachten die SCHRODINGER-

Gleichung
h* o2

’Lh% ’(ﬁ(ﬂf,t) = (—%@ + V(CU)) ’(/J(Cﬂ,t)

in einer Raumdimension. V(z) sei das Potential

o

Vi) = ————
(@) cosh? ax

, Vo>0,a>0

(1) Verifizieren Sie die folgende Symmetrieeigenschaft des zugehorigen HAMILTON-Operators H: H ver-
tauscht mit dem Paritédtsoperator P

P f(z) = f(-x)
und H ist blockdiagonal, d.h.:

H:3(1+P)H(1+P)+i(1—P)H(l—P) .

Wann hat ein HAMILTON-Operator allgemein diese Eigenschaft?
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(2) Eine weitere Eigenschaft eindimensionaler quantenmechanischer Systeme ist, daf sie keine Entartung
aufweisen. Beweisen Sie dies, in dem Sie von zwei entarteten Losungen der SCHRODINGER-Gleichung,
¢1 und ¢2, ausgehen und zeigen, daf} sich diese nur um einen konstanten Faktor unterscheiden.

Hinwei: Bilden Sie die WRONSKI-Determinante

N _ , Ops O
W(¢1,¢27Cﬂ) = (2513—1‘ - % 2
Uberpriifen und benutzen Sie die Tatsache, daB ihre Ableitung partial, W und auch W selbst ver-

schwinden.
Nun soll mit Hilfe des Lésungsansatzes
Y(x,t) = e*%Etcp(x) , FeRE<O

stationédre Losungen der SCHRODINGER-Gleichung sowie das diskrete negative Energiespektrum bestimmt
werden.

(3) Zeigen Sie, dal mit der Substitution £ = tanh ax die stationire SCHRODINGER-Gleichung lautet:

vV—2mE 2mV, 1 8mV,
€= i mo—s(s+1), s=—<—1+ 1+ m0>

wobei

ha 7 a2h? 2 a2h?
(4) Um diese Gleichung zu losen wird zunichst die Substitution
o =(1-)" we
durchgefiihrt. Zeigen Sie, dafl dies auf die folgende Differentialgleichung fiir w fiihrt:
(1-)w"—26(1+e)w —(e—38) (e+s+1)w=0
(5) Nun wird w als Polynom angesetzt:

w(€) =Y ar*
k=0

Zeigen Sie, dafl dann fiir die Koeffizienten a; folgende Rekursionsformel gelten muf:

k(k+2e+1)+(e—s)(e+s5+1)
(k+2)(k+1)

Q42 = GQf

Damit ¢ fiir £ = £1 (d.h. fiir z = £00) endlich bleibt (warum?), mufl das Polynom endlich sein.

(6) Zeigen Sie, dafl aus dieser Abbruchbedingung s = ¢+ n (n € N) und damit die diskreten Energieni-

veaus "
a2 8mV,
E, =- —(1+2 1
&8m { (L+2n) + + o2h?

folgen.

(7) Wie viele Energieniveaus gibt es?
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Ubung 2.8 — Eindimensionaler Tunneleffekt. Wir betrachten wieder die eindimensionale SCHRODINGER-

Gleichung
., 0 h?* 9?
iho ¥(2,t) = <—%@ + V($)> ¥(z,1)

V(x) sei eine rechteckige Potentialbarriere, d.h.

mit Vp > 0.

Vo falls |z|<a
V() =

0 falls |z|>a

Mit Hilfe des Losungsansatzes _
Y(z,t)=e i (), E€R

sollen fiir £ < V4 die stationéren Losungen der SCHRODINGER-Gleichung bestimmt werden. Wir verlangen,
daBl p(z) tiberall stetig differenzierbar ist.

(1) Zeigen Sie, daf} die Losung folgende Form hat:

Aehr f Be~#2  falls z < —a

k= 2m2E
! ! . ﬁ
pz) =< Ce"*+De ¥ falls |z|<a mit
, , |- 2m(Vo—E)
Fe*»  Ge ™ falls x> —a h?

wobei A,B,C,D,F,G € C.
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Quantenmechanische Grundbegriffe

3.1 Wahrscheinlichkeitsamplituden

Mit der Wellenfunktion v (r,t) wird ein quantenmechanischer Zustand im Ortsraum beschrieben. Nach
der Interpretation von HEISENBERG und BOHR enthilt die Wellenfunktion dabei alle Informationen iiber
ein physikalisches System, welches im Rahmen der Quantenmechanik zuginglich sind.!

¥ (r,t) gibt die Wahrscheinlichkeitsamplitude an, ein Teilchen bei den Koordinaten
r+dr,y+dy,z+dz,t+dt

zu finden. Ebenso ist es aber auch méglich, eine Messung im Impulsraum durchzufiihren: ¢(p, t) beschreibt
dann ein Teilchen mit
Pz + dpz, py + dpy, p- + dp:,t + dt

Da sich sich beide Darstellungen stark dhneln, bietet sich die Frage an ob ein — und wenn ja welcher —
Zusammenhang zwischen ihnen besteht.

Die einfachste Moglichkeit, beide Darstellungen miteinander zu verbinden, besteht {iber die Normierung;:
diese sollte unabhingig von der gewé#hlten Darstellung — ob nun im Ort- oder im Impulsraum — erhalten
sein. Wir fordern also, daf3

/ Pplip,t) = 1= / & (%, D) (3.1)

Dieser Ausdruck stellt aber nichts anderes dar, als die Aussage des PARSEVAL-Theorems der FOURIER-
Theorie: dieses besagt, daf fiir eine Funktion f(z) mit der FOURIERtransformierten

F(s) = % / f(z) e*™ s dg

die Beziehung
1 .
[ i@k de= 5 [ FGPds
2w

gilt. Wir stellen also die Hypothese auf, daf} sich fiir die Darstellungen der Wellenfunktion ein &hnlicher
Zusammenhang finden 148t:

b(p,t) T W(x,1)

Damit ist allerdings noch keine Aussage dariiber gemacht, ob damit auch alle tatsidchlichen physikalischen Eigenschaften
erfafit sind; dies ist der wesentliche Einwand von EINSTEIN-PODOLSKY-ROSEN.
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FouriERtransformationen

Sei ¢ (r,t) die Darstellung der Wellenfunktion im Ortraum und J(p, t) die entsprechende Darstellung im
Impulsraum. Dann lassen sich bei Funktionen mittel einer FOURIERtransformation ineinander iiberfiihren:

o) = oo [ e (o) ey (5:2)

Dpt) = (%2)3/2 / &r exp <—%pr> (e, ) (3.3)

Definieren wir noch auf beiden Riume die DIRAC’sche Delta-Funktion
Sr-r) = — /d3p exp (Lp(r—r') (3-4)
(2wh)3 h '
1 )
o - - 3 v o
S-p) = G [ @ ew (—r ) (35)

dann erhalten wir:

Bp e~ #P Ty (r L 3X—£II‘ 3}(1.1‘~
/dre PTa(r, t) (%h)%/dre p( P )/dpe p( p>¢(p,t)

- (27;1)3/2 /d3p/d37“ exp <—%r (p— p')) P(p,t)

-~

(27h)35(p’' —p)

St

= (2rh)"2 J(p,t)

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit betrachten wir im Folgenden nur stationire Wellenfunktionen ¢ =

¢(r) und ¢ = ¢(p).

Physikalische Bedeutung Prinzipiell macht es keinen Sinn mehr eine Aussage iiber das Verhalten
eines einzelnen Teilchens machen zu wollen, da wir es mit Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu tun haben.
Die Funktionen 1 und ¢ machen keine Aussagen iiber eine einzelne Messung sondern geben mit |¢)|? und

|1Z|2 lediglich die statistische Verteilung von N Meflwerten an. Ist dann N — oo so reden wir auch von
einer statistischen Gesamtheit.

3.2 Erwartungswerte und Mittelwerte

Der Erwartungswert beschreibt den bei mehrfacher Messung zu erwartenden Wert einer Observablen — z.B.

r,p, E — in einem Experiment. Fiir Me3werte a1, as, ag, ... mit der statistischen Hiufigkeit wy, ws,ws, . ..
ist dann
n
(4)y = Z a; w; fiir eine diskrete Verteilung
i=1

oo

/ w(a)ada fiir eine kontinuierliche Verteilung

— 00
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Sind also die Wellenfunktionen ) (r) bzw n (p) gegeben, dann 148t sich der Erwartungswert einer beliebigen
Ortsfunktion (Impulsfunktion) f(z,y,z) = f(r) berechen durch:

/ G (x) £(r) (r) dr (3.6)
(9(p)) = /J*(p)g(p)lz(p)dg’p (3.7)

—~
~
—~
=
S’
~
Il

Physikalisch sind dies wieder Mittelwerte einer Vielzahl von Messungen an N identischen Systemen.

Wenn wir jetzt Vergleiche mit einem Experiment machen wollen, so muf klar sein, in welcher Weise experi-
mentell bestimmbare Groien (Observable) in mathematischen Rahmen der Quantenmechanik dargestellt
werden:

In der Quantenmechanik wird einer Observablen A ein Operator A in der Weise zugeordnet,

so daf gilt
(4) = /¢* AYpdPx (3.8)
Bisher kennengelernt haben wir bereits den
Operator der Energie E — H ,
Operator des Ortskoordinate x — T,
Operator des Impulses p — —ihV.

Auflderdem haben wir gesehen, dafl die Darstellung des Impulses im Impulsraum einfach durch p — p
geschieht. Damit stellt sich dann aber auch die Frage, wie denn die Darstellung des Ortsoperators in der
Impulsdarstellung aussieht; darauf werden wir im niichsten Abschnitt zu sprechen kommen.

Mittleres Schwankungsquadrat

Schreiben wir A = (A), so ist
(AA)? = ((A— A)?) = (42) —(4)? (3.9)

Aus der Unschirferelation mufl dann gelten

V(Ax)?V/(Ap)* >

N | =

3.3 Der Ortsoperators in der Impulsraumdarstellung

Ausschreiben der allgemeinen Definition fiir den Erwartungswert (3.8) fiir den Ortsoperator r gibt zunéchst

(r) = /dBM/J(r)rw(r) . (3.10)

Die darin vorkommende Wellenfunktion 1i8t sich jetzt durch ihre FOURIERtransformierte ausdriicken:
[ | [ @re 5 @) ¢ | [ et i)
(27h)3/2 (2mh)3/2
1 3 3. _—ipr T 3 ip'r 7
(2wh)3/dr{/dpe mPEY (P)] [/d p'rerP 1/’(Pl)}

(r)
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Betrachten wir zuniichst die Integration iiber p’: Differentiation des Ausdrucks unter dem zweiten Integral
ergibt

d "o~ i i~ i ood o~ hl
" pr ! _ e +pr ! sPpr _" ! Lo
T TePTIE0} = e eI e i) AT
e hd (i hoood ~
rerPry(p’) = gd—p,{ehp lb(P')}—gehp d—p,i/J(P')

Integrieren wir nun hieriiber, so erhalten wir eine Umformung fiir einen Teil unseres urspriinglichen Pro-
blems: 5 d 5 p
d3 ! %p’r N — /d3 el { %p’r ! } _ /d3 U %p’r_ N
[vretr i) = [ay S (et o)) - [ap et )
Das erste Integral auf der rechten Seite lisst sich mit Hilfe des GAUSSschen Satzes umformen; bei Auswer-

tung {iber die ins Unendliche ausgedehnte Oberfliche verschwindet dieser Ausdruck. Damit bleibt dann
nur noch

(r) = (27rlh)3 /dST/dSp/dBP’ exp (—%pr> " (p) [—? exp (%p’r> dip,@(p')}
= (27T1h)3 /d3r/d3p/d3p’1z*(p) exp <—%(p—p’)r> {—?dip,] »(p')
= o [ [ @05 [FEL] e o) i)

= [aviw [14] 5 -
= [evie <3| i)

Damit haben wir jetzt eine Darstellung des Ortsoperators im Impulsraum:

Dies ist aber nichts anderes als der analoge Ausdruck wie fiir die Darstellung des Impulsoperators im
Ortsraum

(3.12)

Fiir die Berechnung der Erwartungswerte gilt also:

® = [Eremreoe = [ @i ) (in9,) dte)
® = [Erew (<) ew = [ Erie)pie)

Folgerung Physikalischen Observablen werden (lineare hermitesche) Operatoren zugeordnet, die abhiingig
von der Darstellung sind.

3.4 Operatoren in der Quantenmechanik

Lineare Operatoren A wirken auf eine Linearkombination von Wellenfunktionen durch:

Aoy + Bpo) = adyy + fAY, mit «,3 € C
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Der Erwartungswert ist dann:

Ay

—~

[ @ (@) v(a)) do
[ (A o)) vis)da

(A)y
Als adjungierten Operator definieren wir dann den Operator A', fiir welchen gilt:
[(A@ @) @ = [v@ (e vw)d
[r@l@i@d = [ L@

Fiir hermitesche Operatoren (wie z.B. H ) gilt dann
(Hyye = (D) = (HY)y
Fiir alle ¢(x) soll dann gelten, daf3
[ (8@ v@) @ = [v@(Bev@)d = [v@ (@ iw)d

Erfiillt H dies Bedingung, muf} also gelten daf} Ht=H.

DirAcC’sche Schreibweise fiir Skalarprodukte

Um im Folgenden die Schreibweise ein wenig zu vereinfachen und damit die Rechungen iibersichtlicher zu
gestalten, verwenden wir die von DIRAC eingefiihrte Notation:

(A) = /dSw@/J*(X’t)A@ZJ(X,t) = (@) [A]9()) (3.13)

Die damit neu eingefiithrten Symbole heiflen

bra = (¢(t) | = ¢*(x1)

ket = [P(t)) = (x,1)

und héngen mit der Wellenfunktion in folgender Weise zusammen:
vx,t) = (x| o)) , P (x1)=(¥()]x) (3.14)

Mit der Bezeichnung als Zustandsvektoren fir | ¢ (t) ) und ( ¢(t) | ergibt sich, daf} ein solcher Vektor
die Menge aller Eigenfunktionen des Systems enthélt:

(@) | = (W), 42(),93(t),---) [0 ) = [ ws(t) (3.15)

Damit bietet sich dann auch direkt eine vereinfachte Schreibweise fiir die Eigenfunktionen an:

Yp(x) —= | n) und Pr(x) = (m| (3.16)
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HeErRMITE’sche Operatoren

Die Verallgemeinerung des bereits eingefiihrten Ausdrucks fiir den Erwartungswert

@) = [0 Av dr= (v]4]v)
eines Operators A liefert das Matrixelement

(1 [Al ) = (b2 |[Al )" .

Erfiillt der Operator jetzt die Beziehung AT = A, so nennt man diesen selbstadjungiert hermitesch.
Setzen wir nun noch v; = 2 = 1), dann erhalten wir insbesondere

(V1AlY) = (D [A]Y)".

Die besondere Bedeutung hermitescher Operatoren liegt in ihrer Verkniipfung mit experimentell bestimm-
baren physikalischen Grofien:

(a) Observable werden durch hermitesche Operatoren dargestellt.

(b) Die Eigenwerte hermitescher Operatoren sind reel.

Auflerdem gilt: Die Eigenfunktionen hermitescher Operatoren bilden ein vollstindiges orthonormiertes
System mit

(b | B[ 6y) = /zp;(w)fwu(x) d = hu/zp;(w) bu(e) de

| SR ——
=1

(Yu |H %) = (Y|t ) b -

Das bedeutet: eine beliebige Wellenfunktion psi(x) 148t sich nach dem vollstindigen System der Eigen-
funktionen v, (z) entwickeln:

o) = Yol mit o= [ i@ i) ds
o
Daraus folgt dann unmittelbar, dafl

[B@v@ar = Yo [ @@=

Oxp

In der DIRAC-Schreibweise 148t sich jetzt in kompakter Form notieren

|9) = Y eulu)  mit cu= (Y| ¢)

Betrachten wir nun
A|¢1):al|¢1> ) A|1/J2):a2|1/12) .

Daraus bekommen wir

(P2 |Alh) = (Yalar|h1) =ai (P2 |¢1)
(Y1 [A]¢2) (V1 laz] b2 ) =az (b1 | o)
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mit der Differenz

(2 |[Al 1) = (1 [A| Y2 ) = (a1 —a2) (1 |2 ) .

Beriicksichtigen wir jetzt noch, dafl

(2 |[Althr) = ai( )
(Y2 [Al Y1) = ar (2 |th)"
({1 [A]e2)")" ( )
(thr [Al2) = ai( )

I
)
S

also

(2 [AlY1) = (Y2 [Al2),
dann haben wir fiir unsere begonnen Rechnung
(tr [Alv2) = (Y2 |Al 1) =0=(a1 —a2) (V1 [ Ya2) .
Da fiir die Eigenwerte aber gilt daf a; # as, folgt also
(¢1]e2) =0.

Das heifit aber nichts anderes, als dafl die zu A gehorigen Eigenfunktionen ein orthogonales System bilden.

Kommutatoren

Die durch
[A,B]=AB - BA (3.17)

definierte Relation zwischen zwei Operatoren A, B heifit Kommutatorrelation.

(a) Fiir Impulsoperator P und Ortskoordinate Q in der Ortsdarstellung ist:

h O
[ga—xi,%‘] Y(x,t)

[Pi7 Q]] ¢(X7 t)

h (0 0

or; 0 0
<8§Zw(x’t) + xja_wiw(xat) - xja_wiw(xat)>

~

| St =

= < 0;P(x,1)

S OF S

Pi,Q;] = =6y (3.18)

(b) Fiir P und Q in der Impulsdarstellung ergibt sich

L e

h 0 0
— (i — o) Bt
i <p Opj apjp> Vo)
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_ h ) 0 _ 8101 . <
= ‘Z(’a SV t) = 5, v t) = pig vl ’t)>
= ?6”'(/1()(,75)
PLQl = Ty (3.19)

(c) Fiir eine beliebige Funktion f(x) der Ortskoordinate ist in der Ortsdarstellung
P t) = t
P vy = P2 >} b, 1)

(5100 - 1095 ) wix
(220

h
! (600) + T 0) 3 05,0) = )50,
h

_haf

i 0
h 0

[P, f(x)]

3.5 Der lineare harmonische Oszillator ohne spezielle Darstel-
lung

Nachdem wir die Eigenwerte und Eigenfunktionen des linearen harmonischen Oszillators bereits aus der
SCHRODINGER-Gleichung berechnet haben, wollen wir nun eine alternative Methode vorstellen, welche
keinen Gebrauch einer speziellen Darstellung von Ort- und Impulsoperator macht.

Dazu sei zunéchst noch einmal an DIRAC-Notation erinnert: Wir hatten gefunden, dafl die Eigenfunktionen
des linearen harmonischen Oszillators ein vollsténdiges System orthogonaler Funktionen mit Eigenwerten

1
E, = M<n+§> ; n=0,1,2,...

bilden. Fiir zwei solche Funktionen ,, und v,, kénnen wir auch schreiben

b = (m|

} = (m|n) = dmn

Die Wellenfunktion des Grundzustandes schreibt sich demnach als | 0 ).

Erzeugungs- und Vernichtungsoperator

Der HAMILTON-Operator fiir den linearen harmonischen Oszillator war

T 152 2.9
H = = +_-mw(q
om 2"

mit dem Kommutator fiir Ortsoperator ¢ und Impulsoperator p

[ﬁaa] = m_?]\ﬁ: —ih
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Dadurch motiviert fithren wir jetzt als neue Grélen den Erzeugungsoperator a und den dazu adjungierten
Vernichtungsoperator a' ein:

@ = %(W&H\/%) (3.21)
at = %(mgw%) (3.22)

Die so definierten Operatoren erfiillen

*
*

(ca)* = c*al
und die Kommutatorrelation
[a,aT] = aa' —a'a

1 o P o P
= -z | mwq —gp +1pq + — —mwq —1qp +1gp — ——
mw mw

2h

= L ont i — it i)

= 57, (@p+ipg — igp + ipg
i i

_ e o o
h(pq ap) h[p,ﬂ

Wie wir noch sehen werden, haben beiden so definierten Operatoren gerade die Eigenschaft, dafl die
Erzeugung bzw. Vernichtung eines Quantums mit Energie (hw)/2 bewirken.

Um die so definierten Operatoren aber auch wirklich fiir den HAMILTON-Operator des linearen harmoni-
schen Oszillators verwenden zu kénnen, ist es nétig die Operatoren g und p durch die @, @' auszudriicken:

2 2mw
~ /\T _ ~ ~
a+a" = —y/mwqg = —

V2h 1 V"h ¢

h
7 2mw @+a)
h
~ I T 12
= +aat +ata +

q ST (@® +aa’" +a'a + (@)?)
- 4 _ 2 p 2
a—a =

V20 V/mw = hmwp

i/ h’;‘" (@ —a)
9 hmw @

= (@ —aa' —ata+ @)

Einsetzen in den HAMILTON-Operator gibt jetzt

)
I

52
73 p L 2
=, :
om 2"
ho (o st ho (ot i
= —T(GQ —aa’ —a' + (aT)Q) + e (a2 +aa’ +a'a+ (aT)Q)
hw (o o o ~ D |t At
= Zw( 2+aaT—I—aT—l—(aT)Q—aQ—i—aaT—l—aTa—(aT)Q)
hw

= - (208" + 2a%a)
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aa' +a'a) A~ [aal]=1

I
=t
&
N
3)
+
N | =
N——

Der im letzten Schritt neu eingefiihrte Operator
n=a'a (3.23)

heifit Besetzungszahloperator. Da alle weiteren Grofien des HAMILTON-Operators Konstanten sind
folgt aus der Hermitezitéit von H dafl auch n ein hermitescher Operator ist. Mit diesem 148t sich die
SCHRODINGER-Gleichung fiir den harmonischen Oszillator umschreiben:

O¥(z) = E¥(z)
(34 D) o) = (1) ot
Aln) = n|n) (3.24)

Losung des Eigenwertproblems
Fiir die Losung des Eigenwertproblems ist jetzt zu zeigen, dafl

(a) | n) ist Eigenzustand zu n und es gilt die Eigenwertgleichung
njn)=n|n) mit n=0,1,2,... (3.25)
(b) Die beiden Operatoren a™ bzw. a erfiillen die Eigenwertgleichungen

atln)=m+1)|n) baw. @|ln)=m-1)|n) (3.26)

Zu Untersuchung der Eigenwerte von a™ und @ bendtigen wir zunfichst deren Kommutatoren mit 7. Unter
Beriicksichtigung, daf fiir drei Operatoren A, B und C gilt

[AB,C] = AI[B,C]+[AC] B
erhalten wir dann:
m,a = [ata,a) = a" [@a]+[at,a)la = -a — na=an—a
[h,at] = [ata,at] = at [a,a"]+[ahat]a = at -  Pat=ath+ar

Angewendet auf einen Zustand | n ) bekommen wir

i(atn)) = at(@ln))+a"In) = @+1a"|n)
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Demnach ist also a™ | n ) Eigenzustand zum Eigenwert (n + 1). Analog dazu ist

ﬁ(ﬁ|n)) - a(mn)) - (n—1)(a|n))
Wir halten also fest:
aln)y = ep1|n—-1)
atln) = cap|n+1)
Die beiden Zahlen ¢, und ¢, sind Normierungskonstanten; um diese zu bestimmen schreiben wir
(nlaln) = n(nin) = (ala‘dln)
= cpa(nlat|n-1)
= cpi{(n—1la|n)"
= Jeat)?(n—1]n—-1)

= |Cn—1|2

Somit ist ¢, also bis auf einen globalen Phasenfaktor bestimmt:

Cp—1 = e

-

Damit finden wir also
1
In-1) = —=aln)

N

Vollkommen analog zu dieser Rechnung ergibt sich fiir a®

(nlaat|n) = |n)@*+1)n) = lenaP(n+1]n+1)
L
[n+1) = a|n)

vn+1

Als niichstes miissen wir zeigen, daf} die Eigenwerte von i nur Werte grofier gleich Null annehmen (n > 0).
Multiplikation der Eigenwertgleichung mit ( n | ergibt

nln)=n|n) — (n|n|ln)=n(n|n)=n

Setzen wir jetzt noch die Definition von 7 durch den Erzeugungs- und Vernichtungsoperator ein, so folgt:
* 2
(nl|atd|n) = (a|n>) (a|n>) =‘a|n>‘ —leat|? >0

m Hier muf} eigentlich noch gezeigt werden, dafl n € N.

Jetzt miissen wir allerdings nachpriifen, welches denn der kleinste Wert ist, den n annehmen kann. Dafiir
setzen wir

| "min ) =0 mit (0]0) =1

Nochmalige Anwendung des Vernichtungsoperators a gibt demnach

a| Mmin > = 0
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Damit gilt aber auch

<nmin|a+a|nmin> = <nmin|ﬁ|nmin> = Nmin = 0
Wegen
In+1) it n)
n = a’|n
vn+1
kénnen wir dann fiir den n-ten Zustand schreiben
1
1) = 7T+|0>
1 s
|12) = m(a+)2|0>
1
3) = —=—=@"?o
| 3) \/I\/i\/g( )710)
1 .
n) = =@0)

Fiir die Eigenwertgleichung folgt:

Ortsdarstellung des Grundzustandes

Einsetzen der Ausdriicke fiir g = z und p = —ih% in den Erzeugungsoperator a ergibt
a= L (y/mw?j—i— z‘i) (x/ R R — d )
V2h vmw \/ \/ wdz

Damit koénnen wir den Grundzustand
al0)y =0

jetzt in folgender Weise umschreiben:

aloy =0

/dm'6|x'><x'|0>
(z|al0) =0 = /dx'(x|6|x'><x'|0> A (2'1]0)
/ ' = (Vie + <At 6o — ) vl

\/_dx
= 7 (Vs )

Fiir die Wellenfunktion des Grundzustandes erhalten wir also die Differentialgleichung

(5o + 1) volo) =

= 1o (")
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Wie sich dann direkt durch Einsetzen nachrechnen 148t ist die Losung

o(z) = Cy exp (—%ﬁ) (3.27)
2h

die Wellenfunktion des Grundzustandes in der Ortdarstellung. Hoher liegende Zusténde lassen sich dann

mittels des Erzeugungsoperators gewinnen:

mw

(o) =avale) = o (Ve + Y e (“50) L ) = @ (o)

3.6 Wahrscheinlichkeit in der Quantenmechamik

Bereits in Kapitel 1 wurde auf die Interpretation der Wellenfunktion als Wahrscheinlichkeit eingegangen.
An dieser Stelle gehen wir jetzt auf die Unterschiede zur Interpretation in der klassischen Physik ein.

(a) Das grundlegende Konzept der Wahrscheinlichkeit #ndert sich in der Quantenmechanik nicht; die
Wahrscheinlichkeit P; fiir das Eintreten von Ereignissen E; ist gegeben durch

_ Anzahl der Ergebnisse F;
~ Gesamtanzahl der mdglichen Ergebnisse

(b) Die Art in der Wahrscheinlichkeiten berechnet werden, unterscheidet sich fundamental von der in der
klassischen Physik. Betrachten wir dazu ein mit Elektronen durchgefiihrtes Doppelspalt-Experiment;:

Klassisch bewegt sich das Elektron entweder durch Spalt 1 oder durch Spalt 2. Bezeichnet P;(z) die
Wabhrscheinlichkeit fiir den Durchgang des Elektrons durch Spalt 1 und P (z) die Wahrscheinlichkeit
fiir den Durchgang durch Spalt 2, dann ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem Schirm hinter
dem Doppelspalt

Pklassisch(ﬂf) =P (33) + P (33)

Experimentell findet man allerdings ein anderes Ergebnis.

In der Quantenmechanik findet die Beschreibung zun#chst durch Wahrscheinlichkeitsamplitu-
den

d(z) = ¢1(7) + ¢a(x)

Die Wahrscheinlichkeit wird dann berechnet als

P(z) = |p()]* = ¢"(x) §(z)

Demnach ergeben sich, als Neuerung gegeniiber dem klassischen Bild, Interferenzterme zwischen den
beiden Einzelwahrscheinlichkeiten

Pi(z) = |¢1(2)]* und  Pa(z) = |2 (2)]”

(¢) Der Vorgang der Beobachtung selber hat Einflufl auf den Ausgang des Experiments. Bleiben wir bei
dem Beispiel des Doppelspaltexperiments, so zerstort die gleichzeitige Beobachtung, durch welchen
Spalt sich das Elektron bewegt, das Interferenzmuster.

(d) Klassisch besteht prinzipiell die Moglichkeit zwei Mefigroien mit beliebiger Genauigkeit zu bestim-
men; dies ist in der Quantenmechanik nicht mehr moglich. Insbesondere verbietet die HEISEN-
BERGsche Unschirferelation prinzipiell die simultane exakte Messung bestimmter Kombinationen
von Groflen.
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Der Unterschied zwischen klassischer und quantenmechanischer Wahrscheinlichkeit 148t sich auch anhand
der Behandlung von mdglichen Alternativen sehen:

(a)

Beispiel: Kern-Kern-Streuung im Schwerpunktsystem

Exklusive Alternative

Fiir das angesprochene Doppelspaltexperiment sind Spalt 1 und Spalt 2 exklusive Alternativen,
d.h. durch Schlieflen eines Spaltes oder Beobachtung des zuriickgelegten Weges, 148t sich eine der
Moglichkeiten ausschliessen. Das hierdurch gegebene Konzept ist das von klassischen Wahrschein-
lichkeiten.

Interferierende Alternative

Dies ist der Fall, wenn sich das Teilchen auf zwei oder mehreren Wegen bewegen kann, ohne das
dabel mittels einer Messung versucht wird festzustellen, auf welchem Weg sich das Teilchen denn
nun bewegt. Die Wahrscheinlichkeit wird dann gegeben durch das Quadrat einer additiv zusammen-
gesetzten Wahrscheinlichkeitsamplitude.

P(z) =

Z ¢i(w)

Stellen wir also fiir den Doppelspalt-Versuch die Frage, wie viele Elektronen auf einem Schirm im
Bereich [—1, 1] auftreffen, so erhalten wir

+1

P([-1,1]) = /P(:U) dz

—1

Betrachten wir die Streuung von Kernen im Schwerpunktsystem (Abb. 3.1). Sei ¢pap—12 die Wahr-
scheinlichkeitsamplitude fiir die Streuung des einlaufenden Teilchens A (B) nach 1 (2), analog dazu
¢ap—21 fiir die Streuung A (B) nach 2 (1). Ferner sei

GPAB—12 = PAB—21 -
Es gibt jetzt zwei Alternativen:
(a) Fiir zwei verschiedene Teilchen A # B sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten
Pa = |papsi12> , Pp=|papnl’
und somit ist fiir die Messung eines Teilchens in Richtung 1

P, = Py + P =2Py

(b) Fiir zwei identische Teilchen A = B ist keine Identifizierung mehr méglich, welches Teilen nun in
welche Richtung gestreut wurde. Demzufolge ergibt sich fiir die Beobachtungswahrscheinlichkeit
eines Teilchens in Richtung 1

P = |pap—sia+ dpapoai|’ = 4Pa
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Abbildung 3.1: Kern-Kern-Streuung im CMS

0 SPEZIELLE LITERATUR

[3.1] R.N. BRACEWELL, The Fourier Transform and its Applications, McGraw-Hill 1978

Ubungsaufgaben

Ubung 3.1 — Kommutatoren. Der Kommutator zweier Operatoren A und B ist definiert durch

[A,B]=AB-BA .

Zeigen Sie:
[A,(B+C)] = [AB]+][A,C]
[A,BC] = [A,B]C+BJ[A,C]
[A,[B,C] + [B,[C,A]] +[C,[A,B]] = 0

Ubung 3.2 - Impulsraumdarstellung. Transformieren Sie die eindimensionale SCHRODINGER-Gleichung

n? 9?
 2m 0a?

U(z) +V(z)h(z) = Ey(x)
in die Impulsdarstellung. Dabei ist

+o00
1 s
Y(p) = \/2—71'—71/ Y(z)e dr .

Geben Sie das Ergebnis fiir die Potentiale V' (z) = Vj cos(az) und fiir ein beliebiges periodisches Potential,
V(z +b) = V(z), explizit an.
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Ubung 3.3 -~ Kommutatoren und Erwartungswerte. Gegeben sei ein vollstéindiger Satz von sta-
tiondren Eigenzustéinden des HAMILTON-Operators H:

Hy,(z) = E, ¢ (z) mit n=1,2,..

1. Zeigen Sie, daB fiir einen beliebigen Operator A gilt:

+o0
[ i) (A bn(a) =0

2. Sei H nun der HAMILTON-Operator eines Teilchens in einer Dimension mit einem beliebigen, diffe-
renzierbaren Potential V(x).

(a) Berechnen Sie [H,P], [H,X] und [H, XP]
(b) Zeigen Sie

+o00
/ % () P o (2) da = 0

(c) Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem Erwartungswert der kinetischen Energie

o0

2
T,= [ Vi) 5 bula)do

und dem Matrixelement

oo

[0 B @)

— 00

(d) Stellen Sie den Zusammenhang her zwischen dem Erwartungswert der kinetischen Energie und
dem Erwartungswert der potentiellen Energie

o0

Vo= [ 010) V(@) dn(o) de
fiir den Fall, da8 das Potential die Form V(z) = Vp2* (A = 2,4, ...) hat.

Ubung 3.4 — Hermitesche Operatoren.

1. Untersuchen Sie, ob die Operatoren

germitesch sind.

2. Es sei A ein hermitescher Operator. Zeige, dafl Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten
orthogonal zueinander stehen.

3. Seien A, B hermitesch, [A,B] = 0 und ¢,, ¢, Eigenzusténde. Zeigen Sie, dal B ¢, auch ein Eigenwert
zu A ist. Zeigen Sie, daf} es ein System simultaner Eigenzusténde von A und B gibt. Was bedeutet
dies?
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Ubung 3.5 — Photonenzustinde. Es beschreibe | k) = af(k)| 0) ein Photon mit der Energie fiw(k)
und entsprechend | ki, ks ) = af(k1)af(ks)| 0) zwei Photonen mit Energien hw(k;) und hw(ks), usw.
Betrachten Sie den Operator

3
P= / %hk(ﬂ(k) a(k)

und berechnen Sie die Kommutatoren [P, af(k)] und [P, a(k)]. Was ergibt also die Anwendung von P auf
die Zustéinde | ki, k2,...) ?

Ubung 3.6 — Erzeugende Funktion der Hermiteschen Polynome. Die erzeugende Funktion der
hermiteschen Polynome H,(z) lautet

S(Z,S) — 6—32+2sz — Z Hn(Z) s"

n!
n=0

Man kann die erzeugende Funktion zur Berechnung von Matrixelementen zwischen den Zustinden des
harmonischen Oszillators verwenden, indem man Ausdriicke der Form

2

f(2)S(z,5)S(z,s")e™?

betrachtet. Integrieren sie diese von —oo bis co. Entwickeln sie das Resultat in eine Potenzreihe in ss’ und
fithren sie einen Koeffizientenvergleich durch.

(a) Zeigen sie, dafl das System der Eigenfunktionen 1, () des eindimensionalen harmonischen Oszilla-

tors,
Qa _aZa? mw
(@) = Zegnlea)e T a=5E

(b) Berechnen sie die folgenden Matrixelemente zwischen den Eigenfunktionen ¢, (z) des eindimensio-
nalen harmonischen Oszillators

orthonormiert ist.

]O Un(@) 2 () d /OO U (@) 2% i () do

(c) Berechnen sie entsprechende Matrixelemente fiir p und p?. Geben Sie Az - Ap, an.

(d) Berechnen sie den Erwartungswert der potentiellen Energie (V(2)) in jedem Zustand ¢, ().



Das Zentralfeld-Problem

Fiir den Fall eines zentral-symmetrischen Feldes vereinfacht sich das Potential zu einer Funktion des
radialen Abstandes allein:

V=V(r|) =V(r) (4.1)
Die Kraft 148t sich demnach in folgender einfacher Weise, analog dem KEPLER-Problem der klassischen
Mechanik, schreiben als

K= -VV(r) = f(r)> (4.2)
Aus dem Energiesatz erhiilt man dann
2
_ Py M
E = o +V 5 T + V(|e(t)]) (4.3)
o = mif +VV(r)t = (mi+VV(r|)e =0 (4.4)
Weiter gilt auflerdem der Drehimpulssatz
dL
L=rxp — E:prpr:o (4.5)

Fiir den Ubergang zur Quantenmechanik verwendet man nun
Energie — H Drehimpuls — J

Damit ist analog zur klassischen Mechanik

[I?I, ﬁ] =0 (4.6)

4.1 Quantentheorie des Drehimpulses

Klassisch ist der Drehimpuls gegeben durch
J=rxp mit den Komponenten J; = €;57;pk

Daran dndert sich auch in der Quantenmechanik prinzipiell nichts. Allerdings haben wir es nun nicht mehr
mit Vektoren, sondern mit Operatoren zu tun. Ersetzen wir nach dem Korrespondenzprinzip

r -7 und p — —ihag = —ihV, = ZVT (4.7
r i
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so erhalten wir R
J=—ih(rxV), (4.8)

oder bei Ausschreiben der einzelnen Komponenten:

~ h 0 0 ~ h 0 0 ~ h 0 0

Je==\|y=——2—=— Jy==zm——z=— Jo==|o——y—=— 4.9

@ i(y(?z Z8y> T i<z(9x m@z) o i(wé)y ym) (49)
Damit 148t sich also jetzt schon sehen, dafl zwei unterschiedliche Komponenten nicht miteinander vertau-

schen: o L L
[Ji, Jk] — JiJe—Judi #0 fiir P # Py (4.10)

Hierauf werden wir jetzt im Folgenden noch genauer eingehen.

Kommutierende Operatoren

Relationen, wie wir sie mit (4.10) eingefiihrt haben, sind in der Quantenmechanik von fundamentaler
Bedeutung. So bezeichnet wir

[E,E] = AB-BA (4.11)

als den Kommutator zweier Operatoren A und B. Fiir zwei Operatoren gilt folgender

Satz

Wenn zwei hermitesche Operatoren kommutieren, d.h. die Relation (4.11) identisch Null
erfiillen, dann besitzen sie ein vollstindiges Orthogonalsystem gemeinsamer Eigenfunktionen.

Aln) = an|n)

- Bln) = ba|n)

Die zu A und B gehorenden Observablen kénnen dann gleichzeitig beliebig genau gemessen
werden.

Beweis: Wir zeigen nun den obigen Satz nacheinander in beide Richtungen.

(<) Gegeben sei zunichst ein vollstindiges System orthonormaler Eigenfunktionen | n ). Dann
ergibt sich aus den Eigenwertgleichungen von A und B:

Aln) =an|n) — BA|n)=DBan|n) =bpan|n)
Bln)=by|n) — AB|n) =Aby|n) =anbn|n)

Aus der Subtraktion der beiden Gleichungen erhalten wir dann
BA-AB=0 - [ﬁ,ﬁ] =0

Die beiden Operatoren A und B kommutieren also wie gefordert.
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(=) Seien | n ) und | m ) zwei orthonormierte Eigenfunktionen. Dann gilt
(m|B|n) =0mn(n|Bln) .

Verwenden wir dies bei Einfiigen eine vollstindigen Systems orthonomierter Funktionen, dann
erhalten wir

B

SN Im) (m|Bln)(n|
SN Im) (nlBln) (n]n) bmn
Z|m><m|§|m><m|

Wenden wir dies nun auf eine gemeinsame Eigenfunktion von A und B, mit A|n ) =a,|n ),
so finden wir:

Bln) = Y Im)(m|Blm)(m]|n)
m
= |n)(n|B|n)
= ba|n)
Dabei ist R
bp=(n[B|n)
gerade der Eigenwert von B zur gemeinsamen Eigenfunktion von A und B. a

Bevor wir uns den Vertauschungsrelationen des Drehimpulsoperators zuwenden, betrachten wir noch fol-
genden Ausdruck:

[AB,C] = ABC —CAB

ABC — CAB + ACB — ACB
A(BC —CB) + (AC — CA)B
= A[B,C]+[A,C]B

Wir finden also, daf3
[AB,C1=A[B,C]|+[A,C]B, (4.12)

was sich als niitzlich fiir die Berechnung von Kommutatorrelationen mit dem Quadrat eines Operators
erweisen wird. In gleicher Weise erhalten wir analog

[4,BC] = [4,B]C + B[A,C] (4.13)

Kommutatorrelationen des Drehimpulses

Vertauschung zweier Komponenten. Berechnen wir nun also den Kommutator fiir Komponenten
des Drehimpulses, wie wir es bereits in (4.10) angedeutet haben:

[j\x,j;] = [yP, — zP,,zP, — xP,]
= [yPZ,sz]—[yPZ,xPZ]—[zPy,sz]-l-[zPy,xPZ]
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= yP,zP,— zP,yP. :szxPz + xPZyPZJ:zPszZ + szzP%+zPnyZ —xzP.2P,

-0 —0
= y(Pyz—2P,) Py +x (2P, — P,2) P,

= y[P.,2] P + 2z, P P, A [z, P =ik

= ih(zPy —yP:)

= ihJ.

Damit kénnen wir auch schreiben o R
[J,»,Jk] = il i (4.14)

Vertauschung mit dem Drehimpulsquadrat. Welche Vertauschungsrelation 148t sich fiir das Qua-

drat des Drehimpulsoperators und eine weitere beliebige Komponente finden? Unter Beriicksichtigung,
dafl

3
P=X B=R+B+J;
i=1

konnen wir schreiben:

7.4] = |

Fiir die verbleibenden Vertauschungsrelationen ergeben sich jetzt nach (4.14) folgende Méglichkeiten:

3
1=

R = Y [R0A] = Y[+ 3 [5.8]

/ = = P
(o] =0 [T, 2] = ibdin o [T, Bi] = —indiey
Einsetzen ergibt dann:
(200 = Tt [Temr B] + T [T, Ta] + [Tiets Be] Teor + [T, Je] T
= Jer (i) + Jisr (=indis) + (i0Gir) + (=ihdi 1) T
= i (o1t = Jent oo+ e Jies = Ji1 T
= 0

Das bedeutet aber, daf} es simultane Eigenfunktionen zu J2 und einer weiteren Komponente jl gibt; wir

erhalten damit einen Satz von zwei Quantenzahlen
TV IM)Y =ap?| MY, J.| M) =byh| ;M)

wobei J und M sowohl ganzzahlige, als auch halbzahlige Werte annehmen koénnen. Fiir J; wird, wie
bereits angedeutet, hiufig eine entsprechend orientierte z-Achse als ausgezeichnete Richtungskomponente
benutzt.

Eigenwerte zum Drehimpulsoperator

Behauptung 1: Fiir die beiden soeben eingefiihrten Quantenzahlen a; und by gilt:
a; = J(J +1) und by =M,
wobei —J < M < +J.
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Zur Vorbereitung des Beweises schieben wir allerdings einen Zwischenschritt ein. So definieren wir mit fz
und J, zunéchst die beiden Leiteroperatoren

~

Jo=Jy+id, und  J_=.J,—il,. (4.15)

Die hiermit moglichen Bildungen eines Produktes sind

T T (7 +id) (T = id,)
C RREind, il T4 D,

—J2+nl. , (4.16)
so daf wir fiir den Kommutator von f+ und J_ erhalten
[f+,f_] =T J—J Ty = (f2 -2+ hfz) —~ (fz —J? - hfz) = 2hJ, (4.17)
Dementsprechend bekommen wir fiir den Antikommutator!
{f+,f_} =TI+ T = (fz -2+ hfz) + (fz —J2 - hfz) =2 (f2 - fz) (4.18)
Aus der letzten Gleichung finden wir, daf sich J? auch schreiben 148t als
7=

ST I T+ T2

Da es ja unser Vorhaben ist, die Eigenwerte von J? und fz zu identifizieren, berechnen wir noch die
zugehorigen Vertauschungsrelationen mit den Leiteroperatoren:

[fz,fi] - 0 (4.19)
[T Je] = [T T xid)]

= [T L] i1, J)]

= inJ, +i(=inl,)

= ih(fx j:zjy)

= +hJy (4.20)

Die letztere Beziehung kénnen wir noch in allgemeinerer Weise verstehen:

Behauptung 2: Fiir die z-Komponente jz des Drehimpulses und die n-te Potenz eines der Leiteropera-
toren gilt:

[fz, fg] = +nh J7 (4.21)

In den Biichern finden sich hierfiir i.d.R. verschiedene Schreibweisen; so ist sowohl [A, B], als auch {A, B} eine gebrauchliche
Notation fiir den Antikommutator.
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Beweis: Wir verwenden vollstéindige Induktion. Fiir n = 1 haben wir die Beziehung ja bereits oben
explizit berechnet. Fiir den Induktionsschritt (n) — (n + 1) ergibt sich:

(7,7 = 2T

[fz, jfé] ji + fz [jz, ji]

(:I:nhjg) ji + jg (:I:hji)
= +nhJP BT}
+(n+1)hJFH!

Damit haben wir also die Giiltigkeit der obigen Behauptung 2 gezeigt. |

An dieser Stelle konnen wir jetzt auch genauer erkliren, warum wir die fi Leiteroperatoren genannt
haben. Untersuchen wir ndmlich die Wirkung von J, auch einen Zustand Jy | J;M ) so finden wir unter
Benutzung der Vertauschungsrelationen:

T.Te| JiM ) (Tl £n) | 7iM)
= Jud. | MY £hJy| J;M)
byhJe| MY +hJy| J;M )

hby £1) Ju | J;M )

Wir sehen also, dafl die Anwendung von fi auf einen Eigenvektor von fz den Eigenwert um +1 veréndert.
Bei einer n-fachen Anwendung ergibt sich demnach also

T TV MYy =h(bayr +n) | JiM ) |

d.h. die Anwendung des Operators fi fithrt zu einer schrittweisen Bewegung auf der “Leiter” der Eigen-
werte. Bei analoger Rechnung mit .J? finden wir

I | MYy = Je J?| iM Y = BPaj Jy| M ) |
d.h. die Eigenwerte des zum Quadrat des Drehimpulsoperators bleiben unverdndert.

Wenden wir uns nun aber endlich wieder der Behauptung 1 vom Beginn dieses Abschnitts zu:

Beweis: (a) Wie wir gesehen haben, lassen sich die Eigenwerte zu J. mittels fi in Schritten von +h
erhohen bzw. erniedrigen. Die Frage ist dann natiirlich, ob sich diese Operation in unbegrenzter
Weise fortfithren 148t. Wenn dies nicht der Fall ist, dann mufl n sowohl nach oben als auch nach
unten begrenzt sein.

Setzen wir jetzt | ¢ ) = | J;M ). Dann ist der Erwartungswert fiir J?

(V|1 ¢) = (v [Faj| &) =W
oder ausgedriickt durch die Komponenten

(Y|P ) = (P |2 ) + (D |2 9) + (¢ |2 %)

Da aber die jl hermitesche Operatoren sind gilt jj = j, und damit

(YT w) = (0| T[Tl v) =T ¢)

‘ 2




Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 49

bzw. fiir J2

(G1P10) = AT AT

~ 2 ~
Tl [ +|71e)

Fiir die Eigenwerte bedeutet die letzte Ungleichung aber, daf}

h?a; > h’b3, - Va; > by > —Ja;

Das bedeutet also, dafl die Eigenwerte zu fz durch die Eigenwerte zu J? eingeschriankt werden.

(b) Bezeichnen wir nun mit Mpax (Mmin) die untere (obere) Schranke von M. Dann gilt fiir die
erneute Anwendung von J4 (J_) auf einen Zustand mit maximalem (minimalem) M

jzj+|ajaMmaX> = h(Mmax+1)j+|ajaMmaX> =0
tfzj—|aj7Mmin> = h(Mmin_l)j—|ajaMmin> =0

Ebenso gilt aber auch

max

ToTe) oy M ) = 0= (2 = J2 = h.) | @, Mynax ) = B (0 = M2 = Mina)

so dafl wir fiir a; finden
aj = Mmax (Mmax + 1) -

In analoger Weise erhalten wir bei Vertauschung von J_ und f+ und Anwendung auf | o, Mmin )
j+j7 | aj,Mmin > =0 — ay = Mmin (Mmin + ]-) .

Die Eigenschaften der Leiteroperatoren erméglichen noch einen weiteren Zusammenhang zwischen
Min und M ax:

jzj— | ajaMmax > = h(Mmax — TL) jﬁ | ajaMmax > = hMmin jﬁ | ajaMmax >
Nehmen wir nun die bisher gefundenen Eigenschaften von a; zusammen, so ergibt sich
a; = Mmax (Mmax + ]-) = Mmin (Mmin - ]-)
= (Mmax - n) (Mmax - n—- 1)
= leax +n?— 2nMmax + 1 — Mmax

Daraus koénnen wir nun eine Bedingung fiir M, ableiten:

M2, 4 Mpax = M2, +n* —2nMpax + 1 — Mpax
IMpax = 12 —2nMpmax + 1
2Mpax(l+n) = n(n+1)
n
Mmax - 5

Eine analoge Rechnung fiir M, liefert

Mmin = _E
2

Verwenden wir jetzt noch die durchaus gebriauchlichere Notation
n

JEMmaXZE y _JEMmin_

S



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem

50

T2

dann erhalten wir endlich die gesuchte Eigenwertgleichung fiir

T JMY =J(J+1)| J, M)

Eigenwerte von J,

(4.22)

Eine direkte Herleitung der Eigenwertgleichung fiir den Drehimpulsoperator ergibt sich aus der Be-
trachtung der Eigenfunktionen [13]: Fiir die homogenen Polynome Fj,,(z) vom Grade [ mit den Ei-
genschaften

Flax)=o' F(z) , AF(z)=0

ergibt sich bei Anwendung des Drehimpulsoperators T

j;Flm :hmFlm

Fiir ein gegebenes .J kann M nun (2.J + 1) Werte annehmen:

J M
AETATA

1 -1,0,1

3/2 _3/2’_1/27 1/2’3/2
2 -2,-1,0,1,2

Dieses Resultat 148t sich aber auch geometrisch interpretieren: Zum Drehimpulsquadrat

J=h/I(J+1)

gibt es (2J + 1) verschiedene Einstellmoglichkeiten der z-Komponente.

Normierung des Eigenfunktionensystems

Bilden die | J,M ) ein orthogonales und normiertes Funktionensystem, so ist
(J M| J,M Y =06570mm -

Wie bereits gesehen ergibt die Anwendung eines der Leiteroperatoren auf eine Eigenfunktion
Je| MY =co| M £1)

wobei ¢4 eine noch zu bestimmende Porportionalititskonstante ist. Damit erhalten wir aber auch

(M| JLTe | M) = Jesl (JM | M) = |es]” .
Der dabei benutzte Operator f‘ri 148t sich aber auch schreiben als

~

~ ~ ~\ T ~ ~ ~ ~
@z@ﬁﬁﬁzﬂ¢@=h$%=&,
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so daf} alternativ
(LM | JeJe| JM) = (JM|(FP=J2Fnl.) | JM)
= (RPJ(J+1) —-mM>*FhmM)(J,M|J M)
= RJJ+1)-M"FM) .

Damit kénnen wir jetzt auch die Konstante ¢4 identifizieren:

les|? = K (J(J+1) - M?*F M)
cx = WIJ+1)-M2FM = iW/(JFM)(J+M+1).
Damit bekommen wir fiir zwei durch die Anwendung von J+ auseinander hervorgehende Eigenfunktionen:
1 J.
| LM +1) = = | J,M )

S VIT+)—MEEM h

Dies 148t sich jetzt noch weiter verallgemeinern: Wie wir ja gesehen hatten, nimmt M Werte zwischen +.J
und —J an; das bedeutet vor allen Dingen, daf} sich Zusténde | J, M ) durch sukzessive Anwendung von
J_ auf | JJ ) erzeugen lassen:

N\ T—M
J+My (T
MY =4 —"7|— 4.2
100 =\ e () 1) (123
Gleiches gilt natiirlich auch fiir die entsprechende Anwendung von J; auf | J,—.J ) :

SN AY
TMY =l [ 5F J,—J 4.24
M) (2J)!(J-|-M)!<h> 1, ) ( )

Matrix-Darstellung des Drehimpulses

Schreibt man die Erwartungswerte von J? und fz als Matrixelemente
(JM' | 2| MJY = BRI+ D)o (4.25)
(JM'|T.| IM )Y = hMéywm (4.26)
So ergeben sich jeweils Matrizen in Diagonalform. Da
M = —J-J+1,...,0,...,J—-1,J
M = —-J-J+1,...,0,...,J-1,J

hat die zugehorige Matrix die Gestalt

—J M —s +J
(L[A[1) (1]A]2) ---
(204]1) (2]4]2)

M (3]A]1)

+J
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Fiir die Leiteroperatoren f+ und J_ ist analog
(JM' | Je| JM Y =h/(JFM)(J + M + 1) dpppra (4.27)

was sich aber mit
M'=M+1

umschreiben 148t zu

(JM | Jo| J(M" F1))

(a) Eigenzustinde zu J= i/,

— M=M"F1

(T F(M"F1)(J £ (M"F1)+1) ppare
T/ (JF M" 4+ 1)(J+ M" —1+1) Sararm
T/ (JF M" 4+ 1)(J & M") Spppre

Fiir J = 1/, gibt es zwei Zustandvektoren, néimlich | 2,=14 ) und | 1/,,1/, ). Die Eigenzustéinde zu

J? sind dann:
(5:-51715.-3) = (551715.35) N
_ K T2 _ 232
- B+ v =3 (o 1)
2
1h
Fiir die Leiteroperatoren fi ergibt sich:
(L-31T15-4) = nfi-s+nd+h L o5 (02
- + 0 0
{<%,—%|J|%,%> = h\/(%—%+1)(%+%)} st
= h

Bleiben also noch die Eigenwerte fiir eine einzelne Komponente fl fiir fz erhalten wir

{

R

2

-1 0
0 1

JRESIED

M=

wéhrend sich J, und J, aus den Leiteroperatoren berechnen lassen:

~ h(fo0o 1
Teo= (7 T) = 5(1 0)
~ 1/~ = ih (0 —i
Ty = §(J+_J)_3<i o)
(b) Eigenzustinde zu J=1
Fiir J = 1 ergeben sich drei Zustandsvektoren:
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Fiir J2 und J, ist dann:

(1 —1|J2|1 —1) = 22 100
(1 0|J2|1 0) = 2r2 § — J2=21| 0 1 0
(1 1|21 1) = 252 00 1
(1 —1]J.|1 —1) —h ~ -1.0 0
(1 0|J.]1 0) = 0 - J.=h|l 0 0 0
(L 1]7.]1 1) h 0 0 -1
Fiir die Leiteroperatoren fi ergibt sich:
((1 —1|J |1-2) = 0
(1 0]Jp |1 —1) = h/O-0+1)(1+0) ~ 0 V2 0
2 - Jo=[0 0 V2
. 0 0 0
(1 1|J4]1 0) = A/A-1+1)(1+1)
\ = h\/i
((1 —1]J_|1 0) = h/O—-1+D(I+1)
I/ ~ 0 0 0
R - J_=( V2 0 0
(1 0|J-|1 1) = h/O+0+1)(1+0) 0 V2 0
\ = h\/i

4.2 Der Drehimpuls in der Ortsraumdarstellung

Separation des LLAPLACE-Operators

Wie bereits aus der klassischen Mechanik bekannt, kommt dem Drehimpuls im Falle eines radialsymme-
trischen Potentials eine besondere Bedeutung zu: so 148t sich der Energiesatz schreiben als

2

p 1 2 2 2 v; I?
E=—+4+U(r)= — U(r) = U
2m +U(m) 2m (pr P —|—p@) +U(m) 2m + 2mr? +U)

Das heifit also, daf} sich die Winkelanteile des Impulses mittels des Drehimpulsquadrates ausdriicken lassen.

Enger in Verbindung mit der Quantenmechanik steht aber die HAMILTON-Funktion

p2 p2 2

Der Ubergang zur SCHRODINGER-Gleichung vollzieht sich jetzt mittels des Korrespondenzprinzips, das
heif}t durch die Ersetzung klassischer (Vektor-) Groflen durch die entsprechenden quantenmechanischen
Operatoren:

B2 92 22
—asT+ 5
r Or? r2
Das bedeutet also, daf3 L der dem klassischen Bahndrehimpuls [ entsprechende quantenmechanische Ope-
rator sein mul. Um L zu identifizieren, schreiben wir zunichst den LAPLACE-Operator A um auf Kugel-
koordinaten: aus der Koordinatentransformation

p? = PP =(-ikv)’ = - (4.29)

xr=rsindcosp , y=rsindsing , z=r cosd (4.30)
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folgt dann

A= — —_— _— = = — sinty—
0x2 = Oy + 822 rore + 2 \sing a9 " a9 + sin? 9 g2

Demnach konnen wir den LAPLACE-Operator in zwei Anteile zerlegen:

2 2 2 2 2
2 PP 15 1<1a ) 1a> (431)

(a) Die Ableitung nach dem Radius r allein ergibt

bzw. bei Anwendung auf eine Funktion f(r)

o1y = =it (350 ) 1) ==in (3 1)+ 2 ) = in (T4 2 500

(b) Den Winkelanteil des LAPLACE-Operators konnen wir mit L? identifizieren:

-~ . 1 0 0 1 0
> _ g Lt o .0 1 0
L= -h <sin g9 19619 * sin® ¢ 8(,02) (4.32)

Zusitzlich zeichnen wir — wie schon im Falle von .J — wieder eine weitere Komponente in besonderer
Weise aus:
~ 0 0 0
L, = —ih|le=— —-y=— ) =—ih— 4.33
o= —in(op iy ) = -in g (4.3

Setzen wir nun den der vorliegenden Symmetrie angepafiten LAPLACE-Operator in die SCHRODINGER-
Gleichung ein, so erhalten wir

h2 1 92 hZ 1 0 . .0 1 92
{—%;ﬁr— pY) <—Sinﬁ%5m0% + —Sin2198—¢2> +U(7‘)} Y(r,d,9) = Ev¢(r,d,¢)

{ K2 1‘9_27~_h2L—2+U(7“)} P(r,9,0) = E(r,9,p)(4.34)

" 2mr or? 2mr?
Durch einen geeigneten Losungsansatz
Untm (150, 0) = B 1 (1) Yim (9, ) = R(r) ©(9) () (4.35)

ist es dann moglich, die SCHRODINGER-Gleichung zu separieren: wir bekommen eine Gleichung, die nur
noch Radialanteile enthilt und eine Gleichung, welche nur noch von den Winkeln ¢ und ¢ anhingt.

Kommutatorrelationen fiir 1

Die Verwandschaft von L mit .J legt es nahe, wieder nach einem Satz kommutierender Operatoren, bzw.
simultaner Eigenfunktionen zu suchen. Wir erhalten:

[ﬁ,i‘z] = 0 (4.36)
[ﬁ,iz] - 0 (4.37)

[EQ, Ez] - 0 (4.38)
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Das bedeutet nun im besonderen, daf} sich die Wellenfunktion ¢ durch einen Satz von drei Quantenzahlen
charakterisieren 1483t:

| (] > = | n,l,m > = ¢n7l,m(r519’ 90) (439)
wobei: R
n = H Hauptquantenzahl
I = L Drehimpulsquantenzahl
m = EZ Magnetquantenzahl

Eigenwerte und Eigenfunktionen zu I’ und L, .

(a) Analog zu
Jo | MYy =h8M| J,M)

erhalten wir unter Beriicksichtigung des Separationsansatzes fiir i

L.9(p) = —m% B(p) = hm B(y)

Diese Gleichung wird gelost durch den Ansatz

B(p) =N - =

Behauptung: m ist ganzzahlig, also m € Z.
Beweis: Wir bemerken zuniichst, dal ®(p) periodisch ist mit
O(p) = ®(p + 2m) .

Demnach ist ® nicht in eindeutiger Weise definierbar, da die zusétzliche Phase ja bei der Berechnung
des Erwartungswertes entfillt.

Wie schon bei J definieren wir jetzt wieder zwei Leiteroperatoren

~ a 4]
=+ [ — Licotd— ) .
Ly e (819 ZCOtﬁang)

Angewendet auf eine Funktion '
fim(9,¢) = Yim (9) €™
bei maximalen Werten |m| = [ ergibt sich erwartungsgemif

Ly fi+1(9,0) =0,

woraus wir erhalten:

+etie (% ﬂ:icotﬁ%) Vi () el = 0

i 0 j - +i 9 i
ieiw%Yl’il (1) e 4 et cot ﬁ%Yl’il @) eFile = 0
eiiw”l)%yl,ﬂ (9) + i cot 9Y; 1 (9) (£il)eF#(+D) = ¢

(% :Flcot19> Yiu@ = 0
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Wie sich durch Einsetzen leicht nachrechnen 148t, ist
Yl7il (19) = :I:Cl:t sinl 9
eine Losung dieser Differentialgleichung. Berechnen wir dann fiir

f% +1 (9,9) = +ctVsin g e 2
' 5
die Wirkung von me, so zeigt sich daf

Lifyi1(0,9) # fr7100.9) .

Da dies aber fiir alle halbzahligen m gilt, folgern wir, dafl m ganzzahlig sein muf. O

(b) Fiir das Quadrat von L erhalten wir mit (4.39) und dem Separationsansatz (4.35) die Eigenwert-
gleichung

L2|n,d,m) = K II+1)|nl,m)

Damit ist es moglich L? in der SCHRODINGER-Gleichung zu ersetzen und ein neues, effektives zentralsym-
metrisches Potential einzufiihren:

I(1+1)
2mr?

U'tr)y = U(r)+

Fiir die Kugelflichenfunktionen Y;,, (9, ¢) erhalten wir aus (4.34) die Differentialgleichung

h? g0 0 0* 2
57y (smﬁ% smﬁ% + 8—802> Yim(@,0) = BIIl+1)Yim(9,¢)

Verwenden wir fiir Y7, den Separationsansatz
Yim(0,9) = NOI(0)e™?
bekommen wir eine neue Differentialgleichung fiir ©:

1 0 0

Mit der Substitution

0 0
z = cosv mit sind = +1—22 | —:—\/l—zQa—
2z
erhalten wir dann die verallgemeinerte LEGENDRE-Gleichung

0 m?

0
(50-5 - 25 +10+ D) 67 ©) = 0 (4.40)
Losung sind die LEGENDRE-Polynome (homogene Polynome der Ordnung [)

P"(z) = PM(cos?) , Pi(&)=0.

Die vollstindige Losung des winkelabh#ingigen Anteils ergibt sich aus den Kugelflichenfunktionen:

—m)! ,
A+1(-m) P™(cos ) e™¢ (4.41)
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Separation der SCHRODINGER-Gleichung

Verwenden wir jetzt den Losungsansatz (4.35) fiir die SCHRODINGER-Gleichung (4.34), so 148t sich die
Radialgleichung

(_ B 192 L22 _|_U(r)> Ru(r) = ERu(r) , (4.42)

%;ﬁr 2mr

abseparieren; die zugehorige Gleichung fiir die Winkelanteile haben wir ja bereits kennengelernt. Mit der
zusidtzlichen Substitution

_ Unl(’l“)
Rnl (’I“) = -
und dem Eigenwert von L? erhalten wir dann
B 19? R+ 1) Ui (1) Uni(r)
- _~ 7 = F
( 2m r Or? T 2mr? + U(T)> r r
h 1 9? RA(1+ 1) Uy (r) Ui (1) Ui (1)
- U, -~ -7 = F
2m r Or? i(r) 2mr? r +U(r) r r
2 9? R +1
“amar U 725717*2 LU(r) + UUnr) = BUu(r) (4.43)
Mit den Ersetzungen
2mE 2m
k2 = h2 y V(T) = WU(T)
wird daraus
o2 (1+1 2m 2mE
—wUn[(T‘) + ( 7“2 )Un[('r) + ﬁU(T) Un[('I“) = FUnl(T)
0? I(l+1
_ﬁUnl(r) + ( 2 )Unl(T) + V() Uu(r) = EUu(r)
(l+1
m(r) + {k2 — % — V(r)} Unu(r) = 0 (4.44)

Bei der Losungsfunktion U,; muf es sich um eine quadratintegrable Funktion handeln, um zu gewé&hrlei-
sten, daf fiir das gebundene System die Normierbarkeit

/ Ui (r)]? dz = 1
erhalten bleibt. Desweiteren gibt es zwei unabhingige Ldsungen
U(T) =C1 Ul(T') + ¢ UQ(T) y

da wir es mit einer homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung zu tun haben.

Wichtige Differentialgleichungen 2. Ordnung

Wenn auch in keinster Weise als vollstdndige Aufzihlung zu verstehen, seien hier Typen von Differen-
tialgleichungen 2. Ordnung mit ihren Lésungen aufgefiihrt, welche in der Physik (nicht allein in der
Quantenmechanik) eine wichtige Rolle spielen:
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(A) Konfluente, hypergeometrische Differentialgleichung (LAPLACE)
v () + (v —2)u'(z) — Bu(zr) =

Losungen sind konfluenten, hypergeometrischen Funktionen und Reihen:

ui(z) = 1Fi(B,7,x) Z ,% , Bo=1,Be=BB-1)---(B-k+1)
=0
u(z) = o ”F’l(ﬁ—v+12 7, )

Die Funktionen sind nur linear unanhéngig fiir v # n (n = 0,+1,£2,...).
Die bereits kennengelernten LAGUERREschen und HERMITEschen Polynome sind Spezialfille die-
ser Klasse.

(B) BEssELsche Differentialgleichung:

2

2> u" (z) + zu' (2) + (2° 4+ p°) u(z) = 0

Lésung sind die BEssELfunktionen (4.46) mit p = m + 3 (m € No): dabei handelt es sich um
Polynome elementarer trigonometrischer Funktionen (sin,cos).

4.3 Das sphirische Kastenpotential

Das sphirische Kastenpotential wird definiert durch

Uy r<a
U(r) = { U(r)

0 r>a

Die freie Bewegung (U = 0) bei gegebenem Drehimpuls
wird dann beschrieben durch die SCHRODINGER-Gleichung

(1 d? l(l+1)
r—
r dr?

+k2> Ru(r) =0

Durch Einfiihrung der dimensionslosen Grofle p = kr mit

d _dpd _ d
dr ~ dr dp dp

158t sich Ry;(r) umschreiben nach Ry;(p)

ko, dp KIAI+1)
et 4 k’) R, =
(p dp® k I " )Rl(p) ’
1 d? I(1+1
<pdpp (p )+1>R o) =0

Diese Differentialgleichung 148t sich jetzt noch ein weiteres Mal umstellen; mit

_ xn(p)
Ru(p) = \/ﬁ_
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bekommen wir

X oo x X W+ x _
p3/2 4p5/2 \/'5 5/2 \/— -
! ll+1
X__%_'_ " ( )X"'X - 0
p o 4p

1 l+1

1
X”"'_XI"' <1
p

" 1 ! 1 ’ 2
X +-x + 1—— =0 A I+-) =P
p 2

1 2
i,

p
Werfen wir nun einen Blick auf die Losungen (wir schreiben dafiir Jp = xp).

(a) Fiir beliebige P existieren zwei spezielle Lésungen:

P o0 k -
I o B Gl L U Sy
Te(p) = 2,§k!r(k+P+1) (2)

Jplp) =

(b) Wichtiger Spezialfall in der Physik ist halbzahliges P:

[2p 1d lsmp

Jl+%(ﬂ) = (-1) 791 (;d_p> T
2p 1d lcosp
0 = 7 Ga)

(c) Fiir die oben vorgenommene Ersetzung

&@Z%M@

ergeben sich als Losungen die sphérischen BESSEL-Funktionen

™
Ji(p) = \/2—sz+%
™
ni(p) = V2 Jo1

bzw. die NEUMANN-Funktionen

Beide Funktionensysteme bilden eine orthonormierte Basis; speziell fiir die BEsSELfunktionen gilt:

™
/J[(kT')J[(kI’I“)T'Qd’I“ = 2—h2J(k_k/)
0
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Asymptotisches Verhalten Fiir die gefundenen Losungen J; und n; ist jetzt das Verhalten fiir zwei
Grenzfille von besonderer Bedeutung: Wie verhalten sich die Funktionen fiir p — 0 und wie fiir p - o0 ?

‘ p—0 ‘ p— X
4
P 1 I
J S z - =
1) 20+ 1) p (p 2)
QI+ 1 1 I
L s T e A Gy

Hankelfunktion

Die Hankelfunktionen sind definiert durch

(+) (1 d leiip
hy™(p) = filp) £ iny(p) = Fi(—p <——) 4.45
() = filp) (p) (=p) odp) p (4.45)
d.h. in niedigster Ordnung gilt:
+ip
e
=0 = k() = F p
+ip +ip
— (£) — € €
=1 > KO0 = -Fis
BEssELfunktionen
Die BEssELfunktionen j;(z) sind definiert durch [13]
1d\" sinz
j0(z) = (-1 [ == 4.4
i = (34) (4.46)

Damit ergibt sich in niedrigster Ordnung:

1d\°sinz _ sinz
zdz

=0 = jo(2) = (—1)0(

z z

e=1 o a6 = o

1d) sinz z cosz —sinz
_) = (-2 =22 F

zdz z 23
. o (1.d\ si 1 9 . .
=2 = jz) = (—1)2 <;E> 1r21z = ;(—z251nz—2zcosz+251nz)

Diese Funktionen sind in Abb. 4.1 wiedergegeben.
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Abbildung 4.1: BEssELfunktionen niedigster Ordnung.

4.4 Unendlich hoher Potentialwall

Ein Potentialwall, wie er in der Abbildung rechts dar-

estellt ist, 148t sich in folgender Weise schreiben:
) " %0
0 r<a
U(r) = (4.47)
00 r>a

Im Bereich 0 < r < a, wo das Potential verschwin-
det, liegt eine freie Bewegung vor, so dafl sich die
SCHRODINGER-Gleichung hier schreiben 148t als

I i) = E)

Als Losung konnen wir wieder eine ebene Welle

Y(r) = Aei

ansetzen mit

2k
= om 2

S|
ES]
|
&
M
I



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 62

Da die Wellenfunktion ¢ (r) fiir |r| > a verschwindet, erhalten wir die Randbedingung

(r>a,9,0) = P(a,d,0) =0,
was nach Zerlegung in Radial- und Winkelanteil gleichbedeutend ist ist mit
Ri(r=a) = 0.

Mit eben dieser Zerlegung reduziert sich die SCHRODINGER-Gleichung auf

h 1 L’

1062 (r+1
(Far e k) R = 0.

Wie schon vorher kénnen wir hier wieder die Substitution p = kr vornehmen; damit

1 92 11+
Gawr =5 =) o = 0

Die Losung der SCHRODINGER-Gleichung 148t sich auch hier wieder als Kombination von BESSEL-, NEU-
MANN- und Kugelflichenfunktionen schreiben:

uam(r,0) = (Ajilhr) + Brm(kr)) Yim (,9)

Demnach repriisentiert 1)(r) = A e’X* eine ebene Welle, welche sich in geeigneter Weise in Kugelkoordinaten
ausdriicken 1a8t. Mit der Normierungsbedingung B; = 0 ist damit fiir r < a

Yiim (T‘, ®, 19) = 4 Ji (k’l‘) Yim (‘pa 19) .

Fiir > a mufl die Wellenfunktion identisch Null verschwinden; somit folgt aus Stetigkeitsargumenten,
daf3

jilka) = 0 fir r=a
Die Energieeigenwerte sind dann gegeben durch
h2 2

also zum Beispiel fiir den energetisch niedrigsten Zustand

w2 X%o
2ma?

B, =

Der unendliche Potentialtopf als Kern-Schalenmodell

Xp 2-(2041) > mag. Zahl

n

1 0 1s 3.14 2 2 2
1 1 1p 4.49 6 8 8
1 2 1d 5.76 10 18 -
2 0 2s 6.28 2 20 20
- - - = - - 28
1 3 1f 6.98 14 34 —
2 1

20 7.72 6 40 -
- - - 50
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Fiir die Anzahl der Zuénde 2 - (2] + 1) bedarf es noch einer Erklirung: wie wir ja bereits gesehen haben,

kann m fiir ein festes | die Werte (m = —I,—I + 1, ..., +[) annehmen — dies fiihrt zu dem zweiten Beitrag

(2l + 1). Der zusitzlich auftretende Faktor 2 hat seinen Ursprung in einem weiteren, bisher noch nicht

behandelten inneren Freiheitsgrad der Teilchen, dem Spin. Fiir jedes (Kern-)Teilchen ergeben sich damit
1

zwei Spin-Freiheitsgrade: Spin up (3) bzw. Spin down (—1).

Die im Atomkern zusammengefafiten Nukleonen (Protonen, Neutronen) gehorchen der FERMI-DIRAC-
Statistik und als System dem PAULI-Verbot geniigen, welches besagt:

Fiir ein System aus N Fermionen darf es keine zwei Teilchen geben, fiir welche die Eigenfunk-
tionen in allen Quantenzahlen iibereinstimmen.

Erst dieses Zusatzforderung schrinkt die Anzahl der rein mathematisch denkbaren Wellenfunktionen fiir
das System in der Weise ein, dafl wir die in der Natur realisierten erhalten.

4.5 Teilchen im endlichen Potentialtopf

Abbildung 4.2: Endlicher Potentialtopf

Uy r<a
Ur) = { 0 rea (4.49)

Fiir ein solches Potential (Abb. 4.2) gibt es fiir ein Teilchen in Abhiingigkeit von seiner Energie zwei
Bereiche:

I gebundene Zusténde fiir £ <0
11 exponentiell abfallende Funktion fiir £ > 0

Die zugehorige Losung der Radialgleichung im Bereich (1) fiir E < 0 ist

1 d? 2m I(1+1) . 5 2m
mit den bereits bekannten Lésungen

Ri(kir) = A fi(kr) + By (kr) = A, fi(kr)
—_——

=0



Kapitel 4. Das Zentralfeld-Problem 64

Fiir den Bereich (11) mit Uy und E < 0 ist

1 d? 2m I(1+1)
(?W”ﬁE‘ 2

Losungen sind hier Linearkombinationen von j; und n;, da im Bereich (11) r # 0. Wir wihlen daher die
Hankelfunktion h(¥), da diese fiir E > 0 die richtige Asymptotik besitzt:

RlH(kH’I“) = Clikli(k[[’r)
= Cl:t (jl(k[[T‘) ﬂ:nl(knr))

r—00 1 . 1
=3 Tor exp (ﬂ:z(knr - 5171'))

> Ri(r)=0 mit krr=1

Die Eigenwerte folgen aus den beiden Forderungen
(2) Ui(r=a)=Yr(r =a)
(i) Wi(r=a)="(r=a)
Daraus gewinnen wir
(i)  Aui(kra) = CERE (krra)

. d . d
(“) Al%]l(k[T‘) = Cli%hli(knr) R
r=a r=a
woraus durch Umschreiben folgt
d d
k]d—lnjl(p) = ikud—lnhli(p)
P p=kra P p=krra
Im einfachsten Fall — fiir [ = 0 — ist dann
sin p
Jjolp) =
p
. 1 .
Jolp) = z (pcosp — sinp)
+i
W) = S = Lerihale
p p
, pE
hy'(p) = et
p
AuBlerdem folgt aus
krcotkra = —krr ,
daf
2m 2m
k[ = W(UO — E) und k[[ = ﬁ|E| (4.51)

Dabei bilden die j;(kr) und Y, (9, ¢) ein vollsténdiges orthonormiertes System
[e%) +1

Y(r) = e = NN Clmi(kr)Yim (0, ) - (4.52)

=0 m=—1
Fiir einen in eine beliebige Richtung zeigenden Wellenvektor k ist dann
oo+l

p(r) = ™ = 4y > (D) jikr) Vi (o1 Ok) Vi (pr, Or) -

=0 m=-1
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4.6 Der Kugeloszillator

Im Falle sphérischer Symmetrie ist das Potential des harmonischen Oszillators gegeben durch
1
V(r) = 3 mw?z? | (4.53)
so daf} wir fiir die SCHRODINGER-Gleichung erhalten:

<ﬁ N L>(r(t)) n 1 mw2r2> P(r,9,0) = E¢(r,d,¢) (4.54)

2m 2mr? 2

Zur Separation von Radial- und Winkelanteil machen wir den Ansatz

U, I\r
wr.9.0) = 2 v 0, (4.55)
Setzen wir dies ein, so erhalten wir die radiale SCHRODINGER-Gleichung
9% hAl+1 1
(‘%ﬁ A m“’2’"2> Unt(r) = Bnt Una () - (4:56)

Wie schon vorher fithren wir wieder neue dimensionslose Gréfien ein:

— Ostzillatorkonstante B J
= omit [p= —— =m?
mw kgs—!
— Abstandsvariable ,
p= A
— Energievariable
c _ Enl
nl = hw
Durch einsetzen erhalten wir:
B2 (1d\> RAI+1) 1 .,
——— == —_— = b2 n = E,U,
{ s (,,dp) + T+ 3 m V(o) Uni(p)
> 1(1+1) mP?p?bt 2mEy .,
{d_p2_ [ TR & b}U’”(p) -0
2 li+1
{d_p2 - p2 —p - 2em Unl(p) =0

Um jetzt einen geeigneten Losungsvorschlag fiir Uy (p) zu finden, untersuchen wir zuniichst das Verhalten
der Differentialgleichung fiir die Grenzfille:

(1) p—0:
2 l(l+1
e =} oo =0
Hierfiir finden wir als regulire Losung;:
Uulp) = PHl
wlp) = ((+1)
wlp) = 1+
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(2) p—ooo:

Hierfiir finden wir:

P
Un(p) = const exp <:|:?>
e
r1(p) = ZLpconst exp (j:?>
p’ p’
m(p) = const exp <:|:7> + p? const exp <:|:7>

Aufgrund des asymptotischen Verhaltens machen wir jetzt den Ansatz

Un(p) = P exp (—’f) Vu(p) (4.57)

(e o o o =

Da wir dies aber auch noch nicht direkt 16sen kénnen, fithren wir noch eine weitere Substitution durch:

und erhalten dann

r = p’

Das Resultat ist jetzt endlich eine bekannte Differentialgleichung: die konfluente, hypergeometrische Dif-
ferentialgleichung

& 3 d e—-1-3

mit den konfluenten, hypergeomtrischen Funktionen als Lésung. Statt aber diese Losungsfunktionen hier
in aller Ausfiihrlichkeit zu diskutieren, machen wir wieder einen Potenzreihenansatz:

Vi(z) = e ™

Um um dies fiir (4.58) verwenden zu kénnen, berechnen wir auflerdem noch

00 00 .
Vo) = Smdlant = Smdlan = Sk el
m=1 m=0 k—0
CUV}I(ZL") = Z kcl(cl) 21— Z kcg) 2
k=0 k=0
Vi@ = Y omm-Dc)a™? = Y (k+Dk+2-1)c, 2"
m=2 k+2=2
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zV/'(z) = = Z m(m — 1)) gm=2 = Z m(m — 1) cll) zm =1
m=2 m=2
= S k+DE+1-D 2k = S (kD 2k
k+1=2 k=1
o0
= Z(k + 1k cgll zk
k=0
Einsetzen in (4.58) gibt dann:
N 1 - 1 1 -3
Z(k—l—l)kc,(cll ko < >Zk—|—1 C/iL”J"k_ch() ko TZZCEC)Q:’“ =0
k=0 = k=0

3 o —1-3
§: {k+1kc,(€lil+<l+§> (k+1) e}y —kep) +———2 202”}
(1) 3 o fe—1-3 _
G (DR E+D (145 )t {——= -k = 0
3 g —1—32 -2k
Al {(k+1) <k+l+§>}+c§j) {’%}

Wir bekommen also eine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten c%):

(1) 2m-|-l+—— (l)

mel T D)2+ 2m + 3) (4.59)

Der Startwert cO) # 0 wird durch die Normierungsbedingung fiir die Wellenfunktion festgelegt.

Asymptotisches Verhalten Der Fall p — oo entspricht m — oco. Dann wird

1
c,(fl)ﬂ = (l) - e ~1+ ,+—:U + .

m+1 1 2
Ebenso ungiinstig verhilt es sich fiir p — oo:
V—1Ip) e’

Eine solche Funktion wiirde dann allerdings nicht mehr der Normierungsbedingung geniigen — die Reihe
muf also fiir ein mmax < 0o abbrechen.

4.7 Das Wasserstoff-Atom

Grundsétzlich handelt es bei dem Wasserstoff-Atom um die Be-

wegung eines Teilchens der Ladung —e (Elektron) in einem e
CouromB-Feld eZ (Kern). Daher gilt fiir das Potential %
1 e?Z
V(e —rkl]) = -

dmeg |re — TR |

Damit kénnen wir die zugehtrige SCHRODINGER-Gleichung auf-
stellen:
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Pk, Pi
(B 2V =i} wlewr) = B d(remro)
2 2 2
e D 1 e’Z
a8 e - 77 = F
{QM + 2m  4meg |re. — rK|} Ylricre) Ylricre)
2 2 2
Pk Pe 1 e‘7Z
= £ = {F+——— 4.60
{QM Qm} Ylrx,re) { + 4reg v — re|} Ylrw,re) (4.60)
B
Mit Schwerpunkt und Relativkoordinaten
mr. + Mrg
R = —————
me + Mg
r = r,—rg
m M
= =1.111709- 103" kg ~ m,
I3 —— 709-10 g ~m
lassen sich auch die Differentialoperatoren umschreiben
0? 0? 0? 0?
s s —_ _) —_— s _
or2 " or3. OR?’ 0or?
0 _ 0RO w0 _ _m 2 0
or, ~ Or,OR Or.0r m+MOR Or

Damit 148t sich (4.60) umschreiben zu

{ n? 92 h 92

“praR g | YRR = F VR

Fiir die Wellenfunktion machen wir den Separationsansatz

Y(r;R) = x(r) "

Die Exponentialfunktion beschreibt die freie Bewegung des Schwerpunktes — entspricht also einer ebenen

Welle.

Einsetzen in die SCHRODINGER-Gleichung gibt jetzt

B2 Ko &z i

-~ 2 — EI ikR

{ 2M OR?  2u 0r? r } x(x) e x(r) e

h? ) i n? 0? i e?Z ; ;
—mx(r) (ik)? ™R — ﬂwx(r) e R — TX(I‘) e R = E' x(r) e*®

k2 w2 9% e2z
{5~ gaae — 5 X0 =
h 02 e2z h2k?
e S G LR A
—_—
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Beim Ubergang zu Kugelkoordinaten zerfallen y(r) und A in

Uni(r
X@) = F0) YinlD,g) = jf Vi (0,0
0? 1 8 5 0 1 9 8 1 0?
or? 2 or 67‘ 2 sind 89 819 72 sin® ¥ Op?
= la 0 +71 sm198 sm19a i
T r29r or | rZsin®d 09 619 0p?

Damit

—h—2 i£r2£+; smﬁa sm19a i
2u |2 0r Or  r2sin?9 09 09 &p

e2Z) U Un(r
S D0y w0 = B 2 0.0)
r r r
(10 ,(14d 1 I+ 1) Up(r)
—— = - - = Y - Y
2'u {7“2 arr <’I" dr Unl(r) r2 Unl(r)> lm(ﬁa 90) r2 r lm(ﬂ, (p)
e>Z Uy(r Uni(r
Oy = B0y 0,0
r r r
(10 d I+ 1) Upr)
_ﬂ {r_QE (’I“%Unl(’l“) — Unl(T‘)> - 2 -
e ZUn(r) _ Uni(r)
r r r
(1 /d d? d I+ 1) Upr)
- {72 <%UM(1~) s Un(r) - %Unl(r)> -
e2Z Uni(r) _ g Uni(r)
r r r
R d> R2I(I+1 e?Z Upi(r
St et~ S} Ualr) = B e
2ur dr r o 2ur r r
n? d? (I +1) €27
{—EW-FH 2 T _E} Unu(r) = 0
d? I(l+1) 2ue’Z 2uE
WUnl (’I") — { 7‘2 — ﬁ2’[° — h2 Unl (7“) = 0
Durch Einfiihren der dimensionslosen Gréfen?
dmegh?
p=— o= —22 —0.529-10~°
Qo e
Bo#uR’scher Radius
E 1 pet h?
= — Ey == = =13.55 eV
c E, 07 2 (Areoh)® T 2a0p ¢
Tonisierungsenergie
2 Die in der Vorlesung an dieser Stelle gebrauchten Ausdriicke
_ h2 _ et _ e2
ap = p und FEy = 2—}22 = %

waren sowohl in GroBe als auch Dimension falsch (siehe hierzu auch Literatur). Ich habe versucht, so gut es ging, eine
konsistente Darstellung mit den korrigierten Ausdriicken anzugeben — wo noch Fehler auftreten bitte ich, mir dies mitzuteilen.
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ist schlieBSlich

1 d? 1 2ueZ  2uE
s U - {HLE) 2?2 }Unz
a3 dp asp Ragp
d? (l+1 2ue’7 2,uE
d_p2 Unl(p) - { ( p2 ) - h2 aop — } Unl = 0 N Qo
d—2U () I(1+1)  2ue’Zdmegh®  2uFE 1671'262714 U -
dp? ni\p e R2p e h2 p2et n(p) =
d? (rt+1 8megZ 327T2E62h2
d_p2 Uni(p) — { ( 2 ) pO } Uulp) = 0 A By
d? (+1) 871'60Z E
d_p2Unl(p)_{ p2 _E} Unl = 0 N €
d? I(l+1) 871’6 Z

Grenzwertbetrachtungen

Fiir den Radius p kommen zwei Grenzwerte in Betracht, welchen sich die Lésung anndhern muf:

d?u I(l+1
P—)O : W;— (p2 )Ulzo = U/lelJrl
d2
p— 00 Wu;—aulzo = u ~exp(—+/2p)

Daher wihlen wir den Ansatz
Ui(p) = p'* e V" Fi(p)

Die Ableitung von Uy (p) wird dann

d2
d_p2 Uni (P)

d d
a4 DI R ) + V() + e R )|
d
= 1+ 1)p" " eV* Fi(p) + (1 + 1)p' VeV Fi(p) + (1 + 1)pleﬁ"d—pﬂ(p>
d
—F
dp 1(p)

d d d?
U+ Dp'eV* T Filp) + Ve e R (p) 4+ eV 5 Fip)

+(1+ 1)Vep eV P Fi(p) + ep eV P Fi(p) + Vep eV

= Ple\["{p;—;—}—Q((l—l—l)—}—\/gp) d%+ (l(l:” +2(l+1)\/§+€p>} Fi(p)

Einsetzen in (4.61)

d? l+1 d I+1 VA
eV +2 L+\/_ - L\/E———Fa F(p)=0
dp? dp p p

Jetzt noch Substitution p = v/4ep
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) (42 {252

(et

el -
)

p
_ +1 2
5 ;[ d I+ d <z+ )
L s (i) S (= R(p) = 0
<\/4s> ‘ {dﬁ2 ( 7 b \p 1(p)

Fiir F;(p) machen wir — analog zu S. 18 — den Potenzreihenansatz

F((p) = Za,,p_"
v=0

d oo 3 o0 )
GH0 = Yavvp"™ = ) A1) v
v=1 v=0
d2 o0 | [oe]
Fho = > v+ Dayv p’~ Zv+1 (v +2) ayys p¥
v=1 v=0
d o0 o0
PRI = 7 w+1)av p” = > vayp
v=0
d2 oo oo
Pim = P AN G = v v a7
v=0 v=0

Einsetzen in die SCHRODINGER-Gleichung fiihrt auf die Rekursionsformel

PR+ (2040 =) B+ (Z-1-1) i) = 0

oo o0 oo Z o0
ZI/(I/+1) a,,+1ﬁ”+2(l+1)2(1/+1) Ayt1 p_”—ZVa,, P+ (——l—l)ZaV pb = 0

By

v=0 v=0 v=0 v=0
2{(u(u+1)+2(l+1)(l/+1)) ay+1ﬁ”+<%—u—l—1> a,,p_”} - 0
(u+2(l+1))(u+1)au+1+<%—I/—l—1> a = 0
v+l+1-Z v+l+1-Z
R (u 2+ 1))(;/_+ N TN+ 1\/[(1/ )" (4.62)

Fiir grofie v wird dies zu

()

Ay41 = a,
14
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und liBt sich damit als Exponentialfunktion eV#? schreiben. Zum Erhalt der Normierbarkeit muf die Reihe
bei v = n, abbrechen, also

ne+1+1— %
an =0 & 0 = an
ot 20+ 1) (ny + 1) + (np + ny,  "
VA Z? Z?
s + l + ]. = 75_: & e = m = ﬁ 5 n = Hauptquantenzahl

Dies ergibt die Energie-Figenwerte
1 pet 7*
2 (2meoh)? (ny + 14 1)2

Enml = EO g =
Zu gegebenem n,l hat man

Fu(p) = Liljll_ﬂp)
Damit 1463t sich die Radialfunktion schreiben als

L nl (i ) : 2[—1 L 21
Rn p) = —/— 72 — »Nn _ [ — )exp [ ——
: ( ) L ! <010 ) =1 ap nagp

Der Normierungsfaktor N,; folgt aus der Bedingung, dafl

o0
/dr|Rnl(r)|2r2 1 = Ny=Z
1]

Diskussion der physikalischen Bedeutung der L6sung

(a) Paritit Die zu
n=n,+[0+1

gehorenden Drehimpulse sind entartet; dies fiihrt zu einem Paritdtsumschwung.

(b) Entartung Der Grad der Entartung wird beschrieben durch

n—1 n—1
gn:Z(Ql—l—l):n—l—?Zl:n—}—n(n—l)=n2
=0 [=0

Diese Charakteristik ist eine Eigenart des %—Potentials.
Beim KEPLERproblem ist
AT L]
r K
konstant, was bedeutet, da} die Halbachse konstant ist. In der Quantenmechanik ist der RUNGE-LENZ-
Vektor

A=r_ [ﬁxf—ixﬁ]
r
mit den Eigenschaften

[ﬁ, H] =0 und [El, A\k] =1 Eikzik

A ist demnach eine zusitzliche Erhaltungsgrofie.
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0
2| 4
4k _
> -6 .
2,
Q - T
>
Q
o 8t -
210 + 4
12 - ]
14 ] ] ] ] ] ]
0 2 4 6 8 10
Drehimpulsquantenahl |
Abbildung 4.3: Energie-Eigenwerte des Wasserstoff-Atoms fiir verschiedene Drehimpulse
(c) Spektren Die beim Ubergang zwischen zwei Zustinden abgestrahlte Energie ist
AE=hw=E, - E, .
Die zugehorige Frequenz ist
_l_w _(dpy(r_t
TN T o \amde) \m2 T n2)
——
Ry
Daraus ergibt sich z.B. fiir die BALMER-Serie:
1 1
(d) Zustédnde Fiir den 1s-Zustand gilt
AN 2r
¢100 (T, 197 QO) =2 a_ exp { — a_o YE)O (197 Qp) (463)

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir ein solches Elektron in diesem Zustand ist

wi (1) d*r = i4(r) Y15(r) d*r
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Zur Berechnung der rdumlichen Verteilung integrieren wir iiber den gesamten Raum

27 1
wis(r) r> d®r = NP, exp <__e> —r? dr dQ
ao 47
N2 27
wis(r) r? d® = L5 exp <——€> r? dr
47 ag
Das Maximum liegt bei
2Z ,\ N? 27
%73:0: Zr — ) A =
dr ag 47 ag
und entspricht damit fiir Z = 1 dem BOHR’schen Radius
N
072 T 2pe?
Quantenzahlen  Eigenfunktionen ¢ (r, 9, )
n / m
AL
1 0 0 =— (= ~Zr/eo
Y100 \/7—1_ (a()) e
1 (Z\*? Zr ‘
2 0 0 oo = = 92— ) e 7r/20
Y200 4421 <ao> / ( ao)
1 (Z\*"? Zr
2 1 0 210 = — 2 e /20 cog9
Y210 421 <ao> y ao
1 (Z\*? zZr :
2 1 +1 = [ = 2 e—Zr/2a0 Gip 9 ei®
Y2141 S/r <a0> s sinde
I AN Zr 72
3 0 0 =— (= 27 — 18— +2 e~ Zr/3a0
Vs = S (ao> / ( a ~ a} )
1 Z\*"? Z
3 1 0 Y310 = —— (—) (6 - _r) e~ 7r/300 gy
81+ 3w \ ao ao

Tabelle 4.1: Einige vollstindige Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms.

4.8 Das BOHR’sche Magneton

Klassisches BoHR’sches Atommodell

Die magnetische Momentendichte ist
() = o le]
pir) = 5. 16J

Fiir eine bewegte Punktladung mit der Ladungsstromdichte

j(x) = Zevi(S(r —1;)

m= /d3r u(r) = ;c/dgr [r,j(r)]

(4.64)
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Abbildung 4.4: Radialanteil der Wellenfunktionen aus Tabelle 4.1. Der Radius ist in Einheiten von ag

angegeben.
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ergibt sich daher das magnetische Moment

p(r) = % Z [r;,vi] 8(r —1;)

_ 3 R T DL _ &
m= /dru(r) - 2mc[r“pl]_2mc - YT 2me
Iml e st
L~ 2me cons
Quantenmechanische Behandlung

i) = o fF 3]

flr) = o [rxj(r

o h * *

i) = -5 POV () - V() VI ()}

Stromoperator

Kontinuititsgleichung

p(r,t) +div j(r,t) =0

In der Quantenmechanik sind nun p(r,t) und j(r,t) Wahrscheinlichkeitsdichte bzw. -strom definiert iiber

die Wellenfunktion. Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte kénnen wir sofort schreiben:

plr,t) = T (r, ) U(r, 1)

Die zugehorige SCHRODINGER-Gleichung fiir die beide Wellengleichungen ist

o

ot
o

ot

*6\1,3
/\IJ atdr

ov* .
/‘I’atdr

Durch Addition

S {—h—2A +U(r,t)}

ih 2m
1 h?

2m

ih 2m

*a‘p o~ 3_2 * 3_2 3
/(\I' §+‘p8t> dr—at/‘IJ\I’dr—at/p(r,t)dr

Durch Subtraktion

h
2mi

h
2msi

v

+

/wi {—h—2A+U(r,t)} Tdr
= /‘I!_—l{—iA—I—U(r,t)} T*dr

—/(\IJ*A\IJ—\I!A\IJ*) dPr = —,/V(\IJ*V\IJ—\IJV\IJ*) dPr

(4.65)
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Kombination der beiden letzten Gleichungen

h
3 . * _ * —
/d rQ p(r,t) + —Qmiv\(q’ AVAZER AVA Ay 0

v

-~

oj

Durch Vergleich mit der klassischen Behandlung finden wir die

Wahrscheinlichkeitsstromdichte

0 h * * 1 * N Sk
j(r,t) = P (T*VU — IVT*) = . (U*pT — TpT*) (4.66)

Damit 1483t sich schreiben

~ eh 1
ju(r)

 2m.i 2¢

{WL(0)fr x V]¥q(r) — Walr x V]U, (r)}

E:[Fxﬁ]:?[I‘XV]
_ﬁ {T5(0)L, (r) — Uo(r)LTS(r)}

Da nicht alle Komponenten gleichzeitig mefibar sind, ist
U, (r) = Upum(r)

Fiir die z-Komponente

L.Vym = h‘pnlm
e 1 * *
Mz (I‘) = _% 5 :‘I’nlm{frz‘pnlml - \I’nlmfqu’nlm
mhW, 1m 7mh‘Il:lm
e
= —%hm|\ﬁnlm(r)|2

m. = / d*rp-(r)

—Lhm / U i |2 d?r
2me
e

m
2me ~~~
l-

e
= ——1
2me

Damit ist analog zur klassischen Behandlung
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Ubungsaufgaben

Ubung 4.1 - Kommutatorrelationen. Die drei Operatoren A, B und C seien gegeben durch

T

Ab@) = 0@)  BU@) =o 0@ Cv) = [ yvl)dy
(a) Berechnen Sie [4, B] und [B,C] .

(b) Losen Sie das Eigenwertproblem C ¢ (z) = A(z). Welche Aussage iiber die Eigenwerte kann man aus
der Bedingung der Normierbarkeit der Wellenfunktion ¢(z) treffen?

Ubung 4.2 — Der Drehimpulsoperator. (a) Zeigen Sie explizit, daB der Drehimpulsoperator J =
X x P hermitesch ist, d.h.

/¢*J¢d3x:/(J¢)* VP .

(b) Beweisen Sie die folgende Relation:
J xJ=1ihJ

Ubung 4.3 - Kommutatorrelationen. Fiir zwei Operatorem A und B gelte [A,[A, B]] = 0. Zeigen
Sie, daf unter dieser Voraussetzung folgt:

[A",B]=nA"""' [A,B] .

Verwenden Sie dazu vollstédndige Induktion.

Ubung 4.4 — Der Translationsoperator. Der Translationsoperator T(a), fiir die Parallelverschiebung
um die endliche Strecke a ist durch

T(a) ¢(r) = ¢(r +a)
definiert. Bestimmen die T(a), indem Sie ihn durch den Impulsoperator p = —iiV ausdriicken. Berechnen
Sie dazu T(a) im eindimensionalen Fall durch einen TAYLORreihenansatz.

Ubung 4.5 - Kommutatorrelationen. Beweisen Sie die Beziehung

= 1
A —-A _
eABe A = 2‘6 —[A,B],
mit den Beziehungen
[A,B], = B
[A,B], = [AB]
[A,B], = [A[A B]
[AaB]n = [Aa[AaB]n—l] .

Betrachten Sie dazu den Operator F(a) = e*A B e~ *A. Entwickeln Sie F(a) in eine TAYLORreihe nach a
und berechnen Sie die Differentialquotienten. Zeigen Sie, da8 fiir den Spezialfall [A, [A, B]] = [B,[A,B]] =
0 folgt

eA*Be ™ =B+[A,B] .
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Ubung 4.6 — Kugelflichenfunktionen. Die Kugelflichenfunktionen niedrigster Ordnung sind gege-
ben durch

Yoo = /&
Yip = ,/% cosf Yipn = —1/% sin @ e'®
\/ 10> (3cos? 8 — 1) Yai = —4/22sinf cosfe’ Yoo = /2 sin®6e*?

mit ¥i_m = (~1)™ Yy,

&
|

Zeigen Sie, daf} diese Kugelflichenfunktionen die Orthonormalitdtsbedingung
/ Yif o (6, 0) Y (8,6) S = Sy16mim

erfiillen, und zwar fiir die Spezialfdlle Y7 ,,, mit m = —1,0,1 und ¥; o mit { =0, 1, 2.

Ubung 4.7 — Beugung an einem Spalt. Betrachten Sie die Beugung einer Elektronenwelle an einem
Spalt. Vor dem Spalt ist der Impuls der Elektronen in z-Richtung festgelegt, wihrend die rdumliche Aus-
dehnung der Welle in y-Richtung unendlich ist. Die Position des ersten Interferenzminimums ist gegeben
durch das aus der Optik bekannte Gesetz

SinOmin = —
a

wobei A die Wellenlénge und a die Spaltbreite bezeichnet. Schitzen Sie die Orts- und Impulsunschirfen
Ay und Ap, der Elektronen nach dem Durchgang durch den Spalt ab. Verwenden Sie dazu im Fall der
Impulsunschiirfe die Position des ersten Interferenzminimums und berechnen Sie das Produkt

Ay - Apy .

Diskutieren Sie, warum als Ergebnis dieser Betrachtung nicht der exakte Wert der Unschérferelation folgt.

Ubung 4.8 — Eigenfunktionen und Eigenwerte. Der eindimensionale HAMILTONoperator

habe das vollstindige System von Eigenfunktionen | ¢, ) und die Eigenwerte E,, so daf} gilt

Beweisen Sie die folgenden Relationen:

s _ 17
5 (Bn = En) [ x| on ) = 5

und

2
S (B = Bl | ([ ) = 0 ([0 o)

n
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Ubung 4.9 — Rotationsoperator. Zeigen Sie, daB der Operator, der eine Drehung des Koordinaten-
systems um die z-Achse um den Winkel a beschreibt, durch

ﬁ(a) = exp <%afz>
gegeben ist.

Ubung 4.10 - Zweidimensionales KEPLER-Problem. Behandeln Sie das zweidimensionale KEPLER-
Problem, d.h. geben Sie die Eigenwerte (fiir £ < 0) und Eigenfunktionen im Potential

7 e2
Vip) = -2
(p) P

an, wobei angenommen sei, daf} die Losung nicht von z abhéngt.

Ubung 4.11 — Starres Hantelmolekiil. Ein starres Hantelmolekiil rotiere im Raum um den Ko-
ordinatenursprung mit zwei Freiheitsgraden, den Polarwinkeln 9 und ¢ (Rotator). Es werde durch den
HaMILTON-Operator

1 ~
H=_—I*
20
beschrieben, wobei © das Triagheitsmoment ist.
(a) Berechnen Sie die Eigenwerte, Eigenfunktionen und eventuelle Entartungsgrade.

(b) Zu einem bestimmten Zeitpunkt befinde sich der Rotator im Zustand
PV, ¢) = a (cos® Y + sin® ¥ cos 2¢p)

Mit welcher Wahrscheinlichkeit liefert eine Messung von L? die Werte 642,2h2,0 ?

(c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ergibt die gleichzeitige Messung von L? und L. das Wertepaar (642, —2h)
?

Ubung 4.12 — Kristallfeldoperator. Der HAMILTON-Operator
H=AI?+B (L;j +L§)

wird in der Festkorperphysik als sogenannter Kristallfeldoperator hiufig zur Beschreibung des elektrischen
Feldes in einem Kristall herangezogen.

Bestimmen Sie seine Eigenwerte und seine reelen Eigenfunktionen.

Ubung 4.13 — Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators. Die Wellenfunktion w,(,?) seien Eigen-
funktionen zum Drehimpulsoperator J,, d.h.

T®) =myD

[zur einfacheren Schreibweise seien alle Drehimpulse in Einheiten von 7 angegeben)].

(a) Zeigen Sie, daf} die gedrehte Wellenfunktion

b =exp (—ipl.) exp (=ivg,) 60

S. 250
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Eigenfunktionen des gedrehten Operators

fg = fxsinﬂ cos<p+@sin1951n<p+£cos<p

sind, d.h. R
JE wm = mwm .
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst die Beziehung
exp (—iz?jy) jz exp (m?jy) = AZ cos®) + jz sin v
exp (—icp@) fx exp (w@) = fz cosy + jy sin

(b) Gegeben sei ein System von Eigenfunktionen zur Drehimpulsoperator
Tljm) = WG +1)]jm )
J.ljm ) = hm|jm) .

Berechnen Sie:

AJiz\/(jm|ji2|jm)—(jm|ji|jm> fiir i = z,y, 2

Ubung 4.14 - Kommutatorrelationen fiir den Drehimpulsoperator. Beweisen Sie die Relationen

[Li, @'] = €Tk
[Li,ﬁj] = i€jkDk
I:Eiaﬁ2] = [517&\2] =0

wobei Ez die drei kartesischen Komponenten des Drehimpulsoperators sind fiir ¢ = z,y, z. Dabei ist €;;,
der vollstéindig antisymmetrische Tensor.

Ubung 4.15 — Drehimpulsoperator in sphiirischen Koordinaten. Berechnen Sie die Operato-
ren Lx, L und Lz in sphérischen Koordinaten, ausgehend von der Tatsache, dafl Lx, y und L die
Generatoren von infinitisimalen Rotationen sind:

v'(r) = (1+idaL) p(r) .

Ubung 4.16 — Drehoperatoren. Zeigen Sie, da$ die Drehoperatoren
D.(a) = exp <%afz> und ﬁy(ﬁ) = exp (%B@)

nicht miteinander vertauschen.

Ubung 4.17 — Rotationssymmetrisches Potential. Es sei ein Potential vorgegeben, das um eine
Gerade (z-Achse) rotationssymmetrisch ist.

(a) Man behandele die SCHRODINGER-Gleichung in Zylinderkoordinaten und zeige, dal der Drehimpuls
um die z-Achse gequantelt ist.

(b) Was gilt fiir die Losung in z-Richtung, falls das Potential nicht von z anhéingt?

(c) Bestimmen Sie die Gleichung fiir den Radialanteil der Wellenfunktion.



HILBERT-Raum und
Operator-Methode

5.1 Grundlegende Definitionen

1. 7 ist ein linearer, normierter Vektorraum {iber der Menge C der komplexen Zahlen: dann gilt fiir
zwei Funktionen f, g € H und Zahlen «, 3 € C, dafl

af +BgeH

2. Uber H ist ein Skalarprodukt definiert, d.h. jedem Paar von Vektoren f,g ist eine komplexe Zahl
(f,9) zugeordnet:

(fig1+92) = (f,9) +(f,92)
(f,ag) = alf,9)

(9. f) = (f,9)"
(fi9)=0 & flg
f=ag & fllg

gl = V(9,9) norm

(af,9) = (g,af)" = (alg, 1)) = (9, /)" = *(f,9)

3. H ist vollsténdig, d.h. zu jeder CAUCHY-Folge von Vektoren aus # existiert ein Grenzelement von

H.

4. ‘H ist von abzdhlbar unendlicher Dimension; es existiert ein System orthogonaler und auf die Lange
1 normierter Vektoren e; mit héchstens abzdhlbar unendlichen reelen Elementen. Jedes Element
f € H kann nach diesem System entwickelt werden:

o0
F=>anen
n=1

5. Es gilt die SCHWARZ’sche Ungleichung

(£ Dl < IIFI- gl
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Fiir eine detailierte Diskussion der mathematischen Eigenschaften siehe [13].

Beispiele

(a) Hi : Menge aller Spaltenvektoren

mit komplexwertigen Eintrdgen a, € C und endlicher Norm Z lav|? < co . Das Skalarprodukt
v=1
zwischen zwei Vektoren a und b ist dann

b1 -
a-b=(a1,a,...) b :Za:bu
: v=1

In DIrRAC’scher Notation 14t sich dies kompakt schreiben als
b1
(a|b) mit (al] =(a,as,...) und |b) = b (5.1)

(b) H: : Menge aller komplexwertigen quadratintegrablen Funktionen. Dann ist fiir f(r), g(r) € C

(f.g) = / &r £ (1)g(r)

[ ariwr <o

—o0

5.2 Vektoren im HILBERT-Raum

Die SCHRODINGER-Gleichung liefert ein volsténdiges orthonormiertes System

U, (r) =12 ...

Die ¥, verhalten sich wie Einheitsvektoren — sie stellen daher die Einheitsvektoren im HILBERT-Raum
dar
Uu(r)=(r|¥,) ‘I’;:<‘I’u|r>
Die HILBERT-Raum-Vektoren sind demnach
< wu | C(bra”
| ‘I’u > Mket”

Die so definierten Vektoren haben die Eigenschaften:
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1. Orthogonalitét

[ Bwwe = [Er (e (el v, <o,

/d3r|r)(r|=1

(U [T, ) =dru

2. Vollsténdigkeit

3. Orthonormalitit

4. Vollstandigkeit ¥, kann nach {¥,(r)} entwickelt werden
Volr) = Y oW, ()
p=1
(r] %) = > o (r|¥,)
o

/ &Er U0 Tar) = > al® / Pr Ui (r)0,(r) = ol
I N -~ _

Oxp

Folgerungen:
1.
| ¥a ) =Zaff”)|¢u>
A = (04| Wa) = [r (6r]r) (x| Wa)
| Ta) =Y (bu | Ta) [du) = 16u) (Sl Ta)
2.
> ¢n(r) du(x') =6 —1')
DA ) (Sulr) =(r|r)=6(r—7)

I

Darstellung ”reiner” Zustinde

— z.B. fiir das Wassertstoff-Atom
| @) = |n,,m)

Ein HiLBERTraum-Vektor | ¢, ) entspricht einem “reinen” Zustand in der Quantenmechanik
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Y % 5 I
X

Abbildung 5.1: Priparation eines reinen Zustandes: eine Reihenschaltung der Filterung ist moglich, wenn
[a]" b]'] =0

5.3 Operatoren im HILBERTraum
Fiir die SCHRODINGER-Gleichung bieten sich zwei dquivalente Darstellungen an:
H9(r)=EY(r) & H|T)=E|T)

Damit ist fiir einen beliebigen Vektor A| ¥ ) = | ¥')

Operatoren im HILBERTraum

Unter einem Operator A versteht man eine Abbildung, die jedem Zustand | ¥ ) € H eindeutig
einen Zustand | ¥' ) € H zuordnet.

Lineare Operatoren

Hier gelten folgende Vektorraumaxiome:

AT) = A|T) = A=A
(A1 +A42)|T) = A |T) +A4|T)
(A1A22|‘I’> = A(A2] 7))

0| o) = 0

Tjw) = |w)

Adjungierte Operatoren

(v[Ala) = /qbf,(r)Aqﬁa(r)dBr
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(v]1Ala) = (7|a)
Atly)y = 17)
(v]1Ala) = (7|a)
= (al¥y)"
= (alAt|y)"
(vI1Ala) = (a|AT|y)"
(vla) = (aly)”*
la) = Ala) = [Aa)
(@] = (a|dl = (Aa|

At wirkt im dualen Raum H* so, wie A in H.

Selbstadjungierte (hermitesche) Operatoren

Hermitescher Operator

Ala)y=Atla) =  Al=4

(a) Die Erwartungswerte sind reel.

(b) Eigenzustéinde sind orthogonal

Ala;) = aj|a;)
(ailAla;) = (ailajla;) = aj(aila;) = (aj|Ala;)" = ai{ai|a;)
(@i —aj)(aila;) = 0

Reziproker (inverser) Operator

|18) =Ala)

A'A = AA' =
A8 = | a) } !

Unitidre Operatoren

vt =vut =1 — ut=u-!
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Damit entsprechen

¥) = Ulw)

A = vAut

unitdren Transformationen. Unter einer derartigen Transformation unveréndert bleiben:

1. Eigenwert

=
<
|

uut| v )

I
& S R
S
S
N

2. Skalarprodukt o
(p1A1¢) = (¢ |UVAUU|¢) = (¢ |A| )

3. Erwartungswert

A|az) = ai|ai)

a;| a; )

b
S\
~

I

/_1|Ezi)=UAUTU|ai)=UA|ai)=Uai|ai)=ai|di)

Insbesondere gilt:

‘ Physikalische Aussagen bleiben unter unitéren Transformationen invariant ! ‘

Projektionsoperatoren

Aufteilung des HILBERT-Raumes in zwei Teilrdume
H=URYV
so daf} fiir zwei Elemente u € &/ und v € V gilt
(ulv)=0.
Jeder Vektor | ¢ ) 148t sich dann zerlegen in

%) =1v%u)+[¢y)  wobei [¢y) €U, |thy) €V,

1. P, ist hermitesch

(0| P | @) (O[T ) = (T, [Ty) = (T, |T)
(‘I!;| = <\I’I|Pu
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2. Pf;éPu
Pj|\1/> :PU|\IJU> = |\I’U> = PU|\I’>

3. P, besutzt Eigenzustinde 1 oder 0

| p) sei Eigenzustand zu P,

(P2—Pulp)=0@"-p)|p) =0
—_——

Demnach gilt P =0,1

4. Bildung eines vollstiindigen Orthonormalen-Systems (VONS)

| ¥) Py| W) +P|¥)
T|TY) = IP,|T)+7IP,|T)
Pl¥) = (I-Pu)|¥)
P, = I-P,

Mit den Basen

{lu)} mit w=1,...,N  und {lv)} mit v=N+1,...

fiir & und V 143t sich dann schreiben

N [e%S]
Pu=2|u)(u| und P, = Z [v) (v]
n=1 n=N+1

5.4 Linare Operatoren als Matrizen

‘H wird aufgespannt durch |¥,,) mit

Z |‘I’n> (‘I’n| =1

(a) Wellenvektor
|9) = |én) (ol ) =D |én) T

Damit 148t sich die eindeutig zuordnen

, 00
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(b) Operator Mit der Umschreibung

A=1-A-1=3 | ¢n) (b |A| b ) (S |
m,n —

Anm
bekommt man die Zuordnung
An A 0 A
Az Ax
A= (Apm) = ; ;
Anl Anm

Eine Abbildung im Hilbert-Raum 148t sich dann schreiben:

| ) =4 T) = Y Aldw) (¢ulT)

(G A1) = S (S |A(Sn|bm ) (dm | T)
Vo= > AT
12 A A - Ay oo T,
vy Asi Aso T
v, Apt o o Apm v,

Fiir den Fall | ¥/ ) = a¥ wird dies zu einer Eigenwertgleichung:

(A11 —a) Aqp e A, o,
Az (Azo —a) ¥
Anl (Anm - a) v

3

(c) Transponierter Wellenvektor

(U] =3 (T ) (tnl =D (G| TV (Dn]| = D T {0l

n n

Dann 1483t sich identifizieren

(] — (P, 95,...,T,,...)
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(d) Skalarprodukt
(U )= (T |¢a)(¢a|¥)

n

was sich identifizieren 143t mit

U,y
L 23
(V' | T) — (T3, 95,...,9,,...) | :
v,
(e) Adjungierter Operator At
(vIAla) = (alAlly)* . .
= (A = A
(alATly) = (v]A]la)

Die Bildung der zugehorigen Matrix erfolgt in zwei Schritten:

(i) Transponieren: Ay — Amn

(ii) Eintriige komplex konjugieren

(f) Hermitescher Operator A" = A

(AT) = (AMn) = (A)nm

nm

Fiir die Diagonalelemente ausgewertet heifit dies, daf}
(Amm = (Amm)”

Demnach miissen die Diagonalelemente reel sein und die Matrix hat die Form

Gpm

(g) Unitire Operatoren UT = U~!

Behauptung: Die Zeilen und Spalten von U sind orthogonal.
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Beweis:
Ulv =1

SCUT I m)Y (m |U|G) = (ilj) =26

Y Am|Ui) (m|U|j) =dy

m

Fiir eine zweidimensionale Drehmatrix
cosa —sina
R = .
sina  cosa

~ cosa  Sina cosa —sina 1
RR = . . =
—sina  cosa sina cosa 0

Damit entspricht eine unitdre Matrix einer Drehung im Hilbert-Raum.

ist

y

Fiir einen Operator A mit dem Eigenfunktionensystem
Alan ) =anlan)
erhilt man als Matrixelemente
(an |A| am ) = Apm = (an |an| am ) = andpm

Jetzt gibt es immer eine unitire Transformation, die eine Matrix auf Diagonalform bringt:

aidi; = (ai|Alaj) = > (ai|ém) (dm|Aldn) (bnlaj)

n,m
Um = (ai| ém)
<¢m|a'j> = <a]’|¢m>*:U¢I¢j
daildm)(dmlaj) = (aila;) = &
m
Veranschaulichung
Matrix Komponenten Beispiel
1 0
A i ( 1+i 2 )
transponiert At (A% = Aj; ( 1 1 -2|- ! )
komplex konjugiert A* (A*);5 = (A45)* ( 1 iz _2Z )
hermitesch konjugiert T N " 1 1—34
oder adjungiert AT = (A7) (AN)ij = (4ji) —q )
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5.5 Interpretation des Mef3prozesses

A sei ein linearer hermitescher Operator mit den Eigenwerten/-funktionen

A|¢n) = an|¢n)
{Ién)}
Ylon)(on] =1

Ein beliebiger Zustandsvektor 148t sich dann nach dieser Basis entwickeln
n
Der Erwartungswert bei Anwendung eines Operators

ist dann

(T [A]T) Y AT an] 6n) (b | T)

= Sl (6n | )P

Mbobgliche Mefiwerte fiir die Messung der der Observablen A an einem einzelnen Teilchen der quantenme-
chanischen Gesamtheit sind die Eigenwerte a,,. Nach vielen Einzelmessungen ist | ( ¥ | ¢, ) |? die relative
Wahrscheinlichkeit.

5.6 Unschirferelation

Fiir zwei hermite’sche Operatoren L, M gilt
(LM — ML) = (LM — (ML) = MLt — LMt = —(LT Mt — MTLY)

und allgemein
[L, M) =ihC , Ot = —C (antihermitesch)

Jetzt Betrachtung der mittleren Schwankungsquadrate

(AL? = (¥[@-D?|¥) = (V|| V)
(AM)* = (W (M =M ¥) = (W |M|V)

Fiir den hiervon zu bildenden Kommutator gilt

[i,M] = [L, M] = iliC
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Jetzt
(UL O) (U [M?|¥) = (LU|LV)(M¥|MV)
(LU | MUY = (O |LM|T)
1o a1
= (\IJ|<§(ML+ML)+§(L —ML)>|\1r>
_ (\P|<%(iM+Mi)+%ihC>|\If)

Mit der SCHWARZ’schen Ungleichung

VIFIEYW glg) 21(flg)]

1483t sich dann abschitzen
Vw e/ e )
Vw e/ e )

Somit gilt fiir die Schwankungsquadrate die HEISENBERG’sche Unschérferelation

(W |LM| )

v

1
Sih (T[] w)

v

h

(AL)’/(AM)* = S| e [C] ¥)] (5.2)
Im Spezialfall von Ort und Impuls ist dies
h — N2 A2 D
[P, Qr] = ik - (AP;)" (AQk)” > PR (5.3)

5.7 Zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems

Die zeitliche Entwicklung zwischen einem Anfangszustand | ¥(¢p) ) und dem Zustand | ¥(¢) ) zu einem
spiteren Zeitpunkt soll nun ausgedriickt werden mittels eines Zeitentwicklungsoperators U(t,tq). Wir
schreiben dann

|W()) = Ult,te)| 9(to) ) (5.4)
Eigenschaften des Zeitentwicklungsoperators U (t, ;)

Die wichtigsten Eigenschaften des Zeitentwicklungsoperators sind:

1. U(t,to) ausgewertet fiir ¢ = ¢ ergibt die Identitét:
U(to,to) = id

2. U(t,tp) ist transitiv, das heift die zeitliche Entwicklung eines Systems vom Zeitpunkt #o nach ¢’ und
anschliefend nach ¢ 148t sich schreiben als

Ult,to) =Ut, "YU, o) fiir t>t >tg
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3. Wegen der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion ¥ muf die Norm von | ¥ ) erhalten
bleiben:

(W) | 0(t)) = (UW(to) | UP(to) ) = (U(to) |UTU| ¥lto) ) = ( ¥(to) | ¥(to) )

Dazu muf aber gelten, dal UTU = 1, was also bedeutet, dafl U ein unitdrer Operator ist.

4. Aufgrund der Transitivitéitseigenschaft von U kénnen wir auch schreiben
Ulto,to) = Ulto,t")U(t',t0) =1,

so daf} sich
U~ (to, t) = U(t, t0)

als inverser Zeitentwicklungsoperator identifizieren 1483t.

Infinitisimale Entwicklung

Fiir den Fall einer infinitisimalen Zeitdifferenz At 1a8t sich U (¢, to) entwickeln
U(t+ At,t) =1+ K(t)At (5.5)
Aus der Unitaritéit von U (¢, o) folgt dann
Ul =1 = (1+K'#)At) 1+ K(t)At)
= 1+ K(@t)At+ K'(t)At + KT (t) K (t)(At)?
Fiir Terme linearer Ordnung in At kann dies aber nur gelten, wenn
k'(t) = —K(t) (5.6)

K(t) ist demnach antihermitesch. Als einfachster Fall fiir diese Bedingung setzen wir daher
K(t) = —%H(t) (5.7)

und damit auch .
Ut + At,t) =1 — ZH(t)

h
Die zeitliche Anderung eines Zustandes liBt sich dann ausdriicken durch
| T+ Ay = U(t+ At,t)| T(t))

(1 - %H(t)At) | (1) )

[ W(0) ) — S HOAH B(0))

[ WE+AN) — | U()
L = H0)|¥0)

Dieser Ausdruck ist aber nichts anderes als der Differenzenquotient, so dafl wir durch Limesbildung sofort
erhalten

g | TE+AD) — [¥(@)) _ d

At—0 At dt

Fiir infinitisimale Zeitintervalle ist also
d

dt

0

() ) = )| () )
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Zeitanhingige SCHRODINGER-Gleichung
L, d
ih— | U(t)) = H(t)| ¥(t) ) (5.8)
Durch nochmaliges Umschreiben mit
| W(t) ) =Ult to) | ¥(to) )
erhalten wir die vollkommen #quivalente
Operatorgleichung
o d
zhaU(t,to) = H(t)U(t,to) (5.9)
Durch Umstellen kénnen wir hieraus eine Integralgleichung fiir U(t,tp) aufstellen:
dU(tty) = —%H(t)U(t,to) dt
U(t,to) . t
aUtt) = —; [HOUH) dr
U(to,to) tO
ot
Ultty) = 1-— %/H(T)U(T, to) dr (5.10)

Losungen von U(t, ty)

to

(a) H ist zeitunabhingig. Dann macht man fiir (5.9) den Losungsansatz

Entwickelt man dies fiir kleine Zeiten

U(t,to)

d
—U(t,t
dtU(,o)

Ult,to) = exp (—%H (t— t0)>
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und beriicksichtigt nur Terme maximal linearer Ordnung, so erhiilt man wieder eine Losung fiir (5.9)

in <—%> <1—%(t—t0)> H(l—%(t—to)_%<_%(t_t0)2>>

iH? iH?

(b) H ist zeitabhiingig, aber die H zu verschiedenen Zeiten ¢; kommutieren.
ot
Ult, to) = exp —%/H(T) dr
to

(c) H ist zeitabhingig und die H zu verschiedenen Zeiten ¢; kommutieren nicht.

In diesem Fall 148t sich der Zeitentwicklungsoperator nur iterativ durch Einsetzen in die rechte Seite der

Integralgleichung (5.10) bestimmen; durch eine weitere Zerlegung erhalten wir

t
Ult, ty) = 1—%/H(t1)U(t1,t) dt,
to
. t1
(3
Ult ty) = 1—ﬁ/H(t2)U(t2,t0)dt2
to

so daf} bei Einsetzen

t t1
Ult,ty) = 1-%/}1@1) 1- %/H(tz)U(t2,t0)dt2 dt,
to tO
.t 2 ¢ 2!
— 1—%/H(t1)dt1 - <%> /dtl/dt2H(t1)H(t2)U(t2,t0)
to to to

Bei Einfiigen einer weiteren Zerlegung

[2)
Ulta, to) =1 — % /H(tg)U(tg,tg) dt
to

ist demnach
t1 t1

vt = 1= [y~ (5) [ fanemc

to to to
O3 t t1 to
~(3) [ [ [ aere)meEeU s 0
to to to

Bei vollstéindiger rekursiver Ersetzung erhilt man dann die!
Dazu auch: [14], 68—73.




Kapitel 5. HILBERT-Raum und Operator-Methode

97

DysoN-Reihe

t1 th—1

to to to

/ dt, H(t)H(ts) ... H(tn)

(5.11)

5.8 Erwartungswert eines Operators

Je nach der Art, wie die Zeitentwicklung eines Operators beriicksichtigt wird unterscheiden wir:

(a) SCHRODINGERDild

(A@) = (@) |As | 2(2) )

Die Zustinde | ®(t) ) dndern sich gemifl der Bewegungsgleichung, wihrend die Operatoren zeitlich
konstant sind (abgesehen fiir den Fall einer expliziten Zeitabhingigkeit).

(b) HEISENBERGDild: Durch die Benutzung des Zeitentwicklungsoperators U (¢, to) 148t sich schreiben

(A@) = (¥()[As|¥(t))

(U(t,t0)¥(to) | As | U(t,10)¥(to) )
= (T(to) |UM(t,t0)AsU(t,t0) | L(to) )
= (W(to) [Au(®)] (k) )

Die Zeitabhéngigkeit der Zustéinde wird demnach durch den Zeitentwicklungsoperator auf den neuen
Operator Ay = Ut AgU iibertragen — die Zustéinde | ¢(to) ) selber sind jetzt durch die Startwerte

gegeben und damit konstant.

Bewegungsgleichung fiir Ay

Ableitung des als A (t,to) = UT(t,t9) As U(t,to) definierten Operators im HEISENBERGbild nach der Zeit

ergibt:

A
dt

out 0Ag oUu
et 225 i -~
BN AsU+U ot U+U' Ag ot

(%UU{) AsU + Ut AU + U Ag <—%HU>
1 : ;
EUTHUUTASU + Ut AU — %UTASUUTHU

%HHAH + UTAsU — %AHHH

% (HyAp — AgHp) + Ut AgU

i

ot

Hingt Ag also nicht explizit von der Zeit ab, so ist

0
(%“S)H =0
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und damit

dAH i

Loy = i An) (5.12)

Ein derartiger Zusammenhang fiir die zeitliche Anderung einer MefgriBe ist aber bereits aus der klassi-
schen Mechanik bekannt—mittels der PorssoN-Klammern 148t sich dort schreiben

d

—A = {AH},

o {4, #H}

wobei A = A(p, q) eine Funktion der verallgemeinerten Koordinaten ¢ und der verallgemeinerten Impulse
p ist. Somit bietet sich formal an dieser Stelle der folgende Ubergang zwischen Quantenmechanik und

klassischer Mechanik an:
5 Am Hal "8 (A )

5.9 Wechselwirkungsbild

Der HAMILTON-Operator wird zerlegt in einen bereits bekannten Teil — z.B. beim harmonischen Oszillator
2

Hy = 2~ — und einen Stérungsterm

H=Hy+H .

Durch Einsetzen in die SCHRODINGER-Gleichung erh#lt man dann

| de(t)) ,
th—(H0+H)|\IJ(t)> ;

woraus sich das bereits bekannte Verhalten von H, abseparieren lif3t

010 = e (1= o)) | 90))

U ist dabei die Wellenfunktion im Wechselwirkungsbild. Bei zeitlicher Ableitung erhilt man jetzt

g W) = ~Ho | Wi(0) +exp (GHa(t—10) ) (Ho+ )| #(0))
= (CHo H)| (D))
=0
+ exp <%H0(t — t0)> H'exp <—’%H0(t — t0)> | Or(t))
y .

= Hi(t)| ¥r(t)) -

Analog ist fiir einen beliebigen Operator

A[(t) = €exp <%H0(t — to)) A 6_iH0

'L'hiAI(t)

dt (A1), Hol



Kapitel 5. HILBERT-Raum und Operator-Methode

99

Wechselwirkungsbild

Im Wechselwirkungsbild sind Zustédnde und Operatoren zeitabhingig.

Zusammenfassend gilt fiir die verschiedenen Bilder:

Zusténde | ¥ ) | Operatoren A
Schrodingerbild | O(t) ) A
Heisenbergbild | ) A(t)
Wechselwirkungsbild | ©(t)) A(t)

Da zum Wechsel zwischen den verschiedenen Darstellungen nur unitére Transformationen verwendet wur-

den, sind alle drei Bilder also vollkommen &quivalent.

5.10 Zeitabhingigkeit des harmonischen Oszillators

Im eindimensionalen Fall ist

2 2
p mw= o
H=_— x
2m + 2
mit den zeitunabhingigen Operatoren z, p, a’, a. Unter Verwendung der Beziehung

222 MmN
eMBAe™AB = A 4 i\[B, Al + (%) [B,[B,A]]+...+ (Z A

n!

1483t sich dann schreiben

z(t) = UMt 0)z(0)U(t,0)
-2t2

it i

= z(0) + > [H,z(0)] + <?> [H,[H,z(0)]] + ...

ih

fiir die “ungeraden” Terme ist [H,z(0)] = —Z—p(O) ,
m

und fiir die “geraden” Terme [H,p(0)] = ihmw?z(0)

_ p(O) 15 5 1 t3w3p(0)
= z(0) + - t+ 2!t w?z(0) 3 m +

p(0)

= z(0) cos(wt) + s sin(wt)

Analog dazu ergibt sich fiir den Impuls
p(t) = —mwz(0) sin(wt) + p(0) cos(wt) .
Allerdings hatten wir bereits gesehen, dafl
(n]z@)|n)=0 bzw. (n|plt)|n) =0,

>[B,[B,...,[B,A]]...]

(5.13)

da sich die z(t), p(t) durch die Operatoren a',a darstellen lassen, diese aber nur Zustéinde (n,n + 1) bzw.
(n,n —1) miteinander verbinden. Es bleibt also die Frage, welcher quantenmechanische Zustand jetzt dem

klassischen Oszillator dhnelt. Fiir einen solche Zustand ndmlich mufl die Wellenfunktion
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e ogzillieren, d.h. das Teilchen fiihrt eine periodische Bewegung aus, und

e nicht zerflieBen, d.h. das Wellenpaket bleibt in seiner Form erhalten (keine Dispersion)

Demzufolge muf es sich bei dem gesuchten Zustand um einen kohérenten Zustand handeln, wobei
al Ay =AlX)

A ist im allg. ein komplexer Eigenwert zum Energiezustand | A ) des harmonischen Oszillators.

Eigenschaften kohdrenter Zustinde

1. Driicke | A ) durch Energieeigenzusténde aus:
[A) =3 f)|n)
n=0

Die Verteulung | f(n)|? ist vom Poisson-Typ:

Fmpp = 2

2. | A) kann aus dem Oszillator-Grundzustand durch eine endliche Transformation erzeugt werden.

3. | A ) erfiillt zu jeder Zeit die minimale Unschérferelation

A:U-Apgczg

5.11 Kohirenter Zustand in der Ortsdarstellung

Wellenpakete minimaler Unschirfe
Fiir ein Wellenpaket mit minimaler Unschérfe
h
Az - Ap, = 3

und mittleren Schwankungsquadraten
Az = /(z — () Apz =/ (pe — (P2))?

hat man die Wellenfunktion

1 1 . z2 5
U(z) = N ViY exp (zpoa: - m) ) (5.14)

mit den Konstanten py = (p) und z. Damit stellt

2 1 1 (1';'2
[F@)I" = 2 Az exp( 4(Ax)2>
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eine Gauiverteilung um (z) = 0 mit mittlerem Schwankungsquadrat (Az)? dar. Mittels einer Fouriertrans-
formation — siehe hierzu auch Aufgabe 5.1 — erhilt man dann die zugehorige Darstellung im Impulsraum

T(p) = \/le_h U(z) exp <—%p0x> = const - exp (- <Ah=’g>2 (» —p0)2> (5.15)

Dies ist eine Gauflverteilung um (p) = 0 mit mittlerem Schwankungsquadrat

B\ 2
@7 = (3) (ay
so dafl wir durch einfaches umschreiben erhalten

Ax-Apz:’—;

Zustiande des harmonischen Oszillators

Wellenfunktion und SCHRODINGER-Gleichung sind

L1 (i @@
v = gy (MR - e —iew) (19
RO 1 ., 90
_%W -|-§mw U = —ZhE (517)

sollen die klassische Differentialgleichung fiir den Erwartungswert des Ortes

82

Frel () +w?(z) =0 (5.18)

wiedergeben. Zur Bestimmung von Az und ¢(t) setzen wir also (5.16) in (5.17) ein:

h? 1 i) @—@)\’|, me®? i (- (@) (@) . _
“om | 20802 T < h T 2(Ax) ) T “h{ h T gz W) =0

h? m (i) h%x? B2 (z)? R (zyz  mw?z? ) . B
4m(Azx)? + 2 8m(Az)*  8m(Az) + dm(Az)* + 2 Fmet @)z +hpt) = 0

) hZ hZ m#)? 2, hZ 1 ()’ o
(z) @ {mw B 4m(Ax)4] + dm(Az)? + 2 + 2 [mw B 4m(Ax)4} - 8m(Ax)* Thet) = 0

[:ﬁ e x] [mhw - 4<A1w>4] i 4<A1x)2 " m2f<i> B s<<§>:)4 +RA =0

Dies ergibt dann

o - ()

¢ = g (@ -w @) +3
0 = P+ S
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Damit 148t sich dann die Wellenfunktion (5.16) schreiben als
1 . .
_(mw\ /1 i(p)x  mw 5 iwt  (p) (z)
Wi, = () e ( B oop @ @) Jexp | —m — i

Fiir () = 0 und (p) = 0 ist dann

U(x,t) = ¥p e~ !
die Wellenfunktiondes Grundzustandes des harmonischen Oszillators.

Die mittlere Energie 148t sich jetzt schreiben als

(E) = <2p—m> + %mw2 (%) = <§m> + 2 2<”“’> + % = hw (<n> + %) (5.19)

Der kohirente Zustand wird durch (z(t)) vollstéindig bestimmt. (z(t)) erfiillt die klassische Schwingungs-
gleichung (5.18), so daf} weiter gilt

mw (x) + i (p) iwt

=ae mit |a]®> = (n
TR la|” = (n)

Entwickelt man ¥(z,t) nach den Wellenfunktionen der stationéren Zustinde des Oszillators

v = ian\lln
n=0

1
Uo(z,t) = Wo(x)exp <—z(n + 5)wt>
a, = / U, dx
—00
Die Wahrscheinlichkeit, dafl sich der Oszillator im n-ten Zustand befindet ist dann
Wp = |an|2 = ei<n> <n>
n!

5.12 Der quantenmechanische Propagator

Vorhaben wird es sein, einen Operator zu finden, durch den sich die Ubergangsamplitude { roty | rit; )
in einer integralen Form

\I’(I‘g,tQ) = /d3T1 K(rz,tg,rl,tl)\Il(rl,tl) (520)

ausdriicken 148t.

Konstruktion des Propagators

Wir hatten bereits gesehen, dafl

| (t2) ) = Ultz,t1)| ¥(t1) )
U (rs,t2) (ra | U(ta2) )

/d3r|r1><r1| = 1
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Somit bekommen wir durch Umschreiben

U(ra,t2) = (ra| ¥(ta))
= (r2 [U(ta,t1)| ¥(t1) )

= /d3r1 (ro |Ultaytr) | v ) (1 | T(t1) )

= /d3r1 K(r27t27r17t1)\11(r17t1)

Fiir die Kausalbedingung t» > ¢; hat man damit den (retardierten)

Propagator

K(I‘Q,tQ,I‘l,tl) = < Ty | U(tg,tl) | r >®(t2 — tl) (521)
K(ry,ta,r1,t1) ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude, daf$ ein Teilchen, welches zur Zeit t; bei

r; startet, zur Zeit t» am Punkt r, gemessen wird.

Kompositionseigenschaft des Propagators

Statt dem direkten Ubergang
(ro,t0) —> (r,t)

(r,t]ro,to)
kénnen wir nach Zerlegung des Intervalls [to, t] in n Abschnitte mit

th >th 1 >th 9> ...>1 >t

schreiben
(I‘[),t[)) — (rlatl) e (rnflatnfl) — (rnatn)

(rnatn | rnflatnfl > < rnflatnfl | rn72atn71 ) < rlatl | I'[),t[) )
Die Ubergiinge lassen sich jetzt durch den Zeitentwicklungsoperator schreiben

(rnatn | ro, to > = (I‘n |U(tn7t0)| To >
= ( ry |U(tn,tn,1)U(tn,1,tn,2)...U(tl,to)| o )

= (| Ul tas) / Pract | Tnot ) {not |Ultnorstnos) / Pros
1‘1 |U(t1,t0 | Iro >

/d3rn 1/d Tn—2. /d37"1 I‘n,tn,l‘n 1, tn— 1)

rn 17 n—1,Tn— 27 n— 2 K(rlatlar()ato)

/d3rn 1/drn2 /drlKnn—l)K(n—ln—Q) K(1,0)
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Propagator in der Energiedarstellung

Wenn der Hamilton-Operator nicht explizit zeitabhéngig ist, 143t sich der Propagator (5.21) schreiben als

K(r27t27r17t1)

= (r2 |U(t2,t1).| ri ) Ot —t1)
(rs | exp (-%H(t2 —t1)> It ) Ot —t1)

(r2 | exp (t2 =t Z|¢n (bn|r1) Ot2 —t1)
(s u0)

Z( r2 | ¢n ) exp <_%En(t2 —t1)> (¢nlr1) O(t2 —t1)

n

5 bn(ea)ex (—2alta — 1)) d5(01) O(t2 — 1)

Um jetzt weitere Aussagen iiber K (rs,ts,r1,%1) machen zu kénnen, betrachten wir eine Losung der
SCHRODINGER-Gleichung zum Zeitpunkt to:

{

0 h

zha—2 — H(rs, Z.V } ¢n(ra)exp <—%En(t2 - tl)) =0

/

19

Wenden wir diesen Operator O auf K(ry,te,r1,t1) an, so erhalten wir

OK(r27t27r17t1)

O\;@L(m <
mzn:%(rz (

+ @(t2 — tl) 6

thq&n (r2) exp <
+ O(ta —t1) 62¢n(r2)exp <_%Ent2> exp (%Enﬁ) ¢y (r1)

n
~ /
'

=0

ih_ ¢n(ra)exp <—%En(t2 - t1)> Gk (ry) 8(ty —t1)

J

n(ty —t ) ¢y (r1) Oty —t1)

m—u)@unam—m

3M :Hs :vls

butez)exp (1 Ealta = 1)) 650)

E(h—M)%@ﬂMb—m

Dl‘lN

'

=1

ihy (ra|dn) (nlrr) 8(t2— 1)

’LhZ( Iro | T >5(t2 —tl)

ih (5(1‘2 — I‘l) (S(tg — tl)

(5.22)
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K(ro,to,r1,t1) ist die Greensfunktion dieser Gleichung und eindeutig bestimmt durch die Randbeding-
ungen.

Eigenschaften fiir den Spezialfall t{ =0,ro =r; =r,t, =1

In diesem Fall ist die GREENsfunktion jetzt
Gt) = / &r K (r,t,1,0)
= [d& 2 —iEnt
[ S in o ()
= Zexp <—’%Ent>
n

Die Summe erstreckt sich dabei iiber alle moglichen Zustéinde | k ). Fiihren wir jetzt mit # = iL eine
imaginére Zeit ein, so ergibt sich

G(t) —» Z(B)=) e Pbr

Fiir t(3) — oo ist dann die Energie des Grundzustandes ablesbar; diese betriigt E ~ e~ 0%, Das zugehérige
Energiespektrum erhalten wir nun mittels FOURIERtransformation.

Beispiele

1. Freies Teilchen in einer Dimension

Fiir einen Impulseigenzustand | p ) gilt

H|p) = 3—1p) wnd  plp)=p|p).

Der zugehérige Propagator ist

K(I’z,tg,rl,tl) = (932 | exp (——H(tg —t1)> | 1 )

Jaitan 5y exp (~ g ~0) (L)

1 7 . N N 1
5 /dp exp ((1p(x2—x1)—zp2(t2—t1)) m) ,

wobei die Impulsdarstellung

<x|p>=¢%exp("pg$)

benutzt wurde. Zur Auswertung des Integrals benétigen wir, dafl

/ e dr = VT und / e~ @) gy ? , Rea >0 .
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Allerdings 148t sich dies nicht direkt auf das zu berechnende Integral anwenden. Daher greifen
wir zu einen Trick: wir fiihren dazu eine Rotation in der komplexen Ebene um 7 durch; damit
gehen die Variablen iiber in

_2 )
p = p

i

[N

L 1 -
p—etf=—(1+4)p und p2—e

VT

Nach Ausfithrung der Rotation haben wir dann

K(rs,to,r1,t1) ~ a(ﬁ%(ui)ﬁ)

B a{<ﬁ+ 2¢B§a(1+i)>2_i%} ’

mit den Abkiirzungen

to —t1 T2 — T1
a=— und B = 7
Unter Verwendung dieser Ersetzungen wird der Propagator fiir ein freies Teilchen schliellich:

K(ra,t2,r1,t1) =

m im(zy — x1)?
27Tlh(t2 — tl) eXp{ 2h(t2 _ tl) } (523)

2. Harmonischer Oszillator

mw imw

K =
(r2,to, 71, 81) \/Zm'hsin(w(tz ) &P (2hsin(w(t2 )

(w3 + z7) cos(w(ta — 1)) — 2x1x2>
(5.24)

Ubungsaufgaben

Ubung 5.1 — FoURrIERtransformierte einer Gaussverteilung. Zeige, daB die FOURIERtransformierte
einer GAUSSverteilung

~ 1 b . 22
= — dr e""PPe™ 222
f(p) Wer /

wieder eine GAUSSverteilung (im Impulsraum) ergibt.

Ubung 5.2 — Vertauschungsrelationen.
1. A,B, C seien Operatoren, die die Vertauschungsrelation [A, Bf] = C erfiillen. Sei U ein unitérer
Operator und A = U AU, B=UBU', C = U CU". Beweisen Sie, daf dann gilt:
[4,3] =0
2. Sei A ein hermitescher Operator und A eine Darstellung in einer Basis als Matrix. Zeigen Sie, dafl
sil: det (eA) = Spur(A)

Beachten Sie, dafl hermitesche Matrizen nur reelle Eigenwerte haben und daher immer diagonalisiert
werden konnen.
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Ubung 5.3 — Darstellung von Operatoren. Gegeben sei ein zweidimensionaler Zustandsraum mit
der Basis { | w1 ), | u2 ) }. Betrachten Sie in dieser Basis die Operatoren o, und M mit den Darstellungen

w=(75)  =(e V)

1. Sind die Operatoren o, und M hermitesch?

2. Berechnen Sie fiir beide Operatoren die Eigenwerte und Eigenvektoren (als Linearkombinationen der
Zustinde | w; ) und | u2 ) ).

3. Bestimmen Sie jeweils die Projektionsoperatoren auf diese Eigenvektoren, in dem Sie die Darstel-
lungsmatrizen angeben.

Ubung 5.4 — Projektionsoperatoren. Betrachten Sie den Operator K = | & ) ( ¥ |. Die Zustands-
vektoren | ¥ ) und | ® ) seien auf eins normiert.

1. Wann ist K hermitesch?
2. Wann ist K ein Projektionsoperator?

3. Zeigen Sie, daB8 K sich in der Form K = AP, P, schreiben ldft, wenn | ® ) und | ¥ ) nicht orthogonal
sind. Dabei soll A eine komplexe Zahl und P;, P> Projektionsoperatoren sein.

Ubung 5.5 — Erwartungswerte von Operatoren.

1. Sei (O) (t) der Erwartungswert eines Operators im Schrédingerbild zu einem Zeitpunkt t. Op be-
zeichne den entsprechenden Operator im Heisenbergbild. Zeigen Sie die Giiltigkeit der Beziehung

G0 0=("9")

2. Berechnen Sie

d(0%) 4
dt
und damit p (X2)
" dTy
dt und dt

wobei T' der Operator fiir die kinetische Energie ist.

3. Zeigen Sie, daB die Abeleitung des Erwartungswertes (V (X)) = 2mw? (X?) nach ¢ fiir alle Zusténde
des eindimensionalen harmonischen Oszillators verschwindet. Ersetzen Sie dazu die Orts- und Im-
pulsoperatoren durch die Leiteroperatoren

A(t) = @(@X(t)+iﬁP(t))
\/g (@X(t) —iﬁP(t))

und nutzen Sie die Orthogonalitit der Eigenfunktionen des Oszillators aus.

A*(t)
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Ubung 5.6 — SCHRODINGERbild / HEISENBERGbild.

1. Betrachten Sie die Ortskoordinate x als einen Operator im SCHRODINGERbild und bestimmen Sie
den entsprechenden Operator im HEISENBERGbild, und zwar

(a) fiir ein freies Teilchen
(b) fiir den harmonischen Oszillator

Hinweis:
— 1
Ap,—A

e”" Be = ZO 1 [4,B],
mit den Bezeichnungen

[A,B], = B

[4,B], = [AB]

[4,Bl, = [4,[A B]]

[A4,B], = [Aa [AaB](nfl)jI :

2. Bestimmen Sie den Orts- und Impulsoperator fiir den eindimensionalen harmonischen Oszillator,
dessen Kraftzentrum sich gleichméfig mit der Geschwindigkeit v entlang der Oszillatorrichtung
bewegt, im HEISENBERGDild:

p?  mw?(z — vt)?

H = —
2m+ 2

Hinweis: Leite zunichst die Differentialgleichungen fiir die zeitliche Entwicklung der Operatoren
her—deren Losungen sind die gesuchten Operatoren.

3. Berechnen Sie die Kommutatoren

(1), za(t2)] [pa(t),pu(t2)] ,  [za(t), zw(t:)]

fiir die Operatoren aus dem ersten Aufgabenteil.
Aus der Vorlesung ist bekannt, daf} fiir die Unschiirfe zweier Operatoren A, B gilt:

(A*4)(A*B) > —[([4, B

B~ =

4. Zeige, dafl im Falle der freien Bewegung die Ortsunschéirfe mit der Zeit zunimmt.



Pfadintegrale

Die Idee des Pfadintegral stellt einen alternativen Zugang zur quantenmechanischen Beschreibung physi-
kalischer Vorgéinge dar und geht auf R.P. FEYNMAN (1948,1965) zuriick.

6.1 Visualisierung des Propagators

Machen wir ein erstes Gedankenexperiment: Die Bewegung eines Teilchens zwischen den beiden Punkten
(z1,t1) und (z2,t2) lasse sich nicht liickenlos iiberwachen. Wohl aber haben wir die Moglichkeit, wie
bei einem Stroboskopverfahren, Momentaufnahmen von der Bewegung Teilchens zu Zeitpunkten t; <
t; < to zu machen. Auf diese Weise erhalten wir eine Reihe von Positionsangaben ;. Damit wird direkt
klar, da} die Teilchenbewegung umso genauer bestimmtbar ist, je besser die zeitliche Auflésung unserer
Momentaufnahmen ist.

ta
t2
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>

vs]

>
w

Abbildung 6.1: Gedankenexperiment: In Abwandlung des YouNaGschen Doppelschlitz-Versuches wird die
Anzahl der Trennwénde mit Durchgangsmoglichkeiten sukzessive erhdht. Werden schliefilich die Absténde
der Trennwiinde infinitisimal, waihrend die Anzahl der Durchlisse gegen unendlich strebt, so erhalten wir
den Ubergang zum kontinuierlichen Fall.

6.2 Eindimensionale Pfadintegrale

Allgemeine Definitionen

Im Rahmen der klassischen Mechanik bildet die
LaNGRAGE-Funktion L(z(t),%(t)) den zentralen
Ausgangspunkt fiir die Analyse der Teilchenbe-
wegung. Die Bewegungsgleichungen selber werden
aus einem Variationsansatz fiir das Wirkungsinte-

gral
to

S[(t)] = / L), i) dt  (6.1)

gewonnen: die Forderung, daf}

S = Sz +dz] — S[z] = 0 (6.2)

filhrt auf die EULER-LAGRANGE-Gleichungen
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Bei der Ableitung werden die Pfade, welche ein Teilchen zwischen zwei festen Koordinaten z;(¢1) und
x2(t2) zuriicklegen kann variiert.

Wir wollen nun an dieser Stelle einen vergleichbaren Ansatz im Rahmen der Quantenmechanik verwenden.

Wir betrachten also die Bewegung eines Teilchens zwischen Startpunkt x; zum Zeitpunkt ¢; und Endpunkt
xo zum Zeitpunkt ¢5. Die Menge der moglichen Pfade sei durch {z(t)} gegeben. Die Bewegung zwischen
zwei Punkten wird in der Quantenmechanik durch einen Propagator

K(xg,1) Z 1/1{1: (6.4)
{=()}
beschrieben. Damit zeigt sich auch schon direkt ein fundamentaler Unterschied zur klassischen Betrach-
tung: selbst wenn dort eine virtuelle Verriickung der Pfade vorgenommen wird, gibt es letztendlich nur
einen Pfad, auf dem sich das Teilchen bewegt. In der Quantenmechanik hingegen tragen alle Pfade bei.
Allerdings muf} die klassische Losung wieder als Grenzfall der Quantenmechanischen Beschreibung vor-
handen sein; dies 148t sich erreichen durch einen Ansatz

o [2(t)] = const exp (%s [a:(t)]) . (6.5)

Ableitung aus der “iiblichen” Quantenmechanik
Klassischer Grenzfall

Harmonischer Oszillator

0 SPEZIELLE LITERATUR

[6.1] R.P. FEYNMAN, Space Time Approach to Nonrelativistic Quantum mechanics, Rev. Mod. Phys.,
0 (1948), 367

[6.2] R.P. FEYNMAN, A.R. HiBBs, Quantum Mechanics and Path Integrals, McGraw-Hill, New York
(1965)

Ubungsaufgaben

Ubung 6.1 — Pfadintegral des harmonischen Oszillators. Der Propagator ist im Pfadintegralfor-
malismus gegeben durch

) _ . 1g _ty— 1
K(zptpmiti) = J\}1—>oo(271'2h6) /Hd”e" TN

Im Falle eines eindimensionalen harmonischen Oszillators lautet die Wirkung

N m [(x, —x S|
Slz] = 52(3 (%) —gmw2xi> :
n=1
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wobei zo = z;, zny = . Die klassische Losung 2 (t) folgt aus der Extremalbedingung fiir die Wirkung
§S[z]
(5:Ek
wir an zj = le + n, mit 9o = ny = 0 (warum?). Die 5 repriisentieren dann die Quantenfluktuationen

um den klassischen Pfad.

= 0 im Limes ¢ — 0 und ist bekannt. Deshalb entwickeln wir die Wirkung um z(t). Dazu setzen

(a) Entwickle die Wirkung um den klassischen Pfad in den Variablen 7. Beachte, dafl hochstens qua-
dratische Terme auftreten. Zeige, dafl der Propagator dann lautet

N N—-1 i e 1)\?
K(xf,tf;xi,ti) _ ]\}ijllm(QﬂT?hE) 2 eéS[zC’]/ H dnke(h 2 25:1(<4E 1) 2773))
k=1

Zur Vereinfachung werden die Variablen gem&fl ny, — /5p-mr umskaliert und zu einem Vektor n
zusammengefaflt.

(b) Zeige, daBl sich der Propagator damit auf die Form bringen 143t

N-1
K({I?f, tf7 T, tl) o / H dﬂk e(inTBn)
k=1
b -1 0 0
-1 b -1 0
mit B = : : : , wobei b=2—¢c%w?
-1 b 1
0 -1 b

Damit haben wir ein Gauf’sches Inetgral erhalten. Berechnen Sie dies nun um zu zeigen, dafl
m
Kentrant) = Jm (=)
(@ptrizisti Noeo \2rihe det B

Hinweis: Fiir solche ein mehrdimensionales Gauf3’sches Integral gilt
/ Ay A = ()% (det A)b

(¢) Um det B zu berechnen zeige zunéchst, daf§ die Determinanten I,, der n X n-Untermatrizen von B

die Rekurionsformel
b -1 I,
1 0 I

I,
Iy =00,—-1, 1, bzw ( +1>
b -1 I
1 0 Iy

I,
fir n=1,..,N —2mit I — 0 = 1,I; = b erfiillen. Uberpriifen Sie, daf die auftretende Matrix sich
wie folgt diagonalisieren 148t

b =1\ _of A 0 Neast o oo A A
(03 )=s( Y 0 Yot i 5= ()

und Ay = LSV V2b2_4. Berechne damit det B = Iy_; = )\++)\_ (/\j\_’ — )\Jf)
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(d) Da wir an dem Grenzfall N — oo interessiert sind, bleibt noch zu zeigen:

lim Y = el

)
N —oc0

und daf} wir damit den Propagator erhalten

1
mw 2 gl
K teixi,t; = 7Sz .
(@sstri iy i) <27rihsin(w(tf—ti))> ¢

Die Wirkung fiir den klassischen Pfad lautet

mw

Sz = (27 +27) cos(w (ty —t;)) — 2zpxf] .

2sin (w (tr — 1))



7
Dichte-Operator und Dichte-Matrix

Fiir den Fall, da8 die Beschreibung eines Quantenzustandes nicht vollsténdig ist, ben6tigt man mehrere
Wellenfunktionen.!

Das System befinde sich im Zustand | ¥, ) mit der Wahrscheinlichkeit p;. Dann soll gelten:
S = 1 0<p <1 (7.1)
k

| @)

I
™
S
=
S
>

Wir gehen jetzt von folgenden Annahmen aus:

1. Die Wellenfunktionen | ¥y ) seinen orthogonal.

2. Die | ¥}, ) verhalten sich untereinander wie klassische Wahrscheinlickeiten, d.h. sie interferieren
nicht.

7.1 Reine Zustande

Wir entwickeln einen Zustand | ¥ ) nach einem vollstédndigen Orthonormalen-System { | u, ) }:
[ P®)) =D eal®un)  mit Y [ea(t)® =1 (7.3)

Fiir eine Observable (A)
(un |Alup) = App
(A) = (o) A1 6(t)) = D en(D)Anpcy(t)

mit dem Projektionsoperator | ¥(t) ) ( ¥(¢) | 148t sich schreiben
(un | 9(8)) (V) |up ) =c(t) cp(t) (7.4)

Damit definieren wir jetzt

L 2.B. 148t sich das natiirliche Licht als inkohirente Uberlagerung von Polarisationszustinden auffassen.
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Dichteoperator

Dichtematrix

prp(t) = (un | p(t) | up ) = i (t) cp(1) (7.6)

Wir wollen nun zeigen, dafl p(¢) alle Informationen enthilt, die man mit | ¥(¢) ) berechnen kann:

S lea®P = Y punl®) = T (p(t) =1 (7.7)

AB) = 3 (up |p®)| un) (| Aluy )
P P:n Anp

= > (uplp) Al un )

= Tr (p(t)) (7.8)

Die zeitliche Anderung des Dichteoperators (7.5) ist gegeben durch

G0 = (F190)) v+ 1w (5(v01)

= H® W) (B0 |+ | W) (U [ ()
= S H(), (1) (7.9)

Die Wahrscheinlichkeit, den Erwartungswert a,, von A zu messen ist

P(an) = (9(t) [P, U(t)) = Tr (Pup(t)) (7.10)

Eigenschaften von p(t)

1. Eine willkiirlich wihlbare Phase verursacht keine Anderung.

| U'(t)) = €| T(#)) mit HeR
Pty = [W))e e (W) | = [ W) (V)| = p(t)

2. p(t) ist hermitesch, d.h.
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3. Projektionseigenschaft

P =10()) () | (@)) (@) | =[2@)) (TE) | =p(t)

Dies gilt allerdings — wir wir noch sehen werden — nur fiir den Fall, dal es sich um reine Zustéinde
handelt.

4. Spur
Tr (p2() =1
7.2 Gemischte Zustinde
Treten jetzt die Zustinde | ¥y ) mit der Wahrscheinlichkeit py. auf, so ist

| (t)) = pel én) (7.11)
P

mit
0<pi,ps-.-<1  und Y p=1
ks

Die Wahrscheinlichkeit, den Erwartungswert a,, zu messen ist dann

P(an) = > piPelan)
= Zk:pk<wk|Pn|\Ifk>
= zk:pkwkwk)(mwnl%)
- z::pk<mk|pkpn|\1fk>
_ Zk:pkn«(pkpn)
Tr(;pkkan)

- e (on)

Dabei wurde

p= Zpkpk
k

als gewichteter Mittelwert der Dichteoperatoren verwendet.

Eigenschaften von p(t)

1. Die von p(t):

Tr (?mm) =Tr Zpk Tr (pr) = Zpk =1

k 1 k
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2. Projektionseigenschaft:
p°#p und  Tr (p°) <1
Sei {| ¥, )} ein VONS. Dann ist p diagonal mit den Eigenwerten py:

P2:Zpi|‘1’k><\1’k| < 1 daallepy <1
k
= 1 nur wenn ein p; = 1 und alle anderen p;x;, =0

3. Eigenwert eines Operators:
(A) = ZanP(an) = Tr (pZan Pn) = Tr (pA)

Dabei handelt es sich um den Ensemble-Mittelwert fiir eine Vielzahl von Wellenfunktionen.

4. Zeitentwicklung
ihp(t) = [H(t), p(t)]
5. p(t) ist positiv-definit.

(ulplu) =Y pe(ulplu) = pel{u]T)>>0
k k

Dichtematrix

p(t) beschreibt die volle quantenmechanische Entwicklung reiner und gemischter Zusténde.

Beispiel: Drehimpuls 1/,

=

1. Reine Zustinde

p=l1el = (g)an= (4 0) =
Tr (p) = 1

p=l-1t-1 = (T)on=(7 ])=»
Tr (p2) = 1

2. Gemischter Zustand: Uberlagerung von | + ) und | — )
pg = wil+)(+] + w2l —-) (-
= w+)(+]| + Q-w)| -

w1 0
0 1—w1

7= (9 alr)
Tr(p) = 1

|
) (=1



Storungstheorie

Eine exakte Losung der SCHRODINGER-Gleichung

ih%@(rl,rg,...,t) = H(I‘l,I'Q,...,t)\IJ(I'l,I‘Q,...,t) (81)

die die Energie der stationdren Zustdnde von Systemen bestimmt, ist nur fiir einige sehr einfache Potenti-
alfelder zu idealisierten Systemen mdoglich. Bei der Untersuchung realer atomarer und nuklearer Systeme
mufl man Niherungsverfahren zur Berechnung der Eigenwerte und der Eigenfunktionen der HAMILTON-
Operatoren verwenden.

Wir nehmen im Folgenden an, dal der HAMILTON-Operator eines quantenmechanischen Systems
H|9,)=FE,|¥,) (8.2)
in zwei Summanden zerlegt werden kann:
H=Hy+ U (8.3)

Hy soll der Hamilton-Operator eines idealisierten Problems mit bekannter exakter Losung sein; U sei
hermitesch und zeitunabhingig wie Hy und wird als Stéroperator bezeichnet. A ist ein Parameter fiir
die stirke der angelegten Storung mit 0 < X < 1.

8.1 Storungstheorie ohne Entartung

Beginnen wir nun zunfichst mit dem Fall, daf} fiir das ungestérte Problem
H0| a,O) ZEa70| 0,,0> (84)

keine Entartung auftritt; das heifit, dafl gilt E, o # Epp fiir a # b.
Fiir Korrekturen der Ordnung n vereinbaren wir dann im Folgenden die Schreibweise | a,n ).

Weiterhin fordern wir die Stetigkeit von E,(A) und | ¥(A) ) in A

Abbildung
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Eigenfunktionen als auch die Eigenwerte des Operators (8.3) sollen stetig in die Eigenfunktionen und
Eigenwerte des Operator Hy iibergehen, wenn A gegen Null geht:

im E,(\) = Eao,  lim [Ta(X)) = [0a,0) (8.)

Da Hj eine vollstindige, orthonormale Basis bietet, kénnen wir nun die das vollstindige, nicht exakt
losbare System von H nach diesem entwickeln. Dafiir haben wir die Wellenfunktionen | a,0),]5,0),...
mit den Energieeigenwerten F, o, Fjp o, ... gegeben.

Entwickeln wir das System (8.2) nach Potenzen von A, so bekommen wir:

o0
Eo(\) = Eao+ABai+NEao+.. = > A"Egpm
m=0

S
2
~—~
>
N—
~

I

|a,0) + X a, 1) +X?]|a,2) +... = Z)\”|a,n)
n=0

Diese Entwicklung erfiillt automatisch (8.5) und li8t sich in die SCHRODINGER-Gleichung einsetzen:

o0 o0 o0
(Ho+MAU)Y Alan) = Eum» N'lan) (8.7)
n=0 m=0 n=0
Damit 1&8t sich auch der exakt 16sbare Anteil (8.4) abspalten als
o0 o0 o0 o0
HoY Mamn)+ Y XN an) =Y > N"E, | an) (8.8)
n=0 m=0 m=0n=0

Berechnung der Stérungsterme

Werten wir nun (8.7) fiir unterschiedliche Ordnungen n in X aus:

A0 Hyp|a,0) =FEy0]a,0)
AL Ho|la,1)4+U|a,0) =E;1]a,0) +E.o]|a,l) (8.9)
& (Ho—Euo0)|a,1) +(U—-Es1)]a,0) =0
22 (Ho— Eap)]| 0,2) + (U —Es1)| a,1) —Ez2]a,0) =0
A" (Ho— Egp)| a,n) + (U —Eg1)|a,n—1) —Egolan—2)...—Ezn|a,0) =0
& (Ho—Eq0)|a,n)+Ulan—1) —iEa,” a,n—v) (8.10)
v=1

Somit haben wir eine Moglichkeit gefunden die Korrekturterme zu berechnen. Allerdings treten Wellen-
funktionen und Energieeigenwerte noch gekoppelt auf, weshalb wir eine Nebenbedingung fordern:

(¥, ]a0) =1 (8.11)
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Fiir verschiedene Wellenfunktionen ist dann
(a,n]a,0) =6naq (8.12)

Das heif3t, daB die Wellenfunktionen der Korrekturterme orthogonal auf der Wellenfunktion des un-
gestorten Grundzustandes stehen.

(a) Korrekturen der Energieeigenwerte

n
(a,0|(Hp— Egp)| a,n) +{(a,0|U|a,n—-1) = ZEQ,V(a,O|a,n—V>
=0 v=1 g .
Sa,n—v
n
Zan(sam—u = (a,0|U|a,n—1>
v=1
Ein = (a,0|U]an—1) (8.13)

Der Korrekturterm erster Ordnung ist demnach

Ea,lz <a70|U| a70>

(b) Korrekturen der Wellenfunktionen

la,n) =3 [6,0)(0,b]an) =Y C%[b,0) (8.14)
b=0 b=0

Um die Entwicklungskoeffizienten
iy = (0.b]an)

zu berechnen, multiplizieren wir (8.10) mit ( b,0 |

NE

(0,0 |(Ho — Eqp)|a,n) + (b,0|U|a,n—1) — Eopv{(b,0]an—v) = 0
v=1
n
(Eb’O_Ea’O)<b70|a7n>+<bao|U|a7n_1>_ZEG,V<b70|a7n_V> =0
%/_/ v=1
o)
Also ist
cl) = (b,0]an)
1 n
= — b,0|U|a,n—1) — E,, (b,0]| an—v 8.15
Ea’O_Eb’O ( | | > l;l a, \< |v >1 ( )

(n—v)
Ca,b

Genaugenommen geniigt es auch, in (8.15) nur bis zur Ordnung n — 1 zu summieren, da im Fall v =n

(b,0]a,0) =0
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Storungstheorie 1. Ordnung
Mit der Energiekorrektur aus (8.13)
E,1=(a,0|U]|a,0)
wird die Energie in erster Ndherung
EW =E,o+ (a,0|U]|a,0) (8.16)
Fiir die Wellenfunktionen aus (8.14) und 8.15)

la,1) = Y c]b,0)

b#a
1
= Z Eo—Fg (b,0|U]|a,0) —E,1(b,0]a,0) | 5,0 )
b#a @ ? ;6
_ ZWWO) (8.17)
bZa a,0 b,0
bekommen wir (5,0]U]a0)
(n) (b0]U]a,0) 1
|08 ) = 1a,0) +Z BBy |0 (8.18)
mit der Normierung

a 0 — Eb,O

-~

=0

Storungstheorie 2. Ordnung

Da aufgrund von Symmetrien die Terme erster Ordnung haufig zu Null verschwinden, ist es wichtig die
Termer zweitere Ordnung mit zu beriicksichtigen.

b
Fus = (a,0|U] a1 818)Z| a0|U| ,0) 2
Py —FEyp

Mit dieser Korrektur ist die Energie
(a,0]U[b,0)

E? — g +(a,0|U|a0) + | 819
P = Bt (00|01 a0) + SRS (8.19)
Entsprechend gilt fiir die Wellenfunkion
la,2) = > CH1b0)
b#a
1
= Y ——((001U]a1) ~Fur (5,0]a,1)) (8.20)
EaO_Ebo s
b#a
= (1) — (1)
N Zan—EbO( (0,0 [UDCIB,0) =By (5,013 C0)15,0))  (821)

b#a b#a b#a
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Korrekturterme der Stérungstheorie

Energiekorrektur 1. Ordnung : AE(D = Z( a,0|V|a,0)

a
2
Energiekorrektur 2. Ordnung : AE(? = Z [(a,0[V]ba)]
bZa Ea,[) - Eb,O
8.2 Der anharmonische Oszillator
(a) Vollstéindiges Problem
H|V,) = E,|¥,) mit  H = Hy+ pz® (8.22)

(b) Exakt lésbares Problem

~ D> mw? . 1
H0|n>=<2p—m+ . m2>|n>=hw<n+§>|n)

Wir verwenden nun wieder den Erzeugungs- (3.21) und Vernichtungsoperator 3.22) sowie folgende Ergeb-
nisse aus der Behandlung des harmonischen Operators:

1
HO = hw (G,TG/-F 5)

— Tyn
n = —(a 0
[ n) i (@)™ 0)
(n'In) = bun

~ ho

r = T (@+ah)
Dies fiihrt auf die Auswahlregel

TS h ! ~ ~1 h
(n"|Z|n) = %Uz |(@—a")|n) = %(\/ﬁ%/,nq-l-\/n-l-l(snz,nﬂ) (8.23)
Die Energie in nullter Ordnung ist
1
E® =E,o=hw (ﬁ + 5) (8.24)

(c¢) Korrekturen 1. Ordnung Mit Hilfe der Auswahlregel finden wir fiir die Korrektur der Energie
Epi=Xn|2*|n) =0

Dies 148t sich aber auch iiberpriifen durch die Berechnung von

/ | U, (z)|?2® da
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oder ohne Festlegung auf eine spezielle Darstellung (| n ) = (ET)” [0))
(n|@ +3a%a" +3a@H? + @) |n) =0

Fiir die Wellenfunktionerhalten wird wegen

= 3 by

n'#n

daf

w0y = |n>+u(i)%(§¢m|n—s>

2mw

_%\/(n+1)(n+2)(n+3)|n+3) +3n"2|n—1) —3(n+1)3/2|n-|-1)>

(d) Korrekturen 2. Ordnung

Ea,O - Eb,O

_ b\ W [@tah) [ n) 2
B (%) Z hw(n' —n)

n'#n

b\ W [#n) P2
%) Z hw(n' —n)

a,0 |U| b,0)|?
Fay = S L@01U180)]
b#

n) ~
Masnp n'=n+3 Na=n+2 ng=n+1

(
- (%)ghw(% S (W 1@+ ma) (na |@+3) ) {ns|@-ah)|n)
(

L) Zm‘\/(n+1)(n+2)(n+3)6nr’n+3-|- = 1)1 =2) O

2
+3n’ O n—1 + 3(n + 1)3/2 5”'7’”'1‘

1/ b\ (nn=1n-2) 9n® 9n+1)3 @m+1)(n+2)(n+3)
E(Qmw)( -3 L U R 3 >

i [ h\’15 S
T T \mw) 2\ T

Damit ist die Energie in Korrektur zweiter Ordnung

1 Ve
(2) _ BN _pw [
B =t (n45) - 15 (o)

15 [, 11
— — 2
1 (n +n+30> (8.25)
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8.3 Grundzustand des Helium Atoms

Das Helium-Atom stellt das einfachste, nach auflen hin
neutrale Atom mit mehr als einem Elektron dar. Stellen
wir fiir dieses System den HAMILTON-Operator auf, so ist
folgendes zu beachten:

(i) Jedes Elektron fiir sich betrachtet stellt zusammen
mit dem Atomkern wieder ein COULOMB-Problem
dar, wie wir es bereits fiir das Wasserstoff-Atom
geost haben:

p;  Ze?

Hy: = —
007 om |r;|
(ii) Aus der CouLoOMB-Wechselwirkung der beiden Elek-
tronen untereinander ergibt sich nun ein zusétzlicher
Term

62

v

|I‘1 — I‘2|
Setzen wir nun beide Anteile zusammen, dann bekommen wir also

2 7 2 A 2
g= (2L _Z) (R _2°)\, ¢ _ g 4+v (8.26)
2m 2m |ty — 1o

~ /

Hy
Fiir ein vollstindiges System von Eigenfunktionen | ¢(1,2) ) haben wir also
H|4(1,2)) = E[4(1,2))
mit einem exakt losbaren, bekannten Anteil

Hy | %(1,2) ) = E0| 1/10(172) >

wobei sich | 9(1,2) ) = | 1) |2 ) aus einem HARTREE Ansatz gewinnen ldfit. (HARTREE 1928)

(a) Ungestortes Problem. Verwenden wir, wie bereits angedeutet, das Wasserstoff-Atom als Grund-
modell fiir das Helium-Atom, dann erhalten wir als Energie fiir den ungestorten Grundzustand

Eoo =By + ES) = —2-12.6- 7% [ev] = —108.8 [eV]
Experimentell findet man allerdings etwas anderes:

| 2E,0 2E,0+ E,; Experiment

He | -1083 74,8 78,4
Lit | 2438 -193 197,1
Be2+ | -433 -365,5 -370

Aus diesen Werten ist unschwer zu erkennen, dafy die alleinige mehrfache Aufsummierung von Losungen
des Wasserstoff-Atoms nicht ausreichend ist; wir benétigen also auf jeden Fall die Korrektur durch mit
dem Storoperator eingebrachten Term.
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(b) Energiekorrektur 1. Ordnung. Wie wir ja gesehen haben brauchen wir fiir die Energiekorrek-
tur 1. Ordnung wieder die Wellenfunktion des ungestorten Grundzustandes; gehen wir also wieder vom
Wasserstoff-Atom aus:

73 Zr 73 Zr 1
r|ls) =24y/—exp|—— ) Yoo(t},p) =24/ —ex
(r11s) =2 Do (=25 ) Va0, =2 Ty e (=20 )

Damit erhalten wir also fiir die reine Elektron-Kern Wechselwirkung beim Helium-Atom
1 Z3 |I'1| + |I‘2|
(100} = (| 15) (r2 [ 15) = 22 exp (2L
Damit ist dann die Energiekorrektur erster Ordnung

2

Eis1s10 = (00 |V]00) (1s | | 1s)

lr1 — 1

VA 27 - 1
— 5 6 /d3’l°1 /d3’l°2 exp ( (|I‘1| |I‘2|)>
™ ao |I‘1 — I‘2|

Der letzte Term, welcher die Wechselwirkung der Elektronen beschreibt, 146t sich in geeigneter Weise
nach einem vollstindigen System orthogonaler Funktionen entwickeln; als solches bieten sich fiir diesen
Ausdruck die Kugelflichenfunktionen an:!

Y (9 Yim (92, 2
|r1—r2| Z l+12l+1 Z 1m (91, 01) Yim (92, ¢2) (8.27)
wobei
rs = max{|ra|,|r1|} , r<=min{|rs|,|t:|} , dr =17 dr dO
Einsetzen gibt dann
4r)2e2 76 27
Eisis1 = L/drl ri /drz 5 exp( M)
ag
= 4r 7t
Dot Z VT [ 0 Yis,0u, 00 Yoo 00, 1) [ 8 Vi (B 02) Vi (B2, 22)
0100m0 1
1 2Z r z 17 27 T 27
= Ge / Py exp< r1> —/drg 3 exp <— 7"2) +/dr2 T_2exp (— 7"2)
agp 1 agp ro ao
0 N PN _
T1‘>’7‘2 ro>1r]
5e?
= ——7 = 34 [eV
S a0 [eV]

Die Gesamtenergie ist dann

2
EV =2 Eg+E,,=—— <Z2—§Z> (8.28)
Qo 8

I Die Behandlung exakt dieses Termes sollte auch aus der Elektrodynamik bekannt sein: Entwickung des 1/r Potentials fiihrt
dort zum Auftreten der Multipolmomente.
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8.4 Storungstheorie mit Entartung
Bisher hatten wir vorausgesetzt daf} fiir R ~
H=Hy+ H

die Eigenwerte von Hy nicht entartet sind; davon kann in der Regel aber sicherlich nicht mehr ausgegangen
werden. Gilt aber fiir zwei a # b dafl E, o = Ejp,o so a8t sich die Energiekorrektur zweiter Ordnung

- H'|,0)?
Eé2):(a,0|H’|b,0>:Z|<a’0| |70>|

prr E,o— Eppo
nicht mehr sinnvoll auswerten.
Zwei eng liegende Niveaus
Machen wir einen Zwischenschritt auf dem Weg stérungstheo- E A

retischen Behandlung entarteter Energieeigenwerte.
Betrachten wir fiir zwei a # b den Grenzprozel Ep o — E, .
In diesem Fall wird die Losung fiir die Energiekorrektur zweiter
Ordung divergieren. Fiir Eigenfunktionen mit

Hy|a,0) = &uola,0) —
(a,0]b,0) Sab b

sei jetzt
Euo—Eyo < |(a,0H'|b,0)].

Wir definieren nun einen Mischzustand
|¢k>:ak|aa0>+6k|ba0> , k=12

mit der Eigenschaft
(U1 [H'|2) =0.

Fiir den vollstéandigen HAMILTON-Operator H ist dann
(Ho+ H') (a] a,0) +8]b,0))=FE (| a,0) +8]5,0)) .

Multiplizieren wir dies nun einmal mit ( @,0 | einmal und | 5,0 ), so erhalten wir

a{a,0|H|a,0)+8(a0|H|b0) = aE(a0]|a0)+aE(a0]|b0)
aHyo + BHyy = aF

B(bO|H|b0)+a(b0|H|a0) = BE(b0]a0)+BE(b0]|b0)
aHy, + fHy, = pBE

Dies konnen wir nun in einer Matrixgleichung zusammenfassen:

(52t ) (3)
Hy, Hy, — E B
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Damit haben wir das Eigenwertproblem aber schon auf eine Form umgeschrieben, die wir direkt 16sen
konnen; mit der Determinante

(Haa - E) (be - E) - HbaHab
E2 - (Haa + be) E+ Haabe - HbaHab

I
o o

erhalten wir die Eigenwerte:

Ei»

Haa + be + \/(Haa + be

2
D) D) > + HyoHpy — HyoHp N H,, = (Hba)*

H,, + Hyy 1 . 2
= —eaT Wy \/ — (H2, + H}, + 2Haa Hyy)” — Haa Hyy + |Hap|?

2 4
H,, + H 1 .
= o + \/_ (H(m, - be)z + |Hab|2
2 4
1 N N
= o | o+ i) & /(o — Hy)? + 41 (8.20)

Setzen wir dies jetzt wieder ein, so kénnen wir die Wellenfunktion zu E; » berechnen:

(Hoo — Er1p) c1p = —Hgpbipo
‘ H,yl2 .
ai, = 7(H|_a£12)2ﬁi2 A C+p=1
| Hap|?
T By (L)
|Hab|2

(Hoa — E12)* + |Hap|?
Fiir die in (8.29) berechneten Energieeigenwerte gibt es jetzt zwei Grenzfiille:
Die Energieniveaus liegen weit auseinander:
|Hao — Hpp| > [Hap|
Dies ist der bereits behandelte Fall ohne Entartung.
Die Energieniveaus liegen nah beieinander:
|Hao — Hpp| < [Hap|

Im Falle des Verschwindens der linken Seite haben wir es also mit Entartung der Energieeigenwerte
zu tun.

Behandeln wir jetzt beide Fille der Reihe nach:

Schreiben wir (8.29) zunichst in geeigneter Weise um:

1 4| H |2
E, = {(Haa+be):i:(Haa—be)\/1+A}

5 (Haa _be)2
% {(Haa + be) + (Haa - be) \V 1 + C}
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Fiir ¢ < 1 148t sich die Wurzel in eine TAYLOR-Reihe entwickeln:

1 1 1
Ei, = 3 {(Haa + Hyp) & (Hoo — Hp) (1 + 5( — §C2 + > }
1 1 4|H,?
~ =< (Hyy+Hy) &+ (Hyy — H 1+—-————
2{( + Hpp) % ( bb)( +2(HM—be)2
1 2|H0Lb|2
= =< (Hupe+Hp) £ (Hyy — Hpp) & ——m——
2 {( * bb) ( bb) (Haa - be)
|Hab|2
E, = H —_
! “ + (H(m, - be)
|Hab|2
Ey = Hpy— ————
> b (H(m, - be)

Riickeinsetzen der vollstindigen Ausdriicke fiir die Matrixelemente gibt;:

|{a,0|(Ho+H)|b,0)]
(a,0 |(Ho+H")|a,0) — (b,0]|(Ho+H")|b,0)
|(a,0 [H'| 5,0)]
Eap — o

(a,0|(Ho+H')|a,0) +

Ey

= E.o+ (a,0|H|a0) +

Fiir kleine Storbeitréige H' 148t sich der letzte Term vernachliissigen, so dal wir wieder die bereits
bekannte Beziehung zwischen fiir die korrigierten Energieeigenwerte bekommen.

Mit E; sind wir jetzt auch in der Lage die Koeffizienten «; fiir die Wellenfunktion zu berechnen:

ol — | H |2 3 | Hap|?
" (Haa— E1)? + [Hu? > )’
R (R A L
1
_ ~ 1
B
ety + 1
laaf” = 0

Demnach haben wir die Wellenfunktionen
|¢1>:|a70> und |¢2>2|ba0>,
in Ubereinstimmung mit der Stérungstheorie ohne Entartung.

Fiir zwei eng beieinander liegende Niveaus ist
1
El,g ~ H[m + 5(2Hab) = H[m + Hab .

Damit sind die Koeffizienten:

(% 2|2 = |Hab|2 =
’ (Haa - Haa + I{ab)2 + |I{ab|2

1
0412=:|:

’ V2

DN | =
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Das bedeutet also, dal die Wellenfunktionen minimalen Uberlapp haben:

1 1
|¢1>=E(|a,0>+|b,0>) und |¢2>=7§(|a,0>—|b,0>)

Das zugehorige Matrixelement verschwindet dann folglich:

Con [ ) = B ) =5 ({01 + (5,01) (1a,0) = [5,0)) =0

Allgemeiner Fall

8.5 Der STArRK-Effekt

8.5.1 Linearer STARK-Effekt

Beim Wasserstoff-Atom tritt bei Einwirkung eines &ufleren elektrischen Feldes E eine Aufspaltung der
Niveaus proportional zur Feldstirke E auf. Im allgemeinen tritt sogar eine Aufspaltung proportional
E? auf — dies ist dann der quadratische STARK-Effekt (diesen werden wir im anschlieBenden Abschnitt
behandeln).

Um zu sehen, dafl wir dies als Storung behandeln kénnen, vergleichen wir auftretende elektrische Felder.
Im Bereich des Atoms haben wir es mit Feldstéirken der Grofie

C \
E=-gradU=— ~5-10°—
Qg cm

zu tun. Laborfelder dagegen liegen etwa in der Gréflenordnung 105C1m. Dies 1483t es sinnvoll erscheinen,
dafB duBere Feld als eine kleine Stérung zu behandeln.

Wihlen wir jetzt die Richtung des Feldes E parallel zur z-Achse (E = |E|e;). Da die Wechselwirkung des
Atoms iiber dessen Dipolmoment d = er geschieht, bekommen wir mit der potentiellen Energie

U=(d,E)=¢l|E|e.
den HAMILTON-Operator
n? e?

H=——A—-——¢|Ele,=Ho+U
2m r

Energiekorrektur erster Ordnung Wir betrachten zunéchst den Fall ohne Entartung des Drehim-
pulses (I = 0). Dann ist die Wellenfunktion

Epima1 = —eE, (nlm |u|nlm ) =0
Fiir n > 2 hingegen erhalten wir Entartung in [ fiir H:
Ep1~ (nl'm'|z|nlm)
Wir machen jetzt folgende Konvention fiir die Schreibweise:

[1) =1250) 12) =12p0) 13)=12p1) [4) =120 - 1)
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In Kugelkoordinaten ist in Richtung des elektrischen Feldes

4
z =cost = \/—”ymr
3
4
U= —eE.,/ —W37“y10

4
ZM&“ z,a,0)

Damit ist das Potential

Fiir die Wellenfunktion | 2 ):

|27570 >N =
a=1
4
S (270U 2,0,0 ) M) = EANM)
a=1
Es gibt aber nur ein M, E # 0:
Omi wegen Vi
i i min 0
(2,0,m’0 [rd10] 2,1,m,0) { I'=1x1 wegen i

Daraus folgt aber, dafy das Matrixelement
Ui =U3 = (2,25,0,0|U] 2,2p,0,0)

reelwertig ist. Weiter

&N Uiy 0 0

_ Un =& 0 01 _ (e [ (™) 12 —

det (..)=0 & : 0 e )| = (5%) (5%) —U%) =0
0 0 0 —&N

&y =Urs Eap = —Uh» &3 =0 &y =0

Zwar liegt noch immer Entartung vor, aber fiir die zugehorigen Matrixelemente ist (... |V| ... ) =0.

~ 10 eV (Ubergang)

Abbildung 8.1: Linearer STARK-Effekt: Aufspaltung der Linien
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Berechnung des Matrixelement U;; ~ ( 25,0 |rVi0]| 2p,0 )

Auswahlregeln fiir [ und m

Die Tatsache, daf nur bestimmte Uberginge erlaubt sind, lift zum einen auf die Paritiitseigenschaften
der Wellenfunktion zuriickfithren. Eine weitere Bedingung erhalten wir auflerdem aus der Form des
externen Storpotentials.

(a) Der Stéroperator fiir das homogene elektrische Feld E war
H = —(E,d) = ¢ (E,x)
Aus der Wirkung
Pxi(x) = —xh(x) = —x Py(x) -  Px=-xP
des Paritétsoperators P erhalten wir also, daf§
PxP™'=—x.

Damit ist aber auch fiir ein Matrixelement des Stéroperators

(¢ |H'|¢') = (¢ |PT'"PHPT'P|¢ ) =—(¢ |PT'H'P|4') = ( Py |H'| PY')
= —nr' (¢ |H|¢")
. = =1

Die Paritit der Wasserstoff-Wellenfunktion war aber gerade gegeben durch (—1)!, so daBalso
(-1 ()" =1,

was aber nur erfiillt sein kann, wenn (I +1') eine ungerade Zahl ist; damit ist dann automatisch der
Fall Al = 0 ausgeschlossen.

(b) Fiir E = |E| e, ist das Storpotential rotationssymmetrisch um die z-Achse, so daf§ wir erhalten:
[H',L.] =0
Aus der Eigenwertgleichung ergibt sich dann aber

(| [H L] |w) =0 = (w|HLs|v' )= (¢ |LH )

m' (P [H' | ") —m (4 [H[4")
= (m'—m) (v |H|Y)

Das kann aber nur erfiillt sein fiir m # m’, wenn

(v|H|¢") .

Damit sind also nur Ubergéinge mit Am = 0 erlaubt.

(Fiir die Fortfithrung der Argumentation siehe [13], Ausgabe HS8.1.)
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8.5.2 Der quadratische STARK-Effekt

Bei Wasserstoff-ihnlichen Atomen (3Li,11 Na,14 K,37 Rb) tritt an die Stelle der n>-Entartung fiir das 1/r
Potential nur noch der m = 2] + 1 Anteil der Entartung, so daf3

En0 — Enlp
Im iiblichen Ansatz H = H + V fiir den HAMILTONOperator ist der ungestorte Anteil
}AIO | nlm,0) = epm | nlm,0)
mit den Entwicklungskoeffizienten
!

| nlm,0 )y = ZM(M | nlm',0 )

m,m’
m=—1

fiir die Wellenfunktion der Nten Ordnung. Der Stérterm ist dann gegeben durch

Ur) = —-eEzZ = —eEZ\/%Ter.

(a) Energiekorrektur 1. Ordnung
Enio = w~{nlm' |V]nlm)y
= eEzn{(nlm' |V|nlm )y
= eEz||nim) Z
= 0,

da Z ungerade, das Quadrat der Wellenfunktion aber immer gerade ist; demnach verschwindet das
Produkt bei Integration.

(b) Energiekorrektur 2. Ordnung

[(n'l'm |V |ndm)]>
En = I'=1+1

_ epln 5 L0 a)p
AT 5nl,0 - En’l’,O

m=0

NEg

(¢) Korrektur der Wellenfunktion in 1. Ordnung

4 ' Y )
| nim,1) = | nlm,0) —eEZ\/ il Z (n'l',0|r 10|n)|n’l',0>

il znl Ento —Enr o

(d) Induktives Dipolmoment

(D7) = =e{ by 12] ¥lin)
= —e(n''m',1|2z|nlm,1)

4 [{(n',1£1,0|7rYio | nl,0)]?
= e2EL— 3 Z

ot Ento — Enr1£1),0

l=cont
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0 SPEZIELLE LITERATUR
[8.1] D.R. HARTREE, Proc Cambridge philos. Soc. 24 111 (1928)

Ubungsaufgaben
) [+]
Ubung 8.1 — Der lineare STARK-Effekt. Das Energieniveau mit n = 2 des ungestorten Wasserstof-

fatoms ist vierfach entartet (g, = n?), so daf fiir die Energieeigenwerte gilt: F1g = Ep;. Die Zustéinde
werden durch Quantenzahlen (I =m =0) und (L = 1,m = 0,+£1) beschrieben.

(a) Wie spaltet dieses im Falles des zusitzlichen elektrischen Potentials
V'=—(E,d)=e(E,x)=H mit E=[E|e,

auf? Berechnen Sie die ungestérte Wellenfunktion 1, und ihre Energien in erster Ordnung durch Diago-
nalisieren der Matrix von H'.
(b) Berechen Sie die Eigenwerte ( 14 |d;| %o ) des induzierten Dipolmomentes.

(c) Berechnen, skizzieren und diskutieren Sie die Wahrscheinlichkeit

27

o0
Wa(9) = /r2 dr/d<p|¢a(r,19,<p)|2 ,
0 0
das Elektron mit Wellenfunktion v, im Gebiet zwischen 9 und ¥ + d¥ zu finden.

Ubung 8.2 — Harmonischer Oszillator in elektrischem Feld. Ein eindimensionaler harmonischer
Ostzillator mit Masse m und Ladung e befinde sich in einem konstanten elektrischen Feld E:

—eFx

Bestimmen Sie das Energiespektrum dieses Systems (a) exakt (b) in 2. Ordnung Stérungstheorie (mit
H' = —eEx als Stoérung) und vergleichen Sie die Resultate. Berechnen Sie die Korrekturen 1. Ordnung
zur Wellenfunktion.

Ubung 8.3 — Teilchen in einem eindimensionalen Potential. Betrachten Sie ein Teilchen in einem
eindimensionalen Potential (4 > 0):

V() =

Az x>0
00 z<0

Berechnen Sie die Energie des Grundzustandes in Stérungstheorie, unter Verwendung des harmonischen
Oszillators als ungestortes System.

1. Bestimmen Sie die Korrektur erster Ordnung zur Bindungsenergie.

2. Kann der harmonische Oszillator so gewihlt werden, daf} die Korrektur erster Ordnung verschwindet?
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Ubung 8.4 — Grundzustand eines wasserstoffartigen Atoms. Berechnen Sie in erster Ordnung
Storungstheorie die Korrektur zum Grundzustand eines wasserstoffartigen Atoms, die durch die endliche
Ausdehnung des Kerns entsteht. Unter der Annahme, dafl der Kern kugelférmig ist (mit Radius R) und
die Ladung Ze gleichméfig iiber das gesamte Volumen verteilt ist, ergibt sich folgende Wechselwirkung:

2

Ze? (3 1r
—ze (3122} 0<r<R
V(’I")z R2 (2 2R2) - =
—Ze” r>R

r

Hinweis: Beachten Sie, dafl der BoHR’sche Radius ag = :—; viel grofler ist als der Kern, d.h. dal ap > R
gilt.

Ubung 8.5 — Das Heliumatom. Die Energiekorrektur aufgrund der CouLoMB-Wechselwirkung der
beiden Elektronen in erster Ordnung Storungstheorie ist gegeben durch

62

AE=(—)=T1T=xJ.
ri2
Falls sich eines der beiden Elektronen in einem angeregten Zustand, das zweite im Grundzustand befindet,
gilt:
o2

o= / iy / P25 100 (%0)| [tomirm (2) 2 2=

T12
2

= / &, / 2 o0 (%1) Y (52) Yron(x2) nim (1)

wobei
¢nlm (X) = Ru (ZL”) Yim (9, ¢)

mit
Rlo(m) = 2

(
Ry(z) = 2 (;)3/2 (1_ ﬁ) o

ap 20,3
1 VA 3/2 YA Zae
R = (2] 2=
21(1’) 3 20/3) a,Be B
7 \*? 27z 2Zx)*\ _.ze
R = 22 1222 3
30(7) <3aB> < 3ap + 27a% ) e

die Wellenfunktion des Wasserstoffatoms ist.

(a) Berechnen Sie die Energieaufspaltung (1s)(2s) Zustandes, also die Aufspaltung zwischen Orthohelium
(3S1) und Parahelium (1Sp). Zeigen Sie dazu zuniichst, daf sich die Austauschintegrale Ji% in der Form

" e? 7!
J = ST /dxl z? /dl‘g 3 —a:l;l Rio(z1) Rni(z2) Rio(z2) R (1)

schreiben lassen.
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Hinweis: Benutzen Sie die Beziehung

B S Y L2 TR TINe
|X1 —X2| - gz Z 20 +1 g lm( 17¢1) lm( 27¢2)
I m=-1

mit zs = max (21, 2z2) und £ = min (z1,x2).

(b) Zeigen Sie, daf fiir das CouL.oMBintegral 7). Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem Austauschintegral
aus der vorherigen Aufgabe.

(c) Berechnen Sie die Energieverschiebung von Ortho- und Parahelium im Zustand (1s)(2p).

(d) Diskutieren Sie das Verhalten des CourL.oMBintegrals I7% fiir steigende n und festes [.
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Bewegung eines gelandenen Teilchens
im EM-Feld

9.1 Der HamiLToN-Operator

In der klassischen Theorie hat die HAMILTON-Funktion eines geladenen Teilchens in einem elektromagne-

tischen Feld die Gestalt ) )
e
H_ZE@—EA@ﬂ)+e%@ﬁ (9.1)

Die sich daraus ergebenden Bewegungsgleichungen sind die sogenannten HAMILTON’schen Bewegungsglei-
chungen (HBG)

mi(t) = e B(r, t) — Zv x B(r, 1) (9.2)
mit den Feldern'
10
E(r,t) = =V Ao(r,t)— EaA(r,t) (9.3)
B(r,t) = VxA(r,?) (9.4)

Die so definierten Felder E und B sind invariant unter den Eichtransformationen

A(r,t) = A(r,t) + VA(r,t)
(9.5)
Ag(r,t) = Ao(r,t) — %%A(r,t)

was bedeutet, dafl die HBGen (9.2) sich nicht unter einen solchen Transformation nicht &ndern.

Fiir den Fall eines Teilchen ohne Spin ist der Ubergang zur Quantenmechanik einfach: wir miissen lediglich
die Grofen in der HaMILTONfunktion (9.1) durch die entsprechenden Operatoren ersetzen:

-~ 1 /. e \2
Hypnr = 5 - (p - EA) +e A (9.6)

Im Unterschied zu der Original-Notation der Vorlesung wird an dieser Stelle Ag statt ¢ fiir das skalare Potential geschrieben,
um an die Zusammenfassung im Rahmen der kovarianten Theorie zu erinnern, wo A = (Ap, A). Die Felder E und B werden
dann in dem Feldstédrketensor Fy,, = 0, A, — 0y Ay, zusammengefafit.

Siehe hierzu z.B. L.D. LANDAU, E.M. LiFscHITZ, Lehrbuch der Theoretischen Physik, Band II, Klassische Feldtheorie.
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Eichinvarianz bedeutet dann, daf} sich die Eigenwerte der SCHRODINGER-Gleichung und die physikalischen
GroBen — z.B. die Erwartungswerte — unter (9.5) nicht dndern.

Behauptung: Wenn die Potentiale Ag und A nach (9.5) transformieren, dann muf} sich auch die Wel-
lenfunktion #ndern

F(r,t) = exp (%A(r,t)) T(r,t)

Damit muf} als Identitéit gelten:

(e ) = HOF(e1) & i w(e, 1) = HE(r 1)

Beweis: O

Minimale Kopplung

Die Beriicksichtigung des elektromagnetischen Potentials A* 148t sich formal noch in einer anderen
Weise realisieren: Gehen wir ndmlich von der “normalen” partiellen Ableitung 0" iiber zur sogenannten
kovarianten Ableitung D" mit

ie

o — DF=0"+
he

A" (9.7)
so lassen sich die Operationen mit 0" in einfacher Weise ersetzen. Diese Methode wird als minimale
Kopplung des elektromagnetischen Feldes bezeichnet und ist vor allen Dingen in der relativisti-
schen Quantenmechanik und Eichtheorien von Bedeutung (EBERT 1989).

HaMiLTON-Operator in CouLoMB-Eichung
Fiir die nichtrelativistische CouLoMB-Eichung
VA =0 (9.8)

158t sich (9.6 umschreiben

~ 1 5 e e 62 2
H¥(r,t) = |o—(p"—-pA——Ap+ A% ) +edo| U(r,1)
1 2
— _ pQ_EEVA_EAp—EAp—I—e—AZ —|—6A0 ‘I’(I‘,t)
2m ci c c c?
L =0
1 5 € e?
= |5= (P —2-Ap+ A" | +edo| ¥(r,1)
| 2m c c
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Hamilton-Operator in Coulomb-Eichung

2 2
i (P _ & €7 A2 _
HY(r,t) = <2m chp + 2mc2A +eAp+ U> U(r,t) = E¥(r,t) (9.9)

Wie dndern sich jetzt Wahrscheinlichkeitsdichte und -strom unter Anwesenheit eines EM-Feldes?

p(r,t) = U*(r,t)¥(r,t)
e—iaA(nt) \IJ*(I‘, t) \II(I', t)eiaA(nt)
= U(r, 1) ¥(r,1)

h

i) = 5= (T (VD) (9.10)
1
— _— (U*PU — (PUH)U
20m( pY — (pU*)V)
L P=p--A
i = Ve (Vo)) - AT
b = 2msi me

9.2 Der Eigendrehimpuls (Spin) der Elementarteilchen

Allgemeines
Es gibt zwei grundsétzlich verschiedene Arten von Teilchen:

1. FERMIonen: gehorchen der FERMIstatistik und dem PAULI-Verbot

1, : e*, p,n,Quarks
3/, + A — Anregung des Nukleons: (1{1) = (111)

2. Bosonen: Kein PauLiverbot (beliebig viele Teilchen im gleichen Quantenzustand moglich)

0 : pseudoskalare Mesonen 7+, 7%, k™, K°

1 : Vektormesonen p,w,Gluonen,'y,wi,ZO

Darstellung im Spinraum

Nach unseren bisherigen Uberlegungen sollte fiir ein Wasserstoffatom im Grundzustand (I = 0) keine
Entartung auftreten. Schickt man aber Wasserstoffatome im Grundzustand durch ein inhomogenes Ma-
gnetfeld, so findet eine Aufspaltung des Atomstrahls in zwei Komponenten statt — ein Vorgang, welcher
sich mit unserer bisher entwickelten Theorie nicht erkléren 148t. Wir bendtigen daher eine Moglichkeit un-
ser Bild vom Elektron an die — zuerst im Rahmen des berithmten STERN-GERLACH-Versuchs? gefundenen
experimentellen Erkenntnisse — anzupassen.

2 0.STERN, W. GERLACH, Der experimentelle Nachweis der Richtungsquantelung im Magnetfeld, Z. Phys. 9, 349 (1922).
Das urspriingliche Experiment wurde allerdings mit einem Strahl von Silberatomen vorgenommen.
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Der Elektron-Spin 1d8t sich nicht durch Orts- oder Impulsoperatoren ausdriicken. Fassen wir das Elektron
als ein Objekt mit Freiheitsgraden fiir Translation und Rotation auf, so ist der Spin eine den Rotations-
freiheitsgraden zuzurechnende Eigenschaft.

Mathematisch bedeutet dies, da3 wir die Annahme fallenlassen miissen, daf3 die Ortsoperatoren @ den
gesamten HILBERT-Raum H aufspannen®: Der HILBERT-Raum H zerfillt in zwei zueinander senkrechte
Teilrdume H, und H,

H=H, ®Hs (9.11)

In selber Weise definieren wir auch die Wellenfunktion

so daf} wir die bereits vom Drehimpuls bekannten Eigenwertgleichungen

S sms) = his(s+1)|smy) (9.13)
Sy sms) = hmg|smg) (9.14)

erhalten. Ebenso verwenden wir die analoge Schreibweise

L’,L. — |Il.) mit Yin(8,0), Y (6,0)
§2,§Z = | ss.)

Die Darstellung der Spinoperatoren im (2n + 1)-dimensionalen Spinraum erfolgt durch

<Smlz|§2|5mz> = h25(5+1)5m’5m5
a1 0
a22
0 Ann
(smy|s.|sms) = hmgdm m,
a1 0
a22
0 Gnn
(sm! |st]sms) = h/(sFms)(stm,— 1) Om: ma+1
0 a12 0

a1 0 a3

= a32

0

3 Fiir eine genauere mathematische Behandlung siehe [11], S. 207 sowie [3], S. 255.
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Eigenschaften von Spin 1/, Teilchen

Die Eigenwertgleichungen fiir Spin 1/,:

s 3
R thme) = K| Yom, )
5.] Yoms ) = hmg|pms)

Wir fiihren nun fiir die Zustandsvektoren folgende Notation ein:

k) =140 = (o) b (=00 (9.15)
=ty =1 =)= (7)) baw (-1 =0 (9.16)
(1)

s=g(Vo) sea(i ) =3l &) 019

Weiterhin definieren wir die PAULI-Spin-Matrizen:

h h
5= 50- = E(Uxaa'yaa'z) (919)
~ hlO0 1 ~ (0 — ~ A1 0
"’“5(1 o) v §<i 0) "Z‘E(o —1> (9.20)
mit den Eigenschaften
03:03:03 = <(]j ?):]2
Op -0y -0, = il

Zusétzlich zu dem bereits bekannten Kommutator
[A,B]- =[A,B]=AB - BA
fiihren wir jetzt noch den Anti-Kommutator
[A,B]+ = AB+ BA (9.21)
ein, mit dem wir schreiben kénnen

[O’x,O'y]_;,_ = [Uyao'z]-i- = [Uz,o'x]—',- =0 (9.22)

Die beiden Eigenzustéinde bilden ein orthonormiertes und vollstindiges System:

(£]£)=1 und (£|F)=0

1 /2

S ltma) (mhl = 1 =(g)ao+(]) o

m5=71/2
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Damit kann jede beliebige Spin-Funktion fiir s = 1/, nach diesem System entwickelt werden:
s 5
[T Yo) = D I Yems) (melo | U, ) ) = D am, | Yoms) (9.23)
ms:_1/2 a::s m5:—1/2
9.3 Die PAuLI-Gleichung
Fiir ein Elektron mit Spin !/, ist das magnetische Moment
M J 2 (9.24)
= UB=S = UB=—S .
UB 5 UB 5
Die darin auftretende Grofle 5
e
= 9.25
we =g - (9.25)
ist das BoHR’sche Magneton. Die Energie eines magnetischen Dipols im magnetischen Feld B ist
V() = MB = uB2%B (9.26)
so daf} wir fiir den HAMILTON-Operator erhalten:
A~ LB B 2 .
H=Hy+ pp— +uB2s—+ © B2r?sin’ 6 (9.27)
h h  8m.c?
——r ———
Drehimpuls Spin
Durch Zusammenfassen von Drehimpuls- und Spinanteil zu einem paramagnetischen Moment
(Para = ’%B(L + 2s) (9.28)
bekommen wir den
PAuL1-Operator (in CouromB-Eichung)
~ ~ 62
H = Hy + ftpara B + = B’r?sin” 6 (9.29)
8mec
Die zu 16sende SCHRODINGER-Gleichung ist jetzt
P N
i | 'h(t)) = H| Uh(t)) (9.30)
Wegen der beiden Spinrichtungen ist dabei die Wellenfunktion
1 U, (r,t)
U 2(r,t) = ’ 31
w0={3 O30

so daB (9.30) die Form annimmt:
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PAULI-Gleichung (ohne Spin-Bahn-WW)

o \I’lf(r, t)

ih h2AU() Ap(r,t) + LB+H 1
" = —5= r)— r e ia
AR R 2m AN T AT T HDia ) T2
1/2
SB \II+ (I‘,t)
+2/LB—:| (9.32)
h \111_/2(1‘,25)

Der PascHEN-BaAck-Effekt

Dies ist die Aufspaltung der Spektrallinien beim Wasserstoff in einem starken, homogenen Magnetfeld
(PASCHEN 1891); in diesem Fall ist die Spin-Bahn-WW vernachléssigbar klein

fiparaB > L -8 — WW

Wir wihlen jetzt B = Be, und v, = 0. Fiir das ungestorte Wasserstoff-Atom ohne Spin ist
HO‘Pnlm(r) = Enl\I’nlm(r)

Unter diesen Voraussetzungen wird die PAULI-Gleichung (9.32)4

BZLZ BZSZ \If+(r) o \I’+(I')
[(Ho + s ) 1y + 2u5— ] {q’_(r) = Buimm, {4 (1) (9.33)
Storungstheorie 1. Ordnung
B. 1 2h i
Egzll)mms = MBh - ( \Ijn{flmms LZ12 + 712| \Ijn/lzmms > (934)
Die Wellenfunktion 148t sich schreiben
Uy _ 1 0y _ L 1
U2 = a1/2<0>+a1/2<1 _\/§|+>+\/§| >
1, ( 1 1 ) 1 1
14 = nlm —|t+)+t—=] - =AanYm9, — | t+)+t—=] -
nlmms(r) Pnl (I‘) \/§| > \/5| > l (R3] ( ¢) \/§| > \/5| >
Damit wird die Korrektur (beachte: L,Y},, = hmYi,)
B,
S, = EEZ= (hm £ 1) = p(m £ 1) (9.35)

Die Energie spaltet also im Magnetfeld auf.

Der Zeitabhingige Anteil wurde mit dem Ansatz
W(r,t) = exp (%Et)\ll(r)

absepariert.
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Abbildung 9.1: Aufspaltung der Wasserstoff Spektrallinien in einem starken homogenen Magnetfeld

9.4 Kopplung zweier Drehimpulse

Da sich in der Quantenmechanik im Gegensatz zur klass,1schen Mechanik keine vollstdndigen Vektoren
der Drehimpulse addieren lassen — es lassen sich nur J? und eine Komponente, in der Regel .J,, messen —
brauchen wir ein entsprechendes Verfahren, welches dies leistet.

Bevor wir nun Eigenfunktionen zu J? und jz suchen, erinnern wir zunéchst an
PlILYy = RA(I+1)]1L)
LY = hi|ll.)
5% ss.) = h%s(s+1)|ss.)
/S\Z|SSZ> = hSZ|SSZ>

Im Fall einer Mischung:
Flim) = WjG+1)|im)
Jzlim) = hm|jm)

Wenn dabei /]\ =1+ 5, dann muf} ; wieder die Kommutatorrelationen des Drehimpulses erfiillen:
indgil = [li+si b+ 551 = [ Ii] + [, s3]+ [sa, ] + [s4, 5]

ih €ijk lk + ih €ijk €k

ih Eijk(lk + Sk)

= ih€jrik

Zustandsvektoren von }'\2 und ;Z

Im einfachsten Fall kénnte ein Produktansatz geniigen:

| jm ) =111)]s,8:) (9.36)
Fiir die z-Komponente ist dann
/jz | j,m ) = (Tz +8 )LL) |sys2) =hl:+s:)| 1) | s,8:) =hj-|j,m) (9.37)

Ebenso iiberpriifen wir den Ansatz fiir das Betragsquadrat }2:
P =+8 =P+ 4=+ 4205 +1,5 +15, (9.38)

Der Anteil (i_fs]_ +2\_§+) ist dabei allerdings nicht mehr durch den Produktansatz erfafit. Entwickeln wir
jetzt | j,m ) nach dem vollstindigen System des Produktansatzes:

+s

+1
SN [Inky s (s | (L] = 30 [ hlesise) (Llssa | =1 (939)

l.=—ls:=—s lzys2

|jom) = > [ Llys,s.) (Llss,s. | jm) (9.40)

l-,s-

=C (lsj|l-s.m)
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Clebsch-Gorden-Koeffizienten

(L1ls8,8: | j,m ) = C(lsj|lysym) (9.41)

Die Eigenfunktionen sind also damit

|],m)=ZC(l8]|lzszm)|l,lz>|s,sz> (9.42)

2,82

Diese | j,m ) sind Eigenzustinde zu ;2 und J..

Behauptung: | jm ) sind auch Eigenzusténde zu 12 und 2.

Beweis:
Bljm) = By C(sjllsam)| 1) ] ss.) = K2I1+1)] jm)
l2,582
2| jm) = & Z C(lsj|ls.m)| 1l ) | ss.) = h*s(s+1)]jm)
lzs2
O
Auswahlregeln
m = l,+s. (9.43)
i—s|< § <|i+s] (9.44)
Gleichung fiir Clebsch-Gorden-Koeffizienten
Z (1l ss, || 1l.s5.) C(lsj|ls.m) =h25(j +1)C(lsj|l.s.m) (9.45)

2,82

Wie bereits gesehen, lit sich j2 auch als folgende Zerlegung schreiben:

=0+ + 2.5, +lis_ +1_ s,

Damit {iberpriifen wir jetzt die Normierung ( jm | jm ) =1

011,

—_——N—
DR CANAIESS

’ !
1,8, 1.,s s
slss




Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilchens im EM-Feld 145

-C (Isj|lls'm)*C(lsj|l.s.m) = ZC’(lsj|lzszm)*0(lsj|lzszm)
lz)s-
= S (s s
lz)s-
— 1 daja (jm|jm) =1

Orthogonalitétsrelationen

> C(lsjllsem)* C (Isf' [Lsem’) = > (jm| [1lss. ) (Ll.ss. | | j'm")
lzs2 lzs2 h - g
= (jm|j'm")
= 6]]’§mm’
ZC(lsj|l'zs'zm)0(lsj|l;szm)* = Z(ll'zss'z | [jm) (jm | |ll.ss,)
m m S—r

=1

= (lllss, |ll.ss,)

= (UL | (ss.[ss:) |1l)
—_————

Os. st

z

S

= O, 0s s,

Spezialfall: Elektronen mit Spin v/,

In diesem Fall kénnen nur zwei Terme auftreten, nidmlich:

lgm) = [Um—="15)"") C(1j|(m—=1/)1m)
+[1m+ 1) Yy =) C (LY i (m+1,) —1ym)

l+1Yy£m
V 2141
l+YFm
TS
9.5 Die Spin-Bahn Wechselwirkung in der Atom- und Kernphy-
sik

C (1 (L + o) [ (mFYs) +Yym)

C (1 (=) [ (mF YY) +Yym)

1. Wasserstoff-Atom

2. Atomkern
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Die Zustinde im Kern werden sukzessive mit Nukleonen aufgefiillt. Bei den “magischen Zahlen”
kommt es zu einer Abweichung von den Niveaus des harmonischen Oszillators.

Beide Fille lassen sich in gleicher Weise l6sen:

Ho|nlm) = Ey|nlm)
ungestortes Wasserstoff-Atom

Ho| nim) = Enzlﬂﬁz>:m@n+l+g)|%>

harmonischer Oszillator

Wasserstoff-Atom

H=H,-211s (9.46)

. 1 . .
j=lts = althjm) =3 C(Ithjllsem)| nll ) | Yos. )

2,82

Die Energiekorrektur 1. Ordnung ist:

D) = (nlfyjm | Vig(r)1s | nlfyjm ) (9.47)
Behauptung: Die Wellenfunktionen | nl% jm ) sind auch Eigenfunktionen zu ls.

Beweis:

i = (1482 1#£0 = >+s>+2s

Is = -(*-12-5?

N | =

Einsetzen dieser Beziehung in die Energiekorrektur:

n _

€1s - nlsj
_ 1o _
Is| nllyjm) = §(J2—12—SZ)|nll/2Jm>
B2 3 .
= 5 J(J+1)—l(l+1)—1 | nl1/yjm )

Allerdings miissen wir jetzt noch die zwei Einstellmoglichkeiten
h2
= lIs|nllyjm) = 3l| nll/yjm )

h2
=~ U+ 1) nl1fy,jm)
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berticksichtigen:
2
wm _ 1(h !
I R BN
= LAY g 1Y
= 4\me) -+ V"
S 3d5/2
/
/
/ 3
A e P
/s
Y
3s, 3p, 3d i
381/
N 2
\
NN
NN
\ N 3])1/2
\
\\
\— 3d3/2
Abbildung 9.2: Hyperfeinstruktur-Aufspaltungen durch Spin-Bahn-Wechselwirkung
Schalenmodell des Atomkerns
5 2|r|
H = HO_FI
eglll) = hw2ms+1+ <)
Energiekorrektur 1. Ordnung:
2 - P — 1
€<1>__ﬂ<1s>=|,§|{ Log=lty (9.48)

I+1 j=1-1

el = a(nlyjm |Vis(r)ls| nllfyjm )

r !
l,,s,1.,s

Vis(r) 18 Ry (r) Vi (Q)x 2(s.) C (115§ |1 5. m)

s—>%2(j(j+1)—l(l+1)—%)

00 A7
S [rrar [dn ot sm) Ry, @R (61
0 0



Kapitel 9. Bewegung eines gelandenen Teilchens im EM-Feld 148

) Z/r dr [Roa (1) PVia(£) € (11 | Eom)* € (1 Lusam)
1,8, 1.,s; 0

A

[ a0y @i @ % o) 5 (16 + 0 10+ - )

)

[\ J sy Sz

T
W 3\ 7, )
= (U 0-uen-3) [ ar iR 10 i Lsm)?
0
=1
w2 3N\ 7, ,
= 5 (G n-e0-3) [P ar Raevi
0

Der ZEEMmAN-Effekt

Der ZEEMAN-Effekt (ZEEMAN 1897) beschreibt die Aufspaltung der Spektrallinien in einem Magnetfeld.

Der HAMILTON-Operator in diesem Fall gegeben durch

~ o~ L S
H = Hy + Vis(r)Is + up EB +up 2 %B + (Diamagnetismus) (9.49)

PascHEN-BACK-Effekt (anormaler ZEEMAN-Effekt)

1
(t) = Enrs. U2, (r)

nll.s-

Hyw 2

nll.s-

Fiir die nicht gekoppelten Produktansatz von [ und s:

1 ,UBBZ
o = EBZ W 11425, W) ) = Bl £ 1)
H = Hy+Vy(r)ls (9.50)
ﬁ0| najam > = Elem| najam ) (951)
|ngjym) = > C(1yjlleyszm)| L) | o5 ) (9.52)
l.,s2

gilt nur bei Vernachléssigung der
Radialabhéngigkeit der Spin-Bahn-WW

am = _%% * i (%)2 {—(ll+ 1) } (Vis(r)) (9:53)
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Energiekorrektur 1. Ordnung fiir B = B,

1 ,UBBZ . -~ ~ .
gzj)m = T<n’-]’m| ]Z+82|na]7m>
7~|n,y’m> hm | n,j,m )
= pBfmt (ngm |52 g )]

Berechnung des Matrixelementes von s, (hierbei i = 1):

(njom |8 ngm) = 3 3 C(Lyjlll,st,m)* C(1, Yo jllsss:,m)

82,82 17,8,
(L | (Yoysh 182 | Yaysz ) | 1,12)
01,
= Zsz|c(l71/2aj|l27szam)|2
12,82
= > (m—1)|C (1,5 j|l;m—L,m)?
12,82
= Y (1) (O Uit = )P
lz)s- =
o gm

= g<n7j7m|]z|n7]7m>

9.6 Das Elektron im homogenen Magnetfeld

Quantisierung des magnetischen Flufles

Fiir ein Elektron im Potential U(r):

B=VxA=0 A =0 (9.54)
= X = = -
A' = Vf(rt)
Dabei geht A’ aus A durch eine Eichtransformation hervor. Fiir die Bewegungsgleichung gilt:
! (p— —A) LU@)| Ot = EU(rt) (9.55)
2m ) )
4 Eichung
1 ' ' _ '
{2m (p- —A) + U(r)] (e,t) = EW(r1) (9.56)

Die Wellenfunktionen ¥ und ¥’ unterscheiden sich durch die Phase

U(r, 1) = exp (z% f(r,t)) T(r, 1) (9.57)
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Berechnung des Phasenfaktors:

AI:Vf(I‘,t) = f(rat)

r(Ch)
= / dr' A(r',1) (9.58)

ro(C1)

Da die Phase im allgemeinen vom Weg anh#ngt, integrieren wir iiber den ganzen Umlauf des Elektrons:

7{dr' A(r,t) = //df' V x A(r,t) =0 =  Phasenfaktor = 1
S

B(r,t)

fdr’A(r,t) = // df' V x A(r,t) = // df' B(r,t) = &(t)

Die Phase #ndert sich bei Umlauf um f(ro — ro) = ® und fiir die Wellenfunktion gilt

U'(r,t) = exp (—i%@) U(r,t) .

Das heifit aber, dafl wegen ¥ = ¥’ bei vollem Umlauf

e

he

d =2mn

=4

o — 27rhcn

Dies heifit aber, dafl der magnetische Flufl gequantelt ist!

Quantelung des magnetischen Flufles

(Messung durch Doll/Nihbaur)

2mhe

2en

(9.59)

AnaAaroNOV-BouM-Effekt

Betrachten wir einen Elektronenstrahl, der durch
einen Doppelspalt in zwei Teilstrahlen zerlegt
wird, die den Raum ober- und unterhalb einer sehr
langen stromdurchflossenen Spule mit dem ma-
gnetischen Feld B durchfliegen und danach auf ei-
nem Schirm zur Interferenz gebracht werden. Die
Wahl der Spule bedingt, dafl das Magnetfeld B im
Inneren eingeschlossen ist, also in den Raumbe-
reichen, in denen die Teilchenbewegung stattfin-
det, verschwindet. Lediglich das Vektorpotential
A kann dort einen von Null verschiedenen Beitrag
liefern.

c Spule
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Die Wellenfunktion an der Stelle r ergibt sich nun als Uberlagerung der beiden Teilziige, d.h.

T(r) = T, exp %/Adr + Ty exp %/Adr . (9.60)
Cc1 c2

Wir erhalten also ein Interferenzmuster, welches von der Phasendifferenz der beiden Teilwellen ¥; und
U, anhdngt. Wihlen wir, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, r so, dal |¢;| = |cz2|, also die beiden
Wegliangen identisch sind, dann 148t sich die Phasendifferenz leicht berechnen:

5o = @1 — —i/Adr—ﬁ/Adr—ﬁfAdr—/Adr

L T he ~ he

Cc1 Cc2 c1 Cc2

e e e e

Die Phasendifferenz ist also proportional zum magnetischen Flu} ¢,, im Inneren der Spule. Obwohl also
das B-Feld im Inneren der Spule eingeschlossen ist, ergibt sich eine von Null verschiedene Phasendifferenz,
welche ihre Ursache in dem Vektorpotential A hat.

Damit zeigt sich ein wesentlicher Unterschied zur klassischen Mechanik/Elektrodynamik: wihrend das
Potential A dort nur eine Hilfskonstruktion zur Berechnung der physikalischen Felder E und B darstellt,
selber aber keine Observable ist, bewirkt es im Rahmen der Quantenmechanik einen mefibaren Effekt. Die
tiefere Ursache hierfiir liegt in der Verkniipfung von lokaler Phase der Wellenfunktion an zwei Raum-Zeit
Punkten mit dem Potential im Rahmen einer lokalen Eichtheorie.?
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Kapitel 12 von H. FRAUENFELDER, E.M. HENLEY, Subatomic physics, Prentice Hall 1991.
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Ubungsaufgaben

Ubung 9.1 — Bewegung eines Elektrons im elektromagnetischen Feld. Die Bewegung eines
Elektrons im elektromagnetischen Feld ist durch die LORENTZkraft bestimmt:

dt

Bestimmen Sie den HAMILTON-Operator des Elektrons im elektromagnetischen Feld. Gehen Sie dazu in
folgenden Schritten vor:

d 1
Fr=—mv=ev <E+—VXB>
c

(a) Bringen Sie zuniichst die Gleichung fiir die LORENTZ-Kraft auf die &uflere Form der EULER-LANGRANGE
Gleichung

Separieren Sie dazu die totalen Zeitableitungen und die Ortsableitungen. Nun koénnen Sie die LAGRAN-
GEfunktion fiir das Elektron im elektromagnetischen Feld angeben.

(b) Berechnen Sie den kanonischen konjugierten Impuls p = g—i zur Ortsvariablen x aus dieser LAGRAN-

GEfunktion.

(c) Bestimmen Sie nun die HAMILTONfunktion und betrachten Sie den entsprechenden HAMILTONoperator,
indem Sie fiir Ort und Impuls die entsprechenden Operatoren einsetzen.

(d) Wenden Sie nun diese HAMILTONfunktion auf eine allgemeine Wellenfunktion ¥(z) an und berechnen
Sie die auftretenden Terme. Diskutieren Sie die Unterscheide zu dem Fall, in dem Sie zunichst die HaA-
MILTONfunktion ausmultiplizieren, bevor Sie die Operatoren einfiihren. Welches ist der tiefere Grund fiir
die Mehrdeutigkeit bei der Bestimmung des HAMILTONoperators?

Ubung 9.2 — Paramagnetisches Ion in einem kristallinen Gitter. Die Zustinde eines parama-
gnetischen Ions in einem kristallinen Gitter sind Eigenfunktionen eine “Spin-Operators”,
1 1 1 1 1
Hs = aHS.+bHI, + 3D (3cos® 6 — 1) (Sj - §SQ> +35D sin 26 <S+(SZ + 5) +S_(S. — 5)>

-%D sin®6 (ST +52) +AS. L + é (S4I-+S-1,),

wobei S und I die Spinoperatoren des Elektrons bzw. des Kernes sind. a,b, A und D sind Konstanten (
a > b ) und 6 ist der Winkel zwischen der Symmetrieachse des Kristalles und der Richtung des angelegten
magnetischen Feldes H.

1.
|MSM]> , Mg=-S-5+1,...,8

My=-I,-1+1,...,I
seien die Eigenvektoren des “ungestérten” HAMILTONoperators

Hy=aHS., +bHL.

Berechnen Sie die Storung der Energieniveaus von Hy, welche durch die zuséitzlichen Terme in Hg
auftritt, in zweiter Ordnung Stérungstheorie.

2. Bestimmen Sie die Eigenvektoren des HAMILTONoperators Hg in erster Ordnung Storungstheorie.

Ubung 9.3 — Eigenwerte und Eigenvektoren. Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren
der Operatoren s,, s, und s in ihrer Darstellung durch PAULI-Matrizen.
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Zeitabhingige Storungstheorie

10.1 Elementarer Zugang und “Goldene Regel”

In Kapitel 8 haben wir zunichst nur Losungen der stationdren Gleichung
betrachtet. Jetzt aber wollen wir nach Losungen der zeitabhidngigen SCHRODINGER-Gleichung
2wy = H| O())
ot
suchen. Mit der Aufspaltung H = Hy + V (t) erhalten wir die bereits bekannten Lésungen
Ho|¥) =€n| T)

mit der Normierung
(m|n) =0dmm
Dies fiihrt auf die SCHRODINGER-Gleichung
in | n(t) ) = Ho | n(t) )
at -
mit den Wellenfunktionen

[ n(t) ) = exp (—ﬁt> n)

Jetzt konnen wir | ¥(t) ) entwickeln

(10.1)

(10.2)

(10.3)

(10.4)

(10.5)

(10.6)

(10.7)
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>t =
N——
S
~

ihzn:an(t) exp (—ient - zn:an(t)w(t) exp <—%ent> In)

<nwm§ﬁanwp(%%ﬁ|n>==<m|§h4ﬂwpﬁémﬁxvm|n>

~ v
-~

Omn

ihm () exp (—%emt> - ;an(t) exp <—%ent> (m V()| n)

Vinn ()
iham(t) = Y an(t) e Vo (t) (10.8)
n
Der in der letzten Zeile auftretende Faktor
R (10.9)
h
heifit BoHR’sche Frequenz.
(10.8) ist ein Differentialgleichungssystem der Art
a Vii Vig ezt ... a
a2 Vay etw2rt Vas . az
in| | =
QAn QAn
Wir entwickeln jetzt a,(t) nach dem Kopplungsparameter \:
an(t) =Y XNal)(t) (10.10)
v=0
Einsetzen in (10.8):
Al (t) = = U (#) N Vi (2) €¥mnt 10.11
>N a0 =5 3 a0 (e (10.11)
Durch Koeffizientenvergleich
- (v 1 v iw
ag () = = >0l (1) e Vo (1) (10.12)
Fiir den Zeitpunkt ¢ = 0 ist dann in 1. Ordnung
1 .
il (t) = = e Vi (1) (10.13)
Die Losung 148t sich damit direkt formal schreiben als
. t
al(t) = = / dt' e“mnt Vo (t) (10.14)

0

Dies ist aber gerade die Ubergangsamplitude
| kt=0) = | kt)
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10.1.1 Zeitlich konstante St6rung

Mit dem Potential V' (¢) = V wird (10.14) dann

t
Vi 1 exp(iwmrt) — 1
(D (4) = Lk/dt' o ) = —— EXpltdmit) = 1 10.15
Ay () ih eXp(Zwmk ) A mk Ok ( )
0
Die zugehorige Ubergangswahrscheinlichkeit ist
1
Wt =l 0P
Vink ( . 2
= 1 — exp(iwm t)
hwmk ( k
Vink|? . ,
= |h?w§| (1 — exp(iwmit) — exp(iwmit) + 1)
mk
_ |mG|2 - ..
= 2 — (coSwmkt + i Sin Wikt + COS Wikt — 4 Sin Wy kt)
h2w?
mk
Vinke|? .
= 2|h2w%|k (1 — cos wmkt) A (1 —cosa) =2sin? %
Vink|? kit
- 4'2 7 iz Omk
2wy 2
109 Vil . 5 [ Emit
= 5 sin o7
Emk
Fiir grofle Zeiten ¢ ist
.2
tim ) ()

a— 00 ax?
eine Darstellung der d-Funktion. Dementsprechend erhalten wir — unter Beriicksichtigung, da §(az) =
10 (@)

o]

30) = g (52) = Bt -

lim

t . 9 (
too 4n2e2 /42> \2n
Die Ubergangswahrscheinlichkeit, ist demnach

2r
Wi =lal ()] = -t [Vink[* (em — €x) (10.16)

Zur Eliminierung der Zeit gehen wir jetzt noch iiber zu einer Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit
und erhalten

FErMIs Goldene Regel

1 21
W (t) = 1ol (O = 5 (Vi[> 6(em — ) (10.17)

Der Ausdruck (e, — €;) fordert Energieerhaltung, so daB es in diesem Fall nur Uberginge zwischen
entarteten Zustdnden gibt.
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10.1.2 Periodische Stoérung
Mit dem Potential ‘ »
V(t)=2Vcoswt =V (e +e ™)
wird (10.14)
¢
Vv ) .
(1) _ Ymk 1 i(Wmpt+w)t (Wi —w)t
aly) (t) = =+ /dt (e +e ) (10.18)
0
Die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeit ist dann
2
wl) = %|vm,€|2 (8(em — €5 + Tiw) + 8 (em — € — hw) (10.19)

Es gibt also nur Uberginge, wenn

® ¢, = €, — hw — stimulierte Emission

® ¢, = ¢ + hw — Absorption

10.1.3 Verallgemeinerung

1. Entartete Systeme

(a) Mittel iiber Anfangszustinde
Fiir einen Atomkern ohne den Einfluf} eines dufleren Magnetfeldes

1
2li+12
m

(b) Summation {iber Endzustéinde

2. Kontinuierliche Zustéinde
Fiir den Ubergang | k) — | m ) mit a Zusténden €, ~ €; Summation

o
> la)P?
m=1

Mit der Zustandsdichte
(E,E+dE)— p(E)dE

ist die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeit
wid = [dEp(B) |af) P
Fiir eine konstante Stérung also

. Wmk mG 2
wfi;c = 4/51n2 (Tt) |W2k| p(€m) dem

Fiir den Grenziibergang ¢t — oo ist dies

27
wik = Vel p (em)

wobei p (€,,,) die Dichte der Endzustéinde bezeichnet.
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10.2 Formaler Zugang: DYSON-Reihe

Im Wechselwirkungsbild sind HAMILTON-Operator, Stéroperator und SCHRODINGER-Gleichung gegeben
durch’

Hr = Hy+V;
Vi = exp (%H()t) Vs exp (—%Hot)
Hr|i,to,t)) = Er|itit)

Die Losung der zeitabhingigen Gleichung 148t sich dann mittels des Zeitentwicklungsoperators schreiben
| i,t0,1 >I = U(to,t) | i, %o, %o )I = U(t,to) | i )S )

wobei | i ) die zeitabhéingige Losung von Hj ist. Die bestimmende Gleichung fiir den Zeitentwicklungs-
operator U(t,1o)

m% Ult,to) = Vi(t) U(t, to) (10.20)

wird dabei gelost durch die DYSON-Reihe

t t t
Ult,to) =1+ (—%) /dt(l) Vit + (—%) /dt(l) /dt<2> Vit Vi) + ... (10.21)
to to to

Wir kénnen jetzt weiter umformen

|isto,t) =Ultto) i) =) | n) (n|Ult)]i) =3 Calt)|n)

Mit der DysoN-Reihe 148t sich dieses Matrixelement schreiben
) ¢
(n|U(t,te)]|2) = (n]i) +<—%>/dt'(n|V1|i) + ...
to
t

= (n|i)+ <—%> /dt' (n| exp(%Hgt) Vs ?xp(—%HotH i)

/

to
€n €;

In nullter Ordnung (Anfangszustand) der Entwicklung ist

CO = (nl|i) =0n.

n

In erster Ordnung

t
c) = _% /dt' exp (iwn;t") Vai(t')
0

1 Vergleiche hierzu auch: [14], 68—T73.
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In zweiter Ordnung ergibt sich:
. t t'
c® = <_%> 3 / dt' / dt" exp (iwnmt') Viom (') Vini (") exp (iwmst")
™ 4 to

Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist
W(i—n)=|CO®E)+CP) +...|2

Anmerkung zur Notation: In vorhergehenden Abschnitt hatten wir die Zusténde k,n, jetzt die
Zusténde i, m

C) = af

10.3 Pfadintegrale — Vektorpotentiale

10.3.1 Vorbetrachtung

Betrachten wir zunichst das Integral

400

PO\ = / exp (INf(1)) dt (10.22)

— 00

Ersetzen wir darin die Funktion f(t) durch ihre TAYLOR-Entwicklung

f(t) = f(to) + f'(to) (t — to) + %f”(to) (t —to)? (10.23)
so wird N
r o ix ,
F()\) = / exp (Z)\f(t()) +i\f (to) (t - to) + E(t - t[)) +.. > dt (1024)
Unter der Bedingung f'(¢) = 0 18t sich nun weiter schreiben:
+oo .
PO = [ e @) e (570 - w)?) d
o N )
= e @) [ e (5770 - 0?) @
_ 2me N
= meXP(Z f(to))
1
falls noch z = f(t) und p(z) = Filto)

-
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Zur Beriicksichtigung Terme hoherer Ordnung, (t — to)3, (t — to)*, setzen wir

“+o00
K(\) = / exp (i/\t2) exp (ia)\t3) exp (ib)\t4) dt, (10.25)

— 00

wobei A3, \t* < 1. Mit der TAYLOR-Entwicklung der komplexen Exponentialfunktion

. 1 1
e =14ir— - — —ix® + ... (10.26)
2 6
ist dann
—+o0
K(\) = / exp (iAt?) exp (iaAt® + ibAt*) dt
—00
i 1 1
= / (1 +ialt® + ibAt* — §a2>\2t6 — Eb2>\2t8 +.. ) dt
—o0
Benutzen wir dafiir jetzt, daf
o 3 o 15
4 —ay? e 6 _—ay? ™
/y e ™ —\/;<r12> und /y e " —\/g<%> (10.27)
so ergibt sich nach dem Einsetzen
i 3ib  1bia
KA)~y/—[1-— 10.2
) A < 4/\+16/\2+ ) (10.28)

Anmerkung

Obige Rechung 1483t sich teilweise noch ein wenig besser verstehen. Dazu schreiben wir mit der TAYLOR-
Entwicklung

£(2) = £(to) + £ (o)t — t0) + 5 £ (b0) (6 — 10)* + ..

nochmals das Integral um:

400

KO\t = / exp (INF(1)) dt

_ / exp (“ [f(tro 1/ (t0)(E— to) + 3f (o)t~ t°>2]> &

+oo .
_ exp(i}\f(to))/exp(i)\f'(to)(t—to)) exp <%f”(to)(t—t0)2) »

—o0
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Wenn f(t) nun bei t = ¢y ein Extremum besitzt, so folgt folgt f'(to) = 0; in diesem Fall ist dann

400

K\ t) = exp(i)\f(to))/exp (%f”(to)(t—tof) dt
1 - e
= gy o M) [ e (= tay?) ar
,io
2

= 5 e () [ exp (465 —2tto)

— 00

10.3.2 Einbeziehung des magnetischen Feldes

10.3.3 Eichinvarianz und ITO Integral

10.4 Elektrische Streuung

Hamilton-Operator:

2
H =Hy+V(r) mitH=2p—m+V(r)

Da die Zeit fiir die Wechselwirkung nur sehr kurz ist, sind die Losungen fiir Hy — einlaufendes und

auslaufendes Teilchen — ebene Wellen | kg ), | kp ).

(1) Stationérer, monochromatischer (d.h. monoenergetischer) Eingangsstrom

Holke) = €alks)
Jo = g (B V() — (V4 (r)a(r)

Im Ortsraum haben die Wellen die Form
U,(r)= (r |k, ) =N -exp(ik,r)
Durch Einsetzen in den Eingangsstrom (10.30) bekommen wir

Pl

. h
Jo = _|ka| =
m

(2) Ubergangsrate | k, ) — | ky ) — dies entspricht der Ubergangsrate pro Zeitenheit wqy,

(10.29)
(10.30)

(10.31)

(10.32)

Da wir das Teilchen vor und nach den Wechselwirkung als frei betrachten, ergibt sich ein Kontinuum von

Zustinden, so dafl wir iiber alle Endzustinde zwischen

(ks ky + d°k) ~ py(E)
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integrieren. Fiir diesen Fall ist die Zahl der Zustédnde im Phasenraumelement — im Eindimensionalen —

P,,P, +dP, und z,z + dx

dP, d
AN, = = z (10.33)
und im Dreidimensionalen PP & FPd
Pd’z PdV
dN = dN,dN,dN, = = s (10.34)
Die Anzahl der Zustinde pro Volumen ist dann
dN P2 dP dQ p?
av e o O AE=
mP
Zustandsdichte: P D
m I m |Pb
E) = = 10.35
M) = ormE = @any (10.35)
Ubergangsrate (Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit):
27
wa =5 [ 106 1V ke ) Pu(B)B(E — By) dE d (10.36)
E
Fiir elastische Streuung gilt Energieerhaltung, also E, = E,
2m 2
Whq = E| < kk |V| ka > | pb(Ekb) dQ (1037)
Differentieller Wirkungsquerschnitt
Anzahl der | k; ) gestreuten Teilchen pro Zeit
dog sy = : i : . (10.38)
Anzahl der einlaufenden Teilchen pro Zeit und Fliche
In unserem Fall also
whe _ 27 o m? Py
d =—=—|(ky |V ]k ————df) 10.39
Oa—b |ja,| i |< b | | a >| |Pa| (27Th)3 ( )
Beriicksichtigen wir nun wieder die elastische Streuung, so ist |P,| = |Pp| und wir bekommen als Losung
die
1. Born’sche Niherung
doq—p m? 2
=——(k k, 10.4
b - T (k| V [ K )| (10.40)
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Ek: Em
hw Emission hw Absorption
E,, Ey,

Durch weiteres Umformen erhalten wir die Darstellung im Ortsraum

2

do, m>
@ = e /d3’°/d3’"'<kb|“><r|V|r’><r’lVlr’> (r' k)
1 lokales Potential (r |V |r') =V(r,r')d(r — 1)
2 2

= | ) (AR 5 ) ()
m? 2

T 4h /d3r/d3rl exp(—ikyr) (r [V(r,r') [ ') 6(r —r') exp(ik,r’)
7

1 Integration iiber r’' entspricht Fouriertransf.
m2 . 2

= 1o /d3r V(r) exp(z(ka — kb)l')

oder mit dem Impulsiibertrag q = k;, — k,

dog—sp m? 2
= —— 10.41
0~ At ‘V(q)‘ (10.41)
10.5 Induzierte Emission und Absorption von Licht
Hamilton-Operator fiir die Wechselwirkung eines klassischen EM-Feldes mit einem Atom
1 e \2
H= (p - EA) +V(r) (10.42)
Verwenden wir die Coulomb-Eichung
PA=VA=0
und vernachlissigen wir Terme mit A2, so bleibt
He 2 v - (10.43)
- 2m me P '

Ausgehend von dem EM-Potential
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Amw:A@omp@mr—m» (10.44)

betrachten wir Wellenpakete mit

und fordern Hermitizitit von A, um sicherzustellen, dafl auch H hermitisch bleibt:
A(r,t) = A(w) exp (z (kr — wt)) + A" (w) exp(—i (kr — wt)) (10.45)
Aus der Transversalitét der Welle folgt

kKA=0 — pA=0

Das Storpotential ist dann

€ . * .
V(t) = - (A(w) exp (z (kr — wt)) + A*(w) exp(—z (kr — wt))) (10.46)
mit der Ubergangsrate
_Q_Wi b ikr‘A 26E_E —h b —ikrA* 2§E—E oo
Woa = 7752 U le (Wp|a)|”6(E a w),+|< le (W)p|a)|?d(Ey W + hw)

Absorption Emission

(10.47)

1. Induzierte Emission E, > Ej

_ E, — Ep
Wab = 7
WE = 2m () (b e AN @)l a) [
@ hme
2. Induzierte Absorption E, > E,
_ Ey, - E,
Wha = 7
A _ e \?2 ikr 2
Wit = 2 (o) (bl A p )]

10.5.1 Dipolnidherung

Wir entwickeln nun die Exponentialfunktion



Kapitel 10. Zeitabhingige Storungstheorie 164

; 1
e®r = 1 4 ikr — §(kr)2+...

/

—0

und beriicksichtigen nur den ersten Term der Entwicklung. Das geht aber nur, wenn die Produkte kr
vernachléssigbar klein werden — wir schétzen daher ab

Atom : |r| ~ ap ~ 107%cm
Lichtyy @ k| ~ 10°em™!

Fiir das Produkt ist also: |kr| ~ 1073
Fiihren wir jetzt noch den Polarisationsvektor A = Ag € ein, so vereinfacht sich das Matrixelement zu
[(b|A(wa)pla)|* =4 [(blep|a)l’

In dieser Niherung sind jetzt die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir Emission und Absorption gleich.

Vertauscht — wie in diesem Fall — das Potential mit dem Ortsvektor [V (r),r] = 0 dann benutzen wir

p = —[Ho.r]
2 2 2
p p p p
L 2 = Erp—ih) —ri—
om' "om om (TP~ ih) = o
. p ih p’
= PSP L
(rp —ih)g o = 5P~ T
il
= ——p
m
h
m
Damit schreibt sich W, als
e \2 2m2 5
Wha = 271'(—) A2 | (b |Hyer —erHyla) |
hme h2 N—_—— ——
Ey E,
2rm?

e \2 2 2
= T (fm) 14oP B =By [(bex|a)]

Weiter kénnen wir nun |A4p|? durch die gemittelte Intensitéit ausdriicken

- | Ao |? w? 5 2mc
o _ 2mc 104
8l=1() = 2L e 4 = T (w) (10.48)

Damit erhalten wir
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Wha = (—) cI(wpa)|(ber]a)]? (10.49)

Oder aber mit dem Absorptionsquerschnitt

d Anzahl der absorbierten Quanten / Fliche und Zeit in dQ -/
g = =
Anzahl der einfallenden Quanten / Fliche und Zeit I(w)/hw
o _ 42, [(bler|a)|? (10.50)
— =47 —wy, € .
dQ) he '

Um den Ubergang zum totalen Wirkungsquerschnitt zu erleichtern, wihlen wir € || x und bekommen

2
(&
o = At (b el a) 6w — )

h
[omtrts = 2 Sl (b1]a)
Oabs T a
b he : b

Mit der Oszillatorfliche

2mwp,

fba=T|(b|a:|a>|2 zb:fbazl (10.51)

folgt dann die

Thomas-Reihe-Kuhn Summenregel

2 2
e (S g (2
/Uabs(w) dw = 4r <hc> 5 = 2rc (mc2> (10.52)

Dabei ist zu beachten, daf§ der endgiiltige Ausdruck kein & mehr enthélt — diese Regel wurde
bereits im Rahmen der klassischen Elektrodynamik gefunden.

Wir wollen nun noch die Vollstédndigkeit
D fo=1
b
der Oszillatorfliche zeigen. Dafiir bemerken wir zunéchst

%[[m,Ho],a:] =zHox — %Hoav2 — %szo

so da} wir fiir die Eigenwerte schreiben kénnen

(al|[[z,Hol,z]la) = (a|zHoz|a) —Ei(b|az"|a)

= Z((blxlbwb(blxla)—Ea(alxleblxla))

b

= Y (B-E)|(ble|a)]

b



Kapitel 10. Zeitabhingige Storungstheorie 166

Auflerdem s

1 h

slle, Hol 2] = 5—1
da

p2
HO = % + V(I‘)
Damit ist dann
2m 2
(bl Holella) = 223 "(B—F)|(blela) =1

b
2m
= el (blzle)l
b

10.6 Spontane Emission

Eine genaue Behandlung dieses Ph&nomens ist eigentlich erst im Rahmen einer Quantenfeld-Theorie
moglich (wir haben bis jetzt immer mit einem klassischen EM-Feld gerechnet). Dennoch gibt es — wie
Einstein gefunden hat — eine Erkldrungsmoglichkeit {iber das Strahlungsgleichgewicht eines schwarzen
Korpers.

Fiir diesen ist das Verhiltnis der Besetzungszahlen zweier Zusténde

Nb exp (_k_ilb“) < Eb—Ea>
No _ _ _B—Fe 10.53
No exp(—Z) 7P KT (10:53)

Grundlegende Annahme ist jetzt, dafl die Zahl der Ubergiinge | a ) — | b ) gleich der Anzahl der
Ubergéinge | b) — | a ) ist — das System befindet sich also im Gleichgewicht.

ANy _q Eing Eapont E,
- (Wab +W,, ) N exp T
dNaﬁb _ A Ea

dt = Wba N exp <_ﬁ>

Beriicksichtigen wir wieder nur den Anteil der Dipolstrahlung, so ist

) E,—E
i = vafon(55)-)

472e? 2 Ey — B
= u@) |(blrla)] (eXP<T>_1>

PLANCK’sches Strahlungsgesetz

(10.54)
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Spontane Emission

B 4e23

W spont —
ab 3hc?

(blrla)l]? (10.55)
e nur B, > E,

e ~ w? nur fiir Dipolstrahlung

Ubungsaufgaben

10.1 — Prinzip der Atomuhr Betrachten Sie folgende Versuchsanordnung: Ein Strahl von Elektronen,
deren Spins zur Zeit ¢ < 0 alle in positiver z-Richtung polarisiert seien, wird durch zwei Resonatoren
gefithrt. Zur Zeit t = 0 tritt der Strahl in den Resonator 1 ein, aus dem er schliefllich zur Zeit t =1+ T
wieder austritt. Die Elektronen sind dabei in Molekiile eingebaut, in denen sie ein konstantes Magnetfeld
in z-Richtung mit der Stirke H, spiiren, was dem HAMILTON-Operator

entspricht. Innerhalb der Resonatoren sind sie einem magnetischen Wechselfeld in z-Richtung der Form
H'(t) = H; cos(wt) ausgesetzt, was dem HAMILTON-Operator

eh .,

H1 = 7‘[ (t)Uz

 2me

entspricht.

1. Benutzen Sie die stationiren Eigenzustinde von Hp und berechnen Sie in erster Ordnung Stérungs-
theorie die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf sich der Spin des Elektrons zur Zeit ¢t = [ + T im umge-
klappten Zustand mit Spin in negativer z-Richtung befindet.

2. Esseiwr wy = e:fco > 1 mit |w— wp| K w+wp. Vernachliissigen Sie kleine Terme in dem Ausdruck

fiir die Wahrscheinlichkeit und fertigen Sie eine schematische Zeichnung dieser Wahrscheinlichkeit
als Funktion der Frequenz w an (Annahme: T < I).

3. Gehen Sie davon aus, da man die eben berechnete Wahrscheinlichkeit gut messen kann. Erkliren
Sie dann das Funktionsprinzip der Atomuhr.

10.2 Ein 3-dimensionaler harmonischer Oszillator mit Eigenfrequenz w befinde sich im Grundzustand.
Zur Zeit t = 0 wird ein rotierendes elektrisches Feld mit Kreisfrequenz w’ eingeschaltet. Fiir das zeitabhéing-
ige Storpotential gilt dann

Vit = 0 , t<0

V(t) = eEy(zcos(w't)+ysin(w't)) , t>0 (10.56)

1. Warum ist Gleichung (10.56) eine sinnvolle Darstellung fiir das Potential?



Kapitel 10. Zeitabhingige Storungstheorie 168

2. Finden Sie die Ubergangswahrscheinlichkeit als eine Funktion der Zeit dafiir, da der Oszillator vom
Grundzustand in den ersten angeregten Zustand iibergegangen ist.

3. Was passiert fiir den Grenzwert w’' — w ?
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Streutheorie

Die Streuthorie ist das vielleicht wichtigste Hilfsmittel der Kern- und Teilchenphysik. Uber die Versinderung
der zur Streuung verwendeten Teilchen lassen sich Riickschliisse auf die zu untersuchende Probe — das
Streuzentrum — ziehen.

11.1 Labor- und Schwerpunktsystem

11.1.1 Laborsystem

Aus der Impulserhaltung folgt

Piy+pyy=pm und Py +py =0
Die klassische HAMILTON-Funktion fiir diese Streuung ist

pi P
H=—+—"+4V - 11.1
o+ 9 4V (e — 1)) (11.1)
Die Dynamik des Systems 148t sich in Schwerpunkt- und Relativbewegung separieren

miry + mers

R =
s mi1 + mso
Ps = pi+p2
r = I —TIo
map1 —Mi1P2
p = —
mi1 + meo
M = mq + ms
_ mq Mo _ mq Mo
Heo= mq + ms B M
Mit den so festgelegten Groflen kann die Hamilton-Funktion zerlegt werden
P2 2
Hees = ﬁﬂg— +V(r)=Hs+H (11.2)
~~~ L,_/
Hg H

Fiir die Quantenmechanik machen wir jetzt den Ubergang H — H mit der zeitabhéngigen SCHRODINGER-
Gleichung und der Wellenfunktion

U = q’s(Rs,t) \I’(I‘,t)
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11.1.2 Schwerpunkt

Fiir die Bewegung des Schwerpunktes gilt Hg = Ps  es handelt sich also um eine freie Bewegung, die

2M
sich durch eine ebene Welle beschreiben 148t.

Die zugehorige SCHRODINGER-Gleichung ist
ot s Rs, oM s(Rs,t

mit der Wellenfunktion
Us(Rs,t) =C -exp (i(ks r— w,(cs)t)>

und der Dispersionsrelation
B2k s s
oar = e =B
11.1.3 Relativbewegung

ih%\ll(r,t) = <—£L—MA + V(|r|)> U(r,t)

(11.3)

(11.4)

(11.5)

(11.6)

Auch wenn wir an diese Stelle nicht darauf eingehen, so ist es auch moglich, dal das Potential nicht nur

vom Ort, sondern auch noch vom Impuls p des einlaufenden Teilchens abhéingt — also V = V(p, ).

Fiir die Rechung im cms gilt jetzt, dafl

e Schwerpunkt = Koordinatenursprung
[ ] |Ps| = 0

L4 Pl,cms = _P2,cms
11.1.4 Streuung als stationires Problem

<—gA + V(r,t)> U(r) = BU(r)

(11.7)

Die Streuzusténde sind stationér in dem Sinne, als das weder an einlaufendem Strahl noch an dem Target
eine Verdnderung vorgenommen wird. Die Energie E — Impuls der einlaufenden Teilchen — ist vorgebener

Parameter.
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11.2 Differentieller und Totaler Wirkungsquerschnitt

Differentieller Wirkungsquerschnitt

Anzahl der Teilchen pro Zeiteinheit in dQ2
do () = 11.8
o () j der einlaufenden Teilchen ( )

jedf G2 do

= . - 11.9
Gl = e (11.9)
[Zahl / At] .
= = [Flich
[do] Zahl / Flache A 1 ache]
Totaler Wirkungsquerschnitt
Jr r?
Ototal = [ do () = [ ——d (11.10)
e A Ja

[Utotal] = [Flache]

Wirkungsquerschnitte in der Kern- und Teilchenphysik werden typischerweise in Einheiten von Barn
angegeben. Dabei ist 1barn = 1b = 10~ 24em?2.

11.3 Quantenmechanische Berechnung

Gehen wir davon aus, dafl wir es mit elastischer Streuung zu tun haben — der Betrag des Wellenvektors
also unverindert bleibt
kel = |ka| =k

und die Wellenfunktion innerhalb des Volumens V' — in dem sich die Versuchsapperatur befindet — nor-
mieren 1463t

dann wir der einlaufende Strom durch den Stromoperator 9.10)

jo = 2% (\II*V\I' - \W\I/*) -

hk
na
dargestellt. Da der Abstand zwischen Streuzentrum und Detektor, verglichen mit der Ausdehnung des
Streupotentials, sich in guter Ndherung als Unendlich betrachten 148t, brauchen wir nur den asymptoti-
schen Anteil der auslaufenden Welle betrachten:

1
vV

ikr
U, = <eik2 + fr(8, ) er ) r| = oo (11.11)
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Fiir die Streuung an einem Coloumbfeld ist die ¢-Abhéngigkeit wegen der Kugelsymmetrie des Potentials
vernachléssigbar — es bleibt nur f = f(#). Desweiteren wollen wir nur auslaufende Wellen mit 6 # 0
betrachten, um durch Interferenz mit dem ungestérten Teilchenstrahl entstandene Anteile zu eliminieren:

Je =Ja~ etk

Mit diesen Uberlegungen kénnen wir den Strom jetzt schreiben

. h . e tkr etkr eikr i e ikr 1
= v <.fk (9)—r (ik) f(9) - fr(6) - (—ik) f7(6) ) + O(T_S)
_ LRGP,
wvoorz
Einsetzen in den Wirkungsquerschnitt ergibt
2
HE LA 0
do (Q) = © %k — |fk(9)|2 dO
nv
Formfaktor
Q .
dadé ) - | £1(8)]* = | Streuamplitude | (11.12)

Da diese Rechnung im cms gemacht wurde, die experimentellen Messungen aber im Laborsystem stattfin-
den, benstigen wir eine Transformationsvorschrift fiir diesen Wirkungsquerschnitt.

11.4 Transformation zwischen CMS und Labor-System

Da die in der Defintion (11.8) auftretende Anzahl der Teilchen invariant ist, brauchen wir lediglich eine
Transformationsvorschrift fiir den (Raum-) Winkel:

. do (QL) o do (Qcms)
Np = ( 8 )dQL _ < Rene) ) 2o

d_a _ d_a Sin Oems dBems AdPems
dQ L_ dQ cms sinHLdéLdgoL

Mit den Vereinbarungen

e dafl wir kugelsymmetrische Probleme betrachten: d?o% =1

e der einlaufende Teilchenstrahl sich in 2-Richtung bewegt, und

e das Potential nur vom Abstandsquadrat abhiingt: V' =V (|r|)
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konnen wir den Winkelanteil schreiben

SinBOems dBems  d(COSBems)

sinfrdf;, d(cosfr)
Durch Umformen folgt dann
cos By, = ——2 & 608 bems Jy= (11.13)
V1472 42708 Oems Mo

Die gesuchte Beziehung ist also schliellich

Differentieller Wirkungsquerschnitt CMS-Labor

do do (]. + ')/2 + 2')/ cos ecms)S/Q
do _ (4o Boms € (0,2 11.14
<dQ>L (dQ>cms 1 +'Ycosecms ’ © (O Tr) ( )

Fiir den allgemeinen Fall einer Zweiteilchenreaktion ist

mi+ms — m3z+my+Q

1
_ mims E /2
T = mamyg E + 7
E _ m1m2v2
2 (m1 + mg)

Mit der Transformationsformel (11.14) 148t sich jetzt auch abschétzen, welche Streuwinkel im Laborsystem
auftreten kénnen — eine wichtige Information auch fiir den Aufbau des Detektors in einem Experiment.

y<1 = mp<mg und 6 € (0,7)

ecms

2

y=1 — my=ms und 6=

v>1 — m; >my und 9L<g

11.5 BoRN’sche Naherung

Fiir die elastische Streuung an einem einem kugelsymmetrischen Potential mit Fy;, > (V(r)) 148t sich
der Formfaktor (11.12) auch aus der Storungstheorie berechnen .

Wir wir bereits aus dem asymmptotischen Verhalten der Wellenfunktion wissen ist

ikr
U= (a‘kr -|-f(9)er ) Ir| = oo

Da sich das Streuzentrum als Ausgangspunkt von Elementarwellen auffassen 1:8t, liegt der Gedanke nahe,
die SCHRODINGER-Gleichung auf eine Gestalt zu bringen, in der sich Analogieschliisse aus der Elektrody-
namik verwenden lassen — es sei an das Problem der Fernfeldniherung erinnert.
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e
=
-
SN
Il
|
<
—
-
SN

h2 h2
S—— S——
A+K)T() = Ul)Tr)
Entwickeln wir nun die Wellenfunktion:
ikr ikz
\II(O) (I‘) _ e _ e
VV VY
ikz
oWp) = ¢ +vW(p
(r) v X (r)

Einsetzen in die SCHRODINGER-Gleichung

1 1 .
A+k2 <_ezkz+ (1)r> = Ulr <_ezkz+ (1)r>
( ) Vi X+ (r) (r) Vi X (r)
A+#)xP(E) = Ur)¥(r)
Ein dhnlicher Ausdruck w
(2+()?) o) = —4mp(x)
ist aber bereits aus der Elektrodynamik bekannt: Es handelt sich um eine Wellengleichung mit der Losung

ot = [ 2Ll =)

v —r'|

Analog konnen wir deshalb an dieser Stelle ansetzen

X(l)(r) — _i / dS’I“U(r,) \I’O(rl) exp(ik |I‘ — rl|) (1115)

4 |r — r'|

Fiir das asymptotische Verhalten der Wellenfunktion entwickeln wir den Abstand

!
r—r'| = Vr2+r2-2rr' = M/l—— — (1———!—...) (11.16)

Beriicksichtigen wir die Ausbreitungsrichtung der einlaufenden Teilchen

1 .
‘IIO —€Zk0r ) kO ke
vV
dann ist
XV —o0) = —i/d o etkor’ eXp(zkr(l —mo)
471' r ( + )
1 Zkor etk
= d3 I
471'/ P
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Fiir den Impuls in Richtung von r 148t sich noch weiter vereinfachen

1 eikr

Cdmor

P = 0) = /d3r' U(r') e iar’ , k— =kr (11.17)

Wobei q = k — kg der Impulsiibertrag der gestreuten Teilchen ist.

Da wir nur an den Lésungen fiir ebene Wellen interessiert sind, eleminieren wir den Exponentialanteil
e*r /r der Kugelwelle.

_ _i 3./ N —iqr’  __ _ m / 3./ n _—iqr’
f(0) = ypm /d r'U(r')e = 513 d’r'V(r')e (11.18)

Wir erhalten also eine Fouriertransformation des Formfaktors aus dem Ortsraum in den Impulsraum, so
daf} der differentielle Wirkungsquerschnitt in 1. Born’scher Ndherung geschrieben werden kann als

3—3 =1fOF = (2:;2)2 V(a) | (11.19)

11.5.1 Beispiel: Elastische Streuung schneller Teilchen am Kern

Potentielle Energie:

2ee r
V(r) =epo(r) = TP —eep/d%’ﬁ (11.20)
Formfaktor:
2meep Z i iar! (r')
f(g) — _ s /dSTIFe iq —/d3r'e iq /d3r11|r”_ ,| (11‘21)
T II

Der Term [ 148t sich analog zur Elektrodynamik berechen

—iqr efiqr' 4m —iqr
Ap(r) = —dre ™ =  ¢(r) = /d3r' E— = q—2€ a
Z _qr' 471'
/dST’Fe X = ZP(r)|ep = q—22 (11.22)

Dies entspricht einer FOURIER-Transformation von q%.

Um II berechnen zu konnen, vertauschen wir zunéichst die Reihenfolge der beiden Integrationen und
bekommen dann

1" —iqr’
3.1 _—iqr’ 3 .1 p(r ) _ 3 1 " 3, €
/dre /dr7|r”—r’| = d°r" p(r'") dr7|r”—r’
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4 . "
— _;T d3’l°” p(rll) e tar iq= k — kl
q
Fla)
47
= ?F(Q)
11.6 Phasenanalyse
11.7 Resonanzen
11.8 Unitaritéat
Betrachten wir die zeitunabhingige Formulierung
0 .
_EW'Z:VJ.:O (11.23)

so bedeutet dies Wahrscheinlichkeitserhaltung, dafl die Zahl der Teilchen im Experiment erhalten bleibt.
Denken wir uns also ein Volumen, welches durch die Oberfliche I' begrenzt wird, dann gilt

/de =0 (GauB) .
r

Dies muf} fiir jede Partialwelle separat gelten, wenn der Drehimpuls — wie hier durch die Rotationssym-
metrie des Potentials — erhalten bleibt. Damit ergibt sich die folgende

Unitarititrelation fiir [*-Partialwelle

Si(k) = 1+ 2ikt;(k) (11.24)
ungehinderter Durchgang + Kugelwelle durch Streuung

[Si(k)] = 1 , Normierung

Bei der Streuung édndert sich nur die Phase
Si(k) = e2iou(k) , Oreel .
Auflésen gibt

1 1 . €1 gin §; 1
b= —(S —1) = — (e _ 1) = =
1= gD =g (e ) k % cot 0, — ik
so daf} wir also erhalten:
1 & .
16) =+ > (21 +1) € sin g Pi(cosb) (11.25)
[=0

Da wir hierfiir lediglich vorausgesetzt hatten, dafl das Potential Rotationsinvariant ist und Wahrschein-
lichkeitserhaltung gilt, ist diese Form allgemeiner als die bereits gezeigte Ableitung aus der SCHRODINGER-
Gleichung.
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Ubungsaufgaben

Ubung 11.1 — Eigenfunktionen eines freien Teilchens. Bestimmen Sie die Eigenfunktionen eines
freien Teilchens der Masse m in 3 Raumdimensionen

1. in karthesischen Koordinaten
2. in Kugelkoordinaten

3. und stellen Sie den Zusammenhang zwischen den beiden Losungen dar.

Ubung 11.2 — Streuung an einer schweren Kugel. Eine ruhende schwere Kugel wird durch das
Potential

00 firr < R
Vi(r) =

0 firr > R

approximiert. Fiir den Parameter R soll dabei gelten R < A, wobei A der Materiewellenlénge eines
einlaufenden Teilchenstrahls entspricht, der lings der z-Achse auf eine Kugel trifft.

(a) Berechnen Sie die resultierende Intensitéit und Richtungsverteilung der Streuwelle sowie den Wir-
kungsquerschnitt der Kugel.

(b) Fiihren Sie obige Rechnung durch nun unter der Annahme, daf§ das Potential im Inneren der Kugel
den endlichen Wert V5 > 0 hat. Diskutieren Sie auch den Fall V5 < 0.

(c) Skizzieren Sie den zuletzt berechneten Wirkungsquerschnitt fiir den Fall einlaufender niederenerge-
tischer Neutronen, die mit einem “Atomkern” mit Radius 7 fm und Potentialparameter V = 4 MeV
bzw. Vo = 40 MeV wechselwirken und diskutieren Sie das Ergebnis.

Ubung 11.3 — Streuung an einer Potentialbarriere. Ein Teilchenstrom der Energie 0 < E < V;
trifft, von = —oo kommend, auf eine rechteckige Potentialbarriere

Viw) = Vo fiir|z] <a mit V>0
] 0 fiir 2] >a

(a) Geben sie die SCHRODINGER-Gleichung und den allgemeinen Ansatz fiir die Wellenfunktion in den
Bereichen I (z < —a), 11 (—a < z < a) und 111 (z > a) an. Setzen Sie die Amplitude der einlaufenden
Welle gleich 1.

(b) Wie lauten die Randbedingungen fiir die Wellenfunktion?

(c) Berechnen Sie den “Transmissionskoeffizienten” T und den “Reflexionskoeffizienten” R. Verifizieren
Sie die Wahrscheinlichkeitserhaltung R+ 7T = 1.

(d) Skizzieren Sie die Wellenfunktion.

(e) Betrachten Sie die “Wirkungsfunktion” in Einheiten von #

S = %50 - %/:,/Qm (V(az) - E) dz.
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Zeigen Sie, daf} fiir S" > 1 gilt

4ky _og . 5 2m (Vo — E) 9 2mE
T~ <k2 +X2> e mit  y° = — und k2 = P

(f) Berechnen Sie T fiir ein Elektron, welches mit der Energie E = 1eV eine Potentialbarriere mit
Vo =2eV und a = 0.1 nm durchdringt. Wie grof} ist die Tunnelwahrscheinlichkeit 7' fiir ein Proton
mit der gleichen Energie und der gleichen Barriere?

Ubung 11.4 — Streuung an einer Potentialbarriere. Betrachten Sie weiterhin das eindimensionale
Potential aus vorherigen Aufgabe, jedoch mit dem Fall E > V4.

(a) Wie lautet jetzt der physikalisch sinnvolle Ansatz fiir die Wellenfunktion in den drei Bereichen?

(b) Losen Sie das Gleichungssystem. Welche Anderungen ergeben sich fiir den Transmisions- und den
Reflexionskoeffizienten?

(c) Vergleichen Sie Thre Ergebnisse mit dem Fall des Potentialtopfs (Vo < 0) und E > 0. Stellen Sie T'

als Funktion von E graphisch dar fiir
2mVpa? 13
o4

(d) Die Wellenfunktion im Bereich 111 (z > a) kann man auch in der Form

\I’III — Cezkxezé

schreiben, wobei C reell ist und § als Streuphase bezeichnet wird. Berechnen Sie die Streuphase.

(e) Berechnen Sie die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Bereich 11 (|z| < a) fiir Vp < 0 und diskutieren
Sie deren Abhéngigkeit von der Energie.

Ubung 11.5 — Streuung von Punktteilchen. Im Laborsystem bewegt sich ein Teilchen mit der
Masse m; und der Geschwindigkeit vi und trifft auf ein ruhendes Teilchen der Masse mo. Nehmen sie an,
daf es sich hier nicht um idealisierte “Punktteilchen” handelt, sondern um Objekte mit “kleiner” endlicher
Ausdehnung. Die Teilchen kénnen daher nach dem Stof3 einen Winkel O, zueinander einnehmen.

(a) Zerlegen sie die Impulse im Endzustand in Parallel- und Transversalbeitriige relativ zur Richtung
01. Welche Bedingungen gelten fiir die transversalen, parallelen Impulse, bzw. die Energien?

(b) Betrachten Sie nun den Stofl zwischen Teilchen 1 und 2 im Schwerpunktsystem. Stellen Sie wieder
die entsprechenden Bedingungen fiir Energie und Impulse auf.

(c) Stellen Sie nun eine Beziehung zwischen dem Winkel Oy, im Laborsystem und dem Winkel Og im
Schwerpunktsystem her.
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Aspekte der formalen Streutheorie

Im folgenden wollen wir nun eine Verallgemeinerung des bisherigen Zugangs vornehmen, ohne unbedingt
immer mathematisch rigoros vorzugehen.

12.1 LIPPMAN-SCHWINGER-Gleichung

12.1.1 Ableitung und Resolvente

Sei H = Hy + V wieder der HAMILTON-Operator mit

Ho = — Hol¢) =FE|¢)
m
Fiir V — 0 soll die Wellenfunktion in
(Ho+ V)| &)y =E|T)

iibergehen | ¥ ) — | ¢ ), da sonst eine Entwicklung nach ¢ nicht moglich ist. Um dies zu gewéhrleisten,
machen wir fiir die Wellenfunktion den Ansatz

(W) = VI +6) (12,1

Einsetzen gibt dann
(BE—Ho)| W) =V[¥)+(E-Ho|¢)
T
Allerdings ist der darin auftretende Ausdruck E+HO singulér und fiihrt damit aus dem HILBERT-Raum #
hinaus.

Um dies zu korregieren bedienen wir uns eines Tricks: Wir betrachten stattdessen die Resolvente von

Hy, also
1

= 12.2
Go(2) p— ecC (12.2)
Dann 148t sich zeigen, dafl die Vorschrift
1
G =lim——— >0 (12.3)

e—~0 B — Hy i€

wieder zu einem Zustand innerhalb des HILBERT-Raumes # fiihrt: Die Wellenfunktion gibt die
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LIPPMAN-SCHWINGER-Gleichung

1

- - () y = (£) | g
VI T ) = [ 6) 16 |9 (124)

[P ) = 1 6) +

Diese Formulierung hat den Vorteil, daf§ sie darstellungsunabhingig ist und sich die Wellenfunktion
| #(*) ) wieder aus dem Verhalten fiir grofe |x| ableiten Lift.

12.1.2 LIPPMAN-SCHWINGER-Gleichung im Ortsraum

Zu Berechnung von (12.4) im Ortsraum gehen wir nun folgendermaflen vor:

w|®ﬂ>=<ﬂ¢>+/ff<ﬂ =

R ! g ()
e X (X V)

Fiir den eigentlichen Kern dieser Integralgleichung ist

h? 1 ,
o N Fmze ¥

1
_ 3 3 1 " n !
_—/d /d x|p>(p|E HoilelpHpIX)

Ausfithren der Skalarprodukte

Gi(x,x)

o
(x|p') = (x'|p") =
(2rh) - (2rh) -
und Einsetzen
h i e iex
G X,X, — _/ / B ! : "
+(x,x") 5 %h (p IE_HOizelp >(27Th)3/2
2 p,_ 1 eilp',_p” x<'
— 2_/ / 3 n =" (3) (p p//) - 7
27rh) E— P +ie (2nh)72
_ / exp (%p (X — X'))
27rh E— B +ie
Mit den Ersetzungen
h2k?
E = p = hk
2m
und dem Ubergang zu Kugelkoordinaten wird dies
Y (ilaJx ~ x| cos)
N 9 exp (i|q||x — x'| cos
Gi(x,x') = E /dqq /d¢/d(cos0) [Ep—

0 0

el
1 1 et |x—x 1 _ et [x—x|
T 8r2ilx—x/| x’| / 74 — k2 Fie
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Unter Beachtung der Residuen bei

q:ik,hi%z(ikiie)

ergibt sich dann durch Integration in der komplexen Ebene

Gi(x,x') = —iw (12.5)
dr  |x — x|
Die G4 sind die GREEN’schen Funktionen der HELMHOLZ-Gleichung
(V2 + k) Ge(x,x") = 0@ (x — x') (12.6)
Die LIPPMAN-SCHWINGER-Gleichung im Ortsraum ist damit also schlief8lich
(x [ TH)) = (x]¢) +»%g3 d3x'§;%;§;£%-(x'|V’|@(i)) (12.7)

Streuung

und setzt sich aus einem Anteil ( x | ¢ ) fiir die einlaufende Welle und einem Term fiir die Streuung
zusammen.

12.1.3 Asymptotisches Verhalten von ( x | U(*) )

Betrachten wir nun ein lokales Potential V' mit einer endlichen Reichweite
(x' |V ) =V(x)6® (x—x)
so wird das Ubergangsmatrixelement
(3 V108 ) = [ (o [V x) (x | 09)) = V() (x| 0
und damit die Darstellung im Ortsraum

. 7
eLik |x—x"]

(x| 95y = (x| ) - 2 [ @ V) (x| 9 ) (12

4 |x — x|
12.2 Die T-Matrix

12.2.1 Gleichung fiir die 7T-Matrix

12.2.2 TIterative Losung

12.3 Das Optische Theorem

12.4 Identische Teilchen

Die in diesem Abschnitt wiedergegebene Darstellung ist fast identisch mit [14], Kapitel 6.
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12.4.1 Austauschentartung

Die klassische Physik erlaubt es, selbst bei einem System, welches aus identischen Teilchen aufgebaut
ist, das Verhalten einzelner Teilchen separat zu studieren. Betrachten wir z.B. ein System welches aus
Teilchen 1 und Teilchen 2 aufgebaut ist, so ist es zu jedem Zeitpunkt moglich, die Bewegung von 1 und 2
auf unterschiedlichen Bahnen getrennt zu verfolgen (ein Beispiel wire hier das KEPLER-Problem fiir zwei
Korper mit identischer Masse).

In der Quantenmechanik hingegen sind identische Teilchen nicht mehr unterscheidbar. Dies liegt daran,
daf} ein System lediglich durch einen vollstindigen Satz kommutierender Observablen beschrieben werden
kann.

12.4.2 Permutationsoperatoren

Sei | k" )| k" ) ein Zwei-Teilchen-Zustand. Die Wirkung des Permutationsoperators P wird dann in
folgender Weise definiert:
Po| K )K" ) = 1K) |E) (12.9)

Der so definierte Operator hat die Eigenschaften:

(1) PhL=1:
P12P12|kl>|k”>:P12|k”>|kl>:|kl>|k”>

(2) P12=P21:
P | K" ) [k ) =1k )K" ) =P k") | k)

Aus der ersten dieser beiden Eigenschaften ergibt sich fiir die Eigenwerte, dafl P = +1. Fiir einen Zwei-
Teilchen-Zustand ergeben sich also die Mo6glichkeiten

Pisps(zy,x0) = tg(xr,x2) symmetrischer Zustand
Pispa(zi,22) = —tpa(zr,2) antisymmtrischer Zustand

Solche Zustinde lassen sich konstruieren durch:

symmetrischer Zustand | h1ehs 4 = (JEYIE"Y + K"K ))

Sl

2
€
V2

Wie sich durch einfaches Multiplizieren zeigen 1d8t sind diese Zustédnde orthonormal.

antisymmetrischer Zustand | h1eps Y — = (| Y| E"Y — | E"Y|KE))

Fiir eine Observable gilt folgendes: Seien A; und As Operatoren mit simultaner Eigenfunktion | &) | ")
Au|E) TR ) =a[ K [E")  und Ay [ K ) [E") =an| k') [ E")

Anwendung des Permutationsoperators P ergibt dann

PpAL| K )Y [ K" ) = PoAy PPy [ B ) K'Y =aiPo | k) K" ) =al| K" ) | k),
Ao 1

also
Py A P = Ay .
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Zur Untersuchung der zeitlichen Entwicklung betrachten wir den folgenden HAMILTON-Operator eines
Zwei-Teilchen-Systems:

2 2
H= % + ;’—7; + Voaar (%1 — Xa]) + Vexe (1) + Vaxe (X2)

Anwendung des Permutationsoperators ergibt
PoHP, = H & Py H=HP> ,
was also nichts anderes bedeutet, als dafl P> eine Konstante der Bewegung ist:

[H, P12] =0 (12.10)

Fiir ein Mehrteilchensystem ist es durchaus denkbar, kein reiner Symmetrie-Zustand vorliegt. Daher de-
finieren wird die Operatoren

512 =

(1+ Pis) zur Symmetrisierung,

N = N =

A, = (1— Py») zur Antisymmetrisierung.

Die Vollsténdigkeit wird gegeben durch
Aip +S12=1.

Die so definierten Operatoren bewirken also in der Tat

S trisch
{ 12} | beliebige Linearkombination ) — { symmetrischer

Zustand
o b )

antisymmetrischer

Das bedeutet also:
512 ! " " !
b e valin 1))

1
= S(al®) IR +el ) [ K))
Clﬂ:CQ
=

(cr | K'Y 1) +eal ) 1))

N | =

ERILAEIVISY

Die Wirkung des Permutationsoperators 143t sich ohne weiteres von dem Fall eines Zwei-Teilchen-Systems
auf den Fall eines N-Teilchen-Systems (N > 2) iibertragen: wir setzen dazu einfach

Py | M) [9@) @) @) ) = 1) @) ) ) L g (12.10)
wobei wir wegen P;; = 1 wieder die Eigenwerte +1 erhalten.

Zu beachten ist hierbei allerdings, daf} fiir die Hintereinanderausfiihrung von zwei Permutationen P;; und
Pkl gﬂt
[Pijapkl] 75 0 fir i€ {k,l} oder j € {k,l} R

was sich ja an einem einfachen Beispiel klarmachen 1483t:

Pi3Pi3|1,2,3,....,N )
P3Py 1,2,3,...,N )

Py|3,2,1,.,N) =13,1,2,..,N)
Pi3|2,1,3,.,N) =231, N)
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Anmerkung: Mathematisch exakter und allgemeiner 148t sich die Aktion des Permutationsoperators in
folgender Weise definieren: Sei ¢(z1, ..., zn) die Wellenfunktion eines Systems von N Teilchen und o eine
Permutation der Zahlen 1, ..., N, dann gilt

P(7 1/J(x1, ...,l‘N) = ¢($a(1), ...,I‘U(N)) .

Die Permutation bewirkt also eine Vertauschung der Teilchenkoordinaten.

Drei identische Teilchen Es ist durchaus sinnvoll, das bisher besprochene explizit fiir ein System von
drei identischen Teilchen anzugeben. Als Motivation hiervon kann angesehen werden, dafl die Untersuchung
der Hadronenstruktur auf die Zusammensetzung von Hadronen aus Quarks fiihrt. Besondere Bedeutung
kommt dabei Systemen wie dem A(gqq) zu: die beiden Zustinde A*T(uuu) und A~ (ddd) setzen sich
aus drei identischen Teilchen mit gleichem Spin zusammenzusammen. Um dennoch einen Verstofl gegen
das PAULI-Verbot zu verhindern, muf} es noch einen weiteren inneren Freiheitsgrad geben, welcher die
Antisymmetrie der Wellenfunktion gewé&hrleistet. Diesen Freiheitsgrad gibt es in der Tat: es handelt sich
hierbei um die Farbladung, welche fiir jedes Quark drei zusitzliche Freiheitsgrade ergibt. Die zugehorige
Theorie ist die Quantenchromodynamik (QCD).

Insgesamt gibt es 3! = 6 Moglichkeiten fiir Zustandvektoren der Form
|kl>|k”>|k'”l> .

Forden wir fiir den daraus zusammengestzten Zustand entweder vollstindige Symmetrie oder Antisym-

metrie, lassen sich fiir beide Félle jeweils nur eine Linearkombination finden; diese sind

1
k'lk”k'”, — _{ k'l k” k'”l :i: k” k'l klll
| )+ \/6|>|>|>|>|>|>

+|k”>|k”l>|kl>:i:|k”l>|k”>|kl>

IR LK) TR £ 1K) TR )[R}
und ergeben simultane Eigenzusténde zu Pj5, P;3 und Ps3. Die noch verbleibenden vier méglichen Kombi-

nationen ergeben Zustinde mit einer gesmischten Symmtrie (d.h. sind sind weder vollstéindig symmtrisch
noch antisymmtrisch).

12.4.3 Symmetrisierungs-Theorem

Symmetrien in einem N-Teilchen System

Systeme mit N identischen Teilchen sind entweder total symmetrisch oder total antisymmetrisch
unter der Vertauschung jedes Paare.

symmetrisch = Bosonen

antisymmetrisch = Fermionen
Fiir die Permutation von zwei Teilchen gilt dann

P;; | N identische Bosonen ) = +| N identische Bosonen )

P;; | N identische FERMIonen ) = | N identische FERMIonen )
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Beispiele fiir diese verschiedenen Arten von Teilchen sind:

— Bosonen: Pionen, Photonen, W-Bosonen, *He

— Fermionen: Quarks, Nukleonen, Leptonen, *He

Spinstatistik-Theorem

(Elementar)Teilchen lassen sich entsprechend ihrem Spin in zwei Klassen einteilen:

e FERMIonen haben ganzzahligen Spin

e Bosonen haben ganzzahligen Spin

12.4.4 Das 2-Elektronen-System

Beschriinken wir uns auf die Untersuchung eines nach auflen elektrisch neutralen atomaren System, so
haben wir es in diesem Fall mit einem Helium-Atom mit Kernladung @ = Ze und N, = Z = 2 zu
tun. In der Wellenfunktion zu beriicksichtigen sind dann die Ortskoordinaten x; und x5 der Elektronen,
sowie deren Spin-Zusténde ms, und ms,. Da die einzigmogliche Permutation in der Vertauschung (1 <> 2)
besteht, gilt fiir den Permutationsoperator Pjo = —1.

Damit kénnen wir die Wellenfunktion jetzt schreiben also!

@ZJ=ZZC(msl,msZ)(xl,msl;xQ,ms2 | a) (12.12)

Mgy Msy
Unter der Voraussetzung, daff die Energieeigenfunktion simultane Eigenfunktion zu S? ist
[H,8°] =0
148t sich die Wellenfunktion ¢ in Ortsraum- und Spinraumanteil zerlegen:
¥ = ¢(x1,%2) X(Ms,, Ms,) (12.13)
Da wir es hier ja mit Fermionen zu tun haben gibt ferner
(X1, Mg, ;X2, Mg, | @) == Xa,mg,; X1, Mg, | @) = ( X1,Ms,; X2, Mg, | Pia] @)

Analog zur Zerlegung (12.13) der Wellenfunktion machen wir fiir den Permutationsoperator den Produk-

tansatz
P, =P - PX . (12.14)

I Eine mathematisch prizisere Darstellung findet sich in [13], Kapitel 5.
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Demnach 148t sich die Bedingung Pi5 ¢ = —t auf zweierlei Weise realisieren:

PP (9X) = (Phao) (Piax) = —ox
——— ——
+1 F1

Folglich:

— Ist die Ortraumfunktion ¢ symmetrisch, so muf} die Spinraumfunktion y antisymmetrisch sein.

— Ist die Spinraumfunktion x symmetrisch, so muf die Ortsraumfunktion ¢ antisymetrisch sein.

Fiir die Spinraumwellenfunktion lassen sich jetzt folgende Kombinationen realisieren:

X++ symmetrisch
X—— symmetrisch

x(ms,,ms,) = \/Lg (X+— +Xx—+) symmetrisch (12.15)
\/Lg (X4— — X—+) antisymmetrisch

Die symmetrischen Spinraum-Wellenfunktionen bilden also ein Triplett, wihrend es nur eine einzige anti-
symmetrische Spinraum-Wellenfunktion gibt (Singulett).

Fiir die Ortsraum-Wellenfunktion haben wir wieder die bekannte Wahrscheinlichkeitsinterpretation: ist
|{(x1,x%2)|? die Wahrscheinlichkeitsdichte, dannn ist

P = /d3$1 d3£152 |’¢J(X1,X2)|2

die Wahrscheinlichkeit dafiir das Elektron 1 im Volumen d®z; um x; und das Elektron 2 im Volumen d®z,
um X» zu finden.

12.5 Beispiele

12.5.1 Angeregte Zustinde im He-Atom

12.5.2 Streuung identischer Teilchen

(a) Streuung von Teilchen mit Spin 0 (Bosonen) an einem zentralsymmetrischen Potential V.

do
s

F6) + f(m — )
F@O) + 15z = ) +2Re[£(9) *(x —0)

Fiir # = 7 ergibt sich also eine konstruktive Interferenz, der Wirkungsquerschnitt wird erhoht.

(b) Streuung von Teilchen mit Spin § (FERMIonen) an einem zentralsymmetrischen Potential V. Die
einlaufenden Strahlen seien nicht polarisiert und das Potential V' hénge nicht vom Spin ab.

Dann ergib sich aus den Eigenschaften der Wellenfunktion im Ortsraum, dafl
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N

Spin-Singlett symmetrisch —  stat. Gewicht

[

Spin-Triplett antisymmetrisch — stat. Gewicht

Der differentielle Wirkungsquerschnitt

do
dQ

50 + 16 - + 2150) ~ s - o)
= 1OF +15(x - 6)F = Re [1(6) *(x - 0)

hat dann bei § = Z ein Minimum.

12.5.3 Die Farbquantenzahl der QCD

Wir betrachten hier das AT+, Ruhemasse 1232 MeV, welches aus drei Up-Quarks mit Spin 1 zusammen-
gesetzt ist. Seine Quantenzahlen sind
3
Spin ih —  FERMIon

3
u =€ — 3-§e=26=6A++

Da Quarks FERMIonen sind diirfte es das A** mit der Zusammensetzung
[ AT ) =Jut) |ut)|ut)

nach dem PAULI-Verbot garnicht geben, da sich alle Quarks, scheinbar, im gleichen Quantenzustand
befinden: Es muf} also noch eine weitere, bisher noch nicht behandelte Quantenzahl geben, die dennoch
eine Unterscheidung moglich macht. Diese zusétzliche Quantenzahl heifit Farbladung u, mit

a = rot, griin, blau

Es gilt jetzt noch eine geeignete Kombination zu finden, da sich in der Natur nur farbneutrale Zustinde
beobachten lassen. Unter dieser Bedingung kénnen wir uns das AT+ folgendermaflien zusammengesetzt
denken:

Ay = (lutr)lutg) [utd) = [utg) [utr)|uth)
Flutg)luth) utr) —|uth)utg) utr)

+lutb)lutr)utg) —|utr)utb)|utg))
%ZEQ’6,7(|UTQ>|UT5>|UT7>) WObeia7677:Tagab

a,B,y

12.6 Der Fock-Raum

Ubungsaufgaben

12.1 — Das Pionische Atom Das Pion ist ein skalares Meson (I JP = 107) dessen relativistische
Beschreibung durch die KLEIN-GORDON-Gleichung erfolgt. Ahnlich wie beim “normalen” Atom, kann auch
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ein negativ geladenes Pion im elektromagnetischen Feld eines Z-fach positiv geladenen Kerns gebunden
sein. Dieses gebundene System nennt man pionisches Atom.

1. Stellen Sie aus der KLEIN-GORDON-Gleichung mit elektromagnetischem Feld

_Ze
r

A =0, d =
und stationdrer Losung
U (r,t) = ¢ (r) exp (—%Et)

eine zeitunabhéngige Differentialgleichung fiir das pionische Atom auf. Dies entspricht der Situtation
eines unendlich schweren Kerns.

2. Leiten Sie mit Hilfe eines Produktansatzes aus Radial- und Winkelanteil die Radialgleichung

I+ 1)-2Z%? 2ZaE m?c* — E?
(W B 2 * her R > Bi(r) =0 “T e

ab.

3. Vergleichen Sie diese Radialgleichung mit der Radialgleichung des Wasserstoffatoms und definieren
Sie nun geeignete Variablen, um die Radialgleichung in folgende Form zu iiberfiihren:
& v k(k+1) 1
dp* p p? 4
Welche Bedingung muf dabei die Energie E erfiillen, um einen gebundenen Zustand zu erhalten?
4. Berechnen Sie nun die Energieniveaus des pionischen Atoms. Gehen Sie dabei analog zur Losungs-

methode beim Wasserstomatom vor, um aus der Abbruchbedingung des Potenzreihenansatzes die
Eigenwerte zu bestimmen.

Welche Bedingung muf} an die Kernladungszahl Z gestellt werden, um reelle Eigenwerte zu erhalten?
Entwickeln Sie den Ausdruck fiir die Energieeigenwerte bis zur vierten Ordnung in Za und zeigen
Sie daf} gilt:
Z2a®  Z*a* n 3
E=md |1- — - )+
me m?  2nd <1+1/2 4) + } ’

wobei n die Hauptquantenzahl des pionischen Atoms ist.

Vergleichen Sie die Energieniveaus des pionischen Atoms mit dem Termschema des Wasserstoffatoms
und diskutieren Sie die Unterschiede.



13

Grundziige der relativistischen
Quantenmechanik

Der hier dargestellte Teil basiert auf der Vorlesungsausarbeitung von U.-G. Meifiner. Alternative Darstellungen
finden sich ab Seite 218 im Anhang.

13.1 Prinzipien der nichtrelativistischen Theorie

In der bisher behandelten Quantenmechanik haben wir den Ubergang zur klassischen Mechanik immer
durch den formalen Ubergang & — 0 durchgefiihrt, also v/, = 8 < 1. Fiir hohere Geschwindigkeiten v ~ ¢
allerdings werden die Beschreibungen im Rahmen der speziellen Relativitdtstheorie relevant: die bisheri-
gen quantenmechanischen Wellen miissen also dquivalent den Bewegungsgleichungen der Punktmechanik
modifiziert werden.

klassische Mechanik  nicht-relativistische Quantenmechanik

freie Teilchen: Ebene Welle:
Energie E, Impuls p ¥ (r,t) = e'(kr—1)
Frequenz w, Wellenvektor k

E =P w =
2m

Ersetzen wir nach dem Korrespondenz-Prinzip

0 . hoo
E i h— J - ) =1,2 13.1
— 1 at Y pﬁzaw] (.] 773) (3)
so erhalten wir damit die
Freie SCHRODINGER-Gleichung
0 h?

ih=—0 (r,t) = |—=—A,| ¥ (r,¢ 13.2

i (0 = =g (132)

Aber: Die Ableitungen nach Zeit (1. Ordnung) und Ort (2. Ordnung) sind nicht symmetrisch!
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Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte und Wahrscheinlichkeitsstromdichte sind

pd) = ()T (x1) >0 (13.3)
h
j(r,t) = —(¥"VIY-UVI* 13.4
i = s (U Y-uv ) (13.4)
und geben die
Kontinuititsgleichung
0 t
9208 L G it =0 (13.5)
ot
Dies bedeutet die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit.

13.2 Ubergang zur relativistischen Theorie

Grundlegend fiir die Struktur der relativistischen Gleichungen ist deren Verhalten gegeniiber den zugehori-
gen Transformationen:

Forderung: Die Form der Grundgesetze muf} invariant sein gegeniiber Lorentztransforma-
tionen = LORENTZ-Kovarianz

LoRrENTZtransformationen beschreiben den Ubergang von einem Raum-Zeit-Bezugssystem zu einem an-
deren - die Physik darf nicht von der Wahl eines bestimmten Bezugssystems anhingen. Einschrankung im
Rahmen der speziellen Relativitétstheorie: nur Inertialsysteme.

Fiir die Lorentztransformation benutzen wir folgende Grofien:

z* = (ct,r) = (ct,z,y,2) = (2°, 2", 2%, 2%) (kontravarianter) Vierer — Vektor
x, = (ct,—x,—y,—2) = (xo, T1, T2, T3) (kovarianter) Vierer — Vektor
1 0 0 O
v v v v 0 -1 0 0
l‘l = A”x“ 5 AA’MA)‘ = gu = 0 0 _1 0 = Guv

0 0 0o -1
MetrischerTensor

Fiir die Vierer-Vektoren verwenden wir die EINSTEIN’sche Summenkonvention

3
a, bt = Z a, bt = aoh® + a1bt + asb® + ash® = apb® —a-b
n=0

wobei die griechischen Indizes von 0,...,3 zdhlen und die Dreiervektoren mit lateinischen Buchstaben
bezeichnet werden.

Wir wissen:
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1. Die Groflen
P

E
=
C

(Zop) W=

sind Vierervektoren und wir konnen schreiben #k* = p* — Die Beziehung Teilchen-Welle ist also
kovariant.

U(r,t) = p—ilwt—kr) _ —ikua" — ,—ike
Die Phase ist ein Lorentz-Skalar und somit Lorentz-invariant.
3. Die Operatorzuordnung
= ihaix”

ist kovariant.
4. Der Viererstrom j* = (¢p,j) ist ein Vierer-Vektor und es gilt die Kontinuitéitsgleichung

. 0 .
Oui® = ggud" =0

5. Die SCHRODINGER-Gleichung ist nicht kovariant wegen der Raum-Zeit-Asymmetrie (Raum-Zeit-
Symmetrie ist notwendig, aber nicht hinreichend).

Ziel

Gesucht ist eine Gleichung, die LORENTZ-invariant (forminvariant) ist und die fiir v < ¢ in die
SCHRODINGER-Gleichung tibergeht.

13.3 KLEIN-GORDON-Gleichung

13.3.1 Heuristische Ableitung

Aus der relativistischen Impulsbeziehung

2
PPt = — —p2=m2ec
2

2
2

bekommen wir fiir das Ruhesystem p =0, dal £ = mc

Wegen P* — ih% konnen wir schreiben
N

{_h2i 9

Bz, Dt

Mit dem D’ALEMBERT-Operator
0 0 1 02 N
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1483t sich dies vereinfachen zu

m202
= Joe=0  oder [O+ €] o(r,t) =0 (13.7)
o
=£2

O+

e O ist Lorentz-Skalar, ebenso &2 — Die KLEIN-GORDON-Gleichung ist kovariant (unabhingig vom
Transformationsverhalten von ).

o ¢ ist eine einkomponentige Grofie — Die KLEIN-GORDON-Gleichung kann nur Teilchen ohne inne-
re Freiheitsgrade (Spin) beschreiben, also z.B. skalare oder pseudoskalare Mesonen (7°,7%). Ein
Teilchen mit Spin £ hat bereits zwei Komponeten, | + ) = | +) und | =) = | ] ).

13.3.2 Losung der KLEIN-GORDON-Gleichung

Fiir die Wellengleichung machen wir den Ansatz (A ist Normierungsfaktor — z.B. fiir § oder Box)
o(r,t) = Ne~the = N gmiwi—kx)
Mit

2 2 w’ 2 2
K+ =0 = _c_2+k +& =0

erhalten wir die

Relativistische Dispersionsformel

wy = e/ k2 + €2 (13.8)

Das bedeutet aber auch, dafl es Losungen mit negativer Energie gibt: diese sind nicht unphysikalisch,
sondern beschreiben die Anti-Teilchen, z.B. wy — 7, w_ — 7.

13.3.3 Nicht-relativistischer Grenzfall

Wir formen dafiir um:

(=h?0"8, —m*c*) p(z) = 0 x =z
—R20"d,p = miclyp
n* o?
“app? tAe = midy

Wir spalten noch die Ruhemasse ab: ¢(x,t) = ¥(x,t) e~ wme’t
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%‘P = e wmet <——.mc2\IJ + %W)
g_;‘;@ = emimet <_m;c4\1, - 2%mc2%\lf + g—;@)
m2c W + 2ihm%\1’ - 2—55—;\11 + BPAT = mlT
2ihm%\1! - 2—55—;\11 +RPAT = 0

Fiir den nichrelativistischen Grenzfall kénnen wir die Terme ~ mlcQ weglassen und wir erhalten die

SCHRODINGER-Gleichung fiir ¥

2
m%m = —Qh—mmp (13.9)

Dies 148t sich auch auch den Fall eines EM-Feldes verallgemeinern.

13.3.4 Wahrscheinlichkeitsinterpretation?

Fiir den Vierer-Strom

1L =i 9 s _ P o*
J(l‘)—Qm(was@ ot p*)
gilt

aju ih * o * W, 4% *
A = 2 [0ue") (0"9) + 9700 — (9up) (9"9") — p07]
= - [FEPe+ o]
=0

also die Kontinuitétsgleichung 9,,7* = 0 mit

1 10 0 0
p= Ejo = —2;02 o acp — @atp* Wahrscheinlichkeitsdichte (13.10)
h
j = %im [p*Vo — pV ™) Wahrscheinlichkeitsstromdichte (13.11)

Fiir die freien Losungen sind die Wellenfunktionen:

; 0
o= efz(u)tfkr) N a(p — —iwtp
* +i(wt—kr) 0 * -
p - =e — a(p = +wwep
? .
> e T = oa
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Folgerungen:

e Fiir Losungen negativer Energie hw_ ist p, die Wahrscheinlichkeitsdichte negativ!

e Die Interpretations als Wahrscheinlichkeitsdichte ist nicht haltbar! Ausweg: |e| p als Ladungsdichte
(PAULI-WEISSKOPF).

g

Zur Aufrechterhaltung der Wahrscheinlichkeitsinterpretation ist eine Gleichung 1. Ordnung in
der Zeitableitung erforderlich. Die Lorentz-Kovarianz erfordert dann auch eine rdumliche Ab-
leitung 1. Ordnung.

13.3.5 Ankopplung des EM-Feldes

Als minimale Substitution ersetzen wir in der KLEIN-GORDON-Gleichung den Impuls durch den

Kovarianten Kinetischen Impuls

I+ = ph — S 4k (13.12)
C

so daf3
(PP, —m?c®) p(z) =0 = ("I, —m?c®) p(z) =0

Unter Anwendung der lokalen Eichtransformation — wobei x(x) beliebig, aber nicht-singular ist

Pl(x) = eneX@ ()
AM(z) = AM(z) - 0 x()

wird dann

I — H'u:pu_EA'u
c

g (0) = (0" = Zam) X ()
c
_ giex@) (inan _ Cau _Cpuy Cau
= X (R0 - S9rx(a) - SAF + S0n(@)) ()
- ez’ﬁx(z)ﬂu@(x)

H'”HL@'(@") = I~ (ei%"(x) (Hugo(a:)))
= imX@)H (Hugo(x))
= enX@m220(x)
2.2 1

m”c”p'(x)

Die KLEIN-GORDON-Gleichung mit Ankopplung eines EM-Feldes ist also invariant gegeniiber lokalen
Eichtransformationen.
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e A#: Eichfeld — Spin -1; Photonen!

e Ebenfalls invariant unter Eichtransformation

OA™ — gr9, A = DA* — 0d'y(z) — O"D, A" + 0"Oy(x)
= OAF — "9, A"
= 0

Eichtheorien
¢ Quantenelektrodynamik (QED)
e Quantenchromodynamik (QCD)
e Starke WW — Eichfelder: Gluonen (Spin 1)

13.4 Die DIRAC-Gleichung

13.4.1 Heuristischen Ableitung

Ansatz:

.0
(iZ’Y”@ —€> e(x) =0
n=0

Die Losung soll auch die relativistischen Beziehungen zwischen E und p erfiillen; das heifit, dafl ¢(z)
abenfalls die KLEIN-GORDON-Gleichung

(O+¢€%) ¢(@) =0
erfiillen. Also

0 = (i7" +£) (i7"0, — &) pl@) = (—7"71"0,0, — €) p(w) = (~0"0u — €) () (13.13)

1. Wir versuchen den Ansatz:
VAt =gt = 4 = (") =1=7"==1

(V) =-1=19"=+i

= keine Losung, die v* konnen keine C-wertigen Zahlen sein!

L Wir verfolgen die Quantisierung des EM-Feldes an dieser Stelle nicht weiter; dies ist Stoff der sich anschliefenden Vorlesung
zur Quantenfeldtheorie.
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2. Néchst-schwéchere Bedingung:
1 v v !
=3 (P ) 0,0, - € | o) = [-0°0, - €] ()
so daf
YA+ = {0 = 29"
= Loésung nur fiir nichtkommutierende Objekte v#: das sind Matrizen (dim N), wobei N gerade,
mit gleicher Zahl positiver und negativer Eigenwerte, ist.

"y =2¢"1N

wobei 15 Einheitsmatrix in D = N.

13.4.2 Die y-Matrizen
Frage: Gibt es derartige v*’s und sind diese eindeutig?

1. N =2 : Geht nicht, nur 3 nicht kommutierende Matrizen, die PAULI-Spinmatrizen o,,0y,0..

2. N >4 : Eine mogliche Losung mit N = 4 (minimaler Satz)
1, 0 0 of
0 _ 2 k _
7‘(0—]@) ’ 7_<—a'f 0>

olod = 691, + ie* oy, , {O'i, G'j} = 2091,
Bei diesem Ansatz ist der Spin automatisch eingeschlossen!

("")? = 14

mit

(A} =

b = (20 () )% %)
( | |

= {7 = 29"
3. Anderer Satz mit N = 4:
yM = STIyMS
wobei S quadratisch und S—! existiert, ansonsten aber beliebig. Hierfiir
{,y/u’,ylu} — {S_l'y”S, S_l’)/VS} — S—l {’YM,’YV}S — 29uu14

4. N>4, N=4n(n=1,2,...) : Block-diagonale Einbettung (wird hier nicht weiter verfolgt).
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13.4.3 Kovarianz der DIRAC-Gleichung

DirAc-Gleichung

(ih’y“a;gu - mc]l4> U(z)=0

Da die v* 4 x 4-Matrizen sind hat ¥(z) ebenfalls 4 Komponenten.

1. PAULI-Theorem: Gegeben ~#, 4* mit
(3,5} = 29" 14

Es gibt eine Matrix S, so daf}

:Yu — S_l'y“ S
2. Lorentz-Transformation auf ~# :
¢ = Aﬁrm“
AZIAVII" _ gl""”
m' = T
e = ALy

Also
{47} = ML (97,07} = A AY 29, = 20 AT, = 29,

3. Gegeben sei eine Lorentz-Transformation Aﬁ’ und ein erlaubter Satz v*; es gibt immer eine Matrix

S, so daf3 , , ,
PH = Ayt =87 S
Also:
0 = (ih w9 —mely ) U(z) = [iAF 44 —mecly | U(z)
B T D ‘ B W P ‘
0 r 0
— AR
da dxr Al ox'w
ol O
= <zS Ly SW —mc]l4> U(x)

= (ify’/% —mc]l4> S¥(z) = 0

= (i'y”l S —mc]l4> V') = 0

DirAc-Gleichung

Die DIrAC-Gleichung ist Lorentz-kovariant (forminvariant), wenn sich ¥(x) bei einer Lorentz-
transformation A% wie ¥'(2') = S ¥(z) transformiert.
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U(z) = : “DIrAC-Spinor” (wegen harmonischer Einbeziehung des Spins)

S=S5 (A‘:) Spinor-Transformation 4 x 4 Matrix
Daher gilt:
ST =080 4 GT = 405140
Beweis:

AH STIAMS 87!
AAsTh = T

Es gilt aber auch

ALSY  =A"'S = A ()T (%)

Unsere 4’s erfiillen:

und damit

YA =444 oder  (v*)14" =09 €]

Multiplizieren wir nun (*) von links und rechts mit v°, so erhalten wir

A ()TST0 = A0Sy ) TR0
G A 8T = 48Ty
——— ——
Sg—1 Ss—1
gl — 'yOSJ"yO

q.e.d.

13.4.4 Struktur der Spinortransformation

e Eigentliche Lorentz-Transformation: det(Al’j’) = 1, aus infinitisimaler Transformation um gﬁl er-
zeugbar (Rotation, Boosts)

e Uneigentliche Lorentz-Transformation: det(Al’j’ = —1, nicht aus infinitisimaler Transformation um

g"j’ erzeughar (Raumspiegelung)

Betrachten wir zunéchst die infinitisimale (eigentliche) Lorentz-Transformation:
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g
AM 1 :gu’u +€u’u
wobei e = —e¥*, also anti-symmetrisch unter der Vertauschung v < X
Beweis:
A AX =gun = (g + ) (95 +&X

= Guv tExpEux + g?

= Guv
Das heifit also, dal ey, = —ep.n q.e.d.

S hat die Form

1
S =14+ —e"Py,75

4
Beweis:
A“"‘S’y# = 4"'S
S (gMPAMY (1 + is"ﬂvawa)v“ = 7 (la+ igaﬁ%wg)
D p it Teagt™ Y = A peasy
Es gilt aber ebenfalls
’YQ’YBV“, — 4 (Qgﬁu’ —'y“l'yﬁ)
— 2P (27— )

= 274" — 29" A + 4" "B

Daraus folgt, daf§

’ 1 ’ ’
"y + 5ap (g™ 4" =) =0
Durch Umstellen und Umbenennen der Indizes wird daraus
’ 1 ! 1 ! 1
E“u+555’ya—585’yﬁ = 0
i L aw 1 s
€ 'yu—l-gs 7,1—55 3 = 0
«, 8 werden nun umbenannt nach p
’ 1 ’ 1 ’
e + EEHM Yo — EEH Py, = 0
1 ’ ’ .
FE )y = 0 daja e’ = —e'p
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Beispiele:

1. Rotation um die z-Achse

(a) infinitisimal, Winkel dw

) 1
€12 = —0w=¢2 — S;gf = 144—1512(7172_’7271)
_ L sz 0
= 14—}—2(5&]2 5 E—<0 0,3)
denn
1.2 2.1 _ 0 o 0 o®) _ 0 o 0 o
YV =YY = —o 0 -2 0 a2 0 —ol 0
B —(o'0? — oa") 0
- 0 —(oto? — o20t)
mit,

. —2io5 0
_ 1.2 2.1 _ 3
[o1,00] = 2i0 = 7=y = ( 0 —2ios )

(b) unendlich, Winkel w

= 1 i 1% " w _ bron v
SR—nll)n;o<]l4+20' 7’L> ) 9 _2[777]

Es gibt nur gerade (~ 14) und ungerade (~ ¥3) Beitrige?, so daf

Sr =14 cos% + X3 sin% = exp (%wau)

Sh =851 <«  Sgist unitir.

2. Lorentz-Boost in z-Richtung mit Geschwindigkeit v

S, = ]l4cosh£+iamsinh£ tanhwzgzﬂ
2 2 c
- b o
= exp ( Tl )
= S} # Si da %' nicht hermitesch
3. Raumspiegelung (uneigentliche Lorentz-Transformation, diskret)
Dies ist der Fall fiir
(Cta T, Y, 2) - (Cta -, Y, —2)
Dann
1 0
ot = Aﬁlx“ mit AZI = ! _1 =9uu
0 -1

2 Dies wurde an fritherer Stelle bereits fiir 11 + io3dw gezeigt.
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also:

Slgl'ylLISP = g,u’u’)/” =Y — Sp =¢e"%y
)

N S;rD — (’Y efia — efia,y[) — S};l

S ist also unitér.

Allgemein gilt:

e Uneigentliche Lorentz-Transformationen habe gerade Anzahl von 4’s (1) in S

e Eigentliche Lorentz-Transformationen haben gerade Anzahl von +’s (0,2) in S

Adjungierter DIRAC-Spinor

(ih’y"a;zﬂ - mc) U(z) =0

herm.konj. . 0 t pt t_ 0
— i <—8x”q’> (") —meP" =0 — =y
0
7 i (%‘I’T> (9" 7 +meTty? =0 ()10 =0

0
= i (W\PT) YOyt +meWia® =0

Adjungierter Spinor

\IJT ’YO = \il = (\Ilfa ‘I’;v _lIlgv _\IJZ)

Damit schreiben wir jetzt die

Adjungierte DIrRAC-Gleichung:

0 - _
; I —
Zhaxu\II7 +mec¥ = 0

U (ih’y“a;zu + mc)

I
o
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Spinor-Transformation von ¥:

()=8T(z) — (U) =08t =wly05 140 =g G510
von rechts mit ~° (T (2") 7" = T(z) S~ (4°)?

13.4.5 Wahrscheinlichkeitsinterpretation

Viererstrom

j*(z) = ¥(z) 7" U()

1. j* ist ein Vierervektor:

’

. _ — ’ _ 71 ! _ A _ ’ .
J*(a") = W ()" W(2) = W(z) ST 4" SU(z) = Al ¥(z)v" U(z) = A}, j*(x)
2. Die Komponenten des Vierverktor sind j* = (p, j)
3
p=0y"T =01 (") = Te =3 " (¥,)* >0
a=0

Daher kann p als Wahrscheinlichkeitsdichte im tiblichen Sinne interpretiert werden.

3. Es gilt die Kontinuitétsgleichung

0 0
u_ 9 . _
oxh Btp FVi=0
denn:
o . 0¥ (x) - 0
TR " "
" ) () + B () (a)
ime - ime -
= Ty oy

= 0

(13.14)
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Bilineare Kovarianten

Aus Produkten von ~’s lassen sich 16 linear unabhéngige 4 x 4 Matrizen I" konstruieren, die oft
vorkommen. Diese sind linear unabhéngig und vollsténdig.

F:{FS=14’FL/:’YuaFP:’Y5’FZ’V:O-MV’F;?:’Y5’YU}

Daraus ergeben sich Eigenschaften und Anzahl der T' Matrizen wie folgt:

Matrix Typ Zahl
rs Skalar 1
I‘L/ Vektor 4
rr Pseudoskalar 1
rr, Tensor 2" Stufe 6
I‘ﬁ Axialvektor 4
16

13.4.6 Nichtrelativistischer Grenzfall
Anschlufl des EM-Feldes

Hamilton’sche Form der DIRAC-Gleichung
Nichtrelativistischer Grenzfall

13.4.7 Losung der freien DIRAC-Gleichung

L0 . . ,MoC
i = H ¥ = —ilic [av+z[37] v

Da wir erwarten konnen, das wir in diesem Fall — &hnlich der nichtrelativistischen Behandlung — ebene
Wellen behandeln miissen, machen wir den Ansatz

T (x,1) = N u(p) exp <%px - %Et) = Nu(p) exp (-%pm) (13.15)

Setzen wir dies ein, so erhalten wir

Eu(p) = (cap + moc®B) u(p) (13.16)

Da nach wie vor die KLEIN-GORDON-Gleichung erfiillt sein muf}, auch

E?u(p) = (¢*p® + mc?) u(p) (13.17)

so daf} die Energie
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E = +y\/p*c + m3c*

Um die weitere Rechnung zu vereinfachen, betrachten wir zunéchst ein sich in Ruhe befindliches Teilchen
— der Anteil fiir die kinetische Energie verschwindet also zu Null. Die Losungen fiir ein bewegtes Telchen
lassen sich dann durch Lorentztransformationen ermitteln.

13.4.8 Teilchen in Ruhe

Mit dem Verschwinden des Terms fiir die kinetische Energie bleibt jetzt nur noch

ih%\lf (t) =moc®BY (t) = T (t) = Nu(0) exp (—%Et)

E=4moc> = U(t) = Nu(0)exp (q:%mw%)

D) = Nu® exp [ = L&,moc? =l
& UW({H)=Nu exp< h&,moct> Su—{_l v=34

Somit kénnen wir jetzt Wellenfunktion und Spinoren bestimmen

+moc?u (0) = me?fu(0) & +u™(0) = fu)(0)

Verwenden wir wieder die PAUuLI-Darstellung von « und § aus (A.37) so sind die Spinoren und Wellen-
funktionen in Abh#ngigkeit von der Energie

1
E>0 | ub(0) = 8 T (4) = uD(0) exp (—4moc’t)
0
0
u®(0) = é T (1) =u®(0) exp (—imoct)
0
0
B<0|u®©=| | | #0(0) = u®(0) exp (imoc?t)
0
0
u®(0) = 8 TD(t) =u™(0) exp (£moc’t)
1
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Als neue Grofle fithren wir noch den Spinoperator ¥ ein:

1
h h -1

— 3 _ —
52 =3 ) (13.18)
13.4.9 Teilchen in Bewegung

Wir zerlegen zunichst den Spinor u (p) in zwei Komponenten

u) (p) = ( “fu)(p) ) (13.19)
B

Dies fiihrt zu den beiden Gleichungen

Eus(p) = copup(p)+moc’laua (p)
Eug(p) = copua(p)—mociloup (p)

oder geschrieben als Matrix-Gleichung
(moc2]l2 cop ><uA>_E<uA>
5 =
cop —moc1y up up

cop

Losen wir dies auf nach
cop
E + mgyc?

ua(p) = up(p) und up(p) ua(p)

E — mgyc?

so konnen wir dies wieder in das gekoppelte Gleichungssystem einsetzen

2 2 [ UA _ 2.2 UA _ g2 .24 UA
c(ap)<UB>—cp<uB>—E moc<u3>
E? =mic' +p’c> & E=+/p*+mict

Obere und untere Komponenten héngen iiber die Beziehung

uA(p)

_ cop
" E 4+ moc?

1 1 2 0
w-(3) -(1)
die jeweils zueinandergehorigen Spinoren berechnen kénnen:
e (p) = cop 1 _ c Py
B P E+moe2 \ 0 E+moc2 \ P +iP
0
1

u(2)(p) _ cop _ c P —iPs
B E + mgc? E 4+ moc? —Ps

up(p)

zusammen, so dafl wir mit

Abhingig von der Energie ist dann
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1

0 1
E>0|uM(p)=N c Py =N cop :
E+mgc2 0
C(P1+iP2)
E-+mqgc?

0
1 1 0
U(2) (p) =N c(P1+iPs) =N ( ca'2p ) < 1 >

E+4+mgc?
_ cl3
E+mgc2

cPs
T E[+moc2

Pit+iP __¢cI9p _
B<o|u® =N | ~TTm =N< E+m002><é>
1

0

(Pl le)
\EH—moc2

—t73 = _LPQ 0
U(4) (p) =N ‘EH'OWLOCZ =N ( |[E[+moc ) < . >
1

13.4.10 Normierung der Spinoren

Bis jetzt haben wir noch keine Aussage iiber den willkiirlich eingefiihrten Faktor N gemacht. Diesen
kénnen wir jetzt aber benutzen, um die Spinoren u(p) zu normieren. Dafiir haben wir zwei Méglichkeiten:

Wir entscheiden uns fiir die erste Mo6glichkeit und erhalten durch Einsetzen

tu = 1
1
P, P, —iP, 0
N2<1 0 &2 u) cp. = 1 E=E+m?
E E m-HP)
2P2
N =

A /E2 + C2p2
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Demzufolge gibt es 4 linear unabhéngige Losungen der DIrRAC-Gleichung:
i
o) (x,t) = Nu® exp {—ﬁ (E(”)t — px)} v=1,2,3,4 (13.20)

Je nach Wert von v bekommen wir dann
v=1,2 E=+/p*c+mict Teilchen
v=34 E=—\/p*+mict Anti-Teilchen

13.5 Erhaltungsgrofien

Analog zur nichtrelativistischen Quantenmechanik suchen wir jetzt Groflen, die mit dem DIRAC-Operator
Hp vertauschen.

13.5.1 Impuls
[fID,f’] = [cap+mgc2ﬂ,15 =0 (13.21)
Es existieren also simultane Eigenfunktionen zu Hp und P

13.5.2 Drehimpuls

Ausgehend vom Gesamtdrehimpuls

hfo O
J—L+S—rxp+§<0 0_)

wissen wir, daf
[H’D,j] —0

Mit den Ergebnissen aus Ubungsausgabe (13.5)

[ﬁp,ﬁ] = ihcla X p)

[ﬁD,S] = —ihc[a x p]

wissen wir dann, daf H p, J? und J, simultane Eigenfunktionen sind.



Kapitel 13. Grundziige der relativistischen Quantenmechanik 208

13.5.3 Paritit

Nach Wirkung
Rx —» —x RV = -V

auf die Ortskoordinaten ist
L0 h 5
zha\ll (—x,t) = [ —ca=V +moc"f ) U (x,t)
i
Da dies aber nicht zu dem gewiinschten Erfolg fiihrt, wihlen wir stattdessen den Operator P = 8 R
., 0 h N
ihs B (—x,0) = (—BeadzV+moch) B (~x,1)
D h \
zhEB\I’(—X,t) = ca?V—l—mocﬁ B (—x,t)
Die Wellenfunktion verédndert sich also gem#if3
PV (x,t) =87 (—x,t)
Fiir die so gewéhlte Transformation gilt dann
[FID,?] )

mit den simultanen Eigenfunktionen ¥ (x,¢) und P ¥ (x,t)

13.6 DirAc-Teilchen in dufleren Potentialen

Wir behandeln nun das Verhalten eines DIRAC-Teilchens unter dem Einflufl &uflerer Kréft d.h. Potentiale.
Diese konnen allerdings unterschiedliches Transformationsverhalten beziiglich Lorentz-Transformationen
besitzen. Wir betrachten skalare Poteniale U(z) mit

Bmoc® — B (moc2 + U(x))

und Vektorpotentiale V#, welche sich verhalten wie A#. Betrachten wir nur den skalaren Anteil ( VI =0)
dann bleibt lediglich V# = ( V°,0 ) und wir koénnen in der DIRAC-Gleichung das elektrische Potential
¢ < Vj ersetzen:

zh%\lf (x,t) = [cap + B (moc® + U(x)) + Vo(x)1l4] U (x,t) (13.22)

Wir erhalten die

Statische DIRAC-Funktion mit externem Potential

E1,7 (x) = [cap+ B (moc® + U(x)) + Vo (x)] ¥ (x) (13.23)

V(z) und U(z) haben wir als zeitunabhingig vorausgesetzt.




Kapitel 13. Grundziige der relativistischen Quantenmechanik 209

Im Folgenden wollen wir jetzt nur noch radialsymmetrische Potentiale
U(x) = U(r) Vo (x) = Vo (r)

Dann knnen wir simultane Eigenzustéinde zu J2, J, und P finden und die entsprechende Winkelabhiingig-
keit abspalten: wir haben dann nur noch die Radialgleichung zu l6sen.?

Passen wir zuniichst Spin-, Drehimpuls- und Paritétsoperator an die PAULI-Darstellung (A.37) von a und

B an:
_hfo 0 _( L+ks 0 .- (R 0
S‘E(o a> J‘( 0 L+lto P=pR=\"9 _R

Da in dieser Darstellung J die groflen und kleinen Komponenten nicht mischen, kénnen wir die nichtrela-
tivistische Wellenfunktion benutzen 500
x
¥ (x) =
w=(%%)

Abh#ngig vom Gesamtdrehimpuls wissen wir dann bereits, dafl

, L+ 1o+ my m,—1 1 L+t —my o om;+d 0 . 1
V) = S (g )+ S e (1) sy
=)(i L+, —my om;—L 1 L+ +my omjtd 0 . 1
i = T i () - T () i)

Mit J =L+ % o sind das Eigenfunktionen zu J?, J, und R mit

R¢(]v mjal) = (_1)l ¢(Jamal)

Fiir ein gegebenes j haben ¢(*) und ¢(~) entgegengesetzte Paritit. Da die groBen und kleinen Kompo-
nenten verschiedene Parititen haben lautet der Ansatz fiir die 4-komponentigen DIRAC-Spinoren

loben > lunten — v (]a myj, (_)l) = {

——

~— ' e

——

NI N[= N =

loben < lunten — ¥ (j,mj, (—)j_%) = {f2 "

Die Paritét ist durch die obere Komponente definiert; obere und untere Komponente unterscheiden sich
durch +1.

Wir schreiben jetzt die stationidre DIRAC-Gleichung in zweikomponentiger Form

<m0c2+U(r)+Vo(r) cop > ( Toben >:E< Toben > (13.24)

cop _(TnOc2 + U(T) ) + ‘/O(T) W inten Winten
oder explizit als gekoppeltes Gleichungssystem

(771002 +U + VE)) Uoben +€oP Punten = FE ¥open
cop ¥Yoben — (m002 +U + VO) Vinten = E Punten

Das Verfahren wird sich allerdings als ein wenig komplizierter als im nichtrelativistischen Fall herausstellen, wo wir es mit
einer Wellenfunktion der Form

¥ (x) = fi(r) Yim ()
zutun hatten.
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Fiir die Losung benétigen wir also Terme der Form
Upf(’l") ¢(jamjal)

Es gilt folgende Zerlegung:

Fiir den ersten Term*

hord _hdfor, ...
i T or didr r oM

Fiir den zweiten Term formen wir zunéchst das Produkt (or)(ocL) um:

1 hl
ﬁ[rXL] = ?ﬁ[rx[rXV]]
hfr 0 r’ h(r 0 r’
= 2(72“'“5‘7”) = z(;a‘rﬂ)
h hor O o
'V o= e

Das darin auftretende Vektorprodukt 148t sich mittels (A.51) umformen, so daf wir schreiben kénnen

(or) (L) = rL +io[r x L] = io [r x L] (13.25)
=0
Mit .
J?=(S+L)’ :a2+L2+QS-L©SL:§ (I — 0> - L?)

0L¢(Jam]7l) = (J2_02 _LQ) (b(.]amjal) = (](J-I-]-) _l(l+1)_ Z) ¢(.77m]7l)

1483t sich schreiben

h h r
or(-1) Fotimn = =% (iG+0-10+0 =) T otm)
h|d 1 3\ o
oo i) oimin) = 7| = 2p) (30 10+ - §) Fotimi)
AuBlerdem gilt (zum Beweis siehe [9], S. 169.)
07r¢(jamj7j_1/2) = ¢(]7m37.7+1/2) (1)
T Gimpd ) = Gimyd =) (2)
Mit
(or)2 12
2 !

folgt dann weiter aus (1) die Gleichung (2). Da T o Y7, kann man nun / um +1 &ndern. Auflerdem &ndert
aber auch r die Paritit, was einem Wechsel [ £+ 1 entspricht.

4 Fiir den vollstéindigen Beweis — durch Zerlegung in Radial- und Winkelanteil — sei verwiesen auf [9], S. 168
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Wir kénnen schreiben
JUG+D) =G =R+ ) —3a=5-"1 firl=j-1%
JU+1)=10+1) =3, =
JU+1) =G +R)G+3%) =3=—j—3 firl=j+1,

Damit ergibt sich endlich

I 6 Gmgd o+

Urf(r)(b(jamjaj_l/Q) = dr

h
i
. . h
Urf(r)¢(]vmj7]+1/2) ;

[dgj‘) n %f(r)] ¢ (J,mj, 5 — 1)

so daf} sich die Winkelanteile aus dem gekoppelten Gleichungssystem von (13.24) herauskiirzen lassen —
es bleibt nur noch die radiale Anhingigkeit!

13.6.1 Beispiel: j — 1/,
Fiir [ = j — 1/, erhalten wir nun mit den vorangegangenen Rechnungen

= apgl(T)¢(j,mjaj —15)

= 2[00 g )] Gy -

. .1

(E-=moc® —U —Vy) fi(r) o (j,my,j — 5)
i or

Da wir es durch das vorangegangene Umstellen geschafft haben, daf jetzt nur noch identische Winkelanteile

auftreten, lassen sich diese aus der Gleichung abseparieren und wir erhalten — abhéngig von der Paritit —
folgende Losungen:

P=(-)"" [E = (moc® +U) — V] f(r) = % {agﬂr) . @gm-
[E + (moc® + U) = Vp] g(r) = % [agg‘) j _Tl/?f(r)-
P =(-)it"h [E - (moc® + U) — V] f(r) = 7c {ag(:) j _T%f(r)-
[E + (moc® +U) = Vo] g(r) = ? [31;7“) j +T3/2f(r)_

Um die Radialgleichungen lassen sich zu einer allgemeinen Form zusammenzufassen, wenn wir eine neue
Quantenzahl k anstelle der Paritéit P einfiihren:

1 + l=j+3 = k=1 s l=k
k=%(+5) (13.26)
— l:j—% = k=—-(1+1) & I=-k-1
Wir bekommen demnach die Substitutionen
3
jt+-=—(k-1) )
2 P= (=)~ /2

o1
J—§——(k+1)
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j—==k-1

P= (=)t

N LN | =

ji+S=k+1

die auf folgendes Gleichungssystem fiihren:

[E = (moc® +U) = Vo] f(r) = @ {dg;y) - k;lgk(r)]
(13.27)
[E + (moc®> +U) = Vo| gu(r) = % {dfcza(r) + i j: lfk(r)]

Mit dieser einheitlichen Schreibweise haben wir folgenden Zusammenhang zwischen j, £ und P

j k 1 P
s+ |1 -
-1 0 | +
Sl+2 | 2 | +
-2 1 -
21 43| 3 -
-3 2 | +

13.7 Beispiele

13.7.1 Wasserstoff-Atom

Das Potential ist in diesem Fall gegeben durch

A=0

2
Z62 Al = <_Ze a0>
V(’I")z—T:VO r

Erinnerung:
Im nichtrelativistischen Grenzfall der SCHRODINGER-Gleichung war

Z%e% 1 B>
E = — J— e
" 2a¢ n? o

MeC?
n=n,+I[+1
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Radiale DIRAC-Gleichung fiir das Wasserstoff-Atom

Ausgehend von (13.27) gehen wir analog zu der Rechnung fiir den nichtrelativistischen Fall vor. Dafiir
machen wir zunéchst die Substitutionen

fulry = ) gu(r) = 0

r r

Damit erhalten wir aus (13.27)

b 2] B0 _ e[ d (Gu) b-1Gut)
r r i |dr ir r ir
Z e Fi(r) he [ 1 dGr(r) . 1 k-1
— 2 - | =7 — - | — — -

[E MeC” + r } r i L’r dr ZGk(r)iﬂ 2 Gi(r)
dGr(r) 1. _ 1 s, Z€
7—;[z+k—1] Gr(r) = > |:E_mec +T F(r)

und
N _
[E+mec2+Ze } GI?(T) _ held <Fk(7“)> +k+1Fk(T)]
r i i |dr r r r
o Ze2] Gr(r) he [1dFy(r) 1 k+1
2 _ e 2alk ) il
[E+mec + = } - i ar Fi(r) 5 + =5 Fi(r)
dFp(r) & 1 5 Z€
- +;Fk(7") = E_E+mec + = Gr(r)

Da wir von den Wellenfunktionen wieder Normierbarkeit erwarten untersuchen wir zunéchst ihr asympto-
tisches Verhalten fiir » — co. Dann bleibt

dGr(r) _ mec E

dr h {1 B mec2} Fi(r)
dFp(r)  mec E

o = {1 + mec2} Gr(r)

Durch nochmaliges Ableiten nach r

dGr(r) = mec {1_ E ] d Fy(r)
dr? h mec? dr

d®Fp(r)  mec {l-l- E ] d Gr(r)
dr? h mec? dr

und anschliefendes Einsetzen ist es nun moglich die beiden Gleichungen zu entkoppeln

d? G(r) m2c? E?
Tarz R [1 a mgc‘*] Gilr) = AGilr)
S
d? Fy(r) m2c? E?
a2 [1— @] Fi.(r) = AGk(r)
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Fiir diesen bereits gut bekannten Typ von Differentialgleichungen machen wir den Ansatz

Fi(r)=are " Gr(r) = aze ™" (13.28)
mit den Koeffizienten
E E
a1 = +4/1+ 5 as = —y/1— 5
MeC meC
Mit den Abkiirzungen
FE
£ =
MeC?
meC E? mecC
A= 21— = LV1i-¢g
h mZct h
p = 2Ar
haben wir dann
Fi(r) = 1+ Ee M [ug(r) + v (r)]
Gr(r) = 1= e A [—up(r) + vp(r)]

so daf bei Riickeinsetzen in die Differentialgleichungen

duy Zaf 1 k Za 1

dp [7\/@5} ””[_EJ’T_&E} v

d vy, k Za 1 Zaf 1
O [‘;‘7,@;} “k+[1—71m;] Uk

An dieser Stelle machen wir — wie schon im nichtrelativistischen Fall — einen Reihenentwicklungsansatz
fiir ug, und vy,

up = p” Z ayp’ v = p7 Z b, p” (13.29)
v=0 v=0

Rekursionsformel fiir a, und b,

13.7.2 Potentialtopf
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Ubungsaufgaben

Ubung 13.1 — Nichtrelativistischen Grenzfall der KLEIN-GORDON-Gleichung. Bestimmen Sie
den nichtrelativistischen Grenzfall der KLEIN-GORDON-Gleichung unter Ankopplung eines elektromagne-
tischen Feldes.

Ubung 13.2 — Das pionische Atom. Das Pion ist ein skalares Meson (I.J7 = 10~) dessen relativisti-
sche Beschreibung durch die KLEIN-GORDON-Gleichung erfolgt. Ahnlich wie beim “normalen”, kann auch
ein negativ geladenes Pion im elektromagnetisches Feld eines Z-fach positiv geladenen Kerns gebunden
sein. Dieses gebundene System nennt man ein pionisches Atom.

(a)

Stellen Sie aus der KLEIN-GORDON-Gleichung mit elektromagnetischem Feld

7z
Ag=-2% | A=0
T

und stationdrer Losung ¢ (r,t) = ¢¥(r) exp(—iEt/h) eine zeitunabhingige Differentialgleichung fiir
das pionische Atom auf. Dies entspricht der Situation eines unendlich schweren Kerns.

Leiten Sie mit Hilfe eines Potentialansatzes aus Radial- und Winkelanteil die Radialgleichung

dr? r2 her h2c?

2 1_Z22 27 aE 24_E2

ab.

Vergleichen Sie diese Radialgleichung mit der Radialgleichung des Wasserstoffatoms und definieren
Sie nun geeignete Variablen, um die Radialgleichung in folgende Form zu iiberfiihren:
< d_z v k(k+1) 1
dp*> p P
Welche Bedingung muf3 dabei die Energie E erfiillen, um ein gebundenes System zu erhalten?
Berechnen Sie nun die Energieniveaus des pionisches Atoms. Gehen Sie dabei analog zur Losungs-

methode beim Wasserstoffatom vor, um aus der Abbruchbedingung des Potenzreihenansatzes die
Eigenwerte zu bestimmen.

Welche Bedingung muf} an die Kernladung Z gestellt werden, um reelle Eigenwerte zu erhalten?
Entwickeln Sie den Ausdruck fiir die Energieeigenwerte bis zur vierten Ordnung in Z« und zeigen
Sie daf gilt:
Z%2a?  Z%* [ n 3
E=mc |1- — — -
me 2n? 2nt <l+% 4) + ] ’

wobei n die Hauptquantenzahl des pionischen Atoms ist.

Vergleichen Sie die Energieniveaus des pionischen Atoms mit dem Termschema des Wasserstoffatoms
und diskutieren Sie die Unterschiede.
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Ubung 13.3 — Die Ladungskonjugation.

(a) Bestimmen Sie den Operator der Ladungskonjugation der die Losung ¥ der DIRAC-Gleichung fiir
eine negative Ladung —e,

{%L <zha% - EA”) - mch] U(x)=0
I

c
in die Losung ¥ fiir eine positive Ladung +e transformiert.
(b) ¥ beschreibe einen stationiiren Zustand positiver Energie:
U(x,t)=¢p(x)e 0 | E>0
Zeigen Sie, dafl dann ¥ einen stationdren Zustand mit negativer Energie beschreibt.

(c) Berechnen Sie die Beziehung zwischen den adjungierten Losungen ¥ und ¥ .

Ubung 13.4 — Bewegung in einem elektrostatischen Feld. Zeigen Sie, da die Bewegung eines
geladenen und spinlosen relativistischen Teilchens in einem elektrostatischen Feld durch die Gleichung

e2®2  2ied O
—| ¥ (x,t)=0
Pe e at} ()

beschrieben wird. Bestimmen Sie die Gleichung fiir stationdre Zustidnde. Geben Sie die Ladungsdichte an.

{D+/§2—

Ubung 13.5 — Energieniveaus in einem konstanten magnetischen Feld. Die DirAc-Gleichung
mit Ankopplung eines elektromagnetischen Feldes lautet:

['yu <zha% —SA”) —mch} Ugr=0
o

Berechnen Sie die Energieniveaus eines Elektrons in einem konstanten magnetischen Feld H und die
dazugehorige Wellenfunktion.

Ubung 13.6 - Kommutatorrelationen fiir ein freies DIRAc-Elektron. Berechnen Sie fiir ein freies
Dirac-Elektron die Kommutatoren

[SaHD] ) [LaHD] und [JaHD]

hfo O
S_§<0 0')

und L der Bahndrehimpulsoperator sind und J = L + S der Gesamtdrehimpulsoperator.

wobei S der DIRAC-Spinoperator

Ubung 13.7 — Die I-Matrizen. Mithilfe der y-Matrizen lassen sich folgende 16 Matrizen konstruieren:

v i v .
T £ e ) B X o B G AP U/
Zeigen Sie, daB fiir diese Matrizen (sie seien mit I'; (i = 1,...,16) bezeichnet) folgende Relationen gelten:
r; = +£1

2

iy, = A ,  wobei\ = +1loder +1.
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Erganzungen zur Vorlesung

A.1 Alternativer Einstieg in die relatistische Quantenmechanik

Die hier wiedergegebene Einfiihrung entspricht den beiden Vorlesungen durch Prof. H.R. PETRY in Vertretung
fiir die Dozenten MEISSNER und SPETH. Die von ihm prisentierte Einfiithrung hélt eng an die Darstellung seiner
eigenen Vorlesung zur Quantenmechanik [13].

A.1.1 Transformationen und Invarianz-Gruppen

Im kréaftefreien Fall ist schreibt sich die SCHRODINGER-Gleichung

0 h?
ih—U = ——AV Al
ot 2m (A1)
wobei wir den Erwartungswert |¥(z,t)|? als die Wahrscheinlichkeit interpretieren, das Teilchen zur Zeit ¢

am Ort z vorzufinden.

GALILEI-Invarianz

Wie wir ja wissen, sind die Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik invariant unter den GALI-
LEI-Transformationen. Daher erwarten wir, dafl auch die nichtrelativistische SCHRODINGER-Gleichung —
invariant unter einer solchen Transformation bleibt, da diese ja die quantenmechanische Bewegungsglei-
chung darstellt.

Aus der nichtrelativistischen Punktmechanik kenne wir bereits die

Galilei-Transformation

Eine Abbildung ¢; : R® — R® mit
¢¢(x) = Ox +a+ bt (A.2)

heift GALILEI-Transformation. Sie setzt sich zusammen aus einer Drehung O, einer Translation
a und einem Boost b.
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Machen wir dies als Ansatz fiir unsere Wellenfunktion
U — U'(x,t) =¥ (Az + b+ vt) (A.3)

und setzen dies in (A.1) ein, so finden wir

ih%\I"(az,t) = ih %\I’(ACU-FI)-FUt)+<U,V>‘~I’(A£L”+b+1}t)
0
2o p2

Durch den zusiitzlich auftretenden Term (I) sehen wir also, daf§ dieser Ansatz die Forderung der GALILEI-
Invarianz nicht erfiillt.

Als Ausweg nutzen wir die Tatsache aus, dafl die Erwartungswerte einer Wellenfunktion unveréndert unter
dem Hinzufiigen eines zusétzlichen Phasenfaktors bleiben. Setzen wir, ohne Verletzung der Allgemeinheit,
A=1und b=0 so ist

U (z,t) = U (A + vt) e ) (A.4)

mit dem Phasenfaktor
2yt — (v, z)m

_2 A.
\) . (A5)
Durch Einsetzen in (A.1) zeigt sich dann
0 ; 0 m

. _lI,I — 72A(I) i — . 2

zhat (z,t) e i (x +vt,t) +i(v, V) + 5V

n: o, h? mu\ 2 \
—_— = _— — — -t (z)

AV (z,1) o (v i ) U (z+ot,t)e

Durch Ausmultilizieren und Gleichsetzen erhalten wir dann
2

. 8 ! _ h !
zhE\If (z,t) = —%A\IJ (z,t)

Wir folgern daraus:

GALILE-Invarianz der SCHRODINGER-Gleichung

Die Wellenfunktion ¥'(z,t) definiert durch

U'(z,t) = U(Az + b+ vt) exp <—%(%v2t - m(v, CU)))

erfiillt bei einem Boost z — x 4+ vt wieder die SCHRODINGER-Gleichung. Die Phase ist absolut
notwendig. Die Wahrscheinlichkeitsdichte p ist

p(T)(z,t) = |¥'(z,t)]* = [T(z + vt)|?
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MINKOWSKI-Raum

In der relativistischen Physik wird die GALILEI-Gruppe ersetzt durch die POINCARE-Gruppe.

Dafiir fiihren wir mit 2° = ¢t zunichst eine neue Zeitkoordinate so ein, dal wir dimensionsmiBig wieder

eine Linge erhalten: wir erhalten damit Vektoren (z

0

u=0,1,2,3, zusammensetzen.'

Durch die Einfiihrung eins Skalarproduktes fiir zwei Vektoren h,k € R* (Koordinaten h*, k*)

n(hk) = 1uh"E

M = €0

wird der R* zum MINKOWSKI-Raum.

LORENTZ-Gruppe

=1€e=-1

,X) = z € R*, die sich aus den Koordinaten z*,

(A.6)

LoRENTZ-Transformation

1aBt

1 (Ah, Ak) =7 (b, k)

(Az)" = Abz”

heifit LORENTZ-Transformation. In Komponentenschreibweise gilt

Eine lineare Abbildung A : R* — R* welche das Skalarprodukt im MINKOWSKI-Raum invariant

Insbesondere bleibt unter einer solchen Transformation die Metrik erhalten:

Muw = Ay Agnaﬁ

(A7)

Die Gesamtheit der LORENTZtransformationen bilden wieder eine Gruppe: die LORENTZ-Gruppe. Diese

zerfillt in vier Komponenten

A

P

Ao

= P

Zeitspiegelung
Raumspiegelung

Raum — Zeitspiegelung
Identitat

eigentliche orthochrone Lorentztransformation

Die Menge der eigentlichen orthochronen LORENTZtransformationen bildet wieder eine Gruppe L .

Eine spezielle LORENTZtransformation A(a) ist gegeben durch

20 =20 =
R

€T =
13—

cosh a 2% + sinh a !

T
T

cosh a z! + sinh v 2°

2
3

— A=

cosh a
sinh «
0
0

sinh «
cosh o
0
0

0
0
1

0

o O O

1

L Zur Unterscheidung von Vektoren v im R? werden die Vierervektoren im MINKOWSKI-Raum mit einem Unterstrich u gekenn-
zeichnet. LORENTZtransformationen werden gemifl der in den PETRY-Skripten eingehaltenen Notation mit A gekennzeichnet.
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Daraus ergibt sich die Eigenschaft
AeLy = A=01A(a)0O,

wobei O1, O gewthnliche Drehungen sind.

Zusitzlich zu den LORENTZtransformationen treten in der relativistischen Physik noch die allgemeinen
Raum-Zeit-Translationen hinzu:

PoINCcARE-Transformation

Eine Abbildung P(A,a)
P(z)=Az+a

mit einer LORENTZtransformation A und einer Raum-Zeit-Verschiebung a heifit POINCARE-
Transformation. Die Menge der Paare P(A, z) bilden die POINCARE-Gruppe.

Klassische Elektrodynamik

Die Komponenten E?, B des elektrischen bzw. magnetischen Feldes lassen sich zusammenfassen in dem
eletromagnetischen Feldstirketensor, derart daf}

Fy=E' Fy = Z e, B (A.8)
k

Die Komponenten F},, lassen sich aber auch direkt aus den Potentialen A* gewinnen:

Fl = 0,4, — 0,4, . (A.9)

Die F),, bilden die Komponenten eines schiefen kovarianten Tensors 2ter Stufe: F,, =-F,,.
Mit dem Feldstarketensor lassen sich die Maxwellgleichungen jetzt schreiben als
inhom. Gleichungen:
5 divE = 47mp
1 o Fpe (2) = M (2) & o dn.

ox™ 1
tB— -—E = —
ro c Ot c‘]

hom. Gleichungen:

10
rotE+-—B =0

(dF)yws =0 & c ot
divB =0
wobei
i = (G°=cp,i) Viererstromdichte
0 0 0
dF )y = —F""— —F! + —F"
(dF), Ok oY T P

Die Teilchenbahnen sind Mengen von Punkten z(7) € R* mit der bevorzugten Parametrisierung durch die
Bogenldnge mit n (&, 2) = 1.
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Es gilt: die MAXWELLgleichungen und Bewegungsgleichungen fiir Teilchen sind invariant unter der Trans-
formation

Fuw = (0"F)u(z) = Fap(Az+a) A5 A) (A.10)
z(r) = palz(r) =p " (z(1)) (A.11)

Fiir zwei POINCARE-Transformationen gilt dabei
pi o p3=(p1-p2)” (A.12)

Durch die Forderung der Poincare-Invarianz wird nun eine Redefinition von Energie und Impuls notwendig,
die neuen Groflen sind

mc? mv

e’ =FE = ——n und p=—== (A.13)

1- 1- M
und lassen sich daher wieder zu einem Vierervektor p = (% p) zusammenfassen. Fiir das Skalarprodukt
ist gerade 7 (p.p) = mc?.

Durch Umschreiben obiger Ausdriicke fiir Energie und Impuls bekommen wir

E =/p2 + m2c* = c\/p? + m2 2 (A.14)

was allerdings nicht mehr mit der Beziehung

1

E=_—p?
2mp

aus der NEWTON’schen Mechanik iibereinstimmt. Betrachten wir allerdings den nichtrelativistischen Grenz-
fall % < 1, s0 ist

p* 1 p° 1,
e ome +m%z=mc+(1+5mw+ )Zm”%p
und damit
2, P A5
E= = .
mc +2m ( )

A.1.2 Relativistische SCHRODINGER-Gleichung

Fiir die allgemeine Losung von (A.1) setzen wir folgende Elementarwelle mit Wellenvektor k und Frequenz
w an:

1

U (z,t) = (27r)3/2

/d3k W(k) exp (—iw(k)t +i(k,x)) (A.16)

Damit Losungen der SCHRODINGER-Gleichung vorliegen, muf} gelten

k> k>
hw(k) = o & wk) = h% . (A.17)
Weiterhin
E = hw 2
~ Ep=2

p = ik 2m
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Im Orts- und Impulsraum gilt das Korrespondenzprinzip

0
h— ~F —1hV ~
zhat ih P

Da die Quantisierungsbedingungen invariant unter LORENTZtransformationen sein sollen, bleibt lediglich
eine Anderung das Dispersionsgesetzes fiir w. In Anlehnung an die klassische Physik schreiben wir daher

E 2.2
— = VP2 +m2 = VI2k2 + m2c = [ k2 + mh2c
E w m2c2
Do h® ke
= c c + h?
2.2
& w=cy/k2+mh2c

Einsetzen in die SCHRODINGER-Gleichung gibt dann

U (z,t) = (27:)3/2 /d3k U (k) exp <—i\/k2 + m;CZ ct + i(k,x))

was sich mit dem Vierervektor

. m?2c?
k=K k' =\[k - —5
vereinfachen 183t zu )
Vo) = o [ dRUE) e (<in (k) (A.18)
(2m) 72

Geniigt dieses U (z,t) jetzt aber einer verniinftigen Wellengleichung? — Ja, aber die Gleichung enthilt jetzt
zusétzlich eine zeitliche Ableitung zweiter Ordnung:

0T (z) = — 20 (z) (A.19)

Der darin auftretende Differentialoperator heifit

D’ALEMBERT-Operator

0=ty = phv_—_ A.20
12 n al_” ax,, ( )
Das Korrespondezprinzip 148t sich nun schreiben
0 h o
pH = hk* ~ ilip"¥ —— mit den Komponenten p° = ihﬁ = zza
0
pt = —ih—
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Transformationsverhalten von Tensorfeldern
Fiir einen Vektor erfolgt das Verschieben des Indizes durch
P =n"p,
Ein Tensorfeld T' mit den Komponenten T/!*-:#* verhélt sich dann unter einer POINCARE-Transformation
plz)=Az+a

gemif

I ’

(D) (2) = T (Az + @)t ALt A (AT (AT (A.21)

Fiir den Feldstiarketensor des EM-Feldes gilt dann also
P Fuw(z) = F(Az+a)s,ALAY (A.22)
P )™ @ = F* (Azt+a) (A7 (AT (A.23)

wobei . o
FrY(z) =" 0" Fu, (z)

Angewandt auf den Phasenfaktor 148t sich das Skalarprodukt dann auch schreiben als

n(k,z) = kuz" = ke,

Wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation

Frage: Ist jetzt U*(z) ¥(z) die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen am Ort x zur Zeit ¢ zu finden?

Angenommen, dies sei richtig, dann ist

/ d*z U* (z) U(z) |10:ct

die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zu einer festen Zeit im ganzen Raum zu finden — dies sollte erwar-
tungsgeméif 1 sein.

Die PoINCARE-transformierte Wellenfunktion ist
(p*¥)(z) =V (Az+a)

und sollte wieder eine Lésung der Wellengleichung sein. Transformationen (A, a = 0) diirfen daran nichts
dndern.

Frage: Ist die so gewidhlte Wahrscheinlichkeit unabhéngig von der Wahl des Beobachters, d.h. invariant
unter Poincare-Transformationen? — Dies mufl mit nein beantwortet werden.

Die korrekte Definition ist stattdessen:
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PoINCARE-invariante Wahrscheinlichkeitsdichte
ih 0 0
- [ ——p* o] = =40 A.24
2m [ 0x0 (8:60 ) } cp=J ( )
p = Wahrscheinlichkeitsdichte
j = Wabhrscheinlichkeitsstromdichte
Wir wollen nun diese Festsetzung motivieren: Fiir den kovarianten Tensor erster Stufe
ih 0 0
j =— | —0 - | —T*| T A2
in(2) 2m { Oxt (8:6“ ) ] (4.25)

gilt nach Konstruktion
P iu(¥) = ju(p*¥)
mit der Divergenz
0 ih
—jt = —[U*0Ov — (OU*) ¥
Y o | (Owr) o]

Behauptung 1: Falls ¥ im rdumlich Unendlichen geniigend schnell verschwindet, so ist das Integral

/d3mj0(£)|10=ct1 :/d3mj0(£)|zozct2

Fiir eine geschlossene Fliche F' im R* gilt der GauB’sche Satz

) 0 . 4
/J#(W“)‘”
F oOF
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Auswerten des Integrals
/] —/d z () zo—ctl _/d3$j0(£)|$ozct2 =0
Das Integral iiber j° ist also unabhingig von der Zeit.
Behauptung 2: Die Aussage von Behauptung 1 gilt auch unter Poincare-Transformationen.

Setze F» = p (F1) mit einer Fliche F = {z,2° = ct1} Ergiinze nun wieder Fi, F> durch Randflichen im
rdumlich Unendlichen, so daf} eine geschlossene Fliache entsteht. Dann ergibt sich mit dem Gaufi’schen

Satz 5
!j=6[<@'”)d4m=0
/jo(\P) 20ty = / ]—/ / (™) /d 23 (p"9) (@) 0y,

p(F1)

/d3x] (&) poet, = /d3$] P ) (2)g0=ct,

invariant unter Poincare-Transformationen.

daf

Somit ist also

Weiterhin wichtig fiir (A.24) ist, ob die sich daraus ergebende Wahrscheinlichkeit zu jedem Zeitpunkt
positiv ist:

[y o0 (0
/dl‘j = o[ [‘I’a - (8:60\Il>\1’}
@ —/d3k\If RV =5
> 0

Aber: Die Losungsgesamtheit der Wellenfunktionen ist nicht gleich der Gesamtheit der Losungen der
Wellengleichung! Wir nehmen daher eine weitere Veréinderung vor

U= ! /d3k exp [ VE2 + x22° +i(k, x)] ' (k) (A.26)

(27r)3/2

Bilden wir daraus jetzt wieder
/d3a:j°(\Ir’) = —% /d3k U* (k) (k) k2 + x2

bedeutet das aber, dafl auch negative Wahrscheinlichkeiten auftreten kénnen!

Fiir ein freies Teilchen sind aber zunichst nur Losungen mit positiver Amplitude

w(k) = c/k2 + x2

d.h. positiver Energie, zugelassen.
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Um mogliche Verdnderung zu untersuchen, soll sich das Teilchen jetzt in einem elektromagnetischen Feld
bewegen.

Durch Ableitung des Feldstérketensors aus den Potentialen

0 0

F,=—A, ——A A2
’ OxH Axv (4.27)
lassen sich die Grundgleichungen umschreiben
.0 q, .. O q
pu = Zh@ — pu — EAM = Zh@ — EA“
0 0 iq

Oxmu - ozt = hc

Eingesetzt in die Wellengleichung bedeutet das

0 iq 0 iq m2c?
ny o1 _1 —
g ((’%“ + hcA“> <8x" + hcA"> ¥ h? v (4.28)
Die Wesentliche Eigenschaft dieser Gleichung ist ihre Eichinvarianz: Die Eichtransformation

OA

zusammen mit der Phasentransformation
’ iq
¥ — U =T exp <_E>\> (A.30)

lassen die Wellengleichung invariant!

Es gibt aber noch eine Neuheit: Sei ndmlich ¥ eine Losung der Wellengleichung im Feld mit positiver
Energie, dann ist das komplex konjugierte ¥* eine Losung mit negativer Energie. Diese komplex konjugierte
Losung geniigt aber wieder der Wellengleichung, wenn wir die zusétzliche Ersetzung ¢ — —¢ vornehmen.
Allerdings kann dies dann nicht mehr das Teilchen sein, von dem wir urspriinglich ausgegangen sind.

Interpretation der negativen Energiezustinde

Welche Schwierigkeiten die Interpretation dieses Ergebnisses machte, zeigt zum Beispiel der Aufsatz
“A Theory of Electrons and Protons” von P.A .M. DIRAC:
“This difficulty is connected with the fact that the wave equation, which is of the form

14
7+ZA0+p1 (a,p+ZA)+p3mc] v =0

has, in addition to the wanted solutions for which the kinetic energy of the electron is positive, an
equal number of unwanted solutions with negative kinetic energy for the electron, which appear to
have no physical meaning.”

Seine Losung: “We are therefor led to the assumption that the holes in the distribution of negative-
energy electrons are protons.”

Mehr zu Interpretationsversuchen der negativen Energiezusténde findet sich an folgenden Stellen:
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e P.A.M. DIrAC, Proc. R. Soc. (London) A126 (1930), 360
e E.C.G. STUECKELBERG, Helv. Phys. Acta 14 (1941), 588
e R.P. FEYNMAN, Phys. Rev. 74 (1948), 939

A.2 «,[-Formalismus

Nicht nur die zuletzt vorgenommene Interpretation fiir die negativen Wahrscheinlichkeiten stellen eine
Neuerung gegeniiber unseren ersten Ansétzen fiir eine SCHRODINGER-Gleichung dar. Aufgrund unserer
Forderung nach Eichinvarianz haben wir auch eine Gleichung erhalten, die jetzt eine Ableitung zweiter
Ordnung in der Zeit enthilt.

Wollen wir aber versuchen eine lineare Zeitabhingigkeit herzustellen, so ist klar, daffi dann sowohl Zeit-
als auch Ortsableitung nur noch linear auftreten diirfen, da dieser im Falle der Kovarianz ja symmetrisch
auftreten.

Ausgehend vom relativistischen Energiesatz

P,P" = pop° — pipt = f—j —p? =mac? & E? =p?c® + mict = H? (A.31)
mit der kanonischen Quantisierung
E — zh% und p — —ihV (A.32)
ergibt sich eine Gleichung der Form A
E*V =H>V

Um daraus aber wieder eine Gleichung zu machen, welche linear sowohl in H als auch in E ist, machen
wir folgenden

Ansatz fiir die DIRAC-Gleichung

<zh% —C’ap+6moc2> U=0 (A.33)

mit dem HAMILTONoOperator
H = Cap — Bmc?

A.2.1 Bestimmung von o und [

Durch Einsetzen des neuen HAMILTONoperators in den relativistischen Energiesatz bekommen wir
3

E2 — H2 = E2 — 02 Z(ak)2p% — Z(akal + alak)pkpl
k=1 k<l

—B2mgc4 —me Z(akﬁ + Bag) p
k
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Vergleich mit (A.31) liefert dann also die Bedingungen

’=1 &
=1 &

apa; + aqap =0 k;él
apf + Ba, =0

was sich aber auch durch Kommutatorrelationen ausdriicken 148t:

{ok, aq}

A.2.2 Darstellung von o und f

Mit Hilfe der PAULI’schen Spin-Matrizen ist

=0 {O[k,,B}:O

we(8) (0

(o 0

(A.37)

Diese 4 x4-Matrizen sind die kleinstmoglichen Matrizen, welche die Gleichungen (A.34) und (A.35) erfiillen:

Einsetzen in (A.34) liefert ndmlich

{og,q} = aray + ooy
o 0 O 0 oz} + 0 g 0 O
o Ok 0 o 0 or 0 O 0
_ OO 0 + agiog 0
o 0 0107 0 O10}
_ oro; + 010} 0
- 0 OROy + 010k
_ [ Aow, o1} 0
= ( 0 (00,01} A (9.22)
=0

Analoges gilt fiir (A.35)

{ar, B} = B+ Py
_ 0 o 1 0 n 1 0 0 o
- or O 0 -1 0 -1 or O

Die DirAC-Gleichung hat damit die Gestalt:

. 0 0 o P2
'Lh&-(a 0) Ps +

Setzen wir jetzt noch die Vorschrift (A.32) ein, so erhalten wir

ot Ox

indy - [—ihc <az2 +ay

10 0 0 T,
01 0 0 ) v, |
00 -1 o |™° g, | =0
00 0 =1 W,
%+a3%>+6m002}{1 A m:%

(A.38)
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10 0 0 0 .
EE‘I, = —<ax%+aya—y+a25>\1’——zﬁn‘]§'

Ebenso kénnen wir die adjungierte Form dieser Gleichung hinschreiben

10 0
gt = — 2 gtaol 4ikp ot
c ot Oxy, o, +ikf

wobei die Wellenfunktion gegeben ist durch

U= - ot = (ol ol ol ol

A.2.3 Kontinuititsgleichung

Wir koénnen jetzt die Wahrscheinlichkeitsdichte schreiben als

4
p=0TT=N"wrv, (A.39)

o=1

Auf diese Weise ist jetzt auch sichergestellt, dal die Wahrscheinlichkeitsdichte immer positiv ist. Entspre-
chend ist fiir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

o o Ut
it t
o’ Vot

t
= —c |Uf aka—q’+mﬂ\ll + alaz—imIlTﬂT ¥
Oxy Oy,

i
— T ;
= —c \I’TakaTk + a—xkak\IJ +iK \(‘IJTB\I' — \IITBT\I')J

-~

=0
a,  sind hermitesch: aL =a pf=5
—c (VUTa®)
= —divj

so dafl wir also beide Groflen zur Kontinuititsgleichung zusammenfassen kénnen

% p+ divi=0 (A.40)

A.2.4 Kovariante Form

Um unsere bisherigen Ergebnisse in einheitlicher, kovanrianter Form zu formulieren, definieren wir zunéchst
die Groflen

W=(,7) mit =5, 7 =B (A.41)
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Fiir die einzelnen Komponenten gilt
4% ist hermitesch : (y°)t =gl =p=7°

+* sind antihermitesch : o= (1) 0 ( 0 o )

0 of 1 0 0 —of
Eyt — k — k — _ Ak
o =( %) A)=(g )=

Die so gewihlten v hingen in folgender Weise mit der Metrik zusammen:

A =29 (A.42)

(74) k#1 BaraiB + BajarB =0
arfB+ Bar =0
& apf = —Pag
=7+ =0

(4id) k=1 BorauB+ Pouarf =0
o _,yk,yl _ ,yl,yk — 9

Demnach erfiillt v die Eigenschaften einer CLIFFORD-Algebra.

Formen wir nun also um:

z‘hwa%uxlf—moc%m =0 (A.43)

Alternative Darstellung

Die zuletzt ausgefithrte Rechnung 148t sich auch in folgender Weise darstellen:

Lov 19] 19] 3 0 2 _
ih 5 zhc{al £ +a28x2 + « 31‘3} U—Bmec¥ = 0
Lov 2
1h§ —thes 101 +a202 + 303 p ¥ — Bmc ¥ = 0
L [10
Zh{—— —04181 —042(92 —agag}\ll—ﬁmclll = 0
c ot
Zh{,@ao — ﬂozl(?l — ,80[262 — ,80[383} \If — mc\I/ = 0

ih{’YOaO - ’Ylal - 7232 — 7333} U—mec¥ = 0
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Daraus ergibt sich durch Summenkonvention wieder die kompakete Form

{ih’y“@u - mc} T=0

A.2.5 FEYNMAN-Notation

Durch die Einfiihrung der Symbole

= 8;; " — % (A.44)
1483t sich (A.43) auch in kompakter Form schreiben:
iR ¥ —moc® ¥ =0 (A.45)
A.2.6 Dirac-Stromdichte
Mit ¥ = ¥f40 lassen sich Wahrscheinlichkeitsdichte
p =520 = 3,00
und Wahrscheinlichkeitsstromdichte
j=cTUBBaT = c U/ T = c Uy T
zur Vierstromdichte ~
j* = (cp,j) = UV (A.46)
zusammenfassen, so daf} sich auch die Kontinuitdtsgleichung in kompakter Form schreiben 1:8t:
Oug* =0 (A.47)

A.2.7 Kovarianz der DIRAC-Gleichung

Liegt die DIRAC-Gleichung in kovarianter Form vor, so erwarten wir, daf sie unter Lorentz-Transformationen
forminvariant bleibt: fiir einen Beobachter A in System K und einen Beobachter B im dazu gleichférmig
bewegten System K’ ist dann

0 )
’Y“@‘I"FH\I’:O =4 'yu

gV R =0 (A.48)

Um dies zu iiberpriifen miissen wir wissen, wie sich die in der Gleichung auftretenden Gréflen transfor-
mieren. Dies ist aber bereits aus der Elektrodynamik bekannt:

gt =Aa¥  ph=AbpY  FH = ALAGFOP (A.49)

Gehen wir jetzt schrittweise vor:2

2 Eine ausfiihrlichere Beschreibung findet sich in dem Buch von BJ6RKEN/DRELL [1].
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1. Ohne den Beweis hier anzugeben, stellen fest, daf fiir die zeitliche Komponente gilt?
Y=t
2. Mit den Koordinaten transformieren sich auch die Ableitungen

o 97 9 , 0

dxk Ozt dxv Horv

3. Da wir es ja nicht nur mit Objekten aus dem Ortsraum zu tun haben, sondern die Spinoren ja im
Spinraum wirken, miissen wir sagen, wie sich diese unter einer Lorentztranformation verhalten.

Dafiir filhren wir zunéchst die Transformations-Matrix S(A)

U'(z") = U'(Az) = S(A) ¥(z) = S(A) T (A~ 'z')
ein, zu der wegen A~! auch die inverse Abbildung
T(z) =S H(A) V' (2)
existiert. S(A) ist eine 4 x 4-Matrix im Spinorraum.

4. Einsetzen in die DIRAC-Gleichung (A.43)

thy"A” 6( STHA) S (A) ¥ (z) —moeS H(A) S(A)T(z) = 0
Hox'v ———— ——
' (') W' (')
ih S(A) A, S_l(A)aa,V\IJ'(x') —moe¥'(z") = 0
x
Daraus erhalten wir die folgende Definitionsgleichung
SA)PALSTHA) =" & STHA) S (A) = AL (A.50)

A.2.8 Beispiel: Linearer Boost
Wir legen unser Koordinatensystem so, dafl die Bewegung in der &-Richtung stattfindet, so daf3

¢ v

Exv =2 x— =%
Die im vorherigen Abschnitt eingefiihrte Matrix S (A) wird dann

£
2

E £ | E + mgc?
h¢é = h2 = -
cosh ¢ . = cos 5 e
inh I3 E + myc? cp
sinh = =
2 2mpc? E + mgc?

S(LE) =14 coshg + £asinh

mit

3 Rev Mod Phys 27 (1955) 187
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also bei Einsetzen

S (Lg)

1 E+m002+ E + moc? cpa
4 2mc? 2moc? E + mgc?
Reihenentwicklung
1
= exp (5 13 a)
Die Matrix S ist

1. hermitesch

ST(ILe=S(Le  dagl=¢
2. nicht unitir
1
E——¢ = S !'=exp <—§£a> = S7l#gf
Dies zeigt sich auch durch

Y ST(LE =S (L) = vayp=-a

A.2.9 Kovarianz der Kontinuititsgleichung
A.2.10 Paritiatsoperation

A.2.11 Bilineare Kovarianten

Bilineare Kovarianten
Jede 4 x4-Matrix hat 16 Elemente, die durch 16 linear unabhéngige Matrizen dargestellt werden:
Elemente
(1) =1, 1
(2) g 4
3) o =3[y =5 (¥ =y y*) 6
(4) 7P =7 =iyt 1
(5) YV 3
Fiir I und o gilt, da3
_ _ 1 0 ij _ O'k 0
1_12_<0 1) "‘(0 ot
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Eigenschaften von ~°

=(0 %)
(% 7)

A.3 Vektor- und Operatorbeziehungen

; 0 1
= T E%=1 0

A.3.1 Drehimpulsoperatoren in Kugelkoordinaten

Ausgehend von den Ausdriicken fiir die Projektion des Drehimpulsoperators in kartesischen Koordinaten

0 0
L,=—ih (21— —y—
- ih <m8y y@x)

wollen wir uns diese Operatoren in Kugelkoordinaten verschaffen. Zu den Transformationen

=7 sinf cosyp , y=rsinf singp , z=rcosf
gehoren die inversen Transformationen
r?P=a?4+y?+ 22 , cosf =2 , tango:g
r x
Demnach ist
or P or 10 si or 6
— = cos — =sin#f sin — =sinf cos
0z oy L v
00  sinf 00 cosfsing 00  cosf sing
0z r oy r or r
8_(,0_0 Op _ cosp Op _ sing
0z dy  rsinf dxr  rsinf

Mit diesen Beziehungen finden wir

L.

I
!
>

7~

8
S|

I

<
Pl
~—

= —ih {r sinf cos ¢ (87" 0,909 6¢£)

dyor oy o8 oy oy
—r sinf sin ﬁng%g—l-a—wﬂ
! Y\ozor " 9200 " Bz 0y
9
—'Lh%

bzw. analog
. . 0
L, = ih |siny+ cotf cosp—
dyp

L, = —ih <cos<p% — cot 8 singoai>
14
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Das Quadrat des Drehimpulsoperators 148t sich dann schreiben als

1 0 9 1o
LQ:LQ L2 L2:— 2 - v . v o
et Lyt Le=—h Lin&é)& (Sln080>+sin2064p2}

A.3.2 Kombination von Produkten der Spinmatrizen
Mit den PAULI-Spin-Matrizen (9.20) und den Operatoren A, B mit
[0,A] =[0,B] =0

Dann aus den Skalarprodukten

(0 4, 0 —id, A0
oA = L4 o )Tlia o >+ 0 —A.

(0 B, 0 —iB, B. 0
oB = <BI 0>+<iBy 0 >+ 0 -B.

Durch Multiplikation

wem = (2 5)(8 %)(4 5)(8, %)
A 0 —i
A

0
L —i4B. 0 L AB 0, 0 iA,B.
0  iA,B, 0 A,B, iA,B. 0
0  A.B, 0  —iA.B, A.B. 0
+ < —A.B, 0 > + ( —iA.B, 0 ) + ( 0 .B >
(1 0 (0 i .
AB12+1<0 _1>[A><B]Z+z<_z. 0>[A><B]y+z<
AB1, +io [A X B]

Wir halten fest:
(cA) (6B) = AB1, + ic [A x B] (A.51)



Klausuraufgaben

B.1 Erste Klausur zur Quantenmechanik I ~ WS 1997/98

1. Berechnen sie:
[55_1,;5] und [ﬁl,ﬁ]
(8 Punkte)
2. Gegeben seien drei Operatoren E,ﬁ und C. Driicken sie den Kommutator des Produktes AB mit

C mit Hilfe der Kommutatoren {E, E] und {E,CA'] aus.
(4 Punkte)

3. Ein Operator O wird als hermitesch bezeichnet, wenn er fiir quadratintegrable Wellenfunktionen
folgende Bedingung erfiillt:

Untersuche Sie, ob die Operatoren
yD- — gﬁy 2Dz Zz ih
hermitesch sind.

(10 Punkte)

4. Im eindimensionalen Fall ist die Hermitizitit des Impulsoperators p = %% gleichbedeutend mit

wobei die Grenzen a und b im allgemeinen +oo sind. Welche Anforderungen sind an das Funktio-
nensystem ug,u; zu stellen, wenn die Integrationsgrenzen a und b im Endlichen liegen?

(10 Punkte)
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. Ein Teilchen der Masse m befindet sich in einem dreidimensionalen, sphérischen symmetrischen
Potential der Form
V(r)=—cé(|r| - a)

Mit anderen Worten, das Potential ist eine Delta-Funktion, die verschwindet auler denn das Teilchen
sich genau im Abstand a vom Zentrum des Potentials befindet. ¢ sei eine positive, reelle Konstante.
Bestimmen Sie den Minimalwert von ¢ fiir den noch ein gebundener Zustand existiert.
[Hinweis: Der niedrigste gebundene Zustand hat immer den Bahndrehimpuls I = 0.]

(15 Punkte)
. Zeigen Sie: wenn das Potential V' (r) als Summe von Funktionen der einzelnen Koordinaten geschrie-

ben werden kann
V(r) = Vi(x1) + Va(z2) + Va(zs)

dann kann man die zeitunabhéngige SCHRODINGER-Gleichung zerlegen in drei eindimensionale Glei-
chungen der Form

dz? +§(Ez—vz($z))‘1’z($z)=0 i=1,2,3,...

mit \I’(I‘) = \1’1(1‘1)\1’2(1‘2)\If3(1‘3) und F = E1 + E2 + E3.
(6 Punkte)

. Bestimmen Sie die Energien und normierten Wellenfunktionen eines Teilchens im unendlich hohen
Kastenpotential

00 z <0
Viz)=< 0 0<z<a
o0 xr>a

Zeigen Sie, daf folgende Relationen erfiillt sind:

~ 1
:EE(‘I’n|CU|\I’n>=§a

- a? 6
w-o2=3 (1— —W)

Hinweis:
1
/sin2 kx de = g I sin 2kx
/:Usin2 krx dr = $_2 - isianaz— Lcos%a:
T4 4k 8k2
/x2 sinkz de = I—S — x_2 sin 2kx — T cos2kx + i sin 2kx
6 4k 4k2 8k3

(10 Punkte)

8. Berechnen Sie die Matrixdarstellung des Rotationsoperators

~ ~

R(B) = exp(iBJy)
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im Raum der j = % Zustande. In diesem Unterraum lautet die Matrixdarstellung von jy

(10 Punkte)

9. Zeigen Sie, daf3 die Energie eines eindimensionalen harmonischen Oszillators im Zustand mit der

Quantenzahl n in der Form
E, = mw? <x2>n

dargestellt werden kann.

Benutzen Sie:

h
b = —
mw
Hp1(z) = 2zHu(z) —2nHp_1(2)

(12 Punkte)

10. Bestimmen Sie ndherungsweise die gebundenen Energiezustinde eines Teilchens im folgenden Po-

tential
') <0
0 O<zxr<a
Viz)=< W a<zr<a+b
0 a+b<x<22a+b
00 2a+b<

fiir den Fall, dal £ <« V} ist und daf} die Penetrabilitdt der Barriere klein ist

2mVy

= 2> 1

(15 Punkte)

B.2 Zweite Klausur zur Quantenmechanik I WS 1997/98

1. A sei ein Operator im SCHRODINGERbild, der nicht explizit von der Zeit anhéingt. Zeigen Sie, dafl
dann im HEISENBERGbild folgende Relation gilt:

d(AY)y  d(Apg)? dA gy dA g
= =2Ap—— — ,Apn|.
dt dt AT T
(7 Punkte)
2. Betrachten Sie den HAMILTONoperator
2 2.2
H=Hy+V , Hy=2 4%

2m+ 2
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mit V = Vyexp (—2?/e) und V = V; 6 (x). Berechnen Sie die Grundzustandsenergie dieser Systeme
in erster Ordnung Stérungstheorie.

Hinweis:

1 x? h
Hypo = €0 , ¢o = mexp <_2_b2> ;o b=y/—

(8 Punkte)
3. Berechnen Sie fiir den Operator der Spin-Bahn-Wechselwirkung, H;; = k1 - s, die Kommutatoren
[Hlsal] [Hls,S] I:Hlsal2:| [Hlsas2] [Hlsaj2]

wobei j =1+ s ist.

(7 Punkte)
4. s und s, seien die Spinopertatoren zweier Spin !/,-Teilchen. Zeigen Sie, dafl der Operator
3 1
P=-+4+—=s;-s
1T
ein Projektionsoperator im Raum der Spinzustéinde ist. Auf welchen Unterraum projeziert P?
(8 Punkte)
5. Der HAMILTONoperator zweier Spin-1/,-Teilchen sei
H = —jsq -89 + p(s1, + 822)-
Berechnen Sie die Eigenwerte und geben Sie die Eigenzustidnde in der Basis
{181,812;82,82. ) = | 81,812 ) | 82,822 ) }
an.
(7 Punkte)
6. Der HAMILTONOperator eines eindimensionalen anharmonischen Oszillators sei durch
2 2.2 2, 2 4
mw x m wx
H=Hy+H, , Hy=-_ . H =a . a>0
2m 2 h

gegeben. Welche Energiekorrekturen ergeben sich in erster Ordnung Storungstheorie bzgl. H;?

Bemerkung: Benfitzen Sie zur Losung die Auf- und Absteigeoperatoren, d.h. die Beziehung

[ h
- T
x 2mw(a-l-a ).

(15 Punkte)
7. Zeigen Sie, daf3

. m ikt 5 ikt im 2
Kaan ) = \foimm e (— g0 + o +2) + 3o — a2
Y
2mk\ 3
T\
die Greensche Funktion fiir ein Teilchen ist, welches sich in einem Potential V' = —kx bewegt.
(15 Punkte)
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8. Bestimmen Sie die Wellenfunktion eines Spin-!/,-Teilchens, welches ungeladen ist aber ein magne-
tisches Moment p besitzt und sich in einem homogenen Magentfeld B(t) = By sinwt bewegt (
H=—-u-B).

(8 Punkte)

9. Die Operatoren A, B und C erfiillen im SCHRODINGERbild die Vertauschungsrelation [A,B] = iC.
Zeigen Sie, daff dann diese Relation auch im HEISENBERGbild erfiillt ist.

(4 Punkte)

10. | ¥, ) sei ein vollstdndiges normiertes System von Eigenzustéinden zum HAMILTONoperator H, d.h.
H|U,)=FE,|¥,). (1)

Zeigen Sie, daf fiir beliebige normierte Funktionen

|¢>:ch|‘pn>

der Erwartungswert des HAMILTONoperators, E = ( ¢ | H| ¢ ), immer grofier oder hochstens gleich
der Grundzustandsenergie Ey in Gleichung (1) ist.

(4 Punkte)
11. Der HaMILTONoOperator fiir ein Teilchen im elektromagnetischen Feld ist

12 dx eA
2m+€¢ ’ ™ ~P c

(a) Welche Grofe ist eichinvariant, der kanonische Impuls p oder der kinetische Impuls TI?

(b) Berechnen Sie den Kommutator [II;,II;] und driicken Sie das Resultat durch das magnetische
Feld B aus.

(c) Bestimmen Sie die quantenmechanische Version der LORENTZkraft. Beachten Sie dabei, daf§
das Kreuzprodukt zweier Operatoren nicht notwendigerweise hermitesch ist.

(12 Punkte)

12. Warum ist der Zeitentwicklungsoperator U unitér?

Warauf basiert die “zuféllige” Entartung im Wasserstoffatom?

Welche Eigenschaften definieren einen Projektionsoperator?

)
)
(c) Warum gibt es im Wasserstoffatom den linearen STARK-Effekt?
)
) Warum betrachtet man hermitesche Operatoren?

(5 Punkte)

B.3 Erste Klausur zur Quantenmechanik I WS 1989/90

1. Geben Sie die Dispersionsbeziehung w = w(k) fiir ein freies, relativistisches Teilchen an.
(3 Punkte)
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2. Gegeben sei die reele eindimensionale Wellenfunktion
U(z)=C z e M7l
(a) Bestimmen Sie C' so, daf8 ¥ normiert ist’.
(b) Berechnen Sie die Erwartungswerte der Operatoren z, p, z> und p>.
(c) Berechnen sie Az Ap.
(18 Punkte)

3. Gegeben sein ein folgendes eindimensionales Potential (Vy > 0):

oo fiirz <0
Vie)y=<¢ =V fir0<z<a
0 fira<cz

Von rechts komme ein auf eins normierter Teilchenstrom mit der Energie E > 0 in Form einer ebenen
Welle e~ 7.

(a) Geben sie den Ansatz fiir die Wellenfunktion in den drei Bereichen des Potentials an. Wie
lauten die Anschlufibedingungen?

(b) Berechnen sie den Reflexionskoeffizienten.
(13 Punkte)
4. Betrachten Sie die eindimensionale SCHRODINGER-Gleichung fiir das Potential (Vp > 0):

V() =~ Vo 3(a)

(a) Geben sie den Ansatz fiir die Wellenfunktion im Fall E < 0 und die Anschlu8bedingungen fiir
die Wellenfunktion und deren Ableitungen an.

(b) Bestimmen Sie die Energien aller gebundenen Zustéinde.
(18 Punkte)

5. Ein Teilchen bewege sich in einem Potential der Form V(z) = Fy. Losen Sie die SCHRODINGER-
Gleichung fiir dieses Problem in der Schrodingerdarstellung und bestimmen Sie die Normierungs-
konstante der Wellenfunktion ®(p, E) gemif:

o0

/ 3 (p, B) B(p, E') dp = 6 (E — E')

(10 Punkte)

6. Welches sind die Energieeigenwerte eines Teilchens, das sich in einem Potential der folgenden Form

bewegt:
00 firx <0
V(z) =

%mwQ:UQ fiir x >0

(8 Punkte)

I Lssung auf Seite 263.
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7. Die orthonormierten Vektoren | 1) und | 2 ) spannen einen zweidimensionalen Zustandsraum auf.
Der Operator M sei in der Matrixdarstellung ( M;; = (i |M | j ) ) gegeben durch die Matrix

-3 4
w=(73)

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte von M und geben Sie die Eigenvektoren von M als Linearkom-
binationen von | 1) und |2 ) an.

(b) Geben Sie die Projektionsoperatoren auf die Eigenvektoren in der Matrixdarstellung an.

(c) Zeigen Sie, daf die Matrix
U= s — sin ¢
“\ sing  cosy
unitar ist.

(d) Bestimmen Sie ¢ so, dal UTMU diagonal ist.
(15 Punkte)

8. | T(t) ) sei eine normierte Losung der zeitunabhiéngigen SCHRODINGER-Gleichung
0
ih— | ¥(t) ) =H| ¥(1) ).
ihar | 2(1)) | ¥(2) )
Der Dichteoperator p(t) ist definiert als:
p(t) = [ W(t)) () |
(a) Zeigen Sie, daf}:
0
ih—p(t) = [H, p(t)] .
iho.p(t) = [H, p(t)]

Betrachten Sie die Operatoren in der Matrixdarstellung eines diskreten, normierten und voll-
stindigen Basissystems ( | u, ),n =1,...,00 ). Zeigen Sie

(b) Spur(p) = 1.

(©)
(A) (1) = (W) | A] (1) ) = Spur(pA)

fiir einen beliebigen zeitunabhéingigen Operator A.

(15 Punkte)

B.4 Zweite Klausur zur Quantenmechanik I WS 1989/90

1. Das quantenmechanische Gegenstiick des Lenz’schen Vektors ist gegeben durch
1 K
M=—((pxL-Lxp)——r.
o (P p)—r
L ist der Operator des Bahndrehimpulses. Beweisen Sie die Kommutatorrelation

[Mk, Ll] = ihzeklmMm-
m

Hinweis: Es ist sinnvoll, zuerst die Kommutatorrelation zwischen L und p bzw. r; zu bestimmen.
(15 Punkte)
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2. Bestimmen Sie durch Riickfiihrung auf das Waserstoffproblem die Energieniveaus eines Teilchens in
dem Potential 41 B
Vi) == ——
(=5~
wobei A und B positive Konstanten sind.

(15 Punkte)

3. Die Wellenfunktion ¥(r), die den gebundenen Zustand eines spinlosen Teilchens in einem kurzreich-
weitigen Zentralpotential V' (r) beschreibt, sei in sphirischen Polarkoordinaten ( r,6,¢ ) gegeben
durch:

—ar _ fBr
o) =45 "%
r

A, o und 3 sind Konstanten mit a < .

(a) Welche Werte haben die Drehimpulszahlen | und m?

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe der SCHRODINGER-Gleichung das Potential und die Energie des Teil-
chens.

Hinweis zu b): Im Grenzfall r — co verschwindet V' (r).
(17 Punkte)

4. Betrachten Sie einem Hamiltonoperator der Form (« ist eine positive Konstante.):

@ 72 2
H=In (1+5 (L2 +L2)).
(a) Welche Eigenfunktionen hat H? Zeigen Sie, dafl die zu H gehdrenden Energieniveaus durch
E =1In (1 + an) gegeben sind. Geben Sie eine explizite Formel fiir n an.

(b) Geben Sie den Entartungsgrad der Energie fiir n =0,...,4 an.
(14 Punkte)

5. Bewegt sich ein Teilchen mit Spin !/, in einem kugelsymmetrischen Potential, lassen sich die Ei-
genfunktionen durch die Quantenzahlen n,[,7 und m kennzeichnen. Dabei ist j = [ &+ % die dem
Operator des Gesamtdrehimpulses J entsprechende Quantenzahl. Beweisen Sie, dafl die Operatoren

l+1++t0-L l-30-L

Py = =551 B TS

Projektionsoperatoren auf die Eigenfunktionen mit den Quantenzahlen [,5 =1+ % bzw. l,j =1— %
sind. (Die Komponenten des Vektors ¢ sind die PAULI’schen Spinmatrizen.) Zeigen Sie zu diesem

Zweck:
(a)

1 1
Pl,l:t%|nalali§,m> = |n,l,li§,m)
1
]Dl,l:t%|nalal:F§>m> = 0
(b) i
PLli%:Pl,li%
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Hinweis zu a):
2 2 h o 2 h

(20 Punkte)
6. Betrachten Sie ein Teilchen der Masse p in dem Potential (A ist eine positive Konstante):

o firz<0
V(z) =

A-z firz>0
Berechnen Sie die Grundzustandsenergie storungstheoretisch.

(a) Bestimmen Sie die Beitriige zu Eg nullter (€p,9) und erster (e,1) Ordnung. Wihlen Sie dazu als
ungestorten Hamiltonoperator den des ‘halben’ harmonischen Oszillators

00 fir z <0
Viz) = 2
(=) %:ﬁ fir x > 0

Dessen Grundzustandswellenfunktion lautet fiir 2 > 0:

2 =z 1> h

P = - R Cop2 ==

O(x) b\/7_1' b exp < 2 b2> ) L1
Hinweis: -

n —ax? . n+1 nt1\ "L

/xe dx—I‘< 5 )-(2a2) fiir a > 0

0
5 3
re =1, )=V

(b) Wiéhlen Sie den freien Parameter in dieser Rechnung nun so, daf € 1 verschwindet. Was erhilt
man nun fiir €07

(19 Punkte)
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Rechnungen zu den Ubungsaufgaben

Achtung: Die hier aufgefilhrten Aufgaben stellen keinenfalls einen Anspruch auf Vollstdndigkeit und
sollten lediglich als Losungsvorschlige behandelt werden. Dennoch wiire es schon weitere Aufgaben mit
Losungen in dieser Sammlung aufnehmen zu kénnen.

1. FouriERrtransformierte einer GAUssverteilung
Statt das FOURIERintegral

+o00 too
1 , . o

direkt zu 16sen, differenzieren wir zunéchst nach p:

[ee]
L a2 —1 . _ 22
—f /dm —ix)e PPe 2% = e (a:e 2a2)
27r V2T
— 00

Diese Gleichung 148t sich jetzt partiell integrieren:

i]7(17) S e*”””( a’e 27 o /dac— —ip) e " (—a267%)
dp V2
s 2
ta —ipx —ipx
= —e e 242 e 2a
V2T —o
. 9 2 -‘rOO
ta —ipz ) 2 7
= ——e e 2 — pa” f(p)
V2T o

In dem ersten Summanden dominiert fiir x — oo die mit —z2

daf3

abklingende Exponentialfunktion, so

+o0o

— 00

und damit nur noch
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Wir haben somit also eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir f(p) erhalten. Untersuchen wir
jetzt

¢ (f(p) 6’2‘””722) = (%f(p)) e H7 4 F(p)pade i
(~pa® 7o) + Fp) pa?) %2
= 0

so folgt, dafy
~ 22 ~ 22
f(p) e” 2427 = const — f(p) =ce 2a2

Da dies aber mit unserem Ausgangsintegral identisch sein muf}; brauchen wir zur vollstindigen
Bestimmung nur noch den Koeffizienten ¢ berechnen: Auswertung fiir p = 0 ergibt zunéchst

foy=c wmd )= o= [ dred

Mit den Ersetzungen

x? T dy 1
— = —F — Z=— & dr=+2ad
202~ \f2a dr ~ \/2a Y

ist dann

m/d ﬁza.

Wir erhalten also abschlieflend als gesuchte FOURIERtransformierte der GAUSsSverteilung

~ a2p?
f(p) =ae™ =
Daraus ergibt sich die wichtige Folgerung: Die FOURIERtransformierte einer GAUsSverteilung ist
wieder eine GAUSSverteilung. a

2. Eindimensionale Bewegung in einem j-Potential

Betrachte die eindimensionale Bewegung eines Teilchens der Masse m in einem §-Potential:
V(z) =-Voé(z); Vo >0

Berechnen Sie die normierten Eigenfunktionen der gebundenen Zustéinde. Wie viele gebundene
Zustinde gibt es in Abhé#ngigkeit von V57 Setzen sie bei der Losung voraus, dafl die gesuchte
WellenfunktionW(z) sich iiberall physikalisch sinnvoll verhélt, d.h. insbesondere eine statische Inter-
pretation zulaft.

Losungsvorschlag:
Mit dem gegebenen Potential lautet die SCHRODINGER-Gleichung
h2

%\Il”(x) + Vod(2)¥(z) + E¥(z) =0
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Fiir x # 0 existieren ¥, ¥’ und ¥” und sind stetig. Integration der Schrédingergleichung iiber ein
kleines Intervall um den Nullpunkt gibt:

9 € € €
2h_m \Il”(x)dx-l-Vg/6(x)\I!(x)dx+E/\I!(x)dx =0 €>0

—€

Nach Voraussetzung |¥(x)| ist als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretierbar. Daraus folgt ¥(z) < oo

fiir alle z:

lim [ ¥(x)dz =0
e—=0

da ¥(z) hochstens eine endliche Unstetigkeit an 2 = 0 haben kann

lim < " w(e) - W'(e))) +Vo0(0) =0 (C.1)

2
e—0 2m

Also ist die Ableitung von ¥ an 2 = 0 unstetig, ¥ selbst aber stetig. Dies motiviert den Lésungsan-

satz:
U (z) = ape X*? fiirz >0
U_(z) = a_e™ " fiirz<0
Fiir z # 0:
h? 2mE
%Xilﬁi(w) +E¥, (z)=0 mit X+ =4/ — 7;;2 =X
Da x4 = x- folgt, daBl a;. = a_, also
U(z) = ae X"
Normierung:
00 0 [e's} 1
1 = / dz |¥(z)|” = |af? / dze®X* + |a|2/ dre X" = |a]*=
—00 —00 0 X

U(x) = yxe M

Um festzustellen, ob es gebundene Zusténde gibt, verwendet man nun (C.1):

U'(z) = xze¥* x>0
U'(r) = —xie X z <0
N n? 3
lim 2 (¥'(e) = ¥(=6)) =+ (-2x) = —Voyx
Also
_ mVO _ 2mE
X = 2 VR
D.h. es gibt nur einen Bindungszustand und zwar fiir
__mh
E= 2h2
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3. Rotationssymmetrisches Potential

Durch Einfithrung von Zylinderkoordinaten p, ¢, z mit
T =pcosp y=psing 2=z
geht die SCHRODINGER-Gleichung iiber in

0?0 10¥ 16*°T 92T 2m
— t -+ 5= E-V C.2
8p2+p3p+p28302+az 72l )= (©2)
Da das Potential nur von p und z, jedoch nicht von ¢ abhiingen soll, kénnen wir folgenden Ansatz
machen:

U(p,p,2) = F(p,2) x()
Wir erhalten damit

2 192 2 2
{p_[a_F 18F+a :|+2_m(E_V)p2}_|_la__

0p2  pdp 022 h? X Op?
Der Ausdruck in den geschweiften Klammern hingt nur von p und z ab, der andere Summand nur
von . Soll die Summe beider fiir jeden Koordinatenwert stets Null ergeben, so muf jeder fiir sich
konstant und entgegengesetzt gleich den anderen sein. Wir kénnen also die Differentialgleichung in
zwei separieren, ndmlich:

2 2 2
PPF  10F [ OF) 2m
{8p2+p8p+8z2 hQ(E Vip> = A
2
10%x _
X 0%

Die letzte Gleichung ist eine gewohnliche Differentialgleichung fiir x(¢) mit der vollsténdigen Losung

x(p) = Acos Vg + Bsin Vg

Die letzte Gleichung ist nur dann eine eindeutige Funktion des Ortes, wenn sie invariant gegen eine
Ersetzung von ¢ durch ¢ + 2 ist. Es muf} also v/ eine ganze Zahl sein:

VA=p=0,+1,+2,43,...
Man kann die Wellenfunktion also nach der Quantenzahl y klassifizieren und erhilt
Xulp) = C-e?
Diese Wellenfunktion ist gleichzeitig eine Eigenfunktion des Drehimpulsoperators

h o

L.=
T 0 dp
Die Gleichung fiir p und z schreiben wir noch etwas um; wir spalten nidmlich einem Faktor ab und
setzen

F(p.2) = %f(p,z)

Damit ergibt sich
0%f 02 o°f 2m A1
= J E — 4
Op? 922 + ( V) - p
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Das ist eine zweidimensionale SCHRODINGER-Gleichung mit dem Ersatzpotential

hoA-l
Ist V' auch noch von z unabhéngig, so kann man auch noch die z-Komponente der Wellenfunktion
abspalten:
flp,2) = u(p) g(2)
und erhilt als Lésungen fiir g(z) ebene Wellen in z-Richtung. O

4. Zweidimensionales KEPLER-Problem

Behandeln Sie das zweidimensionale KEPLER-Problem, d.h. geben Sie die Eigenwerte (fiir £ < 0)
und Eigenfunktionen im Potential
7 e*
Vip) = ——
(p) P
an, wobei angenommen sei, daf} die Losung nicht von z abhingt.
Losungsvorschlag:

Wir schlieflen an die Losung der vorhergehenden Aufgabe an und beginnen mit dem Ansatz

iuwi
Y(p,p) =e \/ﬁf(p) :

Mit den Abkiirzungen
2mE 2mZe?

m2 v ) h2
ergibt sich die folgende Gleichung fiir f(p):

o f < 5 29K u2—%>
=+ |+ == - =0.
ap? 7 P p? f

= 2vK

Fiir p — oo geht diese Gleichung asymptotisch in f” — 42 f = 0 iiber mit den Lsungen

Flp) = =0 .

Wir miissen von den Eigenfunktionen verlangen, dafl sie im Unendlichen exponentiell wie e™7”
abfallen.

Fiir p = 0 tiberwiegt das letzte Glied in der Klammer und es gilt ann&hernd
w1
P2

f'= f

Der Ansatz f o p” fiihrt zur charakteristischen Gleichung

1
—NH=u2-=
nn—1)=p 1
mit den Lésungen n = p + % und n = — (u — %) Wir setzen speziell an:

f(p) = p"TE e P u(p)
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Die Funktion v geniigt der Differentialgleichung

v v 1
L u+1—2yup) = —2 - =
pap2+(u+ Wp)ap 7<u+2 n)U 0,
oder bei Einfiihrung der neuen Variablen z = 2yp der Differentialgleichung

0?%v Ov 1
Z@+(2M+1—3)a_<ﬂ+§_’i> v=0.

Wir machen den Potenzreihenansatz fiir v in der Form

o0
v(z) = Z anz"
n=0

und erhalten durch Koeffizientenvergleich
1
2u+1) a; — (u—l———n) a = 0

2
1
an n+u+§—n

Die Potenzreihe bleibt nur dann endlich, wenn sie bei irgendeinem n abbricht, woraus sich ergibt:

Gnit (n+1) (n+2u+1)

1
,u-l-i—/@:—n , n=0,1,2,3,..

Damit ergeben sich die folgenden Eigenwerte:

B2 (mZe2\> mZ%et
En’“ = —— 5 = — 3
2m \ A%k 212 (n + p+ 3)

5. Orthogonalitit der Eigenfunktionen des harm. Oszillators

Zeigen Sie die Orthogonalitit der Eigenfunktionen 1), (z) des harmonischen Oszillators ohne die
explizite Form der Eigenfunktionen aus Aufgabe 2 zu verwenden. Benutzen Sie ausschliefflich die
Differentialgleichungen.

Losungsvorschlag:

Die SCHRODINGER-Gleichung fiir den harmonischen Oszillator ist

_h_21/,”(x) + lmw2x21/1 () = Ep ()
2m n 2 n - n n .

Mit den Hilfsgrofien
_ 2mE,

oz=—,K,2Z =

148t sich dies schreiben als ,
x
Y() = () = —K2n(2)
Multiplikation mit ,, von rechts und Integration

[ vt - | D bitbude = k2 [ i
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2x partiell interieren gibt
4 a? 2
[ nttds = [ Zitntmde = < [ bnomds
mit
z? .
U = =3 m = =k m
«
Dann hat man
2 [bntmde = k2 [ oniinis
(k2 — k2,) /wnwmdx =0
Fiir n # m gilt ky, # kn, (Zustédnde nicht entartet), also
/djn'ﬁbmdw =0 n#m
0
Erzeugende Funktion der hermiteschen Polynome
Loésung:
(a)
—s2+42sz — Hn(Z) n
S(z,8) =e * 25 = Z S (C.3)
n=0
Idee: Definiere folgende in s und ¢ analytische Funktion
o0
ost) = [ 180 i
Einsetzen von (C.3)
o0 o0 2 Sntm
= > / f(2)Hp(2)Hyp(2)e™ dz ]
n,m:O_oo
_ = A
B Z o Im)!
n,m=0
Andererseits:
p(s,t) = / f(2)6732+2sze*t2+2”6722 dz = e*t / f(2)67(27(3+t))2 dz (C.4)
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ist die Integration trivial, und wir kénnen ¢(s,t) analytisch bestimmen. Man entwickelt dann wieder

ad s
o(s,t) = Z Qnm

nlm!
m,n=0

und kann so auf einfache Weise die ay,,,. also die komplizierten Integrale

* 1
/ z Hn(z)Hm(z)e_Z2 dz
52
—00

gewinnen. Wir suchen nun die Matrixelemente
(n|f(x)|m) = / U (2)f (2) U, ()
— 00

Dabei ist

Jetzt Berechnung fiir f(z) =1 :

o0
1 .2
(n|m) = m / H,(2)Hy,(2)e™ dz
Berechne (C.4) mit f(z) = 1:
o0
o(s,t) = e / e+ gy
—00

_ \/7_T€2St
oo
= V&)Y

!
0 n.
00
anom
= Jr Z ”n!m!s t"™0nm
n,m=0

0 ngm
= V7 Y vereraiml g,
n!m!

n,m=0

= /7V272m im0,
= /72"n!0nm

Anm
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und somit

[ee]

/ Ho(2)Hp(2)e * dz V2" n! 8pm

7@;@;)%@:) dz = Onm

o]

(n]zlm) = / :UHn(oza:)Hm(oz:U)efa%”2

— 00
2

1 1 T
H,(2)H,,(z)ze™* dz
ay/m \/2n2mpm] / =) )

o

y —
VTV 2m2mplm)

(b) f(z) =2

(s, t) = et / ze~ (= (s+0)" g A y=z—(s+1t)

—00
o0

= [ i

—00

= et / ye V" dy + (s +t)v/m
00
= V(s +1)e*
Reihenentwicklung der Exponentialfunktion

A
= \/7_r(s+t)z py

n=0

— 2" +1
= \/EZF(S” t" 4+ ")
n=0

2 & st In+1 fm+1

n=0 m=0
1 /n+1
oV 2
\/T\/m
mw\ 2
\/T\/m
mwV 2

(n]z|n+1)

(n+1]z|n)
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2

(n]z?|m) = %/Hn(z)Hm(z)e*Z dz

(c) flz)=2?

623t/z26—(z—(s+t))2 dz

— 00

= et ((s—l—t)2 / e dz + / 227 dz)

—00 —00

= et ((s 124 %)

o(s, )

[ee]

2n n+2;n nin+2 - 2n n+1 _n+ Sntn
= ﬁZm(s t" + 5"t )+\/7_rzm<2t s ‘1+T>
n=0 n=0

/

-~

St Frstn (nt3)

_ v s"t™ (m +1)(m +2)
= \/7_1';\/2 2mplm! T <n7m+2 s
(n+1)(n+2) 1
+6m7n+2 2.9 +6nm n+2
. 1 1 h 1
2 _ i T z
(nla”ln) = a2<n+2> mw<n+2>
. h
2 | 22 = — 1 2
(n+2|z°|n) 5 (n+1)(n+2)
h
2 _
(nle?n+2) = 5=t DnT?)
p = EE = o/—,i2 A Quadrierung
i Ox i 0z
oo 02
2 _ 252
p= h 022
Fiir 1
\Ilm :7Hm -7
() Vr2mm)! (2)e

erhilt man mit Hilfe von
H), =2mHp,_

und der Differentialgleichung der HERMITE-Polynome:

9

0z
62
022

U(2) = V2m¥,, ((2) — 20,,(2)

U, (2) = (22 -1-2m)¥,,(2)
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und somit

(n+1lpln) = V—”“

(nlpln+1) = ivimw
(nl?[n) = mho(n+ 2)

(n|p*|n+2) = (n+2|p*|n) = —mhwy/(n+1)(n+2)

Fiir das Produkt Az - Ap, erhilt man

~—~~
>
&
~—
V)
|
)
V)
~
|
8

Ap - Az

e}

Fiir n = 0 ist dies der kleinste mit der Unschérferelation vertrégliche Wert!

(d)

=
2
I
|
3
&
o
8
o

Kommutatorrelationen

(a)

[A,(B+C)] = AB+C)—(B+C)A = AB+AC—BA—CA = AB— BA+ AC —CA
= [A,B]+]A,C]
(b)
[A4,BC] = ABC - BCA = ABC — BAC + BAC — BCA

[4, BIC + B[A, C]

(c)

[4,[B,C]] = ABC — ACB - BCA+CBA
[B,[C,A]] = BCA- BAC —CAB + ACB =0
[C.[A,B] = CAB-CBA— ABC + BAC
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Fouriertransformierte der Wellenfunktion

Loésung:

L W) + V@)ue) = B
1 _ipa
o) = o= [Fw)e Fas

Fouriertransformation der Wellenfunktion

7 o [0

2x partiell integrieren

/ v<x)w<x)e-"’%d4 _ 1 [E / m(m)e—%dw]

Lo+ = [ [ﬁ v ee ] [ﬁ / o) | Fds = Eolp

1 (p'+p" —p)x
2 ) ( M) [ [rwew [ adyar ~ Bow)
—_—
27hé(p'+p'' —p)
\/—// 5(p' +p" —p)dp'dp" = E¢(p)
240 o / V(p—)ow" )" = Eo(p)
(a) V(z) = Vpcos(az)
% " _ 1 E iax — 2= p Da —tax 771-(”_:”)"3
Vip—p") = \/ﬁQ[/e e dx-l-/ e dx

v
\/271'7130 [6(p—p" —ah) +6(p—p" + ah)]
Die zugehorige Schrédinger-Gleichung ist

% [6(p — ah) — ¢(p + ah)] = Ed(p)

P
om o(p) +

(b) V(z+0b)=V(z)

Da dies ein periodisches Potential ist, Entwicklung

- 1
i27wn i27n
Z ape” b " mit ap = Z/V(CU)67 b

n=—oo
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Daraus dann

Vip—p")

> 2mnh
— 2 n _ I
hodr = V2rh E a 6( 5 p+p )

V2rh Z a”/

n=—oo n=—oo

Die zugehtrige SCHRODINGER-Gleichung ist

2 o) + n_fjm ot (= 25"0) = Eotp
Virialsatz
Lésung:
(a)
/ U (2)[A, HW, (z) dz = / (UXAH, — U HAV,) de
- /w;A(HxI;n) dx—/(H\I/;;)A\Ifn dz
= En/(\If;;A\I/n —U*AT,) do
= C
(b) 2
H=2-+V()
1.
[H,PlI = <2;P P—2+V( )P—PV(x)) T
= [Véxg), Py
= IS V(@
[H,X]¥ = (2;)( X2—2+V( )X—XV(a:)) 7

2 2

p_X_Xp_ i

2m 2m

1
= —— ([P, X|P+ P[P, X)W
— ([P, X]P+ P[P, X])

2 1

i 2m

P
= —ih—V¥
m
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[H,XP|¢ = (X[H,P|+|H,X]|P)¥
h 0 p?
= ——|X— -= |0
i < awv(x) m>
2. ,
(P) = Z(1H,X]) = 0
3.
((H,XP])=0 aus (a)
2
_ Py _ 12
T, = <2m> = 2<X8:UV(I)> aus 1.
+ 1,0 1 AV,
T = (X —Voz*) = =Vp(XAX 1) = Z2(x*
2( vaow ) 2V0( A ) 5 (X7)
Dies fiihrt auf den Virialsatz \
T, = §Vn
Hermitesche Operatoren
Zu zeigen:
/ U (2) AU () do = / (AU(2))" U(z) do
1. A=1vy,
/ \II*EVZ\IJ dzx = E\I/*\Il‘ - / Z(VZ\II*)\II dx = / (EVI\II> U dx
i i oo i i
—00 ~ — — 0 —00
=0
Dieser Operator ist hermitesch.
2. A=hV,
/ U*hV, ¥ drx = R 9P| — / AV, UV dx = — / (AV, )" ¥ dz
——
—00 -0 —00 —00

Dieser Operator ist nicht hermitesch.

Kugelflichenfunktionen

Die Kugelflichenfunktionen niedrigster Ordnung sind gegeben durch
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Yoo =1/
Yip= ,/%cosﬁ Yip = —1/% sin Jei®

Yoo =1/1e=(Bcos? ¥ —1) Yo1 =—y/32sindcosde’® Yyp=,/52> sin? Je2i®

> 327
mit i, = (~1)"Y},.
Zeigen Sie, dafl diese Kugelflichenfunktionen die Orthonormalitdtsbedingung

/Yl,*,m, (9, 0)Y1,m (9, ) dQ = S Sy

erfiillen, und zwar fiir die Spezialfille Y;,, , m = —1,0,1und Y} , 1 =0,1,2.

Loésung:

™

2m
/Ylf‘,m,Y},m dQ = /sinﬁ dﬁ/d(p Y o (9, 0)Yim (9, )
0

0

(@) Yim
Orthogonalitét folgt schon aus der ¢-Integration:

2m 2m
/d@ e—im'apeimcp — /d@ ei(m—m')ap m # m'
0 0
. 2w
e S
m —m/ 0
- _ i , (ei(m—m’)27r _ 1)
m—-m
=0 fir jm —m'| =1,2,...

Normierung:

m 2m
/onyl,o aQ = %/coﬁﬁsinﬁ dﬁ/dcp
' 0
0 0

r = cos)

dr = —sin? dv
9=0 => z=1
Y=m = z=-1

31
= E/xQdm
Z1
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(b) Yio

/Y1*,1Y1,1 aQ =

/ Yy, dQ)

/ Y10 Yoo dQ

/ Y5 0Y0,0 dQ

/ Y Y1,0 dQ

I
e~ w
|
P—*\H
_
|
S
o
U
8

Il

UL It}
[N}
N

—

|

L = W
N——

Il
—_
=%
[

2

3 sin® ¥ sind dv / dy

8w
0

T 2T
/1 3 .
E—E/cosﬂsmﬁ dﬁ/dgo

0 0

0

P 27T
/i.i/(gcosw_nsinﬁ dﬁ/d
4T 167 4

0 0

1
_j; (322—1) de=(23—2)|~,=0

0
1 bereits gezeigt
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b 2m
. /3 5 5 .
/Y270Y1,0 dQ = i 16ﬂ_/cosz9(3005 ¥ —1)sin? dﬁ/dgp
0 0

1
J (3z2—1) dz=0
21

m 2m
/Y2*0Y2,0 aQ = % / (3cos® ) — 1)2sin19 dd /dgo
' T
0 0
N - . ——
1 2m

Eigenfunktionen zum Drehimpulsoperator

Mit Hilfe der Beziehungen

Pljm) = WjG+1)]jm)
J.|jm) = hm|jm)
1
Jo = §(J++=L)
1
Jy = §(J+_J—)
sowie
1
b Z(Jﬁ+JE+J+,L+,LJ+)
. 1
Jy = Z(Ji+JE—J+J,+J,J+)
berechnet man
AT = /Cm| B2 gm) = (jm | Ti] jm)?

AT = \fWm2 (G| m ) — (b { m | jm )
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Normierung von ¥(z) = C' z e~

Bestimmen sie C' so, dafl

U(z) =C z el

normiert ist.!

Loésung:

Zunéichst Zerlegung der Wellenfunktionin

Cze™”
U(z) =
Czre ™
(T |T) =1 = /\I’*(I)\IJ(I)dI

I
Q
™
8
o
(9]
W
S
8
U
&
|
Q
™
8
o
(9]

— 00 oo
0
C?z? 0 C?z
_ 2ax 2aa:d
= - [ — +
2a o a
— 00
0
C? T 0

o0
02 1 2aa:0 1 —2ax
BRTEA R T
(1 L1
22 |2¢  2a
02
T 23
1
C = V2a?
1
U(z) = V243 xe

L Aufgabe 2 der 1. Klausur zur Quantenmechnik T — WS 1989/90
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Anisotroper harmonischer Oszillator

Ein System, welches durch den Hamiltonoperator

H= —h—2V2 + 2 (wiz? + w3y® +w32?) (C.5)
o 5 Wi 2 3

beschrieben wird, heifit anisotroper harmonischer Oszilltor.
(a) Bestimmen Sie die moglichen Energieeigenwerte dieses Systems.

(b) Berechne Sie fiir den isotropen Fall (w; = ws = w3 = w) die Entartung des Zustandes mit der
Energie E,,.

Loésung:
(a) Mit
0? 02 02
A 92 + 6—y2 + 022
wird C.5)
92 92 52 m?
{w + 8—y2 + 5.2 + ) (E_w%x2 _w§y2 —W§Z2)} U(z,y,2) =0



Priifungsprotokolle

Protokoll zur Diplompriifung im ich:

Fach Theoretische Physik bei Prof.
Meissner

Bonn, den 24. Mai 2001

Fight 1, UGM vs VH: Was-will-ich-in-
Jiilich?

Meine erste Priifung bei Meissner fand am 10. April
in Jilich. Die Note war 3+ und ich machte vom
Freiversuch Gebrauch. Die Priifung dauert ca. 35
Minuten. Hier das Protokoll des Beisitzers:

Diracgleichung; Diracspinoren; Impulsraumgleichung;;
Teilchen- und Antiteilchenlosung; Klein-Gordon-Glei-
chung; Klein-Gordon-Strom; Zustinde negativer Ener-
gie; Schrodingergleichung; Wellenfunktionen; Wahr-
scheinlichkeitsdichte; Harmonischer Oszillator (dar-
stellungsfrei); Erzeuger, Vernichter; Besetzungszah-
len; Coulombproblem; Spektrum; Separationsansatz;
radiale Schrodingergleichung; Drehimpulseigenwer-
te; asymptotische Losungen; allgemeine Losung; Ent-
artung; mechanisches Analogon: Keplerproblem; Runge-
Lentz-Vektor; Dipoliibergénge; Boltzmann-Verteilung;
Pauliprinzip; Bose-Einstein-Kondensation; Fermi-Im-
puls

Fight 2, UGM vs VH: Rematch in Bonn

Die Priifung dauerte ca. eine Stunde, er gab mir eine
1,0.

er:

er: Schreiben Sie mal die Schréodingergleichung des  ich:

H-Atoms hin.

er:
ich:

(das war natiirlich nach den Erfahrungen der
ersten Priifung ein Geschenk)

0 R2A e?
e = oM YT

Zeit abseparieren, A umschreiben fiihrt auf

19, ,0, I

BV = — Iy
r2 ar(r ar) r2p2’

Separationsansatz fiir die Winkel

Unl (T’)

U= Yo (9, ¢)

fithrt auf die radiale Schrodingergleichung (mus-
ste ich auch hinschreiben), nun betrachtet man
das asymptotische Verhalten gegen 0 und un-
endlich, dies ergibt jeweils zwei Lésungen, von
denen jeweils eine wegen Normierbarkeit ver-
worfen wird, also Ansatz:

Unl(r) = Fnl(r)r'Tte "

Einsetzen ergibt Kummersche Diff.gleichung
(musste ich weder ausrechnen, noch hinschrei-
ben), jetzt Potenzreihenansatz, fithrt auf Re-
kursionsformel fiir die Exponenten, Abbruch-
bedingung der Reihe ergibt Energieeigenwerte

’ITL€4

oj L —
N T+l +1)2R2

Was ist das da fiir eine Masse?

eigentlich die reduzierte Masse pu = m"'—:’n’i,

aber in guter Ndherung Masse des Elektrons
Was gibt es fiir Entartungen?

l- und m-Entartung, insgesamt N2-viele kets
fiir eine bestimmte Hauptquantenzahl N
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er:

ich:

er:
ich:

er:

ich:

er:

ich:

er:

ich:

Ja, ja, aber was steckt da fiir eine Symmetrie
hinter.

Rotationssymmetrie und das Pendant aus der
klassischen Physik fiir die m-Entartung ist der
Runge-Lentzvektor, liegt am %—Potential (da
hatte er wohl vergessen, dass er mich auch die-
ses Detail in der ersten Priifung gefragt hat)

Wie sieht das denn beim Helium aus?

(Hamiltonoperator hingeschrieben, Wechselwir-
kungsterm der beiden Elektronen als Stérung
aufgefasst), auf Grund des Pauliprinzips gibt
es Kombinationen von symm. bzw. antisymm.
Ortswellenfkt. und antisymm. bzw. symm. Spin-
wellenfkt., fiihrt auf Para- und Orthohelium,
Grundzustand in Zahlen mit und ohne St6rung,
Termschema (ich habe die Ausfiihrungen im
Sakurai fast wortwortlich wiederholt, das reicht;
dann fiigte ich noch hinzu, dass man die Ener-
gieniveauverschiebung Hundtsche Regel nennt)

Wie das heisst, ist mir egal. Wie sieht denn der
differentielle Streuwirkungsquerschnitt von Bo-
sonen im Vergleich zu Fermionen aus?

(auch hier haargenau wie im Sakurai) bei Bo-
sonen

1£(0) + f(r =),

bei unpolarisierten Fermionen

1 3
IO+ £ = 0)] + {10) - f(m = 6)

Wie sieht dann allgemein die Streuung einer
ebenen Welle an einem Potential aus?

U = o+ f(k, k)#, fk, k) ist in erster Born-
scher Niherung die Fouriertransformierte vom
Potential an der Stelle k — k

er:

ich:

er:

ich:

er:

ich:

er:

ich:

er:

ich:

er:

Wie sieht denn der Wirkungsquerschnitt jg: . .

Vergleich zur klass. Mechanik fiir das Cou-
lombproblem aus?

(das behagte mir nicht so, da die Coulombstreu-
ung recht kompliziert ist, siehe letzten Seiten
Sakurai, irgendwie habe ich ihn zur harten
Sphire gebracht, damit war er zufrieden) bei
der harten Sphire ist der Wirkungsquerschnitt
27r? gegeniiber den klassisch erwarteten w2,
die Hilfte wird nach dem optischen Theorem
Im(f(# =0)) = %2t zur Schattenbildung so-

zusagen gebraucht

er:
ich:

er:
ich:

er:

Wie wirkt sich der Paritéitsoperator auf Wel-
lenfunktionen aus?

wird eingefiihrt tiber PP = —z ist hermi-
tesch und unitér, Eigenwerte sind +1 und —1,
Eigenfunktionen transformieren sich zu £ ¥ (—z)

Was macht der Zeitumkehroperator und wie
sieht der explizit aus?

er sorgt fiir eine Bewegungsumkehr und ist
antiunitir (die Bildung der Zeitumkehr wus-
ste ich nicht, entscheidend war hier, dass man
die Wellenfunktion komplex konjugieren muss,
dann hat er mir noch bei Bildung von Matrix-
elementen etwas geholfen, die &ndern sich bei
Paritét nicht, bei Zeitumkehr gibt es ein Mi-
nus)

Was gibt es fiir Losungen beim Doppelkasten-
problem (siehe Sakurai)

bei endlichem Wall gibt es keine Entartung, al-
so sind Eigenfunktionen gerade oder ungerade
(Losungen skizziert)

Wo hilt sich das Teilchen denn nun auf?

es gibt Wahrscheinlichkeiten fiir linke und rech-
te Seite (er wollte Tunneln horen), wenn der
mittlere Wall unendlich hoch ist, gibt es auch
stationare nicht symmetrische Losungen, da
jetzt Entartung auftritt

Was gibt es fiir 2 Teilchen bei 2 Einteilchen-
zustinden fiir Mehrteilchenzustéinde im klas-
sischen, Bosonen- und Fermionenfall

klassisch 4, Bose-Einstein 3 und bei Fermionen
wegen des Pauliprinzips nur einen (die Losun-
gen hingeschrieben)

(zum Besitzer, der unbedingt elendig klein schrei-
ben musste) wir haben ja noch Platz

: Wir miissen das Ding nicht vollkriegen.

Schreiben Sie mal die Dirac-Gleichung hin.
(ihy*0, — mc)¥ = 0 (Antikommutatorglei-
chung hingeschrieben, die wegen Energie-Im-
pulsbeziehung gelten muss)

Wie gross ist denn die Dimension?

Sie ist gerade, da Spur 0 und Eigenwerte +1
bzw. +i, 2 scheidet aus, da man hier 3 nicht
kommutierende Matrizen finden kann, also min-
destens 4.

Wie sehen die freien Losungen aus?
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ich: (einen Spinor zu positiver Energie hatte ich
auswendig gelernt, man kommt zu ihm {iber
den Ansatz ¥ = Nu(p)e~#%"P» und die dar-
aus folgende Impulsraumdarstellung)
er: Und wozu sind das jetzt Eigenfunktionen?
ich: (Er wollte wohl auf den Spin hinaus, das sieht
man aber besser im ruhenden Fall) Im ruhen-
den Fall kann man 4 linear unabhéngige Lésun-
gen konstruieren, die Eigenfunktionen zu den
4 Kombinationen von Spin up, down und pos.,
neg. Energie (also Masse) sind.

Kommentar

Er ist schon ein sehr seltsamer Vogel, dieser UGM.
Seine Beschreibung reicht von supercool bis zum
Kotzen arrogant, mit eindeutiger Tendenz zum letz-

teren. Er hatte bei meiner ersten Priifung wohl schlech-

te Laune und versuchte mich wihrend der Priifung
mit Spriichen wie “stimmt sogar“und “das ist ja
wohl nicht Thr Ernst“aufzumuntern. Insgesamt hat
er eine schlechte Art, mit Leuten umzugehen. So
bestétigte er mir meinen zweiten Priifungstermin
zwei Tage vorher und &usserte sich nie vollig ver-
bindlich zu dem Stoffrahmen seiner Priifung. Hatte
ich in den Priifungen auch etwas vollig korrekt be-
antwortet, erntete ich meistens nur ein verstortes
Stirnrunzeln, so dass ich in der zweiten Priifung
hauptséchlich aus dem Fenster gestarrt habe.

Diese Eigenarten haben sich neben meiner nichtopti-
malen Vorbereitung zur ersten Priifung als &dusserst
nervend erwiesen. Ich hatte vor der ersten Priifung
keine Protokolle zur Verfiigung und habe nicht sei-
ne Quanten-Vorlesung gehort. Die Fragen waren je-
doch, wie sich spéter herausstellte straight entlang
seiner Vorlesung, und nicht immer in den Biichern,

die wir vereinbart hatten, beantwortet. Fiir ihn spricht,

dass er mich wihrend der Priifungen nachdenken
und ausreden liess. Allerdings sind seine Fragen mei-
nes Erachtens oft seltsam unscharf und schwer zu
beantworten, wenn man nicht weiss, worauf er hin-
aus will. Er ist aber durchaus bereit, seine Fragen
neu zu formulieren und Hilfestellungen zu geben. Ich
hatte den Eindruck, dass man ihn manchmal in eine
etwas giinstigere Richtung lenken kann. Allerdings
greift er sich wihrend der Priifung oft sehr spezielle
Gebiete heraus und will diese haarklein beantwor-
tet haben, ohne das man Verstindnis der Zusam-

menhé#nge anbringen kann. Seine Benotung war bei-
de Male durchaus wohlwollend, iiber eine halbe Note
schlechter hitte ich mich nicht beklagen kénnen.

Zusammenfassend kann ich offensichtlich UGM nicht
uneingeschrénkt als Priifer empfehlen. Wichtig ist
es, seine Quantenmechanik-Vorlesung und Lieblings-
themen zu kennen, wozu dieses Protokoll hoffentlich
beitréagt.

Ausziige aus weiteren Protokollen

E-Dynamik Maxwellgleichungen, auch kovariante
Form; Feldstirketensor, auch dualer; Eichin-
varianz; Maxwellscher Spannungstensor

Quanten I unitire Trafos; Bilder der Quantenme-
chanik: Schrodinger, Heisenberg, Ww; Trans-
lationsoperator; Noether-Theorem der Quan-
tenmechanik; elementare Kommutatoren; har-
monischer Oszi; H-Atom; Darstellung der Wel-
lenfunktion im Orts- und Impulsraum, Zusam-
menhang iiber Fouriertrafo; Potentialtopf; Di-
poloperator; Auswahlregeln; Lippman-Schwinger-
Gleichung; Resonanzen; Hilbertraum mit Tra-
fo zwischen verschiedenen Basen

Statistik statistische Verteilungen: Zustandssum-
men, Besetzungszahlen; Bose-Einstein-Konden-
sation; Fermi-Kante; Quantisierung des Pha-
senraumes

Literatur

Hier noch die Biicher, mit denen ich hiauptsichlich
gelernt habe:

e E-Dynamik: Fliessbach

e Quanten I: Sakurai, Schwabl, Feynman: Lec-
tures Band IIT (fiir das Verstéindnis, nicht fiir
die Priifung); Greiner, Nolting, Dawydow (fiir
das H-Atom)
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se)

e Statistik: Reif, Pathria
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