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Vorwort

Infolge ihrer groflen Bedeutung fiir den Aufbau der Materie nimmt
die Quantentheorie in der Physik eine zentrale Stellung ein. Nur mit
ihrer Hilfe ist es moglich, die Stabilitdt und Struktur der Bestandteile
— Kerne, Atome, Molekiile — zu verstehen, aus denen die uns umgeben-
de Welt zusammengesetzt ist. Der Anwendungsbereich der Quanten-
theorie ist aber ldngst nicht mehr auf diese mikroskopischen Systeme
beschrénkt. Eine Reihe von Phinomenen in der Physik der Fliissigkei-
ten und Festkorper ist durch das quantenhafte Verhalten von Systemen
bedingt, die nicht wesentlich kleiner sind, als wir selbst. Suprafliissiges
Helium, supraleitende Substanzen, Ferromagneten sind makroskopische
Quantensysteme, es gibt Schaltkreise, in denen man das quantenme-
chanische Verhalten geeigneter Halbleiterkontakte technisch ausniitzt,
weifle Zwerge und Neutronensterne sind Quantensysteme mit (fiir un-
sere Begriffe) riesigen Abmessungen.

FEine einfithrende Darstellung der Quantentheorie kann, wenn sie in
einer Vorlesung mit begrenzter Stundenzahl untergebracht werden soll,
nur einen sehr begrenzten Ausschnitt aus den vielen Anwendungen der
Theorie enthalten. Auch aus dem entsprechend reichhaltigen Katalog
von Losungsmethoden quantenmechanischer Probleme muf eine enge
Auswahl getroffen werden. Die Darstellung sollte aber den Formalismus
der Quantentheorie so vermitteln, dafl seine wesentlichen Ziige nicht aus
den Augen verloren werden.

Der hervorstechendste Unterschied zwischen der klassischen und der
Quantenmechanik besteht in der Tatsache, dafl die letztere eine sta-
tistische Theorie ist, in der es um Wahrscheinlichkeitsaussagen iiber
Zusténde des betrachteten Systems geht. In der vorliegenden Ausar-
beitung wird daher zunéchst versucht, diesen Aspekt plausibel zu ma-
chen. Dies geschieht mit Hilfe einer Analyse einfacher Experimente und
ihrer Resultate in Form einer “Algebra von Messungen”, die verallge-
meinerungsfiahig ist und zur Kinematik quantenmechanischer Zustéande
fithrt. Der Schritt zur Dynamik als Theorie von Zustandsénderungen
wird ebenfalls anhand einfacher Experimente vollzogen. Dadurch erhélt
man bereits die Moglichkeit, die Dynamik von Systemen bei gegebenen
Matrixelementen der Energie zu untersuchen und entsprechende Pro-
bleme zu losen. Erst der letzte noch fehlende Schritt (Vertauschungsre-
lationen physikalischer Operatoren) wird mit Hilfe des Welle-Teilchen-
Dualismus plausibel gemacht. Die Verallgemeinerung zur endgiiltigen
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Form des quantenmechanischen Formalismus erfolgt iiber den von Di-
rac gewiesenen Weg.

Die folgenden Abschnitte enthalten eine Auswahl von Methoden
zur Losung typischer Probleme der Quantentheorie, die einen Mini-
malkatalog dessen bildet, was aus diesem Bereich zur Allgemeinbildung
des Physikers gehoren sollte. Der Text enthélt nur wenige Anwendungs-
beispiele. Eine wesentlich grofere Anzahl ist in den Ubungen enthalten.
Die selbstindige Losung moglichst vieler Ubungsbeispiele ist fiir das
Verstindnis wesentlich.

Die vorliegende Ausarbeitung enthélt den dritten Teil einer vierse-
mestrigen Kursvorlesung iiber Theoretische Physik fiir Hauptfachphy-
siker sowie eine Reihe von Abschnitten zur Abrundung des Lehrstoffes.
Auf Begriffsbildungen und Methoden, die bereits in den ersten beiden
Teilen dieser Vorlesungsreihe besprochen wurden, wird gelegentlich un-
ter Angabe von Kapitel- und Abschnittsnummer verwiesen ( wie z.B. M
5.4 = Mechanik Kap. 5, Abschnitt 4, ED 2.7 = Elektrodynamik Kap. 2,
Abschnitt 7). Gegeniiber den fritheren Auflagen wurde der enthaltene
Lehrstoff gestrafft und die Anzahl der Ubungsbeispiele vergréfert. Da-
durch ist es moglich geworden, einige Ergdnzungen hinzuzufiigen, ohne
den Rahmen einer Vorlesungsausarbeitung zu sprengen. Der Zugang zur
Quantentheorie iiber die Meflalgebra (der von Schwinger stammt) und
die (auf Feynman zuriickgehende) Veranschaulichung durch Schaltzei-
chen wurde jedoch beibehalten. Daf} in der Folge algebraische Techniken
gegeniiber von Methoden aus der Theorie der Differentialgleichungen
bevorzugt werden, liegt in der Natur dieses Zugangs.

Die vorliegende Ausarbeitung wurde mit dem Satzsystem TEX er-
stellt. Ich danke Frau S. Fuchs fiir die rasche und gewissenhafte Aus-
fiihrung der schwierigen Schreibarbeit, Herrn Dr. F. Widder fiir Rat
und Hilfe beziiglich TEX und allen Assistenten, die in einer Reihe von
Jahren an den Ubungen zur Vorlesung mitgewirkt haben, fiir ihre Un-
terstiitzung.

Graz, im Februar 1999 Heinrich Mitter



1. Grundbegriffe und grundlegende Struktur

1.1 Warum Quantentheorie ?

Die klassische Physik beschreibt viele Naturphdnomene in ausreichen-
der Weise, und zwar nicht nur im makroskopischen Bereich: die kine-
tische Gastheorie ist z.B. eine mikroskopische Theorie. Dennoch gibt
es eine Reihe von physikalischen Sachverhalten, die von ihr nicht oder
nicht zufriedenstellend erklart werden. Einige davon sind die folgenden:

(1)

In der Physik makroskopischer Systeme (Gase, Fliissigkeiten, Fest-
korper):

Energieverteilung der Strahlung eines schwarzen Korpers. Ther-
modynamisches Verhalten bei niedrigen Temperaturen (z.B. spezi-
fische Warme). Kondensationsphdnomene. Suprafluiditéit. Kohési-
onsenergie von Fliissigkeiten und Festkorpern. Schallphénomene
in Festkorpern (Gitterschwingungen, Phononen). Elektrische Leit-
fihigkeit (insbesondere Halbleiter, Supraleiter). Ferromagnetismus.

In der Chemie und Molekiilphysik:

Form und Grofle der Molekiile, Molekiilspektren. Theorie der che-
mischen Bindung: Zustandekommen der homé&opolaren Bindung,
quantitative Aussagen (Stérke der Bindung). Mechanismus von Re-
aktionen (Reaktivitét verschiedener Atomsorten).

In der Atomphysik:

Grofle und Stabilitdt der Atome. Ladungsverteilung in Atomen.
Atomspektren: diskretes Spektrum (scharfe Linien) angeregter
Atome, Linienbreite, Linienaufspaltung in elektrischen und magne-
tischen Feldern (Stark- bzw. Zeemaneffekt). Wechselwirkung von
Licht oder Teilchen mit Atomen: Photoeffekt, erzwungene Emission
bzw. Absorption, Streuung von Teilchen an Atomen.

In der Kernphysik:

Grofle und Stabilitdt der Kerne. Ladungsverteilung. Kernspektren.
Kernreaktionen: Wechselwirkung von ~«-Strahlen oder Teilchen mit
Kernen, radioaktiver Zerfall, Kernspaltung, Kernfusion.
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(5) In der Teilchenphysik:
Grofle der Elementarteilchen. Elektromagnetische und mechani-
sche Eigenschaften (Masse, Ladung, Drehimpuls, magnetisches Mo-
ment). Wechselwirkung von Strahlung mit Teilchen (z.B. Comp-
toneffekt). Teilchenreaktionen: Streuung, Zerfall, Erzeugung neuer
Teilchen.

Die Quantentheorie (Quantenmechanik) kann diese Phinomene (mit
Ausnahme des grofiten Teils der unter (5) genannten) qualitativ und
quantitativ erkldren. Die Quantentheorie ist keineswegs a priori ei-
ne Theorie mikroskopischer Systeme (Ferromagneten oder Supraleiter
sind makroskopische Objekte), sondern ihr Formalobjekt sind beliebige
physikalische Systeme (Teilchen, Kerne, Atome, Molekiile, Festkorper
u.a.m.). Die klassische Physik ist in der Quantentheorie als Grenzfall
enthalten. Der Ubergang zu diesem Grenzfall ist allerdings nicht bei
allen Problemen leicht durchzufithren. Es gibt Systeme, bei denen er
mathematisch nicht existiert, die also kein klassisches Gegenstiick ha-
ben.

Die Quantentheorie ist eine nichtrelativistische Theorie, d.h. die Ge-
schwindigkeiten aller betrachteten materiellen Objekte miissen klein
gegen die Lichtgeschwindigkeit sein, damit der Formalismus anwend-
bar ist. Fiir die Probleme der Teilchenphysik ist die nichtrelativistische
Quantentheorie nicht ausreichend. Eine konsequente Inkorporation der
Relativitatstheorie (die in der relativistischen Quantenfeldtheorie ver-
sucht wird) ist zwar moglich, doch sind der Durchfithrung dieses Pro-
gramms immer noch Grenzen gesetzt.

Wie jeder Fortschritt in der Physik erfordert auch die Erweiterung
der klassischen Physik zur Quantentheorie eine Erweiterung der Be-
griffsbildung. Gewisse bisher beniitzte und vertraute Begriffe stellen
sich als unangemessen oder sogar widerspruchsvoll heraus, wenn neue
Phéanomene betrachtet werden sollen. Eine erfolgreiche Beschreibung
mufl mit einer Kritik des Begriffsapparates beginnen. Das ist in der
Physik ein durchaus normaler (“evolutiver”) Vorgang. Die Tatsache,
daBl viele Physiker der édlteren Generation die Quantentheorie als “re-
volutiondr” empfunden haben (was gelegentlich, je nach Einstellung, zu
obstinatem Widerwillen oder unkritischem Enthusiasmus fiihrte), mag
darauf zuriickzufiihren sein, daf} die kritisierten Begriffe besonders ver-
traut waren. Die Begriffsbildung und der mathematische Apparat der
Quantentheorie sind als besonders “unanschaulich” verrufen. Die fol-
genden Abschnitte versuchen zu zeigen, dafl diese Meinung unberechtigt
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ist. Die Quantentheorie kann anhand der Analyse durchaus “anschauli-
cher” experimenteller Situationen entwickelt werden und man kann sich
an ihren Apparat (wie an alle Formalismen) gewdhnen.

In diesem Zusammenhang soll hervorgehoben werden, dafl man die
Grundgesetze der Quantentheorie genausowenig “abgeleitet” hat, wie
etwa die Newtonschen Gesetze oder die Maxwellschen Gleichungen.
Auch die Entwicklung der Quantentheorie erfolgte nicht deduktiv, son-
dern in Form eines “Lernvorganges by trial and error”. Durch ein Zu-
sammenwirken von Intuition, Genialitdt und Sachverstand wurden an
einigen wenigen Fakten neue Begriffsbildungen und Formalismen ab-
strahiert, deren Zweckméfligkeit und Konsistenz hinterher gezeigt wur-
de, indem man die daraus folgenden Aussagen fiir eine grofle Klasse
von Phénomenen mit dem Experiment verglich. Ohne allen historischen
Umwegen zu folgen, will die folgende Einfithrung diesen Aspekt heraus-
stellen.

1.2 Die Quantennatur des Lichtes

Der Beginn der Quantentheorie wird durch die Hypothese markiert, dafl
die elektromagnetische Strahlung aus Lichtquanten (Photonen) besteht,
also auBer ihren Welleneigenschaften auch eine Teilchenstruktur hat.
Max Planck war 1901 bei einer Untersuchung der Energieverteilung
der Strahlung eines schwarzen Korpers zu einer mit dem Experiment
iibereinstimmenden Formel gelangt, indem er die fiir seine Zeit duflerst
kithne Annahme machte, dafi Strahlungsenergie der Frequenz v nur
in Portionen emittiert oder absorbiert werden kann, die ganzzahlige
Vielfache von E = hv sind. Dabei ist h ~ 6.6 - 1073 Joule-Sek. ~
410715 eV-Sek. eine Naturkonstante. Monochromatische Strahlung
besteht daher aus Quanten (Photonen) dieser Energie.

Es ist amiisant festzustellen, dafl man die Quantennatur des Lichtes
mit freiem Auge beobachten kann. Betrachtet man eine sehr schwach
beleuchtete Wand, so sieht man sie nicht gleichméfig beleuchtet, son-
dern bemerkt eine sich rasch &ndernde “kornige” Struktur. Sie resultiert
aus der “kornigen” Struktur des Lichtes selbst: Man beobachtet stati-
stische Schwankungen in der Anzahl der Photonen, die das Auge in
einem gegebenen Zeitintervall treffen. Bei grofierer Helligkeit sind diese
Schwankungen relativ so klein, daf} sie nicht mehr gesehen werden.

Starke Evidenz fiir die Korpuskularstruktur des Lichtes und die
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Richtigkeit der Planckschen Beziehung zwischen Energie der Photonen
und der Frequenz des Lichtes liefern zwei wichtige Experimente.

1. Photoeffekt: Eine mit Licht hoherer Frequenz bestrahlte Kathode
einer evakuierten Rohre emittiert Elektronen. Der zuerst von Hertz
(1887) beobachtete Effekt wurde 1905 von Einstein in folgender Weise
gedeutet: Absorbiert ein Elektron im Metall der Kathode ein Photon
der Frequenz v, so verlafit es die Kathode mit der kinetischen Energie

va

T:hV—WghV—gb.

Dabei ist W die Energie, die es auf dem Weg durch das Metall durch
Wechselwirkung mit anderen Teilchen (bzw. dem Gitter) verliert, das ist
glinstigstenfalls die Austrittsarbeit ¢. Die Energie des Elektrons kann
gemessen werden, indem man untersucht, welches verzogernde Potential
es iiberwinden kann (Sperrspannung). Das experimentelle Resultat ist,
dafl es eine Schwelle gibt. Unterhalb einer bestimmten Grenzfrequenz
(die einer Wellenlénge von etwa 680 nm entspricht) findet selbst bei sehr
hoher Lichtintensitiat kein Photoeffekt statt, selbst wenn ein beschleu-
nigendes Potential verwendet wird. Oberhalb der Schwelle steigt der
Photostrom mit abnehmender Verzogerungsspannung an und erreicht
einen (intensitdtsabhéngigen) Sattigungswert.

Klassisch ist zwar das Zustandekommen des Effektes versténdlich.
Eine elektromagnetische Welle induziert eine oszillatorische Bewegung
der getroffenen Elektronen (sie werden von der Welle “geschiittelt”).
Die Existenz einer Grenzfrequenz ist nicht verstdndlich. Die Zahl der
emittierten Elektronen sollte mit wachsender Amplitude zunehmen, da
bei groBlerer Amplitude mehr Elektronen “losgeschiittelt” werden, sie
sollte aber von der Frequenz unabhéngig sein, in krassem Gegensatz
zum experimentellen Befund. Mit der Lichtquantenhypothese ist der
experimentelle Befund nicht nur qualitativ, sondern auch quantitativ
verstidndlich. Die lineare Abhéngigkeit der Elektronenenergie von v ist
experimentell gut bestétigt. Die Steigung der Geraden liefert den Wert
von h in guter Ubereinstimmung mit andersartigen Experimenten.

2. Comptoneffekt: Streut man -Strahlen an Elektronen und trégt
die Intensitdt (Anzahl) der gestreuten Photonen als Funktion ihrer
Energie bei festem Streuwinkel auf, so beobachtet man bei grofieren
Winkeln zwei Maxima: eines bei der Energie der einfallenden Photonen
und ein nach kleineren Energien verschobenes Maximum. Durch Unter-
suchung der Winkelabh&ngigkeit der Lage des verschobenen Maximums



Die Quantennatur des Lichtes 5

findet man, dafl Energie- und Impulssatz fiir den Zusammenstof3 eines
Photons mit einem Elektron erfiillt sind:

B+ Ee) = E{, + E,
/ /
P(y) T Pe) = Py) TPe) -

Dabei ist fiir anfangs ruhende Elektronen Py =0, Ee) = m(e)c2 sowie
E() = c|p(,| (ebenso fiir EEV)), denn das Photon ist ein relativistisches

Teilchen mit der Masse Null (vgl. M 5.5). Die unverschobene Spitze
entspricht elastischen Zusammenstofien der v-Quanten mit ganzen Ato-
men. Wegen der relativ groflen Masse des Atoms ist der Energieverlust
des v-Quants zu klein, um sich bemerkbar zu machen.

Nach der klassischen Theorie wiirde man zwar eine Frequenzver-
schiebung erwarten: Berechnet man das Verhalten eines Elektrons in
einem elektromagnetischen Wechselfeld, so sieht man, dafl das Elektron
nicht nur in Schwingung versetzt wird, sondern auflerdem gleichméfig
beschleunigt wird. Die resultierende Streustrahlung in einer gegebenen
Richtung hat wegen des Dopplereffektes eine verschobene Frequenz. Die
Dopplerverschiebung hat aber keinen festen Wert, sondern sollte mit der
Zeit zunehmen. Man wiirde daher nicht zwei scharfe Maxima, sondern
eine breite Kurve erwarten, im scharfen Gegensatz zum Experiment.
Die Erklarung mit Hilfe der Lichtquantenvorstellung ist nicht nur im
Einklang mit dem Experiment, sondern auflerdem besonders einfach.
Man braucht nur die (relativistische) Kinematik des elastischen Stofles
von zwei Teilchen (vgl. M 5.8, Beispiel 20).

Die physikalischen Eigenschaften der Photonen sind der klassischen
Elektrodynamik zu entnehmen. Nach dieser transportiert ein Licht-
strahl Energie und Impuls. Ist das Licht zirkular polarisiert, so trans-
portiert der Strahl auflerdem Drehimpuls. Diese Resultate der Max-
wellschen Theorie konnen experimentell gepriift werden. Der Impuls
kann z.B. als Lichtdruck mit einem an einem Torsionsfaden aufgehéing-
ten Spiegel gemessen werden; der Drehimpuls kann z.B. fiir eine Mi-
krowelle mit einem an einem Faden aufgehingten Absorber nachge-
wiesen werden. Aus den Maxwellgleichungen erhélt man quantitative
Zusammenhénge zwischen der absorbierten Energie und dem damit
iibertragenen Impuls bzw. Drehimpuls (vgl. ED 2.9, insbes. Beispiel
2.29). Im Photonenbild bedeutet das, dafl wir einem Photon mit der
Energie ¥ = hv = hw den Impuls p = hv/c = hw/c und (bei zir-
kularer Polarisation) den Drehimpuls 4/ zuordnen miissen (anstelle
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der Planckschen Konstante h tritt sehr oft die Kombination i = h/2m
auf, fiir die wir daher eine eigene Abkiirzung eingefiihrt haben). Durch
die angedeuteten Absorptionsexperimente ist das zwar nicht gesichert,
denn sie bestimmen nur den mittleren Impuls und Drehimpuls. Der
Comptoneffekt beweist hingegen die Richtigkeit der Impulszuordnung
fiir das einzelne Photon. Fiir den Drehimpuls kann man die Aussage
aus der Drehimpulséinderung angeregter Atomniveaus bei Abstrahlung
oder Absorption eines Lichtquants erschlieflen.

1.3 Energieniveaus

Eine wichtige Basis der Quantentheorie ist die empirische Feststellung,
dafl gewisse Parameter, durch die man physikalische Systeme charak-
terisiert, diskrete Werte annehmen, die durch deutliche Intervalle ge-
trennt sind. Ein Beispiel dafiir sind die Frequenzen des Lichtes, das von
angeregten Atomen ausgesandt wird.

Betrachtet man eine elektrische Entladung in einem Gas, z.B. Queck-
silberdampf, und tragt die Intensitét des ausgesandten Lichtes als Funk-
tion der Frequenz v auf, so findet man ein Linienspektrum. Es stellt sich
heraus, dafl zwar der absolute Wert der Intensitéit von der Anzahl der
Atome in der Entladung abhéngt, dafl aber die Lage der Linien davon
unabhéngig ist und daher ein Charakteristikum der Atomsorte (Queck-
silber Hg) darstellt. Wir diirfen wohl annehmen, dafl alle Hg-Atome
gleich aufgebaut sind und dafl man ihre Wechselwirkung vernachléssi-
gen kann, wenn das Gas geniigend verdiinnt ist, sodafl die Atome im
Mittel geniigend weit voneinander entfernt sind. Wir miissen dann die
Lage der Spektrallinien als charakteristisch fiir das einzelne Atom an-
sehen. Wenn das Atom einzelne Photonen der Energie £ = hv emit-
tiert (Lichtquantenhypothese) und die Energie dabei erhalten bleibt, so
folgt aus der Existenz scharfer Linien, dafl die Atome diskrete Ener-
gieniveaus haben. Wenn ein Atom ein Photon emittiert, so verliert es
den entsprechenden Energiebeitrag. Da die Frequenz der Photonen dis-
kret ist (scharfe Linien), miissen es auch die Energieniveaus des Atoms
gewesen sein.

Geht also ein Atom von einem angeregten Zustand F; in einen tiefe-
ren F5 iiber, so strahlt es ein Photon der Frequenz hvo = E1 — Fy ab
(N. Bohr). Diese Annahme erklirt das Rydberg-Ritzsche Kombinati-
onsprinzip (das empirisch gefunden worden war): Fiir ein Atom cha-
rakteristische Frequenzen erfiillen Beziehungen in der Form
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V31 = V32 + U231 .
Aus der Bohrschen Annahme ist das sofort klar:
Es—FE,=FE3—FEy+ Ey— Eq .

Mit der Bohrschen Hypothese konnen alle Atomspektren konsistent
interpretiert werden. Ein sehr umfangreiches Tatsachenmaterial (vie-
le Spektrallinien) wird mit Hilfe von verhéltnisméfiig wenigen Ener-
gieniveaus der einzelnen Atome verstdndlich. Die Annahme ist daher
zweckméfBig. Sie reduziert das empirische Material betrachtlich. Quan-
titativ sind die gemessenen Energiedifferenzen von der Gréflenordnung
eV: Die angeregten Niveaus aller Atome liegen daher um Betrége dieser
Groflenordnung iiber dem Grundniveau.

Der Franck-Hertz-Versuch testet die Vorstellung diskreter Energie-
niveaus direkt. Die Versuchsanordnung ist die folgende: Die Glithkatho-
de einer Quecksilberdampf-Entladungsrohre emittiert Elektronen, die
von einer angelegten Anodenspannung U4 beschleunigt werden. Das
Gitter der Rohre liegt gegeniiber der Anode auf einer kleinen positiven
Spannung Uy (~ 1/2 V). Gemessen wird der Anodenstrom I als Funk-
tion der Anodenspannung U 4. Wenn die Elektronen das Gas passieren,
so stoflen sie mit den Quecksilberatomen zusammen. Verliert ein Elek-
tron bei einem Stof} soviel Energie, daf} seine kinetische Energie nach
dem Stof kleiner als eU, ist, so kann es die Anode nicht erreichen. Das
Resultat der Messung ist die folgende Kurve:

I A
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Der Strom nimmt also zunéchst zu. Etwas unterhalb von 5 V sinkt
er plotzlich ab. Bei hoherer Spannung nimmt er wieder zu, usw. Beson-
ders viele Elektronen verlieren daher durch einen Zusammenstofl mit
Hg-Atomen eine Energie von 5 eV. Ein solcher Stofi muf3 unelastisch
sein, denn diese Energie reicht nicht aus, um das Hg-Atom als Gan-
zes in Bewegung zu setzen. Die Energie wird daher zur Anregung des
Atoms verwendet. Das Hg-Atom mufl daher einen Anregungszustand
von etwa 5 eV haben. Das weitere Verhalten der gemessenen Kurve
stiitzt die Annahme: Der néchste Abfall entspricht Elektronen, die mit
zwei Hg-Atomen zusammengestoflen sind usw. Der aus dem Experiment
bestimmte Wert von 4.9 £ 0.1 eV fiir den Anregungszustand stimmt
mit dem spektroskopisch bestimmten von 4.886 eV gut iiberein. Durch
Verbesserung der Apparatur konnten auch hohere Niveaus gemessen
werden.

Kernniveaus: Auch Atomkerne haben diskrete Energieniveaus und
daher ein Linienspektrum. Die quantitativen Verhéltnisse sind ver-
schieden. Die Anregungsenergien sind von der Gréflenordnung von
100 keV. Man kann die Niveaus sowohl spektroskopisch (vy-Spektren)
als auch durch StoBe (Proton-Kernstreuung) untersuchen.

Elementarteilchenniveaus: Auch bei den Elementarteilchen hat man
so etwas wie “angeregte Zustdnde” gefunden (z.B. solche des Protons).
Die Anregungsenergien liegen in der Groflenordnung GeV (1 GeV =
10° eV). Die Zustéinde gehen aber vorzugsweise unter Emissionen von
Teilchen (z.B. Pionen) in den entsprechenden Grundzustand iiber. Da
die Relativitiatstheorie eine wesentliche Rolle spielt, reicht die nichtre-
lativistische Quantentheorie zur Beschreibung dieses Phdnomens nicht
aus.

1.4 Der Begriff des Zustands

Es gibt kaum Experimente der Atom-, Kern- oder Teilchenphysik, die
mit Einzelobjekten (z.B. einem einzelnen Atom) gemacht werden. Bei
der weitaus grofiten Zahl der Versuche arbeitet man mit sehr vielen
identischen Objekten. Man streut z.B. nicht ein Elektron an einem Pro-
ton, sondern einen Elektronenstrahl an einem aus vielen Protonen be-
stehenden Target, man mifit nicht die Frequenz eines Photons, das von
einem Quecksilberatom ausgesandt wird, sondern diejenige eines Licht-
strahls aus einer Gasentladung, in der viele Atome vorhanden sind. Wie
bereits im letzten Abschnitt erwidhnt wurde, erhélt man trotzdem eine
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Information iiber das einzelne Objekt, da sich die vielen am Versuch
beteiligten Objekte gleich verhalten. Diese Identitéit der Objekte (Elek-
tronen, Protonen, Quecksilberatome, Photonen usw.) ist eigentlich per
definitionem gegeben: Wir nennen ein Quecksilberatom ein Gebilde, das
Eigenschaften hat, die alle anderen Quecksilberatome auch haben, so
dafl es von diesen nicht unterscheidbar ist. Wir treffen also eine Klas-
seneinteilung, die so gemacht ist, dafl die Elemente einer Klasse unun-
terscheidbar sind. Ob eine solche Einteilung geniigend fein ist und ob
die dafiir verwendeten Merkmale zweckméfig sind, kann von vornherein
nicht entschieden werden, sondern bedarf einer ndheren Untersuchung.
Die Klasse “ruhende Quecksilberatome” (mit allen chemischen und phy-
sikalischen Kriterien, die ein ruhendes Hg-Atom charakterisieren) wird
z.B. von einem Moment an nicht mehr geniigend gut definiert erschei-
nen, in dem man feststellt, dafl solche Atome im Grundniveau und in
Anregungsniveaus existieren konnen, wobei man die letzteren von den
ersteren sehr wohl unterscheiden kann. Hingegen scheint es kein Kri-
terium zu geben, nach dem man ruhende Hg-Atome im Grundniveau
voneinander unterscheiden kann.

Man beachte, dafl eine solche Klasseneinteilung durch die Existenz
von Variablen, die diskrete Werte annehmen kénnen (wie z.B. die Ener-
gie bei Energieniveaus von Atomen oder Kernen) stark erleichtert, wenn
nicht {iberhaupt erst ermdoglicht wird. Das heiflit nicht, dafl man nur
diskrete Variablen fiir die Klasseneinteilung heranziehen kann. Bewegte
Hg-Atome sind von ruhenden unterscheidbar. Die Geschwindigkeit kann
kontinuierlich verdndert werden. Gébe es aber iiberhaupt keine diskre-
ten Variabeln, so erschiene eine solche Klasseneinteilung jedenfalls un-
natiirlich und man kdme nicht auf die Idee, damit etwas anfangen zu
wollen.

Dieser Begriftf der Klasseneinteilung ist fiir die Quantentheorie von
fundamentaler Bedeutung, denn es zeigt sich, dafl man solche Eintei-
lungen fiir alle bisher untersuchten atomaren und subatomaren Systeme
treffen kann. Sie ermoglicht eine Aussage iiber jedes einzelne Objekt der
Klasse, die wir in folgender Weise prézisieren wollen: Sei eine Klasse von
ununterscheidbaren Objekten in hinreichender Weise so beschrieben,
daf3 man sie von allen anderen Klassen unterscheiden kann. Wir sagen
dann: Die Objekte sind in dem durch diese Beschreibung definierten
Zustand.

Diese Begriffsbildung ist von den Energieniveaus (= Energiezustén-
den) von Atomen abstrahiert. Die Objekte, um die es sich handelt,
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konnen beliebige physikalische Systeme sein (Elektronen, Atome, Mo-
lekiile, Festkorper usw.). Die Merkmale, die die betrachtete Klasse von
allen anderen unterscheiden, charakterisieren den Zustand. Da wir Phy-
sik treiben, werden wir dafiir Zahlwerte beobachtbarer Gréflen verwen-
den. Es kann sich um Groflen handeln, die auch in der klassischen Physik
bedeutungsvoll sind (Energie, Impuls, Drehimpuls, Ladung usw.), aber
auch um rein quantenmechanische Groflen ohne klassisches Gegenstiick.
Die Werte der Zustandsvariablen kénnen diskret, also quantisiert sein
(z.B. die Energiewerte, welche die unteren Anregungszustidnde eines
Atoms charakterisieren) oder kontinuierlich (z.B. die Energiewerte ei-
nes freien Teilchens). Ob die Beschreibung eines Zustands durch die
Werte bestimmter Observabler zweckméifig, ausreichend und eindeutig
ist, kann man, wie schon angedeutet, a priori nie sagen. Man ist nie si-
cher, ob man ein wesentliches Merkmal vergessen hat oder nicht. Neue
Ergebnisse konnen dazu fiihren, eine Klasseneinteilung zu verfeinern:
nédmlich dann, wenn es sich herausstellt, dafl es zusétzliche Merkmale
gibt, die es gestatten, bisher als ununterscheidbar betrachtete Objek-
te doch zu unterscheiden. Jahrzehntelang glaubte man z.B., daf} es nur
eine Sorte von Neutrinos gibt; spéater wurden zwei weitere Sorten gefun-
den. Es kann sich aber auch herausstellen, dafl eine Unterteilung zu fein
war, d.h. nach Gesichtspunkten erfolgte, die sich spédter empirisch als
sinnlos herausstellen. So sah man einige Jahre lang die verschiedenen
Zerfallsmodi des K-Mesons als Zerfille verschiedener Teilchen an. Erst
nach einiger Zeit stellte es sich heraus, dafl es sich um dasselbe Teil-
chen handelt, das auf verschiedene Weisen zerfallen kann. Die beste Be-
schreibung resultiert oft erst nach einem langwierigen Denkprozef3, der
sowohl durch formale, theoretische Argumente als auch durch Intuition,
Vermutung, Inspiration bestimmt ist (“educated and inspired guess”).
Entscheidendes Kriterium ist und bleibt aber die Priifung durch das
Experiment.

Die Quantentheorie stellt sich nicht nur die Aufgabe, solche Zu-
standsvariablen und ihre Werte aufzusuchen, sondern auch die Zu-
standséinderungen (Ubergéinge eines Systems aus einem Zustand in
einen anderen) zu beschreiben, d.h. zu kliren, welche Ubergiinge moglich
sind und welche nicht bzw. mit welcher Hiufigkeit Ubergiinge zustande-
kommen. Der quantenmechanische Formalismus wird daher prinzipiell
ein Kalkiil mit Zustinden und Observablen sein. Die Quantentheorie ist
weder eine Wellen-, noch eine Teilchenmechanik, sondern eine Theorie
von Zustidnden.



2. Kinematik von Quantenzustinden

2.1 Ein Experiment mit polarisiertem Licht und seine Inter-
pretation

Es geht nun darum, diesen quantenmechanischen Kalkiil zu erarbeiten.
Wie anfangs erwéhnt, soll hier nicht der (vergebliche) Versuch gemacht
werden, diesen Kalkiil “herzuleiten”, er soll aber auch dem Studen-
ten nicht einfach “an den Kopf geworfen” werden. Wir wollen vielmehr
versuchen, ihn aus der Betrachtung einfacher Experimente zu abstra-
hieren. Zu diesem Zweck betrachten wir solche mit polarisiertem Licht
und versuchen eine Interpretation im Rahmen der Korpuskulartheorie,
also in Termen von Photonen. Alle experimentellen Befunde kénnen in
diesem Fall (solange die Intensitéit geniigend grof ist) auch mit der klas-
sischen Elektrodynamik (Wellentheorie des Lichtes) verstanden werden.
Da es aber andere Experimente gibt, die nur in Termen von Photonen
verstanden werden konnen, mufl es auch moglich sein, die Polarisati-
onsexperimente im Rahmen der Quantentheorie zu beschreiben, denn
diese soll ja die klassische Theorie enthalten. Wir werden auf diese Weise
Aufschlufl iiber typisch quantenmechanische Verhaltensweisen erhalten,
die auch fiir Systeme zutreffen, bei denen eine klassische Interpretation
nicht moglich ist. Gegeniiber anderen Objekten haben Photonen eini-
ge Vorteile. Sie haben untereinander (nahezu) keine Wechselwirkung,
ein Experiment mit einem Photonstrahl gibt daher Aufschluf} iiber das
einzelne Photon; die Charakterisierung der Zusténde ist einfach; die
Experimente erfordern keine komplizierten und schwer verstdndlichen
Apparate; die unserer Interpretation stets zugrundeliegende Annahme
“idealer” Apparate (z.B. idealer Polarisatoren) stellt kein allzu grofles
Maf} an Idealisierung dar, d.h. die Experimente sind zum gréfiten Teil
praktisch durchfiihrbar.

Wir stellen einen linear polarisierten Lichtstrahl her, indem wir
einen unpolarisierten Strahl durch einen Polarisator a (z.B. eine Polari-
sationsbrille aus Plastik) treten lassen. Ein solcher 1&8t nur den Anteil
des Lichtes durch, der parallel zu einer bestimmten Richtung (Durch-
lafirichtung) polarisiert ist. Den polarisierten Strahl lassen wir durch
einen zweiten Polarisator b treten, dessen Durchlafirichtung gegeniiber
der des ersten Polarisators um einen Winkel 6 verdreht ist. Wir messen
die durchgelassene Intensitéat als Funktion von 6:
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Das Resultat ist I = Iycos?f. Im Rahmen der klassischen Elektro-
dynamik ist es leicht zu interpretieren. Eine ebene, linear polarisierte
elektromagnetische Welle, die in der z-Richtung l&uft, wird durch einen
elektrischen Feldvektor E und einen magnetischen B mit den Kompo-
nenten

E, = —B, = Acos(kz — wt)
E, = E. = B, = B, = 0
w = 21v, k = Y

c

beschrieben. Der zweite Polarisator 148t nur den Anteil des Lichtes
durch, dessen E-Vektor parallel zur Durchlaffrichtung ist, das ist die
Projektion von E, auf diese Richtung, also E, cosf. Die dazu senk-
rechte Komponente wird absorbiert. Die Intensitit ist proportional E?,
also ~ Es cos? 0.

Im Sinn von Abschnitt 1.4 versuchen wir nun eine quantenmecha-
nische Beschreibung. Wir fassen den Lichtstrahl als einen Strahl von
Photonen auf. Den Zustand eines Photons kénnen wir dann durch die
Energie, die Bewegungsrichtung und die Polarisation charakterisieren.
Wir denken uns Energie und Richtung fixiert und betrachten nur die
Polarisation. Wir miissen uns zuerst davon iiberzeugen, ob durch An-
gabe der Polarisation wirklich eine Klasseneinteilung der vorne bespro-
chenen Art gegeben ist. Es muf} also einen eindeutigen Test geben, ob
vorgegebene Teilchen in der betreffenden Klasse sind oder nicht. Ein
solcher ist leicht durchzufiihren. Stellen wir den Polarisator b parallel
zu a (f = 0) und messen die Intensitét, so konnen wir feststellen: Die
Photonen eines gegebenen Strahls sind dann und nur dann im Zustand
der y-Polarisation, wenn sie einen Polarisator mit der Durchlafirichtung
parallel zu y ungeschwécht passieren.
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Als néchstes miissen wir untersuchen, ob eine weitere Unterteilung
der Klasse moglich ist. Wenn wir aufler der Polarisation noch Energie
und Bewegungsrichtung vorgeben, ist dies nach allgemeinem physikali-
schen Wissen nicht der Fall, d.h. diese Angaben legen den Zustand fest.
Das ist keineswegs evident, sondern das Resultat vieler Experimente,
das geéndert werden miifite, wenn uns neue Resultate dazu zwingen.

Es mufl beachtet werden, dafl wir zur Zustandsdefinition den Be-
griff des elektromagnetischen Feldes nicht verwendet haben. Es war fiir
die Definition des Polarisationszustandes nicht notwendig, die klassi-
sche Aussage F, # 0,F, = E, = 0 zu benutzen. Sie kann auch mit
keinem der vorhin beschriebenen Experimente gemessen werden. Eine
eingehende quantenmechanische Analyse zeigt, dafl der Begriff “elek-
tromagnetisches Feld eines Photons”physikalisch sinnlos ist. Ein sol-
ches kann erst realisiert werden, wenn viele Photonen vorhanden sind.
Das Versagen dieses Begriffes beschrénkt aber in keiner Weise unsere
Moglichkeit, Polarisationszustédnde experimentell herzustellen und zu
untersuchen. Dafl wir einen MeBapparat (Polarisator) dazu verwendet
haben, einen Zustand zu erkléren, ist fiir die Quantentheorie typisch.
Dieser Apparat ist alles, was man fiir die Beschreibung des Zustandes
braucht und diese so gegebene Beschreibung funktioniert sowohl fiir
wenig intensive Strahlen, fiir die man kein elektrisches Feld definieren
kann, als auch fiir intensive, fiir die eine klassische Wellenbeschreibung
moglich wire.

Ein weiterer zu beachtender Punkt ist, dafl unsere Zustandsdefini-
tion die Registrierung vieler identischer Photonen enthilt: Wenn das
Vorliegen des Zustandes festgestellt werden soll, miissen Intensitdtsmes-
sungen vorgenommen, d.h. viele Teilchen gezéhlt werden. Das kann man
auch bei intensitdtsschwachen Strahlen tun, indem man als Nachweis-
gerit einen Photovervielfacher geniigender Empfindlichkeit verwendet
und iiber geniigend lange Zeiten registriert. Man bestimmt also den
Zustand jedes Mitglieds einer Klasse von identisch priparierten Ob-
jekten. Den Zustand eines einzelnen Photons kann man offenbar auf
diese Weise nicht bestimmen: Registriert man hinter dem Polarisator
einen Impuls, so sagt dieser nichts iiber die Polarisation des Teilchens
vor dem Polarisator aus, denn es kann z.B. auch einem schrég polarisier-
ten Strahl entstammen. Dafl es nicht sinnvoll ist, den Zustandsbegriff
anzuwenden, wenn es keine Gesamtheit identischer Objekte gibt, liegt
also am Begriff selbst (bzw. an seiner Definition). Wir halten also fest:
Ein Zustand bezieht sich auf ein einzelnes Objekt (y-Polarisation eines
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Photons). Spricht man von einem Objekt in diesem Zustand, so impli-
ziert das, dal das Objekt einer Gesamtheit von identisch préparierten
Objekten angehort (dafl es also ein Photon eines y-polarisierten Strahls
ist).

Nun interpretieren wir das Experiment mit dem um den Winkel 6
verdrehten zweiten Polarisator im Sinn der Quantentheorie. Es wire na-
heliegend anzunehmen, dafl der zweite Polarisator jedes Photon irgend-
wie in zwei neue spaltet, von denen eines parallel zur Durchlaffrichtung
polarisiert ist und durchgelassen wird, das zweite hingegen senkrecht
dazu polarisiert ist und absorbiert wird. Wenn das so ware, miifite aber
der durchgelassene Strahl aus genauso vielen Photonen wie der einfal-
lende bestehen. Um die niedrigere Intensitéit zu erkldren, miifite man
annehmen, dafl der durchgelassene Strahl im Mittel weniger Energie
transportiert. Wegen E = hv miifite sich dann die Frequenz &ndern.
Wie man experimentell bemerkt, ist das nicht der Fall. Jedes Photon
hat nach Durchdringen des Polarisators genau dieselbe Energie wie vor-
her. Die Abnahme der Intensitidt bedeutet daher die Abnahme der An-
zahl der Photonen pro Sekunde. Wir schliefen, daf ein Bruchteil cos? 6
der auf den zweiten Polarisator fallenden Photonen durchgelassen und
ein Bruchteil sin? # absorbiert wird. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf
Photonen in dem durch den Polarisator a bestimmten Zustand den Po-
larisator b durchdringen, ist cos?, wobei 6 der Winkel zwischen den
Durchlafirichtungen der Polarisatoren ist.

Man konnte gegen diese Interpretationen einwenden, dafl sich die
identisch préaparierten Photonen in dem durch a hergestellten Zustand
nicht gleich benehmen, wenn sie auf b treffen. Dies bedeutet aber nur,
daBl man mit dem Begriff “identisch” vorsichtig umgehen muf}: Er ist
so gemeint, dafl sich die Teilchen dann identisch benehmen, wenn nach
ihrer Identitéit gefragt wird, daf es also eine Anordnung gibt, gegeniiber
der sie sich identisch verhalten (nédmlich die mit 6 = 0).

Die angefiihrte statistische Interpretation bezieht sich zunéchst auf
viele Photonen, es war von einem absorbierten bzw. durchgelassenen
Bruchteil die Rede. Man kann aber auch fiir ein einzelnes Photon keine
exakten, sondern nur statistische Aussagen machen: Die Wahrschein-
lichkeit fiir Absorption ist sin? 6, die fiir Durchdringen cos? . Das kann
man experimentell sehen, indem man das Experiment mit einem sehr
intensitédtsschwachen Strahl und einem Photovervielfacher durchfiihrt.
Dieser spricht nur gelegentlich an, die Impulse sind in der Zeit stati-
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stisch verteilt, aber immer solche eines “ganzen” Photons (es kommen
nie “halbe” Teilchen an). Wird die Gesamtzahl der Impulse gro8, so
ndhert sich die Zahlrate (Impulse pro Zeiteinheit) mit vorhandenem
zweiten Polarisator dem cos? f-fachen derjenigen, die man ohne zweiten
Polarisator feststellt. Registriert man iiber kiirzere Zeiten, so schwankt
die Z#hlrate genau in der Weise, wie das bei statistisch unabh&ngigen
Ereignissen der Fall sein muf$. Die cos? §-Verteilung ist nur niherungs-
weise erfiillt.

Die statistische Interpretation wird also durch das Experiment
gestiitzt (mit Feynman miifte man sagen: “Yes! That’s the way pho-
tons go”). Die Teilchennatur der Photonen bleibt durch sie gesichert,
es gibt keine “halben” Photonen. Sie stellt den auffallendsten Unter-
schied zwischen klassischer und Quantenphysik dar. Die klassische Be-
schreibung ist vollkommen deterministisch: Bei gegebenen Anfangsbe-
dingungen kann (wenigstens im Prinzip) das Resultat jedes Experimen-
tes genau berechnet werden. In der Quantentheorie ist das anders: Der
Zustand enthélt die maximale mogliche Information {iber ein Kollektiv
identischer Objekte. Uber die meisten Experimente kénnen nur stati-
stische Aussagen gemacht werden.

Dieser Zug der Quantentheorie wurde von vielen Physikern kriti-
siert, vor allem von solchen der édlteren Generation, die noch mit der
klassischen Physik aufgewachsen sind (z.B. Einstein). Es hat viele Ver-
suche gegeben, nach “verborgenen” Variablen zu suchen, die eine de-
terministische Beschreibung ermdéglichen sollten. Keiner von ihnen war
in dem Sinn erfolgreich, dal man dabei auf Variablen mit besonderer
physikalischer Bedeutung gestoflen ist. Es ist aber zu beachten, daf die
Wahrscheinlichkeit fiir jedes Experiment streng determiniert ist: es ist
Aufgabe der Quantentheorie, sie zu berechnen.

Ein weiterer, von der klassischen Physik her ungewohnter Aspekt
der Quantentheorie kann an dem Experiment ebenfalls abgelesen wer-
den. Die Photonen, die den zweiten Polarisator b durchquert haben,
sind nicht mehr im selben Quantenzustand wie vorher. Wie man mit
einem dritten Polarisator leicht nachmessen kann, sind sie in dem durch
die DurchlaBrichtung von b bestimmten Zustand. Diese Anderung des
Zustandes durch eine Messung ist ein wesentlicher Zug der Quanten-
theorie. Wenn wir feststellen wollen, ob ein gegebenes System von Teil-
chen in einem bestimmten Quantenzustand ist oder nicht, so miissen
wir den entsprechenden “Filtertest” durchfiihren: Fallt er positiv aus,
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so dndert sich der Zustand nicht. Ein zweiter Test gibt dasselbe Resul-
tat. Féllt der erste Test aber negativ aus, so dndert er den Zustand,
ein zweiter Test fillt positiv aus. Bei klassischen Systemen kann man
die Stérung des Systems durch die Messung vernachléssigen (d.h. als
beliebig klein ansehen), da man es mit groen Objekten zu tun hat.
Bei Quantensystemen ist diese Vernachlissigung nicht erlaubt: Der Zu-
stand wird bei einer Messung immer verédndert, wenn man nicht gerade
nach dem Zustand testet, in dem das System vor der Messung war.

Auch diese Beeinflussung des Zustandes durch die Messung ist be-
reits in unserem Zustandsbegriff mitangelegt, denn wir hatten den Zu-
stand mit Hilfe von Filtertests definiert. Diese Definition entspricht
dem, was man von einer Messung physikalisch erwartet: Eine solche soll
Aufschluf} iiber die gegenwirtige Situation eines Systems geben, und
zwar in einer solchen Weise, dal man mit Hilfe einer Theorie Aussagen
iiber die zukiinftige Entwicklung machen kann. Z.B. sollten zwei kurz
nacheinander ausgefithrte Messungen derselben Grofle dasselbe Resul-
tat geben, was bei unserer Definition von Polarisationsmessungen mit
Hilfe von Filtertests offenbar der Fall ist. Aussagen iiber die Vorge-
schichte gehoren offenbar nicht notwendig zum Begriff der Messung.
Um sie machen zu kénnen, miiite man die Wirkung des Mefimittels auf
das gemessene Objekt genau kennen und das ist im allgemeinen nicht
der Fall.

2.2 Analysatoren, Projektoren, Analysatorkreise

Die Interpretation des Polarisationsversuchs hat einen ziemlich tiefen
Einblick in die grundsétzliche Struktur der Quantentheorie gewahrt,
wir sind aber dem mathematischen Formalismus noch nicht n&herge-
kommen. Um in dieser Richtung Fortschritte zu machen, betrachten
wir zunéchst einen Apparat, der zur Analyse von polarisiertem Licht
besser geeignet ist, als ein Plastikpolarisator: ndmlich einen doppelt
brechenden Kristall (z.B. Kalkspat). Dieser hat die Eigenschaft, einen
unpolarisierten Lichtstrahl in zwei senkrecht zueinander linear pola-
risierte Anteile aufzuspalten. Wir nennen die durch den ordentlichen
Strahl definierte Polarisationsrichtung die z-Richtung und die durch
den auflerordentlichen Strahl definierte die y-Richtung und den ganzen
Kristall einen xy-Analysator.
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Wir werden den Apparat (und entsprechende analoge Verallgemei-
nerungen) oft verwenden und fithren daher ein kurzes Schaltzeichen
ein. Dazu bezeichnen wir die Polarisationsrichtung allgemein mit [ : /1
entspricht x,[2 entspricht y. Als Schaltzeichen verwenden wir

2

1

[-Analysator

Schalten wir einen solchen Analysator und einen entsprechenden umge-
kehrten hintereinander, der so beschaffen ist, dal er den urspriinglichen
Strahl voll rekonstruiert, so nennen wir die Anordnung einen Analysa-
torkreis und schreiben dafiir

2
: 1
[-Analysatorkreis

Per definitionem &ndert eine solche Anordnung an einem Strahl nichts.
Um sie praktisch herzustellen, mufl man zwischen den Analysatoren in
einen der Strahlenginge ein Stiick durchsichtiges Material einbringen,
damit die relative Phasenbeziehung bei der Rekombination der Strahlen
dieselbe wie vor der Trennung ist.

Blockieren wir zwischen den Analysatoren einen der Strahlen, so
erhalten wir einen Polarisator. Wir nennen ihn einen Projektor auf die
entsprechende Polarisationsrichtung. Das Schaltzeichen dafiir ist
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2- bzw. 1-Projektor

Statt nach den Richtungen z,y (bzw. 1,2) zu analysieren, kénnen wir
auch nach zwei anderen, zueinander und zur Strahlrichtung senkrech-
ten Richtungen analysieren, indem wir z.B. den Analysator (bzw. die
entsprechenden anderen Anordnungen) um die Strahlrichtung um einen
festen Winkel drehen. Wir bezeichnen die entsprechenden Apparate mit

2 2
l L]
1 1

usw. Eigentlich miifite der Winkel, um den gedreht wurde, dazugeschrie-
ben werden. Der Einfachkeit halber lassen wir ihn weg.

Statt mit linear polarisiertem Licht kann man auch mit zirkular
polarisiertem arbeiten. Klassisch wird eine zirkular polarisierte ebene
Welle, die in der z-Richtung lduft, durch einen E-Vektor beschrieben,
der mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um die z-Achse rotiert (vgl.
ED 3.4). Je nach dem Drehsinn kann man zwischen rechtszirkularer
und linkszirkularer Polarisation unterscheiden. Eine zirkular polarisier-
te Welle kann man durch Uberlagerung von zwei senkrecht zueinander
linear polarisierten Wellen mit gleicher Amplitude und 90° Phasen-
verschiebung erzeugen. Um einen zirkular polarisierten Strahl im Teil-
chenbild interpretieren zu kénnen, mufl man entsprechend einen rechts-
zirkularen (z1), bzw. linkszirkularen (22) Polarisationszustand fiir das
Photon definieren. In apparativer Weise geschieht das mit Hilfe eines
entsprechenden Analysators, den wir so bezeichnen:

2
z
1

z-Analysator

Praktisch kann ein solcher Analysator z.B. aus einem Quarzkristall
bestehen: Quarz ist doppeltbrechend, wobei die beiden gebrochenen
Strahlen rechts- bzw. linkszirkular polarisiert sind. Bei Verdrehen um
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die Strahlachse dndert sich wegen der Rotationssymmetrie an der Struk-
tur der auslaufenden Strahlen nichts. Analog wie fiir lineare Polarisation
kann man Analysatorkreise bzw. Projektoren fiir zirkulare Polarisation
konstruieren, die wir durch die Schaltzeichen

2 2 yd 2
z z
1 N 1 1

charakterisieren.

Die beschriebenen Apparate sind dazu geeignet, Polarisationszu-
stdnde eines Strahls herzustellen und zu untersuchen. Offenbar stellt ein
Projektor aus einem beliebigen Strahl einen solchen her, dessen Photo-
nen alle in dem Polarisationszustand sind, den der Projektor durchlaft.
Mit einem Analysator kann man untersuchen, ob ein Strahl polarisiert
ist. Setzt man z.B. in den Strahl einen linearen I’-Analysator ein, so ist
der Strahl 1’ polarisiert, wenn man im 1’-Ausgangskanal die volle und
im 2’-Ausgangskanal die Intensitéit 0 feststellt. Wird fiir keinen Winkel
in einem Kanal die volle und im anderen die Intensitit 0 gemessen, so
war der Strahl nicht linear polarisiert. Zirkulare Polarisationszustiande
kénnen analog untersucht werden. Der Nutzen von Analysatorkreisen
wird spéter klar werden. Alle durch unsere Schaltzeichen charakteri-
sierten Apparate sind wirklich herstellbar, und zwar so, dafl man der
hier angenommenen Idealisierung “verlustfreier” Apparate (z.B. kein
Intensitédtsverlust beim Durchgang eines Lichtstrahls durch einen Ana-
lysatorkreis) sehr nahekommt. Natiirlich sind die Analysatorkreise in
der Praxis komplizierter aufgebaut, als hier angedeutet wurde. Die in
diesem und den folgenden Abschnitten beschriebenen Versuche mit po-
larisiertem Licht sind jedoch ohne allzugroflen Aufwand sogar als Vor-
lesungsversuche vorfiihrbar.

Wir fithren nun mit diesen Apparaten einige Experimente durch,
bei denen wir bestimmte Apparate hintereinander in einen Strahlen-
gang einsetzen und an gewissen Stellen (a, b) die Intensitét (I(a), I(b))
messen. Das Ergebnis kann im Rahmen der klassischen Wellenvorstel-
lung hergeleitet werden. Fiir die Quantentheorie liefert uns die relative
Intensitét I(b)/I(a) eine Aussage iiber eine Wahrscheinlichkeit, die wir
als experimentelles Resultat hinnehmen miissen, solange wir den For-
malismus zu ihrer Berechnung noch nicht kennen.

Das erste Experiment sieht so aus:
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b2
1 |
b 1 1

Experiment I
Ergebnis: I(by) = I(a), I(b2) = 0.

Das Experiment realisiert unsere Zustandsdefinition. Der Projektor
stellt den Zustand [1 (= lineare Polarisation in 1 = z-Richtung) her
(d.h. er 148t nur solche Photonen durch). Mit dem Analysator wird
dann festgestellt, da8 dieser Zustand vorliegt (s.o., # = 0). In Termen
von Wahrscheinlichkeiten lautet das Resultat

W@l =1, W(2li1)=0.

Statt dieses Experimentes kann man auch zwei Messungen vornehmen,
bei denen nur Projektoren verwendet werden:

Experiment Ia
Ergebnis: I(by) = I(a), W(I1]I1) = 1.
2 a ,/ 2

| |
N 1 1

bz\

Experiment Ib
Ergebnis: I(by) =0, W(I2|l1) = 0.

Version Ia zeigt, dafl zwei hintereinandergeschaltete gleiche Projekto-
ren so gut wie einer sind (Projektoren sind idempotent!). Version Ib
zeigt, dafl zwei hintereinandergeschaltete entgegengesetzte Projektoren
so wirken, daf§ der Strahl blockiert wird (Intensitdt Null). Fiithrt man
das Experiment mit anderen Projektoren durch (z.B. fiir zirkulare Po-
larisation), so kommt evidenterweise dasselbe Resultat heraus, solange
der Analysator (bzw. der zweite Projektor) und der erste Projektor auf
denselben Polarisationstyp bezogen sind (beide auf [, beide auf z, bei-
de auf I’ mit gleichem Winkel ). Wir werden einen solchen Typ eine
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Basis nennen. Die entsprechenden Photonzustéinde (z.B. [1 = lin. Pol.
parallel zu z, [2 = lin. Pol. parallel zu y) nennen wir Basiszustéinde.

Nun betrachten wir ein weiteres Experiment:

) SPL <3
b <1 31

1

Experiment II
Ergebnis: I(by) = I(a)sin? @, I(by) = I(a) cos? 6,
W (I'1]12) = sin® 6, W (1'2]12) = cos? 6.

Dabei ist 6 der Winkel, um den der Analysator gegeniiber dem Pro-
jektor verdreht ist. Auch die Resultate dieses Experimentes kann man
durch zwei Messungen erhalten, bei denen nur Projektoren verwendet
werden:

Experiment Ila

Ergebnis W (I'1]12) = sin? 6.

Experiment IIb
Ergebnis: W (I'2|12) = cos? .

IIb entspricht offenbar dem frither mit den Plastikpolarisatoren durch-
gefithrten Experiment. Mit anderen Projektoren bzw. Analysatoren
erhilt man andere Zahlen. Wird z.B. der Projektor durch einen fiir
zirkulare Polarisation ersetzt, so erhélt man

1
W(l')22) = W(l'2|22) = 3"

Das ist klassisch zu verstehen: Der Projektor stellt einen Strahl mit
(links-) zirkularer Polarisation her; da eine zirkularpolarisierte Welle
aus zwei senkrecht zueinander linear polarisierten Wellen mit gleicher
Amplitude aufgebaut werden kann, filtert jeder der beiden zweiten Pro-
jektoren die halbe Intensitét heraus.
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Man kann diesen Versuch mit allen bisher untersuchten Projektoren
durchfiihren und analysieren (vgl. Ubungen). Dabei erhiilt man stets ei-
ne Zahl W(B|A), die wir Projektionswahrscheinlichkeit vom Zustand
A zum Zustand B nennen wollen. Zwei Resultate wollen wir aber fest-
halten, die in allen Féllen herauskommen:

1.) Die Projektionswahrscheinlichkeit von A zu B ist stets gleich der

von B zu A:
W(B|A) = W(A|B) .

Ein Beispiel dafiir kann man aus Exp. IIb durch Verdrehen der
ganzen Anordnung um die Strahlachse sehen.

2.) Die Summe der Projektionswahrscheinlichkeiten von einem belie-
bigen Zustand zu den beiden Basiszustédnden einer beliebigen Basis
ist 1. Vgl. z.B. Exp. II:

W(I'1)12) + W (I'2]I12) = sin? @ + cos? 0 = 1
1

1
W('1]22)+ W('222) = 5 +5 = 1.

2
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Ubungen

1) Bestimme den elektrischen Feldvektor fiir eine monochromatische,
ebene Welle, die in z-Richtung lauft und linear (bzw. zirkular bzw.
elliptisch) polarisiert ist.

2) Zeichne fiir Experiment I und II die Richtung des Feldvektors nach
jedem Schritt.

3) Bestimme W (zi|lk), W (lk|zi), W (I'k|zi) aus dem klassischen Wel-
lenbild (i, k = 1,2).

4) Gib eine Basis fiir elliptische Polarisation an. Wann ist diese Ba-
sis “orthogonal” in dem Sinn, dafl Projektionswahrscheinlichkeiten
zwischen verschiedenen Basiszusténden verschwinden?
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2.3 Verallgemeinerung auf Mehrzustandssysteme

Mit unseren Apparaten ist es gelungen, Polarisationszustéinde von Pho-
tonen zu definieren, ohne dafl wir dabei den klassischen Begriff einer
elektromagnetischen Welle beniitzt haben. Die Begriffe, die wir ver-
wendet haben (Analysator, Projektor, Ausgangskanile, Intensitét) sind
aber von allgemeinerem Charakter. Wir abstrahieren daher von den nur
fiir Photonen zutreffenden Aspekten und versuchen, die allgemeinen
Eigenschaften eines Analysators etc. zu charakterisieren. Als Analysa-
tor wird man einen Apparat bezeichnen, der einen Strahl von Objek-
ten (physikalischen Systemen) in Teilstrahlen zerlegt, der also einen
Eingangs- und mehrere Ausgangskanile hat (dafl es bei der Photon-
polarisation zwei waren, ist offenbar nicht typisch fiir den Analysa-
tor, sondern fiir die Polarisation). Der Analysator soll keine Objek-
te “schlucken” oder neu erzeugen: die Summe der Intensitdten in den
Ausgangskanilen mufl gleich der Eingangsintensitidt sein. Damit wir
aber sicher sind, dal der Analysator wirklich analysiert und den Strahl
nicht nur irgendwie aufteilt, miissen wir noch etwas verlangen: Analy-
siert man den aus einem (z.B. dem j-ten) Ausgangskanal austretenden
Strahl mit einem gleichen zweiten Analysator, so mufl dieser Strahl aus
dem zweiten Analysator ungeschwécht durch den j-ten Kanal heraus-
kommen und alle anderen Ausgangsintensititen miissen verschwinden.

Aus zwei entgegengesetzt geschalteten Analysatoren konnen wir
uns wieder einen Analysatorkreis hergestellt denken, der per definitio-
nem einen Strahl, in den er eingesetzt wird, nicht veréndert. Blockiert
man alle Kanle eines solchen Kreises bis auf einen (z.B. den j-ten), so
erhilt man einen Projektor auf den j-ten Kanal. In Schaltzeichen sehen
unsere Apparate so aus:

(1)

(i)

Die beiden Forderungen fiir den Analysator sind dann
Z 1(j) = Io
J

und
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Mit diesen Apparaten konnen wir wie bei der Polarisation (Basis-)
Zusténde der betrachteten Gesamtheit von Objekten definieren, wobei
wir wieder die entsprechenden Intensitéitsaussagen machen. Da es i.A.
viele solcher Basen geben wird (vgl. Photonpolarisation: 1,1, z), miissen
wir die Variable, nach der analysiert wird, dazuschreiben, sofern ver-
schiedene Basen verwendet werden. Aus Experimenten vom Typ

 la,i)
Basis b
kann man durch 1(6.5)
g »J
W (b =
( j ’a’l) I(a, 2)

eine Projektionswahrscheinlichkeit vom Zustand ai zum Zustand bj als
experimentelles Resultat ablesen. Wir werden verlangen, daf diese stets
symmetrisch sein soll

W(bjlai) = W(ailbj) .

Ist diese Wahrscheinlichkeit Null, so nennen wir die betreffenden Zu-
stande orthogonal. Bei den Polarisationszustinden war das fiir zwei
verschiedene Basiszusténde derselben Basis stets der Fall. Fiir lineare
Polarisation bedeutet die Orthogonalitidt das Senkrechtstehen der Pola-
risationsrichtungen. Fiir zirkulare Polarisation gibt es kein so einfaches
Kriterium. Der Begriff der Orthogonalitét ist also von allgemeiner Art.
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Ein wichtiger Begriff, den man ebenfalls an der Photonpolarisation
ablesen kann, ist der eines vollstindigen Systems von Zusténden. Die
Photonpolarisation kann man offenbar durch Analysatoren mit zwei
Ausgangskanilen vollstandig analysieren, d.h. durch zwei Basiszustdnde
(z.B. 11,12 oder z1,22 etc.). Bei anderen Phénomenen wird man zur
Analyse Apparate mit mehr Ausgangskanélen (evtl. sogar mit unendlich
vielen) brauchen. Quantitativ wird die Vollstdndigkeit durch

Zl(j) = Iy  oder ZW(mw) =1

ausgedriickt. Dabei bedeutet 1 einen beliebigen Zustand. Die Voll-
standigkeit bedeutet also, dafl man bei der Analyse “nichts vergessen”
hat.

Es ist i.a. nicht notwendig, dafl die Basiszustdnde eines vollstdndi-
gen Systems zueinander orthogonal sind. Ein Beispiel dafiir 148t sich bei
der Photonpolarisation angeben: Man kann vollstédndige Systeme von
zwei elliptisch polarisierten Polarisationszustéinden angeben, die zuein-
ander nicht orthogonal sind. Es ist aber (auch im allgemeinen Fall)
stets moglich, vollstédndige Basissysteme zu finden, die aus orthogonalen
Zustédnden bestehen. Es ist sehr zweckméflig, nur solche Basissysteme
zu beniitzen und wir werden das stets tun. Die Zahl der Zusténde eines
solchen Systems (Dimensionszahl der Darstellung: Zahl der Kanéle ei-
nes Analysators, Zahl der entsprechenden Projektoren) ist dann gleich
der maximalen Anzahl von orthogonalen Zustéinden, die man finden
kann.

Um den Uberblick zu erleichtern, stellen wir die bisher eingefiihrten
Begriffe in Form einer Tabelle dar.
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Begriff

Definition

Analysator

Ein Analysator fiir ein gegebenes qm. System
ist eine Vorrichtung mit einem Eingangskanal
und zwei oder mehreren Ausgangskanilen, die
folgende Eigenschaften hat:

Fillt irgendein Strahl von Objekten auf den
Eingangskanal, so ist die Summe der auslau-
fenden Intensitdten gleich der einlaufenden
Intensitédt. Fallt der aus dem j-ten Ausgangs-
kanal auslaufende Strahl auf den Eingangska-
nal eines zum ersten gleichen zweiten Analy-
sators, so erfolgt dessen gesamter output
durch seinen j-ten Ausgangskanal.

Projektor

Ein j— Projektor entsteht aus einem Analy-
sator durch Blockieren aller Ausgangskanile
mit Ausnahme des j-ten.

Zustand

Ist die Ausgangsintensitit an einem j-Pro-
jektor gleich der Eingangsintensitét, so
sind die einlaufenden Systeme im Zustand j.

Projektions-
wahrschein-

lichkeit

Die Projektionswahrscheinlichkeit von k zu j
ist die relative Intensitéit (Ausgangsintensitit/
Eingangsintensitét), die an einem j-Pro-
jektor gemessen wird, wenn er von einem
Strahl im Zustand k durchquert wird.

Die Projektionswahrscheinlichkeit von k zu j
ist gleich der von j zu k.

Orthogonale
Zusténde

Zwei Zustande heiflen orthogonal, wenn die
Projektionswahrscheinlichkeit des einen zum
anderen Zustand Null ist.

Vollsténdiges
System von
Zusténden

Ein System von Zustdnden heifit vollstandig,
wenn die Summe der Projektionswahrschein-
lichkeiten eines beliebigen Zustandes zu den

Zusténden des betreffenden Systems eins ist.
Die durch diese Ausgangskanéle eines Analy-
sators erklarten Zusténde haben diese Eigen-
schaft.
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2.4 Algebraisierung

Nun beginnen wir damit, unser erworbenes Wissen in einen Kalkiil um-
zusetzen. Die bisher untersuchten Apparate haben eine einfache Struk-
tur und einfache algebraische Eigenschaften. Fiir die Struktur ist cha-
rakteristisch, dal es Eingangs- und Ausgangskanile gibt und dazwi-
schen Wege, die offen oder geschlossen (blockiert) sein konnen. Wir
ordnen jedem Weg bzw. jedem Wegstiick einen bestimmten algebrai-
schen Ausdruck zu und “bauen” dann den Apparat aus diesen Aus-
driicken durch algebraische Verkniipfungen (Addition, Multiplikation)
zusammen. In unseren Apparaten bezieht sich das elementarste Stiick,
aus dem ein Weg besteht, stets auf einen Basiszustand eines vollstindi-
gen, orthogonalen Systems. Das Wegstiick kann offen oder geschlossen
sein. Wir ordnen versuchsweise jedem geschlossenen Wegstiick eine Null
zu. Fiir ein offenes Wegstiick schreiben wir das “Meflsymbol”

|lai){ai] .

Dabei soll sich die rechte Hélfte auf den akzeptierten Zustand beziehen
(auf das, was hineinflieBit), die linke auf den, der “herauskommt” (der
Strahl lduft immer von rechts nach links). Im betrachteten Fall sind
diese Zustdnde identisch und die Schreibweise erscheint redundant; wir
werden aber spéter allgemeinere Félle brauchen, d.h. Wegstiicke, auf
denen sich der Zustand dndert (wie bereits bemerkt, kann eine Messung
einen Zustand &ndern!). Der Projektor

besteht nur aus einem offenen Weg. Wir kénnen fiir ihn daher |I1)(I1]
schreiben (die Null fiir den geschlossenen Kanal ignorieren wir). Wir
untersuchen nun die Idempotenzeigenschaft
// | 2 // | 2 // 2
1 1 1

und schreiben die Symbole fiir den aus zwei Projektoren gebildeten
Apparat nebeneinander, d.h. wir versuchen es mit der Multiplikation
als Verkniipfungsvorschrift. Denkt man an Idempotenz im algebraischen
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Sinn P? = P, so ist das naheliegend. Die in Schaltsymbolen gezeichnete
Gleichung ist dann

1) (I1] - 1) (1] = [11){11] .
Daraus schlieflen wir, da3 der mittlere Ausdruck die Zahl 1 sein muf3:
(1] )11y = (111) = 1.
Derselbe Schluf gilt fiir jeden Projektor. Daher ist
lai){ailai)(at| = l|ai){ai| bzw. (ailai) = 1

fiir einen beliebigen Zustand (¢ = 1,2,...) einer beliebigen Basis a.
Nun schalten wir zwei verschiedene Projektoren fiir lineare Polarisa-
tion hintereinander. Dadurch entsteht ein blockierter Weg, dem wir
vereinbarungsgeméf 0 zuordnen:

"
/k\
( \
.A\X,L
n
o

Der Schluf gilt fiir zwei beliebige Projektoren auf verschiedene Zustédnde
derselben Basis (soferne wir orthogonale Basiszustédnde beniitzen, was
wir stets tun konnen und wollen). Die entstehende Formel kénnen wir
mit der fiir zwei gleiche Projektoren zusammenfassen:

|ad)(ailaj){aj| = b;]ai)(aj
L I i=y
(ailaj) = 6ij = {0 i+
Als néchstes untersuchen wir einen Analysatorkreis fiir lineare Polari-
sation. Was wir ihm als Ganzes zuordnen miissen, ist klar: Nach Defi-

nition &ndert er an einem Strahl, in den er eingesetzt wird, nichts, d.h.
er entspricht einem Faktor 1 (Einheitssymbol)

2
= 1
1

Wir miissen aber noch festlegen, was wir mit den Symbolen fiir die bei-
den Wegstiicke, aus denen er besteht, tun miissen, wenn sie so zusam-
mengesetzt werden, dafl der gesamte Weg aus mehreren Asten besteht
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(verzweigt ist). Da wir die Multiplikation bereits fiir das Hintereinan-
derschalten verwendet haben, versuchen wir es mit der Addition:

1] + 12)02) = 1.

Das ist konsequent und konsistent mit dem, was wir bereits getan ha-
ben: bei einem Projektor entspricht der blockierte zweite Weg einer
addierten 0, die man weglassen darf; aulerdem entspricht jeder der bei-
den Teilwege einem Projektor auf den entsprechenden Zustand.

Wieder kénnen wir das verallgemeinern, denn ein Analysatorkreis
hat auch fiir ein Mehrzustandssystem die Eigenschaft, nichts zu &ndern.

Daher muf} gelten
> lai)ai] = 1.

alle i
Wenn wir also alle Projektoren auf die Basiszustdnde eines vollstandi-
gen, orthogonalen Systems addieren, erhalten wir die Einheit, eine sehr
wichtige Formel, welche die Vollstéandigkeit der Basis ausdriickt.

Unsere Vorschrift, bei Verzweigung die Teilwege zu addieren, ist
aber “méchtiger”, als man meinen mochte. Betrachten wir ein System
mit mehr als zwei Basiszustédnden, so konnen wir nun auch einen Ap-
parat vom folgenden Typ “bauen”:

|ai)(ai] + [aj)(aj]

(entsprechend fiir mehr als zwei offene Wege). Ein solcher Apparat rea-
lisiert eine weniger selektive Messung der durch a charakterisierten Va-
riablen als ein Projektor.

Durch den Erfolg frech geworden, verallgemeinern wir unser Mef3-
symbol. Offenbar kann man sich Apparate vorstellen, die einen Zustand
einer Basis akzeptieren und einen solchen einer anderen Basis heraus-
treten lassen. Bei der Photonpolarisation wére ein Beispiel dafiir ei-
ne Serienschaltung aus einem linearen und einem zirkularen Projektor.
Wir versuchen als Verallgemeinerung des bereits untersuchten Sym-
bols |ai)(aj| die Bildung |B)(A|. B bzw. A charakterisieren dabei den
Eingangs- bzw. Ausgangskanal unseres Apparates, konnen sich also auf
verschiedene Basen und verschieden Zusténde beziehen A = ai, B = bj.
Wir untersuchen nun, welche algebraischen Eigenschaften ein solches
Symbol haben kénnte. In Termen von Apparaten soll der Multiplikati-
on wieder das Hintereinanderschalten entsprechen. Wir zeigen an einem
einfachen Beispiel, daf} diese Meflsymbole nicht vertauschbar sind:
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21)(12] - 12 (1] = |21 (i2li2) (1] = |1y (=1,
12)(21] - [21)(12] = |I2)(21]21)(12| = [12)(12] .

Die resultierenden Apparate sind offenbar verschieden: Der eine stellt
einen zirkular polarisierten Strahl her, der andere einen linear polari-
sierten. Die Nichtvertauschbarkeit ist bei Apparaten, die in einen Strah-
lengang eingesetzt werden, nicht verwunderlich, sondern der Normalfall.

Das untersuchte Beispiel war so beschaffen, dafl der bei Multipli-
kation auftretende Ausdruck (|) bereits bekannt war. Wir betrachten
jetzt die Multiplikation im allgemeinen Fall

[A)(B|-1C){D| = [AN(BIC)(D| = =+

In den frither betrachteten Féllen war (|) eine Zahl. Wir sind “kon-
servativ’ und versuchen, diese Interpretation beizubehalten. Natiirlich
kénnte man hier noch allgemeinere Formalismen erfinden; die “Kunst”
besteht aber in der Physik stets darin, den einfachsten zu finden, mit
dem man gerade noch durchkommt. Wenn wir (B|C) als Zahl interpre-
tieren, ist

= = (B|C) - |A)(D]

d.h. das Produkt von zwei Meflsymbolen ist eine Zahl mal einem Mef-
symbol: offenbar ein einfaches Kompositionsgesetz. Wir nennen die Zahl
(B|C) die Transformationsfunktion (TF). Sie ist offenbar eine Funkti-
on der beiden Zustdnde B und C. Die TF muf} offenbar Information
dariiber enthalten, wie sich Zustédnde bei Abfolge von zwei Messungen
dndern. Bevor wir untersuchen, wie sie physikalisch zu interpretieren ist,
zeigen wir einige weitere algebraische Eigenschaften unseres Kalkiils.
Setzen wir an ein Meflsymbol rechts und links die 1 an, so erhalten wir

L JANBI-1 = 303 fai) {ail A)Blbj) bl =
= 37 (ail AN (B ai) bl

Ein Meflsymbol ist also stets als Linearkombination von anderen dar-
stellbar, wobei die Koeffizienten Produkte von zwei Transformations-
funktionen sind. Fiir die TF selbst erhélt man durch “Dazwischenschal-
ten” der 1 ebenfalls ein Kompositionsgesetz:
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|A)(B|C)(D| = [A)(B]-1-|C)(D| =
= > |A)(Blai)(ai|C)(D] ,

also  (B|C) = ) (Blai)(ailC) .

(3

2.5 Wahrscheinlichkeitsinterpretation und Interferenz

Betrachten wir eine TF
(bjlai) z.B. (22|11)

so erinnert uns diese Bildung von der Bezeichnungsweise her an die ent-
sprechende Wahrscheinlichkeit W (bj|ai). Wie diese handelt es sich um
eine Zahl, die von den Zustédnden abhéngt, die im Symbol vorkommen.
Es 148t sich aber einsehen, daffl man die beiden Groflen nicht miteinan-
der identifizieren darf. Dazu braucht man nur zu beachten, daf3 sich an
unserem Kalkiil nichts &ndert, wenn wir

|A)(B| durch %MMB\
und (A|B) durch %(AB)

ersetzen, wobei \ eine beliebige Zahl ist, die vom betreffenden Zustand
abhéngt. Die speziellen Symbole |ai){ai| bzw. (ai|ai) &ndern sich bei
dieser Substitution nicht. Die Wahrscheinlichkeit mufl also mit einer
speziellen Kombination von TF zusammenhéngen, bei der A herausfllt.
Um diese Kombination zu erraten, betrachten wir die Schaltung

gnd messen an den Stellen a und b die Intensitat. Nach unseren fritheren
Uberlegungen ist
I(b) 1
ERRUCTIES:

~—
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die Wahrscheinlichkeit dafiir, in einem [1-polarisierten Strahl die Po-
larisation z2 zu finden (das dritte Filter #ndert daran nichts). Nach
unserer Kompositionsvorschrift erhalten wir fiir den gesamten Apparat
den Ausdruck

IL)(I1]22)(22)11) (1] = (I1]22)(22)11)[11)(11] .

Es erscheint daher sinnvoll, den hier auftretenden Ausdruck als Wahr-
scheinlichkeit zu interpretieren

W(z2lll) = (I1]22)(22]11) .

Fiir andere Folgen von Polarisationsfiltern kann man analog vorgehen.
Die Wahrscheinlichkeit erscheint als ein Mafl dafiir, wie das mittlere Fil-
ter den Strahl verdiinnt. Wir verallgemeinern das auf beliebige Zusténde
und definieren die Wahrscheinlichkeit als das Produkt von entgegenge-
setzten Transformationsfunktionen

W(A|B) = (B|A)(A|B) .

Offenbar fallt bei dieser Bildung A heraus. Auflerdem ist die vorne ver-
langte Symmetrieeigenschaft

W(A|B) = W(B|A)

erfiillt. Auch die Vollstandigkeitseigenschaft
> W(ailB) = 1

kann man mit Hilfe unseres Kompositionsgesetzes beweisen:

ZW(@@'\B) = Y (Blai){(ai|B) = (B|B) = 1.

(2

Soweit wére alles in Ordnung, wir wissen aber immer noch nicht, wie
wir eine einzelne TF interpretieren sollen. Da Wahrscheinlichkeiten po-
sitiv sein miissen, wére es naheliegend, fiir die Transformationsfunk-
tionen nur positive Zahlen zuzulassen. Wir zeigen nun, dafl das nicht
geht. Dazu fithren wir drei Messungen durch, die wir als Experiment 111
zusammenfassen. Dabei schalten wir zwischen zwei lineare Polarisati-
onsfilter (Projektoren) einmal ein linkszirkulares, einmal ein rechtszir-
kulares Filter und einmal einen zirkularen Analysatorkreis. Man kann
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das so durchfiihren, daff man in dem Analysatorkreis zuerst den einen
Kanal blockiert, dann den zweiten und schliefllich beide offen 148t.

Experiment II1a

Ergebnis: I(b)/I(a) = 1/4

Das Experiment zeigt besonders klar die Anderung des Zustan-
des bei der Messung. Hinter dem ersten Filter sind alle Photonen im
Zustand [2, keines ist im Zustand [1; im Ausgangskanal sind alle Pho-
tonen im Zustand 1, keines im Zustand [2. Dafiir ist das mittlere Filter
verantwortlich, das auf linkszirkulare Polarisation testet (= diese mifit)
und den Zustand dndert: es stellt einen Strahl von Photonen im Zustand
22 her, den man aus 50% [2-polarisierten und 50% [1-polarisierten Pho-
tonen bestehend auffassen kann. Das letzte Filter sondert die letzteren
aus. Durch Messung kann also eine “Regeneration” erfolgen: Vor dem
zirkularen Filter enthélt der Strahl keine Photonen mit /1-Polarisation,
hinter dem Filter sind sie offenbar vorhanden.

Bei SchlieBlen des anderen Kanals im mittleren Kreis

Experiment IIIb
erhalten wir dasselbe Ergebnis I(b)/I(a) = 1/4.

Nun 6ffnen wir im mittleren Kreis beide Wege:

Experiment IIlc

Naiv wiirde man erwarten, daf} jetzt doppelt so viele Photonen durch-
gehen I(b)/I(a) = 1/2. Das ist aber nicht der Fall, sondern es geht gar
nichts durch:

Ergebnis — =0.
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Dieses Resultat ist sofort klar, wenn man bedenkt, dafl der Analysa-
torkreis einen beliebigen Strahl nicht &dndert. Das erste Filter stellt
einen [2-polarisierten Strahl her, der durch das zweite Filter blockiert
wird. Aus unserem Formalismus folgt das Resultat ebenfalls: Der gan-
zen Schaltung entspricht

11)(I1]21)(z1[12) (12| + [11)(11|22)(22(12) (12| =
Sl (L)) (zifi2)(12] = [I1) (11)12){12] = 0 .
- ——

0

Fiir die Amplituden geschrieben, bedeutet das

> (1]zi)(zili2) = 0.

7

Man kann das z.B. aus
(I11)i2)y = 0

durch Einschieben der 1 erhalten. Wir haben die Versuchsfolge ange-
geben, um deutlich zu machen, dafl es sich um einen experimentellen
Sachverhalt handelt. Er zeigt, dafl man bei mehreren offenen Wegen die
entsprechenden Wahrscheinlichkeiten nicht addieren darf und dafl man
mit positiven Zahlen fiir die TF nicht auskommt.

Im Rahmen der klassischen Wellentheorie 148t sich das Phénomen
leicht verstehen. Es handelt sich um einen Spezialfall der allgemeinen
Welleneigenschaft Interferenz, zu der es immer kommt, wenn mehre-
re Strahlen aus derselben Quelle iiberlagert werden. Kann Licht auf
mehreren Wegen an eine bestimmte Stelle gelangen, so ist das gesamte
elektrische Feld an dieser Stelle die Vektorsumme der Felder, die den
entlang der einzelnen Wege laufenden Wellen entsprechen. Die gesamte
Intensitét ist das Quadrat des resultierenden elektrischen Vektors, der
langer oder kiirzer sein kann, als jeder der Summanden, aus denen er
sich zusammensetzt; er kann auch die Lange Null haben. Der wesent-
liche Zug, dal man die Vektoren erst addieren und dann quadrieren
muf}, ist eine Folge der Wellentheorie des Lichtes.

In der quantentheoretischen Beschreibung, um die es hier geht,
diirfen wir das klassische Wellenbild nicht beniitzen, da es fiir inten-
sitdtsschwache Strahlen nicht funktioniert. Wir versuchen es aber mit
den angedeuteten mathematischen Ideen (Vektoren statt Zahlen, erst
addieren, dann quadrieren), mit denen wir auf die einfachste mogliche
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Weise auszukommen versuchen. Die einfachsten Vektoren im Sinn ei-
ner Verallgemeinerung von Zahlen sind ebene Vektoren oder, was auf
das gleiche hinauslduft, komplexe Zahlen. Der Betrag der Summe von
zwei komplexen Zahlen kann kleiner sein als der Betrag jedes Summan-
den. Wir versuchen es daher mit komplexen Zahlen als TF. Dafl die
Wahrscheinlichkeiten positiv sind, erreicht man am einfachsten durch
die Forderung

(B|A) = (A|B)" .
Dann ist
W(A|B) = (A|B)*(A|B) = [{A|B)]" > 0.
Die am Anfang dieses Abschnittes betrachtete Ersetzung

(AB) — %wm

dndert am Zusammenhang zwischen (A|B) und (B|A) nichts, wenn

Eine TF ist daher durch Vorgabe der entsprechenden Wahrscheinlich-
keit nur bis auf einen Phasenfaktor festgelegt.

Insgesamt erhalten wir aus unserem Kalkiil folgende Regeln:

(1) Die Projektionswahrscheinlichkeit von einem Zustand B zu einem
Zustand A ist das Absolutquadrat der komplexen TF von B zu A,
die wir daher auch Wahrscheinlichkeitsamplitude nennen kénnen:

W(A|B) = [(AlB)”

(2) Kann A aus B auf mehreren Wegen erreicht werden, so ist die
gesamte TF die Summe der TF fiir die einzelnen Wege.

(3) Besteht ein Weg aus mehreren Schritten, so ist die TF fiir den
gesamten Weg das Produkt der TF fiir die einzelnen Schritte. Als
elementarsten Schritt kann man sich einen Projektionsvorgang vor-
stellen.
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Allgemein ist also die Wahrscheinlichkeit das Betragsquadrat einer
Summe von (Produkten von) komplexen Zahlen. Man mufl also erst
addieren, dann quadrieren. Damit erfaffit man das quantenmechanische
Analogon zur Interferenz, bei dem es sich um eine Interferenz von Wahr-
scheinlichkeiten handelt.

2.6 Transformationsmatrizen

Nun wollen wir die TF zwischen Zustdnden verschiedener Basen be-
stimmen. Wir betrachten zunéichst wieder die Photonpolarisation und
untersuchen die TF (I’i|lk). Das sind 4 komplexe Zahlen, die wir als
2x2-Matrix schreiben konnen:

(), ()
ol = (<z'2|11>, <z'2|52>) ‘

Aus Intensitétsmessungen (vgl. Experiment 1) wissen wir:
W('1|11) = W(I'2]12) = cos?0 , W (I'1|12) = W (I'2|i1) = sin? @ .

Diese Wahrscheinlichkeiten werden nach unseren Regeln erhalten, wenn
wir folgenden Ansatz machen:

i [ €%cosl, esinf
vl = ( e®sing, e 0089) '

Auflerdem wissen wir aber auch, daf8 (I1]12) = 0 ist. Einschalten der 1
(d.h. Beniitzung des Kompositionsgesetzes von TF) gibt

0 = (11]12) = {A1|I"1){I'1)12) + (1|I'2)(I"2|12) =
= sin 6 cos O(e V™Y 4 B0y |

Dabher ist
elly—a) — _i(B=0)

Daraus kann man die Phasen nicht bestimmen, sie werden aber einge-
schrankt: Wir erhalten eine Beziehung zwischen relativen Phasen (das
ist fiir die Quantentheorie typisch). Weitere Beziehungen dieser Art ge-
ben nichts Neues, d.h. diese Einschréinkung ist die maximale Informati-
on, die man aus dem Experiment erhalten kann. Wir diirfen daher die
Phasen im Rahmen dieser Einschrankung frei wéhlen. Eine zweckmé&fi-
ge Wahl ist
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Damit erhalten wir

Ul = ( cos 9, Sine) =:U(0) .

—sinf, cosf

Das ist die Matrix, die das Verhalten der Komponenten eines Vektors
in der Ebene bei Drehung des Koordinatensystems beschreibt.

Durch Nachrechnen kann man zeigen, dafl
iy = vt = Ut

ist. Dabei bedeutet UT die Matrix, die aus U durch Transposition (Spie-
gelung an der Hauptdiagonalen) und komplexe Konjugation hervorgeht.
Durch analoge Uberlegungen kann man die Transformationsmatrizen zu
anderen Basen (z.B. U(z|l),U(z|l') etc.) finden (vgl. Ubungen). Dabei
ist es nicht immer moglich, alle Phasen so zu wéhlen, dafl reelle TF

herauskommen. Die angegebenen Eigenschaften (z.B. U f=vu 1) gel-
ten aber auch fiir diese Matrizen.

Wir zeigen nun, dafl sie als Folge unseres Kalkiils fiir ein n-
Zustandssystem gelten. Die Transformationsmatrix

Ualb)in = (ailbk) 4, k = 1,2,...n

ist dann eine n x n-Matrix. Sie hat folgende Eigenschaften:

(1) U(bla) = U~Y(alb)  bzw. Ulalp)-U(bla) = 1

Beweis:

(U(alp) - U Zadbj (bjlak) =

= (ailak) = b

2)  Ul(alp) = U (a) bzw. U'U = 1 (Unitaritit)

Beweis:
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U= (alb)sr = U(bla)i = (bi|ak) = (ak|bi)* =
= (U(ab)rs)* = UT(alb)ux

(3) U(alb) - U(ble) = Ulalc) (Gruppeneigenschaft)
Beweis:

(Ulald) - UDle))ix = Z(ai!bj><bjlck>

J

= (ai|ck) = Ul(alc)ik

Verschiedene Basen héingen daher stets durch unitére Matrizen zusam-
men, die eine Gruppe bilden.
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Ubungen

5) Beweise die Gruppeneigenschaft
U(f2)-U(01) = U(O2+67)

6) Berechne die ersten drei Koeffizienten der Potenzreihe

U®) = Vo+0Vi +6*Vo+---

7) Beweise die Formel
U(0) = exp(0h)
8) AuBer U(l'|l) seien die Amplituden
(21)I'1) = iex (—1i0) (21)I'2) = LeX (i0)
/32 p ; V32 p

gegeben. Berechne U (z|1),U(l|z),U(z|l"), U(l'|z).
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2.7 Allgemeine Apparate und Matrizen

Bisher haben wir gelernt, wie man gewisse Apparate (Projektoren, Ana-
lysatorkreise und daraus aufgebaute “Schaltungen”) algebraisch dar-
stellt. Wir interessieren uns nun fiir die Verallgemeinerung auf beliebi-
ge Apparate. Zunachst betrachten wir wieder die Photonpolarisation.
Jeder Apparat, der nur auf die Polarisation wirkt, kann als Kasten mit
einer Eingangs- und einer Ausgangsoffnung gedacht werden, der die
Energie der Photonen sowie die Strahlrichtung nicht &ndert, wohl aber
die Polarisation und die Intensitit beeinflufit. Wir bestrahlen nun einen
solchen Apparat der Reihe nach mit [1- und [2-polarisiertem Licht und
messen die relative Intensitéit des auslaufenden Strahls nach Passieren
eines [1- bzw. [2-Projektors. Die Schaltung ist also z.B.

' d
/ 7/

1 A |

Auf diese Weise messen wir 4 positive Zahlen (Wahrscheinlichkeiten).
Diese reichen aber nicht aus, um den Apparat eindeutig zu charakteri-
sieren. Das sieht man an folgendem Beispiel: Nehmen wir fiir A einen
z1-Projektor, so sind alle vier Wahrscheinlichkeiten 1/4. Fiir einen 22-
Projektor ist das aber auch der Fall; der Apparat ist daher nicht ein-
deutig bestimmt. Nach der vorhergehenden Untersuchung ist das nicht
verwunderlich, denn wir wissen bereits, dafl wir jede Messung durch
eine komplexe TF charakterisieren miissen. Daher sollten 4 komplexe
(bzw. 8 reelle) Zahlen zur Charakterisierung ausreichen.

Algebraisieren wir unser Schaltbild nach unseren bisherigen Re-
geln, wobei wir fiir den Apparat einfach A schreiben, so erhalten wir
fiir das gezeichnete Bild den Ausdruck

1) (1] A1) (11 .

Werden fiir A bekannte Apparate eingesetzt, so resultiert fiir (11| A|[l1)
stets eine komplexe Zahl. Wir versuchen daher, das fiir einen beliebigen
Apparat durchzuhalten: wir fordern, da§ (I1|A|l1) fiir jeden Apparat ei-
ne komplexe Zahl sein soll, deren Betragsquadrat die Bedeutung einer
Wahrscheinlichkeit hat. Algebraisieren wir die vier angedeuteten Mef3-
experimente, so erhalten wir vier komplexe Zahlen, die wir als 2 x 2-
Matrix schreiben:
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QLAY (1]AJ12)
AUl = = <(12|A\l1>, <l2|A\l2>) '

Wir nennen sie die Matrix von A in der [-Darstellung. Die Matrix von
A in einer anderen Darstellung kann man bereits aus unseren Regeln
ablesen. Setzen wir im vorhin gezeichneten Experiment zwei Analysa-
torkreise ein

Ve
// 4
| A |

und algebraisieren, so erhalten wir

[11)((11]21) (21| A|z1) (21|I1) 4 (I1|22) (22| A|z1)(z1|I1)+
+ (I11|21) (21| A|22) (22|11) + (I1]22) (22| A|22)(22|I2))(I1] .

Betrachtet man fiir die Filter am Anfang und am Ende alle vier Moglich-
keiten, so sieht man, daf

Al =U(l]z) - A(z|z) - U(z|]l) = U(lz) - A(z|2) - U]L(l|z)

ist. Dabei ist U die vorhin betrachtete Transformationsmatrix und
der Punkt bedeutet Matrixmultiplikation. Mit der gleichen Schlufiwei-
se sieht man, dafl ein aus zwei seriengeschalteten Teilen bestehender
Apparat

durch das Matrixprodukt von B und A dargestellt wird. Dazu braucht
man nur

I
N\,
\
w
>
N\,
\
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in Formeln zu iibersetzen. Daf} die Multiplikation nicht vertauschbar ist,
ist mathematisch evident und physikalisch ebenso wenig verwunderlich,
wie bei den frither untersuchten speziellen Apparaten.

Betrachten wir eine Serienschaltung von drei Apparaten

—_— C A B — =

so kénnen wir uns davon tiberzeugen, dafl die Matrizen A und A exp(ia)
mit beliebigem reellem o physikalisch dquivalent sind. In der algebrai-
schen Ubersetzung des rechts gezeichneten Schaltbildes ist iiber die
4 Wege der beiden Analysatorkreise zu summieren. Jeder Summand
enthélt ein Matrixelement von A(l|l) als Faktor. Ersetzen wir A durch
Aexp(ia), so kann exp(ia) herausgehoben werden und fallt bei Bildung
des Betragsquadrates heraus. Daher ist ein gemeinsamer Phasenfaktor
aller Matrixelemente eines Apparates irrelevant. Das bedeutet, dafl man
nicht acht, sondern nur sieben reelle Zahlen (vier Betrége, drei Phasen)
bestimmen muf}; wenn man einen Polarisationsapparat festlegen will.
Man kann dazu z.B. die relativen Intensitdten messen, die bei Durch-
gang eines linear polarisierten Strahls durch den Apparat und ein linea-
res Filter auftreten und dann die Messung mit einem zirkular polarisier-
ten Strahl und einem zirkularen Filter durchfithren. Damit kennt man
die Betrige der acht Matrixelemente von A(/|l) und A(z|z). Einsetzen
in die Beziehung zwischen A(I|l) und A(z|z) gibt, da die Transformati-
onsmatrizen bekannt sind, Gleichungen fiir die Phasen, aus denen diese
(bis auf einen gemeinsamen Phasenfaktor) bestimmt werden kénnen.
In der Praxis ist das zwar etwas umsténdlich, aber durchfiithrbar (vgl.
Ubungen).

Die Verallgemeinerung auf Mehrzustandssysteme ist evident. Nicht
jede Matrix entspricht aber einem sinnvollen Apparat. Die Frage, wel-
chen mathematischen Einschrankungen eine Matrix unterworfen wer-
den mufl, damit das der Fall ist, wird noch zu untersuchen sein. Ein
Kriterium kénnen wir leicht angeben: wir haben stets Apparate betrach-
tet, in denen keine Objekte erzeugt werden. Fiir solche darf die Summe
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der Ausgangsintensitéiten hochstens gleich der Eingangsintensitéit sein,
d.h. es mu$ fiir ein vollsténdiges System (ai) von Basiszustéinden und
irgendeinen Zustand (b)

> lailAp)* <1
i
gelten. Die analoge Beziehung fiir Matrixelemente in einer Zeile

S l(blAfai)* < 1

ist ebenfalls erfiillt. Man kann sich davon am leichtesten iiberzeugen,
indem man von der Vollstdndigkeitsrelation ausgeht

S lblai = 3 lailb)? = 1

und sich diese anschaulich als Beziehung fiir Intensitéiten von Strahlen
vorstellt. Setzt man in den Strahlengang einen Apparat A ein, der keine
Objekte produziert, so kann die Ausgangsintensitit nicht zu-, sondern
nur abnehmen.
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Ubungen

9) Welche Matrix beschreibt einen [1-Projektor
a.) in der z-Darstellung
b.) in der I’-Darstellung ?

10) Welche Matrix beschreibt einen z1-Projektor in der [-Darstel-
lung?

11) Fiir einen Apparat A seien folgende Wahrscheinlichkeiten gemes-
sen worden:

QAL P = ((2142)2 = 1

[(1L]AlI2)]? = [(12[A1I)]* = 0

[(z1|A]z1)]? = 1.
Wie wirkt der Apparat beziiglich linearer Polarisationszustinde
|li) 7

12) Die letzte Messung habe statt 1 den Wert 1/2 ergeben. Wie wirkt
dieser Apparat auf einen Strahl |I'1) mit § = 45° 7
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2.8 Zustandsvektoren und Operatoren

Wir abstrahieren nun von den in den letzten beiden Kapiteln verwen-
deten Begriffen “Wahrscheinlichkeitsamplitude” und “Matrix eines Ap-
parates” zwei wichtige Konzepte, die fiir den mathematischen Formalis-
mus der Quantentheorie fundamental sind. Wir betrachten noch einmal
die Anordnung fiir das Einschieben von Zwischenzustéinden (Einsetzen
eines Analysatorkreises) bei einem Strahl in einem beliebigen Polarisa-
tionszustand

N> L

(21|¢) = (2[I)(I1]¢) + (21[12)(12]9) .

Offenbar erhélt man dieselbe Formel, wenn man den Projektor durch
einen anderen ersetzt, z.B.

(1) = (L) + (I'1]I2)(12) -

Symbolisch kann man das so schreiben

(ly) = (DALY + (li2)(2[)

wobei in den leeren Raum irgendein Polarisationszustand eingesetzt
werden kann (nur muf es an allen Stellen derselbe sein). Noch kiirzer
ausgedriickt

) = [)(L|) + [12)(12]) .

Die Formel ist so gemeint, daf} sie fiir alle Projektionsamplituden rich-
tig ist, unabhéngig davon, welchen Zustand (= welchen Projektor) man
links ansetzt. Das Symbol |¢)) heifit Zustandsvektor oder auch ket-
Vektor des Zustandes v (es ist die rechte Hélfte der Diracschen Klam-
mer (|) = bracket). Wenn wir nach einer anderen Basis analysieren,
erhalten wir eine analoge Formel: Kein Analysatorkreis verdndert einen
Strahl. Ganz abstrakt geschrieben, lautet die Analyse eines Zustandes

W) = Z |ai) (ail )

wobei die ai ein vollstdndiges Basissystem bilden.
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Man kann denselben Vektor auf verschiedene Basissysteme aufspan-
nen, z.B. bei Polarisationszustéinden

W) = [IL)(IL]) + [12)(I2]¢p) = 1) (L]ep) + [2)(I"2] ) -

Diese Formeln sind analog zu den entsprechenden fiir die Darstellung
eines Vektors in der Ebene durch zwei zueinander senkrechte Einheits-
vektoren

! )
a = eyay +eyay = e,a, +e,a, .

In beiden Fillen wird derselbe Vektor a dargestellt, aber durch ver-
schiedene Komponenten a, # aj,a, # a;. So wie a ein abstraktes
Symbol fiir einen Vektor darstellt, das von der speziellen Wahl des
Grundvektorsystems e,, e, bzw. e/, e; unabhingig ist, so ist auch [¢)
ein abstraktes Symbol fiir den Zustand. Den Komponenten (Projek-
tionen) des Vektors (ay,a,) entsprechen die Projektionsamplituden in
bezug auf eine Basis, z.B. (I1|¢), (12|¢)). Wie in der Vektorrechnung be-
stimmen diese Projektionen den Vektor [i) (abgesehen von der Phase)
vollstéandig, wenn die Basiszusténde ein vollstdndiges System bilden.
Zum Unterschied von der gewohnlichen Vektorrechnung sind die Pro-
jektionsamplituden aber komplex. Weiterhin ist zu bemerken, daf} die
Summe der Projektionswahrscheinlichkeiten zu den Basiszustdnden ei-
nes vollstdndigen Systems eins ist (Vollstéindigkeitsrelation)

> lale) = 1,

d.h. die Zustandsvektoren entsprechen (komplexen) Einheitsvektoren

a’ = a® + aj = 1.
Die Analogie zu den Komponenten eines Vektors kann noch weiter ver-
folgt werden. Mathematisch ist ein Vektor durch sein Transformations-
verhalten bei Anderung des Koordinatensystems definiert: Ein Vektor
im 2-dms. Raum ist eine Grofle, deren beide Komponenten sich bei
Rotation des Koordinatensystems um 6 geméf

/ .
a, = cost-a,+sinf-a,
/ .
a, = —sinf - a; +cosf - ay

transformieren. Da sich alle Vektoren in derselben Weise transformie-
ren, ist ein physikalisches Gesetz, das als Beziehung zwischen Vektoren
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geschrieben werden kann, invariant bei Rotationen des Koordinatensy-
stems. Die Zustandsvektoren weisen bei Anderung des “Koordinaten-
systems”, d.h. der Basis, ebenfalls ein wohldefiniertes Transformations-
verhalten auf. Wir konnen mit Hilfe von Analysatorkreisen und unseren
Regeln z.B. die Formeln

1) = QLI IL) + ('1)i2)(12]) = cos O(I1]) + sin O{12[)
W20 = '2[11) (1) + (1'2)i2) (12]1) = — sin OUL) + cos §(12])

fiir die Transformation auf verdrehte lineare Polarisationszustande bzw.

(21|9) = (A (I]y) + (21i2)(12[)) = —=(I1]y) + %azw

72 V2
(2204) = (2ADQL) + (202 (24%) = —Z(1110) + %

fiir eine solche auf Zusténde zirkularer Polarisation finden. Die erste
Formel ist (mit unserer Wahl der Phasen) sogar genau dieselbe wie in
der Vektorrechnung. Es gibt aber in dieser kein Analogon zur letzten
Formel: Zustandsvektoren sind allgemeinere Gebilde als reelle Einheits-
vektoren. Wichtig ist, dafl fiir jeden Basiswechsel ein definiertes Trans-
formationsverhalten vorliegt. Beziehungen zwischen Zustandsvektoren
sind daher invariant bei Wechsel der Basis.

(12])

Man sieht, dafl die obigen Beziehungen ebenfalls mit Hilfe des Ma-
trizenkalkiils geschrieben werden kénnen, wenn wir den Zustandsvektor
|t} durch eine Matrix mit einer Spalte und 2 Zeilen (Spaltenvektor,
Spalte) darstellen, wobei die Elemente die Projektionsamplituden sind,

z.B.
( ég;zi ) [—Darstellung
( é’zémi ) z—Darstellung .

Die Transformationsformeln haben dann Matrixform, z.B.

<21|¢>) <<lll¢>)

= U(z|l) - .

(&) = oo (ol

Wir betrachten nun die umgekehrte Anordnung zu der bisher unter-
suchten, nédmlich
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¥ ——<> <

Damit finden wir wie friiher

(¥]22) = (Y1) (11]22) + (P[12)(12]22) .

Wieder kann man statt z2 einen beliebig polarisierten Strahl einset-
zen, ohne dafl die Gleichung falsch wird. Wir konnen sie abgekiirzt so
schreiben

(W] = (I + (Pli2) (2]

wobei rechts ein beliebiger Zustand angesetzt werden darf. Fiir n-
Zustandssysteme lautet das

(W] = (Plai){ail

7

Der Zustandsvektor (1| heifit der zu |¢) duale Zustandsvektor oder
bra-Vektor des Zustandes ¢ (bracket). Seine Komponenten in einer ge-
gebenen Darstellung sind nicht identisch mit denen von |¢). Wegen

(Ylai) = (aily)”

sind sie vielmehr dazu konjugiert komplex. Auch hier kann man das
Verhalten bei Basiswechsel in Matrixform schreiben, z.B.

((hl21), (¢[22)) = ((@[11), (¥[12)) - U(l]2) -

Wegen U(l|z) = U Jr(z]l) transformieren sich die Komponenten des dua-
len Vektors mit der adjungierten Transformationsmatrix.

Der bra-Vektor (1| und der ket-Vektor |1)) beschreiben denselben
Zustand 1), sie sind aber voneinander verschieden, wie wir durch die
Bezeichnungsweise angedeutet haben (dies ist anders als in der gew6hn-
lichen, reellen Vektorrechnung). Wie in dieser sind die Komponenten,
d.h. die Koeffizienten, die beim Aufspannen des Vektors (z.B. |1) oder
(1|) auf eine Basis (z.B. |I1),]I2) oder (I1],(I2|) aufgetreten, gewthn-
liche Zahlen. Die Vektoren selbst sind natiirlich keine Zahlen, sondern
ganz andere mathematische Groflen.
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In der Vektoralgebra kann man aus zwei Vektoren a, b eine Zahl er-
halten, indem man das Skalarprodukt bildet, das z.B. in 2 Dimensionen
die Form hat

(a-b) = azby +ayb, .

Es ist invariant gegen Basiswechsel, d.h.
pby + ayby, = al bl +aybj,

wie man mit den Transformationsformeln leicht nachrechnet. Die Kom-
ponenten konnen als Skalarprodukte mit Einheitsvektoren geschrieben
werden, z.B.

a; = (ey-a).

Das Skalarprodukt kann man daher auch in der folgenden Form schrei-
ben:

(a-b) = (a-e,)(e.-b)+(a-e,)(e, b).

Analoge Formeln kénnen wir fiir unsere quantentheoretischen Zustéande
auch angeben. Wenn wir z.B. die Anordnung

® <> ¥

analysieren, finden wir

(Bly) = () {IL[) + (D[12)(12]%) .

Das ist genau das Analogon der obigen Formel fiir das Skalarprodukt.

Die Verallgemeinerung auf Mehrzustandssysteme ist evident. Die
Dimensionszahl des Vektorraumes ist die Zahl der Basiszusténde und
kann daher sehr grof (sogar unendlich) sein. Da im allgemeinen (¢|¢) =
(P|o)* # (P|¢) ist, muB (im Gegensatz zur gewShnlichen Vektorrech-
nung) die Reihenfolge der Faktoren beim Skalarprodukt beachtet wer-
den.

Die Invarianz des Skalarproduktes gegen Basiswechsel ist in der
Zustandsschreibweise evident:

(D) = (Blai)(aily) =Y (|bi)(bily) .

(2 7

In der Matrixschreibweise bedeutet sie
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((dla)) - ({alw)) = ((91b)) - UT (alb) - Ualb) - (b)) = ((8I)) - ((bl1)) -

Wir haben gesehen, daf} ein Zustandsvektor einen Zustand in ab-
strakter Weise beschreibt, wihrend dies eine Zeile bzw. Spalte von Pro-
jektionsamplituden in einer speziellen Darstellung tut. Wir haben ferner
gesehen, dafl man einen Apparat in einer speziellen Darstellung durch
eine Matrix von Amplituden darstellen kann. Nun wollen wir iiberlegen,
wie man einen Apparat abstrakt (darstellungsunabhéingig) beschreiben
kann. Dazu brauchen wir blof3 auf unsere Algebraisierung von Schalt-
symbolen (vgl. Abschnitt 1.11) zuriickgreifen. Fithren wir die Prozedur

EniRoS N0

“blind” durch, so erhalten wir

A =) |l (Li| Allk) (k|

ik

und diese Gleichung liefert fiir beliebige rechts bzw. links angesetzte
Zusténde 1), (¢| giiltige Formeln fiir TF. Setzen wir nur auf einer Seite
einen Zustand an (z.B. rechts)

Al =Y [) (| AJk) (k) = > [l (Ll Aly)

ik 7

so sehen wir, da8 A|vy) als Linearkombination von Basiszustdnden mit
komplexen Koeffizienten (li|A|y)) wieder ein Zustand ist. A macht daher
aus einem Zustand einen (i.a. anderen) Zustand. Wir miissen daher A
als (abstrakten) Operator interpretieren.

Die Verallgemeinerung auf n-Zustandssysteme ist wieder evident.
Die entsprechende Darstellungsformel lautet

A = |ai)(ai| Albk)(bk| .
i,k

Dadurch wird der Operator A durch seine Matrixelemente (ai|A|bk)
in einer i.a. gemischten Darstellung charakterisiert. Die Basiszustidnde
sind dabei beliebig, sie miissen lediglich vollsténdig sein. Natiirlich mufl
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eine Festlegung erfolgen, wenn konkret gerechnet werden soll. Ein Ope-
rator ist also weder eine Zahl, noch ein Zustandsvektor. Er ist eine
Grofle, die auf einen Zustandsvektor (bra oder ket) angewendet werden
kann und daraus wieder einen Zustandsvektor macht (im allgemeinen
einen anderen). In der Darstellung von A stehen Zahlen, d.h. geschlos-
sene Klammern (ai|A|bk) (bra-ket) und offene Klammern |)(| (ket-bra).
Diese letzteren sind offenbar Operatoren: z.B. gibt der Operator |a)(¢|
in Anwendung auf den ket [¢) den Zustand |a) mal der Zahl (¢[1)); in
Anwendung auf den bra (| gibt er den bra (¢| mal der Zahl {vy|«). Wie
man sieht, ist diese Schreibweise diejenige, die dem direkten Produkt
der Matrizenrechnung entspricht (Spalte x Zeile = Matrix, man erhélt
auf diese Weise die Matrixform in jeder speziellen Darstellung). In der
gewOhnlichen Vektorrechnung entspricht ihr das Tensorprodukt.

Wir betrachten nun zwei spezielle Beispiele. Der Projektor auf ir-
gendeinen Zustand [¢) hat in der |¢)-Darstellung die Form

Py = |9)(4] .

Man zeigt leicht, dafl er die gewiinschten Eigenschaften hat: auf |4))
oder (1| angewandt, reproduziert er diese Vektoren; auf einen zu |1)
orthogonalen Zustand angewandt, gibt er Null; auf einen beliebigen
Zustand angewandt, gibt er |¢) mal der betreffenden Projektionsampli-
tude. In einer anderen Darstellung kann ein Projektor natiirlich weniger
“verdichtig” aussehen, vgl. z.B. das Beispiel 9. Der einzige Apparat, der
in jeder Darstellung gleich aussieht, ist der Analysatorkreis. Er wird (in
jeder Darstellung) durch die Einheit dargestellt

1 = Z|ai)(ai|.

Das ist die abstrakte Formel fiir das Einschieben von Zwischenzustén-
den: Der Einheitsoperator darf {iberall dazwischen gesetzt werden. Man
sieht, dafl der Einheitsoperator die Summe von Projektionsoperatoren
auf orthogonale Basiszustdnde ist. Umgekehrt gibt aber eine solche
Summe nur dann die Einheit, wenn es zwischen den einzelnen Sum-
manden keine relativen Phasenfaktoren gibt.
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2.9 Der Zustandsraum (Hilbertraum)

Wir wollen nun die mathematische Struktur des bisher entwickelten
Kalkiils und seine physikalische Interpretation in knapper Form zusam-
menstellen, um den Uberblick zu behalten. (Es ist niitzlich, sich jede
der folgenden Definitionen und Aussagen am Beispiel der Photonpola-
risation zu vergegenwirtigen!).

Ein Zustand ¢ wird durch einen Zustandsvektor |¢)) bzw. den da-
zu dualen (1| abstrakt charakterisiert. Die Zuordnung von [¢) zu (9|
ist umkehrbar eindeutig. Diese Zustandsvektoren bilden einen linea-
ren Vektorraum: Eine Linearkombination von Zustédnden ist wieder ein
moglicher Zustand

aly) +e2ld) = [x)

(c1,c2 beliebige komplexe Zahlen). Wenn eine solche Zuordnung be-
steht, heifit |x) linear abhéngig von [¢) und |¢). Dieses Superpositions-
prinzip unterscheidet die Quantentheorie in charakteristischer Weise
von der klassischen Physik. Dadurch ist die Interferenz zwischen ver-
schiedenen Zustdnden moglich.

In dem Vektorraum der Zusténde ist ein Skalarprodukt erklért: zwei
beliebigen Zusténden [v), |¢) ist eine komplexe Zahl (1)|¢) = (p|1)* zu-
geordnet, die Projektionsamplitude von ¢ zu 1 heifit. Sie wird phy-
sikalisch als Wahrscheinlichkeitsamplitude interpretiert. Thr Quadrat
|(|d)|? = W (2h|p) = W (e|w) heiit die Projektionswahrscheinlichkeit
von ¢ zu v, das ist die relative Intensitét, die an einem -Projektor ge-
messen wird, der von einem Strahl von Objekten im Zustand ¢ durch-
quert wird. Zustédnde, deren Skalarprodukt verschwindet, nennt man
orthogonal zueinander. In dem Raum ist damit eine Norm definiert,
die im wesentlichen positiv definit ist:

(Yl) >0  auBer fiir  [) =0.

Durch Angabe des Zustandes ist nur die Richtung des Zustandsvektors,
nicht aber seine Linge /(1]1)) festgelegt. Diese wird zweckméfBigerwei-
se als 1 gewihlt (Normierung). Es bleibt dann noch ein Phasenfaktor
exp(ia) mit @ = o unbestimmt.

Bei Uberlagerung eines Zustandes mit sich selbst

c1l) + oY) = (e1 + e2)|¥)



54 2. Kinematik von Quantenzustianden

erhélt man fiir ¢; +co = 0 keinen Zustand, d.h der Nullvektor entspricht
keinem Zustand. Anschaulich: Bei totaler Interferenz “kommt nichts
heraus”. Fiir ¢; 4+ ¢3 # 0 erhélt man denselben Zustand, da die Lénge
des Vektors physikalisch irrelevant ist. Der entstehende Zustand wird
allerdings i.a. nicht normiert sein.

Jeder Zustandsvektor |¢) kann auf ein orthogonales, normiertes,
vollsténdiges System von Basisvektoren |ai)

(ailak) = 6; Orthogonalitit, Normierung

> lai)(ail = 1 Vollstéindigkeit

aufgespannt werden:

W) = D laifaily), (W] = ) ($lai)ail .
Die Spalte ((ai|y))) bzw. Zeile ((¢|ai)) der Projektionsamplituden zu
den Basiszustéinden gibt dann eine konkrete Charakterisierung (Dar-
stellung) des Zustandes. Bei Wechsel der Basis transformieren sich die
Projektionsamplituden unitér. Jede Beziehung zwischen Zustandsvek-
toren ist unabhéngig von der Wahl der Basis. Das Skalarprodukt ist bei
Basiswechsel invariant.

Die Wirkung eines physikalischen Apparates A auf einen Zustand
wird abstrakt durch die Wirkung eines Operators A auf den Zustands-
vektor |¢)) beschrieben, die im allgemeinen einen anderen Zustand lie-
fert:

Alg) = Ix) -

Ist |¢) normiert, so wird das fiir |x) i.a. nicht der Fall sein. Man mu$f
daher bei solchen Bildungen meist neu normieren. Die Matrixelemente
(¢|Alyp) haben dann ebenfalls die Bedeutung von Wahrscheinlichkeits-
amplituden: |{¢|AJ)|? ist die relative Intensitiit, die gemessen wird,
wenn ein Strahl von Objekten im Zustand |¢) erst den Apparat A und
dann einen ¢-Projektor durchquert. Ein Phasenfaktor exp(i«) ist daher
irrelevant: A und A exp(ic) sind physikalisch dquivalent.

Die physikalischen Operatoren wirken linear

Alo) +[¥) = Alg) + Aly)
Alc-[¢)) = cAly)
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(mit einer beliebigen komplexen Zahl ¢) und kénnen addiert werden:

(A+ B)lg) = Alg) + Bly) = (B+A)) .

Thr Produkt ist im allgemeinen nicht kommutativ

AB + BA.

Der zu |x) = Al¢) duale Zustandsvektor (x| entsteht durch Wirkung
des adjungierten Operators

x| = (w|ATl

wobei
(GlAT[) - = (¥|Alg)* .

Nicht alle Operatoren entsprechen physikalisch sinnvollen Apparaten.
Spéter wird sich zeigen, dafl physikalische Operatoren selbstadjungiert
sein miissen

A = Af

(das ist nur bei Zustandsrdumen mit endlich vielen Dimensionen gleich-
bedeutend mit “hermetisch”).

Eine konkrete Charakterisierung (Darstellung) eines Operators be-
ziiglich einer vollstdndigen, orthogonalen Basis wird durch die Formel

A =) |ai){ai| Alak)(ak]

ik

gegeben. Die aus den Matrixelementen (ai|A|ak) gebildete Matrix
transformiert sich bei Basiswechsel unitér.

Jede geschlossene Klammer (bra-ket) (...|...|...) ist eine Zahl, je-
de halbe Klammer (bra oder ket) ...|...) oder (...|...ist ein Zustands-
vektor, jede offene Klammer (ket-bra) |...)...(...| ist ein Operator.

Ein Problem, auf das hier hingewiesen werden soll, ist die Wahl
der Basiszustinde, von denen man ausgehen soll. Wir haben bisher
diese Zustdnde durch die Angabe von konkreten Apparaten erklart,
mit denen man sie prapariert (ndmlich Polarisatoren). Abstrakt hat-
ten wir einen Zustand durch eine Klasseneinteilung definiert, die so
beschaffen ist, dafl Objekte in der Klasse, die den Zustand definiert,
voneinander ununterscheidbar, hingegen von Objekten in anderen Klas-
sen unterscheidbar sind. Dabei war wesentlich, daf3 diese Zusténde ein
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vollstdndiges System bilden. Durch die Angabe der Projektoren als kon-
krete physikalische Apparate hatten wir diese Eigenschaften bis jetzt
sicherstellen konnen, und in manchen Féllen wird dies auch weiterhin
der Fall sein. Das soll aber nicht den Eindruck erwecken, als ob sol-
che Projektoren als konkrete, physikalische Apparate stets angegeben
und gebaut werden kénnen. Die Projektoren als mathematische Objek-
te sind stets angebbar und ihre Eigenschaften sind wohldefiniert. Ob sie
physikalisch realisierbar sind, hdngt sehr von der physikalischen Situa-
tion ab, die man betrachtet. In relativ wenigen Féllen ist dies moglich,
in etwas mehr Fillen bedarf es einer Idealisierung (z.B. bei den Kon-
tinuumszustinden, siehe spéiter) und in den meisten Fillen kann man
die entsprechenden Apparate nicht bauen. Schon ganz am Anfang war
darauf hingewiesen worden, dal das Auffinden der “richtigen” Zustédnde
meistens ein langwieriger Prozef3 ist, bei dem Inspiration und Vermu-
tung eine wesentliche Rolle spielen. Die Verwendung anschaulicher Vor-
stellungen aus der klassischen Physik stellt dabei eine wesentliche Hilfe
dar. Das ganze logische Problem ist (wie oft in der Physik) ein Kon-
sistenzproblem: Man geht von einer durch Intuition gefundenen Basis
aus, deren Wahl man mehr oder weniger gut begriinden kann, wobei an-
schauliche Vorstellungen (sehr oft Symmetriebetrachtungen) eine Rol-
le spielen. Durch Anwendung des quantenmechanischen Formalismus
kommt man zu Resultaten, die man experimentell priifen kann. Findet
man Ubereinstimmung mit der Erfahrung, so ist man zufrieden. Fin-
det man Widerspriiche, so wird man sie in erster Linie auf eine falsche,
nicht widerspruchsfreie Basiswahl zuriickfithren und nicht auf Wider-
spriiche im Formalismus der Quantentheorie, der sich in so vielen Féllen
bewihrt hat. Diese “Politik” hat sich jedenfalls bis jetzt immer als aus-
reichend erwiesen und das Gewicht solcher Konsistenzargumente darf
nicht unterschétzt werden.
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Ubungen

13) Beweise, daf die Eigenschaften
(a) ATA =1
(b) AT = 4 darstellungsunabhiingig sind.

14) Ein Operator besitzt eine Reihenentwicklung nach Potenzen einer
kleinen, reellen Zahl €

A = 1+i €A, .
n=1

Zeige, dafl der selbstadjungierte Teil des n-ten Koeffizienten

Ay, + A,, durch die niedrigeren Koeffizienten bestimmt ist, wenn
A unitar ist.

15) Zwei Operatoren A, B sollen durch A = exp(iB) zusammenhén-
gen, wobei die Exponentialfunktion durch ihre Reihenentwicklung
definiert ist. Welche Eigenschaft muf3 B haben, damit A unitér
ist 7
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2.10 Ergédnzung: Paulialgebra und Paulimatrizen

Es gibt viele quantenmechanische Systeme, die in guter Naherung als
Zweizustandssysteme betrachtet werden kénnen. Der zugehoérige ma-
thematische Kalkiil wird besonders einfach, wenn man dabei die al-
gebraischen Eigenschaften unitédrer Transformationen in zwei Dimen-
sionen ausniitzt. Die von W. Pauli eingefiihrten Operatoren (o1, 03, 03)
(bzw. zugehorige Darstellungen durch 2 x 2-Matrizen) sind dafiir beson-
ders zweckméfig. Es ist vorteilhaft, tiber einige Fertigkeit im Umgang
mit diesen Groflen zu verfiigen. Die an die folgende kurze Darstellung
anschlieBenden Ubungsaufgaben sind als “Gymnastik” in dieser Rich-
tung gedacht. In den folgenden Kapiteln wird die Algebra verwendet.

Wir verwenden fiir Vektorkomponenten (in drei Dimensionen) das
Summationsiibereinkommen fiir doppelt vorkommende Indizes

3
arbr  bedeutet Zakbk.
k=1

Die Paulioperatoren o konnen als Komponenten eines Vektoroperators
g = (017 g2, 0-3)

aufgefalt werden. Sie sind durch die Regeln

O — UZ,
0,01 = Ol + 1€k1mOm

definiert. Dabei ist €g;,,, das aus der Vektorrechnung vertraute Symbol
(vgl. M Anhang A1). Das bedeutet insbesondere, dafl zwei verschiedene
Paulioperatoren antikommutieren

OO0 — —O0|0k k;él

Zusammen mit der Einheit 1 bilden die o eine vollstédndige Operator-
basis im Hilbertraum jedes Zweizustandsystems, d.h. jeder Operator A
in diesem Raum kann durch 1, o ausgedriickt werden

A= aql+a-o

wobei ag und die Komponenten a; des Vektors a Zahlen sind.
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Die Paulioperatoren kénnen durch 2 x 2-Matrizen dargestellt wer-
den. Jede solche Matrixdarstellung entspricht nach unseren Regeln der
Wahl einer Basis (|1),|2)) im Hilbertraum des betrachteten Zweizu-
standssystems. Eine viel verwendete Darstellung (Standarddarstellung)

Y - (10) 0= (50) - 0= (51)

Jede daraus durch Transformation mit einer unitéren Matrix (U) her-
vorgehende neue Darstellung

(0) = (U)-(o)- ()1

ist aber “genauso gut”. Man kann daher z.B. auch Darstellungen ver-
wenden, in denen statt (o3) eine andere Matrix diagonal ist. Beniitzt
man fiir Rechnungen nur die algebraischen Eigenschaften der Pauli-
operatoren, so sind alle Resultate darstellungsunabhéngig. In der Stan-
darddarstellung verschwindet die Spur aller drei Paulimatrizen

Spor = 0.

Diese Eigenschaft ist aber darstellungsunabhéngig. Definiert man die
Spur von Operatoren im Zweizustandsraum durch

Sp1=2,Sp(A-B)=Sp(B-A), Sp(A+B)=SpA+Sp B
so kann man die Eigenschaft als solche der Paulioperatoren erkennen.

Die folgenden Ubungsaufgaben koénnen entweder mit einer Matrix-
darstellung oder mit Hilfe der Algebra gelost werden (die letztere Me-
thode ist vorzuziehen). Die engen Beziehungen zwischen dem Vektor-
kalkiil fiir Vektoren in drei Dimensionen und dem Kalkiil mit Pauliope-
ratoren sind kein Zufall.
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Ubungen

16) Betrachte die vier Kombinationen

g4+ = %(O’l :i:'iag), Pi = %(1 + 03)
(a) Untersuche die algebraischen Beziehungen zwischen ihnen
und fasse sie in Form einer Multiplikationstafel zusammen.
(b) Welche der vier Operatoren sind Projektoren ?
(c) Welche Matrizen entsprechen den vier Operatoren in der
Standarddarstellung ?

17) Berechne mit Hilfe der oben angegebenen Regeln folgende Spuren:

Sp 0k01, SP OkOIOm, SP OkOLTmOy

18) Betrachte den Operator M (a) = o -a mit einem gegebenen Vektor
a. Bestimme mit Hilfe der Spuroperation
(a) a aus M(a)
(b) a-baus M(a) - M(b)
(¢c) axbaus M(a)-M(b)
19) Schreibe die folgenden Ausdriicke als Linearkombination von 1
und o und bestimme die Koeffizienten:

Fiir die folgenden Beispiele bedeutet A(a) = 1lag + o - a einen belie-
bigen Zweizustandsoperator. Die Koeffizienten ag,a = (a1, as, a3) sind
gegeben bzw. zu bestimmen.

20) Bestimme die Koeffizienten aus A(a) durch Spurbildung.
21) Beweise die Beziehung

2SpA-B = Sp ASp B+ Sp (cA)-Sp (oB)

22) Wie kann Det A darstellungsunabhingig definiert werden ?
Driicke Det A durch Sp A und Sp A? aus.

23) Wie lauten die Koeffizienten von A~1(b) ?
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24) Welche Eigenschaften haben die Koeffizienten eines hermiteschen
Operators

A(a) = Al(a)?
25) Wie lauten die Koeffizienten von
exp(io - b)

mit einem reellen Vektor b 7

26) Welche Eigenschaften haben die Koeffizienten eines unitéren Ope-

rators A(a)AT(a) =1 7 Welcher Zusammenhang besteht zu dem
in Beispiel 25 betrachteten Operator ?



3. Dynamik von Quantenzustinden

3.1 Spinzustinde

Als einziges konkretes Beispiel fiir Quantenzustéinde haben wir bisher
die Polarisationszustéinde von Lichtquanten betrachtet. Eine Analyse
einfacher Experimente im Teilchenbild fithrte zu quantenmechanischen
Begriffsbildungen und ermoglichte einen ersten Einblick in die Quanten-
mechanik als “Meflalgebra”. Die untersuchten Polarisationsexperimente
konnten aber (zumindest fiir nicht zu intensitéitsschwache Lichtstrah-
len) auch rein klassisch mit Hilfe der Wellentheorie des Lichtes verstan-
den werden.

Wir wollen nun eine andere Klasse von Phédnomenen untersuchen,
bei denen eine klassische Interpretation nicht moglich ist. Der quanten-
mechanische Kalkiil ist daher fiir diese Phéanomene unvermeidbar. Das
grundlegende Experiment von Stern und Gerlach (1922) war fiir die
Entwicklung der Quantentheorie von grofler Bedeutung. In diesem Ab-
schnitt verwenden wir das Experiment und sein Resultat zur Definition
eines Mehrzustandssystems (wobei wir von den nicht ganz einfachen
experimentellen Details absehen). Spéater werden die Eigenschaften des
Systems zu einer Betrachtung verwendet, mit der die Beschreibung zeit-
abhéngiger Phanomene in der Quantentheorie plausibel wird.

Um die experimentellen Ziige des Stern-Gerlach-Experiments zu er-
fassen, betrachten wir einen Strahl elektrisch neutraler, gleicher Teil-
chen (z.B. Atome der gleichen Sorte, Neutronen, Molekiile usw.). Der
Strahl soll geniigend intensitédtsschwach sein, sodal Wechselwirkun-
gen der Strahlteilchen untereinander (z.B. St68e) vernachléssigt werden
konnen. Die Teilchen sollen alle die gleiche kinetische Energie haben.
Im Strahlengang ist ein geniigend langer Magnet angebracht, der ein
Magnetfeld mit relativ hoher Feldstarke hervorruft. Die Polschuhe sind
so geformt, dal das Feld in Ebenen senkrecht zur Strahlrichtung in-
homogen ist. Als experimentelles Resultat ergibt sich, dal der Strahl
in eine Anzahl von Teilstrahlen aufgefichert wird, die deutlich vonein-
ander getrennt sind. Die Zahl der Teilstrahlen (im unten gezeichneten
Bild sind es drei) héngt von der Sorte der Strahlteilchen ab. Das Ori-
ginalexperiment wurde mit Silberatomen durchgefiihrt und ergab eine
Zweifachaufspaltung.
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A
A

Die Aufspaltung kann aber auch bei anderen Teilchensorten beobach-
tet werden. Etwa 10% der Atomsorten des periodischen Systems zeigen
keine Aufspaltung. Bei allen anderen Sorten erfolgt eine Aufspaltung
in zwei, drei oder mehr Teilstrahlen. Auch fiir Strahlen aus angeregten
Atomen oder Molekularstrahlen kann bei geniigender experimenteller
Sorgfalt eine Aufspaltung in diskrete Teilstrahlen beobachtet werden.
Neutronenstrahlen werden in zwei Teilstrahlen aufgespalten. Die Auf-
spaltung ist allerdings um mehr als drei Groflenordnungen kleiner und
kéonnte daher mit der gezeichneten Anordnung nicht festgestellt wer-
den. Um sie zu beobachten, mufl man ein Interferometer fiir Neutronen
verwenden.

Neutrale Teilchen werden in einem inhomogenen Magnetfeld abge-
lenkt, wenn sie ein magnetisches Moment g haben. Fiir die oben ange-
gebene Anordnung ist die ablenkende Kraft

0B
K=

und fiithrt zu einer Ablenkung, die umso grofler ist, je linger der Magnet
und je leichter und langsamer die Teilchen sind. Dafl neutrale Atome
als Folge der Bahnbewegung der Elektronen um den Kern ein magneti-
sches Moment haben, ist zu erwarten. Aus klassischen Uberlegungen
(vgl. ED 4.7) folgt, dafl dieses Moment dem gesamten Drehimpuls J

proportional ist
e

= ——qdJ .
i 2mcg

Dabei ist m die Elektronenmasse und g ein empirischer Faktor, welcher
der komplizierten Lage der Bahnebenen der Elektronen relativ zuein-
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ander Rechnung trégt. In einem Teilchenstrahl sollten die Drehimpuls-
richtungen der einzelnen Teilchen statistisch verteilt sein; man wiirde
daher erwarten, dal der Strahl in z-Richtung facherférmig breiter wird.
Das steht in krassem Gegensatz zur experimentell beobachteten Auf-
spaltung in diskrete Teilchen. Wollte man dieses Resultat in Termen
des klassischen Modells interpretieren, so miifite man schlieflen, daf
die magnetischen Momente (bzw. die Drehimpulse) der Strahlteilchen
nicht statistisch verteilt sind, sondern dafl es einige Teilchengruppen
gibt, die bestimmten Richtungen entsprechen. Bei Zweifachaufspaltung
hétten z.B. die Teilchen alle den gleichen Betrag von u., aber die Teil-
chen im einen Teilstrahl wiirden sich von denen im anderen durch das
Vorzeichen von p, unterscheiden. Die Vektoren p der Teilchen wiirden
also einen Doppelkegel bilden, dessen Achse die z-Achse ist. Man miifite
schlieflen, daf es in der Quelle, aus der die Teilchen stammen, einen Me-
chanismus gibt, der eine Richtung fiir das magnetische Moment oder
den Drehimpuls auszeichnet. Diese Interpretation enthélt aber eine we-
sentliche Schwierigkeit: Die Quelle “weifl” nichts von der Richtung des
Magnetfeldes. Fiithrt man das Experiment mit einem Magneten durch,
der um die Strahlrichtung um einen bestimmten Winkel verdreht ist, so
erfolgt die Aufspaltung in Teilstrahlen in der neuen z-Richtung. Eine
korrekte Beschreibung des experimentellen Befundes muf3 der Tatsache
Rechnung tragen, dafl die Richtung der Aufspaltung durch den Ma-
gneten bestimmt wird und nicht durch die Richtung des Moments p
eines Strahlteilchens. Offenbar diirfen wir dem magnetischen Moment
eines einzelnen Teilchens (oder seinem Drehimpuls) keine bestimmte
Richtung zuschreiben.

Wir versuchen nun eine quantentheoretische Beschreibung. Die Auf-
spaltung des Strahls in diskrete Teilstrahlen legt die Verwendung des
quantenmechanischen Zustandsbegriffs nahe. Dazu fassen wir den Ma-
gneten des Experiments als Analysator auf. Um sicherzustellen, dafl er
diese Funktion erfiillt, miiite man zwei Stern-Gerlach-Apparate hin-
tereinanderschalten und sich davon iiberzeugen, dafl sie die entspre-
chenden Eigenschaften (vgl. Abschnitt 2.3 f) aufweisen. Ein solches
Experiment ist aufwendig, aber nicht unméglich. Ein Projektor ent-
steht durch Blockieren aller Ausgangskanile bis auf einen. Um einen
Analysatorkreis herzustellen, miiffite man zwei entgegengesetzt gepolte
Stern-Gerlach-Magneten hintereinanderschalten: Der zweite muf} die im
ersten erfolgte Aufspaltung riickgingig machen. Eine solche Anordnung
ist ein Gedankenexperiment, das technisch nicht realisierbar ist. Un-
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abhéngig davon definiert aber ein Stern-Gerlach-Analysator ein Mehr-
zustandssystem. Die Zahl der Zusténde ist durch die Zahl der Teilstrah-
len gegeben, in die der Eingangsstrahl aufgespalten wird. Sie ist fiir die
Teilchensorte charakteristisch, die analysiert wird. Der problematische
Begriff “Richtung des magnetischen Moments eines Teilchens” wird bei
dieser Zustandsdefinition nicht verwendet. Da die Zustédnde mit Hilfe
eines MeBapparats definiert werden, ist es evident, dafl die Richtung
der Aufspaltung durch den Apparat bewirkt wird. Wir wollen diese
Richtung die Quantisierungsrichtung nennen. Um einen einfachen Na-
men zu haben, nennen wir das System ein solches mit “Spin j”, wenn
die Aufspaltung in 2j + 1 Teilstrahlen erfolgt (j = 0,1/2,1,3/2,...).
Das ist zuniichst nur ein Name. Die Zahl j miissen wir aber als Cha-
rakteristikum der Teilchen auffassen, aus denen der Strahl aufgebaut
war: Jedes Strahlteilchen hat den gleichen Zahlenwert, denn der Strahl
besteht voraussetzungsgeméfl aus identischen Teilchen. Fiir die 25 + 1
Zusténde des Systems diirfen wir annehmen, daf sie orthogonal zuein-
ander sind (Eigenschaft des Analysators!) Wir konnen sie als normiert
und vollsténdig annehmen (die experimentelle Kontrolle der letzteren
Eigenschaft wiirde einen Analysatorkreis erfordern).

3.2 Spindrehungen fiir Spin 1/2

Als einfachstes Beispiel betrachten wir nun die Zweifachaufspaltung,
d.h. Spin 1/2. Den bereits in Abschnitt 2.10 vorgestellten Kalkiil mit
Paulioperatoren kénnen wir auch hier beniitzen: Er gilt fiir jedes Zwei-
zustandssystem (urspriinglich war er sogar im Zusammenhang mit Spin
1/2 entwickelt worden). Was wir jedoch dem Experiment entnehmen
miissen, solange wir die volle Quantentheorie noch nicht kennen, das
sind Aussagen iiber relative Intensitdten (d.h. Wahrscheinlichkeiten).
Diese Aussagen hidngen vom betrachteten System ab; selbstverstdnd-
lich diirfen wir die zahlenm#fligen Ergebnisse fiir Polarisationszustidnde
von Licht (Abschnitt 2.2) nicht ibernehmen. Wir werden in der Folge
die Mefiresultate fiir Spin 1/2 angeben, ohne auf experimentelle Details
oder technische Schwierigkeiten einzugehen, die bei einer Messung mit
Stern-Gerlach-Apparaten auftreten konnen. Spin 1/2 entspricht dem
urspriinglichen Experiment mit Silberatomen, das qualitativer Natur
ist: es zeigt die Zweifachaufspaltung in einem Analysator. Wie aber
bereits erwdhnt wurde, tritt diese Aufspaltung (und damit Spin 1/2)
auch bei vielen anderen Teilchensorten auf, z.B bei Neutronen. Dieser
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Fall ist sogar besonders exemplarisch fiir die Quantentheorie: Neutronen
enthalten keine Elektronen, die sich um einen Kern bewegen, ein klas-
sisches Modell wie das oben fiir Atome betrachtete gibt es hier nicht.
Es ist interessant, dafl alle in der Folge als “experimentell” angefiihrten
Resultate (und die daraus gezogenen Schliisse fiir Drehungen im Spin-
raum) fiir Neutronen besonders genau und vollsténdig iiberpriift wer-
den konnten. Dabei wurde allerdings nicht ein Stern-Gerlach-Magnet
verwendet, sondern ein wesentlich komplizierteres Gerét (Neutronenin-
terferometer). Das &ndert aber nichts daran, daf§ die Resultate wirklich
solche von Experimenten sind. Fiir Details vgl.

G. Badurek et al., Phys.Rev. D14, 1177 (1976)

J. Summhammer et al., Phys.Rev. A27, 2523 (1983)

G. Badurek et al., Phys.Rev.Lett. 51, 1015 (1983)

und dort angegebene Literatur.

Nach unseren allgemeinen Vorschriften miissen wir jedem der bei-
den Teilstrahlen einen Zustand zuordnen. Wir bezeichnen die beiden
Zustidnde mit | + z), wobei +2z bedeutet, daf der zugehorige Teilstrahl
in der (durch den Analysator definierten) z-Richtung nach oben (+)
abgelenkt wird (analog fiir —z). Mit Hilfe eines Analysators, der ge-
geniiber dem zunéchst betrachteten um die Strahlachse (y-Achse) ver-
dreht ist, konnen wir Zustédnde | &+ 2’) definieren. Durch Experimen-
te, wie sie frither bei der Photonpolarisation besprochen wurden (vgl.
2.2, Experiment IT) kénnen wir die vier Projektionswahrscheinlichkei-
ten [(£2/| + 2)|? als Funktion des Winkels § ausmessen, um den der
zweite Analysator verdreht wurde. Das experimentelle Ergebnis ist

0
(+2|+2)7 = [(=#| = 2)|* = cos® 5
6
(+2| = 2)F = (=2 + ) = sin® T .

Im Unterschied zur Photonpolarisation tritt hier der halbe Drehwinkel
auf. Das Ergebnis ist nur fiir § = 7 selbstverstdndlich: in diesem Fall ist
der (F2’)-Projektor ein (fz)-Projektor und es resultieren Eigenschaften
von Projektoren auf gleiche bzw. verschiedene Basiszustdnde. Fiir alle
anderen Winkel ist man auf Experimente angewiesen. Daf} die klassische
Interpretation von orientierten magnetischen Dipolen falsch ist, sieht
man durch Betrachtung von # = 7/2. In diesem Fall ist die neue z-
Richtung die Richtung der x-Achse +2 = 4+x und wir erhalten
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(hal + 22 = (el + 2P = 3.
Fiir einen Strahl im Zustand |+ z) ist also die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dafl er einen (+x)-Projektor passiert, gleich der, einen (—x)-Projektor
zu passieren, namlich 1/2. Ein Dipol, der “in +z-Richtung zeigt”, kann
nicht zwei diskrete Komponenten # 0 haben, die “in entgegengesetzte
Richtungen zur z-Achse” zeigen. In der quantenmechanischen Beschrei-
bung gibt es keinen Widerspruch. Wir beschreiben die Spin-Phénomene
mit Hilfe von Basiszusténden, die durch Projektoren bzw. Analysatoren
erklirt sind. Der Zustand | + z) ist hier eine lineare Uberlagerung der
Zusténde |+x). Auch in anderen Féllen ist es das Superpositionsprinzip,
das einer klassischen Interpretation im Wege steht.

Der Ubergang von der Basis | £ z) zur Basis | + 2’) wird (wie jeder
Basiswechsel in der Quantentheorie) durch eine unitére Transformation
bewirkt, die sich (bei zweckméBiger Phasenwahl) von der in 2.6 fiir die
Photonpolarisation betrachteten nur durch das Auftreten des halben
Drehwinkels unterscheidet. Die zugehorige Matrix ist daher

, 6 . .0
Us(0) := U(z'|z) = 1cos 2 + 09 sin g .

Bisher haben wir nur Strahlen betrachtet, bei denen die Quanti-
sierungsrichtung senkrecht zur Strahlrichtung verlief. Man kann sich
aber auch Strahlen vorstellen, bei denen die Quantisierungsrichtung
eine andere Lage hat. Solche Strahlen kann man aus den bisher unter-
suchten mit Hilfe einer Apparatur herstellen, welche die Strahlrichtung
dreht, ohne den Spin zu beeinflussen. Ein Strahl mit der Quantisie-
rungsrichtung in der Bewegungsrichtung entsteht z.B. durch Drehung
der Strahlrichtung um 7 /2. Fiir geladene Teilchen kann man eine solche
Anordnung mit Hilfe von elektrischen Feldern erreichen, deren Wechsel-
wirkung mit dem magnetischen Dipolmoment jedenfalls sehr klein ge-
gen die elektrische Kraft ist. Fiir neutrale Atome kann man den Strahl
durch elastische Stéfle mit Teilchen ablenken, die keinen Drehimpuls
iibernehmen. Eine weitere Moglichkeit besteht in der Ausniitzung der
Prézessionsbewegung des magnetischen Moments in einem homogenen
Magnetfeld. Wir wollen uns um die technischen Details nicht kiimmern,
sondern uns fiir den unitdren Operator interessieren, durch den Basis-
zustéinde |£’) einer beliebig verdrehten Basis aus einer Anfangsbasis
|£) entstehen. Man kann sich dabei vorstellen, dafl die Quantisierungs-
richtung des Analysators mit den drei zueinander senkrechten Achsen
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eines Koordinatensystems fest verbunden ist. Wahlt man sie z.B. als
3-Achse, so bedeutet |+) = | & z). Die Achsen, auf welche die neue Ba-
sis |+") bezogen ist, sollen aus den urspriinglichen durch eine Drehung
hervorgehen. Jede solche Drehung 148t sich als Eulersche Drehung dar-
stellen und durch die entsprechenden Winkel parametrisieren (vgl. M
3.6):

D(’Y?ﬂvo‘) = D3(7) ’ Dl(ﬁ) ’ D3(Oé) :

Der Index bezeichnet dabei die Achse, um die gedreht wird, das Ar-
gument bedeutet den Drehwinkel. Zu jeder der drei Eulerdrehungen
muf ein unitédrer Operator gehoren, der die entsprechende Drehung des
Zweizustandssystems hervorbringt. Wir setzen daher

U(v,B,a) = Us(y) - Ui(B) - Us(a)

und berechnen die Faktoren einzeln. Dabei niitzen wir die Gruppenei-
genschaft
Us(ai +az) = Us(az) - Us(az)

und Us3(0) = 1 aus (analog fiir U;). Die Drehung um die 3-Achse
entspricht nur einer Anderung der Strahlrichtung ohne Anderung der
Quantisierungsrichtung. Die Amplituden diirfen sich dabei nur um
einen Phasenfaktor &ndern. Das erreichen wir mit

Us(a) = (eXp(%a(a)) | exp(qu(a))) |

Aus der Gruppeneigenschaft folgt
a(ag +a2) = ala) + a(az), analog fir b .

Daher ist
ala) = aa, bla) = ab

mit zwei Konstanten a,b. Durch geeignete Wahl eines gemeinsamen
Phasenfaktors konnen wir a = —b erreichen. Es ist daher nur mehr
die reelle Zahl a zu bestimmen. Dazu beachten wir, dafl eine Drehung
um o = 27 dasselbe wie keine Drehung bedeutet. Naiv wiirde man
auf exp(2mia) = 1,a = 1 schlieBen. Dann wiirde aber eine Drehung
um o« = 7w nur einen Phasenfaktor -1 liefern und das wére falsch. Um
das einzusehen, betrachten wir als Ausgangsbasis |+) = | & z). Die um
a = 7 verdrehte Basis ist dann |+') = | F z) und das ist physikalisch
sicher eine andere Basis. Verlangen wir hingegen, daf} fiir o = 27 und
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fiir keinen kleineren Winkel dieselben physikalischen Aussagen (Wahr-
scheinlichkeiten) resultieren sollen, wie ohne Drehung, so erhalten wir
a = 1/2. Damit wird

Us(a) = (eXp(éOé/Q) : exp(—oia/Q)) = exp (i%a;;) .

Als néchsten Schritt betrachten wir den mittleren Faktor Uy (3). Wir
konnen ihn aus bereits bekannten Faktoren bestimmen, wenn wir be-
achten, daf sich eine Drehung um die 1-Achse aus den folgenden drei
Schritten zusammensetzen 14f3t:

T

UL(8) = Ua(~3) - Us(0) - V() -

Der erste Schritt macht die (alte) 1-Achse zur (neuen) 3-Achse, im
zweiten Schritt wird um diese gedreht, im dritten Schritt wird der erste
so kompensiert, dafl insgesamt eine Drehung um die 1-Achse erfolgt ist.
Die in der Formel auftretende Grofle Us(4m/2) entspricht aber einer
Drehung um die Strahlachse um den Winkel £7/2. Die entsprechende
Matrix Usz(0) = U(z'|z) wurde fiir einen beliebigen Drehwinkel bereits
bestimmt. Fiir § = 7/2 erhélt man daraus

Us (ig) - %(1&@).

Mit der oben gefundenen Form fiir Us erhélt man durch Multiplikation

Ui(B) = 1cos E + 107 sin é = exp (iéal) .

2 2 2
Die Matrix bzw. den Operator fiir eine allgemeine Eulerdrehung erhélt
man durch Multiplikation der drei Faktoren (vgl. Ubungen). Wie bei
den Drehungen in der Mechanik ist es in vielen Anwendungen einfa-
cher, die Produktform zu verwenden. Damit beherrschen wir beliebige
Drehungen im Hilbertraum des Zweizustandssystems fiir Spin 1/2. Die
Operatoren Uy, Us, Uz entsprechen dabei Drehungen um die drei Koor-
dinatenachsen.

Als Anwendung betrachten wir eine Transformation von einer Aus-
gangsbasis |+) = |+ z) zu einer neuen Basis |[+') = | + ), deren Quan-
tisierungsrichtung durch einen Einheitsvektor e(e? = 1) bestimmt ist.
Wir charakterisieren diesen Vektor durch seine Komponenten beziiglich
des Ausgangssystems:
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e = (sinfcosp,sinfsing,cosb) .

Dabei ist 6 die Poldistanz (Winkel von e mit der z-Achse) und ¢ das
Azimut. Die zugehorige Transformation U(6, ¢)

<+’W>) <<+|¢>)

= U(#6,

(o)) = v (£

erhélt man durch zwei Drehungen um Koordinatenachsen oder eine
Eulerdrehung mit einem festen Winkel:

T 7r
U0,¢) = Ua(0) - Usl() = U (5.0, + 5 ) -
Die erste Form ist anschaulich zu verstehen: Die erste Drehung bewirkt,
daf} die neue y-Achse senkrecht zu der von e und der z-Achse gebildeten
Ebene liegt, durch die zweite Drehung wird die z-Achse in die Richtung
von e gedreht. Die Eulerform findet man daraus mit

™

2>'Ul(0)'U3 (9 '

Aus U (0, ¢) konnen wir die Transformation U (e, v) finden, die eine
Koordinatendrehung um die Achse e mit dem Drehwinkel 1 bewirkt
(sog. Gibbsdrehung). Diese Drehung kann zur Definition des Verhaltens
von Vektoren im dreidimensionalen Raum bei Drehungen verwendet
werden (vgl. M Al). Die Transformation im Spinraum erhalten wir,
wenn wir zuerst die z-Achse mit U(f, ¢) in Richtung e drehen, dann
um diese neue z-Achse um 1 drehen und dann die erste Drehung mit

Us(6) = Us (

U T(G, ¢) wieder riickgéingig machen:

Ule, ) = UT(6,0)-Us(w)-U(6, ) .

Mit dieser Transformation kann man Drehungen von Vektoren im
dreidimensionalen Raum mit Hilfe der Paulialgebra (also mit 2 x 2-
Matrizen) untersuchen (vgl. Ubungen).
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Ubungen

1) Beweise die Unitaritéit von U(vy, 3, a).

2) Wie lauten die Koeffizienten by, by in der Form

U(’Y,ﬁ,()é) - b01+0-b?

3) Wie lauten die entsprechenden Koeffizienten fiir U(e, ) 7

4) Bestimme den Exponenten in der Form

U(e,)) = expB.

5) Bestimme die Koeffizienten Dy; in der Form
Ule,v) o-a Ul(e,)) = Dyoyay

und interpretiere ihre geometrische Bedeutung.

In den folgenden drei Beispielen ist die Matrix o - a (a reeller Vektor)
mit einer Matrix M zu diagonalisieren

Mo-a M = diag.

Zu bestimmen sind die Eigenwerte und die Parameter, von denen M
abhéngt.

6) M=0-e,ercell,e? =1, e =7
N M=Ule ), e=7 p=7

8) M =U(v,3,a), (,8,0) =7
Wie resultiert die Losung von 6) bzw. 7) als Spezialfall ?
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3.3 Dynamik von Spindrehungen

Um die Beschreibung zeitlicher Veréinderungen in der Quantentheorie
plausibel zu machen, betrachten wir nun ein Experiment mit einem
Strahl von Teilchen mit Spin 1/2, der so pripariert sein soll, dafl die
Quantisierungsrichtung e durch Winkel 6, ¢ mit den Achsen unseres
Koordinatensystems bestimmt ist. Die Strahlteilchen sollen sich in ei-
nem bestimmten Zustand befinden, den wir mit |6, ¢p) bezeichnen (er
koénnte z.B. durch Anwendung von U (6, pg) auf Basiszustinde | + z)
hergestellt werden). Der Strahl soll in y-Richtung zwischen den Pol-
schuhen eines Magneten laufen, der ein homogenes Feld in z-Richtung
erzeugt. Nach Passieren des Feldes analysieren wir den Strahl mit ei-
nem Stern-Gerlach-Analysator in z-Richtung (bzw. zwei entsprechen-

den Projektoren):
mmm 2
Magnet y

O

Wir machen mehrere Versuche, bei denen die Feldstérke des homogenen
Feldes und die kinetische Energie der Strahlteilchen festgehalten wird,
aber die Lénge der Polschuhe in y-Richtung gedndert wird (eine Al-
ternative wiren mehrere Versuche mit demselben Magneten, aber mit
Strahlen unterschiedlicher kinetischer Energie). Als Resultat des Expe-
riments befindet sich der Strahl nach Passieren des Feldes in einem Zu-
stand |0, o+ Ap), wobei Ap proportional zur Feldstérke und zur Léange
der Polschuhe ist. In Termen einer quasiklassischen Modellbeschreibung
der Strahlteilchen (vgl. ED 4.7) wire das evident. In dieser hat jedes
Teilchen ein magnetisches Moment, das seinem Eigendrehimpuls pro-
portional ist. Das homogene Feld trachtet, die magnetische Momente
auszurichten. Uber den Drehimpuls und entsprechende Kreiseleffekte
fiihrt das zu einer Prézessionsbewegung der magnetischen Momente
um die Feldrichtung, die mit einer bestimmten Frequenz wp erfolgt, die
zur Feldstédrke proportional ist. Verbringen die Teilchen die Zeit t im
Feld, so ist Ap = twp und das gibt den oben erwihnten experimen-
tellen Befund. Im Rahmen der Quantentheorie ist zwar plausibel, dafl
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sich in dem Experiment hochstens ¢ &ndern kann: Das homogene Feld
kann keine Aufspaltung bewirken und &ndert daher nichts an der Quan-
tisierungsrichtung des Strahls, beziiglich der 6 definiert ist. Dafl aber
Ay auch in der Quantentheorie proportional zu der im Feld verbrach-
ten Zeit und (iiber die Prézessionsfrequenz) zur Feldstirke ist, muf
als experimentelles Resultat betrachtet werden: Wir haben bei der Be-
trachtung des Stern-Gerlach-Experiments bereits darauf hingewiesen,
daB nicht alle Ziige des quasiklassischen Modells vertrauenswiirdig sind.
Daf3 die entsprechende Vorstellung einer Prézessionsbewegung trotzdem
verwendet werden darf, mufl (und kann) durch entsprechende Versuche
gezeigt werden. So kann man sich z.B. davon iiberzeugen, daf fiir 6 =0
oder 7 keine Prézession stattfindet: Die Zusténde | + z) werden also
nicht verdndert. Befinden sich die Teilchen anfangs im Zustand | & x)
(d.h. 8 = 7/2,9 = 0), so mufl am anderen Ende des Magneten der
Zustand | — x) festgestellt werden, wenn die Zeit ¢ so gewéhlt wird, dafl
Ayp = mist. Das ist tatséchlich der Fall; man kann daher ein homogenes
Magnetfeld zur Realisierung von Spindrehungen beniitzen.

Nun suchen wir den Operator, der den Apparat “homogenes Ma-
gnetfeld” beschreibt, also eine Matrixdarstellung fiir eine Grofle A, die

10,00 + Ap) = Alf, po)
bewirkt. Am einfachsten ist das in der | £ z)-Darstellung:

(£210, 00 + Ap) = (£2]Al0, o) =
= (2] A + 2)(+210, o) + (£2[A] = 2){(=2[0, po) -
Die Matrixelemente (+z|6, o) sind aus der im vorhergehenden Ab-
schnitt bestimmten Matrix U(6, ¢o) abzulesen, die aus den Elementen

(+'|+) = (0,00] + 2), (+'|—) etc. besteht. In der Standarddarstellung
der Paulimatrizen ist

0
(+210, p0) = (+'|+)* = cos = exp <—i@>

2 2
.0 .0
(—z|0, v0) = (+'|—) —Sln2exp(12> .

Die entsprechenden Formeln fiir die linke Seite der Gleichung entstehen
durch @9 — g + Ap. Fiir § = 0 darf keine Prézession erfolgen, d.h.
der Zustand |+ z) darf sich nur um einen Phasenfaktor &ndern; es darf
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daher auf der rechten Seite keine Beimischung von | — z) auftreten.
Daher muf

(+2]A]—2) = 0

sein. Analog findet man durch Betrachtung von 6§ = 7
(—z|Al+2) = 0.

In der betrachteten Darstellung ist daher A diagonal. Die Diagonalele-
mente sind nun direkt abzulesen:

(4+2]A] + 2) = exp (;Ago) (2] A 2) = exp (%A¢) |

In dieser Darstellung ist also A mit UT(0, Ap) = Ug (Ay) identisch. In
anderen Darstellungen (vgl. Ubungen) ist A nicht diagonal. Jedenfalls
ist aber A unitar, denn diese Eigenschaft geht bei Transformation in
andere Darstellungen nicht verloren. Da8 A (in allen Darstellungen) nur
von Ap und nicht von ¢y abhingt, ist wegen der Rotationssymmetrie
des Feldes um die z-Achse plausibel. Identifizieren wir nun Ay mit wpt,
so bedeutet das lediglich eine andere Parametrisierung. Der Zustand an
verschiedenen Stellen im homogenen Magnetfeld wird dann durch einen
zeitabhéngigen Zustandsvektor

(t) = 10,0(t) = 10,00 +wpt)

beschrieben. Der Zusammenhang zwischen Zusténden zu verschiedenen
Zeiten wird durch einen unitdren Operator U(t) = A(6,wpt) beschrie-
ben, der hier wegen der oben erwidhnten Symmetrie nur von der ver-
strichenen Zeit ¢ abhéngt:

W) = U@[(t)) = A6, A9)[0, ¢0) -

Die Zeit t = Ap/wp bzw. tg = pg/wp ist dabei ein typisches Zustands-
charakteristikum: Sie bezieht sich auf ein Objekt (Teilchen), das aber
Mitglied einer Gesamtheit von identisch praparierten Objekten (Teil-
chenstrahl) ist.

Als Folge sind alle Transformationsfunktionen zu festen Basiszu-
stdnden, wie z.B.

(1) = (£210,0()) , (£]0, (1)) usw.
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zeitabhéngig und damit auch die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten
(z.B. die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit ¢ den Zustand | + z) zu finden,
wenn der Strahl vorher im Zustand | + z) war, vgl. Ubungen). Es gibt
aber bestimmte Wahrscheinlichkeiten, die nicht von der Zeit abhéingen.
Dieser Fall liegt vor, wenn die Zeitabhingigkeit in der betreffenden
Amplitude ein Phasenfaktor ist. Beispiele dafiir sind:

?

5 (0 + th))

(+2]0, (1)) = cosgexp(

(~2l8. o(t)) = sin ) exp (gwwo) .

Als Folge davon gibt es zwei Zustdnde

|WL(t)) := | £ 2) exp(Fiwt) ,

fiir die alle Wahrscheinlichkeiten zu festen Basiszustédnden zeitunab-
héngig sind, weil der entsprechende Phasenfaktor bei Bildung des Ab-
solutquadrates wegfallt. Zustédnde mit dieser Eigenschaft (Zeitabhéingig-
keit nur ein Phasenfaktor, Wahrscheinlichkeiten zeitunabh#ngig) nen-
nen wir stationiire Zustidnde. Im hier betrachteten Fall (Spin 1/2) gibt
es zwei solche Zustédnde. Die im Phasenfaktor auftretende Frequenz w
ist die halbe Prazessionsfrequenz w = wp/2.

Nun versuchen wir, die Zeitabhéngigkeit so zu schreiben, dafl wir all-
gemeine Ziige erkennen kénnen. Fiir Photonen hing die Frequenz mit
der Energie durch E = hw zusammen. Verwenden wir diesen Zusam-
menhang (ohne nachzudenken, ob wir das tun diirfen) auch hier, so
erhalten wir

; h
Ty (b)) = | +2)exp (—%Eit) mit Ee = owp .

Die beiden stationdren Zustdnde miissen wir dann als Zustédnde mit
den Energien F. ansehen. Dieses Resultat mufl jedoch physikalisch
begriindet werden; schliefSlich sind Photonen ganz andere Systeme als
Atome oder Neutronen; der angefiihrte Zusammenhang zwischen Ener-
gie und Frequenz ist zunichst rein formal. Um zu einer besseren Be-
griindung zu kommen, betrachten wir zunéchst Atome und beniitzen
den in 3.1 angegebenen Zusammenhang zwischen dem magnetischen
Moment und dem Drehimpuls. Ist das magnetische Moment entgegen-
gesetzt zum Feld gerichtet (bzw. der Drehimpuls parallel zum Feld), so
ist die Wechselwirkungsenergie
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Ey = —p-B = gupBj. .
Dabei ist "
Up = —— = 5.788382- 107" eV /Tesla
2me

das Bohrsche Magneton und j, = J,/h. Aus der klassischen Formel
fiir die Préazessionsfrequenz (Larmorprézession, vgl. ED 4.7) finden wir

andererseits . B ool .
ge
E. =— = -7 — = _ B .
T WP T 9 9me — 2B

Die beiden Energien F,, und E. stimmen daher fir j, = 1/2 (also
Drehimpuls 7/2) iiberein. Dem anderen Energiewert E_ entspricht ein
in Feldrichtung orientiertes magnetisches Moment. Die Formel F = hw
ist also auch hier in konsistenter Weise anwendbar, wenn wir den Spin
(der zunédchst nur eine Nomenklatur fiir die Zahl der Sekundérstrahlen
beim Stern-Gerlach-Versuch war) als Drehimpuls identifizieren. Damit
ergibt sich aber auch, dafl die Zeitabhéngigkeit der beiden stationéren
Zusténde in einem Phasenfaktor der Form

exp (—%Et)

enthalten ist, wobei E als Energie des betreffenden Zustandes aufzu-
fassen ist. Die kinetische Energie FEy;, der Teilchen ist in F4 nicht
enthalten; sie ist aber in dem Experiment, das wir analysiert haben,
voraussetzungsgeméaf fiir alle Teilchen gleich grof}; addiert man sie zu
FE, so bedeutet das einen zusétzlichen gemeinsamen Phasenfaktor, der
keine physikalischen Konsequenzen hat; 148t man ihn weg, so bedeutet
das, dal man die Energie von Fy;, an zdhlt.

Konsistenzbetrachtungen sind zwar gut und notwendig, aber nicht
ausreichend, wenn sie nicht durch direkte Experimente gestiitzt werden
konnen. Im hier betrachteten Fall wird man aus unserer Interpretation
der stationiren Zustéinde schlieBen, dafl Uberginge zwischen den beiden
Zustédnden unter Absorption bzw. Emission einer bestimmten Frequenz

1 1
= (B —F_) = — B
wp h( + ) 7 IKB
erfolgen sollten. Bei einer Feldstirke von 0.1 Tesla und g = 2 ent-
spricht das einer Frequenz von 17.59 GHz. Solche Ubergéinge werden

in magnetischen Resonanzexperimenten tatsédchlich beobachtet. Unsere
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Betrachtung ist daher experimentell abgesichert. Offen bleibt dabei nur
der Faktor g. Zu seiner Bestimmung miifite man den “inneren” (d.h.
atomaren) Mechanismus der Strahlteilchen kennen. Fiir Atome werden
wir ¢ in einem spéteren Abschnitt berechnen.

Eine Reihe von Elementarteilchen benehmen sich in Magnetfeldern
so, dafl ihnen ein magnetisches Moment zugeordnet werden muf}. Der
Spin und sein Zusammenhang mit dem magnetischen Moment ist dabei
der Teilchenphysik zu entnehmen. In der relativistischen Diracschen
Theorie fiir Teilchen mit Spin 1/2 erhélt man

wobei e die Ladung und m die Masse des Teilchens ist. Fiir das Elek-
tron entspricht das einem Bohrschen Magneton und somit g = 2. Fiir
das Proton ist die natiirliche Einheit das Kernmagneton

eh

UnN = = 3.152451 - 107% eV /Tesla
2mpc

und der g-Faktor sollte ebenfalls 2 betragen. Neutronen sollten als neu-
trale Teilchen kein magnetisches Moment haben. Als Folge quanten-
feldtheoretischer Effekte stimmen diese Aussagen nicht mit der Wirk-
lichkeit {iberein. Fiir Elektronen und Muonen ist die Abweichung vom
Diracschen Wert jedoch klein. Die Anomalie a = (|g| — 2)/2 ist von
der Groflenordnung 1073, Die Anomalie wurde sowohl experimentell
als auch theoretisch (Quantenelektrodynamik) mit hoher Genauigkeit
bestimmt. Fiir das magnetische Moment des Elektrons sind neun De-
zimalstellen gesichert (es gehort damit zu den am besten bekannten
Groflen der ganzen Physik), fiir das Muon ist die Situation fast eben-
so gut. Fiir die Nukleonen ist die Abweichung vom Diracschen Wert
wesentlich grofler. Das ist eine Folge der durch die starke Wechselwir-
kung bedingten Struktur dieser Teilchen. Fiir das Proton entspricht der
gemessene Wert

9713 = 2.792847 (also a = 1.792847) .

Fir das Neutron ist das Moment zur Géanze anomal

%N — -1.913043 = —a.
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Ubungen

9) Zeige, daf der im Text verwendete Operator A in einer Darstel-
lung, die durch die Winkel 6, ¢ charakterisiert ist, die Form

A = U0, 00)U™H (0, 00 + Ap)
hat und nicht von ¢y abhéngt.

10) Bestimme die Matrix A in der | £ x)-Darstellung.

11) Die Teilchen eines Strahls mit Spin 1/2 sollen sich anfangs im Zu-
stand | + x) befinden. Finde den Zustand |¥(t)), in dem sie sich
nach Passieren eines homogenen Magnetfeldes befinden. Zeige,
dafl der Zustand kein stationédrer Zustand ist. Welche Konsequen-
zen ergeben sich fiir die Energie bei der Analyse von |[¥(t)) mit
einem | + z)-Analysator?

Vergleiche mit der klassischen Energie eines entsprechenden ma-
gnetischen Dipols im homogenen Magnetfeld.
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3.4 Die Zeitentwicklung von Zusténden

Die Verallgemeinerung der im vorigen Abschnitt durchgefiihrten Un-
tersuchungen auf Teilchen mit hoherem Spin (mehr als 2 Teilstrahlen
im Stern-Gerlach-Versuch) bereitet keine prinzipiellen Schwierigkeiten.
Wir halten uns damit nicht auf und versuchen, durch “freche” Verallge-
meinerung zu einer allgemeinen Erfassung zeitlicher Anderungen in der
Quantentheorie zu kommen. Wir versuchen eine Beschreibung in Form
eines zeitabhéngigen Zustandsvektors |¥(¢)) und betrachten den Opera-
tor, der Zustandsvektoren zu verschiedenen Zeiten verkniipft, d.h. also
die zeitliche Entwicklung des Systems beschreibt:

(L)) = Ulta, t1)|W(t1)) ,  (P(t2)] = (W(t1)|UT (2, t1) .

Dieser Operator ist offenbar die Verallgemeinerung von A aus dem vor-
hergehenden Abschnitt. Er ist von fundamentaler Bedeutung, denn er
enthélt die ganze Dynamik: Wenn man weif3, wie sich der Zustand im
Lauf der Zeit dndert, so versteht man das betrachtete System offenbar
vollstéandig. Der zu U gehorige “Apparat” besteht offenbar aus dem
ganzen System; man {iiberlafit es zur Zeit ¢; sich selbst, wartet dann
(unbeteiligt) bis ¢t und sieht nach, was daraus geworden ist.

Bei dem im vorhergehenden Abschnitt betrachteten Beispiel hing
U als Folge einer Symmetrieeigenschaft nur von der seit ¢y verstrichenen
Zeit to — t1 ab. Allgemein diirfen wir das nicht annehmen, deswegen
haben wir beide Zeitargumente in U aufgenommen. Wir wollen aber
voraussetzen, dafl U unitar ist:

Ul = vut = 1

Diese Eigenschaft ist schon deshalb plausibel, weil es moglich sein sollte,
die zeitliche Entwicklung als Basiswechsel aufzufassen — man mufl zu
jeder Zeit eine geeignete Basis finden kénnen. Mathematisch bedeutet
die Unitaritit, dal die Norm von |¥(¢)) nicht von der Zeit abhéngt:

(U (t2)W(t2)) = (@ (t2)|UT (ta, 1)U (t2, t2) W (t1)) = (W (t1) ¥ (t1)) -

Physikalisch heifit das, dafl die Gesamtwahrscheinlichkeit zeitunab-
héngig ist. Haben wir sie einmal mit 1 festgesetzt, so bleibt sie 1.

Eine weitere plausible Eigenschaft von U ist die Gruppeneigen-
schaft. Warten wir erst von ¢; bis 5 und dann von ¢y bis t3, so ist das
offenbar gleichbedeutend damit, dafl wir von t; bis t3 warten:
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Ul(ts,ta) - Ul(ta,t1) = Ul(ts,t1) .
Wenn wir garnicht warten, so dndert sich das System nicht:
Ut,t) = 1.

Nun betrachten wir U(t + 6t,t) mit sehr kleinem 6t (wir warten also
nur eine sehr kurze Zeit). Fiir 6t = 0 muf} 1 herauskommen. In linearer
Néaherung ist

Ut+6t,t) = 1+ KH)5t+--- .

Aus der Unitaritét folgt
1 = Ul(t+6t, ) Ut +6t,t) = (1 + K16t 4 --)(1 + Kbt 4 ---)
= 1+ (K" +K)6t+--- .
Daher muf} fiir den Operator K
K+K =0, K'=-K

gelten. Ziehen wir aus K einen Faktor ¢ heraus, so ist der Rest selbst-
adjungiert. Ein zweckméfliger Ansatz ist

K(t) = —%H(t)

Der Operator H ist selbstadjungiert
H = Hf

und heifit Hamiltonoperator. Offenbar beschreibt er das Verhalten des
Systems bei kleinen, zeitlichen Anderungen:

W+ 68) = U(t+ 6t 6)|T(t) — (1-%}1(15)&) (1)

und ist das quantentheoretische Gegenstiick zur Hamiltonfunktion der
klassischen Mechanik (vgl. M 4.9, 4.10). Daraus erhalten wir mit den
Methoden der Differentialrechnung

. d
@) = HOWE()

Diese Differentialgleichung heifit (zeitabhéngige) Schrédingergleichung
und ist als “Bewegungsgleichung” fiir den Zustandsvektor, also als dy-
namisches Grundgesetz (oder Evolutionsgleichung) der Quantentheorie
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aufzufassen. Der Zustand wird durch die Gleichung in Termen eines
Anfangszustandes |¥(tg)) festgelegt, wenn der Operator H (t) bekannt
ist.

Durch Multiplikation mit (festen, d.h. zeitunabhéngigen) Basis-
zustdnden (ai| erhalten wir ein System von linearen Differentialglei-
chungen

ih%(ai\lﬁ(t» = Z(ai]H(t)]ak)(ak\@(t)) .
k
Die Matrixelemente von H bilden die Koeffizienten des Gleichungssys-
tems und miissen bekannt sein, wenn man es losen will. Wir werden
spater Methoden entwickeln, mit denen man den Hamiltonoperator fiir
ein vorgegebenes Problem finden kann. Es gibt jedoch eine Reihe von
Problemstellungen, bei denen es giinstiger ist, die Matrixelemente aus
physikalischen Uberlegungen zu “erraten” (d.h. einen entsprechenden
Ansatz zu machen). Das ist insbesondere der Fall, wenn die Zahl der
Basiszustédnde klein ist, weil man dann nur relativ wenige Matrixele-
mente erraten mufl. Selbst wenn die Zahl der Basiszustédnde in Wirk-
lichkeit grof} ist, kann die Beschrinkung auf einen Teil von ihnen eine
verniinftige Ndherung darstellen. Dieser Fall wird dann vorliegen, wenn
die Kopplung an den Rest schwach ist (d.h. die entsprechenden Matrix-
elemente von H relativ klein sind). Ob es moglich ist, auf diese Weise
einen “wichtigen” Teil des Zustandsraumes zu isolieren, héngt nicht nur
vom betrachteten Problem, sondern auch von der gewéhlten Basis ab.

Untersuchen wir nun, wie stationire Zusténde in den betrachte-
ten Rahmen passen. Fiir einen stationdren Zustand |Wg.:(t)) ist die
Zeitabhangigkeit (definitionsgeméfl) ein Phasenfaktor

Barar(t)) = |F)exp (—%Et) |

Durch Einsetzen in die Schrédingergleichung erhalten wir nach Kiirzen
des Phasenfaktors die Gleichung

H|E) = |E)E

(stationére oder zeitfreie Schrodingergleichung). Aus der Form dieser
Gleichung kann man zunéchst entnehmen, daf§ H nicht (explizit) von ¢
abhéngen darf, wenn es stationére Zusténde geben soll, denn F ist zeit-
lich konstant. Der Name “stationér” erscheint dadurch gerechtfertigt.
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Der Hamiltonoperator ist in diesem Fall der Operator der Energie (und
ein zugehoriger Apparat ist im Prinzip jeder, mit dem man Energiewer-
te mifit). Da H nur dann die Bedeutung einer Energie hat, wenn es
die Zeit nicht explizit enthélt, entspricht der analogen Situation in der
klassischen Mechanik.

Die stationére Schrodingergleichung hat die Form einer Eigen-
wertgleichung. Die Anwendung des Operators H auf den Zustand |E)
reproduziert den Zustand bis auf einen Zahlfaktor, den Eigenwert E.
Im allgemeinen hat diese Gleichung mehr als eine Losung, d.h. es gibt
ein ganzes Spektrum von Eigenwerten £ = FE(,), n = 1,2,... und
Eigenzustdnden |E(,)), aus denen man durch Multiplikation mit dem
entsprechenden Phasenfaktor stationére Zustidnde erhélt. Als Folge von
H = H sind die Eigenwerte stets reell. In einer festen Basis |ai) erhilt
man aus der stationdren Gleichung ein homogenes lineares Gleichungs-
system:

> ((ai|H|ak) — Eydi){ak|Emy) = 0.
k

Die Eigenwerte kénnen mit den Methoden der linearen Algebra be-
stimmt werden. Dazu mufl man die Matrix

(H) = ({ai|H|ak))
diagonalisieren, d.h. eine Matrix M suchen, mit der
M- (H)-M~' = diag. (Eq), Eg),...)

wird. Die Matrixelemente von M sind die zugehorigen Transformati-
onsfunktionen:

(M) = ((E@lak)) -

Nach unserer allgemeinen Interpretation von Zustédnden und Transfor-
mationsfunktionen kann man bei einer Messung der Energie eines quan-
tenmechanischen Systems als Melwerte nur die Eigenwerte erhalten. Fi-
ne Energiemessung impliziert, dafl man einen Analysator konstruiert,
dessen Ausgangskanile den Eigenzusténden |E,)) entsprechen. Durch
entsprechende Intensitdtsmessungen kann man die Wahrscheinlichkei-
ten bestimmen, mit denen die Eigenzustéinde im Eingangszustand (des-
sen Energie man messen will) enthalten sind. Fiir einen stationiren Zu-
stand zur Energie E(,) geht “alles” durch den entsprechenden Kanal,
die Wahrscheinlichkeit fiir F, ist zeitunabhéngig (der Phasenfaktor



84 3. Dynamik von Quantenzustinden

fallt heraus) und gleich 1, alle anderen Wahrscheinlichkeiten bzw. Inten-
sitdten verschwinden. Fiir einen nichtstationéren Zustand erhélt man in
mehreren Ausgangskanélen eine von Null verschiedene Intensitit und
die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten sind i.a. zeitabhéngig. Es ist
daher nicht moglich, einem solchen Zustand eine bestimmte Energie
zuzuordnen.

Aus der Schrodingergleichung fiir |¥(t)) folgt, daB auch U eine
analoge Gleichung erfiillt:

d
ihaU(t,to) = H(t) - U(t,to) .
Aus dieser Gleichung und der Anfangsbedingung U (tg,ty) = 1 erhélt
man die Integralgleichung

Ul to) = 1— %/t H(r)U (7 to)dr -

In diesen Gleichungen bedeutet ¢y einen Anfangszeitpunkt, in dem man
die Zeitentwicklung zu betrachten beginnt. Man kann ihn z.B. als An-
fangszeitpunkt der Zeitzéhlung wihlen (9 = 0).

Héngt H nicht (explizit) von der Zeit ab, so kann die Differenti-
algleichung fiir U durch eine Exponentialfunktion gelost werden:

Ut to) = exp (—%(t—to)H) |

Man sieht, dal U in diesem Fall nur von der verstrichenen Zeit (¢t — to)
abhéngt. Fiir zeitabhingiges H ist keine einfache explizite Losung an-
gebbar. Wie schon bemerkt, gibt es in diesem Fall keine stationiren
Zusténde. In einem praktisch relevanten Sonderfall kann das Konzept
von Zustédnden mit bestimmter Energie wenigstens in einem einge-
schriankten Sinn aufrechterhalten werden, und zwar dann, wenn H (t)
periodisch von der Zeit abhéngt
. 2m
H(t+T) = H(t) mitfestem T = —

In diesem Fall kann man zeigen (vgl. Ubungen), daf es Losungen der
Schrodingergleichung

s, t) = U(t)]ex)
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mit der Eigenschaft

lex, t +T) = |ex,t)exp <—%ekT)

gibt. Diese Zusténde heiflen quasiperiodische Zustiande. Die zugehorigen
Energiewerte e;(k = 1,2,...) heiflen Quasienergien und sind durch die
Schrédingergleichung nur bis auf ganzzahlige Vielfache der Frequenz

P
mhw = mh% m = 0,41,42, ...

festgelegt. Die quasiperiodischen Zustédnde spielen fiir periodisch zeit-
abhéngiges H (t) die gleiche Rolle wie die stationdren Zusténde fiir kon-
stantes H.

Ein interessantes quantenmechanisches Phénomen bei periodi-
scher Zeitabhéingigkeit ist das Auftreten von Resonanzen. Um zu ver-
stehen, was damit gemeint ist, betrachten wir ein System, dessen Ha-
miltonoperator aus zwei Teilen besteht:

H = Hy+ gHi(t)

(dabei ist g ein numerischer Parameter). Der erste Term soll zeitkon-
stant sein, der zweite periodisch mit einer festen Frequenz w. Fiir g = 0
hat das System daher stationdre Zustédnde zu bestimmten Energiewer-
ten E(,). Am Anfang soll das “gestérte” System (g # 0) in einem dieser
Zusténde sein:
W (0) = [Ew)) -

Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeit, mit der es zur Zeit ¢
in einem anderen stationdren Zustand von Hy angetroffen wird:

Winn(t) = (Em)|P(@)]* .

In Analogie zu Schwingungsphdnomenen in anderen Gebieten der Phy-
sik spricht man von Resonanz, wenn die Ubergangswahrscheinlichkeit
als Funktion von w bei bestimmten Werten deutliche Maxima hat. Das
ist i.A. dann der Fall, wenn hw mit dem Energieunterschied der beiden
Zusténde vergleichbar ist

hw ~ E(m) — E(n) .

Die Form der Maxima und ihre Lage ist von Interesse. Resonanzphéno-
mene werden in vielen Anwendungen ausgeniitzt.
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Ubungen

12)

13)

14)

Betrachte ein stationédres quantenmechanisches Problem. Der Ha-
miltonoperator H(A), seine (normierten) Eigenzusténde [¢(A))
und die zugehorigen Eigenwerte E()\) sollen differenzierbare Funk-
tionen eines Parameters A sein. Beweise die Beziehung

dE(N) dH(X)

=2 = o )

Die Formel heifit Hellmann-Feynman-Theorem und hat viele An-
wendungen in verschiedenen Gebieten der Quantentheorie. Pu-
bliziert wurde die Formel zuerst in einem Buch (H.Hellmann,
Einfithrung in die Quantenchemie, Deuticke Leipzig 1937). Oh-
ne Kenntnis davon hat sie R.P.Feynman als 21-jahriger Student
1939 gefunden (Phys.Rev.56, 340(1939)).
Der Hamiltonoperator eines stationdren Problems soll aus zwei
Beitrdgen bestehen H = Hy + gHi, wobei die Eigenzustéande
|tbo) und Eigenwerte FEy von Hy bekannt sind. Berechne den Ei-
genwert von H fiir kleine Werte des Parameters g.
Der Hamiltonoperator eines n-Zustandssystems soll periodisch
von der Zeit abhédngen

2
H(t) = H(t + T) mit festem T = — .
w

Versuche, die folgenden Aussagen zu beweisen:
a) Es gibt quasiperiodische Losungen der Schrodingergleichung

l
|€j’t + T> = |€j7t>exp <_ﬁ€jT> :

Die Quasienergien ¢€; sind nur bis auf ganzzahlige Vielfache
der Frequenz mhw (m = 0,+1,+2,...) bestimmt.

b) Die quasiperiodischen Zustédnde sind fiir jeden festen Wert
von t orthogonal und vollsténdig.

c) Die Zeitentwicklung ist in der Form (sogenannte Floquet-
form)

U(t) = P(t)exp(—itG)
darstellbar. Dabei ist P periodisch mit 7" und unitar
P(t+T) = P(t), P@t)P'(t) = 1.

Der (konstante) Operator G ist selbstadjungiert G = GT.
Seine Eigenwerte sind die Quasienergien.
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3.5 Dynamik von Zweizustandssystemen

Das Zweizustandssystem bildet das einfachste nichttriviale Beispiel fiir
den bisher entwickelten Formalismus. Als konkrete physikalische An-
wendungen haben wir bisher (auBer den Polarisationszustdnden von
Licht) nur Spin 1/2-Teilchen in einem Magnetfeld betrachtet. Es gibt
aber viele andere Phéinomene aus einem weiten Bereich der Physik, die
mit Hilfe von Zweizustandssystemen verstanden werden kénnen. Wir
untersuchen daher in diesem Abschnitt einige allgemeine Ziige, wobei
wir von der Algebra der Paulimatrizen ausgiebig Gebrauch machen
(weitere Details vgl. die Ubungen). Ausgangspunkt ist eine beliebige
feste Basis von zwei Zusténden, die wir |al) =: |1), |a2) =: |2) nennen.
In dieser Basis sollen die vier Matrixelemente (i|H |k) (i, k = 1,2) vorge-
geben sein. Physikalisch bedeutet das, daf sich das betrachtete System
in dieser Basis (exakt oder in guter Néherung) als Zweizustandssystem
beschreiben 143t. Wire H in dieser Basis diagonal und zeitunabhéngig,
so hétte das System zwei stationére Zustédnde mit festen Energieeigen-
werten. Wir wollen dieses System als das “ungekoppelte System” be-
zeichnen und als Vergleichssystem heranziehen. Die Bezeichnungsweise
der Zusténde |1), |2) soll dabei so gewihlt sein, dafl |1) dem energetisch
tiefer liegenden Zustand des ungekoppelten Systems entspricht. Fiir das
in 3.2 betrachtete Beispiel ist |2) = |+ 2), 1) = | — 2).

Die Matrix von H in der Ausgangsdarstellung 148t sich allgemein
als Linearkombination der Einheitsmatrix 1 und der drei Paulimatri-
zen oy mit reellen Koeffizienten darstellen (vgl. 2.10, insbesondere die
Ubungsbeispiele 2.16, 2.20 und 2.24). Eine Vereinfachung kann erzielt
werden, indem man sich daran erinnert, dafl ein gemeinsamer Phasen-
faktor an allen Zustédnden (oder an allen Elementen der Matrix U (¢, t())
physikalisch irrelevant ist, weil er bei Berechnung von Wahrscheinlich-
keiten herausfillt. Ist ag der Koeffizient von 1 in H, so kann dieser
Anteil durch Abspalten des Phasenfaktors

exp <—% /tt aO(T)dT)

von | (t)) oder U (t, ty) weggebracht werden. Wir kénnen uns daher von
Anfang an auf die Form

H=0-a, a=a
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beschranken. Ist ag zeitunabhéngig, so bedeutet das, dafl wir die Energie
von ag an zahlen. Als weitere Vereinfachung wéhlen wir die Anfangszeit
to als Nullpunkt der Zeitzéhlung (to = 0) und schreiben fiir U(t,tg) =
U(t,0) =: U(t). Ferner zichen wir aus H einen Faktor i heraus:

H=hH bzw. a=hw, H=0c -w.

‘H bzw. w hat die Dimension einer Frequenz. Die zu 16senden Gleichun-
gen sind also

d
iU =H-Ut) UU(t)=U(0)=1.

Wir betrachten zunéchst einen zeitunabhéngigen Hamiltonopera-
tor, also einen konstanten Vektor w. Diagonalisiert man H mit einem
der in den Ubungsaufgaben 6—8 betrachteten Verfahren, so findet man
als Eigenwerte

€12 = Tw = i\/w%+w§+w§.
Das System hat also zwei stationére Zusténde
W, stat(t)) = |€;) exp(—ie; - t) ji=1,2.

Die zugehdrigen Energiewerte E; = he; liegen wegen w > w3 wei-
ter auseinander als fiir das ungekoppelte System. Durch die Kopplung
wird also ihr Abstand vergroflert; selbst wenn die Energiewerte des un-
gekoppelten Systems gleich sind (w3 = 0), tritt durch die Kopplung
eine Aufspaltung auf. Die Zusténde |¢;) sind Linearkombinationen von
|1),]2), deren Koeffizienten aus der Matrix abgelesen werden konnen,
die H diagonalisiert. Das Zeitverhalten des Systems ist aus der Matrix
von U in der Ausgangsdarstellung abzulesen, die mit Hilfe der Pau-
lialgebra leicht auszurechnen ist. Mit dem Einheitsvektor n = w/w
erhalten wir

U(t) = exp(—ito - w) = exp(—itwo - n) = 1 coswt — io - nsinwt .

Damit kann man die Amplituden

QWY o ((20(0)
(<1|w<t>>> = vt (<1|w<o>>)
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und die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten berechnen. Befindet sich

das System anfangs im unteren Zustand des ungekoppelten Systems
|@(0)) = |1), so erhalten wir

2 2
AT =1 @) = L (sinwe)?
Die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang in den anderen Zustand
schwankt daher im Lauf der Zeit zwischen Null und einem Maximal-
wert, der von der Kopplung abhéngt. Die Zeitskala fiir diese Schwan-
kung ist durch die Frequenz w bestimmt, d.h. durch den (halben) Ener-
gieunterschied der beiden stationdren Zustédnde. Es gibt viele Anwen-

dungen, in denen diese “Zustandsoszillation” eine Rolle spielt.

Fiir zeitabhéngiges H ist die Bestimmung der Zeitentwicklung
schwierig. Es gibt Analogien zur klassischen Bewegung eines starren
Korpers, die aber die praktische Losung der Bewegungsgleichungen
nicht wesentlich vereinfachen. Von besonderem praktischen Interesse
sind Hamiltonoperatoren mit periodischer Zeitabhéingigkeit, vor allem
wegen der dabei auftretenden Resonanzphénomene.
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Ubungen

15)

16)

17)

Zwei in ihren physikalischen Eigenschaften verschiedene Atome,
bei denen jedoch der erste Anregungszustand zufillig nahezu
gleich hoch liegt, sollen miteinander in Wechselwirkung treten.
Die Stédrke der Wechselwirkung soll mit der Differenz der beiden
ersten Anregungsenergien vergleichbar oder grofier als diese sein.
Das Zeitverhalten des Systems ist in Abhéngigkeit von der Stérke
der Wechselwirkung zu diskutieren.

Ein Zweizustandssystem mit zeitunabhingigem Hamiltonopera-
tor soll in Zusténde zerfallen, die nicht zum System gehoren, sodafl
die Norm N = (¥ (t)|&(t)) nicht konstant ist, sondern abnimmt
(dN/dt < 0).

a) Zeige, dafl H nicht selbstadjungiert sein kann.

b) Untersuche den Ansatz

th(M—%F) mit M = MT =1t

Welche Eigenschaft mufl I' haben, damit die Norm ab-
nimmt?

¢) M und I" sollen nur Anteile proportional 1 und o enthalten.
Bestimme die Zeitentwicklung.

d) Am Anfang befinde sich das System im Zustand |2). Bestim-
me die Wahrscheinlichkeit dafiir, es zur Zeit ¢ im Zustand
|1) anzutreffen (und zwar in Termen der Eigenwerte).

e) Untersuche das Resultat fiir den Fall, daf ein Eigenwert von
I" grofl gegen den anderen ist.

Dieses Beispiel ist unter anderem auf den Zerfall neutraler K-
Mesonen anzuwenden. Durch Beobachtung der Zustandsoszilla-
tion konnte der extrem kleine Massenunterschied der Teilchen
genau gemessen werden (Masse mc? = 498 MeV, Unterschied
3-107% eV).

Eine Drehung U, 3, &) um zeitabhéngige Eulersche Winkel (%),
B(t),~(t) soll als Zeitentwicklung U(t) interpretiert werden. Be-
stimme den zugehorigen Hamiltonoperator in Termen von Pauli-
matrizen. Welche Analogie besteht zur klassischen Drehbewegung
eines starren Korpers?
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18) Ein Zweizustandssystem soll durch den Hamiltonoperator

h
H = ——0o-02(1)
2
beschrieben werden. Betrachte einen Operator o-S(t). Welche Be-
wegungsgleichung mufl S(¢) erfiillen, damit o - S erhalten bleibt?
Welche Analogie besteht zur klassischen Drehbewegung eines star-

ren Korpers?

Beispiele fiir magnetische Resonanz.
In den folgenden Beispielen ist ein Zweizustandssystem zu untersuchen,
das einer in der Zeit periodischen Stérung unterliegt

H = g(WQUg—i—U'b(t)), b(t+ 25) = b(t).

wp und w sind dabei gegebene, feste Frequenzen. Das System soll sich
anfangs (¢ = 0) im Zustand |1 > mit o3|1 >= —[1 > befinden. Gesucht
ist die Zeitentwicklung U (t) sowie die Ubergangswahrscheinlichkeit

ng(t) = ’ < th(t) > |2, 0'3’2 >= ’2 >

fiir eine feste Zeit t in Abhéngigkeit von w und der Stérke von b. Dabei
ist besonders auf die Umgebung von w = wy zu achten, in der es zu
einem Resonanzverhalten kommen kann.

19) b= Awp(0,0,cos wt) (exakt losbar)

20) b = Awg(cos wt,sin wt,0) (exakt 16sbar)
Wann gibt es ein Resonanzverhalten? Welche Situation ergibt sich
bei entgegengesetztem Umlauf von b (d.h. fir w — —w)?

21) b = 2Xwp(cos wt,0,0) (praktisch relevant, aber schwierig)
Von Interesse ist die Verschiebung der Resonanzstelle gegeniiber
Beispiel 20 (sog. Bloch-Siegert-Verschiebung).
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Die bisher erarbeiteten Methoden haben zwar einen Einblick in die
Struktur der Quantentheorie ermoglicht, wir sind aber noch nicht in
der Lage, die Dynamik konkreter physikalischer Systeme formulieren
zu koénnen. Dazu fehlt uns vor allem ein Kalkiil, aus dem man alge-
braische Eigenschaften von Operatoren gewinnen kann, die zu physi-
kalischen Groflen gehoren. Ohne Kenntnis der Operatoralgebra kénnen
weder Eigenwerte noch Eigenzusténde (die als Basis geeignet sind) be-
stimmt werden. Bei dynamischen Untersuchungen muf3 erst einmal der
Hamiltonoperator gefunden werden, dessen algebraische Eigenschaften
die Form der Schrodingergleichung bestimmen. Um plausibel zu ma-
chen, wie die quantenmechanische Operatoralgebra aussieht, beginnen
wir wieder mit der Analyse von einfachen Situationen und verallgemei-
nern die erhaltenen Ergebnisse.

4.1 Impuls- und Ortszustinde eines Teilchens

Als Objekt, dessen Zustdnde wir untersuchen, betrachten wir nun ein
bestimmtes freies Teilchen (z.B. ein Elektron oder ein Neutron). Im
Rahmen der klassischen Mechanik koénnte ein solches Teilchen durch
Angabe seines Impulsvektors p und seines Ortsvektors @ beschrieben
werden. Wir untersuchen nun, in welchem Ausmafl wir diese Varia-
blen fiir den quantenmechanischen Zustand eines Teilchens heranziehen
konnen. Dazu versuchen wir, eine entsprechende Basis im Zustands-
raum zu konstruieren. Wir beginnen mit Impulszustédnden

p) = |p1,p2,p3) -

Um die Moglichkeit einer solchen Beschreibung zu sichern, mufl man
einen Analysator angeben, mit dem man einen aus identischen Teilchen
aufgebauten Strahl nach deren Impulsen analysieren kann. Fiir geladene
Teilchen kann dazu ein homogenes Magnetfeld verwendet werden, in
dem die Teilchen je nach dem Betrag ihres Impulses verschieden stark
gekriimmte Kreisbogen beschreiben, vgl. die folgende Abbildung. Das
Magnetfeld ist dabei senkrecht zur Zeichenebene gerichtet. Die Analyse
bezieht sich auf eine Komponente von p.
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A
T

\4

kleinere |Pp|

A 4

\ 4

gréBere |P|

Ein Projektor konnte daraus durch Blockieren unerwiinschter Kanile
entstehen. Da der Impuls eines Teilchens kontinuierlich verédndert wer-
den kann (auch in der Quantentheorie!), miifite man bei einem Projek-
tor eine unendlich schmale Offnung unblockiert lassen. In der Praxis
kann man daher nur einen Projektor auf ein endlich breites Band von
Impulsen herstellen. Die erzielbare Genauigkeit ist jedoch betrachtlich,
vor allem dann, wenn man technisch anspruchsvollere Anordnungen
beniitzt. Moderne Beschleuniger sind z.B. so konstruiert, daf sie Teil-
chenstrahlen mit definiertem Impuls liefern, wobei die Abweichung vom
Sollwert moglichst klein gehalten wird. Sie wirken daher als “gute” Pro-
jektoren. Auch bei der Auswertung von Experimenten der Kern- und
Teilchenphysik analysiert man nach Impulsen. Das Sortieren in einem
Magnetfeld wird dabei beniitzt, stellt jedoch nur eines aus einem grofien
Angebot von verfiigharen Verfahren dar. Auch fiir neutrale Teilchen
(die in einem Magnetfeld nicht abgelenkt werden) existieren Verfahren
zur Impulsanalyse, z.B. iiber die Messung der bis zum Erreichen ei-
nes Detektors benotigten Flugzeit. Insgesamt sind die Impulszustéande
von Teilchen ein besonders viel verwendetes und praktisch brauchbares
Konzept, das die Grundlage eines grolen Anwendungsbereiches bildet.
Die Annahme der entsprechenden Orthogonalitéitseigenschaft

(plp’) =0 p#p

ist daher nicht besonders schwerwiegend. Dafl die Impulszusténde ein
vollstéandiges System bilden, erscheint vom Standpunkt einer direkten
Uberpriifung mit einem konstruierbaren Analysator problematisch (er
miifite alle Betrdge und Richtungen von p erfassen). Fiir die Konsistenz
des Formalismus erscheint die Annahme aber erforderlich.
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Fiir die Realisierung von Ortszustdnden

) = |z,y, 2)

ist die Konstruktion von Analysatoren bzw. Projektoren wesentlich pro-
blematischer. Zwar kann man jeden Apparat, der einen Teilchenstrahl
auf eine Stelle konzentriert (z.B. eine Blende) als eine Art “Projektor”
auf den entsprechenden Ortszustand auffassen. Relativ zu den geringen
Abmessungen von Teilchen erscheint die damit erreichbare Genauigkeit
fiir die Definition eines Ortes, an dem sich das Teilchen befindet, sehr
bescheiden. Ein Ortsanalysator ist {iberhaupt nicht konstruierbar. Er
miiite Ausgangskanéle haben, die den ganzen Raum iiberdecken (jeder
Ort ist prinzipiell moglich). Die Rechtfertigung fiir die Einfithrung von
Ortszusténden besteht daher hauptséchlich in der Konsistenz der Be-
schreibung, die man mit ihnen erhélt. Hat man sich fiir ihre Verwendung
entschlossen, so ist die Orthogonalitét

(Zly) =0 z#y

plausibel: Ist das Teilchen an der Stelle x, so kann es nicht gleichzeitig
an einer anderen Stelle y sein. Die Vollstindigkeit bedeutet, dafl das
Teilchen irgendwo im Raum sein mufl. Auf die Normierung ((x|x) bzw.
(p|p)) werden wir spéter zuriickkommen.

Sollen die Impuls- bzw. Ortszustinde sinnvolle Zusténde in einer
quantenmechanischen Beschreibung sein, so mufl ihr Skalarprodukt
(p|lx) die charakteristischen Ziige einer Wahrscheinlichkeitsamplitude
haben. Insbesondere sollte es als Folge der quantenmechanischen Zu-
standsiiberlagerung Interferenzphinomene geben (vgl. Abschnitt 2.5).
Im vorliegenden Fall kénnen diese Phénomene in Termen eines Wel-
lenbildes verstanden werden, wenn man einem freien Teilchen einen
Wellenvorgang zuordnet. Eine solche Zuordnung wurde von L. de Bro-
glie 1923 im Zusammenhang mit dem Comptoneffekt vorgeschlagen.
Die Zuordnung besteht darin, dafl man die Beziehung zwischen Energie
und Wellenlénge A eines Photons

hc
= F = hv = —
cp v 3
als Beziehung zwischen Impuls p und Wellenldnge A liest
h
p =3
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und in dieser Form auf andere Teilchen iibertréigt. Damit erhédlt man fiir
jeden Wert des Impulses eines Teilchens die Wellenldnge der dem Teil-
chen zugeordneten De-Broglie-Welle. Natiirlich weifl man damit noch
nicht, was der Wellenvorgang physikalisch bedeutet. De Broglie stell-
te sich die Welle als eine Art Fiithrungswelle (onde pilote) vor, der das
Teilchen folgt. Wir werden die Beziehung beniitzen, ohne eine solche In-
terpretation vorzunehmen. Anstelle der Wellenldnge beniitzen wir die
Wellenzahl k = 27/ bzw. den zugehorigen Wellenvektor k und schrei-
ben die Beziehung in der Form

p = hk.
In den Impulszustdnden verwenden wir als Argument stets k statt p

k) -

|p)

Wenn die Zuordnung von de Broglie richtig ist, miissen aus der Optik
bekannte Interferenzexperimente die gleichen Interferenzbilder ergeben,
wenn sie mit Teilchen durchgefiihrt werden. Wir betrachten als beson-
ders exemplarischen Fall das Doppelspaltexperiment von Th. Young
(1773 — 1829).

A

Dabei féllt Licht auf einen Schirm, der bis auf zwei enge Schlitze un-
durchléssig ist. Die Schlitze haben voneinander nur geringen Abstand.
Das durchgelassene Licht féllt auf einen zweiten Schirm, der vom ersten
einen relativ groen Abstand hat. Beobachtet wird die Intensitét I auf
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dem zweiten Schirm. Deckt man einen der beiden Schlitze zu, so erhélt
man eine Intensitétsverteilung, die dem Bild des offenen Schlitzes ent-
spricht (vgl. die unterbrochene Kurve in der Abbildung). Infolge von
Beugungsphédnomenen ist das Bild verbreitert und es kann kleine Ne-
benmaxima geben. Deckt man stattdessen den anderen Schlitz zu, so
erhélt man das gleiche Bild: der Abstand der Schlitze spielt wegen der
grofen Entfernung des zweiten Schirms keine Rolle. Offnet man jedoch
beide Schlitze, so erhdlt man das bekannte Interferenzmuster (ausge-
zogene Kurve). Fiir Teilchenstrahlen sollte das gleiche Verhalten der
Intensitéit resultieren, wenn die Anordnung die geeigneten Dimensio-
nen aufweist. Wir werden den entsprechenden Befund zur Bestimmung
von (k|x) verwenden.

Bevor wir das tun, soll aber kurz auf die experimentelle Situati-
on hinsichtlich des Teilchen-Welle-Dualismus eingegangen werden. Die
Befunde des Doppelspaltexperiments sind besonders haufig fiir Inter-
pretationsfragen der Quantentheorie herangezogen worden, obwohl das
Experiment lange Zeit ein Gedankenexperiment war. Den ersten ex-
perimentellen Nachweis fiir die Richtigkeit der de Broglie-Hypothese
bildete die Streuung von Elektronenstrahlen an Kristallen (C.J. Davis-
son, L.H. Germer 1927), bei der man die gleichen Beugungsbilder wie
mit Rontgenstrahlen entsprechender Wellenldnge erhielt. Spéter wur-
den entsprechende Versuche mit Atomstrahlen (Na, He) durchgefiihrt
(O. Stern, O.R. Frisch, I. Estermann 1929 — 33). Interferenzstreifen fiir
Elektronenstrahlen wurden erst viel spiter mit Hilfe der Elektronen-
mikroskopie realisiert (G. Mollenstedt, H. Diiker 1954 — 56). Die ver-
wendete Apparatur entspricht aber nicht dem Doppelspaltexperiment,
sondern dem elektronenoptischen Analogon zum Fresnelschen Bipris-
ma. Der Fortschritt in der Elektronenmikroskopie hat dazu gefiihrt, daf3
Interferenzstreifen (und damit Wellenphénomene) bei Elektronenstrah-
len fiir eine Reihe von Versuchsanordnungen sichtbar gemacht werden
konnen, u.a. auch fiir das Doppelspaltexperiment. Vgl. dazu z.B. den
Aufsatz “Electron interferometry” von G. Méllenstedt und H. Lichte in
Neutron Interferometry, U. Bonse und H. Rauch (ed.), Oxford Claren-
don Press 1979. Solche Experimente geben allerdings iiber die quanti-
tativen Verhéltnisse nur groben Aufschlu. Ein auch quantitativ sehr
genaues Doppelspaltexperiment wurde erst in der letzten Zeit durch-
gefithrt, und zwar fiir Neutronen. Vgl. dazu A. Zeilinger, R. Géahler,
C.G. Shull, W. Treimer, W. Mampe, Rev.Mod.Phys. 60, 1067 (1988).

Die Ubereinstimmung der gemessenen Intensititen mit den aus der
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Quantentheorie berechneten ist eindrucksvoll.

Zur Analyse des Doppelspaltexperiments in Termen von Wellen be-
trachten wir die Versuchsanordnung genauer (vgl. Abbildung).

i(e)

n
A

Der einfallende Strahl mit der Wellenzahl k trifft auf den Schirm mit
den beiden engen Schlitzen, die voreinander den Abstand d haben. Die
beiden durchtretenden Sekundérstrahlen legen die Strecken s; bzw. s
zuriick und treffen auf den zweiten Schirm. Dort wird die resultierende
Intensitét I(#) in Abhéangigkeit vom Ablenkwinkel 0 registriert (z.B. mit
einem verschiebbaren Z#hler). Wir nehmen an, daf§ die beiden Schirme
so weit voneinander entfernt sind, dafl der Zahler die beiden Schlitze
unter annéhernd gleichem Winkel 6 sieht (der Winkel « soll also sehr
klein sein). Der Unterschied der Weglingen betrigt dann s — s1 =
dsin 6. Der Phasenunterschied der zu den Sekundérstrahlen gehorigen
Wellen entsteht durch Multiplikation mit der Wellenzahl, d.h. & —®, =
kdsin 0. Die Winkelabhéngigkeit der Intensitit ist

kdsin 6
5 )

I(6) ~ cos® (

Intensitdtsmaxima (konstruktive Interferenz) treten daher auf, wenn
der Wegunterschied ein ganzzahliges Vielfaches“ der Wellenlénge ist (fiir
die analoge Situation beim Biprisma vgl. ED Ubung 3.19).

Nun fassen wir diesen Befund als experimentelles Resultat auf und
analysieren das Experiment in Termen von Basiszustinden. Wir fassen
die beiden Schlitze als Projektoren auf die entsprechenden Ortszustdnde
| (1)), |T(2)) auf. Der einlaufende Strahl entspricht dem Impuls p =
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hk, also dem Zustand |k). Der Zihler sieht den Zustand |k’), wobei
|k'| = |k| ist: die Wellenléinge éndert sich nicht. Nach unseren Regeln
von Abschnitt 2.5 (S. 40) erhalten wir fiir den Fall, dafl nur Schlitz 1
geofinet ist

I ~ (K |z ) (1) ) |2

(analog fiir 1 — 2). Sind beide Schlitze offen, so ist

L ~ |(K' |z ) (w0 k) + (K |[22) (@) |[K)]? =
kdsin @ 1
= cos? < 82111 ) = cos? <§(k/ — k) (z@2) — 213(1))) .

Die Amplituden fiir die Teilwege (die Summanden in I12) miissen kom-
plex sein, damit die Interferenz moglich ist. Wenn der Zéhler die Schlit-
ze unter demselben Winkel sieht (also fiir sehr kleines «), ist I; = Is.
Die Amplituden konnen sich daher nur in der Phase unterscheiden. Die
ganze Abhiingigkeit von (k’,k,z) mu daher in einem Phasenfaktor
enthalten sein

(K'|x)(x|k) = A?exp(i®(k, k' x)) .

Diese Amplitude muf3 ein Produkt von zwei Faktoren sein, von denen
der eine nur von (k’, ), der andere nur von (k,z) abhingt. Daher muf}
der Exponent eine Summe von zwei solchen Termen sein. Setzen wir

Ok, k' x) = a(k,z) —a(k' x)

so erfiillen wir auflerdem die fiir Projektionsamplituden notwendige Ei-
genschaft (x|k) = (k|x)*. Durch Einsetzen in die Formel fiir ;5 erhal-
ten wir die Gleichung

a(k,z))—a(k',zq))—alk, () +a(k’,z2) = £(k'~k) (z@2) —2@)) -
Diese Beziehung muf fiir beliebige Impulse gelten. Das ist nur mit
alk,z) =tk -x+C

erreichbar. Wir wihlen das obere Vorzeichen und setzen C' = 0 (das ist
Konvention). Damit wird

(x|k) = Aexp(ik - x) .
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Mit unseren zunéchst eher intuitiven Vorstellungen {iber Impuls- und
Ortszusténde ist also eine konsistente Interpretation des Doppelspalt-
versuchs moglich, denn wir haben als Skalarprodukt eine Grofle erhal-
ten, die in den Formalismus pafit. Das wollen wir bereits als ausreichen-
de Rechtfertigung fiir die Verwendung dieser Zusténde ansehen und
untersuchen, was sich daraus ergibt.

Ein beliebiger Zustand [¢)) eines Teilchens kann durch seine Projek-
tionsamplituden auf diese Zusténde dargestellt werden. Wir nennen die
komplexen Amplituden
(x|y) die Ortsdarstellung
(k|v) die Impulsdarstellung
des Zustands [¢). Da @ bzw. k kontinuierliche Variable sind, hat
das Quadrat der Amplituden die Bedeutung einer Wahrscheinlich-
keitsdichte (vgl. die entsprechenden Begriffsbildungen Massendichte M
3.1 bzw. Ladungsdichte ED 1.1). Dementsprechend interpretieren wir

[(x|y)[*d*

als Wahrscheinlichkeit dafiir, das Teilchen im Zustand [|¢) in einem
Volumelement d3z um einen Punkt & anzutreffen. Analog ist

[(kl)[*d°k

die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 das Teilchen im Zustand [¢)) einen
Impuls hat, der in einem Volumelement d*p = A*d*k um p = hk liegt.
Die Vollsténdigkeit der Basiszusténde schreiben wir in der Form

1= /|a:>d3:1:(az| _ /|k>d3k<kz|.

Damit kénnen wir die Normierung der Basiszustdnde untersuchen
(z|x') = /<m|k)d3k<k|m’> = |A|2/exp(ik Nz —a)dk
= (27)3|A)?8(x — 2') .

Wiihlen wir fiir die noch offene Konstante A den Wert A = (2r)~3/2,
so erhalten wir

(x|z') = 6(x — ')
(k|k") = 6(k — k')
(k) = — explik - @) .

(2m)3/°
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Impuls- und Ortsdarstellung sind dann in symmetrischer Weise durch
die Fouriertransformation verkniipft

(@l1) = s [kl exp(ik- @)’
(k10) = iz [ (el expl—ik - @)

Daf§ die Impuls- bzw. Ortszustédnde fiir sich vollstdndig sind, bedeu-
tet einen charakteristischen Unterschied zur klassischen Beschreibung
von Teilchen. In der klassischen Mechanik sind Impuls und Ort eines
Teilchens (z.B. im Rahmen der Hamiltonschen Fassung der Theorie,
vgl. dazu M 4.6) unabhéngige Variable. In der Quantentheorie sind
Impuls- und Ortszustéinde nicht unabhéngig. Sie geben verschiedene
Darstellungen desselben Sachverhalts (Zustand eines Teilchens), da bei-
de Basen fiir sich vollsténdig sind. Der Zusammenhang wird durch die
Transformationsfunktion (x|k) hergestellt. Kennt man z.B. die Resul-
tate aller Impulsmessungen an einem Kollektiv identisch praparierter
Teilchen, so kann man die Resultate von Ortsmessungen ausrechnen
und umgekehrt. Wir haben die Transformationsfunktion durch Analy-
se eines Experiments erhalten; die im Experiment beobachtete Inter-
ferenz hat zu (x|k) gefithrt; dal Impuls und Ort keine unabhéngigen
Bestimmungsstiicke sind, ist daher eine Konsequenz von Experimenten
(mit Feynman: Yes! That’s the way electrons go!). Mathematisch er-
fordert das auch hier die Verwendung komplexer Amplituden. Daf§ die
Interferenz der Zustdnde hier im Sinn eines Wellenphédnomens inter-
pretiert werden kann, ist durch das betrachtete System (Teilchen) und
die verwendete Beschreibung (Basis |x)) bedingt und liegt nicht an der
Struktur der Quantentheorie.

Die Normierung der Basiszustdnde auf die é-Funktion mag etwas
ungewohnlich erscheinen. Sie impliziert aber nicht, dafl alle Zustdnde
so normiert werden miissen. Das sieht man aus

(Wl) = / () e () = / () P

Die Normierung von |1)) bleibt daher noch weitgehend willkiirlich. Wenn
das Integral konvergiert, heifit der Zustand |¢) normierbar. Wéhlen wir
die Normierung dann gleich 1, so ist die oben gegebene Wahrscheinlich-
keitsinterpretation korrekt. Ist |¢)) nicht normierbar, so mufl man die
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Normierung so wéhlen, dafl relative Wahrscheinlichkeiten korrekt wie-
dergegeben werden.

Der Unterschied zur klassischen Physik wird besonders deutlich,
wenn man eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation fiir (x|k) versucht.
Der entsprechende Ausdruck |(x|k)|? hiingt {iberhaupt nicht von x ab.
Das bedeutet, dafl die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen mit festem Im-
puls ~k an einem Ort @ anzutreffen, fiir alle Orte gleich grof} ist: der Ort
ist also vollig unbestimmt. Das ist ein Extremfall der Unschérferelation,
auf die wir noch zuriickkommen werden. Fiir die Gesamtwahrscheinlich-

keit erhalten wir
/ (@) 2dPr = oo .

Die Impulszusténde |k) sind daher nicht normierbar. Sie stellen eine
Idealisierung dar. In Wirklichkeit kann kein Teilchen in einem Zustand
sein, der so beschaffen ist, dafl es iiberall in der Welt mit gleicher
Wabhrscheinlichkeit angetroffen wird: die Wahrscheinlichkeit, es in ei-
nem endlichen Bereich anzutreffen, wiare dann Null. Trotzdem sind die
betrachteten Basiszusténde niitzlich. Sie stellen ideale Grenzfille dar,
mit denen realistische Zustéinde analysiert werden kénnen. Durch Uber-
lagerung kann man aus ihnen realistische Zusténde aufbauen.

4.2 Wellenpakete und Unschérferelation

Nun versuchen wir, durch geeignete Uberlagerung von Impulsen zu
Zusténden zu kommen, die normierbar sind. Die zugehorigen Ortsdar-
stellungen konnen dann als Wellenpakete interpretiert werden (fiir diese
Begriffsbildung vgl. ED Anhang AG6; es ist niitzlich, diesen Abschnitt
kurz zu rekapitulieren). Wir betrachten also den “Paketzustand”

wr) = [ IR)aks(e)

mit einer bestimmten Funktion f, die zu einem normierbaren Zustand
fithrt und untersuchen die Eigenschaften der Orts- und Impulsdarstel-
lung fiir “verniinftige” Funktionen f.

Die Norm des Zustandes ist

(i) = / / EH Pk (k) (k) (k| k)

— [ @uiswP
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Fiir eine Uberlagerung einer endlichen Anzahl von Zusténden mit festen
Impulsen k ;)

Wr) = > k@)Cayd(k — k)
=1

ist der resultierende Zustand ebensowenig nomierbar wie ein Impuls-
zustand. Wir betrachten daher ein Kontinuum. Der Einfachheit halber
betrachten wir zunichst Funktionen der Form

flk) = fay(kz)fo)(ky) fi3)(k2) -

Die Ortsdarstellung des resultierenden Zustands ist dann ein Produkt

(@lis) = [(@lk)d*h1 k) = s [ £ explin- )i

= (z[th1) (y|2) (2|¢3)
mit )
1 o0
(1) = E/m exp(izks) f1)(kz)dk,

(analog fiir die anderen beiden Faktoren). Wir kénnen uns daher auf
die Untersuchung eines der Faktoren und damit auf ein Fourierintegral
in einer Dimension beschranken.

Statt das Fourierintegral fiir eine gréfere Anzahl von Funktionen
f auszurechnen, betrachten wir ein typisches Beispiel, fiir das man das
Resultat in einer Tabelle von Fourierintegralen findet (z.B. in A. Erdélyi
et al., Tables of Integral Transforms Bd.1, Mac Graw Hill 1954). Fiir
eine Gauflfunktion

1 k2
filka) = (ra)t/t P (‘%)

ist
2

o) = (2) e (<75 )

Der resultierende Zustand ist offenkundig normierbar. Der Vorfaktor
wurde so gewéahlt, daf3

400

+oo
(alpn) = / (1)) dee (eiby) = / (sl (k) = 1

— 0o —00
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ist. Der Parameter a bestimmt, auf welchen Bereich die Funktion f;
bzw. (x|i)1) konzentriert ist. Je kleiner a gewihlt wird, desto enger ist
der Bereich von k,-Werten, in dem f; wesentlich von Null verschieden
ist: Die Halbwertsbreite von f; ist proportional zu /a. Die entsprechen-
de Funktion (x|¢) zeigt das entgegengesetzte Verhalten. Sie wird mit
abnehmendem a immer breiter, ihre Halbwertsbreite ist proportional
zu 1/+/a. Mit Hilfe einer Tabelle von Fourierintegralen kann man sich
davon {iiberzeugen, dafl dieser Zusammenhang allgemeinen Charakter
hat, d.h. daf die Breite im Ortsraum reziprok zu der im Impulsraum
ist (es handelt sich um eine mathematische Eigenschaft von Fourierinte-
gralen). Offenbar iibertréigt sich diese Eigenschaft auch auf die iibrigen
Komponenten.

Die Quadrate der Amplituden in der Impuls- bzw. Ortsdarstel-
lung liefern die Verteilung moglicher Mefiwerte des Impulses bzw. Orts,
die man fiir Teilchen im Zustand |¢¢) finden kann, und zwar ist
[(k|vg)|2d®k = |f(k)|?d*k die Verteilung von MeBwerten fiir den Im-
puls p = Rk, [{(z|yf)|*d>z ist die Verteilung von MeBwerten fiir den
Ort . Wie stets in der Quantentheorie impliziert das viele Messungen
an identisch praparierten Teilchen (Teilchenstrahl nach Passieren eines
Y ¢-Projektors: so ist der Zustandsbegriff definiert). Die Breite einer
solchen Verteilung ist ein Mafl fiir die Unschérfe bei der betreffenden
Einzelmessung, denn wir kénnen bei einer solchen Messung jeden Wert
aus dem durch diese Breite bestimmten Bereich erhalten. Nennen wir
die entsprechenden Unschéarfen Ak, bzw. Az, so bedeutet der Zusam-
menhang offenbar Ak, - Az ~ 1 (analog fiir die anderen Komponenten).
Fiir den Impuls erhalten wir daher die Heisenbergsche(n) Unschérfere-
lation(en):

Apy - Ax ~h, Apy - Ay ~h, Ap, - Az~ T .

Der Ortszustand |x) ist der Grenzfall eines Paketzustands |1 ;) mit der
Ortsunschérfe (Breite der Ortsverteilung) Null. Die Breite der zugehori-
gen Impulsverteilung ist unendlich. Analog ist fiir den Impulszustand
|k) die Ortsunschérfe unendlich. Jeder zwischen diesen Extremen lie-
gende (realistische) Fall fiigt sich nahtlos ein.

Betrachten wir zum Abschlufl die Zeitentwicklung eines Paketzu-
stands fiir ein freies Teilchen. Die Energie ist in diesem Fall die kineti-
sche Energie

2 h2
By = £ = g2,
2m 2m
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Fassen wir die Impulszustéinde als stationédre Zustédnde freier Teilchen
auf, so sind die zugehorigen zeitabhéngigen Zusténde

1 th o
k.t)y = |k)exp| —=FExt) = |k)exp| ——k“t ) .
k) = yexp (~5 Bt ) = hexp (3 k%t)
Diese Zuordnung ist konsistent mit der im vorhergehenden Abschnitt
vorgenommenen Interpretation von Interferenzbildern. Betrachten wir
nur Zustdnde mit gleicher kinetischer Energie, so erhalten wir (wie im
Experiment) zeitunabhéngige Figuren.

Paketzustdnde bestehen hingegen aus Impulszustinden mit ver-
schieden Impulsen und daher auch verschiedenen kinetischen Energien.
Die Zeitabhéngigkeit ist fiir sie kein Phasenfaktor. Sie kann aber be-
stimmt werden, indem man den zeitabhéngigen Paketzustand aus |k, t)
aufbaut "

i
s} = [ Wswexp (~5 k)
m
Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl die Norm dieses Zustands
nicht von der Zeit abhéngt

W@l @) = [ @R

Auch die Impulsverteilung |(k[¢(¢))|* &ndert sich im Lauf der Zeit
nicht. Die Ortsverteilung hingt hingegen von der Zeit ab. Um zu sehen,
was passiert, betrachten wir das Produkt von drei gleichen Gaufifunk-
tionen der oben betrachteten Form

Das entsprechende Fourierintegral in (x|1¢f(t)) braucht man nicht zu
berechnen, wenn man beachtet, dafl es aus dem oben angegebenen durch

die Substitution
1 ( ,t) 1 ha
——(1+i=) mit - = —
a T T 2m

SHES

hervorgeht. Damit erhélt man

9 a\ 3/2 0,332
falor = (4)" e (- )
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Mit wachsender Zeit nimmt der Ausdruck wegen des Nenners im Vor-
faktor ab. Zugleich nimmt die Breite der Verteilung wegen des Nenners
im Exponenten zu. Im Lauf der Zeit “zerflieft” daher das Wellenpa-
ket. Da in der dafiir charakteristischen Zeitskala 7 die Konstante a im
Nenner steht, erfolgt dieses “Breitfliefen” umso rascher, je grofler a ist,
je schirfer also die Lokalisierung am Anfang war. Wie die Unschérfe-
relation ist auch dieser Sachverhalt eine Fouriereigenschaft, die sehr
allgemein giiltig ist. Frither oder spéter bricht daher jede Analogie mit
der klassischen Bahn des Teilchens zusammen. In vielen praktisch rele-
vanten Fillen ist jedoch die Zeitkonstante 7 so grof, dafl die Abnahme
der Lokalisierung keine grofe Rolle spielt (vgl. Ubungen).

Die Analogie zum Verhalten eines elektromagnetischen Wellenpa-
kets in einem dispersiven Medium (ED Anhang A6) ist sehr eng. Fiir
die hier betrachteten “Teilchenwellen” fiihrt die Energie dazu, dafl be-
reits fiir ein freies Teilchen (im Vakuum) das Analogon von Dispersi-
onsphédnomenen auftritt.

Man soll aus dieser Analogie keine allzu weitreichenden Schliisse fiir
eine Interpretation der Quantentheorie ziehen. Die Analogie zu einem
Wellenvorgang besteht nur fiir die Ortsdarstellung (x|¢)) eines Teilchen-
zustands ). Derselbe Zustand kann genauso gut durch die Impulsdar-
stellung (k|¢) beschrieben werden, in der man kaum von einem Wellen-
vorgang sprechen wird. Das Wesen der Quantentheorie besteht darin,
daBl ihre Aussagen unabhéngig von der verwendeten Basis sind. Welche
Basisvektoren man verwendet, ist eine Frage der Zweckméfigkeit. Es
muf} lediglich gesichert werden, daf3 die beniitzte Basis eine vollstdndi-
ge Beschreibung des betrachteten Systems liefert. Fiir Zusténde eines
Teilchens ist das sowohl fiir |x) als auch fiir |k) der Fall. Wir werden
daher je nach Bedarf die eine oder andere Basis beniitzen, und zwar
auch fiir ein Teilchen, das nicht frei ist. Natiirlich gibt es beliebig viele
andere Moglichkeiten fiir Einteilchenbasiszusténde.
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Ubungen

1)

Mit Hilfe eines Magnetfeldes von 1 Kilogauf} soll ein p,-Projektor

fiir Protonen mit dem Impuls p, = 43,5 MeV /c konstruiert werden.

a) Welchen Durchmesser Ay miissen die Blenden haben, wenn die
Toleranz 0,1% betragen darf?

b) Vergleiche die Impulsunschérfe Ap,, die infolge der Unschérfe-
relation (Beugung an der Blende) auftritt, mit der angegebenen
Toleranz.

c) Nach welcher Strecke hat sich das entsprechende Wellenpaket in
der y-Richtung auf das Doppelte verbreitert?

Vorgelegt sei ein eindimensionales Wellenpaket

i dp

1 [t
(ahts ) = == [ wessl o = B0

mit einer beliebigen reellen Funktion E(p).

Der “Formfaktor” f(p) sei nur in der Umgebung eines Impulswertes

po wesentlich von Null verschieden (enges Frequenzband).

a) Man spalte das Paket in eine ebene Welle und einen starr be-
wegten Amplitudenfaktor auf.

b) Welche physikalische Bedeutung hat (dF/dp) fiir p = po?

Betrachte den Ausdruck exp(ik - ) in einem Wiirfel mit der Kan-
tenldnge L. Die Exponentialfunktion soll dabei an der Stelle x = 0
denselben Wert haben wir fiir x = L, analog fiir y, z (sog. periodi-
sche Randbedingungen).

Welche Werte fiir k = (kg, ky, k.) sind moglich? Konstruiere mit
diesen Werten ein vollstindiges, orthogonales und normiertes Sy-
stem von Impulszustidnden |k), fiir die (x|k) ~ exp(ik-x) ist. Dabei
sind |z) die Ortszustinde mit [ |z)dz (x| =1, (z|z') = §(x — ).
Vergleiche die erhaltenen Formeln fiir (x|k), (k|k’) und die Fourier-
darstellung von §(x) mit den entsprechenden Formeln im Text.
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4.3 Quantenmechanische Operatoren fiir ein Teilchen

In den vorhergehenden Kapiteln haben wir gesehen, dafi physikalische
Groflen in der Quantentheorie durch Operatoren (d.h. nichtvertausch-
bare Groflen) beschrieben werden. Die zugehorigen Apparate waren
MeBapparate fiir die betreffenden physikalischen Gréflen. Das wichtig-
ste bisher betrachtete Beispiel eines solchen Operators war der Energie-
operator H, der gleichzeitig die zeitliche Entwicklung des betrachteten
Systems bestimmt. Bisher wurde noch keine allgemeine Methode erar-
beitet, mit der man die Matrixelemente physikalischer Operatoren (z.B.
jene von H) berechnen kann. Die Matrixelemente wurden vielmehr stets
in irgendeiner Form “erraten” (etwa durch halbklassische Betrachtun-
gen) oder direkt dem Experiment entnommen. Dieser Mangel soll nun
behoben werden. Dazu versuchen wir, zu Rechenregeln fiir die Operato-
ren zu kommen, aus denen wir lernen kénnen, wie man sie konstruiert.
Wir beschréanken uns zunéchst auf ein Teilchen (das nicht frei sein muf)
und beginnen mit dem Impulsoperator P sowie dem Ortsoperator X.
Zugehorige Apparate sind alle, mit denen man den Impuls bzw. Ort des
Teilchens messen kann.

Die Impulszustidnde |k) eines Teilchens hatten wir so konstruiert,
dafl sie Eigenzustdnde von P sind; der Impuls eines Teilchens im Zu-
stand |k) war mit Sicherheit hk

P|k) = |k)hk .
Die Gleichung gilt dabei komponentenweise
P.\k) = Pylky, ky, k) = |k, ky, k.)Rky = |k)Rk,

(analog fiir die anderen Komponenten). Multiplizieren wir die Glei-
chung von rechts mit (k| und integrieren, so erhalten wir mit der
Vollstandigkeit der Impulszustéande

/|k)d3k:<k| =1
die Impulsdarstellung von P
P = /\k>d3khk:(k\ .

Der Impulsoperator wird daher (wie zu erwarten war) in der Impuls-
darstellung durch eine diagonale “Matrix” mit kontinuierlich unendlich



Quantenmechanische Operatoren fiir ein Teilchen 109

vielen “Matrixelementen” dargestellt. Multiplizieren wir diese Form von
links mit (x|, so erhalten wir

1

(2| P /(w\k>hkd3k<k\ = G

/d3khk: exp(ik - x) (k| =

) ﬁ%v(@/d%ex"(ik'mﬂm = ?V(w)/<w|kz>d3k<k| .

Mit der Vollstandigkeitsrelation der Impulszustéinde wird daraus

(@lP = 1V ()]

Durch Multiplikation mit |x) von links und Integration erhalten wir
mit der Vollstéandigkeit der Orstzustdnde

/|m>d3:r(az| =1

die Ortsdarstellung von P

P = /\w>d3x?V(1’)<w!

Wegen der Ableitung ist P in der Ortsdarstellung nicht diagonal.
Schreibt man die Ableitung als Grenzwert eines Differentialquotienten,
so gibt es Beitridge der Diagonale und der (infinitesimal) benachbarten
Parallele zu ihr.

Die Ortszusténde eines Teilchens hatten wir als Eigenzustdnde des
Operators X konstruiert

X|z) = |z)x .
Mit der gleichen Vorgangsweise wie oben findet man
(| X =x(x|,  (k|X =iV(k)(K|
und

X :/|w>wd3x<x\ :/]k)d3kiV(k)(k\ :

Potenzen von P bzw. X lassen sich mit der gleichen Technik unter-
suchen. So erhalten wir z.B.
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@Mﬂ:@MrP:§V@m:(§>vvw@:—#m@@y

Daraus gewinnt man durch Multiplikation mit |x) von links, Integra-
tion und Verwendung der Vollstindigkeit die Ortsdarstellung von P?
(und damit der kinetischen Energie !). In der Impulsdarstellung ist der
Operator diagonal

p? =/|m>d3x(—h2A(x))<:n| :/|k>d3kh2k2(kl.

Die gleichen Formeln erhilt man natiirlich auch, wenn man eine der
Darstellungen von P quadriert. Mit dem “Herausziehen” ist die Rech-
nung jedoch einfacher. Durch “freche” Verallgemeinerung finden wir fiir
Funktionen von P bzw. X

<@mP)ZF(§

(z|F(X) = F(z)(z] , (KIF(X) = FQGV(k))(k| .

v) @ . (KF(P) = F(ik)(k]

Damit kénnten wir z.B. bereits die Wirkung eines Hamiltonoperators
der Form

1 5o
H= —P X
5 P+ V(X)

untersuchen, der “so aussieht”, wie die entsprechende klassische Hamil-
tonfunktion fiir ein Teilchen in einem Potential. Natiirlich ist er weder
in der Orts-, noch in der Impulsdarstellung diagonal.

Nicht alles funktioniert jedoch so, wie in der klassischen Physik.
Operatoren sollten, wenn sie diesen Namen verdienen, nicht vertausch-
bar sein. Als “Kardinalfall” betrachten wir den Kommutator

XZ‘Pj—PjXZ' = [X,,P]] i,j:1,2,3 .

Ein Apparat dazu wire einer fiir eine Vergleichsmessung, mit der man
den Unterschied erfafit, der auftritt, wenn man in einem Teilchenstrahl
(a) zuerst den Impuls und dann den Ort bzw.

(b) zuerst den Ort und dann den Impuls

mift. Dafl verschiedene Resultate herauskommen kénnen, wenn man in
einen Strahlengang eingebrachte Apparate miteinander vertauscht, ist
alles eher als ungewo6hnlich.

Mit unserer Technik finden wir fiir den Kommutator
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@lixip) = (o - 20

0?0\
_i Zal‘j * z@xj

Multiplikation mit |) von links, Integration und Verwendung der
Vollstéandigkeit gibt die duflerst wichtigen Beziehungen

[X;, Pj] = iho;;1 Heisenbergsche Vertauschungsrelationen .

Der Kommutator von Orts- und Impulskomponenten ist daher pro-
portional dem Einheitsoperator (und daher mit allen Operatoren ver-
tauschbar). Diese Relationen sind die wichtigsten Vertauschungsrelatio-
nen (VR) der ganzen Quantentheorie. Aus ihnen kann man alle VR fiir
beliebige aus X und P aufgebaute Operatoren auf rein algebraischem
Weg berechnen und beherrscht damit alle Rechenregeln fiir Operatoren.

Kommutatoren erfiillen eine Reihe von algebraischen Regeln, die
man verhéltnisméfig leicht aus ihrer Definition ablesen kann. Sind
A, B, C beliebige Operatoren, so ist z.B.

[AB,C] = ABC — CAB = ABC — ACB + ACB — CAB =
— A[B,C] +[A,C)B .

Damit kann man den Kommutator mit einem Produkt auf Kommuta-
toren mit dessen Faktoren reduzieren. Durch wiederholte Anwendung
der Formel kann man den Kommutator beliebiger aus X und P auf-
gebauter Groflen aus Termen zusammensetzen, in denen schlieflich nur
mehr die Heisenbergschen VR auftreten. Im allgemeinen wird dabei
insgesamt ein Operator resultieren.

Die angegebene Regel ist nicht die einzige, die bei solchen Rech-
nungen niitzlich ist. Eine brauchbare Liste bilden die in M 4.7 fiir
Poissonklammern angegebenen Regeln 1—6, die auch fiir Kommuta-
torklammern gelten, wenn man A, B, C' als Operatoren und kq, ko, k, A
als gewohnliche Zahlen versteht. Die Regel 7 ist durch die Heisenberg-
schen VR zu ersetzen, wobei X, als kanonische Koordinaten und Pj als
kanonische Impulse auftreten. Auf die formale Gleichheit der Algebra
fiir Poisson- und Kommutatorklammern war bereits in M 4.7 hinge-
wiesen worden. Die Herleitung der Regeln erscheint fiir Kommutatoren
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einfacher. Bei Produkten ist natiirlich auf die Reihenfolge der Faktoren
zu achten.

Die gefundenen Regeln geben uns bereits die Moglichkeit, fiir ein
Teilchen eine “Vorschrift” fiir den Ubergang von der klassischen zur
Quantentheorie zu versuchen. Das Kochrezept lautet: Man nehme die
klassische Hamiltonfunktion und ersetze in ihr die (Newtonschen) Koor-
dinaten und Impulse durch entsprechende Operatoren, die den Heisen-
bergschen VR geniigen. Damit erhédlt man den quantenmechanischen
Hamiltonoperator. Die Zeitentwicklung der Zustdnde mufl man dann
durch Loésung der zugehorigen Schrodingergleichung (vgl. Abschnitt
3.4) bestimmen. Hangt H nicht explizit von der Zeit ab, so mufl man die
Energiewerte aus der entsprechenden Eigenwertgleichung bestimmen.

Formal funktioniert dieses Kochrezept fiir eine Vielzahl von Einteil-
chenproblemen. Eine Mehrdeutigkeit konnte sich nur dort ergeben, wo
es auf die Reihenfolge von X und P in Produkten ankommt. Das ist
selten genug der Fall. Im Zweifelsfall werden wir das entsprechend sym-
metrisierte Produkt verwenden. Zu untersuchen ist aber, ob man mit
dem Rezept die physikalisch korrekte Beschreibung von Quantensyste-
men erhélt. Dazu mufl man Anwendungen auf atomare Systeme unter-
suchen, z.B. das Wasserstoffatom, bei dem sich ein Elektron im Cou-
lombpotential des Protons bewegt. Solche Anwendungen werden wir
spater untersuchen. Zuerst sollte aber untersucht werden, ob die Theo-
rie {iberhaupt in einen verniinftigen Rahmen pafit. In den folgenden
Ubungsaufgaben werden einige diesbeziigliche Fragen gestellt. Gleich-
zeitig sollen sie praktische Fertigkeit im Umgang mit Kommutatoren
vermitteln.
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Ubungen

Fiir die folgenden Beispiele ist der Hamiltonoperator fiir ein Teilchen

1
H = Hpin+V(X), Hpn = 5—P°
2m

zu betrachten. Bei der Berechnung von Kommutatoren kann man sich
V' als formale Potenzreihe in X vorstellen.

4) Berechne den Kommutator [H, X|.
5) Berechne den Kommutator [H, P].
6) Ein Mittelwert fiir einen Operator A soll durch

(A) = W®OIA[Y®)

definiert sein, wobei |1(t)) die Schrodingergleichung erfiillt. Zeige,
daB fiir (X)), (P) die klassischen Newtonschen Gleichungen gelten.

7) Betrachte den Operator

1
D = (X -P+P X)

a) Wie wirkt er in der Ortsdarstellung (x|D = (?7)(x| ?
b) Berechne seine Kommutatoren mit X, P und H.
c) Beweise damit den quantenmechanischen Virialsatz

2(E|Hyin|E) = (E[(X - V)V(X)|E)
fiir einen beliebigen Eigenzustand |E) von H.
8) Verwende den Virialsatz zur Untersuchung von Potenzpotentialen
V = aR’ R=|X|.

Untersuche positive und negative Werte fiir @ bzw. 3. Fiir welche
Bereiche sind die Eigenwerte F positiv bzw. negativ? In welchen
Bereichen sind die Eigenzustéinde normierbar?
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9) Der Hamiltonoperator soll ein vollstdndiges System von (normier-
ten) Eigenzustidnden |E;) (i = 1,2...) mit voneinander verschiede-
nen Eigenwerten F; haben. Beweise folgende Beziehungen:

a) (Ei|P|Ej) =

=

E; — E;)(Ei| X |Ej)

b) ~ 3 S (B~ E)IEIXIE)P = 1

€) ~ oz OB — By I(E | expliwX) | ) = 1.

Dabei ist X eine Komponente von X. Die Beziehungen b) bzw. ¢)
héngen eng mit der Summenregel von Thomas, Reiche und Kuhn in
der Dispersionstheorie (vgl. ED, Ubung 5.6) zusammen, weswegen
b) auch unter diesen Namen lauft. Bei der Entwicklung der Quanten-
mechanik war es sehr wichtig, den Zusammenhang sicherzustellen.
Zusammenhénge zwischen Kommutatoren und Summenregeln sind
in vielen Bereichen der Quantentheorie wichtig. Es ist gut, wenn
man sich an diesem Beispiel iiberlegt, wie man dazu kommt.
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4.4 Die kanonische Quantelung

Das im vorhergehenden Abschnitt gefundene Kochrezept fiir den Uber-
gang von der klassischen zur Quantentheorie wurde an einigen wenigen
Fragestellungen als verniinftig erkannt. Es wére moglich, dies durch Un-
tersuchung weiterer Anwendungsbeispiele zu untermauern. Das Rezept
funktioniert aber nur fiir ein Teilchen, das sich in einem geschwindig-
keitsunabhéngigen Potential bewegt. Die Quantentheorie sollte auf eine
viel groflere Klasse von physikalischen Systemen anwendbar sein. Wir
miissen daher nach einer allgemeineren Quantelungsregel suchen, in der
unser Kochrezept als Spezialfall enthalten ist. Einen geeigneten Aus-
gangspunkt bildet die Hamiltonsche Fassung der klassischen Mechanik
eines Systems mit f Freiheitsgraden in Termen von kanonischen Koor-
dinaten ¢, und Impulsen p, (o =1,2,... f), vergleiche

M 4.6—4.10. Der entsprechende Zugang zur Quantentheorie wurde von
Dirac 1925 entwickelt. Um ihn zu finden, beachten wir zunéchst, dafl
das im vorhergehenden Abschnitt betrachtete System selbstverstédnd-
lich in den kanonischen Formalismus pafit. Die dynamischen Variablen
sind (¢o) = (21, 22,23), (Pa) = (p1,D2,p3), die Zahl der Freiheitsgrade
ist f = 3. Die Hamiltonfunktion ist

H(q,p) = %ZpiJrV(Q)-

Ein allgemeines klassisches System wird durch Vorgabe einer Hamilton-
funktion mit f Koordinaten und Impulsen

H = H(Qap;t) - H(q17q27'"Qf7p17p2;"'pf7t)

festgelegt. Die dynamischen Variablen kénnen dadurch charakterisiert
werden, dafl ihre Poissonklammern die folgenden Relationen erfiillen
(vgl. z.B. M 4.7):

{QOUQ,B} = {paapﬁ} = 07 {QOupﬁ} - 604,8 .

In Analogie zu unserem Beispiel ersetzen wir die klassischen dynami-
schen Variablen durch Operatoren @), P, und verlangen fiir sie die
(Diracschen) kanonischen Vertauschungsrelationen

[QaaQﬁ] - [POHP,B] - 07 [Qaapﬁ] = Zh&aﬁ .



116 4. Der Formalismus der Quantentheorie

In unserem Beispiel entspricht das den Heisenbergschen VR. Durch Ver-
gleich mit den klassischen Poissonklammer-Beziehungen sieht man, dafl
die kanonischen VR der folgenden Ersetzungsregel entsprechen:

{A,B}y; — %[A, Blowm Kanonische Quantelung .
In den kanonischen VR treten in den Klammern nur die dynamischen
Variablen auf. Mit Hilfe der in M 4.7 angegebenen algebraischen Re-
geln (1)—(6) lassen sich jedoch Poissonklammern fiir beliebige aus g, ps
aufgebaute Funktionen A = A(q,p), B, C auf die fundamentalen Pois-
sonklammern reduzieren bzw. aus diesen solche fiir Funktionen der dy-
namischen Variablen gewinnen. Fiir die Kommutatorklammern gelten
aber dieselben algebraischen Regeln. Man kann daher fiir sie die gleiche
Reduktion bzw. Konstruktion durchfithren und sich so davon iiberzeu-
gen, daf} die kanonische Quantelungsvorschrift fiir beliebige Funktionen
der dynamischen Variablen gilt. Zu jedem Paar A, B von klassischen
Funktionen, deren Poissonklammer bekannt ist, liefert sie automatisch
eine algebraische Regel fiir das zugehorige quantenmechanische Paar
von Operatoren. Die einzige Stelle, an der es bei der Ubersetzung in die
Quantentheorie zu Mehrdeutigkeiten kommen kann, ist die Reihenfolge
nichtvertauschbarer Operatoren in dem quantenmechanischen Opera-
tor A(Q, P), der einer klassischen Observablen A(q, p) zugeordnet wird
(in der es ja auf die Reihenfolge nicht ankommt). Wenn die Mehrdeutig-
keit zu Unklarheiten fiihrt, mufl man im Einzelfall nachpriifen, welche
Reihenfolge zu physikalisch verniinftigen Ergebnissen fiithrt. Meistens
ist das fiir den beziiglich moglicher Reihenfolgen symmetrisierten Aus-

druck der Fall.

Verwendet man als Koordinaten bzw. Impulse in der klassischen
Fassung die Ortskoordinaten @ ;) bzw. die (kinetischen) Impulse p;) =
ma; eines Systems von n Teilchen (i = 1,2,...n, f = 3n), so
erhilt man in der quantenmechanischen Fassung die Verallgemeinerung
der im vorigen Abschnitt untersuchten Theorie auf n Teilchen. Damit
werden aber nur Systeme mit geschwindigkeitsunabhéngigem Poten-
tial V. = V(X (1),... X (n),t) erfaBt. Bei geschwindigkeitsabhéingigen
Kréften sind die in den kanonischen VR auftretenden kanonischen Im-
pulse von den kinetischen Impulsen ma(;) verschieden (und die Ha-
miltonfunktion ist nicht die Summe aus kinetischer Energie + Potenti-
al). Die kanonische Quantelungsvorschrift erfafit auch diesen Fall, wenn
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man die klassischen Ausdriicke im Sinn des Hamiltonformalismus auf-

faBt (d.h. alle Geschwindigkeiten ¢, miissen zugunsten von p,, eliminiert
sein, vgl. M 4.6).

Durch die Fassung in Termen von generalisierten Koordinaten und
Impulsen erlaubt der kanonische Formalismus aber auch die Formu-
lierung einer Quantentheorie fiir Systeme, deren dynamische Variable
nichts mit Koordinaten oder Impulsen von “Teilchen” im naiven Sinn
des Wortes zu tun haben. Was beim Ubergang von der klassischen zur
Quantentheorie gequantelt wird, sind die Variablen, die fiir eine kon-
krete physikalische Problemstellung zu den relevanten Freiheitsgraden
gehoren. Bei schwingungsfahigen Systemen sind das z.B. Auslenkungen
der Bestandteile aus ihrer Ruhelage oder daraus konstruierte Koordi-
naten und Impulse fiir Normalschwingungen (sog. Moden), bei starrer
Rotation kann es sich um Winkelvariable handeln usw. Der kanonische
Formalismus garantiert, dafl man nur relevante Freiheitsgrade quan-
tentheoretisch untersucht. Dazu mufl man sich aber zuerst iiberlegen,
welche Freiheitsgrade fiir das betrachtete System relevant sind und wie
die klassische Theorie im Rahmen des kanonischen Formalismus aus-
sieht.

Die Formulierung der Dynamik im Rahmen der Quantentheorie ge-
schieht (wie fiir ein Teilchen) mit Hilfe der Schrodingergleichung von
Kap. 3. Formal sieht sie anders aus als in der klassischen Theorie. Ei-
ne Alternative, in der die Analogie enger ist, werden wir im néchsten
Abschnitt untersuchen.

Wie fiir ein Teilchen kann man Eigenzusténde aller Koordinaten @),
oder solche aller Impulse P, beniitzen

|q> = |Q17q27’ . Qf> bzw. |p> = |p17p2> .- pf>

aber es gibt wegen der kanonischen VR keine simultanen Eigenzustidnde
von kanonisch konjugierten Paaren (Q,, P,). Die Zustédnde |q) bzw. |p)
sind mogliche Basiszustdande, mit denen man z.B. Eigenschaften von
Operatoren untersuchen kann. Fiir die Losung der Schrédingergleichung
fiir ein konkretes System konnen sie als Ausgangsbasis verwendet wer-
den. Um eine Vorstellung zu erhalten, wie das zu 16sende Problem be-
schaffen ist, betrachten wir als einfachsten méglichen Fall n Teilchen
mit geschwindigkeitsunabhéngiger Wechselwirkung

H = Hyn(P)+V(Q) .
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In der Ortsbasis erhalten wir
h o
(q|H[¥ (1)) = (Hkm (;8—(1) + V(q)> (ql¥(t)) .

Die Schrédingergleichung ist dann eine partielle Differentialgleichung
in f + 1 Variablen (f Koordinaten g, und die Zeit). Fiir ein Teilchen
in drei Dimensionen ist das die Form, in der sie Schrodinger gefunden
hat. Wenn man unbedingt von einem Wellenvorgang reden mochte, so
mufl man damit leben, dafl es ein solcher in f Dimensionen ist. Die
Bestimmung der Energieeigenwerte im stationdren Fall lduft auf die
Losung des Eigenwertproblems fiir eine partielle Differentialgleichung
in f Dimensionen hinaus. Arbeitet man mit der Impulsdarstellung, so
ist zwar der kinetische Term diagonal, nicht aber der Potentialterm

(p|H[¥(t)) = Hyin(p)(p|¥ (1)) + (pIV(Q)¥(2)) -

Durch Einsetzen der 1 in der Impuls- und Ortsdarstellung erhélt man

(plH|¥(t)) = Hiin(p)(pI¥ (1)) +/K(p,p’)dfp<p’lw(t)>

K(p,p') = /(p|q>V(Q)<q|p’>dfq

und die Schrodingergleichung hat beziiglich der Impulsvariablen den
Charakter einer Integralgleichung in f Dimensionen. In der einen oder
anderen Form ist die Losung fiir ein konkretes Problem nur moglich,
wenn H geniigend einfach ist. In allen anderen Fillen hat man mit |q)
bzw. |p) eine unzweckméfige Basis gewéhlt. Es ist daher vorzuziehen,
so lang als moglich rein algebraisch (d.h. mit Operatoren und ihren
algebraischen Eigenschaften) zu rechnen und erst dann eine Basis zu
beniitzen, wenn man sehen kann, in welcher Basis das Problem beson-
ders einfach wird. In dieser werden in der Regel weder alle ), noch
alle P, diagonal sein. Diese Vorgangsweise wird daher in den folgenden
Kapiteln bevorzugt.

Die physikalische Interpretation der Theorie ist im Wesentlichen
durch die allgemeine Bedeutung bestimmt, die quantenmechanische
Matrixelemente als Wahrscheinlichkeitsamplituden haben (vgl. Kap. 2).
Wir untersuchen zunéchst, was sie in dem hier betrachteten Zusammen-
hang fiir einen Operator A(Q, P) bedeutet, der aus einer klassischen
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Observablen A(q,p) durch die quantenmechanische Ersetzung hervor-
geht. Beispiele dafiir gibt es viele: die kinetische, potentielle oder ge-
samte Energie eines Systems oder seiner Teile, ein entsprechender Im-
puls oder Drehimpuls, elektrische oder magnetische Momente usw. Im
Sinn unserer Veranschaulichung von Kap. 2 kénnen wir uns einen zu-
gehorigen Apparat A als einen Meflapparat vorstellen, mit dem man
die betreffende physikalische Grofie messen kann (wobei wir uns nicht
darum kiimmern sollen, ob und wie er gebaut werden kann).

Welche quantenmechanischen Resultate entsprechen den Meflwer-
ten, die man bei einer Messung einer physikalischen Observablen A
erhalten kann? Mef3werte miissen reelle Zahlen sein. Soll bei einer Mes-
sung ein bestimmter Zahlwert resultieren, so mufl es erlaubt sein zu
sagen, daf3 die betreffende Observable in der vorliegenden Situation
(d.h. in dem vorliegenden Zustand) den gemessenen Wert hat. Von ei-
nem Operator kann man nur dann behaupten, daf er in einem Zustand
einen Zahlwert annimmt, wenn dieser Zustand ein Eigenzustand ist.
Dem MeBwert entspricht dann der zugehorige Eigenwert. Diese (um-
kehrbar eindeutige) Zuordnung der Eigenwerte von A zu den moglichen
MeBwerten der durch A beschriebenen physikalischen Grofe ist die ein-
zige logische Moglichkeit, die man hat, wenn man sich dazu entschlos-
sen hat, physikalische Groéflen durch Operatoren zu beschreiben. Sie
entspricht der Vorstellung des Meflapparats als Analysator nach mogli-
chen Mefiwerten. Dafl physikalische Observable durch selbstadjungierte
Operatoren A = A" beschrieben werden miissen, ist nun evident. Nur
fiir solche Operatoren sind die Eigenwerte reell, wie das fiir Mef3werte
der Fall sein mu#.

In Formeln lautet die Eigenwertgleichung fiir A
A|az) = |ai>ai .

Die Eigenzustinde |a;) miissen eine vollstiandige Basis bilden, wenn A
als Analysator wirken soll:

> laiai] = 1.

7

Enthélt das Eigenwertspektrum kontinuierliche Anteile, so ist die Sum-

me im Sinn von
> lasasl + [ lajdatal
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gemeint, wobei das Integral iiber den kontinuierlichen Anteil zu er-
strecken ist. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal man bei der Messung
von A in einem beliebigen (normierten) Zustand |¢) den Wert a; fin-
det, ist nach unseren Regeln das Quadrat der Projektionsamplitude von
1) auf [a;)

W(ai, ) = [{ail)?

Das ist mit der Zuordnung von Meflwerten zu Eigenwerten konsistent:
Ist [¢) der Zustand |a;) selbst, so hat A mit Sicherheit den Wert a;, die
Wahrscheinlichkeit ist 1. Nur in diesem Fall ist die physikalische Grofie
“scharf”, d.h. jede Messung liefert mit Sicherheit denselben Wert.

Die Amplitude (1)|AJt)) selbst ist als Folge von A = AT reell. Sie
heifit Erwartungswert oder Mittelwert von A im Zustand [¢). Die Be-
zeichnung “Mittelwert” wird versténdlich, wenn wir die Eigenzustidnde
einschieben

(WlA[) = (W] Alas)(aile) = Zm ailv)|?

1

Der Erwartungswert ist also ein gewogener Mittelwert aller moglichen
MeBwerte. Als Gewichtsfunktion tritt die Wahrscheinlichkeit auf, mit
der man den betreffenden MeBwert im Zustand |¢) findet. Das ent-
spricht dem Mittelwertsbegriff in der Statistik. Diese Wahrscheinlich-
keit kann als Mittelwert des Projektors auf |1))

Py = ) (Y]

im Eigenzustand verstanden werden
(@il Pylas) = (aile) (¢lai) = [{aslv)|”

Fine andere Fragestellung, bei der die Wahrscheinlichkeitsinterpre-
tation zum Tragen kommt, betrifft die Anderung von Zustéinden im
Lauf der Zeit. Wir betrachten ein System, das zu einer Anfangszeit
to im Zustand |¥) = |¥(tp)) sein soll und fragen nach der Wahr-
scheinlichkeit W (®,¥;t,ty) dafiir, es zur Zeit ¢t > ¢y im Zustand |P)
anzutreffen, wobei zwischen ¢ und ty eine zeitabhingige Storung auf
das System wirkt (die in tp ein- und in t ausgeschaltet wird). Nach
unseren allgemeinen Regeln ist

W(P,¥;t,to) = (DIP())* = [P|U(t to)|¥)]*
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Der zu U gehorige “Apparat” ist dabei das ganze (sich selbst {iberlas-
sene) System (einschliefllich des “Schaltmechanismus” fiir das Ein- und
Ausschalten der Storung). Vorauszusetzen ist dabei, dal die Zusténde
|¥),|®) Elemente eines vollstandigen, normierten Orthogonalsystems
sind. Ein Beispiel ist die auf S.87 betrachtete Ubergangswahrschein-
lichkeit. In diesem Beispiel kann man sich die Storung abrupt ein- und
ausgeschaltet denken. Es gibt aber auch Problemstellungen, bei denen
der “Schaltmechanismus” eine Rolle spielt. Zu beachten ist z.B., dafl
durch ihn das Problem auch dann zeitabhéngig werden kann, wenn die
Storung selbst zeitunabhéingig ist.

In vielen praktisch relevanten Féllen sind die Anfangszustdnde Ei-
genzustdnde der Energie des ungestorten Systems

) =|E,), HYI|E,) =|E,)E,

und man interessiert sich dafiir, mit welcher Wahrscheinlichkeit das
System unter Einflufl der Stérung zur Zeit ¢ in einem anderen Eigenzu-
stand |¢) = |E}) von H® iibergegangen ist. Die Formel dafiir ist

Wha(t, to) = [{Bb|U (t, t0)| Ba)|* = (Ea|UT| Eb) (Eb|U|Ea) -

Ist das Energiespektrum von H(©) diskret, so gibt es (bei normierten
Eigenzustédnden) keine Probleme. Bei kontinuierlichem Spektrum berei-
tet die Normierung Schwierigkeiten. Eine korrekte Normierung erhilt
man mit Hilfe der 6-Funktion

1
(Eq|Eb) p(Eb)é(Ea Ey) .
Die Grofle p heifit Termdichte und ist ein Maf fiir das Gewicht, mit
dem ein Eigenwert zum Kontinuum beitragt. Es ist konsequent, dafiir
die Zahl der Zusténde pro Einheitsintervall der Energie zu wéhlen. Er-
setzt man den Projektor auf einen einzelnen Eigenzustand |Ejp)(E|
durch den entsprechenden Projektor auf ein (differentielles) Energie-
intervall |Ey)p(Ep)dEp(Ep| und integriert iiber ein endliches Intervall
A des Energiespektrums um Ejp, so erhilt man die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dafl das System unter Einflufl der Storung zur Zeit ¢ in Eigen-
zustinde von H iibergegangen ist, deren Energie im Intervall A liegt:

WA,a(t,tO):/AWba(t,tO)p(Eb)dEb:/A|<Eb|UyEa>y2p(Eb)dEb.
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Ubungen

10)

11)

Beweise mit Hilfe der Schrédingergleichung, dafl die Mittelwerte
(Qa) = (¥(1)|Qal¥ (1)), (Pa)

die klassischen Hamiltonschen Gleichungen erfiillen.

Betrachte Operatoren A(Q, P), B(Q, P), die von allen kanoni-
schen Variablen abhéngen. Dabei kann man sich vorstellen, dafl
die Operatoren so geordnet sind, daf alle @), links von allen P,
stehen. Die Zusténde

la) == |q1,q2,- .- qf)

sollen ein vollstéindiges System bilden

/\Q>de<QI =1 dlqg=dqdg...dgy
und Eigenzusténde aller @, sein

Qale) = l0)aa  (glA(Q, P) = (q|A(q1, P) .

Analog fiir Impulszustéinde

Palp) = [P)pa »  A(Q, P)|p) = A(Q,p1)|p) .

Zu untersuchen sind Matrixelemente

(gl Alp)
in einer gemischten Darstellung
AZ/\q>de<q!A!p>dfp<p\ :

Entwickle A(q1, P) bzw. A(Q, pl) in der Umgebung der Diagonale
und berechne das Matrixelement

(q|[4, Bllp)

in niedrigster nichttrivialer Ordnung.
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12) Gegeben seien zwei selbstadjungierte Operatoren A, B mit dem
Kommutator

C = %[A, B].
Ein Schwankungsquadrat soll durch
(A4 = ((A-(4))%) mit (4) = (y|Aly)

definiert sein (analog fiir B). Beweise die Beziehung
(AAAB)? > ~((C))?

und diskutiere ihre physikalische Bedeutung.

1=
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4.5 Andere Fassungen der Quantendynamik

Bisher haben wir die Dynamik in Termen eines zeitabhéngigen Zu-
standsvektors beschrieben, der aus der Schrédingergleichung

_d
ih= (1) = H(Q, P.O)(t)

in Termen eines Anfangszustands |[¥(tp)) zu bestimmen ist. Die Ope-
ratoren @), P, sind dabei als zeitunabhéngig aufzufassen. Die zeitliche
Entwicklung einer durch die physikalische Grofle A(Q, P) beeinfluiten
Situation (zu A gehoriger “Apparat im Strahl”) ist

') = A(Q,P)|¥(t))

und wird somit erhalten, indem man denselben Operator auf einen
im Lauf der Zeit veridnderlichen Zustandsvektor anwendet, der die
Schrodingergleichung erfiillt. Die Variable ¢ in H bezieht sich dabei nur
auf eine explizite Zeitabhéngigkeit. Durch Vergleich mit der klassischen
Dynamik wird nun auch klar, was mit explizit gemeint ist. Analog zu
H kann man natiirlich auch andere explizit zeitabhéngige Operatoren
betrachten (z.B. tP, oder @, sinwt etc.).

Insgesamt heifit diese Beschreibung der Dynamik das Schrodin-
gerbild und stellt nicht die einzige Moglichkeit zur Erfassung der zeitli-
chen Entwicklung eines Quantensystems dar. Andere Bilder erhilt man
durch zeitabhéingige Transformationen der Zustédnde und Operatoren.
Wir gehen dazu vom Schrédingerbild aus und bezeichnen die Zusténde
bzw. Operatoren mit einem Index ,:

W (1) = |¥s(t), Qo = Qs.ar Pa = Psa, AQs, Ps,t) = As(Q, Pyt

d d d 0

N sa:_Psa: 5 _As:_As‘
dtQ’ dt 7 0 dt ot

Die in 3.4 betrachtete Zeitentwicklung kénnen wir als unitére Transfor-
mation auffassen, durch die |¥s(t)) aus einem anderen Zustand hervor-
geht:

s(t)) = Ultto)[n) W) = [@s(to)) -
Im Gegensatz zu |Us(t)) ist |¥,) zeitunabhéngig

d
— ¥y = 0.
dt| h)
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Definieren wir nun neue Operatoren (Q, P) durch

Qnat) = Ul(t,t0)Qs.aU(t to) (analog fiir P),

so sind diese Groflen offensichtlich zeitabhéngig. Mit Hilfe der Schrédin-
gergleichung fiir U aus 3.4 findet man fiir sie eine Bewegungsgleichung

d AUt dU
el - = T = =
dt@h,a(t) dt Qs,aU+ U Qs,a dt
1 1
= _-_UTHSQS aU + _UTQS aHsU
ih ’ ih ’
%(—UTHSUUTQS,QU +UTQ, UUTH,U)
1
= — (), Hy(t
= [Qn.a(t), Hn(1)]

wobei

Hy(t) = U'H,U

ist. Die Gleichung fiir Py o(t) bzw. fiir aus (@, P) zusammengesetzte
Operatoren erhilt man auf die gleiche Weise. Insgesamt erhalten wir
als Bewegungsgleichungen

m%Qh,au) = [Qn.a(t), Ha(1)]

. d
ih—Pha(t) = [Pha(t), Ha(t)]
d 04, 1
%Ah = W + %[AhaHh]

(Heisenbergsche Bewegungsgleichungen). Schreibt man die klassischen
kanonischen Bewegungsgleichungen mit Poissonklammern (vgl. M 4.7),
so erhélt man aus ihnen mit der kanonischen Quantelungsvorschrift die
Heisenbergschen Bewegungsgleichungen. Im Gegensatz zur klassischen
Physik miissen aber in der Quantentheorie Operatorlosungen der Glei-
chungen gesucht werden. Auflerdem mufl man beachten, daf3 die physi-
kalisch relevanten Gréflen in der Quantentheorie nicht die kanonischen
Koordinaten- und Impulsoperatoren sind, sondern Eigenwerte (z.B. der
Energie) bzw. Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Insgesamt heifit diese Beschreibung der Dynamik das Heisenberg-
bild. Die zeitliche Entwicklung einer durch eine physikalische Grofle
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A(Q, P) beeinflufiten Situation erhilt man, indem man den zeitabhéngi-
gen Operator Ap(Qnr(t), Pr(t)) (der die Bewegungsgleichungen 16st) auf
einen festen Zustandsvektor anwendet. Er entspricht dem Schrédinger-
zustand zur Anfangszeit tg, in der die ganze zeitliche Entwicklung be-
ginnt.

Mit Hilfe der angegebenen Transformationsformeln ist leicht nach-
zurechnen, dafl die kanonischen VR in beiden Bildern dieselben sind

[Qh,a(t)aph,ﬁ(t)] = [Qs,omps,/@] = ihéaﬁ]‘

und dafl Erwartungswerte nicht vom verwendeten Bild abhingen

(Un|An|@n) = (Fs(t)|As|s(2)) -

Aufler diesen beiden Extremfillen gibt es eine Fiille von weiteren
Moglichkeiten zur Beschreibung der Dynamik, die man erhilt, indem
man die Zeitabhingigkeit auf Zustdnde und Operatoren aufteilt. Die
folgende Uberlegung zeigt, wie man vorgehen kann. Wir gehen dazu
vom Schrodingerbild aus. Wir zerlegen den Hamiltonoperator in zwei
Teile

H, = HO + HV

und setzen die Zeitentwicklung als Produkt an
U = Uyl .

Dabei verlangen wir, daf Uy die dynamische Gleichung mit H© list
und der Anfangsbedingung geniigt

d
ih—-Uy = HOU, , Uglty,to) = 1.

Wir fassen die durch Uy bestimmte Zeitentwicklung als Ubergang zu
einem anderen Bild (Index ,,) auf

Vs () = Uo|Wu(t))
Qu,a(t) = UJQS,QUO (analog fiir P) .

In diesem Bild sind evidenterweise sowohl die Zusténde, als auch die
Operatoren zeitabhingig. Die Schrédingergleichung fiir

@ (1)) = Ug|s(¢)



Andere Fassungen der Quantendynamik 127

erhilt man durch Differenzieren und Einsetzen der dynamischen Glei-
chung fiir Ug. Das Resultat ist

L d 1
ih— W (1)) = H) (D) P(1))

Fiir die Operatoren erhélt man

L d . (0)
2 Qualt) = [Qu.alt), HY

(analog fiir P, entsprechend fiir andere Operatoren). In Termen des
Heisenbergbildes ist

‘Q}w(t)> = U1|Wh>7 Qw,a = UlQh’aUlT etc.

Der Name fiir diese Beschreibung ist Wechselwirkungsbild. Er
kommt daher, dafl man dieses Bild héufig zur Untersuchung von (im
Schrodingerbild) zeitabhéngigen Storungen (Wechselwirkungen) ver-

wendet, bei denen ¥ (ungestortes Problem) zeitunabhéingig ist. In
diesem Fall ist

H® = HO | Uy = exp (—%(t—tO)HS)))

und man versucht, die Schrodingergleichung fiir |¥,,(t)) ndherungsweise
zu losen (zeitabhéngige Stérungstheorie). Allgemein kann man jedoch
auch andere Aufspaltungen von H in zwei Terme betrachten, zu je-
der gibt es ein eigenes Wechselwirkungsbild. Unter Umsténden kann
es zweckmiiBig sein, einen Teil der expliziten Zeitabhiingigkeit in H(©)
aufzunehmen. Natiirlich ist das nur sinnvoll, wenn man U, berechnen
kann.

Fiir die kanonischen Koordinaten- bzw. Impulsoperatoren (zu
gleichen Zeiten) gelten dieselben VR wie im Schrodinger- und Heisen-
bergbild. Erwartungswerte sind, wie schon oben bemerkt, unabhingig
vom verwendeten Bild, daher ist

(s (1) As|Ws (1)) = (W (1) [ Aw [P (1)) -
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4.6 Erginzung: Exponentielle Operatoren

Bei vielen Problemen der Quantentheorie treten Operatoren in Expo-
nentialform exp A auf. Die Exponentialfunktion ist dabei rein formal
als Abkiirzung fiir ihre Reihenentwicklung

1 =1
expA = 1+A+§A2+~- = ZEA”
! < n

gemeint. Beispiele dafiir sind vereinzelt bereits in Kap. 2 und 3 vorge-
kommen (Ubungsbeispiele 2.15, 2.25, 3.4). In vielen praktisch relevanten
Problemen kann der Operator der Zeitentwicklung in Exponentialform
geschrieben werden (vgl. Abschnitte 3.4 und 4.6). Weitere Anwendun-
gen werden wir im folgenden Abschnitt untersuchen. Fiir alle damit
zusammenhédngenden Probleme ist es niitzlich, iiber einige technische
Fertigkeiten im Umgang mit solchen Operatoren zu verfiigen. Die fol-
genden Ubungsbeispiele sollen sie vermitteln. Dabei bedeuten A, B, . ..
(lineare) Operatoren und A, py,... (i.a. komplexe) Zahlen, von denen
die Operatoren nicht abhéngen sollen. AuBerdem bedeutet ,,[A, B] den
n-fachen Kommutator

WA Bl = [A[A,....[A,B]..]

(n Klammern, in denen n mal A und einmal B vorkommt). Eine rekur-
sive Definition ist

o[A,B] = B, 4[A,B] = [A, n—1)[4, B n=12,...
Das gibt
1[A,B] = [A,B], [A,B] = [A,[A,B]] usw.

Fiir die Losung der Ubungsaufgaben ist es niitzlich, Ableitungen nach
den Parametern (bzw. entsprechende Differentialgleichungen) zu unter-
suchen.
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Ubungen

13)

14)

15)

16)

Berechne den n-ten Term B,, in der Entwicklung

exp(AA) - B -exp(—A\A) = Z \"B,, .
n=0

Berechne die n-ten Terme C,,, D,, in

[B,exp(—AA)] = exp(=AA4) Y “A"Cp = () A"Dy) exp(—AA) .

n

Finde eine Reihenentwicklung fiir den Exponenten @) in

exp(AA) - exp(uB) - exp(—AA) = exp(pQ) .
Dabei sollen A und p voneinander unabhéngig sein.

Fiir vertauschbare Operatoren A, B, [A, B] = 0 (und nur fiir sol-
che) ist

exp(A+B) = expA-expB = expB-expA .
Betrachte stattdessen Operatoren mit
[A, B] # 0, 2[4, B] = 2[B,A] =0
und berechne C', D in den Darstellungen
exp(A+B) = expA-expB-expC = expB-expA-expD

(Formel(n) von Baker-Hausdorff).

Es gibt viele Verallgemeinerungen dieser Formeln, die Faktorzer-
legungen von exponentiellen Operatoren liefern. Fiir Anwendun-
gen in der Physik sind sie nur dann niitzlich, wenn die Faktoren
(bzw. deren Exponenten) brauchbare algebraische Eigenschaften
haben. Fiir eine Zerlegung von exp(A + B + C) vgl. H. Mitter,
K. Yamazaki, Lett. Math. Phys. 8, 321 (1984).
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17)

18)

19)
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Beweise die Formeln von Kubo
A
(A exp(~AB)] = exp(~AB) [ duexp(uB) (B, A exp(~uB)
0

= —/0 dpexp(—uB)[B, Al exp(uB) exp(—AB) .

Betrachte ein stationdres quantenmechanisches Problem (H zeit-
unabhéngig). Verwende die Kuboformel und finde damit eine Dar-
stellung eines Heisenbergoperators Ap(t) in Termen von
Ap(0) = As (die Darstellung enthélt ein Zeitintegral).

Betrachte als Spezialfall

H = %;Pﬁﬁ—V(Q), Ah(t) = Qh,a(t)'

Material zum Nachdenken. In vielen physikalischen Problemen
geht es um Operatoren, fiir welche die in Aufgabe 16 verlangten
Voraussetzungen o[A, B] = 3[B, A] = 0 erfiillt sind. Diese bedeu-
ten offenbar, daf§ [A, B] = a1 ist (mit einer komplexen Zahl «).
Beispiele fiir solche Operatorpaare sind @, P, bzw. Kombinatio-
nen davon. Eine Untersuchung von exp(AAB) gelingt mit Hilfe
einer durch .
exp(u(4; B)) = %A”B”

definierten geordneten Exponentialfunktion, die auf J. Schwinger
zuriickgeht. Fiir diese lassen sich folgende Formeln beweisen:

exp(u(A; B)) = exp (—éAB In(1 — ,ua))
exp(AAB) = exp (—é(exp(—)\a) —1)(4; B)) :

Die letze Formel 148t sich auf exp(AAB™) verallgemeinern. Mit
dieser Technik ist es moglich, geordnete Zerlegungen von Bildun-
gen wie z.B. exp(A(A + B)?) oder exp(A\(A2 & B?)) zu erhalten.
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4.7 Transformationen, Symmetrien und Erhaltungsgréflien

Fiir jeden mathematischen Formalismus zur Beschreibung physikali-
scher Sachverhalte ist die Frage interessant, ob es Anderungen der ma-
thematischen Beschreibung gibt, von denen die beschriebenen Sach-
verhalte nicht betroffen werden. Hat man gelernt, die entsprechenden
mathematischen Transformationen klar zu erfassen, so kann man dar-
aus groflen Nutzen ziehen. Man wird dann in einer konkreten Situation
Transformationen durchfiihren, durch die sich die mathematische Be-
schreibung so vereinfacht, dafl das entsprechende physikalische Problem
gelost werden kann. In der klassischen Dynamik sind diese Transforma-
tionen die kanonischen Transformationen (vgl. M 4.8). Sie sind dadurch
charakterisiert, daf3 die Bewegungsgleichungen ihre Form behalten. Die
fundamentalen Poissonklammern {q,,pg} &ndern sich bei kanonischen
Transformationen nicht. Das quantenmechanische Gegenstiick dazu ist
leicht zu finden, wenn man sich klar macht, daf3 die physikalischen Aus-
sagen in den Wahrscheinlichkeiten bzw. Erwartungswerten enthalten
sind. Diese sind so konstruiert worden, dafl sie bei unitdren Transfor-
mationen

)y — [y = Uy, A— A = UAU!

ungeéndert bleiben. Die kanonischen VR &ndern sich bei unitéiren
Transformationen ebenfalls nicht. Den kanonischen Transformationen
der klassischen Theorie entsprechen also unitire Transformationen der
Quantentheorie. Wie in der klassischen Physik dndert sich dabei im all-
gemeinen der Hamiltonoperator H' # H. Das gibt die Moglichkeit, die
Losung eines Problems durch eine Transformation zu vereinfachen.

Eine besonders wichtige Klasse von Transformationen bilden sol-
che, bei denen sich H nicht dndert. Sie heiflen Symmetrietransforma-
tionen und héngen eng mit Bewegungskonstanten (Erhaltungstréfien)
zusammen. Wir untersuchen zunéchst, in welchem Sinn man einen Ope-
rator F' in der Quantentheorie eine Erhaltungsgréfie nennen kann (wo-
bei wir explizit zeitabhéngige Grofien von vornherein ausschliefien).

Im Sinn von “Bewegungskonstanz bedeutet Zeitableitung = 0”
kann sich diese Aussage nur auf das Heisenbergbild bezichen (im
Schrédingerbild sind alle Operatoren zeitunabhéingig). Aus der Bewe-
gungsgleichung folgt dann

d 1

) ih[ n, Hp| =0, also [Fj, Hy] =0
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Daraus folgt aber auch, dafl F' im Schrédingerbild mit H vertauschbar
ist
[Fs,Hs] = 0.

Als Folge der Schrodingergleichung éndert sich der Erwartungswert

nicht
d

dt
Dem FErhaltungssatz fiir eine klassische Grofle F' entspricht also im
Schrédingerbild die Zeitkonstanz des Mittelwerts des zugehorigen quan-
tenmechanischen Operators. Dafl F' mit H kommutiert, hat zur Folge,
dafl F' und H simultan diagonalisiert werden koénnen, d.h. es gibt ein
vollstdndiges System von Basisvektoren, die zugleich Eigenvektoren von
F sind. Wir zeigen das unter der Annahme, dafl die Eigenwerte E,, von
H alle voneinander verschieden sind (zu jedem Eigenwert gibt es dann
nur einen Eigenzustand). Ist F,, ein Eigenwert von H

(W ()| E() = 0.

H|En> = |En>En7

so ist der Zustand
|pn> = A|En>

ebenfalls ein Eigenzustand von H mit demselben Eigenwert:
Hlp,) = HA|E,) = AH|Ey) = |pn) Ex,

Voraussetzungsgemif gibt es aber nur einen solchen Eigenzustand. Die
Zustiande |E,) und |p,) miissen daher bis auf einen Zahlfaktor gleich
sein:

on) = AlEn) = [En)an .

Der Zustand |E,) ist daher auch Eigenzustand von A. Ist das Eigen-
wertspektrum von H entartet, so ist der Beweis komplizierter, es gibt
aber auch in diesem Fall ein vollstdndiges System von simultanen Ei-
genzustianden.

Fiir die Physik ist es aulerordentlich wichtig, fiir ein gegebenes
Problem moglichst viele mit H vertauschbaren Operatoren zu finden,
weil man damit auch viele Erhaltungsgroflen gefunden hat. Die ent-
sprechende Basis bietet sich fiir die Losung des Problems als besonders
glinstig an, weil in ihr physikalisch wichtige Operatoren diagonal sind.
Durch Angabe der Eigenwerte der mit H vertauschbaren Operatoren
sollte der Zustand des betrachteten Systems weitgehend festgelegt sein
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(wir werden spater Beispiele angeben, in denen auf diese Weise sogar
eine rein algebraische Losung gelingt). Wenn es mehr als einen solchen
mit H vertauschbaren Operator gibt (was oft der Fall ist), mufl man
jedoch vorsichtig sein. Um zu sehen, worauf es ankommt, nehmen wir
an, dal wir zwei solche Operatoren A, B bereits gefunden haben:

[H/Al =0, [H,B] =0.
Mit Hilfe der Jacobi-Identitat
[A,[B,C] + [B,[C,A]] + [C,[A,B]] = 0

148t sich dann leicht zeigen, dafl der Kommutator [A, B] ebenfalls mit
H vertauschbar (und damit erhalten) ist:

[H,[A,B]] = 0

(das ist das quantenmechanische Gegenstiick zum Satz von Poisson, vgl.
M 4.7). Es folgt aber i.a. nicht, dafl der Kommutator [A4, B] verschwin-
det. Ist er aber von Null verschieden, so kann man kein gemeinsames
System von Eigenvektoren fiir A und B finden. Man kann dann lediglich
H und A oder H und B simultan diagonalisieren. Um die “beste aller
moglichen” Basen zu erhalten, mufl man daher einen Satz von Opera-
toren finden, die mit H und miteinander vertauschbar sind und deren
Eigenwerte finden. Man hat bei der Suche “nichts vergessen”, wenn das
entsprechende System von Basiszustdnden vollsténdig ist.

Nun wollen wir den Zusammenhang zwischen Symmetrietransfor-
mationen und Erhaltungssétzen herstellen. Die Untersuchung ist analog
zu der entsprechenden in der klassischen Theorie, vgl. M 4.9. Wir be-
trachten als Beispiel Symmetrietransformationen, die stetig von einem
Parameter A\ abhéngen, also eine einparametrige Liegruppe bilden und
bezeichnen den unitéren Operator, der die Transformation bewirkt, mit
U(A). Parametrisieren wir so, da A = 0 der identischen Transformation
entspricht U(0) = 1, so lautet ein geeigneter Ansatz

U(\) = exp(iAF) mit F = FT.

Fir kleine A konnen wir entwickeln

)\2
U\ = 1+MF—7F2+---
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und sehen, dafl F' die infinitesimale Transformation erzeugt. Fiir die
gednderten Zustdnde bzw. Operatoren erhalten wir

W) = [p(N) = [(0)) +iAF|1h(0)) + -

)\2
Bei einer Symmetrietransformation soll sich voraussetzungsgemafl H
nicht &ndern H(\) = H(0), und zwar fiir beliebiges \. Setzen wir A =

H, so sehen wir aus der Entwicklung, dafl das nur der Fall ist, wenn
[F,H] =0

ist. Es gibt daher einen selbstadjungierten Operator F', der mit H ver-
tauschbar und daher eine Erhaltungsgréfie ist. Die Umkehrung kann ge-
nauso gezeigt werden. Liegt ein mit H vertauschbarer Operator F vor,
so ist die zugehorige Symmetrietransformation U()) als exponentieller
Operator konstruierbar. Durch Vergleich mit der analogen klassischen
Betrachtung (vgl. M 4.9) sieht man, dal AF' das quantentheoretische
Gegenstiick zum klassischen Generator G ist. Auflerdem kann man sich
davon iiberzeugen, dafl die durch H selbst erzeugte Zeitentwicklung in
den Rahmen pafit.

Durch den engen Zusammenhang, der zwischen der Struktur von
Liegruppen und ihren Generatoren besteht, ergibt sich auch eine enge
Verbindung von Gruppentheorie und Quantenmechanik. Wir werden
darauf an geeigneter Stelle zuriickkommen. Es mufl jedoch darauf hin-
gewiesen werden, dafl der Zusammenhang zwischen Symmetrien des
Hamiltonoperators und Erhaltungsgrofien auch dann besteht, wenn die
Symmetriegruppe keine kontinuierliche Gruppe ist.

Als Beispiel dafiir betrachten wir die Raumspiegelung. Damit
ist eine Transformation gemeint, bei der das Vorzeichen aller Koordina-
ten umgekehrt (und damit “rechts” und “links” vertauscht) wird. Fiir
ein Teilchen in 3 Dimensionen bedeutet das

X — - X
Fiir N Teilchen miissen alle Ortskoordinaten umgekehrt werden

x™ _ —xM™ p=12..N
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(analog bei Verwendung kanonischer statt kartesischer Variablen). Wir
betrachten der Einfachheit halber ein Teilchen; die Resultate sind un-
abhéngig von der Zahl der Freiheitsgrade.

Es gibt viele physikalische Systeme, bei denen die Raumspiege-
lung eine Symmetrietransformation ist, bei denen also der Unterschied
zwischen “rechts” und “links” keine Rolle spielt. Wir untersuchen die
Konsequenzen der Symmetrie. Wenn es sich um eine solche handelt,
muf} es einen unitdren Operator U = R geben,

RIR = RRF =1, R7' = Rf
der die Transformation bewirkt

[¢') = [¢ (gespiegelt)) = R[v)
A’ = A(gespiegelt) = RAR ™.

Die Wirkung auf Ortszusténde ist daher
Rlx) = |—x).
Zweimalige Anwendung gibt
Rlz) = R|—=x) = |z), R* =1, R =R
Da R auBerdem unitér sein soll, ist
R = R

Die Eigenwerte von R sind daher reell. Wegen R? = 1 gibt es nur die
beiden Eigenwerte 4 1

Rl£) = [EH)(1)

Zusténde mit dem Eigenwert +1 (bzw. —1) heiflen solche mit gerader
(bzw. ungerader) Paritéit. Bei einer Symmetrietransformation darf sich
H nicht dndern:

H = RHR' = RHR.
Durch Multiplikation mit R erhélt man
RH = HR, [R,H] = 0.

Der Paritétsoperator R mufl also mit H vertauschbar (d.h. erhalten)
sein, wenn die Raumspiegelung eine Symmetrietransformation sein soll.
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Als Konsequenz muf§ es moglich sein, H und R simultan zu diagonali-
sieren, d.h. die Eigenzustéinde von H in solche mit gerader/ungerader
Paritét einzuteilen.

Ist das Verhalten einer physikalischen Gréfle bei Raumspiegelung
bekannt, so kann man Aussagen iiber seine Vertauschungsrelationen mit

R machen. Fiir jeden Skalar S ist (vgl. M A1)
S (gespiegelt) = S
und daher
RSR™' = S oder [R,S] = 0.
Fiir jeden Pseudoskalar S ist

~ A

S (gespiegelt) = —S
und man erhélt R o
R,S]4 = RS+SR = 0.

Analoge Formeln gelten fiir jeden polaren Vektor V' bzw. fiir jeden
Axialvektor A
R, V] =0, [R,A] = 0.

Diese Formeln gelten unabhéngig davon, ob die Raumspiegelung eine
Symmetrietransformation ist oder nicht.
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Ubungen

Fiir die folgenden Aufgaben ist die in 4.3 skizzierte Quantentheorie eines
Teilchens zu betrachten. Mit Hilfe der Heisenbergschen VR ist fiir die
angegebene Transformation der Operator F' in der Exponentialform zu
finden.

20) Verschiebung um einen konstanten Vektor a = \e,e? = 1
X =X+a-1, P =P
Wie wirkt U auf Ortszusténde (z|U(a) = (7] 7
21) Galileitransformation (a fester Vektor)

X =X+at-1, P = P+ma-1

22) Drehung um eine feste Achse e(e? = 1) um einen Winkel X
X' = XcosA+ele- X)(1—cos))—ex Xsin)
(analog P).
23) Dilatation
X' = Xexp), P = Pexp(-)\)

Im folgenden Beispiel ist die Symmetriegruppe keine Liegruppe, son-
dern eine diskrete Gruppe. Das Beispiel ist von grundlegender Bedeu-
tung fiir die Festkorperphysik.

24) Ein Teilchen bewegt sich in einem periodischen Potential
VX)=V(X+al)=V(X+2a-1)="--

Dabei ist a ein fester Vektor. Die folgenden Aussagen sollen be-
wiesen werden:

a) (z+aly) = flzly), = f(a) unabhiingig von a

b) f ist ein Phasenfaktor f = exp(i¢(a))

¢) ¢ = a- Kk mit einem festen Vektor k

d) Setzt man (x|)) = u(x, k) exp(ik - x), so ist u in x peri-

odisch mit a.
e) kK ist nicht eindeutig. Untersuche die Mehrdeutigkeit.

Der Vektor hx heifit Quasiimpuls. Der Ansatz d) stammt in der
Quantentheorie von F. Bloch. In der Theorie der Differentialglei-
chungen ist der in d) untersuchte Zusammenhang schon viel langer
bekannt (Floquet 1883).
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In diesem Kapitel werden einige Anwendungen des Formalismus auf
Probleme untersucht, die sich auf die Bewegung eines “Teilchens” in
einem Kraftfeld reduzieren lassen. Dabei soll es aber in erster Linie um
Methoden und Techniken zur Losung quantenmechanischer Probleme
gehen, die iiber den betrachteten Problemkreis hinaus anwendbar sind
und hier nur am einfachsten denkbaren Fall vorgefiihrt werden. Die
angeschlossenen Ubungsbeispiele sollen sowohl die erforderliche Pra-
xis vermitteln, als auch eine Erweiterung des Anwendungsbereiches
ermoglichen.

5.1 Zur Reduktion von Freiheitsgraden

Eine verhéltnisméflig grofle Anzahl quantenmechanischer Probleme 148t
sich streng oder ndherungsweise auf solche mit wenigen Freiheitsgraden
zuriickfithren. Ist diese Anzahl < 3, so kann man von einem FEinteil-
chenproblem sprechen.

Um einzusehen, wie eine Reduktion in der Anzahl der Freiheits-
grade im Rahmen der Quantentheorie funktionieren kann, betrachten
wir zunédchst die klassische Hamiltonfunktion eines Systems A + B mit
f Freiheitsgraden und identifizieren in ihr die dynamischen Variablen
eines Teilsystems A und des Restsystems B

(¢,p) = (g4,9B,PA,DPB) -

Sind die beiden Teile A, B wechselwirkungsfrei, so besteht H aus zwei
Teilen der Form

Hiia+B = Ha(qa,pa)+ Hp(gs,pB) -

Wenden wir die kanonische Quantelung an, so resultiert fiir die Hamil-
tonoperatoren der Teilsysteme

[Ha,Hp] = 0.
Die Eigenzusténde konnen als direktes Produkt

[Yat+B) = |Ya) @ |[¥B)

geschrieben werden. Darstellungen faktorisieren als Produkte, z.B.
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(9a,qB|Ya+B) = (qalva)(aBl¥B)

und man kann sich leicht davon {iberzeugen, daf§ die Schrédingerglei-
chung in zwei Gleichungen fiir die Faktoren separiert, dafl man also die
beiden Teilsysteme A bzw. B getrennt behandeln kann. Der Zusam-
menhang gilt natiirlich auch in umgekehrter Richtung, d.h. man kann
durch Addition von miteinander vertauschbaren Hamiltonoperatoren
einen Hamiltonoperator fiir ein Gesamtsystem (ohne Wechselwirkung
seiner Teile) aufbauen, dessen Eigenzustédnde die direkten Produkte der
Zusténde der entsprechenden Teilsysteme sind.

Ein Beispiel fiir den Zusammenhang bildet die Wechselwirkung von
zwei Teilchen mit Zentralkréften. Transformiert man die klassische Ha-
miltonfunktion auf Schwerpunkts- und Relativkoordinaten (vgl. M 2.5),
so erhélt man

1 1
Hy = m(pges)Q + %PQ +V(r).
Dabei ist M die Gesamtmasse und m die reduzierte Masse. Geht man
zur Quantentheorie iiber, so vertauscht der erste Term mit dem Rest
(was man mit den Heisenbergschen VR zwischen den Koordinaten
X (1), X@ und Impulsen P(l), P®@ der beiden Teilchen auch explizit
nachrechnen kann). Die Zusténde sind das direkte Produkt von zwei
Anteilen. Der eine bezieht sich auf die Schwerpunktsbewegung und ist
ein Einteilchenproblem fiir ein fiktives Teilchen mit der Gesamtmasse
M, das sich frei bewegt:

1
’wA> = ‘wSP> s HA - W(Pges)2 .
Der Rest [g) = |1e;) beschreibt die Relativbewegung. Der zugehori-
ge Hamiltonoperator entspricht einem Einteilchenproblem fiir ein fik-
tives Teilchen mit der reduzierten Masse m, das sich im Potential V'
bewegt. Das Beispiel zeigt, dafl die Begriffe “Teilchen” bzw. “Masse”
fiir die bei der Reduktion entstehenden Einteilchenprobleme nicht allzu
wortlich genommen werden diirfen: die Reduktion erfolgt i.a. in Termen
von generalisierten Koordinaten und Impulsen.

Fiir wechselwirkende Systeme funktioniert die angegebene Redukti-
on nicht, weil die klassische Hamiltonfunktion einen zusétzlichen Wech-
selwirkungsterm enthélt, der von den Variablen beider Teilsysteme
abhéngt
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HyayB = Ha(qa,pa) + Hp(qs,pB) + Hw(qa,9B,PA,PB) -

Der entsprechende Operator Hyy ist i.a. weder mit H 4, noch mit Hpg
vertauschbar.

Ein Produktansatz fiir die Eigenzusténde stellt in diesem Fall zwar
keine Losung des Problems dar, er kann aber erste Hinweise auf deren
Eigenschaften enthalten. Durch geeignete Modifikation kann man dar-
aus eine Ausgangsbasis fiir ein Naherungsverfahren erhalten. Methoden
dieses Typs sollen spéater untersucht werden.

Eine andere Moglichkeit zur ndherungsweisen Untersuchung besteht
darin, in einem ersten Schritt nur die dynamischen Variablen des einen
Systems der Quantelung zu unterwerfen:

Haip = Hy(Qa, Pa)+ Hw(Qa,qB,Pa,ps) + Hp(qp,pB)1

und fiir die anderen Variablen Losungen des klassischen Problems fiir
das System B (ohne Wechselwirkungsterm) zu verwenden. Der letzte
Term #dndert den quantentheoretischen Hamiltonoperator nur um ein
Vielfaches der Einheit. Ohne ihn erhélt man einen “effektiven” Hamil-
tonoperator H 4 + Hyy, der als Bewegung des Systems A in einem durch
B bestimmten (vorgegebenen) “dufieren Feld” aufgefafit werden kann.
Der effektive Hamiltonoperator wird jedoch i.a. explizit zeitabhingig
sein und es konnen auch geschwindigkeitsabhéngige Potentiale auftre-
ten. Die Bewegung eines geladenen Teilchens in (klassisch behandelten)
elektromagnetischen Feldern ist ein Beispiel, auf das wir zuriickkommen
werden.

Nun konzentrieren wir uns auf Einteilchensysteme. Damit soll ge-
meint sein, dafl die Zahl der Freiheitsgrade fiir das System A hochstens
3 betriigt. Der (effektive) Hamiltonoperator enthilt jedenfalls einen Bei-
trag der kinetischen Energie, den wir in der Form

7 P

schreiben kénnen. Die Zahl der moglichen Werte fiir « ist < 3. Die
Konstante m hat die Dimension einer Masse (es muf sich dabei aber
nicht um die Masse eines wirklichen Teilchens handeln). Dazu kommt
ein Potentialterm, der i.a. (explizit) zeit- und geschwindigkeitsabhingig
sein kann. Insgesamt erhalten wir die Form
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1

H= —Y P2rV(Q,Pt).

Qm%: 2+ V(Q, Pyt

Wie in der klassischen Theorie (vgl. M 1.7 bzw. 1.12) ist es zweckméBig,
dimensionslose Variable Q,P zu beniitzen. Zu diesem Zweck setzen wir

h
Qa:)\Qay Pa:X,Poz-

Dabei soll die (willkiirliche) Konstante A die Dimension einer Lénge
haben. Die kanonischen VR erhalten die Form

[Qa,Pﬂ] = iéaﬁ .

Der Hamiltonoperator erhilt die Form

h? 2
H=o s (%:Pa + U(Q,P,t)) = TH

2mA2 h
U(Q,P,t) = 7;';2 V(AQ,XP,t) .

Die (willkiirliche) Konstante 7" soll dabei die Dimension einer Energie
haben, sodafl H dimensionslos ist. Die Skalenkonstanten A\ und 7" wird
man so wahlen, dal ‘H moglichst einfach ausfillt. Welche Skala in die-
sem Zusammenhang als “natiirliche” Skala anzusehen ist, hingt vom
betrachteten System ab. Ein Kriterium ist, daf§ der wichtigste Term in
U einen Zahlenfaktor von der Groflenordnung 1 erhélt.

Um zu verdeutlichen, was gemeint ist, betrachten wir die Bewegung
eines Elektrons in einem Wasserstoffatom. In diesem Fall ist

o2
~ it R = |X| = |Q]
Wihlen wir als Langenskala den Bohrschen Radius
n’ —11
A= a = —— = 5291772-10 m
e’m

und als “natiirliche” Energieskala die Rydbergenergie

me4

Y = Er = o = 13.60575 eV ,
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so erhalten wir

H = PQ—émitQ = 19|

In den folgenden Anwendungen werden wir meist mit den dimen-
sionslosen Groflen Q. , P, H arbeiten, um Anwendungen fiir verschie-
denartige physikalische Probleme mit gleicher mathematischer
Struktur moglich zu machen.

5.2 Der harmonische Oszillator

Ein Teilchen, das um eine Ruhelage (¢ = 0) harmonische Schwingun-
gen (Frequenz w) in einer Richtung ausfithren kann, wird durch die
klassische Hamiltonfunktion

2 2
p mw-= o

Hy = —
Kl 2m+ 5 q

beschrieben. Verwenden wir als Skalen

A= i,T:hw,

mw

so lautet der dimensionslose quantenmechanische Hamiltonoperator
1
H o= 5(P*+Q), [Q7P] =il.

Wir bestimmen seine Eigenwerte und Eigenzusténde mit einer algebrai-
schen Technik, die fiir eine grofle Vielfalt quantentheoretischer Proble-
me anwendbar ist. Dazu versuchen wir eine Zerlegung von H in Line-
arfaktoren. Fiir vertauschbare Q,P wiirde man eine solche Zerlegung
mit .

a = 2(Q+i77), al =

= —\a aT :—CL—CLT

erhalten. Wegen der kanonischen VR funktioniert das nicht ganz. Man
erhilt

(Q—iP) bzw.

-5
"~

aal = L(P? + Q* ~ilQ.P]) = H+ 11

bzw. fiir die andere Reihenfolge
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1
N := ala = H—§1.

Durch Vergleich der beiden Formeln erhalten wir
la,a] = 1.

Durch Multiplikation mit @ bzw. a' erhalten wir fiir den eben einge-
fiihrten Operator N

[N,a'] = o', [N,a] = —a.

Die gleichen VR gelten fiir

2
weil der Einheitsoperator mit allen Operatoren vertauschbar ist. Damit
148t sich leicht zeigen, da a' bzw. a einen Eigenzustand von H wieder
in einen solchen iiberfiihrt, wobei sich dabei aber der Eigenwert erhcht
bzw. erniedrigt. Ist |¢,) ein Eigenzustand mit dem Eigenwert €,

H’wn> = |wn>€n

SO ist
HCLTW)n> = (aTH+ [H70’T])|wn> = GTWn>(6n + 1)
Ha|,) = aln)(e, —1) .

Mit af bzw. a kann man also die “Leiter” der Eigenwerte um eine
Sprosse hinauf- bzw. hinuntersteigen. Operatoren mit dieser Eigen-
schaft heiflen “Leiteroperatoren” (Aufsteige- oder Erzeugungsoperator
a', Absteige- oder Vernichtungsoperator a) und sind in vielen Féllen
niitzlich.

Um alle Eigenwerte zu erhalten, braucht man sich nur zu iiberlegen,
daBl ‘H als Summe von Quadraten selbstadjungierter Operatoren ein
“positiver” Operator ist (d.h. keine negativen Eigenwerte haben kann).
Es mufl daher einen kleinsten Eigenwert geben. Wir nennen den ent-
sprechenden Zustand den Grundzustand und bezeichnen ihn mit |0).
a erniedrigt die Energie jedes Eigenzustands, es gibt aber keinen sol-
chen Zustand mit kleinerer Energie als |0). Daher muf} die “Leiter” bei
|0) enden:

al0) = 0.
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Durch Multiplikation mit af erhélt man

0 = N|O) = (H—%l) 0) .

Der unterste Eigenwert von H ist daher 1/2. Alle weiteren Eigen-
zustdnde erhilt man aus dem Grundzustand durch ein- oder mehr-
malige Anwendung von a'. Der nte Eigenzustand ist daher mit einem
Normierungsfaktor A(n)

In) = (aH)"|0)A(n) , H|n) = |n) (n + %) , n=0,1,2,...

Die ganzen Zahlen n sind Eigenwerte des Anzahloperators N (An-
zahl der Leitersprossen, vom Grundzustand an gezédhlt). Die Ener-
giecigenwerte sind hw(n+1/2). Man kann das so ausdriicken, daf jeder
Operator a' bzw. a ein “Oszillatorquant” mit der Energie iw hinzufiigt
(erzeugt) bzw. wegnimmt (vernichtet). Im Gegensatz zur klassischen
Physik hat der Grundzustand eine endliche Nullpunktsenergie hw/2.

Nun miissen wir noch den Normierungsfaktor A\(n) berechnen. Wir
bestimmen ihn so, dafl alle Eigenzusténde normiert sind:

l=(nn)=Mn-1n-1)=---=(0]0) .
Mit
A(n)

n) = (@) 0Am) = o' (@) 0)AMm) = a'ln — )57

erhalten wir

2

An) (n —1aa’|n — 1)

i) =1 = |52

und das gibt mit
n—1laa’n—1)=m—-1N+1n-1)=n—-1+1)(n—-1n-1)=n

die Rekursionsformel

1

m|)\(”—2)| =

A =~ A~ 1 =

Mit A(0) = 1 erhalten wir
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1
An) = — .
(n) /—n!
Insgesamt lauten die Eigenzustdnde daher
1
— (,T\n —
n) = (a')"0)— n=20,1,2...
) = (af)"[0)——

und es ist

aflny =|n+)vn+1, aln)=|n—-1)vn, al0)=0.

Die Orts- bzw. Impulsdarstellung der Eigenzustéinde ist aus diesen
Formeln sehr einfach zu finden. Wir bezeichnen die Eigenwerte der di-
mensionslosen Operatoren Q mit ¢ (ebenso fiir P):

Q|3) = 13)G§ (Ortsraum) , Plp) = |p)p (Impulsraum) .
Dann ist
(P = %@\ (BIP = p(p|
i dg
d
7119 = 4(g PlQ = 1—(p
(41Q = a(dl (Pl 57!
(o =5 (1+ ) (o =5 (54 )
1 d (—1) d
O N L ~ o\ L4 ~
(Gla 7 (q dA> (4l (Pla 5 ( dA> (#l
Aus a|0) = 0 erhalten wir
Lood L N W
(a+ %) @0 = o (54 5 ) 6l = 0.
Die Losung dieser einfachen Differentialgleichung ist
(@0) = Cexp(—¢*/2) (pl0) = Dexp(—p*/2) .

Die Normierungskonstante C' bzw. D erhélt man aus (0|0) = 1, wo-
bei aber zu beachten ist, dal sich die 1 im Ortsraum auf ¢ bzw. im
Impulsraum auf k = p/h bezieht:

1= [ladata =/ [ it = [ =72 [ iprani.
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Damit erhilt man

o <@>1/4 b _ (i)lm.
mh mwm
Fiir die iibrigen Eigenzusténde erhdlt man durch Herausziehen von
(al)”

R C d\" 9
(qIn) = oG (q - d_q) exp(—¢~/2)

) (=9)"D (. d\" 5
(pln) = T <p— d_p) exp(—p~/2) .
Fiithrt man die Differentiation aus, so erhélt man die Exponentialfunk-
tion mal einem Polynom n-ten Grades (n-tes Hermitesches Polynom).
In dieser Form kann man die Eigenfunktionen auch durch Loésung der
Schrédingergleichung als Differentialgleichung 2.0rdnung erhalten, al-
lerdings mit deutlich hoherem Arbeitsaufwand.

Da ‘H mit den Paritdtsoperator R vertauschbar ist, kénnen die Ei-
genzustinde in solche mit gerader bzw. ungerader Paritdt eingeteilt
werden. Aus den angegebenen Eigenfunktionen sieht man sofort, dafl
Zustidnde mit geradem (ungeradem) n gerade (ungerade) Paritét haben.

Der harmonische Oszillator und insbesondere die Technik der Lei-
teroperatoren ist von viel groflerer Bedeutung, als dies hier erkennbar
ist. Verallgemeinerungen vom Typ

f
_ 1 2, o2
H = 2;hwa<7>a+ga)

sind fiir viele quantenmechanische Systeme ein geeigneter Ausgangs-
punkt (“wechselwirkungsfreies” System). Die Leiteroperatoren kénnen
in diesem Fall fiir jeden Freiheitsgrad getrennt eingefiihrt werden. Ihre
VR sind

[aa,aE] = bapl .

Die physikalische Bedeutung der kanonischen Variablen und die Zahl f
der Freiheitsgrade (die auch unendlich sein kann) héngt vom betrachte-
ten Problem ab. Wechselwirkungsterme enthalten jedenfalls die kano-
nischen Variablen und kénnen daher in Termen von a, a, geschrieben
werden. Unter Umstédnden ist es jedoch zweckméBiger, vorher durch
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kanonische Transformationen neue Leiter- und Anzahloperatoren ein-
zufithren und die Eigenzustédnde der letzteren zu beniitzen. In den fol-
genden Ubungen soll die Praxis im Umgang mit Methoden vermittelt
werden, die einen groflen Anwendungsbereich haben.
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Ubungen

1) Bestimme die Eigenwerte und Eigenzustéinde fiir den Hamilton-
operator

1
H = N+ §1+)\aT+)\*a.
Wie lautet ‘H in Termen von Q,P?
2) Lose die gleiche Aufgabe fiir

H = N+%1+A(aT)2(a)2.

3) Bestimme die Eigenwerte und Eigenzustéinde fiir den harmoni-
schen Oszillator in zwei Dimensionen

1
H o= S(PI+P;+ Qi+ Q).

Diskutiere die Entartung der Eigenzustdnde von Ni, No. Zeige,
dafl der Operator

AB = QlPQ - Q27)1

mit H vertauschbar ist. Welche Transformationen erzeugt er?
Konstruiere aus a1, as neue Leiteroperatoren, und mit deren Hilfe
simultane Eigenzustéinde von H und As. Bestimme die Orts- bzw.
Impulsdarstellung der Eigenzustédnde in Polarkoordinaten.

4) Betrachte die Transformation
a = u*b+vbl

mit komplexen Konstanten u, v.

(a) Wie lautet die Umkehrtransformation?

(b) Welche Bedingungen miissen u, v erfiillen, damit die Trans-
formation kanonisch ist? Dabei bedeutet “kanonisch”, daf}
die neuen Operatoren b die gleichen Vertauschungsrelatio-
nen wie die alten a haben.

(c) Finde eine moglichst einfache Parametrisierung von u, v, die
diese Bedingungen erfiillt.

(d) Wie transformieren sich Q,P?

(e) Welche physikalische Bedeutung hat die Transformation fiir
reelle u, v?
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Transformationen diesen Typs wurden von Primakoff, Holstein,
Bogoliubov, Pauli, Giirsey u.a. in verschiedenen Gebieten der
Physik verwendet.

Driicke den Hamiltonoperator
H = Eyl+ Eiata+ Ma? + \*a?

durch die im vorigen Beispiel definierten Operatoren b,b! aus.
v und v sind so zu bestimmen, dafl eine der beiden folgenden
Bedingungen erfiillt ist:

(a) H ist in den neuen Operatoren diagonal.

(b) Die neue Nullpunktsenergie (Koeffizient von 1) ist minimal.
Zeige, daf (a) und (b) gleichwertig sind. Wie lautet die Diagonal-
form von H?

Unitédre Transformationen:
Betrachte eine unitéire Transformation U(A) und ihren Generator

U\ = exp(—idG), UU' =1, G =G
deren Wirkung auf einen Oszillatoroperator
ad = UN)aUT(\)

vorgegeben ist. Zu bestimmen ist @', P’ und der Generator G in
Termen von a,a’ sowie von Q,P. Die geometrische Bedeutung
der Transformation ist anzugeben. Folgende Beispiele sind zu be-

trachten:
(a) @ = a—\/V2
(b) @ = a+i\/V2
(¢) @ = aexp(iN)
(d) @ = acosh\ — alsinh A
(e) a’ = acosh\ +ia'sinh .
(

F(a,a') sei eine aus Potenzprodukten (a")®a®(a’)7 ... aufgebaute
Funktion. Bestimme folgende Ausdriicke
(a) [af, F]
(b) [a, F]

(c) exp(/\aT)Fexp( Aa')

(d) exp(Aa)F exp(—Aa)

(e) exp(—iAN)F exp(iAN).
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Kohirente Zustinde sind definiert durch
|2) = T(2)|0) mit T(z) = exp(za' — z%a)

mit einer beliebigen komplexen Zahl z = o + 1.

Die folgenden Eigenschaften sind zu untersuchen bzw. zu bewei-

sen:

(a) (2'[z) =7

(b) [2) = 22, In)en, Cn =7

(¢) J7 |eydadp(z| =

(d) |z > ist Elgenzustand von F'(a), Eigenwert? (Dabei ist F' eine
Funktion von a)
(2] ist Eigenzustand von F(a'), Eigenwert?

(e) |z) ist Grundzustand des “verschobenen” Oszillators

H = L(P— V20’ + 1(Q—V3a)

(f) (zla = (?){(z|, (2| N = (?)(z], Verallgemeinerungen?
(g) Zeitabhéingige Zusténde [¥(t)) zu H = N + 11

() = 1(7)2) .

Es ist niitzlich, den Exponenten von T' in Termen von Q,P aus-
zudriicken und T als Produkt von exponentiellen Operatoren zu
schreiben, deren Exponenten linear in a bzw. a oder P bzw. Q
sind.

Die kohérenten Zustédnde sind in vielen Bereichen der Physik an-
wendbar.

Das Jaynes-Cummings-Modell.

Ein Zweizustandssystem soll mit einem harmonischen Oszilla-
tor in Wechselwirkung treten. Die Oszillatorenergie hw soll mit
dem Energieunterschied der Niveaus des Zweizustandssystems
iibereinstimmen. Die Wechselwirkung soll so beschaffen sein, daf3
beim Ubergang vom unteren zum oberen Zweizustandsniveau
eine Abnahme der Oszillatorenergie um hw erfolgt und beim
Ubergang vom oberen zum unteren Niveau eine entsprechende
Zunahme. Bestimme den Hamiltonoperator sowie seine Eigenwer-
te und Eigenzustdnde. Untersuche die Anordnung der Eigenwerte
in Abhéngigkeit von der Stiarke der Kopplung zwischen Oszillator
und Zweizustandssystem.
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Dieses Problem ist ein Modell fiir Resonanzvorgéinge bei der
Wechselwirkung von Molekiilen mit elektromagnetischer Strah-
lung. Das Molekiil ist durch ein Zweizustandssystem ersetzt, den
Photonen des Strahlungsfeldes entsprechen die Oszillatorquanten
(d.h. es wird in dem Modell nur Strahlung mit einer einzigen Fre-
quenz w betrachtet). Das Modell 148t sich auf N Zweizustandssy-
steme erweitern.

10) Betrachte den Oszillator
1) = 5P ™0 )
- 2m 2

mit einer beliebigen gegebenen Funktion f(t) (kein Operator).
Zur Anfangszeit t = 0 sei f(0) = 0 und der Oszillator befinde sich
im Grundzustand. Berechne die Ubergangswahrscheinlichkeit in
den n-ten angeregten Zustand zur Zeit ¢ > 0.

f(t) entspricht einer zeitabhéngigen, duferen Kraft, die auf das
“Teilchen” wirkt. Fiir harmonische Zeitabhéngigkeit entspricht
das der Problemstellung einer erzwungenen Schwingung. Es kon-
nen aber auch ganz andere Formen fiir f betrachtet werden.

11) Betrachte einen harmonischen Oszillator mit zeitabhéngiger Mas-
se und Federkonstante (sog. parametrisierter Oszillator)

iy = L _p2 KO

2
2m(t) 2 @

Zur Anfangszeit ¢ = 0 (m(0) = mg, k(0) = ko) soll sich der
Oszillator im Grundzustand von H(0) befinden. Berechne die
Ubergangswahrscheinlichkeit in den n-ten Anregungszustand von
H(0) zur Zeit t > 0.

Fiir die Losung sind die Ergebnisse der Beispiele 4-6 und 8 von
Nutzen.

Die Beispiele 10 und 11 gehoren zu den wenigen streng losbaren Pro-
blemen der nichtstationdren Quantentheorie. In beiden Fallen sind Ver-
allgemeinerungen moglich.
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5.3 Quantentheorie von Drehimpulsen

Der Bahndrehimpuls eines klassischen Teilchens, das sich auf einer
durch x(t) beschriebenen Bahn mit dem Impuls p;,,(t) = m&(t) be-
wegt, ist durch x X p,;, gegeben. Verwendet man generalisierte Ko-
ordinaten (g,p), so entspricht der Ausdruck g x p dem kanonischen
Gegenstiick; bei geschwindigkeitsabhéngigen Kriften unterscheidet sich
der kanonische Impuls p vom kinetischen p,;,, und die entsprechenden
Bahndrehimpulse spielen nicht die gleiche Rolle. Wir betrachten hier
den kanonischen Ausdruck und untersuchen den zugehorigen quanten-
mechanischen Operator

L =QxP =HnQAx7P).

Dieser Operator ist der Generator von Drehungen im Raum der kano-
nischen Koordinaten (vgl. dazu das Ubungsbeispiel 4.22, in dem das fiir
Q = X untersucht wurde). Eine Drehung um eine feste Achse e(e? = 1)
um den Winkel A bedeutet

Q' =Qcos\+e(e-Q)(1—cos))—ex Qsin\
Die unitédre Transformation U = exp(i\F') fiihrt zu
Q' = UQU" = Q+iAF.Q]+

Vergleicht man die Koeffizienten von A

ilF,Q] = —exQ

so kann man sich mit Hilfe der kanonischen VR davon iiberzeugen, dafl
diese Beziehung mit

1
F = —ﬁe-(QxP) = —e-(L/h)
erfiillt ist. Jede Komponente Ly (k = 1,2, 3) erzeugt daher eine Drehung

um die entsprechende Koordinatenachse. Die VR

Lk, Q1] = ihegim@m (k,l,m=1,2,3)

driickt daher das Verhalten der Komponente @Q; des Vektors Q bei einer
infinitesimalen Drehung um die k-Achse aus. Man kann sie aus der fiir
F angegebenen Relation durch Spezialisierung von e erhalten (oder
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auch mit den kanonischen VR nachrechnen). Die erstere Moglichkeit ist
verallgemeinerungsfiahig. Jeder Vektor A verhélt sich definitionsgeméf
bei Drehungen wie Q. Die angegebenen VR miissen daher fiir jeden
Operator A gelten, dessen drei Komponenten Aj sich bei Drehungen
als Vektor transformieren (sog. Vektoroperator):

[Li, A;] = ihegimAm

Ein notorisches Beispiel ist A = P; in diesem Fall kann man die VR
auch direkt aus den kanonischen VR finden. Fiir kompliziertere Bildun-
gen aus (@, P) ist das weniger einfach.

Da sich ein Skalar S bei Drehungen definitionsgeméf3 nicht &ndert,
folgt mit der gleichen Schluflweise

[L;,S] =0(j=1,2,3) also [L,S]=0

fiir jeden skalaren (oder pseudoskalaren) Operator S. Fiir jedes Einteil-
chenproblem, dessen Hamiltonoperator H bei Drehungen invariant ist,
vertauscht L mit H und ist daher eine Erhaltungsgrofe.

Der Drehimpuls L selbst transformiert sich bei Drehungen als
Vektor, sein Quadrat L? als Skalar. Daher ist

[Ly, Lj] = ihepimL , [Li, L*] =0 .

Der mathematische Inhalt dieser Relationen sind Aussagen iiber die
Struktur der Drehgruppe in drei Dimensionen: verwendet man iiberall
den dimensionslosen Operator L/h = Q x P, so fiillt h heraus und man
erhélt die Relationen der entsprechenden Liealgebra. Fiir die Physik ist
bedeutsam, dal man die einzelnen Komponenten von L nicht simultan
diagonalisieren kann, weil sie miteinander nicht vertauschbar sind. Fiir
drehinvariante Probleme bilden hingegen L?, eine bestimmte Kompo-
nente von L (z.B. L3) und H ein System vertauschbarer Operatoren.

Die angegebenen VR gelten nicht nur fiir den Bahndrehimpuls.
Definieren wir fiir ein Teilchen mit Spin 1/2 (vgl. Abschnitt 3.2) einen

Spindrehimpuls durch

Szga

so erfiillen seine Komponenten untereinander dieselben VR. Dieser all-
gemeine Charakter 148t es angebracht erscheinen, die Eigenwerte und
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Eigenzusténde fiir einen allgemeinen (dimensionslosen) Drehimpulsope-
rator J zu suchen, der den VR

[T Ji] = derimdm ,  [Je, J?] = 0

geniigt (man darf dabei an L/h, S /h oder geeignete Verallgemeinerun-
gen denken). Da die Komponenten von J untereinander nicht vertau-
schen, suchen wir simultane Eigenzusténde von J3 und

J? = B+ I3+ T3

Wir zerlegen den “unangenehmen” ersten Teil von J? in Linearfaktoren.
Das gelingt mit Hilfe der Operatoren

Jr = JiEids .
Thr Produkt

JoJ_ = J2 4+ J2 +i[Jo, i) = J* — J2 + J3
J Jy=J*—J2—J3

unterscheidet sich von J?+ J2 nur um diagonale Terme. Durch Auflésen
dieser Gleichungen erhilt man die Zerlegung

1
J? = 5o+ T Jy) + JZ .
Aus den VR der Drehimpulskomponenten erhélt man

[Js, Ju] = s, [y, J -] =2J5, [J*, JL] =0 .

Die Bildung von Kommutatoren fithrt daher aus der Algebra der Ope-
ratoren (J?,Js, J1) nicht heraus. Aus den VR sieht man, da J,. bzw.
J_ den Eigenwert von J3 um eine Einheit erhoht bzw. erniedrigt (vgl.
den im vorhergehenden Abschnitt betrachteten Oszillator), ohne die Ei-
genwerte von J2 zu dndern. Die Eigenwerte und Eigenzustinde lassen
sich mit Hilfe der VR algebraisch bestimmen. Es gibt dafiir eine be-
sonders einfache Methode, die relativ wenig bekannt ist. Die Grundidee
stammt von J.v. Neumann und E. Wigner. Spéter hat sie J. Schwin-
ger zu einer perfekten Technik entwickelt, mit der man auch Probleme
aus der Quantenmechanik von Drehimpulsen l6sen kann, die anders
nicht bewiltigt werden kénnen. Im Grund beruht die Methode dar-
auf, eine ebene Drehung aus zwei zueinander senkrechten, harmonischen
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Schwingungen zusammenzusetzen (vgl. dazu Beispiel 3 aus dem vori-
gen Abschnitt). Wir betrachten zwei unabhéingige Oszillatoroperatoren
a;(i = 1,2) mit den VR

[aiaaj‘] = 5” ) [az'?aj] = [CL;[,CZ;-] =0
und konstruieren mit ihrer Hilfe orthogonale und normierte Oszillator-
zustidnde

In1,n2, 0sz) := (al)™ (al)™2]0, Osz) (n1,n2 =0,1,2...)

1
\/nllng!
mit

a1]0,0sz) = a3]0,0sz) = 0.

Diese Zusténde sind simultane Eigenzustdnde der beiden vertauschba-
ren Operatoren

N, = a]al , No= a£a2 , [N1,N2]=0.

Wir identifizieren bilineare Ausdriicke in a;, a;r mit den Drehimpulsope-
ratoren. Setzen wir

1
J3 = §(N1—N2)
Jy = aJ{ag, J_ = a%al,

so sind die VR der Drehimpulskomponenten erfiillt. Fiir J? erhilt man
nach kurzer Rechnung

wobei
N = N1+ N,

ist. Die Zustédnde |ni,ma, Osz) sind daher simultane Eigenzustédnde
von J? und Js. Der Zusammenhang zwischen Drehimpulskomponenten
und Ostzillatoroperatoren wird besonders durchsichtig, wenn man eine
Matrixschreibweise beniitzt. Man kann sich davon {iberzeugen, dafl J

in der Form
2
J = 5> al(o)ia
i,j=1

N =
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geschrieben werden kann, wobei o die Paulimatrizen sind. Ein Oszilla-
torquant der Sorte 1 (das durch ai hinzugefiigt und durch a; wegge-
nommen wird) entspricht einer halben Drehimpulseinheit in der positi-
ven 3-Richtung, ein Oszillatorquant der Sorte 2 entspricht einer halben
Drehimpulseinheit in der negativen 3-Richtung.

Anstelle der Klassifizierung der Zustinde durch ni,no ist eine
solche durch Zahlen

, 1
= —(n1+n m = —(n1—n
j = 5(n+na), 5 (1 = n2)
besser. Wir beniitzen von nun an diese Klassifizierung und verwenden

die Zustande

jom) = = (al)’*™(ad)’ "0, Osz

Y

>\/(j+m)!(j —m)!
0,0) = 0,0, Osz) .

Die Eigenwerte von J? und J5 sind aus
Jjom) = 15m)j(i+1) . Jslj,m) = |jm)m

abzulesen. Die moglichen Werte der Zahl j sind

1 3
= 0,=,1,-,...
j 727 727
Fiir festes j kann m die (25 + 1) Werte
m = —j,—j+1,...7—1,j

annehmen. Die Drehimpulszustidnde bilden daher fiir festes j ein System
mit (25 + 1) Zustdnden (vgl. Abschnitt 3.1). Die frither eingefiihrte
Benennung “Spin j” bezieht sich also auf den Wert der Quantenzahl j.

Mit Hilfe unserer expliziten Konstruktion lassen sich viele Rech-
nungen der “Drehimpulsgymnastik” einfach durchfithren, wenn man
den Formalismus der Leiteroperatoren des harmonischen Oszillators be-
herrscht. Beispiele sind die Zahlenfaktoren in

Ji|j7m> ~ ijm:t 1>

oder in ' .
’jv m> ~ (J+)J+m|j7 _.7> ~ (']—)]_m’j7j> .
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Damit kann man fiir festes j einen Zustand mit bestimmtem m aus
demjenigen mit dem kleinsten bzw. groffiten moglichen Wert dieser
Quantenzahl herstellen (also aus dem zur untersten bzw. obersten Lei-
tersprosse). Diese Formeln kénnte man auch ohne Oszillatorformalismus
finden.

Die analoge Konstruktion beziiglich j ist mit dem Oszillatorfor-
malismus genau so einfach, ohne diesen aber hoffnungslos kompliziert.
Um sie zu finden, brauchen wir nur auf die Bedeutung der a; zuriick-
zugreifen. Offenbar erhalten wir die gewiinschte Anderung von j um
eine Einheit, wenn wir ein Quant der Sorte 1 und eines der Sorte 2
hinzufiigen bzw. wegnehmen. Wir untersuchen daher die Operatoren

1
K_|_:CL];CL£, K_=ajas, K3:§(N1-|-N2+1).

Thre VR sind

[J3, Kt] = [J3,K3] = 0

(K3, Ki] = K., [K{,K_ ] = —2Kj5.
Auflerdem ist

1 1
J: = K3 — 5(K+K_ +K_K,)+ 1
Die Zahlfaktoren in
Kelj,m) ~ |j £ 1,m) baw. |j,m) ~ K47 jm],m)

findet man wieder mit einfacher “Oszillatorgymnastik”. Fiir Anwen-
dungen dieser Technik vgl. die Ubungen.

Aus der Konstruktion mit K ist direkt abzulesen, daf3 dabei die
ganzzahligen bzw. halbzahligen Werte von j nicht vermischt werden,
weil die Erhohung nur in ganzzahligen Schritten erfolgt. Der kleinste
Wert fiir j ist j = 0. Der einzige mogliche Eigenzustand ist |0,0). Der
Operator K_ fiithrt diesen Zustand in 0 {iber:

K_]0,0) = 0.

Durch Anwenden von K erhilt man |1, 0) und durch Anwenden von Jy
die anderen beiden Zusténde |1,£1) zu j = 1. Zweimalige Anwendung
von K auf |0,0) fiihrt zu |2,0) usw. Der kleinste halbzahlige Wert fiir
j ist 7 = 1/2, die beiden zugehérigen Eigenzusténde sind
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11 1 1
AN LN
‘2,2> allo,0) ’2, 2> al)0,0) .

Beide werden durch K_ in 0 iibergefiihrt. Durch Anwendung von K
erhélt man |3/2,£1/2) und daraus mit Ji die iibrigen Zusténde zu
j = 3/2. Anwendung von K73 fithrt zu j = 5/2 usw. Eine Konsequenz
ist, dafl wir fiir den Bahndrehimpuls (d.h. fiir J = L/h) nur ganzzahlige
Werte fiir die Quantenzahlen erhalten, weil Systeme ohne Bahndrehim-
puls (L = 0) und ohne Spin physikalisch moglich sind. Die ganzzahlige
Quantelung von Bahndrehimpulsen entspricht der Erfahrung. Wir wer-
den die Quantenzahl zu L? mit | bezeichnen (I = 0,1,2...). Die Quan-
tenzahl zu L3 nennen wir weiterhin m. Wenn Verwechslungen moglich
sind, schreiben wir m; bzw. m;. Wo Verwechslungen mit einer Masse
moglich sind,verwenden wir fiir diese einen anderen Buchstaben.

Als wichtigstes Resultat der Quantentheorie halten wir fest, dafl
der Drehimpuls (anders als in der klassischen Theorie) nicht jeden be-
liebigen Wert annehmen kann. Wegen der Nichtvertauschbarkeit der
Komponenten ist es nur moglich, J* und eine Komponente gleichzei-
tig scharf zu messen. Als diese Komponente haben wir J3 gewéhlt. Die
Richtung der 3-Achse (die Quantisierungsrichtung) ist durch die Dreh-
impulsalgebra nicht festgelegt. Im Sinn der Interpretation der Algebra
als Meflalgebra ist sie als die Richtung aufzufassen, nach welcher der
3-Analysator analysiert (vgl. Abschnitt 3.1). Dafl die anderen Kompo-
nenten von J unscharf sind, kann man leicht einsehen. Aus der Wirkung
von Ji auf |7, m) und der Orthogonalitéit sieht man, dafl

<Jam|‘]1|]7m> = <]am|‘]2|jam> =0

ist. Die Erwartungswerte der Quadrate (und damit die Schwankungs-
quadrate) sind hingegen von Null verschieden (vgl. Ubungen). Eine an-
schauliche, graphische Darstellung dieses Zusammenhanges gibt das Di-
racsche Vektormodell. Dazu zeichnen wir einen Halbkreis mit dem Ra-
dius /j(j + 1) und schneiden ihn mit Parallelen zur Horizontalen im
Abstand m. Die Vertikale entspricht dann der 3-Achse und die Schnitt-
punkte mit dem Kreis geben die moglichen Lagen von J an.
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+1/2

Da die Komponenten .J;, Jo nicht scharf sind, mufl man sich vor-
stellen, daf3 der Vektor J alle Einstellrichtungen haben kann, die durch
Rotation der oben gezeichneten Figur um die 3-Achse entstehen. Fiir
einen festen Wert von m liegen diese Richtungen auf einem Kegelman-
tel:

Das ist zwar nur ein Modell (“in Wirklichkeit” ist J ein Operator),
aber man kann daraus doch die relevanten Zusammenhénge ablesen. So
kann man z.B. einsehen, daf§ J; und J> auch dann von Null verschieden
sind, wenn die 3-Komponente ihren maximalen bzw. minimalen Wert
annimmt, d.h. fiir ;7 = +m. In der klassischen Physik nimmt J; den
Maximal- bzw. Minimalwert an, wenn der Drehimpuls parallel bzw.
antiparallel zur 3-Achse gerichtet ist.
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Ubungen

12) Vereinfache den Operator J x J. Welche Eigenzustéinde hat er?
13) Berechne die Zahlenfaktoren cy, fyi in

Jiljm) = [4,m £ 1)ex(4,m)

Gom) = (J4) TG =5) fe ()

= (T "0 - Gm)

14) Berechne die Zahlenfaktoren d4, g in

Kilj,m) = |j £1,m)d+(j,m)

Gom) = (K7 |ml,m)g(j,m) .

15) Berechne (j, m|JZ|j, m).

16) A, B seien miteinander vertauschbare Vektoroperatoren. Beweise
die Formel

[L-AL-B] = —ihL-(Ax B).

17) Fiir jeden Vektoroperator A ist es niitzlich, die Kombinationen
AL = A tiA,
zu betrachten. Berechne die folgenden Kommutatoren:

[L3>A3]7 [L-HA-F]’ [L—aA—]
[L3’A:|:]v [L:t7A3]’ [L-HA—]
[L—aA-F]'

18) Berechne die Kommutatoren

[L?, A], [L?, AL], [L?, As] .

19) Zeige, daB J? mit (J - A) vertauschbar ist
20) Beweise die Relation

[(J%)°, Aly — 2J2AT% —2[J2 A], +4T (J- A) =0
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21)

22)

23)

24)

25)

5. Einfache Anwendungen

Dabei bedeutet [,]; den Antikommutator
[B,Cl, :=B-C+C-B

Die Matrixelemente (I’,m’|A|l,m) eines Vektoroperators zwi-
schen Drehimpulseigenzustdnden sind bei festem [, m nur fiir we-
nige Werte I’,m’ von Null verschieden. Die entsprechende Be-
ziehung zwischen den Quantenzahlen heifit “Auswahlregel”: der
Vektoroperator wihlt von allen moglichen Ubergéingen zwischen
den Zustdnden nur solche aus, die der Regel entsprechen. Finde
die Auswahlregel m’ — m fiir

(I',m'|As|l,m) bzw. (',m'|AL|l,m) .

Durch Anwendung eines Vektoroperators A auf |I, m) entsteht i.a.
kein Eigenzustand von L?. Die einzigen Ausnahmen sind

ALy ~|U'm'y  bazw. A_|l, =) ~[I",m") .
Bestimme I, m/, 1", m”.
Betrachte ein rotationssymmetrisches Einteilchenproblem:
[H,L] = 0, L = XxP.
Die Eigenwerte E,, von H
H|E,,l,m) = |E,,l,m)E,

konnten allgemein von [, m abhéngen E, = E,(I,m). Zeige, dafl
sie in Wirklichkeit von m nicht abhéngen und interpretiere diese
Tatsache physikalisch.

Betrachte einen rotierenden starren Koérper als quantenmechani-
sches System. Bestimme die Eigenzustidnde und Eigenwerte
a) fiir einen Kugelkreisel , b) fiir einen symmetrischen Kreisel.

Ein Teilchen soll so an eine Ruhelage gebunden sein, dafl es har-
monische Schwingungen in der 1,2-Ebene ausfiithren kann. Die Fe-
derkonstanten fiir die Schwingungen in der 1- bzw. 2-Richtung
sollen gleich grof} sein (vgl. Beispiel 3). Das System soll aulerdem
starr um die 3-Achse rotieren (Trégheitsmoment 7). Bestimme Ei-
genzustinde und Eigenwerte der Energie. Diskutiere die Lage der
untersten 11 Energieniveaus fiir verhaltnisméfig grofles Tréagheits-
moment.
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5.4 Ergidnzungen zur Drehimpulstheorie

Als erste Ergédnzung betrachten wir die Orts- bzw. Impulsdarstellung
der Eigenzustédnde des Bahndrehimpulses eines Teilchens. Zur Abwechs-
lung verwenden wir gewohnliche (nicht generalisierte) Koordinaten (mit
generalisierten Koordinaten geht alles analog):

L = XxP.

In beiden Darstellungen erhilt man dabei die gleichen Funktionen.
Das ist leicht einzusehen, wenn man Kugelkoordinaten einfiihrt. Da-
zu schreiben wir die entsprechenden Vektoren x bzw. k als Produkt
von Betrag und Richtung

T =rewy), r= |z, e%m) =1, k=kewy), k= k|, e%k) =1.
In Polarkoordinaten hat der Einheitsvektor e die Komponenten
e = (sinfcosp,sinfsinp,cosh)

wobei 0, ¢ die Winkel mit der entsprechenden 3-Achse (fiir e,y mit der
r3-Achse, fiir e(;) mit der k3-Achse) sind. Statt durch 7 und e, kénnen
wir die Eigenzustidnde auch durch r, 8, ¢ charakterisieren (analog fiir k).
Eine gemeinsame Schreibweise fiir beide Félle ist

[ 00), () = |- ec)) -

Der Punkt steht dabei fiir » bzw. k, 8 und ¢ bedeuten die entsprechen-
den Winkel. Rechnet man die Wirkungsweise der Operatoren X, P auf
die Zustdnde (vgl. Abschnitt 4.3) in Polarkoordinaten aus, so erhélt
man

| St

00O Ls = 22 00),00)

(-
(,00), ()| Lx =

= hexp(:}:i(p(-)) (:i:aei + i cot 9()

~

0
- 5o ) 0CL0
Offenbar resultieren in der Orts- bzw. Impulsdarstellung die gleichen
Formeln. Wir lassen daher den Punkt weg (eine Unterscheidung der
Winkel ist nur dann notwendig, wenn in einer Formel beide Darstellun-
gen vorkommen). Um alle Eigenfunktionen fiir einen festen Wert [ zu
erhalten, beginnen wir mit dem niedrigsten Zustand |l, —I) und bauen
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alle anderen daraus durch wiederholte Anwendung von L, auf. Fiir den
untersten Zustand ist

L3|l7_l> = |lv_l><_hl) ’ L—|la_l> =0.
Multiplikation mit (6, ¢| und Herausziehen als Differentialoperator gibt

0 .
%<07 90”7 _l> - _Zl<97 ()Olla _l>

0 0
(% - ZCOtH&p) 0,0ll,—1) =0

Die erste Gleichung hat als Losung exp(—ily), aus der zweiten erhélt
man damit einen zusitzlichen Faktor (sin#)!, insgesamt also

(8, p|l, —1) = C;sin' fexp(—ily) .

Den Normierungsfaktor C; bestimmen wir so, dafl bei Integration iiber
die Kugeloberfliche 1 resultiert:

27
/d9|( oll, =D / d(p/ d0sin 01(0, |1, —1)[2 =

Das gibt
1 /@2l+1)!
12t 4
Fiir jeden anderen Wert von m erhélt man durch wiederholte Anwen-
dung von L, und Herausziehen als Differentialoperator

C =

Yim (0 g0|l my =

QH— (1 —m e 7 —Hcot@8 o
X — .
zv2l V () \ P ae Do

-exp(—ily)sin' 0 .

Diese Funktionen, die man durch Differenzieren explizit berechnen
kann, sind die (normierten) Kugelflachenfunktionen. Ihre Orthogona-
litdtsrelationen sind leicht abzulesen:

§110 6 = (1, mlll,m’) = /(l,m|8,g0>d(2<9,g0\l’,m’>

— / Y (6, 0) i (6, 0)d2
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Dabei ist df2 = sinfdfdy das Flichenelement auf der Kugel mit dem
Radius 1. Sind (0, ¢) bzw. (0’¢’) Winkel, die sich auf dieselbe Basis
beziehen, so lautet die Vollstdndigkeitsrelation

o0 l
S S Vinl0¢) Vi (0, 9) = 6(cos 8’ —cos 0)5(¢ — ) = (2~ 2) .

=0 m=—1

Die Paritdt der Zusténde |I,m) 148t sich leicht bestimmen, wenn
man beachtet, daf} in Polarkoordinaten

xt— —x r—r, 0—71—-0  p—p+
bedeutet. Daher ist
0,0|R|l,m) = (m—0,p+7w|l,m) = Vi(r—0,p+m) =
= (-1)'Yim(0, )

(die letzte Beziehung kann man entweder rekursiv erhalten oder aus
der oben angegebenen Formel ablesen). Die Paritdt der Drehimpuls-
zustinde ist daher (—1) :

RIL,m) = |I,m)(—=1)".

Die Y}, erfiillen eine Reihe von Beziehungen (z.B. Rekursions-
formeln), von denen man die meisten mit Hilfe der im vorhergehen-
den Abschnitt entwickelten “Drehimpulsgymnastik” algebraisch herlei-
ten kann. Fortschritte in der Entwicklung von Computerprogrammen
zur symbolischen (nichtnumerischen) Rechnung fiithren dazu, da man
die Fertigkeit im Umgang mit solchen Formeln in wachsendem Aus-
mafl dem Computer iiberlassen kann. Das Programm “Mathematica”
enthilt z.B. die Y}, als Standardbestandteil und man kann damit zu-
sammenhingende Formeln abfragen bzw. mit ihnen rechnen. Natiirlich
ist es auch ohne besonderen Aufwand moglich, numerische Werte oder
graphische Darstellungen zu erhalten. Wir verzichten daher auf weitere
Einzelheiten.

Als néchste Ergédnzung untersuchen wir eine Basis, die eine Al-
ternative zur Orts- bzw. Impulsbasis darstellt und fiir viele Probleme
eine zweckméfiige Analyse erméglicht. Sie besteht aus den nach den
Eigenwerten von Energie und Drehimpuls klassifizierten Zusténden ei-
nes freien Teilchens. Wir betrachten den Hamiltonoperator eines freien
Teilchens H = P? /2m und schreiben seine Eigenwerte in der Form
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E = (hx)?/2m. Da der Hamiltonoperator mit L vertauschbar ist,
kénnen wir seine Eigenzusténde simultan durch die Quantenzahlen [, m
und die kontinuierliche Variable s charakterisieren. Wir nennen die ent-
sprechenden Zusténde |k,l,m) und verlangen, daf sie fiir k > 0 ein
orthogonales, vollstdndiges System bilden:

(6", m! |k, l,m) = 6(k — k)6 Smm

fo%e) [e%e} +1
Z/o |k, l,m)dk(k,l,m| =1, ZEZ Z :
lm lm =0 m=—1

Wir konstruieren die Basis, indem wir sowohl ihre Impuls- als auch
ihre Ortsdarstellung angeben. Dazu miissen die entsprechenden Winkel
unterschieden werden. Wir bezeichnen die Winkel im Ortsraum mit

(0, ») und die im Impulsraum mit (0, ¢). Wir untersuchen zunéchst die
Impulsdarstellung und machen dazu den Ansatz

(k| 1, m) = (k,0,p|k,1,m) = g(k, k) Yim (0, P) .

Die Eigenwertgleichung fiir H fithrt zu einer algebraischen Gleichung
fiir g

(k—r)g(k,k) = 0.
Fiir beliebiges « erhalten wir eine Lésung, wenn g proportional zur
Deltafunktion 6(k — ) ist. Mit

glk,m) = 8(k— r)p

erhalten wir die oben verlangte Orthogonalitéitsrelation. Somit ist

(ks ) = 260k~ 5)Yin(6,6)

In der Ortsdarstellung mufl die Winkelabhé&ngigkeit ebenfalls durch die
entsprechende Kugelfunktion gegeben sein. Ein Ansatz lautet

(@|r, [,m) = (r,0, |k, 1,m) = fi(r,)Yim (0, @) -

Um f; zu erhalten, geniigt es, den Spezialfall § = 0, m = 0 zu betrach-
ten. Die entsprechende Kugelfunktion hingt nicht von ¢ ab

20+1
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47
filryk) = um<r,0,0|n,l,o>.

Wir schieben Impulszustédnde ein, verwenden die Amplitude

und wir erhalten

(r,0,0|k) = <r,0,0|k,é, Q) = exp(ikr cos é)

1
(2m)3/2
und setzen fiir (k|x,[,0) die oben gefundene Form ein. Die darin auf-
tretende Kugelfunktion ist ein Legendrepolynom

~ 20+1 ~
Yio(0,8) = || = Pilcos)

7

Das Integral {iber k£ kann mit Hilfe der -Funktion ausgefiihrt werden,
die Integration iiber ¢ ist trivial und man erhélt

ko (T
filryk) = \/—27/_1 dx P)(x) exp(ikrz) ,

P, ist ein Polynom und das Integral ist daher fiir jeden Wert von [ ele-
mentar ausfithrbar. Das Resultat ist durch Besselfunktionen mit halb-
zahligem Index (sphérische Besselfunktionen) ausdriickbar:

fi(r,k) = /ﬁ\/giljl(mﬂ) . giz) = \/gJZ_H/Q(z)

) sin z . 1 /sinz
jo(2) = ) 31(2)2—( —cosz> Yo

z z z
Das asymptotische Verhalten fiir groles Argument ist

(_,L-)(l+1)

5, (exp(iz) + (1) exp(—iz)) + O(=")

gi(z) =
(einlaufende und auslaufende Kugelwelle!). Damit sind die Zustédnde
|k,l,m) in der Orts- und Impulsdarstellung bestimmt. Als orthogona-
le, vollstéindige Basis konnen sie genauso verwendet werden, wie die
Impuls- oder Ortszustédnde, also auch zur Analyse von Situationen, in
denen das betrachtete Teilchen nicht frei ist. Mit Hilfe der Zustdnde
|k, 1, m) kann man z.B. Beziechungen zwischen Entwicklungen von Orts-
und Impulszustéinden nach Kugelfunktionen herstellen (vgl. Ubungen).
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Als weitere Ergidnzung betrachten wir die Addition von zwei Dreh-
impulsen J (1), J (2) zu einem Gesamtdrehimpuls

J = J(l)—l-J(Q) .

Fiir ein Teilchen ist ein Beispiel dafiir die Addition des Bahn- und
Spindrehimpulses. Die Klassifizierung der Eigenzustédnde ist aber auch
in komplizierteren Féllen von Interesse. Wir betrachten zwei Drehim-
pulsvektoren, deren Komponenten miteinander vertauschbar sind

[J(l)ia J(Z)k] =0 2.7 k= 17273 .

Aus den Eigenzustidnden |j;,m;) von J%i),J(i)g(z' = 1,2) erhélt man
daher durch Produktbildung Eigenzustinde des Gesamtsystems

|71, m1;5 42, ma) = |j1,m1) @ |j2, m2) .

Das ist aber nicht die einzige mogliche Basis und i.a. auch nicht eine,
die man verwenden mochte. Interessant ist eine Basis, die durch die
Quantenzahlen von J? und J5 charakterisiert ist. Aus

2 2 2

sieht man, dafl J %1) und J %2) mit J? vertauschbar sind, weil die beiden
Drehimpulsvektoren J ;) miteinander kommutieren. Auflerdem sieht

man unmittelbar ein, dafl J; mit J %1) und J %2) vertauschbar ist. Daher

kann eine geeignete Basis durch die Quantenzahlen von J %1), J %2), J?
und J3 charakterisiert werden

’jlaj%ju m> :

In der Praxis mufl man die beiden Basen ineinander umrechnen kénnen:

s g dom) = > |ju,mas o, ma) (1, mas fa, maljr, o, 4, m) -

may,ma

Die als Koeffizienten auftretenden Amplituden heiflen Clebsch-Gordan-
Koeffizienten und kénnen aus gruppentheoretischen Uberlegungen ge-
funden werden. Den einfachsten Zugang bildet die im vorigen Abschnitt
skizzierte Schwingersche Technik mit Oszillatoroperatoren, mit der es
auch moglich ist, Verallgemeinerungen zu finden (Addition von 3 und
4 Drehimpulsen). Fiir Einzelheiten vgl. die von L.C. Biedenharn und
H. van Dam herausgegebene Literatursammlung Quantum Theory of
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Angular Momentum, Acad.Press, New York-London 1965, in der die
wichtigsten Originalarbeiten (einschliefilich der von Schwinger) abge-
druckt sind. Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind reell und nur fiir

m=mi+ma, |[j1—J2| <J< g1+

von Null verschieden. Sie erfiillen bestimmte Orthogonalitidts- und
Vollstéandigkeitsrelationen und es gibt Rekursionsformeln, die sich zu
einer Berechnung mit nichtnumerischen Computerprogrammen eignen.
Fiir “Mathematica” gibt es z.B. ein entsprechendes Paket. Wir sehen
daher von einer detaillierten Diskussion ab.
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Ubungen

26) Finde eine Entwicklung von exp(ik - ) nach Kugelfunktionen.

27)

28)

29)

30)

31)

Untersuche den fithrenden Term fiir grofle kr und beweise, dafl

];; (exp(ikr)8(2—102)—exp(—ikr)5(2+02))+0(r2)

ist. Dabei ist {2 das Fldchenelement auf der Kugel im Ortsraum
und {2 das entsprechende Element im Impulsraum.

exp(ik-x) =

Finde eine Entwicklung von exp(ikz3) nach Funktionen von cos 6
(x3 =rcosf).

Fiir einen beliebigen Zustand |v) soll die Orts- und die Impulsdar-
stellung nach Kugelfunktionen entwickelt werden

Bestimme &;,,,(r) in Termen von &;,, (k) und umgekehrt.

Betrachte die im Text untersuchten Eigenzusténde |71, jo2, 7, m) des
Gesamtdrehimpulses J = J (1) + J(2). Welche Eigenwerte haben
die Operatoren J (1) - J(2) bzw. J - J ()7

Finde die Auswahlregeln I’ —1, j' — j, m’ —m fiir die Matrixelemente
des Ortsoperators

1
(l,2,J m'| X1, ,J, m).
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5.5 Zentralsymmetrisches Potential

Nun betrachten wir ein Teilchen mit der Masse m in einem zentral-
symmetrischen Potential V' = V(R), R = | X| (oder, was auf dasselbe
hinauslauft, zwei Teilchen mit Wechselwirkung durch Zentralkréfte; in
diesem Fall ist m die reduzierte Masse und R = |X (1) — X (9, vgl.
Abschnitt 5.1). Der Hamiltonoperator

L
H = %P +V(R)

ist in diesem Fall mit dem Bahndrehimpuls L = X x P vertauschbar.
Ein vollstéandiges System vertauschbarer Operatoren besteht daher aus
H,L? und Ls. Als ersten Schritt zu einer entsprechenden Reduktion
in der Zahl der zu untersuchenden Freiheitsgrade spalten wir von der
kinetischen Energie einen Anteil der Radialbewegung ab (vgl. M 2.2).
Wir fiithren die Rechnung in Termen der dimensionslosen Operatoren
(vgl. Abschnitt 5.1)

1 A 1
=X =—-P, A:=—-L= =
Q 1K P P 5 QOxP, Q=|9|
durch. Dazu verwenden wir als quantentheoretisches Gegenstiick zur

Radialkomponente des Impulses den Operator

1 Al
I.=—(9- =-—(X -P).
5(Q-P) = (X P)
Mit Hilfe der kanonischen VR kann man nachrechnen, daf3 dieser Ope-

rator mit O ein kanonisches Paar bildet

Q,II] = il.
Einige niitzliche VR sind
Q [Q 1 i
I ==, |=,1I| = I —| =—=.
[QJ ] 1 Q, [Q? :| 07 [ ) Q:| Q2

Der Operator II ist nicht selbstadjungiert, weil die in ihm enthaltenen
Faktoren nicht vertauschbar sind. Man erhélt
2i
or=1i-=.
Q

Daher ist der folgende Operator selbstadjungiert:
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1 1 1
K=I-—==10I+—- = =1IQ .
) o = 0@

Mit diesen Formeln und einfachen Eigenschaften des Vektorprodukts
findet man nach etwas Rechnung die Zerlegungen

Q 1
2 2 1 2 2 2 1 2
- Sy CRyE B ) U
P /C—I—Q2 0 —|—Q2

Mit 7 = £?/2X%m wird der dimensionslose Hamiltonoperator
1
H(A?) = K2+ §A2 +U(Q)
mit

U(Q) = 2V(Q) .

Wir klassifizieren die simultanen Eigenzustdnde von H, L2,L3 durch
die entsprechenden Eigenwerte

le,l,m) mit ¢ = E/T .

Wenden wir H auf diese Zustinde an, so kénnen wir A? durch den
FEigenwert ersetzen

H(A?)|e,1,m) = HAI+1))|e,1,m) .

Das Eigenwertproblem fiir H ist somit ein eindimensionales Problem,
denn es kommen nur die radialen Operatoren II, Q vor. Die anderen
beiden Dimensionen sind im Eigenwertproblem fiir den Drehimpuls

A2le,l,m) = |e, |, m)I(1+1), Asle,l,m) = |e,l,m)m

enthalten. Die Winkelabhéngigkeit ist sowohl im Orts- als auch im Im-
pulsraum durch die Kugelfunktionen bestimmt

<w’67lvm> = Yim(0,0)Pi(r,€),
(kle,l,m) = Yin(0,p)®i(k,€) .
Es ist moglich und zweckméfig, aus @ einen Faktor herauszuziehen

und den Rest als Zustandsprojektion auf eine entsprechende Basis zu
schreiben:
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1
Di(r,e) = —— (q,lle,l) qg=1/\
(10 = S (@ lled) a=r/
- \3/2
@l(kae) = T <€al|€al> g:k‘)\

Fir die Basisvektoren erhilt man mit den Methoden bzw. Resultaten
von Abschnitt 5.4

(g, 106,0) = \/gilqﬁjz(qé),
<Q7l|q/7l> = 6<q_q/)7 <£7l|€/7l>:6(£_§/)

Zu untersuchen bleibt das eindimensionale Problem
(H; —€el)le,l) = 0

mit

o lI+1) 1 5 ll+1)
o= D v = S (n + 101 +U(Q)) 0.
In Analogie zur klassischen Mechanik (vgl. M 2.2) tritt im Hamilton-
operator H; fiir die Radialbewegung anstelle von U(Q) das effektive
Potential

I(1+1)

02

auf. Da der erste Term (der sog. Zentrifugalterm) ein positiver Operator
ist, miissen die Eigenwerte € = ¢(l) mit wachsendem [ zunehmen. Aus-
nahmen von dieser Regel gibt es dann, wenn die Eigenwerte beziiglich
[ entartet sind. Das ist nur fiir das Coulombpotential U ~ 1/Q und fiir
das Oszillatorpotential U ~ Q? der Fall.

+U(Q)

In der klassischen Mechanik (vgl. M 2.3) kénnen die moglichen
Teilchenbahnen entweder auf einen endlichen Bereich um das Zentrum
beschriankt sein (finite Bahn, Bindung) oder bis ins oo reichen (infini-
te Bahn, Streuung). Welche Bahnformen es gibt, hingt vom Potential
ab. In der Quantentheorie zeigt sich dieser Unterschied in der Struk-
tur des Eigenwertspektrums. Bindungszustdnde entsprechen diskreten
Eigenwerten, d.h. das Spektrum besteht aus einzelnen, voneinander ge-
trennten Punkten auf der Energieskala. Die Eigenzusténde sind dann
normierbar (e, lle, ) = 1. Fiir Streuzustdnde bilden die Eigenwerte ein
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Kontinuum, die Eigenzustdnde sind dann nicht normierbar, ihr Ska-
larprodukt fiihrt auf die §-Funktion (die im vorhergehenden Abschnitt
untersuchten Drehimpulszustéinde eines freien Teilchens sind ein Bei-
spiel). Die tatséchliche Struktur des Spektrums hidngt vom Potential
ab. Das ganze Spektrum kann sowohl aus kontinuierlichen, als auch aus
diskreten Teilen bestehen.

In der Ortsdarstellung erhalten wir

1d
(,IIF(Q) = Fla){g,1], (¢1K = ——(q,1] .
1 dg
Aus der Eigenwertgleichung erhalten wir eine gew6hnliche Differential-
gleichung zweiter Ordnung
( 2 l(l+1)

_d—quFTJFU(Q)—G)gl(Q) =0

fiir die Eigenfunktion ¢;(q) = {(q,l|e, ).

Bildet man Erwartungswerte radialsymmetrischer Funktionen
F(Q), so kompensiert der herausgezogene Faktor 1/¢ den vom Volum-
element

dBr = r2drd = Mq¢*dgd$?

herrithrenden Faktor ¢ und wir erhalten

QD = | " g @@ F(a)dg

Mit F' = 1 erhalten wir daraus z.B. die Norm des Eigenzustands. Da Er-
wartungswerte physikalisch bedeutsam sind, kommen nur solche Lésun-
gen der Differentialgleichung als Eigenfunktionen in Frage, fiir die das
Integral mit dem entsprechenden F' konvergiert. Losungen, fiir die der
Integrand an den Integrationsgrenzen zu stark zunimmt, sind physika-
lisch unbrauchbar.

Wir betrachten zunéchst das Verhalten fiir kleine q. Der Einfach-
heit halber betrachten wir Potentiale U, die fiir ¢ — 0 nicht zu stark
wachsen:

°U(q) = 0.

q=0
Wir setzen fiir g; eine Potenzreihe an

a(q) = ¢°(co+cig+--°)
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und bestimmen den Exponenten 3 des fithrenden Terms aus der Diffe-
rentialgleichung. Dabei kann U gegen den Zentrifugalterm vernachlés-
sigt werden. Man erhélt

ﬁ(ﬁ_l):l(l+1)7 also B:l_f’]. oder B:—l

Fiir die zweite Losung wére z.B. der Erwartungswert der potentiellen
Energie divergent. Diese Losung ist daher fiir die Physik unbrauchbar.
Das Verhalten von g; fiir kleine ¢ ist daher

a(q) ~ ¢ | g(0) = 0.

Der Spezialfall [ = 0 ist darin enthalten.

Das Verhalten von g; bei groBen Werten von ¢ héngt vom entspre-
chenden Verhalten des Potentials ab. Nimmt U (q) fiir grofe ¢ zu, so muf3
g1 entsprechend stark abfallen. Das genaue asymptotische Verhalten
héngt von der Form von U ab, jedenfalls konvergiert aber das Integral
in der Norm des Eigenzustands und man erhélt nur Bindungszusténde.
Insgesamt ist das Eigenwertspektrum von unten beschrankt.

Nimmt U fiir grofle ¢ auf Null oder einen endlichen Wert ab, so
kann das asymptotische Verhalten aus der Differentialgleichung ohne
Potential- und Zentrifugalterm bestimmt werden. Die beiden Mo6glich-
keiten sind

91(q) ~ exp(£v—eq) .

Fiir negative Energie mufl das obere Vorzeichen ausgeschlossen werden:
fiir eine exponentiell anwachsende Losung wiirden Erwartungswerte di-
vergieren. Fiir die exponentiell abfallende Losung ist das nicht der Fall
und es ist auch die Norm endlich. Man erhilt also diskrete Eigenwerte
e < 0. Fiir positive Energie ist der Exponent rein imaginér, die Eigen-
funktion verhilt sich asymptotisch (je nach dem Vorzeichen) wie eine
aus- bzw. einlaufende Kugelwelle, die einem freien Teilchen entspricht.
Die Eigenzustidnde sind nicht normierbar, das Eigenwertspektrum ist
kontinuierlich. Welche Losung auszuwihlen ist, hdngt von der physikali-
schen Situation ab. Eine detaillierte Untersuchung von Streuproblemen
werden wir spater vornehmen.

Strebt U fiir grofle ¢ gegen —oo, so gibt es keine Streuzustédnde.
Das ist schon aus einer klassischen Uberlegung zu erwarten: das Teilchen
wird mit wachsendem Abstand immer stirker abgestoflen und kommt
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nie als freies Teilchen heraus. Vom physikalischen Standpunkt betrach-
tet, ist es zwar durchaus moglich, dal Kréifte zwischen zwei Teilchen
abstolenden Charakter haben, aber ein unbegrenztes Anwachsen der
Abstolung ist unrealistisch. Solche Fille sollen daher hier nicht unter-
sucht werden.

Die qualitative Struktur des Eigenwertspektrums ist damit auf das
Verhalten des Potentials im Ortsraum zuriickgefiihrt. Zur Bestimmung
der Eigenwerte muf} die oben angegebene Differentialgleichung fiir ¢;(q)
gelost werden. Obwohl es sich “nur” um eine gewdhnliche, lineare Dif-
ferentialgleichung 2. Ordnung handelt, ist eine strenge Losung nur fiir
wenige Potentiale moglich. Ein notorisches Beispiel ist das Coulomb-
potential, das im néchsten Abschnitt untersucht wird. Fiir weitere Bei-
spiele vgl. die Ubungen. Das Eigenwertproblem kann fiir solche (im Sinn
der Quantentheorie) integrablen Félle auch mit algebraischen Metho-
den gelost werden, wenn man von den entsprechenden Eigenschaften
von K, Q etc. Gebrauch macht. In den meisten Féllen miissen jedoch
Néaherungsmethoden verwendet werden.

Im Impulsraum ist die Eigenwertgleichung eine Integralgleichung.
Das sieht man aus der Impulsdarstellung von H
hk?

2m

(k|H[y) =

(k) + / |V (R) K )R (K )).

In Termen der Amplituden (£, |e, ) resultiert nach einiger Rechnung

(€ — ) (€1l ]) + / T AU E e 1) = 0.

Der Kern U; dieser linearen Integralgleichung ist
Uie.€) = | dalé.lla. U @a. 1€
0

= 2¢¢ [ da U@
™ 0

Fiir Erwartungswerte von zentralsymmetrischen Impulsfunktionen
F(P) erhilt man

EF(P)e,1) = / (€. 1]e, ) PF(€)de.

Mit F' = 1 resultiert die Norm des Eigenzustands.
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Ubungen

32) Der dreidimensionale (isotrope) harmonische Oszillator wird

33)

34)

35)

durch den Hamiltonoperator

P? mw? 9
H = om + 5 R
beschrieben. Im kartesischen Koordinaten (X1, X, X3, Py, Ps, P3)
und in Zylinderkoordinaten (X3 als Achse) konnen die Eigen-
zustdnde und Eigenwerte algebraisch bestimmt werden. In Po-
larkoordinaten ist es einfacher, im Ortsraum zu arbeiten (eine
algebraische Bestimmung mit dem in Anhang A1l fiir das Cou-
lombproblem skizzierten Verfahren ist ebenfalls durchfiihrbar).
Die Verfahren sollen verglichen werden. Dabei ist auf die Ent-
artung zu achten.

Fiir ein zentralsymmetrisches Problem mit dem Potential U(Q)
seien die Eigenwerte €(n,[) und Eigenfunktionen g¢;(q) exakt be-
kannt. Wie kann man daraus die entsprechenden Groflen fiir das

Potential

U,(Q) = U(Q) + é, g>0

finden?

Die Eigenwerte des Hamiltonoperators

P? a R 2
PP (80w

sind zu bestimmen. Die Lage der untersten Niveaus
(n=0,1,2;1 < 12) ist fiir einen kleinen, einen mittleren und einen
grofleren Wert von a in eine graphische Darstellung des Potentials
einzutragen.

Bestimme die Bindungsenergien fiir den Hamiltonoperator

P Vo

2m  (cosh kR)?

fiir Zustdnde mit [ = 0 in Abhéngigkeit von den Parametern
Vo > 0 und k. Wieviele Bindungszustidnde gibt es bei gegebenen
Parameterwerten? Welche Form haben die Eigenfunktionen?
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36) Untersuche die Problemstellung des vorhergehenden Beispiels fiir
das Potential
V = —Vyexp(—kR).

Anmerkung: Die in den Beispielen 35, 36 untersuchten Potentiale sind
Modelle fiir ein Teilchen, das in einem beschrinkten Bereich in r an-
ziehende Krifte spiirt. Wegen [ = 0 konnen die Beispiele auch fiir
eindimensionale Problemstellungen (R = |X|) aufgefafit werden. Die
Ortsdarstellung ist dann

(X)) ~ T(<X|¢>)z:0

37) Separable Potentiale: Die Berechnung von Eigenwerten und Ei-
genzustinden im Impulsraum ist dann einfach, wenn das Matrix-
element (k|V|k') als Summe von Produkten geschrieben werden

kann
(k|V|K') = Z f(l) (2) (k)

Ein solches Potential heiflit separabel. Separable Potentiale wer-
den als Modelle verwendet (vor allem in der Kernphysik). Der
einfachste mogliche Ansatz fiir [ = 0 ist

(K'|V|k) = —ag(k)g(K)

Die Berechnung von Bindungsenergien und Eigenfunktionen im
Impulsraum ist zu untersuchen. Welche Form hat das Potential
im Ortsraum? Die Rechnung ist fiir den Ansatz von Yamaguchi

b

k)= ———
9(k) = 153
auszufithren. Zu bestimmen ist die Kopplungskonstante a, das
Potential im Ortsraum und der mittlere quadratische Radius 7g

g = (BE|X?|E)

Dabei ist die Bindungsenergie £ < 0 und s als vorgegeben zu
betrachten. Als Anwendung in der Kernphysik ist a und rg fiir das
Deuteron zu bestimmen (Als vorgegeben sind dabei die Parameter
E = —2.225 MeV,b?> = 1/4n .k = 1.3 fm ™" anzusehen).
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5.6 Das Wasserstoffatom

Als besonders wichtige Anwendung fiir die quantenmechanische Berech-
nung von Energieeigenwerten betrachten wir das Wasserstoffatom. Die
wichtigste Wechselwirkung zwischen Proton und Elektron ist die Cou-
lombwechselwirkung zwischen den Ladungen der beiden Teilchen. Da
beide Teilchen Spin 1/2 und damit magnetische Momente haben, gibt
es zusitzliche magnetische Wechselwirkungen. Lauft das Elektron auf
einer stationdren Bahn um ein Proton, so hat es i.a. einen von Null
verschiedenen Bahndrehimpuls, der wegen der Ladung des Elektrons
zu einem magnetischen Bahnmoment fiithrt. Das magnetische Spinmo-
ment fithrt sowohl zu einer Wechselwirkung mit dem Bahnmoment als
auch mit dem Spinmoment des Protons. Diese vom Spin herriihren-
den Kopplungen sind aber sehr klein und wirken sich auf die Lage der
Spektrallinien nur wenig aus (sie fithren zur Feinstruktur bzw. Hyper-
feinstruktur). Die relativistische Theorie enthélt den Spin und die da-
mit zusammenhéngenden Wechselwirkungen automatisch. Im Rahmen
der nichtrelativistischen Quantentheorie wollen wir uns zunéchst auf
die Coulombwechselwirkung beschrdnken und die Teilchen als spinlose
Objekte beschreiben. Das entsprechende quantenmechanische Problem
ist (wie sein klassisches Gegenstiick) exakt 16sbar. Ein Grund dafiir
kann in der Tatsache gesehen werden, daf es aufler dem Drehimpuls ei-
ne weitere Erhaltungsgrofie gibt (den Runge-Lenz-Vektor, vgl. M 2.4).
Das fiihrt dazu, dafl das Coulombproblem eine hohere Symmetrie als
die bei Drehungen in drei Dimensionen aufweist. Die Eigenwerte der
Energie zeigen als Folge eine entsprechend hochgradige Entartung.

Das Coulombproblem kann auf verschiedene Weisen gelost wer-
den. Die Berechnung der Eigenwerte fiir die Bindungszusténde ist rein
algebraisch mit Hilfe der Vertauschungsrelationen des Drehimpulses
und des Runge-Lenz-Vektors moglich (so hat Pauli das Spektrum als er-
ster berechnet). Das Verfahren erlaubt auch die Berechnung der Streu-
phasen (vgl. Anhang 1), aber nicht der Eigenfunktionen. In der Orts-
darstellung ist die Schrodingergleichung eine partielle Differentialglei-
chung zweiter Ordnung. Das géingige Verfahren zu ihrer Losung stammt
von Schrédinger und besteht in der Separation der Winkelabhéngigkeit
in Polarkoordinaten (vgl. vorhergehende Abschnitte) und der Losung
der verbleibenden gewohnlichen Differentialgleichung fiir die Radial-
abhéngigkeit. Eine Alternative bildet die Separation der Schrodinger-
gleichung in parabolischen Koordinaten. In der Impulsdarstellung ist
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die Schrodingergleichung eine Integralgleichung. Durch Ausniitzung der
erwihnten hoheren Symmetrie ist es moglich, sie exakt zu 16sen (diese
Methode stammt von Weyl bzw. Fock). Mit Hilfe der algebraischen Ei-
genschaften der Operatoren K, (Q usw. kann ein Kalkiil mit verallgemei-
nerten Leiteroperatoren gefunden werden, mit dem die Eigenzustidnde
und Eigenwerte darstellungsunabhéngig angegeben werden kénnen. Die
Eigenfunktionen im Ortsraum sind damit relativ einfach zu finden, die
Ubertragung auf den Impulsraum ist weniger einfach als beim harmo-
nischen Oszillator (vgl. Anhang A1l). Die Idee dieser Methode geht auf
Dirac zuriick. Viel spater wurde das Verfahren von Schrédinger ausge-
baut und verallgemeinert.

Wir fithren hier nur die Resultate an und beniitzen als Abkiirzun-
gen die Rydbergenergie F'r und den Bohrschen Radius ag (vgl. 5.1). Die
Eigenwerte fiir die Bindungszustéinde entsprechen der Balmerformel

Er

En = =72

n = 1,23, n>l+1.

Der Energieeigenwert ist also durch die Hauptquantenzahl n festge-
legt. Da [ in FE, nicht verkommt, gibt es fiir viele Werte von [ den
gleichen Energieeigenwert. Die Eigenzusténde sind daher entartet. Der
Entartungsgrad (= Zahl der Zustinde mit gleicher Energie) ist leicht
zu finden. Fiir festes n haben alle Zustiande mit 0 <! < n — 1 dieselbe
Energie. Zu jedem Wert von [ gibt es aber 2/ 4+ 1 mogliche Werte von
m. Insgesamt betrigt der Entartungsgrad daher

n—1

Z(?l +1) = n*

1=0
Die Eigenfunktionen im Ortsraum sind
<a:]n, l7 m> = lem(‘% @)@nl (T)
Die Radialfunktion @ ist ein Ausdruck der Form

!
2 2
(—T) exp (—L> - Polynom vom Grad (n —1—1) in <—T> :
nag nag nagp

Der erste Faktor ist eine Folge des Zentrifugalterms im effektiven Po-
tential und bestimmt das Verhalten bei kleinen Abstéinden, der expo-
nentielle Abfall bei groflen Absténden garantiert die Normierbarkeit.
Die untersten Eigenfunktionen sind
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Pr0(r) = 3/2 Xp( )

Pao(r) = 2% (2a0)3/2 (1 an) ( 2a0>

Por(r) = W \/_2ao ( )
2
T3

o) = g (13 (5) ) o (i)

Fiir maximalen Drehimpuls | = n — 1 ist die Eigenfunktion relativ
einfach

n—1
2 1 2r r
b () — exp | — .
n,n 1( ) n2ag/2 (2n— 1)! (nag> p( nCLO)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit [ # 0 sind infolge des Faktors
r2l bei groferen Abstinden konzentriert als fiir Zustéinde mit [ = 0.
Das ist eine Folge des abstoflenden Zentrifugalterms im effektiven Po-
tential, der fiir kleine Abstéinde dominiert und als “Drehimpulsbarrie-
re” wirkt. Im Bohrschen Modell wéire der Drehimpuls auf der n-ten
Bahn nh. Dieser Wert ist in der Schrédingertheorie nicht moglich, aber
Il = n — 1 entspricht dem néchstliegenden moglichen Wert. Ansonsten
unterscheiden sich die mit der Schrédingertheorie berechneten Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen vor allem fiir kleinere Werte von n von den
Aussagen des Bohrschen Modells.

Nun betrachten wir das “wirkliche” Wasserstoffatom, d.h. wir un-
tersuchen, wie sich die Struktur der Eigenwerte &ndert, wenn der Spin
des Elektrons mitgenommen wird. Eine genaue Rechnung erfordert eine
relativistische Theorie. Die Diracgleichung ist fiir das 1/r-Potential ex-
akt losbar und erlaubt daher eine einigermafien genaue Berechnung der
Eigenwerte und Eigenfunktionen fiir den Wasserstoff. Fiir alle kompli-
zierteren Atome ist man natiirlich wie in der Schrédingertheorie auf
Néaherungen angewiesen. Die relativistische Theorie enthélt alle mit
dem Spin zusammenhéngenden Effekte automatisch.

Ohne die relativistische Theorie wirklich durchzufiihren, kénnen
wir jedoch bereits einen Uberblick gewinnen, welche Resultate zu erwar-
ten sind. Folgende Phénomene geben zu Korrekturen Anlafl (Aufzéhlung
in der Reihenfolge ihrer Bedeutung):
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(1) die Tatsache, da8 der Gesamtdrehimpuls nicht der Bahndrehim-
puls L, sondern J = L + S ist;

(2) die Wechselwirkung des magnetischen Spinmoments mit dem
Bahnmoment (Spinbahnkopplung);

(3) die relativistische Verénderlichkeit der Masse des Elektrons mit
der Geschwindigkeit;

(4) die Bahn des Teilchens ist nicht scharf, es “spiirt” daher das Po-
tential nicht nur an einer Stelle r, sondern es gibt Korrekturen,
die hoheren Ableitungen von V entsprechen (sog. Darwinterm);

(5) die Wechselwirkung mit dem magnetischen Kernmoment;

(6) in der Quantenfeldtheorie erfiillt die Feldstérke des elektromagne-
tischen Feldes und ihre zeitliche Anderung eine Unschérferelati-
on. Ein stabiler Zustand mit Feldstérke Null (klassisches Vaku-
um, kein Strahlungsfeld) ist daher nicht moglich, es gibt selbst im
leeren Raum Schwankungen der elektromagnetischen Feldstédrken
um den Mittelwert Null. Das Elektron im Atom “spiirt” diese
Feldschwankungen;

(7) auch die Ladung des Elektrons schwankt in der Quantenfeldtheo-
rie lokal um den Mittelwert Null. Eine in das Vakuum eingebrach-
te Ladung (z.B. die des Kerns) polarisiert diese Schwankungen.
Durch diese Vakuumpolarisation wird das Coulombgesetz zwi-
schen Kern und Elektron bei kleinen Abstdnden geédndert. Das
Elektron im Atom “spiirt” das gednderte Abstandsverhalten.

Die Effekte (1) - (4) kénnen aus der Diractheorie berechnet werden. Sie
fithren zu einer Aufspaltung der Niveaus (Feinstruktur), iiber die zu
sprechen sein wird. Der sehr kleine Effekt (5) fithrt zu einer weiteren
Aufspaltung (Hyperfeinstruktur). Die ebenfalls sehr kleinen Effekte (6)
und (7) der Quantenfeldtheorie fithren zu einer Energieverschiebung,
durch die bestimmte Niveaus aufgespalten werden (Lambshift).

Da es hier nur um eine erste Ubersicht gehen soll, betrachten wir
nur die Auswirkungen von (1) und (2) und vernachlissigen alle ande-
ren Korrekturen. Dazu miissen wir zwischen den magnetischen Quan-
tenzahlen zum Bahndrehimpuls (m;), Spin (ms = +£1/2) und Gesamt-
drehimpuls (m;) unterscheiden.

Bei Mitbetrachtung des Spins wird die Zahl der Zustédnde verdop-
pelt, denn zu jedem Satz erlaubter Quantenzahlen n, [, m; gibt es noch
die beiden Werte my = +1/2. Wird zunéchst jede Spinwechselwirkung
vernachléssigt, so erscheint der Spin einfach als “angeklebtes Etikett”
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des Zustands, das mit der Dynamik nichts zu tun hat, denn der Spin
kommt dann in H nicht vor. Die Eigenzustdnde von H sind dann

Da der Spin in H nicht vorkommt, bleiben die Eigenwerte unverédndert
und sind fiir allgemeines Zentralpotential 2(2[ + 1)-fach entartet (bzw.
fiir reines Coulombpotential: 2n2-fach).

Die Spinbahnkopplung fiihrt dazu, dafl der Spin S in der Hamil-
tonfunktion auftritt. Die Form des entsprechenden Zusatzterms kann
ohne Diractheorie aus Invarianzbetrachtungen erraten werden. Der
Term muf} ein Skalar bei Drehungen und Spiegelungen sein, denn er
darf keine Richtung auszeichnen. Er mufl aus P und S aufgebaut sein
und natiirlich die potentielle Energie V(X)) enthalten (damit auch X).
P ist ein polarer Vektor, S als Drehimpuls ein axialer Vektor. Man
braucht daher einen zweiten Axialvektor, d.h. ein Kreuzprodukt, um
eine Invariante bilden zu kénnen. Ohne héhere Potenzen der Operato-
ren kann man nur auf eine Weise eine solche bilden, in der V' vorkommt,
nédmlich

Hrs = fS-(VV(X) x P)

mit einer Konstanten f, deren Zahlwert natiirlich aus diesen Uberle-
gungen nicht bestimmt werden kann. Die Diractheorie liefert bei kon-
sequenter Entwickung nach v/c den Wert

1
;= 2(mc)?
Fiir ein Zentralpotential erhélt man durch Gradientenbildung
1 ov
Hysg = ——— — (S-L
Ls 2(mc)?R OR ( )

Da Hj g von der Einstellrichtung von S relativ zu L abhéngt, mufl dieser
Beitrag eine Aufspaltung der Energieniveaus bewirken. Der Eigenwert
von S - L ist (vgl. Ubungsbeispiel 5.27)

2

%(j(jﬂ)-l(lﬂ)_Z)

Daher werden alle Niveaus mit [ # 0 in Dubletts aufgespalten. Dafl
der entsprechende Energieunterschied nicht grofl ist, sieht man durch
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Einsetzen von Zahlen: es tritt das Produkt der magnetischen Momente
der Bahnbewegung und des Spins auf. Setzt man als charakteristischen
Wert fiir den Bahnradius den ersten Bohrschen Radius ein, so erhéilt
man als Groflenordnung fiir den Spinbahnterm

e? 1

(Hps) ~ (Za)?Egr mit der Feinstrukturkonstante a = — ~ ——

he 137
Fiir Natrium gibt das den Faktor 7 - 1072 und das ist die GroéBenord-
nung des gemessenen Linienabstands des Dubletts. Die Aufspaltung ist
also wirklich eine Feinstruktur der Spektrallinien. Die Hyperfeinstruk-
turaufspaltung ist mindestens um einen Faktor 10~3 kleiner, da das
Kernmagneton um diesen Faktor kleiner als das Bohrsche Magneton
ist. Fiir eine quantitative Berechnung der Feinstruktur geniigt es nicht,
den Spinbahnterm zu kennen, denn die unter (3) und (4) genannten Bei-
trage sind von derselben Gréflenordnung. Ohne diese Terme anzugeben,
konnen wir aber die zu erwartende Struktur der Eigenwerte diskutieren.

Die Eigenzusténde sind jetzt nicht mehr die Produkte der Spinzu-
stédnde mit den Eigenzustédnden des spinlosen Problems, denn H kom-
mutiert nicht mehr mit Ls, sondern nur mehr mit Js (m; ist also kei-
ne “gute” Quantenzahl mehr, vgl. Addition von Drehimpulsen!). Dem-
entsprechend wird man z.B. in der Ortsdarstellung Eigenzusténde der
Form

1 .
<m|nal7 §7jvmj>

suchen. Dabei bedeutet n wieder die Hauptquantenzahl. In einem Pro-
duktansatz aus Radial- und Winkelanteilen kann man im Winkelanteil
die Zusténde |I, %, J,m;j) mit Hilfe der Drehimpulsaddition (vgl. 5.4) aus
den Eigenzusténden |[,m;) ® |3,+1) aufbauen, deren Ortsdarstellung

2
die Kugelfunktionen sind.

Die Energieeigenwerte sind daher durch n, [, j zu indizieren
E = Enu,

Von m; kdnnen sie nicht abhéingen, weil die Richtung von J wegen der
Zentralsymmetrie irrelevant ist und es daher keine Energie kosten darf,
sie zu dndern. Die spektroskopische Terminologie ist

1
I, n=1,23,-, j=0-,1,2,-
nj n )=y ) j ’2’727
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Fiir [ wird anstelle der Zahl ein (durch Tradition eingebiirgerter) Buch-
stabe geschrieben: s fiir [ =0, pfiurl =1, dfirl =2, f firl =3, g fir
I = 4 usw. In dieser Terminologie sind die untersten Wasserstoffniveaus

Is12 25172, 2p1/2] 2p3)2 [351/2,3p1 /2] [3P3/2,3ds/2] 3ds /2 usw.
—_— ——— —_— —

Wegen der hoheren Symmetrie des 1/r-Potentials hingen die aus der
relativistischen Diractheorie berechneten Eigenwerte nicht von [ ab. Die
in eckigen Klammern gruppierten Niveaus haben daher dieselbe Ener-
gie. Diese Entartung wird durch die quantenfeldtheoretischen Effekte
(6) und (7) aufgehoben und es tritt eine sehr kleine, aber mefibare Ver-
schiebung der Niveaus gegeneinander auf (Lambshift). Die Feinstruk-
turaufpaltung zwischen Zustédnden, die sich nur in der Einstellrichtung
des Spins unterscheiden, ist durch _ angedeutet.



186 5. Einfache Anwendungen

Ubungen
Fir einen kleinen Zusatzterm zu H
H—H =H+g¢gHY g¢<x1

ist die Korrektur zum Eigenwert in erster Ordnung in g durch das Dia-
gonalelement von H) bestimmt

Enim — Entm + g(n, 1, m|HO |n, 1,m) + O(g?)

(vgl. die Ubungsbeispiele 3.12 u. 3.13). In den folgenden Beispielen ist
diese Korrektur fiir ein wasserstoffihnliches Atom (Coulombpotential
mit e — Ze, Z = Kernladungszahl) zu untersuchen.

38) Berechne die Energieinderung infolge der Spinbahnkopplung
gHY = Hpg
fiir einen Zustand mit maximalem Drehimpuls (I =n — 1).

39) Berechne die Energieinderung infolge der untersten relativisti-

schen Korrektur
2
1 P?
HL — _ -
g 2mc? (Qm)

fiir einen Zustand mit maximalem Drehimpuls.
Hinweis: es ist giinstig, sie durch die Matrixelemente von V' und
V2 auszudriicken und den Virialsatz zu beniitzen.
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5.7 Rotationen und Schwingungen zweiatomiger Molekiile

Die fiir ein Zentralpotential verwendeten Methoden erméglichen
Aussagen iiber das Energiespektrum zweiatomiger Molekiile. Natiirlich
darf man nicht erwarten, dal man das Spektrum damit vollstéandig be-
stimmen kann. Das einfachste gebundene System aus zwei Atomen ist

das Ion H2(+) von Wasserstoff. Im Schwerpunktsystem ist das zwar i.W.
ein Einteilchenproblem (ein Elektron bewegt sich im Coulombfeld der
beiden Protonen), aber das Potential ist nicht zentral. Fiir Molekiile,
die aus komplizierten Atomen aufgebaut sind, mufl man ein entspre-
chend schwieriges Mehrkorperproblem 16sen, was iiber die bisher be-
trachtete Problematik noch weiter hinausfithrt. Ein Problemkreis, der
sich jedoch erfassen 148t, ist der Einflul von Rotationen des ganzen
Molekiils und von Schwingungen der beiden Atome gegeneinander auf
das Spektrum. Als Ausgangspunkt fiir ein geeignetes Naherungsverfah-
ren (sog. adiabatische oder Born-Oppenheimer-Niherung) denken wir
uns die beiden Kerne zunéchst in einem bestimmten Abstand r fest-
gehalten. Wir denken uns das (komplizierte) Eigenwertproblem fiir die
Bewegung der Elektronen im Coulombfeld der Protonen (einschliefllich
aller Wechselwirkungen der Elektronen) geldst und die entsprechenden
Energieniveaus Ey (Grundzustand), F; (1. Anregungszustand), --- E,
berechnet. Diese Niveaus miissen von dem (als Parameter hineinge-
steckten) Abstand r abhéngen. Fiir jedes Niveau FE,(r) wird es einen
Wert rg, (sog. Gleichgewichtsabstand) geben, fiir den die Energie E,,
am kleinsten ist, wiahrend sie fiir kleinere und gréf8ere Werte von r zu-
nimmt. Der Minimalwert E, (rq, ), die Lage ro, des Minimums und die
Form der Abhéngigkeit von r werden davon abhéngen, welches Niveau v
man betrachtet. Die auf der folgenden Seite abgebildeten Kurven geben
eine solche Abhéngigkeit qualitativ wieder.

Nun wollen wir uns dafiir interessieren, was passiert, wenn man
zulafit, dafl sich die Kerne gegeneinander bewegen (bzw. die Atome: die
Hiillen werden die Bewegung mitmachen). Sie haben dann eine kine-
tische Energie, die zu der durch E,(r) gegebenen potentiellen Energie
dazukommt. Solange diese kinetische Energie geniigend klein ist, wird
sie nicht ausreichen, um das Molekiil in einen hoheren “Elektronenzu-
stand” zu versetzen. Wir kénnen dann jeden “Elektronenzustand” v
fiir sich untersuchen, d.h. wir kénnen v festhalten. In der folgenden
Betrachtung lassen wir den Index v weg; die Untersuchung muf fiir je-
den einzelnen Zustand v mit dem entsprechenden E,(r) durchgefiihrt
werden. Die Bewegung der Atome untersuchen wir ndherungsweise als
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Ey (1

c < <

Tl
or N

Bewegung von zwei Teilchen in einem durch E(r) = V(r) gegebenem
Potential (das man entweder aus der Losung des oben angedeuteten
Eigenwertproblems erhélt oder in Form eines phdnomenologischen An-
satzes hineinsteckt). Auflerdem lassen wir zu, daf§ das Molekiil als Gan-
zes rotiert, daf} also in der kinetischen Energie der Drehimpulsbeitrag
nicht verschwindet. Im Schwerpunktsystem der beiden Atome erhalten
wir dann ein zentralsymmetrisches Einteilchenproblem mit dem Poten-
tial V(r). Die in Abschnitt 5.5 entwickelten Methoden kénnen daher

angewandt werden. Mit

1
<.’,C’€, la m> = }flm(ga @))\Tqul(q)

lautet die Schrédingergleichung fiir g;

d2
<— a2 T Uess (Q)—€>gl =0

mit dem effektiven Potential
(1+1) 2m\?
q

Ueff (Q) =

Dabei ist

s— +U(@), Ulg) = 2 V(Ag).
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mims
m= —
mi1 + Mmao
die reduzierte Masse der beiden Atome und A eine noch offene Skalen-
konstante.

Fiir zu grofie Werte der Drehimpulsquantenzahl [ hat U, s wegen
des positiven Zentrifugalterms kein Minimum und das Molekiil disso-
ziiert als Folge der Zentrifugalkraft. Wir betrachten daher niedrigere
Werte von [, fiir die das Molekiil gebunden bleibt. Die Lage qo des
Minimums stimmt nicht genau mit dem Gleichgewichtsabstand des ru-
henden Molekiils iiberein. Sie ist durch

d
/ . _ !
eff (g=q) =0 < = _dq)

bestimmt und héngt von [ ab: gy = qo(l). Wir entwickeln Uss in der
Nihe dieser Stelle:

1
Uerr (@) = Ueyy (qo) + §(q —qo0)? Uess (qo) + -+

Der erste Term bedeutet einen konstanten Zusatz zum Eigenwert e.
Der zweite Term entspricht dem Potential eines eindimensionalen har-
monischen Oszillators (die Koordinate ist die Auslenkung ¢ — qo, die
Federkonstante ist durch U”cf¢ (qo) bestimmt; durch geeignete Wahl
von A konnte man sie zu 1 machen). Das Eigenwertspektrum und die
Eigenfunktionen haben wir bereits in Abschnitt 5.2 bestimmt. Mit dem
Resultat €, = (n + %), n =0,1,2,... konnen wir die Energieeigen-
werte des Molekiils in folgender Form schreiben

1\ R
E, = V(rg)+ hw <n+ 5) + ﬁl(l +1)

Dabei entspricht 7o der oben bestimmten Lage des Minimums von Up ¢ ¢

d (RA(1+1)
dr

2mr2

Die Schwingungsfrequenz w ist durch

d? (hQZ(l +1)

s HV()) (r=ro) = m?

2mr?
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bestimmt und I = mr entspricht einem effektiven Trigheitsmoment
der Rotationsbewegung.

Infolge der Schwingungs- und Rotationsbewegung spaltet daher
jedes elektronische Molekiilniveau (das durch V(rg) bestimmt ist) in
eine Gruppe von Niveaus auf, die durch die Werte der Vibrationsquan-
tenzahl n und der Rotationsquantenzahl [ charakterisiert sind. Die ge-
naue Form der Aufspaltung héingt von der relativen Gréfle der entspre-
chenden “Energiequanten” (V (rq), hw, h?/2I) ab. Die Bindungsenergie
—V(rg) liegt fiir 2-atomige Molekiile bei einigen eV, das Oszillator-
quant hw ist 10-30 mal kleiner, die Einheit fiir die Rotationsenergie
h?/2I ist 10° - 10* mal kleiner. Die Elektronenniveaus spalten daher
in dicht beieinander liegende Vibrationsniveaus auf, die ihrerseits eine
Feinstruktur infolge der Rotationsniveaus haben. Die empirisch beob-
achtete Bandenstruktur der Molekiilspektren kommt dadurch zustande,
daf} die einzelnen Rotationsniveaus so dicht liegen, dafl sie als unauf-
gelostes Band beobachtet werden.

Da das Rotationsquant R /21 sehr klein ist, macht es nichts aus,
wenn man die [-Abhéngigkeit in ¢o bzw. w, I vernachlissigt, d.h. mit
U statt Uy rechnet.

In der Entwicklung von U.ss nach Potenzen von q — qo ist die
Vernachlédssigung hoherer als zweiter Potenzen nur erlaubt, wenn die
Amplitude der Schwingung nicht zu gro8 ist. Das bedeutet, daf die Vi-
brationsquantenzahl n nicht zu grof} sein darf, damit die hier betrach-
tete Naherung konsistent bleibt. Fiir groflere Werte miissen anharmo-
nische Terme mitgenommen werden. Eine Trennung in Vibrations- und
Rotationsterme ist dann nicht mehr méoglich.

Die Quantennatur der Molekularschwingungen und -rotationen
auflert sich in der spezifischen Wirme von molekularen Gasen. Nach
dem Gleichverteilungssatz der klassischen statistischen Mechanik ist die
spezifische Wirme gleich der Zahl der Freiheitsgrade des Molekiils mal
kp /2. Dabei bedeutet kp die Boltzmannkonstante

kp = 8.617347- 10 °eV /°K.

Ein zweiatomiges Molekiil hat 6 Freiheitsgrade: drei fiir die Translati-
onsbewegung, zwei fiir die Rotation (die Drehung um die Molekiilachse
kostet keine Energie) und einen fiir die Schwingung. Da die Schwingung
im Mittel zur kinetischen und potentiellen Energie gleich viel beitragt
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(Virialsatz!), ist der Schwingungsfreiheitsgrad doppelt zu zéhlen. Die
spezifische Warme sollte fiir Gase aus zweiatomigen Molekiilen daher
gleich Tkp /2 sein. Experimentell findet man bei normalen Temperatu-
ren 5kp/2 und bei tieferen Temperaturen 3kp/2. Die Quantentheorie
kann diesen Befund erklédren. Ist bei einer festen Temperatur 7' die
mittlere Energie der Translationsbewegung 3kpT /2 < hwg, so kénnen
im Mittel keine Schwingungen der Atome angeregt werden. Das Mo-
lekiil verhalt sich starr, der Schwingungsfreiheitsgrad ist “eingefroren”,
es hat nur 5 Freiheitsgrade. Da die entsprechende Temperatur fiir die
meisten Gase relativ hoch liegt, ist der experimentelle Befund verstand-
lich. Bei niedrigen Temperaturen wird die Translationsenergie kleiner
als das “Rotationsquant” k> /21 und die Rotation “friert ein”, soda8
nur die Translationsbewegung zur spezifischen Wérme beitrigt.

Fiir mehratomige Molekiile sind die Verhé&ltnisse komplizierter. Es
gibt i.a. drei Haupttrégheitsachsen (und zugehorige Trigheitsmomen-
te, vgl. M 3.2), um die Rotationen stattfinden kénnen. Auch fiir die
Schwingungen gibt es mehrere Moglichkeiten, die den klassischen Nor-
malschwingungen entsprechen. Verwendet man die zugehorigen Nor-
malkoordinaten, so sind die Schwingungen (fiir kleinere Auslenkungen)
entkoppelt.
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Ubungen

40) Die Entwicklung von U (bzw. U,ss) um das Minimum kann vermie-
den werden, indem man U, ¢y durch eine geeignete (mit Parametern
versehene) Funktion ersetzt, fiir welche die Schrodingergleichung
exakt gelost werden kann. In der Funktion enthaltene Parameter
treten dann im Spektrum auf und ermoglichen eine Anpassung
an gemessene Spektren. Damit erhédlt man Aufschliisse iiber das
Molekiilpotential. Das folgende Beispiel ist besonders einfach:

V(r):—§+7% a,b>0
Bestimme das Spektrum mit Hilfe von Ubungsaufgabe 33 aus dem
fiir das Coulombpotential. Fiir welche Parameterwerte resultiert
die Aufspaltung in ein Vibrations- bzw. Rotationsspektrum? Be-
stimme die auftretenden Parameter (V(r¢),w,I) in Termen von
a, b.
Hinweis: Das Coulombspektrum ist beziiglich [ entartet. Durch den
Term ~ b wird die Entartung aufgehoben. Um die Technik von 5.30
anwenden zu konnen, mufl man vorher die Hauptquantenzahl n
des Coulombproblems durch die sog. radiale Quantenzahl N aus-
driicken (n = N —1—1, N = 0,1,2,....). Bei der Losung des
Coulombproblems tritt zunéchst stets N auf.
Ergénzung: Die Losung der Schrodingergleichung fiir das oben an-
gegebene Potential findet eine Anwendung in der relativistischen
Theorie des Coulombproblems fiir ein (spinloses) Teilchen. Die Pa-
rameter a, b haben in diesem Fall natiirlich eine ganz andere phy-
sikalische Bedeutung (und ganz andere numerische Werte).
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5.8 Wahrscheinlichkeitsdichte und -stromdichte

Als Funktion von (t,x) beschreibt die Ortsdarstellung (x|¥(t)) eines
(zeitabhéngigen) Zustands einen lokalen Vorgang in Raum und Zeit
(“Schrodingerwelle”). Uber die Wahrscheinlichkeitsinterpretation be-
steht die Moglichkeit, daraus eine Grofle zu konstruieren, die als “Wahr-
scheinlichkeitsdichte” interpretiert werden kann. Wir zeigen nun, dafl
diese Interpretation die Ziige aufweist, die fiir lokale Phédnomene in
Raum und Zeit charakteristisch sind (vgl. M 3.1, ED 1.1, 2.1, 2.9). Der
Einfachheit halber betrachten wir nur ein Teilchen in einem Potential
V. Die Betrachtung kann auf mehrere Teilchen verallgemeinert werden.
Man mufl aber “damit leben”, da3 der Ortsraum fiir n Teilchen 3n
Dimensionen hat (vgl. 4.4).

Die “Wellenfunktion”

(x|F(t) = P(x,t)
erfiillt die Schrédingergleichung

2

0 h
ih g (z,t) + . Ayp(x,t) — Vip(x,t) = 0.

Der reelle Ausdruck

ple,t) = ¢*(x, )z, t) = (W(t)e) (|¥(t))

hat die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeitsdichte: das Integral iiber
den Ortsraum

[ ot = wolew) =1
entspricht der Normierung der Wahrscheinlichkeit.

Da die Wahrscheinlichkeit erhalten ist

d
— (W ()|(t) = 0
SwOWw) = o
sollte es fiir p eine lokale Bilanzgleichung (Kontinuitétsgleichung) ge-
ben, die den Erhaltungssatz sichert. Es sollte also eine Stromdichte
j(x,t) geben, fir die

Ip

at-l—V-j:O
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ist. Es ist leicht nachzurechnen, dafl diese Kontinuitétsgleichung aus der
Schrédingergleichung folgt, wenn der Strom die Form

J(@t) = g (BT~ (VY )) =
o (D)) (@l PlE()+
WPl (@)
hat.

Wie aus dem letzten Ausdruck zu sehen ist, entspricht diese Wahr-
scheinlichkeitsstromdichte einer Art “Stromungsgeschwindigkeit” des
durch 1 beschriebenen Wellenvorgangs. Durch Betrachten von Beispie-
len 148t sich das erhérten. Fiir ein freies Teilchen

(| T() = W exp <z’kzw—z’ Zﬁ t)

m

erhalt man z.B.

1 .1 Rk 1 p

P e YT e m T @t

Eine ebene Schrédingerwelle kann man sich daher als einen Teilchen-
strom vorstellen, wobei die mittlere Dichte 1 Teilchen pro Volumen
(27)3 betrigt und die Teilchen die mittlere Geschwindigkeit v = p/m
haben.

Mit Hilfe von p 148t sich ein Zusammenhang mit der klassischen
Physik herstellen. Dazu setzen wir die Wellenfunktion als Exponential-
funktion an

W(x,t) =exp (%(S(az,t) +iK(w,t))> , S=5""K=K".

Durch Einsetzen in die Schrédingergleichung erhélt man eine nichtline-
are, komplexe Differentialgleichung. Aus ihrem Real- bzw. Imaginérteil
erhilt man zwei Gleichungen zwischen K und S. Die Rechnung ist
eine etwas miihevolle Differenzieriibung. Das Resultat kann in folgender
Form geschrieben werden:

0K 1 h
o T (V8) (VE) = 5 - AS
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oS 1 2 1 )
aﬂtﬁ(VS) +V o= ((VK)? — hAK)

Setzt man den Ansatz fiir v in die oben angegebenen Ausdriicke fiir
p, 7 ein, so erhilt man

2 1
p = exp (——K>, Jj=—pVS
h m

und die erste Differentialgleichung ist i.W. die Kontinuitétsgleichung.
Aus der Form von j ist ersichtlich, dafl die Richtung von 7 den Wellen-
trajektorien entspricht.

Die zweite Gleichung ist mit der klassischen Hamilton-Jacobiglei-
chung eng verwandt. Fiir die klassische Hamiltonfunktion

2
Hy (x,p) = I;ann + V(ekr)
lautet die Hamilton-Jacobigleichung (vgl. M 4.10) fiir die Wirkungs-

funktion Sp;

OSk 1 2 B
ot +2m(VSkl) +V = 0.

Die quantenmechanische Gleichung unterscheidet sich davon durch den
Term auf der rechten Seite. Setzt man S als Potenzreihe in 2 an

S =Sy+h*Sy +---

so sieht man aus der ersten oben angegebenen Differentialgleichung, daf3
eine Entwicklung von K mit einem Term ~ h beginnt. Die rechte Seite
der zweiten Gleichung beginnt daher mit einem Term ~ %* und man
erhélt fiir Sy die klassische Hamilton-Jacobigleichung. IThre Lésung kann
daher als unterste Naherung fiir die Quantenmechanik verwendet wer-
den. Diese Entwicklung heifit die quasiklassische oder WKB-N&herung
(die Buchstaben stehen fiir die Namen Wentzel, Kramers, Brillouin).
Die hoheren Terme miissen durch iterative Losung der Gleichungen fiir
K und S bestimmt werden. Dabei stellt sich heraus, dal S nur gerade
und K nur ungerade Potenzen von & enthélt. Ob die Reihe konvergiert
(bzw. wenn das der Fall ist, wie rasch), hdngt vom betrachteten Poten-
tial ab. Der Faktor 1/h im Exponentialansatz ist aber ein wesentliches
Relikt der Quantentheorie: “ganz klassisch” geht es nicht! Der Zugang
iitber S laft sich zu einem selbsténdigen Zugang zur Quantentheorie
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ausbauen, der v.a. von Feynman entwickelt wurde. Die WKB-Néhe-
rung werden wir in einem spéateren Abschnitt betrachten.

Wesentliche Unterschiede zur klassischen Physik ergeben sich aus
der Tatsache, dafl 1 selbst keine Mef3grofle ist. Um die Unterschiede
deutlich zu machen, betrachten wir den stationdren Fall. Die Zeitab-
héngigkeit ist dann in einem Phasenfaktor enthalten, den wir abspalten
konnen (in der klassischen Physik ist das Analogon dazu eine Beschrei-
bung durch die “reduzierte” Wirkung Wy, anstelle von S, vgl. M 4.10).
Die stationédre Schrodingergleichung ist

(-h—za V() - E) W(z) =0

2m

In der klassischen Physik ist das Analogon der Energiesatz

ﬁpil + V(mkl) —E=0

Die klassische Bewegung ist nur in Bereichen fiir ay; “erlaubt” (d.h.
moglich), in denen der Impuls p;; reell ist, d.h. in Bereichen mit
E > V(xy). In der Quantentheorie gibt es auch in “klassisch verbote-
nen” Gebieten eine Losung ¢ (x) und damit eine von Null verschiede-
ne Aufenthaltswahrscheinlichkeit p(x). Eine Konsequenz davon ist der
sogenannte “quantenmechanische Tunneleffekt”. Sind zwei klassisch er-
laubte Bereiche durch einen Potentialwall getrennt, so kann ein Teil-
chen in der klassischen Mechanik nur dann aus einem Bereich in den
anderen gelangen, wenn seine kinetische Energie grofler als die poten-
tielle Energie am hochsten Punkt des Walls ist. Bei kleinerer Energie
wird es vom Wall reflektiert. In der Quantentheorie gibt es im letzteren
Fall auch jenseits des Walls eine (durchgelassene) Schrodingerwelle. Die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, da} das Teilchen den Wall “durchtunnelt”,
ist endlich. In Analogie zur Optik kann man in einfachen Fillen einen
Reflexions- bzw. Transmissionskoeffizienten als Verhéltnis der entspre-
chenden Komponenten des Wahrscheinlichkeitsstroms definieren (vgl.
Ubungen).
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Ubungen

41)

42)

43)

44)

Berechne p und j fiir zwei in entgegengesetzter Richtung laufende
ebene Wellen mit verschiedener Amplitude. Was ergibt sich fiir
gleiche Amplitude?

Berechne die Komponenten von j in Polarkoordinaten (jy, jo, j,)
fiir ein Teilchen in einem Coulombpotential. Welches magnetische
Bahnmoment ergibt sich fiir ein Elektron?

Betrachte die eindimensionale Bewegung eines Teilchens in einem
Bereich mit konstantem Potential V. Berechne p und j, fiir
E < V.

Die eindimensionale Bewegung eines Teilchens im Potential

V- 0 fire <Ound z > a
V>0 fir0<z<a '

ist fiir £ < Vp zu untersuchen. Dabei soll von links (z < 0) eine
ebene Welle auf den Wall zulaufen. Die durch

R_ Ju (reflektiert) T J» (durchgelassen)

"~ ju (einlaufend)” =~ j, (einlaufend)

definierten Reflexions- bzw. Transmissionskoeflizienten sind zu
berechnen und zu diskutieren.
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Wie in der klassischen Physik sind auch in der Quantentheorie nur
verhaltnisméflig wenige physikalische Probleme exakt l6sbar. Es ist
daher notwendig, Naherungsverfahren zu entwickeln, mit denen man
moglichst grofle Klassen von Problemen untersuchen kann. Wir bespre-
chen in diesem Kapitel einige Verfahren, die praktische Bedeutung er-
langt haben. Anwendungen sind z.T. im Text, z.T. in den Ubungen
enthalten. Sie beziehen sich auf Problemstellungen, die schon im vor-
hergehenden Kapitel untersucht wurden, d.h. also auf Probleme mit
wenigen relevanten Freiheitsgraden. Die Ndherungsverfahren selbst sind
aber so konstruiert, dafl sie auch fiir kompliziertere Probleme verwendet
werden konnen.

6.1 Stationire Storungstheorie

Fiir eine Reihe quantenmechanischer Eigenwertprobleme besteht der
Hamiltonoperator aus zwei Teilen H = H© + H® | von denen der eine
(H (0)) exakt diagonalisierbar ist. Stellt der zweite Teil H") in irgend-
einem Sinn eine kleine Korrektur zu H(® dar, so kann man die Eigen-
werte und Eigenzustinde von H aus denen von H(® berechnen. Das
entsprechende Naherungsverfahren heifit (zeitunabhéngige oder stati-

ondre) Storungstheorie. Wir nehmen also an, dafl die Eigenwerte EY
und Eigenzustéinde |n) von H®) bekannt sind

HO) = |n)EY.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, da das Spektrum von H(©
nicht entartet sein soll. Die Eigenzusténde bilden dann ein orthogonales,
vollstéandiges System

(nn/) = bpnr, Y In)(n| =1

Wir suchen die Eigenwerte E,, und Eigenzustinde |¢,,) von H mit Hil-
fe einer unitdren Transformation U, die H im Raum der ungestorten
Eigenzusténde |n) diagonalisiert

(n|UTHU|n'Y = Enbnnrs  |90n) = Uln) exp(ia).
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« ist dabei eine physikalisch irrelevante Phase, die wir so wéhlen, daf3

(nln) =1

ist. Das hat zur Folge, dafl die Diagonalelemente von U —1 verschwinden
und ist fiir die Rechnung zweckméfig. Diese Phasenwahl ist allerdings
nur fiir einen Eigenzustand |n) moglich (a = a(n)).

Um die Eigenwerte E,, und die Matrixelemente (n’|U|n) approxi-
mativ zu bestimmen, schreiben wir

H®Y = g

und fassen U = U(g) und E,, = F,(g) als Funktionen eines kleinen,
numerischen Parameters g auf. Offensichtlich ist U(g = 0) = 1 und

E.(g=0)= EY. Wir entwickeln nach Potenzen von g
U=1+ gUi +g°Us+ -
UHU = HO 4 ¢S; + ¢*Sy + -+
und erhalten
Sy = UTHO + HOU, + W
Sy = UJHO + HOU, + U HOU, + UJW + WU,

usw. Entwickeln wir in der Diagonalitédtsbedingung auch den Eigenwert
nach g
B = B4 gED 4 ED + -

so konnen wir die Koeffizienten von g, g2, ... vergleichen und erhalten
EY = (n|Sj|n), (n|S;|n') = 0 n#n', n=1,2,...

Als zusétzliche Information miissen wir die aus der Unitaritét folgenden
Beziehungen
U+ U =0

U2+U2T+U1U1T:0

usw. (vgl. Ubungsbeispiel 2.14) beriicksichtigen. Eliminieren wir U ;r aus
S1, so erhalten wir

S1 = [H(O), Uil + W

Damit wird
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E = (n|W]n)
(E,gm_Efj?)) n|Uyn") + (n|Wn') =0

Damit sind die erste Korrektur zum Eigenwert und die entsprechenden
Matrixelemente erster Ordnung von U bestimmt. Die hoheren Korrek-
turen konnen (mit wachsendem Aufwand) analog berechnet werden.
Dabei ist es vorteilhaft, rekursiv vorzugehen. Fiir S5 bedeutet das z.B.,
dafl man zuerst U2T mit der Unitaritétsbeziehung eliminiert, das Resul-
tat in Termen von S ausdriickt und die Resultate der ersten Nidherung
verwendet.

Insgesamt erhélt man bis zu Termen 2. Ordnung fiir den Eigenwert

H(1)|n/>|2
E, = E7(10) + <n|H(1)]n> + |<”|—
n;n ESLO) - Efzg)

Der erste Korrekturterm stimmt mit dem Resultat {iberein, das man mit
Hilfe des Hellmann-Feynman-Theorems erhilt (vgl. Ubungsaufgaben
3.12, 3.13). Der zweite Term ist jedoch auch bei schwacher Stérung
wichtig, wenn die Diagonalelemente von H!) verschwinden.

Die Matrixelemente von U sind bis zu Termen 2. Ordnung (m # n)

—1 (n|H®n)
_ M _
bltin) = o (<m|H " (1 T EY g0

(m|HO |n/) (0 |[H D |n)
P> B9 - g

n’#n

Die Storungstheorie ist fiir die Bestimmung von Eigenwerten umso bes-
ser geeignet, je kleiner die Matrixelemente von H(*) relativ zu den Ener-
giedifferenzen zwischen den Niveaus des ungestorten Problems sind.
Liegen zwei dieser Niveaus nahe beieinander, so mufl die Stérungstheo-
rie modifiziert werden. Bei Entartungen im ungestorten Spektrum muf3
man zuerst anstelle der Zustdnde mit gleichen Eigenwerten Eéo) eine
solche Linearkombination einfiihren, daff die Matrixelemente von H (1)
zwischen den neuen Zustédnden verschwinden und dann das Storungs-
verfahren anwenden; es gibt dann keine verschwindenden Energienen-
ner. Die Entartung wird dabei i.a. durch die Stérung aufgehoben, d.h.
die Eigenwerte des gestorten Problems sind voneinander verschieden.
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Bei kleiner Stérung bleiben aber die urspriinglich gleichen Niveaus na-
he beisammen.

Die hier beschriebene Methode der ndherungsweisen Diagonalisie-
rung mit einer kanonischen Transformation kann auch fiir andere Ope-
ratoren als H verwendet werden, sofern die entsprechenden Vorausset-
zungen erfiillt sind.

6.2 Variationsverfahren

Die Bestimmung von Eigenwerten und Eigenfunktionen mit einem Va-
riationsverfahren geht auf Lord Rayleigh (J.W. Strutt) zuriick und wur-
de 1909 von W. Ritz zu einer allgemeinen mathematischen Methode
ausgebaut. In der Quantentheorie gehéren Variationsverfahren vor al-
lem seit der Entwicklung leistungsfihiger Rechner zu den wichtigsten
und am meisten verwendeten Methoden. Wir diskutieren die Grundi-
dee fiir ein stationdres Einteilchenproblem (die Verfahren sind aber in
hohem Maf} verallgemeinerungsfihig).

Ausgangspunkt ist die Tatsache, daf3 der niedrigste Eigenwert FEj
eine untere Schranke fiir den Mittelwert der Energie in einem belie-
bigen stationéren Zustand |¢) bildet. Einen Beweis fiir diese Aussage
erhélt man durch Einschieben des vollstéindigen Systems der exakten
Eigenzusténde |E,,)

(WIHY) = (W|H|E) (B, |v) =
- ZEn<w|En><En|w> -

= 3" (Bo+ Bu — Eo)(WIE) (Ealy) =

n

= Eo+ Y _(En — Eo)[(Ea|$)* > Eo

Dabei haben wir angenommen, dafl |1)) normiert und das Spektrum
nicht entartet ist. Zu einem Naherungsverfahren fiir £y kommt man,
indem man fiir |¢)) einen Ansatz macht, der von einem oder mehreren
Parametern 3 abhéngt (sog. Probezustand, trial state)

) = 1vo(B))  (Wo(B)lho(B)) = 1
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und die Parameter (3 so variiert, dafl der Erwartungswert von H minimal
wird

{(o(B)|Hltpo(F)) = Min.,  85(¢o(B)|H][10(8)) = 0

Mit den daraus bestimmten “optimalen” Werten 3 = (33 erhélt man
einen Néherungswert Ey(5p) fir Fy

Eo(Bo) = (Yo(Bo)|H |0 (Bo)) > Eo

Der entsprechende Zustand |¢y(0y)) gibt eine Ndherung fiir den Grund-
zustand |1¢g). Die Naherung ist umso besser, je mehr Eigenschaften des
exakten Grundzustands in den Ansatz |1)o()) “eingebaut” werden. Da-
zu gehoren insbesondere allfillige Symmetrieeigenschaften. Meist wird
man den Ansatz fiir |¢o((3)) in einer speziellen Darstellung machen, also
z.B. in der Ortsdarstellung eine Probefunktion (x| (3)) ansetzen. Der
Ansatz sollte dann das asymptotische Verhalten der strengen Losung
einigermaflen gut beschreiben. Im allgemeinen ist der resultierende Feh-
ler in den Eigenwerten wesentlich kleiner als im Eigenzustand. Das kann
man aus der oben angegebenen Formel fiir (¢|H|¢) sehen: da (E,|1))
in den Erwartungswert quadratisch eingeht, verursacht ein Fehler von
~ 10% im Eigenzustand nur einen Fehler von ~ 1% im Eigenwert.

Das Verfahren kann auf angeregte Zustdnde iibertragen werden.
Man kann sich jedoch leicht davon iiberzeugen, dafl der exakte Eigen-
wert F, nur dann eine untere Schranke darstellt, wenn der entsprechen-
de Ansatz |9, (3)) zu allen niedrigeren Zustdnden

11Y0(B0)), [¥1(51)) - - |¥n—1(Brn-1)) (die man vorher bestimmen muf}) or-
thogonal ist. Das ist mit einfachen Ansétzen nicht immer leicht zu er-

reichen.

Ohne Orthogonalitit kommt man durch, wenn man anstelle von
(| H|) den Ausdruck

Zn(B) i= (¥n (B)H?|¢n(8)) — (o (B)|H |10 (8)))?

betrachtet (der fiir exakte Eigenzustidnde verschwindet) und die opti-
malen Parameterwerte aus

Zn(B) =Min., 65 Z,(6)=0
bestimmt. Der N&herungs-Eigenwert ist wie oben
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Der Wert von Z,, am Minimum ermoglicht eine grobe Abschétzung des
Fehlers 0 F,, im Eigenwert. Setzen wir

(W (Bn) [ H?[n(Bn)) = (En +6E,)? ~ E2 + 2B, 6B,

SO ist

o w Zn(Bn)
Zn(Bn) ~ 2E,6E,, 8B, ~ TR

Nachteilig ist an der Methode, da8 der Erwartungswert von H? zwi-
schen Probezustdnden komplizierter zu berechnen ist als der von H.

In einfachen Féllen kann man die Berechnung von Erwartungswer-
ten vereinfachen, indem man als Probezustidnde solche verwendet, die
aus exakten Eigenzustdnden eines geeigneten anderen quantenmechani-
schen Problems durch eine Transformation hervorgehen, deren Parame-
ter man als Variationsparameter verwendet. Wir fithren das an einem
einfachen Beispiel vor. Wir betrachten den Hamiltonoperator

1
H = —P*+V.
2m

Die Eigenzusténde |n) und Eigenwerte o, von

1
H = —P’+W

2m

sollen exakt bekannt sein
H'ln) = [n)an, (') = b, Y [n)(n| = 1.
Wir betrachten als Probezustande
1
n(8)) = Uh(A)In), Up(B) = exp(yAD)
mit dem Dilatationsoperator (vgl. Ubungsbeispiel 4.7)

1
D = (X -P+P X)

Mit Hilfe der Resultate der Ubungsbeispiele 4.7 und 4.13 kann man die
Wirkung der Dilatation auf Funktionen von P bzw. X ausrechnen

F(P)UL(B) = F(P/)),
Up(B)F(X)UL(B) = F(AX), A= exp(f).

S
S
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Der Erwartungswert kann daher zwischen den Zusténden |n) berechnet
werden

(Un(B)| HWn(B)) = (n|Up H Upln) =
P? + V(AX)|n)

= (nl 2m\2

= (ol g (H' = W(X)) + VX)) =

+ (VLX) ~ 5 W (X)),

was in der Regel einfacher ist. Man kann sich davon iiberzeugen, dafl
zwischen den mit |¢,,(8y)) berechneten Erwartungswerten der Virial-
satz gilt. Die Nédherungszustéinde erfiillen daher Relationen, die auch
fiir die exakten Eigenzusténde gelten, was zu kleinen Fehlern fiihrt.

a2

Verwendet man als Ausgangszustédnde fiir zentralsymmetrische Po-
tentiale die Eigenzustéinde des Wasserstoffatoms, so lduft das Verfahren
darauf hinaus, daf} als Variationsparameter i.W. der Bohrsche Radius
ag beniitzt wird. Das Verfahren kann im Prinzip auf andere Transfor-
mationen verallgemeinert werden. Das hat aber nur dann einen Sinn,
wenn die Wirkung der Transformation auf H bekannt ist.

Bei eindimensionalen Problemen bieten sich als Basiszustédnde |n)
die Eigenzustdnde des harmonischen Oszillators an. Man mufl aber be-
achten, daf} die Erwartungswerte ungerader Potenzen von Q zwischen
diesen Zusténden verschwinden

(n|Q**n)y =0 k=0,1,2,...

(das ist am einfachsten mit Hilfe des Paritéitsoperators zu zeigen). Sind
solche Terme in H wichtig, so kann das zu relativ groflen Fehlern fiithren.
Darauf mufl man insbesondere bei Problemen achten, bei denen die
Paritiit nicht erhalten ist (vgl. Ubungen).
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Ubungen

1)

Zeige, da} fiir die nach dem zuletzt beschriebenen Verfahren
ndherungsweise bestimmten Eigenwerte und Eigenzusténde das
Hellmann-Feynman-Theorem (Ubungsbeispiel 3.12) erfiillt ist.

Fir den anharmonischen Oszillator

H= (P2+QQ)+%Q4, [Q,P]=il, a>0

N | —

sind die Eigenwerte mit dem zuletzt angedeuteten Variationsver-
fahren zu bestimmen. Das Verhalten des n-ten Eigenwertes ist fiir
kleine und grofle Werte von a zu untersuchen.

Entwickle eine geeignete (und moglichst einfache) Verallgemeine-
rung des zuletzt beschriebenen Variationsverfahrens, die fiir Pro-
bleme geeignet ist, bei denen die Paritdt nicht enthalten ist. Die
folgenden beiden Aufgaben konnen als Anwendungsbeispiele die-
nen.

Bestimme die Eigenwerte des Hamiltonoperators

p? 1
H = o T <X—|—gexp(—bX)> bg > 0
Dieses Potential (Toda-Potential) ist in der Gitterdynamik von
Bedeutung: beschreibt man die Wechselwirkung zwischen benach-
barten Atomen einer linearen Kette durch dieses Potential (wobei
X dem Abstand der Atome entspricht), so ist das entstehende
(periodische) System fiir N Teilchen im Rahmen der klassischen
Mechanik integrabel.

Fiir eine Reihe physikalischer Anwendungen sind Potentiale mit
zwei Minima (sog. double well) von Interesse. Als Beispiel dafiir
sind fiir den Hamiltonoperator

H=P>-4Q>+aQ’+ Q' [QP]|=il, a>0

die Eigenwerte ndherungsweise zu bestimmen (numerisch fiir & = 0
und a = 0.4). Von der Form des Potentials her ist zu erwarten, daf
niedrig liegende Zusténde (in etwa solche, die unterhalb des Poten-
tialmaximums liegen) eventuell anders behandelt werden sollten,
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als hohe Anregungszustinde. Die Zahl der (in diesem Sinn) nied-
rigen Zustinde ist von Interesse.

Zum Vergleich: ein entsprechend skalierter harmonischer Oszillator
hétte die Niveaus 2n+1+4+k, n =0,1,2,--- wobei k dem tieferen
Minimum des double-well-Potentials entspricht.

Einige numerisch bestimmte Eigenwerte sind

a=0 a=04

Ey=-1.7104 Ey = —-2.6153

FEy = —-1.2479 FEy = —-0.7202

Fsy = 101.599 Fsy = 101.229
Charmonium.
Die Bindung von zwei Charm-Quarks gleicher Masse m,
(mgc® = 1.65 GeV) aneinander ist zu untersuchen. Die Kriifte
zwischen den Teilchen sollen durch das sog. Trichterpotential

A
V(R) =—E+BR—C’

beschrieben werden. Geeignete Zahlen sind
A=0.27, B=0.25(GeV)? C=0.76 GeV

wobei R in Einheiten (GeV)™! gemessen ist. Die Ruheenergie E, =
E + 2myc? der folgenden Zusténde:

a) | =0, Grundzustand (¢ — Teilchen)
b) I =0, 1. Anregungszustand (¢’ — Teilchen)

c) I =1, unterster Zustand,

ist ndherungsweise zu berechnen.

Muonatome.

In Muonatomen bewegt sich anstelle eines Elektrons ein negatives
Muon p~ um den Kern. Wegen der grofleren Masse des Muons ist
der Bohrsche Radius rund 200 mal kleiner und das Teilchen “spiirt”
die Ladungsverteilung des Kerns. Der Einflufl der Elektronenhiille
ist im Vergleich dazu gering. Fiir die Berechnung von Energieni-
veaus kann daher mit dem Potential einer ausgedehnten Ladungs-
verteilung p mit der Gesamtladung Ze (Z = Kernladungszahl)
gerechnet werden. Als einfachstes Modell fiir p soll eine Verteilung
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p(R) = aexp(—AR)

verwendet werden. Die untersten drei Energieniveaus sollen fiir
muonischen Wasserstoff, muonisches Kalzium und muonisches Blei
berechnet werden. Daten:

m(u) = 206.77m(e)

H: Z =1, Ladungsradius 0.86 fm, Massenzahl 1
Ca: Z = 20, Ladungsradius 4.5 fm, Massenzahl 40
Pb : Z = 82, Ladungsradius 6.7 fm, Massenzahl 208
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6.3 Die quasiklassische Ndherung

In Abschnitt 5.8 war bereits angedeutet worden, welche Gesichts-
punkte dieser Ndherung zugrundeliegen. Wir betrachten der Einfachheit
halber ein stationéres, eindimensionales Problem. Nach Abspaltung der
Zeitabhangigkeit

b(x,t) = exp (—%Et) o(x) bzw. S(z,t) = —Et + W(z)
lautet der Exponentialansatz fiir ¢
1 .
o) = exp (W) + K ().

Aus der Schrédingergleichung fiir ¢ bzw. ¢* erhédlt man (vgl. 5.8) als
Gleichungen zur Bestimmung von W und K

1 N2 1 "2 "
— —E=— ((K"? -hK
(W2 +V - B = ((K) )
W/K/:EW//
9 .

Dabei bedeutet ' die Ableitung nach x. Wir losen diese Gleichungen
durch Reihenentwicklung nach Potenzen von % (wobei wir beachten,
dafl K wegen der zweiten Gleichung ~ % sein muf):

W =Wy +h2Wy +RW, + -
K =hK,+hKs+---

In niedrigster Naherung erhalten wir aus der ersten Gleichung

xT

Wi =+v2m(E -V) =: £p(z), Wy= i/p(:)j')dm'

und aus der zweiten

1
p(z)

1
Ki=>, K= Elnp(x), exp (—K1) =

Durch Fortsetzung des Iterationsverfahrens erhélt man (allerdings
mit rasch wachsendem Rechenaufwand) weitere Glieder der Reihen fiir
W bzw. K. Das Resultat fiir W5 hat die Form
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2
W= BT Pt m (o, sm (VI
8 p3 4p?  4p3 2 \p
Daraus ist ersichtlich, dafl die unterste Ndherung nur dann gut ist, wenn
sich das Potential nicht zu rasch éndert.

In unterster Néherung (auf die wir uns von nun an beschrinken)
liefert das Verfahren daher zwei partikulédre Losungen der Schrodinger-
gleichung

xT

1 ) N
o+ (z) = Ve exp iﬁ/p(x )dz' | =

a
xT

' 1
= exp i% /p(x')d:v’ ~ 5 Inp(z)

a

Die Phase der beiden Losungen ist im Bereich £ > V() reell. In die-
sem Gebiet ist eine klassische Bewegung moglich (“erlaubter” Bereich,
vgl. M 2.1). Dieser Bereich wird durch einen der Umkehrpunkte der
klassischen Bewegung begrenzt. Ist x = a ein oberer Umkehrpunkt, so
ist die Phase der Losungen im ganzen Gebiet © < a reell. Die allgemeine
Losung in diesem Bereich ist

plz<a)=Aypr + A_p_
mit beliebigen Konstanten A..

An der oberen Grenze z = a ist 1 wegen p(a) = 0 divergent.
Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl die WKB-Néaherung in der
Umgebung von x = a nicht moéglich ist. Die Gleichungen fiir W und K
konnen aber auch fiir x > a gelést werden. In diesem Fall ist (W’)% < 0
und daher W imaginédr. Man erhélt zwei partikuldre Losungen mit reel-
len Exponentialfunktionen. Aus physikalischen Griinden muf} eine mit
wachsendem z exponentiell zunehmende Losung ausgeschlossen werden:
eine Aufenthaltswahrscheinlichkeit, die bei Fortschreiten in das klas-
sisch “verbotene” Gebiet hinein zundhme, wire Unsinn. Die allgemeine
Losung in diesem Bereich ist daher

(x>a)= B
7 2/ Ip@)

1 x
exp |~ [ ()’
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Zur Losung von Problemen, fiir die beide Bereiche gebraucht wer-
den (z.B. fiir die Untersuchung von “Tunneleffekten”) mufl man Bezie-
hungen zwischen den Konstanten B, AL herstellen, die der betrachte-
ten physikalischen Situation entsprechen. Da die WKB-Néaherung in der
Néhe des Umkehrpunktes nicht konvergiert, ist ein stetiger Anschluf3 an
dieser Stelle nicht unmittelbar durchfiihrbar.

Von mehreren moglichen Verfahren zur Losung des Anschluipro-
blems skizzieren wir eines, das wenig Aufwand erfordert. Wir betrachten
die analytische Fortsetzung der WKB-Losungen zu komplexen Werten
von x und untersuchen ihr Verhalten in der Ndhe des Umkehrpunktes.
Dazu setzen wir

r=a+r exp(ia), r<a.

Wir entwickeln V(z) in der Ndhe des Umkehrpunktes
V(z) =V(a) +V'(a)(x—a)+---, V'(a) >0

und betrachten die in den einzelnen Losungen auftretenden Ausdriicke.
Wir beginnen mit der Losung im “klassisch verbotenen” Gebiet:

/\/Qm(V — E)dx' ~ \/va/(a)/dilll\/ilj/ —a=
2
= g\/ZmV’(a)rg/Q exp (z%) ,

1
@u(V - E)/!

Fiir die beiden Losungen ¢ im “klassisch erlaubten” Gebiet betrachten
wir die reelle Achse (o = 0) und erhalten analog

~ (2rnV'(a)7“)_1/4 exp (—i%) :

x

ii/p(ac’)dx’ ~ g\/2mV’(a)r3/2(ii)

a

1 , —1/4
~ (2mV'(a)r .
—=~ (V@

Verfolgen wir die Losung im “verbotenen Gebiet” entlang eines Weges
Cy, bei dem der Umkehrpunkt auf einem kleinen Halbkreis in der obe-
ren Hilfte der komplexen Ebene umgangen wird (Cy : 0 < a < ), so
erreichen wir dabei fir « — 7 1i.W. ¢_:
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QJ@@>@%%§%J@€@(—E>-

Auf einem entsprechenden Weg C'_ in der unteren Halbebene
(C_ :0 > a > —m) erreichen wir ¢ :

C- o> a) = Goraew (7).

Daraus erhalt man die Konstanten A4 in Termen von B:

B .
Ay = 5 ©XP (i%) .

Die richtig angepafite Losung kann daher als cos geschrieben werden. Ist
der Umkehrpunkt = a ein unterer Umkehrpunkt (sodafl das “klassisch
verbotene” Gebiet links von x = a liegt), so 148t sich die angestellte
Betrachtung analog durchfiihren. Eine Formel, die fiir beide Typen von
Umkehrpunkten gilt, ist

o(V>FE)—pE>V)

mit
B 1
o(V>FE)= ——— exp ——|/p(a:’) dr’|
2 P\ TR
B 1 r T
E>V)= cos —/ 2Ndx'| — =
o> V) = B con | 31 [ ot =

a

Nun betrachten wir Energieeigenwerte in quasiklassischer Néhe-
rung. Als Maf fiir einen Energieeigenwert beniitzen wir die Anzahl n
der Nullstellen (Knoten) der Wellenfunktion ¢(z). Diese ist aus der in
die komplexe Ebene analytisch fortgesetzten Wellenfunktion berechen-
bar. An jeder (einfachen) Nullstelle xg von ¢(x) hat ¢’ /¢ einen Pol mit
dem Residuum 1, wie man aus der Entwicklung

o) =Alx—z0)+---, Q@)=A+--

sieht. Integriert man im Komplexen iiber einen geschlossenen Weg, der
alle Nullstellen umfaflt, so erhélt man mit der Integralformel von Cau-
chy
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/ /
2min = ]{ v )dx’
p(')
Um die Formel auf die WKB-Naherung anzuwenden, geniigt es, die
Losung im “klassisch erlaubten” Gebiet zwischen zwei Umkehrpunkten
b < z < a zu betrachten: in den anschliefenden “verbotenen” Gebie-
ten ist die Losung exponentiell geddmpft und hat keine Nullstellen.
Auflerdem geniigt es, nur eine der beiden partikuldren Losungen zu be-
trachten: die Anzahl der Nullstellen muf fiir beide die gleiche sein. Aus
der oben angegebenen Exponentialform fiir ¢4 erh&lt man

42

=P
¢y h
Der zweite Term hat an den Umkehrpunkten einfache Pole mit dem
Residuum 1/2. Das Integral ist

_%j{];((j))dx — —? <% + %) = —ir.

Insgesamt erhalten wir daher die “Quantenbedingung”

27h (n + %) = %p(m)dm.

Das Integral auf der rechten Seite entspricht dabei einem vollen Um-
lauf auf der klassischen Bahn, d.h. der Bewegung von einem Umkehr-
punkt zum anderen und wieder zuriick: im Komplexen tragen die bei-
den Wegstiicke wegen des Wurzelvorzeichens mit gleichem Vorzeichen
bei. Die angegebene “Quantenbedingung” wurde von Bohr und Som-
merfeld vor der Entwicklung des quantenmechanischen Formalismus als
Ausdruck des Korrespondenzprinzips vorgeschlagen.

Insgesamt ermoglicht die WKB-Néaherung Einblicke in den Zusam-
menhang zwischen Quantentheorie und klassischer Physik. Es darf aber
nicht vergessen werden, daf§ die Konvergenz des Verfahrens (d.h. die
dafiir erforderliche Eigenschaft des Potentials) eine wesentliche Voraus-
setzung fiir die Giiltigkeit der gezogenen Konsequenzen ist. Ein beson-
ders praktisches Verfahren zur Losung quantenmechanischer Probleme
ist die WKB-Né&herung nur gelegentlich: in einer Reihe von Féllen ist die
Losung des quantenmechanischen Problems einfacher als die klassische
Losung.
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6.4 Teilchen in elektromagnetischen Feldern

Nun untersuchen wir die Bewegung geladener Teilchen in “&ufle-
ren” = von auflen vorgegebenen elektromagnetischen Feldern. Eine Be-
schreibung eines solchen Feldes als dufleres Feld ist eine N&herung, bei
der vorausgesetzt wird, dafl in dem betrachteten System Teilchen + Feld
die Riickwirkung der Teilchen auf das Feld vernachléssigt werden kann.
Das ist fiir makroskopische Felder, die von Spulen, Kondensatoren oder
anderen elektromagnetischen Anordnungen erzeugt werden, wenigstens
dann zu erwarten, wenn die Zahl der Teilchen, die sich im Feld bewe-
gen, nicht makroskopisch ist. Damit wir die im Abschnitt 5.1 erwdhnte
Methode heranziehen koénnen, bei der nur die Teilchenfreiheitsgrade
quantenmechanisch behandelt werden, miissen wir aber auch anneh-
men, daf} eine klassische Beschreibung der dem Feld entsprechenden
Freiheitsgrade erlaubt ist. Streng genommen ist jedes Feld, also auch das
elektromagnetische, ein physikalisches System, das der Quantentheorie
gehorchen mufl. Das bedeutet, dal die Feldstérken (und daher auch
die Potentiale) durch Operatoren beschrieben werden miissen, die nicht
vertauschbar sind. Es miissen dann Operatorlésungen der Maxwellschen
Gleichungen gesucht werden. In vielen praktischen Féllen stellt es aber
eine sehr gute Ndherung dar, wenn man die Quantennatur des elek-
tromagnetischen Feldes vernachléssigt. Fiir den statischen Teil des Fel-
des (z.B. das Coulombfeld von Ladungen) ist das sogar streng erlaubt,
denn nur zum Wellenanteil des Feldes gibt es Quanten (Photonen); der
andere Anteil benimmt sich auch in der Quantenfeldtheorie klassisch.
Physikalisch erscheint es plausibel, dafl man aber auch in anderen Si-
tuationen eine klassische Beschreibung des Feldes beniitzen kann. Es
wiirde der physikalischen Alltagserfahrung widersprechen, wenn man
z.B. bei der Beschreibung eines Atoms oder Elektrons im Feld eines
groflen Elektromagneten das Feld dieses Magneten quantisieren miifite.
Das Korrespondenzprinzip &8t erwarten, daf3 sich makroskopische elek-
tromagnetische Felder klassisch benehmen, dafl es sich bei ihnen also
um Systeme handelt, die in so hohen Quantenzusténden sind, dafl man
von Interferenzphénomenen absehen kann. Eine strenge Begriindung
dieser Annahme mufl von der Quantenfeldtheorie geliefert werden.

Wir betrachten ein Teilchen mit der Ladung ¢, das sich in einem
elektromagnetischen Feld bewegt, das durch ein skalares Potential @
und ein Vektorpotential A beschrieben wird. Diese Groflen sind Funk-
tionen von Raum und Zeit, wobei ein Raumzeitpunkt die Stelle bedeu-
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tet, an der das Teilchen (als “Probeladung”, deren Riickwirkung auf
das Feld vernachlissigt wird) das Feld spiirt. In der Quantentheorie ist
aber der Ort ein Operator X, wir miissen daher in den (vorgegeben
angenommenen) Potentialfunktionen

o = B(X,t), A= AX,1)

schreiben. Wie diese Gréflen in den Hamiltonoperator einzubauen sind,
ergibt sich aus dem klassischen Hamiltonformalismus. Dabei muf3 aber
beachtet werden, dafl das Teilchen im Magnetfeld eine geschwindig-
keitsabhéngige Kraft (Lorentzkraft) spiirt. Der kanonische Impuls (p)
ist daher mit dem kinetischen Impuls (p,,,, = m&) nicht identisch. Da
in der Quantentheorie der kanonische Impuls den Heisenbergschen Ver-
tauschungsrelationen geniigt, mufl man die Hamiltonfunktion des Teil-
chens zuerst durch kanonische Koordinaten und Impulse ausdriicken
und dann diese durch Operatoren ersetzen. Das “Kochrezept” dafiir
lautet, dafl man die Energie in Anwesenheit des Feldes aus der ohne
Feld erhélt, indem man im kinetischen Term

Prin — P — %A

ersetzt und die Energie ¢® der Ladung im skalaren Potentialfeld ad-
diert. Fiir ein Teilchen ohne Spin erhalten wir durch unsere Ubersetzung
(p— P,x — X)
1 q 2
H= — <P— —A(X,t)) (X, )+ V

2m c
V' steht dabei fiir ein Potential, das nicht vom &ufleren Feld herriihrt
(z.B. das Potential des Kerns fiir ein Elektron in einem Atom). Bei
Ausfiihren des Quadrats im kinetischen Term mufl man beachten, dafl
P mit A nicht vertauschbar ist

h
[P, A)(X,t)] = kaAl

Schafft man P nach rechts, so erhélt der Hamiltonoperator die Form

thq

1 2
H= P yvigp-Laps L a1 wv. 4
mec

2m 2mc2 2mc

Mit diesem Hamiltonoperator ist die Bewegungsgleichung fiir den Zu-
stand
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. d
inZ W) = HP ()

zu losen. Sind die Felder zeitabhéngig, so ist das quantenmechanische
Problem nichtstationér: H hingt iiber A, @ explizit von der Zeit ab.

Ein wesentlicher Unterschied zu den klassischen (Newtonschen)
Bewegungsgleichungen fillt sofort auf: in den klassischen Gleichungen
kommen nur die Feldstdrken vor, in der quantenmechanischen Bewe-
gungsgleichung hingegen die Potentiale. Das ist eine notwendige (und
daher unvermeidbare) Folge der kanonischen Quantelung. In der Quan-
tentheorie haben daher Eichtransformationen der Potentiale (vgl. ED
2.7) eine besondere Bedeutung. Um sie zu erkennen, untersuchen wir die
Auswirkung einer Eichtransformation mit einer beliebigen Eichfunktion
A(X 1) :

A—A = A-VA
104

P P = P+ - —
7 +c@t

Durch Einsetzen sieht man, dafl bei dieser Transformation der Hamil-
tonoperator H seine Form verdndert

H-—H #H

(das wére in der klassischen Mechanik im Hamiltonformalismus auch
der Fall). Darauf mufl man z.B. achten, wenn man Stérungstheorie trei-
ben will: hat man H in einer Eichung in H© + HW zerlegt, so sollte
man bei der Durchfiithrung des Stérungsverfahrens in dieser Eichung
bleiben; bei Umeichung kann sich die Zerlegung dndern.

Physikalische Resultate diirfen aber (auch in der Quantentheorie)
nicht von der verwendeten Eichung abhé&ngen. Das ist dann der Fall,
wenn sich bei der betrachteten Eichtransformation der Zustandsvektor
um einen Phasenfaktor dndert

() — ['(1)) = exp (iF (X, 1)) |[¥(1))

Mit einiger Rechnung kann man zeigen, dafl die Bewegungsgleichung
bei der Transformation ihre Form nicht &ndert, wenn

q
F = ——AX,t
hc( ’)

ist.
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Hat das Teilchen einen Spin, so mufl die Wechselwirkungsenergie
des magnetischen Spinmoments mit dem &ufleren Magnetfeld —u, - B
hinzugefiigt werden. Fiir ein Elektron (¢ = —e) in einem Atom muf
auflerdem die Wechselwirkung des Spinmoments mit dem Bahnmoment
hinzugenommen werden. Insgesamt erhalten wir fiir ein Elektron in ei-
nem Zentralpotential den auf Pauli zuriickgehenden Hamiltonoperator

p? 1 10V e
H = — - L. S)—edt+ S (A-P+S- B
2m+v+2(mc)2R8R( S)—e +mc( +5-B)+
e? ihe
A2 V. A
+21(1102 2mcV

Dabei ist S der Spindrehimpuls

h
S = —
5
Der Zustandsvektor hat daher zwei Komponenten im Raum der Pauli-

matrizen, die durch o verkoppelt werden.

Eine Alternative zur Losung der Bewegungsgleichungen mit Hilfe
der kanonischen Variablen P, X und der Potentiale A,® erhilt man
mit Hilfe der Operatoren

I, = Po—24, k=123
C

Sie bilden das quantentheoretische Gegenstiick der kinetischen Impuls-
komponenten p,,,.. Bei Eichtransformation werden sie (im Gegensatz
zu Py) gedndert

o, — I, = Hk+%Vk/1~

Mit Xj; und Funktionen von Xj haben die I die gleichen (Heisen-
bergschen) Vertauschungsrelationen wie Pj,. Untereinander sind sie aber
nicht vertauschbar. Durch Ausrechnen erhilt man

ih
(I}, 1] = Tq €kim Bm
mit der magnetischen Feldstérke
B = V x A.

Ein Operator, der eine Ergidnzung im Sinn der Relativitdtstheorie dar-
stellt, ist



218 6. Quantenmechanische Ndherungsverfahren

Ho = ’Lhﬁ - q@

ot
Bei Eichtransformationen éndert er sich geméfl
’ q 3/1
UO%HO = H()—EE

Die Vertauschungsrelation mit 17y ist
[HO,H]{] = ihq Ek

mit der elektrischen Feldstarke

B - 194 _gs
c Ot

Die Vertauschungsrelationen der I7-Operatoren sind daher eichinvari-
ant. (In der Ortsdarstellung liefle sich aus I1y und Iy sogar ein Vierer-
vektor konstruieren. Das héitte aber in der hier untersuchten nichtre-
lativistischen Quantentheorie keinen Sinn, in der die Lorentztransfor-
mation keine Invarianztransformation ist.) In Termen von II hat die
Bewegungsgleichung die Form

oW (1)) = (ﬁnhv) (L),

In speziellen Féllen kann man mit Hilfe der algebraischen Eigenschaften
der II-Operatoren zu darstellungsunabhéngigen Losungen kommen.

Als Beispiel fiir den Nutzen von Eichtransformationen in der Quan-
tentheorie betrachten wir die sog. Dipolndherung fiir ein Strahlungsfeld
und gehen dazu von der Strahlungseichung aus (V-A = & = 0). Die Di-
polndherung bedeutet, daf man die Ortsabhéngigkeit von A gegeniiber
der Zeitabhéngigkeit vernachléssigt A ~ A(t).

In der klassischen Theorie bedeutet das eine “nichtrelativistische”
Néaherung, bei der das magnetische Feld gegeniiber dem elektrischen
vernachléssigt wird

10A

B = A~0, E = —=Z—#0.
V x 0, c@t#o

In der Quantentheorie ist X ein Operator. Fiir ein Teilchen in
einem Atom nimmt aber der Erwartungswert von X wegen des ex-
ponentiellen Abfalls der Wellenfunktion fiir wachsendes r rasch ab. Ein
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Ma$ fiir den Bereich, in dem der Erwartungswert von X wesentlich von
Null abweicht, ist der Bohrsche Radius ag. Fiir eine elektromagnetische
Welle ist das Argument von A

k-X —wt mit|k| = 2
C

Die Dipolnédherung ist daher erlaubt, wenn

wag 2mag

—— <1 oder <1
c

ist (A bedeutet dabei die Wellenlénge der Strahlung). Fiir sichtbares
Licht ist der Ausdruck von der Gréfienordnung 1073, Die Dipolnéhe-
rung ist in diesem Fall also gerechtfertigt.

Fiir A = A(t) kann man das Vektorpotential wegeichen. Mit

A = XAt

wird . 9A
A =09 =-X-—=-X-E

c ot

Der neue Hamiltonoperator ist

/ 1 2
H = 2mP +V(X)—q¢X - E(t)
Er enthélt die Wechselwirkung des elektrischen Dipolmoments ¢ X des
Teilchens mit dem elektrischen Feld. Offensichtlich ist der Wechsel-
wirkungsterm eichinvariant. Seine Form ist aber nur im Rahmen der
Dipolndherung korrekt, die einen beschrénkten Giiltigkeitsbereich hat,
der durch V' bestimmt wird. Allgemein darf man natiirlich magnetische
Felder gegen elektrische nicht vernachldssigen. Fiir ein freies Teilchen
(V' =0) in einem Strahlungsfeld hétte die Naherung z.B. keinen Sinn.

In einigen Féllen ist das durch H definierte quantenmechanische
Problem exakt 16sbar (vgl. die Ubungen). Dabei handelt es sich aber um
Bewegungen im dufleren Feld allein (V' = 0). Fiir ein Elektron in einem
Atom steht das Coulombpotential einer strengen Losung im Weg. Das
Coulombfeld ist bei Abstdnden von der GrofSenordnung des Atomradius
sehr viel stiarker als die meisten im Labor realisierbaren elektromagne-
tischen Felder. Die Wechselwirkung mit dem &ufleren Feld kann daher
mit Hilfe der Storungstheorie untersucht werden. Als Beispiel betrach-
ten wir die Aufspaltung von Energieniveaus eines Wasserstoffatoms in
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einem konstanten Magnetfeld B (Zeemaneffekt). Als Vektorpotential
verwenden wir

A:;BXXLY%Azo

In der Pauligleichung vernachléssigen wir den in A quadratischen Term.
Im Wechselwirkungsterm formen wir A - P um:

1 1 1
A-P=_(BxX)-P=_ B (XxP)=:B L

Damit wird der Wechselwirkungsterm
“(A-P+S B)=-B-pu
mc

mit dem effektiven magnetischen Moment

e

e
= L+28)=——
# 2mc( + S) 2mce (J + S)

Verlangen wir

n=GJ

so ist der Eigenwert von G der Landéfaktor g. Der Operator G ist leicht
auszurechnen:

ued e J-S e J?+S? - L?
= =——1 =——1
G J? 2mc( + J? ) 2mc( + 2J2

In erster Ordnung Stérungstheorie ist die Aufspaltung

1 . 1.
AEn;l,j - —<Tl,l, _7j7mj‘B : ll’|n7lv _7j7mj>

2 2
Wiéhlen wir die Feldrichtung als z-Achse, so erhalten wir
ehB
AEn;l,j = z—mcgmj

mit dem Landéfaktor

JG+1) —ll+1)+3/4
2j(7+1)

g=1+

(vgl. ED S. 150).
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Ubungen

8)

10)

11)

12)

Fin geladenes Teilchen bewegt sich in einem homogenen elektri-
schen Feld E = (0,0,&). Bestimme die Eigenwerte der Energie
und die Eigenfunktionen (Impuls- und Ortsdarstellung). Verglei-
che mit der klassischen Bewegung.

Ein Elektron (Masse m, Ladung —e, Spin 1/2) bewegt sich in einem
homogenen Magnetfeld B. Die Eigenwerte der Energie (Landau-
niveaus) sind algebraisch zu bestimmen. Fiir welche Feldstérken
(GroBenordnung) sind Quanteneffekte von Bedeutung? Die Entar-
tung der Energieniveaus ist zu diskutieren. Was bedeutet sie phy-
sikalisch? Die Bestimung der Eigenfunktionen in der Orts- und

Impulsdarstellung ist zu skizzieren. Ein zweckmé&figer Ansatz fiir
A ist B
A= 5(—Y,X,O) B = (0,0, B)

Ein Teilchen (Masse m, Ladung —e, Spin 0) bewegt sich im Feld
einer ebenen und monochromatischen elektromagnetischen Welle.
Die Eigenzusténde (bzw. Eigenfunktionen) sind zu bestimmen. Das
Resultat ist physikalisch zu interpretieren.

Das Vektorpotential (in Strahlungseichung) kann in der Form

A= a(41(6), A2(6).0), € = w(t — )

c
angenommen werden, wobei A1, As gegebene Funktionen sind. Die
Welle lauft dabei in 3-Richtung und hat die Frequenz w, die Zahl
a ist ein Maf} fiir ihre Intensitit. Fiir lineare Polarisation in 1-
Richtung ist Ay = 0, fiir zirkulare Polarisation ist A% + A% = 1.

Ein geladenes Teilchen bewegt sich in einem elektromagnetischen
Feld (®, A). Berechne die Zeitableitungen der Mittelwerte

d d

S OIXnl (1), 20T ()

und interpretiere das Resultat.

Untersuche die WKB-N&herung fiir ein geladenes Teilchen in ei-
nem elektromagnetischen Feld (@, A). Diskutiere das Verhalten bei
FEichtransformationen.



222

13)

14)

6. Quantenmechanische Niherungsverfahren

Ein Wasserstoffatom wird in ein homogenes elektrisches Feld

E = (0,0,&) gebracht. Berechne die Energieaufspaltung des Zu-
stands mit n = 2 in erster Ordnung Stérungstheorie (linearer
Starkeffekt).

Ein Teilchen (Masse m, Ladung ¢) bewegt sich in einem Zentral-
potential und steht mit einem elektrischen Wechselfeld

E(t) = E(sinwt, coswt, 0)

in Dipolwechselwirkung.
Durch eine geeignete Transformation ist das Problem in ein stati-
onéres iiberzufiihren.

Als Modell ist das Potential

mJ{?

V= X?

zu betrachten. Zur Zeit ¢ = 0 soll sich das “Atom” im Grundzu-
stand befinden und das elektrische Feld eingeschaltet werden. Die
Ubergangswahrscheinlichkeit in den n-ten angeregten Zustand zur
Zeit t ist zu berechnen.

Das Problem ist exakt losbar. Es wére interessant, eine brauchbare
Naherungsmethode fiir ein Coulombpotential zu entwickeln.
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6.5 Zeitabhingige Storungstheorie

In vielen praktisch relevanten Féllen besteht der Hamiltonoperator aus
zwei Termen, von denen einer zeitunabhéngig ist

H=HO® 4+ HO ().

Die zeitabhéngige Storungstheorie erméglicht eine ndherungsweise Lo-
sung der dynamischen Gleichung

. d
ih— |W(t) = HP(1)),

die dann brauchbar ist, wenn H") in einem geniigend gut prizisierba-
ren Sinn eine kleine Stérung des durch H(®) beschriebenen Systems dar-
stellt. Die Storungstheorie wurde urspriinglich von Dirac fiir Probleme
der Emission bzw. Absorption von Strahlung durch Atome entwickelt.
Sie hat sich als auflerordentlich verallgemeinerungsfihig erwiesen und
soll daher hier in einer dafiir geeigneten Form dargestellt werden.

Dazu gehen wir von den im Abschnitt 4.5 beschriebenen Fassun-
gen der Dynamik in verschiedenen Bildern aus. Wie auf S. 122/123
angedeutet, soll in H(1)(t) eine Funktion der Zeit enthalten sein, die
den Ein- bzw. Ausschaltmechanismus der Stérung beschreibt. Die zu
losende dynamische Gleichung bezieht sich auf das Schroédingerbild
W (t)) = |¥s(t)). Wir transformieren in das Wechselwirkungsbild

1
W, (1)) = Up(t, to)|Wu(t)), Uy =exp (—ﬁ(t — to)H<0>)
und miissen die dynamische Gleichung

ihd

271 Wu()) = HP (1) (1)

mit
HD (1) = U (t, to) HOD (£)Uo (¢, to)
l6sen. In Termen des Heisenbergbildes ist
WUs(t)) = U(t, to)|¥n), Ul(tg,tg) =1

Daher ist ¢y die Zeit, in der das Schrodingerbild mit dem Heisenbergbild
iibereinstimmt. Setzen wir (vgl. Abschnitt 4.5)
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U(t,to) = Uo(t, to)Ui (2, to)
so erhalten wir
W, (1)) = Uy (t, t0) %), Ur(to to) =1, UlU;, =1.

Statt der dynamischen Gleichung fiir |¥,,(¢)) kénnen wir daher die Ope-
ratorgleichung

d
ih%Ul (t,to) = HV ()U, (¢, to)

untersuchen. Zusammen mit der Anfangsbedingung
Ul (th to) =1

ist diese mit der Integralgleichung

t
1
Urtst) = 1+ 5 [ HO@OE, to)at
1
to

gleichbedeutend. Wir suchen die Lésung in Form einer Reihenentwick-
lung (Stoérungsreihe):

Ur=1+> U™
n=1

Durch Iteration
U™ (t, to) /H(l) U D to)dt!

erhalten wir
U™ (t, 1) /dt1/dt2 / dt, HO () HWY (t5) - - HO (£,)

Dabei ist zu beachten, daf§ die einzelnen Faktoren Hful) i.A. nicht ver-
tauschbar sind, weil sie sich auf verschiedene Zeiten beziehen. Die Ab-
folge der oberen Integrationsgrenzen macht es auflerdem notwendig, die
Integrationen der Reihe nach (von rechts nach links) “abzuarbeiten”.
Diese Komplikation kann man mit einer formalen Vorschrift vermeiden.
Dazu definieren wir als zeitgeordnetes Produkt T' (A(t1)A(t2) - - - A(ty,))
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jene Reihenfolge der Faktoren, bei der die Zeit von rechts nach links
zunimmt. Fiir zwei Faktoren bedeutet das z.B.

[ A(t)A(te)  fiir tg > o
T(A(t1)A(t2)) = {A(tg)A(h) fir to > ¢

= Oty — t2)A(t1)Ats) + 0(ts — t1) A(t2) A(t)

Dabei ist 0 die Stufenfunktion, vgl. ED A1l (analog fiir mehr Faktoren).
Mit Hilfe elementarer Umformungen der auftretenden Integrale (vgl.
Ubungen) kann man die folgende Form erreichen

'/dtl /dt T H(1> (t1) - --Hf,})(tn)>.
nn

Ein formaler Ausdruck fiir die Summe der Stérungsreihe ist

U™ (¢, to)

t

cmmszem<h/MWSW>

to

Die Brauchbarkeit der Reihenentwicklung fiir Uy héngt natiirlich davon
ab, ob bzw. wie rasch sie konvergiert.

Zur Ilustration betrachten wir durch eine zeitabhéngige Storung
verursachte Ubergéinge zwischen Eigenzustinden des ungestorten Sy-

stems. Zur Zeit t = 0 soll sich das System in einem Eigenzustand |a)
von H(® befinden

W) = la), HOJa) =|a)E

Wir denken uns die Stérung zur Zeit tg = 0 abrupt eingeschaltet und
fragen nach der Wahrscheinlichkeit W, (t) dafiir, das System zur Zeit ¢
im Eigenzustand |b) von H) anzutreffen. Wir beschréinken uns dabei
auf die erste Niherung und nehmen an, daff |b) # |a) ist. Im Matrix-
element

W%sz%@ml+%/mMW’m

konnen Faktoren Uy nach links bzw. rechts herausgezogen werden. Der
erste Term verschwindet wegen (bla) = 0.
Mit der Abkiirzung
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Wha = _(Eb - Ea)

erhalten wir die “goldene Regel der Storungstheorie”

t

1
Wy (1) = | / BHD ()[a) exp (iwpat’) dt'].
0

Dabei ist vorausgesetzt, dafl die (normierten) Eigenzustinde zum dis-
kreten Spektrum gehoéren. Fiir kontinuierliches Spektrum ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir den Ubergang in einen Energiebereich A um Ej das
Integral

WL () = / W (£)p(b, Ey)dE.
A

Dabei ist die Termdichte p(b, Ep) die Zahl der Endzusténde |b) pro
Einheitsintervall der Energie (vgl. 4.4). Die “goldene Regel” findet sehr
viele Anwendungen (daher der Name), man darf aber nicht vergessen,
daBl es sich um den untersten Term einer Reihenentwicklung handelt.
Um mit ihr brauchbare Resultate zu erhalten, mufl die Reihe geniigend
rasch konvergieren.

Fiir die Untersuchung des Zeitverhaltens von W) kommt es auf
die im Integral enthaltenen Zeitskalen an. Der Exponentialfaktor oszil-
liert mit der Frequenz wy,. Das Verhalten des Integrals hingt davon ab,

wie stark sich H él)(t) im Verlauf einer Periode

1 h

Tr~—r ——
Wha Eb - Ea
dndert. Wir betrachten hier nur den Fall relativ kleiner Anderungen:

diein H él) () enthaltene Zeitkonstante (die fiir die Wechselwirkung cha-
rakteristisch ist) soll grofl gegen T sein. In diesem Fall darf das Matrix-

element (b|H é1)|a> vor das Integral gezogen werden. Das verbleibende
Integral ist elementar durchfiihrbar und wir erhalten mit der Funktion

die Formel .
Waa'(8) = —5 [(1H 1) f (ha, 1)
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Fiir schwach zeitabhéngiges H él) ist das eine Naherung, fiir eine zeit-
unabhéngige Storung ist das Resultat exakt.

Das Zeitverhalten wird in jedem Fall durch die Funktion f be-
stimmt. In Abhéngigkeit von x hat sie Maxima fiir

x =0, £8.9868/t, +15.4505/t, +21.8082/t...,
an denen sie die Werte
2 (1,0.04719,0.01648,0.00834 .. .)

annimmt. Den wichtigsten Beitrag liefert das Hauptmaximum bei
x = 0, das mit wachsender Zeit nicht nur immer héher, sondern auch
immer schéirfer wird: die Halbwertsbreite ist 27 /t. Fiir sehr grofie Zei-
ten wéchst f unbeschrankt. Nach Division durch ¢ erhélt man einen
endlichen Grenzwert:

lim © f(x,) = 2n6().

t—oo t

Fiir sehr grofle ¢ ist also
f(x,t) =~ 2ntd(x).

In erster Ordnung Stérungstheorie erhalten wir daher ein resonanzarti-
ges Zeitverhalten, das mit wachsender Zeit immer schéirfer ausgeprigt
ist. Die ungestorte Energie bleibt dabei ndherungsweise (bis auf Fehler
~ 2w /t) erhalten.

Wir nehmen nun an, daf3 £} zum kontinuierlichen Spektrum gehort
und untersuchen Wg)a nach geniigend langer Zeit. Das Hauptmaximum
von f tragt zum Intégral wesentlich stérker bei als die Nebenmaxima.
Je nachdem, ob das Hauptmaximum im Intervall A enthalten ist oder
nicht, resultiert daher eine andere Zeitabhéingigkeit. Ist F, (und damit

das Hauptmaximum) in A enthalten, so liefert die Umgebung von

wpe = 0 den Hauptbeitrag. Fiir grofle ¢t wichst f und damit auch Wg)a
mit der Zeit unbegrenzt. Eine auch fiir sehr grofle Zeiten Vernﬂnftiée
GroBe ist in diesem Fall die Ubergangsrate (Ubergangswahrscheinlich—
keit pro Zeiteinheit)
d
R, = L

Setzen wir das angegebene Verhalten von f fiir grofle Zeiten ein, so
erhalten wir
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21 )
Rp,. & 7|(b|Hé1)|a>|2p(b, E.) mit B, = E,.

Ist das Hauptmaximum in A nicht enthalten, so handelt es sich um
Ubergiinge, bei denen die ungestorte Energie nicht erhalten bleibt. Wir
betrachten Uberginge in einen Energiebereich (E — /2, F + £/2), der
von F, deutlich getrennt und nicht zu breit ist

E—-FE,> ¢,

wobei aber im Bereich geniigend viele Nebenmaxima enthalten sein
sollen
e > 2nh/t.

Wir nehmen an, dafl sich das Matrixelement und die Termdichte im
Integrationsgebiet nicht wesentlich &ndern, sodafl sie vor das Integral
gezogen werden konnen. Ersetzen wir in f den fiir grofle ¢ rasch oszil-
lierenden Faktor durch seinen Mittelwert, so erhalten wir

2e

(E_—Ea)z|<blﬂfs~l)|a>|2p(b, E).

Wél)a ~

In diesem Fall ist also die Ubergangswahrscheinlichkeit selbst zeitun-
abhéngig.
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Ubungen

15)

16)

17)

18)

19)

20)

Fiihre die Umformung in ein zeitgeordnetes Produkt (vgl. Text)
explizit durch.

Zeige, dal Uy die Gruppeneigenschaft hat

Ui(ts, t2)Ui(t2, t1) = Ui(ts, t1).

Schreibe U; als Grenzwert (m — o0) eines Produktes von m ex-
ponentiellen Operatoren.

Die im Text angegebenen Niherungsformeln fiir die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit konnen besser begriindet werden. Berechne da-
zu das unbestimmte Integral von f iiber x und bestimme damit
Beitrage zu Wél)a.

a) Welchen Beitrag liefert das Hauptmaximum?

b) Welchen Beitrag liefern alle moglichen Energiewerte?

c) Wie grof ist der Fehler, wenn man in beiden Fillen f durch

die Ndherungsformel fiir grofle t ersetzt?
d) Welchen Beitrag liefern alle Nebenmaxima?
e) Begriinde die letzte Formel im Text.

Untersuche die Ubergangswahrscheinlichkeit in 1. Ordnung Sto-
rungstheorie fiir eine harmonische Stérung

HWY () = A cos wt.

Diskutiere die physikalische Bedeutung der auftretenden Resonan-
zen.

Ein Wasserstoffatom wird von einer elektromagnetischen Welle
A=Age cos(k-x —wt), €=1, ke=0 k*>=u?

bestrahlt. Die Ubergangswahrscheinlichkeit aus dem Grundzu-
stand in das Kontinuum (Ionisierung) ist in erster Ordnung in A
zu berechnen. Das Resultat ist quantitativ zu diskutieren. Fiir den
Endzustand ist dabei ein Impulszustand |k’) eines freien Teilchens
in einem grofien Volumen L3 zu verwenden:

p =hk', (z|k') =exp (ik' -z) /L3>



7. Streuprobleme

7.1 Grundlagen

In diesem Kapitel geht es um die quantentheoretische Behandlung
von Streuprozessen. Dabei handelt es sich um Vorgénge, die analog
zu klassischen Stofiproblemen verlaufen. Wir betrachten die Wechsel-
wirkung von Objekten, von denen jedes geniigend gut lokalisiert ange-
nommen werden darf, wenn es von allen anderen Objekten geniigend
weit entfernt ist, sodafl wir von Teilchen sprechen kénnen (prinzipi-
ell konnen das auch zusammengesetzte Objekte - Molekiile, Atome,
Kerne usw. - sein). Zu einer sehr frithen Zeit (“am Anfang”, ideali-
siert ¢ — —oo) sollen zwei Teilchen in so grofer Entfernung vonein-
ander vorhanden sein, dafl ihre Wechselwirkung vernachléssigt werden
kann. Die Teilchen sollen sich aufeinander zubewegen. Sind sie einander
geniigend nahe gekommen, so wird es zu Wechselwirkungen kommen:
die Teilchen kénnen Impuls und Energie aufeinander iibertragen, es
konnen Reaktionen stattfinden (Umwandlung von Molekiilen, Atomen,
Kernen, Erzeugung neuer Teilchen). Nach geniigend langer Zeit (“am
Ende”, idealisiert ¢ — +o00) sollen sich alle Produkte wieder so weit
voneinander entfernt haben, dafl alle Wechselwirkungen vernachléssig-
bar sind. Es ist klar, daf} eine solche Situation nur eintreten kann, wenn
die Wechselwirkungen zwischen den Ausgangs- bzw. Endprodukten des
betrachteten Prozesses fiir grofle Abstdnde der betreffenden Teilchen
geniigend stark abnehmen.

Innerhalb der Quantenmechanik bildet die Streutheorie ein grofles
Teilgebiet, iiber das umfangreiche Spezialbiicher vorliegen. Hier sollen
nur einige wesentliche Konzepte und Methoden vorgestellt werden. Da-
zu betrachten wir als einfachsten Fall die elastische Streuung von zwei
Teilchen aneinander. Da die Energie erhalten bleibt, gibt es in diesem
Fall nur eine Moglichkeit fiir die Endkonfiguration: die beiden Teilchen
laufen als freie Teilchen voneinander weg, die Summe ihrer Energien ist
gleich grof3 wie am Anfang.

In diesem Zusammenhang spricht man von einem Ausgangskanal.
Finden bei der Streuung Umwandlungsprozesse statt, so gibt es mehre-
re Ausgangskaniile (bei Streuung eines Nukleons an einem Kern kann
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es z.B. zur elastischen Streuung, zur Absorption des Nukleons und
zum Aufbruch des Kerns kommen). Die allgemeine quantenmechani-
sche Streutheorie umfafit auch diese Fille (auch die Verallgemeinerung
auf mehrere Eingangskanile ist moglich). Wir betrachten diese Ver-
allgemeinerungen nicht, verwenden aber in einigen Abschnitten dieses
Kapitels Konzepte, die verallgemeinerungsfihig sind.

Zur Untersuchung der elastischen Streuung von zwei Teilchen konnen
wir wie bei der entsprechenden klassischen Betrachtung (vgl. M 2.6,
2.7) vorgehen. Die dort verwendeten Begriffsbildungen sind sogar be-
sonders leicht zu {ibertragen: einem Strahl von freien einlaufenden Teil-
chen entspricht z.B. in der Quantentheorie ein Impulszustand eines frei-
en Teilchens. Wir beschreiben die Streuung im Schwerpunktsystem der
StoBpartner, d.h. wir betrachten ein (fiktives) Teilchen mit der (redu-
zierten) Masse m, das am Potential V(X)) gestreut wird. Der Einfach-
heit wegen betrachten wir Teilchen ohne Spin oder andere “innere”
Freiheitsgrade; eine Ausweitung der Theorie auf allgemeinere Fille ist
aber durchaus moglich.

Ausgangspunkt fiir unsere Untersuchung ist die in M 2.7 angegebene
Formel fiir den totalen Wirkungsquerschnitt

Anzahl d. Reaktionen pro Sek. u. Streuzentrum A
o

~ Anzahl der einlaufenden Teilchen pro cm? u. Sek. TN

Wir untersuchen nun, welche quantenmechanischen Grofien dem Zéahler
Z bzw. Nenner N entsprechen. Statt des Quotienten von Anzahlen
miissen wir in der Quantentheorie einen entsprechenden (geeignet nor-
mierten) Quotienten von Wahrscheinlichkeiten verwenden (das ent-
spricht sogar der urspriinglichen, statistischen Begriffsbildung des Wir-
kungsquerschnitts).

Sind die tatséchlich einlaufenden Teilchenstrahlen geniigend “ver-
diinnt”, so darf die Wechselwirkung der Strahlteilchen untereinander
vernachléssigt werden; wir konnen annehmen, daf es sich um freie Teil-
chen mit gleichem Impuls handelt. Der Nenner hat die Dimension eines
Wahrscheinlichkeitsstromes (Wahrscheinlichkeit pro cm? u. Sek.). Fiir
freie Teilchen mit dem Impuls p ist die Komponente dieses Stromes in
Flugrichtung (vgl. Abschnitt 5.8)

1 p v

(27)2m  (27m)3

N =
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Dabei ist v der Betrag der Geschwindigkeit des fiktiven Teilchens vor
der Streuung (also der Betrag der Relativgeschwindigkeit der wirklich
einlaufenden Teilchen). Der Faktor (2m) 2 entspricht einer Normierung

auf 1 Teilchen pro cm?.

Im Zahler steht die gesamte Wahrscheinlichkeitsrate (Wahrschein-
lichkeit pro Zeiteinheit) fiir den Streuproze, im Schwerpunktsystem
also die Rate, die sich auf alle Ubergiinge bezieht, die von einem festen
Anfangsimpuls p eines freien Teilchens zu einem Endimpuls p’ eines
freien Teilchens mit gleicher Energie fithren. Das bedeutet

p’=p? p#p

(p = p’ wiirde bedeuten, daf§ “nichts passiert”, also keine Streuung
stattfindet). p’ kann sich von p daher nur durch die Richtung unter-
scheiden. “Alle Uberginge” bedeutet daher Integration iiber die Winkel
zwischen p’ und p. Schreiben wir den totalen Querschnitt als Integral
iiber den Raumwinkel

do do dz
0_/da_/d_(2dg’ w- N
so bedeutet dZ die Ubergangsrate zu Impulsen in df2. Als Ubergangs-

rate ist dZ das Betragsquadrat einer komplexen Amplitude. Wir setzen

daher
do

2

70 = Al
Die Streuamplitude A héngt von p = hk und den Winkeln (0, ¢) zwi-
schen p’ und p ab A = A(k, 0, ) und mufl durch Losung des quan-
tenmechanischen Streuproblems ermittelt werden. Im hier betrachteten
Fall ist also die Bewegung eines (fiktiven) Teilchens im Potential V(X))

zu untersuchen.

In der Ortsdarstellung bedeutet die Streuung, daf§ die Wellenfunk-
tion ¢(x) in groBer Entfernung vom Streuzentrum aus einer (durchlau-
fenden) ebenen Welle exp (ik - ) und einer auslaufenden Kugelwelle
besteht

1 :
v(x) — W (exp(zk: -x) +

7—00

et )

Die Ubergangsrate entspricht dem radialen Wahrscheinlichkeitsstrom
durch das Flichenelement r2df2
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dZ = (jyr*de)

r—00

(wobei nur der zweite Term in 1) zu betrachten ist: der erste bedeutet,
daB keine Streuung = kein Ubergang stattfindet). Durch Nachrechnen
kann man sich davon iiberzeugen, dafl der Koeffizient A der Kugelwelle
tatséchlich die oben definierte Streuamplitude ist. Diese kann also aus
dem asymptotischen Verhalten der Losung der (stationdren) Schrodin-
gergleichung im Ortsraum bestimmt werden. Dieser Zugang zur Streu-
theorie erscheint aber nicht besonders giinstig: die Bedingung, die zur
Auswahl der “richtigen” (d.h. der Streuproblematik entsprechenden)
Losung der Schrodingergleichung fiihrt, ist der Ortsdarstellung ange-
paBt und damit nicht darstellungsunabhéngig. Das ist nicht nur ein
“technischer Einwand”: eine Verallgemeinerung auf komplizierte Situa-
tionen (z.B. mehrere Teilchen bzw. Kanile) ist schwierig.

7.2 Die Lippmann-Schwinger-Gleichung

Wir versuchen daher eine darstellungsunabhéingige Fassung der
Streuproblematik, die moglichst eng an die kurz skizzierte “Ortsraum-
methode” anschlieBt. Dazu verwenden wir das Heisenbergbild (vgl. 4.5):
wir suchen einen stationdren Zustand @) = |¥},) als Losung der Eigen-

wertgleichung
H|Y) = W) E,

wobei dieser Zustand aber so zu bestimmen ist, daf} er der Problematik
des Streuprozesses entspricht. Er mufl also eine Situation beschreiben,
bei der “am Anfang” einlaufende Teilchen vorhanden sind, die so weit
voneinander entfernt sind, dafl ihre Wechselwirkung vernachléssigt wer-
den kann (in dem hier betrachteten Fall ist im Schwerpunktsystem nur
ein solches Teilchen vorhanden, das weit vom Streuzentrum entfernt
ist). Als Heisenbergzustand ist aber |¥) zeitunabhéngig, d.h. der Zu-
stand beschreibt die ganze “Geschichte” des Streuvorgangs: anfangs
freie Teilchen laufen aufeinander zu, kommen in den Wirkungsbereich
ihrer Wechselwirkungen, Reaktionen finden statt, am Ende laufen die
entstehenden Produkte wieder auseinander. Trotzdem kann man den
Zustand durch die Variablen der Anfangskonfiguration (die der freien
Teilchen vor der Streuung) charakterisieren, sofern es sich dabei um Ei-
genwerte bewegungskonstanter Operatoren handelt - eine andere Cha-
rakterisierung wére nicht sinnvoll. Wir werden den so charakterisierten
Streuzustand mit [¥(F)) bezeichnen.
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Um eine Gleichung fiir ihn zu erhalten, zerlegen wir H in einen freien
und einen Wechselwirkungsterm

H=H9 £ g
und formen die Eigenwertgleichung um
(E _ H(0)> vy = HO|w)

1
E—H®O

Dabei erfiillt |®) die wechselwirkungsfreie Eigenwertgleichung

@) = |®) + HY ).

(E - H<0>) P) = 0.

Die erhaltene Gleichung ist aber nocht nicht eindeutig. Die Diagonal-
elemente der rechts auftretenden freien Resolvente (E - H (0))_1 sind

singulir, wenn E mit einem Eigenwert von H(®) {ibereinstimmt. Setzt
man die Resolvente zu komplexen Werten von E fort, so fithrt eine Aus-
sage iiber das Verhalten in der Nihe der reellen Achse zu einer Auswahl
unter den Losungen der Gleichung (vgl. in diesem Zusammenhang z.B.
ED A5). Wir wihlen fiir den Streuzustand [¥(+)) die Vorschrift

1
E—H®O 440

|Lp(+)> = |®) + H(1)|W(+)).

Diese Gleichung heifit Lippmann-Schwinger-Gleichung. Wegen des Nen-
ners hat sie in speziellen Darstellungen die Form einer Integralgleichung.

Von der Richtigkeit der Auswahl durch die Vorschrift +40 im Nenner
kann man sich in folgender Weise iiberzeugen. Fiir ein Teilchen hat die
Lippmann-Schwinger-Gleichung in der Ortsdarstellung die Form

1
E—H©® 140

(2|0 ™) = (x|®) + /<w| ') d’a! (&' | HV |,

Der erste Term entspricht der durchlaufenden Welle, der zweite der
Streuwelle. Um das zu zeigen, beachten wir, dafl die freie Resolvente in
der Impulsdarstellung diagonal ist

1
E—H©O +40

h_2m S(k—FkK) . B,
|k>_h2ﬁ:2—k2+i0mltE_2mﬁ'

(K|
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Daraus kann man die Ortsdarstellung berechnen (vgl. Ubungen). Das
Resultat hat (als Folge der Vorschrift +i0) die Form einer auslaufenden
Kugelwelle. Fiir » = |z| > ' = |&/| kann man diese durch ihr asymp-
totisches Verhalten ersetzen (wobei aber vorausgesetzt werden muf,
daB (x'|HMW @) fiir groBe 7/ geniigend rasch abfillt). Mit |®) = |k)
erhilt man fiir die Wellenfunktion +(x) = (x[¥()) schlieBlich (vgl.
Ubungen) den oben angegebenen asymptotischen Ausdruck, wobei die
Streuamplitude durch

47°m

Ak, 0, ) = — - (K'THO W)Y mit k' =k =k

gegeben ist.

Die Losung des Streuproblems ist damit auf die Losung der (darstel-
lungsunabhéngigen) Lippmann-Schwinger-Gleichung zuriickgefiihrt. Al-
ternativen dazu werden im néchsten Abschnitt untersucht. Ohne weite-
re formale Schritte 148t sich jedoch sofort eine einfache Naherungslésung
angegeben. Durch Iteration erhalten wir

1
E—HO 440

|@(+)> = |) + H(1)|§li> N

Fiir ein Teilchen erhalten wir mit |®) = |k) als erste Naherung fiir die
Streuamplitude die Bornsche Naherung

47%m
h2

AV (k,0,0) = - (k| H k)

Man braucht also lediglich das Matrixelement von H" in der Impuls-
darstellung zu berechnen.

Fiir ein Zentralpotential H(") = V(R), R = | X| hiéngt die Streuam-
plitude nur vom Impulsiibertrag

Ak = |k—K'| = Vk2 + k2 — 2kk’ cos 0 = \/2k2(1 — cos ) = 2ksin® 6/2

ab. Durch Fouriertransformation erhalt man

/dr rV (r)sin(rAk).
0

2m

A —
K2 Ak

Wir betrachten als Anwendungsbeispiel das Yukawapotential
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a
Vir) = -~ exp (=Ar).

Durch Ausrechnen des Integrals erhélt man

Qo m a

h? (Ak)2+ 22
Der Parameter 1/ heit die Reichweite des Potentials. Fiir A — 0

erhélt man das Coulombpotential als Grenzfall. Fiir den Wirkungs-
querschnitt erhélt man die Rutherfordformel (vgl. M 2.7)

5= (55) T

Daf die klassische Formel aus der Quantentheorie in erster Néhe-
rung herauskommt (daf also im Wirkungsquerschnitt & herausfillt),
kann als “Zufall” angesehen werden. Man koénnte meinen, dafl bei
Betrachtung hoherer Bornscher Naherungen Quanteneffekte auftreten.
Das ist jedoch nicht der Fall: die exakte Streuamplitude unterscheidet
sich von AM) nur durch einen Phasenfaktor, der in | A|? herausfillt (vgl.
Anhang A1). Das ist bei Betrachtung relativistischer Effekte (Spin, v/c-
Korrekturen) nicht mehr der Fall.

Berechnet man hohere Bornsche Naherungen fiir das Yukawapo-
tential und 148t im Resultat A — 0 gehen, so erhélt man divergente
Beitrage. Dies ist eine Folge der unendlichen Reichweite des Coulomb-
potentials. Die ganze hier behandelte Streutheorie setzt voraus, dafl die
Wechselwirkung bei groflen Abstédnden rasch genug abféllt, andernfalls
konnte es in grofler Entfernung vom Streuzentrum kein freies Teilchen
als durchlaufende ebene Welle geben. Die Anforderungen an den Abfall
von V(r) fir groe Absténde, die man durch genauere Untersuchung
erhalten kann, werden vom Coulombpotential nicht erfiillt. Die exak-
te Coulomb-Streuldsung enthélt (als Folge der groflen Reichweite des
Potentials) keine “reine” ebene Welle, sondern eine, deren Phase durch
einen Zusatzterm ~ In kr “deformiert” ist. Daf} trotzdem ein Streupro-
blem definiert ist, kann physikalisch eingesehen werden: auch fiir das
Coulombpotential sind die klassischen Bahnasymptoten gerade.

Fiir die meisten Streuprobleme der Praxis ist es unrealistisch, mit
dem Coulombpotential zu rechnen. Da die Materie in gréeren Berei-
chen elektrisch neutral ist, “sieht” ein geladenes Teilchen in grofleren
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Absténden vom Streuzentrum kein Coulombfeld, sondern ein durch ent-
gegengesetzte Ladungen abgeschirmtes Feld. Fiir ein geladenes Teilchen,
das an einem Atom gestreut wird, sorgt z.B. die Atombhiille fiir diese
Abschirmung (eine Uberlagerung weniger Yukawapotentiale mit geeig-
neten Parametern, a, A bildet eine gute Nédherung). Bei der Streuung
geladener Hadronen an Kernen mufl man jedoch mit dem Coulombpo-
tential “leben”.
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Ubungen

1) (a) Berechne die Ortsdarstellung der freien Resolvente

1 . h2 k>
E= .
el —go 0 ( 2m>

(b) Bestimme um ihr asymptotisches Verhalten fiir

r=lz|>r" =z

(c¢) Finde damit die im Text angegebene Form der Streuampli-
tude.

2) Untersuche die Bornsche N#herung fiir eine sphérische Potential-
stufe bzw. einen entsprechenden Potentialtopf

_fa r<ro
VO ={y 1o,

(a > 0 Stufe, a < 0 Topf). Betrachte insbesondere das Verhalten
fiir ro Ak < 1.

3) Untersuche die Streuung an einem beliebigen Zentralpotential
mit endlicher Reichweite bei kleinem Impulstransfer in Bornscher
Naherung. Driicke die Streuamplitude und den Wirkungsquer-
schnitt durch die Momente von V'

o

V, = /dr "V (r)
0

aus.
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7.3 Formale Streutheorie

Wir betrachten in diesem Abschnitt einige formale Hilfsmittel, die
fiir die Streutheorie niitzlich sind. Zuné&chst betrachten wir noch einmal
die Lippmann-Schwinger-Gleichung. Ersetzen wir in ihr +:0 durch —:0,
so erhalten wir eine Gleichung fiir einen anderen Zustandsvektor |¥(7)),
der aber ebenso zur Formulierung des Streuproblems geeignet ist. Mit
der gleichen Technik wie in Abschnitt 7.2 sieht man (fiir ein Teilchen
und in der Ortsdarstellung), daB (z|¥(~)) asymptotisch aus einer durch-
laufenden ebenen Welle und einer einlaufenden Kugelwelle besteht. Die
Beschreibungen durch [#()) und [@(-)) sind physikalisch dquivalent.
Die erstere bedeutet, dafl man die Streuzustéinde durch die Anfangskon-
figuration (z.B. k) charakterisiert, bei der letzteren verwendet man die
Endfiguration (z.B. k). Man kann das einsehen, indem man im letzte-
ren Fall von der Lippmann-Schwinger-Gleichung fiir (¥(~)| ausgeht und
die Analyse durchfiihrt: es tritt dann wieder 440 auf und man erhélt
asymptotisch auslaufende Kugelwellen. Die Streuamplitude wird

2
A=— (2%) m( )| HW|k).

Nun charakterisieren wir die Steuzustéinde [¥(+)) etwas genauer.
Wir ziehen dazu Eigenwerte a geeigneter Operatoren in der entsprech-
enden Darstellung heran

TE) = |a, +), D) = |a)
mit

Hla,+) = |a, £)E,, H(O)]a> = |a)E,.

Die Zusténde |a,+) bzw. |a) sollen daher zum gleichen Eigenwert von
H bzw. H gehoren. Die Lippmann-Schwinger-Gleichungen sind

1
— (1)
la, +) = |a) + B _HOT iOH la, £).
Setzen wir
la, £) = 24]a),

so haben die Mglleroperatoren (2, die Eigenschaft
HQL =0, HO
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Die Lippmann-Schwinger-Gleichungen kénnen formal aufgelost
werden. Dazu wenden wir auf beiden Seiten (E, — H(® 4+ i0) an und
erhalten

(Eo — HO £0) (Ja, +) — |a)) = HV|a, +).

Addieren wir auf beiden Seiten H(M|a) und lésen nach |a, =) auf, so
erhalten wir

1
= (14— HD)a).
@, %) ( T E —HL0 )|a>

Solange man die Eigenzustdnde von H nicht kennt, ist diese Auflésung
praktisch nicht sehr niitzlich. Man kann aber damit einige Eigenschaften
der Streuzustédnde zeigen. Die wichtigste ist die Orthogonalitét

(a,£]b, £) = (a|b) = dqp,

die mit Hilfe der Lippmann-Schwinger-Gleichungen leicht zu beweisen
ist. Die Zusténde |a, =) bilden aber nur dann ein vollsténdiges System,
wenn das Spektrum von H keine diskreten Eigenwerte (d.h. keine Bin-
dungszustidnde) enthilt. Gibt es Bindungszusténde |n), so miissen diese
in der Vollstdndigkeitsrelation mitgenommen werden:

1= [ la,£)do(a) (a2 + 3 il

Fiir die Mglleroperatoren folgt aus der Orthogonalitéit die Isome-
trie
0lo. =1
Hingegen sind sie i.A. nicht unitér: aus der Vollstandigkeitsrelation liest
man ab, dafl
0.0l =7,

ist, wobei Py den Projektionsoperator auf die Streuzustéinde bedeutet.

Multipliziert man die aufgelosten Lippmann-Schwinger-Gleichun-
gen mit HMW, so tritt auf der rechten Seite ein besonders wichtiger
Operator auf. Wir setzen

HW|a, +) =: T)a)
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und betrachten 7' zun&chst als Funktion der komplexen Variablen z,
deren Randwerte an der reellen Achse (E, £ i0) sind. Aus der rechten
Seite der aufgelosten Gleichungen liest man ab, dal T" die Form

1

z —

T(z) = HY 4 g g

hat. Multipliziert man die urspriingliche Form der Lippmann-Schwinger-
Gleichungen mit H("), so kann man fiir den (ins Komplexe fortgesetz-
ten) T-Operator die folgende Gleichung ablesen

1

g gm__ 1
T(z)=HO + HY ——5

T(z)

(Lippmann-Schwinger-Gleichung fiir 7). Durch Iteration erhélt man
eine (der Storungstheorie entsprechende) Reihe:

1
_ g4 g (1) 4 ()
T(z) = HO + HY —— e HO + HY e B ——

Fir z = (E, +10) wird
(A T(Eq +i0)[t) = (al HV 2, |8

Wiéhlen wir als Zusténde |a) die Impulszusténde |k), so erhalten wir
damit fiir die Strenamplitude

2 271.2
2 . . Rk
A=— (f) m ((kz’|T(Ek +i0)|k) mit Ey = om k= k) =

. (2%)2m<k’]flk)

Die Streuamplitude ist also aus der Losung der Lippmann-Schwinger-
Gleichung fiir die Matrix mit den Elementen (k'|T(z)|k) zu berechnen,
wobei man erst zuletzt k = k', 2 = E} + i0 setzen mufl. Die Verwen-
dung dieser sog. “off-shell T-Matrix” ist (soferne man die entsprechende
Lippmann-Schwinger-Gleichung 16sen kann) deshalb zweckmiBig, weil
die Matrix (im Gegensatz zu ihrem Randwert, der “on-shell T-Matrix”
(K'|T|k)) in z analytisch ist. Setzt man die angegebene Reihenentwick-
lung fiir 7" in die Streuamplitude ein, so erhélt man als ersten Term die
Bornsche Nédherung. Die weiteren Terme geben Korrekturen dazu.

Der Operator T ist nicht unitér. Definiert man durch
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Sab = <a’7 _|b7 +> = <CL|S|b>

einen Operator S (Heisenbergsche S-Matrix), so 148t sich mit Hilfe der
Vollsténdigkeitsrelation leicht nachweisen, dafl S unitér ist

sst =sfs=1
In Termen der Mglleroperatoren ist
S=0"0,

Der Operator bildet die +-Zusténde aufeinander ab

|b7 +> = Z ‘CL, _>Sab

Wir betrachten nun noch den Zusammenhang von S und 7. Mit
Hilfe der formalen Auflésung fiir (a, —| erhalten wir

1
b = (a,—1b = 1+HY——— b
S = (o =lby) = {al (14 B Y o)

= {alb,+) + (a|T'|b)

1
E,— Ey+1i0

Aus der Lippmann-Schwinger-Gleichung fiir |b, 4+) erhilt man

1
=8+ ———(a|HW
(alb, +) = dap + B, L. +i0<a\ b, +)
Gy — ————(a|Tb
oy e AL
Mit der Formel (vgl. ED A1)
1 1
= —27ié(x)

z4+1i0 z—10
erhélt man nach Einsetzen

Sap = 6ap — 2mi6(Ey — Ep)Tup
S ist also in der Energie diagonal und daher mit H(®) vertauschbar

1S, HY] =0.
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Ubungen

4) Untersuche die beiden Resolventen
~1
G(2) = (2 — H)™, Go(z) = <z - H<0>)

fiir eine komplexe Variable z.
(a) Finde zwei Lippmann-Schwinger-Gleichungen fiir G.
(b) Finde eine Darstellung von G in Termen von Gy und 7.
(c) Zeige, da HVG = TGy, GHY = GoT ist.

5) Betrachte die Streuung eines Teilchens an einem separablen Po-
tential (vgl. Ubungsaufgabe 5.37)

(k' HW k) = fOE) P (k)

S

Lose die Lippmann-Schwinger-Gleichung fiir die off-shell T-Matrix
in der Impulsdarstellung.

6) Berechne die T-Matrix und die Streuamplitude fiir den Yama-
guchi-Ansatz

b

(K'|HY k) = —ag(K)g(k), g(k) = [k

(a) Untersuche das Verhalten fiir niedrige bzw. hohe Energie.

(b) Untersuche die Korrekturen zur Bornschen Né#herung fiir
kleine bzw. grofle Werte von a.

(¢) Untersuche die Singularitéten von 7'(z) in der z-Ebene.

Eine zeitabhingige Fassung der Streutheorie kann in folgender Weise
durchgefiithrt werden. Man geht von den allgemeinen Formeln fiir die
Zeitentwicklung von Zusténden (Abschnitt 4.5) im Schrodingerbild aus
und betrachtet den Zusammenhang mit dem Heisenberg- bzw. Wechsel-
wirkungsbild. Im Zeitpunkt ¢ = g sollen die drei Bilder iibereinstimmen
(man kann z.B. ty = 0 wihlen). “Streutheorie” bedeutet dann eine Aus-
sage iiber den Schrodingerzustand zu sehr frither bzw. sehr spéter Zeit
(T'— —o0 bzw. T — +00) in der Form

s (T)) (T — —00) = Uo(T, 0)[¢hin) (T" — —00)

‘wS(T»(T - +OO> = UO(T’ O)Iwouth - +OO)
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Dabei ist Uy(T,0) der freie Zeitentwicklungsoperator. Die asympto-
tischen Zustédnde [¢i,) bzw. |tout) sind feste Hilbertvektoren. Die
Mglleroperatoren sind

Qr = lLm UT(T,0)U(T,0)

t—Foo

und die S-Matrix bildet die asymptotischen Zustédnde aufeinander ab

‘wout> - SW)m>

Mathematisch mufl die Existenz der Grenzwerte im Sinn der starken
Konvergenz von Operatoren:

A — B wenn die Norm von (A — B)|v) fiir jeden festen Zustand |v¢)
verschwindet

gezeigt werden (das ist moglich, wenn die Wechselwirkung fiir grofle
Abstédnde geniigend stark abnimmt). In den folgenden Beispielen soll
die Existenz von {21+ (in diesem Sinn) vorausgesetzt werden.

7) Beweise die folgenden Formeln:
(a) HQi = QiH(O)

b) 2lo, =1
8) Zeige, dafl
§ = lim Uy(~T.T)

ist, wobei U; den Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungs-

bild bedeutet (vgl. Abschnitt 4.5).
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7.4 Streuphasen

Fiir die Streuung eines (spinlosen) Teilchens an einem Zentralpo-
tential
HY =V(R), k=|X|

folgt aus der Drehvarianz, daf§ S in der Drehimpulsdarstellung (vgl. 5.4)
diagonal ist

(K" U, m!|S|k,l,m) = 81/ S (K" — k) S) (k).
Aus der Unitaritétsrelation fiir S erhélt man damit die Bedingung

Si(k)S; (k) =
S; ist daher nur ein Phasenfaktor. Wir setzen
Si(k) = exp (2i6;(k))

und verwenden die dadurch definierten (reellen) Streuphasen 6;(k) zur
Charakterisierung des Streuvorgangs (der Ansatz ist auch bei inelasti-
scher Streuung moglich, jedoch sind die Streuphasen dann komplex).
Durch Einsetzen der Umrechnungsformel von Abschnitt 5.4 zwischen
Impuls- und Drehimpulsdarstellung erhélt man

(K'|Slk) = 56K )3 Vin 05 0,514
Dabei sind (¥, ¢’) die Winkel von k', (9, ¢) diejenigen von k mit der
Richtung (z-Achse), beziiglich der die Drehimpulsquantelung definiert

ist. Wéhlen wir diese Richtung ||k, so ist

/2l 1 120+ 1
v=0, Y, (0 + , Yio(¥', @) + Py(cos?)’)
47

Der Winkel ¢ ist der Winkel zwischen k' und k, d.h. der Streuwinkel
¥ = 0. Damit wird

Z 2l +1)S;(k)Py(cos ).
1=0

(K'|S|k) =

Fiir die T-Matrix bzw. die Streuamplitude enthélt man analoge Ent-
wicklungen ohne die é-Funktion. Die Entwicklungskoeffizienten lassen
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sich in einfacher Weise durch die Streuphasen ausdriicken. Fiir die
Streuamplitude erhélt man

Z (20 4+ 1)a; (k)P (cos 6)
1=0

mit

(k) = —= (1= S(k)) = % exp (16, (k) sin 6, (k)

2k

Der differentielle Streuquerschnitt hat die Form einer Doppelsumme

1
j—g = Z(Ql +1)(2" + 1) Pi(cos 0) Py (cos 0) sin &; sin 6y cos(6; — 6y/).

1l

Fiir den totalen Querschnitt erhélt man (z.B. mit der Orthogonalitéts-
relation der Yj)

(20 + 1) sin? & (k).

o= Zal mit oy = 4n (21 + 1)|ay|* = ?

l

Der praktische Nutzen dieser Zerlegung des Streuquerschnitts in
Beitrige von Partialwellen liegt darin, dal man damit eine zweckméafi-
ge Parametrisierung experimenteller Daten erreicht. Das ist besonders
dann notwendig, wenn man das Potential nicht kennt und aus den em-
pirischen Daten bestimmen mochte. Haben die Krifte kurze Reich-
weite, so laft sich zeigen, daBl bei nicht zu grofler Energie nur we-
nige Partialwellen beitragen. Das sieht man z.B. aus der Bornschen
N&herung, in der bei kleiner Energie die Winkelabhéingigkeit herausféllt
(d.h. es tragt nur [ = 0 bei) und bei etwas groflerer Energie ein Term
~ Ak? = 2k*(1 — cosf) auftritt (I = 1 : P, = cosf). Man wird da-
her versuchen, eine experimentelle Kurve fiir den Wirkungsquerschnitt
durch Uberlagerung einer bestimmten Anzahl von Partialwellen (umso
mehr, je hoher die Energie ist) wiederzugeben und auf diese Weise die
untersten Streuphasen aus den experimentellen Daten zu bestimmen
(Phasenanalyse). Diese Bestimmung ist meist nicht eindeutig, d.h. es
kann mehrere Gruppen von Phasen geben, mit denen man die experi-
mentelle Kurve bis zu einer bestimmten Energie gleich gut wiedergeben
kann. Jedenfalls lernt man etwas iiber das Potential, und zwar umso
mehr, je mehr Phasen man bestimmen kann.
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Ein wichtiger Zusammenhang ergibt sich, indem man die Ent-
wicklung von ¢ mit der von A vergleicht. Daraus folgt

4
o= ""Im A(k,0).
k
Dieser Zusammenhang zwischen dem totalen Querschnitt und der Am-
plitude fiir Vorwéartsstreuung (0 = 0) heiflt optisches Theorem und ist
eine direkte Folge der Unitaritdt von 5.

7.5 Resonanzverhalten

Der Maximalwert fiir einen Partialwellenquerschnitt o; = o;(k)
wird angenommen, wenn die entsprechende Phase ¢;(k) fiir einen be-
stimmten Wert k, durch 7/2 geht:

(Sl(kr) =T / 2
Ul(kr) — (Ul)MaX — w

T
Eine solche Stelle k, heifit Resonanz, die zugehorige Energie
E, = h*k?/2m heift Resonanzenergie. Da der Wirkungsquerschnitt
fiir die entsprechende Partialwelle dort besonders grofi wird, ist auch
die Wahrscheinlichkeit besonders grof}, d.h. fiir den betreffenden Ei-
genwert F,. “spiiren” die Teilchen mit dem entsprechenden Drehimpuls
[ das Streuzentrum besonders stark. Ohne Beweis (der durch Losung
der Lippmann-Schwinger-Gleichung erfolgen miifite) sei bemerkt, dafl
eine solche Situation dann zustande kommt, wenn das effektive Poten-
tial (inklusive Zentrifugalterm, vgl. 5.5) eine durch einen Potentialwall
vom iibrigen Raum getrennte Mulde aufweist. Eine solche wird z.B.
sehr oft durch eine Kombination von Drehimpulsterm und anziehen-
dem Potential erzeugt. Klassisch kénnte ein Teilchen, das innerhalb des
Potentialwalls ist, diesen nicht verlassen, wenn seine kinetische Energie
kleiner als die Hohe des Walls ist. In der Quantentheorie besteht dafiir
eine von Null verschiedene Wahrscheinlichkeit, da die Wellenfunktion
des entsprechenden Problems auch auflerhalb des Walls nicht verschwin-
det. Es bilden sich daher keine stationdren Zustédnde aus, sondern qua-
sistationére, d.h. es gibt Energieniveaus endlicher Breite (sog. virtuelle
Niveaus), die bei unendlich hohem Wall unendlich scharf waren. Liuft
nun ein Teilchen von auflen mit einer kinetischen Energie gegen den
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Wall, die kleiner als die Hohe des Walls ist, so besteht eine von Null ver-
schiedene Wahrscheinlichkeit, dafl es den Wall “durchtunnelt”, denn die
Wellenfunktion verschwindet im Inneren nicht. Fiir bestimmte Energie-
und Drehimpulswerte wird die Wellenfunktion im Inneren sogar beson-
ders grof, ndmlich dann, wenn Energie und Drehimpuls gerade einem
der quasistationdren Zusténde entsprechen, d.h. wenn die Energie des
einfallenden Teilchens “in Resonanz” mit einem der virtuellen Zustédnde
ist. In einer zeitabhéingigen Beschreibung “bleibt” das betrachtete Teil-
chen dann besonders lang im Inneren des Walls, ehe es auf der anderen
Seite herauskommt. Die Resonanz ist umso ausgeprégter, je schérfer
das virtuelle Energieniveau ist.

Wir betrachten nun eine resonante Partialwelle und versuchen,
die Abhéngigkeit der Streuphasen von der Energie durch eine einfache
Formel wiederzugeben. Die in der Formel enthaltenen Parameter kann
man entweder als empirische Charakteristika auffassen (also ihre Werte
durch Anpassung an experimentelle Daten ermitteln), oder man kann
versuchen, die angenommene Form der Abhéngigkeit und die Zahlen-
werte der Parameter durch Losung der Lippmann-Schwinger-Gleichung
zu bestimmen (wobei die genaue Form der Wechselwirkung, d.h. das
Potential bekannt sein muf}). Qualitativ erwartet man eine Energie-
abhéngigkeit in folgender Form:

& (E) o|(E)

+ 172
d rr

Das dargestellte Verhalten fiir §; entspricht einem deutlich aus-
geprigten Maximum von o;. Fiir einen weniger steilen Verlauf ist das
Maximum weniger scharf. Der weitere Anstieg der Phase oberhalb von
m/2 (bis zu einem Wert nahe von 7) ist wesentlich; biegt die Phase
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oberhalb 7 /2 sehr bald um, so erhilt man im Wirkungsquerschnitt nur
einen Anstieg und kein Maximum. Eine zweckméfige Parametrisierung
dieses Verhaltens ist

r

6[ ~Mn -+ arctan m

wobei 1 in der Néhe der Resonanz langsam verdnderlich ist. Ver-
nachlédssigt man 7, so erhélt man nahe der Resonanz

1 r/2

T kE.—E—il)2

aj

Fiir den Wirkungsquerschnitt erhélt man die Breit-Wigner-Formel

FZ
AE, —E)?+1?

(o} %O'Z(ET)

Die Grofle I ist ein MafB fiir die Schérfe des Maximums im Wirkungs-
querschnitt. Das Matrixelement von S wird

_E.—E+il)2

SUE) ~ E,—E—il'/2

Die S-Matrix hat daher bei Vorliegen einer Resonanz eine Nullstelle in
der oberen und einen Pol in der unteren Hélfte der komplexen E-Ebene.
Diese Struktur kann fiir Potentiale endlicher Reichweite mathematisch
gerechtfertigt werden.



8. Ununterscheidbare Teilchen

Befinden sich unter den Bestandteilen eines Systems mehrere unun-
terscheidbare Teilchen, so treten bei einer Beschreibung mit der Quan-
tentheorie charakteristische Ziige auf, zu denen es kein klassisches Ge-
genstiick gibt. Da fast alle Kerne und Atome, alle Molekiile und al-
le daraus aufgebauten Objekte ununterscheidbare Teilchen enthalten,
sind diese charakteristischen Aspekte fiir Aufbau und Struktur der Ma-
terie von grundlegender Bedeutung. Im folgenden Kapitel sollen diese
Aspekte ndher untersucht und wichtige Methoden zu ihrer Beschrei-
bung skizziert werden. Dem Umfang nach bildet die getroffene Auswahl
einen Mindestkatalog von formalen Werkzeugen, die man fiir die Unter-
suchung quantenmechanischer Mehrkorperprobleme verwenden kann.
Will man damit in der Natur vorkommende Systeme untersuchen, so ist
der fiir eine brauchbare Naherungslosung erforderliche rechentechnische
Aufwand fiir eine einfithrende Darstellung zu grofl. Die Konsequenzen
der Quantentheorie fiir ununterscheidbare Teilchen kénnen daher hier
nur in Form von eher qualitativen Betrachtungen verfolgt werden, aus
denen nur die wichtigsten quantitativen Trends ersichtlich sind.

8.1 Zustinde fiir ununterscheidbare Teilchen

Als Ausgangspunkt fiir unsere Untersuchung betrachten wir einen
Zustand fiir ein Teilchen (Nr. ) eines Systems von n ununterscheid-
baren, freien Teilchen. Wir charakterisieren den Zustand durch einen
Satz von Quantenzahlen (= Eigenwerte eines vollsténdigen Systems ver-
tauschbarer Operatoren fiir ein Teilchen). Wir schreiben fiir den ganzen
Satz von Eigenwerten nur einen (kleinen) Buchstaben, entsprechend fiir
den Satz von Operatoren einen Groffbuchstaben:

Qxlo)x = la)rq

A indiziert dabei den Einteilchen-Zustandsraum des Teilchens Nr. A. ¢
bedeutet einen festen Satz von Quantenzahlen; wenn eine Unterschei-
dung von verschiedenen Werten der Quantenzahlen nétig ist, tun wir
dies durch einen Index. Beispiele:
a) Spinzustidnde: Q) = (52, Sg))\ Spin (des Teilchens) Nr. A
|g;)» bedeutet den iten Eigenwert in einer geeigneten Abziahlung,
z.B. fuir Spin 1/2:
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1 1 1

1
lq1)x = |§,+§>A7 q2)\ = |§,—§>A

b) Durch Impuls und Spin charakterisierte Zusténde eines Teilchens
Qx = (P’S2>S3)>\7 |Qi>)\ = |k7757ms>>\

1 indiziert hier kontinuierliche Werte fiir k und diskrete fiir m,
(analog fiir Ortszusténde).
c) Zustdnde eines Teilchens in einem Zentralpotential

|QZ>)\ = |n7 la saj? mj))\

1 indiziert hier die Werte der Hauptquantenzahl n und der Dreh-
impulsquantenzahlen: Bahndrehimpuls [, Spin s, Gesamtdrehim-

puls (j,m;).

Aus diesen Zustdnden konstruieren wir durch direkte Produktbil-
dung Mehrteilchenzustinde. Die Nummer des Teilchens deuten wir da-
bei durch die Stellung im Zustandsvektor an. |qq, g, ¢.) bedeutet also
(als Beispiel) den Dreiteilchenzustand, in dem Teilchen Nr. 1 die Quan-
tenzahl(en) g, Teilchen Nr. 2 die Quantenzahl(en) ¢, und Teilchen Nr.
3 die Quantenzahl(en) ¢. hat. Als direktes Produkt geschrieben ist

19as @b, 4c) = |9a)1 @ |qb)2 @ [ge)3

Die konstruierten Zustéinde beziehen sich auf Teilchen ohne Wechsel-
wirkung untereinander; im oben betrachteten Beispiel ¢) unterliegen
sie alle dem gleichen Zentralpotential. Fiir wechselwirkende Teilchen
konnen die Zustédnde als Basiszustdnde verwendet werden (analog wie
z.B. die Impuls- oder die Ortszusténde fiir ein Teilchen in einem Poten-
tial).

Fiir gleichartige Teilchen (z.B. lauter Elektronen) tritt in der Quan-
tentheorie ein neuer Aspekt auf: da man solche Teilchen (definiti-
onsgeméf) nicht voneinander unterscheiden kann, darf es physikalisch
nichts ausmachen, wenn man zwei von ihnen (z.B. Nr. A und Nr. \)
vertauscht. Das bedeutet aber, dafl man die entsprechenden Quanten-
zahlen vertauscht: der durch Vertauschung aus

|...(qj)>\...(qk),\/...>

entstehende Zustand ist
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|(q1€))\(QJ>)\’> :P()\,)\/”(qj))\(qk))\/) ==
= PR () (@)w - )

Dabei bedeutet P(a,b) den Operator, der die Vertauschung bewirkt.
Dieser Zustand mufl mit dem urspriinglichen physikalisch dquivalent
sein, d.h. die Zustidnde diirfen sich nur um einen Phasenfaktor unter-
scheiden. Der Vertauschungsoperator P(A,\') mufl mit jedem mogli-
chen Hamiltonoperator H kommutieren

[H7 P(Av A/)] =0,

denn es darf keine Energie kosten, wenn man ununterscheidbare Ob-
jekte vertauscht. P(A, ) ist daher eine Erhaltungsgréfle und mit H
simultan diagonalisierbar. Das Quadrat von P ist der Einheitsoperator
(zweimaliges Vertauschen fithrt den Zustand in sich iiber)

PO N)? =1.

Die Eigenwerte sind daher 4+1. Der Eigenwert eines Zustands ist fiir
diesen ein “ewiges” Charakteristikum, weil P erhalten ist.

Betrachten wir zunéchst als einfachsten Fall zwei Teilchen. Es gibt
dann nur einen Vertauschungsoperator P(1,2). Seine Eigenzusténde
sind

g1, q2)s = (1 + P(1,2)) |q1,¢2) fs  Eigenwert +1
q1,a2)a = (1 — P(1,2)) |q1,q2) fa  Eigenwert —1

Dabei ist fs bzw. fa ein Normierungsfaktor. Der Eigenwert (also der
Symmetriecharakter des Zweiteilchenzustands bei Vertauschung) ist ei-
ne permanente Eigenschaft, die durch keine Wechselwirkung veréndert
werden kann. Er kann daher als Charakteristikum fiir die Teilchensorte
aufgefafit werden. Teilchen, deren Zweiteilchenzustand symmetrisch (g,
Eigenwert +1) ist, heilen Bosonen (Boseteilchen, Teilchen mit Bose-
Einsteinstatistik). Beispiele dafiir sind: Lichtquanten, Pionen, Deutero-
nen, a-Teilchen, Wasserstoffmolekiile usw. Teilchen, deren Zweiteilchen-
zustand antimetrisch (4, Eigenwert —1) ist, heilen Fermionen (Fermi-
teilchen, Teilchen mit Fermi-Dirac-Statistik). Beispiele sind: Neutrinos,
Elektronen, Protonen, Neutronen, Muonen, Tritiumkerne usw. Zwei
Fermionen kénnen nie in einem Zustand angetroffen werden, in dem
sie in allen Quantenzahlen iibereinstimmen. Diese Aussage heifit Pauli-
prinzip. Pauli hat das Prinzip vor der Entwicklung des quantenmechani-
schen Formalismus als Postulat formuliert und damit wesentliche Ziige
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des periodischen Systems der Elemente erkldrt. Im hier betrachteten
Zusammenhang ist das Prinzip eine Konsequenz der Antisymmetrie:
fiir gleiche Quantenzahlen verschwindet jede Amplitude

(Ylq1,q1)4 = 0.

Erfahrungsgemafl hingt die Zugehorigkeit von Teilchen zu einer der
beiden Klassen mit dem Spin der Teilchen zusammen: Teilchen mit
ganzzahligem Spin sind Bosonen, solche mit halbzahligem Spin sind
Fermionen. Dieser Zusammenhang zwischen Spin und Statistik kann
im Rahmen der relativistischen Quantenfeldtheorie unter sehr weni-
gen und allgemeinen Voraussetzungen bewiesen werden. Der erste Be-
weis stammt von W. Pauli (1940). Spéter konnten die Voraussetzungen,
aus denen der Zusammenhang folgt, erheblich eingeschriankt (und der
Giiltigkeitsbereich der Aussage entsprechend erweitert) werden. Vgl.
dazu z.B. R. Streater, A.S. Wightman, Die Prinzipien der Quantenfeld-
theorie, BI Hochschultaschenbuch 435/435a.

Fiir mehr als zwei Teilchen gibt es mehrere Vertauschungsopera-
toren, die zwar alle mit H kommutieren, aber nicht notwendigerweise
miteinander, wie man schon am einfachsten Beispiel sieht:

P(172)P(273)|Q1aq27q3> - P(172)|91»QS’(]2> -
= |q2, 93, q1)
P(273)P(172)’q17Q27Q3> = ‘Q37q1,Q2>

Es wéren daher komplizierte Symmetrieeigenschaften der Mehrteilchen-
zustdnde denkbar. Tatséchlich sind in der Natur nur Zustédnde reali-
siert, die bei Vertauschung zweier beliebiger ununterscheidbarer Teil-
chen symmetrisch (fiir Bosonen) bzw. antimetrisch (fiir Fermionen)
sind. Diese empirische Tatsache ist kein “Wunder”, sondern plausibel:
man kann sich z.B. vorstellen, dafl es einen Dreiteilchenzustand gibt,
bei dem zwei Teilchen sehr nahe beisammen sind und das dritte sehr
weit weg von ihnen ist. Es wire dann (besonders wenn die Teilchen
aufeinander Krifte mit kurzer Reichweite ausiiben) sehr schwer ver-
standlich, wenn die Hinzunahme des dritten Teilchens den Symmetrie-
charakter des Zustands bei Vertauschung der beiden benachbarten Teil-
chen verdndern wiirde. Dieser Schlufl kann fiir beliebige Mehrteilchen-
zustédnde angewandt werden und zeigt, dafl die tatséchliche Situation in
diesem Sinn die plausibelste ist. Mehrteilchenzustinde mit den richtigen
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Symmetrieeigenschaften konnen mit Hilfe von Permutationsoperatoren
gefunden werden. Fiir einen n-Teilchenzustand gibt es n! Mo6glichkeiten
fiir die Anordnung der im Zustand auftretenden Sétze von Quantenzah-
len. Wir bezeichnen mit P(v) den Permutationsoperator, der die v-te
Permutation herstellt. Jede Permutation von n Objekten kann durch
eine Folge von Vertauschungen von je zwei Objekten zustandegebracht
werden. Daher kann P(v) aus Produkten von Operatoren P(i,j) auf-
gebaut werden. Je nachdem, ob die Anzahl der Vertauschungen von
zwei Objekten gerade oder ungerade ist, kann man der Permutation
ein Vorzeichen £(v) = £1 zuordnen. Die gesuchten Zusténde mit der
Eigenschaft

)s
)A
sind dann in folgender Weise zu erhalten:

‘QI---Qn>S:S|QI---qn> :fZP(V)|q1qn)

P(i,5)...qi-..qj |...q¢i...q;...)s (f. Bosonen)

PG g qi---q5

—|...¢i...q;...)a (f. Fermionen)

@1 gn)a = Algr . a0) = Y c@)P@)ar - qn)

Die Summe lduft dabei iiber alle n! Permutationen, unter denen sich
auch die Einheit (d.h. es wird nicht permutiert) befindet. f ist dabei ein
Normierungsfaktor. Um ihn zu bestimmen, betrachten wir zunéchst Bo-
sonen. Der Symmetrisierungsoperator S ist reell ST = S, wie aus seiner
Definition unmittelbar ersichtlich ist. Da eine Permutation der Teilchen
an den symmetrisierten Zusténden |...)g nichts dndert, vertauscht S
mit jedem Permutationsoperator und es ist

P(v)S=SP(v)=S.

Als Folge davon ist

S*=fY P()S = fnlS

(das ist anschaulich zu verstehen: das Symmetrisieren eines bereits sym-
metrischen Ausdrucks bewirkt, daf§ jeder Term n! mal angeschrieben
wird). Mit diesem Resultat erhalten wir

s(a,b,...la,b,..)s = (a,b,...|5%a,b,...) = fnl{a,b,...|a,b,...)s
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Die linke Hilfte der Klammer ist der Zustand
1{al @b ® ...
Die rechte Hilfte ist
|a,b,..)s = f(la)1 ®[D)2 @+ |a)a @ [b)y @ -+ ---).

Im Skalarprodukt bleibt daher nur der erste Term iibrig und wir erhal-
ten

sla,b, ... |a,b,...\s = n!f*(ala) (b|b)s - - -

Fiir normierte Einteilchenzustédnde gibt das (a # b)

Fir Fermionen erhalt man dasselbe Resultat.

Fiir die so konstruierten Zustédnde ist es nicht mehr moglich zu sa-
gen, welchem der n Teilchen eine durch ¢; bestimmte Eigenschaft zu-
kommt, denn es treten alle Permutationen solcher Zuordnungen auf.
Der Ununterscheidbarkeit der Teilchen ist damit Rechnung getragen.

Die mit diesen Zustdnden berechneten Wahrscheinlichkeiten unter-
scheiden sich betrichtlich von denen, die man fiir unterscheidbare Teil-
chen erhalten wiirde. Um das einzusehen, betrachten wir die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit von einem beliebigen Zustand fiir zwei Teilchen

¥, 0) = [¢)1]e)2

zu einem der Zusténde |a, b)s bzw. |a,b) 4

Ws(a,blv, ¢) = |s{a, by, @) (analog f. ),

und vergleichen sie mit der Wahrscheinlichkeit, die man fiir unterscheid-
bare Teilchen erhalten wiirde

W (a,bly, ¢) = [{a,bli, 0)|* = 1 {aly)1 - 2 (bl)a /.

Dabei nehmen wir an, daf§ die Quantenzahlen a,b gleiche (oder nahe
benachbarte) Werte haben sollen. Man kann sich z.B. ein Streuexpe-
riment vorstellen, bei dem die beiden anfangs sehr weit voneinander
entfernten Teilchen in einem Zé&hler gezdhlt werden, der sehr klein ist,
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sodaf3 er die Teilchen nur registriert, wenn sie praktisch am gleichen
Ort sind. Durch Einsetzen der Zusténde findet man

WS(a‘7 CLW% 50) = 2W(a7 CL|’¢, 90)

WA(aﬂ a’% 90) =0
Fiir zwei Bosonen ist also die Wahrscheinlichkeit doppelt so grofl wie
fiir unterscheidbare Teilchen, fiir zwei Fermionen wird sie Null. Fiir n
Bosonen ist

Ws(n) :=Wsl(a,a,...alr,...1¥,) =n! W(n)

Fiigt man ein weiteres Boson hinzu, das anfangs im Zustand [¢,41)
war, so wird

Ws(n+1) = (n+ D!|1{a|thns1)1]*W(n)
= (n+ 1)1 {altni1)1[*Ws(n)

Wg(n) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, n Bosonen im Zustand mit
gleichen Quantenzahlen a anzutreffen, |...|? ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, das hinzugefiigte Teilchen allein in diesem Zustand anzutreffen.
Insgesamt wird die Wahrscheinlichkeit beim Hinzufiigen eines Bosons
wegen des Faktors (n + 1) umso grofler, je mehr Bosonen schon vorher
in dem Zustand waren. Diese Tatsache ist der Grund fiir das Auftre-
ten makroskopischer Quanteneffekte bei niedrigen Temperaturen. Am
absoluten Nullpunkt sind alle Teilchen eines Gases (wechselwirkungs-
freier) Bosonen im Grundzustand: das Gas ist vollstéandig kondensiert.
Bei geniigend niedriger Temperatur befindet sich noch eine makrosko-
pische Anzahl von Bosonen im Kondensat. Senkt man die Temperatur
von grofleren Werten ab, so “fallen” bei Unterschreiten einer kritischen
Temperatur makroskopisch viele Teilchen in den Grundzustand, es tritt
Bosekondensation ein. Das Kondensat ist an seinen besonderen Eigen-
schaften zu erkennen. Z. B. kann die Tatsache, dafl Helium bei niedrigen
Temperaturen suprafliissig wird, als Bosekondensation verstanden wer-
den. Bei Fermionsystemen gibt es diesen Kondensationstyp nicht.

Die “Tendenz zum Kollektiv” bei Bosonsystemen stellt einen schar-
fen Gegensatz zum “extremen Individualismus” bei Fermionsystemen
dar. In der Quantenstatistik ergeben sich daraus charakteristische Un-
terschiede zwischen Systemen “mit Bosestatistik” und solchen “mit Fer-
mistatistik”. Sowohl diese Unterschiede als auch diejenigen zur klassi-
schen Statistik werden in Teil IV dieser Vorlesungsausarbeitung unter-
sucht.
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8.2 Vereinfachte Theorie des Heliumatoms

Als einfachstes Beispiel fiir ein Mehrkorperproblem und die Wirkung
des Pauliprinzips betrachten wir das Heliumatom. Vernachlédssigen wir
alle spinabhéngigen Kréfte, so hat der Hamiltonoperator (fiir ruhenden
Kern) die Form

1 1 1 e?
_ 12 | p22) _ 5.2
=50 (P +P ) 2e O T x| T 0 @
XD | x®) X X®@

Der Spin kommt in H nicht vor und ist daher als “angeklebtes Etikett”
anzusehen, d.h. wir schreiben den Spinanteil der Zustdnde als Faktor,
auf den H nicht wirkt. Der Austauschungsoperator P(1,2) kann dann
als Produkt von zwei Operatoren geschrieben werden P(1,2) =

= R(1,2) S(1,2), von denen der eine S(1,2) nur die Spins der Teilchen
vertauscht und der andere R(1,2) nur auf alle iibrigen Eigenschaften
wirkt. Diese beiden Anteile kommutieren miteinander und mit H. Der
Spinaustauschoperator kommutiert nicht mit den Spinoperatoren der
beiden Elektronen, wohl aber mit dem Gesamtspin

S=8W 483

Der Operator R(1,2) kommutiert nicht mit den Bahndrehimpulsen der
beiden Elektronen, wohl aber mit dem gesamten Bahndrehimpuls L.
Ein System vertauschbarer Operatoren besteht daher aus

H,P(1,2),5(1,2),L? Ls, S?, S;

und die Eigenvektoren von H konnen durch die entsprechenden Quan-
tenzahlen gekennzeichnet werden.

Wir untersuchen zunéchst den Spinanteil der Zusténde, der durch
die Quantenzahlen von §2, S5 und S(1,2) charakterisiert wird. Die ent-
sprechenden Zustandsvektoren |s, m4) bauen wir aus den Spinzustédnden

1 1 1 1

\§7+§> =1 1), |§7—§> =:| 1)
der beiden Elektronen auf. Das kann z.B. mit den Regeln der Dreh-
impulsaddition (vgl. Abschnitt 5.4) geschehen. In der dort beniitzten
Bezeichnungsweise ist

1
|87m5> = | 75737ms>

DN | =
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| 1:l:1 1:|:1 >_|1 :|:1> ®|1 :|:1>
2'72) \2072) T Tt Ty TR
aufzubauen. Man erhélt damit vier orthogonale Zustéinde, die automa-
tisch Eigenzustidnde zu S(1,2) sind. In der “Pfeil”-Bezeichnungsweise

haben sie folgende Form
(a) Gesamtspin 1 (s = 1), Eigenwert +1 von S(1,2):

und ist aus

[L+1) =[11)
1,00 =[1D)s
(b) Gesamtspin 0(s = 0), Eigenwert —1 von S(1,2):
10,0) = [ T1)a.

Nun betrachten wir den zweiten Faktor, aus dem sich der gesam-
te Zustandsvektor zusammensetzt. Dieser Faktor ist vom Spin nicht
génzlich unabhéngig, denn der gesamte Zustandsvektor mufl wegen des
Pauliprinzips Eigenzustand zu P(1,2) mit dem Eigenwert —1 sein: fiir
S = 1 muf} daher der zweite Faktor antisymmetrisch sein, fiir S = 0
symmetrisch.

Um einen Uberblick zu erhalten, vernachlissigen wir zunchst auch
noch die Wechselwirkung der Elektronen. Dann ist der Hamiltonope-
rator die Summe der entsprechenden Einteilchenoperatoren und die
Elektronen bewegen sich bis auf die Symmetrieeffekte unabhéngig von-
einander. Als Eigenwerte erhélt man die Summe der entsprechenden
Wasserstoffeigenwerte

1 1
E = dFp (=5 + = ).
(?’Ll,nz) R (n% + n%>

Als gesamte Zustandsvektoren erhélt man dann
|’Il1, na, l, my, s, ms> = |n17 na, la my, S> X |87 ms>
wobei der erste Faktor aus den Produkten der Einteilchenvektoren

|(n>l7ml)1>1 ® ‘(na l’ml)2>2
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so aufzubauen ist, daf ein Eigenzustand zu L?, L3 (mit L = LY+ L®)
mit der richtigen Austauschsymmetrie entsteht. Wir betrachten hier nur
die Zustédnde mit

LY =0, (n,1,m); = (1,0,0)

Im zweiten Faktor beziehen sich die Quantenzahlen dann auf den Ge-
samtdrehimpuls L = L®. Fiir festes (n,[,m;) gibt es drei Triplettni-
veaus

’17n7l7ml7 1> = |(17070)7 (n7l7ml)>A

und ein Singulettniveau
‘17 n, la my, 0> = |(17 07 0)7 (TL, la ml)>S

die miteinander entartet sind. Der Grundzustand (1,0,0)1(1,0,0)2 exi-
stiert nur als Singulettzustand, weil die antimetrische Kombination
identisch verschwindet: als Folge des Pauliprinzips “passen” in die un-
terste Bohrsche Bahn nur zwei Elektronen, die sich in der Spinrichtung
unterscheiden.

Nun untersuchen wir, was sich an diesem Bild &ndert, wenn man
die Coulombwechselwirkung der Elektronen

62

Ho = XD _ x@)

nicht vernachléssigt. Als Maf§ dafiir betrachten wir den Erwartungswert
zwischen den betrachteten Zustédnden

(Hy) := (1,n,l,my, s|Hy|l,n,1,my, s).

Betreibt man Stérungstheorie mit H,, als Stérung, so gibt (H,,) die
niedrigste Niherung fiir die Anderung der Eigenwerte an. Die damit
erhaltenen Resultate sind allerdings quantitativ nicht ausreichend, weil
H,, nicht immer eine “kleine” Storung bildet. Fiir genaue Resultate
miissen Variationsverfahren verwendet werden. Dafiir bilden die hier
betrachteten Zusténde eine Ausgangsbasis fiir die trial states (vgl. Ab-
schnitt 6.2). Als einfachste Moglichkeit fiir einen Variationsansatz kann
man z.B. die Kernladungszahl Z = 2 durch eine “effektive” Kernla-
dungszahl Z,;; ersetzen
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me? m (Zeff 62)2
4Fr =4 —
B op? 2K

und Z.;y bzw. den zugehoérigen Bohrschen Radius

h2

apg = 55—
0 Zeff 62m

als Variationsparameter beniitzen (die Variationsrechnung mufl dabei
natiirlich fiir das ganze H durchgefiihrt werden). Damit erhélt man
fiir den Grundzustand ein relativ gutes Ergebnis. Fiir spektroskopische
Genauigkeit ist der erforderliche Aufwand natiirlich wesentlich grofler.

Fiir alle angeregten Zusténde ((n,l,m) # (1,0,0)) besteht der Er-
wartungswert von H,, aus zwei Termen

(H,)=D=+A

wobei das obere Vorzeichen den Singulettzustédnden (s = 0) und das un-
tere den Triplettzusténden (s = 1) entspricht. Dabei ist D die “direkte”
Wechselwirkungsenergie (Coulombenergie)

D = (1<17070| ® 2<n7l7m‘)Hw(‘1aOaO>1 ® ’n7l7m>2)‘

13

Sie tragt der Abschirmung des Coulombfeldes des Kerns durch das “in-
nere” Elektron (1,0,0); Rechnung. Der andere Beitrag A, die Aus-
tauschenergie

A= (1<1’O’0‘ ® 2<n7l7m|)Hw(’n7l7m>1 ® |17070>2)

rithrt vom Austausch der beiden Teilchen her. Da dieser Term positiv
ist, liegen die Triplettzustéinde bei kleineren Energien als die entspre-
chenden Singulettzustinde. Diese Aufspaltung durch die Austausch-
energie kann man anschaulich verstehen: im Triplettzustand ist der
Spinteil symmetrisch und daher (in der Ortsdarstellung) der Ortsanteil
der Wellenfunktion anitsymmetrisch, d.h. die Elektronen vermeiden es,
einander nahezukommen. Dadurch ist die abstoflende Coulombwechsel-
wirkung zwischen ihnen im Mittel kleiner, diese Zustédnde sind daher
energetisch etwas begiinstigt, sie haben kleinere Energie.

Das Heliumspektrum besteht daher aus einen Singulettspektrum
(Parahelium) und einem Triplettspektrum (Orthohelium), wobei das
letztere etwas kleineren Energien entspricht. Eine Ausnahme bildet der
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Grundzustand, der ein Singulettzustand ist. Er liegt wesentlich tiefer als
bei Wasserstoff, da die Kernladungszahl doppelt so grof3 ist. Aulerdem
ist der Abstand zu den angeregten Niveaus sehr grof}: im Grundzustand
sind beide Elektronen nahe am Kern und werden stark angezogen. In
den angeregten Zustidnden ist immer ein Elektron in einer weiter auflen
liegenden Bahn, wihrend ein Elektron in der untersten Bahn bleibt.
Das aduflere Elektron “fiihlt” daher ein durch das innere Elektron ab-
geschirmtes Coulombfeld, es bewegt sich daher praktisch in einem Feld
mit Z.sr ~ 1. Je hoher die Anregung, desto &hnlicher wird das Spek-
trum daher dem Wasserstoffspektrum. Diese Ahnlichkeit ist besonders
fiir Zustdnde mit hoherem Bahndrehimpuls vorhanden. Die Anregungs-
zusténde mit kleinerem Bahndrehimpuls liegen hingegen etwas tiefer
als die entsprechenden Wasserstoffzustédnde, da bei ihnen das “&ufle-
re” Elektron auch nidher am Kern sein kann und daher mehr von der
grofleren Kernladung merkt.

Achtet man nur auf die spektroskopischen Daten, so konnte man
schliefien, da§ Helium in zwei “Sorten” (allotrope Formen) vorkommt
(Orthohelium bzw. Parahelium), die man anhand der verschiedenarti-
gen Struktur des Anregungsspektrums unterscheiden kann. Die quan-
tentheoretische Erklarung zeigt, dafl es nur eine “Sorte” von Helium-
atomen gibt, von denen jedes beide Typen von Anregungszustdnden
aufweist.

Berechnet man die Ubergangselemente fiir Dipolstrahlung, so stellt
man fest, daB Ubergénge zwischen Singulett- und Triplettniveaus ver-
boten sind: Der Dipoloperator eX héngt nicht vom Spin ab. Seine
Matrixelemente zwischen Zustédnden mit ungleichem Gesamtspin sind
daher Null.

Die Wechselwirkung von Spin- und Bahnmoment bzw. diejenige
der beiden Spinmomente konnen als kleine Stérung angesehen werden.
Nimmt man sie mit, so sind L und S keine Erhaltungsgréoien mehr, da
sie nicht mehr mit H kommutieren. Man hat also die Quantenzahlen
des Gesamtdrehimpulses J = L 4+ S zu verwenden. Wegen der Klein-
heit der Spinkréfte ist es jedoch in guter Ndherung moglich, die Cha-
rakterisierung durch [ und s beizubehalten, also einen Zustand durch
ni,n2,l, s, j,m; zu kennzeichnen, wobei j =1+ 1,1,1 —1 > 0 fiir Tri-
plettzustinde und j = [ fiir Singulettzustidnde ist. Die Triplettniveaus
mit [ # 0 spalten infolge der Spinbahnkopplung etwas auf.

Diese Sachverhalte bleiben bei allen heliumartigen Atomen (solchen
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mit zwei Elektronen auflerhalb abgeschlossener Schalen) giiltig, wobei
natiirlich Z.¢s im allgemeinen verschieden ausfillt, solange die Spin-
bahnkopplung geniigend klein ist. Man beachte, dafl das Pauliprin-
zip zusammen mit der Coulombkraft zwischen den Elektronen dazu
fiihrt, daf} die Spins der beiden Elektronen S(1), S () fest miteinander
zu einem Gesamtspin S verkoppelt sind und auch die Bahndrehimpul-
se L1y, L) fest zu L verkoppelt sind. Dabei soll “fest verkoppelt”
bedeuten, daf die Einzelbestandteile keine Erhaltungsgrofien sind. Aus
diesen beiden Drehimpulsen entsteht der Gesamtdrehimpuls J = L+ S
durch lose Verkopplung, d.h. die Einzelbestandteile sind in guter Néhe-
rung (bei Vernachlissigung der Spinkrifte) Erhaltungsgrofien: Niveaus
zu verschiedenen j bei festem [, s haben fast dieselbe Energie. Die-
ses Kopplungsverfahren (Addition der Spins, Addition der Bahndreh-
impulse, lose Verkopplung zu einem Gesamtdrehimpuls) heifit Russel-
Saunders-Kopplung oder L — S-Kopplung. Es kann auf Mehrelektro-
nensysteme verallgemeinert werden und funktioniert, solange die Spin-
bahnkopplung klein ist. Das ist fiir leichtere Atome und nicht zu hohe
Anregungszustinde der Fall.

Ist die Spinbahnkopplungsenergie grofier als die Austauschenergie,
so erhélt man eine bessere Ndherung, wenn man den extrem entgegenge-
setzten Fall betrachtet, d.h. man setzt erst die Spin- und Bahndrehim-
pulse jedes einzelnen Teilchens zu Gesamtdrehimpulsen J (1),J @ ...
zusammen und verkoppelt diese lose zum Gesamtdrehimpuls J =
= JU 4 J® 4 ... Anders ausgedriickt: man charakterisiert die
Zustéande in niedrigster Ndherung durch die Quantenzahlen (j,m;)1,
(j,m;j)2,... (man verwendet also Eigenzusténde zu einem H mit der
Summe der Spinbahnkopplungsenergien der einzelnen Teilchen) und
betrachtet die Austauschenergie (die diese Drehimpulse verkoppelt) als
kleine Storung. Diese Kopplung heifit J—J-Kopplung und ist in Atomen
nie rein realisiert. Hingegen kann man viele Eigenschaften der Atom-
kerne erkldren, wenn man annimmt, dafl fiir die Nukleonen starke Spin-
Bahn-Krifte vorhanden sind (Schalenmodell, M.G. Mayer, H. Jensen).

8.3 Die Valenzbindung des Wasserstoffmolekiils

Das einfachste neutrale Molekiil ist das Wasserstoffmolekiil. Wir
fithren in diesem Abschnitt eine Naherungsbetrachtung durch, aus der
man Aufschlufl {iber das Zustandekommen der Valenzbindung erhal-
ten kann. Wir verwenden dazu die bereits im Abschnitt 5.7 fiir die
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Molekiilschwingungen und -rotationen verwendete adiabatische Néhe-
rung. Dazu denken wir uns die beiden Protonen zunéchst in einem
festen Abstand r voneinander festgehalten, der als Parameter aufgefafit
wird. Wir versuchen eine Bestimmung der Energieniveaus der Elek-
tronen E, = E,(r) als Funktionen von r. Ein Bindungszustand des
Molekiils ist offenbar nur dann méglich, wenn E, fiir einen bestimmten
Wert r = 7o ein Minimum hat (der dann u.a. die Gleichgewichtslage fiir
die in 5.7 untersuchten Molekiilschwingungen bildet). Wir betrachten
einen festen Eigenzustand (z.B. den elektronischen Grundzustand) und
lassen den Index v weg. Wir charakterisieren die beiden Protonen durch
(D bzw. D und die Elektronen durch (") bzw. (). Vernachlissigen wir
alle spinabhéngigen Kréfte, so wird der Hamiltonoperator
1 12 62 1 (22 62

H=_—P S —
om X0 _ | " 2m X® )|

+ e 1 - - ! 1) =
1X® — g | x®D _gun| | x®_x@ ¢ N

= HY +H® + H,

_|_

Die Ortsvektoren der beiden Protonen und ihr Abstand

r = |a:(1) — w(H)‘

sind dabei keine Operatoren, sondern Zahlen, da sich die Protonen vor-
aussetzungsgeméfl nicht bewegen sollen. Als unterste Ndherung bauen
wir Zweielektronenzustéinde unter Beachtung des Pauliprinzips aus den
Zusténden von zwei unabhingigen Wasserstoffatomen auf (aus denen
sich ja das Molekiil zusammensetzt), d.h. aus den Eigenzustinden der
beiden Hamiltonoperatoren H™) | H(?) (erste Zeile von H). Die Quan-
tenzahlen kiirzen wir mit

a = (n,l,m);bzw. b= (n,l,m)s

ab, die Eigenwerte sind

Die Spins der Elektronen sind in beiden Fillen “angeklebtes Etikett”:
Der Aufbau der Zweielektronenzusténde erfolgt wie beim Heliumatom.
Wie dort gibt es Triplett- und Singulettzusténde
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|ther) = la, b, s = 1) = fir (|a)1 @ |b)2 — |a)2 @ [b)1)

|"7Dsin> = ]a,b,s - 0> - fsin <|a>l ® |b>2 + |a>2 ® |b>1)
Die Normierungsfaktoren sind jedoch fiir normierte Einteilchenzustédnde
nicht gleich 1/1/2. Berechnet man sie aus (1[¢)) = 1, so kommt dabei
u.a. das Skalarprodukt (a|b); vor, das nicht gleich 64, ist, weil sich
die Quantenzahlen auf verschiedene Atome beziehen. Beniitzt man die

Ortsdarstellung, so hat es die Form eines Uberlappungsintegrals der
Wellenfunktionen

Kap(r) := (a|b)1 = (alb)s = /<a|w>d3x<m|b>.

Die Normierungsfaktoren haben die Form

f - 1
tr/sin 2(1:F|Kab|2).

Wie beim Helium berechnen wir mit diesen Zustédnden den Erwartungs-
wert der Wechselwirkung H,,. Auch hier gibt es wieder eine “direkte”
Wechselwirkungsenergie

D(r) = (1(al @ 2(b]) Hu(|a)1 @ [b)2)
und eine Austauschenergie

A(r) = (1{al ® 2 (b)) Hu (|a)2 © |b)1).

Der Erwartungswert von H wird
(Y|H[p) = Eq + By + V(r),
wobei das effektive Wechselwirkungspotential V' (r) folgende Form hat

D—-A D+ A

Vie(r) =~y Vign(r) = ——— .
t (7”) 1— ’K‘Q (7’) 1+ |K’2

Betrachtet man H,, als kleine Storung, so liefert (¢)|H|v) die gesuchten
Energiekurven E(r) in erster Ordnung der Stoérungstheorie. Die auf-
tretenden Grolen D, A und K miissen mit Hilfe von Wasserstoffeigen-
funktionen berechnet werden. Fiir den Grundzustand a = b = (1,0, 0)
erhilt man die auf der nichsten Seite gezeigten Kurven.

Es gibt also nur im Singulettzustand ein gebundenes Molekiil. Als
Gleichgewichtsabstand erhélt man ry =~ 1.51ag, die beiden Wasserstoff-
atome sind also relativ nahe beeinander. In qualitativer Weise kann das
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E(r)

'ZER

Zustandekommen der Bindung als Folge des Pauliprinzips durch Be-
trachtung der Amplitude (x,y|¢) fiir * ~ y verstanden werden. Fiir
den Triplettzustand verschwindet die Amplitude, wenn sich die Elek-
tronen am gleichen Ort aufhalten, gleiche Orte der Elektronen sind
daher unwahrscheinlich. Im Singulettzustand sind hingegen gleiche Or-
te, was die Wahrscheinlichkeit betrifft, bevorzugt. Da beide Elektronen
von beiden Kernen angezogen werden, ist diese Situation energetisch
besonders giinstig, wenn sich die Elektronen nahe beisammen zwischen
den beiden Kernen befinden (trotz der gegenseitigen AbstoBung der
Elektronen: um das einzusehen, mufl man die Gréflenordnung von D
und A betrachten) und damit die elektrische Abstofung zwischen den
Protonen abschirmen, sodaf§ diese in einigem Abstand beisammen blei-
ben konnen. Bei Verringerung des Abstandes zwischen den Protonen
wird die Abstoung der Protonen zu stark und die Energiekurve steigt
wieder an. Im Triplettzustand kommt die fiir eine Bindung “giinstige”
Situation nie zustande, weil die Elektronen einander vermeiden. Quan-
titativ liefert die Storungstheorie ein etwas zu grofies Resultat fiir r
(der Fehler betréigt ca. 8 %). Mit Hilfe von Variationsverfahren erhalt
man bessere Resultate.

Die im Wasserstoffmolekiil realisierte Form der Valenzbindung ist
als Folge des Pauliprinzips ein typisch quantenmechanischer Effekt. Sie
tritt in sehr vielen komplizierteren Molekiilen ebenfalls auf. Wesentlich
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fiir diesen Bindungstyp sind zwei Elektronen, die bevorzugt zwischen
den Bindungspartnern lokalisiert sind und damit gewissermaflen “zu
beiden Partneratomen gehoren”. Die Chemiker zeichnen dafiir einen
Valenzstrich, z.B.

Hy,=H-H

Das Pauliprinzip &uflert sich auch bei den Rotationsniveaus. Fiir
diese mufl beachtet werden, dafl auch die Protonen ununterscheidbare
Teilchen mit Spin 1/2 (d.h. Fermionen) sind. Es gibt daher zwei Ty-
pen von Rotationsniveaus, und zwar Triplettniveaus fiir parallele Spins
der Protonen (Orthowasserstoff) und Singulettniveaus fiir antiparallele
Spins (Parawasserstoff). Die Triplettzustinde sind bei Spinaustausch
der Protonen symmetrisch und daher bei Ortsaustausch antisymme-
trisch. Thre Drehimpulsquantenzahl [ mufl daher ungerade sein. Ent-
sprechend miissen die Singulettzustinde gerade Werte von [ haben. Da
die Zahl der Zustédnde mit Spin 1 dreimal so grofl wie die der Zustinde
mit Spin 0 ist, findet man im thermischen Gleichgewicht dreimal so viele
Molekiile in Zustédnden mit ungeradem [ wie solche mit geradem [. Das
Auftreten von Wasserstoff in zwei “Sorten” (allotrope Formen), die man
an ihrem Rotationsspektrum unterscheiden kann, wird also (analog wie
beim Helium) durch die Quantentheorie erklért: es gibt nur eine Sorte
von Wasserstoffmolekiilen, aber jedes kann sowohl ein Triplett- als auch
ein Singulettspektrum haben.

8.4 Pauliprinzip und periodisches System

Die Quantentheorie kann in der bei den untersuchten Mehrkorper-
problemen verwendeten Weise auch auf komplizierte Atome angewen-
det werden. Eine auch nur einigermafien ins Detail gehende Behand-
lung kann hier nicht versucht werden. Es soll aber angedeutet wer-
den, wie man das Zustandekommen der wesentlichen spektroskopischen
und chemischen Eigenschaften der Elemente des periodischen Systems
qualitativ und anschaulich verstehen kann. Diese Eigenschaften sind
hauptséachlich durch die Struktur der niedrigsten Energiezustéinde be-
stimmt. Fiir diese kann man sich folgende grobe Niherung durchgefiihrt
denken, die auch als Basis unserer Rechnungen fiir Hy und He dienten.
Wir beriicksichtigen den Spin der Elektronen nur insofern, als wir
das Pauliprinzip heranziehen, vernachléssigen aber alle spinabhéngi-
gen Krifte: der Spin ist dann “angeklebtes Etikett”, jeder Zustand
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kann nur von einem Elektron besetzt sein. Wir betrachten ferner die
Elektronen - abgesehen vom Pauliprinzip - als unabhéngig voneinan-
der: jedes Elektron soll sich in einem Potential bewegen, das vom Kern
und den iibrigen Elektronen erzeugt wird. Quantitativ kann man das
so durchfithren, dafl man als niedrigste Naherung fiir den Zustand das
antisymmetrisierte Produkt der Einteilchenzustdnde ansetzt, wobei fiir
die Ortsdarstellung der Einteilchenzustéinde wasserstoffihnliche Eigen-
funktionen genommen werden (z.B. mit Z als Variationsparameter; die
Variationsmethode liefert dann ein Z. ;¢ fiir jedes Elektron). In der nied-
rigsten Naherung bewegt sich jedes Elektron dann in einem Zentralfeld
und hat wasserstoffahnliche Niveaus, die durch n, [, m; charakterisiert
werden kénnen.

Im Grundzustand werden dann die untersten Einteilchenzusténde
der Reihe nach mit Elektronen besetzt und das chemische Verhalten
héngt davon ab, wie sich die Elektronen in den obersten Energieni-
veaus verhalten. Infolge des Pauliprinzips kommt es zu einer Schalen-
struktur: ein Zustand mit festem n (d.h. im halbklassischen Bohrschen
Bild: bestimmter Bahnradius) kann nur mit einer beschrinkten An-
zahl von Elektronen besetzt werden, die sich in [, m;, ms voneinander
unterscheiden. Wegen der verhéltnisméfBig geringen Niveauaufspaltung
durch Unterschiede im Drehimpuls erfolgt die energetische Anordnung
auch dann hauptséchlich nach n, wenn die hier betrachtete grobe Néhe-
rung korrigiert wird. Eine Schale ist abgeschlossen, wenn sie mit der fiir
sie maximal moglichen Anzahl von Elektronen besetzt ist. Elektronen
in abgeschlossenen Schalen bilden zusammen einen Atomrumpf. Sind
Zustande auflerhalb von abgeschlossenen Schalen mit Elektronen be-
setzt, so sind diese wesentlich schwicher gebunden als die Rumpfelek-
tronen, weil die Kernladung durch die Rumpfelektronen abgeschirmt
wird.

In der nebenstehenden Tabelle sind die in den einzelnen Zustdnden
enthaltenen Elektronen fiir die untersten 27 Elemente des periodischen
Systems angegeben. Auflerdem ist (als Maf fiir die Bindung) die Toni-
sierungsenergie F; angefithrt. Wir besprechen nun der Reihe nach die

Auffiillung der untersten Schalen und einige damit zusammenhéngende
Trends.
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Z | Element| Er(eV) | 1s| 2s|2p| 3s|3p|3d| 4s|4p|4d|4f
1 H 13.6( 1

2 He 24.6| 2

3 Li 5.4 2 1

4 Be 93| 2 2

5 B 83| 2 21 1

6 C 11.3 2 2| 2

7 N 14.5] 2 20 3

8 O 13.6| 2 2| 4

9 F 174 2 21 5

10 Ne 21.6| 2 2| 6

11 Na 5.1 2 2| 6 1

12 Mg 76| 2 21 6 2

13 Al 6.0 2 21 6 21 1

14 Si 81| 2 2| 6 2] 2

15 P 10.5( 2 2| 6 21 3

16 S 104] 2 21 6 2| 4

17 Cl 13.0] 2 21 6 21 5

18 Ar 15.8 2 21 6 21 6

19 K 4.3 2 2| 6 2| 6 1
20 Ca 6.1 2 2| 6 2| 6 2
21 Sc 6.5 2 21 6 21 6] 1 2
22 Ti 6.8 2 2| 6 21 6| 2 2
23 A% 6.7 2 2| 6 21 6| 3 2
24 Cr 6.8 2 2| 6 21 6| 5 1
25 Mn 74| 2 2| 6 21 6| 9 2
26 Fe 79| 2 21 6 2| 6] 6 2
27 Co 79| 2 21 6 21 6| 7 2

Auf der untersten Schale n = 1 haben nur 2 Elektronen Platz:
[ = 0, daher m; = 0, es gibt daher nur die beiden Moglichkeiten
ms = £1/2. Bei He ist diese Schale gefiillt; dieses Element verhélt sich
daher chemisch besonders inaktiv: es ist ein Edelgas.

Li hat ein Elektron mehr als He. Dieses Elektron mufl daher in
einem Zustand mit n = 2 “angesiedelt” werden. Das fiihrt zu ei-
ner wasserstoffahnlichen Situation: ein Elektron befindet sich aufler-
halb einer abgeschlossenen Schale. Die in Frage kommenden Zustidnde
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2s,2p fiir dieses Elektron hitten in Wasserstoff die gleiche Energie
(I-Entartung!). Bei Li ist das nicht der Fall. Fiir den 2s-Zustand ist
[ = 0 und die Wahrscheinlichkeit, das Elektron nahe am Kern zu fin-
den (Ortsdarstellung des Zustands) ist von Null verschieden. Das p-
Elektron “spiirt” daher nur das durch die inneren Elektronen abge-
schirmte Feld Z.;; = 1, daher liegen die 2p-Zusténde energetisch hoher
als der 2s-Zustand. Im 2s-Zustand haben wieder nur zwei Elektronen
Platz (I =0,m; = 0,ms = £1/2). Er ist daher beim néchsten Element
Be voll besetzt. Im nichsthéheren Zustand 2p haben 6 Elektronen Platz:
l=1,m; = +1,0,—1,ms; = +1/2. Insgesamt ist also die zweite Schale
erst mit 8 Elektronen voll besetzt, also bei Ne: dieses hat lauter ab-
geschlossene Schalen und ist daher ein Edelgas. Von B zu Ne wird die
Ionisierungsenergie immer grofler, da infolge der Zunahme von Z der
2p-Zustand immer weiter nach unten riickt.

Das néchste Element Na zeigt wieder eine wasserstoffahnliche Si-
tuation. Von diesem Element an wird die 3. Schale (n = 3) angefiillt,
in der insgesamt 18 Elektronen Platz haben: zwei in 3s(l = 0,m; = 0,
ms = +1/2), sechs in 3p(l = 1,m; = +1,0,—1,ms; = +1/2) und zehn
in3d (Il =2,m = +2,+1,0,—1,—2,ms = £1/2). An der angegebe-
nen Tabelle kann man sehen, wie die chemischen Eigenschaften mit der
Auffiillung der Schalen zusammenhéngen.

Einer Erklarung bedarf die Tatsache, dal das néchste Edelgas nach
Ne schon bei Ar auftritt, fiir das die 3s- und 3p-Niveaus gefiillt und die
3d-Niveaus ganz leer sind. Bei den darauffolgenden Elementen K, Ca
werden die 4s-Niveaus besetzt, obwohl die 3d-Niveaus noch unbesetzt
sind. Der Grund dafiir ist anschaulich zu verstehen: Fiir wachsendes
Z riicken die Zustdnde mit hoherem Bahndrehimpuls (bei festem n)
infolge der Drehimpulsbarriere immer weiter nach oben, so dafl der 3d-
Zustand bei K(Z = 19) etwas hoher liegt als der 4s-Zustand. Daher
wird der letztere zuerst besetzt und erst, wenn er voll besetzt ist (was
bei Ca der Fall ist), wird 3d aufgefiillt.

Ein feinerer Effekt, der mit Hilfe des Pauliprinzips qualitativ ver-
standen werden kann, ist die Abnahme der lonisierungsenergie von N
nach O bzw. von P nach S. Dazu denken wir uns die p-Schale von unten
an aufgefiillt. Das erste Elektron in dieser Schale (bei B bzw. Al) hat 6
Moglichkeiten fiir die magnetischen Quantenzahlen: m; = +1,0, —1 und
ms = £1/2. Nehmen wir z.B. an, dal m; = 0, ms = +1/2 ist. Dann hat
das néchste Elektron (C bzw. Si) die niedrigste elektrostatische Ener-
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gie, wenn es das bereits vorhandene vermeidet. Das ist der Fall, wenn
die Ortsfunktion antisymmetrisch ist. Dann ist aber die Spinfunktion
symmetrisch und es ist fiir das zweite Elektron ebenfalls mgs = +1/2.
Daher mufl m; einen anderen Wert als fiir das erste Elektron haben,
also z.B. m; = +1 (oder eine Mischung aus +1 und —1). Beim drit-
ten Elektron (N bzw. P) wird der dritte Wert ausgeschopft. Das vierte
Elektron muf dann my; = —1/2 haben. Seine Ortsfunktion ist dann
relativ zu einem der anderen Elektronen symmetrisch, es ist im Mittel
ofter mit einem dieser Elektronen korreliert und infolge der elektrischen
Abstolung leichter zu entfernen.

8.5 Die Besetzungszahldarstellung

Die in 8.1 untersuchten Zusténde von n ununterscheidbaren, freien
Teilchen sind als Basiszusténde fiir das Mehrkorperproblem der Quan-
tentheorie von dhnlicher Bedeutung, wie die Orts- oder Impulszusténde
fiir ein Teilchen: sie konnen dazu verwendet werden, den Zustand wech-
selwirkender Systeme zu analysieren. Wir untersuchen nun einen For-
malismus, der diese Aufgabe erheblich erleichtert. Er wurde 1927 von
Dirac fiir Bosonen entwickelt. Ein Jahr spéter erfolgte die Ubertragung
auf Fermionsysteme durch Jordan und Wigner. In gewissem Sinn kann
der Formalismus als eine “zweite Quantisierung” angesehen werden, bei
der Einteilchenwellenfunktionen durch Operatoren ersetzt werden. Bei
genauer Betrachtung stellt sich heraus, dal der Formalismus als (“er-
ste”) Quantisierung einer (nichtrelativistischen) Feldtheorie aufzufassen
ist.

Wir entwickeln den Formalismus zunéchst fiir Bosonen und gehen
von den in 8.1 untersuchten symmetrischen Zusténden fiir n freie Teil-
chen aus. Wie dort bemerkt wurde, ist es fiir diese Zustinde nicht
moglich zu sagen, welchem der Teilchen eine durch bestimmte Quan-
tenzahlen vorgegebene Eigenschaft zukommt. Hingegen ist es sehr we-
sentlich, ob sich mehrere Teilchen im gleichen Zustand befinden bzw.
wieviele das sind. Es mufl daher moglich sein, den Zustand durch An-
gabe der Besetzungszahlen fiir die in Frage kommenden Eigenschaften
zu charakterisieren. Wir bezeichnen die zugehorige Besetzungszahl mit
n; := n(q;). Damit soll also die Zahl der Teilchen mit der Einteilchenei-
genschaft (Quantenzahl(en)) ¢; gemeint sein. Diese Besetzungszahlen
kann man in eindeutiger Weise finden. Betrachten wir als Beispiel den
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Dreiteilchenzustand
G2, G2, 96) s-

Die Besetzungszahlen sind dann
n=0n=2n3=ng=n5=0, ng=1, nr=ng=...=0.

Fir den Zustand
|qa7 qb,y - - - qg>S

erhalt man sie aus

Qa+Qb+~'+QQ:nIQI+nQQ2+~-~

Fir n Teilchen ist natiirlich
n — Z Tbj
J

Im allgemeinen gibt es sehr viele Besetzungszahlen. Kann die Quan-
tenzahl g; unendlich viele Werte annehmen, so gibt es auch unendlich
viele Besetzungszahlen (von denen die meisten den Wert 0 haben). Jede
Besetzungszahl kann Werte zwischen 0 und n annehmen n; = 0,1,...n
(ein hoherer Wert ist nicht moglich, da es nur n Teilchen gibt).

Da die Zusténde |qq, b, - - - ¢4) s durch die Besetzungszahlen n; fest-
gelegt sind, muf} es einen Satz miteinander vertauschbarer Operato-
ren N; geben, deren Eigenwerte die n; und deren Eigenzustidnde die
Zustande |qq, @b, - - - q¢)s sind. Deren Charakterisierung durch Angabe
aller n; ist eindeutig: zu jedem Satz von Werten fiir alle n; gibt es
nur einen Zustand. Mit den Eigenwerten der N; erfait man daher alle
Zustdnde; das System der N; ist daher ein vollstédndiges System ver-
tauschbarer Operatoren. Wir konnen daher

1

[n1,n2,...) = |qa, @b, - - - 4g) s ==
n1!n2! ce

setzen (der Faktor auf der rechten Seite beriicksichtigt die Normierung
fiir Besetzungszahlen > 1) und von nun an mit diesen Zustédnden arbei-
ten. Als Vollstandigkeitsrelation in der Besetzungszahldarstellung no-
tieren wir

(Wn= > |n,ng...0(n1,n,. .|

ni,na,...
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Die Summe lauft iiber alle Zustdnde mit festem n. Lassen wir nun n der
Reihe nach alle ganzzahligen Werte annehmen, so erhalten wir n = 0,
Vakuumzustand: |0) := (0,0, ...0)

n = 1, Einteilchenzusténde: |0,...0, (n; =1),0,...0) = |g;)

n = 2, Zweiteilchenzustéande:

1
0...0,(ng =2),0...0) = |gr i) s—
| (ng, = 2) ) = |k Qk>S\/§

usw. Dieser Zustandsraum heifit Fockraum.

Die Charakterisierung der Zustdnde durch sehr viele n;, von de-
nen die meisten verschwinden, mag unpraktisch erscheinen. Sie zeigt
aber sofort, wie man weiterkommen kann. Untersucht man ein System
von ungekoppelten harmonischen Oszillatoren, so erhélt man die glei-
chen Zusténde. Die Zahlen n; bedeuten in diesem Fall die Eigenwer-
te von Anzahloperatoren IN; und geben an, wieviele Oszillatorquan-
ten der Sorte j im betreffenden Zustand vorhanden sind. Unsere n-
Teilchenzusténde sind also isomorph zu den Zusténden eines Oszilla-
torsystems (mit sehr vielen Oszillatoren: fiir jeden Eigenwert g; ein
Oszillator). Es ist daher bequem, den Oszillatorformalismus (vgl. 5.2)
zu verwenden. Wir setzen

N; = a}aj
und verlangen fiir a; := a(g;) die algebraischen Regeln

[aj,aﬂ = Ojk, laj,ar) = [a},aﬂ = 0.

Die Fockzusténde kénnen dann aus dem Vakuumzustand |0) durch An-
wendung von a} aufgebaut werden

m n2 1
\nl,ng,..):(cf{) <a£) ... |0) IO

Der Operator der gesamten Teilchenzahl

N:ZNj
J



274 8. Ununterscheidbare Teilchen

hat als Eigenwert die Zahl n der vorhandenen Teilchen. Ein Erzeu-
gungsoperator a} fiigt zu einem Zustand mit n ununterscheidbaren Bo-
sonen ein weiteres Boson im Einteilchenzustand |g;) so hinzu, daf es
von den iibrigen Bosonen ununterscheidbar ist (so, daf also der n + 1-
Teichenzustand in den Einteilchenvariablen symmetrisiert ist). Entspre-
chend entfernt a; ein Boson aus dem n-Teilchenzustand.

Der damit erhaltene Formalismus hat als algebraischer Kalkiil grofie
Vorteile. Der wichtigste ist die Unabhéngigkeit von der beniitzten Dar-
stellung der Einteilchenzustdnde. Um das einzusehen, beachten wir, daf3
sich alle betrachteten Operatoren auf eine bestimmte Darstellung |g;)
beziehen

aj:a(qj), a;r':aT(Qj)a NJ:N(qJ)

Welchseln wir die Darstellung im Einteilchenraum, so transformiert sich
der Basiszustand |g;) in

6) = > la a6

Der Buchstabe ¢ deutet dabei an, daf3 die Eigenwerte &; solche eines
anderen Operators (bzw. Satzes von vertauschbaren Operatoren) sind.
Aus diesen Einteilchenzustinden kann man wie oben einen Fockraum
fiir ununterscheidbare Teilchen aufbauen

n=0:]0),n=1:|&)n=2:%E&)s:16,8)s/V2  usw.

Bei Charakterisierung durch Besetzungszahlen erhélt man wieder Iso-
morphie zu einem Oszillatorsystem mit den Operatoren

a;=al&), al =d'(&),  Ni=N(&),

die den gleichen Vertauschungsrelationen geniigen wie die urspriingli-
chen. An den Einteilchenzustinden 148t sich ablesen, daf

al (&) = ZQT(CIJ)<CIJ|&>7 a(&i) = Z(ﬁﬂ%‘ﬂ(%)

J

ist. Damit kann man z.B. die Vertauschungsrelation der neuen Opera-
toren a(&;) auf die der alten a(g;) zuriickfithren und umgekehrt. Die
Anzahloperatoren transformieren sich als Produkte. Durch Einsetzen
erhélt man
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Za QJ Qk %‘fzﬂgz’q}c)

Der Operator der gesamten Tellchenzahl ist invariant

N = ZN& —Z Ha)alar) Y (a5lé) (Elar) =

A
—Z a(qr)(qjlar) ZN (q5)

Als Voraussetzung geht in die ganze Theorie nur ein, dafl die Einteil-
chenzustidnde orthogonal und vollstandig sind.

Bei Basiswechsel transformiert sich daher a'(-) wie ein Basisket |-)
(und damit wie eine Amplitude (¢|-), durch die ein beliebiger Einteil-
chenzustand [¢)) dargestellt wird). a(-) transformiert sich wie ein Basis-
bra (-| (und daher wie die konjugierte Amplitude (-|?))). Man kann daher
die Operatoren der Mehrteilchentheorie erhalten, indem man formal die
Einteilchenamplituden (-|1)) durch Operatoren a(-) ersetzt und fiir diese
die Vertauschungsrelationen von Oszillatoroperatoren postuliert (“zwei-
te Quantisierung”). Mit den Operatoren der “zweiten Quantisierung”
baut man dann den Fockraum der Mehrteilchentheorie aus dem Vaku-
um auf. Der Formalismus ermoglicht daher fiir eine beliebige vorgege-
bene Einteilchenbasis (die nur orthogonal und vollsténdig sein muf) die
Konstruktion eines Zustandsraums fiir beliebig viele ununterscheidbare
(freie) Teilchen. DaB es sich “in Wirklichkeit” um eine Theorie handelt,
bei der “nur einmal quantisiert” wird, ist klar, wenn man sich an die
Fassung mit (symmetrisierten) Mehrteilchenzusténden erinnert. Auf die
quantenfeldtheoretischen Aspekte kommen wir im néchsten Abschnitt
zuriick.

Eine Besetzungszahldarstellung fiir Fermionen kann in analoger
Weise entwickelt werden. Der wesentliche Unterschied besteht darin,
daf alle Besetzungszahlen n; wegen des Pauliprinzips nur die Wer-
te 0 oder 1 annehmen konnen. Mit Oszillatoroperatoren erhélt man
die Darstellung, wenn in den algebraischen Regeln den Kommutator
[A, B] := AB — BA durch den Antikommutator [A, B]y := AB + BA
ersetzt, also die Regeln

[aj,a]];]—i— = 6jk7 [ajaak]+ = [a;rwam-i- =0

postuliert. Man kann sich mit der folgenden Uberlegung davon iiberzeu-
gen, daf} diese Algebra zu den gewiinschten Eigenschaften der Zustédnde
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fithrt. Wir betrachten zunéchst einen Zustand, bei dem die j-te Beset-
zungszahl verschwindet

.. (nj =0)...)

und fiigen ein Teilchen in diesem Zustand hinzu:

(g =1) =al]...(n; =0)...)

Fiigt man noch ein Teilchen in diesem Zustand hinzu, so darf es den ent-
stehenden Zustand nicht geben (andernfalls wiren zwei ununterscheid-
bare Fermionen im gleichen Zustand): es mufl ihm also die Null im
Zustandsraum entsprechen

0=all...(ny =1)..) =alal]...(n; = 0)...) =
:%<aTaT+aT Dl =0)..)
Fiir
[a;L'?a;r‘]-i-:O

ist die Gleichung offenbar erfiillt. Durch Konjungation erhélt man dar-
aus

laj, aj]+ =0
Um die verbleibenden Relationen zu testen, betrachten wir den Anzahl-

operator

_ T
Nj = ajaj.

Fiir seinen Kommutator mit al erhalten wir (wie bei Bosonen)

[N, af] = afaja} — ajala; = a <[“J" ail+ - “’t“j> - akejs

= a}éjk - (aTa/,TC + ala}) a;
== a}éjk

und das gibt die richtige Eigenwertgleichung fiir beide Eigenzustidnde
|...(n;=1)...) und |...(n; =0)...). Fir [a},a}]; # 0 wire sie nicht
erfiillt.
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Ubungen

Fiir die folgenden Beispiele sind n freie Teilchen in einem groflen Wiirfel
mit festem Volumen V zu betrachten, und zwar Bosonen mit Spin 0
bzw. Fermionen mit Spin 1/2. Als Einteilchenvariable sind Impuls

p = hk (mit diskreten Werten fiir k) und Spin zu verwenden, also

fiir Bosonen: a = a(k), [a(k),a’ (k)] = O k'

fiir Fermionen: a = a, (k), [aa(k), ag(k/)} = baplp o =1,2=1,] .
+ )
1) Bestimme den Grundzustand |¢) eines wechselwirkungsfreien Bo-

segases (n Bosonen im Volumen V| s.0.). Welche Energie hat er?
Bestimme die Erwartungswerte

(¢la(@)a(y)le) und (gla’(@)a(z)a' (y)a(y)|¢)

Dabei ist 1

alx) = — a(k)exp (1k - x

() Wi > a(k)exp (ik - @)
k
2) Betrachte die Transformation (vgl. Ubungsbeispiel 5.4)
a(k) = u(k)A(k) +v(k)AT(~k), k= k|

Wie miissen die Funktionen u, v gewéahlt werden, damit die Trans-
formation kanonisch ist?

3) Bestimme den Grundzustand |F') eines wechselwirkungsfreien Elek-
tronengases (n freie Fermionen mit Spin 1/2 im Volumen V| s.o0.).
Zeige, dafl es einen hochsten Wert fir & = |k| gibt (kK < kp).
Bestimme den Eigenwert des Anzahloperators

Na(k) = al,(k)aa (k)

und der gesamten Teilchenzahl

N =) Na(k).
ok

Bestimme durch Ubergang zum Kontinuum
Vv

>~ o |

k

kr bzw. die Fermienenergie e = (hkp)?/2m in Termen der Teil-
chenkonzentration n/V. Bestimme in analoger Weise die Energie
des Grundzustands |F') in Termen von ep.
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Untersuche fiir das Elektronengas des vorhergehenden Beispiels die
Erwartungswerte

(Flaf,(x)as(y)| F)

(Fouriertransformation vgl. Beispiel 1) und

(Flal()aa(x)a(y)as(y)|F)

Dabei soll wie im vorhergehenden Beispiel zum Kontinuum iiber-
gegangen werden. Untersuche die Groéflen als Funktionen des Ab-
stands r = | — y|.

Der Grundzustand |F') des freien Elektronengases entspricht wegen
k < kp einer Situation, in der alle Impulszusténde bis |k| = kp mit
je 2 Elektronen besetzt und alle anderen Impulszustéinde unbesetzt
sind (“gefiillte Fermikugel”). Der Hamiltonoperator kann in der
Form

H=Y) e(k)No(k)  mite(k) = i
k (63

2m

geschrieben werden. Wie sehen im Bild der “Fermikugel” die un-
tersten Anregungszustinde aus? Betrachte die kanonische Trans-
formation

ar (k) = u(k)A(k) +v(k)BT(k), u(k)=0(k —kp)
a;(—k) =u(k)B(k) —v(k)AT(k), wv(k)=0(kr — k)

(vgl. Ubungsbeispiel 5.4) und interpretiere die Bedeutung der neu-
en Leiteroperatoren A, At, B, BT.



Mehrteilchenoperatoren 279

8.6 Mehrteilchenoperatoren

Nun wollen wir fiir die Mehrteilchenphysik wichtige Operatoren be-
trachten und versuchen, sie als Operatoren im Fockraum darzustellen.
Dadurch werden wir die Moglichkeit erhalten, eine Theorie wechselwir-
kender Teilchen zu formulieren. Wir betrachten zunéchst Einteilchen-
operatoren. Damit sind Operatoren gemeint, die additiv aus Beitréigen
jedes Teilchens in folgender Form aufgebaut sind:

Fges — Z 1F(>‘) — 1F(1) D 1F(Q) DD lF(n)
A=1

Jeder Summand ist dabei ein Operator, der sich nur auf den Einteilchen-
Zustandsraum des Teilchens Nr. A bezieht (die vorgesetzte ; soll nur
andeuten, dafl es sich um einen Operator im Raum der Einteilchen-
zustéinde handelt). Beispiele: der gesamte Impuls des n-Teilchensystems

Pges = XH:P(A)v
A=1

die gesamte kinetische Energie

1 2)2
Tges:% P()

usw. Durch

— _xW
pe6) = X0 (x - X

kann man eine sog. “Einteilchendichte” einfiithren, die Auskunft iiber
die Verteilung der von den Teilchen transportierten Eigenschaften gibt:
mpges ist die Massendichte, haben die Teilchen die Ladung ¢, so ist gpges
die Ladungsdichte.

Die Ubersetzung in die Besetzungszahldarstellung ist einfach. Of-
fenbar ist jeder Einteilchenoperator beziiglich aller Teilchen symme-
trisch: eine Permutation von Teilchen bewirkt nur eine Anderung der
Reihenfolge der Summanden. Schreiben wir die Fockzustéande in der ur-
spriinglichen Form als direkte Produkte von Einteilchenzustdnden (Ab-
schnitt 8.1, S. 258), so wirkt jeder Summand in F' nur auf einen der
Faktoren. Er kann daher durch Einteilchenmatrixelemente dargestellt
werden
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VF =) lai)aih Fla;) (g
1,
(andere Matrixelemente hat F(;) nicht). In Anwendung auf einen (als
direktes Produkt geschriebenen) Mehrteilchenket entfernt (g;| einen zu-
gehorigen Faktor |g;); infolge des Faktors |g;) wird er durch |g;) ersetzt.
Im Raum der Besetzungszahlen heifit das, dafl ein Teilchen im Zustand

|g;) entfernt und eines im Zustand |¢;) hinzugefiigt wird: das wird aber

vom Produkt a;raj geleistet. Daher lautet die Darstellung von Fyes im

Besetzungszahlraum

Fges = Za3<qi|1F|qj>a’j'
,J

Man kann sich davon iiberzeugen, dafl diese Form von der beniitzten
Darstellung der Einteilchenzustédnde unabhéngig ist.

Als néchstes betrachten wir Zweiteilchenoperatoren. Damit sind
Operatoren gemeint, die additiv aus Beitridgen jedes Teilchens in fol-
gender Form aufgebaut sind:

n

G'g;es = Z QG(AJJ)

A>v

Jeder Summand soll sich dabei nur auf den Zustandsraum von zwei
Teilchen (Nr. A und Nr. v) beziehen. Das wichtigste Beispiel dafiir sind
Wechselwirkungspotentiale fiir Paarkréfte

_ N x )
Vies §V<X X )

(wie z.B. die Coulombwechselwirkung). Die Darstellung im Besetzungs-
zahlraum ist analog wie fiir Einteilchenoperatoren zu finden und lautet
fiir Bosonen

1
Gges = 5 ‘Zklaja} - 54915 43 12Glak, @) s - axa.
17]7 b

Fir Fermionen ist ¢ durch 4 zu ersetzen.

Mit Hilfe der Oszillatoroperatoren kénnen daher die physikalisch
relevanten Operatoren jeder Mehrteilchentheorie so geschrieben werden,
dafl die Fockzustéinde den Charakter von Basiszustdnden haben. Dabei
werden auch Operatoren erfafit, welche die Wechselwirkung zwischen
den Teilchen beschreiben. Wesentlich ist fiir den Formalismus, dafl die
Basiszusténde vollstédndig sind.
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8.7 Bewegungsgleichungen

Die Umschreibung physikalischer Operatoren in die Besetzungs-
zahldarstellung reicht aus, um zu einer Dynamik wechselwirkender Teil-
chen zu gelangen. Wir beschrinken uns dabei auf einen Hamiltonope-
rator mit Ein- und Zweiteilchenpotentialen

H= Z( pPXM? 4 V(X(”)> QZQV(XW,X(V))

A,V

Es soll also nur Paarkréfte zwischen den Teilchen geben. Das reicht fiir
die meisten Anwendungen aus (eine Verallgemeinerung auf Mehrteil-
chenkrifte wire natiirlich moglich). Im Schrodingerbild ist die dynami-
sche Gleichung fiir einen n-Teilchenzustand

d
zh%]n, Uy(t)) = H|n, ¥s(t))

In der Besetzungszahldarstellung bedeutet das

. d
zhaml,ng, N, W (t)) = (nq,na, ... |H|n,Ps(t))
mit
1

(n1,ma,...| = W@Kal) (az)"™

Dabei beziehen sich die Fockzustidnde und die Oszillatoroperatoren auf
das Schrodingerbild
10) = 105), a; = (aj)s.

Schreibt man H in Termen der a;, a;r- um, so 148t sich durch Anwendung
der Operatoren nach links ein gekoppeltes Gleichungssystem fiir die
Amplituden erhalten. Hiangt H nicht explizit von der Zeit ab, so gilt das
alles mutatis mutandis fiir die entsprechende Eigenwertgleichung von H.
Man kann das Eigenwertproblem z.B. algebraisch angehen, indem man
H in der Besetzungszahldarstellung zu diagonalisieren versucht (was
meist nur niherungsweise moglich ist; vgl. Ubungen).

Im Heisenbergbild 1Bt sich die ganze Dynamik als reine Operator-
theorie der Leiteroperatoren fassen: Durch Ubergang zum Heisenberg-

bild (vgl. 4.5)
In,¥s(t)) = U(t, to)|n, Yn(to))
aj(t) := (a;)n = U~ (t,t0)(a;)sU(t, to)
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erhalten wir
1
\/nl!ng! e

(wie zu erwarten war: Amplituden hingen vom beniitzten Bild nicht
ab). Auch die Vertauschungsrelationen &ndern sich bei der Transforma-
tion nicht

[a;(t),ar(t)]+ = U ta;UU tarU F U ta,UU ta;U
= U_l(Sij = 0k

(n1,n2, .. [n; Ws(t)) = (On] (ar(£))™ (a2(t))™ .. . [n, n(to))

Das gilt aber nur fiir Heisenbergoperatoren zu gleichen Zeiten; andern-

falls fallt UU ~! nicht weg. Die physikalischen Operatoren kénnen sofort

auf das Heisenbergbild umgeschrieben werden. Die entsprechende Form

entsteht einfach dadurch, da man alle a; = (a;)s durch a;(t) ersetzt.

Die ganze Dynamik ist daher in den Heisenberg-Bewegungsgleichungen
da;(t)

ih dt = [aj(t)vH]

enthalten. Da H durch Produkte von aj, a} ausgedriickt werden kann,

ist der Kommutator einfach auszurechnen. Fiir den am Anfang dieses

Abschnitts angegebenen Hamiltonoperator erhédlt man fiir Bosonen
da;(t)

: 1 po
ih—22 =) Agjl5 =P +1V]a)ai(t)+

(2

+ Y sgiailaV g a)s - al (t)ar(t)ai(t)
ikl

(analog fiir Fermionen mit 4 anstelle von g).

Die Zahl der betrachteten Teilchen kommt in diesen Gleichungen nicht
mehr vor. Zusammen mit den Vertauschungsrelationen konnen sie als
Theorie eines Systems mit beliebig vielen ununterscheidbaren Teilchen
mit der in H enthaltenen Wechselwirkung aufgefafit werden. Wir zei-
gen nun, dafl (und in welchem Sinn) es sich um die Quantentheorie

eines Feldes handelt. Dazu betrachten wir eine Charakterisierung jedes
Teilchens durch Ort und Spin

(Qj) = (maa)v aj(t) = aa(w?t)~

Fiir Spin s nimmt dabei der Spinindex a Werte von 1 bis 2s 4+ 1 an.
Der Operator a,(x,t) geniigt den Vertauschungsrelationen
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aq(x,t), a;r}(y,t) _= dapd(x —y)1

und beschreibt als Funktion seiner Argumente (x,t) ein quantenme-
chanisches Feld (das elektrische Feld Ey(x,t) der Elektrodynamik wire
ein klassisches Analogon - allerdings ein solches mit einer ganz anderen
Dynamik). Fiir Spin 0 entsteht der Feldoperator a(x,t) durch “zweite
Quantisierung” aus der Einteilchenwellenfunktion ¥ (x,t) = (x|¥(t)),
d.h. die Wellenfunktion wird durch einen Operator ersetzt, fiir den die
obenstehenden Vertauschungsrelationen postuliert werden. Die Dyna-
mik wird durch den (in Termen von a und a' geschriebenen) Hamilton-
operator festgelegt (der ebenfalls aus der Einteilchentheorie “bezogen”
werden kann). Natiirlich kann die so erhaltene Quantenfeldtheorie mit
gleichem Recht als “erstquantisierte” Theorie eines Schrodingerfeldes
a(x,t) angesechen werden. Um sie als kanonische Quantentheorie eines
Feldes zu etablieren, (d.h. um zu erkennen, welche Groflen als gene-
ralisierte “Koordinaten” bzw. “Impulse” des Feldes aufzufassen sind),
mufl man die Theorie von Oszillatorvariablen (a,a') auf die zugehori-
gen (g, p)-Variablen umschreiben, was wir hier nicht tun wollen. Fiir
Spin # 0 funktioniert das alles ganz analog, das Feld hat lediglich mehr
Komponenten. Fiir halbzahligen Spin mufl man allerdings “damit le-
ben”, dafl es kein klassisches Gegenstiick im {iblichen Sinn des Wortes
gibt. Fiir Bosonen erhélt man die klassische Theorie dadurch, dafl al-
le Feldvariablen (also auch a und a') vertauschbar angenommen wer-
den. Fiir Fermionen ist das entsprechende Analogon eine Theorie mit
antikommutierenden Feldvariablen. Eine solche ist zwar mathematisch
durchaus durchfiihrbar, aber sie ist keine klassische Feldtheorie.

8.8 Quasiteilchen

In der Theorie der kondensierten Materie wird der hier untersuchte
Formalismus auch auf Zustédnde angewandt, die nicht als Teilchen im
gewOhnlichen Sinn des Wortes anzusehen sind, sondern als geeignete
niedrig liegende Anregungszustinde (dabei kann es sich z.B. um kollek-
tive Anregungen des ganzen Systems handeln). Ein gemeinsames Wort
dafiir ist Quasiteilchen oder -onen (Phononen, Exzitonen, Magnonen
usw.). Um eine Theorie solcher Anregungszusténde zu erhalten , sucht
man zundchst einen Ausgangs-Hamiltonoperator, der die Einteilchen-
form hat
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HO = Ey1 + Zeja;r-aj.
J

Dabei beschreibt Fy den Grundzustand. Die Einteilchenenergie ¢; und
die zugehorigen Oszillatoroperatoren werden so bestimmt, dafl man die
als wichtig erkannten niedrigsten Anregungen des Systems mit dem Ein-
teilchenterm schon in guter Ndherung erfafit. Als Darstellung verwendet
man meist die Impulsdarstellung

a; =a(q) = a(k), e =ck), Y =>_
ik

Fiir ein “echtes” Boson wiire e(k) = (%ik)?/2m. Fiir Quasiteilchen sind
ganz andere Formen moglich (fiir Phononen ist z.B. (k) ~ k). Uber
die durch H® beschriebene niedrigste Niherung kann man dann hin-
auskommen, indem man einen Wechselwirkungsterm

HY =" V(ijlkl)a}alara
ikl

dazunimmt, wobei V' aus dem betrachteten physikalischen Zusammen-
hang “erraten” wird. Mit dieser Idee ist es gelungen, eine ganze Reihe
von Vielteilchenphdnomenen in zufriedenstellender Weise zu beschrei-
ben. Im Rahmen einer einfithrenden Darstellung kann auf die Vielfalt
der Anwendungen leider nicht eingegangen werden.
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Ubungen

Die folgenden Ubungsaufgaben sind fiir Bosonen mit Spin 0 bzw. Fer-
mionen mit Spin 1/2 (vgl. Aufgaben 1-5) durchzufiihren.
6) Berechne die Kommutatoren

[Pges; a(x)]
[(Pges) ks [(Pges )1 a(@)]]
[PQ a(m)}

ges)

7) Driicke die Operatoren

Lges = Z (X()\) X P(A)>
A

h
Sges = 5 ZU(A)
A

durch a,a’ aus. Berechne die Kommutatoren mit a.

8) Driicke den Operator
RgES - Z X()\)
A

durch a, a’ aus. Wie ist er physikalisch zu interpretieren?

9) Driicke das Coulombpotential zwischen zwei Elektronen durch
e, al aus, und zwar in der Impuls- und Ortsdarstellung. Finde ei-
ne Zerlegung in einen “direkten” und einen “Austauschterm” (vgl.

Abschnitt 8.2).

10) Betrachte Fermiteilchen mit Spin 1/2 in einem Volumen V und
untersuche die Operatoren

s+ (k) = al (R)ah(=k), s_(k) = as(~k)as (k)

sy (k) = % (af (ko (k) + af (~R)aa(—k) 1)

Welche Vertauschungsrelationen erfiillen sie bzw. die daraus gebil-
deten Operatoren

Se=> si(k), S3=) ssk)
k k
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(die Summen sollen dabei bis zu einem Maximalwert K laufen).
Vgl. Abschnitt 5.3! Bestimme mit Hilfe der erhaltenen algebrai-
schen Regeln den Grundzustand von

H=¢e) (al(k)ai (k) + a}(k)as(k))—
k

~W Y al(k)ah(—k)az(—k')a1 (K')
kK

(dabei sind € und W Konstanten). Diskutiere die Entartung des
Grundzustands.

Der hier betrachtete Hamiltonoperator ist (u.a.) ein Modell fiir
die Theorie der Supraleitung. Es ist niitzlich zu iiberlegen, wel-
che Beitriage zur Ein- und Zweiteilchenenergie in H mitgenommen
wurden.



A1l Quantenmechanik des Coulombproblems

A1.1 Gruppentheoretische Struktur und Energieniveaus

Bei der klassischen Bewegung eines Teilchens im 1/r-Potential

Hy = i192 .
2m r
ist aufler dem Drehimpuls und der Energie der Runge-Lenz-Vektor be-
wegungskonstant (vgl. M 2.4). Mit Hilfe der Vertauschungsrelationen
seines quantenmechanischen Gegenstiicks hat W. Pauli vor Bekannt-
werden der Schrodingergleichung die Eigenwerte der Bindungszustidnde
des Wasserstoffatoms rein algebraisch bestimmt (W. Pauli, Zs. f. Physik
36, 336 (1926)). Viel spéter ist es mit Hilfe dieses Vektors auch gelungen,
die Streuphasen algebraisch zu berechnen (D. Zwanziger, Journ. Math.
Phys. 8, 1858 (1967)). Die Algebra der Komponenten des Runge-Lenz-
Vektors ermoglicht einen Einblick in den gruppentheoretischen Mecha-
nismus, der zur hochgradigen Entartung der Energieniveaus fiithrt. Wir
wollen daher die Algebra und ihre Konsequenzen untersuchen.

Der Runge-Lenz-Vektor besteht aus den Bestandteilen L x P und

X /R. Wir betrachten zunéchst den ersten Bestandteil. Ein quanten-
mechanisches Gegenstiick sind die Komponenten

1 1

Bi = _Eijk(Lij - Pij) = ﬁ

[L27P’i]
2

(die letzte Formel folgt mit Hilfe der Eigenschaften von Vektoroperato-
ren, vgl. Ubungsaufgabe 5.18). Fiir anziehende Krifte (a > 0) ist eine
geeignete Form fiir den Runge-Lenz-Vektor

X
F=B —.
+ ma R
Daf3 dieser Vektor mit .
a
H=_—pP?_ —
2m R

vertauschbar ist, mufl nicht bewiesen werden. Vom klassischen Ge-
genstiick F'y; unterscheidet sich F' nur dadurch, dafl die Reihenfolge
der Operatoren L, P geeignet gewahlt wurde. Der klassische Vektor ist
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erhalten (vgl. M 2.4), daher verschwindet die Poissonklammer mit der
klassischen Hamiltonfunktion

{Hyi, Fr;} =0.

Bei kanonischer Quantelung gehen Poissonklammern in Kommutator-
klammern mit den gleichen algebraischen Eigenschaften iiber, daher
muf} der Kommutator [H, F'| verschwinden. Durch explizite Berechnung
des Kommutators (die etwas miithevoll ist) kann man das nachvollzie-
hen.

Die Algebra der Operatoren L, F' ist von wesentlich gréoflerem In-
teresse. Um eine giinstige Form zu erhalten, beniitzen wir anstelle von
F' den ebenfalls mit H vertauschbaren Vektor

1
——F
vVF2mH

Dabei ist das obere Vorzeichen fiir Bindungszusténde, das untere fiir
Streuzustdnde zu verwenden, sodafl IN selbstadjungiert ist. Durch
Nachrechnen kann man sich davon iiberzeugen, dafl die folgenden VR
erfiillt sind:

[Lj, Li] = ihejp Ly

[Lj, Nk] = ih{-fjklNl

[Nj, Nk] = ih&?jlel
Das entspricht den Lieschen Strukturrelationen einer grofieren Grup-
pe als der Drehgruppe SO3. Fiir das obere Vorzeichen ist die Gruppe
isomorph zur vierdimensionalen Drehgruppe SO4, fiir das untere zur

(orthochronen) Lorentzgruppe SO(3,1). Diese hohere Symmetrie ist die
Ursache der [-Entartung beim Wasserstoffatom.

Die beiden Quadrate L? und N? sind zwar miteinander und mit L
vertauschbar, aber nicht mit IN. Die entsprechende Relation lautet

[L* N| = F[N? N] = 2h*N + 2ih(N x L)

Daraus bzw. aus den Lieschen Relationen kann man direkt ablesen, dafl
die beiden Operatoren

D?=L?+N? und L-N

mit L und IN vertauschbar sind
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[D?,L] = [D*, N]=[L-N,L]=[L-N,N]=0.

Durch Rechnung findet man

E
D2=—h2(1+FR), L-N=0.

Dabei ist Er die Rydbergenergie (ER = ma?/ 27‘12). Vollstandige Syste-
me vertauschbarer Operatoren fiir das Wasserstoffproblem sind daher

(D27L7L37H)7 (D27N27N37H)7 (D27L37N37H)'

Die Energieniveaus der Bindungszustidnde lassen sich nun leicht be-
rechnen. Verwenden wir das erste angegebene System, so miissen wir
nur mehr die Eigenwerte von D? finden. Allgemein verhalten sich L
und IN bei Raumspiegelungen (vgl. S. 136 f.) entgegengesetzt: L ist ein
axialer, IN ein polarer Vektor. Die beiden Kombinationen

1
vE = 5 (L£N)
héngen daher durch die Paritétstransformation zusammen
RVBR = v,

Die Kombinationen erfiillen fiir sich die Strukturrelationen der Gruppe
SU2 N N .
[Vj( ), Vk( )] _ ihé?jklvl( )

und sind untereinander vertauschbar

v vE| o

2
Die Eigenwerte der Quadrate (V(i)> sind daher Ak (k+ + 1) mit
ky =0,1/2,1,3/2,.... Die Differenz der Quadrate verschwindet

<V<+>)2 - (V<—>>2 —L.-N=0.

Wenden wir diese Gleichung auf einen beliebigen Eigenzustand von
2 2
<V(+)> ,V3(+), (V(_)) ,V3(_) an, so folgt, dafl die Quantenzahlen

gleich sein miissen: ky = k_ =: k. Der Operator D? ist fiir Bindungs-
zusténde (oberes Vorzeichen)
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D? =2 (V)24 (v)?)
und hat daher die Eigenwerte
207 (ki (ks + 1) + k_(k_ + 1)) = h2k(2k + 2) = A* ((2k +1)* — 1)

mit £ =0,1/2,1,3/2---. Die Eigenwerte von

__Er
(D2/R* +1)

sind daher

E
E,=——2 mitn=2k+1=1,2,3,--.
n

Aus D? > L? folgt n? > (1 4+ 1) + 1 und damit der Entartungsgrad.

A1.2 Streuphasen

Um die Streuphasen zu finden, beniitzen wir die im Kap. 7 entwick-
elte formale Streutheorie und die dort definierten Operatoren 2., S.
Wir ordnen einem beliebigen Operator A durch

A® = ol an,

zwei “asymptotische” GroBen A®) zu. Fiir diese erhilt man mit den
Formeln der formalen Streutheorie

(a, £[Ps Alb, £) = (a| AF)|b).
Ist A eine Erhaltungsgrofie
[H, A] = 0,
so kann man mit Hilfe von
OLIH, A)02s = [Ho, A®)|
leicht nachweisen, daf3
(al A [b) = (a] A |p)

sein muf.
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Zur Berechnung der Streuphasen beniitzen wir als Zusténde |a) die
Drehimpulszustdande aus Abschnitt 5.4. Als Operator A betrachten wir
die 3. Komponente des Impulses und untersuchen die Gleichung

(k14 1,m|PS |k, 1,m) = (b, 1+ 1,m| ST S|k, 1, m).
Da S in der Drehimpulsdarstellung diagonal ist
S|k,l,m) = exp (2i6;) |k, 1, m),
erhalten wir die Formel

(k,1+1,m| P |k, 1, m)
(k,1+1,m|P{7 |k, 1, m)

exp (Qi(él — 514.1)) =

Das gibt eine Rekursionsformel fiir §;, wenn es gelingt, die rechte Seite
in Termen von [ und k = v2mFE /h auszudriicken. Die Phasen kénnen
daraus in Termen von &y berechnet werden. Der Phasenfaktor exp (2iq)
kann beliebig gewihlt werden (der Wirkungsquerschnitt ist davon un-
abhingig).

Um die Rekursionsformel zu finden, betrachten wir die 3. Kompo-
nente des Runge-Lenz-Vektors F' und untersuchen seine Matrixelemen-
te zwischen den oben betrachteten Zustédnden. Da F' erhalten ist, mufl

(s.0.)
(k, 1+ 1,m|FSD |k, Lm) = (b, 1+ 1, m|FS 7|k, 1, m)

sein. Durch Einsetzen von
) X3

Fy=—[L? P =

3= op (L7 By + map

sieht man, daf3 das Matrixelement des ersten Terms durch ein entspre-
chendes von ngi) ausgedriickt werden kann. Im zweiten Term darf man

aber ) .
X P
(_3) — F (—3) mit P = |P)|

ersetzen. Unmittelbar einzusehen ist das fiir den klassischen asympto-
tischen Orts- bzw. Impulsvektor: in unendlicher Entfernung vom Streu-
zenturm wird die Bahn gerade (d.h. p*) konstant) und verlduft daher
parallel (oder antiparallel) zu X (i); X wird vom Streuzentrum weg po-
sitiv gezéhlt; charakterisiert man durch die Anfangskonfiguration (+),
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so lauft das Teilchen auf das Streuzentrum zu, daher das negative Vor-
zeichen; charakterisiert man durch die Endkonfiguration, so lauft das
Teilchen vom Streuzentrum weg, daher das positive Vorzeichen. Fiir
quantenmechanische Wellenpakete ist die Ersetzung ebenfalls plausi-
bel, da sie sich i.W. auf die Trajektorien bezieht. Fiir einen strengen
Beweis vgl. z.B. H. Grosse et al., Acta Phys. Austr. 40, 97 (1974).

Fiihren wir die Ersetzung durch, so erhalten wir
(k14 1, m|FESE |k, Lm) = in(l+ 1 2 in)(k, 1+ 1,m| P |k, 1,m)
mit 7 = ma/kh®. Gleichsetzen der beiden Ausdriicke gibt

(k, 1+ 1,m|P{P |k, 1,m) 1y
(k1 +1,m|PS7 |k, ,m) L+ 1+in

und wir erhalten durch Auflosen der Rekursionsformel

r(+1-in)

Si=exp (200) = T

Die Streuamplitude ist

A0, k) = ﬁ S (20 + 1) Py(cos 0) (exp (2i7) — 1)

Der letzte Term triagt nur Terme ~ 6(6) bei: das sieht man aus der
Vollstandigkeitsrelation der Yj,, (¢, ¢) mit ¥ = 0,9 = 6. Schlieflen wir
den Winkel § = 0 aus, so kénnen wir den Term weglassen. Mit der
Formel

> I'l+1—1n) 1=\ —in)
(21 ——P =
ZZ_O R E LS ( 2 ) (1 + in)

erhalten wir die exakte Coulomb-Streuamplitude

ma I'(1—in) ( . 2(0))
A0, k) = 1 ’
Ok) = iz an?(@2) T(L+am) O 705 | 5

Man erkennt nun den logarithmischen Phasenfaktor (der die Ursache
der Divergenzen in den héheren Bornschen Nidherungen ist) und die
willkiirliche Phase, die hier als
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I'(1 —in)

€Xp (2i60) = m

gewihlt wurde. Bei der Bildung des Wirkungsquerschnitts

do
— — A2
70 = Al
fallen beide Phasenfaktoren weg und man erhélt die Rutherfordformel

als exaktes Resultat.

A1.3 Algebraische Berechnung von Eigenvektoren

Wie bereits in Abschnitt 5.6 erwdhnt wurde, ist es moglich, fiir das Cou-
lombproblem ein algebraisches Verfahren zu entwickeln, mit dem nicht
nur die Eigenwerte, sondern auch die Eigenvektoren darstellungsun-
abhéngig bestimmt werden kénnen. Das Verfahren kann mutatis mutan-
dis auch fiir andere rotationssymmetrische Probleme angewandt wer-
den (wobei man natiirlich im allgemeinen Fall nicht “durchkommt”).
Fiir das Coulombproblem kann man damit die Eigenfunktionen fiir die
Bindungszustiande in der Orts- und Impulsdarstellung in ziemlich ele-
mentarer Weise ausrechnen. Man braucht dabei keine Detailkenntnisse
iiber spezielle Funktionen. Die Form der Resultate ist auflerdem fiir
symbolische Computerprogramme sehr gut geeignet. Da das Verfahren
relativ wenig bekannt ist, soll es hier skizziert werden.

Die Grundidee besteht darin, den Hamiltonoperator (analog wie
fiir den harmonischen Oszillator) als Produkt von Leiteroperatoren
zu schreiben. Im Gegensatz zum harmonischen Oszillator werden aber
die Eigenzusténde |e,l) nicht durch eine, sondern durch zwei Zahlen
(e und ) numeriert. Fiir diskrete Eigenwerte € erhalten wir also nicht
eine Linie von Leitersprossen, sondern ein zweidimensionales Gitter.
Der entscheidende Punkt ist das “Erraten” der geeigneten Faktoren
von H. Wir beniitzen die Coulombskalierung (¥ = EFr = Rydberg-
energie, A = a9 = Bohrscher Radius) und die Bezeichnungsweise von
Abschnitt 5.5. Damit lautet der Hamiltonoperator

+1 2

2
Hl:]C +7_§

Wir versuchen die Faktorisierung mit den Operatoren
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—_

[ 1 21
Al :Z’C 7,

Eine Faktorisierung von H; ist damit in zweifacher Weise moglich:

_ l
Al =—ik+ 5= 7, (A Al = -

1 1
Hy = AT A, — =4 Al - e

Wir betrachten einen Eigenzustand |e¢) von H; mit einem bestimmten
Eigenwert e. Fiir diesen erhalten wir die beiden Formeln:

1 1
(a) ATA) = le)(e+ 35),  (b) Aus A\l &) =€) (6* (it 1>2> |

Wir halten den Zahlenwert von [ fest und betrachten die Zustande

| e,—1) := Ajle), le,—2) = Aj_1 Ajle)---

| 6, +1) = AZT+1|€>, e, +2) = A;r+2 A1T+1|€> T

Anwendung von A; auf (a) gibt

1
m4A¢>:mm&+ﬁ)

Verwendet man auf der linken Seite die erste Faktorisierung von H;, so
erhélt man

7_[l—1|€a _1> = |67 _1>6

Durch Anwendung von A; auf einen Eigenzustand von H; erhalten wir
also einen Eigenzustand von H;_; mit gleichem Eigenwert e. Wiederholt
man die Prozedur, so sieht man, daf§ |e, —2) ein Eigenzustand von H;_o
mit gleichem Eigenwert € ist usw. Genauso findet man mit (b) und
der zweiten Faktorisierung, dafl |e,+1),|e,+2),--- Eigenzustdnde von
Hiv1, Hiyo, - - - mit gleichem Eigenwert e sind. Wir betrachten nun die
Norm der Zusténde. Mit der Formel fiir die Wirkung von AAT erhalten
wir

fettle+1) = (eluns ALl = (o) (+ o)

Die Prozedur kann fortgesetzt werden und gibt



Algebraische Berechnung von Eigenvektoren 295

(& +Nle, +N) = (e, +(N = 1)|Ain Al yle+(N - 1)) =

:<@+UV—DM(N44»<H%U£%F>

— o) (64_271%175> (Eﬁ_37§%§55) . <€4‘th?%vj§>-

In den einzelnen Faktoren des letzten Ausdrucks wird zu € immer we-
niger addiert. Da e fiir Bindungszustdnde negativ ist, muf} es eine be-
stimmte ganze Zahl N = N(I) > 0 geben, fiir die der letzte Faktor
gerade noch positiv ist, wahrend er fiir den ndchsthoheren Wert N + 1
negativ wird. Ist die Norm von |€) positiv, so bleibt diese Eigenschaft fiir
alle hoheren Zusténde bis |e, +N) erhalten. Der Zustand |e, +(N + 1))
hétte aber negative Norm. Da die Norm physikalischer Zustande positiv
sein muf, darf es ihn nicht geben: es muf} ihm die Null (kein Zustand)
entsprechen
AZF+N+1|€7 +N) =0.

Daraus folgt

0= (&, +N|Aipnt1 Al yyle, +N) =

= (¢,+Nle, +N) <6+ ;2) .
(I+N+1)

Da die Norm im letzten Ausdruck endlich ist, mufl der letzte Faktor
verschwinden. Daraus erhalten wir die Eigenwerte
1 1 Eg
€n — —m = —ﬁ, En = —? (Balmerformel).
Die Hauptquantenzahl resultiert daher als Summe einer radialen Quan-
tenzahl N = 0,1,2,... und der Drehimpulsquantenzahl. Der Entar-
tungsgrad (n > [+ 1) ist direkt ablesbar.

Die iibrigen Eigenvektoren findet man aus dem letzten durch An-
wendung von Absteigeoperatoren. Dafiir ist es besser, die Zusténde an-
ders zu bezeichnen. Wir verwenden als Zustandscharakteristika n statt
€ und den Index [ des Hamiltonoperators H;, um dessen Eigenzustand
es sich handelt:

le,+N) =|n,n—1), |e,+(N —1)) =|n,n—2),
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Die ”Endbedingung” lautet dann
Al ln,n —1) = 0.
Die Leiteroperationen sind
n,0) ~ Aaln,d+ 1), |nl+1) ~ Al |n, D).

Die so erhaltenen Zustiande sind nicht normiert. Man kann aber sehr

leicht normerhaltende Operatoren finden. Dazu betrachten wir den Aus-
druck

1 1 1
(n, 1| A] Al 1) = (. [Hy+ 55|n, 1) = (. lIn, 1) (— - _>

12 n?
(n—0n+1)
Der Operator
A nl
l p—

A
(n—0mn+1)
erhalt daher die Norm und wir erhalten
n,0) = Aigaln, 1+1), In,l+1) = Al |n,0)

Damit kann man die Zustdnde aus dem durch die Endbedingung de-
finierten Ausgangszustand rekursiv berechnen, wenn man diesen nor-
miert hat:

(n,m—1n,n—-1) =1
]n,l) == -Al—l—l .AH_Q c '.An_z An_lln,n — 1>.

Nun konstruieren wir die Eigenfunktionen in der Ortsdarstellung.
Dazu ziehen wir A; bzw. AlT als Differentialoperator nach links

xr =—|-—-=-+— .
<'(A§ ot ) atel

A I 1 d
@il )= (5= % 45 ) lodind

l
Aus der Endbedingung erhalten wir fiir ¢g,;(q) = (¢, [|n,[)
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d n 1 n q
Gnn—-1 =\ —— —)9nn—-1 YGnn-1 "~ q €Xp (__> .
dq q n n

Die Bestimmung der Normierungskonstanten ist elementar. Die nor-
mierte Losung ist

1 1 2¢\" ( q)
nn—1 = — expl——].
non= N2 /2n— 1)\ n PATh

Die iibrigen Eigenfunktionen findet man daraus durch Anwendung der
A-Operatoren als Differentialoperatoren. Insgesamt resultiert fiir die
Radialfunktion @,;(r) = ¢,,/q die in 5.6 angegebene Form.

In der Impulsdarstellung mufl man einige technische Tricks verwen-
den. Um den in A; vorkommenden Operator 1/Q nach links herauszu-
ziehen, gehen wir von der Eigenwertgleichung fiir den gesamten Hamil-
tonoperator H aus

2 1

2
(k|P _§+ﬁ In,l,m) = 0
Daraus erhilt man mit (k|P = \k(k|
1 1, 1
(k:\Q In,l,m) = 5 ()\ k* + n2) (kln,l,m).
Um K herauszuziehen, beniitzen wir die Form
1 1 1 1
iIK=dilll — = =iP- Q= — = =(iP-Q—1) =
Q Q Q ( ) Q
und verwenden
d
(kliP-Q=—k-V(k){k|l = —k%(k |.

Damit sind alle in A; vorkommenden Gréflen in winkelunabhéngiger
Form herauszuziehen. In Termen der in Abschnitt 5.5 beniitzten Be-
zeichnungsweise erhilt man nach kurzer Rechnung mit £ = kA

Al ~ )\3/2
(K| (A;[) In, 1, m) =Y, (9, ¢> e

- ((lzp&d%) (52 + %) - %) (& 1n,1).
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Aus der Endbedingung erhalten wir fir f, ,—1 = ({,n —1|n,n — 1) die
Differentialgleichung

(n+£df) (5 + )fnn 1= fn,nfl

Die normierte Losung ist

2 221 (n&)™
m\/(2n — 1)! (1 + n2e2)"*!

Die iibrigen Eigenfunktionen erhélt man wie im Ortsraum durch An-
wendung der normierten Leiteroperatoren A. Insgesamt haben die Ei-
genfunktionen @, (k) die Form rationaler Briiche

fn,n—l =

(nkag)’
(1 + n2k2a2)" "

1 — n2k2aq2
- Polynom vom Grad (n —1—1) in <_1 - 22k22§) '

Die untersten Eigenfunktionen sind

. 2 da)?
D1o(k) = \/;W—QkQ)z

1 32a3% (1 — 4a2k?)

T (1 + 4a2k?)°
28a3/2(a0k:)

\/_ 1+ 4a2k?)’

1243/? 1—9a2k2\?
Bao (K R [
(1+ 9agk’2 1+ 9agk
= 3/2 2 n2%'n| (nagk)™™

Dyn_1(k
no1 (k) = \/m 1+ n2a 2k2 n+l-

Die hier fiir das Coulombpotential verwendete Faktorisierung von H
in Termen von geeigneten Leiteroperatoren ist auch fiir andere Potentia-
le anwendbar. Die Endbedingung ist jedoch i.A. nur dann eine fiir einen
Maximalwert von [, wenn das Potential fiir geniigend grofle r abnimmt:
nur dann kann der mit [ zunehmende Zentrifugalterm die Bindung fiir
geniigend grofle [ verhindern. Nimmt das Potential fiir grofle r zu, so
gibt es keine obere Grenze fiir [. Man mufl dann eine Endbedingung

@20(k) —

By (k) =
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fiir das untere Ende der Leiter suchen. Der sphérische harmonische Os-
zillator ( Ubungsbeispiel 5.32) ist ein instruktives Beispiel. Wie beim
Coulombproblem sind in diesem Fall die Eigenwerte hochgradig entar-
tet. Fiir andere Potentiale gibt es keine Entartung beziiglich [.



A2 Zur historischen Entwicklung

Den ersten Hinweis auf quantenhaftes Verhalten gab das 1900 gefundene
Plancksche Strahlungsgesetz. Um zu einer zufriedenstellenden Formel
fiir die spektrale Energieverteilung der von einem schwarzen Korper
ausgesandten Strahlung zu gelangen, hatte Planck annehmen miissen,
daf elektromagnetische Strahlungsenergie mit gegebener Frequenz v
nur in Vielfachen einer kleinsten Einheit hrv abgegeben werden kann.
Damit mufite man annehmen, dafl auch das Licht quantenhaftes Ver-
halten zeigt. 1905 nahm Einstein die Lichtquantenhypothese ernst und
erkliarte damit den Photoeffekt. Weitere erfolgreiche Anwendungen der
Quantenhypothese betrafen vor allem die statistische Mechanik, von
der Theorie der spezifischen Wiarme von Festkorpern (Einstein 1907,
Debye 1912) bis zur Bose-Einsteinstatistik (1924). In die Atomphysik
wurde ein quantenhaftes Verhalten durch Bohrs Atommodell (1913)
eingefiihrt, nach dem im Atom nur Elektronenbahnen mit bestimmten
Energien F,(n = 1,2,...) “erlaubt” sind. Bei “Spriingen” von der n-ten
zur m-ten Bahn wird Strahlung mit der Frequenz

1
nm — _En_Em
vum = 3 (Bn — Ep)

emittiert bzw. absorbiert. Als generelle Regel fiir die noch zu entwickeln-
de Quantentheorie formulierte Bohr das Korrespondenzprinzip (1913),
nach dem fiir grole Quantenzahlen n die klassische Physik resultieren
soll. In der Folge konnte man vor allem mit Hilfe dieses Prinzips ei-
ne Reihe von Zusammenhéngen zwischen Phinomenen aufkléren, wenn
man bestimmte Gegebenheiten als (unverstandenes) quantenmechani-
sches Verhalten hinnahm. Ein Beispiel dafiir ist die “Umkehrung” der
Lichtquantenhypothese durch de Broglie, der 1923 postulierte, dafl Teil-
chen (z.B. Elektronen) Welleneigenschaften haben sollen, wobei der
Impuls p des Teilchens mit der Wellenldnge A durch A - p = h zu-
sammenhéangt. Die Bohrschen Bahnen im Atom sind dann solche, fiir
die der Umfang des Bahnkreises ein ganzzahliges Vielfaches der Wel-
lenldnge (nA) ist. Der Comptoneffekt (1924) bildete eine weitere Stiitze
fiir die Lichtquantenhypothese. Schliefllich gelang es Kramers und Hei-
senberg (Janner 1925) sogar, zur “richtigen” Dispersionsformel fiir die
Ausbreitung von Licht in Materie zu gelangen.



302

Das alles zusammen war aber keine Theorie, sondern eher ein Tap-
pen im Dunkeln. Man mufite viele Annahmen machen, ohne sie be-
griinden zu kénnen, viele Fakten blieben unerklért, man verstand nicht,
warum die gefundenen Formeln nicht immer stimmten usw. Die Quan-
tenmechanik war zwischen 1900 und 1925 eher eine “Kunst” als eine
Wissenschaft.

Dieser Zustand hat sich in den folgenden 2 Jahren rapid geéndert.
In kurzer Zeit wurde eine geschlossene Theorie geschaffen, die seither
zwar immer weiter ausgebaut, aber bis heute nicht abgeédndert wurde.
Im Gegensatz zu anderen bedeutenden Theorien der Physik wurden
die Grundgleichungen der Quantenmechanik aber nicht von einem, son-
dern von mehreren Physikern auf verschiedenen Wegen gefunden. Man
kann dabei zwei Phasen unterscheiden. In der ersten (Juli 1925 — Juli
1926) wurde der Formalismus (die Gleichungen) der Quantenmecha-
nik entwickelt, ohne dafl man ihn eigentlich verstand; men understand
not, what is among their hands (Carlyle 1795 — 1881). Das geschah
in Form von “Konkurrenzunternehmen”, die an verschiedenen Orten
im Gang waren (wenn auch nicht ohne Kontakt). Konkurrenten waren
die Gottinger Gruppe (Born, Heisenberg, Jordan), Dirac in Cambridge
und Schrodinger (damals in Ziirich). Wenn man will, ist also die Quan-
tenmechanik dreimal entdeckt worden (oder 3 1/2 mal; man sollte den
damals wenig beachteten Versuch von C. Lancsos nicht vergessen). Mit
den in dieser Phase entwickelten Gleichungen konnte man “rechnen”,
das hei3t man konnte physikalische Probleme von Grund an 16sen und
Resultate erzielen, die mit dem Experiment iibereinstimmten. Das zeig-
te, dal das die “richtige” Theorie war.

Die physikalische Interpretation der Gleichungen war aber nicht
vollig klar. Sie wurde erst geleistet, nachdem man die verschiedenen
“Unternehmen” zusammennahm (wobei Schrodingers Zugang den ent-
scheidenden Anstof3 gab). Erst diese zweite Phase machte aus der Quan-
tenmechanik die geschlossene Theorie, als die wir sie heute kennen. Als
Zeitpunkt fiir das Ende dieser Phase kann man in etwa den Solvay-
Kongref§ im Oktober 1927 ansetzen.

Der genaue Verlauf dieser Entwicklung in den beiden “Griinderjah-
ren” ist faszinierend und soll nun geschildert werden. Begonnen hat alles
mit Heisenbergs Arbeit [1] “Uber die quantentheoretische Umdeutung
kinematischer und mechanischer Beziehungen”. In dieser wird erstmals
vorgeschlagen, eine neue Mechanik zu schaffen, in der nur Beziehun-
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gen zwischen beobachtbaren Gréfien enthalten sein sollen. Heisenberg
betrachtet eindimensionale Systeme, z. B. ein schwingendes Teilchen

(Oszillator). Er ersetzt die Koordinate z(t) durch eine “Gesamtheit von
Grofien”

x(t) = Tpm exp(iwnm(t)) n,m=0,1,2, ..
und setzt an
2?(t) — (2% )nm exp(iwnm (t))
Er findet
($2)nm - anr'xrm

und kann zeigen, daf3 die Energie erhalten ist. Fiir eine harmonische
Schwingung (Frequenz w) findet er, dafl die w,,,,, Bohrsche Frequenzbe-
dingungen mit quantisierter Energie erfiillen

(En - En—l) = w,

St =

Wnom =0 fir m#n—1, Wnop—1 =
1
E, = hw(n+ 5) (n=0,1,2,...)

Born und Jordan [2] erkennen in der Multiplikationsregel fiir 22 jene
fiir Matrizen und zeigen die Vertauschungsrelation

qg-p —p-q = ihl

Dabei bedeutet p den zur kanonischen Koordinate ¢ gehorigen Impuls
(fiir harmonische Oszillatoren und anharmonische Verallgemeinerungen
ist ¢ = z) und - das Matrizenprodukt.

In einer gemeinsamen Arbeit (Born, Heisenberg, Jordan [4], sog.
“Dreiménnerarbeit”) wird eine umfassende Formulierung der “Matri-
zenmechanik” vorgelegt, und zwar fiir eine beliebige Anzahl f von Frei-
heitsgraden (qq,pa, @ = 1,2, ...f). Die Bewegungsgleichung

’ih% = qu-H — H qa
(ebenso fiir p, ) wird gefunden, aus dem Eigenwertproblem fiir die Ener-
gie ergibt sich die Notwendigkeit, die Hamiltonsche Matrix H(q,p)
zu diagonalisieren, die entsprechende Transformationstheorie wird ent-
wickelt, die Storungstheorie (ndherungsweise Diagonalisierung) ausge-
arbeitet, der Fall entarteter Eigenwerte wird untersucht. Schliellich
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werden die Vertauschungsrelationen fiir die Drehimpulskomponenten
hergeleitet und die Drehimpulsquantisierung wird gefunden.

Den gleichen Stand erreicht zur gleichen Zeit auf andere Weise Di-
rac. Er geht von Heisenbergs grundlegender Arbeit aus und erkennt
ebenfalls die Vertauschungsrelation fiir ¢ und p. Er bemerkt im Korre-
spondenzlimes den Zusammenhang mit der klassischen Poissonklammer
und das fithrt ihn auf seinen Zugang zur Quantenmechanik: man neh-
me die Hamiltonsche Dynamik, schreibe sie mit Poissonklammern und
ersetze die klassische Klammer durch den Kommutator

1 1
AB ass A,B—: AB—BA—
{4, Bhuass = [4, Bl = = ( )
Dabei sind A, B beliebige Funktionen von ¢, und p,. Das fiihrt direkt
auf die oben erwéhnte Theorie. Formal ist der Zugang mathematisch
abstrakter, im Detail aber einfacher, weil man den Hamilton-Poisson-
Formalismus verwenden kann.

Dirac hat seinen Zugang in der Folge als algebraische Theorie von
“g- und c-Zahlen” konsequent entwickelt. “q” bedeutet dabei “nicht
vertauschbar” (quantum oder queer), “c” bedeutet vertauschbar (com-
mutative oder classical). Die Aquivalenz mit der Matrizenmechanik war
evident. Seine Arbeit fand bei den Gottinger Konkurrenten begeisterte
Aufnahme. In der folgenden Zeit verwendeten aber sowohl die Gottin-
ger, als auch Dirac weiterhin jeweils “ihren” Formalismus, dabei erzielte
Resultate wurden jedoch sofort brieflich ausgetauscht (“immer wenn wir
etwas Schlaues ausgeknobelt hatten und darauf stolz waren, kam am
néichsten Tag ein Brief von Dirac, in dem das Gleiche stand”, so hat es
Heisenberg geschildert).

Der néchste Schritt brachte als erste konkrete Anwendung auf ein
atomares System die Untersuchung des Wasserstoffspektrums durch
Pauli [6]. Dieser war von seinem Freund Heisenberg stidndig iiber al-
le Fortschritte brieflich informiert und um Kritik gebeten worden. Er
war {iberzeugt, dafl das der richtige Weg sei. Die “Dreiménnerarbeit”
hat er als “Gottinger Gelehrsamkeitsschwall” zunédchst abgelehnt. Er
lie} sich aber von Heisenberg umstimmen und berechnete (in 3 Wochen
und auf geniale Weise) das diskrete Spektrum des Wasserstoffs (die
Gottinger waren daran gescheitert), den normalen Zeemaneffekt und
den Starkeffekt. In der nahezu gleichzeitig eingereichten Arbeit von Di-
rac [7] wird das diskrete H-Spektrum auf andere (nicht minder geniale)
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Weise aus der Hamiltonschen Fassung der Quantenmechanik hergelei-
tet. Dirac hatte Paulis Arbeit gekannt, er wollte aber zeigen, dafl das
Spektrum auch mit seinem Kalkiil resultiert, mit dessen Ausbau sich
die Arbeit hauptséchlich befaft.

In der gleichen Zeit (Winter 1925/26) entstand die Wellenmechanik.
Es ist legitim, sie als negative Reaktion auf die Matrizenmechanik auf-
zufassen: Schrodinger selbst hat sie so motiviert. Fiir den Zugang von
Lancsos trifft das in gewissem Ausmafl ebenfalls zu. In gewisser Weise
nimmt Lancsos Arbeit [5] einiges von der Wellenmechanik vorweg, wir
konnen in ihr heute sogar eine ganze Reihe von Konzepten erkennen,
die erst viel spéiter (nach Entwicklung der Quantenfeldtheorie) in die
Quantenmechanik aufgenommen wurden. Damals blieb die Arbeit Epi-
sode, sie wurde kaum zur Kenntnis genommen. Der Grund dafiir war,
daf Lancsos kein konkretes Problem 16sen konnte. Ganz im Gegensatz
zu Schrodinger: seine erste Arbeit [8] (die 14 Tage nach der von Lancsos
erschien - Schrodinger hat Lancsos Zugang wohl nicht gekannt) enthielt
bereits eine Berechnung des diskreten Spektrums des Wasserstoffs, aber
auch das kontinuierliche Spektrum.

Schrodinger formuliert dazu das Eigenwertproblem als solches ei-
ner partiellen Differentialgleichung fiir einen Wellenvorgang (). Die
nach ihm benannte Gleichung (stationére Schrédingergleichung) fiir ein
Teilchen im Potential V'

A¢+27L—?<E—v>¢=o

findet er aus der Hamilton-Jacobigleichung fiir die Wirkung S durch den
Ansatz S = hln4 iiber ein Variationsproblem. Die Eigenwerte findet
er aus dem asymptotischen Verhalten von v, das er vollstéindig disku-
tiert: fiir £ > 0 ist das Spektrum kontinuierlich und v oszillatorisch,
fir E < 0 erhiilt man ganzzahlige Werte E,, = —Er/n?, n=1,2,3...,
die Eigenfunktionen 1),, verschwinden asymptotisch exponentiell. F'r ist
dabei die Rydbergenergie.

In der zweiten Arbeit [9] stellt Schrodinger den Zusammenhang mit
den de Broglieschen Wellen her und betrachtet die Analogie zur Wellen-
optik. Als weitere Beispiele untersucht er den harmonischen Oszillator
und den Rotator (wobei er die gleichen Resultate wie die “Matrizenme-
chaniker” erhélt), auflerdem berechnet er das Rotations- bzw. Schwin-
gungsspektrum zweiatomiger Molekiile.
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Die Ubereinstimmung so vieler Resultate von zwei Theorien, die so
verschieden aussehen, ist erstaunlich. Uber Erstaunliches soll man nach-
denken. Schrodinger hat es getan: bereits in seiner néchsten Arbeit [10]
stellt er die Verbindung zwischen Wellen- und Matrizenmechanik her
und zeigt die Aquivalenz. Das gleiche Resultat hatte Pauli zur glei-
chen Zeit erhalten; er hat es nicht veroffentlicht, wahrscheinlich weil er
von Schrodingers Arbeit Kenntnis erhielt. Eckart [16] in den USA er-
zielte das gleiche Resultat unabhéngig davon etwas spéter: er hat von
Schrodingers Arbeit [10] erst spéter erfahren.

Die Beziehung zwischen Matrizen- und Wellenmechanik ist uns allen
vertraut: den Matrixelementen A,,,, einer ¢g-Zahl A(q,p) entspricht in
der Wellenmechanik

h o0
Aum = [ 1400, 5 om0

mit Eigenfunktionen 1, der Schrodingergleichung. Diese selbst ent-
spricht den Matrixelementen von H — E.1, denn die kinetische Energie
ist

N
2m 2m
(fiir 1 Teilchen, Schrodinger hat aber den allgemeinen Fall betrachtet).

Wihrend Schrodinger seine Wellenmechanik entwickelte, blieb aber
die “Konkurrenz” nicht untétig. Im Rahmen der Matrizenmechanik lei-
ten Heisenberg und Jordan [11] die Landéformel fiir den anomalen Zee-
maneffekt her und berechnen die Feinstrukturaufspaltung. Der Spin
wird damit in die Quantenmechanik eingefiihrt. In der gleichzeitigen
Arbeit von Dirac [12] erzielt dieser erste Aufschliisse iiber Atome mit
mehreren Elektronen und findet ebenfalls die Landéformel. Gleichzei-
tig berechnet Lucie Mensing [13] das Rotations/Schwingungsspektrum
2atomiger Molekiile mit der Matrizenmechanik (das Resultat ist sogar
besser als das von Schrodinger [9], weil es auch die Kopplung enthélt).
Das war der erste Beitrag einer Frau zur Quantenmechanik. Spéter
hat das Thema einen weiteren “Rekord” gebracht: den des jiingsten
Autors. Im November 1926 reichte der Russe Landau [24] eine Arbeit
iiber zweiatomige Molekiile ein, in der zusétzlich Zeeman- und Stark-
aufspaltungen matrizenmechanisch berechnet werden. Landau war zu
diesem Zeitpunkt 18 Jahre alt.
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Dirac hat in seiner néchsten Arbeit [14] als erster mit Erfolg nicht-
stationére und relativistische Quantenmechanik betrieben. Er lieferte
(u.a.) eine Herleitung des Comptoneffekts. Seine im Mai 1926 einge-
reichte Dissertation “Quantum mechanics” war die erste Doktorarbeit
auf diesem Gebiet.

Schrédingers vierte Arbeit [15] ist damit gleichzeitig. In dieser Ar-
beit legt Schrodinger die wellenmechanische Stérungstheorie vor. Er
berechnet mit ihr die Starkaufspaltung. Auflerdem kann er (im Ge-
gensatz zu seinen fritheren Arbeiten) Aussagen iiber Linienintensitéiten
machen. Zu diesem Zweck beniitzt er die entsprechende matrizenmecha-
nische Formel und iibersetzt sie in die Wellenmechanik. Die Arbeit ist
daher die erste, in der beide Fassungen der Theorie verwendet werden.

In Analogie zur Optik sollten die Trajektorien der Schrédingerwel-
len klassischen Teilchenbahnen entsprechen. Wentzel [18] gelingt es, die-
sen Zusammenhang herzustellen: die klassischen Bahnen resultieren aus
der Schrodingertheorie in unterster Ordnung einer quasiklassischen Ent-
wicklung nach Potenzen von h.

Schrodingers fiinfte Arbeit [19] bildet den Schlupunkt seiner Fas-
sung der Wellenmechanik. Er findet in ihr die zeitabhéngige Schroédin-
gergleichung (auf einem Weg, der uns “leicht kriminell” erscheint -
durch Ubersetzen aus der dynamischen Gleichung von Born, Heisen-
berg, Jordan [4] bzw. Dirac [3] wire das einfacher gewesen), betrachtet
die entsprechende Storungstheorie und berechnet mit ihr die spontane
Emission/Absorption. Auflerdem betrachtet er als relativistische Ver-
allgemeinerung die (sogenannte) Klein-Gordon-Gleichung (mit elektro-
magnetischem Feld). Diese Gleichung sollte wirklich nach Schrédinger
heiflen. Er hatte sie vor seiner ersten Arbeit zur Wellenmechanik gefun-
den und daraus das Wasserstoffspektrum berechnet; das Ergebnis lie-
ferte zwar die Balmerformel, aber nicht die richtige Feinstruktur (weil
die Gleichung den Spin nicht enthélt, wie wir heute wissen). Schrodin-
ger hat die Arbeit daher nicht veréffentlicht und die nichtrelativistische
Gleichung als Ausgangspunkt genommen. Zwischen April und Septem-
ber 1926 ist die Klein-Gordon-Gleichung in 6 Arbeiten publiziert wor-
den (Klein, Schrodinger, Fock, de Donder und Dungen, Kudar, Gor-
don).

Etwa ab Juni 1926 wurde fiir praktische Rechnungen der Schrédin-
gertheorie mehr und mehr der Vorzug gegeben. Die Mehrheit der Theo-
retiker war mit dem Arbeiten mit partiellen Differentialgleichungen bes-
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ser vertraut als mit algebraischen Methoden. Der zu einem Teilchen
gehorige Wellenvorgang war anschaulich vorstellbar, auch wenn man
nicht wuflte, was die Wellenfunktion bedeutet, was sich also ausbrei-
tet. Mit der Tatsache, dal mehreren Teilchen Wellenvorgéinge in mehr
als drei Dimensionen entsprechen (fiir jedes zusétzliche Teilchen um
drei mehr), mute man leben. Bei komplizierten Problemen erwies sich
der Schrodingerformalismus trotzdem als einfacher. Heisenbergs fun-
damentale Arbeiten zum Mehrkoérperproblem sind ein Beispiel dafiir.
In der ersten Arbeit [17], in der das wichtige Konzept des Austauschs
eingefiihrt wird, verwendet er nur die Matrizenmechanik, in der zwei-
ten [22] arbeitet er bereits mit der Wellenmechanik. Dirac beniitzt in
seiner fundamentalen Arbeit [23] {iber die Fermi-Dirac-Statistik seine
eigenen und wellenmechanische Methoden. Die Arbeit enthélt u.a. die
erste Herleitung des Planckschen Strahlungsgesetzes “ab initio”.

Die weitere Entwicklung zur endgiiltigen Quantenmechanik vollzog
sich in zweifacher Weise. Einerseits wurde die (bis heute giiltige) for-
male Fassung geschaffen, in der alle vorher so verschieden aussehenden
Zuginge zu einer einheitlichen und geschlossenen Theorie vereinigt wur-
den. Das ist im Wesentlichen von Dirac geleistet worden. Sein Zugang
war dafiir am besten geeignet: Differentialoperatoren entsprechen spe-
ziellen Darstellungen seiner g-Zahlen, die Wellenfunktionen den Dar-
stellungen des Zustands; es fiel ihm daher leicht, die Schrédingertheo-
rie in seinen Formalismus aufzunehmen. Allerdings war er selbst vor
Schrodinger nicht auf die Idee gekommen, spezielle Darstellungen zu
beniitzen. Deswegen war die Schrodingergleichung auch fiir ihn iiber-
raschend. Fiir die “Matrizenmechaniker” war sie ebenso iiberraschend.
Da sie (ebenso wie Dirac) den Zusammenhang zwischen den Trans-
formationsmatrizen und Intensitéten (Ubergangswahrscheinlichkeiten)
erkannt hatten, erschien es nicht so naheliegend, Gleichungen fiir Eigen-
vektoren aufzustellen. Damit hitte man so etwas wie unbeobachtbare
Groflen als Grundelemente der Theorie beniitzt: Wellenfunktionen sind
nicht “beobachtbar”.

Parallel dazu entstand die wahrscheinlichkeitstheoretische Interpre-
tation der Quantenmechanik. Auch sie hat sich ganz an der Frage nach
der Bedeutung der Wellenfunktion entziindet. Born hat als erster an-
hand des Streuproblems fiir ein Teilchen das Quadrat der Streuampli-
tude als Wahrscheinlichkeit interpretiert und diese Interpretation kurz
darauf weiter ausgebaut [21], [22]. Die statistische Interpretation wur-
de so rasch ein Bestandteil der Quantenmechanik, dafl viele Physiker
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(und das Nobelkommittee) lingere Zeit vergaflen, von wem sie stamm-
te. Die Interpretation des Quadrates der Mehrteilchen-Wellenfunktion
als Wahrscheinlichkeit ist erstmalig in einer Arbeit von Pauli [25] iiber
den Paramagnetismus in Form einer Fuinote(!) publiziert. Die statisti-
sche Interpretation war damals offenbar bereits ebenso geldufig, wie sie
es heute fiir uns ist. Abgeschlossen wurde die Interpretation der Quan-
tenmechanik erst durch Heisenbergs Unschérferelation [26] und durch
Bohrs Begriff der Komplementaritét [28]. Die mathematische Struktur
der Theorie erhielt gleichzeitig durch J. v. Neumann [27], [29] ihre blei-
bende Gestalt.

Der Formalismus der Quantentheorie und seine wichtigsten Anwen-
dungen sind von Physikern entwickelt worden, die in dieser Zeit er-
staunlich jung waren (Pauli bezeichnete die Quantenmechanik 1925 als
Knabenphysik). Die folgende Liste von Geburtsjahrgéingen macht das
deutlich: Born 1882, Bohr 1885, Schrodinger 1887, de Broglie 1892,
Lancsos 1893, Wentzel 1898, Pauli 1900, Heisenberg u. Mensing 1901,
Dirac, Jordan u. Eckart 1902, v. Neumann 1903, Landau 1908. Dafl
einzelne Genies iiberragende Leistungen in jungen Jahren erbringen,
ist in der theoretischen Physik nichts Ungewohnliches: Maxwell, Boltz-
mann, Einstein sind Beispiele dafiir. Die Hiufung in der Geschichte der
Quantentheorie ist aber doch bemerkenswert.

Die weitere Entwicklung soll hier nicht geschildert werden (sie wiirde
ein umfangreiches Buch miihelos fiillen). Im Lauf der Zeit ist der An-
wendungsbereich immer grofler geworden. Ganze Fachgebiete sind aus
Anwendungen der Quantentheorie entstanden (u.a. die Quantenchemie,
die Kernphysik, grofle Teilgebiete der Festkorperphysik) und wéren oh-
ne sie nicht denkbar. Die Skala von Systemen mit typisch quantenme-
chanischem Verhalten reicht heute von mikroskopischen Gebilden (Ker-
ne, Atome, Molekiile) iiber solche mit “Alltagsabmessungen” (Ferroma-
gneten, Supraleiter, Suprafliissigkeiten) bis zu Objekten mit astronomi-
scher Dimension (weifle Zwergsterne, Neutronensterne). Vielleicht war
sogar unser Universum als Ganzes in seiner fritheren Entwicklungspha-
se durch quantenmechanische Ziige gepragt. Die Quantentheorie stellt
heute einen Eckpfeiler fiir das Verstédndnis der ganzen Physik dar.
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