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Vorwort

Zur Vorbereitung auf die Diplomprüfung in Theoretisher Physik entshlossen

wir uns dazu, die Mitshriebe der Quantenmehanik-Vorlesungen von Herrn

Müther in eine lesbare Form zu bringen (unsere �Live-Mitshriebe� erfüllen die-

sen Anspruh niht). Ständige Präsenz in den Vorlesungen, Mitshrift des Ta-

felanshriebs und eine Art �Kommentierung�, also eine Niedershrift dessen, was

Herr Müther nur erzählt hat ohne es anzushreiben, waren die Voraussetzungen

für das vorliegende Skript.

Handshriftlih maht ein solhes Projekt wenig Sinn, da es shwer zu ändern,

zu ergänzen, und vor allem auh zu vervielfältigen ist. Nur ein Textverarbei-

tungssystem kann den rihtigen Rahmen bieten. Nah (negativ ausgefallenen)

Tests zum Thema Formeln mit �Standard O�e-Paketen� �el die Wahl shnell

auf L

A

T

E

X. In Hinblik auf die Einsetzbarkeit dieses Satz-Wissens auh für die

Diplomarbeit, arbeiteten wir uns zunähst grob in die Befehlswelt von L

A

T

E

X

ein. Während die ersten Kapitel entstanden, konnten wir unseren Befehlsshatz

ergänzen; insbesondere um die Möglihkeiten der A

M

S-Pakete � Dank der aus-

gezeihneten Darstellung in [Grätzer℄.

Nun zu den Abstrihen. Vor allem Abbildungen kommen zu kurz; mangels Zeit

wurden sie weggelassen. Wo Herr Müther eine Skizze angemalt hat, wurde sie

jedoh wenigstens durh eine Bilduntershrift angedeutet. Die meisten Skizzen

sind für das Textverständnis auh niht unbedingt notwendig, sie dienen mehr

der Au�okerung durh Visualisierung.

Einen Index zu erstellen ist wohl sehr aufwendig. Stattdessen versuhten wir den

Text durh zusätzlihe Gliederungsebenen sinnvoll (feiner) zu unterteilen, um

den �Handlungsgang� o�ensihtliher zu gestalten. Im Inhaltsverzeihnis führen

wir alle vier Übershriftsebenen auf, so dass auh ohne Index ein Navigieren

möglih ist.

Ansonsten wurde die Struktur der Vorlesung beibehalten. Der Inhalt wurde von

uns ergänzt und bearbeitet, so dass wir es (möglihst auf Anhieb) verstehen

würden, würden wir es das erste Mal lesen. Vor allem dieser Anspruh hat viel

Mühe gekostet und das Skript dik werden lassen. Wir sind dadurh jedoh

unserem Ziel einer Prüfungsvorbereitung näher gekommen, und ho�en, dass

auh Andere davon pro�tieren können.

xv
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Kapitel 0

Einleitung

0.1 Vorbemerkung

Zu Beginn dieses Jahrhunderts wird die KlassisheMehanik durh neue Theori-

en abgelöst. Vershiedene Experimente führen zuWidersprühen, wenn klassish

argumentiert wird. An die Stelle der Klassishen Mehanik treten Theorien, die

die Experimente widerspruhsfrei erklären können. Gleihzeitig enthalten die-

se Theorien jedoh die Klassishe Mehanik als Grenzfall. Sie sind somit keine

Spezialfälle, sondern global gültig, wobei sih ihre Formeln auf die Klassishen

reduzieren, solange die Gröÿenordnungen der Parameter in einem �menshli-

hen� Rahmen bleiben.

� Die Relativitätstheorie: Raum und Zeit werden gleihwertig behandelt; sie

sind durh die Gravitation �geknautsht�.

Sind die betrahteten Geshwindigkeiten klein gegen die Lihtgeshwin-

digkeit und die Körper niht zu massiv, so kann man klassish rehnen.

� Die Quantenmehanik : Die Physik des mikroskopishen Bereihs ist ei-

ne Revolution. Sie ist �kontraintuitiv�, ihre Voraussagen widersprehen

manhmal dem �gesunden Menshenverstand�. Ihr Auftauhen löst einen

Streit aus, der philosophisher und religiöser Natur ist.

1

Im makroskopishen Bereih, wenn die Maÿstäbe und die auftretenden

Energien niht zu klein sind, darf klassish gerehnet werden. Be�ndet

man sih aber tief im mikroskopishen Bereih, versagt die menshlihe

Anshauung. Modelle können dies teilweise abfangen, man sollte sih al-

lerdings davor hüten, sie zu wörtlih zu nehmen!

1

Albert Einstein rükblikend zu seiner verzweifelten Suhe nah einer einheitlihenTheorie

der Quanten [Hermann, S. 193℄:

�Es war, wie wenn einem der Boden unter den Füÿen weggezogen worden wäre.�

3
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0.2 Warum ist die Quantenmehanik so revolu-

tionär?

Vergleihen wir die Klassishe Mehanik mit der Quantenmehanik.

Klassishe Mehanik Quantenmehanik

Bewegungsbeshreibung des Systems

Die Bewegungsgleihung mit den An-

fangsbedingungen liefert eine eindeu-

tige Vorhersage für die Zukunft eines

Systems aus Punktteilhen.

Ausgehend von den Hamilton'shen

Bewegungsgleihungen:

_p

i

= �

�H

�q

i

_q

i

=

�H

�p

i

erhält man durh die Kenntnis der

Anfangsbedingungen p

i

(t

0

) und q

i

(t

0

),

sowie der Hamilton-Funktion H, die

dynamishen Parameter p

i

(t) und

q

i

(t) des Systems.

Die dynamishen Variablen des Sy-

stems, p

i

und q

i

, sind niht gleih-

zeitig bestimmbar. Des weiteren sind

nur Aussagen über die Wahrshein-

lihkeitsverteilung der betrahteten

Gröÿen möglih, also welher Wert

im Mittel vieler Messungen gefunden

wird.

2

�Weltbild� der Wellen und Teilhen

Klassishe Teilhen (oft als Punktteil-

hen beshrieben), wie z.B. Elektro-

nen, Nukleonen, oder die Erde, sind

Teilhen und verhalten sih auh so.

Wellen breiten sih wie Wellen aus.

Beshrieben werden sie in der Elektro-

dynamik, Optik und Hydrodynamik.

Die strenge Trennung der klassishen

Konzepte Welle und Teilhen wird

ersetzt durh einen Welle-Teilhen-

Dualismus. Wellen zeigen ein Teilhen-

verhalten, Teilhen können als Welle

beshrieben werden.

Messwerte

Messwerte sind kontinuierlih. Für viele Messgröÿen (Observablen)

gibt es nur diskrete Messwerte; sie sind

quantisiert.

Ein�uss des Experiments auf das System

Das Experiment hat keinen Ein�uss

auf das System; die Messapparatur

stört die Messung (bei durhdahtem

Aufbau) niht.

Der Beobahter stört den Zustand des

Systems durh jede Messung, und be-

ein�usst damit unmittelbar das Mess-

ergebnis.

2

Vor allem dieser Punkt löste eine Krise aus: Wie präzise lässt sih die Natur voraussagen?
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0.3 Klassishe Untersheidung von Teilhen- und

Welleneigenshaften

0.3.1 Gedankenexperiment: Der Doppelspalt

Ein Gedankenexperiment soll die Untershiede zwishen dem quantenmehani-

shen Welle-Teilhen-Dualismus und dem klassishen Modell verdeutlihen.

Wir betrahten eine idealisierte (vereinfahte) Darstellung des Doppelspalt-

Versuhs.

3

Abbildung 1: Shematisher Aufbau des Doppelspalt-Experiments.

0.3.2 Versuh mit makroskopishen Kugeln

Der Detektor misst, wie viele Teilhen n(x), bei der Position x, auf dem Shirm

auftre�en. Die Gesamtzahl der detektierten Teilhen sei N . Dann ist:

W (x) =

n(x)

N

der Anteil der Kugeln die bei x ankommen. W (x) entspriht aber auh der

Wahrsheinlihkeit für eine Kugel, dass sie gerade bei x den Shirm tri�t. Die

Verteilungsfunktion W (x) zählt Kugeln, ist also positiv de�nit, d.h. W (x) � 0.

Versuhsablauf

1. Zunähst wird der linke Spalt abgedekt, so dass die Kugeln nur durh die

rehte Ö�nung �iegen können. Die Verteilung W

r

(x) wird detektiert.

Abbildung 2: Verteilung der Kugeln bei abgedektem linken Spalt.

2. Nun werden die Kugeln nur durh den linken Spalt gelassen. Die Vertei-

lung W

l

(x) entspriht (statistish betrahtet) der von W

r

(x), bis auf eine

Vershiebung durh den Abstand der Spalte.

Abbildung 3: Verteilung der Kugeln bei abgedektem rehten Spalt.

3. Beide Spalte sind o�en, man erhält die Summe der beiden Einzelvertei-

lungen, da die Kugeln sih niht gegenseitig beein�ussen:

W (x) =W

l

(x) +W

r

(x)

3

Young führte das hier beshriebene Experiment mit Photonen aus (Young'sher Doppel-

spaltversuh), und zeigte damit den Dualismus für klassish als Welle betrahtete Objekte

(deren Theorie Einstein 1905 aufstellte).

Davisson und Germer waren die Ersten, die vergleihbare Experimente mit Elektronen durh-

führten (1927), und somit den Dualismus für Objekte zugänglih mahten, die bisher als reine

Teilhen betrahtet wurden (zumindest bis 1923, als de Broglie den Dualismus für Teilhen

voraussagte).
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Abbildung 4: Gesamtverteilung der Kugeln beim Doppelspalt.

Ergebnis für makroskopishe Teilhen

Bei makroskopishen Kugeln addieren sih die Einzelverteilungen ungestört zur

Gesamtverteilung.

0.3.3 Versuh mit Lihtwellen

Der Einfahheit halber wählen wir monohromatishe elektromagnetishe Wel-

len. Die Wellenlänge soll � sein, dann ist die zugehörige Wellenzahl k =

2�

�

.

Mit der Vakuumlihtgeshwindigkeit  ist die (Kreis-)Frequenz ! = k. Die der

Lihtwelle zugeordnete Wellenfunktion:

�(~r; t) = a � e

i(

~

k�~r�!t)

beshreibt die Ausbreitung der Wellen im Raum. Die Rihtung des Wellenvek-

tors

~

k gibt die Ausbreitungsrihtung der Welle an. Er steht gleihzeitig für die

räumlihe Periodizität der Welle.

Die Wellenfunktion selbst kann durh kein Experiment gemessen werden. Die

Detektoren können nur die Intensität messen:

4

I(x) = �

�

(x)�(x)

Eventuell vorhandene Phaseninformationen gehen dabei verloren.

5

Auh hier ist

die (Intensitäts-)Verteilung I = �

�

� � 0 positiv de�nit.

Wiederholen wir nun die drei Teilexperimente für Lihtwellen, wobei wir ideali-

siert den Spalt so klein wählen, dass nur jeweils eine Elementarwelle hinter dem

Spalt entsteht.

6

Versuhsablauf

1. Zunähst wird wieder der linke Spalt abgedekt. Wir sehen nohmals eine

Verteilung wie in Abbildung 2. Die Wellenfunktion und die zugehörige

Intensitätsverteilung sind gegeben durh:

�

r

=

a

r

r

e

�i!t

e

ikr

r

I

r

= �

�

r

�

r

=

a

2

r

2

r

(r

r

und r

l

sind im Folgenden der Abstand der Shirmkoordinate x zur

rehten bzw. linken Spaltö�nung.)

4

Der Vereinfahung wegen betrahten wir nur eine Dimension der Verteilung auf dem

Shirm.

5

Ein Phasenfaktor e

i'

wird durh die Betragsquadratbildung mit seinem �negativen� Ge-

genstük e

�i'

zu 1 wegmultipliziert.

6

Interferenzen, die durh Überlagerung vershiedener Wellenzüge ein und desselben Spalts

zustandekommen, möhten wir also ignorieren. Das entspriht zwar niht der Realität, da die-

ser E�ekt jedoh nihts zu unseren Überlegungen beiträgt, können wir ihn getrost weglassen;

wir idealisieren eben.



0.3. KLASSISCHE UNTERSCHEIDUNG VON TEILCHEN UND WELLE 7

2. Deken wir den rehten Spalt ab, so erhalten wir erwartungsgemäÿ Abbil-

dung 3:

�

l

=

a

r

l

e

�i!t

e

ikr

l

I

l

= �

�

l

�

l

=

a

2

r

2

l

3. Sind nun beide Spalte o�en, so interferieren die Lihtwellen der Elementar-

welle des linken Spalts mit der des rehten Spalts. Die Wellenfunktionen

addieren sih zwar ungestört:

�

ges

= �

r

+ �

l

= ae

�i!t

�

e

ikr

r

r

r

+

e

ikr

l

r

l

�

für die Intensitäten ergibt sih jedoh ein zusätzliher Interferenzterm:

I

ges

= �

�

ges

�

ges

=

�

ae

i!t

�

e

�ikr

r

r

r

+

e

�ikr

l

r

l

��

�

�

ae

�i!t

�

e

ikr

r

r

r

+

e

ikr

l

r

l

��

= a

2

�

1

r

2

r

+

1

r

2

l

�

+

1

r

r

r

l

�

e

ik(r

r

�r

l

)

+ e

�ik(r

r

�r

l

)

�

= a

2

�

1

r

2

r

+

1

r

2

l

+

2

r

r

r

l

os (k(r

r

� r

l

))

�

Abbildung 5: Intensitätsverteilung beim Doppelspalt mit Lihtwellen.

Ergebnis für Wellen

Die Intensitäten der einzelnen Wellenzüge addieren sih niht ungestört wie die

Wellenfunktionen:

I

ges

6= I

l

+ I

r

da die Wellen miteinander interferieren; es entsteht eine andere Gesamtintensi-

tät. Formal können wir die Di�erenz durh ein �Interferenzglied� beshreiben:

I

ges

= I

l

+ I

r

+ I

Interferenz

0.3.4 Fazit unseres Gedankenexperiments

Bis hierhin ist die Welt noh klassish in Ordnung. Unsere Kugeln zeigen das

erwartete Teilhenverhalten, die Interferenzersheinungen der elektromagneti-

shen Wellen sind uns seit Huygens bekannt.



8 KAPITEL 0. EINLEITUNG

0.4 Quantenmehanisher Dualismus

0.4.1 Teilheneigenshaften des Lihts

Energiequanten

Ein Detektor für Liht ist der Szintillationszähler. Shwähen wir die Inten-

sität eines detektierten Strahls, so kann man im Szintillationszähler einzelne

Elektronen �erkennen�. Diese werden jeweils von einzelnen Photonen durh den

Photoe�ekt ausgelöst.

Satz. Die Energie des Lihts (allgemein aller elektromagnetisher Wellen) wird

in Paketen der Energie:

E

Photon

= h� = ~! Energiequant

transportiert. Der Proportionalitätsfaktor ~ :=

h

2�

dieser Beziehung zwishen

Energie und Frequenz ist eine Naturkonstante.

Das Plank'she Wirkungsquantum h hat die Dimension von Energie �Zeit bzw.

Impuls �Länge. Dies entspriht einer Wirkung.

h = 6; 626 075 5 (40) � 10

�34

Js Plank'shes Wirkungsquantum

Fazit

Elektromagnetishe Wellen können sih wie Teilhen verhalten. Aber wie sieht

es mit den Teilhen selbst aus?

0.4.2 Welleneigenshaften von Teilhen

Interferenzen von Teilhen

Wir wiederholen den Doppelspaltversuh mit monoenergetishen Elektronen.

Den Elektronen wird zwishen Glühkathode und Gitteranode die kinetishe

Energie

1

2

mv

2

= eU mitgegeben, wenn U die Potentialdi�erenz der beiden Elek-

troden ist. Mit dieser Energie werden sie in Rihtung Doppelspalt �freigelassen�.

Abbildung 6: Doppelspaltversuh mit Elektronen.

Auf dem Shirm �nden wir das Interferenzbild vor, dass wir shon vom Liht

kennen!

Versuhenwir den Impuls des Teilhens in Beziehung zu dieserWelleneigenshaft

zu bringen. Benutzen wir dazu die Impulsbeziehung p = ~k, wie sie auh für

Photonen gilt, so gelangen wir zu:

k =

p

~
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Setzen wir in p = mv die nah v aufgelöste Energiebeziehung ein:

k =

p

2meU

~

Ändert man die BeshleunigungsspannungU , so ändert sih also die den Elektro-

nen mit Impuls p zugeordnete Wellenzahl k, und damit auh das Interferenzbild,

das diese Elektronen auf dem Shirm hinterlassen.

0.4.3 Quantenmehanishe Deutung des Doppelspalts

Wir haben gesehen, dass sih die Verteilung auf dem Shirm ändert, je nah-

dem, ob wir einen Spalt zuhalten, und somit wissen, durh welhen Shlitz das

Teilhen �iegt, oder ob wir beide Wege freihalten, und damit niht mehr rekon-

struieren können, welhen Weg das Teilhen genommen hat.

Im ersten Fall addieren sih die Intensitäten der einzelnen Verteilungen, im zwei-

ten Fall addieren sih die Wellenfunktionen; die Gesamtintensität erhält einen

zusätzlihen Interferenzterm. Man muss also untersheiden, wie die Überlage-

rung statt�ndet.

Zu beahten ist dabei immer, dass wir in der Quantenmehanik nur Wahrshein-

lihkeitsverteilungen W (x) messen können. Von der Wellenfunktion selbst kön-

nen wir nur das Betragsquadrat in Erfahrung bringen:

W (x) = �

�

(x)�(x)

Wir müssen nun o�ensihtlih zwei Alternativen der Überlagerung von Wel-

lenfunktionen bzw. ihrer Intensitäten betrahten. Eine ausführlihe Darstellung

dazu (und zum gesamten Doppelspalt-Experiment) �ndet sih in [Feynman, Ka-

pitel 1℄. Fassen wir die Untershiede zusammen.

Kohärente Überlagerung

Sind beide Spalte o�en, so sind die Wege, die ein Elektron von der Quelle zum

Shirm zurüklegen kann, ununtersheidbar,

� =

X

i

�

i

z.B.

= �

1. Spalt

+ �

2. Spalt

man spriht von einem kohärenten Zustand. Bei der Wahrsheinlihkeitsvertei-

lung treten dann Interferenzglieder auf:

W (x) =

�

�

X

i

�

i

(x)

�

�

2

=

X

i

W

i

(x) + Interferenzterme

Kohärente Überlagerung heiÿt also, dass sih die Wellenfunktionen gegenseitig

beein�ussen können. Sie addieren sih zu einer resultierenden Gesamtwellen-

funktion, deren Intensität gemessen werden kann.
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Inkohärente Überlagerung

Sind die Wege untersheidbar (indem man wehselweise die Spalte abdekt,

oder die Elektronen beim Passieren eines Spalts sihtbar maht), so �ndet keine

Interferenz statt:

W (x) =

X

i

W

i

(x) =

X

i

j�

i

(x)j

2

Hier spriht man von einem inkohärenten Zustand. Die Wellenfunktionen der

einzelnen Alternativen �kennen� sih hier niht. Entsprehend addieren sih nur

ihre Ergebnisse, die Einzelintensitäten.

0.4.4 Welle-Teilhen-Dualismus

Teilhen in der Quantenmehanik

Vom Elektron wissen wir, dass es Teilheneigenshaften besitzt:

� De�nierter Ankunftsort (Punkt auf einem Shirm).

� Fliegt (nahweisbar) durh einen (konkreten) Spalt.

� Besitzt wohlde�nierte Energie und Impuls.

Wir haben aber auh gesehen, dass Elektronen Eigenshaften einer Welle an-

nehmen können:

� Bewegung durh einen Doppelspalt wie eine Welle, mit Beugungs- und

Interferenzersheinungen.

Wellen in der Quantenmehanik

Von elektromagnetishen Wellen kennen wir das typishe Wellenverhalten:

� Beugung,

� Interferenz.

Bei genauerer Betrahtung �ndet man aber auh Teilheneigenshaften:

� Wohlde�nierte Energie ~!.

� Konkreter Impuls (z.B. Impulsübertrag auf Elektronen bei Photo- und

Comptone�ekt).
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Zusammenfassung

Die Untersheidung zwishen Teilhen und Wellen muss aufgegeben werden.

Klassish als Teilhen betrahtete Objekte zeigen Wellenharakter, während

elektromagnetisheWellen (Newton würde dies gerne hören) Teilheneigenshaf-

ten aufweisen. Wir sprehen vom Welle-Teilhen-Dualismus.

7

Wo sind die makroskopishen Quanten?

Verhalten sih makroskopishe Objekte anders als mikroskopishe? Warum se-

hen wir keine Interferenzen in der makroskopishen Physik?

Fest steht, dass die makroskopishe Welt sih um viele Gröÿenordnungen vom

mikroskopishen Bereih untersheidet. Des Weiteren sind viele makroskopishe

Ereignisse unmittelbar �messbar� (Jeder sieht, ob ein Fahrgast durh die hintere

oder vordere Türe des Busses aussteigt, diese Sihtbarkeit lässt sih niht ohne

weiteres abshalten). Zusammenfassend lässt sih sagen:

� Die makroskopishen Alternativen sind untersheidbar.

� Entsprehend liegen inkohärente Zustände vor (ohne Interferenz).

� Die Energien sind im Vergleih sehr groÿ, so dass die Wellenlängen extrem

kurz sind, gemäÿ dem oben berehneten Gesetz

k =

p

2mE

~

=

2�

�

Gröÿenordnungsvergleih

Vergleihen wir die Welten anhand zweier Beispiele.

Beispiel (Mikroskopishe Welt). Ein Elektron wird mit 1V beshleunigt;

es gewinnt dabei folgende Energie:

E = 1 eV = 10

�6

MeV

Die �Elektronenmasse� beträgt:

8

m

e



2

� 0; 5MeV

Das ergibt für die Wellenzahl:

k =

p

2 � 0; 5 � 10

�6

(MeV)

2

~

�

10

�3

MeV

200MeV�fm

=

1

2Å

Die Wellenlänge liegt also im Å-Bereih (1 Å = 10

�10

m).

9

7

Hier könnte man natürlih die Frage stellen, ob die betrahteten Objekte Welle und Teil-

hen zugleih sind, den �Mantel� bei Gelegenheit wehseln, oder doh eher keines von beidem

sind, und man besser den Begri� des (Wellen- oder Teilhen-)Charakters verwendet. Die klas-

sishe Begri�swelt hinter sih lassend kann man die Objekte � stileht � Quanten nennen.

8

Der Teilhenphysiker spriht gerne von der Masse eines Teilhens, obwohl er eigentlih

die Energie des Teilhens meint. Manhe drüken sih korrekter aus und reden von der

(Ruhe-)Masse in der Einheit �MeV über 

2

�. Diese Sprehweise ergibt sih aus der berühmten

Formel E = m

2

.

9

Die Längeneinheit Femtometer (1 fm = 10

�15

m) wird in der Kernphysik auh gerne als

Fermi bezeihnet.
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Beispiel (Makroskopishe Welt). Eine Kugel der Masse m = 1 g falle aus

der Höhe h = 1m herunter.

k =

1

10

�16

fm

=

1

10

�29

m

Zwishen den Welten liegen also etwa 20 Gröÿenordnungen!

0.4.5 Historishe Hinweise (Experimente) zur Dualität

Welleneigenshaften von Teilhen

Der Wellenharakter von Teilhen ist vielfah nahweisbar:

� Wellen- und Beugungsphänomene von Elektronen.

� Neutroneninterferometer.

� �Unendlih� viele Experimente mit �Elementarteilhen� (Elektron, Proton,

Atomkern)

10

Historish zuerst entdekt wurden jedoh die:

Teilheneigenshaften von Wellen

Entsheidende historishe Experimente dazu sind:

� Der Photoe�ekt: Photonen shlagen Elektronen aus ihrem Atom. Das

Photon gibt seine gesamte Energie ~! an ein Elektron ab, dass in einem

Atom gebunden ist. Wenn das Energiequant ~! gröÿer als die Bindungs-

energie des Elektrons ist, verlässt das Elektron sein Atom mit der verblei-

benden Energie:

E

kin

=

1

2

m

e

v

2

e

= ~! �E

Bindung

Abbildung 7: Photoe�ekt.

� Der Comptone�ekt: Photonen streuen an (quasi-)freien Elektronen.

Photon und Elektron führen einen Stoÿ aus, der mit Hilfe der klassishen

Erhaltungsgröÿen Energie:

11

E

i

= ~!

i

=

1

2

m

e

v

2

e

+ ~!

f

10

Als Elementarteilhen bezeihnet man genau genommen nur solhe Teilhen, die sih

niht aus anderen zusammensetzen. Nah dem derzeit anerkannten Standardmodell der Teil-

henphysik � siehe hierzu [Gri�ths℄ � sind das Leptonen (Elektronen sind Leptonen), Quarks

und Wehselwirkungsteilhen (wie z.B. das Photon � das Austaushteilhen der elektroma-

gnetishen Wehselwirkung). So sind z.B. Protonen, mit den Quarks als Konstituenten, keine

Elementarteilhen. Deshalb stehen die Anführungszeihen im Text.

11

Der Index i steht für den Ausgangszustand �initial�, f entsprehend für ��nal�.
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und Impuls:

p

i

= ~k

i

= ~k

f

+m

e

v

e

berehnet werden kann, wenn dem Photon die Energie ~! und der Impuls

~k, entsprehend seiner Frequenz ! und seiner Wellenzahl k, zugeordnet

wird.

Abbildung 8: Comptone�ekt.

� Shwarzer Körper (Hohlraumstrahler): Bei diesem wihtigen Expe-

riment wurde zum ersten Mal die Annahme der Quantelung physikalisher

Gröÿen zur Lösung eines Problems benutzt.

De�nition. Ein Shwarzer Körper ist ein Objekt, das die gesamte auf-

tre�ende Strahlung absorbiert.

Satz. Ein Körper konstanter Temperatur strahlt ein Spektrum elektroma-

gnetisher Wellen aus, das zeitlih konstant bleibt. Das Frequenzspektrum

eines Shwarzen Körpers hängt alleine von seiner Temperatur ab.

Abbildung 9: Spektrum eines Shwarzen Körpers.

Im Hohlraumwürfel (endlihen Volumens) der Kantenlänge a bilden sih

stehende Wellen. Die Zahl der möglihen ShwingungsmodenN ergibt sih

Abbildung 10: Stehende Wellen im Hohlraumstrahler.

aus der Summe über alle Knoten in die drei Raumrihtungen:

N =

X

n

x

n

y

n

z

b=

Z

d

3

k �

Z

!

2

d!

Dabei gilt für die Wellenzahlen der möglihen Shwingungen (n

x

; n

y

; n

z

2

N):

k

x

= n

x

�

a

; k

y

= n

y

�

a

; k

z

= n

z

�

a

Für jede Mode (jede stehende Welle bzw. Freiheitsgrad !

i

= k

i

) gibt

es, nah dem Gleihverteilungssatz der klassishen Statistik, die mittlere

Energie E =

1

2

k

B

T .

Vor 1900 konnte die experimentell festgestellte spektrale Intensitätsver-

teilung I(!; T ) zwar durh zwei Näherungsformeln berehnet werden; al-

lerdings niht im gesamten Spektrum. Die theoretishe Beshreibung des

gesamten Kurvenverlaufs konnten sie niht leisten:

Für kleine ! (

~!

k

B

T

� 1) lieferten Rayleigh und Jeans mit obigen Überle-

gungen:

I � !

2

k

B

T



14 KAPITEL 0. EINLEITUNG

Das Wien'she Strahlungsgesetz setzte für groÿe !, also

~!

k

B

T

� 1 die

Proportionalität folgendermaÿen an:

I � !

3

e

�

~!

k

B

T

Plank stellte die Hypothese der Energiepakete ~! auf. Die Wahrshein-

lihkeit ein solhes Energiepaket zu �nden ist dabei:

W � e

�

~!

k

B

T

Mit diesem Ansatz gelang es Plank die Näherungsformeln durh eine

exakte Berehnungsformel abzulösen.

Satz. Für alle Körper, die sih im thermishen Gleihgewiht be�nden,

gilt als spektrale Energiedihte

dE(!;T )

d!

:

I(!; T ) =

~

�

2



3

!

3

e

~!

k

B

T

� 1

Plank'she Strahlungsformel

Diese Quantelung der Energie wurde später von anderen Physikern über-

nommen; Plank selbst sah sie nur als einen �Tashenspielertrik�, mit dem

das rihtige Ergebnis herauskam.



Kapitel 1

Wellenmehanik

eindimensionaler Systeme

1.1 Erwartungswerte von Observablen und Loka-

lisierung durh Wellenpakete

1.1.1 Vorbemerkungen

Einstein-de-Broglie-Beziehungen

Der Welle-Teilhen-Dualismus der Quantenmehanik manifestiert sih in den

folgenden beiden Beziehungen:

E = ~! Einstein'she Beziehung

~p = ~

~

k de-Broglie-Beziehung

Sie gelten �in beiden Rihtungen�; sie de�nieren also die Welleneigenshaften

eines Teilhens genauso wie die Teilheneigenshaften einer Welle. In dieser letz-

ten Konsequenz stellte Einstein seine Beziehung in der Korpuskulartheorie des

Lihts von 1905 auf. de Broglie stellte 1923 die Hypothese auf, dass auh materi-

elle Teilhen Wellenharakter besitzen können. Die de-Broglie-Beziehung konn-

te für Teilhen erst Jahre später in Elektronenbeugungsexperimenten bestätigt

werden.

Deutung. Die Einstein-de-Broglie-Beziehungen verknüpfen die dynamishen

Variablen des Teilhens mit den harakteristishen Gröÿen der zugeordneten

Welle.

� Einem Materieteilhen der Energie E entspriht eine Materiewelle der

(Kreis-)Frequenz !.

� Einer ebenen Welle e

i(

~

k�~r�!t)

ist eine gleihförmige Bewegung der Energie

E in Rihtung von

~

k zuzuordnen.

15
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Die Einstein-de-Broglie-Beziehungen gelten auh im relativistishen Bereih.

Dort muss allerdings beahtet werden, dass das �Verbindungsglied� eine andere

Form annimmt:

E =

q

p

2



2

+m

2

0



4

m

0

ist die Ruhemasse des betrahteten Teilhens,  die Vakuumlihtgeshwin-

digkeit.

1.1.2 Ebene Wellen

Wahrsheinlihkeit

Die Wellenfunktion zur Beshreibung einer Wellenbewegung lautet im einfah-

sten Fall:

 (x; t) = Ae

i(k

0

x�!t)

wobei für ebene Wellen die Amplitude A = onst: ist. Mit dieser Wellenfunktion

 (x; t) werden in der Elektrodynamik elektromagnetishe Wellen beshrieben,

wobei ! eine Funktion von k ist

1

. In der Elektrodynamik �nden wir weiter, dass

das Betragsquadrat der Wellenfunktion j j

2

�  

�

 der Intensität der Welle

entspriht. Das Experiment zeigt uns, dass diese Intensität im Falle von �Teil-

henwellen� der Nahweiswahrsheinlihkeit dieser Teilhen entspriht.

Satz. Die Wahrsheinlihkeit ein Teilhen an einer bestimmten Stelle nah-

zuweisen, ist durh das Betragsquadrat der Wellenfunktion gegeben, durh die

unser Teilhen im Sinne des Welle-Teilhen-Dualismus beshrieben wird.

Für dieses Betragsquadrat führen wir einen neuen Begri� ein:

De�nition. Die Wahrsheinlihkeitsdihte:

%(~r; t) :=  

�

(~r; t) (~r; t) � j (~r; t)j

2

Wahrsheinlihkeitsdihte

entspriht der Wahrsheinlihkeit, dass das Teilhen, das durh die Wellenfunk-

tion  (~r; t) beshrieben wird, am Punkt

2

~r gefunden wird.

Wir berehnen damit die �Teilhendihte� unserer ebenen Welle:

%(x; t) :=  

�

 = jAj

2

= onst:

Die Wahrsheinlihkeitsdihte einer ebenen Welle liefert uns keine Information!

Die Aufenthaltswahrsheinlihkeit ist im ganzen Raum gleih. Damit hat man

im Prinzip ein freies Teilhen vorliegen. Wegen der in Kürze vorgestellten Nor-

mierungsbedingung kann jedoh eine ebene Welle keine physikalishen Teilhen

beshreiben.

3

Zur formelmäÿigen Erfassung ehter Teilhen benötigen wir den

1

Die Verknüpfung ! = !(k) wird als Dispersion bezeihnet. Für elektromagnetisheWellen

im Vakuum gilt ! = j

~

kj

2

Genau genommen ist es niht die Wahrsheinlihkeit an einem (mathematishen) Punkt,

sondern in einem in�nitesimalen Volumenelement d

3

r um den Punkt.

3

In manhen Fällen genügt es, eine Wellenfunktion durh eine ebene Welle zu �nähern� um

ein Problem hinreihend genau zu beshreiben.
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Begri� des Wellenpakets. Für ein solhes Wellenpaket wird dann % niht mehr

konstant sein, sondern eine �ehte� Verteilung liefern.

Betrahten wir nun eine ortsabhängige (und zeitunabhängige

4

) Wellenfunktion

 (x). Mit A = A(x) ist die Wahrsheinlihkeitsdihte:

%(x) = jA(x)j

2

6= onst:

Wenn die Amplitude von x abhängt, haben wir siher keine �shöne� ebene Welle

mehr, mit der es sih so gut rehnen lässt.

Um physikalish sinnvolle Teilhen beshreiben zu können, müssen wir eine For-

derung an die Wahrsheinlihkeitsdihte, und damit auh an die Wellenfunktio-

nen stellen.

Satz (Normierungsbedingung). Wir normieren die Gesamtwahrsheinlih-

keit auf eins. Diese Normierungsbedingung garantiert uns, dass sih das Teilhen

(als Ganzes) irgendwo im betrahteten Raum aufhält:

Z

V

%(~r) d

3

r = 1 Normierungsbedingung

Erst mit dieser Normierungsbedingung können wir genauer formulieren:

Satz. Die Wahrsheinlihkeitsdihte %(~r) gibt uns die Wahrsheinlihkeit an,

das Teilhen im vorgegebenen Volumen am Ort ~r zu �nden.

Abbildung 1.1: Wahrsheinlihkeitsdihte %(x)

Beispiel. Sei die Wellenamplitude A(x) =  e

�

x

2

2a

2

. Dieses A(x) beshreibt die

Ortsabhängigkeit der Wellenfunktion (a gibt hierbei die Genauigkeit des Auf-

enthaltsortes an, bzw. die Breite der Verteilung). Die Wahrsheinlihkeitsdihte

ergibt sih dann zu:

%(x) = 

2

e

�

x

2

a

2

Der Faktor  soll sihern, dass obige Normierungsforderung erfüllt wird. Wir

müssen also zunähst diesen Normierungsfaktor  berehnen:

Z

+1

�1

%(x) dx = 

2

Z

+1

�1

e

�

x

2

a

2

dx

[Bronstein℄

= 

2

a

p

�

Aus der Normierungsbedingung

R

% dx = 1 folgt für :

 =

1

p

a

p

�

4

Zeitunabhängig soll hier heiÿen, dass uns zunähst nur die Abhängigkeit vom Ort inter-

essiert; die Zeit lassen wir während der Betrahtung mit t = 0 feststehen.
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Unsere Wellenfunktion

5

ist damit:

 (x) = A(x) e

ik

0

x

=  e

�

x

2

a

2

e

ik

0

x

=

1

p

a

p

�

e

�

x

2

2a

2

e

ik

0

x

( 

Beispiel

)

Das Teilhen ist also um x lokalisiert, mit einer gewissen Abweihung �x. Es

ist niht exakt am Punkt x lokalisierbar.

6

1.1.3 Observable

Gröÿen, die wir theoretish zu beshreiben versuhen, sind grundsätzlih sol-

he, die wir auh im Experiment messen können. Wir nennen sie auh gerne

physikalishe Gröÿen. Nur für sie können wir die Theorie durh das Experiment

überprüfen. Vor allem in der Quantenmehanik hat sih für diese �beobahtba-

ren� Gröÿen der Begri� Observable eingebürgert.

1.1.4 Erwartungswert

Die Quantenmehanik liefert uns Wahrsheinlihkeitsaussagen über ein System.

Um diese zu veri�zieren muss im Experiment eine groÿe Anzahl von Messungen

unter identishen Bedingungen durhgeführt werden. Ein für solhe Messreihen

aussagekräftiges Ergebnis für eine Observable q ist ihr Mittelwert �q.

In der Quantenmehanik wird das System, das wir beobahten, durh eine Wel-

lenfunktion  beshrieben. Deren Ortsverteilung ist %(x) =  

�

 . Der Mittelwert

einer Observablen f(x) hängt siherlih davon ab, wo sih das System bevorzugt

aufhält. Man �ndet folgende Beziehung:

Satz. Der Mittelwert

�

f (x) einer Observablen f(x) eines Systems, dessen Wahr-

sheinlihkeitsdihte %(x) ist, ist gegeben durh:

�

f (x) =

Z

+1

�1

f(x) %(x) dx

Beispiel. So ist der Mittelwert für die Observable �Ort� x gegeben durh:

�x =

Z

+1

�1

x%(x) dx

Dieser theoretishe Wert gibt den im Experiment gemessenen (wenn wir x oft

genug messen) um so besser wieder, je genauer die gewählte Wellenfunktion

unser Teilhen beshreibt.

5

Diese konkrete Wellenfunktion zieht sih als Beispiel durh die weiteren Betrahtungen.

Wir nennen sie deshalb � 

Beispiel

� und verweisen gegebenenfalls auf diese Seite.

6

Eine Messreihe des Aufenthaltsortes würde eine Verteilung der Messpunkte entsprehend

Abbildung 1.1 ergeben.
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Für unsere Beispiel-Wellenfunktion ist dies:

�x =

Z

+1

�1

 

�

(x)x (x) dx

=

1

a

p

�

Z

+1

�1

xe

�

x

2

a

2

dx

=

1

a

p

�

�

Z

+1

0

xe

�

x

2

a

2

dx +

Z

0

�1

xe

�

x

2

a

2

dx

�

= 0

Also der Koordinatenursprung.

In der Quantenmehanik hat sih eine andere Begri�swelt und Nomenklatur

entwikelt, deren Relevanz wir erst später erkennen werden. Dazu ordnen wir

% =  

�

 im Integral um und nennen quantenmehanishe Mittelwerte fortan

Erwartungswerte:

De�nition. Der Erwartungswert einer Gröÿe f(x) ist de�niert als der Mittel-

wert von f(x) bezogen auf die Wahrsheinlihkeitsdihte %(x) =  

�

 :

h f i � h j f j i :=

Z

+1

�1

 

�

(x) f(x) (x) dx

Notation. Beahte die abkürzende Shreibweise h f i in der De�nition. Sie kann

nur verwendet werden, wenn eindeutig ist, auf welhe Wellenfunktion sih der

Erwartungswert bezieht. Ist dies unklar, so muss der Erwartungswert ausge-

shrieben werden. Manhmal wird dann auh h f i

 

geshrieben.

Bemerkung. Man darf den Erwartungswert h f i niht mit dem zeitlihen Mit-

tel einer Messung zeitabhängiger Vorgänge verwehseln. Er stellt den Mittelwert

einer Menge identisher Einzelmessungen (eines statishen Systems) dar.

Beispiele für Erwartungswerte

Beispiel. Betrahte die Observable �Ort�:

f(x) = x

Ihr Erwartungswert ist:

h f(x) i = hx i

Er harakterisiert den mittleren Aufenthaltsort des Teilhens, also den Ort, an

dem das Teilhen mit der gröÿten Wahrsheinlihkeit gemessen werden kann.

Wenn wir die Wellenfunktion kennen, können wir die Wahrsheinlihkeitsdihte

berehnen. Der Erwartungswert einer physikalishen Messgröÿe (z.B. der Auf-

tre�punkt eines Photons auf dem Shirm hinter einem Doppelspalt) ist die Ge-

wihtung dieser Messgröÿe mit der Wahrsheinlihkeitsdihte der Wellenfunkti-

on.
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Beispiel. Sei f(x) ein ortsabhängiges Potential:

f(x) = V (x)

Der Erwartungswert ist dann gegeben durh:

h f(x) i =

Z

+1

�1

V (x) %(x) dx

Bevor wir dieses Beispiel konkretisieren können, benötigen wir noh eine:

De�nition (Gamma-Funktion). Es ist:

7

�(k + 1) = k�(k)

mit den speziellen Funktionswerten:

�(1) = 1 �

�

1

2

�

=

p

�

Abbildung 1.2: Potentialverlauf.

Beispiel. Damit können wir konkreter werden: V (x) = bx

k

.

Der Erwartungswert ist dabei:

h bx

k

i =

1

a

p

�

Z

+1

�1

bx

k

e

�

x

2

a

2

dx

=

b

a

p

�

(

0; für ungerade k;

2

R

+1

0

e

�

x

2

a

2

x

k

dx = a

k+1

�

�

k+1

2

�

; für gerade k.

Beispiel. Werden wir ganz konkret, und setzen k = 2 ein.

Für k = 2 benötigen wir den �-Funktionswert an der Stelle

3

2

:

�

�

3

2

�

=

1

2

�

�

1

2

�

=

p

�

2

Daraus folgt für obigen Mittelwert:

h bx

2

i =

b

a

p

�

a

3

�

p

�

2

=

ba

2

2

Wird a gröÿer, so wird die Verteilung breiter.

Diese Berehnungen liefern uns als Information den Mittelwert einer Observa-

blen. Die nähste Information die uns interessiert, ist die Shwankung um das

Mittel, also eine Aussage über den Fehler einer Messung.

7

Die Gleihungen sind genaugenommen niht die De�nition der �-Funktion, sondern Ei-

genshaften, die sih aus der De�nition ergeben. Für unsere Zweke spielt dies jedoh keine

Rolle. Die genaue De�nition �ndet sih z.B. in [Heuser-2, Abshnitt 150℄.
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1.1.5 Abweihung vom Mittelwert

Zwar wissen wir noh nihts über die mittlere Streuung der Messwerte vom

Mittelwert, die Abweihung der Einzelmessung können wir jedoh als Basis für

weitere Untersuhungen verwenden.

De�nition. Die Abweihungsfunktion g(x) gibt an, wie stark jede Einzelmes-

sung f(x) vom Mittelwert abweiht.

g(x) := f(x) � h f i

Da wir noh keine mathematishe Beshreibung für die Shwankung der Messrei-

he kennen, versuhenwir es mit einem sinnvoll ersheinendenAnsatz, und prüfen

diesen darauf, ob er physikalish auswertbare Ergebnisse liefert.

1.Versuh um Informationen aus der Abweihungsfunktion g(x) zu gewinnen;

Der Mittelwert der Abweihungsfunktion:

h g i =

Z

+1

�1

 

�

(f � h f i) dx

=

Z

+1

�1

 

�

f dx �

Z

+1

�1

 

�

h f i dx

h f i ist eine Zahl und kann vor das Integral gezogen werden:

= h f i � h f i

Z

+1

�1

 

�

 dx

Mit der Normierung unserer Wellenfunktion:

= h f i � h f i � 1

= 0

Ergebnis: Genauso viele Messungen liegen links wie rehts vom Mit-

telwert. Der Mittelwert der Abweihungsfunktion �bestraft� aber je-

de Abweihung gleih, egal ob links oder rehts. Er liefert uns somit

keine Information.

2.Versuh Diesmal quadrieren wir die Abweihungsfunktion, damit die Rih-

tungsabhängigkeit der Abweihung wegfällt. Wir betrahten dazu

den Mittelwert des Quadrats der Abweihungsfunktion:

h g

2

i = h j (f � h f i)

2

j i

Klammern ausmultiplizieren:

= h j f

2

� 2h f if + h f i

2

j i

Erwartungswert in einzelne Terme au�ösen:

= h f

2

i � 2h f ih j f j i + h j h f i

2

j i
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Abkürzende Shreibweise für alle Terme:

= h f

2

i � 2h f ih f i+ h h f i

2

i

Der Erwartungswert ist eine Zahl; der Erwartungswert einer Zahl

ist diese selbst. Im letzten Term kann die Zahl h f i

2

herausgezogen

werden (das dabei übrigbleibenede Skalarprodukt h j i ist wegen

der Normierung eins):

= h f

2

i � 2h f ih f i+ h f i

2

= h f

2

i � 2h f i

2

+ h f i

2

= h f

2

i � h f i

2

Es wird sih zeigen, dass dieser Ansatz sinnvoll ist.

De�nition (Mittleres Shwankungsquadrat). Das mittlere Shwankungs-

quadrat einer Funktion f ist gegeben durh den Erwartungswert der quadrierten

Abweihungsfunktion:

(�f)

2

:= h g

2

i = h f

2

i � h f i

2

De�nition (Standardabweihung). Die Standardabweihung einer Funkti-

on f ist durh die Wurzel des mittleren Shwankungsquadrats de�niert:

�f =

p

(�f)

2

=

p

h f

2

i � h f i

2

Überprüfung des mittleren Shwankungsquadrats. Wir möhten prüfen, ob die

De�nition eine sinnvolle Gröÿe liefert. Betrahten wir hierzu wieder die ortsab-

hängige Wellenfunktion  

Beispiel

von Seite 18:

 (x) =

1

p

a

p

�

e

�

x

2

2a

2

e

ik

0

x

und die Observable �Ort�:

f(x) = x

Dann ist der Erwartungswert der Observable:

h f(x) i = hx i = 0

der Erwartungswert des Ortsquadrats:

h f

2

i = hx

2

i =

a

2

2

Das mittlere Shwankungsquadrat ergibt sih damit zu:

(�x)

2

=

a

2

2

� 0

2

=

a

2

2
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und die Standardabweihung ist gegeben durh:

�x =

a

p

2

Die De�nition des mittleren Shwankungsquadrats liefert einen Wert, der eine

sinnvolle Aussage über die Breite der Verteilung liefert.

Das mittlere Shwankungsquadrat (��)

2

ist für beliebige Observable � benutz-

bar.

Später werden wir die Unshärfe einer Observable mit ihrer Standardabweihung

identi�zieren.

1.1.6 Mathematisher Einshub: Dira'she Æ-Funktion

In diesem Abshnitt (eigentlih ständig) benötigen wir die Deltafunktion. Wir

betrahten sie für eindimensionale Koordinaten (im dreidimensionalen Fall än-

dern sih im Prinzip nur die Vorfaktoren).

8

De�nition (Æ-Funktion). Die Dira'she Æ-Funktion lässt sih als Integral-

kern mit folgender Eigenshaft de�nieren:

9

f(x

0

) :=

Z

+1

�1

f(x) Æ(x � x

0

) dx

Die Integrationsgrenzen müssen niht notwendigerweise den ganzen Raum ab-

steken. Allgemeiner könnte man de�nieren:

Z

b

a

f(x) Æ(x � x

0

) dx :=

(

f(x

0

); für x

0

2 [a; b℄

0; für x

0

=2 [a; b℄

Ein Spezialfall dieser De�niton ist mit x

0

= 0 gegeben:

f(0) =

Z

+1

�1

f(x) Æ(x) dx

Eigenshaften der Æ-Funktion

1. Symmetrie:

Æ(�x) = Æ(x)

allgemeiner:

Æ(x � x

0

) = Æ(x

0

� x)

8

Eine sehr ausführlihe Darstellung zur Æ-Funktion �ndet sih im Anhang von [Cohen-2℄.

9

Einem Mathematiker mag es grausen diese Integralshreibweise zu sehen, da das streng

genommen für eine Distribution, was die Æ-Funktion eigentlih ist, niht gerehtfertigt ist. Ein

Physiker wird jedoh niht in den Genuss kommen dies beahten zu müssen.
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2. Faktor im Argument:

Æ(x) =

1

jj

Æ(x)

3. Argument als Vorfaktor:

xÆ(x � x

0

) = x

0

Æ(x � x

0

)

als Spezialfall davon:

xÆ(x) = 0

mit allgemeinem Vorfaktor:

g(x) Æ(x � x

0

) = g(x

0

) Æ(x � x

0

)

4. Überlappende Æ-Funktionen:

Z

+1

�1

Æ(x � y) Æ(x � z) dx = Æ(y � z)

5. Ist das Argument der Æ-Funktion eine Funktion, Æ (f(x)), so kann sie durh

folgende Vorshrift auf die Form Æ(x � x

0

) gebraht werden:

Æ (f(x)) =

X

i

1

jf

0

(x

i

)j

Æ(x� x

i

)

wobei x

i

die Nullstellen f(x

i

) = 0 der Funktion f(x) sind.

Fouriertransformation und Æ-Funktion

Die Fouriertransformierte der Dira'shen Æ-Funktion wird in der Quantenme-

hanik oft benutzt; mit ihrer Kenntnis lässt sih manhes Integral vereinfahen:

Æ

FT

x

0

(k) =

1

p

2�

Z

+1

�1

e

�ikx

Æ(x � x

0

) dx

Setzt man statt k den Impuls ein, so ändert sih der Vorfaktor:

Æ

FT

x

0

(p) =

1

p

2�~

Z

+1

�1

e

�i

p

~

x

Æ(x � x

0

) dx

Im Spezialfall x

0

= 0 wird daraus eine Konstante:

Æ

FT

0

(k) =

1

p

2�

Oder mit geändertem Vorfaktor für p:

Æ

FT

0

(p) =

1

p

2�~
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Mit der inversen Fouriertransformation erhält man eine alternative De�nition

der Æ-Funktion:

Æ(x � x

0

) =

1

2�

Z

+1

�1

e

ik(x�x

0

)

dk

=

1

2�~

Z

+1

�1

e

i

p(x�x

0

)

~

dp

1.1.7 Wellenpakete und Impulsverteilung

Eine ebene Welle  (~r; t) = Ae

i(

~

k�~r�!t)

beshreibt kein ehtes physikalishes

Teilhen, da mit der Amplitude A = onst: auh die Wahrsheinlihkeitsdihte

% im gesamten Raum konstant ist. Im Prinzip würde dies einem freien Teilhen

entsprehen, jedoh ist ein solhes  niht normierbar, d.h. das Integral

R

% d

3

r

divergiert.

Wir müssen also Wellenfunktionen �nden, die die realen Bedingungen erfüllen,

nämlih dass ein Teilhen im gesamten Raum genau ein ganzes mal vorhanden

ist.

10

Es zeigt sih, dass für ebene Wellen das Superpositionsprinzip gilt. Lösen ebe-

ne Wellen die Bewegungsgleihung die unser System beshreibt, so lösen alle

Linearkombinationen dieser Wellen wieder diese Di�erentialgleihung.

Eine solhe Linearkombination lässt sih als Integral shreiben (Superposition

� Summe � unendlih vieler ebener Wellen):

 (~r; t) =

1

(2�)

3

2

Z

C(

~

k) e

i(

~

k�~r�!(

~

k)t)

d

3

k

Diese Superposition ebener Wellen nennt man ein (3-dimensionales) Wellenpa-

ket, manhmal auh Wellengruppe.

Eine Wellenfunktion die eine Bewegungsgleihung löst, also ein physikalishes

System dynamish beshreibt, ist ein Wellenpaket.

Wir betrahten zunähst nur eindimensionale Probleme, z.B. Bewegungen in

x-Rihtung. Die Wellenfunktion hat dann folgende Form:

 (x; t) =

1

p

2�

Z

+1

�1

C(k) e

i(kx�!t)

dk

Betrahten wir die Wellenfunktion nur zu einem konkreten Zeitpunkt (einfah-

heitshalber meist t = 0):

 (x) =

1

p

2�

Z

+1

�1

C(k) e

ikx

dk

10

Wenn im Folgenden immer wieder eine ebene Welle als Beispielwellenfunktion gewählt

wird, so hat dies zwei Gründe. Zum einen lässt es sih mit ebenen Wellen sehr einfah rehnen;

zum anderen liefern sie, für einfahere Problemstellungen, durhaus korrekte Ergebnisse. Die

ebene Welle ist als Näherung für einfahere �physikalishe� Wellen geeignet.
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Die hierin auftretende Gewihtungsfunktion C(k) der einzelnen Wellenzahlen k

lässt sih als Fouriertransformierte von  (x) berehnen:

C(k) =

1

p

2�

Z

+1

�1

 (x) e

�ikx

dx

Wie  (x) die Ortsamplitude eines Teilhens ist, so ist C(k) dessen Impulsam-

plitude. In Analogie zur Ortswellenfunktion spriht man von der Impulswellen-

funktion C(k) eines Teilhens.

Impulsverteilung

Zusammenfassend können wir nun sagen:

Satz. Ein Wellenpaket  (x) ist eine Superposition von ebenen Wellen:

 (x) =

1

p

2�

Z

+1

�1

C(k) e

ikx

dk

Es hat die Impulsamplitude:

C(k) =

1

p

2�

Z

+1

�1

e

�ikx

 (x) dx

Mit der Æ-Funktion gelingt uns der

Beweis des Satzes. Aus der De�nition der Æ-Funktion:

 (x) =

Z

+1

�1

 (x

0

) Æ(x � x

0

) dx

0

Darstellung der Æ-Funktion ändern (inverse Fouriertransformation):

=

Z

+1

�1

 (x

0

)

1

2�

Z

+1

�1

e

ik(x�x

0

)

dk dx

0

Vorfaktor und Exponentialfunktion aufspalten:

=

1

p

2�

Z

+1

�1

 (x

0

)

1

p

2�

Z

+1

�1

e

ikx

e

�ikx

0

dk dx

0

Integrale umordnen:

=

1

p

2�

Z

+1

�1

e

ikx

1

p

2�

Z

+1

�1

e

�ikx

0

 (x

0

) dx

0

dk

=

1

p

2�

Z

+1

�1

e

ikx

C(k) dk

=

1

p

2�

Z

+1

�1

C(k) e

ikx

dk
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Interpretation

� Aus Siht der Mathematik:

 (x) =

1

p

2�

Z

+1

�1

C(k) e

ikx

dk

Wobei sih das Integral für diskrete Impulsverteilungen auf eine Summe

reduziert:

b=

X

j

C

j

e

ik

j

x

mit p

j

= ~k

j

� C(k) ist die Fouriertransformierte

11

von  (x).

�  (x) und C(k) enthalten äquivalente Informationen.

�  (x) und C(k) können ineinander umgerehnet werden (Einmal liegt

die Teilheninformation als Ort, einmal als Impuls vor).

� Physik

� C(k) ist die Wahrsheinlihkeitsamplitude dafür, dass ein konkreter

Impuls p = ~k auftritt.

� Es gibt einen eindeutigen Zusammenhang zwishen einem lokalisier-

ten Teilhen und seiner Impulsverteilung C(k).

� Wenn der Ort niht genau de�niert ist, dann ist es der Impuls, wenn

der Ort eingegrenzt ist, so liegt eine breitere Impulsverteilung vor:

x und p sind über eine Unshärfe(relation) miteinander verknüpft

(Dazu gleih genaueres).

Man hat also zwei gleihwertige Darstellungen der Physik, die beide denselben

quantenmehanishen Zustand beshreiben:

�  (x), die Ortsamplitude (oder Ortswellenfunktion) des Teilhens.

� C(k), die Amplitude für den wohlde�nierten Impuls p = ~k des Teilhens.

Beahte die Verknüpfung von  (x) und C(k): Je shärfer das eine, desto breiter

ist das andere verteilt.

12

Beispiel. Für unsere Wellenfunktion  

Beispiel

:

 (x) =

1

p

a

p

�

e

�

x

2

2a

2

e

ik

0

x

11

Die Verteilung der Faktoren ist �Geshmakssahe�, so wie hier de�niert ist es für später

praktish. Man muss sih nur konsequent daran halten.

12

Das ist eine Eigenshaft der Fouriertransformation, die ja beide Amplituden miteinander

verbindet.



28 KAPITEL 1. WELLENMECHANIK EINDIMENSIONALER SYSTEME

von Seite 18 berehnen wir die Impulswellenfunktion C(k):

C(k) =

1

p

2�

Z

+1

�1

e

�ikx

 (x) dx

=

1

p

2�

1

p

a

p

�

Z

+1

�1

e

�ikx

e

�

x

2

2a

2

e

ik

0

x

dx

=

1

p

2�a

p

�

Z

+1

�1

e

�

x

2

2a

2

+i(k

0

�k)x

dx

Quadratishe Ergänzung (Addition von 0 in der Exponentialfunktion):

=

1

p

2�a

p

�

Z

+1

�1

e

�

x

2

2a

2

+i(k

0

�k)x+

a

2

2

(k

0

�k)

2

�

a

2

2

(k

0

�k)

2

dx

Umordnen der Terme im Exponenten (�Binomi� rükwärts):

=

1

p

2�a

p

�

e

�

a

2

2

(k

0

�k)

2

Z

+1

�1

e

�

�

x

p

2 a

�i

a

p

2

(k

0

�k)

�

2

dx

Substitution

13

liefert:

=

1

p

2�a

p

�

e

�

a

2

2

(k

0

�k)

2

Z

+1

�1

p

2ae

�z

2

dz

=

1

p

2�a

p

�

e

�

a

2

2

(k

0

�k)

2

�

p

2 a

p

�

Zusammenfassen der Faktoren liefert als Ergebnis:

C(k) =

p

a�

�

1

4

e

�

a

2

2

(k

0

�k)

2

Wahrsheinlihkeitsdihte des Impulses

Wie die Ortswahrsheinlihkeitsdihte %(x) bilden wir analog eine Wahrshein-

lihkeitsdihteW (k) für den Impuls.

13

Folgende Substitution:

z =

x

p

2 a

� i

a

p

2

(k

0

� k)

bzw.:

x =

p

2 az + ia

2

(k

0

� k)

liefert für die Di�erentiale die Beziehung:

dx =

p

2 a dz
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De�nition. Die Wahrsheinlihkeitsdihte des Impulses ist:

W (k) := jC(k)j

2

= C

�

(k)C(k)

Satz. Die Wahrsheinlihkeit, dass ein Teilhen, das durh die Impulswellen-

funktion C(k) beshrieben wird, den Impuls p = ~k besitzt, ist gegeben durh die

Wahrsheinlihkeitsdihte W (k) des Impulses.

Satz. W (k) ist normiert:

Z

+1

�1

W (k) dk =

a

p

�

Z

+1

�1

e

�a

2

(k

0

�k)

2

dk = 1

Es ist eine Eigenshaft der Fouriertransformierten, dass, wenn %(x) normiert

ist, dies auh für das zugehörigeW (k) gilt. Die Fouriertransformation erhält die

Normierung.

De�nition. Mit W (k) können wir Erwartungswerte für den Impuls berehnen:

h k i � hC j k jC i :=

Z

+1

�1

C

�

(k) k C(k) dk

Die abkürzende Shreibweise h k i ist nur sinnvoll, wenn klargestellt ist, auf wel-

he Impulswellenfunktion C(k) sih die Erwartungswertbildung bezieht.

De�nition. Mittleres Shwankungsquadrat des Impulses:

(�k)

2

:= hC j (k � h k i)

2

jC i = h k

2

i � h k i

2

1.1.8 Die Heisenberg'she Unshärferelation

Zusammenfassung am verwendeten Beispiel

Wir betrahten die Ergebnisse für unsere Wellenfunktion  

Beispiel

von Seite 18.

Mit der oben berehneten Impulswellenfunktion C(k) ist die Wahrsheinlih-

keitsdihte des Impulses:

W (k) =

a

p

�

e

�a

2

(k�k

0

)

2

Der Erwartungswert des Impulses:

h k i =

a

p

�

Z

+1

�1

e

�(k�k

0

)

2

a

2

k dk

Übung

= k

0

Das Shwankungsquadrat:

(�k)

2

Übung

=

1

2a

2
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Das mittlere Shwankungsquadrat des Ortes berehneten wir auf Seite 22:

(�x)

2

=

1

2

a

2

Multipliziert mit dem gerade berehneten Shwankungsquadrat des Impulses:

(�x)

2

(�k)

2

=

1

4

ausgedrükt mit p =

~

k

ergibt sih:

(�x)

2

(�p)

2

=

~

2

4

ein Wert der unabhängig ist von a!

Abbildung 1.3: Impuls-Wahrsheinlihkeitsdihte.

Damit ist die vorige Überlegung zur Unshärfe bestätigt. Im Grenzfall

1

a

! 0

ist k = k

0

sharf, dann ist A(x) = onst: und somit x niht mehr lokalisierbar.

Umgekehrt wird für a! 0 der Ort x sharf, während�k divergiert. Ausgedrükt

durh die Standardabweihung erhalten wir für unser Beispiel:

14

�x�p =

~

2

Dieser Wert ist die untere Shranke für das Produkt aus Orts- und Impulsun-

shärfe (bzw. dem Produkt der Breiten der zwei Verteilungen). Dieses Ergebnis

wird jetzt mit der Heisenberg'shen Unshärferelation genauer erläutert.

Konsequenz für den Experimentator

Wird der Impuls oder der Ort durh die Messapparatur eingeshränkt, so ist

der Fehler in der Messung der anderen Observable entsprehend groÿ. Ist zum

Beispiel durh das �Teilhen im Kasten� ein kleiner Bereih �x festgelegt, so

kann der Impuls niht mehr beliebig sharf gemaht werden.

Allgemeingültigkeit der Unshärfe

Satz (Heisenberg'she Unshärferelation). Es ist grundsätzlih unmöglih

den Ort und den Impuls eines Teilhens gleihzeitig mit beliebiger Genauigkeit

zu messen. Mit der Beziehung:

�x�p �

~

2

Heisenberg'she Unshärferelation

als unterer Shranke, führt eine höhere Bestimmungsgenauigkeit der Ortskoordi-

nate (�x wird kleiner) zwangsweise (naturgegeben!) zu einer gröÿeren Unshärfe

der zeitgleihen Impulsmessung (�p wird gröÿer).

14

Beahte aber, dass das Ergebnis zunähst nur für das konkrete  

Beispiel

gilt. Es wird sih

jedoh zeigen, dass dieses Ergebnis generelle Gültigkeit besitzt.
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Später werden wir sehen, dass niht nur die Wirkung

15

�Ort mal Impuls�, son-

dern auh die Wirkung �Energie mal Zeit� von diesem Zusammenhang betro�en

ist.

Bemerkungen.

� Dass das Produkt �x�k nah unten beshränkt ist, ist eine �klassishe�

Beziehung zwishen den Breiten zweier Funktionen, von denen eine die

Fouriertransformierte der anderen ist.

� In der Klassishen Mehanik gibt es eine solhe Genauigkeitsbeshrän-

kung niht. [Cohen-1℄ zeigt am Beispiel eines Staubkorns, dass die Heisen-

berg'she Unshärferelation auf makroskopisher Ebene von ihrer Gröÿen-

ordnung vernahlässigbar ist.

1.1.9 Berehnung von Erwartungswerten des Impulses

Der Impulsoperator

Kennt man die Impulswellenfunktion C(k), so kann man daraus direkt den Er-

wartungswert einer vom Impuls abhängigen Observablen berehnen:

h g(k) i =

Z

+1

�1

C

�

(k) g(k)C(k) dk

Aber shon die Ortswellenfunktion genügt zur Berehnung (shlieÿlih sind ja

beide Funktionen zueinander äquivalent).

Satz. Die Erwartungswerte für den Impuls p = ~k, oder beliebige Funktionen

g(p), lassen sih direkt aus  (x) berehnen.

Man kann sih also die explizite Umrehnungmittels Fouriertransformation spa-

ren; dazu brauhen wir aber eine:

De�nition (Der Impulsoperator). Wir führen einen Operator ein der in

der Quantenmehanik die Rolle übernimmt, die die Observable �Impuls� in der

Klassishen Mehanik hat. Wir ersetzen die Gröÿe p durh den Operator p̂:

p �! p̂ :=

~

i

d

dx

Der so de�nierte Impulsoperator bezieht sih auf die Ortswellenfunktion  (x).

Bemerkung. Welhes �Aussehen� p̂ hat, hängt davon ab, in welher Darstel-

lungsart gerehnet wird, also bezüglih welher Wellenfunktion,  (x) oder C(k).

Die Untershiede zwishen Ortsdarstellung und Impulsdarstellungwerden in der

das Kapitel abshlieÿenden Zusammenfassung erläutert.

15

~ hat die Dimension einerWirkung, daher auh der NameWirkungsquantum. Das Produkt

aus Länge und Impuls bzw. aus Energie und Zeit ergibt die Dimension einer Wirkung.
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Behauptung. Mit der Ersetzung der Gröÿe p durh ihren Operator p̂ lässt sih

� wie im obigen Satz bestimmt � der Erwartungswert des Impulses mittels der

Ortswellenfunktion  (x) darstellen:

h p̂ i =

Z

+1

�1

 

�

(x)

~

i

d

dx

 (x) dx

�Doppel�-Beweis. Mit der Ortswellenfunktion:

 (x) =

1

p

2�

Z

+1

�1

C(k) e

ikx

dk

und ihrer konjugiert komplexen Funktion:

 

�

(x) =

1

p

2�

Z

+1

�1

C

�

(k) e

�ikx

dk

soll nah obiger Behauptung folgende Beziehung gelten:

h p̂ i =

Z

+1

�1

 

�

(x) p̂  (x) dx

Ausshreiben des Operators liefert:

=

Z

+1

�1

 

�

(x)

~

i

d

dx

 (x) dx

Einsetzen von  und  

�

:

=

Z

+1

�1

1

p

2�

Z

+1

�1

C

�

(k

0

) e

�ik

0

x

~

i

d

dx

1

p

2�

Z

+1

�1

C(k) e

ikx

dk dk

0

dx

Di�erentiation ausführen:

=

Z

+1

�1

Z

+1

�1

C

�

(k

0

) e

�ik

0

x

~

i

ik

1

2�

Z

+1

�1

C(k) e

ikx

dk dk

0

dx

Zusammenfassen der von x abhängigen Terme:

=

Z

+1

�1

Z

+1

�1

C

�

(k

0

)C(k)~k

1

2�

Z

+1

�1

e

ix(k�k

0

)

dx

| {z }

Æ(k�k

0

)

dk

0

dk

=

Z

+1

�1

Z

+1

�1

C

�

(k

0

)C(k)~k Æ(k � k

0

) dk

0

dk

Integration über dk

0

:

=

Z

+1

�1

C

�

(k)C(k)~k dk

=

Z

+1

�1

C

�

(k) pC(k) dk

Das ist die De�nition des Erwartungswerts des Impulses. Der Operator p̂ liefert

also das rihtige Ergebnis.
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Bemerkung. Mit dem eben vorgestellten Impulsoperator lassen sih auh die

Erwartungswerte beliebiger Funktionen berehnen, die vom Impuls p abhängen.

Beahte aber, dass p̂ nur bezüglih derOrtswellenfunktion die Form

~

i

d

dx

besitzt.

Beispiel. Um den Erwartungswert von g(p) = p

2

zu berehnen, ersetzt man p

2

durh das Quadrat des Operators p̂:

p

2

�! p̂

2

=

~

2

i

2

d

2

dx

2

= �~

2

d

2

dx

2

Operatorreihenfolge

Bei Rehnungen in der Quantenmehanik stoÿen wir bald auf folgendes Problem.

Klassish gilt:

x � p = p � x

Wir werden uns die Frage stellen müssen, ob das auh für die Operatoren in

der Quantenmehanik gilt. Zur Klärung berehnen wir den Erwartungswert in

beiden �Rihtungen�.

1. x̂p̂:

h x̂p̂ i =

Z

+1

�1

 

�

(x)x

~

i

d

dx

 (x) dx

Hier wirkt die Ableitung nur auf  .

2. p̂x̂

h p̂x̂ i =

Z

+1

�1

 

�

(x)

~

i

d

dx

x (x) dx

Jetzt wirkt die Ableitung auf das Produkt x :

=

Z

+1

�1

 

�

(x)

~

i

�

 (x) + x

d

dx

 (x)

�

dx

Diese einfahe Rehnung zeigt, dass das Ergebnis durhaus von der Reihenfolge

der Operatoren abhängen kann. Im Gegensatz zur Klassishen Mehanik muss

in der Quantenmehanik also die Position der Operatoren beahtet werden!

Wir werden später noh Regeln �nden, die uns sagen, welhe Reihenfolge die

�rihtige� ist.

1.1.10 Zusammenfassung

Zustand eines Systems

Das klassishe Konzept der Bahn eines Teilhens wird durh den Begri� des von

der Zeit t abhängigen Zustands des Teilhens ersetzt. Dieser Quantenzustand

wird durh die Wellenfunktion  (~r; t) beshrieben, die die gesamte (dynamishe)

Information, die man über das Teilhen erlangen kann, enthält.

 (~r; t) wird als Wahrsheinlihkeitsamplitude für den Aufenthalt des Teilhens

interpretiert.
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Der Wahrsheinlihkeitsbegri�

Da viele der neuen Variablen oder Funktionen den Begri� Wahrsheinlihkeit in

sih bergen, ist eine Verwehslung anfangs sehr wahrsheinlih. Deswegen seien

sie kurz aufgeführt:

�  (x) ist die eigentlihe Wellenfunktion, oder Ortswellenfunktion. Sie wird

auh Wahrsheinlihkeitsamplitude (für den Aufenthaltsort des Teilhens)

oder Ortsamplitude genannt.

C(k) ist entsprehend die Impulswellenfunktion (Wellenamplitude des Im-

pulses oder Impulsamplitude) eines Teilhens.

� Die zugehörige Wahrsheinlihkeit für das Auftreten eines Teilhens am

Ort x zur Zeit t ist proportional zu j j

2

. Diese Funktion ist die Wahr-

sheinlihkeitsdihte %(x; t). Man spriht auh von der Wahrsheinlih-

keitsverteilung des Teilhens.

Analog ist die Wahrsheinlihkeit für einen bestimmten Impuls proportio-

nal zu jC(k)j

2

, der WahrsheinlihkeitsverteilungW (k) des Impulses eines

Teilhens.

� Die später auftretende Wahrsheinlihkeitsdihteströmung

16

~| beshreibt

die Bewegung des Teilhens, ausgedrükt durh die Wanderung (die Strö-

mung) seiner Wahrsheinlihkeitsdihte aus einem Volumenelement hinaus

(oder herein).

Wellenfunktion und Wahrsheinlihkeit

Der dynamishe Zustand eines Systems wird harakterisiert durh die Ortswel-

lenfunktion  (x) oder die dazu äquivalente Impulswellenfunktion C(k). Daraus

ergibt sih dann die Wahrsheinlihkeitsdihte für:

� den Aufenthaltsort des Teilhens:

%(x) =  

�

(x) (x)

� den Teilhenimpuls:

W (k) = C

�

(k)C(k)

wenn die Wellenfunktion normiert ist.

16

Der Begri� Wahrsheinlihkeitsdihteströmung drükt aus, dass eine Wahrsheinlihkeits-

verteilung wandert. Oft wird stattdessen der Begri� Wahrsheinlihkeitsstromdihte verwen-

det. Dieser ist niht falsh, kann aber missverstanden werden, da er die Dihte eines Stromes

implizieren kann, was aber niht damit gemeint ist. Deshalb gehen wir bei der Einführung der

Gröÿe nohmals auf den Begri� ein.
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�Dihte� einer Wahrsheinlihkeit

Den Begri� der Wahrsheinlihkeitsdihte kann man sih folgendermaÿen klar-

mahen:

17

Wenn die möglihen Aufenthaltsorte des Teilhens ein Kontinuum

bilden, so ist die Wahrsheinlihkeit das Teilhen zum Zeitpunkt t in einem Vo-

lumenelement d

3

x um die Stelle x zu �nden proportional zu d

3

x ( dient der

Normierung):

dP(~x; t) =  j (~x; t)j

2

d

3

x

Aufgelöst nah % = j (~x; t)j

2

ergibt dies

j (~x; t)j

2

=

1



�

dP(~x; t)

d

3

x

Also eine Wahrsheinlihkeit pro Volumenelement, eben eine Wahrsheinlih-

keitsdihte.

Operatoren für Ort und Impuls

Die physikalishen Observablen müssen wir durh quantenmehanishe Opera-

toren ersetzen. Die Operatoren für die Observablen Ort und Impuls sind dabei

durh die folgenden Terme de�niert:

18

Im Ortsraum, also im Bezug auf die Ortswellenfunktion  (x) ist:

x̂ = x

p̂ =

~

i

d

dx

Im Impulsraum, das heiÿt bezüglih C(k) (dazu später noh mehr) gilt:

x̂ = �

~

i

d

dp

p̂ = p

Berehnung von Erwartungswerten

Mittelwerte (Erwartungswerte) werden mit den Operatoren x̂ und p̂ berehnet

(Ahte darauf, wo die Variable x oder p, und wo der Operator der entsprehen-

den Observablen steht):

h

^

f (x̂) i =

Z

+1

�1

 

�

(x)

^

f (x) (x) dx

=

Z

+1

�1

C

�

(k)

^

f (x̂)C

�

(k) dk

=

Z

+1

�1

C

�

(k)

^

f (�

~

i

d

dp

)C(k) dk

17

Vgl. [Cohen-1, Abshnitt 1.2.2℄

18

In der Literatur wird gerne von Ersetzungsregeln gesprohen, da es keine strenge Herlei-

tung gibt (Vgl. Fuÿnote 19).
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und:

h ĝ(p̂) i =

Z

+1

�1

C

�

(k) ĝ(p)C(k) dk

=

Z

+1

�1

 

�

(x) ĝ(p̂) (x) dx

=

Z

+1

�1

 

�

(x) ĝ(

~

i

d

dx

) (x) dx

Die im Funktionsargument auftretenden Ableitungen wirken jeweils auf die hin-

tere Wellenfunktion im Integral.

Das mittlere Shwankungsquadrat gibt uns ein Maÿ für den Messfehler

an:

�

�

^

f

�

2

= h

�

^

f � h

^

f i

�

2

i

= h

^

f

2

i � h

^

f i

2

Mittels der Wurzel, der Standardabweihung, werden wir zur Heisenberg'shen

Unshärferelation geführt.

Zeitverhalten

Mit diesen Begri�en erhält man eine Beshreibung von physikalishen Zuständen

(zu einem gegebenen Zeitpunkt) ausgedrükt durh Wahrsheinlihkeiten mit

denen gegebene Observablen des Systems gemessen werden können.

Es stellt sih nun die Frage, wie sih die Wahrsheinlihkeitsverteilung mit der

Zeit ändert (wir sind jetzt noh hinter Newton, da bisher keine Dynamik im

Spiel ist!). Davon handelt der nähste Paragraph.

Herleitung der Quantenmehanik

Die quantenmehanishen Grundgesetze können niht hergeleitet werden! Die

Quantenmehanik ist der Klassishen Mehanik �übergeordnet�, nur im Grenz-

fall reduziert sih die Quantenmehanik auf die Klassishen Gesetze (Korrespon-

denzprinzip). Durh diesen Zusammenhang sind auh die Gesetze der Quanten-

mehanik gefunden worden. Die Shrödiger-Gleihung wird letztlih nur durh

ihren Erfolg �bestätigt�.

19

Sie ist die einfahst möglihe Di�erentialgleihung,

die den experimentellen Resultaten genügt.

19

Rihard Feynman meinte dazu:

�Woher haben wir diese Gleihung? Nirgendwoher. Es ist unmöglih sie aus ir-

gend etwas Bekanntem herzuleiten. Sie ist Shrödingers Kopf entsprungen.�

Genauso wie Newtons Gesetze und die Maxwell'shen Gleihungen empirish aufgestellt wur-

den.
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1.2 Eine �Herleitung� der Shrödinger-Gleihung

aus der Klassishen Mehanik

In diesem Abshnitt benötigen wir die Poisson-Klammern aus der Klassishen

Mehanik. Deswegen zunähst ein kurzer Rükblik.

1.2.1 Die Poisson-Klammern in der Klassishen Mehanik

De�nition. Seien f(q

j

; p

j

) und g(q

j

; p

j

) stetige Funktionen der generalisierten

Koordinaten und Impulse. Die Poisson-Klammern sind dann de�niert durh:

f f; g g :=

X

j

�

�f

�q

j

�g

�p

j

�

�f

�p

j

�g

�q

j

�

Satz. Die Poisson-Klammern sind invariant unter einer kanonishen Trans-

formation:

f f; g g

p

a

q

a

= f f; g g

p

b

q

b

Wobei p

a

; q

a

zu p

b

; q

b

kanonish konjugierte Koordinaten sind.

1.2.2 Entwiklung von Observablen

Bisher betrahteten wir nur statishe Verteilungen, zum Beispiel, wie die Wahr-

sheinlihkeit für das Auf�nden eines Teilhens � zu einem konkreten Zeitpunkt

t

0

� über den Raum verteilt ist. Nun möhten wir die Systemdynamik ergrün-

den, und fragen, wie die Wahrsheinlihkeiten sih mit der Zeit � oder mit an-

deren Gröÿen � ändern. Mit �Entwiklung� ist hier also die Veränderung einer

Observable in Abhängigkeit von einer anderen Gröÿe gemeint.

Ortsentwiklung

Sei

b

O ein beliebiger Operator in Ortsdarstellung. Dann ist mit  (x; t�) der

Erwartungswert der zugehörigen Observable O gegeben durh:

h

b

O i =

Z

+1

�1

 

�

(x)

b

O  (x) dx

Konkrete Operatoren die wir in Abshnitt 1.1 behandelt haben:

� Impulsoperator p̂ =

~

i

d

dx

� Ortsoperator x̂ = x

Es stellt sih nun die Frage wie Ort und Impuls voneinander abhängen.

Behauptung. Der Impuls beshreibt eine in�nitesimale Änderung von  (x)

bezüglih x. Das heiÿt, dass für ein in�nitesimales " gilt:

� =  (x + ") �  (x)

wobei die Di�erenz ��� von p abhängt.
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Beweis. Mit der Taylorentwiklung, und p̂ =

~

i

�

�x

für die in�nitesimale Ortsän-

derung, erhalten wir:

� =  (x + ")�  (x)

Taylor für  (x + ") eingesetzt:

=  (x) + "

� 

�x

+ � � � �  (x)

= "

� 

�x

+ � � �

= "

i

~

p̂  (x) + � � �

� "

i

~

p̂  (x)

Der Operator p̂ erzeugt also, wie behauptet, eine in�nitesimale Änderung von

 in der Koordinate x. Man sagt, p̂ sei der Generator der Ortsänderung.

Vergleihen wir dieses Ergebnis mit der kanonishen Transformation in der Klas-

sishen Mehanik.

Satz (aus der Klassishen Mehanik). Ist g die Erzeugende einer in�ni-

tesimalen kanonishen Transformation, so berehnet sih die Änderung einer

dynamishen Variable f unter dieser Transformation folgendermaÿen:

�

"

f = f(p

i

"

; q

i

"

) � f(p

i

; q

i

) = " f f; g g

Beispiel. Sei die Erzeugende g = p

i

. Dann ergibt sih für die Änderung von f :

�

"

f = " f f; p

i

g

= "

X

j

�

�f

�q

j

�p

i

�p

j

�

�f

�p

j

�p

i

�q

j

�

= "

X

j

�

�f

�q

j

� Æ

ij

�

�f

�p

j

� 0

�

= "

�f

�q

i

Also ist p

i

die Erzeugende einer in�nitesimalen Transformation von f bezüglih

der Koordinate q

i

.

Dies dekt sih mit der eben gefundenen Eigenshaft des quantenmehanishen

Operators p̂ als Generator der Ortsänderung.

Zeitentwiklung

Wie ändert sih der Zustand  (x; t) als Funktion von t? Was ist

� 

�t

? Dazu

vergleihen wir wieder:
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Satz (aus der Klassishen Mehanik). Ist die Hamilton-Funktion für eine

in�nitesimale Transformation einer Gröÿe f verantwortlih, so gilt:

f f;H g =

df

dt

H ist also der Generator der Zeitentwiklung.

Beweis.

�f = " f f;H g

= "

X

j

�

�f

�q

j

�H

�p

j

�

�f

�p

j

�H

�q

j

�

= "

X

j

�

�f

�q

j

_q

j

+

�f

�p

j

_p

j

�

= "

df

dt

Der letzte Rehenshritt folgt dabei aus dem totalen Di�erential:

df =

X

j

�

�f

�q

j

dq

j

+

�f

�p

j

dp

j

�

indem �durh dt geteilt� wird.

1.2.3 Die zeitabhängige Shrödinger-Gleihung

Hamilton-Operator und Bewegungsgleihung

Entsprehend den Ersetzungen für Ort und Impuls, muss nun auh die Hamilton-

Funktion für die Quantenmehanik durh einen Hamilton-Operator ersetzt wer-

den.

H(p; x) �!

^

H(p̂; x̂)

Dann ist nah den gerade dargestellten Beziehungen zwishen Funktionsände-

rungen und deren Erzeugenden, sowie der Verbindung zwishen Klassisher Me-

hanik und Quantenmehanik, der Hamilton-Operator für die zeitlihe Entwik-

lung der Wellenfunktion �verantwortlih�.Wenn nun der Hamilton-Operator der

Generator der Zeitentwiklung ist, so lässt sih mit ihm eine Bewegungsgleihung

für quantenmehanishe Systeme aufstellen. Wir erhalten somit eine Di�eren-

tialgleihung, die unser System � bzw. Teilhen � durh eine Wellenfunktion

dynamish beshreibt. Diese Di�erentialgleihung ist die Shrödinger-Gleihung.

Satz. Die zeitlihe Entwiklung des Zustands  (x; t) wird bestimmt durh die

Shrödinger-Gleihung:

^

H (x; t) = i~

�

�t

 (x; t) Zeitabhängige Shrödinger-Gleihung
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Sie ist die Bewegungsgleihung quantenmehanisher Systeme. Aufgrund der ex-

pliziten Zeitableitung wird diese Di�erentialgleihung zeitabhängige Shrödinger-

Gleihung genannt.

20

Gerne wird die Kurzform verwendet:

^

H = i~

_

 

Diese Di�erentialgleihung wird durh das Experiment bestätigt.

21

Spezialfälle

Im Falle eines freien Teilhens nimmt der Hamilton-Operator die folgende ein-

fahe Gestalt an:

^

H

frei

= �

~

2

2m

�

Eingesetzt in die Shrödinger-Gleihung erhalten wir die Bewegungsgleihung

eines freien Teilhens:

i~

�

�t

 (x; t) = �

~

2

2m

� (x; t) Freie Shrödinger-Gleihung

Dies ist die freie oder kräftefreie Shrödinger-Gleihung.

Beispiel. Als konkreten Fall, um zu sehen, wie sih eine Hamilton-Funktion aus

der Klassishen Mehanik in einen Hamilton-Operator der Quantenmehanik

verwandelt, nehmen wir den eindimensionalen Harmonishen Oszillator. Klas-

sish lautet die Hamilton-Funktion des Oszillators:

H(p; x) =

p

2

2m

+ �x

2

Wir gehen über zum Hamilton-Operator, und damit zur Quantenmehanik, in-

dem wir die Observablen p und x durh ihre Operatoren p̂ und x̂ ersetzen:

^

H �

^

H(p̂; x̂)

=

p̂

2

2m

+ �x̂

2

=

1

2m

�

~

i

�

2

�

2

�x

2

+ �x

2

= �

~

2

2m

�

2

�x

2

+ �x

2

Mit diesem Hamilton-Operator können wir arbeiten.

20

Von ihrem zeitunabhängigen Spezialfall wird der nähste Abshnitt handeln.

21

Der Faktor i~ sheint zunähst inkosistent zu

~

i

bei p̂, aber die Zeit ist etwas anderes

als eine Ortskoordinate. Vergleihe dies mit der relativistishen Klassishen Mehanik � dort

kommt bei Zeit auh ein i bzw. bei H ein Minus dazu.
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Bemerkung (zur Lösung der zeitabhängigen Shrödinger-Gleihung).

Durh das Lösen der Gleihung erhält man die Zeitabhängigkeit, z.B. eines Er-

wartungswerts. Um eine Di�erentialgleihung 2.Ordnung in x und 1.Ordnung

in t zu lösen, muss jedoh eine Anfangsbedingung  (x; 0) bekannt sein.

Zu lösen ist im Beispiel also folgende Di�erentialgleihung:

^

H (x; t) =

�

�

~

2

2m

�

2

�x

2

+ �x

2

�

 (x; t) = i~

�

�t

 (x; t)

Hat man nun konkrete Anfangsbedingungen dazu vorgegeben, so lässt sih

 (x; t), und damit die Dynamik des Systems bestimmen.

Fazit. Der Vergleih mit der Klassishen Mehanik (z.B. Planetenbewegung)

zieht sih wie ein roter Faden durh die �Gründerzeit� der Quantenmehanik.

Er lieferte z.B. das Ehrenfest-Theorem, das wir nun behandeln werden.

1.2.4 Quantenmehanishe Erwartungswerte und Klassi-

she Mehanik: Das Ehrenfest'she Theorem

Behauptung. Wenn  (x; t) eine Lösung der Shrödinger-Gleihung ist, diese

Gleihung also die zeitlihe Änderung des Zustands  beshreibt, dann gelten

für die mit  (x; t) berehneten Erwartungswerte die Gesetze der Klassishen

Mehanik.

Beispiel. In der Klassishen Mehanik gilt:

_p = F

wobei F eine (eindimensionale) Kraft ist.

= �

�V

�x

Im dreidimensionalen Raum:

= � gradV

Nah der Behauptung muss also für die Quantenmehanik folgende �Zeitent-

wiklungsgleihung� für den Erwartungswert h p̂ i gelten:

d

dt

h p̂ i = h

^

F i

= h�

�

^

V

�x

i

Bevor wir die Behauptung beweisen, sei noh kurz die konjugiert komplexe Form

der Shrödinger-Gleihung vorgestellt. Aus:

^

H = i~

� 

�t
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folgt durh Konjugation:

^

H

�

 

�

= �i~

� 

�

�t

Mit einer ortsabhängigen potentiellen Energie:

^

H =

p̂

2

2m

+

^

V (x)

ist der Hamilton-Operator reell:

^

H = �

~

2

2m

�

2

�x

2

+

^

V (x)

und somit gleih seinem konjugiert Komplexen:

=

^

H

�

Diese Identität

22

werden wir im folgenden Beweis

23

benutzen.

�Beweis� des klassishen Verhaltens der Erwartungswerte.

d

dt

h p̂ i =

d

dt

Z

+1

�1

 

�

(x; t)

~

i

�

�x

 (x; t) dx

Di�erentiation ins Integral ziehen, Produktregel:

=

Z

+1

�1

�

�

�t

 

�

�

~

i

�

�x

 +  

�

~

i

�

�x

�

�t

 dx

Faktoren umformen:

=

Z

+1

�1

�i~

� 

�

�t

�

�x

 �  

�

i~

�

�x

� 

�t

dx

Ersetzen der Zeitableitung � mittels der Shrödinger-Gleihung und ihrem kon-

jugiert komplexen Gegenstük � durh den Hamilton-Operator:

=

Z

+1

�1

�

^

H

�

 

�

�

�

�x

 �  

�

�

�x

�

^

H 

�

dx

Setzen wir den konkreten Hamilton-Operator

^

H =

^

H

�

ein, so erhalten wir:

=

Z

+1

�1

�

~

2

2m

�

2

�x

2

 

�

�

�x

 dx

| {z }

Term A

+

Z

+1

�1

^

V (x) 

�

�

�x

 dx

�

Z

+1

�1

 

�

�

�x

�

�

~

2

2m

�

2

�x

2

 

�

dx

| {z }

Term B

�

Z

+1

�1

 

�

�

�x

�

^

V (x) 

�

dx

22

Dass jeder Operator, der einer physikalishen Observablen zugeordnet ist, eng mit seinem

konjugiert komplexen Ausdruk zusammenhängt, werden wir später kennenlernen.

23

Ein ehter Beweis ist dies niht, da wir die Behauptung nur für das Beispiel der Kraft

verwenden.
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Eine Nebenrehnung soll helfen dies zu vereinfahen. Betrahte dazu Term A:

A = �

~

2

2m

Z

+1

�1

�

2

�x

2

 

�

| {z }

u

0

�

�x

 

| {z }

v

dx

Partielle Integration liefert:

= �

~

2

2m

� 

�

�x

� 

�x

| {z }

uv

�

�

�

+1

�1

| {z }

=0

+

~

2

2m

Z

+1

�1

� 

�

�x

�

2

 

�x

2

| {z }

uv

0

dx

nohmalige partielle Integration:

=

~

2

2m

 

�

�

2

�x

2

 

�

�

�

+1

�1

| {z }

=0

�

~

2

2m

Z

+1

�1

�

 

�

�

�x

�

2

�x

2

 

�

dx

= B

Bedingt durh das Minuszeihen vor Term B hebt sih dieser gegen A weg,

die �Beweisformel� reduziert sih um zwei Terme.

24

Ende der Nebenrehnung.

Weiter im Beweis:

d

dt

h p̂ i =

Z

+1

�1

^

V (x) 

�

� 

�x

dx �

Z

+1

�1

 

�

�

�x

�

^

V (x) 

�

dx

=

Z

+1

�1

^

V (x) 

�

�

�x

 �  

�

�

�x

�

^

V (x) 

�

dx

Produktregel für den hinteren Term:

=

Z

+1

�1

^

V (x) 

�

�

�x

 �  

�

�

�

�x

^

V (x)

�

 �  

�

^

V (x)

�

�x

 dx

= �

Z

+1

�1

 

�

�

�

�x

^

V (x)

�

 dx

= �h

�

^

V

�x

i

Womit man die Klassishe Beziehung erhält.

In 3 Dimensionen sieht diese Beziehung für die Erwartungswerte so aus:

d

dt

h

^

~p i = �h

~

r

^

V i

Dies entspriht dem klassishen Newtonshen Gesetz. Für die Entwiklung der

Quantenmehanik war diese Aussage (1927) ein wihtiger Ekpunkt:

24

Bemerkung zu den vershwindenden Termen � � � � j

+1

�1

= 0� in der Nebenrehnung: In

unserem Potential soll das Teilhen im Endlihen liegen. Die Funktion  (x) vershwindet

entsprehend im Unendlihen. Die Grenzfälle  (x; t) j

x!�1

und  (x; t) j

x!+1

ergeben null.
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Satz (Ehrenfest'shes Theorem). Die Erwartungswerte von quantenmeha-

nishen Gröÿen gehorhen den klassishen Beziehungen. Insbesondere gilt:

m

d

2

dt

2

h

^

~r i = �h

~

r

^

V i

Fazit

Wenn im Grenzfall das Newtonshe Axiom herauskommt, dann können wir da-

von ausgehen, dass die Quantenmehanik auh die anderen Gesetzte der Klassi-

shen Mehanik � ausgedrükt durh die Erwartungswerte � enthält. Statt der �

unshärfebehafteten � Betrahtung von Ort und Impuls arbeitet man mit deren

Erwartungswerten.

Die Quantenmehanik maht nur Aussagen über die Wahrsheinlihkeitsvertei-

lung. Es zeigt sih nun, dass deren Erwartungswert die wihtigste Gröÿe der

betrahteten Observablen ist. Im Grenzfall der Klassishen Mehanik reduziert

sih die Wahrsheinlihkeitsverteilung auf einen Wert, den Mittelwert, der dem

Erwartungswert in der Quantenmehanik entspriht.

Experimentell muss eine Observable oft genug � unter identishen Bedingun-

gen � gemessen werden. Als Ergebnis einer solhen Messreihe erhält man den

Erwartungswert der Observable.

In Abshnitt 2.4.1 werden wir nohmals auf das Ehrenfest-Theorem zurükkom-

men.
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1.3 Kontinuitätsgleihung

1.3.1 Vorbemerkungen

Aus der Elektrodynamik sollte die Ladungserhaltung bekannt sein, aus der die

Kontinuitätsgleihung der Elektrodynamik folgt. Analog gibt es eine Kontinui-

tätsgleihung (Massenerhaltung) in derMehanik von Gasen und Flüssigkeiten

25

(Teilhen, die durh die Begrenzung�ähe eines Volumens �ieÿen) und, wie wir

zeigen wollen, in der Quantenmehanik:

d%(~r; t)

dt

+ div~| = 0

Z

V

d

dt

% dV +

Z

V

div~| dV =

d

dt

Q +

I

~| d

~

f = 0:

Abbildung 1.4: Kontinuitätsgleihung

In der Quantenmehanik haben wir es niht mit Ladungsverteilungen, sondern

mit Wahrsheinlihkeiten und Wahrsheinlihkeitsverteilungen zu tun. Die Än-

derungen dieser Wahrsheinlihkeitsverteilungen sind zur Beshreibung von Sy-

stemen von höhstem Interesse. Ändert sih die Wahrsheinlihkeitsdihte, so

folgt daraus eine Wahrsheinlihkeitsdihteströmung (oder Dihtestrom)

26

. Die-

se maht Angaben darüber, wohin die �Teilhen� ab�ieÿen.

In der Quantenmehanik de�nieren wir für die Wahrsheinlihkeitsdihte des-

halb eine Kontinuitätsgleihung.

1.3.2 Kontinuitätsgleihung

Satz. Ist die Wahrsheinlihkeitsdihte wie folgt de�niert:

% :=  

�

 ;

dann gilt mit der De�nition der Wahrsheinlihkeitsdihteströmung

~| :=

~

2mi

�

 

�

~

r �  

~

r 

�

�

die Kontinuitätsgleihung:

d%

dt

+div~| = 0:

Beweis. Um

d%

dt

= �div~| zu beweisen, benutzen wir die Shrödinger-Gleihung

^

H (x; t) = i~

� 

�t

25

Vergleihe mit [Bergmann-1, S. 302�.℄.

26

Wir benutzen den Begri� Dihteströmung und niht die sonst gebräuhlihen Begri�e

Stromdihte und Flussdihte, da hier die Dihte strömt und niht der Strom dihtet.
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mit dem Hamilton-Operator

^

H =

�

�

~

2

2m

�

2

�x

2

| {z }

p̂

2

+

^

V (x)

�

;

um sie in die Ableitung von

%(x; t) =  

�

 (x; t)

einsetzen zu können.

Wir beginnen mit

_% =

d

dt

%

und wenden die Produktregel an:

=

_

 

�

 +  

�

_

 :

Mit

d

dt

=

1

i~

^

H und

d

dt

�

= �

1

i~

^

H ergibt sih:

= �

1

i~

(

^

H 

�

) +

1

i~

 

�

(

^

H )

= �

1

i~

�

�

~

2

2m

�

2

�x

2

 

�

+

^

V (x) 

�

�

 +

1

i~

 

�

�

�

~

2

2m

�

2

�x

2

 +

^

V (x) 

�

=

1

i~

�

~

2

2m

�

2

�x

2

 

�

�

^

V (x) 

�

�

 +

1

i~

 

�

�

�

~

2

2m

�

2

�x

2

 +

^

V (x) 

�

=

~

2mi

�

 

�

2

 

�

�x

2

�  

�

�

2

 

�x

2

�

:

Addieren wir null

=

~

2mi

�

 

�

2

 

�

�x

2

+

� 

�x

� 

�

�x

�  

�

�

2

 

�x

2

�

� 

�x

� 

�

�x

�

und wenden die umgekehrte Produktregel an:

=

�

�x

~

2mi

�

 

� 

�

�x

�  

�

� 

�x

�

| {z }

j

x

:

Dies gilt für die x-Komponente. Die Rehnung geht für die y- und z-Komponente
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analog.

d

dt

%(~r; t) =

�

�

�x

j

x

+

�

�y

j

y

+

�

�z

j

z

�

_% = �

0

B

B

�

�

x

�

y

�

z

1

C

C

A

�

0

B

B

�

~

2mi

( 

�

� 

�x

�

� 

�

�x

 )

~

2mi

( 

�

� 

�y

�

� 

�

�y

 )

~

2mi

( 

�

� 

�z

�

� 

�

�z

 )

1

C

C

A

= �

~

r �

0

B

B

�

j

x

j

y

j

z

1

C

C

A

= �div~|

Damit ist gezeigt, daÿ es eine Gleihung in der Quantenmehanik gibt, die die

Form einer Kontinuitätsgleihung hat. Durh diese wird ~| de�niert und es bleibt

noh zu prüfen, ob ~| dieselben Eigenshaften wie in der Elektrodynamik hat.

1.3.3 Wahrsheinlihkeitsdihteströmung

De�nition. Damit erklärt sih auh die De�nition der Wahrsheinlihkeits-

dihteströmung:

~| :=

~

2mi

�

 

�

~

r �  

~

r 

�

�

:

Interpretation der Wahrsheinlihkeitsdihteströmung: Mit der De�-

nition der Impulsoperatoren

~

i

�

�x

= p̂

x

~

i

�

�y

= p̂

y

~

i

�

�z

= p̂

z

läÿt sih die Wahrsheinlihkeitsdihteströmung folgenderweise shreiben:

~| =

1

2m

( 

�

(

^

~p ) +  (

^

~p )

�

):

 

�

(

^

~p ) ist der Integrand des Erwartungswertes des Impulses. ~| hat also Bedeu-

tung für die Messung des Impulses des Teilhens. Die Wahrsheinlihkeitsdihte-

strömung maht also Aussagen über die Bewegung des Teilhens.  (

^

~p )

�

dient

zur Symmetrisierung.

27

27

Ja, ja die Theoretiker!
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Bemerkung. Zur Erinnerung:

Der Erwartungswert ist folgendermaÿen de�niert:

h p̂

x

i =

Z

+1

�1

 

�

p̂ dx:

Der Impuls p dividiert durh die Masse m ergibt die Geshwindigkeit v. Die

Wahrsheinlihkeitsdihte ist % =  

�

 . Also handelt es sih bei  

�

(

^

~p ) um

eine Geshwindigkeitsdihte

28

. Die Geshwindigkeitsdihte

p

mV

ist groÿ, wo vie-

le Teilhen sind, oder wo die Geshwindigkeit weniger Teilhen groÿ ist. Die

�Anzahl der Teilhen� entspriht der Wahrsheinlihkeit (es muÿ noh normiert

werden).

1.3.4 Beispiel der ebenen Welle

Beispiel. Wir betrahten eine ebene Welle:

 (~r) = A(~r) e

ik

0

x

:

Mit der De�nition der Wahrsheinlihkeitsdihteströmung

~| =

~

2mi

�

 

�

~

r �  

~

r 

�

�

ergibt sih, wenn wir  einsetzen:

~| =

~

2mi

jAj

2

0

�

e

�ik

0

x

0

�

ik

0

e

ik

0

x

0

0

1

A

� e

ik

0

x

0

�

�ik

0

e

�ik

0

x

0

0

1

A

1

A

=

~

2mi

jAj

2

0

�

e

�ik

0

x

ik

0

e

ik

0

x

0

�

1

0

0

1

A

� e

ik

0

x

(�)ik

0

e

�ik

0

x

0

�

1

0

0

1

A

1

A

=

~

2mi

jAj

2

0

�

ik

0

0

�

1

0

0

1

A

+ ik

0

0

�

1

0

0

1

A

1

A

=

~

2m

jAj

2

0

�

2k

0

0

�

1

0

0

1

A

1

A

= jAj

2

0

�

~k

0

m

0

0

1

A

:

Die Wahrsheinlihkeitsdihteströmung ist also konstant:

j

x

(~r; t) = onst:

28

Hieraus erklärt sih der seltsame Begri� Stromdihte: Viele Teilhen mit Geshwindigkei-

ten bilden einen Strom. Strom wird hier also einer Geshwindigkeit gleihgesetzt.
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Mit

% =  

�

 = jAj

2

folgt

_% = 0

und mit der Kontinuitätsgleihung

_%+div~| = 0

also

_% = 0 = �div~|:

Eine ebene Welle in x-Rihtung liefert nur eine Wahrsheinlihkeitsdihteströ-

mung (Geshwindigkeitsdihte) in x-Rihtung, unabhängig von Ort und Zeit.

Im Beispiel ist aber auh die Wahrsheinlihkeitsdihte % konstant, woraus folgt,

daÿ die Kontinuitätsgleihung trivial erfüllt ist. Es gibt zwar einen konstanten

(kontinuierlihen, stationären) Strom, aber die Divergenz der Wahrsheinlih-

keitsdihteströmung div~| vershwindet. Eine konstante Dihte bewegt sih also

in x-Rihtung.
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1.4 Zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung

1.4.1 Shrödinger-Gleihung und Zeitunabhängigkeit

Wir betrahten wieder den Spezialfall, daÿ

^

H =

p̂

2

2m

+

^

V (x) unabhängig von der

Zeit ist (d.h. das Potential ist unabhängig von t):

^

H(x̂; t�) =

p̂

2

2m

+

^

V (x̂; t�)

Man beahte, daÿ trotzdem für das Teilhen x = x(t) und p = p(t) gelten darf.

Satz. Ist

^

H(p̂; x̂; t�) d.h.

�H

�t

= 0, so besitzt die (konservative)

29

Shrödinger-

Gleihung

^

H (x; t) = i~

�

�t

 (x; t) (konservative Shrödinger-Gleihung)

Lösungen der Form

 (x; t) = �

E

(x) � f

E

(t); (stationäre Lösung der Shrödinger-Gleihung)

wobei für die separierten Funktionen

f

E

(t) = e

�i

Et

~

und

^

H�

E

(x) = E�

E

(x) (zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung)

gilt.

30

(Die Zusammengehörigkeit der Separationsfunktionen �

E

und f

E

ist durh den

E-Index markiert.) Damit zerfällt die Lösung in einen �trivialen � Anteil f

E

, der

immer gleih ist, sowie in einen Anteil, der mittels der sogenannten zeitunab-

hängigen Shrödinger-Gleihung berehnet werden muÿ.

Beweis. Wir setzen die vermutete Lösung (Separierbarkeit von Zeit und Orts-

abhängigkeit) in die konservative Shrödinger-Gleihung (

^

H(x; t�)) ein:

^

H (x; t) = i~

�

�t

 (x; t)

29

Zur Nomenklatur: Der Begri� konservative Shrödinger-Gleihung wird normalerweise

niht benutzt, da wir uns aber noh öfter auf die zeitabhängige Shrödinger-Gleihung mit

zeitunabhängigen Hamilton-Operator beziehen wollen, brauht die Gleihung einen Namen.

Er erklärt sih daraus, daÿ die Energie in konservativen Systemen konstant ist.

30

Zur Nomenklatur: Wenn der Hamilton-Operator der Shrödinger-Gleihung zeitunabhän-

gig ist, dann ist die Energie eine Konstante. Dementsprehend spriht man auh von der

Stationären Lösung  (x; t) = �

E

(x) f

E

(t) der (konservativen) Shrödinger-Gleihung, wobei

man beahten muÿ, daÿ  durhaus von x und t abhängig ist (die Energie ist stationär niht

die Lösung!). Korrekt wäre wohl sie als Wellenfunktion des stationären Energiezustandes zu

bezeihnen.

^

H�

E

(x) = E�

E

(x) wird die zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung genannt. Sie

enthält nur den zeitunabhängigen Lösungsanteil �

E

(x), der, wohl um die Verwirrung noh

zu vergröÿern, wie  (x; t), oft als Wellenfunktion des stationären Zustands bezeihnet wird.

Siehe auh [Messiah-1, S. 73℄.
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Einsetzen des Lösungsansatzes  = �

E

(x) f

E

(t):

^

H�

E

(x) f

E

(t) = i~

�

�t

�

E

(x) f

E

(t):

Faktoren, die niht von den Di�erentiationsvariablen abhängig sind, vor den

Operator ziehen:

f

E

(t)

^

H�

E

= �

E

(x) i~

�

�t

f

E

(t):

Mit �

E

(x)f

E

(t) kürzen, wobei man beahtet, daÿ man nur durh Faktoren kürzt,

die niht unter den Ableitungen

�

�t

bzw.

^

H stehen:

1

�

E

(x)

^

H�

E

(x)

| {z }

(x; t�); wenn

^

H( t� )

=

1

f

E

(t)

i~

�

�t

f

E

(t)

| {z }

( x� ;t)

=: E(x�; t�)

= onst:

Wir haben also bisher gezeigt, daÿ die Lösung  der konservativen Shrödinger-

Gleihung sih in einen zeitunabhängigen Teil �

E

und einen ortsunabhängigen

Teil f

E

separieren läÿt. Desweiteren haben wir eine Gröÿe E de�niert, die unab-

hängig von t und unabhängig von x, also konstant, ist (wie man an den jeweiligen

Seiten der Gleihung ablesen kann).

Nun müssen wir noh zeigen, wie die Lösungen �

E

(x) und f

E

(t) aussehen.

Betrahten wir die linke Seite:

1

�

E

(x)

^

H�

E

(x) = E und multiplizieren mit �

E

, so

erhalten wir folgende Eigenwertgleihung:

^

H�

E

(x) = E�

E

(x):

Bearbeiten wir die rehte Seite analog, so erhalten wir folgende Di�erentialglei-

hung:

i~

�

�t

f

E

(t) = Ef

E

(t):

Sie hat die Lösung:

f

E

(t) = e

�

iEt

~

Es gilt also für die stationären Lösungen

31

der Shrödinger-Gleihung  :

 (x; t) = �

E

(x) f

E

(t)

= �

E

(x) e

�i

E

~

t

und

^

H�

E

(x) = E�

E

(x) (zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung)
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Mit Hilfe der zeitunabhängigen Shrödinger-Gleihung kann man die �

E

(x) be-

rehnen.

1.4.2 Energie

Erwartungswert des Hamilton-Operators

Betrahten wir die stationären Lösungen genauer!

Um die Bedeutung von E zu erkennen betrahten wir den Erwartungswert von

^

H, denn

^

H�

E

= E�

E

�verbindet� E und

^

H .

h j

^

H j i =

Z

+1

�1

 

�

^

H dx

=

Z

+1

�1

�

�

E

(x) f

�

E

(t)

^

H�

E

(x) f

E

(t) dx

=

Z

+1

�1

�

�

E

e

i

E

~

t

^

H�

E

| {z }

E�

E

e

�i

E

~

t

dx

= E

Z

+1

�1

�

�

E

�

E

(x) dx

= E

Z

+1

�1

%(x; t�) dx

| {z }

=1

= E

E ist der Erwartungswert h j

^

H j i des Hamiltonoperators, welher der Ener-

gie entspriht.

Eigenshaften der Energie

E ist eine Erhaltungsgröÿe in dem Sinne,

1. daÿ E unabhängig von der Zeit ist, und

2. daÿ sih E exakt messen läÿt.

Beweis.

(�E)

2

= h

^

H

2

i � h

^

H i

2

| {z }

=E

2

31

Stationäre Lösung bedeutet niht, daÿ  niht zeit- oder ortsabhängig wäre, sondern daÿ

sie Lösungen der Shrödinger-Gleihung sind, die unabhängig von der Zeit ist. Dabei ist E

konstant (stationär). Es wird sih herausstellen, daÿ E die Energie des Systems ist.
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wobei

h

^

H

2

i = h j

^

H

2

j i

=

Z

+1

�1

�

�

(x) e

i

E

~

t

^

H

^

H�(x) e

�i

E

~

t

dx

=

Z

+1

�1

�

�

(x)

^

H

^

H�(x) dx

mit einer Nebenrehnung

32

= E

2

Z

+1

�1

�

�

�dx

| {z }

=1

= E

2

ist. Weil h

^

H

2

i � h

^

H i

2

= E

2

�E

2

= 0 ist, ist das mittlere Shwankungs-

quadrat (�E)

2

also null.

Jede Messung liefert denselben Mittelwert, es gibt keine Shwankungen!

Dies führt zum Problem der Bewegung.

1.4.3 Energie und Bewegung

Auf Seite 30 wurde die Heisenberg'she Unshärferelation aus der Existenz von

Wellenpaketen mittels der Fouriertransformation hergeleitet:

�p�x �

~

2

Da in der Wellenfunktion e

(ikx�i!t)

sowohl kx (und mit den Einstein-de-Broglie-

Beziehungen auf Seite 15 also p; x), als auh !t (und somit E; t) paarweise auf-

treten, kann man sih plausibel mahen, daÿ auh eine Energie-Zeit-Unshärfe

Sinn maht.

33

�E�t �

~

2

Stationäre Lösungen sind Lösungen mit fest de�nierter Energie: (�E)

2

= 0. Es

gilt aber auh

hx i =

Z

�

�

E

(x) e

i

E

~

t

x�

E

(x) e

�i

E

~

t

dx = hx i( t�):

32

Nebenrehnung: zweimalige Anwendung der zeitunabhängigen Shrödinger-Gleihung:

^

H

^

H� =

^

H(

^

H�)

=

^

H(E�)

= E

^

H�

= E

2

�

33

Vergleihe mit [Haken/Wolf, S. 94℄; beahte auh [Sakurai-1, S. 329℄.
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Der Erwartungswert von x ist unabhängig von t und damit unabhängig von der

Unbestimmtheit von t, die maximal ist bei fester Energie. Wenn hx i konstant

ist, dann bedeutet das auh, daÿ das Teilhen sih klassish niht bewegt. Daher

darf man die Energie niht einfah als kinetishe Energie interpretieren, im Sinne

einer Bewegung auf einer irgendwie gearteten Bahn (im klassishen Raum),

sondern als �Zappeln� um einen Mittelwert. Aber selbst das ist shon falsh, weil

es eine bewegte Ladung impliziert. Hier verläÿt die Quantenmehanik o�enbar

unsere (klassishe) Anshauung.

Abbildung 1.5: klassish stationärer Zustand

Bemerkung. Ein Teilhen, das sih klassish niht bewegt, und das bedeu-

tet ja der konstante Erwartungswert von x, muÿ niht Strahlung abgeben. Die

Bohr'shen Postulate sind somit hinfällig.

1.4.4 Beispiele

Es folgen drei Beispiele für vershiedene konkrete Potentiale

34

der konservativen

Shrödinger-Gleihung.

1. Beispiel. Konstantes Potential

V (x) = onst:

Abbildung 1.6: Konstantes Potential

Die Hamilton-Funktion sieht klassish wie folgt aus:

H =

p

2

2m

+ V

Wir ersetzen p und x durh die entsprehenden Operatoren der Quanten-

mehanik:

p! p̂ =

~

i

�

�x

x ! x̂ = x:

Der Hamilton-Operator sieht dann so aus:

^

H =

�

�

~

2

2m

�

2

�x

2

+

^

V

�

= E

34

Es wird leider meist niht zwishen Potential und potentieller Energie untershieden.

Ausnahme ist z.B. [Cohen-1℄.
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Die zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung:

^

H�(x) =

�

�

~

2

2m

�

2

�x

2

+

^

V

�

�(x)

E�(x) =

�

�

~

2

2m

�

2

�x

2

+

^

V

�

�(x)

kurze Umformung:

�

2

�x

2

�(x) =

2m

~

2

(V �E)�(x)

= �

2

�(x)

mit der De�nition für �

�

2

:=

2m

~

2

(V �E)

Spezielle Lösungen für obige Di�erentialgleihung sind leiht gefunden:

�

1

(x) = e

�x

; �

2

(x) = e

��x

die allgemeine Lösung lautet:

�(x) = y

1

�

1

(x) + y

2

�

2

(x)

Betrahten wir nun diese Lösung genauer.

Falluntersheidung

(a) Im Bereih V > E ist � eine reelle Funktion und damit auh e

�x

bzw. e

��x

. Wegen E = T +V ist aber T = E

kin

negativ. Dies maht

klassish keinen Sinn.

(b) Im Bereih V < E ist � eine imaginäre Funktion.

� in die speziellen Lösungen eingesetzt ergibt:

�(x) = e

��x

oder

�(x) = e

�ik

0

x

wobei

k

0

:=

q

2m

~

2

(E � V )

Daraus folgt

~k

0

=

p

2m(E � V )

=

p

2mT

=

q

2m

p

2

2m

= p

der Impuls!
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2. Beispiel. Stükweise konstantes Potential

(Kastenpotential)

Abbildung 1.7: Stükweise konstantes Potential

V (x) =

8

>

<

>

:

V > 0; x 2 [�1; 0℄ Bereih I

0; x 2 [0; d℄ Bereih II

V > 0; x 2 [d;1℄ Bereih III

Im ersten Beispiel haben wir bereits die Lösung für ein konstantes Po-

tential erarbeitet. Diese können wir jetzt auf die konstanten Teilbereihe

anwenden.

�(x) = y

1

e

�x

+ y

2

e

��x

Die Mathematik liefert die zwei Lösungsanteile e

+

und e

�

. Hier muÿ physi-

kalish argumentiert werden. Und zwar muÿ man die Wahrsheinlihkeits-

dihte %(x) = �

�

� berüksihtigen. Die Wellenfunktion muÿ normierbar

sein um ein Teilhen beshreiben zu können und daher müssen die Lösungs-

anteile, die für �1 bzw. 1 divergieren, wegfallen. Die Gesamtlösung für

das Kastenpotential sieht also so aus:

im Bereih I: �

I

= A

1

e

�x

im Bereih II: �

II

= a

2

e

ik

0

x

+ b

2

e

�ik

0

x

Sinus/Kosinus-Shwingung

im Bereih III: �

III

= A

3

e

��x

Desweiteren gelten die folgenden Stetigkeitsbedingungen an den Verknüp-

fungsstellen:

�

I

(0) = �

II

(0); �

II

(d) = �

III

(d);

�

0

I

(0) = �

0

II

(0); �

0

II

(d) = �

0

III

(d)

Die Gesamtwahrsheinlihkeitsdihte setzt sih dann aus den Wahrshein-

lihkeitsdihten der drei Teilintervalle zusammen:

Z

+1

�1

�

�

(x)�(x) dx =

Z

0

�1

�

�

I

�

I

dx+

Z

d

0

�

�

II

�

II

dx+

Z

1

d

�

�

III

�

III

dx

Sprehen wir diesen Lösungsweg nohmal durh:

Die mathematishen Lösungen für das konstante Potential müssen an das

Problem des Potentialtopfes (Kastenpotential) angepaÿt werden!

Der Lösungsanteil e

�x

maht im Bereih III keinen Sinn, da für x ! 1

die Aufenthaltswahrsheinlihtkeit unendlih wäre und daher die Wellen-

funktion niht normierbar wäre. (Die Wellenfunktion würde dann o�enbar

kein klassishes Teilhen beshreiben.) Im Bereih I gilt entsprehendes für

e

��x

und x! �1. Der jeweils andere Lösungsanteil muÿ genutzt werden.

Im Bereih II können beide Lösungsanteile Sinn mahen.

Jetzt haben wir aber drei getrennte Lösungen eines Problems:
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Wir müssen die drei Lösungen aneinander anpassen. Also fordern wir Ste-

tigkeit

35

für die Gesamtlösung und deren Ableitung an den Übergangstel-

len

36

.

Wir haben also um das Problem des Kastenpotential zu lösen ein Glei-

hungssystem mit vier Variablen (A

1

; a

2

; b

2

; A

3

). Die Stetigkeitsbedingun-

gen liefern vier Gleihungen, aber es gibt noh eine fünfte Bedingung:

Das Teilhen muÿ irgendwo sein!

37

:

Z

+1

�1

�

�

(x)�(x) d

3

x = 1 Normierungsbedingung

Dies führt dahin, daÿ das Gleihungssystem überbestimmt ist und daher

meistens keine Lösung hat. Wir werden aber sehen, daÿ es für bestimmte,

diskrete Energien Lösungen gibt.

Die Lösung im Bereih II kann man als Kosinus- bzw. Sinus-Shwingung

betrahten. Je kleiner E ist, desto kleiner ist k

0

, desto langsamer ist dann

das Shwingen. Um die Randbedingungen zu erfüllen, können nur be-

stimmte Shwingungszustände eintreten. Dies entspriht diskreten Ener-

gien als Lösungen.

Auh beim Kastenpotential haben wir das Problem (wie shon beim kon-

stanten Potential), daÿ im Bereih III E < V ist:

Dies maht klassish keinen Sinn, da es keine negative kinetishe Energie

gibt, aber quantenmehanish.

38

3. Beispiel. Kastenpotential mit unendlih hohen Wänden

Für

V !1

mit

�

2

=

2m

~

2

(V �E)

folgt, daÿ

�!1

35

Ist die 1.Ableitung niht stetig, so ist die 2.Ableitung niht de�niert! Aber wir brauhen

die 2.Ableitung für die Shrödinger-Gleihung.

36

Die Gesamtlösung muÿ niht nur an den Übergangstellen stetig sein, sondern über den

ganzen Bereih der Funktion. Dies aber erfüllen ja die Teilfunktionen, daher interessieren uns

hier nur die Übergänge.

37

Genauer: Die Gesamtwahrsheinlihkeit das Teilhen im gesamten Raum anzutre�en muÿ

1 sein.

38

In der Quantenmehanik verlassen wir den Bereih der Anshaung! Die Materie die uns

umgibt hat im Mikroskopishen Eigenshaften, die es so im Makroskopishen nur in bestimm-

ten Ausprägungen gibt. Das etwas ein Teilhen und ein Welle ist, maht keinen Sinn in der

klassishen Mehanik; es gibt nur Welle oder Teilhen. Also muÿ man konsequenterweise sa-

gen, daÿ die mikroskopishen Teilhen weder Teilhen noh Welle sind, sondern ihr Charakter

ist dergestalt, daÿ sie Eigenshaften einer Welle und eines Teilhens besitzen. Insofern ist es

niht mehr so verwunderlih, daÿ diese Körper, �äh� Dingsda sih bewegen und doh niht

strahlen (Bohr) oder daÿ sie negative kinetishe Energie besitzen.
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und damit

�

I;III

! 0:

Zur Erinnerung: im Bereih I ist �

I

= A

1

e

�x

und im Bereih III ist

�

III

= A

3

e

��x

.

Wenn

�

I

= �

III

= 0

ist, dann gilt für die Stetigkeitsbedingungen nun

�

II

(0) = �

I

(0) = 0

�

II

(d) = �

III

(d) = 0:

Wir setzen �

II

(0) = 0 in die Lösung des Bereihs II

�

II

= a

2

e

ik

0

x

+ b

2

e

�ik

0

x

ein, um a

2

und b

2

zu bestimmen:

a

2

+ b

2

= 0

b

2

= �a

2

:

Damit läÿt sih �

II

(x) umshreiben zu

�

II

= a

2

�

e

ik

0

x

� e

�ik

0

x

�

= 2ia

2

sin(k

0

x):

Benutzt man die zweite Stetigkeitsbedingung

�

II

(d) = 0

so folgt

sin(k

0

d) = 0

und daraus shlieÿlih

k

0

d = �n mitn 2 N

bzw.

k

0

=

�n

d

:

Es gibt also nur diskrete Wellenzahlen.

Da sih die Energie durh den Impuls p = ~k

0

ausdrüken läÿt,

E =

p

2

2m

=

~

2

k

2

0

2m

=

~

2

2m

�

2

d

2

n

2

;
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sieht man, daÿ die Konsequenz ein diskretes Energiespektrum ist.

Nohmal zusammengefaÿt:

k

0

kann nur Vielfahe von

�

d

annehmen, damit die Randbedingung

sin(k

0

d) = 0 erfüllt ist. Da aber die Energie mit k

0

über die vorherige

Gleihung verknüpft ist, gibt es nur diskrete Energiewerte, die mit n

2

ansteigen.

Klassishe Teilhen halten sih nur im Bereih II auf.

Abbildung 1.8: Sinus im Kasten

Bemerkung.

� Bei V !1 ist die Stetigkeitsbedingung der Ableitungen niht mehr

möglih!

� Desweiteren ist n = 0 in der Quantenmehanik, wegen der Orts-

Impulsunshärfe niht erlaubt!

� Die niedrigste Energie ist 6= 0 wegen der Unshärfe.

� Es gilt auh, daÿ �p groÿ ist, wenn �x klein ist.

� Für 0 < E < V erhält man gebundene Zustände.

1.4.5 Zusammenfassung

Wir sehen also, wenn

^

H(q; x; t�) niht explizit zeitabhängig ist, läÿt sih die

Lösung (Wellenfunktion) der Shrödinger-Gleihung

^

H (x; t) = i~

�

�t

 (x; t) in

einen zeit- und einen ortsabhängigen Anteil aufteilen (Separation).

 (x; t) = �(x) e

�i

E

~

t

Der Erwartungswert des Hamiltonoperators ist die Energie des Systems:

h j

^

H j i = E:

Die zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung

^

H�

E

(x) = E�

E

(x) ist eine ent-

koppelte Di�erentialgleihung 2.Ordnung nah dem Ort, während die andere

entkoppelte Di�erentialgleihung i~

�

�t

f

E

(t) = Ef

E

(t) 1.Ordnung nah der Zeit

ist.

Die konservative Shrödinger-Gleihung hat weiter die folgenden Ei-

genshaften:

1. Die Wahrsheinlihkeitsdihte ist zeitunabhängig!

%(x; t) =  

�

E

 

E

(x; t)

Bei stationären Lösungen hebt sih der zeitabhängige Teil zu 1 weg.

= �

�

E

(x)�

E

(x)

= %(x; t�)
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2. Die Erwartungswerte für Operatoren sind daher konstant!

h ĝ i = h� j ĝ j� i

= onst:

Zum Beispiel der Erwartungswert für x̂:

h x̂ i = onst:

Das Teilhen bewegt sih niht. Aber:

h p̂

2

i = onst:

6= 0

oder

h

p̂

2

2m

i = onst:

6= 0

Die Teilhen bewegen sih.

Da alle Erwartungswerte mit einer zeitunabhängigen Wahrsheinlihkeits-

dihte gebildet werden, sind sie selbst auh zeitunabhängig. Es sheint ein

Widerspruh zu sein, daÿ das Teilhen sih bewegt, aber zeitunabhängig

ist:

Klassish bedeutet es, daÿ das Teilhen im Mittel an einem festen Ort ist.

Die stationäre Lösung hat in der Klassishen Mehanik kein Äquivalent.

3. Linearkombinationen  zweier Lösungen

 

E

1

= �

E

1

(x) e

�i

E

1

~

t

und

 

E

2

= �

E

2

(x) e

�i

E

2

~

t

der konservativen Shrödinger-Gleihung sind auh Lösungen der zeitab-

hängigen Shrödinger-Gleihung:

^

H(x; t) = i~

�

�t

 :

Dies sind die aus der Klassishen Mehanik bekannten Lösungen mit h p̂

2

i

bzw. h

p̂

2

2m

i 6= 0 (aber konstanter Gesamtenergie).

 = a 

E

1

(x; t) + b 

E

2

(x; t)

mit

^

H( t�) 

E

1

= i~

�

�t

 

E

1

^

H( t�) 

E

2

= i~

�

�t

 

E

2

:
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(a) Die Linearkombination  der Lösungen  

E

x

(x; t) der konservativen

Shrödinger-Gleihung ist eine Lösung der zeitabhängigen Shrödin-

ger-Gleihung.

Beweis. Die zeitabhängige Shrödinger-Gleihung:

^

H(x; t) = i~

�

�t

 

Man setzt in die linke Seite a 

E

1

+ b 

E

2

ein. Da

^

H linear ist, ist die

Aufspaltung der Summe möglih.

=

^

Ha 

E

1

+

^

Hb 

E

2

a und b sind konstant und lassen sih daher aus der Ableitung her-

ausziehen:

= a

^

H 

E

1

+ b

^

H 

E

2

= ai~

�

�t

 

E

1

+ bi~

�

�t

 

E

2

= i~

�

�t

a 

E

1

+ i~

�

�t

b 

E

2

= i~

�

�t

(a 

E

1

+ b 

E

2

)

= i~

�

�t

 

(b) Die Lösung  ist in Bezug auf den Ort niht stationär: %(x; t)

Beweis.

% = (a 

E

1

+ b 

E

2

)

�

(a 

E

1

+ b 

E

2

)

= a

2

�

�

E

1

�

E

2

+ b

2

�

�

E

2

�

E

2

+ ab

�

�

�

E

2

�

E

1

e

i(E

2

�E

1

)

t

~

+ a

�

b�

E

2

�

�

E

1

e

i(E

1

�E

2

)

t

~

= %(x; t)

Damit sind auh die Erwartungswerte zeitabhängig.

Für die Lösungen des zeitunabhängigen Hamilton-Operators gilt, daÿ

die Energie konstant ist. Daher ist sie auh für die Linearkombination

konstant. Das Teilhen bewegt sih (bleibt im Mittel niht an einem

Ort).
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1.5 Harmonisher Oszillator I

1.5.1 Der klassishe Harmonishe Oszillator

Wir betrahten den Harmonishen Oszillator in einer Dimension:

Das Hooke'she Gesetz de�niert die rüktreibende Kraft

F

x

= m�x = �kx

beim Harmonishen Oszillator. Es gilt für das Potential

V =

1

2

kx

2

=

1

2

m!

2

x

2

;

da

F

x

= �

�V

�x

:

allgemein gilt. Die Funktion

x(t) = A os!t

löst bekanntlih die obere Di�erentialgleihung (deswegen: harmonish), wobei

! =

r

k

m

ist.

Die Kraft F

x

ist immer entgegen der Auslenkung gerihtet. Das Potential ist

konservativ.

Abbildung 1.9: Harmonisher Oszillator

1.5.2 Harmonisher Oszillator in der Quantenmehanik

Warum verwendet man den Harmonishen Oszillator in der Quantenmehanik?

Ist die Auslenkung aus der Ruhelage klein, dann läÿt sih ein komplizierteres

Potential, in der Nähe der Ruhelage, mit einem harmonishen Potential gut an-

nähern. Da sih mit dem Harmonishen Oszillator gut rehnen läÿt, wird die

Lösung der Shrödinger-Gleihung in diesem Bereih erleihtert. Ist die Auslen-

kung aus der Ruhelage niht klein, dann ist das Lösen der Shrödinger-Gleihung

meist shwer.

Der Ausdruk �kleine Auslenkung� aus der Ruhelage soll bedeuten, daÿ x � x

0

so klein ist, daÿ (x � x

0

)

3

' 0 gilt.

Shön ist, daÿ es sehr viele Probleme gibt, die mit diesem Potential angenähert

werden können.

Beahte jedoh: Der Harmonishe Oszillator ist niht immer eine gute Nähe-

rung! Das harmonishe Potential wird im Unendlihen unendlih. Ein unendlih

groÿes Potential maht physikalish dort meist keinen Sinn!
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Abbildung 1.10: Lennard-Jones-Potential:

Bereih I: unendlih entfernt; die Teilhen (Atome) beein�ussen sih niht.

Bereih II: Anziehung aufgrund der Massen oder entgegengesetzter Ladungen.

Bereih III: optimaler Abstand (Energieminimum)

Bereih IV: Repulsion (man spriht auh von der Zentrifugalbarriere aufgrund

des Drehimpulses)

Beispiel. Nukleonen werden auf eine Atomkern geshossen. Sie spüren das

Lennard-Jones-Potential.

Um zu verdeutlihen, warum das harmonishe Potential eine gute Näherung

darstellt, mahen wir nun eine Taylor-Entwiklung des Problem-Potentials um

x

0

:

V (x)

�

�

�

x'x

0

= V (x

0

) + (x � x

0

)

�

�x

V (x

0

) +

1

2

(x � x

0

)

2

�

2

�x

2

V (x

0

) + � � �

Im Minimum vershwindet die erste Ableitung: (x�x

0

)

�

�x

V = 0. Da wir ja nur

kleine Auslenkungen betrahten wollen sind die Terme höherer Ordnung gleih

null. Damit ergibt sih als Näherung für das Problem-Potential V (x) = V

0

+

1

2

(x� x

0

)

2
�

2

�x

2

V

0

. Das parabelförmige Potential liefert eine reht gute Nährung!

1.5.3 Lösung der zeitunabhängigen Shrödinger-Gleihung

Einleitung

Wir werden uns nun ausführlih mit der Lösung der zeitunabhängigen Shrö-

dinger-Gleihung beshäftigen.

Der Hamilton-Operator lautet für das harmonishe Potential

^

H =

p̂

2

2m

+

1

2

m!

2

x̂

2

:

Damit shreibt sih die zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung

^

H�(x) = E�(x)

�

�

~

2

2m

�

2

�x

2

+

m

2

!

2

x

2

�

�(x) = E�(x):

Das harmonishe Potential stellt zwar eine Vereinfahung der Shrödinger-Glei-

hung dar, es hat jedoh die angenehme Eigenshaft, daÿ die Wahrsheinlih-

keitsdihte im Unendlihen vershwindet %(x!1) = 0. Das Teilhen hält sih

niht dort auf, wo das Potential unendlih ist! Damit hält sih das Normierungs-

problem in Grenzen.

Variablensubstitution

Wir nehmen eine geshikte Variablensubstitution vor:

q :=

r

m!

~

x =

x

b
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mit

b :=

r

~

m!

Einheit von b: Betrahten wir die Einheit von b (ohne auf die Gröÿenordnung

zu ahten):

b =

r

~

m!

=

"

s

Js

kgs

�1

#

=

2

4

s

kgm

2

s

�1

kgs

�1

3

5

=

h

p

m

2

i

= [m℄

Auf anderemWeg kann man durh geshiktes Erweitern die Einheit bekommen:

b =

r

~

m!

=

r

~

2



2

m

2

~!

Im Zähler steht ein Wirkung im Quadrat und eine Geshwindigkeit im Quadrat

und im Nenner eine Energie im Quadrat.

=

"

r

MeV

2

fm

2

MeV

2

#

= [fm℄

Die Dimension von b ist eine Länge.

Da x auh die Dimension einer Länge hat ist q o�enbar dimensionslos.

Berehnung von

�

�x

:

x =

q

~

m!

q

dx

dq

=

q

~

m!

dx =

q

~

m!

dq

Damit ist

�

�x

=

r

m!

~

�

�q

:
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Shrödinger-Gleihung mit q: Nun wollen wir die Shrödinger-Gleihung

mit q umshreiben:

x

2

=

~

m!

q

2

:

Die zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung shreibt sih damit:

^

H�(q) = E�(q)

�

�

~

2

2m

m!

~

�

2

�q

2

+

1

2

m!

2

~

m!

q

2

�

�(q) = E�(q)

~!

2

�

�

�

2

�q

2

+ q

2

�

�(q) = E�(q)

�

�

�

2

�q

2

+ q

2

�

�(q) =

2

~!

E�(q)

oder

�

�

�

2

�q

2

+ q

2

�

�(q) = "�(q) Shrödinger-Gleihung

mit

" =

2E

~!

:

" ist dimensionslos!

Ansatz für die Di�erentialgleihung

Wir versuhen nun diese Di�erentialgleihung

h

�

�

2

�q

2

+ q

2

i

�(q) = "�(q) zu lö-

sen:

Wenn q ! �1 geht, dann ist q

2

� ", und wir können unsere Di�erentialglei-

hung nähern durh:

�

�

2

�q

2

� q

2

�

� = 0

oder

�

2

�

�q

2

= q

2

�:

Diese neue Di�erentialgleihung hat bekanntlih zwei Lösungen:

�

1

� e

�

q

2

2

Sind diese asymptotishen Lösungen physikalish sinnvoll?

Da q =

x

b

ist, folgt für q

2

!1, daÿ x

2

!1 geht. e

+

q

2

2

ist unphysikalish, da

%(x ! 1) = 1 wäre (niht normierbar). Daher bleibt die Lösung �

1

� e

�

q

2

2

übrig.

Um nun die gesamte Lösung zu bekommen, mahen wir folgenden
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Ansatz.

�(q) = h(q) e

�

q

2

2

Dieser Ansatz sheint zunähst wenig Sinn zu mahen, aber wir können Aussa-

gen über h(q) mahen.

Eigenshaften von h(q):

1. h(q) ist ein endlihes Polynom.

2. h(q) hat keine Polstellen! (Keine Stellen, an denen %!1 ginge.)

3. Die Asymptotik ist durh e

�

q

2

2

festgelegt.

Wir mahen einen Potenzreihenansatz für h(q):

h(q) =

N

X

i=0

a

i

q

i

Da h(q) für q !1 das asymptotishe Verhalten niht verändern soll, muÿ

h(q) =

N

X

i=0

a

i

q

i

mit N 6=1

gelten. Denn e

�

q

2

2

ist dominant für q ! 1, wenn h(q) ein Polynom endlihen

Grades ist und damit divergiert die Gesamtwellenfunktion �(q) niht.

Nebenrehnung Nun berehnen wir

d

2

dq

2

� mit dem Ansatz:

d

2

dq

2

� =

d

dq

d

dq

�

h(q) e

�

q

2

2

�

Produktregel

=

d

dq

�

h

0

(q) e

�

q

2

2

� h(q) q e

�

q

2

2

�

=

d

dq

�

e

�

q

2

2

(�qh+ h

0

)

�

Produkt- und Kettenregel

= �q e

�

q

2

2

(�qh+ h

0

) + e

�

q

2

2

(�h� qh

0

+ h

00

)

= e

�

q

2

2

�

q

2

h� qh

0

�

+ e

�

q

2

2

(�h� qh

0

+ h

00

)

= e

�

q

2

2

�

h

00

� 2qh

0

� h+ q

2

h

�

Ende der Nebenrehnung.
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Ansatz in Shrödinger-Gleihung einsetzen

Die zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung auf Seite 65 lautete:

�

�

�

2

�q

2

+ q

2

�

�(q) = "�(q):

Nah

d

2

dq

2

� aufgelöst und den Ansatz eingesetzt ergibt:

d

2

dq

2

� = h e

�

q

2

2

�

�"+ q

2

�

= e

�

q

2

2

�

�"h+ q

2

h

�

:

Daraus folgt mit der Nebenrehnung

0 = e

�

q

2

2

�

h

00

� 2qh

0

+ q

2

h� h+ "h� q

2

h

�

= e

�

q

2

2

(h

00

� 2qh

0

� h+ "h) :

Da e

�

q

2

2

6= 0 8 q

2

folgt, daÿ der Inhalt der runden Klammern vershwindet.

0 = (h

00

� 2qh

0

+ h(" � 1))

Nebenrehnung Wir berehnen die Ableitungen der Potenzreihe:

h(q) =

N

X

�=0

a

�

q

�

h

0

(q) =

N

X

�=1

a

�

� q

��1

h

00

(q) =

N

X

�=2

a

�

�(� � 1) q

��2

Ende der Nebenrehnung.

Einsetzen der Ableitungen Einsetzen der Ableitungen in die Gleihung

ergibt:

0 = (h

00

� 2qh

0

+ h("� 1))

=

X

�

00

a

�

00

�

00

(�

00

� 1) q

�

00

�2

� 2q

X

�

0

a

�

0

�

0

q

�

0

�1

+ (" � 1)

X

�

a

�

q

�

(�

0

bzw. �

00

bedeutet, daÿ die Summation bei 1 bzw. 2 beginnt und bis N geht.)

Mit den folgenden Ersetzungen läÿt sih diese Gleihung zusammenfassen.

�

00

� 2 = n

�

0

� 1 = n

� = n
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Eingesetzt:

0 =

N�2

X

n=0

a

n+2

(n + 2)(n + 1) q

n

� 2q

N�1

X

n=0

a

n+1

(n + 1) q

n

+ (" � 1)

N

X

n=0

a

n

q

n

0 =

N�2

X

n=0

a

n+2

(n + 2)(n + 1)q

n

� 2

N

X

n=1

a

n

nq

n

+ (" � 1)

N

X

n=0

a

n

q

n

Da q

n

meist ungleih null ist, muÿ der n-te Koe�zient der gesamten Summe

identish null sein:

39

0 =

X

n

q

n

�

a

n+2

(n + 2)(n + 1)� 2na

n

+ (" � 1)a

n

�

| {z }

= 0 8 n

Daher stellt die obige Gleihung eine Rekursionsgleihung für die Koe�zienten

a

n

des Polynoms h(q) dar.

a

n+2

(n + 2)(n + 1) = (2n+ (1� "))a

n

a

n+2

=

(2n+ 1� ")a

n

(n+ 2)(n+ 1)

a

n

ist also rekursiv bestimmt: wenn a

0

bekannt ist, so kennen wir alle geraden

a

n

. Wenn a

1

bekannt ist, so kennen wir alle ungeraden a

n

.

Diskretisierung

Da nun aber h(q) ein Polynom endlihen Grades sein soll, muÿ die Rekursion

von a

n

irgendwo abbrehen, d.h. es gibt ein n

max

, so daÿ

a

n

max

+2

= 0 =

(2n+ 1� ")

(n + 2)(n+ 1)

| {z }

= 0 !

a

n

max

:

Da a

n

max

6= 0 und n

max

6= 0 ist, muÿ gelten:

2n+ 1� " = 0

" = 2n+ 1:

Dies bedeutet, daÿ " =

2E

~!

diskrete Werte annimmt!

2E

~!

= 2n+ 1

E =

~!

2

(2n+ 1)

E = ~!(n+

1

2

)

Wegen der Randbedingung �(q) ! 0 für q ! 1 (d.h.: h(q) endlihen Grades

bzw. 9n

max

6= 0) sind Lösungen nur für diskrete Energiewerte E

n

(n 2 N n f0g)

möglih.

39

Auf die obere Grenze der Summe muÿ man deswegen niht so ahten.
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Zusammenfassung

Um �(q) als Lösung der zeitunabhängigen Shrödinger-Gleihung für das har-

monishe Potential zu bestimmen, haben wir den Ansatz h(q) e

�

q

2

2

eingesetzt.

Daraus haben wir eine Rekursionsgleihung für die Koe�zienten des Potenz-

reihenansatzes erhalten. Da �(q) für groÿe q asymptotish gegen e

�

q

2

2

gehen

muÿ, muÿte in �(q) = h(q) e

�

q

2

2

das Polynom h(q) endlihen Grades sein (da

für q !1 die Exponentialfunktion überwiegen muÿ). Damit die Reihe abbriht

(Koe�zienten vershwinden) muÿte " die Bedingung " = 2n+1 erfüllen: Es gibt

nur Lösungen für bestimmte diskrete Energien E

n

.

Zu beahten ist noh, daÿ es nur eine �gerade Reihe� (nur gerade Potenzen

enthalten) bzw. �ungerade Reihe� geben darf. Wählt man den geraden Teil,

dann muÿ a

1

= 0 sein, damit der ungerade Teil vershwindet und umgekehrt

muÿ a

0

= 0 sein, wenn man den ungeraden Teil gewählt hat. (Dies ist wegen

des Abbruhs der Potenzreihe nötig.)

1.5.4 Lösungen mit diskreten Energien

Wir betrahten nun diese Lösungen genauer.

1. n = 0

Dann ist mit " = 2n+ 1:

" = 1;

und die Energie ist mit E = ~!(n+

1

2

):

E

0

= ~!

1

2

: Dies ist die niedrigste Energie!

Der allgemeine Ansatz, den wir gemaht haben lautete:

� = h(q) e

�

q

2

2

=

n

X

i=0

a

i

q

i

e

�

q

2

2

: (Ansatz)

Wir bestimmen nun die Koe�zienten. Der ungerade Teil der Potenzreihe

muÿ vershwinden:

a

1

= 0

für den geraden gilt:

a

0

6= 0

a

2

= a

4

= a

6

= � � � = 0

Die Lösung lautet:

�

0

(q) = a

0

e

�

q

2

2
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a

0

muÿ noh durh die Normierungsbedingung endgültig bestimmt werden

Z

+1

�1

�

�

0

(q)�

0

(q) dq =

Z

+1

�1

�

�

0

(x)�

0

(x) dx = a

2

0

Z

+1

�1

e

�

x

2

2b

2

dx = 1

Es ergibt sih

a

0

=

1

p

b

p

�

:

Mit dem Ansatz und q =

x

b

ergibt sih endlih die Wellenfunktion:

�

0

(x) =

1

p

b

p

�

e

�

x

2

2b

2

:

2. n = 1

Für die Energie ergibt sih

E

1

= ~!

3

2

:

Der gerade Teil der Potenzreihe vershwindet

a

0

= a

2

= a

4

= a

6

= � � � = 0:

Im Zwishenergebnis muÿ noh a

1

bestimmt werden:

�

1

(q) = a

1

q e

�

q

2

2

:

a

1

folgt aus der Normierungsbedingung

Z

+1

�1

�

�

1

(x)�

1

(x) dx = 1:

a

1

ist also

a

1

=

2

p

2b

p

�

:

Die Wellenfunktion lautet damit

�

1

(x) =

2

p

2b

p

�

x

b

e

�

x

2

2b

2

:

3. n = 2

Für die Energie ergibt sih

E

2

= ~!

5

2

:

Dann ist mit " = 2n+ 1:

" = 5:
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Hier muÿ a

1

= 0 sein, da sonst die ungeraden a

i

ungleih Null sind. Aus

der Rekursionsgleihung

a

n+2

=

(2n+ 1� ")a

n

(n+ 2)(n + 1)

bestimmen wir a

2

a

2

= a

0

�5+1

2

= �2a

0

Die Normierung läÿt sih nun folgendermaÿen shreiben

Z

+1

�1

�

�

2

(x)�

2

(x) dx = 1

mit

�

2

(q) = (a

0

� 2a

0

q

2

) e

�

q

2

2

= a

0

(1 � 2

x

2

b

2

) e

�

x

2

2b

2

ergibt sih:

a

0

=

2

p

4 � 2

p

�b

:

Grundsätzlihe Vorgehensweise: je nah dem, ob n gerade oder ungerade

ist, muÿ von a

0

bzw. a

1

ausgegangen werden um über die Rekursion auf

a

n

zu kommen. Die Normierungsbedingung legt dann die Unbekannte (a

0

oder a

1

) fest. Diese kann man dann in die Rekursionsgleihung einsetzen

um dann � endgültig zu bestimmen.

Abbildung 1.11: Energien in Parabel (S.102 Flieÿbah)

Kommentar zum Bild:

E

2

= ~!(

1

2

+ 2)

E

1

= ~!(

1

2

+ 1)

E

0

= ~!

1

2

1.5.5 Parität

Jetzt kommen wir zwanglos zum Thema Parität, denn unser Polynom h(q) liefert

uns diese Eigenshaft der Wellenfunktion (Lösung der Shrödinger-Gleihung).

Ist n gerade, so gibt es nur gerade a

n

im Polynom h(q), und damit gilt �(�x) =

�(x).

Die Eigenshaft �(�x) = �(x) nennt man gerade Parität.

Ist n ungerade, so gibt es nur ungerade a

n

im Polynom h(q), und damit gilt

�(�x) = ��(x).

Die Eigenshaft �(�x) = ��(x) nennt man ungerade Parität.
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De�nition. Allgemein heiÿt

�(�x) = ��(x)

�(x) hat gute Parität.

Welhe Werte sind für die Parität möglih? Etwa auh 0,5?

Satz. Die Parität kann die Werte

� =

(

+1 gerade

�1 ungerade

annehmen.

Beweis.

�(x) = �(�(�x))

mit �x = y:

= �(�y)

De�nition der Parität angewandt:

= ��(y)

= ��(�x)

De�nition der Parität nohmals angewandt:

= �

2

�(x)

Nur für � = +1 oder � = �1 ist die Bedingung �(x) = �

2

�(x) erfüllt.

Ist es ein Zufall, daÿ die Lösungen der Shrödinger-Gleihung für den Harmo-

nishen Oszillator gute Parität haben?

Satz. Ist das Potential V (x) spiegelsymmetrish:

V (x) = V (�x)

so haben die Lösungen der zeitunabhängigen Shrödinger-Gleihung

^

H�(x) = E�(x)

gute Parität.

Mit anderen Worten: Die Symmetrie des Potentials wirkt sih direkt auf die Ei-

genshaften von � aus. Ist V (x) symmetrish bezüglih��, so sind die Lösungen

der Shrödinger-Gleihung von guter Parität. (Ein spiegelinvariantes Potential

ergibt unmittelbar die Paritätseigenshaft für die Wellenfunktion.)
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Beweis. Sei V invariant unter der Spiegeltransformation

V (x) = V (�x):

Die Shrödinger-Gleihung lautet

�

~

2

2m

�

2

�x

2

+ V (x)

�

�(x) = E�(x):

Einsetzen von �x anstatt x

�

~

2

2m

�

2

�(�x)

2

+ V (�x)

�

�(�x) = E�(�x)

Anwendung der Spiegelsymmetrie liefert

�

�

~

2

2m

�

2

�x

2

+ V (x)

�

�(�x) = E�(�x):

Wenn also �(x) eine Lösung der Shrödinger-Gleihung ist, dann ist auh �(�x)

eine Lösung der Shrödinger-Gleihung.

(Beispiel eines solhen Potentials: V (x) =

1

2

m!

2

x

2

= V (�x))

Satz. Ist �(x) Lösung der zeitunabhängigen Shrödinger-Gleihung zur Energie

E (hat gute Parität), so sind auh

�

1

(x) = �(x) + �(�x)

�

2

(x) = �(x) � �(�x)

Lösungen der Shrödinger-Gleihung.

Beweis.

�

1

(�x) = �(x) + �(�x) = �

1

(x) positive Parität

�

2

(�x) = �(�x) � �(x) = ��

2

(x) negative Parität

Diese Lösungen haben wieder gute Parität.

Zur Veranshaulihung:

Positive Parität: die Wellenfunktion ist spiegelsymetrish zur y-Ahse.

Negative Parität: die Wellenfunktion ist punktsymmetrish zum Ursprung.

1.5.6 Zusammenfassung

1. Die stationäre Lösung existiert nur für diskrete Energien.

2. Es gibt unendlih viele Lösungen:

E

N

= ~!(n+

1

2

) äquidistant!
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3. Die minimale Energie ist für n = 0 durh

E

0

=

1

2

~!

gegeben. Diese nennt man Nullpunktsenergie.

Herleitung der Nullpunktsenergie aus der Heisenberg'shen Un-

shärfe-Relation

�p�x �

~

2

Satz. Die minimale Energie ist aufgrund der Heisenberg'shen Unshärfe-

Relation ungleih null.

Widerspruhsbeweis.

E = 0

= T

|{z}

� 0

+ V

|{z}

� 0

Damit T = 0 gilt, muÿ der Erwartungswert von p

2

h p

2

i = 0

sein; und damit auh der Erwartungswert von p

h p i = 0:

Daher würde das mittlere Shwankungsquadrat vershwinden

�p

2

:= h p

2

i � h p i

2

= 0:

Andererseits muÿ V = 0 sein.

hV i = h

1

2

m!

2

x

2

i

=

1

2

m!

2

hx

2

i

Also

hx

2

i = 0:

Und so

hx i = 0:
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Und daher wäre das mittlere Shwankungsquadrat für x

2

�x

2

:= hx

2

i � hx i

2

= 0:

Keine Bewegung (�x

2

= 0) heiÿt, daÿ h p i vershwinden müÿte. Umge-

kehrt heiÿt auh h p i = 0 bzw. h p

2

i = 0, daÿ x lokalisiert (hx i = onst:)

wäre. Es gäbe also keine Bewegung.

Dies ist aber im Widerspruh zur Heisenberg'shen Unshärfe-Relation!

Die Nullpunktsenergie muÿ also ungleih null sein um die Heisenberg'she

Unshärfe-Relation zu erfüllen.

Versuht man die potentielle Energie null zu setzen, so sagt die Unshärfe,

daÿ dann die kinetishe Energie gegen !1 ginge und umgekehrt bedeu-

tet ein sharfer Impuls, daÿ das Teilhen niht lokalisiert ist. Dies heiÿt,

daÿ das Potential V unendlih wird.

Die Minimierung der Energie E

min

= T + U wird durh Wahl von �

0

:

�

0

=

1

p

b

p

�

e

�

x

2

2b

2

erreiht.

4. Die Lösungen (Wellenfunktionen) der zeitunabhängigen Shrödinger-Glei-

hungmit dem Potential des HarmonishenOszillators lassen sih wie folgt

shreiben:

�

n

(x) =

1

p

2

n

n!

p

�

1

p

b

H

n

(

x

b

) e

�

x

2

2b

2

Wobei die H

n

Hermiteshe Polynome heiÿen. Sie enthalten entweder ge-

rade oder ungerade Potenzen von x und sind vom Grad n. Daher haben

die �

n

positive oder negative Parität.

40

5. Für die Lösungen der konservativen Shrödinger-Gleihung gilt, daÿ das

Teilhen sih mit gleiher Wahrsheinlihkeit links wie rehts aufhält. Der

Erwartungswert hx i ist gleih null. Oder anders fomuliert:

Für %(x; t�) gilt

%(�x) = %(x):

Beweis.

hx i =

Z

+1

�1

�

�

(x)x�(x) dx =

Z

+1

0

%(x)xdx +

Z

0

�1

%(x)xdx = 0

Das Teilhen hält sih im Mittel in der Mitte auf.

hx

2

i =

Z

+1

�1

�

�

(x)x

2

�(x) dx =

Z

+1

0

%(x)x

2

dx+

Z

0

�1

%(x)x

2

dx 6= 0

Die Shwankung ist aber ungleih null. Das Teilhen hält sih auh an

anderen Orten auf.

40

Vergleihe [Flieÿbah, S. 103℄.
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6. Die klassishe Bewegung x(t) = x

0

os!t läÿt sih für t = 0 und hx i 6= 0

als Überlagerung mehrerer Lösungen �

n

konstruieren:

41

 (x; t) =

1

p

2

(�

0

(x; t) + �

1

(x; t))

=

1

p

2

�

1

p

b

p

�

e

�

x

2

2b

2

e

�i

E

0

~

t

+

p

2

p

b

p

�

x

b

e

�

x

2

2b

2

e

�i

E

1

~

t

�

mit den Lösungen für die Energien E

0

=

1

2

~! und E

1

=

3

2

~!

=

1

p

2

�

1

p

b

p

�

e

�

x

2

2b

2

e

�i

1

2

!t

+

p

2

p

b

p

�

x

b

e

�

x

2

2b

2

e

�i

3

2

!t

�

zusammengefaÿt

 (x; t) =

1

p

2

1

p

b

p

�

e

�i

!

2

t

e

�

x

2

2b

2

�

1 +

p

2

x

b

e

�i!t

�

:

Daraus ergibt sih die Wahrsheinlihkeitsdihte

%(x; t) =

1

2

1

b

p

�

e

�

x

2

b

2

�

1 + 2

p

2

x

b

os!t+ 2

x

2

b

2

�

Die Wahrsheinlihkeitsdihte %(x; t) wiederholt sih periodish nah !t =

2�n.

41

Dieses Ansinnen entspriht dem Ehrenfest'shen Theorem.



Kapitel 2

Grundlagen der

Quantenmehanik

2.1 Zustand, Observable und Hilbertraum

2.1.1 Notation der Systembeshreibung

Klassishe Beshreibung

Klassish ist ein System durh die generalisierten Koordinaten q

i

(t

0

) und p

i

(t

0

)

zu einem Zeitpunkt t

0

vollständig beshrieben. Die zusätzlihe Angabe von

H(p

i

; q

i

) legt das System für alle Zeiten fest. Damit hat man alles (Bewegungs-

gleihung und Anfangsbedingungen), um die Dynamik des Systems (q

i

(t) und

p

i

(t)) zu berehnen.

Darstellungsäquivalenz in der quantenmehanishen Beshreibung

Wie berehnet man in der Quantenmehanik den Zustand eines Systems, z.B.

die Bewegung eines Teilhens? Nah Aufstellen der Shrödinger-Gleihung (d.h.

Bestimmung des Hamilton-Operators) besitzen wir die Bewegungsgleihung, um

die Systemvariablen berehnen zu können. Wir untersheiden dabei folgende

Darstellungsarten:

� Im Ortsraum: Wellenfunktion  (x).

� Im Impulsraum: Impulswellenfunktion C(k).

� Eine weitere Alternative folgt in diesem Abshnitt.

Aber diese vershiedenen Darstellungsarten sind äquivalent! Zur Beshreibung

des Systems ist es völlig irrelevant, ob wir  (x) oder C(k) angeben. Eine Fourier-

transformation liefert uns die jeweils andere Darstellung. Wir suhen nun einen

Formalismus, der unabhängig von der Wahl des �Bezugssystems� Ort oder Im-

puls ist. Mit ihm soll man rehnen können, um dann das fertige Ergebnis in die

gewünshte Darstellung übertragen zu können.

77
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Bezugssystem-unabhängige Darstellung

Wir wählen dazu wieder die Wellenfunktion  als Repräsentante des Systems,

jedoh lassen wir zunähst das Funktionsargument weg, um auszudrüken, dass

die Beshreibung unabhängig davon ist. Dann führen wir die Dira-Shreibweise

ein. Sie bietet eine einfahe Notation, die sehr gut zum mathematishen Forma-

lismus des Hilbertraums passt, den wir im Folgenden darstellen möhten.

In der Dira-Shreibweise wird die Zustandsfunktion mit j i notiert. Man

spriht vom Zustandsvektor  . Dieser ist äquivalent zu den bisherigen Dar-

stellungen, jedoh unabhängig von der Darstellungsart:

j i b=

(

 (x) im Ortsraum

C(k) im Impulsraum

2.1.2 Hilbertraum und Dira-Shreibweise

Wellenfunktion und Vektorraum

Wir versuhen nun die Eigenshaften, die wir von den Wellenfunktionen ken-

nen unter dem Begri� des Hilbertraums zusammenzufassen. Die Darstellung

des Zustands erfolgte bisher durh komplexe Funktionen  (x). Da jedoh die

Wellenfunktionen Eigenshaften aufweisen, wie sie Elemente eines Vektorraums

besitzen, stellen wir die Zustände als Vektoren eines solhen Raumes dar:

j i b= Ket-Vektor  als Element eines Vektorraums

Sind die physikalishen Zustände j 

1

i und j 

2

i Elemente des Vektorraums

der Ket-Vektoren, so gilt dies auh für jede Linearkombination

j i = � j 

1

i + � j 

2

i, mit �; � 2 C

j i ist ein Element des Hilbertraums, eines speziellen Vektorraums.

Für Elemente des Hilbertraums gilt das Superpositionsprinzip. Alle Zustände

in der Quantenmehanik lassen sih als Elemente dieses Vektorraums au�assen.

Wir können alle (mathematishen) Eigenshaften des Hilbertraums nutzen um

die (physikalishen) Eigenshaften der Zustände zu berehnen.

So existiert im Hilbertraum der Ket-Zustände ein Skalarprodukt.

1

Dieses Ska-

larprodukt entspriht einer Abbildung in den Körper der komplexen Zahlen.

De�nition (Skalarprodukt).

h� j i :=

Z

+1

�1

�

�

(x) (x) dx

Mathematish bedeutet das Skalarprodukt eine Abbildung auf den Körper der

komplexen Zahlen:

h j i : fVektorraum der Brag � fVektorraum der Ketg 2 C

1

Der Hilbertraum ist ein Vektorraum mit Skalarprodukt.
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De�nition. Zu jedem Ket-Vektor j i gibt es einen dazu adjungierten Bra-

Vektor

2

h j � j i

y

Eigenshaften des Hilbertraums

� Die Vektoren j 

i

i bilden einen linearen Vektorraum über C.

D.h. Operationen sind linear bezüglih der Ket-Vektoren:

h� j� 

1

+ � 

2

i = �h� j 

1

i + �h� j 

2

i

j i =

X

i

�

i

j 

i

i

� Die adjungierten Vektoren h 

i

j bilden einen antilinearen Vektorraum

über C. Dies bedeutet, dass Operationen antilinear bezüglih der Bra-

Vektoren sind:

h� 

1

+ � 

2

j� i = �

�

h 

1

j� i + �

�

h 

2

j� i

h j =

X

i

�

�

i

h 

i

j

Eigenshaften des Skalarprodukts

Ist ein Zustand j i eine Linearkombination von Zuständen j 

i

i, so kann das

Skalarprodukt wieder als Linearkombination der einzelnen Skalarprodukte ge-

shrieben werden:

h j� i =

Z

+1

�1

 

�

(x)�(x) dx

=

Z

+1

�1

X

i

�

�

i

 

�

i

(x)�(x) dx

=

X

i

�

�

i

Z

+1

�1

 

�

i

(x)�(x) dx

=

X

i

�

�

i

h 

i

j� i

sowie

h� j i =

X

i

�

i

h� j 

i

i

Führen wir die Eigenshaften konkret auf:

2

Die Namenswahl Bra - Ket ist historish durh die Klammershreibweise (engl. Braket)

bedingt. Physikalish besteht kein Untershied zwishen Bra- und Ket-Vektor. Sie stellen den-

selben Zustand dar. Mathematish muss man sie jedoh untersheiden. Ket ist ein Spalten-

vektor, während Bra ein Zeilenvektor ist. Auÿerdem sind Bra und Ket zueinander konjugiert

komplex.
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� Das Skalarprodukt ist eine lineare Operation bezüglih der Ket-Zustände:

h� j i =

X

i

�

i

h� j 

i

i

� Es ist antilinear bezüglih der Bra-Zustände:

h j� i =

X

i

�

�

i

h 

i

j� i

� Es gilt:

h� j i � h j� i

�

= =

R

+1

�1

�

�

(x) (x) dx =

�

R

+1

�1

�(x) 

�

(x) dx

�

�

� h� j� i ist reell und � 0. Damit ist:

h� j� i = h� j� i

�

und als Spezialfall gilt:

h� j� i = 0 , j� i = 0

� Die Shwarz'she Ungleihung ist erfüllt:

jh� j ij

2

� h� j� ih j i

Gleihheit ist genau dann gegeben, wenn j� i eine Linearkombination von

j i ist, also wenn:

j� i = � j i; mit � 2 C

ist.

Einshub zur Shwarz'shen Ungleihung. Die Shwarz'sheUngleihung

ist die (mathematishe) Grundlage für die Heisenberg'she Unshärferelation

3

,

deshalb liefern wir den

Beweis der Shwarz'shen Ungleihung. Sei:

� :=

h� j i

h� j� i

Shreiben wir j i nun um, indem wir null addieren:

j i = j� i �

h� j i

h� j� i

+ j i � j� i �

h� j i

h� j� i

= � j� i + j i � � j� i

3

Vgl. Abshnitt 2.3.7 auf Seite 115.
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Dies entspriht einer Aufspaltung von j i in einen Anteil k j� i und einen

Anteil ? j� i. Benennen wir noh:

j � i := j i � � j� i

so heiÿt sih die Aufspaltung:

j i = � j� i + j � i

Es gilt:

h� j � i = h� j i � h� j� i

h� j i

h� j� i

= 0

wie erwartet, da j � i durh unsere Festlegung ? j� i ist. Berehnen wir nun mit

Abbildung 2.1: Veranshaulihung der Aufspaltung von j i im zweidimensio-

nalen Vektorraum.

der gewählten Aufspaltung das Skalarprodukt von j i mit sih selbst:

h j i = h�� + � j��+ � i

Nutzen wir die Linearität von Ket:

= �h�� + � j� i+ h�� + � j � i

Beahten wir die Antilinearität der Bra-Vektoren:

= �

�

�

�

h� j� i + h � j� i

| {z }

=0

�

+ �

�

h� j � i

| {z }

=0

+h � j � i

= j�j

2

h� j� i + h � j � i

| {z }

�0

� j�j

2

h� j� i

Gleihheit gilt nur dann, wenn j � i = j 0 i ist.

4

Shreiben wir j�j

2

aus:

h j i �

jh� j ij

2

h� j� i

2

| {z }

�

2

h� j� i

und kürzen h� j� i heraus:

h j i �

jh� j ij

2

h� j� i

so erhalten wir nah Umformung die gewünshte Ungleihung:

h� j� ih j i � jh� j ij

2

Da nur für j � i = j 0 i das Gleihheitszeihen gilt, dann aber j i k j� i sein

muss, ist die Shwarz'she Ungleihung bewiesen.

4

Der Nullvektor

~

0 wird gemäÿ der neuen Shreibweise als Zustandsvektor j0 i geshrieben.
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Basis und Entwiklungskoe�zienten

Zur Darstellung von Vektoren des Hilbertraums benötigen wir eine �vernünftige�

Basis für diesen Vektorraum.

De�nition (Basis des Hilbertraums). Im Folgenden sei der Hilbertraum N-

dimensional.

5

Die Basiszustände seien j�

i

i, mit i = 1; : : : ;N . Dann lässt sih

der Zustand j i folgendermaÿen shreiben:

j i =

N

X

i=1

j�

i

ih�

i

j i =

N

X

i=1

�

i

j�

i

i

Diese Darstellung beshreibt die Projektion des Zustandsvektors auf die Basis-

zustände bzw. die Entwiklung des Zustandsvektors nah Basiszuständen. Die

Entwiklungskoe�zienten �

i

harakterisieren dabei den Zustand j i eindeutig.

Entsprehend de�nieren wir für den Bra-Vektor:

De�nition (Basisdarstellung für Bra-Vektoren).

h j =

N

X

i=1

h j�

i

ih�

i

j =

N

X

i=1

�

�

i

h�

i

j

Haben wir also eine Basis gegeben, und kennen wir die Entwiklungskoe�zienten

eines Zustands j � i in dieser Basis, so besitzen wir alle Informationen, um j � i

darstellen (und damit rehnen) zu können.

Beispiel (für eine Basis). Die Lösungen der zeitunabhängigen Shrödinger-

Gleihung des Harmonishen Oszillators:

�

i

(x) =

1

p

2

n

n!

p

�

H

i

(

x

b

) e

�

x

2

2b

2

;

(wobei H

i

die sogenannten Hermite'shen Polynome sind) werden oft als Basis-

system für die Bewegung eines Teilhens in einer Dimension benutzt.

Damit ein System Basis sein kann, muss jede Wellenfunktion (jeder Zustand)

als Überlagerung (Superposition) der Basiszustände darstellbar sein. Auÿerdem

müssen alle Basiszustände untereinander linear unabhängig (�senkreht zueinan-

der�) sein. Im Normalfall wählt man niht einfah eine Orthogonalbasis, sondern

eine Orthonormalbasis, bei der die Basiszustände normiert sind.

Satz (Orthonormierungsbedingung). Für alle Basiszustände einer gegebe-

nen diskreten Orthonormalbasis gilt:

h�

i

j�

j

i = Æ

ij

Beispiel (Zweidimensionaler Vektorraum). Eine niht-orthogonale Basis

verkompliziert die Rehnung unnötig, wie Abbildung 2.2 andeutet; deshalb wäh-

len wir lieber eine orthogonale Basis, wie in Abbildung 2.3.

5

Besteht die Basis aus abzählbar vielen Komponenten j�

i

i, so spriht man von einem

diskreten Orthonormalsystem.
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Abbildung 2.2: Niht-orthogonale Basis.

Abbildung 2.3: Orthogonale Basis.

Eine Orthonormalbasis ist vorteilhaft, weil sih dann die Entwiklungskoe�zi-

enten �

i

einfah bestimmen lassen. Denn ist j�

i

i eine Orthonormalbasis, so

ist:

h�

i

j i = h�

i

j

X

j

�

j

�

j

i

=

X

j

�

j

h�

i

j�

j

i

| {z }

Æ

ij

= �

i

Berehnung der Entwiklungskoe�zienten. Gegeben sei  (x), also der

Zustandsvektor j i in Ortsdarstellung, sowie eine Basis j�

i

i, deren Zustände

ebenfalls in Ortsdarstellung bekannt sind, �

i

(x). Dann ist:

 (x) =

X

i

�

i

�

i

(x)

mit den Entwiklungskoe�zienten:

�

i

= h�

i

j i =

Z

+1

�1

�

�

i

(x) (x) dx

Hierfür hat man ein wohlde�niertes Integral, das berehnet werden kann.

Beispiel. Ist  (x) auf einen Punkt x

0

konzentriert:

 (x) = Æ(x � x

0

)

so sind die Entwiklungskoe�zientenmit der Eigenshaft der Æ-Funktion einfah

zu berehnen:

�

i

=

Z

+1

�1

�

�

i

(x) (x) dx

=

Z

+1

�1

�

�

i

(x) Æ(x � x

0

) dx

= �

�

i

(x

0

)

Fassen wir die Ergebnisse der obigen De�nition nohmals zusammen, um einen

wihtigen Operator vorstellen zu können.

Satz. Für alle j i gilt bezüglih einer (diskreten) Basis j�

i

i:

j i =

N

X

i=1

j�

i

ih�

i

j i

Dabei sind h�

i

j i = �

i

die Entwiklungskoe�zienten von j i in dieser Basis.
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Satz (Der Eins-Operator). Der Operator:

N

X

i=1

j�

i

ih�

i

j �

b

1 Identität

ist ein neutrales Element (Identität) des (Skalar-)Produkts im Hilbertraum. Die

j�

i

i müssen dazu eine vollständige Orthonormalbasis bilden.

Auf Seite 89 werden wir diesen Satz anders herum lesen und als Vollständig-

keitsrelation einer Basis verstehen.

Die Identität werden wir fortan sehr oft verwenden, indem wir in Rehnungen

mit �eins� multiplizieren. Da wir es niht immer explizit ausshreiben können,

sollte sih jeder die Benutzung am folgenden Beispiel einprägen.

Beispiel. Wenn eine Orthonormalbasis j�

i

i gegeben ist, so gilt für den Zu-

stand j i mit den Entwiklungskoe�zienten �

i

:

j i =

N

X

i=1

�

i

j�

i

i

Die Entwiklungskoe�zienten entstehen durh Projektion des Zustands auf die

Basiszustände; shreiben wir stattdessen also das Skalarprodukt:

=

N

X

i=1

j�

i

ih�

i

j i

so erkennen wir darin unsere Identität von oben wieder:

=

b

1 j i

Entsprehend gilt für den Bra-Vektor:

h j =

N

X

i=1

�

�

i

h�

i

j

=

N

X

i=1

h�

i

j i

�

h�

i

j

=

N

X

i=1

h j�

i

ih�

i

j

Auh hier steht wieder der Eins-Operator:

= h j

b

1
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Vektordarstellung der Zustände

Was nützen uns die Entwiklungskoe�zienten? Betrahten wir dazu das Ska-

larprodukt zweier Zustandsvektoren j 

1

i und j 

2

i, mittels Basisvektoren und

Entwiklungskoe�zienten �

i1

und �

i2

:

h 

2

j 

1

i =

N

X

j=1

N

X

i=1

h 

2

j�

j

ih�

j

j�

i

ih�

i

j 

1

i

=

N

X

j;i

�

�

j2

�

i1

h�

j

j�

i

i

Das Skalarprodukt zweier Basisvektoren entspriht aber, wie auf Seite 82 dar-

gelegt, dem Kroneker-Æ:

=

N

X

j;i

�

�

j2

�

i1

Æ

ij

und somit briht eine Summe zusammen:

=

N

X

i

�

�

i2

�

i1

Eine solhe Summe aus Produkten ist aber gerade die ausgeshriebene Form des

Skalarprodukts zweier Vektoren mit Koe�zienten �

�

i2

und �

i1

:

=

�

�

�

12

; : : : ; �

�

N2

�

0

B

�

�

11

.

.

.

�

N1

1

C

A

Mit dieser Darstellung erklärt sih nun auh der Begri� des Zustandsvektors.

Satz. Ein Zustand kann durh einen Spaltenvektor dargestellt werden. Die Ele-

mente des Vektors sind die Entwiklungskoe�zienten des Zustands bezüglih

einer gegebenen Orthonormalbasis:

j i =

0

B

�

�

1

.

.

.

�

N

1

C

A

Bemerkung. Hier ist es relevant, dass der Bra-Vektor das Adjungierte des

Ket-Vektors ist. Durh das Transponieren erhalten wir nämlih den Bra-Vektor

immer als Zeilenvektor, während der Ket-Vektor immer ein Spaltenvektor ist.

Basistransformation

Eine Basis zeihnet sih durh die Eigenshaften aus, dass sie:
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1. orthonormal ist:

h�

i

j�

j

i = Æ

ij

2. vollständig ist, ein Zustand sih also als Linearkombination der Basisvek-

toren darstellen lässt:

j i =

N

X

i=1

�

i

j�

i

i

3. eindeutig ist, also niht mehr Elemente hat, als zur Darstellung nötig sind.

6

Es ist niht nur eine Basis möglih, es gibt (beliebig) viele, die diese Eigen-

shaften erfüllen. Siher ist jedoh, dass alle solhe Basen, in denen man einen

konkreten Vektor darstellen kann, dieselbe Dimension haben. Dementsprehend

muss es möglih sein, zwishen vershiedenen Basen zu wehseln. Wir suhen

nun eine solhe orthogonale Transformation j�

i

i �! j

~

�

i

i.

Abbildung 2.4: Orthogonale Basistransformation.

De�nition (Unitäre Matrix). Eine Matrix U heiÿt unitär, wenn die Adjun-

gierte U

y

:=

�

U

T

�

�

gleih der Inversen ist:

U

�1

= U

y

De�nition (Unitäre Transformation). Eine Transformation von einer Or-

thonormalbasis j�

i

i in eine andere Orthonormalbasis j

~

�

k

i nennt man unitäre

Transformation. Die zugehörige Transformationsmatrix ist unitär:

j

~

�

k

i =

N

X

i=1

j�

i

ih�

i

j

~

�

k

i

=

N

X

i=1

U

ik

j�

i

i; mit k = 1; : : : ;N

Die U

ik

sind hierbei die Entwiklungskoe�zienten der Basisvektoren j

~

�

k

i bezüg-

lih der Basis j�

i

i Sie bilden eine Matrix, wobei für die einzelnen Koe�zienten

gilt:

U

ik

b= U

Zeile, Spalte

= h�

i

j

~

�

k

i

(Die Spaltenvektoren der Matrix sind die Basisvektoren j

~

�

k

i in der Basisdar-

stellung von j�

i

i). Diese Transformationsmatrix hat damit folgendes Aussehen:

0

B

�

U

11

: : : U

1N

.

.

.

.

.

.

.

.

.

U

N1

: : : U

NN

1

C

A

=

0

B

�

h�

1

j

~

�

1

i : : : h�

1

j

~

�

N

i

.

.

.

.

.

.

.

.

.

h�

N

j

~

�

1

i : : : h�

N

j

~

�

N

i

1

C

A

6

Dass sih kein Basisvektor als Linearkombination der anderen Basisvektoren shreiben

lässt, ist in der Orthonormalitätsbedingung shon enthalten. Die Eindeutigkeit der Basis ist

aber wihtig genug, um sie extra aufzuführen.
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Satz. Zu jeder unitären Transformation U existiert eine unitäre Umkehrtrans-

formation U

�1

:

j�

i

i =

X

k

U

�1

ki

j

~

�

k

i

Beweis. Es gilt die Basisdarstellung für j�

i

i:

j�

i

i =

X

k

j

~

�

k

ih

~

�

k

j�

i

i

Das auftretende Skalarprodukt ist die gesuhte Rüktransformationsmatrix:

U

�1

ki

= h

~

�

k

j�

i

i

Vertaushen wir Bra und Ket, so wird das Skalarprodukt zusätzlih konjugiert:

= h�

i

j

~

�

k

i

�

= U

�

ik

Also ist:

U

�1

ki

= U

�

ik

Dies ist eine notwendige Eigenshaft einer Basistransformation.

Wir können damit shreiben:

j

~

�

k

i =

N

X

i=1

U

ik

j�

i

i

für j�

i

i die Umkehrtransformation eingesetzt:

=

N

X

i=1

U

ik

X

m

U

�1

mi

j

~

�

m

i

Es muss aber auh gelten:

=

X

m

Æ

km

j

~

�

m

i

Vergleiht man die beiden letzten Terme miteinander, so folgt daraus die Eigen-

shaft:

N

X

i=1

U

ik

U

�1

mi

= Æ

km

= 1

N

Das Produkt der beiden Transformationsmatrizen ergibt die Einheitsmatrix:

U

�1

U = 1

Für die Transformationsoperatoren gilt damit:

U

�1

=

�

U

T

�

�

, U ist unitär.
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Satz. Eine unitäre Transformation U wird durh eine unitäre Matrix U

ik

dar-

gestellt.

Das ermögliht es uns, mit den Mitteln der Matrizenrehnung zu prüfen, ob U

eine unitäre Transformation ist.

Satz. Bei orthogonalen Transformationen sind U und U

�1

reell, die Umkehr-

abbildung entspriht dementsprehend einer reinen Transposition der Transfor-

mationsmatrix:

U

�1

= U

T

Ein Spezialfall von U sind z.B. die Drehungen, die wir noh ausführlih behan-

deln werden.

2.1.3 Systembeshreibung mit dem neuen Formalismus

Orts- und Impulsdarstellung

Bisher haben wir immer die Orts- oder die Impulsdarstellung für unsere phy-

sikalishen Zustände gewählt. Wie sehen diese Zustände aber konkret in einer

Basisdarstellung aus?

Mittels der Fouriertransformation kann man zwishen Orts- und Impulsdarstel-

lung wehseln:

 (x)

Fourier

�1

 ������

Fourier

����!

~

 (p)

Um zwishen diesen und der Dira-Shreibweise zu wehseln, benötigen wir das

Skalarprodukt. Wir behandeln die Umwandlung am Beispiel der ebenen Welle:

 (x) =

1

p

2�~

e

i

p

~

x

;

~

 (p) =

1

p

2�~

e

�i

p

~

x

 (x) bedeutet, dass jeder Koordinate x

0

eine komplexe Zahl  (x

0

) zugeordnet

wird. Sieht man x als (eine Art kontinuierlihe) Basis an, so ergibt das Ska-

larprodukt aus dieser Basis mit der Wellenfunktion j i die Wellenfunktion in

dieser Basis, also  (x):

 (x) = hx j i =

Z

+1

�1

Æ(x � x

0

) (x

0

) dx

0

Die Æ-Funktion drükt die Verwendung von x als Basis aus;  wird explizit an

der Stelle x dargestellt.

Die Impulsabhängigkeit gewinnt man, wie shon besprohen, durh Fourier-

transformation:

~

 (p=~k) =

Fourier

z }| {

1

p

2�~

Z

+1

�1

e

�i

p

~

x

 (x)

|{z}

h x j i

dx
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Dies entspriht aber gerade der Darstellung der Wellenfunktion j i in der �Ba-

sis� p:

= h p j i

Vergleihen wir dies nun mit dem eben behandelten Basiswehsel, so müsste

obiges Integral formal so aussehen:

=

Z

+1

�1

h p jx ihx j i dx

Das bedeutet, dass wir  in Ortsdarstellung � mittels einer Basistransformation

von der Ortsbasis in die Impulsbasis � in die Impulsdarstellung wandeln.

Im direkten Vergleih der Integral- und der Dira-Shreibweise können wir nun

die Impulszustände in Ortsdarstellung extrahieren.

7

Mit:

hx j p i =

1

p

2�~

e

i

p

~

x

erhalten wir für den Impulszustand:

h p jx i = hx j p i

�

=

1

p

2�~

e

�i

p

~

x

Zusammenfassend können wir also shreiben:

~

 (p) = h p j i =

1

p

2�~

Z

+1

�1

e

�i

p

~

x

 (x) dx

Beim Zwishenshritt des Basiswehsels:

~

 (p) = h p j i =

Z

+1

�1

h p jx ihx j i dx

benutzt man wieder die Vollständigkeitsrelation; diesmal für eine kontinuierlihe

Basis. Da sie wihtig ist, nennen wir sie nohmals:

Satz (Vollständigkeitsrelation). Bilden die Vektoren jx i eine kontinuierli-

he Basis für jeden Zustand j i eines gegebenen Raums, so gilt:

b

1 =

Z

+1

�1

jx ihx j dx

Für diskrete Basen lautet die Vollständigkeitsrelation:

b

1 =

N

X

i=1

j�

i

ih�

i

j

Bemerkung. Die Vollständigkeit einer Basis bezieht sih immer auf konkrete

Zustandsvektoren, bzw. auf den Raum, in dem diese Zustände exisiteren. Eine

Basis kann niht alleine leben, entsprehend kann man von Vollständigkeit nur

reden, wenn gegebene physikalishe Zustände eindeutig und vollständig auf die

Vektoren der Basis abgebildet werden können.

7

Wir sind bei der expliziten Darstellung immer noh beim Beispiel der ebenen Welle, nur

die formale Shreibweise ist global gültig.
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Zusammenfassung: Die Impulswellenfunktion

~

 (p) ergibt sih als Skalarpro-

dukt der Wellenfunktion mit dem Impuls; dies entspriht dem Skalarprodukt

der Ortswellenfunktion hx j i mit der konjugiert komplexen Ortsdarstellung

des Impulses h p jx i:

~

 (p) = h p j i =

Z

+1

�1

h p jx ihx j i dx

~

 (p) = h p j i stellt nah wie vor die Wahrsheinlihkeitsamplitude für ein

Teilhen mit dem Impuls p dar.

Bemerkungen zu kontinuierlihen Basen

Satz. Das Skalarprodukt zweier Wellenfunktionen kann sowohl über die Orts-

als auh über die Impulsdarstellung berehnet werden. Dazu werden die Zustände

in der jeweiligen Orts- oder Impulsbasis dargestellt:

h� j i =

Z

+1

�1

h� jx i

| {z }

�

�

(x)

hx j i

| {z }

 (x)

dx =

Z

+1

�1

h� j p i

| {z }

~

�

�

(p)

h p j i

| {z }

~

 (p)

dp

Satz (Orthonormierungsbedingung). Für alle Basiszustände einer konti-

nuierlihen Basis gilt:

hx jx

0

i = Æ(x � x

0

)

Beweis.

hx jx

0

i =

Z

+1

�1

hx j y ih y jx

0

i dy

=

Z

+1

�1

Æ(x � y) Æ(y � x

0

) dy

= Æ(x � x

0

)

Diese Beziehung gilt für beliebige kontinuierlihe Orthonormalbasen, wie den

Ort jx i, den Impuls j p i, : : : .

Beahte bei der Dimension der Basis:

� x bzw. p stellen in diesen Skalarprodukten eine kontinuierlihe Basis dar:

�1 < x < +1

�1 < p < +1

� Das Kroneker-Æ bei diskreten Basen geht für kontinuierlihe Basen über

in das Dira-Æ.

� Die Darstellung der

b

1 mittels Summation in einer diskreten Basis (

P

N

i=1

)

geht über in ein Integral bei kontinuierlihen Basen (

R

+1

�1

).
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Zusammenfassung der Darstellungsarten

Zur Darstellung eines physikalishen Zustands j i benötigt man eine Darstel-

lungsbasis im Hilbertraum. Möglihe Basen sind:

� Zur Ortsdarstellung:

hx j i =  (x)

die kontinuierlihe Ortsbasis jx i.

� Zur Impulsdarstellung:

h p j i =

~

 (p)

die kontinuierlihe Impulsbasis j p i, oder auh j k i.

� Eine diskrete Basis aus orthonormalen Zustandsvektoren:

j i =

N

X

i=1

j�

i

ih�

i

j i

Dabei steht im Prinzip eine unendlih groÿe Anzahl mögliher Kandidaten

zur Verfügung. In der Praxis wird man eine geshikte, also möglihst

einfahe (dem System angepasste) Basis wählen.

Messung von Observablen

Fassen wir die bisherigen Erkenntnisse nohmals zusammen, um die Erwartungs-

werte in die neue Shreibweise zu übertragen.

Physikalishe Messgröÿen (Observable) sind in der Klassishen Mehanik dy-

namishe Variable F (p

i

; q

i

), d.h. Funktionen der generalisierten Koordinaten,

z.B.:

� Energie eines Systems:

H =

p

2

2m

+ V (q)

� Drehimpuls

~

l =

0

�

l

x

l

y

l

z

1

A

davon z.B. die x-Komponente:

l

x

= (~r � ~p)

x

= yp

z

� zp

y

� Orts- und Impulskomponenten, z.B. x oder p

x

.
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In der Quantenmehanik hat man stattdessen Operatoren

^

F (p̂; x̂) die wiederum

von Operatoren (p̂ und x̂) abhängen.

Bei diesen Operatoren gibt es einige Dinge zu beahten:

� Die Form des Operators hängt von der Darstellung ab. D.h. man gibt

zunähst den Operator an, und �wählt� die Form entsprehend der Dar-

stellungsart.

� Die Di�erentiationen die in Operatoren auftreten sind, gemäÿ den Eigen-

shaften des Hilbertraums, lineare Operationen.

Operatoren der Quantenmehanik in Ortsdarstellung : : :

� p �! p̂ =

~

i

d

dx

� x �! x̂ = x

: : : und in Impulsdarstellung:

� p �! p̂ = p

� x �! x̂ = �

~

i

d

dp

Dass die letzteren Beziehungen die rihtigen Ersetzungen der Koordinaten in Im-

pulsdarstellung sind, möhten wir unter Einbeziehung der neuen Darstellungsart

zeigen:

Beweis. Wir berehnen den Erwartungswert der Ortskoordinate, ausgehend von

der Impulsdarstellung, indem wir die zu prüfenden Operatoren einsetzen:

h j x̂ j i =

Z

+1

�1

 

�

(p̂) x̂  (p̂) dp

!

=

Z

+1

�1

 

�

(p)

�

�

~

i

d

dp

�

 (p) dp

In der Braket-Shreibweise lautet dies:

=

Z

+1

�1

h j p i

�

�

~

i

d

dp

�

h p j i dp

Eine Koordinatentransformation in die Ortsdarstellung liefert:

=

Z

+1

�1

Z

+1

�1

Z

+1

�1

h jx

0

ihx

0

j p i

�

�

~

i

d

dp

�

h p jx ihx j i dx dx

0

dp

Gehen wir zurük in die Ortsdarstellung:

=

ZZZ

 

�

(x

0

)

1

p

2�~

e

i

p

~

x

0

�

�

~

i

d

dp

�

1

p

2�~

e

�i

p

~

x

 (x) dx dx

0

dp
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Ausführen der Di�erentiation:

=

ZZZ

 

�

(x

0

)

e

i

p

~

x

0

p

2�~

�

�

~

i

��

�

i

~

x

�

e

�i

p

~

x

p

2�~

 (x) dx dx

0

dp

Zusammenfassen der Exponentialfunktionen:

=

Z

+1

�1

Z

+1

�1

Z

+1

�1

 

�

(x

0

)x

1

2�~

e

i

p

~

(x

0

�x)

 (x) dx dx

0

dp

Erinnern wir uns an die alternative De�nition der Æ-Funktion durh die inverse

Fouriertransformation auf Seite 25, so �löst� sih das Integral über p in der

Æ-Funktion auf:

=

Z

+1

�1

Z

+1

�1

 

�

(x

0

) Æ(x

0

� x)x (x) dx dx

0

Integration über die Æ-Funktion:

=

Z

+1

�1

 

�

(x)x (x) dx

Dies ist die Form des Erwartungswerts in Ortsdarstellung. Die Ersetzung führt

also zum rihtigen Ergebnis.

Beispiel (Harmonisher Oszillator). Die Hamilton-Funktion des Harmoni-

shen Oszillators hat folgendes Aussehen:

H =

p

2

2m

+

1

2

m!

2

x

2

Dann ist der Hamilton-Operator, wenn man die Variablen p und x durh die

zugehörigen Operatoren p̂ und x̂ ersetzt � und das bezüglih der gewählten

Darstellungsbasis:

^

H =

p̂

2

2m

+

1

2

m!

2

x̂

2

In Ortsdarstellung (p̂ =

~

i

d

dx

):

^

H(x) = �

~

2

2m

d

2

dx

2

+

1

2

m!

2

x

2

In Impulsdarstellung (x̂ = �

~

i

d

dp

):

^

~

H(p) =

p

2

2m

�

1

2

m!

2

~

2

d

2

dp

2

Wendet man den Hamilton-Operator auf einen Zustand an, z.B. in Impulsdar-

stellung:

^

~

H(p)

~

 (p) = E

~

 (p) =

~

f (p)
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so sieht dies in Braket-Shreibweise folgendermaÿen aus:

h p j

^

~

H j

~

 i = h p jE j

~

 i = h p j f i

Unabhängig von der Darstellung shreibt man:

^

H j i = E j i

Dies ist die Shreibweise der zeitunabhängigen Shrödinger-Gleihung im Vek-

torraum der Ket-Zustände!

Der Operator

^

H ist eine Abbildung:

^

H : (Vektorraum)

Ket

�! (Vektorraum)

Ket

Der Erwartungswert des Operators

^

H:

h j

^

H j i = h j f i

ist das Skalarprodukt aus dem Bra-Vektor h j und dem Ket-Vektor

^

H j i.

Wir �shlagen� den Operator im Erwartungswert also dem Ket-Vektor zu, um

dann das Skalarprodukt Bra �Ket zu berehnen. Manhmal lieÿe es sih aller-

dings einfaher rehnen, wenn man den Operator auf den Bra-Zustand anwenden

könnte. Davon handelt der folgende Abshnitt.

Hilfsmittel: Adjungierte und hermiteshe Operatoren

Ein Operator steht für eine Observable, die er im mathematishen Formalismus

des Hilbertraums beshreibt. Es stellt sih also die Frage, ob man mit ma-

thematishen Mitteln erkennen kann, ob ein Operator �Sinn� maht, d.h. eine

physikalish sinnvolle Observable darstellen kann.

Satz. Physikalish sinnvolle Operatoren sind linear und hermitesh.

Dies muss im Folgenden erläutert werden.

1. Der Operator

^

A sei linear.

� Mit:

j i = �

1

j 

1

i+ �

2

j 

2

i

oder in �traditioneller� Ortsdarstellung:

 (x) = �

1

 

1

(x) + �

2

 

2

(x)

gilt dann:

^

A j i = �

1

^

A j 

1

i + �

2

^

A j 

2

i
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� Dies ist für die Operatoren x̂ und p̂ erfüllt (z.B. in Ortsdarstellung):

x (x) = �

1

x 

1

(x) + �

2

x 

2

(x)

p̂  (x) =

~

i

d

dx

 (x) = �

1

~

i

d

dx

 

1

(x) + �

2

~

i

d

dx

 

2

(x)

� Auh Kombinationen (+; �) sind linear, mehrere Operatoren als Ar-

gument sind also erlaubt (

^

A(p̂; q̂)).

2.

^

A ist ein hermitesher Operator (hierzu zunähst ein Einshub, die De�-

nition des Begri�s folgt danah).

De�nition. Zu jedem Operator

^

A de�nieren wir den adjungierten Operator

^

A

y

:

h� j

^

A j i = h� j

^

A i =: h

^

A

y

� j i

für alle Zustände j� i und j i des Hilbertraums.

Formal kann man das Skalarprodukt folgendermaÿen shreiben:

h� j

^

A j i = h� j

^

A i = h� j f i

mit dem Ket-Vektor j f i = j

^

A i; bzw. mit dem Bra-Vektor h g j = h

^

A

y

� j als:

h� j

^

A j i = h

^

A

y

� j i = h g j i

Damit haben wir das gerade angeshnittene Problem gelöst. Der Operator kann

sowohl auf den Ket-, als auh auf den Bra-Zustand angewandt werden.

Eigenshaften der adjungierten Operatoren:

1. Vertaushung von Bra und Ket:

h� j

^

A i = h

^

A

y

� j i = h j

^

A

y

� i

�

also:

h� j

^

A j i = h j

^

A

y

j� i

�

Diese Beziehung ist sehr wihtig, wir möhten deswegen eine möglihe

Herleitung zeigen.

8

Skizze. Zunähst nutzen wir die unten vorgestellte 2. Eigenshaft, dass die

zweimalige Adjunktion den Term niht ändert:

h� j

^

A j i =

�

h� j

^

A j i

y

�

y

8

Die Herleitung benutzt die Eigenshaft der �Rükadjunktion�, die als nähster Punkt vor-

gestellt wird. Dort wird im Beweis die Vertaushungsregel benutzt, so dass eines davon auf

dem anderen aufbaut. Deswegen nennen wir die Herleitung nur �Skizze�. Sie soll niht dem

Beweis dienen, sondern die Vertaushung einprägen.
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Die 3. Eigenshaft zeigt, wie die Adjunktion auf Kombinationen wirkt.

Dabei beahten wir, dass ein reiner Platzwehsel zunähst Bra und Ket

unberührt lässt:

=

�

j

^

A i

y

h� j

y

�

y

�Verteilen� wir die Adjunktion noh auf die einzelnen Ket-Bestandteile, so

taushen diese wieder die Position:

=

�

j i

y

^

A

y

h� j

y

�

y

Nun führen wir die Adjunktionen aus, wodurh sih Spalten- und Zeilen-

vektor in ihr Gegenstük transponieren:

=

�

h j

^

A

y

j� i

�

y

Der Erwartungswert ist eine Zahl, für physikalishe Operatoren sogar 2 R,

deswegen reduziert sih die äuÿere Adjunktion in eine Konjunktion:

=

�

h j

^

A

y

j� i

�

�

2. Wiederholte Anwendung:

(

^

A

y

)

y

=

^

A

Beweis.

h� j

^

A j i = h j

^

A

y

|{z}

=

^

B

j� i

�

= h j

^

B j� i

�

=

�

h� j

^

B

y

j i

�

�

�

= h� j

^

B

y

j i

= h� j (

^

A

y

)

y

j i

3. Anwendung auf kombinierten Ausdruk:

(

^

A

^

B)

y

=

^

B

y

^

A

y

Beweis. Es gilt:

h� j (

^

A

^

B) j i = h j (

^

A

^

B)

y

j� i

�

Aber auh:

h� j (

^

A

^

B) j i = h

^

A

y

� j

^

B j i = h

^

B

y

^

A

y

� j i = h j (

^

B

y

^

A

y

) j� i

�

Der Vergleih beider Ausdrüke liefert den Beweis.
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Nun haben wir das mathematishe Handwerkszeug für die wihtige

De�nition. Ein Operator heiÿt hermitesh oder selbstadjungiert, wenn gilt:

^

A

y

=

^

A

Satz. Erwartungswerte für hermiteshe Operatoren sind reell (und nur damit

können sie beobahtbare physikalishe Gröÿen darstellen).

Beweis. Eine Eigenshaft adjungierter Operatoren ist:

h j

^

A j i = h j

^

A

y

j i

�

mit

^

A =

^

A

y

folgt:

= h j

^

A j i

�

Und damit muss dieser Erwartungswert reell sein.

Wie sieht es nun mit der Hermizität unserer konkreten Operatoren aus?

Beispiel (Ortsvektor). Legen wir die Ortsdarstellung zugrunde, so ist x̂ = x.

Die Observable x ist aber aus ihrer De�nition heraus reell. Somit ist x̂ selbst-

adjungiert:

x̂ = x̂

y

Beispiel (Impulsvektor). In Ortsdarstellung ist p̂ =

~

i

�

�x

der Impulsopera-

tor. Prüfen wir, ob er hermitesh ist:

h� j p̂ j i =

Z

+1

�1

�

�

(x)

~

i

�

�x

 (x)

| {z }

 

0

(x)

dx

Partielle Integration:

=

~

i

�

�

(x) (x)

�

�

+1

�1

| {z }

=0

�

Z

+1

�1

�

�x

�

�

(x)

~

i

 (x) dx

Gemäÿ der Normierbarkeit vershwindet jede Wellenfunktion im Unendlihen,

so dass der vordere Term null ist; den hinteren shreiben wir um:

=

Z

+1

�1

�

~

i

�

�x

�(x)

�

�

 (x) dx

Dies ist p̂ angewandt auf h� j :

= h p̂� j i
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Es gilt aber auh:

h� j p̂ j i = h p̂

y

� j i

Also ist p̂ hermitesh:

p̂ = p̂

y

Beispiel. Ist das Produkt der beiden, p̂ � x̂, auh hermitesh?

(Die Frage drängt sih auf, da die einzelnen �Koordinatenoperatoren� ja hermi-

tesh sind.) Für ihr Produkt ergibt sih allerdings:

(p̂x̂)

y

= x̂

y

p̂

y

= x̂p̂

6= p̂x̂

Denn:

p̂x̂  (x) =

~

i

�

�x

�

x (x)

�

=

~

i

�

 (x) + x 

0

(x)

�

=

~

i

 (x) + xp̂  (x)

weil p̂ =

~

i

�

�x

ist. Damit erhalten wir:

p̂x̂ = x̂p̂+

~

i

b

1

Ein Produkt aus hermiteshen Operatoren muss also niht wieder hermitesh

sein!

Bemerkung. In der klassishen Mehanik gilt px = xp. Wir wissen, dass dies

in der Quantenmehanik niht so ist. Diese Ungleihheit bedeutet, dass der

zugeordnete Operator niht selbstadjungiert ist. Man kann allerdings einen her-

miteshen Operator aus p̂ und x̂ konstruieren. Der Operator:

1

2

(p̂x̂ + x̂p̂)

ist hermitesh! Dieser Operator liefert also reelle Erwartungswerte und somit

physikalish sinnvolle Ergebnisse. Für p̂x̂ und x̂p̂ alleine gilt dies niht.
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2.2 Eigenzustände und Matrixdarstellung

2.2.1 Eigenzustände

De�nition. Sei

^

A ein linearer, hermitesher Operator mit

^

A j i = j' i = a j i a 2 R;

dann ist j i ein Eigenvektor zu

^

A und a ist der Eigenwert.

Die Begri�e stammen aus der Vektoralgebra. Der Ergebnisvektor ' ist parallel

zu  , beziehungsweise ein Vielfahes von  .

Satz. Eigenwerte von hermiteshen Operatoren sind reell.

Beweis. Ist

^

A hermitesh (

^

A =

^

A

y

), dann ist a reell, da

h j

^

A j i

| {z }

reell

= h j a j i = a h j i

| {z }

reell

:

Das Folgende ist eine Übung der Braketshreibweise und ein Rükblik auf die

lineare Algebra.

Satz. Sind j 

1

i und j 

2

i Eigenvektoren von

^

A zum gleihen Eigenwert a,

also

^

A j 

i

i = a j 

i

i mit i = 1; 2, dann folgt

j i = � j 

1

i+ � j 

2

i

ist ebenfalls ein Eigenvektor zum Eigenwert a:

^

A j i = a j i:

Beweis.

^

A j i =

^

A(� j 

1

i+ � j 

2

i)

= �

^

A j 

1

i + �

^

A j 

2

i

= �a j 

1

i + �a j 

2

i

= a(� j 

1

i+ � j 

2

i)

= a j i

Satz. Eigenzustände

9

mit vershiedenen Eigenwerten zu einem Operator sind

orthogonal zueinander. Also:

Sei

^

A j� i = a j� i

9

Wir benutzen ab hier den Begri� Eigenzustand als Überbegri� für Eigenvektor und Ei-

genfunktion, die ja ineinander überführt werden können.
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und

^

A j� i = b j� i;

dann folgt für b 6= a, daÿ

h� j� i = 0:

Beweis. Aus

h� j

^

A j� i = h� j a j� i

= ah� j� i

und

h� j

^

A j� i = h

^

A

y

� j� i

= h� j

^

A

y

j� i

�

da

^

A hermitesh ist

= h� j

^

A j� i

�

= h� j b j� i

�

= bh� j� i

�

= bh� j� i

folgt

ah� j� i = bh� j� i:

Umgeformt:

(a� b)h� j� i = 0:

Mit b 6= a folgt dann h� j� i = 0.

Dies hat wihtige Konsequenzen in der Quantenmehanik.

2.2.2 Eigenzustände und die Basis des Zustandsraums

Satz. Aus den Eigenzuständen j�

i

i zu einem linearen, hermiteshen Operator

^

A können wir eine Orthonormalbasis des entsprehenden Zustandsraums (Hil-

bertraum) konstruieren.

Beweis. Wir führen hier den umfangreihenBeweis niht explizit durh, sondern

zeihnen nur den Beweisgang nah.
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1. Vektoren j�

i

i mit vershiedenen Eigenwerten a

1

6= a

2

sind bereits ortho-

gonal zueinander. Sie müssen nur noh normiert werden:

h�

i

j�

j

i = Æ

ij

2. Wenn es mehrere linear unabhängige Eigenzustände zum gleihen Eigen-

wert a

i

gibt, also:

^

A j�

i1

i = a

i

j�

i1

i

^

A j�

i2

i = a

i

j�

i2

i

mit

j�

i2

i 6= � j�

i1

i;

dann wählen wir eine Orthonormalbasismittels des Orthonormalisierungs-

verfahren nah Gram-Shmidt

10

:

j ~�

i1

i =

j�

i1

i

k j�

i1

ik

;

j ~�

i2

i =

j�

i2

i � h�

i1

j�

i2

i j�

i2

i

k j�

i2

i � h�

i1

j�

i2

i j�

i2

ik

;

et..

Die j ~�

i1

i; : : : ; j ~�

in

i bilden dann die Orthonormalbasis zu den n line-

ar unabhängigen Eigenzuständen j�

i1

i; : : : ; j�

in

i. Der Eigenwert heiÿt

dann n-fah entartet.

3. Zu zeigen ist dann noh, daÿ sie eine vollständige Basis bilden. Das heiÿt,

jeder Zustand läÿt sih als Linearkombination der j ~�

i

i mit i = 1; : : : ; k

shreiben:

j i =

k

X

i=1

j ~�

i

ih ~�

i

j i Vollständigkeit

=

k

X

i=1

j ~�

i

iC

i

Die C

i

bilden die Entwiklungskoe�zienten für den Vektor  in der Basis

der j ~�

i

i.

Die Beziehung

b

1 =

P

k

i=1

j ~�

i

ih ~�

i

j wird manhmal auh als Vollständig-

keit bezeihnet. Es muÿ allerdings klar sein, auf welhen Vektor ( j i) sie

sih bezieht und sie beinhaltet auh noh die Normierung.

Satz. In der vollständigen Basis seiner (normierten) Eigenzustände j�

i

i kön-

nen wir den Operator

^

A durh Spektraldarstellung darstellen:

^

A =

k

X

i=1

a

i

j�

i

ih�

i

j

10

Siehe zum Beispiel [Kaul-1, S. 360℄.
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Beweis. Wegen der Vollständigkeit gilt

j i =

k

X

i=1

j ~�

i

ih ~�

i

j i

und somit auh

^

A j i =

k

X

i=1

^

A j�

i

ih�

i

j i:

Die j�

i

i sind Eigenzustände und daher kann der Operator

^

A durh die Eigen-

werte a

i

ersetzt werden:

^

A j i =

k

X

i=1

a

i

j�

i

ih�

i

j i:

Also:

^

A =

k

X

i=1

a

i

j�

i

ih�

i

j :

2.2.3 Beispiele für Eigenwertprobleme in der Quantenme-

hanik

Wir beshäftigen uns jetzt mit drei Beispielen, um zu zeigen, was diese mathe-

matishen Beziehungen für die Physik bringen.

1. Beispiel. Zeitunabhängige Shrödinger Gleihung

Wir haben in den �1.4 und �1.5 bereits die zeitunabhängige Shrödinger-

Gleihung kennengelernt. Sie sah mit Eigenfunktionen geshrieben folgen-

dermaÿen aus:

�

�

~

2

2m

�

�x

2

+ V (x)

�

'

n

(x) = E

n

'

n

(x)

oder

^

H'

n

(x) = E

n

'

n

(x):

Mit Eigenvektoren sieht sie nun so aus:

^

Hhx j'

n

i = E

n

hx j'

n

i für alle x:

Wobei die Terme hx j'

n

i den Eigenzustand in Ortsdarstellung bilden.
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Unabhängig von der Darstellung (Ort/Impuls) sieht die Gleihung dann

so aus:

^

H j'

n

i = E

n

j'

n

i Eigenwertgleihung

E

n

ist eine reelle Zahl, da der Operator

^

H hermitesh ist. Eine Di�eren-

tialgleihung der Quantenmehanik ist in den Hilbertraum übersetzt eine

Eigenwertgleihung für Vektoren.

11

2. Beispiel. Harmonisher Oszillator:

Die zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung für den Harmonishen Oszil-

lator haben wir bereits in �1.5 auf Seite 63 kennengelernt:

�

�

~

2

2m

�

2

�x

2

+

m

2

!

2

x

2

�

�(x) = E�(x)

Die Eigenwerte der Lösungen berehneten sih zu

E

n

= ~!(n+

1

2

)

wobei man die Lösungen so bestimmte:

'

n

(x) = �

n

H

n

(

x

b

) e

�

x

2

2b

2

:

Jetzt können wir sie auh durh

'

n

(x) = hx j'

n

i

darstellen.

Die Orthogonalitätsrelation

Z

+1

�1

'

�

n

'

n

0

dx = Æ

nn

0

läÿt sih nun so shreiben:

Z

+1

�1

'

�

n

'

n

0

dx =

Z

+1

�1

h'

n

jx ihx j'

n

0

i dx

= h' j'

n

0

i

= Æ

nn

0

:

11

Die mathematish völlig korrekte Darstellung wäre:

Z

+1

�1

h x j

^

H jx

0

ih x

0

j'

n

i dx

0

= E

n

hx j'

n

i

wobei

Z

+1

�1

jx

0

ih x

0

j dx

0

=

b

1

die Identität (eins) ist.

Der Zustand und der Operator werden in der gleihen Basis dargestellt.
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Eigenvektoren mit vershiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

Man kann sih also die Ausführung von

R

+1

�1

'

�

n

'

n

0

dx sparen.

Die Eigenzustände j'

n

i zum Harmonishen Oszillator bilden eine voll-

ständige Basis. Also kann man die Entwiklung einer beliebigen Wellen-

funktion für ein gebundenes Teilhen in einer Dimension

 (x) =

1

X

n=0



n

'

n

(x)

auh vektoriell in der Basis der Eigenzustände des Harmonishen Oszilla-

tors darstellen:

j i =

X

n



n

j'

n

i

mit 

n

= h'

n

j i.

Beispiel. Sei

^

H das Kastenpotential

Abbildung 2.5: Sinus im Kasten

Alle Funktionen, die die Randbedingung (auÿen = 0) erfüllen, lassen sih

in der Basis der Sinuse darstellen.

2.2.4 Matrixdarstellung von linearen Operatoren

Sei j e

i

i mit i = 1; : : : ; n eine Orthonormalbasis des betrahteten Hilbertraumes

mit

^

A j e

i

i = a

i

j e

i

i.

12

Satz. Die Wirkungsweise eines linearen Operators

^

A wird eindeutig durh die

N �N-Matrix

A

ij

= h e

i

|{z}

Zeile

j

^

A j e

j

|{z}

Spalte

i

beshrieben.

13

Beweis. Der Operator

^

A ist so de�niert, daÿ er zu jedem Ursprungsvektor j i

einen Bildvektor j' i =

^

A j i de�niert. Wobei die Zustände wie folgt entwikelt

werden können:

j i =

N

X

j

j e

j

ih e

j

j i

j' i =

N

X

i

j e

i

ih e

i

j' i:

12

Statt einer diskreten Basis j e

i

i kann man auh eine kontinuierlihe Basis jx i wählen:

j i =

R

+1

�1

hx j i jx i dx.

13

Operatoren lassen sih immer dann als Matrix darstellen, wenn der Hilbertraum eine

diskrete Basis besitzt.
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h e

i

j' i sind die Entwiklungskoe�zienten des Bildvektors j e

i

i. h e

j

j i sind

die Entwiklungskoe�zienten des Ursprungsvektors in der Basis der j e

j

i.

Setzen wir die Basisdarstellung von j i ein, so erhalten wir:

j' i =

^

A j i

=

^

A

0

�

N

X

j=1

j e

j

ih e

j

j i

1

A

:

Mit h e

i

j von links multipliziert erhalten wir den Entwiklungskoe�zienten von

j' i:

h e

i

j' i = h e

i

j

^

A j i

= h e

i

j

^

A

0

�

N

X

j=1

j e

j

ih e

j

j i

1

A

:

Wegen der Linearität des Operators

^

A können wir die Summe nah vorne ziehen:

=

N

X

j=1

h e

i

j

^

A j e

j

ih e

j

j i:

Mit den Entwiklungskoe�zienten h e

j

j i für j i und den Matrixelementen

h e

i

j

^

A j e

j

i kann man also sofort die Entwiklungskoe�zienten für den Endzu-

stand angeben:

h e

i

j' i =

N

X

j=1

h e

i

j

^

A j e

j

i

| {z }

Matrixelement

h e

j

j i

Und in Matrixform:

0

B

�

h e

1

j' i

.

.

.

h e

N

j' i

1

C

A

=

0

B

�

A

11

� � � A

1N

.

.

.

.

.

.

.

.

.

A

N1

� � � A

NN

1

C

A

0

B

�

h e

1

j i

.

.

.

h e

N

j i

1

C

A

:

Satz. Wenn

^

A ein hermitesher Operator ist, dann gibt es eine Orthonormal-

basis von Eigenzuständen j�

i

i, wobei die Matrix h�

i

j

^

A j�

j

i diagonal ist.

Beweis. Sei j�

i

i eine Basis der Eigenzustände zu

^

A, dann gilt für die Matrix-

elemente:

~

A

ij

= h�

i

j

^

A j�

j

i

= h�

i

j a

j

j�

j

i

= a

j

h�

i

j�

j

i

= a

j

Æ

ij

=

0

B

�

a

1

� � � 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 � � � a

N

1

C

A
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Bestimmung der Eigenwerte a

i

und Eigenzustände j�

i

i

1. Berehne die Matrix zu

^

A in beliebiger Basis h e

i

j

^

A j e

j

i.

2. Suhe die Basistransformation T

�i

= h�

�

j e

i

i, so daÿ die Matrix in der

neuen Basis diagonal ist:

h�

�

j

^

A j�

�

i =

X

ij

h�

�

j e

i

ih e

i

j

^

A j e

j

ih e

j

j�

�

i

= T

^

AT

�1

3. Finde den Eigenwert zu

A

ik

j� i = a

i

j� i

mittels der Gleihung:

(A

ik

� Æ

ik

a

i

) j� i = j 0 i:

Sie hat niht-triviale Lösungen, nur wenn detj

^

A � 1a

i

j = 0. Dann ist a

i

Eigenwert von A

ik

.

14

4. Für festes a

i

�nde Lösungen

0

B

�

x

1

.

.

.

x

N

1

C

A

(Nullstellen des Polynoms) der obigen

Eigenwertgleihung.

Hieraus ergeben sih die Eigenzustände.

2.2.5 Hermitizität in Matrixdarstellung

Wenn

^

A eine physikalishe Observable darstellen soll, dann muÿ

^

A hermitesh

sein (um eine reelle Zahl zu erzeugen).

Ist A

ij

= he

i

j

^

A j e

j

i eine Matrixdarstellung zu

^

A, dann folgt:

A

y

ij

= h e

i

j

^

A

y

j e

j

i

= h

^

A

y

e

j

j e

i

i

�

= h e

j

j

^

A j e

i

i

�

= A

�

ji

Daraus folgt die Matrix des adjungierten Operators

^

A hat die Eigenshaft A

y

=

(A

T

)

�

.

Für hermiteshe Operatoren gilt A

y

= A = (A

T

)

�

Beispiel. Hermiteshe Operatoren:

14

P

N

(a

i

) = detj

^

A� 1Ea

i

j ist das harakteristishe Polynom. Siehe auh [Kaul-1, S. 346℄.
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1. A

ij

ist hermitesh, wenn A

ij

reell und symmetrish ist.

2.

�

1 i

�i 1

�

y

�

=

�

1 �i

i 1

�

=

�

1 i

�i 1

�

Was hat die Bedingung, daÿ

^

A hermitesh ist, für Auswirkungen auf die Ma-

trix? Welhe Bedeutung hat die Hermitizität bei der Messung? Das wird in �2.3

behandelt.



108 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK

2.3 Messung von Observablen

Wir beshäftigen uns mit der Messung von Observablen.

2.3.1 Zwei einleitende Beispiele

1. Beispiel. Doppelspalt-Experiment:

Abbildung 2.6: Doppelspalt

Man miÿt die Position x des Teilhens am Shirm.

Wie sieht die Entwiklung des Zustandes in Ortsbasis aus?

Aus dem Zustand j i kann man  (x) = hx j i in Ortsdarstellung er-

rehnen.

Die Wahrsheinlihkeit erhält man dann aus %(x) = j (x)j

2

.

Durh die Messung von j i ! jx i wird das Teilhen zu einer Annahme

eines End-Zustandes jx i gezwungen und daher kolabiert der Zustand  

zu einem Ortseigenzustand (zu einer einzigen Realisierungsform). Vor der

Messung ist nur die Wahrsheinlihkeit für ein bestimmtes jx i gegeben

und zwar durh %(x) = jhx j ij

2

.

2. Beispiel. Energiemessung am Harmonishen Oszillator:

Wie sieht die Entwiklung des Zustandes in der Energiebasis aus?

j i =

1

X

n=0

j'

n

ih'

n

j i

Abbildung 2.7: Häu�gkeit der Energiezustände

In einer Einzelmessung ermittelt man einen möglihen Energiewert E

n

.

Die j'

n

i bilden eine diskrete Basis für alle möglihen Energiewerte. Viele

Messungen ergeben eine Verteilung, aus der man die Entwiklungskoe�-

zienten C

n

bestimmen kann. Diese sind mit der Basis der Energieeigenzu-

stände verknüpft: C

n

= h'

n

j i.

Mit C

2

n

= jh'

n

j ij

2

berehnet man die Wahrsheinlihkeitsverteilung für

die Energie:

%(E) =

X

n

Æ(E �E

n

)jh'

n

j ij

2

=

X

n

Æ(E �E

n

)C

2

n

2.3.2 Wihtige De�nitionen

Folgende, wihtige Gröÿen können, wie folgt, errehnet werden:

Der experimentell ermittelte Mittelwert:

�

E =

X

n

E

n

C

2

n

:
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Der aus den Zuständen errehnete Erwartungswert:

h j

^

H j i =

X

i;n

h j'

i

i h'

i

j

^

H j'

n

i

| {z }

E

n

Æ

in

h'

n

j i

=

X

n

E

n

jh'

n

j ij

2

:

Das Shwankungsquadrat

15

:

(�E)

2

= h j

^

H

2

j i � jh j

^

H j ij

2

=

X

n

E

2

n

jh'

n

j ij

2

�

�

X

n

jh'

n

j ij

2

E

n

�

2

:

Die C

2

n

bilden also die Verknüpfung zwishen den Meÿwerten und den

abstrakten Zustandsfunktionen.

2.3.3 Messung

Satz. Sei

^

A ein hermitesher Operator und j i ein Zustand. Eine Mes-

sung von

^

A führt j i in den Eigenzustand j�

i

i mit der Wahrsheinlih-

keit jh�

i

j ij

2

über.

Satz. Die Messung von

^

A liefert einen sharfen Meÿwert (�

^

A)

2

= 0,

wenn j i Eigenzustand zu

^

A ist. Dann ist

jh�

i

j ij =

(

1 für  = �

i

;

0 sonst.

:

Abbildung 2.8: Energieverteilung mit Messung am Spalt und ohne Messung

Beweis. Es gilt

h

^

A i = h'

n

j

^

A j'

n

i

= a

n

und

h

^

A

2

i = h'

n

j

^

A

2

j'

n

i

=

N

X

i=1

h'

n

j

^

A j'

i

i

| {z }

a

n

Æ

in

h'

i

j

^

A j'

n

i

| {z }

a

n

Æ

in

= a

2

n

;

15

Nebenrehnung zum Shwankungsquadrat:

^

H

^

H j'

n

i =

^

HE

n

j'

n

i

= E

n

^

H j'

n

i

= E

2

n

j'

n

i:

Noh eine Überlegung zu E

2

n

: Eine diagonale Matrix mit sih selbst multipliziert ergibt wieder

eine diagonale Matrix mit Elementen 

2

ii

.



110 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK

daraus folgt

(�

^

A)

2

= h

^

A

2

i � h

^

A i

2

= a

2

n

� a

2

n

= 0:

Wenn der Zustand ein Eigenzustand ist, erhalten wir einen sharfen Meÿ-

wert.

2.3.4 Gleihzeitige Meÿbarkeit

De�nition. Wir de�nieren den Kommutator:

[

^

A;

^

B ℄

�

:=

^

A

^

B �

^

B

^

A:

Satz. Zwei dynamishe Variablen A;B sind genau dann gleihzeitig sharf meÿ-

bar, wenn die zugehörigen Operatoren vertaushbar sind:

^

A

^

B =

^

B

^

A

d.h. mit der De�nition des Kommutators:

[

^

A;

^

B ℄

�

= 0:

Satz. Gleihzeitig sharf meÿbar heiÿt genau, daÿ ein gemeinsames Eigen-

funktionssystem (Basis) der Operatoren existiert. D.h. es existiert eine Basis

j�; � i

i

16

mit

^

A j�; � i

i

= a

i

j�; � i

i

und

^

B j�; � i

i

= b

i

j�; � i

i

:

Beweis. Damit lautet der Satz:

1. Falls eine gemeinsame Basis existiert, dann vershwindet der Kommuta-

tor.

Wenn j�; � i

i

Eigenzustand zu

^

B ist, gilt:

^

A

^

B j�; � i

i

=

^

Ab

i

j�; � i

i

= b

i

^

A j�; � i

i

mit der Bedingung j�; � i

i

ist Eigenzustand zu

^

A mit Eigenwert a

i

,

= b

i

a

i

j�; � i

i

= a

i

b

i

j�; � i

i

= a

i

^

B j�; � i

i

=

^

Ba

i

j�; � i

i

=

^

B

^

A j�; � i

i

:

16

j�; � i

i

soll einen physikalishen Zustand darstellen, der von zwei Variablen abhängt.
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Hieraus folgt, daÿ

^

A

^

B j�; � i

i

=

^

B

^

A j�; � i

i

für alle Basiszustände ist. Da-

mit gilt es auh für alle Linearkombinationen und somit für alle Zustände.

Für alle Elemente des Hilbertraumes gilt also

^

A

^

B =

^

B

^

A

und somit

[

^

A;

^

B ℄

�

= 0:

2. Vershwindet der Kommutator, dann existiert eine gemeinsame Basis.

17

Sei j�

i

i eine vollständige Orthonormalbasis von Eigenzuständen zu

^

A

^

A j�

i

i = a

i

j�

i

i;

und es gelte

^

B j�

i

i = j�

i

i;

dann ist j�

i

i auh Eigenzustand zu

^

A mit Eigenwert a

i

.

^

A j�

i

i =

^

A

^

B j�

i

i

Vertaushbarkeit:

^

A

^

B =

^

B

^

A

=

^

B

^

A j�

i

i

=

^

Ba

i

j�

i

i

= a

i

^

B j�

i

i

^

A j�

i

i = a

i

j�

i

i

Falluntersheidung: (a

i

ist jeweils fest)

(a) a

i

ist niht entarteter Eigenwert zu

^

A:

Aus

^

A j�

i

i = a

i

j�

i

i;

und

^

A j�

i

i = a

i

j�

i

i

folgt

j�

i

i = �

i

j�

i

i;

und so

^

B j�

i

i = �

i

j�

i

i:

Also hat

^

B den Eigenwert �

i

= �

i

.

17

GemeinsameBasis bedeutet, daÿ die Anwendung des Operators

^

B auf einen Eigenzustand

j�

i

i von

^

A niht die Eigenshaft, daÿ er Eigenzustand ist, wegnimmt.
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(b) a

i

ist n-fah entarteter Eigenwert zu

^

A:

n-fah entartet bedeutet, daÿ es n Eigenzustände j�

i

i gibt, die be-

züglih

^

A alle denselben Eigenwert haben:

^

A j�

i

i = a

i

j�

i

i; i 2 fi j a

i

= a

j

; i 6= jg.

Nennen wir die n-fah entarteten Eigenwerte a

i

=: a, und numme-

rieren die Eigenzustände geshikt durh, so können wir die Eigen-

wertgleihungen so shreiben:

^

A j�

i

i = a j�

i

i i = 1; : : : ; n:

Mit

^

B j�

i

i = j�

i

i

folgt, ähnlih wie oben

^

A j�

i

i = a j�

i

i i = 1; : : : ; n:

Jedoh gilt hier niht einfah

j�

i

i = � j�

i

i;

wie im niht entarteten Fall, sondern

^

B j�

i

i = j�

i

i =

N

X

j=1

x

ij

j�

j

i:

h� j

^

B j� i =

0

B

B

�

.

.

.

0 0

0 X

ij

0

0 0

.

.

.

1

C

C

A

X

ij

ist eine n� n Untermatrix im Teilraum der entarteten Zustände

(x

ij

6= 0).

18

Nun müssen wir noh eine Basistransformation �nden, in der X

ij

diagonal ist:

0

B

�



1

0 0

0

.

.

.

0

0 0 

n

1

C

A

j 

i

i =

n

X

j=1

j�

j

ih�

j

j 

i

i

^

A j 

i

i =

^

A

n

X

j=1

j�

j

ih�

j

j 

i

i

=

n

X

j=1

a j�

j

ih�

j

j 

i

i

18

In dieser Gleihung stehen die j� i für die gesamte Basis.
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Daraus folgt, daÿ j 

i

i Eigenzustand zu

^

A mit Eigenwert a

i

und zu

^

B mit Eigenwert b

i

ist.

Damit haben wir den Beweis in beide Rihtungen geführt.

2.3.5 Beispiele zu Kommutatoren

1. [ p̂

x

; x̂ ℄

�

:

In Operatoren geshrieben

19

:

[

~

i

�

x

; x ℄

�

 (x) =

~

i

�

x

x (x) � x

~

i

�

x

 (x)

=

~

i

 (x) +

~

i

x�

x

 (x) � x

~

i

�

x

 (x)

=

~

i

 (x)

[ p̂

x

; x̂ ℄

�

=

~

i

Das heiÿt p̂

x

und x̂ haben kein gemeinsames Eigenfunktionssystem und

sind somit niht gleihzeitig sharf meÿbar.

2. [ p̂

x

; ŷ ℄

�

:

[

~

i

�

x

; y ℄

�

'(x; y; z) =

~

i

�

x

y'

= y

~

i

�

x

'

= 0

p̂

x

und ŷ sind gleihzeitig meÿbar.

3. [ p̂

x

;

p̂

2

x

2m

℄

�

:

[ p̂

x

;

p̂

2

x

2m

℄

�

= p̂

x

p̂

2

x

2m

�

p̂

2

x

2m

p̂

x

= 0

Es existiert ein gemeinsames Eigenfunktionssystem und die Observablen

der Operatoren für Impuls und Energie sind gleihzeitig meÿbar.

Anmerkung zu Eigenfunktionssysteme

Aber niht jedes Eigenfunktionssystem zu

^

B =

p̂

2

x

2m

ist auh Eigenfunk-

tionssytem zu

^

A = p̂

x

, obwohl ein gemeinsames Eigenfunktionssystem

existiert:

Zum Beispiel ist die Wellenfunktion

'(x) =

1

p

2

�

e

ikx

+ e

�ikx

�

19

�

x

bedeutet

�

�x
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eine Eigenfunktion zu

p̂

2

x

2m

:

p̂

2

x

2m

'(x) = �

~

2

2m

�

2

x

'(x)

=

~

2

k

2

2m

'(x)

= a'(x);

aber niht zu p̂

x

:

p̂

x

'(x) =

~

i

�

x

'(x)

=

~

i

1

p

2

�

ike

ikx

+ (�ik)e

ikx

�

6= a'(x):

2.3.6 Zusammenfassung

1. Für Observablen muÿ der Operator

^

A linear und hermitesh sein, um aus

den abstrakten Eigenzustände j a i reelle Messwerte zu erzeugen:

^

A

y

=

^

A) hA i reell:

2. Durh Messung kolabiert die Wellenfunktion in einen Eigenzustand; das

Teilhen wird gezwungen in einen der Eigenzustände überzugehen. Das

Gesamtergebnis kommt durh aufsummieren der einzelnen Tre�er über

den jeweiligen Eigenzuständen zustande.

j i =

X

i

h�

i

j i j�

i

i mit

^

A j�

i

i = a

i

j�

i

i

Abbildung 2.9: Diskretes Spektrum

3. Sharfe Messung bedeutet, daÿ alle Messungen dasselbe Ergebnis liefern.

Alle Messungen ergeben also denselben Eigenzustand. Der gemessene Zu-

stand ist also der Eigenzustand.

(�A)

2

:= hA

2

i � hA i

2

= 0

) j i = j�

i

i

4. Sind

^

A und

^

B gleihzeitig sharf meÿbar, so existiert ein gemeinsames

Orthonormalsystem von Eigenzuständen.

Wenn also

^

A j�; � i = a j�; � i

und

^

B j�; � i = b j�; � i
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ist, dann gilt

[

^

A;

^

B ℄

�

=

^

A

^

B �

^

B

^

A

= 0:

^

A;

^

B kommutieren miteinander.

2.3.7 Heisenberg'she Unshärferelation

Was bedeutet es, wenn der Kommutator [

^

A;

^

B ℄

�

niht vershwindet? Diese

Frage führt uns zur

allgemeinen Formulierung der Heisenberg'shen Unshärferelation:

Satz. Wenn

[

^

A;

^

B ℄

�

= i~

^

C

ist und

^

A;

^

B linear und hermitesh sind, dann ist auh ~

^

C ein hermitesher

Operator

20

und es gilt:

h j (�A)

2

j ih j (�B)

2

j i �

1

4

h j~

^

C j i

2

oder vereinfaht

(�A)

2

(�B)

2

�

1

4

~

2

h

^

C i

2

Beweis. 1. Teilbeweis. ~

^

C ist hermitesh.

Dies ist äquivalent mit der Frage ob i[

^

A;

^

B ℄

�

= �~

^

C hermitesh ist.

(i[

^

A;

^

B ℄

�

)

y

= �i([

^

A;

^

B ℄

�

)

y

= �i(

^

A

^

B �

^

B

^

A)

y

= �i((

^

A

^

B)

y

� (

^

B

^

A)

y

)

= �i

^

B

y

^

A

y

+ i

^

A

y

^

B

y

= �i

^

B

^

A+ i

^

A

^

B

= i[

^

A;

^

B ℄

�

�~

^

C ist hermitesh und somit auh ~

^

C =

1

i

[

^

A;

^

B ℄

�

.

[

^

A;

^

B ℄

�

ist antihermitesh.

Beispiel.

[ p

x

; x ℄

�

= [

~

i

�

�x

; x ℄

�

20

Man beahte, das i: [

^

A;

^

B ℄

�

ist antihermitesh und i[

^

A;

^

B ℄

�

ist hermitesh.
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Den Kommutator ausshreiben und für die nahfolgende Di�erentiation

eine gedahte Funktion f hinshreiben (auf die die Operatoren wirken

würden).

=

~

i

�

�x

(xf) � x

~

i

�

�x

f

mit der Produktregel

=

~

i

+

~

i

xf

0

�

~

i

xf

0

=

~

i

= �i~

= i~

^

C

~

^

C = �~, also

^

C = �

b

1 ist hermitesh; i~

^

C ist antihermitesh.

2. Teilbeweis. Es gilt die Shwarz'she Ungleihung:

jh g j f ij

2

� h f j f ih g j g i

Beispiel. 2 dimensionale Vektorrehnung

Abbildung 2.10: Vektorenbeispiel

h g j f i = jgjjf j os�

jh g j f ij

2

= h g j g ih f j f i os

2

�

� h g j g ih f j f i � 1

3. Teilbeweis. Das Shwankungsquadrat läÿt sih so shreiben:

(�

^

A)

2

= h

^

A

2

i � h

^

A i

2

= h (

^

A � h

^

A i)

2

i

= h j (

^

A � h

^

A i)

2

j i

= h

^

A

y

� h

^

A

y

i j

^

A � h

^

A i j i

= h g j g i;

genauso für

^

B:

(�

^

B)

2

= h

^

B

2

i � h

^

B i

2

= h

^

B

y

� h

^

B

y

i j

^

B � h

^

B i j i

= h f j f i;
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in die Shwarz'she Ungleihung eingesetzt:

(�

^

A)

2

(�

^

B)

2

� jh g j f ij

2

� jh

^

A

y

� h

^

A

y

i j

^

B � h

^

B i ij

2

= jh j (

^

A � h

^

A i)(

^

B � h

^

B i)

| {z }

^

X

j ij

2

= jh j

^

X j ij

2

:

Betrahten wir den Operator

^

X:

^

X =

1

2

�

(

^

A � h

^

A i)(

^

B � h

^

B i)

| {z }

Produkt stehengelassen

+

^

A

^

B � h

^

A i

^

B � h

^

B i

^

A + h

^

A ih

^

B i

| {z }

Produkt ausmultipliziert

+

^

B

^

A �

^

B

^

A

| {z }

null addiert

�

=

1

2

�

(

^

A � h

^

A i)(

^

B � h

^

B i)

+

^

B

^

A � h

^

A i

^

B � h

^

B i

^

A + h

^

A ih

^

B i

+ (

^

A

^

B �

^

B

^

A)

�

:

Es ist h

^

B i

^

A =

^

Ah

^

B i wegen der Linearität von

^

A und

^

B und wir haben

+

^

A

^

B mit +

^

B

^

A getausht, damit rehts der Kommutator steht:

=

1

2

�

(

^

A� h

^

A i)(

^

B � h

^

B i) + (

^

B � h

^

B i)(

^

A � h

^

A i)

�

| {z }

=

^

F

+

1

2

[

^

A;

^

B ℄

�

| {z }

=i~

^

C

=

^

F +

1

2

i~

^

C

Wie shon gezeigt ist ~

^

C hermitesh. Wir zeigen noh, daÿ

^

F hermitesh

ist:

F

y

=

1

2

(

^

B � h

^

B i)

y

(

^

A � h

^

A i)

y

+

1

2

(

^

A � h

^

A i)

y

(

^

B � h

^

B i)

y

=

1

2

�

(

^

A � h

^

A i)(

^

B � h

^

B i) + (

^

B � h

^

B i)(

^

A � h

^

A i)

�

=

^

F

Ein beliebiger Operator kann in einen hermiteshen und antihermiteshen

Anteil zerlegt werden. Dies haben wir für

^

X gemaht

21

:

h j

^

X j i

| {z }

komplex

= h j

^

F +

1

2

i~

^

C j i

= h j

^

F j i

| {z }

reell

+

1

2

i h j~

^

C j i

| {z }

reell

21

Beahte, daÿ

^

X niht hermitesh ist:

^

X 6=

^

X

y

.
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Jetzt zurük zu unserer Shwarz'shen Ungleihung:

(�

^

A)

2

(�

^

B)

2

�jh j

^

X j ij

2

Es ergibt sih mit der obigen Gleihung:

=jh j

^

F +

1

2

i~

^

C j ij

2

=jh j

^

F j i +

1

2

ih j~

^

C j ij

2

Wir bilden das Betragsquadrat, wobei wir beahten das der obige Term

als komplexe Zahl z = x + iy aufgefaÿt werden kann

22

:

=

�

h j

^

F j i +

1

2

ih j~

^

C j i

�

�

h j

^

F j i �

1

2

ih j~

^

C j i

�

=h j

^

F j i

2

� h j

^

F j i

1

2

ih j~

^

C j i

+ h j

^

F j i

1

2

ih j~

^

C j i �

1

4

i

2

h j~

^

C j i

2

=h j

^

F j i

2

�

1

4

i

2

h j~

^

C j i

2

=h j

^

F j i

2

+

1

4

h j~

^

C j i

2

= h j

^

F j i

2

| {z }

�0

+

1

4

h j~

^

C j i

2

Es gilt also

(�

^

A)

2

(�

^

B)

2

�

1

4

h j~

^

C j i

2

oder

�

1

4

h j

1

i

[

^

A;

^

B ℄

�

j i:

Wir haben also die Heisenberg'she Unshärferelation gezeigt:

23

(�

^

A)

2

(�

^

B)

2

�

1

4

h

1

i

[

^

A;

^

B ℄

�

i

2

beziehungsweise

(�

^

A)

2

(�

^

B)

2

�

1

4

h~

^

C i

2

:

22

Es gilt für komplexe Zahlen: h z = x + iy i

2

= (x+ iy)(x � iy).

23

Vergleihe mit [Flieÿbah, S. 54℄ und [Dawydow, S. 51℄. (Daÿ beim Flieÿbah das i im

Zähler steht maht nihts, da es ja unter einem Quadrat steht.)
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Beispiele

1. Beispiel. Die Impuls-Ort-Unshärferelation:

[ p̂; x̂ ℄

�

= [

~

i

�

�x

; x ℄

�

=

~

i

= i~ (�1)

| {z }

^

C

daraus folgt:

(�p̂)

2

(�x̂)

2

�

1

4

~

2

Betrahten wir den Spezialfall des Harmonishen Oszillators:

(�p̂)

2

(�x̂)

2

=

1

4

~

2

Bei einer ebenen Welle e

ikx

mit p = ~k folgt (�p)

2

= 0. Damit ist %(x) =

onst: und damit (�x)

2

=1.

2. Beispiel. Die Energie-Zeit-Unshärferelation:

[

^

H; t ℄

�

= [ i~

�

�t

; t ℄

�

= i~

Die Shrödinger-Gleihung

24

:

^

H j i = i~

�

�t

j i

Die Unshärferelation für die Energie:

(�E)

2

(�t)

2

�

1

4

~

2

Wenn man die stationäre Lösung von

^

H j i = E j i betrahtet, bei der

j i Eigenzustand ist und (�E)

2

= 0 ist, dann gilt auh (�t)

2

=1. Man

kann also keine Aussage über die zeitlihe Entwiklung mahen.

Bei einem Übergang zwishen zwei Zuständen handelt es sih um einen

zeitlih begrenzten Vorgang, weshalb eine �Energievershmierung� auftritt.

24

Beahte:

^

H = i~

�

�t

ist niht als Operatoridentität zu verstehen, sondern gilt nur für die

Lösungen der Shrödinger-Gleihung.
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2.4 Kommutatorrelation und Poisson-Klammer

2.4.1 Quantisierungsbedingung

Sei j i eine Lösung der zeitabhängigen Shrödinger-Gleihung:

^

H j i = i~

�

�t

j i

Sei auÿerdem

^

A ein hermitesher Operator (also verknüpft mit einer Messgröÿe

A). Berehnen wir für diese Gröÿen die zeitlihe Ableitung des Erwartungswerts:

d

dt

h j

^

A j i = h j

�

^

A

�t

j i+ h j

^

A j

� 

�t

i + h

� 

�t

j

^

A j i

Erweitern der beiden hinteren Terme mit i~:

= h j

�

^

A

�t

j i+

1

i~

h j

^

A j i~

� 

�t

i �

1

i~

h i~

� 

�t

j

^

A j i

Ersetzen wir i~

�

�t

durh

^

H :

= h j

�

^

A

�t

j i+

1

i~

h j

^

A j

^

H i �

1

i~

h

^

H

y

 j

^

A j i

= h j

�

^

A

�t

j i+

1

i~

h j

^

A

^

H j i �

1

i~

h j

^

H

^

A j i

Zusammenfassen der Operatoren zum Kommutator:

= h j

�

^

A

�t

j i+

1

i~

h j [

^

A;

^

H ℄

�

j i

= h

�

^

A

�t

i+

1

i~

h [

^

A;

^

H ℄

�

i

Vergleihen wir dieses Ergebnis mit der Klassishen Mehanik. Sei dabei A die

dynamishe Variable A (q(t); p(t); t):

dA

dt

=

�A

�t

+

�A

�q

_q +

�A

�p

_p

=

�A

�t

+

�A

�q

�H

�p

�

�A

�p

�H

�q

=

�A

�t

+ fA;H g

Die Ähnlihkeit der beiden Ergebnisse ist kein Zufall. Ersetzen wir die Obser-

vablen durh die Erwartungswerte ihrer korrespondierenden Operatoren und

die Poisson-Klammer durh den Kommutator, so erhalten wir aus einem klas-

sishen Gesetz eine Beziehung für die Quantenmehanik. In Abshnitt 1.2.4,

auf Seite 41 (Ehrenfest'shes Theorem), hatten wir im Zusammenhang mit dem

Newton'shen Gesetz shon festgestellt, dass die zeitlihe Entwiklung in der

Quantenmehanik mittels der Erwartungswerte behandelt werden muss.

Mit der hier gefundenen Beziehung können wir nun die Operatoren direkt aus

den klassishen Gröÿen herleiten und überprüfen.
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Satz (Quantisierungsbedingung). Die quantenmehanishen Operatoren

^

A

und

^

H müssen stets so de�niert werden, dass folgende Beziehung zur Klassi-

shen Mehanik erfüllt ist:

[

^

A;

^

H ℄

�

= i~

^

C , fA;H g = C(q; p)

In der Gründerzeit der Quantenmehanik hatte man damit ein wihtiges Werk-

zeug zur Aufstellung der Operatoren: Ist die Quantisierungsbedingung erfüllt,

so entsprehen die Operatoren den Observablen im �klassishen Grenzfall�.)

Die Quantisierungsbedingung und das Ehrenfest'shes Theorem

Nah dem Ehrenfest-Theoremmuss die zeitlihe Ableitung des Erwartungswerts

gleih der zeitlihen Ableitung der klassishen Observablen sein:

d

dt

h j

^

A j i =

d

dt

A

klassish

Die Quantisierungsbedingung liefert uns dabei eine De�nition des Operators, die

uns garantiert, dass die geforderte Gleihheit der zeitlihen Ableitungen besteht!

Betrahten wir nohmals die Aussage des Ehrenfest'shen Theorems:

m

d

2

dt

2

h ~x i = �h

~

r

^

V i

Die Beziehungen der Gröÿen Ort, Impuls und Kraft können wir nun sowohl mit-

tels der Quantisierungsbedingung, als auh durh das Ehrenfest'she Theorem

ausdrüken. Auf Seite 39 fanden wir H als Generator der Zeitentwiklung:

f ~p;H g =

d~p

dt

f ~x;H g =

d~x

dt

Für diese Gröÿen gelten die klassishen Zusammenhänge:

d~p

dt

= � gradV (~x; t)

m

d~x

dt

= ~p

Die Übersetzung in die Quantenmehanik lautet:

dh p̂ i

dt

=

1

i~

h [ p̂;

^

H ℄

�

i = �h grad

^

V (x̂; t) i

m

dh x̂ i

dt

=

m

i~

h [ x̂;

^

H ℄

�

i = h p̂ i
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Weitere Beispiele

Beispiel (Quantisierungsbedingung für generalisierte Koordinaten).

Betrahten wir nur die Poisson-Klammer der Klassishen Mehanik mit den

generalisierten Koordinaten q und p:

f p; q g =

�p

�q

�q

�p

| {z }

=0

�

�p

�p

�q

�q

| {z }

=1

= �1

Aus diesem Ergebnis muss für die entsprehenden Operatoren gefordert werden,

dass gilt:

1

i~

[ p̂; x̂ ℄

�

= �

b

1

bzw.:

[ p̂; x̂ ℄

�

= �i~

und:

[ x̂; p̂ ℄

�

= i~

Zusammen mit der Quantisierungsbedingung erhalten wir die

Konstruktionskriterien für Operatoren der Quantenmehanik:

1. De�niere für jede physikalishe Observable A einen Operator

^

A.

2.

^

A muss linear und hermitesh sein.

3. Erfüllt die Observable A die klassishen Beziehung fA;B g = C, so muss

^

A die Operatorbeziehung [

^

A;

^

B ℄

�

= i~

^

C erfüllen.

Mit diesen Bedingungen kann man die Quantenmehanik aus der Klassishen

Mehanik aufbauen (Zumindest solange die quantenmehanishen Gröÿen Ana-

logien in der Klassishen Mehanik besitzen).

Beispiel (Quantisierungsbedingung für Drehimpulskomponenten).

Der klassishe Drehimpuls lautet:

~

l =

0

�

l

x

l

y

l

z

1

A

= ~r � ~p =

0

�

yp

z

� zp

y

zp

x

� xp

z

xp

y

� yp

x

1

A

Es gilt für die Poisson-Klammer:

f l

x

; l

y

g =

�l

x

�x

�l

y

�p

x

| {z }

=0

�

�l

x

�p

x

�l

y

�x

| {z }

=0

+

�l

x

�y

�l

y

�p

y

| {z }

=0

�

�l

x

�p

y

�l

y

�y

| {z }

=0

+

�l

x

�z

|{z}

�p

y

�l

y

�p

z

|{z}

�x

�

�l

x

�p

z

|{z}

y

�l

y

�z

|{z}

p

x

= xp

y

� yp

x

= l

z
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Dieses Ergebnis zwingt uns folgende Beziehung für die Komponenten des quan-

tenmehanishen Drehimpulses auf:

[

^

l

x

;

^

l

y

℄

�

= i~

^

l

z

Damit kennen wir eine Beziehung für den Drehimpuls in der Quantenmehanik,

ohne dass wir uns dazu quantenmehanishe Gedanken über den Drehimpuls

mahen mussten.

2.4.2 Symmetrien und Erhaltungsgröÿen

Fragestellung: Wie übersetzt man den Zusammenhang bezüglih Erhaltungsgrö-

ÿen, der sih in der Klassishen Mehanik aus den Poisson-Klammern ergibt, in

die Quantenmehanik?

Die Poisson-Klammer hat für ein A, das niht explizit von der Zeit abhängt,

A( t�), also:

�A

�t

= 0;

die Eigenshaft:

fA;H g = 0:

Man spriht in diesem Zusammenhang von

� Symmetrie: fA;H g = 0, und

� Erhaltungsgröÿe: A = onst: (A ist eine Konstante der Bewegung.)

Übersetzen wir dies in die Sprahe der Operatoren:

Vertausht

^

A mit

^

H :

25

[

^

A;

^

H ℄

�

= 0

� das ist die Symmetrie � so ist der Erwartungswert von

^

A eine Erhaltungsgröÿe:

h

^

A i = onst:

Also gilt der Zusammenhang:

h

^

A i = onst: , [

^

A;

^

H ℄

�

= 0

Bemerkung. Sind Operatoren im Spiel, so müssen wir streng die Reihenfolge

einhalten. Bei Ableitungen müssenwir zusätzlih beahten, wie �weit� sie wirken.

Auÿerdem sollte man im Hinterkopf behalten, dass der Kommutator auh ein

Operator ist (er enthält selbst Operatoren, ist also auh einer). Nimmt man

dies alles zusammen, so gerät man manhmal in Kon�ikt mit der Shreibweise.

Um niht den Überblik zu verlieren, was worauf wie wirkt, führen wir besser

eine �ktive Funktion ein, die nur dazu dient, die Reihweite der Operatoren

abzugrenzen. Im folgenden Beispiel bedienen wir uns mit f(x) einer solhen

Hilfsfunktion.

25

Vergleihe die Eigenshaft der Erhaltungsgröÿe mit der anderen Konsequenz der Sym-

metrie: Es existiert ein gemeinsames Eigenfunktionssystem für

^

H und

^

A. Die Lösungen der

zeitunabhängigen Shrödinger-Gleihung sind damit auh Eigenzustände zu

^

A.
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Beispiel. Ist

^

A :=

~

i

�

�x

, so ist dies bezüglih einem (gegenüber Transformatio-

nen in x invarianten)

^

H eine Erhaltungsgröÿe.

Beweis. Sei f(x) eine �ktive Funktion, wie eben erläutert. Dann gilt mit obigem

Operator

^

A:

[

^

A;

^

H ℄

�

f(x) =

~

i

�

�x

^

Hf(x) �

^

H

~

i

�

�x

f(x)

=

�

~

i

�

�x

f(x)

�

^

H +

�

~

i

�

�x

^

H

�

f(x) �

^

H

~

i

�

�x

f(x)

Erster und letzter Term heben sih gegeneinander weg:

=

�

~

i

�

�x

^

H

�

f(x)

= 0 f(x)

= 0

wenn

�

^

H

�x

= 0 ist.

^

A ist somit eine Erhaltungsgröÿe.

Der im Beispiel benutzte Operator tritt in den generalisierten Koordinaten auf.

Wir verallgemeinern die Zusammenhänge nun für die Operatoren der generali-

sierten Koordinaten:

Satz. Für generalisierte Koordinaten p

i

und q

j

bzw. ihre zugeordneten Opera-

toren gilt:

f q

i

; p

j

g = Æ

ij

, [ q̂

i

; p̂

j

℄

�

= i~

^

Æ

ij

Mit dem oben gesagten ergibt sih damit für die Operatorersetzung:

Satz. Für generalisierte Koordinaten (zusammengehörige Paare) p

i

und q

i

gilt

folgende Ersetzungsvorshrift:

p̂

i

=

~

i

�

�q

i

(Wenn wir möhten, dass der Ortsperator q̂

i

die Observable q

i

darstellt, so muss

der zugehörige Impulsoperator p̂

i

(in Ortsdarstellung) folgendermaÿen aussehen:

p̂

i

=

~

i

�

�q

i

.)

Soll p̂

i

eine Erhaltungsgröÿe sein, so bedeutet dies:

[ p̂

i

;

^

H ℄

�

= 0 =

~

i

�H

�q

i

was nur erfüllt ist, wenn

^

H invariant gegenüber einer Transformation der q

i

ist.
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Abbildung 2.11: Generalisierte Koordinaten bei einer Rotation.

Beispiel. Sei q̂

�

der Azimuthwinkel in Kugel- oder Zylinderkoordinaten. Dann

stellt der Operator:

p̂

�

=

~

i

�

�q

�

eine in�nitesimale Rotation um die z-Ahse dar.

Es wird sih zeigen, dass p̂

�

der Drehimpuls in z-Rihtung ist (Eine Änderung

von p̂

�

bedeutet Rotation um die z-Ahse, oder: p̂

�

generiert eine in�nitesimale

Rotation um z).

Wenn nun

^

H invariant bezüglih einer Rotation um die z-Ahse ist, muss p̂

�

eine Konstante der Bewegung sein, oder: Der Drehimpuls in z-Rihtung ist eine

Erhaltungsgröÿe.

Beispiel (Operator der kinetishen Energie). Die kinetishe Energie ei-

nes Teilhens der Masse m ist in kartesishen Koordinaten (und drei Dimen-

sionen):

~p

2

2m

=

p

2

x

2m

+

p

2

y

2m

+

p

2

z

2m

Übersetzt in die Quantenmehanik führt dies auf den Operator:

�

~

2

2m

� = �

~

2

2m

�

�

2

�x

2

+

�

2

�y

2

+

�

2

�z

2

�

Übersetzen wir das in Zylinderkoordinaten, indem wir nur � übertragen:

T

zyl

= �

~

2

2m

�

zyl

= �

~

2

2m

�

�

2

�%

2

+

1

%

�

�%

+

1

%

2

�

2

�'

2

+

�

2

�z

2

�

=:

^

H

1

Versuhen wir

^

H auf einem alternativen Weg zu �nden:

Mit V = 0 ist die Lagrange-Funktion gleih der kinetishen Energie, die wir in

Zylinderkoordinaten ausdrüken:

L = T � V =

m

2

�

_%

2

+ %

2

_

�

2

+ _z

2

�

Dabei ist mit p

�

=

�L

� _q

�

:

p

%

=m _%

p

'

=m%

2

_

�

p

z

=m _z

Die Hamilton-Funktion ist:

H =

X

�

p

�

_q

�

� L =

1

2m

�

p

2

%

+

1

%

2

p

2

'

+ p

2

z

�
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Übersetzen wir dies mit p̂

�

=

~

i

�

�q

�

, in die Quantenmehanik, so erhalten wir

einen (alternativen) Operator

^

H

2

:

^

H

2

=

1

2m

�

�~

2

�

�

�

2

�%

2

+

1

%

2

�

2

�'

2

+

�

2

�z

2

�

Welhes

^

H ist nun korrekt? Wie die folgende Rehnung zeigt, ist

^

H

2

niht her-

mitesh, also falsh:

Falsi�kation von

^

H

2

. Wir lassen die Argumente von  =  (%; '; z) weg:

h j

^

H

2

j i = �

~

2

2m

ZZZ

 

�

�

�

2

�%

2

+

1

%

2

�

2

�'

2

+

�

2

�z

2

�

 dz d'd%

Betrahte daraus nur das Integral über d%:

Z

+1

0

 

�

�

2

 

�%

2

|{z}

u

0

% d% =

u

z}|{

� 

�%

v

z}|{

% 

�

�

�

�

+1

0

| {z }

=0

�

Z

+1

0

�

�%

(% 

�

)

� 

�%

d%

= �

Z

+1

0

 

�

� 

�%

d%�

Z

+1

0

%

� 

�

�%

� 

�%

d%

= �

Z

+1

0

 

�

� 

�%

d%�  %

� 

�

�%

�

�

�

+1

0

| {z }

=0

+

Z

+1

0

�

�%

�

%

� 

�

�%

�

 d%

= �

Z

+1

0

 

�

� 

�%

d%+

Z

+1

0

� 

�

�%

 d%+

Z

+1

0

%

�

2

 

�

�%

2

 d%

Das erste Integral ist das konjugiert komplexe zweite Integral. Das dritte Inte-

gral jedoh hat kein konjugiertes Gegenstük und hindert somit diesen Teil des

Operators daran, selbstadjungiert zu sein. Damit ist

^

H

2

niht hermitesh.

Dieses Beispiel sollte zeigen, dass die Konstruktion der Operatoren der Quan-

tenmehanik niht trivial ist. Bei jedem Shritt muss geprüft werden, ob die

Forderungen (z.B. die Hermitizität) erfüllt sind.
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2.5 Harmonisher Oszillator II

2.5.1 Einleitung

Wir werden die Lösung des Harmonishen Oszillators in einer alternativen dar-

stellungsfreien Form angehen. Bei dieser Rehnung sind die Operatoren ohne

spezielle Darstellung, wie zum Beispiel Impuls- oder Orts-Darstellung.

Der Hamilton-Operator lautet:

^

H =

p̂

2

2m

+

1

2

m!

2

x̂

2

Man kann den Hamilton-Operator sowohl in Ortsdarstellung, als auh in Im-

pulsdarstellung, in die konservative Shrödinger-Gleihung

26

, die unabhängig

von der Darstellung ist, einsetzen. Man gewinnt dann eine Di�erentialgleihung,

aus der die Wellenfunktion folgt.

Die konservative Shrödinger-Gleihung lautet

^

H(x; t�) (x; t) = i~

�

�t

 (x; t)

Die Lösung haben wir in 1.4 auf Seite 50 besprohen. Wir wollen die zeitunab-

hängige Shrödinger-Gleihung, also die folgende Eigenwertgleihung lösen:

^

H j' i = E j' i:

Dafür benutzen wir die Operatoreigenshaften des Kommutators

[ p̂; x̂ ℄

�

=

~

i

= �i~

= �[ x̂; p̂ ℄

�

;

und de�nieren die Operatoren

^

b und

^

b

y

:

De�nition.

^

b :=

1

p

2~

�

p

m!x̂ +

i

p

m!

p̂

�

^

b

y

:=

1

p

2~

�

p

m!x̂ �

i

p

m!

p̂

�

:

Die E�zienz dieser De�nition wird sih erst am Shluÿ zeigen.

^

b ist nur ein

�mathematisher Konstrukt�, das wir zur Lösung verwenden.

2.5.2 Eigenshaften von

^

b

1. Satz.

^

b ist dimensionslos.

26

Siehe Fuÿnote 29 auf Seite 50.
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Beweis. (a) Betrahten wir den ersten Teil der De�nition:

1

p

2

q

m!

~

hat die Dimension

1

Oszillatorlänge

, und

x̂

hat die Dimension einer Länge. Der erste Teil ist also dimensionslos.

(b) Betrahten wir den zweiten Teil:

1

p

2

1

p

~m!

=

1

p

2

1

~

q

~

m!

hat die Dimension von

1

Wirkung

mal Länge, und

p̂

hat die Dimension einer Wirkung geteilt durh Länge. Der zweite Teil

ist also auh dimensionslos.

2. Satz.

^

b ist linear.

Beweis. x̂ und p̂ sind linear, und damit ist auh �x̂ + �p̂ linear.

3. Satz.

^

b ist niht hermitesh und daher keine Observable (Meÿgröÿe).

Beweis.

^

b

y

= (

^

b

T

)

�

=

1

p

2~

�

p

m!x̂

y

�

i

p

m!

p̂

y

�

=

1

p

2~

�

p

m!x̂ �

i

p

m!

p̂

�

6=

^

b

4. Satz. Aber x̂ und p̂ sind hermitesh, und es gilt:

^

b +

^

b

y

=

2

p

2~

p

m!x̂

also

x̂ =

r

~

2m!

(

^

b +

^

b

y

);



2.5. HARMONISCHER OSZILLATOR II 129

und

^

b �

^

b

y

=

2

p

2~

i

p

m!

p̂

also

p̂ =

p

~m!

i

p

2

(

^

b �

^

b

y

):

Mit

^

b und

^

b

y

können p̂ und x̂ dargestellt werden und somit auh der Hamilton-

Operator

^

H. Der Hamilton-Operator wird sogar eine besonders einfahe Form

erhalten.

Wir können also eine invariante Transformation zwishen

�

x̂

p̂

�

und

�

^

b

^

b

y

�

:

durhführen.

2.5.3 Der Hamilton-Operator durh

^

b und

^

b

y

dargestellt

Wir bestimmen nun

^

H mit Hilfe der neuen Basisoperatoren

^

b und

^

b

y

, indem wir

die obigen Umformungen einsetzen:

^

H =

p̂

2

2m

+

1

2

m!

2

x̂

2

p̂ und x̂ durh

^

b und

^

b

y

ausdrüken

=

1

2m

�

�

~m!

2

�

(

^

b �

^

b

y

)

2

+

1

2

m!

2

~

2m!

(

^

b +

^

b

y

)

2

=

1

2

�

�

~!

2

�

(

^

b �

^

b

y

)

2

+

1

2

~!

2

(

^

b+

^

b

y

)

2

ausklammern

=

~!

4

�

�(

^

b �

^

b

y

)

2

+ (

^

b +

^

b

y

)

2

�

ausmultiplizieren

=

~!

4

�

�(

^

b

^

b�

^

b

^

b

y

�

^

b

y

^

b+

^

b

y

^

b

y

) + (

^

b

^

b +

^

b

^

b

y

+

^

b

y

^

b+

^

b

y

^

b

y

)

�

=

~!

4

�

�

^

b

^

b +

^

b

^

b

y

+

^

b

y

^

b �

^

b

y

^

b

y

+

^

b

^

b+

^

b

^

b

y

+

^

b

y

^

b+

^

b

y

^

b

y

�

=

~!

4

�

+

^

b

^

b

y

+

^

b

y

^

b+

^

b

^

b

y

+

^

b

y

^

b

�

=

~!

4

�

2(

^

b

^

b

y

+

^

b

y

^

b)

�
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null addieren

=

~!

4

�

2(

^

b

^

b

y

+

^

b

y

^

b+

^

b

y

^

b �

^

b

y

^

b

| {z }

= 0

)

�

=

~!

2

�

2

^

b

y

^

b + [

^

b;

^

b

y

℄

�

�

^

H = ~!

^

b

y

^

b +

1

2

~![

^

b;

^

b

y

℄

�

:

Wir berehnen nun noh den Kommutator [

^

b;

^

b

y

℄

�

27

:

[

^

b;

^

b

y

℄

�

=

1

2~

[

p

m!x̂+ i

1

p

m!

p̂;

p

m!x̂�

i

m!

p̂ ℄

�

=

1

2~

[

p

m!x̂;

p

m!x̂ ℄

�

| {z }

=0

+i[ p̂; x̂ ℄

�

� i[ x̂; p̂ ℄

�

� [ i

1

p

m!

p̂; i

1

p

m!

p̂ ℄

�

| {z }

= 0

mit �i[ x̂; p̂ ℄

�

= i[ p̂; x̂ ℄

�

ergibt sih

=

i

~

[ p̂; x̂ ℄

�

=

i

~

~

i

[

^

b;

^

b

y

℄

�

=

b

1:

Der Hamilton-Operator shreibt sih mit dem Operator

^

b also so:

^

H = ~!

^

b

y

^

b+

1

2

~!

b

1

= ~!

�

^

b

y

^

b+

1

2

�

:

Führen wir noh den Operator

^

N :=

^

b

y

^

b ein, so läÿt sih

^

H so shreiben:

^

H = ~!

�

^

N +

1

2

�

:

2.5.4 Lösung der zeitunabhängigen Shrödinger-Gleihung

Mit Hilfe der neuen Form des Hamilton-Operators können wir nun die Eigen-

wertgleihung

^

H j� i = E j� i

lösen. Anders formuliert: wir müssen den Eigenzustand und Eigenwert zu

^

N =

^

b

y

^

b �nden.

28

27

Man beahte die Regel [A + B;C + D ℄

�

= (A + B)(C + D) � (C + D)(A + B) =

[A;C ℄

�

+ [A;D ℄

�

+ [B;C ℄

�

+ [B;D ℄

�

!

28

Ein Eigenzustand zu

^

b

y

^

b ist ja auh ein Eigenzustand zu

^

H; nur: der Eigenwert di�eriert

um

1

2

~!.
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Einige mathematishe Beziehungen

Um das Eigenwertproblem bezüglih des Operators

^

N zu lösen betrahten wir

drei mathematishe Beziehungen.

1. Satz.

^

N =

^

b

y

^

b ist hermitesh.

Beweis. Mit der Nebenrehnung

29

:

^

b = �x̂+ i�p̂

(

^

b

y

)

y

= ((�x̂ + i�p̂)

y

)

y

= (�x̂

y

+ i�p̂

y

)

y

= (�x̂� i�p̂)

y

= �x̂+ i�p̂

=

^

b

ergibt sih

^

N

y

= (

^

b

y

^

b)

y

=

^

b

y

�

^

b

y

�

y

=

^

b

y

^

b

=

^

N:

2. Satz. Es gilt [

^

b

n

;

^

N ℄

�

= n

^

b

n

.

Beweis. Beweis durh Induktion über n:

(a) n = 1

Zu zeigen ist [

^

b;

^

b

y

^

b ℄

�

=

^

b.

Mit der Kommutatorrehenregel:

[A;BC ℄

�

= B[A;C ℄

�

+ [A;B ℄

�

C

ergibt sih

[

^

b;

^

b

y

^

b ℄

�

=

^

b

y

[

^

b;

^

b ℄

�

| {z }

=0

+ [

^

b;

^

b

y

℄

�

| {z }

=1

^

b

=

^

b:

(b) n� 1! n

Zu zeigen ist: aus [

^

b

(n�1)

;

^

N ℄

�

= (n�1)

^

b

(n�1)

folgt [

^

b

n

;

^

N ℄

�

= n

^

b

n

.

[

^

b

n

;

^

N ℄

�

= [

^

b

^

b

n�1

;

^

N ℄

�

29

Beahte die Beweise der Linearität und Nihthermitizität von

^

b auf Seite 128.
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mit der Kommutatorrehenregel

[AB;C ℄

�

= A[B;C ℄

�

+ [A;C ℄

�

B

gilt

[

^

b

n

;

^

N ℄

�

=

^

b[

^

b

n�1

;

^

N ℄

�

+ [

^

b;

^

N ℄

�

^

b

n�1

Induktionsannahme eingesetzt

=

^

b(n� 1)

^

b

n�1

+ 1

^

b

1

^

b

n�1

=

^

b(n� 1)

^

b

n�1

+

^

b

^

b

n�1

= (n� 1)

^

b

n

+

^

b

n

= n

^

b

n

3. Satz. Es gilt [

^

b

y

n

;

^

N ℄

�

= �n

^

b

y

n

.

Beweis. Wir wissen von oben:

[

^

b

n

;

^

N ℄

�

= n

^

b

n

und daraus folgt

[

^

b

n

;

^

N ℄

y

�

= n

^

b

y

n

:

Wir formen den Kommutator um

[

^

b

n

;

^

N ℄

y

�

=

�

^

b

n

^

N �

^

N

^

b

n

�

y

=

^

N

y

^

b

y

n

�

^

b

y

n

^

N

y

:

Da

^

N hermitesh ist (

^

N

y

=

^

N)

=

^

N

^

b

y

n

�

^

b

y

n

^

N

= [

^

N;

^

b

y

n

℄

�

= �[

^

b

y

n

;

^

N ℄

�

und mit [

^

b

n

;

^

N ℄

y

�

= n

^

b

y

n

ergibt sih also

[

^

b

y

n

;

^

N ℄

�

= �n

^

b

y

n

:

Mit diesen Sätzen kann man den Harmonishen Oszillator mit rein al-

gebraishen Methoden lösen und muÿ keine vereinfahenden Annahmen

mahen.
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Berehnung der Eigenwerte von

^

N

Satz. Sei j� i ein beliebiger normierter Eigenzustand zu

^

N , also

^

N j� i = a j� i

mit a reell (

^

N ist hermitesh) und h� j� i = 1, dann gilt:

1.

^

b

n

j� i ist Eigenzustand mit Eigenwert (a� n) zu

^

N :

^

N

^

b

n

j� i = (a � n)

^

b

n

j� i

2. und

j

^

b

n

j� ij

2

= h

^

b

n

� j

^

b

n

� i = a(a � 1)(a � 2) � � � (a � (n� 1)):

1. Beweis.

^

N

^

b

n

j� i =

^

N

^

b

n

j� i+

^

b

n

^

N j� i �

^

b

n

^

N j� i

null addiert, so daÿ man den Kommutator bilden kann

=

^

b

n

^

N j� i+ [

^

N;

^

b

n

℄

�

j� i

Eigenwert eingesetzt

=

^

b

n

a j� i+ [

^

N;

^

b

n

℄

�

j� i

=

^

b

n

a j� i � [

^

b

n

;

^

N ℄

�

j� i

= a

^

b

n

j� i � n

^

b

n

j� i

= (a � n)

^

b

n

j� i

2. Induktionsbeweis.

n = 0

h

^

b� j

^

b� i = h� j

^

b

y

^

b j� i

= h� j

^

N j� i

= a h� j� i

| {z }

=1

= a

n� 1! n

h

^

b

n

� j

^

b

n

� i = h� j

^

b

y

n

^

b

n

j� i

= h� j

^

b

y

n�1

^

b

y

^

b

|{z}

^

N

^

b

n�1

j� i

mit dem Eigenwert a � (n� 1) von

^

N zu

^

b

n�1

j� i:

= a� (n� 1)h� j

^

b

y

n�1

^

b

n�1

j� i

Aus h

^

b

n�1

� j

^

b

n�1

� i ergibt sih dann (a � (n � 2)) und so weiter.
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Diskretisierung

Wir müssen beahten, daÿ das Betragsquadrat j�j

2

per De�nition immer gröÿer-

gleih null ist. Wäre a eine beliebige reelle Zahl mit a > 0, so kann man ein n

�nden, mit dem gilt:

a(a � 1) � � � (a� (n � 2))

| {z }

Produkt aus Zahlen >0

(a � (n� 1))

| {z }

<0

< 0:

Dies gilt zum Beispiel für n� 1 > a.

Falls a 2 N ist, dann kann das Produkt niht negativ werden, denn dann gibt

es einen Term, der gleih null ist, falls n � 1 > a ist! Damit vershwindet das

Produkt! Die Bedingung, daÿ das Betragsquadrat j�j

2

der Normierung gröÿer

null ist erzwingt also, daÿ a 2 N ist. Dies ist die Diskretisierung der Eigenwerte

und damit der erlaubten Energien.

Grundzustand

Wie wir wissen ist

^

b

n

j� i Eigenzustand zum Operator

^

N mit dem Eigenwert

(a � n). Mit a 2 N gibt es auh einen Eigenwert (a � n) = 0, wenn a = n ist.

Dies ist der Eigenwert zum Grundzustand des Harmonishen Oszillators. Die

Eigenwertgleihung für

^

N hat also eine Lösung

^

N j�

0

i = 0 j�

0

i:

Für die zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung folgt, wenn man den Grundzu-

stand j�

0

i einsetzt:

^

H j�

0

i = ~!(

^

N +

1

2

j�

0

i

Eigenwert für

^

N einsetzten:

= ~!(0 +

1

2

j�

0

i

=

~!

2

j�

0

i:

Damit haben wir den ersten Eigenwert

30

:

E =

~!

2

:

Man beahte, daÿ der Operator

^

b keinen Beitrag zur Normierung liefert:

h�

0

j

^

b

y

^

b j�

0

i = h�

0

j

^

N j�

0

i

mit

^

N j�

0

i = 0 j�

0

i

= h�

0

j 0 j�

0

i

= 0

also

^

b j�

0

i = 0:

Dies wird auh durh die Formel für die Diskretisierung deutlih, da immer ein

Term des Normierungsfaktors vershwindet, wenn man

^

b auf j�

0

i anwendet.

30

Vergleihe mit Harmonisher Oszillator I auf Seite 69
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Angeregte Zustände

Satz. Die weiteren Eigenzustände lassen sih aus dem Grundzustand mittels

j�

n

i :=

1

p

n!

^

b

y

n

j�

0

i

bestimmen. Dabei ist j�

n

i ein normierter Eigenzustand (h�

n

j�

n

i = 1) zu

^

H

mit Eigenwert ~!(n+

1

2

).

Diese Gleihung liefert alle Eigenzustände, die wir shon aus der Lösung der

Di�erentialgleihung im Kapitel 1.5 kennengelernt haben.

1. Beweis. Wir beweisen zuerst die Behauptung ohne auf die Normierung zu

ahten!

^

N

^

b

y

n

j�

0

i =

^

N

^

b

y

n

j�

0

i+

^

b

y

n

^

N j�

0

i �

^

b

y

n

^

N j�

0

i

null addieren um dann den Kommutator zu bilden

=

^

b

y

n

^

N j�

0

i+ [

^

N;

^

b

y

n

℄ j�

0

i

=

^

b

y

n

^

b

y

^

b j�

0

i+ [

^

N;

^

b

y

n

℄ j�

0

i

Der erste Term vershwindet, da

^

b j�

0

i = 0

= �[

^

b

y

n

;

^

N ℄ j�

0

i

mit der 3.Beziehung

= n

^

b

y

n

j�

0

i

| {z }

j ~�

n

i

= n j ~�

n

i

Anmerkung. Hat

^

N bezüglih j ~�

n

i den Eigenwert n

^

N j ~�

n

i = n j ~�

n

i;

so ist

(

^

N +

1

2

) j ~�

n

i = (n+

1

2

) j ~�

n

i

und so gilt auh

~!(

^

N +

1

2

) j ~�

n

i = ~!(n+

1

2

) j ~�

n

i:

Dies ist die zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung:

^

H

^

b

y

n

j�

0

i = ~!(n+

1

2

) j ~�

n

i:
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2. Induktionsbeweis. Um nun auh die Normierung zu beahten, müssen wir

h ~�

n

j ~�

n

i

!

= n! beweisen, um die Eigenfunktion mit

1

p

n!

zu korrigieren.

n = 1

h ~�

1

j ~�

1

i = h

^

b

y

~�

0

j

^

b

y

~�

0

i

= h ~�

0

j

^

b

^

b

y

j ~�

0

i

= h ~�

0

j

^

b

^

b

y

+

^

b

y

^

b�

^

b

y

^

b j ~�

0

i

= h ~�

0

j

^

b

y

^

b + [

^

b;

^

b

y

℄ j ~�

0

i

^

b

y

^

b j ~�

0

i vershwindet und [

^

b;

^

b

y

℄ = 1

= h ~�

0

j ~�

0

i

= 1

= 1!

n� 1! n

h

^

b

y

n

~�

0

j

^

b

y

n

~�

0

i = h

^

b

y

n�1

~�

0

j

^

b

^

b

y

j

^

b

y

n�1

~�

0

i

= h ~�

n�1

j

^

b

^

b

y

j ~�

n�1

i

= h ~�

n�1

j

^

b

y

^

b

|{z}

=

^

N

+ [

^

b;

^

b

y

℄

| {z }

=1

j ~�

n�1

i

= h ~�

n�1

jn+ 1 j ~�

n�1

i

= n h ~�

n�1

j ~�

n�1

i

| {z }

=(n�1)!

= n(n � 1)!

= n!

Zusammenfassung

Man erhält also die angeregten Zustände durh

j�

n

i =

1

p

n!

^

b

y

n

j�

0

i;

wobei

[

^

b;

^

b

y

℄ =

b

1

ist. Weiterhin sind die Zustände dann shon normiert, wenn der Grundzustand

normiert ist:

h�

n

j�

n

i = 1:

Man kann also die zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung so shreiben:

^

H j�

n

i = ~!

�

n+

1

2

�

j�

n

i:
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2.5.5 Die Bedeutung von

^

b und

^

b

y

Was ist die Bedeutung von

^

b und

^

b

y

? Sie sind keine Meÿgröÿen, da sie niht

hermitesh sind und somit keine rellen Werte liefern. Was mahen diese Opera-

toren?

1. Aufsteigeoperator:

^

b

y

j�

n

i =

1

p

n!

^

b

y

n+1

j�

0

i

=

p

n+1!

p

n!

1

p

n+1!

^

b

y

n+1

j�

0

i

| {z }

= j�

n+1

i

=

p

n+ 1 j�

n+1

i

Wendet man

^

b

y

auf eine Zustand j�

n

i an, so erhält man den Zustand

j�

n+1

i mit einem um ~! gröÿeren Eigenwert. Auf der �Energieleiter�

im Harmonishen Oszillator steigt der Zustand eine Sprosse höher, da-

her heiÿt

^

b

y

Aufsteigeoperator.

^

b

y

wird auh Phononenerzeugungsoperator

genannt.

2. Absteigeoperator:

^

b j�

n

i =

1

p

n!

^

b

^

b

y

n

j�

0

i

=

1

p

n!

^

b

^

b

y

^

b

y

n�1

j�

0

i

=

1

p

n!

�

^

b

y

^

b

|{z}

=n

+ [

^

b;

^

b

y

℄

| {z }

=1

�

^

b

y

n�1

j�

0

i

=

n

p

n!

^

b

y

n�1

j�

0

i

=

p

n

1

p

(n�1)!

^

b

y

n�1

j�

0

i

=

p

n j�

n�1

i

Durh Anwendung von

^

b auf den Zustand j�

n

i erhält man den nähst-

niedrigeren Zustand j�

n�1

i (bis auf den Faktor

p

n), daher heiÿt

^

b Ab-

steigeoperator.

^

b wird auh Phononenvernihtungsoperator genannt.

2.5.6 Übergangsmatrix

Übergangsmatrix für

^

b

y

und

^

b

Wie sieht die Übergangsmatrix für Zustände bezüglih

^

b

y

und

^

b aus?

Wir können

^

b und

^

b

y

in der Matrix der Basis der Eigenzustände darstellen.

h�

i

j

^

b

y

j�

j

i =

^

b

y

ij

=

p

j + 1h�

i

j�

j+1

i =

p

j + 1Æ

ij+1
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Zeilen sind durh i und Spalten durh j markiert.

31

^

b

y

ij

=

0

B

B

B

B

B

�

0 0 0 0 0 � � �

p

1 0 0 0 0 � � �

0

p

2 0 0 0 � � �

0 0

p

3 0 0 � � �

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1

C

C

C

C

C

A

Analog sieht es bei

^

b

ij

aus:

h�

i

j

^

b j�

j

i =

^

b

ij

=

p

jh�

i

j�

j�1

i =

p

jÆ

ij�1

^

b

ij

=

0

B

B

B

B

B

�

0

p

1 0 0 0 � � �

0 0

p

2 0 0 � � �

0 0 0

p

3 0 � � �

0 0 0 0 0 � � �

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1

C

C

C

C

C

A

Die Matrix vereinfaht die Rehnung, wenn gemishte Zustände vorliegen. An-

wendung von

^

b

y

auf einen solhen gemishten Zustand bedeutet Matrixmulti-

plikation mit der Übergangsmatrix (

^

b

y

ij

).

^

b kann man über die Beziehung zu

^

b

y

berehnen

32

:

^

b

y

ji

=

^

b

ij

:

Übergangsmatrix für x̂ und p̂

Wie sieht die Matrix für unsere Operatoren x̂ und p̂ aus?

Wir betrahten die Basisdarstellung von x̂

33

:

h�

i

j x̂ j�

j

i =

q

~

2m!

h�

i

j

^

b+

^

b

y

j�

j

i

=

q

~

2m!

�

h�

i

j

^

b j�

j

i + h�

i

j

^

b

y

j�

j

i

�

=

q

~

2m!

�

p

jÆ

ij�1

+

p

j + 1Æ

ij+1

�

=

r

~

2m!

0

B

B

B

B

B

�

0

p

1 0 0 � � �

p

1 0

p

2 0 � � �

0

p

2 0

p

3 � � �

0 0

p

3 0 � � �

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1

C

C

C

C

C

A

x̂ ist reel und symmetrish; also hermitesh.

Analog bestimmt man p̂. Wir erhalten zwar komplexe Einträge in der Matrix;

sie ist jedoh auh hermitesh.

h�

i

j p̂ j�

j

i =

q

~m!

2

1

i

h�

i

j (

^

b �

^

b

y

) j�

j

i

31

Man beahte: Wir zählen die Zeilen und Spalten von 0 beginnend.

32

Was man den De�nitionen auf Seite 127 shon ansehen kann.

33

Mit Hilfe des Satzes 4 auf Seite 128.
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Übergangsmatrix für x̂

2

Um h�

i

j x̂

2

j�

j

i zu berehnen verwenden wir wieder den �1-Trik�, wobei die

j� i die Basiszustände sind:

h�

i

j x̂

2

j�

j

i =

X

�

h�

i

j x̂ j� ih� j x̂ j�

j

i

=

~

2m!

0

B

B

B

B

B

B

�

1 0

p

2 0 � � �

0 3 0

p

6 � � �

p

2 0 5 0 � � �

0

p

6 0

.

.

.

� � �

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1

C

C

C

C

C

C

A

Dies ist also das Quadrat der Matrix h�

i

j x̂ j�

j

i. Mit derselben Methode lassen

sih h�

i

j p̂ j�

j

i und h�

i

j p̂

2

j�

j

i berehnen.

Nun können wir unsere Ergebnisse mit den Ergebnissen des Kapitels 1.5 auf

Seite 62 vergleihen (Darstellung der Zustände in Ortsdarstellung).

Zum Beispiel ist:

h�

1

j x̂

2

j�

1

i =

3

2

~

m!

=

Z

+1

�1

H

2

1

(x)e

�

x

2

2b

2

x

2

H

1

(x)e

�

x

2

2b

2

dx:

Insgesamt handelt es sih um eine sehr e�ziente Methode zur Berehnung von

Erwartungswerten für dynamishe Variablen.

Beispiel. Der Impulsoperator.

h�

i

j

^

H j�

j

i = h�

i

j

p̂

2

2m

j�

j

i + h�

i

j

1

2

m!

2

x̂

2

j�

j

i

Der Hamiltonoperator

^

H ist bekannt und x̂

2

haben wir gerade berehnet.

~!

2

0

B

B

B

�

1 0 0 � � �

0 3 0 � � �

0 0 5 � � �

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1

C

C

C

A

= h�

i

j

p̂

2

2m

j�

j

i +

m!

2

~

2 � 2m!

0

B

B

B

B

B

B

�

1 0

p

2 0 � � �

0 3 0

p

6 � � �

p

2 0 5 0 � � �

0

p

6 0

.

.

.

� � �

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1

C

C

C

C

C

C

A

= h�

i

j

p̂

2

2m

j�

j

i +

~!

4

0

B

B

B

B

B

B

�

1 0

p

2 0 � � �

0 3 0

p

6 � � �

p

2 0 5 0 � � �

0

p

6 0

.

.

.

� � �

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1

C

C

C

C

C

C

A

Damit läÿt sih die Matrix für p̂

2

berehnen.
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2.5.7 Berehnung der Wellenfunktionen

Lassen sih aus der algebraishen Formulierung nur Eigenwerte und Erwartungs-

werte berehnen, oder sogar die Zustände (Wellenfunktionen) selber?

1. Grundzustand

Wenn wir den Absteigeoperator auf den Grundzustand (niedrigster Zu-

stand) anwenden, dann erhalten wir den Nullvektor:

^

b j�

0

i =

r

1

2

�

r

m!

~

x̂ + i

1

p

~m!

p̂

�

j�

0

i

= 0:

Diese Gleihung shreiben wir nun ein wenig um und benutzen dafür die

Ortsdarstellung.

Wir fügen eine Eins mittels

R

+1

�1

jx

0

ihx

0

j dx

0

ein und multiplizieren hx j

von links. Dies ergibt eine Zahlengleihung:

0 =

Z

+1

�1

hx j

^

b jx

0

ihx

0

j�

0

i dx:

Für

^

b fügen wir die Darstellung mit p̂ und x̂ ein:

0 =

Z

+1

�1

1

p

2

Æ(x � x

0

)

�

r

m!

~

x̂+ i

1

p

~m!

p̂

�

dx

0

�

0

(x):

Wir shreiben p̂ und x̂ in Ortsdarstellung:

0 =

Z

+1

�1

1

p

2

Æ(x � x

0

)

�

r

m!

~

x+ i

1

p

~m!

~

i

�

�x

�

dx

0

�

0

(x):

Integration:

0 =

1

p

2

�

r

m!

~

x + i

1

p

~m!

~

i

�

�x

�

�

0

(x):

Durh Substitution mit y =

p

m!

~

x und damit

q

~

m!

dy = dx erhalten wir:

0 =

1

p

2

(y +

�

�y

)�

0

(y):

Umformung ergibt:

�

�y

�

0

(y) = �y�

0

(y)

�

0

0

(y)

�

0

= �y:
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Dies ist eine einfahe Di�erentialgleihung, die sih durh Integration lösen

läÿt:

Z

�

0

0

(y)

�

0

dy = �

Z

y dy

ln�

0

(y) = �

1

2

y

2

�

0

(y) = e

�

1

2

y

2

:

Die Ortsdarstellung der Wellenfunktion im Grundzustand j�

0

i ergibt also

mit y =

x

b

�

0

(y) = e

�

1

2

x

2

b

2

:

2. Nun berehnen wir mittels des Aufsteigeoperators den ersten angeregten

Zustand j�

1

i.

�

1

(y) = h y j�

1

i

= h y j

1

p

1

b

y

1

j�

0

i

= (y �

�

�y

)h y j�

0

i

= (y �

�

�y

)�

0

= (y �

�

�y

)e

�

1

2

y

2

= 2e

�

1

2

y

2

Dies ist also die Wellenfunktion zur Energie

3

2

~!. Allerdings ist sie noh

niht normiert, da wir die Wellenfunktion des Grundzustands niht nor-

miert haben. Durh sukzessive Anwendung von

^

b

y

lassen sih alle Wellen-

funktionen generieren.

�

n

(y) = h y j�

n

i

= h y j

1

p

n

^

b

y

n

j�

0

i

=

1

p

n!

(y �

�

�y

)

n

h y j�

0

i:

Mit rein algebraishen Überlegungen (Matrizenrehnung) können also physika-

lishe Probleme gelöst werden.
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2.6 Variationsmethode in der Quantenmehanik

2.6.1 Energieminimum

Ist der Hamilton-Operator

^

H für ein Problem gefunden, so ist das nähste

Ziel, die Lösung der zeitunabhängigen Shrödinger-Gleihung im Grundzustand

j�

0

i, und damit die Energie E

0

des Grundzustands, zu berehnen.

Zur weiteren Betrahtung de�nieren wir einen �funktionalen Energieeigenwert�

(der unabhängig von der Normierung von  ist):

E( ) :=

h j

^

H j i

h j i

Behauptung. Es gibt einen Energiewert E

0

, so dass für jede Lösung j i der

gegebenen zeitunabhängigen Shrödinger-Gleihung:

E( ) � E

0

ist; E

0

also der niedrigste Energieeigenwert des Hamilton-Operators ist.

Stimmt die Behauptung, so ergibt dies mit der Eigenwertgleihung:

^

H j�

n

i = E

n

j�

n

i

und dem Grundzustand j�

0

i folgende �Variationsbedingung�:

ÆE( ) = Æ

h j

^

H j i

h j i

�

�

�

 =�

0

= 0

Für j i = j�

0

i nimmt die berehnete Energie E( ) den minimalen Eigenwert

an. Da E( ) jedoh eine obere Shranke für E

0

ist, heiÿt das, dass E

0

selbst die

Grundzustandsenergie sein muss.

Beweis. Die Eigenfunktionen j�

n

i zu

^

H bilden eine vollständige Basis. Mit:

j i =

X

n

j�

n

ih�

n

j i =

X

n



n

j�

n

i

ist:

h j i =

X

n

h j�

n

i

| {z }



�

n

h�

n

j i

| {z }



n

=

X

n

j

n

j

2

Damit berehnen wir E( ):

E( ) =

h j

^

H j i

h j i

Wehsel in die Basis der Eigenzustände:

=

P

n;m

h j�

n

ih�

n

j

^

H j�

m

ih�

m

j i

h j i
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Energieeigenwert herausziehen:

=

P

n;m

h j�

n

iE

m

h�

n

j�

m

ih�

m

j i

h j i

Das Skalarprodukt von Basiszuständen ergibt das Kroneker-Æ:

=

P

n;m

h j�

n

iE

m

Æ

nm

h�

m

j i

h j i

Au�ösen der Skalarprodukte:

=

P

n;m



�

n



m

E

m

Æ

nm

P

n

j

n

j

2

Mit Æ

nm

briht eine Summation zusammen:

=

P

m

E

m

j

m

j

2

P

n

j

n

j

2

Da die Grundzustandsenergie E

0

� E

m

ist, gilt:

�

P

m

E

0

j

m

j

2

P

n

j

n

j

2

= E

0

E( ) ist damit eine obere Shranke für die Energieeigenwerte. Da E

m

= E

0

nur

dann gilt, wenn für m 6= 0

P

m

j

m

j

2

= 0 ist, folgt, dass  = �

0

ist, und damit

muss E

0

der exakte niedrigste Eigenwert von

^

H sein.

2.6.2 Vorgehensweise anhand eines Beispiels

Beispiel (Eindimensionaler Harmonisher Oszillator). Möglihe Lösun-

gen des Harmonishen Oszillators besitzen folgende Ortsdarstellung:

hx j�

�

i = �

�

(x) =

e

�

x

2

2�

2

p

� �

Wobei sie normiert sind:

h�

�

j�

�

i = 1

Das Ziel ist es, dasjenige � zu �nden, bei dem E(�

�

) =: E(�) ein Minimum

einnimmt. Berehnen wir also E(�) nah obiger �Vorshrift�:

E(�) = h�

�

j

p̂

2

2m

+

1

2

m!

2

x̂

2

j�

�

i

=

1

p

� �

Z

+1

�1

e

�

x

2

2�

2

�

�

~

2

2m

�

2

�x

2

+

1

2

m!

2

x

2

�

e

�

x

2

2�

2

dx
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Berehnet man die auftretende Di�erentiation:

�

2

�x

2

e

�

x

2

2�

2

=

�

�x

�

�

x

�

2

e

�

x

2

2�

2

�

= �

1

�

2

e

�

x

2

2�

2

�

x

�

2

�

�

x

�

2

�

e

�

x

2

2�

2

=

�

�

1

�

2

+

x

2

�

4

�

e

�

x

2

2�

2

so führt dies zu:

E(�) =

1

�

p

�

Z

+1

�1

�

�

~

2m

�

�

1

�

2

+

x

2

�

4

�

+

1

2

m!

2

x

2

�

e

�

x

2

�

2

dx

Mit Hilfe von [Bronstein℄ erhält man:

=

~

2

4m�

2

+

1

4

m!

2

�

2

Das Minimum von E(�) erhalten wir durh Di�erentiation:

Abbildung 2.12: Minimum der Energie.

�E(�)

��

= �

2~

2

4m�

3

+

1

2

m!

2

�

!

= 0

Bringen wir einen Term auf die andere Seite:

1

2

m!

2

� =

2~

2

4m�

3

und lösen nah � auf:

�

4

=

~

2

m!

2

Wir erhalten somit das �, für das die Energie ihr Minimum einnimmt:

� =

r

~

m!

Dieses Ergebnis entspriht der Oszillatorlänge �b�.

2.6.3 Allgemeine Vorgehensweise

Als allgemeinen Ansatz shreibt man die gesuhte Lösung in Form einer Potenz-

reihe:

�(x) =

m

X

�=0

�

�

x

�

e

�

x

2

2�

2

�
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wobei man nun mehrere Variationsparameter �

�

in die Rehnung einbeziehen

muss. Das Beispiel behandelte den einfahsten Fall � = 0.

Die Vorgehensweise für angeregte Zustände baut auf dem Ergebnis für den

Grundzustand auf.

34

Diese Methode ist allerdings sehr mühsam:

1. Bestimme den Grundzustand j�

0

i (wie eben besprohen).

2. Betrahte für den angeregten Zustand die zu minimisierende Funktion:

~

E(�) :=

h� j

^

H j� i

h� j� i

+ �jh�

0

j� ij

2

Die Testwellenfunktion � liefert im Zusatzterm solange einen Beitrag, bis

sie vom shon gefundenen �

0

linear unabhängig ist. Dies ist genau beim

Minimum von

~

E(�) der Fall (für � groÿ genug). Somit erhält man den

ersten angeregten Zustand.

3. Diese Vorgehensweise wird nun, mit jeweils an die bisherigen Lösungswel-

lenfunktionen angepasstem E, wiederholt.

34

Das vorgestellte Variationsverfahren liefert nur den Grundzustand und die zugehörige

niedrigste Energie des Systems.



Kapitel 3

Der Drehimpuls in der

Quantenmehanik,

Zentralfeld, Wassersto�atom

3.1 De�nition und grundlegende Eigenshaften

3.1.1 Der Drehimpuls in der Klassishen Mehanik

De�nition

Der (Bahn-)Drehimpuls eines (Punkt-)Teilhens ist de�niert als das Kreuzpro-

dukt aus Orts- und Impulsvektor:

~

L = ~r � ~p

Wir betrahten in diesem Abshnitt den Drehimpuls im konservativen Zentral-

feld, d.h. für V (~r) = V (j~rj). Der Koordinatenursprung liege im Kraftzentrum.

Eigenshaften des Drehimpulses

1. Die Komponenten des Drehimpulses in Ortskoordinaten lauten:

0

�

L

x

L

y

L

z

1

A

=

0

�

yp

z

� zp

y

zp

x

� xp

z

xp

y

� yp

x

1

A

2. Im Zentralfeld (und für kräftefreie Systeme) ist der Drehimpuls eine Kon-

stante der Bewegung:

d

~

L

dt

= 0 ,

~

L ist eine Erhaltungsgröÿe.

146
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Die Bewegungskonstanz lässt sih mit der Poisson-Klammer folgenderma-

ÿen darstellenen (� steht immer für eine der drei Rihtungen x; y; z):

dL

�

dt

=

�L

�

�t

+ fL

�

;H g = 0

Drehimpulserhaltung heiÿt, dass die einzelnen Komponenten des Drehim-

pulses Konstanten der Bewegung sind:

�L

�

�t

= 0

Den Zusammenhang zwishen der Erhaltungsgröÿe und dem Generator

der Zeitentwiklung (H) drükt die Poisson-Klammer aus:

fL

�

;H g = 0

3. Für alle zyklishen Permutationen f�; �; g von fx; y; zg gilt folgende Be-

ziehung der Komponenten untereinander:

fL

�

; L

�

g = L



3.1.2 Der Drehimpuls in der Quantenmehanik

Konstruktion

In den vorhergehenden Abshnitten haben wir gesehen, wie ein quantenmeha-

nisher Operator aus den klassishen Eigenshaften seiner korrespondierenden

dynamishen Variable hergeleitet werden kann. Dies wenden wir nun für den

Drehimpulsoperator

^

L an.

Bei der De�ntion der Operatoren

^

L

x

,

^

L

y

und

^

L

z

fordern wir:

1. Linearität,

2. Selbstadjungiertheit,

3. Erfüllung der Quantisierungsbedingung,

4. mit dem konkreten Aspekt der Erhaltung des Drehimpulses im Zentralfeld.

Ansatz: Wir gehen von den Kreuzprodukt-Komponenten des Drehimpulses

aus, wie sie in der 1. klassishen Eigenshaft auf Seite 146 angegeben sind, und

ersetzen dort die Orts- und Impulskoordinaten durh die �bewährten� Operato-

ren. Für die x-Komponente ist das:

L

x

�!

^

L

x

= ŷp̂

z

� ẑp̂

y

Damit lautet die x-Komponente z.B. in Ortsdarstellung:

^

L

x

= ŷp̂

z

� ẑp̂

y

= y

~

i

�

�z

� z

~

i

�

�y
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Nun müssen wir prüfen, ob dieser Ansatz die Anforderungen erfüllt.

1

1. Linearität:

Beweis. Die Komponenten ŷ, ẑ, p̂

y

und p̂

z

sind linear.

2. Selbstadjungiertheit: Zunähst stellen wir fest, dass die Reihenfolge von

p̂

�

^

� für � 6= � willkürlih ist

2

, da keine gegenseitige Abhängigkeit besteht:

[ p̂

z

; ŷ ℄

�

= 0

Auÿerdem sei daran erinnert, dass die Orts- und Impulsoperatoren hermi-

tesh sind. Wir benutzen dies im

Beweis.

^

L

y

x

= (ŷp̂

z

� ẑp̂

y

)

y

= (ŷp̂

z

)

y

� (ẑp̂

y

)

y

= p̂

y

z

ŷ

y

� p̂

y

y

ẑ

y

Benutzen wir die Selbstadjungiertheit der Komponenten:

= p̂

z

ŷ � p̂

y

ẑ

Setzen wir die Kommutatorbeziehung p̂

z

ŷ = ŷp̂

z

+ [ p̂

z

; ŷ ℄

�

ein:

= ŷp̂

z

+ [ p̂

z

; ŷ ℄

�

� ẑp̂

y

und nutzen aus, dass dieser Kommutator vershwindet, [ p̂

z

; ŷ ℄

�

= 0:

= ŷp̂

z

� ẑp̂

y

so erhalten wir das erho�te Ergebnis:

=

^

L

x

Die Drehimpulskomponenten sind hermitesh (Der exemplarishe Beweis

für die x-Komponente soll genügen).

Satz. Alle Komponenten des Drehimpulses sind hermitesh:

^

L

�

=

^

L

y

�

1

O.B.d.A. gelten die folgenden Aussagen für alle Komponenten. Der verständliheren Dar-

stellung wegen benutzen wir statt der Platzhalterdarstellung (�; : : : ) manhmal ein exempla-

rishes Beispiel.

2

Beahte, dass dies bei � = �, also z.B. für p̂

z

und ẑ, niht so ist. [ p̂

z

; ẑ ℄

�

6= 0!
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3. Die Quantisierungsbedingung legt nah der 3. klassishen Eigenshaft fol-

gende Beziehung nahe:

[

^

L

x

;

^

L

y

℄

�

= i~

^

L

z

Dies muss auh für alle zyklishen Permutationen der Drehimpulskompo-

nenten gelten.

Beweisskizze.

[

^

L

x

;

^

L

y

℄

�

= [ ŷp̂

z

� ẑp̂

y

; ẑp̂

x

� x̂p̂

z

℄

�

Mit Hilfe der Beziehungen für allgemeine und unsere speziellen Kommuta-

toren (wie weiter unten zusammengefasst), wird dieser Kommutator nun

so �entkoppelt�, dass nur noh Kommutatorausdrüke mit einzelnen Ope-

ratoren übrigbleiben. Ein Zwishenergebnis lautet dabei:

= [ ŷp̂

z

; ẑp̂

x

℄

�

| {z }

=�i~ŷp̂

x

� [ ẑp̂

y

; ẑp̂

x

℄

�

| {z }

=0

� [ ŷp̂

z

; x̂p̂

z

℄

�

| {z }

=0

+ [ ẑp̂

y

; x̂p̂

z

℄

�

| {z }

=i~x̂p̂

y

Letztlih erhält man das Ergebnis:

= i~(x̂p̂

y

� ŷp̂

x

)

= i~

^

L

z

Womit die aus der Quantisierungsbedingung geforderte Beziehung erfüllt

ist.

Formulieren wir also den

Satz. Für alle zyklishen Permutationen der Komponenten f�; �; g des

Drehimpulses gilt:

[

^

L

�

;

^

L

�

℄

�

= i~

^

L



4. Aus der Quantisierungsbedingung und der 2. klassishen Eigenshaft müs-

sen wir an den Drehimpulsoperator die Forderung stellen, dass im Zen-

tralfeld gilt:

[

^

L

�

;

^

H ℄

�

= 0

Die Erhaltung des Drehimpulses in der Klassishen Mehanik wird also

in die Quantenmehanik übersetzt, indem gefordert wird, dass es ein ge-

meinsames Eigenfunktionssystem für den Hamilton-Operator

^

H, und die

Drehimpulskomponenten

^

L

�

gibt.

Den Kommutator dieser Operatoren können wir jedoh noh niht be-

rehnen, da wir noh keinen konkreten Hamilton-Operator haben. Dies ist

somit eine Forderung, die wir an die Hamilton-Operatoren von Zentralfel-

dern stellen müssen.
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Für ein System, dessen Energiezustand durh eine Quantenzahl �, und

dessen Drehimpulszustand durh eine Quantenzahl � harakterisiert wer-

den kann, fordern wir also im Zentralfeld die gleihzeitige Erfüllung der

beiden Eigenwertgleihungen:

^

H j �; � i = E

�

j �; � i

^

L

�

j �; � i = l

�

j �; � i

Die mit der Klassishen Mehanik korrespondierenden Eigenshaften sind also

erfüllt, der Ansatz für den Drehimpulsoperator ist sinnvoll.

Um obige Beweisskizze zu ergänzen benötigt man folgende (allgemeine) Eigen-

shaften von Kommutatoren:

1. Kommutator mit Summe:

[A +B;C ℄

�

= [A;C ℄

�

+ [B;C ℄

�

2. Kommutator aus Produkten:

[AB;CD ℄

�

= A [B;CD ℄

�

+ [A;CD ℄

�

B

= A

�

C [B;D ℄

�

+ [B;C ℄

�

D

�

+

�

[A;C ℄

�

D + C [A;D ℄

�

�

B

sowie die konkreten Vertaushungseigenshaften unserer Operatoren:

3. Alle Ortsoperatoren vertaushen miteinander:

[ ŷ; ẑ ℄

�

= 0

4. Ebenso vertaushen die Impulsoperatoren untereinander:

[ p̂

y

; p̂

z

℄

�

= 0

Die Reihenfolge spielt dabei jeweils keine Rolle.

5. Bei �Mishungen� müssen wir beahten, ob die Koordinatenrihtung über-

einstimmt:

[ ŷ; p̂

y

℄

�

= i~ = �[ p̂

y

; ŷ ℄

�

6. oder vershieden ist:

[ x̂; p̂

y

℄

�

= 0

Das Problem der Drehimpulserhaltung

Fassen wir die Ergebnisse zusammen, so stoÿen wir auf das folgende Problem:

Die Komponenten des Drehimpulses kommutieren niht miteinander. Sie sind

also niht gleihzeitig messbar. Damit sheint die Drehimpulserhaltung in der

Quantenmehanik experimentell grundsätzlih niht nahweisbar zu sein, und
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damit in Frage gestellt. Diese Nihtvertaushbarkeit müssen wir daher näher

beleuhten.

Messen wir die z-Komponente eines Systems im Zentralfeld, so erhalten wir

den Erwartungswert h

^

L

z

i. Wir können nah jeder z-Messung auh die bei-

den anderen Komponenten aufnehmen, sie ergeben jedoh statistish verteilte

Messwerte.

3

Wiederholt man die Messung oft genug, so stellt man jedoh fest,

dass der Erwartungswert, der sih ja auf eine Messreihe bezieht, für die x- und

y-Komponente zu null wegmittelt. Obwohl man also aufgrund der Einzelergeb-

nisse nihts über

^

L

x

und

^

L

y

aussagen kann, ist mit

h

^

L

x

i = h

^

L

y

i = 0 = onst: h

^

L

z

i = � = onst:

der Drehimpuls als erhalten anzusehen.

Dieses Ergebnis wird auh dadurh gestützt, dass alle 3 Komponenten mit dem

Hamilton-Operator des Zentralfelds kommutieren. Aus der Quantisierungsbe-

dingung und der klassishen Poisson-Klammer folgt daraus die Drehimpulser-

haltung. Der Drehimpuls ist also eine Erhaltungsgröÿe, auh wenn Einzelmes-

sungen dies (naturbedingt) niht o�ensihtlih ersheinen lassen.

Der Operator

^

L

2

Es �ndet sih ein anderer physikalish sinnvoller Operator, der sowohl mit den

Komponenten des Drehimpulses, als auh mit dem Hamilton-Operator ver-

tausht. Ihn stellen wir nun vor:

De�nition.

^

L

2

:=

^

L

2

x

+

^

L

2

y

+

^

L

2

z

Der Operator

^

L

2

entspriht der Länge des Drehimpulsvektors zum Quadrat.

Eigenshaften von

^

L

2

:

�

^

L

2

vertausht mit den Drehimpulskomponenten:

[

^

L

2

;

^

L

x

℄

�

= [

^

L

2

;

^

L

y

℄

�

= [

^

L

2

;

^

L

z

℄

�

= 0

�

^

L

2

vertausht mit dem Hamilton-Operator:

[

^

H;

^

L

2

℄

�

= 0

� Konsequenz der Vertaushbarkeit ist, dass es ein gemeinsames Eigenfunk-

tionssystem zu

^

H,

^

L

2

und

^

L

z

gibt.

4

3

In Abshnitt 3.2 werden wir sehen, dass der Drehimpuls gequantelt ist, also nur be-

stimmte Werte gemessen werden können. [Cohen-1℄ zeigt, dass die Messungen für die x- und

y-Komponente nur diese möglihen Werte ergeben; sie sind jedoh statistish verteilt, so dass

im Mittel null herauskommt. Obwohl also die Einzelmessung dieser beiden Komponenten �

aufgrund der Nihtvertaushbarkeit der Operatoren � aussagelos ist, �hält� sie sih an die

quantenmehanishen �Rahmenbedingungen�.

4

Bei der Wahl der drei �kommutativen� Operatoren wählt man als Drehimpulskomponente

meist die z-Komponente, obwohl sie sih durh nihts vor den beiden anderen auszeihnet.

Man muss nur konsequent diese eine Komponente beibehalten, da sih mit ihr ein anderes

Eigenfunktionssystem ergibt als z.B. mit der y-Komponente. Dies ist die Folge der Niht-

vertaushbarkeit der drei Einzelkomponenten des Drehimpulses.



152 KAPITEL 3. DER DREHIMPULS IN DER QUANTENMECHANIK

Zeigen wir nun noh, dass

^

L

2

mit z.B.

^

L

z

kommutiert:

Beweis.

[

^

L

2

;

^

L

z

℄

�

= [

^

L

2

x

+

^

L

2

y

+

^

L

2

z

;

^

L

z

℄

�

Wenden wir die 1.Kommutatorregel von Seite 150 an:

= [

^

L

2

x

;

^

L

z

℄

�

+ [

^

L

2

y

;

^

L

z

℄

�

+ [

^

L

2

z

;

^

L

z

℄

�

| {z }

=

^

L

2

z

^

L

z

�

^

L

z

^

L

2

z

=

^

L

3

z

�

^

L

3

z

=0

sowie die 2.Kommutatorregel:

=

^

L

x

[

^

L

x

;

^

L

z

℄

�

+ [

^

L

x

;

^

L

z

℄

�

^

L

x

+

^

L

y

[

^

L

y

;

^

L

z

℄

�

+ [

^

L

y

;

^

L

z

℄

�

^

L

y

Lösen wir die Kommutatoren auf mittels der Beziehungen:

[

^

L

x

;

^

L

z

℄

�

= �[

^

L

z

;

^

L

x

℄

�

= �i~

^

L

y

[

^

L

y

;

^

L

z

℄

�

= i~

^

L

x

so erhalten wir:

[

^

L

2

;

^

L

z

℄

�

=

^

L

x

(�i~)

^

L

y

+ (�i~)

^

L

y

^

L

x

+

^

L

y

(i~)

^

L

x

+ (i~)

^

L

x

^

L

y

= 0

Der Operator

^

L

2

vertausht also mit den Drehimpulskomponenten.

Zusammenfassung

In der Klassishen Mehanik genügt es, die drei Einzelkomponenten des Dreh-

impulses und die Hamilton-Funktion zu kennen, um das vorliegende System

beshreiben zu können. Durh die Nihtvertaushbarkeit der Einzelkomponen-

ten in der Quantenmehanik ist dies hier niht mehr so. Allerdings haben wir

gesehen, dass es eine �Ersatzgröÿe�

^

L

2

gibt, die mit den Drehimpulskomponen-

ten und mit dem Hamilton-Operator vertausht.

Mit

^

H ,

^

L

2

und

^

L

z

hat man aber drei Operatoren, deren Observable gleihzeitig

sharf messbar sind. Sie ermöglihen es uns, einen (bahn-)drehimpulsbehafteten,

quantenmehanishen Zustand vollständig zu beshreiben.

5

Dazu benötigt man

ein gemeinsames Eigenfunktionssystem zu

^

H ,

^

L

2

und

^

L

z

. Als dritter Operator

wird

^

L

z

gewählt, da er in Kugelkoordinaten einfaher ist. Wählt man, weil

es sih für ein konkretes Problem anbietet, stattdessen

^

L

x

, so ändert sih die

Darstellung von

^

H. Das Problem selbst ist davon niht betro�en.

5

Der Spin eines Teilhens ist auh eine Art Drehimpuls, der zum quantenmehanishenGe-

samtsystem gehört. Auf ihn werden wir in Kapitel 4 zu sprehen kommen. Zur Untersheidung

der vershiedenen Drehimpulse nennt man

^

L den Bahndrehimpuls.
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3.2 Algebraishe Behandlung des Drehimpulses

3.2.1 Einleitung

Aus der Klassishen Mehanik kennen wir die drei Komponenten L

x

; L

y

; L

z

des

Drehimpulses, die wir in die Quantenmehanik übersetzen müssen. Als Buhsta-

ben wählen wir

^

~

J, da wir später sehen werden, daÿ der Drehimpulsoperator

^

~

J

in der Quantenmehanik etwas allgemeiner ist, als der aus der Klassishen Me-

hanik bekannte Drehimpuls

~

L. Der Drehimpulsoperator

^

~

L wird in der Quan-

tenmehanik für den Bahndrehimpuls stehen.

Eigenshaften des

^

J-Kommutators:

Der Kommutator des quantenmehanishen

^

J-Operators hat, wie im vorherigen

Kapitel gezeigt, folgenden Eigenshaft

6

:

[

^

J

x

;

^

J

y

℄

�

= i~

^

J

z

Wie wir bereits bewiesen haben gilt: Wenn

^

A und

^

B hermitesh sind und

[

^

A;

^

B ℄

�

= i

^

C gilt, dann ist auh

^

C hermitesh

7

.

Satz. Es gilt für alle zyklishen Permutationen der x, y und z:

[

^

J

x

;

^

J

y

℄

�

= i~

^

J

z

:

Das heiÿt es existiert kein gemeinsames Eigenfunktionssystem zu

^

J

i

und

^

J

j

mit

i 6= j ^ i; j 2 fx; y; zg und sie sind daher niht gleihzeitig meÿbar.

Der Operator

^

J

2

Wir haben auh bereits den Operator

^

J

2

im vorherigen Kapitel kennengelernt.

8

De�nition.

^

J

2

:=

^

J

2

x

+

^

J

2

y

+

^

J

2

z

Wobei [

^

J

2

;

^

J

i

℄

�

= 0; mit i 2 fx; y; zg ist. Es existiert also ein gemeinsames

Eigenfunktionssystem. Messen wir aber

^

J

2

und

^

J

z

, so sind

^

J

x

und

^

J

y

niht

sharf de�niert (meÿbar).

Abbildung 3.1: Klassishe Drehimpulsvektoren

6

Der Faktor ~ �korrigiert� die Dimension.

7

i

^

C ist antihermitesh.

8

Man beahte, daÿ der Operator

^

J ein Vektor ist, und dementsprehend das Quadrat als

Skalarprodukt gebildet wird. Aus satztehnishen Gründen lassen wir den Vektorpfeil weg.
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3.2.2 Lösung des Eigenwertproblems von

^

J

2

und

^

J

z

Das Eigenwertgleihungssystem

Da ein gemeinsames Eigenfunktionssystem zu

^

J

2

und

^

J

z

existiert, muÿ Folgen-

des gelten:

9

^

J

2

j�; � i = ~

2

a j�; � i

^

J

z

j�; � i = ~b j�; � i:

Eigenwertgleihungen

Um die Eigenwerte ~

2

a und ~b beziehungsweise a und b zu bestimmen, müssen

wir ein wenig weiter ausholen, und de�nieren dazu zwei Operatoren

10

, deren

Nützlihkeit sih später erweisen wird.

De�nition.

^

J

+

=

^

J

x

+ i

^

J

y

Aufsteigeoperator

^

J

�

=

^

J

x

� i

^

J

y

: Absteigeoperator

Eigenshaften der Operatoren

^

J

+

und

^

J

�

1.

^

J

+

adjungiert ist gleih

^

J

�

und umgekehrt.

(

^

J

+

)

y

=

^

J

y

x

+ (i

^

J

y

)

y

=

^

J

x

� i

^

J

y

=

^

J

�

:

Genauso:

(

^

J

�

)

y

=

^

J

+

:

J

+

und J

�

sind niht hermitesh.

2. Der Kommutator von

^

J

z

und

^

J

+

:

[

^

J

z

;

^

J

+

℄

�

=

^

J

z

^

J

+

�

^

J

+

^

J

z

=

^

J

z

(

^

J

x

+ i

^

J

y

)� (

^

J

x

+ i

^

J

y

)

^

J

z

=

^

J

z

^

J

x

+

^

J

z

i

^

J

y

�

^

J

x

^

J

z

� i

^

J

y

^

J

z

= [

^

J

z

;

^

J

x

℄

�

+ i[

^

J

z

;

^

J

y

℄

�

= i~

^

J

y

� i(i~

^

J

x

)

= i~

^

J

y

+ ~

^

J

x

= ~

^

J

+

9

j�; � i soll einen Zustand, der bezüglih

^

J

2

den Eigenwert ~

2

a und bezüglih

^

J

z

den

Eigenwert ~b hat, darstellen. Diese Shreibweise de�niert einen Zustand anhand seiner Ei-

genwerte bezüglih �interessanter� Operatoren. Beahte: Wir wissen noh niht, wie unsere

Zustände aussehen! Wir kennen nur Eigenshaften des Zustandes, eben über ihren Erwar-

tungswert bezüglih bestimmter Operatoren (dem Erwartungswert der Observablen).

10

Untersheidung: Plus (+) ist ein Index für den Operator, Kreuz (y) heiÿt adjungiert.
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Analog geht die Rehnung für

^

J

�

:

[

^

J

z

;

^

J

�

℄

�

= [

^

J

z

;

^

J

x

℄

�

� i[

^

J

z

;

^

J

y

℄

�

= i~

^

J

y

+ i(i~

^

J

x

)

= i~

^

J

y

� ~

^

J

x

= �~

^

J

�

3. Der Kommutator von

^

J

+

und

^

J

2

:

[

^

J

+

;

^

J

2

℄

�

= [

^

J

x

;

^

J

2

℄

�

+ i[

^

J

y

;

^

J

2

℄

�

= 0

Der Kommutator von

^

J

�

und

^

J

2

:

[

^

J

�

;

^

J

2

℄

�

= [

^

J

x

;

^

J

2

℄

�

� i[

^

J

y

;

^

J

2

℄

�

= 0

Es gibt also jeweils ein gemeinsames Eigenfunktionssystem für

^

J

+

und

^

J

2

und für

^

J

�

und

^

J

2

.

4. Das Produkt von

^

J

+

und

^

J

�

:

^

J

+

^

J

�

= (

^

J

x

+ i

^

J

y

)(

^

J

x

� i

^

J

y

)

=

^

J

2

x

+

^

J

2

y

� i

^

J

x

^

J

y

+ i

^

J

y

^

J

x

=

^

J

2

x

+

^

J

2

y

� i(

^

J

x

^

J

y

�

^

J

y

^

J

x

)

=

^

J

2

�

^

J

2

z

� i[

^

J

x

;

^

J

y

℄

�

=

^

J

2

�

^

J

2

z

� ii~

^

J

z

=

^

J

2

�

^

J

2

z

+ ~

^

J

z

Das Produkt von

^

J

�

und

^

J

+

berehnet sih analog:

^

J

�

^

J

+

= (

^

J

x

� i

^

J

y

)(

^

J

x

+ i

^

J

y

)

=

^

J

2

x

+

^

J

2

y

+ i

^

J

x

^

J

y

� i

^

J

y

^

J

x

=

^

J

2

x

+

^

J

2

y

+ i(

^

J

x

^

J

y

�

^

J

y

^

J

x

)

=

^

J

2

�

^

J

2

z

+ i[

^

J

x

;

^

J

y

℄

�

=

^

J

2

�

^

J

2

z

+ ii~

^

J

z

=

^

J

2

�

^

J

2

z

� ~

^

J

z

Wirkung der Operatoren

^

J

+

und

^

J

�

Die Wirkung von

^

J

+

und

^

J

�

auf Eigenzustände soll durh die folgenden Reh-

nungen festgestellt werden:
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1. Die Wirkung von

^

J

+

und

^

J

�

auf Eigenzustände zu

^

J

2

:

^

J

2

^

J

+

j�; � i =

�

^

J

2

^

J

+

+

^

J

+

^

J

2

�

^

J

+

^

J

2

�

j�; � i

=

�

[

^

J

2

;

^

J

+

℄

�

+

^

J

+

^

J

2

�

j�; � i

= 0 +

^

J

+

^

J

2

j�; � i

=

^

J

+

~

2

a j�; � i

= ~

2

a

^

J

+

j�; � i

^

J

+

j�; � i ist also ein Eigenzustand zu

^

J

2

mit Eigenwert ~

2

a. Analog be-

kommt man, daÿ

^

J

2

J

�

j�; � i = ~

2

a

^

J

�

j�; � i ist.

^

J

�

j�; � i ist Eigenzu-

stand zu

^

J

2

. Die Anwendung von

^

J

+

oder

^

J

�

auf einen Zustand generiert

einen neuen Zustand, der jedoh denselben Eigenwert bezüglih

^

J

2

hat

wie der ursprünglihe Zustand:

11

^

J

2

j�; � i = ~

2

a j�; � i:

2. Die Wirkung von

^

J

+

und

^

J

�

auf Eigenzustände zu

^

J

z

:

^

J

z

^

J

+

j�; � i =

^

J

+

^

J

z

j�; � i+ [

^

J

z

;

^

J

+

℄

�

j�; � i

=

^

J

+

~b j�; � i+ ~

^

J

+

j�; � i

= ~(b + 1)

^

J

+

j�; � i

^

J

+

j�; � i ist Eigenzustand zu

^

J

z

mit Eigenwert ~(b + 1).

Analog:

^

J

z

^

J

�

j�; � i =

^

J

�

^

J

z

j�; � i + [

^

J

z

;

^

J

�

℄

�

j�; � i

=

^

J

�

~b j�; � i � ~

^

J

�

j�; � i

= ~(b � 1)

^

J

�

j�; � i

^

J

�

j�; � i ist Eigenzustand zu

^

J

z

mit Eigenwert ~(b � 1).

Abbildung 3.2: Bild zu den Eigenwerten

Ist ein Paar von Eigenwerten bekannt, so kennt man auh ein zweites

Paar von Eigenwerten, da die Operatoren

^

J

+

und

^

J

�

bekannt sind. Für

^

J

+

gilt, wenn es das Eigenwertpaar (a

0

; b

0

) gibt, so gibt es auh das Paar

(a

0

; b

0

+ 1). Genauso gilt für

^

J

�

: Zu (a

0

; b

0

) gibt es das Eigenwertpaar

(a

0

; b

0

� 1).

12

Eigenshaften der Eigenwerte ~

2

a und ~b

Wir versuhen nun Eigenshaften von a und b herauszu�nden und anhand dieser

die Werte zu bestimmen. Damit bekommen wir auh die Zahlenpaare (a

0

; b

0

),

(a

0

; b

0

+ 1) und (a

0

; b

0

� 1).

11

Beahte die Eigenwertgleihungen auf Seite 154.

12

Um präzise zu sein: Es müssen a und b noh mit ~

2

beziehungsweise ~multipliziert werden,

um Eigenwerte zu sein.
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Behauptung. a ist positiv de�nit.

Beweis. ~

2

a ist Eigenwert zu

^

J

2

.

Behauptung. a � b

2

Beweis. Aus der 4. Eigenshaft der Operatoren

^

J

+

und

^

J

�

folgt:

^

J

+

^

J

�

+

^

J

�

^

J

+

= 2(

^

J

2

�

^

J

2

z

):

Also umgekehrt:

^

J

2

�

^

J

2

z

=

1

2

(

^

J

+

^

J

�

+

^

J

�

^

J

+

)

Es gelten weiterhin die zwei folgende Gleihungen:

h�; � j

^

J

+

^

J

�

j�; � i = h

^

J

�

�; � j

^

J

�

�; � i

� 0

Gleihheit würde nur für

^

J

�

j�; � i = 0 gelten. Aber das Skalarprodukt eines

Zustandes mit sih selbst h

^

J

�

�; � j

^

J

�

�; � i ist per De�nition � 0.

h�; � j

^

J

�

^

J

+

j�; � i = h

^

J

+

�; � j

^

J

+

�; � i

� 0

Damit ist auh:

1

2

h�; � j

^

J

+

^

J

�

+

^

J

�

^

J

+

j�; � i � 0:

Dies läÿt sih aber auh so shreiben:

1

2

h�; � j

^

J

+

^

J

�

+

^

J

�

^

J

+

j�; � i = h�; � j

^

J

2

�

^

J

2

z

j�; � i:

Die Eigenwerte eingesetzt aus der Eigenwertgleihung von Seite 154 ergibt:

= (~

2

a� ~

2

b

2

)h�; � j�; � i

� 0:

Da

h�; � j�; � i � 0

ist, folgt auh

(~

2

a� ~

2

b

2

) � 0

und damit

a � b

2

:

^

J

2

�

^

J

2

z

� 0 bedeutet, daÿ die Länge (Betrag) des Drehimpulsvektors in der

x-y-Ebene positiv ist, denn

^

J

2

�

^

J

2

z

=

^

J

2

x

+

^

J

2

y

� 0, was anshaulih vernünftig

ist.
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Zusammenfassung: Wir fassen unsere bisherigen Ergebnisse zusammen:

^

J

2

j�; � i = ~

2

a j�; � i

^

J

z

j�; � i = ~b j�; � i

^

J

�

^

J

+

=

^

J

2

�

^

J

2

z

� ~

^

J

z

^

J

+

^

J

�

=

^

J

2

�

^

J

2

z

+ ~

^

J

z

a � b

2

Desweiteren gilt:

^

J

z

^

J

+

j�; � i = ~(b + 1)

^

J

+

j�; � i

= ~(b + 1) j�; � + 1 i

13

oder

^

J

+

j�; � i =  j�; � + 1 i:

Analog:

^

J

z

^

J

�

j�; � i = ~(b � 1)

^

J

�

j�; � i

= ~(b � 1)d j�; � � 1 i

oder

^

J

�

j�; � i = d j�; � � 1 i:

Bestimmung von a aus der Beshränkung von b: Da

^

J

+

den Eigenwert

~b erhöht, beziehungsweise

^

J

�

den Eigenwert ~b erniedrigt, und a � b

2

ist, gibt

es eine obere Grenze b

max

, beziehungsweise eine untere Grenze b

min

. Dabei muÿ

der Koe�zient  = 0 für b

max

sein, beziehungsweise d = 0 für b

min

.

Satz. Es existiert ein b

2

max

, so daÿ für alle a:

^

J

+

j�; �

max

i =  j�; �

max

+ 1 i = 0

ist.

Daraus folgt:

^

J

�

^

J

+

j�; �

max

i = 0

(

^

J

2

�

^

J

2

z

� ~

^

J

z

) j�; �

max

i = 0

(~

2

a � ~

2

b

2

max

� ~

2

b

max

) j�; �

max

i = 0

13

j�; �+1 i bedeutet, daÿ der Zustand sih durh

^

J

+

so ändert, daÿ er den Eigenwert b+1

bekommt. j�; �

max

i ist der Zustand, in dem der Eigenwert b = b

max

noh ungleih null ist.
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Da j�; �

max

i 6= 0, folgt

~

2

a � ~

2

b

2

max

� ~

2

b

max

= 0:

Also

a = b

2

max

+ b

max

:

Analoges gilt für b

min

:

Satz. Es existiert ein b

2

min

, so daÿ für alle a:

^

J

�

j�; �

min

i = d j�; �

min

� 1 i = 0

ist.

Daher:

^

J

+

^

J

�

j�; �

min

i = 0

(

^

J

2

�

^

J

2

z

+ ~

^

J

z

) j�; �

min

i = 0

(~

2

a � ~

2

b

2

min

+ ~

2

b

min

) j�; �

min

i = 0

Da j�; �

min

i 6= 0 folgt

~

2

a� ~

2

b

2

min

+ ~

2

b

min

= 0

Also

a = b

2

min

� b

min

:

Die Forderungen sind o�enbar symmetrish:

14

a = b

2

min

� b

min

= b

min

(b

min

� 1)

= b

2

max

+ b

max

= b

max

(b

max

+ 1)

Also gilt

b

min

= �b

max

:

Abbildung 3.3: Eigenwerte in Parabel

14

Man beahte die Shreibweise j(j + 1) beziehungsweise j(j � 1). Sie wird uns noh öfter

begegnen.
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Diskretisierung

Satz. Bei vorgegebenen a gilt: Alle Eigenwerte lassen sih shreiben als

b = b

min

+ i i = 0; 1; 2; : : : ; n 2 N:

Beweis. Gäbe es ein b

0

= b

min

+" mit " < 1, so müÿte es auh ein b

00

= b

max

+"

geben, das ist aber mit dem Ergebnis b

min

(b

min

�1) = a = b

max

(b

max

+1) niht

verträglih. Es kann also nur mit natürlihen Zahlen erhöht werden.

Es gilt:

b

max

= b

min

+ n

= �b

max

+ n

Es gibt also immer ein i

max

= n.

Daraus folgt

b

max

=

n

2

= �b

min

:

Es gibt also n + 1 Eigenwerte. Weiterhin folgt aus b

max

= b

min

+ n, daÿ b

max

nur ganzzahlig oder halbzahlig sein kann.

Umbenennungen. Wir mahen folgende Umbenennungen:

j := b

max

=

n

2

;

dann shreibt sih a so:

a = j(j + 1);

und

m := b

Den Zustand j�; � i shreiben wir nun j j;m i.

Die Eigenwertgleihungen von Seite 154 lassen sih nun umshreiben:

^

J

2

j j;m i = ~

2

j(j + 1) j j;m i:

~

2

j(j + 1) stellt den Eigenwert zum Quadrat des Längenoperators dar. Er hat

daher die Dimension einer Länge zum Quadrat.

^

J

z

j j;m i = ~m j j;m i; m = f�j;�j + 1; : : : ;+j � 1;+jg

Die ~m sind Eigenwerte des Drehimpulses zur z-Koordinate. Der jeweilige Ei-

genwert ~m stellt die Projektion der Observablen auf die z-Ahse dar.

^

J

+

und

^

J

�

ändern niht die Länge, sondern die Projektion auf die z-Ahse, generieren

also eine Umorientierung der Observablen.

Die gefundenen Beziehungen sind allgemein hergeleitet, das heiÿt sie gelten niht

nur für die Drehimpulse L

x;y;z

, sondern können auh für andere Operatoren gel-

ten.
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Eigenwerte zu

^

J

+

und

^

J

�

. Wir berehnen noh die Faktoren  und d.

15

Satz. Sei j j;m i normiert

16

, das heiÿt h j;m j j;m i = 1, dann gilt

^

J

+

j j;m i = ~

p

(j �m)(j +m+ 1) j j;m+ 1 i

und

^

J

�

j j;m i = ~

p

(j +m)(j �m+ 1) j j;m� 1 i:

Die Wurzelausdrüke nennt man auh Normierungsfaktoren.

17

Beweis. Es gilt

j

^

J

+

j j;m ij

2

= j j j;m+ 1 ij

2

= jj

2

h j;m+ 1 j j;m+ 1 i

| {z }

auf 1 normiert

= jj

2

genauso gilt

h

^

J

+

j;m j

^

J

+

j;m i = h j;m j

^

J

�

^

J

+

j j;m i

= h j;m j

^

J

2

�

^

J

2

z

� ~

^

J

z

j j;m i

= ~

2

�

j(j + 1) �m

2

�m

�

h j;m j j;m i

| {z }

=1

Es ist also

jj

2

= ~

2

�

j(j + 1) �m

2

�m

�

 = ~

p

j(j + 1)�m

2

�m

= ~

p

(j �m)(j +m+ 1)

Analog berehnet sih der Faktor für

^

J

�

.

Wir überprüfen noh kurz, ob dieser Faktor  null erzeugt, damit j(j+1) � m

2

gilt

18

. Dafür multiplizieren wir den Wurzelausdruk aus:

 = ~

p

j

2

+ jm+ j � jm�m

2

�m

und setzen b

max

= m

max

= j ein.

= ~

p

j

2

+ jj + j � jj � j

2

� j

= 0

15

Vergleihe auh mit [Flieÿbah, S. 275-282℄.

16

Und entsprehend j j;m� 1 i und j j;m + 1 i.

17

Die Operatoren

^

J

+

und

^

J

�

nennt man, wie shon

^

b

y

und

^

b, Aufsteige- und Absteigeope-

rator.

18

Zur Erinnerung: a � b

2

.
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Also

^

J

+

j j;m = j i = 0

^

J

+

angewandt auf den maximalen Zustand j j;m = j i sollte ja null liefern.

j kann die Werte j = 0;

1

2

; 1;

3

2

; : : : annehmen. Bezüglih

^

J

z

gibt es für ein j

vershiedene Eigenwerte �~

2

j; : : : ;+~

2

j. Wählen wir zum Beispiel j = 1, dann

gibt es die Zustände

^

J

z

j 1;m i mit m = �1; 0; 1.

Abbildung 3.4: j gegen m abgetragen

Wir erhalten ein �Netz� der erlaubten Werte für die Paare (a,b) beziehungswei-

se jetzt (j,m). Wir werden später sehen, daÿ Bahndrehimpulse nur ganzzahlige

Werte annehmen können. Die Mathematik liefert uns aber auh halbzahlige Lö-

sungen, die historish Kopfshmerzen gemaht haben. Es wird sih aber heraus-

stellen, daÿ es etwas Physikalishes gibt, das die halbzahligen Werte annimmt:

�Spin�. Dieser Spin ist ein klassish unbekannter E�ekt, der aber ähnlihe Ei-

genshaften wie ein klassisher Drehimpuls hat.

19

Für den Bahndrehimpuls ist

j ganzzahlig.

19

Näheres in Kapitel 4.
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3.3 Drehimpuls in Ortsdarstellung

3.3.1 Einleitung

Der Drehimpuls ist, wie folgt de�niert:

~

L := ~r � ~p:

Dementsprehend sieht der Drehimpulsoperator aus:

^

~

L =

0

�

^

L

x

^

L

y

^

L

z

1

A

=

0

�

x

y

z

1

A

�

~

i

0

�

�

x

�

y

�

z

1

A

= ~r �

~

i

~

r

=

0

�

ŷp̂

z

� ẑp̂

y

ẑp̂

x

� x̂p̂

z

x̂p̂

y

� ŷp̂

x

1

A

:

Die Kommutatoren haben wir bereits berehnet:

[

^

L

x

;

^

L

y

℄

�

= i~

^

L

z

[

^

L

2

;

^

L

z

℄

�

= [

^

L

2

;

^

L

x

℄

�

= 0:

Die Eigenwertgleihungen haben wir im vorherigen Kapitel behandelt:

^

L

2

j l;m i = ~

2

l(l + 1) j l;m i

^

L

z

j l;m i = ~m j l;m i mit l = 0;

1

2

; 1;

3

2

: : : und m = �l;�l+ 1; : : : ;+l:

Wir suhen jetzt einen Satz von Operatoren für eine spezielle Darstellung und

zwar für die Ortsdarstellung in Kugelkoordinaten. Diese Operatoren müssen

natürlih die obigen Eigenshaften haben.

20

Wir wollen also wissen, wie der

Bahndrehimpulsoperator

^

~

L und der Zustand j l;m i in Ortsdarstellung mit Ku-

gelkoordinaten aussieht.

Der Drehimpuls hat oft mit rotationssymmetrishen Problemen zu tun, deshalb

übersetzen wir

^

~

L in Kugelkoordinaten:

Abbildung 3.5: Koordinatensystem

20

Für den Bahndrehimpuls wählen wir den Buhstaben L statt des allgemeinen J . Beahte:

Die allgemeinen Formulierungen der Beziehungen sind unabhängig von der speziellen Darstel-

lungsart (Basis).
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Kugelkoordinaten: Der Vektor ~r shreibt sih:

21

~r =

0

�

x

y

z

1

A

= x~e

x

+ y~e

y

+ z~e

z

wobei

~e

x

=

0

�

1

0

0

1

A

der Einheitsvektor in x-Rihtung ist.

Es folgen die Transformationsgleihungen um einen Vektor, von dem die Kugel-

koordinaten bekannt sind, in kartesishen Koordinaten anzugeben:

x = r sin# os'

y = r sin# sin'

z = r os#;

wobei r 2 [0;1[ die Länge des Vektors, # 2 [0; �[ der Winkel zur z-Ahse und

' 2 [0; 2�[ der Winkel zur x-Ahse in der x-y-Ebene ist.

Der Einheitsvektor ~e

i

der Kugelkoordinaten in kartesishen Koordinaten ergibt

sih, wenn man in i-Rihtung geht. Daher benutzen wir die partielle Ableitung,

um den Einheitsvektor ~e

i

zu bestimmen:

~e

r

= N

�~r

�r

= N

0

�

sin# os'

sin# sin'

os#

1

A

Für den Einheitsvektor wird gefordert j~e

r

j

2

= 1. Daraus folgt, daÿ

1 = N

2

(sin

2

# os

2

'+ sin

2

# sin

2

'+ os

2

#)

ist. Da der Inhalt der runden Klammern gleih eins ist, ist die Normierungskon-

stante N = 1 für ~e

r

.

~e

#

= N

�~r

�#

= Nr

0

�

os# os'

os# sin'

� sin#

1

A

21

Den Einheitsvektoren ~e

i

geben wir kein Dah, da diese Kennzeihnung den Operatoren

vorbehalten sein soll. Da es keinen anderen Vektor gibt der e heiÿt, kann es niht zu Verwehs-

lungen kommen.
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Für ~e

#

ist N =

1

r

.

~e

'

= N

�~r

�'

= Nr sin#

0

�

� sin'

os'

0

1

A

Für ~e

'

ist N =

1

r sin#

.

Der Nabla-Operator shreibt sih

~

r = ~e

r

�

r

+ ~e

#

1

r

�

#

+ ~e

'

1

r sin#

�

'

.

3.3.2

^

~

L in Kugelkoordinaten

Wir legen das Kugelkoordinatensystem so, daÿ der Vektor ~r ausshlieÿlih in

r-Rihtung ~r = r~e

r

(+0~e

#

+ 0~e

'

) zeigt. Dann erhalten wir den Drehimpulsope-

ratorenvektor in Kugelkoordinaten.

^

~

L =

~

i

~r �

~

r

=

~

i

~e

r

r �

�

~e

r

�

r

+ ~e

#

1

r

�

#

+ ~e

'

1

r sin#

�

'

�

=

~

i

�

r ~e

r

� ~e

r

| {z }

=0

�

r

+ ~e

r

� ~e

#

| {z }

~e

'

r

r

�

#

+ ~e

r

� ~e

'

| {z }

�~e

#

r

r sin#

�

'

�

=

~

i

�

~e

'

�

#

� ~e

#

1

sin#

�

'

�

=

~

i

0

B

B

B

B

B

B

B

B

�

� sin'�

#

� os# os'

1

sin#

�

'

os'�

#

� os# sin'

1

sin#

�

'

0 + sin#

1

sin#

�

'

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

Drehimpulsoperatorenvektor

Daraus folgt:

^

L

z

=

~

i

�

'

. Die Ausdrüke für

^

L

x

beziehungsweise

^

L

y

sind kom-

plexer und daher wählt man

^

L

z

als betrahtete Komponente des Drehimpulses.

^

L

2

wird wie folgt berehnet:

22

^

L

2

= �~

2

�

~e

'

�

#

~e

'

�

#

� ~e

#

1

sin#

�

'

~e

'

�

#

� ~e

'

�

#

~e

#

1

sin#

�

'

+ ~e

#

1

sin#

�

'

~e

#

1

sin#

�

'

�

22

Wie im vorherigen Abshnitt shon erwähnt, verzihten wir auf den Vektorpfeil von

^

L

2

.

Das Quadrat von

^

~

L wird als Skalarprodukt gebildet.
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Mit

�

#

~e

'

= 0

�

'

~e

'

=

0

�

� os'

� sin'

0

1

A

�

#

~e

#

=

0

�

� sin# os'

� sin# sin'

� os#

1

A

�

'

~e

#

=

0

�

� os# sin'

os# os'

0

1

A

folgt

^

L

2

=� ~

2

�

~e

'

(�

#

~e

'

)

| {z }

=0

�

#

+ ~e

'

~e

'

| {z }

=1

(�

2

#

)

| {z }

Produktregel

�

1

sin#

~e

#

(�

'

~e

'

)

| {z }

=� os#

�

#

� ~e

#

~e

'

|{z}

=0

1

sin#

(�

'

�

#

)

| {z }

Produktregel

�~e

'

(�

#

ê

#

)

| {z }

=0

1

sin#

�

'

� ~e

'

~e

#

|{z}

=0

(�

#

1

sin#

)�

'

� ~e

'

~e

#

|{z}

=0

1

sin#

(�

#

�

'

)

| {z }

mehrfahe Produktregel

+

1

sin#

~e

#

(�

'

ê

#

)

| {z }

=0

1

sin#

�

'

+ ~e

#

1

sin#

~e

#

(�

'

1

sin#

)

| {z }

=0

�

'

+ ~e

#

1

sin#

ê

#

1

sin#

(�

2

'

)

| {z }

mehrfahe Produktregel

�

=� ~

2

�

�

2

#

+

os#

sin#

�

#

+

1

sin

2

#

�

2

�

=� ~

2

�

1

sin#

�

#

sin#�

#

| {z }

Umkehrung der Produktregel

+

1

sin

2

#

�

2

'

�

Den Drehimpulsoperator haben wir jetzt in Ortsdarstellung mit Kugelkoordi-

naten.

3.3.3 Berehnung der Kugel�ähenfunktionen

Wir suhen nun die Zustände in der Ortsdarstellung mit Kugelkoordinaten.

Die Drehimpulseigenshaften hängen niht von r ab! Daher kann man die Ei-

genshaften des Drehimpulses auf eine Kugelober�ähe beliebigen Radiuses pro-

jezieren, wobei die Kugel�ähenfunktionen zur Beshreibung benutzt werden.

Diese sind durh die Angabe von nur zwei Winkeln bestimmt.

Wir bestimmen nun die Kugel�ähenfunktionen, dazu benutzen wir die allge-

meinen Eigenwertgleihungen:

^

L

2

j l;m i = ~

2

l(l + 1) j l;m i

^

L

z

j l;m i = ~m j l;m i
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und de�nieren die Kugel�ähenfunktionen Y

lm

:

De�nition.

Y

lm

(#;') := h#;' j l;m i;

wobei l, m die Eigenwerte zu

^

L

z

;

^

L

2

sind.

23

Bestimmung von Y

lm

(#;')

Wir lösen nun die zur Eigenwertgleihung korrespondierende Di�erentialglei-

hung in Ortsdarstellung:

^

L

z

Y

lm

= ~mY

lm

~

i

�

'

Y

lm

(#;') = ~mY

lm

(#;'):

Wir mahen den Separationsansatz

Y

lm

(#;') = �

lm

(#)e

im'

Ansatz

und setzen ihn ein

~

i

�

'

�

lm

(#)e

im'

= ~m�

lm

(#)e

im'

:

O�enbar löst er die Di�erentialgleihung, denn

~

i

�

lm

(#)ime

im'

= ~m�

lm

(#)e

im'

:

Behauptung. m ist ganzzahlig.

Beweis. Wegen der Eindeutigkeit der Lösung muÿ Y

lm

2�-periodish bezüglih

' sein, also:

Y

lm

(#;' + 2�) = Y

lm

(#;')

= Y

lm

(#;'+ 4�):

Wir setzten diese Symmetriebedingung ein

�

lm

(#)e

im('+2�)

= �

lm

(#)e

im'

e

i2�m

= �

lm

(#)e

im'

Es gilt also die Bedingung

e

i2�m

= 1

Hieraus folgt, daÿ m ganzzahlig ist. Da m = �l; : : : ;+l ist, folgt daraus auh,

daÿ l ganzzahlig ist.

Satz. m und l sind ganzzahlig.

Möglihe Werte für j l;m i sind:

j 0; 0 i; j 1;�1 i; j 1; 0 i; j 1; 1 i; j 2;�2 i; j 2;�1 i; j 2; 0 i; j 2; 1 i; j 2; 2 i:

23

Das heiÿt: Wir projezieren den Zustand j l;m i auf die Einheitsvektoren ~e

#

und ~e

'

; wir

benutzen ~e

#

und ~e

'

als Basis der Darstellung.
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Bestimmung von �

lm

(#) - Legendre-Polynome P

lm

(�)

�

lm

(#) beinhaltet die Information über die #-Abhängigkeit.

Wir benutzen die Eigenwertgleihung

^

L

2

Y

lm

=~

2

l(l + 1)Y

lm

und setzen den Drehimpulsoperator in Kugelkoordinaten und den obigen Ansatz

ein:

=� ~

2

�

1

sin#

�

#

sin#�

#

+

1

sin

2

#

�

2

'

�

�

lm

(#)e

im'

=� ~

2

1

sin#

�

#

sin#�

#

�

lm

(#)e

im'

� ~

2

1

sin

2

#

�

2

'

�

lm

(#)e

im'

~

2

l(l + 1)�

lm

(#)e

im'

=� ~

2

1

sin#

�

#

sin#�

#

�

lm

(#)e

im'

� ~

2

1

sin

2

#

(�m

2

)�

lm

(#)e

im'

~

2

l(l + 1)�

lm

(#) =� ~

2

1

sin#

�

#

sin#�

#

�

lm

(#)

� ~

2

1

sin

2

#

(�m

2

)�

lm

(#)

~

2

�

l(l + 1)�

m

2

sin

2

#

�

�

lm

(#) =� ~

2

1

sin#

�

#

sin#�

#

�

lm

(#)

Um diese Di�erentialgleihung in eine handhabbarereForm zu bringen de�nieren

wir:

De�nition.

� := os#;

daraus folgt für die Ableitung:

�

�#

=

��

�#

�

��

= � sin#

�

��

:

De�nition.

�

lm

(#) := P

lm

(�)

Die Lösungen P

lm

(�) der Di�erentialgleihung nennt man Legendre-Polynome.

Die rehte Seite der obigen Di�erentialgleihung shreibt sih dann folgender-

maÿen:

�~

2

1

sin#

(� sin#)

�

��

sin#(� sin#)

�

��

P

lm

(�)
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wobei

sin#(� sin#) = � sin

2

#

= �(1� os

2

#)

= �(1� �

2

)

ist. Damit kann man die gesamte Di�erentialgleihung so shreiben:

~

2

(l(l + 1)�

m

2

(1� �

2

)

)P

lm

(�) = �~

2

�

��

(1 � �

2

)

�

��

P

lm

(�)

Nun kann man die Di�erentialgleihung für die P

lm

(�) lösen. Wir kennen immer

noh niht unsere Zustände (Wellenfunktionen). Wir wissen nur wie sie sih

bezüglih gewisser Operatoren verhalten. Die Di�erentialgleihung für �

lm

(#)

beziehungsweise P

lm

(�) führt uns auf die Lösung von j l;m i.

Bestimmung der Legendre-Polynome P

lm

Zunähst betrahten wir m=0.

Dann shreibt sih unsere Di�erentialgleihung so:

~

2

�

�

��

(1 � �

2

)

�

��

| {z }

A

+ l(l + 1)

| {z }

B

�

P

l0

(�) = 0

~

2

�

�

��

(1 � �

2

)

�

��

+ l(l + 1)

�

P

l0

(��) = 0

Wir können � durh �� ersetzen, denn wenn P

l0

(�) eine Lösung ist, dann ist

auh P

l0

(��) eine Lösung.

Wir mahen nun einen Potenzreihenansatz:

P

l0

(�) =

1

X

k=0

a

k

�

k

:

Damit ergibt sih die Ableitung:

�

��

P

l0

(�) =

1

X

k=0

ka

k

�

k�1

:

P

l0

hat gute Parität. Daraus folgt, daÿ es entweder nur gerade k (positive Pari-

tät) oder nur ungerade k (negative Parität) gibt.

Der rehte Teil des Terms A unserer Di�erentialgleihung shreibt sih mit dem

Ansatz so:

(1� �

2

)

�

��

P

l0

(�) = 1

�

��

P

l0

(�) � (�

2

)

�

��

P

l0

(�)

=

1

X

k=0

ka

k

�

k�1

� (�

2

)

1

X

k=0

ka

k

�

k�1

=

1

X

k=0

�

ka

k

�

k�1

� ka

k

�

k+1

�

:
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Nun der gesamte Term A:

�

��

(1� �

2

)

�

��

P

l0

(�) =

�

��

1

X

k=0

�

ka

k

�

k�1

� ka

k

�

k+1

�

=

1

X

k=0

�

k(k � 1)a

k

�

k�2

� k(k + 1)a

k

�

k

�

:

Umindizierung k = k � 2:

=

1

X

k=�2

(k + 2)(k + 1)a

k+2

�

k

�

1

X

k=0

k(k + 1)a

k

�

k

:

Da k = �2 und k = �1 keine Beiträge liefern:

24

=

1

X

k=0

(k + 2)(k + 1)a

k+2

�

k

�

1

X

k=0

k(k + 1)a

k

�

k

:

Der Term B der Di�erentialgleihung shreibt sih mit dem Ansatz so:

l(l + 1)P

l0

= l(l + 1)

1

X

k=0

a

k

�

k

:

Die Di�erentialgleihung nun komplett mit Ansatz ausgeshrieben:

�l(l + 1)

1

X

k=0

a

k

�

k

=

1

X

k=0

(k + 2)(k + 1)a

k+2

�

k

�

1

X

k=0

k(k + 1)a

k

�

k

:

Potenzenvergleih und anshlieÿend durh �

k

geteilt

�l(l+ 1)a

k

= (k + 2)(k + 1)a

k+2

� k(k + 1)a

k

und umformen

a

k+2

=

k(k + 1)� l(l + 1)

(k + 2)(k + 1)

a

k

:

Dies ist eine Rekursionsformel zur Bestimmung der a

k

, die bei k = l abbriht,

und somit lassen sih die P

l0

(�) =

P

l

k

a

k

�

k

bestimmen. Die P

l0

(os#) heiÿen

Legendre-Polynome und sind Polynome vom Grad l. Die Koe�zienten der Po-

tenzreihe sind durh P

l0

(�) =

P

l

k

a

k

�

k

eindeutig bestimmt bis auf eine Konstan-

te a

k

(ein Faktor ändert nihts am Zustand als Eigenfunktion). Die Normierung

liefert dieses erste a

k

. Mit mühsamer Rehnerei kann man die Lösung herleiten.

Normalerweise shaut man in Tabellen nah.

Wir haben nun alles, um die konkreten Kugel�ähenfunktionen zu berehnen.

24

Es vershwindet jeweils ein Term. Daher kann man k von null starten lassen.
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3.3.4 Beispiele

Wir berehnen die Kugel�ähenfunktionen mit Hilfe der Legendre-Polynome.

Zur Erinnerung:

P

l0

(�) =

l

X

k=0

a

k

�

k

:

Beispiel. Betrahten wir zuerst die geraden Lösungen:

l = 0:

P

00

(�) = a

0

�

0

= a

0

os

0

#

= a

0

l = 2:

Benutzen wir die Rekursionsformel (mit k = 0)

a

2

=

0� 6

2

a

0

dann ergibt sih

P

20

(�) = a

0

(�

0

� 3�

2

)

= a

0

(1� 3 os

2

#):

Ebenso für l = 4.

Zur Bestimmung von a

0

siehe noh später!

Betrahten wir nun die ungeraden Lösungen:

l = 1:

P

10

= a

1

�

1

l = 3:

P

30

= a

1

(�

1

+

2� 12

6

�

3

)

= a

1

(� �

5

3

�

3

)

und so weiter.

Bestimmung der Y

lm

für m = 0

Wir wollten unsere Y

lm

bestimmen:

Y

lm

(#') = �

lm

(#)e

im'

= P

lm

(os #)e

im'

= P

lm

(�)e

im'
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Für Y

l0

haben wir Lösungen gefunden. Allerdings müssen wir noh, um den

Startwert a

0

, beziehungsweise a

1

, der Rekursionsgleihung zu bestimmen, die

Normierung einarbeiten. Wir berehnen beispielhaft Y

10

.

Y

10

= a

1

os#e

im'

= a

1

os#

Um a

1

zu bestimmen, fordern wir folgende Normierung:

hY

10

jY

10

i = 1

= ja

1

j

2

Z

2�

0

Z

�

0

os

2

# sin#d#

| {z }

=d(os#)j

1

�1

d�

= ja

1

j

2

2�

Z

1

�1

os

2

#d(os #)

= ja

1

j

2

2�

1

3

x

3

j

1

�1

= 2�ja

1

j

2

(

1

3

� (�

1

3

))

1 = 2�ja

1

j

2
2

3

Also

ja

1

j

2

=

3

4�

a

1

=

r

3

4�

:

So läÿt sih für jedes Y

lm

die Konstante aus der Normierungsbedingung bestim-

men.

Bestimmung der Y

lm

für m 6= 0

Dies geht mit Hilfe des

^

L

+

-Operators:

^

L

+

=

^

L

x

+ i

^

L

y

Y

11

bestimmt man somit aus Y

10

=

q

3

4�

os#.

^

L

+

j l;m i = a

p

(l �m)(l +m+ 1) j l;m+ 1 i

^

L

+

j 1; 0 i = ~

p

1 � 2 j 1; 1 i

Wenn wir den Zustand Y

10

und den Operator

25

^

L

+

in die letzte Gleihung

einsetzten erhalten wir:

~

p

2Y

11

= (

~

i

(� sin'�

#

� ot # os'�

'

) + i

~

i

(os'�

#

� ot# sin'�

'

))

q

3

4�

os#

25

Aus der Gleihung für den Aufsteigeoperator

^

L

+

auf Seite 154 und umgeformt mit Hilfe

von

^

~

L auf Seite 165.
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Ableitungen bilden:

=

r

3

4�

(+

~

i

sin# sin'+ ~ os'(�) sin#)

=

r

3

4�

(+

~i

ii

sin# sin'� ~ os' sin#)

=

r

3

4�

(�~i sin# sin'� ~ os' sin#)

= �

r

3

4�

(~i sin# sin'+ ~ os' sin#))

= �

r

3

4�

~ sin#(i sin'+ os')

~

p

2Y

11

= �

r

3

4�

~ sin#e

i'

Also shlieÿlih

Y

11

= �

r

3

8�

sin#e

i'

:

Die Y

lm

shaut man gewöhnlih in Tabellen nah oder benutzt das Programm

Mathematia oder dergleihen.Wir haben aber zumindest gezeigt, daÿ die Werte

niht vom Himmel fallen.

3.3.5 Eigenshaften der Kugel�ähenfunktionen Y

lm

(#; ')

Wir nennen einige Eigenshaften der Kugel�ähenfunktionen.

26

1. Die Kugel�ähenfunktionen sind für Vektoren ~r(r; #; ') de�niert. Man be-

trahtet allerdings nur die '-, #-Abhängigkeit auf der Einheitskugel mit

r = 1. Die Kugel�ähenfunktionen liefern für jeden Ort (#;') auf der

Einheitskugel einen Zahlenwert.

2. De�nition. Kugel�ähenfunktionen

27

:

Y

lm

(#;') :=

s

2l + 1

4�

(l �m)!

(l +m)!

(�)

m

e

im'

P

lm

(#)

(Die P

lm

(#) heiÿen auh assoziierte Legendre-Polynome.)

3. Behauptung. Die Kugelfunktionen Y

lm

sind normiert:

Z

1

�1

Z

2�

0

jY

lm

(#;')j

2

d'd(os#) = 1:

26

Siehe auh [Flieÿbah, S. 177-179℄ und [Messiah-1, S. 445-447℄.

27

Man spriht auh verkürzt von den Kugelfunktionen.
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4. Behauptung. Die Kugelfunktionen sind orthogonal zueinander:

h l;m j l

0

m

0

i = Æ

ll

0

Æ

mm

0

=

ZZ

Y

�

lm

Y

l

0

m

0

d'd(os#):

5. Behauptung. Die Kugelfunktionen Y

lm

sind Eigenfunktionen zu

^

L

2

und

^

L

z

.

28

6. Behauptung. Die Kugelfunktionen Y

lm

bilden eine vollständige Basis für

Funktionen auf einer Kugelober�ähe:

Also kann man die Funktion  (#;') so darstellen:

 (#;') =

1

X

l=0

l

X

m=�l

a

lm

Y

lm

(#;')

in Ket-Shreibweise:

j i =

X

l;m

j l;m ih l;m j i:

Die Kugelfunktionen Y

lm

oder Eigenzustände j l;m i bilden eine Basis.

Den Wert von  an der Stelle (#;') bekommt man also so:

h#;' j i =

X

l;m

h#;' j l;m ih l;m j i

=

X

l;m

Y

lm

(#;')a

lm

Y

lm

(#;')

=

ZZ

Y

�

lm

 (#;') d'd(os #):

Jede Funktion läÿt sih als Linearkombination der Y

lm

shreiben, so wie

sih jeder Vektor aus R

3

als Linearkombination von x; y; z shreiben läÿt.

Beispiel.  sei eine beliebige Funktion, die auf einer Kugelober�ähe de-

�niert ist. Zum Beispiel die Erdober�ähe und  stellt die Temperatur am

Ort (#;') der Erdober�ähe dar.

29

28

So haben wir sie ja shlieÿlih konstruiert!

29

Eine alternative Betrahtungsweise wäre diesen Wert als die Länge eines Vektors zu in-

terpretieren.
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3.4 Die zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung

für das Zentralfeld

3.4.1 Einleitung

Ein Zentralfeldpotential V ist eine Funktion des Abstands j~rj (z.B. Gravitati-

onsfeld).

In der Klassishen Mehanik gilt: Ist V = V (j~rj), dann ist der Drehimpuls

~

L

eine Erhaltungsgröÿe. Anders ausgedrükt:

dL

i

dt

=

�L

i

�t

+ fL

i

;H g = 0;

wobei fL

i

;H g die Poisson-Klammer darstellt.

Wegen der Korrespondenz der Quantenmehanik zur KlassishenMehanik muÿ

der zur Poisson-Klammer gehörige Kommutator gleih null sein, wenn die Pois-

son-Klammer gleih null ist.

30

3.4.2 Die Kommutatoren von

^

L

2

,

^

L

z

mit

^

H

Wir wollen zeigen, daÿ der Kommutator von

^

L

2

beziehungsweise

^

L

z

mit

^

H

tatsählih vershwindet, daÿ also ein gemeinsames Eigenfunktionssysstem exi-

stiert.

Beweis. Im Abshnitt 3.1.2 haben wir gefordert:

[

^

H;

^

L

z

℄

�

= 0:

Wie wir bereits auf Seite 152 gezeigt haben gilt:

[

^

L

2

;

^

L

z

℄

�

= 0:

Bleibt noh zu zeigen:

[

^

H;

^

L

2

℄

�

=[

^

H;

^

L

2

x

℄

�

+ [

^

H;

^

L

2

y

℄

�

+ [

^

H;

^

L

2

z

℄

�

=[

^

H;

^

L

x

℄

�

^

L

x

+

^

L

x

[

^

H;

^

L

x

℄

�

+ [

^

H;

^

L

y

℄

�

^

L

y

+

^

L

y

[

^

H;

^

L

y

℄

�

+ [

^

H;

^

L

z

℄

�

^

L

z

+

^

L

z

[

^

H;

^

L

z

℄

�

Da [

^

H;

^

L

i

℄

�

= 0 ist, folgt:

[

^

H;

^

L

2

℄

�

=0

30

Siehe auh im Abshnitt 2.4.2 auf Seite 123, wo wir den Zusammenhang zwishen Poisson-

Klammer und Kommutator ausführlih behandelt haben.
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3.4.3 Die Lösungsfunktionen  

Elm

im Zentralfeld

Wie sieht die Eigenfunktion  

Elm

in Ortsdarstellung aus? Dafür benötigen wir

im Folgenden diese Eigenwertgleihungen:

^

H 

Elm

= E 

Elm

^

L

2

 

Elm

= ~

2

l(l + 1) 

Elm

^

L

z

 

Elm

= ~m 

Elm

Wir benutzen wieder die Ortsdarstellung in Kugelkoordinaten.

Wie wir im vorherigen Kapitel gesehen haben, kann man ein beliebige Funk-

tion auf der Kugelober�ähe durh die Kugel�ähenfunktionen

31

darstellen:

f(#;') =

P

lm

a

lm

Y

lm

(#;').

32

Eine beliebige Funktion f , die in R

3

de�niert

ist, kann man als Linearkombination der Kugel�ähenfunktionen mit ortsab-

hängigen Entwiklungskoe�zienten R

lm

(r) shreiben:

f(r; #; ') =

X

l;m

R

lm

(r)Y

lm

(#;'):

Um die gesuhte Wellenfunktion zu �nden mahen wir also den Ansatz:

 

Elm

(r; #; ') =

X

l

0

;m

0

R

l

0

m

0

(r)Y

l

0

m

0

(#;'):

Damit  

Elm

Eigenfunktion zu

^

H,

^

L

2

und

^

L

z

ist, muÿ die Summe zusammen-

brehen:

33

 

Elm

(r; #; ') = R

Elm

(r)Y

lm

(#;'):

Das heiÿt, daÿ beim Zentralfeld nur ein Term der obigen Summe übrig bleibt.

Bestimmung der R

Elm

(r)

Wir bestimmen nun die R

Elm

(r) und betrahten dazu den Hamilton-Operator

in Ortsdarstellung.

34

Der Laplae-Operator lautet:

� = �

2

x

+ �

2

y

+ �

2

z

:

Dieser ist allerdings noh in kartesishen Koordinaten. Da unser Potential sih

am einfahsten in Kugelkoordinaten darstellen läÿt, formen wir ihn in Kugelko-

ordinaten um:

� =

1

r

2

�

r

r

2

�

r

+

1

r

2

 

�

^

L

2

~

2

!

=

1

r

2

�

r

r

2

�

r

�

1

r

2

^

L

2

~

2

:

31

Die Y

lm

bilden ein vollständiges Basissystem für Funktionen auf der Kugelober�ähe.

32

Man wählt meist ein festes r (gewöhnlih gleih eins) und weist dem Ort (#; ') einen Wert

zu. Dieser Wert kann dann z.B. eine Temperatur sein. Wenn die Entwiklungskoe�zienten a

lm

Funktionen von r sind (R

lm

(r)), dann kann man sogar dem ganzen Raum Werte zuweisen.

33

Wenn  eine Eigenfunktion zu

^

L

2

ist, so ist sie ein Zustand zu nur einer Quantenzahl l.

Als Eigenfunktion zu

^

L

z

ist sie auh ein Eigenzustand zu nur einer Quantenzahl m

l

.

34

Vergleihe auh mit [Flieÿbah, S. 180-186℄.
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Damit lautet der Hamilton-Operator:

35

^

H = �

~

2

2�

�+

^

V (r)

= �

~

2

2�

1

r

2

�

r

r

2

�

r

+

~

2

2�

1

r

2

^

L

2

~

2

+

^

V (r)

= �

~

2

2�

1

r

2

�

r

r

2

�

r

+

^

L

2

2�r

2

+

^

V (r):

Wenn

^

V (r; #�; '�) gilt, dann stekt die ganze Winkelabhängigkeit von

^

H in

^

L

2

.

Den Hamilton-Operator und unseren Ansatz in die zeitunabhängige Shrödin-

ger-Gleihung eingesetzt ergibt:

^

H 

Elm

= E 

Elm

^

HR

Elm

Y

lm

= ER

Elm

Y

lm

 

�

~

2

2�

1

r

2

�

�r

r

2

�

�r

+

^

L

2

2�r

2

+

^

V (r)

!

R

Elm

(r)Y

lm

(#;') = ER

Elm

(r)Y

lm

(#;'):

Der linke Term wirkt nur auf R

Elm

(r), während der rehte Term nur auf die

Kugel�ähenfunktionen Y

lm

(#;') wirkt.

^

L

2

Y

lm

kennen wir shon: Y

lm

ist Ei-

genfunktion zu

^

L

2

und damit können wir den Eigenwert ~

2

l(l + 1) einsetzen:

�

�

~

2

2�

1

r

2

�

�r

r

2

�

�r

+

~

2

l(l + 1)

2�r

2

+

^

V (r)

�

R

Elm

(r)Y

lm

(#;') = ER

Elm

Y

lm

:

Damit stekt der gesamte Winkelanteil in den Kugel�ähenfunktionen. Der

Hamilton-Operator ist unabhängig von m; oder anders formuliert: die Quanten-

zahl m tauht zwar in den Y

lm

auf, aber niht im Hamilton-Operator, deswegen

kann R niht von m abhängen:

^

HR

El

(r) = ER

El

(r):

Bestimmung der R

El

(r) bzw. u

El

(r)

Wir suhen nun eine Lösung für die radiale Shrödinger-Gleihung

36

.

Um den Hamilton-Operator in eine geshiktere Form bringen zu können, zeigen

wir die folgenden Identitäten:

1. Behauptung.

1

r

2

�

�r

r

2

�

�r

=

1

r

�

2

�r

2

r

Beweis. Betrahten wir zuerst die linke Seite:

1

r

2

�

�r

r

2

�

�r

=

1

r

2

�

2r

�

�r

+ r

2

�

2

�r

2

�

=

2

r

�

�r

+

�

2

�r

2

35

� ist die Masse des Teilhens.

36

Shrödinger-Gleihung ohne Winkelanteil.
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Nun betrahten wir die rehte Seite:

1

r

�

2

�r

2

r =

1

r

�

�r

�

�r

r

Produktregel auf den rehten Teil (

�

�r

r) angewandt

37

=

1

r

�

�r

�

1 + r

�

�r

�

=

1

r

�

�r

+

1

r

�

�r

r

�

�r

Produktregel

=

1

r

�

�r

+

1

r

�

�r

+

1

r

r

�

2

�r

2

=

2

r

�

�r

+

�

2

�r

2

Dies war ja das Ergebnis der linken Seite.

2. Behauptung.

1

r

2

�

�r

r

2

�

�r

= �

�

1

i

1

r

�

�r

r

�

2

Beweis.

�

�

1

i

1

r

�

�r

r

�

2

=

�

1

r

�

�r

r

��

1

r

�

�r

r

�

=

1

r

�

�r

r

1

r

�

�r

r

=

1

r

�

�r

�

�r

r

=

1

r

�

2

�r

2

r

und mit obigen Beweis:

=

1

r

2

�

�r

r

2

�

�r

:

37

Man beahte, daÿ die Terme noh auf eine Funktion angewandt werden sollen. Daher muÿ

man die Produktregel benutzen. (Man stelle sih eine Funktion f zusätzlih zu r vor.)
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Die radiale Shrödinger-Gleihung können wir nun umshreiben:

�

�

~

2

2�

1

r

2

�

�r

r

2

�

�r

+

~

2

l(l + 1)

2�r

2

+

^

V (r)

�

R

El

(r) = ER

El

(r)

�

�

~

2

2�

1

r

�

�r

2

r +

~

2

l(l + 1)

2�r

2

+

^

V (r)

�

R

El

(r) = ER

El

(r)

 

~

2

2�

�

1

i

1

r

�

�r

r

�

2

+

~

2

l(l + 1)

2�r

2

+

^

V (r)

!

R

El

(r) = ER

El

(r)

�

p̂

2

r

2�

+

~

2

l(l + 1)

2�r

2

+

^

V (r)

�

R

El

(r) = ER

El

(r)

Diese Umformungen haben wir gemaht, damit man sieht, daÿ der erste Teil

des Hamilton-Operators den radialen Impuls p̂

2

r

beinhaltet.

38

Wobei wir

p̂

r

=

~

i

1

r

�

�r

r

und

p̂

2

r

=

�

~

i

1

r

�

�r

r

�

2

=

�

~

i

1

r

�

�r

r

��

~

i

1

r

�

�r

r

�

= �

~

2

r

�

�r

r

1

r

�

�r

r

= �

~

2

r

�

�r

�

�r

r

= �

~

2

r

�

2

�r

2

r

benutzt haben. Daher läÿt sih die Shrödinger-Gleihung in eine kompakte

Form shreiben.

Die Radiallösung u

El

der Shrödinger-Gleihung:

Wir mahen den Ansatz

R

El

(r) =

1

r

u

El

(r):

Warum mahen wir diesen Ansatz?

Wir werden eine uns shon bekannte Shrödinger-Gleihung erhalten. Sie sieht

38

Zur Plausibilität: [ p̂

r

; r̂ ℄

�

=

~

i

1

r

�

�r

rr �

~

i

r

r

�

�r

r =

~

i

(

1

r

�

�r

r

2

�

�

�r

r) =

~

i

(2 � 1) =

~

i

=

[ p̂

x

; x̂ ℄

�
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wie die Shrödinger-Gleihung im eindimensionalen Fall aus. (Reduktion!).

�

�

~

2

2�

1

r

�

2

�r

2

r +

~

2

l(l + 1)

2�r

+

^

V (r)

�

1

r

u

El

(r) = E

1

r

u

El

(r)

�

�

~

2

2�

1

r

�

2

�r

2

r

1

r

+

1

r

~

2

l(l + 1)

2�r

+

1

r

^

V (r)

�

u

El

(r) = E

1

r

u

El

(r)

1

r

�

�

~

2

2�

�

2

�r

2

+

~

2

l(l + 1)

2�r

+

^

V (r)

| {z }

e�ektives Potential

�

u

El

(r) = E

1

r

u

El

(r)

Allerdings muÿ man beahten, daÿ das Potential

^

V

e�

eine andere Form hat.

39

Nun können wir E und R

El

bestimmmen.

^

Hu

El

=

�

�

~

2

2�

�

2

�r

2

+

^

V

e�

(r)

�

u

El

(r) = Eu

El

(r)

Wir haben also hergeleitet, daÿ der Hamilton-Operator des Zentralfeldes (2 R

3

)

sih als Hamilton-Operator in einer Dimension mit einem e�ektiven Potential,

das von der kinetishen Energie abhängt, darstellen läÿt.

Beispiel. Betrahten wir das Potential

V (r) =

(

< 0 für r < x;

� 0 für r > x:

Abbildung 3.6: Topfpotential mit e�ektiven Potential

Kommentar zum Bild:

1. l = 0

^

V

e�

=

^

V

Dies stellt im Allgemeinen den Grundzustand, also die niedrigste Energie

für ein Teilhen im Potential dar.

2. l = 1

^

V

e�

=

^

V +

~

2

2

2�r

2

3. l = 2

^

V

e�

=

^

V +

~

2

6

2�r

2

39

Das Potential enthält einen Beitrag der kinetishen Energie. Die Zentrifugalbarriere hat

seine Ursahe niht in einer Kraft, sondern in der kinetishen Energie. (Sheinkraft)
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Beahte, daÿ das e�ektive Potential

^

V

e�

von l abhängig ist. Ist l > 0, dann

ist das e�ektive Potential

^

V

e�

gröÿer als das Zentralpotential

^

V . Bei höheren

l wird der Zentrifugalterm immer gröÿer und damit die �Tashe� des attrakti-

ven Potentials immer kleiner. Ab einem bestimmten l ist gar keine Attraktion

mehr vorhanden; das e�ektive Potential ist im gesamten Raum repulsiv. Dann

ist E

l

� E

0

und es gibt keine Bindungszustände!

l repräsentiert die Eigenshaften des Drehimpulses.Wenn das Teilhen einen ge-

wissen Drehimpuls hat, so muÿ es kreisen! Zwinge ih das Teilhen immer näher

an den Ursprung zu immer kleineren Kreisen, so muÿ es wegen der Erhaltung

des Drehimpulses immer shneller kreisen. Das Potential divergiert!

3.4.4 Parität von Zuständen

Unter der Parität eines Zustandes versteht man den Eigenwert des Paritätsope-

rators. Dieser kann die Werte +1 und �1 annehmen.

40

De�nition. Der Paritätsoperator:

^

��(~r) = �(�~r):

Dies entspriht einer Spiegelung am Koordinatenurspung (Punktspiegelung). In

kartesishen Koordinaten ausgeshrieben sieht er so aus:

^

��(x; y; z) = �(�x;�y;�z)

und in Kugelkoordinaten:

^

��(r; #; ') = �(r; � � #; � + '):

Abbildung 3.7: Koordinatensystem

Satz. Ist V (~r) zentralsymmetrish, dann gilt:

[

^

H;

^

� ℄

�

= 0:

Beweis. Wir mahen mehrere Shritte:

41

1.

[ p

2

x

;

^

� ℄

�

= �~

2

d

2

dx

2

^

� +

^

�~

2

d

2

dx

2

= �~

2

d

2

dx

2

^

� + ~

2

d

2

d(�x)

2

^

�

= �~

2

d

2

dx

2

^

� + ~

2

d

d(�x)

d

d(�x)

^

�

= �~

2

d

2

dx

2

^

� + ~

2

d

2

dx

2

^

�

= 0

40

Vergleihe auh [Messiah-1, S. 191℄.

41

Beahte bei der Berehnung, daÿ die Operatoren auf eine Funktion f wirken.
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Damit haben wir den Kommutator für die kinetishe Energie

^

T berehnet,

denn gilt:

[ p̂

2

x

;

^

� ℄

�

= 0

dann auh

[ p̂

2

y

;

^

� ℄

�

= 0

und

[ p̂

2

z

;

^

� ℄

�

= 0:

Somit gilt

[

^

T ;

^

� ℄

�

= 0:

2. Nun berehnen wir den Kommutator für das Potential:

[

^

V ;

^

� ℄

�

f(~r) = (

^

V

^

��

^

�

^

V )f(~r)

=

^

V (~r)f(�~r)�

^

V (r; � � #; � + ')f(�~r)

Als Zentralfeld ist

^

V rotationssymmetrish:

=

^

V (~r)f(�~r)�

^

V (r)f(�~r)

[

^

V ;

^

� ℄

�

= 0:

Da der Potentialoperator und der Operator der kinetishen Energie jeweils mit

dem Paritätsoperator vertaushen, vertausht auh der Hamilton-Operator mit

dem Paritätsoperator.

Es existiert also ein gemeisames Eigenfunktionssystem zu

^

H und

^

�. Der Eigen-

wert von

^

� ist ein gute Quantenzahl; ein Zustand kann also zusätzlih durh

die Parität harakterisiert werden.

Behauptung. Auh

^

L

z

vertausht mit

^

�:

[

^

L

z

;

^

� ℄

�

= [

~

i

�

x

y �

~

i

�

y

x;

^

� ℄

�

= 0:

Beweis. Durh folgende Überlegung überzeugen wir uns:

Da die Koordinaten in

^

L

z

immer paarweise vorkommen, hebt sih der Vorzei-

henwehsel immer gegenseitig auf.

Behauptung. Für

^

L

2

gilt:

[

^

L

2

;

^

� ℄

�

= 0:
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Betrahten wir die Wirkungsweise des Paritätsoperators auf unsere Eigenfunk-

tion R

El

(r)Y

lm

(#;'):

^

�R

El

(r)Y

lm

(#;') = R

El

(r)Y

lm

(� � #; � + ')

= (�1)

l

R

El

(r)Y

lm

(�;')

^

� wirkt nur auf die Y

lm

, das heiÿt die Parität ist allein eine Eigenshaft der

Kugel�ähenfunktionen, wobei sie nur von l abhängt.

Satz. Ist l gerade, so ist der Eigenwert zu

^

� +1. Man nennt das positive Pa-

rität.

Ist l ungerade, so ist der Eigenwert zu

^

� �1. Dies ist negative Parität.

3.4.5 Normierung der  

Elm

Die Lösung der radialen Shrödinger-Gleihung lautet ausgeshrieben:

 

Elm

=

u

El

(r)

r

Y

lm

(#;'):

Es soll die Normierungsbedingung gelten:

h 

Elm

j 

Elm

i = 1:

h 

Elm

j 

Elm

i =

Z

1

0

Z

�

0

Z

2�

0

r

2

sin#

�

1

r

2

u

�

El

Y

�

lm

(r)u

El

(r)Y

lm

�

d'd#dr

Die Y

lm

sind bereits normiert:

=

Z

1

0

r

2

�

1

r

2

u

�

El

(r)u

El

(r)

�

dr

=

Z

1

0

u

�

El

(r)u

El

(r) dr:

Die u

El

müssen dann so gewählt werden, daÿ das Integral eins ergibt.
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3.5 Dreidimensionaler Harmonisher Oszillator

3.5.1 Einleitung

Die potentielle Energie eines Teilhens im Harmonishen Oszillator

V (r) =

1

2

�!

2

r

2

ist ein gutes Modell für gebundene Quantensysteme (z.B. Atom, Atomkern).

Der Harmonishe Oszillator ist allerdings niht immer verwendbar, da es zum

Beispiel möglih ist Nukleonen aus dem Kern zu shieÿen. In diesem Fall darf das

Potential für einen groÿen Abstand r niht unendlih werden! Der Harmonishe

Oszillator ist für Quarks plausibler, da in diesem Fall das Con�nement gilt. Aber

für das Ziel, eine erste niht triviale Approximation für gebundene Teilhen zu

�nden, ist er sehr geeignet.

42

Abbildung 3.8: Potentialverlauf

3.5.2 Bestimmung der u

El

Wir wollen das Eigenwertproblem

^

H = E lösen.

Der Hamilton-Operator lautet

^

H = �

~

2

2�

�+

^

V (r) = �

~

2

2�

�+

1

2

�!

2

r̂

2

:

Dazu wollen wir die Lösungen als Eigenfunktionen von

^

L

2

und

^

L

z

darstellen.

Da die Operatoren

^

L

2

und

^

L

z

untereinander und mit

^

H vertaushen, können

wir den folgenden Ansatz mahen:

43

 

Elm

=

u

El

r

Y

lm

(#;'):

Wir suhen nun die konkrete Form der u

El

.

Für den obigen Ansatz des Eigenwertproblems verwenden wir die Eigenwert-

gleihung

^

H = E in Form der Radialgleihung

44

:

~

2

2�

�

�

�

2

�r

2

+

l(l + 1)

r

2

+

1

~

2

�

2

!

2

r

2

�

u

El

(r) = Eu

El

(r) Radialgleihung

Der weitere Lösungsweg verläuft analog zum eindimensionalen Fall.

42

Vergleihe mit [Flieÿbah, S. 206-215℄.

43

Wie wir in den vorherigen Abshnitten herausgearbeitet haben.

44

Diese Gleihung entspriht der Shrödinger-Gleihung im eindimensionalen Fall, wie wir

auf Seite 179 gesehen haben.
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Falluntersheidung

1. l = 0

In diesem Fall entspriht die radiale Shrödinger-Gleihung der Shrödin-

ger-Gleihung des eindimensionalen Falles des Harmonishen Oszillators.

E

n0

=

�

n+

1

2

�

~!

u

n0

= �H

n

(

r

b

)e

�

r

2

2b

2

; mit b =

q

~

!�

Wobei b die Oszillatorlänge und die H

n

die Hermite-Polynome

45

sind.

Betrahte wir das Hermite-Polynom für gerade n: n = 0; 2; 4; : : : .

H

n

(

r

b

) = �(

r

b

)

0

+ �

2

(

r

b

)

2

+ � � �+ �

n

(

r

b

)

n

H

n

(0) vershwindet niht! Dies hätte zur Folge, daÿ u

El

6= 0 wäre und

damit  (r = 0) =

u

n0

(r)

r

Y

lm

unendlih würde für r ! 0. Damit wäre die

Wahrsheinlihkeitsdihte unbeshränkt:

%(r = 0) =  

�

 =1:

Dies ist ein unphysikalishes Ergebnis für alle geraden n. Wir lassen nur

Lösungen zu, die regulär am Koordinatenursprung sind. Es kommen also

nur ungerade n in Frage. Damit tritt der problematishe Term �(

r

b

)

0

niht

mehr auf. Alle anderen Terme enthalten

r

b

und vershwinden für r ! 0.

Für die Energie ergibt sih:

E

n0

=

�

n+

1

2

�

~!; mit n ungerade

oder umformuliert:

E

~n0

=

�

(2~n+ 1) +

1

2

�

~!; mit ~n = 0; 1; 2; : : :

=

�

2~n+

3

2

�

~!:

Für die Nullpunktsenergie in 3 Dimensionen ergibt sih also:

3

2

~! = E

00

:

Mit ~n geshrieben lauten die Hermite-Polynome:

u

~n

= �H

2~n+1

�

r

b

e

r

2

2b

2

�

:

2. l > 0

Für l 6= 0 erhalten wir einen zusätzlihen Term, der mit

1

r

2

geht.

45

Vergleihe [Messiah-1, S. 442℄ und [Sakurai-1, S. 453℄.
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(a) Betrahte wir wieder die Radialgleihung von Seite 184 für kleine r,

also r ! 0. Damit reduziert sih die Shrödinger-Gleihung auf die

asymptotishe Form:

�

~

2

2�

d

2

dr

2

u

El

(r) +

~

2

l(l + 1)

2�r

2

u

El

(r) ' 0

�

d

2

dr

2

u

El

(r) +

l(l + 1)

r

2

u

El

(r) = 0:

Dies ist eine Di�erentialgleihung 2.Ordnung und hat die Lösungen:

u

El

(r) = r

l+1

und

u

El

(r) = r

�l

:

Die allgemeine Lösung ist eine Linearkombination beider Lösungen:

u

El

(r) = Ar

l+1

+Br

�l

:

Diese Lösung müssen wir genauer betrahten. Da für r ! 0 auh

u! 0 gehen muÿ, muÿ B = 0 sein. Sonst bekämen wir eine unphy-

sikalishe Lösung, da r

�l

für l = 0 konstant ist, beziehungsweise für

l > 0 divergiert. Es bleibt also als Lösung:

u

El

= Ar

l+1

:

(b) Betrahten wir nun die Radialgleihung für r ! 1. Hier wird der

r

2

-Term relevant, der l-Term hingegen vershwindet. Die Radialglei-

hung sieht dann so aus:

�

~

2

2�

d

2

dr

2

u

El

+

1

2

�!

2

r

2

u

El

= 0

�

d

2

dr

2

u

El

+

1

~

2

�

2

!

2

r

2

u

El

= 0

Diese Di�erentialgleihung hat als allgemeine Lösung:

u

El

= Ce

+

r

2

2b

2

+De

�

r

2

2b

2

:

C muÿ gleih null sein, da sonst %(r) für r ! 1 gegen unendlih

gehen würde, was für gebundene Zustände keinen Sinn maht (abge-

sehen vom Normierungsproblem). Die Lösung lautet also

u

El

= De

�

r

2

2b

2

:

Um aus den beiden asymptotishen Lösungen die Gesamtlösung zu erhal-

ten, mahen wir nun für l > 0 den Ansatz:

u

El

(r) = Er

l+1

f

l

(r)e

�

r

2

2b

2

;
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wobei f

l

(r) ein passendes asymptotishes Verhalten haben muÿ. Dieser

Ansatz ergibt die Lösungen:

46

u

nl

(r) = Er

l+1

L

nl

(

r

2

b

2

)e

�

r

2

2b

2

Hierbei sind die L

nl

die assozierten Laguerre-Polynome.

Diese Lösungen sind diskret und ergeben daher diskrete Energien:

E

ln

= ~!

�

2n+ l +

3

2

�

mit der Ersetzung N = 2n+ l

E

N

= ~!

�

N +

3

2

�

:

Damit ergibt sih die Nullpunktsenergie:

E

l0

= (l +

3

2

)~!:

Zusammenfassung Wihtig war hier, wie man die Lösung gewinnt:

1. Wie verhalten sih die Gleihungen in Grenzfällen:

Reduktion der Gleihung auf die in Grenzfällen relevanten Terme.

2. Welhe Teile/Terme mahen physikalish Sinn:

Werden durh Asymptotik festgelegt.

3. Den Ansatz nummerish mit Computer lösen.

3.5.3 Konsequenzen - Beispiel

In der folgenden Tabelle geben wir an, welhe und wieviele Kombinationen von

n und l dieselbe Energie ergeben. Dies ist der Entartungsgrad für die möglihen

Energiewerte.

N l n m Entartungsgrad Anzahl der Nukleonen

0 0 0 0 1 2

1 1 0 -1, 0, 1 3 6

2 0 1 0 1 2

2 2 0 -2,-1,0,1,2 5 12

Tabelle 3.1: Entartungsgrad

Für N = 2 hat der Gesamtentartungsgrad

47

den Wert 6. Beahte, daÿ m niht

in die Energie eingeht! Dies ist gerade die Entartung!

46

Ohne weitere Herleitung.

47

Mit N = 2n+ l.
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Abbildung 3.9: Pauliprinzip

Wir wollten den Harmonishen Oszillator als Modell für Atomkerne. Wir können

nun shauen, ob dieses Modell Atomkerne beshreibt und ob dort Entartung

auftritt.

Die zwei ersten Nukleonen sind sehr stark gebunden, ein drittes Nukleon ist

niht mehr so stark gebunden. Wird also ein neuer Energiezustand besetzt, so

ist die Bindung niht so stark wie bei den vorherigen Nukleonen.

N

2

4

He

8

16

O

20

40

Ca

28

48

Ca

50 Ab hier mit dem Oszillatormodell niht mehr erklärbar!

82

120

Tabelle 3.2: Magishe Zahlen

Magishe Zahlen stellen die Anzahl der Nukleonen in vollbesetzen Energiezu-

ständen dar. Die experimentell gefundenen Magishen Zahlen weihen jedoh

bald von denen des Harmonishen Oszillators ab. Das Modell versagt bei vielen

Nukleonen.
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3.6 Wassersto�atom

3.6.1 Einleitung

Bisher haben wir ein Teilhen in einem Potential betrahtet, jetzt betrahten

wir ein Zweiteilhensystem.

Abbildung 3.10: Zweiteilhensystem von auÿen betrahtet

3.6.2 Hamilton-Operator und Shwerpunktskoordinaten

Die potentielle Energie stellt sih bei unserem Problem so dar:

V (~r

p

; ~r

e

) = �

e

2

j~r

e

� ~r

p

j

:

Betrahten wir zunähst den Hamilton-Operator in kartesishen Koordinaten

im Laborsystem:

^

H = �

~

2

2m

p

�

p

�

~

2

2m

e

�

e

�

e

2

j~r

e

� ~r

p

j

:

Dabei ist

�

p

=

�

2

�x

2

p

+

�

2

�y

2

p

+

�

2

�z

2

p

und

�

e

=

�

2

�x

2

e

+

�

2

�y

2

e

+

�

2

�z

2

e

:

Hier haben wir es zum ersten Mal mit 6 statt 3 Koordinaten zu tun. Deswe-

gen suhen wir ein geeignetes Koordinatensystem, in dem sih die Anzahl der

Koordinaten wieder auf 3 reduziert. Diese Anforderung erfüllt ein System mit

relativen Koordinaten.

Shwerpunktskoordinaten

Der Shwerpunktsvektor im Laborsystem angegeben:

~

R =

P

i

m

i

~r

i

P

i

m

i

=

m

p

~r

p

+m

e

~r

e

M

; mit M = m

p

+m

e

:

Die Relativkoordinate ergibt sih zu:

48

~r = ~r

e

� ~r

p

=

0

�

x

y

z

1

A

=

0

�

x

e

y

e

z

e

1

A

�

0

�

x

p

y

p

z

p

1

A

:
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Daraus ergibt sih die potentielle Energie:

V = �

e

2

j~rj

:

Dieses Ergebnis ist vernünftig für das Coulombpotential, da es nur abhängig

vom Abstand der Teilhen ist. Für das Potential haben wir die Anzahl der

Koordinaten reduziert.

49

Jetzt müssen wir noh die Ableitungen nah den Teil-

henkoordinaten betrahten.

Nebenrehung: Wir bilden die erste Ableitung für die x-Elektronkoordinate:

d

dx

e

=

dx

CM

dx

e

d

dx

CM

+

dx

dx

e

d

dx

=

m

e

M

d

dx

CM

+ 1

d

dx

Die Ableitungen für die y- und z-Koordinate werden entsprehend gebildet.

Analog bilden wir auh die Ableitungen für die Protonkoordinaten:

d

dx

p

=

dx

CM

dx

p

d

dx

CM

+

dx

dx

p

d

dx

=

m

p

M

d

dx

CM

� 1

d

dx

Wir bilden die zweite Ableitung:

d

2

dx

2

e

=

�

m

e

M

d

dx

CM

+

d

dx

��

m

e

M

d

dx

CM

+

d

dx

�

=

m

2

e

M

2

d

2

dx

2

CM

+

m

e

M

d

dx

CM

d

dx

+

m

e

M

d

dx

d

dx

CM

+

d

2

dx

2

x und x

CM

sind unabhängig voneinander und daher ist die Di�erentiation ver-

taushbar.

=

m

2

e

M

2

d

2

dx

2

CM

+ 2

m

e

M

d

dx

d

dx

CM

+

d

2

dx

2

Die zweiten Ableitungen für die y- und z-Koordinate werden wieder entspre-

hend gebildet.

Analog berehnen wir wieder die zweiten Ableitungen für die Protonkoordina-

ten:

d

2

dx

2

p

=

�

m

p

M

d

dx

CM

+

d

dx

��

m

p

M

d

dx

CM

+

d

dx

�

=

m

2

p

M

2

d

2

dx

2

CM

� 2

m

p

M

d

dx

d

dx

CM

+

d

2

dx

2

Ende der Nebenrehnung.

48

Durh Betragsbildung folgt der Abstand zwishen den beiden Koordinaten.

49

Im Grunde auf einen Skalar.
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Wir setzen nun die Ableitungen in den Hamilton-Operator

^

H ein:

1

m

p

d

2

dx

2

p

+

1

m

e

d

2

dx

2

e

=

1

m

p

 

m

2

p

M

2

d

2

dx

2

CM

� 2

m

p

M

d

dx

d

dx

CM

+

d

2

dx

2

!

+

1

m

e

�

m

2

e

M

2

d

2

dx

2

CM

+ 2

m

e

M

d

dx

d

dx

CM

+

d

2

dx

2

�

=

m

p

M

2

d

2

dx

2

CM

� 2

1

M

d

dx

d

dx

CM

+

m

e

M

2

d

2

dx

2

CM

+ 2

1

M

d

dx

d

dx

CM

+

�

1

m

p

+

1

m

e

�

d

2

dx

2

=

m

p

+m

e

M

2

d

2

dx

2

CM

+

�

1

m

p

+

1

m

e

�

d

2

dx

2

=

M

M

2

d

2

dx

2

CM

+

�

1

m

p

+

1

m

e

�

d

2

dx

2

=

1

M

d

2

dx

2

CM

+

�

1

m

p

+

1

m

e

�

d

2

dx

2

Für die y- und z-Koordinate entsprehend.

Für den Hamilton-Operator ergibt sih also:

^

H = �

~

2

2M

�

d

2

dx

2

CM

d

2

dy

2

CM

d

2

dz

2

CM

�

�

~

2

2�

�

d

2

dx

2

d

2

dy

2

d

2

dz

2

�

�

e

2

j~rj

mit der De�nition der reduzierten Masse �:

1

�

:=

m

e

+m

p

m

e

�m

p

=

m

e

m

e

�m

p

+

m

p

m

e

�m

p

=

1

m

p

+

1

m

e

:

Wir können den Hamilton-Operator in eine kompaktere, separierte Form brin-

gen:

^

H = �

~

2

2M

�

CM

�

~

2

2�

�

r

�

e

2

j~rj

=

^

H

R

|{z}

Wirkt ausshlieÿlih auf

die Shwerpunktskoordi-

nate.

+

^

H

r

|{z}

Wirkt ausshlieÿlih auf

die Relativkoordinate.

Wir erhalten zwei Lösungen, die sih isoliert berehnen lassen, da sie vollkommen

unabhängig voneinander sind!

3.6.3 Separation der Wellenfunktion

Satz. Sei

^

H =

^

H

R

+

^

H

r

, dann gilt sowohl

^

H

R

' = E

R

' als auh

^

H

r

 = E

r

 .

Man kann dann für

^

H� = E� einen Separationsansatz mahen:

�(

~

R;~r) = '(

~

R) �  (~r):
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Besteht der Hamilton-Operator aus einer Summe, so ist die dazugehörige Wel-

lenfunktion ein Produkt aus den einzelnen Teillösungen.

Beweis.

^

H

R

�(

~

R;~r) +

^

H

r

�(

~

R;~r) = E�(

~

R;~r)

 (~r)

^

H

R

'(

~

R) + '(

~

R)

^

H

r

 (~r) = E'(

~

R) (~r)

Auseinanderziehen des Produktes ist möglih, da

^

H

R

niht auf  (~r) wirkt und

genauso

^

H

r

niht auf '(

~

R). Multipliziert man noh mit

1

' 

, so erhält man:

1

'(

~

R)

^

H

R

'(

~

R)

| {z }

E

CM

(

~

R; ~r� )

+

1

 (~r)

^

H

r

 (~r)

| {z }

E

r

(~r

~

R�)

= E(

~

R�; ~r�)

Als Ergebnis erhält man zwei Summanden, von denen der eine niht von R

abhängig ist und der andere niht von r. Die Summe ergibt eine Zahl E, die

weder von r noh von R abhängt, die also eine Konstante ist. Also sind die

beiden Summanden auh unabhängig von r und R und somit Konstanten.

E

CM

=

1

'(

~

R)

^

H

R

'(

~

R)

= onst:

oder

E

CM

'(

~

R) =

^

H

R

'(

~

R):

E

CM

ist die Energie der Shwerpunktsbewegung.

E

r

=

1

( ~r)

^

H

r

 (~r)

= onst:

oder

E

r

 (~r) =

^

H

r

 (~r):

E

r

ist die Energie der Relativbewegung.

Die Gesamtenergie berehnet sih additiv:

E = E

CM

+E

r

:

Wir können jetzt zwei Teilprobleme (Lösung der Shrödinger-Gleihung für das

Problem der Shwerpunkts- und der Relativbewegung) betrahten:
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3.6.4 Separierte Shrödinger-Gleihungen für das Wasser-

sto�atom

1. Betrahten wir die Shrödinger-Gleihung für die CM-Bewegung.

^

H

CM

hängt nur von der kinetishen Energie des Shwerpunktes ab.

^

H

CM

'(

~

R) = E

CM

'(

~

R)

�

~

2

2m

�

CM

'(

~

R) = E

CM

'(

~

R)

�

^

H

x

+

^

H

y

+

^

H

z

�

'

x

'

y

'

z

= (E

x

+E

y

+E

z

)'(

~

R);

wobei

'(

~

R) = Ne

ik

x

x

e

ik

y

y

e

ik

z

z

= Ne

i

~

k

~

R

mit ~p = ~

~

k

ist.

Hier können wir wiederum nah unabhängigen Koordinaten (diesmal nah

den Raumrihtungen: x; y; z) aufspalten, und '(

~

R) ist dann ein Produkt

ebener Wellen in diese Raumrihtungen.

Für die kinetishe Energie des Shwerpunktes ergibt sih:

E

CM

= E

x

+E

y

+E

z

=

1

2m

�

p

2

x

+ p

2

y

+ p

2

z

�

=

~

2

2m

�

k

2

x

+ k

2

y

+ k

2

z

�

Bewegt sih das ganze Wassersto�atom, so trägt diese Bewegung zur Ge-

samtenergie

50

bei.

2. Betrahten wir die Shrödinger-Gleihung für die Relativbewegung.

Der

1

j~rj

Term läÿt sih niht in x; y; z-Anteile aufspalten.

�

�

~

2

2�

��

e

2

r

�

 (~r) = E (~r)

Betrahten wir nun die reduzierte Masse:

� =

m

p

m

e

m

e

+m

p

Die Masse des Protons beträgt

m

p

= 938 MeV=

2

und die des Elektrons

m

e

= 0; 511 MeV=

2

;

50

Dies ist die kinetishe Energie des freien Wassersto�atoms.
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daher beträgt die reduzierte Masse in unserem Fall

� = 0; 5107 MeV=

2

In erster Näherung ist also das Proton fest im Raum und de�niert damit

den Shwerpunkt. Nur das Elektron bewegt sih (� � m

e

). Aber es gibt

andere Probleme, bei denen diese Näherung niht möglih ist, obwohl der

Hamilton-Operator der gleihe ist. Obige Gleihung läÿt sih auf viele

Probleme der Teilhenphysik übertragen.

Beispiel.

� Beim Positronium (e

�

e

+

) sieht der Hamilton-Operator

^

H fast so aus, wie

beim H-Atom, nur daÿ das � kleiner ist: � =

1

2

m

e

.

� Beim Antiprotonium (�pp) gilt ähnlihes � =

1

2

m

p

.

� Beim Anti-H-Atom (�pe

+

) ist wieder alles ähnlih, nur daÿ die Ladung ein

anderes Vorzeihen hat.

� und dann gibt es noh Myonishe Atome.

3.6.5 Wassersto�atom

Lösung der Shrödinger-Gleihung

Mathematish betrahtet hat man bei der Shrödinger-Gleihung für das Was-

sersto�atom eine Di�erentialgleihung für ein Zentralfeldproblem (V (~r)) vorlie-

gen.

51

Daher können wir die Ergebnisse aus den vorherigen Kapiteln überneh-

men.

52

Die Wellenfunktion  

lm

können wir mit Hilfe der Kugel�ähenfunktionen dar-

stellen:

 

lm

=

u

l

(r)

r

Y

lm

(#;')

Die Shrödinger-Gleihung nimmt damit die Form

�

�

~

2

2�

d

2

dr

2

+

~

2

(l(l + 1))

2�r

2

�

e

2

r

�

u = Eu

d

2

dr

2

u�

(l(l + 1))

r

2

u+

2�

~

2

�

e

2

r

+E

�

u = 0

an.

Um eine Lösung zu �nden betrahten wir wieder das asymptotishe Verhalten:

53

51

Vergleihe mit [Heuser-3, S. 352-354℄.

52

Aufspaltung in Radial und Winkelanteil; Aussagen über den Drehimpuls et.

53

Siehe ausführliher in [Messiah-1, S. 370℄ und auh [Cohen-2, S. 20-31℄, sowie [Flieÿbah,

S. 216-227℄.
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1. r ! 0 Der

1

r

2

Term wird am gröÿten, der

1

r

Term ist vernahlässigbar:

d

2

dr

2

u�

(l(l + 1))

r

2

u = 0:

In diesem Fall bekommt man als Lösung u = r

l+1

.

2. r !1 Sowohl der

1

r

2

Term als auh der

1

r

Term vershwinden:

d

2

dr

2

u+

2�

~

2

Eu = 0:

Man bekommt u = e

�

q

2�

~

2

jEjr

. Es kommt nur die Lösung e

�

q

2�

~

2

jEjr

in

Frage, da das Teilhen sih in der Nähe des Protons aufhalten soll und

niht im Unendlihen. Für E < 0 sind die Zustände gebunden. Ist E = 0,

so ist das Elektron gerade niht gebunden.

Die Gesamtlösung lautet:

u(r) = r

l+1

L

nl

(r)e

�

q

2�

~

2

jEjr

= r

l+1

L

nl

(r)e

�

p

2�13;5eV

~N

r

:

L

nl

ist eine Polynom (Laguerre-Polynom

54

), das analytish lösbar ist, aber ein-

faher nummerish berehnet wird.

Wir haben eine Di�erentialgleihung zweiten Grades: Es gibt zwei linear unab-

hängige Lösungen, aber es gibt auh drei Randbedingungen: r ! 0, r !1, und

die Normierung. Das ist �zuviel des Guten� und daher gibt es nur für bestimm-

te Energiewerte Lösungen. Die Di�erentialgleihung hat nur diskrete Lösungen

bei:

E = E

nl

=

�e

4

2~

2

(n+ l + 1)

2

beim Wassersto�atom

E

nl

= �13; 5eV

1

(n+ l + 1)

2

= �13; 5eV

1

N

2

; mit N = n+ l + 1:

Es gibt auh Lösungen für E > 0, aber die interessieren uns vorläu�g niht.

Da E

nl

� (n+ l + 1)

�2

ist E entartet.

Abbildung 3.11: Shematishe Skizze der Energieniveaus im Wassersto�atom

54

Näheres in [Heuser-3, S. 310-313℄.
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Abbildung 3.12: Das Wassersto�spektrum

Diskussion der vershiedenen Lösungen

Die Wellenfunktion lautet:

 

Nlm

=

u

l

(~r)

r

Y

lm

(#;') mit N = n+ l + 1:

1. Grundzustand (N = 1):

 

100

=

r

0+1

Ce

�r

r

1

p

4�

| {z }

Y

00

mit  =

p

2�jE

Grundzustand

j

~

Diese Lösung fällt exponentiell mit r ab.

Die Wahrsheinlihkeitsdihte ist:

� =  

�

100

 

100

=

L

2

e

�2r

4�

:

2. Erster angeregte Zustand (N = 2):

 

200

=

r

0+1

r

(1� �r)Ce

�



2

r

1

p

4�

= Ce

�



2

r

(1 � �r)

1

p

4�

Auh diese Lösung fällt exponentiell mit r ab, aber langsamer und auÿer-

dem gibt es eine Nullstelle wegen (1 � �r).

55

Abbildung 3.13: Wellenfunktionen

Für beide Lösungen gilt: Sie haben keine (#;')-Abhängigkeit (l = 0) und

sind somit rotationssymmetrish.

3. N = 2; l = 1;m = 0:

 

210

=

r

1+1

r

Ce

�



2

r

os#

| {z }

Y 10

Die Wahrsheinlihkeitsdihte ist:

�

210

=  

�

210

 

210

:

Das Teilhen ist auf der z-Ahse, da � groÿ ist für # = 0

Æ

und 180

Æ

.

Abbildung 3.14: Wellenfunktion für l = 1, m = 0

4. N = 2; l = 1;m = 1:

 

211

=

r

2

r

Ce

�



2

r

sin#e

�i'

m 6= 0, ist ein Ring.

55

Vom Laguerre-Polynom.
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Abbildung 3.15: Wellenfunktion für l = 1, m = �1
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3.7 Die nummerishe Lösung der

Shrödinger-Gleihung für das Zentralfeld I

3.7.1 Einleitung

Wir betrahten die konservative Shrödinger-Gleihung

56

mit Drehimpuls im

Zentralfeld: V = V (j~rj). Daher nehmen wir den Ansatz  (~r) =

u(r)

r

Y

lm

(#;')

zur Lösung der radialen Shrödinger-Gleihung:

57

�

~

2

2�

d

2

dr

2

u(r) +

~

2

l(l + 1)

2�r

2

u(r) +

^

V (r)u(r) = Eu(r):

Wir führen das e�ektive Potential

~

V

l

(r) als �Shönheitskorrektur� ein:

�

~

2

2�

d

2

dr

2

u(r) +

~

V

l

(r)u(r) = Eu(r)

Abbildung 3.16: Wood-Saxon-Potential

Das Wood-Saxon-Potential hat die Form:

V (r) = V

0

1

1 + e

r�r

0

a

;

wobei der Parameter a als Hautdike bezeihnet wird.

Wir wollen die Shrödinger-Gleihung mit einem Potential, wie zum Beispiel

dem Wood-Saxon-Potential, lösen. Dieses Problem wird uns jetzt beshäftigen.

3.7.2 Nummerishe Lösung

Wir shreiben die Di�erentialgleihung um:

d

2

u

dr

2

=

2�

~

2

�

~

V

l

(r) �E

�

u(r) =

~

~

V

l

(r)u(r)

Der physikalishe Inhalt der Di�erentialgleihung stekt in:

� der Potentialform

� und den Randbedingungen.

Betrahten wir die Randbedingungen genauer:

Die Lösung für r ! 0 lautete

u(r) = Ar

l+1

;

und für r !1

u(r) = Be

�

q

2�jEj

~

2

r

:

Wir suhen die Normierungskonstanten A und B, um u(r) für alle r zu �nden.

56

Zur Nomenklatur beahte Seite 50.

57

Vergleihe mit der Methode von [Shmid, S. 149-163℄.
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Eine Möglihkeit zur nummerishen Lösung

Eine Möglihkeit der nummerishen Lösung soll betrahtet werden, dabei wird

die �einfahe� Form der Di�erentialgleihung genutzt:

Sie ist eine reine Di�erentialgleihung zweiter Ordnung; es kommen keine Ab-

leitungen erster Ordnung vor.

58

Prinzipieller Ablauf:

� Umshreiben des Di�erentialquotienten als Di�erenzenquotient (lineare

Näherung)

� Au�ösen nah u(r + dr)

Shreiben wir die zweite Ableitung mit Hilfe des Di�erentialquotienten:

u

00

(r) =

du

0

dr

=

u

0

(r +

dr

2

)� u

0

(r �

dr

2

)

dr

=

u(r+dr)�u(r)

dr

�

u(r)�u(r�dr)

dr

dr

=

u(r + dr) + u(r � dr) � 2u(r)

dr

2

;

wobei dr ! 0 geht.

Letzte Gleihung benutzen wir und lösen sie nah u(r + dr) auf:

u(r + dr) = u

00

(r)dr

2

� u(r � dr) + 2u(r):

Nun setzen wir die Beziehung aus der Shrödinger-Gleihung ein:

=

~

~

V (r)u(r)dr

2

� u(r � dr) + 2u(r): positive Shritte

Für u(r � dr) mahen wir dasselbe:

u(r � dr) = u

00

(r)dr

2

� u(r � dr) + 2u(r)

=

~

~

V (r)u(r)dr

2

� u(r + dr) + 2u(r): negative Shritte

Benutzen wir die Gleihung für die �positiven Shritte�, so starten wir vom

Ursprung. Wir setzen r = 0 in die asymptotishe Lösung u(r) = Ar

l+1

ein:

u(0) = 0

und für r = dr:

u(0 + dr) = A(dr)

l+1

;

58

Es gibt allgemeinere Verfahren, z.B. Runge-Kutta, aber vom Prinzip wird überall dasselbe

gemaht.
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für A = 1 ergibt sih shlieÿlih:

= dr

(l+1)

:

Also ergibt sih mit r = dr:

u(2dr) = dr

2

~

~

V (r)u(dr) � u(0)

|{z}

=0

+2u(dr)

Abbildung 3.17: Iteration der Lösungskurve

Wenn wir u(r) kennen, dann können wir u an der Stelle u(r + dr) bestimmen.

Um

~

V

l

(r) beziehungsweise

~

~

V

l

(r) bestimmen zu können, müssen wir einen Wert

E einsetzen. Wir nehmen mal an, daÿ E

i

= �10 MeV ist. Dies ist eine reine

Shätzung! Ob derWert sinnvoll ist werden wir später heraus�nden.Mit r = 2dr

können wir weiter u(3dr) bestimmen.

Mit der Gleihung für die �negativen Shritte� starten wir bei r = 20 fm(� 1)

und benutzen die Lösung für die andere Asymptotik

u(20 fm) = Be

�

q

2�jEj

~

2

r

:

Wir nähern uns nah innen mit Shritten von �dr an. Mit B = 1 erhal-

ten wir für u((20 fm) � dr) wohlde�nierte Werte. Das Verfahren läÿt sih für

2dr; 3dr; : : : ; ndr fortführen.

Abbildung 3.18: Kurve

� von innen nah auÿen (mit z.B. A = 1)

� von auÿen nah innen (mit z.B. B = 1)

Wir erhalten vershiedene Ergebnisse am �Mathing Point� für r = 4 fm. Durh

Variation der freien Parameter A, B, E

i

können die Lösungskurven aneinander

ange�ttet werden.

� Wähle B so, daÿ u

in

(r = R

MP

) = u

out

(r = R

MP

). Am Berührungspunkt

soll die Funktion stetig sein, auh in der ersten Ableitung.

� Wähle A so, daÿ

R

1

0

u

2

(r)dr

2

= 1. Die Normierung wird damit erfüllt.

� Wähle E so, daÿ die erste Ableitung stetig ist. Beim variieren ist zu be-

denken, daÿ nur bestimmte diskrete Werte möglih sind, die man �nden

muÿ. Daraus folgt die Energie für die gebundene Zustände.

Abbildung 3.19: Potentialtopf

Wählt manE > 10MeV, dann ist die Energie gröÿer, damit die Wellenzahl

gröÿer und damit gibt es mehr Shwingungen. Somit ist die Anfangskurve

und das Minimum näher am Nullpunkt. Variation der Energie führt zur

Anpassung an das Ende der Kurve.
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Die nummerishe Lösung ist aber niht unbedingt exakt, da die Shrittweite dr

gröÿer null ist:

� Ist dr groÿ:

zu wenige Shritte, daher zu grob.

� dr klein:

a) nummerishe Fehler: dr kann niht beliebig klein werden, da die Ge-

nauigkeit von der Anzahl der nummerishen Shritte abhängt.

b) unphysikalishe Lösung beigemisht.
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3.8 Die Nummerishe Lösung der

Shrödinger-Gleihung für das Zentralfeld II

3.8.1 Einleitung

Die Eigenwertgleihung lautet:

^

H j 

a

i = E

a

j 

a

i:

Wir suhen nun eine Möglihkeit die  

a

und E

a

in einer geeigneten Basis zu

bestimmen.

3.8.2 Nummerishe Lösung

Behauptung. Sei j'

i

i = R

i

(r)Y

lm

(#;') ein vollständiges Funktionensystem,

daÿ zur Beshreibung unserer Radialfunktion geeignet ist, und es gelte:

h'

i

j'

j

i = Æ

ij

;

dann können wir j 

a

i nah j'

i

i entwikeln.

Allerdings muÿ die Anzahl der Basisvektoren zur numerishen Berehnung ein-

geshränkt werden:

j 

a

i =

1

X

i=1

j'

i

ih'

i

j 

a

i

�

N

X

i=1

j'

i

i h'

i

j 

a

i

| {z }

C

ia

Kurzum: Gesuht sind die Entwiklungskoe�zienten C

ia

.

Berehnung der C

ia

, E

a

:

Wir betrahten die Shrödinger-Gleihung:

N

X

i=1

h'

j

j

^

H j'

i

ih'

i

j 

a

i = E

a

h'

j

j 

a

i

N

X

i=1

h'

j

j

^

H j'

i

iC

ia

= E

a

C

ja

;

oder als Matrix geshrieben:

0

B

B

B

B

�

h'

1

j

^

H j'

1

i h'

1

j

^

H j'

2

i � � � h'

1

j

^

H j'

N

i

h'

2

j

^

H j'

1

i h'

2

j

^

H j'

2

i � � � h'

2

j

^

H j'

N

i

.

.

.

.

.

.

.

.

.

� � �

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1

C

C

C

C

A

0

B

B

B

�

C

1a

C

2a

.

.

.

C

Na

1

C

C

C

A

= E

a

0

B

B

B

�

C

1a

C

2a

.

.

.

C

Na

1

C

C

C

A



3.8. NUMMERISCHE LÖSUNG II 203

Bemerkung. Es gilt: h'

2

j

^

H j'

1

i = h'

1

j

^

H j'

2

i

�

, da

^

H hermitesh ist.

Die Vorgehensweise ist also:

1. Wahl einer geshikten Basis j'

i

i.

59

2. Berehne h'

j

j

^

H j'

i

i.

3. Diagonalisiere die Matrix (löse das Eigenwertproblem) für E

a

C

ia

. Zur

Diagonalisierung gibt es einige nummerishe Verfahren.

Betrahten wir einige Beispiele, um zu sehen, wie eine geeignete Basis aussieht:

3.8.3 Beispiele

1. Beispiel. Betrahten wir einen Oszillator:

Sei

^

V =

1

2

m!

2

r̂

2

+ ar̂

3

:

Eine möglihe Basis ist dann:

h r j'

i

i =

u

il

(r)

r

:

Dies war ja die Lösung des Harmonishen Oszillators (mit a = 0).

Der Hamilton-Operator lautet:

^

H =

p̂

2

2m

+

1

2

m!

2

r̂

2

+ ar̂

3

;

und daraus folgen die Matrixelemente:

h'

j

j

^

H j'

i

i = h'

j

j

p̂

2

2m

+

1

2

m!

2

r̂

2

j'

i

i+ h'

j

j ar̂

3

j'

i

i

= h'

j

jE

H:O:

i

j'

i

i + h'

j

j ar̂

3

j'

i

i

= E

H:O:

i

Æ

ij

+

1

Z

0

r

2

u

j

(r)

r

ar

u

i

(r)

r

dr

= E

H:O:

i

Æ

ij

+

1

Z

0

u

j

(r)aru

i

(r) dr:

Diese Verfahren geht für beliebige Potentiale

^

V :

^

H =

p̂

2

2m

+

1

2

m!

2

r̂

2

+

^

V �

1

2

m!

2

r̂

2

:

Mit

1

2

m!

2

r

2

wird eine Teildiagonalisierung erreiht. Dieses Hilfspotential

muÿ dann wieder von

^

V abgezogen werden, so daÿ man

h'

j

j

^

H j'

i

i = E

H:O:

i

Æ

ij

+ h'

j

j

^

V �

1

2

m!

2

r̂

2

j'

i

i

59

Dies ist die Aufgabe für Physiker.
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erhält.

Im Prinzip liefert das Harmonishe-Oszillator-Potential immer eine �ge-

naue� Lösung, jedoh muÿ für manhe Probleme N sehr groÿ gemaht

werden. Für diese Probleme nimmt man deshalb andere �Standardpo-

tentiale�, um die Anzahl der Basisvektoren einzushränken. Beim Wood-

Saxon-Potential zum Beispiel ist dieses Verfahren für kleine r noh gut.

Für groÿe r ist das Harmonishe Oszillator-Potential als Basis niht mehr

so gut geeignet.

2. Beispiel. Betrahten wir eine Wellenfunktion in einem sphärishen Ka-

stenpotential:

V =

(

0 für r � R

1 für r > R

Abbildung 3.20: Sphärishes Kastenpotential

Im äuÿeren Bereih soll '

i

(r) = 0 gelten, während wir für den inneren

Bereih eine Lösung für '

i

suhen:

�

�

~

2

2m

d

2

dr

2

+

~

2

(l(l + 1))

2mr

2

�

a

j

= E

j

u(r)

Wir mahen den Ansatz:

'

i

=

u

i

r

Y

lm

(#;')

(a) l = 0

�

~

2

2m

d

2

dr

2

u = Eu(r)

Es gibt die linear unabhängigen Lösungen e

ikr

und e

�ikr

mit k =

q

2mE

~

2

für jedes E.

Mit den Randbedingungen:

u(r = 0) = 0

u(r = R) = 0

folgen die Lösungen:

sin kr =

1

2i

(e

ikr

� e

�ikr

)

os kr =

1

2

(e

ikr

+ e

�ikr

):

sinkr hat die rihtige Asymptotik für r ! 0. os kr hat die falshe

Asymptotik für r ! 0. Es kommt also nur die Sinus-Lösung in Frage.

Zusätzlih gilt die Randbedingung:

sinkR = 0:
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Es muÿ also kR = ni� gelten. Also k

i

=

ni�

R

beziehungsweise E

i

=

~

2

k

2

i

2m

. Die gesuhte Wellenfunktion lautet nun

'

i

(r) =

sink

i

r

r

Y

00

:

(b) l 6= 0 Bei dieser allgemeineren Form ist die Shrödinger-Gleihung

umfangreiher:

�

~

2

2m

d

2

dr

2

u+

~

2

(l(l + 1))

2mr

2

u = Eu(r)

Es gibt wieder zwei linear unabhängige Lösungen:

u

l

(r) = krj

l

(kr)

~u

l

(r) = krn

l

(kr):

Wir de�nieren x := kr. Die j

l

sind die sphärishen (regulären) Bes-

selfunktionen

60

und die n

l

die sphärishen Neumannfunktionen

61

.

Die ersten beiden sphärishen Besselfunktionen lauten:

j

0

(x) =

sinx

x

j

1

(x) =

sinx

2

x

�

osx

x

:

Die ersten beiden sphärishen Neumannfunktionen lauten:

n

0

(x) = �

osx

x

n

1

(x) = �

osx

x

2

�

sinx

x

:

Daraus folgt dann die reguläre Lösung

u

0

(r) = sin(kr):

Die Neumannfunktionen sind physikalish niht sinnvolle Lösungen,

da sie für r ! 0 divergieren. Die Wellenfunktion ist dann niht nor-

mierbar!

Aus der Randbedingung u

l

(R) = kRj

l

(kR) = 0 folgt, daÿ nur dis-

krete Werte k

n

auftreten können.

Zusammenfassung

� Geeignete Basis wählen;

� Variation der Anzahl der Basisvektoren;

� Zur Kontrolle: Nummerishe Berehnung eines bekannten Potentials.

� Variation der Anzahl der Basisvektoren bis die Kurvendi�erenz gering ist.

60

Vergleihe mit [Shmid, S. 209-217℄ und mehr Mathematishes zu den Besselfunktionen

erfährt man in [Heuser-3, S. 292-309℄.

61

Die sphärishen Neumannfunktionen werden auh irreguläre Besselfunktionen genannt.



Kapitel 4

Spin und Rotation

4.1 Der Teilhen-Spin

Das Korrespondenzprinzip, das besagt, dass beim Übergang vom Mikroskopi-

shen in makroskopishe Gröÿenordnungen die quantenmehanishen Gesetze

aufgrund hoher Energien bzw. sehr kurzer Wellenlängen in die Klassishen Ge-

setze münden, hat dem Aufbau der Quantenmehanik oft geholfen. So wie

Ehrenfest-Theorem bzw. Quantisierungsbedingung unterstützt es letztlih je-

doh nur die Aufstellung quantenmehanisher Beziehungen aus ihren klassi-

shen Analogien heraus. So haben wir in Abshnitt 3.1 den quantenmehani-

shen Drehimpuls komplett aus klassishen Gesetzen hergeleitet. Dieses Prinzip

versagt jedoh für mikroskopishe Eigenshaften der Natur, die kein klassishes

Gegenstük besitzen. Der Stern-Gerlah-Versuh deutete darauf hin, dass ein

neues Konzept in die Quantenmehanik eingearbeitet werden muss; man stellte

die Hypothese vom Spin eines Teilhens auf. Man fand jedoh Analogien zum

Drehimpuls, so dass der Spin als eine Art �intrinsisher Eigendrehimpuls� be-

stimmter Teilhen zwar eine neue Seite der Quantenmehanik zeigt, jedoh mit

den Eigenshaften des quantenmehanishen Drehimpulses verglihen werden

kann. Dies wird in diesem 4.Kapitel dargestellt.

1

4.1.1 Stern-Gerlah-Experiment

Beim Stern-Gerlah-Versuh werden Silberatome durh ein stark inhomogenes

Magnetfeld geshossen. Die Feldrihtung steht dabei (wenn man von der Inho-

mogenität absieht) senkreht zur Strahlrihtung. Man beobahtet nun, wie das

Magnetfeld die Atome ablenkt. Silberatome sind elektrish neutral und parama-

gnetish. Eine Ablenkung kann nah bisherigen Überlegungen aber nur durh

eine Teilhenladung und durh den Drehimpuls der Elektronen im Atom statt-

�nden, was für Silberatome niht gegeben ist. Der Versuh zeigt jedoh eine

Ablenkung. Die Quantenmehanik muss also um ein Konzept ergänzt werden,

das das Stern-Gerlah-Experiment erklären kann.

1

[Sakurai-1℄ baut � ausgehend vom Stern-Gerlah-Versuh � die Quantenmehanik auf. Der

Spin �dient� hier gleihzeitig zur Einführung der Braket-Shreibweise.

206
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Versuhsanordnung

Abbildung 4.1: Polshuhe zur Erzeugung eines inhomogenen Magnetfelds.

Abbildung 4.2: Teilhenstrahl im Magnetfeld.

Zur Vereinfahung sei das Magnetfeld in z-Rihtung gelegt:

2

~

B = B~e

z

Ist das B-Feld inhomogen, also B = B(z), so gibt es einen Gradienten in z-

Rihtung:

dB

dz

6= 0

Wirkung eines

~

B-Felds

Welhe Kräfte können eine Ablenkung der Atome bewirken?

� Die Lorentz-Kraft

~

F = q~v�

~

B bewirkt eine Ablenkung bewegter geladener

Teilhen imMagnetfeld. Die im Versuh verwendeten Silberatome besitzen

jedoh keine Nettoladung; mit q = 0 erfahren sie keine Lorentz-Kraft.

� Atome können ein magnetishes Moment ~� besitzen. Dieses �versuht� sih

parallel zum externen Magnetfeld

~

B einzustellen (weil das der energetish

günstigere Zustand ist). Da die verwendeten Silberatome paramagnetish

sind, besitzen sie ein magnetishes Moment. Es wird sih jedoh zeigen,

dass dieses niht von der Bewegung der Elektronen um den Kern (also

niht vom Bahndrehimpuls

~

L) stammt.

Experimentelle Befunde

Eine Ablenkung der neutralen Atome kann nur durh die Wirkung des Ma-

gnetfelds auf deren magnetishe Momente entstehen. Klassish geht man davon

aus, dass die Momente statistish verteilt sind. Die maximalen Auslenkungen

kommen zustande, wenn das Moment parallel oder antiparallel zum Magnet-

feld steht. Das Experiment sollte, auf einem Shirm hinter dem Magneten, eine

�Au�äherung� des Strahls zwishen diesen Maxima ergeben. Das Experiment

zeigt jedoh, dass man niht klassish argumentieren darf. Die Atome tre�en

nur (mit einer gewissen Breite der Verteilung) an den beiden Maxima-Punkten

auf.

Besprehen wir zur Klärung die Kraftwirkung auf das magnetishe Moment.

2

Den Einheitsvektoren ~e

i

geben wir kein Dah, da diese Kennzeihnung den Operatoren

vorbehalten sein soll. Da es keinen anderen Vektor gibt der e heiÿt, kann es niht zu Verwehs-

lungen kommen.



208 KAPITEL 4. SPIN UND ROTATION

Magnetishes Moment

Klassish führt jeder Kreisstrom (wie oft pro Sekunde kommt ein Elektron vor-

bei) zu einem magnetishen Moment. Man berehnet es, indem man idealisiert

annimmt, dass das Elektron eine Kreisbewegung um den Kern ausführt. Der

(Kreis-)Strom ist abhängig von der Ladung q des Teilhens und der Frequenz �

der Bewegung.

j = q� = q

v

2�r

Das magnetishe Moment einer Kreisbewegung ist de�niert durh das Produkt

Strom �umkreiste Flähe. Diese Flähe wird durh den Flähenvektor

~

f beshrie-

ben, dessen Länge die Gröÿe der Flähe darstellt, und dessen Rihtung senkreht

auf der Flähe steht. Im Falle des Elektronenumlaufs gilt dafür die �rehte-Hand-

Regel�: Deutet der Zeige�nger in die Rihtung der Vorwärtsbewegung, so zeigt

der Daumen die Rihtung des Flähenvektors an.

Abbildung 4.3: Kreisstrom.

Das magnetishe Moment ist mit diesem Flähenvektor

~

f gegeben als:

~� =

1



j

~

f

= q

v

2�r

�r

2

~e

z

kürzen und mit

m

m

multiplizieren:

=

q

2m

mvr~e

z

=

q

2m

~

L

Ein magnetishes Moment ist also proportional zum Bahndrehimpuls der es

verursahenden Ladung.

Energie und Kraft durh das Magnetfeld

Berehnen wir die potentielle Energie für ~� im Magnetfeld:

V = �~� �

~

B

Mit �

z

als Projektion des Moments auf die z-Ahse:

= ��

z

B

= �

q

2m

L

z

B

Das negative Vorzeihen besagt, dass Atome deren magnetishes Moment pa-

rallel zum

~

B-Feld steht, eine geringere potentielle Energie haben, als solhe mit
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antiparallel eingestelltem Moment. Die parallele Ausrihtung ist also die bevor-

zugte Stellung (wenn den Atomen die Zeit gegeben wird sih auszurihten).

3

Die Kraft(wirkung) auf das magnetishe Moment hängt von der �Besha�enheit�

des Magnetfelds ab:

1. Ist

~

B homogen, also unabhängig von der z-Koordinate, so ist die potenti-

elle Energie des Moments ebenfalls unabhängig vom Ort:

V = onst:;

dV

dz

= 0

Es wirkt keine Kraft auf das Atom; es �iegt unabgelenkt durh das Feld.

2. Ist

~

B inhomogen,

dB

dz

6= 0, so gibt es eine Kraftkomponente in z-Rihtung:

F

z

= �

�V

�z

=

�

�z

(�

z

B)

=

q

2m

L

z

�B

�z

Diese Kraft ist proportional zum Drehimpuls der Ladung.

Atome im inhomogenen Magnetfeld

� Klassish erwarten wir eine (kontinuierlihe) Auffäherung des Strahls:

F

z

=

q

2m

�B

�z

j

~

Lj os#

mit:

# = ℄

�

~

L;~e

z

�

� In Abshnitt 3.2 haben wir gelernt, dass der quantenmehanishe Dreh-

impuls gequantelt ist. Er kann nur bestimmte diskrete Werte annehmen.

Dementsprehend sollten wir 2l + 1 diskrete Fleken sehen können. Mit

Abbildung 4.4: Strahlaufspaltung.

den möglihen z-Komponenten des Drehimpulses:

^

L

z

= ~m

l

~e

z

wobei die magnetishe Drehimpulsquantenzahlm

l

bezüglih einer gegebe-

nen Drehimpulsquantenzahl l nur folgende Werte annehmen kann:

m

l

= �l; �l + 1; : : : ; l � 1; l

3

Beim Stern-Gerlah-Experiment wird den Atomen keine Zeit gegeben sih auszurihten;

die einzige Wirkung des Magnetfelds ist eine Auslenkung. Diese hängt jedoh davon ab, wie

das Moment relativ zum Magnetfeld steht.



210 KAPITEL 4. SPIN UND ROTATION

erhalten wir 2l + 1 vershiedene Einstellungen der z-Komponente, und

damit 2l + 1 möglihe Kraftwirkungen in z-Rihtung:

F

z

=

q~

2m

�B

�z

m

l

Der Proportionalitätsfaktor im quantenmehanishen Ergebnis der Aufspaltung

ist eine Gröÿe, die häu�g vorkommt:

De�nition. Das Bohr'she Magneton �

B

ist de�niert durh:

�

B

:=

q~

2m

Bohr'shes Magneton

Da �

B

umgekehrt proportional zur Masse ist, ist das magnetishe Moment des

Elektrons gröÿer als das des Protons. Als Konsequenz ist das magnetishe Mo-

ment eines Kerns

4

gegenüber dem seiner Elektronen vernahlässigbar (Faktor

2000).

Vorhersage für Silberatome

Wir kennen das Wassersto�atom mit seinem einzelnen Elektron, aber wie sieht

das Energietermshema von Silber mit 47 Elektronen aus? Betrahten wir zu-

Abbildung 4.5: Energietermshema von Silber mit den aufgefüllten Edelmetall-

shalen und einem einzelnen Elektron in der 5. S-Shale.

nähst einfahere Atome mit weniger Elektronen und versuhen aus dem Ver-

gleih auf die 47 Elektronen des neutralen Silberatoms zu shlieÿen.

Beispiel (Lithium). Lithium besitzt drei Elektronen, wobei die zwei in der S-

Shale keinen Bahndrehimpuls besitzen. Dadurh haben sie eine gewisse Aufent-

haltswahrsheinlihkeit am Kern, sehen dort also alle drei Protonen. Diese Elek-

tronen sind entsprehend stark gebunden. Betrahten wir das dritte Elektron

mit Bahndrehimpuls. Es sieht den Kern durh die beiden anderen Elektronen

abgeshirmt, also nur noh eine e�ektive Ladung 1. Durh diese Untershiede

in der Bindungsenergie wird die Entartung aufgehoben. Durh den Bahndre-

himpuls des äuÿeren Elektrons existiert aber auh ein magnetishes Moment.

Abbildung 4.6: Elektronen�bahnen� am Beispiel von

3

Li.

Abbildung 4.7: Aufenthaltswahrsheinlihkeit der Elektronen am Kern.

Beispiel (Helium). Mit seinen zwei Elektronen in der S-Shale ist der Bahn-

drehimpuls null. Somit hat das Helium-Atom kein magnetishes Moment. Dies

gilt für alle Edelgase, da sih bei ihren abgeshlossenen Elektronenshalen deren

L

z

's immer gegenseitig kompensieren.

4

Auh die Nukleonen bewegen sih im Kern, insofern darf auh hier ein magnetishes

(Kern-)Moment erwartet werden.
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Bei Silber sind alle Elektronenzustände bis inklusive n = 4 voll besetzt. Dar-

aus resultiert ein Bahndrehimpuls von null (Die S-Shalen-Elektronen haben

keinen Bahndrehimpuls, die Impulse der anderen Elektronen heben sih jeweils

gegenseitig auf). Das letzte Elektron sitzt in der 5. S-Shale, kann dadurh kei-

nen eigenen Bahndrehimpuls beisteuern. Silber sollte also kein magnetishes

Moment haben.

Das Experiment zeigt aber eine Aufspaltung in 2 Fleken. Das verursahende

magnetishe Moment kann aber nah obigen Betrahtungen niht vom Bahn-

drehimpuls stammen, da

P

47

i=1

L

z;i

= 0 ist. Es gibt also noh etwas, das ein

magnetishes Moment mit sih bringt und für Silberatome zwei Werte anneh-

men kann. Rehnet man die Aufspaltung zurük, so erhält man für die neue Art

von �Drehimpuls� die zwei Werte �

~

2

für die Projektion auf die z-Ahse.

Fazit: Der Stern-Gerlah-Versuh zeigt, dass das Konzept des Elektronenspins

in die Quantenmehanik eingeführt werden muss. Dieses stellen wir nun vor,

wobei wir die abshlieÿendeDeutung des Versuhs an das Ende dieses Abshnitts

vershieben.

4.1.2 Der Elektronenspin

De�nition

Als Folgerung aus dem Experiment postuliert man den Elektronenspin:

Satz. Das Elektron besitzt einen inneren (�intrinsishen�) Drehimpuls, den Spin

~s. Dieser Elektronenspin ist gequantelt. Seine Spinprojektion (auf die z-Ahse)

kann die Werte s

z

= +

~

2

und s

z

= �

~

2

annehmen. Man spriht vom Zustand

m

s

=+

1

2

bzw. m

s

=�

1

2

.

Zwei neue Quantenzahlen, die Spinquantenzahl s und die magnetishe Spin-

quantenzahl m

s

müssen eingeführt werden, um den Zustand eines Elektrons

vollständig beshreiben zu können. Die Quantenzahlen n, l und m

l

reihen da-

zu niht aus. Bei Elektronen misst man die Spinprojektionen s

z

= +

~

2

und

s

z

= �

~

2

. Die Spinquantenzahl von Elektronen legt man deswegen (in Analo-

gie zu den Quantenzahlen des Drehimpulses) mit s =

1

2

fest, die magnetishe

Spinquantenzahl m

s

kann die Werte +s und �s annehmen.

Bemerkung. Wir werden erst später auf das Pauli-Prinzip eingehen. Hier sei

aber bemerkt, dass der Spin des Elektrons dafür �sorgt�, dass das Pauli-Prinzip

für Elektronen weiterhin gilt. Betrahtet man nur die �alten� Quantenzahlen, so

können zwei Elektronen denselben Zustand jn; l; m

l

i besetzen (z.B. n = 1; l =

0). Erst der Spin sorgt dafür, dass es sih tatsählih um zwei untershiedlihe

Zustände jn; l; m

l

; s; m

s

i handelt.

Notation (Ket-Shreibweise mit Spin). Die Wellenfunktion j i für ein

Elektron kann durh die explizite Nennung der Quantenzahlen harakterisiert

werden:

j i = jn; l; m

l

; s; m

s

i

= jn; l; m

l

; s=

1

2

; m

s

=�

1

2

i
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oder, wenn wir die Radialwelle und die Kugel�ähenfunktion vorziehen:

= R

nl

(r)Y

lm

l

(#;') j

1

2

; �

1

2

i

Betrahtet man nur den Spinanteil eines Teilhens, so lässt man die niht rele-

vanten Quantenzahlen weg (bei Elektronen oft auh s):

j� i = j s; m

s

i Spinfunktion eines Teilhens

Wie soll man sih den Spin vorstellen? Der Spin verhält sih wie ein Drehimpuls.

Es gibt aber Aspekte des Spins, die nihts mit einem Drehimpuls zu tun haben.

Man sollte sih also den Spin niht konkret als Eigendrehung des Elektrons vor-

stellen.

5

Letztlih kann man nur sagen, dass der Spin eine weitere Eigenshaft

des Elektrons ist. Um sih über das Problem der Vorstellbarkeit hinwegzuhelfen,

nennt man es eine intrinsishe (also innere) Eigenshaft. Dass jedoh Gemein-

samkeiten zum Drehimpuls bestehen ist siher. Die Quantelung ist ein Beispiel

dafür, auf die Kopplung dieser beiden Teilheneigenshaften werden wir noh

eingehen müssen.

Weitere Shreibweisen für den Spin

Die Spinfunktion j s; m

s

i kann entweder als (Bra- oder) Ket-Zustand, oder

als Zustandsvektor geshrieben werden. Die vershiedenen Darstellungen sind

äquivalent. Zu beahten ist, dass Elektronen immer Spin-

1

2

-Teilhen sind, und

somit die Angabe von s redundant ist. Die unteren beiden Darstellungsarten

Bezeihnung der Darstellung Spinprojektion s

z

zeigt in die

positive negative

z-Rihtung

Zustandsvektor j

1

2

; +

1

2

i j

1

2

; �

1

2

i

Zustandsvektor für Spin-

1

2

-Teilhen j+ i j� i

Spinor

0

�

1

0

1

A

0

�

0

1

1

A

�Aussprahe� Spin-Up Spin-Down

�Vektorsprahe� " #

Tabelle 4.1: Darstellungsarten der Spinfunktion für Elektronen.

werden gerne im Text oder in Abbildungen verwendet.

5

Für manhe Aspekte mag diese Anshauung zwar helfen � wie für das daraus resultie-

rende magnetishe Moment. Jedoh ist diese Analogie letzten Endes falsh. Mit der Relativi-

tätstheorie wird widerlegt, dass das magnetishe Moment einer Eigenrotation des Elektrons

entspringt (Die experimentelle Obergrenze für den Elektronenradius impliziert z.B. für ein

Massenelement am Elektronäquator, dass v >  sein müsste! Dies darf aber niht sein.).
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Eigenshaften des Spins

Zum Vergleih mit dem Drehimpuls sind gleihe Eigenshaften mit ~, abwei-

hende mit | markiert.

� Anomales

6

(|) magnetishes Moment (~):

~�

S

= 2

"

anomal

q

2m

~

S

wobei

~

S k ~� eingestellt ist (~,

~

L k ~�).

� s ist halbzahlig

7

(|, l ist ganzzahlig).

� 2s+ 1 Einstellmöglihkeiten für s

z

(~, 2l + 1 für l

z

).

� Es gibt Spinoperatoren

^

S

x

;

^

S

y

;

^

S

z

, die die Projektion auf die Raumahsen

beshreiben (~,

^

L

x

;

^

L

y

;

^

L

z

).

� �

Spin

ist niht die Konsequenz einer Eigendrehung des Elektrons

8

(|).

Spinoperatoren

Entgegen der bisherigen Methode zur Aufstellung der quantenmehanishen

Operatoren, haben wir beim Spin keine Möglihkeit auf klassishe Erfahrun-

gen aufzubauen.

Ausgehend von der Tatsahe, dass die Messung der Spinprojektion s

z

die Werte

�

~

2

ergibt, muss vom Operator

^

S

z

gefordert werden, dass er diese Werte als

Eigenwerte erzeugt:

9

^

S

z

j � i = �

~

2

j � i

Behauptung. Der Spinoperator der z-Komponente ist:

^

S

z

=

~

2

�

1 0

0 �1

�

Der Spin hat zwei Einstellmöglihkeiten, j+ i und j � i. Damit sollten wir erwar-

ten, dass eine vernünftige Basis zwei linear unabhängige Komponenten besitzt.

Die Spinoren in Tabelle 4.1 sind solhe Basisvektoren. Ein Spinzustand besitzt

in Vektordarstellung zwei Komponenten. Das obere Element eines Spin-Vektors

ist die Projektion des Spins j s i auf den Up-Basisvektor j+ i, der untere Ko-

e�zient stellt die Projektion von j s i auf den Down-Basisvektor j � i dar. Da

nun der Spin als Vektor im 2-dimensionalen Raum (der Spinoren) darstellbar

6

Der Faktor 2, der historish den Namen �anomal� einbrahte, ist zunähst nur empirish.

Theoretish kann ihn erst die Dira-Gleihung (relativistishe Quantenmehanik) erklären.

7

Beahte, dass die Gleihheit eines Zustands nah einer 360

Æ

-Drehung nur mit ganzzahligen

Drehimpulsen verträglih ist.

8

Siehe hierzu Fuÿnote 5 auf Seite 212.

9

Die Shreibweise j � i dient zur Darstellung eines beliebigen (allgemeinen) Spin-

1

2

-

Zustandsvektors.
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ist, muss der zugehörige Spinoperator eine 2� 2-Matrix sein.

^

S

z

besitzt also die

rihtige Dimensionierung. Es bleibt noh zu prüfen, ob

^

S

z

den rihtigen Eigen-

wert zu den (angenommenen) Eigenvektoren j+ i und j � i reproduziert. Im

folgenden Beweis benutzen wir die Spinor-Matrix-Darstellung.

Beweis. Prüfen wir die Behauptung zunähst für Spin-Up.

^

S

z

j+ i �

^

S

z

�

1

0

�

Einsetzen der Behauptung:

=

~

2

�

1 0

0 �1

��

1

0

�

Matrix-Vektor-Multiplikation ausführen:

=

~

2

�

1

0

�

=

~

2

j+ i

~

2

ist der geforderte Eigenwert. Für Spin-Up ist

^

S

z

also korrekt. Prüfen wir den

Operator nun für Spin-Down:

^

S

z

�

0

1

�

=

~

2

�

1 0

0 �1

��

0

1

�

= �

~

2

�

0

1

�

Auh für # erhalten wir den geforderten Eigenwert �

~

2

. Der Operator ist ge-

rehtfertigt.

Lesen wir obige Eigenwertgleihungen vollständig, so ergibt sih, dass:

� die Eigenwertgleihung des Spin-Operators

^

S

z

zwei linear unabhängige

Lösungen besitzt:

� der Spin-Eigenvektor (

1

0

) dabei den Eigenwert

~

2

hat,

� der Eigenvektor (

0

1

) den Eigenwert �

~

2

besitzt.

Die Operatoren für die anderen beiden Raumrihtungen ergeben sih zu:

^

S

x

:=

~

2

�

0 1

1 0

�

^

S

y

:=

~

2

�

0 �i

i 0

�

Spinoperatoren

Es wird sih als praktish erweisen zwei weitere Operatoren aufzustellen, die die

Spinzustände umklappen können, �Spinumklappoperatoren�.Wir suhen also ei-

nen Operator, der aus Spin-up Spin-down maht, und einen, der die umgekehrte

Operation kennt. Folgender Operator

^

S

+

leistet Ersteres (das Hohklappen wird

durh den Index �+� ausgedrükt):

^

S

+

:= ~

�

0 1

0 0

�
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Test. Lassen wir

^

S

+

zunähst auf " wirken:

^

S

+

�

1

0

�

= ~

�

0 1

0 0

��

1

0

�

Ausführen der Matrix-Vektor-Multiplikation ergibt:

= j 0 i

d.h. der Operator

^

S

+

kann " niht hohklappen, weil " shon �oben� ist.

Anders sieht es bei einem Down-Spin aus:

^

S

+

�

0

1

�

= ~

�

0 1

0 0

��

0

1

�

= ~

�

1

0

�

^

S

+

klappt also # um und erzeugt ". Unser gewählter Operator und die Matrix-

shreibweise funktionieren also.

Wir mahen die De�nition nun o�ziell.

De�nition (Aufsteigeoperator des Spins). Der Operator

^

S

+

:=

^

S

x

+ i

^

S

y

= ~

�

0 1

0 0

�

Spin-Aufsteigeoperator

klappt einen Down-Spin nah oben um.

De�nition (Absteigeoperator des Spins). Der Operator

^

S

�

:=

^

S

x

� i

^

S

y

= ~

�

0 0

1 0

�

Spin-Absteigeoperator

klappt einen Up-Spin herunter.

Die De�nition des Absteigeoperators untersheidet sih nur durh ein Vorzeihen

vom Aufsteigeoperator:

^

S

�

:= (

^

S

+

)

y

Diese beiden Operatoren sind also niht hermitesh. Sie sind damit niht für eine

(physikalish sinnvolle) Eigenwert- bzw. Erwartungswert�ndung zu gebrauhen.

Nihtsdestotrotz werden sie sih als nützlih erweisen.

Der Operator

^

S

+

klappt den Spin eine �Stufe� höher. Bei halbzahligem Spin

heiÿt das, dass aus s = �

1

2

durh Anwendung von

^

S

+

s =

1

2

wird. Eine weitere

Anwendung würde zu s =

3

2

führen. Da der Elektronenspin jedoh nur die Werte

�

1

2

annehmen kann, führt diese Operation zu keinem möglihen Zustand. Die

Anwendung ergibt also j 0 i.

10

10

Diese Eigenshaft kann auh mathematish ausgedrükt werden: Z.B. ist Spin-Up kein

Eigenzustand zum Operator

^

S

+

. Die Anwendung des Operators auf diesen Zustand kann

somit keinen gültigen (physikalishen) Zustand ergeben; dies kennzeihnet man mit j0 i.
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Eigenshaften der Spin-Matrizen

� Die De�nition der Klapp-Operatoren kann man auh anders herum lesen:

^

S

x

=

1

2

(

^

S

+

+

^

S

�

)

^

S

y

=

1

2i

(

^

S

+

�

^

S

�

)

� Spinoperatoren und Pauli'she Spinmatrizen sind eng miteinander verbun-

den:

^

S

x

=

~

2

�

0 1

1 0

�

=

~

2

�

x

^

S

y

=

~

2

�

0 �i

i 0

�

=

~

2

�

y

^

S

z

=

~

2

�

1 0

0 �1

�

=

~

2

�

z

� Die Spinoperatoren sind (anders als die Spin-Klapp-Operatoren) hermi-

tesh:

^

S

y

�

=

^

S

�

Beweis. �

x

und �

z

sind symmetrishe Matrizen mit reellen Einträgen.

Damit bleibt eine Adjunktion ohne Wirkung. Fehlt noh der Beweis für

^

S

y

:

^

S

y

y

=

~

2

�

0 �i

i 0

�

y

=

~

2

�

0 i

�i 0

�

�

=

~

2

�

0 �i

i 0

�

=

^

S

y

� Die Kommutatoren der Spinoperatoren stehen in direkter Analogie zum

Drehimpuls (sei wieder f�; �; g jede zyklishe Permutation von fx; y; zg):

[

^

S

�

;

^

S

�

℄

�

= i~

^

S



De�niert man noh den Operator

^

S

2

:

^

S

2

:=

^

S

2

x

+

^

S

2

y

+

^

S

2

z

so kommutiert dieser mit den Einzelkomponeten:

[

^

S

2

;

^

S

�

℄

�

= 0
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� Der so de�nierte Operator

^

S

2

hat für Spin-

1

2

den Eigenwert ~

2
1

2

�

1

2

+ 1

�

=

3

4

~

2

. Allgemein lautet der Eigenwert für einen Spin s: ~

2

s(s + 1).

Die Kommutatorbeziehungen der

^

S

�

sind eine direkte Folge der Eigenshaften

der Paulimatrizen:

[�

�

; �

�

℄

�

= 2i�



�

2

x

= �

2

y

= �

2

z

= 1

2

Bemerkung. Die Spinmatrizen fallen niht vom Himmel, sondern sind ma-

thematishe De�nitionen, die aus den physikalishen Eigenshaften des Spins

�herausdestilliert� wurden. Eine mathematishe Konsequenz des Drehimpuls-

ähnlihen Verhaltens des Spins ist zum Beispiel, dass die Spinmatrizen die

Kommutator-Eigenshaften des Drehimpulses erfüllen müssen.

Deutung des Stern-Gerlah-Versuhs

Das magnetishe Moment des Elektronenspins ist proportional und parallel zum

Spin. Zwei Elektronen im selben Zustand jn; l; m

l

i müssen eine untershied-

lihe Spineinstellung besitzen (Da keine zwei Elektronen denselben Zustand

jn; l; m

l

; s; m

s

i besetzen dürfen; so �verlangt� es das Pauli-Prinzip). Die zwei

Spins heben sih also gegenseitig auf, da sie entgegengesetzt ausgerihtet sind

(den Zweiteilhen-Spinzustand würde man j "# i bezeihnen). Bleibt also das

47. Elektron übrig. Ohne Partner bleibt dessen magnetishes Spinmoment �un-

kompensiert�. Die Aufspaltung des Strahls stammt also vom Spin des letzten

Elektrons, das einen e�ektiven Drehimpuls

^

S

z;47

besitzt. Dieser ist gequantelt

und kann zwei Werte annehmen, entsprehend erhält man zwei Fleken auf dem

Shirm.
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4.2 Translation und Rotation

Wir haben in Abshnitt 1.2.2 auf Seite 38 gesehen, dass der Impulsoperator der

Generator einer Ortsvershiebung ist. Diese Ortsvershiebung möhten wir nun

verallgemeinern, indem wir einen Translationsoperator suhen. Mit Drehimpuls

und Spin haben wir die Grundlagen um auh �Winkelvershiebungen� zu be-

handeln, wir werden die im ersten Teil gewonnenen Erfahrungen anwenden, um

auh einen Rotationsoperator aufzustellen.

4.2.1 Translation von Zuständen

Vorüberlegungen

Wir de�nieren zunähst formal einen Translationsoperator, der eine Wahrshein-

lihkeitsverteilung an einen anderen Ort vershiebt, das Aussehen der Verteilung

dabei aber unverändert lässt.

Beispiel. Sei im Folgenden �

a

eine Wellenfunktion deren Zentrum bei x = a

liegt; als Zustandsvektor ausgedrükt:

j a i � j�

a

i

bzw. in Ortsdarstellung:

hx j a i � �

a

(x)

Soll der Operator

^

T unser Teilhen, dass durh �

a

beshrieben wird, um �x

vershieben, so drüken wir dies durh

^

T (�x) aus.

Abbildung 4.8: Translation einer Wahrsheinlihkeitsverteilung.

Mit der Beispielwellenfunktion j�

a

i versuhen wir nun etwas über den Trans-

lationsoperator zu erfahren.

Man kann eine Vershiebeoperation auf zwei Arten deuten:

1. Der Operator

^

T (�x) vershiebt unser System �

a

um �x:

�

neu

(x) =

^

T (�x)�

a

(x)

= �

a+�x

(x)

2. Der Operator

^

T vershiebt das Koordinatensystem um ��x:

�

a

(x

neu

) = �

a

�

^

T (�x)x

�

= �

a

(x ��x)
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In Ket-Shreibweise wird das folgendermaÿen ausgedrükt: Der Translations-

operator

^

T (�x) auf einen Zustand angewandt, der das �Ortsmerkmal� x hat,

erzeugt einen Zustand mit Merkmal x+�x:

^

T (�x) jx i = jx +�x i

Weil

^

T aus einem Anfangszustand jx i einen Endzustand jx +�x i generiert,

folgern wir:

Behauptung. Der Operator

^

T muss folgende Integraldarstellung besitzen:

^

T (�x) =

Z

+1

�1

jx

0

+�x ihx

0

j dx

0

Beweis. Multiplizieren wir jx i von rehts:

^

T (�x) jx i =

Z

+1

�1

jx

0

+�x ihx

0

jx i dx

0

=

Z

+1

�1

jx

0

+�x i Æ(x � x

0

) dx

0

= jx +�x i

Die Integraldarstellung des Translationsoperators

^

T reproduziert die Translation

des Ortszustands rihtig; sie ist also korrekt.

Wenden wir dieses Wissen auf �

a

(x) = hx j a i an:

�

neu

(x) =

^

T (�x)�

a

(x)

= hx j

^

T (�x) j a i

^

T ausshreiben:

=

Z

+1

�1

hx jx

0

+�x ihx

0

j a i dx

0

=

Z

+1

�1

Æ

�

x � (x

0

+�x)

�

�

a

(x

0

) dx

0

=

Z

+1

�1

Æ

�

(x ��x)� x

0

�

�

a

(x

0

) dx

0

= �

a

(x ��x)

Wir erhalten mit diesem Operator das gewünshte Ergebnis. Die gewonnene

Integralshreibweise ist jedoh niht die allgemeine Operatorform, sondern nur

deren Ortsdarstellung.

Aufstellen des Translationsoperators

Wie sieht

^

T (�x) allgemein aus, oder anders formuliert: Aus welhen elementaren

Operatoren setzt sih der Translationsoperator zusammen (und wie)?
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Sehen wir uns dazu zunähst eine in�nitesimale Translation an, um daraus auf

Gröÿeres shlieÿen zu können.

11

1. Sei die Vershiebung in�nitesimal (�x �! dx), dann ist:

^

T (dx)�(x) = �(x � dx)

Nah Taylor entwikelt:

= �(x) � dx

d

dx

�(x) +

(dx)

2

2

d

2

dx

2

�(x) � : : :

da dx klein ist, kann der quadratishe Term shon vernahlässigt werden:

� �(x) � dx

d

dx

�(x)

Ausklammern von �(x):

=

�

1� dx

d

dx

�

�(x)

Hier erkennen wir den Impulsoperator p̂

x

=

~

i

d

dx

wieder:

=

�

1� dx

i

~

p̂

x

�

�(x)

Dass p̂

x

, als der Generator der in�nitesimalen Translation in x, eine Rolle

im Translationsoperator spielt, verwundert niht.

2. Sei �x nun endlih groÿ:

^

T (�x)�(x) = �(x��x)

Entwikeln wir wieder nah Taylor:

= �(x) ��x

d

dx

�(x) +

1

2!

(�x)

2

d

2

dx

2

�(x) + � � �

Setzen wir wieder p̂ statt der Di�erentiation ein. Diesesmal dürfen wir

aber keine Terme vernahlässigen, da �x �relativ� groÿ sein kann:

= �(x) �

�

�x

i

~

p̂

x

�

�(x) +

1

2!

�

��x

i

~

p̂

x

�

2

�(x) � : : :

Shreiben wir diese Reihe kompakter:

=

 

1

X

k=0

1

k!

�

��x

i

~

p̂

x

�

k

!

�(x)

11

Den Index a der Wellenfunktion lassen wir der Übersihtlihkeit wegen weg; er ist hier

auh niht relevant, da die Rehnungen allgemein gültig sind.
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Diese Entwiklung entspriht aber der Exponentialfunktion:

= e

��x

i

~

p̂

x

�(x)

Damit haben wir die Darstellung des Translationsoperators gefunden.

^

T (�x) = e

��x

i

~

p̂

x

Da wir in obiger Rehnung keine Einshränkungen für �x gemaht haben, und

auh keine Terme vernahlässigten, ist die gefundene Formel von allgemeiner

Gültigkeit. Auÿerdem kann man sie sofort auf drei Dimensionen verallgemeinern:

Satz. Der Translationsoperator einer Vershiebung um �~r ist gegeben durh:

^

T (�~r) = e

�

i

~

�~r�~p

Translationsoperator

Wendet man

^

T auf eine Funktion an, muss man jeden Term der Exponentialreihe

einzeln anwenden, und ho�en, dass viele Terme wegfallen, oder dass das Ergebnis

wieder eine (bekannte) Reihe ist.

Eigenshaften des Translationsoperators

� Der Translationsoperator ist unitär:

^

T

�1

=

^

T

y

Beweis. Die Umkehroperation entspriht der Transformation in die ent-

gegensetzte Rihtung, also muss gelten:

^

T

�1

(�~r)

!

=

^

T (��~r)

in Exponential-Shreibweise:

= e

�

i

~

(��~r)�p̂

= e

i

~

(�~r)�p̂

=

^

T

y

da p̂ selbstadjungiert ist, also p̂ = p̂

y

gilt.

� Die Hintereinanderausführung zweier Translationen ist vertaushbar:

^

T (�~r

1

)

^

T (�~r

2

) =

^

T (�~r

2

)

^

T (�~r

1

)

Abbildung 4.9: Vertaushung der hintereinander ausgeführten Translationen.
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Beweisskizze. Die Eigenshaft folgt aus der Vertaushbarkeit der Impuls-

operatoren:

[p̂

y

; p̂

x

℄ = 0

Denn damit ist auh:

^

T (�y)

^

T (�x) = e

�

i

~

(�y)p̂

y

e

�

i

~

(�x)p̂

x

!

= e

�

i

~

(�x)p̂

x

e

�

i

~

(�y)p̂

y

=

^

T (�x)

^

T (�y)

Bemerkung (zum Beweis). Anshaulih ist die Vertaushbarkeit von

Translationen klar. Aber auh in Operatorshreibweise kann man es ein-

sehen, wenn man beahtet, dass letztlih nur Impulsoperatoren gegenein-

ander vertausht werden, also die Reihenfolge der Ableitungen. Die dort

auftretenden partiellen Ableitungen beein�ussen sih aber niht:

�

�x

�

�y

=

�

�y

�

�x

4.2.2 Rotation von Zuständen

Vorüberlegungen

Versuhen wir nun einen Operator

^

R aufzustellen, der Rotationen beshreiben

kann. Den Drehwinkel (oder die Rotationsahse) geben wir meist als Index an.

Die Angabe als Argument geshieht vor allem dann, wenn mehrere Drehungen

durh einen Operator ausgedrükt werden sollen, und somit die Reihenfolge

mitentsheidend ist. Denn im Gegensatz zu Translationen hängt bei Rotationen

das Endergebnis von der Reihenfolge der Einzeloperationen ab. Dies kann man

sih mit Hilfe eines Buhes leiht vor Augen führen.

^

R(x-Ahse)

^

R(y-Ahse) 6=

^

R(y-Ahse)

^

R(x-Ahse)

Damit kennen wir shon eine formale Eigenshaft der Rotationsoperatoren; der

Kommutator zweier Rotationen (um vershiedene Ahsen) ist im Allgemeinen

ungleih null:

[

^

R

x

;

^

R

y

℄

�

6= 0

Wie shon bei der Translation können wir auh die Rotation von zwei Seiten

(aus zwei Koordinatensystemen heraus) betrahten:

Abbildung 4.10: Drehung um die z-Ahse.

1. Einerseits wird die Wellenfunktion im Raum gedreht, also:

 (~r)

Drehung

�����!

^

R (~r) =  

0

(~r)
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2. Andererseits kann man aber auh das Koordinatensystem unter der Wel-

lenfunktion verdrehen:

 (~r)

Drehung

�����!  (

^

R~r) =  (~r

0

)

Beispiel (für eine Drehung um die z-Ahse). Wählen wir einen Drehwin-

kel � um die z-Ahse. Dann ist:

 

0

(~r) =

^

R

�

 (~r)

=  (~r

0

=

^

R

�

~r)

Shreiben wir das Argument der Wellenfunktion in Vektorshreibweise:

 

0

0

�

x

y

z

1

A

=

^

R

�

 

0

�

x

y

z

1

A

Die Anwendung von

^

R auf den Zustand heiÿt, wie wir oben gesehen haben, eine

Koordinatentransformation durhzuführen;

^

R wird also auf das Argument der

Wellenfunktion angewandt:

=  

0

�

^

R

�

0

�

x

y

z

1

A

1

A

Führen wir die konkrete Rotation aus, so erhalten wir das �gedrehte� Argument

der Wellenfunktion:

=  

0

�

x os�+ y sin�

y os� � x sin�

z

1

A

Beim Anwenden des Rotationsoperators werden also die Koordinaten des Zu-

stands entsprehend der �Rotationsoperation� verändert.

Aufstellen des Rotationsoperators

Betrahten wir, wie shon bei der Translation, die Veränderung der Wellenfunk-

tion zunähst für eine in�nitesimale, dann für eine allgemeine Rotation.

1. Sei " eine in�nitesimale Drehung. Dann kann man folgende Näherungen

benutzen:

os " � 1

sin " � "

Damit ist, wenn wir, wie oben, wieder eine Drehung um die z-Ahse be-

trahten, und das Argument als Vektor ausshreiben:

^

R

"

 

0

�

x

y

z

1

A

=  

0

�

x os "+ y sin "

y os " � x sin "

z

1

A
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Mit den Näherungen für kleine " shreibt sih die Wellenfunktion folgen-

dermaÿen:

�  

0

�

x+ y � "

y � x � "

z

1

A

Die Variation in den Koordinaten x und y können wir, wegen der In�-

nitesimalität, aus dem Argument �herausziehen�. Auf eine Komponente

bezogen shreiben wir also statt  (x + �x), so etwas wie  (x) +  

0

(x)

(das Argument shreiben wir zur besseren Übershaubarkeit klein):

=  

�

x

y

z

�

+ "

�

y

d

dx

 

�

x

y

z

�

� x

d

dy

 

�

x

y

z

�

�

Klammern wir die Wellenfunktion aus, so bleibt links davon ein Operator

stehen:

=

�

1 + "

�

y

d

dx

� x

d

dy

��

�  (~r)

Setzen wir statt der Ableitungen den Impulsoperator ein:

=

�

1 + "

i

~

(yp̂

x

� xp̂

y

)

�

�  (~r)

Damit kommt aber der Drehimpuls ins Spiel, denn yp̂

x

� xp̂

y

= �

^

L

z

:

=

�

1� "

i

~

^

L

z

�

 (~r)

Für in�nitesimale Drehungen " erhalten wir folgenden Drehoperator:

^

R

"

=

�

1� "

i

~

^

L

z

�

Der Rotationsoperator enthält den Operator des Drehimpulses

^

L

z

. Das

verwundert niht, denn

^

L

z

ist der Generator einer in�nitesimalenRotation

um die z-Ahse.

2. Kommen wir nun zu einer �endlih groÿen� Drehung um die z-Ahse mit

Drehwinkel �. Wir versuhen einen Trik anzuwenden, indem wir auf das

eben erarbeitete Ergebnis der in�nitesimalen Drehung zurükgreifen. Statt

^

R

�

betrahten wir hierzu

^

R

�+"

. Dies ist aber (bei gleiher Drehahse) die

Hintereinanderausführung der zwei Einzeldrehungen:

^

R

�+"

=

^

R

"

^

R

�

=

�

1� "

i

~

^

L

z

�

^

R

�
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Betrahten wir nun die Änderung des Operators

^

R

�

mit Hilfe seines Dif-

ferentialquotienten:

d

^

R

�

d�

= lim

"!0

^

R

�+"

�

^

R

�

"

Einsetzen der Hintereinanderausführung:

= lim

"!0

�

1� "

i

~

^

L

z

�

^

R

�

�

^

R

�

"

= lim

"!0

�"

i

~

^

L

z

^

R

�

"

= �

i

~

^

L

z

^

R

�

Trennen wir die Variablen:

d

^

R

�

^

R

�

= �

i

~

^

L

z

d�

und Integrieren die damit erhaltene Di�erentialgleihung, so erhalten wir

als Ergebnis:

^

R

�

= e

�

i

~

�

^

L

z

Rotationsoperator (Drehung um die z-Ahse)

Damit haben wir den Drehoperator

^

R in anwendbarer Form. Für Drehungen

um die x- oder y-Ahse muss man nur den Drehimpuls um die entsprehende

Ahse gegen

^

L

z

austaushen.

Nun können wir den Rotationsoperator auf einen Zustand anwenden:

Beispiel. Wir betrahten eine Drehung um die z-Ahse mit Winkel � für die

stationäre Lösung  eines rotationssymmetrishen Potentials.m

l

ist die magne-

tishe Drehimpulsquantenzahl. Der Zustand sei ohne Spin. Dazu zerlegen wir

zunähst  in Radial- und Winkelanteil:

 (~r) =

u

nl

(r)

r

P

lm

l

(os #) e

im

l

'

Wenden wir

^

L

z

=

~

i

d

d'

auf den Lösungszustand an, so erhalten wir den Eigen-

wert:

^

L

z

 (~r) = ~m

l

 (~r)

Im Rotationsoperator

^

R kommt der Drehimpulsoperator

^

L

z

auh in Potenzen

vor. Die mehrmalige Anwendung liefert aber jeweils nur ein weiteres Mal den

Eigenwert ~m

l

. Diese Ersetzung benötigen wir im Folgenden. Shreiben wir den

Operator aus:

^

R

�

 (~r) = e

�

i

~

�

^

L

z

 (~r)
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Entwikeln wir die Exponentialfunktion als Reihe:

=

 

1�

i

~

�

^

L

z

+

1

2!

�

i

~

�

^

L

z

�

2

� : : :

!

 (~r)

Lassen wir nun

^

L

z

wirken:

=

 

1�

i

~

�~m

l

+

1

2!

�

i

~

�~m

l

�

2

� : : :

!

 (~r)

Die Reihe stellt aber immer noh eine Exponentialfunktion dar:

= e

�

i

~

�~m

l

 (~r)

= e

�i�m

l

 (~r)

Shreiben wir die Wellenfunktion wieder aus, so erhalten wir:

=

u

nl

(r)

r

P

lm

l

(os #) e

im

l

('��)

Vergleiht man das mit der ungedrehten Wellenfunktion, so sieht man, dass nur

ein (Phasen-)Faktor e

�im

l

�

durh die Rotation hinzukommt. Diese Phase ändert

aber nihts am physikalishen Ergebnis, da sie bei der Bildung des Betragsqua-

drats herausfällt. Das ist auh was man erwarten sollte, denn die Drehung darf

bei einem rotationssymmetrishen System keine Änderung des physikalishen

Zustands bewirken.

Berehnungen von Drehungen um die x- oder y-Ahse laufen analog.

Vergleih von Rotations- und Translationsoperator

Die Form der Operatoren

^

T und

^

R ist die gleihe. Das liegt daran, dass alle

Operatoren von Koordinatentransformationen diese Form besitzen:

exp (Vorfaktor � �Vershiebung� � zugehöriger (generierender) Operator)

4.2.3 Allgemeine Rotationen

Unsere bisherigen Betrahtungen zielten auf Bahndrehimpulse, nun möhten

wir den allgemeinen Fall betrahten. Jeder beliebige Drehimpuls erzeugt eine

Drehung, wir sprehen also nun allgemein vom Drehimpuls. Wir ersetzen

^

L

durh

^

J , um dies auh in den Formeln zum Ausdruk zu bringen. Des Weiteren

möhten wir uns beliebige Rotationen ansehen, niht mehr nur solhe um eine

Ahse.
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Euler'she Winkel

Beliebige Rotationen werden durh die drei Euler'shen Winkel beshrieben:

1. � � Drehwinkel um die z-Ahse.

2. � � Drehwinkel um die neu erhaltene y-Ahse.

3.  � Drehwinkel um die neue z-Ahse.

Die Reihenfolge der Drehahsen ist Konvention; sie hat sih so eingebürgert.

Mit dieser Konvention de�nieren die Winkel �, � und  jede beliebige Drehung

vollständig und eindeutig.

Der allgemeine Rotationsoperator

^

R stellt eine Hintereinanderausführung dreier

Rotationen dar. Er hat damit folgende Form:

^

R(�; �; ) = e

�

i

~



^

J

z

e

�

i

~

�

^

J

y

e

�

i

~

�

^

J

z

Bemerkung. Beahte die Reihenfolge der einzelnen Teiloperatoren:

� Die Operatoren werden von rehts beginnend, nah links fortlaufend, auf

eine Wellenfunktion angewandt (der Operator, der der Wellenfunktion am

nähsten steht, darf sie auh zuerst beein�ussen).

� Die Reihenfolge ist im Allgemeinen relevant:

e

�

i

~



^

J

z

e

�

i

~

�

^

J

y

e

�

i

~

�

^

J

z

6= e

�

i

~

�

^

J

z

e

�

i

~

�

^

J

y

e

�

i

~



^

J

z

Ein Spezialfall ist eine Drehung mit � = 0. Damit (und nur dann) ist die

Reihenfolge der zwei z-Drehungen egal.

Abbildung 4.11: Allgemeine Drehung.

Eigenshaften des Rotationsoperators

� Unitarität: Der Rotationsoperator ist unitär:

^

R

�1

=

^

R

y

Beweis. Mit der allgemeinen Regel:

(AB)

y

= B

y

A

y

und weil die

^

J

i

hermitesh sind, ist:

^

R

y

(�; �; ) = e

i

~

�

^

J

z

e

i

~

�

^

J

y

e

i

~



^

J

z

Auÿerdem ergibt das Produkt aus der Exponentialfunktion und deren kon-

jugiert komplexer Funktion:

e

i

~

�

^

J

i

e

�

i

~

�

^

J

i

= e

0

= 1

3
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Somit heben sih die e-Funktionen, von der Mitte an, paarweise gegenein-

ander auf:

^

R

y

^

R = e

i

~

�

^

J

z

e

i

~

�

^

J

y

e

i

~



^

J

z

e

�

i

~



^

J

z

| {z }

=1

e

�

i

~

�

^

J

y

| {z }

=1

e

�

i

~

�

^

J

z

| {z }

=1

= 1

3

=

^

R

�1

^

R

Also ist

^

R

�1

=

^

R

y

.

� Eigenzustände und Eigenwerte: Ein �drehimpulsbelasteter� Zustand,

der Eigenzustand von

^

J

z

ist, erfüllt folgende Eigenwertgleihung:

^

J

z

j j; m

j

i = j j j; m

j

i

wobei der Eigenwert j noh gefunden werden muss. Die Ket-Shreibweise

j j; m

j

i soll dabei verdeutlihen, dass es sih um einen Eigenzustand mit

den Quantenzahlen j und m

j

handelt. Ist nur der (Gesamt-)Drehimpuls

^

J im Spiel, so kann der Index j der Magnetquantenzahl m

j

entfallen.

Der Zustand j j; m

j

i soll ein Eigenzustand bezüglih der Operatoren

^

J

2

und

^

J

z

sein. Das ist möglih, weil

^

J

2

mit allen Drehimpulsoperatoren

vertausht:

[

^

J

2

;

^

J

�

℄

�

= 0

Behauptung. Der Zustand

^

R j j; m i ist Eigenzustand von

^

J

2

mit dem

Eigenwert ~

2

j(j + 1).

Beweis. Wir addieren zunähst null:

^

J

2

^

R j j; m i =

^

J

2

^

R j j; m i �

^

R

^

J

2

j j; m i+

^

R

^

J

2

j j; m i

Die vorderen zwei Operatorpaare lassen sih als Kommutator shreiben:

= [

^

J

2

;

^

R ℄

�

j j; m i +

^

R

^

J

2

j j; m i

Dieser Kommutator vershwindet jedoh, da

^

R selbst nur aus

^

J

�

's besteht

(und diese mit

^

J

2

vertaushen):

=

^

R

^

J

2

j j; m i

Nun können wir

^

J

2

auf den Zustand wirken lassen; erhalten somit den

Eigenwert:

=

^

R

�

~

2

j(j + 1)

�

j j; m i

Der Operator

^

R darf nun mit dieser Zahl vertausht werden:

= ~

2

j(j + 1)

^

R j j; m i

Der Rotationsoperator ändert also nihts am Eigenwert eines Eigenzu-

stands zum Operator

^

J

2

.
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Drehungen und Basisdarstellung, Wigner-Funktionen

Betrahten wir zunähst eine einzelne Drehung mit Drehwinkel � um die �-

Ahse. Innerhalb der Exponentialfunktion können wir dabei, wie oben gezeigt,

den Operator durh seinen zugehörigen Eigenwert ersetzen, wenn wir ihn auf

einen Eigenzustand von

^

J

�

anwenden:

e

�

i

~

�

^

J

�

j j; m i = e

�

i

~

�~m

j j; m i

Die Drehung erzeugt also eine zusätzlihe komplexe Phase des Zustands:

= e

�i�m

j j; m i

Diesen (Dreh-)Eigenwert e

�i�m

kann man, bezüglih einer gegebenen Quanten-

zahl m, als komplexe Funktion ansehen, die vom Winkel � abhängt.

Nimmt man alle Drehimpulszustände j j

0

; m

0

i, die ein Teilhen annehmen kann,

so bilden diese eine Basis für den Drehimpulszustand des Teilhens (sie sind

vollständig und linear unabhängig). Nutzen wir diese Basis, um den gedrehten

Zustand damit darzustellen (wir shieben also die Identität

b

1 der Drehimpuls-

basiszustände ein):

e

�i

�

~

^

J

�

j j; m i =

X

j

0

+j

X

m

0

=�j

j j

0

; m

0

ih j

0

; m

0

j e

�i

�

~

^

J

�

j j; m i

Durh eine Rotation ist es niht möglih die Quantenzahl j zu ändern, die

Koe�zienten der Basistransformation mit j 6=j

0

sind also null. Betrahten wir

nur noh die relevanten Basiszustände:

=

+j

X

m

0

=�j

j j; m

0

ih j; m

0

j e

�i

�

~

^

J

�

j j; m i

Da alle Drehimpulszustände Eigenfunktionen zum Rotationsoperator sind, kön-

nen wir, wie oben geshehen, die Eigenwerte einsetzen:

=

+j

X

m

0

=�j

j j; m

0

ih j; m

0

j e

�i�m

j j; m i

Die Entwiklungskoe�zienten dieser Basistransformation bilden eine Matrix,

man nennt sie entsprehend Matrixelemente oder Übergangsmatrixelemente.

Für diese spezielle Basistransformation der Drehung erhalten sie einen eigenen

Namen:

12

De�nition (Wigner-d-Funktion). Die Entwiklungskoe�zienten der Basis-

transformation, die einen Basiszustand j j; m i in den um eine Ahse gedrehten

Zustand j j; m

0

i überführen, sind Funktionen des Drehwinkels �:

d

j

m

0

m

(�) := h j; m

0

j e

�im�

j j; m i Wigner-d-Funktionen

12

[Sakurai-1, Seite 192�195℄ ist eines der Büher, die auf die Wigner-Funktionen eingehen.
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Dieses Ergebnis lässt sih auf eine beliebige Rotation der Basiszustände erwei-

tern, indem der allgemeine Rotationsoperator eingesetzt wird:

^

R(�; �; ) j j; m i =

j

X

m

0

=�j

j j; m

0

ih j; m

0

j e

�i



~

^

J

z

e

�i

�

~

^

J

y

e

�i

�

~

^

J

z

j j; m i

Auh die hier auftretenden Koe�zienten erhalten einen Namen:

De�nition (Wigner-D-Funktion). Die Entwiklungskoe�zienten einer all-

gemeinen Drehtransformation sind Funktionen der Euler'shen Winkel:

D

j

m

0

m

(�; �; ) := h j; m

0

j e

�i



~

^

J

z

e

�i

�

~

^

J

y

e

�i

�

~

^

J

z

j j; m i

Wigner-D-Funktionen

Die Wigner-D-Funktionen lassen sih mit Hilfe der d-Funktionen darstellen:

D

j

m

0

m

(�; �; ) = e

im

0

d

j

m

0

m

(�) e

�i�m

= e

i(m

0

��m)

d

j

m

0

m

(�)

Drehung und Spin

Wir möhten nun das Gelernte anwenden, und betrahten dazu die Drehung von

Spinzuständen. Wir betrahten also Zustände mit j =

1

2

, wobei der Drehwinkel

' eine Rotation um die y-Ahse darstellen soll. Der Drehoperator

^

R

y

(') hat,

mit dem in Abshnitt 4.1.2 eingeführten Spinoperator

^

S

y

, die Form e

�i

'

~

^

S

y

.

Entwikeln wir

^

R

y

('):

^

R

y

(') = e

�i

'

~

^

S

y

nah Taylor, ausgedrükt mit der Pauli-Spinmatrix:

= e

�i

'

2

�

y

=

1

X

n=0

1

n!

�

�i

'

2

�

y

�

n

Die Terme enthalten jeweils Potenzen von �

y

. Das Quadrat einer Pauli-Matrix

ergibt aber die Einheitsmatrix; für gerade Potenzen n können wir also die Ein-

heitsmatrix aus der Klammer herausziehen, für ungerade Potenzen erhalten wir

die einfahe Spinmatrix wieder. Dazu teilen wir die Reihe in eine gerade und

eine ungerade Teilreihe auf:

=

X

n gerade

1

2

1

n!

�

�i

'

2

�

n

+

X

n ungerade

�

y

1

n!

�

�i

'

2

�

n

Die Matrizen 1

2

und �

y

hängen niht von n ab, so dass man sie vor die Summen

ziehen kann:

= 1

2

X

n gerade

1

n!

�

�i

'

2

�

n

+ �

y

X

n ungerade

1

n!

�

�i

'

2

�

n
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Die gerade Reihe entspriht dabei dem Kosinus, während die ungerade die Tay-

lorentwiklung des Sinus ist:

= 1

2

os

'

2

+ i�

y

sin�

'

2

�Ziehen� wir noh das Vorzeihen aus der Sinus-Funktion heraus:

= 1

2

os

'

2

� i�

y

sin

'

2

=

�

1 0

0 1

�

os

'

2

� i

�

0 �i

i 0

�

sin

'

2

=

�

1 0

0 1

�

os

'

2

�

�

0 1

�1 0

�

sin

'

2

=

�

os

'

2

0

0 os

'

2

�

�

�

0 sin

'

2

� sin

'

2

0

�

=

�

os

'

2

� sin

'

2

sin

'

2

os

'

2

�

Diese Matrix ist der Rotationsoperator für eine Drehung eines Spinzustands um

die y-Ahse mit Drehwinkel '.

Wenden wir dieses Ergebnis an: Sei j� i = j

1

2

; +

1

2

i ein Spin-Up-Zustand. Dre-

hen wir ihn um die y-Ahse:

j�

0

i =

^

R

y

(') j� i

=

�

os

'

2

� sin

'

2

sin

'

2

os

'

2

��

1

0

�

=

�

os

'

2

sin

'

2

�

Mit diesem Formalismus können wir also Spinzustände drehen.

Versuhen wir das Ergebnis mit den Wigner-d-Funktionen darzustellen. Es ist

in unserem Beispiel:

j�

0

i =

^

R

y

(') j� i

=

^

R

y

(') j

1

2

; +

1

2

i

=

1

2

X

m

s

=�

1

2

j

1

2

; m

s

ih

1

2

; m

s

j

^

R

y

(') j

1

2

; +

1

2

i

=

1

2

X

m

s

=�

1

2

j

1

2

; m

s

i d

1

2

m

s

+

1

2

Im Vergleih können wir Wigner-d-Funktionen extrahieren:

13

d

1

2

+

1

2

+

1

2

(') = os

'

2

d

1

2

�

1

2

+

1

2

(') = sin

'

2

Die beiden anderen Matrixelemente sind die Koe�zienten für den gedrehten

Spin-Down-Zustand:

d

1

2

+

1

2

�

1

2

(') = � sin

'

2

d

1

2

�

1

2

�

1

2

(') = os

'

2

13

Beahte die Indizierungsreihenfolge: d

s

m

�nal

m

initial

.
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Die d-Funktionen kann man auh als Matrix shreiben:

d

1

2

(') =

�

os

'

2

� sin

'

2

sin

'

2

os

'

2

�

Da diese �d-Matrix� eine Basistransformation darstellt, gilt, dass die Spalten-

vektoren die alten Basisvektoren in der neuen Basisdarstellung beinhalten. Der

vordere Spaltenvektor ist also Spin-Up in der gedrehten Basis, der zweite stellt

den Spin-Down-Zustand in der gedrehten Basis dar.
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4.3 Experimente mit dem Stern-Gerlah-Magnet

Das Stern-Gerlah-Experiment ist eine Nahweismethode für ein Zweizustände-

system.

14

Abbildung 4.12: Versuhsaufbau

4.3.1 Einmalige Versuhsdurhführung und Operator

^

O

App

Die einlaufende Welle wird durh

15

j'

in

i = A

�

1

0

�

+B

�

0

1

�

=

�

A

B

�

beshrieben. Die auslaufende Welle durh

j'

out

i =

^

O

App

j'

in

i

=

^

O

App

�

A

�

1

0

�

+B

�

0

1

��

=

�

A

0

�

:

Dabei beshreibt der Operator

^

O

App

die Funktion der Apparatur. Der Stern-

Gerlah-Magnet wirkt als Filter in z-Rihtung

^

F

z+

, der nur die +

1

2

-Teilhen

16

durhläÿt. '

out

stellt einen polarisierten Strahl dar, der nur noh eine Amplitude

für Spin-Up-Teilhen hat. Jedes experimentelle Setup wird durh die Angabe

eines '

out

für ein '

in

beshrieben. Dies führt uns zum Operator

^

O

App

:

De�nition. Wir de�nieren den Apparaturoperator

^

O

App

durh:

^

O

App

j'

in

i = j'

out

i:

Von dieser De�nition aus berehnen wir nun die Form des Filteroperators

^

F

z+

,

der die (z+)-Komponente des Atomstrahls durhläÿt und die (z�)-Komponente

heraus�ltert:

^

O

App

j'

in

i = j'

out

i

^

O

App

= j'

out

ih'

in

j

^

F

z+

= j'

out

ih'

in

j

14

Vergleihe unbedingt mit [Sakurai-1, S. 2-6℄ und ausführlih [Cohen-1, S. 365-384�.℄.

15

�

1

0

�

und

�

0

1

�

sind die Basisvektoren unseres Systems.

16

+

1

2

-Teilhen werden durh die Wellenfunktion j+ i = j s =

1

2

;m

s

= +

1

2

i =

�

1

0

�

be-

shrieben; dementsprehend �

1

2

-Teilhen durh j � i = j s =

1

2

;m

s

= �

1

2

i =

�

0

1

�

.
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Als Summe über das Produkt der Komponenten geshrieben:

^

F

z+

=

2

X

i=1

j'

out i

ih'

in i

j

= A

out

�

1

0

�

A

in

(1 0) +B

out

�

0

1

�

B

in

(0 1):

Die Werte für die A's und B's eingesetzt ergibt:

= 1

�

1

0

�

1 (1 0) + 0

�

0

1

�

1 (0 1)

=

�

1

0

�

(1 0)

=

�

1 0

0 0

�

:

Betrahten wir nun den Filteroperator für die (z�)-Komponente

^

F

z�

:

Abbildung 4.13: Filter

^

F

z�

Mit A

out

= 0 und B

out

= 1 ergibt sih:

^

F

z�

=

�

0

1

�

(0 1)

=

�

0 0

0 1

�

:

Damit haben wir die Filteroperatoren

^

F

z+

und

^

F

z�

bestimmt. Eine interessante

Fragestellung ist, zu untersuhen, wie Ergebnisse ausfallen, wenn man mehrere

Stern-Gerlah-Magneten hintereinander shaltet.

4.3.2 Sequenzielle Versuhsdurhführung

Zwei Filter hintereinandergeshaltet

Der Filter

^

F

z+

:

Behauptung.

^

F

z+

ist ein Projektionsoperator. Das heiÿt, es gilt

^

F

2

z+

=

^

F

z+

:

Beweis.

1. Experiment:

Die Hintereinanderausführung des (z+)-Filters hat wieder zur Folge, daÿ

nur die (z+)-Komponente durhgelassen wird.
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Abbildung 4.14: Filter

^

F

z+

^

F

z+

naheinander

2. Theorie:

Benutzen wir die bisher kennengelernte mathematishe Methode:

^

F

z+

^

F

z+

j'

in

i =

^

F

z+

j'

0

i

= j'

out

i

oder in Matrixshreibweise:

�

1 0

0 0

�

2

�

A

B

�

=

�

1 0

0 0

��

A

0

�

=

�

A

0

�

:

Die experimentelle Vermutung wird bestätigt. Nur die (z+)-Komponente

wird durhgelassen.

Der Filter

^

F

z�

: Betrahten wir nun die Hintereinanderausführung von

^

F

z+

und dann

^

F

z�

:

^

F

z�

^

F

z+

=

�

0 0

0 1

��

1 0

0 0

�

=

�

0 0

0 0

�

:

Abbildung 4.15: Filter

^

F

z+

^

F

z�

naheinander

Es wird nihts durhgelassen.

Der Filter

^

F

x�

: Der zweite Filter soll nun die x-Komponente selektieren

17

.

Abbildung 4.16: Filter

^

F

z+

^

F

x�

naheinander

Der Operator

^

F

x+

läÿt sih folgendermaÿen konstruieren:

^

F

x+

= jx+ ihx+ j

=

^

R j z+ i

�

^

R j z+ i

�

y

=

^

R j z+ ih z+ j

^

R

y

17

Das heiÿt, das inhomogene Magnetfeld zeigt senkreht zur Bewegungsrihtung in x-

Rihtung.
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Da

^

R unitär ist, gilt

^

R

y

=

^

R

�1

.

^

F

x+

=

^

R j z+ ih z+ j

^

R

�1

=

^

R

^

F

z+

^

R

�1

:

Die Drehung wird durh

^

R

^

F

z+

^

R

�1

generiert, wobei

^

F

z+

der ungedrehte Filter-

operator ist. Man kann nun mit Hilfe der bekannten Operatoren

^

F

z+

und

^

F

z�

die (x+), bzw. (x�)-Komponente selektieren.

Drei Filter hintereinandergeshaltet

Nun betrahten wir, was geshieht, wenn man einen weiteren Filter

^

F

z�

in z-

Rihtung dahintershaltet.

Abbildung 4.17: Filter

^

F

z+

^

F

x+

^

F

z�

naheinander

1. Anshaulih erwartet man, daÿ man an beiden Zweigen des Strahles (m

s

x+

,

m

s

x�

) des zweiten Filters nur m

s

z

= +

1

2

messen kann, da vom ersten Fil-

ter die m

s

z�

-Komponente entfernt wurde.

2. Berehnen wir das erwartete Ergebnis mit der Operatoren-Methode:

Zuerst den zweiten Filter

^

F

x+

:

^

F

x+

= jm

s

x

=

1

2

ihm

s

x

=

1

2

j

=

^

R (90

Æ

)

^

F

z+

^

R

�1

(90

Æ

):

Wir benötigen nun die folgende Nebenrehnung:

Transformation der z-Komponente in die x-Komponente durh Drehung

um die y-Ahse um 90

Æ

:

^

R (�) j z+ i = e

�

i

~

�S

y

j z+ i

=

 

os

�

2

� sin

�

2

sin

�

2

os

�

2

! 

1

0

!

=

 

os

�

2

sin

�

2

!

:

Mit � =

�

2

ergibt sih

^

R (90

Æ

) j z+ i =

 

1

p

2

1

p

2

!

:

Ende der Nebenrehnung.

^

F

x+

=

 

1

p

2

1

p

2

!

�

1

p

2

1

p

2

�

=

1

p

2

1

p

2

�

1

1

�

�

1 1

�

=

1

2

�

1 1

1 1

�

:
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Und nun die gesamte Hintereinanderausführung:

1

2

�

1 1

1 1

��

1 0

0 0

��

A

B

�

=

1

2

�

1 1

1 1

��

A

0

�

=

1

2

�

A

A

�

:

Der Strahl bleibt niht polarisiert. Man erhält als Messergebnis ein Amplitude

von

1

2

A für m

s

z

=

1

2

und

1

2

A für m

s

z

= �

1

2

.

^

S

x

und

^

S

z

vertaushen niht. Das

Ergebnis des ersten Experimentes wird durh das zweite Experiment zerstört.
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4.4 Kopplung von zwei Drehimpulsen

4.4.1 Einleitung

Zuerst betrahten wir zwei Beispiele für Drehungen von Zuständen mit zwei

Drehimpulsen.

Beispiel. Elektron im Wassersto�atom:

Zustände bestehend aus Bahn- und Spinanteil kann man wie folgt shreiben:

jn; l;m

l

i

| {z }

Bahn

j s;m

s

i

| {z }

Spin

;

wobei s =

1

2

ist. Die Drehungen werden durh folgenden Operator generiert:

^

R = e

�

i

~

�

^

L

y

e

�

i

~

�

^

S

y

= e

�

i

~

�(

^

L

y

+

^

S

y

)

= e

�

i

~

�

^

J

y

:

Dabei ist

^

L

y

der Operator der y-Komponente des Bahndrehimpulses. In der Ex-

ponentialfunktion übernimmt

^

L

y

die Aufgabe des Generators der Drehung um

die y-Ahse.

Wir gewinnen durh unsere Rehnung einen für Bahn- und Spinanteil gemein-

samen Operator der Drehung.

Beispiel. Zwei Teilhen ohne Spin:

In diesem Fall hat man zwei Zustände

^

R ( jn

1

; l

1

;m

1

i jn

2

; l

2

;m

2

i) :

Den Generator der Drehung können wir wieder zusammenfassen:

^

R =

^

R

1

^

R

2

= e

�

i

~

�

^

L

y

1

e

�

i

~

�

^

L

y

2

= e

�

i

~

�(

^

L

y

1

+

^

L

y

2

)

= e

�

i

~

�

^

L

y

:

4.4.2 Drehimpulskopplung

Gekoppelter Drehimpuls

Wir möhten einen Zustand jn; l;m

l

i j s;m

s

i = j l;m

l

; s;m

s

i drehen. Der Ro-

tationsoperator für eine gemeinsame Drehung auf diesen Zustand angewandt

lautet:

^

R j l;m

l

; s;m

s

i = e

�

i

~

�

^

L

y

e

�

i

~

�

^

S

y

j l;m

l

; s;m

s

i:
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Den Drehwinkel � können wir ausklammern, da er für

^

~

S und

^

~

L gleih ist und

bekommen einen einzigen statt zwei Operatoren:

= e

�

i

~

�(

^

L

y

+

^

S

y

)

j l;m

l

; s;m

s

i

= e

�

i

~

�

^

J

y

j l;m

l

; s;m

s

i:

Wir haben nun einen Operator, der Bahn- und Spindrehimpuls gleihzeitig um

� dreht und haben damit die beiden Anteile zusammengefaÿt. Dies nehmen wir

zum Anlaÿ für folgende De�nition:

De�nition. Wir de�nieren den gekoppelten Drehimpuls für ein Teilhen mit

zwei Drehimpulsen:

18

^

~

J :=

^

~

L+

^

~

S;

beziehungsweise den gekoppelten Drehimpuls zweier Teilhen mit je einem Dreh-

impuls:

^

~

J :=

^

~

L

1

+

^

~

L

2

:

Damit gilt auh für die einzelnen Komponenten:

^

J

x

=

^

L

x

+

^

S

x

^

J

y

=

^

L

y

+

^

S

y

^

J

z

=

^

L

z

+

^

S

z

:

Eigenshaften des gekoppelten Drehimpulses

1. Behauptung. Die Operatoren

^

J

x

,

^

J

y

und

^

J

z

sind Drehimpulsoperatoren,

d.h. es gilt [

^

J

x

;

^

J

y

℄

�

= i~

^

J

z

.

Beweis.

[

^

J

x

;

^

J

y

℄

�

= [

^

L

x

+

^

S

x

;

^

L

y

+

^

S

y

℄

�

= [

^

L

x

;

^

L

y

℄

�

+ [

^

S

x

;

^

L

y

℄

�

+ [

^

L

x

;

^

S

y

℄

�

+ [

^

S

x

;

^

S

y

℄

�

Da die Operatoren in den gemishten Termen auf vershiedene Räume

wirken, vershwinden diese Kommutatoren.

= i~

^

L

z

+ 0 + 0 + i~

^

S

z

= i~

^

J

z

Diese Beziehung gilt auh für zyklishe Vertaushungen.

18

Vergleihe mit [Flieÿbah, S. 296-304℄.
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2. Behauptung. Die Operatoren

19

^

L

2

,

^

S

2

,

^

J

2

und

^

J

z

besitzen ein gemeinsa-

mes Eigenfunktionssytem, das heiÿt ihre Kommutatoren vershwinden.

20

Beweis.

[

^

L

2

;

^

S

2

℄

�

= 0;

da die Operatoren auf vershiedene Räume wirken. Wie bereits gezeigt:

[

^

J

2

;

^

J

z

℄

�

= 0:

Bleibt noh zu zeigen:

[

^

L

2

;

^

J

2

℄

�

= [

^

L

2

; (

^

L+

^

S)

2

℄

�

= [

^

L

2

;

^

L

2

+

^

S

2

+ 2

^

~

L �

^

~

S ℄

�

= [

^

L

2

;

^

L

2

℄

�

| {z }

=0

+ [

^

L

2

;

^

S

2

℄

�

| {z }

=0

+2[

^

L

2

;

^

~

L �

^

~

S ℄

�

mit [A;BC ℄

�

= [A;B ℄

�

C �B[A;C ℄

�

= 2[

^

L

2

;

^

~

L ℄

�

^

~

S � 2

^

~

L [

^

L

2

;

^

~

S ℄

�

| {z }

=0

= 2

�

[

^

L

2

;

^

L

x

℄

�

^

S

x

+ [

^

L

2

;

^

L

y

℄

�

^

S

y

+ [

^

L

2

;

^

L

z

℄

�

^

S

z

�

= 0:

Analog:

[

^

S

2

;

^

J

2

℄

�

= 0:

Desweiteren gilt:

[

^

L

2

;

^

J

z

℄

�

= [

^

L

2

;

^

L

z

℄

�

| {z }

=0

+ [

^

L

2

;

^

S

z

℄

�

| {z }

=0

= 0:

Analog:

[

^

S

2

;

^

J

z

℄

�

= 0:

3. Behauptung. Allerdings vertaushen

^

J

2

und

^

S

z

, bzw.

^

J

2

und

^

L

z

, niht.

19

Man beahte, daÿ

^

L

2

und

^

S

2

das Quadrat eines Vektors darstellen.

20

Für

^

~

J =

^

~

L

1

+

^

~

L

2

(Kopplung zweier Drehimpulse) muÿ

^

L

2

1

;

^

L

2

2

;

^

J

2

;

^

J

z

gewählt werden.
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Beweis.

[

^

J

2

;

^

S

z

℄

�

= [

^

L

2

;

^

S

z

℄

�

| {z }

=0

+ [

^

S

2

;

^

S

z

℄

�

| {z }

=0

+2[

^

~

L �

^

~

S;

^

S

z

℄

�

= 2

^

~

L[

^

~

S;

^

S

z

℄

�

+ 2 [

^

~

L;

^

S

z

℄

�

| {z }

=0

^

~

S

= 2

^

L

x

[

^

S

x

;

^

S

z

℄

�

+ 2

^

L

y

[

^

S

y

;

^

S

z

℄

�

+ 2

^

L

z

[

^

S

z

;

^

S

z

℄

�

| {z }

=0

= 2

^

L

x

(�i~

^

S

y

) + 2

^

L

y

(i~

^

S

x

)

6= 0

Analog:

[

^

J

2

;

^

L

z

℄

�

6= 0

Gekoppelte Zustände

Ausgehend von zwei kommutierenden Drehimpulsoperatoren

^

~

L und

^

~

S mit den

Eigenzuständen

j l;m

l

; s;m

s

i

suhen wir die gekoppelten Eigenzustände

j l; s; j;m i

zu

^

L

2

,

^

S

2

,

^

J

2

und

^

J

z

. Die neuen zum Gesamtdrehimpuls gehörenden Eigenzu-

stände sind durh folgende Eigenwertgleihungen gegeben:

^

L

2

j l; s; j;m i = l(l + 1)~

2

j l; s; j;m i

^

S

2

j l; s; j;m i = s(s + 1)~

2

j l; s; j;m i

^

J

2

j l; s; j;m i = j(j + 1)~

2

j l; s; j;m i

^

J

z

j l; s; j;m i = m~ j l; s; j;m i

Es gibt also zwei Basissysteme für einen Zustand mit zwei Drehimpulsen:

Die ungekoppelte Basis

j l;m

l

; s;m

s

i mit den Operatoren

^

L

2

;

^

L

z

;

^

S

2

;

^

S

z

und die gekoppelte Basis

j l; s; j;m i mit den Operatoren

^

L

2

;

^

S

2

;

^

J

2

;

^

J

z

:
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Clebsh-Gordon-Koe�zienten

Gibt es zwei Basissyteme, in denen die Zustände dargestellt werden können,

dann muÿ es auh eine Transformation zwishen den Basen geben:

Wir erarbeiten nun diese Transformation zwishen den Basissystemen.

21

Behauptung. Es existiert eine lineare Transformation von j l;m

l

; s;m

s

i nah

j l; s; j;m i und umgekehrt.

Wir entwikeln die neuen Zustände nah den alten Eigenzuständen:

22

j l; s; j;m i

| {z }

gekoppelter Zustand

=

+l

X

m

l

=�l

+s

X

m

s

=�s

j l;m

l

; s;m

s

i h l;m

l

; s;m

s

j l; s; j;m i

| {z }

Clebsh-Gordon-Koe�zient

:

Aus

^

J

z

j l; s;m

l

;m

s

i =

^

L

z

j l; s;m

l

;m

s

i+

^

S

z

j l; s;m

l

;m

s

i

= ~(m

l

+m

s

) j l; s;m

l

;m

s

i

sehen wir, daÿ die Basiszustände Eigenzustände von

^

J

z

zum Eigenwertm

l

+m

s

sind. Daher ergibt sih der Eigenwert von

^

J

z

zu:

m =m

l

+m

s

:

Für die Rüktransformation ergibt sih:

j l; s;m

l

;m

s

i

| {z }

ungekoppelter Zustand

=

l+s

X

j=jl�sj

+j

X

m=�j

j l; s; j;m i h l; s; j;m j l; s;m

l

;m

s

i

| {z }

Clebsh-Gordon-Koe�zient

:

j kann niht gröÿer als die Summe der beiden Längen, aber auh niht kleiner

als die Di�erenz der beiden Längen sein. Daher ergibt sih

jl � sj � j � jl + sj ;

wobei j vom Typ

23

(l � s) also halb- oder ganzzahlig ist.

Abbildung 4.18: Drehimpulsvektoraddition

Bra und Ket vertaushen ist dasselbe, wie komplex konjugieren:

h l; s; j;m j l; s;m

l

;m

s

i = h l; s;m

l

;m

s

j l; s; j;m i

�

:

Die Umkehrtransformation erhält man durh

^

U

�1

.

24

Die Clebsh-Gordon-Koef-

�zienten sind aber reell, daher spielt die Konjugation keine Rolle. Die Clebsh-

Gordon-Koe�zienten sind für die Hin- und Rüktransformation gleih.

21

Vergleihe mit [Cohen-2, S. 197-227, besonders S. 211f.℄.

22

Dies ist möglih, da beide Systeme ein vollständiges Orthonormalsystem darstellen.

23

Oder vom Typ (l + s), was auf dasselbe herausläuft.

24

Für unitäre Transformationen gilt: U

�1

= (U

�

)

t

= U

y

.
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4.4.3 Zur Berehnung der Clebsh-Gordon-Koe�zienten

Beispiel. Betrahten wir ein System mit den Quantenzahlen

l = 1 s =

1

2

;

was zum Beispiel ein Elektron im Wassersto�atom sein könnte. In der ungekop-

pelten Basis wird dieser Zustand durh jm

l

;m

s

i harakterisiert; in der gekop-

pelten Basis durh j j;m i.

25

ungekoppelte Basis: jm

l

;m

s

i gekoppelte Basis: j j;m i

j 1;

1

2

i j

3

2

;

3

2

i

j 1;�

1

2

i j

1

2

;

1

2

i

j 0;

1

2

i j

3

2

;

1

2

i

j 0;�

1

2

i j

3

2

;�

1

2

i

j � 1;

1

2

i j

1

2

;�

1

2

i

j � 1;�

1

2

i j

3

2

;�

3

2

i

Tabelle 4.2: Möglihe Zustände in gekoppelter und ungekoppelter Basis

In der ungekoppelten Basis gibt es sehs Zustände:

(2l + 1)(2s + 1) = 6:

In der gekoppelten Basis berehnet sih die Anzahl der Zustände folgenderma-

ÿen: 2j + 1 ergibt die Anzahl der Zustände, also zu j =

3

2

gibt es 2

3

2

+ 1 = 4

Zustände und zu j =

1

2

gehören zwei Zustände: 2

1

2

+1 = 2. Insgesamt also auh

sehs Zustände.

Konstruktion der Clebsh-Gordon-Koe�zienten

� Für m

l

= 1, m

s

=

1

2

besteht die Summe

j l; s; j;m i =

+l

X

m

l

=�l

+s

X

m

s

=�s

j l;m

l

; s;m

s

ih l;m

l

; s;m

s

j l; s; j;m i

nur aus einem Term

26

, und da beide Zustände normiert sind, muÿ der

Clebsh-Gordon-Koe�zient = 1 sein:

hm

l

= 1;m

s

=

1

2

j j =

3

2

;m =

3

2

i = 1:

� Um die weiteren Zustände von der einen Basis in die andere zu transfor-

mieren müssen wir die �Mishungskoe�zienten� bestimmen. Man spriht

daher auh von gemishten Zuständen

27

:

j j =

3

2

;m =

1

2

i = A jm

l

= 1;m

s

= �

1

2

i +B jm

l

= 0;m

s

=

1

2

i:

25

l und s werden in den Zuständen niht explizit genannt, da sie im Beispiel gleih bleiben.

26

j kann theoretish die Werte

1

2

und

3

2

annehmen (jl � sj � j � jl + sj). Allerdings kann

der Zustand j j =

1

2

;m =

3

2

i niht angenommen werden, da jmj � j sein muÿ.

27

Die Zustände werden auf die neue Basis projeziert und haben dadurh Anteile der ver-

shiedenen Basisvektoren. Ein Basisvektor der einen Basis wird in der anderen Basis durh

eine Linearkombination mehrerer (hier zweier) Basisvektoren dargestellt.
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Um

A = hm

l

= 1;m

s

= �

1

2

j j =

3

2

;m =

1

2

i

und

B = hm

l

= 0;m

s

=

1

2

j j =

3

2

;m =

1

2

i

zu bestimmen benötigen wir noh diese Nebenrehnung:

^

J

�

=

^

J

x

� i

^

J

y

=

^

L

x

+

^

S

x

� i(

^

L

y

+

^

S

y

)

=

^

L

x

� i

^

L

y

+

^

S

x

� i

^

S

y

=

^

L

�

+

^

S

�

Ende der Nebenrehnung.

Mittels des Absteigeoperators können wir den Zustand

28

j j =

3

2

;m =

1

2

i

aus dem höheren Zustand bestimmen.

29

j j =

3

2

;m =

1

2

i =

1

~

p

(j +m)(j �m+ 1)

^

J

�

j j =

3

2

;m =

3

2

i

=

1

~

q

(

3

2

+

3

2

)(

3

2

�

3

2

+ 1)

^

J

�

j j =

3

2

;m =

3

2

i

=

1

~

p

3 � 1

^

J

�

j j =

3

2

;m =

3

2

i

Von diesem höheren Zustand wissen wir, wie er in der ungekoppelten Basis

aussieht: j j =

3

2

; s =

3

2

i = jm

l

= 1;m

s

=

1

2

i. Wenn wir

^

J

�

auf

^

L

�

und

^

S

�

umrehnen, wie in der Nebenrehnung bereits geshehen, können wir

dies auf den Zustand problemlos anwenden:

=

1

~

p

3

(

^

L

�

+

^

S

�

) jm

l

= 1;m

s

=

1

2

i

=

1

~

p

3

~

p

(l +m

l

)(l �m

l

+ 1) jm

l

= 0;m

s

=

1

2

i

+

1

~

p

3

~

p

(s +m

s

)(s �m

s

+ 1) jm

l

= 1;m

s

= �

1

2

i

Beahte Fuÿnote 29:

=

1

~

p

3

~

q

(1 +

1

2

)(1 �

1

2

+ 1) jm

l

= 0;m

s

=

1

2

i

+

1

~

p

3

~

q

(

1

2

+

1

2

)(

1

2

�

1

2

+ 1) jm

l

= 1;m

s

= �

1

2

i

=

1

~

p

3

�

~

p

2 jm

l

= 0;m

s

=

1

2

i + ~

p

1 jm

l

= 1;m

s

= �

1

2

i

�

=

r

2

3

jm

l

= 0;m

s

=

1

2

i +

r

1

3

jm

l

= 1;m

s

= �

1

2

i

28

^

J

�

verändert j niht, reduziert nur m.

29

Die Quantenzahlen im Normierungsfaktor des Absteigeoperators beziehen sih auf den

höheren Zustand.
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Damit haben wir die Mishungskoe�zienten A =

q

2

3

und B =

q

1

3

be-

stimmt. Der Zustand j j =

3

2

;m =

1

2

i wird durh die Zustände jm

l

=

0;m

s

=

1

2

i und jm

l

= 1;m

s

= �

1

2

i gebildet.

� Nun betrahten wir den Zustand

j j =

1

2

;m =

1

2

i =

~

A jm

l

= 1;m

s

= �

1

2

i +

~

B jm

l

= 0;m

s

=

1

2

i:

Hier können wir

^

J

�

niht anwenden, da es keinen j j =

1

2

;m =

3

2

i Zustand

gibt. Aber wir können Folgendes berehnen. Mit der Normierung

h j;m j j;m i = 1

also

~

A

2

+

~

B

2

= 1

und

h j =

3

2

;m =

1

2

j j =

1

2

;m =

1

2

i = 0

wegen der Orthogonalität folgt:

A

~

A +B

~

B = 0

Wir haben zwei Gleihungen aus denen

~

A =

r

1

3

;

~

B = �

r

2

3

folgt. Mit

~

A =

q

1

3

und

~

B = �

q

2

3

ergäben auh

~

A = �

q

1

3

und

~

B =

q

2

3

einen korrekten Zustand. Hier gibt es eine sogenannte Phasenkonventi-

on, nah der entshieden wird, welher Zustand dieser Phasenambiguität

gewählt werden muÿ.

� Im nähsten Fall gilt das im ersten Fall Gesagte:

hm

l

= �1;m

s

=

1

2

j j =

3

2

;m = �

3

2

i = 1:

Vorgehensweise. Man startet von bekannten Zuständen, deren Normierung

shon die Lösung liefert und arbeitet mit der Orthogonalisierung weiter, wobei

es mit gröÿeren j immer komplizierter wird.
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4.5 Beispiele für Drehimpulskopplung

4.5.1 Spin-Bahn-Wehselwirkung in der Atomphysik

Abbildung 4.19: Elektron und Proton kreisen umeinander

Physikalisher Zugang. Die potentielle Energie des magnetishen Momen-

tes des Elektronendrehimpulses im Magnetfeld lautet:

^

V

magn

= �

^

~� �

^

~

B = C(r)

^

~

S �

^

~

L

Der Erwartungswert h

^

V

magn

i ändert sih, wenn

^

~

L durh

^

R

~

L

gedreht wird. Der

Erwartungswert h

^

V

magn

i ändert sih jedoh niht, wenn

^

~

L +

^

~

S durh

^

R

~

L+

~

S

gedreht wird. Dies bedeutet für die Kommutatoren:

[

^

V

magn

;

^

R

~

L

℄

�

6= 0

und

[

^

V

magn

;

^

L ℄

�

6= 0

aber

[

^

V

magn

;

^

R

~

J

℄

�

= 0

und

[

^

V

magn

;

^

J ℄

�

= 0:

Diese Folgerungen für die Kommutatoren ergaben sih allein aus der Symmetrie

von

^

V

magn

.

Mathematisher Zugang. Der Hamilton-Operator für ein Elektron imAtom

lautet:

^

H =

p̂

2

r

2m

e

+

^

L

2

2m

e

r̂

2

�

q

2

r̂

+ C(r)

^

~

L �

^

~

S:

In dem Operator haben wir nun die potentielle Energie des Elektronendrehim-

pulses im Magnetfeld berüksihtigt.

Behauptung. Der aus den Operatoren

^

L

2

,

^

S

2

,

^

J

2

und

^

~

J

z

folgende Zustand

j l; s; j;m i ist eine Eigenfunktion zu

^

L

2

und

^

~

S �

^

~

L.

Beweis.

1. l steht ja explizit in der �Liste�, dann ist j l; s; j;m i Eigenfunktion zu

^

L

2

mit Eigenwert ~

2

l(l + 1).
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2. Es ist:

^

J

2

:= (

^

~

L+

^

~

S)

2

=

^

L

2

+

^

S

2

+ 2

^

~

L �

^

~

S:

Umgeformt:

^

~

L �

^

~

S =

1

2

(

^

J

2

�

^

L

2

�

^

S

2

):

Für dies gilt wieder obiges: j, l, s stehen in der �Liste� und damit

^

~

L �

^

~

S j l; s; j;m i =

1

2

(

^

J

2

�

^

L

2

�

^

S

2

) j l; s; j;m i

=

1

2

~

2

(j(j + 1) � l(l + 1) � s(s + 1)) j l; s; j;m i

=

1

2

~

2

�

j(j + 1)� l(l + 1)�

1

2

3

2

�

j l; s; j;m i

Wir mahen den Ansatz zur Lösung der radialen Shrödinger-Gleihung:

 =

u(r)

r

j l; s; j;m i

=

u(r)

r

X

m

l

;m

s

hm

l

;m

s

j l; s; j;m iY

lm

l

(#;') jm

s

i

Der Eigenwertgleihung

^

H j i = E j i entspriht die radiale Shrödinger-

Gleihung:

�

�

~

2

2m

e

d

2

dr

2

+

~

2

l(l + 1)

2m

e

r

2

�

q

2

r

+ C(r)

�

1

2

~

2

�

j(j + 1)� l(l + 1) �

1

2

3

2

��

�

u(r)

= E

lj

u(r)

Die Feinstruktur hat ihre Ursahe in der

^

~

L �

^

~

S-Kopplung.

Abbildung 4.20: Wassersto�spektrum mit Feinstruktur

Mit [

^

~

J;

^

V

magn

℄

�

= 0 und [

^

~

L;

^

V

magn

℄

�

6= 0 ist entsprehend [

^

H;

^

~

J ℄

�

= 0 und

[

^

H;

^

~

L ℄

�

6= 0. Es gibt also ein gemeinsames gekoppeltes Eigenfunktionssystem

zu

^

~

J und

^

H , niht aber zu

^

~

L und

^

H.

4.5.2 Wehselwirkung zwishen zwei Nukleonen p und n

Die Wehselwirkung zwishen zwei Nukleonen p und n hängt von der Spinein-

stellung ab:

Der Spin des Neutrons kann parallel oder antiparallel zum Spin des Protons

stehen:

^

V

NN

= A(r) +

~

B(r)

^

~

S

1

^

~

S

2

= A(r) +B(r)~�

1

~�

2

;
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wobei

^

~

S

1

den Spin des Protons darstellt und

^

~

S

2

den des Neutrons und

B =

~

B

1

4

~

2

^

~

S

i

=

1

2

~~�

i

ist.

^

V

NN

ändert sih niht, wenn

^

~

S

1

und

^

~

S

2

gemeinsam gedreht werden:

[

^

V

NN

;

^

~

S ℄

�

= 0, mit dem Gesamtspin

^

~

S =

^

~

S

1

+

^

~

S

2

.

Abbildung 4.21: Spin�ip

Wir mahen den Ansatz:

 =

u

p

(r)

r

u

n

(r)

r

j s

1

; s

2

; s;m i

=

u

p

(r)

r

u

n

(r)

r

j

1

2

;

1

2

; s;m i

mit

^

~

S =

^

~

S

1

+

^

~

S

2

.

Für parallelen Spin gibt es diese Werte: s = 1, m = �1; 0; 1;

für antiparallelen Spin: s = 0, m = 0.

^

~

S

1

�

^

~

S

2

=

1

2

(

^

S

2

�

^

S

2

1

�

^

S

2

2

)

^

~

S

1

�

^

~

S

2

j s

1

; s

2

; s;m i =

1

2

~

2

(s(s + 1)�

3

4

�

3

4

) j s

1

; s

2

; s;m i

Daraus folgt

s(s + 1) �

3

4

�

3

4

=

(

2�

3

2

=

1

2

für s = 1;

0�

3

2

= �

3

2

für s = 0:

Einziges gebundenes Zweinukleonensystem ist das Deuteron d mit s = 1 gebun-

den und s = 0 ungebunden.

4.5.3 Quarkmodell

� Barionen bestehen aus drei Quarks.

Abbildung 4.22: Potentialtopf der Zustände

Für l = 0 ist

~

S =

~
1

2

+

~
1

2

+

~
1

2

:

Damit kann s folgende Werte annehmen:

s =

(

1

2

3

2

;
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beziehungsweise:

m

s

=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�

1

2

+

1

2

�

3

2

+

3

2

:

3

2

ist die �-Resonanz, die erste angeregte Barionen-Resonanz.

�

1

2

sind Proton und Neutron.

� Mesonen bestehen aus zwei Quarks:

~

S =

~
1

2

+

~
1

2

:

Also kann s die folgenden Werte annehmen:

s =

(

0

1;

beziehungsweise:

m

s

=

8

>

<

>

:

�1

0

+1:



Kapitel 5

Zeitunabhängige

Störungstheorie

Wir interessieren uns dafür, was sih bei einem Quantensystem ändert, wenn

es elektromagnetishen Feldern ausgesetzt wird. Konkret fragen wir, welhe Zu-

stände und Energien ein Teilhen(system) annehmen kann, und wie sih diese

Zustände durh den Feldein�uss und gegenseitige Wehselwirkungen ändern.

Leider sind die meisten der dabei auftretenden Probleme niht mehr exakt lös-

bar. Wir brauhen also Näherungsmethoden. Dabei wird vom freien System

ausgehend ein zusätzlihes Potential

1

als (zunähst kleine) Störung in die Theo-

rie eingefügt. Wir betrahten diese Störungstheorie zunähst nur für statishe

Potentiale, vergleihen also, wie sih ein System bei �eingeshalteter� Störung

gegenüber dem freien System verhält. Davon handelt das gesamte 5.Kapitel.

5.1 Störungstheorie ohne Entartung

5.1.1 Grundlagen

Betrahten wir zunähst nur gebundene Systeme, deren vershiedene Zustände

auh untershiedlihe Energien besitzen. Bei diesen niht-entarteten Systemen

ist (bei gegebenem Hamilton-Operator) jedem Zustand j�

i

i eineindeutig ein

Energieeigenwert "

i

zugeordnet. Betrahten

2

wir dazu ein

1

Es hat sih in der Physik durhgesetzt, von V , als dem Potential zu reden, obwohl ei-

gentlih mit V die potentielle Energie eines Systems in einem Potential � gemeint ist. Wir

möhten versuhen die Begri�e zu untersheiden, auh wenn das niht immer möglih ist

(durh feststehende Begri�e, oder durh sih wiederholende, aufgeblähte Sätze). Des Weiteren

sei darauf hingewiesen, dass in der quantenmehanishen Sprahe

^

V der Operator der poten-

tiellen Energie eines Systems im Potential � ist (So wie der Hamilton-Operator der Operator

der Gesamtenergie ist). Wir kennzeihnen das durh das �Dah� in

^

V .

2

Das Beispiel soll nur das Anwendungsgebiet der Störungsrehnung aufzeigen, es ist kein

Beispiel im üblihen Sinn. Überhaupt sind dieser und der nähste Abshnitt �troken�. Hier

wird zunähst die Theorie aufgebaut; erst mit Abshnitt 5.3 folgen dann die Anwendungen.

250
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Beispiel (Wassersto�atom). Die Lösungen (möglihe Elektronenzustände)

j�

i

i der zeitunabhängigen Shrödinger-Gleihung für das ungestörte Wasser-

sto�atom seien bekannt:

^

H

0

j�

i

i = "

i

j�

i

i

Die i's stehen für die vershiedenen Energieniveaus "

i

im Wassersto�atom; i = 0

stellt den Grundzustand dar, i > 0 sind die angeregten Zustände.

Betrahten wir nun ein externes Magnetfeld

~

B = B~e

z

. Die magnetishen Mo-

mente der Atome (die vom Gesamtdrehimpuls des Elektrons stammen) stellen

sih parallel zu

~

B ein. Die Wehselwirkungsenergie eines magnetishen Moments

~� mit dem Magnetfeld

~

B ist durh folgende Beziehung gegeben:

^

V = �~� �

~

B

Notation. Zur Untersheidung stellen wir den durh das Magnetfeld gestörten

Zustand mit  

i

, seine Energie mit E

i

= "

i

+ h

^

V i dar. Der ungestörte Zustand

sei �

i

mit der Energie "

i

.

Der Hamilton-Operator des Elektrons im Wassersto�atom ist gegeben durh:

^

H

0

=

p̂

2

2m

�

q

2

r̂

Die Störung ist durh den Operator der potentiellen Energie des magnetishen

Moments

^

V beshrieben, was zum vollständigen Hamilton-Operator aufaddiert

werden muss:

^

H =

^

H

0

+

^

V

5.1.2 Ansatz

Grundüberlegungen zum gestörten Zustand

Ziel ist es nun, für alle Zustände i die vollständige Eigenwertgleihung zu lösen:

^

H j 

i

i = E

i

j 

i

i

Zur weiteren Untersuhung legen wir mit � 2 [0; 1℄ 2 R die Gröÿe der Störung

^

V variabel an:

3

^

H(�) =

^

H

0

+ �

^

V

wobei unser Ziel der Fall � = 1 ist. Wir suhen also die Lösung der Eigenwert-

gleihung als Funktion des Parameters �:

^

H(�) j 

i

(�) i = E

i

(�) j 

i

(�) i
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Abbildung 5.1: Lösungen der Eigenwertgleihung in Abhängigkeit des Parame-

ters �.

Zu beahten ist, dass diese Gleihung für jedes � eine andere Lösungsfunktion

 

i

(�; x) besitzt.

Wir fordern in diesem Abshnitt, dass die Störung klein sei:

�E

i

= E

i

� "

i

� "

i

� "

j

eine Störung also, die weitaus kleiner ist, als die Di�erenz benahbarter Ener-

gieniveaus.

4

Wir entwikeln nun die Energie E

i

des gestörten Zustands als Funktion von �

in eine Taylorreihe. Dabei benutzen wir die Shreibkonvention:

E

in

:=

d

n

E

i

d�

n

�

�

�

�!0

wobei n = 0 für den exakten, ungestörten Zustand steht:

E

i0

=

d

0

E

i

d�

0

�

�

�

�!0

= "

i

Für die Energie ergibt sih somit eine Reihe mit steigenden Potenzen von �:

E

i

(�) = E

i0

+E

i1

�+E

i2

�

2

+ � � �+E

in

�

n

+ � � �

Die Werte E

in

beshreiben darin, welhe Korrektur am eigentlihen Energiewert

"

i

in n-ter Ordnung vorgenommen werden muss, wenn die Störung wirkt. Auh

der gestörte Zustand  

i

kann nah Taylor entwikelt werden:

j 

i

(�) i = j 

i0

i+ � j 

i1

i+ �

2

j 

i2

i + � � � + �

n

j 

in

i+ � � �

In dieser Notation ist der ungestörte Zustand:

j 

i0

i := j 

i

(�) i

�

�

�

�!0

= j�

i

i

Die Zustandsvektoren j 

in

i beshreiben die Korrektur, die sih durh die Stö-

rung

^

V in n-ter Ordnung ergibt.

3

Die Verallgemeinerung von � auf das Intervall [0; 1℄ soll siherstellen, dass die Störung uns

keinen Streih spielt, wenn wir den Shritt von der kleinen Störung 0 � �� 1 zur �normalen�

Störung � = 1 mahen. Würden wir nur fordern, dass die Energien von ungestörtem und

gestörtem Zustand an den �Ekpunkten� 0 und 1 nah beieinander liegen, so könnten wir niht

mit den bei kleinem � gefundenen Formeln auf � = 1 shlieÿen, da die Energiewerte sih

zwishen diesen Ekpunkten übershneiden könnten.

4

Bei Entartung gäbe es Fälle mit "

i

= "

j

. Unsere Forderung könnte dann niht erfüllt

werden. Später gehen wir zum realen Fall mit Entartung über, jetzt möhten wir aber zuerst

die Vorgehensweise kennenlernen.
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�Korrekturen� am ungestörten Zustand

Wie sehen die Korrekturzustände j 

in

i aus? Shreiben wir zunähst den voll-

ständigen gestörten Zustand in Basisdarstellung der ungestörten Zustände:

5

j 

i

(�) i =

X

j

j�

j

i h�

j

j 

i

(�) i

| {z }

�

ji

(�)

Auh die Korrekturzustände können in dieser Basis dargestellt werden:

j 

in

i =

X

j

j�

j

i h�

j

j 

in

i

| {z }



ijn

2R

Die Entwiklungskoe�zienten 

ijn

sind reelle Zahlen, die ebenso wie die Zu-

standsstörungen j 

in

i niht von � abhängen. Eine Korrektur j 

in

i zum Zu-

stand j�

i

i muss senkreht zu diesem Zustand stehen und kann daher von j�

i

i

niht linear abhängig sein, so dass mit h�

i

j 

in

i = 0 nur noh über ungleihe i

und j summiert werden muss:

=

X

j 6=i

j�

j

ih�

j

j 

in

i

Diese Betrahtungen können wir nun zur Eigenwertgleihung des kompletten

Systems zusammenfassen:

^

H j 

i

(�) i =

�

^

H

0

+ �

^

V

��

j�

i

i+ � j 

i1

i+ �

2

j 

i2

i + � � �

�

=

�

"

i

+ �E

i1

+ �

2

E

i2

+ � � �

��

j�

i

i+ � j 

i1

i+ �

2

j 

i2

i + � � �

�

(EWG 1)

Die Eigenwertgleihung (EWG 1) gilt für alle �, so dass wir einen Potenzen-

vergleih vornehmen können. Wir multiplizieren die Faktoren aus, ordnen die

Terme nah Potenzen von � und vergleihen die zwei übereinander stehenden

Zeilen von (EWG 1) miteinander.

Die Terme mit �

0

entsprehen der ungestörten Shrödinger-Gleihung:

^

H

0

j�

i

i = "

i

j�

i

i

Die Terme mit �

1

liefern uns eine gute Korrektur für sehr kleine Störungen:

^

H

0

j 

i1

i +

^

V j�

i

i = "

i

j 

i1

i+E

i1

j�

i

i (�

1

)

Darauf aufbauend kann mit den �

2

-Termen eine etwas gröÿere Störung beshrie-

ben werden:

^

H

0

j 

i2

i +

^

V j 

i1

i = "

i

j 

i2

i+E

i1

j 

i1

i+E

i2

j�

i

i

5

Die (normierten) ungestörten Zustände j�

i

i bilden ein vollständiges Orthonormalsystem.

Somit können sie jedem (Teil-)Zustand als Basis dienen.
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Allgemein (�

n

) erhalten wir durh den Vergleih:

^

H

0

j 

in

i+

^

V j 

i(n�1)

i = "

i

j 

in

i +

n�1

X

k=1

E

ik

j 

i(n�k)

i+E

in

j�

i

i (�

n

)

Störungstheorie n-ter Ordnung heiÿt nun alle Gleihungen für �

1

: : : �

n

, auf-

bauend auf der ungestörten Eigenwertgleihung, zu berüksihtigen. Je gröÿer

dabei die Störung ist, desto mehr Gleihungen müssen wir lösen, um ein sinnvoll

genaues Ergebnis zu erhalten.

5.1.3 �Störungstheorie� 0.Ordnung

Setzt man n = 0, so wird mit "

i

= E

i

und  

i

= �

i

die �ktive Störung ein-

fah ignoriert. Hier kann also noh niht von Störungsrehnung geredet werden.

Interessant ist erst die

5.1.4 Störungstheorie 1.Ordnung

Unser Ziel ist es � für kleine Störungen, so dass (�

^

V )

2

' 0 ist � die Energieni-

veaus E

i

und die Zustände  

i

konkret berehnen zu können.

Energiekorrektur in 1.Ordnung

Multiplizieren wir Gleihung (�

1

) von links mit h�

i

j :

6

h�

i

j

^

H

0

j 

i1

i + h�

i

j

^

V j�

i

i = "

i

h�

i

j 

i1

i +E

i1

h�

i

j�

i

i

Lassen wir im ersten Term

^

H

0

nah links wirken, so erhalten wir den Eigenwert

"

i

, der vor das Skalarprodukt gezogen werden kann:

"

i

h�

i

j 

i1

i + h�

i

j

^

V j�

i

i = "

i

h�

i

j 

i1

i +E

i1

h�

i

j�

i

i

Der entstandene Term steht aber auh auf der rehten Seite, kürzt sih also weg

(Siehe auh Fuÿnote 7), übrig bleibt:

h�

i

j

^

V j�

i

i = E

i1

h�

i

j�

i

i

Da unsere Wellenfunktionen normiert sind, ergibt das Skalarprodukt auf der

rehten Seite der Gleihung eins:

h�

i

j

^

V j�

i

i = E

i1

Wir erhalten somit als Ergebnis für die Energiekorrektur des Zustands j 

i

i in

1.Ordnung Störungstheorie:

E

i1

= h�

i

j

^

V j�

i

i

6

Diesen Trik wenden wir an, da wir niht wissen was

^

H

0

j 

i1

i ist; den neu erhaltenen

Teilterm h �

j

j

^

H

0

kennen wir aber.
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Die Energie der Zustände j 

i

i ist dann für kleine Störungen bestimmt durh:

E

i

= "

i

+ h�

i

j

^

V j�

i

i

Zustandskorrektur in 1.Ordnung

Nun interessieren uns die Korrekturzustände. Multiplizieren wir wieder die Glei-

hung (�

1

) von links mit h�

j

j , diesmal nur für j 6= i:

7

h�

j

j

^

H

0

j 

i1

i+ h�

j

j

^

V j�

i

i = "

i

h�

j

j 

i1

i+E

i1

h�

j

j�

i

i

Lassen wir im ersten Term wieder

^

H

0

nah links wirken, so erhalten wir den

Energieeigenwert "

j

:

"

j

h�

j

j 

i1

i+ h�

j

j

^

V j�

i

i = "

i

h�

j

j 

i1

i+E

i1

h�

j

j�

i

i

Da i 6= j und somit �

j

? �

i

, ergibt das rehte Skalarprodukt null:

"

j

h�

j

j 

i1

i + h�

j

j

^

V j�

i

i = "

i

h�

j

j 

i1

i

Zusammenfassen des Skalarprodukts h�

j

j 

i1

i liefert:

h�

j

j

^

V j�

i

i = ("

i

� "

j

)h�

j

j 

i1

i

und somit erhalten wir die Entwiklungskoe�zienten von j 

i1

i in der Basis der

ungestörten Zustände:

h�

j

j 

i1

i =

h�

j

j

^

V j�

i

i

"

i

� "

j

Die Zustandskorrektur in der Basis der ungestörten Zustände ist gegeben durh:

j 

i1

i =

X

j 6=i

j�

j

ih�

j

j 

i1

i

Einsetzen der Entwiklungskoe�zienten dieser Basisdarstellung:

j 

i1

i =

X

j 6=i

j�

j

i

h�

j

j

^

V j�

i

i

"

i

� "

j

Die Energiekorrektur ist nah Voraussetzung klein:

j�Ej = jE

i1

� "

i

j � j"

i

� "

j

j

Ist also das Matrixelement h�

j

j

^

V j�

i

i tatsählih klein gegen die Energiedi�e-

renz "

i

� "

j

, so ist die Zustandsstörung in 1.Näherung, h�

j

j 

i1

i, auh klein.

Das ist auh die Voraussetzung, damit die Störungstheorie 1.Ordnung zur Be-

shreibung des gestörten Systems ausreiht.

Hier sieht man, warum zunähst ohne Entartung gearbeitet wird: "

i

= "

j

wäre

für die Berehnung von j 

i1

i katastrophal; der Bruh könnte niht ausgewertet

werden.

7

Nah obigen Annahmen sind die Korrekturzustände j 

il

i zum Zustand j 

i

i linear un-

abhängig vom ungestörten Zustand j�

i

i; das Skalarprodukt ist also null.
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5.1.5 Störungstheorie n-ter Ordnung

Die Vorgehensweise ist die gleihe wie bei der 1.Ordnung; nur die Terme werden

komplizierter.

Energiekorrektur in n-ter Ordnung

Multiplizieren wir die Gleihung (�

n

) von links mit h�

i

j :

h�

i

j

^

H

0

j 

in

i+ h�

i

j

^

V j 

i(n�1)

i =

"

i

h�

i

j 

in

i+

n�1

X

k=1

E

ik

h�

i

j 

i(n�k)

i+E

in

h�

i

j�

i

i

Das Skalarprodukt im letzten Term ist eins; wir ziehen auÿerdem den Eigenwert

"

i

heraus:

"

i

h�

i

j 

in

i + h�

i

j

^

V j 

i(n�1)

i = "

i

h�

i

j 

in

i +

n�1

X

k=1

E

ik

h�

i

j 

i(n�k)

i +E

in

Alle noh vorkommenden Skalarprodukte ergeben wieder null, weil die Zustands-

störungen j 

il

i linear unabhängig von j�

i

i sind, so dass übrigbleibt:

E

in

= h�

i

j

^

V j 

i(n�1)

i

Um die n-te Energiekorrektur zu erhalten, müssen wir also den Korrekturzu-

stand der nähstniedrigeren Ordnung kennen.

Zustandskorrektur in n-ter Ordnung

Multiplizieren wir nohmals die Gleihung (�

n

) von links mit h�

j

j , wobei wir

uns wieder auf Zustände mit j 6= i beshränken können:

h�

j

j

^

H

0

j 

in

i + h�

j

j

^

V j 

i(n�1)

i =

"

i

h�

j

j 

in

i+

n�1

X

k=1

E

ik

h�

j

j 

i(n�k)

i +E

in

h�

j

j�

i

i

Ziehen wir den Erwartungswert "

j

heraus und lassen h�

j

j�

i

i = 0 weg:

"

j

h�

j

j 

in

i + h�

j

j

^

V j 

i(n�1)

i = "

i

h�

j

j 

in

i +

n�1

X

k=1

E

ik

h�

j

j 

i(n�k)

i

Zusammenfassen der h�

j

j 

in

i-Terme ergibt:

("

j

� "

i

)h�

j

j 

in

i + h�

j

j

^

V j 

i(n�1)

i =

n�1

X

k=1

E

ik

h�

j

j 

i(n�k)

i
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Au�ösen nah h�

j

j 

in

i ergibt:

h�

j

j 

in

i =

h�

j

j

^

V j 

i(n�1)

i

"

i

� "

j

�

1

"

i

� "

j

n�1

X

k=1

E

ik

h�

j

j 

i(n�k)

i

Die Skalarprodukte zwishen Basiszuständen h�

j

j und den niedrigeren Kor-

rekturzuständen j 

il

i ergeben sih aus der Störungsrehnung niedrigerer Ord-

nung, sie sind also im Prinzip bekannt. Setzen wir die Entwiklungskoe�zienten

h�

j

j 

in

i der noh unbekannten Zustandsstörungen j 

in

i in deren Basisdar-

stellung ein:

j 

in

i =

X

j 6=i

j�

j

ih�

j

j 

in

i

so erhalten wir als Ergebnis:

j 

in

i =

X

j 6=i

j�

j

i

1

"

i

� "

j

�

h�

j

j

^

V j 

i(n�1)

i

| {z }

Term A

�

n�1

X

k=1

E

ik

h�

j

j 

i(n�k)

i

| {z }

Term B

�

Behauptung. Der Ausdruk für die Korrekturzustände j 

in

i enthält aus-

shlieÿlih Terme der Ordnung

�

h

^

V i

"

i

�"

j

�

n

.

Beweis durh vollständige Induktion.

Induktionsanfang: Zu zeigen ist, dass die Behauptung für n = 1 gilt. Die

hintere Summation

P

0

1

fällt aufgrund niht übershneidender Summati-

onsgrenzen weg, so dass wir das in 1.Ordnung shon errehnete Ergebnis

reproduzieren können. Der Koe�zient kommt dann, wie behauptet, nur

zur Potenz 1 vor:

j 

i1

i =

X

j 6=i

j�

j

i

1

"

i

� "

j

h�

j

j

^

V j 

i0

i

Induktionsannahme: Sei die Behauptung für n� 1 erfüllt.

Induktionsshritt: Mahen wir den Shritt von n� 1 nah n:

� Betrahten wir Term A. Dort ist ein

^

V direkt enthalten. Im Ket

kommt aber für alle n � 1 vorangegangenen Störungsterme jeweils

ein weiteres (inklusive der Energiedi�erenz als Zähler) hinzu. Wir

erhalten den besagten Term damit zur n-ten Potenz:

 

h

^

V i

ji

"

i

� "

j

!

1

| {z }

Ein

^

V

direkt

�

 

h

^

V i

ji

"

i

� "

j

!

n�1

| {z }

(n�1)

^

V 's

in j 

i(n�1)

i

=

 

h

^

V i

ji

"

i

� "

j

!

n
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� Betrahten wir nun Term B. Dort steht die Energiekorrektur E

ik

,

die sih zu h�

i

j

^

V j 

i(k�1)

i ergab. Damit erhalten wir, wie bei Term

A diskutiert, die Potenz k. Das Skalarprodukt h�

j

j 

i(n�k)

i enthält

n� k Faktoren, so dass sih ingesamt wieder n ergeben:

h

^

V i

ji

"

i

� "

j

 

h

^

V i

ji

"

i

� "

j

!

k�1

| {z }

E

ik

�

 

h

^

V i

ji

"

i

� "

j

!

n�k

| {z }

h�

j

j 

i(n�k)

i

=

 

h

^

V i

ji

"

i

� "

j

!

n

Der n-te Korrekturzustand enthält also, wie behauptet, die Matrixelemente der

Wehselwirkungsenergie

^

V nur zur n-ten Potenz.

Das vereinfaht Konvergenzprüfungen.

Mit der Voraussetzung, dass die potentielle Energie der Störung klein ist gegen-

über den Di�erenzen der ungestörten Energieniveaus:

 

h

^

V i

ji

�"

!

� 1

ist gesihert, dass die Störungsreihe konvergiert. Dies muss im konkreten Fall

(mit gegebenem

^

V ) geprüft werden.
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5.2 Störungstheorie mit Entartung

Nun lassen wir kompliziertere Systeme zu, deren vershiedene Zustände entartet

sein dürfen, also gleihe Energien besitzen können. Wir fragen dann, welhe

Störung diese Entartung aufhebt, d.h. die Energien �aufspaltet�.

5.2.1 Grundlagen

Sei im folgenden der Entartungsgrad der Energie "

i

mit m

i

angegeben. Dann

gehören zur Eigenenergie "

i

des Hamilton-Operators

^

H

0

m

i

vershiedene Ei-

genzustände j�

ik

i mit k = 1; : : : ;m

i

. Die Quantenzahl k ist von der Energie

selbst niht abhängig, im ungestörten Fall ist sie bedeutungslos, da sih die Ei-

genzustände hier niht voneinander untersheiden. Erst eine Störung maht die

vershiedenen Zustände j�

ik

i auh anhand vershiedener Energien E

ik

unter-

sheidbar.

Übergangsmatrix

Die Eigenwertgleihung für ein solhes entartetes System lautet � im ungestörten

Fall mit dem Hamilton-Operator

^

H

0

:

^

H

0

j�

ik

i = "

i

j�

ik

i 8 k = 1; : : : ;m

i

Für den gestörten Zustand ergibt sih mit der potentiellen Energie

^

V des zu-

sätzlihen Störpotentials im Hamilton-Operator:

^

H =

^

H

0

+

^

V

die Eigenwertgleihung für die aufgehobene Entartung lautet:

^

H j 

ik

i = E

ik

j 

ik

i

Wird die Entartung durh

^

V aufgehoben, so ist:

E

ij

6= E

il

8 j 6= l

Für den ungestörten Hamilton-Operator

^

H

0

besitzt die Matrix H der Über-

gangsamplituden (Übergangsmatrix) folgende diagonale Struktur:

h�

ik

j

^

H

0

j�

jk

i =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

"

0

0

.

.

.

0 "

0

"

1

0

.

.

.

0 "

1

"

2

0

.

.

.

0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A
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bei der nur die Diagonalelemente niht vershwinden. Die Untermatrizen in der

Diagonalen haben dabei jeweils die Dimension m

k

�m

k

. Die Diagonalelemente

sind die Eigenwerte des ungestörten Systems.

Der Raum der hierbei, zum Beispiel durh die �

0k

aufgespannt wird, ist ein

Teilraum des Hilbertraums.

Uns interessiert nun, wie die Übergangsmatrix für den gestörten Hamilton-

Operator aussieht. Kommt ein Störpotential hinzu, so ändern sih die Diagonal-

elemente, wenn die Störung auf die entsprehenden Zustände Ein�uss nimmt.

Beispiel (zur Bedeutung der Matrix). Das Matrixelement h�

ik

j

^

H j�

jk

i

beshreibt, ob durh die Störung

^

V der Zustand j�

jk

i eine zusätzlihe Kom-

ponente in �Rihtung� j�

ik

i erhält. Das Matrixelement selbst gibt den Faktor

(Koe�zienten) dieser neuen Komponente an. Die Spalte j der Matrix (bzw. der

k-ten Untermatrix) ist somit die Darstellung des gestörten Zustands j 

jk

i in

der Basis der ungestörten Zustände j�

ik

i.

Siher ist, dass in H Werte 6= 0 auÿerhalb der Diagonalen auftreten können

(sonst ist das System niht sensitiv auf die Störung). Durh die Störung kann

sih jedoh auh der ursprünglihe (ungestörte) Energiewert ändern, also die

Diagonalelemente. Zur Lösung der Eigenwertgleihung von

^

H suhen wir letzt-

endlih die Diagonalisierung von H (die im Allgemeinen von der Dimension

�1 � 1� sein kann). Im Folgenden versuhen wir die Matrix in handlihere

Pakete aufzuteilen.

Projektionsoperatoren für den Hamilton-Operator

Wir versuhen das Problem zu vereinfahen, indem wir den Unterraum des

Grundzustands vom restlihen Problem abkoppeln. Dazu geben wir zunähst

zwei De�nitionen:

De�nition (Grundzustandsprojektion). Der Projektionsoperator

^

P proje-

ziert einen Zustand auf die Basis der ungestörten Zustände zur niedrigsten Ener-

gie "

0

, also auf die (entarteten) Grundzustände:

^

P :=

m

0

X

k=1

j�

0k

ih�

0k

j

De�nition (Projektor auf angeregte Zustände). Der Projektionsoperator

^

Q bildet die Projektion auf die niht durh

^

P erfassten Basiszustände; er proje-

ziert auf die (entarteten) angeregten Zustände:

^

Q :=

X

j 6=0

m

j

X

k=1

j�

jk

ih�

jk

j

Eigenshaften der Projektionsoperatoren

1. Die Projektionen sind eindeutig, eine Projektion wird durh nohmalige

Anwendung des Projektionsoperators niht verändert:

^

P

2

=

^

P

^

Q

2

=

^

Q
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2. Zusammen bilden

^

P und

^

Q identish auf den gesamten Raum ab:

^

P +

^

Q =

1

X

j=0

m

j

X

k=1

j�

jk

ih�

jk

j =

b

1

3.

^

P und

^

Q sind disjunkt. Sie bilden auf zwei zueinander orthogonale (linear

unabhängige) Teilräume des Hilbertraums ab:

^

P

^

Q =

m

0

X

i=1

X

j 6=0

m

j

X

k=1

j�

0i

i h�

0i

j�

jk

i

| {z }

=0

h�

jk

j = 0

4. Die Basiszustände werden bei der Projektion auf sih selbst abgebildet.

Die Operatoren sind bezüglih der jeweiligen Basiszustände Identitäts-

operatoren;

^

P für den m

0

�m

0

-Unterraum mit j = 0:

h�

jk

j

^

P j�

ik

i =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

�

1 0

.

.

.

0 1

0 0

.

.

.

0 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

bzw.

^

Q für die Unterräume j 6= 0:

h�

jk

j

^

Q j�

ik

i =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

�

0 0

.

.

.

0 0

1 0

.

.

.

0 1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

5. Die Zustände j�

jk

i bilden ein gemeinsames Eigenfunktionssystem zu den

Operatoren

^

H

0

,

^

P und

^

Q; diese Operatoren sind damit untereinander

vertaushbar:

[

^

H

0

;

^

P ℄

�

= [

^

H

0

;

^

Q ℄

�

= [

^

P ;

^

Q ℄

�

= 0

5.2.2 Herleitung des e�ektiven Hamilton-Operators

Ansatz

Wir suhen zunähst den e�ektiven

8

Hamilton-Operator

^

H

e�

im Raum der (ent-

arteten) Grundzustände j�

0k

i. Die Lösungszustände j

~

 

ik

i :=

^

P j 

ik

i der Ei-

genwertgleihung zum e�ektiven Hamilton-Operator erfüllen dessen zeitunab-

hängige Shrödinger-Gleihung:

^

H

e�

j

~

 

ik

i = E

ik

j

~

 

ik

i

8

Dieser e�ektive Hamilton-Operator soll zwar das Problem mit der Störung ebenso be-

shreiben, wie der �ehte�

^

H =

^

H

0

+

^

V ; er bezieht sih jedoh nur auf den Unterrraum, der

durh

^

P erzeugt wird. Die Ho�nung ist, dass

^

H

e�

leiht diagonalisierbar ist.
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ebenso, wie die Eigenwertgleihung zum Grundzustands-Projektionsoperators:

^

P j

~

 

ik

i = 1 j

~

 

ik

i

Der nähste Shritt ist die Diagonalisierung von

^

H

e�

:

^

P

^

H

e�

^

P j 

ik

i liefert uns

rehts die exakten Energiewerte E

ik

, sowie die Projektionen

^

P j 

ik

i der ex-

akten Zustände j 

ik

i. Die exakten Eigenzustände erhalten wir so allerdings

leider niht, denn zur Herleitung von

^

H

e�

werden wir Näherungen mahen müs-

sen. Konkret suhen wir einen Operator

^

H

e�

, der folgende Eigenwertgleihung

besitzt:

^

P

^

H

e�

^

P j 

ik

i = E

ik

^

P j 

ik

i (EWG 2)

^

P

^

H

e�

^

P ist im m

0

-dimensionalen Hilbertraum de�niert.

Der Trik der folgenden Herleitung ist, dass man mit

^

P nur eine (m

0

�m

0

)-

Matrix diagonalisiert, und damit eigentlih nurm

0

Eigenzustände erhalten soll-

te, tatsählih aber alle Eigenzustände (genähert) erhält.

Feshbah-Formalismus

Die nun folgende Herleitung des e�ektiven Hamilton-Operators ist für manhe

Gebiete der Physik ein zentrales Problem. Deswegen soll sie hier explizit vorge-

stellt werden.

Mit der allgemeinen Eigenwertgleihung:

^

H j i = E j i

und der Eigenshaft

^

P +

^

Q =

b

1 gilt auh:

^

H

�

^

P +

^

Q

�

j i = E j i

Multipliziert man die Projektionsoperatoren jeweils von links an die Gleihung:

^

P

^

H

�

^

P +

^

Q

�

j i = E

^

P j i (1)

^

Q

^

H

�

^

P +

^

Q

�

j i = E

^

Q j i (2)

und multipliziert die Klammer aus, so erhält man:

^

P

^

H

^

P j i +

^

P

^

H

^

Q j i = E

^

P j i (1')

^

Q

^

H

^

P j i+

^

Q

^

H

^

Q j i = E

^

Q j i (2')

Separation des

^

P -Terms in Gleihung (2'):

^

Q

^

H

^

P j i = E

^

Q j i �

^

Q

^

H

^

Q j i
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Ausklammern:

9

^

Q

^

H

^

P j i =

�

E �

^

Q

^

H

�

^

Q j i

Mit der Eigenshaft

^

Q

2

=

^

Q kann ein weiteres

^

Q eingeshoben werden:

^

Q

^

H

^

P j i =

�

E �

^

Q

^

H

^

Q

�

^

Q j i

Unter der Annahme, dass der inverse Operator zu (E �

^

Q

^

H

^

Q) existiert, erhält

man folgende Beziehung:

^

Q j i =

1

E �

^

Q

^

H

^

Q

^

Q

^

H

^

P j i

Diese Beziehung setzt man nun in Gleihung (1') ein:

E

^

P j i =

^

P

^

H

^

P j i+

^

P

^

H

1

E �

^

Q

^

H

^

Q

^

Q

^

H

^

P j i

Die erhaltene Gleihung enthält shon etwas in der (EWG 2)-Form, nämlih

^

PH

^

P . Setzen wir jetzt den vollständigen Hamilton-Operator

^

H =

^

H

0

+

^

V ein,

und multilpizieren aus:

=

�

^

P

^

H

0

^

P +

^

P

^

V

^

P +

^

P

^

H

0

1

E�

^

Q

^

H

^

Q

^

Q

^

H

0

^

P +

^

P

^

V

1

E�

^

Q

^

H

^

Q

^

Q

^

V

^

P

�

j i

Aufgrund der Vertaushbarkeit der Projektionsoperatoren mit

^

H

0

und der Dis-

junktheit von

^

Q und

^

P ist aber

^

Q

^

H

0

^

P =

^

Q

^

P

^

H

0

= 0. Der dritte Term entfällt

damit:

=

�

^

P

^

H

0

^

P +

^

P

^

V

^

P +

^

P

^

V

1

E �

^

Q

^

H

^

Q

^

Q

^

V

^

P

�

j i

Im Vergleih mit (EWG 2) können wir daraus

^

H

e�

extrahieren:

^

H

e�

:=

^

H

0

+

^

V +

^

V

1

E �

^

Q

^

H

^

Q

^

Q

^

V

Der Operator im Nenner enthält noh den vollständigen Hamilton-Operator

^

H =

^

H

0

+

^

V . Mit den Abkürzungen:

� := E �

^

Q

^

H

0

^

Q; � :=

^

Q

^

V

^

Q

lautet die Entwiklung dieses Bruhs (unter Beibehaltung der Reihenfolge der

einzelnen Faktoren im Hinblik auf die einzusetzenden Operatoren) nah Taylor:

f(�) =

1

�� �

=

1

�

+

1

�

�

1

�

+ � � �

9

Beahte, dass der in der Klammer auftretende Faktor E �

^

Q

^

H (Skalar - Matrixoperator)

nur dann Sinn maht, wenn er auf einen Zustand (Vektor) angewandt wird.
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Lösen wir

^

H =

^

H

0

+

^

V in der Taylorentwiklung auf:

1

E �

^

Q

^

H

0

^

Q

| {z }

�

�

^

Q

^

V

^

Q

| {z }

�

=

1

E �

^

Q

^

H

0

^

Q

+

1

E �

^

Q

^

H

0

^

Q

^

Q

^

V

^

Q

1

E �

^

Q

^

H

0

^

Q

+ � � �

Einsetzen in

^

H

e�

liefert:

^

H

e�

=

^

H

0

+

^

V +

^

V

1

E �

^

Q

^

H

0

^

Q

^

Q

^

V +

^

V

1

E �

^

Q

^

H

0

^

Q

^

Q

^

V

^

Q

1

E �

^

Q

^

H

0

^

Q

^

Q

^

V +

^

V � � �

^

Q

^

V + � � �

In dieser Entwiklung werden jetzt die Terme nah Potenzen von

^

V geordnet.

Da

^

V die Störung darstellt, und somit als klein angenommen wird, liegt damit

eine Näherungsmöglihkeit vor.

5.2.3 Anwendung

Zur Berehnung der Störungstheorie n-ter Ordnung wird folgendes Verfahren

angewandt:

1.Ordnung: Aufstellen von

^

H

e�

und Diagonalisierung von

^

H

e�

im

^

P -Raum.

Die Mishung von Zuständen mit vershiedenem Entartungsgrad ist bei

dieser einfahen Störungsrehnung niht aufzulösen.

2.Ordnung und höher (Wigner-Störungstheorie

10

):Man entwikelt

^

H

e�

, wie

eben angedeutet. Dabei müsste E zur Diagonalisierung des Operators be-

kannt sein; ohne

^

H

e�

lässt sih E aber niht berehnen. Dieser Wider-

spruh wird mit Hilfe einer iterativen Vorgehensweise aufgelöst.

Beispiel. Sei N = 3 die Dimension des Zustandsraums. Der Unterraum des

Grundzustands (

^

P -Raum) habe die Dimension m = 1. Der Grundzustand ist

also niht entartet. Mit der oben hergeleiteten Entwiklung nimmt der e�ektive

Hamilton-Operator dann folgende Form an:

^

H

e�

= "

0

+ h�

0

j

^

V j�

0

i +

2

X

i=1

jh�

0

j

^

V j�

i

ij

2

h�

i

j

1

E � "

i

j�

i

i

Diesen �Operator� kann man jedoh berehnen, er ergibt eine Zahl

^

H

e�

2 R.

Die zugehörige Eigenwertgleihung lautet:

^

H

e�

(E) j�

0

i = E j�

0

i

Dies ist eine reine Zahlengleihung; sie ist graphish lösbar: Man suht die Punk-

te, bei denen die Funktion

^

H

e�

(E) die Gerade E shneidet. Damit erhält man

N Eigenwerte (Shnittpunkte), obwohl man nur einen m-dimensionalen Unter-

raum diagonalisiert hat. Es gibt also mehr Eigenwerte als das durh

^

P reduzierte

System Basisfunktionen hat.

Der Ansatz ist somit gerehtfertigt. Er reduziert die Dimension des Problems,

ohne die Mannigfaltigkeit der Lösungsmenge einzushränken.

10

Zur Wigner-Störungstheorie gibt es Alternativen, z.B. die Rayleigh-Shrödinger-Theorie.
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Abbildung 5.2: Graphishe Lösung des Eigenwertproblems.
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5.3 Atome im elektrostatishen Feld

5.3.1 Grundlagen

Das Wassersto�atom im elektrostatishen Feld

Wir betrahten ein Wassersto�atom im elektrostatishen Feld, wobei der Feld-

vektor

~

E in z-Rihtung zeigen soll:

~

E = E

z

~e

z

Durh das Feld wird sih der mittlere Aufenthaltsort des Elektrons etwas ent-

gegen der Feldlinienrihtung vershieben, während das Proton in Rihtung des

Feldes gezogen wird. Proton und Elektron bilden ein elektrishes Dipolmoment,

dabei ist ~r der Abstandsvektor zwishen ihnen:

~p

Dipol

= e~r

Die Wehselwirkungsenergie des Dipolmoments mit dem Feld ist:

V = �

~

E � ~p

Dipol

= �e

~

E � ~r = eE

z

z

Abbildung 5.3: Wassersto�atom im elektrostatishen Feld.

Damit wir den Operator der Dipolwehselwirkungsenergie

^

V mit den Mitteln

der Störungstheorie behandeln können, muss die Wirkung des Feldes klein sein.

Wir fordern deswegen, dass die elektrostatishe Feldenergie klein ist gegenüber

der Coulomb-Energie

e

2

r̂

vom Proton.

In Abshnitt 3.6 wurde der Hamilton-Operator des Wassersto�atoms aufgestellt

und Lösungen der Shrödinger-Gleihung gefunden. Fassen wir das Wihtigste

zusammen:

� Die Wellenfunktion des Elektrons stellt man durh die Quantenzahlen des

Zustands dar. Damit ist das System vollständig beshrieben:

11

j� i := jn; l; m

l

i

� Die Ortswellenfunktion ist in einen Radial- und einen Winkelanteil sepa-

rierbar:

�(~r) = h~r j� i = R

nl

(r)Y

lm

l

(#;') =

u

nl

(r)

r

Y

lm

l

(#;')

� Der Energieeigenwert des ungestörten Zustands ist unabhängig von den

Quantenzahlen l und m

l

(die Zustände sind entartet):

E

n

= �

e

2

2a

B

1

n

2

wobei a

B

der Bohr'she Radius ist.

11

Der Spin des Elektrons wird niht berüksihtigt, da elektrostatishe Kräfte keinen Ein-

�uss auf ihn haben.
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Abbildung 5.4: Energietermshema für l = 0.

Energiebeiträge der Matrixelemente

Betrahten wir zunähst Matrixelemente für eine feste Quantenzahl n, konkret

die Übergangsmatrix der Störung

^

V zwishen entarteten Zuständen. Untersu-

hen wir, wann diese ungleih null werden können.

1. Beitrag durh die Quantenzahl m

l

. Mit der potentiellen Energie:

^

V = eEr̂ os#

ist:

hn; l

j

; m

j

j

^

V jn; l

i

; m

i

i = 0; für m

i

6=m

j

.

Denn Folgendes gilt. Lösen wir

^

V auf:

hn; l

j

; m

j

j

^

V jn; l

i

; m

i

i = eE

Z

+1

0

r

3

Z

+1

�1

Z

2�

0

R

�

Nl

j

(r)R

Nl

i

(r)

� P

�

l

j

m

j

(os#)P

l

i

m

i

(os#) e

�im

j

'

e

im

i

'

d' os#d(os #) dr (z)

Dabei ist:

Z

+1

�1

e

�im

j

'

e

im

i

'

d' = 2�Æ

m

i

m

j

Dies ist für m

i

6=m

j

gleih null.

2. Beitrag durh die Quantenzahl l. Es gilt:

hn; l

j

; m

j

j

^

V jn; l

i

; m

i

i = 0; für l

i

+ l

j

gerade.

Beweis.

Z

P

l

i

m

i

�

os(� � #)

�

d(os#) = (�1)

l

i

P

l

i

m

i

�

os#

�

Betrahte die Parität des Teilintegranden P

l

i

m

i

in Formel (z). Für die

Parität P des gesamten von # abhängigen Integranden gilt:

P = (�1)

l

i

+l

j

+1

Das Integral vershwindet bei negativer Parität. Dies ist für ungeradeWer-

te von l

i

+ l

j

+ 1 und somit für gerade Werte von l

i

+ l

j

gegeben.

Ergebnis: Die Matrixelemente von

^

V liefern, für ein festes n, also nur dann

einen Beitrag zum Matrixelement des Hamilton-Operators, wenn l

i

+l

j

ungerade

ist, und wenn m

i

= m

j

ist.
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5.3.2 Der Stark-E�ekt

Mit obigen Überlegungen können wir nun die Energievershiebungen im Was-

sersto�atom mit konkreten Matrixelementen hn; l

j

; m

j

j

^

H

0

+

^

V jn; l

i

; m

i

i des

Hamilton-Operators betrahten.

Quadratisher Stark-E�ekt

Im Grundzustand gilt:

h 1; 0; 0 j

^

V j 1; 0; 0 i = 0

weil l

i

+ l

j

gerade ist. In der Störungsrehnung 1.Ordnung erhalten wir keine

Energieänderung für den Grundzustand. Betrahten wir

^

H mit der Störungs-

theorie 2.Ordnung, so erhalten wir allerdings einen Beitrag:

h 1; 0; 0 j

^

V

^

Q

E �

^

Q

^

H

0

^

Q

^

V j 1; 0; 0 i �

~

E

2

Die Energievershiebung geht quadratish mit der Feldenergie. Dieser quadrati-

she Stark-E�ekt stammt vom (durh das angelegte elektrishe Feld) induzierten

Dipolmoment ~p

Dipol

. Er ist sehr klein (wodurh die Anwendung der Störungs-

rehnung gerehtfertigt ist), und liefert grundsätzlih seinen (kleinen) Beitrag

zur Energie der Atomelektronen.

Linearer Stark-E�ekt

Wir betrahten das erste angeregte Energieniveau, n = 2, also die Zustände

j 2; 0; 0 i, j 2; 1; 0 i, j 2; 1; 1 i und j 2; 1; �1 i. Legt man die Reihenfolge der

Zustände in der eben gewählten Art fest, so hat die Übergangsmatrix folgende

Struktur:

h 2; l

j

; m

j

j

^

H

0

+

^

V j 2; l

i

; m

i

i =

0

B

B

�

E W 0 0

W E 0 0

0 0 E 0

0 0 0 E

1

C

C

A

Da für die Diagonalelemente l

i

+ l

j

gerade ist, liefern die Matrixelemente der

Störung

^

V keinen Beitrag und beinhalten daher nur die ungestörte Energie

E = E

n=2

. Nur für die Matrixelemente zwishen j 2; 0; 0 i und j 2; 1; 0 i ist

l

i

+ l

j

ungerade und m

i

= m

j

erfüllt; sie liefern daher einen Beitrag zur Ener-

gievershiebung. Für diese EnergievershiebungW ergibt sih:

12

W = 3a

B

ej

~

Ej

Sie ist proportional zum Betrag des elektrishen Feldvektors. Dieser lineare

Stark-E�ekt kommt durh die Aufhebung der l-Entartung durh das elektri-

she Feld zustande. Er tritt nur dann auf, wenn eine Entartung vorhanden ist,

die erst durh das externe

~

E-Feld aufgehoben wird, und niht shon durh innere

atomare Felder.
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Abbildung 5.5: Wassersto�-Spektroskopie: Lineare Aufspaltung der (n = 2)-

Zustände im anwahsenden elektrishen Feld.

Abbildung 5.6: Linearer Stark-E�ekt der (n = 2)-Zustände des Wassersto�a-

toms; Vgl. [Flieÿbah, Seite 321, Abb. 39.2℄.

Abbildung 5.7: Abshirmung der Elektronen im Lithiumatom.

Wie verhalten sih wassersto�ähnlihe Systeme?

Durh die vershiedenen Elektronen im Atom wird die l-Entartung aufgehoben.

Im (l = 0)-Zustand ist keine Abshirmung durh andere Elektronen vorhan-

den, während z.B. im (l = 1)-Zustand eine Abshirmung gegeben ist. Wird

die l-Entartung durh diese Abshirmungse�ekte aufgehoben, tritt der lineare

Stark-E�ekt niht auf. Er ist einzig dem Wassersto� vorbehalten, das durh sein

einzelnes Elektron die Abshirmung niht kennt.

12

Nah Diagonalisierung der Matrix durh das Charakteristishe Polynom : : : .
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5.4 Atome im Magnetfeld

Im folgenden benötigen wir die reduzierte Masse für das System Elektron-

Proton:

13

� =

m

e

m

P

m

e

+m

P

Der vollständige Hamilton-Operator des Elektrons im Atom, das einem Magnet-

feld ausgesetzt ist, setzt sih aus folgenden Anteilen zusammen:

� Kinetisher Radialanteil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p̂

2

r

2�

� Kinetisher Winkelanteil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

^

L

2

2�r̂

2

� Coulomb-Anteil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �

e

2

r̂

� Spin-Bahn-Wehselwirkung

14

. . . . . . . . . . . . . . .

^

V

ls

=

Ze

2

2m

2

e



2

1

r̂

3

^

~

L �

^

~

S

� Anteil des magnetishen Moments . . . . . . . . . . . . . . . . . .

^

V

B

= �~� �

~

B

Dabei ist die zusätzlihe Energie durh das B-Feld:

^

V

B

= �~� �

~

B

für ein homogenes

~

B = B

^

~e

z

:

15

= ��

z

B

= ��

B

�

^

L

z

+ 2

^

S

z

�

B

Die Ortsabhängigkeit und den Vorfaktor der Spin-Bahn-Wehselwirkung fassen

wir zur übersihtliheren Darstellung in

^

W

ls

(r̂) zusammen:

16

^

V

ls

=

Ze

2

2m

2

e



2

1

r̂

3

^

~

L �

^

~

S

=:

^

W

ls

(r̂)

^

~

L �

^

~

S

Shreiben wir also den Hamilton-Operator aus:

^

H =

p̂

2

r

2�

+

^

L

2

2�r̂

2

�

e

2

r̂

+

^

W

ls

(r̂)

^

~

L �

^

~

S � �

B

�

^

L

z

+ 2

^

S

z

�

B

13

Im Wassersto�atom ist die reduzierte Masse shon fast gleih der Elektronenmasse. In

Atomen mit mehr Nukleonen wird der Untershied immer kleiner. Deswegen wird oftmals nur

mit der Elektronenmasse gerehnet.

14

Vgl. [Flieÿbah, Seite 323℄.

15

Der Faktor 2 vor

^

S

z

stammt vom anomalen magnetishen Moment des Spins; vgl. mit

Seite 213.

16

Wir wählen den Buhstaben W , um eine Verwehslung zwishen dem kompletten Weh-

selwirkungsterm

^

V

ls

und dem ortsabhängigen Teilterm

^

W

ls

(r̂) auszushlieÿen.
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Abbildung 5.8: Energietermshema.

Wenn wir das Problem mit Hilfe der Störungsrehnung angehen möhten, müs-

sen wir klären, welhe Terme gegenüber welhen überwiegen. Wir untersheiden

im Folgenden drei Fälle:

1. B shwah:

^

V

ls

�

^

V

B

, Zeeman-E�ekt.

Mit

^

V

B

als Störung ist der ungestörte Hamilton-Operator:

^

H

0

=

^

T �

e

2

r̂

+

^

V

ls

2. B relativ stark:

^

V

B

�

^

V

ls

, Pashen-Bak-E�ekt.

Mit der Störung

^

V

ls

ist der ungestörte Hamilton-Operator hier:

^

H

0

=

^

T �

e

2

r̂

+

^

V

B

3. B extrem stark:

^

V

B

�

e

2

r̂

.

Hier überwiegt

^

V

B

alle anderen elektromagnetishen Anteile:

^

H

0

=

^

T +

^

V

B

In diesem Fall

17

werden die Elektronen hauptsählih von der Lorentz-

Kraft geleitet. Ein Proton, das nur mit der Coulomb-Kraft zieht, wird das

Elektron bei extrem starken B nur wenig beein�ussen können.

Abbildung 5.9: Elektron im extrem starken B-Feld. Das Elektron shraubt

sih spiralförmig um die Magnetfeldlinien. Die Coulomb-Kraft des Kerns ist

zu shwah, um es im Atom gebunden zu halten.

Die Fälle 1 und 2 möhten wir nun genauer betrahten.

5.4.1 Der Zeeman-E�ekt

Der Zeeman-E�ekt beshreibt die Aufspaltung der Energieniveaus von Atom-

elektronen im shwahenMagnetfeld. Zustande kommt sie durh eine Präzession

des Drehimpulses

~

J (und damit auh des magnetishen Moments ~�

j

) um den

externen Feldvektor.

Die Basis zum ungestörten Hamilton-Operator

^

H

0

=

^

T �

e

2

r̂

+

^

V

ls

ist gegeben

durh:

j�

�

i = jN; l; s =

1

2

; j; m

j

=m

�

i

17

So starke Magnetfelder sind auf der Erde experimentell niht erzeugbar.
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In 1. Ordnung Störungsrehnung suhen wir die Übergangswahrsheinlihkeiten

des Störoperators

^

V

B

, wobei wir zunähst

^

V

B

und die Zustände ausshreiben:

h�

�

j

^

V

B

j�

�

i = ��

B

Bh l;

1

2

; j; m

�

j

^

L

z

+ 2

^

S

z

| {z }

=

^

J

z

+

^

S

z

j l;

1

2

; j; m

�

i

= ��

B

Bh l;

1

2

; j; m

�

j

^

J

z

j l;

1

2

; j; m

�

i

� �

B

Bh l;

1

2

; j; m

�

j

^

S

z

j l;

1

2

; j; m

�

i

der

^

J

z

-Anteil reduziert sih:

18

= ��

B

B

�

~m

�

Æ

m

�

m

�

+ h l;

1

2

; j; m

�

j

^

S

z

j l;

1

2

; j; m

�

i

�

Den

^

S

z

-Anteil müssen wir zunähst aufblähen, so dass wir der Übersihtlihkeit

wegen nur ihn verfolgen (bis auh er sih wieder reduziert hat):

h

^

S

z

i

��

:= h l;

1

2

; j; m

�

j

^

S

z

j l;

1

2

; j; m

�

i

Shieben wir zwei Einsen ein (

P

m

l

;m

s

j l; m

l

;

1

2

; m

s

ih l; m

l

;

1

2

; m

s

j ) � in der

ungekoppelten Basis:

=

X

m

s

X

m

l

X

m

0

s

X

m

0

l

h l;

1

2

; j; m

�

j l; m

l

;

1

2

; m

s

i

| {z }

Clebsh-Gordon

h l; m

l

;

1

2

; m

s

j

^

S

z

j l; m

0

l

;

1

2

; m

0

s

ih l; m

0

l

;

1

2

; m

0

s

j l;

1

2

; j; m

�

i

Aufgrund von Beziehungen der Clebsh-Gordon-Koe�zienten reduzieren sih

die 4 Summationen auf 2:

=

X

m

�

�m

s

m

�

�m

0

s

h l;

1

2

; j; m

�

j l; m

l

;

1

2

; m

s

i

h l; m

l

;

1

2

; m

s

j

^

S

z

j l; m

0

l

;

1

2

; m

0

s

i

| {z }

=Æ

m

l

m

0

l

�~m

0

s

�Æ

m

s

m

0

s

h l; m

0

l

;

1

2

; m

0

s

j l;

1

2

; j; m

�

i

Durh das hier auftretende

^

S

z

-Matrixelement briht die Summation weiter zu-

sammen:

=

X

m

s

~m

s

h l;

1

2

; j; m

�

j l; m

l

=m

�

�m

s

;

1

2

; m

s

i

h l; m

l

=m

�

�m

s

;

1

2

; m

s

j l;

1

2

; j; m

�

i

Da m

�

= m

�

:

=

X

m

s

~m

s

jh l;

1

2

; j; m

�

j l; m

�

�m

s

;

1

2

; m

s

ij

2

18

Sowohl im Bra, als auh im Ket stehen Eigenzustände zu

^

J

z

. Vershiedene Eigenzustände

eines Operators sind aber orthogonal zueinander.
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Damit können wir wieder alles zusammenfassen:

h�

�

j

^

V

B

j�

�

i =

� �

B

B

 

~m

�

Æ

m

�

m

�

+

X

m

s

~m

s

jh l;

1

2

; j; m

�

j l; m

�

�m

s

;

1

2

; m

s

ij

2

!

Mit der Störmatrix h�

�

j

^

V

B

j�

�

i können nun die Energiebeiträge des magneti-

shen Moments in Störungstheotrie 1.Ordnung berehnet werden.

5.4.2 Der Pashen-Bak-E�ekt

Im Gegensatz zum Zeeman-E�ekt ist beim Pashen-Bak-E�ekt das externe Ma-

gnetfeld so stark, dass Spin und Bahndrehimpuls niht mehr gekoppelt, sondern

einzeln um den Feldvektor

~

B präzedieren.

Der ungestörte Hamilton-Operator lautet (die Störung ist hier

^

V

ls

):

^

H

0

=

^

T �

e

2

r̂

� �

B

(

^

L

z

+ 2

^

S

z

)B

Die dazugehörigen Energieeigenwerte sind:

E

�

= �

13; 5 eV

N

� �

B

B(m

l

+ 2m

s

)

wobei die Magnetquantenzahlen folgende Werte annehmen können:

m

l

= �1; 0; 1

m

s

= �

1

2

; +

1

2

Die Kopplung ergibt im Energieterm folgende Faktoren für �

B

B, womit die

Entartung teilweise aufgehoben wird:

m

l

m

s

(m

l

+ 2m

s

)

�1 �

1

2

�2

�1 +

1

2

0

0 �

1

2

�1

0 +

1

2

+1

+1 �

1

2

0

+1 +

1

2

+2

Dabei bleiben jedoh die zwei Zustände mit m

l

+ 2m

s

= 0 entartet.

Berehnung von

^

V

ls

mit der Störungstheorie

Bevor wir die Matrixelemente berehnen, betrahten wir noh einen kleinen
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Einshub zum Skalarprodukt

^

~

L �

^

~

S.

� Drehe ih z.B.

^

L, so ändert sih das Produkt

^

~

L�

^

~

S; eine ungekoppelte Basis

j l; m

l

i j s; m

s

i � j l; m

l

; s; m

s

i ist also ungeeignet. Wir müssen zum

Gesamtdrehimpuls

^

~

J =

^

~

L +

^

~

S bzw. zur gekoppelten Basis j l; s; j; m

j

i

übergehen.

�

^

~

L �

^

~

S =

^

~

S �

^

~

L, oder anders ausgedrükt [

~

L;

~

S ℄

�

= 0; die Operatoren

vertaushen. Dies gilt, weil sie auf zwei völlig vershiedene Räume wirken.

� Folgender Zusammenhang gilt für die drei Drehimpulsoperatoren:

19

^

J

2

=

�

^

~

L+

^

~

S

�

2

=

^

L

2

+

^

S

2

+ 2

^

~

L �

^

~

S

Damit ist:

^

~

L �

^

~

S =

1

2

�

^

J

2

�

^

L

2

�

^

S

2

�

� Wenn wir wissen, wie ein Operator auf einen Zustand wirkt, können wir

den entsprehenden Eigenwert einsetzen:

�

^

~

L �

^

~

S

�

j l; s; j; m

j

i =

1

2

�

^

J

2

�

^

L

2

�

^

S

2

�

j l; s; j; m

j

i

=

~

2

2

�

j(j + 1) � l(l + 1) � s(s + 1)

�

j l; s; j; m

j

i

Ende des Einshubs.

Der Operator

^

~

L �

^

~

S ist in der Basis der Eigenzustände zu den Eigenwerten j, l

und s diagonal. Dies benötigen wir im Folgenden. Damit können wir uns an die

Berehnung der Matrixelemente von

^

V

ls

wagen:

h l; m

l

;

1

2

; m

s

j

^

V

ls

j l; m

0

l

;

1

2

; m

0

s

i =

^

W

ls

h l; m

l

;

1

2

; m

s

j

^

~

L �

^

~

S j l; m

0

l

;

1

2

; m

0

s

i

Berehnen wir die Matrixelemente des Skalarprodukts mit diesem Wissen:

h

^

~

L �

^

~

S i := h l; m

l

; s; m

s

j

^

~

L �

^

~

S j l; m

0

l

; s; m

0

s

i

Die ungekoppelte Basis ist ungeeignet, also müssen wir in die gekoppelte weh-

seln. Dazu shieben wir eine Eins ein, die in der gewünshten gekoppelten Basis

steht:

=

X

j

h l; m

l

; s; m

s

j

^

~

L �

^

~

S j l; s; j; m

j

ih l; s; j; m

j

j l; m

0

l

; s; m

0

s

i

19

Die Vektorpfeile für quadratishe Drehimpuls(vektor)operatoren lassen wir auh hier wie-

der weg. Gemeint ist das Skalarprodukt.
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wobei durh die Kopplung m

j

= m

0

l

+m

0

s

vorgegeben ist. Setzen wir jetzt die

Eigenwerte für

^

~

L �

^

~

S =

1

2

�

^

J

2

�

^

L

2

�

^

S

2

�

ein, so erhalten wir Zahlen die wir

vorziehen dürfen:

=

X

j

~

2

2

�

j(j + 1)� l(l + 1)� s(s + 1)

�

h l; m

l

; s; m

s

j l; s; j; m

j

ih l; s; j; m

j

j l; m

0

l

; s; m

0

s

i

Die übrigbleibenden Skalarprodukte sind von der Form:

h Basiszustand gekoppelt j Basiszustand ungekoppelt i

oder umgekehrt, und somit Clebsh-Gordon-Koe�zienten, die in Tabellen

20

nahgeshlagen werden können.

Mit den Matrixelementen des Störoperators

^

V

ls

können nun die Energievershie-

bungen in Störungsrehnung 1.Ordnung berehnet werden.

5.4.3 Zusammenfassung (zur Vorgehensweise)

Bei Systemen deren Hamilton-Operator aus vielen Termen zusammengesetzt ist,

muss man sih Gedanken über die Energieverhältnisse mahen:

� Was nehme ih in den ungestörten Hamilton-Operator rein?

� Was betrahte ih als Störung?

Ziel ist letztlih die Berehnung der Matrixelemente des Störoperators in der

ungestörten Basis.

20

Z.B. in [Partiles℄.
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5.5 Ununtersheidbare Teilhen, Pauli-Prinzip

5.5.1 Untersheidungskriterien für Teilhen

Zur Erläuterung der (Un-)Untersheidbarkeit von Teilhen ist das Heliumatom

mit seinen beiden Elektronen prädestiniert, da es übersihtlih ist. O.B.d.A.

werden die zwei Einzelwellenfunktionen der beiden Heliumelektronen verwendet,

um die Grundlagen zur Theorie der Teilhenuntersheidung aufzubauen.

Abbildung 5.10: Heliumatom.

Der Hamilton-Operator für ein Elektron im Heliumatom setzt sih aus der ki-

netishen Energie, der potentiellen Energie durh die Coulombanziehung des

Kerns, sowie dem abstoÿenden Coulombterm der Wehselwirkung mit dem an-

deren Elektron zusammen. Fasst man beide Elektronenenergien in einem ge-

meinsamen Hamilton-Operator zusammen, so lautet dieser:

^

H =

^

T

1

�

2e

2

r̂

1

| {z }

^

H

1

+

^

T

2

�

2e

2

r̂

2

| {z }

^

H

2

+

^

V

12

Betrahten wir die zwei Elektronen ohne die gegenseitige Wehselwirkung

^

V

12

,

so lässt sih der Hamilton-Operator in zwei unabhängige Teile aufspalten. Wir

fassen

^

V

12

als Störung auf, während der ungestörte Hamilton-Operator

^

H

0

=

^

H

1

+

^

H

2

ist. Ihn betrahten wir im Folgenden. Dazu müssen wir untersheiden,

auf welhen Ort und auf welhes Elektron sih eine Wellenfunktion bezieht.

Notation. Zur Untersheidung vonWellenfunktion und Aufenthaltsort der bei-

den Elektronen vereinbaren wir folgende Notation:

� Die Aufenthaltsorte der Elektronen nummerieren wir mit 1 und 2. Damit

sind die Ortsvektoren ~r

1

und ~r

2

gemeint. Der Ort wird als Argument der

Wellenfunktion mitgeführt.

� Die Wellenfunktion indizieren wir mit � und �. �

�

ist die Wellenfunkti-

on des ersten Elektrons, �

�

die des zweiten Elektrons. Be�ndet sih das

erste Elektron am Ort 2, so wird dies durh die Wellenfunktion �

�

(2)

ausgedrükt.

� Die Gesamtwellenfunktion bestimmt die Position der Elektronen anhand

der Stellung des Ortsindex' im Argument:

 (1; 2) = �

�

(1)�

�

(2)

 (2; 1) = �

�

(2)�

�

(1)

Diese Untersheidungen sind wihtig, da wir im Folgenden heraus�nden möh-

ten, ob ein Rollentaush der zwei Elektronen das System unverändert lässt:

�

�

(1)�

�

(2)

?

= �

�

(2)�

�

(1)
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Abbildung 5.11: Ortswellenfunktion zweier Elektronen im Helium-Atom.

Unser Problem ist also, dass wir zwar heraus�nden können, ob ein Elektron Spin

hoh oder Spin runter hat, oder sih am Ort 1 oder 2 be�ndet.Wir können jedoh

niht untersheiden, welhes der beiden Elektronen wir gerade observieren.

Die zwei Wellenfunktion überlagern sih derart, dass es unmöglih ist, die zwei

Elektronen zu untersheiden. Selbst wenn die Elektronen weit auseinander lie-

gen, besteht am Ort (Erwartungswert) des einen immer noh eine (kleine) Auf-

enthaltswahrsheinlihkeit 6= 0 für das andere.

Abbildung 5.12: Ein Elektron in Tübingen und ein Kollege in Sydney. Obwohl

sehr weit auseinander, besteht in Tübingen immer noh eine kleine Restaufent-

haltswahrsheinlihkeit für das Elektron aus Sydney. Man kann niht feststellen,

welhes der beiden Elektronen gemessen wurde.

Für die separierten Hamilton-Operatoren gelten die Eigenwertgleihungen:

^

H

1

�

�

(1) = "

�

�

�

(1)

^

H

2

�

�

(2) = "

�

�

�

(2)

Die Gesamtwellenfunktion ist eine Lösung der zeitunabhängigen Shrödinger-

Gleihung:

^

H (1; 2) = E (1; 2)

wobei E = "

�

+ "

�

ist.

Aus dem Experiment ergibt sih, dass keine Untersheidung zwishen den beiden

Elektronen möglih ist. Man kann keine Markierung 1 und 2 an die beiden

Elektronen anbringen, um dann zu verfolgen, ob Elektron 1 im Zustand �

�

vorliegt, oder ob es Elektron 2 ist. Dieses Problem der Ununtersheidbarkeit

soll nun genauer betrahtet werden.

Bezüglih einer beliebigen Observable O wird das Experiment also keine Unter-

sheidung mahen:

h�

�

(~r

1

)�

�

(~r

2

) j

^

O(~r

1

; ~r

2

) j�

�

(~r

1

)�

�

(~r

2

) i

!

=

h�

�

(~r

2

)�

�

(~r

1

) j

^

O(~r

1

; ~r

2

) j�

�

(~r

2

)�

�

(~r

1

) i

oder (übersihtliher) in Kurzshreibweise:

h (1; 2) j

^

O(1; 2) j (1; 2) i = h (2; 1) j

^

O(1; 2) j (2; 1) i

Satz. Zwei Teilhen sind genau dann ununtersheidbar, wenn die Beziehung:

h (1; 2) j

^

O(1; 2) j (1; 2) i = h (2; 1) j

^

O(1; 2) j (2; 1) i

für alle physikalishen Operatoren

^

O gilt. Insbesondere muss sie auh für den

Hamilton-Operator gelten.



278 KAPITEL 5. ZEITUNABHÄNGIGE STÖRUNGSTHEORIE

5.5.2 Teilhen-Vertaushung

Der Teilhen-Vertaushungsoperator

De�nition (Permutationsoperator). Der Permutationsoperator (oder auh

Teilhen-Vertaushungsoperator)

^

P tausht die Positionen zweier Teilhen:

^

P (1; 2) =  (2; 1)

Satz. Für den Teilhen-Vertaushungsoperator gilt:

� Er ist selbstadjungiert:

^

P

y

=

^

P

� Zweimalige Vertaushung zweier Teilhen stellt den ursprünglihen Zu-

stand wieder her:

^

P

^

P =

b

1

Mit Hilfe des Vertaushungsoperators können wir nun den Erwartungswert für

unseren (allgemeinen) physikalishen Operator

^

O umshreiben:

h (1; 2) j

^

O(1; 2) j (1; 2) i = h (1; 2) j

^

O(1; 2)

^

P

^

P j (1; 2) i

= h (1; 2) j

^

P

y

^

O(1; 2)

^

P j (1; 2) i

= h (2; 1) j

^

O(1; 2) j (2; 1) i

Wenn Ununtersheidbarkeit vorliegt, kann man die Ortsindizes 1 in 2, und 2 in

1 umbennenen, ohne dass sih das Ergebnis ändert:

= h (1; 2) j

^

O(2; 1) j (1; 2) i

Also ist:

^

P

y

^

O(1; 2)

^

P =

^

O(2; 1)

=

^

O(1; 2)

Aus der Ununtersheidbarkeit folgt also der

Satz. Für alle physikalishen Operatoren

^

O ununtersheidbarer Teilhen gilt:

21

[

^

P ;

^

O ℄

�

= 0

Insbesondere gilt für den Hamilton-Operator ununtersheidbarer Teilhen:

[

^

P ;

^

H ℄

�

= 0

Das bedeutet, dass

^

P und

^

H ein gemeinsames Eigenfunktionssystem besitzen.

21

Sind zwei Teilhen ununtersheidbar, so gilt diese Kommutatorregel wirklih für alle phy-

sikalish sinnvollen Operatoren!
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Behauptung. Die Eigenwerte einer beliebigen Eigenwellenfunktion zu

^

P sind:

� = �1

Beweis. Die zweimalige Vertaushung stellt den Ursprungszustand wieder her:

^

P

2

j i = j i

Formal liefert die Anwendung von

^

P jedoh den Eigenwert:

^

P

2

j i =

^

P� j i

= �

2

j i

Also ist:

�

2

= 1

und somit:

� = �1

Ist � = +1, so ist die betrahtete Wellenfunktion symmetrish unter Teilhen-

vertaushung:

^

P (1; 2) =  (1; 2)

Für � = �1 spriht man von einer bezüglih Teilhenvertaushung antisymme-

trishen Wellenfunktion:

^

P (1; 2) = � (1; 2)

Beahte, dass dieses  Eigenzustand zu

^

P ist,

22

sonst gilt

^

P

~

 (1; 2) =

~

 (2; 1)!

Gemeinsames Eigenfunktionssystem zu

^

P und

^

H

Bei der Suhe nah einem gemeinsamen Eigenfunktionssystem für

^

P und

^

H

muss beahtet werden, dass für

^

P nah obigen Ausführungen gilt:

23

^

P�

�

(1)�

�

(2) = �

�

(2)�

�

(1)

= ���

�

(1)�

�

(2)

Für

^

H lautet die Eigenwertgleihung:

^

H�

�

(2)�

�

(1) = ("

�

+ "

�

)�

�

(2)�

�

(1)

22

Also ein ununtersheidbares Teilhen ist.

23

Der Faktor � ist wieder 1, wenn die Produktwellenfunktion normiert ist.
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Derselbe Energieeigenwert ergibt sih auh für den permutierten Zustand, da

wir im ersten Satz dieses Abshnitts gesehen haben, dass die Erwartungswerte

für den Hamilton-Operator unabhängig von der Teilhenkonstellation sind:

^

H�

�

(1)�

�

(2) = ("

�

+ "

�

)�

�

(1)�

�

(2)

Somit ist auh jede Linearkombination dieser beiden Zustände wieder ein Eigen-

zustand zu

^

H. Man muss also eine solhe Linearkombination suhen, die auh

ein Eigenzustand zu

^

P ist. Man �ndet shlieÿlih:

Satz. Die Wellenfunktionen:

1

p

2

�

�

�

(1)�

�

(2) + �

�

(2)�

�

(1)

�

und:

1

p

2

�

�

�

(1)�

�

(2) � �

�

(2)�

�

(1)

�

sind gemeinsame Eigenzustände zu

^

H und

^

P .

Der Faktor

1

p

2

dient dabei der Normierung.

Fermionen und Bosonen

Wenden wir den Permutationsoperator

^

P auf diese Wellenfunktion an:

^

P

1

p

2

�

�

�

(1)�

�

(2) � �

�

(2)�

�

(1)

�

=

1

p

2

�

�

�

(2)�

�

(1) � �

�

(1)�

�

(2)

�

für die �positive� Wellenfunktion ist das:

= +

1

p

2

�

�

�

(1)�

�

(2) + �

�

(2)�

�

(1)

�

für die mit Minus:

= �

1

p

2

�

�

�

(1)�

�

(2)� �

�

(2)�

�

(1)

�

Es wird sih zeigen, dass das Vorzeihen obiger

^

P -Anwendung zwei Klassen von

Teilhen trennt. Ergibt die Anwendung von

^

P ein +, so haben die betrahteten

Teilhen einen ganzzahligen Spin; man spriht von Bosonen. Ergibt sih ein

�, so liegen Teilhen mit halbzahligen Spin vor; diese nennt man Fermionen.

Das bedeutet für die Bildung der gemeinsamen Eigenzustände zu

^

H und

^

P der

beiden Teilhensorten:

� Die Produktwellenfunktionen von Fermionen werden mit Minus �linear-

kombiniert�:

 

Fermion

=

1

p

2

�

�

�

(1)�

�

(2)� �

�

(2)�

�

(1)

�

Die Wellenfunktion  

Fermion

ist antisymmetrish bezüglih Teilhentaush:

^

P 

Fermion

(1; 2) = � 

Fermion

(2; 1)
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� Die Produktwellenfunktionen von Bosonen werden mit einem + gebildet:

 

Boson

=

1

p

2

�

�

�

(1)�

�

(2) + �

�

(2)�

�

(1)

�

Die Wellenfunktion  

Boson

ist symmetrish bezüglih Teilhentaush:

^

P 

Boson

(1; 2) = + 

Boson

(2; 1)

5.5.3 Pauli-Prinzip

Betrahten wir nun diese Wellenfunktion für zwei Fermionen, z.B. Elektronen.

Nimmt man an, dass beide Elektronen denselben Einteilhenzustand besetzen,

also � = � ist, so ergibt sih für die (antisymmetrishe) Wellenfunktion  :

 =

1

p

2

�

�

�

(1)�

�

(2) � �

�

(2)�

�

(1)

�

= 0

Die Wellenfunktion vershwindet identish; es gibt also keinen physikalishen

Zustand mit der von zwei identishen Fermionen besetzt werden kann. Dieses

Verhalten nennt man Pauli-Prinzip.

Satz (Pauli-Prinzip). Fermionen können niht denselben Einteilhenzustand

besetzen.

In Ortsdarstellung bedeutet dies, dass sih zwei ununtersheidbare Fermionen

niemals am selben Ort aufhalten können. Es wird also eine repulsiveKraft geben,

die um so gröÿer wird, je mehr sih zwei Fermionen, die sih im selben Zustand

be�nden, nähern (unabhängig von Eigenshaften wie der Ladung, die lediglih

eine weitere abstoÿende Komponente einbringen).

Dies gilt niht für Bosonen!

Beispiele zum Pauli-Prinzip

Beispiel (Atomphysik). Wir vernahlässigen die Wehselwirkung

e

2

j~r

2

�~r

1

j

zwi-

shen den Elektronen:

^

H =

p̂

2

1

2m

1

+

Ze

2

r̂

1

| {z }

^

H

1

+

p̂

2

2

2m

2

+

Ze

2

r̂

2

| {z }

^

H

2

Aus dem Pauli-Prinzip folgert die Shalenstruktur der Atomelektronen, denn

Abbildung 5.13: Besetzung der Enerieniveaus im Atom.

jeweils nur ein Spin-Up- und ein Spin-Down-Elektron können sih einen Zustand

jn; l; m

l

i teilen. Entsprehend ist die Zahl der Elektronen für eine bestimmte

Hauptquantenzahl n auf 2n

2

begrenzt.

24

Man spriht von der n-ten Shale.

24

Vgl. [Haken/Wolf, Abshnitt 19.1℄.
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Beispiel (Freies Elektronengas). Auh hier gilt das Pauli-Prinzip.Die Elek-

tronen können sih niht beliebig nahe kommen.

25

Beispiel (Helium-Atom). Wir überlassen wieder

� Spin-Bahn-Terme und

� die Elektron-Elektron-Wehselwirkung

der Störungstheorie und betrahten nur die ungestörten Zustände mit:

^

H =

^

H

1

+

^

H

2

Wie sieht der Einteilhenzustand �

�

aus? Die Eigenwertgleihung für �

�

lautet:

^

H

1

�

�

(~r) = "

�

�

�

(~r)

mit dem Eigenwert:

"

�

= Z

2

R

N

2

wobei R die Rydbergzahl ist. Mit den Quantenzahlen N , l, m

l

, s =

1

2

und m

s

lässt sih der Zustand eines Elektrons formal shreiben als:

j�

�

i = j N; l; m

l

| {z }

Bahn

;

1

2

; m

s

| {z }

Spin

i

wobei wir die Bahnquantenzahlen zu n

�

zusammenfassen und die magnetishe

Spinquantenzahl m

s

in m

�

umbenennen (s ist auf

1

2

festgelegt):

=: jn

�

; m

�

i

Der Eigenzustand zu

^

H =

^

H

1

+

^

H

2

sei:

jn

�

; m

�

; n

�

; m

�

i

der sih auh als Produkt der Einteilhenzustände shreiben lässt:

= jn

�

; m

�

i jn

�

; m

�

i

Formal können wir jeweils die Bahn- und die Spineigenshaften zusammenfassen,

so dass wir einen Bahn- (inklusive Ort) und einen Spinzustand des Zweiteilhen-

systems erhalten:

= jn

�

; n

�

i jm

�

; m

�

i

Diese Art der Aufspaltung ermögliht es uns Spin und Bahn getrennt vonein-

ander zu betrahten; die Rehnungen werden so etwas übersihtliher.

25

Vgl. [Flieÿbah, Kapitel 46℄.
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Diese Separation nah Bahn und Spin können wir auh für den Permutations-

operator ansetzen, da eine Vertaushung der Spinkomponenten (bei Vernah-

lässigung der Spin-Bahn-Wehselwirkung) keine Auswirkung auf die Bahn hat,

und umgekehrt:

^

P

�

jn

�

; n

�

i jm

�

; m

�

i

�

=

^

P

Ort

jn

�

; n

�

i

^

P

Spin

jm

�

; m

�

i

Wenden wir die

^

P -Komponenten an, so vertaushen die zugehörigen Zustands-

komponenten:

= jn

�

; n

�

i jm

�

; m

�

i

Betrahten wir zunähst nur den

Spinanteil, und wehseln in die gekoppelte Basis jS = s

�

� s

�

; M = m

S

i

des Spins. Hierbei ist im Zweifermionensystem:

S =

1

2

�

1

2

2 f0; 1g

M 2 f�S; : : : ; Sg 2 N

Bekanntliherweise lässt sih ein Zustand in der gekoppelten Basis als Linear-

kombination von Basiszuständen der ungekoppelten Basis darstellen:

jS; M i =

X

m

�

;m

�

jm

�

; m

�

ihm

�

; m

�

jS; M i

wobei die auftretenden Skalarprodukte gerade die Clebsh-Gordon-Koe�zienten

sind. Nun lassen wir den Spin-Permutationsoperator darauf los:

^

P

Spin

jS; M i =

X

m

�

;m

�

^

P

Spin

jm

�

; m

�

ihm

�

; m

�

jS; M i

=

X

m

�

;m

�

jm

�

; m

�

ihm

�

; m

�

jS; M i

Vertaushen wir nun alle Indizes, so ändert sih nihts (�stumme Indizes�) am

physikalishen Zustand:

=

X

m

�

;m

�

jm

�

; m

�

ihm

�

; m

�

jS; M i

Betrahten wir nun die Eigenshaften der Clebsh-Gordon-Koe�zienten beim

Taush der beiden m

s

's (z.B. Tabelle in [Partiles℄), so �nden wir, dass sih in

Abhängigkeit von S ein Vorzeihenwehsel ergeben kann (Phasenfaktor):

=

X

m

�

;m

�

jm

�

; m

�

i (�1)

1

2

+

1

2

�S

hm

�

; m

�

jS; M i

Verzihten wir wieder auf die Darstellung in der ungekoppelten Basis, so bleibt

der Eigenwert von

^

P

Spin

zurük:

= (�1)

1�S

jS; M i
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Fassenwir das Ergebnis nohmals zusammen, und betrahten die zwei möglihen

Fälle (Einzelspins stehen parallel oder antiparallel zueinander):

^

P

Spin

jS; M i = (�1)

1�S

jS; M i

=

(

+ jS; M i für S = 1,  

Spin

ist symmetrish;

� jS; M i für S = 0,  

Spin

ist antisymmetrish.

Oder �graphish� ausgedrükt: Die Wellenfunktion ist symmetrish bezüglih

Spinpermutation, wenn die Spins parallel zueinander sind:

"

1

"

2

=

"

2

"

1

Antisymmetrish bezüglih Spinvertaushung ist die antiparallele Einstellung:

"

1

#

2

6=

"

2

#

1

Führen wir die gleihen Überlegungen mit dem

Ortsanteil des Permutationsoperators durh, so erhalten wir als Ergebnis:

^

P

Ort

jn

�

; n

�

i =

(

+ jn

�

; n

�

i für S = 0,  

Ort

ist symmetrish;

� jn

�

; n

�

i für S = 1,  

Ort

ist antisymmetrish.

Der Gesamt-Permutationsoperator

^

P

Gesamt

untersheidet also zwei Ar-

ten von Helium. Zwar ist die Gesamtwellenfunktion immer antisymmetrish (es

sind eben zwei Fermionen), man kann aber doh nahweisen, dass Helium zwei

vershiedene Gesamtwellenfunktionen für die Elektronen besitzt:

Orthohelium: S = 1, die Spins stehen parallel zueinander (M kennt drei Ein-

stellungen 1; 0;�1, deswegen nennt man diesen Zustand auh den Triplett-

zustand.);

Parahelium: S = 0, die Spins stehen antiparallel zueinander (S ist niht ent-

artet � Singulettzustand).

Vergleih der beiden Heliumarten. Was erwartet uns, wenn die Elektron-

Elektron-Wehselwirkung �eingeshaltet� (berüksihtigt) wird? Zum einen wer-

den die Energien nah oben vershoben, da die Wehselwirkung repulsiv ist. Wir

werden aber auh Untershiede zwishen Para- und Orthohelium feststellen.

26

Abbildung 5.14: Vergleih der Energieniveaus von Para- und Orthohelium.

Im Parahelium können sih die beiden Elektronen am selben Ort aufhalten, da

sie sih in ihrem Spin untersheiden. Die Elektron-Elektron-Wehselwirkung ist

entsprehend dem kleineren mittleren Abstand gröÿer als im Orthohelium.

26

Zur störungstheoretishen Untersheidung siehe [Flieÿbah, Seite 385℄.
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5.6 Modell des Festkörpers I

5.6.1 Beshreibungsgrundlage

Im Folgenden betrahten wir den Festkörper als starres Gerüst (Atomgitter)

fest verbundener Atomrümpfe, zwishen denen sih die Elektronen (abgesehen

vom Coulomb-Feld der Protonen) frei bewegen können. Genauer berüksihti-

gen wir nur eine Dimension, also eine Atomkette. Des Weiteren vernahlässigen

wir Wehselwirkungen zwishen vershiedenen Elektronen eines Atoms; behan-

deln also den einfahsten Fall von Atomen mit je einem Elektron. Die Idee der

Vorgehensweise wird durh diese Idealisierungen klarer.

Die Wellenfunktion �

i

bzw. der Zustand j�

i

i beshreibt den Bindungszustand

(genauer den Grundzustand) eines Elektrons im Atom i, das auÿer der Kernan-

ziehung keine weiteren Kräfte spürt.

5.6.2 Zweiatomiger Festkörper

Abbildung 5.15: Coulomb-Potential der zwei Atome, aus der Siht eines Elek-

trons.

Hamilton-Operator der Atomkette

Betrahten wir zwei Atome mit einem festen Abstand a. Liegen die Atome weit

auseinander, so können wir Wehselwirkungen zwishen den beiden Atomen

vernahlässigen. Ist ein Elektron in diesem System, so kann es entweder an Atom

(eigentlih Atomkern oder Ion) 1 oder an Atom 2 gebunden sein. Bei groÿem

Abstand spürt es das Potential des anderen Atoms niht. Man spriht auh hier

von einer Entartung dieses Grundzustandes; die Energie für eine Bindung mit

Atom 1 ist die gleihe wie die mit Atom 2. Bei groÿem Abstand sind �

1

und �

2

stationäre Zustände (ist das Elektron bei Atom 1 lokalisiert, so bleibt es dort).

Der Hamilton-Operator des Gesamtsystems stellt sih nur aus zwei disjunkten

Operatoren zusammen:

^

H

0

=

^

H

1

+

^

H

2

Damit enthält die Übergangsmatrix von

^

H nur Diagonalelemente (diese ent-

sprehen den ungestörten Energieeigenwerten):

=

�

" 0

0 "

�
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Wenn nun die Atome so nah beieinander liegen, dass sih ihre Potentiale über-

lappen (Abstand von der Gröÿenordnung a

B

), dann muss ein Ein�uss

^

V des

anderen Atoms beahtet werden. Die Elektronen können dadurh zwishen den

Atomen wehseln (die Wellenfunktion der Elektronen ist im Mittelpunkt zwi-

shen den Atomen gröÿer 0; sie haben eine nihtvershwindende Aufenthalts-

wahrsheinlihkeit zwishen den Atomen. Ist ihre Energie niedriger als die Po-

tentialbarriere zwishen den Atomen, so geshieht ein Wehsel durh den Tun-

nele�ekt). Der Hamilton-Operator berüksihtigt nun das Potential des anderen

Atoms:

^

H

e�

=

^

H

0

+

^

V

=

�

" V

V "

�

Energieeigenwerte der Elektronen

Um die Energieeigenwerte der gestörten Elektronenzustände zu �nden, müssen

wir den e�ektiven Hamilton-Operator

^

H

e�

diagonalisieren. Dazu lösen wir die

Charakteristishe Gleihung:

det

�

^

H

e�

� �1

2

�

= 0

konkret also:

=

�

�

�

�

" � � V

V " � �

�

�

�

�

= ("� �)

2

� V

2

mit der Forderung:

= 0

Lösen wir die Gleihung nah � auf, so erhalten wir die Eigenwerte von

^

H

e�

:

�

1=2

= "�

p

V

2

= "� jV j

Durh die Störung erhalten wir nun zwei vershiedene Energieeigenwerte. Das

Störpotential des benahbarten Atoms hebt also die Entartung auf.

Abbildung 5.16: Energieaufspaltung bei kleiner werdenden Abständen zwishen

den Atomen.

Bestimmung der Eigenzustände

Die Wellenfunktion j 

1

i des Elektrons 1, bei sih überlappenden Atompoten-

tialen, ist eine Linearkombination der beiden ungestörten Atomzustände:

j 

1

i = � j�

1

i + � j�

2

i

Lösen wir die Eigenwertgleihung mit Hilfe der eben berehneten Eigenwerte:
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1. Fall: Mit dem Eigenwert E

1

= "� V liefert die Eigenwertgleihung folgende

Bestimmungsgleihung für die Koe�zienten � und �:

�

" V

V "

��

�

�

�

= ("� V )

�

�

�

�

Sie liefert die Koe�zienten:

� = �� =

1

p

2

Und damit den (energetish tieferen) Zustand:

 

1

=

1

p

2

�

j�

1

i � j�

2

i

�

Abbildung 5.17: Eigenzustand zum Eigenwert "�V . Hier hat die Wellenfunktion

im Mittelpunkt zwishen den Atomen einen Nulldurhgang.

2. Fall: Die Eigenwertgleihung des Eigenwerts E

2

= "+ V führt zur folgenden

Zahlengleihung:

�

" V

V "

��

�

�

�

= ("+ V )

�

�

�

�

Dies führt zu den Lösungen:

� = � =

1

p

2

Damit lautet der (energetish höhere) Zustand:

j 

2

i =

1

p

2

�

j�

1

i + j�

2

i

�

Abbildung 5.18: Eigenzustand zum Eigenwert "+ V . Die Wellenfunktion ist im

Mittelpunkt gröÿer 0.

Die beiden möglihen Zustände untersheiden sih in ihrer Energie um den Wert

2V ; auÿerdem sind sie orthogonal zueinander, es ist also h 

1

j 

2

i = 0.

Durh die Überlappung der beiden Potentiale (theoretish ausgedrükt: Durh

die Störung

^

V des benahbarten Atomkerns) ist ein Elektron jetzt niht mehr

ausshlieÿlih an seinem Atom lokalisiert. Seine Aufenthaltswahrsheinlihkeit

ist für beide Atome gleih groÿ; es kann den �Bindungspartner� wehseln.
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Abbildung 5.19: Potential eines dreiatomigen Festkörpers.

5.6.3 Dreiatomiger Festkörper

Versuhen wir uns nun langsam einem realeren Festkörper zu nähern.

27

Bleiben wir bei der Atomkette, diesmal mit drei Atomen. Nimmt man an, dass

zwei beieinanderliegende Atome sih gegenseitig etwas überlappen (die Poten-

tiale, niht die Atome selbst), die niht-benahbarten jedoh nihts voneinander

sehen, so hat der e�ektive Hamilton-Operator wieder die gleihe Struktur (bis

auf die höhere Dimension) wie im zweiatomigen Fall. Ein Elektron sieht also

auÿer �seiner� Energie " noh etwas vom benahbarten Atom (eine Störung

^

V ,

und das von zwei Seiten):

^

H

e�

=

0

�

" V 0

V " V

0 V "

1

A

Da Atom 1 und Atom 3 niht miteinander gekoppelt sind, kann man das Problem

in zwei Teile aufspalten (Atome 1 & 2, sowie Atome 2 & 3). Diese beinhalten die

gleihe Störung (nur jeweils auf andere �Atomnummern� bezogen). Man hat also

zweimal die gleihe (2 � 2)-Matrix wie im Fall des zweiatomigen Festkörpers.

Man darf allerdings niht vergessen, dass ein Elektron am mittleren Atom beide

benahbarten Potentiale sieht. Die Wellenfunktion des gestörten Zustands muss

das berüksihtigen (��

1

+ ��

2

+ �

3

).

5.6.4 N-atomiger Festkörper

Abbildung 5.20: N Atome in gleihbleibendem Abstand.

Auh hier gilt es wieder die N � N-Matrix (diesesmal für ein groÿes N) zu

diagonalisieren.

28

^

H

e�

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

" V 0 : : : : : : : : : 0

V " V 0 : : : : : : 0

0 V " V 0 : : : 0

0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0

0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0

0 : : : : : : 0 V " V

0 : : : : : : : : : 0 V "

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

Wieder steht " in der Diagonalen, V in den Nebendiagonalen. Alle anderen

Elemente sind 0, solange sih zwei niht-benahbarte Atome niht überlappen.

Ein Elektron kann nun von Atom zu Atom tunneln.

27

Zwei zusammenhängendeAtome bezeihnetman doh eher als Molekül. Die Eigenshaften

eines Kristallgitters können damit noh niht erforsht werden.

28

Die Diagonalisierung überlässt man für hohe Dimensionen dem Computer.
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Abbildung 5.21: Energieniveaus von Festkörpern mit untershiedliher Anzahl

von Konstituenten.

Die Anzahl der Energieniveaus in einer Atomkette zu einem ursprünglihen

Atomzustand (z.B. dem Grundzustand des Elektrons) entspriht der Anzahl

der beteiligten Atome der Kette (im Fall groÿen Abstandes sind die Niveaus N-

fah entartet, weil das Elektron nur sein �Wirtspotential� sieht). Die maximale

Aufspaltung eines Zustands ist, bei gegebenem Atomabstand, durh das benah-

barte Potential bestimmt. Bei einer gröÿeren Anzahl von Atomen in der Kette

liegen viele Energieniveaus innerhalb dieses Intervalls. Die Di�erenz zwishen

diesen wird also mit gröÿerer Atomanzahl kleiner, damit steigt die Zustands-

dihte. Bei sehr vielen Atomen spriht man vom Quasikontinuum (sehr viele

Energieniveaus in einem begrenzten Energieintervall), oder von einem Energie-

band.

Besitzen die Atome mehrere Zustände, so hat der Festkörper entsprehend meh-

rere Energiebänder.

Was für Wellenfunktionen gibt es in einem Energieband?

Beispiel (N = 16). Bezeihne  

j

die Wellenfunktion des Elektrons im j-ten

Zustand (der 16 möglihen); �

i

beshreibt wieder den ungestörten Elektronen-

zustand für das i-te Atom. Bei Überlappung ist dann  

j

wieder die Linearkom-

bination der ungestörten Zustände �

i

:

 

j

=

16

X

i=1

a

ji

�

i

Der Koe�zient a

ji

gibt die Wahrsheinlihkeitsamplitude dafür an, dass das

Elektron (das sih im j-ten der 16 möglihen Zustände be�ndet) sih am i-

ten Atom aufhält.

29

Die möglihen Wellenlängen des Elektrons hängen von der

Anzahl der beteiligten Atome, sowie von den Randbedingungen ab, denn die

Wellenfunktion muss �vor� dem ersten und �hinter� dem letzten Atom der Kette

vershwinden. Man �ndet folgenden Zusammenhang:

a

1i

b= Wellenfunktion mit Wellenzahl k

1

=

�

Na

a

2i

b= Wellenfunktion mit Wellenzahl k

2

=

2�

Na

a

mi

b= Wellenfunktion mit Wellenzahl k

m

=

m�

Na

Abbildung 5.22: Besetzung der Energieniveaus.

5.6.5 Festkörper im elektrostatishen Feld

Es ist übersihtliher, wieder eine zweiatomige Atomkette zu betrahten. Wir le-

gen die Atomkette parallel zum

~

E-Feld. Atom 1 liege in Rihtung des positiveren

Potentialendes.

29

Durh die Überlappung der Potentiale ist das Elektron delokalisiert, eine Messung kann

es jedoh lokalisieren; a

2

ji

ist die Wahrsheinlihkeit, es am i-ten Atom zu sehen.
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Abbildung 5.23: Rihtung des Kristalls zum E-Feld.

Ein Elektron wird entgegen der Feldlinienrihtung des

~

E-Felds vershoben. Das

bedeutet, dass eine Position (im gewählten Modell) bei Atom 1 attraktiver ist.

Im e�ektiven Hamilton-Operator wird also zur Energie des �freien� Kristalls

noh eine Komponente �E des Felds hinzukommen, die den Energiezustand

am Atom 1 erniedrigt sowie am Atom 2 erhöht:

^

H

e�

=

�

" ��E V

V "+�E

�

Die Diagonalisierung der Matrix liefert die Koe�zienten für die Superposition

der Zustände, bzw. zunähst die Energieeigenzustände:

E

1=2

= "�

p

V

2

+ (�E)

2

Abbildung 5.24: Energievershiebung des energetish niedrigeren Zustands  

1

durh das

~

E-Feld.

Abbildung 5.25: Energievershiebungdes energetish höheren Zustands  

2

durh

das

~

E-Feld.

Wir müssen untersheiden, wie viele Elektronen im Kristall sind (im Verhältnis

zur Anzahl der �Wirtsatome�):

1 Elektron im System (das Band ist niht vollständig gefüllt):

� Nur ein Zustand von zwei möglihen ist besetzt:

� Polarisation durh das Feld;

� Ladungsträgervershiebung, also Strom (zumindest im realen ausge-

dehnten Kristall).

2 Elektronen im System (das Band ist voll besetzt):

� Beide möglihen Zustände sind besetzt;

� es ist keine Polarisation möglih,

� und damit �ndet keine Ladungsträgervershiebung statt. Es gibt kei-

nen Strom.

Vollgefüllte Bänder verhindern also einen Strom; die Elektronen können ihre

Plätze niht wehseln. Vollständig leere Bänder verhindern ebenso einen Strom,

da keine Ladungsträger vorhanden sind, die vershoben werden könnten.
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5.7 Modell des Festkörpers II

5.7.1 Ansatz: Periodishes Potential

Abbildung 5.26: Eindimensionaler, unendlih ausgedehnter Festkörper.

Als Ansatz wählen wir ein periodishes Potential. Bei einem Abstand a der

(gleihen) Atome in der Kette wiederholt sih das Potential periodish, so dass

gilt (8x 2 R):

V (x) = V (x + a) = V (x + 2a) = � � � = V (x + na)

Ein solhes periodishes Potential lässt sih als Fourierreihe darstellen:

=

1

X

n=�1

V

n

e

�i

2�

a

nx

Statt einer Funktion V (x) hat man nun Zahlen V

n

2 R.

5.7.2 Lösungen des periodishen Potentials

Impulswellenfunktion im periodishen Potential

Sei j i eine zeitunabhängige Lösung für ein solhes periodishes Potential, die

zugehörige Impulsamplitude ist  (k) = h k j i, das Skalarprodukt hx j k i ist

die Ortsdarstellung der Impulseigenzustände:

~

 (x) = hx j i

=

Z

+1

�1

hx j k ih k j i dk

=

Z

+1

�1

1

p

2�

e

ikx

 (k) dk

Die zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung lautet:

�

^

T +

^

V

�

j i = E j i

In Impulsdarstellung ist das:

h k j

^

T +

^

V j i = Eh k j i

= E (k)

Wir berehnen die Erwartungswerte für

^

T und

^

V einzeln:

= h k j

^

T j i+ h k j

^

V j i
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Zunähst den kinetishen Energieanteil:

h k j

^

T j i =

Z

+1

�1

h k j

^

T j k

0

ih k

0

j i dk

0

=

Z

+1

�1

~

2

k

0

2

2m

Æ(k � k

0

) h k

0

j i dk

0

=

~

2

k

2

2m

h k j i

=

~

2

k

2

2m

 (k)

Berehnen wir den potentiellen Energieanteil:

h k j

^

V j i =

Z

+1

�1

h k j

^

V j k

0

ih k

0

j i dk

0

=

Z

+1

�1

Z

+1

�1

Z

+1

�1

h k jx ihx j

^

V jx

0

ihx

0

j k

0

ih k

0

j i dx

0

dx dk

0

=

Z

+1

�1

Z

+1

�1

Z

+1

�1

h k jx i

^

V (x) Æ(x

0

� x) hx

0

j k

0

ih k

0

j i dx

0

dx dk

0

=

Z

+1

�1

Z

+1

�1

h k jx i

^

V (x) hx j k

0

ih k

0

j i dx dk

0

=

1

2�

Z

+1

�1

e

�ikx

^

V (x) e

ik

0

x

 (k

0

) dk

0

Das verbleibende Integral läuft über dk

0

, so dass

^

V (x) herausgezogen werden

kann:

=

1

2�

^

V (x)

Z

+1

�1

e

i(k

0

�k)x

 (k

0

) dk

0

Einsetzen der Fourierreihe für das periodishe Potential:

=

1

X

n=�1

V

n

Z

+1

�1

1

2�

Z

+1

�1

e

i

(

k

0

�k�

2�n

a

)

x

 (k

0

) dx dk

0

=

1

X

n=�1

V

n

Z

+1

�1

Æ

�

k

0

� k �

2�n

a

�

 (k

0

) dk

0

=

1

X

n=�1

V

n

 

�

k +

2�n

a

�

Fassen wir die Ergebnisse für die kinetishe und die potentielle Energie wieder

zusammen, so erhalten wir eine algebraishe Eigenwertgleihung für die Impuls-

wellenfunktion  (k):

~

2

k

2

2m

 (k) +

1

X

n=�1

V

n

 

�

k +

2�n

a

�

= E (k)
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Zur Bestimmung von  (k) müsste man die Impulswellenfunktion an unendlih

vielen weiteren Stellen (k +

2�n

a

, k�

2�n

a

; : : : ) mitbestimmen. Wir werden aber

gleih sehen, dass das Problem durh die Periodizität des Potentials vereinfaht

wird.

Bestimmung der Wellenfunktion; Bloh-Funktion

Wie sehen die Zustände im periodishen Potential aus? Um die Ortswellenfunk-

tion

e

 

k

(x) für die möglihen k zu berehnen setzen wir k

n

:= k +

2�n

a

:

e

 

k

(x) =

1

X

n=�1

1

p

2�

 (k

n

) e

ik

n

x

=

1

p

2�

1

X

n=�1

 (k

n

) e

ikx

e

i

2�n

a

x

Diese Fourierreihe ist aber das Produkt aus einer periodishen Funktion (mit

der Periode a des Gitters), multipliziert mit einer Phase:

=

1

p

2�

e

ikx

u(x)

Beweis. Addieren wir die Periode a im Argument:

e

 

k

(x + a) =

1

p

2�

1

X

n=�1

 (k

n

) e

ik(x+a)

e

i

2�n

a

(x+a)

Die hintere Exponentialfunktion ist a-periodish, so dass sih dort nihts ändert:

=

1

p

2�

1

X

n=�1

 (k

n

) e

ik(x+a)

e

i

2�n

a

x

Wieder zusammengefasst:

=

1

p

2�

e

ik(x+a)

u(x)

Die Funktion:

u(x) = u(x + na)

in unserem Fall konkret:

=

1

X

n=�1

 (k

n

) e

i

2�n

a

x

ist periodish. Das Produkt einer solhen periodishen Funktionmit einer Phase:

e

 

k

(x) =

1

p

2�

e

ikx

u(x) Bloh-Funktion
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wird Bloh-Funktion genannt. Für sie gilt (8n 2 N):

j

e

 

k

(x + na)j

2

= j

e

 

k

(x)j

2

Dank dieser Periodizität der Lösungsfunktion können wir nun k auf das Intervall

�

�

�

a

;+

�

a

�

beshränken, und dort das Eigenwertproblem für  (k) lösen.

Wir stellen dabei fest, dass die Energiewerte in Energiebänder au�ähern. Das

Intervall k 2

�

�

�

a

;+

�

a

�

das Lösungen für das erste Energieband liefert, wird

erste Brillouin-Zone genannt.

Abbildung 5.27: Erlaubte (möglihe) Energieeigenwerte, Bandstruktur mit ver-

botenen Zonen.

Wir erhalten also wieder die gleihe Bänderstruktur wie in Abshnitt 5.6.

30

Diese Struktur stammt von der Periodizität des Problems.

30

Siehe auh [Cohen-2, Abshnitt 11.9℄.
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5.8 Das Mesonenaustaush-Modell der Nukleon-

Nukleon-Wehselwirkung

Um etwas über die Kernkräfte (die starke Wehselwirkung) zu erfahren, maht

man zunähst Streuexperimente mit den einfahsten Systemen, die die star-

ke Kraft kennen, also Nukleonen. Das Target Wassersto� beshieÿt man mit

Protonen

31

oder Neutronen; eine Theorie der Wehselwirkung muss dann die

experimentellen Ergebnisse

32

(Streuquershnitt, Formfaktoren) möglihst gut

widerspiegeln. Erste Experimente deuteten darauf hin, dass die Wehselwirkung

durh den Austaush von Pionen statt�ndet. Ein solher Mesonenaustaush

33

soll in diesem Abshnitt behandelt werden.

5.8.1 Hamilton-Operator des Zweikörperproblems

Shwerpunktsystem

Wir behandeln das Zweinukleonensystem im Shwerpunkt der beiden Weh-

selwirkungspartner. Dann muss die Impulserhaltung gelten (die gestrihenen

Variablen sind die nah dem Stoÿprozess):

34

~q + (�~q) = ~q

0

+ (�~q

0

)

Abbildung 5.28: Impulskomponenten der Wehselwirkung zweier Nukleonen.

Wir betrahten eine elastishe Streuung (wie bei Elementarteilhen, wir möhten

also niht die Struktur der Nukleonen untersuhen). Die kinetishe Energie der

Nukleonen bleibt damit erhalten. Somit gilt:

~

2

q

2

2m

=

~

2

q

0

2

2m

und es folgt unmittelbar für die Impulse (Wellenvektoren):

~q

2

= ~q

0

2

Wir setzen die Wehselwirkung der beiden Nukleonen als Störung

^

V an, so dass

der ungestörte Hamilton-Operator

^

H

0

dem Operator der kinetishen Energie

^

T

des Systems entspriht. Der e�ektive Hamilton-Operator

^

H

e�

setzt sih aus

^

H

0

und dem Operator der potentiellen (Wehselwirkungs-)Energie

^

V zusammen:

^

H

e�

=

^

H

0

+

^

V

31

Die Coulomb-Wehselwirkung ist gut bekannt, so dass man sie herausrehnen kann.

32

Siehe [Bergmann-4, Abshnitt 2.4.2℄.

33

Die Pionen (�

+

, �

0

und �

�

) bestehen aus einem Quark und einem Antiquark, sind also

Mesonen (die leihtesten). Vgl. [Gri�ths, Abshnitt 5.8℄.

34

Weil Kernphysiker gerne in �natürlihen Einheiten� (~ =  = 1) rehnen, shleihen sih

manhmal Probleme mit den Einheiten ein. In diesem Abshnitt ist zu beahten, dass wir mit

Wellenvektoren ~q und

~

k arbeiten, aber im SI-System (mit ~p = ~~q) bleiben. Für Kernphysiker

ist dagegen ~p = ~q.
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Mesonenaustaush

Wir betrahten nun den eigentlihen Wehselwirkungsprozess, also das Aussen-

den des Mesons durh das eine, und den Einfang des Mesons durh das andere

Nukleon.

Betrahtet man die Wehselwirkung als einen solhen Austaush eines Mesons,

so muss dessen Energie in die Rehnung einbezogen werden.

Abbildung 5.29: Feynman-Diagramm: Nukleon 1 sendet ein Meson aus.

Die Impulserhaltung fordert für das das Meson aussendende Nukleon:

~q = ~q

0

+

~

k

wenn

~

k der Impuls des Mesons ist (�Impulstransfer�). Die kinetishe Energie des

Systems lautet in diesem �Zwishenzustand�:

^

H

0

=

^

T (~q

0

) +

^

T (�~q) +E

Meson

(j

~

kj)

Wobei sih die Energie des Mesons sowohl aus seiner Ruhemasse (es wird ja vom

aussendenden Nukleon erzeugt!), als auh aus der kinetishen Energie (durh

den Impuls ~

~

k) zusammensetzt:

E

Meson

(j

~

kj) =

q

~

2

k

2



2

+ �

2

0



4

Das ist die Einstein'she Energie-Impuls-Beziehung für ein Teilhen mit Ruhe-

masse �

0

. Im Folgenden setzen wir:

E

k

:= E

Meson

(j

~

kj)

Für das �gestoÿene� Nukleon 2 gilt mit der Impulserhaltung dann für den Ein-

fang des Mesons:

~

k � ~q = ~q

00

und somit letztlih:

~q

00

= �~q

0

Abbildung 5.30: Gesamtprozess des Mesonenaustaushes als Feynman-

Diagramm.

5.8.2 Yukawa-Potential

Ansatz für das Wehselwirkungspotential

Sei im Folgenden

^

e

V der Operator eines Teilprozesses des Austaushes, also der

Operator der potentiellen Energie für die Mesonenaussendung (oder den Ein-

fang). Das Matrixelement von

^

~

V hat folgende Form (die Æ-Funktion drükt die
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Impulserhaltung aus, der Rest ist ein Ansatz):

h ~q

0

+

~

k j

^

e

V j ~q i = Æ(~q

0

+

~

k � ~q)

g

p

E

Meson

(k)

wobei g eine reelle Konstante ist, die die Kopplungsstärke beinhaltet. Dass die

Energie des Austaushteilhens in den Potentialoperator der Nukleon-Nukleon-

Wehselwirkung eingeht, maht siher Sinn.

Das Wehselwirkungspotential des kompletten Prozesses setzt sih aus Aussen-

dung und Einfang zusammen:

^

V

Austaush

=

^

e

V

1

E �

^

H

0

^

e

V

wobei der Operator im Nenner folgendes Aussehen hat:

35

E �

^

H

0

= 2

~

2

q

2

2m

�

^

T (~q

0

)�

^

T (�~q) �E

k

= 2

~

2

q

2

2m

�

~

2

q

0

2

2m

�

~

2

q

2

2m

�E

k

= �E

k

Um das komplette Wehselwirkungspotential zu berehnen, müssen wir die Sum-

me (das Integral) über alle möglihen Zwishenzustände (möglihe Kombinatio-

nen von Impuls und Impulsübertrag) des Gesamtprozesses berehnen:

^

V =

Z

^

V

Austaush

d

3

k

0

=

Z

^

e

V

1

E �

^

H

0

^

e

V d

3

k

0

=

Z

g

2

E

k

0

Æ(~q

0

+

~

k

0

� ~q)

1

�E

k

0

d

3

k

0

=

Z

g

2

E

k

0

Æ(

~

k

0

�

~

k)

1

�E

k

0

d

3

k

0

= �

g

2

E

k

= �

g

2

~

2

k

2



2

+ �

2

0



4

Oder:

^

V = �

g

2

~

2



2

(~q � ~q

0

)

2

+ �

2

0



4

Wehselwirkungspotential im Ortsraum

Wir beshreiben die Wehselwirkung nah wie vor im Shwerpunktssystem. Sei

~r der Abstandsvektor der beiden Nukleonen,

~r

2

und �

~r

2

sind die beiden Nukleo-

nenkoordinaten vor dem Wehselwirkungsprozess,

~r

0

2

und �

~r

0

2

die danah. Das

35

Ihn kennen wir ja shon von der Störungsrehnung 2.Ordnung.
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Matrixelement des Mesonenaustaushes lautet dann im Ortsraum (Die Fourier-

transformation liefert den Übergang in den Ortsraum):

h

^

V i

rr

0

:= h

~r

0

2

;�

~r

0

2

j

^

V j

~r

2

;�

~r

2

i

=

Z

+1

�1

Z

+1

�1

h

~r

0

2

j ~q

0

ih�

~r

0

2

j � ~q

0

ih ~q

0

j

^

V j ~q ih ~q j

~r

2

ih�~q j �

~r

2

i d

3

q d

3

q

0

=

1

((2�)

3

)

2

Z

+1

�1

Z

+1

�1

e

i~q

0

�~r

0

�g

2

E

2

k

e

�i~q�~r

d

3

q d

3

q

0

Multiplikation mit 1 = e

(�)

e

(+)

:

=

1

(2�)

6

Z

+1

�1

Z

+1

�1

e

i~q

0

�~r

0

�g

2

E

2

k

e

�i(�~q

0

)�~r

e

�i~q�~r

e

i~q

0

�(�~r)

d

3

q d

3

q

0

Umordnen der Exponentialfunktionen:

=

1

(2�)

6

Z

+1

�1

Z

+1

�1

�g

2

E

2

k

e

�i(~q�~q

0

)�~r

e

i~q

0

�(~r

0

�~r)

d

3

q d

3

q

0

Substitution d

3

q �! d

3

k:

=

1

(2�)

6

Z

+1

�1

Z

+1

�1

�g

2

E

2

k

e

�i

~

k�~r

e

i~q

0

�(~r

0

�~r)

d

3

k d

3

q

0

=

1

(2�)

6

Æ(~r

0

� ~r)

Z

+1

�1

�g

2

~

2



2

k

2

+ �

2

0



4

e

�i

~

k�~r

d

3

k

= �~g

2

e

��j~rj

j~rj

Æ(~r

0

� ~r)

Die Faktoren �versteken� wir in ~g. Die Æ-Funktion besagt, dass das Wehselwir-

kungspotential lokal ist, also nur das Potential am Wehselwirkungsort selbst

eine Rolle spielt.

Eigenshaften des Yukawa-Potentials

Die hier auftretende Potentialform:

�g

2

e

��j~rj

j~rj

wird Yukawa-Potential genannt.

36

Abbildung 5.31: Yukawa-Potential des Mesonenaustaushes.

Einige Überlegungen zu der Massenabhängigkeit des Yukawa-Potentials:

1. Die Reihweite der Wehselwirkung wird durh den Term e

��j~rj

bestimmt;

je gröÿer die Masse des Wehselwirkungsteilhens, desto kürzer ist die

Reihweite des Yukawa-Potentials.

36

Zum Nukleon-Nukleon-Potential siehe auh [Bergmann-4, Abshnitt 2.4.4℄.
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2. Für masselose Austaushteilhen, � = 0, geht das Yukawa-Potential in

das

1

r

-Potential über (Coulomb-Wehselwirkungspotential, mit den mas-

selosen Photonen als Austaushteilhen der elektromagnetishen Wehsel-

wirkung).

3. Für � � 0 muss beahtet werden, dass die Energieerhaltung bei der

Wehselwirkung �kurzfristig� verletzt wird. Das geht aber nur mittels der

Energie-Zeit-Unshärfe:

�E�t � ~

Je gröÿer der Energieübertrag, desto kürzer muss die Wehselwirkungszeit

sein. Das bedeutet aber eine kürzere Reihweite.

Abbildung 5.32: Energieübertrag im zeitlihen �Ablauf�.

Bei massiven Austaushteilhen, wie z.B. denW- oder Z-Bosonen mit Mas-

sen � 80

GeV



2

, ist die Wehselwirkung dementsprehend sehr kurzreihwei-

tig und shwah.
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5.9 Die Bell'she Ungleihung

Unsere bisherige Deutung der Quantenmehanik birgt einen Indeterminismus,

wenn wir sagen, dass durh eine Messung das System einen seiner Eigenzustän-

de annimmt.

37

In den 30er Jahren kam die Frage auf, ob das alles ist, was über

die Natur gesagt werden kann. Man überlegte sih, ob die bisherige Quanten-

mehanik nur ein Zwishenshritt zum vollständigen Naturverständnis ist; die

dazu noh fehlenden Informationen nannte man verborgene Parameter, als An-

deutung, dass es sie gibt, die Forshung sie nur noh niht entdekt hat. Die

Bell'she Ungleihung lieferte shlieÿlih eine Theorie, die die Quantenmehanik

und die verborgenen Parameter im Experiment gegeneinander stellte.

38

5.9.1 Niht-lokale Korrelation im Zweiteilhensystem

Einstein-Podolsky-Rosen-Paradoxon

Betrahten wir die Streuung zweier Spin-

1

2

-Teilhen aneinander. Sei der Spin

des Gesamtsystems (beim Streuprozess) 0:

s

z

= s

z

1

+ s

z

2

= 0

Als Zustandsvektor ausgedrükt:

j s = 0 i =

1

p

2

�

j s

1

=

1

2

; s

2

= �

1

2

i � j s

1

= �

1

2

; s

2

=

1

2

i

�

Abbildung 5.33: Prinzip des Experiments der Spinmessung.

Im Experiment ist zunähst der Spin des Zweiteilhensystems bekannt, s = 0.

Nun sollen die Einzelspins getrennt voneinander gemessen werden. Dazu bauen

zwei Physiker A und B die gleihe Apparatur (in entgegengesetzter Rihtung

vom Streuzentrum) auf. Beide messen dieselbe Spinkomponente (z.B. die z-

Rihtung).

Das Experiment liefert folgende Ergebnisse für vershiedene Varianten des Ex-

periments:

� A misst niht.

Dann misst B mit gleiher Wahrsheinlihkeit (50%) Spin-up oder Spin-

down.

� A misst s

z

=

1

2

.

B misst mit 100% s

z

= �

1

2

.

37

Die Wahrsheinlihkeitsdeutung kritisierte Einstein durh seine Aussage:

�Gott würfelt niht.�

Den Indeterminismus hinterfragte er shelmish:

�Ist der Mond da, wenn man niht hinshaut?�

38

Siehe hierzu [Shwabl-1, Abshnitt 20.4℄.
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� A misst nun den Spin in x-Rihtung s

x

=

1

2

.

B misst weiterhin den Spin in z-Rihtung und erhält mit jeweils 50%-

Wahrsheinlihkeit s

z

=

1

2

oder s

z

= �

1

2

.

O�ensihtlih gibt es eine �niht-lokale Vershränkung� der Spineinstellungen

beider Teilhen. Dieses unerwartete Ergebnis wird Einstein-Rosen-Podolsky-

Paradoxon (manhmal auh als ERP abgekürzt) genannt.

Verborgene Parameter

Hat das eine Teilhen die Spineinstellung s

z

=

1

2

so hat das andere s

z

= �

1

2

.

Einstein, Podolsky und Rosen führten dieses Ergebnis jedoh niht auf die Niht-

lokalität der Quantenmehanik zurükt, sondern gingen davon aus, dass der

Spinzustand beider Teilhen shon von Anfang an festgelegt ist

39

(durh die

Trennung der beiden Teilhen kann die Messung des einen Teilhens das andere

niht direkt beein�ussen). Man spriht deswegen von verborgenen Parametern.

5.9.2 Die Bell'she Ungleihung

Allgemeines Zweiteilhensystem mit Spin

Da die verborgenen Parameter (zusammen mit den messbaren) die gesamte Na-

tur beshreiben sollen, verallgemeinern wir das Experiment auf die drei Spin-

rihtungen (um sie allgemein zu halten, nennen wir sie a, b, und ). Die Behaup-

tung ist, dass alle 6 Spinkomponenten des Zweiteilhensystems von Anfang an

festliegen, allerdings nur jeweils eine pro Teilhen messbar ist.

Vorhersage für verborgene Parameter

Die Behauptung Einsteins ist, dass das Zweiteilhensystem in 8 Klassen von

Spineinstellungen eingeteilt ist:

Teilhen 1 Teilhen 2

Spinklasse ~s

a1

~s

b1

~s

1

~s

a2

~s

b2

~s

2

1 " " " # # #

2 " " # # # "

3 " # " # " #

4 " # # # " "

5 # " " " # #

6 # " # " # "

7 # # " " " #

8 # # # " " "

Tabelle 5.1: Möglihe Spinkombinationen des Zweifermionen-Spin-0-Systems.

39

Welhes der beiden Teilhen Spin-Up hat, wird dabei der Statistik überlassen, entshei-

dend ist bei der Behauptung nur die Korrelation.
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Bei einer Messreihe sei N

i

die Häu�gkeit der Spinklasse i. Dann liefert die

Bell'she Ungleihung

40

die Voraussage für das Experiment:

N

3

+N

4

� (N

2

+N

4

) + (N

3

+N

7

)

Betrahten wir die Wahrsheinlihkeiten P der beteiligten Spineinstellungen:

P (s

a1

"; s

b2

") = P (s

b1

#; s

a2

#) =

N

3

+N

4

P

8

i=1

N

i

Die Bell'she Ungleihung fordert für die Wahrsheinlihkeiten:

P (s

a1

"; s

b2

") �

(N

2

+N

4

) + (N

3

+N

7

)

P

8

i=1

N

i

= P (s

a1

"; s

2

") + P (s

1

"; s

b2

")

Wir berehnen nun die Vorhersage der Quantenmehanik und vergleihen dann

die Ergebnisse miteinander.

Vorhersage der Quantenmehanik

Die Quantenmehanik kennt bezüglih einer Spinkomponente nur zwei Möglih-

keiten: j+

1

i j�

2

i oder j �

1

i j+

2

i. Wenn Teilhen 1 bezüglih der a-Rihtung

auf " eingestellt ist, dann muss Teilhen 2 in dieser Komponente # haben, d.h.

P (s

a1

"; s

a2

") = 0.

Drehen wir einen Spin-Up um den Winkel #, so ergibt sih aus:

R

 

0 0

0 1

!

R

�1

=

 

os

#

2

� sin

#

2

sin

#

2

os

#

2

! 

0 0

0 1

! 

os

#

2

sin

#

2

� sin

#

2

os

#

2

!

=

 

sin

2
#

2

� sin

#

2

os

#

2

� sin

#

2

os

#

2

os

2
#

2

!

die gedrehte Spin-Up-Komponente zu sin

2
#

2

.

Die Quantenmehanik liefert damit als Voraussage für den b-Erwartungswert:

h~s

b

" i = sin

2

#

ab

2

bzw. für die Wahrsheinlihkeiten jeweils die Hälfte, da von den 4 Möglihkei-

ten, nur die 2 genommen werden, bei denen das andere Teilhen auh Spin-Up

besitzt:

P (s

a1

"; s

b2

") =

1

2

sin

2

#

ab

2

P (s

1

"; s

b2

") =

1

2

sin

2

#

b

2

P (s

a1

"; s

2

") =

1

2

sin

2

#

a

2

40

Die Bell'she Ungleihungmuss dem Experiment angepasst werden; sie ist keine allgemein

niedershreibbare Zahlenungleihung. Eine Theorie, die verborgene Parameter enthält, muss

jedoh diese Ungleihung erfüllen (die Gültigkeit der Bell'shen Ungleihung ist mathematish

bewiesen).
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Eingesetzt in die Bell'she Ungleihung:

P (s

a1

"; s

b2

") � P (s

a1

"; s

2

") + P (s

1

"; s

b2

")

erhalten wir:

1

2

sin

2

#

ab

2

�

1

2

sin

2

#

a

2

+

1

2

sin

2

#

b

2

Wählen wir nun konkrete Winkel:

#

ab

=

�

2

; #

a

= #

b

=

�

4

und setzen die Werte ein, so erhalten wir die Ungleihung für Zahlen:

1

2

�

1

2

� 2 �

1

2

� 0; 146 : : :

also:

0; 25 � 0:146 : : :

Die Ungleihung ist niht erfüllt, also ein Widerspruh!

Fazit des Widerspruhs

Die Bell'she Ungleihung muss für eine Theorie mit verborgenen Parametern

erfüllt sein, wenn diese Theorie der Natur entspriht. Die Ungleihung liefert

allerdings einen Widerspruh. Da sie eine bewiesene Tatsahe ist, ist die Theorie

der verborgenen Parameter widerlegt.
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Kapitel 6

Quantendynamik

Unser Ziel ist Vorhersagen über die zeitlihe Entwiklung eines Systems zu ma-

hen. Dazu werden wir vershiedene Methoden kennenlernen.

6.1 Zeitentwiklung im Shrödinger-Bild

6.1.1 Einleitung

In der Klassishen Mehanik hat man ein System mit 3N Freiheitsgraden, die

durh Zwangs- und Anfangsbedingungen eingeshränkt sind. Man hat einen

Punkt im Phasenraum zum Zeitpunkt t

0

und kann durh Lösung der Di�e-

rentialgleihung voraussagen, wie sih das System in der Zukunft verhält. Die

generalisierten Koordinaten q

i

und p

i

stellen diese Punkte im Phasenraum dar.

Wenn die q

i

(t

0

) und p

i

(t

0

) bekannt sind, kann man q

i

(t) und p

i

(t) für t

0

< t

mit den Bewegungsgleihungen _q

i

=

H

p

i

und _p

i

= �

H

q

i

berehnen.

In der Quantenmehanik ist der Ausgangspunkt ein Zustand j (t

0

) i im Hilbert-

raum zum Zeitpunkt t

0

. Die Frage, wie j (t) i aussieht, wird durh Lösen der

Shrödinger-Gleihung beantwortet. Wir erhalten einen Erwartungswert einer

physikalishen Observablen durh h (t

0

) j

^

O j (t

0

) i. Für die zeitlihe Entwik-

lung des Erwartungswertes ergibt sih h (t) j

^

O j (t) i.

Um die Zeitentwiklung darzustellen führen wir einen Zeitentwiklungsoperator

ein:

^

U (t

0

; t) j (t

0

) i = j (t) i:

Kennen wir den Zeitentwiklungsoperator, so ist das Problem gelöst. Bisher

haben wir allerdings nur zeitunabhängige Probleme betrahtet.

1

Wir haben für

die zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung

2

Lösungen des Eigenwertproblems

^

H j i = E j i

1

Wir haben Entwiklungen nah Energieeigenzuständen betrahtet.

2

Mit

^

H( t�). Beahte Seite 50.

306
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erhalten. Nun könnte man eine Zeitentwiklung einführen, indem man die Ei-

genzustände zeitabhängig maht:

j 

n

(t) i = e

�

iE

~

(t�t

0

)

j 

n

i:

Wenn wir die Wellenfunktion nah den Eigenzuständen entwikeln erhalten wir:

j (t

0

) i =

X

n

j 

n

ih 

n

j (t

0

) i:

Mit h 

n

j (t

0

) i =: 

n

(t

0

) ergibt sih:

j (t) i =

X

n



n

(t

0

) j 

n

ie

�i

E

~

(t�t

0

)

:

Das Problem ist, daÿ dieser Weg nur dann gangbar ist, wenn der Zustand

j (t

0

) i niht explizit von der Zeit abhängt. Suhen wir elegantere Wege um

eine Zeitentwiklung zu beshreiben.

3

6.1.2 Der Zeitentwiklungsoperator

^

U(t)

Gewünshte Eigenshaften des Zeitentwiklungsoperators

Listen wir zu Anfang auf, welhe Eigenshaften wir für den Zeitentwiklungs-

operator

^

U erwarten.

1. Das Teilhen soll erhalten bleiben und niht vershwinden. Daher muÿ

gelten:

Behauptung.

^

U ist unitär.

^

U

y

^

U =

b

1 oder

^

U

y

=

^

U

�1

Beweis.

h (t

0

) j (t

0

) i = 1

h (t) j (t) i = 1

= h (t

0

) j

^

U

y

^

U j (t

0

) i

Also gilt, daÿ

^

U

y

^

U =

b

1 ist.

2. Der Zeitentwiklungsoperator muÿ, wenn keine Zeit verstrihen ist, wieder

den Ursprungszustand liefern.

Behauptung.

lim

t!t

0

^

U (t; t

0

) =

b

1:

3. Es muÿ egal sein, ob man den Zeitentwiklungsoperator der globalen An-

fangszeit bis zur globalen Endzeit anwendet, oder ob man die Zeit in ein-

zelne Abshnitte trennt und für jeden Abshnitt den Zeitentwiklungsope-

rator anwendet.

Behauptung. Für t

0

< t

1

< t

2

gilt:

^

U (t

2

; t

0

) =

^

U(t

2

; t

1

)

^

U (t

1

; t

0

):

3

Vergleihe mit [Sakurai-1, S. 68-76℄.
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Bestimmung des in�nitesimalen Zeitentwiklunsoperators

Wir werden in den folgenden Abshnitten aus diesen Vorgaben Shritt für Shritt

den Zeitentwiklungsoperator bestimmen.

Behauptung. Für einen in�nitesimalen Zeitshritt dt gilt:

^

U(t

0

+ dt; t

0

) =

b

1� i

^


dt

dabei ist

^


 hermitesh:

^


 =

^




y

.

Beweis. Wir entwikeln

^

U(t

0

+ dt; t

0

) nah Taylor:

^

U(t

0

+ dt; t

0

) =

^

A+

^

Bdt+

^

Cdt

2

+ � � � :

Der

^

C-Term vershwindet, da dt

2

klein ist. Geht dt gegen null, so folgt mit

Bedingung 2, daÿ

^

A =

b

1 ist. Setzen wir dies in die Taylorentwiklung ein und

benutzen die Bedingung 1:

b

1 =

^

U

y

^

U

= (

b

1 +

^

B

y

dt)(

b

1 +

^

Bdt)

=

b

1 +

^

B

y

dt

b

1+

b

1

^

Bdt) +

^

B

y

^

Bdt

2

:

Wieder vershwindet der quadratishe Term und es folgt:

^

0 =

^

B

y

+

^

B

De�nieren wir nun

^

B := �i

^


, so ist

^


 =

^




y

.

^

B ist antihermitesh und

^


 somit

hermitesh.

Wir testen noh, ob die dritte Bedingung erfüllt ist.

^

U(t

0

+ 2dt; t

0

) =

^

U(t

0

+ 2dt; t

0

+ dt)

^

U (t

0

+ dt; t

0

)

= (

b

1 � i

^


dt)(

b

1 � i

^


dt)

=

b

1� 2i

^


dt�

^




2

dt

2

Der quadratishe Term vershwindet. Damit ist auh die dritte Bedingung er-

füllt:

^

U(t

0

+ 2dt; t

0

) =

b

1� 2i

^


dt:

Für den in�nitesimalen Zeitentwiklungsoperator ergibt sih also formal:

^

U(t

0

+ dt; t

0

) =

b

1� i

^


dt:



6.1. ZEITENTWICKLUNG IM SCHRÖDINGER-BILD 309

Bestimmung von

^




Wir sind einen Shritt weiter und betrahten nun

^


.

Behauptung.

^


 hat die Gestalt

^


 :=

1

~

^

H;

wobei

^

H der Hamilton-Operator zu j (t) i ist.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung in drei Teilbeweisen:

1.

^


 ist hermitesh.

Beweis. Der Hamilton-Operator ist hermitesh:

^

H =

^

H

y

;

und damit auh

1

~

^

H .

2. Die Dimension muÿ stimmen:

Beweis.

^


 =

1

~

^

H hat die Dimension

1

Zeit

. Dies paÿt in die Taylorentwik-

lung.

3. Die Shrödinger-Gleihung soll weiterhin gelten.

Beweis.

^

H j (t) i = i~

d

dt

j (t) i

= i~

�

j (t + dt) i � j (t) i

dt

�

= i~

 

^

U (t+ dt; t) j (t) i � j (t) i

dt

!

= i~

 

(

^

U (t + dt; t)�

b

1) j (t) i

dt

!

In�nitesimalen Zeitentwiklungsoperator einsetzen:

= i~

 

(

b

1 � i

^


dt�

b

1) j (t) i

dt

!

= i~

 

�i

^


dt

dt

!

j (t) i

Vermutetes

^


 einsetzen:

=

^

H j (t) i

Diese De�nition von

^


 hat die gewünshten Eigenshaften.
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Der Zeitentwiklungsoperator

^

U (t) für

^

H( t�)

Satz. Ist der Hamilton-Operator

^

H zeitunabhängig, so gilt:

^

U (t; t

0

) = e

�i

^

H

~

(t�t

0

)

:

Beweis. Dazu unterteilen wir das Intervall �t := t� t

0

in n Teilintervalle:

t

j

= t

0

+ j

�t

n

; j = 1; � � � ; n:

Damit können wir

^

U (t; t

0

) umshreiben:

^

U (t; t

0

) =

^

U (t; t

n�1

) � � �

^

U (t

2

; t

1

)

^

U (t

1

; t

0

):

Mit lim

n!1

ergibt sih

�t

n

= dt, und wir können

^

U (t; t

0

) nohmals umshreiben:

^

U (t; t

0

) = lim

n!1

�

b

1 � i


�t

n

�

n

:

An dieser Stelle wurde davon Gebrauh gemaht, daÿ

^

H beziehungsweise

^




zeitunabhängig ist.

4

Mit

^


 =

^

H

~

und sodann den Grenzübergang mahen:

=

b

1 � i

^

H

~

�t+

1

2!

 

�i

^

H

~

�t

!

2

+ � � �

Dies ist die gewünshte Exponentialfunktion.

5

Nun können wir j (t) i auf diese Weise shreiben:

j (t) i =

^

U(t; t

0

) j (t

0

) i:

Bemerkung.

1. Für

^

H( t�) erfüllt

^

U (t; t

0

) = e

�i

^

H

~

(t�t

0

)

die drei Forderungen, die wir im Anfang gestellt haben.

2.

^

U liefert uns das shon aus der zeitunabhängigen Shrödinger-Gleihung

bekannte Ergebnis:

j (t) i = e

�i

^

H

~

(t�t

0

)

j (t

0

) i

4

Man kann das

^


 in die Potenz ziehen, da es für jeden kleinen Zeitshritt gleih ist. Dies

wurde auh shon an der Stelle gemaht, an der wir getestet haben, ob

^


 die Bedingung 3

erfüllt.

5

Zur De�nition der Exponentialfunktion siehe auh [Kaul-1, S. 52 und S. 196℄.
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Taylor-Entwiklung:

=

�

b

1� i

^

H

~

(t� t

0

) +

1

2!

�

�i

^

H

~

(t� t

0

)

�

2

+ � � �

�

j (t

0

) i

^

H durh den Eigenwert E

a

ersetzt und zurük:

= e

�i

E

a

~

(t�t

0

)

j (t

0

) i:

3. Der in�nitesimale Zeitentwiklungsoperator hat die Form

^

U(t

0

+ dt; t

0

) =

b

1 � i

^


dt. Wir können nun auh

^

U (t+ dt; t

0

) =

^

U (t+ dt; t)

^

U (t; t

0

)

=

�

b

1� i

^


dt

�

^

U (t; t

0

)

=

^

U (t; t

0

) � i

^


dt

^

U(t; t

0

)

shreiben, wobei t � t

0

niht in�nitesimal sein muÿ. Wenn man nun auf

beiden Seiten noh

^

U (t; t

0

) subtrahiert erhält man

^

U(t + dt; t

0

)�

^

U(t; t

0

) = �i

^

H

~

dt

^

U (t; t

0

):

Dies kann man als Di�erentialgleihung für

^

U umshreiben und erhält die

sogenannte Shrödinger-Gleihung des Zeitentwiklungsoperators:

i~

�

�t

^

U (t; t

0

) =

^

H

^

U(t; t

0

):

Diese Gleihung hat allerdings nur dieselbe Form, wie die Shrödinger-

Gleihung; sie wirkt niht auf Zustände. Sie ist eine Bestimmungsgleihung

für den Operator

^

U .

4.

^

U(t; t

0

) = e

�i

^

H

~

(t�t

0

)

hat ähnlihe Eigenshaften wie ein Rotations- oder

Translationsoperator

^

T (a) = e

�i

p̂

~

a

:

j

~

 i =

^

T (a) j i:

Abbildung 6.1: Translation

~

 (x) = hx j

~

 i

= e

�i

p̂

~

a

 (x)

Mit dem Impulsoperator p̂ =

~

i

�

�x

:

= e

�i

~

i

�

�x

1

~

a

 (x)

=  (x � a)

p̂

~

ist der Generator der Translation. Dementsprehend ist

^

H

~

der Generator

der Zeitentwiklung.
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Entwiklung der Erwartungswerte mit der Zeit

Mit 

n

(t

0

) := h 

n

j (t

0

) i, wie oben bereits de�niert, ergibt sih:

j (t

0

) i =

X

n



n

(t

0

) j 

n

i:

Mit

^

H j 

n

i = E

n

j 

n

i ergibt sih:

j (t) i =

X

n



n

^

U (t; t

0

) j 

n

i

=

X

n



n

e

�i

E

n

~

(t�t

0

)

j 

n

i:

Sei

^

O( t�) ein zeitunabhängiger Operator für eine Observable, dann sieht der

Erwartungswert so aus:

h (t) j

^

O j (t) i =

X

nn

0

h 

n

0

j

^

O j 

n

i

n



�

n

0

e

�i

E

n

�E

n

0

~

(t�t

0

)

:

Betrahten wir noh einige Spezialfälle:

1. Vershwindet der Kommutator [

^

H;

^

O ℄

�

= 0, dann existiert ein gemeinsa-

mes Eigenfunktionssystem und j 

n

i ist auh eine Eigenfunktion zu

^

O.

h 

n

0

j

^

O j 

n

i = o

n

Æ

nn

0

Die Doppelsumme briht zusammen; die Matrix hat also Diagonalgestalt.

Damit erhalten wir, daÿ der Erwartungswert

h (t) j

^

O j (t) i =

X

n

^

Oj

n

j

2

zeitunabhängig ist. Somit ist die Observable von

^

O eine Erhaltungsgröÿe.

2. Ist

^

O beliebig und es gilt



n

=

(

1 für n = 0

0 sonst;

also falls  selbst ein Eigenzustand (eine stationäre Lösung; niht eine

Überlagerung stationärer Zustände) ist, dann sind die Erwartungswerte

konstant für diese stationäre Lösungen  .
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6.2 Zeitentwiklung im Heisenberg-Bild

6.2.1 Einleitung

Wir wollen eine andere Möglihkeit der Darstellung der Zeitentwiklung ken-

nenlernen. Im nähsten Abshnitt begegnet uns dann noh eine �Mishform�

der Darstellung.

6.2.2 Operator mit Zeitabhängigkeit

Der Hamilton-Operator sei zeitunabhängig. Wir berehnen den Erwartungswert

zu

^

A( t�).

6

h

^

A i(t) = h (t) j

^

A( t�) j (t) i

= h (0) j

^

U

y

(t; 0)

^

A( t�)

^

U (t; 0) j (0) i

Wir de�nieren nun einen Operator im Heisenberg-Bild

^

A

H

(t), der die Zeitab-

hängigkeit beinhaltet

7

:

De�nition.

^

A

H

(t) :=

^

U

y

(t; 0)

^

A

S

( t�)

^

U (t; 0)

Im Heisenberg-Bild stekt die Zeitabhängigkeit im Operator

^

A

H

(t) und die Zu-

stände j i sind zeitunabhängig. Im Shrödinger-Bild ist es genau umgekehrt

und somit benutzt man die Shrödinger-Gleihung:

^

H j (t) i = i~

d

dt

j (t) i:

Der Zeitentwiklungsoperator wirkt im Heisenberg-Bild niht auf die Zustände,

sondern auf den angewendeten Operator. Dementsprehend gilt für die Zustände

im Heisenberg-Bild:

j i

H

= j (0) i

S

:

6.2.3 Heisenberg'she Bewegungsgleihung

Wir suhen nun das Pendant zur Shrödinger-Gleihung im Heisenberg-Bild.

Dies ist eine Art Bewegungsgleihung für einen Operator im Heisenberg-Bild.

d

dt

^

A

H

=

d

�

^

U

y

^

A

S

^

U

�

dt

Da

^

A

S

unabhängig von t ist:

=

d

^

U

y

dt

^

A

S

^

U +

^

U

y

^

A

S

d

^

U

dt

6

Vergleihe mit [Sakurai-1, S. 82-89℄ und [Cohen-1, S. 293-295℄.

7

Der Index H steht für Heisenberg und S für Shrödinger.
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Mit der Shrödinger-Gleihung des Zeitentwiklungsoperators:

=

�

�

i

~

^

H

^

U

�

y

^

A

S

^

U �

^

U

y

^

A

S
i

~

^

H

^

U

Mit (

^

A

^

B)

y

=

^

B

y

^

A

y

:

=

i

~

^

U

y

^

H

y

^

A

S

^

U �

^

U

y

^

A

S

i

~

^

H

^

U

Da

^

H hermitesh ist:

=

i

~

^

U

y

^

H

^

A

S

^

U �

^

U

y

^

A

S

i

~

^

H

^

U

= �

1

i~

^

U

y

^

H

^

A

S

^

U +

1

i~

^

U

y

^

A

S

^

H

^

U

Einsen einfügen:

= �

1

i~

^

U

y

^

H

^

U

^

U

y

^

A

S

^

U +

1

i~

^

U

y

^

A

S

^

U

^

U

y

^

H

^

U

Es ist

^

U

y

^

A

S

^

U =

^

A

H

und

^

U

y

^

H

^

U = e

i

^

H

~

(t�t

0

)

^

He

�i

^

H

~

(t�t

0

)

=

^

H :

8

= �

1

i~

�

^

H

^

A

H

�

^

A

H

^

H

�

=

1

i~

�

^

A

H

^

H �

^

H

^

A

H

�

=

1

i~

[

^

A

H

;

^

H ℄

�

Die Gleihung

d

dt

^

A

H

=

1

i~

[

^

A

H

;

^

H ℄

�

wird Heisenberg'she Bewegungsgleihung genannt. Sie beshreibt die Änderung

des Operators mit der Zeit, während die Shrödinger-Gleihung die Änderung

des Zustandes mit der Zeit ergibt.

6.2.4 Poisson-Klammern und Heisenberg'she Bewegungs-

gleihung

In der Klassishen Mehanik gilt für eine Funktion A( t�), also mit

�

�t

A(t) = 0:

dA

dt

=

X

i

�A

�q

i

_q

i

+

�A

�p

i

_p

i

=

X

i

�A

�q

i

�H

�p

i

�

�A

�p

i

�H

�q

i

= fA;H g

8

Der Kommutator [

^

U

y

;

^

H ℄

�

vertausht, weil [

^

H;

^

H ℄

�

vertausht.
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In der Quantenmehanik entspriht die Funktion A dem Erwartungswert h

^

A i.

Es gibt für die klassishen dynamishen Variablen A und B im Heisenberg-Bild

die Entsprehung (Operatorenidentität):

fA;H g = B ,

1

i~

[

^

A

H

;

^

H ℄

�

=

^

B

H

Dies wird auh die Quantisierungsbedingung der Quantenmehanik genannt.
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6.3 Wehselwirkungsdarstellung nah Dira

6.3.1 Einleitung

Zwishen Shrödinger-Bild und Heisenberg-Bild gibt es noh eine andere Dar-

stellung, nämlih die Dira-Darstellung.Wir betrahten dazu eine Störung

^

V (t),

die explizit von der Zeit abhängig ist:

^

H =

^

H

0

+

^

V (t). Solange

^

H =

^

H

0

ist ändert

sih am Zustand nihts. Erst wenn

^

V (t) �eingeshaltet� wird, kann sih etwas

ändern.

Beispiel. Ein Elektron bleibt in seinem Grundzustand. Erst wenn das Liht

eingeshaltet wird kann es sih in einen angeregten Zustand begeben oder sih

gar gänzlih vom Atom entfernen.

6.3.2 Zeitentwiklung in den vershiedenen Bildern

Benutzen wir dazu die vershiedenen Betrahtungsweisen.

1. Shrödinger-Bild:

Die gesamte Zeitabhängigkeit ist im Zustand j 

S

(t) i enthalten.

i~

d

dt

j 

S

(t) i =

^

H j 

S

(t) i

Der Observablenoperator

^

A

S

hat dabei keine Zeitabhängigkeit. Ist

^

H( t�),

dann kann man

j 

S

(t) i =

^

U j 

S

(t

0

) i

= e

�i

^

H

~

(t�t

0

)

j 

S

(t

0

) i

shreiben.

2. Heisenberg-Bild:

Hier ist der Zustand j 

H

( t�) i zeitunabhängig und entspriht somit dem

Anfangszustand j 

S

(t

0

) i.

j 

H

(t) i = j 

S

(t

0

) i

=

^

U

y

j 

S

(t) i

=

^

U

y

^

U j 

S

(t

0

) i

= e

i

^

H

~

(t�t

0

)

j 

S

(t) i

Aus den Berehnungen in den beiden vershiedenen Bilder kommt dersel-

be Erwartungswert für die Observable heraus. Dies muÿ auh für andere

Betrahtungen gefordert werden, denn die Theorie muÿ sih an den Meÿ-

werten messen lassen:

h 

S

(t) j

^

O

S

j 

S

(t) i = h 

H

j

^

O

H

(t) j 

H

i:



6.3. WECHSELWIRKUNGSDARSTELLUNG 317

3. Wehselwirkungsbild:

9

Im Wehselwirkungsbild geben wir die Bedingung, daÿ der Hamilton-

Operator zeitunabhängig sein muÿ, auf:

^

H =

^

H

0

+

^

V (t), wobei wir for-

mal einen Wehselwirkungszustand nur mit dem ungestörten Hamilton-

Operator

^

H

0

de�nieren.

10

j 

I

(t) i = e

i

^

H

0

~

t

j 

S

(t) i

Damit können wir nun shreiben:

h 

S

j

^

O

S

j 

S

i = h 

S

j

^

U

0

^

U

y

0

^

O

S

^

U

0

^

U

y

0

j 

S

i

= h 

S

j e

�i

^

H

0

~

t

^

O

I

e

i

^

H

0

~

t

j 

S

i

= h 

I

j

^

O

I

j 

I

i

Wobei

^

U

0

den Zeitentwiklungoperator für den ungestörten Zustand dar-

stellt.

6.3.3 Das Wehselwirkungsbild

De�nition. Wir de�nieren den Zustand im Wehselwirkungsbild:

j 

I

i :=

^

U

y

0

j 

S

i

und den Observablenoperator:

^

A

I

:=

^

U

y

0

^

A

S

^

U

0

:

Damit ist die Forderung, daÿ der Erwartungswert der Observablen in allen Bil-

dern gleih ist, erfüllt.

Betrahten wir den Grenzfall:

^

H

0

=

^

H;

^

V = 0:

Dann entspriht das Wehselwirkungsbild dem Heisenberg-Bild.

Wenn

^

H

0

= 0;

^

V =

^

H

gilt, dann entspriht das Wehselwirkungsbild dem Shrödinger-Bild. Rehnet

man beide Wege durh, so erhält man das Ergebnis sowohl für den gestörten,

als auh für den ungestörten Zustand.

9

Vergleihe mit [Sakurai-1, S. 316-322℄.

10

Der Index I steht für Interation.
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6.3.4 Bewegungsgleihung im Wehselwirkungsbild

Zustandsgleihung

i~

d

dt

j 

I

(t) i = i~

d

dt

�

e

i

^

H

0

~

t

j 

S

(t) i

�

Da der Zustand j 

S

(t) i von der Zeit abhängig ist, müssen wir die Produktregel

anwenden.

= i~

d

dt

e

i

^

H

0

~

t

e

�i

^

H

0

+

^

V

S

~

t

j 

S

(t

0

) i

= i~i

^

H

0

~

e

i

^

H

0

~

t

e

�i

^

H

0

+

^

V

S

~

t

j 

S

(t

0

) i

+ i~e

i

^

H

0

~

t

(�)

i

~

�

^

H

0

+

^

V

S

�

e

�i

^

H

0

+

^

V

S

~

t

j 

S

(t

0

) i

= �

^

H

0

e

i

^

H

0

~

t

j 

S

(t) i + e

i

^

H

0

~

t

(

^

H

0

+

^

V

S

) j 

S

(t) i

= e

i

^

H

0

~

t

(�

^

H

0

+

^

H

0

+

^

V

S

) j 

S

(t) i

= e

i

^

H

0

~

t

^

V

S

j 

S

(t) i

= e

i

^

H

0

~

t

^

V

S

e

�i

^

H

0

~

t

e

i

^

H

0

~

t

j 

S

(t) i

und damit gilt:

i~

d

dt

j 

I

(t) i =

^

V

I

j 

I

(t) i

Die Zustandsgleihung im Wehselwirkungsbild ist durh eine Art Shrödinger-

Gleihung gegeben, wobei allerdings der Hamilton-Operator

^

H durh die Stö-

rung

^

V ersetzt ist.

Heisenberg-Bild Wehselwirkungsbild Shrödinger-Bild

Zustand keine Änderung Entwiklung durh

^

V Entwiklung durh

^

H

Observable Entwiklung durh

^

H Entwiklung durh

^

H

0

keine Änderung

Tabelle 6.1: Die vershiedenen Bilder im Überblik

Observablengleihung

Behauptung. Für den Operator einer Observable

^

O (der ja im Shrödinger-

Bild zeitunabhängig ist) gilt:

d

^

O

I

dt

=

1

i~

[

^

O

I

;

^

H

0

℄

�

:

Dies ist eine Gleihung, die der Heisenberg'shen Bewegungsgleihung ähnelt,

nur daÿ

^

H durh

^

H

0

ersetzt ist.
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Beweismittel. Mit den folgenden Beziehungen kann man die Behauptung bewei-

sen.

j 

I

(t) i = e

i

^

H

0

~

t

j 

S

(t) i

i~

d

dt

j 

I

(t) i =

^

V

I

(t) j 

I

(t) i

^

V

I

(t) = e

i

^

H

0

~

t

^

V

S

e

�i

^

H

0

~

t

6.3.5 Zustände im Wehselwirkungsbild

Unser Ziel ist die Bestimmung der Zustände im Wehselwirkungsbild. Dafür

entwikeln wir sie nah dem Basissystem der Eigenzustände des ungestörten

Zustandes j 

n

i.

j 

I

(t) i =

X

n

j 

n

ih 

n

j 

I

(t) i

=

X

n

j 

n

i

n

(t)

Diese Beziehung brauhen wir in der folgenden Rehnung. Wir ersetzen damit

die j 

I

(t) i in der Bewegungsgleihung.

i~

d

dt

j 

I

(t) i =

^

V

I

(t) j 

I

(t) i

Von links mit h 

n

j multiplizieren:

i~

d

dt

h 

n

j 

I

(t) i = h 

n

j

^

V

I

(t) j 

I

(t) i

Eine Eins,

P

m

j 

m

ih 

m

j , einfügen:

i~

d

dt

h 

n

j 

I

(t) i =

X

m

h 

n

j

^

V

I

(t) j 

m

ih 

m

j 

I

(t) i

i~

d

dt



n

(t) =

X

m

h 

n

j

^

V

I

(t) j 

m

i

m

(t)

=

X

m

h 

n

j e

i

^

H

0

~

t

^

V

S

e

�i

^

H

0

~

t

j 

m

i

m

(t)

h 

n

j und j 

m

i sind Lösungen des ungestörten Hamilton-Operators

^

H

0

, daher

kann man die Eigenwerte einsetzen:

=

X

m

h 

n

j e

i

E

n

~

t

^

V

S

e

�i

E

m

~

t

j 

m

i

m

(t)

i~

d

dt



n

(t) =

X

m

e

i

E

n

�E

m

~

t

h 

n

j

^

V

S

j 

m

i

m

(t)



320 KAPITEL 6. QUANTENDYNAMIK

Der Faktor e

i

E

n

�E

m

~

t

wird in Zukunft öfter vorkommen, daher werden wir ihn

so shreiben: e

i

E

n

�E

m

~

t

=: e

i!

nm

t

.

Nun können wir diese gekoppelte Di�erentialgleihung zur Bestimmung der 

n

in Matrixform shreiben:

i~

0

B

B

B

B

B

B

�

_

1

_

2

_

3

.

.

.

1

C

C

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

B

B

�

V

11

V

12

e

i!

12

t

� � �

V

21

e

i!

21

t

V

22

� � �

V

33

� � �

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1

C

C

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

B

B

�



1



2



3

.

.

.

1

C

C

C

C

C

C

A

:

Beispiel. Wir betrahten ein System von Spin-

1

2

-Teilhen. Dies ist ein Zwei-

zustandssystem.

11

Im entfernten Magnetfeld stellen sih die Teilhen entweder

parallel oder antiparallel ein. Dies entspriht den Zuständen j 1 i und j 2 i.

^

H

0

= E

1

j 1 ih 1 j +E

2

j 2 ih 2 j

= E

1

0

�

1 0

0 0

1

A

+E

2

0

�

0 0

0 1

1

A

=

0

�

E

1

0

0 E

2

1

A

Anfangs soll das Teilhen im energetish günstigeren Zustand j 1 i sein. Das Ein-

strahlen einer elektromagnetishen Welle entspriht einer zeitabhängigen Stö-

rung des Systems. Diese shreiben wir nun

^

V (t) = e

i!t

j 1 ih 2 j + e

�i!t

j 2 ih 1 j ;

dabei hat der zweite Term die Funktion,

^

V selbstadjungiert zu mahen. Dies

hat die Wirkung, daÿ derselbe Operator sowohl von j 1 i nah j 2 i, als auh von

j 2 i nah j 1 i wirken kann.

^

V

y

(t) = 

�

e

�i!t

j 2 ih 1 j + 

�

e

i!t

j 1 ih 2 j

Da  reell ist, entsprehen sih die beiden Operatoren; sie sind selbstadjungiert.

Eine exakte Lösung kann man bekommen, wenn zur Zeit t

0

nur der Zustand j 1 i

existiert. Dann ist 

1

(0) = 1 und 

2

(0) = 0.

12

Aus der Normierungsbedingung

folgt, daÿ 

2

1

+ 

2

2

= 1 gilt. Als Di�erentialgleihung für die 

n

(t) erhalten wir:

13

i~

d

dt



1

(t) = h 1 j

^

V

I

(t) j 1 i

1

(t) + h 1 j

^

V

I

(t) j 2 i

2

(t)

mit einer Nebenrehnung

14

= 0 + e

i!

12

t

e

i!t



2

(t)

11

Zum Beispiel Elektronen.

12

Aus j i =

P

n



n

(0) j 

n

i.

13

Beahte dazu die Matrixgleihung.



6.3. WECHSELWIRKUNGSDARSTELLUNG 321

und

i~

d

dt



2

(t) = +e

�i!

12

t

e

i!t



1

(t)

Die Wahrsheinlihkeit das System in einem der beiden Zustände zu �nden, ist

dann durh die Rabi-Formel gegeben:

15

j

2

(t)j

2

=



2

~

2



2

~

2

+

(!�!

21

)

2

4

sin

2

 

r



2

~

2

+

(! � !

21

)

2

4

t

!

Dabei sind die Wahrsheinlihkeiten der Zustände verknüpft durh

j

1

(t)j

2

= 1� j

2

(t)j

2

:

Das elektromagnetishe Feld sorgt dafür, daÿ das System einen energetish hö-

heren Zustand annehmen kann, indem es Energie dafür zur Verfügung stellt.

Ist die Störung maximal

16

, so kann das System dem Wehselfeld wieder in den

Grundzustand folgen.

Abbildung 6.2: 

2

2

Abbildung 6.3: Maximum von 

2

2

Mit dieser Methode läÿt sih klären, wie das System ohne Störung aussieht, also

bevor man die Störung einshaltet und wie sih das System mit der Störung

ändert. Bei realistisheren Problemen, wie sie in der Natur vorkommen, ist die

Lösung oftmals niht mehr geshlossen anzugeben, da man mit einem System

von unendlih vielen gekoppelten Di�erentialgleihungen zu rehnen hat. Dann

muÿ man Näherungsmethoden benutzen.

14

Nebenrehnung:

h 1 j

^

V

I

(t) j1 i = e

i!t

h 1 j1 ih 2 j 1 i

| {z }

=0

+e

�i!t

h 1 j 2 ih 1 j 2 i

| {z }

=0

beziehungsweise

h 1 j

^

V

I

(t) j2 i = e

i!t

h 1 j1 ih 2 j 2 i

| {z }

6=0

+e

�i!t

h 1 j 2 ih 1 j 2 i

| {z }

=0

15

Ohne weitere Herleitung.

16

Resonanzbedingung.
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6.4 Zeitabhängige Störungstheorie

6.4.1 Einleitung

Nun wollen wir Näherungsmethoden für die Fälle kennenlernen, in denen man

keine geshlossenen Lösungen mehr angeben kann. Für diese muÿ gelten, daÿ

^

V (t) klein sein soll, damit wir Näherungen ansetzen können:

^

H =

^

H

0

( t�) +

^

V (t) mit

^

V (t)�

^

H

0

:

6.4.2 Zeitentwiklungsoperator im Wehselwirkungsbild

Wir betrahten nun den Zeitentwiklungsoperator im Wehselwirkungsbild mit

zeitabhängigem Hamilton-Operator.

Im Shrödinger-Bild haben wir den Zeitentwiklungsoperator

^

U

S

(t; 0) = e

i

^

H

~

t

kennengelernt:

17

j 

S

(t) i =

^

U

S

(t; 0) j 

S

(0) i:

Wie sieht aber nun der Zeitentwiklungsoperator im Wehselwirkungsbild aus,

der die Zeitentwiklung des Zustandes j 

I

i beshreibt?

18

j 

S

(t) i =

^

U

S

(t; 0) j 

S

(0) i

e

i

^

H

0

~

t

j 

S

(t) i = e

i

^

H

0

~

t

^

U

S

(t) j 

S

(0) i

= e

i

^

H

0

~

t

^

U

S

(t)e

�i

^

H

0

~

t

0

e

i

^

H

0

~

t

0

j 

S

(0) i

j 

I

(t) i = e

i

^

H

0

~

t

^

U

S

(t)e

�i

^

H

0

~

t

0

j 

I

(0) i

Durh Vergleih mit dem Gewünshten

j 

I

(t) i =

^

U

I

(t; 0) j 

I

(0) i

folgt:

^

U

I

(t; 0) = e

i

^

H

0

~

t

^

U

S

(t)e

�i

^

H

0

~

t

0

Zur Zeit t

0

= 0 ist j 

S

i = j 

I

i; für t 6= t

0

müssen wir den Wehselwirkungs-

operator (Zeitentwiklungsoperator)

^

U

I

(t; t

0

) anwenden.

Wir möhten den Zeitentwiklungsoperator genauer bestimmen. Betrahten wir

dazu die auf die Störung reduzierte Shrödinger-Gleihung, die uns die Zeitent-

wiklung von j 

I

(t) i im Wehselwirkungsbild liefern soll:

i~

d

dt

j 

I

(t) i =

^

V

I

(t) j 

I

(t) i

i~

d

dt

�

^

U

I

(t; t

0

) j 

I

(t

0

) i

�

=

^

V

I

(t)

^

U

I

(t; t

0

) j 

I

(t

0

) i

17

Der Eigenwert des Zeitentwiklungsoperators zum Hamilton-Operator kann als komplexe

Phase, die an einen Zustand anmultipliziert wird, aufgefaÿt werden.

18

Vergleihe mit [Sakurai-1, S. 327-335℄.
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Diese Gleihung gilt für alle Startzustände j 

I

(t

0

) i und muÿ daher auh für

die Operatoren gelten, so daÿ man die Gleihung auf eine Operatoridentität

reduzieren kann.

i~

d

dt

^

U

I

(t; t

0

) =

^

V

I

(t)

^

U

I

(t; t

0

)

Aus dieser Gleihung erhalten wir eine Entwiklung für

^

U

I

(t; t

0

), indem wir eine

eine Variablenumbenennung durhführen:

i~

d

dt

0

^

U

I

(t

0

; t

0

) =

^

V

I

(t

0

)

^

U

I

(t

0

; t

0

)

und integrieren

Z

t

t

0

i~

d

dt

0

^

U

I

(t

0

; t

0

) dt

0

=

Z

t

t

0

^

V

I

(t

0

)

^

U

I

(t

0

; t

0

) dt

0

:

Ein Integral über die Ableitung einer Funktion liefert gerade die Di�erenz der

Funktionswerte an den Grenzen:

i~

�

^

U

I

(t; t

0

)�

^

U

I

(t

0

; t

0

)

| {z }

=

b

1

�

=

Z

t

t

0

^

V

I

(t

0

)

^

U

I

(t

0

; t

0

) dt

0

:

Umformung:

^

U

I

(t; t

0

) =

b

1 �

i

~

Z

t

t

0

^

V

I

(t

0

)

^

U

I

(t

0

; t

0

) dt

0

Wenn man nun das Integral auf der rehten Seite lösen möhte, bekommt man

eine Iteration

=

b

1 �

i

~

Z

t

t

0

^

V

I

(t

0

)

 

b

1�

i

~

Z

t

0

t

0

^

V

I

(t

00

)

^

U

I

(t

00

; t

0

) dt

00

!

dt

0

Und so weiter. Man erhält dann durh Aufteilen der Integrale auf die einzelnen

Summanden:

=

b

1 �

i

~

Z

t

t

0

^

V

I

(t

0

)dt

0

+

�

�i

~

�

2

Z

t

t

0

Z

t

0

t

0

^

V

I

(t

0

)

^

V

I

(t

00

)dt

00

dt

0

+ � � �

+

�

�i

~

�

n

Z

t

t

0

Z

t

0

t

0

� � �

Z

t

(n�1)

t

0

^

V

I

(t

0

)

^

V

I

(t

00

) � � �

^

V

I

(t

(n)

)dt

(n)

dt

00

dt

0

+ � � �

Sheinbar shieben wir die eigentlihe Lösung vor uns her, aber wenn wir die

einzelnen Terme genauer anshauen, dann sehen wir, daÿ die Potenz von

^

V (t)

mit jedem Term um eins angehoben wird.

^

U

I

(t; t

0

) wird in Potenzen von

^

V (t)

entwikelt. In der Störungstheorie soll aber

^

V (t) klein sein, daher kann man die

Reihe irgendwann abbrehen. Wo man dies tut hängt davon ab, wie klein

^

V (t)

ist und wieviel Zeit man in die Lösung steken möhte, beziehungsweise wie

genau die Lösung sein soll.

Bei dem eben angegebenen Integral müssen wir beahten, daÿ das Produkt von

^

V zu vershiedenen Zeiten mit einer Zeitordnung integriert wird:

t � t

0

� t

00

� � � � t

(n)

� t

0
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6.4.3 Übergangswahrsheinlihkeit

Wir wollen nun Voraussagen über die Zeitentwiklung eines Erwartungswerts

mit Hilfe dieses Integrals mahen.

Sei die Störung vor der Anfangszeit t

0

abgeshaltet, also

^

H =

^

H

0

für t � t

0

,

dann hat der Anfangszustand in allen Darstellungen die gleihe Form, da erst

der Zeitentwiklungsoperator in den vershiedenenBildern mit untershiedlihen

komplexen Phasen den Zustand ändert.

j 

S

(t

0

) i = j 

H

(t

0

) i = j 

I

(t

0

) i

Wir benutzen als Startzustand den Grundzustand j 

i

i = j 

I

(t

0

) i eines Atoms,

um die Übergangswahrsheinlihkeiten in einen angeregten Zustand j 

n

i zu

berehnen.

19

j 

I

(t) i =

X

n

j 

n

ih 

n

j 

I

(t) i

=

X

n



n

(t) j 

n

i

Wie sieht das 

n

(t) aus?



n

(t) = h 

n

j 

I

(t) i

= h 

n

j

^

U

I

(t; t

0

) j 

I

(t

0

) i

j

n

(t)j

2

ist die Wahrsheinlihkeit, daÿ das System nah der Zeit t von j 

i

i

nah j 

n

i übergeht.

Kehren wir nun zu dem vorher bestimmten Zeitentwiklungsoperator

^

U

I

(t) zu-

rük und fügen ihn in die Gleihung für 

n

(t) ein.

Wobei beahtet werden muÿ, daÿ sih das exakte 

n

(t) als Summe der einzelnen

Störungsrehnungsglieder 

m

n

(t) ergibt:



n

(t) = 

(0)

n

(t) + 

(1)

n

(t) + 

(2)

n

(t) + � � �

1. Wenden wir Störungstheorie 0.Ordnung an.



(0)

n

(t) = h 

n

j

^

U

I

(0)

(t; 0) j 

i

(t

0

) i

= h 

n

j e

i

^

H

0

~

t

^

U

S

(0)

e

�i

^

H

0

~

t

0

j 

i

(t

0

) i

= h 

n

j e

i

^

H

0

~

t

e

�i

^

H

0

+

^

V

(0)

~

(t�t

0

)

e

�i

^

H

0

~

t

0

j 

i

(t

0

) i

Mit

^

V

(0)

= 0:

= h 

n

j

b

1 j 

i

(t

0

) i

= Æ

ni

19

Der Startzustand und der Endzustand sollten Eigenzustände zu

^

H

0

sein. Vergleihe mit

[Sakurai-1, S. 327℄.
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2. Wenden wir Störungstheorie 1.Ordnung an.



(1)

n

(t) = h 

n

j

^

U

(1)

(t; 0) j 

i

(t

0

) i

= �

i

~

Z

t

t

0

h 

n

j

^

V

I

(t

0

) j 

i

(t

0

) i dt

0

= �

i

~

Z

t

t

0

e

i

E

n

�E

i

~

t

0

h 

n

j

^

V

S

(t

0

) j 

i

(t

0

) i dt

0

= �

i

~

Z

t

t

0

e

i!

ni

t

0

h 

n

j

^

V

S

(t

0

) j 

i

(t

0

) i dt

0

3. Wenden wir Störungstheorie 2.Ordnung an.



(2)

n

(t) =

�

�i

~

�

2

X

m

Z

t

t

0

Z

t

0

t

0

e

i!

nm

t

0

e

i!

mi

t

00

h 

n

j

^

V

S

(t

0

) j 

m

ih 

m

j

^

V

S

(t

00

) j 

i

(t

0

) i dt

00

dt

0

Die Übergangswahrsheinlihkeit für j 

i

i ! j 

n

i ist durh

P (i! n) = j

(0)

n

+ 

(1)

n

+ 

(2)

n

+ � � �j

2

gegeben.

Beispiel einer konstanten Störung

Wir berehnen nun für eine konstante Störung die Übergangswahrsheinlihkeit

mit Hilfe der Störungsrehnung 1.Ordnung.

^

V

S

(t) =

(

0 für t < t

0

= 0

^

V für t � t

0

Wir erhalten:



(0)

n

(t) = Æ

ni



(1)

n

(t) = �

i

~

Z

t

t

0

e

i!

ni

t

0

h 

n

j

^

V

S

(t

0

) j 

i

(t

0

) i dt

0

= �

i

~

h 

n

j

^

V

S

(t) j 

i

(t

0

) i

1

i!

ni

�

e

i!

ni

t

� 1

�

=

1

E

n

�E

i

h 

n

j

^

V

S

(t) j 

i

(t

0

) i

�

1� e

i!

ni

t

�

Die �reduzierte� Übergangswahrsheinlihkeit berehnet sih so:

j

(1)

n

(t)j

2

=

jh 

n

j

^

V

S

(t) j 

i

(t

0

) ij

2

jE

n

�E

i

j

2

�

1� e

i!

ni

t

� �

1� e

�i!

ni

t

�

=

jh 

n

j

^

V

S

(t) j 

i

(t

0

) ij

2

jE

n

�E

i

j

2

�

1� e

i!

ni

t

� e

�i!

ni

t

+ 1

�

=

jh 

n

j

^

V

S

(t) j 

i

(t

0

) ij

2

jE

n

�E

i

j

2

(2� 2 os(!

ni

t))

=

jh 

n

j

^

V

S

(t) j 

i

(t

0

) ij

2

jE

n

�E

i

j

2

4 sin

2

�

!

ni

t

2

�
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Die Endzustände be�nden sih in der Nähe des Anfangszustandes, da die Stö-

rung klein sein soll (E

n

' E

i

). Daher kann man von einem (Beinah-)Kontinuum

sprehen. Experimentell können wir niht erwarten, daÿ wir einen ganz bestimm-

ten Endzustand ansprehen. Wir müssen also die Übergangswahrsheinlihkeit

für alle Endzustände summieren

20

.

X

n

j

n

j

2

oder

Z

%(E

n

)j

n

(t)j

2

dE

n

Wobei %(E

n

) dE

n

die Dihte der Endzustände im Intervall (E;E+ dE) ist. Mit

der Gleihung für j

(1)

n

(t)j

2

erhalten wir:

X

n

j

1

n

(t)j

2

'

Z

%(E

n

)

jh 

n

j

^

V

S

(t) j 

i

(t

0

) ij

2

jE

n

�E

i

j

2

4 sin

2

�

!

ni

t

2

�

dE

n

:

Betrahten wir nun den zeitabhängigen Teil

sin

2

(

!

ni

t

2

)

jE

n

�E

i

j

2

. Für groÿe Zeiten lim

t!1

gibt es keine Einshaltphänomene.

lim

t!1

sin

2

�

!

ni

t

2

�

jE

n

�E

i

j

2

=

�t

2~

Æ(E

n

�E

i

) mitE

n

' E

i

Damit ergibt sih

X

n

j

1

n

(t)j

2

'

2�t

~

%(E

n

)jh 

n

j

^

V

S

j 

i

ij

2

Die Störung geht für groÿe Zeiten linear mit der Zeit in die Übergangswahr-

sheinlihkeit ein.

21

Fermis goldene Regel

Wir haben nun die Gesamtübergangswahrsheinlihkeit

P

n

j

1

n

(t)j

2

berehnet.

Übliherweise interessiert aber die Übergangswahrsheinlihkeit pro Zeiteinheit:

W

i!n

=

d

dt

 

X

n

j

1

n

(t)j

2

!

:

Wir erhalten also:

W

i!n

=

2�

~

jh 

n

j

^

V

S

j 

i

ij

2

%(E

n

); mit E

n

' E

i

Diese Formel wird Fermi's Goldene Regel genannt.

Anders formuliert lautet sie auh:

W

i!n

=

X

Zustände mit E

n

2�

~

jh 

n

j

^

V

S

j 

i

ij

2

:

20

Beziehungsweise integrieren.

21

Die Energie E

i

beinhaltet niht nur die Energie des Grundzustandes, sondern auh des

elektromagnetishen Feldes, also des Gesamtsystems. E

i

= E

Grundzustand

+ E

Feld

.
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Diese Formel ist von groÿer praktisher Bedeutung. Fermis Goldene Regel wird

als vollständig gültig angesehen; sie stammt aber nur aus erster Ordnung Stö-

rungstheorie. Die Auswahlregeln in der Experimental-Physik basieren auf dieser

Regel. In der Störungstheorie höherer Ordnung können diese Übergänge aber

erlaubt sein.

Beispiel. Wassersto�atom:

Abbildung 6.4: Termshema für das Wassersto�atom

zweifah entartet

W

i!n

=

j

n

j

2

t

Beispiel einer oszillierenden Störung

Wir betrahten die oszillierende Störung

^

V (t) =

~

V e

i!t

+

~

V

y

e

�i!t

:

Dann berehnet sih



(1)

n

(t) = �

i

~

Z

t

t

0

�

h 

n

j

~

V j 

i

ie

i!t

0

+ h 

n

j

~

V

y

j 

i

ie

�i!t

0

�

e

�i!

ni

t

0

dt

0

=

1

~

 

1� e

i(!+!

ni

)t

h 

n

j

~

V j 

i

i

! + !

ni

+ 1� e

i(!

ni

+!)t

h 

n

j

~

V

y

j 

i

i

�! + !

ni

!

so, mit !

ni

=

E

n

�E

i

~

. Die Gleihungen sind denen vom Fall mit konstantem

Potential sehr ähnlih. Es muÿ nur !

ni

durh !

ni

� ! ersetzt werden.

Für t!1 muÿ

!

ni

+ ! ' 0 oder E

n

' E

i

� ~!

!

ni

� ! ' 0 oder E

n

' E

i

+ ~!

für j

(1)

n

(t)j

2

sein.

Es gibt zwei vershiedene Übergangsmehanismen:

1. Induzierte Emission:

Der Anfangszustand j 

a

i setzt sih zusammen aus dem (angeregten) Zu-

stand j 

i

i des Atoms und dem unangeregten Zustand j 

0

i des Feldes

und geht über in j 

n

i j~! i, wobei j~! i das Photon ist.

Die Übergangswahrsheinlihkeit ergibt sih zu

W

i!n

=

2�

~

jh 

n

j

~

V j 

i

ij

2

mit E

n

= E

i

� ~!.
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2. Spontane Emission:

Der Anfangszustand j 

b

i = j 

i

i j~! i geht über in j 

n

i j 0 i. Die Über-

gangswahrsheinlihkeit ergibt sih zu

W

i!n

=

2�

~

jh 

n

j

~

V

y

j 

i

ij

2

mit E

n

= E

i

+ ~!.

Beahte, daÿ der Operator der Störung selbstadjungiert ist. Daher sind die Ra-

ten für Absorbtion und Emission gleih wahrsheinlih.

Anwendung: LASER (stimulierte Emission)



6.5. GREEN'SCHE FUNKTION 329

6.5 Green'she Funktion

Zunähst ist dieses formale Kapitel nur eine Wiederholung der Quantenmeha-

nik I mit Einführung neuer Begri�e. Im Weiteren werden wir aber sehen, daÿ

man mit diesen Begri�en spätere Problemstellungen einfaher angehen kann.

6.5.1 Propagator und Green'she Funktion

Wir wollen die Zeitentwiklung des Zustandes j (t) i in Ortsdarstellung mit

Hilfe der Dira'shen Notation shreiben:

22

h ~x j (t) i :=  (~x; t):

Mit der Vollständigkeitsrelation

b

1 =

R

+1

�1

j ~x ih ~x

0

j d~x

0

ergibt sih:

h ~x j (t) i =

Z

h ~x j

^

U(t; t

0

) j ~x

0

ih ~x

0

j (t

0

) i d~x

0

:

Das Integral kann kompakter geshrieben werden:

 (~x; t) =

Z

G(~x; t; ~x

0

; t

0

) (~x

0

; t

0

) d~x

0

Damit haben wir die Green'she Funktion de�niert:

De�nition. Green'she Funktion:

G(~x; t; ~x

0

; t

0

) := h ~x j

^

U (t; t

0

) j ~x

0

i

Die Green'she Funktion stellt eine Bezugsfunktion dar, um von  (~x

0

; t

0

) nah

 (~x; t) zu kommen.

Abbildung 6.5:  (~x

0

(t

0

)) zu  (~x(t))

Um für die Ortsabhängigkeit zu einer beliebigen Zeit t Aussagen zu erhalten,

integriert man die Wellenfunktion über alle x

0

. Damit erhält man Wihtungen

an der Stelle x. Das Ergebnis gilt dann für alle x.

In der Green'shen Funktion sind also Informationen über die zeitlihe und

räumlihe Entwiklung des Zustandes enthalten.

Be�ndet sih das Teilhen z.B. bei t

0

an ~x

0

, so ergibt G(~x; t; ~x

0

; t

0

) die Wahr-

sheinlihkeitsamplitude das Teilhen zur der Zeit t an der Stelle ~x zu �nden.

Anders:

Die Green'she Funktion gibt die Wahrsheinlihkeit an, daÿ sih ein Teilhen

vom Punkt (~x

0

; t

0

) in der Raum-Zeit zum Punkt (~x; t) bewegt. Dies stellt ei-

nen Propagator dar. Die Green'she Funktion wird daher auh Propagator des

Teilhens genannt.

22

Vergleihe [Cohen-1, S. 310-314℄ und [Sakurai-1, S. 109-123℄.
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Shauen wir uns noh einmal die De�nition von G an:

G(~x; t; ~x

0

; t

0

) = h ~x j

^

U (t; t

0

) j ~x

0

i

= h ~x; t j ~x

0

; t

0

i

Letzteres ist der Überlapp zwishen den Zuständen und stellt eine Übergangs-

wahrsheinlihkeit dar.

Vergleih mit der Elektrodynamik

Warum heiÿt G(~x; t; ~x

0

; t

0

) Green'she Funktion?

In der Elektrodynamik soll das elektrostatishe Potential �(~x) aus der Ladungs-

verteilung �(~x) berehnet werden.

�(~x) =

Z

G(x; x

0

)�(x

0

) d

3

x

0

Wenn G bekannt ist, kann man für jede Ladungsverteilung das Potential bereh-

nen. Im freien Fall (ohne Randbedingung) bekommt man die freie Green'she

Funktion

G =

1

j~x� ~x

0

j

:

Mit Randbedingung ändert sih nur die Green'she Funktion; das Integral bleibt

formelmäÿig erhalten.

Die Struktur der Funktionen ist ähnlih. In der Quantenmehanik gibt es zu-

sätzlih die Zeitabhängigkeit. Die Wellenfunktion  (~x

0

; t

0

) ist die Ursahe für

 (~x; t). Daher betrahten wir nur Zeitentwiklungen �in Zukunftsrihtung�, was

die kausale Green'she Funktion ist:

G(~x; t; ~x

0

; t

0

) mit t > t

0

:

Mit der Stufenfunktion:

�(x) =

(

0 für x < 0

1 für x > 0

geshrieben:

G(~x; t; ~x

0

; t

0

)�(t � t

0

):

6.5.2 Eigenshaften der Green'shen Funktion als Propa-

gator

1. Satz. Sei ~x

0

; t

0

fest, dann ist die Green'she Funktion eine Lösung der

zeitabhängigen Shrödinger-Gleihung.

23

23

 (t),

^

H( t�).
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Beweis.

i~

d

dt

G(~x; t) = i~

d

dt

hx j

^

U (t; t

0

) jx

0

i

= i~

d

dt

hx j e

�i

^

H

~

(t�t

0

)

jx

0

i

= hx j

^

H

^

U(t; t

0

) jx

0

i

=

^

HG(~x; t)

Dies ist eine wihtige Eigenshaft. Ansonsten könnte uns die Green'she

Funktion niht nützlih sein.

2. Für einen in�nitesimalen Zeitshritt, also dem Grenzübergang t ! t

0

,

ergibt sih:

lim

t!t

0

G(~x; t; ~x

0

; t

0

) = Æ(~x � ~x

0

)

lim

t!t

0

h ~x j

^

U (t; t

0

) j ~x

0

i = h ~x j ~x

0

i

Mit der De�nition von

^

U(t; t

0

) = e

�i

^

H

~

(t�t

0

)

wird der linke Term nah dem

Grenzübergang eins.

6.5.3 Lehmanndarstellung der kausalen Green'shen

Funktion

Stufenfunktion

Zuerst befassen wir uns mit einer Darstellung der Stufenfunktion �, um diese

in einer Rehnung zu benutzen.

Satz. Die Stufenfunktion läÿt sih folgendermaÿen shreiben:

�(t) = � lim

�!0

+

Z

+1

�1

e

�i!t

! + i�

1

2�i

d!:

Beweis.

1. t > 0

Abbildung 6.6: Integration um Polstelle

Es existiert eine Polstelle bei ! = i�, daher benutzen wir den Residuensatz:

I = �

Z

+1

�1

e

�i!t

! + i�

1

2�i

d!

= �

Z



e

�i!t

! + i�

1

2�i

d!



332 KAPITEL 6. QUANTENDYNAMIK

mit ! = i�

24

= �

1

2�i

(2�i)

= 1

2. t < 0

Dies bedeutet, daÿ der Weg in der oberen Halbebene geshlossen wird. Da

kein Pol eingeshlossen ist gilt:

I = 0

Damit haben wir die komplexe Darstellung der Stufenfunktion bewiesen.

Wir formen nun die Green'she Funktion um und erhalten sie in der Energie-

darstellung:

Sei

^

H zeitunabhängig. Wählen wir

25

t

0

= 0, dann ist

^

U(t; 0) = e

�i

^

H

~

t

.

G(~x; t; ~x

0

; 0)�(t) = hx j e

�i

^

H

~

t

jx

0

i�(t)

Zwei Einsen einfügen:

=

X

nn

0

hx j 

n

ih 

n

j e

�i

^

H

~

t

j 

0

n

ih 

0

n

jx

0

i�(t)

=

X

nn

0

hx j 

n

iÆ

nn

0

e

�i

E

n

~

t

h 

0

n

jx

0

i�(t)

 

n

und  

0

n

sind orthogonal zueinander:

=

X

n

hx j 

n

ie

�i

E

n

~

t

h 

n

jx

0

i�(t)

G(~x; t; ~x

0

; 0)�(t) =

X

n

hx j 

n

ih 

n

jx

0

i(�)

1

2�i

Z

+1

�1

e

�i(!+

E

n

~

)t

! + i�

d!

Mit !

0

= ! +

E

n

~

=

X

n

hx j 

n

ih 

n

jx

0

i(�)

1

2�i

Z

+1

�1

e

i!

0

t

!

0

�

E

n

~

+ i�

d!

0

Mit !

0

! !

=

i

2�

X

n

Z

+1

�1

hx j 

n

ih 

n

jx

0

i

! �

E

n

~

+ i�

e

�i!t

d!

=

i

2�

Z

+1

�1

~

G(~x; ~x

0

; 0)e

�i!t

d!

24

Aus ! = i� folgt e

�i!t

= e

�i(�i�)t

= e

��t

. Für lim

�!0

(� 2 R

+

) vershwindet dieser

Term. Es bleibt das Residuum von i� = 2�i.

25

Das Experiment ist dasselbe, egal ob es jetzt oder nähste Wohe ausgeführt wird. Es gibt

keine absolute Zeit, die Heute von Morgen untersheidet, nur die Zeitdi�erenz ist relevant.
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Die letzte Gleihung stellt eine Fouriertransformation dar. Die Fouriertransfor-

mierte einer Green'shen Funktion liefert unsere �eigentlihe� Green'she Funk-

tion. Häu�g interessiert nämlih die frequenzabhängige

26

Green'she Funktion

~

G.

~

G(~x; ~x

0

; !) =

X

n

hx j 

n

ih 

n

jx

0

i

! �

E

n

~

+ i�

~

G hat Polstellen für alle !, die

E

n

~

entsprehen, also an den Energieeigenwerten.

Einshub. hx j 

n

i ist eine formale Shreibweise für den Zustand  

n

(x) in

Ortsdarstellung. Die  

n

's sind die Energieeigenzustände des Hamilton-Operators.

Z

+1

�1

Æ(x � x

0

) 

n

(x

0

) dx

0

=  

n

(x)

Beahte, daÿ die Æ-Funktion niht dimensionslos ist:

1

Dimension des Argumentes

.

b

1 =

X

n

j 

n

ih 

n

j

Im Allgemeinen wird die

b

1 mit Summenzeihen geshrieben (Vollständigkeits-

relation), kann aber durhaus auh für kontinuierlihe Zustände gemeint sein.

27

=

Z

+1

�1

j 

n

ih 

n

j dE

n

Ende des Einshubs.

Bei diskreten Energien gelten die Orthogonalitätsbeziehungen:

h 

n

j 

m

i = Æ

nm

X

nm

h 

n

j 

m

i =

X

n

h 

n

j 

n

i

Bei kontinuierlihem Spektrum bekommen die Orthogonalitätsbeziehungen die

Form:

h 

n

j 

m

i = Æ(E

n

�E

m

)

Z

+1

�1

Æ(E

n

�E

m

) dE

n

dE

m

=

Z

+1

�1

dE

n

In der Energiedarstellung der Green'shen Funktion hat man mittels der Pol-

stellen sofort Zugri� auf die Energieeigenwerte.

26

Dies ist wegen ~! = E gleihbedeutend mit der Energie.

27

Die

b

1 mit Summenzeihen geshrieben geht nur für diskrete Energien.
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Reihenentwiklung der Green'shen Funktion mittels Lehmanndar-

stellung

Lehmanndarstellung mit t� t

0

> 0.

Wir betrahten diese alternative Form der Darstellung, nämlih die Energiedar-

stellung der Green'shen Funktion

~

G(!). Wodurh sie uns nützlih sein wird,

wird sih später noh zeigen. Sie wird zum Beispiel beim Con�nement in der

QCD angewandt.

28

^

U

0

ist der Zeitentwiklungsoperator des ungestörten Hamilton-Operators

^

H

0

.

^

H =

^

H

0

+

^

V (t)

^

U

0

= e

�i

^

H

0

~

(t�t

0

)

G ist das Matrixelement des Zeitentwiklungsoperators:

G(~x; t; ~x

0

; t

0

) = hx j

^

U (t; t

0

) jx

0

i

^

U

0

wirkt nur auf

^

H

0

.

Wir wählen den Zeitentwiklungsoperator in der Wehselwirkungsdarstellung,

da er sih dort shön als Reihenentwiklung nah Potentzen des Störpotentials

^

V darstellen läÿt.

29

G(~x; t; ~x

0

; t

0

) = hx j

^

U (t; t

0

) jx

0

i

= hx j e

�i

^

H

0

~

t

^

U

I

(t; t

0

)e

�i

^

H

0

~

t

0

jx

0

i

= hx j e

�i

^

H

0

~

t

 

b

1�

i

~

Z

t

t

0

^

V

I

(t

0

) dt

0

+

�

�i

~

�

2

Z

t

t

0

Z

t

0

t

0

^

V (t

0

)

^

V (t

00

) dt

00

dt

0

!

e

�i

^

H

0

~

t

0

jx

0

i

Interpretation als Störungsreihe der Green'shen Funktion

1. 0.Ordnung:

G

(0)

(~x; t; ~x

0

; t

0

) = hx j e

�i

^

H

0

~

(t�t

0

)

jx

0

i

stellt die Green'she Funktion ohne Störung dar.

2. 1.Ordnung:

G

(1)

(~x; t; ~x

0

; t

0

) = �

i

~

Z

t

t

0

hx j e

�i

^

H

0

~

t

^

V

I

(t; t

0

)e

�i

^

H

0

~

t

0

jx

0

i dt

0

= �

i

~

Z

t

t

0

hx j e

�i

^

H

0

~

t

e

i

^

H

0

~

t

0

^

V

S

(t; t

0

)e

�i

^

H

0

~

t

0

e

�i

^

H

0

~

t

0

jx

0

i dt

0

28

Kann ein einzelnes Quark propagieren oder nur drei zusammen?Dies führt zur Gittereih-

rehnung.

29

Entwiklung nah zeitabhängiger Störungstheorie.
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Zwei Einsen einfügen

= �

i

~

Z

t

t

0

Z

+1

�1

Z

+1

�1

hx j

^

U

0

(t; t

0

) j y i

h y j

^

V

S

(t; t

0

) j z ih z j

^

U

0

(t

0

; t

0

) jx

0

i dz dy dt

0

Mit

^

V =

^

V (~y)Æ(~y � ~z)

30

= �

i

~

Z

t

t

0

Z

+1

�1

G(~x; t; ~y; t

0

)

^

V (~x)G(~y; t

0

; ~x

0

; t

0

) dy dt

0

3. 2.Ordnung:

G

(2)

= �

�

i

~

�

2

Z

t

t

0

Z

+1

�1

Z

t

0

t

0

Z

+1

�1

G

(0)

(~x; t; ~y; t

0

)

^

V (~y)G

(0)

(t

0

; ~y; t

00

; ~z)

^

V (~z)G(~z; t

00

; x

0

; t

0

) dz dt

00

dy dt

0

6.5.4 Beshreibung unserer Vorgehensweise durh Feyn-

mandiagramme

Beshreibung eines Feynmandiagramms (leider fehlt das Bild dazu):

� vollständiges G bei eingeshalteter Störung

� Propagation ohne Potential zu spüren zu einem Zwishenzustand

� Teilhen spürt instantan ein Potential

� und �iegt danah weiter, als ob es kein Kraftfeld mehr spürt. Zwishen den

Zwishenzuständen propagiert das Teilhen ungestört (Insgesamt gibt es

nur �Störstellen�.)

Normalerweise shreibt man Feynmandiagramme niht nur für ein Teilhen auf,

sondern nur für Wehselwirkungen zwishen mehreren Teilhen.

Zusatzbemerkung:

^

V (~y)G

(0)

(t

0

; ~y; t

00

; ~z)

^

V (~z)

Man kann die Diagramme in die Sprehweise der Green'shen Funktion mit

Lehmanndarstellung für G

0

zurükübersetzen:

^

V (~y)

^

V (~z)

i

2�

Z

+1

�1

e

�i!(t

0

�t

00

)

X

n

h y j 

n

ih 

n

j z i

! �

E

n

~

+ i�

d!

Auh in der zeitunabhängigen Störungstheorie 2.Ordnung haben wir einen ähn-

lihen Term mit Energienenner gesehen.

30

Dies bedeutet eine Reduktion auf ein �einfahes� lokales Potential. Ein niht lokales Po-

tential ist niht mit der Relativitätstheorie verträglih, da es ein Teilhen instantan von ~z nah

~y bringen würde.
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Abbildung 6.7: Green'she Funktion durh Addition der vershiedenen Ordnun-

gen mit Feynmandiagrammen

Abbildung 6.8: Feynmandiagramm
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6.6 Formulierung der Quantenmehanik über

Wegintegrale

6.6.1 Einleitung

Zur Veranshaulihungund Lösung vieler Probleme ist es elegantWegintegrale

31

in der Quantenmehanik zu benutzen. Die Feynman'she Wegintegralbeshrei-

bung ist nur ein anderer Zugang zur De�nition der Grundbegri�e der Quanten-

mehanik, wie Hamilton zur Newton'shen Mehanik.

6.6.2 Propagator

Der Propagator G(x

N

; t

N

; x

1

; t

1

) gibt die Wahrsheinlihkeit (Wahrsheinlih-

keitsamplitude) an, daÿ von einem Zustand t

1

x

1

nah einem Zustand t

N

x

N

gewehselt wird. Das Matrixelement bestimmt sih zu:

G(x

N

; t

N

; x

1

; t

1

) = hx

N

j

^

U(t

N

; t

1

) jx

1

i

= hx

N

t

N

jx

1

t

1

i:

Faktorisieren

32

wir den Zeitentwiklungsoperator:

^

U(t

N

; t

1

) =

^

U(t

N

; t

0

)

^

U (t

0

; t

1

).

Dies geshieht dann auh für die Green'she Funktion:

G(x

N

; t

N

; x

1

; t

1

) =

Z

+1

�1

hx

N

j

^

U (t

N

; t

0

) jx

0

ihx

0

j

^

U(t

0

; t

1

) jx

1

i dx

0

Es gilt also:

hx

N

t

N

jx

1

t

1

i =

Z

+1

�1

hx

N

t

N

jx

0

t

0

ihx

0

t

0

jx

1

t

1

i dx

0

Dies gilt für jedes t

0

mit t

N

� t

0

� t

1

. Dieses Faktorisieren läÿt sih auh in N

Shritten mahen. Mit N !1 wird der einzelne Zeitshritt �t in�nitesimal.

Sei t

j

= t

1

+(j�1)�tmit �t =

t

N

�t

1

N�1

, dann wird die Wahrsheinlihkeitsampli-

tude durh N�1 Integrale berehnet, wobei man also über alle Zwishenshritte

der Koordinaten integriert:

hx

N

t

N

jx

1

t

1

i =

Z

+1

�1

Z

+1

�1

hx

N

t

N

jx

N�1

t

N�1

i� � � hx

2

t

2

jx

1

t

1

i dx

N�1

� � � dx

1

=

X

alle Wege

hx

N

t

N

jx

N�1

t

N�1

i � � � hx

2

t

2

jx

1

t

1

i

Die Amplitude ist zerlegt in alle möglihen Amplituden, die von 1 nah N

zugelassen sind.

31

Vergleihe mit [Cohen-1, S. 315-317℄.

32

Hintereinanderausführung der �Teil�-Zeitentwiklungsoperatoren
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Abbildung 6.9: Wegintegrale in Teilshritten (klassish und quantenmehanish)

6.6.3 Vergleih mit der Klassishen Mehanik

Dort gibt es einen einzigen Weg:

Beispiel. (x

1

; t

1

) = (h; 0) h ist die Höhe

V =mgx

daraus folgt

x = �

1

2

gt

2

x

i

und t

i

sind genau de�niert. Den Weg, den das Teilhen zurüklegt, ist durh

eine Parabel bestimmt. Dieser Weg hat die Wahrsheinlihkeit eins!

In der Quantenmehanik gibt es auh andere Wege mit einer bestimmten Wahr-

sheinlihkeit, so daÿ das Teilhen auh neben dem klassishen Ziel auftre�en

kann, wobei für das klassishe Ziel jedoh die Wahrsheinlihkeit am gröÿten

ist.

Hamiltonprinzip. In der Klassishen Mehanik ist der Weg durh das Ha-

miltonprinzip bestimmt:

Æ

Z

t

N

t

1

L(x; _x; t) dt = 0

Die Wirkung wird also minimiert.

6.6.4 Übertragung in die Quantenmehanik

Behauptung. Für die Wahrsheinlihkeit eines in�nitesimalen Wegelementes

gilt:

hx

N

t

N

jx

N�1

t

N�1

i =

1

!(�t)

e

i

1

~

R

t

N

t

N�1

L(x; _x;t)dt

=

1

!(�t)

e

i

~

S(n;n�1)

;

wobei S die Wirkung von (n�1) nah n ist und

1

!(�t)

ein Proportionalitätsfak-

tor.

Wir möhten diese Proportionalität plausibel mahen.

hx

N

t

N

jx

1

t

1

i �

X

alle Wege

N

Y

n=2

e

i

~

S(n;n�1)
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mit der Rehenregel siehe Fuÿnote

33

=

X

alle Wege

e

i

~

P

N

n=2

S(n;n�1)

=

X

alle Wege

e

i

~

S(N;1)

Für viele Wege wird die Wirkung niht Null sein, jedoh werden sih die Wir-

kungen vieler Wege bei der Summation gegenseitig wegheben. Nur in der Nähe

des klassishen Weges untersheiden sih die Integrale lediglih shwah und

liegen somit nahe beim Minimum.

Beweis. Wir betrahten nur ein eindimensionales Problem.

1. Bestimmung des Proportionalitätsfaktors

1

!(�t)

Es soll also

hx

N

t

N

jx

N�1

t

N�1

i =

1

!(�t)

e

i

~

S(n;n�1)

gelten. Die gesamte Dynamik stekt in der Exponentialfunktion, der Vor-

faktor enthält nur Information über die Gröÿe des Zeitintervalls. !(�t)

hängt nur von �t ab und niht von S(n; n� 1).

Aus

S(n; n� 1) =

Z

t

N

t

N�1

m

2

_x

2

� V (x) dt

mit

_x =

x

N

� x

N�1

�t

ergibt sih

S(n; n� 1) = �t

 

m

2

�

x

N

� x

N�1

�t

�

2

� V

�

x

N

+x

N�1

2

�

!

für �t klein.

Betrahten wir V = 0, so erhalten wir einerseits:

hx

N

t

N

jx

N�1

t

N�1

i =

1

!(�t)

e

i

~

S(n;n�1)
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!(�t)
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�t

33

e

x

e

y

= e

x+y

beziehungsweise

Q

N

n=1

e

S

n

= e

P

N

n=1

S

N

.



340 KAPITEL 6. QUANTENDYNAMIK

mit � = x

N

� x

N�1

:

=

1

!(�t)

e

i

~

m

2

�

2

�t

und andererseits:
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�t!0
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N

t+�t jx
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j

^

U (t+�t; t) jx

N�1

i

= lim

�t!0

hx

N

j

b

1 jx
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x
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:

Integrieren wir nun beide Ergebnisse über d�:

Z

+1

�1

1

!(�t)

e

i

~

m

2

�

2

�t

d� =

Z

+1

�1

Æ(�) d�

mit [Bronstein, S. 66℄ Integral Nummer 3 (Integral über die komplexwer-

tige Gauÿfunktion), so erhalten wir:

1

!(�t)

r

2�i~�t

m

= 1:

Daraus folgt

1

!(�t)

=

r

m

2�i~�t

!(�t) ist ein Normierungsfaktor.

2. Berehnung des Wegintegrals
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Wir betrahten nur das letzte Wegstük:
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Wir entwikeln die linke Seite nah Taylor:

hx t +�t jx
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t
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i = hxt jx
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Und nun die rehte Seite:
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Der ungerade Term fällt wegen der Integration weg. Der quadratishe

Term ist linear in der Zeit; daher nehmen wir ihn noh mit. Wir betrahten

den Term ohne in�nitesimale Gröÿen von der linken Seite:
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Es bleibt also von der Gleihung folgendes übrig: Der zweite Term der

linken Seite und die rehte Seite:

�t

�t

�t

hxt jx

1

t

1

i =

r

m

2�~�t

Z

+1

�1

e

i

~

m

2

�

2

�t

1

2!

�

2

�x

2

hxt jx

1

t

1

i�

2

d�

+

r

m

2�~�t

Z

+1

�1

e

i

~

m

2

�

2

�t

�

�iV

�t

~

hxt jx

1

t

1

i

�

d�

Mit

i~�t

m

=

r

m

2�~�t

Z

+1

�1

e

i

~

m

2

�

2

�t

�

2

d�

ergibt sih:
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Dies ist die zeitabhängige Shrödinger-Gleihung für die Green'she Funktion

(die rehte Seite ist gerade der Hamilton-Operator). Dies hat sih aus der Feyn-

man'shen Beshreibung ergeben. Die Forderung, daÿ die Übergangsamplituden

aus dem Integral der Wegintegrale gegeben ist, ist äquivalent mit der Shrödin-

ger-Gleihung!
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Man muÿ einen �Shlauh� um den klassishen Weg betrahten. Dies führt zu

einem neuen Verständnis der quantenmehanishen Unshärfe. Lösung quanten-

mehanisher Probleme am Computer sind durh Diskretisierung von Zeit und

Ort möglih: Gitterrehnung.



Kapitel 7

Streutheorie

7.1 Problemstellung

In diesem Abshnitt möhten wir die Ablenkung von Teilhen an einem �Streu-

zentrum� als elastishen Stoÿprozess beshreiben.

1

Das Streuzentrum selbst soll

hierbei nur durh ein einfahes Zentralpotential

2

beshrieben werden. Des Wei-

teren soll das Zentralpotential (das Target) ortsfest sein, kinematishe Betrah-

tungen müssen so nur für das Projektil gemaht werden.

7.1.1 Grundlagen

Abbildung 7.1: Shematisher Aufbau eines Streuexperiments.

Das zu streuende Teilhen soll das Potential des Streuzentrums nur kurzfristig

spüren, dazu setzen wir die Potentialreihweite auf eine endlihe Gröÿe:

V (~r) =

(

V (r); für r � r

0

;

0; für r > r

0

.

Der Streuwinkel sei #; der Raumwinkelbereih, bzw. die Ringzone die durh

# + d# erfasst wird, sei d
. Da ein Zentralpotential rotationssymmetrish zur

Strahlahse (sei dies die z-Ahse) ist, spielt der Winkel ' keine Rolle.

Wir betrahten nur die elastishe Streuung, so dass die kinetishen Energien von

einfallendem Teilhen E

i

und auslaufendem Teilhen E

f

auÿerhalb des Wir-

kungsbereihs unseres Potentials gleih sind; auh der Impulsbetrag des Ge-

shosses bleibt bei elastisher Streuung (für ein ortsfestes Target) erhalten:

E

i

=

(~

~

k

i

)

2

2m

!

=

(~

~

k

f

)

2

2m

= E

f

1

Wir suhen im Folgenden nur die allgemeine Form der Lösung für das Streuproblem. Z.B.

[Flieÿbah, Seite 201�203℄ behandelt (nah ähnliher Herleitung) konkrete Beispiele.

2

Zum Begri� des Potentials siehe Fuÿnote 1 auf Seite 250.

343
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Was während des Streuprozesses passiert, interessiert uns bei dieser Herange-

hensweise niht. Wir möhten nur die Ergebnisse des Wehselwirkungsprozesses

betrahten.

Entgegen der Diskretisierung der Energie in gebundenen Systemen haben wir

hier durh die feste Energie vor und nah dem Stoÿ, asymptotishe Randbe-

dingungen vorliegen. Wir betrahten das Teilhen vor dem Stoÿ als einlaufende

Welle j�

i

i, entsprehend hinterher als auslaufende Welle j�

f

i. Ziel ist es nun,

die Shrödinger-Gleihung zu �nden, die uns bei gegebenem j�

i

i ein j�

f

i lie-

fert, das trotz der Idealisierungen die experimentellen Ergebnisse möglihst gut

reproduziert.

Im Experiment messen wir die Anzahl der Teilhen a(r; #; '), die im Detek-

tor pro Zeit auftre�en. Übersetzt in die quantenmehanishe Sprahe suhen

wir also die Wahrsheinlihkeit dafür, dass ein Teilhen in einen bestimmten

Raumwinkelbereih hineingestreut wird.

3

Bei einem rotationssymmetrishen Potential ist a = a(r; #) unabhängig von

'. Wir stellen unseren Detektor auÿerhalb der Reihweite r

0

des Potentials

auf, r

det

> r

0

; somit können wir die Teilhenzahl pro Zeit shreiben als a =

a(#) r

2

det

d
. Damit ist der im Folgenden zu berehnende Teil a(#) von den Ab-

messungen des experimentellen Aufbaus getrennt.

7.1.2 Wirkungsquershnitt

Wahrsheinlihkeiten sind Verhältnisgröÿen; zur Anzahl a der detektierten Teil-

hen pro Zeiteinheit benötigen wir noh die Zahl der zur Verfügung stehenden

Teilhen des Primärstrahls, um eine Wahrsheinlihkeit zu erhalten. Sei b die

Zahl der einlaufenden Teilhen pro Zeiteinheit und (Strahl-)Flähe.

Damit können wir nun eine Gröÿe de�nieren, die uns sagt, welher Anteil der

Teilhen nahe genug an das Target herankommt, um, in eine bestimmte Rih-

tung #, gestreut zu werden. Mit obigen De�nitionen von a und b ist die Wahr-

sheinlihkeit der Streuung in einen in�nitesimalen Raumwinkelbereih durh

folgende Beziehung gegeben:

d�(#) =

a(#)

b

r

2

d


oder umgeformt:

De�nition (Di�erentieller Wirkungsquershnitt). Der di�erentielle Wir-

kungsquershnitt (oder auh di�erentieller Streuquershnitt) ist de�niert durh

folgendes Verhältnis von aus- zu einlaufendem Teilhenstrom:

d�

d


(#) :=

Auslaufender Teilhenstrom in Rihtung #

Raumwinkel

Einlaufender Teilhenstrom

(Strahl-)Flähe

Er besitzt die Dimension einer Flähe.

3

In einem solhen rotationssymmetrishen Fall stellen wir uns den Detektor niht als Punkt,

sondern als Ring vor.
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Drükt man den Quotienten mittels der Stromdihten

4

aus, so lautet er:

d�

d


(#) =

j

f

(#) r

2

j

i

Di�erentieller Wirkungsquershnitt

Summieren wir den di�erentiellen Wirkungsquershnitt über alle Rihtungen,

in die die Teilhen gestreut werden können, so erhalten wir den totalen Wir-

kungsquershnitt:

De�nition (Totaler Wirkungsquershnitt). Integriert man den di�erenti-

ellen Wirkungsquershnitt über alle Raumwinkel d
, so erhält man den totalen

Wirkungs- oder Streuquershnitt:

�

tot

:=

Z

d�

d


d
 Totaler Wirkungsquershnitt

Er beshreibt die e�ektive Flähe, an der die Teilhen gestreut werden.

Interpretation der Begri�e

Betrahten wir Stöÿe in der Klassishen Mehanik, so arbeiten wir mit dem

Stoÿparameter �b�. Er gibt die Startring�ähe an, durh die ein Teilhen �iegen

muss, um, auf der klassish zu berehnenden Trajektorie, genau in den Detektor

(Raumwinkelbereih) zu tre�en.

Abbildung 7.2: Stoÿparameter �b� bei klassisher Behandlung der Streuung.

Auh der Stoÿparameter hat die Dimension einer Flähe. Wir shlieÿen aus dem

Vergleih:

Satz. Der totale Wirkungsquershnitt ist die Start�ähe, durh die ein Projektil

�iegen muss, um eine Ablenkung durh das Streuzentrum zu erfahren. Der di�e-

rentielle Wirkungsquershnitt ist die Start�ähe (Ring), durh die ein Projektil

�iegen muss, damit es um einen bestimmten Winkel abgelenkt wird.

7.1.3 Zeitunabhängige, asymptotishe Betrahtung

Wir möhten zunähst niht das Shiksal eines einzelnen Teilhens verfolgen,

sondern nur die Statistik vieler Teilhen (einen konstanten Teilhenstrahl) be-

trahten. Deswegen stellen wir hier keine Zeitbetrahtungen an; uns interessiert

nur der Ortswellenanteil der Lösung auÿerhalb des Streupotentials, also die sta-

tionäre Lösung der zeitunabhängigen Shrödinger-Gleihung. Die Abspaltung

des Zeitanteils e

�i

E

~

t

ist bei dieser asymptotishen Betrahtungsweise möglih,

da hier die Energie eine Konstante der Bewegung ist. Die Lösungswellenfunktion

4

Nohmals zur Begri�setablierung: Die Teilhenstromdihte ist in Worten (vom Betrag)

Teilhenanzahl

Zeit � (durhströmte) Flähe

, was dasselbe ist wie

Teilhenanzahl

(durhströmtes) Volumen

�

(durhströmter) Weg

Zeit

,

also eine Teilhendihte mal der Teilhengeshwindigkeit. Der Stromdihtevektor zeigt in die

Wegrihtung der Teilhen, bzw. in die Rihtung der Flähennormalen der durhströmten Flä-

he.
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dieser Sihtweise des Streuproblems nennt man auh die stationäre Streuwelle

oder stationäre Streulösung.

Die zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung unseres zu streuenden Teilhens

lautet formal:

�

�

~

2

2m

�+

^

V (r̂)

�

 (~r) = E (~r)

Ansatz für die einlaufende Welle

Da wir den Beobahtungsbereih auÿerhalb der Potentialreihweite gelegt ha-

ben, setzen wir zunähst mit einer ebenen Welle an, die die einlaufenden Teilhen

genauso beshreiben kann wie die gestreuten, aber wieder freien, auslaufenden

Teilhen (bis auf Vorfaktoren). Dieser Ansatz

5

fordert also eine asymptotishe

Proportionalität

6

der stationären Streulösung  (~r) mit einer ebenen Welle e

i

~

k�~r

für j~rj > r

0

:

7

�

i

1

= (2�)

�

3

2

e

i

~

k�~r

Legen wir den einlaufenden Strahl auf die z-Ahse, so gilt mit

~

k = k~e

z

für die

einlaufende Welle, auÿerhalb von r

0

:

�

i

1

= (2�)

�

3

2

e

ikz

Wir berehnen mit diesem Ansatz die Stromdihte der einlaufenden Welle:

~|

i

1

=

~

2im

�

(�

i

1

)

�

~

r�

i

1

� �

i

1

~

r(�

i

1

)

�

�
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~

2im

(2�)

�3

0

B

B

B

�
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�ikz

0

B

B

B

�

0

0
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1

C

C

C

A

e

ikz

� e

ikz

0

B

B

B

�

0

0

�ik

1

C

C

C

A

e

�ikz

1

C

C

C

A

=

~

2im(2�)

3

0

B

B

B

�

ik

0

B

B

B

�

0

0

1

1

C

C

C

A

+ ik

0

B

B

B

�

0

0

1

1

C

C

C

A

1

C

C

C

A

=

~k

m(2�)

3

~e

z

Der einlaufende Strom besitzt, gemäÿ unserer Festlegung, nur eine Komponente

in die z-Rihtung.

5

Wir idealisieren hier, indem wir nur die stationäre Lösung betrahten, ebene Wellen an-

statt Wellenpakete streuen und Interferenzen der (Teilhen-)Wellen untereinander ignorieren.

[Messiah-1, Abshnitte 10.1.2 � 10.1.4℄ geht auf die Problematik dieser Vereinfahungen ein.

Er kommt zu dem Ergebnis, dass die Idealisierung gerehtfertigt ist, wenn die Gröÿenord-

nungen stimmen, vor allem die gestreute Welle weit auÿerhalb des Wehselwirkungsbereihs

betrahtet wird (r � r

0

).

6

Der Normierungsfaktor ist beim Ansatz im Prinzip unnötig, soll aber dafür sorgen, dass

die ebene Welle �auf die Fouriertransformation� normiert ist.

7

Zur Nomenklatur: Asymptotishe Lösungen kennzeihnen wir mit 1. Die Indizes i (für

initial) und f (für final) stellen wir hoh, um niht mit dem Index1 in Kon�ikt zu geraten.
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Ansatz für die auslaufende Welle

Für die auslaufende Welle fordern wir eine Amplitude A die den Ein�uss des

Streuzentrums auf das gestreute Teilhen widerspiegelt, also die Winkelvertei-

lung der Projektile beinhaltet, A = A(#). Eine solhe Streuamplitude muss in

den Ansatz für die auslaufende Streuwelle eingehen.

Mit ansonsten gleihen Annahmen wie bei der einlaufenden Welle, mahen wir

folgenden Ansatz, der die Teilhen radial vom Streuzentrum weg�iegen lässt:

�

f

1

= (2�)

�

3

2

A(#)

e

ikr

r

Dieser Ansatz beshreibt eine Kugelwelle. Sie ist eine Lösung der zeitunabhän-

gigen freien Shrödinger-Gleihung. Die Frage ist nun, ob die Kugelwelle für das

Streuproblem physikalish sinnvolle Lösungen liefert, also die Winkelabhängig-

keit A(#) des Streuprozesses korrekt behandelt.

Zur Klärung betrahten wir auh für die auslaufende Welle die Stromdihte:
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~
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Da die auftretenden Funktionen niht von ' abhängig sind, brauhen wir nur

die Di�erentiationen nah dr und d# betrahten:
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�
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�
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�
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Abbildung 7.3: Zusammensetzung der auslaufenden Stromdihte.
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Die Stromdihte der auslaufenden Kugelwelle setzt sih also zusammen aus ei-

nem reellen Radialanteil:

j

f

r

~e

r

=

~k

m(2�)

3

jA(#)j

2

r

2

~e

r

und einem imaginären Winkelanteil:

j

f

#

~e

#

=

~

2im(2�)

3

~e

#

1

r

3

�

A

�

(#)

d

d#

A(#) �A(#)

d

d#

A

�

(#)

�

Der Strom hat also einen (gutartig reellen) Anteil in Radialrihtung. Unerwartet

ist der Winkelanteil; der Strom für unseren Ansatz �läuft� also etwas aus der

erwarteten Rihtung heraus.

Wenn unsere Detektoren �weit drauÿen� (idealisiert im Unendlihen) stehen,

so maht sih die untershiedlihe r-Abhängigkeit bemerkbar: Der Winkelan-

teil geht proportional zu

1

r

3

mit r, und ist damit für r ! 1 vernahlässigbar

gegenüber dem Radialanteil, der proportional zu

1

r

2

ist.

Fassen wir die Ergebnisse im di�erentiellen Wirkungsquershnitt zusammen, so

wie wir ihn auf Seite 345, ausgedrükt durh die Stromdihten, gefunden haben:

d�

d


(#) =

j

f

(#) r

2

j

i

Für r !1 wird daraus:

=

j

f

1

r

2

j
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=
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jA(#)j
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r

2
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�1
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�

r!1

Die Faktoren kürzen sih gegenseitig weg, übrig bleibt:

d�

d


(#) = jA(#)j

2

Die Beziehung zeigt, dass die Streuamplitude A(#) etwas über die Wahrshein-

lihkeit besagt, unter welhem Winkel ein Teilhen gestreut wird. Damit erfüllt

der Ansatz unsere Erwartung.

Dass die Stromdihte der gestreuten Welle nur von der Streuamplitude abhängt

maht durhaus Sinn. Zu unserem Streuwellenansatz �

f

1

müssen wir jedoh

noh den Wellenanteil hinzunehmen, der ungestreut durhläuft. Damit erhalten

wir als vollständige (formale)

8

asymptotishe Streulösung:

 

1

(r; #) = (2�)

�

3

2

�

e

ikz

+A(#)

e

ikr

r

�

( 

1

)

8

Wir wissen ja noh niht, wie die StreuamplitudeA(#) aussieht. Diese Unbekannte werden

wir in Abshnitt 7.2 berehnen.
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Abbildung 7.4: Streuung der einlaufenden Welle am Target.

Zusammenfassung zur asymptotishen Streulösung

� Die asymptotishe Streuwellenfunktion  

1

löst die freie, zeitunabhängige

Shrödinger-Gleihung:

�

~

2

2m

� 

1

= E 

1

� Sie erfüllt die Randbedingungen (Energieerhaltung, Asymptotik) für eine

einlaufende sowie eine gestreute, auslaufende Welle.

� Sie liefert einen sinnvollen Wirkungsquershnitt

d�

d


(#) = jA(#)j

2

der die

vom Potential abhängige Winkelverteilung der gestreuten Teilhen wie-

dergibt.

Diese Lösung gilt jedoh nur auÿerhalb des Wirkungsbereihs des Potentials;

was innerhalb von r

0

passiert, ist mit diesem einfahen Ansatz niht zu klären.

Auÿerdem behandelt unsere Rehnung nur ein einzelnes Streuzentrum. Im realen

Experiment wird man eine Folie, also (beliebig) viele Atome in einem Festkörper

als Target benutzen. Wo aber einige Atomlagen hintereinander geshihtet sind,

ist Mehrfahstreuung niht auszushlieÿen.

7.1.4 Streuung im realen Experiment

Abbildung 7.5: Vershiedene Streuwinkel beim Atomgitter.

Unter realen Bedingungen gibt es einige Punkte zu beahten:

� Bei einem parallel einfallenden Projektilstrahl, gelangen Teilhen in den-

selben Detektor, die von vershiedenen Atomen unter vershiedenen Win-

keln gestreut wurden. Steht ein Detektor unter einem bestimmten Winkel

# zur Mittelahse, so weist er gegenüber einem auÿen liegenden Atom ei-

nen anderen Winkel #

0

auf. Die Abstände der Streuzentren sind jedoh

sehr klein (Gröÿenordnung Å). Stellen wir die Detektoren weit genug vom

Streuobjekt auf, so fallen in einen Detektor nur Teilhen ein, die zwar an

vershiedenen Atomen, jedoh jeweils unter dem gleihen Winkel gestreut

wurden: # � #

0

. Das Problem ist (für groÿe r) durh die Geometrie (die

Randbedingungen) gelöst.

� Entgegen makroskopishen Versuhen, haben wir es bei Streuprozessen

von Elementarteilhen mit Welleneigenshaften zu tun. Man muss also In-

terferenzen beahten. Wenn die Teilhen an den Atomen kohärent gestreut

werden, die Streuwellen sih also überlagern, so erhalten wir ein Interfe-

renzbild, dass uns den Abstand der Atome im Gitter liefert (Streuung am

Gitter liefert die Gitterkonstante). Damit können wir die Atomabstände



350 KAPITEL 7. STREUTHEORIE

messen. Möhten wir den Atomdurhmesser messen, müssen wir die Wel-

lenlänge so wählen, dass die Kohärenz bei der Streuung an benahbarten

Atomen gestört ist.

Mit einem Projektil kann man durh die Wahl der Energie (bzw. der Wel-

lenlänge) untershiedlihe Strukturen (Maÿstäbe) betrahten:

� Shnelle Protonen mit kleinem � können Atomkerne au�ösen.

� Langsame Protonen mit groÿem � lösen Atomabstände auf.

� Mit zunehmender Targetdike nimmt die Zahl der Streuzentren zu. Damit

kann man zwar shnelle Messergebnisse erzielen, jedoh erhält man in

zunehmendem Maÿe Mehrfahstreuungen, die shwer zu behandeln sind

(Dem detektierten Teilhen sieht man shwerlih an, wie oft es gestreut

wurde). Man muss also die optimale Targetdike für sinnvolle Ergebnisse

festlegen.

� Ist das Target ein Gas, so sind die Streuzentren niht mehr im Laborsy-

stem �festgenagelt�. Man muss ins Shwerpunktsystem übergehen. Maht

man dort jedoh die Annahme einer nur geringen thermishen Bewegung

der Targetteilhen, so lässt sih der Wirkungsquershnitt ins Laborsystem

zurükrehnen.
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7.2 Lippmann-Shwinger-Gleihung

7.2.1 Grundlagen

Für die Streuung an einem Potential versuhen wir nun die exakte Lösung der

Shrödinger-Gleihung zu �nden. Sie muss für r !1 die in Kapitel 7.1 gefun-

dene asymptotishe Form annehmen. Konkret suhen wir dabei die Darstellung

der Streuamplitude A(#) in der formalen asymptotishen Streulösung  

1

von

Seite 348.

Der Hamilton-Operator des Problems lautet mit der kinetishen Energie

p̂

2

2m

des

Projektils:

^

H =

p̂

2

2m

+

^

V =

^

H

0

+

^

V

Für r � r

0

fällt der Potentialterm weg, der Hamilton-Operator beshreibt dann

ein freies Teilhen:

^

H

�

�

r!1

=

^

H

0

Die Shrödinger-Gleihung für das Streupotential lautet in der asymptotishen

Betrahtungsweise:

(

^

H

0

+

^

V ) (r) = E (r)

Bringen wir

^

H

0

auf die andere Seite:

^

V  (r) = (E �

^

H

0

) (r)

Deuten wir die Di�erentialgleihung durh Substitution

^

U(r) :=

^

V (r) (r) um:

^

U(r) = (E �

^

H

0

) (r) (U

inhomogen

)

so haben wir eine inhomogene (

^

U (r) 6= 0) Di�erentialgleihung zur Bestimmung

von  . Die zugehörige homogene Di�erentialgleihung lautet:

(E �

^

H

0

) (r) = 0 (U

homogen

)

Ist nun  

inhomogen

eine Lösung der inhomogenen Gleihung,  

homogen

eine Lö-

sung der zugehörigen homogenen Gleihung, so löst die Linearkombination  =

 

inhomogen

+  

homogen

wieder die inhomogene Di�erentialgleihung.

9

Beweisskizze.

(E �

^

H

0

) 

!

= (E �

^

H

0

) 

inhomogen

+ (E �

^

H

0

) 

homogen

9

Siehe hierzu [Heuser-3, Seite 62℄ und auh [Heuser-1, Abshnitt 55℄.
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^

H

0

auf die homogene Lösung  

homogen

angewandt liefert de�nitionsgemäÿ den

Eigenwert E:

= (E �

^

H

0
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inhomogen

+E 

homogen

�E 

homogen

| {z }

=0

= (E �

^

H

0
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inhomogen

=

^

U (r)

 wird auh allgemeine Lösung genannt, während  

inhomogen

eine spezielle oder

partikuläre Lösung der inhomogenen Gleihung ist.

Eine ebene Welle:

 

homogen

= (2�)

�

3

2

e

ikz

löst die homogene Di�erentialgleihung. Wenn wir zeigen können, dass der Ku-

gelwellenansatz aus dem letzten Abshnitt eine spezielle Lösung ist, so haben wir

damit die allgemeine Lösung, die die Form von  

1

annehmen sollte, gefunden.

7.2.2 Lippmann-Shwinger-Gleihung

Ansatz: Umformen der Shrödinger-Gleihung

Multiplizieren wir die Di�erentialgleihung (E�

^

H

0

) 

inhomogen

=

^

U(r) von links

mit dem Kehrwert

10

des Operators (E �

^

H

0

):
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So erhalten wir eine formale Lösung:
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bzw. eine Di�erentialgleihung für die partikuläre Streulösung:

 

inhomogen

=

1
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^
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inhomogen

Unser Ansatz für die allgemeine Lösung lautet damit:

 =  

homogen

+

1

E �

^

H

0

^

U (r)

10

Diese Herangehensweise ist gefährlih, da der Operator

1

E�

^

H

0

durh seine Singularität

niht einfah das Inverse von (E �

^

H

0

) ist. [Sakurai-1, Abshnitt 7.1.℄ z.B. beshreibt das

Problem im Rahmen der Lippmann-Shwinger-Gleihung. Wir gehen dazu noh konkreter

ein, wenn die Green'she Funktion auftritt; siehe auh Fuÿnote 18 auf Seite 358.



7.2. LIPPMANN-SCHWINGER-GLEICHUNG 353

Dies ist eigentlih nur eine Umshreibung der Shrödinger-Gleihung für die

gesuhte Streuwellenfunktion  :

 =  

homogen

+

1

E �

^

H

0

^

V  

inhomogen

Um das Problem der Singularität im Operator zu umgehen, führen wir ein

in�nitesimales Element +i" ein:

11

 =  

homogen

+

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V  

inhomogen

Lippmann-Shwinger-Gleihung

Als umgeformte Shrödinger-Gleihung ist die Lippmann-Shwinger-Gleihung

eine Di�erentialgleihung (eigentlih eine Integralgleihung, wie wir noh sehen

werden) zur Bestimmung von  . Man kann sie jedoh auh als formale Lösung

der Di�erentialgleihung (U

inhomogen

) au�assen.

Green'she Funktion als Darstellungsmatrix eines Operators

Betrahten wir nun den Operator

1

E�

^

H

0

+i"

. Um ihn deuten zu können, betrah-

ten wir zunähst, was er für den Basiswehsel zwishen vershiedenen Ortsko-

ordinaten ergibt:

h r j
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Shieben wir die Identität
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P

j� ih� j ein, so gilt mit der Eigenwertglei-

hung

^

H

0

j� i = �

�

j� i:

=

X

�

h r j� i
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Bilden wir noh den Limes (der genaugenommen immer vor dem Operator mit

dem in�nitesimalen Element stehen müsste):
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h r j� i
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Das ist die Green'she Funktion für ein freies Teilhen (

^

V = 0) der Energie E,

das sih von ~r nah ~r

0

bewegt (�frei propagiert�):

= G

+

0

(~r

0

; ~r;E)

Damit können wir den Operator

1

E�

^

H

0

+i"

als den Propagator für das auslaufende

(Index +) freie (Index 0) Teilhen der Energie E deuten.

12

11

: : : �making E slightly omplex�, wie [Sakurai-1℄ es ausdrükt.

12

Die Indizes werden später zur Untersheidung dienen, wennwir zeigen, dass die Green'she

Funktion mit Index + für eine auslaufende Kugelwelle steht, während der negative Index

eine einlaufende Kugelwelle beshreiben soll. Genaugenommen steht das + für die positive

Zeitahse, das � für einen in der Zeit rükwärtslaufenden Prozess.



354 KAPITEL 7. STREUTHEORIE

Formal bezeihnet man die Green'she Funktion G

+

0

auh als die Darstellungs-

matrix eines Operators

^

G

+

0

, wie es die folgende Beziehung nahelegt:

G

+
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(~r

0

; ~r) = h~r j

^

G
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0

i

wobei dieser Operator gerade der �Bruhoperator� ist:

^

G

+

0

:=

1

E �

^

H

0

+ i"

Den Operator

^

G

+

0

mit seiner Singularität erhielten wir durh die Umformung

der Shrödinger-Gleihung. Bei diesem Shritt war noh nihts über die Brauh-

barkeit des Operators ausgesagt. Mit der Verbindung zur Green'shen Funktion

können wir jedoh davon ausgehen, daÿ der Operator physikalish Sinn maht.

7.2.3 Lippmann-Shwinger in Impulsdarstellung

Wir zeigen nun, dass die Lippmann-Shwinger-Gleihung in der Impulsdarstel-

lung auf eine Integralgleihung

13

zur Bestimmung von  führt. Dazu wehseln

wir in die Braket-Darstellung. Die ursprünglihe Di�erentialgleihung lautet:

j i = j 

hom.

i+

1

E �

^

H

0

^

V j 

inh.

i

Multiplikation mit h

~

k j :

h

~

k j i = h

~

k j 

hom.

i+ h

~

k j

1

E �

^

H

0

^

V j 

inh.

i

Shieben wir noh eine Identität ein:

h

~

k j i = h

~

k j 

hom.

i+

Z

h

~

k j

1

E �

^

H

0

^

V j

~

k

0

ih

~

k

0

j 

inh.

i d

3

k

0

Setzen wir den Eigenwert für

^

H

0

j

~

k

0

i =

~

2

k

0

2

2m

j

~

k

0

i ein:

h

~

k j i = h

~

k j 

hom.

i+

Z

h

~

k j

1

E �

~

2

k

0

2

2m

^

V j

~

k

0

ih

~

k

0

j 

inh.

i d

3

k

0

Nun haben wir das Problem, dass es bei Integration über alle k

0

Polstellen im

Integranden geben wird. Deswegen fügen wir, wie oben, ein in�nitesimales i" im

Nenner ein:

14

h

~

k j i = h

~

k j 

hom.

i+

Z

h

~

k j

1

E �

~

2

k

0

2

2m

+ i"

^

V j

~

k

0

ih

~

k

0

j 

inh.

i d

3

k

0

Nun können wir den Limes für "! 0 bilden und mittels Residuensatz integrie-

ren.

15

Damit besitzen wir, wie behauptet, eine Integralgleihung zur Lösung des Pro-

blems.

13

Bei einer Integralgleihung ist die zu lösende Funktion auf einer Seite der Gleihung selbst

unter dem Integral zu �nden. Eine Integralgleihung bietet gegenüber einer Di�erentialglei-

hung den Vorteil, dass Randbedingungen besser zu handhaben sind.

14

Anshaulih mahen wir durh das i" einen Bogen um die (reelle) Polstelle.

15

In der folgenden Ortsdarstellung werden wir das konkret ausführen.
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7.2.4 Lippmann-Shwinger in Ortsdarstellung

Zur Lösung der Integralgleihung gehen wir in den Ortsraum. Prinzipiell ändert

das nihts an unserer Vorgehensweise. Die Di�erentialgleihung:

j i = j 

hom.

i+

1

E �

^

H

0

^

V j 

inh.

i

wird von links mit h~r j multipliziert:

h~r j i = h~r j 

hom.

i+ h~r j

1

E �

^

H

0

^

V j 

inh.

i

Dann shieben wir eine

b

1 ein, diesmal in Ortsdarstellung:

h~r j i = h~r j 

hom.

i+

Z

h~r j

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V j~r

00

ih~r

00

j 

inh.

i d

3

r

00

Fügen wir noh eine weitere

b

1 ein, um die Operatoren

^

G

+

0

und

^

V zu trennen,

und setzen dabei für

^

H

0

j~r

0

i den Energieeigenwert �

0

im Nenner ein:

= h~r j 

hom.

i

+

ZZ

h~r j

1

E � �

0

+ i"

j~r

0

ih~r

0

j

^

V j~r

00

ih~r

00

j 

inh.

i d

3

r

0

d

3

r

00

Wenn das Potential lokal ist, es also an der Stelle ~r alleine eine Funktion von ~r

ist, so vershwinden alle Matrixelemente h~r

0

j

^

V j~r

00

i für ~r

0

6= ~r

00

. Wir drüken

das durh die Æ-Funktion aus:

= h~r j 

hom.

i

+

ZZ

h~r j

1

E � �

0

+ i"

j~r

0

i

^

V (~r

0

) Æ(~r

0

; ~r

00

) h~r

00

j 

inh.

i d

3

r

0

d

3

r

00

Integration über d

3

r

00

:

= h~r j 

hom.

i+

Z

h~r j

1

E � �

0

+ i"

j~r

0

i

^

V (~r

0

) h~r

0

j 

inh.

i d

3

r

0

Auh in Ortsdarstellung haben wir nun eine Integralgleihung vorliegen:

 (~r) =  

hom.

(~r) +

Z

G

+

0

(~r

0

; ~r;E)

^

V (~r

0

) 

inh.

(~r

0

) d

3

r

0

Nebenrehnung: Bestimmung der Green'shen Funktion

Das Matrixelement unter dem Integral deuten wir als die Wahrsheinlihkeits-

amplitude dafür, dass ein Teilhen mit der Energie E sih frei von ~r

0

nah
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~r bewegt. Einen solhen Propagator drüken wir, wie oben angesprohen, als

Green'she Funktion aus, hier nun in Ortsdarstellung:

G

+

0

(~r; ~r

0

; E) = h~r j

^

G

+

0

j~r

0

i

= h~r j

1

E �

^

H

0

+ i"

j~r

0

i

Können wir die Green'she Funktion berehnen, so können wir die Integralglei-

hung lösen. Dazu shieben wir zunähst eine

b

1 in der Impulsbasis j ~q i ein,

shreiben den zugehörigen Energieeigenwert

~

2

q

2

2m

hin, und drüken die Energie

E mittels der Wellenzahl k aus:

=

Z

h~r j ~q i

1

~

2

k

2

2m

�

~

2

q

2

2m

+ i"

h ~q j~r

0

i d

3

q

Shreibenwir die Skalarprodukte aus und ziehen den Faktor

2m

~

2

aus dem Integral

heraus:

=

2m

~

2

�

(2�)

�

3

2

�

2

Z

e

i~q�~r

e

�i~q�~r

0

k

2

� q

2

+ i~"

d

3

q

wobei ~" := "

2m

~

2

ist (wenn wir den Limes bilden spielt diese Umfaktorierung

keine Rolle mehr). Als Abkürzung normieren wir die Green'she Funktion um:

G

+

0

(~r; ~r

0

; k) =:

2m

~

2

e

G

+

0

Wir fordern von diesem Propagator, dass er translationsinvariant ist, also an-

statt von zwei Ortsvektoren nur von deren Di�erenz abhängt:

16

e

G

+

0

=

e

G

+

0

(~x:=~r � ~r

0

; k)

= (2�)

�3

Z

e

i~q�(~r�~r

0

)

k

2

� q

2

+ i~"

d

3

q

Ersetzen wir die Di�erenz durh den Abstandsvektor ~x:

= (2�)

�3

Z

e

i~q�~x

k

2

� q

2

+ i~"

d

3

q

Wählen wir das Koordinatensystem so, dass ~x = x~e

z

ist, und setzen den Winkel

# = ℄(~q; ~x) zwishen den Vektoren:

= (2�)

�3

Z

e

iqx os#

k

2

� q

2

+ i~"

d

3

q

Um dieses Integral über Skalare berehnen zu können müssen wir d

3

q in seine

Bestandteile d

3

q = q

2

dq d(os #) d' au�ösen:

= (2�)

�3

Z

2�

0

Z

+1

0

Z

1

�1

q

2

e

iqx os#

k

2

� q

2

+ i~"

d(os#) dq d'

16

^

H

0

hängt niht von der absoluten Position ab, also darf G

0

auh niht davon abhängen.
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Das Integral über d' liefert nur einen Faktor 2�:

= (2�)

�2

Z

+1

0

Z

1

�1

q

2

e

iqx os#

k

2

� q

2

+ i~"

d(os#) dq

Integration über d(os#):

= (2�)

�2

Z

+1

0

q

2

1

k

2

� q

2

+ i~"

1

iqx

�

e

iqx1

� e

iqx(�1)

�

dq

Aufspalten des Integrals über eine Di�erenz in die Di�erenz zweier Integrale:

=

1

4ix�

2

�

Z

+1

0

q

k

2

� q

2

+ i~"

e

iqx

dq �

Z

+1

0

q

k

2

� q

2

+ i~"

e

�iqx

dq

�

Ziehen wir das negative Vorzeihen in der Exponentialfunktion heraus, so müs-

sen wir die Integrationsgrenzen entsprehend anpassen:

=

1

4ix�

2

�

Z

+1

0

q

k

2

� q

2

+ i~"

e

iqx

dq +

Z

0

�1

q

k

2

� q

2

+ i~"

e

iqx

dq

�

Die zwei Integranden sind gleih, die Grenzen shlieÿen aneinander an, so dass

wir die Integrale zusammenziehen können:

=

1

4ix�

2

Z

+1

�1

q

k

2

� q

2

+ i~"

e

iqx

dq

Ist q positiv imaginär, so geht die Exponentialfunktion für q ! 1 gegen null.

Wir legen den Integrationsweg (Bogen �a� um die Polstellen) deswegen in die

positive Halbebene:

=

1

4ix�

2

Z

a

q

k

2

� q

2

+ i~"

e

iqx

dq

Anwenden des Residuensatzes bedeutet, dass die Summe der Residuen, die an

den Polstellen q

j

des Integranden gebildet werden, den Wert des Integrals ergibt:

=

1

4ix�

2

2�i

X

Polstellen

j in a

Res

�

q e

iqx

k

2

� q

2

+ i~"

; q

j

�

Betrahten wir die Funktion, deren Residuum berehnet werden soll, bzw. die

�Polstruktur�. Zunähst Erweitern wir mit

�1

�1

, um dann den 3.Binomishen Satz

anzuwenden:

=

1

2x�

X

Polstellen

j in a

Res

�

�q e

iqx

q

2

� (k

2

+ i~")

; q

j

�

=

1

2x�

X

Polstellen

j in a

Res

 

�q e

iqx

�

q +

p

k

2

+ i~"

� �

q �

p

k

2

+ i~"

�
; q

j

!
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Die einzige Polstelle in der positiven Halbebene ist q

0

= +

p

k

2

+ i~". Die Summe

zur Berehnung von

e

G

+

0

liefert mit dem Residuum an dieser Polstelle nur einen

Term:

e

G

+

0

=

1

2x�

Res

�

�q e

iqx

q

2

� (k

2

+ i~")

; q

0

�

=

1

2x�

�q

0

e

iq

0

x

q

0

+

p

k

2

+ i~"

Setzen wir den Wert der Polstelle q

0

=

p

k

2

+ i~" in das Residuum ein:

=

1

2x�

�

p

k

2

+ i~" e

ix

p

k

2

+i~"

p

k

2

+ i~" +

p

k

2

+ i~"

Bei der Herleitung der Lippmann-Shwinger-Gleihung auf Seite 354 führten wir

das in�nitesimale i" ein. Genau genommen müsste zur Berehnung von

e

G

+

0

in

jeder Formel der Limes für "! 0 stehen. Dies holen wir jetzt nah, da wir kurz

vor dem Ziel stehen:

= lim

"!0

1

2x�

�

p

k

2

+ i~" e

ix

p

k

2

+i~"

2

p

k

2

+ i~"

=

1

4x�

�k e

ikx

k

=

�e

ikx

4x�

Damit

17

erhalten wir die Green'she Funktion

18

in Abhängigkeit des Abstands

der beiden Ortskoordinaten und der Energie des Teilhens:

G

+

0

(x;E) = �

m

2�~

2

e

ikx

x

Die Energieabhängigkeit stekt dabei in der Wellenzahl k:

E =

~

2

k

2

2m

17

Zur Berehnung von Integralen der in dieser Nebenrehnung gegebenen Form

R

+1

�1

f(q) dq

mit Hilfe des Residuensatzes siehe [Kaul-1, � 28:5 und � 28:7.1℄

18

Zum Problem des Kehrwertoperators sei mit dieser Formel für die Green'she Funktion

auf [Messiah-2, Abshnitt 19.1.4℄ verwiesen. Demnah gilt generell:

(� + k

2

)

�e

ikx

x

= �Æ(x)

(Der Hamilton-Operator und die Energie sind hier in Einheiten des Wellenvektors geshrie-

ben). Setzt man für die Kugelwelle die Green'she Funktion ein:

~

2

2m

(� + k

2

)G

+

0

(~r; ~r

0

) = �Æ(~r � ~r

0

)

so sieht man, daÿ der Kehrwert des Klammeroperators (ausgedrükt als G

+

0

) niht dessen

inverser Operator ist; sonst müsste sih bei der Multiplikation

b

1 ergeben. Dass die Æ-Funktion

herauskommt zeigt, dass die Singularität niht zu vernahlässigen ist.
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Fortsetzung der Berehnung von  

Die eben errehnete Green'she Funktion können wir nun in unsere Integralglei-

hung einsetzen. Für die stationäre Streuwelle in Ortsdarstellung  (~r) fanden

wir auf Seite 355 folgende Beziehung:

 (~r) =  

hom.

(~r) +

Z

G

+

0

(~r; ~r

0

; E)

^

V (~r

0

) 

inh.

(~r

0

) d

3

r

0

Setzen wir das Ergebnis der Nebenrehnung mit G

+

0

=

2m

~

e

G

+

0

und x = j~r � ~r

0

j

ein, so erhalten wir:

=

e

ikz

(2�)

3

2

�

m

2�~

2

Z

e

ikj~r�~r

0

j

j~r � ~r

0

j

^

V (~r

0

) 

inh.

(~r

0

) d

3

r

0

Abbildung 7.6: Ortsvektoren beim Streuprozess.

Unter der Annahme, dass j~rj � j~r

0

j gilt,

19

betrahten wir den Abstandsbetrag:

j~r � ~r

0

j =

q

~r

2

� 2rr

0

os℄(~r; ~r

0

) + ~r

0

2

= r

s

1� 2

r

0

r

os℄(~r; ~r

0

) +

r

0

2

r

2

Der letzte Term unter der Wurzel kann aufgrund unserer Annahme j~rj � j~r

0

j

vernahlässigt werden:

= r

r

1� 2

r

0

r

os℄(~r; ~r

0

)

Entwikelt man nun die Wurzel unter derselben Annahme, so erhält man als

Näherung:

� r

�

1�

r

0

r

os℄(~r; ~r

0

)

�

Damit vereinfaht sih der Integrand in der Hauptrehnung, wobei wir davon

ausgehen, dass für groÿe r der Term r � r

0

os℄(~r; ~r

0

) im Nenner eine weitaus

geringere Rolle spielt, als im Exponenten:

e

ikj~r�~r

0

j

j~r � ~r

0

j

�

e

ikr

�

1�

r

0

r

os℄(~r;~r

0

)

�

r

=

e

ikr

r

e

�ikr

0

os℄(~r;~r

0

)

19

Siehe dazu Abbildung 7.6: ~r

0

ist der Ort, ab dem das Teilhen das Potential niht mehr

spürt (und frei propagieren kann), also r

0

= r

0

+�r. Am Ort ~r ist der Detektor aufgestellt,

weit weg vom Streuzentrum gelegen. Durh diese Geometrie ist die Beziehung gerehtfertigt.
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Mit dieser Vereinfahung rehnen wir weiter:

 (~r) =

e

ikz

(2�)

3

2

�

m

2�~

2

Z

e

ikj~r�~r

0

j

j~r � ~r

0

j

^

V (~r

0

) 

inh.

(~r

0

) d

3

r

0

=

e

ikz

(2�)

3

2

�

m

2�~

2

e

ikr

r

Z

e

�ikr

0

os℄(~r;~r

0

)

^

V (~r

0

) 

inh.

(~r

0

) d

3

r

0

Vergleihen wir dieses Ergebnis nun mit unserer �Wunshform�, der asympto-

tishen Streulösung  

1

von Seite 348, die eine einlaufende ebene Welle mit

auslaufender Kugelwelle darstellt:

 

1

(r; #) = (2�)

�

3

2

�

e

ikz

+A(#)

e

ikr

r

�

so können wir daraus die Streuamplitude A(#) extrahieren:

A(#) = �

m

2�~

2

(2�)

3

2

Z

e

�i

~

k

0

�~r

0

^

V (~r

0

) 

inh.

(~r

0

) d

3

r

0

Dabei ist der Impuls des auslaufenden Teilhens gegeben durh

~

k

0

:= j

~

k

0

j~e

r

, in

dem auh die #-Abhängigkeit stekt. Fassen wir das Ergebnis in Braketshreib-

weise zusammen:

A(#) = �

m (2�)

1

2

~

2

h k

0

j

^

V j 

inh.

i Streuamplitude

Die Streuamplitude ist also (bis auf Vorfaktoren) das �Matrixelement� des Streu-

potentials mit der noh unbekannten Streuwellenlösung  und einer ebenen

Welle in Rihtung

~

k

0

(Streuwinkel #) als konkretem Endzustand. Anshaulih

drükt die Streuamplitude also aus, welher Anteil der Projektile in Rihtung

von

~

k

0

gestreut wird.

Damit hat man nun eine Integralgleihung, die mit gegebenem Streupotential

^

V nur noh die Unbekannte  enthält, und somit (im Prinzip � exakt oder we-

nigstens nummerish) lösbar ist. Die Lippmann-Shwinger-Gleihung beantwor-

tet uns damit (formal � denn das Matrixelement müssen wir noh bestimmen)

die Frage, mit welher Wahrsheinlihkeit ein gestreutes Teilhen mit einem be-

stimmten Impuls

~

k

0

(und damit unter einem bestimmtenWinkel #) im Detektor

ankommt.

7.2.5 Zusammenfassung

Die vorangegangene Rehnung ist ziemlih lang und voller Nebenrehnungen.

Fassen wir zur Übersiht nohmals die wihtigsten Shritte zusammen:

1. Wir suhen die Wellenfunktion  , die die Streuung an einem Potential, das

durh

^

V beshrieben wird, für ein asymptotish (r ! 1) freies Teilhen

beshreibt.  heiÿt die (asymptotishe) stationäre Streuwelle.
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2. Die Lippmann-Shwinger-Gleihung:

j i = j 

homogen

i +

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V j 

inhomogen

i

ist eine Umformung der Shrödinger-Gleihung dieses Problems. Sie wird

zur Lösung bevorzugt weil sie (z.B. in Ortsdarstellung) Vorteile bietet:

� Man hat die Freiheit, die einlaufende Welle  

0

(dem konkreten Pro-

blem angepasst) zu wählen.

� Man kann den freien Propagator der Ortsänderung G

0

so wählen,

dass er eine Vorwärtsbewegung in der Zeit beshreibt (+i"): G

+

0

.

� Sie liefert die rihtige Asymptotik für die auslaufende Welle.

20

3. Die Lippmann-Shwinger-Gleihung ist eine Integralgleihung. Das bietet

den Vorteil, dass die Randbedingungen shon �eingebaut� sind.

4. Mit der Streuamplitude A(#) erhalten wir den di�erentiellen Wirkungs-

quershnitt der Streuung:

d�

d


= jA(#)j

2

wobei das in der Streuamplitude:

A(#) = �

m (2�)

1

2

~

2

h k

0

j

^

V j i

vorkommende Matrixelement

21

zu verstehen ist als die �Projektion� der

an

^

V gestreuten Welle  auf Rihtung und Impuls

~

k

0

. Die Rihtung des

Impulsvektors gibt auh den Streuwinkel # an.

Abbildung 7.7: Impulsvektoren und Winkel bei der Streuung.

5. Nun kann man die Integralgleihung (versuhen zu) lösen.

Auf die Lösung der Lippmann-Shwinger-Gleihung kommen wir später noh

zurük. Davor führen wir jedoh die T -Matrix ein, die das �Matrixelement�

h k

0

j

^

V j i berehenbar mahen soll.

20

Setzt man statt +i" den negativen in�nitesimalenFaktor �i" ein, was durh G

�

0

abgekürzt

wird, so erhält man zwar eine Lösung der Shrödinger-Gleihung; diese weist jedoh die falshe

Asymptotik auf.

21

[Messiah-2, Abshnitt 19.1.2℄ weist darauf hin, daÿ h k

0

j

^

V j i streng genommen kein

Matrixelement des Operators

^

V ist, weil in Bra und Ket niht die Basisvektoren derselben

Darstellung stehen. Dieses Problem besprehen wir im nähsten Abshnitt.
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7.3 Die T -Matrix und das Optishe Theorem

7.3.1 Die �Transition�-Matrix

Motivation

Betrahten wir nohmals die Streuamplitude aus dem letzten Abshnitt:

A(#) = �

m (2�)

1

2

~

2

h

~

k

0

j

^

V j i

Ihr Betragsquadrat liefert den di�erentiellen Wirkungsquershnitt:

d�

d


= jA(#)j

2

Der Wirkungsquershnitt ist die Shnittstelle zwishen der Theorie und dem

Experiment. Seine Berehnung ermögliht den Vergleih der Theorie mit dem

Experiment, bzw. Voraussagen für noh ausstehende Versuhe und ist die Mo-

tivation für dieses Kapitel.

Die formale Beziehung für das Streupotential ist im �Matrixelement� von

^

V

niht symmetrish, was den Physiker stört. Im Bra steht eine ebene Welle, also

die Lösung der freien zeitunabhängigen Shrödinger-Gleihung:

^

H

0

j

~

k

0

i = E j

~

k

0

i

Im Ket hingegen steht die Lösung des durh das Streupotential gestörten Sy-

stems, die Streuwelle  :

(

^

H

0

+

^

V ) j i = E j i

Das Ziel ist nun, auh im Ket die einfahste Lösung der freien zeitunabhängigen

Shrödinger-Gleihung stehen zu haben, während das gesamte Streuproblem in

einer Matrix

^

T untergebraht ist. Wir suhen also einen Operator

^

T mit der

folgenden Eigenshaft:

h

~

k

0

j

^

V j i � h

~

k

0

j

^

T j

~

k i

Damit ist die Darstellung symmetrish

22

, sowohl im Bra, als auh im Ket, stehen

Zustände desselben Basissystems.

Welhe Vorteile bringt die T -Matrix? Auf den ersten Blik gewinnt man

weder neue Informationen, noh eine Vereinfahung der Rehung. Bei der ur-

sprünglihen Herangehensweise muss  berehnet werden, bei gegebenem

^

V .

Nun verlagert sih die Unbekannte in die neue Matrix

^

T , während die vorkom-

menden Wellenfunktionen einfah sind (ebene Wellen).

22

Im Sinne der Fuÿnote 21 auf Seite 361 wird durh die Symmetrie, die durh die Ein-

führung von

^

T erreiht wird, das �Matrixelement� erst zum ehten Matrixelement, das wir

Übergangsamplitude nennen.
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Der Vorteil ist, wie wir noh sehen werden, dass

^

T alle Prozesse beinhaltet,

die bei dem Problem auftreten können, auh eine Aufsummierung von Vielfah-

streuprozessen (Streuung, freie Propagation, Streuung, usw. : : : ). Die T -Matrix

ist damit die Blakbox, die den gesamten Übergang des Zustands von vor der

Streuung bis nah der Streuung durhführt. Daher der Name Transition- oder

auh Übergangsmatrix. Das zu

^

T gehörende Matrixelement nennen wir Über-

gangsamplitude.

Die T -Matrix beshreibt also im Prinzip einen unbekannten Operator T , von

dem einzig bekannt ist, mit welher Wahrsheinlihkeit ein einlaufender Zustand

j

~

k i zu einem auslaufenden Zustand j

~

k

0

i führt.

Bestimmungsgleihung für

^

T

De�nition. Die geforderte Eigenshaft der T -Matrix fassen wir in einer De�-

nitionsgleihung zusammen:

^

T j

~

k i :=

^

V j i

wobei der Zustand j

~

k i einerseits � mit dem Betrag des Wellenvektors � für eine

bestimmte Energie, andererseits � mit seiner Rihtung � für einen konkreten

Streuwinkel steht.

Führen wir die T -Matrix in die Lippmann-Shwinger-Gleihung ein. Sie lautet:

j i = j 

homogen

i+

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V j 

inhomogen

i

Die homogene Lösung j 

homogen

i entspriht einer ebenen Welle, die wir wei-

terhin durh j

~

k i bezeihnen. Multiplizieren wir noh den Operator

^

V des Po-

tentials von links an die Gleihung, so erhalten wir:

^

V j i =

^

V j

~

k i +

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V j 

inhomogen

i

Setzen wir die De�nition von

^

T ein:

^

T j

~

k i =

^

V j

~

k i +

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

^

T j

~

k i

Diese Gleihung soll für alle Zustände j

~

k i erfüllt sein, so dass wir folgende

Operator-Gleihung erhalten, die eine rekursive Bestimmungsgleihung für

^

T

darstellt:

^

T =

^

V +

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

^

T (T1)

Dies ist die Lippmann-Shwinger-Gleihung für die T -Matrix.
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Bedeutung der T -Matrix

Die T -Matrix erlaubt es, auf einfahe Weise Mehrfahstreuprozesse zu beshrei-

ben. Dazu wird

^

T rekursiv in die Operator-Gleihung (T1) eingesetzt:

^

T =

^

V +

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

�

^

V +

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

�

^

V + : : :

�

�

Geordnet nah Potenzen von

^

V :

=

^

V +

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V +

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V + : : :

Abbildung 7.8: Blakbox T zur Beshreibung von Mehrfahstreuprozessen.

Behauptung. Die Bestimmungsgleihung für die T -Matrix lässt sih so um-

shreiben, dass

^

T direkt bestimmt werden kann,

^

T also nur noh auf einer Seite

der Gleihung vorkommt:

^

T =

^

V +

^

V

1

E � (

^

H

0

+

^

V ) + i"

^

V (T2)

Der Preis für diese Bestimmungsgleihung ist allerdings, dass jetzt der komplette

Hamilton-Operator im Nenner vorkommt. Auh diesem �Bruhoperator� geben

wir eine Abkürzung:

^

G

+

:=

1

E � (

^

H

0

+

^

V ) + i"

Ist das Vorzeihen vor dem in�nitesimalen Imaginärteil negativ, so nennen wir

den Operator entsprehend

^

G

�

. Durh das Weglassen des Index' 0 wird ausge-

drükt, dass niht mehr der ungestörte Hamilton-Operator

^

H

0

im Nenner steht,

sondern der komplette, gestörte

^

H =

^

H

0

+

^

V .

Beweis. Zunähst benötigen wir einen Ausdruk für

^

V , der sih als nützlih

erweisen wird. Bringen wir in Formel (T1) den gesamten Ausdruk

^

V

^

G

+

0

^

T auf

die andere Seite:

^

V =

^

T �

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

^

T

Erweitern wir das linke

^

T mittels einer �

b

1�:

=

E �

^

H

0

+ i"

E �

^

H

0

+ i"

^

T �

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

^

T

und klammern

^

G

+

0

^

T zusammen aus:

=

�

E �

^

H

0

+ i"�

^

V

�

1

E �

^

H

0

+ i"

^

T
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Umordnen des Klammerausdruks:

=

�

E � (

^

H

0

+

^

V ) + i"

�

1

E �

^

H

0

+ i"

^

T (V

0

)

Diesen Ausdruk (V

0

) werden wir bald einsetzen können.

Berehnen wir nun

^

T indem wir zunähst eine �

b

1� vorshieben:

^

T =

�

E �

^

H

0

+ i"

�

1

E �

^

H

0

+ i"

^

T

Und noh eine �

b

1� einshieben:

=

�

E �

^

H

0

+ i"

�

1

E � (

^

H

0

+

^

V ) + i"

�

E � (

^

H

0

+

^

V ) + i"

�

1

E �

^

H

0

+ i"

^

T

Die rehte Hälfte ist, wie in Formel (V

0

) berehnet,

^

V ; wir erhalten damit:

=

�

E �

^

H

0

+ i"

�

1

E � (

^

H

0

+

^

V ) + i"

^

V

Addieren von 0 =

^

V �

^

V im linken Ausdruk:

=

�

E � (

^

H

0

+

^

V ) + i"+

^

V

�

1

E � (

^

H

0

+

^

V ) + i"

^

V

=

^

V +

^

V

1

E � (

^

H

0

+

^

V ) + i"

^

V

Womit bewiesen ist, dass

^

T sih nur mit Hilfe der Operatoren

^

V und

^

H

0

dar-

stellen lässt.

23

Mit dieser Bestimmungsgleihung können wir zeigen, dass

^

T niht selbstadjun-

giert ist; diese Eigenshaft ist entsheidend für das folgende Optishe Theorem.

Behauptung. Die T -Matrix ist niht hermitesh.

Beweis. Beginnen wir mit der Bestimmungsgleihung (T2):

^

T =

^

V +

^

V

1

E � (

^

H

0

+

^

V ) + i"

^

V

und adjungieren sie:

^

T

y

=

^

V

y

+

 

^

V

1

E � (

^

H

0

+

^

V ) + i"

^

V

!

y

23

Es sei nohmals darauf hingewiesen, dass die

b

1en, die wir im Beweis eingeshoben haben,

eigentlih eine Art Æ-Funktion sind, da der Bruhoperator durh seine Singularität niht das

Inverse zum entsprehenden Ausdruk im Zähler ist.
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Beim Adjungieren eines Produkts vertausht sih die Reihenfolge der einzeln

adjungierten Operatoren; hier spielt dies jedoh keine Rolle, weil dasselbe

^

V auf

beiden Seiten steht, die Vertaushung also am Gesamtoperator nihts ändert:

=

^

V

y

+

^

V

y

 

1

E � (

^

H

0

+

^

V ) + i"

!

y

^

V

y

Bis auf das imaginäre i enthält

^

G

+

nur reelle Zahlen und Operatoren; Adjunk-

tion ändert also nur das Vorzeihen des i, so dass wir

^

G

�

erhalten:

=

^

V

y

+

^

V

y

1

E � (

^

H

0

+

^

V ) � i"

^

V

y

Da

^

V ein hermitesher Operator ist, ist er gleih seinem Adjungierten:

=

^

V +

^

V

1

E � (

^

H

0

+

^

V )� i"

^

V

Damit haben wir die Ausgangsbeziehung, bis auf das geänderte Vorzeihen des

in�nitesimalen Imaginärteils im Nenner.

^

T ist also niht hermitesh.

24

Wenn der Operator

^

T niht selbstadjungiert ist, kann er niht für eine normale

physikalishe Observable stehen, denn sein Erwartungswert ist damit niht reell.

Trotzdem maht er physikalish Sinn. Zwar kann der Imaginärteil der Matrix

von null vershieden sein:

^

T 6=

^

T

y

, Imh

~

k j

^

T j

~

k i 6= 0

Die Übergangsamplitude (das Matrixelement von

^

T ) kommt im Wirkungsquer-

shnitt jedoh im Betragsquadrat vor, so dass man letztlih eine reelle Gröÿe

erhält. Aber auh der Imaginärteil hat eine physikalishe Bedeutung, wie das

Optishe Theorem

25

zeigt. Dieses Theorem wird den Rest des Abshnitts ein-

nehmen.

7.3.2 Optishes Theorem

Satz (Optishes Theorem). Das Optishe Theorem bringt den Imaginärteil

der Übergangsmatrix für die durhlaufenden (in Vorwärtsrihtung gestreuten)

24

Man kann aus

^

T einen hermiteshen Operator gewinnen. In der Literatur wird dieser als

S-Matrix bezeihnet:

^

S :=

b

1� 2�i

^

T

Die S-Matrix ist niht nur hermitesh, sondern sogar unitär:

^

S

^

S

y

=

^

S

y

^

S =

b

1

Vgl. [Messiah-2, Abshnitt 19.5.1℄.

25

Auh Bohr-Peierls-Plazek-Relation genannt; siehe [Messiah-2, Abshnitt 19.5.2℄.
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Teilhen in Relation zum totalen Wirkungsquershnitt:

26

Imh

~

k j

^

T j

~

k i = �

~

2

k

2m

1

(2�)

3

�

tot

Optishes Theorem

In �Vorwärtsrihtung� heiÿt # = 0, bzw.

~

k =

~

k

0

= k~e

z

.

Das Optishe Theorem liefert uns eine Formel, mit der wir mittels der T -Matrix

berehnen können, welher Anteil von Teilhen nah der Streuung in Vorwärts-

rihtung fehlt, also herausgestreut wurde. Das Verhalten lässt sih mit einer

Milhglassheibe in der Optik vergleihen. Dort wird der Absorptionskoe�zi-

ent durh einen imaginären Anteil im Propagator der Lihtwellen beshrieben.

Daher der Wortzusatz optishes im Theorem.

Abbildung 7.9: In Vorwärtsrihtung �gestreute� Teilhen.

Beweis des Optishen Theorems

Bevor wir das Optishe Theorem beweisen, benötigen wir noh mathematishes

Handwerkszeug:

Einshub: Das Hauptwertintegral. Wir werden wieder auf das Problem

stoÿen, über eine Funktion mit Polstellen integrieren zu müssen. Dabei wird uns

der Hauptwertsatz für solhe Integrale helfen.

27

Er beshreibt wie man mittels

Grenzwertbildung an der Polstelle das Integral über unbeshränkte Funktionen

aufspalten kann, sofern bestimmte Bedingungen erfüllt sind.

28

Abbildung 7.10: Limesbildung an der Polstelle einer Funktion.

Die Grundidee dieser Integralbildung ist (sei dabei x

0

die Polstelle):

1. Integration von links bis x

0

� i" bzw. von rehts bis x

0

+ i". Damit ist die

Funktion innerhalb des Integrationsintervalls noh beshränkt.

2. Limesbildung lim

"!0

des eben gebildeten Integrals.

Mit dem in�nitesimalen Term �i" im Nenner unseres Operators liegt die An-

wendung dieser Limesbildung nahe.

Satz (Hauptwertintegral P.V., Prinipal Value). Konvergiert das Haupt-

wertintegral und existiert der Funktionswert von f(x) an der Stelle x

0

, so kann

folgender Limes über ein Integral an einer Polstelle gebildet werden:

lim

"!�0

Z

f(x)

x � x

0

� i"

dx = P:V:

Z

f(x)

x� x

0

dx � i�

Z

f(x) Æ(x � x

0

) dx

Dieser Satz wird uns helfen; zusätzlih benötigen wir aber noh den

26

Der �2��-Vorfaktor variiert in der Literatur. Er hängt davon ab, wie die ebene Welle

normiert ist. Hier ist sie � = (2�)

�

3

2

e

i

~

k�~r

.

27

Zum Hauptwert von Integralen siehe [Bronstein, Abshnitt 3.1.7.7.℄.

28

Tatsählih müssen wir das Hauptwertintegral niht berehnen, da es sih im Laufe un-

serer Rehnung selbst weghebt. Die so erhaltene Vereinfahung ist der eigentlihe Trik der

Anwendung; deswegen behandeln wir das Hauptwertintegral niht allzu ausführlih.
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Einshub: Æ-Funktion einer Funktion. Im Beweis wird die Æ-Funktion:

Æ(E

a

�E

b

) =

auftauhen. Sie steht in einem Integral

R

dk

b

, so dass die Energiewerte ausge-

shrieben werden müssen, um integrieren zu können:

= Æ

�

~

2

k

2

a

2m

�

~

2

k

2

b

2m

�

In Abshnitt 1.1.6 behandelten wir die Æ-Funktion. Wir benötigen die Eigen-

shaft 5 von Seite 24, die die Æ-Funktion einer Funktion behandelt:

= Æ (f(k

b

))

Die Æ-Funktion der Funktion f(k

b

) ergibt demnah, über die Nullstellen i sum-

miert:

=

X

i

1

f

0

(k

i

)

Æ(k

b

� k

i

)

Unsere Funktion f(k

b

) besitzt die Nullstellen k

a

und �k

a

. Die Ableitung ist:

f

0

(k

b

) = �2

~

2

k

b

2m

. Setzen wir das ein:

=

1

j�

~

2

(�k

a

)

m

j

Æ(k

b

� (�k

a

)) +

1

j�

~

2

k

a

m

j

Æ(k

b

� k

a

)

Im Intervall k

b

2 [0; +1[, das in unserer Rehnung vorkommen wird, wird

das Argument von Æ(k

b

� (�k

a

)), für positives k

a

, nie null, so dass die linke

Æ-Funktion vershwindet; übrig bleibt:

=

m

~

2

k

a

Æ(k

b

� k

a

) (Æ

k

b

)

Die Beziehung (Æ

k

b

) werden wir im Beweis einsetzen.

Mit diesen Hilfsmitteln können wir das Optishe Theorem beweisen.

Beweis des Optishen Theorems. Sei der Zustand j

~

k i mit

~

k = k~e

z

in Strahl-

rihtung gelegen, im Folgenden durh j a i beshrieben; er hat den Energieei-

genwert E. Sei auÿerdem j b i := j

~

k

0

i eine ebene Welle in der Streurihtung.

Die asymptotishe Streulösung j 

b

i besitzt den Energieeigenwert E

b

, sie ist,

wie auh j b i, eine Funktion von

~

k

0

.

Der Imaginärteil einer komplexen Zahl  lässt sih durh

1

2i

(� 

�

) darstellen:

2i Imh a j

^

T j a i = h a j

^

T j a i � h a j

^

T j a i

�

= h a j

^

T j a i � h a j

^

Ta i

�

= h a j

^

T j a i � h

^

Ta j a i

= h a j

^

T j a i � h a j

^

T

y

j a i
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Setzen wir für

^

T die Bestimmungsgleihung (T2), sowie davon die konjugiert

komplexe Beziehung, wie wir sie oben gefunden haben, ein:

= h a j

^

V +

^

V

^

G

+

^

V j a i � h a j

^

V +

^

V

^

G

�

^

V j a i

Ziehen wir den Erwartungswert für das vordere

^

V jeweils heraus, so heben sih

die zwei Terme h a j

^

V j a i gegenseitig weg, übrig bleibt:

= h a j

^

V

^

G

+

^

V j a i � h a j

^

V

^

G

�

^

V j a i

Shieben wir eine

b

1 mit dem Eigenzustand j 

b

i von

^

H ein:

=

Z

h a j

^

V j 

b

ih 

b

j

1

E � (

^

H

0

+

^

V ) + i"

^

V j a i d

3

k

b

�

Z

h a j

^

V j 

b

ih 

b

j

1

E � (

^

H

0

+

^

V ) � i"

^

V j a i d

3

k

b

Im Nenner können wir den Eigenwert E

b

von

^

H bezüglih j 

b

i einsetzen, und

somit das Bra durh

^

G

+

bzw.

^

G

�

�durhshieben�:

=

Z

h a j

^

V j 

b

i

1

E �E

b

+ i"

h 

b

j

^

V j a i d

3

k

b

�

Z

h a j

^

V j 

b

i

1

E �E

b

� i"

h 

b

j

^

V j a i d

3

k

b

Wenden wir nun den Hauptwertsatz an:

= P:V:

Z

h a j

^

V j 

b

i

1

E �E

b

h 

b

j

^

V j a i d

3

k

b

� i�

Z

h a j

^

V j 

b

ih 

b

j

^

V j a i Æ(E �E

b

) d

3

k

b

� P:V:

Z

h a j

^

V j 

b

i

1

E �E

b

h 

b

j

^

V j a i d

3

k

b

� i�

Z

h a j

^

V j 

b

ih 

b

j

^

V j a i Æ(E �E

b

) d

3

k

b

Die zwei Hauptwertintegrale heben sih gegenseitig auf, übrig bleibt:

= �2�i

Z

h a j

^

V j 

b

ih a j

^

V j 

b

i

�

Æ(E �E

b

) d

3

k

b

Wehseln wir in Kugelkoordinaten und shreiben die Energieterme aus; Zusam-

menfassen der Skalarprodukte zum Betragsquadrat, mit

^

T j b i =

^

V j 

b

i liefert:

= �2�i

Z

+1

0

k

2

b

Z

jh a j

^

T j b ij

2

Æ

�

~

2

k

2

a

2m

�

~

2

k

2

b

2m

�

d
 dk

b

Umshreiben der Æ-Funktion, wie oben gezeigt, ergibt den Ausdruk (Æ

k

b

) von

Seite 368, wobei der Vorfaktor vor das Integral gezogen werden kann:

= �2�i

m

~

2

k

a

Z

+1

0

k

2

b

Z

jh a j

^

T j b ij

2

Æ(k

b

� k

a

) d
 dk

b
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Integration nah dk

b

:

= �2�i

m

~

2

k

a

k

2

a

Z

jh a j

^

T j a ij

2

d


= �2�i

m

~

2

k

a

Z

jh a j

^

T j a ij

2

d


= �2�i

mk

a

~

2

~

4

m

2

(2�)

4

Z

d�

d


d


Das Integration des di�erentiellen Wirkungsquershnitts über alle Raumwinkel-

bereihe d
 ergibt den totalen Wirkungsquershnitt:

= �i

~

2

k

a

m

1

(2�)

3

�

tot

Und damit erhalten wir shlieÿlih:

Imh a j

^

T j a i = �

~

2

k

a

2m

1

(2�)

3

�

tot

die Formel die das Optishe Theorem vorhersagt.

Interpretation des Optishen Theorems

Betrahten wir die Kontinuitätsgleihung für ein komplexes Potential. Sie be-

sagt:

d%

dt

+ div~| =

2

~

Im

^

V %

Für ein komplexes Potential ist die �klassishe� reelle Kontinuitätsgleihung

d%

dt

+ div~| = 0 niht erfüllt; die Teilhenzahl ist niht erhalten. Dies ist je-

doh physikalish nur sinnvoll, wenn Absorption oder Erzeugung von Teilhen

statt�ndet.

Besitzt das Potential einen negativen Imaginärteil, so deuten wir dies als Ab-

sorption von Teilhen, ein positiver Imaginärteil bedeutet Erzeugung von Teil-

hen. Das maht für das Streupotential Sinn. Stellen wir uns direkt hinter das

Target (auf die z-Ahse), so sehen wir nur die niht-gestreuten Teilhen. Der

Rest sheint für uns vom Streupotential absorbiert worden zu sein.

Nehmen wir in die komplexe Kontinuitätsgleihung:

2

~

Im

^

V % =

d%

dt

+ div~|

und setzen statt dem Operator des Streupotentials den Erwartungswert der

zugehörigen T -Matrix ein:

2

~

Imh k j

^

T j k i % = �

~k

m

1

(2�)

3

�

tot

%
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so muss diese Beziehung eine Kontinuitätsgleihung für unseren Streuprozess

darstellen. Wir erhalten einen Ausdruk für die Dihteänderung unseres Teil-

henstroms, bzw. für die �Absorption� aus der Vorwärtsrihtung.

Der Faktor

~k

m

ist die Teilhengeshwindigkeit, der Wirkungsquershnitt ist ei-

ne Flähe, zusammengenommen (mit der Dihte %) steht rehts also ein Teil-

henstrom. Dieser Strom beshreibt den Ab�uss von Teilhen der proportional

zum Wirkungsquershnitt, und damit proportional zum Erwartungswert der T -

Matrix ist.
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7.4 Die Born'she Reihe

7.4.1 Darstellung der T -Matrix als Reihe

Ausgehend von der Bestimmungsgleihung (T1):

^

T =

^

V +

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

^

T

hatten wir shon im Abshnitt 7.3.1 gesehen, dass die T -Matrix es erlaubt,

Mehrfahstreuprozesse zu beshreiben. Dazu wurde

^

T rekursiv in die Operator-

gleihung eingesetzt:

=

^

V +

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

�

^

V +

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

�

^

V + : : :

Die so entstandene Reihe kann nah Potenzen von

^

V geordnet werden (wobei

die Reihenfolge der Operatoren

^

V und

^

G

+

0

eingehalten werden muss):

=

^

V +

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V +

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V + : : :

und in eine kompakte Reihenform gebraht werden:

=

^

V +

^

V

1

X

n=1

�

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V

�

n

In dieser Reihenform nennt man die T -Matrix auh Born'she Reihe:

^

T =

^

V +

^

V

1

X

n=1

�

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V

�

n

Born'she Reihe

Die Born'she Reihe ist also zunähst nihts anderes, als eine Darstellungsform

der T -Matrix. In Kurznotation lautet sie:

^

T =

^

V +

^

V

1

X

n=1

�

^

G

+

0

^

V

�

n

Konvergenz der Born'shen Reihe

Ziel dieser Darstellungsform ist � wenn sie konvergiert � ein Näherungsverfahren

zur Berehnung der T -Matrix zu erhalten. Im Extremfall einer �starken� Kon-

vergenz (bei der shon die ersten Glieder sehr klein werden, weil

^

V eine sehr

kleine Störung darstellt) setzt man

^

T '

^

V . Von dieser Born'shen Näherung

handelt der gesamte nähste Abshnitt 7.5. Da hier nur die physikalishe Be-

deutung der T -Matrix (anhand der Reihenform) gezeigt werden soll, und keine

bestimmten Potentiale gewählt werden, gehen wir niht auf die Konvergenz ein.
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7.4.2 Møller-Operator

Bisher interessierte uns nur, wie die T -Matrix formal dargestellt werden kann.

Eine nähster Shritt ist, die Wirkung des Operators auf Zustände zu betrah-

ten. Erinnern wir uns daran, dass mit dem Hamilton-Operator der Streuung:

^

H =

^

H

0

+

^

V

der durh das Streupotential gestörte Zustand (die stationäre asymptotishe

Streuwelle) j i die zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung löst:

^

H j i = E j i

Die ungestörte Wellenfunktion wird durh die ebene Welle j

~

k i beshrieben:

^

H

0

j

~

k i = E j

~

k i

Setzt man nun in die De�nitionsgleihung der T -Matrix:

^

V j i =

^

T j

~

k i

die Born'she Reihe ein:

=

^

V j

~

k i +

^

V

1

X

n=1

�

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V

�

n

j

~

k i

und klammert den Operator

^

V aus:

=

^

V

 

b

1+

1

X

n=1

�

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V

�

n

!

j

~

k i

so erhält man eine kompaktere Darstellung der T -Matrix, wenn man den Ope-

rator in der Klammer als neuen Operator

^


 zusammenfasst:

=

^

V

^


 j

~

k i

De�nition (Møller Operator). Mit dem Møller-Operator:

^


 :=

b

1 +

1

X

n=1

�

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V

�

n

Møller-Operator

shreibt sih die Bestimmungsgleihung für die Streulösung in kompakter Form:

j i =

^


 j

~

k i

Die T -Matrix lautet, ausgedrükt mit

^


:

^

T =

^

V

^




Auh der Møller-Operator kann kompakt geshrieben werden:

^


 =

b

1+

1

X

n=1

�

^

G

+

0

^

V

�

n
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7.4.3 Die Born'she Reihe im Ortsraum

Möhten wir die Ortspropagation der T -Matrix betrahten, so multiplizieren

wir die Born'she Reihe von links mit dem Zielort h~r

0

j , und von rehts mit der

Startkoordinate j~r i des Teilhens:

h~r

0

j

^

T j~r i = h~r

0

j

^

V j~r i+ h~r

0

j

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V j~r i

+ h~r

0

j

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V j~r i + : : :

Shieben wir

b

1en zwishen die Operatoren der potentiellen Energie und

^

G

+

0

und

betrahten, der Übersihtlihkeit wegen, nur noh die ersten zwei Reihenglieder:

= h~r

0

j

^

V j~r i

+

ZZ

h~r

0

j

^

V j~r

00

ih~r

00

j

^

G

+

0

j~r

000

ih~r

000

j

^

V j~r i d

3

r

000

d

3

r

00

+ : : :

Bei lokalem Potential ist das Matrixelement von

^

V nur dann ungleih null, wenn

~r

i

= ~r

f

ist; ersetzen wir also das Matrixelement durh

^

V und die Æ-Funktion:

=

^

V (~r) Æ(~r � ~r

0

)

+

ZZ

^

V (~r

0

) Æ(~r

0

� ~r

00

) h~r

00

j

^

G

+

0

j~r

000

i

^

V (~r) Æ(~r � ~r

000

) d

3

r

000

d

3

r

00

+ : : :

Durh die Integration fallen die Æ-Funktionen weg, die Übergangsamplitude des

Operators

^

G

+

0

ist die Green'she Funktion G

+

0

für die freie Propagation des

Teilhens zwishen den Orten ~r und ~r

0

:

=

^

V (~r) +

^

V (~r

0

)

m

~

2

1

2�

e

ikj~r�~r

0

j

j~r � ~r

0

j

^

V (~r) + : : :

Deutung der einzelnen Reihenglieder

Betrahten wir das zweite Glied der umgeformten Reihe, so stellen wir fest, dass,

obwohl

^

V ein lokales Potential ist,

^

T niht lokal ist. Denn

^

T hängt im zweiten

Glied von zwei Ortsvektoren ab; im dritten stehen drei vershiedene Ortsvek-

toren, usw. Diese Terme drüken die Mehrfahstreuung aus. Konkret stellt der

erste Term die einfahe Streuung dar, der zweite die Folge von Streuung � freier

Propagation � Streuung. Die freie Propagation zwishen den einzelnen Streu-

prozessen wird durh G

0

(~r; ~r

0

; E) = h~r

0

j

^

G

+

0

j~r i ausgedrükt. Dies entspriht

einer Kugelwelle

m

2�~

2

e

ikj~r�~r

0

j

j~r�~r

0

j

, die von der Position ~r startet, und am Ort ~r

0

ankommt. In diesem Bereih zwishen ~r und ~r

0

spürt das Teilhen nihts vom

Potential.
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Abbildung 7.11: Zweifahstreuprozess.

Naiv ausgedrükt bedeutet der Term:

^

V (~r

0

) h~r

0

j

^

G

+

0

j~r i

^

V (~r)

folgendes: Ein Teilhen am Ort ~r spürt das Potential

^

V (~r) und wird dadurh in

seiner Bahn instantan abgelenkt, bewegt sih dann frei vom Ort ~r zur Position

~r

0

, wo es plötzlih das Potential

^

V (~r

0

) spürt und wieder instantan abgelenkt

wird.

Entsprehend der Zweifahstreuung wird eine Dreifahstreuung im dritten Term

dargestellt durh die Prozessfolge Streuung � freie Propagation � Streuung �

freie Propagation � Streuung. Dieser dritte Term hat die Form:

^

V (~r

00

) h~r

00

j

^

G

+

0

j~r

0

i

^

V (~r

0

) h~r

0

j

^

G

+

0

j~r i

^

V (~r)

Abbildung 7.12: Dreifahstreuprozess.

Beshreibung der Born'shen Reihe mittels Feynman-Diagrammen

Jedem Reihenglied in der Born'shen Darstellung der Transition-Matrix wird

ein Feynman-Diagramm zugeordnet, das graphish ausdrükt, um was für einen

Streuprozess es sih handelt. Wenn, wie bei unserer Behandlung der Streuung

als Blakbox T , der einzelne Streuprozess niht durhleuhtet werden soll, son-

dern nur das Ergebnis der Streuung, dann stellt man die Einzelstreuprozesse

als �Leitersprossen� in den Graphen dar. Die T -Matrix ist dann � da zu jedem

Feynman-Diagramm der entsprehende Term der Born'shen Reihe gehört � die

Summe über alle Leiter-Diagramme:

^

T =

^

V +

^

V

^

G

+

0

^

V +

^

V

^

G

+

0

^

V

^

G

+

0

^

V +

^

V

^

G

+

0

^

V

^

G

+

0

^

V

^

G

+

0

^

V + : : :

Abbildung 7.13: Feynman-Diagramme (�Leiterdiagramme�) als Darstellungs-

form der Born'shen Reihe. Die einzelne Sprosse stellt den Wehselwirkungs-

prozess zwishen dem (Projektil-)Teilhen und dem ortsfesten Target (Streu-

zentrum) dar, die Verbindung zwishen den Sprossen ist der Teilhenweg, also

die freie Propagation zwishen den Wehselwirkungsorten.

Auh die Feynman-Diagramme beshreiben die Mehrfahstreuung mit dem ein-

fahen Bild, dass das Teilhen an vershiedenen Stellen (den einzelnen Streu-

zentren) ein Potential spürt, sih zwishen diesen Orten jedoh frei bewegt.
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7.5 Born'she Näherung

7.5.1 Grundidee

Wir suhen nun einen berehenbaren Ausdruk für den di�erentiellenWirkungs-

quershnitt

d�

d


= jA(#)j

2

und damit für die T -Matrix. Für ein

^

V , das klein genug

ist, um Potenzen davon vernahlässigen zu können, kann man als Näherung die

Born'she Reihe:

^

T =

^

V +

^

V

^

G

+

0

^

V +

^

V

^

G

+

0

^

V

^

G

+

0

^

V + : : :

gleih nah dem ersten Glied abbrehen. Die so weggelassenen Terme enthalten

nur Potenzen � 2 von

^

V :

�

^

V

Das ist die Born'she Näherung.

De�nition (Born'she Näherung). Bei kleinen Potentialen wird zur nähe-

rungsweisen Berehnung der T -Matrix (und damit des di�erentiellen Wirkungs-

quershnitts) die Born'she Reihe nah dem ersten Glied abgebrohen:

^

T =

^

V Born'she Näherung

Um die Näherung guten Gewissens mahen zu können, muss

^

V klein genug sein.

Im Fall eines shwahen Potentials untersheidet sih aber die stationäre Streu-

welle j i nur gering von der einfallenden ebenen Welle j

~

k i. Man ersetzt also

genaugenommen den Wellenvektor in der Übergangsamplitude des Potentials:

h

~

k

0

j

^

V j i � h

~

k

0

j

^

V j

~

k i

was aber mit der De�nition der T -Matrix:

h

~

k

0

j

^

V j i = h

~

k

0

j

^

T j

~

k i

einer Ersetzung von

^

T durh

^

V gleihkommt.

Lokalität

Der vollständige Operator

^

T ist niht-lokal. In Ortsdarstellung lautet er:

^

T (~r; ~r

0

) =

ZZ

j~r

0

ih~r

0

j

^

T j~r ih~r j d

3

r d

3

r

0

Im Falle der Born'shen Näherung mit einem lokalen Potential ist auh

^

T , wie

^

V (~r), nur noh lokal:

^

T (~r) =

^

V (~r) Æ(~r � ~r

0

)
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Impulsübertrag

Bei Stöÿen (vor allem in der Kern- und Teilhenphysik) spriht man vom Im-

pulsübertrag als dem Anteil des Impulses, der beim Stoÿ abgegeben wurde:

De�nition (Impulsübertrag). Die Di�erenz des Impulses eines stoÿenden

(gestreuten) Teilhens vor und nah dem Streuprozess wird Impulsübertrag ~q

genannt:

~q :=

~

k �

~

k

0

Im Folgenden benötigen wir den Betrag q des Impulsübertrags:

q =

p

~q � ~q

Setzen wir ~q :=

~

k �

~

k

0

ein und multiplizieren aus, wobei # := ℄(

~

k;

~

k

0

) wieder

der Streuwinkel ist:

=

q

~

k

2

� 2kk

0

os#+

~

k

0

2

Da wir davon ausgehen, dass unser Target ortsfest ist, ist der Betrag des Im-

pulses vor und nah dem Stoÿ derselbe:

=

p

2k

2

� 2k

2

os#

=

p

2k

2

(1 � os#)

=

q

4k

2

sin

2

#

2

= 2k sin

#

2

Damit haben wir einen Ausdruk für den Betrag q des Impulsübertrags.

7.5.2 Streuamplitude in Born'sher Näherung

Da wir mit der Born'shen Näherung einen einfahen Ausdruk für

^

T haben,

können wir die Streuamplitude A(#) mit dieser Näherung berehnen. Danah

bleibt zu prüfen, ob der gewonnene Ausdruk sinnvoll ist, die Näherung also

berehtigt war.

Bleiben wir beim wihtigen Spezialfall des radialsymmetrishen Potentials:

29

A(#) = �

m

2�~

2

h

~

k

0

j

^

T j

~

k i

Wehsel in die Ortsdarstellung:

=

ZZ

h

~

k

0

j~r

0

ih~r

0

j

^

T j~r ih~r j

~

k i d

3

r d

3

r

0

29

Die hier verwendete Streuamplitude A ist auf den �Normal�-Standard normiert, mit der

ebenen Welle e

ikr

ohne Vorfaktor. Das ist in den meisten Lehrbühern so. Bezüglih dem

bisherigen

~

A bedeutet diese Normierung: A = (2�)

�

3

2

~

A.
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^

T (r) =

^

V (r) Æ(~r � ~r

0

) eingesetzt und über d

3

r

0

integriert:

= �

m

2�~

2

Z

e

i

~

k

0

�~r

^

V (r) e

�i

~

k�~r

d

3

r

Zusammenfassen der Exponentialfunktionen mit der De�nition des Impulsüber-

trags, ~q :=

~

k �

~

k

0

:

= �

m

2�~

2

Z

e

�i~q�~r

^

V (r) d

3

r A

B.N.

r

(q)

In der Beziehung A

B.N.

r

(q) ist das Integral von der Form einer Fouriertransfor-

mation:

Satz. In erster Born'sher Näherung ist die Streuamplitude A(#) (bis auf Vor-

faktoren) die Fouriertransformierte des Streupotentials:

A(q) = �

m

p

2�~

2

F:T:

�

^

V (r)

�

Rehnen wir noh etwas mit dem Ausdruk für die Streuamplitude:

A(#) = �

m

2�~

2

Z

e

�i~q�~r

^

V (r) d

3

r

indem wir in Kugelkoordinaten wehseln:

= �

m

2�~

2

Z

+1

0

Z

�

0

Z

2�

0

r

2

sin# e

�iqr os#

^

V (r) d'd#dr

= �

m

2�~

2

2�

Z

+1

0

Z

�

0

r

2

^

V (r) sin# e

�iqr os#

d#dr

Substitution mit

d

d#

os# = � sin#:

= �

m

~

2

Z

+1

0

Z

+1

�1

(�) r

2

^

V (r) e

�iqr os#

d(os#) dr

Integration über d(os#):

= �

m

~

2

Z

+1

0

r

2

^

V (r)

1

iqr

(�)

�

e

�iqr

� e

iqr

�

dr

Subtraktion der Exponentialfunktionen zu 2i sin qr, wobei sih das (�) mit dem

Vorzeihen des erhaltenen Sinus-Ausdruks weghebt. Das Ergebnis lautet:

= �

2m

~

2

Z

+1

0

r

2

^

V (r)

sin qr

qr

dr

Die Born'she Näherung liefert uns damit einen Ausdruk für die Streuampli-

tude, den wir für eine gegebenes

^

V berehnen können:

A(q) = �

2m

~

2

Z

+1

0

r

2

^

V (r)

sin qr

qr

dr
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Güte der Näherung

Um abshätzen zu können, wie gut die Näherung ist, betrahten wir die Kor-

rektur die sih in 2.Näherung ergeben würde, wir vergleihen also den quadra-

tishen Term gröÿenordnungsmäÿig mit

^

V . Ergibt sih die folgende Beziehung:

^

V

^

G

+

0

^

V �

^

V

so ist die Näherung gerehtfertigt. In Ortsdarstellung muss dafür gelten:

30

m

2�~

2

Z

^

V (r

0

)

e

i

~

k�(~r�~r

0

)

j~r � ~r

0

j

^

V (r) d

3

r

0

�

^

V (r)

Der Fall groÿer Abstände r ist für den Vergleih uninteressant, da dort

^

V = 0

ist. Gehen wir also mit r = 0 ins Zentrum des Potentials, und kürzen

^

V (r = 0),

was siher ungleih null ist, heraus:

m

2�~

2

Z

^

V (r

0

)

e

i

~

k�(�~r

0

)

j�~r

0

j

d

3

r

0

� 1

Wehseln wir in Kugelkoordinaten, so lautet die �Akzeptanzbedingung� für die

Born'she Näherung (Rehnung analog zu oben):

2m

~

2

k

Z

+1

0

^

V (r

0

) sin(kr

0

) dr

0

� 1

Bei kleinem

^

V ist dieses Integral klein und somit ist die Born'she Näherung

akzeptabel. Den Test kann man aber erst durhführen, wenn eine konkrete Po-

tentialform, und damit ein

^

V (r), vorliegt.

Statt die ersten beiden Reihenglieder zu vergleihen, kann man die Di�erenz

von Streuwellenfunktion j i und der ebenen Welle j k i betrahten. Bei einem

shwahen Potential muss diese Di�erenz ebenfalls klein sein.

31

7.5.3 Anwendung: Elektrisher Formfaktor

Streuamplitude und Elektrodynamik

Betrahten wir die Streuung geladener Teilhen an einer beliebigen Ladungs-

verteilung. Es gilt die Maxwell-Gleihung, die die elektrishe Ladung als Quelle

oder Senke des elektrishen Feldes identi�ziert:

div

~

E(~r) = 4�%(~r)

wobei die elektrishe Feldstärke der negative Gradient des Potentials ist:

~

E(~r) = � grad�(~r)

30

Vgl. mit Abshnitt 7.4.3 auf Seite 374.

31

Siehe dazu [Messiah-2, Abshnitt 19.1.6℄.
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Diese Beziehungen fasst man in der Poisson-Gleihung zusammen:

��(~r) = �4�%(~r)

Die potentielle Energie, die eine (auf die Elektronenladung e

0

normierte) Pro-

beladung durh das Potential besitzt, ist:

^

V (~r) = �e

0

�(~r)

Betrahten wir nun die Streuung am elektrishen Potential unter Nutzung der

Poisson-Gleihung. Die Fouriertransformierte des Operators der potentiellen

Energie ist mit

^

e

V (q) := F:T:(

^

V (r)):

^

e

V (q) = (2�)

�

3

2

Z

e

�i~q�~r

^

V (r) d

3

r

Setzt man für

^

V die potentielle Energie �e

0

�(~r) ein, integriert zweimal partiell,

so kann man die Poisson-Gleihung einsetzen und erhält damit eine Beziehung

für die Ladungsdihte:

^

e

V (q) = �

4�e

0

q

2

(2�)

�

3

2

Z

e

�iqr

%(r) dr

Vergleiht man diese Beziehung mit A

B.N.

r

(q) von Seite 378, wo sih die Streu-

amplitude in Born'sher Näherung als die Fouriertransformierte der potentiellen

Energie ergab:

A(q) = �

m

~

2

(2�)

�1

Z

e

�iqr

^

V (r) dr

So folgt, dass die Streuamplitude A(q) die Fouriertransformierte der Ladungs-

verteilung %(r) ist:

A(q) =

1

q

2

m

2�~

2

4�e

0

Z

e

�iqr

%(r) dr

Diese Beziehung ist wihtig, da sie eine experimentell messbare Gröÿe (die Streu-

amplitude A im Betragsquadrat � über den Wirkungsquershnitt) mit der La-

dungsverteilung zusammenbringt; einer Gröÿe, die im mikroskopishen Bereih

niht direkt experimentell messbar ist, jedoh für Aussagen über die Struktur

der subatomaren Teilhen von äuÿerster Wihtigkeit ist.

De�nition (Elektrisher Formfaktor). Die Beziehung von elektrisher La-

dungsverteilung und der Streuamplitude fasst man im elektrishen Formfaktor

zusammen. Er ist de�niert als die Fouriertransformierte der Ladungsverteilung:

F (q) := F:T:

�

%(~r)

�

Elektrisher Formfaktor

Durh diese De�nition ist er folgendermaÿen mit der Streuamplitude verknüpft:

A(q) =

1

q

2

2me

0

~

2

F (q)
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Um die Ladungsverteilung, z.B. eines Nukleons zu bestimmen, maht man Streu-

experimente. Die Winkelverteilung der gestreuten Teilhen kann im Formfaktor

als experimentellem Ergebnis zusammengefasst werden. Daraus kann mit obiger

Beziehung auf die Ladungsverteilung geshlossen werden.

Der Formfaktor beinhaltet zweierlei:

� Die Gesamtladung des (Target-)Teilhens.

� Die Ladungsverteilung des (Target-)Teilhens.

Beispiele elektrisher Formfaktoren

Vergleihen wir die Coulomb-Streuung für vershiedene Ladungsverteilungen.

Beispiel (Punktladung). Eine Punktladung ist dadurh ausgezeihnet, dass

Ladung und Masse in einem mathematishen Punkt, also ohne Ausdehnung,

vereinigt sind:

%(r) = Ze

0

Æ(r)

Die Fouriertransformierte der Æ-Funktion ist eine Konstante:

F (q) = Ze

0

= onst:

Ein strukturloses Teilhen hat einen konstanten Formfaktor. Das heiÿt, egal

welher Impulsübertrag statt�ndet, der Formfaktor ändert sih durh diesen

experimentellen Parameter niht.

Somit hat man einen Indikator dafür, ob man an einem ehten Elementarteilhen

(punktförmig), oder an einem zusammengesetzten Teilhen streut.

Beispiel (Proton). Bei Nukleonen liegt eine ausgedehnte Ladungsverteilung

vor. Variiert man die Strahlenergie � und damit den Impulsübertrag � so variiert

der Formfaktor. Aus der Abhängigkeit F (q)muss man versuhen auf den inneren

Aufbau des Protons zu shlieÿen. Dazu entwikelt man eine Theorie, berehnet

den Formfaktor dieses Modells, und prüft ihn durh das Experiment.

Abbildung 7.14: Formfaktor eines Protons in Abhängigkeit vom Impulsübertrag.
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7.6 Streuamplitude und Streuphasen

In diesem Abshnitt versuhen wir Streulösungen zu gewinnen, also Zustände,

die die Shrödinger-Gleihung des Streupotentials lösen. Bleiben wir dabei beim

Zentralfeld mit

^

V =

^

V (j~rj) und vershwindendem Potential im Unendlihen,

lim

r!1

^

V (r) = 0.

7.6.1 Betrahtungsweise des theoretishen Physikers

Die allgemeine Lösung der Shrödinger-Gleihung lässt sih formal hinshreiben;

separiert nah Orts- und Winkelanteil und nah Quantenzahlen:

�

E

(r) =

1

X

l=0

l

X

m=�l



lm

R

El

(r)Y

lm

(#;')

Im Zentralfeld reduziert auf eine r- und #-Abhängigkeit:

=

1

X

l=0



l

R

El

(r)P

l

(os#) (�

E

)

Diese Aufspaltung der Wellenfunktion in eine Reihe nah der Quantenzahl l

wird als Partialwellenmethode bezeihnet, die einzelnen Reihenglieder als Par-

tialwellen.

Der Radialanteil der Lösung, R

El

(r), ist dabei formal gegeben durh:

32

R

El

(r) =

u

El

(r)

r

Die darin enthaltene Wellenfunktion u

El

(r) ist eine Lösung der radialen, zeit-

unabhängigen Shrödinger-Gleihung:

�

~

2

2M

d

2

dr

2

u

El

(r) +

~

2

2Mr

2

l(l + 1)u

El

(r) +

^

V (r)u

El

(r) = E u

El

(r)

Ein Ausdruk für die Funktion u

El

(r) ist somit das Ziel der Überlegungen.

Der Term

~

2

2Mr

2

l(l+1) im Hamilton-Operator wird als Zentrifugalpotential be-

zeihnet. Er beshreibt den Anteil der Energie des gestreuten Teilhens, der in

seinem Bahndrehimpuls stekt.

33

Spezialfall: Teilhen ohne Drehimpuls

Ist

^

~

L = 0, so entfällt der Zentrifugalterm. Der einfahste Fall ist dabei der,

bei dem auh das Störpotential vershwindet,

^

V = 0. Dann ist die Lösung der

radialen Shrödinger-Gleihung durh eine Sinusfunktion gegeben:

u

El

(r) � sin(kr); für

^

~

L = 0 ^

^

V = 0

32

Im Folgenden bezeihnetM die Masse des Teilhens, um keine Verwehslung mit Magnet-

quantenzahlenm aufkommen zu lassen.

33

Den Spin betrahten wir hier ja niht.
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mit der Beziehung zwishen Wellenzahl k und Energie E des Teilhens:

~k =

p

2ME

Liegt ein kurzreihweitiges Potential vor, z.B. ein Kastenpotential, so ist eine

Lösung innerhalb der Reihweite r

0

durh das Potential mitbestimmt. Auÿer-

halb des Wirkungsbereihs ist die Form der Lösung aber wieder sinusförmig.

Formal muss also bei r

0

die �Potentiallösung� stetig in die �freie� Lösung über-

gehen; auÿerhalb des Potentials sieht die Streuwelle gleih aus wie die freie

Wellenfunktion, bis auf eine Phasenvershiebung Æ

l=0

, die für die Stetigkeit der

Wellenfunktion im Übergangsbereih �sorgt�:

u

El

(r) � sin(kr + Æ

l=0

)

[Messiah-1, Abshnitt 10.2.1℄ fasst das Ergebnis so zusammen:

Satz. Die Wirkung des Streupotentials besteht in einer Phasenvershiebung Æ

l

bei jeder auslaufenden Partialwelle u

l

.

Die Phasenvershiebung gibt somit eine gewisse Auskunft über das streuende

Potential. Man nennt sie Streuphase.

Abbildung 7.15: Lösung der radialen Shrödinger-Gleihung für l = 0 und

^

V = 0,

im Vergleih zur Lösung bei kurzreihweitigem Potential mit

^

V (r�r

0

).

Das Vorzeihen der Phasenvershiebung (Streuphase) hängt dabei vom Vorzei-

hen des Potentials ab:

Potential attraktiv (

^

V < 0)

^

V = 0 repulsiv (

^

V > 0)

Streuphase Æ

l

> 0 Æ

l

= 0 Æ

l

< 0

Tabelle 7.1: Phasenvershiebung der asymptotishen Lösung bei kurzreihweiti-

gem Potential gegenüber der freien Lösung.

[Messiah-1, Abshnitt 10.5.2℄ verallgemeinert die Beziehung zwishen Potential

und Streuphase in einem

Satz. Jede Vergröÿerung des Potentials (d.h. eine gröÿere Abstoÿung) verrin-

gert die Streuphase, jede Abshwähung des Potentials (gröÿere Anziehung)

führt zu einer Vergröÿerung der Streuphase.

Teilhen mit Drehimpuls

Ist l > 0, so muss der Zentrifugalterm berüksihtigt werden. Man fasst diesen

und den eigentlihen Potentialterm gerne zum e�ektiven Potential zusammen:

~

2

2Mr

2

l(l + 1) +

^

V (r) =:

^

V

e�
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Im Falle

^

V = 0 ist die Lösung mit Drehimpuls durh die sphärishe Besselfunk-

tion gegeben:

u

El

(r)

r

= j

l

(kr)

Wenn die Besselfunktion eine Lösung der Shrödinger-Gleihung ohne Streu-

potentialterm ist, dann können wir sie für groÿe Abstände r � r

0

vom Streu-

zentrum als Lösungsform verwenden. Für groÿes r lassen sih die j

l

(kr) jedoh

näherungsweise durh die sin-Funktion

sin kr

kr

bestimmen, so dass wir, für die

asymptotishe Streuwelle mit Drehimpuls, folgende Lösungsform erhalten:

u

El

(r)

r

�

�

�

r!1

= lim

r!1

j

l

(kr) =

1

kr

sin(kr �

l�

2

)

Durh den Drehimpuls erhalten wir damit eine Phasenvershiebung um �

l�

2

für

den asymptotishen Bereih. Shalten wir zusätzlih noh das Potential ein, so

müssen wir in der asymptotishen Lösung sowohl die Streuphase des Potentials,

als auh die Phasenvershiebung des Zentrifugalterms berüksihtigen. Unsere

allgemeine Streuwelle ist also proportional zu folgendem Sinus:

u

El

(r)

�

�

r!1

� sin(kr �

l�

2

+ Æ

l

) (u

El

1

)

Abbildung 7.16: Zusätzlihes �Zentrifugalpotential� durh den Drehimpuls des

Teilhens.

Vorteile der Darstellungsart

� u

El

(r) ist einfah zu berehnen; daraus lässt sih dann die Streuphase Æ

l

bestimmen.

� Aus den Streuphasen Æ

l

lassen sih Informationen über das Potential ge-

winnen. Dies ist vor allem dann wihtig, wenn man nihts über die dem

Streuprozess zugrunde liegende Wehselwirkung weiÿ.

Beispiel (Informationen aus der Streuphase). Bei der Nukleon-Nukleon-

Streuung ist das Potential durh die starke Wehselwirkung gegeben. Betrahtet

man die Streuphase in Abhängigkeit der Strahlenergie (wie man sie experimen-

tell gewinnt, dazu gleih mehr), so �ndet man einen Nulldurhgang; d.h. durh

die Streuphase erkennt man bei welher Energie man dem Target nahe genug

kommt, dass das Potential repulsiv wird. Damit hat man einen wihtigen Ek-

punkt der Wehselwirkung gefunden.

Abbildung 7.17: Streuphase Æ

l

in Abhängigkeit der Projektilenergie.

Betrahten wir u

El

1

. Ist die Strahlenergie klein, so ist auh k klein; damit wirkt

sih eine Ortsänderung nur wenig auf die Lösungswelle aus, der attraktive Anteil

dominiert, Æ

l

> 0. Ist dagegen die Energie und damit k groÿ, so liegt, mit der

Variation von r, eine shnelle Oszillation vor. Durh den starken Anstieg der

Wellenfunktion shon für kleine Ortsänderungen ist das System viel sensitiver

für den repulsiven Anteil; Æ

l

< 0.
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Abbildung 7.18: Wellenfunktion in Abhängigkeit der Projektilenergie.

7.6.2 Betrahtung aus der Siht des Experimentators

Während der theoretishe Physiker im Allgemeinen die Wellenfunktion des Pro-

blems betrahtet:

 

1

(r) = (2�)

�

3

2

�

e

ikz

+

e

ikr

r

A(#)

�

( 

1

)

bzw. davon die StreuamplitudeA(#), wird im Experiment der di�erentielle Wir-

kungsquershnitt gemessen:

d�

d


= jA(#)j

2

und damit das Betragsquadrat der Streuamplitude. Die Frage ist nun, wie man

aus dem Experiment die Streuphase gewinnen kann.

Betrahten wir dazu e

ikz

in Kugelkoordinaten:

e

ikz

= e

ikr os#

wobei # wieder der Streuwinkel ist. Da die Legendre-Polynome ein vollständi-

ges Funktionensystem bilden, kann man die gegebene Exponentialfunktion nah

ihnen entwikeln:

=

1

X

l=0

f

l

(kr)P

l

(os #)

Die Entwiklungskoe�zienten f

l

(kr) ergeben sih als die Besselfunktionen mit

einem drehimpulsabhängigen Vorfaktor:

=

1

X

l=0

i

l

(2l + 1) j

l

(kr)P

l

(os#)

Für groÿe r lässt sih die Besselfunktion durh die sin-Funktion nähern:

e

ikr os#

�

�

�

r!1

=

1

X

l=0

i

l

(2l + 1)

sin(kr �

l�

2

)

kr

P

l

(os #)

Damit haben wir einen Teil der Streuwelle in die Partialwellenform zerlegt.

Entwikeln wir auh die Streuamplitude nah Legendre-Polynomen:

A(#) =

1

X

l=0

A

l

P

l

(os #)

So können wir die zwei Reihen in die asymptotishe Lösung  

1

einsetzen:

 

1

(r) = (2�)

�

3

2

1

X

l=0

P

l

(os #)

 

i

l

(2l + 1)

sin(kr �

l�

2

)

kr

+

e

ikr

r

A

l

!
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Ersetzen wir i

l

durh i

l

=

�

e

i

�

2

�

l

= e

il

�

2

:

= (2�)

�

3

2

1

X

l=0

P

l

(os #)

 

e

il

�

2

(2l + 1)

sin(kr �

l�

2

)

kr

+

e

ikr

r

A

l

!

Umshreiben mit sinx =

1

2i

�

e

ix

� e

�ix

�

:

= (2�)

�

3

2

1

X

l=0

P

l

(os #)

�

e

il

�

2

(2l + 1)

1

2ikr

�

e

i(kr�

l�

2

)

� e

�i(kr�

l�

2

)

�

+

e

ikr

r

A

l

�

 

1

(r) = (2�)

�

3

2

1

X

l=0

P

l

(os #)

�

(2l + 1)

1

2ikr

�

e

ikr

� e

�i(kr�l�)

�

+

e

ikr

r

A

l

�

Dieses Ergebnis ist die experimentelle Darstellung der asymptotishen Streu-

welle als Entwiklung nah Legendre-Polynomen.

7.6.3 Vergleih der theoretishen mit der experimentellen

Darstellung der Streulösung

Vergleihen wir das Ergebnis der experimentellen Siht mit dem formalen Ansatz

�

E

von Seite 382:

�

E

(r) =

1

X

l=0



l

R

El

(r)P

l

(os#)

in den wir den Radialanteil u

El

1

von Seite 384, gemäÿ R

El

=

u

El

1

r

einsetzen

(wobei C

l

:= k

l

ist):

=

1

X

l=0

C

l

sin(kr �

l�

2

+ Æ

l

)

kr

P

l

(os#)

Bringen wir noh die Sinus-Funktion in Exponentialform, so erhalten wir:

�

E

(r) =

1

X

l=0

C

l

1

2ikr

�

e

i(kr�

l�

2

+Æ

l

)

� e

�i(kr�

l�

2

+Æ

l

)

�

P

l

(os#) (�

1

)

Beide Darstellungen sind in der Basis desselben (orthogonalen) Funktionensy-

stems dargestellt. Die Koe�zienten müssen also gleih sein. Ebenso müssen die

Faktoren vor den Impulseigenfunktionen e

�ikr

gleih sein; wir können also einen

Koe�zientenvergleih von  

1

mit �

1

durhführen:

1. Koe�zienten bei P

l

e

�ikr

:

�C

l

1

2ikr

e

�i(�

l�

2

+Æ

l

)

= �(2�)

�

3

2

2l+ 1

2ikr

e

il�

(1)
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2. Koe�zienten bei P

l

e

ikr

:

C

l

1

2ikr

e

i(�

l�

2

+Æ

l

)

= (2�)

�

3

2

�

2l + 1

2ikr

+

A

l

r

�

(2)

Lösen wir (1) nah C

l

auf:

C

l

= (2�)

�

3

2

(2l + 1) e

i(

l�

2

+Æ

l

)

(1')

Au�ösen von (2) nah A

l

:

A

l

=

1

2ik

�

(2�)

3

2

C

l

e

i(�

l�

2

+Æ

l

)

� (2l + 1)

�

(2')

(1') in (2') eingesetzt:

A

l

=

1

2ik

�

(2�)

3

2

(2�)

�

3

2

(2l + 1) e

i(

l�

2

+Æ

l

)

e

i(�

l�

2

+Æ

l

)

� (2l + 1)

�

=

2l + 1

2ik

�

e

2iÆ

l

� 1

�

Shreiben wir das Ergebnis noh etwas kompakter, wozu wir zunähst die Eins

umshreiben:

=

2l + 1

2ik

�

e

2iÆ

l

� e

iÆ

l

e

�iÆ

l

�

Ausklammern der positiven e

iÆ

l

-Funktion:

=

2l + 1

2ik

e

iÆ

l

�

e

iÆ

l

� e

�iÆ

l

�

Wobei die Di�erenz in der Klammer einen Sinus ergibt; Ergebnis:

=

2l + 1

k

e

iÆ

l

sin Æ

l

Damit haben wir eine Formel, die die experimentell bestimmbare Streuampli-

tude mit der für die Theorie interessanten Streuphase in Beziehung setzt:

34

A

l

=

2l + 1

k

e

iÆ

l

sin Æ

l

34

Als �Mittler� dieser gemeinsamenBeziehung benötigt man die Entwiklung nah Legendre-

Polynomen. Das maht die Umrehnung von A(#) nah Æ

l

niht trivial; sie ist aber prinzipiell

möglih. Viele Experimentalphysiker bieten den Servie, ihre Messergebnisse auh als Streu-

phase anzugeben.
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7.6.4 Zusammenfassung der Phasenbetrahtung

Wir haben zwei vershiedene Darstellungen zur Beshreibung von Streuprozes-

sen gefunden. Die eine ist eine theoretishe Siht, die die Streuphase Æ

l

, als die

Phasenvershiebung der asymptotishen Streuwelle gegenüber der freien Lösung

betrahtet. Die andere Darstellung geht vom Experiment aus, in dem der di�e-

rentielleWirkungsquershnitt, bzw. die StreuamplitudeA(#) gemessen wird. Die

Verknüpfung der Darstellungen geshieht über die Entwiklung nah Legendre-

Polynomen, wobei die tatsählihe Parametrisierung der Messdaten als Koe�-

zienten der Legendre-Polynome niht trivial ist, da theoretish eine unendlihe

Summe gebildet werden muss.

Dieses Problem vereinfaht sih für kurzreihweitige Potentiale. In diesem Fall

werden nämlih für groÿe Drehimpulse l die Streuphasen Æ

l

j

l!1

= 0. Damit

brauht nur noh eine endlihe Anzahl von Termen betrahtet werden.

Abbildung 7.19: Vereinfahung der Darstellung für kurzreihweitige Potentiale.

Der Grund für das Vershwinden �hoher� Streuphasen ist, dass mit groÿemDreh-

impuls der Zentrifugalterm groÿ wird. Damit halten sih solhe Teilhen bevor-

zugt weiter vom Zentrum entfernt auf, wo das kurzreihweitige Potential niht

mehr gespürt wird.

Die Konsequenz davon sieht [Messiah-1, Abshnitt 10.2.2℄ folgendermaÿen:

Die Streuphasenmethode ist immer dann zur Berehnung der Wirkungsquer-

shnitte besonders geeignet, wenn sih die Reihweite des Streupotentials nur

über einige Wellenlängen (der Projektilteilhen) erstrekt.

7.6.5 Überprüfung des Optishen Theorems

Mit der eben gewonnenen Darstellung, mittels Legendre-Polynomen und dem

Begri� der Streuphase, bietet es sih an das Optishe Theorem nohmals zu

überprüfen. Wir werden dabei auh einen Formel �nden, die den totalen Wir-

kungsquershnitt durh die Streuphasen ausdrükt.

Beweisvariante für das Optishe Theorem. Fassen wir zunähst die Zutaten zu-

sammen bevor wir alles in die T -Matrix rühren. Der di�erentielle Wirkungsquer-

shnitt ist durh das Betragsquadrat der Streuamplitude gegeben:

d�

d


= jA(#)j

2

= A(#)A

�

(#)

so dass wir neben der Streuamplitude:

A(#) =

1

X

l=0

A

l

P

l

(os #) =

1

X

l=0

2l + 1

k

e

iÆ

l

sin Æ

l

P

l

(os #)

auh die konjugiert komplexe Streuamplitude benötigen:

A

�

(#) =

1

X

l=0

2l + 1

k

e

�iÆ

l

sin Æ

l

P

l

(os #)
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Damit erhalten wir den di�erentiellen Wirkungsquershnitt als das Produkt

zweier Legendre-Reihen über A

l

und A

l

0

:

d�

d


=

1

k

2

1

X

l=0

1

X

l

0

=0

(2l + 1)(2l

0

+ 1) e

iÆ

l

e

�iÆ

l

0

sin Æ

l

sin Æ

l

0

P

l

(os#)P

l

0

(os #)

Auÿerdem benötigen wir folgende Eigenshaft der Legendre-Polynome:

Z

P

l

(os #)P

l

0

(os #) d
 =

4�

2l + 1

Æ

ll

0

Vergleihen wir das Ergebnis mit der De�nition des totalen Wirkungsquer-

shnitts:

�

tot

=

Z

d�

d


d


Einsetzen des di�erentiellen Wirkungsquershnitts und Integration mittels obi-

ger Legendre-Regel führt zu:

�

tot

=

4�

k

2

1

X

l=0

(2l + 1) sin

2

Æ

l

Ausgedrükt mittels der T -Matrix lautet die Streuamplitude:

A(#) = �

4�

2

M

~

2

h

~

k

0

j

^

T j

~

k i

Dies ist die Ausgangsgleihung die wir nah

^

T au�ösen, wobei wir im Optishen

Theorem nur den Imaginärteil und die Streuung in Vorwärtsrihtung, mit

~

k

0

=

~

k, bzw. # = 0, betrahten:

Imh

~

k j

^

T j

~

k i = �

~

2

4�

2

M

ImA(0)

= �

~

2

4�

2

M

Im

 

1

X

l=0

2l + 1

k

e

iÆ

l

sin Æ

l

P

l

(0)

!

P

l

(0) = 1, sowie von e

iÆ

l

= os Æ

l

+ i sin Æ

l

den Imaginäranteil eingesetzt:

= �

~

2

4�

2

M

1

X

l=0

2l + 1

k

sin Æ

l

sin Æ

l

Umordnen der Faktoren:

= �

~

2

k

2(2�)

3

M

4�

k

2

1

X

l=0

(2l + 1) sin

2

Æ

l

Hier steht aber der totale Wirkungsquershnitt, ausgedrükt durh die Streu-

phasen, wie wir ihn oben gefunden haben, mit einem Vorfaktor:

= �

~

2

k

2(2�)

3

M

�

tot

Womit das Optishe Theorem reproduziert ist.
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7.7 Die �Distorted Wave Born Approximation�

(DWBA)

7.7.1 Grundgedanke

Betrahten wir die Nukleon-Nukleon-Streuung. Shieÿen wir mit Protonen auf

Atomkerne, so spielen zwei Wehselwirkungen eine Rolle: Die starke Wehsel-

wirkung zwishen den Nukleonen als den Kernbausteinen, sowie die Coulomb-

Wehselwirkung aufgrund der Ladung der Protonen.

Abbildung 7.20: Proton-Nukleonkern-Streuexperiment: Nähert sih das Pro-

jektil Proton dem Kern, so spürt es zunähst die repulsive Coulomb-

Wehselwirkung. Erst wenn es nahe genug an den Kern gelangt, kommt die

attraktive starke Wehselwirkung hinzu.

Das e�ektive Potential, dass die Strahlprotonen sehen, vereinigt die zwei Weh-

selwirkungsarten unau�ösbar. Das Coulomb-Potential ist jedoh bekannt, so

dass sih die Frage stellt, ob aus den experimentellen Daten der berehenbare

Coulomb-Anteil �ausge�ltert� werden kann, um somit das unbekannte starke

Potential untersuhen zu können. Die Distorted Wave Born Approximation ver-

suht Potentialanteile durh Aufspaltung der T -Matrix zugänglih zu mahen.

Diesen Ansatz möhten wir verfolgen. Auh hier wird die Grundvorgehenswei-

se der Störungsrehnung angewandt: Man tut zunähst so, als ob es nur das

Coulomb-Potential gäbe und fügt dann den Ansatz für das starke Potential als

Korrektur hinzu.

Abbildung 7.21: Gesamtpotential und Potentialanteile bei der Streuung von

Protonen am Kern.

7.7.2 Aufspaltung des Potentials

Wir spalten die potentielle Energie in den bekannten Coulomb-Anteil

^

V

0

und

den unbekannten, aber interessanten starken Rest

^

V

R

auf:

^

V =

^

V

0

+

^

V

R

Der Hamilton-Operator des Systems ist in dieser Aufspaltung:

^

H =

^

H

0

+

^

V

0

+

^

V

R

wobei

^

H

0

der kinetishen Energie des Projektils entspriht. Zur Einsparung von

Shreibarbeit ergänzen wir die Nomenklatur noh um den (für die hier gewählte

Betrahtungsweise) ungestörten Anteil

^

H

1

:

^

H

1

=

^

H

0

+

^

V

0
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Durh das Experiment erhalten wir über den di�erentiellenWirkungsquershnitt

die Übergangsamplitude h b j

^

T j a i von

^

T , die beide Wehselwirkungen

^

V

0

+

^

V

R

enthält. Also versuhen wir auh sie aufzuspalten:

h b j

^

T j a i = h b j

^

T

0

j a i +Rest

^

T

0

ist dabei die Übergangsmatrix von

^

V

0

. Für den Restterm �

^

T �

^

T

0

� müssen

wir eine geeignete Näherungsmethode �nden.

Für die drei Hamilton-Operatoren

^

H ,

^

H

0

und

^

H

1

gibt es jeweils eine zugehörige

Shrödinger- bzw. Eigenwertgleihung.

1. Die einfahste ist die freie mit der kinetishen Energie E des Projektils:

^

H

0

j�

a

i = E j�

a

i

Dabei ist �

a

eine (auslaufende) ebene Welle.

2. Die zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung für das einfahe Streupoten-

tial

^

V

0

(ohne

^

V

R

) mit einer auslaufenden Streuwelle �

+

a

lautet:

^

H

1

j�

+

a

i = E j�

+

a

i

Sie wandelten wir in die Lippmann-Shwinger-Gleihung um:

j�

+

a

i = j�

a

i+

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V

0

j�

+

a

i

Die Lippmann-Shwinger-Gleihung besitzt noh die unphysikalishe Lö-

sung der einlaufenden Kugelwelle j�

�

b

i. Diese müssen wir bei den Bereh-

nung berüksihtigen, um ein vollständiges (Lösungs-)Funktionensystem

zu erhalten. Sei j�

b

i eine einlaufende ebene Welle, dann gilt:

j�

�

b

i = j�

b

i+

1

E �

^

H

0

� i"

^

V

0

j�

�

b

i

Adjungieren wir diese Gleihung, um sie in Bra-Shreibweise zu erhalten:

h�

�

b

j = h�

b

j + h�

�

b

j

^

V

0

1

E �

^

H

0

+ i"

Der Bruhoperator mit dem negativen in�nitesimalen Imaginärteil nen-

nen wir

^

G

�

0

, wenn er sih auf den Hamilton-Operator

^

H

0

bezieht. Die

Green'she Funktion G

�

0

ist dann die Darstellungsmatrix dieses Opera-

tors, und steht für eine einlaufende Kugelwelle:

G

�

0

(~r; ~r

0

; E) = h~r

0

j

1

E �

^

H

0

� i"

j~r i =: h~r

0

j

^

G

�

0

j~r i

3. Was wir eigentlih suhen, ist die Streuwelle  

+

a

mit dem kompletten

Hamilton-Operator

^

H:

^

H j 

+

a

i = E j 

+

a

i



392 KAPITEL 7. STREUTHEORIE

Auh diese Shrödinger-Gleihung können wir in die Lippmann-Shwinger-

Form bringen:

j 

+

a

i = j�

a

i+

1

E �

^

H

0

+ i"

(

^

V

0

+

^

V

R

) j 

+

a

i

Damit besitzen wir genügend Wellenbeziehungen, um uns an die Separation von

^

T wagen zu können.

7.7.3 Aufspaltung der T -Matrix

Versuhen wir die Übergangsamplitude von

^

T so umzushreiben, dass sih die

uns interessierende Aufspaltung in einen

^

V

R

-Restterm ergibt:

h b j

^

T j a i � h�

b

j

^

T j�

a

i

Mit obiger Nomenklatur in die Anteile zerlegt:

= h�

b

j

^

V

0

+

^

V

R

j 

+

a

i

Löst man die Lippmann-Shwinger-Gleihungder einlaufenden Kugelwelle h�

�

b

j

nah der ebenen Welle h�

b

j auf (h�

b

j = h�

�

b

j � h�

�

b

j

^

V

0

^

G

+

0

), und setzt dies

ein, so erhält man:

= h�

�

b

j

^

V

0

+

^

V

R

j 

+

a

i � h�

�

b

j

^

V

0
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E �

^
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^

V
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+

^

V

R

) j 

+

a

i

Trennung der Potentialterme:

= h�

�

b

j

^

V

0

j 

+

a

i � h�

�

b

j

^

V

0

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V

0
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+

a

i
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�

b

j
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V
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�

b

j

^

V

0

1

E �

^

H

0

+ i"

^

V

R

j 

+

a

i

Ausklammern von h�

�

b

j

^

V

0

:

= h�

�

b

j

^

V

R

j 

+

a

i + h�

�

b

j

^

V

0

�

j 

+

a

i �
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E �

^

H

0

+ i"

(

^

V

0

+

^

V

R

) j 

+

a

i

�

In der Klammer steht aber die Lippmann-Shwinger-Gleihung nah j�

a

i auf-

gelöst:

= h�

�

b

j

^

V

R

j 

+

a

i + h�

�

b

j

^

V

0

j�

a

i

Shreibt man die Lippmann-Shwinger-Gleihungen für �

+

a

und �

�

b

so um, dass

der Hamilton-Operator

^

H

1

im Nenner steht, erhält man (nah Nebenrehnung):

j�

+

a

i = j�

a

i+

1

E � (

^

H
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+

^

V

0
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i
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und:

j�

�

b

i = j�

b

i+

1

E � (

^

H

0

+

^

V

0

)� i"

^

V

0

j�

b

i

Letztere in Bra-Shreibweise:

h�

�

b

j = h�

b

j + h�

b

j

^

V

0

1

E � (

^

H

0

+

^

V

0

) + i"

Verfolgen wir den hinteren Term der Übergangsamplitude h�

b

j

^

T j�

a

i weiter,

indem wir h�

�

b

j einsetzen:

h�

�

b

j

^

V

0

j�

a

i = h�

b

j
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a

i+ h�

b

j

^
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^
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+ i"
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a

i
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j

^

V

0

�

j�

a
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1

E �

^

H

1

+ i"

^

V

0
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a

i

�
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b
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^

V

0

j�

+

a

i

= h�

b

j

^

T

0

j�

a

i

Dieses Zwishenergebnis können wir nun einsetzen, womit aus:

h�

b

j

^

T j�

a

i = h�

�

b

j

^

V

R

j 

+

a

i+ h�

�

b

j

^

V

0

j�

+

a

i

folgt:

h�

b

j

^

T j�

a

i = h�

�

b

j

^

V

R

j 

+

a

i + h�

b

j

^

T

0

j�

a

i

Damit ist das Ziel erreiht: Der im Experiment bestimmbare Term h�

b

j

^

T j�

a

i

ist aufgespalten in den berehenbaren Term h�

b

j

^

T

0

j�

a

i, der das Coulomb-

Potential mitbeinhaltet, sowie den interessierenden Term h�

�

b

j

^

V

R

j 

+

a

i, der

uns Informationen über die starke Wehselwirkung liefern soll.

7.7.4 Begri�sbildung

Unter der Annahme, dass das Coulomb-Potential erheblih stärker ist, als die

starke Wehselwirkung,

^

V

R

�

^

V

0

, können wir die Störungstheorie in Form der

Born'shen Reihe anwenden, indem

^

V

R

(als Störung) entwikelt wird, während

^

V

0

als fester Bestandteil des Hamilton-Operators betrahtet wird.

35

Als Born'she Näherung ersetzen wir dann die exakte Streuwellenfunktion j 

+

a

i

durh die �Coulomb-Wellenfunktion� j�

+

a

i. Da diese Born'she Näherung niht

mehr eine freie Welle behandelt, sondern eine (durh das Coulomb-Potential)

gestörte, nennt man das Prinzip Distorted Wave Born Approximation, womit

35

Die hier vorgestellte Herangehensweise an ein Potential mit Hilfe der Born'shenNäherung

kann immer dann angewandt werden, wenn das Gesamtpotential zu groÿ ist, um die �einfahe�

Näherung noh annehmmen zu können. Dann muss das Potential aufgespalten werden in einen

festen Anteil und einen Rest-Störanteil.
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zum Ausdruk kommt, das man die Näherung mit einer shon gestörten Welle

maht.

36

Mit der Born'shen Näherung:

37

j 

+

a

i

!

' j�

+

a

i

wird die zu durhleuhtende Übergangsamplitude einfaher:

h�

�

b

j

^

V
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+
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i

!

' h�

�
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j

^

V

R

j�

+
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i

7.7.5 Beispiele aus der Kernphysik

Die DWBA erweitert den Anwendungsbereih der Born'shen Näherung. Mit

ihr können Probleme näherungsweise berehnet werden, bei denen die einfahe

Störungstheorie niht greift. Dazu betrahten wir noh zwei Beispiele.

Beispiel (Niederenergetishe Protonen). Ist die Energie der Protonen zu

gering, so kommen sie niht über den Coulomb-Wall. Im Gegensatz zum klas-

sishen Modell gelangt die (quantenmehanishe) Welle jedoh etwas näher an

den Kern heran. Dies wird durh die DWBA berüksihtigt, durh die einfahe

Born'she Näherung niht.

Beispiel (Neutronen). Shieÿt man mit Neutronen auf Atomkerne, so fällt,

gegenüber den bisherigen Betrahtungen, das Coulomb-Potential weg. Das Neu-

tron wehselwirkt somit niht mit dem �Atom als Coulomb-Wall�, sondern mit

jedem einzelnen Konstituenten (Nukleon) des Kerns über die starke Wehsel-

wirkung.

Abbildung 7.22: Nukleonenprojektil auf Atomkern-Target.

Formal beshreibt man die Wehselwirkung

^

V dann als Summation der Einzel-

wehselwirkungen mit den Kernnukleonen n

i

:

^

V (~r) =

N

X

i=1

^

V

n

i

(~r)

36

Dass man in der Näherung mit einem Potential arbeiten muss, ershwert die Lösung

erheblih gegenüber der Born'shen Näherung mit ebenen Wellen, weswegen hier niht näher

darauf eingegangen wird. Das Prinzip soll genügen.

37

Es sei nohmals darauf hingewiesen, dass die Born'she Näherung mit:

^

T '

^

V

dasselbe ist, wie die Näherung der Streulösung:

j 

+

a

i ' j�

+

a

i;

da mit:

^

V j 

+

a

i =

^

T j�

+

a

i

in Born'sher Näherung auh:

^

V j 

+

a

i '

^

V j�

+

a

i

gilt.
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Dies ist ein komplexer Ausdruk, mit vielen Parametern. Deshalb versuht man

das Problem mit Hilfe eines mittleren Potentials wie ein Einteilhenpotential zu

behandeln:

�

^

U (~r)

Den Einteilhenpotential-Ansatz addiert man zum Hamilton-Operator als eine

Null hinzu:

^

H =

^

T

kin

+

^

U(~r) +

^

V (~r) �

^

U (~r)

wobei dieses Potential

^

U(~r) so gewählt werden muss, dass die hintere Di�erenz

möglihst klein wird:

=

^

H

0

z }| {

^

T

kin

+

^

U(~r)+

N

X

i=1

^

V

n

i

(~r)�

^

U(~r)

| {z }

Störung

Der vordere Teil

^

H

0

kann mit einem konkreten Ansatz

^

U exakt berehnet wer-

den:

^

H

0

=

^

T

kin

+

^

U(~r)

wobei für die potentielle Energie

^

U (~r) ein Ansatz gewählt werden muss, der

einerseits dem Problem möglihst nahe kommt, andererseits eine leihte Reh-

nung ermögliht. Auÿerdem muss das Restglied klein werden, damit man es mit

der Störungstheorie (Born'she Näherung) behandeln kann:

 

N

X

i=1

^

V

n

i

(~r)

!

�

^

U (~r)�

^

H

0

Diesen Ansatz

^

U(~r) nennt man auh optishes Potential. Das Ziel ist es, ein

möglihst �rihtiges�

^

U(~r) zu �nden.



Kapitel 8

Vielteilhentheorie

Wir behandeln nun einen neuen Problembereih, nämlih das Verhalten von

Vielteilhensystemen.

1

Vielteilhensysteme besitzen Eigenshaften, die aus der

Ununtersheidbarkeit der Teilhen stammen. Diese Eigenshaften resultieren

aus der Symmetriesierung (Bosonen) beziehungsweise der Antisymmetrisierung

(Fermionen) von Wellenfunktionen.

Man kann Phänomene, die deutlihe Auswirkungen auf die Natur haben, beob-

ahten. Zum Beispiel stürzen Neutronensterne und weiÿe Zwerge niht zusam-

men. Man spriht vom Fermidruk. Oder es gibt das Bose-Einstein-Kondensat,

eine Vielteilhen-Wellenfunktion aus Bosonen. Diese Phänomene sind ausdrük-

lih keineWehselwirkungse�ekte, sondern entspringen der Quantenstatistik, die

die Teilhen zusammenbringt. Daher brauht man bei der Messung sehr tiefe

Temperaturen, um niht durh die Braun'she Bewegung gestört zu werden.

8.1 Systeme von untersheidbaren Teilhen

Elektron und Proton sind ein Beispiel für untersheidbare Teilhen. Sie unter-

sheiden sih durh Masse und Ladung.

Betrahten wir zuerst die

8.1.1 Unabhängige Bewegung

Dabei läÿt sih der Hamilton-Operator des Gesamtsystems so shreiben:

^

H =

N

X

i=1

^

H

i

;

wobei die

^

H

i

Einteilhenoperatoren darstellen, die nur auf das jeweilige Teilhen

wirken (Koordinaten, Spin, : : : ).

1

Vergleihe mit [Cohen-2, S. 541-579℄, [Messiah-2, S. 82-125℄ und [Flieÿbah, S. 363-368℄.

396
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Das Problem lautet nun:

Löse die zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung für die Einteilhenoperatoren

^

H

i

:

^

H

i

j 

ni

i = E

ni

j 

ni

i

Die j 

ni

i sind die Einteilhenwellenfunktionen.

2

Das Produkt der Lösungen j 

ni

i der Einteilhen-Shrödinger-Gleihung

j i = j 

k1

i j 

l2

i � � � j 

mN

i

ist dann Lösung der (Gesamt-)Shrödinger-Gleihung

^

H j i = E j i mit E = E

k

+E

l

+ � � �+E

m

:

Die Wellenfunktion in Ortsdarstellung shreibt sih als Produkt der Einteilhen-

wellenfunktionen:

hx

1

x

2

: : : x

n

j i = hx

1

j 

k1

ihx

2

j 

l2

i � � � hx

N

j 

mN

i

Die Gesamtwahrsheinlihkeitsdihte berehnet sih als Produkt der Einteilhen-

wahrsheinlihkeitsdihten:

�(x

1

: : : x

N

) = �

k

(x

1

) � � � �

m

(x

N

):

Die Teilhen bewegen sih unabhängig voneinander, daher kann man die Zeit-

entwiklung faktorisieren.

Beispiel. Wir betrahten zwei freie Teilhen mit Masse m

1

und m

2

.

Dann ist

^

H

1

=

p̂

2

1

2m

1

und

^

H

2

=

p̂

2

2

2m

2

.

Die Einteilhenwellenfunktion ist hierbei gerade eine ebene Welle:

hx

j

j 

hj

i =

1

p

2�

e

ik

j

x

j

mit j = 1; 2:

Die Energien der Teilhen addieren sih:

E

ges

=

1

2m

1

p

2

1

+

1

2m

2

p

2

2

=

~

2

2m

1

k

2

1

+

~

2

2m

2

k

2

2

:

Die Gesamtwellenfunktion in Ortsdarstellung shreibt sih als Produkt:

hx

1

x

2

j i =

1

p

2�

2

e

ik

1

x

1

e

ik

2

x

2

:

Die Gesamtwellenfunktion wird durh die Quantenzahlen h

i

der Einzelwellen-

funktionen harakterisiert:

j i = jh

1

h

2

i:

2

Im Abshnitt 8.2 werden wir den Index n weglassen, da er immer der Gleihe wäre und

damit nur irritieren würde. Er stellt dar, daÿ jede Einteilhenwellenfunktion sih in einem

konkreten Energieeigenzustand be�ndet.
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Wenn die j 

i

i = jh

i

i Lösungen der zwei Einteilhenprobleme sind, dann ist

die Produktwellenfunktion eine vollständige Basis für den Zweiteilhen-Zustand

im Hilbertraum:

j i =

X

h

1

h

2

jh

1

h

2

ihh

1

h

2

j i:

Der Weg zur Lösung derartiger Probleme ist die Basis des Hilbertraumes aus

Produktwellenfunktionen aufzubauen:

Also die Koe�zienten C

h

1

h

2

= hh

1

h

2

j i zu bestimmen.

8.1.2 Abhängige Bewegung

Betrahten wir ein System aus zwei Teilhen, die aber niht frei sein sollen,

sondern durh ein Potential gekoppelt sind. Dazu nehmen wir die ursprünglihe

freie Form und addieren noh einen Wehselwirkungsterm dazu:

^

H =

p̂

2

1

2m

1

+

p̂

2

2

2m

2

+

1

2

m

1

m

2

m

1

+m

2

ŵ

2

(x

1

� x

2

)

2

Wir erhalten also eine Summe aus den Einteilhenoperatoren und einem Weh-

selwirkungsoperator. Wehseln wir das Bezugssystem, so können wir den Ha-

milton-Operator umshreiben:

^

H = �

~

2

2M

�

2

�X

2

�

~

2

2�

�

2

�Y

2

+

1

2

�!

2

Y

2

;

wobei X :=

m

1

x

1

+m

2

x

2

m

1

+m

2

die Shwerpunktskoordinate, Y := x

2

� x

1

die Relativ-

koordinate und � :=

m

1

m

2

m

1

+m

2

die reduzierten Masse ist.

Wir haben das Problem, wie beim Wassersto�, nah Shwerpunktskoordinate

und Relativkoordinate getrennt:

^

H =

^

H

SP

(X;M) +

^

H

RE

(Y; �):

Dabei ist

^

H

RE

gerade der Hamilton-Operator des Harmonishen Oszillators.

Nun haben wir

^

H als einen separierten Operator geshrieben, wobei beide Teile

lösbar sind.

Die Gesamtwellenfunktion hat die Form:

hXY j i = �e

ikX

�

HO

�

(Y ):

Die Energie berehnet sih zu:

E =

~

2

k

2

2M

+ ~!(n+

1

2

):

Wähle n = 0:

Die Lösungswellenfunktion lautet dann mit der Normierungskonstanten d:

hXY j i = de

ikX

e

�

Y

2

2b

2

mit der Oszillatorlänge b =

q

~

�!

;
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Und in der Basis der x

i

:

hx

1

x

2

j i = de

ik

m

1

x

1

+m

2

x

2

m

1

+m

2

e

�

(x

2

�x

1

)

2

2b

2

:

hx

1

x

2

j i ist nur von Null vershieden, wenn x

1

nahe (relativ zur Oszillator-

länge) bei x

2

liegt. Wegen e

�

(x

2

�x

1

)

2

2b

2

sind also x

1

und x

2

korreliert, daher läÿt

sih die Wahrsheinlihkeitsdihte:

�(x

1

x

2

) = d

2

e

�

(x

2

�x

1

)

2

2b

niht mehr faktorisieren.

Die Basis bleibt uns aber erhalten. Das neue  läÿt sih in der Basis der Pro-

duktwellenfunktionen darstellen:

hx

1

x

2

j i =

Z

+1

�1

Z

+1

�1

hx

1

x

2

jh

1

h

2

ihh

1

h

2

j i dh

1

dh

2

=

Z

+1

�1

Z

+1

�1

hx

1

x

2

jh

1

h

2

iC

h

1

h

2

dh

1

dh

2

=

1

2�

Z

+1

�1

Z

+1

�1

C

h

1

h

2

e

ik

1

x

1

e

ik

2

x

2

dh

1

dh

2

Das Problem läuft darauf hinaus die Koe�zienten C

h

1

h

2

der Basisdarstellung

zu �nden:

C

h

1

h

2

=

Z

+1

�1

Z

+1

�1

hh

1

h

2

jx

1

x

2

ihx

1

x

2

j i dh

1

dh

2

=

1

2�

Z

+1

�1

Z

+1

�1

e

ik

1

x

1

e

ik

2

x

2

hx

1

x

2

j i dx

1

dx

2

:

Für ein anderes Problem muÿ man eventuell ein anderes Näherungspotential

wählen.
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8.2 Symmetrisierung bei identishen Teilhen

8.2.1 Einleitung

Was heiÿt identish, beziehungsweise ununtersheidbar?

Es darf keine Messmöglihkeit geben um die Teilhen zu untersheiden. Die

Erwartungswerte aller physikalishenOperatoren (zum Beispiel: Masse, Ladung,

et.) sind gleih, auh wenn die Teilhen i und h vertausht werden. Man kann

auh keine Markierung an den Teilhen anbringen. Es gibt keine Messgröÿe und

damit kein Experiment, daÿ niht gleihe Ergebnisse für die Teilhen liefert.

Abbildung 8.1: Viele Teilhen mit Ortsvektoren

Ein groÿes Problem ist die Aufstellung der Wellenfunktion für so viele Teilhen

i an den Orten ~r

i

.

8.2.2 Nomenklatur

j 

12

(~r

1

; ~r

2

) i ist die Produktwellenfunktion, das heiÿt Teilhen 1 ist am Ort ~r

1

und Teilhen 2 ist am Ort ~r

2

.

Die Produktwellenfunktion in Ortsdarstellung hat die Form

h~r

1

~r

2

j 

12

(~r

1

; ~r

2

) i =  

1

(~r

1

) 

2

(~r

2

):

Vertausht man nun die beiden Teilhen mit Hilfe des Vertaushungsoperators

^

P

12

, so erhält man:

^

P

12

j 

12

(~r

1

; ~r

2

) i = j 

12

(~r

2

; ~r

1

) i

und in Ortsdarstellung:

h~r

1

~r

2

j

^

P

12

j 

12

(~r

1

; ~r

2

) i = h~r

1

~r

2

j 

12

(~r

2

; ~r

1

) i

=  

1

(~r

2

) 

2

(~r

1

)

beziehungsweise:

=  

2

(~r

1

) 

1

(~r

2

)

= h~r

1

~r

2

j 

21

(~r

1

; ~r

2

) i

Diese Shreibweisen bedeuten also das Gleihe!

Im Folgenden werden wir die letzte Shreibweise benutzen. Die Ortsvektoren

bleiben immer in der gleihen Reihenfolge, so daÿ die Position der Teilhen-

nummer eindeutig angibt, wo das Teilhen sih aufhält. Also:

j 

21

(~r

1

; ~r

2

) i = j (2; 1) i

beziehungsweise:

j 

12

(~r

1

; ~r

2

) i = j (1; 2) i:
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8.2.3 Operatoren in Vielteilhensystemen

Bisher haben wir nur eine kurze Nomenklatur für die Vetaushung entwikelt.

Eine Vielteilhenwellenfunktion hat also die Form j (1; : : : ; i; h; : : : ;N) i. Das

wirklih Interessante ist nun, wie Vertaushungsoperatoren auf Vielteilhensy-

steme wirken.

Der Vertaushungsoperator für i und h maht nun Folgendes:

^

P

ih

j (1; : : : ; i; h; : : : ;N) i = j (1; : : : ; h; i; : : : ;N) i:

Wir wollen heraus�nden, wie sih physikalishe Operatoren bei Teilhenver-

taushung verhalten, also bei Anwendung des Vertaushungsoperators

^

P . Für

identishe Teilhen müssen sih die physikalishen Operatoren, wie oben dis-

kutiert, gleih verhalten. Der Operator

^

O(1; : : : ;N) ist gleih für den Zustand

j (1; : : : ;N) i und dessen Vertaushungen. Der Erwartungswert muÿ unabhän-

gig von einer Teilhenvertaushung sein, da der Operator die Teilhen ja niht

untersheiden kann.

Behauptung. Es gilt die Operatorengleihung:

^

O(1; : : : ; h; i; : : : ;N) =

^

P

y

ih

^

O(1; : : : ; i; h; : : : ;N)

^

P

ih

:

Beweis.

h (1; : : : ; i; h; : : : ;N) j

^

O(1; : : : ; i; h; : : : ;N) j (1; : : : ; i; h; : : : ;N) i

!

= h (1; : : : ; h; i; : : : ;N) j

^

O(1; : : : ; i; h; : : : ;N) j (1; : : : ; h; i; : : : ;N) i:

Dies war unsere Forderung. Beahte, daÿ keine Vertaushung beim Operator

statt�ndet. Formal stellen wir die Vertaushung mit

^

P dar:

= h (1; : : : ; i; h; : : : ;N) j

^

P

y

ih

^

O(1; : : : ; i; h; : : : ;N)

^

P

ih

j (1; : : : ; i; h; : : : ;N) i:

Anwendung der Operatoren auf Bra und Ket liefert:

= h (1; : : : ; h; i; : : : ;N) j

^

O(1; : : : ; i; h; : : : ;N) j (1; : : : ; h; i; : : : ;N) i:

Umindizierung darf den Charakter des Systems niht verändern. Wir erhalten

daher:

= h (1; : : : ; i; h; : : : ;N) j

^

O(1; : : : ; h; i; : : : ;N) j (1; : : : ; i; h; : : : ;N) i:

Da diese Umformung für alle Zustände gelten soll, folgt für diese Gleihung eine

Operatorengleihung:

^

O(1; : : : ; h; i; : : : ;N) =

^

P

y

ih

^

O(1; : : : ; i; h; : : : ;N)

^

P

ih

:
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8.2.4 Der Vertaushungsoperator

^

P

ih

Mathematishe Eigenshaften

1. Behauptung.

^

P

ih

ist selbstadjungiert:

^

P

ih

=

^

P

y

ih

:

Beweis.

h�(1; : : : ; i; h; : : : ;N) j

^

P

y

ih

j (1; : : : ; i; h; : : : ;N) i

^

P

y

ih

wirkt auf den Bra-Zustand:

= h�(1; : : : ; h; i; : : : ;N) j (1; : : : ; i; h; : : : ;N) i:

Umindizieren ändert nihts am System wegen der Ununtersheidbarkeit:

= h�(1; : : : ; i; h; : : : ;N) j (1; : : : ; h; i; : : : ;N) i:

Um den Ket-Zustand in die rihtige Reihenfolge zu bringen wenden wir

^

P

ih

an:

= h�(1; : : : ; i; h; : : : ;N) j

^

P

ih

j (1; : : : ; i; h; : : : ;N) i

Die Zustände sind die Gleihen, wie im Anfang, nur der Operator ist ein

anderer. Dies gilt für alle j i, j� i und damit allgemein.

2. Behauptung.

^

P

ih

ist unitär:

^

P

y

ih

=

^

P

�1

ih

beziehungsweise

^

P

2

ih

=

b

1:

Beweis.

^

P

ih

^

P

ih

j (1; : : : ; i; h; : : : ;N) i =

^

P

ih

j (1; : : : ; h; i; : : : ;N) i

= j (1; : : : ; i; h; : : : ;N) i

3. Behauptung. Die Eigenwerte von

^

P

ih

sind �1.

Beweis. Der Vertaushungsoperator

^

P

ih

ist laut oben hermitesh. Damit

sind seine Eigenwerte reell. Da

^

P

2

ih

=

b

1 ist, sind die Eigenwerte von

^

P

ih

�1.
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4. Behauptung. Der Kommutator

[

^

O;

^

P

ih

℄

�

= 0

vershwindet.

Beweis. Es gilt

^

P

y

ih

^

O

^

P

ih

=

^

O:

Mit

^

P

y

ih

=

^

P

ih

=

^

P

�1

ih

auh:

^

P

�1

ih

^

O

^

P

ih

=

^

O:

Damit

^

P

ih

^

P

�1

ih

^

O

^

P

ih

=

^

P

ih

^

O

b

1

^

O

^

P

ih

=

^

P

ih

^

O

^

O

^

P

ih

�

^

P

ih

^

O = 0

[

^

O;

^

P

ih

℄

�

= 0:

Dies gilt für alle Operatoren

^

O.

Es gibt also ein gemeinsames Eigenfunktionssystem zu

^

O und

^

P

ih

und

genauso zu

^

H und

^

P

ih

. Dies bedeutet aber wiederum: Eine Eigenfunktion

zu

^

H (stationäre Lösung zur zeitunabhängigen Shrödinger-Gleihung) ist

auh eine Eigenfunktion zu

^

P

ih

mit Eigenwert �1.

Konsequenzen. Für ununtersheidbare Teilhen sind die folgenden Produkt-

wellenfunktionen identish:

h~r

1

; ~r

2

j (1; 2) i =  

1

(~r

1

) 

2

(~r

2

)

und

h~r

1

; ~r

2

j

^

P

12

j (2; 1) i =  

2

(~r

1

) 

1

(~r

2

):

Für untersheidbare Teilhen gilt aber, daÿ die Produktwellenfunktionen zwar

ein Eigenfunktionssytem zu

^

H sind, aber meist niht zu

^

P . Man spriht bei

identishen Teilhen von Austaushentartung, da die Energien für die einzelnen

Permutationen gleih sind.

3

Behauptung. Gilt

^

P

12

j (1; 2; : : : ;N) i = a

12

j (1; 2; : : : ;N) i mit dem Eigen-

wert a

12

= �1, dann gilt für identishe Teilhen allgemein:

^

P

ih

j (1; 2; : : : ;N) i = a

12

j (1; 2; : : : ;N) i:

Die Eigenwerte sind typish für die ganze Wellenfunktion. Es gibt also einen

�globalen� Eigenwert für alle möglihen Vertaushungen.

3

Vergleih mit [Messiah-2, S. 83℄.
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Beweis. Wir konstruieren den Vertaushungsoperator

^

P

ih

, indem wir das i-te

Teilhen mit dem 1-ten vertaushen, dann das h-te mit dem 2-ten, dann das

neue 1-te mit dem neuen 2-ten vertaushen und dann das alte 1�te und das

alte 2-te wieder auf ihre angestammten Plätze bringen:

^

P

ih

=

^

P

1i

^

P

2h

^

P

12

^

P

2h

^

P

1i

:

Dann gilt:

^

P

ih

j i = a

1i

a

2h

a

12

a

2h

a

1i

j i

= a

12

a

2

2h

a

2

1i

j i

= a

12

� 1 j i:

Es existiert also ein globaler Eigenwert mit �1.

Aus der Quantenfeldtheorie folgen die Eigenwerte:

a

12

= +1 gilt für Bosonen (Spin ganzzahlig).

a

12

= �1 gilt für Fermionen (Spin halbzahlig).

Für die Wellenfunktionen bedeuten sie:

a

12

= +1 ergibt eine symmetrishe Wellenfunktion.

a

12

= �1 ergibt eine antisymmetrishe Wellenfunktion.

Aussehen der (anti-)symmetrishen Wellenfunktionen

Wie stellen wir solhe (anti-)symmetrishen Zustände dar?

Sei j (1; 2; : : : ;N) i ein Produktzustand, harakterisiert durh die Quantenzah-

len j a

1

; a

2

; : : : ; a

N

i, also h~r

1

; : : : ; ~r

N

j i =  

a

1

(~r

1

) 

a

2

(~r

2

) � � � 

a

N

(~r

N

). Diese

Wellenfunktionen bilden eine Basis des N-Teilhenraumes.

De�nition. Ein Vektor j i heiÿt total symmetrish, wenn gilt:

^

P j 

S

i = j 

S

i;

beziehungsweise antisymmetrish, wenn gilt:

^

P j 

A

i = (�)

a

p

j 

A

i:

Bei geraden Permutationen gilt also das +-Zeihen und bei ungeraden Permu-

tationen das �-Zeihen.

Satz (Symmetrisierungspostulat). Besteht ein System aus mehreren iden-

tishen Teilhen, dann können nur bestimmte Zustandsvektoren des Zustands-

raumes die physikalishe Natur beshreiben. Die physikalishen Vektoren sind

je nah Natur der identishen Teilhen entweder total symmetrish (Bosonen)

oder total antisymmetrish (Fermionen) in Bezug auf Permutationen.

Wir de�nieren daher die folgenden Operatoren:
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De�nition. Wir de�nieren den Operator der Symmetrisierung:

^

S :=

1

N !

X

p

(+)

a

p

^

P

p

:

Dabei ist

^

P

p

eine Vertaushung der N Teilhen; a

p

Zahl der Paarvertaushun-

gen (daraus kann man bestimmen, ob es sih um eine gerade oder ungerade

Permutation handelt);

P

�

Summe über alle N ! Vertaushungen. Beahte: p ist

niht einfah ein Lau�ndex.

Beispiel. Permutationen von drei Wellenfunktionen: 3! = 6

Ursprungszustand Zustand Zahl der Permutationen a

�

j 1; 2; 3 i ! j 1; 2; 3 i 0

j 2; 1; 3 i 1

j 3; 2; 1 i 1

j 1; 3; 2 i 1

j 2; 3; 1 i 2

j 3; 1; 2 i 2

Tabelle 8.1: Permutationen

Symmetrisierung: Die Summation über alle sehs Permutationen ergibt den

Symmetrisierungsoperator

^

S.

De�nition. Der Operator der Antisymmetrisierung:

^

A :=

1

N !

X

�

(�)

a

�

^

P

�

:

Hier ist das Vorzeihen abhängig von der Anzahl der Vertaushungen.

Behauptung. Ausgehend von unserer ursprünglihen Produktwellenfunktion

 gilt:

^

S j i = ergibt die symmetrishen Zustände

^

A j i = ergibt die antisymmetrishen Zustände

Aus der Basis der Produktzustände kann man jeden beliebigen Zustand ent-

wikeln. Den zugehörigen symmetrishen/antisymmetrishen Zustand erhalten

wir durh Anwendung von

^

S beziehungsweise

^

A.

Beweisskizze. Durh Induktion über N (Zahl der Teilhen):

Induktionsanfang: Für N = 2 betrahte man h~r

1

; ~r

2

j

^

S i:

^

P

1

=

b

1 und

^

P

2

j 1 2 i = j 2 1 i.

h~r

1

; ~r

2

j

^

S i =

1

2!

�

 

1

(1) 

2

(2) +  

1

(2) 

2

(1)

�
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Wendet man den Vertaushungsoperator auf einen symmetrishen Zustand an,

so ändert sih nihts.

^

S generiert einen Eigenzustand zu

^

P :

= h~r

1

; ~r

2

j

^

P

12

^

S j i

= h~r

1

; ~r

2

j

^

S i:

Analog für den Antisymmetrisierer:

h~r

1

; ~r

2

j

^

A i =

1

2!

( 

1

(1) 

2

(2) �  

1

(2) 

2

(1))

= h~r

1

; ~r

2

j

^

P

12

^

A j i:

^

P auf

^

A angewandt ändert das Vorzeihen:

= �h~r

1

; ~r

2

j

^

A i:

Induktionsshluÿ:

N � 1! N

^

S

N

=

1

N !

N !

X

j=1

^

P

ih

^

S

N�1

Es gilt für beide Basen

h~r

1

; ~r

2

j (1; : : : ;N) i =  

�1

(1) 

�2

(2) � � � 

�N

(N):

^

A =

1

N !

X

�

(�)

a

�

^

P

�

auf j i angewandt ergibt einen antisymmetrishen Zustand.

Behauptung. Die Operatoren

^

S und

^

A sind hermitesh:

^

A =

^

A

y

und

^

S =

^

S

y

:

Behauptung. Die Operatoren

^

S und

^

A sind orthogonale Projektionsoperato-

ren: Es gilt:

^

A

2

=

^

A

und

^

S

2

=

^

S

und

^

A �

^

S = 0:
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Projektionsoperatoren bedeutet, daÿ sie vom N-dimensionalen Hilbertraum der

Produktfunktionen in einen Teilraum projezieren.

Beweis.

h

^

A 

0

j

^

S j i = h 

0

j

^

A

y

^

S j i

b

1 =

^

P

2

ih

einfügen:

= h 

0

j

^

A

y

^

P

2

ih

^

S j i

= h 

0

j

^

A

y

^

P

y

ih

^

P

ih

^

S j i

= h

^

A 

0

j

^

P

y

ih

^

P

ih

^

S j i

= �h

^

A 

0

j

^

P

ih

^

S j i

= �h

^

A 

0

j

^

S j i

= �h 

0

j

^

A

y

^

S j i

Daraus folgt

^

A �

^

S = 0.

Die Bosonen existieren im symmetrishen Teilraum und die Fermionen im dazu

orthogonalen, antisymmetrishen Teilraum des Hilbertraumes.

8.2.5 Slater-Determinante

Gesuht ist eine Darstellung der antisymmetrishen Produktzustände (Fermio-

nen) durh die Slater-Determinante.

De�nition. Wir de�nieren die Slater-Determinante:

h~r

1

; : : : ; ~r

N

j

^

A j i :=

1

N !

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

 

1

(~r

1

)  

1

(~r

2

) : : :  

1

(~r

N

)

 

2

(~r

1

)  

2

(~r

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

 

N

(~r

1

) : : : : : :  

N

(~r

N

)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Das Umshreiben der Summe der Produktfunktionen als formale Determinante

ergibt eine kompakte Shreibweise.

Eigenshaften der N-Teilhenzustände. Zur Normierung:

1. Behauptung. Sei j i = j�

1

; �

2

; : : : ; �

1

; : : : ; �

N

i, dann ergibt sih:

h~r

1

; : : : ; ~r

N

j

^

A j i = 0:

Beweis. Die Determinante vershwindet, da zwei Zeilen der Determinate

gleih sind. Dies entspriht dem Pauliprinzip.
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2. Behauptung. Die Produktwellenfunktion ist normiert:

j 

1

;  

2

; : : : ;  

N

i

A

=

p

N !

^

A j 

1

;  

2

; : : : ;  

N

i

ist normiert, so daÿ gilt:

A

h 

1

;  

2

; : : : ;  

N

j 

1

;  

2

; : : : ;  

N

i

A

= 1:

Beweis.

1

!

=

A

h 

1

;  

2

; : : : ;  

N

j 

1

;  

2

; : : : ;  

N

i

A

= N !h 

1

;  

2

; : : : ;  

N

j

^

A

y

^

A j 

1

;  

2

; : : : ;  

N

i

Mit

^

A

2

=

^

A:

= N !h 

1

;  

2

; : : : ;  

N

j

^

A j 

1

;  

2

; : : : ;  

N

i

= N !

Z

+1

�1

� � �

Z

+1

�1

h 

1

;  

2

; � � � ;  

N

j~r

1

; : : : ; ~r

N

i

^

Ah~r

1

; : : : ; ~r

N

j 

1

;  

2

; : : : ;  

N

i dr

1

: : : dr

N

= N !

Z

+1

�1

� � �

Z

+1

�1

 

�

1

(r

1

) : : :  

�

N

(r

N

)

1

N !

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

 

1

(~r

1

)  

1

(~r

2

) : : :  

1

(~r

N

)

 

2

(~r

1

)  

2

(~r

2

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

 

N

(~r

1

) : : : : : :  

N

(~r

N

)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

dr

1

: : : dr

N

=

Z

+1

�1

� � �

Z

+1

�1

N !

N !

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

 

�

1

(r

1

) 

1

(~r

1

) : : :  

�

N

(r

N

) 

1

(~r

N

)

 

�

1

(r

1

) 

2

(~r

1

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

 

�

1

(r

1

) 

N

(~r

1

) : : :  

�

N

(r

N

) 

N

(~r

N

)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

dr

1

: : : dr

N

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

h 

1

j 

1

i : : : h 

N

j 

1

i

.

.

.

.

.

.

h 

1

j 

N

i : : : h 

N

j 

N

i

�

�

�

�

�

�

�

�

�

wegen der Orthogonalität der Einteilhenzustände:

= j1

N

j

= 1

Ein Zweiteilhenzustand lautet mit Normierung:

j 

1

 

2

i

A

=

1

p

2!

�

 

1

(1) 

2

(2) �  

1

(2) 

2

(1)

�
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8.2.6 Matrixelement eines Einteilhenoperators

Wir berehnen die Matrixelemente eines Einteilhenoperators

4

:

^

O(1; : : : ;N) =

N

X

i=1

^

O(i):

Zum Beispiel:

^

O =

^

T =

N

X

i=1

p̂

2

i

2m

:

Es gilt:

A

h 

0

1

; : : : ;  

0

N

j

^

O j 

1

; : : : ;  

N

i

A

= N !h 

0

1

; : : : ;  

0

N

j

^

A

y

^

O

^

A j 

1

; : : : ;  

N

i

Wir betrahten

^

A

y

^

O

^

A.

Es gilt weiterhin [

^

A

y

;

^

O ℄

�

= 0 und daher

^

A

y

^

O

^

A =

^

O

^

A

y

^

A =

^

O

^

A. Dies setzen

wir ein:

N !

A

h 

0

1

; : : : ;  

0

N

j

^

O

^

A j 

1

; : : : ;  

N

i

= N !

Z

+1

�1

� � �

Z

+1

�1

h 

0

1

; : : : ;  

0

N

j

^

O j~r

1

; : : : ; ~r

N

i

h~r

1

; : : : ; ~r

N

j

^

A j 

1

; : : : ;  

N

i dr

1

� � � dr

N

=

N

X

i=1

N !

Z

+1

�1

� � �

Z

+1

�1

h 

0

1

; : : : ;  

0

N

j

^

O(~r

i

) j~r

1

; : : : ; ~r

N

i

h~r

1

; : : : ; ~r

N

j

^

A j 

1

; : : : ;  

N

i dr

1

� � � dr

N

=

N

X

i=1

N !

Z

+1

�1

� � �

Z

+1

�1

 

�

0

1

(~r

1

) � � � 

�

0

N

(~r

N

)

^

O(~r

i

)

1

N !

�

�

�

�

�

�

�

�

�

 

�

1

(r

1

) 

1

(~r

1

) : : :  

�

N

(r

N

) 

1

(~r

N

)

.

.

.

.

.

.

 

�

1

(r

1

) 

N

(~r

1

) : : :  

�

N

(r

N

) 

N

(~r

N

)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

dr

1

� � � dr

N

Entwikeln der Determinate nah der i-ten Spalte:

=

N

X

i=1

N !

Z

+1

�1

� � �

Z

+1

�1

� � �

N

X

n=1

(�)

i+n

 

n

(~r

i

)

Entwikeln nah der m-ten Zeile:

=

N

X

i;m=1

(�)

i+m

h 

0

i

j

^

O(i) j 

n

i

�

�

�

�

�

�

�

�

�

h 

0

1

j 

1

i : : : h 

0

N

j 

1

i

.

.

.

.

.

.

h 

0

1

j 

N

i : : : h 

0

N

j 

N

i

�

�

�

�

�

�

�

�

�

4

Wenn der Operator unabhängig von der Anwesenheit anderer Teilhen jeweils nur auf die

Koordinate eines Teilhens wirkt, spriht man von einem Einteilhenoperator.



410 KAPITEL 8. VIELTEILCHENTHEORIE

Vereinfahung: Es gilt für die Diagonalelemente  

0

i

=  

i

. Daher ist die Deter-

minante gleih eins. Die Doppelsumme briht zusammen:

=

N

X

m=1

h 

m

j

^

O j 

m

i:

Zusammenfassung

1. Produktzustände j 

1

; : : : ;  

N

i sind eine einfahe Basis. Sie sind allerdings

keine stationären Lösungen der Shrödinger-Gleihung.

2. Symmetrisierungsoperator und Antisymmetrisierungsoperator sind Pro-

jektionsoperatoren:

^

S =

1

N !

X

p

(+)

a

p

^

P

p

^

A =

1

N !

X

p

(�)

a

p

^

P

p

:

3. Ein antisymmetrisher Zustand ist bereits normiert:

p

N !

^

A j 

1

;  

2

; : : : ;  

N

i:

Die Slaterdeterminate stellt eine Basis dar:

h~r

1

; : : : ; ~r

N

j 

1

; : : : ;  

N

i :=

1

N !

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1

(~r

1

) �

1

(~r

2

) : : : �

1

(~r

N

)

.

.

.

.

.

.

�

N

(~r

1

) : : : : : : �

N

(~r

N

)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Ein korrellierter Zustand wäre eine Superposition von Slater-Determinanten.

Slater-Determinanten sind reht kompliziert zu berehnen.
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8.3 Fok-Darstellung

Wir beshreiben nun Vielteilhenzustände in der Fok-Darstellung.

8.3.1 Einleitung

Shauen wir zum eindimensionalen Harmonishen Oszillator zurük. Der Ha-

milton-Operator in Ortsdarstellung shreibt sih:

^

H = �

~

2

2m

�

2

�x

2

+

1

2

m!

2

x

2

:

Die Lösungen �

n

(x) erfüllen die Eigenwertgleihung:

^

H�

n

(x) = E

n

�

n

(x)

Mit den Energieeigenwerten E

n

= ~!(n+

1

2

):

^

H�

n

(x) = ~!(n+

1

2

)�

n

(x):

Die �

n

(x) stellen eine Basis für alle möglihen Lösungen dar.

Wir haben allerdings noh eine andere Methode der Darstellung kennengelernt:

Wir beshreiben den Zustand j�

n

i in der Basis der Energieeigenzustände mit

dem Energieeigenwert E

n

durh

j�

n

i = C(

^

b

y

)

n

j�

0

i:

Der Hamilton-Operator wird dann mit den Aufsteige- und Absteigeoperatoren

dargestellt:

^

H = ~!(

^

b

y

^

b+

1

2

):

Vielteilhensysteme

Diese Vorgehensweise wenden wir nun analog auf Vielteilhensysteme an. Wir

antisymmetrisieren mit der Slater-Determinante:

j�

�

1

; : : : ; �

�

N

i

A

=

1

p

N !

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1

(1) � � � �

�

N

(1)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�

�

1

(N) � � � �

�

N

(N)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

;

um Fermionenwellenfunktionen zu erhalten.

Gibt es zu dieser Ortsdarstellung eine alternative Darstellung? Lassen sih in

dieser Basis die Eigenwerte beziehungsweise die Erwartungswerte einfaher be-

rehnen?

Wir werden analog zu den Aufsteige- und Absteigeoperatoren Teilhenerzeu-

gungs- und Teilhenvernihtungsoperatoren de�nieren und sehen, daÿ diese die

Arbeit vereinfahen.
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8.3.2 Fok-Darstellung

Wir einigen uns zunähst auf eine Basis von Einteilhenwellenfunktionen �

i

mit

i = 1; : : : ;1. Dabei soll es sih um antisymmetrishe Zustände handeln:

j i

A

sei ein antisymmetrisher Produktzustand, also in Ortsdartstellung gerade

die Slater-Determinante.

Um die Zustände zu beshreiben benutzen wir folgende Notation:

Notation. Wir benutzen Besetzungszahlen, die die Anzahl der Teilhen ange-

ben mit denen ein Zustand besetzt ist:

jn

1

; n

2

; n

3

; : : : i:

Für Fermionen gilt:

n

i

=

(

1 Zustand ist besetzt

0 Zustand ist unbesetzt.

Die Anzahl der Fermionen berehnet sih aus

P

1

i=1

n

i

= N .

De�nition. Wir de�nieren den Teilhenerzeugungsoperator durh folgende Ei-

genshaft:

â

y

i

jn

1

; : : : i = a jn

1

; : : : ; n

i

+ 1; : : : i:

â

y

i

bezieht sih auf eine bestimmte Teilhenwellenfunktion i; das a sorgt für die

Normierung.

Ein N-Teilhenzustand wird durh â

y

i

vom Raum der antisymmetrishen N-

Teilhenzuständen in den Raum der antisymmetrishenN+1-Teilhenzuständen

überführt.

De�nition. Wir de�nieren das Vakuum mit N = 0:

j 0 i := j 0; : : : ; 0 i:

Die Anwendung des Teilhenerzeugungsoperators auf das Teilhenvakuum er-

gibt:

â

y

i

j 0 i = j 0; : : : ; 1

i

; : : : ; 0 i:

Dies ergibt gerade eine Einteilhenwellenfunktion, die man niht mehr anti-

symmterisieren muÿ.

Behauptung. Wir bestimmen den Teilhenvernihtungsoperator durh den zu

â

y

adjungierten Operator:

â

i

= (â

y

i

)

y

:

Woher wissen wir, daÿ dies ein Teilhenvernihtungsoperator ist?
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Beweis. Wir wissen:

â

y

i

jn

1

; : : : ; n

i

; : : : i = a jn

1

; : : : ; n

i

+ 1; : : : i:

Es gilt dann:

ja

y

i

jn

1

; : : : ; n

i

; : : : ij

2

= jaj

2

Wir shreiben die linke Seite aus und formen sie dann um:

hn

1

; : : : ; n

i

; : : : j â

i

â

y

i

jn

1

; : : : ; n

i

; : : : i = hn

1

; : : : ; n

i

; : : : j â

i

jn

1

; : : : ; n

i

+ 1; : : : ia:

Hier ist entsheidend, daÿ der Zustand absteigen muÿ, da sonst

hn

1

; : : : ; n

i

; : : : jn

1

; : : : ; n

i

+ 1; : : : i vershwinden würde.

= hn

1

; : : : ; n

i

; : : : j a

0

jn

1

; : : : ; n

i

; : : : ia

= hn

1

; : : : ; n

i

; : : : jn

1

; : : : ; n

i

; : : : ia

0

a

= a

0

a

Und dies muÿ nah obiger Gleihung:

= jaj

2

sein.

Damit die Gleihung oben erfüllt ist, muÿ also

â

i

jn

1

; : : : ; n

i

+ 1 i = a

0

jn

1

; : : : ; n

i

: : : i

beziehungsweise

â

i

jn

1

; : : : ; n

i

i = ~a

0

jn

1

; : : : ; n

i

� 1 : : : i

gelten. â

i

ist also ein Vernihtungsoperator. Für das Vakuum gilt:

â

i

j 0 i = 0:

8.3.3 Transformation

Nahdem man eine Einteilhenbasis gewählt hat, stellt sih die Frage, wie man

zwishen vershiedenen Basen wehselt.

5

j 

i

i =

X

k

j�

k

ih�

k

j 

i

i

=

X

k

j�

k

i

ki

5

Zum Beispiel zwishen Harmonisher Oszillator-Basis und Wassersto�atom-Basis.



414 KAPITEL 8. VIELTEILCHENTHEORIE

Man entwikelt die neue Basis j 

i

i nah den alten Basiszuständen j�

k

i mit

Entwiklungskoe�zienten 

ki

.

Eigenshaft einer unitären Transformation von einer Orthonormalbasis in eine

andere ist:

h 

j

j 

i

i = Æ

ji

=

X

k

h 

j

j�

k

ih�

k

j 

i

i

=

X

k

~

jk



ki

;

wobei die ~

jk

die Rüktransformationskoe�zienten sind.

Besetzungszahldarstellung:

� N = 0

j 0 i = j 0; 0; 0; : : : i

� N = 1

â

y

i

j 0 i = j 0; : : : ; 1; : : : i

� N = 2

â

y

j

â

y

i

j 0 i = â

y

i

â

y

j

j 0 i

= j 0; : : : ; 1

i

; : : : ; 1

j

; : : : i

Behauptung. Der Teilhenerzeugungsoperator transformiert sih so:

6

^

d

y

i

=

X

k

h�

k

j 

i

iâ

y

k

=

X

k



ki

â

y

k

:

Beweis.

Da

j 

i

i =

X

k



ki

j�

k

i

gilt und da das Vakuum in jeder Basis gleih ist, ergibt sih:

^

d

y

i

j 0 i =

X

k



ki

â

y

k

j 0 i:

Dies de�niert also die Art, wie sih die Erzeugungsoperatoren beim Übergang

in eine andere Basis transformieren müssen.

6

Teilhenerzeugungsoperator in einer anderen Basis darstellen.
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8.3.4 Zweiteilhensysteme

Wir möhten zunähst einige algebraishe Eigenshaften der Erzeugungs- bezie-

hungsweise Vernihtungsoperatoren feststellen.

Behauptung. Die Reihenfolge der Erzeugung muÿ niht beahtet werden.

1. Es werde dem Zweiteilhenzustand j i zwei Teilhen hinzugefügt:

â

y

i

â

y

j

j i

?

= â

y

j

â

y

i

j i

!

= �

ij

â

y

j

â

y

i

j i

Die zwei Zustände sind quantenmehanish gleih. Sie können sih nur

durh eine Konstante untersheiden (Beide Zustände beshreiben die glei-

he Physik).

Behauptung. � ist unabhängig vom Paar ij.

Beweis. Wir benutzen eine andere Basis:

^

d

y

i

^

d

y

j

j i = �

ij

^

d

y

j

^

d

y

i

j i

0 =

�

^

d

y

i

^

d

y

j

� �

ij

^

d

y

j

^

d

y

i

�

j i:

Dies gilt auh in einer anderen Basis:

0 =

X

k;l



ki



lj

�

â

y

k

â

y

l

� �

ij

â

y

l

â

y

k

�

j i

und zwar für alle unitären Transformationen

P

k



ki

. Daher gilt:

=

�

â

y

k

â

y

l

� �

ij

â

y

l

â

y

k

�

j i:

Wenn das für jede Linearkombination kl gilt, so gilt es auh für jeden

Koe�zienten. Und damit ist gezeigt, daÿ �

ij

unabhängig von ij ist.

2. Behauptung.

� = +1 oder � = �1

Beweis. Es gilt:

^

d

y

k

^

d

y

l

� �

^

d

y

l

^

d

y

k

= 0;

und es gilt auh:

^

d

y

l

^

d

y

k

= �

^

d

y

k

^

d

y

l

:

Zweite Gleihung in die erste eingesetzt:

^

d

y

k

^

d

y

l

= �

2

^

d

y

k

^

d

y

l

und daher �

2

= �1.
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3. Behauptung. Die Reihenfolge der Anwendung der Operatoren ist für

Bosonen beliebig.

� = 1.

Beweis. Für den Erzeugungsoperator gilt:

â

y

i

â

y

j

� â

y

j

â

y

i

= 0

Der Kommutator von â

y

i

â

y

j

vershwindet:

[ â

y

i

; â

y

j

℄

�

= 0:

Für den Vernihtungsoperator gilt:

0

y

= [ â

y

i

; â

y

j

℄

y

�

=

�

â

y

i

â

y

j

� â

y

j

â

y

i

�

y

= â

y

y

j

â

y

y

i

� â

y

y

i

â

y

y

j

= â

j

â

i

� â

i

â

j

= [ â

j

; â

i

℄

�

und da 0

y

= 0

= 0

Der Kommutator von â

j

â

i

vershwindet:

[ â

j

; â

i

℄

�

= 0:

Die Operatoren vertaushen.

4. Behauptung. Die Reihenfolge der Anwendung der Operatoren ist für

Fermionen beliebig.

� = �1.

Beweis. Für den Erzeugungsoperator gilt:

â

y

i

â

y

j

+ â

y

j

â

y

i

= 0

Der Antikommutator von â

y

i

â

y

j

vershwindet:

[ â

y

i

; â

y

j

℄

+

= 0:

Für den Vernihtungsoperator gilt:

â

i

â

j

+ â

j

â

i

= 0

Der Antikommutator von â

i

â

j

vershwindet:

[ â

i

; â

j

℄

+

= 0:
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Insbesondere gilt hier für i = j:

â

y

i

â

y

i

+ â

y

i

â

y

i

= 0

2â

y

i

â

y

i

= 0

Dies ist eine Formulierung des Pauli-Prinzips. Ein Zustand kann niht

zweimal besetzt sein.

5. Behauptung. Für Fermionen gilt weiterhin:

[ â

i

; â

y

j

℄

+

= Æ

ij

:

Beweis. Wir werden den Beweis für die vershiedenen Fälle führen.

(a) Für i = j:

[ â

i

; â

y

i

℄

+

= â

y

i

â

i

+ â

i

â

y

i

= A

Wobei A ein Konstante ist (unabhängig von i; reell; positiv). Es gilt

also:

�

â

y

i

â

i

+ â

i

â

y

i

�

j : : : ; n

i

; : : : i = A

i

j : : : ; n

i

; : : : i

Falluntersheidung:

i. n

i

= 0:

â

y

i

â

i

ist wirkungslos.

7

â

i

â

y

i

j : : : ; 0; : : : i = â

i

a j : : : ; 1; : : : i

= aa

0

j : : : ; 0; : : : i

= jaj

2

j : : : ; 0; : : : i

ii. n

i

= 1:

â

i

â

y

i

ist wirkungslos.

8

â

y

i

â

i

j : : : ; 1; : : : i = â

y

i

a

0

j : : : ; 0; : : : i

= a

0

a j : : : ; 1; : : : i

= jaj

2

j : : : ; 1; : : : i

Also A

i

= jaj

2

.

(b) Für i 6= j:

Wir wählen eine andere Basis:

^

A j i =

�

^

d

y

i

^

d

i

+

^

d

i

^

d

y

i

�

j i

=

X

k;l



ki



li

�

â

y

k

â

l

+ â

l

â

y

k

�

j i

=

X

k=l



ki



li

| {z }

=1

�

â

y

k

â

l

+ â

l

â

y

k

| {z }

=A

�

j i +

X

k 6=l



ki



li

�

â

y

k

â

l

+ â

l

â

y

k

| {z }

=0 für alle k 6=l

�

j i

7

Würde von nihts etwas wegnehmen.

8

Dies würde das Pauli-Prinzip verletzten.



418 KAPITEL 8. VIELTEILCHENTHEORIE

Und daher gilt:

[ â

y

i

; â

j

℄

+

= â

y

i

â

j

+ â

j

â

y

i

= AÆ

ij

:

Bleibt noh zu zeigen, daÿ A = 1 ist. Wir wenden â

y

i

â

i

auf das Vakuum

an:

â

y

i

â

i

+ â

i

â

y

i

j 0 i = â

i

â

y

i

j 0 i

= â

i

j : : : ; 1; : : : i

= j 0 i

und daher gilt allgemein A = 1.

6. Für Bosonen gilt entsprehend:

[ â

i

; â

y

j

℄

�

= Æ

ij

:

7. Für Fermionen gilt:

â

y

i

j : : : ; n

i

= 0; : : : i = a j : : : ; n

i

= 1; : : : i mit jaj = 1

â

y

i

j : : : ; n

i

= 1; : : : i = 0

und

j 1; 1; : : : ; n

N

= 1 i = â

y

n

N

� � � â

y

n

2

â

y

n

1

j 0 i

= �â

y

n

N

� � � â

y

n

1

â

y

n

2

j 0 i

Aus der Kommutatorbeziehung folgt, daÿ das Vorzeihen bei Vertaushung

wehselt.

8. Behauptung. â

y

i

â

i

ist der Besetzungszahloperator.

Beweis.

â

y

i

â

i

j : : : ; n

i

= 0; : : : i = 0

und

â

i

â

y

i

j : : : ; n

i

= 1; : : : i = â

y

i

â

i

â

y

n

1

� � � â

y

n

i

� � � â

y

n

N

j 0 i

= (�)

S

â

y

i

â

i

â

y

i

â

y

n

1

� � � â

y

n

i

� � � â

y

n

N

j 0 i

= (�)

S

â

y

i

â

i

â

y

i

j : : : ; n

i

= 0; : : : i

siehe Fuÿnote

9

= (�)

S

â

y

i

(1� â

y

i

â

i

) j : : : ; n

i

= 0; : : : i

= â

y

i

â

i

j : : : ; n

i

= 1; : : : i
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Also gilt â

y

i

â

i

j : : : ; n

i

; : : : i =

(

j : : : ; n

i

= 1; : : : i für n

i

= 1

j : : : ; n

i

= 0; : : : i für n

i

= 0:

Daher

sind die j : : : ; n

i

; : : : i Eigenzustände zu â

y

i

â

i

mit den Eigenwerten n

i

.

Der Besetzungszahloperator â

y

i

â

i

liefert uns als Wert ob der Zustand be-

setzt ist oder niht.

Behauptung.

^

N =

P

i

â

y

i

â

i

ist der Gesamtzahloperator.

^

N j : : : i =

X

i

â

y

i

â

i

j : : : i

=

X

i

n

i

j : : : i

8.3.5 Ausblik

Unser Ziel ist für beliebige physikalishe Operatoren die Darstellung mittels

Vernihtungs- und Erzeugungsoperatoren zu erarbeiten.

Beispiel. Fok-Darstellung an einem konkreten Beispiel:

Fermionen besetzen ein Einteilhenniveau (z.B.: Wassersto�):

Abbildung 8.2: Niveaushema

Der Zustand "# wird beshrieben durh:

� In Ortsdarstellung:

1

p

2!

(�

1a

(~r

1

)�

1b

(~r

2

) � �

1a

(~r

2

)�

1b

(~r

1

)) ;

� In Fok-Darstellung:

â

y

1b

â

y

1a

j 0 i:

Bei drei Zuständen ergeben sih in der Ortsdarstellung in der Slater-Determi-

nante sehs Terme. Bei der Fokdarstellung hingegen ist der Zustand leihter zu

beshreiben:

â

y

2a

â

y

1b

â

y

1a

j 0 i:

Allerdings stellt sih die Frage wie der Erwartungswert berehnet wird.

9

Mit

â

y

i

â

i

+ â

i

â

y

i

= 1

â

i

â

y

i

= 1� â

y

i

â

i
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8.4 Operatoren in der Fok-Darstellung

8.4.1 Nomenklatur

Im vorherigen Abshnitt haben wir die Grundlagen dafür gelegt, um vereinfaht

mit Vielteilhenzuständen rehnen zu können.

Wir rekapitulieren die Vorgehensweise:

1. Einteilhenwellenfunktion:

�

i

(~r

i

) = h~r

i

j�

k

i

i:

2. Produktwellenfunktion:

h~r

1

� � �~r

N

j�

k

1

� � ��

k

N

i = �

k

1

(~r

1

) � � ��

k

N

(~r

N

):

Eigenshaften der Produktwellenfunktion:

(a) Sie ist niht antisymmetrish und hat damit bezüglih Fermionen

niht die rihtigen Eigenshaften für die Shrödinger-Gleihung.

(b) Sie bildet eine Basis für den N-Teilhen Hilbertraum. Das heiÿt:

1 =

1

X

k

1

;k

2

;:::;k

N

=1

j�

k

1

�

k

2

� � ��

k

N

ih�

k

1

�

k

2

� � ��

k

N

j :

Alle Einteilhenwellenfunktionen laufen über alle Indizes.

3. Antisymmetrishe Wellenfunktion:

Wir lassen den Projektionsoperator

10

auf die niht antisymmetrisierte Pro-

duktwellenfunktion wirken:

^

A j�

k

1

�

k

2

� � ��

k

N

i:

Der Projektionsoperator

^

A projiziert auf den antisymmetrishen Teilraum

des Hilbertraumes. Allerdings reiht es niht aus nur den Operator

^

A an-

zuwenden. Die Wellenfunktion muÿ auh wieder normiert werden:

j�

k

1

�

k

2

� � ��

k

N

i

A

=

p

N !

^

A j�

k

1

�

k

2

� � ��

k

N

i:

Damit erhält man einen antisymmetrishen und normierten N-Teilhen-

zustand. Dieser läÿt sih in Ortsdarstellung durh die Slater-Determinante

shreiben:

h~r

1

; : : : ; ~r

N

j�

k

1

�

k

2

� � ��

k

N

i

A

=

p

N !

N !

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

k1

(~r

1

) � � � �

k1

(~r

N

)

.

.

.

.

.

.

�

kN

(~r

1

) � � � �

kN

(~r

N

)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

:

10

Die Summe über alle möglihen Permutationen.
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4. Fok-Darstellung:

Man kann auh eine andere Darstellung (Basis) wählen um die Basis-

zustände des Hilbertraumes zu generieren. In der Fok-Darstellung zum

Beispiel durh Hintereinanderausführung der Erzeugungs- und Vernih-

tungsoperatoren.

Aus dem Vakuum (Nullteilhenzustand) generiert der Erzeugungsoperator

ein Teilhen dieses Zustands:

j�

k

1

�

k

2

� � ��

k

N

i = â

y

k

1

â

y

k

2

� � � â

y

k

N

j 0 i

Der Vernihtungsoperator ist durh:

(â

y

n

1

)

y

= â

n

1

gegeben. Er hat die Eigenshaft:

â

n

1

j 0 i = 0:

5. Kommutatoren:

Die Kommutatoren der Operatoren beshreiben die Konsequenzen der

Vertaushung von Teilhen. Der Antikommutator beshreibt das Pauli-

Prinzip:

[ â

y

h

; â

y

l

℄

+

= â

y

h

â

y

l

+ â

y

l

â

y

h

= 0

also:

â

y

h

â

y

l

= �â

y

l

â

y

h

:

Für l = h ergibt sih

â

y

h

â

y

h

= 0;

was das Pauli-Prinzip ist. In einen shon besetzten Zustand kann kein

weiteres Teilhen gebraht werden.

Ebenso gilt:

[ â

h

; â

l

℄

+

= 0

und

[ â

h

; â

y

l

℄

+

= Æ

hl

:

8.4.2 Operatoren

Bisher ging es mehr um die Symbolik, einen eleganterenWeg, etwas darzustellen.

Jetzt wollen wir damit rehnen.
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Einteilhenoperatoren

Beispiel. Der Operator der gesamten kinetishen Energie lautet:

^

T

ges

=

X

i

p̂

2

i

2M

=

X

i

^

O(~r

i

)

Die einzelnen Einteilhenoperatoren wirken nur auf die Koordinaten eines ein-

zelnen Teilhens.

Behauptung. Für alle � muÿ  bekannt sein, dann ist

^

O de�niert:

j i =

^

O j� i:

Haben wir es mit einem linearen Operator zu tun (in der Quantenmehanik im-

mer), so werden wir nur shauen müssen, wie der Operator auf die Basiszustände

wirkt. Mit

j� i =

X

k

j�

k

ih�

k

j� i

können wir in

j i =

^

O j� i

zwei Einsen einshieben:

j i =

X

k;k

0

j�

k

0

ih�

k

0

j

^

O j�

k

ih�

k

j� i

j�

k

i ist ein Einteilhenzustand, so daÿ wir den Erzeugungsoperator auf das

Vakuum wirken lassen können:

j�

k

i = â

y

k

j 0 i

h�

k

j = h 0 j â

k

:

Damit ergibt sih:

j i =

X

k;k

0

â

y

k

0

j 0 ih�

0

k

j

^

O j�

k

ih 0 j â

k

j� i:

h�

k

0

j

^

O j�

k

i =

R

+1

�1

�

k

0

�

(r)

^

O(r)�

k

(r) d

3

r ist eine Zahl, die man nah vorne

ziehen kann (und die wir berehnen können):

=

X

k;k

0

h�

k

0

j

^

O j�

k

iâ

y

k

0

j 0 ih 0 j â

k

j� i:

Mit j 0 ih 0 j = 1 im 0-Teilhensystem (Es gibt keine weiteren Zustände, über

die aufsummiert werden müsste.):

j i =

X

k;k

0

h�

k

0

j

^

O j�

k

iâ

y

k

0

â

k

j� i:
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Also läÿt sih der Operator

^

O so darstellen:

^

O =

X

k;k

0

h�

k

0

j

^

O j�

k

iâ

y

k

0

â

k

:

^

O hilft uns niht weiter, denn mit Einteilhenzuständen konnten wir shon vor-

her rehnen.

Antisymmetrishe Vielteilhenoperatoren

Behauptung. Auh für antisymmetrishe Vielteilhenzustände gilt die Glei-

hung

j i =

X

k;k

0

h�

k

0

j

^

O j�

k

iâ

y

k

0

â

k

j� i

als De�nition für den Operator

^

O.

Beweis.

^

O =

N

X

i

^

O(i)

Jeweils links und rehts eine 1 im N-Teilhenraum einfügen:

=

N

X

i

X

k;k

0

j�

k

0

1

: : : �

k

0

N

ih�

k

0

1

: : : �

k

0

N

j

^

O(i) j�

k

1

: : : �

k

N

ih�

k

1

: : : �

k

N

j

Der Operator

^

O soll nur auf antisymmetrishe Zustände wirken, daher fügen

wir den (selbstadjungierten) Antisymmetrisieroperator

^

A ein:

^

A

^

O

^

A =

N

X

i

X

k;k

0

^

A j�

k

0

1

: : : �

k

0

N

ih�

k

0

1

: : : �

k

0

N

j

^

O(i) j�

k

1

: : : �

k

N

ih�

k

1

: : : �

k

N

j

^

A:

=

N

X

i

1

p

N !

2

X

k;k

0

j�

k

0

1

: : : �

k

0

N

i

A

A

h�

k

0

1

: : : �

k

0

N

j

^

O(i) j�

k

1

: : : �

k

N

i

AA

h�

k

1

: : : �

k

N

j
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Betrahten wir

A

h�

k

0

1

: : : �

k

0

N

j

^

O(i) j�

k

1

: : : �

k

N

i

A

für keine Koordinate steht ein

Operator dazwishen, weil

^

O(i) niht auf �

j

wirkt, mit Ausnahme der Koordi-

nate i:

=

1

N !

N

X

i

X

k;k

0

j�

k

0

1

: : : �

k

0

N

i

A

A

h�

k

0

1

: : : �

k

0

N

j

^

O(i) j�

k

1

: : : �

k

N

i

A

| {z }

Æ

k

0

i

k

i

A

h�

k

1

: : : �

k

N

j

=

1

N !

N

X

i

X

k;k

0

h�

k

0

i

j

^

O(i) j�

k

i

i j�

k

0

1

: : : �

k

0

N

i

AA

h�

k

1

: : : �

k

N

j

=

1

N !

N

X

i

X

k;k

0

h�

k

0

i

j

^

O(i) j�

k

i

iâ

y

k

0

1

� � � â

y

k

0

i

� � � â

y

k

0

N

j 0 i

AA

h 0 j â

k

N

� � � â

k

i

� � � â

k

1

Bei jedem Taush entsteht ein Vorzeihenwehsel:

=

1

N !

N

X

i

X

k;k

0

h�

k

0

i

j

^

O(i) j�

k

i

i

((�)

i�1

)

2

â

y

k

0

i

� � � â

y

k

0

1

� � � â

y

k

0

N

j 0 ih 0 j â

k

N

� � � â

k

i

� � � â

k

1

Nah links angewandte Vernihtungsoperatoren sind Erzeugungsoperatoren:

=

p

N � 1!

2

N !

N

X

i

X

k;k

0

h�

k

0

i

j

^

O(i) j�

k

i

i

â

y

k

0

i

^

A j�

k

0

1

� � ��

k

0

i

� � � ��

k

0

N

ih�

k

0

1

� � ��

k

0

i

� � � ��

k

0

N

j

^

A

| {z }

=1

â

k

i

Mit dieser 1 im N � 1-Teilhenraum:

=

1

N

N

X

i

X

k;k

0

h�

k

0

i

j

^

O(i) j�

k

i

iâ

y

k

0

i

â

k

i

:

Wir haben N-mal denselben Term. Daher kann man die Summe ausführen,

wobei sih der Faktor

1

N

mit N weghebt:

=

X

k;k

0

h�

0

k

j

^

O j�

k

i

| {z }

Zahl

â

y

k

0

â

k

| {z }

Operatorstruktur

:

Bleibt noh zu klären, was für eine Zahl h k

0

j

^

O j k i ist, und wie man mit dem

Operatorprodukt â

y

k

0

â

k

rehnet.
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� Der Teilhenzahloperator ist ein Spezialfall:

^

N =

X

k

â

y

k

â

k

=

X

k

0

;k

h�

0

k

j

^

N j�

k

i

| {z }

Æ

k

0

k

â

y

k

0

â

k

:

� Die kinetishe Energie ist für ebene Wellen:

11

h�

0

k

j

p̂

2

2m

j�

k

i =

~

2

k

2

2m

Æ

k

0

k

Hier treten nur Diagonalelemente auf.

� Für die kinetishe Energie des Harmonishen Oszillators gilt:

12

h�

0

k

j

p̂

2

2m

j�

k

i = Æ

k

0

k

~!(n+

1

2

)

Dort treten auh nihtdiagonale Elemente auf.

Wie die Einteilhenmatrixelemente aussehen hängt davon ab, in welher Basis

man die Einteilhenzustände darstellt.

Zweiteilhenoperatoren

Beispiel. Die Coulomb-Energie ist gegeben durh:

V (~r

1

~r

2

) = 

e

1

e

2

j~r

1

� ~r

2

j

:

Für jedes Teilhen i muÿ über alle anderen Teilhen j einmal summiert werden,

damit die gesamte Wehselwirkung erfaÿt wird. Dies gilt für alle N-Teilhen:

P

i;j

; 8 Paare (~r

i

; ~r

j

).

Um den Untershied zu Einteilhenoperatoren herauszuarbeiten:

Das Coulomb-Potential wirkt auf je zwei Teilhen (bei einem Teilhen gibt es

gar keine Wehselwirkung). In jeden Operator gehen die Koordinaten zweier

Teilhen ein.

Der Operator hängt von den Kordinaten zweier Teilhen ab. Zum Beispiel bei

der Coulomb-Energie:

^

V =

^

V (~r

1

; ~r

2

)

=

e

2

j~r

1

� ~r

2

j

=

1

2

�

^

V (~r

1

; ~r

2

) +

^

V (~r

2

; ~r

1

)

�

:

Für Vielteilhenzustände ergibt sih als Darstellung die Summe über die Paar-

operatoren:

^

V =

X

alle

~r

i

;~r

j

Paare

^

V (~r

i

~r

j

);

11

Hier ist j�

k

i eine kontinuierlihe Basis.

12

Hier ist j�

k

i eine diskrete Basis.
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oder die Darstellung als Doppelsumme, da

^

V völlig symmetrish bezüglih der

Vertaushung von ~r

1

und ~r

2

ist:

^

V =

1

2

N

X

r

i

;r

j

=1

^

V (~r

i

~r

j

)

mit i 6= j.

Behauptung. Der Potentialoperator

^

V zwishen antisymmetrishen Zustän-

den shreibt sih als:

^

V =

1

2

X

k

0

1

;k

0

2

;k

1

;k

2

h�

k

0

1

�

k

0

2

j

^

V j�

k

1

�

k

2

iâ

y

k

0

1

â

y

k

0

2

â

k

2

â

k

1

:

Man beahte die Reihenfolge. Eine Vertaushung würde ein Vorzeihenwehsel

erzeugen.

Beweisskizze. Man betrahte ein Zweiteilhensystem:

^

V =

1

2

X

abd

j ab ih ab j

�

^

V (~r

1

~r

2

) +

^

V (~r

2

~r

1

)

�

j d ih d j

^

A

^

V

^

A =

1

2

X

abd

^

A j ab ih ab j

�

^

V (~r

1

~r

2

) +

^

V (~r

2

~r

1

)

�

j d ih d j

^

A:

Solange die Wehselwirkung symmetrish ist gilt die Nebenrehnung

RR

�

�

a

(1)�

�

b

(2)

�

^

V (~r

1

~r

2

) +

^

V (~r

2

~r

1

)

�

�

�



(1)�

�

d

(2) dr

3

1

dr

3

2

= 2h ab j

^

V (~r

1

~r

2

) j d i:

=

1

2

1

p

2!

2

2

X

abd

j ab i

A

h ab j

^

V (~r

1

~r

2

) j d i

A

h d j

=

1

2

X

abd

h ab j

^

V (~r

1

~r

2

) j d i j ab i

AA

h d j

=

1

2

X

abd

h ab j

^

V (~r

1

~r

2

) j d iâ

y

a

â

y

b

j 0 ih 0 j â

d

â



mit der Nebenrehnung in Fuÿnote

13

. Für den N-Teilhenraum geht das analog

nah geshiktem Vertaushen der â

y

i

â

j

:

=

1

2

X

abd

h a(1)b(2) j

^

V (~r

1

~r

2

) j (1)d(2) iâ

y

a

â

y

b

â

d

â



=

1

4

�

X

abd

h a(1)b(2) j

^

V (~r

1

~r

2

) j (1)d(2) iâ

y

a

â

y

b

â

d

â



+ h a(1)b(2) j

^

V (~r

1

~r

2

) j d(1)(2) iâ

y

a

â

y

b

â



â

d

�

:



8.4. OPERATOREN IN DER FOCK-DARSTELLUNG 427

Durh die Vertaushung der Reihenfolge kommt das Minuszeihen:

=

1

4

�

X

abd

�

h a(1)b(2) j

^

V (~r

1

~r

2

) j (1)d(2) i

� h a(1)b(2) j

^

V (~r

1

~r

2

) j d(1)(2) i

�

â

y

a

â

y

b

â

d

â



�

:

Für das antisymmetrishe Matrixelement

A

h a(1)b(2) j

^

V (~r

1

~r

2

) j (1)d(2) i

A

gilt:

h a(1)b(2) j

^

V (~r

1

~r

2

) j (1)d(2) i = �h a(1)b(2) j

^

V (~r

1

~r

2

) j d(1)(2) i:

Antisymmetrishe Matrixelemente untersheiden sih unter Vertaushung nur

im Vorzeihen. Für d =  vershwindet der Term: Pauli-Prinzip.

13

h d j = j d i

y

= (â

y



â

y

d

j 0 i)

y

= h 0 j â

d

â
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8.5 Wik'shes Theorem

8.5.1 Einleitung

Wir haben es mit dem Operator

^

O =

P

ab

h 

a

j

^

O j 

b

iâ

y

a

â

b

(zum Beispiel: Zwei-

teilhenoperator) zu tun, der auf Zustände j i = â

y

i

â

y

j

� � � â

y

k

j 0 i (zum Beispiel:

antisymmetrisher N-Teilhenzustand) wirkt, wobei h~r j â

y

i

j 0 i =  

i

(~r) der i-te

Einteilhenzustand in Ortsdarstellung ist.

Wir möhten die Matrix h 

0

j

^

O j i berehnen.

h 

0

j

^

O j i =

N

X

i=1

h 

0

j

^

O(~r

i

) j i

=

X

ab

h 

a

j

^

O j 

b

ih 

0

j â

y

a

â

b

j i:

Um den hinteren Term zu berehnen, shreiben wir ihn auh in Fok-Darstel-

lung:

=

X

ab

h 

a

j

^

O j 

b

ih 0 j â

k

0

� � � â

j

0

â

i

0

â

y

a

â

b

â

y

i

â

y

j

� � � â

y

k

j 0 i:

Das Problem ist jetzt zwar darauf reduziert Matrixelemente des Vakuumzustan-

des zu berehnen, aber der Operator ist jetzt sehr kompliziert, denn man hat

jetzt ein Produkt vonN Einteilhen-Vernihtungsoperatoren undN Einteilhen-

Erzeugungsoperatoren.

=

X

ab

h 

a

j

^

O j 

b

ih 0 j

^

U

^

V � � �

^

Z j 0 i:

Das Wik'she Theorem liefert für die Matrixelemente h 0 j

^

U

^

V � � �

^

Z j 0 i mit N

Vernihtungsoperatoren mal Einteilhenoperator mal N Erzeugungsoperatoren

Zahlenwerte. Damit kann man dann solhe Matrixelemente zwishen zwei anti-

symmetrishen Zuständen

A

h 

0

j

^

O j i

A

berehnen und zwar viel einfaher, als

mit der Slater-Determinante.

8.5.2 Normalprodukt N (

^

U

^

V � � �

^

Z) und Kontraktion K(

^

U

^

V )

Zuerst zwei De�nitionen, die die Shreibweise des Wik'shen Theorems stark

vereinfahen.

De�nition. Es sei

^

U

^

V � � �

^

Z ein Produkt von Operatoren, wobei für die Ele-

mente gilt:

^

E =

(

â

y

i

oder

â

i

:

Das Normalprodukt N () shiebt alle Erzeugungsoperatoren nah links und alle

Vernihtungsoperatoren nah rehts. Mit Vorfaktor ergibt sih:

N (

^

U

^

V � � �

^

Z) := (�)

n

^

U

^

V � � �

^

Z;
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wobei n die Anzahl der Permutationen ist, um die rihtige Reihenfolge zu er-

halten.

Beispiel. Wieviele Vertaushungen muÿ man vornehmen, um die geordnete

Reihenfolge, die durh das Normalprodukt N ( ) vorgegeben ist, zu erhalten?

N (â

i

â

y

j

â

k

â

y

l

) = (�)

3

â

y

j

â

y

l

â

i

â

k

mit n = 1 + 1 + 1 = 3.

= �â

y

j

â

y

l

â

i

â

k

:

De�nition. Kontraktion für je zwei Operatoren

^

U ,

^

V :

K(

^

U

^

V ) :=

^

U

^

V �N (

^

U

^

V ):

Damit ergibt sih für einige Beispiele:

� Beispiel.

K(â

y

i

â

y

j

) = â

y

i

â

y

j

� â

y

i

â

y

j

= 0

Für zwei Erzeugungsoperatoren vershwindet die Kontraktion.

� Beispiel.

K(â

i

â

j

) = â

i

â

j

� â

i

â

j

= 0

Ebenso für zwei Vernihtungsoperatoren.

� Beispiel.

K(â

y

i

â

j

) = â

y

i

â

j

� â

y

i

â

j

= 0:

� Beispiel.

K(â

j

â

y

i

) = â

j

â

y

i

� (�â

y

i

â

j

) = [ â

j

; â

y

i

℄

+

= Æ

ij

:

De�nition. Man kann die Kontraktion auh alternativ de�nieren als Erwar-

tungswert der Operatoren bezüglih des Vakuumzustandes (Matrixelement für

den Teilhenvakuumzustand):

K(

^

U

^

V ) := h 0 j

^

U

^

V j 0 i:

Diese De�nition liefert dasselbe Ergebnis.

Beweis. Durh nahrehnen:

h 0 j â

y

i

â

y

j

j 0 i = 0

h 0 j â

i

â

j

j 0 i = 0

h 0 j â

y

i

â

j

j 0 i = 0

h 0 j â

j

â

y

i

j 0 i = h�

j

j�

i

i = Æ

ij
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8.5.3 Wik'shes Theorem

Damit haben wir die Grundlagen erarbeitet um das Wik'she Theorem zu

de�nieren.

De�nition.

^

U

^

V � � �

^

Z :=

N (

^

U

^

V � � �

^

Z) +

X

alle 1-Paar-

kontraktionen

(�)

a

1

K(

^

X

^

Y )N (

^

W

^

V � � �

^

X�

^

Y� � � �

^

Z)

+

X

alle 2-Paar-

kontraktionen

(�)

a

2

K(

^

X

^

Y )K(

^

X

1

^

Y

1

)N (

^

W

^

V � � �

^

X�

^

Y�

^

X

1

�

^

Y

1

� � � �

^

Z) + � � �

+

X

alle Paarkon-

traktionen

(�)

a

z

K(

^

X

^

Y ) � � � :

dabei ist a jeweils die Anzahl der Vertaushungen (reines durhshiften), damit

^

X und

^

Y nebeneinander stehen.

Nun sheint diese De�nition auf den ersten Blik wenig Sinn zu mahen, da

man sehr viele Terme bekommt. Man habe z.B. 20 Operatoren, dann bekommt

man als ersten Summanden ein Normalprodukt mit 20 Termen; der nähste

Summand enthält ein Normalprodukt mit 18 Termen; und so weiter. Dement-

sprehend entstehen noh mehr Terme durh die Kontraktionen. Hier ist aber

auh der Vorteil der Darstellung: Viele der Terme vershwinden durh die Kon-

traktionen beziehungsweise es bleiben nur vorzeihenbehaftete Normalprodukte

übrig (falls die Kontraktion ungleih Null ist).

Beispiel.

â

i

â

y

j

â

k

â

y

l

= (�)

3

â

y

j

â

y

l

â

i

â

k

+ (�)

0

â

i

â

y

j

(�)

1

â

y

l

â

k

+ (�)

2

â

i

â

y

l

(�)

0

â

y

j

â

k

+ (�)

0

â

k

â

y

l

(�)

1

â

y

j

â

i

+ (�)

0

â

i

â

y

j

â

k

â

y

l

â

i

â

y

j

â

k

â

y

l

= �â

y

j

â

y

l

â

i

â

k

� Æ

ij

â

y

l

â

k

+ Æ

il

â

y

j

â

k

� Æ

kl

â

y

j

â

i

+ Æ

ij

Æ

kl

Falls man nun das Matrixelement h 0 j â

i

â

y

j

â

k

â

y

l

j 0 i berehnen möhte, so bleibt

nur der Term h 0 j Æ

ij

Æ

kl

j 0 i übrig, da die Terme, bei denen der linke Erzeu-

gungsoperator auf h 0 j wirkt, oder der rehte Vernihtungsoperator auf j 0 i

wirkt, vershwinden. Dies wird durh die Normalprodukte bewirkt. Es bleibt

letztlih nur der Term übrig in dem kein Normalprodukt enthalten ist, sondern

nur die Kontraktion (eine Zahl).

Wir veranshaulihen kurz die Herkunft des Æ

kl

:

h 0 j â

i

â

y

j

â

k

â

y

l

j 0 i = h 0 j Æ

ij

Æ

kl

j 0 i

Der Vernihtungsoperator â

k

kann nur auf das Teilhen, das vorher von â

y

l

j 0 i

erzeugt wurde wirken. Daher Æ

kl

. Ebenso Æ

ij

.

Das Wik'she Theorem ist ein ideales Instrument um Matrixelemente zu be-

rehnen, da man damit sehr einfah eine Zahl als Ergebnis bekommt.
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Beweis. Vollständige Induktion über n:

14

Induktionsanfang n = 2:

^

U

^

V = N (

^

U

^

V ) +K(

^

U

^

V )

Dies folgt direkt aus der De�nition der Kontraktion.

Induktionsshritt n� 1! n:

^

U

^

V � � �

^

Z

| {z }

n-mal

^

F

Wir mahen die Falluntersheidung:

1.

^

F sei ein Vernihtungsoperator â:

Steht â links, so vershwinden alle Kontraktionen

15

mit

^

Uâ; steht â an der

rihtigen Stelle:

n� 1:

^

U

^

V � � �

^

Z = N (

^

U

^

V � � �

^

Z) +

X

alle Paare

(�)

a

K(

^

X

^

Y )N (

^

U

^

V � � �

^

Z)

n:

^

U

^

V � � �

^

Zâ = N (

^

U

^

V � � �

^

Z)â +

X

alle Paare

(�)

a

K(

^

X

^

Y )N (

^

U

^

V � � �

^

Z)â

â kann von rehts in das Normalprodukt eingebaut werden; da es an der

rihtigen Stelle steht, ändert sih nihts.

= N (

^

U

^

V � � �

^

Zâ) +

X

alle Paare zzgl. â

(�)

a

K(

^

X

^

Y )N (

^

U

^

V � � �

^

Zâ)

In die Summation kann man alle â einbauen, da oben gezeigt wurde, daÿ

K(

^

Uâ) vershwindet.

Das Wik'shes Theorem gilt für n.

2.

^

F sei ein Erzeugungsoperator â

y

:

Für die Kontraktionen gilt dann

^

Uâ

y

=

(

1 wenn

^

U = â

0 sonst:

N (

^

U

^

V � � �

^

Z)â

y

= (�)

a

(

^

L

y

^

M

y

^

O � � �

^

R

^

S)â

y

= (�)

a

(

^

L

y

^

M

y

^

O � � �

^

R)(

^

Sâ

y

+ â

y

^

S � â

y

^

S)

= (�)

a

(

^

L

y

^

M

y

^

O � � �

^

R)([

^

S; â

y

℄

+

� â

y

^

S)

14

n ist die Anzahl der Operatoren.

15

Wie oben gezeigt sind Kontraktionen mit Vernihtungsoperatoren links gleih Null.
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Beim Durhshieben entsteht immer wieder eine Kontraktion mit â

y

und

ein Minuszeihen.

= (�)

a

0

^

L

y

^

M

y

^

O � � �

^

Râ

y

^

S + (�)

a

K(

^

Sâ

y

)

^

L

y

^

M

y

^

O � � �

^

R

= N (

^

U

^

V � � �

^

Zâ

y

) +

X

alle Kontraktionen

^

Uâ

y

(�)

b

^

Uâ

y

N (Rest)

Dadurh, daÿ man â

y

an die rihtige Stelle shieben möhte, bekommt

man auÿer dem Normalprodukt noh zusätzlihe Kontraktionen mit allen

dazwishenliegenden Vernihtern.

Damit kann man das Wik'she Theorem als bewiesen ansehen.
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8.6 Hartree-Fok-Gleihung

Betrahten wir im Folgenden Anwendungen des Wik'shen Theorems.

8.6.1 Problembeshreibung

Beispiel (Atomphysik). Betrahten wir ein Atom mit vielen (Z) Elektronen;

der Kern soll sih dabei in Ruhe be�nden.

Abbildung 8.3: Coulomb-Wehselwirkung im Atom mit vielen Elektronen.

Der Hamilton-Operator des Systems beinhaltet die Kern-Elektron-Attraktion,

sowie die Elektron-Elektron-Repulsion. Da der Hamilton-Operator der Operator

der Energie der Atomelektronen ist, ist der Anteil der Coulomb-Anziehung des

Kerns, bei fester Position, ein Einteilhen-Operator, ebenso wie der Operator der

kinetishen Energie. Der Wehselwirkunganteil Elektron-Elektron ist aber eine

Summe aus Zweiteilhen-Termen, da jedes Elektron mit jedem wehselwirkt,

und sih dabei die Bewegungsparameter aller Elektronen ständig ändern:

^

H =

Z

X

i=1

p̂

2

i

2m

e

+

Ze(�e)

j~r

i

j

+

1

2

X

i6=j

(�e)

2

j~r

i

� ~r

j

j

Spalten wir den Hamilton-Operator in Einteilhen- und Zweiteilhenterme auf:

=

Z

X

i=1

^

U(i) +

1

2

X

i6=j

^

V (i; j)

8.6.2 Reduktion auf einen Einteilhen-Operator

Das Ziel ist es nun, einen genäherten Hamilton-Operator aufzustellen, der das

Problem zwar genau genug beshreibt, allerdings ein reiner Einteilhen-Operator

sein soll. Wir suhen also eine antisymmetrishe Produktwellenfunktion � eine

Slater-Determinante, die die exakte Lösung der Shrödinger-Gleihung mög-

lihst gut approximiert.

Möglihe Ansätze

� Vereinfahtes System: Ignoriere den Zweiteilhen-Wehselwirkungsterm.

Diese Variante ist aber sehr grob, da vor allem bei gröÿeren Z die Abshir-

mung der inneren Elektronen eine wihtige Komponente der Coulomb-

Wehselwirkung darstellt.

� Eine andere Möglihkeit besteht darin, die Abshirme�ekte gröÿtenteils in

einen Einteilhen-Operator zu paken, so dass die Restwehselwirkung, die
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durh einen Zweiteilhen-Operator ausgedrükt werden muss, vernahläs-

sigbar klein wird:

^

H

Coulomb

=

Z

X

i=1

^

U (i) + �

^

U(i)

| {z }

Einteilhen-Operator

=:

^

H

0

+

1

2

X

i6=j

^

V (i; j) ��

^

U(i)

| {z }

Zweiteilhen-Operator

!0

Optimale Näherung

Der zweite Ansatz liefert ein genaues Ergebnis, wenn wir es sha�en, einen

Einteilhen-Operator �

^

U(i) aufzustellen, der die Abshirme�ekte so berük-

sihtigt (auf ein Einteilhen-Problem reduziert), als ob sie nur von der Position

des betro�enen Elektrons zustandekommen, und niht von den Abständen zu

den anderen Elektronen.

Wir suhen nun einen solhen Einteilhen-Hamilton-Operator

^

H

0

bzw. die zu-

gehörige Produktwellenfunktion. Sei mit �

a

(~r) die Einteilhenbasis von Eigen-

funktionen zu

^

U(i) bekannt:

h~r j â

y

a

j 0 i = h~r j �

a

i = �

a

(~r)

Es gilt die Eigenwertgleihung:

^

U j �

a

i = E

a

j �

a

i

oder für das Matrixelement:

h �

a

j

^

U j �

b

i = E

a

Æ

ab

Damit können wir den Hamilton-Operator aufshreiben:

^

H =

X

a;b

h �

a

j

^

U j �

b

iâ

y

a

â

b

+

1

4

X

a;b;;d

h �

a

; �



j

^

V j �

b

; �

d

iâ

y

a

â

y



â

b

â

d

Das Matrixelement, bzw. die Zahl:

h �

a

j

^

U j �

b

i = E

a

Æ

ab

kennen wir dabei, das andere Matrixelement lässt sih berehnen:

h �

a

�



j

^

U j �

b

�

d

i =

ZZ

�

�

a

(1) �

�



(2)

e

2

j~r

1

� ~r

2

j

�

�

b

(1) �

d

(2)� �

d

(1) �

b

(2)

�

d

3

r

1

d

3

r

2

Ansatz für die Einteilhen-Wellenfunktion

Die gesuhte Wellenfunktion muss die Eigenwertgleihung zu

^

H

0

erfüllen:

^

H

0

j�

i

i = "

i

j�

i

i
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Auÿerdem gilt für die Einteilhen-Wellenfunktion in Fok-Darstellung, wobei

die Teilhenerzeuger 

y

j

in der Basis j�

i

i stehen:

j�

i

i = ̂

y

i

j 0 i

oder in Basisdarstellung der �'s:

j�

i

i =

X

a

j �

a

ih �

a

j�

i

i =

X

a

x

ia

j �

a

i =

X

a

x

ia

â

y

a

j 0 i

wobei die Entwiklungskoe�zienten x

ia

der Basisdarstellung unbekannt sind.

Da beide Darstellungen für j�

i

i gültig sind, können wir sie gleihsetzen, und

erhalten somit folgende Beziehung, die die Entwiklungskoe�zienten erfüllen

müssen:

̂

y

i

=

X

a

x

ia

â

y

a

Die gesuhte Vielteilhenwellenfunktion mit den Erzeugungsoperatoren in der

anderen Basis:

j� i = ̂

y

1

� � � ̂

y

Z

j 0 i

Wir suhen nun die �optimale� Näherung, also die Eigenfunktion, die den nied-

rigsten Energieeigenwert (für den Grundzustand) annimmt. Wir suhen also

die Slater-Determinante, die uns den niedrigsten Energieeigenwert liefert. Dazu

benützen wir das Variationsprinzip.

Hartree-Fok-Gleihung

Sei j i eine exakte Lösung für den Grundzustand. Dann liefert uns das Varia-

tionsprinzip folgende Beziehung für den Hamilton-Operators

^

H und die exakte

Lösungswellenfunktion j i:

Æ

h j

^

H j i

h j i

= 0

Die optimale Slater-Determinante ist diejenige, für die folgende Variation im

Raum der Slater-Determinanten ihr Minimum einnimmt:

Æ

h� j

^

H j� i

h� j� i

= 0

Dazu müssen wir das Matrixelement h� j

^

H j� i berehnen:

h� j

^

H j� i = h� j

X

i;j

h�

i

j

^

U j�

j

î

y

i

̂

j

j� i

+ h� j

1

4

X

i;j;k;l

h�

i

�

k

j

^

V j�

j

�

l

î

y

i

̂

y

k

̂

j

̂

l

j� i

=

X

i;j

h�

i

j

^

U j�

j

ih 0 j ̂

Z

� � � ̂

1

̂

y

i

̂

j

̂

y

1

� � � ̂

y

Z

j 0 i

+

1

4

X

i;j;k;l

h�

i

�

k

j

^

V j�

j

�

l

ih 0 j ̂

Z

� � � ̂

1

̂

y

i

̂

y

j

̂

l

̂

k

̂

y

1

� � � ̂

y

Z

j 0 i
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Mit dem Wik'shen Theorem wird dieser Ausdruk kontrahiert (̂

i

â

y

j

= Æ

ij

):

=

Z

X

i=1

h�

i

j

^

U j�

i

i +

1

4

Z

X

i;j

�

h�

i

�

j

j

^

V j�

i

�

j

i

A

� h�

i

�

j

j

^

V j�

j

�

i

i

A

�

Letztere Matrixelemente sind antisymmetrish, was durh den Index A ausge-

drükt wird. Vertausht man im Ket des letzten Matrixelements die Indizes, so

ändert sih durh die Antisymmetrie das Vorzeihen, so dass wir zusammenfas-

sen können:

=

Z

X

i=1

h�

i

j

^

U j�

i

i +

1

2

Z

X

i;j

h�

i

�

j

j

^

V j�

i

�

j

i

A

Der nähste Shritt ist, die j�

i

i's nah der bekannten Einteilhenbasis j �

a

i zu

entwikeln:

=

Z

X

i=1

1

X

a;b

h �

b

j

^

U j �

a

ix

�

ib

x

ia

+

1

2

Z

X

i;j

1

X

a;b;;d

h �

a

�



j

^

V j �

b

�

d

i

A

x

�

ia

x

�

i

x

ib

x

id

Dieses Zwishenergebnis für das gesuhte Matrixelement h� j

^

H j� i können wir

als eine Funktion der Koe�zienten x und ihrer konjugiert komplexen Zahlen x

�

au�assen:

=: f(x; x

�

)

Die x und x

�

sind unbekannt. Das neue Ziel heiÿt also, die Funktion f(x; x

�

) zu

�nden, die mit dem Variationsprinzip das Minimum liefert. Als Nebenbedingung

für die Koe�zienten müssen wir die Normerhaltung fordern:

X

a

x

ia

x

�

ia

= 1

Daraus leiten wir mit den Lagrange-Multiplikatoren �

i

her, dass folgende Funk-

tion zu betrahten ist:

h� j

^

H j� i �

Z

X

i=1

�

i

1

X

a

x

ia

x

�

ia

(\)

Wir suhen also das Minimum der Funktion (\). Dazu bilden wir die Ableitung,

die null sein muss, damit die Funktion ein Extremum annimmt:

0 =

d

dx

�

ke

 

h� j

^

H j� i �

Z

X

i=1

�

i

1

X

a

x

ia

x

�

ia

!
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Setzen wir den Ausdruk f(x; x

�

) für das Matrixelement ein und di�erenzieren,

so bleibt von den

P

i

nur die k-te Komponente übrig. Für die gemishte Summe

müssen wir die Produktregel anwenden, wobei einmal

P

a

und einmal

P



durh

die e-Komponente �ersetzt� wird. Auh die �Lagrange-Summe� reduziert sih auf

einen Term, so dass übrigbleibt:

=

1

X

b

h �

e

j

^

U j �

b

ix

kb

+

1

2

Z

X

j=1

1

X

b;;d

h �

e

�



j

^

V j �

b

�

d

i

A

x

�

j

x

kb

x

jd

+

1

2

Z

X

i=1

1

X

a;b;d

h �

a

�

e

j

^

V j �

b

�

d

i

A

x

�

ia

x

ib

x

jd

� �

k

x

ke

Umshaufeln; dabei lassen sih die Doppelsummen durh Umindizierung zusam-

menfassen:

�

k

x

ke

=

1

X

b

0

�

h �

e

j

^

U j �

b

i+

Z

X

j=1

h �

e

�



j

^

V j �

b

�

d

i

A

x

�

j

x

jd

1

A

x

kb

Kürzen wir den Klammerausdruk durh ein �

^

H� ab:

=

1

X

b

h �

e

j

^

H j �

b

ix

kb

Diese Beziehung gilt für alle e, sie ist somit eine Bestimmungsgleihung für x

kb

.

Andererseits ist sie aber auh eine Eigenwertgleihung für

^

H mit dem Energie-

eigenwert �

k

. Die eigentlihe Eigenwertgleihung für

^

H

HF

:=

^

H wird Hartree-

Fok-Gleihung genannt.

^

H besitzt die Form eines Einteilhen-Operators. Er hat zwei Anteile: Den ur-

sprünglihen Einteilhen-Operator, sowie eine Korrektur, die der Ersatz für

die Zweiteilhen-Wehselwirkung ist. Allerdings hängt der Korrekturterm selbst

auh von x

ia

ab. Bei der Lösung der Eigenwertgleihung muss dies beahtet

werden; wir benötigen eine selbstkonsistente Lösung, also eine die beide Be-

stimmungsgleihungen gemeinsam löst.

Selbstkonsistenz-Problem

Dieses nihtlineare Problem ist ein typishes selbstkonsistentes Problem, wie es

durh das Hartree-Fok-(Selbstkonsistenz-)Verfahren gelöst werden kann: Zur

Bestimmung des Hamilton-Operators

^

H

HF

=

^

H benötigen wir x

ia

, aber zur

Bestimmung der x

ia

benötigen wir den Hamilton-Operator

^

H

HF

.

Diese wehselseitige Beziehung wird mittels Iterationsverfahren gelöst.

Was ist

^

H

HF

? Betrahten wir dazu die Diagonalelemente, die gleih den Ener-

gieeigenwerten �

k

sind:

�

k

= h �

k

j

^

H

HF

j �

k

i

= h �

k

j

^

U j �

k

i+

Z

X

j=1

h �

k

�

j

j

^

V j �

k

�

j

i
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Das Matrixelement von

^

U stellt die Wehselwirkung mit dem Kern dar, die

Matrixelemente von

^

V nähern die Wehselwirkung mit den anderen Elektronen

als Einteilhen-Operator an.

Abshlieÿende Bemerkung

Für die Gesamtenergie des Systems muss beahtet werden:

h� j

^

H j� i 6=

Z

X

k=1

�

k

Dem wäre nur so, wenn es keineWehselwirkungen der Elektronen untereinander

gäbe. Stattdessen gilt das Theorem von Koopmans:

h� j

^

H j� i =

Z

X

k=1

0

�

1

2

h �

k

j

^

U j �

k

i +

1

2

Z

X

j=1

h �

k

�

j

j

^

V j �

k

�

j

i+

1

2

h �

k

j

^

U j �

k

i

1

A

=

1

2

Z

X

k=1

�

k

+ h �

k

j

^

U j �

k

i
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8.7 Quasiteilhen; das BCS-Theorem

8.7.1 Varianten zum Hartree-Fok-Verfahren

Superposition von Slater-Determinanten

Abbildung 8.4: Einteilhen-Potential.

Die mit dem Hartree-Fok-Verfahren gefundene Lösung j�

HF

i für Vielteilhen-

systeme mit gegenseitiger Wehselwirkung ist niht die exakte Lösung. Falls

ein Teilhen angeregt wird, kann die Wellenfunktion zwar noh durh die alte

Slater-Determinante beshriebenwerden.Werden jedoh zwei Teilhen angeregt,

so geht das niht mehr; die Gesamtenergie kann dabei nämlih kleiner werden.

Die Überlagerung zweier Slater-Determinanten kann allerdings eine energetish

niedrigere Lösung liefern, als das Hartree-Fok-Verfahren, und damit eine bes-

sere Näherung liefern.

Die Überlagerung der Slater-Determinante j�

HF

i aus Abshnitt 8.6 und einer

anderen Slater-Determinante j

~

� i:

j i = � j�

HF

i+ � j

~

� i

bedeutet für die Energiewerte der Systeme:

h j

^

H j i � h�

HF

j

^

H j�

HF

i

Abbildung 8.5: Besetzte Einteilhen-Zustände.

Beimishungen

Ein Zustand kann auh durh Beimishungen anderer Zustände, die über das

Hartree-Fok-Verfahren hinausgehen, verbessert angenähert werden.

Die bisherige Vorgehensweise war, die Wellenfunktion j�

HF

i mittels Teilhen-

erzeugungsoperatoren a

y

aus dem Teilhenvakuum j 0 i zu erzeugen:

j�

HF

i = â

y

1

� � � â

y

Z

j 0 i

Stattdessen können wir versuhen, die Hartree-Fok-Wellenfunktion als Beshrei-

bung für ein Quasiteilhen-Vakuum j

~

0 i zu verwenden (das damit über die

Fermi-Kante de�niert ist):

j�

HF

i b= j

~

0 i

Für diesen Fall brauhen wir allerdings Vernihtungsoperatoren für die Qua-

siteilhen. Berüksihtigen wir den Spin (" oder #), so de�nieren wir für den

Zustand k:

^

b

k"

:=

(

â

k"

; falls k > F oberhalb der Fermi-Kante;

�â

y

k#

; falls k � F , also innerhalb des Quasiteilhen-Vakuums.



440 KAPITEL 8. VIELTEILCHENTHEORIE

Dabei soll z.B. â

k"

nur "-Fermionen vernihten können.

Was bedeutet diese De�nition?

�

^

b

k"

j�

HF

i = 0

� Das Vorzeihen im letzten Fall ist Konvention.

� Warum # beim Operator �â

y

k#

?

Anshaulih kann man die Wirkung folgendermaÿen betrahten:

Wende ih den Quasiteilhenvernihter für Spin-"

^

b

k"

auf einen Quasiteilhenzu-

stand an, so wird das Spin-Up-Teilhen j k i vernihtet, wenn es sih �oberhalb�

des Quasiteilhen-Vakuums be�ndet. Liegt j k i jedoh innerhalb dises Vaku-

ums, so wird der zugehörige Spin-Down-Zustand erzeugt (wenn er niht shon

besetzt ist).

Betrahten wir dazu noh den folgenden Operator:

^

b

y

k"

:=

(

â

y

k"

; falls k > F oberhalb der Fermi-Kante

�â

k#

; falls k � F

und dessen Anwendung:

^

b

y

k"

j�

HF

i =

(

Gesamte Spinprojektion +

1

2

; für k > F

Gesamte Spinprojektion +

1

2

; für k � F

8.7.2 Verallgemeinerung des Quasiteilhen-Ansatzes

Die beiden Operatoren

^

b

y

k"

und

^

b

k"

lassen sih als Linearkombination der uns

bekannten Teilhenerzeugungs- und -Vernihtungsoperatoren a darstellen:

^

b

k"

= u

k

â

k"

� v

k

â

y

k#

^

b

y

k"

= u

k

â

y

k"

� v

k

â

k#

wobei:

u

k

; v

k

2 R

Nun sind wir auf der Suhe nah dem Quasiteilhen-Vakuum j

~

0 i:

^

b

kl

j

~

0 i = 0

Fordern wir, dass die Quasiteilhen Fermionen sind, so müssen die Operatoren

^

b

k

dieselben (Anti-)Kommutatorregeln erfüllen, wie die ursprünglihenTeilhen-

operatoren:

[ â

a

; â

y

b

℄

+

= Æ

ab
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daraus:

[

^

b

k"

;

^

b

y

k"

℄

+

= 1

Einsetzen der Verallgemeinerung:

= [u

k

â

k"

� v

k

â

y

k#

; u

k

â

y

k"

� v

k

â

k#

℄

+

Trennt man die Produkte in einzelne Antikommutatoren, so fallen solhe mit

�gleihen� Operatoren [ a; a ℄

+

und [ a

y

; a

y

℄

+

weg (sie vertaushen), übrig bleibt:

= u

2

k

[ â

k"

; â

y

k"

℄

+

+ v

2

k

[ â

y

k#

; â

k#

℄

+

Auf- und Absteigeoperator hintereinander angewandt ergibt, je nah Reihen-

folge, null oder die Identität, so dass die beiden Antikommutatoren jeweils

b

1

ergeben:

= u

2

k

+ v

2

k

Damit haben wir eine Beziehung für die Koe�zienten des Ansatzes:

u

2

k

+ v

2

k

= 1

Stellen wir zwei weitere Operatoren auf (die fehlenden bezüglih der möglihen

Spinprojektionen):

^

b

k#

= ~u

k

â

k#

� ~v

k

â

y

k"

^

b

y

k#

= ~u

k

â

y

k#

� ~v

k

â

k"

wobei wieder:

~u

k

; ~v

k

2 R

Es sollen dabei dieselben Antikommutatoreigenshaften gelten, wie für die ur-

sprünglihen Teilhenoperatoren, also:

[

^

b

k"

;

^

b

k#

℄

+

= 0

[

^

b

y

k"

;

^

b

y

k#

℄

+

= 0

[

^

b

k"

;

^

b

y

k"

℄

+

= 1

[

^

b

k#

;

^

b

y

k#

℄

+

= 1

woraus für die Koe�zienten folgt:

u

k

v

k

= �

~u

k

~v

k

Womit sih auh diese Operatoren wieder durh die Koe�zienten u

k

und v

k

ausdrüken lassen:

^

b

k#

= u

k

â

k#

+ v

k

â

y

k"

^

b

y

k#

= u

k

â

y

k#

+ v

k

â

k"

Diese Quasiteilhen sind die allgemeinen Quasiteilhen, während diejenigen von

Hartree-Fok ein Spezialfall sind.



442 KAPITEL 8. VIELTEILCHENTHEORIE

8.7.3 Allgemeines Quasiteilhen-Vakuum jBCS i

Wir fordern für das allgemeine Quasiteilhen-Vakuum jBCS i:

^

b

k"

jBCS i = 0;

^

b

k#

jBCS i = 0

Wir müssen also die Koe�zienten u

k

und v

k

so �nden, dass die Energie ein

Minimum annimmt.

Behauptung (Mathematishe Betrahtung). Das Quasiteilhen-Vakuum

nimmt folgende formale Gestalt an:

jBCS i � j

~

0 i =

Y

k

�

u

k

+ v

k

â

y

k"

â

y

k#

�

j 0 i

Beweisskizze.

^

b

k"

jBCS i =

�

u

k

â

k"

� v

k

â

y

k#

�

jBCS i

Setzen wir die Behauptung ein und trennen das Produkt in einen Anteil k 6= k

0

und einen mit k = k

0

auf:

=

Y

k

0

6=k

�

u

k

0

+ v

k

0

â

y

k

0

"

â

y

k

0

#

�

�

�

u

k

â

k"

� v

k

â

y

k#

�

�

�

u

k

+ v

k

â

y

k"

â

y

k#

�

j 0 i

Multipliziert man dies nun aus, und beahtet dabei, dass für Fermionen (wor-

auf wir uns anfangs festlegten) Produkte gleiher Quasiteilhen-Operatoren null

ergeben, so erhalten wir letztlih:

= 0

Sonderfälle

Für die zwei Sonderfälle:

1. v

k

= 1 _ u

k

= 0, für k = 1; : : : F , sowie

2. v

k

= 0 _ u

k

= 1, 8 k > F ,

entspriht das Quasiteilhenvakuum dem Hartree-Fok-Grundzustand.

Teilhenpaare

Betrahten wir die mathematishe Darstellung des Quasiteilhen-Vakuums:

j

~

0 i =

Y

k

�

u

k

+ v

k

â

y

k"

â

y

k#

�

j 0 i
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Für k = 1 werden durh den v

1

-Term 2 Teilhen erzeugt, der u

1

-Term trägt

keine Teilhen bei. Setzen wir ein gröÿeres k an, so bleibt die �Paarhaftigkeit�

der Teilhenerzeugungs-Operatoren erhalten. Wir folgern: Das Quasiteilhen-

Vakuum ist ein Zustand mit gerader Anzahl von Teilhen; in ihm werden Teil-

hen nur paarweise erzeugt. Also zwei Fermionen im selben Zustand bis auf die

untershiedlihe Spineinstellung.

Für die Quasiteilhen lässt sih das Wik'she Theorem anwenden.

16

Hamilton-Operator

Die Annahme ist, dass die "

k

diagonal sind, sowie dass die Energie für " und #

die gleihe ist.

^

H =

X

k

"

k

�

â

y

k"

â

k"

+ â

y

k#

â

k#

�

�G

X

k 6=k

�

â

y

k"

â

y

k#

â

k

0

#

â

k

0

"

�

Der erste Term entspriht dabei dem Hartree-Fok-Grundzustand, der zweite

Term ist für die attraktive Wehselwirkung zuständig, die auf Teilhen mit ent-

gegengesetztem Spin wirkt (diese kurzreihweitige Wehselwirkung wird durh

das Pauli-Prinzip impliziert).

Versuhen wir

^

H in einen Quasiteilhenoperator umzushreiben. Dazu müssen

wir die Teilhenoperatoren â durh die Quasiteilhenoperatoren

^

b darstellen:

â

y

k"

= u

k

^

b

y

k"

+ v

k

^

b

k#

â

k"

= u

k

^

b

k"

+ v

k

^

b

y

k#

â

y

k#

= u

k

^

b

y

k#

� v

k

^

b

k"

â

k#

= u

k

^

b

k#

� v

k

^

b

y

k"

Daraus folgt für die Matrixelemente (Energieeigenwerte):

h

~

0 j "

k

â

y

k"

â

k"

j

~

0 i =

nah einsetzen der â und umordnen durh das Wik'she Theorem:

=

X

k

"

k

v

2

k

Analog erhalten wir für den kompletten Hamilton-Operator:

h

~

0 j

^

H j

~

0 i = 2

X

k

"

k

v

2

k

�G

 

X

k

u

k

v

k

!

2

Um den Grundzustand zu �nden suhen wir das Minimum des Erwartungs-

werts h

~

0 j

^

H j

~

0 i als Funktion der Koe�zienten u

k

und v

k

(die wir ja noh niht

16

Das Wik'she Theorem hat keine physikalishe Bedeutung, sondern sorgt nur dafür, dass

die Teilhenoperatoren rihtig geordnet sind, bzw. es sih damit leihter rehnen lässt, wie das

vorige Kapitel gezeigt hat.
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kennen). Ist der tiefst möglihe Zustand der Hartree-Fok-Zustand, so wird er

reproduziert; wir erhalten auf jeden Fall den tiefsten Zustand.

Das Problem ist allerdings, dass das Quasiteilhen-Vakuum keine feste Anzahl

von Teilhen besitzt, während Atome bzw. Kerne konstante Teilhenzahlen auf-

weisen. Wir müssen also das Variationsprinzip mit Nebenbedingungen � mit

Lagrange-Multiplikator � anwenden. Dazu de�nieren wir den Teilhenzahlope-

rator

^

N , diesmal mit Berüksihtigung des Spins:

^

N =

X

k

�

â

y

k"

â

k"

+ â

y

k#

â

k#

�

sowie:

~"

k

= "

k

� �

Das entsprehende Matrixelement soll ein Minimum annehmen:

h

~

0 j

^

H � �

^

N j

~

0 i = Minimum

Suhen wir das Minimum:

d

dv

k

h

~

0 j

^

H � �

^

N j

~

0 i = 0

=

�

�v

k

h

~

0 j

^

H � �

^

N j

~

0 i+

du

k

dv

k

�

�u

k

h

~

0 j

^

H � �

^

N j

~

0 i

Bilden wir die Ableitungen, wobei u

k

=

p

1� v

2

k

ist:

= 4

X

k

~"

k

v

k

� 2Gu

k

X

k

0

u

k

0

v

k

0

+ 2G

v

k

u

k

v

k

X

k

0

u

k

0

v

k

0

Multiplikation mit

u

k

2

:

= 2

X

k

~"

k

u

k

v

k

�G

X

k

0

u

k

0

v

k

0

�

u

2

k

� v

2

k

�

(?)

Dies ist eine nihtlineare gekoppelte Gleihung. Sie ist niht trivial zu lösen.

Als Ansatz de�nieren wir die Zahl:

� := G

X

k

0

u

k

0

v

k

0

Die �Restgleihung� ist einfaher zu lösen. Wir erhalten:

u

2

k

=

1

2

 

1 +

~"

k

p

~"

2

k

+�

2

!

v

2

k

=

1

2

 

1�

~"

k

p

~"

2

k

+�

2

!
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Abbildung 8.6: Koe�zient v

2

k

als Lösung der nihtlinearen Gleihung für das

Energieminimum.

wobei dies Lösungen von (?) sind, die die Bedingung für die Koe�zienten erfül-

len:

u

2

k

+ v

2

k

= 1

Wird ~"

k

null, so ist "

k

= �. Nun muss der Parameter � so vershoben werden,

dass die Teilhenzahl N herauskommt:

N = 2

X

k

v

2

k

Dazu setzen wir � gleih der Fermi-Energie:

� := E

F

Wie bestimmt man nun �?

Für � = 0 erhalten wir den Hartree-Fok-Zustand. Auÿer dieser trivialen

17

Lösung soll es aber noh eine tieferer Energie geben. Diese hängt jedoh von der

�Kopplungsstärke� G ab:

� = G

X

k

s

1

2

�

1 +

~"

k

p

~"

2

k

+�

2

�

1

2

�

1�

~"

k

p

~"

2

k

+�

2

�

=

1

2

G

X

k

s

1�

~"

2

k

~"

2

k

+�

2

=

1

2

G

X

k

�

p

~"

2

k

+�

2

Gap-Gleihung

Diese Gleihung hat (wie erwartet) die triviale Lösung� = 0. Auÿerdem besitzt

sie für ein G oberhalb einer kritishen Kopplungsstärke G

C

eine Lösung mit

positivem �. Der Parameter � heiÿt Gap-Parameter.

Was bedeutet dies nun für den Hamilton-Operator? Ist � > 0, so ist dies eine

zusätzlihe Energie. Diese basiert auf Paarbildung in den Systemen:

� Kernphysik (Paarenergie): Die Möglihkeit der Paarung maht gg-Kerne

18

attraktiver als uu-Kerne und ug-Kerne.

19

� Festkörperphysik (Cooperpaare): Die Supraleitung entsteht, wenn zwei

Elektronen gepaart auftreten. Sie wehselwirken dann niht mehr wie ein-

zelne Elektronen. Dieser Cooperpaarzustand ist bei tiefsten Temperaturen

der energetish günstigere; d.h. es muss Energie aufgewendet werden, die

zwei Elektronen voneinander zu trennen.

17

Diese Lösung kennen wir ja shon, wir mahten den Ansatz, um energetish niedrigere

Lösungen zu �nden.

18

Gerade Anzahl von Neutronen und gerade Anzahl von Protonen im Kern; u steht ent-

sprehend für eine ungerade Anzahl.

19

Bei der Stabilität der Kerne, und damit zusammenhängend beim �-Zerfall, maht sih die

Paarungsenergie bemerkbar; vgl. [Povh, Abshnitt 3.1℄.
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8.8 Konsequenzen der Symmetrieeigenshaft von

Vieltteilhensystemen

Im Folgenden fragen wir, welhe Konsequenz die Eigenshaften der Fermionen

für zusammengesetzte physikalishe Systeme hat.

8.8.1 Shalenmodell der Atomphysik

Das Pauli-Prinzip �zwingt� die Elektronen in die, als Shalen au�assbaren, Ener-

gieniveaus der Atome.

Abbildung 8.7: Energieniveaus des Wassersto�-Atoms.

Vor allem die Edelgaskon�guration mit stark gebundenen Elektronen deutet auf

die Wihtigkeit des Paarverhaltens hin. Hier sind nämlih die (unteren) Shalen

abgeshlossen, also voll besetzt.

8.8.2 Shalenmodell der Kernphysik

Im Gegensatz zu den Elektronen im Atom, wird der Kern aus zwei vershiede-

nen Bausteinen gebildet. Auÿerdem liegt statt eines Zentralpotentials ein davon

deutlih untersheidbares (Hartree-Fok-artiges) Potential vor. Trotzdem kann

man das Shalenmodell einfah auf den Kern übertragen. Damit lässt sih z.B.

erklären, dass

4

He mit seinem Neutron- und Proton-Paar extrem stark gebun-

den ist. Die sogenannten magishen Zahlen sind die Besetzungszahlen voller

Nukleonenshalen. Protonen und Neutronen haben dabei ihre eigenen Shalen,

da sie untersheidbar sind.

Abbildung 8.8: Kern-Shalenmodell für

4

Helium.

8.8.3 Shalenmodell der Teilhenphysik

Auh wenn man noh tiefer in die Materie blikt, die Baryonen nah ihren

Quarks au�öst, so kann man experimentelle Befunde durh die Eigenshaften

der Fermionen erklären. So wurde aus der �-Resonanz (mit Spin

3

2

) � mit Hilfe

des Pauli-Prinzips � gefolgert, dass es auÿer Ladung, Spin und Flavor noh

eine weitere Eigenshaft der Quarks geben muss, die drei Einstellmöglihkeiten

besitzt. Diese Eigenshaft wird Farbe genannt, die drei Einstellmöglihkeiten

(Eigenzustände) rot, grün und blau.

Abbildung 8.9: Shalenmodell der Baryonenkonstituenten.
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8.8.4 Freies Vielteilhensystem

Ein weiteres Beispiel für Vielteilhene�ekte ist die Abstoÿung freier Fermionen

gleihen Zustands (identish bis auf die Ortswellenfunktion). Das ist wie die

oberen Punkte auf das Pauli-Prinzip zurükzuführen. Interessant ist dabei, dass

dies auh für freie Fermionen nahweisbar ist. Die Aufenthaltswahrsheinlihkeit

ist in diesem Fall nur vom Relativabstand der Teilhen abhängig.

Ebenso vom Relativabstand hängt die Aufenthaltswahrsheinlihkeit freier Bo-

sonen ab. Deren Produktwellenfunktion führt aber zu einer Anziehung der Teil-

hen untereinander. Das Bose-Einstein-Kondensat ist ein experimenteller Beweis

dafür.

Abbildung 8.10: Vergleih der Aufenthaltswahrsheinlihkeit von Fermionen und

von Bosonen, die sih jeweils im selben Zustand be�nden.

Bezüglih des Relativabstands r zweier Teilhen ergibt sih die Produktwellen-

funktion:

� Für zwei Bosonen:

j 1 i j 2 i = 4�

�

1 +

sin kr

kr

�

� Für zwei Fermionen:

j 1 i j 2 i = 4�

�

1�

sin kr

kr

�

wie in Abbildung 8.10 angedeutet wird.

8.8.5 Entartetes Fermigas

Um mehr Fermionen in ein System zu paken, muss man mehr Energie hinein-

steken, da das Pauli-Prinzip eine Abstoÿung bewirkt. Im Modell würde man

sagen, dass z.B. die Wände eines Kastenpotentials auseinandergezogen werden

müssen, damit mehr Teilhen Platz haben.

Geht also N ! 1, so muss auh das Volumen V ! 1 gehen, damit eine

endlihe Teilhendihte:

% =

N

V

= 2

F

X

k

�

2

kj



448 KAPITEL 8. VIELTEILCHENTHEORIE

gegeben bleibt, denn nah dem Pauli-Prinzip kann die Teilhendihte für Fer-

mionen niht unendlih werden. Setzen wir die Teilhenwellenfunktionen mit

ebenen Wellen an, wobei k

F

die Wellenzahl ist, die der Energie E

F

, der Fermi-

kante entspriht:

= 2(2�)

�3

Z

k

F

0

e

i

~

k�~r

e

�i

~

k�~r

d

3

k

=

2�

3

k

3

F

(2�)

�3

=

1

3�

2

k

3

F

Ohne Wehselwirkung ergibt die Rehnung für die kinetishe Energie pro Teil-

hen:

T

N

=

T

V %

=

3

5

~

2

2m

k

2

F

Mit mehr Teilhen steigt die Fermikante k

F

und damit wird die kinetishe Ener-

gie der Teilhen gröÿer.

Trotzdem werden z.B. ausgebrannte Sterne durh die Elektronen stabilisiert,

weil sih die Gravitation und der Druk des Elektronen-Gases die Waage halten

(weiÿe Zwerge).

Steigt der Gravitationsdruk, so werden die Elektronen in die Protonen �ge-

drükt�. Man erhält einen Neutronenstern.



Kapitel 9

Einführung in die

relativistishe

Quantenmehanik

9.1 Begri�e der Speziellen Relativitätstheorie

Im vorliegenden Abshnitt soll keine Einführung in die Relativitätstheorie gege-

ben werden, sondern nur, in knapper Form, die Begri�e und Notationen vorge-

stellt werden, die für eine Übersiht über die relativistishe Quantenmehanik

benötigt werden.

9.1.1 Lihtausbreitung

Was die Newton'she Mehanik �aus den Angeln gehoben hat� ist die Tatsa-

he, dass sih Liht in allen Bezugssystemen mit der gleihen Geshwindigkeit

bewegt. Die Lihtgeshwindigkeit ist somit das �Maÿ aller Dinge�. Bei einer

Transformation in ein anderes Koordinatensystem muss die Zeit mittransfor-

miert werden; sie ist niht universell.

1

Bei einer Transformation muss also zu

den drei Ortskomponenten noh die Zeit mitberüksihtigt werden. Die mathe-

matishe Formulierung dieser Physik geshieht über 4-er-Vektoren, die die Zeit

als �nullte� Komponente besitzen; die anderen drei Komponenten sind die be-

kannten Ortskoordinaten. Durh diese Shreibweise wird ausgedrükt, dass Zeit

und Raum gleihwertig sind.

2

Startet ein Lihtblitz zur Zeit t

0

= 0 am Ort x

0

= 0 in x-Rihtung, so be�ndet

er sih zur Zeit t am Ort x = t. Auf drei Dimensionen verallgemeinert bedeutet

das für die Lihtausbreitung:

x

2

+ y

2

+ z

2

� 

2

t

2

= 0

1

Wie es die gesamte Physik vor 1900 annahm.

2

Die Gleihwertigkeit von Raum und Zeit wird auh über die Dimension der Zeitkompo-

nente des 4-er-Vektors ausgedrükt. Indem der Zeit t immer die Naturkonstante  als Faktor

mitgegeben wird, hat die Zeit in dieser Darstellung auh die Dimension einer Länge.

449
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Diese Beziehung gilt in jedem Bezugssystem, also auh in einem relativ dazu

bewegten System:

~x

2

+ ~y

2

+ ~z

2

� 

2

~

t

2

= 0

weil  eine Naturkonstante ist.

3

Im vierdimensionalen Raum, der Raum-Zeit, wird durh diese Beziehung der

Lihtkegel de�niert. Das ist der Teilraum, der vom Koordinatenursprung aus mit

Lihtgeshwindigkeit erreihbar ist (Zukunft), bzw. von dem aus der Ursprung

erreiht werden konnte (Vergangenheit).

9.1.2 4-er-Vektoren

Ortsvektor

Es gibt zwei Shreibweisen für Vierervektoren, die sih nur durh das Vorzei-

hen des (klassishen Orts-)Dreiervektoranteils untersheiden. In Rehnungen

werden sie gemisht verwendet, so dass eine konsequente Einhaltung der nun

vorzustellenden Index-Shreibkonvention wihtig ist.

Ko- und kontravariante Vektorshreibweise

Kontravariante Vektoren enthalten die drei klassishen Ortskoordinaten mit

einem positivem Vorzeihen. Sie werden durh den oberen Index markiert:

x

�

:=

0

B

B

B

B

B

B

�

x

0

= t

x

1

= x

x

2

= y

x

3

= z

1

C

C

C

C

C

C

A

Kovariante Vektoren führen den Dreiervektor mit negativem Vorzeihen. Sie

sind unten indiziert:

x

�

:=

0

B

B

B

B

B

B

�

x

0

= t

x

1

= �x

x

2

= �y

x

3

= �z

1

C

C

C

C

C

C

A

Die Shreibweisen sind völlig gleihwertig, bezeihnen also genau denselben Vie-

rervektor, müssen jedoh streng untershieden werden, da sie ihn in vershiede-

nen Darstellungen beshreiben. Dass beide Verwendung �nden, wird sih noh

als nützlih erweisen.

3

Die Lihtgeshwindigkeit  wird immer für das Vakuum angegeben; bei Lihtausbreitung

im Medium ist der Brehungsindex des Materials zu beahten, wodurh die Lihtgeshwindig-

keit gegenüber dem Vakuum langsamer ist. Wir verzihten jedoh auf eine Indizierung 

0

für

die Vakuumlihtgeshwindigkeit, da im gesamten Skript keine andere vorkommt.
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Notation (Vektor und Komponenten). In der Literatur wird durh die ge-

wählte Shreibweise i.A. niht zwishen dem 4-er-Vektor x

�

und dessen Kom-

ponenten x

�

untershieden. Das mag etwas verwirren. Meist geht aber aus dem

Kontext hervor, was gemeint ist. Eine konkrete Komponente wird zur Unter-

sheidung mit einem entsprehenden Stellenindex, z.B. x

0

für die Zeitkompo-

nente, versehen.

Bei allgemeinen Buhstabenindizes hat sih durhgesetzt griehishe Buhsta-

ben, meist � und �, zur Markierung der 4-er-Vektoren, bzw. derer Komponenten

zu benutzen. Wird der klassishe 3-er-Vektor angesprohen, so wird er mit la-

teinishen Buhstaben versehen, meist mit k.

Wenn wir die Einstein'she Summenkonvention vorstellen, werden wir sehen,

dass die Shreibweisen für Komponenten und Vektoren teilweise äquivalente

Aussagen enthalten, und somit niht untershieden werden muss.

Nur wenn der 4-er-Vektor ganz allgemein angesprohen wird, verwenden wir die

Notation mit Vektor-Doppelpfeil

4

,

)

x . Sie soll einerseits hervorheben, dass ein

Vektor gemeint ist, andererseits die Darstellungsunabhängigkeit verdeutlihen.

Metrik der Raum-Zeit

De�nieren wir:

s

2

:= 

2

t

2

� ~x

2

Metrik

� 

2

t

2

� x

2

� y

2

� z

2

was in kontravarianter Shreibweise folgendermaÿen aussieht:

� (x

0

)

2

� (x

1

)

2

� (x

2

)

2

� (x

3

)

2

So besitzen wir eine Metrik

5

für die Raum-Zeit. Der Skalar s ist die Länge

eines Vektors in dieser Metrik, bzw. der Abstand eines Raum-Zeit-Punkts vom

Koordinatenursprung (t = 0; ~x = 0).

Der Abstand zweier Raum-Zeit-Punkte ist entsprehend de�niert.

De�nition (Abstandsquadrat). Mit der gegebenen Metrik ist das Quadrat

des Abstands zweier Punkte de�niert durh:

�

�

)

x

�

2

:=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0

B

B

B

B

B

B

�

�x

0

�x

1

�x

2

�x

3

1

C

C

C

C

C

C

A

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

2

=
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B
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B

B

�
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0

x

1

x

2

x

3

1

C

C

C

C

C

C

A

�

0

B

B

B

B

B

B

�

~x

0

~x

1

~x

2

~x

3

1

C

C

C

C

C

C

A

























2

Also ist der Abstand �x gegeben durh:

�x =

q

(x

0

� ~x

0

)

2

� (x

1

� ~x

1

)

2

� (x

2

� ~x

2

)

2

� (x

3

� ~x

3

)

2

4

Diese Shreibweise ist keine Konvention, sie wird aber von einigen Autoren verwendet.

5

[Heuser-1, Abshnitte 10�12, vor allem Seite 85℄ führt den Begri� der Metrik und den

allgemeinen (mathematishen) Abstandsbegri� ein.
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Die nullte Komponente des Vierervektors wird die zeitartige Komponente ge-

nannt, die anderen drei die raumartigen Komponenten.

Wir fanden oben die Beziehung 

2

t

2

� x

2

� y

2

� z

2

= 0 für das Liht. In der

gewählten Metrik heiÿt das, dass das Liht zu seinem Ursprung immer den Ab-

stand null hat. Ist s

2

positiv, so ist die raumartige Komponente kleiner, als die

zeitartige; ein solher Abstand wird zeitartig genannt. Der gesamte zeitartige

Raum wird auh als kausaler Bereih bezeihnet, weil zwishen den vershiede-

nen Punkten dieses Teilraumes Nahrihten ausgetausht werden können. Mit

dem raumartigen Bereih ist mit s

2

< 0, bzw. 

2

t

2

< ~x

2

kein Informationsaus-

taush möglih, da Nahrihten niht shneller als Lihtgeshwindigkeit über-

mittelt werden können.

Nun benötigen wir noh eine Koordinatentransformation, die den Abstand s der

Raum-Zeit erhält. Da die Galilei-Transformation die Zeit niht berüksihtigt,

kann sie dies niht erfüllen.

Lorentz-Transformation

Bedingt durh die Konstanz der Lihtgeshwindigkeit, und damit einem niht

mehr absoluten Zeitbegri� mit vershiedenen Zeiten in vershiedenen Koordi-

natensystemen, kann die Galilei-Transformation keine Transformation in der

Raum-Zeit darstellen. Sie sieht die Zeit als absolut an.

6

Die Lorentz-Transformation erfüllt die Metrik der Vierervektoren; unter ihr ist

also die über die Raum-Zeit-Metrik de�nierte Länge erhalten. Die Zeit wird bei

einer Koordinatentransformation mittransformiert.

Mit den (allgemein verwendeten) Abkürzungen:

7

� :=

v



 :=

p

1� �

2

führt die Lorentz-Transformation ein Koordinatensystem KS in ein relativ dazu

mit v in x-Rihtung bewegtes System

g

KS mit folgenden Transformationsregeln

über:

~x

0

= 

~

t =

t� �x



=

x

0

� �x

1



~x

1

= ~x =

x� �t



=

x

1

� �x

0



~x

2

= x

2

~x

3

= x

3

6

Was für sehr kleine Geshwindigkeiten v �  gerehtfertigt ist.

7

Die Faktoren � und  sind im Prinzip nur Abkürzungen. Sie drüken allerdings auh gut

aus, ob man relativistish rehnen muss oder niht. Denn ist z.B. v � , so ist � ' 0 und

 ' 1. Für v '  vertaushen sih die Werte.
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Geshwindigkeit

Die Geshwindigkeit ist die Ableitung des Ortsvektors nah der Zeit. Hierbei

ist nun zu beahten, dass sowohl der Ortsvektor, als auh die Zeit von der

Transformation betro�en sind. Eine Komponente der Geshwindigkeit hängt

also von zwei Komponenten des Raum-Zeit-Ortsvektors ab; sie ist somit ein

Element eines Tensors zweiter Stufe. Den raumartigen Geshwindigkeitsanteil

bilden wir wie gewohnt:

8

~v = v

k

=

0

B

B

B

�

v

1

v

2

v

3

1

C

C

C

A

=

d

dt

0

B

B

B

�

x

y

z

1

C

C

C

A

=

d

dx

0

0

B

B

B

�

x

1

x

2

x

3

1

C

C

C

A

Für den zeitartigen Anteil benötigen wir noh den Begri� der Eigenzeit.

9.1.3 Eigenzeit

Die Zeit ist in der Relativitätstheorie genaugenommen kein Skalar mehr, sondern

eine Komponente des 4-er-Ortsvektors. Man kann jedoh einen Skalar aufstellen,

der die Dimension einer Zeit besitzt. Dazu brauhen wir die Länge s des Vektors

in der vierdimensionalen Raum-Zeit, wie wir sie oben de�niert haben.

De�nition (Eigenzeit). Die Eigenzeit � (eines Raum-Zeit-Punktes) ist de�-

niert durh die Länge (den Abstand vom Ursprung) eines 4-er-Vektors, normiert

auf die Dimension einer Zeit:

� :=

1



r

�

�

)

x

�

2

Im Ruhesystem eines Teilhens (�~x = 0) fällt die Eigenzeit � mit der �Koordi-

natenzeit� t zusammen.

Eigenshaften der Eigenzeit: Für eine Bewegung mit v �  gilt:

9

� � ist reell.

� � hat die Dimension einer Zeit.

� � ist ein Skalar, und somit unabhängig vom Koordinatensystem.

� �� ist die Zeit, die man misst, wenn sih das Bezugssystems (in dem

gemessen wird) mitbewegt: �x

1

= �x

2

= �x

3

= 0.

8

Dass die Geshwindigkeit hier unten indiziert wird ist kein Shreibfehler; den Grund wer-

den wir gleih noh kennenlernen.

9

Etwas anderes maht physikalish keinen Sinn.
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Wird die Zeit im Laborsystem gemessen, so ergibt sih folgender Zusammenhang

zwishen der gemessenen Zeit t und der Eigenzeit � des Systems:

t =

�

p

1� �

2

=

�



Zur Substitution (Wehsel zwishen Eigenzeit und Koordinatenzeit) benötigen

wir noh einen Ausdruk für

1

d�

:

1

d�

=

1

d�

dt

dt

t von oben eingesetzt:

=

1

d�

d

dt

�

�



�

=

1



1

dt

Halten wir die zwei Beziehungen zwishen den Zeiten fest:

t =

�



1

d�

=

1



1

dt

9.1.4 Impuls als 4-er-Vektor

Impuls und �e�ektive� Masse

Mit Hilfe der Eigenzeit können wir nun eine De�nition für die Geshwindigkeit

und den Impuls

10

angeben, die sih wie ein �normaler� Vektor transformiert.

De�nition (Relativistisher 3-er-Impuls).

~p := m

0

d~r

d�

Substituieren wir in der De�nition d� durh dt, so erhalten wir den Impuls als

Ortsableitung nah der Laborzeit:

~p =m

0

1



d~r

dt

Man fasst nun ~p so zusammen, dass die Masse und der relativistishe Vorfaktor

 zusammengeshrieben werden als sogenannte e�ektive Masse:

m

e�

:=

m

0



10

Die Ruhemassem

0

eines Teilhens indizieren wir konsequent mit 0.
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Dabei ist m

0

die Ruhemasse des beobahteten Teilhens. Die �e�ektive� Mas-

se m

e�

hat keine physikalishe Begründung, die Masse eines Teilhens ist eine

Konstante. Welher physikalishen Gröÿe man den Faktor

1



zushlägt, ist In-

terpretationssahe.

Zu beahten ist, dass die e�ektive Masse eine Gröÿe ist, die von der Geshwin-

digkeit des Teilhens abhängt. Für Geshwindigkeiten nahe der Lihtgeshwin-

digkeit wird die e�ektive Masse eines Teilhens unbeshränkt. Diese Eigenshaft

von m

e�

wird gerne als relativistisher Massenzuwahs bezeihnet.

Energie und Impuls

Für die Energie des ruhenden Teilhens gilt Einsteins berühmte Formel:

E = m

0



2

Wie sieht nun der 4-er-Vektor des Impulses aus? Bilden wir dazu die Ableitungen

nah der De�nition:

p

�

=

 

p

0

~p

!
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0

B

B

B

B

�

p
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p
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=
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B

�

�(t)

�t

�x

�t

�y
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�z

�t

1

C

C
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C

A

Die Ortsableitungen sind bei gegebener Ortsfunktion ~r(t) wie gewohnt zu be-

rehnen; betrahten wir nur die nullte Komponente des Impulses:

p

0

=

m

0



�(t)

�t

=

1



m

0



=

E



wenn man die Einstein'she Masse-Energie-Relation einsetzt. Damit haben wir

eine Interpretation des Impuls-Vierervektors: Die nullte Komponente entspriht

der Ruheenergie des Teilhens (durh die Naturkonstante  geteilt), während

die restlihen drei Komponenten den Dreierimpuls bilden.

11

11

Zu beahten ist folgender Zusammenhang: Der Vierer-Ortsvektor besitzt als nullte Kom-

ponente die Zeit; die Fouriertransformation der Zeit liefert eine Energie, die die nullte Kom-

ponente des Impulses ist. Ebenso ist die Fouriertransformierte des Ortes der Impuls, so dass

der komplette 4-er-Vektor sih unter Fouriertransformation �gutartig� verhält.
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Betrahten wir die Länge des Impulsvektors mit unserer Metrik:

j

)

p j

2

= jp

0

j

2

� ~p

2

=

�

1



m

0



�

2

�

�

1



m

0

~v

�

2

=

m

2

0

�

p

1� �

2

�

2

�



2

� ~v

2

�

=

m

2

0

1�

�

v



�

2

�



2

� ~v

2

�

= m

2

0



2

Dies ist eine Konstante, so dass gilt: Der Impulsbetrag ist invariant unter einer

Lorentz-Transformation.

Im Impulsbetrag, bzw. in p

0

, stekt die Energie, lösen wir die Gleihung für

jp

�

j

2

nah ihr auf:

jp

0

j

2

� ~p

2

=

E

2



2

� ~p

2

= m

2

0



2

multiplizieren mit 

2

:

E

2

� ~p

2



2

=m

2

0



4

E

2

= m

2

0



4

+ ~p

2



2

so erhalten wir die relativistishe Energie-Impuls-Beziehung:

E =

q

m

2

0



4

+ ~p

2



2

Die Energie ist also abhängig von der Teilhengeshwindigkeit, bzw. vom ge-

wählten Koordinatensystem.

9.1.5 Vektor-Nomenklatur

Mishshreibweise

Mit dem kontravarianten Vektor x

�

haben wir shon gearbeitet:

x

�

=

0

B

B

�

x

0

= t

x

1

= x

x

2

= y

x

3

= z

1

C

C

A

Der kovariante Vektor wurde auh shon vorgestellt:

x

�

=

0

B

B

�

x

0

= t

x

1

= �x

x

2

= �y

x

3

= �z

1

C

C

A
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Die Länge eines 4-er-Vektors darf niht von der Darstellungsart abhängen; un-

abhängig davon, ob man mit kovariantem oder kontravariantemVektor arbeitet,

muss gelten:

j

)

x j

2

= (x

0

)

2

� ~x

2

wobei durh die Benutzung der 4-er-Vektorshreibweise

)

x die Darstellungsinva-

rianz ausgedrükt werden soll. Die Länge eines 4-er-Vektors kann aber eindeutig

(und mathematish korrekt) durh die ko- und kontravariante Shreibweise de-

�niert werden; so ist die Länge folgendermaÿen festgelegt:

j

)

x j

2

=

3

X

�=0

x

�

x

�

Notation (Einstein'she Summenkonvention). Um häu�ger auftretende

�Muster� in Summationen in der relativistishen Physik abzukürzen, hat sih

die Einstein'she Summenkonvention durhgesetzt. Sie besagt, dass wenn über

einen (4-er-)Index summiert wird, der in zwei Gröÿen innerhalb der Summa-

tion unmittelbar hintereinander oben und unten vorkommt, so kann das Sum-

menzeihen weggelassen werden. Obige Längende�nition kann man mit dieser

Konvention abkürzen:

j

)

x j

2

=

3

X

�=0

x

�

x

�

!

= x

�

x

�

Die Summenkonvention ist einzig eine Abkürzung der Shreibweise, die zwar

Formeln verkürzt, aber durhaus auh zu Verwirrung führen kann. Wir versu-

hen im Folgenden noh öfter darauf hinzuweisen, wenn die Konvention zuge-

shlagen hat.

Metrisher Tensor

Um kovariante und kontravariante Vektoren ineinander überzuführen, gibt es

eine Matrix, deren einzige Aufgabe es ist, die Vorzeihen rihtig zu setzen. Da

diese Matrix die Metrik erhält, wird sie metrisher Tensor g

��

genannt:

De�nition (Metrisher Tensor).

g

��

:= Æ

��

�

(

1; für die zeitartige Komponente � = 0

�1; für die raumartigen Komponenten � = f1; 2; 3g

In Matrixshreibweise:

g

��

:=

0

B

B

�

1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1

C

C

A

Metrisher Tensor
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Mit dem metrishen Tensor g

��

shreibt sih die Umrehnung zwishen kontra-

und kovariantem Vektor folgendermaÿen:

x

�

=

0

B

B

�

1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1

C

C

A

0

B

B

�

x

0

x

1

x

2

x

3

1

C

C

A

=

3

X

�=0

g

��

x

�

bzw. umgekehrt:

x

�

=

0

B

B

�

1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1

C

C

A

0

B

B

�

x

0

x

1

x

2

x

3

1

C

C

A

=

3

X

�=0

g

��

x

�

wobei gilt:

g

��

= g

��

Unter Benutzung der Einstein'shen Summenkonvention shreiben sih die Be-

ziehungen kürzer:

x

�

= g

��

x

�

und x

�

= g

��

x

�

Transformationsverhalten kovarianter Vektoren

Aus dem Transformationsverhalten der kontravarianten Vektoren können wir

direkt (mit Hilfe von g

��

) auf das Verhalten kovarianter Vektoren shlieÿen.

Dabei sei wieder

g

KS das relativ zu KS bewegte Koordinatensystem:

~x

0

= 

~

t =

x

0

� �x

1



=

x

0

+ �x

1



~x

1

= �~x

1

= �

x

1

� �x

0



=

x

1

+ �x

0



Rüktransformation

Aus der Siht des bewegten Koordinatensystems

g

KS sieht die eigene Bewegung

so aus, als ob sih das (�ruhende�) System KS mit entgegengesetzter Geshwin-

digkeit �~v bewegen würde. Für die Ortstransformation bedeutet dies, dass der

Faktor � =

v



mit negativem Vorzeihen behaftet ist. An  ändert sih nihts,

da die Geshwindigkeit hier quadratish vorkommt:

x

0

=

~x

0

+ �~x

1



x

1

=

~x

1

+ �~x

0
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Di�erentiation

Notation. Wir kürzen im Folgenden, aus gleih noh ersihtlihen Gründen,

die Di�erentiationsshreibweise

�

�(Ort)

durh � ab. Der Komponentenindex wird

dabei mitgeführt.

Behauptung. Die Di�erentiation nah einer kontravarianten Variable, bzw.

Vektorkomponente ist kovariant:

�

�x

�

= �

�

Beweis.

�

�~x

0

=

�

�x

0

�x

0

�~x

0

+

�

�x

1

�x

1

�~x

0

Setzt man die Umkehrtransformation, also x

0

und x

1

, ein:

=

�

�x

0

1



+

�

�x

1

�



Die Form dieser Terme ist aber die gleihe wie die kovariante Transformation:

~

�

0

=

�

0

+ ��

1



Die kontravariante Di�erentiation transformiert sih also wie ein kovarianter

Vektor.

Damit hat die abkürzende Shreibweise ihre Berehtigung. Wir kürzen also die

Di�erentiation nah einer kontravarianten Variable durh das Zeihen � mit

einem kovarianten Index (unten) ab:

~

�

0

=

�

0

+ ��

1



�

�

�~x

0

~

�

1

=

�

1

+ ��

0



�

�

�~x

1

Entsprehend transformieren sih kovariante Di�erentiationen wie kontravari-

ante Vektoren:

�

�

=

�

�x

�

Die zweimalige Di�erentiation nimmt mit dieser Notation folgende Form an:

�

)

�

�

2

=

3

X

�=0

�

�

�

�
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Einstein'she Summenkonvention:

= �

�

�

�

=

�

�x

�

�

�x

�

=

0

�

�

�(t)

~

r

1

A

0

�

�

�(t)

�

~

r

1

A

Dieses Skalarprodukt zweier Vierervektoren ist in der gegeben Metrik eine Art

�Länge� des Di�erentiationsoperators:

=

�

2

�(t)

2

��

Eine Länge bleibt jedoh grundsätzlih unter Lorentz-Transformationen erhal-

ten!

Dieser zweifahe Di�erentiationsoperator wird häu�g gebrauht, so dass ihm

eine Abkürzung zugewiesen wurde:

De�nition (d'Alembert-Operator). Die zweifahe Di�erentiation eines 4-

er-Vektors wird durh den d-Alembert-Operator � abgekürzt:

� :=

�

2

�(t)

2

�� d'Alembert-Operator

� transformiert sih wie ein Skalar (Lorentz-Skalar).

Aufgrund der Beziehung zum einfahen Di�erentiationsoperator Nabla, hat sih

für den �quadratishen� 4-er-Operator der Name Quabla eingebürgert.

12

9.1.6 Impulsoperator

Benutzt man wieder die Ersetzungsregeln, die vom klassishen Impulsvektor ~p

zum quantenmehanishen Impulsoperator

^

~p führen, so erhält man den relati-

vistishen quantenmehanishen Impulsoperator p̂

�

in Ortsdarstellung:

p̂

�

= i~�

�

= i~

�

�x

�

= i~

0

B

B

B

B

B

�

�

�(t)

�

�(�x)

�

�(�y)

�

�(�z)

1

C

C

C

C

C

A

12

Und wie alle �direkten� Di�erentiationsoperatoren, bzw. -symbole, wird er niht explizit

mit einem Operatordah versehen.
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Und damit:

p̂

�

= i~

0

B

B

B

B

B

�

E



�

�

�x

�

�

�y

�

�

�z

1

C

C

C

C

C

A



462 KAPITEL 9. RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK

9.2 Klein-Gordon-Gleihung

9.2.1 Relativistishe Shrödinger-Gleihung

Problematik

Die Shrödinger-Gleihung ist niht geeignet um relativistishe Phänomene der

Quantenmehanik zu beshreiben. Besprehen wir die Problematik, indem wir

in die zeitabhängige Shrödinger-Gleihung:

^

H = i~

�

�t

 

den Hamilton-Operator eines freien Teilhens einsetzen:

^

H

0

= �

~

2

2m

~

r

2

und wir somit die freie, zeitabhängige Shrödinger-Gleihungbetrahten können:

�

~

2

2m

~

r

2

 = i~

�

�t

 

Die folgenden Probleme ergeben sih, wenn relativistishe Geshwindigkeiten

vorliegen:

1. Die linke Seite der Shrödinger-Gleihung enthält quadratishe Ableitun-

gen im Ort, die rehte Seite eine lineare Ableitung in der Zeit. Zeit und Ort

sind in der Relativitätstheorie aber Komponenten eines einzigen Vektors.

Eine derartige Mishung der Ableitungsordnungen führt zu Kon�ikten;

die Folge ist, dass die Shrödinger-Gleihung niht invariant unter einer

Lorentz-Transformation ist. Damit ist sie zur Beshreibung relativistisher

Bewegungen ungeeignet.

2. Die Energie eines relativistish bewegten Teilhens ist:

E =

q

p

2



2

+m

2

0



4

Der Hamilton-Operator als Operator der Energie lautet damit:

^

H =

q

p̂

2



2

+m

2

0



4

Problematik hierbei:

� Wie ist die Wurzel eines Operators de�niert?

� Gibt es zwei Lösungen, und wenn ja, wie interpretiert man diese? Vor

allem die negative Lösung ist physikalish shwierig einzuordnen.
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Zielsetzung

Das erste Ziel muss nun sein, eine Bewegungsgleihung zu �nden, die die rela-

tivistishen E�ekte beinhaltet, also die Shrödinger-Gleihung für relativistish

bewegte Systeme ersetzt.

Folgende Kriterien müssen bei der Konstruktion beahtet werden:

1. Die relativistishe Di�erentialgleihung soll invariant unter einer Lorentz-

Transformation sein. Dazu müssen die Ableitungen nah Ort und Zeit von

derselben Ordnung sein.

2. Die relativistishe Energie-Impuls-Beziehung eines freien Teilhens muss

gelten:

E =

q

p

2



2

+m

2

0



4

:

3. Im Grenzfall kleiner Geshwindigkeiten (

v



� 1) muss die relativistishe

Quantenmehanik in die �klassishe� Quantenmehanik

13

übergehen.

4. Die neue Bewegungsgleihung muss eine als solhe deutbare Wahrshein-

lihkeitsdihte:

% =  

�

 

sowie eine Kontinuitätsgleihung hervorbringen:

_%+ div~| = 0

9.2.2 Relativistishe Wellenfunktion I

Ansatz

Starten wir mit dem 2.Konstruktionskriterium, so haben wir, wenn wir den

Impuls p durh seinen Operator ersetzen, eine Ableitung unter der Wurzel. Zur

Umgehung dieses Problems betrahten wir das Quadrat der Energie:

E

2

= p

2



2

+m

2

0



4

Von dieser Formel aus starten wir.

Klein-Gordon-Gleihung

Setzen wir in die quadrierte Energiebeziehung die quantenmehanishen �Erset-

zungsregeln�

E �! i~

�

�t

und

^

~p �!

~

i

~

r

13

Wenn wir im Folgenden von der klassishen Quantenmehanik reden, meinen wir immer

die nihtrelativistishe Quantenmehanik. Um keine Verwehslungen mit der Klassishen Me-

hanik aufkommen zu lassen setzen wir den Begri� in Anführungszeihen und shreiben ihn

klein, da er kein feststehender Begri� ist.
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ein, so erhalten wir:

�

i~

�

�t

�

2

= 

2

�

~

i

~

r

�

2

+m

2

0



4

Alle Terme nah links:

�~

2

�

2

�t

2

+ 

2

~

2

��m

2

0



4

= 0

Division durh 

2

:

�~

2

�

2

�(t)

2

+ ~

2

��m

2

0



2

= 0

Vorzeihenwehsel:

~

2

�

2

�(t)

2

� ~

2

�+m

2

0



2

= 0

Hier erkennen wir aber den d'Alembert-Operator � wieder:

~

2

�+m

2

0



2

= 0

Diese Operatorgleihung wirkt auf die Wellenfunktion eines Systems; somit be-

sitzen wir eine Di�erentialgleihung für ein relativistishes System:

�

�+

m

2

0



2

~

2

�

 (~r; t) = 0 Klein-Gordon-Gleihung

Betrahten wir die Form mit ausgeshriebenem d'Alembert-Operator, so steht

dort die zweifahe Zeitableitung minus die zweifahe Ortsableitung. Das läÿt sih

in der relativistishen Notation, mittels der Summenkonvention folgendermaÿen

shreiben:

�

�

�

�

+

m

2

0



2

~

2

= 0 Kurzform der Klein-Gordon-Gleihung

Aufgrund des Ansatzes erfüllt diese Di�erentialgleihung siher die beiden ersten

Kriterien. Durh die Quadrierung des Energieterms erhalten wir aber zwangs-

läu�g zwei Lösungen, die interpretiert werden müssen (vor allem die Lösung

negativer Energie). Ob die Klein-Gordon-Gleihung also eine physikalishe Be-

wegungsgleihung ist, bleibt zu prüfen. Dies werden wir nun weiterverfolgen.

9.2.3 Überprüfung der Klein-Gordon-Gleihung

Zur Klärung der Kriterien 3 und 4 müssen wir die Wellenfunktionen  betrah-

ten, die die Klein-Gordon-Gleihung lösen:

�~

2

�

2

�t

2

 =

�

�

2

~

2

�+m

2

0



4

�
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Zeitbetrahtung

Die 3. Forderung birgt zunähst ein neues Problem.

Die zeitabhängige Shrödinger-Gleihung liefert uns bei gegebener Wellenfunk-

tion zu einem Zeitpunkt t

0

die zeitlihe Wellenentwiklung:

 (t

0

)

Shrödinger-Gleihung

��������������!  (t)

Die neue Di�erentialgleihung ist aber von zweiter Ordnung in der Zeit; au-

ÿer einem Startwert  (t

0

) benötigen wir zur Lösung auh den Wert der ersten

Ableitung am Startzeitpunkt:

 (t

0

) ^

�

�t

 (t)

�

�

�

t=t

0

Klein-Gordon-Gleihung

���������������!  (t)

Aber das ist noh niht alles. Betrahten wir den einfahen Fall einer ortsunab-

hängigen Wellenfunktion  ( ~r�; t). Für sie ist der Erwartungswert des Impulses

null, h p i = 0. Die Di�erentialgleihung reduziert sih dadurh zu:

�

�

2

�t

2

 (t) =

m

2

0



4

~

2

 (t)

Für diese Bewegungsgleihung gibt es jedoh zwei Lösungen:

 (t) = e

�

m

0



2

~

t

Durh die Quadrierung des Energieterms erhalten wir (auh wenn wir nur

die Zeitabhängigkeit betrahten) zwei linear unabhängige Lösungen der Klein-

Gordon-Gleihung. Es stellt sih die Frage, wie das physikalish zu interpretieren

ist.

14

Wahrsheinlihkeits- und Stromdihte

Das 4.Konstruktionskriterium verlangt eine Wahrsheinlihkeitsdihte und eine

Kontinuitätsgleihung für eine relativistishe Bewegungsgleihung. Versuhen

wir dies aus der Klein-Gordon-Gleihung zu extrahieren. Die Klein-Gordon-

Gleihung lautet:

� +

m

2

0



2

~

2

 = 0 (KG)

Die konjugiert komplexe Gleihung lautet, wobei � = �

�

ist:

� 

�

+

m

2

0



2

~

2

 

�

= 0 (KG

�

)

Subtrahieren wir zwei Gleihungen die null ergeben voneinander, so ergibt das

Ergebnis wieder null; wir bilden folgende Di�erenz:

0 =  

�

� (KG)�  � (KG

�

)

14

Man kann eine physikalish sheinbar unsinnige Lösung niht einfah unter den Tish

kehren; man kann sie höhstens �weg�diskutieren. Dazu brauht man aber erst einen Interpre-

tationsansatz.
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Eingesetzt:

=  

�

� +  

�

m

2

0



2

~

2

 �  � 

�

�  

m

2

0



2

~

2

 

�

Wir erhalten mit � � �

�

�

�

:

=  

�

�

�

�

�

 �  �

�

�

�

 

�

Daraus ergibt sih:

0 = �

�

( 

�

�

�

 �  �

�

 

�

)

Beweis. Die letzte Gleihung ist niht durh einfahes Ausklammern des Ope-

rators �

�

zustande gekommen, was niht erlaubt wäre, da sih dadurh der

Wirkungsbereih der Di�erentiation ändert. Sie ist mathematish fundiert, wie

jetzt gezeigt wird.

Wendet man die Produktregel an, so erhält man:

�

�

( 

�

�

�

 �  �

�

 

�

) = (�

�

 

�

) �

�

 +  

�

�

�

�

�

 � (�

�

 ) �

�

 

�

�  �

�

�

�

 

�

Erster und dritter Term heben sih weg:

=  

�

�

�

�

�

 �  �

�

�

�

 

�

Die erhaltene Form kann als vierdimensionales �div~| � interpretiert werden:

15

�

�

j

�

= �

�

( 

�

�

�

 �  �

�

 

�

) = 0

4-er-Vektor in nullte Komponete und 3-er-Vektor aufspalten:

1



�

�t

j

0

+

~

r � ~| =

�

�t

%+

~

r � ~| = 0

Dabei interpretiert man die nullte Komponente j

0

des 4-er-Stromdihtevektors

j

�

als die �klassishe� Wahrsheinlihkeitsdihte %:

% :=

j

0



Relativistishe Wahrsheinlihkeitsdihte

Damit sih die Dimension einer ehten Stromdihte ergibt, benötigen wir noh

einen Vorfaktor; es ergibt sih:

j

�

=

i~

2m

0

( 

�

�

�

 �  �

�

 

�

) Relativistishe Stromdihte

15

In der Literatur �ndet man entsprehend �

�

auh als Viererdivergenz bezeihnet.
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Mit der nullten Komponente:

j

0

=

i~

2m

0

�

 

�

1



�

�t

 �  

1



�

�t

 

�

�

= %

Die räumlihenKomponenten der Wahrsheinlihkeitsstromdihte lauten in kon-

travarianter Shreibweise:

16

j

k

=

i~

2m

0

�

 

�

�

�x

k

 �  

�

�x

k

 

�

�

In kovarianter Shreibweise ändert sih das Vorzeihen der Ortskomponenten:

= �

i~

2m

0

�

 

�

�

�x

k

 �  

�

�x

k

 

�

�

Dieser Ausdruk hat die gleihe Form, wie der nihtrelativistishe 3-er-Vektor

der Wahrsheinlihkeitsstromdihte:

^

~| =

~

2m

0

i

�

 

�

~

r �  

~

r 

�

�

Das einzige Problem bei aller Ähnlihkeit ist der Ausdruk für die Wahrshein-

lihkeitsdihte, bzw. j

0

:

� j

0

enthält eine Zeitableitung.

� j

0

ist niht zwingend positiv de�nit, denn durh das Minuszeihen zwi-

shen den beiden Ableitungstermen sind auh negative Werte möglih.

Also liefert auh das 4.Kriterium ein Problem; wie soll man eine negati-

ve Wahrsheinlihkeitsdihte interpretieren? Da es anshaulih keine ne-

gativen Wahrsheinlihkeiten gibt, sollte man eher fragen, wie wir einen

negativen Wert uminterpretieren können.

9.2.4 Ergebnis durh Uminterpretation

Von den 4 Forderungen, die wir an die relativistishe Bewegungsgleihung stel-

len, erfüllt die Klein-Gordon-Gleihung nur eine ohne dabei neue Probleme zu

sha�en.

Problem des Grenzfalls

Bisher ho�ten wir, dass eine Lösung  

KG

der Klein-Gordon-Gleihung im niht-

relativistishen Grenzfall in die Lösung der Shrödinger-Gleihung übergeht. Es

gibt aber zwei linear unabhängige Lösungen der Klein-Gordon-Gleihung. Durh

die lineare Unabhängigkeit können sie niht die gleihe nihtrelativistishe Lö-

sung ergeben. Die Shrödinger-Gleihung besitzt aber nur eine Lösung.

16

Es sei nohmals daran erinnert, dass x

�

kovariant ist,

�

�x

�

� �

�

aber kontravariant.
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Uminterpretation

Nun maht man sih die mathematishe Tatsahe zunutze, dass jede Linear-

kombination von Lösungen einer Di�erentialgleihung wieder eine Lösung ist.

Wir interpretieren die zwei Lösungen  = e

�i

m

0



2

~

t

der Klein-Gordon-Gleihung

also dahingehend um, dass sie niht die physikalishen Lösungen sind, sondern

bestimmte Linearkombinationen von ihnen. Geht eine der beiden Linearkom-

binationen (wir brauhen nah wie vor zwei Lösungen für die Klein-Gordon-

Gleihung) im Grenzfall gegen null, so ist die andere im Grenzfall die �klassishe�

Lösung.

Ansatz zur Erfüllung des Grenzfalls

Folgende Wellenfunktionen lösen wieder die Klein-Gordon-Gleihung, wenn  

sie löst:

� =  +

i~

m

0



2

�

�t

 

� =  �

i~

m

0



2

�

�t

 

Durh diesen Ansatz ergeben sih folgende Beziehungen für  :

 =

1

2

(�+ �)

�

�t

 =

m

0



2

2i~

(� � �)

Wie oben betrahten wir den einfaheren Fall der ortsunabhängigen Wellen-

funktion  ( ~r�; t), für die h p i = 0 gilt. Für die zwei ursprünglihen Lösungen

der Klein-Gordon-Gleihung ist dann:

1. Mit  = e

�i

m

0



2

~

t

folgt für den Ansatz:

�

�

= e

�i

m

0



2

~

t

+

i~

m

0



2

�

�i

m

0



2

~

�

e

�i

m

0



2

~

t

= 2e

�i

m

0



2

~

t

�

�

= 0

2. Mit der davon linear unabhängigen Lösung  = e

+i

m

0



2

~

t

folgt:

�

+

= 0

�

+

= 2e

+i

m

0



2

~

t

Wie wir gleih sehen werden, erhalten wir mit der gewählten Betrahtungswei-

se, im Grenzfall kleiner Geshwindigkeiten, tatsählih nur noh eine sinnvolle

Lösung; diese interpretieren wir als die Lösung der Shrödinger-Gleihung:

�

�

�

�

v�

�!  

S.G.

Die ersten drei Kriterien werden vom Ansatz erfüllt. Die Lösungen sind Lorentz-

invariant, erfüllen die Energie-Impuls-Beziehung und reduzieren sih im niht-

relativistishen Grenzfall auf eine �Shrödinger-kompatible� Lösung.
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Stromdihte

Betrahten wir noh die Stromdihte; konkret interessiert uns, für welhen An-

satz die Wahrsheinlihkeitsdihte % positiv de�nit ist:

% =

i~

2m

0



2

�

 

�

�

�t

 �  

�

�t

 

�

�

Den Ansatz eingesetzt:

=

i~

2m

0



2

�

1

2

(�

�

+ �

�

)

m

0



2

2i~

(�� �) �

1

2

(�+ �)

m

0



2

�2i~

(�

�

� �

�

)

�

=

1

4

(�

�

�� �

�

�)

Für  = e

�i

m

0



2

~

t

ist die Wahrsheinlihkeitsdihte positiv de�nit da hier �

�

�

�

�

vershwindet, weil �

�

= 0 und �

�

�

�

�

positiv de�nit ist. Die Lösung  =

e

+i

m

0



2

~

t

liefert dagegen eine negative Wahrsheinlihkeitsdihte (�1), die wir

noh niht interpretieren können.

Ausblik

Wir haben mit obigem Ansatz ein Lösungspaar gefunden, dass Sinn mahen

kann. Probleme bereitet die Interpretation von �

+

. Wir können mit unseren

mathematishen Mitteln niht entsheiden, ob �

+

nur eine mathematishe Lö-

sung der quadratishen Gleihung ist, von der wir starteten, oder auh physi-

kalishe Bedeutung hat. Deswegen möhten wir andere Ansätze verfolgen. Die

Dira-Gleihung ist ein solher.
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9.3 Dira-Gleihung

9.3.1 Motivation

Das Interpretationsproblem des letzten Abshnitts ergab sih daraus, dass wir

von einer quadratishen Gleihung ausgingen. Diese liefert mathematish zwei

Lösungen; wobei für die negative niht siher ist, ob sie physikalish Sinn maht.

Dira versuhte einen Ansatz zu �nden, der von einer linearen Gleihung aus-

geht. Wir werden sehen, dass auh dieser Ansatz zwei Lösungen liefert, so dass

die zweite Lösung der Klein-Gordon-Gleihung ihre physikalishe Berehtigung

bekommt. Die negative Lösung der Dira-Gleihung wurde (nah langen Dis-

kussionen) als die Wellenfunktion von Antiteilhen interpretiert.

9.3.2 Relativistishe Wellengleihung II

Linearer Ansatz

Der �Fehler� des letzten Ansatzes soll niht wiederholt werden, wir bleiben also

beim Wurzelausdruk der relativistishen Energie-Impuls-Beziehung:

E = 

q

p

2

+m

2

0



2

Benutzen wir die Ersetzungsregeln für E und p, so haben wir einen Operator

unter der Wurzel. Dies können wir niht direkt handhaben, so dass wir die ganze

Wurzel zu einem �Wurzeloperator�

^

W zusammenfassen, für den wir dann einen

sinnvollen Entwiklungsansatz suhen:

i~

�

�t

= 

^

W

Als Ansatz für diesen Operator

^

W wählen wir eine lineare Entwiklung:

= 

�

�

1

p̂

1

+ �

2

p̂

2

+ �

3

p̂

3

| {z }

P

3

k=1

�

k

p̂

k

+�m

0



�

Ansatz

Durh diesen Entwiklungsansatz passen unsere Ableitungsordnungen; sowohl

Orts-, als auh Zeitableitung kommen in erster Ordnung vor.

Entwiklungskoe�zienten des Wurzeloperators

Nun müssen wir etwas über die Entwiklungskoe�zienten �

k

und � in Erfah-

rung bringen. Dazu vergleihen wir den Operatoransatz mit der relativistishen

Energie-Impuls-Beziehung:

E = 

q

p

2

+m

2

0



2

die wir zunähst quadrieren, um dann alle Terme nah rehts zu bringen:

0 = E

2

� 

2

3

X

k=1

p

2

k

�m

2

0



4

(F)
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Aus der De�nition des Wurzeloperators folgt:

0 = E

2

� 

2

^

W

2

Setzen wir für

^

W den Ansatz ein und multiplizieren die Terme aus. Da wir über

die Entwiklungskoe�zienten noh nihts wissen, ahten wir in weiser Voraus-

siht auf die strenge Einhaltung der Faktorreihenfolge:

= E

2

� 

2

 

3

X

k=1

�

k

p̂

k

! 

3

X

k=1

�

k

p̂

k

!

�m

2

0



4

�

2

�m

0



2

 

3

X

k=1

�

k

p̂

k

� + �

3

X

k=1

�

k

p̂

k

!

Hier kann man ahnen, dass obiges Gleihheitszeihen niht erfüllt werden kann,

wenn � und die �

k

normale Zahlen sind. Beim Ausmultiplizieren des Summen-

quadrats ahten wir deshalb weiterhin streng auf die Einhaltung der Reihenfolge:

= E

2

� 

2

3

X

k=1

(�

k

p̂

k

)

2

� 

2

X

k<l

(�

k

�

l

+ �

l

�

k

) p̂

k

p̂

l

�m

2

0



4

�

2

�m

0



2

3

X

k=1

p̂

k

(�

k

� + ��

k

)

Ein Koe�zientenvergleih diese Ergebnisses mit (F) ergibt:

�

2

k

= 1 = �

2

8k (1)

�

k

�

l

+ �

l

�

k

= 0 für k 6= l (2)

�

k

� + ��

k

= 0 8k (3)

Dira-Matrizen

Damit diese Bedingungen gleihzeitig erfüllbar sind, müssen �

k

und � lineare

Operatoren in Form quadratisher Matrizen gleiher Dimension N sein.

Versuhen wir mehr über diese Matrizen zu erfahren:

1. Da

^

H und p̂

k

hermitesh sind, müssen auh �

k

und � hermitesh sein.

2. Die Dimension der Matrizen muss geradzahlig sein, N = 2; 4; 6; : : : .

Beweis. Aus Beziehung (1) folgt, dass die Eigenwerte von �

k

und � �1

sind. Siher gilt:

�

k

= 1

N

�

k

(1) eingesetzt:

= �

2

�

k

= � (��

k

)
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Mit Beziehung (3) folgt:

= � (��

k

�)

Mahen wir uns nun die Tatsahe zunutze, dass die Spur einer Matrix,

die sih aus einer Matrixmultiplikation ergibt, sih durh Vertaushung

der Faktoren niht ändert, Spur (AB) = Spur (BA). Dann gilt wieder mit

�

2

= 1

N

:

Spur (�

k

) = Spur (��

k

�)

Setzen wir das Zwishenergebnis von eben ein:

= Spur (�(��

k

)�)

= �Spur (�

2

�

k

)

= �Spur (�

k

)

Diese Bedingung kann nur erfüllt sein, wenn Spur (�

k

) = 0 gilt. Die Spur

der Matrix �

k

ist aber die Summe ihrer Eigenwerte:

=

N

X

l=1

EW

l

(�

k

) = 0

Das Bedeutet, dass die Zahl der Eigenwerte +1 dieselbe sein muss, wie die

Anzahl der �1-Eigenwerte, also muss N gerade sein.

Nun wissen wir genug über die Koe�zienten des Wurzeloperators, so dass wir

versuhen können, durh ein konkretes Beispiel etwas über diese Matrizen zu

erfahren:

Beispiel (N = 2). Gesuht sind 4 Matrizen der Dimension 2�2, die hermitesh

sind und die Bedingungen (1) � (3) erfüllen. Leider gibt es deren keine vier!

Lediglih die drei Pauli-Matrizen �

k

erfüllen alle Bedingungen; womit aber eine

Matrix fehlt. Mit der Dimension 2 kann die Dira-Gleihung also niht gelöst

werden.

Nähster Versuh:

Beispiel (N = 4). Da die Pauli'shen Spinmatrizen die Bedingungen erfüllen,

können wir sie benutzen um Matrizen höherer Dimension zu konstruieren. Fol-

gender (4� 4)-Ansatz führt zum Ziel:

�

k

=

�

0 �

k

�

k

0

�

Dira-Matrizen

� =

�

1

2

0

0 �1

2

�

Damit haben wir eine Realisierung gefunden, die alle Bedingungen erfüllt.

Die vier (4 � 4)-Matrizen �

k

und �, deren Eigenshaften wir als Forderung

an unseren Ansatz shon ab Seite 471 kennenlernten, werden Dira-Matrizen

genannt.
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Dira-Gleihung

Setzen wir die Matrizen in unseren Ansatz von Seite 470 ein, und beahten

dabei, dass mit den Matrizen 4 Gleihungen für 4 Wellenfunktionen  

i

=  

i

(~r; t)

vorliegen:
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�t
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Dira-Gleihung

Die Dira-Gleihung besteht aus 4 gekoppelten, linearen Di�erentialgleihungen.

Die 4 Lösungen fasst man zu einem Lösungsvektor zusammen, und nennt ihn

Dira-Spinor :

0

B

B

�

 

1

 

2

 

3

 

4

1

C

C

A

Dira-Spinor

Fragen, die sih stellen:

� Erfüllt die Dira-Gleihung die Anforderungen an eine relativistishe Er-

weiterung der Shrödinger-Gleihung?

� Welhe Bedeutung hat der Dira-Spinor, also die vier Lösungen der Glei-

hung?

Betrahten wir dazu ein einfahes

Beispiel. Wir reduzieren das Problemwieder auf ein Teilhenmit Impuls ~p = 0.

Die Dira-Gleihung reduziert sih dadurh auf eine Gleihung im Ruhesystem

des Teilhens, dessen Wellenfunktion  ( ~r�; t) wir �nden möhten. Dadurh, dass

die Terme der Ortsableitungen vershwinden, liefert die Dira-Gleihung für die-

ses Problem 4 linear unabhängige Gleihungen; das vereinfaht die Berehnung

erheblih:

i~
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�t
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B

B

B
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1
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Dira-Gleihung im Ruhesystem

Die Exponentialfunktion löst diese Gleihungen; in ihr stekt dann auh die

Zeitabhängigkeit der Lösung. Um die vier einzelnen Lösungen wieder in die

Dira-Gleihung einsetzen zu können, müssen sie Vektorharakter besitzen.

17

17

Wir können entweder die vier Lösungsfunktionen als Vektor zusammenfassen, oder, da

sie voneinander linear unabhängig sind, jede einzelne als 4-er-Spinor betrahten, der jeweils

drei Nullkomponenten hat. Durh die Dimension 4�4 der Operatoren in der Dira-Gleihung

muss eine Lösung auf jeden Fall die Dimension 4 besitzen.
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Das wird durh 4-er-Spinoren erreiht:
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(t) = e
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m
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Ortsunabhängige Lösungsspinoren der Dira-Gleihung

Vorläu�ge Interpretation des Beispiels

Die beiden ersten Lösungen  

1

(t) und  

2

(t) deuten wir als Lösungen positiver

Energie E = m

0



2

, wobei der Spinor die Spinprojektion anzeigt.  

1

besitzt

bezüglih der Spin-Projektion den Eigenwert +1, ist somit Spin-Up,  

2

mit

Eigenwert �1 ist Spin-Down.

18

Die 2 Lösungen  

3

(t) und  

4

(t) mit negativer

Energie E = �m

0



2

kann man bezüglih der Spin-Projektion ebenso deuten:

j 

1=2

i = e

�i

m

0



2

~

t

j � i

j 

3=4

i = e

i

m

0



2

~

t

j � i

Damit ist allerdings die Bedeutung der negativen Energie noh niht geklärt.

Ergebnis

Auh die Dira-Gleihung liefert uns Lösungen negativer Energie, obwohl der

Ansatz von einer linearen Gleihung startet. Wenn zwei vershiedenartige Ansät-

ze negative Lösungen ins Spiel bringen, lässt sih vermuten, dass die negativen

Lösungen physikalish Sinn mahen.

Entgegen der Klein-Gordon-Gleihung bringt die Dira-Gleihung aber zusätz-

lih den Spin ins Spiel. Es wird sih zeigen, dass die Klein-Gordon-Gleihung für

spinlose relativistishe Teilhen, die Dira-Gleihung für relativistishe Spin-

1

2

-

Teilhen geeignet ist.

Die Dira-Gleihung ist jedoh niht auf die Dimension 4 festgelegt; wir konnten

nur feststellen, dass 4 die kleinstmöglihe Dimension ist. Mit höheren Dimensio-

nen �explodiert� das Problem allerdings, es gibt immer mehr Lösungen, deren

Berehnung beliebig kompliziert wird.

Ungeklärt ist auh noh die Frage nah einer Kontinuitätsgleihung, der wir

jetzt nahgehen möhten.

18

Vergleihe die 2-er-Spinoren der Spin-

1

2

-Teilhen: Die Anwendung von �

z

(in Form des

Operators ŝ

z

) ergab dort die Spin-Projektion in z-Rihtung.
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9.3.3 Kontinuitätsgleihung

Bemerkung (Zum Vektorharakter der Lösungen). Es sei nohmals dar-

auf hingewiesen, dass der Spinor bei Adjunktion sowohl konjugiert, als auh

durh seinen Vektorharakter transponiert werden muss. Bei den Lösungsvek-

toren ist die zusätzlihe Transposition

y

� (

�

)

T

wihtig, da sie Spalten- und

Zeilenvektor ineinander umwandelt. Die Multiplikation eines Zeilenvektors (Di-

mension 1 � 4) mit einem Spaltenvektor (Dimension 4 � 1) ergibt (nah den

Regeln der Matrixmultiplikation) die Dimension 1� 1, also eine Zahl.

Shreiben wir nohmals die Dira-Gleihung auf:
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k
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�x
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 +m
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2

� (1)

Hierbei ist  ein kompletter Lösungsvektor, der adjungiert folgendermaÿen aus-

sieht (Zeilenvektor!):

 

y

= ( 

�

1

;  

�

2

;  

�

3

;  

�

4

)

Adjungieren wir die Dira-Gleihung (die 4 Matrizen sind selbstadjungiert, än-

dern sih also bei Adjunktion niht, allerdings wird die Position vertausht):
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Multilpizieren wir (1) von links mit  

y

und (2) von rehts mit  :
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Subtraktion (1') - (2'):
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Setzen wir % =  

y

 in die Gleihung ein, so erhalten wir:
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�

Vergleihen wir das mit der Kontinuitätsgleihung _%+ div~| = 0:

_% = �div~| =

3

X

k=1

�

�x

k

j

k
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So erhalten wir:

j

k

=  

y

�

k

 

v̂

k

:= �

k

deuten wir dabei als Geshwindigkeitsoperator.

Ergebnis

Relativistish müssen wir folgende De�nitionen mahen, damit die Kontinui-

tätsgleihung erfüllt wird:

% :=  

y

 Wahrsheinlihkeitsdihte

j

k

:=  

y

v̂

k

 Stromdihte

v̂

k

:= �

k

Geshwindigkeitsoperator

Der Geshwindigkeitsoperator hat nihts mit unserer �altbekannten� Geshwin-

digkeit zu tun; hier steht keine Ableitung im Operator!

Zusammenfassen der Spinorkomponenten

Mit 2-dimensionalen Vektoren und Blokmatrizen arbeitet es sih einfaher, als

mit 4-dimensionalen. Auÿerdem bietet sih die Trennung der Lösungen positiver

und negativer Energien an. Wir de�nieren deshalb die folgenden 2-er-Spinoren:

� :=

�

 

1

 

2

�

� :=

�

� 

3

� 

3

�

Die Stromdihte shreibt sih damit als:

j

k

=  (�

y

; �

y

)

�

0 �

k

�

k

0

��

�

�

�

=  (�

y

; �

y

)

�

�

k

�

�

k

�

�

=  (�

y

�

k

�+ �

y

�

k

�)

Ist also � oder � = 0, so ist auh die Stromdihte j

k

= 0.

9.3.4 Ausblik

Was noh ungeklärt ist:

� Wie verhalten sih die Lösungen der Dira-Gleihung im nihtrelativisti-

shen Grenzfall?

� Ist die Dira-Gleihng in allen Koordinatensystemen gleih? Diese Frage

nah der Kovarianz der Dira-Gleihung stellt der nähste Abshnitt.
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9.4 Kovarianz der Dira-Gleihung

9.4.1 Shreibweise der Dira-Gleihung

-Matrizen

Je kompakter eine Formel, desto shöner sheint sie; diesen ästhetishen Leitsatz

verfolgen wir zunähst. Er führt zu den -Matrizen, die nützlih sind. Starten

wir von der Dira-Gleihung, wie wir sie im letzten Abshnitt gefunden haben.

Wir bleiben bei der vierdimensionalen Form für Spin-

1

2

-Teilhen:

i~

�

�t

 =

~

i



3

X

k=1

�

k

�

�x

k

 +m

0



2

� 

Division durh  und von links mit � multiplizieren:

i~�

�

�(t)

 = �i~

3

X

k=1

��

k

�

�x

k

 +m

0

�

2

 

Auf Seite 471 fanden wir, dass �

2

= 1

4

ist. Auÿerdem wirkt � niht auf t,

ist auh niht selbst zeitabhängig, so dass wir es links hinter die Di�erentation

shieben können:

i~

�

�(t)

� = �i~

3

X

k=1

��

k

�

�x

k

 +m

0

1

4

 

Die Di�erentiationen sind die Komponenten des 4-er-Impulsoperators; in kova-

rianter Shreibweise:

p̂

0

= i~

�

�(t)

= i~

�

�x

0

und:

p̂

k

= i~

�

�x

k

; für k = f1; 2; 3g

Damit nimmt die Dira-Gleihung folgende Gestalt an:

p̂

0

� = �

3

X

k=1

��

k

p̂

k

 +m

0

1

4

 

Bei dieser Form liegt es nahe, die Dira-Matrizen neu zusammenzufassen, um

eine kompaktere und konsequentere (ko- und kontravariante) Shreibweise zu

erhalten:

p̂

0



0

 = �

3

X

k=1



k

p̂

k

 +m

0
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Dabei sind die -Matrizen folgendermaÿen de�niert:

19



0

:= � =

�

1

2

0

0 �1

2

�

-Matrizen



k

:= ��

k

=

�

0 �

k

��

k

0

�

In der durh die -Matrizen leiht verkürzten Form der Dira-Gleihung können

die drei Raumkomponenten und die Zeitkomponente noh zu einem 4-er-Vektor

zusammengefasst werden, so dass wir folgende Form erhalten:



�

p̂

�

 = m

0

 

Auf eine Seite bringen und den Wellenspinor ausklammern:

(

�

p̂

�

�m

0

) = 0 Dira-Gleihung in kompakter Form

Bemerkung (Zur kompakten Shreibweise).

�  ist ein 4-er-Vektor.

� Bei der kompakten Shreibweise der Dira-Gleihung wird stillshweigend

die 1

4

vor m

0

 weggelassen.

20

� Die Shreibweise 

�

soll implizieren, dass es sih um einen 4-er-Vektor han-

delt. Die einzelnen Komponenten dieses Vektors sind die vier -Matrizen,

die selbst von der Dimension 4� 4 sind.

� Dieselbe Bedeutung wird mit der Einstein'shen Summenkonvention im-

pliziert. Hierbei stellt 

�

p̂

�

niht ein Skalarprodukt zweier 4-er-Vektoren,

sondern die Summe aus vier Komponentenprodukten dar, was aber zum

selben Ergebnis führt.

So kurz also die Shreibweise ist, sie birgt sehr viele Informationen in sih.

Behauptung. Die zwei Vektoroperatoren 

�

und p̂

�

vertaushen miteinander:

[ 

�

; p̂

�

℄

�

= 0

Für das Skalarprodukt spielt die Reihenfolge also keine Rolle:



�

p̂

�

= p̂

�



�

Auÿerdem bleibt p̂

�



�

unter einer Lorentz-Transformation erhalten; dieses Pro-

dukt ist ein Lorentz-Skalar.

Ohne Beweis.

19

Vor ausufernden Literaturvergleihen sei gewarnt. [Sakurai-2, Appendix B℄ stellt die un-

tershiedlihen Notationen der Standardliteratur gegenüber. Die hier verwendete entspriht

Messiah und Bjorken/Drell.

20

Das ist mathematish niht falsh, wenn beahtet wird, dass die Gleihung auf einen

4-er-Vektor wirkt.
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Dolh-Operator

Mit der folgenden Shreibkonvention Feynmans lässt sih die Dira-Gleihung

noh kompakter shreiben.

De�nition. Sei a

�

ein beliebiger kovarianter 4-er-Vektor. Dann ist �Dolh-a�

(oder �Slash-a�) de�niert durh:

21

a� := 

�

a

�

�

3

X

�=0



�

a

�

a� ist als das Produkt aus einem kovarianten und einem kontravarianten Vek-

tor ein Lorentz-Skalar.

22

Damit erhalten wir tatsählih eine noh kompaktere

Shreibweise für die Dira-Gleihung:

( p��m

0

) = 0 Dira-Gleihung in kompaktester Form

Fragestellung

Ist das, was durh die ShreibweiseD = 0 ausgedrükt wird, tatsählih erfüllt?

Ist die Dira-Gleihung also physikalish sinnvoll? Wir fragen konkret:

� Was bedeutet ein 4-er-Vektor aus Matrizen?

� Transformiert sih die Dira-Gleihung korrekt, d.h. ist sie invariant unter

Lorentz-Transformationen?

Diesen Fragen gehen wir im nun folgenden Hauptteil dieses Abshnittes nah.

9.4.2 Koordinatentransformationen

Beispielsystem

Betrahten wir die freie

23

Dira-Gleihung in vershiedenen Koordinatensyste-

men. Wir untersuhen dabei die Bewegungsgleihung wieder für ein nur in x-

Rihtung bewegtes Teilhen.

Abbildung 9.1: Relativistish bewegtes Teilhen im �ruhenden� System KS und

im mitbewegten Koordinatensystem

g

KS, dem Ruhesystem des Teilhens.

Im Ruhesystem des Teilhens, dem mitbewegten System

g

KS, sieht der Impuls-

4-er-Vektor folgendermaÿen aus:

^

~p

�

=

0

�

^

~p

0

= m

0

 =

E



^

~p

k

= 0

1

A

21

Beahte die Einstein'she Summenkonvention!

22

Auÿerdem sollte a� niht mit einem durhgestrihenen Parameter B( t�) verwehselt wer-

den.

23

Genaugenommen müssten wir immer von der freien Dira-Gleihung sprehen, da wir

bisher noh keine Störungen bzw. Potentiale betrahtet haben. Da dies in diesem (und in den

vorherigen) Kapitel(n) keine Rolle spielt, lassen wir den Zusatz meist weg.
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Im �ruhenden� System KS sind nur die y- und die z-Komponente null:

p̂

�

=

0

B

B

B

�

p̂

0

p̂

1

0

0

1

C

C

C

A

Anhand dieses Systems möhten wir die Koordinatentransformation erarbeiten.

Koordinatentransformation

Betrahten wir die Lorentz-Transformation mit den Faktoren:

24

� = �

v



;  =

q

1�

v

2



2

Der Impuls p̂

�

im �ruhenden� System KS ergibt sih damit aus dem Impuls

^

~p

�

im Ruhesystem des Teilhens nah folgender Transformationsvorshrift:

0

B

B

B

�

p̂

0

p̂

1

0

0

1

C

C

C

A

=

1



0

B

B

B

�

^

~p

0

� �

^

~p

1

^

~p

1

� �

^

~p

0

0

0

1

C

C

C

A

=

1



0

B

B

B

�

m

0



vm

0

0

0

1

C

C

C

A

Betrahten wir davon die erste Komponente:

p̂

1

=

m

0

v



=

m

0

v

q

1�

v

2



2

(1)

sowie die nullte Komponente:

p̂

0

=

m

0





=

m

0



q

1�

v

2



2

(0)

Formen wir (0) um, ohne etwas zu ändern:

=

p

m

2

0



2

q

1�

v

2



2

=

p

m

2

0



2

�m

2

0

v

2

+m

2

0

v

2

q

1�

v

2



2

=

s

m

2

0



2

+

m

2

0

v

2

1�

v

2



2

24

Kommentare zu den relativistishen Faktoren:

� �: Das Vorzeihen hängt davon ab, aus welhem System man die Geshwindigkeit

betrahtet.

� : Um nihts zu verwehseln, muss man streng auf die Indizes ahten;  ohne Index ist

eine Zahl, die niht mit den -Matrizen oder dem Vektor daraus verwehselt werden

darf.
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Hier steht aber (1) zum Quadrat unter der Wurzel:

=

q

m

2

0



2

+ (p̂

1

)

2

=

s

m

2

0



2

+

�

m

0

v



�

2

Im Ruhesystem des Teilhens ist der 4-er-Vektor konstant. Dass sih der Zu-

standsvektor im System KS wie oben auf eine Abhängigkeit in der Komponente,

in der sih das Teilhen bewegt, reduziert, liegt daran, dass die Länge bei einem

Systemwehsel erhalten bleibt:

^

~p

�

^

~p

�

= p̂

�

p̂

�

Längenerhaltung der Lorentz-Transformation

Kontravariante Transformationsmatrix

Die Transformation kann man mittels einer Transformationsmatrix

25

a

�

�

aus-

drüken:

26

p̂

�

= a

�

�

^

~p

�

Vollständig (ohne Einstein'she Summenkonvention) lautet die Beziehung für

die Komponenten � des 4-er-Vektors:

p̂

�

=

3

X

�=0

a

�

�

^

~p

�

Der �linkere� Index ist der Zeilenindex, der �rehtere� entsprehend der Spalten-

index; die Höhenposition hängt davon ab, zwishen welhen �Varianten� (ko- und

kontra), in welher Rihtung, transformiert wird. In unserem Beispielsystem ist

z.B.:

a

0

0

=

1



sowie:

a

0

1

= �

�



Die vollständige Transformationsmatrix nimmt in unserem Beispielsystem fol-

gende Gestalt an:

0

B

B

B

B

�

p̂

0

p̂

1

p̂

2

p̂

3

1

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

�

1



�

�



0 0

�

�



1



0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

�

^

~p

0

^

~p

1

^

~p

2

^

~p

3

1

C

C

C

C

A

25

Es ist immer möglih einen kontravarianten Vektor des einen Systems in einen kontrava-

rianten Vektor des anderen Systems zu überführen. In der Transformationsmatrix a

�

�

steken

die Koe�zienten der Lorentz-Transformation.

26

Dieser Teilabshnitt dient mehr dazu, mit den vershiedenen Shreibweisen und Matrizen

vertraut zu werden.
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Für die Beziehung zwishen kontravariantem p̂

�

und kovariantem

^

~p

�

gilt:

0

B

B

B

B

�

p̂

0

p̂

1

p̂

2

p̂

3

1

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

�

1



�



0 0

�

�



�

1



0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

�

^

~p

0

^

~p

1

^

~p

2

^

~p

3

1

C

C

C

C

A

Die Transformationsmatrix a

��

nimmt für p̂

�

= a

��

^

~p

�

folgende Gestalt an:

a

��

=

(

a

�

�

; für � = 0

�a

�

�

; für � = 1; 2; 3

Transformationsmatrizenmit Indizes an gleiher Position beshreiben die Trans-

formation zwishen ko- und kontravarianten Vektoren der zwei Koordinatensy-

steme, während solhe mit �diagonalen� Indizes zwishen der gleihen �Variante�

transformieren. Erinnern wir uns an den metrishen Tensor von Seite 457:

g

��

=

0

B

B

B

B

�

1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1

C

C

C

C

A

= g

��

Mit dieser Matrix können wir eine Beziehung zwishen den Transformations-

matrizen aufstellen; salopp ausgedrükt, dient der metrishe Tensor zum �um-

shaufeln� der Indizes:

27

a

��

= a

�

�

g

��

Kovariante Transformationsmatrix

Es gilt:

p̂

�

= a

�

�

^

~p

�

Man kann niht oft genug darauf hinweisen, dass hier die Einstein'she Sum-

menkonvention angewandt wird; ausgeshrieben lautet die Formel:

p̂

�

=

3

X

�=0

a

�

�

^

~p

�

27

Die ko/kontravariante Indexshreibweise sheint zunähst verwirrend. Sie lässt sih mit

etwas Übung aber gut anwenden, vor allem ist eine Kontrolle der Indizierung leiht möglih.

An dieser Formel kann das shön gezeigt werden:

� Aufeinanderfolgende gleihe Indizes zweier Gröÿen müssen �diagonal� zueinander ste-

hen. Sie Implizieren immer auh die Einstein'she Summenkonvention.

� Die restlihen Indizes müssen auf beiden Seiten einer Transformationsgleihung am

selben Ort stehen.
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Die Matrix a

�

�

lautet:

a

�

�

=

(

a

��

; für � = 0

�a

��

; für � = 1; 2; 3

Rüktransformation

Zur Transformation in das bewegte System:

p̂

�

= a

�

�

^

~p

�

existiert die Umkehrtransformation in das Ruhesystem des Teilhens:

^

~p

�

= p̂

�

(a

�

�

)

�1

Behauptung. Für die Rüktransformationsmatrix gilt:

(a

�

�

)

�1

= a

�

�

Das bedeutet auÿer:

^

~p

�

= p̂

�

a

�

�

auh:

1. Bilde die Transponierte der Matrix a

�

�

. Dadurh wehseln die Indizes ihre

Position miteinander.

2. Multipliziere die Spalten 1�3 mit �1; der Spaltenindex geht damit nah

oben.

3. Multipliziere die Zeilen 1�3 mit �1; der Zeilenindex wehselt nah unten.

Beweis. Wir wissen, dass das Skalarprodukt eines Vektors mit sih selbst in

jedem Koordinatensystem denselben Wert ergibt, also Lorentz-invariant ist:

~x

�

~x

�

= x

�

x

�

Setzen wir für letzteres die Transformation ein:

= a

�

�

~x

�

a

�

�

~x

�

Die a-Matrizen beinhalten nur skalare Zahlenwert; sie können also beliebig mit

Operatorenkomponenten die Position wehseln:

= a

�

�

a

�

�

| {z }

=:z

�

�

~x

�

~x

�

Weil die Länge in allen Systemen dieselbe ist, muss die Matrix z

�

�

immer dann

null sein, wenn die Indizes vershieden sind, sonst soll sie eins sein: z

�

�

� Æ

��

.

Wenn das Produkt der zwei Matrizen a

�

�

und a

�

�

aber die Einheitsmatrix ergibt,

Æ

��

� 1

4

, dann ist die eine die Inverse der anderen.
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Beispiel. Die Transformationsmatrix für ein in x-Rihtung bewegtes System

lautet:

a

�

�

=

0

B

B

�

1



�

�



0 0

�

�



1



0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1

C

C

A

Die Rüktransformation ist dann gegeben durh:

(a

�

�

)

�1

= a

�

�

=

0

B

B

�

1



�



0 0

�



1



0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1

C

C

A

Anshaulih maht das Sinn, da sih bei der Rüktransformation nur das Ge-

shwindigkeitsvorzeihen ändert; dieses stekt im �, so dass alle Koe�zientenm

mit � das Vorzeihen wehseln müssen.

Beispiel. Besteht die Transformation aus einer Drehung

28

um die z-Ahse, mit

Drehwinkel ':

a

�

�

=

0

B

B

�

1 0 0 0

0 os' sin' 0

0 � sin' os' 0

0 0 0 1

1

C

C

A

so lautet die Rüktransformation:

(a

�

�

)

�1

= a

�

�

=

0

B

B

�

1 0 0 0

0 os' � sin' 0

0 sin' os' 0

0 0 0 1

1

C

C

A

Die zeitartige Komponente ändert sih bei einer Drehung niht. Ebenso darf

sih (bei Drehung um die z-Ahse) die z-Komponente niht ändern. Die Rük-

transformation besteht in einer Drehung um den Winkel �'.

9.4.3 Lösung der Dira-Gleihung

Zur Erinnerung

Die Dira-Gleihung lautet:

(

�

p̂

�

�m

0

) = 0

Der erste Faktor dabei ist das Skalarprodukt aus dem 4-er-Vektor der -Matrizen

mit dem Impuls-4-er-Operator (Einstein'she Summenkonvention � ohne Sum-

menzeihen), beim Faktor m

0

 kann man sih die 1

4

dazudenken. Die Lösung

 ist auh ein 4-er-Vektor, der Dira-Spinor.

28

Auh eine Drehung ist eine Lorentz-Transformation.
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Lösung im Ruhesystem des Teilhens

Im Ruhesystem

g

KS des Teilhens ist nur die �Energiekomponente�

E



ungleih

null:

^

~p =

0

B

B

�

m

0



0

0

0

1

C

C

A

Dadurh vereinfaht sih die Dira-Gleihung:



0

^

~p

0

~

 =m

0



~

 

wobei

~

 nah wie vor ein 4-er-Vektor ist.

Als Ansatz spalten wir

~

 in zwei zweikomponentige Vektoren auf:

29

~

 =

�

~

�

~�

�

;

~

� :=

�

~

 

1

~

 

2

�

; ~� :=

�

~

 

3

~

 

4

�

Im Ruhesystem des Teilhens benötigen wir als einzige -Matrix 

0

:



0

= � =

�

1

2

0

0 �1

2

�

Unsere Bewegungsgleihung lautet damit:

�

1

2

0

0 �1

2

�

^

~p

0

�

~

�

~�

�

= m

0



�

1

2

0

0 1

2

��

~

�

~�

�

Dadurh dass wir das einfahste System, das Ruhesystem des Teilhens, gewählt

haben, entkoppeln die vier Di�erentialgleihungen der Dira-Gleihung.

Da

^

~p

0

= m

0

 ist, ist eine Lösung nur mit

~

� 6= 0 und ~� = 0 möglih. Das Teilhen

ruht in seinem Ruhesystem, so dass die zwei Lösungen, die durh

~

� beshrieben

sind, niht ortsabhängig sein können. Z.B. in Ortsdarstellung lauten sie:

~

 

1

=

0

B

B

�

e

i(0�~r�!t)

0

0

0

1

C

C

A

=

0

B

B

�

e

�i!t

0

0

0

1

C

C

A

und:

~

 

2

=

0

B

B

�

0

e

i(0�~r�!t)

0

0

1

C

C

A

=

0

B

B

�

0

e

�i!t

0

0

1

C

C

A

mit:

! =

E

~

=



^

~p

0

~

=

m

0



2

~

29

Dieser Ansatz maht im Ruhesystem noh niht viel Sinn, da es direkt zu lösen ist; erst

im Laborsystem ist die Aufspaltung sehr nützlih.
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Lösung im Laborsystem

Die Bewegung �ndet weiter in 1-Rihtung statt; im Laborsystem vershwinden

nur p̂

2

= p̂

3

zu null. Die Bewegungsgleihung lautet dann:

�



0

p̂

0

+ 

1

p̂

1

�

 = m

0

 

Setzen wir wieder mit zwei 2-er-Lösungsvektoren an:

 =

�

�

�

�

; � :=

�

 

1

 

2

�

; � :=

�

 

3

 

4

�

Setzen wir diese, zusammen mit den beiden -Matrizen, in die Dira-Gleihung

ein:

  

1

2

0

0 �1

2

!

p̂

0

+

 

0 �

1

��

1

0

!

p̂

1

! 

�

�

!

=m

0



 

1

2

0

0 1

2

! 

�

�

!

So erhalten wir zwei gekoppelte Di�erentialgleihungen für � und �:

1

2

p̂

0

�+ �

1

p̂

1

� = m

0

1

2

�

und:

�1

2

p̂

0

� � �

1

p̂

1

� = m

0

1

2

�

Fassen wir nun die Wellenvektoren � und �, die eigentlih 2-er-Vektoren sind,

als abstrakte Objekte auf, so �nden wir, dass der folgende Ansatz diese Dira-

Gleihung löst:

 

�

�

!

=

0

�

1

p�

1

E



+m

0



1

A

Dass hierbei � eine Zahl (ein Skalar!) ist und � eine (2�2)-Matrix (mit �

1

steht

diese Dimension fest; p ist der 3-er-Impulsbetrag p := j~pj), lässt einen erstaunen.

Diese abstrakte Lösung ist allerdings niht die vollständige, wie wir gleih se-

hen werden. Interessanterweise erfüllt sie aber tatsählih das Gleihungssystem.

Dieser Lösungszwishenshritt muss noh mit einem Spin-Zustand multipliziert

werden, um zur ehten Lösung zu werden. Hier sieht man dann, dass die un-

tershiedlihe Dimensionierung von � und � sih in Wohlgefallen auflöst; denn

ein Skalar mit einem Spinzustand multipliziert gibt wieder einen Spinzustand;

ebenso ergibt eine Paulimatrix, auf einen Spinzustand angewandt, wieder einen

Spinzustand. Bevor wir dies zum allgemeinen Ansatz zusammenfassen, prüfen

wir noh die abstrakte �Zwishenlösung�.

Veri�kation des abstrakten Lösungsvektors. Wir setzen die zwei Lösungskompo-

nenten � = 1 und � =

p�

1

E



+m

0



in die Gleihung ein:
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1. Zeile: Wir benutzen die Eigenshaften p̂

0

=

E



und �

2

1

= 1

2

:

p̂

0

1

2

+

�

1

(�p)�

1

p

E



+m

0



= m

0

1

2

1

2

herauskürzen; mit dem Nenner durhmultiplizieren:

E



�

E



+m

0



�

� p

2

= m

0



�

E



+m

0



�

Ausmultiplizieren, Em

0

subtrahieren und mit 

2

multiplizieren:

E

2

� p

2



2

=m

2

0



2

Damit erhalten wir die Einstein'she Energie-Impuls-Beziehung. Dies

ist eine wahre Aussage, was den Ansatz bestätigt:

E

2

= p

2



2

+m

2

0



2

Der Lösungsvektor liefert für die erste Di�erentialgleihung ein korrek-

tes Ergebnis.

2. Zeile:

�p̂

0

p�

1

E



+m

0



+ p�

1

= m

0



p�

1

E



+m

0



�

1

herauskürzen und mit dem Nenner durhmultiplizieren:

�

E



p+ p

E



+ pm

0

 = m

0

p

Also:

0 = 0

Eine wahre Aussage, auh für die zweite Di�erentialgleihung, die damit

den Ansatz bestätigt.

Der abstrakte Lösungsvektor erfüllt die gekoppelte Di�erentialgleihung.

Nun müssen wir ihn um die Spinkomponente erweitern und noh rihtig nor-

mieren.

Allgemeiner Ansatz

Die Lösung im Laborsystem lautet mit Normierungskonstante N und Spin-

Vektor jm

s

=�

1

2

i, z.B. für Spin-Up mit der Spinor-Darstellung:

 = N

0

�

1

p�

1

E



+m

0



1

A

j (

1

0

) i
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Ziehen wir den Spinor in die Klammer herein:

= N

0

B

B

B

B

�

 

1

0

!

p�

1

E



+m

0



 

1

0

!

1

C

C

C

C

A

Lassen wir die Pauli-Matrix auf den Spinor wirken:

= N

0

B

B

B

B

�

 

1

0

!

p

E



+m

0



 

0

1

!

1

C

C

C

C

A

= N

0

B

B

B

B

B

�

1

0

0

p

E



+m

0



1

C

C

C

C

C

A

Dies ist die Lösung der Dira-Gleihung für ein Teilhen mit Spin-Up, das sih

frei in x-Rihtung mit dem Impuls p bewegt.

Verallgemeinern wir die Bewegung des Systems auf alle drei Ortsrihtungen,

so muss p�

1

durh

^

~p � ~� ersetzt werden. Um die allgemeinste Lösungsform zu

erhalten, brauhen wir auÿerdem noh die oben gefundene Exponentialfunktion

mit der Zeitabhängigkeit der Bewegung:

 (~r; t) = N

0

B

�

1

^

~p � ~�

E



+m

0



1

C

A

jm

s

i e

i(

~

k�~x�!t)

Setzt man

^

~p = 0, so kommt wieder die Lösung für das Teilhen im Ruhesystem

heraus. Für die Kreisfrequenz ergibt sih mit der relativistishen Energie-Impuls-

Beziehung:

! =

E

~

=

p

m

2

0



4

+ ~p

2



2

~

Normierung

Behauptung. Die Normierungskonstante lautet:

N =

s

E +m

0



2

2m

0



2
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Beweis. Prüfen wir die Behauptung mittels der Wahrsheinlihkeitsdihte %.

Der Spinzustand wird im Folgenden durh jm

s

i ausgedrükt:

30

% =  

y

 

= N

2

hm

s

j

 

1;

^

~p

y

� ~�

E



+m

0



!

�

0

B

�

1

^

~p � ~�

E



+m

0



1

C

A

jm

s

i

= N

2

hm

s

j

 

1 +

^

~p

y

� ~� �

^

~p � ~�

�

E



+m

0



�

2

!

jm

s

i

Der ~�-Vektor vertausht mit dem Impuls, die Quadrate der einzelnen Pauli-

Matrizen ergeben die Einheitsmatrix 1

2

, so dass kein Operator übrigbleibt, der

auf die Spins wirkt.

31

Dadurh können wir Bra und Ket zusammenziehen, das

Spin-Skalarprodukt hm

s

jm

s

i ist aber auf 1 normiert, so dass kein Spinanteil

übrigbleibt:

= N

2

 

1 +

^

~p

2

�

E



+m

0



�

2

!

Alles auf denselben Nenner bringen und das so enstandene Klammerquadrat im

Zähler ausmultiplizieren:

= N

2

�

E



�

2

+ 2Em

0

+m

2

0



2

+

^

~p

2

�

E



+m

0



�

2

Die hinteren beiden Terme im Zähler sind über die Energie-Impuls-Beziehung

durh die Energie zu ersetzen:

= N

2

�

E



�

2

+ 2Em

0

+

�

E



�

2

�

E



+m

0



�

2

= 2N

2

�

E



�

2

+Em

0

�

E



+m

0



�

2

= 2N

2

E



�

E



+m

0



�

�

E



+m

0



�

2

= 2N

2

E



E



+m

0



Einsetzen des angenommenen Normierungsfaktors N :

= 2

E +m

0



2

2m

0



2

E



E



+m

0



30

Es sei nohmals darauf hingewiesen, dass �

k

= �

y

k

selbstadjungiert ist.
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Also:

% =

p

0

m

0



Das ist in Ordnung, weil:

� Im Ruhesystem des Teilhens ist die Wahrsheinlihkeit des Dira-Spinors

auf 1 normiert.

� % muss sih wie die nullte Komponente eines 4-er-Vektors transformieren.

9.4.4 Boost

Zielsetzung

Es stellt sih nun die Frage, ob man niht die Dira-Gleihung im einfaheren

Ruhesystem des Teilhens lösen kann, um die Lösungswellenfunktion dann ins

Laborsystem zu transformieren. Eine solhe Lorentz-Transformation der Wel-

lenfunktion wird Boost genannt.

Transformation des Dira-Spinors

Sei

g

KS wieder das Ruhesystem des Teilhens. Wir wissen, wie sih die 4-er-

Vektoroperatoren physikalisher Observable transformieren. So transformiert

sih der kontravariante Impuls-4-er-Vektor folgendermaÿen in das Laborsystem

KS:

p̂

�

= a

�

�

^

~p

�

Die kovariante Transformation lautet:

p̂

�

= a

�

�

^

~p

�

31

Kleine Nebenrehnung zur Veri�kation:

~� �

^

~p

y

� ~� �

^

~p =

�

~� �

^

~p

y

� �

~� �

^

~p

�

=

3

X

i=1

3

X

j=1

�

i

p̂

i

�

j

p̂

j

Die Komponenten der Impulsoperatoren wirken niht auf die Spin-Matrizen, wir können sie

miteinander vertaushen. Dabei spalten wir die Summationen in gemishte und gleihe Indi-

zierung auf:

=

3

X

i=1

�

i

�

i

|{z}

1

2

p̂

i

p̂

i

+

X

i<j

�

�

i

�

j

| {z }

0

+�

j

�

i

| {z }

0

�

p̂

i

p̂

j

= 1

2

^

~p

2
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worin die Matrizen a die Lorentz-Transformation für die jeweiligen Komponen-

ten der 4-er-Vektoren übernehmen.

Sei nun

~

 die Lösung der Dira-Gleihung im Ruhesystem des Teilhens. An der

Transformation der Wellenfunktion ist zwar die Operatorentransformation a be-

teiligt, aber niht in so einfaher Form. Es zeigt sih, dass die Transformations-

matrix für denWellenspinor von der Transformationsmatrix der 4-er-Operatoren

a

�

�

bzw. a

�

�

abhängt, die genaue Form müssen wir jedoh erst erarbeiten:

32

 =

^

S(a)

~

 

Der Operator

^

S wird Boost oder Boost-Operator genannt. Er �boostet� die

Wellenfunktion aus der Ruhe (aus dem Ruhesystem) auf die Geshwindigkeit v

(ins Laborsystem, in dem das Teilhen sih mit v bewegt).

^

S beshreibt also die

(�Lorentz�-)Transformation des Dira-Spinors.

Ansatz für den Boost

Wie sieht der Boost-Operator aus? Siher ist, dass die Dira-Gleihung in beiden

Systemen gelten muss. Die -Matrizen sind systemunabhängig.

Die Dira-Gleihung ist in den vershiedenen Systemen gleih, aber der Lö-

sungsvektor ändert sih. Im Laborsystem gilt:



�

p̂

�

 = m

0

 (1)

Im Ruhesystem gilt:



�

^

~p

�

~

 = m

0



~

 (2)

Versuhen wir etwas über die Transformation zu erfahren, indem wir (1) aus (2)

herleiten.

Wir fordern für eine Transformationsmatrix

^

S, dass eine inverse Matrix

^

S

�1

existiert, für die

^

S

�1

^

S =

b

1 gilt. Auÿerdem muss die Gleihung, wenn sie kom-

plett transformiert wird, immer noh gelten. Wenden wir also

^

S von links auf

(2) an. Zusätzlih shieben wir eine

b

1 =

^

S

�1

^

S ein:

^

S

�

^

~p

�

^

S

�1

^

S

~

 = m

0



^

S

~

 

Die Transformation

^

S boostet

~

 nah  :

^

S

�

^

S

�1

^

~p

�

 = m

0

 

Für den rehten Term können wir (1) einsetzen:

^

S

�

^

S

�1

^

~p

�

 = 

�

p̂

�

 

Ersetzen wir

^

~p

�

durh die ins Laborsystem übersetzte Beziehung p̂

�

a

�

�

:

^

S

�

^

S

�1

p̂

�

a

�

�

 = 

�

p̂

�

 

32

Die Klammer ist hier als Argument von

^

S zu verstehen.
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In der letzten Zeile stehen Impuls und Wellenfunktion im gleihen System (La-

borsystem), d.h. wir können einen Koe�zientenvergleih durhführen:

^

S

�

^

S

�1

a

�

�

= 

�

Wenden wir

^

S

�1

von links,

^

S von rehts an:

^

S

�1

^

S

�

^

S

�1

a

�

�

^

S =

^

S

�1



�

^

S

Mit dem nähsten Shritt erhalten wir eine Bestimmungsgleihung für

^

S:

^

S

�1



�

^

S = a

�

�



�

(3)

Das bedeutet, dass sih 

�

unter einer Lorentz-Transformation wie ein Lorentz-

Vektor transformiert. Das ist sinnvoll, denn das Produkt 

�

p̂

�

ist ein Lorentz-

Skalar. Die Gleihung kann so gedeutet werden, dass man anstatt den Dira-

Spinor zu transformieren, die Transformation auf die -Matrizen �umwälzen�

kann. Als Ergebnis: Die Dira-Gleihung ist Lorentz-invariant, also kovariant.

Allein aus dieser Operatorgleihung (3) kann man für eine gegebene Lorentz-

Transformation a

�

�

den Boost-Operator

^

S konstruieren.

Aufstellen des Boost-Operators

Das Prinzip der Aufstellung eines Operators zur Koordinatentransformation

kennen wir shon vom Translations- und Rotationsoperator. Für den Boost

funktioniert das analog:

1. Stelle einen Boost für eine in�nitesimale Lorentz-Transformation auf.

2. Die Hintereinandershaltung in�nitesimaler Boosts führt zu einer endli-

hen Lorentz-Transformation.

Anstatt die verbleibende Zeit der Konstruktion zu widmen, betrahten wir lieber

noh Beispiele für Boost-Operatoren.

Boost-Beispiele

Beispiel (Boost in x-Rihtung). Die Transformation vom Ruhesystem in

ein in x-Rihtung bewegtes System haben wir shon kennengelernt:

a

�

�

=

0

B

B

B

B

�

1



�

�



0 0

�

�



1



0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1

C

C

C

C

A

Der Boost

^

S, der den Dira-Spinor transformiert lautet hierbei formal:

^

S = osh�

  

1

2

0

0 1

2

!

� tanh�

 

0 �

1

�

1

0

!!
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wobei:

osh� =

s

E +m

0



2

2m

0



2

und:

tanh� =

�p

E +m

0



2

Konkret ist also:

^

S = osh�

 

1

2

��

1

tanh�

��

1

tanh� 1

2

!

Die Rüktransformation lautet:

^

S

�1

= osh�

 

1

2

�

1

tanh�

�

1

tanh� 1

2

!

Prüfen des Operators. Mit konkretem Boost und �Rükboost� lässt sih die

Realisierung der Transformation überprüfen; das Produkt muss die Identität

ergeben:

^

S

�1

^

S = osh�

2

 

1� tanh�

2

0

0 1� tanh�

2

!

Mit der Rehenregel osh � tanh = sinh:

=

 

osh�

2

� sinh

2

� 0

0 osh�

2

� sinh

2

�

!

Mit der Rehenregel osh

2

� sinh

2

= 1:

=

 

1

2

0

0 1

2

!

Das Produkt aus angenommener Transformation und ihrer Inversen ergibt also

die Identität.

Prüfen wir zusätzlih noh, ob sih die rihtige Transformationsregel für die

-Matrizen ergibt. Gelten muss (O.B.d.A. für 

0

):

^

S

�1



0

^

S = a

0

�



�

Setzen wir links den Boost-Operator und die Matrix 

0

ein:

^

S

�1



0

^

S = osh�

2

 

1

2

�

1

tanh�

�

1

tanh� 1

2

! 

1

2

0

0 �1

2

! 

1

2

��

1

tanh�

��

1

tanh� 1

2

!

=

1





0

�

�





1
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Da wir weiter oben  und

~

 für die konkrete Transformation shon berehnet ha-

ben, können wir durh Einsetzen prüfen, ob das rihtige Ergebnis für den Boost

 =

^

S

~

 herauskommt. Erwartungsgemäÿ werden wir dabei niht enttäusht:

 =

^

S

~

 

=

^

S

 

1

0

!

jm

s

i

=

s

E +m

0



2

2m

0



2

0

�

1

p�

x

E +m

0



2

p�

x

E +m

0



2

1

1

A

 

1

0

!

jm

s

i

=

E +m

0



2

2m

0



0

�

1

p�

x

E



+m

0



1

A

jm

s

i

Beispiel (Drehung um die x-Ahse). Die Transformationsmatrix für den

4-er-Impuls lautet, wenn ' der Drehwinkel ist:

a

�

�

=

0

B

B

B

B

�

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 os' sin'

0 0 � sin' os'

1

C

C

C

C

A

Der zugehörige Boost-Operator lautet:

^

S =

0

B

B

B

B

�

os

'

2

i sin

'

2

0 0

i sin

'

2

os

'

2

0 0

0 0 os

'

2

i sin

'

2

0 0 i sin

'

2

os

'

2

1

C

C

C

C

A

Das entspriht aber einer Drehung von Spin-

1

2

-Teilhen in der nihtrelativisti-

shen Quantenmehanik.

9.4.5 Negative Energien

Beim Aufstellen der Dira-Gleihung mussten wir feststellen, dass auh Wellen-

funktionen mit negativer Energie E = �m

0



2

diese Gleihung erfüllen können.

Mit diesen Lösungen möhten wir uns noh kurz befassen.

Ruhesystem

Setzen wir in die Dira-Gleihung für das Ruhesystem des Teilhens:



0

p

0

~

 =m

0



~
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folgenden Spinor ein:

~

 =

0

B

B

�

1

0

0

0

1

C

C

A

so ergibt sih mit p

0

=m

0

 eine positive Energie E = p

0

. Setzen wir allerdings

den Spinor:

~

 

0

=

0

B

B

�

0

0

0

1

1

C

C

A

ein, so erhalten wir (durh den negativen Koe�zienten 

0

44

in der 

0

-Matrix)

�p

0

= m

0

, bzw. E = �m

0



2

, also eine negative Teilhenenergie.

Laborsystem

Im Laborsystem, mit dem in x-Rihtung bewegten Teilhen, müssen wir den

mit

^

S transformierten Ruhe-Spinor

~

 

0

einsetzen:

 =

^

S

0

B

B

B

B

�

0

0

0

1

1

C

C

C

C

A

= N

0

�

p�

1

E



+m

0



1

1

A

jm

s

i e

i

m

0



2

~

t

e

i

px

~

Damit erhalten wir wieder die entsprehende negative Energie. Für positive

Energien ist der Exponent in der �zeitlihen� Exponentialfunktion negativ.

Interpretation

Betrahten wir ein Vielteilhensystem, bei dem alle Zustände bis zu einer Ober-

kante besetzt sind. Innerhalb dieser Energiezustände ist kein Teilhen erzeugbar,

da das Pauli-Prinzip keine weiteres Teilhen zulässt. Da man nihts von diesem

�Teilhensee� merkt, kann man ihn als Quasiteilhen-Vakuum auffassen.

Abbildung 9.2: Vielteilhensystem als Quasiteilhen-Vakuum.

Man kann allerdings ein Teilhen durh Aufbringen der Energie 2m

0



2

aus die-

sem See hohheben. Durh das Anheben hat man nun ein Teilhen positiver

Energie m

0



2

auÿerhalb des Sees, zurük bleibt ein Loh, das man als Antiteil-

hen mit der negativen Energie �m

0



2

interpretiert.

Abbildung 9.3: Anheben eines Teilhens aus dem Quasiteilhen-Vakuum.

Diese Interpretation impliziert die Existenz von Antiteilhen mit negativer Ener-

gie. Das Nahprüfen maht allerdings Mühe, denn das Quasiteilhen-Vakuum

ist dadurh ausgezeihnet, dass keine Nettoladung, bzw. Nettoquantenzahlen

übrig sind. Mit hohem Aufwand ist es trotzdem möglih.
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Lamb-Shift

Durh ein starkes elektrishes Feld �ndet eine Polarisation des Vakuums statt

(Vakuumpolarisation), die sih experimentell in einer kleinen Vershiebung der

Energieniveaus, z.B. im S-Zustand des Wassersto�atoms bemerkbar maht. In-

terpretiert wird dieser Lamb-Shift durh den See von Elektronen und ihren

Antiteilhen, den Positronen. Diese werden durh das Feld leiht aus ihrem

gemeinsamen Shwerpunkt herausgezogen, wodurh es zu einem elektrishen

Dipolmoment des �Vakuums� kommt.

9.4.6 Ausblik

Unser Ansatz zur Dira-Gleihung führte auf vier durh Auflagen bestimmte

Matrizen. Wir hatten gesehen, dass diese von gerader Dimension sein müssen,

und es für die Dimension 2 � 2 keine 4 Matrizen gibt, die gleihzeitig alle Be-

dingungen erfüllen. Erst für 4 � 4 gibt es die 4 -Matrizen. Die so entstan-

dene Dira-Gleihung ist zur Beshreibung von Spin-

1

2

-Teilhen geeignet. Aber

auh höherdimensionale 4-er-Paare von Matrizen �nden sih. So beshreibt die

Dira-Gleihungmit den passenden 6�6-Matrizen Spin-1-Teilhen, die mit 8�8-

Matrizen beshreibt Spin-

3

2

-Teilhen; usw.
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9.5 Dira-Teilhen im Zentralfeld

Betrahten wir im Folgenden ein Zentralpotential. Dieses hängt nur vom Betrag

des Ortsvektors ab; damit ist der Operator der potentiellen Energie

^

V =

^

V (r)

mit r := j~rj. Wir bleiben weiterhin bei Spin-

1

2

-Teilhen, also der einfahsten

Form der Dira-Gleihung.

9.5.1 Vergleih mit der Shrödinger-Gleihung

Um die Dira-Gleihungmit Zentralpotential zu lösen, können wir unser Wissen

um die Shrödinger-Gleihung mit Zentralpotential anwenden.

Eigenfunktionssystem

Für die Shrödinger-Gleihung:

^

H = i~

�

�t

 

fanden wir folgende Vertaushungsrelationen zwishen dem Hamilton-Operator

und den Drehimpulsoperatoren:

[

^

H;

^

J

2

℄

�

= [

^

H;

^

J

z

℄

�

= 0

was bedeutet, dass Wellenfunktionen  existieren, die sowohl Eigenfunktion zu

^

H , als auh zu den Drehimpulsoperatoren

^

J

2

und

^

J

z

sind. Eine solhe Lösung

 = j j; m

j

i kann separiert werden in Orts- und Winkelanteil, wobei der Win-

kelanteil selbst wieder in Bahn- und Spinanteil trennbar ist:

j j; m

j

i = R(r)

X

m

l

;m

s

Y

lm

l

�

1

2

m

s

(l;m

l

; s;m

s

; j;m

j

)

| {z }

Clebsh-Gordon

Für den relativistishen (Dira'shen) Hamilton-Operator mit Potential

^

H

D

ma-

hen wir folgenden Ansatz:

i~

�

�t

=

^

H

D

!

= 

3

X

k=1

�

k

p̂

k

+ �m

0



2

+ V (r̂)

Paritätsoperator

Versuhen wir nun einen Paritätsoperator für 4-er-Vektoren, bzw. die Paritäts-

transformation für die Dira-Gleihung zu �nden.

Der Paritätsoperator vertausht mit dem Shrödinger-Hamilton-Operator:

[

^

H

S.G.

;

^

P ℄

�

= 0
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Wenn die Parität eine gute Quantenzahl ist, bedeutet das, dass das System

spiegelsysmmetrish ist. Die Paritätsoperation spiegelt die Koordinaten:

~x

0

=

^

P~x = �~x

Bei 4-er-Vektoren ist dabei zu beahten, dass die Zeit (also die nullte Kompo-

nente) niht transformiert werden darf (die Zeit ändert sih im Spiegel niht).

Für die Paritätsoperation in der relativistishen Quantenmehanik benötigen

wir folgende Transformation:

(x̂

0

)

�

= a

�

�

x̂

�

wobei die Transformationsmatrix dem metrishen Tensor g

��

entspriht:

a

�

�

=

0

B

B

�

1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1

C

C

A

Das ist eine uneigentlihe Lorentz-Transformation, weil die Determinante der

Transformationsmatrix det a

�

�

= �1 negativ ist. Auÿerdem ist die Paritätsope-

ration keine kontinuierlihe Operation, wie z.B. die Drehungen. Es ist auh keine

Hintereinanderausführung von Drehungen.

Löst nun  die Dira-Gleihung, so löst:

 

0

=

^

S

P

 

die Paritätstransformierte Dira-Gleihung. Aus dem vorigen Abshnitt wissen

wir, dass die Transformation mit obiger Transformationsmatrix a

�

�

folgender-

maÿen zusammenhängt:

^

S

�1

P



�

^

S

P

= a

�

�



�

Behauptung. Der Paritätsoperator

^

S

P

lautet:

^

S

P

= e

i'



0

Er setzt sih aus einer komplexen Phase und einer -Matrix zusammen.

Beweis. Folgende Punkte müssen erfüllt sein:

1. Die Hintereinanderausführung von Transformation und Umkehrtransfor-

mation führt wieder zum Ausgangszustand zurük. Prüfen wir dies, indem

wir die angenommene Form einsetzen:

^

S

P

^

S

�1

P

= e

i'



0

e

�i'



0

Die Exponentialfunktionen heben sih zu 1 weg, übrig bleiben die 

0

-

Matrizen:

=

�

1

2

0

0 �1

2

��

1

2

0

0 �1

2

�

= 1

4
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2. Prüfen wir das Transformationsverhalten der -Matrix unter der Paritäts-

operation, zunähst für 

0

:

^

S

�1

P



�

^

S

P

= e

�i'



0



0

| {z }

=1

4

e

i'

| {z }

=1

4



0

wieder hebt sih vieles weg, übrig bleibt:

= 

0

dies ist aber auh gleih dem folgenden Ausdruk, der erfüllt sein muss:

= a

0

�



�

Für die drei anderen -Matrizen ergibt sih:

^

S

�1

P



�

^

S

P

= e

�i'



0



k

e

i'



0

= �

k

was aber ebenso zum korrekten Ergebnis der Transformationsgleihung

führt:

= a

k

�



�

^

S

P

transformiert damit rihtig.

Wir beshränken uns im Folgenden auf die Phase ' = 0 des Paritätsoperators.

Wie transformiert sih die Dira-Gleihung unter der Paritätstransformation?

Die Parität ändert die 3-er-Vektoren von Impuls und Ort durh Spiegelung. Im

Zentralfeld ändert sih durh die r-Spiegelung allerdings nihts. Wir müssen also

nur für den Impuls die invertierten Operatoren p̂

0

k

= �p̂

k

einsetzen:

^

S

�1

P

^

H

D

^

S

P

= e

�i'



0

^

H

D

(r̂

0

= r̂; p̂

0

k

= �p̂

k

) e

i'



0

= 

0

 



3

X

k=1



k

(�p̂

k

) + 

0

m

2



+ V (r̂)

!



0

Durh die Eigenshaft 

0



k



0

= �

k

, wird das Vorzeihen vor p̂ wieder ver-

tausht, womit wir den ursprünglihen Hamilton-Operator erhalten:

=

^

H

D

Das bedeutet, dass der Dira'she Hamilton-Operator, wie auh der nihtrelati-

vistishe, mit

^

P vertausht:

[

^

H

D

;

^

S

P

℄

�

= 0

Die Lösung der Dira-Gleihung ist damit auh eine Eigenfunktion bezüglih

der Paritätsoperation.



500 KAPITEL 9. RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK

9.5.2 Ansatz für die Lösung der Dira-Gleihung

Separationsansatz

Wir spalten den 4-er Vektor wieder in zwei 2-er Vektoren auf, die Eigenfunktio-

nen zum gleihen j und m sind. Mit den Quantenzahlen � = �1 für die Parität,

j für den Drehimpuls

^

J

2

und m als Magnetquantenzahl des Drehimpulses (z-

Projektion,

^

J

z

) lautet der Ansatz:

 

�jm

=

�

�

jlm

(~r; t)

�

jl

0

m

(~r; t)

�

Dabei soll � sih so shreiben, wie im nihtrelativistishen Fall, also separiert in

Radialanteil, Winkelanteil (Kugelwellenfunktion), Spinanteil und Drehimpuls-

kopplung (Clebsh-Gordon-Koe�zienten):

�

jlm

(~r; t) =

X

m

l

m

s

i g(r)Y

lm

l

�

1

2

m

s

(l;m

l

; s;m

s

; j;m

j

) = i g(r)


jlm

(#;')

Denselben Ansatz mahen wir für �, bis auf einen anderen Vorfaktor:

�

jl

0

m

= �f(r)


jl

0

m

(#;')

Die Spinfunktion � für Spin-

1

2

-Teilhen ist dabei durh die entsprehenden 2-er-

Spinoren gegeben:

�

1

2

m

s

=

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

 

1

0

!

; für m

s

=

1

2

 

0

1

!

; für m

s

= �

1

2

Eigenwertgleihungen für die Lösungsanteile

Die Drehimpulskopplung verlangt die Drehimpulsbeziehung j = l�

1

2

; ist j =

1

2

,

so kommt nur l; l

0

2 f0; 1g in Frage. Da  

�jm

Eigenzustand zu

^

P ,

^

J

2

und

^

J

z

ist, gelten die folgenden Eigenwertgleihungen:

^

J

2

 

�jm

= ~

2

j(j + 1) 

�jm

^

J

z

 

�jm

= ~m 

�jm

^

P 

�jm

= � 

�jm

Den Eigenwert zu

^

P müssen wir erst noh veri�zieren (bzw. die Abhängigkeit

mit l und l

0

).

Beweis. Setzen wir den Paritätsoperator (mit Phase ' = 0) ein, so spiegeln sih

einerseits die Ortsargumente:

^

P 

�jm

= 

0

 

�jm

(~r

0

=� ~r; t

0

=t)
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Wobei die explizite r-Abhängigkeit sih im Zentralfeld niht tatsählih ändert;

allerdings muss die Winkelabhängigkeit auh gespiegelt werden:

= 

0

�

i g(r)


jlm

(� � #;'+ �)

�f(r)


jl

0

m

(� � #;' + �)

�

Diese Winkelspiegelung kann aber als Vorzeihen wieder herausgezogen werden:

=

�

i g(r) (�1)

l




jlm

(#;')

f(r) (�1)

l

0




jl

0

m

(#;')

�

Es treten also, in Abhängigkeit von l und l

0

Faktoren auf, die jedoh letztlih

nur das Vorzeihen ändern könnnen. Damit haben wir die Eigenwerte des Pari-

tätsoperators bestätigt:

= �

�

i g(r)


jlm

(#;')

�f(r)


jl

0

m

(#;')

�

Allerdings ergeben sih daraus Bedingungen für l und l

0

, damit beide Teillösun-

gen � und � denselben Eigenwert besitzen:

Ist l gerade, so ist für � � = +1, dann muss aber l

0

ungerade sein, damit auh

die Teillösung � den Eigenwert � = +1 ergibt (und umgekehrt).

Damit haben wir die Voraussetzungen gesha�en, um an die Lösung der Dira-

Gleihung gehen zu können. Wir versuhen das folgende Eigenwertproblem zu

lösen:

^

H

D

 

�jm

= E 

�jm

Shreiben wir den Ansatz von Seite 497 aus, so erhalten wir:

 

m

0



2

+

^

V (r) ~� �

^

~p

�~� �

^

~p �m

0



2

+

^

V (r)

! 

i g(r)


jlm

(#;')

�f(r)


jl

0

m

(#;')

!

=

E

 

i g(r)


jlm

(#;')

�f(r)


jl

0

m

(#;')

!

Um diese gekoppelten Di�erentialgleihungen lösen zu können benötigen wir

erst ein paar Nebenrehnungen und Zwishenergebnisse.

Behauptung. Für beliebige 3-er-Vektoren

~

A und

~

B gilt:

(~� �

~

A)(~� �

~

B) =

~

A �

~

B + i~�(

~

A �

~

B)

Beweis.

(~� �

~

A)(~� �

~

B) =

X

jk

�

j

A

j

�

k

B

k

=

X

jk

A

j

B

k

�

1

2

(�

j

�

k

+ �

k

�

j

) +

1

2

(�

j

�

k

� �

k

�

j

)

�
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Der erste �-Term reduziert sih auf das Kroneker-Æ, der zweite ist der Kom-

mutator der �-Matrizen, der (zyklish) die �dritte� Matrix (2i�

l

) ergibt:

=

X

jk

A

j

B

k

(Æ

jk

+ i�

l

)

=

~

A �

~

B + i~�(

~

A �

~

B)

Damit ist die Behauptung bestätigt.

Diese Formel nutzen wir für Zwishenergebnisse:

(~� � ~e

r

)(~� � ~e

r

) = 1

2

+ i~�(~e

r

� ~e

r

)

= 1

2

(1)

(~� � ~e

r

)(~� �

^

~p) = ~e

r

�

^

~p+ i~�(~e

r

�

^

~p)

= p̂

r

+ i~�

~e

r

j~rj

=

~

i

�

�r

+ i~�

~e

r

r

(2)

Auÿerdem ist:

�

~� �

~r

r

�




jlm

= �


jl

0

m

(3)

Damit kommen wir zur wihtigen

Behauptung. Es gilt folgende Eigenwertgleihung für 


jlm

:

~� �

^

~

L


jlm

= �(1 + {)~


jlm

Mit:

{ =

(

�(j +

1

2

) = �(l + 1); für j = l +

1

2

j +

1

2

= l; für j = l �

1

2

Beweisskizze. Mit:

^

~

S �

^

~

L =

1

2

�

^

J

2

�

^

L

2

�

^

S

2

�

und:

^

J

2

=

�

^

L

2

+

^

S

2

�

=

^

L

2

+ 2

^

~

L �

^

~

S +

^

S

2

gelangt man zu:

~� �

^

~

L


jlm

= ~

�

j(j + 1)� l(l + 1) �

3

4

�




jlm

in die man die Falluntersheidung für { einsetzt.
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Formale Lösung

Jetzt können wir uns der Matrix-Vektor-Multiplikation zuwenden, wie sie in

unserer Dira-Gleihung vorkommt.

Mit Hilfe der beiden Behauptungen, bzw. den Zwishenergebnissen (1)�(3) er-

halten wir zwei Di�erentialgleihungen für die Ortsanteile der Lösung f(r) und

g(r):

~� �

^

~p i g(r)


jlm

= �~

�

�

�r

g(r) +

1 + {

r

g(r)

�




jl

0

m

und:

~� �

^

~p (�f(r)) 


jl

0

m

= �i~

�

�

�r

f(r) +

1� {

r

f(r)

�




jlm

Diese bringen uns direkt nihts, da das Potential niht in die obigen Überlegun-

gen einging. Allerdings sind sie nützlih, wenn wir sie in die Dira-Gleihung ein-

setzen. Betrahten wir die zwei gekoppelten Di�erentialgleihungen der Dira-

Gleihung getrennt:

0 =

�

m

0



2

+

^

V (r) �E

�

i g(r)


jlm

(#;') � ~� �

^

~p f(r)


jl

0

m

(#;') (1)

und die zweite Zeile:

0 =

�

�m

0



2

+

^

V (r) �E

�

(�f(r)) 


jl

0

m

(#;') � ~� �

^

~p i g(r)


jlm

(#;') (2)

Hier könnnen wir nun die obigen Beziehungen einsetzen; die für f in die erste

Zeile:

0 =

�

m

0



2

+

^

V (r) �E

�

i g(r)


jlm

� i~

�

�

�r

f(r) +

1� {

r

f(r)

�




jlm

Herauskürzen von 


jlm

:

=

�

m

0



2

+

^

V (r) �E

�

i g(r) � i~

�

�

�r

f(r) +

1� {

r

f(r)

�

(1')

Und die für g in die zweite Zeile eingesetzt:

0 =

�

�m

0



2

+

^

V (r) �E

�

(�f(r)) 


jl

0

m

+ ~

�

�

�r

g(r) +

1 + {

r

g(r)

�




jl

0

m

Herauskürzen von 


jlm

:

=

�

�m

0



2

+

^

V (r) �E

�

(�f(r)) + ~

�

�

�r

g(r) +

1 + {

r

g(r)

�

(2')

Damit vereinfahen sih die zwei Di�erentialgleihungen durh das Herausfallen

der 


jlm

(#;').

Nun können wir, wenn wir für ein gegebenes Potential den Operator der poten-

tiellen Energie in die Dira-Gleihung einsetzen, die zwei gekoppelte Di�erenti-

algleihungen 1.Ordnung zur Bestimmung von f(r) und g(r) lösen.
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Wahrsheinlihkeitsdihte

Während sih in der nihtrelativistishen Quantenmehanik die Wahrshein-

lihkeitsdihte aus einem Term mit R

2

nl

(r) ergab, setzt sie sih hier aus zweien

zusammen:

%(r) = g

2

(r) � f

2

(r)

Abbildung 9.4: Vergleih der Wahrsheinlihkeitsdihte in der �klassishen�

Quantenmehanik mit der relativistishen Quantenmehanik.
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9.6 Ladung im elektromagnetishen Feld

Als Abshluss der Betrahtungen möhten wir noh kurz Spin-

1

2

-Teilhen im

elektromagnetishen Feld behandeln. Dazu werfen wir zunähst einen Blik zu-

rük auf die klassishe Elektrodynamik.

9.6.1 Klassishe Elektrodynamik

Maxwellgleihungen

Aus der klassishen Elektrodynamik kennen wir die Maxwellgleihungen mit

ihren Konsequenzen.

Es gibt keine isolierten magnetishen Monopole:

div

~

B = 0 (1)

Magnetfeld

~

B und Vektorpotential

~

A hängen folgendermaÿen zusammen, wobei

sih der formale Zusammenhang div rot � 0 mit (1) ergibt:

~

B = rot

~

A (1')

Aus dem Faraday'shen Induktionsgesetz folgt:

rot

~

E +

1



�

�t

~

B = 0 (2)

Mit (1') folgt:

rot

�

~

E +

1



�

�t

~

A

�

= 0 (2')

Das elektrishe Feld

~

E wird durh ein elektrishes Potential � erzeugt, ebenso

führt aber auh ein sih zeitlih änderndes Magnetfeld zu einem

~

E-Feld, wie aus

(2') ersihtlih ist:

~

E = � grad��

1



�

�t

~

A (2�)

Aus (2') und (2�) folgt, dass das elektrostatishe Feld konservativ, bzw. wir-

belfrei ist. Die Quellen und Senken des elektrishen Feldes ergeben sih aus

Ladungsverteilungen %(~r). Dies folgt letztlih aus dem Coulomb'shen Kraftge-

setz:

div

~

E = 4�% (3)

Dabei fasst man die Beziehung (2�) für ein statishes Feld

~

E = � grad� und

(3) gerne zur Poisson-Gleihung zusammen:

div grad� = �4�% (3')
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Im ladungsfreien Raum, mit % = 0, wird daraus die Laplae-Gleihung:

�� = 0 (3�)

Beahtet man noh den elektrishen Strom ~|, so erhält man die vierte Gleihung,

die sih aus dem Maxwell'shen Vershiebungsstrom und dem Ampère'shen

Gesetz zusammensetzt:

rot

~

B =

1



�

�t

~

E +

4�



~| (4)

Wihtig ist in diesem Zusammenhang auh die Kontinuitätsgleihung der Elek-

trodynamik, die besagt, dass sih die Ladungsverteilung nur ändern kann, wenn

Ladung vershoben wird, also ein Strom �ieÿt; sie beshreibt damit die Ladungs-

erhaltung:

div~|+

�

�t

% = 0 (4')

Elektrodynamik und Mehanik

Die Wirkung des elektromagnetishen Feldes auf eine Ladung q wird durh die

Kraft

~

F beshrieben, die das Feld auf sie ausübt. Die Wirkung des Magnetfeldes

hängt dabei von der Geshwindigkeit der Ladung ab, die des elektrishen Feldes

ist statish:

~

F = q

�

~

E +

1



~v �

~

B

�

(5)

Diese Beziehung wird in der Literatur auh Lorentz-Gleihung genannt. Dabei

ist der zweite Term die Lorentzkraft.

Magnetfeld und Vektorpotential

Wir möhten nun prüfen, ob sih ein homogenes Magnetfeld

~

B durh das Vek-

torpotential

~

A beshreiben lässt.

Beispiel (Homogenes Magnetfeld). Prüfen wir nun, ob wir aus dem Vek-

torpotential

~

A den magnetishen Feldvektor

~

B gewinnen können:

Beweis. Mit dem homogenen Feld in z-Rihtung:

~

B = B~e

z

und der Beziehung:

~

A(~r) =

1

2

~

B � ~r

Folgt das Vektorpotential des Problems in vektorieller Shreibweise:

~

A(~r) =

1

2

0

�

0

0

B

1

A

� ~r =

1

2

0

�

�By

Bx

0

1

A
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Setzen wir dieses Vektorpotential in (1') ein:

~

B = rot

~

A

=

1

2

0

�

�

x

�

y

�

z

1

A

�

0

�

�By

Bx

0

1

A

=

1

2

0

�

0

0

B � (�B)

1

A

= B~e

z

9.6.2 Dira-Gleihung

Nun möhten wir, mit Hilfe der klassishen Beziehungen, die Dira-Gleihung

um einen elektromagnetishen Potentialterm erweitern.

Vektorpotential

In der relativistishen Shreibweise fasst man das elektrishe Potential � und

das Vektorpotential

~

A zu einem 4-er-Vektor

)

A zusammen. In kontravarianter

Shreibweise lautet dieses 4-er-Vektorpotential:

A

�

=

0

B

B

B

�

� � A

0

~

A �

8

>

<

>

:

A

1

A

2

A

3

1

C

C

C

A

Dies geshieht, um zum Ausdruk zu bringen, dass das gesamte Feld alleine

durh diese vier Komponenten beshrieben werden kann. Dieser 4-er-Vektor ge-

nügt der Lorentz-Eihung:

�

�

A

�

= 0

Ausgeshrieben lautet sie:

~

r �

~

A+

1



�

�t

� = 0

Man benötgt eine Eihung, da durh die Angabe von

~

B und

~

E das Vektorpo-

tential

)

A niht eindeutig festgelegt ist. Die folgende Erweiterung des Vektorpo-

tentials lässt

~

B und

~

E nämlih unverändert:

(A

0

)

�

= A

�

+ �

�

�

Erst die Eihung sorgt für völlige Eindeutigkeit.

33

33

Dabei ist zu beahten, dass die Lorentz-Eihung niht die einzig möglihe Eihung ist.
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Hamilton-Funktion

Bauen wir weiter auf der Klassishen Mehanik auf.

Die klassishe Hamilton-Funktion für ein freies Teilhen ist durh die kinetishe

Energie gegeben:

H =

~p

2

2m

Im Hamilton-Formalismus berüksihtigt man eine Kraftkomponente durh mi-

nimale Substitution. Bezogen auf die Lorentz-Gleihung (5) bedeutet dies:

p

�

Minimale Substitution

��������������! p

�

�

q



A

�

Setzen wir für ~p die minimale Substitution ein:

H =

�

~p�

q



~

A

�

2

2m

=

~p

2

2m

�

2q~p �

~

A

2m

+

q

2

2m

2

~

A

2

Der letzte Term beinhaltet die Energie des elektromagnetishen Feldes. Diese

ist eine reine additive Konstante, die niht von der Bewegung des Teilhens

abhängt, so dass wir sie weglassen können. Drüken wir auÿerdem das Vektor-

potential, wie im Beispiel, durh

~

B aus:

=

~p

2

2m

�

q

2m

~p �

�

~

B � ~r

�

Der letzte Term ist ein Spatprodukt das umgestellt werden kann, denn das

zyklishe Vertaushen der Vektoren ändert das Spatprodukt niht:

=

~p

2

2m

�

q

2m

~

B � (~r � ~p)

Damit kommt aber der Drehimpuls ins Spiel:

=

~p

2

2m

�

q

2m

~

B �

~

l

Der Term

~

B �

~

l entspriht einem Kreisstrom, also einer stromdurh�ossenen

geshlossenen Leitershleife.

Auÿer dem Impuls im Term der kinetishen Energie, erhalten wir auh den Dreh-

impuls in der Hamilton-Funktion. Dieser zweite Term entspriht der potentiellen

Feldenergie für ein bewegtes Teilhen im

~

B-Feld.
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Hamilton-Operator

Bis hier sind unsere Überlegungen völlig klassish. Den Übergang zur niht-

relativistishen Quantenmehanik mahen wir wieder durh die Ersetzung der

Observablen durh ihre entsprehenden Operatoren:

^

H = �

~

2

2m

��

q

2m

^

L

z

B

z

Die minimale Substitution führt uns also zum Hamilton-Operator, und damit

zur Shrödinger-Gleihung unseres Systems.

Dira-Gleihung

Wenn die minimale Substitution von der Klassishen Mehanik in die Quan-

tenmehanik übersetzen kann, so versuhen wir sie auh für die relativistishe

Quantenmehanik zu nutzen.

Den Übergang zur relativistishen Quantenmehanik mit der Dira-Gleihung:

(

�

p

�

�m

0

) = 0

leisten wir also auh mit der minimalen Substitution:

�



�

�

p

�

�

q



A

�

�

�m

0



�

 = 0

Trennen wir die Dira-Gleihung in einen zeitartigen und einen raumartigen

Anteil auf:

�



0

�

p

0

�

q



A

0

�

+ 

k

�

p

k

�

q



A

k

�

�m

0



�

 = 0

und multiplizieren die Gleihung noh mit  durh. Shreiben wir dabei den

Impuls und das Vektorpotential als klassishen Vektor, so müssen wir ein Minus

herausziehen, da sie in obiger Formel kovariant sind:

�



0

�

i~

�

�t

� q�

�

� ~

�

~p� q

~

A

�

�m

0



�

 = 0

Multiplizieren wir noh mit 

0

durh, wobei

�



0

�

2

= 1

4

und 

0



k

= �

k

ist:

�

1

4

�

i~

�

�t

� q�

�

� ~�

�

~p� q

~

A

�

� 

0

m

0



�

 = 0

Zu beahten ist, dass ~� ein Vektor aus (4 � 4)-Matrizen ist:

~� = 

0

0

�



1



2



3

1

A
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De�nieren wir noh die Abkürzung:

~� := 

�

~p�

q



~

A

�

So haben wir alles, um einen Lösungsansatz für die Dira-Gleihung mahen zu

könnnen:

�

i~

�

�t

� q�� ~� � ~�� 

0

m

0



�

 = 0

Ansatz

Den Ansatz für die Wellenfunktion trennen wir wieder in zwei 2-er-Spinoren auf:

 =

�

~

�

~�

�

Das können wir in die Dira-Gleihung einsetzen:

i~

�

�t

�

~

�

~�

�

= ~� � ~�

�

~

�

~�

�

+ q�

�

~

�

~�

�

+m

0



2



0

�

~

�

~�

�

(�)

Versuhen wir noh die relativistishe Wellenfunktion:

 =

�

~

�

~�

�

durh die nihtrelativistishe darzustellen, indem wir den relativistishen Teil

in eine Exponentialfunktion paken. In der Shrödinger-Gleihung existiert die

Ruheenergie niht, wir ziehen also die �Energievershiebung�, die durh den Ru-

heanteil zustande kommt, heraus:

�

~

�

~�

�

= e

�

i

~

m

0



2

t

�

�

�

�

Mit diesem Ansatz gehen wir wieder in die Dira-Gleihung (�):

i~

�

�

i

~

m

0



2

�

e

�

i

~

m

0



2

t

�

�

�

�

+ i~ e

�

i

~

m

0



2

t

�

�t

�

�

�

�

=

�

~� � ~�

�

�

�

�

+ q�

�

�

�

�

+m

0



2



0

�

�

�

��

e

�

i

~

m

0



2

t

Die Exponentialfunktion kann aber herausdividiert werden; wenden wir auÿer-

dem ~� und 

0

auf den Lösungsvektor an, so erhalten wir:

m

0



2

�

�

�

�

+ i~

�

�t

�

�

�

�

= ~� �

�

~��

~��

�

+ q�

�

�

�

�

+m

0



2

�

�

��

�
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Bringen wir noh die m

0



2

-Terme zusammen:

i~

�

�t

�

�

�

�

= ~� � ~�

�

�

�

�

+ q�

�

�

�

�

+ 2m

0



2

�

0

��

�

(})

Damit erhalten wir die Dira-Gleihung für ein Spin-

1

2

-Teilhen im elektroma-

gnetishen Feld.

Nihtrelativistisher Grenzfall

Betrahten wir nun den Ansatz im nihtrelativistishen Grenzfall, d.h. wenn die

Ruheenergie des Teilhens groÿ ist gegenüber der elektrostatishen Energie und

der Energiekorrektur durh die Wellenfunktion �; also für den Fall j�j � j�j,

bzw. m

0



2

� q� und m

0



2

� �E = i~�

t

�.

Die zweite Zeile der Vektorgleihung (}) lautet mit den Vereinfahungen des

nihtrelativistishen Falls:

0 = ~� � ~��� 2m

0



2

�

Nah � aufgelöst:

� =

~� � ~�

2m

0



2

�

Weil ~� � ~� � 2m

0



2

folgt, dass � klein ist gegenüber �. Setzen wir nun dieses

Ergebnis für � in die erste Zeile von (}) ein, so haben wir eine Di�erentialglei-

hung alleine für �:

i~

�

�t

� = ~� � ~�

~� � ~�

2m

0



2

�+ q�� (~)

Dieses Zwishergebnis deutet shon auf eine Shrödinger-Gleihung hin, aller-

dings stören die ~�-Vektoren im Term der kinetishen Energie. Der zweite Term

steht für das elektrostatishe Potential.

Klären wir zunähst, was das doppelte Skalarprodukt mit den Pauli-Matrizen

ergibt. Dabei hilft uns die Beziehung von Seite 501, die besagt:

(~� � ~�)(~� � ~�) = ~� � ~� + i~�(~� � ~�)

Zu beahten ist, dass ~� aus Operatoren besteht, das Kreuzprodukt ~� � ~� ist

dadurh niht zwangsweise null! Shreiben wir ~� im Kreuzprodukt aus:

= ~�

2

+ i~�

�

~p�

q



~

A

�

� 

�

~p�

q



~

A

�

= ~�

2

+ i~�

�

(�~

2

)

~

r�

~

r

| {z }

=rot grad

=0

�

~

i

~

r�

q



~

A�

~

i

q



~

A�

~

r+

�

q



�

2

~

A �

~

A

| {z }

=0

�

= ~�

2

�

q~



~�

�

~

r�

~

A+

~

A�

~

r

�
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Nun müssen wir beahten, dass die Operatoren niht nur auf

~

A, sondern auh

auf eine Wellenfunktion wirken. Führen wir eine �ktive Wellenfunktion � ein,

nur um die Position zu markieren, so sieht die obige Zeile mit ausgeführter

Produktregel folgendermaÿen aus:

= ~�

2

� �

q~



~�

�

(

~

r�

~

A)� + (

~

r�)�

~

A +

~

A � (

~

r�)

�

Der zweite Term ist aber das Negative des dritten Terms, so dass übrigbleibt:

= ~�

2

�

q~



~�

�

~

r�

~

A

�

Da zuerst das Kreuzprodukt ausgeführt werden muss bevor die Klammer mit

der Wellenfunktion �ausmultipliziert� wird, können wir shreiben (auÿerdem er-

setzen wir die Abkürzung ~�

2

wieder durh den eigentlihen Term):

=

�

~p�

q



~

A

�

2

�

q~



~� �

~

B

Dieses Ergebnis können wir nun in die Dira-Gleihung (~) einsetzen, wie wir

sie im Übergang zum nihtrelativistishen Fall gefunden haben:

i~

�

�t

�

�

1

�

2

�

=

1

2m

0

�

~p�

q



~

A

�

2

�

�

1

�

2

�

�

q~

2m

0



~� �

~

B�+ q�

�

�

1

�

2

�

=

�

~p

2

2m

0

�

q

2m

0



~

L �

~

B �

q

2m

0



2

~

S �

~

B + q�

��

�

1

�

2

�

Dabei ist

~

S der Vektor der durh die drei Spinoperatoren

^

S

k

=

~

2

�

k

gebildet

wird.

Diese Gleihung identi�zieren wir mit der Shrödinger-Gleihung. Die Dira-

Gleihung liefert also für den nihtrelativistishen Grenzfall die korrekte Bewe-

gungsgleihung.

Die Gleihung liefert uns die Wehselwirkung sowohl vom Spin, als auh vom

Bahndrehimpuls des Teilhens mit dem Magnetfeld. Allerdings wird der Spin

mit dem zusätzlihen Faktor 2 belegt. Dieses anomale magnetishe Moment

des Spins

34

konnten wir bei seiner Einführung nur heuristish angeben. Die

relativistishe Quantenmehanik liefert uns hier die Theorie dazu.

34

Der Wert 2 stimmt niht exakt. Präzisionsmessungen liefern eine kleine Abweihung von

2, die jedoh auh theoretish durh Polarisationse�ekte des Dira-Sees erklärt werden kann.



Anhang A

Griehishes Alphabet

Im Skript verwenden wir nur diejenigen Buhstaben als griehishe, die �eht

griehish� aussehen. Ein A ist also immer das lateinishe A. Bei den Klein-

buhstaben stehen alternative Formen in Klammern. Beim Phi nutzen wir das

zur Untersheidung: ' ist ein Winkel, � stellt eine Wellenfunktion dar.

Groÿbuhstabe Kleinbuhstabe Name

A � Alpha

B � Beta

�  Gamma

� Æ Delta

E " (�) Epsilon

Z � Zeta

H � Eta

� # (�) Theta

I � Jota

K { (�) Kappa

� � Lambda

M � My

N � Ny

� � Xi

O o Omikron

� � Pi

P % (�) Rho

� � Sigma

T � Tau

� � Ypsilon

� ' (�) Phi

X � Chi

	  Psi


 ! Omega

Tabelle A.1: Griehishes Alphabet
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Anhang B

Physikalishe Konstanten

Die folgenden Naturkonstanten kommen im Skript vor.

Zeihen Wert Bezeihnung

 299 792 458

m

s

Lihtgeshwindigkeit im Va-

kuum

h 6; 626 075 5(40) � 10

�34

Js Plank'shes Wirkungsquan-

tum

~ :=

h

2�

1; 054 572 66(63) � 10

�34

Js Reduzierte Plank-Konstante

~ 6; 582 122 0(20) � 10

�22

MeV s ~ in Einheiten der Kernphy-

sik

e 1; 602 177 33(49) � 10

�19

C Elektronenladung (Elemen-

tarladungseinheit)

m

e

0; 510 999 06(15)

MeV



2

Elektronenmasse

m

p

938; 272 31(28)

MeV



2

Protonenmasse

�

B

=

e~

2m

e

5; 788 382 63(52) � 10

�11

MeV

T

Bohrshes Magneton

�

N

=

e~

2m

p

3; 152 451 66(28) � 10

�14
MeV

T

Kernmagneton

a

B

=

4�"

0

~

2

m

e

e

2

0; 529 177 249(24) � 10

�10

m Bohr'sher Radius

Tabelle B.1: Physikalishe Konstanten (aus [Partiles℄)
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Anhang C

Zeihen und Symbolik

Die folgenden Tabellen listen die im Skript verwendeten (mathematishen) Zei-

hen und Shreibkonventionen auf. Ist ein Zeihen davon im Text selbst de�niert

oder explizit eingeführt worden, so wird in der Spalte �De�nition� die entspre-

hende Seitenzahl angegeben. Ein Anspruh auf Vollständigkeit besteht niht,

die Tabellen sollen mehr der Orientierung dienen.

Zeihen Beispiel/De�nition Einführung Bedeutung

h � i h f i Seite 19 Erwartungswert

h � j h j Bra-Vektor (oder -Zustand)

j � i j i Ket-Vektor (oder -Zustand)

h � j � i  (x) = hx j i Skalarprodukt

1 1

2

:= (

1 0

0 1

) Einheitsmatrix

A

�

(a + ib)

�

:= a� ib konjugiert komplexer Aus-

druk

A

T

�

a b

 d

�

T

:= (

a 

b d

) transponierter Ausdruk

A

y

A

y

:= (A

�

)

T

adjungierter Ausdruk

Tabelle C.1: Nomenklatur der Vektorräume und Matrizen.
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Zeihen De�nition Bedeutung

^

A Seite 31 Operatoren sind durh ein �Dah�

gekennzeihnet

b

1 Eins-Operator (Identität)

[

^

A;

^

B ℄

�

[

^

A;

^

B ℄

�

:=

^

A

^

B �

^

B

^

A Kommutator

[

^

A;

^

B ℄

+

[

^

A;

^

B ℄

+

:=

^

A

^

B +

^

B

^

A Antikommutator

fA;B g Seite 37 Poisson-Klammer

Tabelle C.2: Operatoren und Operatorsymbole.
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