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Einleitung

Die Quantentheorie oder Quantenmechanik wurde in diesem Jahrhun-
dert auf Grund physikalischer Beobachtungen entwickelt, die zuné&chst nur
einige merkwiirdige und neuartige Entdeckungen von Eigenschaften betrafen,
die das Licht zeigt, wenn es mit Materie wechselwirkt. Die Hohlraumstrah-
lung und der Photoeffekt beweisen, dafl eine Lichtwelle mit der Frequenz
v die Energie hv tréagt (PLANCK, EINSTEIN). h ist dabei eine universelle
Konstante, das sogenannte PLANCKsche Wirkungsquantum. Die Streuung
von Licht an Atomen kann ebenfalls nur erkldrt werden, wenn eine Licht-
welle mit Wellenvektor & den Impuls p = % besitzt. Licht hat also nicht
nur den aus der Elektrodynamik abgeleiteten Wellencharakter, sondern auch
Teilcheneigenschaften. Dafl auch materielle Teilchen Welleneigenschaften zei-
gen, konnte experimentell erst sehr viel spater demonstriert werden, ist aber
heute physikalisches Allgemeingut. Man kann heute sogar Teilchen ebenso
wie Licht zum Betrieb von Mikroskopen (Elektronenmikroskop!) benutzen.
Die prézise mathematische Beschreibung von solchen ,,Materiewellen® ver-
danken wir (fulend auf wichtigen Arbeiten von BOHR, SOMMERFELD und
DE BROGLIE) HEISENBERG, SCHRODINGER und DIRAC, die die moderne
Quantentheorie oder Quantenmechanik entwickelt haben. In der Vorlesung
werden wir SCHRODINGERs Weg, der sogenannten Wellenmechanik, folgen.
Er beginnt mit der radikalen Aufgabe der NEwWTONschen Mechanik und fufit
direkt auf der Beschreibung der Teilchenbewegung durch Wellenfunktionen,
die eine grofie formale Ahnlichkeit mit Lichtwellen besitzen. Zunéchst werden
wir uns in der Vorlesung der Beschreibung solcher Wellen widmen und dabei
vor allem herausarbeiten, wie eine solche Welle trotzdem Teilcheneigenschaf-
ten beibehélt.



Kapitel 1

Nichtrelativistische
Wellenmechanik

Die quantenmechanische Beschreibung strukturloser materieller Teilchen fufit
auf einigen Grundannahmen oder Axiomen, die wir zunéchst einmal formu-
lieren und kurz kommentieren wollen. Wir nehmen dabei an, daf§ die Teil-
chengeschwindigkeit klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ist (nichtrela-
tivistische Wellenmechanik), bemerken aber, daf} die Beriicksichtigung rela-
tivistischer Effekte unsere Axiome im Kern nicht verdndert.

Axiom I: Teilchen werden fiir jede Zeit t durch Wellenfunktionen
1 : R?® — C beschrieben, die sich zeitlich nach einem bestimmten
Gesetz verdndern: Sie geniigen der Wellengleichung (SCHRODIN-
GERgleichung).

2

O t) = o () t) V(@) (L)

2m
(a) hist die PLANCKsche Konstante dividiert durch 2m; i = 4=

(b) m ist die Masse des Teilchens.

(¢) V(x) ist das Potential, in dem sich das Teilchen bewegt.

(1.1) ersetzt das NEWTONsche Bewegungsgesetz der Punktmechanik. Die
Wellenfunktion ) dient zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit P(G, v, t),
das Teilchen zur Zeit ¢ in einem Gebiet G zu finden.
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Axiom II: Sei G C R3 ein Gebiet. Die Wahrscheinlichkeit, das
Teilchen im Gebiet G zu finden, ist gegeben durch:

MWﬁzéﬁfIWMQ (1.2)

W ahrscheinlichkeitsdichte

Offenbar kann eine Wahrscheinlichkeit nie durch nur einen einzigen Teilchen-
nachweis ermittelt werden. Die Quantenmechanik macht deshalb iiber Ein-
zelereignisse prinzipiell keine Aussage, sondern nur iiber das Ergebnis einer
Mittelung {iber viele Experimente. Dies steht im Gegensatz zur klassischen
Physik mit ihrer Aussage: Werden Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit
zur Zeit to vorgegeben, so ist die Geschwindigkeit bzw. Lage zur Zeit ¢ eindeu-
tig bestimmt. Natiirlich erfordert die konkrete experimentelle Uberpriifung
dieses Sachverhaltes auch die statistische Auswertung von Meflergebnissen.
Der auftretende Mefifehler sollte aber mit der Zahl der Experimente gegen
null streben, und das Ergebnis gegen die exakte Endlage (und keine Wahr-
scheinlichkeit hierfiir) streben. Ein einziges, beliebig genaues Experiment
kann also im Prinzip das exakte Resultat eindeutig liefern. Die Quanten-
mechanik erklart nun dieses Konzept zu einer mathematischen Fiktion, die
prinzipiell in atomaren Dimensionen nicht anwendbar ist, weil Lage und Ge-
schwindigkeit eines Teilchens nicht gleichzeitig beliebig genau gemessen wer-
den konnen (Spéater werden wir diese Aussage préziser formulieren konnen).

1.1 Freie Bewegung

Um mehr iiber die Bedeutung der Axiome I und II zu lernen, mufl man deren
Konsequenzen nédher untersuchen. Axiom II fordert offenbar

PE.G0 = [ dEalpEol = 1, (13)
R3

da die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im Raum zu finden, offenbar
gleich eins ist. Es sind also nur solche Losungen der Wellengleichung inter-
essant, die quadratintegrierbar sind. Wir betrachten zunéchst freie Teilchen
(V =0) und versuchen den Losungsansatz

/dSk, VZ(k') e—iw(k)t+i<k,x> )

z,t) = 3
vt = oo
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Der Einfachheit wegen sei (k) € S(R?) eine SCcHWARZfunktion (d.h. ei-
ne beliebig oft differenzierbare Funktion mit geniigend raschem Abfall, ver-
gleiche Ubung 1.), damit alle Integrale konvergieren. (1.1) ist erfiillt, wenn
w(k) = J-k? gilt (Beweis durch Einsetzen in (1.1)).

Y(z,t) ist also eine Uberlagerung von Elementarwellen e mit den
Wellenvektoren & und der Kreisfrequenz w(k) = h k2. |2121 wird als DE BRo-
GLIE-Wellenlénge bezeichnet (In der Elektrodynamlk sind solche Elementar-
wellen bei der Beschreibung des Lichtes schon aufgetreten, allerdings gilt dort
w(k) = c|k|, ¢ Lichtgeschwindigkeit). Aufler der Annahme ¢ € S(R?) ist ¢
nicht weiter eingeschrénkt und recht beliebig.Wir wollen die Zeitabhéngig-
keit von ¢ (z,t) allein etwas nidher untersuchen: Dazu setzen wir fiir jedes

p € S(R?)

—iw(k)t+i(k,x)

(AB)p)(k) = e “Wrp(k)
Fo(z) = (2710 / &l 59 () |

Njw

In der letzten Zeile erscheint die Fouriertransfo'ymation F, von der die fol-
genden Eigenschaften bekannt sind (Vergleiche Ubung 1.):

(a) F ist linear und bildet S(R?) auf S(R?) ab.

(b) F~le(k) = v e p(x)

o) [dx Foi(x)Fps(a) = [k o1(k)pa(k)

/d3x|Fgo(x)]2 - /d?’k!so(k)V

Wir kénnen diese Formel geometrisch interpretieren:
Der komplexe Vektorraum S(R?) enthiilt vermoge der Formel

Speziell ist also

(p1,02) = /d37901( Joa(z) = (p2,01)

ein Skalarprodukt, das im ersten Argument antilinear und im zweiten Argu-

ment linear ist. Die Norm von ¢ € S(R?) ist definiert durch |¢| = (¢, gp)é.
Aus (c) folgt

<F901;F€02> = <9017§02>>
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d.h. F' ist unitdr. Im gleichen Sinne ist auch A(t) ein unitédrer Operator, da
ja sogar schon

AB)or(R)A@)pa(k) = p1(k)ea(k)
gilt. AuBerdem gilt
ADAL) = Alt; + 1)
und
AO) = id .

Mit Hilfe der Operatoren A(t) und F' schreiben wir

Y(z,t) = (FA@G)Y)(z)
und finden fiir ¢ = 0

vo(z) = ¥(z,0) = Fi(z)
= ¢ = F '
= Y(x,t) = (FAQQ)F ") (z) .

g, d.h. die Wellenfunktion zur Zeit ¢ = 0, kann also beliebig vorgegeben
werden. Sie mufl nur der Bedingung

| = / &x Do@o(z) = [l

geniigen. Durch Anwendung von U(t) = FA(t)F~! auf v erhalten wir ei-
ne zeitabhangige Wellenfunktion ¢ (x,t) = (U(t)1o)(z), die Gleichung (1.1)
erfiillt. Da das Produkt von unitdren Operatoren wieder unitér ist, gilt fiir
alle Zeiten t

[ #a 0@ = Wl =l = 1

wie gewiinscht.

Wir zeigen nun noch explizit, was eigentlich plausibel ist: U(t)1g ist die
einzige Losung ¢ (x,t) mit ¢ (z,0) = 1y, die der SCHRODINGERgleichung
geniigt und normierbar ist: Sei némlich ¢'(z,t) eine andere Losung mit

U(,0) = do(z).
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Wir setzen

p(t)(z) = ¢'(z,t) — (U(t)vo)(z) ,
©(t) erfiillt die SCHRODINGERgleichung, d.h.

oD@ = (B (1.49)

2m
mit
o(0)(x) = 0.
Aus (1.4) folgt
G = i [ & [p@act) @) - Bame )] 5
= i B div [WV(p(t) — Vgp(t)gp(t)]

2m
:(),

2m

da das Integral in ein Fldchenintegral iiber eine Kugelfliche mit beliebig
groflem Radius umgewandelt werden kann, wo die Wellenfunktionen gegen
null streben.

Somit gilt:

lp(0)]”
= 0,

le(®)]*

d.h.
[ #elvan - W@ = 0.
Letzteres impliziert offenbar, wie gewiinscht

Ya,t) = Ut)go(z) -

Wir fassen zusammen: Wenn wir verlangen, daf fiir alle Zeiten ¢ (x,t) €
S(R3) (¢ fest) gilt, so gibt es fiir vorgegebenes 1y (z) = 1(z,0) eine eindeutig
bestimmte Losung der SCHRODINGERgleichung. Diese hat die Form

U(z,t) = (Ut)o)(z) .
Es gilt
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ist unitar und es gilt

Ut)U(ty) = FA(L)F'FA(ty) P!
= FA(t; +t)F!
= Uty +1t2) .

U(t) heiit Zeitentwicklungsoperator. Bemerkung: Spéter werden wir zei-
gen, daf der Zeitentwicklungsoperator U(t) in der Tat fiir alle quadratinte-
grierbaren Funktionen existiert.

1.2 Das Langzeitverhalten der Wellenfunktion

Wir haben jetzt eine recht vollstéindige Ubersicht iiber die mathematische
Struktur der Losungen der Wellengleichungen unter Benutzung der Axiome
[ und IT fiir den Fall freier Teilchen gewonnen. In der Folge wollen wir uns mit
konkreten Eigenschaften der Zeitentwicklung beschéftigen. Fiir ¢ > 0 liefert
die Definition von U(t)

Ul t) = (U(t)o)(x)
1 k2,

— dSk d3 i(k,x—y)—ig

oy 1 " )

- /

~
A

Mit der Variablentransformation &' = (k + “=2m),/ 11 ergibt sich fiir A

ih
1 2m\ 2
A — Bl e—ik? <m
<2w>3/ ) (ht)
1 9 3 —+00 3
m 2 _')\2
— i AN
(2m)3 ( ht ) / ¢

Das Integral in der letzten Zeile besitzt den bekannten Wert

—+00

/e_i’\Zd)\ = (1—2’)\/§ (FRESNEL-Integral).

—0o0
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Also gilt:

3 1 i\?3
‘o, c:< Z) , =l =1

- (zylr)% (%)

Somit ergibt sich endgiiltig fiir £ > 0

blat) = (2;)% () [ vl e

Fiir positive Zeiten kénnen wir dies auch so schreiben:

3
m 2 ;om , 2 . m _ sxm
x,t) = <—> c | & oty o WA TR
wat) = (o) e [y vulo)
Wir nehmen jetzt an, dal unser Teilchen zur Zeit ¢ = 0 mit Sicherheit in
einem beschréankten Gebiet, z.B. einer Kugel um den Koordinatenursprung

mit dem Radius R, zu finden ist, d.h. ¢y(y) = 0 auBerhalb dieses Gebietes.
Fiir hinreichend grofie ¢ mit ’"’2‘—7};: < 27 gilt somit
= tho(y)

oly)e' i =
mit sehr guter Ndherung, da innerhalb dieses Gebietes der Phasenfaktor in
sehr guter Ndherung gleich eins ist und aulerhalb ¢o(y) verschwindet. Unter

diesen Umsténden schliefen wir aus der letzten Formel fiir ¢ (z,t):
2

23 —iya) i i (Ef

P(x,t) = 0(27'(')%
()t ().

Die Wahrscheinlichkeitsdichte vereinfacht sich deshalb noch drastischer:

my3 my |2

OF = () [ (=7)]
w0l = (5) [ o) (o5
Wir wollen diese Wahrscheinlichkeitsdichte mit einer entsprechenden Aussage
der Punktmechanik vergleichen. Dazu betrachten wir die folgende physika-
lische Situation: Aus einer Kugel mit kleinem Radius entweichen kréftefreie

(1.5)

Teilchen. Thre Trajektorien sind also gegeben durch

z(t) = x0—|—£t (p Teilchenimpuls)
m
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Die Impulse seien im Einzelnen nicht genau bekannt, sondern treten mit einer
Wahrscheinlichkeitsdichte p(p) auf. Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit
W (z,t), zur Zeit t ein Teilchen am Punkte x zu finden. Die Antwort lautet

Wiz, t) = /dgp p(p) 6 (x - %t + xo) :

Fiir grofle t diirfen wir xy vernachlassigen und finden

Wz, t) = /d3p p(p) o (? _p) (%)3
= o) (7))

Betrachten wir nun die Formel (1.5) und interpretieren versuchsweise

plp) = ﬁ’3‘(F’1wo) (%)(2

als Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Teilchenimpuls. In diesem Fall erhalten
wir also das gleiche Resultat, das die klassische Physik vorhersagt. Unsere
versuchsweise Interpretation scheint aber zunéchst gar keinen Sinn zu ma-
chen: Das Argument der Funktion F~!¢), ist ndmlich ein Wellenvektor k,
denn es gilt ja von Anfang an:

1
(27)?

Damit der versuchsweise Ansatz physikalisch korrekt ist, mufl jede Elementar-
welle tatsichlich einen Teilchenimpuls p = hk tragen. Wenn die Ele-
mentarwelle den Impuls p = Ak tragt, so sollte sie auch die Energie

p2 h2 k2

E pr— — pr—
2m 2m

"l}($at) =

/dSk‘ (F—1¢0) (k) e—iw(k)t+i<k,x) .

tragen. Also gilt auch
E = ho(k).
Deshalb fordern wir:

Axiom III: Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Teilchenim-
puls errechnet sich aus der Impulsraumwellenfunktion £~ (¢)(k),
wenn ¢(t)(x) = ¢ (z,t) die Ortsraumwellenfunktion ist. Die Wahr-
scheinlichkeitsdichte fiir den Impuls ist gegeben durch

2

plpt) = 1 [F () (5)




KAPITEL 1. NICHTRELATIVISTISCHE WELLENMECHANIK 15

Die Wahrscheinlichkeit, unser Teilchen mit einen Impuls p im
Gebiet G C R? zu finden, ist

v [t e ()

Bemerkung: Fiir G = R3 gilt offenbar

- o ()

2

_ /]Rgd% |F=Y(t) (k)|
- [ @rvor

=1

wie zu erwarten war.

1.3 Erwartungswerte von Ort, Impuls
und Energie

Wir betrachten wieder die Losungen der SCHRODINGERgleichung und schrei-
ben, wie vorher (¢, z) = 1(t)(z). Weiter sei der Einfachheit halber v (t) €
S(R3). Die Wahrscheinlichkeitsdichten fiir Ort und Impuls erlauben es, fiir
eine gegebene Wellenfunktion ¢(t)(z) die wahrscheinlichsten Werte oder Mit-
telwerte der Koordinaten ' und der Impulskomponenten p' zu berechnen.
Es gilt offenbar fiir diese Mittelwerte:

() = /d3xxl|w(t)(a:)|2 mit [ = 1,2,3 (1.6)
) = /d3k: hE Fh () (k)

_ /d3p P |F () (%) ‘2 (p=hkl).  (17)

Diese Ausdriicke wollen wir ndher untersuchen. Dazu fithren wir die Opera-
toren 2! . S(R3) — S(R?) definiert durch

op
(2hp) () = a'o(x)  1=1,2,3

ein. xlop ist eine lineare Abbildung (oder linearer Operator), und wir kénnen
offenbar fiir '(¢) mit Hilfe des bereits eingefiihrten Skalarproduktes in S(R?)
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KAPITEL 1.
schreiben:
() = /fxmwmnwwu>
= <1/} ) op )> '
Weiter gilt
HETRO) = oy [ e
= Gt [ 4 g @) +
3 k,x) —ii T
+(27r)%/d ( otV ))
-1 0
_ <_’W (t)(m)) (k) .
Fiir die mittleren Impulswerte gilt somit
p) = [ FT@mE (i ) o
awmwﬁ

/d% Y(t)(x) (—zhw
S(R3) — S(R3), definiert durch

Wir fiihren jetzt den Impulsoperator p,,,
0
() (o) = —in (1 ) oo

ein. p,, ist wie der Ortsoperator linear und es gilt

= (1), phe(t))

Wir kénnen jetzt natiirlich auch nach dem Mittelwert 7" der kinetischen Ener-

P fan Lo @)

Genau mit der gleichen Uberlegung wie oben finden wir

E = @), Tywd) ,

gie fragen:
(p=hk!)
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mit

Hieraus folgt:
h2

Ty = —%A (kinetischer Energieoperator).

Der Operator T,, : S(R?) — S(R?) ist wieder ein linearer Operator. Fazit:
Die Berechnung der Mittelwerte fiir Ort und Impuls, sowie der kinetischen
Energie, fithrt auf formal sehr dhnliche Formeln. Jeweils ist fiir einen gewissen
Operator A (A = x! | pf)p, T,,) der sogenannte Erwartungswert

A = (Y(t), Ap(1))

zu bilden. Wir sehen iiberdies, da8 der Operator Ty, auch in der SCHRODIN-

GERgleichung fiir kréftefreie Teilchen auftaucht, die sich auch so schreiben
1aB¢t:

.0
Zhalﬂ(t) = Topw(t)'

Wiirde sich das Teilchen in einem Potential V' bewegen, so konnten wir auch
V einen Operator V,, : S(R?) — S(R?) zuordnen mit

(Vo) (@) = V(z)p(zr)  Vp € S(RY)
und mit Hilfe des sogenannten HAMILTONoperators
Hy = Top+ Ve
wieder den Erwartungswert der Energie suchen. Die Antwort ist offenbar
E = (@), Ty (1)) + (¥ (1), Vopt) (1))
= (W(t), Hopth(1))

und fiir die SCHRODINGERgleichung gilt damit:

.0
e b(t) = Hop(t)

Hier tritt nun eine technische Schwierigkeit auf: Im allgemeinen ist V,,¢ keine
ScHWARZfunktion mehr. Beispielsweise ist dies fiir das physikalisch wichtige
Potential V(z) = ‘% (CourLomBproblem) der Fall. Um diesem Umstand
abzuhelfen, miissen wir den Raum der zuléssigen Wellenfunktionen erweitern.
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1.4 Pra-Hilbertraume, Hilbertraume und
dichte Teilrdume

Diesem Problem wollen wir uns zunéchst stellen: Betrachten wir S(R?), den
Vektorraum der SCHWARZfunktionen und das dort definierte Skalarprodukt

(1(2), pala)) = / Pz or(@)pa() -

Offenbar gilt

(p1,02) = (p2,1)

sowie

lell> = (p,0) = 0 & o = 0.

Von den bisher betrachteten Wellenfunktionen (t)(x) wurde eigentlich nur
der mathematischen Bequemlichkeit wegen angenommen, daf ¢(t) € S(R?).
Physikalisch relevant war aber nur die Aussage

[ ez =

oder allgemein

/ Fr B < oo

Betrachten wir nun den Vektorraum £2(R?) von allen Funktionen ¢ : R* — C
fiir die [ @3z |p(x)|” < oo gilt. Offenbar ist dies der groftmogliche Raum,
der mit unserem Axiom II vertraglich ist. Funktionen in diesem Raum brau-
chen allerdings weder stetig noch differenzierbar zu sein. Dieser Raum besitzt
ebenfalls das Skalarprodukt

(p1,02) = (p2,1)

Es gilt allerdings nicht

lolP = / Frlo@? = 0 © o) = 0 VoeR
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Es gilt nur: Die Punkte z, fiir die ¢(x) # 0 gilt, bilden eine Menge vom Maf
Null, beispielsweise eine Menge von diskreten Punkten oder sogar Fléchen.
Identifizieren wir jedoch Funktionen ¢; und ¢, miteinander, indem wir

01 = o setzen, falls  ¢(x) # o)

nur fiir Punkte aus einer Menge vom Mafl Null gilt, so wird £2(R?) zu einem
Vektorraum mit dem oben definierten Skalarprodukt und fiir die Normfunk-
tion o] gilt tatséchlich

lel* = 0 & ¢ = 0.

Offenbar ist S(R3?) C £%(R?). Was ist der Unterschied zwischen beiden Raum-
en? Ohne Beweis seien die folgenden mathematischen Eigenschaften zitiert:
Sei ¢, eine Folge von Elementen ¢, € £2(R?) mit der Eigenschaft: Fiir jedes
e > 0 gibt es ein N, so daB |p, — ¢, | < ¢ fiir alle g, v > N. Eine solche Folge
heit CaucHYfolge. Fiir £2(R?) gilt: Jede CAucHYfolge hat einen Grenz-
wert in £2(R?). Fiir S(R3) gilt dies nicht! Ist ¢, eine Folge mit den gleichen
Eigenschaften, aber zusiitzlich ¢, € S(R?), so folgt natiirlich
Y = lim ¢, € ‘C2(R3) )

V—00

aber im allgemeinen nicht: ¢ € S(R?). Priziser gilt:

d(r) = lim o, (2)

V—00

existiert fiir alle z bis auf solche Punkte, die eine Menge vom Mafl Null bilden
(d.h. ,fast iiberall*). Weiter gilt folgendes: Ist v € L2(IR3), so gibt es eine
CaucHhyfolge ¢, € S(R3) mit ) = lim ¢,. Jede Funktion ¢ € £2(R3) 148t

sich somit beliebig gut durch eine SCHWARZfunktion approximieren.

In der Funktionalanalysis werden abstrakt die folgenden Vektorrdume un-
tersucht:

(1) Ein komplexer Vektorraum W heifit Pra-HILBERTraum, falls er ein
Skalarprodukt (-, -) besitzt, so da8 ||¢||* = (p,¢) = 0 nur fiir ¢ = 0
gilt.

(2) W heifit HILBERTraum, falls zusétzlich jede CAucHYfolge in W kon-
vergiert. Man sagt dann auch, W sei vollsténdig.

(3) Ein Untervektorraum V’ C W heifit dichter Teilraum des HILBERTTaumes
W, falls jedes » € W Grenzwert einer CAUCHYfolge in V' ist.
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Dabei sind CAucHYfolgen genauso definiert, wie in den zu Anfang disku-
tierten Spezialfillen von Funktionenfolgen ¢, € L2*(R?), respektive S(R?).
Offenbar ist S(R?) ein Pra-HILBERTraum, £?(R3?) ein HILBERTraum und
S(R3) ein dichter Teilraum von £2(IR3).

Wir kénnen jetzt dem Potential V' (z.B. V(z) = %) leicht und mathematisch
konsistent den linearen Operator V,, : S(R*) — £?(R?) zuordnen:

Vopp) () = V(@)ep(z)
da V,,¢ tatsichlich ein Element von £*(R?) ist.

1.5 Lineare Operatoren in Hilbertriumen

Das letzte Beispiel veranschaulicht die allgemeine Definition von linearen
Operatoren in HILBERTraumen W in der Mathematik:

Definition: Sei V' dichter Teilraum eines HILBERTraumes W.
Eine lineare Abbildung A : V — W heift linearer Operator im
HILBERTraum W.

Zu einem linearen Operator in einem HILBERTraum gehort deshalb, streng
genommen, immer die Angabe des Definitionsbereiches V. In der Physik ist
man hier im allgemeinen etwas grofziigig, um die Notation zu vereinfachen
(Bemerkung: Hat W endliche Dimension, so sind alle diese Vorsichtsmaf}-
nahmen iiberfliissig).

Die oben diskutierten speziellen Beispiele von Operatoren haben eine zusétz-
liche Eigenschaft: Sie sind symmetrisch, d.h. es gilt (A = pip, :L’f)p, Tops Hop)

(1, Apa) = (Ap1, )

Fiir 27, ist das offensichtlich: ¢; und ¢, sind ScHWARZfunktionen und es gilt

(o1, 00) = / B (@) (@ o) (1)

— /d?’x o1(z) 2" po()
_ / d*x (@, 01) (@) pa(2)

= <$ip8017 902> .
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Fiir den Impulsoperator finden wir
% 7 3 . 8
(Do, p2) — (p1,Pbpp2) = [ dx —ih=—p1(7) |alw) =

—/d?’xgol—(sv)(—ih 0

i 902(95))

= in [ P (@eate)

= 0.

Eine analoge Rechnung zeigt dieselbe Eigenschaft fiir T,, und V,,, d.h. auch
fiir den HAMILTONOperator. Diese Eigenschaft ist wichtig, da sie garantiert,
dal unsere Erwartungswerte, die ja Mittelwerten physikalischer Grofien ent-
sprechen, tatsdchlich reelle Zahlen sind. Wiirde dies z.B. fiir pf)p nicht gelten
und hétten wir fiir eine Wellenfunktion ¢

(0. D) — (Phppr0) # 0
so ist wegen (pl @, 0) = (p,1,9)

Im (p,p,p) # 0,

was ein physikalischer Widerspruch wiére.

Die analoge Aussage gilt fiir alle anderen betrachteten Operatoren.

Wir fassen zusammen:

Die Interpretation von |¢(t)(z)|* als Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Teil-
chenort und von A% |(F~14(t)) (2) }2 als Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den
Impuls erlaubt die Berechnung der Mittelwerte fiir Ort und Impuls und allen
hieraus abgeleiteten anderen physikalischen Groéflen von der Form F(z,p) =
f(x) + g(p), wobei g(p) ein Polynom in den Variablen p’ ist (vergleiche
Ubung 2.):

a®) = Y. Coumema ()™ )™ ()™

mi1,m2,m3

Die Berechnung des wahrscheinlichsten Wertes von F' geschieht wie folgt:
2 wird der Operator

(zop) (x) = 2'p(2)

zugeordnet; p* wird der Operator

(o) (1) = —ihoo(a)
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zugeordnet; f wird der Operator

(fopp) (x) = flz)p()

zugeordnet und g wird der Operator

(gopep) (x ( > Crrmams ()™ 1(p3p)m2(pf’,p)m3w> ()

mi,mo,ms

zugeordnet. Zum Schlufl wird F' der Operator go, + fop zugeordnet. Der Mit-
telwert F' fiir die orts- und impulsabhéngige Grofie F' lautet allgemein

F = <¢(t)=F0p¢(t)>

d.h. die Mittelwerte sind Erwartungswerte dieser Operatoren. In der klassi-
schen Mechanik heifit F' oft auch Observable. In der Quantenmechanik wird
offenbar nach der oben angegebenen Vorschrift jeder Observablen F' ein Ope-
rator zugeordnet. Wir wollen diese Zuordnung auch das Korrespondenz-
prinzip nennen. Diese Zuordnung wird als Quantisierung dieser Observablen
bezeichnet. Sie gelingt im allgemeinen fiir allgemeinere Form Von F nicht. Der
Grund ist folgender: Fiir den sogenannten Kommutator von x und pop

[‘Ii)pv plgp] = (xi)pplgp - plgpxép)
gilt
! k _ h l a h a l
[xop,pop] p(r) = —ihx @ga(a:) +1 P o()
= ih o p(z)
d.h.
[l‘f)p,plgp] = 1h 5kl .

Der klassischen Observablen z!p! kb’nnen Wir nach unserem Rezept den Ope-

rator xéppop zuordnen. Wegen x'p' = p'a! wiirde unser Rezept aber auch

phyrh, zulassen. Die Differenz ist offenbar i # 0. Unser Rezept funktioniert

hier offenbar nicht. Es funktioniert mit einem eindeutigen Resultat aber fiir
F(1#£K)!

Abschlieflend wollen wir noch ein Maf} fiir die Abweichung vom Mittelwert

diskutieren. Sei ¢ eine Wellenfunktion (¢ € S(R3)) und

)

T = (p,z,0)
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der Erwartungswert der Koordinate z°. Wir betrachten
1 . s 2 ; — 2
@rp = (o-a) = (o) o)
3 2( i 5\°
_ /dm|cp(x)| <J:—x> .

(Az") mifit also, wie weit die Werte der Ortskoordinaten um den Mittelwert

x' streuen. (Az?) wird auch als Unschirfe von x? bezeichnet. Analog ist die
Unschirfe von p’ definiert

. N2 L —\2
(Ap')? = (pl - pl) = <<p, (pop —pZ) g0> .
Die Unschérfen von Ort und Impuls sind nicht voneinander unabhéngig. Es
gilt die HEISENBERGsche Unschérferelation:

) . h
Ax'Ap' > 2

(vergleiche Ubung 1.). Ort und Impuls kénnen also nicht gleichzeitig beliebig
genau angegeben und gemessen werden.

1.6 Das Oszillatorproblem

Wir wollen jetzt die SCHRODINGERgleichung fiir den Fall untersuchen, daf
sich ein Teilchen in einem Potential der Form

Viz) = ch (.21:’“)2 , e >0

k=1

befindet. Ein solcher Fall ist oft ndherungsweise gegeben, wenn ein allgemei-
nes Potential in einem Punkt yo verschwindet und dort ein Minimum besitzt.
Néherungsweise gilt dann (TAYLOR-Entwicklung!)

Viy) = V() +<y ~ Yo, VV(yo)> +y %Wya) (W —w) (v — o) -
k,l

=0 =0

Die symmetrische Matrix %V(yo) 148t sich durch eine Drehmatrix OF
diagonalisieren. Mit neuen Koordinaten

s S0 - )
l
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folgt
’ 2
V(z) = Z Ch (mk) :
k=1
wobei die Konstanten ¢, gleich den Eigenwerten der Matrix %V(go) sind.

Die Konstanten cj sind positiv, weil in yy ein Minimum von V vorliegt. In
ganz wenigen Fiéllen 148t sich ein solches Potential physikalisch exakt reali-
sieren (spéter wird uns bei der Diskussion von Ionenfallen ein solches Beispiel
allerdings noch begegnen). Das Oszillatorproblem eignet sich fiir uns zunéchst
herrvorragend, um weitere Einsichten in die Struktur der Quantenmechanik
zu gewinnen. Wir betrachten also die SCHRODINGERgleichung

0 h?
h— = ——A 1.
iho (¢, 2) 5 AY(E 2) + V(@)u(t,2) (1.8)
und definieren die Konstanten ¢, der weiteren Bequemlichkeit wegen in der

Form ¢, = 2wy, so daf jetat

3

V(z) = Z%wi (ZL“k)Q

k=1

gilt. Wir versuchen es wieder mit einem speziellen Losungsansatz:

Ylt,r) = J]we(t,2")
k=1

und fordern zunéchst

92
2m (9rk)?
+ %wi (@) (t,2%)  (k=1,2,3)  (1.9)

Zh%d]k (t, ilfk) = @ij (t,ﬂfk) +

(Eindimensionales Oszillatorproblem).

Dann ist (Beweis durch Einsetzen in (1.8)) die SCHRODINGERgleichung fiir
die Funktion (¢, x) erfiillt. Fiir ¢ (t, xk’) machen wir dann den noch spezi-
elleren Ansatz:

wWpm

(o (t7$k) = e 2k (xk)2+ak(t)wk+bk(t)

Y
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wobei a(t) und bg(t) komplexwertige Funktionen der Zeit sein sollen.
Zunachst gilt

Zh%@[)k (t, l‘k) = ih (ak(t)xk + bk<t)> ¢k (t, Ik)

und
h2 82 m 9 k 2 k
(o~ 16 402

_ [__2 ((_%x’f + ak(t)>2 - %) + %wi (ar’“)Q] Wi (t,2")

2m
[ 0+ 2+ (] o (1.2)
g M R T AR B AR

Die Gleichung (1.9) ist offenbar erfiillt, wenn

= ax(t) = ak okt

Bh(t) = —To )+
th O = 2mak 5 k
h —2iw Wk
= blt) = g e it by
h WE
bo(t) = — 2 —i—=t+b
= b(t) 4mwkak< ) —1 5 =+ bor

mit b, = const € C.
Eine Losung der SCHRODINGERgleichung liegt somit vor, wenn gilt:

2 .
l/Jk (t,l’k) = e W;U;Lk (xk) +ak(t)xk_ﬁak(t)2—zw7kt+b0k 7

mit ay,(t) = agp €.
Die Konstanten ag, und by, € C sind vorldufig vollig frei wihlbar. Fiir

Pk (t7xk) - ‘77Z)k (t7xk)}2
finden wir weiter

mwp

2
P — Reak(t)) +2Reb0k+ﬁ|a0k\2

pi (t,2%) = e G

Durch geeignete Wahl von by, konnen wir leicht erreichen, dafl

/dmkpk (t,xk) =1
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gilt. Die Gesamtwellenfunktion ist dann laut Ansatz

V(t,z) = quk(t,x’“),

und es gilt:

3
’w<t7‘/’c>|2 = Hpk (taxk)7
k=1
sowie
/d% Wit = 1.

Diese Ausdriicke lassen sich unmittelbar interpretieren:
Fiir eine klassische Losung der Bewegungsgleichung gilt bekanntlich

k

*(t) = abcos(wit) + % sin(wgt) .
Wk

zk und vf sind die Komponenten von Anfangsort und Anfangsgeschwindig-
keit. Setzen wir

so gilt
h
k
t) = Reap(t)— !
) = Rea(t) -
und somit
pi (t,2%) = e i bk (1)
mit

2m

o = 62R6b0k+ hwk laok|® '

Unsere Losung liefert also eine GAuSSverteilung fiir die Wahrscheinlichkeits-
dichte. Das Maximum liegt exakt auf einer klassischen Bahnkurve z*(¢) und
die Breite der Verteilung (bestimmt durch "% ) dndert sich zeitlich nicht. Das
vorliegende Wellenfunktionspaket zerfliefit deshalb auch nicht, sondern oszil-
liert ldngs einer klassischen Bahn hin und her. Dies ist noch nicht alles. Wir
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werden gleich sehen, dafl unser Ansatz tatséchlich alle moglichen Losungen
der SCHRODINGERgleichung bestimmt. Dazu ist die folgende Uberlegung an-
gebracht: Betrachte die Funktion e~ # e C, y € R und entwickle nach
z:

njl
_z2+2yz Z i ( Z 1)m2n%) '

2m—+n=lI

Der Ausdruck in Klammern stellt offenbar ein Polynom in y dar, dessen maxi-
maler Grad gleich [ ist. Deshalb sind alle diese Polynome linear unabhéngige
Funktionen. Wir schreiben somit

—22 z = z
€ T2y = Z_'Hl(y)7

und erhalten fiir alle Polynome eine Basis H;(y), die HERMITE-Polynome
genannt werden. Wir wenden dieses Resultat auf ¢ (t, :L“k) an und erhalten,

akQ(t) / mLWk und y mit /72" identifizieren:

<ak(t> /h )l
Tk (o [Tk & 2V mek) —iwgkrbor
¢ (Ee h ( hx)) Il e ROk,

Mit a = %aom /miwh, ¢, = eP und der Funktion

o) = e ¥ Hy(y)

erhalten wir die einfache Form

> A\l
i (t2") = Ck;e‘i(l+%)wkt¢l (ﬁ\/@) (aﬁ)

Dieser Ausdruck stellt eine Potenzreihe in der komplexen Variablen a; dar.
Damit die Gleichung (1.9) fiir ¢ (¢, 2*) gilt (was ja bewiesen wurde), muf

also jeder Koeffizient von (&k)l selbst diese Gleichung erfiillen, d.h.

W (t’xk) _ e—i(l—i—%)wkt@l (xk m};%)

erfiillt selbst

0 LGN ACRY
Zhawk (t, ") = < (8:Ck) +%w,§ (xk)2> U (8, 2") .
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Hieraus folgt sofort
1 mwy, h? o \?
By (14 = W — ) = | —— (==
() a(ys) - (o) -

Ebenso kénnen wir sofort folgern, dafl fiir drei Raumdimensionen mit belie-
bigen [y, lo, l3 eine Funktion der Form

Wt z) = e—z‘t((ll+%)w1+(zg+§)w2+(z3+§)w3)¢ll (331 mwl)‘

h
mwao mws
Pz | T2 3 Piz | T3 7

Losung der SCHRODINGERgleichung ist.
Eine solche Losung hat offenbar die besondere Eigenschaft

Hopw = E1/}

mit £ = h ((ll + %) w1 + (l2 + %) wo + (l3 + %) wg). Sie ist ein Eigenvektor
(oder Eigenzustand) des HAMILTONoperators zum Eigenwert £. Betrachten
wir den Mittelwert E der Energie, so gilt

E = (Y,Hyy) = E
und fiir die Unscharfe finden wir
(ABY = (v, (Hy—E)’v)

= <<Ho —E)I%(Ho —E)W
= 0.

Die Zeitabhéngigkeit der Wellenfunktion ) wird durch eine komplexe, zeitlich
veriinderliche, Phase beschrieben; die Wahrscheinlichkeitsverteilung [ (¢, z)|?
andert sich deshalb zeitlich nicht. Man sagt daher auch: Die Wellenfunktion
beschreibt einen stationédren Zustand oder eine stehende Welle.

Es 1a83t sich nun noch mehr beweisen:
Jede Losung der SCHRODINGERgleichung (1.8) hat die Form:

. mw
o —it(liwi+Hlowa+lzw 1
) = 5 ettt (o [)

l1,l2,l3>0

mwa mws
Pip | T2 7 P13 | T3 o
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mit Clyla)ls € C. Sowie:

Die Funktionen ¢y, (a:h /%) y Oy (962w /%) , Pls (363« /%) bilden bis auf

eine geeignete Normierung eine Orthonormalbasis von £2(R?).

1.7 Normierung und Vollstindigkeit der
Oszillatorfunktionen

Um die zuletzt ausgesprochenen Behauptungen zu beweisen, betrachten wir
die zuvor eingefithrten Funktionen ¢;(y), (y € R), sowie die Funktion

2
U(y,z) = exp [—% + 22y — 22] :

fiir die nach den Ergebnissen des letzten Abschnitts gilt:

Damit finden wir zunachst

+0o0

[avimmves) = Y T e (1.10)

—00

mit
+oo

(o, 00) = /dy o(W)er(y) -

—00

Andererseits konnen wir die linke Seite in Gleichung (1.10) direkt berechnen:

+oo +oo
/ dy 9 by, ) = / dy oxp [~ — 2 — 22+ 2(z + 2]
+o0

= ¥ / dy exp [~ (y — 2 — 2)°]

— e2Z§\/E .



KAPITEL 1. NICHTRELATIVISTISCHE WELLENMECHANIK 30

Somit gilt

=z > (27)
22 ) = vay Ly
=0

0 {
LI=0

Beide Seiten dieser Gleichung stellen eine Potenzreihe in den Variablen z und
z dar; der Koeflizientenvergleich dieser Reihe ergibt sofort:

“+00

(i, 00) = /WW(@/)

- (SllIQZl!ﬁ .
Ersetzen wir in ¢, die Variable y durch Ay, (A € R, A > 0), so folgt

+o0

/ dye(A\y)pr(Ny) = w2 l/TA .

—00

Die Funktionen ¢y,,;, : R* — C mit

Splllzls(x) = HSOZZ ()\le) ’

wobei

mw;
)\i = - s
h

die wir im letzten Abschnitt als Eigenfunktionen des Oszillator-HAMILTONoperators
gefunden haben erfiillen deshalb:

3 [Tt
<<'0l112l2’ Splﬁl/zl§> - H / ¥, (/\z‘l'l)sﬁz; (Azx ) dx
=1 0
_ 2
= Ni1,1,00,000,101

mit

3
21ili! 3
Nl21l213 - (H \ )WQ'
i=1

Hieraus ersehen wir: Die Funktionen % stehen beziiglich des Skalar-
14243

produktes im HILBERTraum L£?*(R?) senkrecht aufeinander und besitzen die
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Norm 1. Wir werden jetzt zeigen, daf sie sogar eine Orthonormalbasis dieses
HiLBERTraumes bilden. Dazu ist nur zu zeigen, daf§ ein Vektor ¢, der auf
allen Funktionen ¢;,;,;, senkrecht steht, identisch verschwindet, d.h. es gilt

<g0l1l2l3780> = 0 & (2 = 0.

0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dafl ¢ eine SCHWARZfunktion ist, da jeder
Vektor beliebig genau durch eine SCHWARZfunktion approximiert werden
kann. Zum Beweis unserer Behauptung setzen wir fiir x,v € R3

3
G(z,v) = H¢<>\k$k,—i%k) )
k=1

wobei ¥(y, z) die zu Anfang betrachtete Funktion der reellen Variablen y und
der komplexen Variablen z ist. Die Potenzreihenentwicklung dieser Funktion
ergibt jetzt:

] l2| l3' Pllals (ZE) )

und damit

[evamonn - VBN

l1lal3

Nach Voraussetzung ist (¢1,1,1, ) = 0. d.h.

[ ¢ Garew) = o

fiir alle v € R®. Wir berechnen dieses Integral nun direkt und finden sofort:

2
[v]

/d33: Gz, v)p(z) = et [ d®z eV 3(x)

mit v = (Aoh, Av? A303) und

A (22 + Ao (22)% + Ay <x3)2]
: .

plx) = p(z)exp [—
Es gilt also fiir alle v:

[ #e G = .

lv]2
4

N

(2m)2 (F@) (v)
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wobei F' wieder die Fouriertransformation bezeichnet. Wir haben zuvor ge-
zeigt, daf die linke Seite fiir alle v verschwindet. Damit gilt:

Gp) = 0 & ¢ =0<p = 0 qed

Dieses wichtige Resultat zeigt uns, daff in der Tat jeder Vektor ¢ € L£2(R?)
nach der Funktionenbasis ¢y, ;,;, entwickelt werden kann:

QD(ZE) = Z Clalyls Plilals -
lilals
Fiir die Entwicklungskoeffizienten gilt
1
Clilyls — 2 <§011l213790> )

l1l2l3

weil die Vektoren ﬁ‘ﬁllblg, wie zuvor gezeigt, eine Orthonormalbasis in
14243

L£?(R3) bilden.

1.8 Der Zeitentwicklungsoperator des
harmonischen Oszillators

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir bewiesen, dafi der HAMILTONoperator
H,, des Oszillatorproblems die Eigenfunktionen

3 .

Pl (/\Z"El)
Pliipls (2) = H N,
i=1 g

besitzt. Im Unterschied zum letzten Abschnitt haben wir jetzt den Normie-
rungsfaktor NV;, zur grofleren Bequemlichkeit in die Definition von ¢y, ., €in-
geschlossen. Es gilt

Pl (y> = e 2 le’ (y)

und

1;125 /7

A; ist durch die Oszillatorfrequenzen w; bestimmt:

mw;
)\i = - )
h
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und es gilt weiter

Hopontoty = Bty Patats (1.11)

mit

3
1
=1

Die Funktionen bilden eine Orthonormalbasis von £%(R?). Ist daher ¢ (x,t)
eine Losung der SCHRODINGERgleichung

0
Zh&w(‘rﬂf) = Hopw(%t) ’ (112)
so laBt sich ¢ (x,t) nach dieser Basis entwickeln:

%Zi(l“ﬂf) = 26111213(t)90l11213($)

l1l2l3

und wir finden wegen (1.11) und (1.12):

L0
Z (Zhaclllzls (t) - El1lzl30l1lzl3(t>> 90111213(1:) =0 )

l1lal3

d.h.

Ep1514t
cl1l213<t) = e’ 1h23 0111213(0) .

Die komplexen Zahlen ¢;,,,(0) stellen offenbar die Entwicklungskoeffizienten
von (z,0), d.h. der Wellenfunktion zur Anfangszeit ¢ = 0, dar. Es gilt
deshalb

Cl1l2l3(0) - <90l1l2l37¢0>7

wie man unmittelbar aus den Orthonormalititsrelationen der Funktionen
©ii,0s €rsieht. Man kann daher, wie im Fall der kréftefreien SCHRODIN-
GERgleichung einen Zeitentwicklungsoperator U (t) definieren; dazu setzt man
fiir alle ¢y € L?(R?)

.P[1[2131/10 = Pl <¢l1[2l37 1/}0>

sowie

1505t
Ut) = > P+

l1l2l3
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und findet unmittelbar durch Einsetzen:

Pl t) = Ut)po(z) -
P11, ist ein linearer Operator. Die Gesamtheit dieser Operatoren erfiillt

By Py, = 01,100,100, Prists

172%3

d.h. die Operatoren stellen eine Familie von Projektionsoperatoren auf die
Eigenfunktionen ¢;,;,;, dar. Hieraus ergibt sich sofort

t1E toEy
i lll2l3 . l1l2l3

_ —1i —1i
U (tl) U (tQ) - § : § : e h € " Plll2l3pl/11/21/3
Lloly 1141

(t1+22) By 514

) By g1
= E e h Pists

lilal3

AuBlerdem ist

U(O) = Zpl1l2l3

l1l2l3

= id,

da die ¢;,,i, eine vollstdndige Basis bilden. Wir schlieflen aus den beiden
letzten Resultaten

Uy = U(-t)
und finden auflerdem durch Einsetzen der Definition von U (t):
(U)o, Ut)g) = (s o)
d.h. U(t) ist ein unitérer Operator mit
Ut )U(t2) = Ul(ti+ta) .

Der Zeitentwicklungsoperator hat fiir den harmonischen Oszillator die glei-
chen formalen Eigenschaften, wie der Zeitentwicklungsoperator der freien
SCHRODINGERgleichung. Insbesondere erzeugt er bei beliebiger Vorgabe ei-
ner Startwellenfunktion 1y zur Zeit ¢ = 0 eine Losung der zeitabhédngigen
SCHRODINGERgleichung fiir das Oszillatorproblem nach der Formel

(1) = U(t)go()

und erlaubt somit eine vollstindige Ubersicht iiber die Gesamtheit aller
Losungen, die jeweils durch Vorgabe einer Startwellenfunktion eindeutig be-
stimmt sind.
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1.9 Matrizenmechanik

Die orthogonale Funktionenbasis ¢y ;,;, ist offenbar abzdhlbar. Wir haben
deshalb in den vorhergehenden Abschnitten nebenbei das nichttriviale ma-
thematische Resultat bewiesen, dafi der HILBERTraum £2(IR?) eine abzihlba-
re Basis besitzt. HILBERTrdume miissen i.A. nicht diese Eigenschaft haben;
trifft sie zu, heilt ein solcher HILBERTraum separabel. Natiirlich ist eine sol-
che Orthonormalbasis nicht eindeutig bestimmt; es gibt i.a. beliebig viele
solcher Basen. Fixieren wir jedoch eine solche Basis und bezeichnen wir sie
mit . (wobei speziell im Oszillatorproblem « fiir das Zahlentripel (I1l5l3)
steht), so ist jedes Element ¢ € L£*(R3) durch die Koeffizienten ¢, in der

Entwicklung
p o= 2 caba

eindeutig bestimmt. ¢ 148t sich somit durch einen Vektor

mit unendlich vielen Komponenten darstellen. Offenbar gilt

Ca = {(Pa,®) -

Ist A ein linearer Operator, so gilt ferner:

AQD = ZCIQSDQ,

«
mit

c:)z = (Pa, Ap)

d.h. Ay ist durch den Vektor
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darstellbar und es gilt in Matrixschreibweise

o~

d = Ac,

wobei die Matrixelemente ﬁag von A durch

-~

Aaﬁ = <<,0a,A<P,B>

gegeben sind. Fiir die SCHRODINGERwellenfunktion ¢(x,t) selbst sind (wie
zuvor mehrfach benutzt) die Koeffizienten c,(t) zeitabhingig und die
SCHRODINGERgleichung ist dquivalent zu der Matrizengleichung

0 ~

ihac(t) = Hc(t),

wobei die Matrixelemente ﬁag von H durch

~

Haﬁ = <<po¢7 Hop(pﬁ>

gegeben sind. (Diese allgemeine, fiir jede Basis giiltige dquivalente Matrix-
form der SCHRODINGERgleichung beweist man sofort durch Einsetzen der
Entwicklung der zeitabhédngigen Wellenfunktion nach den Basisfunktionen
fiir jeden HAMILTONoperator!) Im allgemeinen ist diese Matrixform aller-
dings durch das mathematische Problem belastet, dafl die Matrixmultiplikati-
on eine unendliche Summe enthélt und damit Konvergenzprobleme aufwirft.
Werden diese Probleme zunéchst nicht beachtet, so ergibt sich die Losung
des SCHRODINGERproblems formal jedoch in besonders einfacher Form:

mit

wie aus der Theorie der linearen Differentialgleichungssysteme wohlbekannt
ist. U(t) stellt die Matrixform des Zeitentwicklungsoperators U(t) dar, der
uns aus Beispielen bereits bekannt ist: Préaziser gilt

A~

Uap(t) = (pa,U(t)ps)

fiir jeden HAMILTONoperator. Zu beachten ist jedoch, dafl jetzt die auftre-
tende Exponentialreihe mehrfache unendliche Summen enthélt, iiber deren
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Konvergenz zunéchst nichts ausgesagt werden kann. Diese Schwierigkeit tritt
nicht auf, wenn H eine Diagonalmatrix ist, d.h.

Hos = (Par Hopps)

= FEyap -
In diesem Fall gilt offenbar:
(7&5 = ei.tETaéag

und wir erkennen sofort die Losungen des harmonischen Oszillators wieder,
wenn wir ¢, mit ¢y, 1, und E, mit Ej,;,;, identifizieren. Um in der Praxis ein
SCHRODINGERproblem zu l6sen, ist es immer nétig, die formale Exponential-
reihe durch eine geschickte Basiswahl so zu vereinfachen, daf in der Tat H,g
eine Diagonalmatrix darstellt; man sagt auch: Die Lésung der SCHRODIN-
GERgleichung wird durch Diagonalisierung des HAMILTONoperators erzeugt.
Damit ist gemeint, dal die Basisfunktionen ¢, die Eigenschaft

<§0aaHop906> = Eoz(saﬁ

besitzen. Diese Forderung ist dquivalent zu

Hopgoa = Ea@a,

d.h. zur Bestimmung einer vollstédndigen Basis von Eigenfunktionen von H,,.
Fiir den harmonischen Oszillator haben wir diese Aufgabe vollstéandig durch-
gefiithrt. Fiir die freie SCHRODINGERgleichung existiert eine solche Basis von
Eigenfunktionen zunéchst allerdings nicht, obwohl wir einen Zeitentwick-
lungsoperator angeben konnten:

1 k2,
Ulton) (@) = — 5 [Py e et agy)
(2m)
Aus dieser Formel 148t sich ersehen, dafl im besten Fall die Funktionen
1 )
Pk (3:) = 3 el<k7x>
(2m)2

die Rolle der Basisfunktionen ¢, iibernehmen koénnen. In der Tat gilt dann
Hoppr(z) = Erpr(r)

mit Fj = % Formal gilt auch

Bt

Ult)po(z) = / Pk (@) (on o) e E
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wenn wir definieren:

(or,00) = / &y or(y)po(y)

1 —i
= o /d3ye " g0(y) -
™

Allerdings ist die ebene Welle ¢ (z) keine quadratintegrierbare Wellenfunk-
tion. Die Ahnlichkeit mit dem Zeitentwicklungsoperator fiir den Oszillator,
den wir im letzten Abschnitt gefunden haben, ist jedoch insofern ermuti-
gend, als jetzt lediglich die Summe {iber die Oszillatorquanten (l1l5l3) durch
ein Integral iiber k = (k', k% k3) ersetzt ist. Setzen wir jetzt noch

(oe,ow) = 0(k—K)
und damit
(o, Hopiorr) = 0(k — k') Ey
sowie
(o, U(t)prr) = M5 (k — k)

so erhalten wir, dal auch im Fall der freien Bewegung der HAMILTONoperator
im oben beschriebenem Sinne diagonalisiert werden kann; allerdings ist die
Funktionenbasis nicht mehr durch quadratintegrierbare Funktionen gegeben,
sondern durch Wellen, die durch einen kontinuierlichen Parameter (den Wel-
lenvektor k) charakterisiert sind. Die , Normierung* dieser Wellen wird durch
das ,,Skalarprodukt“

(o o0y = 6(k—K)

definiert. Die Losung des SCHRODINGERproblems erfordert deshalb bereits
im Fall der freien Teilchenbewegung eine Verallgemeinerung des oben be-
schriebenen Rezeptes, den HAMILTONoperator ,,zu diagonalisieren, dafy wir
zundchst mathematisch gar nicht weiter préazisieren wollen. Stattdessen be-
achten wir, dafl in der Zukunft neben gewohnlichen quadratintegrierbaren Ei-
genfunktionen des HAMILTONoperators auch nicht quadratintegrierbare Ei-
genfunktionen mit Wellencharakter beriicksichtigt werden miissen. Im néchsten
Kapitel werden wir finden, dal beide Losungstypen sogar fiir den gleichen
HaMILTONoperator gemeinsam auftreten konnen.

Die Matrixformulierung der Wellenmechanik ist deshalb fiir die Praxis nicht
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immer von grundlegendem Interesse, obwohl sie an sich vollkommen aquiva-
lent zur SCHRODINGERgleichung ist. Historisch steht sie allerdings am An-
fang der Quantenmechanik. W. HEISENBERG hat sie zunédchst benutzt, um
die Operatoren z,, und p,, in Matrixform zu realisieren. Ausgangspunkt wa-
ren dabei fiir ihn die Vertauschungsrelationen

[l’lgp,pép} = ih(skla

mit deren Hilfe er die Matrizengestalt von xﬁp und p’gp abgeleitet hat (Verglei-
che Ubung 2.), ohne die von uns eingefiihrte wellenmechanische Definition

thp(r) = aFp()
L0
psp@(x) = ﬂﬁ@@(@

explizit zu benutzen. W. PAULI konnte, hierauf aufbauend, noch vor SCHRODIN-
GERS Wellenmechanik die Energiecigenwerte des Wasserstoffatoms berech-
nen.

1.10 Ubungsaufgaben

Der Funktionenraum S(R™), der sog. SCHWARZ—-Raum, besteht aus denjeni-
gen Funktionen ¢ : R” — C, die folgende Eigenschaften besitzen:

(a)  ist beliebig oft partiell differenzierbar (,glatt“).

(b) Fiir jeden Multiindex p = (p1,...,pn), v = (v1,...,v,) gibt es eine
Zahl C,, > 0 mit

o\" o\
LY LA o = n
|z ah <8x1) (8%) p(z)| < Cu Vr e R".

Offenbar folgt daraus, dal ¢ und alle Ableitungen fiir |x| — oo stérker
als jede Potenz abklingen. Ein Beispiel fiir eine solche Funktion ist
o(x) = e P(z), wobei A > 0 und P(z) ein beliebiges Polynom ist.

Die Fouriertransformation von ¢ € S(R™) ist definiert durch

1

(Fo0) = g / I ) ().

Es gilt F(agpy + Bps) = aFypy + BFps, d.h. Fo ist linear in . Ferner ist
Fy e S(R™).
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A1.1 Eigenschaften der Fouriertransformation
(1) Sei ¢(x) = p(z+a), x(z) = p(Ax), A € R, A # 0. Zeige

“n )

(FX)(y) = AT (EFR)()-

(Fy)(y) = e "W (Fo)(y),

(2) Zeige
0 . . 0 -,
a—yk(F@)(y) = i(F(2"p))(y), (F(%w))(y) = —iy" (F)(y).
(3) Benutze ffooo dr 2% = V27, um zu zeigen: fiir p(z) = e 3% st
e )\_nefé(%)2e_i<a7y>'

Fop =
(4) Zeige: fiir A > 0 und ¢ (z) = e~ 279X gilt (Fu)(y)
A1.2 Inverse Fouriertransformation
Fiir ¢ > 0 definiere ¢, (z) = e 2", Ferner sei ’;/;(l‘) = (FY)(—x) fir

/ 'y (Fo.)(x — y)b(y)

€ S(R™). Zeige
(Flp)) (@) = —
e ~ (2n)3
sowie
lim(F.)(z - y) = (2m) 26" (z — )
und schliefie hieraus:
L [y
(2m)>

(F~9)(@) = (Fy)(—z) =

H1.1 Fouriertransformation und Skalarprodukt
Definiere fiir 1, po € S(R™) ein Skalarprodukt vermoge

(1, p2) = /dnx ©1(z)p2().
und folgere (@1, p2) = (Fo1, Fo)

Zeige
(For, p2) = (@1, Fs)
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H1.2 Faltung von Funktionen

Es seien ¢y, o € S(R™). Die Faltung @i * ¢o von ¢ und 9 ist definiert als

(g1 % @2) () = /d”y o1(z —y) pa(y).

Zeige

) . B 9
@(901 * 902) = @801 * Qg = Q1 k% w%,

n

Fpr+ p2)(x) = (2m) 2 (Fpr) () (Fpa) ().

H1.3 Unschdrferelation

Sei p € S(R") eine Wellenfunktion. Die Mittelwerte der Koordinaten #* und
der Impulskomponenten p* sind gegeben durch:

= (bl = [l
P = (eblye) = [ R i) el
Die mittleren quadratischen Abweichungen lauten
At = [Pt PP, (AP = [ P -ing e
Sei
o= alet =g + 308~ Pl = alet =Pt (e - 17) ¢
mit o € R. Zeige

(ApF)?
hQ

(Yalthe) = (A2")? —a +
und schliefle daraus auf die Unschéarferelation

Az ApF > g
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H1.4 Grofienordnungen

Betrachte folgende Systeme: fliegender Golfball, Elektron im Wasserstoffatom
und Leitungselektron im Festkorper. Vergleiche die de Broglie-Wellenlénge
mit der typischen Langenskala. Entscheide, ob sie als klassisch oder quanten-
mechanisch anzusehen sind.

A2.1 Kommutatoren

Wir ordnen den Teilchenkoordinaten ¥ und den Impulsen p* die Operatoren
zk, und pf) zu, d.h. fiir alle Wellenfunktionen ¢ gilt:

, 0
(eh)o) =ap(o) wnd (o)) = —in (50 ) (o)
Fiir zwei Operatoren A und B ist der Kommutator [A, B] definiert:
[A,B] = AB— BA = —[B, A].

(1) Berechne die Kommutatoren [z}, p/ ] und [(z0,)",pl]. Zeige dazu
zunéchst

[AB,C] = A[B,C] + [A, C]B.

(2) Zeige: ist F(x) = 32, mapums) Crmmams (€1)™ (2%)2(2%)™* ein Poly-
nom und der Operator F,, = F(x.,) durch Einsetzen erklirt, so ist
[Fop’plgp} =ih (gTIZ)op’

(3) Berechne [F,,, (pf)p)Q] und somit [Fyp,, Ho| mit Hy = ﬁ Z?Zl(pf)p)z.

(4) Die Drehimpulsoperatoren L; sind durch

el pF
Ll - gljkxoppop

erkliirt. Berechne [L;, L;] und [L;, L?], wobei L2 = 377 | L2.

A2.2 Die Baker/Campbell/Hausdor{f-Formel

Fiir jeden linearen Operator A kann man den Operator ¢’ = Y777 £t A*

definieren.

(1) Zeige Le' = iAe = ie' M A.
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(2) Fiir einen zweiten linearen Operator B setzen wir B(t) = e Be 4t

(3)

Zeige
2. iktk
B(t) = ?Bk mit By = [A[A]...[A, B]].. ]l
k=0 k—mal

Zeige dazu zunéchst, daf die beiden Ausdriicke fiir B(t) der gleichen
Differentialgleichung geniigen und beide B(0) = B erfiillen.

Setze A = +Hy und B = 2 bzw. pi . Berechne xi (t) bzw. pi (t).

H2.1 Ein Teilchen im konstanten elektrischen Feld

Ein Teilchen mit Ladung ¢ bewegt sich in einem konstanten elektrischen
Feld E € R3. Es wirkt die Kraft ¢& und die Schrédingergleichung mit dem
Potential V' = —q(F, x) lautet

(1)

0 h?
ihaiﬁ = —%Al/) — (B, ). (%)

Sei (t, z) eine Losung der freien Schrodingergleichung ih%gp = — %Agp.
Finde eine reellwertige Funktion A(¢, x), so daf§ eine Losung von (x) lau-

tet: 2
~ t
Y(t, ) = ey (t,:v 4 ) :

2m

Wir wissen aus der Vorlesung, daf ¢ (¢, x) die Form (¢, 2) = (U(t)go)(x)
besitzt, wobei U(t) : S(R?*) — S(R?) fiir alle Zeiten ¢ ein unitérer
Operator ist mit U(0) = id. Bestimme explizit einen unitdren Ope-
rator U(t) : S(R®) — S(R?®) mit U(0) = id, so daB fiir beliebiges
Yo € S(R?) ~

U(t, ) = (U(t)1o) (x)

die Schrodingergleichung () 16st.

Es sei ¢o(z) = 0 fiir || > R. Zeige, daf fiir grofle Zeiten in sehr guter

Néherung
3 Et2 2
o= () [ (g (o~ 20 ) )|

gilt und interpretiere dieses Resultat. Benutze dazu ein entsprechendes
Resultat fiir die freie Schrédingergleichung aus der Vorlesung.




KAPITEL 1. NICHTRELATIVISTISCHE WELLENMECHANIK 44

H2.2 Gaufische Wellenpakete

Betrachte die Ausbreitung eines Materiewellenpaketes, das zu t = 0 eine
Gauflsche Form hat: ,
do(z) = Ao~ T +ilkoa)

Die Ausbreitung der Welle ist dann gegeben durch (vgl. Vorlesung)

dgkd?’ye z t-Hk:ac y)¢( )
()

U(t,x) = (F(e™

B (F )

1) Bestimme zunéchst den Normierungsfaktor A, so dafi (19, 10) = 1.
2) Berechne die Wellenzahlverteilung fiir ¢ = 0, d.h. ¢ (k) = (F~14) (k).
3) Berechne explizit (¢, z) durch Ausfithren der Integration in ().

)

(
(
(
(4

Berechne den Mittelwert von z, definiert durch
() = /d3x\w(t,:c)]2xi.

Bestimme %:1:( ). Berechne auch den Wellenzahl-Mittelwert

B0 = [ drppeppe
mit QZ(t, k) = e’i%ti(kj). Interpretiere das Ergebnis.
(5) Berechne die Streuung fiir Ort und Wellenzahl, definiert durch
0P () = [ dafot.o)Plo - a(o)?
(@R = [ PrIG( DRk - E)

Interpretiere das Ergebnis.

(6) Nach welcher Strecke ist Ax(t)=1px fiir einen Elektronenstrahl
(E=1eV, a=10A)?
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A3.1 Der eindimensionale harmonische Oszillator (algebraische Lésung)

Fiir eine Raumdimension lautet die Schrodingergleichung fiir das Oszillator-
problem:

.0 R0 m o, o,
Die Operatoren a™ und a sind wie folgt erklért:
1 1 * 1 1 ) mw
a = E(Axop + ﬁp0p>7 a" = —Q(Axop — ﬁpop) mit A = 5

(1) Zeige, daBl der HAMILTONoperator in Gleichung (x) erfiillt:
oL
Hyp = hw(a™a + 3 id).

(2) Zeige, dafl
[a,a™] = id.

(3) Bestimme die normierte Losung oo(z) der Gleichung

apo = 0.

(4) Zeige (vgl. A2.1):
[Hop, a™] = hwa.

(5) Berechne
(6) Sei
Setze
und zeige, dafl

Un(t, ) = (U(t)en)(2)
(x) 16st. Ist diese Losung quadratintegrierbar, d.h.

/|¢n(t,x)|2dx <oo 7



KAPITEL 1. NICHTRELATIVISTISCHE WELLENMECHANIK 46

Esgilt fir € C,ye R
*Z2+22’y > Zk
k=0

wobei Hy(y) ein sog. Hermite—Polynom ist (vgl. Vorlesung).

(7) Zeige
o dP o
Hy(y) = (=1)"e d—yke_y
(8) Zeige (mit y = Az):
on(z) = ﬁ e VI (Aa).

H3.1 Stationdre Zustinde im eindimensionalen Kastenpotential

Wir betrachten die Schrodingergleichung

gl = (=g i V) ) it (4

in einer Raumdimension. V'(x) sei ein Kastenpotential:

| =V, falls x| <a :
Viz) = {0, falls [ >a 0 V0 >0

Mit Hilfe des Losungsansatzes
W(t,x) = e_%Etcp(x), EeR

sollen stationdre Losungen der Gleichung (##) bestimmt werden, d.h. es mufl
gelten [ |o(z)[*dx < co. Zudem verlangen wir, daB ¢(z) iiberall stetig diffe-
renzierbar ist.

(1) Zeige unter diesen Voraussetzungen: damit eine solche normierbare,
stetig differenzierbare Losung existiert, mufl £ < 0 sein und es mufl
gelten:

[ AN fallsz < —a : 1
o(x) = {Be_’\x, falls # > a mit A= h\/QmIE], A Be C
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(2) Zeige, daB fiir |z| < a gilt:
p(z) = ae* + e, a,fe C,
v {%\/m falls £+ V, < 0
L /2m[E + Vo, falls E+ V>0
(3) Zeige, daBl p(z) genau dann stetig differenzierbar ist, falls gilt:
Ae = qe N 4 BN
Be ™ = e 4 Be e
((1 —a)ee (L4 X)e > (a) e
(4 Xy (1-3)e o 5

Schliefle hieraus, da3 die Determinante der obigen 2 x 2—Matrix ver-
schwinden muf}; damit iiberhaupt eine nichttriviale Losung vorliegt.

(4) Leite hieraus eine Gleichung fiir F' ab und zeige, dafl E' + V > 0 sein
muf} sowie nur fiir endlich viele Werte von E eine Losung existiert.

(5) Gib schlielich die vollstdndige Losung an, indem A, B und [ durch
a ausgedriickt werden. Wer mochte, kann auch die Norm der Wellen-
funktion berechnen.

(6) Fiir welche Losungen hat man eine definierte Paritét, d.h. wann gilt
p(—r) = p(x) bzw. @(z)=—p(-2)?
(7) Welcher Wert von E wurde bislang nicht diskutiert?

(8) Welche Losung erhdlt man fir das £ aus (7)?
Wiederhole hierfiir (2)—(6).

A4.1 Der eindimensionale Tunneleffekt

Betrachte eine eindimensionale rechteckige Potentialbarriere, d.h.

[0, |z|>a .
V(x)—{vo’ 2] < a mit Vo > 0.

(1) Lose die  Schrodingergleichung mit  dem  Separationsansatz

W(t,x) = e wFlp(z), E € R. Zeige, daB die Losung folgende Form
hat (es sei £ < Vj):

Aetk®  Be~the < g
’ . V2mE om(Vy — F
p(z) = { Ce "% 4+ De x| <a mit k= m K= (—0).

Feikm + Ge—ikx’ x>a h h
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(2) Wie in H3.1 wird ¢(z) als stetig differenzierbar angenommen. Zeige,
daBl diese Annahme auf die folgenden linearen Gleichungssysteme fiihrt:

(8)-s0(5). (5)-sc0(5)

1 iK'\ nkatika _ ik p—ka+ika
mit M(CL) =5 (1 i Zlfi) enafika (1 ’Llfi) efnafika
2 (l—f)e (1+g)e
: P e K k _ K k.
(3) Folgere aus (2) folgende Beziehung, wobei ¢ = £ — % und n =  + %
A\ [ (cosh2ka + % sinh 2xa)e?™*@ % sinh 2ka F
B) —%7 sinh 2ka (cosh 2ka — £ sinh 2ka)e~2ke G
(4) Speziell laufe ein Teilchen von = —oo ein. Warum ist dann G = 07

Wieso bezeichnet man T'(F) = % als Transmissionsamplitude? Zeige
fiir den Transmissionskoeffizienten

T =
+ (14 %) sinh” 2ka

Skizziere |T(F)|* und interpretiere das Ergebnis physikalisch.

(5) Zeige |T(E)|*+ |R(F)|? = 1 und diskutiere diese Identitit. Dabei heifit
die Groe R(E) = & Reflektionsamplitude (warum?) und |R(E)|? Re-
flektionskoeffizient.

H4.1 “Tunneleffektmit E >V

(1) Fir E > V, kommt ein Teilchen auch klassisch iiber den Kasten aus
A4.1. Inwieweit ist das Gleichungssystem in A4.1.3 weiterhin giiltig?
Zeige mit Hilfe dieses Systems und mit den Identitéten coshiz = cosz,
sinhiz = isinz fir x € R, dal

AB(E — Vp)

AB(E — Vo) + V@sin® 2, 2m(E — Vp)

(2) Skizziere und diskutiere |T'(E)|? als Funktion von EE—S/O mit By = %.

T(E)* =
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H4.2 Tunneleffekt (E < Vqy) beim kontinuierlichen Potential
(1) Zeige fiir eine breite und hohe Potentialbarriere (d.h. ka > 1):
T(E) o e VAT ()

Nutze sinh x ~ % > 1 (x > 1) und vernachlissige In z gegeniiber \/x
(x> 0).

(2) Zerlege fiir einen kontinuierlichen Potentialberg V (z) mit V(z) = 0 fiir
|z| > a das Potential in N Késten der gleichen Breite Az = 2*. Berech-

ne in der Ndherung (x) fiir das System der N Késten die Transmission
|T(E)|?. Zeige so

|T<E)|2 ~ e—% I dacw/2m(V(ac)—E)'

H4.3 Matrizendarstellung von Orts— und Impulsoperator

Die eindimensionalen Oszillatorfunktionen t,(x) sind gegeben durch (vgl.
A3.1.8):

267!
_%’\QxQHg()\x), wobei = /% Ny =/ =/,

Velz) o )

= Ee

mit der Normierung N,. Sie erfiillen die Orthonormalitétsrelation
eved = | Tlabula)do = b

Weiter gilt nach A3.1.6 die Identitét

vy = 1lg(a+)£wo, wobei ag =0, ||l =1 sowie

¢ = Ot ) . 0* = (0~ )

=

(1) Zeige mit algebraischen Mitteln (d.h. berechne |[|(a™)™o]|), dafl
N = /1.

(2) Berechne die Matrixdarstellung von x., und p,, in dieser Basis, d.h.
berechne

<¢e, mop¢€’> und <¢57 popw5'> :

(3) Warum kann man z,, und p,, nicht als endlichdimensionale Matrizen
schreiben?
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H4.4 Teilchen im Kegel

Fiir grole Zeiten gilt (vgl. Vorlesung) fiir die Wellenfunktion eines freien

Teilchens N ] s
b(at) = (7{) H (1) 70 (57)

wobei ¢g(x) = ¢ (x,0) die Wellenfunktion zur Zeit ¢t = 0 ist mit ||¢g]| = 1.

Zeige: ist K ein Kegel mit Spitze im Koordinatenursprung, so ist die Wahr-
scheinlichkeit P(K, 1)), das Teilchen fiir grofie Zeiten im Kegel K zu finden,
durch

P(K o) = /K | (F o) ()2

gegeben. Interpretiere dieses Resultat unter Beriicksichtigung der Beziehung
p = hk.



Kapitel 2

Die Schrodingergleichung im
Falle sphirischer Symmetrie

2.1 Der sphirisch symmetrische harmonische
Oszillator

Im Fall eines sphérischen Oszillatorpotentials gilt w; = wy = w3 = w und wir
wissen:
Der HAMILTONoperator H,, mit

FLZ
(H)) = (gt Gwlal) oto)
hat genau die folgenden Eigenlosungen
mw
elr) = ¢ ()\xl) @1, ()\x2) Ol ()\x3) ., A= =

mit
oi(y) = e 2 Hyy)

und den zugehorigen Eigenwerten

3
By = hw (ll + 1l + 135+ 5) .

Fiir verschiedene Werte von [y, und l3 kann offenbar der gleiche Eigenwert
auftreten, ndmlich genau fiir alle Werte [; mit

ll+l2+l3 = N.

51
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Der Eigenwert heift deshalb entartet und die Zahl der zugehorigen Eigenlosun-
gen ist:

N p
> 1 =220
l1+1la+I3=N pn=0 v=0

= > (u+1)

=0

(N +1)(N+2).

=

N —

Die Form von ¢(z) lautet explizit

p(r) = e‘AlexI2 H,, ()\xl) H, (/\x2) Hy, ()\x3) ,

21,12
d.h. ¢ ist ein Polynom multipliziert mit e~ 5. Wir werden nun einen an-

deren Ansatz dieser Form untersuchen, namlich

22022

v o= e 2 f(Vl)F,

wobei f(u) ein Polynom in der Variablen v = A?|z|* und F ein homogenes
Polynom in R3 vom Grade [ ist, d.h. es gilt, fiir alle « € R

F(ar) = o'F(z). (2.1)
Auflerdem verlangen wir:
AF = 0. (2.2)

Unter diesen Behauptungen wollen wir nun beweisen:

(I) Die Zahl der linear unabhéngigen homogenen Polynome mit obigen
Eigenschaften ist gleich (21 + 1).

(IT) Ist N >l und (N — 1) = 2m eine gerade Zahl, so gibt es, bis auf eine
multiplikative Konstante, genau ein Polynom f, so daf fiir

)\2\1\2

= f(N ) F
gilt:

Hopt) = hw(N+§)w.
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(III) Die Zahl Zx der linear unabhéngigen Funktionen v, die so konstruiert
wurden, ist gleich 1 (N + 1) (N + 2), d.h. genau so gro wie die Zahl
der zuvor betrachteten Eigenfunktionen ¢ zum gleichen Eigenwert.

Bemerkung: (III) bedeutet, daf wir beim Ubergang von den Funktionen ¢
zu den Funktionen 1 lediglich von einem Satz linear unabhéngiger Polynome
zu einem anderen Satz linear unabhéngiger Polynome iibergehen. Insbeson-
dere bedeutet dies, dal damit auch die Funktionen 1 eine Basis von £2(R?)
liefern! Dieser Punkt wird spéater das wichtigste Resultat liefern.

Wir liefern nun die Beweise in umgekehrter Reihenfolge:

Zu (III): Falls (I) und (II) gelten, so gilt nach (II) fiir gerades N = 2k,
daB die Werte von [ gerade sind; d.h. { = 2 und 0 < p < k. Es folgt aus (I)

K

Zy = > (4u+1)
= m+1+4@
= 2r+1)(k+1)

- %(N+1)(N+2) .

Fiir ungerades N folgt analog das gleiche Resultat.

Zu (II): Wir miissen H,,1 berechnen und verlangen, dafl

Hop¢=hw(2n+l+g)¢

gilt. Aus (2.1) folgt zunéchst

d
@F(ax) = (z-VF)(ax)
= 17'F(x) .
Setze o = 1 und es folgt
x-VF = IF. (2.3)

Mit u = \? |z|* und
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gilt jetzt:
AY(z) = (Ago) F + 2V900VF+M
= (Apo) F +4Xpf - (zVF) (,] nach (2.3)
= (Ao + 4Nlg)) F .
Mit
Apy = 2X2div(z¢)) = 6X\%pg) 4+ 4\ |z ol
ergibt dies
Aule) = @) (el + (145 ) i) =R 1oP).

Wir ersetzen ¢ durch e™2 f(u):

= Ay(z) = 4X%e 2F(q) <uf” —uf'+ iuf + <l + g) f' = % (l + §) f) .

Die Bedingung
h? mw? 5
Hoypp = (—%Aw + 5 || ¢>
3
= hw (272 +1+ 5) Y
fiithrt jetzt leicht zu der Gleichung
uf” + (l—i—;—u) f'+nf = 0.

Wir suchen eine Polynomlésung

flu) = Zcuu“

und finden

0 = i (%U‘” {u (h=1)+ (l + g) u} + cuut(n — u))

— %%u“ (cuﬂ |:,u(ﬂ+1) +(u+1) <l+ g)} +cﬂ(n—u)>

= Cuy1 = —Cu(n—u){u(u+1)+(u+1)(l+g)]_l-
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Offenbar wird ¢, = 0. Die Reihe bricht wie gewiinscht ab, und wir kénnen
die Koeffizienten bei willkiirlicher Vorgabe von ¢y rekursiv definieren. Wir
haben somit (II) bewiesen.

Bemerkung: Die oben bestimmte Funktion f ist eindeutig festgelegt, wenn
fiir f(0) ein Wert vorgegeben wird. Mit der Konvention

F(n—i—l-l—%)

0 nil (14 %)

141
ist f ein sogenanntes LAGUERREsches Polynom und wird mit LT(LJFQ)(U) be-
zeichnet.

Nun folgt der Beweis von (I):
Zu bestimmen sind die Polynome F(z) mit F(az) = o!F(z) (z € R?) und
AF = 0. Jedes Polynom kénnen wir in der Form

F(w,z) = Z Capy WOW 27
By

schreiben, mit der Definition: w = x! +iz?, 2z = 23, (v = (2!, 2%, 23)).
Der LAPLACEoperator A erhélt damit die Form:

2
wow 922

Fiir ein homogenes Polynom P vom Grade [ gilt ferner der allgemeine Ansatz

A =

wobei [a] diejenige ganze Zahl n ist mit n < a.
Mit A = e folgt dann: Ist P das homogene Polynom mit

P(w.z) = PQw,z),
so gilt

(AP)(w,z) = (AP)(\w,z),
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d.h. ist AP =0, so gilt dies auch fiir P.
Hieraus errechnet sich leicht:

0 = AP(w,2)
=]

l 2
— E :ezmcpA E wm—l—,uw,uzl—m—zu Clm,u"i_

m=0 H:O
l
+3 e
m=1

und wir schlieBen aus der vollig freien Wahl von ¢, dafl jeder Koeffizient von
e selbst verschwinden muf. Fiir festes m gilt somit bereits

1—
(5]
g whmHH M2 Clemp

pu=0

[=~]
A Z wn T e, = 0 (2.4)
pn=0
bzw.
&
A Z whm T e L = 0 (2.5)
pn=0
Aus (2.4) folgt
[=~]
0 = <wm+"‘1w“_1zl_m_2“ Clmpdp(m + 1) +
n=0
w2 e (U= m— 2p) (1 —m = 20— 1))
[="]
= Y wmtrwr e g A+ D) (m 1) +
n=0

+ Clmp(l = m = 2p) (L = m — 2p — 1)]
und damit

L(l—m—=2u)(l—m-—2u—1)
4 (L+1)(m+p+1)

= Clm,u+1 Cimp -



KAPITEL 2. SCHRODINGERGL. IM FALLE SPHAR. SYMMETRIE 57

Diese Rekursionsformel ergibt
S e = () e [ )l —m— 20

wobei ¢;,,, eine freie Konstante darstellt.
Aus (2.5) ergibt sich offenbar das gleiche Resultat durch Vertauschen von w
und w:

Comp = (=4 [l (m+ @) —m —2p)] "

Insgesamt haben wir also genau 2/ + 1 homogene Polynome Fj,, vom Grad
[ mit AFj,, = 0 gefunden und sogar die Koeffizienten ¢, dieser Polynome
explizit angegeben. Damit ist auch (I) bewiesen.

Wie zu Anfang bemerkt, bilden die Funktionen

buml@) = e F LI (32 [2) Fu(o)

eine neue Basis von £2(R?). Wir werden sogar zeigen, daf bis auf eine geeig-
nete Normierung eine Orthonormalbasis von £%(R?) vorliegt, d.h. es gilt

<wnlmawn’l’m’> = 6nn’ 5”/ 5mm’ Nglm :

Uberdies gilt, wie bewiesen

3
Hop¢nlm = hw <2TL +1+ 5) 77/}nlm .

2.2 Die Eigenfunktionen des sphirischen
Oszillators und ihre Normierung

Die Funktionen Fj, besitzen einige angenehme Eingeschaften beziiglich der
Drehimpulsoperatoren L;. Diese Operatoren sind durch die Gleichungen

I, m
Ly = €kim TopPoy

definiert, wobei wir hier und in der Folge iiber doppelt auftretende Indizes
summieren. Es gilt also
0

- !
Lk = zheklmx O .
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Die Drehimpulsoperatoren entstehen aus den klassischen Drehimpulsen durch
den in Abschnitt_. 1. beschriebenen Ubergang zu quantenmechanischen Ope-
ratoren. Wie in Ubung 2. gezeigt wurde, erfiillen sie

[le Lm] = Zh€kann )
und es gilt fiir L2 = Z L?

12.L] = o.
Zusétzlich finden wir bei Summation iiber gleiche Indizes:

o . 0
> = —ﬁQGiszk'z'l’k—Jik

ozt oxV

o2
2 (. 2 k1
= —h <I A—l—mV—Bx-V—xmaxkaxl)
= - (2?A—22-V— (x-V)z—i—as-V)
= —n*(2°A— —x-V).
Somit gilt
L*Fy = —hB2?AF, + 8 ((x- V) Fyp + (2 V) Fy)

Aus dem letzten Abschnitt wissen wir, dafl
AF,, = 0
und
tVEFy, = lFy
gilt. Somit finden wir
L’F, = R+ 1)E,, .

Fiir Lz gilt (2! = 2, 2% = y,2° = 2)
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In den Variablen w und w hat L3 die Form:

und damit

atmza l—m—2a

LsF, = h(wa—w _wa_w) Cim Z (_4)a a!(a—i—m)!(l—m—QO‘)! ’

a=

woraus
L3 Em = mhﬂm

folgt. Wir konnen jetzt leicht zeigen, dal die Basisfunktionen des letzten
Abschnitts orthogonal sind: Fiir sie gilt

¢nlm(x) = ¢
Fiir eine beliebige Funktion f(|z|*) finden wir

Lif(|2[*)Fim(x) = Lif(12[*)Eim + f(|2]*) LiFim () -

_AQ‘x@
2

L) (2 (2) Fn(a) .

Nun gilt:
Lef(ef) = e 50 (Jaf)
= —iRegmata™f'(|z]?)
-0,
d.h.
Lif(|2*)Fum = f(|2[*) L Fim
und somit

L f(|af) Fin(x) = B+ 1) f(|2]*) ()
Lyf (|21 Fi = hmf(|2]*) Fim

Die Operatoren Ly, L? und H,, sind symmetrisch; es gilt deshalb:

0 = (Ls¥nim, Yovmr) — nims Latbwirm)

h(m —m") (i Yrovm)

(Lt Yo ) — (i, L nrirmr )

RPA1+1) =11+ 1) ntmy Ynrrms)

0 = <H0p¢nlm’ 77Z}n’l’m’> - <wnlmv HOP@Dn’l’m’)
= hwn+1-2n"—1") (Ynim, Yoymr) -

o
I
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Dies bedeutet

<¢nlm7¢n’l’m’> - 0,

es sei denn n =n', [ = 1" und m = m' ist gleichzeitig erfiillt; somit folgt:

<¢nlm7wn’l’m’> = 5nn’6ll’5mm’Nslm :

Die positive Zahl N,;,, mufl natiirlich noch bestimmt werden; wir wissen
aber jetzt bereits, daf§ die Funktionen t;,,/Nym eine orthonormale Basis
in £2(R?) darstellen. Fiir die folgenden Uberlegungen ist es zweckmiBig, die
Konstanten ¢, in den Funktionen Fj,, zu spezifizieren.

Wir setzen (0 < m <)

-Flm = ylm

=y B e myi - )y

m4azma l—m—2a

=]
. azzo (_4)_aa!(a +m)!(l —m — 2a)!

M=

und
F‘Il,fm = yl,fm
20+ 1
_ 4*7; 2™ [(1 + m)!(l — m)1]? -
[l—;n] —m+ta,, o l—m—2a
(—4)-e "t wz .
prt alla+m)!(l —m —2a)!
Damit gilt

-Fl,—m - (_1)mﬂ .
Die so vollstéandig definierten homogenen Polynome werden in der englischen

Literatur ,solid spherical harmonics® genannt, in der deutschen Literatur
heiflen sie Kugelfunktionen. Sie haben sehr angenehme Eigenschaften:

(a) Fiir die Operatoren Ly = L; & iLs gilt (Vergleiche Ubung 5.):

LY = Hh[(l+1)—m@m— 1) Vo
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(b) Esist

LiL. = L?+L%—i[Ly, Ly
= L*—L3+hLs3.

Hieraus folgt fiir

=2 (1+3)

bum(@) = ¢ E L 02 P (o)
die Gleichung:

Ltbm(z) = e LD 02 12 (LoW) (@)

(]
= A1+ 1) = m(m = D)2 Yums
sowie

2202
2

Lyl thm(z) = e 5 LD 02 (2) Ly L Vi) (@)
R2 (114 1) — m(m — 1)] i -

Weil die Operatoren Lj symmetrisch sind, gilt

R4 1) = m(m — D] (Cnims oim) = (Wi, L L him)
= <L—wnlma L—wnlm>
= <wnlm71> ¢nlmfl> :
R+ 1) —m(m —1)]
= (Vnims Vnim) = (UVnim—1, Unim—1)
= (Vnit; Yrur) -

Um dieses Skalarprodukt auszurechnen, benutzt man am besten Polarkoor-
dinaten und beachtet

20+ 1 (20)z ,
Yu = (—1)l\/?%@+w)l

= ¢rle® (sin 9)l

[21 +1 (212
a = (-1 A (l!>

222

Yoy = e 2 L1(11+§)(/\27‘2) (sin @) ¥

mit

folgt
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fe’e) i 27 ) 9
= (Ui, Yryt) = /Ter/sinedQ/akp CZZe’)‘Q”2 (Lgl+§)()\2r2)> (sin@)m r2
0 0 0

s

1 2
= /dr T2(1+1)e—>\2r2 (LSLHQ) (/\27“2)) QWCIQ/(Sing)QH-l do .

0 0

Die auftretenden Integrale sind alle bekannt:

I (1+3) ? 1 r ! (1+3) 2
/d’f‘ r2(l+1)e—)\2r2 (Ln 2 ()\2’/“2)) _ §>\_Ql_3/dl‘ xl+§e—x (Ln 2 (1,))
0

— /\—2[—3 1
n! 2
und
ro 2 (112
0)*t q0
/(Sm ) 20+ 1)!
0
B 1
N 2me?
Wir finden somit
F(l+3+n)1
e — )23 2 1
(Unit, Vi) o 5
und damit endgiiltig
L1432+
<wnlm>wn’l/m’> = 6ll’5nn/5mm’)\213% .

2.3 Die Kugelflichenfunktionen

Die homogenen Polynome Y, (x) lassen sich offenbar wie folgt schreiben
(o = 7, 7 = [z):

yzm(ﬂc) = Vim (Txo)
7JJ}Zm (x0> .
Die Funktionen Y, (x) sind allein Funktionen der Raumwinkel und werden

mit Y}, (xo) bezeichnet, um sie besser von den homogenen Polynomen zu
unterscheiden. Sie heiflen Kugelflachenfunktionen. Wir beweisen nun:
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(a) [dz® YinYim = Swlmms, (dz® = sinfdfdp Volumenelement der
2-Sphére).

(b) Die Funktionen Y, bilden eine Orthonormalbasis im Raum aller qua-
dratintegrierbaren Funktionen ¢ : S? — C.

(a) folgt direkt aus dem letzten Abschnitt:

I'(l+3)

(Qotm, Yorm) = OurGmm A2 2

= /TZ dr ei/\QTZTQl /d:L’O m(ajo) }/E/m/
0

Der Term in eckigen Klammern ist aber genau gleich A28t 5
letzten Abschnitt gezeigt wurde.

, Wie im

= / 02°%;, (20) Yien (20) = OB -

(b) folgt aus folgender Uberlegung:
Sind die Kugelflichenfunktionen Y}, keine Basis der quadratintegrierbaren
Funktionen auf S2, so gibt es eine Funktion g : S? — C mit

/ 42 Vi (20) @0 (z) = 0

fiir alle Yy,,.
Fiir die quadratintegrierbare Funktion

Y(r) = eAZ?IQsD(i)

gilt dann:

(Vnim, V) = / T2y Tle_A2r2L7<zl+%) (A*r?) / dz® Vi (w0) ¢ (o)
0
= 0

fiir alle n,7 und m. Da die ¥, eine Basis in £2(R?) bilden, muf} ¢(z) = 0
sein, was offensichtlich ein Widerspruch ist.
Wie im letzten Abschnitt gezeigt, gilt fiir jede Funktion f(r):

Lif(r)Vim = f(r)LpYim
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sowie

Llem - h21<l+1)ylm7
L3ylm - hmylm

Mit f(r) = 7! schlieBen wir somit aus diesen Formeln:

L2Y2m - L2T_lylm
= rilLlem
= BN+ 1)V

und damit
LY = RI+1)Y, .
Analog folgt
L3Y,, = hmY,, .
Der letzte Abschnitt liefert iiberdies das Resultat:

l-m — <_1)mY2m

2.4 Die Zerlegung von £?(R%) in Eigenrdume
von L? und L

Mit Hilfe der Kugelflachenfunktionen kénnen wir unsere Basisfunktionen wie
folgt schreiben:

wnlm = fnl(r)yim (IO) s
wobei f,; durch

222

fu = rle7 2 LSLH%) (A*r?)

1
an
definiert ist und wir den Normierungsfaktor

A0 (1+ 3 +n)

N,y =
! 2n!
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jetzt so eingefithrt haben, dafl

e}

<¢nlm7¢nlm> = /T’2d7“ (fnl(r))Q = 1

0

gilt. Sei nun ¥ € L%(R?). Es folgt (cpim € C)

10(90) = chlmwnlm(x)

nlm

= Z Vi (1) Yim (20)
mit
¢lm (T) = Z Cnlmfnloa) .

Fiir die Funktionen

{b\lm (I) = @Z)lm(r)yim

gilt offenbar
<1sz,$l/m/> = 511/5mm//7“2d7' Vi (1)1 (1) -

Wir haben somit eine orthogonale Zerlegung von £2(R3) in Teilriume Vj,,
gefunden mit

£2 (R3> = @lm‘/lm
und fiir jede Funktion QZ € Vi, gilt
(@) = o(r)Yim -

Fiir eine zweite Funktion {D\’ € Vj,, mit

finden wir sofort
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Weiter sehen wir, dafl alle Funktionen @//J\ aus dem Raum V/,,, die Eigenschaften

L% = RAI+ 1)
Lyp = hmi

besitzen, also genau aus den Eigenfunktionen von L? und Lz mit den Eigen-
werten A%l(l 4+ 1) bzw. im bestehen.

Wir betrachten nun einen HAMILTONoperator mit einem sphérisch symme-
trischen Potential V' (r):

hQ
Hop = —%A—i—‘/(r)

Wir wollen die zuvor erzielten Ergebnisse dafiir benutzen, die Eigenfunktio-
nen von H,, zu bestimmen. Die zugehorigen Eigenwerte E miissen reell sein,
da H,, symmetrisch ist. In Abschnitt 2.2 haben wir die Formel

L* = —h? (|$\2A—(3:-V)2—35-V)

gefunden. Nun gilt -V = r% und somit

h? 0o 0 0 1
“RPA = — = _ Sl g
h 72 (Tﬁrrﬁr +T3r) + 7“2L

0> 290 1
_ 32 - ~ 72
= —h (8T2+7’3T)+r2L )

Hieraus ersieht man: Ist ¢p € L*(R?) eine Eigenfunktion von H,, mit
H,,p = Ev, (E € R) und gilt die Zerlegung

o= un(r)Yim
Im

so ist
Hopw = Z @leZm
Im
mit
N —h? [ 0? 20 I(1+1)
R e G R ) RG] O
und es gilt

@lm - Esolm
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Es gilt also die radiale SCHRODINGERgleichung

{_FE (a? +23>+ AU+ 1)

2m \ar2 " ror) " 2m

ST— +V(r)—E|om(r) = 0.
Zur Bestimmung der Eigenfunktionen von H,, ist also nunmehr nur eine
gewoOhnliche Differentialgleichung fiir eine Funktion einer einzigen Variablen
r zu losen. Diese Losung mufl normierbar sein, d.h. es muf} gelten

/dr 2 o (r)|* < oo .

2.5 Das quantenmechanische Coulombproblem

Wir betrachten ein System, bestehend aus zwei geladenen Korpern, wobei
der eine sehr schwer im Vergleich zu seinem sehr leichten Partner ist. Des-
sen Masse sei m und seine Ladung ¢. Der schwere Korper trage die Ladung
() und wir behandeln ihn wegen seiner groflen Masse als fest im Koordina-
tenursprung fixierten Massenpunkt. Die quantenmechanische Beschreibung
des leichten Korpers ist durch den HAMILTONoperator

bestimmt, der das COULOMBpotential @ enthélt, das durch die Ladung des
schweren Korpers erzeugt wird. Ein solches System liegt in der Natur in guter
Néherung in Form der Teilchenpaare Elektron-Proton, Elektron-Atomkern,
aber auch im Paar Elektron-Antiproton vor. Um die Eigenfunktionen von
H,, zu bestimmen, haben wir nach den Ergebnissen des letzten Abschnitts
die radiale SCHRODINGERgleichung

{ 2 (02 L20 z(z+1))+@

r

or2  ror 72

—E} o(r) = 0

2m

zu losen.
Wir machen den Ansatz

o(r) = rleg(2u)

mit v = Ar und A? = —22" und finden, (z = 2u),

20"(2)+ 21 +1)—2)¢d'(z) = (I +14+7v)g(z) = 0 (2.6)
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ity = ma<
mit vy = J2y-
Die letzte Gleichung ist ein Spezialfall der sogenannten KUMMERgleichung

29"(2) + (b—2)g'(2) —ag(z) = 0 (2.7)

fir b =2(I+1) und @ = [ + 1 + . Fiir beliebige komplexe Zahlen a, b, z, mit
b# —k, (k=0,1,2,...), ist die Reihe
az ala+1)z22 ala+1)(a+2)23
M(a,b = 1+-—= — — 4+

(a,5,2) I T W)Y T W+ Db+ 2) 3
konvergent und stellt eine Losung von (2.7) dar. Fiir a = —n (n =0,1,2,3)
ist M (—n,b, z) ein Polynom vom Grade n in z, da die Reihe nach der n-ten
Potenz in z offenbar abbricht. In unserem Spezialfall ist b = 2(I + 1) und
a =[l+1+~. Der Fall a = —n tritt also genau dann ein, wenn v = —n—1[—1
gilt. Aus der Definition von A folgt:

P

‘EQm falls E < 0, und

h2

£2
A = iy h;n,fallsEZO.

Wir sehen also, daf§ der Fall a = —n nur auftritt, falls £ < 0 ist. Weiterhin
ist dann

mqQ

2\

qQvm

h/2|E|

Hieraus finden wir sofort, dal der oben diskutierte Polynomfall genau dann
auftritt, falls zusétzlich

@ < 0
und
mg*Q’
2(n+ 14 1)2h?
gilt. Die entsprechende Losung der radialen SCHRODINGERgleichung lautet
dann

E =

o(r) = Tle_’\TM(—n,2(l+1),2)\r),
2mFE
hz
2,2
mq-Q
EF = — 0.
Snrirnme 9%

A:
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Die Funktion M (—n,2(I+1), 2\r) ist wieder ein sogenanntes LAGUERREsches
Polynom L$121+1)(2)\r). Préziser ausgedriickt gilt in der Standardbezeichung

fiir LAGUERREsche Polynome

LIRS VIS

M(—TL,Q(Z+1),2>\T) = m n

Offenbar ist
/dr r2|90(r)|2 < 00

und damit ()Y, (7o) eine quadratintegrierbare Funktion auf R3. Fiir das
Elektron-Proton-System sagen wir also eine Reihe von Eigenzusténden der
Energie voraus mit der Energieformel (—e Ladung des Elektrons, +e Ladung
des Protons, m Elektronmasse)

me4

E = - :
2(n+1+1)2R2

Physikalisch konnen wir die Zustdnde mit den Eigenzusténden des Wasser-
stoffatoms identifizieren, in denen das Elektron an das Proton gebunden ist.
Fiithrt man die relativistische Ruheenergie mc? ein, so 148t sich £ auch in der
Form

m02a2

F = —— =
2(n+1+1)2

schreiben, wobei a = % die SOMMERFELDsche Feinstrukturkonstante ist.
Diese Konstante ist eine dimensionslose Zahl:
1
137,036

~
~

und charakteristisch fiir die Stdrke elektromagnetischer Wechselwirkungen
generell. Analoge Bindungszusténde finden wir auch fiir das System Elektron-
Atomkern mit der Kernladung Ze. In diesem Fall ist £ zusitzlich mit Z? zu
multiplizieren, um die entsprechenden Energiewerte zu erhalten. Es stellt sich
nun die Frage, ob wir so tatsdchlich alle Energieeigenwerte bestimmt haben.
Fir £ < 0 und ¢@ < 0 verhilt sich die Funktion M (I + 1 +v,2(l 4+ 1),2\r)
fiir r — oo wie

M(I+14~,2(l+1),2\r) x I%Q_I(_Z—LDV))GQM(D\T)V_Z_I (1 +0 (%)) ,
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wenn FE kein Eigenwert ist, und demzufolge M kein Polynom darstellt. Die
Radialfunktion ¢ verhélt sich somit wie

o(r) o lféi(_l—;rj)f%e”()\r)%l (1 +0 (%)) (2A)7",

falls » gegen unendlich strebt und ist nicht mehr quadratintegrierbar wegen
des exponentiellen Wachstums bei groien Werten von r (Vergleiche Ubung
6.). Die KumMERfunktion M (a,b, z) allein liefert uns damit keine weite-
ren Figenzustédnde mehr. Allerdings besitzt die KuMMERgleichung noch eine
zweite linear unabhéngige Losung. Diese Losung verhélt sich fiir r — 0 wie
r~(+D) und ist deshalb bei 7 = 0 nicht quadratintegrabel. Sie kann also nie-
mals zu normierbaren Eigenfunktionen fithren. Wir gehen auf diese Losung
nicht weiter ein und werden im néchsten Abschnitt ein Resultat beweisen,
das viel aussagekriftiger ist und die Diskussion dieser Funktion vollkommen
iiberfliissig macht.

2.6 Die Vollstiandigkeit der Coulombwellen-
funktionen

In der Folge betrachten wir die Eigenfunktionen

S(Er) = rle>M (z +1+ %,2(1 + 1),2Ar>

fir E <0, F = % und \ = \/QW;‘QEl, sowie o = mh—qQQ < 0 (d.h.

v = %). In diesem Fall ist —n = [ 4 1 + §. Zusitzlich betrachten wir noch
die Funktionen

SOr) = rleNM (1 F1+ % 2(1 + 1), 2Mr>
(3

K2
aber nur fiir die oben aufgefithrten diskreten Energieeigenwerte ist ¢(E, )
quadratintegrierbar. Fiir £ > 0 gilt, wenn r gegen unendlich strebt

fir £ > 0 und A = {/2%E. Beide Funktionen sind Eigenfunktionen von H,,,

Vi (l +14+ %, 2(1+ 1), 2i)\r> o N(M)?=sin ()\T + %ln@)\r) - % =+ 771)
i T

mit

m o= argF(l—l—l—i%)
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und

(20 +1)!
T (+1-i%)|

N(\)? = 202\ lemoAs

d.h. die Lésungen positiver Energie haben sédmtlich Wellencharakter (Verglei-
che Ubung 6.). Deshalb gilt auch: Ist ¢(\) eine C*°-Funktion mit kompaktem
Trager im Intervall (0, c0) und

fr) = / dX c(N)rle™ ™ M (z+ 1+ %,2(z+ 1),2m) ,
so gilt
/dr 2 f(r))? < oo.

Dies bedeutet insbesondere: Durch eine solche Uberlagerung wird eine qua-
dratintegrierbare Funktion erzeugt.

Unser Ziel ist, die folgende Tatsache zu beweisen: Jede quadratintegrierbare
Funktion ¢ € Vj,,, C £*(R?) 148t sich in der Form

b= Yim (20) ()

schreiben, wobei
f) = S enp(Er) + / A\ c(N)B(\ 1) (2.8)

gilt. Dabei wird mit )  die Summe iiber die diskreten Energieeigenwerte

E
bezeichnet, die wir fiir g@Q < 0 bereits gefunden haben. Fiir ¢@Q > 0 tritt
diese Summe nicht auf. Die Funktionen f(r) erfiillen alle die Ungleichung

o0

/drr2|f(r)\2 < 0.

0

Wir betrachten zunéchst Funktionen der Form (2.8) mit einer endlichen Sum-

me Y und einer C*°-Funktion ¢(\) mit kompaktem Tréger im Intervall [0, co].
E
Sei ¥ (r) eine C*°-Funktion mit kompaktem Trager im gleichen Intervall mit

/Ooodrﬁf(r) = 0.



KAPITEL 2. SCHRODINGERGL. IM FALLE SPHAR. SYMMETRIE 72

Hieraus folgt:

[ e = o

und

/dr v(r)p(A\,r) = 0

fiir alle £ und \. Setzen wir nun
F(z) = /dr Y(r)rte ™ M (l +1+ g, 2(0+1), 227’) ,
z

so ist F'(z) eine analytische Funktion in der ganzen komplexen Zahlenebene,
weil die Reihe, die M definiert, diese Eigenschaft fiir jedes feste r besitzt und
die Integration nur iiber ein endliches Intervall in [0, 00| erstreckt werden

mufB. Fiir alle 2 = ¢\, A€ Rund \ = 2’2‘2}5', (E Energieeigenwert), ist, wie

oben gefunden, diese analytische Funktion gleich null. Sie muf3 daher fiir alle
z € C gleich null sein. Wir betrachten nun die Funktion

]3(2) = /dr D(ryrle™ M (1+1,2(1 + 1), 22r)

und bemerken (unter Benutzung der gleichen Argumente wie oben): F (2)

ist ebenfalls eine analytische Funktion auf der ganzen komplexen Zahlenebe-
ne. Angenommen es gelte F/(z) # 0. Dann folgt: % ist eine meromorphe

Funktion und

F(z)  [dro(r)rle™ M (I+1+2,2(1+1),2zr)

F(z) [ dr (r)yrte== M (1 +1,2(1 + 1), 22r)

F(2)
F(z) R

alle z. Wir schliefen hieraus: F'(z) = 0 fiir alle z € C. In der Definition von
F(z) taucht die KUMMERfunktion M(I+1,2(I+1),2zr) auf. Formal entsteht
sie, indem die Ladungen im CouLoMBfall gleich null gesetzt werden. Speziell
fir u = ik (k € R), k > 0 ist diese Funktion mit den sogenannten sphérischen

BEssELfunktionen j,, verwandt. Praziser gesagt, gilt: fiir k € R,k > 0

Fiir z — oo gilt offenbar = 1. Dies ist ein Widerspruch zu F'(z) = 0 fiir

. 1 (k'
rle ™ M1+ 1,2(1 4 1), 2ikr) = N <§) Ji(kr) .
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(Vergleiche Ubung 7.)
/dr 50 gilkr) = 0.

0
Hieraus wollen wir ableiten, dal ¢(r) identisch null ist. Dazu braucht man

Aus F(z) =0 fiir alle z € C folgt damit fiir z = ik und alle k£ > 0
(2.9)

die folgende Identitét fiir alle x,y € R3:
W = dm Y iy (|2 y]) Yim (40) Yim (o)

lm

(Vergleiche Ubung 7.)
Sie erlaubt uns, die FOURIERtransformierte einer Funktion y : R?* — C der

X(r)Yirme (o)

Form
x(z)

auszurechnen: Mit Polarkoordinaten gilt
1 .
/d?’x ')y (1)
(2m)
[ ar i) R0 [ da® Vi () Vo Ve (a0

[SI9Y

Fx(y)
47

3
2

Im (27T)
2 /
= —Yiw il/TQ dr j ) X (r
oz Yem (W0 gyl ) X(r)
Hieraus schliefen wir (|y| = k)
X(r)=0 < Fx=0 (2.10)
& /7"2 dr ji (kr)X(r) =0, fir alle k > 0 . (2.11)
Setzen wir in (2.9) ¥(r) = r2X(r), so sehen wir, daB in der Tat ¢ (r) = 0 fiir
alle r gelten mufl. Dies bedeutet aber nun zusammengefafit:

= 0

[ i) -

0

Aus der Tatsache, daf ¢(r) die Bedingung

fiir alle Funktionen erfiillt, die die Form
£ = YewoEn)+ [drezon
E
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haben (> unendliche Summe {iber Eigenzustdnde, ¢(A) C*°-Funktion mit
E
kompaktem Tréger in [0, 00]), folgt:
o) = 0.

(Zunéchst haben wir dies allerdings nur fir C*°-Funktionen ¢ mit kompak-
tem Triger in £?(R3) bewiesen!)
Wir betrachten nun die Funktionen f € Vj,, mit

flx) = f(r)Yim,

wobei f wie oben definiert ist und behaupten: Dieser Funktionenraum ist
dicht in V},,. Zu zeigen ist: falls fiir g € V},,

G5 - o

fiir alle f, so ist § = 0. Nun ist

und

g1 = [ dre?lor)l

0

Jede solche Funktion g(r) kann beliebig gut durch eine C'*°-Funktion mit
kompaktem Tréager im Intervall (0, 0o) approximiert werden. O.B.d.A. kénnen
wir daher annehmen, daf g(r) diese zusétzliche Eigenschaft hat. Unter dieser
Annahme gilt aber:

<§, f> — 0 fiir alle |
& /Oodr r2g(r)f(r) = 0 fiir alle f
0
sriglr) = 0.

Es folgt somit die Behauptung. Die unmittelbare Konsequenz ist: Jede Funk-
tion ¢ € V},,, hat die Form

Y(x) = o(r)Yim
mit

or) = 3 ewp(Bor)+ / AN c(NFN ) |
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d.h. eine solche Funktion 148t sich stets als Uberlagerung von ,, COULOMBwel-
len® @(A,r) und Eigenzustdnden ¢(E,r) schreiben. In volliger Analogie zur
Konstruktion der zeitabhéngigen Losungen der SCHRODINGERgleichung im
Fall der freien SCHRODINGERgleichung und der Losungen im Oszillatorpo-
tential finden wir zusétzlich: Die zeitabhéngigen Losungen des COULOMBpro-
blems haben sdmtlich die Form

U(z,t) = (r,t)Y,
mit

A2t

o(r,t) = ZCEQO(E,T)e_i% +/ cN)p(A\,r)e " 2m d .
= 0

Das Auftreten der zusétzlichen Losungen mit Wellencharakter kénnen wir
physikalisch leicht interpretieren, wenn wir uns an die klassischen Bahnkur-
ven des COULOMBproblems erinnern: Sie sind sdmtlich Kegelschnitte, und
eine gebundene Bewegung liegt fiir Energien kleiner null, und ¢@Q < 0, vor.
Die gebundenen Bewegungen stellen geometrisch Ellipsen und Kreise dar.
Quantenmechanisch erhalten wir stattdessen stehende Wellen (d.h. normier-
bare Eigenfunktionen) mit quantisierten Energiewerten kleiner null. Zusétz-
lich treten klassische Bahnkurven in Form von Parabeln und Hyperbeln hin-
zu. Solche Bahnkurven laufen fiir groflie Zeiten ins Unendliche; quantenme-
chanisch entsprechen diese Kurven offenbar unseren Wellenlésungen.

2.7 Ubungsaufgaben

In der Mathematik wird eine reelle Liealgebra A wie folgt definiert:

(1) A ist ein reeller Vektorraum.

(2) Es gibt eine schiefe (d.h. [a,b] = —[b, a]) bilineare Abbildung
[,]:AxA— A

(3) Fiir alle a,b,c € A erfiillt dieses Lieprodukt die Jacobiidentitdt

[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0.

Ist V' ein komplexer Vektorraum und L(V') die Menge seiner linearen Trans-
formationen, so heiit eine lineare Abbildung D : A — L(V) eine Darstellung
von A in V, falls D und [.,.] vertraglich sind, d.h. fiir alle a,b € A gilt:

D(a)D(b) — D(b)D(a) =: [D(a), D(b)] = D([a, b]).
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Eine Darstellung D heifit irreduzibel, falls gilt: ist V' C V ein unter D in-
varianter Teilraum, d.h. D(a)V’ C V' fiir alle a € A, so ist V' = 0 oder
V' =V.

Ab5.1 Die Drehimpulsalgebra

(1) Sei A= R3 und [.,.] das Vektorprodukt. Zeige, dal A eine Liealgebra
ist.

(2) Betrachte die Drehimpulsoperatoren Lj aus A2.1 und setze
D(a) = = S aF Ly, fiir a € R3. Zeige, daB8 D eine Darstellung der
Algebra A in £L2(R3) ist.

Definition: Die spezielle Liealgebra (R3,[.,.]) heifit Drehimpulsalgebra.

A5.2 Kugelfunktionen und Kugelfdchenfunktionen

Die homogenen Polynome P(z) vom Grad ¢, wobei z € R3, erfiillen die Glei-
chung P(\z) = M\'P(z). Wir betrachten den Unterraum V der homogenen
Polynome vom Grad ¢ mit der zusétzlichen Eigenschaft AP =0 fir P € V.
Dieser Unterraum hat die Dimension 2¢+ 1 und besitzt als Polynombasis die
Kugelfunktionen (es ist w = x + iy):

_ 2€+1\/£ m '(f—}—m m+awaZ€ m—2«

Die Deﬁnition_ gilt nur fir 0 < m < /. Fir —¢ < m < 0 setzt man
yém = (_1)myﬁ|m|

(1) Zeige, daB fiir beliebiges m mit —¢ < m < ¢ folgende Identitét gilt:

_ 2041/t —m)(C+m)! whiaphz yt—ki—kz
Ym0, 7, 2) := \/ i im 2 20 R2 ke e (€ — kg — ko)l

ky+kop<e
ki—kg=m

Die Drehimpulsoperatoren L; éndern den Grad nicht. Aus [A, L;] = 0 folgt,
dafl durch die L; eine endlichdimensionale Darstellung der Drehimpulsalge-
bra in V' gegeben ist.

2) Zeige L3 = h wZ —w2) und folgere daraus L3V, = hmYen,.
ow 8
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. . . — 9 9
+ = . - = 5 %5,
(3) Man definiert L Ly +iLy. Zeige L h (w s 228w) und folgere
daraus

L Yo =00l +1)—m(m—1) Vo1, L_-Vi_s=0.

(4) Zeige L, = —L_ und folgere daraus

LY =L +1) —m(m+1) YVomyr, LyVu=0.

(5) Zeige L* = LyL_+ L% — hL3 (vgl. H5.1.1) und folgere
L2y, = R0+ 1) V.

(6) Gib die Yy, fiir £ =0, £ =1 und ¢ = 2 explizit an.

Bemerkung: Wegen Ve, () = 7V (o), wobei xq = 2, definiert Y, auf
der Einheitskugel S? eine Funktion Yy, (7). Diese Yy, heiflen Kugelfiichen-
funktionen und erfiillen die Orthonormalitéitsrelation (dzo = sind d dy das
Flichenelement auf S?):

/dx(] ?Zm('fO)nm’ (x0> = (5mm’~

H5.1 Irreduzible Darstellungen der Drehimpulsalgebra

Sei V' ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt
(.,.). Sei D eine irreduzible Darstellung der Drehimpulsalgebra in V' mit
D(a)™ = —D(a) fiir alle a € R*, d.h. D ist antihermitesch. Sei e; die Stan-
dardbasis in R3. Setze

3

Js=iD(es), Jp=iD(e1)F D(es), J*=— D(ey)”.

(1) Zeige, dafl die folgenden Kommutatorrelationen gelten:
[, i) = £Js, [, Jy] = =25, [J?, Js] = [J%, T3] = 0, J* = J I+ J5 = Js.
(2) Folgere aus der Irreduzibilitdt von D: es gibt ein nichtnegatives, reelles

a, so daB fiir alle v € V gilt: J?v = av. Wann ist & > 0 und wann
a=07

(3) Beweise, dal die Eigenwerte von J3 reell sind. Zeige: ist \g der grofite
Eigenwert von J; mit zugehorigen Eigenvektor vy, so gilt Ji1,, = 0.
Zeige Ao(Ao + 1) = a.
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(4) Setze 1, = (J_)"bx, und zeige Jyth, = (Ao — 1),

(5) Zeige: es gibt ein k mit ¢y = J_1op = 0 und 1, # 0 fiir n < k. Folgere
k - 2)\0

e (4 (5) () ()

Folgere aus (4), daf§ die v, orthogonal sind. Begriinde nun mit der
Irreduzibilitédt von D, dafl die Vektoren {4, }n—o.. x eine Basis von V
bilden.

(6) Zeige:

.....

(7) Verwende nun die iiblichen Indizes. Setze dazu Ao = ¢, d.h. k = 2/, und
definiere fiir m = (—¢,—¢+1,...,¢) die Vektoren a,, =
Jza,, = ma,, sowie

(s Ty 1) = (Tl Q1) = VL (L +1) —m(m +1).

Inwieweit ist damit die Normierung der v,, festgelegt?

oy Zeige

A6.1 Konfluente hypergeometrische Funktionen

Setzt man als Radialfunktion des CouLoOMB-Bindungsproblems

p(r) = r'e™"w(2u)

an, wobei u = A\r, \2 = —2’7?2]5, so erfiillt w die Kummersche Differentialglei-
chung
d? d
ud—;g—}—(b—u)%—aw:(), (%)

wobei b =2((+1),a=0+1+7, v = qu Eine Losung von (x) ist die
Kummerfunktion

u L.

) G

mit (a), =ala+1)...(a+n—1), (a)o = 1. n darf keine negative ganze Zahl
sein.

(1) Beweise folgende Integraldarstellung fiir M:

M(a,b,u) = F(bf(—clz)))f‘@/o eutte1(1 — t)bme1ar.
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(2) Zeige mittels (1) die Kummertransformation

M(a,b,u) =e“M(b—a,b, —u).

(3) Zeige: ist 2—0b keine negative ganze Zahl, so 16st u'~°M (1+a—b, 2—b, u)
die Gleichung (x). Folgere, dafl die zweite Losung von (x) lautet:

™ (Nﬂﬂmhm 1_,)M(1+a—b,2—)b,u))

Ula,b,u) = L ta—brm I'(@l'(2-b

sin b
Wie verhélt sich U fiir v — 0 und was bedeutet das fiir ¢?

(4) Finde das asymptotische Verhalten von M fiir |u| — oc:

w14+ O(lu|™"),  Re(u) >0
(=

o) u
M(a,b,u): ()
{ T (—u)™ (1 4+ O(Ju| ™)), Re(u) <0

F(b a)

U(a,b,u) verhdlt sich fir |uf — oo (mit Re(u) > 0) wie
u™ (14 O(|ul ).

H6.1 Algebraische Behandlung des Wasserstoffatoms

(1) In der klassischen Mechanik wurde der Lenzsche Vektor als

1
Kklassisch + — L X p

definiert. Zeige, dafi die entsprechende quantenmechanische Bildung
nicht hermitesch wire, sondern folgender, symmetrisierter Ausdruck
hermitesch ist:

K——+

2mQ(pr—pr).

(2) Definiere dimensionslose Groflen: r in Einheiten des Bohrschen Radius

ro = T:ZGQ,pm o) H in o und L in h. Zeige, dafl dann H = p* —
Warum ist [H, L]—O‘7

(3) Zeige, dafl in diesen neuen Koordinaten gilt:
z 1 r 1 1
K=—+4+=(L — L) ==+ =[L%p| = =[L* — 2r,p].
~tg(Lxp—pxL)=—+5[L%p] = 5] r,p]
(4) Zeige Lp=pL=Lx=xL=0 und mit der ersten bzw. zweiten Umrechnung

aus (3):
LK =KL=0 bzw. [Ln, K] = iemm;K;
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(5)

(6)
(7)
(8)

Zeige
T 5 T
K=—-px L—I—2p+; =—pz+ (pr)p+ -
Zeige K* = H(L?* + 1) + 1 mit der ersten Umrechnung aus (5).
Zeige [H, K;] = 0 mit der zweiten Umrechnung aus (5).

Zeige
[Km, Kn] = _iemnjHLj = —iémnijH. (**)

Tip: Nimm fiir K, und K, jeweils die letzte Form in (5) und betrachte
m # n. Nutze Symmetrieargumente, um sich weghebende Terme vor dem
Auskommutieren zu erkennen. Verwende die Identitét

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

lab, cd] = aclb, d] + alb, c|d + c|a, d]b + [a, c|db.

Da H mit K und L kommutiert, dndert das Anwenden von K bzw.
L die Energie nicht. Wir beschrénken uns daher auf ein festes E. Wir
betrachten nur £ < 0. (*x*) enthélt noch H, daher setzt man K’ = J%’
womit [K],, K| = i€,njL;. Definiere

[=(L+KY/2 J=(L-K/> (M

Zeige
Ly In) = i€mni L, [Imy Jn) = €mnjidi,  [Im, Jn] = 0. (IT)
Warum kommutieren I? und J? mit allen I; und .J; ? Warum sind i(i+1)

bzw. j(j + 1) mit 2i,25 € N die Eigenwerte von I? bzw. J??

Definiere Casimiroperatoren C = I? + J? und C' = I? — J?. Zeige
C = 4(L*+ K?)und ¢" = LK = 0. Folgere i = j und daf§ 2i(i 4 1)
die Eigenwerte von C' sind.

Folgere aus C' = 1(L*+ K'*) die Energieeigenwerte E; ' = —(2i+1)* =:

—n?. Zeige, daB der Energiewert ——5 die Entartung n? aufweist.

Priife nach, dal L tatséchlich ganzzahlige Eigenwerte hat. Zeige ¢ < n.

Bem: Da unter der Paritétsabbildung (r — —r) L in L, aber K’ in —K’
iibergeht, konnen Zustdnde unterschiedlicher Paritét dieselbe Energie haben.
Dies ist auch der Fall, denn fiir festes n ist 0 < £ < n (mit Paritéit (1))
moglich (vgl. (13)).
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(14) Schreibt man Lij = X3yP; — XTjp;, SO gllt La: = L23, Ly = Lgl, Lz = L12.
Fiihre nun eine zusétzliche Koordinate x4 mit Impuls p4 ein und setze
K! = Ly, Kz// = Loy, K = L3, Folgere aus den Kommutatoren der z;
und p; die Vertauschungsrelationen der L; und K. Die L;; sind genau
die Generatoren einer SO(4)—Algebra.

Bem: Fiir £ > 0 miissen in (I) komplexe Linearkombinationen gebildet wer-
den, damit (IT) gilt. Diese Algebra ist die der Lorentzgruppe SO(3,1). Diese
Gruppe ist im Gegensatz zu SO(4) nicht kompakt, daher ist das Energie-

spektrum kontinuierlich.

nach WOLFGANG PAULL, Zeitschrift fiir Physik 36 (1926) 336-363

H'7.1 Sphdrische Besselfunktionen

Die sphérischen Besselfunktionen j,(z) sind wie folgt definiert:

1d )Ksinz

2 dz

i) = (=)

z
Das Hauptziel dieser Aufgabe ist der Beweis der Identitat
0o l L
W = dm Y i Gollallyl) D Vom(0)Yom(30), (%)
=0 m=—/{

was die ebene Welle, d.h. die freie Teilchenbewegung, in Kugelkoordinaten
darstellt, wobei nach Kugelflachenfunktionen entwickelt wird.

(1) Definiere fiir alle Funktionen ¢, ¢ auf S? eine Bilinearform (.,.) iiber

(p.) = [ [ dodyotao)s(un)e=,

wobel g = ﬁ, Yo = ﬁ und dzg, dyy jeweils die Flachenelemente auf

S?% sind. Warum héngt die Form (.,.) noch von |z||y| ab?
Zeige (Lip, ) = (0, Li)).

(2) Folgere mit ¥ = Yﬁma %D = Yvﬁ’m’ aus (1) <}/ém7 Yv@m’) = Cfm(|x||y|)5éﬁ’5mm’~

(3) Berechne (L_Ypy, L_Yy,) unter Verwendung von (1) und von
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L YV = WA+ —mim—1) Vi
LY = WA+ —mim+1) Vi

Folgere com(|]|y|) = coe(|z||y]), weswegen nur ¢ (|z||y|) berechnet wer-
den muB, was schliefilich in (8) geschieht. Dazu brauchen wir die expli-
zite Form von Yy,:

20+1) 1

i (—2)%! (g +ix5)’"

Yie(wo) =

(4) Zeige fur

M= // — ia?) y0+zy )é woyollyl oo dy,

ot o\*
- (Z) M
i lfy|* (3@) (@

://dqzodyoei(mgngr%(z’w+z’w))|xy|,

wobei z = xf +ixd, w =yy + 1y3, 2 = az, a € C.

= / / d‘rodyoe“:vofyaﬂxuy"

wobei y, = (Re(a )yo + Im( )y5, Re(a)ys — Im(a)yg, y5)- Zeige ferner,
daB |y,|? = |a|?sin® ¥ + cos? ¥, wobei ¥ der Polarwinkel von y ist.

daf3

(5) Zeige

(6) Fiihre die xo—Integration aus (lege dabei y, jeweils in z—Richtung)

und zeige so
@) =t [ a2l
|z[yl[Yal

(7) Setze 0 = |z||y||ya| und zeige die Identitéit

9 _«a
oa 2

20,12 wi 2
x|?|y|” sin® 9 ——.
oy sin v
Folgere

o\" 4T 10 sinp
s M _ 20
(3@) (@lazt = 520 (00@) 0

/ dyo sin** 0.
o=lz|ly|
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(8) Zeige mit

us

/2 d sin2et! i1 Lla+1I(O+1)
0

T T e+ b+ 2)
dafl
(L) 44(01)2
o 2 VAN
M = 8 Gullellvl) 5y y = 167 (\xHyl)(%Jr I

Folgere ce(|x|ly|) = 4mi®je(|z|ly]).
(9) Zeige nun (x). Begriinde dazu zunichst, warum folgende Entwicklung
gilt:
¢V =% A Bu (12 |y]) Yormr (20)Y e (40)-

fml'm’

(10) Zeige, daB j, die freie radiale Schrodingergleichung zum Drehimpuls ¢

st w0 g L Bk
2 +1)Y\ .
5= ( + ( )> Je(kr) =

or2  ror 72

Benutze dazu (*) und die in der Vorlesung bewiesene Identitét

m jg(kﬁ?‘)

A0 20 1
COr2  ror k2?2

(11) Zeige M(0 4 1,20 + 2,2ikr) = D™ 5 (kr). Verwende dazu die

2001 (kr) )
Integraldarstellung der Kummerfunktwn aus A6.1.1 und zeige (es ist
z = kr):
. (26 + 1)' ikrx 2\¢
M+ 1,204 2,2ikr) = ST ‘)2 _1d:ve (1 —2z%)
(26 + 1)' 1kr
- 22e+1(g|)2 fe(2).

Zeige dann fy(z) = — 575 fe+1(2) und folgere induktiv fy(2) = 24101 274, (2).

(12) Folgere aus (11), daB j,(2) fiir z — 0 regulér ist: jy(2) = %zz—l—(’)(zeﬂ).



Kapitel 3

Formale Grundlagen der
Quantenmechanik

3.1 Die Schrédingergleichung fiir N Teilchen

In den beiden ersten Kapiteln haben wir nur die quantenmechanische Be-
schreibung eines einzigen Teilchens studiert. Die Beschreibung eines Systems
von N Teilchen wird allerdings durch diese Untersuchungen bereits fast
erzwungen. Wir erwarten, dafl in diesem Fall das System durch eine
Wellenfunktion ¢ (zq,xs,...,2N,t) beschrieben werden muf}, wobei
|U(x1, 29,...,x N,t)|2 die Wahrscheinlichkeit angibt, zur Zeit ¢ die Teilchen
1,2,..., N an den Orten 1, x3, ..., xy zu finden. Diese Wellenfunktion sollte
deshalb in allen Variablen quadratintegrierbar sein; préiziser gezeigt: setzen
wir, wie im Einteilchenfall:

w(l'l,...,.ZCN,t) = w(t)(xl,...,l‘]\[),
so ist

/d3x1~--d3xN W(t)(xl,--wa”Q =1,

d.h. () € L2R?N). Der HILBERTraum L£2(R3Y) besitzt das natiirliche Ska-
larprodukt

<90790/> = /del‘”deN So(xl,...,LE’N>§0/(§U1,...,LEN)

und wir erhalten eine abzédhlbare Basis, indem wir z.B. die folgenden Pro-
duktfunktionen wéahlen

SOCHWO&N(LUIW":I‘N) = @al(Il)"'QOQN(IN) )

84
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wobei @, (x) jeweils eine normierte Eigenfunktion des harmonischen Oszil-
lators ist (a = (I3, 12,13); Vergleiche 1.7). (Der Beweis hierfiir ergibt sich in
kompletter Analogie zum Beweis der Vollstandigkeit der Oszillatoreigenfunk-
tionen.) Die SCHRODINGERgleichung fiir N Teilchen sollte die Form

0
h—y(t) = Hyy(t
haben, mit der formalen Lésung

e(t) = U(t)vo

mit
U(t) = exp {—%tHop} ,

wobei 1y die Startwellenfunktion zur Zeit t = 0 ist. Zur praktischen Bestim-
mung von U(t) sind, wie in den vorangegangenen Kapiteln, die Eigenfunk-
tionen g von H,, zu bestimmen:

HopQDE = EQOE

Fiir den Fall, dafl g quadratintegrierbar ist, gilt: wird das System durch
die Wellenfunktion ¢g beschrieben, so verschwindet, wie im Oszialltorpro-
blem und bei den entsprechenden Eigenfunktionen des CoULOMBproblems
die Energieunschérfe dieses Systems und die Energie ist eindeutig bestimmt;

Y(t) = e op

ist Losung der SCHRODINGERgleichung und die allgemeine Losung wird durch
Uberlagerung dieser Einzellosungen erzeugt. Der HAMILTONoperator selbst
kann, mit Hilfe des Korrespondenzprinzips bestimmt werden: Ist die klassi-
sche HAMILTONfunktion durch H(py,...,pN,21,...,2N) gegeben, so haben
wir in diesem Ausdruck nach Kapitel 1 offenbar lediglich p; durch —iAV} zu
ersetzen. Fiir ein System von N Teilchen mit rotationssymmetrischen Zwei-
teilchenwechselwirkungen ist:

N 2
p
H(p,...,pN,21,...,2N) = g _277§k+5 Via(Jzge — 1)
=1 k<l

und damit

N
h2
Hp = =Y oD+ > Viallo, —zl) -
’ o 2 k+k<l pllee =)
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Die Bestimmung der Wellenfunktionen fiir ein System von N Teilchen ist
damit nur noch ein technisches Problem; der strukturelle und konzeptionelle
Rahmen der Quantenmechanik scheint damit in sich abgeschlossen vorzu-
liegen. Wir haben allerdings vorab noch zu klaren, was es physikalisch be-
deutet eine Startwellenfunktion vorzugeben, um damit die zeitabhéngigen
Wellenfunktionen eindeutig festzulegen. Diesem Problem stellen wir uns in
Abschnitt 3.4. Uberdies wollen wir in diesem Kapitel noch einige techni-
sche Werkzeuge bereitstellen, um die Bestimmung von Eigenfunktionen und
Eigenwerten des HAMILTONoperators in komplizierten Féllen zumindest ap-
proximativ zu losen. Im néchsten Kapitel werden wir allerdings sehen, dafl
der oben geschilderte Rahmen der Quantenmechanik noch nicht ganz aus-
reicht, sondern ergédnzt werden mufl. Es wird sich ndmlich herausstellen, dafl
es auf der Ebene der Quantenmechanik eine neue Observable gibt, die in
der klassischen Physik nicht auftritt. Diese neue Observable ist ein inne-
rer Teilchendrehimpuls, der sogenannte Teilchenspin. Eine Konsequenz ist,
dal Teilchen und Teilchensysteme nicht durch komplexwertige Wellenfunk-
tionen, sondern im Allgemeinen durch Wellenfunktionen mit Werten in kom-
plexen Vektorrdumen beschrieben werden miissen. Ebenso kann der HAMIL-
TONoperator nicht mehr einfach durch das Korrespondenzprinzip bestimmt
werden, wenn tatsdchlich Wechselwirkungen mit diesem Spinfreiheitsgrad
vorliegen. Der Grund ist einfach der, daf es in der klassischen Physik diesen
Spinfreiheitsgrad nicht gibt. Diesen neuen Freiheitsgrad werden wir allerdings
erst im néchsten Kapitel studieren. Zunéchst wollen wir aber eine neue, in
der Quantenmechanik iibliche Notation einfiihren!

3.2 Diracnotation: Bras und Kets

Der englische Physiker DIRAC hat eine in der Quantenmechanik weitverbrei-
tete Notation eingefiihrt, die wir bisher nicht benutzt haben, weil sie einiger
Erkldrungen bedarf. Wenn ¢ € £2(R3) eine Wellenfunktion ist, so schreibt er
hierfiir |¢) und nennt dieses Symbol den ,, Ket |)“. Uberdies numeriert er die-
ses Symbol durch die Eigenwerte von symmetrischen Operatoren Aq, As, As,
die miteinander kommutieren. Im Fall des harmonischen Oszillators wird z.B.
jeder Figenzustand des HAMILTONoperators durch die Eigenwerte der drei
Operatoren A; = a;, a;_ festgelegt (Vergleiche Ubung 3.), wobei

I ia+)\.i P e
i+ = \/§ :F)\Zﬁx’ il ) i — A .
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Fiir unsere gefundenen Eigenfunktionen ;,;,;, (Vergleiche 1.7 und Ubung 3.)
gilt

Az’@zlzglg = li90111213

und

3
1
Hopsplllglg) = (Z hu}l (lz + 5)) (,0111213 .
i=1

DIRAC schreibt deshalb

Ouints = |l 12, 13)

und
Aglli b l3) = bl b, 1s)
Im Fall der freien Bewegung sind die Eigenfunktionen des HAMILTONoperators
durch ebene Wellen
1 .

— = aripT
Vol®) (2rh)E

[SI[oY

gegeben. Die drei entsprechenden Operatoren Ay sind offenbar jetzt durch
die Impulsoperatoren

0
k . .
Pop = per
gegeben. Deshalb schreibt DIRAC
Yp(z) = |p1,p2,p3)

= |p)
und
phlp) = pFlp) .

Fiir das CouLoMBproblem kénnen wir A; = H,,, Ay = L? und A3 = L3
setzen und schreiben dann an Stelle der Eigenfunktionen die Ketsymbole:

|E,l,m)
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mit
H,|E l,m) = E|E ,m)

LAE,l,m) = RA(I+1)|E,1,m)
Ls|E l,m) = hm|E,l,m) .

Bisher haben wir somit an Stelle von Wellenfunktionen lediglich neue Sym-
bole eingefithrt. DIRAC ordnet ferner jeder Wellenfunktion ¢ eine lineare
Funktion @ : H — C zu, die wie folgt definiert ist:

o) = (o, 9)
fiir alle ¢ € £L%(R?). Er nennt ¢ ein ,,Bra* und schreibt

) = ()

— [ @),

weil @ durch das ,,Bracket® (p|t)) definiert ist. Ersetzen wir ¢(x) durch ,(z),
so erhalten wir offenbar

W) = —— [ i)
(2mh)>?

= (3)

wobei F' die FOURIERtransformation ist. Offenbar gilt:
e

entspricht der Wellenfunktion

[ o) v
wir finden hierfiir

/wp(x) (p, ) d’p = %(2710% /dgp er ) (F=1y) (%)

= (FF)(z) = d(x) ,
d.h. formal gilt

/d3p Ip)(p| = id.
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Eine analoge Formel finden wir fiir die Kets |1, ls, l3) auf Grund der Tatsache,
dafl die Funktionen ¢y, ;,;, eine Orthonormalbasis bilden:

Z 1, Lo, ) (L, lo, U = id

l1,l2,l3

Im letzteren Fall ist lediglich ein Integral durch eine Summe ersetzt. Zusétz-
lich zu den betrachteten Bras und Kets fithrt DIRAC den Ket |2') = |2, 2%, %)
ein, der formal ein Eigenzustand der Ortsoperatoren ist:

dhyle) = 2y .

Eine entsprechende Wellenfunktion ¢,/ (z) finden wir zunéchst nicht. Setzen
wir jedoch

Yo(x) = oz —2a),
so gilt
rl dx—1") = 20(x — 1)

op ‘
= 2"§(x —2')

wie gewiinscht. Ohne Zweifel ist diese Definition gekiinstelt; es gilt aber for-
mal fiir jede Wellenfunktion

Wlo) = [ d sl - )l
= olz),
sowie
/d3:1:’ |z') (2| = id,
wie man mit den gleichen Argumenten wie vorher zeigt.

Die DirACnotation ist mathematisch mehr als fragwiirdig, weil sie mehr ma-
thematische Probleme aufwirft, als sie wirklich 16st. Sie erlaubt allerdings
gelegentlich eine praktische Buchfiihrung fiir unsere Wellenfunktionen. Zum
Beispiel gilt fiir die CouLoMBwellenfunktionen:

<x|E> L m> = @Elm(x)
und fiir die Oszillatorwellenfunktionen

<.’L‘|l1l2l3> = @115253<$),
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d.h. der Funktionswert der Wellenfunktionen 148t sich einheitlicher notieren.
Ebenso wird die FOURIERtransformation transparenter:

Ble) = WHE ) (2)

ist offensichtlich eine kompaktere Notation. Zur Vervollstandigung sei noch
bemerkt, dafl auch die Brackets (z”|z") und (p|p’) einen Sinn besitzen:

(2|2")y = /d3x 6(x — 2" )d(x — ")
_ 5(33,—%”)

und

(plp') = Py or® P

3.3 Selbstadjungierte Operatoren

Unsere Vorstellung der DIRACnotation benutzte wesentlich, dal unsere Wel-
lenfunktionen simultane Eigenfunktionen von drei kommutierenden Opera-
toren waren. Fiir die Beschreibung eines Teilchens ist die Anzahl dreier Ope-
ratoren tatséchlich der generische Fall, obwohl sich auch Beispiele mit mehr
oder weniger Operatoren konstruieren lassen. Allgemein werden Wellenfunk-
tionen in der DIRACnotation durch ein System von n kommutierenden Ope-
ratoren gekennzeichnet, deren simultane Eigenfunktionen eine Basis fiir den
quantenmechanischen HILBERTraum erzeugen. Die Eigenwerte miissen re-
ell sein, wenn diese Operatoren physikalische Observablen darstellen sollen.
Tatséchlich gilt die schérfere Bedingung, dafl diese Operatoren selbstadjun-
giert sein miissen. Wir stellen kurz die wichtigsten mathematischen Resulta-
te zusammen: Sei H ein HILBERTraum und sei A : D(A) — H ein linearer
Operator mit dichtem Definitionsbereich D(A) C H. Sei ¢ € ‘H mit der
Eigenschaft: Es gibt ein ¢’ € H mit

(¥, Ap) = (W, )

fiir alle p € D(A). ¢’ ist eindeutig bestimmt, denn falls ¢)” die gleiche Eigen-
schaft besitzt, so ist

(W' =4 ) =0
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fir alle ¢ € D(A), d.h. ¥" — 4" = 0. Sei D(A*) C 'H der Unterraum aller
1 € H, fiir die ein solches v existiert. Wir setzen

Ay =y
und erhalten einen linearen Operator A* : D(A) — H. A* heifit der zu A ad-

jungierte Operator. Sei A symmetrisch. A heifit selbstadjungiert, falls A* = A
und D(A) = D(A*) gilt. A heifit hermitesch falls D(A) = H.

Die von uns bisher studierten Operatoren A waren nur symmetrisch. Zusétz-
lich waren sie noch, ohne dafl dies erwéhnt wurde, wesentlich selbstadjungiert,
d.h. es gilt: Ist ¢, CAuCHYfolge und Ayp,, CAUCHYfolge mit « = lim 1, und

n—oo

B = lim Ay, und sind ¢/, und Ay!, CAaucHYfolgen mit lim ¢!, = a, so ist
lim Ay! = . Hieraus folgt, daf§ der Definitionsbereich von A durch Hinzu-

nahme von CAUCHYfolgen so erweitert werden kann, daf§ A selbstadjungiert
wird.

Der entscheidende Punkt ist nun, dafl nur selbstadjungierte Operatoren die
Eigenschaft besitzen, ein reelles Spektrum von Eigenwerten zu haben. In end-
lichdimensionalen Rdumen sind die oben aufgefiihrten Eigenschaften samt-
lich trivial erfiillt. In unendlich-dimensionalen Réumen miissen sie hingegen
beachtet werden. In der Vorlesung werden wir i.A. nur solchen Beispielen be-
gegnen, wo Operatoren auftreten, die wesentlich selbstadjungiert sind. Wir
werden deshalb im Einzelfall nicht prézise den Definitionsbereich der Ope-
ratoren spezifizieren. In den ersten beiden Kapiteln haben wir iiberdies das
reelle Spektrum direkt berechnet.

3.4 Die Festlegung der Startwellenfunktion:
Ein Mef3prozef

Charakteristisch fiir die Losungsstruktur der SCHRODINGERgleichung ist die
Existenz eines unitéren Zeitentwicklungsoperators U(t) mit der Eigenschaft:
Ist ¥ die Wellenfunktion fiir ¢ = 0, so gilt

() = U)o,
U©O) — id,

ist eine Losung der SCHRODINGERgleichung

o,
o tb(t) = Hoh(t) .
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Formal gilt

i

) = oL

]

wobei wir durch die Bestimmung eines vollstdndigen Satzes von Eigenfunk-
tionen von H,, der formalen Exponentialreihe einen prézisen Sinn verleihen
konnen. Jede Startwellenfunktion ist im Prinzip erlaubt. Dies stellt uns nun
allerdings vor ein grofles Dilemma: In der klassischen Mechanik ist der zeitli-
che Verlauf einer Bewegung durch Vorgabe von Anfangsort und Anfangsge-
schwindigkeit bestimmt. In der Quantenmechanik mufl eine komplette, kom-
plexwertige Funktion von drei Variablen (fiir ein Teilchen) vorgegeben wer-
den. Zunéchst ist dies Unsinn, da ein Experiment, das eine solche Funktion
eindeutig realisiert, iiberhaupt nicht zu existieren scheint. Hier hilft folgendes
Gedankenexperiment weiter: Wir stellen uns vor, daf} fiir Zeiten ¢ < 0 ein
Potential der Form

3

V(z) = 5 > wilwk — )

k=1

vorliegt. Die Eigenfunktionen sind nach Abschnitt 1.7 durch die Funktionen

@lll213('x> = g0511213(x—y)

gegeben, da wir den Oszillator lediglich um den Vektor y verschoben haben.
Die Energieeigenwerte dieser Funktionen haben die Form

: 1
E = how | I + =) -
dotes(1+3)
Mit Absicht haben wir die Frequenzen w; verschieden gewahlt, da wir so er-
reichen konnen, dafl iber einen sehr grofien Energiebereich keine Energieent-
artung vorliegt, d.h. dafl zu einem Eigenwert nur eine Wellenfunktion gehért.
Wir setzen jetzt ein Teilchen in dieses Oszillatorpotential und verlangen, dafl
die Energie dieses Teilchens genau gleich einem der oben definierten Eigen-
werte ist. Diese Tatsache kann offenbar durch eine einzige Messung iiberpriift
werden. Dann mufl das Teilchen die zugehorige Wellenfunktion @;,,., () be-
sitzen, weil die Energieunschérfe in diesen Zustédnden verschwindet; d.h.: ei-
ne einzige Messung der Energie kann die Wellenfunktion @y,;,;,(x) festlegen.
Durch Verschiebung des Oszillators, (d.h. durch Anderung von y), durch
Variation der Frequenzen w;, sowie durch Anderung der Teilchenenergie 148t
sich die Funktion @y, ;,;, () nahezu beliebig verédndern, so dafl es eine zuléssige
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mathematische Extrapolation ist, wenn wir annehmen, dafl auf diese Weise
jede beliebige Funktion 1y € L£2(R3) erzeugt wird. Wir kénnen diese Ex-
trapolation noch dadurch unterstiitzen, daf§ wir uns das Oszillatorpotential
noch weiter so modifiziert denken, dafl schliellich zum vorgegebenen Ener-
giemeflwert die vorgegebene Startwellenfunktion Eigenfunktion ist.

Nach dieser Vorbereitung der Startwellenfunktion schalten wir das Oszilla-
torpotential ab, und das eigentlich interessante Potential unseres zu Anfang
vorgegebenen HAMILTONoperators ein. Der Zeitentwicklungsoperator ergibt
jetzt die fiir alle positiven Zeiten eindeutig definierte Wellenfunktion

Y(t) = U)o,

mit deren Hilfe alle weiteren interessanten physikalischen Eigenschaften (Ort-
wahrscheinlichkeiten, Erwartungswerte physikalischer Grofien, usw.) berech-
net werden konnen.

Entscheidend an unserem Gedankenexperiment zur Festlegung der Startwel-
lenfunktion ist die Tatsache, dafl scharfe MeBwerte physikalischer Gréfien an
feste Wellenfunktionen gekoppelt sind. Im obigen Beispiel war dies die Ener-
gie; die Drehimpulsoperatoren haben aber auch diese Eigenschaft, und man
kann deshalb die Startwellenfunktionen auch durch andere Messungen fest-
legen, als wir es fiir die Teilchenenergie im Oszillatorpotential beschrieben
haben. Wichtig ist, dafl der urspriingliche Zweifel, unsere Startwellenfunktio-
nen iiberhaupt physikalisch realisieren zu kénnen, nunmehr beseitigt ist.

Ein letzter Punkt bleibt noch nachzutragen: Unsere Startwellenfunktionen
kénnen offenbar noch mit einer komplexen Zahl ¢ mit |¢| = 1 multipliziert
werden, denn in unserem Gedankenexperiment ist jeder normierte Eigenzu-
stand des HAMILTONoperators nur bis auf eine solche Phase eindeutig be-
stimmt. Diese Phasenfreiheit 148t sich grundsétzlich nicht beseitigen. Wir
sehen aber, dafl hiervon sdmtliche physikalischen Eigenschaften unberiihrt
bleiben. Wenn wir die Startwellenfunktion vy durch ciyg ersetzen, gilt:

U(t)o geht iiber in cU(t)vy ;

die Ortwahrscheinlichkeit &ndert sich nicht und das gleiche gilt fiir alle Er-
wartungswerte der Form

(U(t)o, OU(t)eo)

durch die alle anderen physikalischen Grofien nach Kapitel 1 bestimmt sind.



KAPITEL 3. FORMALE GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK94
3.5 Storungstheorie

Zum Schluf} dieses Kapitels wollen wir noch ein technisches Hilfsmittel be-
reitstellen um die Eigenfunktionen und Eigenwerte eines HAMILTONoperators
approximativ zu berechnen. Unser Hilfsmittel ist nur dann wirksam, wenn
dieser HAMILTONoperator aus zwei Teilen besteht, dessen erster Hauptteil ein
Operator mit bekannten Eigenfunktionen und Eigenenergien ist, und dessen
zweiter Teil ein als klein anzusehendes Stoérpotential darstellt. Unser Ver-
fahren wird ,, Stérungstheoretische Berechnung® von Energieeigenwerten und
-Funktionen genannt und 148t sich am kompaktesten in Form der folgenden
, Betriebsanleitung® schildern:

Gegeben sei ein HAMILTONoperator der Form
H,, = Hy+ H' (3.1)

Die Eigenfunktionen von Hy und die Eigenwerte E seien bekannt. Ziel ist die
approximative Berechnung der Eigenfunktionen und Eigenwerte von H,,.
Man geht wie folgt vor

(1) Man fiihrt den von allen Eigenfunktionen mit Eigenwerten F < E,,,
aufgespannten Vektorraum W ein. Dieser Vektorraum ist i. A. endlich
dimensional (was wir hier annehmen). Es gilt

W = aVy (3.2)

wobei Vg von allen Eigenfunktionen mit Eigenwert E aufgespannt ist.
Fiir Vg wihlen wir eine O-Basis ¢, mit (¢,|1g) = dag, (Vu|H'1p5) =
AV,045 und setzen E, = E + AV,. Falls Vg eindimensional ist, ergibt
sich fiir festes E ein einziger Vektor. Wird dieses Verfahren fiir alle
E < E,,.. wiederholt, erhalten wir eine O-Basis 1, fiir ganz W.

(2) Sei P der er Projektor auf W. Wir betrachten H = Hy+ W mit Hy =
PHyP, W= PH'P, H= PH,,P. H ist jetzt ein symmetrischer linea-
rer Operator im endlichdimensionalen Vektorraum W. Wir setzen:

H(\) = Do+ AW (3.3)

wobei

<¢a|D0¢/3> = Eaéaﬁ (34)

(ol Wiis) = (Yol H's) fir o € Vs, ¥ € Vip und E # E'.
=0 sonst. (3.5)
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Wir nehmen an: E, # Ej fiir alle o, § mit a # .

Dann gilt H(1) = H. Die Eigenwerte von H(1) sind néherungsweise
gleich den Eigenwerten von H,,.

(3) Wir fithren den unitéren Operator U(\) ein mit:

HNUN) = UMD (3.6)
wobei
(Ya| D(AN)pg) = Ea(N)das
UNUN) = id

Dann gilt R
H(l)U(l)% = Ea(DU(l)wa (37)
d.h. mit E,(1) und U(1), liegen sdmtliche Eigenvektoren und Eigen-

werte von H = H(1) vor. D(\) und U(\) werden durch einen Potenz-
reihenansatz berechnet:

D(\) = i Dy \* (3.8)
k=0
U(\) = i Up\F, Uy = id (3.9)

In n-ter Niherung is D(\) = >} DiA* und U(N) = Y7, UpAF und
damit gilt fiir die Eigenwerte und Eigenfunktionen von H in n-ter Ord-

nung;:
UL)a =Y Utha (3.10)
k=0
Ea(1) = ($al Ditba) (3.11)

k=0

Einsetzen von (3.8) und (3.9) in (3.6) liefert:

00 o) k
DyUy + Z M (Don + Wqu) = Z AF (Z Ulel> + UoDy
k=1

= k=1 =0

3 (Z U,;*_lUl> A =0 (3.12)

k=1 =0
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Beachte Uy = id. Der Vergleich der Koeffizienten von A\* liefert
- k
[Do, Up] + WUy = Z Ur—1Dy
=1

und

k—1
Uf+Uc+ > U0 = 0.

=1

Aus diesen Gleichungen koénnen die linearen Operatoren Uy und Dy
rekursiv bestimmt werden. Zu beachten ist, dafl definitionsgeméaf3

<¢a7 Dk¢ﬁ> = Dkaéaﬁ
gelten mufl. Wegen H(0) = Do und U(0) = U, gilt fiir k = 1

[Do, Uy +W = D .

Bilden wir hiervon Matrixelemente zwischen den Vektoren 1, und v,

so folgt:
ol D1tba) = (Wa|Wiba) =0
= vy = LT g v v eV B2 R
a— =B
=0 sonst.

Fiir £ = 2 finden wir

[Do, Us] + WD, = D,

= <¢a|D2¢a> = — Z <¢O¢|HE@{}:>_<%|H¢Q>
ﬁ (6

Summiert wird nur iiber alle 8 mit ¢3 ¢ Vi falls ¢, € Vg

Es folgt somit: R
Die Energieeigenwerte E, (1) von H haben in zweiter Ordnung die Form

_ B, Z ¢a|H;/’:_¢B|HI¢a>

(3.13)

In erster Ordnung gilt fiir die Eigenfunktionen

%+Zw¢ﬂ|}w‘”> (3.14)
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Liegt 1), in Vg, so gilt nach der Definition von E,

E, = E0+<wa|H/¢a>'

_ (ba|H"pg) (| H o)
= Ea(l) = EO + <wa‘H/¢a> - Zﬁ EZ_EZ
Bemerkung:
Falls W die Eigenschaft hat, dafl ein zusétzlicher symmetrischer Operator A
in W existiert mit [A, Hy|] = [A, H'] = 0, so zerfillt W in Eigenrdume W; von
A zu Eigenwerten \; von A und das gleiche gilt fiir V.

Ve = @iVei
W, = ®;Vg

Zusétzlich gilt dann: H'W; C W;. In diesem Fall konnen wir die storungs-
theoretische Berechnung auf den Unterraum W; beschranken und ansonsten
genauso ausfithren wie zuvor beschrieben.

Wie jede Betriebsanleitung, so bedarf auch die obige einiger Kommentare
(Vergleiche Anleitung zur Aufstellung des Biicherregals ,Billy“ der Firma
IKEA).

(1) Das Verfahren ist nur definiert, wenn die Groflen Ej tatsdchlich fir
a # (3 verschieden sind.

(2) In diesem Fall ist v, (bis auf eine Phase) eindeutig im zweiten Schritt
bestimmt worden.

(3) Die Vektoren v, werden jeweils in den Réumen Vg bestimmt. Korrekt
geschrieben, miissen sie mit ¥ bezeichnet werden. Der Index F wurde
weggelassen, um die Notation zu vereinfachen, (in der Hoffnung, da8
der geneigte Leser diesen Mangel an Pedanterie verzeiht).

(4) Analytisch kann dieses Verfahren nur durchgefithrt werden, wenn die
Dimension der Raume W, Vg usw. < 3 ist. Ansonsten miissen Compu-
ter eingreifen. Das Verfahren ist leicht programmierbar.

(5) Werden Computer eingesetzt, so gibt es jedoch konkurrierende Ver-
fahren mit gréflerer Effizienz, die sich allerdings schwieriger darstellen
lassen.
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Das Verfahren kann zur Berechnung der Energieverschiebung der Energieei-
genwerte des Wasserstoffatoms in einem homogenen elektrischen Feld heran-
gezogen werden. In diesem Fall ist

H = Hy+H' .
mit
und

H = e|E|z,

wenn das elektrische Feld in die z-Richtung zeigt. W werde nur von den
Zustanden in den beiden untersten Energieniveaus Ei, Fy erzeugt. Hy und
H' kommutieren mit L3; wir konnen deshalb unser Verfahren auf Zusténde
mit

Lyyp = hmy
(m fest) separat anwenden. Wir betrachten nur den Fall m = 0. Damit folgt:

W = Vg + Vg, ,
wobei gilt (Vergleiche Ubung 8.)

(a) Vg, wird durch die Funktion Rio(r)Ypo allein aufgespannt.
(= 11 = Ry0Yoo; Unterstes Energieniveau = E = E) + (¢, H'ty)).

(b) Vg, wird durch die Funktionen

@ = Ry(r)Yoo,
¢ = Ro(r)Yi

aufgespannt. Es ist

=0
und
(p, H'¢) = «a
S = (o) = —(p—¢)
V3 V3
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(c) Die nichtverschwindenden Matrixelemente von W sind

(. 75) = (70
— (, B
= S5 HY)
= p

<¢1,W¢3> = ¢3,/W7¢1>
= (¢, H'p3)
— L my)

V2
= -3.

Damit konnen die Wellenfunktionen in erster und die Energien in zweiter
Ordnung komplett hingeschrieben werden. (Vergleiche Ubung 8.).

Es ergibt sich, dafl die Wellenfunktionen Mischungen aus Beitrdgen von Ku-
gelflachenfunktionen mit verschiedener Drehimpulsquantenzahl [ sind, wenn
das Wasserstofatom einem elektrischen Feld ausgesetzt ist. Dieser Vorgang
wird als STARKeffekt bezeichnet. (Durch ihn werden im Wasserstoffatom
Strahlungsiibergange moglich, die ohne elektrisches Feld verboten sind).

3.6 Ubungsaufgaben

A8.1 Der Zeemaneffekt (ohne Spin)

Der HAMILTONoperator fiir ein Teilchen (Ladung g, Masse p) in einem elek-
tromagnetischen Feld, gegeben durch das Vektorpotential A und das skalare
Potential ® iiber

10A

E=-V®——-— und B =rotA,
c ot

lautet ] )
_ (1
He=yoo (r—24@.0) +a@ (),

d.h. die Operatoren p und = werden in die HAMILTONfunktion eingesetzt.
Wir betrachten ein Wasserstoffatom in einem homogenen, zeitlich konstanten
Magnetfeld B.
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(1) Zeige, dafl ein Vektorpotential fiir dieses B gegeben ist durch

A= %B X .
(2) Zeige, daBl A der CouLOMBeichung divA = 0 geniigt. Warum ist
(4,p) = (p, A)?
(3) Zeige
2 2 2
P e e e’
g=2 _ . %1
2u 1 + 2,uc< L)+ 22
Ho H'

(4) B liege oBdA in z—Richtung. Zeige, dal die Eigenfunktionen ,,4,,, von
H, die CourLomMB—-Eigenfunktionen sind und die Energien wie folgt
verschoben sind:

e? 1 eB e? 1 h?
Enm:__i h— = - +hw ) = ohr = — 5
¢ 2rg (n+ £+ 1)? * 2,ucm 2rg N2 /LM, To = TBoh pe?
mit der LARMORfrequenz wy. Diese Verschiebung hat H.A. LORENTZ
1895 klassisch hergeleitet. Von heute aus gesehen, ist es erstaunlich,
dafl sein Ergebnis stimmt.

(5) Bei starkem B wird H' relevant. Vergleiche den in B linearen und
quadratischen Term von H und schéitze mit r =~ ry ab, wann beide
Terme gleich grofl werden.

(6) Zeige

22 K22 2
H = ¢ r?sin®9 = YL (L sin? 9.
8/uc2 2e2/ryg \ro

Die Energiekorrekturen AEY bzw. AEY in erster bzw. zweiter Ordnung und

die Korrektur A;/}él) der Wellenfunktionen in erster Ordnung Storungstheorie
lauten

H'|Yha ',
D= ol ), Ay = 3 W), Z'W' _@;y

(7) Um den Einflufl von H’ zu beriicksichtigen, sind also Matrixelemente
der Storung zu berechnen. Zeige, dal die Matrixelemente von H' nur
zwischen Zusténden gleicher Paritét und gleicher m—Quantenzahl nicht
verschwinden.
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(8) Verschwinden Matrixelemente verschiedener energieentarteter Zustéande
nicht, so sind obige Formeln wegen des Energienenners nicht definiert.
Man mufl dann einen Basiswechsel vornehmen, so daf3 diese Matrixele-
mente in der neuen Basis diagonal werden. Diskutiere so die Matrix
(ném|H'|n’t'm') fir N, N' < 3.

(9) Berechne die jeweils niedrigste Energie— und Wellenfunktionskorrektur
zu [000).

H8.1 Der lineare Starkeffekt

Die Bindungszustéinde eines Wasserstoffatoms werden durch Wellenfunktio-
nen

%em(?"a v, QD) = Rnﬁ(r)nm(ﬁv 90)

beschrieben, die der stationdren Schrodingergleichung geniigen:

h? e?

N =LY @) = Bt @), B =~ —
Q,U r ntm\ L) = LingWPnem\T), Ling =

H0¢n€m = ( _2—TO m

Das Atom befinde sich in einem homogenen, zeitlich konstanten elektrischen

Feld E.

(1) Begriinde, warum das Feld E ein zusétzliches elektrisches Potential
V= (E,d)=H'

bewirkt, wobei
d= —ex

definitionsgeméf das Dipolmoment ist. Betrachte im folgenden H' als
Storung.

(2) E = |FEl|e, liege oBdA in z—Richtung. Zeige, dafl H" in Polarkoordina-
ten lautet:
H'(r,9,¢) = e|E|rcos .

(3) Zeige, dafl die Matrixelemente von H' nur zwischen Zustédnden verschie-
dener Paritdat und gleicher m—Quantenzahl nicht verschwinden.

(4) In welcher Ordnung der Storungstheorie verschiebt sich die Energie des
Grundzustandes des Atoms im Feld E? Berechne die Energie und die
Zustandsbeimischungen in jeweils niedrigster Ordnung (betrachte nur
Beitrage mit N =n+/(+1<2).
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Das Energieniveau mit N=2 des ungestorten Atoms ist vierfach entartet:
Ey0=Fy;. Die Zusténde werden durch Quantenzahlen (/=m=0) und (¢=1,
m=0,£1) beschrieben.

(5) Wie spaltet dieses Niveau nun auf? Berechne die gestorten Wellenfunk-
tionen v, und ihre Energien in erster Ordnung durch Diagonalisieren
der Matrix von H'.

(6) Berechne die Erwartungswerte (1,|ds|1,) des induzierten Dipolmo-
mentes.

(7) Berechne, skizziere und diskutiere die Wahrscheinlichkeit

fe'e) 27
Wa(ﬁ)—/o err/O deltpa(r, 9, ),

das Elektron mit Wellenfunktion 1, im Gebiet zwischen ¥ und 9 + dv
zu finden.

(8) Diskutiere Unterschiede und Gemeinsamkeiten mit dem ZEEMANeffekt
aus A8.1. Fiir welches Verhéltnis % haben die beiden Effekte die gleiche
GroBenordnung?

Hinweise:

Rt = 5 )= (2 £) 675 o) = i £,
2

Y00(197<)0) = \/%7 }/10(19730) =/ %COS@, f()oo drr"e—ﬁ = an—‘,—ln!’ To = TBohr = %-




Kapitel 4

Rotationssymmetrie und
Spinoren

4.1 Raumspiegelungen und Raumdrehungen

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit Symmetrietransformationen in der
Quantenmechanik beschéftigen. Allgemein ist eine Symmetrietransformation
ein unitidrer Operator U im HILBERTraum der Wellenfunktionen mit der
Eigenschaft, da§ der HAMILTONoperator H,, mit U kommutiert, d.h.

U, H, = 0,
oder, dquivalent hierzu:
U'H,U = H,.

Wir betrachten zunéchst ein einziges Teilchen beschrieben durch eine Wel-
lenfunktion ¢ € L2(R?). Ist ¢ eine Eigenfunktion von H,, so gilt:

Hop(p = E@?
= H,Up = EUyp;

d.h. mit ¢ ist auch Uy Eigenfunktion.

Die einfachsten Beispiele fiir solche Symmetrietransformationen werden durch
Transformationen des R? selbst erzeugt. Wir betrachten eine Raumspiegelung
und setzen
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fiir alle ¢ € £2(R?). Daraus folgt:

P2 = id
=Pt = p.

Ferner gilt

(Po,Py) = / & p(—a)e (~2)

P ist somit unitédr. Fiir die HAMILTONoperatoren der ersten Kapitel gilt
sdmtlich:

P'H,P = H,,

d.h. P ist fiir diese HAMILTONoperatoren eine Symmetrietransformation. Of-
fenbar ist £?(R3) zerlegbar in eine direkte Summe von Wellenfunktionen mit
Py = £, da jede Funktion v eindeutig in der Form

1/} = ¢++w—7

mit ¢4 = $(1 4+ P)y geschrieben werden kann als Summe einer geraden und
einer ungeraden Funktion. Gilt Py = ¢, so sagt man: die Paritdt von ¢ sei
positiv; im anderen Fall heifit sie negativ.

Die Paritét steht in einem direkten Zusammenhang zum Drehimpuls: Zerle-
gen wir £3(R?) wie in 2.4 in Eigenrdiume von L? und Lz, d.h.

£2<R3> = @lm‘/lmu

so gilt fiir ¢ € L2(R3):

und
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auf Grund der Definition von Y},,, d.h. die Paritdt von ¢ € V},, ist immer
(—1).. Die gefundenen Eigenfunktionen des HAMILTONoperators im COU-
LOMBproblem und beim sphérischen Oszillator haben somit die Eigenschaft,
daf} sie sich bei der Raumspiegelung maximal um ein Vorzeichen &ndern
koénnen, das durch (—1)! gegeben ist.

Sei nun g € SO(3) eine Drehung. Wir setzen fiir alle p € L*(R?):

D(g)p(z) = ¢(g~'z).

Ist g eine zweite Drehung so gilt

D(g)D(g)e(z) = D(9)p(g 'z)

= ¢(g~'g 'x)
= ¢((g9) ')
= D(gg)e(z) ,

d.h.

D(g)D(g) = D(g9) -

Offenbar ist D(e) = id und deshalb folgt aus der letzten Zeile:

D(g)™' = D(g7').

AuBerdem gilt fiir alle ¢, ¢’ € L*(R3):

(D(9)p, D(9)¢") = /d3x plg1z)¢ (97" x)

~ [ ¢ v
= (»¥)

d.h. D(g) ist in der Tat unitédr. Der HAMILTONoperator des sphérischen Os-
zillators erfiillt

D(g)"'H,D(g9) = H,

op

und somit ist D(g) fiir jedes g € SO(3) eine Symmetrietransformation dieses
Operators. Betrachten wir nun die orthonormierten Eigenfunktionen ¢,
des sphérischen Oszillators, so gilt nicht nur

D(g>_1HopD<g) - Hop7
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sondern ebenfalls, wie leicht berechnet werden kann:
D(g)"'L*D(g) = L*.

Somit ist D(g)@nim eine Eigenfunktion von H,, und von L?; dies bedeutet
aber

+
D(Q)@nlm = Z Drinm’(g)@nlm .
m=—I

Wir kénnen diesen Sachverhalt auch so ausdriicken: £2(IR?) besitzt eine or-
thogonale Zerlegung

LAR?) = @V,

wobei

+
p e an = p= Z CmPnlm

m=—I

gilt. D(g) 1aBt fiir jedes g die Rdume V;,; invariant.

Die oben gefundenen Eigenschaften konnen einem allgemeineren mathema-
tischen Rahmen zugeordnet werden: Ist G' eine Gruppe und H ein HiL-
BERTraum mit linearer Gruppe L(H), so heifit die Abbildung

D:G— L(H)
Darstellung von G in H, wenn fiir alle g, g € G gilt:
D(e) = 1id
und
D(g)D(g) = D(gg) -

D heifit unitédr, wenn D(g) fur alle g unitér ist. Wir haben damit oben eine
unitire Darstellung von SO(3) in £?(R?) gefunden.

Allgemein sagt man fiir eine beliebige Gruppe: Die unitdre Darstellung D
in H zerfillt in Darstellungen in H; und Hs falls

H = Hi®H,
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und D(g) fiir alle ¢ € G H; und Hy invariant 148t. Die Beschrinkung von
D(g) auf H;, (i = 1,2), liefert dann offenbar wieder eine unitére Darstellung.
Fiir den oben untersuchten Fall der Drehungen konnen wir deshalb sagen:
D zertfillt in unendlich viele Darstellungen in V,,;. Jede dieser Darstellungen
ist selbst endlich dimensional. Diese Darstellungen sind offenbar durch die

Koeffizienten D! (g) festgelegt, wie wir zuvor gesehen haben. Beachten wir

daBl definitionsgemaf
D(9)enim(z) = fnl(T)Ylm@_le)

+l
= fu(r) Y Dir(9)Yim ()
——
gilt, so erkennen wir die Beziehung
D, (9) = /dxo Vi (20) Yin (9 20)

die es im Prinzip erlaubt, die Matrix D! (g) direkt zu berechnen. Offenbar

mm/

muf diese (21 4+ 1) x (2] + 1) - Matrix unitér sein.

4.2 Die Generatoren von SO(3)

Jede Drehung g € SO(3) 148t sich wie folgt schreiben:
g = expAw),weR?.

Dabei ist wy = 5 die Drehachse und |w| der Drehwinkel. A(w) ist eine
schiefadjungierte lineare Transformation des R® mit

A(w)h = |w,h]

fiir alle h,w € R3, definiert durch das Vektorprodukt [w, h]. Es gilt fiir alle
w,w’ € R? fiir den Kommutator

[Aw), AW = A(lw,o]) -

Ersetzen wir w durch Aw, so erhalten wir eine einparametrige Schar g(\) von
Drehungen um die gleiche Achse:

9(A) = exp[AAw)] .
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Wir untersuchen nun den Ausdruck

D(g(N)™ 5 D(g(N)

wobei D die im letzten Abschnitt eingefiihrte Darstellung von SO(3) in
L£2(R?) ist. Zunichst gilt fiir alle p € L£2(R3)

2 DlN)ele) = %so((exp—ww)x)

= Zy (axkso) (9(N) ')

mit y¥ = — [w, g(A\)z]". Hieraus folgt:
D) S D(N)plw) = ~[w,7] - V(o)
= %w Lo(z)

w - L ist durch die Drehimpulsoperatoren erklért:

3
E kak .
k=1

Wir finden somit:
oder

Diese Gleichung stellt eine einfache Differentialgleichung fiir D(g(\)) dar;
beachten wir g(0) = e und damit D(g(0)) = id, so lautet die formale Losung

D(g(N) = exp {)\%qu} |

Fir A = 1 ist g(\) = g, d.h. wir kénnen g = expA(w) direkt berechnen:

) = e [bu1].
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Die formale Potenzreihe braucht uns keine Sorgen zu machen. Wir haben
im letzten Abschnitt gesehen, dal D(g) V,; invariant 1a8t; auBlerdem wis-
sen wir aus Ubung 5., daB die Drehimpulsoperatoren in Vj,, durch endlich-
dimensionale Matrizen dargestellt werden. Es gilt ja:

LsYim = hmVim
(L1 £iLs)Yim = A +1) —m(m=£ 1)} Vi -

Die formale Potenzreihe fiir D(g) kann deshalb in V},; ausgewertet werden und
konvergiert dort wie jede Potenzreihe von endlichdimensionalen Matrizen.
Entwickeln wir die Exponentialreihe fiir D(g())), so finden wir fiir kleine A

1
D(g(\)) x id + A%w L,
i

d.h. fir kleine A wird D(g())) direkt durch die Drehimpulsoperatoren be-
stimmt, die deshalb auch als infinitesimale Generatoren der Drehgruppe be-
zeichnet werden. Wir haben in den letzten Kapiteln die Kommutatoren dieser
Operatoren aus der Gestalt

0
_ !
Lk = —Zh‘Eklnl’ %
abgeleitet, die wir aus dem Korrespondenzprinzip gewonnen hatten. Wir zei-
gen jetzt, dafl diese Kommutatoren eigentlich aus der Gruppenstruktur von

SO(3) folgen. Dazu beachten wir zunéchst, daf fir

g1(A) = expAA(w)

und
92(A) = expAA(ws)

gilt:

d 1

—D = — L =1,2

Y (ga(N)) FWar L, a=12,
sowie

L Lows L) = lim s [1— D(gu(N). 1~ D(ga(N))]
(ih)? wy - L, W2 = \2 g1 ’ 92
1
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Bis zur Ordnung \? gilt
1
g1<)\)gg()\) = 1 + (A(wl) + A(u)g)) A + 5 (A(w1)2 + A(w2)2) )\2 +
+ N A(wy) A(ws) + O(N?)
und

exp [)\QA([wl,wg])] GNg(A) = 1+ (Alw) + A(w2)) A+

+ % (A(w1)® + A(w)?) N +

+ A(wa) A(wr) A +
+ )\2A<[u}1,WQD + O()\g) .

Beachten wir A([wy,ws]) = [A(w1), A(ws)] so finden wir offenbar
1(Ng2(A) = exp [NA(lwi,wa])] 92(N)g1 (V) + O(NY)

und damit

tg 5 [D(91()D(52()) ~ Di(ga(N) Dl (W)

. 8 1
= ili% (D (eXP [)\QA([Wlawz])]) - Zd) ﬁD(Qz(A))D(Ql(A))
d
= ZD(exp PA(lwrw))|
1
= ;}L [wl,WQ] - L.
Hieraus folgt sofort:
sl Lun I = o onw] L (11)
(z’h)z w1 y W2 ih w1, W2 .
und damit
[Lk,Ll] = ’ihéklnLn qed

Wir betonen noch einmal: Bei dieser Herleitung der Vertauschungsrelationen
haben wir die spezielle Gestalt von L auf Grund des Korrespondenzprinzips
nicht benutzt; stattdessen wird die Beziehung

d 1

P, = Sw L
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zur Definition der Drehimpulsoperatoren mit ihrer Eigenschaft, infinitesima-
le Generatoren der Drehgruppe zu sein, herangezogen.

In Ubung 6. haben wir nach allen méglichen mathematischen Realisierungen
der Vertauschungsrelation (4.1) gefragt und eine vollstéindige Antwort gefun-
den. Merkwiirdig war dabei, dal wir mehr M&glichkeiten gefunden haben, als
sie uns das Korrespondenzprinzip liefert. Diese Moglichkeiten zeichneten sich
dadurch aus, dafi der Operator L? nicht nur die Eigenwerte #%I(I + 1) mit
[ =0,1,2,3,... annahm, die wir bisher ausgiebig benutzt haben, sondern
dafl auch Eigenwerte fiir [ = %, %, g, ... aufgetreten sind. Die Ubung zeigt
iiberdies fiir [ = % diese neuen ,,Drehimpulsoperatoren® in der Matrixform

h
Sk; = §Uk

geschrieben werden kénnen, wobei mit

01 0 —i 1 0
=\ 10)27 i 0 ) 7o -1

die sogennanten PAULImatrizen bezeichnet werden.

Fiir die Vektoren
1 0
e%:(o) und e_%:<1)

gilt
Sseq = haeg, , (4.2)
mit a = :I:%, sowie
1/1
e = M= (Z+1 4.
S<eq 5 2—1— €q (4.3)
3
= hziea (4.4)

4.3 Der Zeeman-Effekt

Der ZEEMAN-Effekt im Wasserstoff entsteht, wenn ein Wasserstoffatom ei-
nem Magnetfeld ausgesetzt wird. Die Eigenfunktionen und Eigenenergien
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bestimmten sich aus der SCHRODINGERgleichung fiir das Elektron in Was-
serstoff:

Hopqu) = E¢a

mit

Wir haben hierfiir das Resultat gefunden: Die Eigenfunktionen haben die
Form

77bnlm(x) - fnl(r)}/lm(x())
mit
fu(r) = rle_)‘TLle)(Q/\r)cnl,

wobei ¢,; eine Normierungskonstante ist und A mit den zugehérigen Eigen-
werten F,; wie folgt zusammenhéngt:

om |E|\ 2
A:<h2).

Die Eigenwerte E,; hdngen nicht von m ab und haben die Form

4

7. - me
T TR L+ 1)
Wir tragen zunéchst einige Bezeichnungen nach: n = 0,1, ... heifit radiale

Quantenzahl, sie bestimmt den Polynomgrad des LAGUERREschen Polynoms
LD Mit N=n+1+1 (N =1,2,...) wird die sogenannte Hauptquan-
tenzahl bezeichnet, sie ist zwar eine abgeleitete Grofle, charakterisiert aber
die Energie. Zusétzlich wird auch die sogenannte spektroskopische Notation
benutzt, die rein historische Griinde hat: Statt [ = 0,1,2, ... schreibt man
S,P,D,F,G,H,I,...und damit entsprechen den Indextupeln (n,0) die Sym-
bole NS mit N =n + 1; den Tupeln (n, 1) die Symbole NP mit N =n + 2,
den Tupeln (n,2) die Symbole ND mit N = 3,4,..., usw.

Wird ein konstantes Magnetfeld B angelegt, so wird diese neue Situation
durch einen neuen HAMILTONoperator beschrieben. Wir bestimmen diesen
nach dem Korrespondenzprinzip: Klassisch gilt fiir die HAMILTONfunktion

H(z,p) = i(p—%A)QJr@,

2m r
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wobei A das Vektorpotential von B ist. Aus B = rotA findet man, daf3

A = Y
2

einen geeigneten Kandidaten hierfiir darstellt. Wir ersetzen jetzt p durch
Pop = —ihV und erhalten fiir ¢ = —e und ) = e den HAMILTONoperator

2

1 2
Hy(B) = - (—ihV + ZA) . 67
h? e2  he e? 9
S Ay N I Ly 3 B,]|* .
2m r + 2mce 8mc? 1B, ]l

Wir legen zunéchst B in z-Richtung: B = |B|e3: Daraus folgt

h? e? he e?
A——+_—|B|Ls— —|[B,z]]" .

H,(B) = ——
»(B) 2m r 2me 8mc?

Der letzte Term kann stérungstheoretisch abgeschéatzt werden und ist klein.
Die Eigenwerte des restlichen HAMILTONoperators sind durch

E = Ey+hom,
gegeben, wobei

e|B|
2mc

wr

die LARMORfrequenz ist (Vergleiche Ubung 8.). Die Eigenfunktionen sind
direkt durch die CoLouMBwellenfunktionen 1,,,,, gegeben, weil diese bereits
Eigenfunktionen von L3 zum Eigenwert Am sind. Die entarteten Eigenwerte
des Wasserstoffatoms spalten jetzt unter der Wirkung von B #dquidistant auf.
Die Drehimpulsquantenzahl m wird deshalb oft auch als magnetische Quan-
tenzahl bezeichnet.

Der experimentelle Befund sieht anders aus: statt der Energien
E. + hwrm
findet man
En + hwp(m + «)

mit o = +1. Insgesamt tritt also eine Verdopplung des Spektrums auf mit
einer Aufspaltung, die ansonsten so aussieht, als sei nur der Drehimpuls in £
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abgedndert worden. Dieser Befund kann am einfachsten so gedeutet werden:
Das Elektron existiert in zwei inneren Drehimpulszustinden e, (o = £1).

2
Wir schreiben hierfiir

() () e

und beriicksichtigen die zusétzliche Energieaufspaltung durch einen neuen
HaMILTONoperator

B h 2
H,,(B) = ——A+—6(B.L+2B.S)+8;C2

2m 2mc

1B, ],

3
B-S = ZB"‘Sk
k=1

gilt, und die Operatoren S; durch die drei Matrizen des letzten Abschnitts
gegeben sind. Setzen wir jetzt, wie zuvor, B = |B|e3, so ergeben sich unter
analoger Vernachlédssigung des letzten Termes jetzt die Eigenwerte

E = Ey+ho(m+a),

mit den Eigenfunktionen (4.5), wie gewiinscht.

Das Elektron wird jetzt allerdings nicht mehr durch eine Wellenfunktion mit
Werten in C sondern durch eine Wellenfunktion ® mit Werten in dem Vek-
torraum C? beschrieben. Wir treffen deshalb jetzt auf folgende Schwierigkeit:
Unsere im letzten Abschnitt betrachtete Aktion der Drehgruppe in Form des
unitéren Operators D(g) erfiillt fiir den HAMILTONOperator H,,(B) ohne den
Term B - S die Beziehung

D(g9)"'Hop(B)D(g) = Holg ' B) .
Der Term B - S bleibt hingegen invariant. Die Beziehung
D(Q)_IHOP(B)D(Q) - HOP(B>

sollte allerdings, aus physikalischen Griinden offensichtlich allgemein gel-
ten, da sie lediglich den trivialen Sachverhalt ausdriickt, dafl Wellenfunktio-
nen mit SO(3)-transformierten Argumenten eine Situation mit entsprechend
transformierten Magnetfeldern beschreiben. Wir haben deshalb die neuen
zweikomponentigen Wellenfunktionen ® zusétzlich geeignet zu transformie-
ren. Dieser Aufgabe stellen wir uns nun im néchsten Abschnitt.
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4.4 SU(2) und SO(3): Eine Uberlagerungsab-
bildung

Um dem zuletzt genannten Ziel ndherzukommen miissen wir einen mathe-
matischen Umweg einschlagen.

Sei V' die Menge der hermiteschen, spurfreien 2 x 2 Matrizen. V' ist ein reel-
ler dreidimensionaler Vektorraum, der von den PAULImatrizen aufgespannt
wird, d.h. w € V 14}t sich stets eindeutig in der Form

3
w = E ka'k
k=1

schreiben. Die PAULImatrizen besitzen die Multiplikationseigenschaften
oo = id 5kl + ’iEkann .

Deshalb gilt fiir

3 3
w:E wkak,wzg wFoy
k=1 k=1

Sir(wid) = > uhat (4.6)

k=1

Fiir alle h € R? definieren wir die lineare Abbildung o : R?® — V durch

3
o(h) = Y hfoy . (4.7)
Es gilt offenbar

Sulo(o(h) = (hH) |

sowie: o ist umkehrbar. Sei g € SU(2); dann ist go(h)g* € V fiir alle h € R3.
Somit gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung p(g) : R® — R3
mit

go(h)g" = a(p(g)h) -
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Wegen

1 o~ A~k I\~ /
5tr(go(h)g go(h)g") = Str(a(h)o ()
gilt ferner

(p@)h, p(g)l') = (b 1),
d.h. p(g) € O(3). AuBerdem finden wir fiir g1, g, € SU(2):

a(p(g1)p(g2)h) = G1920(h)g597
= a(p(G1g2)h) ,
d.h.
p(G1)p(g2) = p(9192) -

Jedes g € SU(2) 148t sich mit Hilfe der PAULImatrizen in der Form, (¢ € R,
wo € R3, wo| = 1),

g = idcosy+io(wp)sinp

schreiben. Fiir ein solches g berechnen wir nun p(g(¢)) explizit. Dazu bemer-
ken wir, daf§ die Multiplikationsregel fiir die PAULImatrizen zu der Formel

o(Wo(l) = (b1 id +io([h, b))

fiir alle h, b/ € R3 dquivalent ist. Hieraus folgt speziell fiir wy

o(wy)? = id
und damit
iA . d -+ i (wp)
dgog = sin @i io(wp) cos
= ’l@\O'(CUo),
sowie
Loy = Glow), o7
d(pga g = 11g|\0\Wp),0 g
= —2g0([wo, h])7" .
Damit gilt
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und schluiendlich

d

%p@) = —2p(g)A(wo) -

Wegen g = id fiir ¢ = 0 folgt:

p(G) = exp[—2pA(wo)] .

Wir erhalten das Ergebnis

(1) p(g) € SO@) .
(2) Fir ¢ = el st

2
g = cos M id — isin M o
2 2 |w|

ein Element von SU(2) mit p(g) = expA(w).
Zu jedem g aus SO(3) gibt es deshalb mindestens ein g mit p(g) = g.

(3) —g € SU(2) erfiillt ebenfalls p(—g) = g. Es gibt also mindestens zwei
Elemente g (und —g), die bei vorgegebenem g € SO(3) die Gleichung
p(9) = g erfiillen.

Erfiillen allgemein g; und g, die Gleichung p(gi) = g, so gilt fiir G5 = 175 *
und alle h € R3

gzo(h)gs = o(p(g3)h)
= a(p(@)p(g2)""h)
= o(h).

Wir schreiben wieder gs = cos @ id + io(wp) sin ¢ und finden fiir alle h € R3

o(h) = cos®o(h)+icospsing[o(wy),o(h)] —
~ sin? po () (o (w)
= cos® po(h) — 2cospsin po([wo, h]) —
— 2sin? o (wo, h) o(wo) + sin? o (h) .

Daraus folgt:

sinp =0 und cosp = +£1 |
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d.h.
Gy = =+id.

Hieraus folgt:
Es gibt genau zwei Elemente g und —g mit

p(9) = p(-9)
=9

fiir festes g € SO(3).

Wir kénnen jetzt das im letzten Abschnitt aufgetauchte Problem lésen: Der
HaMILTONoperator eines Elektrons im Wasserstoffatom mit angelegtem Ma-
gnetfeld wurde in der Form

h? e? e e?

Hy,(B) = ——A——+—B(L+25)+ e

2m r 2me

1B, ]|

angegeben und wirkt auf zweikomponentige Wellenfunktionen ® : R3 — C2.

Der Term 5228 - S 148t sich offenbar auch in der Form 5% (B) schreiben

und es gilt:

h? e? e e? 9 he
H,(B) = —A——+—B-L B, —o(B) .
»(B) 2m T + 2me + 8mc? 1B, a]]" + 2mca< )

Setzen wir jetzt

so gilt in der Tat wegen
g'o(B)g = o(g'B)
wie gewiinscht fiir alle zweikomponentigen Wellenfunktionen ®:
D(g)"'Ho(B)D(g)®(z) = H(g ' B)®(z) .

Die obige Redefinition von D bedeutet, dal neben der Transformation der
Argumente auch der Funktionswert ® zu transformieren ist; bei dieser Trans-
formation ist eine Matrix g € SU(2) zu benutzen, die die Gleichung p(g) = ¢
fiir eine vorgegebene Drehung erfiillt.

Wir haben gefunden: g ist bis auf ein Vorzeichen eindeutig bestimmt. Diese
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Vorzeichenfreiheit 148t sich nicht weiter beseitigen. Wie wir zuvor abgeleitet
haben, gilt fir g = expA(w), dafl

() v (Y i (1
g = cos id — isin sin
2 2 |w|

die Bedingung p(g) = g erfiillt. Setzen wir |w| = 27, so entspricht g einer Dre-
hung um den Winkel 27 und damit der Identitét; hingegen ist g nach obiger
Formel gleich — id. Bei einer Drehung um 27 wechselt die zweikomponentige
Wellenfunktion somit ihr Vorzeichen! Wir beachten, dafl dieser Eindruck al-
lerdings nur entsteht, wenn wir die Drehung stetig von 0 bis zum Winkel 27
ausfiihren; erlauben wir anschlieffend einen zusétzlichen diskontinuierlichen
Vorzeichenwechsel, so ist der scheinbare Widerspruch beseitigt.

Ein solcher Vorzeichenwechsel der Wellenfunktion ist nun in der Tat in der
Quantenmechanik moglich und erlaubt, wenn wir bedenken, dafl alle physi-
kalischen Observablen grundsétzlich bilinear in den Wellenfunktionen sind.
Dies gilt insbesondere fiir die Ortsraumwahrscheinlichkeiten, aber auch fiir
die Erwartungswerte aller physikalischen Operatoren. Es spricht also nichts
dagegen, die Transformationen der Wellenfunktionen beziiglich Drehungen
so vorzunehmen, wie sie soeben angegeben wurden.

Wir wollen noch einmal kurz zusammenfassen, warum diese Transformatio-
nen in der genannten Form iiberhaupt mathematisch moéglich sind: Der ent-
scheidende Grund hierfiir ist die Existenz der Abbildung p : SU(2) — SO(3),
die surjektiv ist und fiir p(g) = g mit vorgegebenem g € SO(3) genau zwei
durch ein Vorzeichen verschiedene Elemente g € SU(2) bestimmt. p erfiillt
p(G1)p(G2) = p(§1G2) und heiBt Uberlagerungsabbildung. Entsprechend nennt
man SU(2) die Uberlagerungsgruppe von SO(3).

4.5 Der Hilbertraum der Paulispinoren

In den letzten Abschnitten haben wir abgeleitet, dafl Teilchen einen inne-
ren Drehimpuls besitzen konnen und wie in diesem Falle die Aktion der
Drehgruppe auf den zugehdrigen Wellenfunktionen zu definieren ist. In allen
Einzelheiten haben wir dies allerdings nur fiir den Fall diskutiert, daf3 der
innere Drehimpuls durch einen Operator S, mathematisch beschrieben wird,
der durch 2 x 2-Matrizen realisiert ist. Analog zum Operator L? gilt

S? = hQ% <%+1> ,
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d.h. die innere Drehimpulsquantenzahl ist gleich % Der innere Drehimpuls
wird auch Teilchenspin genannt, und wir wollen in dieser Vorlesung nur Teil-
chen mit Spin % betrachten, womit in der Tat auch die physikalisch wich-
tigsten Fille (Elektron, Nukleon) abgedeckt sind. Der innere Drehimpuls ist
eine Grofle, die es in der klassischen Physik gar nicht gibt. Er kann deshalb
auch nicht iiber das Korrespondenzprinzip abgeleitet werden. Er ist das wich-
tigste Quantenphidnomen iiberhaupt, und die mathematische Beschreibung,
insbesondere das Verhalten bei Drehungen, ist eng mit der mathematischen
Struktur der Quantentheorie verkniipft. Insbesondere gilt dies fiir die im letz-
ten Abschnitt besprochene Vorzeichenfreiheit bei Drehungen.

Fiir Teilchen mit Spin % haben wir festgestellt, daf§ sie durch zweikompo-
nentige Wellenfunktionen ® : R3 — C? beschrieben werden miissen. Solche
Wellenfunktionen werden PAULIspinoren, oder kurz Spinoren genannt. Wir
geben jetzt dem Vektorraum der Spinoren, wie von der Quantentheorie ver-
langt, eine HILBERTraumstruktur, indem wir setzen

<(I),£Iv)> = /d?’x <¢(m),<§(x)> ;

wobei <<I>(x), Cf(x)> das natiirliche Skalarprodukt in C? ist. Der HILBERTTaum

der Spinoren besteht somit aus allen Funktionen ® : R?* — C? mit
/d% D) < oo .

Er wird auch mit £?(R3, C?) bezeichnet. Gilt

h
qu) — Eq) y

so hat ® offenbar die Form:

o= (7)) wd (2 = e

Ein Teilchen, das durch einen solchen Spinor beschrieben wird, heifit in z3-

Richtung polarisiert mit Spin g

lp(2)]? ist offenbar die Ortsraumwahrscheinlichkeit eines solchen Teilchens
und wird durch eine einzige, gewohnliche Wellenfunktion ¢ beschrieben. Ana-
log gilt fiir den Fall S5¢ = —gCD: Ein Teilchen, das durch einen solchen Spi-

nor beschrieben wird, hat ¢ = < 2 ) als Spinorwellenfunktion und heifit in
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x3-Richtung polarisiert mit Spin —g. Seine Ortsraumwahrscheinlichkeit ist
wieder

2@)]* = le(x)”
und wird ebenfalls durch eine einzige Wellenfunktion beschrieben. Daneben

sind aber auch alle Spinoren ®(z) = ( 1) ) zugelassen. Sie werden als

pa(z)

Spinoren gemischter Polarisation bezeichnet.

Die Aktion D(g) der Drehgruppe auf diesen Spinoren hat folgende Form:
Ist g € SO(3) und g € SU(2) eine 2 x 2-Matrix mit p(g) = g so gilt

D(g)®(z) = gP(g~'x)

fir alle g € SO(3). Offenbar gilt:

(D(9)2, D(g)B) =

d.h. D(g) ist unitér. D(g) ist allerdings keine Darstellung von SO(3), weil
die Matrix g nur bis auf ein Vorzeichen bestimmt ist. Dieser Sachverhalt ist
mathematisch sehr unbequem. Wir kénnen ihn allerdings vermeiden, wenn
wir D als eine Darstellung von SU(2) auffassen. Wir setzen fiir alle g €

SU(2):
D(@)®(z) = g2(p(3) ')

und beachten, daf fiir g mit p(g) = g die Aktion der Drehgruppe vorliegt.
Wird dieser Umstand aufler Acht gelassen, so definiert die letzte Gleichung
eine Aktion der Gruppe SU(2) auf den Spinoren. Fiir diese Aktion gilt nun

D(G1)D(g2)®(x) = G1D(G2)®(p(g1) ")
= 710:2(p(g2) ' p(g1) ')
= 710:®(p(9192) ')
= D(5152)®(x) ,
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d.h.

D(g1)D(92) = D(9192) -

Damit ist aber D jetzt eine Darstellung von SU(2) im Raum £?(R?, C?) der
Spinoren, die wir mit den selben Buchstaben bezeichnen wollen. Offenbar ist
D auch unitér.

Wir kénnen nun auch die Generatoren dieser Darstellung wie in Abschnitt 4.2
berechnen. Dazu beachten wir die im letzen Abschnitt gefundene Relation:

Fiir
§:(:osM —isinMaﬁ
2 2 |w|
= exp [—%a(w)]
gilt
p(g) = expAw),
(w € R3). Setzen wir, wie in Abschnitt 4.2,
3N = e |-paole)]

und berechnen analog

Dg(N) ™ S Dlg(N)
so finden wir
4 d 1
D(g(N)™ 5 Ple(V) = —w-(L+5),
wobei
h
Sk == §O'k

unsere Spinoperatoren sind. Es ist deshalb sinnvoll, die Operatoren des Ge-
samtdrehimpulses einzufiihren:
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Diese erfiillen offenbar ebenfalls die Vertauschungsrelationen
[Ji, Ji] = ihepimdn

woraus sofort folgt:

kommutiert mit allen J;. Ebenso gilt
I} = 0.

Wir konnen deshalb einen den Kugelflichenfunktionen analogen Satz von
,Kugelspinoren“ einfiithren, die nur Funktionen der Winkel sind. Diese Spi-
noren haben die Eigenschaft (Vergleiche Ubung 9.)

SOy, = R4+ 1) Py
L*®y, = R+ 1), ,
JBCI)ljm = thI)ljm,

Der HILBERTraum L£2?(R3, C?) hat beziiglich dieser Spinoren die natiirliche
Zerlegung

LER?CYH = @®yjmVijm
und es gilt

e Vijm & @=0r)Pym(xo) -

4.6 Pauligleichung, Eichinvarianz, minimale
Kopplung

In Abschnitt 4.3 haben wir den HAMILTONoperator eines geladenen Teil-
chens im elektrischen Feld einer Punktladung () mit zuséitzlich angelegtem
konstanten Magnetfeld B hergeleitet. Das Ergebnis war nach dem Korre-
spondenzprinzip

1 2
H, = —(—z’hV—gA> s
C

2m
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wobei gilt: A ist das Vektorpotential des Magnetfeldes B, d.h.
B = rotA

und & ist das elektrische Potential der Punktladung @). Speziell gilt also

o ==
,
und A = 1 [B,z], womit B = rotA in der Tat erfiillt ist. Die Diskussion des
ZEEMAN-Effektes zeigte, dal dieser HAMILTONoperator fiir Spin %—Teﬂchen
den Zusatzterm

enthalten mufite. Der vollstandige HAMILTONoperator lautet deshalb

1 2

Hy = 5- (—inv - %A) T %0(3) .
Die Einschrinkung, dafl B ein konstantes Magnetfeld und ¢ das Potential
einer Punktladung ist, kann in der Tat fallen gelassen werden: Sind £ und B
beliebige elektrische und magnetische Felder (u.U. auch zeitabhéngig!) und A
und ¢ die zugehorigen Vektorpotentiale und das elektrische Potential, so gibt
die letzte Gleichung den vollstindigen HAMILTONoperator fiir ein Teilchen
an, das sich in diesen Feldern bewegt. Die zugehorige SCHRODINGERgleichung
lautet

0 1 . q ,\? hq
Yo = | (ipv_1 A) o
Zh@tw {Zm ( ihv c T 2mcU(B)] v
wobei 1 ein zweikomponentiger Spinor ist. Diese Gleichung kann in die Form
0 1
h—¢ = (=—D*+q® 4.8
gt = (gD av) v (48)

gebracht werden, wobei D der Operator

D = ¢ (—mv . @A>

c
3
k=1
ist. Zum Beweis berechne man D? unter Benutzung der Multiplikationsregel

oo, = 5kl id + iEkann
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fiir die PAULImatrizen.

In der speziellen Form (4.8) heifit die SCHRODINGERgleichung eines Spin 3-
Teilchens PAULIgleichung. Sie enthélt charakteristischerweise nicht die elek-
tromagnetischen Felder £ und B, sondern deren Vektorpotential. Die klassi-
schen Bewegungsgleichungen enthalten hingegen nur die Felder selbst. Diese
Tatsache scheint zunéchst ein ernsthaftes Problem aufzuwerfen. Die Vek-
torpotentiale A und das elektrische Potential ® sind némlich fiir gegebene
elektrische Felder E und B nicht eindeutig bestimmt. Ersetzt man nach der
Regel:

A —- A=A+V\
, 10
O — P'=P———)\
cot
Aund ® durch A" und ®’, wobei ) eine beliebige Funktion von Raum und Zeit
ist, so &ndern sich die zugehorigen Felder £ und B nicht. Die PAuLIgleichung
(4.8) éndert sich aber sehr wohl. Sie hat allerdings die bemerkenswerte Ei-
genschaft, dafl diese Anderung durch die zusétzliche Transformation

Yoy = ey

des Spinors ¢ kompensiert wird, wie man durch kurzes Nachrechnen leicht
zeigt. Wir konnen nun ein Argument benutzen, da in der Vorlesung be-
reits mehrfach aufgetaucht und fiir die Quantentheorie charakteristisch ist:
Eine solche Phasentransformation ist bei der Berechnung physikalischer Ei-
genschaften, wie Ortsraumwahrscheinlichkeiten usw., unwesentlich und 148t
diese Groflen invariant. Die gemeinsame Ersetzung der Potentiale A — A’
® — @’ und der Spinoren 1» — 1’ andert somit beobachtbare physikalische
Eigenschaften nicht; die Freiheit in der Wahl der elektromagnetischen Poten-
tiale wird lediglich durch eine Phasentransformation der Spinoren kompen-
siert, ohne daf sich die Werte physikalischer Gréflen éndern. Die Substitution

A—>A’:A+V)\,<I>—><I>’:<I>—12)\
c Ot

heif3t bekanntlich Eichtransformation der Potentiale. Die entsprechende Trans-
formation

b=y = ey

wird deshalb auch Eichtransformation der Wellenfunktion genannt.
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Die nun folgenden Bemerkungen vertiefen diesen Sachverhalt noch ein we-
nig, haben allerdings erst in einer relativistischen Behandlung der Teilchen
wirkliche Bedeutung. Wir schreiben zunéchst die PAuLIgleichung in der Form

. 0 q _ J e

mit 2° = ¢t und

= —thak (%‘Fl—Ak) .

Dabei ist A, = —A¥; somit bilden die Gréen Ay, Ay, (k = 1,2,3), die Kom-
ponenten eines kovarianten Vektors, oder einer 1-Form im MINKOWSKIraum
R*. Wir sehen: Der Ubergang vom feldfreien Fall zum Fall eines Teilchens
im Feld mit den kovarianten Potentialen A, (1 = 0,1,2,3), wird durch die
einfache Ersetzung

0 0

9o VT o

erreicht. Der Ausdruck V,, heifit kovariante Ableitung und die formale Ein-
fithrung des elektromagnetischen Feldes mit Hilfe dieser speziellen Ersetzung
heifit minimale Kopplung an das gegebene Feld. Im Rahmen dieser Vorlesung
hat diese minimale Kopplung noch keine tiefere Bedeutung; sie erhélt diese
erst in der modernen Theorie der Elementarkréfte; hier hat sich in der Tat
gezeigt, dafl alle Kraftwirkungen in der Natur in der Form einer solchen
minimalen Kopplung auftreten.

. q
+Z%A‘u

4.7 Ubungsaufgaben

A9.1 Clebsch—Gordan—Koeffizienten fiir die Drehimpulskopplung (£) mit (%)

()

Die Spinoperatoren Sy lauten Sy = ’—gak, wobei g, die PAULImatrizen sind:

/(0 1 (0 —i (1 0
=\10) 27\ o) T o —1)

Als Basis des Raums £2(5?, C?) definiert man Kugelspinoren

1 1
Yom(zg) e, fir € N, a= ié mit e1 = (0), e_

NI
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(1) Zeige, dafl 0,01, = O id + 1€ ni0r und folgere mit der Notation
o(a) = a*oy, fiir a € R?, daB o(a) o(b) = {(a,b)id + ic(a x b).
(2) Folgere aus (1), dal [Sy,, Sn] = ihemnkSk-

(3) Die Gesamtdrehimpulsoperatoren Jy sind wie folgt definiert: J, = Ly +
Sy.. Zeige [J?, J3] = 0 und [L?, J] = 0. Damit folgt, dafl J2, J3 und L?
gemeinsam diagonalisiert werden konnen. Sie besitzen die Eigenwerte
7?5 (5+41), hm; und A?£(¢+1). Die gemeinsamen Eigenfunktionen tragen
daher die Quantenzahlen j, m; und ¢.

(4) Zeige [Jy, L-S]=0und [L* L-S] = 0.

(5) Zeige die Identitét

2 2
(L-S)Q:%LQ—%LS.
(6) Setze
2

und folgere aus (5), daff A* = & L? + A. Im Raum der Kugelspinoren
Y mit L2 = h20(¢ + 1) wirkt daher A% — A als (A% — A)y = £(0 + 1)1,
womit A die Eigenwerte —¢ und ¢+ 1 hat. Daraus folgt, daf in diesem
Raum die Operatoren

(+ A (+1—A
=— P =1-P =—
M o241
Projektoren sind. Die Funktionen Yy,,e, bilden eine Basis fiir diesen
Raum.
(7) Zeige

2 _p2(p. L 3 2(p_ L 1
J2=h (€+2 (+5) Pt (e=5) (0+5) P

und folgere, dafl j = ¢ + % Was gilt fiir =07

(8) Zeige J3Yimeq = h(m + &)Yimeqn =: hm;Yine,. Damit sind Y(’m];%ejE

1
. . . 2
Eigenfunktionen von J; zum Eigenwert m;.

(9) Zeige L-S = L3Ss + 2(LyS- + L_S,), wobei Sy = 51 £ i5,.
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(10) Zeige, dafl

{4+ m; + 1 f— m; + %
Cpjmertm; = WY&W—%@% T\ T Yemitio-d (4.9)
£—mj + % £+mj+ %
Prjmtpm;, = T\ Tppr Yemi—30 TN Ty Yemeritod

gerade die Eigenfunktionen der Projektoren P. sind:

Piq)m:ei%,mj = qDK,jzé:l:%Jnj’ Piq)z,j:e;%,mj = 0.
Verifiziere, dafl
T2 @i = W25 (1) @i, s JsPojm, = hmj @i, L*®@ g, = B20(141) Dy,
Die Zahlen in (4.9) heiflen CLEBSCH—GORDAN-Koeffizienten fir die
Kopplung (¢) mit (%)

H9.1 Zur Paritit der Kugelspinoren

Nach A9.1.10 gibt es zu festem j Zusténde mit ¢ = j £+ %, d.h. verschiedener
Paritét.

(1) Zeige, daB fiir den Parititoperator P gilt: P®yj,, = (—1)Z©gjmj.
(2) Zeige
O-(IL‘O)2 =1, [Jk7O'(ZL‘0)] =0, PO'(ZL‘())P = _O-('IO)‘

(3) Folgere fiir £ = j + 1, daB8 die Funktionen v, := o(20)®sjm, Eigen-
funktionen zu J? und J3 mit Eigenwerten hj(j+1) bzw. im; sind und
Pw]mj = (_1)€+1¢jmj-

(4) Zeige, daB es ein ¢ € C gibt, so dal mit ¢' = j F % gilt: Yjm; = cPpjm, .
(5) Zeige mit (2), dal ¢ =1 oder ¢ = —1.

H9.2 Weiteres zum Operator A
(1) Zeige, dafl o(xo) und A antikommutieren: o(xg)A = — Ao (o).
(2) Zeige A% = 55 J? + 1. Das wie folgt definierte A hat fiir festes j Eigen-
werte £1: p

A= .
jG+1)+ 1
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H9.3 Die Feinstruktur

Als (eine) relativistische Korrektur zum HAMILTONoperator H, des Was-
serstoffatoms gibt es einen zusétzlichen Potentialbeitrag, die Spin-Bahn—

Kopplung
1 1d e?
H=—"L-S)-——[—-——].
2m202( S>rdr ( r >

(1) Zeige, dal Js, J?, L? mit Hy und H' vertauschen.

(2) Berechne den Beitrag von H' zu den ersten beiden Energieniveaus des
Wasserstoffatoms in erster Ordnung Storungstheorie. Gib das Ergebnis
in eV an.

Tip: Die 2p—Radialfunktion des Wasserstoffatoms lautet



Kapitel 5

N-Elektronensysteme

5.1 Das Pauliprinzip

Im Abschnitt 3.1 haben wir zum ersten Mal angesprochen, wie ein System
von N Teilchen zu beschreiben ist, ndmlich durch eine Wellenfunktion

Y:R3x ... xR*=C.
—_———
N—mal
Wir sehen jetzt, wie diese Aussage verallgemeinert werden mufl, wenn die
Teilchen den Spin % besitzen: Fiir den Fall, daf3 sich ein Teilchen im Spinpo-
larisationszustand e,, mit

S;gi)eai = hoe,, ,

(a; = £3), befindet, muB der Gesamtspinzustand (oder Multispinor) durch
das Tensorprodukt e,, ®- - -®e,, gegeben sein und die Gesamtwellenfunktion
ist durch

V(T1, T2, ..., TN)Ea R+ @ €ay

gegeben. Bei allgemeinster Polarisation mufl daher die Gesamtwellenfunktion
die Form

O(xq,...,x5) = E Dpyanas @ D eqy
Qi,.., N

besitzen. Wir konnen diesen Sachverhalt mathematisch offenbar so formulie-
ren: Ein System von N Teilchen mit Spin % besitzt eine Gesamtwellenfunktion

P:RIx- xR -C'@---0C = @VC%.

TV Vv
N—mal N—mal

130
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Fiir das natiirlich induzierte Skalarprodukt in ®¥C? gilt
<ea1 Q@ eay; €8 ®"'®65N> = 50&1ﬂ1 "'504NﬂN :

Wir kénnen deshalb im Raum unserer Wellenfunktionen & ein Skalarprodukt
definieren:

<@,&>> = /d3x1---d3xN <(I>(a:1,...,xN),EIv)(xl,...,xN)>

Der quantenmechanische HILBERTraum unseres N-Teilchensystems besteht
deshalb aus allen Funktionen

PR x - xR — @V C?
—_——
N—mal

mit

|2]* = (®,®) < o0
und wird mit

LQ (R3N7 ®N@2)

bezeichnet. Die SCHRODINGERgleichung lautet wie stets

0
h—® = H,
ot g
wobei H,, problemangepaft zu bestimmen ist. Fiir N Elektronen im Feld
einer Punktladung () = —Ne, d.h. fiir ein neutrales Atom mit N Elektronen

ergibt sich nach dem Korrespondenzprinzip

I Ne? e?
H, = —— A — = S
v sz( ] ) AP Dirrn

Die Aktion der Drehgruppe oder besser der Gruppe SU(2) ist offenbar wie
folgt zu definieren, (g € SU(2)):

e,

D(g)®(x1,...,an) = g©---@8(p(g) 'z1,...,plg) xN)

= Do an(p(@) w1, p(9) T EN)GER B - ® Geny -
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D(g) ist, wie man leicht nachrechnet wieder unitir und besteht, wie bereits
am einzelnen Elektron gezeigt, aus einer gemeinsamen Drehung der Ortvekto-
ren z; und der Elektronspins. D(g) ist eine Symmetrietransformation unseres
HamiLToNoperators. Die SCHRODINGERgleichung weist jetzt aber eine neue
Symmetrie auf, die sich erst im N-Teilchensystem zeigt und fiir einzelne Teil-
chen gar nicht sichtbar ist. Sei ¢ eine Permutation der Zahlen 1,..., N. Wir
konnen o eine Transformation der Wellenfunktionen ® zuordnen, indem wir
setzen:

Pa-q)<.f[,'1, Ce ,.I‘N) = CI)OQ,...,aN (xo(l), Ce ,xU(N))e%(l) R R eag(N) .

Diese Transformation vertauscht simultan die Teilchenkoordinaten und die
Elektronspinzustédnde e,. Es gilt

P 'H,P, = H,, (5.1)

sowie: P, ist unitér. P, ist also eine neue, im N-Teilchensystem auftreten-
de Symmetrietransformation. Sie existiert fiir N Elektronen nur, weil die
Elektronen als Teilchen nicht unterscheidbar sind. Sie haben die gleiche La-
dung und die gleiche Masse und nur aus diesem Grund besitzt der HAMIL-
TONoperator die Eigenschaft (5.1). Fiir ein System von N-Teilchen mit unter-
schiedlicher Masse existiert diese Symmetrie in der Tat nicht. Wir bemerken
zuséatzlich, daf§ P, auch die Eigenschaft besitzt, mit den Drehtransformatio-
nen zu kommutieren:

P;'D(9)P, = Dl(yg);

der Beweis sei auch hier dem Leser iiberlassen, der mittlerweile sicher geiibt
genug (und sicher auch gewillt) ist, solche Identitdten selbst zu verifizieren.

Die oben eingefiihrten Wellenfunktionen & lassen sich nun in konkreten physi-
kalischen Féllen mit den experimentell beobachteten Atomzusténden verglei-
chen. Es ergibt sich ein bemerkenswerter Uberschufl an theoretisch erwarteten
Zusténden; d.h. die Menge unserer Wellenfunktionen ist zu méchtig und muf
zusétzlich eingeschrankt werden. Die Losung dieses Problems besteht in der
axiomatischen Einfiihrung des sogenannten PAULIprinzips, welches lautet:

Nur diejenigen Wellenfunktionen ® € L£2(R3*"N @™ C?) sind phy-
sikalisch realisiert, die der Bedingung

P, = ¢,P

fiir jede Permutation o geniigen.
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€, steht fiir das Signum der Permutation o. Offenbar bedeutet dies, dafl die
Wellenfunktion ® unter simultaner Permutation der Spinzusténde e,, und
der Koordinatenvektoren z; antisymmetrisch ist. Wir wollen diesen Sachver-
halt im néchsten Abschnitt am Beispiel des Heliumatoms néher untersuchen,
bemerken aber zunéchst allgemein: Wegen (5.1)

P 'H,,P, = H,
gilt auch fiir den Zeitentwicklungsoperator U(t) = exp [—£tH,,]:
P 'Ut)P, = U(t) oder P,U(t) = U(t)P, .
Erfillt daher die Startwellenfunktion @
P,y = €%,
so gilt fiir alle Zeiten
P,U(t)Py = U(t)P, Py = €, U(t)Py ,

d.h. die zeitabhingige Wellenfunktion, die als Losung der SCHRODINGERg]ei-
chung entsteht, bleibt fiir alle Zeiten antisymmetrisch. Wir haben in Kapitel
3, zumindest plausibel gemacht, daf§ die Startwellenfunktionen i.A. als Fi-
genfunktionen von Operatoren, die physikalischen Observablen entsprechen,
realisiert werden; exemplarisch hatten wir hierfiir einen bestimmten HAMIL-
TONoperator benutzt. Wenn in der Tat vollig identische Teilchen vorliegen,
so gibt es keine Observablen, die zwischen ihnen unterscheiden. Eine Start-
wellenfunktion, die sich unter Permutationen P, in eine wesentlich andere
Funktion transformieren wiirde, kénnte deshalb nicht durch eine Messung
fixiert werden. Das PAULIprinzip besagt nun, dafl dies auch nicht notwendig
ist; die Wellenfunktion dndert sich zwar unter Permutation, aber sie dndert
sich bestenfalls um ein Vorzeichen, das wie bereits mehrfach an anderer Stelle
betont, die Werte von physikalischen Observablen nicht beinfluft.

Wir haben unsere Einfithrung des PAULIprinzips an einem speziellen HA-
MILTONoperator demonstriert. Unsere Argumente bleiben aber ungeéndert
richtig, auch wenn der HAMILTONoperator eine kompliziertere Gestalt be-
sitzt. Tatséchlich existiert z.B. fiir Elektronen im Ladungsfeld die sogenann-
te Spin-Bahn-Wechselwirkung, die wir in Ubung 9. etwas studiert haben;
da sie in gleicher Form fiir jedes einzelne der Elektronen auftritt, ist der
GesamtHAMILTONoperator aber wieder invariant unter Permutationen. Ahn-
liches findet man fiir kompliziertere Zusatzterme, die fiir eine realistische
Beschreibung der Atome nicht unwesentlich sind, deren Diskussion hier aber
unterbleiben muf.
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5.2 Das Heliumatom

Wir betrachten jetzt konkret den Fall N = 2, d.h. zwei Elektronen im Feld
eines zweifach geladenen Atomkerns und untersuchen die Energieeigenfunk-
tionen dieses Systems. Der HAMILTONoperator hat die Form

H, = Hi+H,+H',

h2 Ze?
H = oA -5 (i=12),
2m. | ;]
oo ¢
|$1—$2| '

H' ist die CouLoMBabstoung der beiden Elektronen und H; ist der HAMIL-
TONoperator des i-ten Teilchens im elektrischen Feld des Kerns. Eine nicht
sehr genaue, aber qualitativ ausreichende Methode, die zugehorigen Eigen-
funktionen und Energien zu bestimmen, liefert die Stérungstheorie mit H’
als Storpotential. Der ungestorte HAMILTONoperator ist

Hy = H,+ H,

und seine Eigenfunktionen und Energien sind uns aus Abschnitt 2.5 wohl-
bekannt, wo ja die Eigenfunktionen von H; vollstandig berechnet wurden.
Beriicksichtigt man den Elektronenspin, so ergibt sich fiir den tiefsten Eigen-
wert sofort

Ey=—4E, —AE,; = —8E, , (E, = 13,6 [eV]),
mit den Eigenfunktionen
Yo0o(21) Yoo (T2)ea @ g -
Fiir den energetisch zweittiefsten Eigenwert folgt:
Ey=—-4F,; — E4 = —5FEy4
mit den zugehorigen Eigenfunktionen:

Yoo (T1)P100(T2)ea R eg ,  (a,f==£=),

(w2)
V100(71) Y000 (T2)ea ® €5,

Yooo(71)Yorm(T2)ea ®eg , m=-1,0,1,
VYo1m(T1)%000(T2)ea ®eg , m=-1,0,1,
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wobei wir ¥,,;,, mit der radialen Quantenzahl n, der Drehimpulsquantenzahl [
und der magnetischen Quantenzahl m indizieren, so dafl der Energieeigenwert
von H; die Form

4Eat
(n+1+1)2

besitzt. (Zu beachten ist, daff die Wellenfunktionen ebenfalls von der Kern-
ladung abhédngen und nicht einfach gleich den Wellenfunktionen des Wasser-
stoffatoms sind.)

Bei der Auflistung der Eigenfunktionen ist das PAULIprinzip nicht beriick-
sichtigt; wir erhalten deshalb fiir die tiefste Energie 4 Zustdnde durch den
Spinfreiheitsgrad allein. Diese 4-fache Entartung wird empirisch nicht be-
obachtet; stattdessen existiert nur ein einziger Zustand. Das PAULIprinzip
bewirkt offenbar, dafl dies der Zustand

%00(1’1)%00(@)% (e% &® e_1—e_1 ® e%>

ist, denn im Ortsraumanteil sind die zugehorigen Wellenfunktionen bereits
symmetrisch. Wir schreiben der Einfachheit halber

1
0 p— —_— JE—
0y = ﬂ(eé@e% e,%@ae%) _

Der Faktor % wurde {iberdies nur eingefiihrt, damit die Gesamtwellenfunk-
tion auf 1 normiert ist. Fiir die antisymmetrischen Wellenfunktionen zu E;
ergibt das PAULIprinzip mit

S
V2
1
V2

Vi (@1, 23) =

(Y000 (21)Vo1m (22) £ Yorm (T1)Vo00(22))
w(j)%(xl,@) =

(%oo(%)%oo(@) + ¢1oo($1)¢ooo($2))

und

1
0
-1

1 M
90}\4(%,%2): % e ®e%) , M
e_ M

die antisymmetrischen Wellenfunktionen

VI 0 Vi » V30®d » Yoohr -
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Statt urspriinglich 32, erhalten wir nach Beriicksichtigung des PAULIprinzips
nur noch 14 erlaubte Zustédnde, was durch den experimentellen Befund auch
bestéatigt wird. Bei der storungstheoretischen Beriicksichtigung von H' ist in
erster Ordnung nur der Erwartungswert von H’ beziiglich dieser Zusténde zu
berechnen. Fiir die ersten beiden Zustédnde ist dieser durch

62

Ai — /d?’J;ldggj‘Q ﬁ(l‘l, l’g)’@bitm(l'l, IL‘Q)W
1 — 42

gegeben; die Spinabhéngigkeit der Wellenfunktionen hebt sich trivial weg.
Tatséchlich ist dieses Integral auch von m unabhéngig. Fiir die beiden letzten
Zustande ergibt sich analog der Erwartungswert

62

21 — 2 ’

B* = /d3x1d3a:2 w—(%(flfl,ﬂh)?/}oio(xl,flfz)

und die zugehorigen Energiecigenwerte nehmen nédherungsweise die Form
E = —5FE;+ AL

bzw.
E = —5FE,+ By

an.
Die Spinwellenfunktionen ¢ und ¢}, sind per Konstruktion antisymmetrisch,
respektive symmetrisch. Untersucht man die sogenannten Gesamtspinopera-
toren

Sy = S+ 57
Sp ® 1d+ id® Sy,

so gilt
Sk, Si] = iherSn ,
sowie

SPpp = 0,

o = P+ Dy =210y,
Sggog = 0 und

5380}\4 = hMSﬁzlw-
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Die Werte der Gesamtspinzahl sind somit 0 fiir ¢J und 1 fiir ¢]. An der
Energieaufspaltung der beiden ersten aufgelisteten Zusténde erkennen wir,
daf

fir S=0 : EF=-5FE,;+ A, und
fir S=1 : E=-5FE,;+ A_ gilt.

An der Form von A. erkennt man sofort, dal 0 < A_ < A, gelten muf.
Die CouLOMBrepulsion ist fiir kleine Abstdnde |x; — x2| am stérksten. Im
Integral A_ verschwindet aber v, (x1, z9) fiir 1 = x4, weil

Vi (@1, 22) = =V, (22, 71)
gilt. Die analoge Aussage gilt fiir die letzten beiden Zusténde:

FurSZO ISt E: _5Eat+B+7
fir S =1 ist E——5E,+B_,

und 0 < B < By gilt, weil ¢go(21, z9) antisymmetrisch ist.
(Vergleiche Ubung 10.)

Der entscheidende Punkt in dieser Diskussion ist die Erkenntnis, daf§ die
Energie eines Mehrteilchensystems vom Gesamtspin des Systems abhéngt,
obwohl der HAMILTONoperator keine spinabhéngigen Terme aufweist. Der
Grund hierfiir ist offenbar allein das PAULIprinzip, das nicht nur die erlaubten
Wellenfunktionen einschrénkt, sondern offenbar auch Gesamtspin-abhéngige
Energieaufspaltungen bewirkt.

In Verallgemeinerung des oben geschilderten Sachverhaltes ergibt sich allge-
mein auch fiir schwere Atome als Folge des PAULIprinzips die erste HUNDsche
Regel:

Im Atom sind die Zustdnde mit maximalem Elektronengesamt-
spin energetisch bevorzugt.

Wir werden diese Regel zum Anlafl nehmen, spater den Gesamtspin ndher
zu untersuchen.

5.3 Die Elektronenstruktur der Atomkerne

Wir konnten nun in der gleichen Weise versuchen allgemein die energeti-
schen Grundzustdnde von Atomen zu diskutieren, indem wir zunéchst die
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Abstoflung der Elektronen vernachléssigen und in einem zweiten Schritt erst
storungstheoretisch beriicksichtigen. Ein solches Vorgehen liefert mit prak-
tikablem Aufwand allerdings zu grobe Resultate und mufl durch effizientere
Verfahren ersetzt werden, die hier zu schildern nicht der Platz ist. Stattdessen
vertrauen wir besser unserer physikalischen Intuition und iiberlegen uns, was
denn der Effekt der CouLoOMBrepulsion tatséchlich bewirken kénnte. Offen-
bar wird fiir ein einzelnes Elektron die Kernladung durch die Présenz anderer
Elektronen effektiv abgschirmt. Auflerdem ist eine leichte Forménderung in
der r-Abhéngigkeit des Kernpotentials zu erwarten. Wir kénnen diese Effekte
durch eine Abéanderung des Kernpotentials simulieren:
e? (Z —0)e? c

|;] |24] |z*

Die Konstanten o und ¢ werden dabei effektiv von der Kernladung N abhéngen.
Der erste Anteil des neuen Kernpotentials ist in der Form unproblematisch.
In Energien und Eigenfunktionen des von uns vollstdndig gelosten Cou-
LoMBproblems ist lediglich die Kernladung durch (N — o) zu ersetzen. Der
Effekt des zweiten Terms ist struktureller Art. Er bewirkt, dal die Einteil-
chenenergien nicht mehr die Form

const

E — o
(n+1+1)2

besitzen und damit fiir alle Zustande mit n 4+ = n’ + I’ energetisch entartet
sind. Stattdessen spalten diese Zusténde auf, und zwar so, dafl hohere [-Werte
energetisch nach oben geschoben werden. Fiir die Elektronenstruktur hat dies
den folgenden Effekt: Auf Grund des PAULIprinzips besitzt der energetische
Grundzustand eine Wellenfunktion die in ihrem Ortsanteil das Produkt von
Eigenfunktionen ., (x;) mit Eigenenergien FE,,; ist. Fiir sie gilt

H(%)@nlm(%) = Enl@nzm(%)
mit
n? (Z — o)e? c

i

2m |4 2]
Die Eigenwerte sind jetzt fiir alle n,l verschieden, wobei gréfiere [-Werte
zu kleineren negativen Energien fithren. (Effekt von |m‘?|2). In der Grundzu-
standswellenfunktion ist dasjenige Produkt der Einteilchenwellenfunktionen

Onatim, (x;) realisiert, das zur niedrigsten Gesamtenergie

N
E = ) Ey,
=1
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gehort. AuBerdem soll das PAULIprinzip gelten. Beachten wir den Spinfrei-
heitsgrad der Elektronen, so ergibt das PAULIprinzip, dal im Produkt der
Einteilchenfunktionen ¢, ., ein und derselbe Zustand maximal nur zwei-
mal erscheinen darf; die Elektronen besetzen somit im Grundzustand mit
wachsendem N jede dieser Einteilchenfunktionen zweimal. Es ergibt sich die
folgende Tabelle der Elektronenkonfigurationen fiir das Periodensystem der
Elemente: (siehe Abbildung 5.1)

Zur Erklirung: Die Tabelle benutzt die historisch gewachsenen Notationen:

K|[LIM[N[O[P[Q
Ne=n+l+1l=|1|2]3[4]5|6]7

und

[=]101]2]3 4

ot

5.4 Optimierung der Wellenfunktionen:
Variationsverfahren

Die Einteilchenwellenfunktionen des letzten Kapitels lassen sich theoretisch
etwas besser begriinden, als die intuitive Vorgehensweise vermuten 1at. Da-
zu macht man folgende Voriiberlegung. Sei H,, der HAMILTONoperator eines
quantenmechanischen Problems, mit der Eigenschaft, da§ H,, einen tiefsten,
endlichen Eigenwert mit zugehoriger Wellenfunktion g (mit |[1g]| = 1) be-
sitzt. Dann gilt fiir den Energieerwartungswert (¢, H,,1) einer beliebigen
Wellenfunktion v, (mit ||| = 1),

<waH0p¢> > EO :

Das Gleichheitszeichen wird genau fiir ¢y angenommen, d.h. als Funktion
von v besitzt (¢, Hoptp) ein Minimum bei ¢ = ). Ist ¢(a,..., ) eine
Schar von Wellenfunktionen, die von k Parametern aj abhédngt und gilt fiir

alle Parameterwerte ||¢(aq,...,ax)|| = 1, so macht es Sinn, den minima-
len Energieerwartungswert (¢ (o, ..., ax), Hopt(au, ..., ax)) zu bestimmen.
Dieser trete fiir die Parameterwerte oY, ..., a% auf. Dann ist offenbar unter
allen Wellenfunktionen der Form #(ay, ..., a;) die Funktion ¢(ad, ..., a?)

diejenige, die den energetischen Grundzustand am besten approximiert.
Die Einteilchenfunktionen des letzten Abschnitts haben die Form

CI)(I) = lﬁnzm(l’)ea,
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Schale: K| L M N O P Q
Element 1s| 2s 2p| 3s 3p 3d| 4s 4p 4d 4f 5s 5p 5d 5f bg| 6s 6p 6d 6f 6g 6h| Ts
1. H 1
2. He 2
3. Li 2 1
4. Be 2 2
5. B 2 2 1
6. C 2 2 2
7. N 2 2 3
8. O 2 2 4
9. F 2 2 5
10. Ne 2 2 6
11. Na 2 2 6 1
12. Mg 2 2 6 2
13. Al 2 2 6 2 1
14. Si 2 2 6 2 2
15. P 2 2 6 2 3
16. S 2 2 6 2 4
17. Cl 2 2 6 2 5
18. A 2 2 6 2 6
19. K 2 2 6 2 6 1
20. Ca 2 2 6 2 6 2
21. Sc 2 2 6 2 6 1 2
22. Ti 2 2 6 2 6 2 2
23. V 2 2 6 2 6 3 2
24. Cr 2 2 6 2 6 5 1
25. Mn 2 2 6 2 6 5 2
26. Fe 2 2 6 2 6 6 2
27. Co 2 2 6 2 6 7 2
28. Ni 2 2 6 2 6 8 2
29. Cu 2 2 6 2 6 10| 1
30. Zn 2 2 6 2 6 10| 2
31. Ga 2 2 6 2 6 10f 2 1
32. Ge 2 2 6 2 6 10f 2 2
33. As 2 2 6 2 6 10| 2 3
34. Se 2 2 6 2 6 10| 2 4
35. Br 2 2 6 2 6 10| 2 5
36. Kr 2 2 6 2 6 10| 2 6
37. Rb 2 2 6 2 6 10| 2 6 1
38. Sr 2 2 6 2 6 10| 2 6 2
39. Y 2 2 6 2 6 10| 2 6 1 2
40. Zr 2 2 6 2 6 10| 2 6 2 2
41. Nb 2 2 6 2 6 10| 2 6 4 1
42. Mo 2 2 6 2 6 10| 2 6 5 1
43. Tc 22 6|2 6 1002 6 (5 (2)

44. Ru 2 2 6 2 6 10| 2 6 7 1

45. Rh 2 2 6 2 6 10| 2 6 8 1

46. Pd 2 2 6 2 6 10| 2 6 10

47. Ag 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 1

48. Cd 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 2

49. In 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 2

50. Sn 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 2

51. Sb 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 2

52. Te 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 2

53. 1 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 2

54. Xe 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 2

55. Cs 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 2 6 1

56. Ba 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 2 6 2

57. La 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 2 6 1 2

58. Ce 22 6|2 6 1002 6 10 (1) 2 6 (1) (2)

59. Pr 202 6|2 6 1002 6 10 (2)|2 6 (1) (2)

60. Nd 2|2 6|2 6 1002 6 10 (3|2 6 (1) (2)

61. 11 22 6|2 6 1002 6 10 (4|2 6 (1) (2)

62. Sm 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 6 2 6 2

63. Eu 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 7 2 6 2

64. Gd 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 7 2 6 1 2

65. Tb 202 6|2 6 1002 6 10 (8|2 6 (1) 2)

66. Ds 202 6|2 6 1002 6 10 (9|2 6 (1) (2)

67. Ho 202 6|2 6 1002 6 10 (100 2 6 (1) (2)

68. Er 202 6|2 6 1002 6 10 (D] 2 6 (1) (2)

69. Tu 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 13 2 6 2

70. Yb 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 2

71. Lu 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 1 2

72. Hf 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 2 2

73. Ta 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 3 2

4. W 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 4 2

75. Re 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 5 2

76. Os 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 6 2

77. Ir 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 7 2

78. Pt 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 9 1

79. Au 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 10 1

80. Hg 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 10 2

81. Tl 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 10 2 1

82. Pb 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 10 2 2

83. Bi 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 10 2 3

84. Po 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 10 2 4

85. At 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 10 2 5

86. Rn 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 10 2 6

87. Fa 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 10 2 6 1
88. Ra 2 2 6 2 6 10| 2 6 10 14 2 6 10 2 6 2
89. Ac 202 6|2 6 1002 6 10 14 |2 6 10 2 6 (1) (2)
90. Th 202 6|2 6 102 6 10 14 |2 6 10 2 6 (2 (2)
91. Pa 202 6|2 6 1002 6 10 14 |2 6 10 2 6 (3 (2)
92. U 2|2 6|2 6 1002 6 10 14 |2 6 10 2 6 (4) (2)

Abbildung 5.1: Elektronenstrukturen der Elemente; aus H. Preuss, ,, Grund-
riss der Quantenchemie®
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wobei 1,1, die SCHRODINGERgleichung

( B (Z=o)

2m, T

&
+_2) ¢nlm = enlwnlm
r

erfiillt (mit ||¢nml]?> = 1). Y hat die Form f,,;(r)Y,,. Insbesondere hingt
Onm und damit ® von ¢ und ¢ ab. Wir schreiben

O(x) = P,(0,0)(x) (5.2)

und indizieren mit o = 1,2,..., N diejenigen ®-Funktionen, die der energe-
tisch tiefsten Elektronenkonfiguration nach dem letzten Abschnitt entspre-
chen. Die Gesamtwellenfunktion besitzt vor der Antisymmetrisierung deshalb
die Form

~

(xy,...,xy) = Pi(z) @ @ Py(zy) . (5.3)

Die physikalisch relevante antisymmetrische Wellenfunktion ist deshalb
1
(21, oN) = W 2,,: Qo) (71) ® -+ @ Py (7)) - (5.4)

Der Normierungsfaktor garantiert, wie man leicht nachrechnet ||| = 1.

1 héngt iiber die Wellenfunktionen ® von ¢ und ¢ ab: ¥ = ¥(o,c). Die
Werte ¢ und ¢q von o und c fiir die die Grundzustandswellenfunktion des
N-Elektronenproblems am besten approximiert wird, sind deshalb durch die
Gleichungen

(;%(dj(a,c),[-[opw(a,c» = 0, (5.5)
%(1#(0,0),[—[0},1#(0,0» = 0 (5.6)

bestimmt, wobei H,, der wahre HAMILTONoperator des /N-Elektronenproblems
ist. Wir haben deshalb den Erwartungswert der Energie im obigen Ausdruck
zu berechnen. (Vergleiche Ubung 10.) Mit

N

h? Ze? e?
H = "N (A 29y S ,
” Qmez( . ) > (5.7)

k=1 |2 k>l
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finden wir:
((0,¢), Hyb(o,)) = i / i <q>a<x>,( %A_f;f)%(@>+
3 %Vj / o dy | e_zyl(|<1>a<x>|2|<1>ﬁ<y>|2—

Die Funktionen ®, sind in ihrer Parameterabhéngigkeit von ¢ und c festge-
legt. Die oben auftretenden Integrale konnen somit explizit berechnet werden,
was natiirlich durchaus miihsam ist. Wichtig ist jedoch, dafl nun die optima-
len Werte von ¢ und c¢ tatséchlich aus (5.5) bestimmt werden kénnen und
damit unser intuitives Verfahren nachtréglich gerechtfertigt werden kann.
Im sogenannten HARTREE-FOCK-Verfahren ist es sogar moglich, die Einteil-
chenwellenfunktionen ®,(x) ohne Bezugnahme auf eine spezielle Parameter-
abhéngigkeit zu bestimmen, Dazu 148t man die Spinoren ®,(z) zunéchst
vollig unbestimmt und definiert die Gesamtwellenfunktion ¢ wie zuvor in
(5.4) durch

¢(I17...,$N) = \/%Zq)a(l)(rl)@...@CI)U(N)(ZL‘N).

Der Erwartungswert lautet dann immer noch

(0 ¢), Hopb(0,)) = i [ (@t - A Z_) a(e) ) +

2me. ||

2

+§Z /d3xd3y “(1@al) 2s ()] -

s [z =y

~ [{@ax). 2" )

Wir verlangen nun, da die Funktion @, die Bedingung ||®,|* = 1 erfiille
und den Energieerwartungswert (¢, H,,1) minimalisiere. Dies ist offenbar ein
Variationsproblem in den Einteilchenwellenfunktionen ®,. Die Bedingungen
|®,]|* = 1 lassen sich durch LAGRANGEmultiplikatoren €, beriicksichtigen
und wir haben den Ausdruck

5 == <¢7Hopw>_zea”q)a||2
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zu minimalisieren, d.h. wir ersetzen ®, in 6 durch ¢, + té®,, differenzieren
nach ¢ und verlangen, daf} fiir £ = 0 und alle Variationen 0®,,, der entstehende
Ausdruck verschwindet. Das Ergebnis ist

0 = /d% <5<I>a(a:), (—QZ;A— %%—ea) (:v)> +

2

#3000 0 100 -

lz —yl

— (00a(x), ®s(2)) (@a(y). Paly)) )

Nun ist die Variation 09, (x) eine vollig beliebige Wellenfunktion. Hieraus
folgt, daf in der Tat
h2 VA 2 -
( A-ZE ea) Do(z) + (VO (z) = 0

" 2m. ||

mit
(Vdo)(z) = Pad®
A

gelten mufl. Zusétzlich miissen wir bei der Losung dieses Gleichungssystems
auf die Bedingung

2

g (26 @) = @5(2) (2500, 2u(0)

B2 = / (@, (x), By(x))

achten.

Die zuletzt aufgetretenen Gleichungen werden als HARTREE-FOCKsche Glei-
chungen bezeichnet. Sie sind offenbar in den Einteilchenwellenfunktionen
nichtlinear, was das Gleichungssystem so stark kompliziert, dafl nur nume-
rische Losungen moglich sind. (Tatséchlich wurden hierfiir die ersten Com-
puter eingesetzt.) Fiir uns ist vor allem interessant, dafl diese Gleichungen
ebenfalls in gewisser Weise eine Modifikation V des CouLoMBkernpotentials

Ne? liefern. Unser intuitives Bild der atomaren Elektronenstruktur wird

|z

deshalb nicht grundsétzlich modifiziert.

5.5 Ubungsaufgaben

A10.1 Ortho— und Para—Helium

Das Pauliprinzip verlangt, dafi die Gesamtwellenfunktion (das Produkt von
Ort und Spin) zweier Elektronen unter Vertauschung beider Teilchen anti-
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symmetrisch ist. Spin: Betrachte die Basis der Spinzusténde zweier Spin—%—
Teilchen, gegeben durch

e((ll) ® e(;), a, = i% mit (s(i))2e(i) = @e(i), sg)egf) = haeg), 1=1,2.
Der Gesamtspin S lautet S = s + 5 = sV @ id + id ® s,
(1) Begriinde, warum der (normierte) Zustand

1
— (e(l) ® 6(721 — e(l) & ef))
2 2

antisymmetrisch unter der Vertauschung der beiden Teilchen ist.

(2) Zeige S*x0o = 0 und Szxgo = 0. Daher wird xgo Spin-Singlett genannt.

(3) Begriinde, warum die (normierten) Zusténde

_ (g 2 _ L
X11 6% ®€% , X10 NG <e

symmetrisch unter der Vertauschung der beiden Teilchen sind.

foe). = ded)
2 2 2 2

(4) Zeige S*X1im, = 2BX1m.> S3X1m. = MshXim,. Die X1m, heiBen Spin—
Triplett.

Ort: Vernachléssigt man im HAMILTONoperator zweier Elektronen im Cou-
LoMBfeld Ze

1 A e?
_ r_ (1)y\2 22y _ —
H=Hy+H o () +0™)) - 5 7@ 0 — 20 (+)
H, P

die Abstolung H’, so hat man fiir jedes Elektron ein Wasserstoffproblem mit
Kernladung Z. Die Ortsraum—Wellenfunktionen ® von Hy haben daher die
Produktform

(I)NlelmlN2€2m2 (m(l)a x(Q)) = ¢N1€1m1 (x(l))¢N2€2m2 ($(2))

(5) Begriinde, dafl die Ortsraum—Wellenfunktion ®, des Grundzustandes
das Produkt der 1s—Wellenfunktionen der beiden Elektronen ist. Wel-
che Energie gehort dazu?

(6) Warum ist &g symmetrisch unter Vertauschung der beiden Elektronen?
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(7) Der Gesamtbahndrehimpuls ist L = L") + L®). Zeige L?®, = 0 und
Lg@o - 0

(8) Begriinde, daf die Ortsraum—Wellenfunktionen des ersten angeregten
Zustandes Produkte von 1s— und 2/—Wellenfunktionen sind. Welche
Energie gehort dazu?

(9) Betrachte fiir den ersten angeregten Zustand die Ortsraum-
Wellenfunktionen

1
o (21, 2®)) = V2 (¢100(x M) Paem () £ Bopm (zM) 100(z?))) .
Zeige LQ@Ztm:th(g + 1)(I)Ztma Lscbztm:hm@fm und fiir die Teilchenver-
tauschung:

neE, (20, 2?) = o (2 ,20)) = £0% (21, 2®).

(10) Die Gesamtwellenfunktionen ¥ sind ein Produkt von Ortsraumwellen-
funktion und Spinor, also von der Form ¥ (z®), 2®) = &(2M 2®))y ...
Folgere aus dem PAULIprinzip, da fiir den Grundzustand nur ¥y =
Poxoo und fiir den ersten angeregten Zustand WP = &) o und
portho — @ - yy,,. moglich sind. Diskutiere die méglichen Zustéinde im

Para— (S = 0) bzw. Ortho-Helium (S = 1).

H10.1 Hundsche Regeln

Die AbstoBung H' im He wird nun in erster Ordnung Stérungstheorie beriick-
sichtigt.

(1) Argumentiere, dal die Spin—Triplett—Zusténde stirker gebunden sind
als der Spin—Singlett—Zustand. Dies ist ein Spezialfall der ersten Hund-
schen Regel, welche besagt, dafl der Zustand mit maximalem Spin die
niedrigste Energie hat.

(2) Argumentiere, daf§ die Zustinde mit ¢ = 1 stérker gebunden sind als
die mit ¢ = 0. Dies ist ein Spezialfall der zweiten Hundschen Regel,
welche besagt, dal der Zustand mit maximalem Bahndrehimpuls die
niedrigste Energie hat.

(3) Zeige fiir die Matrixelemente von H' mit den ersten angeregten Zustéanden:
<q)?mems |H,|(I)?'/m/X5’m’s> = 6##’588’5msm’55€€’5mm’<q)?mems |Hl|q)?mems>‘
(4) Zeige, daBl (D], Xsm,

H'|®} Xsm,) nicht von m abhingt.
erechne explizit Xsm Xsm,, und uberpriite so un .
5) B h lizit (@7, JH |97, . d ib f 1 d (2
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H10.2 Helium—isoelektronische Reihe

Betrachte zwei Elektronen (mit AbstoBung) im Feld einer Kernladung Z > 2,
vgl. ().

(1)

(2)

Berechne die Energiekorrektur des Grundzustandes: (®gxo0|H'|PoXx00)
5 Ze?
8 rg

e2

Zeige (Poxoo| H|Poxoo) = —=Z(Z—2). Dieses Ergebnis motiviert einen
neuen Ansatz fiir die Grundzustands—Wellenfunktion, indem man eine
effektive Kernladung Z — o einfiihrt, womit die Grundzustandswellen-
funktion lautet:

Z—03 _Z=or
e o

~ 1
Uo(a,2?) = = R, (r )R, (rP)xoo,  REL(r) =2

To

Finde und diskutiere den HAMILTONoperator }70, zu dem \AI}O Eigen-
funktion ist.

Berechne Ey = <\TJO\H\\TIO> = _%(Z —o)(Z 40— %)

Bestimme den Abschirmparameter o so, dafl EO minimal wird und be-

rechne die totale Bindungsenergie als Funktion von Z. Was hat Eo mit
Hj aus (2) zu tun?

Berechne mit (4) die Ionisierungsenergie fiir He, Li™, Be™ und verglei-
che mit den experimentellen Werten 24.50, 75.26, 153.04 eV. Diskutiere
das Ergebnis und vergleiche es mit dem, was man in erster Ordnung
Storungstheorie (o = 0) erhilt.

(min(r(m,r(z)))e

1 4 ¢
e —z®@] Y20 3041 (max(r(1),r(2))F? 2 om=—t Yim (01, 01)Yem (U2, 02)

3 - 3 3
Rls(’f’) =2 % 67%7 RQS(T) = Z (2 — ﬁ) eim’ RQP(T) -1 / Z ﬁefﬂ

Zr Zr

2ro T0 3 2ro T0



Kapitel 6

Zeitabhingige Storungstheorie

6.1 Der Zeitentwicklungsoperator fiir
zeitabhingige Hamiltonoperatoren

Bisher haben wir nur quantenmechanische Probleme betrachtet, fiir die der
HAMILTONoOperator zeitunabhingig war. In diesem Kapitel wollen wir diese
Annahme aufgeben. Wir betrachten in der Folge HAMILTONoperatoren der
Form

H = Hy+W(t),

wobei Hj ein bekannter, bereits von uns vollstédndig studierter HAMILTONope-
rator mit Eigenfunktionen ,, und Eigenenergien F,, sein soll. Insbesondere
sei der Zeitentwicklungsoperator Uy(t) bekannt. W(t) ist ein zeitabhangiger
Storterm, von dem wir annehmen, dafl

#0 firt, <t <t, und
W) { =0 sonst,

gilt. Es macht jetzt keinen Sinn, nach stationédren Eigenfunktionen von H zu
suchen; hingegen ist es sinnvoll, den Zeitentwicklungsoperator U(t) von H
direkt zu berechnen. Er erfiillt, wie zuvor formal die Differentialgleichung

d
ih=U(t) = HU).

Wir setzen
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und erhalten wegen

Uo(t) = eXp[—iHot/h]Z

d ~ d ~
ih—U(t) = HoUy(t)U(t) +ihUs(t) U (1)
dt dt
fiir U(t) die Differentialgleichung

d ~ .
ih=U(t) = W) (6.1)

mit
W(t) = Uy ()W (1)Uolt) . (6.2)

Die letzte Differentialgleichung besitzt eine formale Lésung in Form einer
unendlichen Summe

Ut) = id+ ( h')/tdtl W (t (——) /dtl/dtz (1) W (t2) +
(——) /dtl/dtg/dtg (ty)W tg)W(t3)+ ,

wie man leicht durch Einsetzen in die letzte Differentialgleichung verifiziert.
Die untere Grenze t, in den zeitlichen Integranden kann auch gleich —oco
gewahlt werden, da nach Voraussetzung W(t) = 0 fiir t < t, gilt und somit

t <t, und ﬁ/\( t) =0 gilt. U(t ) hat die besondere Eigenschaft, daf U(t) = id
fiir ¢ < t, gilt. Fiir ¢t > t, ist U(t (t) = U zeitunabhéingig und wir finden:

U = id+ (%)7(1@ Wt (——) /dtl/dt2 ()W (t2) +
(——) /dtlfdtQ/dtg (ty)W tQ)W(t3)+ . (6.3)

Wieder kénnen wir wahlweise auch t, = —oco und ¢, = +00 als untere und
obere Integralgrenzen einsetzen.
Wir erhalten somit fiir den vollstédndigen Zeitentwicklungsoperator

Uty = U()U(t) (6.4)
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mit der besonderen Eigenschaft

Uplt)  fiir t < to,
v = {Uo(t)ﬁ fiir ¢ > 1, (6.5)

Der Operator U ist, wie oben beschrieben durch eine Reihe definiert; der n-te
Term wird gerne wie folgt aufgeschrieben:

th—1

(%)nfdh/tldtg / dt, W(t) - W(t,)

1 . n x x oo - -
= = (—7—’1) P/dtl/dt2 ---/dtn W(t)---W(t), (6.6)

wobei P der sogenannte Zeitordnungsoperator ist, der im Integranden die
Produkte W (t;) - - - W(t,) in zeitlich absteigender Reihenfolge umordnet. Auf
diese Weise wird auf der rechten Seite genau n!-mal das Integral der linken
Seite erzeugt, da es genau n! Zeitordnungen gibt. Der Faktor (n!)~! kom-
pensiert dieses mehrfache Auftreten. Mit Hilfe des Zeitordnungsoperators
schreibt sich U in der suggestiven Form

oo
7

U = Pexp —ﬁ/dt we| , (6.7)

—00

die allerdings mit Vorsicht zu genieflen ist: Sie erhilt erst einen Sinn, wenn
die Exponentialreihe entwickelt und auf jeden Term der Zeitordnungsopera-
tor angewandt wird.

Wenden wir den Zeitentwicklungsoperator U(t) auf eine Wellenfunktion 1)
an, so finden wir

P(t) = U)o
{ Uo(t)pg  fiir t < t,,

Uo(t) Tty fiir ¢ > 1, (6.8)

Nun sei v, eine Basis von Eigenfunktionen zu Hy mit Eigenenergien F,, und
1o ein Eigenzustand zur Energie Ey. Offenbar gilt

e~ Eo /Ty fiir t < t,,
U(t) = { Uo(t)Urhg = 3. 7 Emt/fp coo filr t > 1, (6.9)
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mit ¢,0 = <<pm,(~] g00>. Wir finden also fiir grofle Zeiten nicht mehr den

Zustand 1) vor, sondern eine Uberlagerung von Eigenfunktionen. Die Wahr-
scheinlichkeit, den Zustand 1), in dieser Uberlagerung zu finden, ist durch
]cmo\Q gegeben. Die Ubergangswahrscheinlichkeit, dafl unter dem Einflul des
Stérpotentials 1 (¢) nach grofien Zeiten ein Ubergang in den Zustand ,
stattgefunden hat, ist deshalb durch

2

enol” = |{om: Too)

bestimmt.

6.2 Ubergangswahrscheinlichkeiten in
Bornscher Niherung

Die sogenannte BORNsche Néherung fiir U besteht darin, nur die ersten bei-
den Terme in der formalen Reihe fiir U zu beriicksichtigen. (Wie gut diese
Nédherung im Einzelfall ist, wollen wir hier nicht untersuchen.) Wir erhalten
zunéchst

ta
U = zd—ih/ﬁ?(t)dt
ty

= id—%/dt W(t) (6.10)

—0o0

und fiir m # 0 ist ((¢m, o) =0!)

Cmo = <<Pm7 (7900>

o

= /dt <90m7/m7(t)900>

—00
o0

— [ (om0 W0

—00
o0

= /dt (@ W (1) ipg) e Em=E0)/

—00
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Cmo ist somit bis auf den Faktor (27)~2 gleich der FOURIERtransformierten
von (@, W(t)po) genommen an der Stelle (E,, — Ey)/h.

Wir wollen diesen Sachverhalt an einem Beispiel verdeutlichen. Dazu be-
trachten wir ein im Wasserstoffatom gebundenes Elektron, an dem in weitem
Abstand ein geladener Korper (Ladung @) mit der Bahnkurve x(t) vorbei-
fliegt. Der HAMILTONOperator des Elektrons lautet deshalb

h? e? e
H, = ——A_2 % 6.11
i 2m lz|  |x — x(t)] (6.11)
Wir schreiben:
H = Ho— 2% Lw (6.12)

|z (t)]

mit

1 1
W(t) = _QQ(|x_a;(t)| - Ix(t)l) '

H, ist der uns wohlbekannte HAMILTONoperator des Wasserstoffatoms und
wir schreiben fiir seine Eigenfunktionen und Eigenenergien der Kiirze wegen
Uy und Ey,. —‘f%—fl kann ferner in H weggelassen werden; dieser Term erzeugt
in den Wellenfunf(tionen nur eine Phase der Form

t
1 e
A(t) = exp —/—dT :
hJ la(T)|
0
die unbeobachtbar bleibt. Der Zeitevolutionsoperator ist deshalb durch
H = Hy+ W(t) (6.13)

mit

W = (5= )

z—a(t)]  |a()]

bestimmt und wir kénnen die BORNsche Néherung fiir ¢,y direkt berechnen:

= ‘ﬁf (=) (oo (g~ ) ) - 619
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Diese Formel vereinfacht sich stark, wenn der Kérper in einem Abstand vor-
beifliegt, der wesentlich grofler als das Atom ist. In diesem Fall diirfen wir

‘x_i(m nach TAYLOR entwickeln:

L L L)

|z — x(t)] (O] Jx(t)]

und erhalten in sehr guter Naherung

[e.9]

l z(t .
Cmo = —ﬁ/dt (—e@) <)3 {(Om, TPo) et (Em—Eo)/h (6.15)
J 2(0)]
?
= _ﬁQ <dm07fm0> (616)
mit
fo = /dt oit(Em—Eo)/h 33('5)3
()]
und
dmo = —€{Pm,TP0) -
Der letzte Ausdruck wird als Matrixelement des Dipoloperators d = —ex

zwischen den Zusténden ¢y und ¢, bezeichnet. Offenbar ist seine Stérke fiir
die GroBe der Ubergangswahrscheinlichkeit vom Zustand ¢ in den Zustand
¢ entscheidend, die ja durch |em,g|® gegeben ist. (Vergleiche Ubung 12.)

6.3 Ubergiinge pro Zeiteinheit und Fermis
Goldene Regel

Wir betrachten ein Storpotential W (¢) mit

W(t)=0 , |t|>T>0
wit) = {W(t):W i <T

und nehmen an, daf§ W nicht von der Zeit abhéngt. In BORNscher Ndherung
ist

T
Cmo = —%Wm,Vgoo}/dt e (BEm=E)t (6.17)
“r
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Strebt T" gegen unendlich, so ergibt sich

271

Cmo = Ty <1/1m7 V900> 5((Em - Eo)/h) . (6-18)

Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist durch |¢,mo|” gegeben und fiir T — oo of-
fenbar mathematisch nicht mehr erkldrt, weil sie das Quadrat einer
6-Funktion enthilt. Wir definieren deshalb die Ubergangswahrscheinlich-
keit pro Zeitintervall durch

P _ |Cm0|2
mO0 oT
und erhalten
T 2
1 2 1 i (Epm—Eo)t
Poo = 25 [{Um: Vo) " 55 /dteh( o (6.19)
T
Wegen
T 2 T
lim = | [ dt et EEN Y 6((Bpy — Eo) /) [ dt BB
T—o0 2T T-50 m 2T
T -7

— 208((En — Eo)/1)

erhalten wir jetzt im Limes 7" — oo

2
PmO = %‘

Diese Formel erscheint zunéchst immer noch nutzlos, da sie eine d-Funktion
enthélt und immer noch keine definierte Zahl liefert. Sie laBt sich trotz-
dem mit Hilfe der folgenden Uberlegung sinnvoll anwenden, falls die End-
zustande ¢, zu kontinuierlichen Energieeigenwerten gehoren. Ist die Dichte
dieser Zusténde durch p(E,,) dE,, gegeben und schreiben wir statt v, sinn-
geméfl ¥ (E,,), so ist die Gesamtwahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit fiir einen
Ubergang ¢g — 1,,(EF) in irgendeinen Zustand v,,(E,,) gegeben durch
2w
P = [ dBn BT s W 0B~ B) (621

oder

2
Pl = fp(Eo)!<wm,W<po>!2~ (6.22)
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Die letzte Formel wird als FERMIs Goldene Regel bezeichnet.

So einfach diese Regel aussieht, so schwer ist sie im Einzelfall anzuwenden.
Der Grund liegt darin, dal jeweils der korrekte Ausdruck fiir die Dichte
p(E,,) dE,, ausgerechnet werden muf. Hierfiir gibt es kein allgemeines Re-
zept. Wir betrachten deshalb zwei Einzelbeispiele.

6.4 Streuung in Bornscher Niherung

Wir wenden die Ergebnisse des letzten Abschnitts fiir den Fall

2
Hy = —QH—A und W = V(z) (6.23)

d.h. auf den Fall eines Teilchens im Potential V(z) an, dessen Gesamt-
HaAmiLTONoperator H = Hy + V ist. Die Eigenfunktionen von Hj sind

1 )
mit den Energien
h2
E, = %/& (6.25)

Die Zahl der Zustédnde pro Energieintervall ergibt sich aus der Vollstandig-
keitsrelation

S —a) = / P(En) dEp $(En) (@) (E) (@)

Wegen
/dkwk(m)m _ ( )/ Bl i@

schlieffen wir, daf3

gesetzt werden mufl. Ist ¢o(z) = Uy, (z) (ko € R fest), so ergibt sich fiir
die Gesamtiibergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit des Zustandes vy, in
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einen anderen Zustand:

21.2 21.2
Py = /I (o, Vi) 6(h i Z:L )d% (6.26)
— 2 1 _ 2
= —mlko| 55 @n)0 /dQ W (|ko| (Q — Q)| (6.27)

5’2

mit ) = und Oy = ‘ sowie
W) = / RV (z)dPz VK e R® .

Zum Beweis ist lediglich die Identitét

W V@)r) = (i) [ e ety

2T

sowie d*k = |k|*d|k| dQ zu benutzen. Wird P'% durch die einfallende Teil-
chenstromdichte I dividiert, so entsteht definitionsgeméfit der sogenannte
totale Wirkungsquerschnitt . Die einfallende Teilchenstromdichte I ist gleich
der Teilchendichte pg, multipliziert mit der Teilchengeschwindigkeit v. Wir
haben offenbar

1
ko = W}ko(x”z = (271')3
und
P Rk
V=—=—"",
m m
und somit
;o= Mkl (6.28)
m

Damit finden wir fiir den sogenannten totalen Wirkungsquerschnitt

Ptoé m2 / 9
== = dQ W (|kol (29 — Q2 . 6.29
7= = G | AWkl (= 2) (6:29)
SQ

Hierzu ist die folgende Bemerkung angebracht: )
Die Gesamtwahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit fiir die Ubergéinge 1y, — %
wird im Versuch wie folgt ermittelt: Ein Teilchen mit der Geschwindigkeit
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vo = hko/m fallt ein und wird gestreut. Der Versuch wird N-mal wiederholt
und die Zahl der gestreuten Teilchen durch die Teilchenstromdichte geteilt.
Im Limes N — oo ergibt dies 0. Es gilt also genau wie im Fall der klassischen
Streuung
Zahl d treuten Teilch
5 - Zahlder gestreuten Teilchen | (6.30)

Teilchenstromdichte

wenn die Zahl der Versuche gegen unendlich strebt.

Schreiben wir
do
— 0 22

do m? 2
— = k| (Q0 — Q2
a0 h4(27T)2 |W(‘ |( 0 ))| )

mit

und
W) = / dr e*TV(z) VK e R?,

so erhalten wir den differentiellen Wirkungsquerschnitt do/df2. Nach dem
zuvor gesagten mufl dieser gleich der Zahl der in den Raumwinkel €2 gestreu-
ten Teilchen pro Teilchenstromdichte sein.

Die Anwendung der Goldenen Regel erlaubt offenbar eine schnelle Berech-
nung dieser Groflen. Sie sind alle durch die FOURIERtransformierte der Po-
tentiale bestimmt. Im Fall der COULOMBstreuung ergibt sich die RUTHER-
FORDsche Formel

9
do e?

o - 4Esin2<g> (031

mit
h2k2

E = ,
2m

wenn §2 wie {iblich durch Polarwinkel # und ¢ parametrisiert wird und £y in
z-Richtung zeigt. (Vergleiche Ubung 13.). Obwohl es nur in BorNscher Niihe-
rung abgeleitet wurde, ist dieses Resultat exakt giiltig, und iiberdies auch
gleich dem entsprechenden Ausdruck der klassischen Physik. (do/dS2 enthélt
Rk nicht!!) Diese Tatsache ist ein reiner Zufall, wie die anderen Ubungsbeispiele
zeigen.



KAPITEL 6. ZEITABHANGIGE STORUNGSTHEORIE 157
6.5 Spontane Lichtemission

Photonen werden durch eine Wellenfunktion

1 .
77ka = %el<k’x>y , k’, Vv E ]Rg , (632)

beschrieben. k ist der Wellenvektor und v die Polarisation des Photons. Der
Polarisationsvektor v erfiillt [¢#|> = 1. Das Photon kann zwei Polarisationen
v1 und vy besitzen, wobei (v1,15) = 0 und (v1,k) = (1o, k) gilt. Aus der
Vollstéandigkeitsrelation der Photonwellenfunktionen finden wir wie in Ab-
schnitt 6.4 die Photonenzustanddichte fiir feste Polarisation:

p(E)dE = d&° . (6.33)

Bei der spontanen Lichtemission geht ein atomarer Zustand [¢g) in den Zu-
stand |y, k) iiber, wobei wir jetzt ausnahmsweise die DIRACnotation benut-
zen. |1y, k) besteht aus dem atomaren Zustand v,,, der durch eine spezielle
Elektronenkonfiguration gegeben ist, sowie aus einem Photon mit Wellen-
vektor k. Wie zu Anfang der Vorlesung bereits erwdhnt, tragt das Photon
den Impuls p = hk und die Energie iw = hc|k|. Zwischen den Photonen
und den atomaren Elektronen besteht eine Wechselwirkung W, die fiir ein
Einelektronensystem (z.B. im Wasserstoffatom) das folgende Matrixelement
zwischen |¢g) und |¢),,,, k) besitzt:

(Y KW Do) = —B— / 5 Y () pop v o(w)e " (6.34)
wobei

1 he
5—§ m

gilt. Alle diese Aussagen konnen streng bewiesen werden, was allerdings den
Rahmen dieser Vorlesung komplett sprengen wiirde. Wir kénnen diese Aus-
sagen bestenfalls anschaulich machen: Das Photon erzeugt ein elektromagne-
tisches Feld

Ap(x) = B-vet; (6.35)

klassisch ist die Wechselwirkung eines Elektrons mit diesem elektromagne-
tischen Feld durch —(e/c)Ag(x) - v gegeben. Mit v = p/m ergibt dies das
Storpotential —(e/mc)Ag(x) - pop im quantenmechanischen Fall. Wir sehen,
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daB genau dieser Ausdruck im Matrixelement (i,,,, k|W1)y) auftritt. Fiir den
Ubergang des Zustandes [to) in den Zustand |1, k), das heifit fiir den Zer-
fall des Zustandes 1y in den Zustand 1, und ein zuséatzliches Photon mit
Polarisation v ergibt jetzt die Goldene Regel:

PtOt _ 27T62 d3k 52 d3 <¢ . 77Z} > _i<k7$) : X
m0 T Aim2c2 T my Pop * V Yo) €
X 8( B + Hic |k| — Ep) (6.36)

wenn wir beriicksichtigen, dafl die Energie des Endzustandes E,, + hc |k| ist.
Dabei haben wir benutzt, daf die Dichte p(F) dE der Zusténde |1y, k) gleich
der Dichten aller Photonzustédnde ist und damit wie zu Anfang bemerkt,
gleich d3k ist. In der sogenannten Langwellenniherung wird im Integral die
Exponentialfunktion gleich 1 gesetzt. Mit

Pk = |k dlk| dQ

ergibt sich damit

62

Ptot
mo 2wh2c3m?

(Eo - Ey) / (W p )22 (637)

Dieser Ausdruck wird gerne wie folgt umgeformt: Zunéchst gilt fiir den Kom-
mutator

1h
[H(]vxop] = _Epopa (638)

wenn Hy der HAMILTONoperator des Wasserstoffproblems ist. Somit findet
man

(-9 W) = (B = Bo) (s 0] (6.39)

Wie im Abschnitt 6.2 wird der Dipoloperator d = —ex eingefiihrt und wir
erhalten insgesamt:

(EO — Em)3

Ptot
mo 2mhic?

/Wm, v d to)|* d . (6.40)

Das Integral iiber df2 ist nicht iiberfliissig, da v noch von €2 abhéngt:

(w(k), k) = ((©),Q)
0.
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In diesem Abschnitt miissen die wesentlichen Grundlagen leider unerklért
bleiben; lediglich die etwas mechanische Anwendung der Goldenen Regel
kann vielleicht nachvollzogen werden. Dafl wir ihn dennoch einfiigen hat
den Grund, dafl wir die Besprechung der Atomzustéinde zu einem gewissen,
vorldufigen Abschlufl bringen moéchten. Dazu gehoért nun einmal die physi-
kalisch wichtige Tatsache, dafl bis auf die Grundzustdnde alle Anregungs-
zustéande in Atomen durch Aussenden von Strahlung zerfallen. Erst diese
Strahlung macht die Anregungszustidnde iiberhaupt erst sichtbar! Wie un-
sere Formeln zeigen, ist die Lichtkreisfrequenz w, die dabei auftritt, immer
gleich w = (Ey — E,;,)/h. Die Zerfallsrate eribt sich aus P!9. Sie hiingt iiber
die Matrixelemente (1),,, d)y) direkt von den Zusténden 1, und v, ab und
auBert sich im Experiment in der Intensitét, mit der Licht bei der spontane-
ne Emission beobachtet wird. Wir kénnen diese im Prinzip jetzt berechnen,
miissen den Leser allerdings, was ein tieferes Verstdndnis der spontanen Lich-
temission betrifft, auf andere, mehr fortgeschrittene Vorlesungen hinweisen.



