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Bücher zur Relativistischen Quantenmechanik

• W. Greiner, Relativistische Quantenmechanik,
Harri Deutsch 1987, DM 78,–

• J.D. Björken, S.D. Drell, Relativistische Quantenmechanik,
Spektrum 1990, DM 38,–

Preise 7/1999, DM-Preise sind Ladenpreise lt. http://www.buchhandel.de,
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Einleitung

Die Quantentheorie oder Quantenmechanik wurde in diesem Jahrhun-
dert auf Grund physikalischer Beobachtungen entwickelt, die zunächst nur
einige merkwürdige und neuartige Entdeckungen von Eigenschaften betrafen,
die das Licht zeigt, wenn es mit Materie wechselwirkt. Die Hohlraumstrah-
lung und der Photoeffekt beweisen, daß eine Lichtwelle mit der Frequenz
ν die Energie hν trägt (Planck, Einstein). h ist dabei eine universelle
Konstante, das sogenannte Plancksche Wirkungsquantum. Die Streuung
von Licht an Atomen kann ebenfalls nur erklärt werden, wenn eine Licht-
welle mit Wellenvektor k den Impuls p = hk

2π
besitzt. Licht hat also nicht

nur den aus der Elektrodynamik abgeleiteten Wellencharakter, sondern auch
Teilcheneigenschaften. Daß auch materielle Teilchen Welleneigenschaften zei-
gen, konnte experimentell erst sehr viel später demonstriert werden, ist aber
heute physikalisches Allgemeingut. Man kann heute sogar Teilchen ebenso
wie Licht zum Betrieb von Mikroskopen (Elektronenmikroskop!) benutzen.
Die präzise mathematische Beschreibung von solchen

”
Materiewellen“ ver-

danken wir (fußend auf wichtigen Arbeiten von Bohr, Sommerfeld und
de Broglie) Heisenberg, Schrödinger und Dirac, die die moderne
Quantentheorie oder Quantenmechanik entwickelt haben. In der Vorlesung
werden wir Schrödingers Weg, der sogenannten Wellenmechanik, folgen.
Er beginnt mit der radikalen Aufgabe der Newtonschen Mechanik und fußt
direkt auf der Beschreibung der Teilchenbewegung durch Wellenfunktionen,
die eine große formale Ähnlichkeit mit Lichtwellen besitzen. Zunächst werden
wir uns in der Vorlesung der Beschreibung solcher Wellen widmen und dabei
vor allem herausarbeiten, wie eine solche Welle trotzdem Teilcheneigenschaf-
ten beibehält.
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Kapitel 1

Nichtrelativistische

Wellenmechanik

Die quantenmechanische Beschreibung strukturloser materieller Teilchen fußt
auf einigen Grundannahmen oder Axiomen, die wir zunächst einmal formu-
lieren und kurz kommentieren wollen. Wir nehmen dabei an, daß die Teil-
chengeschwindigkeit klein gegenüber der Lichtgeschwindigkeit ist (nichtrela-
tivistische Wellenmechanik), bemerken aber, daß die Berücksichtigung rela-
tivistischer Effekte unsere Axiome im Kern nicht verändert.

Axiom I: Teilchen werden für jede Zeit t durch Wellenfunktionen
ψ : R3 → C beschrieben, die sich zeitlich nach einem bestimmten
Gesetz verändern: Sie genügen der Wellengleichung (Schrödin-
gergleichung).

i~
∂

∂t
ψ(x, t) = − ~2

2m
(∆ψ)(x, t) + V (x)ψ(x, t) (1.1)

(a) ~ ist die Plancksche Konstante dividiert durch 2π; ~ = h
2π
.

(b) m ist die Masse des Teilchens.

(c) V (x) ist das Potential, in dem sich das Teilchen bewegt.

(1.1) ersetzt das Newtonsche Bewegungsgesetz der Punktmechanik. Die
Wellenfunktion ψ dient zur Berechnung derWahrscheinlichkeit P (G,ψ, t),
das Teilchen zur Zeit t in einem Gebiet G zu finden.

7
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Axiom II: Sei G ⊂ R3 ein Gebiet. Die Wahrscheinlichkeit, das
Teilchen im Gebiet G zu finden, ist gegeben durch:

P (G,ψ, t) =

∫

G

d3x |ψ(x, t)|2︸ ︷︷ ︸
Wahrscheinlichkeitsdichte

(1.2)

Offenbar kann eine Wahrscheinlichkeit nie durch nur einen einzigen Teilchen-
nachweis ermittelt werden. Die Quantenmechanik macht deshalb über Ein-
zelereignisse prinzipiell keine Aussage, sondern nur über das Ergebnis einer
Mittelung über viele Experimente. Dies steht im Gegensatz zur klassischen
Physik mit ihrer Aussage: Werden Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit
zur Zeit t0 vorgegeben, so ist die Geschwindigkeit bzw. Lage zur Zeit t eindeu-
tig bestimmt. Natürlich erfordert die konkrete experimentelle Überprüfung
dieses Sachverhaltes auch die statistische Auswertung von Meßergebnissen.
Der auftretende Meßfehler sollte aber mit der Zahl der Experimente gegen
null streben, und das Ergebnis gegen die exakte Endlage (und keine Wahr-
scheinlichkeit hierfür) streben. Ein einziges, beliebig genaues Experiment
kann also im Prinzip das exakte Resultat eindeutig liefern. Die Quanten-
mechanik erklärt nun dieses Konzept zu einer mathematischen Fiktion, die
prinzipiell in atomaren Dimensionen nicht anwendbar ist, weil Lage und Ge-
schwindigkeit eines Teilchens nicht gleichzeitig beliebig genau gemessen wer-
den können (Später werden wir diese Aussage präziser formulieren können).

1.1 Freie Bewegung

Um mehr über die Bedeutung der Axiome I und II zu lernen, muß man deren
Konsequenzen näher untersuchen. Axiom II fordert offenbar

P (R3, ψ, t) =

∫

R3

d3x |ψ(x, t)|2 = 1 , (1.3)

da die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im Raum zu finden, offenbar
gleich eins ist. Es sind also nur solche Lösungen der Wellengleichung inter-
essant, die quadratintegrierbar sind. Wir betrachten zunächst freie Teilchen
(V = 0) und versuchen den Lösungsansatz

ψ(x, t) =
1

(2π)
3
2

∫
d3k ψ̃(k) e−iω(k)t+i〈k,x〉 .
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Der Einfachheit wegen sei ψ̃(k) ∈ S(R3) eine Schwarzfunktion (d.h. ei-
ne beliebig oft differenzierbare Funktion mit genügend raschem Abfall, ver-
gleiche Übung 1.), damit alle Integrale konvergieren. (1.1) ist erfüllt, wenn
ω(k) = ~

2m
k2 gilt (Beweis durch Einsetzen in (1.1)).

ψ(x, t) ist also eine Überlagerung von Elementarwellen e−iω(k)t+i〈k,x〉 mit den
Wellenvektoren k und der Kreisfrequenz ω(k) = ~

2m
k2. 2π

|k| wird als De Bro-

glie-Wellenlänge bezeichnet (In der Elektrodynamik sind solche Elementar-
wellen bei der Beschreibung des Lichtes schon aufgetreten, allerdings gilt dort
ω(k) = c |k|, c Lichtgeschwindigkeit). Außer der Annahme ψ̃ ∈ S(R3) ist ψ̃
nicht weiter eingeschränkt und recht beliebig.Wir wollen die Zeitabhängig-
keit von ψ(x, t) allein etwas näher untersuchen: Dazu setzen wir für jedes
ϕ ∈ S(R3)

(Λ(t)ϕ)(k) = e−iω(k)tϕ(k)

Fϕ(x) =
1

(2π)
3
2

∫
d3k ei〈k,x〉ϕ(k) .

In der letzten Zeile erscheint die Fouriertransformation F , von der die fol-
genden Eigenschaften bekannt sind (Vergleiche Übung 1.):

(a) F ist linear und bildet S(R3) auf S(R3) ab.

(b) F−1ϕ(k) = 1

(2π)
3
2

∫
d3x e−i〈k,x〉ϕ(x)

(c)
∫
d3x Fϕ1(x)Fϕ2(x) =

∫
d3k ϕ1(k)ϕ2(k)

Speziell ist also

∫
d3x |Fϕ(x)|2 =

∫
d3k |ϕ(k)|2 .

Wir können diese Formel geometrisch interpretieren:
Der komplexe Vektorraum S(R3) enthält vermöge der Formel

〈ϕ1, ϕ2〉 =

∫
d3x ϕ1(x)ϕ2(x) = 〈ϕ2, ϕ1〉

ein Skalarprodukt, das im ersten Argument antilinear und im zweiten Argu-

ment linear ist. Die Norm von ϕ ∈ S(R3) ist definiert durch ‖ϕ‖ = 〈ϕ, ϕ〉
1
2 .

Aus (c) folgt

〈Fϕ1, Fϕ2〉 = 〈ϕ1, ϕ2〉 ,
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d.h. F ist unitär. Im gleichen Sinne ist auch Λ(t) ein unitärer Operator, da
ja sogar schon

Λ(t)ϕ1(k)Λ(t)ϕ2(k) = ϕ1(k)ϕ2(k)

gilt. Außerdem gilt

Λ(t1)Λ(t2) = Λ(t1 + t2)

und

Λ(0) = id .

Mit Hilfe der Operatoren Λ(t) und F schreiben wir

ψ(x, t) = (FΛ(t)ψ̃)(x)

und finden für t = 0

ψ0(x) = ψ(x, 0) = F ψ̃(x)

⇒ ψ̃ = F−1ψ0

⇒ ψ(x, t) = (FΛ(t)F−1ψ0)(x) .

ψ0, d.h. die Wellenfunktion zur Zeit t = 0, kann also beliebig vorgegeben
werden. Sie muß nur der Bedingung

1 =

∫
d3x ψ0(x)ψ0(x) = ‖ψ0‖2

genügen. Durch Anwendung von U(t) = FΛ(t)F−1 auf ψ0 erhalten wir ei-
ne zeitabhängige Wellenfunktion ψ(x, t) = (U(t)ψ0)(x), die Gleichung (1.1)
erfüllt. Da das Produkt von unitären Operatoren wieder unitär ist, gilt für
alle Zeiten t

∫
d3x ψ(x, t)ψ(x, t) = ‖U(t)ψ0‖2 = ‖ψ0‖2 = 1

wie gewünscht.
Wir zeigen nun noch explizit, was eigentlich plausibel ist: U(t)ψ0 ist die
einzige Lösung ψ(x, t) mit ψ(x, 0) = ψ0, die der Schrödingergleichung
genügt und normierbar ist: Sei nämlich ψ′(x, t) eine andere Lösung mit

ψ′(x, 0) = ψ0(x) .
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Wir setzen

ϕ(t)(x) = ψ′(x, t)− (U(t)ψ0)(x) ,

ϕ(t) erfüllt die Schrödingergleichung, d.h.

i~
d

dt
ϕ(t)(x) = − ~2

2m
(∆ϕ(t))(x) , (1.4)

mit

ϕ(0)(x) = 0 .

Aus (1.4) folgt

d

dt
‖ϕ(t)‖2 = i

∫
d3x

[
ϕ(t)(x)∆ϕ(t)(x)−∆ϕ(t)(x)ϕ(t)(x)

] ~
2m

=
i~
2m

∫
d3x div

[
ϕ(t)∇ϕ(t)−∇ϕ(t)ϕ(t)

]

= 0 ,

da das Integral in ein Flächenintegral über eine Kugelfläche mit beliebig
großem Radius umgewandelt werden kann, wo die Wellenfunktionen gegen
null streben.
Somit gilt:

‖ϕ(t)‖2 = ‖ϕ(0)‖2
= 0 ,

d.h.
∫
d3x |ψ′(x, t)− (U(t)ψ0)(x)|2 = 0 .

Letzteres impliziert offenbar, wie gewünscht

ψ′(x, t) = U(t)ψ0(x) .

Wir fassen zusammen: Wenn wir verlangen, daß für alle Zeiten ψ(x, t) ∈
S(R3) ( t fest) gilt, so gibt es für vorgegebenes ψ0(x) = ψ(x, 0) eine eindeutig
bestimmte Lösung der Schrödingergleichung. Diese hat die Form

ψ(x, t) = (U(t)ψ0)(x) .

Es gilt

U(t) = FΛ(t)F−1
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ist unitär und es gilt

U(t1)U(t2) = FΛ(t1)F
−1FΛ(t2)F

−1

= FΛ(t1 + t2)F
−1

= U(t1 + t2) .

U(t) heißt Zeitentwicklungsoperator. Bemerkung: Später werden wir zei-
gen, daß der Zeitentwicklungsoperator U(t) in der Tat für alle quadratinte-
grierbaren Funktionen existiert.

1.2 Das Langzeitverhalten derWellenfunktion

Wir haben jetzt eine recht vollständige Übersicht über die mathematische
Struktur der Lösungen der Wellengleichungen unter Benutzung der Axiome
I und II für den Fall freier Teilchen gewonnen. In der Folge wollen wir uns mit
konkreten Eigenschaften der Zeitentwicklung beschäftigen. Für t > 0 liefert
die Definition von U(t)

ψ(x, t) = (U(t)ψ0)(x)

=
1

(2π)3

∫
d3k d3y ψ0(y)e

i〈k,x−y〉−i~k2
2m

t

=

∫
d3y ei(x−y)

2 m
2~tψ0(y)

1

(2π)3

∫
d3k e−i

~t
2m

(k+(y−x)m
t~ )

2

︸ ︷︷ ︸
A

Mit der Variablentransformation k′ = (k + (y−x)
t~ m)

√
t~
2m

ergibt sich für A

A =
1

(2π)3

∫
d3k′e−ik

′2

(
2m

~t

) 3
2

=
1

(2π)3

(
2m

~t

) 3
2




+∞∫

−∞

e−iλ
2

dλ



3

.

Das Integral in der letzten Zeile besitzt den bekannten Wert

+∞∫

−∞

e−iλ
2

dλ = (1− i)
√
π

2
(Fresnel-Integral).
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Also gilt:

A =
1

(2π)
3
2

(m
~t

) 3
2
c , c =

(
1− i√

2

)3
, ⇒ |c| = 1.

Somit ergibt sich endgültig für t > 0

ψ(x, t) =
1

(2π)
3
2

(m
~t

) 3
2
c

∫
d3y ψ0(y) e

i(x−y)2 m
2t~ .

Für positive Zeiten können wir dies auch so schreiben:

ψ(x, t) =
( m

2π~t

) 3
2
c

∫
d3y ψ0(y) e

i m
2~ty

2

e−i〈y,x〉
m
~t+i

x2m
2~t .

Wir nehmen jetzt an, daß unser Teilchen zur Zeit t = 0 mit Sicherheit in
einem beschränkten Gebiet, z.B. einer Kugel um den Koordinatenursprung
mit dem Radius R, zu finden ist, d.h. ψ0(y) = 0 außerhalb dieses Gebietes.
Für hinreichend große t mit mR2

2~t ¿ 2π gilt somit

ψ0(y)e
i m
2~ty

2

= ψ0(y)

mit sehr guter Näherung, da innerhalb dieses Gebietes der Phasenfaktor in
sehr guter Näherung gleich eins ist und außerhalb ψ0(y) verschwindet. Unter
diesen Umständen schließen wir aus der letzten Formel für ψ(x, t):

ψ(x, t) = c
1

(2π)
3
2

∫
d3y ψ0(y) e

−i〈y,x〉m~t ei
x2m
2~t

(m
~t

) 3
2

= c
(m
t~

) 3
2
ei

x2m
2~t (F−1ψ0)

(
x
m

~t

)
.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte vereinfacht sich deshalb noch drastischer:

|ψ(x, t)|2 =
(m
t~

)3 ∣∣∣(F−1ψ0)
(
x
m

~t

)∣∣∣
2

. (1.5)

Wir wollen diese Wahrscheinlichkeitsdichte mit einer entsprechenden Aussage
der Punktmechanik vergleichen. Dazu betrachten wir die folgende physika-
lische Situation: Aus einer Kugel mit kleinem Radius entweichen kräftefreie
Teilchen. Ihre Trajektorien sind also gegeben durch

x(t) = x0 +
p

m
t (p Teilchenimpuls)
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Die Impulse seien im Einzelnen nicht genau bekannt, sondern treten mit einer
Wahrscheinlichkeitsdichte ρ(p) auf. Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit
W (x, t), zur Zeit t ein Teilchen am Punkte x zu finden. Die Antwort lautet

W (x, t) =

∫
d3p ρ(p) δ

(
x− p

m
t+ x0

)
.

Für große t dürfen wir x0 vernachlässigen und finden

W (x, t) =

∫
d3p ρ(p) δ

(xm
t
− p
)(m

t

)3

= ρ
(xm
t

)(m
t

)3
.

Betrachten wir nun die Formel (1.5) und interpretieren versuchsweise

ρ(p) = ~−3
∣∣∣
(
F−1ψ0

) (p
~

)∣∣∣
2

als Wahrscheinlichkeitsdichte für den Teilchenimpuls. In diesem Fall erhalten
wir also das gleiche Resultat, das die klassische Physik vorhersagt. Unsere
versuchsweise Interpretation scheint aber zunächst gar keinen Sinn zu ma-
chen: Das Argument der Funktion F−1ψ0 ist nämlich ein Wellenvektor k,
denn es gilt ja von Anfang an:

ψ(x, t) =
1

(2π)3

∫
d3k

(
F−1ψ0

)
(k) e−iω(k)t+i〈k,x〉 .

Damit der versuchsweise Ansatz physikalisch korrekt ist, muß jede Elementar-

welle tatsächlich einen Teilchenimpuls p = ~k tragen. Wenn die Ele-
mentarwelle den Impuls p = ~k trägt, so sollte sie auch die Energie

E =
p2

2m
=

~2k2

2m

tragen. Also gilt auch

E = ~ω(k) .

Deshalb fordern wir:

Axiom III: Die Wahrscheinlichkeitsdichte für den Teilchenim-
puls errechnet sich aus der Impulsraumwellenfunktion F−1ψ(t)(k),
wenn ψ(t)(x) = ψ(x, t) die Ortsraumwellenfunktion ist. Die Wahr-
scheinlichkeitsdichte für den Impuls ist gegeben durch

ρ(p, t) = ~−3
∣∣∣F−1ψ(t)

(p
~

)∣∣∣
2

.



KAPITEL 1. NICHTRELATIVISTISCHE WELLENMECHANIK 15

Die Wahrscheinlichkeit, unser Teilchen mit einen Impuls p im
Gebiet G ⊂ R3 zu finden, ist

~−3
∫

G

d3p
∣∣∣F−1ψ(t)

(p
~

)∣∣∣
2

.

Bemerkung: Für G = R3 gilt offenbar

~−3
∫

R3

d3p
∣∣∣F−1ψ(t)

(p
~

)∣∣∣
2

=

∫

R3

d3k
∣∣F−1ψ(t)(k)

∣∣2

=

∫

R3

d3x |ψ(x, t)|2

= 1

wie zu erwarten war.

1.3 Erwartungswerte von Ort, Impuls

und Energie

Wir betrachten wieder die Lösungen der Schrödingergleichung und schrei-
ben, wie vorher ψ(t, x) = ψ(t)(x). Weiter sei der Einfachheit halber ψ(t) ∈
S(R3). Die Wahrscheinlichkeitsdichten für Ort und Impuls erlauben es, für
eine gegebene Wellenfunktion ψ(t)(x) die wahrscheinlichsten Werte oder Mit-
telwerte der Koordinaten xl und der Impulskomponenten pl zu berechnen.
Es gilt offenbar für diese Mittelwerte:

xl(t) =

∫
d3x xl |ψ(t)(x)|2 mit l = 1, 2, 3 (1.6)

pl(t) =

∫
d3k ~ kl

∣∣F−1ψ(t)(k)
∣∣2

=

∫
d3p pl~−3

∣∣∣F−1ψ(t)
(p

~

)∣∣∣
2

(p = ~k !) . (1.7)

Diese Ausdrücke wollen wir näher untersuchen. Dazu führen wir die Opera-
toren xlop : S(R3)→ S(R3) definiert durch

(
xlop
)
ϕ(x) = xlϕ(x) l = 1, 2, 3

ein. xlop ist eine lineare Abbildung (oder linearer Operator), und wir können
offenbar für xl(t) mit Hilfe des bereits eingeführten Skalarproduktes in S(R3)
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schreiben:

xl(t) =

∫
d3x ψ(t)(x)xlψ(t)(x)

=
〈
ψ(t), xlopψ(t)

〉
.

Weiter gilt

kl(F−1ψ(t))(k) =
1

(2π)
3
2

∫
d3x e−i〈k,x〉klψ(t)(x)

=
1

(2π)
3
2

i

∫
d3x

∂

∂xl
(
e−i〈k,x〉ψ(t)(x)

)
+

+
1

(2π)
3
2

∫
d3x e−i〈k,x〉

(
−i ∂
∂xl

ψ(t)(x)

)

= F−1
(
−i ∂
∂xl

ψ(t)(x)

)
(k) .

Für die mittleren Impulswerte gilt somit

pl(t) =

∫
d3k F−1ψ(t)(k)F−1

(
−i~ ∂

∂xl
ψ(t)

)
(k)

=

∫
d3x ψ(t)(x)

(
−i~ ∂

∂xl
ψ(t)(x)

)
.

Wir führen jetzt den Impulsoperator plop : S(R3)→ S(R3) , definiert durch

(
plop
)
ϕ(x) = −i~

(
∂

∂xl

)
ϕ(x)

ein. plop ist wie der Ortsoperator linear und es gilt

pl(t) =
〈
ψ(t), plopψ(t)

〉
.

Wir können jetzt natürlich auch nach dem Mittelwert T der kinetischen Ener-
gie fragen:

T =

∫
d3p

p2

2m
~−3

∣∣∣F−1ψ(t)
(p

~

)∣∣∣
2

. (p = ~k !)

Genau mit der gleichen Überlegung wie oben finden wir

E = 〈ψ(t), Topψ(t)〉 ,
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mit

Top =
1

2m

(
3∑

l=1

(
plop
)2
)

=
~p 2
op

2m
.

Hieraus folgt:

Top = − ~2

2m
∆ (kinetischer Energieoperator).

Der Operator Top : S(R3)→ S(R3) ist wieder ein linearer Operator. Fazit:
Die Berechnung der Mittelwerte für Ort und Impuls, sowie der kinetischen
Energie, führt auf formal sehr ähnliche Formeln. Jeweils ist für einen gewissen
Operator A (A = xiop, p

i
op, Top) der sogenannte Erwartungswert

A = 〈ψ(t), Aψ(t)〉

zu bilden. Wir sehen überdies, daß der Operator Top auch in der Schrödin-
gergleichung für kräftefreie Teilchen auftaucht, die sich auch so schreiben
läßt:

i~
∂

∂t
ψ(t) = Topψ(t) .

Würde sich das Teilchen in einem Potential V bewegen, so könnten wir auch
V einen Operator Vop : S(R3)→ S(R3) zuordnen mit

(Vopϕ)(x) = V (x)ϕ(x) ∀ϕ ∈ S(R3)

und mit Hilfe des sogenannten Hamiltonoperators

Hop = Top + Vop

wieder den Erwartungswert der Energie suchen. Die Antwort ist offenbar

E = 〈ψ(t), Topψ(t)〉+ 〈ψ(t), Vopψ(t)〉
= 〈ψ(t), Hopψ(t)〉

und für die Schrödingergleichung gilt damit:

i~
∂

∂t
ψ(t) = Hopψ(t) .

Hier tritt nun eine technische Schwierigkeit auf: Im allgemeinen ist Vopϕ keine
Schwarzfunktion mehr. Beispielsweise ist dies für das physikalisch wichtige
Potential V (x) = K

|x| (Coulombproblem) der Fall. Um diesem Umstand
abzuhelfen, müssen wir den Raum der zulässigen Wellenfunktionen erweitern.
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1.4 Prä-Hilberträume, Hilberträume und

dichte Teilräume

Diesem Problem wollen wir uns zunächst stellen: Betrachten wir S(R3), den
Vektorraum der Schwarzfunktionen und das dort definierte Skalarprodukt

〈ϕ1(x), ϕ2(x)〉 =

∫
d3x ϕ1(x)ϕ2(x) .

Offenbar gilt

〈ϕ1, ϕ2〉 = 〈ϕ2, ϕ1〉

sowie

‖ϕ‖2 = 〈ϕ, ϕ〉 = 0 ⇔ ϕ = 0 .

Von den bisher betrachteten Wellenfunktionen ψ(t)(x) wurde eigentlich nur
der mathematischen Bequemlichkeit wegen angenommen, daß ψ(t) ∈ S(R3).
Physikalisch relevant war aber nur die Aussage

∫
d3x |ψ(t)(x)|2 = 1

oder allgemein

∫
d3x |ψ(t)(x)|2 < ∞ .

Betrachten wir nun den Vektorraum L2(R3) von allen Funktionen ϕ : R3 → C
für die

∫
d3x |ϕ(x)|2 < ∞ gilt. Offenbar ist dies der größtmögliche Raum,

der mit unserem Axiom II verträglich ist. Funktionen in diesem Raum brau-
chen allerdings weder stetig noch differenzierbar zu sein. Dieser Raum besitzt
ebenfalls das Skalarprodukt

〈ϕ1, ϕ2〉 = 〈ϕ2, ϕ1〉

=

∫
d3x ϕ1(x)ϕ2(x) .

Es gilt allerdings nicht

‖ϕ‖2 =

∫
d3x |ϕ(x)|2 = 0 ⇔ ϕ(x) = 0 ∀x ∈ R3.
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Es gilt nur: Die Punkte x, für die ϕ(x) 6= 0 gilt, bilden eine Menge vom Maß
Null, beispielsweise eine Menge von diskreten Punkten oder sogar Flächen.
Identifizieren wir jedoch Funktionen ϕ1 und ϕ2 miteinander, indem wir

ϕ1 = ϕ2 setzen, falls ϕ1(x) 6= ϕ2(x)

nur für Punkte aus einer Menge vom Maß Null gilt, so wird L2(R3) zu einem
Vektorraum mit dem oben definierten Skalarprodukt und für die Normfunk-
tion ‖ϕ‖2 gilt tatsächlich

‖ϕ‖2 = 0 ⇔ ϕ = 0 .

Offenbar ist S(R3) ⊂ L2(R3). Was ist der Unterschied zwischen beiden Räum-
en? Ohne Beweis seien die folgenden mathematischen Eigenschaften zitiert:
Sei ϕν eine Folge von Elementen ϕν ∈ L2(R3) mit der Eigenschaft: Für jedes
ε > 0 gibt es ein N , so daß |ϕµ − ϕν | < ε für alle µ, ν > N . Eine solche Folge
heißt Cauchyfolge. Für L2(R3) gilt: Jede Cauchyfolge hat einen Grenz-
wert in L2(R3). Für S(R3) gilt dies nicht! Ist ϕν eine Folge mit den gleichen
Eigenschaften, aber zusätzlich ϕν ∈ S(R3), so folgt natürlich

ψ = lim
ν→∞

ϕν ∈ L2(R3) ,

aber im allgemeinen nicht: ψ ∈ S(R3). Präziser gilt:

ψ(x) = lim
ν→∞

ϕν(x)

existiert für alle x bis auf solche Punkte, die eine Menge vom Maß Null bilden
(d.h.

”
fast überall“). Weiter gilt folgendes: Ist ψ ∈ L2(R3), so gibt es eine

Cauchyfolge ϕν ∈ S(R3) mit ψ = lim
ν→∞

ϕν . Jede Funktion ψ ∈ L2(R3) läßt

sich somit beliebig gut durch eine Schwarzfunktion approximieren.

In der Funktionalanalysis werden abstrakt die folgenden Vektorräume un-
tersucht:

(1) Ein komplexer Vektorraum W heißt Prä-Hilbertraum, falls er ein
Skalarprodukt 〈·, ·〉 besitzt, so daß ‖ϕ‖2 = 〈ϕ, ϕ〉 = 0 nur für ϕ = 0
gilt.

(2) W heißt Hilbertraum, falls zusätzlich jede Cauchyfolge in W kon-
vergiert. Man sagt dann auch, W sei vollständig.

(3) Ein Untervektorraum V ′ ⊂ W heißt dichter Teilraum desHilbertraumes
W , falls jedes ψ ∈W Grenzwert einer Cauchyfolge in V ′ ist.
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Dabei sind Cauchyfolgen genauso definiert, wie in den zu Anfang disku-
tierten Spezialfällen von Funktionenfolgen ϕν ∈ L2(R3), respektive S(R3).
Offenbar ist S(R3) ein Prä-Hilbertraum, L2(R3) ein Hilbertraum und
S(R3) ein dichter Teilraum von L2(R3).

Wir können jetzt dem Potential V (z.B. V (x) = K
|x|) leicht und mathematisch

konsistent den linearen Operator Vop : S(R3)→ L2(R3) zuordnen:

(Vopϕ)(x) = V (x)ϕ(x) ,

da Vopϕ tatsächlich ein Element von L2(R3) ist.

1.5 Lineare Operatoren in Hilberträumen

Das letzte Beispiel veranschaulicht die allgemeine Definition von linearen
Operatoren in Hilberträumen W in der Mathematik:

Definition: Sei V dichter Teilraum eines Hilbertraumes W .
Eine lineare Abbildung A : V → W heißt linearer Operator im
Hilbertraum W .

Zu einem linearen Operator in einem Hilbertraum gehört deshalb, streng
genommen, immer die Angabe des Definitionsbereiches V . In der Physik ist
man hier im allgemeinen etwas großzügig, um die Notation zu vereinfachen
(Bemerkung: Hat W endliche Dimension, so sind alle diese Vorsichtsmaß-
nahmen überflüssig).

Die oben diskutierten speziellen Beispiele von Operatoren haben eine zusätz-
liche Eigenschaft: Sie sind symmetrisch, d.h. es gilt (A = piop, x

i
op, Top, Hop)

〈ϕ1, Aϕ2〉 = 〈Aϕ1, ϕ2〉

Für xiop ist das offensichtlich: ϕ1 und ϕ2 sind Schwarzfunktionen und es gilt

〈
ϕ1, x

i
opϕ2

〉
=

∫
d3x ϕ1(x)(x

i
opϕ2)(x)

=

∫
d3x ϕ1(x)x

iϕ2(x)

=

∫
d3x (xiopϕ1)(x)ϕ2(x)

=
〈
xiopϕ1, ϕ2

〉
.
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Für den Impulsoperator finden wir

〈
piopϕ1, ϕ2

〉
−
〈
ϕ1, p

i
opϕ2

〉
=

∫
d3x

(
−i~ ∂

∂xi
ϕ1(x)

)
ϕ2(x)−

−
∫
d3x ϕ1(x)

(
−i~ ∂

∂xi
ϕ2(x)

)

= i~
∫
d3x

∂

∂xi

(
ϕ1(x)ϕ2(x)

)

= 0 .

Eine analoge Rechnung zeigt dieselbe Eigenschaft für Top und Vop, d.h. auch
für den Hamiltonoperator. Diese Eigenschaft ist wichtig, da sie garantiert,
daß unsere Erwartungswerte, die ja Mittelwerten physikalischer Größen ent-
sprechen, tatsächlich reelle Zahlen sind. Würde dies z.B. für piop nicht gelten
und hätten wir für eine Wellenfunktion ϕ

〈
ϕ, piopϕ

〉
−
〈
piopϕ, ϕ

〉
6= 0

so ist wegen
〈
piopϕ, ϕ

〉
=
〈
ϕ, piopϕ

〉

Im
〈
ϕ, piopϕ

〉
6= 0 ,

was ein physikalischer Widerspruch wäre.
Die analoge Aussage gilt für alle anderen betrachteten Operatoren.
Wir fassen zusammen:
Die Interpretation von |ψ(t)(x)|2 als Wahrscheinlichkeitsdichte für den Teil-

chenort und von ~−3
∣∣(F−1ψ(t))

(
p
~
)∣∣2 als Wahrscheinlichkeitsdichte für den

Impuls erlaubt die Berechnung der Mittelwerte für Ort und Impuls und allen
hieraus abgeleiteten anderen physikalischen Größen von der Form F (x, p) =
f(x) + g(p), wobei g(p) ein Polynom in den Variablen pi ist (vergleiche
Übung 2.):

g(p) =
∑

m1,m2,m3

Cm1m2m3(p
1)m1(p2)m2(p3)m3 .

Die Berechnung des wahrscheinlichsten Wertes von F geschieht wie folgt:
xi wird der Operator

(
xiopϕ

)
(x) = xiϕ(x)

zugeordnet; pk wird der Operator

(
pkopϕ

)
(x) = −i~ ∂

∂xk
ϕ(x)
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zugeordnet; f wird der Operator

(fopϕ) (x) = f(x)ϕ(x)

zugeordnet und g wird der Operator

(gopϕ) (x) =

( ∑

m1,m2,m3

Cm1m2m3(p
1
op)

m1(p2op)
m2(p3op)

m3ϕ

)
(x)

zugeordnet. Zum Schluß wird F der Operator gop+ fop zugeordnet. Der Mit-
telwert F für die orts- und impulsabhängige Größe F lautet allgemein

F = 〈ψ(t), Fopψ(t)〉

d.h. die Mittelwerte sind Erwartungswerte dieser Operatoren. In der klassi-
schen Mechanik heißt F oft auch Observable. In der Quantenmechanik wird
offenbar nach der oben angegebenen Vorschrift jeder Observablen F ein Ope-
rator zugeordnet. Wir wollen diese Zuordnung auch das Korrespondenz-

prinzip nennen. Diese Zuordnung wird als Quantisierung dieser Observablen
bezeichnet. Sie gelingt im allgemeinen für allgemeinere Form von F nicht. Der
Grund ist folgender: Für den sogenannten Kommutator von xlop und p

k
op

[
xlop, p

k
op

]
:=

(
xlopp

k
op − pkopxlop

)

gilt

[
xlop, p

k
op

]
ϕ(x) = −i~xl ∂

∂xk
ϕ(x) + i~

∂

∂xk
xlϕ(x)

= i~ δkl ϕ(x) ,

d.h.

[
xlop, p

k
op

]
= i~ δkl .

Der klassischen Observablen xlpl können wir nach unserem Rezept den Ope-
rator xlopp

l
op zuordnen. Wegen xlpl = plxl würde unser Rezept aber auch

plopx
l
op zulassen. Die Differenz ist offenbar i~ 6= 0. Unser Rezept funktioniert

hier offenbar nicht. Es funktioniert mit einem eindeutigen Resultat aber für
xlpk (l 6= k)!
Abschließend wollen wir noch ein Maß für die Abweichung vom Mittelwert
diskutieren. Sei ϕ eine Wellenfunktion (ϕ ∈ S(R3)) und

xi =
〈
ϕ, xiopϕ

〉
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der Erwartungswert der Koordinate xi. Wir betrachten

(∆xi)2 =
(
xi − xi

)2
=

〈
ϕ,
(
xiop − xi

)2
ϕ

〉

=

∫
d3x |ϕ(x)|2

(
xi − xi

)2
.

(∆xi) mißt also, wie weit die Werte der Ortskoordinaten um den Mittelwert
xi streuen. (∆xi) wird auch als Unschärfe von xi bezeichnet. Analog ist die
Unschärfe von pi definiert

(∆pi)2 =
(
pi − pi

)2
=

〈
ϕ,
(
piop − pi

)2
ϕ

〉
.

Die Unschärfen von Ort und Impuls sind nicht voneinander unabhängig. Es
gilt die Heisenbergsche Unschärferelation:

∆xi∆pi ≥ ~
2

(vergleiche Übung 1.). Ort und Impuls können also nicht gleichzeitig beliebig
genau angegeben und gemessen werden.

1.6 Das Oszillatorproblem

Wir wollen jetzt die Schrödingergleichung für den Fall untersuchen, daß
sich ein Teilchen in einem Potential der Form

V (x) =
3∑

k=1

ck
(
xk
)2

, ck > 0

befindet. Ein solcher Fall ist oft näherungsweise gegeben, wenn ein allgemei-
nes Potential in einem Punkt y0 verschwindet und dort ein Minimum besitzt.
Näherungsweise gilt dann (Taylor-Entwicklung!)

V (y) = V (y0)︸ ︷︷ ︸
=0

+
〈
y − y0,∇V (y0)︸ ︷︷ ︸

=0

〉
+
∑

k,l

∂2

∂yk∂yl
V (y0)

(
yk − yk0

) (
yl − yl0

)
.

Die symmetrische Matrix ∂2

∂yk∂yl
V (y0) läßt sich durch eine Drehmatrix Ok

l

diagonalisieren. Mit neuen Koordinaten

xk =
∑

l

Ok
l

(
yl − yl0

)
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folgt

V (x) =
3∑

k=1

ck
(
xk
)2

,

wobei die Konstanten ck gleich den Eigenwerten der Matrix ∂2

∂yk∂yl
V (y0) sind.

Die Konstanten ck sind positiv, weil in y0 ein Minimum von V vorliegt. In
ganz wenigen Fällen läßt sich ein solches Potential physikalisch exakt reali-
sieren (später wird uns bei der Diskussion von Ionenfallen ein solches Beispiel
allerdings noch begegnen). Das Oszillatorproblem eignet sich für uns zunächst
herrvorragend, um weitere Einsichten in die Struktur der Quantenmechanik
zu gewinnen. Wir betrachten also die Schrödingergleichung

i~
∂

∂t
ψ(t, x) = − ~2

2m
∆ψ(t, x) + V (x)ψ(t, x) (1.8)

und definieren die Konstanten ck der weiteren Bequemlichkeit wegen in der
Form ck =

m
2
ω2k, so daß jetzt

V (x) =
3∑

k=1

m

2
ω2k
(
xk
)2

gilt. Wir versuchen es wieder mit einem speziellen Lösungsansatz:

ψ(t, x) =
3∏

k=1

ψk
(
t, xk

)
,

und fordern zunächst

i~
∂

∂t
ψk
(
t, xk

)
= − ~2

2m

∂2

(∂xk)2
ψk
(
t, xk

)
+

+
m

2
ω2k
(
xk
)2
ψk
(
t, xk

)
(k = 1, 2, 3) (1.9)

(Eindimensionales Oszillatorproblem).

Dann ist (Beweis durch Einsetzen in (1.8)) die Schrödingergleichung für
die Funktion ψ(t, x) erfüllt. Für ψk

(
t, xk

)
machen wir dann den noch spezi-

elleren Ansatz:

ψk
(
t, xk

)
= e−

ωkm

2~ (xk)
2
+ak(t)x

k+bk(t) ,
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wobei ak(t) und bk(t) komplexwertige Funktionen der Zeit sein sollen.
Zunächst gilt

i~
∂

∂t
ψk
(
t, xk

)
= i~

(
ȧk(t)x

k + ḃk(t)
)
ψk
(
t, xk

)

und
(
− ~2

2m

∂2

(∂xk)2
+
m

2
ω2k
(
xk
)2
)
ψk
(
t, xk

)

=

[
− ~2

2m

((
−mωk

~
xk + ak(t)

)2
− mωk

~

)
+
m

2
ω2k
(
xk
)2
]
ψk
(
t, xk

)

=

[
− ~2

2m
ak(t)

2 +
1

2
~ωk + xkak(t)ωk~

]
ψk
(
t, xk

)
.

Die Gleichung (1.9) ist offenbar erfüllt, wenn

i~ ȧk(t) = ~ωkak(t)
⇒ ak(t) = a0k e−iωkt ,

i~ ḃk(t) = − ~2

2m
ak(t)

2 +
1

2
~ωk

⇒ bk(t) = −
~

4mωk
a20ke

−2iωkt − iωk
2
t+ b0k

⇒ bk(t) = −
~

4mωk
ak(t)

2 − iωk
2
t+ b0k ,

mit b0k = const ∈ C.
Eine Lösung der Schrödingergleichung liegt somit vor, wenn gilt:

ψk
(
t, xk

)
= e

−mωk
2~ (xk)

2
+ak(t)x

k− ~
4mωk

ak(t)
2−iωk

2
t+b0k ,

mit ak(t) = a0k e−iωkt.
Die Konstanten a0k und b0k ∈ C sind vorläufig völlig frei wählbar. Für

ρk
(
t, xk

)
=

∣∣ψk
(
t, xk

)∣∣2

finden wir weiter

ρk
(
t, xk

)
= e

−mωk
~

(
xk− ~

mωk
Reak(t)

)2
+2Reb0k+

~
2mωk

|a0k|2 .

Durch geeignete Wahl von b0k können wir leicht erreichen, daß
∫
dxkρk

(
t, xk

)
= 1
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gilt. Die Gesamtwellenfunktion ist dann laut Ansatz

ψ (t, x) =
3∏

k=1

ψk
(
t, xk

)
,

und es gilt:

|ψ(t, x)|2 =
3∏

k=1

ρk
(
t, xk

)
,

sowie
∫
d3x |ψ(t, x)|2 = 1 .

Diese Ausdrücke lassen sich unmittelbar interpretieren:
Für eine klassische Lösung der Bewegungsgleichung gilt bekanntlich

xk(t) = xk0 cos(ωkt) +
vk0
ωk

sin(ωkt) .

xk0 und vk0 sind die Komponenten von Anfangsort und Anfangsgeschwindig-
keit. Setzen wir

a0k =
mωk

~

(
xk0 − i

vk0
ωk

)
,

so gilt

xk(t) = Reak(t)
~

mωk
!

und somit

ρk
(
t, xk

)
= cke

−mωk
~ (xk−xk(t))

2

mit

ck = e
2Reb0k+

~
2mωk

|a0k|2 .

Unsere Lösung liefert also eine Gaussverteilung für die Wahrscheinlichkeits-
dichte. Das Maximum liegt exakt auf einer klassischen Bahnkurve xk(t) und
die Breite der Verteilung (bestimmt durch mωk

~ ) ändert sich zeitlich nicht. Das
vorliegende Wellenfunktionspaket zerfließt deshalb auch nicht, sondern oszil-
liert längs einer klassischen Bahn hin und her. Dies ist noch nicht alles. Wir
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werden gleich sehen, daß unser Ansatz tatsächlich alle möglichen Lösungen
der Schrödingergleichung bestimmt. Dazu ist die folgende Überlegung an-
gebracht: Betrachte die Funktion e−z

2+2yz, z ∈ C, y ∈ R und entwickle nach
z:

e−z
2+2yz =

∞∑

l=0

zl

l!

( ∑

2m+n=l

(−1)m2n y
nl!

m!n!

)
.

Der Ausdruck in Klammern stellt offenbar ein Polynom in y dar, dessen maxi-
maler Grad gleich l ist. Deshalb sind alle diese Polynome linear unabhängige
Funktionen. Wir schreiben somit

e−z
2+2yz =

∞∑

l=0

zl

l!
Hl(y) ,

und erhalten für alle Polynome eine Basis Hl(y), die Hermite-Polynome
genannt werden. Wir wenden dieses Resultat auf ψk

(
t, xk

)
an und erhalten,

indem wir z mit ak(t)
2

√
~

mωk
und y mit

√
mωk

~ xk identifizieren:

ψ
(
t, xk

)
=

( ∞∑

l=0

e−
mωk
2~ (xk)

2

Hl

(√
mωk

~
xk
)) (ak(t)

2

√
~

mωk

)l

l!
e−iωk

t
2
+b0k .

Mit âk =
1
2
a0k
√

~
mωk

, ck = eb0k und der Funktion

ϕl(y) = e−
1
2
y2Hl(y)

erhalten wir die einfache Form

ψk
(
t, xk

)
= ck

∞∑

l=0

e−i(l+
1
2)ωktϕl

(
xk
√
mωk

~

)
(âk)

l

l!
.

Dieser Ausdruck stellt eine Potenzreihe in der komplexen Variablen âk dar.
Damit die Gleichung (1.9) für ψk

(
t, xk

)
gilt (was ja bewiesen wurde), muß

also jeder Koeffizient von (âk)
l selbst diese Gleichung erfüllen, d.h.

ψk
(
t, xk

)
= e−i(l+

1
2)ωktϕl

(
xk
√
mωk

~

)

erfüllt selbst

i~
∂

∂t
ψk
(
t, xk

)
=

(
− ~2

2m

(
∂

∂xk

)2
+
m

2
ω2k
(
xk
)2
)
ψk
(
t, xk

)
.
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Hieraus folgt sofort

~ωk
(
l +

1

2

)
ϕl

(
xk
√
mωk

~

)
=

(
− ~2

2m

(
∂

∂xk

)2
+

+
m

2
ωk
(
xk
)2
)
ϕl

(
xk
√
mωk

~

)
.

Ebenso können wir sofort folgern, daß für drei Raumdimensionen mit belie-
bigen l1, l2, l3 eine Funktion der Form

ψ(t, x) = e−it((l1+
1
2)ω1+(l2+ 1

2)ω2+(l3+ 1
2)ω3)ϕl1

(
x1

√
mω1

~

)
·

· ϕl2
(
x2

√
mω2

~

)
ϕl3

(
x3

√
mω3

~

)

Lösung der Schrödingergleichung ist.
Eine solche Lösung hat offenbar die besondere Eigenschaft

Hopψ = Eψ

mit E = ~
((
l1 +

1
2

)
ω1 +

(
l2 +

1
2

)
ω2 +

(
l3 +

1
2

)
ω3
)
. Sie ist ein Eigenvektor

(oder Eigenzustand) des Hamiltonoperators zum Eigenwert E. Betrachten
wir den Mittelwert E der Energie, so gilt

E = 〈ψ,Hopψ〉 = E

und für die Unschärfe finden wir

(∆E)2 =
〈
ψ,
(
Hop − E

)2
ψ
〉

= 〈(Hop − E)ψ, (Hop − E)ψ〉
= 0 .

Die Zeitabhängigkeit der Wellenfunktion ψ wird durch eine komplexe, zeitlich
veränderliche, Phase beschrieben; die Wahrscheinlichkeitsverteilung |ψ(t, x)|2
ändert sich deshalb zeitlich nicht. Man sagt daher auch: Die Wellenfunktion
beschreibt einen stationären Zustand oder eine stehende Welle.

Es läßt sich nun noch mehr beweisen:
Jede Lösung der Schrödingergleichung (1.8) hat die Form:

ψ(t, x) =
∑

l1,l2,l3≥0
cl1,l2,l3e

−it(l1ω1+l2ω2+l3ω3)ϕl1

(
x1

√
mω1

~

)
·

· ϕl2
(
x2

√
mω2

~

)
ϕl3

(
x3

√
mω3

~

)
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mit cl1,l2,l3 ∈ C. Sowie:
Die Funktionen ϕl1

(
x1
√

mω1

~
)
, ϕl2

(
x2
√

mω2

~
)
, ϕl3

(
x3
√

mω3

~
)
bilden bis auf

eine geeignete Normierung eine Orthonormalbasis von L2(R3).

1.7 Normierung und Vollständigkeit der

Oszillatorfunktionen

Um die zuletzt ausgesprochenen Behauptungen zu beweisen, betrachten wir
die zuvor eingeführten Funktionen ϕl(y), (y ∈ R), sowie die Funktion

ψ(y, z) = exp

[
−y

2

2
+ 2zy − z2

]
,

für die nach den Ergebnissen des letzten Abschnitts gilt:

ψ(y, z) =
∞∑

l=0

zl

l!
ϕl(y) .

Damit finden wir zunächst

+∞∫

−∞

dy ψ(y, z)ψ(y, z) =
∞∑

l,l′=0

zlzl
′

l!l′!
〈ϕl, ϕl′〉 (1.10)

mit

〈ϕl, ϕl′〉 =

+∞∫

−∞

dy ϕl(y)ϕl′(y) .

Andererseits können wir die linke Seite in Gleichung (1.10) direkt berechnen:

+∞∫

−∞

dy ψ(y, z)ψ(y, z) =

+∞∫

−∞

dy exp
[
−y2 − z2 − z2 + 2(z + z)y

]

= e2zz
+∞∫

−∞

dy exp
[
− (y − z − z)2

]

= e2zz
√
π .
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Somit gilt

∞∑

l,l′=0

zlzl
′

l!l′!
〈ϕl, ϕl′〉 =

√
π

∞∑

l=0

(zz)l

l!
2l

Beide Seiten dieser Gleichung stellen eine Potenzreihe in den Variablen z und
z dar; der Koeffizientenvergleich dieser Reihe ergibt sofort:

〈ϕl , ϕl′〉 =

+∞∫

−∞

ϕl(y)ϕl′(y)

= δll′2
ll!
√
π .

Ersetzen wir in ϕl die Variable y durch λy, (λ ∈ R, λ > 0), so folgt

+∞∫

−∞

dyϕl(λy)ϕl′(λy) = δll′2
ll!
√
πλ−1 .

Die Funktionen ϕl1l2l3 : R3 → C mit

ϕl1l2l3(x) =
3∏

i=1

ϕli
(
λix

i
)
,

wobei

λi =

√
mωi

~
,

die wir im letzten Abschnitt als Eigenfunktionen des Oszillator-Hamiltonoperators
gefunden haben erfüllen deshalb:

〈
ϕl1l2l2 , ϕl′1l′2l′3

〉
=

3∏

i=1




+∞∫

−∞

ϕli (λix
i)ϕl′i

(
λix

i
)
dxi




= N2
l1l2l3

δl1l′1δl2l′2δl3l′3 ,

mit

N2
l1l2l3

=

(
3∏

i=1

2lili!

λi

)
π

3
2 .

Hieraus ersehen wir: Die Funktionen
ϕl1l2l3
Nl1l2l3

stehen bezüglich des Skalar-

produktes im Hilbertraum L2(R3) senkrecht aufeinander und besitzen die
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Norm 1. Wir werden jetzt zeigen, daß sie sogar eine Orthonormalbasis dieses
Hilbertraumes bilden. Dazu ist nur zu zeigen, daß ein Vektor ϕ, der auf
allen Funktionen ϕl1l2l3 senkrecht steht, identisch verschwindet, d.h. es gilt

〈ϕl1l2l3 , ϕ〉 = 0 ⇔ ϕ = 0 .

O.B.d.A. können wir annehmen, daß ϕ eine Schwarzfunktion ist, da jeder
Vektor beliebig genau durch eine Schwarzfunktion approximiert werden
kann. Zum Beweis unserer Behauptung setzen wir für x, v ∈ R3

G(x, v) =
3∏

k=1

ψ

(
λkx

k,−iv
k

2

)
,

wobei ψ(y, z) die zu Anfang betrachtete Funktion der reellen Variablen y und
der komplexen Variablen z ist. Die Potenzreihenentwicklung dieser Funktion
ergibt jetzt:

G(x, v) =
∑

l1l2l3

(
−iv1
2

)l1

l1!

(
−iv2
2

)l2

l2!

(
−iv3
2

)l3

l3!
ϕl1l2l3(x) ,

und damit

∫
d3x G(x, v)ϕ(x) =

∑

l1l2l3

(
iv1

2

)l1

l1!

(
iv2

2

)l2

l2!

(
iv3

2

)l3

l3!
〈ϕl1l2l3 , ϕ〉 .

Nach Voraussetzung ist 〈ϕl1l2l3 , ϕ〉 = 0. d.h.
∫
d3x G(x, v)ϕ(x) = 0

für alle v ∈ R3. Wir berechnen dieses Integral nun direkt und finden sofort:
∫
d3x G(x, v)ϕ(x) = e

|v|2

4

∫
d3x ei〈v

′,x〉ϕ̂(x)

mit v′ = (λ1v
1, λ2v

2, λ3v
3) und

ϕ̂(x) = ϕ(x)exp

[
−λ1 (x

1)
2
+ λ2 (x

2)
2
+ λ3 (x

3)
2

2

]
.

Es gilt also für alle v:
∫
d3x G(x, v)ϕ(x) = e

|v|2

4 (2π)
3
2 (Fϕ̂) (v′) ,
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wobei F wieder die Fouriertransformation bezeichnet. Wir haben zuvor ge-
zeigt, daß die linke Seite für alle v verschwindet. Damit gilt:

〈G, ϕ̂〉 = 0 ⇔ ϕ̂ = 0 ⇔ ϕ = 0 q.e.d.

Dieses wichtige Resultat zeigt uns, daß in der Tat jeder Vektor ϕ ∈ L2(R3)
nach der Funktionenbasis ϕl1l2l3 entwickelt werden kann:

ϕ(x) =
∑

l1l2l3

cl1l2l3ϕl1l2l3 .

Für die Entwicklungskoeffizienten gilt

cl1l2l3 =
1

N2
l1l2l3

〈ϕl1l2l3 , ϕ〉 ,

weil die Vektoren 1
Nl1l2l3

ϕl1l2l3 , wie zuvor gezeigt, eine Orthonormalbasis in

L2(R3) bilden.

1.8 Der Zeitentwicklungsoperator des

harmonischen Oszillators

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir bewiesen, daß derHamiltonoperator
Hop des Oszillatorproblems die Eigenfunktionen

ϕl1l2l3(x) =
3∏

i=1

ϕli (λix
i)

Nli

besitzt. Im Unterschied zum letzten Abschnitt haben wir jetzt den Normie-
rungsfaktor Nli zur größeren Bequemlichkeit in die Definition von ϕl1l2l3 ein-
geschlossen. Es gilt

ϕli(y) = e−
y2

2 Hli(y)

und

N2
li

=
li!2

li
√
π

λi
.

λi ist durch die Oszillatorfrequenzen ωi bestimmt:

λi =

√
mωi

~
,
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und es gilt weiter

Hopϕl1l2l3 = El1l2l3ϕl1l2l3 , (1.11)

mit

El1l2l3 =
3∑

i=1

~ωi
(
li +

1

2

)
.

Die Funktionen bilden eine Orthonormalbasis von L2(R3). Ist daher ψ(x, t)
eine Lösung der Schrödingergleichung

i~
∂

∂t
ψ(x, t) = Hopψ(x, t) , (1.12)

so läßt sich ψ(x, t) nach dieser Basis entwickeln:

ψ(x, t) =
∑

l1l2l3

cl1l2l3(t)ϕl1l2l3(x)

und wir finden wegen (1.11) und (1.12):

∑

l1l2l3

(
i~
∂

∂t
cl1l2l3(t)− El1l2l3cl1l2l3(t)

)
ϕl1l2l3(x) = 0 ,

d.h.

cl1l2l3(t) = e−i
El1l2l3

t

~ cl1l2l3(0) .

Die komplexen Zahlen cl1l2l3(0) stellen offenbar die Entwicklungskoeffizienten
von ψ(x, 0), d.h. der Wellenfunktion zur Anfangszeit t = 0, dar. Es gilt
deshalb

cl1l2l3(0) = 〈ϕl1l2l3 , ψ0〉 ,

wie man unmittelbar aus den Orthonormalitätsrelationen der Funktionen
ϕl1l2l3 ersieht. Man kann daher, wie im Fall der kräftefreien Schrödin-

gergleichung einen Zeitentwicklungsoperator U(t) definieren; dazu setzt man
für alle ϕ0 ∈ L2(R3)

Pl1l2l3ψ0 = ϕl1l2l3 〈ϕl1l2l3 , ψ0〉

sowie

U(t) =
∑

l1l2l3

Pl1l2l3e
−i

El1l2l3
t

~
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und findet unmittelbar durch Einsetzen:

ψ(x, t) = U(t)ψ0(x) .

Pl1l2l3 ist ein linearer Operator. Die Gesamtheit dieser Operatoren erfüllt

Pl1l2l3Pl′1l′2l′3 = δl1l′1δl2l′2δl3l′3Pl1l2l3 ,

d.h. die Operatoren stellen eine Familie von Projektionsoperatoren auf die
Eigenfunktionen ϕl1l2l3 dar. Hieraus ergibt sich sofort

U (t1)U (t2) =
∑

l1l2l3

∑

l′1l
′
2l
′
3

e−i
t1El1l2l3

~ e−i
t2El′1l

′
2l
′
3

~ Pl1l2l3Pl′1l′2l′3

=
∑

l1l2l3

e−i
(t1+t2)El1l2l3

~ Pl1l2l3

= U (t1 + t2) .

Außerdem ist

U(0) =
∑

l1l2l3

Pl1l2l3

= id ,

da die ϕl1l2l3 eine vollständige Basis bilden. Wir schließen aus den beiden
letzten Resultaten

U(t)−1 = U(−t)

und finden außerdem durch Einsetzen der Definition von U(t):

〈U(t)ψ′0, U(t)ψ0〉 = 〈ψ′0, ψ0〉 ,

d.h. U(t) ist ein unitärer Operator mit

U (t1)U (t2) = U (t1 + t2) .

Der Zeitentwicklungsoperator hat für den harmonischen Oszillator die glei-
chen formalen Eigenschaften, wie der Zeitentwicklungsoperator der freien
Schrödingergleichung. Insbesondere erzeugt er bei beliebiger Vorgabe ei-
ner Startwellenfunktion ψ0 zur Zeit t = 0 eine Lösung der zeitabhängigen
Schrödingergleichung für das Oszillatorproblem nach der Formel

ψ(x, t) = U(t)ψ0(x)

und erlaubt somit eine vollständige Übersicht über die Gesamtheit aller
Lösungen, die jeweils durch Vorgabe einer Startwellenfunktion eindeutig be-
stimmt sind.
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1.9 Matrizenmechanik

Die orthogonale Funktionenbasis ϕl1l2l3 ist offenbar abzählbar. Wir haben
deshalb in den vorhergehenden Abschnitten nebenbei das nichttriviale ma-
thematische Resultat bewiesen, daß derHilbertraum L2(R3) eine abzählba-
re Basis besitzt. Hilberträume müssen i.A. nicht diese Eigenschaft haben;
trifft sie zu, heißt ein solcher Hilbertraum separabel. Natürlich ist eine sol-
che Orthonormalbasis nicht eindeutig bestimmt; es gibt i.a. beliebig viele
solcher Basen. Fixieren wir jedoch eine solche Basis und bezeichnen wir sie
mit ϕα (wobei speziell im Oszillatorproblem α für das Zahlentripel (l1l2l3)
steht), so ist jedes Element ϕ ∈ L2(R3) durch die Koeffizienten cα in der
Entwicklung

ϕ =
∑

α

cαϕα

eindeutig bestimmt. ϕ läßt sich somit durch einen Vektor

c =




c1
c2
c3
...




mit unendlich vielen Komponenten darstellen. Offenbar gilt

cα = 〈ϕα, ϕ〉 .

Ist A ein linearer Operator, so gilt ferner:

Aϕ =
∑

α

c′αϕα ,

mit

c′α = 〈ϕα, Aϕ〉
=

∑

β

〈ϕα, Aϕβ〉 cβ ,

d.h. Aϕ ist durch den Vektor

c′ =




c′1
c′2
c′3
...



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darstellbar und es gilt in Matrixschreibweise

c′ = Âc ,

wobei die Matrixelemente Âαβ von Â durch

Âαβ = 〈ϕα, Aϕβ〉

gegeben sind. Für die Schrödingerwellenfunktion ϕ(x, t) selbst sind (wie
zuvor mehrfach benutzt) die Koeffizienten cα(t) zeitabhängig und die
Schrödingergleichung ist äquivalent zu der Matrizengleichung

i~
∂

∂t
c(t) = Ĥc(t) ,

wobei die Matrixelemente Ĥαβ von Ĥ durch

Ĥαβ = 〈ϕα, Hopϕβ〉

gegeben sind. (Diese allgemeine, für jede Basis gültige äquivalente Matrix-
form der Schrödingergleichung beweist man sofort durch Einsetzen der
Entwicklung der zeitabhängigen Wellenfunktion nach den Basisfunktionen
für jeden Hamiltonoperator!) Im allgemeinen ist diese Matrixform aller-
dings durch das mathematische Problem belastet, daß die Matrixmultiplikati-
on eine unendliche Summe enthält und damit Konvergenzprobleme aufwirft.
Werden diese Probleme zunächst nicht beachtet, so ergibt sich die Lösung
des Schrödingerproblems formal jedoch in besonders einfacher Form:

c(t) = Û(t)c(0) ,

mit

Û(t) = e−i
tĤ
~ ,

wie aus der Theorie der linearen Differentialgleichungssysteme wohlbekannt
ist. Û(t) stellt die Matrixform des Zeitentwicklungsoperators U(t) dar, der
uns aus Beispielen bereits bekannt ist: Präziser gilt

Ûαβ(t) = 〈ϕα, U(t)ϕβ〉

für jeden Hamiltonoperator. Zu beachten ist jedoch, daß jetzt die auftre-
tende Exponentialreihe mehrfache unendliche Summen enthält, über deren
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Konvergenz zunächst nichts ausgesagt werden kann. Diese Schwierigkeit tritt
nicht auf, wenn Ĥ eine Diagonalmatrix ist, d.h.

Hαβ = 〈ϕα, Hopϕβ〉
= Eαδαβ .

In diesem Fall gilt offenbar:

Ûαβ = e−i
tEα

~ δαβ

und wir erkennen sofort die Lösungen des harmonischen Oszillators wieder,
wenn wir ϕα mit ϕl1l2l3 und Eα mit El1l2l3 identifizieren. Um in der Praxis ein
Schrödingerproblem zu lösen, ist es immer nötig, die formale Exponential-
reihe durch eine geschickte Basiswahl so zu vereinfachen, daß in der Tat Hαβ

eine Diagonalmatrix darstellt; man sagt auch: Die Lösung der Schrödin-
gergleichung wird durch Diagonalisierung des Hamiltonoperators erzeugt.
Damit ist gemeint, daß die Basisfunktionen ϕα die Eigenschaft

〈ϕα, Hopϕβ〉 = Eαδαβ

besitzen. Diese Forderung ist äquivalent zu

Hopϕα = Eαϕα ,

d.h. zur Bestimmung einer vollständigen Basis von Eigenfunktionen von Hop.
Für den harmonischen Oszillator haben wir diese Aufgabe vollständig durch-
geführt. Für die freie Schrödingergleichung existiert eine solche Basis von
Eigenfunktionen zunächst allerdings nicht, obwohl wir einen Zeitentwick-
lungsoperator angeben konnten:

(U(t)ϕ0) (x) =
1

(2π)3

∫
d3k d3y e−i

~k2
2m

tei〈k,x−y〉ϕ0(y) .

Aus dieser Formel läßt sich ersehen, daß im besten Fall die Funktionen

ϕk(x) =
1

(2π)
3
2

ei〈k,x〉

die Rolle der Basisfunktionen ϕα übernehmen können. In der Tat gilt dann

Hopϕk(x) = Ekϕk(x)

mit Ek =
~2k2

2m
. Formal gilt auch

U(t)ϕ0(x) =

∫
d3k ϕk(x) 〈ϕk, ϕ0〉 e−i

Ekt

~ ,
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wenn wir definieren:

〈ϕk, ϕ0〉 =

∫
d3y ϕk(y)ϕ0(y)

=
1

(2π)
3
2

∫
d3y e−i〈k,y〉ϕ0(y) .

Allerdings ist die ebene Welle ϕk(x) keine quadratintegrierbare Wellenfunk-
tion. Die Ähnlichkeit mit dem Zeitentwicklungsoperator für den Oszillator,
den wir im letzten Abschnitt gefunden haben, ist jedoch insofern ermuti-
gend, als jetzt lediglich die Summe über die Oszillatorquanten (l1l2l3) durch
ein Integral über k = (k1, k2, k3) ersetzt ist. Setzen wir jetzt noch

〈ϕk, ϕk′〉 = δ(k − k′)

und damit

〈ϕk, Hopϕk′〉 = δ(k − k′)Ek

sowie

〈ϕk, U(t)ϕk′〉 = e(−itEk)/~δ(k − k′)

so erhalten wir, daß auch im Fall der freien Bewegung derHamiltonoperator
im oben beschriebenem Sinne diagonalisiert werden kann; allerdings ist die
Funktionenbasis nicht mehr durch quadratintegrierbare Funktionen gegeben,
sondern durch Wellen, die durch einen kontinuierlichen Parameter (den Wel-
lenvektor k) charakterisiert sind. Die

”
Normierung“ dieser Wellen wird durch

das
”
Skalarprodukt“

〈ϕk, ϕk′〉 = δ(k − k′)

definiert. Die Lösung des Schrödingerproblems erfordert deshalb bereits
im Fall der freien Teilchenbewegung eine Verallgemeinerung des oben be-
schriebenen Rezeptes, den Hamiltonoperator

”
zu diagonalisieren“, daß wir

zunächst mathematisch gar nicht weiter präzisieren wollen. Stattdessen be-
achten wir, daß in der Zukunft neben gewöhnlichen quadratintegrierbaren Ei-
genfunktionen des Hamiltonoperators auch nicht quadratintegrierbare Ei-
genfunktionen mit Wellencharakter berücksichtigt werden müssen. Im nächsten
Kapitel werden wir finden, daß beide Lösungstypen sogar für den gleichen
Hamiltonoperator gemeinsam auftreten können.

Die Matrixformulierung der Wellenmechanik ist deshalb für die Praxis nicht
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immer von grundlegendem Interesse, obwohl sie an sich vollkommen äquiva-
lent zur Schrödingergleichung ist. Historisch steht sie allerdings am An-
fang der Quantenmechanik. W. Heisenberg hat sie zunächst benutzt, um
die Operatoren xop und pop in Matrixform zu realisieren. Ausgangspunkt wa-
ren dabei für ihn die Vertauschungsrelationen

[
xkop, p

l
op

]
= i~δkl ,

mit deren Hilfe er die Matrizengestalt von xkop und p
k
op abgeleitet hat (Verglei-

che Übung 2.), ohne die von uns eingeführte wellenmechanische Definition

xkopϕ(x) = xkϕ(x)

pkopϕ(x) = −i~ ∂

∂xk
ϕ(x)

explizit zu benutzen.W. Pauli konnte, hierauf aufbauend, noch vor Schrödin-
gers Wellenmechanik die Energieeigenwerte des Wasserstoffatoms berech-
nen.

1.10 Übungsaufgaben

Der Funktionenraum S(Rn), der sog. Schwarz–Raum, besteht aus denjeni-
gen Funktionen ϕ : Rn → C, die folgende Eigenschaften besitzen:

(a) ϕ ist beliebig oft partiell differenzierbar (
”
glatt“).

(b) Für jeden Multiindex µ = (µ1, . . . , µn), ν = (ν1, . . . , νn) gibt es eine
Zahl Cµν > 0 mit

|xµ1

1 · · · xµnn
(

∂

∂x1

)ν1
· · ·
(

∂

∂xn

)νn
ϕ(x)| < Cµν ∀x ∈ Rn.

Offenbar folgt daraus, daß ϕ und alle Ableitungen für |x| → ∞ stärker
als jede Potenz abklingen. Ein Beispiel für eine solche Funktion ist
ϕ(x) = e−λx

2
P (x), wobei λ > 0 und P (x) ein beliebiges Polynom ist.

Die Fouriertransformation von ϕ ∈ S(Rn) ist definiert durch

(Fϕ)(y) =
1

(2π)
n
2

∫
dnx ei〈y,x〉ϕ(x).

Es gilt F (αϕ1 + βϕ2) = αFϕ1 + βFϕ2, d.h. Fϕ ist linear in ϕ. Ferner ist
Fϕ ∈ S(Rn).
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A1.1 Eigenschaften der Fouriertransformation

(1) Sei ψ(x) = ϕ(x+ a), χ(x) = ϕ(λx), λ ∈ R, λ 6= 0. Zeige

(Fψ)(y) = e−i〈y,a〉(Fϕ)(y), (Fχ)(y) = |λ|−n(Fϕ)(y
λ
).

(2) Zeige

∂

∂yk
(Fϕ)(y) = i(F (xkϕ))(y), (F (

∂

∂xk
ϕ))(y) = −iyk(Fϕ)(y).

(3) Benutze
∫∞
−∞ dx e−

1
2
x2

=
√
2π, um zu zeigen: für ϕ(x) = e−

1
2
x2

ist
Fϕ = ϕ.

(4) Zeige: für λ > 0 und ψ(x) = e−
1
2
(x+a)2λ2

gilt (Fψ)(y) = λ−ne−
1
2
( y
λ
)2e−i〈a,y〉.

A1.2 Inverse Fouriertransformation

Für ε > 0 definiere ϕε(x) = e−
1
2
ε2x2

. Ferner sei ψ̂(x) = (Fψ)(−x) für
ψ ∈ S(Rn). Zeige

(F (ϕεψ̂))(x) =
1

(2π)
n
2

∫
dny (Fϕε)(x− y)ψ(y)

sowie
lim
ε→0

(Fϕε)(x− y) = (2π)
n
2 δ(n)(x− y)

und schließe hieraus:

(F−1ψ)(x) = (Fψ)(−x) = 1

(2π)
n
2

∫
dny e−i〈x,y〉ψ(y).

H1.1 Fouriertransformation und Skalarprodukt

Definiere für ϕ1, ϕ2 ∈ S(Rn) ein Skalarprodukt vermöge

〈ϕ1, ϕ2〉 =
∫
dnxϕ1(x)ϕ2(x).

Zeige

〈Fϕ1, ϕ2〉 = 〈ϕ1, F−1ϕ2〉 und folgere 〈ϕ1, ϕ2〉 = 〈Fϕ1, Fϕ2〉.
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H1.2 Faltung von Funktionen

Es seien ϕ1, ϕ2 ∈ S(Rn). Die Faltung ϕ1 ∗ ϕ2 von ϕ1 und ϕ2 ist definiert als

(ϕ1 ∗ ϕ2)(x) =
∫
dny ϕ1(x− y)ϕ2(y).

Zeige

∂

∂xk
(ϕ1 ∗ ϕ2) =

∂

∂xk
ϕ1 ∗ ϕ2 = ϕ1 ∗

∂

∂xk
ϕ2,

F (ϕ1 ∗ ϕ2)(x) = (2π)
n
2 (Fϕ1)(x)(Fϕ2)(x).

H1.3 Unschärferelation

Sei ϕ ∈ S(Rn) eine Wellenfunktion. Die Mittelwerte der Koordinaten xk und
der Impulskomponenten pk sind gegeben durch:

xk = 〈ϕ, xkopϕ〉 =
∫
d3xxk|ϕ(x)|2,

pk = 〈ϕ, pkopϕ〉 =
∫
d3xϕ(x)(−i~) ∂

∂xk
ϕ(x).

Die mittleren quadratischen Abweichungen lauten

(∆xk)2 =

∫
d3x (xk−xk)2|ϕ(x)|2, (∆pk)2 =

∫
d3xϕ(x)(−i~ ∂

∂xk
−pk)2ϕ(x)

Sei

ψα = α(xk − xk)ϕ+
i

~
(pk − pk)ϕ = α(xk − xk)ϕ+

(
∂

∂xk
− i

~
pk
)
ϕ

mit α ∈ R. Zeige

〈ψα|ψα〉 = α2(∆xk)2 − α +
(∆pk)2

~2

und schließe daraus auf die Unschärferelation

∆xk∆pk ≥ ~
2
.
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H1.4 Größenordnungen

Betrachte folgende Systeme: fliegender Golfball, Elektron imWasserstoffatom
und Leitungselektron im Festkörper. Vergleiche die de Broglie–Wellenlänge
mit der typischen Längenskala. Entscheide, ob sie als klassisch oder quanten-
mechanisch anzusehen sind.

A2.1 Kommutatoren

Wir ordnen den Teilchenkoordinaten xk und den Impulsen pk die Operatoren
xkop und pkop zu, d.h. für alle Wellenfunktionen ϕ gilt:

(xkopϕ)(x) = xkϕ(x) und (pkopϕ)(x) = −i~
(

∂

∂xk
ϕ

)
(x).

Für zwei Operatoren A und B ist der Kommutator [A,B] definiert:

[A,B] = AB −BA = −[B,A].

(1) Berechne die Kommutatoren [xiop, p
j
op] und [(xiop)

N , pjop]. Zeige dazu
zunächst

[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B.

(2) Zeige: ist F (x) =
∑

(m1,m2,m3)
Cm1,m2,m3(x

1)m1(x2)m2(x3)m3 ein Poly-

nom und der Operator Fop = F (xop) durch Einsetzen erklärt, so ist
[Fop, p

k
op] = i~

(
∂F
∂xk

)
op
.

(3) Berechne [Fop, (p
i
op)

2] und somit [Fop, H0] mit H0 =
1
2m

∑3
i=1(p

i
op)

2.

(4) Die Drehimpulsoperatoren Li sind durch

Li = εijkx
j
opp

k
op

erklärt. Berechne [Li, Lj] und [Li, L
2], wobei L2 =

∑3
i=1 L

2
i .

A2.2 Die Baker/Campbell/Hausdorff–Formel

Für jeden linearen Operator A kann man den Operator eiAt =
∑∞

k=0
iktk

k!
Ak

definieren.

(1) Zeige d
dt
eiAt = iAeiAt = ieiAtA.
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(2) Für einen zweiten linearen Operator B setzen wir B(t) = eiAtBe−iAt.
Zeige

B(t) =
∞∑

k=0

iktk

k!
Bk mit Bk = [A[A[. . . [A,B]] . . .]]︸ ︷︷ ︸

k−mal

.

Zeige dazu zunächst, daß die beiden Ausdrücke für B(t) der gleichen
Differentialgleichung genügen und beide B(0) = B erfüllen.

(3) Setze A = 1
~H0 und B = xiop bzw. piop. Berechne x

i
op(t) bzw. p

i
op(t).

H2.1 Ein Teilchen im konstanten elektrischen Feld

Ein Teilchen mit Ladung q bewegt sich in einem konstanten elektrischen
Feld E ∈ R3. Es wirkt die Kraft qE und die Schrödingergleichung mit dem
Potential V = −q〈E, x〉 lautet

i~
∂

∂t
ψ = − ~2

2m
∆ψ − q〈E, x〉ψ. (∗)

(1) Sei ϕ(t, x) eine Lösung der freien Schrödingergleichung i~ ∂
∂t
ϕ = − ~2

2m
∆ϕ.

Finde eine reellwertige Funktion λ(t, x), so daß eine Lösung von (∗) lau-
tet:

ψ(t, x) = eiλϕ

(
t, x− qEt2

2m

)
.

(2) Wir wissen aus der Vorlesung, daß ϕ(t, x) die Form ϕ(t, x) = (U(t)ϕ0)(x)
besitzt, wobei U(t) : S(R3) → S(R3) für alle Zeiten t ein unitärer
Operator ist mit U(0) = id. Bestimme explizit einen unitären Ope-

rator Û(t) : S(R3) → S(R3) mit Û(0) = id, so daß für beliebiges
ψ0 ∈ S(R3)

ψ(t, x) = (Û(t)ψ0)(x)

die Schrödingergleichung (∗) löst.

(3) Es sei ψ0(x) = 0 für |x| > R. Zeige, daß für große Zeiten in sehr guter
Näherung

|ψ(t, x)|2 =
(m

~t

)3 ∣∣∣(F−1ψ0)
(
m

~t

(
x− qEt2

2m

)) ∣∣∣
2

gilt und interpretiere dieses Resultat. Benutze dazu ein entsprechendes
Resultat für die freie Schrödingergleichung aus der Vorlesung.
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H2.2 Gaußsche Wellenpakete

Betrachte die Ausbreitung eines Materiewellenpaketes, das zu t = 0 eine
Gaußsche Form hat:

ψ0(x) = A e−
(x−x0)2

2a2
+i〈k0,x〉.

Die Ausbreitung der Welle ist dann gegeben durch (vgl. Vorlesung)

ψ(t, x) = (F (e−i
~k2
2m

t(F−1ψ0)))(x) =
1

(2π)3

∫ ∫
d3k d3y e−i

~k2
2m

t+i〈k,x−y〉ψ0(y).

(∗∗)

(1) Bestimme zunächst den Normierungsfaktor A, so daß 〈ψ0, ψ0〉 = 1.

(2) Berechne die Wellenzahlverteilung für t = 0, d.h. ψ̂(k) = (F−1ψ0)(k).

(3) Berechne explizit ψ(t, x) durch Ausführen der Integration in (∗∗).

(4) Berechne den Mittelwert von x, definiert durch

x̄i(t) =

∫
d3x |ψ(t, x)|2xi.

Bestimme d
dt
x̄(t). Berechne auch den Wellenzahl–Mittelwert

k̄i(t) =

∫
d3k |ψ̂(t, k)|2ki

mit ψ̂(t, k) = e−i
~k2
2m

tψ̂(k). Interpretiere das Ergebnis.

(5) Berechne die Streuung für Ort und Wellenzahl, definiert durch

(∆x)2(t) =

∫
d3x |ψ(t, x)|2(x− x̄(t))2,

(∆k)2(t) =

∫
d3k |ψ̂(t, k)|2(k − k̄(t))2.

Interpretiere das Ergebnis.

(6) Nach welcher Strecke ist ∆x(t)=1µ für einen Elektronenstrahl
(E=1eV, a=10Å)?
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A3.1 Der eindimensionale harmonische Oszillator (algebraische Lösung)

Für eine Raumdimension lautet die Schrödingergleichung für das Oszillator-
problem:

i~
∂

∂t
ψ(t, x) =

(
− ~2

2m

∂2

∂x2
+
m

2
ω2x2

)
ψ(t, x). (∗)

Die Operatoren a+ und a sind wie folgt erklärt:

a =
1√
2
(λxop +

i

~λ
pop), a+ =

1√
2
(λxop −

i

~λ
pop) mit λ =

√
mω

~
.

(1) Zeige, daß der Hamiltonoperator in Gleichung (∗) erfüllt:

Hop = ~ω(a+a+
1

2
id).

(2) Zeige, daß
[a, a+] = id.

(3) Bestimme die normierte Lösung ϕ0(x) der Gleichung

aϕ0 = 0.

(4) Zeige (vgl. A2.1):
[Hop, a

+] = ~ωa+.

(5) Berechne
Hop(a

+)nϕ0.

(6) Sei

U(t) = e−
i
~ tHop .

Setze
ϕn = (a+)nϕ0

und zeige, daß
ψn(t, x) = (U(t)ϕn)(x)

(∗) löst. Ist diese Lösung quadratintegrierbar, d.h.

∫
|ψn(t, x)|2dx <∞ ?
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Es gilt für z ∈ C, y ∈ R

e−z
2+2zy =

∞∑

k=0

zk

k!
Hk(y),

wobei Hk(y) ein sog. Hermite–Polynom ist (vgl. Vorlesung).

(7) Zeige

Hk(y) = (−1)key2 d
k

dyk
e−y

2

.

(8) Zeige (mit y = λx):

ϕn(x) =
1√
2
n e−

1
2
λ2x2

Hn(λx).

H3.1 Stationäre Zustände im eindimensionalen Kastenpotential

Wir betrachten die Schrödingergleichung

i~
∂

∂t
ψ(t, x) =

(
− ~2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

)
ψ(t, x) (∗∗)

in einer Raumdimension. V (x) sei ein Kastenpotential:

V (x) =

{
−V0, falls |x| < a
0, falls |x| ≥ a

mit V0 > 0.

Mit Hilfe des Lösungsansatzes

ψ(t, x) = e−
i
~Etϕ(x), E ∈ R

sollen stationäre Lösungen der Gleichung (∗∗) bestimmt werden, d.h. es muß
gelten

∫
|ϕ(x)|2dx <∞. Zudem verlangen wir, daß ϕ(x) überall stetig diffe-

renzierbar ist.

(1) Zeige unter diesen Voraussetzungen: damit eine solche normierbare,
stetig differenzierbare Lösung existiert, muß E < 0 sein und es muß
gelten:

ϕ(x) =

{
Aeλx, falls x ≤ −a
Be−λx, falls x ≥ a

mit λ =
1

~
√

2m|E|, A,B ∈ C.
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(2) Zeige, daß für |x| < a gilt:

ϕ(x) = αeλ
′x + βe−λ

′x, α, β ∈ C,

λ′ =

{
1
~
√

2m|E + V0|, falls E + V0 < 0
i
~
√

2m|E + V0|, falls E + V0 > 0

(3) Zeige, daß ϕ(x) genau dann stetig differenzierbar ist, falls gilt:

Ae−λa = αe−λ
′a + βeλ

′a

Be−λa = αeλ
′a + βe−λ

′a

((
1− λ′

λ

)
e−λ

′a
(
1 + λ′

λ

)
eλ
′a

(
1 + λ′

λ

)
eλ
′a

(
1− λ′

λ

)
e−λ

′a

) (
α
β

)
= 0.

Schließe hieraus, daß die Determinante der obigen 2 × 2−Matrix ver-
schwinden muß, damit überhaupt eine nichttriviale Lösung vorliegt.

(4) Leite hieraus eine Gleichung für E ab und zeige, daß E + V0 > 0 sein
muß sowie nur für endlich viele Werte von E eine Lösung existiert.

(5) Gib schließlich die vollständige Lösung an, indem A, B und β durch
α ausgedrückt werden. Wer möchte, kann auch die Norm der Wellen-
funktion berechnen.

(6) Für welche Lösungen hat man eine definierte Parität, d.h. wann gilt

ϕ(−x) = ϕ(x) bzw. ϕ(x) = −ϕ(−x) ?

(7) Welcher Wert von E wurde bislang nicht diskutiert?

(8) Welche Lösung erhält man für das E aus (7)?
Wiederhole hierfür (2)–(6).

A4.1 Der eindimensionale Tunneleffekt

Betrachte eine eindimensionale rechteckige Potentialbarriere, d.h.

V (x) =

{
0, |x| ≥ a
V0, |x| < a

mit V0 > 0.

(1) Löse die Schrödingergleichung mit dem Separationsansatz

ψ(t, x) = e−
i
~Etϕ(x), E ∈ R. Zeige, daß die Lösung folgende Form

hat (es sei E < V0):

ϕ(x) =




Aeikx +Be−ikx, x ≤ a

Ce−κx +Deκx, |x| < a

F eikx +Ge−ikx, x ≥ a

mit k =

√
2mE

~
, κ =

√
2m(V0 −E)

~
.
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(2) Wie in H3.1 wird ϕ(x) als stetig differenzierbar angenommen. Zeige,
daß diese Annahme auf die folgenden linearen Gleichungssysteme führt:

(
A
B

)
=M(a)

(
C
D

)
,

(
F
G

)
=M(−a)

(
C
D

)

mit M(a) =
1

2

((
1 + iκ

k

)
eκa+ika

(
1− iκ

k

)
e−κa+ika(

1− iκ
k

)
eκa−ika

(
1 + iκ

k

)
e−κa−ika

)
.

(3) Folgere aus (2) folgende Beziehung, wobei ε = κ
k
− k

κ
und η = κ

k
+ k

κ
:

(
A

B

)
=

(
(cosh 2κa+ iε

2 sinh 2κa)e
2ika iη

2 sinh 2κa

− iη
2 sinh 2κa (cosh 2κa− iε

2 sinh 2κa)e
−2ika

)(
F

G

)

(4) Speziell laufe ein Teilchen von x = −∞ ein. Warum ist dann G = 0 ?
Wieso bezeichnet man T (E) = F

A
als Transmissionsamplitude? Zeige

für den Transmissionskoeffizienten

|T (E)|2 = 1

1 + (1 + ε2

4
) sinh2 2κa

.

Skizziere |T (E)|2 und interpretiere das Ergebnis physikalisch.

(5) Zeige |T (E)|2+ |R(E)|2 = 1 und diskutiere diese Identität. Dabei heißt
die Größe R(E) = B

A
Reflektionsamplitude (warum?) und |R(E)|2 Re-

flektionskoeffizient.

H4.1 “Tunneleffektmit E > V0

(1) Für E > V0 kommt ein Teilchen auch klassisch über den Kasten aus
A4.1. Inwieweit ist das Gleichungssystem in A4.1.3 weiterhin gültig?
Zeige mit Hilfe dieses Systems und mit den Identitäten cosh ix = cos x,
sinh ix = i sinx für x ∈ R, daß

|T (E)|2 = 4E(E − V0)
4E(E − V0) + V 2

0 sin2 2a~
√

2m(E − V0)
.

(2) Skizziere und diskutiere |T (E)|2 als Funktion von E−V0

E0
mit E0 =

π2~2

8ma2 .
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H4.2 Tunneleffekt (E < V0) beim kontinuierlichen Potential

(1) Zeige für eine breite und hohe Potentialbarriere (d.h. κaÀ 1):

|T (E)|2 ≈ e−
4a
~
√
2m(V0−E). (∗)

Nutze sinhx ≈ ex

2
À 1 (xÀ 1) und vernachlässige lnx gegenüber

√
x

(xÀ 0).

(2) Zerlege für einen kontinuierlichen Potentialberg V (x) mit V (x) = 0 für
|x| > a das Potential in N Kästen der gleichen Breite ∆x = 2a

N
. Berech-

ne in der Näherung (∗) für das System der N Kästen die Transmission
|T (E)|2. Zeige so

|T (E)|2 ≈ e−
2
~
∫ a
−a dx
√
2m(V (x)−E).

H4.3 Matrizendarstellung von Orts– und Impulsoperator

Die eindimensionalen Oszillatorfunktionen ψ`(x) sind gegeben durch (vgl.
A3.1.8):

ψ`(x) =
1

N`

e−
1
2
λ2x2

H`(λx), wobei λ =

√
mω

~
, N` =

√
2``!

λ

√
π,

mit der Normierung N`. Sie erfüllen die Orthonormalitätsrelation

〈ψ`, ψ`′〉 =
∫ ∞

−∞
ψ`(x)ψ`′(x)dx = δ``′ .

Weiter gilt nach A3.1.6 die Identität

ψ` = 1

Nalg
`

(a+)`ψ0, wobei aψ0 = 0, ||ψ0|| = 1 sowie

a = 1√
2
(λxop +

i
~λpop) und a+ = 1√

2
(λxop − i

~λpop).

(1) Zeige mit algebraischen Mitteln (d.h. berechne ||(a+)nψ0|| ), daß
Nalg
` =

√
`!.

(2) Berechne die Matrixdarstellung von xop und pop in dieser Basis, d.h.
berechne

〈ψ`, xopψ`′〉 und 〈ψ`, popψ`′〉.

(3) Warum kann man xop und pop nicht als endlichdimensionale Matrizen
schreiben?
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H4.4 Teilchen im Kegel

Für große Zeiten gilt (vgl. Vorlesung) für die Wellenfunktion eines freien
Teilchens

ψ(x, t) =

(
1− i√

2

)3
e
imx2

2~t

(m
~t

) 3
2
(F−1ψ0)

(xm
~t

)
,

wobei ψ0(x) = ψ(x, 0) die Wellenfunktion zur Zeit t = 0 ist mit ||ψ0|| = 1.

Zeige: ist K ein Kegel mit Spitze im Koordinatenursprung, so ist die Wahr-
scheinlichkeit P (K,ψ0), das Teilchen für große Zeiten im Kegel K zu finden,
durch

P (K,ψ0) =

∫

K

d3k|(F−1ψ0)(k)|2

gegeben. Interpretiere dieses Resultat unter Berücksichtigung der Beziehung
p = ~k.



Kapitel 2

Die Schrödingergleichung im

Falle sphärischer Symmetrie

2.1 Der sphärisch symmetrische harmonische

Oszillator

Im Fall eines sphärischen Oszillatorpotentials gilt ω1 = ω2 = ω3 = ω und wir
wissen:
Der Hamiltonoperator Hop mit

(Hopϕ)(x) =

(
− ~2

2m
∆+

m

2
ω |x|2

)
ϕ(x)

hat genau die folgenden Eigenlösungen

ϕ(x) = ϕl1
(
λx1
)
ϕl2
(
λx2
)
ϕl3
(
λx3
)

, λ =

√
mω

~
mit

ϕl(y) = e−
y2

2 Hl(y)

und den zugehörigen Eigenwerten

El1l2l3 = ~ω
(
l1 + l2 + l3 +

3

2

)
.

Für verschiedene Werte von l1, l2 und l3 kann offenbar der gleiche Eigenwert
auftreten, nämlich genau für alle Werte li mit

l1 + l2 + l3 = N .

51
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Der Eigenwert heißt deshalb entartet und die Zahl der zugehörigen Eigenlösun-
gen ist:

∑

l1+l2+l3=N

1 =
N∑

µ=0

µ∑

ν=0

1

=
N∑

µ=0

(µ+ 1)

=
1

2
(N + 1)(N + 2) .

Die Form von ϕ(x) lautet explizit

ϕ(x) = e−
λ2|x|2

2 Hl1

(
λx1
)
Hl2

(
λx2
)
Hl3

(
λx3
)
,

d.h. ϕ ist ein Polynom multipliziert mit e−
λ2|x|2

2 . Wir werden nun einen an-
deren Ansatz dieser Form untersuchen, nämlich

ψ = e−
λ2|x|2

2 f
(
λ2 |x|2

)
F ,

wobei f(u) ein Polynom in der Variablen u = λ2 |x|2 und F ein homogenes
Polynom in R3 vom Grade l ist, d.h. es gilt, für alle α ∈ R

F (αx) = αlF (x) . (2.1)

Außerdem verlangen wir:

∆F = 0 . (2.2)

Unter diesen Behauptungen wollen wir nun beweisen:

(I) Die Zahl der linear unabhängigen homogenen Polynome mit obigen
Eigenschaften ist gleich (2l + 1).

(II) Ist N > l und (N − l) = 2m eine gerade Zahl, so gibt es, bis auf eine
multiplikative Konstante, genau ein Polynom f , so daß für

ψ = e−
λ2|x|2

2 f
(
λ2 |x|2

)
F

gilt:

Hopψ = ~ω
(
N +

3

2

)
ψ .
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(III) Die Zahl ZN der linear unabhängigen Funktionen ψ, die so konstruiert
wurden, ist gleich 1

2
(N + 1) (N + 2), d.h. genau so groß wie die Zahl

der zuvor betrachteten Eigenfunktionen ϕ zum gleichen Eigenwert.

Bemerkung: (III) bedeutet, daß wir beim Übergang von den Funktionen ϕ
zu den Funktionen ψ lediglich von einem Satz linear unabhängiger Polynome
zu einem anderen Satz linear unabhängiger Polynome übergehen. Insbeson-
dere bedeutet dies, daß damit auch die Funktionen ψ eine Basis von L2(R3)
liefern! Dieser Punkt wird später das wichtigste Resultat liefern.

Wir liefern nun die Beweise in umgekehrter Reihenfolge:

Zu (III): Falls (I) und (II) gelten, so gilt nach (II) für gerades N = 2κ,
daß die Werte von l gerade sind; d.h. l = 2µ und 0 ≤ µ ≤ κ. Es folgt aus (I)

ZN =
κ∑

µ=0

(4µ+ 1)

= κ+ 1 + 4
κ(κ+ 1)

2
= (2κ+ 1)(κ+ 1)

=
1

2
(N + 1)(N + 2) .

Für ungerades N folgt analog das gleiche Resultat.

Zu (II): Wir müssen Hopψ berechnen und verlangen, daß

Hopψ = ~ω
(
2n+ l +

3

2

)
ψ

gilt. Aus (2.1) folgt zunächst

d

dα
F (αx) = (x · ∇F ) (αx)

= lαl−1F (x) .

Setze α = 1 und es folgt

x · ∇F = lF . (2.3)

Mit u = λ2 |x|2 und

ϕ0(u) = e−
u
2 f(u)
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gilt jetzt:

∆ψ(x) = (∆ϕ0)F + 2∇ϕ0∇F + ϕ0∆F︸ ︷︷ ︸
=0

= (∆ϕ0)F + 4λ2ϕ′0 · (x∇F ) , nach (2.3)

=
(
∆ϕ0 + 4λ2lϕ′0

)
F .

Mit

∆ϕ0 = 2λ2 div (xϕ′0) = 6λ2ϕ′0 + 4λ4 |x|2 ϕ′′0
ergibt dies

∆ψ(x) = 4λ2F (x)

(
uϕ′′0(u) +

(
l +

3

2

)
ϕ′0(u)

)
, (u = λ2 |x|2) .

Wir ersetzen ϕ0 durch e−
u
2 f(u):

⇒ ∆ψ(x) = 4λ2e−
u
2F (x)

(
uf ′′ − uf ′ + 1

4
uf +

(
l +

3

2

)
f ′ − 1

2

(
l +

3

2

)
f

)
.

Die Bedingung

Hopψ =

(
− ~2

2m
∆ψ +

mω2

2
|x|2 ψ

)

= ~ω
(
2n+ l +

3

2

)
ψ

führt jetzt leicht zu der Gleichung

uf ′′ +

(
l +

3

2
− u
)
f ′ + nf = 0 .

Wir suchen eine Polynomlösung

f(u) =
∞∑

µ=0

cµu
µ

und finden

0 =
∞∑

µ=0

(
cµu

µ−1
[
µ (µ− 1) +

(
l +

3

2

)
µ

]
+ cµu

µ(n− µ)
)

=
∞∑

µ=0

uµ
(
cµ+1

[
µ (µ+ 1) + (µ+ 1)

(
l +

3

2

)]
+ cµ(n− µ)

)

⇒ cµ+1 = −cµ(n− µ)
[
µ (µ+ 1) + (µ+ 1)

(
l +

3

2

)]−1
.
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Offenbar wird cn+1 = 0. Die Reihe bricht wie gewünscht ab, und wir können
die Koeffizienten bei willkürlicher Vorgabe von c0 rekursiv definieren. Wir
haben somit (II) bewiesen.

Bemerkung: Die oben bestimmte Funktion f ist eindeutig festgelegt, wenn
für f(0) ein Wert vorgegeben wird. Mit der Konvention

f(0) =
Γ
(
n+ l + 3

2

)

n!Γ
(
l + 3

2

)

ist f ein sogenanntes Laguerresches Polynom und wird mit L
(l+ 1

2)
n (u) be-

zeichnet.

Nun folgt der Beweis von (I):
Zu bestimmen sind die Polynome F (x) mit F (αx) = αlF (x) (x ∈ R3) und
∆F = 0. Jedes Polynom können wir in der Form

F (w, z) =
∑

α,β,γ

cαβγ w
αwβzγ

schreiben, mit der Definition: w = x1 + ix2, z = x3, (x = (x1, x2, x3)).
Der Laplaceoperator ∆ erhält damit die Form:

∆ = 4
∂2

∂w∂w
+

∂2

∂z2
.

Für ein homogenes Polynom P vom Grade l gilt ferner der allgemeine Ansatz

P (w, z) =
l∑

m=0

[ l−m2 ]∑

µ=0

wm+µwµzl−m−2µ clmµ +

+
l∑

m=1

[ l−m2 ]∑

µ=0

wµwm+µzl−m−2µ cl−mµ ,

wobei [a] diejenige ganze Zahl n ist mit n ≤ a.

Mit λ = eiϕ folgt dann: Ist P̃ das homogene Polynom mit

P̃ (w, z) = P (λw, z) ,

so gilt

(∆P̃ )(w, z) = (∆P )(λw, z) ,
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d.h. ist ∆P = 0, so gilt dies auch für P̃ .
Hieraus errechnet sich leicht:

0 = ∆P̃ (w, z)

=
l∑

m=0

eimϕ∆

[ l−m2 ]∑

µ=0

wm+µwµzl−m−2µ clmµ +

+
l∑

m=1

e−imϕ∆

[ l−m2 ]∑

µ=0

wµwm+µzl−m−2µ cl−mµ ,

und wir schließen aus der völlig freien Wahl von ϕ, daß jeder Koeffizient von
eimϕ selbst verschwinden muß. Für festes m gilt somit bereits

∆

[ l−m2 ]∑

µ=0

wm+µwmzl−m−2µ clmµ = 0 (2.4)

bzw.

∆

[ l−m2 ]∑

µ=0

wµwm+µzl−m−2µ cl−mµ = 0 (2.5)

Aus (2.4) folgt

0 =

[ l−m2 ]∑

µ=0

(
wm+µ−1wµ−1zl−m−2µ clmµ4µ(m+ µ) +

+ wm+µwµzl−m−2(µ+1) clmµ(l −m− 2µ)(l −m− 2µ− 1)
)

=

[ l−m2 ]∑

µ=0

wm+µwµzl−m−2(µ+1)[clmµ+14(µ+ 1)(m+ µ+ 1) +

+ clmµ(l −m− 2µ)(l −m− 2µ− 1)]

und damit

⇒ clm,µ+1 = −1

4

(l −m− 2µ)(l −m− 2µ− 1)

(µ+ 1)(m+ µ+ 1)
clmµ .
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Diese Rekursionsformel ergibt

⇒ clmµ = (−4)−µ clm [µ!(m+ µ)!(l −m− 2µ)!]−1 ,

wobei clm eine freie Konstante darstellt.
Aus (2.5) ergibt sich offenbar das gleiche Resultat durch Vertauschen von w
und w:

cl−mµ = (−4)µ cl−m [µ!(m+ µ)!(l −m− 2µ)!]−1 .

Insgesamt haben wir also genau 2l + 1 homogene Polynome Flm vom Grad
l mit ∆Flm = 0 gefunden und sogar die Koeffizienten clmµ dieser Polynome
explizit angegeben. Damit ist auch (I) bewiesen.

Wie zu Anfang bemerkt, bilden die Funktionen

ψnlm(x) = e−
λ2|x|2

2 L
(l+ 1

2)
n

(
λ2 |x|2

)
Flm(x)

eine neue Basis von L2(R3). Wir werden sogar zeigen, daß bis auf eine geeig-
nete Normierung eine Orthonormalbasis von L2(R3) vorliegt, d.h. es gilt

〈ψnlm, ψn′l′m′〉 = δnn′ δll′ δmm′ N
2
nlm .

Überdies gilt, wie bewiesen

Hopψnlm = ~ω
(
2n+ l +

3

2

)
ψnlm .

2.2 Die Eigenfunktionen des sphärischen

Oszillators und ihre Normierung

Die Funktionen Flm besitzen einige angenehme Eingeschaften bezüglich der
Drehimpulsoperatoren Lk. Diese Operatoren sind durch die Gleichungen

Lk = εklm xlopp
m
op

definiert, wobei wir hier und in der Folge über doppelt auftretende Indizes
summieren. Es gilt also

Lk = −i~εklmxl
∂

∂xm
.
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Die Drehimpulsoperatoren entstehen aus den klassischen Drehimpulsen durch
den in Abschnitt 1. beschriebenen Übergang zu quantenmechanischen Ope-
ratoren. Wie in Übung 2. gezeigt wurde, erfüllen sie

[Lk, Lm] = i~εkmnLn ,

und es gilt für L2 =
3∑
i=1

L2i

[
L2, Li

]
= 0.

Zusätzlich finden wir bei Summation über gleiche Indizes:

L2 = −~2εiklεik′l′xk
∂

∂xl
xk
′ ∂

∂xl′

= −~2
(
xk

∂

∂xl
xk

∂

∂xl
− xk ∂

∂xl
xl

∂

∂xk

)

= −~2
(
x2∆+ x · ∇ − 3x · ∇ − xkxl ∂2

∂xk∂xl

)

= −~2
(
x2∆− 2x · ∇ − (x · ∇)2 + x · ∇

)

= −~2
(
x2∆− (x · ∇)2 − x · ∇

)
.

Somit gilt

L2Flm = −~2x2∆Flm + ~2
(
(x · ∇)2 Flm + (x · ∇)Flm

)
.

Aus dem letzten Abschnitt wissen wir, daß

∆Flm = 0

und

x∇Flm = lFlm

gilt. Somit finden wir

L2Flm = ~2l(l + 1)Flm .

Für L3 gilt (x1 = x, x2 = y, x3 = z)

L3 = −i~
(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
.
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In den Variablen w und w hat L3 die Form:

L3 = ~
(
w
∂

∂w
− w ∂

∂w

)

und damit

L3Flm = ~
(
w
∂

∂w
− w ∂

∂w

)
clm

[ l−m2 ]∑

α=0

1

(−4)α
wα+mwαzl−m−2α

α!(α +m)!(l −m− 2α)!
,

woraus

L3Flm = m~Flm

folgt. Wir können jetzt leicht zeigen, daß die Basisfunktionen des letzten
Abschnitts orthogonal sind: Für sie gilt

ψnlm(x) = e−
λ2|x|2

2 L
(l+ 1

2)
n

(
λ2 |x|2

)
Flm(x) .

Für eine beliebige Funktion f(|x|2) finden wir

Lkf(|x|2)Flm(x) = Lkf(|x|2)Flm + f(|x|2)LkFlm(x) .
Nun gilt:

Lkf(|x|2) = −i~εklmxl
∂

∂xm
f(|x|2)

= −i~2εklmxlxmf ′(|x|2)
= 0 ,

d.h.

Lkf(|x|2)Flm = f(|x|2)LkFlm
und somit

L2f(|x|2)Flm(x) = ~2l(l + 1)f(|x|2)Flm(x)
L3f(|x|2)Flm = ~mf(|x|2)Flm

Die Operatoren Lk, L
2 und Hop sind symmetrisch; es gilt deshalb:

0 = 〈L3ψnlm, ψn′l′m′〉 − 〈ψnlm, L3ψn′l′m′〉
= ~ (m−m′) 〈ψnlm, ψn′l′m′〉

0 =
〈
L2ψnlm, ψn′l′m′

〉
−
〈
ψnlm, L

2ψn′l′m′
〉

= ~2 (l (l + 1)− l′ (l′ + 1)) 〈ψnlm, ψn′l′m′〉
0 = 〈Hopψnlm, ψn′l′m′〉 − 〈ψnlm, Hopψn′l′m′〉

= ~ω(2n+ l − 2n′ − l′) 〈ψnlm, ψn′l′m′〉 .
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Dies bedeutet

〈ψnlm, ψn′l′m′〉 = 0 ,

es sei denn n = n′, l = l′ und m = m′ ist gleichzeitig erfüllt; somit folgt:

〈ψnlm, ψn′l′m′〉 = δnn′δll′δmm′N
2
nlm .

Die positive Zahl Nnlm muß natürlich noch bestimmt werden; wir wissen
aber jetzt bereits, daß die Funktionen ψnlm/Nnlm eine orthonormale Basis
in L2(R3) darstellen. Für die folgenden Überlegungen ist es zweckmäßig, die
Konstanten clm in den Funktionen Flm zu spezifizieren.
Wir setzen (0 ≤ m ≤ l)

Flm = Ylm

= (−1)m
√

2l + 1

4π
2−m [(l +m)!(l −m)!]

1
2 ·

·
[ l−m2 ]∑

α=0

(−4)−α wm+αwαzl−m−2α

α!(α +m)!(l −m− 2α)!

und

Fl,−m = Yl,−m

=

√
2l + 1

4π
2−m [(l +m)!(l −m)!]

1
2 ·

·
[ l−m2 ]∑

α=0

(−4)−α wm+αwαzl−m−2α

α!(α +m)!(l −m− 2α)!
.

Damit gilt

Fl,−m = (−1)mYlm .

Die so vollständig definierten homogenen Polynome werden in der englischen
Literatur

”
solid spherical harmonics“ genannt, in der deutschen Literatur

heißen sie Kugelfunktionen. Sie haben sehr angenehme Eigenschaften:

(a) Für die Operatoren L± = L1 ± iL2 gilt (Vergleiche Übung 5.):

L−Ylm = ~ [l(l + 1)−m(m− 1)]
1
2 Yl,m−1
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(b) Es ist

L+L− = L21 + L22 − i [L1, L2]
= L2 − L23 + ~L3 .

Hieraus folgt für

ψnlm(x) = e−
λ2|x|2

2 L
(l+ 1

2)
n (λ2 |x|2)Ylm(x)

die Gleichung:

L−ψnlm(x) = e−
λ2|x|2

2 L
(l+ 1

2)
n (λ2 |x|2) (L−Ylm) (x)

= ~ [l(l + 1)−m(m− 1)]
1
2 ψnl,m−1 ,

sowie

L+L−ψnlm(x) = e−
λ2|x|2

2 L
(l+ 1

2)
n (λ2 |x|2)(L+L−Ylm)(x)

= ~2 [l(l + 1)−m(m− 1)]ψnlm .

Weil die Operatoren Lk symmetrisch sind, gilt

~2 [l(l + 1)−m(m− 1)] 〈ψnlm, ψnlm〉 = 〈ψnlm, L+L−ψnlm〉
= 〈L−ψnlm, L−ψnlm〉
= 〈ψnlm−1, ψnlm−1〉 ·
· ~2 [l(l + 1)−m(m− 1)]

⇒ 〈ψnlm, ψnlm〉 = 〈ψnlm−1, ψnlm−1〉
= 〈ψnll, ψnll〉 .

Um dieses Skalarprodukt auszurechnen, benutzt man am besten Polarkoor-
dinaten und beachtet

Yll = (−1)l
√

2l + 1

4π

(2l!)
1
2

l!
(x+ iy)l

= clr
leilϕ (sin θ)l

mit

cl = (−1)l
√

2l + 1

4π

(2l!)
1
2

l!

folgt

ψnll = cle
−λ2r2

2 L
(l+ 1

2)
n (λ2r2) (sin θ)l eilϕ
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⇒ 〈ψnll, ψnll〉 =

∞∫

0

r2dr

π∫

0

sin θdθ

2π∫

0

dϕ c2l e
−λ2r2

(
L
(l+ 1

2)
n (λ2r2)

)2
(sin θ)2l r2l

=



∞∫

0

dr r2(l+1)e−λ
2r2
(
L
(l+ 1

2)
n

(
λ2r2

))2

 2πc2l

π∫

0

(sin θ)2l+1 dθ .

Die auftretenden Integrale sind alle bekannt:

∞∫

0

dr r2(l+1)e−λ
2r2
(
L
(l+ 1

2)
n (λ2r2)

)2
=

1

2
λ−2l−3

∞∫

0

dx xl+
1
2 e−x

(
L
(l+ 1

2)
n (x)

)2

= λ−2l−3
Γ
(
l + 3

2
+ n
)

n!

1

2

und

π∫

0

(sin θ)2l+1 dθ =
2 (l!)2

(2l + 1)!

=
1

2πc2l
.

Wir finden somit

〈ψnll, ψnll〉 = λ−2l−3
Γ
(
l + 3

2
+ n
)

n!

1

2

und damit endgültig

〈ψnlm, ψn′l′m′〉 = δll′δnn′δmm′λ
−2l−3Γ

(
l + 3

2
+ n
)

2n!
.

2.3 Die Kugelflächenfunktionen

Die homogenen Polynome Ylm(x) lassen sich offenbar wie folgt schreiben
(x0 =

x
r
, r = |x|):

Ylm(x) = Ylm (rx0)

= rlYlm (x0) .

Die Funktionen Ylm (x0) sind allein Funktionen der Raumwinkel und werden
mit Ylm (x0) bezeichnet, um sie besser von den homogenen Polynomen zu
unterscheiden. Sie heißen Kugelflächenfunktionen. Wir beweisen nun:
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(a)
∫
dx0 YlmYl′m′ = δll′δmm′ , (dx0 = sin θdθdϕ Volumenelement der

2-Sphäre).

(b) Die Funktionen Ylm bilden eine Orthonormalbasis im Raum aller qua-
dratintegrierbaren Funktionen ϕ : S2 → C.

(a) folgt direkt aus dem letzten Abschnitt:

〈ψ0lm, ψ0l′m′〉 = δll′δmm′λ
−2l−3Γ

(
l + 3

2

)

2

=



∞∫

0

r2 dr e−λ
2r2r2l



∫
dx0 Ylm (x0)Yl′m′

Der Term in eckigen Klammern ist aber genau gleich λ−2l−3
Γ(l+ 3

2)
2

, wie im
letzten Abschnitt gezeigt wurde.

⇒
∫
dx0Ylm (x0)Ylm (x0) = δll′δmm′ .

(b) folgt aus folgender Überlegung:
Sind die Kugelflächenfunktionen Ylm keine Basis der quadratintegrierbaren
Funktionen auf S2, so gibt es eine Funktion ϕ0 : S

2 → C mit
∫
dx0 Ylm (x0)ϕ0 (x0) = 0

für alle Ylm.
Für die quadratintegrierbare Funktion

ψ(x) = e−
λ2|x|2

2 ϕ

(
x

|x|

)

gilt dann:

〈ψnlm, ψ〉 =

∫ ∞

0

r2dr rle−λ
2r2L

(l+ 1
2)

n

(
λ2r2

) ∫
dx0 Ylm (x0)ϕ (x0)

= 0

für alle n, l und m. Da die ψnlm eine Basis in L2(R3) bilden, muß ψ(x) = 0
sein, was offensichtlich ein Widerspruch ist.
Wie im letzten Abschnitt gezeigt, gilt für jede Funktion f(r):

Lkf(r)Ylm = f(r)LkYlm ,
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sowie

L2Ylm = ~2l(l + 1)Ylm ,

L3Ylm = ~mYlm .

Mit f(r) = r−l schließen wir somit aus diesen Formeln:

L2Ylm = L2r−lYlm
= r−lL2Ylm
= ~2r−ll(l + 1)Ylm

und damit

L2Ylm = ~2l(l + 1)Ylm .

Analog folgt

L3Ylm = ~mYlm .

Der letzte Abschnitt liefert überdies das Resultat:

Yl−m = (−1)mYlm .

2.4 Die Zerlegung von L2(R3) in Eigenräume

von L2 und L3

Mit Hilfe der Kugelflächenfunktionen können wir unsere Basisfunktionen wie
folgt schreiben:

ψnlm = fnl(r)Ylm (x0) ,

wobei fnl durch

fnl = rle−
λ2r2

2 L
(l+ 1

2)
n

(
λ2r2

) 1

Nnl

definiert ist und wir den Normierungsfaktor

Nnl =
λ−2l−3Γ

(
l + 3

2
+ n
)

2n!
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jetzt so eingeführt haben, daß

〈ψnlm, ψnlm〉 =

∞∫

0

r2dr (fnl(r))
2 = 1

gilt. Sei nun ψ ∈ L2(R3). Es folgt (cnlm ∈ C)

ψ(x) =
∑

nlm

cnlmψnlm(x)

=
∑

lm

ψlm(r)Ylm(x0)

mit

ψlm(r) =
∑

n

cnlmfnl(r) .

Für die Funktionen

ψ̂lm(x) = ψlm(r)Ylm

gilt offenbar

〈
ψ̂lm, ψ̂l′m′

〉
= δll′δmm′

∫
r2dr ψlm(r)ψlm(r) .

Wir haben somit eine orthogonale Zerlegung von L2(R3) in Teilräume Vlm
gefunden mit

L2(R3) = ⊕lmVlm

und für jede Funktion ψ̂ ∈ Vlm gilt

ψ̂(x) = ϕ(r)Ylm .

Für eine zweite Funktion ψ̂′ ∈ Vlm mit

ψ̂′(x) = ϕ′(r)Ylm

finden wir sofort

〈
ψ̂, ψ̂′

〉
=

∫
dr r2ϕ(r)ϕ′(r) .
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Weiter sehen wir, daß alle Funktionen ψ̂ aus dem Raum Vlm die Eigenschaften

L2ψ̂ = ~2l(l + 1)ψ̂

L3ψ̂ = ~mψ̂

besitzen, also genau aus den Eigenfunktionen von L2 und L3 mit den Eigen-
werten ~2l(l + 1) bzw. ~m bestehen.
Wir betrachten nun einen Hamiltonoperator mit einem sphärisch symme-
trischen Potential V (r):

Hop = − ~2

2m
∆+ V (r) .

Wir wollen die zuvor erzielten Ergebnisse dafür benutzen, die Eigenfunktio-
nen von Hop zu bestimmen. Die zugehörigen Eigenwerte E müssen reell sein,
da Hop symmetrisch ist. In Abschnitt 2.2 haben wir die Formel

L2 = −~2
(
|x|2∆− (x · ∇)2 − x · ∇

)

gefunden. Nun gilt x · ∇ = r ∂
∂r

und somit

−~2∆ = −~2

r2

(
r
∂

∂r
r
∂

∂r
+ r

∂

∂r

)
+

1

r2
L2

= −~2
(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)
+

1

r2
L2 .

Hieraus ersieht man: Ist ψ ∈ L2(R3) eine Eigenfunktion von Hop mit
Hopψ = Eψ, (E ∈ R) und gilt die Zerlegung

ψ =
∑

lm

ϕlm(r)Ylm ,

so ist

Hopψ =
∑

lm

ϕ̂lmYlm

mit

ϕ̂lm =

[−~2

2m

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− l(l + 1)

r2

)
+ V (r)

]
ϕlm(r) ,

und es gilt

ϕ̂lm = Eϕlm .
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Es gilt also die radiale Schrödingergleichung

[
− ~2

2m

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)
+

~2

2m

l(l + 1)

r2
+ V (r)− E

]
ϕlm(r) = 0 .

Zur Bestimmung der Eigenfunktionen von Hop ist also nunmehr nur eine
gewöhnliche Differentialgleichung für eine Funktion einer einzigen Variablen
r zu lösen. Diese Lösung muß normierbar sein, d.h. es muß gelten

∫
dr r2 |ϕlm(r)|2 <∞ .

2.5 Das quantenmechanische Coulombproblem

Wir betrachten ein System, bestehend aus zwei geladenen Körpern, wobei
der eine sehr schwer im Vergleich zu seinem sehr leichten Partner ist. Des-
sen Masse sei m und seine Ladung q. Der schwere Körper trage die Ladung
Q und wir behandeln ihn wegen seiner großen Masse als fest im Koordina-
tenursprung fixierten Massenpunkt. Die quantenmechanische Beschreibung
des leichten Körpers ist durch den Hamiltonoperator

Hop = − ~2

2m
∆+

qQ

r

bestimmt, der das Coulombpotential qQ
r

enthält, das durch die Ladung des
schweren Körpers erzeugt wird. Ein solches System liegt in der Natur in guter
Näherung in Form der Teilchenpaare Elektron-Proton, Elektron-Atomkern,
aber auch im Paar Elektron-Antiproton vor. Um die Eigenfunktionen von
Hop zu bestimmen, haben wir nach den Ergebnissen des letzten Abschnitts
die radiale Schrödingergleichung

[
− ~2

2m

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− l(l + 1)

r2

)
+
qQ

r
− E

]
ϕ(r) = 0

zu lösen.
Wir machen den Ansatz

ϕ(r) = rle−ug(2u)

mit u = λr und λ2 = −2Em
~2 und finden, (z = 2u),

zg′′(z) + (2(l + 1)− z) g′(z)− (l + 1 + γ)g(z) = 0 (2.6)
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mit γ = mqQ
~2λ

.
Die letzte Gleichung ist ein Spezialfall der sogenannten Kummergleichung

zg′′(z) + (b− z)g′(z)− ag(z) = 0 (2.7)

für b = 2(l+1) und a = l+1+ γ. Für beliebige komplexe Zahlen a, b, z, mit
b 6= −k, (k = 0, 1, 2, . . .), ist die Reihe

M(a, b, z) = 1 +
a

b

z

1!
+
a(a+ 1)

b(b+ 1)

z2

2!
+
a(a+ 1)(a+ 2)

b(b+ 1)(b+ 2)

z3

3!
+ · · ·

konvergent und stellt eine Lösung von (2.7) dar. Für a = −n (n = 0, 1, 2, 3)
ist M(−n, b, z) ein Polynom vom Grade n in z, da die Reihe nach der n-ten
Potenz in z offenbar abbricht. In unserem Spezialfall ist b = 2(l + 1) und
a = l+1+γ. Der Fall a = −n tritt also genau dann ein, wenn γ = −n− l−1
gilt. Aus der Definition von λ folgt:

λ =

√∣∣∣∣
E2m

~2

∣∣∣∣ , falls E < 0 , und

λ = i

√
E2m

~2
, falls E ≥ 0 .

Wir sehen also, daß der Fall a = −n nur auftritt, falls E < 0 ist. Weiterhin
ist dann

γ =
mqQ

~2λ

=
qQ
√
m

~
√

2 |E|
.

Hieraus finden wir sofort, daß der oben diskutierte Polynomfall genau dann
auftritt, falls zusätzlich

qQ < 0

und

E = − mq2Q2

2(n+ l + 1)2~2

gilt. Die entsprechende Lösung der radialen Schrödingergleichung lautet
dann

ϕ(r) = rle−λrM(−n, 2(l + 1), 2λr) ,

λ =

√
2mE

~2
,

E = − mq2Q2

2(n+ l + 1)2~2
, qQ < 0 .
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Die FunktionM(−n, 2(l+1), 2λr) ist wieder ein sogenanntes Laguerresches

Polynom L
(2l+1)
n (2λr). Präziser ausgedrückt gilt in der Standardbezeichung

für Laguerresche Polynome

M(−n, 2(l + 1), 2λr) =
n!(2l + 1)!

(2l + n+ 1)!
L(2l+1)n (2λr) .

Offenbar ist
∫
dr r2 |ϕ(r)|2 < ∞

und damit ϕ(r)Ylm (x0) eine quadratintegrierbare Funktion auf R3. Für das
Elektron-Proton-System sagen wir also eine Reihe von Eigenzuständen der
Energie voraus mit der Energieformel (−e Ladung des Elektrons, +e Ladung
des Protons, m Elektronmasse)

E = − me4

2(n+ l + 1)2~2
.

Physikalisch können wir die Zustände mit den Eigenzuständen des Wasser-
stoffatoms identifizieren, in denen das Elektron an das Proton gebunden ist.
Führt man die relativistische Ruheenergie mc2 ein, so läßt sich E auch in der
Form

E = − mc2α2

2(n+ l + 1)2

schreiben, wobei α = e2

~c die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante ist.
Diese Konstante ist eine dimensionslose Zahl:

α ≈ 1

137, 036

und charakteristisch für die Stärke elektromagnetischer Wechselwirkungen
generell. Analoge Bindungszustände finden wir auch für das System Elektron-
Atomkern mit der Kernladung Ze. In diesem Fall ist E zusätzlich mit Z2 zu
multiplizieren, um die entsprechenden Energiewerte zu erhalten. Es stellt sich
nun die Frage, ob wir so tatsächlich alle Energieeigenwerte bestimmt haben.
Für E < 0 und qQ < 0 verhält sich die Funktion M(l + 1 + γ, 2(l + 1), 2λr)
für r →∞ wie

M(l + 1 + γ, 2(l + 1), 2λr) ∝ Γ(2(l + 1))

Γ(l + 1 + γ)
e2λr(2λr)γ−l−1

(
1 +O

(
1

r

))
,
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wenn E kein Eigenwert ist, und demzufolge M kein Polynom darstellt. Die
Radialfunktion ϕ verhält sich somit wie

ϕ(r) ∝ Γ(2(l + 1))

Γ(l + 1 + γ)
eλr(λr)γ−1

(
1 +O

(
1

r

))
(2λ)−l ,

falls r gegen unendlich strebt und ist nicht mehr quadratintegrierbar wegen
des exponentiellen Wachstums bei großen Werten von r (Vergleiche Übung
6.). Die Kummerfunktion M(a, b, z) allein liefert uns damit keine weite-
ren Eigenzustände mehr. Allerdings besitzt die Kummergleichung noch eine
zweite linear unabhängige Lösung. Diese Lösung verhält sich für r → 0 wie
r−(l+1) und ist deshalb bei r = 0 nicht quadratintegrabel. Sie kann also nie-
mals zu normierbaren Eigenfunktionen führen. Wir gehen auf diese Lösung
nicht weiter ein und werden im nächsten Abschnitt ein Resultat beweisen,
das viel aussagekräftiger ist und die Diskussion dieser Funktion vollkommen
überflüssig macht.

2.6 Die Vollständigkeit der Coulombwellen-

funktionen

In der Folge betrachten wir die Eigenfunktionen

ϕ (E, r) = rle−λrM
(
l + 1 +

α

λ
, 2(l + 1), 2λr

)

für E < 0, E = mq2Q2

2~2(n+l+1)2
und λ =

√
2m|E|

~2 , sowie α = mqQ
~2 < 0 (d.h.

γ = α
λ
). In diesem Fall ist −n = l + 1 + α

λ
. Zusätzlich betrachten wir noch

die Funktionen

ϕ̂(λ, r) = rle−iλrM
(
l + 1 +

α

iλ
, 2(l + 1), 2iλr

)

für E > 0 und λ =
√

2mE
~2 . Beide Funktionen sind Eigenfunktionen von Hop,

aber nur für die oben aufgeführten diskreten Energieeigenwerte ist ϕ(E, r)
quadratintegrierbar. Für E > 0 gilt, wenn r gegen unendlich strebt

rle−iλrM
(
l + 1 +

α

iλ
, 2(l + 1), 2iλr

)
∝ N(λ)2

1

r
sin

(
λr +

α

λ
ln(2λr)− πl

2
+ ηl

)

mit

ηl = arg Γ
(
l + 1− iα

λ

)
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und

N(λ)2 = 2(2λ)−l−1e−αλ
π
2

(2l + 1)!∣∣Γ
(
l + 1− iα

λ

)∣∣ .

d.h. die Lösungen positiver Energie haben sämtlich Wellencharakter (Verglei-
che Übung 6.). Deshalb gilt auch: Ist c(λ) eine C∞-Funktion mit kompaktem
Träger im Intervall (0,∞) und

f(r) =

∫
dλ c(λ)rle−iλrM

(
l + 1 +

α

iλ
, 2(l + 1), 2iλr

)
,

so gilt

∫
dr r2 |f(r)|2 < ∞ .

Dies bedeutet insbesondere: Durch eine solche Überlagerung wird eine qua-
dratintegrierbare Funktion erzeugt.
Unser Ziel ist, die folgende Tatsache zu beweisen: Jede quadratintegrierbare
Funktion ψ ∈ Vlm ⊂ L2(R3) läßt sich in der Form

ψ = Ylm (x0) f(r)

schreiben, wobei

f(r) =
∑

E

cEϕ(E, r) +

∫
dλ c(λ)ϕ̂(λ, r) (2.8)

gilt. Dabei wird mit
∑
E

die Summe über die diskreten Energieeigenwerte

bezeichnet, die wir für qQ < 0 bereits gefunden haben. Für qQ > 0 tritt
diese Summe nicht auf. Die Funktionen f(r) erfüllen alle die Ungleichung

∞∫

0

dr r2 |f(r)|2 < ∞ .

Wir betrachten zunächst Funktionen der Form (2.8) mit einer endlichen Sum-
me
∑
E

und einer C∞-Funktion c(λ) mit kompaktem Träger im Intervall [0,∞].

Sei ψ(r) eine C∞-Funktion mit kompaktem Träger im gleichen Intervall mit

∫ ∞

0

dr ψ(r)f(r) = 0 .
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Hieraus folgt:

∞∫

0

dr ψ(r)ϕ(E, r) = 0

und

∞∫

0

dr ψ(r)ϕ̂(λ, r) = 0

für alle E und λ. Setzen wir nun

F (z) =

∫
dr ψ(r)rle−zrM

(
l + 1 +

α

z
, 2(l + 1), 2zr

)
,

so ist F (z) eine analytische Funktion in der ganzen komplexen Zahlenebene,
weil die Reihe, dieM definiert, diese Eigenschaft für jedes feste r besitzt und
die Integration nur über ein endliches Intervall in [0,∞] erstreckt werden

muß. Für alle z = iλ, λ ∈ R und λ =
√

2m|E|
~2 , (E Energieeigenwert), ist, wie

oben gefunden, diese analytische Funktion gleich null. Sie muß daher für alle
z ∈ C gleich null sein. Wir betrachten nun die Funktion

F̂ (z) =

∫
dr ψ(r)rle−zrM (l + 1, 2(l + 1), 2zr)

und bemerken (unter Benutzung der gleichen Argumente wie oben): F̂ (z)
ist ebenfalls eine analytische Funktion auf der ganzen komplexen Zahlenebe-
ne. Angenommen es gelte F̂ (z) 6= 0. Dann folgt: F (z)

F̂ (z)
ist eine meromorphe

Funktion und

F (z)

F̂ (z)
=

∫
dr ψ(r)rle−zrM

(
l + 1 + α

z
, 2(l + 1), 2zr

)
∫
dr ψ(r)rle−zrM (l + 1, 2(l + 1), 2zr)

.

Für z →∞ gilt offenbar F (z)

F̂ (z)
= 1. Dies ist ein Widerspruch zu F (z) = 0 für

alle z. Wir schließen hieraus: F̂ (z) = 0 für alle z ∈ C. In der Definition von

F̂ (z) taucht die KummerfunktionM(l+1, 2(l+1), 2zr) auf. Formal entsteht
sie, indem die Ladungen im Coulombfall gleich null gesetzt werden. Speziell
für u = ik (k ∈ R), k > 0 ist diese Funktion mit den sogenannten sphärischen
Besselfunktionen jn verwandt. Präziser gesagt, gilt: für k ∈ R, k > 0

rle−ikrM(l + 1, 2(l + 1), 2ikr) =
1√
π

(
k

2

)l
jl(kr) .
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(Vergleiche Übung 7.)
Aus F (z) = 0 für alle z ∈ C folgt damit für z = ik und alle k > 0

∞∫

0

dr ψ(r) jl(kr) = 0 . (2.9)

Hieraus wollen wir ableiten, daß ψ(r) identisch null ist. Dazu braucht man
die folgende Identität für alle x, y ∈ R3:

ei〈y,x〉 = 4π
∑

lm

iljl (|x| |y|)Ylm (y0)Ylm (x0) .

(Vergleiche Übung 7.)
Sie erlaubt uns, die Fouriertransformierte einer Funktion χ : R3 → C der
Form

χ(x) = χ̂(r)Yl′m′ (x0)

auszurechnen: Mit Polarkoordinaten gilt

Fχ(y) =
1

(2π)
3
2

∫
d3x ei〈y,x〉χ(x)

=
∑

lm

4π

(2π)
3
2

∫
r2 dr iljl (r |y|) χ̂(r)

∫
dx0 Ylm (y0)Ylm (x0)Yl′m′ (x0)

=
2√
2π
Yl′m′(y0)i

l′
∫
r2 dr jl (|y| r) χ̂(r) .

Hieraus schließen wir (|y| = k)

χ̂(r) = 0 ⇔ Fχ = 0 (2.10)

⇔
∫
r2 dr jl (kr) χ̂(r) = 0 , für alle k > 0 . (2.11)

Setzen wir in (2.9) ψ(r) = r2χ̂(r), so sehen wir, daß in der Tat ψ(r) = 0 für
alle r gelten muß. Dies bedeutet aber nun zusammengefaßt:
Aus der Tatsache, daß ψ(r) die Bedingung

∞∫

0

dr ψ(r)f(r) = 0

für alle Funktionen erfüllt, die die Form

f =
∑

E

cEϕ(E, r) +

∫
dλ c(λ)ϕ̂(λ, r)
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haben (
∑
E

unendliche Summe über Eigenzustände, c(λ) C∞-Funktion mit

kompaktem Träger in [0,∞]), folgt:

ψ(r) = 0 .

(Zunächst haben wir dies allerdings nur für C∞-Funktionen ψ mit kompak-
tem Träger in L2(R3) bewiesen!)

Wir betrachten nun die Funktionen f̂ ∈ Vlm mit

f̂(x) = f(r)Ylm ,

wobei f wie oben definiert ist und behaupten: Dieser Funktionenraum ist
dicht in Vlm. Zu zeigen ist: falls für ĝ ∈ Vlm

〈
ĝ, f̂
〉

= 0

für alle f̂ , so ist ĝ = 0. Nun ist

ĝ(x) = g(r)Ylm

und

‖ĝ‖2 =

∞∫

0

dr r2 |g(r)|2 .

Jede solche Funktion g(r) kann beliebig gut durch eine C∞-Funktion mit
kompaktem Träger im Intervall (0,∞) approximiert werden. O.B.d.A. können
wir daher annehmen, daß g(r) diese zusätzliche Eigenschaft hat. Unter dieser
Annahme gilt aber:

〈
ĝ, f̂
〉

= 0 für alle f̂

⇔
∫ ∞

0

dr r2g(r)f(r) = 0 für alle f

⇔ r2g(r) = 0 .

Es folgt somit die Behauptung. Die unmittelbare Konsequenz ist: Jede Funk-
tion ψ ∈ Vlm hat die Form

ψ(x) = ϕ(r)Ylm

mit

ϕ(r) =
∑

E

cEϕ(E, r) +

∫
dλ c(λ)ϕ̂(λ, r) ,
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d.h. eine solche Funktion läßt sich stets als Überlagerung von
”
Coulombwel-

len“ ϕ̂(λ, r) und Eigenzuständen ϕ(E, r) schreiben. In völliger Analogie zur
Konstruktion der zeitabhängigen Lösungen der Schrödingergleichung im
Fall der freien Schrödingergleichung und der Lösungen im Oszillatorpo-
tential finden wir zusätzlich: Die zeitabhängigen Lösungen desCoulombpro-
blems haben sämtlich die Form

ψ(x, t) = ϕ(r, t)Ylm

mit

ϕ(r, t) =
∑

E

cEϕ(E, r)e
−i tE~ +

∫ ∞

0

c(λ)ϕ̂(λ, r)e−i
~λ2t
2m dλ .

Das Auftreten der zusätzlichen Lösungen mit Wellencharakter können wir
physikalisch leicht interpretieren, wenn wir uns an die klassischen Bahnkur-
ven des Coulombproblems erinnern: Sie sind sämtlich Kegelschnitte, und
eine gebundene Bewegung liegt für Energien kleiner null, und qQ < 0, vor.
Die gebundenen Bewegungen stellen geometrisch Ellipsen und Kreise dar.
Quantenmechanisch erhalten wir stattdessen stehende Wellen (d.h. normier-
bare Eigenfunktionen) mit quantisierten Energiewerten kleiner null. Zusätz-
lich treten klassische Bahnkurven in Form von Parabeln und Hyperbeln hin-
zu. Solche Bahnkurven laufen für große Zeiten ins Unendliche; quantenme-
chanisch entsprechen diese Kurven offenbar unseren Wellenlösungen.

2.7 Übungsaufgaben

In der Mathematik wird eine reelle Liealgebra A wie folgt definiert:

(1) A ist ein reeller Vektorraum.

(2) Es gibt eine schiefe (d.h. [a, b] = −[b, a]) bilineare Abbildung
[., .] : A× A→ A.

(3) Für alle a, b, c ∈ A erfüllt dieses Lieprodukt die Jacobiidentität

[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0.

Ist V ein komplexer Vektorraum und L(V ) die Menge seiner linearen Trans-
formationen, so heißt eine lineare Abbildung D : A→ L(V ) eine Darstellung
von A in V , falls D und [., .] verträglich sind, d.h. für alle a, b ∈ A gilt:

D(a)D(b)−D(b)D(a) =: [D(a), D(b)] = D([a, b]).
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Eine Darstellung D heißt irreduzibel, falls gilt: ist V ′ ⊂ V ein unter D in-
varianter Teilraum, d.h. D(a)V ′ ⊂ V ′ für alle a ∈ A, so ist V ′ = 0 oder
V ′ = V .

A5.1 Die Drehimpulsalgebra

(1) Sei A = R3 und [., .] das Vektorprodukt. Zeige, daß A eine Liealgebra
ist.

(2) Betrachte die Drehimpulsoperatoren Lk aus A2.1 und setze
D(a) = 1

i~
∑3

k=1 a
kLk für a ∈ R3. Zeige, daß D eine Darstellung der

Algebra A in L2(R3) ist.

Definition: Die spezielle Liealgebra (R3, [., .]) heißt Drehimpulsalgebra.

A5.2 Kugelfunktionen und Kugelfächenfunktionen

Die homogenen Polynome P (x) vom Grad `, wobei x ∈ R3, erfüllen die Glei-
chung P (λx) = λ`P (x). Wir betrachten den Unterraum V der homogenen
Polynome vom Grad ` mit der zusätzlichen Eigenschaft ∆P = 0 für P ∈ V .
Dieser Unterraum hat die Dimension 2`+1 und besitzt als Polynombasis die
Kugelfunktionen (es ist w = x+ iy):

Y`m(w,w, z) =
√

2`+ 1

4π

√
(`−m)!(`+m)!

(−2)m
[ `−m2 ]∑

α=0

wm+αwαz`−m−2α

(−4)αα!(m+ α)!(`−m− 2α)!
.

Die Definition gilt nur für 0 ≤ m ≤ `. Für −` ≤ m < 0 setzt man
Y`m := (−1)mY`|m|.

(1) Zeige, daß für beliebiges m mit −` ≤ m ≤ ` folgende Identität gilt:

Y`m(w,w, z) :=
√
2`+ 1

4π

√
(`−m)!(`+m)!

im

∑

k1+k2≤`

k1−k2=m

wk1wk2z`−k1−k2

(2i)k1+k2k1!k2!(`− k1 − k2)!
.

Die Drehimpulsoperatoren Li ändern den Grad nicht. Aus [∆, Li] = 0 folgt,
daß durch die Li eine endlichdimensionale Darstellung der Drehimpulsalge-
bra in V gegeben ist.

(2) Zeige L3 = ~
(
w ∂
∂w
− w ∂

∂w

)
und folgere daraus L3Y`m = ~mY`m.
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(3) Man definiert L± = L1 ± iL2. Zeige L− = ~
(
w ∂
∂z
− 2z ∂

∂w

)
und folgere

daraus

L−Y`m = ~
√
`(`+ 1)−m(m− 1) Y`,m−1, L−Y`,−` = 0.

(4) Zeige L+ = −L− und folgere daraus

L+Y`m = ~
√
`(`+ 1)−m(m+ 1) Y`,m+1, L+Y`` = 0.

(5) Zeige L2 = L+L− + L23 − ~L3 (vgl. H5.1.1) und folgere
L2Y`m = ~2`(`+ 1)Y`m.

(6) Gib die Y`m für ` = 0, ` = 1 und ` = 2 explizit an.

Bemerkung: Wegen Y`m(x) = r`Y`m(x0), wobei x0 = x
r
, definiert Y`m auf

der Einheitskugel S2 eine Funktion Y`m(x0). Diese Y`m heißen Kugelflächen-
funktionen und erfüllen die Orthonormalitätsrelation (dx0 = sinϑ dϑ dϕ das
Flächenelement auf S2):

∫
dx0 Y `m(x0)Y`m′(x0) = δmm′ .

H5.1 Irreduzible Darstellungen der Drehimpulsalgebra

Sei V ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt
〈., .〉. Sei D eine irreduzible Darstellung der Drehimpulsalgebra in V mit
D(a)+ = −D(a) für alle a ∈ R3, d.h. D ist antihermitesch. Sei ei die Stan-
dardbasis in R3. Setze

J3 = iD(e3), J± = iD(e1)∓D(e2), J2 = −
3∑

k=1

D(ek)
2.

(1) Zeige, daß die folgenden Kommutatorrelationen gelten:

[J3, J±] = ±J±, [J−, J+] = −2J3, [J
2, J3] = [J

2, J±] = 0, J
2 = J+J− + J2

3 − J3.

(2) Folgere aus der Irreduzibilität von D: es gibt ein nichtnegatives, reelles
α, so daß für alle v ∈ V gilt: J2v = αv. Wann ist α > 0 und wann
α = 0 ?

(3) Beweise, daß die Eigenwerte von J3 reell sind. Zeige: ist λ0 der größte
Eigenwert von J3 mit zugehörigen Eigenvektor ψλ0 , so gilt J+ψλ0 = 0.
Zeige λ0(λ0 + 1) = α.
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(4) Setze ψn = (J−)
nψλ0 und zeige J3ψn = (λ0 − n)ψn.

(5) Zeige: es gibt ein k mit ψk+1 = J−ψk = 0 und ψn 6= 0 für n ≤ k. Folgere
k = 2λ0.

(6) Zeige:

J+J−ψn =

(
k

2

(
k

2
+ 1

)
−
(
k

2
− n

)(
k

2
− n− 1

))
ψn.

Folgere aus (4), daß die ψn orthogonal sind. Begründe nun mit der
Irreduzibilität von D, daß die Vektoren {ψn}n=0,...,k eine Basis von V
bilden.

(7) Verwende nun die üblichen Indizes. Setze dazu λ0 = `, d.h. k = 2`, und

definiere für m = (−`,−`+ 1, . . . , `) die Vektoren am = ψ`−m
||ψ`−m|| . Zeige

J3am = mam sowie

〈am, J−am+1〉 = 〈J+am, am+1〉 =
√
` (`+ 1)−m(m+ 1).

Inwieweit ist damit die Normierung der ψn festgelegt?

A6.1 Konfluente hypergeometrische Funktionen

Setzt man als Radialfunktion des Coulomb–Bindungsproblems

ϕ(r) = r`e−uw(2u)

an, wobei u = λr, λ2 = −2mE
~2 , so erfüllt w die Kummersche Differentialglei-

chung

u
d2w

du2
+ (b− u)dw

du
− aw = 0, (∗)

wobei b = 2(` + 1), a = ` + 1 + γ, γ = qQm
~2λ

. Eine Lösung von (∗) ist die
Kummerfunktion

M(a, b, u) = 1 +
a

b
u+

(a)2
2!(b)2

u2 + . . .+
(a)n
n!(b)n

un + . . .

mit (a)n = a(a+1) . . . (a+n− 1), (a)0 = 1. n darf keine negative ganze Zahl
sein.

(1) Beweise folgende Integraldarstellung für M :

M(a, b, u) =
Γ(b)

Γ(b− a)Γ(a)

∫ 1

0

eutta−1(1− t)b−a−1dt.
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(2) Zeige mittels (1) die Kummertransformation

M(a, b, u) = euM(b− a, b,−u).

(3) Zeige: ist 2−b keine negative ganze Zahl, so löst u1−bM(1+a−b, 2−b, u)
die Gleichung (∗). Folgere, daß die zweite Lösung von (∗) lautet:

U(a, b, u) =
π

sinπb

(
M(a, b, u)

Γ(1 + a− b)Γ(b) − u
1−bM(1 + a− b, 2− b, u)

Γ(a)Γ(2− b)

)
.

Wie verhält sich U für u→ 0 und was bedeutet das für ϕ?

(4) Finde das asymptotische Verhalten von M für |u| → ∞:

M(a, b, u) =

{
Γ(b)
Γ(a)

euua−b(1 +O(|u|−1)), Re(u) > 0
Γ(b)

Γ(b−a)(−u)−a(1 +O(|u|−1)), Re(u) < 0

U(a, b, u) verhält sich für |u| → ∞ (mit Re(u) > 0) wie
u−a(1 +O(|u|−1)).

H6.1 Algebraische Behandlung des Wasserstoffatoms

(1) In der klassischen Mechanik wurde der Lenzsche Vektor als

Kklassisch =
x

r
+

1

me2
L× p

definiert. Zeige, daß die entsprechende quantenmechanische Bildung
nicht hermitesch wäre, sondern folgender, symmetrisierter Ausdruck
hermitesch ist:

K =
x

r
+

1

2me2
(L× p− p× L).

(2) Definiere dimensionslose Größen: r in Einheiten des Bohrschen Radius
r0 = ~2

me2
, p in ~

r0
, H in e2

2r0
und L in ~. Zeige, daß dann H = p2 − 2

r
.

Warum ist [H,Li] = 0 ?

(3) Zeige, daß in diesen neuen Koordinaten gilt:

K =
x

r
+

1

2
(L× p− p× L) = x

r
+
i

2
[L2, p] =

i

2
[L2 − 2r, p].

(4) Zeige Lp=pL=Lx=xL=0 und mit der ersten bzw. zweiten Umrechnung
aus (3):

LK = KL = 0 bzw. [Lm, Kn] = iεmnjKj.
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(5) Zeige

K = −p× L+ ip+
x

r
= −p2x+ (px)p+

x

r
.

(6) Zeige K2 = H(L2 + 1) + 1 mit der ersten Umrechnung aus (5).

(7) Zeige [H,Ki] = 0 mit der zweiten Umrechnung aus (5).

(8) Zeige
[Km, Kn] = −iεmnjHLj = −iεmnjLjH. (∗∗)

Tip: Nimm für Km und Kn jeweils die letzte Form in (5) und betrachte
m 6= n. Nutze Symmetrieargumente, um sich weghebende Terme vor dem
Auskommutieren zu erkennen. Verwende die Identität

[ab, cd] = ac[b, d] + a[b, c]d+ c[a, d]b+ [a, c]db.

(9) Da H mit K und L kommutiert, ändert das Anwenden von K bzw.
L die Energie nicht. Wir beschränken uns daher auf ein festes E. Wir
betrachten nur E < 0. (∗∗) enthält nochH, daher setzt manK ′ = K√

−E ,

womit [K ′
m, K

′
n] = iεmnjLj. Definiere

I = (L+K ′)/2, J = (L−K ′)/2. (I)

Zeige

[Im, In] = iεmnjIj, [Jm, Jn] = iεmnjJj, [Im, Jn] = 0. (II)

(10) Warum kommutieren I2 und J2 mit allen Ii und Ji ? Warum sind i(i+1)
bzw. j(j + 1) mit 2i, 2j ∈ N die Eigenwerte von I2 bzw. J2?

(11) Definiere Casimiroperatoren C = I2 + J2 und C ′ = I2 − J2. Zeige
C = 1

2
(L2 + K ′2) und C ′ = LK = 0. Folgere i = j und daß 2i(i + 1)

die Eigenwerte von C sind.

(12) Folgere aus C = 1
2
(L2+K ′2) die Energieeigenwerte E−1i = −(2i+1)2 =:

−n2. Zeige, daß der Energiewert − 1
n2 die Entartung n2 aufweist.

(13) Prüfe nach, daß L tatsächlich ganzzahlige Eigenwerte hat. Zeige ` < n.

Bem: Da unter der Paritätsabbildung (r → −r) L in L, aber K ′ in −K ′

übergeht, können Zustände unterschiedlicher Parität dieselbe Energie haben.
Dies ist auch der Fall, denn für festes n ist 0 ≤ ` < n (mit Parität (−1)`)
möglich (vgl. (13)).
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(14) Schreibt man Lij = xipj − xjpi, so gilt Lx = L23, Ly = L31, Lz = L12.
Führe nun eine zusätzliche Koordinate x4 mit Impuls p4 ein und setze
K ′
x = L14, K

′
y = L24, K

′
z = L34. Folgere aus den Kommutatoren der xi

und pi die Vertauschungsrelationen der Li und K
′
i. Die Lij sind genau

die Generatoren einer SO(4)−Algebra.

Bem: Für E > 0 müssen in (I) komplexe Linearkombinationen gebildet wer-
den, damit (II) gilt. Diese Algebra ist die der Lorentzgruppe SO(3, 1). Diese
Gruppe ist im Gegensatz zu SO(4) nicht kompakt, daher ist das Energie-
spektrum kontinuierlich.

nach Wolfgang Pauli, Zeitschrift für Physik 36 (1926) 336–363

H7.1 Sphärische Besselfunktionen

Die sphärischen Besselfunktionen j`(z) sind wie folgt definiert:

j`(z) = (−z)`
(
1

z

d

dz

)`
sin z

z
.

Das Hauptziel dieser Aufgabe ist der Beweis der Identität

ei〈x,y〉 = 4π
∞∑

`=0

i`j`(|x||y|)
∑̀

m=−`
Y `m(x0)Y`m(y0), (∗)

was die ebene Welle, d.h. die freie Teilchenbewegung, in Kugelkoordinaten
darstellt, wobei nach Kugelflächenfunktionen entwickelt wird.

(1) Definiere für alle Funktionen ϕ, ψ auf S2 eine Bilinearform (., .) über

(ϕ, ψ) =

∫ ∫
dx0dy0ϕ(x0)ψ(y0)e

i〈x,y〉,

wobei x0 = x
|x| , y0 = y

|y| und dx0, dy0 jeweils die Flächenelemente auf

S2 sind. Warum hängt die Form (., .) noch von |x||y| ab?
Zeige (Lkϕ, ψ) = (ϕ,Lkψ).

(2) Folgere mit ϕ = Y`m, ψ = Y`′m′ aus (1): (Y`m, Y`′m′) = c`m(|x||y|)δ``′δmm′ .

(3) Berechne (L−Y`m, L−Y`m) unter Verwendung von (1) und von
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L−Y`m = ~
√
`(`+ 1)−m(m− 1) Y`,m−1

L+Y`m = ~
√
`(`+ 1)−m(m+ 1) Y`,m+1.

Folgere c`m(|x||y|) = c``(|x||y|), weswegen nur c``(|x||y|) berechnet wer-
den muß, was schließlich in (8) geschieht. Dazu brauchen wir die expli-
zite Form von Y``:

Y``(x0) =

√
(2`+ 1)!

4π

1

(−2)``! (x
1
0 + ix20)

`.

(4) Zeige für

M :=

∫ ∫
(x10 − ix20)`(y10 + iy20)

`eix0y0|x||y|dx0dy0,

daß

M =
2`

i`|x|`|y|`
(
∂

∂α

)`
M(α)|α=1

mit

M(α) =

∫ ∫
dx0dy0e

i(x3
0y

3
0+

1
2
(z′w+z′w))|x||y|,

wobei z = x10 + ix20, w = y10 + iy20, z
′ = αz, α ∈ C.

(5) Zeige

M(α) =

∫ ∫
dx0dy0e

i〈x0,yα〉|x||y|,

wobei yα = (Re(α)y10 + Im(α)y20,Re(α)y
2
0 − Im(α)y10, y

3
0). Zeige ferner,

daß |yα|2 = |α|2 sin2 ϑ+ cos2 ϑ, wobei ϑ der Polarwinkel von y ist.

(6) Führe die x0−Integration aus (lege dabei yα jeweils in z−Richtung)
und zeige so

M(α) = 4π

∫
dy0

sin |x||y||yα|
|x||y||yα|

.

(7) Setze % = |x||y||yα| und zeige die Identität

∂

∂α
=
α

2
|x|2|y|2 sin2 ϑ1

%

∂

∂%
.

Folgere
(
∂

∂α

)`
M(α)|α=1 =

4π

2`
%2`
(
1

%

∂

∂%

)`
sin %

%

∣∣∣
%=|x||y|

∫
dy0 sin

2` ϑ.
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(8) Zeige mit

∫ π
2

0

dx sin2a+1 x cos2b+1 x =
Γ(a+ 1)Γ(b+ 1)

2Γ(a+ b+ 2)
,

daß

M = 8π2i`j`(|x||y|)
Γ(1

2
)`!

Γ(`+ 3
2
)
= 16π2i`j`(|x||y|)

4`(`!)2

(2`+ 1)!
.

Folgere c``(|x||y|) = 4πi`j`(|x||y|).

(9) Zeige nun (∗). Begründe dazu zunächst, warum folgende Entwicklung
gilt:

ei〈x,y〉 =
∑

`m`′m′

A`′m′B`m(|x||y|)Y`′m′(x0)Y `m(y0).

(10) Zeige, daß j` die freie radiale Schrödingergleichung zum Drehimpuls `
löst:

− ~2

2m

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− `(`+ 1)

r2

)
j`(kr) =

~2k2

2m
j`(kr).

Benutze dazu (∗) und die in der Vorlesung bewiesene Identität

∆ =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− L2

~2r2
.

(11) Zeige M(` + 1, 2` + 2, 2ikr) = (2`+1)!
2``!

eikr

(kr)`
j`(kr). Verwende dazu die

Integraldarstellung der Kummerfunktion aus A6.1.1 und zeige (es ist
z = kr):

M(`+ 1, 2`+ 2, 2ikr) =
(2`+ 1)!

22`+1(`!)2
eikr
∫ 1

−1
dx eikrx(1− x2)`

=:
(2`+ 1)!

22`+1(`!)2
eikrf`(z).

Zeige dann f ′`(z) = − z
2`+2f`+1(z) und folgere induktiv f`(z) = 2`+1`! z−`j`(z).

(12) Folgere aus (11), daß j`(z) für z → 0 regulär ist: j`(z) =
2``!

(2`+1)!z
`+O(z`+1).



Kapitel 3

Formale Grundlagen der

Quantenmechanik

3.1 Die Schrödingergleichung für N Teilchen

In den beiden ersten Kapiteln haben wir nur die quantenmechanische Be-
schreibung eines einzigen Teilchens studiert. Die Beschreibung eines Systems
von N Teilchen wird allerdings durch diese Untersuchungen bereits fast
erzwungen. Wir erwarten, daß in diesem Fall das System durch eine
Wellenfunktion ψ(x1, x2, . . . , xN , t) beschrieben werden muß, wobei
|ψ(x1, x2, . . . , xN , t)|2 die Wahrscheinlichkeit angibt, zur Zeit t die Teilchen
1, 2, . . . , N an den Orten x1, x2, . . . , xN zu finden. Diese Wellenfunktion sollte
deshalb in allen Variablen quadratintegrierbar sein; präziser gezeigt: setzen
wir, wie im Einteilchenfall:

ψ(x1, . . . , xN , t) = ψ(t)(x1, . . . , xN ) ,

so ist ∫
d3x1 · · · d3xN |ψ(t)(x1, . . . , xN)|2 = 1 ,

d.h. ψ(t) ∈ L2(R3N). Der Hilbertraum L2(R3N) besitzt das natürliche Ska-
larprodukt

〈ϕ, ϕ′〉 =

∫
d3x1 · · · d3xN ϕ(x1, . . . , xN)ϕ

′(x1, . . . , xN)

und wir erhalten eine abzählbare Basis, indem wir z.B. die folgenden Pro-
duktfunktionen wählen

ϕα1···αN (x1, . . . , xN) = ϕα1(x1) · · ·ϕαN (xN) ,

84
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wobei ϕα(x) jeweils eine normierte Eigenfunktion des harmonischen Oszil-
lators ist (α = (l1, l2, l3); Vergleiche 1.7). (Der Beweis hierfür ergibt sich in
kompletter Analogie zum Beweis der Vollständigkeit der Oszillatoreigenfunk-
tionen.) Die Schrödingergleichung für N Teilchen sollte die Form

i~
∂

∂t
ψ(t) = Hopψ(t)

haben, mit der formalen Lösung

ψ(t) = U(t)ψ0

mit

U(t) = exp

[
− i

~
tHop

]
,

wobei ψ0 die Startwellenfunktion zur Zeit t = 0 ist. Zur praktischen Bestim-
mung von U(t) sind, wie in den vorangegangenen Kapiteln, die Eigenfunk-
tionen ϕE von Hop zu bestimmen:

HopϕE = EϕE .

Für den Fall, daß ϕE quadratintegrierbar ist, gilt: wird das System durch
die Wellenfunktion ϕE beschrieben, so verschwindet, wie im Oszialltorpro-
blem und bei den entsprechenden Eigenfunktionen des Coulombproblems
die Energieunschärfe dieses Systems und die Energie ist eindeutig bestimmt;

ψ(t) = e
−iEt

~ ϕE

ist Lösung der Schrödingergleichung und die allgemeine Lösung wird durch
Überlagerung dieser Einzellösungen erzeugt. Der Hamiltonoperator selbst
kann, mit Hilfe des Korrespondenzprinzips bestimmt werden: Ist die klassi-
sche Hamiltonfunktion durch H(p1, . . . , pN , x1, . . . , xN) gegeben, so haben
wir in diesem Ausdruck nach Kapitel 1 offenbar lediglich pk durch −i~∇k zu
ersetzen. Für ein System von N Teilchen mit rotationssymmetrischen Zwei-
teilchenwechselwirkungen ist:

H(p1, . . . , pN , x1, . . . , xN ) =
N∑

k=1

p2k
2mk

+
∑

k<l

Vkl(|xk − xl|)

und damit

Hop = −
N∑

k=1

~2

2mk

∆k +
∑

k<l

Vkl(|xk − xl|) .
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Die Bestimmung der Wellenfunktionen für ein System von N Teilchen ist
damit nur noch ein technisches Problem; der strukturelle und konzeptionelle
Rahmen der Quantenmechanik scheint damit in sich abgeschlossen vorzu-
liegen. Wir haben allerdings vorab noch zu klären, was es physikalisch be-
deutet eine Startwellenfunktion vorzugeben, um damit die zeitabhängigen
Wellenfunktionen eindeutig festzulegen. Diesem Problem stellen wir uns in
Abschnitt 3.4. Überdies wollen wir in diesem Kapitel noch einige techni-
sche Werkzeuge bereitstellen, um die Bestimmung von Eigenfunktionen und
Eigenwerten des Hamiltonoperators in komplizierten Fällen zumindest ap-
proximativ zu lösen. Im nächsten Kapitel werden wir allerdings sehen, daß
der oben geschilderte Rahmen der Quantenmechanik noch nicht ganz aus-
reicht, sondern ergänzt werden muß. Es wird sich nämlich herausstellen, daß
es auf der Ebene der Quantenmechanik eine neue Observable gibt, die in
der klassischen Physik nicht auftritt. Diese neue Observable ist ein inne-
rer Teilchendrehimpuls, der sogenannte Teilchenspin. Eine Konsequenz ist,
daß Teilchen und Teilchensysteme nicht durch komplexwertige Wellenfunk-
tionen, sondern im Allgemeinen durch Wellenfunktionen mit Werten in kom-
plexen Vektorräumen beschrieben werden müssen. Ebenso kann der Hamil-
tonoperator nicht mehr einfach durch das Korrespondenzprinzip bestimmt
werden, wenn tatsächlich Wechselwirkungen mit diesem Spinfreiheitsgrad
vorliegen. Der Grund ist einfach der, daß es in der klassischen Physik diesen
Spinfreiheitsgrad nicht gibt. Diesen neuen Freiheitsgrad werden wir allerdings
erst im nächsten Kapitel studieren. Zunächst wollen wir aber eine neue, in
der Quantenmechanik übliche Notation einführen!

3.2 Diracnotation: Bras und Kets

Der englische Physiker Dirac hat eine in der Quantenmechanik weitverbrei-
tete Notation eingeführt, die wir bisher nicht benutzt haben, weil sie einiger
Erklärungen bedarf. Wenn ϕ ∈ L2(R3) eine Wellenfunktion ist, so schreibt er
hierfür |ϕ〉 und nennt dieses Symbol den

”
Ket |ϕ〉“. Überdies numeriert er die-

ses Symbol durch die Eigenwerte von symmetrischen Operatoren A1, A2, A3,
die miteinander kommutieren. Im Fall des harmonischen Oszillators wird z.B.
jeder Eigenzustand des Hamiltonoperators durch die Eigenwerte der drei
Operatoren Ai = ai+ai− festgelegt (Vergleiche Übung 3.), wobei

ai± =
1√
2

(
∓ 1

λi

∂

∂xi
+ λix

i

)
,

(
λi =

√
mωi

~

)
.
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Für unsere gefundenen Eigenfunktionen ϕl1l2l3 (Vergleiche 1.7 und Übung 3.)
gilt

Aiϕl1l2l3 = liϕl1l2l3

und

Hopϕl1l2l3 =

(
3∑

i=1

~ωi
(
li +

1

2

))
ϕl1l2l3 .

Dirac schreibt deshalb

ϕl1l2l3 = |l1, l2, l3〉

und

Ak|l1, l2, l3〉 = lk|l1, l2, l3〉 .

Im Fall der freien Bewegung sind die Eigenfunktionen desHamiltonoperators
durch ebene Wellen

ψp(x) =
1

(2π~) 3
2

e
i
~ 〈p,x〉

gegeben. Die drei entsprechenden Operatoren Ak sind offenbar jetzt durch
die Impulsoperatoren

pkop = −i~ ∂

∂xk

gegeben. Deshalb schreibt Dirac

ψp(x) = |p1, p2, p3〉
= |p〉

und

pkop|p〉 = pk|p〉 .

Für das Coulombproblem können wir A1 = Hop, A2 = L2 und A3 = L3
setzen und schreiben dann an Stelle der Eigenfunktionen die Ketsymbole:

|E, l,m〉
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mit

Hop|E, l,m〉 = E|E, l,m〉
L2|E, l,m〉 = ~2l(l + 1)|E, l,m〉
L3|E, l,m〉 = ~m|E, l,m〉 .

Bisher haben wir somit an Stelle von Wellenfunktionen lediglich neue Sym-
bole eingeführt. Dirac ordnet ferner jeder Wellenfunktion ϕ eine lineare
Funktion ϕ̂ : H → C zu, die wie folgt definiert ist:

ϕ̂(ψ) = 〈ϕ, ψ〉

für alle ψ ∈ L2(R3). Er nennt ϕ̂ ein
”
Bra“ und schreibt

ϕ̂(ψ) = 〈ϕ|ψ〉

=

∫
d3x ϕ(x)ψ(x) ,

weil ϕ̂ durch das
”
Bracket“ 〈ϕ|ψ〉 definiert ist. Ersetzen wir ϕ(x) durch ψp(x),

so erhalten wir offenbar

〈p|ψ〉 =
1

(2π~)
3
2

∫
d3x e−

i
~ 〈p,x〉ψ(x)

=
1

~ 3
2

(
F−1ψ

) (p
~

)
,

wobei F die Fouriertransformation ist. Offenbar gilt:
∫
|p〉〈p|ψ〉d3p

entspricht der Wellenfunktion
∫
ψp(x) 〈p, ψ〉 d3p ;

wir finden hierfür
∫
ψp(x) 〈p, ψ〉 d3p =

1

~3
1

(2π)
3
2

∫
d3p e

i
~ 〈p,x〉

(
F−1ψ

) (p
~

)

= (FF−1ψ)(x) = ψ(x) ,

d.h. formal gilt
∫
d3p |p〉〈p| = id .
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Eine analoge Formel finden wir für die Kets |l1, l2, l3〉 auf Grund der Tatsache,
daß die Funktionen ϕl1l2l3 eine Orthonormalbasis bilden:

∑

l1,l2,l3

|l1, l2, l3〉〈l1, l2, l3| = id .

Im letzteren Fall ist lediglich ein Integral durch eine Summe ersetzt. Zusätz-
lich zu den betrachteten Bras und Kets führtDirac den Ket |x′〉 = |x′1, x′2, x′3〉
ein, der formal ein Eigenzustand der Ortsoperatoren ist:

xiop|x′〉 = x′i|x′〉 .

Eine entsprechende Wellenfunktion ϕx′(x) finden wir zunächst nicht. Setzen
wir jedoch

ψx′(x) = δ(x− x′) ,

so gilt

xiopδ(x− x′) = xiδ(x− x′)
= x′iδ(x− x′)

wie gewünscht. Ohne Zweifel ist diese Definition gekünstelt; es gilt aber for-
mal für jede Wellenfunktion

〈x′|ϕ〉 =

∫
d3x δ(x− x′)ϕ(x′)

= ϕ(x) ,

sowie
∫
d3x′ |x′〉〈x′| = id ,

wie man mit den gleichen Argumenten wie vorher zeigt.

Die Diracnotation ist mathematisch mehr als fragwürdig, weil sie mehr ma-
thematische Probleme aufwirft, als sie wirklich löst. Sie erlaubt allerdings
gelegentlich eine praktische Buchführung für unsere Wellenfunktionen. Zum
Beispiel gilt für die Coulombwellenfunktionen:

〈x|E, l,m〉 = ϕElm(x)

und für die Oszillatorwellenfunktionen

〈x|l1l2l3〉 = ϕl1l2l3(x) ,
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d.h. der Funktionswert der Wellenfunktionen läßt sich einheitlicher notieren.
Ebenso wird die Fouriertransformation transparenter:

〈p|ϕ〉 = (~)−
3
2 (F−1ϕ)

(p
~

)

ist offensichtlich eine kompaktere Notation. Zur Vervollständigung sei noch
bemerkt, daß auch die Brackets 〈x′′|x′〉 und 〈p|p′〉 einen Sinn besitzen:

〈x′|x′′〉 =

∫
d3x δ(x− x′)δ(x− x′′)

= δ(x′ − x′′)

und

〈p|p′〉 =
1

(2π~)3

∫
d3x e

i
~ 〈p′−p,x〉

= δ(p− p′) .

3.3 Selbstadjungierte Operatoren

Unsere Vorstellung der Diracnotation benutzte wesentlich, daß unsere Wel-
lenfunktionen simultane Eigenfunktionen von drei kommutierenden Opera-
toren waren. Für die Beschreibung eines Teilchens ist die Anzahl dreier Ope-
ratoren tatsächlich der generische Fall, obwohl sich auch Beispiele mit mehr
oder weniger Operatoren konstruieren lassen. Allgemein werden Wellenfunk-
tionen in der Diracnotation durch ein System von n kommutierenden Ope-
ratoren gekennzeichnet, deren simultane Eigenfunktionen eine Basis für den
quantenmechanischen Hilbertraum erzeugen. Die Eigenwerte müssen re-
ell sein, wenn diese Operatoren physikalische Observablen darstellen sollen.
Tatsächlich gilt die schärfere Bedingung, daß diese Operatoren selbstadjun-
giert sein müssen. Wir stellen kurz die wichtigsten mathematischen Resulta-
te zusammen: Sei H ein Hilbertraum und sei A : D(A) → H ein linearer
Operator mit dichtem Definitionsbereich D(A) ⊂ H. Sei ψ ∈ H mit der
Eigenschaft: Es gibt ein ψ′ ∈ H mit

〈ψ,Aϕ〉 = 〈ψ′, ϕ〉

für alle ϕ ∈ D(A). ψ′ ist eindeutig bestimmt, denn falls ψ′′ die gleiche Eigen-
schaft besitzt, so ist

〈ψ′′ − ψ′, ϕ〉 = 0
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für alle ϕ ∈ D(A), d.h. ψ′′ − ψ′ = 0. Sei D(A∗) ⊂ H der Unterraum aller
ψ ∈ H, für die ein solches ψ′ existiert. Wir setzen

A∗ψ = ψ′

und erhalten einen linearen Operator A∗ : D(A)→ H. A∗ heißt der zu A ad-
jungierte Operator. Sei A symmetrisch. A heißt selbstadjungiert, falls A∗ = A
und D(A) = D(A∗) gilt. A heißt hermitesch falls D(A) = H.

Die von uns bisher studierten Operatoren A waren nur symmetrisch. Zusätz-
lich waren sie noch, ohne daß dies erwähnt wurde, wesentlich selbstadjungiert,
d.h. es gilt: Ist ψn Cauchyfolge und Aϕn Cauchyfolge mit α = lim

n→∞
ψn und

β = lim
n→∞

Aϕn und sind ϕ′n und Aϕ′n Cauchyfolgen mit lim
n→∞

ϕ′n = α, so ist

lim
n→∞

Aϕ′n = β. Hieraus folgt, daß der Definitionsbereich von A durch Hinzu-

nahme von Cauchyfolgen so erweitert werden kann, daß A selbstadjungiert
wird.

Der entscheidende Punkt ist nun, daß nur selbstadjungierte Operatoren die
Eigenschaft besitzen, ein reelles Spektrum von Eigenwerten zu haben. In end-
lichdimensionalen Räumen sind die oben aufgeführten Eigenschaften sämt-
lich trivial erfüllt. In unendlich-dimensionalen Räumen müssen sie hingegen
beachtet werden. In der Vorlesung werden wir i.A. nur solchen Beispielen be-
gegnen, wo Operatoren auftreten, die wesentlich selbstadjungiert sind. Wir
werden deshalb im Einzelfall nicht präzise den Definitionsbereich der Ope-
ratoren spezifizieren. In den ersten beiden Kapiteln haben wir überdies das
reelle Spektrum direkt berechnet.

3.4 Die Festlegung der Startwellenfunktion:

Ein Meßprozeß

Charakteristisch für die Lösungsstruktur der Schrödingergleichung ist die
Existenz eines unitären Zeitentwicklungsoperators U(t) mit der Eigenschaft:
Ist ψ0 die Wellenfunktion für t = 0, so gilt

ψ(t) = U(t)ψ0 ,

U(0) = id ,

ist eine Lösung der Schrödingergleichung

i~
∂

∂t
ψ(t) = Hopψ(t) .
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Formal gilt

U(t) = exp

[
− i

~
tHop

]
,

wobei wir durch die Bestimmung eines vollständigen Satzes von Eigenfunk-
tionen von Hop der formalen Exponentialreihe einen präzisen Sinn verleihen
können. Jede Startwellenfunktion ist im Prinzip erlaubt. Dies stellt uns nun
allerdings vor ein großes Dilemma: In der klassischen Mechanik ist der zeitli-
che Verlauf einer Bewegung durch Vorgabe von Anfangsort und Anfangsge-
schwindigkeit bestimmt. In der Quantenmechanik muß eine komplette, kom-
plexwertige Funktion von drei Variablen (für ein Teilchen) vorgegeben wer-
den. Zunächst ist dies Unsinn, da ein Experiment, das eine solche Funktion
eindeutig realisiert, überhaupt nicht zu existieren scheint. Hier hilft folgendes
Gedankenexperiment weiter: Wir stellen uns vor, daß für Zeiten t ≤ 0 ein
Potential der Form

V (x) =
m

2

3∑

k=1

ω2k(xk − yk)2

vorliegt. Die Eigenfunktionen sind nach Abschnitt 1.7 durch die Funktionen

ϕ̂l1l2l3(x) = ϕl1l2l3(x− y)

gegeben, da wir den Oszillator lediglich um den Vektor y verschoben haben.
Die Energieeigenwerte dieser Funktionen haben die Form

E =
3∑

k=1

~ωk
(
lk +

1

2

)
.

Mit Absicht haben wir die Frequenzen ωi verschieden gewählt, da wir so er-
reichen können, daß über einen sehr großen Energiebereich keine Energieent-
artung vorliegt, d.h. daß zu einem Eigenwert nur eine Wellenfunktion gehört.
Wir setzen jetzt ein Teilchen in dieses Oszillatorpotential und verlangen, daß
die Energie dieses Teilchens genau gleich einem der oben definierten Eigen-
werte ist. Diese Tatsache kann offenbar durch eine einzige Messung überprüft
werden. Dann muß das Teilchen die zugehörige Wellenfunktion ϕ̂l1l2l3(x) be-
sitzen, weil die Energieunschärfe in diesen Zuständen verschwindet; d.h.: ei-
ne einzige Messung der Energie kann die Wellenfunktion ϕ̂l1l2l3(x) festlegen.
Durch Verschiebung des Oszillators, (d.h. durch Änderung von y), durch
Variation der Frequenzen ωi, sowie durch Änderung der Teilchenenergie läßt
sich die Funktion ϕ̂l1l2l3(x) nahezu beliebig verändern, so daß es eine zulässige
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mathematische Extrapolation ist, wenn wir annehmen, daß auf diese Weise
jede beliebige Funktion ψ0 ∈ L2(R3) erzeugt wird. Wir können diese Ex-
trapolation noch dadurch unterstützen, daß wir uns das Oszillatorpotential
noch weiter so modifiziert denken, daß schließlich zum vorgegebenen Ener-
giemeßwert die vorgegebene Startwellenfunktion Eigenfunktion ist.

Nach dieser Vorbereitung der Startwellenfunktion schalten wir das Oszilla-
torpotential ab, und das eigentlich interessante Potential unseres zu Anfang
vorgegebenen Hamiltonoperators ein. Der Zeitentwicklungsoperator ergibt
jetzt die für alle positiven Zeiten eindeutig definierte Wellenfunktion

ψ(t) = U(t)ψ0 ,

mit deren Hilfe alle weiteren interessanten physikalischen Eigenschaften (Ort-
wahrscheinlichkeiten, Erwartungswerte physikalischer Größen, usw.) berech-
net werden können.

Entscheidend an unserem Gedankenexperiment zur Festlegung der Startwel-
lenfunktion ist die Tatsache, daß scharfe Meßwerte physikalischer Größen an
feste Wellenfunktionen gekoppelt sind. Im obigen Beispiel war dies die Ener-
gie; die Drehimpulsoperatoren haben aber auch diese Eigenschaft, und man
kann deshalb die Startwellenfunktionen auch durch andere Messungen fest-
legen, als wir es für die Teilchenenergie im Oszillatorpotential beschrieben
haben. Wichtig ist, daß der ursprüngliche Zweifel, unsere Startwellenfunktio-
nen überhaupt physikalisch realisieren zu können, nunmehr beseitigt ist.

Ein letzter Punkt bleibt noch nachzutragen: Unsere Startwellenfunktionen
können offenbar noch mit einer komplexen Zahl c mit |c| = 1 multipliziert
werden, denn in unserem Gedankenexperiment ist jeder normierte Eigenzu-
stand des Hamiltonoperators nur bis auf eine solche Phase eindeutig be-
stimmt. Diese Phasenfreiheit läßt sich grundsätzlich nicht beseitigen. Wir
sehen aber, daß hiervon sämtliche physikalischen Eigenschaften unberührt
bleiben. Wenn wir die Startwellenfunktion ψ0 durch cψ0 ersetzen, gilt:

U(t)ψ0 geht über in cU(t)ψ0 ;

die Ortwahrscheinlichkeit ändert sich nicht und das gleiche gilt für alle Er-
wartungswerte der Form

〈U(t)ψ0, OU(t)ψ0〉 ,

durch die alle anderen physikalischen Größen nach Kapitel 1 bestimmt sind.
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3.5 Störungstheorie

Zum Schluß dieses Kapitels wollen wir noch ein technisches Hilfsmittel be-
reitstellen um die Eigenfunktionen und Eigenwerte einesHamiltonoperators
approximativ zu berechnen. Unser Hilfsmittel ist nur dann wirksam, wenn
dieserHamiltonoperator aus zwei Teilen besteht, dessen erster Hauptteil ein
Operator mit bekannten Eigenfunktionen und Eigenenergien ist, und dessen
zweiter Teil ein als klein anzusehendes Störpotential darstellt. Unser Ver-
fahren wird

”
Störungstheoretische Berechnung“ von Energieeigenwerten und

-Funktionen genannt und läßt sich am kompaktesten in Form der folgenden

”
Betriebsanleitung“ schildern:

Gegeben sei ein Hamiltonoperator der Form

Hop = H0 +H ′ (3.1)

Die Eigenfunktionen von H0 und die Eigenwerte E seien bekannt. Ziel ist die
approximative Berechnung der Eigenfunktionen und Eigenwerte von Hop.
Man geht wie folgt vor

(1) Man führt den von allen Eigenfunktionen mit Eigenwerten E < Emax

aufgespannten Vektorraum W ein. Dieser Vektorraum ist i. A. endlich
dimensional (was wir hier annehmen). Es gilt

W = ⊕VE (3.2)

wobei VE von allen Eigenfunktionen mit Eigenwert E aufgespannt ist.
Für VE wählen wir eine O-Basis ψα mit 〈ψα|ψβ〉 = δαβ, 〈ψα|H ′ψβ〉 =
∆Vαδαβ und setzen Eα = E +∆Vα. Falls VE eindimensional ist, ergibt
sich für festes E ein einziger Vektor. Wird dieses Verfahren für alle
E < Emax wiederholt, erhalten wir eine O-Basis ψα für ganz W .

(2) Sei P der Projektor auf W . Wir betrachten Ĥ = Ĥ0 + Ŵ mit Ĥ0 =

PH0P , Ŵ = PH ′P , Ĥ = PHopP . Ĥ ist jetzt ein symmetrischer linea-
rer Operator im endlichdimensionalen Vektorraum W . Wir setzen:

Ĥ(λ) = D0 + λŴ (3.3)

wobei
〈ψα|D0ψβ〉 = Eαδαβ (3.4)

〈ψα|Ŵψβ〉 = 〈ψα|H ′ψβ〉 für ψα ∈ VE, ψβ ∈ VE′ und E 6= E ′.

= 0 sonst. (3.5)
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Wir nehmen an: Eα 6= Eβ für alle α, β mit α 6= β.

Dann gilt Ĥ(1) = Ĥ. Die Eigenwerte von Ĥ(1) sind näherungsweise
gleich den Eigenwerten von Hop.

(3) Wir führen den unitären Operator U(λ) ein mit:

Ĥ(λ)U(λ) = U(λ)D(λ) (3.6)

wobei

〈ψα|D(λ)ψβ〉 = Eα(λ)δαβ

U(λ)∗U(λ) = id

Dann gilt
Ĥ(1)U(1)ψα = Eα(1)U(1)ψα (3.7)

d.h. mit Eα(1) und U(1)ψα liegen sämtliche Eigenvektoren und Eigen-

werte von Ĥ = Ĥ(1) vor. D(λ) und U(λ) werden durch einen Potenz-
reihenansatz berechnet:

D(λ) =
∞∑

k=0

Dkλ
k (3.8)

U(λ) =
∞∑

k=0

Ukλ
k, U0 = id (3.9)

In n-ter Näherung is D(λ) =
∑n

k=0Dkλ
k und U(λ) =

∑n
k=0 Ukλ

k und

damit gilt für die Eigenwerte und Eigenfunktionen von Ĥ in n-ter Ord-
nung:

U(1)ψα =
n∑

k=0

Ukψα (3.10)

Eα(1) =
n∑

k=0

〈ψα|Dkψα〉 (3.11)

Einsetzen von (3.8) und (3.9) in (3.6) liefert:

D0U0 +
∞∑

k=1

λk
(
D0Uk + ŴUk−1

)
=

∞∑

k=1

λk

(
k∑

l=0

Uk−lDl

)
+ U0D0

∞∑

k=1

(
k∑

l=0

U∗k−lUl

)
λk = 0 (3.12)
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Beachte U0 = id. Der Vergleich der Koeffizienten von λk liefert

[D0, Uk] + ŴUk−1 =
k∑

l=1

Uk−lDl

und

U+
k + Uk +

k−1∑

l=1

U+
k−lUl = 0 .

Aus diesen Gleichungen können die linearen Operatoren Uk und Dk

rekursiv bestimmt werden. Zu beachten ist, daß definitionsgemäß

〈ψα, Dkψβ〉 = Dkαδαβ

gelten muß. Wegen H(0) = D0 und U(0) = U0 gilt für k = 1

[D0, U1] + Ŵ = D1 .

Bilden wir hiervon Matrixelemente zwischen den Vektoren ψα und ψβ,
so folgt:

〈ψα|D1ψα〉 = 〈ψα|Ŵψα〉 = 0

⇒ 〈ψα|U1ψβ〉 =
〈ψα|H ′ψβ〉
Eα − Eβ

für ψα ∈ VE, ψβ ∈ VE′ , E 6= E ′

= 0 sonst.

Für k = 2 finden wir

[D0, U2] + ŴD1 = D2

⇒ 〈ψα|D2ψα〉 = −
∑

β

〈ψα|H ′ψβ〉〈ψβ|H ′ψα〉
Eβ − Eα

Summiert wird nur über alle β mit ψβ /∈ VE falls ψα ∈ VE
Es folgt somit:
Die Energieeigenwerte Eα(1) von Ĥ haben in zweiter Ordnung die Form

Eα(1) = Eα −
∑

β

〈ψα|H ′ψβ〉〈ψβ|H ′ψα〉
Eβ − Eα

(3.13)

In erster Ordnung gilt für die Eigenfunktionen

U(1)ψα = ψα +
∑

β

ψβ
〈ψβ|H ′ψα〉
Eβ − Eα

(3.14)
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Liegt ψα in VE0 , so gilt nach der Definition von Eα

Eα = E0 + 〈ψα|H ′ψα〉 .

⇒ Eα(1) = E0 + 〈ψα|H ′ψα〉 −
∑

β
〈ψα|H′ψβ〉〈ψβ |H′ψα〉

Eβ−Eα

Bemerkung:
Falls W die Eigenschaft hat, daß ein zusätzlicher symmetrischer Operator A
in W existiert mit [A,H0] = [A,H ′] = 0, so zerfällt W in Eigenräume Wi von
A zu Eigenwerten λi von A und das gleiche gilt für VE.

⇒ W = ⊕iWi

VE = ⊕iVEi
Wi = ⊕iVEi

Zusätzlich gilt dann: H ′Wi ⊂ Wi. In diesem Fall können wir die störungs-
theoretische Berechnung auf den Unterraum Wi beschränken und ansonsten
genauso ausführen wie zuvor beschrieben.

Wie jede Betriebsanleitung, so bedarf auch die obige einiger Kommentare
(Vergleiche Anleitung zur Aufstellung des Bücherregals

”
Billy“ der Firma

IKEA).

(1) Das Verfahren ist nur definiert, wenn die Größen Eβ tatsächlich für
α 6= β verschieden sind.

(2) In diesem Fall ist ψα (bis auf eine Phase) eindeutig im zweiten Schritt
bestimmt worden.

(3) Die Vektoren ψα werden jeweils in den Räumen VE bestimmt. Korrekt
geschrieben, müssen sie mit ψEα bezeichnet werden. Der Index E wurde
weggelassen, um die Notation zu vereinfachen, (in der Hoffnung, daß
der geneigte Leser diesen Mangel an Pedanterie verzeiht).

(4) Analytisch kann dieses Verfahren nur durchgeführt werden, wenn die
Dimension der Räume W,VE usw. ¿ 3 ist. Ansonsten müssen Compu-
ter eingreifen. Das Verfahren ist leicht programmierbar.

(5) Werden Computer eingesetzt, so gibt es jedoch konkurrierende Ver-
fahren mit größerer Effizienz, die sich allerdings schwieriger darstellen
lassen.
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Das Verfahren kann zur Berechnung der Energieverschiebung der Energieei-
genwerte des Wasserstoffatoms in einem homogenen elektrischen Feld heran-
gezogen werden. In diesem Fall ist

H = H0 +H ′ .

mit

H0 = − ~2

2µ
∆− e2

r

und

H ′ = e |E| z ,

wenn das elektrische Feld in die z-Richtung zeigt. W werde nur von den
Zuständen in den beiden untersten Energieniveaus E1, E2 erzeugt. H0 und
H ′ kommutieren mit L3; wir können deshalb unser Verfahren auf Zustände
mit

L3ψ = ~mψ

(m fest) separat anwenden. Wir betrachten nur den Fall m = 0. Damit folgt:

W = VE1 + VE2 ,

wobei gilt (Vergleiche Übung 8.)

(a) VE1 wird durch die Funktion R10(r)Y00 allein aufgespannt.
(⇒ ψ1 = R10Y00; Unterstes Energieniveau ⇒ E1 = E1 + 〈ψ1, H ′ψ1〉).

(b) VE2 wird durch die Funktionen

ϕ = R20(r)Y00 ,

ϕ′ = R21(r)Y10

aufgespannt. Es ist

〈ϕ,H ′ϕ〉 = 〈ϕ′, H ′ϕ′〉
= 0

und

〈ϕ,H ′ϕ′〉 = α .

⇒ ψ2 =
1√
2
(ϕ+ ϕ′) ψ3 =

1√
2
(ϕ− ϕ′)

E2 = E2 + α E3 = E2 − α .
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(c) Die nichtverschwindenden Matrixelemente von Ŵ sind

〈
ψ1, Ŵψ2

〉
=

〈
ψ2, Ŵψ1

〉

= 〈ψ1, H ′ψ2〉

=
1√
2
〈ψ1, H ′ϕ′〉

= β〈
ψ1, Ŵψ3

〉
=

〈
ψ3, Ŵψ1

〉

= 〈ψ1, H ′ψ3〉

= − 1√
2
〈ψ1, H ′ϕ′〉

= −β .

Damit können die Wellenfunktionen in erster und die Energien in zweiter
Ordnung komplett hingeschrieben werden. (Vergleiche Übung 8.).

Es ergibt sich, daß die Wellenfunktionen Mischungen aus Beiträgen von Ku-
gelflächenfunktionen mit verschiedener Drehimpulsquantenzahl l sind, wenn
das Wasserstofatom einem elektrischen Feld ausgesetzt ist. Dieser Vorgang
wird als Starkeffekt bezeichnet. (Durch ihn werden im Wasserstoffatom
Strahlungsübergange möglich, die ohne elektrisches Feld verboten sind).

3.6 Übungsaufgaben

A8.1 Der Zeemaneffekt (ohne Spin)

Der Hamiltonoperator für ein Teilchen (Ladung q, Masse µ) in einem elek-
tromagnetischen Feld, gegeben durch das Vektorpotential A und das skalare
Potential Φ über

E = −∇Φ− 1

c

∂A

∂t
und B = rotA,

lautet

H =
1

2µ

(
p− q

c
A(x, t)

)2
+ qΦ(x, t),

d.h. die Operatoren p und x werden in die Hamiltonfunktion eingesetzt.
Wir betrachten ein Wasserstoffatom in einem homogenen, zeitlich konstanten
Magnetfeld B.
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(1) Zeige, daß ein Vektorpotential für dieses B gegeben ist durch
A = 1

2
B × x.

(2) Zeige, daß A der Coulombeichung divA = 0 genügt. Warum ist
〈A, p〉 = 〈p,A〉?

(3) Zeige

H =
p2

2µ
− e2

r
+

e

2µc
〈B,L〉

︸ ︷︷ ︸
H0

+
e2

2µc2
A2

︸ ︷︷ ︸
H′

.

(4) B liege oBdA in z−Richtung. Zeige, daß die Eigenfunktionen ψn`m von
H0 die Coulomb–Eigenfunktionen sind und die Energien wie folgt
verschoben sind:

En`m = − e2

2r0

1

(n+ `+ 1)2
+~

eB

2µc
m =: − e2

2r0

1

N2
+~ωLm, r0 = rBohr =

~2

µe2
,

mit der Larmorfrequenz ωL. Diese Verschiebung hat H.A. Lorentz
1895 klassisch hergeleitet. Von heute aus gesehen, ist es erstaunlich,
daß sein Ergebnis stimmt.

(5) Bei starkem B wird H ′ relevant. Vergleiche den in B linearen und
quadratischen Term von H und schätze mit r ≈ r0 ab, wann beide
Terme gleich groß werden.

(6) Zeige

H ′ =
e2B2

8µc2
r2 sin2 ϑ =

~2ω2L
2e2/r0

(
r

r0

)2
sin2 ϑ.

Die Energiekorrekturen ∆E
(1)
α bzw. ∆E

(2)
α in erster bzw. zweiter Ordnung und

die Korrektur ∆ψ
(1)
α der Wellenfunktionen in erster Ordnung Störungstheorie

lauten

∆E(1)
α = 〈ψα|H ′|ψα〉, ∆ψ(1)α =

∑

β 6=α

〈ψβ|H ′|ψα〉
Eα − Eβ

ψβ, ∆E(2)
α =

∑

β 6=α

|〈ψβ |H ′|ψα〉|2
Eα − Eβ

.

(7) Um den Einfluß von H ′ zu berücksichtigen, sind also Matrixelemente
der Störung zu berechnen. Zeige, daß die Matrixelemente von H ′ nur
zwischen Zuständen gleicher Parität und gleicherm−Quantenzahl nicht
verschwinden.
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(8) Verschwinden Matrixelemente verschiedener energieentarteter Zustände
nicht, so sind obige Formeln wegen des Energienenners nicht definiert.
Man muß dann einen Basiswechsel vornehmen, so daß diese Matrixele-
mente in der neuen Basis diagonal werden. Diskutiere so die Matrix
〈n`m|H ′|n′`′m′〉 für N,N ′ ≤ 3.

(9) Berechne die jeweils niedrigste Energie– und Wellenfunktionskorrektur
zu |000〉.

H8.1 Der lineare Starkeffekt

Die Bindungszustände eines Wasserstoffatoms werden durch Wellenfunktio-
nen

ψn`m(r, ϑ, ϕ) = Rn`(r)Y`m(ϑ, ϕ)

beschrieben, die der stationären Schrödingergleichung genügen:

H0ψn`m =

(
− ~2

2µ
∆− e2

r

)
ψn`m(x) = En`ψn`m(x), En` = −

e2

2r0

1

(n+ `+ 1)2
.

Das Atom befinde sich in einem homogenen, zeitlich konstanten elektrischen
Feld E.

(1) Begründe, warum das Feld E ein zusätzliches elektrisches Potential

V ′ = −〈E, d〉 = H ′

bewirkt, wobei
d = −ex

definitionsgemäß das Dipolmoment ist. Betrachte im folgenden H ′ als
Störung.

(2) E = |E|ez liege oBdA in z−Richtung. Zeige, daß H ′ in Polarkoordina-
ten lautet:

H ′(r, ϑ, ϕ) = e|E|r cosϑ.

(3) Zeige, daß die Matrixelemente vonH ′ nur zwischen Zuständen verschie-
dener Parität und gleicher m−Quantenzahl nicht verschwinden.

(4) In welcher Ordnung der Störungstheorie verschiebt sich die Energie des
Grundzustandes des Atoms im Feld E? Berechne die Energie und die
Zustandsbeimischungen in jeweils niedrigster Ordnung (betrachte nur
Beiträge mit N = n+ `+ 1 ≤ 2).
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Das Energieniveau mit N=2 des ungestörten Atoms ist vierfach entartet:
E10=E01. Die Zustände werden durch Quantenzahlen (`=m=0) und (`=1,
m=0,±1) beschrieben.

(5) Wie spaltet dieses Niveau nun auf? Berechne die gestörten Wellenfunk-
tionen ψα und ihre Energien in erster Ordnung durch Diagonalisieren
der Matrix von H ′.

(6) Berechne die Erwartungswerte 〈ψα|d3|ψα〉 des induzierten Dipolmo-
mentes.

(7) Berechne, skizziere und diskutiere die Wahrscheinlichkeit

Wα(ϑ) =

∫ ∞

0

r2dr

∫ 2π

0

dϕ|ψα(r, ϑ, ϕ)|2,

das Elektron mit Wellenfunktion ψα im Gebiet zwischen ϑ und ϑ+ dϑ
zu finden.

(8) Diskutiere Unterschiede und Gemeinsamkeiten mit dem Zeemaneffekt
aus A8.1. Für welches Verhältnis E

B
haben die beiden Effekte die gleiche

Größenordnung?

Hinweise:

R00(r) =
2√
r0

3 e
− r

r0 , R10(r) =
1√
2r0

3

(
2− r

r0

)
e−

r
2r0 , R01(r) =

1√
3(2r0)3

r
r0
e−

r
2r0 ,

Y00(ϑ, ϕ) =
1√
4π
, Y10(ϑ, ϕ) =

√
3
4π cosϑ,

∫∞
0
dr rn e−

r
a = an+1n!, r0 = rBohr =

~2

µe2
.



Kapitel 4

Rotationssymmetrie und

Spinoren

4.1 Raumspiegelungen und Raumdrehungen

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit Symmetrietransformationen in der
Quantenmechanik beschäftigen. Allgemein ist eine Symmetrietransformation
ein unitärer Operator U im Hilbertraum der Wellenfunktionen mit der
Eigenschaft, daß der Hamiltonoperator Hop mit U kommutiert, d.h.

[U,Hop] = 0 ,

oder, äquivalent hierzu:

U−1HopU = Hop .

Wir betrachten zunächst ein einziges Teilchen beschrieben durch eine Wel-
lenfunktion ϕ ∈ L2(R3). Ist ϕ eine Eigenfunktion von Hop so gilt:

Hopϕ = Eϕ ,

⇒ HopUϕ = EUϕ ;

d.h. mit ϕ ist auch Uϕ Eigenfunktion.

Die einfachsten Beispiele für solche Symmetrietransformationen werden durch
Transformationen des R3 selbst erzeugt. Wir betrachten eine Raumspiegelung
und setzen

Pϕ(x) = ϕ(−x)

103
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für alle ϕ ∈ L2(R3). Daraus folgt:

P 2 = id

⇒ P−1 = P .

Ferner gilt

〈Pϕ, Pϕ′〉 =

∫
d3x ϕ(−x)ϕ′(−x)

=

∫
d3x ϕ(x)ϕ′(x)

= 〈ϕ, ϕ′〉 .

P ist somit unitär. Für die Hamiltonoperatoren der ersten Kapitel gilt
sämtlich:

P−1HopP = Hop ,

d.h. P ist für diese Hamiltonoperatoren eine Symmetrietransformation. Of-
fenbar ist L2(R3) zerlegbar in eine direkte Summe von Wellenfunktionen mit
Pϕ = ±ϕ, da jede Funktion ψ eindeutig in der Form

ψ = ψ+ + ψ− ,

mit ψ± = 1
2
(1± P )ψ geschrieben werden kann als Summe einer geraden und

einer ungeraden Funktion. Gilt Pϕ = ϕ, so sagt man: die Parität von ϕ sei
positiv; im anderen Fall heißt sie negativ.

Die Parität steht in einem direkten Zusammenhang zum Drehimpuls: Zerle-
gen wir L2(R3) wie in 2.4 in Eigenräume von L2 und L3, d.h.

L2(R3) = ⊕lmVlm ,

so gilt für ψ ∈ L2(R3):

ψ(x) = ψ̂(r)Ylm(x0)

und

Pψ(x) = ψ̂(r)Ylm(−x0)
= (−1)lψ̂(r)Ylm(x0)
= (−1)lψ(x) ,
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auf Grund der Definition von Ylm, d.h. die Parität von ψ ∈ Vlm ist immer
(−1)l. Die gefundenen Eigenfunktionen des Hamiltonoperators im Cou-

lombproblem und beim sphärischen Oszillator haben somit die Eigenschaft,
daß sie sich bei der Raumspiegelung maximal um ein Vorzeichen ändern
können, das durch (−1)l gegeben ist.

Sei nun g ∈ SO(3) eine Drehung. Wir setzen für alle ϕ ∈ L2(R3):

D(g)ϕ(x) = ϕ(g−1x) .

Ist g̃ eine zweite Drehung so gilt

D(g̃)D(g)ϕ(x) = D(g)ϕ(g̃−1x)

= ϕ(g−1g̃−1x)

= ϕ((g̃g)−1x)

= D(g̃g)ϕ(x) ,

d.h.

D(g̃)D(g) = D(g̃g) .

Offenbar ist D(e) = id und deshalb folgt aus der letzten Zeile:

D(g)−1 = D(g−1) .

Außerdem gilt für alle ϕ, ϕ′ ∈ L2(R3):

〈D(g)ϕ,D(g)ϕ′〉 =

∫
d3x ϕ(g−1x)ϕ′(g−1x)

=

∫
d3x ϕ(x)ϕ′(x)

= 〈ϕ, ϕ′〉 ,

d.h. D(g) ist in der Tat unitär. Der Hamiltonoperator des sphärischen Os-
zillators erfüllt

D(g)−1HopD(g) = Hop ,

und somit ist D(g) für jedes g ∈ SO(3) eine Symmetrietransformation dieses
Operators. Betrachten wir nun die orthonormierten Eigenfunktionen ϕnlm
des sphärischen Oszillators, so gilt nicht nur

D(g)−1HopD(g) = Hop ,
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sondern ebenfalls, wie leicht berechnet werden kann:

D(g)−1L2D(g) = L2 .

Somit ist D(g)ϕnlm eine Eigenfunktion von Hop und von L2; dies bedeutet
aber

D(g)ϕnlm =
+l∑

m=−l
Dl
mm′(g)ϕnlm .

Wir können diesen Sachverhalt auch so ausdrücken: L2(R3) besitzt eine or-
thogonale Zerlegung

L2(R3) = ⊕Vnl ,

wobei

ϕ ∈ Vnl ⇔ ϕ =
+l∑

m=−l
cmϕnlm

gilt. D(g) läßt für jedes g die Räume Vnl invariant.

Die oben gefundenen Eigenschaften können einem allgemeineren mathema-
tischen Rahmen zugeordnet werden: Ist G eine Gruppe und H ein Hil-

bertraum mit linearer Gruppe L(H), so heißt die Abbildung

D : G→ L(H)

Darstellung von G in H, wenn für alle ĝ, g ∈ G gilt:

D(e) = id

und

D(ĝ)D(g) = D(ĝg) .

D heißt unitär, wenn D(g) für alle g unitär ist. Wir haben damit oben eine
unitäre Darstellung von SO(3) in L2(R3) gefunden.

Allgemein sagt man für eine beliebige Gruppe: Die unitäre Darstellung D
in H zerfällt in Darstellungen in H1 und H2 falls

H = H1 ⊕H2
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und D(g) für alle g ∈ G H1 und H2 invariant läßt. Die Beschränkung von
D(g) auf Hi, (i = 1, 2), liefert dann offenbar wieder eine unitäre Darstellung.
Für den oben untersuchten Fall der Drehungen können wir deshalb sagen:
D zerfällt in unendlich viele Darstellungen in Vnl. Jede dieser Darstellungen
ist selbst endlich dimensional. Diese Darstellungen sind offenbar durch die
Koeffizienten Dl

mm′(g) festgelegt, wie wir zuvor gesehen haben. Beachten wir
daß definitionsgemäß

D(g)ϕnlm(x) = fnl(r)Ylm(g
−1x0)

= fnl(r)
+l∑

m′=−l
Dl
mm′(g)Ylm(x

0)

gilt, so erkennen wir die Beziehung

Dl
mm′(g) =

∫
dx0 Ylm′(x0)Ylm(g

−1x0) ,

die es im Prinzip erlaubt, die Matrix Dl
mm′(g) direkt zu berechnen. Offenbar

muß diese (2l + 1)× (2l + 1) - Matrix unitär sein.

4.2 Die Generatoren von SO(3)

Jede Drehung g ∈ SO(3) läßt sich wie folgt schreiben:

g = expA(ω) , ω ∈ R3 .

Dabei ist ω0 = ω
|ω| die Drehachse und |ω| der Drehwinkel. A(ω) ist eine

schiefadjungierte lineare Transformation des R3 mit

A(ω)h = [ω, h]

für alle h, ω ∈ R3, definiert durch das Vektorprodukt [ω, h]. Es gilt für alle
ω, ω′ ∈ R3 für den Kommutator

[A(ω), A(ω′)] = A([ω, ω′]) .

Ersetzen wir ω durch λω, so erhalten wir eine einparametrige Schar g(λ) von
Drehungen um die gleiche Achse:

g(λ) = exp [λA(ω)] .
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Wir untersuchen nun den Ausdruck

D(g(λ))−1
d

dλ
D(g(λ)) ,

wobei D die im letzten Abschnitt eingeführte Darstellung von SO(3) in
L2(R3) ist. Zunächst gilt für alle ϕ ∈ L2(R3)

d

dλ
D(g(λ))ϕ(x) =

d

dλ
ϕ((exp− λA(ω))x)

=
3∑

k=1

yk
(

∂

∂xk
ϕ

)(
g(λ)−1x

)

mit yk = − [ω, g(λ)−1x]
k
. Hieraus folgt:

D(g(λ))−1
d

dλ
D(g(λ))ϕ(x) = − [ω, x] · ∇ϕ(x)

=
1

i~
ω · Lϕ(x) .

ω · L ist durch die Drehimpulsoperatoren erklärt:

ω · L =
3∑

k=1

ωkLk .

Wir finden somit:

D(g(λ))−1
d

dλ
D(g(λ)) =

1

i~
ω · L ,

oder

d

dλ
D(g(λ)) = D(g(λ))

1

i~
ω · L .

Diese Gleichung stellt eine einfache Differentialgleichung für D(g(λ)) dar;
beachten wir g(0) = e und damit D(g(0)) = id, so lautet die formale Lösung

D(g(λ)) = exp

[
λ
1

i~
ω · L

]
.

Für λ = 1 ist g(λ) = g, d.h. wir können g = expA(ω) direkt berechnen:

D(g) = exp

[
1

i~
ω · L

]
.
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Die formale Potenzreihe braucht uns keine Sorgen zu machen. Wir haben
im letzten Abschnitt gesehen, daß D(g) Vnl invariant läßt; außerdem wis-
sen wir aus Übung 5., daß die Drehimpulsoperatoren in Vlm durch endlich-
dimensionale Matrizen dargestellt werden. Es gilt ja:

L3Ylm = ~mYlm ,

(L1 ± iL2)Ylm = ~ [l(l + 1)−m(m± 1)]
1
2 Ylm±1 .

Die formale Potenzreihe fürD(g) kann deshalb in Vnl ausgewertet werden und
konvergiert dort wie jede Potenzreihe von endlichdimensionalen Matrizen.
Entwickeln wir die Exponentialreihe für D(g(λ)), so finden wir für kleine λ

D(g(λ)) ∝ id+ λ
1

i~
ω · L ,

d.h. für kleine λ wird D(g(λ)) direkt durch die Drehimpulsoperatoren be-
stimmt, die deshalb auch als infinitesimale Generatoren der Drehgruppe be-
zeichnet werden. Wir haben in den letzten Kapiteln die Kommutatoren dieser
Operatoren aus der Gestalt

Lk = −i~εklnxl
∂

∂xn

abgeleitet, die wir aus dem Korrespondenzprinzip gewonnen hatten. Wir zei-
gen jetzt, daß diese Kommutatoren eigentlich aus der Gruppenstruktur von
SO(3) folgen. Dazu beachten wir zunächst, daß für

g1(λ) = expλA(ω1)

und

g2(λ) = expλA(ω2)

gilt:

d

dλ
D(gα(λ)) =

1

i~
ωα · L , α = 1, 2 ,

sowie

1

(i~)2
[ω1 · L, ω2 · L] = lim

λ→0

1

λ2
[1−D(g1(λ)), 1−D(g2(λ))]

= lim
λ→0

1

λ2
(D(g1(λ))D(g2(λ))−D(g2(λ))D(g1(λ))) .
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Bis zur Ordnung λ3 gilt

g1(λ)g2(λ) = 1 + (A(ω1) + A(ω2))λ+
1

2

(
A(ω1)

2 + A(ω2)
2
)
λ2 +

+ λ2A(ω1)A(ω2) +O(λ3)

und

exp
[
λ2A([ω1, ω2])

]
g2(λ)g1(λ) = 1 + (A(ω1) + A(ω2))λ+

+
1

2

(
A(ω1)

2 + A(ω2)
2
)
λ2 +

+ A(ω2)A(ω1)λ+

+ λ2A([ω1, ω2]) +O(λ3) .

Beachten wir A([ω1, ω2]) = [A(ω1), A(ω2)] so finden wir offenbar

g1(λ)g2(λ) = exp
[
λ2A([ω1, ω2])

]
g2(λ)g1(λ) +O(λ3)

und damit

lim
λ→0

1

λ2
[D(g1(λ))D(g2(λ))−D(g2(λ))D(g1(λ))]

= lim
λ→0

(
D
(
exp

[
λ2A([ω1, ω2])

])
− id

) 1

λ2
D(g2(λ))D(g1(λ))

=
d

dλ
D(exp [λA([ω1, ω2])])

∣∣∣
λ=0

=
1

i~
[ω1, ω2] · L .

Hieraus folgt sofort:

1

(i~)2
[ω1 · L, ω2 · L] =

1

i~
[ω1, ω2] · L (4.1)

und damit

[Lk, Ll] = i~εklnLn q.e.d.

Wir betonen noch einmal: Bei dieser Herleitung der Vertauschungsrelationen
haben wir die spezielle Gestalt von Lk auf Grund des Korrespondenzprinzips
nicht benutzt; stattdessen wird die Beziehung

d

dλ
D(g(λ))

∣∣∣
λ=0

=
1

i~
ω · L
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zur Definition der Drehimpulsoperatoren mit ihrer Eigenschaft, infinitesima-
le Generatoren der Drehgruppe zu sein, herangezogen.

In Übung 6. haben wir nach allen möglichen mathematischen Realisierungen
der Vertauschungsrelation (4.1) gefragt und eine vollständige Antwort gefun-
den. Merkwürdig war dabei, daß wir mehr Möglichkeiten gefunden haben, als
sie uns das Korrespondenzprinzip liefert. Diese Möglichkeiten zeichneten sich
dadurch aus, daß der Operator L2 nicht nur die Eigenwerte ~2l(l + 1) mit
l = 0, 1, 2, 3, . . . annahm, die wir bisher ausgiebig benutzt haben, sondern
daß auch Eigenwerte für l = 1

2
, 3
2
, 5
2
, . . . aufgetreten sind. Die Übung zeigt

überdies für l = 1
2
diese neuen

”
Drehimpulsoperatoren“ in der Matrixform

Sk =
~
2
σk

geschrieben werden können, wobei mit

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)

die sogennanten Paulimatrizen bezeichnet werden.
Für die Vektoren

e 1
2
=

(
1
0

)
und e− 1

2
=

(
0
1

)

gilt

S3eα = ~αeα , (4.2)

mit α = ±1
2
, sowie

S2eα = ~2
1

2

(
1

2
+ 1

)
eα (4.3)

= ~2
3

4
eα . (4.4)

4.3 Der Zeeman-Effekt

Der Zeeman-Effekt im Wasserstoff entsteht, wenn ein Wasserstoffatom ei-
nem Magnetfeld ausgesetzt wird. Die Eigenfunktionen und Eigenenergien
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bestimmten sich aus der Schrödingergleichung für das Elektron in Was-
serstoff:

Hopψ = Eψ ,

mit

Hop = − ~2

2m
∆− e2

r
.

Wir haben hierfür das Resultat gefunden: Die Eigenfunktionen haben die
Form

ψnlm(x) = fnl(r)Ylm(x0)

mit

fnl(r) = rle−λrL(2l+1)n (2λr)cnl ,

wobei cnl eine Normierungskonstante ist und λ mit den zugehörigen Eigen-
werten Enl wie folgt zusammenhängt:

λ =

(
2m |E|

~2

) 1
2

.

Die Eigenwerte Enl hängen nicht von m ab und haben die Form

Enl = − me4

2~2(n+ l + 1)2
.

Wir tragen zunächst einige Bezeichnungen nach: n = 0, 1, . . . heißt radiale
Quantenzahl, sie bestimmt den Polynomgrad des Laguerreschen Polynoms
L
(2l+1)
n . Mit N = n + l + 1 (N = 1, 2, . . .) wird die sogenannte Hauptquan-

tenzahl bezeichnet, sie ist zwar eine abgeleitete Größe, charakterisiert aber
die Energie. Zusätzlich wird auch die sogenannte spektroskopische Notation
benutzt, die rein historische Gründe hat: Statt l = 0, 1, 2, . . . schreibt man
S, P,D, F,G,H, I, . . . und damit entsprechen den Indextupeln (n, 0) die Sym-
bole NS mit N = n+ 1; den Tupeln (n, 1) die Symbole NP mit N = n+ 2,
den Tupeln (n, 2) die Symbole ND mit N = 3, 4, . . ., usw.
Wird ein konstantes Magnetfeld B angelegt, so wird diese neue Situation
durch einen neuen Hamiltonoperator beschrieben. Wir bestimmen diesen
nach dem Korrespondenzprinzip: Klassisch gilt für die Hamiltonfunktion

H(x, p) =
1

2m

(
p− q

c
A
)2

+
qQ

r
,
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wobei A das Vektorpotential von B ist. Aus B = rotA findet man, daß

A =
1

2
[B, x]

einen geeigneten Kandidaten hierfür darstellt. Wir ersetzen jetzt p durch
pop = −i~∇ und erhalten für q = −e und Q = e den Hamiltonoperator

Hop(B) =
1

2m

(
−i~∇+

e

c
A
)2
− e2

r

= − ~2

2m
∆− e2

r
+

~e
2mc

B · L− e2

8mc2
|[B, x]|2 .

Wir legen zunächst B in z-Richtung: B = |B| e3: Daraus folgt

Hop(B) = − ~2

2m
∆− e2

r
+

~e
2mc

|B|L3 −
e2

8mc2
|[B, x]|2 .

Der letzte Term kann störungstheoretisch abgeschätzt werden und ist klein.
Die Eigenwerte des restlichen Hamiltonoperators sind durch

E = Enl + ~ωLm ,

gegeben, wobei

ωL =
e |B|
2mc

die Larmorfrequenz ist (Vergleiche Übung 8.). Die Eigenfunktionen sind
direkt durch die Coloumbwellenfunktionen ψnlm gegeben, weil diese bereits
Eigenfunktionen von L3 zum Eigenwert ~m sind. Die entarteten Eigenwerte
des Wasserstoffatoms spalten jetzt unter der Wirkung von B äquidistant auf.
Die Drehimpulsquantenzahl m wird deshalb oft auch als magnetische Quan-
tenzahl bezeichnet.

Der experimentelle Befund sieht anders aus: statt der Energien

Enl + ~ωLm

findet man

Enl + ~ωL(m+ α)

mit α = ±1. Insgesamt tritt also eine Verdopplung des Spektrums auf mit
einer Aufspaltung, die ansonsten so aussieht, als sei nur der Drehimpuls in E
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abgeändert worden. Dieser Befund kann am einfachsten so gedeutet werden:
Das Elektron existiert in zwei inneren Drehimpulszuständen eα (α = ±1

2
).

Wir schreiben hierfür
(
ψnlm(x)

0

)
bzw.

(
0

ψnlm(x)

)
(4.5)

und berücksichtigen die zusätzliche Energieaufspaltung durch einen neuen
Hamiltonoperator

Hop(B) = − ~2

2m
∆+

~e
2mc

(B · L+ 2B · S) + e2

8mc2
|[B, x]|2 ,

wobei

B · S =
3∑

k=1

BkSk

gilt, und die Operatoren Sk durch die drei Matrizen des letzten Abschnitts
gegeben sind. Setzen wir jetzt, wie zuvor, B = |B| e3, so ergeben sich unter
analoger Vernachlässigung des letzten Termes jetzt die Eigenwerte

E = Enl + ~ωL(m+ α) ,

mit den Eigenfunktionen (4.5), wie gewünscht.

Das Elektron wird jetzt allerdings nicht mehr durch eine Wellenfunktion mit
Werten in C sondern durch eine Wellenfunktion Φ mit Werten in dem Vek-
torraum C2 beschrieben. Wir treffen deshalb jetzt auf folgende Schwierigkeit:
Unsere im letzten Abschnitt betrachtete Aktion der Drehgruppe in Form des
unitären OperatorsD(g) erfüllt für denHamiltonoperatorHop(B) ohne den
Term B · S die Beziehung

D(g)−1Hop(B)D(g) = Hop(g
−1B) .

Der Term B · S bleibt hingegen invariant. Die Beziehung

D(g)−1Hop(B)D(g) = Hop(B)

sollte allerdings, aus physikalischen Gründen offensichtlich allgemein gel-
ten, da sie lediglich den trivialen Sachverhalt ausdrückt, daß Wellenfunktio-
nen mit SO(3)-transformierten Argumenten eine Situation mit entsprechend
transformierten Magnetfeldern beschreiben. Wir haben deshalb die neuen
zweikomponentigen Wellenfunktionen Φ zusätzlich geeignet zu transformie-
ren. Dieser Aufgabe stellen wir uns nun im nächsten Abschnitt.
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4.4 SU(2) und SO(3): Eine Überlagerungsab-

bildung

Um dem zuletzt genannten Ziel näherzukommen müssen wir einen mathe-
matischen Umweg einschlagen.
Sei V die Menge der hermiteschen, spurfreien 2× 2 Matrizen. V ist ein reel-
ler dreidimensionaler Vektorraum, der von den Paulimatrizen aufgespannt
wird, d.h. w ∈ V läßt sich stets eindeutig in der Form

w =
3∑

k=1

wkσk

schreiben. Die Paulimatrizen besitzen die Multiplikationseigenschaften

σkσl = id δkl + iεklnσn .

Deshalb gilt für

w =
3∑

k=1

wkσk , w̃ =
3∑

k=1

w̃kσk :

1

2
tr(ww̃) =

3∑

k=1

wkw̃k . (4.6)

Für alle h ∈ R3 definieren wir die lineare Abbildung σ : R3 → V durch

σ(h) =
3∑

k=1

hkσk . (4.7)

Es gilt offenbar

1

2
tr(σ(h)σ(h′)) = 〈h, h′〉 ,

sowie: σ ist umkehrbar. Sei ĝ ∈ SU(2); dann ist ĝσ(h)ĝ∗ ∈ V für alle h ∈ R3.
Somit gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ρ(ĝ) : R3 → R3

mit

ĝσ(h)ĝ∗ = σ(ρ(ĝ)h) .
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Wegen

1

2
tr(ĝσ(h)ĝ∗ĝσ(h′)ĝ∗) =

1

2
tr(σ(h)σ(h′))

gilt ferner

〈ρ(ĝ)h, ρ(ĝ)h′〉 = 〈h, h′〉 ,

d.h. ρ(ĝ) ∈ O(3). Außerdem finden wir für ĝ1, ĝ2 ∈ SU(2):

σ(ρ(ĝ1)ρ(ĝ2)h) = ĝ1ĝ2σ(h)ĝ
∗
2 ĝ
∗
1

= σ(ρ(ĝ1ĝ2)h) ,

d.h.

ρ(ĝ1)ρ(ĝ2) = ρ(ĝ1ĝ2) .

Jedes ĝ ∈ SU(2) läßt sich mit Hilfe der Paulimatrizen in der Form, (ϕ ∈ R,
ω0 ∈ R3, |ω0| = 1),

ĝ = id cosϕ+ iσ(ω0) sinϕ

schreiben. Für ein solches ĝ berechnen wir nun ρ(ĝ(ϕ)) explizit. Dazu bemer-
ken wir, daß die Multiplikationsregel für die Paulimatrizen zu der Formel

σ(h)σ(h′) = 〈h, h′〉 id+ iσ([h, h′])

für alle h, h′ ∈ R3 äquivalent ist. Hieraus folgt speziell für ω0

σ(ω0)
2 = id

und damit

d

dϕ
ĝ = − sinϕ id+ iσ(ω0) cosϕ

= iĝσ(ω0) ,

sowie

d

dϕ
ĝσ(h)ĝ∗ = iĝ [σ(ω0), σ(h)] ĝ

∗

= −2ĝσ([ω0, h])ĝ∗ .

Damit gilt

σ

(
d

dϕ
ρ(ĝ)h

)
= σ(ρ(ĝ)(−2 [ω0, h]))
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und schlußendlich

d

dϕ
ρ(ĝ) = −2ρ(ĝ)A(ω0) .

Wegen ĝ = id für ϕ = 0 folgt:

ρ(ĝ) = exp [−2ϕA(ω0)] .

Wir erhalten das Ergebnis

(1) ρ(ĝ) ∈ SO(3) .

(2) Für ϕ = − |ω|
2

ist

ĝ = cos

( |ω|
2

)
id− i sin

( |ω|
2

)
σ

(
ω

|ω|

)

ein Element von SU(2) mit ρ(ĝ) = expA(ω).
Zu jedem g aus SO(3) gibt es deshalb mindestens ein ĝ mit ρ(ĝ) = g.

(3) −ĝ ∈ SU(2) erfüllt ebenfalls ρ(−ĝ) = g. Es gibt also mindestens zwei
Elemente ĝ (und −ĝ), die bei vorgegebenem g ∈ SO(3) die Gleichung
ρ(ĝ) = g erfüllen.

Erfüllen allgemein ĝ1 und ĝ2 die Gleichung ρ(ĝi) = g, so gilt für ĝ3 = ĝ1ĝ
−1
2

und alle h ∈ R3

ĝ3σ(h)ĝ
∗
3 = σ(ρ(ĝ3)h)

= σ(ρ(ĝ1)ρ(ĝ2)
−1h)

= σ(h) .

Wir schreiben wieder g3 = cosϕ id+ iσ(ω0) sinϕ und finden für alle h ∈ R3

σ(h) = cos2 ϕσ(h) + i cosϕ sinϕ [σ(ω0), σ(h)]−
− sin2 ϕσ(ω0)σ(h)σ(ω0)

= cos2 ϕσ(h)− 2 cosϕ sinϕσ([ω0, h])−
− 2 sin2 ϕ 〈ω0, h〉σ(ω0) + sin2 ϕσ(h) .

Daraus folgt:

sinϕ = 0 und cosϕ = ±1 ,
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d.h.

ĝ3 = ± id .

Hieraus folgt:
Es gibt genau zwei Elemente ĝ und −ĝ mit

ρ(ĝ) = ρ(−ĝ)
= g

für festes g ∈ SO(3).

Wir können jetzt das im letzten Abschnitt aufgetauchte Problem lösen: Der
Hamiltonoperator eines Elektrons im Wasserstoffatom mit angelegtem Ma-
gnetfeld wurde in der Form

Hop(B) = − ~2

2m
∆− e2

r
+

e

2mc
B(L+ 2S) +

e2

8mc2
|[B, x]|2

angegeben und wirkt auf zweikomponentige Wellenfunktionen Φ : R3 → C2.
Der Term e

2mc
2B · S läßt sich offenbar auch in der Form ~e

2mc
σ(B) schreiben

und es gilt:

Hop(B) = − ~2

2m
∆− e2

r
+

e

2mc
B · L+

e2

8mc2
|[B, x]|2 + ~e

2mc
σ(B) .

Setzen wir jetzt

D(g)Φ(x) = ĝΦ(g−1x) ,

so gilt in der Tat wegen

ĝ∗σ(B)ĝ = σ(g−1B)

wie gewünscht für alle zweikomponentigen Wellenfunktionen Φ:

D(g)−1Hop(B)D(g)Φ(x) = H(g−1B)Φ(x) .

Die obige Redefinition von D bedeutet, daß neben der Transformation der
Argumente auch der Funktionswert Φ zu transformieren ist; bei dieser Trans-
formation ist eine Matrix ĝ ∈ SU(2) zu benutzen, die die Gleichung ρ(ĝ) = g
für eine vorgegebene Drehung erfüllt.
Wir haben gefunden: ĝ ist bis auf ein Vorzeichen eindeutig bestimmt. Diese
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Vorzeichenfreiheit läßt sich nicht weiter beseitigen. Wie wir zuvor abgeleitet
haben, gilt für g = expA(ω), daß

ĝ = cos

( |ω|
2

)
id− i sin

( |ω|
2

)
sin

(
ω

|ω|

)

die Bedingung ρ(ĝ) = g erfüllt. Setzen wir |ω| = 2π, so entspricht g einer Dre-
hung um den Winkel 2π und damit der Identität; hingegen ist ĝ nach obiger
Formel gleich − id. Bei einer Drehung um 2π wechselt die zweikomponentige
Wellenfunktion somit ihr Vorzeichen! Wir beachten, daß dieser Eindruck al-
lerdings nur entsteht, wenn wir die Drehung stetig von 0 bis zum Winkel 2π
ausführen; erlauben wir anschließend einen zusätzlichen diskontinuierlichen
Vorzeichenwechsel, so ist der scheinbare Widerspruch beseitigt.

Ein solcher Vorzeichenwechsel der Wellenfunktion ist nun in der Tat in der
Quantenmechanik möglich und erlaubt, wenn wir bedenken, daß alle physi-
kalischen Observablen grundsätzlich bilinear in den Wellenfunktionen sind.
Dies gilt insbesondere für die Ortsraumwahrscheinlichkeiten, aber auch für
die Erwartungswerte aller physikalischen Operatoren. Es spricht also nichts
dagegen, die Transformationen der Wellenfunktionen bezüglich Drehungen
so vorzunehmen, wie sie soeben angegeben wurden.

Wir wollen noch einmal kurz zusammenfassen, warum diese Transformatio-
nen in der genannten Form überhaupt mathematisch möglich sind: Der ent-
scheidende Grund hierfür ist die Existenz der Abbildung ρ : SU(2)→ SO(3),
die surjektiv ist und für ρ(ĝ) = g mit vorgegebenem g ∈ SO(3) genau zwei
durch ein Vorzeichen verschiedene Elemente ĝ ∈ SU(2) bestimmt. ρ erfüllt
ρ(ĝ1)ρ(ĝ2) = ρ(ĝ1ĝ2) und heißt Überlagerungsabbildung. Entsprechend nennt
man SU(2) die Überlagerungsgruppe von SO(3).

4.5 Der Hilbertraum der Paulispinoren

In den letzten Abschnitten haben wir abgeleitet, daß Teilchen einen inne-
ren Drehimpuls besitzen können und wie in diesem Falle die Aktion der
Drehgruppe auf den zugehörigen Wellenfunktionen zu definieren ist. In allen
Einzelheiten haben wir dies allerdings nur für den Fall diskutiert, daß der
innere Drehimpuls durch einen Operator Sk mathematisch beschrieben wird,
der durch 2× 2-Matrizen realisiert ist. Analog zum Operator L2 gilt

S2 = ~2
1

2

(
1

2
+ 1

)
,
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d.h. die innere Drehimpulsquantenzahl ist gleich 1
2
. Der innere Drehimpuls

wird auch Teilchenspin genannt, und wir wollen in dieser Vorlesung nur Teil-
chen mit Spin 1

2
betrachten, womit in der Tat auch die physikalisch wich-

tigsten Fälle (Elektron, Nukleon) abgedeckt sind. Der innere Drehimpuls ist
eine Größe, die es in der klassischen Physik gar nicht gibt. Er kann deshalb
auch nicht über das Korrespondenzprinzip abgeleitet werden. Er ist das wich-
tigste Quantenphänomen überhaupt, und die mathematische Beschreibung,
insbesondere das Verhalten bei Drehungen, ist eng mit der mathematischen
Struktur der Quantentheorie verknüpft. Insbesondere gilt dies für die im letz-
ten Abschnitt besprochene Vorzeichenfreiheit bei Drehungen.

Für Teilchen mit Spin 1
2
haben wir festgestellt, daß sie durch zweikompo-

nentige Wellenfunktionen Φ : R3 → C2 beschrieben werden müssen. Solche
Wellenfunktionen werden Paulispinoren, oder kurz Spinoren genannt. Wir
geben jetzt dem Vektorraum der Spinoren, wie von der Quantentheorie ver-
langt, eine Hilbertraumstruktur, indem wir setzen

〈
Φ, Φ̃

〉
=

∫
d3x

〈
Φ(x), Φ̃(x)

〉
,

wobei
〈
Φ(x), Φ̃(x)

〉
das natürliche Skalarprodukt in C2 ist. DerHilbertraum

der Spinoren besteht somit aus allen Funktionen Φ : R3 → C2 mit
∫
d3x |Φ(x)|2 <∞ .

Er wird auch mit L2(R3,C2) bezeichnet. Gilt

S3Φ =
~
2
Φ ,

so hat Φ offenbar die Form:

Φ =

(
ϕ(x)
0

)
und |Φ(x)|2 = |ϕ(x)|2 .

Ein Teilchen, das durch einen solchen Spinor beschrieben wird, heißt in x3-
Richtung polarisiert mit Spin ~

2
.

|ϕ(x)|2 ist offenbar die Ortsraumwahrscheinlichkeit eines solchen Teilchens
und wird durch eine einzige, gewöhnliche Wellenfunktion ϕ beschrieben. Ana-
log gilt für den Fall S3Φ = −~

2
Φ: Ein Teilchen, das durch einen solchen Spi-

nor beschrieben wird, hat Φ =

(
0
ϕ

)
als Spinorwellenfunktion und heißt in
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x3-Richtung polarisiert mit Spin −~
2
. Seine Ortsraumwahrscheinlichkeit ist

wieder

|Φ(x)|2 = |ϕ(x)|2 ,

und wird ebenfalls durch eine einzige Wellenfunktion beschrieben. Daneben

sind aber auch alle Spinoren Φ(x) =

(
ϕ1(x)
ϕ2(x)

)
zugelassen. Sie werden als

Spinoren gemischter Polarisation bezeichnet.

Die Aktion D(g) der Drehgruppe auf diesen Spinoren hat folgende Form:
Ist g ∈ SO(3) und ĝ ∈ SU(2) eine 2× 2-Matrix mit ρ(ĝ) = g so gilt

D(g)Φ(x) = ĝΦ(g−1x)

für alle g ∈ SO(3). Offenbar gilt:

〈
D(g)Φ, D(g)Φ̃

〉
=

∫
d3x

〈
ĝΦ(g−1x), ĝΦ̃(g−1x)

〉

=

∫
d3x

〈
Φ(g−1x), Φ̃(g−1x)

〉

=

∫
d3x

〈
Φ(x), Φ̃(x)

〉

=
〈
Φ, Φ̃

〉
;

d.h. D(g) ist unitär. D(g) ist allerdings keine Darstellung von SO(3), weil
die Matrix ĝ nur bis auf ein Vorzeichen bestimmt ist. Dieser Sachverhalt ist
mathematisch sehr unbequem. Wir können ihn allerdings vermeiden, wenn
wir D als eine Darstellung von SU(2) auffassen. Wir setzen für alle ĝ ∈
SU(2):

D(ĝ)Φ(x) = ĝΦ(ρ(ĝ)−1x)

und beachten, daß für ĝ mit ρ(ĝ) = g die Aktion der Drehgruppe vorliegt.
Wird dieser Umstand außer Acht gelassen, so definiert die letzte Gleichung
eine Aktion der Gruppe SU(2) auf den Spinoren. Für diese Aktion gilt nun

D(ĝ1)D(ĝ2)Φ(x) = ĝ1D(ĝ2)Φ(ρ(g1)
−1x)

= ĝ1ĝ2Φ(ρ(g2)
−1ρ(g1)

−1x)

= ĝ1ĝ2Φ(ρ(g1g2)
−1x)

= D(ĝ1ĝ2)Φ(x) ,
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d.h.

D(ĝ1)D(ĝ2) = D(ĝ1ĝ2) .

Damit ist aber D jetzt eine Darstellung von SU(2) im Raum L2(R3,C2) der
Spinoren, die wir mit den selben Buchstaben bezeichnen wollen. Offenbar ist
D auch unitär.

Wir können nun auch die Generatoren dieser Darstellung wie in Abschnitt 4.2
berechnen. Dazu beachten wir die im letzen Abschnitt gefundene Relation:
Für

ĝ = cos

( |ω|
2

)
− i sin

( |ω|
2

)
σ

(
ω

|ω|

)

= exp

[
− i
2
σ(ω)

]

gilt

ρ(ĝ) = expA(ω) ,

(ω ∈ R3). Setzen wir, wie in Abschnitt 4.2,

ĝ(λ) = exp

[
− i
2
λσ(ω)

]

und berechnen analog

D(g(λ))−1
d

dλ
D(g(λ)) ,

so finden wir

D(g(λ))−1
d

dλ
D(g(λ)) =

1

i~
ω · (L+ S) ,

wobei

Sk =
~
2
σk

unsere Spinoperatoren sind. Es ist deshalb sinnvoll, die Operatoren des Ge-
samtdrehimpulses einzuführen:

Jk = Lk + Sk .
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Diese erfüllen offenbar ebenfalls die Vertauschungsrelationen

[Jk, Jl] = i~εklnJn

woraus sofort folgt:

J2 =
3∑

k=1

J2k

kommutiert mit allen Jk. Ebenso gilt

[
Jk, L

2
]

= 0 .

Wir können deshalb einen den Kugelflächenfunktionen analogen Satz von

”
Kugelspinoren“ einführen, die nur Funktionen der Winkel sind. Diese Spi-
noren haben die Eigenschaft (Vergleiche Übung 9.)

J2Φljm = ~2j(j + 1)Φljm ,

L2Φljm = ~2l(l + 1)Φljm ,

J3Φljm = ~mΦljm ,

( l = j ± 1
2
; j = 1

2
, 3
2
, 5
2
, . . .; m = −j,−j + 1, . . . , j.)

Der Hilbertraum L2(R3,C2) hat bezüglich dieser Spinoren die natürliche
Zerlegung

L2(R3,C2) = ⊕ljmVljm

und es gilt

Φ ∈ Vljm ⇔ Φ = ϕ(r)Φljm(x0) .

4.6 Pauligleichung, Eichinvarianz, minimale

Kopplung

In Abschnitt 4.3 haben wir den Hamiltonoperator eines geladenen Teil-
chens im elektrischen Feld einer Punktladung Q mit zusätzlich angelegtem
konstanten Magnetfeld B hergeleitet. Das Ergebnis war nach dem Korre-
spondenzprinzip

Hop =
1

2m

(
−i~∇− q

c
A
)2

+ qΦ ,
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wobei gilt: A ist das Vektorpotential des Magnetfeldes B, d.h.

B = rotA

und Φ ist das elektrische Potential der Punktladung Q. Speziell gilt also

Φ =
Q

r

und A = 1
2
[B, x], womit B = rotA in der Tat erfüllt ist. Die Diskussion des

Zeeman-Effektes zeigte, daß dieser Hamiltonoperator für Spin 1
2
-Teilchen

den Zusatzterm

− ~q
2mc

σ(B)

enthalten mußte. Der vollständige Hamiltonoperator lautet deshalb

Hop =
1

2m

(
−i~∇− q

c
A
)2

+ qΦ− ~q
2mc

σ(B) .

Die Einschränkung, daß B ein konstantes Magnetfeld und Φ das Potential
einer Punktladung ist, kann in der Tat fallen gelassen werden: Sind E und B
beliebige elektrische und magnetische Felder (u.U. auch zeitabhängig!) und A
und Φ die zugehörigen Vektorpotentiale und das elektrische Potential, so gibt
die letzte Gleichung den vollständigen Hamiltonoperator für ein Teilchen
an, das sich in diesen Feldern bewegt. Die zugehörige Schrödingergleichung
lautet

i~
∂

∂t
ψ =

[
1

2m

(
−i~∇− q

c
A
)2

+ qΦ− ~q
2mc

σ(B)

]
ψ ,

wobei ψ ein zweikomponentiger Spinor ist. Diese Gleichung kann in die Form

i~
∂

∂t
ψ =

(
1

2m
D2 + qΦ

)
ψ (4.8)

gebracht werden, wobei D der Operator

D = σ
(
−i~∇− q

c
A
)

=
3∑

k=1

σk

(
−i~ ∂

∂xk
− q

c
Ak
)

ist. Zum Beweis berechne man D2 unter Benutzung der Multiplikationsregel

σkσl = δkl id+ iεklnσn
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für die Paulimatrizen.

In der speziellen Form (4.8) heißt die Schrödingergleichung eines Spin 1
2
-

Teilchens Pauligleichung. Sie enthält charakteristischerweise nicht die elek-
tromagnetischen Felder E und B, sondern deren Vektorpotential. Die klassi-
schen Bewegungsgleichungen enthalten hingegen nur die Felder selbst. Diese
Tatsache scheint zunächst ein ernsthaftes Problem aufzuwerfen. Die Vek-
torpotentiale A und das elektrische Potential Φ sind nämlich für gegebene
elektrische Felder E und B nicht eindeutig bestimmt. Ersetzt man nach der
Regel:

A → A′ = A+∇λ
Φ → Φ′ = Φ− 1

c

∂

∂t
λ

A und Φ durch A′ und Φ′, wobei λ eine beliebige Funktion von Raum und Zeit
ist, so ändern sich die zugehörigen Felder E und B nicht. Die Pauligleichung
(4.8) ändert sich aber sehr wohl. Sie hat allerdings die bemerkenswerte Ei-
genschaft, daß diese Änderung durch die zusätzliche Transformation

ψ → ψ′ = e−i
qλ
~cψ

des Spinors ψ kompensiert wird, wie man durch kurzes Nachrechnen leicht
zeigt. Wir können nun ein Argument benutzen, daß in der Vorlesung be-
reits mehrfach aufgetaucht und für die Quantentheorie charakteristisch ist:
Eine solche Phasentransformation ist bei der Berechnung physikalischer Ei-
genschaften, wie Ortsraumwahrscheinlichkeiten usw., unwesentlich und läßt
diese Größen invariant. Die gemeinsame Ersetzung der Potentiale A → A′,
Φ → Φ′ und der Spinoren ψ → ψ′ ändert somit beobachtbare physikalische
Eigenschaften nicht; die Freiheit in der Wahl der elektromagnetischen Poten-
tiale wird lediglich durch eine Phasentransformation der Spinoren kompen-
siert, ohne daß sich die Werte physikalischer Größen ändern. Die Substitution

A→ A′ = A+∇λ , Φ→ Φ′ = Φ− 1

c

∂

∂t
λ

heißt bekanntlich Eichtransformation der Potentiale. Die entsprechende Trans-
formation

ψ → ψ′ = e−i
qλ
~cψ

wird deshalb auch Eichtransformation der Wellenfunktion genannt.
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Die nun folgenden Bemerkungen vertiefen diesen Sachverhalt noch ein we-
nig, haben allerdings erst in einer relativistischen Behandlung der Teilchen
wirkliche Bedeutung. Wir schreiben zunächst die Pauligleichung in der Form

i~
(

∂

∂x0
+ i

q

~c
Φ

)
ψ =

1

2m
D2ψ

mit x0 = ct und

D = −i~
3∑

k=1

σk

(
∂

∂xk
+ i

q

~c
Ak

)
.

Dabei ist Ak = −Ak; somit bilden die Größen A0, Ak, (k = 1, 2, 3), die Kom-
ponenten eines kovarianten Vektors, oder einer 1-Form im Minkowskiraum
R4. Wir sehen: Der Übergang vom feldfreien Fall zum Fall eines Teilchens
im Feld mit den kovarianten Potentialen Aµ, (µ = 0, 1, 2, 3), wird durch die
einfache Ersetzung

∂

∂xµ
→ ∇µ =

∂

∂xµ
+ i

q

~c
Aµ

erreicht. Der Ausdruck ∇µ heißt kovariante Ableitung und die formale Ein-
führung des elektromagnetischen Feldes mit Hilfe dieser speziellen Ersetzung
heißt minimale Kopplung an das gegebene Feld. Im Rahmen dieser Vorlesung
hat diese minimale Kopplung noch keine tiefere Bedeutung; sie erhält diese
erst in der modernen Theorie der Elementarkräfte; hier hat sich in der Tat
gezeigt, daß alle Kraftwirkungen in der Natur in der Form einer solchen
minimalen Kopplung auftreten.

4.7 Übungsaufgaben

A9.1 Clebsch–Gordan–Koeffizienten für die Drehimpulskopplung (`) mit
(
1
2

)

Als Basis des Raums L2(S2, C2) definiert man Kugelspinoren

Y`m(x0) eα für ` ∈ N, α = ±1

2
mit e 1

2
=

(
1

0

)
, e− 1

2
=

(
0

1

)
.

Die Spinoperatoren Sk lauten Sk =
~
2
σk, wobei σk die Paulimatrizen sind:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.
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(1) Zeige, daß σmσn = δmn id+ iεmnkσk und folgere mit der Notation
σ(a) = akσk für a ∈ R3, daß σ(a)σ(b) = 〈a, b〉 id+ iσ(a× b).

(2) Folgere aus (1), daß [Sm, Sn] = i~εmnkSk.

(3) Die Gesamtdrehimpulsoperatoren Jk sind wie folgt definiert: Jk = Lk+
Sk. Zeige [J2, J3] = 0 und [L2, Jk] = 0. Damit folgt, daß J2, J3 und L2

gemeinsam diagonalisiert werden können. Sie besitzen die Eigenwerte
~2j(j+1), ~mj und ~2`(`+1). Die gemeinsamen Eigenfunktionen tragen
daher die Quantenzahlen j, mj und `.

(4) Zeige [Jk, L · S] = 0 und [L2, L · S] = 0.

(5) Zeige die Identität

(L · S)2 = ~2

4
L2 − ~2

2
L · S.

(6) Setze

A := 1 +
2

~2
L · S

und folgere aus (5), daß A2 = 1
~2 L

2 + A. Im Raum der Kugelspinoren
ψ mit L2 = ~2`(`+ 1) wirkt daher A2 − A als (A2 − A)ψ = `(`+ 1)ψ,
womit A die Eigenwerte −` und `+ 1 hat. Daraus folgt, daß in diesem
Raum die Operatoren

P+ =
`+ A

2`+ 1
, P− = 1− P+ =

`+ 1− A
2`+ 1

Projektoren sind. Die Funktionen Y`meα bilden eine Basis für diesen
Raum.

(7) Zeige

J2 = ~2
(
`+

1

2

)(
`+

3

2

)
P+ + ~2

(
`− 1

2

)(
`+

1

2

)
P−

und folgere, daß j = `± 1
2
. Was gilt für ` = 0 ?

(8) Zeige J3Y`meα = ~(m+ α)Y`meα =: ~mjY`meα. Damit sind Y`,mj∓ 1
2
e± 1

2

Eigenfunktionen von J3 zum Eigenwert mj.

(9) Zeige L · S = L3S3 +
1
2
(L+S− + L−S+), wobei S± = S1 ± iS2.
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(10) Zeige, daß

Φ`,j=`+ 1
2 ,mj

=

√
`+mj +

1
2

2`+ 1
Y`,mj− 1

2
e 1

2
+

√
`−mj +

1
2

2`+ 1
Y`,mj+

1
2
e− 1

2
(4.9)

Φ`,j=`− 1
2 ,mj

= −

√
`−mj +

1
2

2`+ 1
Y`,mj− 1

2
e 1

2
+

√
`+mj +

1
2

2`+ 1
Y`,mj+

1
2
e− 1

2

gerade die Eigenfunktionen der Projektoren P± sind:

P±Φ`,j=`± 1
2
,mj

= Φ`,j=`± 1
2
,mj
, P±Φ`,j=`∓ 1

2
,mj

= 0.

Verifiziere, daß

J2Φ`jmj
= ~2j(j+1)Φ`jmj

, J3Φ`jmj
= ~mjΦ`jmj

, L2Φ`jmj
= ~2`(`+1)Φ`jmj

.

Die Zahlen in (4.9) heißen Clebsch–Gordan–Koeffizienten für die
Kopplung (`) mit

(
1
2

)
.

H9.1 Zur Parität der Kugelspinoren

Nach A9.1.10 gibt es zu festem j Zustände mit ` = j ± 1
2
, d.h. verschiedener

Parität.

(1) Zeige, daß für den Paritätoperator P gilt: PΦ`jmj
= (−1)`Φ`jmj

.

(2) Zeige

σ(x0)
2 = 1, [Jk, σ(x0)] = 0, Pσ(x0)P = −σ(x0).

(3) Folgere für ` = j ± 1
2
, daß die Funktionen ψjmj

:= σ(x0)Φ`jmj
Eigen-

funktionen zu J2 und J3 mit Eigenwerten ~2j(j+1) bzw. ~mj sind und
Pψjmj

= (−1)`+1ψjmj
.

(4) Zeige, daß es ein c ∈ C gibt, so daß mit `′ = j∓ 1
2
gilt: ψjmj

= cΦ`′jmj
.

(5) Zeige mit (2), daß c = 1 oder c = −1.

H9.2 Weiteres zum Operator A

(1) Zeige, daß σ(x0) und A antikommutieren: σ(x0)A = −Aσ(x0).

(2) Zeige A2 = 1
~2 J

2 + 1
4
. Das wie folgt definierte Â hat für festes j Eigen-

werte ±1:
Â =

A√
j(j + 1) + 1

4

.



KAPITEL 4. ROTATIONSSYMMETRIE UND SPINOREN 129

H9.3 Die Feinstruktur

Als (eine) relativistische Korrektur zum Hamiltonoperator H0 des Was-
serstoffatoms gibt es einen zusätzlichen Potentialbeitrag, die Spin–Bahn–
Kopplung

H ′ =
1

2m2c2
(L · S)1

r

d

dr

(
−e

2

r

)
.

(1) Zeige, daß J3, J
2, L2 mit H0 und H ′ vertauschen.

(2) Berechne den Beitrag von H ′ zu den ersten beiden Energieniveaus des
Wasserstoffatoms in erster Ordnung Störungstheorie. Gib das Ergebnis
in eV an.

Tip: Die 2p−Radialfunktion des Wasserstoffatoms lautet

R2p(r) =
1√

3(2r0)3
r

r0
e
− r

2r0 .



Kapitel 5

N-Elektronensysteme

5.1 Das Pauliprinzip

Im Abschnitt 3.1 haben wir zum ersten Mal angesprochen, wie ein System
von N Teilchen zu beschreiben ist, nämlich durch eine Wellenfunktion

ψ : R3 × . . .× R3

︸ ︷︷ ︸
N−mal

→ C .

Wir sehen jetzt, wie diese Aussage verallgemeinert werden muß, wenn die
Teilchen den Spin 1

2
besitzen: Für den Fall, daß sich ein Teilchen im Spinpo-

larisationszustand eαi mit

S
(i)
3 eαi = ~αieαi ,

(αi = ±1
2
), befindet, muß der Gesamtspinzustand (oder Multispinor) durch

das Tensorprodukt eα1⊗· · ·⊗eαN gegeben sein und die Gesamtwellenfunktion
ist durch

ψ(x1, x2, . . . , xN )eα1 ⊗ · · · ⊗ eαN
gegeben. Bei allgemeinster Polarisation muß daher die Gesamtwellenfunktion
die Form

Φ(x1, . . . , xN) =
∑

α1,...,αN

Φα1···αN eα1 ⊗ · · · ⊗ eαN

besitzen. Wir können diesen Sachverhalt mathematisch offenbar so formulie-
ren: Ein System vonN Teilchen mit Spin 1

2
besitzt eine Gesamtwellenfunktion

Φ : R3 × · · · × R3

︸ ︷︷ ︸
N−mal

→ C2 ⊗ · · · ⊗ C2

︸ ︷︷ ︸
N−mal

= ⊗NC2 .

130
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Für das natürlich induzierte Skalarprodukt in ⊗NC2 gilt

〈eα1 ⊗ · · · ⊗ eαN , eβ1 ⊗ · · · ⊗ eβN 〉 = δα1β1 · · · δαNβN .

Wir können deshalb im Raum unserer Wellenfunktionen Φ ein Skalarprodukt
definieren:

〈
Φ, Φ̃

〉
=

∫
d3x1 · · · d3xN

〈
Φ(x1, . . . , xN), Φ̃(x1, . . . , xN )

〉

=

∫
d3x1 · · · d3xN

∑

α1,...,αN

Φα1,...,αN (x1, . . . , xN )Φ̃α1,...,αN (x1, . . . , xN) .

Der quantenmechanische Hilbertraum unseres N -Teilchensystems besteht
deshalb aus allen Funktionen

Φ : R3 × · · · × R3

︸ ︷︷ ︸
N−mal

→ ⊗NC2

mit

‖Φ‖2 = 〈Φ,Φ〉 <∞

und wird mit

L2(R3N ,⊗NC2)

bezeichnet. Die Schrödingergleichung lautet wie stets

i~
∂

∂t
Φ = HopΦ ,

wobei Hop problemangepaßt zu bestimmen ist. Für N Elektronen im Feld
einer Punktladung Q = −Ne, d.h. für ein neutrales Atom mit N Elektronen
ergibt sich nach dem Korrespondenzprinzip

Hop ≡ − ~2

2me

3∑

i=1

(
∆i −

Ne2

|xi|

)
+
∑

i<k

e2

|xi − xk|
.

Die Aktion der Drehgruppe oder besser der Gruppe SU(2) ist offenbar wie
folgt zu definieren, (g ∈ SU(2)):

D(g)Φ(x1, . . . , xN) = g ⊗ · · ·⊗︸ ︷︷ ︸
N−mal

Φ(ρ(g)−1x1, . . . , ρ(g)
−1xN)

= Φα1,...,αN (ρ(g)
−1x1, . . . , ρ(g)

−1xN)geα1 ⊗ · · · ⊗ geαN .
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D(g) ist, wie man leicht nachrechnet wieder unitär und besteht, wie bereits
am einzelnen Elektron gezeigt, aus einer gemeinsamen Drehung der Ortvekto-
ren xi und der Elektronspins. D(g) ist eine Symmetrietransformation unseres
Hamiltonoperators. Die Schrödingergleichung weist jetzt aber eine neue
Symmetrie auf, die sich erst im N -Teilchensystem zeigt und für einzelne Teil-
chen gar nicht sichtbar ist. Sei σ eine Permutation der Zahlen 1, . . . , N . Wir
können σ eine Transformation der Wellenfunktionen Φ zuordnen, indem wir
setzen:

PσΦ(x1, . . . , xN) = Φα1,...,αN (xσ(1), . . . , xσ(N))eασ(1)
⊗ · · · ⊗ eασ(N)

.

Diese Transformation vertauscht simultan die Teilchenkoordinaten und die
Elektronspinzustände eα. Es gilt

P−1σ HopPσ = Hop , (5.1)

sowie: Pσ ist unitär. Pσ ist also eine neue, im N -Teilchensystem auftreten-
de Symmetrietransformation. Sie existiert für N Elektronen nur, weil die
Elektronen als Teilchen nicht unterscheidbar sind. Sie haben die gleiche La-
dung und die gleiche Masse und nur aus diesem Grund besitzt der Hamil-
tonoperator die Eigenschaft (5.1). Für ein System von N -Teilchen mit unter-
schiedlicher Masse existiert diese Symmetrie in der Tat nicht. Wir bemerken
zusätzlich, daß Pσ auch die Eigenschaft besitzt, mit den Drehtransformatio-
nen zu kommutieren:

P−1σ D(g)Pσ = D(g) ;

der Beweis sei auch hier dem Leser überlassen, der mittlerweile sicher geübt
genug (und sicher auch gewillt) ist, solche Identitäten selbst zu verifizieren.

Die oben eingeführtenWellenfunktionen Φ lassen sich nun in konkreten physi-
kalischen Fällen mit den experimentell beobachteten Atomzuständen verglei-
chen. Es ergibt sich ein bemerkenswerter Überschuß an theoretisch erwarteten
Zuständen; d.h. die Menge unserer Wellenfunktionen ist zu mächtig und muß
zusätzlich eingeschränkt werden. Die Lösung dieses Problems besteht in der
axiomatischen Einführung des sogenannten Pauliprinzips, welches lautet:

Nur diejenigen Wellenfunktionen Φ ∈ L2(R3N ,⊗NC2) sind phy-
sikalisch realisiert, die der Bedingung

PσΦ = εσΦ

für jede Permutation σ genügen.
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εσ steht für das Signum der Permutation σ. Offenbar bedeutet dies, daß die
Wellenfunktion Φ unter simultaner Permutation der Spinzustände eαi und
der Koordinatenvektoren xi antisymmetrisch ist. Wir wollen diesen Sachver-
halt im nächsten Abschnitt am Beispiel des Heliumatoms näher untersuchen,
bemerken aber zunächst allgemein: Wegen (5.1)

P−1σ HopPσ = Hop

gilt auch für den Zeitentwicklungsoperator U(t) = exp
[
− i

~tHop

]
:

P−1σ U(t)Pσ = U(t) oder PσU(t) = U(t)Pσ .

Erfüllt daher die Startwellenfunktion Φ0

PσΦ0 = εσΦ0 ,

so gilt für alle Zeiten

PσU(t)Φ0 = U(t)PσΦ0 = εσU(t)Φ0 ,

d.h. die zeitabhängige Wellenfunktion, die als Lösung der Schrödingerglei-
chung entsteht, bleibt für alle Zeiten antisymmetrisch. Wir haben in Kapitel
3, zumindest plausibel gemacht, daß die Startwellenfunktionen i.A. als Ei-
genfunktionen von Operatoren, die physikalischen Observablen entsprechen,
realisiert werden; exemplarisch hatten wir hierfür einen bestimmten Hamil-

tonoperator benutzt. Wenn in der Tat völlig identische Teilchen vorliegen,
so gibt es keine Observablen, die zwischen ihnen unterscheiden. Eine Start-
wellenfunktion, die sich unter Permutationen Pσ in eine wesentlich andere
Funktion transformieren würde, könnte deshalb nicht durch eine Messung
fixiert werden. Das Pauliprinzip besagt nun, daß dies auch nicht notwendig
ist; die Wellenfunktion ändert sich zwar unter Permutation, aber sie ändert
sich bestenfalls um ein Vorzeichen, das wie bereits mehrfach an anderer Stelle
betont, die Werte von physikalischen Observablen nicht beinflußt.

Wir haben unsere Einführung des Pauliprinzips an einem speziellen Ha-

miltonoperator demonstriert. Unsere Argumente bleiben aber ungeändert
richtig, auch wenn der Hamiltonoperator eine kompliziertere Gestalt be-
sitzt. Tatsächlich existiert z.B. für Elektronen im Ladungsfeld die sogenann-
te Spin-Bahn-Wechselwirkung, die wir in Übung 9. etwas studiert haben;
da sie in gleicher Form für jedes einzelne der Elektronen auftritt, ist der
Gesamthamiltonoperator aber wieder invariant unter Permutationen. Ähn-
liches findet man für kompliziertere Zusatzterme, die für eine realistische
Beschreibung der Atome nicht unwesentlich sind, deren Diskussion hier aber
unterbleiben muß.
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5.2 Das Heliumatom

Wir betrachten jetzt konkret den Fall N = 2, d.h. zwei Elektronen im Feld
eines zweifach geladenen Atomkerns und untersuchen die Energieeigenfunk-
tionen dieses Systems. Der Hamiltonoperator hat die Form

Hop = H1 +H2 +H ′ ,

Hi = − ~2

2me

∆i −
Ze2

|xi|
, (i = 1, 2),

H ′ =
e2

|x1 − x2|
.

H ′ ist die Coulombabstoßung der beiden Elektronen und Hi ist der Hamil-
tonoperator des i-ten Teilchens im elektrischen Feld des Kerns. Eine nicht
sehr genaue, aber qualitativ ausreichende Methode, die zugehörigen Eigen-
funktionen und Energien zu bestimmen, liefert die Störungstheorie mit H ′

als Störpotential. Der ungestörte Hamiltonoperator ist

H0 = H1 +H2

und seine Eigenfunktionen und Energien sind uns aus Abschnitt 2.5 wohl-
bekannt, wo ja die Eigenfunktionen von Hi vollständig berechnet wurden.
Berücksichtigt man den Elektronenspin, so ergibt sich für den tiefsten Eigen-
wert sofort

E0 = −4Eat − 4Eat = −8Eat , (Eat = 13, 6 [eV]),

mit den Eigenfunktionen

ψ000(x1)ψ000(x2)eα ⊗ eβ .

Für den energetisch zweittiefsten Eigenwert folgt:

E1 = −4Eat − Eat = −5Eat

mit den zugehörigen Eigenfunktionen:

ψ000(x1)ψ100(x2)eα ⊗ eβ , (α, β = ±1

2
),

ψ100(x1)ψ000(x2)eα ⊗ eβ ,

ψ000(x1)ψ01m(x2)eα ⊗ eβ , m = −1, 0, 1 ,

ψ01m(x1)ψ000(x2)eα ⊗ eβ , m = −1, 0, 1 ,
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wobei wir ψnlm mit der radialen Quantenzahl n, der Drehimpulsquantenzahl l
und der magnetischen Quantenzahlm indizieren, so daß der Energieeigenwert
von Hi die Form

− 4Eat
(n+ l + 1)2

besitzt. (Zu beachten ist, daß die Wellenfunktionen ebenfalls von der Kern-
ladung abhängen und nicht einfach gleich den Wellenfunktionen des Wasser-
stoffatoms sind.)

Bei der Auflistung der Eigenfunktionen ist das Pauliprinzip nicht berück-
sichtigt; wir erhalten deshalb für die tiefste Energie 4 Zustände durch den
Spinfreiheitsgrad allein. Diese 4-fache Entartung wird empirisch nicht be-
obachtet; stattdessen existiert nur ein einziger Zustand. Das Pauliprinzip
bewirkt offenbar, daß dies der Zustand

ψ000(x1)ψ000(x2)
1√
2

(
e 1

2
⊗ e− 1

2
− e− 1

2
⊗ e 1

2

)

ist, denn im Ortsraumanteil sind die zugehörigen Wellenfunktionen bereits
symmetrisch. Wir schreiben der Einfachheit halber

ϕ00 =
1√
2

(
e 1

2
⊗ e− 1

2
− e− 1

2
⊗ e 1

2

)
.

Der Faktor 1√
2
wurde überdies nur eingeführt, damit die Gesamtwellenfunk-

tion auf 1 normiert ist. Für die antisymmetrischen Wellenfunktionen zu E1

ergibt das Pauliprinzip mit

ψ±1m(x1, x2) =
1√
2
(ψ000(x1)ψ01m(x2)± ψ01m(x1)ψ000(x2)) ,

ψ±00(x1, x2) =
1√
2
(ψ000(x1)ψ100(x2)± ψ100(x1)ψ000(x2))

und

ϕ1M(x1, x2) =





e 1
2
⊗ e 1

2
, M = 1

1√
2

(
e 1

2
⊗ e− 1

2
+ e− 1

2
⊗ e 1

2

)
, M = 0

e− 1
2
⊗ e− 1

2
, M = −1

die antisymmetrischen Wellenfunktionen

ψ+1mϕ
0
0 , ψ−1mϕ

1
M , ψ+00ϕ

0
0 , ψ−00ϕ

1
M .
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Statt ursprünglich 32, erhalten wir nach Berücksichtigung des Pauliprinzips
nur noch 14 erlaubte Zustände, was durch den experimentellen Befund auch
bestätigt wird. Bei der störungstheoretischen Berücksichtigung von H ′ ist in
erster Ordnung nur der Erwartungswert von H ′ bezüglich dieser Zustände zu
berechnen. Für die ersten beiden Zustände ist dieser durch

A± =

∫
d3x1d

3x2 ψ
±
1m(x1, x2)ψ

±
1m(x1, x2)

e2

|x1 − x2|

gegeben; die Spinabhängigkeit der Wellenfunktionen hebt sich trivial weg.
Tatsächlich ist dieses Integral auch vonm unabhängig. Für die beiden letzten
Zustände ergibt sich analog der Erwartungswert

B± =

∫
d3x1d

3x2 ψ
±
00(x1, x2)ψ

±
00(x1, x2)

e2

|x1 − x2|
,

und die zugehörigen Energieeigenwerte nehmen näherungsweise die Form

E = −5Eat + A±

bzw.

E = −5Eat +B±

an.
Die Spinwellenfunktionen ϕ00 und ϕ

1
M sind per Konstruktion antisymmetrisch,

respektive symmetrisch. Untersucht man die sogenannten Gesamtspinopera-
toren

Sk = S
(1)
k + S

(2)
k

= Sk ⊗ id+ id⊗ Sk ,

so gilt

[Sk, Sl] = i~εklnSn ,

sowie

S2ϕ00 = 0 ,

S2ϕ1M = ~21(1 + 1)ϕ1M = 2~2ϕ1M ,

S3ϕ
0
0 = 0 und

S3ϕ
1
M = ~Mϕ1M .
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Die Werte der Gesamtspinzahl sind somit 0 für ϕ00 und 1 für ϕ11. An der
Energieaufspaltung der beiden ersten aufgelisteten Zustände erkennen wir,
daß

für S = 0 : E = −5Eat + A+ und

für S = 1 : E = −5Eat + A− gilt.

An der Form von A± erkennt man sofort, daß 0 < A− < A+ gelten muß.
Die Coulombrepulsion ist für kleine Abstände |x1 − x2| am stärksten. Im
Integral A− verschwindet aber ψ−1m(x1, x2) für x1 = x2, weil

ψ−1m(x1, x2) = −ψ−1m(x2, x1)

gilt. Die analoge Aussage gilt für die letzten beiden Zustände:

Für S = 0 ist E = −5Eat +B+ ,

für S = 1 ist E = −5Eat +B− ,

und 0 < B− < B+ gilt, weil ψ−00(x1, x2) antisymmetrisch ist.
(Vergleiche Übung 10.)

Der entscheidende Punkt in dieser Diskussion ist die Erkenntnis, daß die
Energie eines Mehrteilchensystems vom Gesamtspin des Systems abhängt,
obwohl der Hamiltonoperator keine spinabhängigen Terme aufweist. Der
Grund hierfür ist offenbar allein das Pauliprinzip, das nicht nur die erlaubten
Wellenfunktionen einschränkt, sondern offenbar auch Gesamtspin-abhängige
Energieaufspaltungen bewirkt.

In Verallgemeinerung des oben geschilderten Sachverhaltes ergibt sich allge-
mein auch für schwere Atome als Folge des Pauliprinzips die ersteHundsche
Regel:

Im Atom sind die Zustände mit maximalem Elektronengesamt-
spin energetisch bevorzugt.

Wir werden diese Regel zum Anlaß nehmen, später den Gesamtspin näher
zu untersuchen.

5.3 Die Elektronenstruktur der Atomkerne

Wir könnten nun in der gleichen Weise versuchen allgemein die energeti-
schen Grundzustände von Atomen zu diskutieren, indem wir zunächst die
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Abstoßung der Elektronen vernachlässigen und in einem zweiten Schritt erst
störungstheoretisch berücksichtigen. Ein solches Vorgehen liefert mit prak-
tikablem Aufwand allerdings zu grobe Resultate und muß durch effizientere
Verfahren ersetzt werden, die hier zu schildern nicht der Platz ist. Stattdessen
vertrauen wir besser unserer physikalischen Intuition und überlegen uns, was
denn der Effekt der Coulombrepulsion tatsächlich bewirken könnte. Offen-
bar wird für ein einzelnes Elektron die Kernladung durch die Präsenz anderer
Elektronen effektiv abgschirmt. Außerdem ist eine leichte Formänderung in
der r-Abhängigkeit des Kernpotentials zu erwarten. Wir können diese Effekte
durch eine Abänderung des Kernpotentials simulieren:

− e2

|xi|
→ −(Z − σ)e2

|xi|
+

c

|xi|2
.

Die Konstanten σ und c werden dabei effektiv von der KernladungN abhängen.
Der erste Anteil des neuen Kernpotentials ist in der Form unproblematisch.
In Energien und Eigenfunktionen des von uns vollständig gelösten Cou-

lombproblems ist lediglich die Kernladung durch (N − σ) zu ersetzen. Der
Effekt des zweiten Terms ist struktureller Art. Er bewirkt, daß die Einteil-
chenenergien nicht mehr die Form

E = − const

(n+ l + 1)2

besitzen und damit für alle Zustände mit n+ l = n′ + l′ energetisch entartet
sind. Stattdessen spalten diese Zustände auf, und zwar so, daß höhere l-Werte
energetisch nach oben geschoben werden. Für die Elektronenstruktur hat dies
den folgenden Effekt: Auf Grund des Pauliprinzips besitzt der energetische
Grundzustand eine Wellenfunktion die in ihrem Ortsanteil das Produkt von
Eigenfunktionen ϕnlm(xi) mit Eigenenergien Enl ist. Für sie gilt

H(xi)ϕnlm(xi) = Enlϕnlm(xi)

mit

H(xi) = − ~2

2m
∆i −

(Z − σ)e2
|xi|

+
c

|xi|2
.

Die Eigenwerte sind jetzt für alle n, l verschieden, wobei größere l-Werte
zu kleineren negativen Energien führen. (Effekt von c

|xi|2
). In der Grundzu-

standswellenfunktion ist dasjenige Produkt der Einteilchenwellenfunktionen
ϕnilimi

(xi) realisiert, das zur niedrigsten Gesamtenergie

E =
N∑

i=1

Enili
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gehört. Außerdem soll das Pauliprinzip gelten. Beachten wir den Spinfrei-
heitsgrad der Elektronen, so ergibt das Pauliprinzip, daß im Produkt der
Einteilchenfunktionen ϕnilimi

ein und derselbe Zustand maximal nur zwei-
mal erscheinen darf; die Elektronen besetzen somit im Grundzustand mit
wachsendem N jede dieser Einteilchenfunktionen zweimal. Es ergibt sich die
folgende Tabelle der Elektronenkonfigurationen für das Periodensystem der
Elemente: (siehe Abbildung 5.1)

Zur Erklärung: Die Tabelle benutzt die historisch gewachsenen Notationen:

K L M N O P Q
N = n+ l + 1 = 1 2 3 4 5 6 7

und

s p d f g h . . .
l = 0 1 2 3 4 5 . . .

.

5.4 Optimierung der Wellenfunktionen:

Variationsverfahren

Die Einteilchenwellenfunktionen des letzten Kapitels lassen sich theoretisch
etwas besser begründen, als die intuitive Vorgehensweise vermuten läßt. Da-
zu macht man folgende Vorüberlegung. Sei Hop der Hamiltonoperator eines
quantenmechanischen Problems, mit der Eigenschaft, daß Hop einen tiefsten,
endlichen Eigenwert mit zugehöriger Wellenfunktion ψ0 (mit ‖ψ0‖ = 1) be-
sitzt. Dann gilt für den Energieerwartungswert 〈ψ,Hopψ〉 einer beliebigen
Wellenfunktion ψ, (mit ‖ψ‖ = 1),

〈ψ,Hopψ〉 ≥ E0 .

Das Gleichheitszeichen wird genau für ψ0 angenommen, d.h. als Funktion
von ψ besitzt 〈ψ,Hopψ〉 ein Minimum bei ψ = ψ0. Ist ψ(α1, . . . , αk) eine
Schar von Wellenfunktionen, die von k Parametern αk abhängt und gilt für
alle Parameterwerte ‖ψ(α1, . . . , αk)‖ = 1, so macht es Sinn, den minima-
len Energieerwartungswert 〈ψ(α1, . . . , αk), Hopψ(α1, . . . , αk)〉 zu bestimmen.
Dieser trete für die Parameterwerte α01, . . . , α

0
k auf. Dann ist offenbar unter

allen Wellenfunktionen der Form ψ(α1, . . . , αk) die Funktion ψ(α01, . . . , α
0
k)

diejenige, die den energetischen Grundzustand am besten approximiert.
Die Einteilchenfunktionen des letzten Abschnitts haben die Form

Φ(x) = ψnlm(x)eα ,
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Schale: K L M N O P Q
Element 1s 2s 2p 3s 3p 3d 4s 4p 4d 4f 5s 5p 5d 5f 5g 6s 6p 6d 6f 6g 6h 7s
1. H 1
2. He 2
3. Li 2 1
4. Be 2 2
5. B 2 2 1
6. C 2 2 2
7. N 2 2 3
8. O 2 2 4
9. F 2 2 5
10. Ne 2 2 6
11. Na 2 2 6 1
12. Mg 2 2 6 2
13. Al 2 2 6 2 1
14. Si 2 2 6 2 2
15. P 2 2 6 2 3
16. S 2 2 6 2 4
17. Cl 2 2 6 2 5
18. A 2 2 6 2 6
19. K 2 2 6 2 6 1
20. Ca 2 2 6 2 6 2
21. Sc 2 2 6 2 6 1 2
22. Ti 2 2 6 2 6 2 2
23. V 2 2 6 2 6 3 2
24. Cr 2 2 6 2 6 5 1
25. Mn 2 2 6 2 6 5 2
26. Fe 2 2 6 2 6 6 2
27. Co 2 2 6 2 6 7 2
28. Ni 2 2 6 2 6 8 2
29. Cu 2 2 6 2 6 10 1
30. Zn 2 2 6 2 6 10 2
31. Ga 2 2 6 2 6 10 2 1
32. Ge 2 2 6 2 6 10 2 2
33. As 2 2 6 2 6 10 2 3
34. Se 2 2 6 2 6 10 2 4
35. Br 2 2 6 2 6 10 2 5
36. Kr 2 2 6 2 6 10 2 6
37. Rb 2 2 6 2 6 10 2 6 1
38. Sr 2 2 6 2 6 10 2 6 2
39. Y 2 2 6 2 6 10 2 6 1 2
40. Zr 2 2 6 2 6 10 2 6 2 2
41. Nb 2 2 6 2 6 10 2 6 4 1
42. Mo 2 2 6 2 6 10 2 6 5 1
43. Tc 2 2 6 2 6 10 2 6 (5) (2)
44. Ru 2 2 6 2 6 10 2 6 7 1
45. Rh 2 2 6 2 6 10 2 6 8 1
46. Pd 2 2 6 2 6 10 2 6 10
47. Ag 2 2 6 2 6 10 2 6 10 1
48. Cd 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2
49. In 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2
50. Sn 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2
51. Sb 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2
52. Te 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2
53. I 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2
54. Xe 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2
55. Cs 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 6 1
56. Ba 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 6 2
57. La 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 6 1 2
58. Ce 2 2 6 2 6 10 2 6 10 (1) 2 6 (1) (2)
59. Pr 2 2 6 2 6 10 2 6 10 (2) 2 6 (1) (2)
60. Nd 2 2 6 2 6 10 2 6 10 (3) 2 6 (1) (2)
61. Il 2 2 6 2 6 10 2 6 10 (4) 2 6 (1) (2)
62. Sm 2 2 6 2 6 10 2 6 10 6 2 6 2
63. Eu 2 2 6 2 6 10 2 6 10 7 2 6 2
64. Gd 2 2 6 2 6 10 2 6 10 7 2 6 1 2
65. Tb 2 2 6 2 6 10 2 6 10 (8) 2 6 (1) (2)
66. Ds 2 2 6 2 6 10 2 6 10 (9) 2 6 (1) (2)
67. Ho 2 2 6 2 6 10 2 6 10 (10) 2 6 (1) (2)
68. Er 2 2 6 2 6 10 2 6 10 (11) 2 6 (1) (2)
69. Tu 2 2 6 2 6 10 2 6 10 13 2 6 2
70. Yb 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 2
71. Lu 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 1 2
72. Hf 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 2 2
73. Ta 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 3 2
74. W 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 4 2
75. Re 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 5 2
76. Os 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 6 2
77. Ir 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 7 2
78. Pt 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 9 1
79. Au 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 1
80. Hg 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2
81. Tl 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 1
82. Pb 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 2
83. Bi 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 3
84. Po 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 4
85. At 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 5
86. Rn 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6
87. Fa 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6 1
88. Ra 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6 2
89. Ac 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6 (1) (2)
90. Th 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6 (2) (2)
91. Pa 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6 (3) (2)
92. U 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6 (4) (2)

Abbildung 5.1: Elektronenstrukturen der Elemente; aus H. Preuss,
”
Grund-

riss der Quantenchemie“
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wobei ψnlm die Schrödingergleichung

(
− ~2

2me

∆− (Z − σ)e2
r

+
c

r2

)
ψnlm = εnlψnlm

erfüllt (mit ‖ψnlm‖2 = 1). ψnlm hat die Form fnl(r)Ylm. Insbesondere hängt
ϕnlm und damit Φ von σ und c ab. Wir schreiben

Φ(x) = Φα(σ, c)(x) (5.2)

und indizieren mit α = 1, 2, . . . , N diejenigen Φ-Funktionen, die der energe-
tisch tiefsten Elektronenkonfiguration nach dem letzten Abschnitt entspre-
chen. Die Gesamtwellenfunktion besitzt vor der Antisymmetrisierung deshalb
die Form

ψ̂(x1, . . . , xN) = Φ1(x1)⊗ · · · ⊗ ΦN(xN) . (5.3)

Die physikalisch relevante antisymmetrische Wellenfunktion ist deshalb

ψ(x1, . . . , xN ) =
1√
N !

∑

σ

Φσ(1)(x1)⊗ · · · ⊗ Φσ(N)(xN) . (5.4)

Der Normierungsfaktor garantiert, wie man leicht nachrechnet ‖ψ‖2 = 1.

ψ hängt über die Wellenfunktionen Φ von σ und c ab: ψ = ψ(σ, c). Die
Werte σ0 und c0 von σ und c für die die Grundzustandswellenfunktion des
N -Elektronenproblems am besten approximiert wird, sind deshalb durch die
Gleichungen

∂

∂σ
〈ψ(σ, c), Hopψ(σ, c)〉 = 0 , (5.5)

∂

∂c
〈ψ(σ, c), Hopψ(σ, c)〉 = 0 (5.6)

bestimmt, wobeiHop der wahreHamiltonoperator desN -Elektronenproblems
ist. Wir haben deshalb den Erwartungswert der Energie im obigen Ausdruck
zu berechnen. (Vergleiche Übung 10.) Mit

Hop = − ~2

2me

N∑

k=1

(
∆k −

Ze2

|xk|

)
−
∑

k>l

e2

|xk − xl|
(5.7)
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finden wir:

〈ψ(σ, c), Hopψ(σ, c)〉 =
N∑

α=1

∫
d3x

〈
Φα(x),

(
− ~2

2me

∆− Ze2

|x|

)
Φα(x)

〉
+

+
1

2

N∑

α,β=1

∫
d3x d3y

e2

|x− y|
(
|Φα(x)|2 |Φβ(y)|2 −

− |〈Φα(x),Φβ(y)〉|2
)
.

Die Funktionen Φα sind in ihrer Parameterabhängigkeit von σ und c festge-
legt. Die oben auftretenden Integrale können somit explizit berechnet werden,
was natürlich durchaus mühsam ist. Wichtig ist jedoch, daß nun die optima-
len Werte von σ und c tatsächlich aus (5.5) bestimmt werden können und
damit unser intuitives Verfahren nachträglich gerechtfertigt werden kann.
Im sogenannten Hartree-Fock-Verfahren ist es sogar möglich, die Einteil-
chenwellenfunktionen Φα(x) ohne Bezugnahme auf eine spezielle Parameter-
abhängigkeit zu bestimmen, Dazu läßt man die Spinoren Φα(x) zunächst
völlig unbestimmt und definiert die Gesamtwellenfunktion ψ wie zuvor in
(5.4) durch

ψ(x1, . . . , xN ) =
1√
N !

∑

σ

Φσ(1)(x1)⊗ · · · ⊗ Φσ(N)(xN) .

Der Erwartungswert lautet dann immer noch

〈ψ(σ, c), Hopψ(σ, c)〉 =
N∑

α=1

∫
d3x

〈
Φα(x),

(
− ~2

2me

∆− Ze2

|x|

)
Φα(x)

〉
+

+
1

2

N∑

α,β=1

∫
d3x d3y

e2

|x− y|
(
|Φα(x)|2 |Φβ(y)|2 −

− |〈Φα(x),Φβ(y)〉|2
)
.

Wir verlangen nun, daß die Funktion Φα die Bedingung ‖Φα‖2 = 1 erfülle
und den Energieerwartungswert 〈ψ,Hopψ〉minimalisiere. Dies ist offenbar ein
Variationsproblem in den Einteilchenwellenfunktionen Φα. Die Bedingungen
‖Φα‖2 = 1 lassen sich durch Lagrangemultiplikatoren εα berücksichtigen
und wir haben den Ausdruck

δ = 〈ψ,Hopψ〉 −
∑

εα‖Φα‖2
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zu minimalisieren, d.h. wir ersetzen Φα in δ durch Φα + tδΦα, differenzieren
nach t und verlangen, daß für t = 0 und alle Variationen δΦα, der entstehende
Ausdruck verschwindet. Das Ergebnis ist

0 =

∫
d3x

〈
δΦα(x),

(
− ~2

2me

∆− Ze2

|x| Φα − εα
)
(x)

〉
+

+
N∑

β=1

∫
d3x d3y

e2

|x− y|
(
〈δΦα(x),Φα(x)〉 |Φβ(y)|2 −

− 〈δΦα(x),Φβ(x)〉 〈Φβ(y),Φα(y)〉
)
.

Nun ist die Variation δΦα(x) eine völlig beliebige Wellenfunktion. Hieraus
folgt, daß in der Tat(

− ~2

2me

∆− Ze2

|x| − εα
)
Φα(x) + (V̂ Φα)(x) = 0

mit

(V̂ Φα)(x) =
∑

β

∫
d3xd3y

e2

|x− y|
(
|Φβ(y)|2Φα(x)− Φβ(x) 〈Φβ(y),Φα(y)〉

)

gelten muß. Zusätzlich müssen wir bei der Lösung dieses Gleichungssystems
auf die Bedingung

|Φα|2 =

∫
d3x 〈Φα(x),Φβ(x)〉

achten.

Die zuletzt aufgetretenen Gleichungen werden als Hartree-Focksche Glei-
chungen bezeichnet. Sie sind offenbar in den Einteilchenwellenfunktionen
nichtlinear, was das Gleichungssystem so stark kompliziert, daß nur nume-
rische Lösungen möglich sind. (Tatsächlich wurden hierfür die ersten Com-
puter eingesetzt.) Für uns ist vor allem interessant, daß diese Gleichungen

ebenfalls in gewisser Weise eine Modifikation V̂ des Coulombkernpotentials
−Ne2

|x| liefern. Unser intuitives Bild der atomaren Elektronenstruktur wird
deshalb nicht grundsätzlich modifiziert.

5.5 Übungsaufgaben

A10.1 Ortho– und Para–Helium

Das Pauliprinzip verlangt, daß die Gesamtwellenfunktion (das Produkt von
Ort und Spin) zweier Elektronen unter Vertauschung beider Teilchen anti-
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symmetrisch ist. Spin: Betrachte die Basis der Spinzustände zweier Spin− 1
2
−

Teilchen, gegeben durch

e(1)α ⊗ e(2)β , α, β = ±1

2
mit (s(i))2e(i)α =

3~2

4
e(i)α , s

(i)
3 e

(i)
α = ~αe(i)α , i = 1, 2.

Der Gesamtspin S lautet S = s(1) + s(2) ≡ s(1) ⊗ id+ id⊗ s(2).

(1) Begründe, warum der (normierte) Zustand

χ00 =
1√
2

(
e
(1)
1
2

⊗ e(2)− 1
2

− e(1)− 1
2

⊗ e(2)1
2

)

antisymmetrisch unter der Vertauschung der beiden Teilchen ist.

(2) Zeige S2χ00 = 0 und S3χ00 = 0. Daher wird χ00 Spin–Singlett genannt.

(3) Begründe, warum die (normierten) Zustände

χ11 = e
(1)
1
2

⊗e(2)1
2

, χ10 =
1√
2

(
e
(1)
1
2

⊗ e(2)− 1
2

+ e
(1)

− 1
2

⊗ e(2)1
2

)
, χ1−1 = e

(1)

− 1
2

⊗e(2)− 1
2

symmetrisch unter der Vertauschung der beiden Teilchen sind.

(4) Zeige S2χ1ms
= 2~χ1ms

, S3χ1ms
= ms~χ1ms

. Die χ1ms
heißen Spin–

Triplett.

Ort: Vernachlässigt man im Hamiltonoperator zweier Elektronen im Cou-

lombfeld Ze

H = H0 +H ′ =
1

2m

(
(p(1))2 + (p(2))2

)
− Ze2

r(1)
− Ze2

r(2)︸ ︷︷ ︸
H0

+
e2

|x(1) − x(2)|︸ ︷︷ ︸
H′

(∗)

die Abstoßung H ′, so hat man für jedes Elektron ein Wasserstoffproblem mit
Kernladung Z. Die Ortsraum–Wellenfunktionen Φ von H0 haben daher die
Produktform

ΦN1`1m1N2`2m2(x
(1), x(2)) = φN1`1m1(x

(1))φN2`2m2(x
(2)).

(5) Begründe, daß die Ortsraum–Wellenfunktion Φ0 des Grundzustandes
das Produkt der 1s−Wellenfunktionen der beiden Elektronen ist. Wel-
che Energie gehört dazu?

(6) Warum ist Φ0 symmetrisch unter Vertauschung der beiden Elektronen?
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(7) Der Gesamtbahndrehimpuls ist L = L(1) + L(2). Zeige L2Φ0 = 0 und
L3Φ0 = 0.

(8) Begründe, daß die Ortsraum–Wellenfunktionen des ersten angeregten
Zustandes Produkte von 1s− und 2`−Wellenfunktionen sind. Welche
Energie gehört dazu?

(9) Betrachte für den ersten angeregten Zustand die Ortsraum-
Wellenfunktionen

Φ±`m(x
(1), x(2)) =

1√
2

(
φ100(x

(1))φ2`m(x
(2))± φ2`m(x(1))φ100(x(2))

)
.

Zeige L2Φ±`m=~2`(` + 1)Φ±`m, L3Φ
±
`m=~mΦ±`m und für die Teilchenver-

tauschung:

ΠΦ±`m(x
(1), x(2)) := Φ±`m(x

(2), x(1)) = ±Φ±`m(x(1), x(2)).

(10) Die Gesamtwellenfunktionen Ψ sind ein Produkt von Ortsraumwellen-
funktion und Spinor, also von der Form Ψ(x(1), x(2)) = Φ(x(1), x(2))χsms

.
Folgere aus dem Pauliprinzip, daß für den Grundzustand nur Ψ0 =
Φ0χ00 und für den ersten angeregten Zustand Ψpara = Φ+

`mχ00 und
Ψortho = Φ−`mχ1ms

möglich sind. Diskutiere die möglichen Zustände im
Para– (S = 0) bzw. Ortho–Helium (S = 1).

H10.1 Hundsche Regeln

Die AbstoßungH ′ im He wird nun in erster Ordnung Störungstheorie berück-
sichtigt.

(1) Argumentiere, daß die Spin–Triplett–Zustände stärker gebunden sind
als der Spin–Singlett–Zustand. Dies ist ein Spezialfall der ersten Hund-
schen Regel, welche besagt, daß der Zustand mit maximalem Spin die
niedrigste Energie hat.

(2) Argumentiere, daß die Zustände mit ` = 1 stärker gebunden sind als
die mit ` = 0. Dies ist ein Spezialfall der zweiten Hundschen Regel,
welche besagt, daß der Zustand mit maximalem Bahndrehimpuls die
niedrigste Energie hat.

(3) Zeige für die Matrixelemente vonH ′ mit den ersten angeregten Zuständen:

〈Φπ
`mχsms

|H ′|Φπ′

`′m′χs′m′s〉 = δππ′δss′δmsm′sδ``′δmm′〈Φπ
`mχsms

|H ′|Φπ
`mχsms

〉.

(4) Zeige, daß 〈Φπ
`mχsms

|H ′|Φπ
`mχsms

〉 nicht von m abhängt.

(5) Berechne explizit 〈Φπ
`mχsms

|H ′|Φπ
`mχsms

〉 und überprüfe so (1) und (2).
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H10.2 Helium–isoelektronische Reihe

Betrachte zwei Elektronen (mit Abstoßung) im Feld einer Kernladung Z ≥ 2,
vgl. (∗).

(1) Berechne die Energiekorrektur des Grundzustandes: 〈Φ0χ00|H ′|Φ0χ00〉 =
5
8
Ze2

r0
.

(2) Zeige 〈Φ0χ00|H|Φ0χ00〉 = − e2

r0
Z(Z− 5

8
). Dieses Ergebnis motiviert einen

neuen Ansatz für die Grundzustands–Wellenfunktion, indem man eine
effektive Kernladung Z − σ einführt, womit die Grundzustandswellen-
funktion lautet:

Ψ̃0(x
(1), x(2)) =

1

4π
Rσ1s(r

(1))Rσ1s(r
(2))χ00, Rσ1s(r) = 2

√
Z − σ
r0

3

e
− (Z−σ)r

r0 .

Finde und diskutiere den Hamiltonoperator H̃0, zu dem Ψ̃0 Eigen-
funktion ist.

(3) Berechne Ẽ0 = 〈Ψ̃0|H|Ψ̃0〉 = − e2

r0
(Z − σ)(Z + σ − 5

8
).

(4) Bestimme den Abschirmparameter σ so, daß Ẽ0 minimal wird und be-

rechne die totale Bindungsenergie als Funktion von Z. Was hat Ẽ0 mit
H̃0 aus (2) zu tun?

(5) Berechne mit (4) die Ionisierungsenergie für He, Li+, Be++ und verglei-
che mit den experimentellen Werten 24.50, 75.26, 153.04 eV. Diskutiere
das Ergebnis und vergleiche es mit dem, was man in erster Ordnung
Störungstheorie (σ = 0) erhält.

1
|x(1)−x(2)| =

∑∞
`=0

4π
2`+1

(min(r(1),r(2)))
`

(max(r(1),r(2)))
`+1

∑`
m=−` Y

∗
`m(ϑ1, ϕ1)Y`m(ϑ2, ϕ2)

R1s(r) = 2
√

Z
r0

3

e−
Zr
r0 , R2s(r) =

√
Z

2r0

3 (
2− Zr

r0

)
e−

Zr
2r0 , R2p(r) =

1√
3

√
Z

2r0

3
Zr
r0
e−

Zr
2r0



Kapitel 6

Zeitabhängige Störungstheorie

6.1 Der Zeitentwicklungsoperator für

zeitabhängige Hamiltonoperatoren

Bisher haben wir nur quantenmechanische Probleme betrachtet, für die der
Hamiltonoperator zeitunabhängig war. In diesem Kapitel wollen wir diese
Annahme aufgeben. Wir betrachten in der Folge Hamiltonoperatoren der
Form

H = H0 +W (t) ,

wobeiH0 ein bekannter, bereits von uns vollständig studierterHamiltonope-
rator mit Eigenfunktionen ψm und Eigenenergien Em sein soll. Insbesondere
sei der Zeitentwicklungsoperator U0(t) bekannt. W (t) ist ein zeitabhängiger
Störterm, von dem wir annehmen, daß

W (t)

{
6= 0 für ta ≤ t ≤ tb und
= 0 sonst,

gilt. Es macht jetzt keinen Sinn, nach stationären Eigenfunktionen von H zu
suchen; hingegen ist es sinnvoll, den Zeitentwicklungsoperator U(t) von H
direkt zu berechnen. Er erfüllt, wie zuvor formal die Differentialgleichung

i~
d

dt
U(t) = HU(t) .

Wir setzen

U(t) = U0(t)Û(t)

147
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und erhalten wegen

U0(t) = exp [−iH0t/~] :

i~
d

dt
U(t) = H0U0(t)Û(t) + i~U0(t)

d

dt
Û(t)

für Û(t) die Differentialgleichung

i~
d

dt
Û(t) = Ŵ (t)Û(t) (6.1)

mit

Ŵ (t) = U−10 (t)W (t)U0(t) . (6.2)

Die letzte Differentialgleichung besitzt eine formale Lösung in Form einer
unendlichen Summe

Û(t) = id+

(−i
~

) t∫

ta

dt1 Ŵ (t1) +

(
− i

~

)2 t∫

ta

dt1

t1∫

ta

dt2 Ŵ (t1)Ŵ (t2) +

+

(
− i

~

)3 t∫

ta

dt1

t1∫

ta

dt2

t2∫

ta

dt3 Ŵ (t1)Ŵ (t2)Ŵ (t3) + . . . ,

wie man leicht durch Einsetzen in die letzte Differentialgleichung verifiziert.
Die untere Grenze ta in den zeitlichen Integranden kann auch gleich −∞
gewählt werden, da nach Voraussetzung W (t) = 0 für t < ta gilt und somit

t < ta und Ŵ (t) = 0 gilt. Û(t) hat die besondere Eigenschaft, daß Û(t) = id

für t < ta gilt. Für t > tb ist Û(t) = Ũ zeitunabhängig und wir finden:

Ũ = id+

(−i
~

) tb∫

ta

dt1 Ŵ (t1) +

(
− i

~

)2 tb∫

ta

dt1

t1∫

ta

dt2 Ŵ (t1)Ŵ (t2) +

+

(
− i

~

)3 tb∫

ta

dt1

t1∫

ta

dt2

t2∫

ta

dt3 Ŵ (t1)Ŵ (t2)Ŵ (t3) + . . . . (6.3)

Wieder können wir wahlweise auch ta = −∞ und tb = +∞ als untere und
obere Integralgrenzen einsetzen.
Wir erhalten somit für den vollständigen Zeitentwicklungsoperator

U(t) = U0(t)Û(t) (6.4)
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mit der besonderen Eigenschaft

U(t) =

{
U0(t) für t < ta,

U0(t)Ũ für t > tb.
(6.5)

Der Operator Ũ ist, wie oben beschrieben durch eine Reihe definiert; der n-te
Term wird gerne wie folgt aufgeschrieben:

(−i
~

)n ∞∫

−∞

dt1

t1∫

−∞

dt2 · · ·
tn−1∫

−∞

dtn Ŵ (t1) · · · Ŵ (tn)

=
1

n!

(
− i

~

)n
P

∞∫

−∞

dt1

∞∫

−∞

dt2 · · ·
∞∫

−∞

dtn Ŵ (t1) · · · Ŵ (tn) , (6.6)

wobei P der sogenannte Zeitordnungsoperator ist, der im Integranden die
Produkte Ŵ (t1) · · · Ŵ (tn) in zeitlich absteigender Reihenfolge umordnet. Auf
diese Weise wird auf der rechten Seite genau n!-mal das Integral der linken
Seite erzeugt, da es genau n! Zeitordnungen gibt. Der Faktor (n!)−1 kom-
pensiert dieses mehrfache Auftreten. Mit Hilfe des Zeitordnungsoperators
schreibt sich Ũ in der suggestiven Form

Ũ = P exp


− i

~

∞∫

−∞

dt Ŵ (t)


 , (6.7)

die allerdings mit Vorsicht zu genießen ist: Sie erhält erst einen Sinn, wenn
die Exponentialreihe entwickelt und auf jeden Term der Zeitordnungsopera-
tor angewandt wird.

Wenden wir den Zeitentwicklungsoperator U(t) auf eine Wellenfunktion ψ0
an, so finden wir

ψ(t) = U(t)ψ0

=

{
U0(t)ψ0 für t < ta,

U0(t)Ũψ0 für t > tb.
(6.8)

Nun sei ψm eine Basis von Eigenfunktionen zu H0 mit Eigenenergien Em und
ψ0 ein Eigenzustand zur Energie E0. Offenbar gilt

ψ(t) =

{ e−itE0/~ψ0 für t < ta,

U0(t)Ũψ0 =
∑
m

e−iEmt/~ϕmcm0 für t > tb.
(6.9)
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mit cm0 =
〈
ϕm, Ũϕ0

〉
. Wir finden also für große Zeiten nicht mehr den

Zustand ψ0 vor, sondern eine Überlagerung von Eigenfunktionen. Die Wahr-
scheinlichkeit, den Zustand ψm in dieser Überlagerung zu finden, ist durch
|cm0|2 gegeben. Die Übergangswahrscheinlichkeit, daß unter dem Einfluß des
Störpotentials W (t) nach großen Zeiten ein Übergang in den Zustand ψm
stattgefunden hat, ist deshalb durch

|cm0|2 =
∣∣∣
〈
ϕm, Ũϕ0

〉∣∣∣
2

bestimmt.

6.2 Übergangswahrscheinlichkeiten in

Bornscher Näherung

Die sogenannte Bornsche Näherung für Ũ besteht darin, nur die ersten bei-
den Terme in der formalen Reihe für Ũ zu berücksichtigen. (Wie gut diese
Näherung im Einzelfall ist, wollen wir hier nicht untersuchen.) Wir erhalten
zunächst

Ũ = id− i~
ta∫

tb

Ŵ (t)dt

= id− i

~

∞∫

−∞

dt Ŵ (t) (6.10)

und für m 6= 0 ist (〈ψm, ϕ0〉 = 0 !)

cm0 =
〈
ϕm, Ũϕ0

〉

=

∞∫

−∞

dt
〈
ϕm, Ŵ (t)ϕ0

〉

=

∞∫

−∞

dt
〈
ϕm, U0(t)

−1W (t)U0(t)ϕ0
〉

=

∞∫

−∞

dt 〈ϕm,W (t)ϕ0〉 eit(Em−E0)/~ .
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cm0 ist somit bis auf den Faktor (2π)−
1
2 gleich der Fouriertransformierten

von 〈ϕm,W (t)ϕ0〉 genommen an der Stelle (Em − E0)/~.

Wir wollen diesen Sachverhalt an einem Beispiel verdeutlichen. Dazu be-
trachten wir ein im Wasserstoffatom gebundenes Elektron, an dem in weitem
Abstand ein geladener Körper (Ladung Q) mit der Bahnkurve x(t) vorbei-
fliegt. Der Hamiltonoperator des Elektrons lautet deshalb

Hop = − ~2

2m
∆− e2

|x| −
eQ

|x− x(t)| . (6.11)

Wir schreiben:

H = H0 −
Qe

|x(t)| +W (t) , (6.12)

mit

W (t) = −qQ
(

1

|x− x(t)| −
1

|x(t)|

)
.

H0 ist der uns wohlbekannte Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms und
wir schreiben für seine Eigenfunktionen und Eigenenergien der Kürze wegen
ψm und Em. − Qe

|x(t)| kann ferner in H weggelassen werden; dieser Term erzeugt
in den Wellenfunktionen nur eine Phase der Form

λ(t) = exp


 i

~

t∫

0

Qe

|x(τ)|dτ


 ,

die unbeobachtbar bleibt. Der Zeitevolutionsoperator ist deshalb durch

H = H0 +W (t) (6.13)

mit

W (t) = −eQ
(

1

|x− x(t)| −
1

|x(t)|

)

bestimmt und wir können die Bornsche Näherung für cm0 direkt berechnen:

cm0 = − i
~

∞∫

−∞

dt (−eQ)

〈
ϕm,

(
1

|x− x(t)| −
1

|x(t)|

)
ϕ0

〉
. (6.14)
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Diese Formel vereinfacht sich stark, wenn der Körper in einem Abstand vor-
beifliegt, der wesentlich größer als das Atom ist. In diesem Fall dürfen wir

1
|x−x(t)| nach Taylor entwickeln:

1

|x− x(t)| =
1

|x(t)| +
1

|x(t)|3
〈x, x(t)〉

und erhalten in sehr guter Näherung

cm0 = − i
~

∞∫

−∞

dt (−eQ)
x(t)

|x(t)|3
〈ϕm, xϕ0〉 eit(Em−E0)/~ (6.15)

= − i
~
Q 〈dm0, fm0〉 (6.16)

mit

fm0 =

∫
dt eit(Em−E0)/~ x(t)

|x(t)|3

und

dm0 = −e 〈ϕm, xϕ0〉 .

Der letzte Ausdruck wird als Matrixelement des Dipoloperators d = −ex
zwischen den Zuständen ϕ0 und ϕm bezeichnet. Offenbar ist seine Stärke für
die Größe der Übergangswahrscheinlichkeit vom Zustand ϕ0 in den Zustand
ϕm entscheidend, die ja durch |cm0|2 gegeben ist. (Vergleiche Übung 12.)

6.3 Übergänge pro Zeiteinheit und Fermis

Goldene Regel

Wir betrachten ein Störpotential W (t) mit

W (t) =

{
W (t) = 0 , |t| > T > 0
W (t) = W , |t| ≤ T

und nehmen an, daß W nicht von der Zeit abhängt. In Bornscher Näherung
ist

cm0 = − i
~
〈ψm, V ϕ0〉

T∫

−T

dt e
i
~ (Em−E)t . (6.17)
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Strebt T gegen unendlich, so ergibt sich

cm0 = −2πi

~
〈ψm, V ϕ0〉 δ((Em − E0)/~) . (6.18)

Die Übergangswahrscheinlichkeit ist durch |cm0|2 gegeben und für T →∞ of-
fenbar mathematisch nicht mehr erklärt, weil sie das Quadrat einer
δ-Funktion enthält. Wir definieren deshalb die Übergangswahrscheinlich-

keit pro Zeitintervall durch

Pm0 =
|cm0|2
2T

und erhalten

Pm0 =
1

~2
|〈ψm, V ϕ0〉|2

1

2T

∣∣∣∣∣∣

T∫

−T

dt e
i
~ (Em−E0)t

∣∣∣∣∣∣

2

. (6.19)

Wegen

lim
T→∞

1

2T

∣∣∣∣∣∣

T∫

−T

dt e
i
~ (Em−E0)t

∣∣∣∣∣∣

2

= lim
T→0

δ((Em − E0)/~)
2π

2T

T∫

−T

dt e−
i
~ (Em−E0)t

= 2πδ((Em − E0)/~)

erhalten wir jetzt im Limes T →∞

Pm0 =
2π

~
|〈ψm,Wϕ0〉|2 δ(Em − E0) . (6.20)

Diese Formel erscheint zunächst immer noch nutzlos, da sie eine δ-Funktion
enthält und immer noch keine definierte Zahl liefert. Sie läßt sich trotz-
dem mit Hilfe der folgenden Überlegung sinnvoll anwenden, falls die End-
zustände ψm zu kontinuierlichen Energieeigenwerten gehören. Ist die Dichte
dieser Zustände durch ρ(Em) dEm gegeben und schreiben wir statt ψm sinn-
gemäß ψ(Em), so ist die Gesamtwahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit für einen
Übergang ψ0 → ψm(E) in irgendeinen Zustand ψm(Em) gegeben durch

P tot
m0 =

∫
dEm ρ(Em)

2π

~
|〈ψm,Wϕ0〉|2 δ(Em − E0) (6.21)

oder

P tot
m0 =

2π

~
ρ(E0) |〈ψm,Wϕ0〉|2 . (6.22)
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Die letzte Formel wird als Fermis Goldene Regel bezeichnet.
So einfach diese Regel aussieht, so schwer ist sie im Einzelfall anzuwenden.
Der Grund liegt darin, daß jeweils der korrekte Ausdruck für die Dichte
ρ(Em) dEm ausgerechnet werden muß. Hierfür gibt es kein allgemeines Re-
zept. Wir betrachten deshalb zwei Einzelbeispiele.

6.4 Streuung in Bornscher Näherung

Wir wenden die Ergebnisse des letzten Abschnitts für den Fall

H0 = − ~2

2m
∆ und W = V (x) , (6.23)

d.h. auf den Fall eines Teilchens im Potential V (x) an, dessen Gesamt-
Hamiltonoperator H = H0 + V ist. Die Eigenfunktionen von H0 sind

ψk(x) =
1

(2π)
3
2

ei〈k,x〉 (6.24)

mit den Energien

Ek =
~2

2m
k2 . (6.25)

Die Zahl der Zustände pro Energieintervall ergibt sich aus der Vollständig-
keitsrelation

δ(x− x′) =

∫
ρ(Em) dEm ψ(Em)(x)ψ(Em)(x′) .

Wegen

∫
dk ψk(x)ψk(x′) =

(
1

2π

)3 ∫
d3k eik(x−x

′)

= δ(x− x′)

schließen wir, daß

ρ(Em) dEm = d3k

gesetzt werden muß. Ist ψ0(x) = ψk0(x) (k0 ∈ R fest), so ergibt sich für
die Gesamtübergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit des Zustandes ψk0 in
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einen anderen Zustand:

P tot
m0 =

2π

~

∫
|〈ψk, V ψk0〉|2 δ

(
~2k2

2m
− ~2k20

2m

)
d3k (6.26)

=
2π

~3
m |k0|

1

(2π)6

∫

S2

dΩ |W (|k0| (Ω0 − Ω))|2 (6.27)

mit Ω = k
|k| und Ω0 =

k0
|k0| sowie

W (k′) =

∫
eik

′xV (x)d3x , ∀k′ ∈ R3 .

Zum Beweis ist lediglich die Identität

〈ψk, V (x)ψk0〉 =

(
1

2π

)3 ∫
d3x ei(k0−k)xV (x)

sowie d3k = |k|2 d|k| dΩ zu benutzen. Wird P tot
m0 durch die einfallende Teil-

chenstromdichte I dividiert, so entsteht definitionsgemäßt der sogenannte
totale Wirkungsquerschnitt . Die einfallende Teilchenstromdichte I ist gleich
der Teilchendichte ρk0 multipliziert mit der Teilchengeschwindigkeit v. Wir
haben offenbar

ρk0 = |ψk0(x)|2 =
1

(2π)3

und

v =
P

m
=

~k0
m

,

und somit

I =
~ |k0|
m

. (6.28)

Damit finden wir für den sogenannten totalen Wirkungsquerschnitt

σ =
P tot
m0

I
=

m2

(2π)2 ~4

∫

S2

dΩ |W (|k0| (Ω0 − Ω))|2 . (6.29)

Hierzu ist die folgende Bemerkung angebracht:
Die Gesamtwahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit für die Übergänge ψk0 → ψk
wird im Versuch wie folgt ermittelt: Ein Teilchen mit der Geschwindigkeit
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v0 = ~k0/m fällt ein und wird gestreut. Der Versuch wird N -mal wiederholt
und die Zahl der gestreuten Teilchen durch die Teilchenstromdichte geteilt.
Im Limes N →∞ ergibt dies σ. Es gilt also genau wie im Fall der klassischen
Streuung

σ =
Zahl der gestreuten Teilchen

Teilchenstromdichte
, (6.30)

wenn die Zahl der Versuche gegen unendlich strebt.
Schreiben wir

σ =

∫
dΩ

dσ

dΩ
,

mit

dσ

dΩ
=

m2

~4(2π)2
|W (|k| (Ω0 − Ω))|2 ,

und

W (k′) =

∫
d3x eik

′xV (x) ∀k′ ∈ R3 ,

so erhalten wir den differentiellen Wirkungsquerschnitt dσ/dΩ. Nach dem
zuvor gesagten muß dieser gleich der Zahl der in den Raumwinkel Ω gestreu-
ten Teilchen pro Teilchenstromdichte sein.
Die Anwendung der Goldenen Regel erlaubt offenbar eine schnelle Berech-
nung dieser Größen. Sie sind alle durch die Fouriertransformierte der Po-
tentiale bestimmt. Im Fall der Coulombstreuung ergibt sich die Ruther-
fordsche Formel

dσ

dΩ
=


 e2

4E sin2
(
θ
2

)



2

(6.31)

mit

E =
~2k20
2m

,

wenn Ω wie üblich durch Polarwinkel θ und ϕ parametrisiert wird und k0 in
z-Richtung zeigt. (Vergleiche Übung 13.). Obwohl es nur in Bornscher Nähe-
rung abgeleitet wurde, ist dieses Resultat exakt gültig, und überdies auch
gleich dem entsprechenden Ausdruck der klassischen Physik. (dσ/dΩ enthält
~ nicht!!) Diese Tatsache ist ein reiner Zufall, wie die anderen Übungsbeispiele
zeigen.
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6.5 Spontane Lichtemission

Photonen werden durch eine Wellenfunktion

ψk,ν =
1

(2π)
3
2

ei〈k,x〉ν , k, ν ∈ R3 , (6.32)

beschrieben. k ist der Wellenvektor und ν die Polarisation des Photons. Der
Polarisationsvektor ν erfüllt |ν|2 = 1. Das Photon kann zwei Polarisationen
ν1 und ν2 besitzen, wobei 〈ν1, ν2〉 = 0 und 〈ν1, k〉 = 〈ν2, k〉 gilt. Aus der
Vollständigkeitsrelation der Photonwellenfunktionen finden wir wie in Ab-
schnitt 6.4 die Photonenzustanddichte für feste Polarisation:

ρ(E) dE = d3k . (6.33)

Bei der spontanen Lichtemission geht ein atomarer Zustand |ψ0〉 in den Zu-
stand |ψm, k〉 über, wobei wir jetzt ausnahmsweise die Diracnotation benut-
zen. |ψm, k〉 besteht aus dem atomaren Zustand ψm, der durch eine spezielle
Elektronenkonfiguration gegeben ist, sowie aus einem Photon mit Wellen-
vektor k. Wie zu Anfang der Vorlesung bereits erwähnt, trägt das Photon
den Impuls p = ~k und die Energie ~ω = ~c |k|. Zwischen den Photonen
und den atomaren Elektronen besteht eine Wechselwirkung W , die für ein
Einelektronensystem (z.B. im Wasserstoffatom) das folgende Matrixelement
zwischen |ψ0〉 und |ψm, k〉 besitzt:

〈ψm, k|Wψ0〉 = −β e

mc

∫
d3x ψm(x) pop · ν ψ0(x)e−i〈k,x〉 , (6.34)

wobei

β =
1

2π

√
~c
|k|

gilt. Alle diese Aussagen können streng bewiesen werden, was allerdings den
Rahmen dieser Vorlesung komplett sprengen würde. Wir können diese Aus-
sagen bestenfalls anschaulich machen: Das Photon erzeugt ein elektromagne-
tisches Feld

Ak(x) = β · ν eikx ; (6.35)

klassisch ist die Wechselwirkung eines Elektrons mit diesem elektromagne-
tischen Feld durch −(e/c)Ak(x) · v gegeben. Mit v = p/m ergibt dies das
Störpotential −(e/mc)Ak(x) · pop im quantenmechanischen Fall. Wir sehen,
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daß genau dieser Ausdruck im Matrixelement 〈ψm, k|Wψ0〉 auftritt. Für den
Übergang des Zustandes |ψ0〉 in den Zustand |ψm, k〉, das heißt für den Zer-
fall des Zustandes ψ0 in den Zustand ψm und ein zusätzliches Photon mit
Polarisation ν ergibt jetzt die Goldene Regel:

P tot
m0 =

2πe2

~m2c2

∫
d3k β2

∣∣∣∣
∫
d3x 〈ψm, pop · ν ψ0〉 e−i〈k,x〉

∣∣∣∣
2

×

× δ(Em + ~c |k| − E0) , (6.36)

wenn wir berücksichtigen, daß die Energie des Endzustandes Em + ~c |k| ist.
Dabei haben wir benutzt, daß die Dichte ρ(E) dE der Zustände |ψm, k〉 gleich
der Dichten aller Photonzustände ist und damit wie zu Anfang bemerkt,
gleich d3k ist. In der sogenannten Langwellennäherung wird im Integral die
Exponentialfunktion gleich 1 gesetzt. Mit

d3k = |k|2 d|k| dΩ

ergibt sich damit

P tot
m0 =

e2

2π~2c3m2
(E0 − Em)

∫
|〈ψm, ν · p ψ0〉|2 dΩ . (6.37)

Dieser Ausdruck wird gerne wie folgt umgeformt: Zunächst gilt für den Kom-
mutator

[H0, xop] = − i~
m
pop , (6.38)

wenn H0 der Hamiltonoperator des Wasserstoffproblems ist. Somit findet
man

〈ψm, ν · p ψ0〉 =
im

~
(Em − E0) 〈ψm, xψ0〉 . (6.39)

Wie im Abschnitt 6.2 wird der Dipoloperator d = −ex eingeführt und wir
erhalten insgesamt:

P tot
m0 =

(E0 − Em)3
2π~4c3

∫
|〈ψm, ν · d ψ0〉|2 dΩ . (6.40)

Das Integral über dΩ ist nicht überflüssig, da ν noch von Ω abhängt:

〈ν(k), k〉 = 〈ν(Ω),Ω〉
= 0 .
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In diesem Abschnitt müssen die wesentlichen Grundlagen leider unerklärt
bleiben; lediglich die etwas mechanische Anwendung der Goldenen Regel
kann vielleicht nachvollzogen werden. Daß wir ihn dennoch einfügen hat
den Grund, daß wir die Besprechung der Atomzustände zu einem gewissen,
vorläufigen Abschluß bringen möchten. Dazu gehört nun einmal die physi-
kalisch wichtige Tatsache, daß bis auf die Grundzustände alle Anregungs-
zustände in Atomen durch Aussenden von Strahlung zerfallen. Erst diese
Strahlung macht die Anregungszustände überhaupt erst sichtbar! Wie un-
sere Formeln zeigen, ist die Lichtkreisfrequenz ω, die dabei auftritt, immer
gleich ω = (E0 − Em)/~. Die Zerfallsrate eribt sich aus P tot

m0. Sie hängt über
die Matrixelemente 〈ψm, dψ0〉 direkt von den Zuständen ψm und ψ0 ab und
äußert sich im Experiment in der Intensität, mit der Licht bei der spontane-
ne Emission beobachtet wird. Wir können diese im Prinzip jetzt berechnen,
müssen den Leser allerdings, was ein tieferes Verständnis der spontanen Lich-
temission betrifft, auf andere, mehr fortgeschrittene Vorlesungen hinweisen.


