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1 Die begriffliche Struktur der Quantenmechanik
1.1 Riickblick auf die klassische Mechanik

Die nichtrelativistische Quantenmechanik, mit der wir uns hier auseinandersetzen,
befasst sich mit punktformigen Teilchen und deren Wechselwirkungen untereinan-
der, sowie mit dusseren Potentialen. Die Geschwindigkeit dieser Teilchen soll klein
gegen die Lichtgeschwindigkeit (v < 1/100c¢) sein. Die Quantenmechanik korre-
spondiert in einem spéiter zu prézisierenden Sinne mit der klassischen Mechanik
von Punkt — Teilchen. Wir werden uns im Laufe der Vorlesung genauestens mit
der Struktur der Quantenmechanik der physikalischen Theorie auseinandersetzen
zu haben. Daher erscheint es zweckméfig, zunéchst einmal die Struktur der klassi-
schen Mechanik ins Gedéchtnis zu rufen.

Ein System mit N Freiheitsgraden (sei es konservativ und holonom) wird be-
schrieben durch kanonische Koordinaten

q1,42," - 4N

und Impulse
P1,P2, " s PN,

d. h. die 2N Parameter
N
{(pirai)};24
beschreiben einen Zustand des Systems. Tatséchlich bilden die Zusténde eine 2N-
dimensionale Mannigfaltigkeit im Sinne der Differentialgeometrie.

An einem System lassen sich Messungen durchfiihren. Das bedeutet, dafl nach ei-
nem Zahlenwert einer Mef3gréfle oder Observable gefragt wird. Beispiele sind Impuls
(je eine der drei Komponenten), Drehimpuls, ebenso Energie, kinetische Energie, ir-
gendeine Kraftkomponente. Alle diese Observablen werden beschrieben durch eine
reelle Funktion der kanonischen Koordinaten und Impulse

F(pi,qi)

Die Observablen erzeugen somit eine Funktionenalgebra, die Observablenalgebra;
das ist die Algebra der stetigen Funktionen von {(p;,q;)} unter der gewshnlichen
Addition und Multiplikation. Apropos Stetigkeit: zwei Massenpunkte mit Coulomb-
wechselwirkung besitzen die Menge der Zusténde

{(#1,p1), (¥, P2) |71 # Zo},

so daf die moglichen Punkte der Unstetigkeit von vornherein ausgeschlossen werden.

Die experimentelle Beobachtung eines Zustandes macht in der klassischen Me-
chanik keine begrifflichen Schwierigkeiten. Es ist zwar klar, daf eine Beobachtung
(Messung) einen Eingriff darstellt, dafl dieser aber beliebig klein gehalten werden
kann und damit das System sich vor und nach der Messung in beliebig nahe lie-
genden Zustdnden befindet. Ob und wie man ein System in einen vorgegebenen
Zustand bringen kann (Préparation), ist in der klassischen Mechanik trivial.

SchlieBlich ist eine zentrale Frage der theoretischen Physik, wie sich ein System
zeitlich entwickelt (Dynamik), und welche Mefiwerte eine Observable dabei anneh-
men wird (Vorhersage). In der klassischen Mechanik wird die Dynamik bestimmt
durch die Hamiltonfunktion

H(pi, i)
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und die Differentialgleichungen erster Ordnung (Bewegungsgleichungen)

. oM
pi__aqi7
. oM
qi_+8pi'

Diese Gleichungen werden gel6st durch die Vorgabe von Anfangswerten bei t = 0

pi(0),¢:(0)

Die Vorhersage geschieht durch Einsetzen der Losung p;(t), g;(t) in die Observable
F

F:o F(pit), i)

Die klassische Mechanik ist determiniert:

Falls die Bewegungsgleichungen eine Lipschitz-Bedingung erfiillen (Stetigkeit von
‘H ist nicht ausreichend), ist auch die Losung p;(t), ¢;(¢t) eindeutig durch die An-
fangswerte (auch ,,Cauchy-Daten”) bestimmt und der vorhergesagte Wert von F
ebenfalls eindeutig.

Wir sehen, dafl die begriffliche Struktur der Quantenmechanik zwar ebenfalls
iiber die fundamentalen sechs Begriffe

e Zustand

Observable

e Messung

Préparation

Dynamik

Vorhersage

verfiigt, aber diesen Begriffen solche mathematischen Objekte bzw. Operationen zu-
ordnet, dafl eine grundsétzlich andere Theorie resultiert. Die Struktur der Quanten-
mechanik ist viel reichhaltiger. Man muf} sich an eine neue Art zu denken gewdhnen,
was umso leichter fillt, je weniger man die begrifflichen Strukturen der klassischen
Mechanik fiir selbstversténdlich akzeptiert.

1.2 Die Zustinde und Observablen der Quantenmechanik
In der Quantenmechanik gibt es zwei Arten von Zustdnden:

1. reine Zusténde

2. gemischte Zusténde (Zustandsgemische)

Wir werden uns zunéchst auf die reinen Zusténde beschrinken. Aus den experi-
mentellen Erfahrungen, speziell dem Doppelspalt-Beugungsexperiment mit Elek-
tronen, weil man, daf} sich Zusténde linear superponieren kénnen. Man ist daher
zum Schlufl gekommen, dafl Zustéinde als Elemente eines komplexen Vektorraumes
zu beschreiben sind. Ein solcher Vektorraum

V={¢}

sei gegeben. Er hat folgende Eigenschaften:
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1.¢r1p€V=>01+¢2€V
Gruppenstruktur beziiglich der Addition
Nullvektor ist neutrales Element

2.0V, AeC=XpeV
,,skalare Multiplikation”
Es gelten Distributivgesetze der Addition und Multiplikation,
ferner 0 - ¢ = Nullvektor

Wichtig fiir die Quantenmechanik ist, dafl dieser Raum V noch ein Skalarprodukt
tragen muf}
P12 €V = (61,42) €C
acC: (¢1,a¢2) = a(d1, P2)
oder : (a1, ¢p2) = a(¢1, P2)

(¢1,P2) = (¢2, 1)

Die Dimension des Vektorraums ist verschieden, entweder endlich (dann nennen wir
den Raum C™) oder unendlich (dann sprechen wir von einem Hilbert-Raum). Das
Skalarprodukt impliziert eine Topologie:

||¢||2 = (¢,¢) >0 (=0 fiir den Nullvektor)
1 — @2 ist ein Abstand,
{¢;|l¢ — dol| < e} ist eine Kugel mit Radius € um ¢

Betrachten wir zwei Beispiele. Der C2? kann als Raum

= {o=(5) ey

verstanden werden. Dann ist
(2, 1) = awar+ Beb

= (05_2, E) . (%i) (Matrixmultiplikation)

Ein anderes Beispiel ist der Raum £2(R?) von quadratintegrablen Funktionen
¢: R3—=C!
(01.62) = [ Paor@oala)
R3

Solche Vektoren ¢ heiBen auch Wellenfunktionen, wihrend Vektoren aus C? z. B.
Spinzustinde eines Elektrons beschreiben.

Bei unendlich dimensionalen Unterrdumen treten typische Schwierigkeiten auf.
Zun#chst miissen solche Unterrdume vollstéindig sein, d. h. jede Cauchyfolge mufl
gegen einen Grenzwert streben, der dem Raum angehort. Der Raum L£2(R3) ist
vollstiindig in diesem Sinne. Benutzen wir als Basis in £2(IR?) eine Folge von oo-
differenzierbaren Funktionen (wir werden eine solche Basis spiter kennenlernen),

{(bi’i € N}

so erscheinen als Grenzwerte auch Funktionen, die nicht differenzierbar sind. Zwei
verschiedene Funktionen, deren Abstand verschwindet,

0= l6a — doll? = / 0l da() — do(a)?

R3
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die sich daher nur auf einer Menge vom Mafl null unterscheiden, sind als Vektoren
des £2(R3) als gleich anzusechen beziiglich der Aquivalenz. Vektoren von £2(R?)
sind durch Klassen {¢}, |¢1 — ¢2| = 0 charakterisiert. Wir werden spéter sehen, daf
reine Zustinde durch Klassen {¢}, ¢ = e'®¢a, |¢| = 1, charakterisiert werden.

Wir wollen nun zu den Observablen iibergehen. Observable werden duch lineare
selbstadjungierte Operatoren auf den Zustandsrdumen dargestellt. Sei ¢, € V, o €
C. A ist linear, falls

Die Eigenschaft der Selbstadjungiertheit ist nur bei den C™ einfach, bei den Hilbert-
Raumen aber ziemlich kompliziert. Auf den C" ist A selbstadjungiert, falls

(p1,Ap2) = (A1, ¢2)

fiir alle ¢1, o € V. Seien ¢;,i € {1,2,3,...,n} eine Basis in C™. Dann ist
Agi =Y ajio;
J

und die {a;;} bilden die Matrix des Operators beziiglich der Basis {¢; }. Diese Matrix
ist hermitesch, falls A selbstadjungiert ist

= Qj; = Q5

Falls der Hilbert-Raum (wie £2(R?)) oo-dimensional ist, unterscheiden sich be-
schrinkte von unbeschrinkten Operatoren wesentlich:

pev 9| < oo beschrankt

|A¢| { oo unbeschrinkt
sup ——
e beschrinkt: A ist auf dem ganzen Hilbert-Raum definiert, Selbstadjungiertheit
wie bei endlich-dimensionalen Hilbertraumen

e unbeschriankt: A ist auf einem dichten Unterraum definiert. Wir miissen A
abschlieflen. Dann ist A selbstadjungiert, falls AT = A.

Gerade unbeschrinkte Operatoren sind aber in der Physik sehr héufig. Sie sind
dann nur auf einem Unterraum definierbar, der im ganzen Raum dicht liegt. £2(R)
ist der Raum aller mefibaren Funktionen, die quadratintegrabel sind. Als Beispiel
betrachten wir den Operator

d

oo o L3(R)

Er ist z. B. definierbar auf dem Unterraum aller differenzierbaren Funktionen aus
L2(R), deren Ableitung ebenfalls in £2(R) liegt. Natiirlich ist durch partielle Inte-
gration

—+oo —+oo

[ @ (@@ o) = | o L 61 (2)60),

— 00 — 00
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da fiir quadratintegrable differenzierbare Funktionen notwendigerweise gilt

¢’ € L*(R), ¢ € L2(R)
2 [ ded' (§)p(€)  existiert fiir alle x
= ¢*(z) — ¢*(0)
= TlLI& ®?*(x) existiert (= ¢?(00))
und [7 d€[¢?(€)]*  existiert
= ¢*(00) =0
= xgrilm ¢(x) =0.

Wir sehen, dafl :l:i% ein selbstadjungierter unbeschrinkter Operator auf £2(R) ist.

Sei der Hilbert-Raum der quadratintegrablen Funktionen auf dem Einheitskreis
gegeben,

2m

£2(8Y) = { 6(a), 0 < a < 27, 6(a) = H(27 + a), 6|2 = / dolé(a)? < oo
0
mnmo 1

. . . . . d .
In diesem Raum ist {e VIl Z} eine Basis. Der Operator —i-~ entspricht

auf dieser Basis der diagonalen Matrix any, = n - 0np, da

. d < ino 1 ) ino 1
—1— | e [ =n-e [
da ous \V2r
Wieder ist dieser Operator definierbar auf allen Funktionen, deren Ableitung exi-
stiert und selbst quadratintegrabel ist.

Die Observablen eines quantenmechanischen Systems bilden eine Algebra von
Operatoren auf einem Hilbert-Raum (die auf einem hinreichend kleinen, aber im-
mer noch dichten Unterraum definiert ist). Diese Algebra heifit Observablenalgebra.
Allen Operatorenalgebren quantenmechanischer Systeme von Massenpunkten sind
Operatoren

P, Q;, ZE{LQ,N}
gemeinsam, die den Vertauschungsrelationen

h
PQ; —Q;P = gI(Sij, I : Einheitsoperator

geniigen. Die Algebra aus Polynomen der P;,Q; (und des Einheitsoperators) heifit
eine Heisenberg-Algebra. Im allgemeinen bildet die Heisenberg-Algebra eine Unter-
algebra der Observablenalgebra. Diese P;, Q; entsprechen den (lokalen) Koordinaten
pi, q; des , korrespondierenden” klassischen Systems im ,,Phasenraum” (kanonischer
Formalismus) beziiglich des kartesischen Koordinatensystems in R3”. Dann geniigen
diese p;, g; den Poissonklammern

{pi7 Qj}Poisson = _5ij

Die Poissonklammern definieren eine schiefe Form auf der klassischen Observa-
blenalgebra, entsprechend definieren die Vertauschungsrelationen eine schiefe Form
auf der quantenmechanischen Observablenalgrebra. Sei F/(P, @) ein Polynom in den
P;,Q;, G(P,Q) ebenso. Dann ist der Kommutator
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der sich aus [P;, Q;] = %I(Sij berechnen li8t. Zunichst seien in F, G die Monome so
geordnet, dafl die Ps links stehen, die (s rechts:

%1l
( J

Dann miissen wir zeigen, wie man

HPi‘HQjaHPk'HQl
i J i I

ausrechnet.

1.3 Die Observablenalgebra des linearen harmonischen Os-
zillators

...ist eine Heisenberg-Algebra mit N =1, d. h.

PQ-Qr="1

i
In dieser Algebra ist das Polynom
1 1
_ P2 - 22
H o + 5 MW Q

ausgezeichnet. Dies ist der Hamilton-Operator, der, wie wir spater sehen werden, die
Dynamik des Systems bestimmt. Wir werden weiter erkennen, dafi diesem System
das klassische System mit der Hamiltonfunktion

1 1
H(p, q) = ﬂﬁ - §uw2q2

entspricht (u: Masse, w: Kreisfrequenz des klassischen linearen harmonischen Os-
zillators). Wir werden entsprechend P den Impuls- und @ den Ortsoperator nennen.

Wir wollen uns zunéchst die Aufgabe stellen, nach einer Hilbert-Raum-Realisierung
der Operatoren P, zu suchen. Wir definieren zwei neue Operatoren:

= (%) 0 o

A (R

Sollen in der Hilbert-Raum-Darstellung @, P selbstadjungiert werden, so mufl a™
der adjungierte Operator zu a werden

(a+¢17 ¢2) = (¢11 a¢2)

fiir alle ¢1 2 (aus dem Definitionsbereich von P, Q). Wir berechnen

11 (P? 1
_ ,+ _ = 202 ( _ _
N=a"a = 3 {ﬂ—i—uw@} QH(PQ QP)

1 1
= —H--=-1
th 2
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sowie (ohne neue Bezeichnung)
1 1
+ _ = -1
aa th + >
Wir bekommen als neue Vertauschungsrelation

1 1
aa a'a 3 + 5

sowie
H = hw (N + %I)

Wenn A ein selbstadjungierter Operator ist, so nennen wir « einen Eigenwert, ¢,
einen Eigenvektor, falls

Apo = 0o, ¢a #0

« ist notwendigerweise reell. Wir suchen nach den Eigenvektoren und -werten von
N. Sei angenommen, dafl

Noy=Apx, ox#0,z.B. [pa] =1

Wir betrachten den Vektor a¢y. Dann ist

Niags) = (a*a)ads
(aat — T)apy
al(a*a) — T
a-(A—=1)px
(A= T1)apx

Also ist agy entweder Eigenvektor zum Eigenwert A — 1 oder der Nullvektor. Ist
[lagxr|l # 0, so setzen wir
N

lagall

und wiederholen danach die Operation. Wenn a* der adjungierte Operator von a
ist, so ist ata = N ein positiver Operator. Fiir positive Operatoren ist

da-1

(¢, Ap) > 0 fiir alle ¢ (aus dem Definitionsbereich)
also ist

lagall®> = (agx,apy)
(¢x,aTagy)
(dx, Noa)
= A(oa, d2)

= A2>0

Falls A > 0 ist, muf} also auch A—1 > 0 gelten. Das bedeutet aber, dafl irgendeinmal
null erreicht wird, d. h. es gibt ein m € N, so da3 A — m = 0. Es gibt dann ein ¢,
so daf3

Ngo = 0— (o, Nowo) = [lago]* = 0
agg = 0
ol 1
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Sei ¢,, bis auf eine Phase e'® definiert durch

Non
[l

dann ist

Na* oy

la™ 6

Wir definieren daher

¢n+1 -

nén,
=1

)

(ata)a™ ¢,
at(ata+1)g,
(n+1)a"¢n
(¢naaa+¢n)
(n+1)|6n|?
n+ 1.

a*én

vn+1

und bekommen durch Auflosen der Rekursion

¢n:

Da verschiedene ¢,, zu verschiedenen Eigenwerten von N gehéren, miissen sie or-
thogonal! sein. Wir betrachen dann den Hilbert-Raum, der von den {¢,,n € N}
aufgespannt wird. Die Operatoren a,a™ haben die Matrixform

adn Vingn_1
aten = Vn+1gnn
woraus
Nén = non,
Hén = hw (n + ;) Pn

folgt. Der Hamilton-Operator H hat die Eigenwerte
1

Wir wollen anmerken, dafl die Operatoren a,a™ ,,Leiter-Operatoren” genannt
werden, da sie die ,,Leiter” der Vektoren ¢, in auf- oder absteigender Reihenfolge

verkniipfen.

Apr =M1, Ad2 = dada;
(#2,Ad1) = Ai(2,¢1)
= (Ad2,¢1)
= Xa(¢2,91);
(A1 —A2)(p2,91) = 0,
M #A = (¢2,01) =0
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Experimentelle Messungen von Energiedifferenzen an quantenmechanischen Sy-
stemen, die als harmonische Oszillatoren angesehen werden, sind im Einklang mit
der Formel

E,-E,= (’I’L - m)ﬁw
Daraus ziehen wir den Schluf:
1. der Hamilton-Operator ist die Beschreibung der Energie-Observablen;

2. befindet sich das System im Zustand ¢,,, so liefert eine Energiemessung den
Wert E,, + const.

Daf hier eine Konstante auftritt, liegt an der Eigenart von Energiemessungen, nur
Differenzen angeben zu kénnen. Die Energie ist immer (additiv) normierbar. Die so-
genannte ,,Nullpunktsenergie” Ej ist physikalisch bedeutungslos. Wir wollen unsere
Schliisse komplettieren um den Fall

3. Befindet sich das System im Zustand ¢ (also nicht notwendigerweise in einem
Eigenzustand von H), so ist mit

¢= i, gl =1
=0
(¢i, 5) = 0ij = Z |y =1
=0

bei einer Messung immer ein F,, zu beobachten, aber bei einer unendlichen
Wiederholung am gleichen System ein Mittelwert

E = i\anPEn
n=0

(¢, Ho).

Die Koeffizienten «,, spielen also die Rollen von ,,Wahrscheinlichkeitsampli-
tuden”
oo
Wy, = |an|?, an =1.
n=0
Um ¢ zu bestimmen, liefern die |, |? nicht die komplette Information.

1.4 Die statistischen Ensembles der Quantenmechanik

In der Thermodynamik und ihrer statistischen Begriindung treten uns in der Physik
zum ersten Mal Wahrscheinlichkeitsaussagen entgegen. Sei ein reales Gas in einem
Kasten eingeschlossen und energetisch abgeschlossen. Dann gibt es nur wenige Ma-
krovariable, wie Druck und innere Energie, die dieses System im thermodynami-
schen Sinne charakterisieren. Eine komplette Bestimmung des Mikrozustands, d. h.
aller kanonischer Variablen p;, g;, ist unmoglich. Stattdessen macht man eine Wahr-
scheinlichkeitsannahme iiber die Verteilung im Raum der p;, g;, dem Zustandsraum.
Dabei stellt man sich sehr viele gleiche Systeme nebeneinander im gleichen Makro-
zustand vor. Diese Gesamtheit der Systeme heifit Schar oder Ensemble, und iiber
sie wird gemittelt. Ich wiederhole: Die Schar oder das Ensemble besteht nicht aus
den Molekiilen des Gases, sondern aus gleichartigen Kopien des gesamten Gases
mit gleichartigen Wénden. Bei gleichem Makrozustand befindet sich das erste im
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Mikrozustand {p;, g; }1, das néchste im Mikrozustand {p;, ¢; }2 etc. Messen wir nun
eine Observable an jedem System des Ensembles, so kommt als Ensemblemittelwert

1 N
(F) = N;F({pm(h}k)

heraus. Wenn man eine Vorstellung davon hat, dafl die Mikrozustéinde mit einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung w({p;, ¢;}) im Ensemble auftreten, so wird auch

(F)

/dpid%w({pmQi})F({pm(ﬁ}),

(1 /dpid(ﬁw({pia%‘}))-

Die statistische Interpretation der Quantenmechanik macht von dhnlichen En-
sembles Gebrauch. Zunichst stellen wir jedoch fest, dafl die Wahrscheinlichkeits-
aussagen der Quantenmechanik nicht durch fehlende Information tiber den Zustand
(Makrozustand gegeniiber dem Mikrozustand) heraufbeschworen werden. Sei et-
wa ein harmonischer Oszillator gegeben. Sein Zustand sei ¢. Dann gibt es keine
Moglichkeit, mehr Informationen iiber den Zustand zu bekommen. ¢ ist die maxi-
male Information. Dennoch denken wir uns nun als quantenmechanisches Ensemble
N(— o0) gleiche harmonische Oszillatoren alle im Zustand ¢ gegeben und Messun-
gen der Energie, z. B. F— Ej, ausgefiihrt. Die relative Haufigkeit der Meflergebnisse
E, — Ey ist dann w,, mit

Wy, = |(¢n7 ¢)|2

und dem Mittelwert (Erwartungswert)
(E = Eo) =Y wn(En — Eo) = (¢, (H — EoL)¢)
wobei E,, der zu ¢, gehorende Eigenwert des Hamilton-Operators ist.
Seien {¢,} weiterhin die Eigenvektoren des Hamilton-Operators. Wir definie-

ren den Projektionsoperator P, als den (selbstadjungierten) Operator, der auf den
Zustand ¢,, orthogonal projiziert: ¢ beliebig

Poo = andn,
Qp = (¢na ¢)
In der Basis der {¢,} ist P, die Matrix

0 0 0
0 1 0 —n
0 0 0

T

n

Sie ist diagonal mit Eigenwert 1 bei ¢,, und Eigenwerten 0 sonst. Diese Operatoren
{P,} erfiillen die Relationen
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Man kann zu jedem Vektor ¢ (|¢| = 1) einen Projektionsoperator Py konstruieren:

Py = ag

fiir alle v { (6.9)
o = )

Diese Projektionsoperatoren 15n sind offenbar ebenfalls Observable. Denn w,, 148t
sich umschreiben als

Nun war aber der Mittelwert der Energie im Zustand ¢ gegeben durch
E = Z wyp Ey,
n=0
= (¢, Ho).

Also ist w,, der Mittelwert (synonym: Erwartungswert) der Observablen P,. Be-
stimmung von w,, bedeutet eine Messung der Observablen P,!

Die bisherigen Projektionsoperatoren projizieren orthogonal auf eindimensionale
Unterrdume ~ ~
SpP, =SpP, =1. (SP = Spur)

Weiterhin gilt fiir sie

J5¢2 = ]5¢, denn
15¢(15¢’L/J) = ]5(;50((;5
= a¢
= Py

und fiir die Spur SpA bei endlich-dimensionalen Ridumen, wenn man A in einer
Basis als Matrix {A;;} schreibt

Fiir unendlich-dimensionale Rdume ist SpA nicht immer definiert. Man kann natiirlich
auf beliebige endliche oder unendliche (dann abgeschlossene) Unterrdume orthogo-
nal projizieren. V sei ein solcher Unterraum,

Py, dimV = SpP) (kann oo sein)
B =P, P=nR"
Projektionsoperatoren sind natiirlich beschrinkt. An der Bildung der Erwartungs-
werte

(4) = (¢, A9)

erkennen wir, daf jeder Zustand ¢ mit einem Phasenfaktor ¢’®, a € R (fest) multi-
pliziert werden kann, ohne dafl die physikalischen Meflwerte geindert werden, d. h.
als Beschreibung eines reinen Zustands sind ¢ und e’ - ¢ gleichwertig. Wir erkennen,
daf} ein Zustand durch eine Klasse von Vektoren charakteristiert wird

reiner Zustand «— {em -, a0 € R} ,,Strahl”
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Diese Vieldeutigkeit der Phase verschwindet, wenn wir als Beschreibung eines Zu-
stands nicht einen Vektor ¢, sondern den Projektionsoperator

P~¢:Pe;a¢

heranziehen. Dann ist

(A) = (¢, Ap) = Sp(PyA).

In der Quantenmechanik gibt es, dhnlich wie in der klassischen statistischen
Mechanik, unvollstéindig bestimmte Zustédnde. Zwei Félle sind typisch. Im ersten
haben wir ein System, z. B. unseren linearen Oszillator, in Kontakt mit einem
Wirmebad. Nachdem der Kontakt mit dem Wérmebad hergestellt ist, macht die
mangelnde Kenntnis dieses (makroskopischen) Systems fast jede Kenntnis des Oszil-
latorzustandes zunichte. Wir haben jedoch eine gewisse experimentell verifizierbare
Information. Die Energieverteilung des Oszillators sollte die Boltzmann-Verteilung
sein. Sei T' die Temperatur des Bades und

o0
7Z = Z e_%, (k: Boltzmann-Konstante)
n=0

(Z ist eine Normierungskonstante). Dann ist die Wahrscheinlichkeit, den Oszillator
im Zustand ¢, zu finden

Wy = — e FF. (Boltzmann-Verteilung)

Z

Hieraus konnen wir keinen reinen Zustand

o0
¢ = Z Qp@r, mit ‘Oén|2 = Wp

n=0

bilden, denn die w;, reichen zur Bestimmung der Phasen von {a,,} nicht aus. Der
Kontakt mit dem Wéarmebad zerstort die Phasenkorrelation der «y, (dies ist ei-
ne mogliche Sprechweise). Wir haben es mit einem Zustandsgemisch zu tun. Wir
beschreiben es durch den Operator

o) = w.P, (4) = Sp(e(T)A),
n=0

den ,,statistischen Operator”. Eine andere Formulierung benutzt die ,,Spektraldar-
stellung des Hamilton-Operators”

o
H = § Enpn
n=0
o0
_ M _EBn =
P — E e *T - P,
n=0
_H
e T

o(T) =
{Z =Sp e_le)

In dieser Formel erscheint der statistische Operator fiir alle Systeme mit Hamilton-
Operator H im Warmekontakt mit einem Bad der Temperatur 7. Der Zustand heif3t

N\~
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auch ,,Gibbs-Zustand”.

Ein anderer typischer Fall, bei dem wir eine unvollstindige Information {iber
einen Zustand besitzen, entsteht durch unvollstdndige Messungen. Wir wollen hier
nur andeuten, wie solch unvollsténdige Information zustande kommt. Gegeben sei
ein H-Atom, von dem wir wissen, daf} vier Quantenzahlen n, [, m, s, zur Festlegung
eines Energiezustands erforderlich sind. Angenommen, wir bestimmen nur n. Nach
der Messung wird man eine Gleichverteilung iiber die freien Quantenzahlen I, m, s,
annehmen. Wir werden spéter sehen, dafl durch n ein Unterraum der Dimension
2n? fixiert wird. Dann setzt man

Der Mangel an Information, der in einem Zustandsgemisch vorliegt, heifit Entropie.
Man berechnet ihn aus

S = —Spolny

o = statistischer Operator
Fiir einen reinen Zustand ist

olnp = Nulloperator
S =0

Fiir einen Gibbs-Zustand ist S die thermodynamische Entropie (genauer S - k, k:
Boltzmann-Konstante). Fiir obigen Zustand des H-Atoms ist

S = In(2n?)

Die quantenmechanische Gesamtheit fiir ein Zustandgemisch ist identisch die-
selbe, wie fiir einen reinen Zustand: Das komplette System (inklusive Wérmebad,
falls vorhanden) ist N mal zu wiederholen. Dann ist an jedem System die Mes-
sung durchzufithren. Wir wiederholen noch einmal die Eigenschaft des statistischen
Operators

0 = o07,0>0, (nichtnegative Eigenwerte)
Spo = 1,
(A4) = 5Sp(e4)

Wir wollen uns nun einmal ein typisches Experiment ansehen: die Beugung von
Elektronen am Doppelspalt. Ein ohne duflere Einwirkung sich fortbewegendes Elek-
tron wird quantenmechanisch durch eine ebene Welle beschrieben. Diese ebene Welle
wird am Doppelspalt gebeugt. Beide sich vom Spalt entwickelnden Wellen werden
iiberlagert, und die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron auf dem Schirm (im Zéhler)
zu finden, ist

|1 + Y2l *(2)
Es entsteht das bekannte Interferenzbild.
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Quelle _

S R —

Abbildung 1: Blende mit Doppelspalt

Die quantenmechanische Gesamtheit besteht aus einer N-maligen Wiederholung
(N — o0) des gleichen Experiments mit einem Elektron. Ist es erlaubt, ein Experi-
ment mit einem Elektronenstrahl zu machen, wie es die Experimentalphysiker tun?
Bei einem Strahl mit groflem Teilchenfluf} tritt mit Sicherheit eine gegenseitige Be-
einflussung der Elektronen auf. Dann wird das Ergebnis verfdlscht. Wenn wir den
Strahl aber immer diinner machen, das heifit die Elektronen mit zeitlichem Abstand
einzeln austreten lassen, so werden wir die quantenmechanische Gesamtheit aus Ex-
perimenten an einzelnen (unabhingigen) Elektronen immer besser approximieren.

Ahnlich ist die Untersuchung des Spektrums von Atomen zu interpretieren. Die
quantenmechanischen Prinzipien schreiben wiederholte Messungen am einzelnen
Atom vor. Der Experimentator benutzt dagegen oft genug ein Gas. Das ist wieder
nur bei einem stark verdiinnten Gas zu rechtfertigen. Es ist iibrigens bemerkens-
wert, dafl mit modernen Techniken auch Untersuchungen des einzelnen Elektrons
bzw. Atoms moglich sind. Die quantenmechanischen Gesamtheiten sind damit auch
exakt realisierbar.

1.5 Die Priparation von Zustinden

Wir kehren zum linearen Oszillator zuriick. Nachdem wir eine Messung der Energie
durchgefiihrt haben, bei der wir E,, gefunden haben, befindet sich das System im
Zustand ¢,,. Wir wollen uns diese Aussage genauer ansehen. Wenn wir durch Mes-
sungen an einem klassischen mechanischen System den Zustand {p;, ¢;} festgestellt
haben, so bedeutet dies, dafl eine unmittelbar darauf folgende erneute Messung die-
sen Zustand bestiitigt. Zwar wird die Dynamik, der das System unterliegt, diesen
Zustand langsam veréndern, aber in stetiger Weise.

Diese Vorstellung ist so elementar, dafl wir sie in die Quantenmechanik iiberneh-
men. Wir betrachten also eine einzelne Messung (der Energie), die uns den Wert
E,, liefert, und wiederholen darauf die gleiche Messung am gleichen System.

¢ Pn bn

Fithren wir die erste Messung an einer Gesamtheit aus, so ist ¢,, mit der Wahr-
scheinlichkeit

1. Messung Wiederholung

Wy = |(¢na ¢)|2
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vertreten. Fiihre ich dann an einer Gesamtheit, die sich im Zustand ¢, befindet,
die Wiederholungsmessung durch, so erscheint ¢, mit der Wahrscheinlichkeit

Wm = |(¢ma¢n)‘ = Omn,

d. h. mit Sicherheit geht ¢,, in ¢,, iiber. Damit ist die Konsistenz unserer Annahme
gezeigt.

Wenden wir nun unsere Aufmerksamkeit der ersten Messung zu. Die Anderung
des Zustandes ¢ in ¢,, ist radikal und 148t sich nicht durch ,,vorsichtigeres” Expe-
rimentieren kleiner machen. Diese Wirkung einer Messung wird auch ,,Reduktion”
eines Zustandes genannt.

Wir wollen hiermit die Diskussion der Interpretation der Quantenmechanik ab-
brechen. Wir werden sie spiter noch einmal aufnehmen, wenn wir mehr Systeme
kennengelernt haben.

2 Koordinaten- und Impulsmessungen

2.1 Die Schrodinger-Realisierung der Heisenberg-Algebra
Wir betrachten die Heisenberg-Algebra
h .
Pinfiji: ;I(SZJ, 1,7 6{1,2,...,N}.

Offensichtlich kénnen wir diese Algebra auf folgende Weise realisieren: Wir wéhlen
den Hilbert-Raum £2(RY) und dann den Unterraum S(R?) von co-differenzierbaren
und stark abfallenden Funktionen, d. h.

lim ||Jz|[fxDf(z) =0 Vk€Nund f € S(RY), D irgendeine Differentiaition

ll]|—o0

dann kann man fiir f(z) € S definieren

Pf(z) = +2 2 f(=).

{Qif(fﬂ) =z f(x)

Dann ist die Heisenberg-Algebra erfiillt. Jedes Polynom den P;, Q); ist damit defi-
niert, und das Ergebnis liegt im £2(R”). Das ist die Schrodinger-Realisierung der
Heisenberg-Algebra. Man kann sogar zeigen, dafl diese Realisierung ,,bis auf Aqui-
valenz” die einzige ist. Solch eine dquivalente bekommen wir auf folgende Weise:
Wir betrachten wieder das Paar von Ridumen £2(RY) D> S(RY) und bezeichnen
Elemente mit g(k). Dann definieren wir

Qig(k) = —%a%ig(k),
Pig(k) = hkig(k).

Zwischen beiden Realisierungen besteht nun ein Zusammenhang. Wenn wir fiir f €
S(RY) definieren

g(k) = (277)_% /dx e f(z), dr =dridrodrs ... dry
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so ist ¢ € S(RY). (Es wird durch diese Fouriertransformation S(RY) auf S(RY)
eineindeutig abgebildet.) Wir schreiben g = F(f). Ferner ist (Parseval’sche Glei-
chung)

lgI* = If1?
so dal F fortgesetzt werden kann zu einer eineindeutigen Abbildung der beiden
Hilbert-Raume.
F kann umgekehrt werden:

F ol fr)=(2r) > / dk et % g (k)
Ferner ist
Qig = ]:(Qif),
Pg = F(Pf).

und die Umkehrung gilt natiirlich auch. Diese Relationen bilden den Inhalt dessen,
was wir unter Aquivalenz verstehen wollen.

Wir wollen nun zum linearen harmonischen Oszillator (N = 1) zuriickkehren
und die ,,Koordinatenrealisierung” benutzen

feSM) c LR

Qf(x) = xf(x)

Pi@) =+ f)

T

8

_|_

Damit ist der Hamiltonoperator

i) = |5 (1) + ] 1)

Wir haben also eine Realisierung der Zusténde ¢ durch Funktionen f(x), die wir
Wellenfunktionen im Koordinatenraum nennen wollen. Wie sieht dann die Basis der
¢y aus, speziell der Grundzustand ¢¢? Offensichtlich ist

o= ) e () )

o Bl () ]

Da a¢p = 0 den Grundzustand definiert, erwarten wir ¢g — fo(x) mit

el [(%w)% o (1) ;%] fofa) = 0.

Wir fithren eine neue Koordinate & ein:

=
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Wir bestimmen C' aus der Normierungsbedingung (bis auf eine Phase):

+oo
1L P = /wmmﬁ

1+

(1) Jare
Hw
= () valcE
Hw
Dann setzen wir

=)

Damit sind alle Eigenfunktionen von H auch festgelegt
- 1 [1 d\1" L2
W) = | (- )| ot
o = 5 (e )

Was kommt dabei explizit heraus? Zunéchst haben wir

d\? .. "
(2t - aens

und
i e (o= ) [H0] = 2@ -r©

Dof: o (-g) [€n@] = 260~ 1@

= D; = Dy(die Differential-Operatoren sind gleich)

und wir erkennen, daf}

1¢2 d " 1¢e2
a6 (- ) 2t
Polynome n-ten Grades sind. Sie haben die Eigenschaft, dafl

oo

/ 4 =€ po (E)pm(€) = 0 fir n # m
sowie
o0 ) n ! %
[ deenier =255 (52)" = 2ava
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nach Konstruktion. Weiterhin gilt das Korollar

1¢2 d " 1¢2
= 26 _ = -3¢,
pn(§) e (E d5> e I
- Dr.I=Dp.1

Sei w(§) eine stetige nichtnegative reelle Funktion. Die Forderungen

b

[ A€ 1,(5n(©) = i

a

erlauben es, rekursiv reelle Polynome f,,(£) vom Grad n bis auf ein Vorzeichen ein-
deutig zu bestimmen. Die entstehenden Polynome heiflen Orthogonale Polynome:
Sie sind bis auf ein Vorzeichen bestimmt und in Tabellenwerken fiir viele Fille
aufgelistet. Wir benutzen [A. + St.] (Kap. 22) Fiir

w(g) =e %,
—a=b= o0,
hn = 2"/

finden wir dort die Hermiteschen Polynome

Sie geniigen der Differentialgleichung
H,/(€) = 26H,,(€) + 2nH,, () = 0.

Diese Gleichung erhalten wir direkt auf folgende Weise: Die Eigenwertgleichung fiir
den Hamilton-Operator lautet

) = (4 5 ) Fu(6)

Nun betrachen wir den Ansatz
~ C 1 62 )

fn(g) = \/2n—mHn(€)e_§

Damit ergibt sich die gesuchte Gleichung

—H,J () + 26H,,(§) + Hn(§) = (2n + 1) H, ().
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2.2 Impuls- und Koordinaten-Operatoren fiir ein Teilchen

Aus der bsiherigen Diskussion konnen wir die allgemeine Lehre ziehen, dafl fiir ein
Teilchen im R? eine mogliche Realisierung des Koordinaten- bzw. Impuls-Operators
in kartesischen Koordinaten

{inx) — z0)(x)
_h_d

Pa(a) = B2 pzy 2O

ist. Wir betrachen zun#chst die drei Komponenten des Impuls-Operators. Nach
dem jetzt festgelegten Schema fragen wir nach den Eigenwerten und Eigenfunktio-
nen dieser Operatoren. Wir beginnen mit dem Impuls-Operator.

Eigenfunktion ist offensichtlich die ebene Welle (und zwar gleichzeitig fiir alle
drei Komponenten).

h 0

- ezk-:c _ hkiezkw
i 0x;

Bezeichnen wir den Eigenwert aller drei Komponenten als Vektor, so ist
p = hk.

Die ebene Welle ist gemeinsame Eigenfunktion aller drei Impuls-Operatoren. Wir
kommen gleich darauf zuriick. Die Relation

7= hk.

ist tiberall im Bereich der Quantenphysik bestétigt, und zwar zuerst durch Beu-
gungsmessungen. Der Impuls eines Elektrons ist eine mechanische Grofle, die ein
klassisches Gegenstiick hat. Man erwartet, dafl ein Elektron beim Durchfallen der
Spannung U den Impuls

] = (2meU)*

gewinnt. Ein anschlielendes Beugungsexperiment gestattet, die Wellenldnge A\ zu
bestimmen. Dann ist

2r 1
A h

Wir haben oben gesagt, daf$ die Ortsrealisierung einen Hilbert-Raum £2(R3) be-
nutzt. Zur Definition des Operators P; wurde dann der Unterraum S(R?) eingefiihrt.

k| = (2mel)?

L£*(R?) D S(R?)
(dem auch die Basis { f,,(z)} des harmonischen Oszillators im Falle N = 1 angehort).

Jetzt ist ein neues Problem mit dem unbeschrinkten Operator

h 0

aufgetaucht:
1. das Spektrum der Eigenwerte p; ist kontinuierlich: —oco < p; < 400,

2. Eigenfunktionen sind nicht mehr zum Hilbert-Raum gehorig, da sie nicht qua-
dratintegrabel sind;
2
/ >z

ezk~;c = 00
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Um die Situation zu klédren, benotigen wir den Begriff des linearen Funktionals
auf Vektorrdumen. Da wir nur Vektorrdume mit Topologie betrachten, kénnen wir
Stetigkeit des linearen Funktionals fordern: F' stetiges lineares Funktional auf V
bedeutet F': V — C eine Abbildung:

(F,¢) eC

die linear in ¢ ist
(F, (a101 + aag2)) = a1 (F, ¢1) + az(F, ¢2)

und stetig in der Topologie von V. Ist V ein Hilbert-Raum, so ist die Topologie
immer durch die Lénge || || definiert. In diesem Fall gilt der Satz von Riesz: zu
jedem stetigen linearen Funktional F' auf einem Hilbertraum $) gibt es einen Vektor
P € §, so dafl

(F,¢) = (¥,¢) *

wobei rechts das Skalarprodukt gemeint ist.

Lineare stetige Funktionale bilden einen Vektorraum, den dualen Raum. Das Riesz’sche
Theorem sagt aus, dafl der duale Raum eines Hilbert-Raums mit dem Hilbert-Raum
identifiziert werden kann. Falls wir ¢ auf einen Unterraum V des Hilbert-Raums ein-
schrénken, so bilden die stetigen linearen Funktionale einen ,,Uberraum” V'

V' oHDoOV

Fiir die Zwecke der Quantenmechanik ist V in der Regel ein ,,abzéhlbar normierter
Raum” (wie S(R3)) oder ein Hilbert-Raum . Fiir diese Riume gilt ,,Reziprozitit”

(V) =V
oder
FeVy |, ¢eV
(F.¢) = (6, F)

d. h. die linearen stetigen Funktionale auf V' sind die urspriinglichen Elemente ¢
aus V. Ein simples Beispiel:

H = £2(<0 1))
1
(1,0s) = /d

y = {¢ stetlg,O <z < ]- H(,b”sup - Sup |¢( )|}
= C((0,1)) € £2((0,1))

Dann enthilt V' die Delta-Funktion, denn

1
/M—xo () = b(wo) (0 < o< 1)
0

ist eine stetige lineare Abbildung von C'((0,1)) in C, denn

¢n — ¢ heifit: Osup |pn(z) — @(z)] — 0
bu(z) —  o(x) gleichmiig,

2Die Schreibweise (F,¢) bedutet eine Erweiterung der Bezeichnung fiir das Skalarprodukt
(¢, @), falls ¢ einem Hilbert-Raum angehort.
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also speziell
(6.%07 (rbn) = ¢n(x0) - (b('TO) = (5Ioa¢)
Wir betrachten entsprechend
S'(R?) o L3(R3) D S(R?)

Die linearen Funktionale aus S’ enthalten singuliire Funktionen, die im Unendli-
chen wie Polynome beschrankt sind und lokal héchstens so singulér sind, wie eine
endliche Ableitung der Delta-Funktion. Sie heiflen temperierte Distributionen.

Die Eigenfunktionen
otk

sind offenbar in &’(R3) entahlten (sie sind beschriinkt durch eins und unendlich oft
differenzierbar). Die Operation der Adjunktion

A — AT
(¢1,Adz) = (AT¢1,¢0)
148t sich formal auf lineare Funktionale ausdehnen. Beispiel:
d
A el
w dx

o1 — F=6x—m)
@2 +— ,,Testfunktion” g(z) € S(R)

T

g (zo) = J]oodx §(x — xo)%g(x) e 7oodx <di5(x - :ro)> g(z)

Allgemein, falls A: S(R3?) — S(R3) stetig
(F,A¢) = (ATF,9)
FecS' (R |, ¢cSRY

Bei selbstadjungierten Operatoren AT = A lassen sich Eigenfunktionale (anstelle
von Eigenfunktionen = Eigenvektoren) definieren:

AF = \F, Areell

heifit
(F,A¢) = \(F,¢) fiir alle ¢ € S(R?)

Fiir den Impulsoerator P; und g € S(R?) ergibt sich speziell
/d3x e_“;'fPig(a:)
izl 0
d3 —ik-& "
/ Te P 9z g(z)

h 3 0 iz
—g/dm (axie )g(x)

= hki/d?’xe_“g'fg(x).

SchluB: e~i7 ¢ &' (R3) ist gemeinsames Eigenfunktional aller drei Komponenten
P; des Impulsoperators.
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Die Eigenfunktionale (= Eigendistributionen = verallgemeinerte Eigenfunktio-

nen) % besitzen zwar keine Hilbert-Raum-Norm, sind aber dennoch normierbar
,,auf Delta-Funktionen”: Mit

wird
[ e @i, () = 6(F: - o
Dies ist die Verallgemeinerung von

/dgmmfm(x) = Omn

beim harmonischen Oszillator mit der Energie-Basis { f,, }72,. Wir wollen daher die

{@E(x), ke R3} eine verallgemeinerte Basis nennen.

Als néchstes interpretieren wir die Messung von Observablen mit kontinuierli-
chem Spektrum am Beispiel des Impulses. Sei in der Koordinaten-Realisierung ein
Zustand 1 (z) gegeben.

ol = [ o) =1

Fiithren wir eine Impulsmessung aus, die so geartet ist, dafl das Geriit ein endliches
Volumen V im Impulsraum V € R® diskriminiert, so ist die Wahrscheinlichkeit,
einen Impuls p'aus V zu finden

W) = [ @klen ol
hkev

= (vaVw)

Py : Projektion auf hk € V ist definiert durch das angegebene Integral. Py ist eine
Observable, Wy,(V) ein ganz gewohnlicher Erwartungswert. Natiirlich ist

Wy(R?) =1
denn
/ﬁ%wﬂ@EEBZMw*w
J
also
[erieror = [@ [ey [ e (G@ew) (epwim)
J

_ /@x/fywmmmax—m
- =1

Also definiert die ,,Projektion” von ¢ auf ¢ eine Wahrscheinlichkeitsamplitude, ihr
Betragsquadrat

‘(@;@WF
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eine Wahrscheinlichkeitsdichte im k-Raum. Wir kehren zuriick zur k-Realisierung
aus 2.1, S. 17, die mit der Koordinaten-Realisierung verkniipft ist durch

o) = ot [ dee o)

Die Impuls-Realisierung des Vektors ¢ (der Wellenfunktion ¢ (x)) ist identisch mit
der Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir eine k- (bzw. p-) Messung am Zustand .
Dies ist wieder in voller Analogie zum Fall des diskreten Spektrums des Hamilton-
Operators fiir den linearen harmonischen Oszillator. Denn beziiglich der Basis {¢y, }
sind die

{an7 Qp = (¢n> ¢)}

die Realisierung des Vektors ¢. Andererseits ist
‘O‘n|2 = Wn

die Wahrscheinlichkeit fiir das Auffinden des Eiongenwerts F,, im Zustand ¢. Falls
wir die Eigenfunktionale ¢;; des Impuls-Operators in k-Realisierung umschreiben,

so erhalten wir (ko: Eigenwert)
b, (B) = (@m)7F [ drem g (x)
= (k- ko)

wobei also die Distributionseigenschaft der Eigendistribution besonders deutlich
wird (siehe auch A.1 S. 107).

Der Koordinaten- oder Orts-Operator ist vollsténdig analog zum Impuls-Operator
zu behandeln. Wir fassen dieses Abschnitts in folgender Tabelle zusammen:

Observable Eigenwert Eigenfunktion Eigenfunktion Mefimethoden
x-Realisierung k-Realisierung

P, hk; (2m) " 2R T 5(k —R) Laufzeitverfahren,
Ablenkung im
elektromag.
Feld

Qi & §(& — &) (2m)~ 2T lichtoptisch,
elektronenop-
tisch, lokalisier-
te Tonisation
(Blasenkammer
ete.)

Wir haben auch ein paar Methoden aufgelistet, mit denen Impulse oder Koordi-
naten gemessen werden. Dazu ist zu bemerken, dafl im kontinuierlichen Spektrum
grundsétzlich keine Messung moglich ist, die einen exakten Impuls-Eigenzustand
liefert. Denn diesem wiirde ja ein Funktional entsprechen und nicht ein Vektor
des Hilbert-Raumes, wie wir fordern miissen. Das bedeutet, dafl es experimen-
tell unmoglich ist, ein Mefigerdt mit diesen Eigenschaften zu bauen. Die Situation
dndert sich grundsatzlich, wenn es gelingt, die zu beobachtenden Teilchen in einem
beschriankten Raumgebiet V einzusperren (z. B. ,,magnetische Flasche”, endliches
Metallstiick, allgemein: ,, Kasten”). Dann wird das Impuls-Spektrum diskret.
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2.3 Freies Teilchen in einem Kasten

Wir wollen ein Teilchen in einem Kasten betrachten, der eine quaderférmige Gestalt
hat:

—l; <wp <+, 1€{1,2,3}
Wir wollen den Impuls-Operator in Koordinaten-Realisierung verwenden. Ist er von

der Form P, — ?—2%7 Wir betrachten zuerst den eindimensionalen Fall

+1
(1, Pa) = [ dwiia) s 4(o)
2

Partielle Integration ergibt

+
= L@+ [ded @) val)

2 —1
-1

Damit %d—‘i slebstadjungiert ist, mufl der ausintegrierte Bestandteil verschwinden.
Das ist ein notwendige, aber keine hinreichende Bedingung. Wir kénnen das Ver-
schwinden von

Y1 (@) Pa(z)

auf verschiedene Weise erreichen.

‘-H

—1

1. ¢1,2(—1) = ¢1,2(+1), entsprechend fiir alle Wellenfunktionen. Das sind periodische
Randbedingungen. Mit ihnen ist besonders bequem zu rechnen. Experimentell
sind diese Randbedingungen nur durch eine besondere geometrische Konfigu-
ration zu erreichen (Ring, Zylinder).

2. (x) = 0 fiir x = £I. Diese Bedingungen sind physikalisch durch ein unend-
lich hohes abstoBendes Potential am Rand zu realisieren. Wenn der Operator

%% selbstadjungiert ist, mufl er sich diagonalisieren lassen. Sei f,(z) Eigen-
funktion:

hd
T ap (@) =pf(@)
Diese Gleichung liefert nach Integration
fplx) = C- R
fo(l) = C-etiil =0,

was C' = 0 impliziert.

Im Dirichletschen Fall besitzt der Operator %% keine Eigenfunktion, er ist nicht
selbstadjungiert. Anders im peridischen Fall:

e’ = e

St
—

B
igl

1
me—-n, NELZ

l

In diesem Fall haben wir also ein diskretes Impuls-Spektrum. Wir haben gleichzeitig
eine Basis von Eigenfunktionen erhalten

S

]. P
—e ™", nelZ
{VQI }

3Diese Randbedingungen heiBen vom ,,Dirichletschen Typ”.
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Tatséchlich existiert im Dirichletschen Fall der Impuls-Operator nicht. Das hat einen
tiefen Grund. In der klassischen Mechanik ist der Impuls die erzeugende Funktion
fiir eine kanonische Transformation, die der infinitessimalen Translation

r— 1z =z+dz

entspricht. In der Quantenmechanik gibt es etwas Analoges (wird in QM II behan-
delt). Voraussetzung dieser Transformation ist, dafl das physikalische System sie
erlaubt. Das ist aber im Dirichletschen Fall nicht so. Das unendlich hohe Potential
ist an einer ganz bestimmten Stelle im Raum fixiert, es erlaubt keine Translati-
on des Systems. In der Quantenmechanik fillt dies auf, weil die mathematischen
Anforderungen an eine Observable (Selbstadjungiertheit des Operators) sehr ein-
schneidend sind.

Der Operator der kinetischen Energie ist
1 =
T=_—P?

2m

in Koordinatenrealisierung (Laplace-Operator = A)
h2
T=—-——A
2m
dieser Operator ist in beiden Fillen 1, 2 eine physikalische Observable (im Fall 2 ist

also P nicht, aber P2 doch definiert!). Seine Eigenfunktionen sind (t; = Eigenwerte)

1. Fall:
o S %
T - .
(8l1ll3)"%e = V| fFez?

2m

2.2 [n? n2 n2
t= 2 B+ B+ P
1 2 3

2. Fall:

_1 . ﬂ—nlxll . ﬂ—ngx; . ﬂ-n37g
{(111213) 2sin 5t sin § =2 sin =72
I 3
x; —(E1+l“ {m} e N

2.2 [n? n2 n2
tg =01 [l—;+l—§+l—§
1 2 3

8m

Das Spektrum von T ist diskret. Endlich ausgedehnte Systeme haben immer ein
diskretes Spektrum. Falls I; = Iy = I3 = [ treten Entartungen auf: Zum gleichen
Eigenwert von T gehort ein ganzer endlich-dimensionaler Unterraum von Eigen-
funktionen (Siehe auch A.2 S. 108). Beispiel: Fall 1. mit

7 = (£1,0,0),(0,+1,0),(0,0,+1)

Die Entartung ist sechsfach, d. h. der Unterraum hat dim = 6. Wir werden uns mit
diesem Phénomen im folgenden Abschnitt beschéftigen.

2.4 Entartung, Vertauschbarkeit von Operatoren und die si-
multane Messung von Observablen

Wir betrachten zwei Operatoren A und B und eine Basis {1, }, auf der beide Ope-
ratoren diagonal sind:

qujn = Qan wn
By, bntn,
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Die beiden Diagonalmatrizen konnen in beliebiger Reihenfolge multipliziert werden,
sie sind kommutativ. Es gilt also

ABQ/}n = anbnwn
= bnantn
—  BAJ,
AB=BA oder [A,B]=0
Umgekehrt sei die Vertauschbarkeit von A und B vorausgesetzt. Wir werden
dann von dem ,,Spektralsatz” (A.2 S. 108) Gebrauch machen, der besagt, dafl zu
jedem selbstadjungierten Operator eine Basis (eigentlicher oder uneigentlicher) Ei-

genvektoren {1} gehort, auf der dieser Operator also diagonal ist. Sei ¢ Eigenvek-
tor zu A

AY = ayp
Dann ist
B(AY) = aBy
= A(BY)

Also ist By = 0 oder Eigenvektor zu A mit dem gleichen Eigenwert a. Ist dieser
Eigenwert a nicht entartet, so ist also auch

By = by

(b = 0 ist auch moglich). Gibt es mehrere linear unabhéngige Eigenvektoren von A
zum Eigenwert a, so spannen diese den Unterraum V), auf. Dann gilt

veV,=Bye),

Schrianken wir B auf V, ein, so bekommen wir einen selbstadjungierten Operator.
Wir kénnen dann in V, eine Basis bestimmen, so daf3

(s} By = b

Dann gilt auch noch gleichzeitig

Awéa) _ awba)

Fiihren wir diese Konstruktion fiir alle Eigenwerte a von A aus, so ist
Ute”)

eine Basis des gesamten Raums V,, die beide Operatoren A und B diagonalisiert.
Der Spektralsatz A.2 (S. 108) erlaubt, diese Argumentation auf kontinuierliche
Spektren zu iibertragen.

Als einfachste Anwendung betrachten wir die drei Impuls-Operatoren P;
[Pi,Pj}:O, i,j€{1,2,3}

Wenn wir zwei Observable zu vertauschbaren Operatoren messen, so passiert fol-
gendes: Wird zuerst A gemessen (im diskreten Spektrum), so reduziert sich der
Zustand auf einen Eigenvektor zu A

¢ - ¢a ,,a" entarteter Eigenwert

Apes = adq
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Eine unmittelbar anschlieBende Messung von B reduziert ¢, auf einen Eigenvektor
zu B in V,, dem Raum der Eigenvektoren zum Eigenwert a,

ba ‘B—> Pab
A¢ab = a’¢ab
Bd)ab = b¢ab

Wir kénnen tatséchlich A und B gleichzeitig messen, ohne dafl die Messungen sich
gegenseitig beeintrichtigen. Die Messungen sind kompatibel. Um einen Zustand op-
timal durch Messungen festzulegen, wird man einen Satz von Observablen suchen,
die einerseits kompatibel sind, andererseits ein gemeinsames nicht entartetes Spek-
trum besitzen. Dies ist nicht immer, aber oft moglich.

Wir betrachten dazu ein Beispiel: Der dreidimensionale harmonische Oszillator
hat den Hamilton-Operator

H="H1+Ho+ Hs
Hi = %“Pz + %,LLQJQQZZ

K3

P — 22 Qi — x;
P

Mit f,(z), den Eigenfunktionen des linearen harmonischen Oszillators
1
Hifn(wi) = hw (n + 5) fnl®s)
ist

{wn1n2n3 : 1/)n1n2n3($) = fnl (ml) fn2 (:L’g) fns (1'3)}
Honynang = hw (nl +n2 +nz + %) Yninans

Der Eigenwert

E, = hw (N + g)
N = ny =+ U») + ns
ist gny-fach entartet mit
N 42 1
gN:< 9 >:§(N+1)(N+2)

Diese Entartung ist aber leicht ,,aufzuheben”, wenn wir die Operatoren H; selbst
betrachten. Tatséichlich ist (i # j)

[Hi,H;] =0

und

1
Hiwn1n2n3 = hw <nz + 5) wnlngng.

Wir kénnen also noch neben H die Operatoren H; und Hs benutzen, um den
Eigenvektor vollstindig zu charakterisieren.
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2.5 Der Drehimpuls, algebraisch

In der klassischen Mechanik ist der Bahndrehimpuls eines Massenpunktes durch

—

M=Fxp=-pxi

gegeben. Analog machen wir fiir den Drehimpuls-Operator in der Quantenmechanik
den Ansatz

M; = Z €ijkQ@; P

3.k

- ZijPij
J.k

(Beachten Sie die Nichtvertauschbarkeit von P; und @Q4!). In Koordinatenrealisie-
rung ist z. B.:

— —

M =7 x

<

i
Wir fithren der Einfachheit halber noch den Operator
1

L=>M
h

ein. Aus den Vertauschungsrelationen der Q;, Py, ergibt sich dann

[Lj7 Lk] =1 Z 5jkmLm

Wir werden zunéichst einmal diese durch die {L;} aufgespannte Algebra studieren,
bevor wir uns um eine spezielle Realisierung kiimmern.

Die uns interessierende Algebra ist die Algebra der Polynome in den {L;}, die
die obige Vertauschungsrelation beriicksichtigen. Wie beim harmonischen Oszillator
suchen wir eine abstrakte Darstellung dieser Operatoren in einem moglichst kleinen
Hilbert-Raum (irreduzible Darstellung), die aulerdem noch

Lf = L;

befriedigt. Dazu bilden wir die Operatoren

Ly =1L +1iL,
und bekommen

[L3,L+] =+Ly
Sei 1, ein Eigenvektor von L3

L3wm = m¢m
Dann ist

LB(L:I:wm) = L:I:LS'l/)m + L:twm
= (m=+1)Lin

d. h. L4 sind wieder ,,Leiter-Operatoren”, die den Eigenwert von L3 um eins erh6hen
oder erniedrigen. Wir betrachten ferner den Operator

L? =L} + L3+ L}
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der selbstadjungiert und nicht-negativ ist (Eigenwerte > 0). Wir nehmen an, daf
es einen Vektor i, gibt, so dafl

Lity, =0 fiirm=1

ist. Ferner sei ¢); (bis auf einen skalaren Faktor) eindeutig. Dann ist zu verwenden,
daf

-

[? = LyL_+i[Ly, L]+ L3
= L,L_ — L3+ L3
= L. L,+Ls+ L2

Also ist
L2y =11+ 1)ty

Wie man leicht nachrechnet, ist
[L?,Ly) =0 fiir alle k € {1,2,3}

speziell auch
[L2a L:i:} =0

Wir betrachten nun L_v);. Falls L_1); # 0 ist, ist er Eigenvektor zu L2
L2(Lth) = U1+ 1)(L—t)
Ferner ist wegen der Selbstadjungiertheits-Forderung an die {L;}

| L]

(L—ty, L_vy)

(¢, Ly L_y)

= (¢, (L* + Ls — L))
AT+ +1=2)|wnl?

= 2|y

Es folgt
[>0

Falls [ = 0 ist, so ist ¥ ein Basisvektor des eindimensionalen Raumes, der die
triviale Darstellung der Drehimpuls-Algebra tragt

L3y
Ly =
Litpy =
Sei also [ > 0. Dann ist mit
lgnl® =1
auch Low
-
(2l)% - 7/11—1
ein Basisvektor mit
Ly = 1+ 1)y

Ly = (—D
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Wir nehmen an, dafl wir nach einer gewissen Zahl von Schritten duch Anwendung
von L_ auf analoge Weise einen normierten Vektor v, erhalten haben.

L3y, = miy

Ly = 11+ 1)
Dann ist

IL—thml* = (11 + 1) + m — m?)||¢bm]|*
Die Zahl der Schritte ist n
m=1—n.

Natiirlich ist zu fordern

(l+1)+m—m?*>0

Die Gleichung
I(l+1)+m—m?=0

{+l+1
m = _l

Um von m = [ bis m = —[ zu gelangen, muf} 2/ ganzzahlig sein, dann werden 2{ + 1
Schritte benotigt. In diesem Fall ist also

hat zwei Losungen

L 41 =0
Ist 27 nicht ganz, so wird
(l+1)+(1-n)—(I-n)?=214+2l—1)n—n%><0

fiir hinreichend grofie n. Das ist aber ein Widerspruch (in diesem Fall ist die For-
derung L;" = Ly nicht zu erfiillen.). Entsprechen it sich begriinden, da8 es einen
Vektor v, gibt, der von L annihiliert wird. Damit haben wir folgendes Ergebnis:

Unsere Drehimpuls-Algebra besitzt zu jedem [ > 0, 2] ganz, eine (21 + 1)-
dimensionale Darstellung mit der Basis

{m; =1 < m < +1, ganzzahlige Schritte}
mit
Ly = 11+ 1Dy,

L3, M,
Li'(/)m = +(l(l + 1) Fm— m2)§¢mi1

Hier wurde die Phase von L1, willkiirlich fixiert.

2.6 Der Bahndrehimpuls, analytisch

Wir betrachten nun die Drehimpuls-Algebra in Koordinatenrealisierung
1 0
Lj= 7 ;%mxka—w

Falls wir Polarkoordinaten einfiihren,
1 = rcos¢dsin®
o = rsingsin®

r3 = rcos@®
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so bekommen wir

10
Ly = ~—
3 i ¢
} B o
_ Li¢g . ; i
Ly e (ia®+zcot@a¢)
oo 1 o[, 0] 1 0%
I = —5ew |™%e|  swrear

Die radiale Variable ist also herausgefallen. Als Eigenfunktionen suchen wir also
Funktionen Y (0, ¢), die einen £2(S?) bilden mit

(V1,Ya) = /d¢/d@ sin OY,(0,9)Y>(0, )

(das Integrationsmaf ist dasselbe, das bei d3z in Polarkoordinaten iibrigbleibt; es
ist drehinvariant, da d®z und r?dr drehinvariant sind).

Den Zugang zu den Eigenfunktionen Y der Operatoren Ls; L2 findet man am
leichtesten iiber die sogenannten homogenen Polynome. Wir betrachten

(oS SN e %1
§ Caloézale Lo~ T3
ar+aztaz=l

l €N, Cq4,ay0s zunichst beliebig. Es ist offensichtlich, dafl die Anwendung der Ope-
ratoren L auf ein solches Polynom wieder ein analoges Polynom liefert, denn diese
Eigenschaft hat jeder Operator xka%i. Dabei bleibt I ungeéndert. Die homogenen
Polynome vom Grad [ spannen einen Raum der Dimension

dy = (“f) :%(l+1)(l+2)

auf, wihrend wir nach einem Raum der Dimension 2]+ 1 suchen. Das ist aber leicht
zu verstehen, denn bei 1=2 ist

d2 = 6;
2-241 = 5.

Tatséchlich gibt es einen eindimensionalen invarianten Unterraum, aufgespannt
durch

r? = w% + x% + x%
r? ist invariant. Also kann man auch den Raum vom Grad [ zerlegen in einen Raum
r2x beliebige Polynome vom Grad [—2 und den Rest. Dieser Rest hat die Dimension

di—di_o=2l+1

Also: Suche alle Polynome vom Grad [, die nicht durch 72 teilbar sind.

Da die L; nur auf die Winkelvariablen wirken, definieren wir
e1 = sin © cos ¢

;i =1-¢ei(0,0); ez = sin O sin ¢

e3 = cos©

l

und eliminieren 7* aus den homogenen Polynomen. Die der Basis

{¢m; =1 <m < +1; | ganz}
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entsprechenden Funktionen
Y(0,0)
heiflen Kugelfunktionen. Aus

L3Y}(©,4) = mY,.,(©, ¢)
folgt
V(0. ¢) =y, (©)e™?

Wir haben fiir
Yll(e)v ¢) : L*Yil(®7 (b) =0

also

9 L (@) —
<8@ + lcot ®> y_ () =0.

Diese Gleichung ist einfach zu losen:

yL(0) = a(sin®);
yl_l(@)fﬂw = cl(elfieg)l.

Wir machen den Ansatz

yin(@) = (sin®)™U m(cos ©);
Ul,—l = cl(sin @)2l = Cl(l - COS2 @)l

Dann folgt durch Anwenden von L, :

L™yl (9) = ¢ilmthe ifmcot(a ()
00
i—mcot@ (sin®)™U; ;n(cosO) = (sin@)miU (cos ©)
90 b - ge "
(s m+1 .
= —(sin®) 5eos© U m(cos ©)

und damit fir n € N, n — [ = m:

0
0cos©

(L)"YL(0,¢) = (—1)"ce™? (sin @)™ ( > (1 —cos?0)",

Nun definiert man die assoziierten Legendre-Polynome (Funktionen) durch

P"(e) = 5ip(1—¢*)% (d%)Hm (¢® = 1),

=32
—1<p<1 (Polynome, falls m gerade)

die im Falle m = 0 in die Legendre-Polynome iibergehen

Py(e) == P/ (o)-
Damit kénnen wir schreiben
(L)"YH(0,6) = (—1)™¢ - 28 - 11~ e™P . P (cos ©).
Andererseits ist dieser Ausdruck gleich (2.5, S. 32)

m—1
:{ 11 [z(z+1)—m’—m’2]2}Y751(®,¢)-
l

m/=—
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Der Vorfaktor ist leicht auszurechnen

+1)—m' —m? = (I+m +1)(1-m);
m—1

I a+m+1) = (+m)

m/=—1

et A ) T
[[ @-m) = (—m)l’

m/=—1

also zusammen

e T e,

Nun ist nur ¢; festzulegen. Die Normierung von Y* ; liefert

27 T
1 = /dgb/d@ sin Oy, |?
0 0

|ei|? - 27r/d@ sin O (sin ©)*

0

Dieses Integral berechnen wir rekursiv:

1y,

T

= /d@(sin@)k, keN

0

= /d@ sin O(sin ©)~~1
0

T

= /d@ cos O(k — 1)(sin ©)%~2 cos ©

Da I, = 2 ist, folgt

0
(fiir k& > 2 verschwinden die ausintegrierten Bestandteile)
k-1
= (k—=1)Ug—2—Ix) = . I_o.
21 20— 2 2
I - = 2T °r
2 20+1 201 37
221 (]1)2
@2+ 1)

Wir bekommen (Phase ad hoc):

Damit ist endgiiltig

20 2r
A+1 (I—m)]? 4
Y#(G,qﬁ):[ 4; 'EHZ” (—1)™e"™? P (cos O).

35
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Nun einige Bemerkungen zu den Legendre-Funktionen. Nach Definition ist
g\
Anrre) = (- 2)% () @)
wir zerlegen
(" =1)'=(e—~1)(e+1)
und wenden die Leibniz-Formel an*

2P (o) = (1)2(1 'Hm (=)~ 1—0)  F % (140)F %

Wenn man in der Summe m = —m/’ setzt, ferner den Summationsindex k durch &’
ersetzt ,
m m
k—?:k/’/—? (k‘—m:k/,k‘:k’/—m/)

so entsteht dieselbe Summe wieder, aber mit (—1)™ multipliziert. Folglich gilt

(I +m)!

le(Q) — (l — m)!

(=1)™"F " (0)-

Damit erhalten wir eine zweite Darstellung der Kugelfunktionen

A+1 (I+m)]?

o Uomy] € R (c0s©).

V@0 - |

Sei nun m > 0. Dann folgt aus der Orthogonalitéit der Kugelfunktionen

2 T
/d¢>/d@ Sin QY (0,0) Y2 (0,¢0) = 81,1,0m1mas
0 0

+1

/@mwmﬂm:

-1

20 +1 (I, —m)l

Schreiben wir

m

P"(0) = (1-20*)% f" (o)
und halten wir m fest, so sind die {f]"(0)} orthogonale Polynome vom Grad [ —m
mit der Gewichtsfunktion

b
/de(Q)Mfl’(Q) = 0 hy

w(o) = (1-0°)™;

—a=+b=+1;
_ 2 (I4+m)!
hi = 2041 T (I=m)!"

Im Falle m = 0 ergeben sich die analogen Formeln fiir die Legendre-Polynome.

Die Operatoren Ly waren im Raum L£2(S?) definiert. Da die {Y,}(0,)} al-
le in diesem Raum liegenden simultanen Eigenfunktionen von EZ, L3 bilden, sind

4Hier ist (n!)~! fiir negatives ganzes n gleich null zu setzen.
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die {V!(©,¢)} eine Basis in £2(S?). Jede Funktion F(©,¢) € L£2(S?) LiBt sich

entwickeln
F(©,0) = Y amY}(0,0);
l,m

27 ™

I /dqb/d@ sin®OF(0,¢)YL (0, ¢)
0

0

und die Konvergenz der Reihe ist im Sinne der Topologie von £2(S?). Diese Ent-
wicklung werden wir im néchsten Abschnitt benutzen. (Siehe auch A.3 S. 109)

Wir haben mit den Bahndrehimpulsen als Differentialoperatoren begonnen und
aus diesen eine Vertauschungs-Algebra (Lie-Algebra) gewonnen. Mit algebraischen
Methoden wurde zu jedem [, 2] € N, eine Darstellung konstruiert. Durch Riickgang
auf die Differentialoperatorform haben wir dann aber nur fiir ganzzahliges ! eine
konkrete Realisierung dieser Darstellung als Unterraum im £2(S?) gefunden. Die
halbzahligen [ kommen dabei nicht vor. Wenn wir uns auf den Standpunkt stellen,
die Lie-Algebra sei eine fundamentale Struktur, die einen Drehimpuls auszeichnet,
so miissen wir uns fragen, ob der Bahndrehimpuls tatséchlich die vollstdndige Dre-
himpulsobservable eines quantenmechanischen Massenpunktes ist. In der Tat hat
ein Elektron einen Spin mit dem Eigenwert | = % und wir miissen den gesamten
Drehimpuls des Elektrons aus einem Bahn- und einem Spin-Drehimpuls zusammen-

setzen. Wie das gemacht wird, werden wir spéter sehen.

2.7 Ebene Welle und Kugelwellen

Ein freier Massenpunkt bewegt sich in der klassischen Mechanik auf einer geraden
Bahn. Sein Bahndrehimpuls beziiglich eines festen Koordinatenanfangspunktes Py
ist

M =7 x I
und ebenfalls konstant. In der Quantenmechanik sind p und M nicht vertauschbare
Operatoren. Die ebene Welle

Yp(a) = (2m) ek
ist nicht Eigenfunktion des Drehimpuls-Operators. Nehmen wir k in z-Richtung an

und fithren Polarkoordinaten ein, so kénnen wir eine Reihenentwicklung nach den
Kugelfunktionen vornehmen.

(2W)7%eikrcos@ — Zalm(’l")y;ln(g’ ¢)
Im

mit
2 T
aim (1) = /d¢/d® sin OYL (0, ¢)(2m) 3 ik cos©,
0 0

Da die Welle nicht von ¢ abhéngt, ist

am(r) = aiy(r)dy,
1 , 20 +1\*
ap(r) = (27r)_5/d9 sin @ ethrcos© <Z4;> P;(cos ©).
7r
0
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Dieses Integral kann einfach integriert werden. Mit
p=kr, o0=cos®

haben wir

|
"‘\»—\
QL
=)
ms
>
s}
7 N
QU
NI
~
—
[~
[&]
\
—_
~=

1

i 1
/dé)@ pQPl(Q) = 2
-1

Partielle Integration liefert

1

—ip)! )

— (211/:) /dQeng(QZ_l)l
-1

Hilfsdifferentiation ergibt

(+ip)! (d N 1>l 2-sinp
201\ dp? p

Wir wollen jedoch noch einen anderen Weg gehen. Die ebene Welle ist eine
Eigenfunktion des Operators der kinetischen Energie T' = ﬁPQ

h2k?
Typ(r) = Wl/h;(x);
2
T = _h_
2m
Im Ansatz
R2 k>

fithren wir Polarkoordinaten ein. Dabei verwenden wir Formeln aus der klassischen
Mechanik oder Elektrodynamik

0% 290 L 7o

or2  ror 12

mit dem Drehimpulsoperator L2 wie in 2.6.1 (S. 33) angegeben. Wir erkennen, daf}
wir T und L? sowie L3 gleichzeitig diagonalisieren kénnen und machen den Ansatz

$(x) = X (r)Y,4(0, ).
Damit ergibt sich als Gleichung fiir X g, (r)

2 [ 02 +2a 1
2m |Or2  rOr 2

l(l + 1)] XElm(T) = o XElm(T)
oder

92 20 1

Wir sehen, daB X g, (r) nicht von m abhingt und schreiben dementsprechende
fiir Xgim(r) Xgi(r). Ferner fithren wir die dimensionslose Variable ¢ = kr ein.
Substituieren wir

. Zl+%(£’)

XEZ(’I’) = \/E
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so ergibt sich fiir Z;, 1 (o) die Besselsche Differentialgleichung

1 (14 1)?
Zl1(0) + EZIIJF%(Q) + <1 - 922 ) Zy41(0) =0

mit den Losungen Z; 1 (0), Zylinderfunktionen zum Index [ + % Die Funktionen

Jile) = (219) ’ Jip1(0) (Bessel)
yi(o) = (21@) ’ Y1 (0) (Neumann)
(o) = (219) ’ H,(;Z;)(Q) (Hankel)

heiflen sphérische Zylinerfunktionen ([A. + St.] Kap. 10) Damit ist

ji(o) reell
Xpi(r) = hl(l’Q)(g) komplex , irgendeine Linearkombination

Y1 (o) reell
Ferner konnen wir verwenden
hV0) = jile) +iylo)
) = dile) —iylo)
In [A. + St.] finden wir (Gleichung 10.1.14)
+1
(=)

i) =55 [ deerie)

21
so dafl wir auch bekommen

a, (r) = (2” 1>% Stk

272

Die Besselfunktionen j;(p) verhalten sich bei ¢ — 0 regulér, die anderen hl(1’2) (0), yi(o)
singulér gem#f® [A. + St.] 10.1.2, 10.1.3

l

o) =+ +0@)
a = -EEarow)
leN

Bei der Zerlegung der ebenen Welle treten nur die bei ¢ = 0 regulédren Besselfunk-
tionen auf, da die ebene Welle selbst bei ¢ = 0 unendlich oft differenzierbar ist.

Die Funktion j;(p) ist oft definiert durch [A. + St.] 10.1.25

r .
1 d) sin o
. l
JI@) =0 | —— 5=
0 ( odo) o
5Die ,,Doppel-Fakultit” bedeutet (2n — 1)!! = (2n — 1)(2n —3)(2n —5)----3-1
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Hieraus folgt

. sin o
Q =
Jo(o) )
sowie die Rekursion
1d
2.7.1 Jir1(0) = o't (———) o e
(27.) 1(0) ~ o) e tie)

Mit Hilfe der Differentialgleichung (=Schrédingergleichung)

? 2d 1

2.7.2 Sl
( ) d92+9d9 0?

(+1)+ 1] Ji(e) =0
ergibt sich mit etwas Algebra die Rekursion

(2.7.1) +(2.7.2) = ji1(0) =

I+1 —1;
—+1
501 1)° [@2 + ]Q ji(o)
also wird daraus l
, 1, [d? sin o
—— - 4] ==
a(e) = 50 [dQQ + ]

womit wir noch einmal (2.7 S. 39)

ay, (r) = (2” 1)% it i)

272

erhalten. Damit haben wir die Entwicklung der ebenen Welle als

272

—35 Jikrcos - 2l+1 % . .
D M € =) IR ORI CXD

= > (@m) 7% (20 + )iy (kr) - Pi(cos ©)

Wir kehren noch einmal zur Eigenwertgleichung

Ti(x) = Ey(x)

zuriick. Die allgemeine Losung fiir ¢ bei festem E ist eine beliebige Linearkombi-

nation 5
. ek
gi(kr) - Y3(0,0), E=

2m

Die h(()l’Q)(kr) sind sogar quadratintegrabel bei o = 0,
€
/der\hgl’2)(k7‘)|2 <oo, €>0
0

Warum also werden sie aus der Losungsmannigfaltigkeit ausgeschlossen? Die Ant-
wort ist einfach: Im Sinne von Distributionen sind sie nicht Lsung der Eigenwert-
gleichung fiir T, sondern erfiillen, wie wir zeigen werden®:

(A + K (kr) = j:i%r - 5(Z)

6(1) entspricht dem oberen, (2) dem unteren Vorzeichen
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Mit

1 d \! etike
h"? (o) = Fid (———)
o (o) 2ds) o

haben wir also zu beweisen
ezl:ikr

(A +K2) = —dn - 8(7)

Dazu benutzen wir eine Testfunktion g(s). Natiirlich ist

eiikr

(A + k?) — =0, r>0;

also ist
€ 27 ™ .
eizk’r
/der/cM/d@ sin Og(z)(A + k%) ——
r
0 0 0

von € unabhéngig. Fiihren wir die Differentiation aus, so ergibt sich als maximal
singulédrer Term

1
A= = —4né(Z
. 7o(T)

Alle anderen Terme liefern bei der Integration O(g). Damit ist die Behauptung be-
wiesen.

Seien drei Einheitsvektoren aus dem R3 gegeben

5,51,52 €~€1:COS@1
€+ €y = cos Oy
oder ausfiihrlicher in einer Basis
0
e = 0
1
sin ©1 2 cos ¢1 2
€1,2 = sin @1,2 sin ¢1’2
cos ©1 2

Dann gilt der ,,Kosinussatz der sphérischen Trigonometie” (wie man leicht nach-
rechnet)
€08 O12 = c0s O1 - cos O + sin O - sin Oy - cos(P — ¢2)

Das ist der Spezialfall der allgemeineren Formel (fiir [ = 1)

47

+
Py(cosO12) = D] Z YL (01,01)Y,, (02, ¢2)
m=—I

Auf den Beweis mochte ich hier nicht eingehen, da er mit den entsrechenden Me-
thoden (die uns spéter zur Verfiigung stehen werden) sehr einfach ist.

Unter Benutzung dieser Formel kénnen wir jetzt jede ebene Welle entwickeln:
ko= k-&
T = 7r-&
€ z-Achse des Polarkoordinatensystems
Dann setzt man diesen Ausdruck fiir P;(cos ©;2) in die Entwicklung von e?*" ¢os©1z
ein.
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2.8 Unschirferelationen

Wir beobachten zwei Observable A und B in enem Zustand ¢, [¢)| = 1. Wir kénnen
ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dafl die Erwartungswerte ver-
schwinden

(v, Ap) = (¢, Bp) = 0

indem wir A durch

A (0, A0) T
ersetzen etc. Die Streuung von A und B ist danach
(¥, (A= (Y, A)D*y) = (AA)?
= (¢, A%) = (¢, Ap)?
= (v, A%))
(AB)? (v, B*Y)

(allgemein wire (AC)? = (¢, C?y) — (¢, Cp)?).

Wir betrachten nun den Erwartungswert des positiven selbstadjungierten Ope-
rators
(A+iAB)(A—i\B), M€eR

Es ergibt sich
(16, (A +IAB)(A — iAB)) = (10, A%0) + AW, B, AJi) + X2(th, B24)
Dies ist ein quadratisches nichtnegatives Polynom in A
aX? +bA+c>0

Folglich ist

b’ —4ac <0
Nun ist jedoch
a = (AB)?
b = (AA)?
also
A(AAAB)? > (,i[B, Alp)?
AAAB = (B, Al)

(der Erwartungswert von i[B, A] ist reell). Dies ist die allgemeine Unschérferelation
der Quantenmechanik. Falls
[A,B] =0

so ist die triviale Aussage
AA-AB >0

Wir wollen uns nun einige Beispiele ansehen. Der bekannteste Fall ist

A=P L
in £2(R?) R
B=Qj — 1

also 5
AP - AQj > 51‘35
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Man kann sich hier die Frage stellen, fiir welche ¢ das Gleichheitszeichen gilt. Das
wollen wir jedoch den Ubungen {iberlassen.

Wenn ein Massenpunkt frei auf einer Kreisbahn laufen kann, so gibt es einen
Hilbertraum £2(S!) von Wellenfunktionen f(y), —m < ¢ < +m. Der Impuls ist
dann

P— EE
1 0p

Was ist der Ortsoperator? Wenn wir ihn mit dem Multiplikationsoperator ¢ iden-
tifizieren, so miissen wir den Sprung bei ¢ = +7 beachten

[P,Q] — 51— 2m6(p — m)

Mit der Eigenfunktion von P

1

— . eimgp
fm(‘p) \/%
wird
AP=0, AQ=-"—
’ V3
wahrend

(fmsilP, Q1 fm) = h(1 = 1) = 0.

Die Deltafunktion bewahrt uns vor einem Widerspruch.
Schliefllich betrachten wir die Drehimpuls-Operatoren My, Ma,
[My, M) = ihM3
und einen Eigenzustand 1!, von M? und M. Tatséchlich ist dann
(Y, (My £ iMa)iy,) ~ (P, Yhar) = 0.

Wir erhalten dann

1
AM; - AM; > §h2|m|.
Andererseits ist

(Vb MPYL) = (YL, M3,
1

= 5l s (M2 = MZ)¢,)
= %EQ[l(lJrl)me],

so dafl die Unschéarferelation in diesem Fall beinhaltet
1., 2 1.,
ih [l+1)—m?] > ih ||

Das ist bei m = %I eine Gleichung, bei m = 0 aber eine schlechte Abschéitzung.
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2.9 Thermische Gesamtheit und andere gemischte Zustéinde

In einem Mikro- oder Makrosystem ist bei Kontakt mit einem Wéarmebad der Tem-
peratur T die Wahrscheinlichkeit, die Energie F¥ zu messen

1
w(E) = 26_%

Z = Z e
alle
Zustéande

wobei

e

Die urspriinglich klassische Aussage 148t sich leicht auf die Quantenmechanik {ibert-
ragen. Sei also ein Mikrosystem (Atom etc.) mit diskretem Energiespektrum {E,,}
gegeben. Dann ist

1 _Ba

w(E,) = Ze_ T

alle Eigenfunk-
tionen von H

= Zgne_f_% gn € N : Entartungsgrad
n

Es ist dann offensichtlich der Erwartungswert der Energie

Eqp

D DR

alle Eigenfunk-
tionen von ‘H

Wir wollen diese Formel in der Quantenmechanik als
(E) = Sp(oH)

schreiben. Was ist dann p? Rechnen wir die Spur in der Basis der Eigenvektoren

von ‘H aus, so ist
<E> = Z E, - 0nn
alle Eigenfunk-
tionen von H
also -
E, e~ %%
==

Seien { P, } die Projektions-Operatoren auf den Unterraum mit Eigenwert E,,. Dann
ist

an

H= > P,E,

alle Eigenvektoren,

alle F,,
Wir definieren nun
P ZPne*%

Ey
7z = Spe*%
_
e kT
¢ = Spe*%

Spo = 1
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Wir sehen: g ist selbstadjungiert und
1. o hat nur nichtnegative Eigenwerte
2. Spo=1.

Das ist die allgemeine Defnition von g als ,,Dichte-Operator”. o mufl eine Spur ha-
ben, also auch ein diskretes Spektrum.

Zur Vorbereitung der Diskussion unvollstidndiger Messungen werden wir uns eine
Projektion auf einen Raum der Dimension unendlich vorstellen. Sei etwa £2(—oc0, +00)
gegeben. Dann 148t sich jedes f(z) € £2(—00,+00) schreiben als

f(z) = Zf(n,n-&-l)(x) < f(z)

wobei
1 n<z<<n+1

g(n,n-&-l) ({E) - {O

sonst

Entsprechend ist
L£*(—00,+00) = P L (n,n + 1)

Jeder Raum £2(n,n + 1) ist ein Unterraum der Dimension unendlich. Als Basis in

diesem Raum konnen wir die {P;(z)}§° benutzen (genauer |/ 21 P(2)), denn

1.
+1 5
/dz})h(z)f)lz (Z) = méllb

21
2. Wir bilden das Intervall (—1,+1) linear auf (n,n + 1) ab durch

z=ax+b, an+b=-1, an+1)+b=+1

a=2, b=-1-2n
n+1 9
a [ dxPy,(ax +b)Py,(ax +b) = 5201,
n

Wenn wir eine Messung in einem kontinuierlichen Spektrum vernehmen, ist das
Ergebnis (z. B. bei Ortsmessungen) nie ein Eigenwert, sondern ein Intervall aus
dem Spektrum: ,,x liegt zwischen z; und x3”. Also wird in den danach préparierten
Zustand die Funktion

‘E(xl,zz) (m)

eingehen. Nun ist aber durch dieses {(,, ,,)(z) gerade die Projektion P, ;. defi-
niert:

(P(m,zz}f)(x) = §(w1,12>(x)f($)

Messungen im Kontinuum sind also grundsétzlich unvollstandig.

Messen wir an einem H-Atom die Energie und finden die Hauptquantenzahl
n = 2, so haben wir einen (ohne Spin) vierdimensionalen Unterraum vorliegen mit
entsprechendem Projektions-Operator P,—o. Wie ist der Zustand nach der Messung
bestimmt? Er wird wieder durch einen Dichte-Operator ¢ wie oben beschrieben. Die
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Antwort ist: der vor der Messung vorhandene Zustand g; schligt durch.

Man kann sich iiberlegen, daf} alle physikalischen Vorstellungen durch folgenden
Ansatz befriedigt werden koénnen:

0= P(Ihwz)QlP(ﬂCl,ﬂCz)
Sp (P<x1,z2)glp<zl,zg>)

oder im anderen Fall
Pn:2 01 Pn:2

- Sp (P7L=2Q1Pn=2)
Operatoren, die eine Spur besitzen, heiflen ,,Spurklasse-Operatoren”. Von selbstad-
jungierten Operatoren {ibertrigt man den Begriff auf beliebige Operatoren geméf3

4

M € Spurklasse, falls M = Uy AU,
Ui,2 unitér, A selbstadjungiert und € Spurklasse

Dann gibt es einen Satz: Falls ¢ € Spurklasse ist, dann ist auch ¢- M € Spurklasse,
falls M beschriinkt ist. Damit ist gemeint (1 und 2 sind fquivalent):

1. M = U; AU, {)\} Eigenwerte von A (auch Kontinuum erlaubt), sup || < oo

2.

[ M|
sup —— = [|M|| < oo
Pl ([ M]]

mit ||M] der ,,Operatornorm”

Benutzen wir in 2. fiir 1) Eigenvektoren, so sehen wir
[[M]| = sup [A]
Aus dem Satz folgt (P? = P fiir alle Projektions-Operatoren):

Sp (P(a:l,a;g)glp<w1,w2>) = Sp (P(a:l,w2>91)

ist wohldefiniert, da o; € Spurklasse und P, ,,) beschrinkt ist (Norm 1 ist selbst-
versténdlich).

Also: Alle Zusténde werden durch g € Spurklasse beschrieben, und diese Eigen-
schaft wird durch unvollstindige Messungen nicht gestort. Diese Eigenschaft wird
auch nicht durch Zeitentwicklung gestort, wie wir spéter sehen werden.

Bei den thermischen (allgemein: statistischen) Gesamtheiten werden Statistik
und Quantenmechanik verschmolzen. Messungen an einer Gesamtheit von Systemen
im gleichen Zustand erfordern, dafl auch das Warmebad in allen Systemen gleich
ist.

3 Die Dynamik

3.1 Die Schrodingergleichung

Als Dynamik bezeichnet man die Ursachen der zeitlichen Entwicklung eines physi-

kalischen Systems. In der klassischen Mechanik wird die Dynamik z. B. durch die

kanonischen Bewegungsgleichungen erfaft,
8pi o 87—[ aqi o 87-[

ot~ oq ot ap

ie€{1,2,3,...,f}
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wobei die Hamilton-Funktion H(p, ¢,t) also die gesamte Information iiber die im
System wirkenden Krifte enthélt. Neben der Hamilton-Funktion ist die Kenntnis
der Anfangswerte

p’L(O)7Ql(O)7 (XS {1527377f}

erforderlich, um die Losung (Bahnkurve) p;(t), ¢;(t) festzulegen. Mit dieser Losung
ist dann auch jede Observable F'(p, ¢) zur Zeit ¢ bekannt: F'(p(t), ¢(t)). Die Berechen-
barkeit der Losungen folgt aus den bekannten Existenz- und Eindeutigkeitssidtzen
aus der Theorie der Differentialgleichungen. Ein klassisches System heift ,,16sbar”,
wenn es eine hinreichende Zahl (némlich f) von ,,Integralen der Bewegung”

Gilp,q,t) =C;, i€{1,2,3,...,f}

gibt, aus denen sich die Bahn durch algebraische Elimination ergibt. Dabei sind die
Konstanten C; durch die Anfangswerte ausdriickbar.

Solche Bewegungsablédufe von losbaren Systemen sind ,,stabil” in folgendem Sin-
ne. Eine kleine Anderung der Anfangswerte {p;(0),¢;(0)} zieht auch kleine Ande-
rungen der t-Werte {p;(t), ¢;(t)} nach sich. Diese Stabilitdt wird im Rahmen der
Lyapunowschen Theorie behandelt.

Neben den losbaren dynamischen Systemen gibt es die chaotischen Systeme,
deren Charakteristikum gerade das Fehlen von Stabilitét ist. Thre Bewegungsglei-
chungen lassen sich nur mit besonderen Vorsichtsmafiregeln numerisch integrieren.
Die Theorie der chaotischen Systeme ist noch nicht abgeschlossen. Wir werden in
diesem Kapitel sehen, wie die quantenmechanischen Entsprechungen dieser Begriffe
aussehen.

Wir nehmen an, ein System befinde sich im reinen Zustand . Es ist natiirlich
nach der zeitlichen Anderung
N

at

zu fragen. Die Antwort ist die Schrodingergleichung

hoy
T W

Der Operator H heiit Hamilton-Operator.

Ein intuitives Verfahren zum Auffinden eines Operator-Ansatzes fiir H ist das
sogenannte ,,Korrespondenzprinzip”. Man geht vom klassischen Ausdruck fiir die
Hamilton-Funktion H(p, q,t) aus und versucht darin p;, ¢; durch quantenmechani-
sche Operatoren P;, Q; zu ersetzen. Wegen der Nichtvertauschbarkeit der Operato-
ren ist dieses Verfahren nicht eindeutig. In den einfachen Fllen

H="T(p)+V(g)

tritt allerdings noch kein Problem auf, da die Funktionen 7" und V sich auf eindeu-
tige Operatoren fortsetzen lassen. Ein typischer Ausdruck, der keinen korresponie-
renden Operator hat, ist
Z qiPi
i

da

Z QP # Z PQ;
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Doch das Postulat der Selbstadjungiertheit legt nahe, die Form

1

+5 2 (PiQi + QiP)

zu wéahlen. Bei Ausdriicken der Form

Y opigp n>2
hilft das Postulat auch nicht mehr. Es bleiben alternative Moglichkeiten wie (n > 2)
(3.1.1) +5 2(PPQ} +QpPY)
(3.1.2) S PQIP,

7

(3.1.1) - (3.1.2) = n(n — 1) (E)Q T Qi

i

offen.

Zur Definition eines Operators H als Differential-Operator gehoren eventuel-
le Randbedingungen dazu, falls Rénder existieren. Die Randbedingungen miissen
linear sein, sonst ist der Operator selbst nicht linear. Ein freies Teilchen z. B., das
sich auf der Halbgeraden = > 0 bewegen kann, hat den Hamilton-Opertaor

1 h? d?
H=T=_—P? —_—
om’ | 2mdi?
Dieser Operator erfordert zu seiner eindeutigen Bestimmung lineare Randbedingun-
gen bei x = 0 von der allgemeinen Form

ay)(0) + B¢'(0) =0,

|a] + 18] > 0.
ik —ik _ —a+ikB
ae’™ + be T, b = Tatikg
Eine Bedingung von der Form
P(0) =1

ist nicht linear und damit verboten. Denn bei der Konstruktion der Eigenfunk-
tionen wiirde man sofort auf Schwierigkeiten stoflen. Die obige lineare Randbe-
dingung regelt die Reflektion der Welle ¢ (z) bei z = 0 (nédmlich die auftretende
Phasenverschiebung). Sie enthilt folglich die physikalische Information iiber die
Wechselwirkung zwischen Wand und Teilchen.

In den meisten Féllen der Atomphysik ist die Ortsrealisierung des Hamilton-
Operators durch ihre Einfachheit ausgezeichnet. Die in der Atomphysik auftre-
tenden Probleme behandeln Elektronen in Wechselwirkung untereinander, mit den
Kernen, und moglicherweise auch mit einem &ufleren elektromagnetischen Feld. Der
klassische Ausdruck fiir die Hamilton-Funktion eines Elektrons mit einem &ufleren
Feld

e(Z,t), A(Z,t)

ist

Hip.a.0) = 5 (7 SAGED) +eol@n

2m

ol®
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(GauBsche Einheiten). Der quantenmechanische Operator ist am einfachsten zu for-
mulieren, wenn @; Multiplikationsoperatoren sind, also in der Ortsrealisierung,

Y — QiY(T) = wp(F).

Dann entsprechen den klassischen Funktionen ¢, A die Multiplikationsoperatoren

und

H(@) = { 1o a— TG Aty + A1) F] + g B0+ epldt) b o)
= 2m 2mci * * ome2 LT .

Dabei ist

(ﬁ-fwa/_f-ﬁ)q/J: (dmA’)¢+2A’ﬁ¢.
3.2 Die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion freier Teil-
chen
Ein freies Teilchen mit dem Hamilton-Operator
1 =
E— 24
H 2m

und mit Zustinden ¢ € £2(R3) geniigt der Schrédingergleichung

hoy
T T

Wir benutzen die Eigenfunktionen von H, um ¢ (&, t) zu entwickeln.

pp(@) = (2m) 27

(2m)
bt = / Bk e (D)) (R 1)

Dann erhalten wir

HY(Z,t) = (2m)°% / &3k eiFF <—h2k2¢3(1¥,t)>

2m
hoy _ -3 31, Jik-T h(’)?ﬂ .
T @& = (2m) 2/65 ke ——— (k1)
Aus der Eindeutigkeit der Fourier-Zerlegung folgt
hoY - R2k2 .
—— = (k,t) = — t
i 6t( ,?) 2m (k. %)
also nach Integration
Gk t) = PR)e®r
E
k) = —
wlk) =
272
5 _ h*k
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Nebenbei: Falls ¢ ein Eigenzustand von H ist
HyY = Ey

gilt
_hov
i Ot
W) = e FY(0)

Wir benutzen hiervon einen Spezialfall. Unser Ergebnis ist also

B(#,1) = / 0k o (e O (F)

= HYy=Evy

Natiirlich ist
/ P (@ O = / &k (R, )P
- / &R ID(R)P

Die Norm ist zeitlich konstant. Das ist wieder ein Spezialfall der allgemeinen Aus-
sage. Seien 1, ¥y Zustidnde, die derselben Dynamik unterworfen sind. Dann ist

O 0o
(W’wz) + (1&17 W)
—?[—(’Hm, Pa) + (1, Hpa)]

= 0

d
E(wla ¢2)

Wegen der zeitlichen Konstanz der Norm ist es zunéchst schwer versténdlich,
daB bei glatten Wellenfunktionen und festem x gelten soll

im 9(7,1) =0
Dafiir kann man zwei Phinomene verantwortlich machen:
1. Weglaufen der Welle (Translation);

2. Auseinanderlaufen der Welle (Deformation).

Das Phédnomen 2. ldft sich wie folgt behandeln: Sei ¢ (Z,t) (bei festem t) aus
S(R?) (glatt und stark abfallend) und die Wellenfunktion fiir ein freies Teilchen.

Dann betrachten wir die Fourier-Zerlegung in k
w(t) = @m) [ ket

als eindimensionales Fourier-Integral in w

o0

= / dw g(w)e ™"

0

Das gelingt auf folgende elementare Weise:

|
e

(V)
.
=
Y
2

A3k

3
dk om\? 1 ,
27 - L w2
Ly (h) 2%
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Wir setzen dann

o= (%m) ohem [and(iet

wobei im Integral nach der Integration k durch w zu ersetzen ist. Das Integral hat
danach eine Taylorreihe in w um w = 0.

Nun kann man leicht zeigen, daf3

glw) ~ w® a € C\N

(w—0)
impliziert
o0
/ e glw)e ! TR Jp| o
0

(vgl. die Fourier-Transformierte der Distribution w® - ©(w)). Also ist
W(Z,t) ~ |t|_% fiir t — +oo, x fest
Das Auseinanderflielen wird also bewirkt durch die spezielle Funktion
kE— w(k)
die sogenannte Dispersions-Funktion. In der Elektrodynamik ist statt dessen
w(k) = c-|k|

In diesem Fall gibt es formstabile Wellenpakete, die nur durch Weglaufen verschwin-
den (mit Lichtgeschwindigkeit).

Die Verschiebung und das Auseinanderflieen lassen sich am Beispiel des Gauf3-
schen Paketes rechnerisch einfach verfolgen. Wir setzen im £2(R3)

P(Z,0) = ae~ w2 tiko
« : Normierungskonstante
Daraus ist ¢ (#,t) zu berechnen. Dies ist das typische Anfangswert-Problem der

Schrodingergleichung. Zur Losung entwickeln wir nach den Eigenfunktionen von H,
in diesem Fall ebenen Wellen. Damit bekommen wir

B(#,0) = (27)3 / k(R

und durch Umkehrung

O ) / Bh(E
= (2#)7% /d gz e~ mz® —ilk=Fo)-&

Die quadratische Ergénzung des Exponenten ist

—

2
T 2 4 2i(k — ko) = (3 +i(k — i%'o)b) + b2 (k — ko)?
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Da die komplexe Translation
T — Z+i(k — ko)b?
den Wert des Integrals nicht &ndert, und
/de e mr® = (27b%)2

haben wir

&(E) _ ab%’ébz(’z”z@f
Also ist ¢ (k) eine Gauf-Funktion mit Zentrum bei kq.

Nun ist die Zeitentwicklung jeder ebenen Welle ¢ (Z) durch den Faktor
—iw(k)t

e

gegeben. Folglich ist
W(F, 1) = ab®(2m) 3 /dSke—%bQ(E—Eg)2+iE~i piw(k)t
Der Exponent wird wieder quadratisch ergéanzt
S R L (T

— 2(bkg + i) - k
+b2k2

Nun ist ein Gau3-Integral

in A analytisch fortsetzbar von A > 0 in die ganze Halbebene Re A > 0. Das
machen wir uns zunutze:

3
2

iht \ 1, (-
w(f,t)a<1+Z ) exp | —5b° | K -

. N2
(/fo +ib%>
mb?

Rt
T+izss

Fiir t — 0 wird der Anfangswert ¢ (Z,0) angenommen wie erwartet. Fiir [t| — oo
ist

_3
W@ ) ~ ae 20K (1+ mt) ’
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wie allgemein gezeigt wurde.

Die Verformung und Verschiebung des Gaufl-Pakets erkennt man am besten am
Betragsquadrat

3 hE 2
(T 82 = |a2.(%) o ()

1
h2t2 2
b1+ —
( +mb2>

Die Translationsgeschwindigkeit ist

b(t)

kg
m

ﬁ =
und die Verformung wird durch die zunehmende Breite
1
h2t2 2
bt) =01+ —
®) ( + mb2)

erfafit. Der hier auftretende Ausdruck fiir die Translationsgeschwindigkeit v ist iden-
tisch mit der Gruppengeschwindigkeit, die definiert wird durch

0

U= ﬁw(k) (Gradient, zu nehmen im Maximum (Schwerpunkt) von ¢ (k))

und die Fortbewegung eines allgemeinen Wellenpaketes erfafit.

3.3 Die Greensche Funktion fiir das Anfangswertproblem

Es gibt eine weitere Moglichkeit, die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion (%, t)
aus dem Anfangswert ¢ (&, 0) zu berechnen, ndmlich die Verwendung der Greenschen
Funktion. Bei zeitlich konstantem H (konservatives System) kann die Schrodinger-
gleichung

h 0
ot T
formal integriert werden durch
(1) = e"(0)

Der Operator
U, = (ZHHt

hat die Eigenschaft, unitir zu sein, d. h.

ur=u;"
sowie
Ut1Ut2 = Ut1+t2
Ut o= U,
Uy =1

zu erfiillen. Als Greensche Funktion bezeichnet man den zum abstrakten Operator
U; gehorenden Integralkern in Ortsrealisierung

maw:/fﬂm@&wwﬁm
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G geniigt dann selbst der Schrodingergleichung
h? h 0
< —Az+ V(& )+——>G(:E,5c";t)=o
mit der Anfangsbedingung
G(7,7;0) = 6(7 - 7)
In seltenen Féllen 148t sich die Greensche Funktion explizit berechnen. Dazu

gehoren der Fall des freien Teilchens und des harmonischen Oszillators. Wir be-
trachten die zeitseparierte Schrédingergleichung

Hy = Ev

Zur Vereinfachung der Schreibweise sei das Spektrum diskret angenommen, {E,, }

Hipy, = Enthp

Dann entwickeln wir den Anfangswert 1(0) und den ¢-Wert t(¢) in diese Basis
1/}(0) = Z ann
> ealt)ts

<

—~
o~

=
Il

hd
cn(t) = e wbnt.c,

also ist

<
—~

~
~

Z ei%EHtcnwn
= Y e by, (1, 1(0))

Daraus ergibt sich

Ze Bl (&) ()

Nun zuriick zum freien Teilchen

Yn() — @gp(Z), auf Deltafunktionen normiert (bez. k)
Z — / d®k, dazu gehoriges Mafl

h2k? 2
En — S, G@#t)=(2m) /d?’ke”“ (@2 it
m

Das eindimensionale Integral

—+oo

2
(27‘()_1 /dkezk (w—z')—i B¢

—00
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konvergiert als uneigentliches Integral fiir ¢ # 0. Sei ¢t > 0. Wir haben als quadrati-

sche Ergidnzung
2
e\ !
+3 (m) (e~ ')’

1 1
RNEIAN ht\ 2
2 m m
Das ,,Fresnelsche Integral” (bedingt konvergent)

/dtpe_%“”2 = e_ﬁ/dsoe_%“’2

— 00 — 00

= (271’)%67%2'

ist aus der Optik bekannt. Die Greensche Funktion ist dann das Produkt dreier
eindimensionaler Integrale

§ .
G(Z,7;t) = (%)z i AT
7T

Tatséchlich kann man zeigen, dal im Limes der Distributionen
}irr(l) G(Z,&;t) =07 -1

gilt, wie gefordert.

3.4 Das Ehrenfestsche Theorem und die Erhaltungsgréfien

Das Ehrenfestsche Theorem stellt den Zusammenhang zwischen der klassischen
und der Quanten-Physik dar. Es lautet: Die quantenmechanischen Erwartungswerte
geniigen den klassischen Bewegungsgleichungen. Beim Gauflschen Wellenpaket hat-
ten wir schon beobachtet, dafi der Schwerpunkt (Erwartungswert des Ortes) sich
mit der Geschwindigkeit B

Wy _ i

m  m

verschob, wobei py der Schwerpunkt der Impulsverteilung (Erwartungswert des Im-
pulses) war. Also

17:

d 1

a@) = E@)
Das ist offenbar ein Spezialfall des Ehrenfestschen Theorems. Zum Beweis des all-
gemeinen Satzes bemerken wir, dafl

2 (W, AY) =~ (6,14, H]y)

dt
als Folge der Schrodingergleichung. Sei nun
H = H(PQ)
h
[P, Qs] = 0y

Dann ist z. B.

[P2,Q;] = PB[P,Q,]+ [P, Q1P
h
F(P).Q) = Touf'(P) (f' stetie)
h oM
[H(P7 Q),Q;] = (PaQ)

Top,
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Also ist die erste Gleichung

d OH
i (0 Qi) = 0, 5p0)
Entsprechend erhalten wir
_ hor
und damit
d OH
E(% Pﬂﬂ) = —(w, B—QJ¢)

H

I
|
§
Jr
=
\H/l

I
A
&=

<
<
=

d -
E(ﬂhpi/})
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Wir haben hier nur die Vertauschungsrelationen benutzt. Man kann den Beweis
natiirlich auch unter Benutzung der Ortsrealisierung fithren. Beim Korrespondenz-
prinzip war die Anordnung der Operatoren P,Q in H nur eindeutig, wenn H die

Form
H=T(P)+V(Q)

hatte. Das gleiche gilt fiir die Differentiation

om- OH
oF,"  9Q;

Im Zweifelsfalle rechne man die Kommutatoren aus!

In der klassischen Physik ist eine Erhaltungsgrofie F'(p, q) eine Observable, die

lings der Bahn konstant bleibt

d

SR (p(t),a(0) = 0

Wir nennen entsprechend eine Erhaltungsgréfie in der Quantenmechanik eine

Observable A, fur die gilt

d .
ﬁ(d)’ AY)y=0 fiir alle 9

Dann muf} gelten
[Av H] =0

Denn

i[A, H]

ist selbst selbstadjungierter Operator. Lassen wir 1) durch alle Eigenvektoren laufen,
so miissen alle Eigenwerte verschwinden, der Operator der Nulloperator sein.
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_VO

Abbildung 2: Eindimensionaler Potentialtopf

3.5 Eindimensionale Probleme

Eindimensionale Probleme sind nicht nur Spielzeugmodelle des Theoretikes, sondern
treten tatsichlich in der Physik auf. Als Beispiel wollen wir den ,,Potentialtopf”
(Siehe Abbildung 2) behandeln.

Vo |z|<a
|4 = Vo >0
(z) {0 |z] > a Vo )

Wir 16sen die Schrodingergleichung stiickweise in den Intervallen konstanten
Potentials und passen die Wellenfunktionen an den Unstetigkeitsstellen auf folgende
Weise aneinander an: In

n? d?
|- o oz + V()| (0) = Bulo)
ist die Unstetigkeit von V(x) durch die zweite Ableitung zu kompenisieren, z. B.
Pla+0)= 9¢a-0) =4¢(a)
Wa+0)= ¢(a—0) =1'(a)

Y +0)= ¥a—0) =2 V(a+0) - Via-0p(a)

Wir machen 1 stetig und stetig differenzierbar.

Wir betrachten zunéichst negative Energien. Alle Losungen der Schrodingerglei-
chung wachsen fiir x — 400 oder —oo exponentiell an, falls

E<-W

Als allgemeine Losungen sind aber polynomial beschriankte Distributionen erlaubt:
keine Losungen fir £ < —V;. Sei nun 0 > E > —Vj. Wir machen den Ansatz

Toe % T >a
Y(x) = ae®® 4 Be~ikT 7| < q
T etTh® < —a
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Aneinanderstiickeln bei x = a ergibt

7_267/«1 _ aezka + ﬂefzka
—m'ge_m - ik (aezka _ ﬁe—zka)
und bei z = —a
Tle_ml _ ae—zka + ﬁezk’a
+I€T1€_Ha — ik (ae—zk:a o Bezk:a)

Jedes Gleichungssystem erlaubt, «, 8 als Funktionen von 71 bzw. 15 auszudriicken.
Setzen wir die Losung aus dem ersten System in das zweite ein, so erhalten wir

o= fi(m)
o= f2(72)

Die Vertriglichkeit dieser Gleichungen ist nur fiir bestimmte k, k gewéhrleistet. Das
sind dann die Eigenwerte. Explizit:

1 Tle_'w eika
@ = —olk —Kka ika
2 |;pTe —e
1 e—ika e~ R
6 = _5 e—ika ii. —ka
ik 1€
1 ) K
_ = —ka+ika 1 7)
@ 9 T1¢ ( *ik
1 ik K
I —ra—ika (1 _ _)
b 9 T1¢ ( ik
T = T {cos 2ka + gsin Qka}
k
To = T [Sin 2ka — K cos 2ka} —
k K
Vertréglichkeit erfordert
25 2tank —2cotk
ton 2ka — E an2a _ c02a
1—']:—2 1 — tan® ka 1 — cot“ ka
Diese Bedingung hat die beiden Losungen
1. tanka = 7 . Eingesetzt in
To = 71 [cos2ka + tan ka - sin 2kal

= 7 [cos2 ka — sin® ka + 2sin® ka]

= Tl

2. —cotka = 7 . Eingesetzt in

7o = 7 [cos2ka — cot ka - sin 2kal

1 [0052 ka — sin? ka — 2 cos? ka]

= -7

Entsprechend:



3.5 FEindimensionale Probleme 59

1.

—ika

K . e "

1+— = 1-—itanka=
ik cos ka
K ) e+ika
1-— = 1+itanka=
ik cos ka
— T1 —Ka
a=5L—¢ ™ _
2 cos ka _ Ka |
B = goem em} v o= coska " cos ki
2cos ka
2.
K . ) .
1+ — = 1+icotka = — ika
ik sin ka
I . —1 )
1—— = 1—icotha=——e¢Tthe
ik sin ka
_ __*t —Ka
&= F5inka 1€ P = - n e " .sinkx
B =g gaT1ie” "™ sin ka
2sinka '1

Die Losungen lassen sich graphisch am leichtesten iiberblicken. Wir benutzen die

Abkiirzung

2 2mVj
=3

und setzen in die Gleichungen fiir , k ein:

n a2, n>0

ko (772—k2a2)% -
A v PG

Wir lassen V) von 0 aus anwachsen.

Die Schrédingergleichung ist symmetrisch unter Spiegelung @ — —z. Unter die-
ser Spiegelung muf} ¢ (z) wieder in eine Losung desselben Eigenwerts iibergehen.
Da die Eigenwerte nicht entartet sind, ist

P(—x)

Bei gegebenem Vj zihlen wir die Eigenwerte ab gem#ifl

e(x), e2=1

ko <ki<ko<...
ko : Grundzustand
E, = E(k,)

Die Paritét ist fiir
kp:e=(—-1)"

Die Wellenfunktionen sind nidmlich wie in Abbildung 4. Die Zahl der Nullstellen ist
entsprechend n fiir ¢, (,,Knotensatz”).

Nun zu den Struzusténden bei E > 0. Wir betrachten die physikalische Situa-
tion, bei der Teilchen von x = —oo eingestrahlt werden. Dann werden am Potenti-
altopf Teilchen zuriickgestreut, andere durchgelassen (,reflektiert” bzw. , transmit-
tiert”).

retke T >a
P(x) = { aek® 4 peike —a<zx<a
ekT 4 pe kT r < —a
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Kurve 1: 0<n<3 1 Bindungszustand
2: §<n<m 2 Bindungszustinde
3 o T<<n< %77 3 Bindungszusténde

Abbildung 3: Graphische Losung des eindimensionalen Potentialkastens

Abbildung 4: Wellenfunktionen des eindimensionalen Potentialkastens
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Hier ist

h2k2 h2 2
(3.5.1) E= = r

= - V.
2m 2m 0
Die detaillierte Rechnung ist analog zu vorher. Im Bereich z < —a haben wir
zwei freie Parameter im Vergleich zu einem bei den Bindungszustédnden. Daher
bekommen wir nun ein kontinuierliches Spektrum. Das Ergebnis ist

(3 5 2) 2]@/{672%“
5. T =
2kk cos(2ka) — i(k2 + k2) sin(2ka)’
i(k? — k2) sin(2ka)e2tke
(3.5.3) 0 =

2Kk cos(2ka) — i(Kk2 + k2) sin(2ka)

Im Zusammenhang mit solchen Streuproblemen ist es zweckméafig, folgende Be-
griffsbildung einzufiithren: Neben der Wahrscheinlichkeitsdichte

definieren wir, falls
P
=—+V
H o +V(x)

die Wahrscheinlichkeitsstromdichte.

) = g (599 — v97) (@)

Diese Begriffsbildung wird gerechtfertigt durch die Giiltigkeit der Kontinuitétsglei-
chung
0
a_f Fdivi=0

nach
h2
H = f—ZmA+V(x)

B _
divy = %WAUJ—wAl/J)

1

Wenn wir einen Streuprozefl (zur Realisierung der quantenmechanischen Ge-
samtheit) statt N (— oo) mal mit einem Teilchen zu wiederholen, mit einem diinnen
Teilchenstrahl ausfiithren, so wird

Njlx)

die Teilchenstromdichte darstellen.

Nun wenden wir diesen Begriff auf die eindimensionale Streuung an. Fiir unseren
Ansatz (j positiv in z-Richtung)

%|T|2, T >a
j(x) = < =(la? = |8?), —a<z<a
%(1_‘Q‘2)7 T < —a
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Abbildung 5: Eindimensionale Potentialschwelle

Aus Griinden der Wahrscheinlichkeitserhaltung (Teilchenzahlerhaltung) mufl gelten
(Da ¢ und ¢’ stetig sind, ist auch j(x) stetig)

o +Ir* = 1
K
r* = 2(al* =18

Nun betrachten wir den Fall der Potentialschwelle (Abbildung 5). Dazu setzen
wir die gerade benutzten Formeln von Vjy nach—V, fort. Wir haben die beiden Félle

1. E>Vy
2. 0<E<V

Bindungszusténde gibt es nicht mehr. Im Fall 1 gelten die Formeln fiir die Wellen-
funktion v der Struzustinde sowie g, 7 ungeéindert. Nun ist x definiert durch

h?K? h2k?

E=—+Vy=—

2m +V 2m
Im Fall 2 ist die Streufunktion ¢ fiir |x| > a wie in 1, aber im Inneren abzuéndern
in

Y(x) = ae™ 7% + Be7, lz] < a

Wir erhalten sie aus der bisherigen Formel ((3.5.1), S. 61) durch die Fortsetzung

. [2m .
k=1 ﬁ(VO—E):w

Einsetzen dieser Formel in 7, ¢ ((3.5.2), (3.5.3), S. 61) liefert

B 20ke~2ika .
4 20k cosh(20a) — i(k? — 02) sinh(20a)’
—i(0? + k?) sinh(20a)e e
g =

20k cosh(20a) — i(k? — 02) sinh(20a)’
An der Schwelle o = 0 wird

672ika
T = —
1 —ika
—2ika
e
0o = (—tka).

1 —ika
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Abbildung 6: Zum Tunneleffekt

Fillt die Energie unter die Schwelle ab und ist oa > 1, so wird die Transmission 7
exponentiell klein und p eine Phase

2 A
k*—0o ) €—20a—2ika

T

X
N
[
|
[N
)
=yl

2
o

)
S

|
=
EN
[NV}

|

Q

0 N0+ k2))e PR ol =1

Daf tiberhaupt fiir ¢ > 0 (d. h. unterhalb der Schwelle) noch Transmission stattfin-
det, heifit der Tunneleffekt. Fiir den Exponentialfaktor der Tunneleffekt-Transmission
kann man die (im quasi-klassischen Limes giiltige) Niherungsformel

Wax) = x| 1(S(e) - Slen)| (e 2
S st = [ Ban % p
. 7pdx - % 7[2m(E — (@) }de
_ :F% 72[2m(V(.r) _E)]*dz oberes Vorzeichen relevant!

ergibt, also exakt richtig ist.

3.6 Das Wasserstoffatom

Wir wollen das Wasserstoffatom
e im Grenzfall des unendlich schweren Protons;

e bei Vernachliassigung des Elektronenspins und alleiniger Coulombwechselwir-
kung zwischen Elektron und Proton
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behandeln. Wie in der klassischen Mechanik sind unsere Formeln aber auch rich-
tig, wenn wir m als reduzierte Masse verstehen und die Protonenmasse als endlich
angenommen wird. Die Reduktion des Zweikorperproblems durch Abspalten der
Schwerpunktbewegung werden wir spéter behandeln. Wir wollen noch etwas weiter
verallgemeinern und statt des Wasserstoffatoms das (Z — 1)-fach ionisierte Z-Atom
untersuchen. Dann ist die Coulombwechselwirkung

Ze?
mt

Vi(r)=

Das Potential hédngt nur von r ab, also kommutieren L2 und L3 mit H. Damit
sind als moégliche Quantenzahlen
E. l,m

festgelegt. Fiir die zeitseparierte Schrodingergleichung
Hy = Ev
machen wir den Separationsansatz
b =w(r)Y,,(0,0)
Dann ergibt sich als Gleichung fiir u;(r) (Abschnitt 2.7, S. 38)

[— i ( & 24 W:; 1)) + V(r)} ui(r) = Euy(r)

ar2 ' rdr

2m

Wir interessieren uns zuerst fiir die Bindungszustinde mit E < 0. Dann setzen wir

9 2mE
K= —
K2
und fithren den Bohrschen Radius
h2
T = —
07 me?
ein. Wir skalieren mit x:
Q = KT, 00 = KRTo

Das ergibt die Differentialgleichung

d? 2 .d I(I+1 27
( Q)Jrffl ui (o) = 0.
000

de? " odo 0

Wir versuchen einen Ansatz zur Losung, der auf Sommerfeld zuriickgeht. Dazu
betrachten wir das asymptotische Verhalten bei

1. o — o0,
2. o —0.

1. Hier dominiert in der Differentialgleichung der Term

7N
& o,
o [\v]
|
—_
~~
&g
—
s
S~—
Il
=
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2. Hier dominiert (der Coulomterm f&llt weg)

2
w(o) ~ 0%
[a(a—1) +2a—1(1+1)] 0> % = 0,
ala+1)—1(1+1) 0
= o] ,
a2:—l—1

Die reguldre Losung gehort zu aq, wie wir von der exakten Losung der freien
Gleichung wissen.

Jetzt kombinieren wir beide Informationen und machen den Ansatz

w(o) = dfilo)e?,
file) : Polynom, f;(0) #0

(daher ,,Sommerfeldsches Polynom-Verfahren”). Das Polynom f;(o) geniigt der Dif-
ferentialgleichung

1 27 1
fl+20l+1—-0)~f + <22l> -fi=0.
0 00 0
Der Potenzreihenansatz -
file) = ave”
v=0
ergibt die Rekursion

A
(V—|—1)(V—|—2l—|—2)a,,+1—2(Z+1+V—Q—>al,:0.
0

Wenn die Reihe der a, nicht abbricht, so folgt aus

Z
s _ 2(l+1+u—g>
a, wv+1)v+20+2) v+1

Daraus ergibt sich

V—00 2 v
~ ,  Qy ~ const - —
v!

= e2e,

14

v=0 !

Wir schlieBen, dafl eine quadratintegrable Funktion u;(0) nur entstehen kann, wenn
die Rekursion abbricht.

z
anp=0=l+1+N="" N0
0

(in der umgekehrten Richtung bricht die Rekursion immmer mit a_; = 0 ab!). Wir
fithren die Hauptquantenzahl n ein

n = [+N+1
A
o = —
n
B, - _h2/~€2
2m
_ (oo ?
- 2m \ 1o
122%e? 1

2 rg n?
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Das ist die Balmer-Formel. Bei gegebener Hauptquantenzahl n ist
0<i<n-1

Jeder Eigenwert E,, ist n?-fach entartet, da

n—1

> @+1)=n?

=0

Wir wollen nun die Eigenfunktionen genauer untersuchen. Wir haben zu jedem
n € N\{0}, 1 € {0,1,...,n — 1} eine Eigenfunktion

un,i(0) = o'e™? fri(0)

wobei die Energieabhéingigkeit in ¢ enthalten ist

0 = Knpr
1
2m 2 K
n - vy En - —
o = () =5
Aus
vyl 2(v — N)
a, (v+1)(v+2+2)
folgt”
B 2'T'(v = N)
o = YUl(v+ 2+ 2)
_ 2N
(204 2),

Man bezeichnet

o~ Tnta) , - (@,
Zn!f‘(n—i—b)z B ngon!() :

- lFl(a/ab; Z)

als Kummersche Reihe oder konfluente hypergeometrische Funktion ;F;. Diese
Funktion ist ganz analytisch. Ist —a € N, so entartet sie zu einem Polynom vom
Grad —a. In unserem Fall tritt das gerade ein:

Un (o) = Cnvl(Qg)le*Q 1Fi(l—mn+1, 20+ 2;2)p)

21+1
~LETY (20)

'l4+a) = TI(a)-a

'24+a) = T(a)-ala+1)

'n4+a) = T(a)-ala+1)---(a+n-1)
I'(n+a)

@) = (a)n ,,Pochhammer-Symbol”

= (1), = nl!
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Die konfluenten hypergeometrischen Polynome heiflen Laguerre-Polynome. Man

bezeichnet ([A. + St.], nicht aber Grawert) fiir p € N:

Lu(x) = Lj )(13)

1F1

= Z (= )nx” Abbruch bein =p: (—p), = (—1)*u!
nln!

n=0

und

= Zw(—l)a~n(n—1)-~~(nfa+1)~x"7a

Weiterhin gilt
o + o
L) = (M ) ) 1Fi(=p, a0+ 1)

Wir substituieren n — o = m und verwenden

(m+a)! = (a+1)y- o
(—p—)mia = (-p—a)(—p—a—-1)(—p—1)(=p) - (—p+m-—1)
olp+ o)
= ()

so daf3

L@() = f: —am+a( D* m

a)lm!

(u+a) i (=p)ma™

1
al ol — (a+ 1) -m!
= < )1F1 —p, a+1; 7)

Damit ergibt sich

Ly(x) = z“: n'n(n>x
1

H 1M
= e (d) (zte®) = (1) z* 4+ ... (hochste Potenz)
1

dx u!

Diese Polynome sind orthogonale Polynome, denn

o0

/d$ e_xLll«l (x)Llw (l‘) = 6#1#2
0
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r 1 d - L —T (_1)”1 r W —T d -
dl’m (@) (x“e )LM2(x) = ‘ul' /dxx/ e v % Lﬂz(I)
0 0
NlélLZ 0
H1=H2 1 —x
= —/dmx’“e =1
! )

Wir wollen zum Schlufl die bei r = 0 regulidren Losungen des Wasserstoffpro-
blems fiir £ > 0 und Kugelwellenform ableiten. Wir machen den Ansatz

Vo= w(r)Y,,(0,9),

K2k
F = =
om Y kr,
w(o) = o file)e™.

Fiir f1(o) bekommen wir die Gleichung
1 27 1
/20 +1+i0)~f + (— +2i(l + 1)) ~fi=0.
0 Qo0 o
Der Potenzreihenansatz fiir f;(p) liefert nun

file) = 1F1 <l+1 —ii, 20 + 2; —2ig>
Qo

wobei die Energieabhéngigkeit nur in g9 und ¢ enthalten ist

2m
k - ﬁE’

o = rk, p9=rok.

Die Verwandschaft mit den Wellenfunktionen der gebundenen Zustéinde ist offen-
sichtlich.

Laf} die Molekiile rasen

Was sie auch zusammenhobeln
Laf3 das Tiifteln, lafl das Knobeln
Heilig halte die Ekstasen

(Christian Morgenstern)

3.7 Die Streuphasen

Beim eindimensionalen Streuproblem am Potentialtopf wurde aus einer von z =
—o0 einfallenden Welle ~ e?*'* eine Uberlagerung aus einer einlaufenden und einer
reflektierten Welle

ikx

ehT 4 ge T p < —q
und eine durchgelassene Welle

re* 1> 4a
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Diese durchgelassene Welle ist in ihrer Amplitude verkleinert und phasenverschoben

rethr = |T]e

] < 1

ika42i8(k)

Bei dreidimensionalen Streuproblemen ist dies ein wesentlicher Gesischtspunkt. Wir
nehmen ein rotationssymmetrisches Potential V (r) an, das auf

lim V(r) =0

T—00

normiert ist. Zu jeder Drehimpulsquantenzahl [ gibt es dann Losungen der radialen
Schrodingergleichung mit

27.2
oo hk
2m
die sich bei » — 0 reguldr verhéalt
wy(r) ~ 7t

wobei nur vorausgesetzt werden mufl, dafl V'(r) in diesem Bereich r — 0 gegeniiber
dem ,,Zentrifugalpotential” (abstoBend!)

B2+ 1)
2mir?

vernachliissigt werden kann. Nehmen wir dann an, dal V(r) bei r — oo stiirker
abfillt als das Coulomb-Potential (z. B. V/(r) ~ r=17¢ ¢ > 0), so kann man zeigen,
daf} die radiale Schrodingergleichung

{_hQ[dQ 2d I(l+1)

2m [dr?2  rdr 12

asymptotisch durch
r—00 Sin kT - ZE + (Sl k
w(r) = a ( ki ( ))

gelost wird. Dazu werden alle Terme O(r~27¢) vernachliissigt. Aus der unbestimm-
ten Phase der sin-Funktion wurde —I - 5 herausgezogen, damit bei V' = 0 auch
51(]{1) =0 wird

1 d)lsing
0

—kr: g - Jd(-==
o=kr: ji(o) 9(ng

1sin( —ZE)
o" M\

0:(k) heifit die Streuphase. Sie ist modulo 7 bestimmt und durch das asymptotische
Verhalten der regulidren Losung der Schrodingergleichung definiert. Wir kénnen das
Ergebnis auch so formulieren: Wenn die reguléiren Losungen u;(r) in eine einfallende
Kugelwelle u; (r) und eine auslaufende Kugelwelle u;" (r) zerlegt werden (beide sind
einzeln genommen singuléir bei r = 0),

Q

w(r) = (r)+w/(r)
+i(kr—15+4)
e 2
uli(r) R~ Q_IzT (c; reell)

so ist
+28, — (I + )7
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die relative Phasenverschiebung beider Wellen. In der Quantenmechanik sind die
Streuphasen leider nicht direkt mefibar (nach dem heutigen Stand der Experime-
niertechnik).

Bei einem Coulombpotential

7 2
V(r)=-25, Z &R beliebig
T

ist der Ansatz fiir die regulidre Losung im Bereich r — oo

sin (k‘r — 15+ fl(r))
kr

u(r) ~ ¢
mit
Ze2m
h2k

wieder unter Vernachlissigung von O(r~27¢). Dann nennt man die o; die Streupha-
sen.

filr) =+ In(2kr) + oy

Als Beispiel fiir solch ein Potential haben wir nicht nur das exakte Coulomb-
problem (Wasserstoffatom, Abschnitt 3.9, S. 78), sondern auch die Proton-Kern-
Wechselwirkung, die bei kleinen Abstdnden durch die starke Wechselwirkung be-
herrscht wird, bei grofien Abstinden aber durch die Coulomb-Abstoflung (starke
Wechselwirkung klingt ab wie

—ur

Yukawa-Potential

MyC

mit pu = (Comp‘uorwvellenléinge)_1 = Tzl p~t =~ 1 fm). Die Streuphasen enthalten
auch Information {iber Bindungszustédnde. Sie sind in der Regel analytische Funktio-
nen des Impulsbetrages und kénnen auf die imaginédre k-Achse fortgesetzt werden.
Dort ist

h2k?

2m

E

, k=ir, k>0
also

E < 0, §(ik) komplex

ic_l.eq:nrii(fngr(Sl(m)) . L

21 IRT

W) =

An der Stelle des Bindungszustandes mufl im Verhéltnis der beiden Kugelwellen die
exponentiell anwachsende Funktion aussterben, da Bindungszustédnde durch die Exi-
stenz einer reguldren exponentiell abfallenden Wellenfunktion ausgezeichnet sind.
Also muf} gelten

6722'61 (ZH)

2m|Enl
k=) gl
\/ 72

FE,, <0, Bindungsenergie

Wir wollen nun ein elementares Beispiel durchrechnen. Wir betrachten den Po-
tentialtopf

_‘/07 T<R, %>0
0, r>R
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mit Reichweite R. Sei

2m

2
K2 = hLZ(E+v0) > k2

Dann machen wir den Ansatz

w(r) = Ji(kr), r<R
ST AT R () + AR (kr), > R

mit

1.d\' etie
o -4 (G) 5

1
hl(Q) = :Fihl(i)

Dieser Ansatz garantiert die Regularitéit bei r = 0. Bei r = R werden die beiden
Stiicke der Losung stetig und stetig differenzierbar aneinander gepaf3t.

(kR = AR ER) + AR (kR)
kjl(kR) = k Al(*)h;(*’(kR)+A§‘>h;(‘>(kR)]
ergibt
a®) _ o kRN T RR) — k(xR (kR)
khiP (kR)R, ) (kR) — kb, P (kR)R{ ) (kR)
Nun ist
e—o0: W) = b))
~ L ti(e-13)
1
also, da u;(r) reell ist
I -
AP = 40

A (—i)e®

und fiir » — oo

2 A(+)
u(r) = | klr | sin (k‘r — l% + (5;)

wie erwiinscht. Ferner haben wir
+
2101 7Al( :
A

_ ka(sRA, T (kR) — vjj(R)B ) (kR)

kji(kR)h ™ (kR) — kjl(kR)RT (kR)

25 1 — _gi . Fi(sR)ji(KR) — Kji(kR)ji(kR)

kji(kR)h, P (kR) — ki (<R)h{ T (kR)

wobei
hi (o) — b7 (0) = 2ii(0)
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benutzt wurde. Setzen wir die Energie unter die Schwelle fort
-W<E<O

so bleibt k noch reell, aber k£ wird rein imaginér, k = i0, 0 > 0, und am Bindungs-
zustand ist

A io) ~ +io - ji(kR)h T (i0R) — kjj(kR)RT (ioR) = 0
Beweis:

1. In diesem Fall muf} die Losung fiir 7 > R exponentiell abfallen, also

w(r) = {jl(nr) r<R

Blhl(ﬂ(iar), r>R
!
~ ie+i(iar7%)
wor
]. sl

—UT—’LT

or

Aneinanderstiickeln der Losung gibt

a(R) = Bih{"(ioR)
kjinR) = ioBh, ™ (iocR)
o aler)h Mo R)
j1(kr)h\ T (io R)
(= Gleichung fiir Eigenwert E)

2. wir konnen natiirlich auch fordern, dafl

B = AWM
0 = A
(=)
o~ 2i01(i0)  _ 7Al(+):0
Al

Den Spezialfall [ = 0, d. h. die S-Welle wollen wir uns genauer ansehen. Dann
ist

+ip
pE) o) = €
o (0) .
. sin g
Jolo) =
o(0) .
/ 1
W20 = (#-1)H
. cosp sinp
jolo) = -

0 0?
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FEinsetzen liefert
1+iftankR o5
1-— z% tan kR
(2i(60-+kR) 1+ itan(dp + kR)

1 —itan(dp + kR)

62150

tan(kR 4 dp) = k tan KR
K
6p = —kR+ arctan (E tan HZR) ( mod —)
K

Bei kleinen Energien ist dann

tan kg R

dbo = —k (R

2m :
Ko = <ﬁ V()>

3.8 Wirkungsquerschnitt und Streuamplitude

) + O(k?)

Ko

Wenn ein monoenergetischer Teilchenstrahl (hinreichend diinn, damit die einzelnen
Teilchen als unabhiéngig angesehen werden kénnen) auf ein Target einfillt, so wer-
den Teilchen in den ganzen Raumwinkel 47 gestreut. In grofem Abstand r vom
Streuzentrum und auflerhalb des Primérstrahls wird in Richtung 7 ein Teilchen-
strom (Teilchen pro Zeiteinheit)

dN = JStreu (ﬁ) T2dQ
T T
. Teilchen pro
Teilchen (Zeit x Fliche)
pro Zeit 1

nimmt ab wie i

dS) : Raumwinkelelement

beobachtet. Dieser Teilchenstrom ist proportional der einfallenden Stromdichte je;;, .
Man bezeichnet , .
do 1 dN _ jStreu(n) . 7"2

m B jein aq B jein

(fiir groBe r unabhiingig von r) als differentiellen Wirkungsquerschnitt (Dimension:

Fliche) und
do
/dO' = / d—QdQ =0

als totalen Wirkungsquerschnitt.

In einer Wellentheorie wie in der Quantenmechanik wird der Wirkungsquer-
schnitt mit einer Streuamplitude in Verbindung gebracht. Dazu gehen wir von einer
reguldren Losung der Schrodingergleichung zum Energiewert

E:ﬁ>0 (

- lim V(r) = 0)

T—00

aus. Wir fordern, daf} sie das asymptotische Verhalten

—00 6””

vple) e fO) = =

> O O
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haben soll. Bisher haben wir nur regulidre Losungen der Art

ur,p(r)Y,, (0, 0)

betrachtet. Das 9;(x) mit der asymptotischen Eigenschaft it sich aus Uberla-
gerung aus solchen Kugelwellen aufbauen (siehe spiter). Diese Wellen existieren
wieder nur, wenn V(r) stéirker abfillt als L (r — c0).

Wenn wir aus solchen Wellen ein Wellenpaket bilden, so erwarten wir folgendes:
Bei t — —oo haben wir ein freies Wellenpaket, das sich auf das Zentrum zu be-
wegt. Sobald es in die Reichweite des streuenden Potentials eintritt, bildet sich eine
Kugelwelle aus, die sich als Paket im ganzen Raum ausbreitet. Ferner wird ein ge-
schwiichtes Wellenpaket in der urspriinglichen Richtung weiterlaufen.

Rechnerisch 148t sich das auf folgende Weise erfassen: Sei etwa das Wellenpaket

P(z,t) = /d% wg(x)gb(k)e*ihzﬁ? t

betrachtet und mit dem freien Wellenpaket

- k2

p(z,t) = /dgk e“;‘fgb(k)eﬂ 2m ¢

verglichen. Die Behauptung ist: fiir t — —oo ist

lim((x,t) — p(a,1) = 0

t——o0

Das gilt tatséchlich im starken Hilbert-Raum-Limes (nicht punktweise), es lafit sich
mit folgenden simplen Argumenten plausibel machen: p(x,t) sei ein Wellenpaket?,
das sich mit der Geschwindigkeit

ausbreitet. Der Schwerpunkt befinde sich bei
hiko
2(t) = £(0 —t
7(t) = 7(0) + ~

und zur Zeit ¢y im Ursprung (Streuzentrum)

85 (k) ist bei k = ko konzentriert.
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In der Kugelwelle entwickeln wir um ko

kr: k = ‘EO"’(E__'Q)‘
- (k—ko)  (k—1Fo)?\~
= kol - [1+ +
kg kg
ko - (k —k
_ |k0|.<1+0(20>+,_,>
kO
= kol + 28 kol +O (k- K
ol + = = kol +0 (1F = Rol?)
ko -k

- W+O(|E_EO|2)

. 2
hkt

1 ) ik- E—Or _;hk2
L[ @@ merpmeine L0 [ E ) pupeine

f(®7k0) ]ZO
f © <k—0|7”, t)

Q

Das ist eine Kugelwelle der gleichen Gestalt wie ¢(z,t), sie breitet sich jedoch
konzentrisch aus mit Schwerpunkt

r(t)=—»(~{t—1t
() = "2t 1)
Fiir t < tg ist sie nicht vorhanden. Dann muf

w(xvt) = 90(33715)

sein.

Nun zum asymptotischen Ansatz fiir die Streuwellenfunktion ¢ (). Dieser An-
satz ist tatséchlich korrekt, falls

e V(r) kugelsymmetrisch
e V(r) stirker abfallend als 1 fiir r — oo

Wenn er gilt, kénnen wir den Strom der Kugelwelle und der ebenen Welle einzeln
berechnen. L L HO) 2
S - 1
JStreu = —— |—f( 2>| 4+ O (—3>
m T r

(7i: Radial-Einheitsvektor) Die Tangentialkomponenten (~ —& f(©)) sind alle O ().
Ferner haben wir

> 0

hk
j;in = 0
m k

Das ergibt fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

do
= —|f(O)|?
o =17)

Beim Experiment ist der Strahl seitlich begrenzt. Man mufl das Nachweisgerit
aus der Interferenzzone zwischen Kugelwelle und (seitlich begrenzten) ebenen Wel-
len heraushalten. Die Messung der Vorwiirtsstreuung (0 = 0) ist sehr delikat. Bei
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Potentialen mit langer Reichweite ist f(©) bei © = 0 singulér!

In vielen Fillen ist eine Integration der Schrédingergleichung, die fiir r — oo die
gewiinschte Randbedingung (v;(z)) erfiillt und damit die Streuamplitude liefert,
nicht analytisch moglich. Statt dessen kénnen wir, wenn auch oft nur numerisch,
die Streuphasen ¢; bestimmen. Wir suchen daher nach einem Ausdruck von f(©)
durch die d;, die sogenannte Streuphasenentwicklung der Streuamplitude.

Wir nehmen an, ¢ (x) sei gegeben. Als regulére Losung muf sie die Entwicklung

> O O

vp(e) =Y w(nY(©), k=
l

besitzen. k liegt in z-Richtung: Rotationen um die z-Achse lassen () ungeéndert.
Weiterhin hingt e?** = ¢*7°°5© nicht von ¢ ab, und damit ist m = 0. Dabei ist fiir
jedes u;(r) (mit unbestimmtem ¢;)

r—00

1 . s
u(r) = cl;51n(kr—l§+5l)

also 1

1/1];(1’) rgoo Z % [ei(kr—l§+51) _ e—i(kr—l%+‘sl):| Yol(@) : ;
1

Im Abschnitt 2.7 (S. 37) haben wir die ebene Welle zerlegt gemaf}

(o]

=D Mm@+ D]E i (kr)YE(©),

wobei

Ji(kr) ~ % sin (kzr — lg)

Ferner machen wir den Ansatz
f(©) =) aYj(®)
1=0

Dann ist

+i(kr—1%) eikr

Sl o b R g aetitrt?)
e + f(©) ~Z{2ik[4w(2l+l)] i " +a

r

1 e N le—z‘(kr—lg) Vo
_ 21+ 1)12 4
S (2l )F i b v(e)
Das erlaubt uns, die Koeffizienten ¢; zu berechnen, wenn wir die einlaufenden Ku-
gelwellen vergleichen:
i85y

Nl=

1
o =3 [4n(2+1)] il

also in den auslaufenden Kugelwellen

G i(-iz+e) _ L 1o i(-1%)
5¢ " 53k [Am (20 4+ 1))z 3'e'\7"2) +q

=1

oder

1 1 . 1 1
@ = 5o [Am (20 + 1)) (e —1) = 7 [dr @+ 1)) e sin éy
(3
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Damit haben wir die gewiinschte Entwicklung

fe) = [47(2 + 1)]2 €' sin §,Y(©)

x| =
K

Il
<

(21 4 1)€™" sin &; P;(cos ©)

I
| =
]2

I
o

mit Y(©) = <2Z4j;1> P(cos ©)

Im Limes k — 0 (E — 0) zeigen die Streuphasen ein gewisses Schwellenverhalten.
Dies wird durch die Abstofung des Zentrifugalpotentials bewirkt. Diese AbstofSung
nimmt mit [ zu und verdriangt das Elektron aus dem Streuzentrum. Dadurch wird
die Wirkung des Potentials abgeschwicht. Dieses Schwellenverhalten kann man im
Fall des Potentialtopfes leicht nachweisen. Wir schreiben zuerst

kji(kR)jj(kR) — kj|(kR)ji(kR)
ki (sR)hy ™ (kR) — w{(sR)hy ™ (kR)

e sin g, = —

Dann verwenden wir die asymptotischen Formeln (Abschnitt 2.7)

(kR)'

Ji(kR) = m(lJrO((kRQ));
iR = S (s o)
W (kR) = %(HO%R»;
W (kR) = _(ltk%(ﬁi; DA

Eingesetzt ergibt dies (mit ko = /2552 ):

(kR)?* Y1+ O(kR))  lji(koR) — koRj|(koR)

e sin §; =
Das Schwellenverhalten
6 = O((kR)**1h)

gilt fiir jedes Potential mit endlicher Reichweite R (z. B. auch das Yukawa-Potential
e ™ mit R=p"").

r )

Der differentielle Wirkungsquerschnitt kann durch die Streuphasen ¢; ausge-
driickt werden. Erst die Integration zum totalen Wirkungsquerschnitt liefert eine
Vereinfachung

+1
4

o=2n / |£(©)|?d(cos ©) = ki; 2(21 + 1) sin? §;
—1 =0

In der Nédhe der Schwelle iiberwiegen damit kleine [, die Streuphasenentwicklung
konvergiert gut. An der Schwelle dominiert immer die S-Welle.
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Hat man umgekehrt die Aufgabe, einen (gemessenen) differentiellen Wirkungs-
querschnitt durch die Streuphasen auszudriicken (,,Streuphasenanalyse”), so macht
man zuerst einen Potenzreihenansatz

2N
— = E a, cos” ©
n=0

Dann bestimmt man die Streuphasen d;, 0 <! < N aus quadratischen Gleichungen
fiir die sin d;, cos ¢;. Das fiihrt auf charakteristische Mehrdeutigkeiten, die nur schwer
zu beseitigen sind.

3.9 Die Streuung am Coulomb-Potential

Das Coulomb-Potential hat als besonderen Vorzug, sowohl in der Form der Kugel-
wellen w;(r), als auch in der Form der Streuwellenfunktionen (die sich asymptotisch
aus ebener Welle und gestreuter Kugelwelle zusammensetzen) exakt losbar zu sein.
Wir schreiben den Hamilton-Operator
2
VPR e
2m r

behalten uns aber vor, Z gegebenfalls auch negativ zu wihlen.

Nach Abseparation der Kugelfunktionen (Abschnitt 3.6, S. 63) haben wir die
Losungen

. Z
w(r) = (WWY4“1F3<L+1—¢—,Z+Q;—%M)
Qo0
h2
ro = —5 ,,Bohrscher Radius”, 0¢ = krg
me
Fiir  — oo haben diese Funktionen das asymptotische Verhalten ([A. + St.] 13.5.1)
- I'(b
1Fi1(a, by —2ikr) = [ei”“ﬁ(—%kﬂ_a
—9 o va_pL(D) 1
2ikr a—b
—2ik 1 —
retrcan g (10 (7))
dabei gilt
et falls  —ir <arg(—2ikr) < 37
e ™ falls  —37 <arg(—2ikr) < —ir

Das ergibt in unserem Fall (arg(—2ikr) = —7)
(21 +1)!
- Z
r(1+1+i2)]

) Z Z Z
[exp {—E (l +1-— z—) —dargl (l +1+ z—) +i— In(2kr) + ikr}
2 ©o Qo Qo0
Z Z Z
+exp{ ( +1 +z—> +rargl (l+1+i—> —i—ln(2kr)—ikr}]
Qo Qo0
1
r

|_59_
@+ 1)le o ~—sin (krlﬂ+zln(2kr)+al> (1+O(1>)
’F<l+l+z )‘ kr 2 0o r

wy(r) (2kr)~*
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wobei 7
oy :argF<l+1—i—).
o1

Diese 07 sind die Coulomb-Streuphasen. Unter Verwendung der Stirlingschen Formel
fiir die Gamma-Funktion ([A. 4+ St.] 6.1.7)

InT() = &né—¢€— %lnf—l— %111271’4—0(5_1);

zZ
£ = I+1-i2y
Qo0

| T(1+1-iZ)

o = —hh—— %/

2i F(l+1+ig—zo),
erhalten wir fiir grofle {:

o= _Z In(l+1)+0(™h)
©o

und fiir kleine &k (d. h. g9 — 0, Q—ZO — 00):

VA T
oo=———=(0+1)+0(k
(=2 - S+ +0k)

Von dem Schwellenverhalten fiir Potentiale endlicher Reichweite ist nichts mehr zu
erkennen.

Nun berechnen wir die Streuwellenfunktionen. Dazu machen wir den Ansatz

0
V() = e F(ik(r —2)), k= [0

Dann bekommen wir fiir F' die Differentialgleichung

nF" () + (L= )F'(5) - igF(n) ~0

Diese besitzt die reguldre Losung

Z
F(n) = 1k <+Z, 1; 17)
00

wegen
1Fi(e, ) s nF"(n) = ) ((:l)!n (gn:g)!
—ap(y) = -y
n=0 o
F/ _ — (a)” nn71
(1) Z nl (n—1)!
n=0
und
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Um diese Losung bei r — oo zu untersuchen, miissen wir einen kleinen Winkel
|O] < € ausschlieffen! Auflerhalb dieses Winkels geht

n =ik(r — z) = +ikr(1 — cos ©)
mit r gegen +ico. Wir verwenden dieselbe asymptotische Formel wie vorhin und

bekommen

—nZ —z—lnzk‘r(l cos O)

e e -e
F(n) =
r<1—i£)
20

exp [ikr(l —cosO) + iQ—ZO Inikr(1 — cos @)}

_|_

+ (1+0(r™h)

+ikr(l —cos®) - T (Jrzg%)

und unter Verwendung von

r(1-iz) z T(1-i%)
ZQO =t QZO
7 ..
— Z‘_eQZO’O
Qo

bekommen wir

|
[SE]
S I

Yi(z)

Z
{exp (zkz —i—In <2kr sin2 9)) +
) Q0 2

(@) JhriZ 1n2kr} J(1+03Y)

mit p
; @ — 2io‘o+ig£ ln(me %)
1(©) 00k(1 — cos @)e ’
Sowohl die ebene Welle, als auch die Kugelwelle werden fiir  — oo durch In r-Terme
modifiziert. Der Wirkungsquerschnitt wird wie frither als das Verhéltnis der beiden
Stromdichten mal 72 definiert, im Limes 7 — co. Dann ergibt sich

do A
= (O N
G = 15O = s

Dieser Wirkungsquerschnitt ist in Vorwértsrichtung stark singulér.

Um die Bezeichung ,,Streuphasen” fiir die o; zu rechtfertigen, sollte eine Ent-
wicklung

?rl»—‘

Z 9% sin gy (20 + 1) P(cos ©) (O #0)
1=0

oder umgekehrt
+1

e“lsing; = g /fc(@)Pl(COS ©)d(cos ©)

—1
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gelten. Das Integral konvergiert jedoch nicht, da
p(1)=1 fiir alle [

ist und -,
fo(©®)=C-(1—cosO) The

Ebenso divergiert die Summe, da o; fiir [ — oo nicht gegen null geht. Mit distri-
butionstheoretischen Methoden ist die Summe jedoch ausfithrbar und liefert das
erwartete Ergebnis.

4 Niherungsverfahren

4.1 Die Bornsche Reihe fiir die Streuamplitude

Niherungsmethoden gehoren zum téglichen Brot des Physikers. Sobald in einer
Theorie ein Parameter als klein bekannt ist, wird man versuchen, nach ihm zu
entwickeln. Dabei ist es moglich, dafl die Abhingigkeit vom kleinen Parameter ana-
lytisch (im besten Fall) oder nur asymptotisch entwickelbar (im schlechtesten Fall)
ist. Wir werden uns hier nur mit den Verfahren zur Gewinnung solcher Reihen be-
fassen, nicht aber mit dem Beweis von Konvergenzsétzen.

Wir wollen uns zuerst mit der Reihenentwicklung fiir die Streuwellenfunkti-
on bzw. Streuamplitude beschéftigen, die unsere Techniken zur Gewinnung dieser
Amplitude um ein wertvolles Verfahren bereichert. Wir betrachten den Hamilton-
Operator

P2
H=-—+V(z)

2m

mit einem nicht notwendigerweise kugelsymmetrischen Potential V' (x). Die Schrédin-
gergleichung wird zuerst in eine Integralgleichung umgeschrieben:

(A+F)pE) = ZVEE)
5 _ h2k,2
2m

Sei G(x,z') eine Greensche Funktion wie in Abschnitt 2.7 behandelt:
(A +k)G(z,2") = 5(z — 2')

Wir kennen aus unserer fritheren Diskussion die Losungen dieser Gleichung:

ko (x
G(z,2") = _Ehé ) (kr), r=|r—2a|
e:l:ig
héi)(g) = 0 ) 0= kr

Diese Greensche Funktion 16st die Gleichung

(A+k*)f(z) =g(z) g gegeben
durch
£@) = fo(o) + [ ' Glaa)g(a'

wobei fo(z) eine beliebige Losung der homogenen Gleichung

(A+ k%) fo(z) =0



82 4 NAHERUNGSVERFAHREN

darstellt. Unsere Schrodingergleichung enthélt auf der rechten Seite nicht eine vor-
gegebene Funktion g(z), sondern als Faktor ebenfalls die unbekannte Funktion v (x)

2m

gla) — V(@)

Entsprechend bekommen wir aus der Schrédingergleichung die Integralgleichung

Fiir jede Losung vg(z) der freien Gleichung
(A + ko (a) =

und jede der beiden Greensfunktionen bekommen wir als Losung der Integralglei-
chung eine Losung der Schrodingergleichung. Fiir die Umwandlung einer Differenti-
algleichung in eine Integralgleichung gilt grundsétzlich, dafl eine Integralgleichung
schon die Randbedingungen explizit enthélt, die bei der Losung der Differential-
gleichung erst im Rahmen des Losungsverfahrens benttigt werden. Als Losung der
freien Gleichung wihlen wir

'l/)o(.’b) _ eik-f
Wir wihlen das positive Vorzeichen in G
1 etkle—a]
Gz, 2)=——"——
(z,2) 4r |x — 2|

Wenn das Potential endliche Reichweite hat, so kénnen wir das Integral

2m
L
4mh? |z — ']

. /
Iezk\ac—a: |

V(2)v(2")

fiir |x| — oo asymptotisch auswerten. Es ist mit |z| = r

1
o7 . & P2\
kle —2'| = kr(l el +x2)
,

und fiir das Integral

2m etk
47Th2 . /dz’ 7zk ( /)w(x/) —I—O(Tﬁ2)

Die Losung unserer Integralgleichung ist in diesem Fall von der Form der Streuwel-
lenfunktion, die Randbedingungen sind also durch die Wahl von ¢ und G beriick-
sichtigt worden:

r—00 .= e“”'

Ypla) = T4 f-

mit der Streuamplitude
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Falls V' (2) kugelsymmetrisch ist, hingt f nur vom Winkel © zwischen der Beobach-
tugsrichtung ¥ und dem Wellenvektor k ab. Es ist offensichtlich, daf die Verwendung
der anderen Greenschen Funktion eine Wellenfunktion mit einlaufendem Kugelwel-
lenanteil ergeben hitte.

Der Ausdruck fiir die Streuamplitude ist exakt, aber nur sinnvoll, wenn ()
bekannt ist. Dazu miissen wir also die Integralgleichung l6sen. Die Integralgleichung
kann nun zum Ausgangspunkt eines Iterationsverfahrens gewéhlt werden. Dazu set-
zen wir

vl = 3 o (@
E

v(z) =
() 1k|m z’ (nfl) , ,
¢E () = 47Th2 | (") z (2")dx
n > 1
Falls®
471'h2 | =r<l
So ist

sup [ (z)] < 4"

und diese Reihe konvergiert gleichméfig. Beim Yukawa-Potential ist diese Forderung
erfiillt, falls die Kopplungskonstante g in

klein genug ist'°.

Die Reihenentwicklung heifit Bornsche Reihe. In niedrigster Néherung (1. Born-
sche Ndherung) bekommen wir fiir die Streuamplitude:

O _427;;2/dx/e+i5c"(é‘ofé‘1)kv(x/)
I8
mit 50 == E, _01 - {
k r

Falls V(z) = V(r) ist, so konnen wir die Richtung des Impulsiibertrags

9V (z') = V(r'): Vereinfachung durch [ dQ’
10

N = 2m -g-supi/l 767T d3x’
hZu z 4 ) vz — 2|

=Zahl=1

Beweis: ﬁ / md x’ %(1 —e™")
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als Achse des Polarkoordinatensystems wihlen, um iiber die Winkel zu integrieren:

(G — k| = K(2—28- )3
€y-€1 = cosO (Streuwinkel)
(C]
|(€o — €1)k] = 2ksin Px 0<e<nr
L T 2sin (2ksin O
/d$/ Pz (€o— l)kV(’f’/) _ 27T/d’]"l ” SlIl( 'Slne2’r‘ ) V(r/)
2k sin 5
0
1 _ﬁ 1 rod o 2%k si 9 ! ’
f hQ—ksin%/drrsm( k‘sm2r V(r')
0
Fiir das Yukawa-Potential ist das
2mg 1

roe) = -

h? 4k?sin® € + p2

Im Limes 4 — 0 geht das Yukawa-Potential in das Coulomb-Potential iiber. In
diesem Limes geht f(1)(©) fiir das Yukawa-Potential in die exakte Formel fiir die
Streuamplitude des Coulomb-Potentials iiber, bis auf einen im Wirkungsquerschnitt
unwesentlichen Phasenfaktor!!. Das ist ein Zufall ohne tiefere physikalische Bedeu-
tung.

Wir kénnen in der ersten Bornschen N#herung auch eine Formel fiir die Streu-
phasen §; ableiten. Dazu entwickeln wir

f(®) = % i ™ sin & [4m (21 + 1)]% Y{(©)
1=0

Andererseits seien in Polarkoordinaten

7 . e, bezogen auf die Polarachse &g
er : 1,0,¢ mit der gleichen Polarachse
€y-€1 = cos® © : Streuwinkel wie bisher
Damit wird
eiké’g z’

3 [an(2l + 1))7 iy (kr')YE(O)) -
l

+1
e T = N Cdn(—i) (k') > YE(O,6)YL(0,9)
l m=—1
(nach dem Additionstheorem der Kugelfunktionen, Abschnitt 2.7, S. 41). Multipli-
kation dieser Ausdriicke, Einsetzen in das Integral der 1. Bornschen Néherung und
Integration iiber ©', ¢’ ergibt
2 o0
m 1 .
£ =2 S a2+ D) | [ a2V i) | vie)
! 0

und Vergleich mit der obigen Streuphasenentwicklung

_ 2mk

72 dr r®(5,(kr))*V (r).

0

g . 1
e smél( ) =

'Wie man leicht sicht, ist der Phasenfaktor 1 + O(Ze?), also ist mit dem Vorfaktor die Abwei-
chung von 1 mindestens 2. Ordnung.
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4.2 Die Rayleigh-Schrédinger-Storungstheorie fiir diskrete Spek-
tren

Gegeben sei der Hamilton-Operator
H =Ho+ NHi, A ¢ kleiner Parameter, Ho, H; selbstadjungiert
bei dem das Spektrum und die Eigenvektoren von Hg vollstindig bekannt sind:

H()(Pna = E,¥na
(@na;‘pn’a/) = Onn'baa’

« ist ein Index, der die Entartung der Energieniveaus F,, erfassen soll. Die Idee der
Storungsentwicklung ist, dafl die Eigenvektoren und Eigenwerte von H

Hina ()‘) = Ena (/\)wna (/\)

eine Potenzreihenentwicklung in A\ besitzen

Ena(N) = EBO)+AEL) +NEH + -
Una(N) = 0+ 20 + NpE + -

mit der Anfangsbedingung

E7(’L(t))z = bk,
1/’7(1(2 = PYna

Man setzt die Reihenentwicklung in die Eigenwertgleichung fiir H ein und ver-
gleicht die Koeffizienten von gleichen Potenzen von A. Das gibt

Hotye = Bt
Hotna +Hibye = Eivnd + B
Hovie +Hly = B + Bl + BQu)

etc. Die erste Gleichung ist angesichts der Anfangsbedingungen trivial.

Ein einfaches Beispiel: Das Zweizustandssystem

Ho = (Aléa) Ag?g))

Damit die Funktionen A; 2(o) identifiziert werden kénnen, miissen sie z. B. analy-
tisch von ¢ abhéingen. Wir wollen H; stéren durch

0 ¢
-2 5)
Statt o kénnen wir einen anderen Parameter wéhlen, z. B.
1
A - 5()\1 - )\2)

Was sind dann die Eigenwerte von

Ho+H1 7



86 4 NAHERUNGSVERFAHREN

Enk'cu{tma bew &,

Abbildung 7: Zweizustandssystem (ungestort)

Abbildung 8: Zur Wahl von A
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Das charakteristische Polynom ist

A1 — A
det(lg )\28_)\) = )\2—)\()\1+/\2)+/\1/\2—82
1 1 2 , bl
A = 5()\1+/\2):|: 5()\1—/\2) +e€
1 1
= St ) £ [AT 4

Nun ist fiir |¢| < |A] eine Potenzreihenentwicklung nach € moglich, die nur gerade
Potenzen von ¢ enthilt (wir werden die Potenzen stérungstheoretische ,,Ordnungen”
nennen, also zweite, vierte, sechste Ordnung usw. ).

et () ()

n=0

Der nullte Term ergibt

= s ()"

Hier haben wir den normalen Fall der Storungstheorie: Fall (1.) |e| < |A|, die
Storung e ist kleiner als der Niveauabstand.

Nun zu Fall (2.): ,,Entartung”
A= 0; )\1 = )\2 = )\0

Eingesetzt in die allgemeinen Losungen fiir A ergibt sich

1
A= 5()\1 + )\2) +e
[ —
=Xo
SchlieBlich der Fall (3.): ,,Quasientartung”
Al < el

Es ist klar, dafl wir in diesem Fall obige Formel fiir A nach % entwickeln werden:

1 o % A2 n

Hier haben wir in der nullten Ndherung (n = 0)

1
)\(0) = 5()\1 + )\2) + 13
= )\() +e
d. h. wir gehen vom entarteten Fall aus und benutzen % als kleinen Entwicklungs-

parameter. Das Ergebnis ist in Abbildung 9 zu sehen. Wir haben das Crossover-
Phénomen gefunden: A; geht am Entwicklungspunkt glatt in Ao iiber.

Das ist bisher nur die halbe Wahrheit, denn neben den Eigenwerten interessieren
auch die Eigenfunktionen. Fiir die obigen Félle gilt:
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Abbildung 9: Crossover-Phdnomen
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1. Fall:

Eigenvektoren von Hj

éo)

(0)
2

§i = i&(n) (%)n
n=0

((1)) zu Eigenwert A\q

= (?) zu Eigenwert Ao

Hier sind die Vektoren fi(o) als normiert angenommen, die Normierung nach
Addition der storungstheoretischen Terme muf3 nachkontrolliert werden.

2. Fall: Die Matrix

hat die Eigenvektoren

& -

o -

1 /1
— ,  Eigenwert \g + ¢
V2 (1> ¢ ’

1 1
— ,  Eigenwert \g — e
V2 (1> ¢ ’

Entartungspunkte erfordern also schon in nullter Naherung korrigierte Eigen-
vektoren. Diese werden auch im ganzen Bereich von Fall 3 angewandt:

&—;& (5>

3. In diesem Bereich kénnen wir dann Hg + H; anndhernd auf Diagonalform

bringen

Sl

[ e ()

2
~—— ~———
transponiert Eigenvektoren
(adjungiert)
. l A +e A+te 1 1
T2\ —e X Hte 1 -1
B O
B 2 A1 — A A1+ Ay — 2¢

. Ao +e A
- A )\0—6

mit Ay = %()\1 + \g). Hier geht es dann weiter wie in Fall 1, aber mit A als
Storung. Die storungstheoretischen Reihen fiir die Eigenvektoren ergeben sich
aus den exakten Losungen, die wir leicht angeben kénnen.
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Ao+ A
<0E )\OE_A>£i = ()\oi A2+52>f:|:
AFVA? + &2 £ ¢ _ 0
€ CAF VAT 2) 5 o

A+ VA2 12
&+ = Ny R
(e—0)
2, g
) —1
Ni = ((A+\/A2+62) +5>

- oA ;22 A4 2A2 4 2e7)
( )

—€
- = N me)

€0, o
1
J (2\/A2+a2~A+2A2+252)
— Ni

Nun weiter mit der allgemeinen Diskussion: Ist ein Energieniveau FE,, nicht ent-
artet, Yna — ©n, S0 ist die Storungstheorie denkbar einfach. Die zweite Gleichung
besagt

HO@[}SLI) + Hl‘pn = nqlﬁ(Ll) + ET(LI)SQVL

Multiplikation mit ¢, ergibt mit

((Prru H(J¢£L1)) = Em(somv ¢7(L1))
(Em - En)(@mvwg)) = Er(Ll)(snm - (SamaHl@n)

also fir m=n
Eébl) = (@n,Hﬂﬂm)

und fiir m # n

(1) _ (Spmle(pn)
(‘pm’wn ) En — En,
©m, H1pn
metn n m

wobei die Vollstdndigkeit der {¢,,} vorausgesetzt ist, und b unbestimmt bleibt.
Wir werden gleich zeigen, dafl man alle Korrekturen wfmk), k > 1 eines Zustands

7(lo) = @, als zu diesem orthogonal annehmen kann, also

(o =0=b=0

Gehen wir mit den Ergebnissen der ersten Ordnung in die dritte Gleichung ein, so
lassen sich aus ihr auf analoge Weise Ey(Lz) und 1&7(12) bestimmen. Es ergibt sich mit

(ns 05)) = (P, 02)) = 0

naH wm)(@mangpn)
E® = (pu HatD) = (on, Ha
n (90 7H1¢n ) = En — Em

Komplizierter und physikalisch interessanter ist der Fall eines entarteten Niveaus
E,,, dessen Entartung durch die Stérung ganz oder teilweise aufgehoben wird. Wir
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Eu‘far’tauq aaﬁehobeu

£, (N

E,;OV=2E ,(N)
Evtactiung ml:ht\;«q%ehobm

Abbildung 10: Zur Entartung von Energieniveaus

bemerken zunéichst, dafl durch unsere Gleichungen bisher die Norm des Zustandes
o nicht fixiert ist. Entsprechend enthalten die Gleichungen einen Freiheitsgrad,
den wir willkiirlich ausfiillen kénnen. Sei die Komponente von 1/17(52

¢r(22 = Pna * "/Jﬁzka) = Jr(zlfx)@na + 1/;7(1]?1)
(@nom 7»/17(7]2) =0
Dann haben wir (07(31) =1)

Yo — (z aszzzxv> o+ SN
k=0 k=0

Da die Normierung willkiirlich ist, konnen wir durch

ZU;@)\k =1+ ZO‘;@)\]C
k=0 k=1

dividieren und neu nach Potenzen von A* ordnen
oo
Vha = Pna + N pE)
k=1

mit )
(narvi®) =0.

Diese Bedingung ist also mit unseren Gleichungen vertréglich. Natiirlich kénnen wir
am Ende unserer Rechnung ,,, normieren wie wir wollen.

Wir betrachten die Gleichung erster Ordnung mit

ESLO(X) =E,
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und multiplizieren mit ¢,,3. Damit erhalten wir

(Em - En)(‘Pmﬁv 1/’7(302) + <¢m67 Hl‘Pna) = Er(Lla)(Snm(Saﬁ

Diese Gleichung wird zunéchst fiir m = n betrachtet

(Spnﬁv Hipna) = Ev(zg dap

Wir nennen die linke Seite die ,,Stormatrix erster Ordnung”. Diese Gleichung ist
nun keineswegs automatisch erfiillt, denn die Stérmatrix ist nicht immer diagonal.
Aber um eine konsistente Stérungsentwicklung zu erméglichen, kénnen wir die ¢, o
so wahlen, dafl die Stérmatrix erster Ordnung diagonal wird. Denn fiir gegebenes
n sind die ¢,, o zunéchst eine willkiirliche Basis im Eigenraum des Eigenwerts E,,.
Sei etwa

Wézﬁ = (@nﬁyHl(ﬁna)

eine Stormatrix zum System {@,}. Diese Matrix ist hermitesch, kann also durch
eine unitdre Matrix diagonalisiert werden

_ 1
> Wt = cudad
a/ 7B/

(u_1>o¢ﬁ = ﬂﬁu

Dann definieren wir als ,,richtige” Zusténde nullter Ordnung
Pna = Z@na’ua/a - 'LZJ?(«S()I
Ol/

Ferner ergibt sich
EW = €a

n,o

Wenn die ¢, (bei festem n) alle verschieden sind, ist die Wahl der z/;SSL = Yna
endgiiltig. Wir sagen, die Entartung ist in erster Ordnung vollstindig aufgehoben
worden. Wenn jedoch einige &, gleich sind (fiir festes n), so bleibt die Wahl der
©n,q fiir diese e, weiterhin willkiirlich.

Nun sei m # n. Dann ist E,, # E, und

©mp, H1¥na
(s vi)) = (P T n)
En _Em

oder

(‘pm ) Hl@na)
= 7;3 —5 ms T D bnpans
n m ,8

m,B3
(m+#n)

mit unbekannten Koeffizienten by, og (bis auf b, a0 = (gom,w%{i) = 0). Die freien
Parameter b, o3 werden in der (2.) néchsten Ordnung bestimmt. Bei Fehlen der
Entartung bleiben keine unbestimmten Parameter b, g iibrig.

Damit sind die storungstheoretischen Korrekturen erster Ordnung E,% und w,(f&
soweit moglich berechnet.

Nun betrachten wir die Gleichung zweiter Ordnung, die wir wieder von links mit
©mp multiplizieren. Das ergibt

(B = En)(@mgs 2 + (omp, (M1 = EGDUS) = B Smndpa
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(1)

S . . 1
Zuerst setzen wir wieder m = n. Dann ergibt Einsetzen von 1/17(“)1 und Ey.o = €4

Z ((Pnﬁa Hl‘Pm"/)((pm'y» Hlﬁpna)

E,— L, + (€8 — €a)bn,pa = EY(LQ,Zy(Saﬂ

m,3
(m#n)

Wir nennen den ersten Term ,,die Stérmatrix zweiter Ordnung” Wfféa und haben

Wr(f%a + (55 - Ea)bn,ﬂa = En%zl(saﬁ

Jetzt betrachten wir ein €4, so daf§ fiir alle 8 # a auch eg # €, ist. Das bedeutet,
€q gehort zu einem Niveau, das in erster Ndherung nicht mehr entartet ist. Dann
ist diese Gleichung zu 16sen durch

(2
brop = W pa E® —w®
) €a — €3 na n,oq

Sei andererseits €, mit einigen g (o # () entartet. Wenn «, § iiber diese Index-
menge der entarteten e lauft, so ist

@

n,Ba

= E{2)0pq

zu 16sen. Das gelingt wie bei der Stormatrix erster Ordnung durch Anpassung der
Eigenvektoren ¢, o nullter Ordnung fiir festes » und diese Teilmenge der Indizes o.
Die b, g bleiben unbestimmt bis zur néchsten Ordnung.

Schliellich betrachten wir m # n und bekommen

1

@y — - ( ( _ (1)) <1>>

(‘Pmﬂ’wna) En — Em PmBs Hl Ena wna
_ 1 2 : (QanﬁaHl(psw) (@s’le@na)

En - Em Sy En - Es

(s#n)
(1) (‘pmﬁangpna)

+ Eﬂy :bnﬁa (‘Pmﬁle‘an) En,a E,—E,,

also

7/}&202 = Z (<Pmﬂ7¢ffa)) Pmp + ch,ﬁaﬁanﬂ
B8

m, 3
(m#n)

mit neuen unbestimmten Koeffizienten ¢, gq.

Falls die Entartung in keiner Naherung aufgehoben wird, so kann ein entspre-
chender Satz von Parametern
bn,Bas Cn,Ba €tc.

unbestimmt bleiben. Es spricht nichts dagegen, diese Parameter null zu setzen.
Generell ist das vorgestellte Verfahren kompliziert und uniibersichtlich. Ein alge-
braischer Ansatz kann zu erheblichen Vereinfachungen fiithren.

Sei K ein Operator, der mit Hy und H; vertauschbar ist. Wir benutzen dann
ein gemeinsames System von Eigenvektoren von K und Hy:

HO‘Pn,a = En@n,a
K‘)On,a =  KBn,aPn,a
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Hierbei ist es wichtig, da8 £, o von a abhéngt, sonst bekommen wir kein Ergebnis.
Damit ergibt sich

0 = (na (KH1 —Hi1K) pnp)
(’fna - Hnﬁ) (‘Pnaa Hl@nﬁ)
= (’““'na - “nﬁ) W(l)

n,af3

Falls
Kna 7 Kng
ist
wi) =0
Falls alle k,, verschieden sind, so ist WT(Ll; 5 diagonal. Diese Aussage ist nicht auf
die Stormatrix erster Ordnung beschrankt. Man sieht ndmlich

(2) o (‘Pnﬁa Hi @m'y) (‘Pm'ya Hy @na)
Wn,aﬁ - Z En_Em
(myn)
_ (@nﬁv [Kv Hl}‘pmﬁ)(wmvv Hl@na)
0 B mz'y En_Em
(m#n)
0 — Z (@nﬁaHIme)((vaa[K7H1]90no¢)
my EnfEm
(metm)
(pngs H1omy) (Pmy: H1¥na)
I D L o ma
(m#n)

(‘Pnﬁ, Hl@m'y)(@mvv Hlsonoz)

+ (Kmy = Fna)

E,—E,,
2
= (Kng — Kﬂ@)sz,;,B
und damit, daB fiir Kne 7# Kng
wh =0

fiir alle Ordnungen k impliziert. Damit ist das Problem der Entartung teilweise oder
ganz auf algebraische Weise losbar.

4.3 Ein Beispiel: Der normale Zeemann-Effekt

Ein Elektron in einem Potential ¢ und einem Magnetfeld H (E)

B=rotA
wird durch den Hamilton-Operator
1 /5 e 2
- (¢ A)
H=— (p oA) teo(a)

beschrieben. Wir wollen annehmen, B = (0,0, B) sei homogen. Dann kénnen wir A
wéhlen als
N T
A=+-B| =z
2\ o
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so daB A linear in den Koordinaten ist. Ferner gilt
- 1
div A = 53(04—0—1—0) =0
Ersetzen von

§— =V

N\Bﬁ‘

ergibt

K2 ehi

H=—s At (v At A ) —

Wir wollen die linearen Terme in der Abhanglgkelt von B berechnen Dann kénnen
wir den A% Term weglassen. Ferner ist wegen divA=0

V-A+A.-V=24.V
Wir nehmen an, ¢(r) sei kugelsymmetrisch. Dann ist

H = Ho+ B Hl-‘rO(BQ)
T

s + e

Parameter
hz
Ho = —2—A+e¢(r)
o= Mig

Diesen Ausdruck wollen wir weiter berechnen.

S 1 0 0
A. - -p(-
v 2 ( v 8x+ 8y>
1 L o=
= 3B(7x V),
Lo 1
EA-V = -B(@xp),
1 2
— lB-Lz
2
H, = - B-L.
2me

Da die Wechselwirkung eines klassischen Magnet-Dipols ji mit einem Magnetfeld B
die Wechselwirkungsenergie

Ep=—ji-B
ergibt, so ist fiir die Bahnbewegung des Elektrons der magnetische Dipol-Operator
‘7
= +2mc

Bei einem kugelsymmetrischen Potential wihlen wir als Wellenfunktionen fiir Hy
up(r) Y (0, 9) — |E,l,m)
(E = E,). In erster storungstheoretischer N#herung haben wir nun mit diesen

Funktionen die ,,Sdkularmatrix” auszurechnen. Ha H; bis auf Zahlenfaktoren gleich
L, ist, ist

1
Wél),ll’ml,Esz’mz - <E17l17m1 ‘H1|E2a127m2>
eh
= 5E1 FEo> 61112 6m1m2 (_ 2me B)

Die Siékularmatrix ist diagonal, d. h. die Stérung bewirkt
Eni— Eni+ (-2 B) -m+ O(B?)

C

—1<m<+l
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5 Der Spin des Elektrons

5.1 Die Beschreibung des Spin-Freiheitsgrades (klassisch)

Hinweise auf die Existenz des Spins stammen aus der Festkorperphysik (Einstein-
de Haas-Effekt) und der Feinstruktur des Wasserstoffatoms. Darunter versteht man
die Aufspaltung der Niveaus zu fester Hauptquantenzahl angefangen bei n = 2
(allgemein n > 2). Dabei ist z. B.

E(2P%) — E(2P%) = h - 10950 - 1005~
Schreiben wir das Niveau allgemein
nt/  j=1+1

so ist die Feinstrukturaufspaltung die Aufspaltung zu gleichm n und [, verschiede-
nem j. Daneben gibt es noch den Lamb-Shift

E(28%) — E(2P2) = h - 1058 - 1065~

der nur noch mit den Methoden der Quantenelektrodynamik (QED) zu behandeln
ist.

Nachweis und Aufkldrung {iber den Charakter des Spinfreiheitsgrades bringt
der Stern-Gerlach-Versuch. Ein Wasserstoff- oder Alkali-Atom im Grundzustand
befindet sich in einem s-Zustand (I = m = 0). Dennoch kommt es im inhomogenen
Magnetfeld zu einer Aufspaltung in zwei Untergesamtheiten. Der s-Zustand ist also
kein reiner Zustand. Die Abhéingigkeit der Aufspaltung vom Magnetfeld weist darauf
hin, daf} ein magnetisches Dipol-Moment fiir die Ablenkung verantwortlich sein muf.
Das Elektron hat also gleichzeitig einen

e inneren Drehimpuls (Spin) § und ein
e magnetisches Dipol-Moment /i

Stellt man sich das Elektron als mit der Ladung —e( angefiillte kleine Kugel vor,
die um eine Achse rotiert, so liefert diese Rotation vermoge der Masseverteilung den
Drehimpuls 5, vermoge der Ladungsverteilung das magnetische Dipol-Moment /.
Obwohl dieses Bild falsch ist, ergibt es einen im Prinzip korrekten Zusammenhang
zwischen § und [

- €0 -

MZ—%QS

wobei g eine kleine Zahl ist, der ,,g-Faktor”. Im Modell der rotierenden Kugel bei
proportionaler Massen- und Ladungsverteilung ist

g=1
Aus dem Einstein-de Haas-Effekt ergibt sich experimentell
g=2
Bemerkenswert ist, dafl das gyromagnetische Verhéltnis

4] = 670| gl

3] 2mec
h nicht enthélt, also klassisch ist. Es miifite also eine klassische Theorie eines Punkt-
teilchens mit Spin und magnetischem Dimpol geben, in der g nicht notwendig ein
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freier Parameter ist. In der Diracschen Theorie der relativistischen Quantenmecha-
nik ist im Einklang mit dem Einstein-de Haas-Effekt

g=2
Das ist eine der Stiitzen der Diracschen Theorie.

Wir wissen heute, dafl bei allen Fermiteilchen von Spin % (Elektron, Miion,

Proton) g aus zwei Anteilen besteht (dabei ist m jeweils die Masse des Teilchens)

wobei ¢ die Zahl der Elementarladungen (—eg) ist. Aus der QED ergibt sich fiir das
Elektron

g =1
2
9-2=gam = =-0,65(2) +0(?)
7r s
e% 1
a = e (Feinstrukturkonstante) ~ I

Also ist der dynamische Anteil des g-Faktors sehr klein.

Die Energie eines magnetischen Dipol-Moments in einem Magnetfeld ist
E,,=—ji-B
Ist B inhomogen, so wirkt auf das Moment die Kraft
K = —VE,, =+V(ji-B)
Bei homogenem Magnetfeld gibt es nur ein Drehmoment
N = JT B
Als Energie fiir das Elektron im Magnetfeld bekommen wir damit klassisch
B (5 DAY s i B

Ich habe hier mit Absicht nicht H statt E geschrieben, da dieser Ausdruck nicht not-
wendigerweise Ausgangspunkt einer klassischen kanonischen Theorie des Elektrons
mit Spin ist.

5.2 Die Beschreibung des Spin-Freiheitsgrades (quantenme-
chanisch)

Die Observablenalgebra des Elektrons wird erzeugt durch die Observablen

le Q27 QB
Pla P27 P3
[Qi, P;] = — 26,
sowie die Observablen
Si, Sa, S3

des Spins. Diese Spin-Observablen sind unabhéngig von Ort und Impuls zu beob-
achten, also gilt
[Qi, S5] = [P, 551 =0
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Auflerdem sollen sie einen Drehimpuls beschreiben. Daher postulieren wir die gleiche
Algebra wir fiir den Bahndrehimpuls-Operator

[Si,S;] = ih> ik Sk
k

Wir haben diesen Typ Algebra sorgfiltig untersucht und alle irreduziblen Realisie-
rungen konstruiert. Jede solche Realisierung ist charakterisiert durch den Eigenwert
von

52 = n2s(s + 1)
2se N

Da beim Stern-Gerlach-Versuch zwei Eigenwerte von S3 mit dem Wert i% gefunden
wurden, kommt nur

1
§=3

in Betracht. Die Matrizen S;, i = 1,2, 3 werden dann dargestellt durch

Si = §O'i

(01
= \1 0
(0 —i
2 = \i o
(1 0
9 = \o -1

wobei die o; die Pauli-Matrizen sind (die gerade fiir diesen Zweck erfunden wurden).
Ss ist in dieser Realisierung diagonal.

In der Atomphysik ist die Ortsrealisierung am bequemsten. Wir kénnen beim
Elektron alle ); und Ss gleichzeitig diagonal machen. Ein Vektor 1 hat dann die
Form

Qiv = ziy z; €R?
h
Ss1p = an oce{l,—1}

Dann kénnen wir ¢ durch eine zweikomponentige Wellenfunktion ¢, (x) realisieren.
Es gilt z. B.

Il = / e Y o)

o=%+1

o) = [do Y Gl

o=%1
Wir hatten im Abschnitt 2.5 (S. 30) die allgemeine Darstellung fiir eine Drehim-
pulsalgebra (h =1 gesetzt)
[Lj, Lk] =1 Z €jlel
!

erhalten. Mit
Ly =1L1+ils
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erhalten wir 2] 4+ 1 orthogonale Basisvektoren (daraus folgt, da§ 2/ 4+ 1 ganz ist).

0
(siehe auch S. 32)
D, = U+ 1),
Ly, = miy,
Latl, = +(0+1)Fm—m?) 3,

Wenn 2] + 1 = 2 ist, also | = %, so haben wir einen zweidimensionalen Unterraum
aufgespannt durch

1 1
oo 1 1
L2, = 395,
sowie
1 1
Loy =viy
L+l/€1*0
3 3
Lv=vy
Ly?, =0
2
1 1 N
4 - ()
1 0
4y = ()=
0 1
b= (o)
0 0
L - (1 0)
1 1/0 1\ 1
Ll = §(L+ +L_) = 5 (1 O) = <01
1 1/0 1
? 5 L+ )= 3% (1 0)
o1 /0 =i\ 1
~ 2\ 0) 2%
1
Lo 1
o= (5 0)=gm

Die Darstellung der Drehimpulse mit [ = % durch Pauli-Matrizen folgt also aus

unserer frither entwickelten allgemeinen Darrstellung (,,kanonische Darstellung”).

Der Hilbert-Raum der % ist ein Tensorprodukt
L2(R3) ® C?

Sei {¢n(x), n € N} eine Basis in £2(R3) und {e*} eine Basis in C?. Die Basis im
Tensorprodukt ist durch die formalen Produkte

{Wn(x) ’ ei}



100 5 DER SPIN DES ELEKTRONS
gegeben. Fiir die e* kénnen wir die Basisvektoren
1 0
(6) e 3)

(ei)o - 6a7i1

Wir bemerken noch, da$ £2(IR?) auch einem Tensorprodukt, némlich

verwenden, d. h.

L3(R) ® L2(R) ® L*(R)

isomorph ist, und dafl wir bei der Losung des dreidimensionalen harmonischen Os-
zillators davon Gebrauch gemacht haben. Nachdem die Kinematik durch die Ob-
servablen und ihre Hilbert-Raum-Darstellung fixiert ist, kommen wir zur Dynamik.
Wir definieren als Hamilton-Operator fiir ein Elektron in einem &ufleren elektroma-
gnetischen Feld /T, o, B=rotA

1 e 2 eh -
= — (p+-A - —07-B =2
H 2m (p—|— c ) +eg 2mcU (g )

Die Gleichung (vom Schrédingerschen Typ)

heifit ,,Pauli-Gleichung”. Im Falle des Coulomb-Potentials

Ze . -

ist H vertauschbar mit E2, L3 und S3. Die Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms
sind dann separierbar wie
Upy (7)Y

m

(0, p)ex

o

und die Niveaus sind 2n2-fach entartet.

5.3 Der Gesamtdrehimpuls des Elektrons

Ein Elektron besitzt einen Gesamtdrehimpuls f, der sich aus einem Bahndrehimpuls
L und einem Spindrehimpuls S im klassischen Fall zusammensetzt durch Vektor-
Addition

J=L+S
Diese Gleichung gilt in entsprechender Interpretation auch in der Quantenmechanik.
Dabei sind die J; Operatoren im £2(S?) ® C2. Der Anteil L; wirkt als Differential-
operator auf den ersten Faktor und sollte korrekterweise

Lol

geschrieben werden. Im Gegensatz dazu wirkt S; nur auf den zweiten Anteil und in
praziser Notation schreiben wir
I®S;

also
Ji=L;@I+1I®5;

Wir wollen uns darauf einigen, in dieser wie in den folgenden Gleichungen dieses
Abschnittes /i aus den Gleichungen herauszudividieren, so daf3

S; = %ai ete.
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Die Operatoren J; erfiillen die Algebra
AR
k
da

Also sind die irreduziblen Darstellungen der f—Algebra durch die Quantenzahlen j
von
JP=j(+1)-I, 2j€N

charakterisiert. In einer solchen Darstellung gibt es eine Basis
{|jaj3>a _] S j3 S +J} )
J3lJ, js) = jslJ, js)
Das Problem besteht allgemein darin, aus zwei gegebenen Basen mit festen (1), 1(?)

Z(l) m(l) _l(l) < m(l) < l(l)

10, m0), —10 < m®) < +
Z(Q) m(2) _1(2) < m(2) < 1(2)
1'%, m'), < <+

(d. h. Kugelfunktionen YTI;(II)( g ?), _’nf) E
puls zu konstruieren. Dann ist J = L+ S n

¢)) diese Basis fiir den Gesamtdrehim-
r ein Spezialfall von J = L(V) 4+ L(®).

Wir beginnen also mit dem Tensorprodukt zweier Rdume, des C2+1 ynd des
(C2l(2)+1, aufgespannt durch die Basis

|l(1), a )> |l(2) > - |l(1 1,72 2 )>

Erinnern wir uns noch einmal an die allgemeine Drehimpuls-Algebra, aus der wir

Lil,m) = I+ m(m + 1)|l,m + 1)
L_|l,m) = VI{l+1)—(—m)(—m+1)|l,m—1)

wissen. Damit ergibt sich fiir den Basisvektor mit dem hochsten Gewicht (der Ei-
genwert zu Js, also m™") +m(?) | in diesem Fall némlich (V) + [(2))

J 1@ @y = (L(l) + LG )> NI (LR E)

s
k=0

n

== (Z) A DM @ @) (g

k=0
wobei A eine Linearkombination aus den oben angegebenen Eigenwerten zu L(_l), L(_Z)
ist
= A/ ' ‘.]7.]3>
mit
jo= 14 ®
g o= 1D 4@
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Diese Formel 148t sich umkehren zu
|ja .73 Z |l(1 k 1(2) l( ) — (Tl - k)> : C{(’ljil(l),k;l(2)71(2),(n,k)

mit den Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Clj(’lj)g,m(l);l(z)7m(2)
j3 = m(l) _|_ m(2)7 ,] — l(l) _|_ 1(2)

Wie rechnet man nun fiir j < (V) 4 [(2)? Betrachten wir nochmal den Fall

T M@ @)y \/1(1)(“1) 1) — WM — 1) W M 1@ @2y

=21
IO 1 1) — 120 — 1) 10,1013 1@ 1)
_ o
= 0 1@ 1@ 1) = 0 1) 1@ - 1)

— /20O H®)
7 =1 13 g =10 41 1)

AufBerdem gibt es im Unterraum mit Gewicht j3 = (V) 412 —1 noch einen anderen
Basisvektor, ndmlich

lj=1M 413 —1 g =1 41 1)

Damit ergibt sich fiir die Basisvektoren

Ij =10 1@ 3 =10 4@ _1q) / (2) W 1,7 @)
1/ l(2 \l W02 12 _ 1)

=10 +1® — 1 45 =1 473 —1) \/72)|z<1) 1D — 1,1 @)
] — 1) " l(2) I M) M@ @) _ 1)

5.4 Die Feinstruktur des Wasserstoffatoms

Bisher haben wir das Wasserstoffatom unter Vernachléssigung des Elektronenspins
behandelt. Dieser wird nun beriicksichtigt. Im Hamilton-Operator ist bei ruhendem
Proton nur das Coulomb-Feld des Protons vorhanden. Das magnetische Moment
des Protons wird vernachléssigt; es wird zur Hyperfeinstruktur. Also womit kann
der Elektronenspin und sein Dipol wechselwirken, wenn A= 0, B =0ist?

Ein Elektron, das sich durch ein Mangetfeld B bewegt, erfahrt in seinem eigenen
Ruhesystem ein scheinbares elektrisches Feld

—

Er =

sv]}

X

ol
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und als dessen Folge eine Kraft

—

[3:—€~EL:—6- Xé

ol

die Lorentzkraft. Bewegt es sich durch ein elektrisches Feld E, so ,,sieht” es ein
scheinbares Magnetfeld

—

_, U _,
BL:——XE
c

Diese ,,Scheinfelder” (sie sind genauso echt wie alle Felder) entstehen durch ei-
ne Lorentztransformation vom Laborsystem in das mit der Geschwindigkeit ¢ be-
1
wegte Ruhesystem des Elektrons. Dabei wird die Ordnung ’C’—i (von {1 - Z—;] 2)
vernachléssigt. Damit gibt es im Ruhesystem des Elektrons eine Wechselwirkungs-

energie
_ e h J _,
—fi-By=4—=&" <U ><E>
mc 2 c
(g — 2 vernachlissigt). Tatséichlich kann man diese Wechselwirkungsenergie nicht in
den Hamilton-Operator einsetzen, sondern man muf} fiir die Spin-Bahnwechselwirkung

den Ansatz

1., =
Hsp = —5/i-BL

machen. Denn die Wechselwirkungsenergie im Laborsystem ist verschieden von der
Wechselwirkungsenergie im Ruhesystem des Elektrons. Den Faktor %, der hinzu-
tritt, wird als Thomas-Faktor bezeichnet. Thomas zeigte, dafl er bei einer korrekten
Behandlung von Lorentztransformationen eines prézessierenden Kreisels auftritt.
Am einfachsten leitet man aber Hgp (wie das gyromagnetische Verhiltnis) aus der
Diracschen Theorie ab. Mit (e = ¢e)

o - e T
E = —V¢:+—2-—
rZ r
- e (U e -
B, = ——|-xZ)= Zxp)= .
r\c mcr3( ) mer3
wird
1 e = e =
Hsp = -—95- 3L
2 mc mer
e? .
2m2¢c2r3

Wir werden zunéchst die Gréf8enordungn dieser Energie abschétzen. Dazu setzen
wir

r — 1o DBohrscher Radius

S. L — &2
e?h? _ 1 e? B2 o1
om2e2rd 2 rg  m2c2rd
——

Energie des
Grundzustandes

h I B
— = —.—==ua-1r9 Comptonwellenléinge des Elektrons
me hc me?

« : Feinstrukturkonstante ~ ——

137

Also: O(Hsp) =Energie des Grundzustandes-a. Es handelt sich also tatséchlich
um eine kleine Stérung (~ 107%).
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Als nichstes betrachten wir

H = Ho+Hsp
= 2
e - B¢

2m r

Nach den Prinzipien der Stérungstheorie suchen wir nach einem Operator K (sie-
he auch Abschnitt 4.2, S. 93), der mit Hy und Hgp vertauscht, und uns damit die
Stormatrix erster Ordnung diagonalisiert. Wir haben trivialerweise als vertauschen-
de Operatoren mit Hy

L% L;, S; allei

damit auch

und ebenfalls
Ji=L,+S;

Welche Operatoren vertauschen mit Hgg? Sicherlich Ez, aber keine einzelne Kom-
ponente von L oder S. Schreiben wir

L.§ = 3(P-2-9)

[Ji,siﬂ —0

= {Ji,ﬂg} = 0

1 1
o] =[] =0

so folgt, dafl auBerdem J? und J; mit Hgp vertauschen.

>~
Ny
[ V)
Il

und beachten, dafl

Wenn wir den ungestérten Operator Hy diagonalisieren, so verwenden wir na-
heliegenderweise die Operatoren

HO) 527 L37 S3

als untereinander vertauschbare Operatoren und dementsprechend den Separations-
ansatz

¢ = Unl (T)Y'r%a(gv ¢)€§3
Wenn wir Hgp einbezichen, haben wir neben Hy und Hgp
E27 j27 J3

zu benutzen. Der Separationsansatz ist

0,1
Y = unlj(r)ygj‘g( )(@’ ¢)o
mit il l)
ViCD(©.0), =3 Gusllmidoss)  YA(©,6)el
N——

m,S83
Clebsch-Gordan-Koeffizienten
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und die radiale Schrédingergleichung

{_h_Q[dQ 2d l(l+1)}_e2+

dr?2 = rdr r2

n e?h?
4m?2c2r3

[G+1)—11+1)-3] }unlj(r) = Epijun; (1)

Hier erscheint die Stérung schon diagonal. Vernachlissigen wir die Stérung, so sehen
wir, daf} in dieser nullten Ndherung

u (r) = up(r) fiir beide j =1+ 1

nlj
Dann wird der Enengieeigenwert in erster Ndherung

o212 <
(5.4.1) ES) = E(0)+4 LG+ —1+1)-3 /dr% (7
0

wobei

oo
/drr U (T 21
0

vorausgesetzt wurde.

Zum Integral in (5.4.1) ist folgendes zu bemerken: Fiir I = 0 divergiert es bei
= 0. Andererseits ist die Klammer bei [ = 0 gleich Null. Denn bei [ = 0 ist

notwendig j = %, also
1/1 3
(-1 1) 22 =
HEDR IR

Also ist bei I = 0 der Stérungsterm von der Form 0-0o. Bei [ # 0 ist das Integral bei
r = 0 konvergent. Wir kommen gleich auf diesen Schwachpunkt der Stérungstheorie
zuriick.

Das Integral 148t sich mit einigen Tricks auswerten. Wir bekommen

1 . 1
+l+_1 j—l—|—§

2
EO — o 1
nlj n2A+1) )
-7 J=l-3
82
a = —
he

Hier ist bei j =1 — % natiirlich automatisch [ > 0. Bei j =1+ % ist nun auch fiir

I = 0 ein Wert moglich, da ein % gekiirzt wurde. Das Ergebnis ist tatséchlich richtig,
wie man aus der Diracschen Theorie ersehen kann.

Die angegeben Formel stimmt mit dem beobachteten Spektrum nicht tiberein.
Wenn man fiir die mittlere Geschwindigkeit des Elektrons im Wasserstoffatom

o) =a

beachtet, so kommt man darauf, dafl es neben der Feinstrukturwechselwirkung eine
Korrektur gleicher GréSenordnung gibt, nidmlich O(a?) relativ zu EY| die sich aus
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der relativistischen Korrektur der kinetischen Energie ergibt!?
Erin = /m2c* + p2c¢2 — mc?
S W S U
2m 2 \2m mc?
Als weitere Korrektur fithren wir also in die Schrodingergleichung
1 /2\° 1
Hrel = —3°'\ a5 Y
2 \2m mc?
1 e2\? 1
= —5' <H0+7> W
ein. In Storungstheorie erster Ndherung liefert das

1 /Ooagrr2 E(O)_,_ﬁ 2(u (r)? = —E© 2l (3__n
2me? J, mo ) e e gy ]

Wir fassen mit

[ 1 1 +1
7[l+§_21+1.j+ﬂ
a? 1 1
- ?2l+1[2¢j+%]
S T e
Con2+1\2+1 = 241 541
_ a? 1
= Wi

zusammen zur Sommerfeldschen Feinstrukturformel

2
B =50 1-% (-1
n 4 Jj+3

Bemerkenswert ist, dafl die Abhéngigkeit von [ herausgefallen ist. Wenn der Lamb-
Shift vernachlassigt wird, ist dies korrekt.

12im Allgemeinen wird § — § — %X
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A Mathematische Erlduterungen

A.1 Fourier-Theorem

RN
1.
G(x = 6751"2
G(k G(k) !
2.
f,9€SR)
(- D) = (@n) g/kﬂ“mmfmek
RN
- %r%/fmmm[ww%/fMNWW4wk
RN RN
Da
/ lg(k)f(y)|d™y d™ k
RQN

existiert, gilt das Fubini-Theorem iiber die Vertauschbarkeit der Integrationen

— 0 [ it
RN

3.
glk) = G(ek), €\, 0 spiter
i) = (@n% / = G (ek)dN k
RN
- ()
= < ()
Es folgt

= /f —x+es)G

e —0: hm G(ek)f(k) = f(k) ist absolut integrierbar.
hn%) f(—x +es)G(s) = f(—x)G(s) ist absolut integrierbar (iiber s).
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Also kénnen die Limites unter dem Integral ausgefithrt werden (Lebesgue-
Theorie).

@r)~% [ e % f(k)dNk
/

— f@)
— fayen [ s
RN

=G(0)=G(0)=1
= f(-2)
A.2 Spektralsatz

Seien $) ein Hilbertraum, A ein selbstadjungierter Operator darauf. Dann heifit das

diskreter Anteil {a,,}

Spekt A
bl von {kontinuierlicher Anteil {ax}

mit
App, =anpn : ©n €% Eigenfunktion oder Eigenvektor von A
(Pnyom) = Onm
Apyx =axpx : ox ¢ % Eigenfunktional von A
(Pmsor) = 0, (px,o0) ~ (A= NX)

Sei ¥ € $, dann kann man v schreiben als
b= (ns )i + / N (pr, 0)p
Man kann auch ein anderes Maf} do(\) auf dem kontinuierlichen Spektrum benutzen:

(oxs ) = / Qo) (pnt)  (oxnn)

3\
= [y =0 ~o (V)
dX

Wie wihlt man nun do(A)? Betrachten wir als Beispiel die eindimensionale ebene
Welle:
p=1Impuls, § = L*(R)

peikx = hk eikw

1 ikx
TR Ee Fourierintegral

do(\) = dk
+oo +oo +oo
/ dk (¢r, V) ek (z) = % / dk e+ / dz’ e_”’””/zp(x’)
— 0o — 0o — 00

Man integriert hier zunéchst iiber ein kompaktes Gebiet
+M
g ikla—a) _ LsinM(z —a’)

2 T z—x
M
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und macht dann nach dem Riemannschen Lemma einen Grenziibergang im Sinne
der Distributions-Topologie (,,schwache Topologie”)

1sin M(z —2a')

. o o
A/}llnoow T —x =z -2
Also: Falls
® cHc 9
T T
Testfunktionen Eigenfunktionen
in (der Topologie von) &’

+oo

/ dk i (2')pr(x) = 6(2" — @)

—00

Merke: Man kann die Eigenfunktionale des kontinuierlichen Spektrum ,,auf Delta-
funktionen” normieren, dabei ist das Mafl do(\) dquivalent zu dA, falls d‘;&)‘) #0
fast {iberall und ferner

/ N oA @ )ipa(x) = 6(a’ — )

A.3 Weierstraf3-Approximation fiir Kugelfunktionen
Sei f(O, ) stetig auf der Einheitskugel. Dann ist mit

F(ay,22,23) =1 f(0,¢) (a>0)
eine stetige Funktion in
21?4 [ |* + [2a]? = r? <1

definiert. Der Weierstrafische Approximationssatz sagt dann aus, dafl es ein N und
Koeffizienten ayn,pnyn, gibt, so daf

n n2 ,..n3
sup |F(x1,x9,23) — E Qnynons 1 T T | < €
0<r<1 5
X niSN
i=1
0<n;(€EN)

gilt, falls N(e) hinreichend groB und die @pn,n,n, passen gewéhlt werden. Speziell
gilt dann

n n n
Suzp f(@,sﬁ) - § an1n2n3611€22633 S €
S -

i

Nun lassen sich die Monome
eltes?es®, ni+ng+ng <N
linear durch die Y,ﬁl, [ < N ausdriicken. Sei

ny+ng+ng =1
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+2

5°) solcher Monome der ¢;. Von diesen lassen sich aber (l) als

Dann gibt es ( 2

Produkte
2 2 2 n/ n/ n/
(ef +e3 +e3)ey ey’

nf+nb+nf=1-2

zusammenfassen. Also bleiben

I+2\  [(1\ _
2 2/
1
= 5[3l+2+l]
= 2+1

(T+2)((+1)—1(—-1)]

N |

unabhéngige Monome vom Grad [. Diese entsprechen dann den 27 + 1
Y (0,¢)

In den Ubungen haben wir den Fall [ = 1 explizit berechnet. Fiir [ > 1 kénnen wir
unsere Darstellung der Ynll benutzen. Sei z. B. m > 0. Wir benutzen

2041 (I—m)! 3 ;
l —_ . _1\ym ime pm
Y. [ y (l—l—m)!] (=1)™e™? P (cos O)
1 d I+m
m — (S m(_ = 2 _ 1
P"(cos®) = 2l“(sm@) (d(cos@)) (cos“® —1)

Wir fassen zusammen ‘
e (sin®)™ = (e1 +iez)™

Ferner

I+m
(ﬁ) (cos?© — 1)) = Polynom in cos © vom Grad [ —m

gerade, wenn [ + m gerade ist
ungerade, wenn [ + m ungerade ist

Im zweiten Fall
=cos® x gerades Polynom

die geraden Polynome sind Polynome in cos? © und lassen sich als homogene Poly-
nome von
e2und e? + e +e2 =1

schreiben. Damit wird Y}, immer ein homogenes Polynom vom Grad [ in ey, e, e3.
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