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Kapitel 1

Die Wellenfunktion und ihr
statistischer Aspekt

1.1 Grenzen der klassischen Mechanik

Die Newtonsche klassische Mechanik betrachtet Systeme von als Massenpunkte
idealisierten Teilchen mit Massen m; (i = 1...N) und stiitzt sich fiir die Beschrei-
bung ihrer Bewegung auf zwei grundlegende Postulate:

(@) Zujedem beliebigen Anfangszeitpunkt ¢, konnen samtliche Ortsvektoren r; der
Teilchen beziiglich eines vereinbarten Bezugssystems und zugleich samtliche
Impulse p; beziiglich dieses Systems, d.h. der Wertesatz

{ri(to), i(to) | i =1...N} (1.1)

gemessen werden, und zwar im Prinzip beliebig genau, d.h. mit Fehlern, deren
Verringerung nur eine Frage verfeinerter Mefstechnik ist.

(b) Bei Kenntnis des Kraftgesetzes fiir die auf jedes der N Teilchen wirkende Kraft,
F = ﬁi(ﬂ ...TN,D1...Pn), ist die Bewegung des Systems beziiglich eines Iner-
tialsystems fiir Zeiten ¢ > t, durch Losung der Differentialgleichungen

dp;
dt

S . dr .
= Fi(71...DN), mi—y =Di (1.2)

mit den Anfangswerten (1.1) eindeutig vorausberechenbar.

Wiéhrend dieses Konzept bei der Beschreibung makroskopischer Korper hochst
erfolgreich war, wurden im atomaren Bereich, d.h. in Dimensionen < 100,
seit dem Ausgang des 19. Jahrhunderts zunehmend experimentelle Tatsachen be-
kannt, die mit dieser Mechanik nicht oder nur durch kiinstlich aufgepfropfte Zu-
satzannahmen zu erkldren sind. Ihre Deutung erfordert eine andersartige Mecha-
nik, die aus der klassischen in keiner Weise ,ableitbar” ist, sie jedoch nach wie
vor als Grenzfall fiir makroskopische Koérper enthalten muf$ (, Korrespondenz-
prinzip”). Diese sogenannte Quantenmechanik kann fiir den nichtrelativistischen

1



2 Kapitel 1. Die Wellenfunktion und ihr statistischer Aspekt

Bereich heute als abgeschlossene Theorie gelten und beschreibt in diesem Bereich
Struktur und Wechselwirkungen von Atomen, Molekiilen und kondensierter Ma-
terie quantitativ zutreffend. Obwohl sie urspriinglich fiir den mikroskopischen Be-
reich entwickelt wurde, sind heute sehr wohl auch , makroskopische Quantenpha-
nomene” bekannt, die nur durch sie korrekt zu erkldren sind, wie Ferromagnetis-
mus, Supraleitung oder Laseremission.

Aus der Vielzahl von die Grenzen der klassischen Mechanik verdeutlichenden Ex-
perimenten greifen wir — hichst einseitig und von der komplizierten historischen Ent-
wicklung vollig absehend — ein einziges heraus, an dem sich wesentliche Begriffsbil-
dungen der , neuen” Mechanik heuristisch entwickeln lassen.

1.2 Beugung von Materiewellen

Ein monoenergetischer Elektronenstrahl trete durch eine rdumlich periodische
Struktur sehr kleiner Gitterkonstante a (z.B. das Kristallgitter eines Einkristall-
pléattchens) hindurch; die durchgegangenen und teilweise abgelenkten Teilchen
werden in einer makroskopisch entfernten Nachweisebene mit einem Zahler regi-
striert. Man findet:

(a) Die mit dem Zihler ermittelte Haufigkeitsverteilung der Auftreffpunkte in
der Nachweisebene stellt ein typisches Beugungsbild mit Intensitdtsmaxima und
-minima dar, genau wie bei der Beugung von Licht an einem Gitter'. Die ein-
zige bekannte Erkldrung ist die der Optik: von verschiedenen Elementarzellen
des Kristallgitters ausgehende Wellenziige interferieren in der Nachweisebe-
ne je nach Gangunterschied abwechselnd konstruktiv und destruktiv. Die Be-
wegung der Korpuskeln scheint also — vorldufig bewufst vage ausgedriickt —
von einem interferenzfihigen Wellenvorgang, von ,Materiewellen”, begleitet
zu sein.

(b) Im Zahler sind andererseits bei geniigender Zeitauflosung die auftreffenden
Elektronen nach wie vor als zeitlich und rdaumlich scharf lokalisierte Impulse
(,Klick” im Zahler) nachweisbar. Spektroskopiert man sie genauer, so erweist
sich sich jeder Impuls als von einem Teilchen mit der vollen physikalischen
Elektronenladung und -masse herriihrend; es treten nirgends Bruchstiicke von
Elektronenladungen auf. Die Zuordnung des Materiewellenvorgangs zu den
Teilchen kann also nicht naiv bedeuten, dafs ihre Ladung und Masse iiber den
ganzen von der Welle iiberstrichenen Raum ,,verschmiert” werden. Vielmehr
zeigen sie beim Durchgang durch die beugende Struktur Wellen-, beim Auf-
treffen auf den Zahler die gewohnten Teilcheneigenschaften.

Dieses Verhalten (,, Welle-Korpuskel-Dualismus”) erweist sich als keineswegs
an spezielle Kristallgitter gebunden und aufSer fiir Elektronen auch fiir andere

!Praktisch wird ein derartiges Experiment wegen der starken Absorption der Elektronen in
Materie besser mit reflektierten als mit transmittierten Strahlen durchgefiihrt; fiir die Richtungen
konstruktiver Interferenz gilt dann die bekannten Braggsche Bedingung.
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(©)

(d)

subatomare Teilchen, aber auch fiir ganze Atome und Molekiile nachweisbar,
scheint also eine allgemeine Eigenschaft atomarer Systeme zu sein.

Um den Einwand zu iiberpriifen, jenes Verhalten riihre vielleicht von einer
speziellen, noch unbekannten Wechselwirkung zwischen den Elektronen im
Strahl her, kann man die Strahlintensitdt so weit herabsetzen, bis jeweils nur
noch wenige Elektronen zwischen Quelle und Nachweisebene unterwegs, d.h.
keine Wechselwirkungen mehr moglich sind. Dann scheinen die seltenen Zahl-
ereignisse bei Betrachtung kurzer Zeitraume zunéchst regellos tiber die Ebene
verteilt zu sein. Bei Beobachtung tiber lange Zeitraume, d.h. faktisch bei oft-
maliger Wiederholung des Beugungsexperimentes mit einem einzelnen Elektron un-
ter identischen Ausgangsbedingungen, erscheint jedoch als Haufigkeitsverteilung
der Zihlereignisse in der Nachweisebene nach wie vor das Beugungsbild.

Die Materiewelle ist also einerseits etwas nicht erst dem Strahl, sondern bereits
dem einzelnen Elektron Zuzuordnendes. Andererseits legt das Experiment ei-
ne statistische Deutung dieses Wellenvorgangs nahe: Seine Funktion scheint dar-
in zu bestehen, dafs er eine Aufenthalts-Wahrscheinlichkeitsverteilung P = P(7,t)
fiir das Teilchen erzeugt derart, daB fiir ein Volumenelement d*z = dx dy dz um
den Ort 7 = (z,y, z) herum die Grofle

dw = P(7,t) d*z (1.3)

die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ dort an-
zutreffen bzw. nachzuweisen. Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung setzt sich
dann bei oftmaliger Wiederholung des Experiments mit immer gleich prapa-
riertem Elektron in eine Hiufigkeitsverteilung der positiv verlaufenen Nachweis-
akte um.

Die Wellenlénge X oder besser Wellenzahl k = 2 des die Elektronenbewegung
begleitenden Wellenvorganges fiir verschiedene Elektronenimpulse p ist bei
bekannter Gitterkonstante o durch Ausmessen des Beugungsbildes bestimm-
bar. Man findet die , de-Broglie-Relation™

p="-k (1.4)

mit einer neuen fundamentalen Naturkonstanten der Dimension Energie x
Zeit = Wirkung, dem , Wirkungsquantum”,

i =1.054- 103" Joule - sec = 6.582 - 10 eV - sec. (1.5)

Bemerkenswert ist nun, dafd diese Konstante historisch schon friither aufgetre-
ten war beim Studium eines ,umgekehrten” Phanomens beim Licht: Lichtwel-
len, nach der klassischen Theorie ein elektromagnetischer Wellenvorgang, zeig-
ten bei gewissen Experimenten — insbesondere Photo- und Comptoneffekt —
eindeutig Teilcheneigenschaften, und fiir die Energie E der einer Lichtwelle
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mit Frequenz v (bzw. Kreisfrequenz w = 27v) zuzuordnenden Teilchensorte
(,Lichtquanten” oder Photonen) ergab sich die Planck-Einsteinsche Beziehung

F=h-w (1.6)

mit demselben / wie bei Gleichung (1.4) fiir die Materiewellen. Licht und Ma-
terieteilchen scheinen sich also hinsichtlich des Welle-Teilchen-Aspekts ganz
dhnlich zu verhalten, so dafy die Vermutung nahe liegt, daf} jede der beiden
Beziehungen (1.4/1.6) jeweils auch fiir die ,,andere Seite” giiltig ist. Hervorzu-
heben an ihnen ist, dafs sie jeweils eine typische Welleneigenschaft (w oder k)
mit einer Teilcheneigenschaft (£ oder p) quantitativ verkniipfen.

1.3 Wellenfunktion als Wahrscheinlichkeitsamplitude

Zur Erklarung der neuen Situation werden wir — zunédchst bewuf$t rein heuristisch
vorgehend — der Bewegung eines Elektrons ein rdumlich und zeitlich verdnderli-
ches Wellenfeld oder eine ,,Wellenfunktion”

b =v(x,y,2,t) = P(7, 1) (1.7)

zuordnen, deren genaue Bedeutung noch herauszuarbeiten ist, von der wir aber
jedenfalls folgendes verlangen:

(a)

(b)

Damit Interferenzeffekte moglich sind, muf fiir ¢ das Superpositionsprinzip gel-
ten: sind v (7, t) und (7, t) mogliche Wellenfelder, so muf§ auch

Y =1 + cathy (1.8)

mit beliebigen Konstanten c;, c; ein physikalisch zuldssiges Wellenfeld sein.
Diese Forderung schriankt u.a. den Kreis der moglichen Bewegungsgleichun-
gen fiir ¢(7,t) von vornherein stark ein: Eine derartige Wellengleichung muf
jedenfalls linear in 1y und seinen Ableitungen sein, weil nur dann jede Linearkom-
bination von Losungen wieder eine Losung ergibt.

Durch (7, t) soll eine Aufenthalts-Wahrscheinlichkeitsverteilung P(7,¢) im
Sinne von (1.3) festgelegt sein derart, dafd dort, wo 1) betragsmaflig ,grofs” ist,
auch P, grof” wird und umgekehrt, d.h.

P(7,t) = monoton wachsendes Funktional von [ (7, t)] . (1.9)

Als Wahrscheinlichkeit mufs die Grofie (1.3) fiir jedes Volumenelement eine
nichtnegative relle Zahl zwischen den Werten 0 (= Teilchen mit Gewifsheit
nicht dort anzutreffen) und 1 (= Teilchen mit Sicherheit dort anzutreffen), d.h.
P(7, t) positiv semidefinit sein:

P(7,t) >0 furaller,t. (1.10)
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Aufierdem muf$ (1.3) bei Integration tiber den gesamten Raum — d.h. Bildung
der Gesamtwahrscheinlichkeit, das Teilchen tiberhaupt irgendwo anzutreffen —
offenbar zu jedem Zeitpunkt 1 ergeben. Diese fundamentale, aus unserer sta-
tistischen Auffassung von ¢ direkt folgende Forderung der ,Normierung der
Gesamtwahrscheinlichkeit”,

/d3x P(7,t) =1 fiirallet, (1.11)

schrankt ebenfalls die moglichen Bewegungsgleichungen ein und stellt zu-
gleich eine wesentliche Randbedingung dar, die zu jeder derartigen Gleichung
hinzutritt.

Da die Gleichungen (1.9) - (1.11) die Form des Funktionals P = P[|¢|] noch nicht
eindeutig festlegen, konnen wir unsere statistische Deutung nur komplettieren
durch einen weiteren heuristischen Schritt: Wir identifizieren (nach dem Vorgang
von M. Born, 1927) die Grofe P (7, t) mit dem einfachsten, namlich bilinearen Aus-

druck
P(7,t) = [(7F, 1) P = v* e, (1.12)

der (1.9/1.10) erfillt, wobei die letztere Schreibweise sich darauf bezieht, dafs wir
fiir ¢ evtl. komplexwertige Funktionen werden zulassen miissen. Mit diesem An-
satz ergibt sich einerseits fiir die zur Superposition (1.8) gehorige Aufenthalts-
Wahrscheinlichkeitsverteilung

|@/J|2 = |C1¢1|2 + |02@/J2|2 +2Re (C’f@/}f@%) (1.13)

und hier kann der letzte Term, je nach der relativen Phase der beiden Summan-
den, tatsdachlich konstruktive oder destruktive Interferenz bewirken. Andererseits
konnen wir durch die Normierungsbedingung fiir die Wellenfunktion,

/ B (7 ) G(F.4) = 1 fiir alle | (1.14)

die Forderung (1.11) erfiillen.

Natiirlich ist bei (1.12) eine formale Analogie zum bilinearen oder quadrati-
schen Zusammenhang zwischen Intensitit und Feldgrofien bei klassischen, et-
wa elektromagnetischen Feldern unverkennbar. Sie darf aber nicht iiber den
fundamentalen Unterschied hinwegtduschen, daf8 (7, ¢) im Gegensatz etwa zu
klassischen Feldstiarken nicht selbst eine mefsbare Grofde, sondern eine ,,Wahr-
scheinlichkeitsamplitude” darstellt: Mefibar ist die in ¢ bilineare Aufenthalts-
Wahrscheinlichkeitsdichte (1.12) in dem Sinne, dafs sie die bei hdufiger Wiederho-
lung einer Ortsmessung am stets gleich praparierten Elektron resultierende Hau-
figkeitsverteilung der Teilchenorte angibt.

Anmerkung:

Die Bedingung der ,Quadratintegrabilitat”, Gl. (1.14), ergibt fiir einen einzelnen
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Zeitpunkt t zundchst nur relativ schwache mathematische Einschrankungen des
Verhaltens von ¢. Insbesondere erlaubt sie allein, streng genommen, noch nicht
den Schluf3, daB8 |¢)| fiir |7| — oo asymptotisch abfallen mufl (man kann etwa Bei-
spiele von Funktionen konstruieren, die fiir || — oo eine Folge immer schmaler
und hoher werdender Maxima aufweisen derart, dafs die Summe der Beitrdage zu
[ @3 |¢|* noch konvergiert). Wir werden jedoch in Abschnitt 4.1 zeigen, daf8 die
Giiltigkeit von Gl. (1.14) fiir alle t — d.h. nicht nur die Existenz, sondern auch die
zeitliche Konstanz der Norm — zu der Bedingung von Gl. (4.12) fiihrt, die in der
Tat ein hinreichend rasches asymptotisches Abfallen von ¢ fiir || — oo erfordert.
Die in der Literatur verbreitete Formulierung, dafs ,,wegen der Normierbarkeit ¢
asymptotisch abfallen muf3”, verwenden wir daher im Folgenden stets mit dem
Vorbehalt, daf$ es eigentlich , wegen der Normierbarkeit und ihrer zeitlichen Er-
haltung” heifsen muf3.

1.4 Erwartungswerte und Schwankungen

Ohne die Wellenfunktion ¢ (7, t) fiir konkrete Situationen schon zu kennen, konnen
wir aus der statistischen Interpretation bereits jetzt einige wesentliche quantenme-
chanische Begriffsbildungen ableiten. Wenn |¢|* die Haufigkeitsverteilung der bei
Ortsmessung resultierenden Teilchenorte darstellt, dann ist eine Grobcharakteri-
sierung dieser Verteilung offenbar durch den arithmetischen Mittelwert der Mefs-
werte gegeben. Er ist nach den Regeln der Statistik zu berechnen als Summe tiber
die moglichen Mefiwerte — das sind hier alle Orte 7" — mit deren Haufigkeiten bzw.
Wahrscheinlichkeiten als Gewichten, normiert durch Division mit der Gesamtzahl
der Messungen (= Summe aller Haufigkeiten), in unserem Falle also:

/ o F (7 )P
(), = . (1.15)
/ &P (7, 1)

Da unser ¢ voraussetzungsgemafs nach (1.14) normiert ist, erhalten wir den in der
Quantenmechanik als Erwartungswert des Teilchenortes bezeichneten Vektor:

(= [ v G (1.16)
der natiirlich noch von ¢ abhdngt — der mittlere Teilchenort kann mit der Zeit ,wan-

dern”.

Nach demselben Schema koénnen wir Erwartungswerte, d.h. Mittelwerte im Sin-
ne der Haufigkeitsverteilung, berechnen fiir andere MefigrofSen, die sich allein als
Funktion des Ortes F(7") = F(x,y, z) ausdriicken lassen:

(P, = [ v @0 FE) () (1.17)
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So wiirden wir z.B. mit F () = y/2? + y? + 2% den statistischen Erwartungswert
des Abstandes des Teilchens vom Koordinatenursprung erhalten.

Als grobste Charakterisierung der Mefiwerteverteilung gibt der Erwartungswert
noch keine Auskunft dartiber, wie gut die Mefswerte etwa der drei Komponenten
z; von 7 um ihre Mittelwerte (z;) herum konzentriert sind oder wie stark sie um
diese Mittelwerte herum , streuen”. Ein Maf§ dafiir erhdlt man nach den Regeln
der Statistik, indem man die quadratische Schwankung (Az;)?, d.h. die wiederum
mit || als Gewichtsfunktion gemittelte quadratische Abweichung der Me8werte
von ihrem eigenen Mittelwert, berechnet:

(Afl)l)2 = <(l‘i—<l‘i>t)2>t (118&)
_ /d% (7 8)2 {22 + ()2 — 2 (), i)

= [dastior @ [ a2 [ drepor

' (i),
= (D = (i)’ (1.18b)
Als pauschales Maf3 fiir die dreidimensionale Ortsunschérfe kann man dann z.B.
(A7) = (Azy)? + (Amy)? + (Axs)? (1.19)

benutzen. Auch hier ergibt sich sofort die Verallgemeinerung auf nur von 7*abhén-
gige Mefigrofien F'(i)

[AF(P)]F = ([F()P), = (F(),)" . (1.20)

Zwei Anmerkungen:

(a) Damit Grolen wie (z;) oder (z?) existieren, d.h. die entsprechenden iiber den
ganzen Raum erstreckten Integrale konvergieren, mufSs wegen der zusétzlichen
z;-Potenzen | (7, t)| fiir || — oo noch etwas rascher abfallen, als es fiir die Exi-
stenz und Erhaltung des Normierungsintegrals (1.14) allein notwendig ware.
Die statistische Interpretation bringt also in Verbindung mit verschiedenarti-
gen Mefsigrofien hier zusatzliche Einschrankungen des Raumes der physika-
lisch sinnvollen Wellenfunktionen hervor.

(b) Die obigen Begriffsbildungen diirfen nicht zu dem Mifiverstandnis verlei-
ten, die Quantenmechanik laufe einfach auf eine Kopie der klassischen Wahr-
scheinlichkeitsrechnung hinaus. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung befafit sich
nur mit Mef3groflen vom Typ unseres P = P(7, t) allein; sie kennt normalerwei-
se keine diesem P zugrunde liegende interferenzfihige Amplitude 1. Deshalb
kennt sie z.B. zwar eine Addition von Wahrscheinlichkeiten (namlich fiir ,,un-
abhingige”, d.h. durchschnittsfreie Ereignismengen), aber keine Vorschriften
vom Typ (1.13) mit den fiir die Quantenmechanik typischen Interferenztermen.






Kapitel 2

Kriftefreies Teilchen und
Impulsdarstellung

2.1 Wellenpakete und Unschirferelation

Wir wollen nun Wellenfunktionen ¢ fiir konkrete Situationen heuristisch konstru-
ieren und beginnen mit dem einfachsten Fall eines kraftefreien Teilchens. Nach der
klassischen Mechanik wiirde es auf gerader Bahn #(¢) = 7(0) + ¢ - ¢ mit konstan-
tem Impuls p'= m laufen. Mathematische Ausdriicke fiir einfache Wellentypen
sind aus Elektrodynamik und Kontinuumsmechanik geldufig; unter ihnen bieten
sich zun&chst harmonische ebene Wellen

sin =
const. X { o8 } (k-7—w(k)-t) (2.1)
an, da sie eine einzige wohldefinierte Wellenzahl k = |E | und eine wohldefinierte
Fortschreitungsrichtung k = ¥ besitzen, die sich dem grundlegenden empirischen

Befund (1.4) bzw. der klassischen Impulsrichtung p = % anpassen lassen durch
die Wahl

PP
k= - (2.2)
Um die Zeitabhdngigkeit vollstandig festzulegen, hat man tiberdies w als Funktion

von E, d.h. das , Dispersionsgesetz” der Materiewellen, zu spezifizieren. Dazu ver-
hilft uns die schon angesprochene Vermutung, dafs die Planck-Einstein-Relation
(1.6) auch fiir Teilchen mit Ruhemasse gilt: Die dort linker Hand stehende Energie
des Teilchens ist ja im kréftefreien Fall einfach die kinetische, Ey;, = p*/2m, d.h.
wir setzten unter Verwendung von (2.2)

_ ﬁ? _thQ
2m 2m

fuw (k) (2.3)
an. Diese quadratische w(k)-Abhdngigkeit, die von der quadratischen |7|-
Abhédngigkeit der nichtrelativistischen kinetischen Energie herriihrt, steht im Ge-
gensatz etwa zum linearen Dispersionsgesetz w = c- k der elektromagnetischen
Wellen im Vakuum.
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In komplexer Schreibweise werden wir also dem kriftefreien Teilchen mit Impuls
p versuchsweise das Wellenfeld

- hik?
W(Ft) = const. x eFTEWI () = — (2.4a)
2m
. 2
= const. x exlPTE®I - p(p) = L (2.4b)
2m

zuordnen, wobei noch offen ist, ob wir nur Real- oder Imaginérteil dieses Aus-
drucks oder die komplexe Funktion als Ganzes benétigen werden.

Dieser Ausdruck wirft aber sofort das Problem auf, dafS er offensichtlich
P(7,t) = |[¢(7,t))* = const., (2.5)

also eine homogen iiber den ganzen Raum verteilte Aufenthaltswahrscheinlich-
keit zur Folge hat, wihrend die Erfahrung zeigt, daf} sich das Elektron raumlich
relativ scharf lokalisieren 1af3t, namlich z.B. im Zdhlervolumen beim Nachweisakt.
Dem muiifite ein |¢/| und damit P entsprechen, das nur in einem begrenzten Raum-
gebiet wesentlich von Null verschieden, auflerhalb aber , klein” ist. Mathematisch
entspricht dem die Beobachtung, dafi die fundamentale Normierungsforderung
(1.14) fiir die Gesamtwahrscheinlichkeit mit (2.4) gar nicht zu erfiillen ist - wegen
(2.5) ist das Normierungsintegral divergent!

Den Ausweg weist das Superpositionsprinzip: Mit (2.4) ist ja als Wellenfunktion
des kriftefreien Teilchens auch jede Summe von Ausdriicken (2.4) mit verschiede-
nen k oder 5 und schliellich sogar eine kontinuierliche Uberlagerung aller k-Werte
mit einer gewissen Gewichtsfunktion zuldssig. Wir schreiben sie (mit konventions-
bedingten Vorfaktoren) in einer der beiden dquivalenten Formen

GED = (2m) / Bl g(F) e Fr=sh) ) (2.6a)
= (2nh)"* / d*p o () €77 FO) (2.6b)
mit o (k) = h™% g(k) . (2.6¢)

Ein solches , Wellenpaket” ist fiir festes ¢ mathematisch gesehen ein Fourierintegral
beziiglich k (mit der Gewichtsfunktion oder Fourieramplitude (27) 2 g(k)e =y,
und solche Fourierintegrale konnen, wie aus der klassischen Wellenphysik be-
kannt, tatsachlich raumlich lokalisierte Wellenziige beschreiben, obwohl wir die Nor-
mierbarkeit im Sinne von (1.14) natiirlich noch nachpriifen miissen.

Dafiir ist aber dem kréftefreien Teilchen nun zwangsldufig nicht mehr ein einzi-
ger wohlbestimmter Impuls j7 = ik, sondern nach Mafgabe der Gewichtsfunktion
g(k) bzw. ¢o(7) ein ganzes , Impulsspektrum* zugeordnet: Man hat die riumliche
Lokalisierbarkeit des Teilchens mit einem Unschdrferwerden seines Impulses er-
kauft! Fin quantitativer Ausdruck fiir dieses ,Dilemma” ist ebenfalls schon von
den klassischen Anwendungen der Fourierintegrale her geldufig: Wenn das Fou-
rierintegral (2.6) einen in der Koordinate z; (i = 1,2,3) auf die ungefdhre Breite
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Az; lokalisierten Wellenzug darstellen soll (eine prizise, von der speziellen Pa-

ketform unabhédngige Definition von Az; konnen wir etwa mittels der Schwan-

kung (1.18) geben), dann muf die Fourieramplitude ¢(k) in der Impulskomponen-

te k; (j = 1,2, 3) tiber einen Bereich Ak; ausgedehnt sein, fiir den die Abschédtzung
Aky 3 Do (i,j =1,2,3) 2.7)

VA sz ) ) 4y
gilt (6;; = Kroneckersymbol). Fiir unseren Fall gibt das wegen (2.2) die Unschiirfe-
relation (Heisenberg 1927)

Sie stellt fiir ; = j die Unmoglichkeit fest, Ortskoordinate und Impulskomponente
eines Teilchens in derselben Raumrichtung gleichzeitig beliebig genau anzugeben.
Wir werden sie in Kapitel 7 — in einer durch genauere Definition von Ap; prazi-
sierten Fassung — als tiber den kriftefreien Fall hinaus allgemein giiltige Konsequenz
der Theorie erkennen.

Die Beschreibung des lokalisierten kriftefreien Teilchens in der Quantenmecha-
nik — d.h. durch Wellenfunktionen mit Wahrscheinlichkeitsinterpretation — erweist
sich damit als moglich, aber um den Preis der teilweisen Aufgabe von an der klas-
sischen Mechanik ausgebildeten Denkgewohnheiten.

2.2 Die Wellenfunktion im Impulsraum

Wir konnen (2.6) als Spezialfall der Fouriertransformation

wlw

Y(7,t) = (2mh)~ / &*p o, t) eFPT 2.9)

betrachten, wobei die zeitabhdngige Fourieramplitude ¢(7,¢) hier im Sonderfall
des kréftefreien Teilchens die Form

o(p,1) = po(p) en "W (2.10)

mit faktorisierender, harmonischer Zeitabhdngigkeit hat. Nach dem Fourierschen
Integraltheorem 143t sich fiir quadratintegrables 1) im Sinne von (1.14) diese Trans-
formation sofort umkehren,

o(p,t) = (2wh)~2 / Br (7 t) e (2.11)
Es bestimmen also (7, t) und ¢(p,t) einander umkehrbar eindeutig, so dafd (5, 1)

die gesamte in der Wellenfunktion enthaltene Information ebenfalls enthilt. Seine
Interpretation wird durch folgende Beobachtungen nahegelegt:
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(a) Berechnen wir das Normierungsintegral (1.14) durch Einsetzen von (2.6) und
Vertauschung der Integrationsreihenfolge,

/d3 |¢ T t /d3 /dSk/ * iw(k)t (E/)e—zw( )/dS ( ) Sei(E,_E)'F,

(2.12)

so stellt hier das letzte Integral bekanntlich die Fourierdarstellung der §-Distri-
bution (k' — k) dar, die die Eigenschaft

—

/ &K &K — k) f(KF) = f(k) (2.13)
fiir bei k' = k reguldre , Testfunktionen” f besitzt. Man erhilt also!

[ Estoop= [ @rg@e ey = [apjemor, @1y

d.h. mit ¢ ist auch  fiir alle Zeiten normiert. Die Zeitunabhédngigkeit der Normie-
rung ist fiir den Spezialfall des kraftefreien Teilchens tiberdies manifest, denn
wegen (2.10) ist hier |p(p, t)]? = |po(7)|* unabhingig von ¢.

(b) Berechnen wir weiter nach derselben Methode die m-te Komponente (m =
1,2, 3) des Ortserwartungswertes (1.16), wobei wir

T eil?-f‘_l 0 i
m - .

(2.15)

verwenden, und fithren im innersten Integral von

- ’ 1 8 .
—ik-F —iw(k ik’ -7
(zm), = (27m)~ /d3 /d3kg (K)te /d3k'g(k’) (K1)t Ton ¢

eine partielle Integration beztiglich der %/ -Komponente aus, so fillt in

+oo - : l 1 s
/ dk;n [g(kl)e—zw(k )t] - a]f/ kT (2.16)
—00 ¢ m
1 i —i( K F—w (k) +oo e 10 7 —iw(k')t ik 7
= [g(k Je ]700 + . dk,, o [g(k Je ] e

der ausintegrierte Term heraus, weil g(') in allen drei '-Komponenten im Un-
endlichen verschwinden mufs, um gemaf$ (2.14) quadratintegrabel zu sein. Im
verbleibenden Integral

(), = / @k g (F)ei® / d?’k'{—l a/ff g(Bye e >} (2r) / dg P
7

Tn der Theorie der Fouriertransformation wird dieses Resultat auch als Parsevalsches Theorem
bezeichnet.




2.2. Die Wellenfunktion im Impulsraum 13

wenden wir wieder (2.13) an und finden

L « 9 L
_ 3 —iw(k)t . —iw(k)t
e = [ oy e 0] i [y e ]
0
_ 3 * [ = = 2 —
= / d’p o* (P, 1) Zhapm (P 1) . (2.17)

Diese Rechnung, bei der wir die spezielle Zeitabhdngigkeit (2.10) des kréftefrei-
en Falles noch gar nicht verwendet haben, zeigt, wie man den Erwartungswert
des Ortes und damit sofort auch die allgemeinen Erwartungswerte (1.17) statt
mit (7, t) auch mit p(p,t) berechnen kann: Man hat ein zu (1.16) ganz analog
gebautes Integral auszufiihren, in dem der Faktor 7 durch eine auf das rechter
Hand stehende ¢ wirkende Differentialoperation i 0/0p,, ersetzt ist. — Benut-
zen wir nun in (2.17) die spezielle Form (2.10) von ¢(p, t), so wird

und damit
— X [ = . — — ]' * =
(i), = /d3p 0o (P) ihV, o(P) + {E /d3p SOUPQOO} t. (2.19)

Der erste Term ist nach (2.17) einfach (7),_,. Es gilt also fiir den Erwartungswert
des Ortes exakt das lineare Orts-Zeit-Gesetz des klassischen kriftefreien Teilchens,

(F), = (Mo + (V) - L, (2.20)

mit einer Geschwindigkeit ('), die gemaf3

m (@) = [ @) Fents) @21
durch den mit |po|*> gemittelten Impuls des Paketes gegeben ist. Auch die-
se Beobachtung wird sich als allgemeingiiltig erweisen: Die quantenmechani-
schen Erwartungswerte erfiillen die klassisch-mechanischen Bewegungsglei-
chungen.

Zusammengenommen legen diese Resultate den ndchsten heuristischen Schritt
fast zwingend nahe: Wir interpretieren (7, t) als ,, Wellenfunktion im Impulsraum”
in dem Sinne, daf fiir ein Volumenelement d*p = dp,dp,dp, um den Punkt p'im
Impulsraum die Grofie

dwy, = |p(p, t)|*d°p (2.22)

die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, bei einer Messung des Teilchenimpulses zur
Zeit t den Wert p zu finden. Mit der Ortsraum-Wellenfunktion (7, t) ist ¢(p,t)
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durch die Fouriertransformation (2.9/2.11) umkehrbar eindeutig verkniipft, ent-
hélt also — in anderer Form — exakt dieselbe physikalische Information. Die Trans-
formation lafst gemaf (2.14) das ,Normierungsintegral” fiir die Gesamtwahr-
scheinlichkeit invariant. Mit dieser Interpretation ergibt sich von selbst die uns
bisher noch fehlende Vorschrift zur Berechnung des Erwartungswertes des Impulses,

(), = / Ppo* (5,8) (1) (2.23)

ebenso wie der Erwartungswerte von Mefigroflen G(p'), die sich allein als Funktion
der Impulskomponenten ausdriicken lassen,

(G@)), = / Pp ot (5.1) G(7) o7 1) (2.24)

Z.B. wiirden wir mit G(p) =T = p?/2m den Erwartungswert der kinetischen
Energie erhalten. Analog sind die Schwankungen

AGE) = [ e G GE) — (G o)
zu definieren; man findet dafiir analog zu (1.20)

[AGH)] = ([GE)P), - ((GH)),)" - (2.25)

Beim kriftefreien Teilchen sind solche Erwartungswerte und Schwankungen reiner Im-

pulsgrifen natiirlich zeitlich konstant, weil dort nach (2.10) stets |p|* = |po|> unab-
hédngig von t ist, insbesondere also das in (2.20/2.21) bereits aufgetretene
(p), = / lpo|” P d’p = (P), = const. (kréftefreies Teilchen). (2.26)

In diesem Spezialfall bilden sie daher das einfachste Bespiel fiir quantenmechani-
sche Konstanten der Bewegung.

Andererseits zeigt (2.17), wie wir mit der (vorldufig rein formalen) Zuordnungs-
vorschrift

T, — ih

5 (beim Rechnen mit ) (2.27)
Pn

auch Erwartungswerte von Ortskoordinaten und von Polynomgrofien in diesen
Koordinaten (z.B. 72 =z} + 23 + 23) aus ¢(p,t) direkt berechnen koénnen. Das
fithrt sofort zu der Uberlegung, daf8 sich umgekehrt auch (), oder der allgemei-
ne Erwartungswert (2.24) aus (7, t) berechnen lassen muf. Tatsachlich kann man in
(2.23) die Fourierdarstellung (2.11) einsetzen und findet nach einer zu (2.15 - 2.17)
genau spiegelbildlich verlaufenden Rechnung

(r), = / &’z * (7, t)?%(ﬁ t), (2.28)

d.h. einen Ausdruck von dhnlicher Struktur wie (1.16), nur daf8 statt des multipli-
kativen 7 nun gemafs der formalen Ersetzungsvorschrift

h

p— =V (beim Rechnen mit ) (2.29)
(3
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eine auf den rechten 1-Faktor wirkende Differentialoperation auftritt. Die Verall-
gemeinerung auf (2.24) ist trivial, z.B. erhalten wir durch zweimalige Anwendung
von (2.29) den Erwartungswert

h2
@)= [P @o(- 5T (2.30)
der kinetischen Energie, in dem der bekannte Laplace-Operator
0? 0? 0?
2 [ —— [ [
V* = 92 + oy + 9.2 (2.31)

auftritt. Von praktischem Nutzen ist (2.29) oder umgekehrt auch (2.27) natiirlich
nur, wenn die betrachtete Mefigrofle G(p') bzw. F(') ein Polynom oder wenigstens
eine gut konvergierende Potenzreihe in p'bzw. i*ist. Bei komplizierteren G(7) etwa
kann es zweckmaéfiiger sein, das aus (2.24) nach Einsetzen von (2.11) entstehende
Doppelintegral

(G(P)) = / Pz / AP’ (7 t) G(F — 7Y (7, 1), (2.32)

also eine ,nichtlokale”, d.h. 1) an verschiedenen Orten i # 7' enthaltende Bilinear-
bildung, in der die Fouriertransformierte

G(F — ') = (2rh)® / Pp G(p) er TP (2.33)

als ,Integralkern” auftritt, direkt auszuwerten.

Wir stellen fest: Die Ortsraum-Wellenfunktion (7, t) hat in der quantenmechanischen
Beschreibung keine Monopolstellung. Die Impulsraum-Wellenfunktion ¢(p,¢) etwa
leistet in jeder Hinsicht dasselbe; beide sind nur dquivalente ,Darstellungen” des-
selben Bewegungszustandes, und zwar arbeitet man beim Rechnen mit ¢ ,,in der
Ortsdarstellung”, beim Rechnen mit ¢ ,in der Impulsdarstellung” und kann durch
Fouriertransformation jederzeit einen , Darstellungswechsel” vollziehen. Wir wer-
den spiter nicht nur den Darstellungsbegriff mathematisch prézisieren (Kap. 8),
sondern auch sehen, dafs es unendlich viele dquivalente Darstellungen gibt.

2.3 Entwicklung der Ortsunschirfe

Wir wollen das , klassische” Resultat (2.20) nun noch ergdnzen durch die Berech-
nung des zeitlichen Verlaufs der Ortsunschérfe, zunéchst fiir eine Komponente z,,.
Wir bilden also

(Az,); = (22), — ((za),)” - (2.34)

Der zweite Term ist aus (2.20/21) zu entnehmen; fiir den ersten bilden wir gemafs
der Regel (2.27)

)= [ @ (ing-) oo, (235)
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Durch eine partielle Integration, bei der wie in (2.16) der ausintegrierte Term ver-
schwindet, und durch Anwendung von (2.18) wird daraus

<$121>t = /dgp
= /d3p

ih , 0 oy 1
s e [ rmtae

Der erste Term ist einfach (z2), ; das Integral im letzten Term stellt (p2) = (p?),
dar. Subtrahiert man das Quadrat der n-Komponente von (2.20), so wird

2

iha

. o(pt)

a 2
10
' Opn

©o(P, 1)

(Axn)? = (A%)g +2 gn [900] t+ [(ALT:)O} t2 ) (236)

wobei die Konstante ¢, ein Funktional der Impulsverteilung ¢, (), gegeben ist
durch

QOO ap 20 ap

é‘n:— Pn

ih { . 990 3%} ity — EndoPndo (2.37a)
2m m

und durch Umrechnung auf ¢ (7, 0) auch geschrieben werden kann als

6= [ om0 - L2 o] (2.37b)
mit dem Vektorfeld

o h * VT = %

J8) = 5= (0 Ve —v9y) (2.38)

das wir in Kap. 4 genauer interpretieren werden.- Fiir grofie Zeiten wird der qua-
dratische Term in t in (2.36) fithrend, und man hat
Apn
(Az,), —> (Apnly (2.39)
m
d.h. die Unschiérfe jeder der Ortskomponenten wichst dann zeitlich linear an
mit einer Geschwindigkeit, die durch die Unschédrfe der Anfangsgeschwindig-
keit, (Ap,),/m, gegeben ist. Das entspricht wieder durchaus der Situation bei ei-
ner klassischen kréftefreien Bewegung mit unscharf gemessenem Anfangsimpuls,
doch gewinnt das Ergebnis einen nichtklassischen Zug durch die Existenz der Un-
schérferelation (2.8), die
(Apn)q h

zur Folge hat: Die Verbreiterung des Wellenpakets erfolgt fiir grofie Zeiten um so schnel-
ler, je schiirfer die Lokalisierung des Pakets zum Anfangszeitpunkt war. , Nichtklassisch”
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ist aulSerdem das Auftreten des in ¢ linearen Terms in (2.36), der eine Art Interfe-
renzeffekt zwischen den Anfangsunscharfen von Ort und Impuls beschreibt und
im Gegensatz zum quadratischen Term beide Vorzeichen haben, d.h. fiir kleinere
Zeiten auch eine voriibergehende Abnahme der Ortsunschérfe bewirken kann.

Die Ergebnisse seien kurz illustriert am haufig benutzten Modell eines Wellenpakets

mit gaufformiger Impulsverteilung um den mittleren Impuls Ak, herum mit Breite
fi/b im Impulsraum:

g(7) = F o (1) = (%) T A .

Hier 14fst sich das Integral (2.6a) elementar ausfiihren und ergibt

o= [ove (1))

. - 2
. hk(Q)t 1 [r— (hko/m> t] ™
X exp Z{OT—%]—i b (15 i) (2.42a)
oder nach Betrag und Phase aufgeteilt
- 2
3 1 ’F- (hko/?’fl) t
(P t) = [VTb(t)] % exp —3 0 (2.42b)

" 2
X e i | ko kg t+ hi_ (T ikot/m ; arctan it
X _ _ — [
P " 2m 2mb? b(t) 2 mb?

mit der zeitlich anwachsenden Breite im Ortsraum

h242 73
b(t) = b [1 + m%‘l} (2.43a)
2
<—> LTS %) . (2.43b)
mb h
Bei Bildung der Wahrscheinlichkeitsverteilung
N 2
SN2 -3 _ [T B (hko/m> t]
(7, 1)) = [b(t)v/7] " exp (2.44)

b(t)?

tallt die komplizierte Phase heraus; man berechnet durch elementare Integrationen

(), = %t , (Az,)! = %b(t)2 (2.45)

und andererseits direkt aus (2.41) die Konstanten

1h?

()= Nko = (@)g . (Apa)* =575 (2.46)
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Die daraus folgende Relation

h it 2]
exemplifiziert die Unscharferelation (2.8); der Grenzfall
h mb?
A — - ¥ — .
(Axy), — (mbﬂ) t fur t> - (2.48)

kann zur [llustration von (2.40) dienen.

Als Zahlenbeispiel sei ein beim a-Zerfall eines schweren Atomkerns entstehendes
a-Teilchen (*He-Kern) betrachtet; wegen seiner scharfen Anfangslokalisierung auf
einen Bereich von der Dimension eines schweren Kerns (b ~ 10 cm) tritt hier
(ht/mb) ~ 2b, d.h. eine Verdoppelung der Anfangsbreite, bereits nach der kurz-
en Zeit von t ~ 10~ '"sec ein. Auf der Zeitskala nuklearer Prozesse (t ~ 10~2!sec)
ist diese Zeit jedoch immer noch sehr lang; sie reicht z.B. aus, um das a-Teilchen
selbst bei nichtrelativistischen Geschwindigkeiten Distanzen durchlaufen zu las-
sen, die grof gegen die Abmessungen eines Kerns sind (bei v = 5 ¢ ~ 10"m/s etwa
10~8¢m, d.h. einen Atomdurchmesser). Auch in vielen anderen Situationen, insbe-
sondere bei den Streuexperimenten der Atom- und Kernphysik, erweist sich auf
Grund dhnlicher Abschidtzungen die Verbreiterung der beteiligten Wellenpakete
als unwesentlich.

2.4 Operatoren zu Mefigrofien

Wir kniipfen nun an die Beobachtung an, dafs die in der Ortsdarstellung berech-
neten Erwartungswerte wie (1.16), (1.17), (2.28) alle die gemeinsame Form

(A), = / AP * (7 1) A@ (7 1) (2.49)

haben, wo A eine Mef3groie und A®) eine ihr in der Ortsdarstellung zugeordnete,
auf das rechtsstehende ) wirkende Operation ist, z.B.

)

A Al@)
T ,Multipliziere mit 7"
F(7) | ,Multipliziere mit F(7)“  p Ortsdarstellung. (2.50)
— h
p Y
r=g| v

/

Beim Rechnen in der Impulsdarstellung haben gemafs (2.23), (2.24), (2.17) dieselben
Erwartungswerte die Gestalt

(A) = / d*p o* (5, 1) AP (P, 1) (2.51)
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mit einer auf (7, t) wirkenden Operation A®) wie z.B.

A ‘ Alp)

P ,Multipliziere mit p'*
G(p) | ,Multipliziere mit G(p')”
7 ihv,

Impulsdarstellung. (2.52)

Diese bisher rein formal zum Zwecke der Bildung von Erwartungswerten vorge-
nommene Zuordnung hat allgemeine Bedeutung: Jeder Mefigrofie A wird in der
Quantenmechanik ein auf die Wellenfunktion wirkender , Operator” A°P d.h. eine
Abbildungsvorschrift, die die Wellenfunktion auf eine gewisse Bildfunktion abbildet, zu-
geordnet. Die konkrete Realisierung dieses Operators ist wieder von der Darstel-
lung abhéngig; derselben Mefigrifie p’ z.B. wird beim Rechnen in der Ortsdarstellung
der , Differentialoperator” %ﬁ, beim Rechnen in der Impulsdarstellung der ,, Multiplikati-
onsoperator” p zugeordnet. Wir schreiben A% dann, wenn allgemeine, unabhingig
von der speziellen Darstellung geltende Eigenschaften zu formulieren sind. Eine
solche Eigenschaft, die allen bisher benutzten Operatoren gemeinsam ist, ist die
Linearitit, d.h. bei Anwendung auf eine Superposition (1.8) von Wellenfunktionen
gilt

AOP(CNM + Cz%) =0 (AOP%) + 02(140]%2) ) (2.53)

gleich, ob die ¢)’s Ortsraum- oder Impulsraumwellenfunktionen sind.

Wir sind versucht, diese Beobachtungen zu verallgemeinern und jeder aus der
klassischen Mechnaik bekannten, aus den Ortskoordinaten z,, und Impulskompo-
nenten p, in irgend einer Reihenfolge aufgebauten Mefigrofie A = A(7, ) einen
Operator

| ¢

A (F, ﬁ) in Ortsdarstellung

e A (in

(2.54)

<t =

, ﬁ) in Impulsdarstellung

zuzuordnen. Dabei ergibt sich jedoch sofort eine charakteristische Schwierigkeit,
sobald in A(7, ') Produkte von Orts- und Impulskomponenten in derselben Raum-
richtung auftreten: Im klassischen Ausdruck ist die Reihenfolge der Faktoren dort
gleichgtiltig, wahrend es bei den Operatoren einen Unterschied macht, ob etwa
zuerst x, dann (%/i)0/0z auf ¢ wirkt oder umgekehrt. Wir konnen diese Beobach-
tung formalisieren, indem wir etwa in der Ortsdarstellung schreiben

h
XPPOPY(F L) = ZIZS—Z’ (2.55a)
PEXPOE D) = o (0 v)

= f—i <$z 7?7& + O 1/1) . (2.55b)
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Da dies fiir jedes (differenzierbare) v gilt, schreibt man unter Weglassung von 1
die Operatorbeziehung

h
(PuX, — X, P = ~ o1, (2.56a)

wo 1 den ,Einheitsoperator”, d.h. die identische Abbildung bezeichnet, die jedes
1 auf sich selbst abbildet, oder noch kiirzer die Heisenbergsche Vertauschungsrelation

0
P X = =01 (2.56b)

mit dem Kommutator oder der Vertauschungsklammer zweier Operatoren,
[A9P, B9?] = A9PBOP — BOPAOP (2.57)

Der Grund fiir die oben erwdhnte Schwierigkeit liegt darin, dafs auf Grund die-
ser Vertauschungsrelation die den Mefigrofien zugeordneten Operatoren im allge-
meinen nichtkommutative GrofSen sind. Als erstes Beispiel betrachten wir die Radi-
alkomponente des Impulses,

LT
pr=rep= (2.58)

Sollen wir ihr (in der Ortsdarstellung) den Operator

. hoL
A oder 2wl (2.59)
rog i r
zuordnen? Beide Operatoren sind verschieden, denn wegen V - # = 2/r ist
i = h = hi 2
;V-(fzp):f-(;Vzp)qL;;w. (2.60)
N—_——

e
Yo

Den Ausweg weist in diesem Fall die Uberlegung, daf} Erwartungswerte als mefSbare
GrofSen stets reell sein miissen, was die physikalisch sinnvollen Operatoren erheb-
lich einschrédnkt: Bei ihnen muf3

_ L
2
fiir jede zulissige Wellenfunktion 1) bzw. ¢ gelten. Man rechnet leicht nach, dafd dies

fiir keinen der beiden Operatoren (2.59) allein zutrifft, und dafs es nur eine einzige
Linearkombination der beiden gibt, ndmlich die ,symmetrisierte” Bildung

Im (A) = o ((4) = (A)") = 0 (2.61)

1(h h = hi(o 1
Prop:§<fv'f+f'fv>zf<§+;> (2.62)
(in Ortsdarstellung),

die wir deshalb als Operator fiir p, verwenden. Man kann iibrigens allgemein an-
geben, welche Eigenschaft ein linearer Operator A°? besitzen muf3, um stets reelle
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Erwartungswerte zu liefern: Da (2.61) auch fiir jede Linearkombination
Y= cxth
k

zuldssiger Wellenfunktionen gelten muf8 und A°? linear gemif (2.53) ist, erhalten
wir die Bedingung

1 *
% Z {cz ¢ / 3z Uy, AOpwl —cpcf / 3z Py (AOpm) } =0
kil
oder nach Umbenennung der Summationsindizes im zweiten Term
> cia { / dPx pf APy — / & (Aowk)*wl} =0. (2.63)
kI

Da dies fiir beliebige Koeffizientensdtze {c;} gelten soll, mufs fiir alle zuldssigen
Wellenfunktionen

[ o viari = [ @ (420" 2.64)

gelten. Operatoren mit dieser Eigenschaft, die in einem Integral [ 3z} A%,
,hach links hintibergewalzt” werden diirfen, heiflen hermitesch; nur hermitesche
Operatoren kommen fiir die Zuordnung zu MefSgrifien in der Quantenmechanik in Frage.
Man sieht wiederum leicht, daf$ die Operatoren (2.59) diese Bedingung verletzen,
wiahrend der symmetrisierte Operator (2.62)

* h =
/ @ [ PO — (PP70n) ] = 5 / A0 ¥V (15 7 4) (2.65)
liefert, was fiir bei || — oo hinreichend abfallende ¢, 1, verschwindet.

Anmerkung:

Bei Mef3grofien, deren klassischer Ausdruck hohere p- und 7'- Potenzen enthalt,
geniigt i.a. auch die Forderung der Hermitezitdt nicht mehr fiir die eindeutige
Festlegung eines zugehorigen quantenmechanischen Operators; z.B. konnen zu
dem klassischen Ausdruck p?z die symmetrisierten Bildungen

(p*z + xp?) oder i (p*x + 2pzp + zp°) (2.66)

DO | —

gehoren, die beide hermitesch sind. Diese Schwierigkeiten zeigen im Grunde nur,
dafs die quantenmechanische Theorie eben aus der klassischen nicht eindeutig er-
schliefibar ist, ihre Auflosung ist i.a. nur durch Zusatzinformationen moglich, die
fiir jedes gegebene System speziell gesucht werden miissen.
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2.5 Ebene Wellen als Impulseigenfunktionen

Mit dem einer Mefigrofie A zugeordneten Operator A°? kénnen wir die Schwan-
kung der MefSwerteverteilung von A allgemein formulieren als

(AA)? = <(A0p - (A)t)2>t (2.67)

oder speziell in der Ortsdarstellung als

(AA)? = / B (7, 1) (AW — (4),) (7, 1) | (2.68)

Wegen der Realitit der Zahl (A), ist mit A°? auch A% — (A) - 1 ein hermitescher
Operator, so dafd wir (2.64) anwenden konnen:

A7 = [ d2](49 - () vl

Wir stellen nun die Frage, ob wir zur Mefigrofie A einen oder auch mehrere Zu-
stainde finden konnen, fiir die die Verteilung der A-MefSwerte ,vollkommem scharf”,
d.h. jeweils bei einem einzigen Wert a konzentriert ist, der dann zugleich Erwar-
tungswert von (A) ist. Wir haben bereits gesehen, dafs Schwankungen von Mefs-
groflen im allgemeinen sich zeitlich dndern, so daf8 wir im allgemeinen eine der-
artige Eigenschaft nur fiir einen speziellen Zeitpunkt ¢ = t, erwarten kdnnen, der
(0.B.d.A.) als t; = 0 gewdhlt sei. (Nattirlich gibt es, wie das Beispiel der Impuls-
grofien beim kréftefreien Teilchen zeigt, auch den Spezialfall zeitlich konstanter
Schwankungen.) Nun ist aber die Schwankung (2.69) (fiir ¢, = 0) genau dann Null,
wenn (A® — (A)) ¢ (7, 0) = 0 ist, d.h.

‘ 2

(2.69)

A@ ) (F,0) = ap(7,0) (mit (4), = a) . (2.70a)

Da Schwankungen und Erwartungswerte darstellungsunabhédngige Zahlen sind,
bekommen wir z.B. beim Rechnen in Impulsdarstellung die analoge Beziehung

APp(5,0) = ap(p,0)  (mit (A), = a) . (2.70b)

Darstellungsunabhiingig konnen wir also schreiben

APy = an ny = (A)yg 4 2.71)

wo 1, entweder (7, 0) oder ¢(p,0) sein kann und der Index n evtl. vorhande-
ne verschiedene derartige Wellenfunktionen bzw. ihre A-Erwartungswerte a,, ab-
zdhlt. Eine Wellenfunktion mit dieser Eigenschaft, sich (in jeder Darstellung) bei
Anwendung des Operators A9P bis auf einen Zahlenfaktor a zu reproduzieren,
heilt Eigenfunktion von A°P zum Eigenwert a. Wenn derartige Eigenfunktionen exi-
stieren, bildet ihre Gesamtheit das , Eigenfunktionensystem”, die Menge der zuge-
hoérigen Eigenwerte das , Spektrum” des Operators A%?; die Aufgabe, sie durch Lo-
sung der Gl. (2.71) zu finden, heifit das , Eigenwertproblem” von A°P. Es kann vor-

kommen, dafs zu demselben Eigenwert a,, mehrere Eigenfunktionen wg), wﬁ?’, e
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existieren, die , linear unabhingig” sind in dem bekannten Sinne, daf$ keine von ih-
nen als nichttriviale Linearkombination der iibrigen darstellbar ist; dieser Eigen-
wert heifst dann entartet.

Wir konnen fiir Eigenfunktionen linearer hermitescher Operatoren, sofern sie existie-
ren, einige allgemeine Eigenschaften sofort angeben:

(a) Die Eigenwerte a,, sind alle reell, da sie ja zugleich Erwartungswerte eines hermi-
teschen Operators sind.

(b) Fiir zwei Eigenfunktionen 1y, 1, desselben hermiteschen Operators findet man, in-
dem man von den Eigenwertgleichungen

(A%y)" = ax)p . A% =i (2.72a)

die erste mit ¢, die zweite mit ¢; multipliziert, subtrahiert und — etwa in Orts-
darstellung — tiber den gesamten 7"-Raum integriert,

(ax — ar) / >z 4y (7, 0) ¢ (7, 0)
_ /d3x [(A‘””’wk)*wl—w;: (A(:v)wl)] —0 (2.72b)

wegen (2.64). Fiir a;, # q,; folgt

/ Fx p(F0) Yu(7,0) =0 (ar # @) (2.73)
und eine analoge Beziehung fiir die zugehorigen Impulsraum-Wellenfunktio-

nen ¢ (p,0), ¢i(P,0), wenn man in Impulsdarstellung rechnet. Da die darstel-
lungsunabhingige Grofie

(). ult)) = [ PoiEonein = [ EraEoa@s @7
die typischen Eigenschaften eines Skalarprodukts hat, also

(Y, x) = (Vs V)™ 5 (W, crthr + catha) = ¢ (Y, 1) + ca (Vr, P2)

(2.75)
(¢r, ¥r) reellund > 0 (und = 0 nur fiir ¢, = 0)
bezeichnet man die integrale Eigenschaft
(V) =0 fir ap # a (2.76)

als ,,Orthogonalitit”. Fur k =1 konnen wir, da wir unsere Wellenfunktionen
stets stillschweigend als normiert voraussetzen, Gl. (2.76) durch

(ks k) =1 (2.77)
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erganzen. Fiir a; = a; trotz k # [, d.h. den Fall zweier verschiedener Eigenfunk-
tionen zu einem entarteten Eigenwert, ist der Schlufs auf (2.76) nicht moglich.
Bei den hermiteschen Operatoren der Quantenmechanik werden wir jedoch
aus den linear unabhéngigen Eigenfunktionen zu einem evtl. entarteten Eigen-
wert — dank der Linearitdt (2.53) — stets durch Linearkombination ein System
,orthogonalisierter” Eigenfunktionen zu demselben Eigenwert herstellen kon-
nen. (Das erreichen wir in der Regel dadurch, daf$ wir diese Linearkombinatio-
nen als gleichzeitige Eigenfunktionen eines zweiten hermiteschen Operators
BO, aber nun zu verschiedenen Eigenwerten, bestimmen.) Wir kénnen des-
halb fiir unsere Zwecke stets

(Vrs 1) = On (2.78)

annehmen: Die Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators bilden 0.B.d.A. ein
,orthonormiertes Funktionensystem”.

Wir wenden diese Uberlegungen sogleich auf den Fall der Komponenten des
Impulsoperators, P, (n = 1,2, 3) an: Gibt es Wellenfunktionen mit ,vollkommen
scharfem” MefSwert einer oder mehrerer Impulskomponenten? Rechnen wir in
Ortsdarstellung, so miissen sie nach (2.70a) der Eigenwertgleichung

_hD
-4 Oz,

P (7, 0) »(7,0) = pn (7, 0) (2.79)

fiir mindestens ein n gentigen. Die Losungen sind

(7, 0) = const. ek = p(7) (2.80)
fiir alle drei Komponenten P, gleichzeitig, und zwar mit den Eigenwerten

pn=hk, , —-oco<k, <400 , n=1,23. (2.81)

Sie sind, wie erwartet, reell, und einzeln genommen hochgradig entartet — alle
Funktionen w,;(F ) mit z.B. demselben k;, aber verschiedenen k,, k3 sind linear un-
abhingige Eigenfunktionen des Operators P, zu demselben Eigenwert hk;, die
durch die verschiedenen Eigenwerte zu den beiden anderen P, zu unterscheiden
sind. Die Eigenwertmenge ist fiir jedes P, die gesamte reelle Zahlenachse, die P,
haben ein kontinuierliches oder , Streckenspektrum®. Die zugehorigen simultanen Ei-
genfunktionen der drei Impulsoperatoren sind die ebenen Wellen von Gl. (2.4) (mit
t = 0). In Impulsdarstellung erhilt, da die Fouriertransformierte der ebenen Welle
eine ¢-Distribution ist, dieselbe Aussage die Gestalt

(7 — Bk) o (5,0) = 0, (2.82a)
op (9,0) = S (F—hk) (2.82b)

Nun sind aber, wie wir schon bei GI. (2.5) feststellten und an (2.82b) erneut sehen
(das Quadrat einer §-Distribution ist nicht definiert!), diese Funktionen gar keine
physikalisch zulissigen Wellenfunktionen, weil nicht normierbar! Physikalisch ist das
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nicht tiberraschend. Wir haben nach Wellenfunktionen mit scharfem Impulswert,
also Ap'= 0 gesucht — eine vom Gesichtspunkt der Messung her unsinnige Forde-
rung, da bei einem Impulsmefigerdt, das einen vollkommen scharfen Impuls aus
dem Kontinuum der moglichen Werte aussondern sollte, mit der Bandbreite auch
die Ansprechwahrscheinlichkeit gegen Null gehen wiirde! Es liegt in der Natur
von Mefigrofsen mit Streckenspektrum, dafd hier immer nur eine Messung inner-
halb eines endlichen Werteintervalls sinnvoll ist — nicht nur wegen der stets vor-
handenen begrenzten Mefigenauigkeit, sondern auch rein begrifflich. Im vorlie-
genden Falle fiihrt wegen der Unschérferelationen (2.8) die Forderung Ap' = 0 auf
physikalisch unrealistische Losungen mit A% = co. Derartige Wellenfunktionen,
die Eigenfunktionen zu hermiteschen Operatoren mefibarer Grofien sind, aber die
grundlegende Randbedingung der Normierbarkeit verletzen, heifsen uneigentliche
Eigenfunktionen; sie werden uns stets im Zusammenhang mit Eigenwerten des konti-
nuierlichen Spektrums begegnen.

Da wir den Schluf8 (2.76) hier nicht einfach tibernehmen kénnen, berechnen wir
gesondert

(¢, Yz) = const.” - /d3x pik—F)-7
Wahlen wir also const.” = (2m) %, so weisen die ebenen Wellen

i (F) = (2m) 732 eFT (2.83)

als Analogon zu der Orthonormierung (2.78) fiir ,eigentliche” Eigenfunktionen
eine sog. , Orthonormierung auf §-Funktionen” auf:

(g vg) = (K — k). (2.84)
Sie stimmt fiir &’ # k mit (2.76) tiberein.
Warum sind diese je fiir sich unphysikalischen Eigenfunktionen trotzdem wichtig?
Die Antwort gibt die Fouriertransformation (2.9); sie zeigt zunéchst, dafs die ebe-
nen Wellen als ,,Basisfunktionen” dienen konnen, aus denen durch lineare Super-
position physikalisch zuldssige, normierbare Wellenfunktionen aufgebaut werden
konnen, sofern nur die Uberlagerungsamplitude g(k) hinreichend stark abfallend
gewdhlt wird. Vor allem aber kénnen wir diese Transformation nun als Entwick-

lung der Wellenfunktion nach dem System der (uneigentlichen) gemeinsamen Eigenfunk-
tionen der drei Impulsoperatoren,

B, 1) = / 0k e (to) e (F) (2.85)
physikalisch interpretieren, wobei die mit dem Wertetripel k = (ky, ks, k3) konti-
nuierlich indizierten , Entwicklungskoeffizienten” durch

ci (to) = @Mk, to) b~ (2.86)

gegeben sind: Nach Gl. (2.22) geben ja die Betragsquadrate dieser Entwicklungs-
koeffizienten gerade die Meffwahrscheinlichkeiten fiir Intervalle bzw. Volumen-
elemente im Impulsraum an. Wegen der verallgemeinerten Orthonormierung
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(2.84) lassen sich diese Koeffizienten leicht bestimmen, indem man das Skalarpro-
dukt von (2.85) mit ¢;, bildet,

(Ib,;,,lb) = /d3k i (wlg,,w,g) = Cjyr » (2.87)
N—_——
63 (k' —k)

und dies ist nichts anderes als (2.11), die Umkehrung der Fouriertransformation.

Die Verallgemeinerung dieser Beobachtung fiihrt uns heuristisch zu der
Interpretation, daf3

(a) die Eigenwerte des einer Mefigrofse zugeordneten hermiteschen Operators
die moglichen Mefswerte bei einer einzelnen Messung dieser Grofie sind
und

(b) die Betragsquadrate der Entwicklungskoeffizienten in der Entwicklung
der Wellenfunktion nach den zugehorigen Eigenfunktionen die Wahr-
scheinlichkeiten fiir das Auftreten dieser MeSwerte — bzw. im Falle eines
kontinuierlichen Mefiwertevorrats fiir kleine Intervalle in der Skala dieser
Mef3werte — angeben.

Fiir die Durchfiihrbarkeit dieser plausiblen Interpretation ist offenbar wesentlich,
daf} die Eigenfunktionen der betreffenden Mefsgrofe ein sog. vollstindiges System
bilden, d.h. daf jede zuldssige Wellenfunktion (7, %) sich in einem mathematisch
noch zu prézisierenden Sinne als Entwicklung nach dem System dieser Eigen-
funktionen darstellen ldfst. Im Falle der Entwicklung nach ebenen Wellen (2.9) ist
diese Vollstandigkeit durch das Fouriersche Integraltheorem gesichert; im allge-
meinen Falle wird sie jedoch eine iiber die Hermitezitit hinausgehende grundlegende
Forderung an die physikalisch sinnvollen Operatoren zu Mef$grifien darstellen.

Das durch (2.81) gegebene Spektrum der Impulsoperatoren hat die keineswegs
selbstverstandliche Besonderheit, dafd es mit der Menge der bereits nach der klas-
sischen Mechanik moglichen Mefswerte identisch ist. Im ndchsten Kapitel untersu-
chen wir eine Klasse von Mefigrofien, fiir die dies nicht mehr zutrifft.



Kapitel 3

Bahndrehimpuls und
Drehimpulsdarstellungen

3.1 Vertauschungsrelationen der
Drehimpulsoperatoren

Dem klassischen Bahndrehimpuls eines Teilchens beziiglich des Koordinatenur-
sprungs, L = 7 x 5, 1aBt sich ohne die in Abschnitt (2.4) diskutierten Mehrdeutig-
keitsprobleme der dreikomponentige Operator

I_: = XOP X P’Op oder Lk; = €klm X[Op Prgp (31)

(k =1,2,3) zuordnen!, da in jeder Komponente nur Produkte von PP- und X °7-
Komponenten in verschiedenen Raumrichtungen auftreten, die vertauschbar sind.
Aus demselben Grunde sind diese Operatoren hermitesch, denn aus der Hermite-
zitdt der P,, und X, folgt in der Skalarproduktschreibweise von (2.74)

(U1, Xy Pabo) = (X9, Pruio)
= (P Xi91,12)
= (Xi Py 1, 12) fir [ #m (3.2)

fur alle Paare {1, ¥} von Wellenfunktionen, die mitsamt ihren Bildern unter P
und X im Hermitezititsbereich von P und X liegen. Also

(Y1, Ly apo) = (Liabr, ) 5 k=1,2,3. (3.3)

Kann man - analog zum Impuls — gemeinsame Eigenfunktionen dieser drei Ope-
ratoren finden, die ein vollstandiges System bilden?

Dazu fragen wir zunéchst allgemein nach den notwendigen Bedingungen dafiir, dafs
zwei lineare Operatoren A, B ein gemeinsames vollstindiges Eigenfunktionensystem {1, }

1Zur Erinnerung: €y, = +1 bzw. —1 fiir (k,I,m) = gerade bzw. ungerade Permutation von
(1,2,3), €xim = 0 sonst.— In allen Formeln mit diesem ,antisymmetrischen Einheitstensor 3. Stu-
fe” wird die Summationskonvention verwendet, d.h. tiber in einem Produkt doppelt vorkommende
Indizes (hier I und m) wird stets von 1 bis 3 summiert.

27
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(also nicht nur einige spezielle gemeinsame Eigenfunktionen!) besitzen. Aus
Ay, = ap i, und B, = b, ¥, flr alle n (3.4a)
folgt sofort
A(Btpn) = A(bntn) = bu (Athn) = bnan tn
= nbpn = an (Bn) = B(A¢,)
oder kurz
[A, B], =0 fiir alle 1), . (3.4b)

Da die 1, ein vollstandiges System bilden, mufS [4, B] der Nulloperator sein, der
jede Wellenfunktion auf Null abbildet:

[A,B]=0. (3.4¢)

Die Vertauschbarkeit der Operatoren ist also notwendige Bedingung fiir die Existenz
eines gemeinsamen vollstindigen Eigenfunktionensystems.

Untersuchen wir daraufhin den Bahndrehimpuls (3.1): Mit Hilfe von ,Kommuta-
toridentitaten” wie

[AB,C] = A[B,C]+[A,C]B (3.5a)
[A,BC] = [A,B|C+ BIA,C] (3.5b)

(oder durch direkte Rechnung) unter Benutzung der Heisenbergschen VR (2.56)
und der Vertauschbarkeit

(X, Xi)] =0 , [P, P]=0 fur alle (k,1) (3.6)
findet man z.B.
(L1, L] = [XoPs— X3P, X3P — X B3]
= [XoPs, X3P |+ [ X3P, X P
= Xy [P, X3] P+ X, [ X3, P3| P
pe R
= ih(X\P — XoP)) = ihi Ly (3.7a)
und zyklisch analoge Relationen fiir [Lo, L3], [Ls, L;], d.h. insgesamt

[Ly, L] = ihegm Ly oder LxL=ihL. (3.7b)

Aus diesen grundlegenden Drehimpuls-Vertauschungsrelationen, die sich iiber das
spezielle Beispiel des Einteilchen-Bahndrehimpulses hinaus als gemeinsames Charakteri-
stikum aller (auch nichtklassischer) drehimpulsartigen Grifien erweisen werden, 1afst
sich die gesamte Eigenwerttheorie der Operatoren L; entwickeln. Sie besagen zu-
ndchst, dafs anders als bei den P, sicher kein vollstindiges gemeinsames Eigen-
funktionensystem der drei L, existiert. Wohl aber kann zu dem Operator des Be-
tragsquadrats des Bahndrehimpulses,

P=12+I12+12, (3.8)
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und zu einem der drei L, ein solches System existieren, denn nach (3.5a) ist fiir
k=1
(L%, Li] = [L3 + L3, L]
Ly [Ly, L] + [Ly, Ly] Ly + L3 [Ls, L1] + [Ls, L1] L3
= ih [LQ (—Lg) + (—Lg) LQ + L3 LQ + LQ Lg] =0
und analoge Rechnungen fiir k£ = 2, 3 ergeben

[[%,1,]=0 fir k=1,2,3. (3.9)

Wir versuchen im Folgenden, fiir L? und L (die Wahl von k = 3 ist Konvention) ein
System von gemeinsamen Eigenfunktionen, d.h. Wellenfunktionen mit vollkommen
scharfen Meflwerten von L2 und L; zugleich, zu konstruieren, und finden uns mit
der ,klassischen” Denkgewohnheiten zuwiderlaufenden Tatsache ab, dafs dann
wegen (3.7b) die Mefiwerte von L;, L, im allgemeinen nicht ebenfalls scharf sein
konnen, d.h. nichtverschwindende Schwankungen haben werden.

Fiir diese Fragestellung ist die Darstellung der L in Kugelkoordinaten r, v, ¢ mit

sin ¥ cos @
r=r-r(0,¢) , 70,¢)=] sindsinp (3.10)
cos )
und
o0 s 27
/d?’x = / r2dr/ sinﬁdﬁ/ dy (3.11)
0 0 0

=[d?F

und das Arbeiten mit dimensionslosen Grofien [, gemafs

L=nl (3.12)
zweckmafiig; man findet namlich
1 . 0 0
L = B (— sing =5 — cot ¥ cos ¢ %> , (3.13a)
1 0 : 0
Iy, = < (cos Y a5~ cot ¥ sin ¢ %> , (3.13b)
1
L = L2 (3.13¢)
t 0p
und daraus gemafs (3.8)
- 1 0 0 1 02
2 O (. 40 Lo
= Linﬁ 29 (Slw &9) T nZo aw] ! (3.14)

d.h. in diesen Koordinaten wirken die Bahndrehimpulsoperatoren nur noch auf 9,
¢ und tiberhaupt nicht auf r, so da8 wir 7 in ¢ (r, 9, ¢) als fiir die Drehimpulsdis-
kussion unwichtigen festen Parameter behandeln und einfach in einem Raum von
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Funktionen x (9, ¢) von nur zwei Variablen im Bereich 0 < 9 < m, 0 < ¢ < 2w (Ober-
flache der Einheitskugel) rechnen kénnen.

Natiirlich ist fiir diese Funktionen erneut zu fragen, welche von ihnen zum Her-
mitezitdtsbereich der [, gehdren und damit physikalisch zuldssig sind. Fiir I3 etwa
bedeutet ja die Forderung

(Xma l3 Xn) = (l3 Xm>» Xn) (315)

tiir alle x,,, x» mit dem Skalarprodukt

T 2m
(X1, X2) =/ Sinﬁdﬁ/ do X1 (0,9) x2 (0, 9) , (3.16)
0 0

und der Darstellung (3.13c), daf3 fiir alle x,,, X, die bei partieller Integration ent-
stehenden Randterme

p=2m

= [x(9.0) xal9, ) (317)

»=0

verschwinden miissen. Dazu muf8 offenbar y (J,27) = e'® x (9,0) mit einer allen
zugelassenen Funktionen x gemeinsamen reellen Phase « sein. Fiir ¢'® # 1 wiirde
uns dies auf einen Raum mehrdeutiger Funktionen fithren — ¢ =0 und ¢ =27
sind ja derselbe Punkt. Da dies die absurde Konsequenz hitte, dafd wir alle bisher
konstruierten, in " und damit ¢ eindeutigen Wellenfunktionen verwerfen miifiten,
erwarten wir, dafl Funktionen mit e # 1 sich aus anderen Griinden ausschliefien lassen
werden. Solange wir nur die Bewegung eines Teilchens mit den drei klassischen
Bahnfreiheitsgraden und daher mit reinem Bahndrehimpuls betrachten, wird das
tatsdchlich eintreten; fiir Teilchen mit Spin — einem nichtklassischen Drehimpuls —
werden wir spiter auch zu e’ analoge Phasenfaktoren # 1 zulassen miissen.

Der Vollstandigkeit halber sei noch die etwas kompliziertere Hermitezitdtsbedin-
gung fiir /2,

2w

/d dng (Dm0 26T
4 o9 X T Xm e )|

0

™

+/dﬁsinz9{6<p Xn — Xom 8g0} =0, (3.18)
0

notiert, die insbesondere erfordert, dafs fiir alle zuldssigen Funktionen der Klam-
merausdruck im zweiten Term bei ¥ = 0 und ¥ = 7 verschwindet, damit die Sin-
gularitdten des (1/ sin ¥)-Faktors kompensiert werden.
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3.2 Das Spektrum der Drehimpulsoperatoren

Wir nehmen nun an, dafy das simultane Eigenwertproblem

o 1 .0\ 02
10

zuldssige Losungen besitzt, und fragen nach notwendigen Bedingungen, die diese
Losungen und die Eigenwerte A\, m (sie sind sicher reell wegen der Hermitezitit

von [ 2 und [3) erfiillen miissen.

Man kann dies als ein Problem der Differentialgleichungstheorie betrachten, in-
dem man (3.19b) durch

1 .
Y(9,p) = F(0 ume 3.20
(0.9) = F(7) e (3:20)
16st und die dann entstehende Form von (3.19a),
1 0 (. .0 m?
durch die Substitution
cosd =z , F(9)=f(r) (3.22)
in die lineare Dgl. zweiter Ordnung
d o d m? B
{%<(1—x)%>—1_x2+)\}f(x)—0 (3.21b)

tiberfiihrt, die mit (3.18) als Randbedingung zu 16sen ist. Die Losungen dieser sog.
Legendreschen Dgl. sind wohluntersucht. Wir schlagen jedoch einen anderen Weg
ein, der sich allein auf die Vertauschungsrelationen (3.7b) und die Positivitit des Nor-
mierungsintegrals (x, x) stiitzt und daher spater fiir nichtklassische Drehimpulse
(Teilchen mit Spin) tibernommen werden kann. Er beginnt mit der Einfithrung der
Operatoren

lo=L+ily , =10 —1ily, (3.23a)
in Polarkoordinaten also
. 0 0
= +e™ ([ — ticot — :
[+ e ( 55 L cot &p) (3.23b)
, 0
+ip : + .
Fe [sm 9 78(cos ) cotd - I3 } , (3.23¢)

die beide nichthermitesch, aber ein ,,Paar zueinander hermitesch adjungierter” Operato-
ren sind in dem Sinne, dafs fiir alle zuldssigen x,,, x»

(Xm, Lt Xn) = (L5 X, Xn) (3.24)
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gelten muf3. Sie haben die Vertauschungsrelationen
(I3, 0] =14, [l 0] =—I_ (3.25a)
[, 1] =215 (3.25b)
und wegen (3.9) nattirlich
[12,1,]=[I%1_]=0 (3.26)
und gestatten die beiden dquivalenten Darstellungen von 12,

, { Lol +15(l5—1)

[?=

3.27
Il + 15 (I +1) . (3:27)

Ist Y eine Losung von (3.19) zu den Eigenwerten A, m, so gilt wegen (3.26) und
(3.25a) offenbar

2(.Y) = 1L(I%Y)=)(.Y), (3.28a)

d.h. [, Y bzw. [_Y sind wieder Eigenfunktionen zu demselben I 2-Eigenwert ),
aber um 1 erhohtem bzw. erniedrigtem /5-Eigenwert m. Wegen dieser Eigenschaft
heifSen die [, Stufenoperatoren.

Nun ist aber bei gegebenem A der Betrag von m beschrankt, denn die Summe von
Normierungsintegralen

(LY, 1Y) + (LY, LY) = (Y, ;YY) + (Y, L°Y)
= (V[ =12Y) = (A =m?) (YY) = A — m? (3.29)
ist sicher > 0, also folgt
A>0 und @ mf<A, (3.30)
d.h. bei festem X ist m nach oben und unten beschriinkt,
k<m<lI mit k% P < . (3.31)

Die Anwendung von [, auf Y(m =), ebenso wie die Anwendung von [_ auf
Y (m = k), mufl deshalb die identisch verschwindende Funktion ergeben:

LYm=1)=0 , [_.Y(m=k) =0, (3.32)
das heifst fiir die Normierungsintegrale nach (3.27)
(LbY(m=1),,Y(m=10)= Y (m=10),1_1.Y(m=1)
=(Y(m=0),[=ll+1)]Y(m=0)=A-1(+1)=0 (3.33)
und analog

(I Ym=k,l Yim=k)=A—k(k—1)=0. (3.34)
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Daraus folgt einerseits

A=1(+1) (3.35)
und zugleich k(k — 1) = (I + 1), also

(l+k)({—-k+1)=0
oder, da ja der zweite Faktor > 0 ist,

k=—-l , I—k=2l, (3.36a)
also insbesondere auch

[>0 , k<O0. (3.36b)

Andererseits sieht man, dafs die Bedingungen (3.32) bei festem A nur je eine Lo-
sung haben konnen, denn gibe es z.B. zwei Funktionen Y (m = [y, [;) mit

l+Y(m:l1):0 s l+Y(m:l2):0,
so galte ja (3.33) fiir beide und ergédbe [, (l; + 1) = l5(l2 + 1) oder
(ll - lg)(ll +12+ 1) - 0

Aber auch die erste Ungleichung (3.36b) galte fiir beide /, d.h. [; + 1, + 1 > 0. Also
mufs [; = [, sein.

Ist nun m = m, irgend ein /3-Eigenwert, so mufs wiederholte Anwendung von
I+ auf Y (m = my) schliellich auf das eindeutig bestimmte Y (m = [), wiederholte
Anwendung von [_ auf das eindeutig bestimmte Y (m = k) = Y (m = —I) fiihren,
weil nur dann kraft (3.32) die Folge abbricht — andernfalls wird schliefSlich die Be-
schrankung (3.31) verletzt. Die Eigenwerte miissen also sowohl untereinander als
auch zu [ und —/ ganzzahligen Abstand haben. Insbesondere ist

2l = ganze Zahl — 1[=0, , 2, ... (3.37)

und zu jedem A = [(/ + 1) sind genau die /3-Eigenwerte
m=—l, —l+1, —[+2,....1—1,1 (3.38)

moglich.

Wir betonen, daf$ alle bisherigen Resultate notwendige Bedingungen darstellen. Wir
miissen diesen Bedingungen gentigende Eigenfunktionen nicht nur erst noch kon-
struieren, sondern auch jeweils priifen, ob sie wirklich zuldssig sind. Dabei wird
sich zeigen, daf8 im Falle des Bahndrehimpulses die halbzahligen I- (und damit m-) Werte
keinen zulissigen Eigenfunktionen entsprechen. Wir fassen nun zusammen:
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(a) Die Eigenwerte des Operators 1% sind
I(l1+1) mit [=0,1,2,3,... (3.39a)

(b) Der Eigenwert [(l + 1) ist jeweils (2{ + 1)-fach entartet; zu ihm gehort ein ,Mul-
tiplett” von (21 + 1) Eigenfunktionen, die durch ihre /;-Eigenwerte

m=—l, <l +1,...,0,...,0—1,1 (3.39b)

zu unterscheiden sind.

(c) Jedes derartige Multiplett zu festem [ ist ,,irreduzibel”, d.h. jede dazu gehorende
Eigenfunktion kann durch hinreichend h&dufige Anwendung der Operatoren
ly, I_ bzw. [y, l; in jede andere tiberfiithrt werden (bis auf konstante Faktoren).
Es gibt keine ,abseitsstehenden” Eigenfunktionen. Dies konnen wir prézisie-
ren, indem wir die Rechnungen (3.33) und (3.34) nun fiir allgemeine m wieder-
holen: Bezeichnen wir die Eigenfunktionen mit den Eigenwertindizes [ und m,
so erhalten wir wie oben

(4 Yim, 14 Yim) = UW(I+1) =m(m+1)=(—-m)(l+m+1),
(- Yo - Vi) = 1(l+1) —=m(m—1)=(I+m)(l —m+1).

Ist also Y),,, normiert, so sind die gemdif$

LY = +VI=m)(+m+1) Yy (3.40a)
I Yim = +V/((+m)(I—m+1) Y (3.40b)

erhaltenen Funktionen Y) ,,, 11 ebenfalls normiert. Die Wahl des Phasenfaktors, d.h.
hier das positive Wurzelvorzeichen in (3.40), ist dabei Konvention.

3.3 Konstruktion und Eigenschaften der
Kugelflichenfunktionen

Der Weg zur Konstruktion der Drehimpulseigenfunktionen, die nach (3.20) die
Gestalt

1
V2T

mit den /- und m-Werten von (3.39a/b) haben miissen, ist damit vorgezeichnet.
Man beginnt bei vorgegebenem [ etwa mit der Funktion Y} ,; mit dem hdchstmog-
lichen m-Eigenwert (dem , Zustand hochsten Gewichts”), die man aus der Bedin-
gung [, Y;; = 0 oder nach (3.23b)

Yim () = Vi (0, ¢) = Fim (9) —= € (3:41)

((% ot ﬁ) Fu(9) = 0 (3.42)
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bestimmt. Diese Dgl. erster Ordnung hat die Losung
Fy(9) = Ny sin" 0 (3.43a)

mit einer Konstanten Ny, die aus der Normierungsforderung

1 2 ™ )
(YY) :%/0 d@/o sin 0 di) |Fy(9) 2

il [ sin2 g o = (v 2 3.43b
= | Nul OSIH —|ll|m— (3.43b)
und mit konventionsbedingter Phase bestimmt wird als
1 (20 +1)!
— (!
Falls die so erhaltene Funktion
—)! 20+ 1 ,
yu(#) = S5 JCED op) it g eite (3.44)

o2 4
und die aus ihr durch wiederholte Anwendung des Stufenoperators /_ gemaf3
(3.40b) entstehenden Funktionen

(L)Y, = \/ - L=ty (3.45)

(Il +m)!
allen bisher aufgestellten Bedingungen geniigen — insbesondere also die Konstruk-
tion mit
()Y =0 (3.46)

von selbst abbricht —, stellen sie die gesuchten gemeinsamen 121, -Eigenfunktionen
dar. Dies tritt ein bei ganzzahligen [-Werten, wo sich mit

o

1 d
sin™ 19 d(cos )
die Grofie (3.45) geschlossen ausrechnen lédfst: das Ergebnis von (3.47) hat ja wieder
die Form F'(1) e™'¢ mit

1 d
sin”™ 19 d(cosd)
so dafs man sofort

(1) [F(0) ™) = 1 [F'(9) el V9]
1 d
sin™~2 ¢ .fl(cos )

- [F(9)e™] = —e¥ [3 + mcotﬁ} F () e™?

[smm 9 F(ﬁ)] (3.47)

F'(9) = [sinm 9 F(ﬁ)] :

o ei(mf2)np

[sinm“1 J - F'(ﬁ)]

J

~”

2 s m
:d(cffTﬂ [sm 0-F(0)]
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und durch Iteration nun offensichtlich

()" [F(0) em?] = efmme 1 ( d ))n [sinmﬁ-F(ﬁ)] (3.48)

sin”™™ "9 \ d(cosv

erhilt. Die so bestimmten sog. normierten Kugelflichenfunktionen oder kurz Kugel-
funktionen haben die Form (3.41) mit

Fo(9) = &) \/(2l+ D (amt mmy <%) ey, (3.49)

~ 2 2 (I —m)! cos v

Da sin? ein Polynom 2I-ten Grades in cos ¥ ist, ist fiir m = —(I + 1) offensichtlich
(3.46) erfiillt; auch sonst geniigen diese Funktionen allen aufgestellten Bedingun-
gen.

Bei halbzahligen | dagegen, wo sin® 9 = (1 — cos2 )/~ -sin®) ist, sorgt die cos -
Differentiation nicht fiir das Abbrechen der Funktionenfolge; man erhélt z.B. fiir
[ = 1, wenn man von Vi (7) gemaf3 (3.44) ausgeht, anstelle von (3.46)

N
V2

was die m-Schranke (3.31) verletzt und iiberdies nicht normierbar ist. Ahnliches
gilt fiir alle halbzahligen [-Werte, die damit auszuschliefen sind.—

(I_)%Y: sin~ 2 e 2% (3.50)

2

L(F) =—

Fiir die ganzzahligen [-Werte und m > 0 sind etwas anders als in (3.49) normierte
Funktionen,

migy _ () C4m)t d \"7" o,
P™(v) = U= m) sin ﬁ(d(cosﬁ)) sin?9  (m>0), (3.51)

als zugeordnete Legendre-Funktionen (erster Art) standardisiert und vertafelt. Mit
ihnen schreiben sich die Kugelflachenfunktionen als

() m>0 [2+1 (= |m))!
vintig) = { ()7 20 2L (ol

} ’ pMw)eme . (3.52)

Wir notieren nun eine Reihe von Eigenschaften dieser Funktionen, die direkt aus
der Darstellung (3.52) oder aus ihrer Konstruktion als Losungen von (3.19) folgen:

(a) Orthonormierung. Als Eigenfunktionen hermitescher Operatoren zu verschie-
denen Eigenwertpaaren (/,m) sind die Y}, ein Orthonormalsystem im Sinne
von (2.78):

/dQ’f )/l)lkml (f) Yizm2 (f) = 6!1!2 6m1m2 : (353)

(b) Konjugationseigenschaft. Fiir die komplex-konjugierten Funktionen folgt aus
(3.52) sofort

Vi (F) = (=) Vi (7). (3.54)
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(c) Parititseigenschaft. Die , Parititsoperation” 7 — —7, d.h. die Spiegelung von 7
am Ursprung, bedeutet in Polarkoordinaten ¥ — 7 — ¢ und ¢ — ¢ + 7. Dafiir
gilt

d.h. die Yy, sind auch , Paritiitseigenfunktionen” mit den Eigenwerten (—). Das
folgt ebenfalls aus (3.52/3.51).

(d) Spezialfall m = 0. Fiir m = 0 ergeben sich nach (3.52/3.51) die p-unabhidngigen
Funktionen

20+1
Yio(0, ) = (Vi Pi(cos ) (3.56)

mit den nur von z = cos ) abhdngenden sog. Legendreschen Polynomen

l
A =70) = 5 (5:) (- 657

(,Rodriguessche Formel”). Fiir sie lautet (3.53)

1
2

Sie sind nach (3.21b) Losungen der Differentialgleichung

[% ((1—952) %) +l(l+1)} Pyz) =0, (3.59)

und zwar mit den Randwerten
p(l)y=1 , P(-1)=(-), (3.60)

wie aus (3.57) und (3.54) unschwer zu erschliefSen.

(e) Werte an den Polen. An den Polen der Einheitskugel, J = 0 und 7 oder z = +1
oder —1, verschwinden alle Funktionen mit m # 0, da sie Potenzen von sin ¢
enthalten, und es bleibt nach (3.56/3.60)

20+1

Yzm(oa 90) = (_)l YZm(’/TJ 90) = ? 6m,0 . (361)
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(f)

Vollstindigkeit. Die wichtigste Eigenschaft der Y,,,, die aus dem bisherigen nicht
direkt folgt, besteht darin, dafs sie ein vollstindiges Funktionensystem auf der Ein-
heitskugel darstellen: jede im Bereich { 0 <9 <7, 0 < ¢ < 27 } eindeutige und
quadratintegrable Funktion 14f3t sich in eine Reihe nach den Y}, entwickeln,

9 +1
=33 i Yim(9, ), (3.62)

[=0 m=-—I

und zwar im Sinne einer , Konvergenz im Mittel”, d.h. das iiber den ganzen ¥-
¢-Bereich integrierte Quadrat des durch Abbrechen bei ! = L begangenen Feh-

lers,
/ d*7 | x (0

kann fiir hinreichend grofie L beliebig klein gemacht werden. (Die Konvergenz
wird sogar eine gleichmaflige, d.h. nicht nur der integrale, sondern auch der
lokale Fehler an jedem Punkt kann gleichmiifig im ganzen Bereich beliebig klein
gemacht werden, wenn die Funktion x (9, ¢) dort beschrankt und stetig ist —
eine Besonderheit, die nicht bei allen vollstindigen Funktionensystemen zu-
trifft.) Die Koeffizienten ¢, sind auf Grund der Orthonormalitét (3.53) wieder
sofort zu bestimmen,

L
=X > anYim(0,0) | (3.63)

=0 m

in = [ @Y (0,00 x(0,). (3.64

Man driickt die Vollstandigkeitseigenschaft formal aus durch die Distribu-
tionsbeziehung

> Z Y () Yim (7) = 6% (7' = 7) (3.65a)

=0 m=—1

S0 —
S —F) = % 5" — ). (3.65b)

Setzt man sie ndmlich in die Identitit
W(00) = [ @ (@) P ) (3.66)

ein, so entsteht gerade die Entwicklung (3.62) mit (3.64) als Koeffizienten.

Die Vollstandigkeitsaussage wird hier nicht bewiesen, ist jedoch iiberaus plau-
sibel: Fiir die Variable ¢ bedeutet sie einfach die bekannte Entwickelbarkeit
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einer in ¢ 2m-periodischen Funktion in eine Fourierreihe nach den Funktionen
e’ mit ganzzahligen m. (Man denke sich (9, ¢) fiir |p| > 27 periodisch fort-
gesetzt.) Fiir Funktionen, die von ) nur iiber cos O abhingen, sind die P,(x) von (3.56)
mit x = cos V) ein vollstindiges System, d.h.

5(9' — )

sing (367)

| =

Z(Ql +1) P(2') P(z) = 6(2' — 2) =

denn sie sind genau die Polynome, die sich durch Schmidtsche Orthogonali-
sierung der Potenzen 1, z, z2... im Intervall —1 < z < +1 geméf (3.58) ergeben,
und die Potenzen sind bekanntlich fiir jedes endliche Intervall ein vollstdn-
diges System (Weierstrafischer Approximationssatz). Durch Hinzunahme der

Pl|m| (¥) mit |m| > 0 mit ihren sin ¥-Potenzen schliefllich wird das System voll-
stindig im Raume beliebiger quadratintegrabler Funktionen von 9.

(g) Additionstheorem. Als einfaches Beispiel zu (3.62) betrachten wir fiir zwei Rich-
tungen 7 = (U1, ¢1) und 75 = (99, 2), deren Zwischenwinkel ©,, gegeben ist
durch

Ty - Tg = €08 O19 = cos ¥y cos Vg + cos(p1 — o) sindy sin Jy | (3.68)

die Aufgabe, das Legendre-Polynom P,;(cos©,2) nach den Kugelfunktionen
von 7, zu entwickeln:

-F)l (’Fl . fo) = Z Cl'm! (’fl) Yi/m/(fg) .

I'm!

Unter Benutzung der Tatsache, dafs
(z,(j) + l,(f’) (71-7) =0, k=123 (3.69)

mit den auf (9, ¢1) bzw. (92, ¢2) wirkenden Drehimpulsoperatoren 1) bzw.

[® gilt, zeigt man leicht, da die ¢}, ,(7,) die definierenden Eigenschaften
(3.19a/b) und (3.40a/b) der Kugelfunktionen Y, (7) besitzen und sich somit
von ihnen hochstens im Normierungsfaktor von ¢;; |, unterscheiden:

Czklm/ (fl) = bll )/l’m’(fl) .

Betrachtung des Spezialfalles ¥J; = 0, wo (3.61) gilt und 0,5 = 9, wird, ergibt
dann wegen (3.56)

47
20+ 1

i (01 =0) = [ P Py(cos2) Yo (72) =

200+ 1
47

Ovt Omro

= bl/ (Smlo ) (3'70)
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also by = 0p; - 47 /(2] 4+ 1) und somit das als , Additionstheorem der Kugelfunk-
tionen” bekannte Resultat

+l

A Am . .
Py (- 72) = A1 D V(1) Vi (72) - (3.71)

m=—1

Die physikalische Bedeutung der Vollstandigkeitseigenschaft liegt darin, dafs sie
fiir jede quadratintegrable Ortsraum-Wellenfunktion eine Entwicklung nach gleich-

zeitigen Eigenfunktionen von L2 und Ls,

00 +l

D00 e =30 0 il ) Yin (0, 9) (3.72)

=0 m=—1

ermoglicht. Die Bedeutung der Koeffizienten 1/r - f,,, (die Abspaltung von 1/r ist
bequem, da sie bei Skalarprodukt-Integralen das r? im Volumenelement kompen-
siert) wird deutlich etwa an den mit (3.72) und (3.53) leicht zu berechnenden Er-
wartungswerten

(L%, = B (¥,0%),

= Zl(l+1)h2'/oo dr | fim (r; 1) (3.73a)
Im 0
(Ls), = Y (mh)- / dr | fim (r; ) . (3.73b)
Im 0

Sie legen erneut die am Ende von Kap. 2 erwihnte Interpretation nahe: /(I + 1) i?
und mh als mogliche MeSwerte von [2und L, [ | fum|?*dr als ,,Mefwahrscheinlich-
keit” fiir das Auftreten des Paares (I, m) bei gleichzeitiger Messung jener beiden
Mefigrofsen. Ist diese Interpretation richtig, so beinhaltet sie — anders als beim Im-
puls — die bemerkenswerte Aussage, daR fiir L? und Ls nicht mehr das klassische
Kontinuum von MefSwerten, sondern nur noch die gemif$ (3.39a/b) , gequantelten”™ Wer-
te bei der Einzelmessung auftreten kdnnen, da die Operatoren 12 und 5 ein rein
diskretes oder , Punktspektrum” von Eigenwerten aufweisen. Neu gegentiber der
klassischen Mechanik, aber im Hinblick auf das Operatorpaar (X, P;) mit seiner
Unschirferelation (2.8) nicht mehr tiberraschend ist auch, daf3 nicht mehr alle drei
Drehimpulskomponenten gleichzeitig scharfe Mefiwerte haben konnen, wie es das
bekannte , Vektorgeriist”-Modell suggeriert.

Die Koeffizienten 1/r - f},,, in der Zerlegung (3.72), aus denen die MeSwahrschein-
lichkeiten folgen, lassen sich aus ) nach (3.64) berechnen. Die Wellenfunktion
(7, t) und der Koeffizientensatz

{flm(r)‘l:(),l,l... =1, T:()...oo} (3.74)

bestimmen einander also umkehrbar eindeutig, ebenso wie frither (7, ¢) und
©(p,t), nur daf3 an Stelle dreier kontinuierlicher Variabler nun zwei diskrete Indi-
zes [, m — entsprechend dem Punktspektrum von L? und L; — und eine Variable r
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auftreten. (3.74) bildet eine zur Orts- oder Impulsdarstellung vollig dquivalente , Bahn-
drehimpulsdarstellung” des Bewegungszustandes zur Zeit ¢.

Wir sprechen von einer Drehimpulsdarstellung, weil sich durch Wahl der Funktio-
nen

 funr) Yin(#) 575

als simultane Eigenfunktionen eines dritten, auch auf » wirkenden Operators (der
natiirlich mit [ ? und /3 kommutieren muf3) die Radialfunktionen 1/r - f;,,,(r) noch
weiter festlegen und so verschiedene speziellere Drehimpulsdarstellungen definieren
lassen.

3.4 Kriftefreies Teilchen in Drehimpulsdarstellung

Als Beispiel sei die Moglichkeit untersucht, (3.75) als simultane Eigenfunktionen
der kinetischen Energie T' zu wihlen, deren Eigenwerte (1ik)?/2m, k = 0. . .00, wir
bereits kennen:
h? 1 . hk)? 1 .
e [ i) Vi) | = G | 1) i) 376)

2m 2m

Die notwendigen Vertauschbarkeitsbedingungen dafiir sind gegeben, denn aus
(3.1) und (2.56a/b) folgt mit (3.5)

[Lka Pl] = €kmn [Xma ]Dl] Pn =ih lenPn (377)
(Summenkonvention!) und damit fiir £ = 1,2, 3
(L, P’) = [Ly, PiP) = Ly, PIP, + P, [Ly, P
= 2ihey, PP, =0, (3.78)

denn hier wird das beztiglich (/, n) symmetrische Produkt P, P, mit denin (I, n) an-
tisymmetrischen Koeffizienten e, summiert. Also gilt [L, 7] = 0 und damit auch
[L2,T] = 0.

Um (3.76) zu l6sen, hat man zunichst V? in Polarkoordinaten darzustellen:

S IR AR

v _r8r2r+r2 sind OV 8“”9819 +sin219 op? | (379)
Wegen

1 92 19 \° o 1\°

;ﬁ“<m7“) —<5+;> (3.80)

heifst dies nach (2.62) und (3.14)

(z) 2 2
p2) — pr2_|_iL2 = E lgr —il2 ) (3.81)
r2 7 r or 72
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Wir haben also die Dgl.
192 1o, L)1 o
zu losen; wegen

fiihrt das auf die gewohnliche Dgl.

d? l(l+ 1)
-4 k2
dr? +

Jim(r) =0 (3.84)

Sie hdngt nicht von m ab. In der dimensionslosen Variablen
p=Fk-r (3.85)
kann also fi,,(r) — fi(p) ersetzt werden mit der Dgl.

2
LAy ((E4)
dp?

filp) = (3.86)

Als Randbedingung werden wir die Normierbarkeit zundchst nicht fordern, da wir
(von der Analogie zu den ebenen Wellen her) auf Grund des kontinuierlichen
Spektrums von 7' vermuten, daf$ sich , uneigentliche”, nichtnormierbare Eigenfunktio-

nen ergeben werden. Dagegen ist die Forderung, daf8 fi,,(r) im Hermitezititsbereich

von P =110, liegen soll, nach Ubergang zu Polarkoordinaten erneut zu stel-

Wror

len. Der in (2.65) bereits berechnete Hermitezitatsdefekt wird in Polarkoordinaten
mit (2.60) zu

o er/d%( ) [ 2 ot 51 Vi )] [ 2 i) Vi)

h
e {;/0 d’l“ E ‘flm(r) } 6!’! 6m’m . (387)

Von den hieraus resultierenden Forderungen

@] 50 fulr=0)=0 (3.88)
wird sich die erste, wie etwa auch die Hermitezitdtsbedingungen fiir P, » 3 bei den
ebenen Wellen, mit den erwarteten uneigentlichen Eigenfunktionen noch nicht,
sondern erst mit geeigneten Superpositionen (Paketbildungen) erfiillen lassen. Die
zweite dagegen ist auch bei Superposition im allgemeinen nur zu erfiillen, wenn bereits
jede Basisfunktion ihr geniigt, und ist deshalb auch fiir uneigentliche Losungen auf-
rechtzuerhalten. Wir haben also die Randbedingung

filp=0)=0. (3.89)
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Die Dgl. (3.86) hat nun fiir | = 0 die Fundamentallosungen cos p und sin p; fiir [ # 0
sind, wie man leicht nachrechnet, die sog. Riccati-Bessel-Funktionen

l
halp) = o (—3 i) (COS”), (3.90a)

p dp P
R 1 d\'/[sin
o) = (—; d—p) ( pp> (3.90b)

Losungen und bilden auch ein Fundamentalsystem, weil

fu(p) Ji(p)
diu(p)/dp  dji(p)/dp

ist. Man sieht dies (da fiir zwei Losungen einer linearen Dgl. 2. Ordnung W, be-
kanntlich unabhéngig von p ist) am schnellsten an den asymptotischen Formen
fiir  — oo: Dort wird in (3.90a/b) offenbar der Term fithrend, bei dem alle Diffe-
rentationen nur auf cos p bzw. sin p wirken, und man erhalt

=1 f.allel,p (3.91)

l =

d l
ni(p) p:;o <_d_p> COS p = COS (p — lg) , (3.92a)
. _ d\' . . i
Ji(p) oo \ Ty sin p = sin (p — l§) (3.92b)

und damit (3.91). Oft wird auch das Fundamentalsystem benutzt, das aus den
komplexen Linearkombinationen

W (p) = mulp) i jilp) | (3.93)

den sog. Riccati-Hankel-Funktionen, mit der Asymptotik

ﬁl(i)(p) — G Fi(p-15) — F Eip (3.94)

pP—00
besteht. Fiir unsere Zwecke ist aber (3.90) geeigneter, weil diese Funktionen sich
fir p — 0 wie

(21 — 1)t

o) 5o (3.95a)
iy = 2 (3.95b)
AU DY ST ‘

verhalten und daher die Randbedingung (3.89) einfach durch Ausscheiden des

n;-Terms in der allgemeinen Losung zu befriedigen ist. Unsere gemeinsamen Eigen-

funktionen zu T, L2, Ly mit den Eigenwerten h*k?/2m, h*1(l + 1) und hm sind also?
jl(lﬂ“)

tox I8y (Y 3.96
const. X —— 1m (T) (3.96)

2Statt 5 und 7; werden oft auch die ,sphdrischen Besselfunktionen” ji(p) = 7i(p)/p,
n1(p) = —u(p) /p benutzt.
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sie bilden die Basisfunktionen einer speziellen Drehimpulsdarstellung, bei der je-
de quadratintegrable Wellenfunktion durch den Koeffizientensatz {c;,(k;t)} in
der Entwicklung

NGOESY / " Rk e (k. 1) {@ jlgj” Ylm(f)} (3.97)

umkehrbar eindeutig charakterisiert wird. Die Interpretation der |c;, (k, t)]? ist
nach dem frither Gesagten klar.

Natiirlich erfordert (3.97) eine Vollstandigkeits- , die ,,Umkehrung”, d.h. Bestim-
mung der ¢, (k; t), eine Orthogonalitdtseigenschaft der j,(kr). Sie folgen am leich-
testen durch Betrachtung einer speziellen Entwicklung, ndmlich der der ebenen
Welle: Hier benotigen wir noch keine Vollstandigkeitseigenschaft, weil e selbst
Eigenfunktion von T zum Eigenwert /A?k?/2m ist und somit in seiner Entwicklung
nur ein einziger k-Wert, k = |E |, auftreten kann. Betrachten wir zunédchst den Fall
k = é, so ist also

00 ~
o . n(kr
ezk:r — 6zkrcos19 — § :Cl ( )
r
1=0

. Py(cos ), (3.98)

da die Funktion unabhingig von ¢ ist und somit nur die m = 0 - Basisfunktionen
(3.56) enthalten kann. (3.58) gibt

n(k 2004+1 [
o k) A+ / ¢*77 By () dz | (3.99)
kr 2 1

Den Koeffizienten c; bestimmt man, indem man etwa die Asymptotik der rechten
Seite fiir kr — oo mit (3.92b) vergleicht. Durch partielle Integration wird

1 [t ikra 1 ikra r=+1 i ikra DI

1 -1
(3.100)

Durch Wiederholung dieses Schrittes sieht man, daf$ der zweite Term mindestens
wie (kr) % geht, so daB der erste Term fiir kr — oo fithrend ist. Er ist aber nach
(3.60)

V)
% {2% e — (_)le—ikr]} _ % sin (kr - zg) . (3.101)

Vergleich mit (3.92b) gibt ¢; = i'(2] + 1) und somit
) o ‘ ~ k?")
ikr cos ¥ l 9 1 ]l( P . .
e = ZEZO it (204 1) o )(cos ) (3.102)

Fiir allgemeine k-Richtung hat man lediglich cos ¢ durch cos © = k - 7 zu ersetzen
und das Additionstheorem (3.71) anzuwenden und findet

o 4 ~
7= N k) Yy, (k) Vi (7). (3.103)

Im
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Setzt man dies in die verallgemeinerte Orthonormierungsrelation (2.84) der ebe-
nen Wellen ein und benutzt (3.53), (3.65a) und

Bk — k) = W 82 (k' — k), (3.104)

so erhdlt man eine entsprechende 0-Orthonormierungsrelation der Riccati-Bessel-
Funktionen,

/0 e (k) ) = T ok~ ), (3.105)

die nun einerseits die Koeffizienten in (3.97) zu bestimmen gestattet,

nthot) = [ i) /228 v ), (3.106)

andererseits mit umbenannten Variablen in der Form

/Ooo dk [\/gjl(kr’)] [\/%jl(kr)] =5(r' =) (3.107)

die Vollstandigkeit des Systems der Funktionen \/% Ji(kr)mitk = 0... oo feststellt

und den in (3.97) abgespaltenen Faktor \/% begriindet. — Entwicklungen vom Ty-

pus (3.72) oder spezieller (3.97) werden ein wesentliches Hilfsmittel fiir die Be-
handlung der Streuung eines Teilchens an Zentralkraftfeldern (vgl. Teil IV) bilden.






Kapitel 4

Die Schrodingersche
Wellengleichung

4.1 Schrodinger-Gleichung fiir ein
Teilchen im Kraftfeld

Die Aufgabe, die Zeitentwicklung der Wellenfunktion (7, t) (oder ¢(p,t) oder
fim(r,t) oder ¢, (k,t) usw.) zu beschreiben, hatten wir bisher nur im kréftefrei-
en Fall durch die expliziten Formeln (2.6) gelost. Sie haben die bemerkenswerte
Eigenschaft, daf aus (7, ¢t = 0) allein (7, t) fiir spitere Zeiten eindeutig vorausbere-
chenbar ist, denn aus (7, 0) erhdlt man durch Fouriertransformation ¢, (p’), das
gemaf (2.6b) ¢ (7, t) auch fiir ¢ # 0 festlegt.

Fiir den allgemeineren Fall eines Teilchens im konservativen Kraftfeld F = —V'V mit
der potentiellen Energie V' = V(7) suchen wir nun — zunédchst in der Ortsdarstel-
lung — eine Wellengleichung, die gemeinsam mit den verschiedenen bisher aufge-
fundenen Randbedingungen die raumzeitliche Entwicklung von v festlegt. Bei ih-
rer (heuristischen!) Konstruktion leiten uns folgende Gesichtspunkte:

(a) Die Wellengleichung soll linear sein, damit fiir ihre Losungen das Superpositi-
onsprinzip gilt;

(b) sie soll wie im Falle F = 0 die Berechnung von (7, t) allein aus (7, 0), also

ohne Vorgabe z.B. von (0v/0t),—, gestatten.— Aus (a) und (b) folgt bereits, daf3
die Gl. eine lineare Dgl. 1. Ordnung in der Zeit sein und die allgemeine Form

% (7, 1) = AW (7 1) (4.1)

mit einem linearen Operator A haben mufs.

(c) Die Gleichung soll die Erhaltung der Gesamtwahrscheinlichkeit gemafs
Gl. (1.14) gewdhrleisten.

47
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Da die Gl fiir den kriftefreien Fall F' = 0 auf die Losung (2.6) zuriickfithren mufs,
bilden wir zur Auffindung des Operators A zunédchst fiir (2.6)

% _ / &k (2m) 7% g(F) [—i h’—kQ] i (Frwt)

ot
1|1 [ho)\?
- —|— (v
ih[?m(i )

Gl. (4.1) nimmt also in diesem Fall die Gestalt

o
Zh&—

() W(F t) (4.2)
mit dem Operator T = P?/2m, d.h. dem Operator der als Funktion des Impulses
ausgedriickten Energie des Teilchens an.

Fiir Teilchen in Kraftfeldern ist die als Funktion des Impulses und der Koordinaten
ausgedriickte Energie klassisch gegeben durch die Hamiltonfunktion H = H(p, 7', t),
die im nichtrelativistischen Fall die allgemeine Form

H=H(p,7,t) =T(*) + V(5,7 1) (4.3)

hat. Es liegt deshalb nahe, als Verallgemeinerung von (4.2) die , zeitabhiingige Schro-
dinger-Gleichung”

ih %—f = HO% (4.4)

als dynamische Grundgleichung fiir die Wellenfunktion zu postulieren (Schrodin-
ger 1926). Dabei ist H?? = HOP(PO7, X°P) der - nétigenfalls durch Symmetrisie-
rungen wie bei (2.62) — hermitesche Operator zur klassischen Hamiltonfunktion
(4.3) mit

(Vw, H ¢y) = (HP¢i, ) - (4.5)

Der , Hamilton-Operator” bestimmt den Zeitablauf des quantenmechanischen Bewe-
gungszustandes.

Ist V= V() unabhdngig von p, so ist das Rechnen in der Ortsdarstellung, wo
V(7) geméf (2.50) ein reiner Multiplikationsoperator zugeordnet ist, naheliegend;
(4.4) lautet dann

PN R B
{—%v +V(r)] Y( ) = ih = (7 1), (4.6)

Dafd diese Wellengl. die Forderung (c) erfiillt, ist mit (4.4) und (4.5) sofort nach-
zurechnen, doch gibt diese formale Rechnung wenig Einblick in die zusdtzlich zur
Quadratintegrabilitit zu fordernden Randbedingungen fiir die Wellenfunktion in speziel-
len Darstellungen, die notig sind, damit (1.14), (4.5) tiberhaupt giiltig sind und die
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darin auftretenden Integrale vom Skalarprodukttyp existieren. Wir betrachten des-
halb speziell (4.6). Multiplikation dieser Gl. mit ¢* und der konjugiert-komplexen
Gleichung

hZVQ V()| 6 (7 1) = —ih 2 (7t 4.7
o V)| ) = —in ). u7)
mit ¢ und Subtraktion ergibt

A L R L R,

m(w A w)—w V=V (438)

+ i (—h> {[Vw F) = (Vo) - (90)] = [V Ve = (Fo) - (V)] }.

2m

Da V() in diesem Falle eine rein reelle Funktion ist, fillt der (V' — V*) -Term weg,
und man erhilt
9
ot
mit der in (2.37b/2.38) bereits aufgetretenen , Wahrscheinlichkeits-Stromdichte” im
Ortsraum,

[w*(ﬁ 1) (F, t)] YV =0 (4.9)

GO % (zb* Vi) — zﬁzp*) (4.10a)
— Re [w* (% ﬁ) ¢] =7 [v]. (4.10b)

Die Wahrscheinlichkeitserhaltung gestattet also im Falle der Gl. (4.6) auch eine lokale
Formulierung in der von klassischen Kontinuumstheorien her gewohnten Gestalt
einer Kontinuititsgleichung. Um die globale Erhaltung zu priifen, integriert man

(4.9) tiber den Raum und wendet auf den V - j -Term den Gauf8schen Satz an:

%{/d?’mﬁ*@b} = — lim RZ./de [j(R-f,t).f ‘ (4.11)

Um (1.14) zu erhalten, miissen wir also von der Wellenfunktion fordern, dafs sie
nicht nur quadratintegrabel sei, sondern auch fiir |7| — oo hinreichend rasch ab-
falle, um

1
lim {RQ-Re/dew*(R-f,t)—Pr w(R-f,t)} =0 (4.12)
R—o0 m

zu gewdhrleisten. Damit ist auch unsere Anmerkung am Ende von Abschnitt 1.3
betreffend das asymptotische Verhalten normierbarer Wellenfunktionen nun be-
griindet.

Aus der Interpretation von *¢ und j als Wahrscheinlichkeitsdichte bzw.
-stromdichte folgt tiberdies, dafs sie bei physikalisch sinnvollen Losungen keine



50 Kapitel 4. Die Schrédingersche Wellengleichung

Spriinge haben diirfen, d.h.!

(7, t) und Vi(Ft) stetigin 7, (4.13)
eine Randbedingung, die wesentlich wird, wenn die Potentialfunktion V' (7) in
(4.6) Unstetigkeiten aufweist.

Natiirlich kann (4.6) auch im Impulsraum als

1 5 - 0
- P2 : — _ 9 - .
{Qm + V(Zth)] p(p.t) = ih o (1) (4.14a)
geschrieben werden; ist I eine kompliziertere Funktion, so ist die zu (2.32/2.33)

analoge Formulierung

]' >3 — ! Y7/ = -/ =i - a —
(—P2> o(p,t) +/d3p V(=) (i, t) = ih 5 o (pi1) (4.14b)

2m

als lineare Integralgleichung , vom Faltungstyp”, d.h. mit dem nur von der Diffe-
renz j — p’ abhdngenden Kern

>

V(ﬁ—ﬁ') _ (27rh)3/d37“ V(F) o 1 (BT (4.14¢)

vorzuziehen. Fiir die ,Bahndrehimpulsdarstellung” (3.72) wiirde man durch Kugel-
funktionsentwicklung der beiden Seiten von (4.6) die Gleichungen

B[ d?* 11+ 1)
ot A PR PN

I'm’

X fl’m’(r; t) =1h % flm(r; t) , (415&)

d.h. statt einer partiellen Dgl. in drei Variablen einen unendlichen Satz von ge-
wohnlichen Dgl. erhalten, die im allgemeinen (d.h. bei nicht kugelsymmetrischem
Potential) durch die Grofien

Vimrm (1) = /de Y (7) V(7)) Yy (7) (4.15b)

miteinander verkoppelt sind. Alle diese Darstellungen der Dynamik sind dquiva-
lent.

Anmerkung:

Es ist offensichtlich, daff wir durch Postulierung von (4.4) als grundlegende Bewe-
gungsgleichung eine mit rein reellen Wellenfunktionen arbeitende Quantenme-
chanik endgiiltig ausgeschlossen haben. Gl. (4.6) etwa wird wegen des Faktors i
rechter Hand durch rein reelle Funktionen nicht gelost. Die Rechtfertigung von
(4.4) liegt — wie bei jeder physikalischen Theorie — letztlich nur in ihrer Leistung
bei der einheitlichen Erklarung des Erfahrungsmaterials der Mikropysik.

'Eine Ausnahme: Bei Vorliegen , pathologischer” Potentiale, die z.B. §-distributionsartig sind
oder unendlich hohe Spriinge aufweisen, miissen an den betreffenden Stellen Unstetigkeiten in
ﬁw zugelassen werden, die sich aber in der Stromdichte (4.10) herausheben.
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4.2 Stationdre Zustinde; Spektrum von H

Ist der Hamiltonoperator nicht explizit zeitabhdngig, d.h.

0H _

ot

wie es z.B. bei Gl. (4.6) zutrifft, so kann man nach ,,stehenden Wellen”, d.h. Losun-
gen der Form

b(rt) =¢(@) x@) 5 x(0)=1, (4.17)

fragen. Das tibliche Separationsverfahren ergibt dafiir als notwendige Bedingung

ihgx(t) _ H®y(7)

x() — 9(r)

mit einer Separationskonstanten £ der Dimension Energie. Daraus folgt fiir die
Zeitabhdngigkeit

0, (4.16)

E (4.18)

O (4.19)

wahrend der ortsabhangige Faktor ¢ () zugleich die ,,zeitunabhingige Schrodinger-
gleichung”

Hi=E (4.20)

erfiillen muf3, die nichts anderes als das Eigenwertproblem des Hamiltonoperators
H darstellt. Sie ist durch die jeweils relevanten Randbedingungen zu erganzen.

Die bei physikalischen Systemen auftretenden Eigenwertspektren von H und die
zugehorigen Eigenfunktionensysteme sind — entsprechend der Vielzahl der mog-
lichen Wechselwirkungsterme V (P, X,t) — iiberaus vielgestaltig; es wird eine
Hauptaufgabe der Vorlesung sein, durch Studium verschiedener Modellsysteme
einen Uberblick iiber die wichtigsten Typen von Spektren zu gewinnen. Hier kon-
statieren wir nur — vorwegnehmend — einige wesentliche allgemeine Ziige:

(a) Die Eigenwerte sind alle reell. Sie sind hdufig entartet; zu einem Eigenwert ge-
horen dann mehrere linear unabhéngige Eigenfunktionen.

(b) Da kein physikalisches System beliebig tiefe Energiewerte annehmen kann,
muf$ bei physikalisch akzeptablen Hamiltonoperatoren das Spektrum nach un-
ten beschrankt sein (Stabilititsbedingung), d.h. es gibt ein £, mit

E>E, t.alleF. (4.21)
Der tiefste Energieeigenwert £ ist bei Systemen endlichen Freiheitsgrades im

allgemeinen nichtentartet; die zugehorige Eigenfunktion stellt den ,,Grundzu-
stand” des Systems dar.
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(©)

(d)

(e)

(f)

Oberhalb von E; kann das Spektrum aus diskreten, isolierten Punkten
E,,n=1,2,3,... bestehen (diskretes oder Punktspektrum), die auch Haufungs-
punkte haben kénnen — bei rein diskretem Spektrum ist stets +o0o ein solcher
Héaufungspunkt, d.h. fiir n — oo wichst E,, unbegrenzt. Die zugehorigen Ei-
genfunktionen 1, sind normierbar und liegen im Hermitezitatsbereich von H;
sie konnen, wie in Abschn. 2.5 diskutiert, 0.B.d.A. als orthonormiert angenom-
men werden:

(Yms ¥n) = Omn - (4.22a)

Andererseits kann, wie wir am Beispiel des kréftefreien Teilchens mit H =T
sahen, das Spektrum auch ein rein kontinuierliches oder Streckenspektrum sein.
Es kann den gesamten Bereich E, < E < oo iiberdecken oder in endlich oder
abzdhlbar viele Teilstrecken (,,Energiebander”) zerfallen. Wir zdhlen in diesem
Falle die Eigenwerte durch einen kontinuierlichen , Spektralparameter” v ab, der
0.B.d.A. von 0 bis +oo laufe. Die zugehdrigen Eigenfunktionen sind, wie das
Beispiel der ebenen Wellen zeigt, uneigentliche Eigenfunktionen, d.h. nicht nor-
mierbar und auch nicht im Hermitezitdtsbereich von H. Fiir sie ist in Analogie
zu (2.84) lediglich die , Orthonormierung auf Deltafunktionen”

(Vv hy) = 0(v" —v) (4.22b)

erreichbar. Ihre Bedeutung liegt darin, dafy aus ihnen durch Superposition mit
quadratintegrablen Gewichtsfunktionen zuldssige Wellenfunktionen (,, Pakete™)
aufgebaut werden konnen, die dann natiirlich nicht mehr Losung von (4.20)
und somit nichtstationdr, wohl aber Losungen der zeitabhingigen Schrodinger-
gleichung (4.4) sind.

Im allgemeinen Fall treten beide Typen von Spektren zugleich auf derart, daf3
unterhalb einer gewissen , Kontinuumsschwelle” E¢ diskrete Eigenwerte vorlie-
gen, die sich auch gegen E¢ hin hdufen konnen, wéhrend oberhalb von E¢
ein Kontinuum von Eigenwerten liegt. Die beiden Spektralbereiche sind dann
identisch mit denjenigen, in denen das zugehorige klassisch-mechanische Pro-
blem raumlich beschrénkte, , gebundene” Trajektorien (E < E¢) bzw. ins Un-
endliche reichende Bahnen (E > E) aufweist. In diesem Falle sind nach der
Uberlegung von Gl. (2.72b/2.73)? alle Eigenfunktionen zu Kontinuumseigen-
werten zu allen ,gebundenen” Eigenfunktionen orthogonal:

(n,1h) =0 f.alle (E, < Eq, B, > E¢) . (4.22¢)

Eine Eigenttimlichkeit der Quantenmechanik ist, daff —wenn auch nur bei idea-
lisierten Modellhamiltonoperatoren — ,,gebundene Zustinde im Kontinuum® auf-
treten konnen, d.h. isolierte E-Werte oberhalb E, zu denen aufSer den uneigent-
lichen auch eine Anzahl von normierbaren Eigenfunktionen existieren. Sie sind

?Das dort auftretende Skalarprodukt ist zunéchst fiir zwei quadratintegrable Funktionen defi-

niert; es existiert jedoch auch dann noch, wenn nur einer der beiden Faktoren asymptotisch schnell
fallend, der andere uneigentlich ist.
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jedoch stets extrem instabil, d.h. jede noch so kleine ,Storung” von H (die bei
realistischen Problemen stets vorhanden ist) macht das Spektrum zu einem ge-
wohnlichen Kontinuum, das jedoch in der Umgebung der vorher ausgezeich-
neten Energien noch gewisse mefibare Anomalien (,,Resonanzen”) aufweist.

(g) Allen physikalisch sinnvollen Hamiltonoperatoren gemeinsam ist jedoch, dafs
die Gesamtheit der Eigenfunktionen ein vollstindiges System bilden derart, daf3
jede den Randbedingungen gentigende Wellenfunktion (7, ¢) im Sinne der
Konvergenz im Mittel nach ihnen entwickelt werden kann:

=S+ [ dvatn). 423)
Dabei geben die Grofien
lcn()]? bzw. e, (t)|*dv (4.24)

die Wahrscheinlichkeit dafiir an, bei einer Energiemessung zur Zeit ¢ den Ei-
genwert E,, bzw. einen Eigenwert im Intervall E,, ... E, 4 zu finden. Sie kon-
nen kraft der Orthonormierung (4.22) aus

() = / P (PO ) = (e (D) (4.25)

berechnet werden, wobei die letztere Schreibweise ihren darstellungsunabhingi-
gen Charakter betont.

Die Entwicklung (4.23/4.25) — d.h. die Kenntnis des Spektrums und des Eigen-
funktionensystems von H — verhilft jedoch dariiber hinaus auch zur Lisung des
Zeitentwicklungsproblems: Soll (4.23) Losung der zeitabhdngigen Schrodingerglei-
chung sein, so braucht man lediglich die Koeffizienten als

Cns (1) = € (0) €7 R Em (4.26)

zu wihlen. Bestimmt man ¢, ,(0) gemaf3 (4.25) (mit ¢ = 0) und setzt in (4.23) ein,
so erhdlt man die geschlossene formale Losung von (4.4) in der Form

(7 1) = / B! G(F, 7 6) (i, 0) | (4.27)

d.h. als lineare , Zeitentwicklungs-Transformation”, deren Integralkern
G(7,7'; Z U (F) 5 (F) e h Pt 4 / dv b, (F) 05 (7') e Pt (4.28)
0

als exakte Greensche Funktion oder Propagator des Systems bezeichnet wird. Die
Greensche Funktion ist, wie unmittelbar zu sehen, Losung von

0 Doy
(h&—H> Gg(r,r'it)=0, (4.29)
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und zwar mit dem distributionsartigen Anfangswert
g(r70)=0(F" —7), (4.30)

denn fiir ¢ = 0 wird ja die rechte Seite von (4.28) zu der linken Seite der Vollstiin-
digkeitsrelation

S ) Gl + [ e ) i) = 67 - (431)

0

fur die Energieeigenfunktionen. In (4.27) ist die Determiniertheit von (7, t # 0)
durch (7, 0), die wir gefordert hatten, manifest.

Anmerkung:

Die obigen Gleichungen berticksichtigen den Fall entarteter Eigenwerte nicht ex-
plizit; man kann ihn aber leicht einbeziehen, wenn man » und v als jeweils einen
ganzen Satz von Indizes (,Quantenzahlen”) auffafit, der aufer dem Index des Ener-
gieeigenwertes auch die weiteren, zur Abzdhlung der entarteten Eigenfunktionen
benoétigten umfafst. Im allgemeinen werden dies die Eigenwerte weiterer, mit H
kommutierender Operatoren sein, zu denen die v,,, 1, gemeinsame Eigenfunktio-
nen sind.

4.3 Teilchen im elektromagnetischen Feld

Als ein tiber Gl. (4.6) hinausgehendes Beispiel fiir allgemeine p’- und ¢-abhédngige
Wechselwirkungsterme wie in (4.3) behandeln wir die Quantenmechanik eines ge-
ladenen Teilchens (Ladung ¢), das sich in einem dufleren, rdumlich und zeitlich
verdnderlichen, klassischen elektromagnetischen Feld bewegt. Das Feld werde be-
schrieben durch die elektromagnetischen Potentiale

o(rt) ,  A(71), (4.32)
aus denen sich die mefSbaren Feldstdarken gemaf3

E:_%_E ., B=VxA (4.33)

berechnen lassen. In der klassischen Mechanik ist dann als Hamilton-Funktion fiir
das Teilchen bekanntlich

HE70) = o[- A 0]+ a6(7.1) (434

anzusetzen, denn genau diese Hamilton-Funktion gibt als kanonische Gleichun-
gen

— = — =— k=1,2,3 4.35
dt 8pk ’ dt 8xk ( y £y ) ( )
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fur den klassischen Systempfad {x(t), pr(t), kK = 1, 2,3} im Phasenraum die Glei-
chungen

dl‘k

0 0A
Do — 29 0,0+ Lnte) — 070, 0)] - S 0.0, (4:37)

von denen die erste den bei Anwesenheit eines Magnetfeldes bekanntlich mo-
difizierten Zusammenhang zwischen kanonischem Impuls p und kinetischem Impuls
7 = mu angibt, wahrend die zweite bei Kombination mit

d 8Ak 8Ak d(L‘l

A = R TR .
die bekannte Bewegungsgleichung

%(mﬁ) = q|E(F,t) + T x B(71) (4.39)

mit der Lorentz-Kraft ergibt.

Fiir die Ubersetzung in einen quantenmechanischen Hamiltonoperator wird man,
da ¢ und A als Funktionen von ' (und t) gegeben sind, am einfachsten die Orts-

darstellung wihlen, d.h. in (4.34) 7 — (h/i)V substituieren und ¢ und A als Multi-
plikationsoperatoren auffassen:

1 = — — — —
= {% [—hQVQ—q;L(V-AJrA-V)JquAQ] +q¢}¢ (4.40)
Die damit gebildete Schrodingergleichung hat wieder eine Kontinuitdtsgl. (4.9),

jedoch mit dem modifizierten Wahrscheinlichkeitsstrom
J = Re|¢"—=(P —qA)y
m

L1 ho q, . -

= Re {w ——.w} - —(Wy)- A (441)
m m

zur Folge und garantiert insofern wieder die Erhaltung der Gesamtwahrschein-

lichkeit. Es erhebt sich jedoch sofort das Problem der , Eichinvarianz”: Die Poten-

tiale ¢ und A sind ja nur Hilfsgrofen und dem elektromagnetischen Feld nicht

eindeutig zugeordnet; bei einer ,, Umeichung” dieser Potentiale gemaf3

A = A7) =AFt)+ VAF 1) (4.42a)
0

bleiben die mefSbaren Feldstarken (4.33) und damit die Krafte auf das Teilchen
ja unverdandert. Tragt die Schrodinger-Gl. mit (4.40) dem Rechnung, indem sie,
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wo nicht dasselbe 1), so doch dieselben mefSbaren Grofden liefert, wenn man die
umgeeichten Potentiale A’, ¢’ verwendet? Dies ist tatsdchlich der Fall, wenn man

mit A und ¢ stets auch die Wellenfunktion gemaf
Y = (7o) = entN T (7 1) (4.42)

,umeicht”. Bei der durch (4.42a-c) definierten ,Eichtransformation™ bleibt namlich
nicht nur offensichtlich )*1) invariant, sondern wegen

(P =) = (39 —qd = q¥A) (er140)

7

— eéqA(fﬁ - qA’)zp (4.43a)
1
0 0 oA i
e ! ! — S i LgA
(Zhat q¢>w (Zhat a9+ 8t> (eh w)
; 0
_ LY I
— o (m o q¢>)¢ (4.43b)
erweisen sich auch die Bilinearbildungen
* = 1 x [ - 0
(0 ;V —qA )Y, Y Zﬁg —qo )Y (4.44)

als eichinvariant, insbesondere also auch die Wahrscheinlichkeitsstromdichte
(4.41). Die Schrodinger-Gl. selbst ist forminvariant in dem Sinne, dafs

oy’
ot

1 (he =)\’
—(—.V—qA’) + q¢’

W = ifi (4.45)

2m \ ¢

ebenso wie fiir die ungestrichenen Grofien gilt. Bei allen mefSbaren Griflen zeigt sich,
dafs sie sich auf die invarianten Bilinearbildungen wie ¢*¢ und (4.44) (und ande-
re eichinvariante Faktoren) zurtiickfiihren lassen; z.B. ist der Erwartungswert des
kinetischen Impulses (und damit die mittlere Geschwindigkeit) durch das Raum-
integral des ersten Ausdrucks von (4.44) gegeben.

Die haufigste Anwendung der Eichinvarianz besteht darin, daf$ man den in (4.40)
auftretenden Term

(V-A+A-V)p=24- (V) +1p- (V- A) (4.46)
durch Ubergang zur Klasse der ,,Coulomb-Eichungen” mit

VA =divA = (4.47)
vereinfacht; man hat dazu lediglich in (4.42a) die ,Eichfunktion” A(7,t) als
Losung der Poisson-Gleichung V2A = —(divA) zu wihlen. Die transformierte
Schrodinger-Gl. (4.45), in der wir die Striche nun wieder weglassen, lautet dann

. a - h2 2 q T/ h = — q2 _’2 — —

Zh& ¢(T,t) - _%V - E A(’I“,t) ’ ;v + Q¢)(’r7 t) + % A (’I“,t) w(ra t) :

(4.48)
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Als Beispiel betrachten wir die Bewegung eines geladenen Teilchens in einem zeit-
lich konstanten, homogenen Magnetfeld By. Es kann in der Eichung (4.47) z.B. durch
das Vektorpotential

I
beschrieben werden; tatsachlich ist hierfiir
L 1re = L .
VxA4 = —[Bo(V-F)—(BO-V)F]:Bo, (4.50a)
By
Lo 1 L L
VoA, = —[—BO-(VXF)+F-(V><BO)]:0. (4.50b)
2 \“0/_/ \—0,_/

Auflerdem moge ein zeitlich konstantes elektrisches Feld, beschrieben durch ¢(7),
vorhanden sein. In diesem Falle wird

A8 = 3 28 (1= o)
= Zutei- (B 7)) (4.51)

mit der klassischen Larmor-Frequenz

_ 4B

Wy, = , (4.52)
2m
wiahrend der Term
i - — LB (rx ) = (L) B
—L 4=V =—15 (rx @'V)_ <2mL) B, (4.53)

die bekannte Form —/i - B einer Kopplungsenergie zwischen einem magnetischen
Moment und einem dufseren Magnetfeld annimmt, so dafy wir

. A
gor= L [ — (q—> N (4.54)

T om 2m

als Operator des magnetischen Bahnmoments des Teilchens identifizieren konnen.
(Fir ein Elektron mit ¢ = —e ist die Grofle (efi/2m.) = pup das bekannte Bohrsche
Magneton.) Die gesamte Schrodinger-Gl. wird am einfachsten, wenn man die z-
Achse in der Richtung B, wahlt; dann ist

—y )
AO = 1BO ( T ) s T2 [1 — (B() . f)2:| = 1'2 + y2 (455)
2 0
und aus (4.48) wird
W oo SN - qh L0
[—%v o) + 2 (0 ) — B (%) zg] B 1) = ih ()

(4.56)



58 Kapitel 4. Die Schrédingersche Wellengleichung

Diese Gleichung beschreibt z.B. ndherungsweise (ndmlich sofern der Spin des
Elektrons ignoriert und seine elektrostatische Wechselwirkung mit Atomkern und
tibrigen Elektronen durch ein gemitteltes Potential ¢(7) ersetzt wird) die Bewe-
gung eines Elektrons in einem Atom, das in ein dufseres Magnetfeld By gebracht
wird. Fiir ¢ = 0 erhalten wir die Quantenmechanik des (spinlosen) Elektrons im
homogenen Magnetfeld; die Behandlung des dabei (zweidimensional erweitert)
auftretenden harmonischen Oszillatorpotentials 2 wj z* wird Gegenstand von Ka-
pitel 11 sein.

4.4 Zeitentwicklung von Erwartungswerten

Obwohl man den Zeitverlauf des Erwartungswertes (A4), einer Mefigrofie mit her-
miteschem Operator A zumeist erst angeben kann, wenn man (7, ) aus der zeit-
abhingigen Schrodinger-Gleichung mit ihren Randbedingungen vollstandig be-
rechnet hat, lassen sich tiber seine Zeitableitung allgemeine Aussagen machen. Es
gilt, wenn wir eine explizite Zeitabhangigkeit A = A(t) zulassen,

m%(mt - /d3x m% [ur @ A e}
= [@a{morav s atm v 2o},

wobei sich 0A/0t auf die explizite Zeitabhédngigkeit bezieht. Wegen der Hermite-
zitat von H ergibt dies

d i 0A
Sy = 2, AD, + (57

Insbesondere ist also der Erwartungswert einer nicht explizit zeitabhdngigen
(0A/0t = 0) MefigroBle eine quantenmechanische Konstante der Bewegung genau
dann, wenn der zugehorige Operator A

(4.57)

[H,A] =0 (4.58)

erfiillt, d.h. mit dem Hamiltonoperator des Systems vertauschbar ist: Fiir jede Lo-
sung der zeitabhédngigen Schrodinger-Gleichung ist dann (A), zeitlich konstant.

Als Anwendung betrachten wir die Erwartungswerte der Orts- und Impulskom-
ponenten fiir ein geladenes Teilchen im elektomagnetischen Feld mit dem Hamil-
tonoperator von Gl. (4.40). Unter Verwendung von (3.5), (2.56a/b) und (3.6) findet
man hier

— fbi _ v _E Op

(H,Xy] = Z_m[Pk qu(X,t)] = —u?, (4.59a)
- h 8¢ 1 Op aAl

[H, P = iq[ an+2{”l ’an}]’ (4.59b)
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(Summenkonvention!), wobei wir den Antikommutator { A, B} zweier Operatoren A
und B durch

{A,B} = AB + BA (={B, A}) (4.60)

eingefiihrt und die abkiirzende Schreibweise

gor — L1B _ A% 0) (4.61)

m

benutzt haben. Die aus (4.59a) folgende Gleichung

m %(X@t — m (0OP), = (Pe — qAu(X, 1)), (4.62)

entspricht genau der klassischen Beziehung (4.36), wahrend die aus (4.59b) folgen-
de Gleichung

m%<Pk>t —y <_aa—)i + %{v{”’, g—)‘?li}>t (4.63)

nach Kombination mit

%(Ak()a ), = <% + % A, Ak()?’t)]>t
(2 (n ) o

auf das der klassischen Bewegungsgl. (4.39) genau entsprechende Resultat

— _ZY Tk L 2| 50p Vo A) — (U x A ~O0p
q< X, o +2[v X(VxA)—(VxA)xT ]k>t (4.65)
fithrt; der klassische Ausdruck @ x B erscheint hier — nach dem Muster von (2.62) -
zur Wahrung der Hermitezitdt durch einen symmetrisierten Operator ersetzt.
[Dieses Resultat hiatte man auch direkt aus der durch Iteration von (4.57) entste-
henden Formel

= () a5 ([ 50), + (G, (466

erhalten konnen, deren Verallgemeinerung auf hohere Ableitungen offensichtlich
ist.] Die GIn. (4.62/4.65) und die fiir A = 0 entstehenden vereinfachten Formeln
(g =V

d d ov

m (X, = (P, mo (P = (=5 . (4.67)
sind Beispiele fiir das Ehrenfestsche Theorem: Die quantenmechanischen Erwartungs-
werte erfiillen die klassisch-mechanischen Bewegungsgleichungen bis auf evtl. notwen-
dige Operatorsymmetrisierung.
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Man kann dartiber hinaus (4.57) auch auf die Zeitentwicklung von Schwankungs-
quadraten anwenden:

d ar _d, d
E [(AA) t] - @(A >t -2 <A>t a<A>t
21 1
= 2Gumaay), - A} (4.68)
Z.B. erhilt man mit (4.59a/4.61) fiir die Ortsunschéarfen
d i
©[(ax) = % {G (X + Xeof")) — (X, (v,?p>t} , (4.69)

eine Verallgemeinerung der fiir den kréftefreien Fall frither gewonnenen GI. (2.36).

4.5 Schrodinger-Gleichung fiir Mehrteilchensysteme

Fiir ein System von N Teilchen mit Massen m;, Ortsvektoren (¥ und Impulsen
p% (i =1,2,..., N) hat die klassische Hamiltonfunktion die Form

H=H@EY,. . g™ 70O 7™ ) (4.70)

Es liegt deshalb nahe, diesem System in der Quantenmechanik einen Hamilton-
operator

H® — g (7—7’6“), G0N ,F(N’,t> (4.71)
2 2

zuzuordnen, der auf eine Ortsraum-Wellenfunktion
=1 (FD, 7 FN ) (4.72)
wirkt, oder — als dquivalente Beschreibung — eine Impulsraum-Wellenfunktion
o=@V, i, . 5.t (4.73)

und dementsprechend

HP = q(EO, ., g™ v, ey 1) (4.74)
usw. Man wird dann die Grofien

aw, = [pFEO,. 7™ | Ve, (4.75a)

aw, = lpEW,.... 5™ 0" d*Np (4.75b)
mit

Ve =PV PN BV = @Pp P (4.76)

als Wahrscheinlichkeiten dafiir interpretieren, bei einer Messung der Positionen
(bzw. Impulse) aller Teilchen zur Zeit ¢t das System in dem Volumenelement d*" z
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um den Punkt {7 ... 7™} des 3N-dimensionalen ,Konfigurationsraumes”
herum (bzw. in d*¥p um den Punkt {5V, ..., 7™} des 3N-dimensionalen Impuls-
raumes) vorzufinden.

Spatestens beim Mehrteilchensystem wird der grundlegende Unterschied zwi-

schen Quantenmechanik und klassischer Wellentheorie deutlich: Auch bei Benut-

zung der Ortsdarstellung ist die Wellenfunktion nicht mehr eine Funktion auf dem dreidi-

mensionalen Raum der Anschauung, sondern auf einem hoherdimensionalen Konfigurati-

onsraum. Ihre Zeitentwicklung werden wir durch eine zeitabhidngige Schrodinger-

Gleichung

e

Hip =ih— 4.77

Y =ih—, (4.77)

beschreiben, deren allgemeine Losung wir bei Kenntnis des vollstandigen Eigen-
funktionensystems

{wn (FO, 7)oy, (PO PN ) ‘ n = 1,2,3...;1/:0...00}
(4.78)
von H, d.h. nach Losung der stationiren Schrodinger-Gleichung
Hppy =Epythny 4.79)

mit den Randbedingungen, ebenso wie in (4.23) durch Superposition aufbauen
konnen.

Der Hamiltonoperator nimmt fiir eine grofle Klasse von Problemen der Atom-,
Festkorper- und Kernphysik, soweit sie nichtrelativistischer Behandlung zugang-
lich sind, die Form

N
H=>" {Qm_ P2 4 Ui(X())} +) V(XO - X0 (4.80)
i=1 ' i#]

an, wobei U;(7")) die potentielle Energie eines auf das i-te Teilchen wirkenden
,aulleren” Kraftfeldes ist (,, Einteilchenpotentiale”), wahrend V' die potentielle Ener-
gie einer zwischen je zwei Teilchen wirkenden ,inneren” Kraft beschreibt, die nur
von den Abstidnden |7 — 7U)| abhingt (,,Zweiteilchenpotential”). Fiir die Z Elek-
tronen in einem Atom der Ordnungszahl Z etwa, dessen schwerer Atomkern als

ruhendes Kraftzentrum behandelt wird, ware m; = ms = ... = mz = m, und
Ui(X(z)) - _76—». ,
4reg | X O]
2
V(XD - X0)|) = S =1, 704 481
(1 ) ey [0 %0 (4,7 #J) (4.81)

zu setzen. Die Verallgemeinerung auf den Fall eines dufleren Magnetfeldes durch
die Ersetzung

POy PO _ g A(XO, 1) (4.82)

ist evident.
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Besonders einfach ist der (stets nur als Idealisierung zutreffende, aber als Aus-
gangspunkt fiir Ndherungsverfahren oft sehr geeignete) Fall, dafs V' = 0 gesetzt
werden kann. Dann ist der Hamiltonoperator
=3 RO ro ~ P2 g0 4.83
— 7 't 13 — p 13 .
; mi o HUI(XY) (4.83)

my;

ein sog. Einteilchenoperator, d.h. er zerféllt in eine Summe von N Operatoren, die
jeweils nur auf die Koordinaten (bzw. Impulse) eines einzigen Teilchens wirken
und deshalb auch alle miteinander kommutieren:

[H(i),H(j)]:(), i,j=1,...,N. (4.84)

In diesem Falle kann das vollstdndige System der Eigenfunktionen von H dadurch
aufgebaut werden, dafd man zunéchst die erheblich einfacheren Einteilchenproble-
me

H% = enXn;, i=1,...,N (4.85)
16st und dann samtliche Produktwellenfunktionen

bildet: da jedes H(® jeweils nur auf einen der Faktoren wirkt und diesen bis auf e,,,
reproduziert, sind dann diese Funktionen offensichtlich Losungen von (4.79) mit

E,=¢€y +€n+...+ €. (4.87)

(Fiir die kontinuierlichen Anteile der Spektren von (4.85) sind die n,; durch v; zu er-
setzen.) — Sind die Zweiteilchenwechselwirkungen V' in (4.80) nicht mehr vernach-
lassigbar, so sind die exakten Eigenfunktionen i.a. ,korrelierte”, d.h. nicht mehr in
der Produktform (4.86) darstellbare Funktionen; das System der Funktionen (4.86)
ist jedoch wegen seiner Vollstandigkeitseigenschaft auch dann noch von Nutzen:
die exakten Losungen konnen durch Entwicklungen nach den Produkteigenfunktionen des
,unkorrelierten” Problems nichtwechselwirkender Teilchen dargestellt werden (, Konfi-
gurationsmischungen”), deren Koeffizienten man so zu bestimmen versucht, daf3
die Schrodinger-Gleichung mit V-Termen erfiillt wird. (Mit den heute verfiigba-
ren Techniken ist dies freilich fiir N > 3 nur ndherungsweise moglich.) — Dennoch
sind zu (4.86) zweierlei Warnungen vonnoten:

(a) Streng genommen ist (4.86) auch im Falle der Gl. (4.83) nur fiir Systeme ver-
schiedener Teilchen brauchbar. Fiir Systeme identischer Teilchen, wie z.B. die
Elektronen eines Atoms, muf$ die Wellenfunktion unabhéngig von den Details
des Hamiltonoperators gewissen zusétzlichen Symmetrieforderungen geniigen,
die in Teil III dieser Vorlesung zu behandeln sein werden.

(b) Wiinscht man die ¢, als gemeinsame Eigenfunktionen gewisser mit H ver-
tauschbarer Operatoren zu wéhlen, so kann diese Forderung in ungiinstigen
Féllen mit der Produktwellenfunktion (4.86) nicht zu erfiillen sein; sie ist dann
erst durch (evtl. unendliche) Linearkombinationen zu befriedigen.



4.5. Schrodinger-Gleichung fiir Mehrteilchensysteme 63

Wie in der klassischen Mechanik gestattet der Fall N = 2 mit U; = U, = 0, d.h. das
Zweiteilchenproblem ohne ,dufSere” Krifte mit

1 — 1 — — —
H=_—pW24 —_ p@2Ly(|X0 - X)), (4.88)
2m1 2m2

eine besonders einfache Behandlung, wenn man die Wellenfunktion in der Orts-
darstellung statt als Funktion von 7" und 7*(?) als Funktion der Schwerpunkts- und
der Relativkoordinate des Systems,

. (1) 7 (2)

B M mer T (4.89a)

mi + mo
= 7O _p@ (4.89b)

=

auffafit. Die Operatoren des Gesamt- und des Relativimpulses des Zweiteilchen-
systems,

P = PW4 p@) (4.90a)
B@ _ ., PO
jg = M m1+”m"”z , (4.90b)

nehmen dann ndmlich durch triviale Umrechnung in der Ortsdarstellung die Ge-
stalt

—

ple) —

[~

Vi . P9 ="V (4.91)

~
~

an, d.h. P wirkt nur auf die Schwerpunkts-, 7 nur auf die Relativkoordinate. Wegen
der Vertauschbarkeit aller Impulsoperatoren miteinander folgt dann

1
— 2 (4.92)

mit der Gesamtmasse M = m,; + msy und der bekannten reduzierten Masse
mimsg

_ , 4.93
h= (4.93)

Das heifst aber, dafd der Hamiltonoperator (in Ortsdarstellung)

H= ﬁ P@2 4 i P2+ V(7)) (4.94)
wie bei (4.84) in zwei auf verschiedene Koordinaten wirkende und daher kommu-
tierende Summanden zerféllt — jedoch hier nicht, wie in (4.83) angenommen, in
den Einteilchenkoordinaten, sondern in den Kombinationen (4.89). In diesen kon-
nen wir deshalb analog zu (4.86) Produktlésungen angeben, wobei wir die Eigen-
funktionen des Schwerpunktanteils P(")2/2M von H, der die kriiftefreie Bewegung
des Schwerpunktes beschreibt, bereits kennen, die der Relativbewegung dagegen
durch Losung des sog. dquivalenten Einkorperproblems

1 =T fond re re
3 P+ V)| 94 = B i) (4.95)
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fiir ein fiktives Teilchen der Masse 1 zu bestimmen haben. Die Produktfunktionen

Vi (B 7) = (21) 2 KRyl () (4.96)
sind dann exakte Eigenfunktionen von H zu den Eigenwerten
hK*?
E= By 497
o (4.97)

und die allgemeine Losung kann durch Superposition der Losungen (4.96) fiir alle
K und n bzw. v aufgebaut werden. Fiir Zweiteilchenprobleme ohne duflere Krifte

werden wir daher stets sofort durch , Abseparieren der Schwerpunktsbewegung” zum
Problem (4.95) iibergehen.

Fiir mehr als zwei Teilchen kann zwar fiir U = 0 durch Einfithrung von R =
S mim® /(3. m;) und P mit P(® = b \Y 7 die kréftefreie Schwerpunktsbewegung
noch immer gemaf3

_ 1 52 (int) .- [ (int) *] _
H—72(Zimi)P +H mit |[H", P| =0 (4.98)
abgespalten werden, aber es gibt im allgemeinen keine Koordinatentransformation
mehr, die auch den ,inneren” Anteil H(), der alle Wechselwirkungen enthdlt, in
miteinander kommutierende, jeweils nur auf wenige Koordinaten wirkende Sum-
manden zerfallen 1df3t. Hierin liegt, wie in der klassischen Mechanik, die Schwie-
rigkeit des Mehrkorperproblems.



Kapitel 5

Gebundene Zustande im
Zentralkraftfeld

5.1 Allgemeines zum Zentralfeldproblem

Wir betrachten nun die Bewegung eines Teilchens in einem kugelsymmetrischen
Kraftfeld mit Potential V' = V (r), r = |7|. Wir nehmen an, daf§ das Kraftfeld um
den Ursprung lokalisiert sei in dem Sinne, da8 V' (r) fiir r — oo gegen eine Kon-
stante geht, die bekanntlich ohne Einschrankung der Allgemeinheit Null gesetzt
werden kann:

V(ir) - 0 fir r— 0. (5.1)

Damit sind die (unrealstischen, aber als Modelle wichtigen) Félle ausgeschlossen,
in denen V(r) fiir » — oo unbeschrdnkt ansteigt, insbesondere der harmonische
Oszillator mit V(r) o r%, den wir aber in Kap. 11 mit anderen Methoden behandeln
werden.

Die Suche nach den Losungen der stationdren Schrodinger-Gleichung (4.20) wird
durch die Beobachtung erleichtert, dafs wegen der Gln. (3.13) offenbar

—

V(r),L]=0 5.2)

ist und deshalb auch der gesamte Hamiltonoperator H = T + V' mit allen Drehim-
pulsoperatoren kommutiert. Wir konnen deshalb von vornherein nach simultanen

Eigenfunktionen zu H, L? und L (mit den Eigenwerten E, i2(I+1) und hm) fragen;
sie miisssen in der Ortsdarstellung, wie schon bei (3.72) diskutiert, die Form

1 .
U(7) =~ 1) Yin(7) 53)
haben, so da8 fiir f(r) die Radialgleichung

d*> 2m I(I+1) 2m
Ly o = .
pi 3 3 V(r)| f(r)y=0 (5.4)

zu losen bleibt. Da sie m nicht mehr enthilt, werden Eigenwerte £ und Eigenfunk-
tionen f(r) unabhidngig von m sein, d.h. jeder Eigenwert E hat (mindestens) eine

65
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(20 + 1)-fache sog. Richtungsentartung, da sich aus (5.3) 2/ + 1 linear unabhédngige
Eigenfunktionen zu F mit

m=—l,-l+1,...,0,...,1=1,1 5.5)
ergeben.

Als Randbedingungen sind neben der Normierung (1.14), die sich nun wegen (3.53)
zZu

/Ooo dr [f(r)]? =1 (5.6)

vereinfacht, vor allem die Bedingungen (3.88), also

f0)=0 , f(o0)=0 (5.7)

wesentlich, die sicherstellen, dafs ) im Hermitezitdtsbereich des Operators P, liegt
— sofern nicht, wie bereits betont, uneigentliche Eigenfunktionen auftreten.

Einen qualitativen Eindruck von der Gestalt des Spektrums vermittelt folgende
Plausibilitatsbetrachtung: Fiir positive Energien, wo wir

“—E=k  (E>)0) (5.8)

setzen konnen, wird sich f(r) fir r — oo, sofern V' (r) dort hinreichend rasch ab-
tallt, asymptotisch wie eine Losung der Dgl.

|:5_T22 4 k2:| fas(,',,) =0 (59)

verhalten, die bekanntlich das Fundamentalsystem
1a,s(r) — eikr , 23’5(7“) — efikr (510)

besitzt. Die Losungen verhalten sich hier also, genau wie (3.92) bzw. (3.94) beim
kraftefreien Problem, fiir r — oo oszillierend, so dafs (5.6) und die zweite Bedin-
gung (5.7) mit ihnen nicht erfiillbar sind. Andererseits bleiben sie betragsmafdig
beschrinkt, so dal durch Uberlagerung mit normierbaren Paketamplituden nicht-
stationdre Losungen, die allen Randbedingungen geniigen, sich aufbauen lassen.
Fiir diese Superposition sind jedoch alle E- bzw. k-Werte gleichermafien tauglich
und, wie wir in Analogie zum kraftefreien Fall vermuten, fiir die Vollstandigkeit
des Eigenfunktionensystems auch notwendig; es sind keine speziellen E-Werte aus-
gezeichnet. Wir erwarten daher fiir E > 0 ein kontinuierliches Spektrum mit E = 0. .. 00
bzw. k =0...00 und uneigentlichen Eigenfunktionen, die jedoch die erste Bedingung
(5.7) erfiillen miissen, da deren Verletzung, wie wir bei (3.88) betonten, auch durch
Superposition nicht zu beheben wire. Fiir r — oo miissen sie andererseits in eine
(reelle) Kombination der Losungen (5.10) tibergehen. Kennzeichnen wir die Radi-
alfunktionen durch die Indizes k& und [, so haben wir also

fk,l(o) =0 , fkyl(T — OO) — Nk,l sin [k?“ —+ Oé(k, l)] . (511)
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Diese Losungen sind das quantenmechanische Gegenstiick zu den im analogen
klassisch-mechanischen Problem fiir ¥ > 0 vorliegenden rdumlich unbeschrank-
ten Bahnen, die in grofler Entfernung vom Kraftzentrum langs geradliniger Asym-
ptoten ins Unendliche laufen.

Fiir negative Energien andererseits, wo man

2m

setzt, wird sich f asymptotisch wie eine Losung der Dgl.

2
e =0,

d.h. also wie
f23(r) — axe™ + bee™ (r — o0) (5.13)

verhalten, und da mit asymptotisch exponentiell anwachsenden Funktionen Gl.
(6.6) und die zweite Forderung (5.7) auch nach Superposition stets verletzt wer-
den, existieren hier zu beliebig vorgegebenem F i.a. liberhaupt keine zulédssigen
Losungen. Es kann hochstens bei diskreten ,, Ausnahmewerten” von x vorkom-
men, dafd in (5.13) b, = 0 wird, wahrend die Losung zugleich f(0) = 0 erfiillt; dort
existiert dann eine allen Randbedingungen gentigende radiale Eigenfunktion. Fiir
E < 0 existiert, wenn iiberhaupt, dann allenfalls ein Punktspektrum mit eigentlichen, nor-
mierbaren Eigenfunktionen, die asymptotisch exponentiell abfallen, wobei Lage der
Eigenwerte und Form der Eigenfunktionen noch von der Drehimpulsquantenzahl
[ abhédngen, so dafs man die Eigenwerte gemaf3

E=E,, ; [=012,...; n=12.3,... (5.14)

numerieren wird. Die Abklingkonstante des asymptotischen exponentiellen Abfalls der
zugehorigen Radialfunktion f, (r) ist dabei jeweils durch 1/k,,; gegeben.

Diese Eigenfunktionen sind das Gegenstiick zu den beim klassischen Problem fiir
E < 0 auftretenden rdumlich beschrankten Bahnen und werden daher als gebun-
dene Zustinde bezeichnet; die Groflen B, ; = |E,, | heiflen Bindungsenergien.

In diesem Kapitel werden nur die eigentlichen Losungen zum diskreten Spektrum bei
E < 0behandelt; die uneigentlichen Losungen fiir £ > 0 werden fiir das Streupro-
blem (Teil IV) wesentlich. Dabei zeigt sich, dafd obige Plausibilitdtsbetrachtung die
Verhiltnisse nur dann vollstandig richtig erfafit, wenn V'(r) ein sog. kurzreichweiti-
ges Potential im Sinne der Bedingung

r-V(ir) - 0 fur r— oo (5.15)

ist. Fiir das in der Atomphysik so wichtige Coulomb-Potential, V' (r) < 1/r (Ab-
schnitt 5.3), das , langreichweitig” im Sinne einer Verletzung von (5.15) ist, sind in
(6.13) noch Potenzfaktoren, d.h. ein asymptotisches Verhalten wie

e N =\E,I), (5.16)
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zuzulassen, und fiir £ > 0 dementsprechend logarithmische Korrekturen zum kr im
asymptotischen sin-Verhalten von GL. (5.11).

Wir vermerken schliefllich noch, daf fiir das Verhalten von V() bei r — 0 gewis-
se einschrankende Bedingungen erfiillt sein miissen: Die Stabilititsbedingung (4.21)
wird verletzt, wenn V (r) fiir r — 0 wie —1/r? oder stirker gegen —oo geht (sog. singulii-
re Potentiale); dagegen sind schwichere Divergenzen nach —oo zuléssig, insbeson-
dere die (—1/r)-Divergenz des anziehenden Coulomb-Potentials. Fiir nach unten
beschrankte Potentiale, also

V(r)> =V, furalle r (V5 >0), (5.17)
sieht man aus (T') = 5 (P?) > 0 sofort, da8 fiir gebundene Zustinde

E=(H)> (V) >V (¢,¢) =V (5.18)

gilt, also die Eigenwerte durch —V{ nach unten beschrédnkt sind. Insbesondere folgt
fir Vo = 0, d.h. ein tiberall positives (insbesondere ein rein abstofSendes) Potential
mit V(r — oo) — 0, daf keine diskreten Eigenwerte existieren und das Spektrum
(wie im kréftefreien Fall, aber natiirlich mit anderen Eigenfunktionen) rein konti-
nuierlich ist.

5.2 Energieeigenwerte beim Coulomb-Potential

In einem wasserstoffdhnlichen Atom der Kernladungszahl Z (H-Atom fiir Z =1,
einfach ionisiertes He fiir Z7 = 2 usw.) ist das Elektron dem anziehenden Coulomb-
Potential

1 Ze?

Vi) =—— 2% (5.19)

dmey T

des Kerns unterworfen. Letzterer kann, da er selbst fiir Z = 1 sehr viel schwerer als
das Elektron ist, in sehr guter Ndherung als im Ursprung ruhendes Kraftzentrum
behandelt werden. Fiir eine genauere Rechnung kann man die Gesamtschwer-
punktsbewegung gemafs (4.96) abseparieren und zum dquivalenten Einkorperpro-
blem (4.95) iibergehen, wobei lediglich die Elektronenmasse m durch die reduzier-
te Masse

mM m m
P M 1+ m(1-57) (5-20)

ersetzt wird (M Kernmasse).

Fir E < 0 bilden wir mit dem « von Gl. (5.12) die dimensionslose Variable

p=K-T (/1:\/2—?|E|>, (5.21)

in der die Radialgleichung (5.4) die Form

{5_22 L 2B l(ltl)} Fo) =0 (5.22)
p p p
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annimmt. Der noch festzulegende Eigenwertparameter E steckt dabei in dem di-
mensionslosen ,Sommerfeldschen Parameter”

Ze? m
n=n(E)= Areoh \/m ; (5.23a)

der auch in der Form

n(E) = Za, | ;T; (5.23b)

mit der fiir alle elektromagnetischen Wechselwirkungen charakteristischen ,,Fein-
strukturkonstante”

e? 1
o= N ——
dreghe 137

geschrieben werden kann.

(5.24)

Zur Losung von (5.22) spalten wir von f(p) zundchst das nach (5.13) erwartete
asymptotische Verhalten e~ ab. Weiter untersuchen wir das Verhalten fiir p — 0,
wo in (5.22) die 1/p*-Divergenz des Zentrifugalterms fiihrend wird, also
da? I+
dp? 02
gilt. Zwei Fundamentallosungen dieser Gleichung findet man durch Potenzansatz
f(p) = p° bei p — 0; er fithrt auf die Bedingung

s(s=1)—=1(l+1)=0 (5.26)

] fo) =0 (p—0) (5.25)

mit den Losungen s = [ + 1 und s = —/. Fiir die zweite Losung ist, genau wie fiir
das n; von (3.90a) und (3.95a) im kriftefreien Fall, die erste der Bedingungen (5.7)
nicht erfiillbar; es bleibt also f(p) ~ p'*! bei p ~ 0. Fiir die Restfunktion g in

flp) =p"" e g(p) (5.27)
ergibt sich nach Umrechnung die Dgl.

[p;l—pQ+2(l+1—p)dilp+2(77(E)—l—1) g(p) =0. (5.28)

Zu ihrer Losung versuchen wir, da das richtige Verhalten bei p — 0 bereits abge-
spaltet ist, den Potenzreihenansatz

g(p) = Za,,p” mit ag #0. (5.29)
v=0

Nach Einsetzen in (5.28) und geeignete Umbenennung des Summationsindex in
den Reihen fiir p - d*g/dp? und dg/dp erhdlt man

io: {V(V +1)a,41 + [(QZ +2)(v+1)a,

v=0

—2u a,,] +2(n(E)—1-1) a,,} p'=0. (5.30)
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Durch Koeffizientenvergleich folgt die Rekursionsformel

v+1l+1—n(E)
(v+1)(v+20+2)

ay (5.31)

Ayi+1 =

fiir die Koeffizienten a,, deren freibleibender Rekursionsanfang a, als Normie-
rungskonstante fiir die Gesamtlosung fungiert. Fiir sehr grofie v wird nun (5.31)
zZu

Ay41 2
ay (v+1)

d.h. die Reihe (5.29) enthélt eine Teilreihe

(v — 00), (5.32)

1 1
Go+ a0 20+ 5 a0 (20)° + 0-(20)°+ ... =ape”, (5.33)

a
1 1-2 1-2-3

sofern sie nicht abbricht, d.h. ein Polynom wird. Da diese Teilreihe, in (5.27) einge-
setzt, eine fiir p — oo wie e™” anwachsende, also (5.6) und die zweite Bedingung
(5.7) verletzende Losung ergibt, konnen zuldssige Eigenfunktionen nur fiir dieje-
nigen Werte des Parameters 7(E) existieren, bei denen die Reihe abbricht: Fiir ein
endliches v = nmitn =0,1,2,... muf

n+l+1—-n(FE)=0 (5.34a)

werden. Dies ist die Bedingung, die in der Sprache von Gl. (5.13) b, = 0 sicherstellt.
Da auch [ eine ganze Zahl > 0 ist, ist

N=n+l4+1=1,203,... (5.34b)

eine nattirliche Zahl; Bedingung (5.34a) besagt

n(E)=N=12,3,... (5.34¢)
oder
Ze2 \> [ m
= N2. :
(47reoh) <—2E> (5:34d)
Damit erhalten wir die diskreten Energieeigenwerte
1 (Z%*/4mey\ 1 1 5 (Za)?
Ev==3 (7) R (5:35)
des wasserstoffdhnlichen Atoms, wobei die Lange
degh?
a= 7['602 =0,529-10 %em (5.36)
me

identisch ist mit dem ,,Bohrschen Radius”, der sich in der alten, klassische Bahn-
vorstellungen verwendenden Quantentheorie als Radius der energetisch tiefsten
Kreisbahn im H-Atom ergab. Die aus den Spektralserien des H-Atoms empirisch
erschlossenen Energieniveaus (, Terme”), die sehr genau das 1/N 2.Gesetz (5.35)
befolgen, werden damit durch die Quantenmechanik zwanglos erklart.
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Die Zahl N heifst Hauptquantenzahl. Da n > 0 ist, sind nach (5.34b) zu gegebenem
N die N verschiedenen [-Werte

1=0,1,2,...,N —1 (5.37)

moglich, d.h. fiir gegebenen Energieeigenwert ist, wie zu erwarten, der Drehim-
pulsbetrag nach oben beschrankt. Andererseits ergeben sich zu diesen /-Werten,
die alle zum gleichen Ey gehoren, N verschiedene Radialwellenfunktionen fx;(r),
weil die Radialgleichung (5.22) von [ auch explizit (und nicht nur tiber n(E) = N)
abhéngt. Der Entartungsgrad, d.h. die Zahl der linear unabhangigen Eigenfunktio-
nen, fiir den Eigenwert Ey ist also nicht nur 2/ + 1 wegen der Richtungsentartung,
sondern sogar

N-1

Z(Ql+1):2-%+N:N2. (5.38)
=0

Diese zusitzliche Entartung ist fiir das 1/r-Potential charakteristisch und fiir ande-
re kugelsymmetrische Potentiale i.a. nicht vorhanden; dort liegt zumeist nur die
Richtungsentartung vor, und die Eigenwerte sind wie in (5.14) als E,; bzw. Ey
zu schreiben.

5.3 Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms

Zu jedem Eigenwert (5.35) gehort nach (5.12) eine asymptotische Abfallkonstante
_Z
~aN’

Die Potenzreihenlosung (5.29) wird wegen der Abbruchbedingung (5.34a) zu ei-
nem Polynom n-ten Grades, wobei fiir gegebenes IV die n-Werte

(5.39)

n=N-]-1=N-1,N-2,...,1,0 (5.40)

auftreten. In der Variablen 2p geschrieben und mit einer konventionsbedingten
Normierung heilen diese Polynome die zugeordneten Laguerreschen Polynome L2+

glp) = Lyt (20) = L3 1(2p)  (p=pn=hy 7). (5.41)

Die konventionelle Normierung wird dadurch festgelegt, daff man die L?(x)
(x = 2p, p =20+ 1) als Koeffizienten in der Taylorentwicklung der , erzeugenden
Funktion”

rt

Gz, t) = (1 —t)~P+D e 1= (5.42)
um ¢ = 0 herum identifiziert:
e D),
Gz, t) =) ) " (5.43)

n=0



72 Kapitel 5. Gebundene Zustinde im Zentralkraftfeld

Tatséachlich ist G, wie man leicht nachrechnet, Losung der partiellen Dgl.
0* 0 0

Setzt man hier die Reihenentwicklung (5.43) ein, so findet man, da8 L? (z) Losung
der gewohnlichen Dgl.

da?

{xd—2+(p+1—x)%+n}Lﬁ(x):0, (5.45)

d.h. der auf z =2p umgeschriebenen Gl. (5.28) ist. Zugleich zeigt die aus
(5.42/5.43) folgende Vorschrift

zg(x):-glgﬁﬂl{(é%)"[(1-ﬂ—@+ﬂe—ﬁi]}hﬂ : (5.46)

daf3 L? Polynom ist. Nach unserer obigen Konstruktion ist es daher identisch mit
der von uns konstruierten Polynomldsung ¢(p) bis auf eine spezielle, konventions-
bedingte Wahl des Rekursionsanfangs a,, der sich aus (5.46) zu

[(N 4+ D)2

1241 _ 47
v O = e ) (647)
bestimmt. Man zeigt unschwer, dafs (5.46) dquivalent ist mit
d\P d \k
j4 e 0 . 0 N el k —x
LP(x) = < dx> Lpp(m) 5 Li(z)=e (dx> (z%e") . (5.48)
Hieraus oder direkt aus (5.46) ergibt sich z.B.
N=1: (I=0,n=0): Li(2p)=1, (5.49a)
[=0,n=1): L (2p)=4(1-p),
N=2: ( ): Li(Ze) =401~ p) (5.49b)
(l=1,n=0): L3(2p) =6,
USW.
Wir konnen nun die vollstdndige Radialfunktion (5.27) mit zwei Indizes als
fava(r) = Ong (kyr) e " L2 (2657) (5.50)

schreiben, wobei der Normierungsfaktor C; der Phase nach wieder durch Konven-
tion, dem Betrage nach aus Gl. (5.6) in der Form

|CN,l|2 > dr e~ T 22 [[ 2+ 2 _
re 'x [LNflfl(I)] =1 (5.51)
0

20+3
Ky 2

(r = 2kyr) zu bestimmen ist. Man berechnet dieses Integral, wie alle Integrale
vom Skalarprodukttyp (fn'r, A fn,;), am besten mittels der erzeugenden Funktion
G(z,t), indem man etwa fiir (5.51) das Integral

/ dv e 2?2 G(x, 5) G(w,1)
0

(e A Ot e = D I
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direkt auswertet und nach Potenzen von s und ¢ entwickelt, andererseits fiir beide
G die Reihe (5.43) einsetzt, so daf’ als diagonale Koeffizienten der Doppelpotenz-
reihe gerade die gesuchten Integrale (5.51) auftreten. Durch Koeffizientenvergleich
findet man:

> > AN[(N -+
ot o =208
und damit
o [Ex(N == 1)1
=2 N (554

Die orthonormierten Gesamtwellenfunktionen des diskreten Spektrums sind damit zu
schreiben:

Unan (0, 9) = Fva(r) Vim0, ) (555)

Als Beispiel greifen wir den Grundzustand N = 1 heraus, fiir den nach (5.37) nur
| = 0 und damit auch m = 0, d.h. keine Entartung vorliegt. Mit (5.49a) wird hier fiir
das H-Atom (Z = 1)

Yro0(F) = (@Pr) e s (5.56)
Die zugehorige radiale Wahrscheinlichkeitsverteilung,

2r T

Anr? [ (F) 2 dr = | fro(r)[2 dr = (E) e (%) d(—) : (5.57)

a

hat, wie man leicht nachrechnet, ihr Maximum bei r = a. Diese statistische Aussa-
ge tritt in der Quantenmechanik an die Stelle des anschaulichen, aber im atomaren
Bereich nicht mehr haltbaren Bildes der , tiefsten Bohrschen Bahn” vom Radius a.

Anmerkung:

Die gemafs (5.45) auf z = 2p umgeschriebene Dgl. (5.28) ist vom mathematisch
wohluntersuchten Typ der sog. konfluenten Dgl.

:U——i—(c—x)i—b w(x) =0 (5.58)

mit den Parametern

—[n(E) —1-1] (5.59)

c=24+2 , b
(==N+Il+1=-n fur E=Ey).

Die von uns durch die Potenzreihe (5.29) konstruierte, bei = 0 reguldre Losung,
die fiir allgemeine Werte von b bzw. E nicht abbricht und fiir x — oo wie e” an-
steigt, heifdt in der Normierung w(0) = ay = 1 die konfluente Reihe oder Funktion
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und hat nach (5.31) die allgemeine Gestalt
bz bb+1) 2?
+

= Z Ebg” x_’ mit (b), = F(Il:a;)z/) (I' = Gamma-Funktion) .
— () V!

In dem von uns betrachteten Sonderfall, b = nichtpositive ganze Zahl, bricht die
konfluente Reihe ab, und nach (5.47) wird

[(n+20+1)!]?
nl (204 1)!

L2 (z) = 1Fi(—n, 20+ 2;x) . (5.61)
Im allgemeinen Fall, den man zweckméfig durch Losung von (5.58) mittels einer
komplexen Laplace-Transformation behandelt, hat (5.60) das asymptotische Ver-
halten
L(e) , 4 1
Fi(b, c; e A | —
1Fi(byc;x) — F(b)e x [ +O<|x|)]

g ool

und die Bedingung, daf$ der e”-Term ausfillt (die Funktion 1/I'(x) hat Nullstellen
bei z = 0,1, -2,...), fithrt auf die Eigenwertbedingung (5.34a/b) zuriick.— Eine
von | F linear unabhingige Losung von (5.58), die mit U (b, ¢; x) bezeichnet wird,
verhilt sich fiir x — 0 wie

Te—=1) (.4 O(llnz|), ¢=2
ROR )+{ O(lzl°2), ¢>2, (563)

+

U, c;x) —

und wird deshalb als ,irrequlire Losung” bezeichnet; sie wurde hier durch den An-
satz (5.29) von vornherein ausgeschieden, da sie f(0) = 0 stets verletzen wiirde.
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Kapitel 6

Der Hilbertraum eines
quantenmechanischen Systems

6.1 Axiomatische Einfiihrung des Hilbertraumes

Die vollige Gleichwertigkeit der bisher benutzten verschiedenen Darstellungen
fir die quantenmechanische Beschreibung des Bewegungszustandes (und die dar-
aus erwachsende Vermutung, dafs es noch viele weitere gleichwertige Darstellun-
gen gibt) legen es nahe, eine allen diesen Darstellungen gemeinsame mathema-
tische Struktur aus ihnen zu abstrahieren, mit deren Hilfe sich die wesentlichen
Aussagen der Quantenmechanik darstellungsunabhingig formulieren lassen. Als
wesentliche Ziige einer solchen Struktur erkennen wir riickblickend:

(a) Fir die den Bewegungszustand beschreibenden Grofsen gilt stets ein Superpo-
sitionsprinzip, d.h. sie bilden einen linearen Raum;

(b) Mefiwahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte sind durch Integral- oder
Summenbildungen gegeben, die die kennzeichnenden Eigenschaften von Ska-
larprodukten besitzen;

(c) Den physikalischen MefigrofSen sind lineare Operatoren zugeordnet, die auf die
Grofen (a) wirken.

Wir abstrahieren nun aus (a) und (b) das Postulat: Den moglichen Zustanden ei-
nes quantenmechanischen Systems sind gewisse (ndmlich normierte, s.u.) Elemen-
te (Vektoren) eines sog. Hilbertschen Raumes H eindeutig zugeordnet, die wir nach
Dirac durch die , Ket-Symbole”

XD, [#); 19, (6.1)

bezeichnen. Fiir H gelten folgende Axiome:
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(1) H ist ein linearer Vektorraum iiber dem komplexen Zahlkorper C, d.h.

(1a)

(1b)

in H ist eine assoziative und kommutative Addition erklart, die ein Neutral-
element, den Nullvektor 0, besitzt' und beziiglich deren jeder Vektor |¢) € H
ein eindeutiges Inverses —|¢/) hat mit

W)+ (=) =0  V[y)eH.

Es ist eine Multiplikation der Vektoren von H mit komplexen Zahlen ¢ € C erklart,
die sowohl beziiglich der H- als auch der C-Addition distributiv ist und die
Eigenschaften

Ly =) , (c-e)-[¢)=ci-(c2- 1))
besitzt. — Damit sind auch beliebige Linearkombinationen

N

> caltn), . en €C, ). Uy) EH, (6.2)

n=1
erklart.

Wie tiblich heif$t dann ein Satz {|¢1), [12), ..., [¢¥x)} von Vektoren aus H line-
ar unabhingig (l.u.), wenn aus dem Bestehen der Relation

N
Z Cn|7v/}n> =0
n=1

folgt, dafs ¢; = c2 = ... = ¢y = 0 ist; andernfalls sind die Vektoren linear ab-

héngig. Ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Vektoren endlich, so redu-
ziert sich ‘H auf einen endlich-dimensionalen Vektorraum; bei den fir die
Quantenmechanik wichtigen Hilbertraumen ist dies jedoch in der Regel ge-
rade nicht der Fall, d.h. # ist in der Regel von unendlicher Dimension.

(2) H ist ein unitirer oder Skalarproduktraum, d.h. je zwei Vektoren (i), [12) € H ist

eine Zahl
(Y1) € C, (6.3)
das Skalarprodukt der beiden Vektoren, eindeutig zugeordnet mit folgenden
Eigenschaften:
(@1ler) + lp2)] = (Dlen) + (Wle2) (6.4)
(Distributivitét beziiglich der H-Addition),
@lle- o) = c- (Wle) (6.5)
(Linearitdt im zweiten Faktor)
(pl) = (Plp)*  (Symmetrieeigenschaft) (6.6)
(insbesondere also (1|1) reell fiir alle |¢))),
(Y|ly) >0  furalle [¢)) € Hund = 0 nur fir [) =0. (6.7)

'Der Nullvektor 0 ist nicht zu verwechseln mit dem oft verwendeten Symbol |0) fiir den Grund-
zustand eines Systems.
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Aus (6.5) und (6.6) folgt dann sofort, daf3 fiir c € C

(c-Ylpy =c"- (Wl , (6.8)

d.h. das Skalarprodukt im ersten Faktor ,antilinear” ist.

Aus der Einfithrung des Skalarprodukts ergeben sich sofort weitere, in ihrer
geometrischen Bedeutung unmittelbar einsichtige Begriffsbildungen. Die reelle
positive Zahl

) | = V(@) (6.9)

genannt Norm von |¢), hat alle Eigenschaften, die fiir die ,Lange” (den Betrag)
eines Vektors typisch sind. Die auf 1 normierten oder kurz normierten Vektoren
mit

) [[=1, dh (@) =1 (6.10)

haben fiir die Quantenmechanik besondere Bedeutung. Fiir diese Norm laf3t
sich in bekannter Weise die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

el * < [ ) 12 1) 1P Vo), [b) € H (6.11)

beweisen?, wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn beide Vektoren
,parallel” sind, d.h. |¢) = ¢ |¢)) mit c € C gilt.

Zwei Vektoren |1)), |¢) heiSen orthogonal, wenn (p|y)) = 0 ist. Dementsprechend
heifit ein endlicher Satz {|¢;) | i = 1,2,3, ...} von Vektoren aus # Orthonormal-
system, wenn fiir je zwei Vektoren dieses Satzes

(ilthj) = & (6.12)

gilt. — Die Norm der Differenz zweier Vektoren,

d(p,) = Il 1oy — [¥) || = V/{ele) + (Y[v) — 2Re(ply) , (6.13)

hat alle Eigenschaften eines Abstandes oder einer Metrik, insbesondere gilt die
Dreiecksungleichung

o) =1 T < o) + 1y [T < e [T+ 1 o) 1T (6.14)

deren anschauliche Bedeutung offensichtlich ist. Mit der Definition eines Ska-
larprodukts ist also H zugleich auch ein normierter und ein metrischer Raum ge-
worden.

2Man zeige, daf3 der durch [¢)) = II%wI)P |p) + |9) definierte Vektor |§) zu |¢) orthogonal ist, und

berechne damit || 1) || = [¢5H: + | 16) |1
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Mit der Metrik (6.13) 1af3t sich nun auch der Begriff der e-Umgebung eines Vek-
tors |y), d.h. der offenen Hyperkugel vom Radius ¢

{loy e 1 [ [[¥) = [o) | <}, (6.15)

definieren und damit der Raum # in natiirlicher Weise mit einer topologischen
Struktur ausstatten. Damit sind weiter stetige Abbildungen f — sowohl von H
als auch von Teilmengen von # — in sich selbst oder in andere topologische
Raume definiert: Hierbei hat jede offene Umgebung des Bildes f(|¢y)) eines
Hilbertvektors |¢y) eine entsprechende offene #-Umgebung von |[¢,) als Ur-
bildmenge.

Ein wichtiger Sonderfall ist das Skalarprodukt (p|t)) selbst: Bei festem (| ver-
mittelt es eine stetige Abbildung aller |¢)) € H in die komplexen Zahlen, d.h.
wegen der Eigenschaft (6.4) ein stetiges lineares Funktional auf H. Das ,Bra-
Symbol” (| (,,Bra-Vektor”) kann als Bezeichnung fiir dieses lineare Funktional
aufgefafit werden. Es ist dann Element des sogenannten Dualraumes H* zu H,
d.h. der Menge aller stetigen linearen Funktionale auf H, die selbst einen Vek-
torraum darstellt. Das Skalarprodukt erscheint bei dieser Betrachtungsweise
dann als Abbildung von # x H* in C. Wir werden diese ,, duale” Betrachtungs-
weise meist nicht benotigen, weil sich fiir einen Hilbertraum # — mit den noch
zu diskutierenden Axiomen (3), (4) — zeigen 1afst, dafs H* wieder Hilbertraum
und isomorph zu H, d.h. im wesentlichen

H* =H (6.16)

ist: ,Selbstdualitat” von H.

Von starker Konvergenz einer Folge {|1;) } von Vektoren gegen einen Grenzvektor
|v) € H spricht man genau dann, wenn

Tim || 17) = ) || =0 (6.17)
gilt. Man schreibt dann
[7) = s~ lim [y . (6.18)

Eine Teilmenge G C H heifst dicht in H, wenn jeder Vektor von H Haufungs-
punkt von G ist, d.h. sich als Grenzvektor einer Folge von Vektoren aus G im
Sinne von (6.17) darstellen 14fst — auch wenn er selbst nicht in G liegt. — Die
Darstellung eines Vektors |¢/) durch die unendliche Reihe

) = calthn) (6.19)

bedeutet wie tiblich, daf die Folge der Teilsummen " ¢, |¢,) fiir N — oo
stark gegen |¢)) konvergiert.

Die Anwendbarkeit des bekannten Cauchyschen Konvergenzkriteriums si-
chert das nachste Axiom:
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(3)

(4)

H ist ein vollstindiger Raum, d.h. jede Cauchy-Folge von Vektoren aus # kon-
vergiert gegen ein Grenzelement in H.

Unter einer Cauchy-Folge versteht man wie tiblich eine Folge [11), |[¢2), [¢3), . . .,
die ,in sich konvergent” ist in dem Sinne, dafs bei hinreichend grofiem m der
Abstand || [¢;m) — |¢n) || fiir alle n > m unter jede vorgegebene Schranke ¢ ge-
driickt werden kann.

Das Axiom stellt sicher, dafd der Hilbertraum beziiglich der Bildung derartiger
»in sich” konvergenter Folgen abgeschlossen ist, was bei allgemeinen unitdren
Raumen unendlicher Dimension nicht selbstverstandlich ist.

Schliefilich mochte man wie in endlichdimensionalen Vektorraumen jeden Vek-
tor durch Komponentenzerlegung beziiglich einer Basis darstellen konnen.
Dies wird sichergestellt durch das Axiom

H ist separabel, d.h. es existiert in H mindestens ein abzihlbarer Satz von line-
ar unabhingigen Vektoren |¢,) (n =1,2,3,...), der eine Basis von # bildet in
dem Sinne, dafi jedes |¢)) € H sich im Sinne der starken Konvergenz durch eine
Entwicklung (6.19) nach dieser Basis darstellen laf3t.

Wegen der Abzdhlbarkeit kann die Basis {|¢,)}, wenn notig, durch das be-
kannte Schmidtsche Verfahren schrittweise orthonormiert werden, so daf$ wir
0.B.d.A. die Existenz einer Orthonormalbasis mit

(Ym|tbn) = Omn (6.20)

annehmen konnen. Die Koeffizienten ¢, in (6.19) sind dann leicht zu bestim-
men:

cn=(Unly)y, n=1,23,..., (6.21)

so daf8 sich die Basiseigenschaft des Systems {|¢,)}, auch Vollstandigkeit ge-
nannt, durch

) =Y )W ||¥0) VW) €H (6.22)

ausdriicken laSt. Dies wird auch unter Weglassung von |¢) in der kompakten
Form einer Operatorgleichung

> ) (bl =1 (6.23)

geschrieben: Die links von der vertikalen Hilfslinie in (6.22) stehende Folge von
Operationen wirkt insgesamt wie die identische Abbildung 1 in H.

Zu beachten ist, dafd (6.22/6.23) nur fiir Orthonormalbasen richtig ist. Fiir eine
,schiefwinklige” Basis sind die Koeffizienten nicht gemafs (6.21) bestimmbar.
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6.2 Die beiden Standardbeispiele

Die beiden folgenden speziellen Hilbertraume treten in der Quantenmechanik
standig auf:

(a) Der Raum S der quadratkonvergenten Folgen (oder Spaltenvektoren) von komple-
xen Zahlen. Die Spaltenvektoren

ay
Qa2
a=(a,) = as |+ w€C (6.24)
mit der Eigenschaft
Z la,|* < oo (d.h. konvergent) (6.25)
v=1

bilden einen Hilbertraum, wenn man sie mit der tiblichen zeilenweisen Addi-
tion und dem Skalarprodukt

((a)l(b)y = ash, (6.26)

ausstattet; die Reihe in (6.25) wird dann zum Normquadrat ||(a,)||? in 8. Die
Rolle des zu (a, ) dualen Elements tibernimmt der transponierte und komplex kon-
jugierte (,,adjungierte”) Vektor

a' = (a")* = (at,a},a3,...). (6.27)

Eine Orthonormalbasis wird offensichtlich durch die Vektoren

a™ mit o™ =94, (n=1,2,3,..) (6.28)

v

gebildet, bei denen in der Zeile v = n die 1, sonst {iberall die 0 steht.

Den Hilbertraum S erhilt man auf natiirliche Weise, wenn man in einem ab-
strakten Hilbertraum H jeden Vektor |¢) durch den Satz seiner Entwicklungs-
koeffizienten {¢,} in der Entwicklung (6.19) nach einer vereinbarten festen Or-
thonormalbasis charakterisiert: Wegen der Eigenschaften (6.4) bis (6.6) des Ska-
larprodukts ist ja

_ % _ 2
W) = ;cmcn <w?|wn> = Z leal? (6.29)

d.h. die zuletzt geschriebene Quadratsumme stets konvergent. Der konkrete
Raum § bildet also eine , Darstellung”, d.h. ein isomorphes Bild des abstrakten
Hilbertraums.
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(b) Der Raum L? der quadratisch integrierbaren Funktionen f(Z) auf dem reellen R? mit
Werten aus C, die also

/d3x |f(Z)]? < o0 (6.30)

erfilllen®. Mit der iiblichen punktweisen Addition der Funktionswerte und
dem Skalarprodukt

(f.9) = / P f(7) g(7) (6.31)

ausgestattet, ist dieser Raum ein Hilbertraum, den wir als Raum der Einteilchen-
Wellenfunktionen sowohl in der Orts- wie in der Impulsdarstellung bereits verwen-
det haben. Wir schreiben £%, £2, wenn wir diese Funktionenrdume unterschei-
den wollen, und analog £2 EQpbel eindimensionalen Systemen oder £2 ) fur
den Raum der quadratmtegrablen Funktionen auf der Einheitskugel, usw

Eine Orthonormalbasis ist z.B. fiir £2 durch die Eigenfunktionen des eindi-
mensionalen harmonischen Oszillators (Kap. 11) in der Ortsdarstellung, fiir
E?ﬂ,w) durch die Kugelfunktionen Y},,(9, ¢) von Kapitel 3 gegeben. Dagegen
sind die ebenen Wellen von Kapitel 2, weil weder Elemente von £2 gemifl dem
Kriterium (6.30) noch abzdhlbar, kein Beispiel fiir eine £3*-Basis im Sinne des
Axioms (4). Auch die Bindungszustinde (5.55) des H-artigen Atoms, obwohl qua-
dratintegrabel und abzihlbar, sind keine Basis von E% , welil sie fiir sich nicht voll-
standig sind; erst nach Hinzunahme der (uneigentlichen) Eigenfunktionen des
kontinuierlichen Spektrums (£ > 0) entsteht hier —im verallgemeinerten Sinne
der Gl. (4.31) — eine Orthonormalbasis.

6.3 Unterraiume und Tensorprodukte

Eine Teilmenge £ C H heifst Linearmannigfaltigkeit, wenn jede endliche Linear-
kombination von Vektoren aus £ wieder in £ liegt. Eine Linearmannigfaltigkeit
U, die auBlerdem vollstandig, d.h. selbst ein Hilbertraum ist, heifit Teilraum oder
Unterraum von H. Ein wichtiges Beispiel ist die Menge aller Linearkombinationen

N

|X> = Z Cn|Xn> ) <Xm|Xn> = Omn (632)

n=1

von N festen orthonormalen Vektoren |x,,), sie heifSt der von den |x,,) aufgespannte
Unterraum von H.

H heidt direkte Summe der orthogonalen Teilridume U ,Us, Us, . . ., in Formeln

H=U DU OUs B ... (6.33)

3Dabei sind zwei Funktionen als dasselbe £2-Element zu betrachten, wenn sie sich nur auf einer
Menge vom Maf$ Null unterscheiden.
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wenn die Teilraume U/; orthogonal sind in dem Sinne, daf3

(Pely) =0 firalle |) €Uy, |h) €Uy, k#1

gilt, und wenn tiberdies jedes |¢) € H auf genau eine Weise als Linearkombination
[0y = Iy, i) €Uy (6.34)

darstellbar ist. Der Vektor |v;) heif§t die Projektion von |1)) in den Unterraum U;, die
Grofe

die Komponente von |¢/) in ¢4;. Sind {|¢; )} Orthonormalbasen in den Riumen ¥/,
so ist ihre Vereinigung J; {|¢in)} Orthonormalbasis in ganz H.

Ein Sonderfall ist das abzdhlbar unendliche System der eindimensionalen Unter-
rdume, die jeweils von einem Vektor [¢,,) einer Orthonormalbasis von # aufge-
spannt werden und aus allen Vektoren c|i,), ¢ € C bestehen (,,Strahl” in Richtung
|4,)). Hier wird die Zerlegung (6.34) mit der Entwicklung (6.22) identisch.

Beispiel: Der Raum L%ﬁ’ ») ist die direkte Summe der orthogonalen Teilrdume

U = {Menge der Eigenfunktionen von 12 zum Eigenwert /(I + 1)} . (6.36)
(1=0,1,2,...)

Der Raum ¥ hat die Dimension 2/ +1 und wird von den Kugelfunktionen
.Ylm(ﬁ, @) mitm = —I,. .., +l aufgespannt. Die Projektion von f (¥, ¢) € L%IW) in Y
ist gegeben durch

+I

0.0 = 30 { [ 16 @) Do), (637)

m=—I

Eine andere Art von Zerlegung des Gesamthilbertraumes ergibt sich in den physi-
kalisch wichtigen Féllen, wo das System — sei es exakt, sei es in einer bestimmten
Néherung — in unabhingige Teilsysteme zerfillt, die jeweils ihre eigenen Hilbert-
raume

HO H W) (6.38)

besitzen. Wir konnen dann die Elemente des Hilbertraumes H des Gesamtsy-
stems in folgender Weise aufbauen. Sei {|g0§f )) ln=1,2,3,.. } Orthonormalbasis

im Raum # (), dann stellen die formalen Multilinearbildungen

Wy=">_ ¥, e e®) . elD)) (6.39)

nin..ny
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mit der Additionsvorschrift

)+ 10y = Y Wy + ] 1SN 0D) L) (6.40)
nin2..ny
und dem Skalarprodukt
mim2..myN N1 N2..NN
= > A e (6.41)
niyna..ny

einen Hilbertraum dar, der als direktes oder Tensorprodukt jener Einzelrdume be-
zeichnet und

H=HYoHP & . oHW (6.42)
geschrieben wird. Wenn die Koeffizienten ¢(¥) samtlich gemaf3
W = ) el (6.9)

faktorisieren, heifst [¢) Produktzustand oder tensorielles Produkt der Faktorzustén-
de 32, il oh)):

N

vy =11 {Z c%>|¢£f2>} . (6.44)
=1 n;

Die speziellen Produktzustiande

W ngemn) = [0S 0D) .. |o)) (6.45)

bilden eine Orthonormalbasis in #.
Beispiele bilden die Zerlegung
LZ=L2® LY, (6.46)

des Raumes L2 in den Hilbertraum der Radialfunktionen
L2 = {Funktionen f(ryauf r=0...0

:;
o0
mit/ dr r?
0

und den uns schon bekannten Raum Ly . Ist { f,,(r) |n = 1,2, 3, ...} eine Basis in
L2, so bilden die Produktfunktionen

2

Liw)

r

< oo und f(0) = f(o0) = o} (6.47)

Pt (T) = —fn( ) Yim (9, ¢) (6.48)

eine Basis in £3. — Ein anderes Beispiel bietet der Raum L, ., der Ortsraum-
Wellenfunktionen eines Zweiteilchensystems, der gemafs Abschnitt 4.5 als

Ll zny = L5 @ L2 (6.49)

Z1,%2)
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aus den zur Schwerpunkts- und Relativbewegung gehorigen Hilbertraumen auf-
gebaut werden kann; der Raum £2, der ,nach Abseparieren der Schwerpunktsbe-
wegung” verbleibt, wird hier als baryzentrischer Raum des Systems bezeichnet. —
Die beiden Beispiele zeigen, dafs das Zerfallen in , Teilsysteme” sich nicht nur auf
bestimmte Gruppierungen von Teilchen, sondern auch auf verschiedene Koordinaten
oder Kombinationen von Koordinaten derselben Teilchengruppierung beziehen kann.



Kapitel 7

Observable, Spektralsatz und
Vertauschbarkeit

7.1 Lineare Operatoren im Hilbertraum

Unter einem linearen Operator in #, wie wir ihn zur mathematischen Darstel-
lung von Mefigrofien bendtigen werden, versteht man eine Abbildung A, die je-
dem Vektor |¢) einer Linearmannigfaltigkeit D(A) C #, des Definitionsbereichs
von A, eindeutig einen Bildvektor A|¢y) in einer anderen Linearmannigfaltigkeit
R(A), dem Wertebereich von A, zuordnet dergestalt, da fiir alle [¢y), [¢2) € D(A)
und alle ¢y, ¢, € C gilt

Aleilin) + ealtha)) = er(Alhr)) + ca(Alh)) - (7.1)

Die Abbildung braucht nicht umkehrbar eindeutig zu sein. Sie ist es genau dann,
wenn der , Nullraum” des Operators A, d.h. die Menge der Vektoren von D(A), die
auf den Nullvektor 0 abgebildet werden, nur aus dem Nullvektor besteht, denn
genau dann haben verschiedene Urbilder |¢)) auch verschiedene Bilder A|y). Es
existiert dann der inverse Operator A~! mit

A™'A =1p (identische Abb. von D(A)). (7.2)

Der einfachste Typ linearer Operatoren ist der des beschrinkten linearen Operators
B: Er ist auf ganz H definiert und ,streckt” die Lange eines Vektors hochstens um
einen maximalen Faktor A/ > 0:

DB)=H ; B <M} VIv)eH. (7.3)
Die kleinste derartige Schranke, d.h. die positive Zahl

[ Bl) |
B|| = max , 7.4
120 = 5 T 7
heifst dann die Norm des Operators B. Beschrankte lineare Operatoren haben die
Eigenschaft, nicht nur bei Linearkombination, sondern auch bei Multiplikation,
d.h. Nacheinanderausfiihrung, wieder Operatoren derselben Art zu geben und
bilden damit das einfachste Beispiel einer Operatoralgebra innerhalb der Menge der

linearen Operatoren in H.

85
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Fiir die Quantenmechanik ist diese wohluntersuchte Operatorenklasse leider kei-
neswegs ausreichend; viele physikalisch wichtige Operatoren sind unbeschrinkt. Das
sieht man bereits am Beispiel des Raumes L2, wo die Operatoren zu Orts- und
Impulskomponenten gegeben sind durch

Xk) . ¢($1,I2,$3) — T - ¢($1,$2,$3) (k = ]'7 273) ) (75&)
h O
Pk : w(l'l,l'g,xg,) — ;a—ka(l'l,l'g,xg) (k = 1, 2, 3) . (75b)

Verhilt sich eine quadratintegrable Funktion ¢ € £2 etwa fiir |z;| — co wie
const. - |x1|_%, so entsteht durch Multiplikation mit z; eine Funktion, deren Nor-

mierungsintegral divergiert und die deshalb nicht mehr zu £2 gehort. Hat anderer-

seits ¢ etwa bei z; = 0 eine schwache, integrable Singularitit vom Typ const. - z, ?,
4

so wird diese durch Differentiation nach z; zu z, * verscharft, so dafs dort wieder-

um das Normierungsintegral divergiert. Man mufS sich damit abfinden, dafs viele

physikalisch wichtige Operatoren nicht auf ganz H definierbar sind.

Man begntigt sich in diesen Fallen damit, die Operatoren auf in ‘H dichten Linearman-
nigfaltigkeiten D(A) zu definieren, so daf3 jeder H-Vektor wenigstens durch Vekto-
ren aus D(A) beliebig genau approximierbar ist, was fiir viele Fragen der Quan-
tenmechanik ausreicht. In £2 etwa ist ein geeigneter Definitionsbereich durch die
Menge der beliebig oft differenzierbaren und fiir |z,| — oo schneller als jede Po-
tenz abfallenden Funktionen, F (sog. Schwartzscher Raum) gegeben: Dort sind

offenbar beliebige Potenzen und Potenzprodukte von X und P wohldefiniert.

Der zu einem Operator A (mit in H dichtem Definitionsbereich D(A)) adjungierte Ope-
rator AT wird wie folgt definiert: D(AY) ist die Menge aller |¢) € H, zu denen es ein
") € H mit

(elAly) = (¢'l¥) V) € D(A) (7.6a)
gibt, und auf diesem Definitionsbereich ist
Allo) =1¢') Vle) € D(AT). (7.6b)
Es gilt also fiir A und A" die Beziehung
(plAlY) = (ATgly) (7.7a)
= (plAflp)", (7.7b)

d.h. A kann in Skalarprodukten durch Ubergang zum adjungierten Operator auf
den jeweils anderen Faktor ,iibergewélzt” werden. — Fiir adjungierte Operatoren
gelten — auf geeigneten Definitionsbereichen — die Beziehungen

(aA +bB) = a* AT + b* BT, (7.8a)
(AB)! = BT A" (7.8b)
(| AT = dualer Vektor zu At)) . (7.8¢)

Im allgemeinen ist A™" = (AY)" im Sinne obiger Definition nicht gleich A, da die Defini-
tionsbereiche vollig verschieden sein konnen (als Linearmannigfaltigkeiten haben
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sie trivialerweise mindestens den Nullvektor gemeinsam); die Beziehung gilt je-
doch auf dem Durchschnitt der Definitionsbereiche:

(AN'w) = Aly) fiir  [¢) € D(A) ND((AN). (7.9)
Ein linearer Operator A heif3t hermitesch, wenn fiir ihn gilt:
D(AY) D D(A) (dicht) und A'jy) = Ajyp) V) € D(A). (7.10)

Fiir einen solchen Operator ist die im Hinblick auf die Quantenmechanik als Er-
wartungswert bezeichnete Zahl

(V]A[p) = (Av[p) = (V[A]y)" (7.11)
fiir jeden Vektor aus D(A) reell, und es gilt

(elAly) = (Aplv) = (Y]Al@)" V@), |) € D(A) (A hermitesch).  (7.12)
Wenn (7.10) bis auf ein Vorzeichen, d.h.

D(AT) 2 D(A) und  AT|y) = —Aly) V[y) € D(4) (7.13)

gilt, heifst A anti- oder schiefhermitesch. Wegen (7.9) kann ein linearer Operator F
stets gemafs

F = %(FT +F) + %(F — FT) (7.14)

J . S

Fy=F}, F,=—F}
in einen hermiteschen und einen antihermiteschen Anteil zerlegt werden. Ist A
hermitesch, so ist nach (7.8a) i A antihermitesch.

Fiir die Quantenmechanik bedeutsam sind nun vor allem die hermiteschen Ope-
ratoren, bei denen in (7.10) sogar die Gleichheit der Definitionsbereiche gilt: Ein
Operator heift selbstadjungiert, wenn AT = A im Sinne von

D(A") = D(A) (dicht) und Af|y) = AjY) V) € D(A) (7.15)

zutrifft. Fiir diese Operatoren gilt A"t = A ohne Einschrankung. Sind A, B zwei
selbstadjungierte Operatoren mit tiberlappendem Definitionsbereich, so bilden die
beiden (nichthermiteschen) Operatoren

C,=A+iB , C_.=A-iB (7.16a)
ein ,zueinander adjungiertes Operatorenpaar” in dem Sinne, daf3

CcH)t=0c_ , (C)'=C, auf D(A)ND(B) (7.16b)
gilt. Ein Beispiel sind die Operatoren [, = [, + il, von Kapitel 3.
Schliefslich erwdhnen wir den Begriff des positiv semidefiniten Operators: Fir ihn gilt

(V|Alg) 20 V[¢) € D(A). (7.17)
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Fiir jedes A ist das Produkt A'A, sofern wohldefiniert (d.h. fiir D(AT) N R(A) # 0),
positiv semidefinit, denn auf jenem Bereich ist ja

(Y| ATAJp) = (Ay[Ay) = | Ajg) > > 0. (7.18)

Insbesondere ist fiir selbstadjungiertes A das Quadrat (d.h. die wiederholte Abbildung)
A% auf D(A) NR(A) ein positiv semidefiniter Operator.

7.2 Eigenwertproblem selbstadjungierter Operatoren

Gibt es im Definitionsbereich D(A) eines linearen Operators Vektoren |[i,),
n=1,2,3,...mit

A|"v/}n> = an|7v/"n> , Qp € C ’ (719)

so heifit jedes [i¢,) Eigenzustand oder Eigenvektor von A zum Eigenwert a,,.
Zu einem Eigenwert konnen mehrere linear unabhingige Eigenvektoren |i, 1),
[Un2)s - [Un,am)) gehoren (Entartung); ihre Anzahl d(n) heifit dann Entartungs-
grad des Eigenwerts a,, und der von ihnen aufgespannte d(n)-dimensionale Unter-
raum A, von H der Eigenraum von A zu a,; alle in ihm liegenden Vektoren sind
Eigenvektoren zu a,, von A.

In der Quantenmechanik interessiert das , Eigenwertproblem” (7.19) vorwiegend
fiir selbstadjungierte A. Hier gilt, wie schon auf S.23 fiir den speziellen Raum L2
diskutiert, allein auf Grund der Hermitezitat
(nlAlon) _ (bl Althn)”
ap = = =a, , (7.20a)
(Ynlthn) (Vnlthn)
(m = an) (Um|thn) = (AU |thn) — (Um|Altn) =0, (7.20b)

d.h. alle Eigenwerte (das , Spektrum”) liegen auf der reellen Achse, und Eigenvek-
toren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal; durch Orthogonalisierung
innerhalb eventueller entarteter Eigenrdume erreicht man, daf$ 0.B.d.A. die Eigen-
vektoren eines hermiteschen Operators ein Orthonormalsystem bilden.

Wir betrachten nun zunéchst ausschliefslich selbstadjungierte Operatoren A mit ,rein
diskretem”™ Spektrum, d.h. auf der rellen Achse isoliert liegenden Eigenwerten a,,
(die aber Haufungspunkte haben konnen). Die zu a,, eventuell gehdrenden linear

unabhéangigen Eigenvektoren seien durch einen Index & = 1,2, ..., d(n) abgezdhlt,
also
Althn k) = an|Pnr) (7.21)
<¢n’,k’ ¢n,k> = 6n’n5k’k . (722)

Die einzelnen Eigenrdume von A kénnen wir durch sogenannte Projektionsopera-
toren charakterisieren. Ist /f Unterraum von #, so definieren wir den Projektions-
operator oder kurz Projektor I1,, auf i durch

I,,|¢) = Projektion von [¢) inU  V |¢) € H . (7.23)
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Ein solcher Operator ist auf ganz ‘H definiert und, da beim Projizieren ein Vektor
zwar verkiirzt aber nie verlingert werden kann, beschrankt (und zwar mit der
Norm [|II;|| = 1). Aus

(oI |Y) = (p|Proj. von ¢ in U)
= (Proj. von ¢ in U |Proj. von ¢ in U) = (Proj. von ¢ in U|p) = (I ()

sieht man, dafl D(I1,,") ebenfalls ganz ‘H und I, =11, d.h. jeder Projektor selbst-
adjungiert ist. Aufierdem besitzt er die Eigenschaft der , Idempotenz”,

I =TIy, (7.24)

weil nochmaliges Projizieren in denselben Teilraum die Projektion nicht mehr ver-

dndert. Die drei Eigenschaften
m=m1 , mw=10 , |O||=1 (7.25)

charakterisieren Projektoren eindeutig, d.h. jeder lineare Operator mit den Eigenschaf-
ten (7.25) ist Projektor auf einen gewissen Unterraum von #H. — Wird U/ durch ein
Orthonormalsystem {|p,,) | n =1,2,...,d(U)} aufgespannt, so ist fiir jeden Vektor

)
My ly) = Z [on){enlt) s (Omlen) = Omn (7.26)

oder in Analogie zu (6.23) kurz

) )
n=1 n=1
mit II, = |on){on] - (7.28)

Ist U direkte Summe der orthogonalen Unterriume U; und sind I, die entsprechenden
Projektoren, so gilt wegen der Orthogonalitédt offenbar

oder kurz

Der Projektor auf ganz U/ ist dann sofort durch
My, =Y I,

gegeben. Ist insbesondere U/ der ganze Hilbertraum H, also II;; = 1, so nennt man
die Summenformel

Y om=1 (7.30)
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eine , Zerlegung der Einheit” nach dem Satz der ,,orthogonalen Projektoren™ I1,. Zu je-
dem II, ist durch

Q=) I;=> (1-4,)I (7.31)
JFi J
ein komplementirer Projektor gegeben, der auf den ganzen zu U; orthogonalen Raum
projiziert; es gilt dann

IL+Q;=1 , ILQ,=Q]I;=0 Vi. (7.32)

Wenden wir diese Uberlegungen auf die orthogonalen Eigenrdume A, des Eigen-
wertproblems (7.21) an, so ist hier gemaf3 (7.27) der Projektor auf A,

d(n)

k=1
die IT,, , projizieren jeweils auf den eindimensionalen Teilraum zu einem einzigen
Eigenvektor. Die fiir die Quantenmechanik (im Hinblick auf Messungen) wichtige
Frage ist nun, wann die direkte Summe aller dieser Eigenriume ganz H, d.h. das Ei-
genvektorensystem vollstindig ist. Die Aussage des sog. Spektraltheorems der Funk-
tionalanalysis (das wir in dieser Vorlesung nur referieren, aber an nichttrivialen
Beispielen illustrieren) ist nun, dafs dies genau fiir die selbstadjungierten Operatoren
(7.15) zutrifft. Fir sie gilt also (noch immer unter Beschrinkung auf den Fall des rein
diskreten Spektrums)

d(n)
ZZI%,Q(%,M =1. (7.34a)

n k=1

(Insbesondere existieren also, wenn # von unendlicher Dimension ist, wegen
Axiom (4) abzdhlbar unendlich viele linear unabhdngige Eigenvektoren.) Durch
Einsetzen von (7.34a) in A = A -1 ergibt sich eine entsprechende Zerlegung, die
sog. Spektraldarstellung von A, fiir den Operator selbst, so daf insgesamt gilt:

0,1, = 6,11, , II, = Z i) (V] (7.34b)
k
d»m,=>1,,=1, (7.34¢)
n n,k
A=Y adI,=A"  [auf D(4) = D(AN]. (7.34d)

Die Zerlegung eines beliebigen Vektors |1)) nach Projektionen in diese Eigenrdume ist
dann als

[y =1-|v) => II,[v) (7.35a)

n

- Z Hn,k|¢> = Z |¢n,k><¢n,k
n,k n.k

¥) (7.35b)
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zu schreiben, wobei die Betragsquadrate der Entwicklungskoeffizienten durch

(Um0 = (1 n i) (Wnelt0) = (DITL,, [0 (7.36a)

und ihre Summe tiber den Unterraum durch

d(n)

D 1 (Wnl) [ = (WL, [¢) (7.36b)

k=1

d.h. durch die Erwartungswerte der zugehdirigen Projektoren gegeben sind.

7.3 Kontinuierliches Spektrum und Spektralscharen

Wir wissen bereits aus dem Arbeiten mit speziellen #-Darstellungen, daf3 viele
physikalisch wichtige Operatoren ein teilweise oder vollig kontinuierliches Spek-
trum besitzen, insbesondere im Raum £2 der Ortsdarstellung die Orts- und Im-
pulsoperatoren (7.5a/b). Man sieht leicht, daf fiir sie die obigen Uberlegungen
nicht einfach tibernommen werden konnen. Z.B. miifite eine Losung des Eigen-
wertproblems von (7.5a),

(k= &) Yz (21, w9, 23) = 0, (7.37)

fur alle Werte der Koordinate z; (k = 1,2,3) aufler &, verschwinden; sie konnte
also nur auf einer Menge vom Mafd Null (einem einzigen Punkt) # 0 sein und
wire daher stets mit dem Nullvektor von £2 zu identifizieren. Zwar hat (7.37) die
Distributionslosung

wg(rrl, Ty, T3) = 53(9? - g) =6(x1 — &) 0(w2 — &) 6(x3 — &3) (7.38)

aber sie ist kein Element von £2, schon weil |12 iiberhaupt nicht existiert. Ahnlich
hat das Eigenwertproblem von (7.5b) formal die ebenen Wellen

(w1, 33, 13) = (2m) 3 eilbaorthavethaza) (7.39)

als Losungen, aber diese Funktionen sind nicht quadratintegrabel, also nicht in £2.
Es ist damit klar, daf im strengen Sinne (d.h. in H) die Operatoren X, P iiberhaupt kei-
ne Eigenvektoren und Eigenwerte haben. Andererseits haben wir gesehen, dafd wir im
Hinblick auf die Interpretation von Orts- und Impulsmessungen Entwicklungen
nach dem System der , uneigentlichen” Eigenfunktionen (7.39) oder (7.38) unbe-
dingt benotigen.

Eine Verallgemeinerung der GIn. (7.34a-d), die derartige Operatoren (sofern selbst-
adjungiert) einzubeziehen gestattet, 1afit sich so erhalten: Man fiihrt die auf der
reellen a-Achse definierte Projektorenfamilie

E)=) O.(a—a,)M,= > T, (7.40)

n mit an <a
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mit der Stufenfunktion

1 firxz >0

ein, die sich zwischen den Randwerten
E(—0)=0 , E(+o0)=1 (7.42)

bei wachsendem a an den Stellen der Eigenwerte a,, unstetig dndert derart, dafs
dort jeweils der Projektor auf den Eigenraum A,, hinzugezahlt wird. Es gilt also

8(@2) 2 E(al) fur a Z aq (743)

in dem Sinne, daf8 £(a) auf den grofieren Teilraum projiziert, und daf$ die Projek-
torfunktion jeweils von rechts her stetig ist gemaf3

lim £(a+¢) =E&(a). (7.44)

E—)0+

Eine projektorwertige Funktion £(a) auf der reellen Achse mit den Eigenschaften
(7.42-7.44) heifdt allgemein eine Spektralschar; fiir selbstadjungierte Operatoren mit dis-
kretem Spektrum hat sie speziell die , Stufenform” (7.40), d.h. sie ist stiickweise kon-
stant bis auf Spriinge an den Stellen der Eigenwerte. Mit dieser Spektralschar lassen
sich die GIn. (7.34c/d) als (operatorwertige) Riemann-Stieltjes-Integrale

+o0o +00
/ dE(@) =1 / d€(a)a = A (7.45)

o o

schreiben, wobei (wegen der Beschranktheit aller Projektoren £(a)) die Integrale
als Grenzwerte von Riemann-Stieltjes-Summen im Sinne der Operatornorm (7.4)
erkldart werden konnen. Nach der Definition des Stieltjes-Integrals geben diese Bil-
dungen mit (7.40) gerade die Summen (7.34c/d) zurtick.

Der von uns in speziellen -Raumen als , kontinuierliches Spektrum” bezeichnete
Fall 1463t sich nun dadurch einbeziehen, daff man in Verallgemeinerung von (7.40)
Spektralscharen mit den Eigenschaften (7.42-7.44) zuléfit, die auf einem Teilbe-
reich 7'(A) der reellen a-Achse (das kann auch die gesamte reelle Achse sein) sich
nicht stufenartig sondern kontinuierlich, und zwar monoton nichtfallend im Sinne
von (7.43), andern. Als kontinuierliches Spektrum wird dann die Menge C'(A) C T(A)
der Punkte bezeichnet, in denen £(a) ,echt wichst”, d.h. firr die sich kein Intervall
la — ¢,a+ ¢] finden 1d63t, in dem £ (a) konstant ist. Das allgemeine Spektraltheorem
besagt dann, dafS eine Spektralschar — im allgemeinen bestehend aus einem solchen , kon-
tinuierlichen” Teil £ (a) und einem unstetigen Teil £p(a) der Form (7.40) —, welche eine
Zerlegqung der Einheit und eine Spektraldarstellung des Operators A gemiifs (7.45) vermit-
telt, genau fiir die selbstadjungierten Operatoren A in ‘H existiert. Die Integration tiber
den , kontinuierlichen” Teil £~ braucht dabei nur tiber die Menge C(A) erstreckt
zu werden, da auflerhalb C'(A) ja £-(A) eine Konstante, d.h. d€-(a) = 0 ist.
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Im Bereich des kontinuierlichen Spektrums sind fiir jedes a € C'(A) und jedes end-
liche A die Operatoren

a—l—%
O s aps= /a_g d€(d') = E(a + %) —E(a— %) (7.46)
(W—%a+%§TMM

echte Projektionsoperatoren in H, wie sich mittels der Projektoreigenschaft von £(a)
sofort nachrechnen lafst, aber ihr Grenzwert fiir A — 0 ist nach (7.44) kein nichttri-
vialer Projektor, sondern stets der Nulloperator. (Andererseits ist

1

AT s s 7.47)
weder selbst Projektor, noch hat es fiir A — 0 einen Grenzwert als Projektor, d.h.
eine projektorwertige Ableitung.) Darin spiegelt sich vollig korrekt der schon be-
tonte Umstand wider, daf8 bei einem Kontinuum von Mefswerten nur die Frage
nach einem endlichen Werteintervall sinnvoll ist, wahrend fiir die Abfrage eines vol-
lig scharfen Einzelwertes die Akzeptanz des Mefigerits gegen Null gehen miifste.

Das Spektraltheorem 1a83t sich auf operatorwertige Funktionen F'(A) — definiert durch
Polynome oder hinreichend konvergente Potenzreihen in A —ausdehnen und gibt
dann

nm:[mw@F@ auf D(F(A)), (7.48)

und der Erwartungswert der Mef3grofSe F' im Zustand |¢) € H lautet dann

+00
WIFEI) = [ dwlg@lv) Fla). (7.49)
An die Stelle der Betragsquadrate (7.36a) tritt, da wir von einzelnen Eigenvektoren
hier nicht mehr sprechen konnen, die Grofle

A

| AE@))

a+

I,y 0s ) = [
= WG+ )l - wlel

A
a—Z)). (7.50)
Genau diese Beziehungen sind es, die wir benotigen, um die folgende Wahrschein-
lichkeitsinterpretation der Quantenmechanik nunmehr abstrakt zu formulieren:

(a) Jeder Mef3grofie ist ein linearer selbstadjungierter Operator A —bzw. eine Ope-
ratorfunktion F'(A) eines solchen — im Hilbertraum des Systems zugeord-
net, die ,Observable” A. Die zugehorige Spektralschar £(a) definiert durch die
Sprungstellen ihres unstetigen Anteils (7.40) das diskrete, durch den , Trager”
C(A) ihres Kontinuumsanteils £ das kontinuierliche Spektrum von A.
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(b) Mogliches Resultat einer Messung jener Mef3grofle ist im Bereich des dis-
kreten Spektrums einer der isolierten Eigenwerte a,, im Bereich des konti-
nuierlichen Spektrums die Feststellung, dafy der Mef3wert in einem Intervall
la — 3A, a+ $A] liegt.

(c) Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten dieser MefSresultate bei einer Mes-
sung an einem Zustand |¢)) ist im Falle des diskreten Eigenwertes durch (7.36b),
im Kontinuumsfalle durch (7.50), d.h. jeweils durch den Erwartungswert des
Projektors auf den zum Mefiresultat gehdrenden Unterraum, gegeben (,MefSaxi-
om”).

Aus dieser Interpretation wird die physikalische Bedeutung der Projektoren wie
I, oderIT 5 . . deutlich: Sie sind jeweils die mathematische Darstellung einer

~Abfrage”, ob das §ystem sich im zugehorigen Unterraum befindet oder nicht, und
stehen somit in einem sehr allgemeinen Sinne fiir die moglichen Eigenschaften des
Systems. Jede Apparatur, die ein quantenmechanisches System in einem bestimm-
ten Zustand oder Teilraum seines Zustandsraumes prépariert oder mifst und ge-
gen den komplementéren Teilraum diskriminiert, kann mathematisch durch einen
Projektor in H reprdsentiert werden.

7.4 Uneigentliche Eigenvektoren;
Erweiterter Zustandsraum

Obwohl die Spektralscharen es gestatten, die quantenmechanische Beschreibung
ganz in H, d.h. mit echten Hilbertvektoren und Projektoren durchzufiihren, ist es
weitaus bequemer und eleganter, ,uneigentliche” Eigenvektoren — wie in (7.39)
oder (7.38) im Beispiel £2 — in den Formalismus einzubeziehen und (unter Beach-
tung ihres unphysikalischen, weil nicht normierbaren Charakters) mit ihnen zu
rechnen. Die moderne Formulierung der Quantenmechanik erweitert daher H zu
einem allgemeineren linearen Raum N> O H, der kein Skalarproduktraum mehr ist, in
dem dafiir aber auch dem kontinuierlichen Spektrum selbstadjungierter Opera-
toren gewisse Eigenvektoren entsprechen. Da die Operatoren mit ganz oder teil-
weise kontinuierlichem Spektrum sich bei quantenmechanischen Systemen stets
als Potenzprodukte oder Operatorfunktionen weniger , erzeugender Operatoren”
— in der Regel der sechs Operatoren X;, P, (k = 1,2,3) fiir jedes beteiligte Teil-
chen — darstellen lassen, geht man dabei so vor, dafs man in # zunéchst eine dich-
te Teilmenge, den sog. nuklearen Raum N, aufsucht, die (ungeachtet des Namens!)
i.a. nicht abgeschlossen und daher kein Unterraum, aber so eingeschrankt ist, daf3
alle fiir das System relevanten Operatorfunktionen dort definiert sind. Z.B. wird in
vielen Féllen (die allgemeinste mathematische Charakterisierung ist fiir uns nicht
wesentlich) der schon erwdhnte Schwartzsche Raum F, auf dem alle Potenzpro-
dukte von X, und P, wohldefiniert sind, fiir V" geeignet sein. — Man betrachtet nun
den zu N dualen Raum N der stetigen linearen Funktionale auf N: Er ist, da N nicht
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Hilbertraum ist, nicht mehr isomorph zu N, sondern erheblich grofler und sogar
grofer als H! Man sieht dies sofort am Beispiel des £2, wo ja z.B. die Funktionale

Vet Y@ EF — Y@= €, (7.51a)
Yp o V(@) EF — Ylk=k)eC (7.51b)

(mit (k) = Fouriertransformierte von ¢ (i)), offensichtlich nicht mehr zu # ge-
horende Funktionen bzw. Distributionen darstellen: Das erste definiert bekannt-
lich die ¢-Distribution §*(% — %), das zweite steht fiir den Fourier-Integralkern

(27) =3 exp(iko - ¥). Ein solches N"*-Element (Funktional), das nicht mehr im zu
#H isomorphen Teil von N'* (beim L2 also: nicht mehr in der Menge der durch
Integration mit quadratintegrablen Gewichtsfunktionen vermittelten Funktiona-
le) liegt, heifst uneigentlicher Vektor |£); sein Wert fiir ein spezielles Urbildelement
lo) € N wird per Definition als Skalarprodukt

(&lp) = (pl&)* (7.52)

erklart. Damit kann man einerseits, da A dicht in # ist, auch (¢|¢) fir [¢) € H\N
durch eine Grenzwertbildung erkldren, andererseits die Definition adjungierter
und selbstadjungierter Operatoren auf N/ ausweiten. Insbesondere wird fiir ein
Element [£) € N das Bild X|{) unter dem Ortsoperator erklirt als das Funktional
mit den Werten

(Xi€lp) = (€| Xklo) V]p) e N . (7.53)

In dem so erweiterten Zustandsraum N haben nun auch selbstadjungierte Operatoren
wie X und P vollstindige Siitze von (uneigentlichen) Eigenvektoren, definiert beim kon-
kreten £2 durch die Funktionen (7.38) bzw. (7.39), im abstrakten Raum als die

Funktionale |%) bzw. |E> aus N %, fur die
(@ Xklp) = ()  (F=1,2,3) V]p)eN (7.54a)
(k|Plp) = hk(kle)  (1=1,2,3) Y|p)eN (7.54b)
gilt. Mit (7.53) und (7.52) kann dies als
Xilf) = wld) (=1,2,3), (7.55)
Plk) = Bhlk)y  (1=1,2,3), (7.56)

d.h. in Form der bekannten Eigenwertgleichungen geschrieben werden. Nach die-
sem Schema ergeben sich dann auch uneigentliche Eigenvektoren [¢(a, x)) zum
kontinuierlichen Spektrum allgemeinerer selbstadjungierter Operatoren A, wobei
der Index x eventuelle Entartungen erfaft,

Alp(a, k) = alp(a, k), a€ C(A). (7.57)

Fiir sie lassen sich — evtl. nach Multiplizieren mit geeigneten Konstanten — analog
zu (7.22) verallgemeinerte Orthonormierungsrelationen

(v(d', &)|i(a, k) = 6(a’ — a) 6(k" — k) (7.58)
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aufstellen, die fiir (¢/, k') = (a, k) nochmals die Nichtnormierbarkeit der uneigent-
lichen Vektoren zeigen. Weiter ergeben sich in Verallgemeinerung von (7.34a-d)
die Vollstindigkeitsrelation

n n da | dk |Y(a, k a, k)| = 7.59
S nnal + [ da f e oles ) 0(e. ] =1 759
oder

annn + /C (A)daH(a)zl (7.60)

mit den ,,uneigentlichen Projektoren”

M(a) = /dﬁ lb(a, 5)) ((a, )| = /dﬁ M(a, ), (7.61)

fiir die I1%(a) nicht mehr definiert ist, die aber die verallgemeinerte Orthogonalitiits-
beziehung

[(a") (a) = §(a’ — a) I(a) (7.62)

erfiillen, und die Spektraldarstellungen

A = zn:annn + /C (A)daaH(a), (7.63)
A) = y, a Fla a) . .
FU) = S F)n, */C(A)d F(a) Ti(a) (7.64)

Sie zeigen, daf3 bei Verwendung der uneigentlichen Vektoren und Projektoren fiir
die Spektralschar £ (a) von (7.45/7.48) nun formal

d€(a) = dall(a) (7.65)

und fiir die eigentlichen Intervallprojektoren (7.46)

A

a+5
Mg s = [, 0 T@) (7.66)

geschrieben werden kann. — Thnen gegeniiberzustellen (vgl. die Ausfithrungen
tiber gemischte versus reine Zustdnde in Abschnitt 9.1 ist fiir die Eigenvektoren
die Superposition

) = [ do [ drvfam) (7.67)

(in der &lteren Literatur als , Eigendifferential” bezeichnet), die weder eigentlicher
noch uneigentlicher Eigenvektor von A, dafiir aber, wie man mit (7.58) leicht nach-
rechnet, von endlicher Norm und daher Element des (als Teilraum von N'* aufgefafSten)
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eigentlichen Hilbertraumes H ist. Sie ist ein Spezialfall der allgemeineren , Paketbil-
dung”

) = /C(A)da/d/f g(a, k) |[Y(a, k) € H (7.68)

mit quadratintegrabler Gewichtsfunktion g und der Norm

() = /C o / dr g(a, k)P, 7.69)

die wir vom kraftefreien Teilchen her schon kennen.
Anmerkung:

Die zur Einfithrung der uneigentlichen Vektoren verwendeten ,ineinanderge-
schachtelten” linearen Réume ' C H C N'* werden als Gelfand-Tripel bezeichnet.

7.5 Nichtvertauschbarkeit und Unscharferelationen

Um den Zustand eines Systems moglichst genau zu definieren, mochte man Mefs-
werte moglichst vieler Observabler gleichzeitig angeben. Dafiir bestehen in der
Quantenmechanik charakteristische Einschrankungen: Wir sahen schon in (3.4a-c),
dafs die Vertauschbarkeit

[A,B] =0 (7.70)

notwendige Bedingung dafiir ist, dafs zwei Observable A, B ein gemeinsames Ei-
genvektorensystem besitzen. (Einzelne gemeinsame Eigenvektoren kann es auch
bei Nichtvertauschbarkeit geben, z.B. ist ein von ¥, ¢ unabhdngiges 1 (r) Eigen-
funktion zu allen drei Bahndrehimpulskomponenten [y, l5, [3; mit Eigenwert 0.) Wir
konnen in der Sprache des Hilbertraums nun allgemein die Konsequenzen ange-
ben, die aus der Nichtvertauschbarkeit zweier selbstadjungierter Operatoren,

[A,B]=iC#0 (A'= A, B'=B), (7.71)

sich ergeben. (Das ¢ in (7.71) wird eingefiihrt, um den Operator C' hermitesch zu
machen, da [A, B] fiir selbstadjungierte Operatoren antihermitesch ist.) Relation
(7.71) ergibt nattirlich nur auf dem Definitionsbereich

Diaic = D(A-B)ND(B-A)ND(C) (7.72)
einen Sinn.

Wir betrachten fiir einen beliebigen Zustand [¢) € H die quadratischen Schwan-
kungen

(AA)* = (¥|(A—=(A)- 1)) = [ (A= (AN 7, (7.73a)
(AB)* = (¥|(B—(B)-1)’[) = (B—(B)v) |, (7.73b)
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mit (A) = (1| A|¢) usw. Wir erhalten nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
(6.11) fiir deren Produkt

(AA)*-(AB)* > [((A—(A)¥|(B - (B))[
= [(¥I(A = (A)(B = (B))[* (7.74)

und verwenden fiir das Operatorprodukt die allgemeine Zerlegung
1 1
F-Gzi{F,G}Jr%(Z[F,G]) (7.75)

mit dem Antikommutator (4.60), die fiir selbstadjungiertes F' und G gerade die
Zerlegung (7.14) des Operatorprodukts in einen hermiteschen und antihermite-
schen Anteil darstellt. Daher ist in

(I~ (A)(B -~ (B)IY)
= (15 {4~ (A, B~ (B)}9) +i (9] (4, B ) 7.76)

der erste Term rein reell, der zweite rein imaginar, und wir konnen fiir (7.74) schrei-
ben
‘2

(AAY - (ABY > |@l5{A - (4), B~ (B)} v}
1

r, 1 2 2
Hgwlsla Bl | 2 [Swicw | 7.772)
Wir haben damit die allgemeine Unschiirferelation
1
AA-AB = S [(W][A, Bl |[¥)] (7.77b)

bewiesen. Haben speziell zwei Operatoren P und () die sog. kanonische Vertau-
schungsrelation

[P, Q] = ? -1 (7.78)

(sie heifien dann zueinander kanonisch konjugierte Operatoren), wie es fiir P, und X;
bei k = [ zutrifft, so gilt bei normiertem |1))

AP-AQ > %h (7.79)

was die prdzise Fassung von (2.8) darstellt.

Es ist zu beachten, daf$ (7.77a/b) nur auf dem Bereich (7.72) gilt und sinnvoll ist,

da man sich sonst schnell in Widerspriiche verwickelt. Z.B. haben im £2-Raum
der Funktionen von ¢ (¢ =0...27) die Operatoren P, = ’%%, R, = ¢ den kano-
nischen Kommutator (7.78), so daff man fiir jeden Vektor (¢) die Ungleichung
(7.79) erwartet. Andererseits gibt es aber Funktionen — ndmlich die Eigenfunktio-
nen (27)~Y2exp(imy), m = 0,£1,42,..., von P, —, fiir die AP, = 0 ist, wiahrend
zugleich AQ, = Ay von der Definition her nie grofer als 27 sein kann, so daf3 fiir
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diese Funktionen AP, - Ay = 0 ist. Der Widerspruch 16st sich, wenn man bedenkt,
daf3, wie schon bei (3.17) diskutiert, P, als selbstadjungierter Operator nur auf dem
Bereich der quadratintegrablen Funktionen () mit

Y(21) = e (0), o = Konstante (7.80)

definiert ist, und daff Multiplikation mit ¢ im allgemeinen diese Periodizitat zer-
stort — d.h. ¢ - ¢(¢) nicht mehr in D(P,) liegt —, sofern nicht zusitzlich

(2m) = $(0) = 0 (7.81)

ist. Die Funktionen e erfiillen zwar (7.80), aber nicht (7.81) und liegen daher
nicht in D(P,Q,), so daf$ (7.79) nicht anwendbar ist. - Man kann dieses Beispiel
verallgemeinern und schliefSen, dafs bei Giiltigkeit von (7.78) Eigenvektoren zu A und
B nie in (7.72) liegen konnen, da man sonst fiir sie sehr schnell (¢/| [4, B] |¢)) =0
zeigen konnte.






Kapitel 8

Darstellungen und
Transformationstheorie

8.1 Prazisierung des Darstellungsbegriffs

Hat man fiir ein quantenmechanisches System einen Satz miteinander kommutie-
render Observabler

A= {Al,AQ,...,Af} mit [AZ,A]] =0 (81)

gefunden, der nur noch triviale Erweiterungen — namlich durch Operatorfunk-
tionen dieser f Operatoren — zuldf3t (,Maximalsatz vertauschbarer Observabler”), so
heift f die Zahl der Freiheitsgrade des Systems. f kann nur aus der Erfahrung be-
stimmt werden; fiir ein System von N spinlosen Teilchen z.B. hat es den klassi-
schen Wert 3N. Fiir jedes System gibt es — schon wegen der Moglichkeit der Bil-
dung von Operatorfunktionen — beliebig viele Maximalsdtze. Fiir ein einzelnes
spinloses Teilchen z.B. haben wir bisher die Satze

X — {Xl,XQ,Xg} ) (82)

P:{Pl,PQ,Pg}, (83)
_ L

{T - 2mP 7l 7l3}7 (84)

benutzt, wiahrend
{H=T+V,[%1} (8.5)

nur fiir [V,[] = 0, d.h. ein Teilchen im kugelsymmetrischen Potential, ein solcher
Satz ist.

Die Festlegung (durch Praparation oder Messung) des Systemzustandes auf einen
simultanen Eigenzustand eines Maximalsatzes vertauschbarer Observabler,

) = |ar,a0,...,ap) mit Ajjo) =aja), i=1,2,...,f, (8.6)

(der auch uneigentlicher Eigenvektor zu einigen A; sein darf und dann als Idea-
lisierung fiir eine Festlegung auf kleine Intervalle A der betreffenden Mefigrofien
steht) oder auf eine wohldefinierte Linearkombination solcher Zustdnde stellt die

101
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genaueste nach der Quantenmechanik mogliche Spezifikation des Zustandes dar;
es liegt dann ein sog. reiner Zustand vor. Statt der Eigenwerte a; selbst konnen na-
tiirlich auch sie eindeutig kennzeichnende , Quantenzahlen”, wie der Impulsbetrag
k in h?k?/2m oder die Drehimpulsquantenzahl [ in #?I(l + 1), angegeben werden.

Reine Zustdnde |¢) sind durch Angabe der Menge der Entwicklungskoeffizienten
(ayp) = (a1, aq,...,a7]y) firalle (8.7)

beziiglich des simultanen Eigenvektorensystems eines Maximalsatzes vollstindig
festgelegt. Wegen der Vollstandigkeitsrelation

i a)(a] =1 8.8)

(wobei Y fiir eine Summation tiber die diskreten und Integration tiber die konti-
nuier- ¢, lichen q; steht) kann das Skalarprodukt (i, [)2) als

S talvn)*alez) 9)

(6%
berechnet werden.

Die Koeffizientensitze (8.7) fiir alle 1)) € H bilden nun selbst einen zu H isomorphen Hil-
bertraum mit dem Skalarprodukt (8.9). Sie bilden die A-Darstellung oder a-Darstellung
der moglichen Systemzustiinde. Unser bisheriger, lose definierter Begriff der Dar-
stellung wird damit prazisiert: Eine Darstellung ist eine Abbildung des abstrak-
ten Systemhilbertraumes # auf den konkreten Hilbertraum der Koeffizienten-
(Skalarprodukt-) Sdtze (8.7) beztiglich des simultanen Eigenvektorensystems ei-
nes Maximalsatzes vertauschbarer Observabler. Die geometrische Bedeutung ist
klar: Die orthonormalen Eigenvektoren (8.6) bilden ein ,, Achsenkreuz” im Hilber-
traum, und alle Vektoren werden durch ihre , Koordinatensédtze” (8.7) beztiglich
dieses Achsenkreuzes beschrieben.

Die Wirkung des Operators B auf Vektoren |¢)) wird in der a-Darstellung durch
(@Blu) = Y (@|Blaalv) (5.10)

beschrieben. Bei rein diskreten « ist dies die Wirkung einer Matrix (von im allge-
meinen unendlicher Dimension) mit den Elementen

Ba’a = <O/|B|C¥> (811)

auf den Spaltenvektor der (a|¢); bei rein kontinuierlichem « stellt es eine lineare
Integraltransformation

/ da (o | Bla) () (8.12)

mit dem Kern B(«/, o) = (¢/|B|«) dar. Die ,Matrixdarstellung” (o/| B|a) des Opera-
tors B gestaltet sich besonders einfach, wenn BT = B ist und eine Darstellung {|3)}
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benutzt wird, deren Basisvektoren u.a. auch Eigenvektoren zu B mit Eigenwerten
b sind; dann ist im diskreten Fall

eine Diagonalmatrix mit den b als Diagonalelementen und im kontinuierlichen Fall
(B8'|BIB) = b &’ (8" = B) (8.14)

ein distributionsartiger , diagonaler Integralkern”. Man sagt, daf8 B ,,durch die Basis
{|8)} diagonalisiert” wird.

Als Beispiele betrachten wir die zum Maximalsatz (8.2) fiir ein spinloses Teilchen
gehorende Darstellung der Zustande |¢/) durch

V(@) = (Z[Y) = (21, 22, 13]1)) , (8.15)

d.h. durch ihre Projektionen auf die uneigentlichen Ortseigenvektoren von
Gl. (7.55), mit dem Skalarprodukt

/ B (El)* (@) (8.16)

In ihr erkennen wir die Ortsdarstellung mit dem Hilbertraum L2 wieder: Die
Schrodingersche Ortsraumwellenfunktion ist vom abstrakten Standpunkt mit dem Satz
der Skalarprodukte (8.15) zu identifizieren. Ahnlich ist die durch (8.3) erzeugte Dar-
stellung

p(0) = (Fl¥) = (1, p2, pslt)) (8.17)

unsere alte Impulsdarstellung. Der Maximalsatz (8.4) erzeugt eine Darstellung
|k, [, m) mit kontinuierlichem £ = 0. .. oo und diskreten [ und m, mit der Gl. (3.97)
als

ik, 1) = (ks 1, mlb (1) (8.18)

geschrieben wird. — Dagegen bilden die uns bisher bekannten simultanen Eigen-
vektoren zu (8.5) beim H-artigen Atom mit V' (r) o« —1/r, ndmlich die des diskreten
Spektrums von H mit den Quantenzahlen Ey oder N, ! und m, noch keine Darstel-
lung, weil sie nicht vollstindig sind, solange nicht die uneigentlichen Eigenvek-
toren des kontinuierlichen Spektrums von H dazugenommen werden. Immerhin
konnen wir (5.55) als

(N Lm) =+ fua(r) Yin(0, ) 519

schreiben.

Als Beispiele fiir Matrixdarstellungen von selbstadjungierten Operatoren konnen
wir die Diagonalform von X im System seiner eigenen (uneigentlichen) Eigen-
vektoren,

(7| Xeld) = 2 0¥(F — ), (8.20)
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oder die Ortsdarstellung der Impulsoperatoren,

. hASE - @)
(T'| P Z) = AT (8.21)

angeben, wobei 00(z)/0z die durch

definierte Distribution ist. Der Operator V' der Wechselwirkung eines Teilchens
mit einem dufleren Kraftfeld wird in der #-Darstellung durch einen Integralkern

(Z'|V|Z) (8.22)

dargestellt; nur wenn V' ein sog. lokales Potential, d.h. mit den Ortsoperatoren ver-
tauschbar ist, nimmt V' in der Basis |%) die Diagonalgestalt

(V|2 =0v(@) 8@ — &) fur [V,X]=0 (8.23)

an und wirkt dann auf die Ortsraumwellenfunktion (8.15) als reine Multiplikati-
on mit der Potentialfunktion v(Z). , Nichtlokale” Potentiale, bei denen (8.23) nicht
mehr zutrifft und die in Ortsdarstellung daher eine Integraltransformation mit
dem nichtdiagonalen Kern (8.22),

@V = / &% (& |VIZ)(E]Y) | (8.24)

bewirken, treten bei Vielteilchensystemen hdufig auf.

Die in Abschnitt 6.3 abstrakt eingefiihrten Tensorprodukte und Produktzustdande
erhalten in speziellen Darstellungen die Bedeutung von Produktwellenfunktionen.
Fiir ein System von N spinlosen Teilchen etwa bilden die Operatoren der N Orts-
vektoren

X0 X® . XW (8.25)
einen Maximalsatz, zu dem die Basis
ZWz®@ | zMy = |zWy 2@y | |z() (8.26)

(als Beispiel fiir (6.45)) gehort, d.h. ein Aufbau des Systemhilbertraumes als Ten-
sorprodukt aus den Hilbertrdumen der Einzelteilchen. Der Produktzustand vom
Typ (6.45) mit der Ortsdarstellung

@0 ZM gy = @O0y (@D |y (8.27)

beschreibt eine unabhingige Bewegung der N Einzelteilchen.
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8.2 Transformationen zwischen Darstellungen

Eine hdufig wiederkehrende Aufgabe der Quantenmechanik ist die ,Umrech-
nung” von einer Darstellung |a) in eine neue Darstellung |3) desselben Raumes.
Wegen (8.8) kann man die ,neuen” Basisvektoren stets gemafs

18) =Y la)(alB) (8.28)

nach den ,alten” entwickeln, und fiir die Koeffizientensatze gilt

(Bl) =Y (Bla)(aly) . (8.29)

[0

Hier treten die Elemente der ,Transformationsmatrix” bzw. bei kontinuierlichen
Quantenzahlen des , Transformationskerns”

Tpoa bzw. T(8,0)=(Bla) mit (Bl) = Tsa(alt) (8.30)

auf; in (8.28) sind es die Elemente der adjungierten Matrix
(alB) = (Bla)* =Th = (T")agp - (8.31)

Diese Matrizen bzw. Integralkerne besitzen, wiederum wegen (8.8), die Eigen-
schaften

Y TaTia = Y (Bla)alB) =ps (8.32a)
Y TiuToa = Y (0/IB)(Bla) = bura (8.32b)
B B
oder kurz
(TTT)o/a = 5(1’(1 ) (TTT)Blﬁ = 55'5 ) (832C)

wobei fiir ganz oder teilweise kontinuierliche Darstellungen die rechten Seiten in
(8.32a-c) wieder ganz oder teilweise als §-Distributionen zu lesen sind. Solche Ma-
trizen bzw. Kerne heifSen unitiir; sie haben die Eigenschaft, dafs sie — wie es fiir die
physikalische Aquivalenz von Darstellungen erforderlich ist — die Skalarprodukte
(8.9) und damit alle mefbaren GrofSen invariant lassen:

> (Bl (Bla) = D (wla’) Y (a|B)(Bla)(elz) = D (altn) (alez) -

B o' B8 e

. J

~ (8.33)

o'«

Ordnet man die Vektoren der beiden Orthonormalbasen in irgend einer Reihenfol-
ge an, so stellt die Abbildung U, die jedem |a) das in dieser Reihenfolge entspre-
chende |5) zuordnet,

o) = Uley=|8) , (| = («'|U" = (5, (8.34)
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einen linearen Operator dar, der (tiber die Vollstindigkeitseigenschaft von {|«)})
auf ganz ‘H definiert ist und die Eigenschaften

UlU=UU"=1 (oderU ' =U") (8.35)

besitzt, die einen sog. unitiren Operator definieren. Dies 143t sich etwa in der |a)-
Darstellung mit

(' |Ule) = (|8) = Ty (8.36)

direkt nachrechnen. Jeder Darstellungswechsel im Hilbertraum definiert also einen uni-
taren Operator U und umgekehrt. Die Beziehung

(B'|A|B) = (/|UTAU |ov) (8.37)

zeigt, daf} der Abbildung (8.34) eine Ahnlichkeitstransformation der Operatoren mit
dem unitiiren Operator U oder ,unitiire Aquivalenz”

A — UTTAU mit U '=UT (8.38)
entspricht. Unitdre Operatoren sind wegen

(U |Utha) = (1 |UTU [tha) = (¢n|t)2) (8.39)

insbesondere isometrisch, d.h. skalarprodukterhaltend; sie entsprechen den starren
Drehungen (dargestellt durch orthogonale Matrizen) im R?, die Lingen und Win-
kel invariant lassen.

Viele friiher in speziellen Darstellungen gewonnene Resultate konnen wir nun als
Transformationsmatrizen vom Typ (8.30) identifizieren. Z.B. kann

3
2

(#l7) = (2m)

die Ortsdarstellung des uneigentlichen Impulseigenvektors, nun auch als Transfor-
mationskern von der |p)- in die |Z)-Darstellung gelesen werden und analog die Ku-
gelflaichenfunktionen

Yim (9, ¢) = ((9, @)|I, m) (8.41)

P (8.40)

als Transformationsmatrix von der diskreten |/, m)- in die kontinuierliche |7(?J, ¢))-
Darstellung. Die Entwicklung (3.103) der ebenen Welle schliefdlich erscheint als

(F|hE) = / ai K S (@K 1 m) 1 ml ) (8.42)
0

I,m

mit den Transformationsmatrizen

(Z|k,l,m) = \/g il%nm(m, (8.43)
(K',1,m|hk) = MYl;;(/%). (8.44)

k'k
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Statistischer Operator und
Zustandsreduktion

9.1 Gemischte Zustinde — Statistischer Operator

Die Praparation eines reinen Zustandes ist ein seltener Idealfall und bei Systemen
mit grofler Anzahl f von Freiheitsgraden praktisch unmoglich. Z.B. sind oft nur
die Eigenwerte eines ,submaximalen” Satzes von weniger als f vertauschbaren
Observablen bekannt; das System befindet sich dann mit 100% Wahrscheinlichkeit
in einem Unterraum U/ von #, der mehrdimensional und evtl. sogar noch von un-
endlicher Dimension ist, und mit 0% Wahrscheinlichkeit im Komplementadrraum,
aber innerhalb von U/ ist keine genauere Festlegung des Systemzustandes verfiig-
bar, so daf$ kein definierter Zustandsvektor |¢)) angebbar ist. Ein allgemeinerer Fall
ist der, dafs man lediglich einen Satz von Wahrscheinlichkeiten p, mit

0<pa<l , > pa=1 9.1)

dafiir angeben kann, dafs das System sich in den eindimensionalen Unterrdumen
U, (mit zugehorigen Projektoren II, = |«)(a|) zu den Eigenwerten « eines Maxi-
malsatzes aufhalt.

Dieselbe Situation entsteht, wenn mehrere gleichartige Systeme in verschiedenen
reinen Zustdnden prédpariert, dann aber in einem bestimmten Verhiltnis gemischt
werden, etwa eine Menge von Atomen mit Bahndrehimpulsquantenzahl | = 2,
von denen je 20% einen der fiinf zugehorigen L.-Eigenwerte m = —2 bis 42 ha-
ben. In allen diesen Fallen sog. unvollstindig priparierter oder gemischter Zustinde
ware die Angabe eines Zustandsvektors |¢), etwa als wohldefinierte Linearkom-
bination der Basisvektoren |a), inkorrekt, weil sie mehr Information vortauschen
wiirde, als tatsdchlich gegeben ist.

Die Beschreibung gemischter Zustdnde geht von der Beobachtung aus, daf ein
reiner Zustand statt durch |¢) auch durch den Projektor

M, = [¥) (] (wenn () = 1) 92)

auf den zugehorigen eindimensionalen Teilraum eindeutig charakterisiert werden
kann. (Diese Beschreibung hat sogar Vorteile, weil |¢/) nur bis auf eine beliebige

107



108 Kapitel 9. Statistischer Operator und Zustandsreduktion

Phase e’ festgelegt ist, die sich in II,, heraushebt!) Der Erwartungswert eines li-
nearen Operators A kann unter Benutzung irgend einer Orthonormalbasis {|p,)}
als

(WIAI) = (®lon)(pal A1)
= > (el Al (Wlen) = S {ul(A - 1L, n) ©.3)

n

geschrieben werden. Die Grofie

TrB =) (onlBlen) (9.4)

heifst die Spur des Operators B; sie hat, sofern sie konvergiert, die Eigenschaften

(Invarianz gegen ,,zyklische” Vertauschung der Operatorfaktoren) und als Folge
davon

Tr (M~'BM)=TrB (9.6)

(Invarianz gegen Ahnlichkeitstransformation mit einem invertierbaren Operator
M). Insbesondere ist also die Spur unabhingig von der Wahl der Basis {|¢,)}, weil
nach (8.34) ein Basiswechsel durch Ahnlichkeitstransformation mit einem uni-
taren Operator U erfolgt. In dieser Schreibweise haben wir also fiir einen reinen
Zustand [¢))

(A) = Tr(A-T1,). 9.7)

Diese Beschreibung 1df3t sich nun geradewegs auf den ,gemischten” Fall verallge-
meinern, indem man das System statt durch (9.2) durch die mit den Wahrschein-
lichkeiten (9.1) gewichtete Projektorensumme

W=> pll, (I, =la)al), 9.8)

den statistischen Operator, charakterisiert. Dieser Operator ist offensichtlich in der
a-Darstellung diagonal,

(|W]a) = dura Pa s 9.9)

die Wahrscheinlichkeiten p,, sind seine Eigenwerte. Lautet die Information allgemei-
ner, dafd das System sich mit den Wahrscheinlichkeiten p, in den eindimensionalen
Teilrdumen zu den Linearkombinationen

1) = grale) mit (¥|7) = by, (9.10)
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aufhdlt, so ist der statistische Operator als

W= "p N0 =" o) waalel (9.11a)
Y o o
Mit Wora = B Gro Py G (= Wher) (9.11b)
Y

anzusetzen, d.h. in der |«)-Basis nicht diagonal; seine Matrixdarstellung
Wora = (o/|W]a) wird dann auch als Dichtematrix bezeichnet. An allgemeinen Ei-
genschaften von W sind hervorzuheben:

(a) W ist selbstadjungiert, da es eine Summe von Projektoren mit reellen Koeffizien-
ten ist,

wh=w, (9.12)

und tiberdies beschrinkt, da seine Eigenwerte die Summe 1 haben:

1

——
IWE) < D pall Tal) < (D pa) )11 (9.13)
(b) Es gelten die Spurrelationen
TeW = Zpa<a'|ﬂa|a'> = Zpa =1, (9.14)
Tr (W?) = PaiPas (/[ T, I, @) = P <1. (9.15)
(W) ;;az (o o) za:
Saran Ty,

(c) Der Sonderfall eines reinen Zustandes ergibt sich fiir

— 1 fiir Y =",
By = { 0 fir alle tibrigen 7, (9.16)

denn dann wird W = [y)(v| = IL. Dies tritt genau dann ein, wenn in (9.15)
Tr (W?2) = 1ist.

(d) Erwartungswerte von selbstadjungierten Operatoren A, die man fiir gemischte
Zustande (9.8) als

(A) = palalA]a) 9.17)

definieren wird, lassen sich mit der in (9.3) vorgenommenen Umformung als

(A) = Tr (AW) (= Tr(WA)) (9.18)
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berechnen. Kennt man die Spektraldarstellung (7.45) von A, so kann man auch
das dquivalente Stieltjes-Integral

(4) = / T AT (WE )] - a 9.19)

o0

benutzen.

Als Beispiel betrachten wir im Hilbertraum zu den Winkelfreiheitsgraden (v, ¢)
eines Teilchens mit der Orthonormalbasis |/, m) einmal den reinen Zustand

1 2
0 =/F Lo+ 2- . (9:20)
3 3
zum anderen den gemischten Zustand
1 2
und berechnen beide Male den Erwartungswert von
h

unter Benutzung von (3.40). Fiir (9.20) wird

hrv2 2 2
olg i Ly T
V2 V2
tiir (9.21) dagegen
hrl 2
(L) = 5[gg,om+z_|1,o>j+§§1,1|z++z_|1,1>/] ~0. (9.24)
0 0

9.2 Zustandsinderung durch Messungen

Ein zu einem Anfangszeitpunkt prdparierter Zustand (9.8) oder (9.11a) kann
sich im Laufe der Zeit auf zweierlei Arten verdndern. Solange keine weiteren
Praparations- oder Meflakte erfolgen, folgt das System seiner eigenen Dynamik
(,normale” Zeitentwicklung; Kap. 10). Wir fassen hier die Zeitpunkte ins Auge,
wo durch weitere Messungen in diesen ,normalen” Zeitablauf eingegriffen wird.
Hierbei tritt — wenn auch meist nur fiir einen ganz kurzen Zeitraum — das Sy-
stem in intensive Wechselwirkung mit einer Meflapparatur, die stets ein makrosko-
pisches (d.h. extrem viele Freiheitsgrade aufweisendes und meist in guter Nahe-
rung die Gesetze der klassischen Physik befolgendes) zweites System darstellt, so
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dafs fiir eine genaue Beschreibung der Vorgdnge wahrend des Mefiaktes eigent-
lich das gekoppelte Gesamtsystem quantenmechanisch behandelt werden mdifste.
Da eine solche Beschreibung im Hinblick auf die Kompliziertheit realer Mef3ap-
paraturen ohnehin friiher oder spéter einschneidende Idealisierungen und Ver-
einfachungen erfordert, begntigen wir uns hier mit der einfachsten, vollig schema-
tisierten, aber fiir die Anwendung der Quantenmechanik auch vollig ausreichen-
den Feststellung, dafs das System wiahrend des als zeitlich punktartig idealisier-
ten Meflaktes zur Zeit ¢ unter dem Zwang der Wechselwirkung mit dem mas-
kroskopischen MefSapparat diskontinuierlich, jedoch unter Erhaltung der Normierung
(YY) =1 bzw. Tr W =1, von einem Anfangszustand W = W (t — 0) in einen neuen
Zustand Wi = W (t + 0) ,gedreht” wird, der sich dann zundchst wieder , normal”
weiterentwickelt. Fiir den Zusammenhang zwischen W; und Wj; gelten dabei fol-
gende Feststellungen:

(a) Ist tiber das quantenmechanische System aufler seiner bloflen Existenz tiber-
haupt nichts bekannt, so ist seine Aufenthaltswahrscheinlichkeit offenbar ,ho-
mogen” tiber alle Unterrdume U, von H verteilt, und man wird in Verallgemei-
nerung von (9.8)

W'(t—0)=1 (9.25)

ansetzen. Dies ist, wie die Bezeichnung W' andeutet, im strengen Sinne kein stati-
stischer Operator, da seine Spur divergiert. Die mit ihm gebildeten Erwartungs-
werte (A)" = Tr A taugen deshalb, sofern sie tiberhaupt existieren, lediglich zur
Berechnung relativer Wahrscheinlichkeiten wie

<A1>, . TI' Al
<A2>, N TI'AQ ’

(9.26)

Dies ist insbesondere dann sinnvoll, wenn (A4, )" die (unnormierten) Wahr-
scheinlichkeiten fiir das Auffinden des Systems in gewissen endlichdimensio-
nalen Teilrdumen U, 5, d.h. A, die Projektoren II, , I, darstellen, denn die
Spur eines Projektors ist gleich der Dimension des Teilraumes, auf den er projiziert.

(b) Wird bei dieser , Vorinformation” W] = 1 nun ein Eigenwert b einer Observa-
blen B (oder die simultanen Eigenwerte eines ,,submaximalen” Satzes von Ob-
servablen B;) gemessen, so erfolgt der diskontinuierliche Ubergang

W' (t—0)=1 — W'(t+0)=1I,, (9.27)

wobei II, der Projektor auf den Unterraum zu jenem Eigenwert bzw. Eigen-
wertsatz ist. Ist dieser Unterraum von unendlicher Dimension — und dies ist insbe-
sondere der Fall, wenn 11, ganz oder teilweise auf Intervalle in kontinuierlichen Spek-
tren projiziert —, so ist dies noch immer ein ,, unnormierter” statistischer Opera-
tor, mit dem lediglich relative Wahrscheinlichkeiten

Tr (AIH[))
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(©)

berechnet werden konnen. Ist aber U, von endlicher Dimension, so kann man
in (9.27) auch den , echten”, normierten statistischen Operator

11
W(t+0)= Trle (9.29)
b

einsetzen, der sich nun gemafs der spateren GI. (10.20) ,normal” weiterent-
wickelt, bis weitere Mefakte erfolgen.

Als Beispiel fiir den ersten Fall betrachten wir den Akt der Lokalisierung eines
Teilchens auf den Bereich zyp — A/2 <z <z + A/2, yo — A/2 <y < yo+ A/2,
wéhrend die z-Koordinate vollig unbekannt bleibt. Das zugehorige W ist

xo-i-% yo-l-% (8]
W/(t+0) = / dz / dy / dx | 7)) 9.30)
z0—5 Yo—5 —00

mit den uneigentlichen Projektoren |%)(Z|. Ein Beispiel fiir den zweiten Fall ist
die Messung eines Bahndrehimpuls-Betragsquadrates 1%/(I + 1) ohne gleichzei-
tige Messung der Drehimpulskomponente in einer bestimmten Raumrichtung;
ihr entspricht, wenn vorher W’(¢ — 0) = 1 vorlag,

1 +1
W(t+0) = 5= T, mit TT, = > [t m)(l,m] . (9.31)

m=—1

Liegt bei t — 0 mehr , Vorinformation” W; als die triviale von (9.25) vor, so ist
(9.27/9.29) offenbar nicht ausreichend — es sei denn, es erfolge eine vollstindige
Prédparation, wobei II, zum Projektor Il , auf einen eindimensionalen Teilraum
und W (¢ + 0) unabhdngig von der Vorinformation zum reinen Zustand |«)(«|
wird. In jedem anderen Falle, d.h. fiir dim U, > 1, muf$ innerhalb von U, die ,alte”
Information zumindest beziiglich relativer Wahrscheinlichkeiten bestehen bleiben, da
die Messung ja innerhalb 4, keine kleineren Teilraume mehr auszeichnet. An
die Stelle von (9.27) tritt daher im allgemeinen Falle

Wi =W'(t—0) — W'(t+0) =1, W,II, = W}, (9.32a)

oder, wenn dim i/, < oo,

I, Wil
Wy =W(t—0) — W(t+0) = Winb) = Wi (9.32b)
b

(beim Nennerfaktor Tr (IT,WW;II,) beachte (9.5)!). Dieser diskontinuierliche
Ubergang, von dem (9.27) ein Spezialfall ist, wird als Zustandsreduktion beim
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Mefiprozefs bezeichnet. Man rechnet leicht nach, dafd mit (9.32a/b) fiir Mefs-
wahrscheinlichkeiten beztiglich echter Unterrdume U, , U, von U, gilt:

Tr (HC WH) Tr (HC ”I) ..
L = L far 1I,,
Tr (I, Wy) T (I, W)

I, <TI,, (9.33)

denn hier istja Il I, =1I

c1,2°

Die Projektoren I, sind natiirlich in der Basis der simultanen Eigenvektoren
der gemessenen Observablen B; diagonal, aber wegen

[Wir, Bi] = I, [Wr, Bi] 11, (9.34)

muf$ dies nicht notwendig auch fiir den Zustand W, selbst gelten: Der durch
eine Messung von Observablen B; etablierte neue Zustand Wj; ist beztiglich
deren Eigenwerten diagonal (d.h. schwankungsfrei) nur dann, wenn die , Vor-
information” W; mit diesen Observablen vertraglich, d.h. vertauschbar war.

Anmerkungen:

(a)

(b)

In der klassischen Physik unterstellen wir stets stillschweigend, dafs Messun-
gen im Prinzip mit beliebig kleiner Storung des zu messenden Systems aus-
fithrbar sind. Die obige Diskussion zeigt, daff davon in der Quantenmechanik
keine Rede sein kann; Messungen sind prinzipiell massive, den Zeitablauf dis-
kontinuierlich abandernde Eingriffe in das System, und die Formulierung ihrer
Auswirkung etwa durch (9.32a/b) ist wichtiger Bestandteil der Theorie.

Liegt ein gemischter Zustand eines Systems vor, so muf$ man sich davor hiiten,
davon zu reden, das System befinde sich ja eigentlich in einem gewissen reinen
Zustand, den man nur leider nicht genau kenne. Solche Behauptungen sind
nach den Regeln der Quantenmechanik inhaltsleer, weil nie verifizier- oder fal-
sifizierbar: Um sie nachzupriifen, miifite man Meflakte vornehmen, die gemafs
(9.32a/b) genau jenes W; unvermeidlich zerstdren wiirden, iiber das man die
Behauptungen aufgestellt hat. Der statistische Operator ist kein Notbehelf, son-
dern die korrekte, vollstindige und einzige Beschreibung des quantenmecha-
nischen Zustandes.






Kapitel 10

Bilder der zeitlichen Entwicklung

10.1 Zeitentwicklung im Schrodinger-Bild

Die Beschreibung der ,normalen”, nicht durch Messungen unterbrochenen Zeit-
entwicklung konnen wir z.B. so vornehmen, dafs wir den Zustandsvektor bzw. sta-
tistischen Operator des Systems, wie friiher die Wellenfunktion der #-Darstellung,
als differenzierbare vektor- bzw. operatorwertige Funktion der Zeit ¢ auffassen.
Dabei ist ¢ weder Observable noch Eigenwert einer Observablen, sondern einfach ein
reeller Parameter.

Wir betrachten zunédchst einen zur Zeit ¢, praparierten reinen Zustand |1 (ty)). Der
lineare Operator U(t, ty), der jedem moglichen | (ty)) (d.h. jedem |¢)) € H) das dar-
aus zu einer anderen Zeit ¢ entstehende [¢(¢)) zuordnet, beschreibt vollstindig die
Dynamik des Systems; er wird Zeitentwicklungs- oder Evolutionsoperator genannt:

[¥(t)) — [¥(1)) = U(t, to)l¢b(to)) - (10.1)

Da jeder Bildzustand |¢/(t)) Ausgangspunkt weiterer Zeitentwicklung sein kann,
mufl R(U) = D(U) = ganz H sein, und die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit,

W)[(E) = ((t)|UT (L t)U (L, to) 1o (k) = (ko) 1o (k) Vt, (10.2)
erfordert dann, dafd U(t, tp) unitar ist:

Ul(t, to)U(t, tg) = U(t, tg)UT(t,tg) =1 oder U~'(t,ty) =U'(t,ty). (10.3)
Bei Aufteilung der Zeitentwicklung in zwei Etappen t,...¢; und ¢, ... ¢, mufs

Ulty, t1)U(t1, to) = Ulta, to) (10.4)
gelten, woraus fiir ¢, =1,

Ulty, t1) = [U(ty, t2)] L = Uy, 1) (10.5)
folgt, denn es ist ja definitionsgemafs

Ulto,to) =1 (fir alle tp). (10.6)

Parameterabhdngige Operatoren, die wie hier kontinuierlich aus der Identitét sich
entwickeln, charakterisiert man stets am besten durch ihr Verhalten in der Nihe

115
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der Identitit (,,infinitesimale” Operatoren). Fiir kleine Zeitintervalle dt gilt

U(t+dt,t)y=1 + 0U(t,dt) (10.7a)
oU (', 1)
oU(t,dt) = |—=—=| -dt. (10.7b)
ot 1.,

Die Unitaritdtseigenschaft ergibt, dafs
(14 6UN (1 +6U) = 1+ (SU' + 6U) + O((sU)?)

gleich 1, d.h. §U antihermitesch sein muf3,

Ut = —oU . (10.8)
Auflerdem ist es nach (10.7b) proportional zu dt. Schreibt man also
1
SU(t,dt) = g H(t)dt, (10.9)

so ist der hierdurch definierte Operator H = H(t), der Hamiltonoperator des Systems,
selbstadjungiert,

Hi(t)=H(t) Vt, (10.10)

und von der Dimension Energie; in der Tat erweist er sich als der Operator zur
Gesamtenergie des Systems. Er heifst im Hinblick auf (10.9) auch der , erzeugende
Operator” oder Generator der (infinitesimalen) Zeitentwicklung. Die Schreibweise be-
tont, dafy er im allgemeinen selbst zeitabhdngig ist; seine Werte zu verschiedenen
Zeiten brauchen nicht zu kommutieren:

i.a.

Durch Kombination von (10.7a) und (10.9) mit der aus (10.4) folgenden Beziehung

Ut +dt, tg) —Ul(t, ty) = [U(t+dt,t) — 1] U(t, 1) (10.12)
ergibt sich die Differentialgleichung fiir U
zh% Ut,to) = H(t)Ul(t, to) , (10.13)

in der ¢; als Parameter auftritt und die mit der Anfangsbedingung (10.6) zu losen
ist. Aquivalent zu diesem Anfangswertproblem ist die Integralgleichung

. t
Ult,ty) =1— % / dt' H(t"YU(', o) , (10.14)
to

eine lineare, inhomogene Integralgleichung vom Volterraschen Typ, d.h. mit der Varia-
blen ¢ als oberer Integralgrenze. Fiir die Zeitabhdngigkeit des Zustandsvektors
(10.1) ergibt sich

i (0) = Hlw() (10.15)
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also die uns bekannte, aber nun fiir abstrakte Zustandsvektoren geschriebene
Schrodingergleichung. Fiir die Zeitveranderlichkeit der MefSwahrscheinlichkeiten

By (t) = (0 () |y | (1)) (10.16)
ergibt sich daraus wie in (4.57)
(1) = O] [ (), ] (1) (10.17)

was selbst wieder ein Erwartungswert eines selbstadjungierten Operators ist.

Bei gemischten Zustinden miissen wir die Zeitentwicklung eines statistischen
Operators

:Zwa,a(t0)|a'><a| , TrWi(ty) =1 (10.18)

Verfolgen Die |a) sind dabei simultane Eigenvektoren eines aus Operatoren wie

X,P,L,T usw. aufgebauten und daher zeitunabhdngigen Maximalsatzes von Ob-
servablen und tragen daher keinen Index t;; wohl aber entwickeln sie sich fiir
t # tp gemaf (10.1) in andere Zustinde

la) = Ult,to)ley (o = (alU'(t 1) . (10.19)
Damit ergibt sich fiir die Zeitentwicklung von W die Ahnlichkeitstransformation

W (t) = Ult, to) Wi(te) Ut(t, to) (10.20)
die gemaf3 (9.6) die Gesamtwahrscheinlichkeit erhalt:

TrW(t) =TrWi(ty) Vt. (10.21)
Um sie differentiell zu charakterisieren, bildet man mit (10.13)

;iW( £) = (%HU)W(tO)U* + UW(to)< . %UUJ)

und erhdlt die sog. quantenmechanische Liouville-Gleichung oder von-Neumann-Glei-
chung

d i
ZW(t) = = [H (), W (1) (10.22)

Sie zeigt insbesondere, dafy ein Anfangszustand, dessen statistischer Operator
W (ty) in der Energie diagonal, d.h. mit H vertauschbar ist, unverandert bleibt,
wenn H selbst nicht explizit zeitabhdngig ist:

H
W (t) = W(ty) = const., wenn aa—t =0 und [H,W(ty)]=0. (10.23)

Dieser Fall liegt insbesondere bei den Gleichgewichtszustdnden der statistischen
Mechanik vor. Fiir die Zeitverinderlichkeit der Erwartungswerte

(A), = Tr[A - W(1)] (10.24)

nicht explizit zeitabhdngiger Operatoren A ergibt sich, wenn man die aus (9.5)
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folgende Umformung
Tr(A-[H,W])=Tr([A H-W) (10.25)
benutzt, die Verallgemeinerung von (4.57) fiir gemischte Zustdande
d i i
() = T (A HEW)] W) = 1

Eine wichtige Anwendung der letzten Beziehung ergibt sich daraus, dafy nach der
Unschérferelation (7.77b)

([H, A]), . (10.26)

1
S, 4], < (AA), - (AH), (1027)
gilt'. Man erhilt damit fiir jedes Zeitintervall t . . .t + dt und jede Observable A
I | d(A),
cdE > = .
(AH), -dt = 3 Ba). | (10.28)

was die prazise Fassung der sog. , Energie-Zeit-Unschirferelation” darstellt. Da der
Absolutbetrag rechter Hand dimensionslos und bei vielen praktischen Proble-
men zu allen Zeiten etwa von der Grofienordnung 1 ist, wird sie oft salopp als
LAE - At > 1" geschrieben, was aber natiirlich quantenmechanisch keinen Sinn
ergibt, da der Zeit ¢, wie betont, kein selbstadjungierter Operator und damit auch
keine Schwankung zugeordnet ist.

10.2 Berechnung des Evolutionsoperators

Ist der Hamiltonoperator nicht explizit zeitabhidngig,

oOH

— =0 Vit 10.29

ot ’ (10.29)
so hat (10.13/10.6) die eindeutige Losung

Ult, ty) = e n00H — [[(¢ — ), (10.30)

die nur noch von der Differenz ¢t — ¢, abhdngt, d.h. die Dynamik ist dann invariant
gegen zeitliche Translationen (¢,%y) — (¢ + At, ¢y + At). Die Exponentialfunktion
in (10.30) ist durch ihre Reihenentwicklung definiert und macht wegen

Ut(t — tg) = etalt=)H = /=1 (¢ — 1) (10.31)

die Unitaritdat von U manifest. Statt Gl. (10.4), in der die beiden Operatorfaktoren
am mittleren Zeitpunkt ¢, ,,zusammenpassen” miissen, gilt nun allgemeiner

e wtmH o= it H _ = (tmttn)H , (10.32)

d.h. das Produkt zweier Evolutionsoperatoren gibt stets wieder einen solchen: Die
Evolutionsoperatoren zu verschiedenen Zeitintervallen t — t, bilden im Falle (10.29) eine
einparametrige Gruppe unitirer Operatoren mit dem Parameter —oo < t — ty < +o0, die
auch abelsch, d.h. kommutativ ist und mit U (1) bezeichnet wird.

'Wir haben dies dort fiir reine Zustinde gezeigt; es gilt aber ebenso fiir gemischte.
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Natiirlich ist (10.30) nur eine formale Losung, solange man nicht die exakten Ei-
genwerte von H kennt. Hat man diese aber bestimmt, d.h. ist die Spektraldarstel-
lung

H = E, |, n db | de B K K 10.33
S ltns)ual + | dF [ Elin, e (1033)

bekannt, so kann man (7.48) anwenden und erhilt

Ut —t0) = D e H ) (o

n.k
+/ M/wewm%wmwm (10.34)
C(H)

also folgendes Bild der Zeitentwicklung: Die Komponenten des Ausgangszustandes
[v(to)) in den verschiedenen Eigenriumen von H werden jeweils mit den fiir stationdre
Zustinde charakteristischen Phasenfaktoren exp(—iw(t — to)) mit Frequenzen w = E/h
multipliziert und dann wieder superponiert. Zur vollstaindigen Aufschliisselung die-
ser Eigenrdume wird man zweckmaflig mit H vertauschbare Observable aufsuchen
und einen Maximalsatz

{H, Ay, Ay, ..., Ap ) mit [A;, H] =0 (10.35)

bilden, dessen simultane Eigenwertsiatze dann die Paare (E,, k) bzw. (E, k) in
(10.34) konkretisieren. Fiir solche Observable sind nach (10.17) bzw. (10.26) alle
Mefiwahrscheinlichkeiten — gegeben durch Erwartungswerte von Projektoren zu
den entsprechenden Eigenwerten bzw. Eigenwertintervallen — zeitlich konstant;
sie heiflen daher Erhaltungsgrifien oder Konstanten der Bewegung.

In der |#)-Darstellung fiir ein einzelnes Teilchen ist (10.34), angewandt auf
l4(ty = 0)), natiirlich identisch mit der Gl. (4.27), und

G(T, Tyt —ty) = (F|e #0H|7) (10.36)
ist die exakte Greensche Funktion (4.28).

Bei explizit zeitabhdngigem Hamiltonoperator,
oH
— 10.37
0, (1037)

gilt (10.30) nicht mehr und die Behandlung der Zeitentwicklung gestaltet sich in
der Regel wesentlich schwieriger. Von exakt l8sbaren einfachen Sonderféllen ab-
gesehen, hat man hier als allgemeine Losungsmethode lediglich die sog. iterative
Losung von (10.14)

Ult,ty) = 1-— %/t dt' H(t'") [1 — %/t’ dt" H(t") U(t",to)]

to to

= 1+ <—%>l/ttdt1H(t1)

+ <—%>Q/t:dt1 /: dty H(ty) H(ty) + . .. (10.38)
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Ihre einzelnen Terme lassen sich in eine symmetrischere Form bringen, die am
Term zweiter Ordnung illustriert sei: Durch Umbenennung der Integrationsvaria-
blen erhilt man

1
/dtl/ dtgf tl,tQ - 5{/ dtl/ dtgf tl,tg /dtg/ dtl tQ,tl }

t ty =1y Da die beiden Integrationsgebiete zusammen
das Quadrat ¢, < ¢,t, <t bilden (vgl. Skizze)
kann man dies als

tl, tg ftir to <t
/ dtl/ dtg{ Fltortr) fiirts >t } (10.39)
schreiben; entsprechend fiigt man beim Term
n-ter Ordnung die n! verschiedenen durch
Variablenvertauschung entstehenden Inte-

t grationsgebiete zum n-dimensionalen Kubus
oy to < tiytos. ..ty <1
to t 0 S 11,09,...,T, < T ZUSammen.

Definiert man das zeitgeordnete oder chronologische Produkt zeitabhdngiger Operato-
ren durch

P[A(t1)B(t2)] = O(t1 — t2) A(t1) B(t2) + O(t2 — t1) B(t2) A(t1) (10.40a)
und allgemeiner durch

P[A{(t1) ... Ap(tn)] = Ai, (i) Aiy (tiy) - As (E3) (10.40b)
mit tin S tin—l S S tiQ S til R

d.h. durch Anordnung der Operatorfaktoren in von rechts nach links aufsteigen-
der Zeitreihenfolge, so kann man schliefslich (10.38) in Form der Dysonschen Reihe

Ut 1) = i% /tt dt, ../tt dt, PH(t)) ... H(t,)] (10.41)

schreiben; das P-Produkt ist definitionsgemafs in allen Faktoren (d.h. gegen be-
liebige Vertauschungen) symmetrisch. (10.41) wird auch formal als ,zeitgeordnete
Exponentialreihe”

U(t,to):P{e i Ji A <’>} (10.42)

geschrieben. Eine Vereinfachung ergibt sich, wenn H zwar noch zeitabhdngig ist,
aber die Eigenschaft

[H(t1),H(t2)] =0 ¥ (t1,12) (10.43)
besitzt; dann kann man offenbar das P in (10.41) einfach weglassen und erhalt
Ut to) = e~ 7 Jio @HE) (10.44)

was fiir zeitlich konstantes H auf (10.30) zuriickfiihrt.
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10.3 Zeitentwicklung im Heisenberg-Bild

Die Gleichungen (10.24) und (10.20) in der Form
(A), = Tr (AUW (to)UT) = Tr [(UTAU)YW (t5)] (10.45)

zeigen, dafl man die Zeitentwicklung der mefsbaren Grofien auch ganz anders be-
schreiben kann: Man behailt fiir den Zustand W den Anfangswert W (t,) bei — er
stellt dann lediglich eine Zusammenfassung der Anfangsbedingungen dar — und
1463t dafiir die Observablen A sich gemafs

A (t) = Ul(t,t0) A, U(t, 1) (10.46)

entwickeln, wobei A, = A, (t,) die zeitunabhidngige Observable A der bisherigen
Formulierung bezeichnet. (Hat A noch eine explizite, von aufien aufgeprégte Zeit-
abhingigkeit, so schreiben wir A_(t).) Diese fiir die Berechnung von Meflwahr-
scheinlichkeiten vollig dquivalente Auffassung heifst Heisenberg-Bild im Gegensatz
zum bisher benutzten Schrodinger-Bild mit zeitabhdngigen Zustdnden. Die Zeitab-
héangigkeit (10.46) der Heisenberg-Observablen kann man mit (10.13) durch die
sog. Heisenbergsche Bewegungsgleichung

d i

CAL(0) = 1 [H, (1), 4, (1) (1047)
charakterisieren, die in diesem Bild an die Stelle der Schrodinger-Gleichung (10.15)
tritt. Man beachte sowohl den Vorzeichen- als auch den begrifflichen Unterschied
zur von-Neumann-Gleichung (10.22), die dem Schrodinger-Bild angehort! Ist A
explizit zeitabhidngig (0A, /0t # 0), so tritt zu (10.47) natiirlich ein Term

0A 0A
U (t,to) a—ts Ult,to) = (EL

(die letztere Schreibweise ist Konvention) hinzu.

Da U(t, tp) unitér ist, bleiben die Spektren der Heisenberg-Observablen (10.46) und
damit die moglichen Mefswerte unverandert, denn aus

(10.48)

A, sla) = aja) (10.49a)
folgt durch Anwendung von Ut
A, () Ut to) )] = a; [UT(t,0)] )] (10.49b)

mit denselben Eigenwerten. Dagegen , drehen” sich die Eigenvektoren, die im Schro-
dinger-Bild zeitlich konstant waren, hier offenbar im Zeitverlauf gemafs

(1)), = U (t,t0)|ev) (10.50)

d.h. ,kontragredient” zu der Zeitentwicklung (10.1) des Systemzustandes im
Schrodinger-Bild. Im Heisenberg-Bild sind also nicht schlechthin ,die Zustdnde
zeitunabhdngig”, sondern nur der Systemzustand, wahrend die Eigenvektoren der
Observablen unitédr transformiert werden.
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Im Heisenberg-Bild ist anhand von (10.47) sofort tibersehbar, wann eine nicht ex-
plizit zeitabhdngige Observable Konstante der Bewegung ist, namlich genau dann,
wenn

[H,(#),A,#)]=0 Vit (10.51)
ist. Ist H konstant und somit nach (10.30)

A

(t) = etalt=t)H 4 _e=nli=to)H (10.52)

H

so erhdlt man sofort die fiir diesen Fall in (10.35) notierte Bedingung [Hg, As] =0
zuriick.

Auflerdem zeigt das Heisenberg-Bild sehr klar die Analogien wie die Unterschiede
zur klassischen Mechanik, da fiir Systeme, die nur die klassischen Bahnfreiheitsgra-
de (mit zugehorigen kanonisch konjugierten Operatorpaaren Py, Qi) besitzen, die
Bewegungsgleichung (10.47) mit

H, =H{Pyu},{Qru}t) (10.53)

vollig analog zur Poisson-Klammer-Formulierung der klassischen Mechanik ist,
wenn man die formale Ersetzung

0

{HaA}Poisson — A

[H,, Ay (10.54)

vornimmt. Da aus den Vertauschungsrelationen (7.78)

o I S A R
Q. P, = == Q™ = —= o0 @ (10.55a)
Pr,Q,] = ?nP};—l = ?%Pg (10.55b)

folgt, nehmen fiir ein aus den Potenzprodukten von ()’s und P’s aufgebautes H
die GIn. (10.47) fiir Koordinaten- und Impulsoperatoren die Gestalt

d _ O0H(Pu,Qunu,t)
Gty = TG, (10562)
@ Ponlt) = o, (10.56b)

d.h. die Form operatorwertiger kanonischer Gleichungen an. Die Analogie hat ihre
Grenzen dort, wo das klassische H — etwa, weil es gemischte hohere Potenz-
produkte der P und @ enthilt — beim Ubergang zur Quantenmechanik modifi-
ziert werden musfs, z.B. durch die zur Wahrung der Selbstadjungiertheit notwendi-
gen Symmetrisierungsterme; die rechten Seiten von (10.56a/b) unterscheiden sich
dann von den entsprechenden klassischen Ausdriicken durch Zusatzterme, die ex-
plizite Potenzen A" mit n > 1 als Vorfaktoren enthalten und somit im , klassischen
Limes” i — 0 wieder verschwinden.
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10.4 Wechselwirkungs- oder Dirac-Bilder

Lafst sich der Hamiltonoperator nach dem Schema

OH,
H(t) = Hy+ Vs(t) 8—t0 =0 (10.57)

zerlegen, so kann ein weiteres Bild der Zeitentwicklung, das eine Mittelstellung
zwischen den bisher benutzten einnimmt, zweckmaflig sein: Man verteilt gemaf
den Formeln

(A), = (Ww () Aw () [Yw (1)) (10.58)

mit den Bezeichnungen

i

Aw(t) = enlt=to)fo 4 o=(i=to)Ho (10.59)
[Ww (t)) = enl=H U (L t0) [4(ty)) (10.60)

den durch Hy bedingten sog. ,ungestirten” Teil der Zeitabhingigkeit auf die Observablen
und die durch V(¢) bedingte Restabhdngigkeit auf die Zustidnde; fiir gemischte
Zustdnde tritt natiirlich an die Stelle von (10.60)

WVV (t) = 6%(t—t0)H0 U(t, tO) W(to) UT (t, tO) 6—%(t—to)H0
< = 6%(t—t0)H0 Ws(t) e—%(t—to)Hg) , (1061)

und an die Stelle von (10.58) Tr (Aw (¢)Wy (t)). Beachte, daf3 der in (10.60) auftre-
tende modifizierte Evolutionsoperator

U (¢, ) = e (¢ 1)) (10.62)

selbst im Falle der Gln. (10.29/10.30) nicht zu e~ 7=V vereinfacht werden kann,
denn Hj und V' (¢) sind i.a. nicht miteinander vertauschbar, und es gilt

6_%t(H0+V) 7£ 6_%tHO 6_%“/ fur [HO, V] 7£ 0 ) (1063)

wie der Vergleich der Exponentialreihen schnell zeigt. Die Zeitveranderlichkeit
dieses Operators und damit von |y ) bzw. Wy, ist durch

0 i 1 1
il — or(t=to)Ho { —
5 Uw (t,10) = en \( hHO + mH(t) )/U(ta to)
oder —HVs(®)
0 i
mit  Vip(t) = en (0050 o () e~ r (t=to) Ho (10.65)

— und mit der Anfangsbedingung Uy (t,%,) = 1 — oder wieder durch die Integral-
gleichung (10.14) mit

U—Uy , H—Vy (10.66)
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gegeben. Dieses sog. Wechselwirkungsbild ist vor allem dann zweckmaéfiig, wenn H,
in irgend einem Sinne ,dominanter” Anteil von H und Vs (t) dementsprechend als , kleine
Storung” behandelbar ist, weil dann die Losung in Form der Dyson-Reihe

Un (£, o) :Zm /t it .. /t dt, PV (t1) . Vig(ta)] (10.67)

eine Entwicklung nach Potenzen dieser Storung darstellt und ndherungsweise in
niedriger Ordnung abgebrochen werden darf.



Kapitel 11

Darstellungsfreie Behandlung des
Oszillators

11.1 Eigenwerte und Eigenvektoren von

Der eindimensionale harmonische Oszillator, also ein System mit einem Freiheits-
grad und einem kanonisch konjugierten Observablenpaar,
h
P, X]=~"1, (11.1)

]

dessen Hamiltonoperator die Gestalt

1
H=—pP+22x? (11.2)
2m 2
hat (w = klassische Oszillatorfrequenz), ist das Paradebeispiel eines Systems, des-
sen Energiespektrum und Eigenvektoren sich ohne Zuhilfenahme spezieller Dar-
stellungen mit abstrakten Hilbertraum-Methoden ermitteln lassen. Dazu bildet

man mittels der , Oszillatorlange”

Y (11.3)
mw

das dimensionslose adjungierte Operatorpaar

1 (b i
= —|=-P—--X 11.4
o = = (5r-5%)- (1142)
o = L 9P+3X (11.4b)
V2 \n b ’ ’
fir das sich aus (11.1) die Vertauschungsrelation
i
a,a') = 57 (IP.X] ~ [X,P]) = 1 (11.5)
ergibt. Mit den Umkehrbeziehungen zu (11.4),
1 A b
— = (aT - _(qf —
P ﬂb(a +a) , X iﬂ(a a), (11.6)

125
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1463t sich der Hamiltonoperator (11.2) schreiben als

hu 1
H = Tw (a'a + aa’) = hw (a'a + 5 1). (11.7)
Da der selbstadjungierte Operator
N =d'a (11.8)

positiv semidefinit im Sinne von (7.18) ist, hat das Spektrum von H damit die untere
Schranke %hw Mit (11.5) findet man die Vertauschungsrelationen

[N,a']=a" , [N,a]=—a. (11.9)

Ist also |v) ein (wegen der Selbstadjungiertheit sicher existierender) Eigenvek-
tor von N zum reellen Eigenwert v und damit auch von H zum FEigenwert
E, = hw(v + 3), so sieht man aus

H(a'lv)) = hw(NaT+%aT)|V)

— (N + ;cﬁ)w — (B, + hw)(a'|)) (11.10a)

H(alv)) = hw(Na+ %a)|y>

— hw(aN - %a)|l/> — (B, — hw)(al)), (11.10b)

da dann die Zustidnde af|v) bzw. a|v) ebenfalls Eigenzustinde mit um fiw erhoh-
tem bzw. erniedrigtem Eigenwert sind; o' und a sind dhnlich wie [,/  Stufen-
operatoren, und zwar nennt man a' Erzeugungs- und a Vernichtungsoperator eines
., Oszillatorquants” hw. Die Proportionalitdtsfaktoren folgen durch Betrachtung der
Normen

la') I = (vlaat |v) = (W] N+ 1[v) = (v + 1) i) (11.112)

lalv)|? = (v|alalv) = (WIN|v) = v (v|v), (11.11b)

aus der Forderung || |v) || = || v+ 1) || = || [v — 1) || = 1; die freibleibenden Phasen
wahlen wir so, daf

allvy = Vv+1lv+1) (11.12a)

alyy = Vrlv—-1) (11.12b)

gilt. Durch wiederholte Anwendung von @ kann man also, von irgendeinem |v)
ausgehend, schliefSlich im Widerspruch zur Positiv-Semidefinitheit von N Zustidn-
de mit negativen N-Eigenwerten konstruieren, sofern nicht die Folge dadurch ab-
bricht, dafl a|v) fiir v < 1 der Nullvektor wird. GI. (11.12b) zeigt, daf8 dies genau
fir v = 0 eintritt; die Gleichung

al0)=0  (mit (0)0) = 1) (11.13)
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ist die abstrakte Definition des Grundzustandes des Oszillators mit dem tiefsten
Energieeigenwert

1
E, = §hw (,Nullpunktsenergie®) . (11.14)

Nur Vektoren, deren Eigenwert E, um ein ganzes Vielfaches von fw iiber dem
Wert (11.14) liegt, sind zuldssige Eigenvektoren, weil von allen anderen E,-Werten
ausgehend sofort der erwdhnte Widerspruch konstruiert werden konnte. Damit
hat der harmonische Oszillator das rein diskrete Spektrum

En:<n—|—%>hw, n=0,1,2,3,... (11.15)

und die zugehorigen normierten Eigenvektoren |n) sind aus dem Grundzustand |0)
durch wiederholte Anwendung des Stufenoperators af gemaf (11.12a) zu erhalten:

In) = % (a')" [0} . (11.16)

Daf$ kein kontinuierliches Spektrum auftritt, rithrt daher, dafy das Potential hier
fur || — oo nicht gegen einen endlichen Wert geht, sondern unbegrenzt ansteigt.

Die Zustande (11.16) sind orthonormiert,
(n'Iny = dprn (11.17)

und bilden wegen der Selbstadjungiertheit von H eine Basis im Hilbertraum des
Oszillators; die Spektralzerlegungen (7.34c/d) bzw. (7.45) lauten

1=3")n| , H=hwy (n + %) In)(n] . (11.18)

Auch die Matrixdarstellungen der tibrigen auftretenden Operatoren in der , Oszilla-
tordarstellung” {|n) } lassen sich leicht angeben; aus (11.12a/b) folgt zunachst

(n'|a’ln) = Vn+16wn41, (11.19a)
(nlaln) = V/ndwn (11.19b)

und damit nach (11.6) fiir Koordinate und Impuls

, b
(| X|n) = m(mﬂanf,nﬂ—ﬁangn_l), (11.20a)
, h
(! |Pln) = m(\/n+15n,,n+1+\/ﬁ(sn,,n_l). (11.20b)
Als Matrix ausgeschrieben ist also z.B.
0 -1 0 0
(<n’|X|n>)=E- 0 +v/2 0 -3 ...1, (11.21)
0 0 +vV3 0
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usw. Beachte, dafs sowohl X als auch P keine Diagonalelemente haben, d.h. es ist fiir
alle n

(n|X|n)y=0 , (n|Pln)=0. (11.22)

Dagegen findet man fiir die quadrierten Operatoren durch zweimalige Anwen-
dung von (11.12a/b)

Xy — b2{5n/n<n+%) —% (50 ms/ 0+ D01 2)

4 G nan/n(n — 1)]} . (11.23a)

, h? 1\ 1
WPy = 5 {@m (n+3) +5 [fwmiev/ T+ D0 +2)

+ Ot m_zr/n(n — 1) ] } (11.23b)

und damit
2 _ 2yt 2 _ W1
(AX)2 =0 (n+ 2) SN (n+ 2) (11.24)
oder
(AX -AP) =h (n + %) . (11.25)

Der Oszillatorgrundzustand (n = 0) realisiert also das nach (7.79) kleinste mogliche Un-
schirfenprodukt! Die im Gegensatz zum klassischen Oszillator endliche Grundzu-
standsenergie (11.14) kann man, da (11.24) ja zugleich die Erwartungswerte

(T)=(V) = % hw (n + %) (11.26)

der beiden Terme des Hamiltonoperators (11.2) angibt, als tiefsten von der Un-
schidrferelation erlaubten Energieeigenwert betrachten.

11.2 Eigenfunktionen in Orts- und Impulsdarstellung

Daf§ Gl. (11.13) tatsdchlich den Grundzustand vollstindig definiert, sieht man
z.B. in der Ortsdarstellung, vermittelt durch die uneigentlichen Eigenvektoren |z)
von X. Dort wird (11.13) unter Benutzung von (11.4a) zu
1 b i b d 1
= (| =P— X0 = — [ — + = = 11.27

(walo) = 5 ol 7= 1 X 0 = (4 o) ) =0, (127a)
d.h. zu einer linearen Differentialgleichung 1. Ordnung fiir die Grundzustands-
wellenfunktion (x|0). In der dimensionslosen Variablen

= % (11.27b)
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lautet sie
d x
(d—€+§> @ =0 (vu(3) = @n) - (11.27¢)
Ihre gemaf3
+00
) =5 [ de @) =1 (11.28)

normierte Losung lautet

Yo(€) = (by/m) 2 e 28 (11.29)

Das ist eine Gaufi-Funktion mit Maximum beim klassischen Gleichgewichtspunkt
z = 0 mit der Abfallsbreite b/2. Die Wellenfunktionen der angeregten Zustinde
folgen aus (11.16):

ol = L talatioy = = [ (e~ 2N]

(€)= lolnh = =l i0) = |25 (6= %) wi©). 1302

Mittels der Operatoridentitit
d _ _ped e

£ — i e i e (11.30b)
kann dies in der Form

Ua(€) = " (by/m2"nl) "2 e 28 H,(€) (11.30¢)
mit den sog. Hermiteschen Polynomen

H,(€) = (-)" e <d%>ne‘§2 (11.30d)

geschrieben werden; die ersten dieser Polynome sind

Hy(§) =1, Hy(£) = 2(2¢* — 1),
Hi(§) =26,  Hy() = 4(28° - 39).

Allgemein ist H,(&) ein Polynom n-ten Grades mit der , Paritit” (—)", d.h. der
Eigenschaft

H,(=¢) = (—)"Hn(§) (11.32)

beziiglich der Spiegelung der Koordinate x am Ursprung, und mit n reellen Null-
stellen, so dafs der Index n zugleich die , Knotenzahl” der Ortsraumwellenfunktion

V(%) angibt.

Der Ubergang zur Impulsdarstellung durch Fouriertransformation ist fiir die Os-
zillatorfunktion besonders einfach: Es gilt mit &k = p/h
b

(11.31)
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d.h. in der Variablen bk hat die n-te Impulsraumwellenfunktion bis auf einen Faktor
(—i)"b/\/h dieselbe Form wie die Ortsraumwellenfunktion in der Variablen (x/b). Dies
sieht man leicht daran, daf3 (11.29) sich bei der Fouriertransformation in der Varia-
blen 7 = bk bis auf den Faktor b/v/h reproduziert und der Operator af in 7 gemaf

i d
—i|—=(n—— 11.34
7 ()] s
wirkt; letztlich ist es eine Folge des symmetrischen quadratischen Aufbaus von H
in P und X.

11.3 Bewegung des ,minimalen” Wellenpakets

Der nichtstationdre Zustand des Oszillators
[ (ko)) = ermX e~ 7 0P|0) (11.35)
besitzt die Ortsdarstellung
(@lip(ty)) = i e (x]0)
= enPor (x — 20]0)
eFP0T (b /) 7F e ((@=20)/)” (11.36)
und daher, wie man leicht nachrechnet, die Erwartungswerte

(X)iy =m0 » (P),=no- (11.37)

to

Er stellt also einen rdumlich um z, (statt x = 0) zentrierten und mit einem mittle-
ren Impuls p, versehenen Oszillatorgrundzustand dar. Wir wollen seine zeitliche
Entwicklung verfolgen und dazu zunéchst | (ty)) zweckmaflig umformen. Dazu
benutzen wir den Hilfssatz, daf fiir zwei lineare Operatoren A, B, die beide mit
ihrem eigenen Kommutator vertauschbar sind,

[A,[A,B]] =[B,[A,B]]=0, (11.38a)
die Glaubersche Operatoridentitiit

eAMB = oA B om3lABl (11.38b)
gilt. Zum Beweis geht man davon aus, dafy die Operatorfunktion

fA) =eMeB (11.39)
Losung der linearen Differentialgleichung erster Ordnung

T —tar e ) (11.40)
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mit dem Anfangswert f(0) = 1 ist. Nun gilt allgemein fiir zwei Operatoren A, B,
wie man durch Einsetzen der Exponentialfunktion direkt beweist,
2 3

eMBe ™M =B+ %[A, B] + %[A, [A, B]] + %[A, [A,JA,B]] +..., (11.41)

die sog. Baker-Campbell-Hausdorff-Formel. Im vorliegenden Fall verschwinden we-
gen (11.38a) die wiederholten Kommutatoren und es gilt

MBe™ =B+ MA,B]  (fiir (11.38a)) . (11.42)
Die damit entstehende Differentialgleichung

d

d—ﬁ — A4 B+ A B]- f) (11.43)

146t sich, da (A + B) und [A, B] sowohl untereinander als auch mit f(\) kommu-
tieren, wie eine Zahlengleichung integrieren und gibt

FA) = XATB) 2 V[AB] (11.44)

woraus fiir A = 1 die Behauptung (11.38b) folgt.

Wir wenden diese Identitdt zunachst auf (11.35) mit

A= ﬁpoX , B= —f—_ﬁop , [A,B]= 7 PoTo

an und erhalten mit (11.4)

i (wopo

[Y(to)) = e2\7n )e%(”‘)X*mOp) 10)
= () gritat+a) gy (11.45)

wobei

1 Zo . Pob
= — | — — ] . 114
z \/§<b +1 h) ( 6)

Das Betragsquadrat dieser dimensionslosen Zahl,

1| /20\2 b\ 2 1 1 m E

2 0 Po 2 2.2 c

_1i(m PON L _ L | L e _ —¢ 47
12 2{(1;) +<h>] m{2mp°+2“%} he (11.47)
ist offenbar die den Mittelwerten (11.37) bei t, klassisch zugeordnete Oszillatorenergie
E¢ in Einheiten von 7w. Eine zweite Anwendung von (11.38b) mit

A=—iza' , B=—iz‘a , [AB]=|z]

gibt dann die Darstellung

S

[(t)) = e B femm o) L (11.48)

weil nach (11.13) exp(—iz*a)|0) = |0) ist. Damit ist der spezielle Anfangszustand
(11.35) bis auf einen Zahlenfaktor auf einen sog. kohirenten Oszillatorzustand

I2) = e~ |0) (11.49)
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zuriickgefiihrt. Er stellt eine ,erzeugende Funktion” der stationdren Oszillatorzu-
stinde dar in dem Sinne, daf} die Koeffizienten in seiner Entwicklung nach Poten-
zen von z,

n)

— ; (_\/Zg [ﬁ(af)"m)] , (11.50)

gerade die normierten Oszillatoreigenvektoren (11.16) ergeben. Damit ist die Ent-
wicklung von [¢(%y)) nach H-Eigenzustinden bekannt, und die Zeitentwicklung
des , Wellenpakets” (11.35) 1af3t sich mit dem nach (10.30) gebildeten Evolutions-
operator

Ul(t, ty) = e~ li=to)aaty) (11.51)

sofort angeben:

~1(Zc) i zoro) = —iz)" o iw(t—to)(n
t = e 2(FI)Tsl 0 n
(1)) Z NG i)
_ 6_%(%)4_%[9”01’0 —w(t=to)] ,—iz(t)a’ 10) (11.52a)
mit
2(t) = ze @t (11.52b)

Die letzte Beziehung zusammen mit (11.46) zeigt, dafs bis auf einen unwesentli-
chen Phasenfaktor exp|[—i% (¢ —ty)] die urspriingliche Gestalt (11.35) bis auf die
Ersetzungen

b2
xy — xgcosw(t —ty) + poT sinw(t —ty) = (X), (11.53a)

o — pocoswlt — to) — %sinw(t—to) —(P), (11.53b)

bei der Zeitentwicklung reproduziert wird. Die Mittelwerte vollfithren also die
nach dem Ehrenfestschen Theorem zu erwartende klassische Bewegung. Die Be-
sonderheit von (11.35) und (11.52a/b) liegt dagegen darin, dafS die Schwankungen

b h
ﬁ ) (AP)t:m

stets den Wert des unverschobenen Grundzustandes |0) beibehalten, d.h. daf3 das
Paket ohne Verzerrungen seiner riumlichen und Impulsverteilung oszilliert. Fiir

(AX), = (11.54)

h
To>b , po > E , (11.55a)

d.h. Amplituden, gegeniiber denen die Schwankungen vernachldssigbar erschei-
nen, ergibt sich in sehr guter Ndherung das Bild einer klassischen Oszillatorbewe-
gung mit

Ec > hw . (11.55b)
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Kapitel 12

Allgemeine Symmetrieoperationen —
Translationsgruppe

12.1 Symmetrieoperationen am Beispiel der
Translation

Ein quantenmechanisches System, beschrieben durch den Zustand |¢)) bzw. W,
und die Gerdte, mit denen wir Messungen am System vornehmen, beschrieben
durch Projektionsoperatoren II, denken wir uns samtlich um einen Vektor @ im
Raum verschoben. Dabei geht jeder mogliche reine Systemzustand |¢) in einen
eindeutig zugeordneten , verschobenen” Zustand |¢’) tiber, so daf3 die Abbildung

¥y — |[) =U(@)y) (12.1)

einen vom Verschiebungsvektor @ parametrisch abhdngenden Translationsoperator
U(a) auf ganz H definiert. Ein gemischter Zustand transformiert sich wegen des
bilinearen Aufbaus (9.11a) von W bei derselben Operation gemaf3

W = W =U@wu@))'. (12.2)

Dasselbe Verhalten zeigen offenbar die Projektoren II zu gewissen Systemeigen-
schaften, die sich ja nach (7.33) darstellen lassen:

I — II'=U@@n0u(a)?. (12.3)

Wir konnen sofort einige Eigenschaften der Operatorenfamilie U (@) angeben. Da
Nacheinanderausfiihrung zweier Verschiebungen a;, @, unabhdngig von deren
Reihenfolge dasselbe Resultat ergibt wie eine einzige Verschiebung um den Vektor
@, + do, haben wir

U(dz) U(a,) = U(@, + dz) = U(d,) U(ds) - (12.4)

Fiir d, = —a, erhalten wir als Resultat eine Verschiebung um den Nullvektor, die
offenbar alle Zustinde unverandert lassen muf, d.h.

U(-a)U@) =1 = U@) U(-d) . (12.5)

133
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Dies zeigt einmal, daf8 auch der Bildbereich R(U) von U ganz #H sein mufs (denn
jedes |¢) € H lafit sich als Bild von U(@)|¢)) unter der Translation U(—a) auffas-
sen) und zum anderen, dafi die Abbildung umkehrbar eindeutig ist und das In-
verse U(—a) besitzt. Mathematisch besagen die GIn. (12.4/12.5), daB3 die Translati-
onsoperatoren U (@) zu allen @ € R? eine (abelsche, d.h. kommutative) Gruppe mit 1 als
Neutralelement und dem Multiplikationsgesetz (12.4) bilden. Diese Uberlegungen
sind im tibrigen vo6llig analog zu den bei Gl. (10.32) fiir die ,Zeittranslation” bei
zeitunabhdngigem Hamiltonoperator angestellten.

Ist nun das System abgeschlossen, d.h. haben wir alle dazugehorigen Teilsysteme
und Kraftfelder auch wirklich mitverschoben, so besagt die grundlegende Erfah-
rungstatsache der Homogenitit des Raumes in der Sprache der Quantenmechanik,
dafs alle mit den verschobenen Apparaturen am verschobenen System bestimmten
Mefswahrscheinlichkeiten ebenso ausfallen wie in der , unverschobenen” Situati-
on, d.h.

Tr (I'W') = Te (UTUTUTUW) = Tr (IIW) (12.6)

tir alle Eigenschaften IT und alle (geméfs Tr W = 1 normierten) Zustdnde . Ins-
besondere gilt fiir reine Zustdande (d.h. W = |¢)(¢)| mit (¢0|1)) = 1) und fiir die Pro-
jektoren II, = |a)(«a|, die die Messung der Eigenwerte eines Maximalsatzes ver-
tauschbarer Observabler reprasentieren,

(o' |) [P = [({Ua|U)* = [(ale)] . (12.7)

(Der allgemeinere Ausdruck (12.6) kann dann als mit den reellen Eigenwerten p,,
von IV gewichtete Summe solcher Betragsquadrate aufgefafit werden.)

Die Forderung (12.7) an U ist schwécher als die der Isometrie, (Ua|Uv) = (a|1)),
da nur die Invarianz des Absolutbetrages des Skalarproduktes gefordert wird. Ein
Theorem von Wigner, das wir hier nur referieren!, besagt jedoch, daff man sich
- notigenfalls nach geeigneter Umdefinition der Phasenfaktoren, die bei der Defi-
nition der Orthonormalsysteme {|a/)} und {|a)} frei bleiben — auf nur zwei Arten
von Operatoren U beschrdanken kann, die (12.7) erfiillen:

(a) U ist auch isometrisch, d.h.

(UalUy) = (ald) Vla),[¥), (12.8)

und, wie wir bisher stets stillschweigend vorausgesetzt haben, linear; dann
folgt im Verein mit den vorher festgestellten Eigenschaften die Unitaritit von U,
d.h.

Ulinear und U'U=UU"=1. (12.9)
(b) U besitzt die Eigenschaft

(UalUp) = (¢la) = {ald)” V]a), |¢) (12.10)

1Fiir den Beweis vgl. etwa K. Gottfried, Quantum Mechanics, Vol. I, Fundamentals, p. 227f
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und ist zugleich ,antilinear”, d.h. es gilt

Uler|tn) + calin)) = i (Ulh)) + e5(Ul2)) - (12.11)

Ein derartiger Operator heift antilinear-unitir oder kurz antiunitir.

Die antiunitare Alternative ist auf Grund von (12.7) bzw. (12.6) allein nicht aus-
zuschliefien. Man sieht jedoch leicht, daf antilineare Operatoren U sicher dann nicht
in Frage kommen, wenn die Operatoren U eine kontinuierlich von gewissen Zahlenpa-
rametern (z.B. @ bei den Translationen) abhingende Gruppen bilden derart, daf$ jedes U
sich als Funktion dieser Parameter kontinuierlich aus der Identitit 1 heraus entwickeln
1af3t. Denn dann (und nur dann) laf3t jedes U sich als Quadrat eines anderen U mit
geeignet gewdhltem Parametersatz schreiben, bei den Translationen z.B.

U() = U(%J) U(%J) . (12.12)
Fiir antiunitdre U ergdbe dies sofort einen Widerspruch, weil nach (12.11/12.10)
das Quadrat eines antiunitdren Operators gerade nicht wieder antiunitir, sondern
unitdr ist. Damit ist der Anwendungsbereich fiir die antiunitdren Operatoren von
vornherein stark eingeschrankt; sie kommen nur als Operatoren zu ,diskreten”,
d.h. nicht beliebig ,halbierbaren” Symmetrieoperationen in Frage. Auch bei dis-
kreten Operationen muf von Fall zu Fall untersucht werden, ob sie durch unitére
oder antiunitdre Operatoren darzustellen sind; im Bereich der nichtrelativistischen
Quantentheorie zeigt sich, dafy nur eine einzige Operation, die der Zeit- oder Bewe-
gungsumkehr, antiunitare Operatoren erfordert.

Wir nennen kiinftig Operatoren wie in (12.1-12.3), die eine Gruppe mit der 1 als
Neutralelement bilden und die Eigenschaft (12.6/12.7) besitzen, Symmetrieoperato-
ren des Systems, unabhdngig davon, ob sie (wie hier) kontinuierlich von Parame-
tern wie {ay, as, a3} abhdngen oder , diskrete”, d.h. abzdhlbare und evtl. auch end-
liche Gruppen bilden. Beim hier betrachteten Beispiel der Translationen wurden
diese Operatoren durch gewisse anschauliche raumzeitliche Transformationen,
hier die Verschiebungen @ im R?, gewissermaflen induziert; die Gruppe der Opera-
toren U(a@) auf H (quantenmechanische Translationsgruppe) stellt ein eindeutiges und
im Sinne von (12.4) , verkniipfungstreues” Bild der Gruppe der Verschiebungen @
im Anschauungsraum dar. Entsprechendes gilt z.B. fiir Drehungen (Kap. 13), Gali-
leitransformationen oder die , diskrete” Operation der Raumspiegelung (Paritéts-
operation). Der obige Begriff der Symmetrieoperation ist jedoch allgemein genug,
um auch die sog. internen Symmetrien einzuschliefSen, die keine Beziehung zu den
raumzeitlichen Verdnderungen des Systems haben, sondern sich auf ,innere” Frei-
heitsgrade beziehen. Das bekannteste Beispiel ist die Operation der Vorzeichenum-
kehr der elektrischen Ladung und anderer in der Elementarteilchenphysik wichtiger
ladungsartiger Quantenzahlen wie Baryonen- oder Leptonenzahl, die es erlaubt,
ein Teilchen und sein Antiteilchen als verschiedene Zustinde desselben Systems
aufzufassen. Ein komplizierteres Beispiel bilden die aus der Kernphysik bekann-
ten Isospintransformationen, die Familien von zwei und mehr Teilchen ineinander
transformieren und, obwohl nicht raumzeitlich, eine zur Drehgruppe isomorphe
mathematische Struktur aufweisen.
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12.2 Invarianzen und Gruppendarstellungen

Unsere abstrakte Definition der Symmetrieoperatoren nimmt noch keinen Bezug
auf die Bewegungsgleichung bzw. den Hamiltonoperator H des Systems. Wir nen-
nen ein quantenmechanisches System invariant unter den Operatoren U einer Sym-
metriegruppe G, wenn

UHU'=H VYUe€g (12.13)

gilt, wobei wir uns der Einfachheit halber auf ein zeitunabhdngiges H beziehen.
Multiplikation mit U von rechts zeigt, dafs (12.13) mit

U H =0 VYUE€eg (12.14)
dquivalent ist. Insbesondere heifit also ein System translationsinvariant, wenn
[U(@),H]=0 VaeR? (12.15)

gilt. Wahrend raumliche Translationen fiir jedes physikalische System moglich
oder mindestens denkbar sind und entsprechende Operatoren U(@) induzieren,
gilt (12.15) nur fiir spezielle Systeme, die so beschaffen sind, daf8 die in H auftre-
tenden Krifte (oder die idealisierend fiir gewisse Kréfte stehenden Randbedingun-
gen) keine Raumpunkte oder -gebiete vor anderen auszeichnen. Bei diesen Syste-
men ist dann die Zeitentwicklung mit allen riiumlichen Verschiebungen vertauschbar.

Ist U, ein Eigenraum von H zum Eigenwert E mit einer Orthonormalbasis {|E, i) }
und ist [¢Yp) =Y. |E,1)(E,i|Yg) irgend ein Eigenvektor in diesem Unterraum, so
folgt aus (12.14)

HUr)) =EUlr)) YUEG, (12.16)

d.h. Anwendung von Invarianztransformationen auf |¢z) ergibt stets wieder Ei-
genvektoren in demselben Eigenraum ¢/,,. Der Raum ¢/, wird durch die U € G ,in
sich transformiert”, wobei gemaf3

Ulgs) =Y |, i)(E, jIU|E,i)(E, i) (12.17)

Y
die Matrixdarstellungen der U in einer Orthonormalbasis von ¢/, als Transforma-
tionsmatrizen auftreten. (Bei tiberabzdhlbarer Entartung von E treten wie iiblich

Integrale an die Stelle der obigen Summen.) Nacheinanderausfithrung von U; und
U, € G entspricht einer Transformation mit dem Matrixprodukt

(B, jIUUL B, i)y =Y (B, j|Us|E, k)(E, kUL |E, ) . (12.18)
k

Wir haben also eine , homomorphe”, d.h. eindeutige und multiplikationstreue Ab-
bildung der Symmetriegruppe G auf die linearen Transformationen (bzw. deren
Matrizen) eines linearen Vektorraums (hier ¢/,,) vor uns. U, heifst dann ein Dar-
stellungsraum und die Matrixgruppe D = {(j|U|i) | U € G} eine (lineare) Darstellung
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von G. Sind die Darstellungsmatrizen samtlich unitér, so spricht man von einer
unitiren Darstellung.

Ist E nichtentartet, d.h. ¢/, ein eindimensionaler Raum, so kann jedes U (weil
normerhaltend) bei Anwendung auf |¢)5) diesen Vektor nur bis auf einen Pha-
senfaktor exp(iy, ) reproduzieren, so dafd physikalisch stets derselbe Zustand ent-
steht. (Die Beschreibung durch den statistischen Operator |¢z) (5| hat hier wie-
der Vorteile, weil aus ihm derartige Phasenfaktoren herausfallen.) Ist ein Zustand
nicht in diesem verallgemeinerten Sinne ,G-invariant”, so lassen sich aus ihm
durch Anwendung von Operatoren U aus G linear unabhédngige Zustidnde zum
selben Eigenwert E erzeugen. Die Invarianz erscheint in dieser Sicht als Ursache der
Entartung; die Entartung wird aufgehoben, wenn zu H ,symmetriebrechende”, d.h. die
Invarianz (12.13) verletzende Terme hinzugeftigt werden — im Translationsfalle etwa
durch Einschalten duflerer Kraftfelder, die gewisse Kraftzentren oder Raumgebiete
auszeichnen.

Ist E entartet, so braucht der bei Anwendung aller D-Elemente auf ein festes |¢)
entstehende Bildraum noch nicht ganz i/, zu sein: Es kann in ¢/, noch ,invariante
Teilrdume” geben, d.h. echte Teilrdume, die unter der G-Darstellung ganz in sich
transformiert werden. Die Darstellung heifSt dann reduzibel. Ist die Darstellung uni-
tdr, so ist auch der zu einem invarianten Teilraum /,, , gehdrende orthogonale Teil-
raum V,  invariant, denn fiir alle |u,) € U, , |v,) € V;, gilt dann

(uglUlvg) = (Uluglvy) = (U uglv,) =0,

weil U™ u,) ja wieder Element von U, , ist. Sowohl U, , als auch V,, kénnen
weitere invariante Teilrdume enthalten. Hat man den Darstellungsraum als direkte

Summe orthogonaler Teilrdume
U, =U, U, , D ... (12.19)

dargestellt derart, dafd diese Teilrdume samtlich irreduzibel sind, also keine echten
invarianten Unterrdume mehr enthalten, so sagt man, der Raum bzw. die Darstel-
lung selbst sei ,,vollstindig ausreduziert”.

Die Vertauschungsrelation (12.14) garantiert, dafy mindestens ein U € G zusammen
mit H diagonalisiert werden kann. Unitdre Operatoren besitzen dhnlich wie selbst-
adjungierte eine Spektralschar, d.h. ein vollstindiges (eigentliches oder uneigent-
liches) Eigenvektorensystem, jedoch mit Eigenwerten, die komplex und wegen der
Normerhaltung vom Betrage 1, d.h. Phasenfaktoren sind. Ob noch weitere U € G
gleichzeitig diagonalisiert werden konnen, hingt von den Vertauschungseigen-
schaften der U untereinander ab. Im Falle der Translationsgruppe sind nach (12.4)
samtliche U(@) miteinander vertauschbar und deshalb, wenn (12.15) gilt, gemein-
sam mit [/ diagonalisierbar. Man gewinnt aber auf diese Weise i.a. keinen Satz
vertauschbarer Observabler, da ja die U i.a. nicht selbstadjungiert sind. Nur wenn

Ul=Uu=U""'", dh U’=1 (12.20)

gilt, ist U zugleich Symmetrieoperator und selbstadjungiert. Die Eigenwerte konnen
dann nur +1 und —1 sein. Dies ist z.B. bei der Parititsoperation der Fall. Bei , kon-
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tinuierlichem” G ist jedoch die Zuordnung selbstadjungierter Observabler zu den
Symmetrieoperatoren auf eine indirektere, fiir den Fall der Zeittranslation bereits
in (10.9) vorgefiihrte Weise moglich.

12.3 Impulse als Verschiebungsgeneratoren

Wir betrachten nun ausschliefilich kontinuierliche Symmetriegruppen, zunéchst
wieder am Beispiel der Translationsgruppe. Hier konnen alle Operatoren U (&)
durch Iteration von , infinitesimalen”, d.h. nahe bei 1 gelegenen Transformationen,
mit ,kleinen” Verschiebungsvektoren dd, gewonnen werden:

oU ()
8ak

3
U(dd)=1+0U , U= [ } day, . (12.21)
k=1 =0

Aus der Unitaritat von U schliefst man wie bei (10.8) auf die Antihermitezitdt von
oU,

sUt = —oU , (12.22)
so dafd die drei durch
1< 1
S N & — —dg-P .
oU = — k; e day, = — da (12.23)

definierten Operatoren hermitesch und (wegen der Existenz einer Spektralschar
tir U) sogar selbstadjungiert sind,

Pl=P,, k=12,3. (12.24)

Die so definierten selbstadjungierten Operatoren heifSen die (infinitesimalen) Er-

zeugenden oder Generatoren der Translationsgruppe. Um endliche Verschiebungen

aus ihnen aufzubauen, kann man analog zu (10.12) fiird = a - ¢ und dad = da -
U((a+da)-a)—Ua-a) 00U i, = .

schreiben und diese Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung U(0) = 1

wie bei (10.30) zu dem manifest unitaren Ausdruck

a-P (12.26)

St

Ud) =e"

integrieren. Er illustriert das sog. Stonesche Theorem, wonach fiir jede konti-
nuierliche parameterabhédngige Schar unitirer Operatoren U(a, as,. .., ay) mit
U(0,0,...,0) = 1 eine Darstellung

N
Ulon, s, ..., ay) = exp {—@' > anGn} , G =@, (12.27)
n=1

mit selbstadjungierten Generatoren G, .. ., Gy existiert.
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Die Vertauschungsrelationen der P erschliefst man aus denen der endlichen U (@),
indem man die Kommutativitat (12.4) in der Form

-, -,

Ub)U(a) Ut (b) = U(a) (12.28)
fur infinitesimales dd statt @ ausschreibt,
e 1t PPetibP — By, (12.29)

und die linke Seite nach der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel (11.41) entwickelt.
L48t man auch b infinitesimal werden, so kann diese Entwicklung nach dem Term
erster Ordnung abgebrochen werden und man hat

.3
VA —
P ;:1: dby [P, P = P Vdb. (12.30)

Das ist nur moglich, wenn
P, P]=0, k1=1,23 (12.31)

ist, d.h. alle drei P, miteinander kommutieren. Die Vertauschungsrelationen der Ge-

neratoren (hier P) enthalten in komprimierter und von den ,, Gruppenparametern” (hier @)
freier Form die gesamte algebraische Struktur der betreffenden Symmetriegruppe. Sie le-
gen die mathematische Struktur dieser Gruppe (bis auf eventuelle , globale”, aus
dem infinitesimalen Verhalten in einer Umgebung von 1 nicht eindeutig erschliefs-
bare Eigenschaften) weitgehend fest.

Analog zu (12.29) sieht man, daf$ die Bedingung (12.13) fiir Translationsinvarianz
mit

[P,H] =0 (12.32)

dquivalent ist; allgemeiner ist eine translationsinvariante Observable A charakteri-
siert durch

[P, A =0. (12.33)

Um schliefilich die P, mit bekannten Operatoren zu identifizieren, betrachten wir
die Ortsdarstellung von (12.1): Da |¢/') der Zustand des um @ starr verschobenen
Systems ist, mufs seine Ortsdarstellung bei & + @ denselben Zahlenwert haben wie
die des unverschobenen Zustandes |¢) bei 7

(Z+dly') = (Z)Y) oder (') =(F—dl) oder (12.34a)
(#e FPly) = (7 — dl) . (12.34b)
Andererseits erhdlt man durch Taylorentwicklung

> 1 o 0
(& —dy) = <:z’|w>—6-V<f|w>+§;akala—%a—m<f|w>i---

= e TV(F) . (12.35)
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Vergleich mit (12.34b) ergibt
B he
(#|Ply) = ~V(Z]Y) (12.36)

womit die Verschiebungsgeneratoren als die Impulsoperatoren identifiziert sind. Ihr
Spektrum ist damit rein kontinuierlich und iiberdeckt jeweils die gesamte reelle
Achse. Man kann (12.23) geradezu als abstrakte Definition der Impulsoperatoren auf-
fassen. Bei einem Mehrteilchensystem mit Ortsvariablen (... #™) ist (12.34)
natiirlich durch

(@0 g™ emi P |y = (0 =@, .., 7™ — Gp) (12.37)

zu ersetzen und gibt dementsprechend

N
@V 7™ Bl = (Z ?6@)) A S T (12.38)
n=1

d.h. die Verschiebungsgeneratoren definieren hier den Operator des Gesamtimpul-
ses des Systems. Will man Impulsoperatoren fiir Einzelteilchen definieren, so muf3
man Verschiebungen einzelner Teilchen (in einem aus Einteilchenrdumen als Ten-
sorprodukt aufgebauten H) und deren Generatoren betrachten.

In der Basis der (uneigentlichen) Eigenvektoren (7.56) von P wird die Darstellung
der Translationsoperatoren nun besonders einfach:

(K|U@)|k) = 83(F' — k) e @k . (12.39)

Der gesamte erweiterte Zustandsraum lift sich also ,ausreduzieren” in iiberabzihlbar
viele eindimensionale und orthogonale Darstellungsriume, aufgespannt jeweils von einem
uneigentlichen Vektor ) gemadf (7.56) und bestehend aus den Vielfachen ei| k) mit
reeller Phase o dieses Vektors, und in jedem dieser eindimensionalen Rdume wer-
den die Translationen U(a@) durch Multiplikation von |k} mit Phasenfaktoren e~iak
dargestellt. Ein solcher eindimensionaler Teilraum (der denselben physikalischen
Zustand reprasentiert) wird als Strahl und die auf ihm stattfindende eindimensio-

nale unitire Darstellung der Translationsgruppe,
D(k) = {e "% |G e R*}, (12.40)

als Strahldarstellung bezeichnet. Das vollstandige Zerfallen des Darstellungsrau-
mes in eindimensionale Unterrdume ist typisch fiir abelsche Symmetriegruppen.



Kapitel 13

Quantenmechanische Drehgruppe
und Spin

13.1 Die klassische Drehgruppe

Wir tibertragen nun die obigen Begriffsbildungen auf den Fall, daf§ das quanten-
mechanische System und die Mefigeréte eine starre Drehung um den Ursprung er-
fahren. Eine Drehung im Anschauungsraum lafit sich eindeutig charakterisieren
z.B. durch Angabe der Drehachse, definiert durch einen Einheitsvektor ¢, und ei-
nes Drehwinkels ¢ = 0...7 um diese Achse (der Winkelbereich ¢ = 7 ... 27 wird
durch Wahl der Drehachse — ¢ tiberdeckt). Beide kann man zum ,,Drehvektor”

g=p-¢, 0<p<m (13.1)

zusammenfassen, der an die Stelle von @ bei den Translationen tritt. Ist # der Orts-
vektor eines Teilchens unseres Systems (oder eines Punktes der Meflapparatur), so
wird die starre Drehung bekanntlich durch die Transformation

3
F— & =R(@T oder = Ru(@) (13.2)
=1

mit der eigentlich-orthogonalen Matrix R = R(), also mit
R'TR=RR" =1, detR=+1 V¢ (13.3)

beschrieben, wobei R(0) = 1 ist. Die explizite Abhdngigkeit von ¢ laft sich in der
Form

o 1 — cos sin
Ry () = 0k cos ¢ + oripy <T¢> + < ¢gp> Ekml Pm (13.4)

angeben, aus der sich der Drehwinkel ¢ gemaf3
14+2cosp=TrR (13.5)

rekonstruieren lafst; wir werden jedoch im folgenden nur die fiir , infinitesimales”
dy sich ergebende Form

Ru(de- @) = O+ doerm (P)m (13.6a)
R(dp-¢)% = Z+dp(p X 7) (13.6b)

141
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benoétigen. Da die Multiplikation zweier orthogonaler Matrizen (13.3) wieder eine
solche ergibt, bilden diese Matrizen eine Gruppe, die spezielle (wegen det R = +1)
orthogonale Gruppe in drei reellen Dimensionen SO(3) oder klassische Drehgruppe. Das
,Kompositionsgesetz”, nach dem der Parametervektor ¢ eines Produkts

R(¢1) R(52) = R(G(81, 52)) (13.7)

aus den Faktorparametern ¢, g, zu bestimmen ist, ist wesentlich komplizierter
als die einfache Addition @; + @, bei den Translationen, wird aber im folgenden
nicht benétigt. Immerhin 146t die zu R() inverse Matrix,

R(@) = R"(§) = R(—9) = R(p,—9) , (13.8)

sich einfach angeben. Wir bemerken jedoch zwei tiefgreifende qualitative Unter-
schiede gegentiber der Translationsgruppe:

(a) Die Drehgruppe ist nichtabelsch, d.h. zwei Drehungen sind im allgemeinen nicht
miteinander vertauschbar. Eine Ausnahme bilden Drehungen um ein und dieselbe
Achse £y, die jeweils eine abelsche Untergruppe bilden, weil hier sich offensicht-
lich einfach die Drehwinkel addieren bzw. subtrahieren:

R(p2, £00) R(e1,¢0) = R((¢1 £ 92), ¢o) - (13.9)

Drehungen um verschiedene Achsen dagegen sind nicht kommutativ. Wir kon-
nen dies dadurch ausdriicken, daf$ anders als bei Gl. (12.28) die Grofse

R(:) R(21) R (2) = R(9) (13.10)

nicht gleich R(,) ist, wenn auch nach (9.6) Tr R($) = Tr R(#;) und deshalb
nach (13.5)

o =1, (13.11)

d.h. die Gleichheit der Drehwinkel gilt. Die Drehachse ¢ in (13.10) muf$ sich
selbst durch Anwendung einer geeigneten Drehung auf ¢; darstellen lassen;
tatsdchlich ist

¢ = R(52) 1 - (13.12)
Zum Beweis tiberlegt man sich, daf} die Achse ¢ einer Drehung bis auf das Vor-
zeichen der einzige reelle Einheitsvektor ist, der bei dieser Drehung invariant

bleibt, d.h. der einzige normierte reelle Eigenvektor von R(y - ¢) zum Eigen-
wert 1 fiir alle . Aus

R(‘ﬁ) [R(@) 951] = R(@) R(@) 1 = R(@) P1 (13.13)
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folgt also ¢ = £R(F,) ¢1; das negative Vorzeichen ist auszuscheiden, weil fiir
w2 = 0ja ¢ = ¢, werden mufs. Wir haben also

R(@) R(@) R(_@) =R (901 : (R(@) @1)) (13.14)

als formalen Ausdruck der Nichtkommutativitit. Fir infinitesimales
dgy = dyy - ¢ schreiben wir (13.6a) als

R(d)) =1+ Y  A™(dG))m (13.15)

mit den (als Folge von R" = R~! antisymmetrischen) drei Matrizen
(A"™)ki = €pmi = —Etmr = — (A" )i (m=1,2,3), (13.16)

die die Rolle von Generatoren fiir die R() tibernehmen; fiir sie wird (13.14)
mit J statt g, zu

3

R(@)A"R(=F) = > A" Ry () - (13.17)
"=l RT (@)

(b) Die Drehgruppe ist kompakt, d.h. ihr sog. Parameterraum, der Wertebereich der
Drehvektoren (13.1), ist eine beschrdankte und abgeschlossene (kompakte) Men-
ge — namlich die Kugel vom Radius 7 im R? um den Ursprung. Im Gegensatz
dazu war bei der Translationsgruppe der Raum der Parametervektoren @ unbe-
schrankt; die Translationsgruppe ist nichtkompakt. Eine Folge davon ist, daf3 die
Drehungsgeneratoren — wie wir sehen werden —im Gegensatz zum rein konti-
nuierlichen Spektrum der Impulse ein diskretes Spektrum besitzen werden.

13.2 Drehoperatoren und Drehimpuls

Ganz wie in (12.1-12.3) charakterisieren wir nun das gedrehte quantenmechani-
sche System durch Zustinde |¢') und die gedrehten Meflapparaturen durch Ob-
servable A’; die Abbildung

) = ) =U(R()) ¢), (13.18)
A = A=UR)AU'(R) (13.19)

definiert dann auf ganz #H eine Schar von Drehoperatoren, die wir je nach Bedarf als
U(R($)),U(R) oder U(p) schreiben. Bei Nacheinanderausfithrung von Drehungen
mufs

U(R:)U(R:) =U(Ry - 1) (13.20)
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sein mit dem (12.5) entsprechenden Spezialfall
URHUR) =U(-@U@) =1, (13.21)

woraus die Gruppeneigenschaft der U(R) erhellt; jedoch ist die Gruppe nun nicht-
abelsch, da R, Ry # R, R,. Die Grundtatsache der Isotropie des Raumes fithrt zu der
Forderung, dafs diese Operatoren wiederum (12.7) erfiillen miissen, und da sie sich
als Funktionen von ¢ aus

U@g=0)=UR=1)=1 (13.22)
kontinuierlich entwickeln, miissen sie samtlich unitir sein:
U'(R)=UYR)=U(R™"). (13.23)

Wiederum versuchen wir, sie durch Generatoren infinitesimaler Drehungen auszu-
driicken, indem wir analog zu (12.21/12.23) durch die Gleichung

3
1
7) = - — _gs77t
U(dg) =1+0U, U= — ;:1: doy J, = —6U (13.24)

die drei selbstadjungierten Operatoren Jy, Jo, J3 definieren:
J=J, (k=1,23). (13.25)

Endliche Drehungen konnen wir aufbauen, indem wir wie bei (12.25) — dort wurde
die Kommutativitdt der Translationen nicht benutzt! — die Differentialgleichung

0 i -
gl 9 =35 U ) (13.26)

mit der Anfangsbedingung (13.22) integrieren zu der nach dem Stone-Theorem
(12.27) erwarteten manifest unitdren Darstellung

UR(@)) = e #77. (13.27)

Um die Vertauschungsrelationen der J;, zu bestimmen, gehen wir von der Relation
(13.14) aus, die sich gemaf (13.20) in die Operatorrelation

U(G2) U(G1) U(—F2) = Ulpr - (R(B2) ¢1)) (13.28)
uibersetzt. Fiir infinitesimales dg; = dy, - ¢; folgt mit (13.24)

e~ 7 (@2 T) I oti(PaT) — > RY (@) i - (13.29)

Die drei Operatoren .J, werden also bei der durch eine Drehung ¢, induzierten
Transformation (13.19) in # linear untereinander transformiert, und zwar gerade
mit dem Transponierten (d.h. Inversen) der zu J, gehorigen orthogonalen Matrix
R(P5). Da dies das Transformationsverhalten der drei Komponenten eines Vek-
tors ist, ist damit zunéchst die schon vorweggenommene Schreibweise als Drehim-

pulsvektor J gerechtfertigt. Lassen wir nun auch @, infinitesimal werden, so ist in
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(13.29) die linke Seite nach Formel (11.41) in erster Ordnung, die rechte nach (13.6)
auszuwerten, wobei man noch ¢, = £,,x; verwendet:

3 3
Ji + = Z doa)m [Jm, k| = Jp + Z (dY2)m Etmk Ji - (13.30)

l,m=1

Da dies fiir alle dg, gelten mufs, schliefien wir

[Ty k] = iR Emp J).- (Summenkonvention!) (13.31)

Diese charakteristischen Drehimpulsvertauschungsrelationen waren uns in (3.7b) be-
reits begegnet und erschienen dort als Folge des speziellen Aufbaus des Bahn-
drehimpulsoperators aus X und P; die obige Herleitung zeigt, daB sie tatséchlich
viel allgemeiner, ndmlich in der Eigenschaft der J; als Drehungsgeneratoren und
damit letztlich in der Struktur der Drehgruppe begriindet sind. In der Form

B+ T, Bo- T) =il (@1 X @) - T (13.32)

besagen sie vom mathematischen Standpunkt, daf§ die Operatoren .J;, J, J; und
ihre samtlichen Linearkombinationen eine sog. Lie-Algebra bilden, d.h. dafs der
Kommutator zweier solcher Operatoren sich stets wieder als Linearkombination
der , Basisoperatoren” .J;, ausdriicken 14f3t, wobei die Koeffizienten dieser Kombi-
nation, hier

Crkl = N Empki 5 (13.33)

als Strukturkonstanten bezeichnet werden. Die durch (13.31) bzw. (13.32) charak-
terisierte Lie-Algebra der Drehgruppe legt, wie wir nicht im einzelnen zeigen,
iiber die Exponentialdarstellung (13.27) auch umgekehrt das Multiplikationsge-
setz und damit - bis auf globale topologische Eigenschaften des Parameterraums —
die Struktur der zugehorigen Gruppe endlicher Drehungen (,,Liesche Gruppe®) ein-
deutig fest.

Wir erinnern nun daran, dafd wir in Abschnitt 3.2 das Eigenwertproblem fiir ein
Tripel hermitescher Operatoren mit den Vertauschungsrelationen (13.31) und den
mit allen diesen Operatoren kommutierenden, bilinear aus ihnen aufgebauten
Operator

J2=J 4 JE+ J2 (13.34)

(den sog. Casimir-Operator der Lie-Algebra (13.31)) bereits vollstindig studiert haben
— mit Methoden, die von der speziellen Realisierung von (13.31) durch die Bahn-
drehimpulse (3.13) unabhdngig sind. Wir kénnen deshalb die dort gewonnenen
Resultate — bis auf die Ersetzung von L »-Funktionen durch abstrakte Hilbert-
vektoren — sofort iibernehmen:

a) Die Eigenwerte des Operators .J 2 sind
(a) g P

1 3
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(b)

(©)

Zu jedem dieser Eigenwerte gehort ein Eigenraum von der Dimension!
2j+1=1,2,3,4,5,..., (13.36)
in dem eine Orthonormalbasis von Zustianden |j, m) mit
(7',m'|7,m) = 8 i0mm , m'\m=—j,...,+j (13.37)

dadurch erhalten wird, daf3 eines der .J;, konventionellerweise .J5, gleichzeitig
mit J? auf seine Eigenwerte

mh mit m=—j,—j+1,...,5—1,j (13.38)
gebracht wird. Es gilt dann

T2lj,my = R%(j+1)|j,m), (13.39)
J3|j,m) = hmlj,m). (13.39b)

Durch wiederholte Anwendung der Stufenoperatoren
Jy=Jy+idy, (13.40)

die ein zueinander adjungiertes Paar bilden, 1df3t sich gemaf; den Formeln

Jilim) = B/G-m)G+m+1)|j,m+1), (13.41a)
T ljym) = h/(j+m)(j —m+1)[j,m—1) (13.41b)

(mit konventionsbedingter Phasenwahl) jeder der Basisvektoren |j, m) in jeden
anderen iiberfiithren. Wegen

fihrt dieser Prozef3 aus dem (25 + 1)-dimensionalen Eigenraum zum vorgege-
benen j niemals heraus.

Im Verein mit der Exponentialdarstellung (13.27), die sich ja als Reihe von Po-
tenzprodukten der J.,J_ und J; auffassen ldfit, besagt dieses Resultat zum
einen, dafSjene (2j + 1)-dimensionalen Eigenrdume Darstellungsriume der Dreh-
gruppe sind, d.h. durch die samtlichen Drehoperatoren U (R({)) jeweils in sich
transformiert werden, zum anderen, dafd diese Rdume keine echten invarian-
ten Unterrdaume mehr enthalten, d.h. im Sinne der obigen Definition, daf3 die
auf ihnen stattfindenden Matrixdarstellungen

D’ = {(j,m'|U(R)|j,m)} (13.43)

!Bei dieser Aussage sehen wir von weiteren fiir das jeweilige System notwendigen Quanten-

zahlen véllig ab, betrachten also lediglich einen Faktorraum des Systemhilbertraumes, fiir den .J 2
und J3 einen Maximalsatz bilden.
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irreduzibel sind. Praktisch bedeutet dies, dafs es in keinem dieser Rdume eine
Basis gibt, in der die Matrizen (13.43) fiir alle Drehungen R eine ,,Blockdiago-
nalform”

(M, 0
M= ( o ) (13.44)

mit Blocken der Dimension < 25 + 1 annehmen wiirden.

Es bleibt nachzupriifen, daff unsere abstrakte Neudefinition der Drehimpulse
durch (13.24) im Falle eines Teilchens, das nur die drei klassischen Bahnfreiheitsgrade
besitzt — d.h. fiir das ein Maximalsatz vertauschbarer Observabler durch (8.2) ge-
geben ist — tatsdchlich auf den frither studierten Bahndrehimpuls zuriickfiithrt. Dazu
tiberlegt man sich, daf8 analog zu (12.34) bei einer Drehung R() des Systems die
Ortsdarstellung von Gl. (13.18) lautet:

(RZ|Y') = (Z|¢) oder (Z¢') = (R™'Z|y), (13.45a)
oder

(#e™ ) = (R (@)7Y) (13.45b)
Entwickelt man mittels Gl. (13.6b) die rechte Seite fiir ,infinitesimales” dg,

(R (dP)TY) = (F—dF x T[p)
= (Zl) = (dg x T) - V(Z|))
oL (L haNT, .
- @—Fw-@x;vﬂ@w> (13.46)
und vergleicht mit (13.24), so findet man in der Tat

(Z|ly) mit E:fx?ﬁ. (13.47)

wall

(@] |o) =

Fiir diese spezielle Realisierung des Drehimpulses, zu der als Realisierung der
abstrakten |j,m) die Kugelfunktionen (8.41) gehoren, konnten wir zeigen, daf3
nur die ganzzahligen L2-Eigenwerte (3.39a) zulissig waren. Im Gegensatz zur
allgemeinen Spektraltheorie der Drehimpulsoperatoren blieb dieser Nachweis je-
doch an spezielle Eigenschaften des Bahndrehimpulses, wie die Gln. (3.23b/c) und
(3.42/3.49), gebunden und 143t sich daher nicht ohne weiteres auf die abstrakten
Drehimpulsoperatoren iibertragen. Die Frage erhebt sich, ob nicht die in (13.35)
— zundchst rein mathematisch — offenbleibende Moglichkeit halbzahliger j-Werte ein
Hinweis darauf ist, dafi Teilchen existieren konnen, fiir die bei quantenmechani-
scher Behandlung (8.2) oder (8.3) oder (8.4) kein Maximalsatz mehr ist, die also
,nichtklassische” Freiheitsgrade zusitzlich zu denen der Bahnbewegung aufwei-
sen derart, dafs diese Freiheitsgrade sich nach Art von Drehimpulseigenrdumen
mit nichtganzzahligen j-Werten manifestieren.
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13.3 Spin 5: die Fundamentaldarstellung

Der empirische Nachweis des Elektronenspins insbesondere durch das bertihmte
Stern-Gerlach-Experiment beantwortete erstmals die soeben aufgeworfene Frage
positiv. In der Sprache der Quantenmechanik besagt er, dafs dem einzelnen Elek-
tron (oder Positron) ein Hilbertraum der Struktur

H=Hz®Hs (13.48)

zukommt, wobei Hp den uns geldufigen Hilbertraum zu den drei Bahnfreiheits-
graden bezeichnet, der unendlich-dimensional ist und in dem (7.2-7.4) Maximal-
sdtze bilden. Dagegen ist H ¢ ein zweidimensionaler Hilbertraum, dessen zugehorige
Freiheitsgrade kein klassisches Gegenstiick besitzen, der Spinraum, in dem ein Tripel
von Observablen

§={8,5,.8}, S[=5 (13.49)
mit den drehimpulsartigen Vertauschungsrelationen
[Sk, Si| = ihepim Sm (Summenkonvention!) (13.50)

wirkt, die den sog. Spinvektor bilden. Der gesamte Raum Hg ist dabei Eigenraum
zu S?mitj = 3,

ST

5 (1 + 1) B [hs) Y |vs) € Hs, (13.51)

2
woraus sich die Dimension 2j + 1 = 2 ergibt. Er kann z.B. durch die zwei ortho-
normierten Eigenvektoren von S,

1 1 1

S3|z,ms) = hims |5, ms) , ms =t (13.52)

2 2 2
aufgespannt werden. Eine (uneigentliche) Basis des Hilbertraumes (13.48) ist dann
z.B. durch die Menge der Produktzustinde

1 1

gegeben. Da der Spinbetragseigenwert 21? ein unveranderliches Attribut des Elek-
trons ist und insbesondere auch dann bestehen bleibt, wenn fiir die Bahnbewe-
gung ein Ez-Eigenzustand mit [ = 0 vorliegt, wird der Spin als innerer oder Eigen-
drehimpuls des Elektrons bezeichnet. (Diese Sprechweise darf keineswegs zu einer
Deutung des Spins nach klassischem Muster, etwa als innerer Drehimpuls eines
ausgedehnten starren Korpers verleiten; weder ist nach heutiger Kenntnis eine
Ausdehnung oder innere Struktur des Elektrons nachweisbar, noch wiirden der-
lei Bilder die permanente Begrenzung der Betragsquantenzahl auf 3 verstindlich
machen. Der Raum # g ist wesentlich nichtklassischer Natur.)

Fiir eine konkrete Darstellung des zweidimensionalen Raumes # ¢ wird man die-
sen durch zweikomponentige komplexe Spaltenvektoren realisieren derart, dafs z.B. die
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,obere” Komponente dem (mg = +%)-Anteﬂ, die untere dem (mg = —%)-Anteil
entspricht. Den beiden Ss-Eigenvektoren (13.52) entsprechen dann die orthonor-
mierten Spalten

Xy, = (Gmsh +3)) = ( ) > , (13.54a)

- sl -= (7). a354b)

und der allgemeine Spinzustand etwa in der Produktbasis (13.53) wird durch eine
zweikomponentige Wellenfunktion”

oo = (G40 - (48
= <:f,%+%|zp>-<(1)>+<:z‘,§—§|w>-<?> (13.55)

charakterisiert. Die Spinoperatoren (13.49) werden nach (13.52) und (13.41) durch
die Matrizen

[N
[N

X

o=
X

<% m’5|53|% m5> = hmg 5mgms R (135661)
Ll |S) +iS,|4 = h L 1 +ml |4
<§ms| 1Lt 2|§m5> = §3Fms o = Ms | Omlgmgt1
1
dargestellt. Es ist Konvention,
h
Sy = Eak , k=1,2,3 (13.57)

zu schreiben und die Bezeichnung & sowohl fiir die dadurch definierten abstrakten
Operatoren als auch fiir ihre Matrixdarstellungen gemafs (13.56),

01 0 —2 1 0
w=(V0) = (1) = (o). (13589

die sog. Paulischen Spinmatrizen, zu verwenden. Die Operatoren bzw. Matrizen

1 10
1 0 0
I, = ;(1-0)= ( 01 ) (13.59b)

sind dann die Projektoren auf die beiden orthogonalen Teilrdume von Hg zu
mg = +3hund —3 % mit
1
Im,+II,=1, (13.61)

2 2
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wahrend die Matrizen (13.56b) in der Form

1 1 ‘ 01 1 1 . 00
§U+—§(01+202)—<0 O)’ 50—5(01—202)—<1 0> (13.62)

die beiden Teilraume geméafs den Formeln

e (1)-(2) #(3)-()

aufeinander abbilden. Nach Konstruktion erfiillen die Spinmatrizen die (13.50)
entsprechenden Vertauschungsrelationen

[Ok, 01] = 20 Ekim Om (13.64)

und bilden damit die einfachste, d.h. dimensionsmifig kleinste nichttriviale* Darstel-
lung der Lie-Algebra (13.31) der Drehungen. Zusétzlich besitzen sie die nicht fiir alle
Drehimpulse, sondern nur fiir diese zweidimensionale Darstellung giiltige Eigen-
schaft

{O'k, O'l} = 2619[ -1 , d.h. (136561)
ol=05=03=1, o0 =—opo; (k#I), (13.65b)

wie man anhand von (13.58) direkt nachrechnet. Man fafst sie mit (13.64) in der
Formel

0,01 = O 1 + i €kt Oy (13.66a)
oder auch
(G-A) G B)=(A-B)1+i(Ax B)-& (13.66b)

zusammen, wobei A und B beliebige, jedoch mit & vertauschbare Vektorgrofen
sind. Damit 14fst sich jedes Produkt von o-Matrizen als Linearkombination der oy,
und der 2 x 2-Einheitsmatrix darstellen. Daf§ dies moglich sein muf3, wird sofort
klar, wenn man bedenkt, daf3 die vier Matrizen

Oy = 1 5 01, 09, O3 (1367)

linear unabhédngig sind und folglich (da die allgemeinste 2 x 2-Matrix vier Ele-
mente hat) eine Basis im Raume aller 2 x 2-Matrizen bilden. Man sieht dies unmit-
telbar, indem man den dquivalenten Satz

1 1

II H*%’ §O'+, 50'_ (1368)

1,
+2

in der expliziten Darstellung (13.59/13.62) betrachtet. Es 1a8t sich also die allge-
meinste komplexe 2 x 2-Matrix in der Form

3
b

’Die triviale Darstellung ist die eindimensionale durch einen unter allen Drehungen invarianten
Vektor, wobei jedes U(p) auf die Multiplikation mit 1 abgebildet wird.
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darstellen; da die Basismatrizen (13.67) alle hermitesch sind, ist dabei
MY (= M"*) =M genaudann,wenn c;=¢, (k=0,1,2,3). (13.70)

Zur Bestimmung der Koeffizienten ¢y, ¢, in (13.69) kann man davon ausgehen, daf3
die o-Matrizen (13.58) offensichtlich spurfrei sind:

Tro,=0 (k=1,2,3), Tr1=2. (13.71)
Nach (13.66a) gilt deshalb

1 1 1

§TI' (O’};O’l) = §TI' (O’]CO'l) = iékl Trl = 61@[ (k,l = 0, 1, 2, 3) . (1372)
Da die Grofie

const. - Tr (Al A,) (13.73)

fiir Operatoren, bei denen sie existiert (bei Matrizen endlicher Dimension also
immer) die Eigenschaften (6.4 - 6.8) eines Skalarproduktes hat, besagt (13.72), dafs
(13.67) eine Orthonormalbasis im Raum der komplexen 2 x 2-Matrizen beziiglich der
Metrik 3 Tr(M TM,) darstellt. Damit L8t sich (13.69) sofort umkehren:

1 1
er = 5Tr(oxM) = STr (Moy)  (k=0,1,2,3). (13.74)

Die obigen einfachen Eigenschaften der o-Matrizen erlauben es nun, auch die Dar-
stellung endlicher Drehungen im zweidimensionalen Raum Hg, in der Bezeichnung von

(13.43) also die lineare Darstellung D2 der Drehgruppe, geschlossen anzugeben.
Nach (13.27) und (13.57) wird ja U() hier durch die unitdre 2 x 2-Matrix

)(@,) _ 6,%‘@‘.5 _ Z (_%90)

dargestellt. Wegen (13.66b) ist aber
(@-6)°=(¢-9)-1=1, (13.76)

d.h. in der Exponentialreihe (13.75) werden alle , geraden” Terme zu 1, alle ,unge-
raden” zu ¢ - & proportional, und man erhalt

o=

S

(¢-35)" (13.75)

e 277 = cos (g) -1 — i sin (g) (¢ -F) (13.77a)
cos€ —isin€ - o3 —isin€ . (@) —ig
= N o)) (13.77b)
—isin & - (P + i)  cosE +ising - Ps
Dies ist von der Form (13.69) mit
2 2
lco® +]C]* = ‘cosg‘ + ‘—icﬁ) sing =1. (13.78)

Mit dieser , Drehmatrix” konnen wir nun das Drehverhalten des allgemeinen rei-
nen Zustandes |¢) des Spin-i-Teilchens etwa in der Darstellung (13.55) angeben:
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Die Drehoperation wirkt nun nicht nur gemafs (13.45a/b) auf #, sondern auch als
Matrixoperation auf den diskreten Index mg,

(@ Lmsly') = (&, L msle 797 |p)
+3 ‘
= Y (Fmsle 2P L mi)(R7UP) - 7, § mi|y)) (13.79a)
mls=—1

1 Y — n Y — .
oder ausgeschrieben (cos § = ¢,sin & = s):

w;% (@) ) C—15¢3 —is (P1 — 1P2) by (R
W_% (@) )\ —is(d+ige) €+ 15 Q3 oL (R

2

)7)
) ) .(13.79b)

Eine zweikomponentige Grofie, die sich bei Raumdrehungen mit der Matrix
(13.77) transformiert, heifdt Spinor (genauer: Zweier- oder Pauli-Spinor) und, wenn
ihre Komponenten Funktionen von # sind, ein Spinorfeld: Ein Teilchen ist Spin-
%—Teilchen genau dann, wenn es durch eine spinorielle Wahrscheinlichkeitsam-
plitude (13.55) mit dem Transformationsgesetz (13.79a/b) beschrieben wird. Die
,infinitesimale” Form von (13.79a),

€ €

L1 i
(@, §m5| 1—odg- J )
T, —~w <\ -1
= , (1—§dcp-a>msmls (1—(dg0><x)-V) (x,§m5|w>
mg
T, R .1,
= {l—ﬁdcp-[—a—kh(a:X—.V)]} ($,§m5|d)>, (13.80)
’ b mgml
erlaubt durch Vergleich mit (13.24) die Identifikation
— — 1 - —
J:h<l+§6> =L+S (13.81)

des Gesamtdrehimpulses des Spinorteilchens als der Vektorsumme von Bahndrehim-
puls und Spin. Da L und S auf verschiedene Faktorraume wirken und daher tri-
vialerweise kommutieren,

[Lg, Si| =0 V(k1), (13.82)
faktorisiert der Drehoperator gemaf3

U(@) = e #9L e #¥5 (13.83)
was auf die Formel (13.79a) zurtickfiihrt.

Mit der nichtklassischen Erweiterung (13.48) des Einteilchen-Hilbertraumes kom-
men nun nicht mehr nur X und P, sondern die neun Operatoren

— —, —.

X,P,§ mit [X,S5]=[P,S]=0 (13.84)
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als ,,Basisgroflen” in Frage, aus denen wir die Observablen des Systems als Opera-
torfunktionen aufbauen, und Maximalsitze vertauschbarer Observabler sind etwa
durch

{X1, X2, X;,(5%),8;} oder {T,L? Ls, (5%),S5} (13.85)

gegeben, wobei man S? meist wegli8t, da sein Eigenwert 2h? ein unveréanderliches
Attribut des Teilchens ist. Damit besteht auch die Moglichkeit, dafs im Hamilton-
operator H des Teilchens S-abhingige Terme auftreten, d.h. am Spin angreifende
Wechselwirkungen, insbesondere mit iufleren elektromagnetischen Feldern. Diese Wech-
selwirkungen, die (wie iibrigens das Spinphdnomen selbst) letzlich relativistischen
Ursprungs sind, konnen in der hier dargebotenen, rein nichtrelativistischen Theo-
rie nicht deduktiv erschlossen, sondern nur aus der Erfahrung iibernommen wer-
den. Die wichtigste von ihnen riihrt daher, daf beim Elektron der Spin 27 mit
einem magnetischen Spinmoment

-Op __ i g __ 1—» _ eh
9" = 5 = o (20) e (13.56)
verkniipft ist, so dafs die in Abschnitt 4.3 schon diskutierte Einstellenergie des

magnetischen Moments des Elektrons im konstanten Magnetfeld B, die gegeniiber
(4.53/4.54) erweiterte Form

Hy;=—ji%- B, (13.87)
mit
,zOP:; L+-58=yuy <f+2-—> (13.88)
Me Me
——
agP fig®

annimmt. Die bemerkenswerte, nichtrelativistisch nicht weiter begriindbare Er-
fahrungstatsache, dafs das ,,gyromagnetische Verhiltnis”, d.h. der Proportionalitdts-
faktor zwischen /i in Einheiten von ;5 und Drehimpuls, fiir den Bahndrehim-
puls den Wert g, = 1, fiir den Spin dagegen den doppelt so grofsen Wert g, = 2 hat,
ist insbesondere der Schliissel zum Verstiandnis der ,,anomalen” Zeeman-Effekte
der Atomspektren.

Als weiteres wichtiges Beispiel einer Spinwechselwirkung sei die fiir ein Elektron
im elektrostatischen Zentralfeld auftretende ,,Spin-Bahn-Wechselwirkung”

HLS = VLs(T) <5 f) y
erwdhnt, die die Feinstruktur der Atomspektren bewirkt. (Fiir ihre Behandlung
vgl. Kap. 14!)

Die Paulische Spintheorie zeigt, dafSs — anders als beim reinen Bahndrehimpuls —
der nach (13.35) mogliche Darstellungsraum H, mit 2j +1 =2, d.h. j = %, als
nichtklassischer Spinraum Hg in vollig akzeptabler Weise in die Quantentheorie
eingebaut werden kann. Auch die Riume Hj11 mit den hoheren ,halbzahligen” j-

Werten %, g, ... lassen sich konstruieren, etwa nach dem in Kap. 14 beschriebenen

r=|X]| (13.89)
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Verfahren tiber die Produktraume Ho; 11 ® Ho, Wwo Hypq mitl =0,1,2,... die von
den Kugelfunktionen Y}, aufgespannten Darstellungsraume des Bahndrehimpul-
ses (d.h. der klassischen Drehgruppe SO(3)) sind. Jedoch besitzt die Darstellung
D> auf H, eine Merkwiirdigkeit, die sich auf alle D’/ mit halbzahligem j iibertragt:
Bei der klassischen Drehgruppe im Anschauungsraum stellenja 7 - ¢ und 7 - (—¢)
tir jedes ¢ dieselbe Drehung dar,

R(r-¢)=R(-m-9) Vo, (13.90)

(oder anders gesagt, R(2 - () ist fiir jedes ¢ die Einheitsmatrix im R?), wiahrend
gesag J

in der Matrixgruppe D2 — wegen des Auftretens des halben Drehwinkels £ in
(13.77) — offenbar

(m- @) =—i(¢-5), UGS (-m-9)=+i(¢-3) (13.91)

gilt; mit anderen Worten, eine Drehung um ¢ = 27 ergibt hier nicht die 2 x 2-
Einheitsmatrix, sondern das Negative davon, und erst bei einer Drehung um 4~

wird auch in D wieder die Identitit erreicht:

D=

U

D=

U(%)(gﬂ Q)=—1, UDUr-¢)=1 V. (13.92)

Daf3 der reine Zustand |i) eines Spinorteilchens bei einer Drehung um 2 nicht ge-
nau in sich selbst, sondern in —|1) iibergeht, widerspricht zwar der Anschauung,
aber nicht den Prinzipien der Quantenmechanik, da +|¢) und —|¢)) zum glei-
chen physikalischen Zustand (Strahl in #) gehoren. Es bedeutet jedoch, daf3 das
Einselement von SO(3) auf zwei D2-Elemente, +1 und —1, und damit auch je-
de ,Kklassische” Drehung R() auf zwei Dz-Elemente +U(2)(3) abgebildet wird,
so dal Dz kein eindeutiges Bild und daher nach der Definition in Abschnitt 12.2 im
strengen Sinne keine Darstellung von SO(3) ist, und dieser Sachverhalt iibertrigt sich
auf alle DV mit halbzahligem j. Man spricht hier gelegentlich von ,zweiwertigen
Darstellungen der Drehgruppe”, jedoch ist es sinnvoller, gerade die umgekehr-
te begriffliche Konsequenz zu ziehen: Da die Lie-Algebra (13.31) der Drehimpul-
se die halbzahligen j-Werte erlaubt und die zugehorigen Matrixdarstellungen D7
— mit dem Prototyp (13.77) fiir j = % —in der Natur tatsachlich vorkommen, wird
das Drehverhalten quantenmechanischer Systeme offenbar durch eine Transformations-
gruppe bestimmt, die umfassender als die klassische Drehgruppe SO(3), namlich iso-
morph zur Gruppe der unitiren Matrizen (13.77) ist. Von dieser Gruppe sind nun
SO(3) (und die dazu isomorphen Matrixdarstellungen (13.43) mit ganzzahligem
J = ) umgekehrt sehr wohl Darstellungen, namlich homomorphe, d.h. keine um-
kehrbar eindeutigen Bilder, weil +1 und —1 von D> beide auf das Einselement
von SO(3) bzw. D' (1 =0,1,2...) abgebildet werden®.

Die Matrix (13.77) ist nun aber wegen ihrer manifesten Unitaritdt und der Eigen-
schaft (13.78) nichts anderes als die allgemeinste unitire 2 x 2-Matrix mit Determi-

3Der gruppentheoretisch vorgebildete Horer sieht, daf SO(3) bzw. D! dann isomorph zur Fak-

torgruppe D2 / Z, nach dem aus den zwei Elementen (13.92) bestehenden Normalteiler Z; von D=
sind.
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nante +1, denn diese hat die Form

M = ( _Cg* ab ) = (M HY mit |a* + B> =1, (13.93)
d.h. genau die Form (13.77/13.78), wobei die komplexen Zahlen a,b, die
sog. Cayley-Kleinschen Parameter, hier in der Gestalt

a=cos & —igysin, b= —i(p1 —igy)sin & (13.94)

mit @} + @ + @5 =1
auftreten. Damit ist die quantenmechanische Drehgruppe definiert als isomorph zur
sog. speziellen unitiren Gruppe in zwei komplexen Dimensionen, SU(2), bestehend aus

den Matrizen (13.77) oder (13.93), und diese Gruppe ist ihrerseits die sog. fundamentale,
d.h. dimensionsmiifSig kleinste nichttriviale Darstellung der quantenmechanischen Dreh-
gruppe.

Die nichteindeutige Beziehung zwischen klassischer SO(3) und quantenmechani-
scher SU(2) ist ein Beispiel dafiir, daf3 die Lie-Algebra der Generatoren, die ja hier
beiden Gruppen gemeinsam und durch die Drehimpuls-Vertauschungsrelationen
(13.31) gegeben ist, die Gruppenstruktur i.a. nur bis auf gewisse globale Eigen-
schaften festlegt, in diesem Falle topologische Eigenschaften des Parameterrau-
mes: Fir SU(2) ist wegen der Beziehung

(Rea)?® + (Ima)® + (Reb)® + (Imb)? = 1

(oder (13.78)) der Parameterraum die Oberfliche der Einheitskugel im reellen R*,
also nicht nur kompakt, sondern auch , einfach zusammenhidngend” in dem Sinne,
daf3 jede geschlossene stetige Kurve auf dieser Oberfldche stetig auf einen Punkt
zusammengezogen werden kann. Dagegen ist die vordergriindig so einfache , Pa-
rameterkugel” (13.1) von SO(3) in Wahrheit ein topologisches komplizierteres Ge-
bilde, weil nach (13.90) Paare von Antipodalpunkten auf der Oberfliiche dieser Kugel als
ein und derselbe Punkt zu betrachten sind, so dafs eine Kurve wie in Skizze (b), die
einen Ausgangspunkt 7, stetig mit zwei Antipodalpunkten verbindet, tatsdchlich
eine geschlossene Kurve, aber im Gegensatz zu ebenfalls geschlossenen Kurven
vom Typ der Skizze (a) nicht stetig auf einen Punkt zusammenziehbar ist.

(a) (b)
‘ (13.95)

Die Parametermannigfaltigkeit der SO(3) ist daher (mindestens, und, wie sich zeigt,
auch genau) zweifach zusammenhingend. Da auf einem n-fach zusammenhéngen-
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den Gebiet definierte stetige Funktionen bis zu n-deutig sein konnen, wird damit
das Auftreten der ,, zweideutigen Darstellungen” von SO(3) wie D2 plausibel. Da-
gegen hat die quantenmechanische SU(2) bei gleicher , infinitesimaler” oder ,lo-
kaler” Struktur (d.h. gleicher Generatoralgebra) nur eindeutige Darstellungen, da
sie einfach zusammenhéngend ist; sie ist die sog. Uberdeckungsgruppe der klassi-
schen SO(3). Diese Zusammenhinge konnen wir hier nur andeuten.

13.4 Hohere irreduzible Darstellungen

Fiir das Studium der Matrixdarstellungen (13.43) in den Rdumen Hy; 4 mit j > %
ist es zweckmafig, die Drehungen nicht mehr durch ¢, sondern durch die aus der
klassischen Mechanik des starren Korpers geldufigen Eulerschen Winkel zu parame-
trisieren, da dann eine sehr bequeme, bei (13.27) nicht mogliche Faktorisierung des
Drehoperators U(R) in drei Einzeldrehungen mit nur zwei verschiedenen Dreh-
achsen moglich wird. Jede beliebige Drehung lafst sich zerlegen (vgl. Skizze) in

(a) eine Drehung um den Winkel oo um die z-Achse des Ausgangs-Koordinatensy-
stems,

(b) eine Drehung um [ um die bei (a) resultierende gedrehte y-Achse ¢/,

(c) eine Drehung um v um die bei (b) resultierende gedrehte z-Achse (.

Die Wertebereiche der drei
Euler-Winkel «, 3, sind da-

bei
0<a<2r,
0<p<m, (13.96)
0<vy<2m
Die entsprechende Darstellung von U(R) als Produkt
Ula, B,7) = e #17c ¢ il gmial: (13.97)

ist noch unzweckmaflig, weil sie sich auf Drehachsen aus drei verschiedenen Ach-
senkreuzen bezieht. Nach (13.28) ist aber nun

e—ﬁﬂjy/ — e—gajz e_g/BJy e+EaJZ , (1398)



13.4. Hohere irreduzible Darstellungen 157

weil die y'-Achse ja durch die Drehung R(« - é,) von (a) aus der y-Achse hervor-
geht, und zweimalige Anwendung dieses Schemas gibt analog

R 1YV T T
e 7z T iBI i (0TI 7By gl (13.99)

Setzt man beides in (13.97) ein, so entsteht die angekiindigte Faktorisierung
Ula,B,7) = e 50 ¢ 072 ¢~ i1/ (13.100)

mit lauter auf das ,,ungedrehte” Ausgangsachsenkreuz bezogenen Drehachsen, von denen
zwei sogar die 3-Achse sind, was bei einer Darstellung durch J;-Eigenvektoren of-
fensichtlich erhebliche Vereinfachungen bringt: Die Matrizen (13.43) schreiben wir
nun als

Dyy(R(0, B.9) = (,m'|U e, B,7)l5,m) (13.101a)
= e @, (B)e ™ (13.101b)
mit den sog. reduzierten Drehmatrizen
)y (B) = (|7 5572, m) . (13.102)
Fiir die Fundamentaldarstellung mit j = % ist nach den GIn. (13.77) einfach
emi30 — cosg -1 - ising - 09, (13.103)
und wir erhalten die (j = 1)-Drehmatrix
1 cos g — sin g
)=\ . ; 5 (13.104)
Sin b} COS b}
oder
, e 2@+ cog s —e 2@ Mgin s
Di(a, 8,7) = (13.105)

et3(@=7) gin g et3(@t7) ¢og g

Sie ist eine zu (13.77b) dquivalente Parametrisierung der allgemeinen SU (2)-Trans-
formation (13.93) mit den Cayley-Klein-Parametern

a = e (@) cosg , b= —e 2@ sing . (13.106)
Wie in (13.92) bemerken wir, daf

D?(2r,0,0) = D2(0,0,27) = —1 (13.107)

ist und erst die Drehung mit oo = 47 bzw. v = 47 zur Identitdt von SU(2) zurtick-
fihrt. Um den vollen Parameterbereich der SU(2) zu tiberstreichen, mufs man des-
halb den , klassischen” Wertebereich (13.96) der Euler-Winkel erweitern zu*

0<a,y<4m, 0<p<m. (13.108)

4Tatsachlich gentigt es, den Bereich von « oder y auf 0 . . . 47 zu erweitern, aber die symmetrische
Wahl (13.108), bei der die ganze SU(2) zweimal tiberstrichen wird, ist eingebiirgert.
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Fiir die hoheren j-Werte, wo die Matrixdarstellungen der Drehimpulsoperatoren
nicht mehr die einfache Eigenschaft (13.66a/b) der Paulischen Spinmatrizen ha-
ben, ist die explizite Berechnung der Drehmatrizen komplizierter (vgl. Ubungs-
aufgaben oder das Verfahren von Gl. (14.47)). Wir notieren hier nur das Resultat,

B (8) = 3 (e UG —m G mt = m)!

- pl(p+m—m)H (G +m' — )l (j —m — p)!

(2§ —2p+m'—m) (2u—m/+m)
X <cos ﬁ) <sin ﬁ) , (13.109)

2 2

wobei die Summation tiber die ganzzahligen p-Werte 1duft, fiir die keines der Ar-

gumente der vier Fakultdten im Nenner negativ wird, denn es ist ja
L _ ! =0 fur n=12,3 (13.110)
—n)!  T(-n+1) nE LSS ‘

Das ergibt die Summationsgrenzen

pmin = Max(0,m' —m) ,  fimax = Min(j +m',j — m) . (13.111)

Wir entnehmen aus (13.109) vor allem einige Symmetrieeigenschaften der d’ bzw. D?.
(13.109) ist manifest reell; da ¢’ zugleich unitér ist, ist es eine reelle orthogonale Ma-
trix, d.h.

&,..(8) = (dj _l(ﬁ))mm, =d, . (-B). (13.112)

Kombiniert man das mit der Invarianz von (13.109) unter der Substitution
(m',m) — (—m, —m') und seinem Verhalten unter § — —/, so findet man

. (_)m’fm &’ ,(5) ,
& (B) = B (13.113)
() dl W (5)
Aus der letzten Relation folgt fiir die D-Matrix
Dl (R) = (=)™"™D? , _ (R). (13.114)

Als Matrix eines unitdren Operators in einer Orthonormalbasis ist D’ eine unitire
Matrix,

Dit(a, B,7) = D' (a, B,7) = DI (=7, =B, —a) (13.115)

woraus die Unitarititsrelationen

ZDZ‘n’m(OQﬁa’y) Dznt’m(aaﬁafy) = 5m’m” V(Oé,ﬁ,’y) (13116&1)
> DI (0, 8,7) Dl (0, 8,7) = O Y (@, 8,7) (13.116b)

folgen. Schliefllich haben wir als Verallgemeinerung von (13.107)
D?(27,0,0) = D’(0,0,27) = (—)* - 1, (13.117)
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was nochmals darauf hinweist, da} die Darstellung D’ als Darstellung von SU(2)
fiir halbzahlige j sogar ,treu”, d.h. ein isomorphes Bild der SU (2), fiir ganzzahlige j = [
dagegen nur ein homomorphes , aber nicht umkehrbar eindeutiges Bild ist, weil die SU (2)-
Elemente +1 und —1 beide auf +15,,, abgebildet werden (die Matrix —15; in 2/ + 1
Dimensionen kann nicht Darstellung eines SU(2)-Elementes sein, weil sie die De-
terminante (—)%*! = —1 hat!) und deshalb die gesamte Abbildung SU(2) — D7~
eine ,,Zwei-auf-eins“-Abbildung ist, bei der Paare (—Dz,+Dz) in SU(2) dasselbe
Bild D' haben.

Mit den Matrizen (13.101) hat man nichts weniger als die simtlichen unitir-
irreduziblen Matrixdarstellungen der quantenmechanischen Drehgruppe in der Hand.
Man kann nun nach der Formel

Ula, B,7) |j,m Z ,m (0, 8,7) (13.118)

m/i=—j

das Drehverhalten beliebiger Drehimpulseigenzustinde und (nach Entwicklung in sol-
che Zustinde) geméf (12.17) auch das Drehverhalten beliebiger Zustdande berech-
nen unabhdngig davon, wie die konkrete Realisierung des Drehimpulses beim
jeweiligen System (Einzel-, Gesamt-, Relativbahndrehimpulse, Einzel- oder Ge-
samtspin, oder Vektorsummen dieser Grofien) aussieht. Ein Beispiel wurde in
(13.79a/b) bereits betrachtet, ein anderes wichtiges Beispiel ist die Transformation
der Kugelfunktionen, d.h. Relation (13.118) fiir den Bahndrehimpuls eines Einzelteil-
chens:

+1
(P, 9)| Ule, B,7) [lm) = Y (F(0,9)[l,m") Dy, 8,7) -
m/'=—1
Zusammen mit (13.45b) gibt dies
Z DL, (R) Yy (7). (13.119)
Wahlt man speziell # = é; und verwendet (3.61), so wird
4T
!
Dbyl R) = \[ 572 Yim( B e3) (13.120a)
Ersetzt man hier R durch R~! und benutzt
R(a, B,7v)és =7(0 = 3,p =) (unabhangig von ) (13.121)
sowie (13.115), so ergibt sich
4
DY (e, B, ) = 5 _7; ; Yim (58, @) (unabhangig von v) , (13.120b)

d.h. die Kugelfunktionen sind Spezialfille der Drehmatrizen. Weitere Spezialisierung
auf m = 0 gibt mit (3.56)

dby(8) = Py(cos ) . (13.122)
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Verwendet man schlieslich (13.120b) in der auf m = 0 spezialisierten Formel
(13.119), so ergibt sich mit (3.56) eine erneuter und sehr einfacher Beweis des Ad-
ditionstheorems (3.71) der Kugelfunktionen.

Eine letzte wichtige Eigenschaft der D7 betrifft das Verhalten bei Summation (In-
tegration) iiber alle Drehungen bzw. SU(2)-Elemente. Wenn man einen reinen Zu-
stand |¢) ,uber alle Orientierungen mittelt”, d.h. die Zustinde U(R) |¢) fiir alle
R € SU(2) mit gleichem Gewicht tiberlagert, so erwartet man anschaulich, dafd nur
der drehinvariante, d.h. der j = 0-Anteil von |¢) tiberlebt, als Operatorgleichung
also

/ dRU(R) =11, , (13.123)
SU(2)

wo II, der Projektor auf den Unterraum von H zu j = 0 ist. Tatsdchlich ist nach
(13.101b)

4 A .
/ da / DY DI (0 B,7) = St o lig(8) (13.124)

wobei die auf 0...47 erweiterten Integrationsbereiche gemafs (13.108) nun we-
sentlich werden — bei halbzahligem m’ und m gébe die obere Integrationsgrenze
27 nicht die Kroneckersymbole in (13.124)! Beachtet man nun (13.122) und die Or-
thogonalitdt (3.58) der Legendre-Polynome, so ist weiter

/ ' dp sin B d)y(B) = 260 . (13.125)

0

Prézisieren wir also die in (13.123) verwendete Integration iiber den Parameterraum
von SU(2) durch

1 1 i g L%
dR... = ——— / da/ dpg sinﬁ/ dy..., (13.126)
/SU(Q) 2 (4m)% Jy 0 0

so erhalten wir die Beziehung
/ dR D’ (R) = 60 0mo S0 » (13.127)
SU(2)

und das ist genau die |jm)-Darstellung von (13.123). Damit ist auch plausibel ge-
macht, dal das durch (13.126) definierte Integrationsmaf tatsdchlich alle SU(2)-
Elemente gleich stark gewichtet und damit ein sog. invariantes oder Haarsches Mafs
auf dem Gruppenraum ist.



Kapitel 14

Quantenmechanische
Drehimpulsaddition

14.1 Reduktion des Produktraumes Hs;, 11 ® Hajy+1

Eine fiir die Atom-, Kern- und Teilchenspektroskopie wichtige, nichttriviale An-
wendung der Transformationstheorie von Kap. 8 bildet folgende Aufgabe. Das
quantenmechanische System zerfalle in zwei Teilsysteme mit unabhidngigen Dre-
himpulsoperatoren

JOJO mit [JV JP) =0 V(k1I). (14.1)

(Dies konnen Drehimpulse verschiedener Teilchengruppen, aber z.B. auch Bahn-
drehimpuls und Spin desselben Teilchens sein.) Im Hilbertraum zu diesen Dreh-
impulsfreiheitsgraden bildet das Tensorprodukt

Hzji+1)2ja+1) = Hajit1 © Hajon (14.2)

der Eigenrdume von J®° und J®® zu den Eigenwerten #2j;(j; + 1)
bzw. h2j3(jo +1) einen (2j; + 1)(2j2 + 1)-dimensionalen Teilraum; eine Or-
thonormalbasis dieses Teilraums ist durch die Produktzustinde

1 my jama) = [jima) - |2 ma) (14.3)
gegeben. Diese Zustdnde sind Eigenzustdnde des Observablensatzes

JW? gm je?g@ (14.4)
mit den Eigenwerten

W25 (1 + 1), himy, B2j5(ja + 1), Bims . (14.5)

Da sie sich bei Drehungen geméf der , Produktdarstellung” D' @ D’2 mit den Ma-
trizen

(1 mf jomb|U(R)[jimy jamo) = D2, (R)- D%, (R) (14.6)

!
m2m2

linear untereinander transformieren, ist der Raum H (5, +1y(2j,+1) €in Darstellungs-
raum der quantenmechanischen Drehgruppe. Nun erfiillen, wie man unmittelbar

161
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einsieht, mit .J ,51) und J, ,52) auch die Komponenten des Gesamtdrehimpulses
J=JO 4 J® (14.7)

die Vertauschungsrelationen (13.31); es miissen sich deshalb in H (9, +1)(2j,+1) auch
Eigenvektoren zum Gesamtdrehimpuls, genauer zu J2und Js = J,, auffinden las-
sen. Sie konnen sicher zugleich als Eigenvektoren von J (1 und J®” — die mit al-
len sechs beteiligten Drehimpulskomponenten vertauschen —, aber nicht mehr als
Eigenvektoren von I oder 7 gewdhlt werden, denn es ist z.B.

—, .

[J2,J0] = [JO 4 J& g2 [JO . JO gD L0, (14.8)

(. > (. >

=0 #0

Wir fragen deshalb nach gemeinsamen Eigenzustianden des vertauschbaren Satzes

—

JO J@ g2, (14.9)
mit den Eigenwerten

R?j1(j1+ 1), h%ja(jo + 1), K% (j + 1), hin; (14.10)
solche Zustande werden wir mit

|71 72 7 m) (m=—j4,...,4+7) (14.11)
bezeichnen. Dies ist ein Transformationsproblem der in Kap. 8 behandelten Art,
mit der Besonderheit, dafs die beiden Operatorensatze (14.4) und (14.9) zwei Ope-

ratoren gemeinsam haben, namlich J(1* und J ?”. Als Folge davon sind die Trans-
formationskoeffizienten

(71 my Jama | 1 ja g m) (14.12)
in jy und j, diagonal, d.h. proportional zu d;;, d;; ;,. Die Konstruktion der Zusténde
(14.11), die als quantenmechanische Drehimpulskopplung oder Drehimpulsaddition be-

zeichnet wird, fithrt also nicht aus dem Raum (14.2) heraus. Da in diesem Raum
die Zustande (14.3) eine Orthonormalbasis bilden,

Z |J1 M1 J2 ma) (1 ma ja ma| = 1j,, (14.13)

mi ma

lassen sich die Zustinde (14.11) jedenfalls nach dieser Basis entwickeln;
die Transformationskoeffizienten (14.12) mit j| = j; und j) = jo» werden kurz
(j1my jams|jm) geschrieben und als Vektoradditions- oder Clebsch-Gordan-
Koeffizienten bezeichnet:

12 im) = Z |71 M1 jama) (G ma jama | jm) (14.14)
mima
Der erste Schritt zur Konstruktion besteht in der Beobachtung, dafl wegen

J, = M 4 7 die Produktzustinde (14.3) bereits .J;-Eigenzustdnde zu den Eigen-
werten mh mit
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sind. In Hj,+1)(2j.+1) ist also der grofite vorkommende m-Wert m = j; + j,
der kleinste —(j; + j2). Zdhlt man nun, wie in der Skizze veranschaulicht, ab,
wieviele verschiedene Paare (m;,m,) gemdfl (14.15) ein gegebenes m in die-
sem Bereich erzeugen — d.h. wieviele linear unabhéingige Zustinde zu diesem
m-Wert in H(2j, 11)(2j,+1) vorhanden sind -, so ergeben sich die in der Skizze
(0.B.d.A. fiir j; > j;) demonstrierten Multiplizitdten, die von 1 bei m = £(j; + j2)
in Schritten von 1 anwachsen, wenn m in Schritten von 1 verkleinert wird, bis
bei m = £(ji — j2) = £(j1 + j2 — 2j2) — oder im Falle j, > j, entsprechend bei
m = £(j1 + jo — 2j1) = £(j2 — j1), allgemein also bei m = +|j; — j»| — die Multi-
plizitdt konstant gleich 2j. + 1 wird mit j. = Min(ji, ja).

2

m
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Zur Ausreduktion der Produktdarstellung 3 ® %

Nun lassen sich aber aus einem Vektor |jm) mittels der Stufenoperatoren .J, sofort
in H (25, +1)(2j»+1) die saimtlichen Basisvektoren eines (2j + 1)-dimensionalen Raum-
es Hyj41 erzeugen. Der grifite in H(zj, 11)(2j,+1) vorkommende j-Wert ist also j; + ja,
sonst miifiten betragsméfiig grofiere m-Werte als m = £(j; + j;) vorhanden sein.
Er kann nur einmal vorkommen, da nur je ein Zustand mit m = £(j, + j») vor-
liegt. Wir denken uns den zugehorigen Teilraum #y;, 4 j,)+1 abgespalten, wodurch
die im dazu orthogonalen Teilraum verbleibenden m-Multiplizititen sich gegen-
iiber der obigen Skizze alle um 1 verringern. Es bleibt dann also nur je 1 linear
unabhédngiger Zustand mit m = +(j; + j» — 1), so dafl wir wieder genau einen
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Teilraum Hy(j, 4j,)—1 abspalten kdnnen und im Restraum die m-Multiplizitidten
um 2 verringert finden. So fortfahrend, finden wir schliefilich nach Abspalten
von Hojj,—jyj+1 = Ha(ji+ja—2jc)+1 die urspriinglichen Multiplizitdten des Restrau-
mes, die ja alle gleich 2j. 4+ 1 waren, um 2j. + 1, d.h. auf Null verringert und
damit den Raum H (s, +1)(2j,+1) Vollstdndig ausgeschopft, wie auch die Dimensi-
onskontrolle

J1+72
> @2i+1) =25+ 12 +1) (14.16)

=11 =7zl
bestatigt. Das Resultat ist also: In H (o), 41)(2j,+1) kommt jeder der j-Werte
J=h+Je,htde—1, 0 +5—=2,..., | — J2l (14.17)

genau einmal vor und H(zj, 11)(2j,+1) 1afst sich dementsprechend als direkte Summe
von orthogonalen Teilrdumen

Hojir1 @ Hojpsr = Mooy @ - © Hopji—jo 1 (14.18)

darstellen. Da letztere irreduzibel sind, ist damit die vollstindige Ausreduktion des
reduzibel sich transformierenden Produktraumes H (2;, 4+1)(2j.+1) in irreduzible Teilriume
geleistet. Da die Gesamtheit der Basen (14.11) dieser Teilraume nach (14.16) eben-
so viele linear unabhingige Zustdnde umfafst wie die Produktbasis (14.3), ist sie
selbst eine Orthonormalbasis in H (3, +1)(2j,+1), d-h. als Gegenstiick zu (14.13) gilt

Jitj2 +J
Z Z 11 J2 7 m)(Jr jejm| = 1,5, . (14.19)

j=li—jga| m=-j

Damit konnen wir die Entwicklung (14.14) umkehren,

jimijama) =Y |t ja g m)(Gm | jim joms) (14.20)

jim

und {iiberdies schlieffen, dafd die von den Clebsch-Gordan-Koeffizienten gebildete
(241 + 1)(2j2 + 1)-dimensionale Matrix — als Transformationsmatrix zwischen zwei Or-
thonormalbasen des Raumes (14.18) — unitdr ist, was sich in den Unitaritatsrelationen

Z (J1my jamy | jm)(Gm|j1mijame) = 6m’1m1 6m’2m2 (14.21a)
im
Z <]I m' |j1 mq jg m2>(j1 mq jg mo |jm> = 6j’j 5m’m (1421b)

ausdriickt.
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14.2 Berechnung und Eigenschaften der
Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Wir wissen bereits, daf$ der Koeffizient (j; m; j, ms | j m) nur dann von Null ver-
schieden sein kann, wenn er die ,, Auswahlregeln der Drehimpulskopplung”

J1—J2l <j<ji+j und m=my+my (14.22)

erfiillt. Fiir die tatsdchliche Berechnung der Koeffizienten unter diesen Bedingun-
gen kann man von den Rekursionsformeln ausgehen, die durch Anwendung der
Stufenoperatoren

Jy=J 4+ 79 = 5 £idy (14.23)

auf Gl (14.14) und Skalarproduktbildung mit (j; m; jo ms | entstehen; mit den
GIn. (13.41) erhalt man

VEFm)(GE£m+1) Gimjame|jm+1)
= /(i £ma)(Gi Fma + 1) Gimg F Ljama | jm)

Betrachten wir die erste dieser Relationen fiir m = +j, so verschwindet die linke
Seite, und man erhalt mit der zweiten Auswahlregel von (14.22) die Beziehung

VG +m) G —my+ 1) Gimy — Ljaj —my + 115 +5)
VGt —mi+ )G —F+m) Gimijej —mi|j +5) = 0. (14.25)

Damit lassen sich offenbar alle Koeffizienten mit m = +j als Vielfache von
(Jr +j1jed —JulJ +3) (14.26)

ausdriicken; nimmt man die Orthonormierungsrelation (14.21b) fiir j' = j und
m’ =m = +j in der Form

E : 5m1—|—m2,j

mimz2

(imigjamg|j +5) =1 (14.27)

hinzu und legt die noch offenbleibende Phase durch die Konvention
Koeffizient (14.26) = reellund > 0 (14.28)

fest, so ist auch dieser Koeffizient bestimmt. Aus den so berechneten (m = +j)-
Koeffizienten erzeugt dann die zweite der Relationen (14.24) alle Koeffizienten mit
m < +j. Wegen (14.28) und der Realitédt aller Wurzelfaktoren in (14.25/14.24) sind
die sich so ergebenden Clebsch-Gordan-Koeffizienten alle reell. Die Resultate solcher
Berechnungen fiir alle wichtigen (j; j» j)-Kombinationen sind in umfangreichen
Tafelwerken! niedergelegt, so daf8 sich die CG-Koeffizienten in der Praxis ebenso

1Z.B. M. Rotenberg et al, “The 3-j and 6-j Symbols”, Cambridge, Mass. (USA) 1959, Massachu-
setts Inst. of Technology Press
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wie die mathematischen Standardfunktionen durch Nachschlagen handhaben las-
sen. Wir geben hier als Beispiel lediglich den wichtigen Fall j, = 3 in Tabellenform
an:

.1 jitm+3 ji—m+3
J=n+3 \/ S \/ e (14.29)

S \/jl—m+§ \/j1+m+%
J= T35 TV T2 2j1+1
Auch die zahlreichen Symmetrieeigenschaften der CG-Koeffizienten, insbesondere

gegeniiber Permutationen der drei beteiligten Drehimpulse, kann man den Tafel-
werken entnehmen. Wir diskutieren zwei Anwendungsbeispiele:

(a) Spin-Bahn-Kopplung
Der Hamiltonoperator eines Elektrons im kugelsymmetrischen Potential V' (r),
das tiberdies eine Spin-Bahn-Wechselwirkung (13.89) spiirt,

"= 2ip2+V( )+ Vis(r)(@ - 1), (14.30)
m
ist z.B. ein gutes Modell fiir das Leuchtelektron der Alkali-Atome. Wegen des

Auftretens von ol; + 09ls im LS-Term ist er weder mit [ allein noch mit & allein
vertauschbar, wohl aber mit j = [ + %6, wie man anhand von

(4 1\ - 1.\ -, =
6-l:<l+§6> —l2—<§&> :jZ—ZQ—Z-l (14.31)

sofort sieht. Die Eigenzustinde von H werden sich daher hinsichtlich der
Winkel- und Spinfreiheitsgrade nicht mehr wie im Falle V¢ = 0 als Produkt-
zustande

1
|l7mlams> = |l7ml> : |_7

5 ms) (14.32)

ansetzen lassen, wohl aber als zu scharfen Gesamtdrehimpuls-Quantenzahlen
,gekoppelte” Zustiande

7 7]7 Z Z |l ml;ms lml; m5|j m> (1433)

ml_—l m27,,

In der Darstellung als zweikomponentige Ortsraum-Wellenfunktionen (13.55),
also als

. 1. 1 . . .
<7ﬂ(797 ()0)|l 5 J m> = Z <l my, 5 ms|] m> Yz,ml (T) X%,ms = yljm(r) ’ (1434)

mp,ms
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(b)

werden sie als ,Spinorkugelfunktionen” bezeichnet. Setzt man die CG-Koeffizi-
enten von (14.29) mit j; = [ (ganzzahlig) ein, so hat man die expliziten Darstel-

lungen
. L+ 5+mY
Vitrim = NCES \/T m=mey ) (14.35a)
+ \/l + 5 — M Yg,mz:er%
) , N m FS— (14.35b)
Li—im = | |
V2 +1 m —

Fiir die Eigenzustdnde von (14.30) zu Eigenwerten F wird man in dieser Dar-
stellung die Spinoren

(F|w) = % Rists (r) Vi (7) (14.36)

ansetzen; wegen (14.31) reduziert sich das Eigenwertproblem dann auf die Ra-
dialgleichungen

{2 - v -

arz r?
- 277? G+ 1) =1 +1) - 2] VLs(T)} Rpui(r) =0. (14.57)

Das vom Spin-Bahn-Term verursachte Zusatzpotential hat wegen

L 3 +1 fir j=10+1
G- -3 = L T (14.38)
2

fiir die beiden Gesamtdrehimpulse j = [ + { zu gegebenem [ verschiedene Vor-
zeichen und bewirkt dadurch eine Aufspaltung der fiir Vg =0 2(2[ + 1)-fach
entarteten Energieeigenwerte in je zwei Niveaus.

Zwei Spin-1-Teilchen
Die Zustidnde etwa der beiden Elektronen im He-Atom oder der beiden Nu-
kleonen im Deuteriumkern lassen sich hinsichtlich der Spinfreiheitsgrade
durch die Produktbasis

1 1 1

|§am1>1 ' |§,m2>2 y My, M2 = i§ (14.39)
darstellen, wobei die Indizes sich auf die beiden Teilchen beziehen. Will
man nach Gesamtspin-Quantenzahlen klassifizieren, so wird man nach

(14.14/14.17) die Zusténde
11
22’

11
S My= > [ma)s - [ma)a (5 mi 5 malS M) (14.40)

my,m2

mit S =0 oder S =1
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konstruieren. Entnimmt man die CG-Koeffizienten aus (14.29) mit j; = 1, so
tindet man fiir S = 1 die , Triplett-Zustinde”

11 |+%>1'|+%>2 (M, = +1)
55 LMy =3 S+l =Bt =51+ 4] (4, =0)
| =313 (M, =—1)
(14.41)
und fiir S = 0 (also M, = 0) den ,,Singulett-Zustand”
11 1 1 1 1 1
3300 =75 1+ 30-1= == h-1+ 3] (1442

Wegen der Operatorbeziehung

’ Syl SERUR AP

:2[S(S+1)—§]'1Spin:{ -3 in Hs—

sieht man unmittelbar, dafy im Spinraum des Zweiteilchensystems die Opera-
toren

1
I, =~ (3-1gpin + 61 -3%) | 11, =

1 (1gpin — & - 32 (14.44)

L
4
orthogonale Projektoren auf die Teilriume zu S = 1 bzw. S = 0 sind. Bemerkenswert
an (14.41/14.42) ist, dafd die Ausreduktion nach irreduziblen Spin-Teilrdumen
in diesem einfachen Fall auch zugleich eine Klassifikation der Zustinde nach ihrer

Symmetrie gegeniiber Vertauschung der beiden Teilchen bewirkt: Offensichtlich
sind

die (S = 1)-Zustdnde symmetrisch ,

der (S = 0)-Zustand antisymmetrisch (14.45)

bei Vertauschung der Spinvariablen m; <+ ms.

14.3 Ausreduktion der Produktdarstellung D/t @ D

Die Darstellung endlicher Drehungen in den irreduziblen Teilrdumen #;;; von
(14.18) ist unabhdngig von ji, j» durch

(j1 2 5 m'|U(R)|j1 jo jm) = 65,02, (R) (14.46)



14.3. Ausreduktion der Produktdarstellung D' ® D’ 169

gegeben. Driickt man die ,,gekoppelten” Zustande |j, j» j m) gemafs (14.14) durch
,ungekoppelte” Produktzustinde aus, auf denen dieselbe Drehung R durch das
,,Kroneckerprodukt” (14.6) dargestellt wird, so ergibt sich

= > > D (R)-DE (R

mml mims
X (1 m} J2 myljm') (1 my ja ma|jm) . (14.47)
Diese Formel zeigt explizit die Rolle der CG-Koeffizienten als Matrixelemente derjeni-

gen unitiiren Basistransformation D — CDC' in H (2j,+1)(2jo+1), Welche die Produktdar-
stellung D' @ D?* von (14.6) auf die Blockdiagonalform

Djl +7j2 0

Dj1+j2*1

(14.48)

0 Dlir—7zl

bringt. Da die linke Seite von (14.47) nicht von j, j» abhdngt, sind auf der rechten
Seite j; und j, mit den durch (14.17) gegebenen Einschrankungen frei wahlbar.
Insbesondere sieht man, daf$ sich durch wiederholte Anwendung von (14.47) die
Drehmatrizen D’ im Prinzip alle aus der durch (13.77) bzw. (13.105) gegebenen
Fundamentaldarstellung D? aufbauen lassen. Durch Umkehrung von (14.47) mit-
tels der Unitaritatsrelation (14.21a) der CG-Koeffizienten entsteht die sog. Clebsch-
Gordan-Reihe

D (B) = DYy (B) = 3 Dy (R) (Gl jo sl ') i i gz maljm)
jm'm (14.49)
die formelméfiige Ausreduktion des Kroneckerproduktes (14.6) in irreduzible Be-
standteile. Die GIn. (14.18) und (14.49) werden oft durch die symbolische Dimensi-
onsbilanz

2 +1)®(252+1) =201 +72) +1)®... & (21 —j2| +1) (14.50)
zusammengefafit.

Von Gl (14.49) ist einmal der Spezialfall j; =1,jo =y (ganzzahlig) und
my = my = 0 interessant; er fithrt wegen (13.120b) und (14.15) auf eine Entwicklung
des Produkts zweier Kugelfunktionen desselben Arquments 7 = 7 (v, ¢) nach Kugelfunk-
tionen dieses Arguments:

(14.51)

A (21 +1 (205 + 1 .
Vi (7) Yigms (7) Z . 21) )<110120|10><11m1 ly ma|Im) Yim (7).
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Zum anderen liefert die Gleichung bei der invarianten Integration (13.126) tiber
den Parameterraum der SU(2) wegen (13.127) und

o (=) m
(J1m1 jam2|00) = 655, my,—m NS (14.52)

eine Orthonormalititseigenschaft der Drehmatrizen beziiglich Integration iiber SU(2)
von der Form

] 1 5 j 5m’ m) 6m1m2
/ dRD”, (R)-D”, (R)= -2 "1"2 : (14.53)
SU(2) rm 21 2 +1
Beide Arten von Formeln haben zahlreiche Anwendungen in der Atom-, Molekiil-
und Kernspektroskopie; z.B. lassen sich die in der Stérungsrechnung haufig auf-
tretenden Matrixelemente vom Typ

(lama [V (X)) 1y ma)

wo das Potential V()? ) seinerseits durch ,Multipolentwicklung”, d.h. als Entwick-
lung nach Kugelfunktionen gegeben ist, mittels Gl. (14.51) auf das Orthonormie-
rungsintegral der Kugelfunktionen zuriickfiihren.



Kapitel 15

Permutationssymmetrie bei
identischen Teilchen

15.1 Quantenmechanische Formulierung der
Ununterscheidbarkeit

Bei unserer bisherigen Diskussion von Mehrteilchensystemen in Abschnitt 4.5 hat-
ten wir bereits betont, dafy der dort vorgenommene Aufbau des Hilbertraumes als
Tensorprodukt von Einteilchenrdumen mit Produktbasis

€y =16y - [€2) .- e (15.1)

(mit fi(:) = vollstindiger Quantenzahlensatz fiir Teilchen Nr. n) einer Modifikation
bedarf, wenn es sich um ein System identischer Teilchen handelt, wie etwa die Z
Elektronen in einem Atom oder die ca. 10 Leitungselektronen in einem makro-
skopischen Metallstiick. In der klassischen Mechanik hat die vollige Gleichheit
aller physikalischen Attribute der Teilchen keine weitreichenden Konsequenzen,
weil man einerseits die Teilchen stets (unter beliebig kleiner Stérung ihrer sonsti-
gen Eigenschaften) , markieren” kann und andererseits die markierten Teilchen
scharf definierte Trajektorien durchlaufen und auf diesen beobachtend verfolgt
werden konnen, so dafs man im Prinzip doch unterscheidbare Objekte vor sich hat. In
der Quantenmechanik lafit ein vollstindiger Satz ¢ vertraglicher Quantenzahlen
keine nichttrivialen Erweiterungen mehr zu, d.h. eine zusétzliche ,,Markierung”
unter vernachldssigbarer Storung der iibrigen Teilcheneigenschaften ist nicht
moglich. Findet man daher bei einer spateren Messung desselben Satzes von Mefs-
grofien die Teilchen bei den Wertesatzen &, , &, - - ., {ky, SO ist es schlechterdings
unmoglich zu sagen, ob das beim Mefiwertesatz &, angetroffene Teilchen das
bei der Praparation mit §;, oder ;; oder ¢; , priparierte ist; eine ,Numerierung”
der Teilchen ist sinnlos. In der Quantenmechanik sind identische Teilchen prinzipiell
ununterscheidbar. Das bedeutet, daf$ als Observable bei einem System identischer
Teilchen nur Operatoren in Frage kommen, die nicht nur selbstadjungiert, sondern
auch in den Einteilchenvariablen villig symmetrisch aufgebaut sind — gidbe es auch
nur eine Observable, die ein Teilchen oder eine Teilchengruppe auszeichnete, so
wairen eben deshalb diese Teilchen mit den iibrigen nicht mehr identisch.

171
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Fiir eine quantitative Formulierung gehen wir zundchst von einer Basis von Zu-
standen wie in (15.1) aus, wobei wir die oberen Indizes nun streichen konnen, da
man bei identischen Teilchen zweckmafliig dieselbe Einteilchenbasis fiir alle Teil-
chen verwenden wird:

(Fur Elektronen im Zentralfeld eines Atomkerns etwa bietet sich £ = (n, [, j, m) mit
n = Quantenzahl der Radialbewegung an.) Wir konnen dann zu jeder Permutation

P: (1,2,3,...,N) = (P(1),P(2),P(3),...,P(N)) (15.3)
der Zahlen 1,. .., N einen Permutationsoperator P p im Hilbertraum des N-Teilchen-
Systems definieren durch

PP|§’i1 {’iz s €ZN> - |§P(21) é-P(iz) s €P(1N)> . (154)

Bekanntlich gibt es N! derartige Permutationen von N Objekten, die beziig-
lich Nacheinanderausfiihrung eine (nichtabelsche) Gruppe, die sog. symmetrische
Gruppe Sy, bilden. Sie lassen sich alle als Produkte der ; N(N — 1) Transpositionen
T;; darstellen, die je zwei der N Zahlen vertauschen; diese Darstellung ist zwar
nicht eindeutig, hat aber bei gegebener Permutation P stets nur eine gerade oder
eine ungerade Zahl von Faktoren, d.h. die sog. Paritit der Permutation,

: (15.5)

(_ ) P _ (_ 1 ) Anzahl der Transpositionen in P

nach der sich die Elemente von Sy in ,gerade” (=) = +1) und ,ungerade”

((—)” = —1) einteilen lassen, ist darstellungsunabhéngig. Fiir die Transpositions-
operatoren T;; = Pr,, gilt im allgemeinen
[Ti;, Tri] #0, (15.6)

aufler wenn die Paare (7, j) und (k, ) kein gemeinsames Element haben.

Im von den Zustdnden (15.4) fiir alle P € Sy aufgespannten N!-dimensionalen
Raum sind die vollkommen symmetrische Kombination

1
1)+ = [&iy &ia - - - Cin )+ = Vo P%;N Ppl& &, - - &iv) (15.7)

und die antisymmetrische Kombination

|€>— = |521 52'2 s giN>_ r PP|€i1 £i2 s €1N> (158)

1
PR

dadurch ausgezeichnet, dafs sie die einzigen gemeinsamen Eigenzustinde aller Trans-
positionen und damit aller Permutationen von Sy sind, und zwar ist offenbar

]PP|€i1 fiz B é’iN>+ = |§Zl é‘iz B é’iN>+ VPe SN ) (159a)
Ppl& &, &in) = ()7 & &, &iy)- VP ESy. (15.9b)



15.1. Quantenmechanische Formulierung der Ununterscheidbarkeit 173

Sie bilden damit in jenem N!-dimensionalen Raum die einzigen eindimensionalen
Darstellungsriume von Sy. Die auf |£), stattfindende Darstellung ist die triviale,
bei der alle P € Sy auf die Multiplikation mit 1 abgebildet werden; die auf |£)_
stattfindende bildet die geraden P auf +1, die ungeraden auf —1 ab und ist daher
isomorph zur zyklischen Gruppe 2,. Die (fiir N > 2) iibrigen N! — 2 Zusténde las-
sen sich in mehrdimensionale Darstellungsriiume ,gemischter Symmetrie” einordnen,
denn wegen (15.6) kann es kein vollstindiges gemeinsames Eigenvektorensystem
aller Permutationen geben. Die Situation ist analog zur Drehgruppe, wo der Zu-
stand |j = 0, m = 0) der einzige gemeinsame Eigenzustand aller drei Drehimpulse
mit Eigenwert 0 und daher aller Drehoperatoren mit Eigenwert 1 ist und die tri-
viale Darstellung der Drehgruppe vermittelt.

Lassen wir die Ausgangsquantenzahlen ¢, ..., &;, unabhdngig voneinander alle
moglichen Wertesdtze durchlaufen, so spannen die Zustande (15.7) den ,,vollstadn-
dig symmetrischen Unterraum” H, und die Zustande (15.8) den ,vollstandig an-
tisymmetrischen Unterraum” H_ von H auf; beide Rdume zerfallen vollstindig in
eindimensionale orthogonale Darstellungsraume. Die Zustinde gemischter Sym-
metrie ergeben (fiir N > 2) dagegen einen Unterraum # ,;, dessen genaue Struktur
fiir uns nicht wesentlich ist, der jedoch nur h6herdimensionale Darstellungsraume
von Sy umfafdt.

Die Transpositionsoperatoren T;; sind, wie unschwer nachzupriifen, unitar und
wegen

T;; =1 V(ij) (15.10)

auch selbstadjungiert und haben nur die Eigenwerte £1. Da H . und #H_ Eigenrdu-
me aller T;; zu den Eigenwerten +1 bzw. —1 sind, wiahrend #,, von Zustdnden
aufgespannt wird, fiir die mindestens zwei T’s verschiedene Eigenwerte haben,
sind die drei Rdume zueinander orthogonal, und

H=H,®H_ ®Hu (15.11)

ist eine vollstindige Zerlegung in orthogonale Teilraume. Die Projektionsoperato-
ren

1 1
S= > Pp , A= ~i > (=)Pp, (15.12)
PeSn PeSy

,Symmetrisierer” bzw. ,Antisymmetrisierer” genannt, sind Projektoren auf #.
bzw. H_. Thre Projektoreigenschaft ist leicht nachzurechnen: Mit P, durchlduft
auch P, P, bei festem P, € Sy die ganze Gruppe Sy, und somit gilt etwa fiir A:

2 1 P Py _ 1 PP
A® = WZZ(_) (_) PP1PP2 - WZZ(_) PPIP?

P P P P

_ (]\;!)2 T {Z(—)PPP} = ()P = A (15.13)

Py P P
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Die obige Uberlegung beziiglich der moglichen Observablen 148t sich nun so
formalisieren:

Bei einem System identischer Teilchen konnen nur solche selbstadjungierten
Operatoren A Observable sein, welche zugleich mit allen Permutationen von Sy ver-
tauschbar sind:

PpA=APp VP Sy. (15.14)

Dies ist die prdzise Fassung des Prinzips der Ununterscheidbarkeit identischer
Teilchen in der Quantenmechanik.

15.2 Bosonen- und Fermionensysteme; Pauli-Prinzip

Die Forderung (15.14) fiir alle Observablen hat deshalb weitreichende Konsequen-
zen, weil ja auch die Projektoren II zu allen moglichen Systemeigenschaften und
insbesondere die Projektoren

I, =) (@] mit (f[y) =1

auf alle eindimensionalen Unterrdume des Systemhilbertraumes im Prinzip Ob-
servable sind. Aus

Ppll, =T,Pp VPESy, [V)eH (15.15)
folgt aber durch Skalarproduktbildung mit |+/)
Pply) =mpylt)  7py = |PplY) = £1 (15.16)

fir alle |¢) € H und alle P € Sy, d.h. jeder mogliche Zustand mufi gemeinsamer
Eigenzustand aller Permutationsoperatoren und somit eindimensionaler Darstel-
lungsraum von Sy sein. Solche eindimensionalen Darstellungsraume gibt es aber,
wie wir sahen, nur in %, und H_, nicht in #,,. Uberdies mufi jeder Zustand |¢) so-
gar ganz in . oder ganz in H_ liegen — hétte er Komponenten in beiden Raumen,
so wdre er nicht mehr Eigenzustand der ,,ungeraden” P p. Will man am Superposi-
tionsprinzip festhalten, so bleibt nur der Schluf3, dafs der Hilbertraum eines Systems
identischer Teilchen entweder der vollstindig symmetrische Raum

H, = SHS (15.17)

oder der vollstindig antisymmetrische Raum
H_=AHA (15.18)

sein mufl. Wegen der Symmetrie (15.14) aller Observablen des Systems fiihrt so-
wohl jede denkbare Zeitentwicklung — erzeugt durch den permutationssymmetri-
schen Hamiltonoperator — als auch jeder denkbare Praparations- oder Meflakt nie
aus ‘H, oder H_ heraus.
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Die Frage, welchen realen Systemen identischer Teilchen welcher Hilbertraum
zukommt, ist im Rahmen der nichtrelativistischen Quantentheorie nur durch
Riickgriff auf die Erfahrung zu beantworten. Empirisch gilt ohne Ausnahme der
sogenannte Spin-Statistik-Zusammenhang:

Der Hilbertraum eines Systems identischer Teilchen mit ganzzahligem Spin
(S=0,1,2,...) ist der vollstindig symmetrische Raum #., derjenige eines
Systems identischer Teilchen mit halbzahligem Spin (S = 1, 3,...) der voll-
standig antisymmetrische Raum #_.

In der Statistischen Mechanik wird gezeigt, daff auf Grund dieser Symmetrieei-
genschaften Systeme von Teilchen der ersteren Art (z.B. Lichtquanten, 7- oder
K-Mesonen oder auch das als Elementarteilchen aufgefafite a-Teilchen) im
thermodynamischen Gleichgewicht die sog. Bose-Einstein-Statistik, Systeme der
letzteren Art (z.B. Elektronen, Nukleonen oder *He-Kerne) die sog. Fermi-Dirac-
Statistik befolgen. Man nennt deshalb Teilchen mit ganzzahligem S Bosonen,
Teilchen mit halbzahligem S Fermionen. Der Spin-Statistik-Zusammenhang hat in
der nichtrelativistischen Theorie den Charakter eines nicht weiter begriindbaren
Axioms; er 1af3t sich jedoch im Rahmen der relativistischen Quantenfeldtheorie aus
fundamentaleren Prinzipien beweisen.

Will man etwa den Hilbertraum eines Bosonensystems aus Einteilchen-Hilbertrau-
men aufbauen, so kann man dafiir offenbar nicht die einfachen Produktzustiande
(15.2) verwenden, da diese (aufier fiir i; =iy = i3 = ... = iy = i) die Symmetrie-
forderung S|¢) = |¢) nicht erftillen. Vielmehr muf3 offenbar eine symmetrisierte Pro-
duktbasis von Zustanden

|§(i1i2---i1\r)> = const. Z Pp {|§Zl>1 et |§ZN>N} (1519)

PeSy

verwendet werden, bei zwei Teilchen also (z.B. fiir i; # is)
1

V2

Widhlt man die Einteilchenzustinde |¢;) als Eigenzustinde eines geeigneten
Einteilchen-Hamiltonoperators 4,

hl&) = eil&) (15.21)

und ordnet die Eigenwerte gemaf3

|§(i1i2)> [|le>1 ’ |§i2>2 + |§i2>1 : |€ll>2] . (1520)

80§81§82§83§... (1522)

an, so ist in der , Niherung unabhiingiger Teilchen”, d.h. bei Verwendung des geni-
herten Hamiltonoperators

N
H~Hy=Y h", (15.23)
n=1
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der Systemgrundzustand offenbar anzundhern durch den Zustand

1£0,0,..0)) = [€0)1 " [€0)2 - - - - |€0) (15.24)

bei dem sich simtliche Teilchen im Einteilchen-Grundzustand ansammeln; die Ge-
samtenergie ist £y ~ N¢j.

Fiir ein Fermionensystem dagegen muf3 offenbar eine antisymmetrisierte Produktbasis
1
Girinin)) = = D () Pe{l€udi - [&in)n} (15.25)
N! PeSy

verwendet werden; diese Zustdnde konnen auch als sog. Slaterdeterminanten

&0 &)z - [&i)N
1 _ |fi2>1 |fi2>2 |fi2>N

|Eliria..in]) = Nai (15.26)

Eh 1€d2 - €

geschrieben werden. Die vollstindige Antisymmetrie gegen alle Teilchenvertau-
schungen hat die wichtige Konsequenz, daff derartige Zustdnde identisch ver-
schwinden, wenn zwei oder mehrere Teilchen sich im gleichen Einteilchenzustand
&) aufhalten: Bei einem Fermionensystem kann jeder Einteilchenzustand mit hochstens
einem Teilchen ,besetzt” sein (Pauli-Prinzip). Insbesondere kann also in der Néahe-
rung (15.23) der Grundzustand des Systems nicht durch (15.24) approximiert wer-
den, sondern nur durch eine Slaterdeterminante (15.26), in der die N Teilchen sich
auf die energetisch tiefsten Einteilchenzustinde unter Beriicksichtigung von deren Entar-
tung verteilen, bei nichtentarteten Energieniveaus (15.22) also z.B.

€10,1,2,....N—1]) (15.27)
mit der gendherten Grundzustandsenergie Ey = ey +21 + ... +en_1.

Fiir Atomelektronen, wo die Naherung (15.23) der sog. Zentralfeldniherung,
d.h. der Vernachldssigung der Coulomb-Abstoflungen der Elektronen unterein-
ander bzw. ihrer Ersetzung durch ein gemitteltes, zum dominierenden Coulomb-
feld des Atomkerns hinzutretendes Einteilchenpotential entspricht, fiihrt dieses
Anordnungsprinzip zwanglos zur qualitativen Erklirung der Systematik der Elektro-
nenhiillen mit wachsender Ordnungszahl Z, d.h. des Periodischen Systems der Elemente,
wie von Pauli schon vor der Ausarbeitung der Quantenmechanik erkannt wurde.
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Kapitel 16

Uneigentliche Streuzustinde;
Streuamplitude

16.1 Integralform der stationdren
Schrodingergleichung

Als prototypisches Problem der Quantentheorie der Stofiprozesse behandeln wir
im folgenden die elastische Streuung eines spin- und strukturlosen Teilchens an
einem raumfesten, um 7 = 0 herum lokalisierten und fiir ¥ — oo auf Null nor-
mierten Potential V' (7), das wir tberdies fiir alle konkreten Anwendungen als
kugelsymmetrisch voraussetzen werden. Da das Teilchen dabei aus makroskopi-
scher — also verglichen mit der mikroskopischen Ausdehnung des Kraftzentrums
praktisch unendlicher — Entfernung eingeschossen wird, befindet es sich hierbei
von vornherein in einem Zustand (genauer: einer paketartigen Linearkombination
von Zustdnden), der vollig dem kontinuierlichen Spektrum des Hamiltonoperators
H = P?/2m + V(7) angehort. Seine Energie — bzw. der Energieschwerpunkt des
Pakets —ist durch

(7uk:)*

2m

E=E(k) =

>0 (16.1)

gegeben, wenn das Paket mit dem Impulsschwerpunkt = hk = hik - k pripariert
wurde. Wir studieren daher zunichst zur Vorbereitung die Kontinuumslésungen
von H genauer. Unser Ziel ist es, in dem von diesen Losungen aufgespannten Teil-
raum H ¢ des Hilbertraums eine (uneigentliche) Orthonormalbasis von Zustdnden
zu konstruieren, die aufgrund der speziellen Asymptotik ihrer Ortsdarstellung fiir
die Behandlung des Streuproblems besonders geeignet sind.

Wir schreiben die stationdre Schrodinger-Gleichung in Ortsdarstellung mit der po-
sitiven Energie (16.1) in der Form

(V*+ k%) (Z) = U(T) (7]v) (16.2)

mit U(Z) = 22V (#) und fassen die rechte Seite formal als inhomogenen Term

auf. Eine Partikularlosung einer solchen inhomogenen Dgl. kann man bekanntlich
durch Quadratur konstruieren, wenn man eine Greensche Funktion des Differen-
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tialoperators linker Hand kennt, in diesem Falle also eine Funktion G(Z, #'; k), die
die inhomogene Dgl.

(V2+ K G(F T k) =87 —T) (16.3)

erfiillt. Dann ist ndmlich
(@los) = [ & 6@ 7 W UE) @) (16.4)

eine spezielle Losung der inhomogenen Dgl. Durch Hinzufiigen einer beliebigen
Losung (Z|1)y) der zugehorigen homogenen Dgl., in diesem Falle also der kréfte-
freien Schrodinger-Gleichung

(V?+ ) (Zlyo) = 0, (16.5)

erhalten wir dann die allgemeine Losung

() = (Fo) + / & G(T, k) U(E') (&) (16.6)

Da der Integralterm die unbekannte Wellenfunktion (Z'|¢)) erneut enthailt, ist dies
natiirlich nur eine Formalldsung des Problems; tatsdchlich stellt (16.6) eine lineare
Integralgleichung fiir (Z|¢) dar, die sog. Lippmann-Schwingersche Integralgleichung
(in Ortsdarstellung) fiir die Wellenfunktion des kontinuierlichen Spektrums.

Durch Wahl verschiedener Greenscher Funktionen G und kréftefreier Losungen
(Z|1hy) kann die Losung (16.6) verschiedenartigen Randbedingungen angepafsit wer-
den. Da wir speziell eine Losung suchen, die eine (stationdre) Beschreibung eines
Streuvorgangs vermittelt, erwarten wir, daf fiir U — 0, d.h. beim ,, Abschalten”
des Kraftfeldes, eine Losung iibrigbleibt, die einfach das kréftefreie Vorbeilaufen
an der Targetregion beschreibt. Wir setzen deshalb an

(#lyo) = (27) % 7 (167)
mit k = |k| gemiRB (16.1) und der Impulsrichtung

k = Einfallsrichtung (Richtung der Stofachse) . (16.8)

Um G zu konstruieren, setzen wir es als Fouriertransformierte an,

67" 1) = s [ daanld) 7 (169
wobei wir eine Abhingigkeit von # und #' nur in Form der Differenz ¥ — '
voraussetzen diirfen, weil die Inhomogenitit in (16.3) nur von dieser Differenz
abhingt und der Differentialoperator verschiebungsinvariant ist. Einsetzen von
Gl. (16.9) auf der linken und der Fourierdarstellung der ¢-Distribution auf der
rechten Seite von Gl. (16.3) ergibt

(K —¢*) ge(7) =1. (16.10)
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Um diese GI. invertieren, d.h.
1
k? _ q2
schreiben zu konnen, benutzen wir den Kunstgriff, k zunichst als komplexe Grofie

(Im k£ # 0) aufzufassen und anschliefSend die Fortsetzung zu den physikalischen
Werten (Rek > 0,Im k — 0) zu studieren. Dann ist ndmlich in

!]k(Cf) =

o o 1 3 T o - o
G(7—2"k) = (27r)3/qu2—q2 (F=&-12" (16.11a)
oder nach Ausfithren der ¢-Winkelintegrationen mit 7 als Polarachse und
costy=¢q-7

L[ (g e )

Q(f—f;k)zﬁ% 7oodq =+ F) (r=|7—-72") (16.11b)

die Integration an den Punkten ¢ = £k, wo bei reellem k der Integrand singulér
wdre, zundchst wohldefiniert. Zur Auswertung von (16.11b) ergdnzt man in be-
kannter Weise den Integrationsweg zu einem geschlossenen durch Hinzuftigen
eines Halbkreises mit sehr groflem Radius R, und zwar in der oberen ¢g-Halbebene
fiir den Term mit €’ und in der unteren fiir den Term mit e ", da dort jeweils
die Integranden exponentiell abfallen und der hinzugefiigte Halbkreis fiir R — oo
keinen Beitrag liefert. Die Auswertung des so ergdnzten Integrals nach dem Resi-
duensatz liefert nun verschiedene Resultate je nachdem, obIm %k > 0 oder Imk < 0
ist:

(16.12)

T Ax |E—Z] | e T (Imk < 0).

11 { eklE=¢'l  (Imk > 0),
Die Fortsetzung zur reellen Achse, Im k — 0, liefert also verschiedene Funktionen
je nachdem, ob man Im £ — und damit auch Im F' = % Im k% — von positiven oder
negativen Werten her gegen 0 gehen lafst: G ist als Funktion von k zweideutig 1angs
der reellen k-Achse, besitzt dort also einen , Verzweigungsschnitt”. Die Werte an
den beiden Riandern des Schnittes,

1 etikli—7']

T E— (k reell) , (16.13)
definieren zwei verschiedene Greensche Funktionen des Wellenoperators V2 + k2.
(Tatsdchlich ist jede Linearkombination dieser beiden mit Koeffizientensumme 1
wegen Gl. (16.3) eine weitere Greensche Funktion, und eine solche Vieldeutigkeit
ist auch zu erwarten; da der Operator V2 + k? einen Nullraum, bestehend aus den
Losungen von (16.5), besitzt, kann (16.3) nicht eindeutig auflosbar sein.)

Wihlen wir zunichst G = G+, so nimmt die Integralgleichung (16.6) nun folgen-

de Form an:
. ik|Z—2'|
ik-@ m 3 1€ o1y =1y ()
{e —\/;/dx |j,_f,|U(ar)(a: [N >} . (16.14)

M

(#ee") = (2m)”
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16.2 Streurandbedingung und Streuamplitude

Wir betrachten nun das asymptotische Verhalten dieser Losung fiir grofie |Z|. Ist R
die ungefiahre Ausdehnung der Potentialregion, d.h. fallt U(z') fur |Z'| £ R genii-
gend rasch auf Null ab, dann diirfen wir fiir

7| > R (16.15a)

im Integralterm von (16.14) 1/|% — &'| — 1/|Z]| ersetzen. Im Zahler der Greenschen
Funktion tritt

L ; 0 (1EL
kil —2' = klZ|q1—-2"= (&' -2)+ | =
|Z| |Z|
2
= k|f|—(k-§c)§:”+0<@)
auf; wiahlen wir also iiberdies

7| > kR?, (16.15b)

so kann dieser Ausdruck durch seine beiden ersten angeschriebenen Terme ersetzt
werden. Damit wird asymptotisch

@ty — (27r)3{e“5'f+f( k) |Z|} , (16.16)

wobei der Ausdruck (mit B =k T)

E /; \/7/d3 ! ﬂlc’ &7 —»/) (f'|¢,§»+)> (16.17)

die Dimension Lange hat. Berticksichtigt man den bei stationdren Losungen stets
hinzuzudenkenden harmonischen Zeitfaktor e (w = E/h), so stellt e!*l7I-«1) /| 7|
eine auslaufende Kugelwelle dar. Bei Verwendung der Greenschen Funktion G*)
ist also die Losung von (16.2) dadurch ausgezeichnet, dafs sie folgende Randbe-
dingungen fiir |Z| — oo (im Sinne von (16.15a/b) erfillt: Zur in EinschufSrichtung
kraftefrei laufenden ebenen Welle tritt in dieser , Fernzone” — als Auswirkung des
streuenden Potentials — eine auslaufende Kugelwelle hinzu, die nach Mafigabe des
Faktors f, GL (16.17), ,richtungsmoduliert” ist. f wird daher als Streuamplitude
bezeichnet.

Es ist plausibel, dafs Losungen, die diese spezielle Asymptotik (,,Sommerfeldsche
Ausstrahlungsbedingung”) besitzen, der Beschreibung eines Streuprozesses be-
sonders angepaft sind. Hatten wir statt G(*) die Greensche Funktion G(~) benutzt,
so hitten wir eine Losung (# |¢I%_)> erhalten, deren Asymptotik sich von der ebenen
Welle durch eine einlaufende Kugelwelle o< e~/ /| 7| unterscheidet, was einer zeit-
lichen Umkehrung des realen Streuvorgangs angemessen wire. Die Kombination
2116 + G o (cos kr)/r schlieBlich wiirde eine stehende Streuwelle beschrei-
ben.
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Die drei Komponenten des asymptotischen Einschufsiimpulses k in (16.14)
bzw. (16.16) konnen an Stelle von Quantenzahlen zur Charakterisierung des un-

eigentlichen Zustandes |¢](;+>> dienen. Sie sind keine Quantenzahlen im bisher be-
nutzten Sinne von Eigenwerten mit H kommutierender Operatoren; lediglich die
Kombination |k |2 gibt gemaf’ (16.1) den Eigenwert £ von H (im kontinuierlichen
Spektrum) an. Trotzdem werden wir im nédchsten Kapitel zeigen, dafs die |zpf;+>>
zu verschiedenen & orthogonal und bei Zugrundelegung der Normierung (16.7)

fiir den kréftefreien Term der Integralgleichung (16.14) auf Deltafunktionen in der
Impulsskala normiert sind:

Wy = (K — k). (16.18)

Uberdies spannen diese uneigentlichen Vektoren fiir |E | =0...00 und alle k auf
der Einheitskugel den gesamten Unterraum #H ¢ zum kontinuierlichen Spektrum
von H auf, d.h. es gilt

/d3k WY @] = e = 1-Tp, (16.19)

wobei Il und IIz die zueinander komplementdren Projektoren auf den
Kontinuums- und den diskreten Eigenraum von H bezeichnen. (Die Losungen
|@/}I%_)> wiirden ebenfalls eine — gegeniiber der |¢I(Z+>>-Basis ,verdrehte” — uneigent-
liche Orthonormalbasis in ¢ bilden, die fiir unsere Zwecke nicht so unmittelbar
geeignet ist.)






Kapitel 17

Streuung eines Wellenpakets;
Wirkungsquerschnitt

17.1 Streuung eines Wellenpakets

Da die nichtnormierbaren Kontinuumszustdnde keine direkte physikalische Inter-
pretation besitzen, mufd man, um die bisher rein mathematisch durch (16.16/16.17)
eingefiihrte Streuamplitude mit Mefigrofien in Verbindung zu bringen, den Streu-
vorgang realistisch, d.h. als nichtstationédre Bewegung eines normierbaren Wellen-
pakets durch die streuende Potentialregion hindurch behandeln.

Zu einem Zeitpunkt ¢;, der auf mikroskopischer Skala lange vor dem Stofszeit-
punkt ¢t = 0 liegt — idealisiert durch ¢; — —oo — werde das Stofdteilchen in makro-
skopischer Entfernung r, vom Kraftzentrum als normierbares Wellenpaket |¢(t))
prapariert und bewege sich anfangs kriftefrei, d.h. nach den GIn. (2.6):

(1)) = / g |7) pp(@) e H PO (17.1)

Wesentlich fiir die im folgenden entwickelte Streutheorie ist dabei die in prakti-
schen Streuexperimenten sehr gut erfiillte Voraussetzung, dafs die Impulsvertei-
lung $;(¢'), wie durch den Index k angedeutet, sehr scharf um einen Wert k herum
konzentriert ist derart, daf8 die kraft der Unschérferelation damit zwangsldufig
verbundene Ausdehnung Az 2 1/Aq — obwohl natiirlich winzig gegentiber der
makroskopischen Entfernung r, — grofs ist gegen die Ausdehnung R der Potenti-
alregion:

R<Av <1y, (17.2)

Dazu ist natiirlich insbesondere Voraussetzung, dafs das Potential tatsdchlich fiir
grofie r so schnell abfillt, daf$ eine wohldefinierte Potentialregion r R existiert.
(Dies trifft fir das Coulombpotential o 1/r, wie sich zeigt, nicht zu; auf dieses
,langreichweitige” Potential ist in der Tat die gesamte ,normale” Streutheorie
nicht anwendbar. Es mufs mit speziellen Methoden behandelt werden.)

Wire das Potential 1 abgeschaltet, so wiirde die kréiftefreie Zeitentwicklung (17.1)
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Z @etektor
To ‘

Einlaufendes

Wellenpaket . ¥ 10
§ hk
s s , /ﬁ._’ N
: s ;o S P
W i — o
i \ /
‘ ‘ ~ s
Az o

Potentialregion
V#0

fiir alle Zeiten anhalten, und das Paket wiirde nach der makroskopischen Laufzeit
2’[“0

hk
Vo m

(17.3)

bei t; = t; + 27" (idealisiert zu t; — +00) in den geradeaus hinter dem Target wie-
derum in makroskopischer Entfernung r, angenommenen Strahlmonitor hinein-
laufen. Tatsdchlich ist jedoch V' # 0, und (17.1) kann daher nicht die wahre Streu-
16sung sein, sondern nur ihr asymptotisch kriftefreier Grenzwert fiir t = t;. Die wirk-
liche Losung muf3, da sie sich unter dem Einfluf§ des vollen Hamiltonoperators
H entwickelt, als Linearkombination der stationdren Losungen zu H angesetzt
werden, wobei die Entwicklungskoeffizienten nach Gl. (4.25) durch Analyse der
Anfangskonfiguration bei ¢t = ¢; zu bestimmen sind:

p(t) = / dq 3(7) e HEOED) |y (17.4)
X@) = @) = @ |et)
- / &z (D)) (k) (17.5)

Die gebundenen Zustdnde haben wir in der Entwicklung von vornherein wegge-
lassen, denn ihre zu (17.5) analogen Entwicklungskoeffizienten sind offensichtlich
Null - ihre Ortsdarstellung ist bei~ < R lokalisiert, wahrend (Z|p(t;)) wegen (17.2)
nur bei r ~ ry > R wesentlich von Null verschieden ist. Der nichtstationidre Zu-
stand (17.4) liegt also von Anfang an vollstindig im Raum H.. Aus demselben
Grunde konnen wir im Koeffizienten (17.5) (zﬁg’) |#) durch den fithrenden Term
seiner Asymptotik (16.16), d.h. die ebene Welle (7|7 ), ersetzen und haben damit

X(@) = (qlet:) = Px(T) (17.6)

also

(F(t)) = / Bq G5(7) e FEDE) (710 (17.7)
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mit
[h(t)) — |e(t)) fiir t—t;. (17.8)

Die Eigenschaft ,streutheoretisch verniinftiger” Potentiale, dafs zu jedem kréfte-
freien Paket (17.1) sich gemafs (17.7) eine exakte Losung mit der Eigenschaft (17.8)
konstruieren 1afit, wird als ,, Asymptotenbedingung” bezeichnet.

Fiir das Streuexperiment interessiert nun die Zeitentwicklung von (17.7) fiir spa-
tere Zeiten ¢ und insbesondere fiir die grofie positive Zeit ¢t ~ +T von (17.3), zu
der die vom Potentialfeld abgelenkten Teile des Wellenpakets am Detektor in der
makroskopischen Entfernung r, erwartet werden. Aufgrund unserer Bedingung
(17.2) und der Resultate von Abschnitt 2.3 erwarten wir dabei, dafs der schon beim
kraftefreien Fall (17.1) vorhandene Aspekt der Zeitentwicklung, der die Verbrei-
terung des Pakets betrifft, unwesentlich ist. Nach Gl. (2.36) ist (hAq/m) - T < Ax
oder, da Az g 1/Ag,
h

S—(Aq)?-2T <1 oder (Aq)Z% <1 (17.9)

die genaue Bedingung dafiir, das das Wellenpaket sich in der Zeitspanne 7" nicht
wesentlich verbreitert. Unter dieser Bedingung, die wir fortan (zusétzlich zu dem
in (17.2) impliziten Aq > 1/r() voraussetzen, diirfen wir annehmen, dafd die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung von (17.7), auch wenn aus der urspriinglichen Laufrich-
tung abgelenkt oder verformt, noch immer gut, ndmlich etwa mit dem urspriing-
lichen Az, lokalisiert ist, fiir ¢t ~ T also bei |Z| ~ ry. In dieser Entfernung kann
(¥ |@/;é+)> in (17.7) wieder durch seine Asymptotik (16.16) dargestellt werden, in der
wir aber nun beide Terme beibehalten miissen, weil (Z]¢(t)) selbst, nicht mehr nur
sein Produktintegral mit einer weiteren stark lokalisierten Funktion, interessiert.
Wohl aber kénnen wir die starke Lokalisierung von ¢;(¢) um ¢~ k herum und
die Bedingung (17.9) ausnutzen, um die Berechnung der Zeitentwicklung zu ver-

einfachen: In
2

h2 e . - h = =, . —
E(Q)Z%[/H(q—k)]?:%[Qk-q—k”(q—k)?]

konnen wir wegen (17.9) den quadratischen Term vernachldssigen und erhalten

(Z]p(1)) ~ enPBN=k) / &g Gp(q) e T (Flpt o (taty)  (17.10)

mit 7y = hk /m, wobei ,as” die Asymptotik (16.16) bezeichnet. Nun ist in dieser
Nadherung aber der erste der von dieser Asymptotik gelieferten Terme,

(277)73 e%E(k)(t*ti) / d3q @E(q—») efitf-ffo(tfti) PUEIPN <ff|(,0(t)> : (1711)

das ungestort weiterbewegte urspriingliche Wellenpaket, das also zu diesem Zeit-
punkt geradeaus hinter dem Detektor beim Ablenkungswinkel 0 (vgl. Skizze) sich
befindet. In dem zweiten von Gl. (16.16) gelieferten Term,

elalZ|

_3 i ¢t ~ /> ~ o\ —ig-To(t—t;
(2m) 5> er BRI tz)/dgq @E(Q)f(Q'xJQ)e 7-vo(t—t;) 5 , (17.12)
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wollen wir nun die einschrankende Annahme machen, dafd die Streuamplitude f
als Funktion des Einschuffiimpulses q im kleinen Bereich Aq um k herum sich nicht we-
sentlich indert. Dies schliefit Fille aus, in denen die Streuung am Potential V' (7) bei
q = k eine sehr scharfe sog. Resonanz aufweist, die sich in einer raschen Veran-
derlichkeit von f mit ¢ dufiert. Ist diese Einschrankung erfiillt, dann kénnen wir
wegen der scharfen Lokalisierung von ¢;(¢') f bei ¢~ k aus dem Fourierintegral
herausziehen und {iiberdies

q|Z) ~ (7 k) |7] (17.13)

setzen; dann wird (17.12) zu

(T() ~ (@) + == (7] - k)le(1)) - (17.14)

Diese Formel, die nun im Gegensatz zu (16.16) die wahre normierte Wellenfunkti-
on, und zwar an allen Orten ¥, dafiir aber nur fiir grofie Zeiten ¢ beschreibt, hat eine
hochst anschauliche Interpretation: Fiir Zeiten lange nach dem Stofizeitpunkt be-
steht |¢(?)) aus dem ungestort durchgelaufenen Paket |¢(7)) und einem durch die
Streuwirkung des Potentials hervorgerufenen gestreuten Kugelwellenpaket. Ersteres
ist nur langs der ungestorten Paketbahn, d.h. in Vorwirtsrichtung (i ~ k, © ~ 0)
von Null verschieden; letzteres ist auf der ganzen Kugelschale |Z| ~ ry vorhanden
und dem nach vorn gestreuten Paket ((|Z| - k)|¢) in der Amplitude proportional,
aber mit dem Faktor f(k - &, k) richtungsmoduliert.

Da in Vorwirtsrichtung ungestreuter und gestreuter Anteil nicht zu trennen sind,
ist die Frage nach der Nachweiswahrscheinlichkeit fiir gestreute Teilchen am De-
tektorort, also bei

T=ry-% , &=(0,0) im Raumwinkelelement d*7 , (17.15)
nur aufSerhalb der Vorwiirtsrichtung sinnvoll. Dort ist aber das ungestreute Paket (der
erste Term in (17.14)) vollig vernachldssigbar. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
zur Zeit t im Volumenelement

d*r = |Z? d|Z| d*2 = r* dr d

um den Detektorort Z herum ist also

- 2

P2 k) 31 by o] (27 di] der.

|71

dP(t) =
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Da das kugelschalenformige gestreute Paket sich mit der mittleren Geschwin-
digkeit 7, nach auflen bewegt, ist diese Wahrscheinlichkeit nur im Zeitintervall
t =ty ...ty + dt wesentlich von Null verschieden, wobei d|Z| = v, dt ist. Die Nach-
weiswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit am Detektorort, die sich bei haufiger Wiederho-
lung des Streuversuchs mit identischer Anfangspréparation |¢(t;)) in die experi-
mentell gemessene ,, Zdhlrate” umsetzt, ist also

dP 2012 - 2

O g2 a2 {oo |07 - o)) (17.16
Nun ist aber die Grofe

do = vo [{(I7] - k)| o(t)) (17.17)

die Wahrscheinlichkeit pro Zeit- und Flacheneinheit dafiir, daf§ das ungestorte
Wellenpaket durch eine Fliche senkrecht zu seiner Laufrichtung & (im gleichen
Abstand |Z| vom Streuzentrum wie der Detektor) hindurchtritt, d.h. der einfallen-
de Wahrscheinlichkeitsstrom. Die auf diesen einfallenden Strom normierte Zahl-
rate,

1 dP

do = = |f(k-2,k)[>d, (17.18)

T o dt
ist die bei praktischen Streuexperimenten tatsdchlich gemessene Grofie. Man be-
zeichnet do /d€Y als differentiellen Wirkungs- oder Streuquerschnitt, und unser fiir die
quantenmechanische Streutheorie zentrales Resultat lautet damit

do

707N |2
— . 7.
G = R E)P, (17.19)

wobei wir wieder &’ statt & geschrieben haben. Die Bedeutung dieser Groe liegt
darin, dafs sie unter den gemachten Voraussetzungen, insbesondere also bei Abwe-
senheit scharfer Resonanzen in f, unabhingig von der speziellen Form des einfallenden
Wellenpakets |¢(t)) wird, die in (17.16) nur tiber den Stromfaktor j, eingeht und
durch die Normierung (17.18) herausfillt. Sie stellt also eine allein fiir das Streu-
zentrum, d.h. das Potential V' (7), charakteristische Eigenschaft dar. Wenn das In-

tegral iiber alle Streurichtungen £/,
o(k) = /d%' 1Flk- kB2, (17.20)

existiert, wird es als integrierter oder totaler Wirkungsquerschnitt (fiir die hier aus-
schliefilich betrachtete elastische Streuung) bezeichnet. (Fiir kugelsymmetrisches

V héangt es, wie wir sehen werden, nur von k£ bzw. E' und nicht mehr von k ab.)

17.2 Das optische Theorem

Mit (17.19) haben wir die aus dem ungestorten Wellenpaket ,,herausgestreute” In-
tensitat berechnet. Da die Gesamtwahrscheinlichkeit auf 1 normiert bleiben mufs,
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mufs der in die Vorwirtsrichtung durchlaufende Wahrscheinlichkeitsstrom ent-
sprechend geschwécht sein. Wir rechnen dies nach, indem wir die Normierungs-
bedingung

/ dx |[(FY(t))* =1  fiirallet (17.21)

speziell fiir ¢ ~ t; anwenden, wo (17.14) gilt. Nun ist aber das urspriingliche Paket
selbst bereits normiert,

/ P (o2 =1 firallet, (17.22)

so dafd wir aus (17.21) die Bedingung

[ {M (2] Bt P

Flk-2,k)

+ 2Re -
|7

(p(®)|7)

(] - l%)|go(t>>] } =0 (17.23)

erhalten. Sie besagt physikalisch, dafi die gestreute Intensitit (1. Term) dem ur-
spriinglichen Wellenpaket |¢(t)) durch destruktive Interferenz mit der gestreuten Ku-
gelwelle in der Vorwirtsrichtung (2. Term) entzogen werden mufi. In Kugelkoordi-
naten mit |Z| = r haben wir

[t aip| [Tl e
+ Re [/Ooodr<(r-/%)|¢(t)>-2r/d2;e Fle-a,F) (p)|7)| = 0.

Im ersten Faktor des ersten Terms erkennt man den integrierten Querschnitt
(17.20). Im zweiten Term ist (p(t)|Z) fur ¢ > 0 nur fur & = k£ wesentlich von Null

verschieden, so daB wir f(k - k, k ) = f(k, k), d.h. die Vorwirtsstreuamplitude, aus
dem Integral herausziehen konnen:

oy [ ariir-Bleto)y
#Re SR [Tar o Bletey- |2 [ @ o | -o.

Um die eckige Klammer auszuwerten, benutzen wir die explizite Darstellung des
Wellenpakets, etwa durch (17.11), und (mit ¢ als Polarachse und ¢ - & = y)

. 1 .
2r / A’z e T = or . 21 {— e“”y]
—iqr

47
—ik

y=+1

y=-1

—

b

|:€—i(7(+r~fc) _ e—iq*(—r-lé)]
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wobei wir im letzten Schritt, da die Amplitude $;(¢’) dabeisteht, Gl. (17.13) ange-
wendet haben. Damit wird

o / i (o)) = = [(o(0)](r- k) — (p(®)](—r - E))] - (17.24)

= —
Nun ist aber fiir die von uns betrachtete Zeit ¢ ~ t; der Anteil (¢(t)|(—7 - k)) Null,
weil —7 - k ein weit vor dem Streuzentrum gelegener Punkt ist, den das Paket bei
t > 0 langst verlassen hat. Wegen Re (i - f) = —Im f erhalten wir also

o) - Tt g 0] - [ ar - R} =0

Da der zweite Faktor # 0 ist, finden wir also, dafy die Forderung der Wahrschein-
lichkeitserhaltung beim Streuprozefs zu einer nichtlinearen Bedingung fiir die
Streuamplitude fiihrt:

4% Im f(k, k) = o(k). (17.25)

Diese Relation wird als optisches Theorem oder Bohr-Peierls-Placzek-Relation bezeich-
net und stellt wegen ihrer Nichtlinearitat — Gl. (17.20)! — eine sehr stark einschran-
kende Bedingung fiir die funktionale Form jeglicher Streuamplitude dar.

17.3 Die Bornsche Ndherung

Um die Streuamplitude wirklich zu berechnen, mufs man die Integralgl. (16.14)
16sen und f dann durch Betrachtung der Asymptotik (16.16) der Losung ablesen
oder durch eine weitere Quadratur gemaf (16.17) bestimmen. Exakt ist dies fiir
viele Potentiale nur auf numerischem Wege durchfiihrbar. Ein systematisches Na-
herungsverfahren konnte darin bestehen, die Gl. (16.14) iterativ zu l6sen;

MY

- 1 2 ik|T—Z'| o
@iy = (2m)" {ek 2y V(') et +} (17.26)

47 h? |7 — 2|

Durch Einsetzen in (16.17) entsteht eine Entwicklung von f nach Termen mit stei-
gender Zahl von V-Faktoren, die sog. Bornsche Reihe. Am wichtigsten ist die erste
Nadherung, bei der man nur den ersten Term von (17.26) verwendet, die sog. Born-
sche Nitherung:

m
2mh?

frfek —k)= d*r e TV (T) . (17.27)

In dieser Naherung hangt f von k und ' nur iiber die Impulsiibertragung
F=kK—-k=k-(K -k  (|F|=k) (17.28)

ab und ist einfach durch die Fouriertransformierte des Potentials beziiglich ¢ gegeben.
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Ist V' = V(r) sogar kugelsymmetrisch, so kann die Winkelintegration bei Wahl von
¢ als Polarachse gemafs

+1 .
/ 25 e~ @D — o / ds e=iars = 4 2090 (17.29)

1 qr

ausgefiihrt werden, und man erhélt die noch einfachere Bornsche Néaherung fiir
kugelsymmetrische lokale Potentiale,

[~ felqk,©) = —— - /000 dr rsin(gr) V (r), (17.30)

die vom Impuls £ und Streuwinkel © (mit cos© = k' - k) nur noch iiber die eine
Kombination

oo ) S}
q= |k — k| =[2k*(1 — cos ©)]2 = 2ksin 3 (17.31)

abhingt.

Der Giiltigkeitsbereich der Bornschen Naherung, d.h. der kinematische Bereich, wo
die aus (17.26) entstehende Bornsche Reihe fiir f schnell konvergiert, ist nicht
leicht allgemein anzugeben. Es ist jedoch plausibel, daf$ dies fiir ,,schwache” Po-
tentiale der Fall sein wird, da dann die hoheren Terme der Bornschen Reihe immer
hohere Potenzen eines die Starke von V' (Z) charakterisierenden kleinen Faktors V
(,klein” im Vergleich zur Streuenergie E) enthalten, sowie fiir hohe Energien, da
dann die oszillierenden Faktoren in den Integralen der hoheren Terme von (17.26)
sehr rasch oszillieren. Insgesamt wird man also grob qualitativ
Vo

- <1 (17.32)

als Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit von (17.27) erwarten.
Als Beispiel wenden wir (17.30) auf das sog. Yukawa-Potential
e’ /a

r/a

an, wobei die Lange a die frither mit R bezeichnete ungefidhre Reichweite des Po-
tentials darstellt:

V(r)=-V, (17.33)

00 : —r/a
fB(Q(k;@)) _ Qh_gn% : dr 12 SqulTCI?” <6T/a )
2m 1
S ow <q2 +a2>

_ 2m a
TR Y 4k2sin? © 1 g2
Voa 1

= — . 17.34
4F sin® © + (2ka)—? ( )
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Der entsprechende differentielle Wirkungsquerschnitt in 1. Bornscher Nédherung,

do ([ Vba 2 1 ’
(E)B_<E) (sm 2 + (2ka)~2 ) ’ (17.35)

hat fiir ka > 1 (hohe Energien nicht nur im Vergleich zu 1}, sondern auch zu
%?/2ma?) ein scharfes Maximum in Vorwértsrichtung © = 0 und fallt nach © = 7
hin monoton ab.

Daf das Coulomb-Potential V'(r) o 1/r mit der ,normalen” Streutheorie nicht zu
behandeln ist, la3t sich daran illustrieren, daf8 zwar (17.33) fiir

Z122€2
41eg

Voa — und a — 00 (17.36)
in das attraktive Coulomb-Potential zwischen zwei Ladungen Z;e und —Zse tiber-
geht, dafd aber bei rein formaler Ausfithrung dieses Grenziibergangs an (17.35)
nicht der gendherte Bornsche, sondern merkwiirdigerweise der exakte (mit den
schon erwdhnten speziellen Methoden fiir das 1/r-Potential berechnete) differen-
tielle Streuquerschnitt fiir das Coulomb-Potential, der sog. Rutherford-Querschnitt

do ZI Z2€2 2 1
(dQ) P ( 4me ) 16E?2sin" 2 (17.37)
sich ergibt. Die Streuamplitude (17.34) in diesem Limes ist jedoch nicht die exakte
(die beim Coulomb-Potential anders definiert werden mufs, da die Asymptotenfor-
mel (16.16) modifiziert wird), sondern unterscheidet sich von ihr durch das Fehlen
eines O-abhingigen komplexen Phasenfaktors, der erst in | f|? herausfillt. Dag das
Entstehen des exakten Resultats (17.37) aus (17.35) eine Kuriositat ist, sieht man

daran, daf$ die zweite Bornsche Nédherung im Grenzfall (17.36) auf divergente In-
tegrale fiihrt.

Mit den Ergebnissen dieses Abschnitts konnen wir nun auch den fiir (16.18) noch
fehlenden Orthonormalititsbeweis nachholen. Es seien | (1)), [1)2(t)) zwei verschie-
dene Paketlosungen der Schrodinger-Gl. vom Typ (17.4). Ihr Skalarprodukt ist

(tha ()91 (2) /dgql /d g2 X1 (01) X3(@o) e~ #IP(@) =@t (! bg, |¢q1 ) -
(17.38)
Andererseits ist ja das Skalarprodukt zweier exakter Losungen der zeitabhéngigen
Schrodinger-Gl. unabhéngig von ¢, denn es gilt (10.1) mit (10.3) und somit

(o () |1h1 (£)) = (W (o) [UT (2, t0) U (£, o) |01 (f0)) = (a2 (to) |¢h1 (fo)) - (17.39)

Wir konnen also (17.38) speziell fiir ¢t = ¢; auswerten. Dort gilt aber nach unserer
Konstruktion (17.8), und somit wird die rechte Seite von (17.38) identisch mit

< |<P1 /d3Q1/d Q2X1 i X; )

x e nPa=B@e=t) @1ay = [ Bay i (§) X5(d) -
——
83 (g2 —q1)
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Dies kann aber fiir alle normierbaren x;, x» nur richtig sein, wenn wie behauptet
gilt:

W) =83 — @) -



Kapitel 18

Zentralpotentiale und
Partialwellenmethode

18.1 Partialwellenentwicklung der Streuamplitude
Ein exaktes Verfahren zur Berechnung der Streuamplitude l4fst sich am leichtesten
fiir Zentralkraftfelder angeben, wo

[V,L] =0 (18.1)

ist. Hier ldfst sich die Streulosung (16.14) aus den in Abschnitt 5.1 diskutierten
Drehimpulseigenfunktionen

(Z|E,l,m) = _flcl( ) Yim (%) (18.2)

durch Superposition aufbauen und das Streuproblem damit auf gewohnliche
Differential- bzw. Integralgleichungen in der Radialvariablen r reduzieren. Aus
(18.1) folgt, daf3 in der |r, I, m)-Darstellung

(r' U m! Ve, [, m) = 0py O (r'|Vi]7) (18.3)

gilt, wobei V; nicht mehr von m abhéngt, da V' ja insbesondere mit den Stufenope-
ratoren [, kommutiert. Der Kern (8.22) in der Ortsdarstellung kann daher als

. 1 2l + 1 o
(@ VIE) = =3 = — (r'IVilr) A" - 7) (18.4)

geschrieben werden. Fiir lokales Potential, also Gl. (8.23) mit v(#) — V/(r), wird
speziell

(r'\Vilry = 6(r" = r) V(r) unabhingig von [ . (18.5)

Verwendet man (18.4) in der Schrodinger-Gl. fiir die Losungen (18.2), so ergibt sich
mit dem £? von Gl. (16.1)

9 o0
5 G 1)} Fra(r) = 27:; dr' {r[Vilr') fea(r') =0, (18.6)
T 0

193
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oder fiir das lokale Potential (18.5) die uns schon geldufige Dgl. (5.4),

d + k% — W+1 2m V()| fra(r) =0, (18.7)

dr? 72 h?

wozu die erste der Randbedingungen (5.7) hinzutritt.

Im asymptotischen Bereich, r > R, wo wir das Potential als hinreichend rasch abfal-
lend voraussetzen, kann der Potentialterm in (18.6/18.7) vernachldssigt werden,
so daf fi,(r) dort die Dgl. (3.84) der Riccati-Bessel-Funktionen erfiillt. Da fiir diese
die Funktionen (3.90) ein Fundamentalsystem bilden, mufs sich f somit asympto-
tisch als

fk,l(r) — Al(k) jl(lﬂ“) + Bl(l{?) ﬁl(lﬂ“) (T > R) (188)

darstellen lassen. Betrachten wir tiberdies nur den Bereich, wo auch kr > 1 ist,
so konnen hier ) und 7; ihrerseits durch die asymptotischen Darstellungen (3.92)
ersetzt werden:

fra(r) — Ai(k) sin (kr - lg) + By(k) cos <kr — lg)
(r>max(1/k,R)) .

(18.9)

Da bei Kontinuumslosungen ein Amplitudenfaktor unbestimmt bleibt und durch
Konvention festzusetzen ist, konnen wir hier etwa die Grofse

Ci(k) = VAR + [Bi(k)]?

ausklammern und per Konvention auf 1 normieren und zugleich eine Phasenver-
schiebung ¢,(k) durch

Ay

B

— =cosO(k) , ———— =sin(k 18.10

VA e - ool e = sinalk) (18.10)
einfithren; dann erhalten wir

fra(r) . sin kr—ngr(Sl(k) . (18.11)

Vergleich mit (3.92b) zeigt, da3 f;,(r) bis auf die Phasenverschiebung J;, die sog.
Streuphase der I-ten Partialwelle, das asymptotische Verhalten der kréftefreien Ra-
dialfunktion j,(kr) hat. Die Streuwirkung des Potentials duflert sich im asympto-
tischen Bereich gerade in diesen von Partialwelle zu Partialwelle verschiedenen
und mit der Einschuflenergie variierenden Phasenverschiebungen gegeniiber der
freien Losung.

In der Praxis muf8 fi;(r) mit der Randbedingung f;(0) = 0 in der Regel durch nu-
merische Integration der Schrodinger-Gl. berechnet und die Streuphase ¢; durch
Vergleich dieser Losung mit (18.11) im asymptotischen Bereich bestimmt werden.
Wegen sin(a + nm) = (—)" sin « ist jede Streuphase nur bis auf additive Vielfache
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von 7 definiert; man beseitigt diese Vieldeutigkeit in der Regel durch die Konven-
tion, daf

o(k) - 0 fur k — oo, allel, (18.12a)
oi(k) stetigin 0 <k < oo (18.12b)
sein soll.

Da die so bestimmten Funktionen (18.2) gemeinsame Eigenfunktionen des Maxi-
malsatzes H, L2 und L, mit Energieeigenwerten des kontinuierlichen Spektrums
sind, bilden sie in ihrer Gesamtheit nach dem Spektraltheorem ein vollstindiges
System im Teilraum # . Alle Zustdnde in H, insbesondere auch die Streuldsung
(16.14), miissen sich also nach dieser (uneigentlichen) Basis entwickeln lassen, und
diese Entwicklung fiihrt zur Berechnung der Streuamplitude (16.17).

Zundchst iiberlegen wir uns, dafy bei kugelsymmetrischem Potential die Wellen-
funktion (16.14) zylindrische Symmetrie um die Einfallsrichtung k besitzen, also
nicht vom Azimutalwinkel um diese Achse herum abhdngen wird. Wir wihlen

e, =k , k=k-&; (18.13)
dann wird jener Azimutalwinkel gleich ¢. Der kréftefreie Term in (16.14) wird
(27T)7g eikz _ (2,”)7% eikrcosﬂ ,

fallt also bei Anwendung von 0/J¢ heraus. Die Greensche Funktion hangt von
den Winkeln in & und #’ nur durch die Kombination 7 - z' ab, die durch GI. (3.68)
gegeben ist und die Eigenschaft (3.69) besitzt. Daher gibt Gl. (16.14) bei Anwen-

dung von [, = %%:
1 0 I 3 1 10 (+) (= =21, ANE-UMASY;
F e @ = [ |2 D e @ -7 | U6 @)
S———
=(@ L)

und durch partielle Integration beziiglich ¢’ und Ausnutzen der Winkelunabhéan-
gigkeit des Potentialfaktors U:

(FL Iy = / Pa GN(F — TR UG (@) (18.14)

Die Funktion (7 |lz|@/;,%+)> ist also Losung der zu (16.14) gehorenden homogenen In-
tegralgleichung. Deren Losung ist jedoch, nachdem wir uns auf eine eindeutig
bestimmte Greensche Funktion festgelegt haben, ebenfalls eindeutig, ndmlich die
triviale:
1O o
S 2 EE)
Damit steht fest, daf8 bei Entwicklung von (16.14) nach Basisfunktionen (18.2) mit
k als Quantisierungsachse nur Kugelfunktionen mit m = 0, wegen Gl. (3.56) also

0. (18.15)
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Legendresche Polynome von 7 - k auftreten konnen:

o0

(#0L) = =5 k) fualr) il B) (18.16)

=0

Zur Bestimmung der Koeffizienten ¢;(k) sowohl als auch zu einer Formel fiir
die Streuamplitude gelangen wir, indem wir (18.16) im asymptotischen Bereich,
Gln. (16.15a/b), betrachten. Die linke Seite von (18.16) ist dort durch (16.16) gege-
ben, wobei die Streuamplitude jetzt nur mehr von |k| = k und # - k = cos © abhén-
gen kann:

ikr

<f|¢]%+)> — (2%)_% {eikr(/%'f%) _|_f(]€,j . ]2;) € } ] (18.17)

r

Wir setzen fiir die ebene Welle die Entwicklung (3.102) ein, wobei die Riccati-
Bessel-Funktionen j;(kr) nun ihrerseits durch ihre Asymptotik (3.92b) zu ersetzen
sind:

<f|$]%+)> — (27r)7% {Z(gl +1) il w P - I%) k- I%) eikr} |

-
1=0

(18.18a)

Die Streuamplitude f kdnnen wir ebenfalls als Entwicklung nach dem vollstandi-

gen System der P, ansetzen,

oo

fll,i-k)=> "2+ 1) a(k) P& k), (18.19)
=0

und haben insgesamt

(SIS

@ty = S (@1 +1) (27)

> {z’l sin(kr — 1) et
1=0

(18.18b)

Fiir die rechte Seite von (18.16) andererseits erhalten wir mit (18.11) und der Um-
formung

sin (kr T 5z(k)> _ 1 [ei(krfngrJl(k)) _ efi(krfngrél(k))]
2 2

- i[_ —ikr—15) | 2i0(K) ei(krflg)]
2
. 1, ., .
) [sin (kr _ Zg) e > (e2io®) _ 1) ezkr] (18.20)
4
die Asymptotik
> _ in(kr — 15 1,y i ;
Z a (k) o0 (k) {M 44! 5 (emél(k) _ 1) ¢ } P(z-k). (18.21)
r i

=0
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In jeder , Partialwelle” [ konnen wir die Koeffizienten der beiden linear unabhéan-
gigen Funktionen sin(kr —1%) und e*” getrennt mit denen von (18.18b) vergleichen
und erhalten einerseits
9]
(k) = (2m)73 (20 + 1) %e”z%)

und damit die Partialwellenentwicklung der Streuwellenfunktion,

<f|w,§+’>:(2w)3i(2l+1) ! etk f’“éi) P& k), (18.22)

=0

und andererseits

(2l + 1)(271')_% al(k) — C[(k) e_“sl(k) Z'_l — (6225l(k) - 1)

2
L oo
= alk) = o[ k) 1] (18.23)
und damit die Partialwellenentwicklung der Streuamplitude,

oo

=> (2 +1) { (e2iontk) — 1)] P,(cos ©). (18.24)

=0

Aus ihr 146t sich bei Kenntnis der Phasenverschiebungen J;(k) in den einzelnen
Partialwellen die Streuamplitude und damit der mefSbare Wirkungsquerschnitt
(17.19) berechnen:

2

do

1
(B (#),0) = (18.25)

Z(Ql + 1) e ® sin §,(k) Py(cos ©)
1=0

Schreibt man dies in der Form
1 X /
= Z(2l' + 1)(20 + 1) '@~ sin 6 sin §; Py(cos ©) Py(cos O) ,
w

so kann man den totalen Wirkungsquerschnitt (17.20) durch Ausfithrung der Win-
kelintegration im Koordinatensystem (18.13) gemaéfs

X +1
/ko' — 27r/ d(cos ©) (18.26)

1

und Anwendung der Orthogonalitét (3.58) der Legendre-Polynome berechnen; er
hédngt, wie zu erwarten, nur noch vom Betrag von k ab:

o(E(k)) = ‘:; Z(2l+1)sm o (k) = Zal(ls). (18.27)

Fiir die , Partialquerschnitte” o,(k) gilt wegen |sin §;| < 1 eine obere Schranke,

Am 4m(20+1)

o(k) = 7z (20 + 1) sin? 6, (k) < 12 , (18.28)
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die sogenannte Unitaritiitsschranke'. Vergleicht man (18.27) mit dem Imaginérteil
von (18.24) in der Vorwirtsrichtung © = 0,

o0

Im f(k,© =0) = %Z(zl + 1) sin® 6, (k) , (18.29)
=0

so sieht man, dafd die Partialwellendarstellung (18.24) mit reellen Phasen ¢;(k) das
optische Theorem (17.25) exakt erfiillt — selbst dann, wenn die einzelnen ¢; z.B. nur
ndherungsweise berechnet sind. Auf dieser Eigenschaft beruht ihre Bedeutung.

Von praktischem Nutzen ist (18.24) nattirlich nur, wenn die im Prinzip unendliche
[-Summe geniigend rasch konvergiert, so daf’ sie bei einer i.a. noch energieabhingigen
Obergrenze I,y (k) in guter Naherung abgebrochen werden kann. Bei den kurz-
reichweitigen Potentialen, die wir hier voraussetzen, ist dies aber tatsachlich der
Fall. Zur Abschiatzung reicht in der Praxis bereits folgende halbklassische Plausibi-
litatsbetrachtung: Ein Wellenpaket, dessen mittlerer Abstand b von der Stofsachse
(,,Stoiparameter”, vgl. Skizze S.184!) grofier als die ungefdhre Ausdehnung R der
Potentialregion ist, wird im wesentlichen ungestort in die Vorwartsrichtung wei-
terlaufen und zur Streuung nicht beitragen. Die Drehimpulsverteilung in einem
solchen Wellenpaket ist um den klassischen Wert

Lla=b-p=b-h-k

konzentriert. Grob geschitzt (und insbesondere (I + 1) ~ [* setzend) erwartet
man daher wesentliche Beitrige zur Partialwellenentwicklung — d.h. wesentlich von
Null verschiedene Streuphasen — nur fiir Bahndrehimpulse mit

[ S lnax(k) = kR (18.30)

Nach dieser Uberlegung (die sich anhand der Integraldarstellung (18.32) weiter
unten und der Asymptotik der j-Funktionen fiir [ > p auch strenger fassen lafst)
erwartet man insbesondere, dafs im Grenzfall sehr niedriger Energie, kR < 1, nur
noch die s-Welle (I = 0) wesentlich zur Streuung beitragt:

f(k,©) ~ % e®) sin §o(k)  unabhingig von O,
. 2 (18.31)
1
Z—g (E(k),0) ~ [sméko(k)} wenn k< —.

R
Die Winkelverteilung der Streuintensitdt wird also bei sehr niedrigen Energien
isotrop.

Eine exakte Integraldarstellung der Streuphase ldfit sich gewinnen, wenn man
(18.22) in der Form

21 (PN 2 1 io(k) Sra(r) N v (7
(1 >—\ﬁ%zel T i (@) Vi ()

!Die Bezeichnung riihrt daher, daf8 der in |k, [, m)-Darstellung diagonale Operator S mit der
Matrix (k' 1", m'|S|k,1,m) = 0y 6mrm % e?¥1(k) (der sog. S-Matrix des Systems) lauter reelle
Eigenwerte vom Betrag 1 hat und somit ein unitarer Operator ist, wenn die J; reelle Phasen sind.
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und die entsprechende Entwicklung fiir e %" = [¢/#7(##)]" in die Integraldarstel-
lung (16.17) der Streuamplitude einfiihrt, die Winkelintegration mittels der Ortho-
gonalitdt der Kugelfunktionen ausfiihrt und die Koeffizienten der entstehenden
Reihe mit den a;(k) = 7€ sin §; von (18.23/18.24) identifiziert:

sin 6,(k) = —% /0 " dr (k) {— V(r)} Fuu(r). (18.32)

Sie erfiillt die Schranke |sin ;| < 11i.a. nur, wenn f; () die exakten Radiallosungen
sind; dividiert man aber durch cos ¢; und ersetzt nicht f,;(r), sondern fi (r)/ cosd;
durch seinen kréftefreien Wert j;(kr), so entsteht wegen der Unbeschranktheit von
| tan ¢;| eine sinnvolle , Bornsche Niherung fiir die Streuphasen”,

2m [

tan by (k) & - | dr| kP V(r) . (18.33)
0
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Kapitel 19

Stationdre Storungsrechnung

19.1 Diskretes Spektrum: Nichtentarteter Fall

Die Methode der Storungsrechnung ist auf den Fall zugeschnitten, wo der Ha-
miltonoperator H des Systems sich von einem , ungestirten” Hamiltonoperator H®,
dessen Eigenwerte und Eigenvektoren bekannt sind,

HOn, k@) = EP|n, k©) | (19.1)

nur um einen ,Storterm”™ V unterscheidet, der als kleine Storung von H ©) behan-
delt werden kann. Man schreibt mit einem reellen Parameter \

H=HY £ \V =H()), (19.2)

wobei A = 0 den ungestorten Fall, A = 1 den realen Fall mit ,eingeschalteter” Sto-
rung charakterisiert.

Der Grundgedanke der Storungsrechnung besteht darin, die interessierenden Zu-
standsvektoren und MefSgrofien als Reihenentwicklungen nach Potenzen von A\ zu be-
rechnen, die bei ,kleinem” V' bereits nach wenigen Gliedern brauchbare Nahe-
rungswerte liefern. Fiir den Bereich des kontinuierlichen Spektrums haben wir im
Rahmen der Streutheorie derartige Entwicklungen bereits benutzt: Die durch Ein-
setzen von (17.26) in (16.17) entstehende Bornsche Reihe fiir die Streuamplitude
f hat genau diesen Charakter, wenn wir H 0) = p2 /2m setzen; die Bornsche Nihe-
rung (17.27/17.30) insbesondere stellt die Streuamplitude ,,in niedrigster Niherung der
Storungsrechnung” dar.

In diesem Kapitel betrachten wir dagegen die Stérung von Eigenwerten und Ei-
genvektoren (19.1) des diskreten Spektrums und beginnen mit dem einfachsten Fall,
wo ein Eigenwert EY von HO® nicht entartet ist, so daf der Entartungsindex £ in
(19.1) fiir dieses n nicht bendtigt wird. Gesucht sind in diesem Falle der exakte

Eigenvektor |n) und Eigenwert E,,,

(HO +AV) |n) = Eu|n), (19.3)
die sich aus [n(?) bzw. EY” bei Einschalten der Storung ,entwickeln”:

E, — EY fir A—0, (19.4)

n) — |n9) fir A—0. (19.5)

201
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Wihrend wir [n(?)) als normiert annehmen, erweist es sich fiir die Zwecke der
Storungsrechnung als bequem, fiir |n) zundchst eine ,,intermediire Normierung”

(nOn)y =1 (= (n(0)|n(0)>) (19.6)

zu fordern. Sie setzt natiirlich voraus, daf |n) zu [n(?) nicht orthogonal ist; da aber
In) nach unseren Annahmen im Hilbertraum ,nahe” bei [n(?)) liegt, ist dies kei-
ne wesentliche Einschrankung. Die Normierung (n|n) = 1 kann, wenn notig, nach
Abschlufd der Berechnung durch weitere Division mit einem entsprechenden Fak-
tor erreicht werden.

Man setzt nun sowohl E, als auch |n) als Potenzreihen in \ an,
E, = EO 4 ED 4+ X2E® (19.7)
n) = )+ Ay + Xn®) 4+ .. (19.8)

geht hiermit in (19.3) ein, ordnet beiderseits nach Potenzen von A und vergleicht
die Koeffizienten der verschiedenen A-Potenzen. Man erhilt die Gleichungen

[H(O) _ ET(LO)] n®)y = o0, (19.9a)
[H® — EO) 0@y = (ED - V) [n©), (19.9b)
[HO = EP]n®) = (B = V) i) + EP[n). (19.99

und allgemein in p-ter Ordnung (p > 1):

[H(O) _ E7(10)] |n(”)> — (E7(11) — V) |n(”*1)> + E£2)|n(”*2)> 4.+ E,(f)|n(0)> )
(19.10)
Gl. (19.9a) ist die ungestorte Eigenwertgleichung (19.1) fiir das betrachtete nicht-
entartete Niveau. Die weiteren Gleichungen gestatten die sukzessive Berechnung der
Energiestorungen EP und , Zustandsbeimischungen” |n™) fiir p=1,2,3,..., wenn
man die aus (19.6) nach Einsetzen von (19.8) folgenden Orthogonalitdtsbedingun-

gen

OOy = (O = (OEGY = | =g (19.11)

hinzunimmt. (Eine Zusatzbedingung ist offenbar unerldfilich, weil die zugehori-
gen homogenen Gleichungen ja eine Losung, namlich |[n(?) besitzen, d.h. der Ope-
rator H® — E . 1 kein eindeutiges Inverses besitzt.) Um dies zu sehen, benutzen
wir die beiden komplementdren Projektoren

PO = [nO)(nO], (19.12a)
QY = 1-pO = 2(1 — Opm) [ M, KOY (m, kO (19.12b)
m,k

mit den Eigenschaften

P,EO)Q%O) — Q;O)PTEO) =0 |, PAO) + Q%O) =1, (19.13a)
[prg()), H(O)] - [Q;O), H(O)] =0. (19.13b)



19.1. Diskretes Spektrum: Nichtentarteter Fall 203

Projektion von (19.10) auf den von |n(?)) aufgespannten eindimensionalen Unter-
raum ergibt wegen

PO ) = 6,0 |n*) (19.14)

direkt die Eigenwertstorung p-ter Ordnung,
p
0= _p£0)v|n(p—1)> + Z ET(Lq)pTgO)|n(p—fI)>
q=1

oder

E®) = (nO|V|n-Dy (19.15)

n

Projektion auf den komplementdren Unterraum andererseits fithrt wegen
Q' ™) = (1= b,0) [n”)) (19.16)
auf die Bestimmungsgleichung
1 P
W) = (@0 o @) (U - B s

fiir die Zustandskorrektur p-ter Ordnung, denn in diesem Komplementdrraum be-

sitzt ja EY .1 — HO® das durch die runde Klammer gegebene eindeutige Inverse.
Explizit bedeutet das

1= 6y 4 _
[n®) = lm. k@) o g (k] S Vo — E@In®0)y . (19.18)
m,k n m g=1

Die (m, k)-Summen in (19.12b) und (19.18) sind natiirlich ganz oder teilweise

durch Integrale zu ersetzen, wenn das von EY verschiedene Spektrum von H©
ganz oder teilweise kontinuierlich ist.

In erster Ordnung in V, d.h. fiir p = 1, erhdlt man aus (19.15) als Eigenwertverschie-
bung

EW = (nOvn©), (19.19)

n

d.h. den Erwartungswert der Storenergie im ungestorten Zustand, und aus (19.18) als
Zustandskorrektur

n) = — s (V = ED) o)
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oder wegen QY n®) = 0 nach (19.16)

EY

(0)
|n(1)> _ @

H

(0
VI

(19.20a)

1
o (19.20b)

-9
— Im, k(°)> — ™ _ (i, k(0)|V|n(0)>.
EY — EY
k n m

m,

In erster Ordnung in der Stérung V' werden also dem Zustand

n) = [n@) +Aln) + O(N?)

Q) o )

5 (19.21)

die von |n") verschiedenen Eigenvektoren mit Koeffizienten beigemischt, die durch
(m, KOV | /(B — EW) gegeben sind, d.h. um so schwiicher, je weiter im ungestor-
ten Spektrum jene Zustiinde von |n(0)) energetisch entfernt sind, und um so stirker, je
grofer das Matrixelement der Storenergie zwischen [n(?)) und dem beizumischen-
den Zustand ausfillt. Diese Formeln gehoren zu den wichtigsten Naherungsglei-
chungen der Quantenmechanik.

In der Norm von (19.21), Y
—_——
(njn) = M@ +2XRe (n@|nMy £ X2(nM M) + O(N?)
(0)
= 1+ 3O D _nH(o>]z Vin®) +0(\)

= 1+0(\?), (19.22)

fallen die Terme erster Ordnung heraus, so daf3 in dieser Ordnung der Zustand niihe-
rungsweise normiert ist. Wird aus irgendwelchen Griinden ein exakt auf 1 normier-
ter Zustand benotigt, so ist nach (19.22) mit

Q) oy |
B —H(O)]2V|n >

M

{1 - (O (19.23)

zu multiplizieren.

In zweiter Ordnung in V folgt aus (19.15) und (19.20) die Energieverschiebung
Q)

B = (O WIn®) = OV g™y VIn®) (19.24)
oder
TS TR |
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Ihr Betrag lafst sich abschédtzen, wenn man

SE, = min |E® — EO)| (19.26)

m

also den Abstand des energetisch ndchstbenachbarten Niveaus von EY, einfiihrt:

1
B < s 30 | Vim k) (1 = bin)
nm,k:
= (O - POV
1
= = [(n(0)|V2|n(0)> _ (<n<o>|v|n(o>>)2] ,

In der Klammer steht hier das Schwankungsquadrat (AV)2 von V' im ungestorten
Zustand:

|EP)| < (19.27)

Die so abgeschitzte Grofse von E? kann als rohes Kriterium dafiir dienen, ob eine
uber die erste Ordnung hinausgehende Rechnung angezeigt und lohnend ist.— Fiir

die Zustandskorrektur gibt (19.17/19.18)

n®)y = 5 (V = EWD) [nM) (19.28)

(0) (0)
@)y _ Qn QY o
%) = 70 _ O v O _ O Vin'™)
Q) I
(EY — 1O Vn©®) (n©[V[n®) (19.29)
= Qv Qv Q) O | 11,0
- {ES” —HO B (EQ _ gOp2 VB e Vint).

Diese Formeln haben Bedeutung vor allem in den Fillen, wo die Stérung erster
Ordnung — etwa infolge von Auswahlregeln, die durch Symmetrieeigenschaften
von H® und V bedingt sind — verschwindet. Die Storungsformeln hoherer Ord-
nung, deren Kompliziertheit schnell zunimmt, werden nur in Ausnahmefillen an-
gewandt; das gesamte Storungsverfahren ist nur dann vorteilhaft, wenn die Rei-
henentwicklung nach A (zumindest im Sinne einer Semikonvergenz und fiir be-
grenzte Bereiche des ungestorten Spektrums) schnell konvergiert.
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19.2 Diskretes Spektrum: Entarteter Fall

Hat der Unterraum ! zum ungestorten Eigenwert E{” eine Dimension d,, > 1,
so sind die vorstehenden Formeln nicht anwendbar: In (19.19) ist unklar, wel-
che Linearkombinationen der d,, entarteten Zustinde |n, £”)) zu verwenden und
wie die entstehenden Matrixelemente zu interpretieren sind. Auch im Falle der

sog. Quasientartung, wo E'Y zwar nichtentartet ist, aber die nichstbenachbarten

Niveaus Ey so nahe liegen, daf die Koeffizienten (m, k@ |V |n@)/(EY) — EY) in
(19.20b) nicht mehr klein sind, ist das Verfahren in niedrigen Ordnungen offen-
sichtlich unbrauchbar. Man muf offenbar im entarteten oder quasientarteten Un-
terraum zundchst eine exaktere Behandlung von V' vornehmen; erst dann kann die
von V herrithrende Kopplung an die energetisch ,entfernteren” Unterrdume mit
der Storungsmethode behandelt werden.

Der Grund fiir die Entartung des ungestdrten Spektrums ist, wie wir in Kap. 12
betonten, im allgemeinen in der Invarianz von H(®) unter einer gewissen Symme-
triegruppe G(©) zu suchen. Die Storung V verringert im allgemeinen diese Invarianz,
so daf H® + V nur noch unter einer Untergruppe G C G invariant ist, oder bricht sie
sogar villig. Im allgemeinsten Fall werden daher nach Einschalten der Stoérung d,
verschiedene Energieeigenwerte

E.r ; k=12,3,...,dy, (19.30)
vorliegen (,,Aufhebung der Entartung”), so dafs wir an Stelle von (19.7)
B = EO + AES) + NEX) + ... (19.31)

anzusetzen haben. Von den zugehorigen Zustinden |n, k) wissen wir nur, dafs sie

fur A — 0 im Raum 7-{7(10) liegen miissen, aber nicht, in welche Linearkombination
der d,, Basisvektoren |n, £'(9)) sie dort iibergehen. Wir verfiigen je Zustand nur {iber
eine Bedingung an diese Linearkombination, die Normierungsbedingung, die wir
analog zu (19.6) als

(n, kPO k=1 (k=1,2,3,...,d,) (19.32)

wahlen, wobei der Projektor auf #{” nun durch

dn
plo) — Z In, k©)(n, kO (19.33)

n
k=1

gegeben ist. Wir setzen also an

In, k) = Pn, k) + QO |n, k) (19.34)
mit
dn
POn,ky = > |n, k) [ (K k) + XD (K k) + ..., (19.35a)
k'=1

QVn,ky = AQVn, kD) + X QY [n, k) + ..., (19.35b)

n
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wobei die Bedingung (19.32) nun
o 2

S| k) + XD k) + .. =1 VEk (19.36)

k=1
lautet. Nach Potenzen von )\ geordnet ist also

dn
k) = A" |n, KO O (K k)
k=1

dn
+ AL Z I, K'OY DK k) + QO |n, kW)
k'=1

S/

-~

:|'n,7k;(1)>
dn
+ A2 Z In, K'Y D (&' k) + QO |n, k@)
k=1 .
—in k()
e (19.37)

In jeder Storungsordnung wird nun nicht nur eine neue Komponente im Komple-
mentdrraum von hinzugefiigt, sondern auch die Linearkombination inner-
halb %) weiter korrigiert.

Nach Einsetzen in die Schrodinger-Gl. erhalten wir — analog zu (19.9/19.10) - zu-
ndchst in erster Ordnung in A

dn
[HO = B0, k) = 3 (B = Vin KOy e (), (19.38)
k=1
sodann in zweiter Ordnung
dn
HO — EPln, k) = (B = VIin kD) + EZ S In, k) (K, k) (19.39)
k=1

usw. Hier fallen aber wegen (19.1) auf den linken Seiten die Komponenten in H
heraus, und man hat

dn
[HO —EP1QYIn kY) = 3 [EL = V]in, k@) D (K k), (19.40)
k'=1
HO — EP1QP I k®) = (B - VIQP|n, k)
dn,
+ S LB — Vin, KO) D, k) + B |n, KO O (R, k)} (19.41)
k'=1

Uusw.
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Projizieren wir nun als ersten Schritt (19.40) auf #”, so erhalten wir fiir alle "
und bk =1,...,d,:

dn

Z {Efbl,l)c 5]4:”]@’ — <7’L, k”(o) |V|n, ]{II(O)>} Cglo)(k’, k) =0. (1942)

k'=1

Die Energiestorungen erster Ordnung sind also zu berechnen als Eigenwerte eines
d,-dimensionalen Matrix-Eigenwertproblems fiir die ,Stormatrix” (n, k" |V |n, k'®),
d.h. die Matrix des Storungs-Hamiltonoperators im entarteten ungestorten Un-
terraum A\, Nach den Regeln der Matrixalgebra ergeben sie sich als Wurzeln der
,Sédkulargleichung”

Dy(E) = det {E S — (n, KOV, k’(°)>} ~0. (19.43)

Fiir jeden der durch k numerierten Eigenwerte F = E,(ll,)C konnen die Koeffizienten

der zugehorigen Linearkombination nullter Ordnung, ) (k', k), aus dem homoge-
nen Gleichungssystem (19.42) bis auf die Normierung berechnet werden. (Dabei
nehmen wir zundchst an, dafs die Eigenwerte alle verschieden sind, d.h. der Rang-
abfall der Matrix in (19.42) gleich eins ist; die Entartung wird dann in erster Sto-
rungsordnung bereits vollstandig aufgehoben.) Die Normierung ist nach (19.36)
durch

> 1OE k)P =1 (19.44)
k=1
gegeben. Es ist fiir das Verfahren typisch, dafd die Linearkombinationen n-ter Ord-

nung in H zu den exakten Eigenvektoren, die sog. ,richtigen” oder ,,angepafSten” Line-
arkombinationen, erst nach Berechnung der Energiestorung (n + 1)-ter Ordnung angege-
ben werden konnen. Wir bezeichnen diese Linearkombinationen, die in der ersten
Zeile von (19.37) auftreten, mit

dn
k) = D |n. KO el (k. ). (19.452)
K'=1
Sie sind 0.B.d.A. orthonormiert,
(D)) = 6gp (19.45b)

so da die ¢ (K', k) = (n, k'© |g0£103€) eine unitdre Matrix bilden. (19.42) lautet in die-
ser Bezeichnung

POEN —V]je®h =0 , p=1,...,d,. (19.46)

n7p
Die Projektion von (19.40) auf den Komplementdrraum zu 7—[,(10), wo E® .1 - HO®
invertierbar ist, ergibt dann gemaf3

Qw
QO |n, kM) = T Ve (19.47)
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den Q(V-Raum-Anteil der Zustandskorrektur |n, k™M) erster Ordnung in ). Fiir den
H"-Anteil dieser Zustandskorrektur werden noch die Koeffizienten c!,’ (K", k) be-

notigt, die, wie betont, erst bei der Berechnung der Energiestorungen zweiter Ord-
nung anfallen. Projektion von (19.41) auf ein (gogl021| gibt in der Tat

dn
0= —{eD)IVQYIn,pY) + B g + (B — B D e (K q) eV (K, p),
k=1
also wegen (19.47)
dn
E& 0 + (B — B Y e (K, q) e (K, p)
k=1
0 Qv )
= {onalV —@5 - 0 Vi) (19.48)
Insbesondere folgt fiir p = ¢
@ _ 0 )
En,p = <90n,p|VET(Lo) . H(o) V|90n,p> ) (1949)

wihrend fiir p # ¢ — zusammen mit der ndchsten Ordnung der Normierungsbe-
dingungen (19.36) — ein inhomogenes lineares Gleichungssystem fiir die ¢t resul-

tiert.

Trifft unsere Annahme, daf3 die E bere1ts samtlich nicht mehr entartet seien,

nicht zu, ist also etwa ein E1genwert E( ) 4 E( + noch g-fach entartet (g < dy), s
ergibt der ,diagonale” Teil von (19.48) keine Best1mmungs— sondern eine E1gen—

wertgleichung fiir die En,k, die eine erneute Matrixdiagonalisierung in dem g-di-
mensionalen Unterraum notwendig macht, usw.

Natiirlich kommt es vor, daf8 gewisse Entartungen in allen Ordnungen bestehenblei-
ben. Die Ursache ist dann, wie schon betont, daff V' die Symmetrien von H (©)
nicht vollig bricht, sondern selbst noch eine Invarianzgruppe G C G besitzt. Im
Spin-Bahn-Kopplungsproblem (14.30) etwa kommutiert H© = P2/2m, + V (r) mit
L und S getrennt; die Eigenwerte besitzen daher (mindestens) eine 2(2[ 4 1)-fache
Entartung. Dagegen kommutiert H = H© + V; (5 - I ) nur noch mit J=L+S5;
die exakten Figenwerte (und auch bereits die Storungen erster Ordnung) zerfallen
nach (14.38) in zwei Gruppen mit j; = + 3 bzw. j, = [ — 3, die jeweils noch den
Entartungsgrad 2j; + 1 = 2/ 4+ 2 bzw. 2j, + 1 = 2[ haben. Die ,richtigen” Linear-
kombinationen nullter Ordnung sind hier ohne Losung des Diagonalisierungs-
problems (19.42) direkt angebbar: Es sind die drehimpulsgekoppelten Funktionen
(14.34) bzw. (14.36) (mit den Radialfunktionen des ungestorten Falles); in ihnen ist
wegen (14.31) die Stormatrix von (19.42) bereits diagonal und gibt die Energiesto-
rungen erster Ordnung,

+l furl=j5-1 00
2 :{ 11 fir (=41 }/0 dr [ (r)[*Ves(r) (19.50)
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Dieses Beispiel zeigt den allgemeinen Sachverhalt, dafs sich durch Vorweg-
Beriicksichtiqung der Symmetrien von V die Stormatrix oft weitgehend oder sogar voll-
stindig ausreduzieren und damit die Bestimmung der angepafiten Linearkombina-
tionen erheblich vereinfachen 14f3t.



Kapitel 20

Zeitabhangige Storungsrechnung

20.1 Ubergangswahrscheinlichkeit in Storungstheorie

Die zeitabhdngige Storungsrechnung behandelt das Problem der nichtstationdren
Zeitentwicklung eines urspriinglich durch H(® beschriebenen ,ungestérten” Sy-
stems beim Hinzutreten einer kleinen, im allgemeinen zeitabhdngigen Storung
V =V(t) = Vs(t). (Der Index S weist wieder darauf hin, daf wir zundchst im
Schrodinger-Bild der Zeitentwicklung denken.) Insbesondere interessiert die Fra-
ge, mit welchen Wahrscheinlichkeiten w(t¢) das System in einem der Eigenzustan-
de des ungestorten Problems (19.1) fiir Zeiten ¢ > ¢, angetroffen wird, wenn es zu
einem Anfangszeitpunkt ¢, in einem derartigen Zustand, etwa

@) = |ni, K" (20.1)

7
prdpariert wurde.

Da nach Voraussetzung die samtlichen Eigenvektoren und Eigenwerte des zeitun-
abhidngigen Hamiltonoperators H, und damit der ungestorte Zeitentwicklungs-
operator

Up(t — to) = e~ nlt=to) A (20.2)

bekannt sind, wird man zweckmafiig das Wechselwirkungsbild von Abschnitt 10.4
verwenden. Dort ist nach (10.60/10.62) der Zustand des gestorten Systems durch

[V (1)) = Uw (t,10)|1(t0)) (20.3)

gegeben, wobei |1 (;)) mit dem Zustand im Schrodingerbild zu diesem Zeitpunkt
zusammenfillt; der Zustand des ungestorten Systems dagegen ist zeitlich kon-
stant, im vorliegenden Falle also stets gleich (20.1). Die Wahrscheinlichkeit, das
gestorte System zur Zeit ¢ > ¢, in einem gewissen , Endzustand”

1FO) = |ng, k) (20.4)

des ungestorten Spektrums vorzufinden, ist
. 2
wii(t) = [(FOLew )| = [(FOUw (t, t0) ()] . (20.5)

211
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Dabei ist nach dem zu (10.66) Gesagten der Evolutionsoperator Uy (¢, ) aus der
Integralgleichung

. t
Uw(t, 1) =1 — % / dt' Vi (t") U (t', o) (20.6)

to
mit
Vi () = o (' —to)H© Vs(#) o it —to)H©® (20.7)
zu berechnen. Die zeitabhdngige Storungsrechnung besteht in der Verwendung
der iterativen Losung (Dyson-Reihe) (10.67) dieser Integralgleichung in niedriger Ord-

nung beziiglich Vs(t). Wir beschrianken uns hier auf die Ndherungslosung erster
Ordnung,

. t

Uw(t, to) =~ 1 — % / dt' Vip (t') . (20.8)
to

Fiir die ,Ubergangswahrscheinlichkeit” (20.5) ergibt sie

2

0 i (! i\ E© O 0
o) = (SO [ b )

h to ’
also fiir f # i wegen der Orthogonalitdt der ungestdrten Zustinde
1 [ o 2
wiilt) ~ 4 / dt’ et (FOIVS(E)]i)| (209)
to
mit den , Ubergangsfrequenzen”
EO _ E}O)
wip = (20.10)

h

Bei Vertauschung von i und f geht wegen der Hermitezitdt von Vs(¢) das Integral
in sein Konjugiert-Komplexes tiber, so dafs in dieser Niherung

wip(t) = wyi(1) (20.11)

gilt. (Diese Relation hat nichts mit Zeitumkehrinvarianzeigenschaften zu tun, wie
schon daraus hervorgeht, daf3 sie fiir beliebige Zeitabhangigkeit von Vs(t) gilt.) —
Wie beim Aufbau der Streutheorie haben wir hier idealisierende Voraussetzun-
gen gemacht, namlich Praparation eines reinen Anfangs- und Endzustandes, von
denen man sich bei realistischen Anwendungen zu losen hat, indem man an der
Form

1 t t o ) .
wilt) = 55 [t [ ds e (PO ()OO Ns(1) 1) @012)
to to

von (20.9) die Ersetzungen

|30 (30| — gemischter Zustand:
Wi =32, kP [ ) (n, KO
(FOL.]f®) — Trlg... mitl; = die Endzustands-
detektion reprasentierender Projektor

(20.13)
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(und entsprechend fiir den Phasenfaktor e~'“is(h=t)) qusfiihrt, d.h. eine Mittelung
tber die Anfangs- und Summation iiber die Endzustinde vornimmt, die durch
Praparation bzw. Detektion nicht aufgelost werden.

20.2 Zeitlich konstante und periodische Storung

Ein bei Reaktionen und Zerféllen hdufig vorliegender Fall ist der der zeitlich kon-
stanten Storung, Vs(t) = Vs = const. Hier gibt (20.9)

Lo ? | [ g it |
wilt) m =[OV 1O ‘/0 d e (20.14a)
oder
1 . 2 2(1 — cosw;¢t
wilt) =~ ﬁ\<f(°>|V|z<0>>\ ( - rt)
1 (o2 [2sin(Ew;ft) 2
= [(FOV ]| [TQJC : (20.14b)

Das qualitative Verhalten der zuletzt geschriebenen Funktion zeigt die Skizze:

t Sie hat ein ausgeprédgtes Ma-
ximum der Hohe #* und der
Halbwertsbreite A(wt/27) =1,
dh. Aw=27/t, im Bereich
—1 < wt/27 < +1 um den Null-
. punkt der Variablen wt herum
und ist auflerhalb dieses Be-
reichs klein; die Struktur wird
fiir ¢ — oo immer ausgepréagter,
wobei die Fliche unter dem
00l N L NS zentralen Maximum gemafs

-2 0 2
oo 2sin <t 2
dw = 27t
o w

wt/(2m)
(20.15)

t?/2

©w 2
Die Funktion (%ﬁ)

anwichst. Fiir grofle Zeiten erfolgen also Uberginge im wesentlichen nur in ein
enges ,Energieband” AE; = hiwy ~ 27hi/t um EZ-(O) herum; die Ubergange erhalten
die ungestorte Energie bis auf 2rh/t”, und die Gesamtiibergangswahrscheinlichkeit
in dieses Band wéchst gemafs (20.15) zeitlich linear an. Es ist deshalb sinnvoll, eine
. Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit” oder ,, Ubergangsmte”

—iw) (20.16)
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zu definieren, die fiir grofie t zeitlich konstant wird. In diesem Grenzfall wird

i L (25N (20.17
fm o T = 0(w) 17)

eine Grenzwertdarstellung der ¢-Distribution, wie aus obiger Diskussion der
Funktion unmittelbar ersichtlich ist, und man erhalt

_, 27t

wl) Sl T (FOW Y §(wiy) . (20.18)

Die §-Distribution, die die in diesem Grenzfall eintretende exakte Energieerhaltung
ausdriickt, zeigt zugleich, dafs das Resultat nur bei Integration tiber ein Kontinu-

um von Endzustdnden um E}(co) herum Sinn ergibt, d.h. bei Betrachtung von Uber-
gingen in ein Kontinuum von Endzustinden, in das die Ausgangszustinde (wegen der
Energieerhaltung) eingebettet liegen miissen. Wir spezifizieren daher jetzt die Endzu-
stande (20.4) genauer als

1FO) = v, 6™y, BY = Bp)©@, (20.19)

wobei v; die energiebestimmenden, x; die Entartungsquantenzahlen (von denen

Ej(co) nicht abhdngt) zusammenfafit, und schreiben den die Messung darstellenden
Projektor genauer als

/ dvy / drg v, 6) (s, 69 (20.20a)
Avy Ak

wobei das Intervall Avy den Energiewert Ei(o) enthélt:

Avy = Intervall im vg-Raum um E(v;)® = E” herum (20.20b)

Mit

2

E(v)0 — gO
S(wi) =0 ( s) ) = no(Bw)® - E”)
h
lautet die ,realistische” Version von (20.18) dann

2
Pp; = —W/ de/ iy 8| E(v)® = BV [y, V1)
h Avy Aky

‘ 2

(20.21)

Fiir kleine Intervalle von vy, ky kann das von diesen Quantenzahlen kontinuierlich
abhingende Betragsquadrat aus dem Integral herausgezogen werden. Die Grofie

pr(E) = / dv; / dks 0 [E(vp)© — E] (20.22)

kleines Auf A;gf
um E(uf)(o) =F

stellt anschaulich die Dichte der ungestorten Endzustinde in der Energieskala dar. Da-
mit erhalten wir die Formel fiir die asymptotisch konstante Ubergangsrate bei zeitunab-
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hingiger Storung,

, (20.23)

die wegen ihrer vielseitigen Anwendbarkeit insbesondere auf Streu-, Zerfalls- und
Produktionsprozesse von Fermi als , Goldene Regel” bezeichnet wurde.

Als Illustration zu (20.22) betrachten wir etwa einen Zweikorperzerfall eines anfangs
im Laborsystem ruhenden (zusammengesetzten oder elementaren) Teilchens, des-
sen innere Quantenzahlen durch i(”) beschrieben seien. Der Endzustand |f(®)) ist
hier charakterisiert durch diskrete ,innere” Quantenzahlensitze f, und f, fiir die
beiden Zerfallsfragmente 1 und 2 einschliefSlich deren Energieeigenwerten ¢, €,

sowie durch ihren asymptotischen Relativimpuls fik - Er hat die Energie

27.2
Bk
2u

E}(co) = Ef (]Cf) =€ + €+ (2024)
wobei i die reduzierte Masse der Fragmente ist. Hier besteht offenbar der oben
allgemein mit v; bezeichnete Quantenzahlensatz nur aus dem Betrag &k, wahrend
das dortige x; aus fi, f und der Richtung k s besteht. Fiir die Gesamtzerfallsra-
te wird man tiber alle moglichen (f, f>)-Sdatze summieren (z.B. Spineinstellungen
der Fragmente) und k s Uber alle Richtungen integrieren. Damit wird der ,Phasen-
raumfaktor” (20.22) fiir diesen Fall zu

=4r
—N—

B2 k2 R
pr(EYy = / dk kj%(s[ 5 L (EY —61—62)} -/d%fz...
Ak‘f um /1/ f17f2
Bptkp=p"
24 ; [ 2#@]
4w = dky =26 |k —
hQ Akf 2kf h2 Jgf:g
pkp(Q
= dr 22 )Z..., (20.25)
Ji,f2
wobei
Q = EZ(O) — (61 + 62) (2026)

die beim Zerfall freiwerdende Energie und k(Q) = \/21Q/h? der durch sie festge-
legte asymptotische Relativimpuls der Fragmente ist; die Schreibweise deutet an,
daf die fi-fo-Summation noch am Betragsquadrat des Matrixelements in (20.23)
auszufiihren ist, denn in dieser Formel waren ja diskrete Quantenzahlen der Ein-
fachheit halber nicht berticksichtigt.

Abschlieiend sei noch der Fall einer zeitlich periodischen Storenergie V (t) der Peri-
ode T' = 27 /w betrachtet, die der Hermitezitit wegen als

V(t) = Ae™! AT g7t (20.27)
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anzusetzen ist. Dieser Fall liegt z.B. stets bei der Storung eines Atoms oder Mole-
kiils durch eine dufiere, monochromatische ebene Welle vor. (20.9) gibt hier

1 : = —i(w; p—w)t’
wilt) = g5 [(FO1A0) [ e e
0

t—to ) , 2
+ (FO1ATO) / dt’ emiwis )t |7 (20.28)
0

Dieses Ergebnis ist (20.14a) sehr dhnlich und erlaubt daher die Anwendung der-
selben Schlufiweisen: Fiir ¢ — oo gibt der erste Term wesentliche Beitrdge nur fiir
w;; — w nahe (genauer: in einem Energieband der Breite 27/t um) Null, der zweite
Term nur fiir w;; + w nahe bei Null. Fiir ¢ > 27 /w {iberlappen diese Bander nicht
mehr wesentlich, so daf8 der Interferenzterm von (20.28) wegfillt und die Uber-
gangswahrscheinlichkeit bei Endzustdnden mit den Energien

EO=BY —hw , BY=EY 4w (20.29)

,resonanzartig” konzentriert ist — mit ansonsten zu (20.22/20.23) v6llig analogen,
konstanten Ubergangsraten. Dies entspricht der Emission bzw. Absorption der Ener-
gie hw durch das ungestorte System.









