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Kapitel 1

Einf

�

uhrung

Wo alle glei
h denken,

denkt keiner sehr viel.

Walter Lippmann

W

�

urde man versu
hen, die Gesetzm

�

a�igkeiten der klassis
hen Me
ha-

nik zusammen mit denen der (klassis
hen) Elektrodynamik auf Ers
hei-

nungen atomarer Gr

�

o�enordnungen anzuwenden, so gel

�

ange man zu

Ergebnissen, die ni
ht nur im krassen Gegensatz zu experimentellen

Befunden stehen, sondern si
h prinzipiell einer klassis
hen Deutung ent-

ziehen. Betra
hten wir als einfa
hes Beispiel das klassis
he Atommodell,

bei dem (analog zur Bewegung der Planeten im Gravitationsfeld der

Sonne) die Elektronen im (abges
hirmten) Coulomb-Feld des Atom-

kerns Bahnkurven um den Kern dur
hlaufen. Eine sol
he Bewegung

Abbildung 1.1: Instabiles

"

klassis
hes\ Atom.

ist eine bes
hleunigte Bewegung, die na
h den Gesetzen der Elektro-

dynamik zu einer Abstrahlung elektromagnetis
her Wellen und somit

5
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einer Energieabstrahlung f

�

uhren mu�. Um diese Energie mu� si
h be-

kanntli
h die kinetis
he Energie der Elektronen verringern. Verlieren

die Elektronen kinetis
he Energie, verringert si
h im Laufe der Zeit

ihr (mittlerer) Abstand vom Kern, so da� sie s
hlie�li
h in den Kern

st

�

urzen.

Da die auf der Vorstellung von Bahnkurven beruhende klassis
he

Theorie somit auf instabile Atome f

�

uhrt, kann eine sol
he Theorie be-

reits die Existenz von Atomen als den zentralen Bausteinen der uns um-

gebenden Materie und damit die Existenz dieser stabilen Materie (uns

einbegri�en) ni
ht erkl

�

aren. Der Aufbau einer Theorie zur Bes
hreibung

atomarer Ers
heinungen erfordert o�ensi
htli
h eine radikale

�

Anderung

grundlegender klassis
her Vorstellungen und Gesetze.

1

Ein anderer Hinweis auf das Versagen der klassis
hen Me
hanik im

Mikrokosmos ist die Tatsa
he, da� Teil
hen wie beispielsweise Elek-

tronen zu physikalis
hen E�ekten Anla� geben k

�

onnen, die

�

ubli
her-

weise Wellen zuges
hrieben werden. Ein eindru
ksvolles Beispiel ist die

Beugung von Elektronenstrahlen am Einfa
h- und Doppelspalt. So ent-

PSfrag repla
ements

Elektronenstrahl

Spalt

S
hirm

Abbildung 1.2: Beugung von Elektronenstrahlen.

steht beim Dur
hgang eines homogenen Elektronenstrahls dur
h einen

hinrei
hend s
hmalen Spalt (in einem ansonsten f

�

ur Elektronen un-

dur
hl

�

assigen Medium) hinter dem Spalt auf einem S
hirm ein Bild von

Intensit

�

atsmaxima und -minima v

�

ollig analog zu dem Beugungsbild im

Falle elektromagnetis
her Wellen. Unter gewissen Bedingungen weist

1

Unter atomaren Ers
heinungen wollen wir grob gespro
hen das physikalis
he Verhalten von Teil-


hen sehr kleiner Masse in sehr kleinen Raumgebieten verstehen. Zu denken ist etwa an Elektronen

(Masse � 10

�32

kg) in Atomen (r

�

aumli
he Linearausdehnung � 10

�10

m).



7

also das Verhalten von Elektronen Z

�

uge auf, die f

�

ur Wellenvorg

�

ange

typis
h sind und mit dem Teil
henbild ni
ht vertr

�

agli
h sind

2

und in

keiner Weise mit der Vorstellung

�

uber die Bewegung der Elektronen

l

�

angs Bahnkurven in Einklang gebra
ht werden kann.

Die f

�

ur die genannten und andere mikroskopis
hen Ers
heinungen

zust

�

andige Me
hanik { die Quantenme
hanik { mu� also Vostellungen

�

uber die Bewegung von Teil
hen (wie etwa Elektronen) entwi
keln, die

von den Vorstellungen der klassis
hen Me
hanik prinzipiell vers
hieden

sind. Glei
hzeitig mu� die Quantenme
hanik als

�

ubergeordnete Theorie

die f

�

ur makroskopis
he Ers
heinungen zust

�

andige klassis
he Me
hanik

als Grenzfall enthalten; sie mu� die klassis
he Me
hanik dahingehend

verallgemeinern, da� die neue Me
hanik au
h im atomaren Berei
h an-

wendbar ist.

Ein quantitatives Kriterium f

�

ur das Versagen der klassis
hen Me-


hanik und damit die Notwendigkeit der Anwendung der Quantenme-


hanik kann mit Hilfe des Plan
ks
hen Wirkungsquantums

~ =

h

2�

(h � 6:6256� 10

�34

Js): (1.1)

(au
h Plan
ks
he Konstante genannt) gegeben werden. Es sei W ein

Ma� f

�

ur die 
harakteristis
hen Wirkungen, die mit den betra
hteten

physikalis
hen Ers
heinungen verkn

�

upft sind. Solange

W � h (1.2)

ist, hat man es in der Regel mit makroskopis
hen Ers
heinungen zu

tun und die klassis
he Betra
htungsweise ist ausrei
hend. Wird W ver-

glei
hbar mit h,

W

�

=

h; (1.3)

hat man es in der Regel mit mikroskopis
hen Ers
heinungen zu tun,

und die Quantenme
hanik liefert das ad

�

aquate Werkzeug zur ihrer Be-

s
hreibung. Die klassis
he Me
hanik kann somit als Grenzfall der Quan-

tenme
hanik im Sinne des Grenz

�

ubergangs

h

W

! 0 (1.4)

2

Das Ph

�

anomen, unter bestimmten Bedingungen Teil
heneigens
haften und unter anderen Wel-

leneigens
haften zu zeigen, wird bekanntli
h als Welle-Teil
hen-Dualismus bezei
hnet.
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aufgefa�t werden.

3

Die Quantenme
hanik als

�

ubergeordnete Theorie ist

i. allg. wesentli
h komplizierter handhabbar als die klassis
he Me
ha-

nik. Man wird sie deshalb in der Praxis nur dann heranziehen, wenn

klassis
he Betra
htungen de�nitiv versagen.

Es wurde bereits darauf hingewiesen, da� in der Quantenme
ha-

nik der Begri� der Bahnkurve, so wie er in der klassis
hen Me
ha-

nik verwendet wird, seine Bedeutung verliert, strenggenommen

�

uber-

haupt ni
ht existiert. Der Begri� der Bahnkurve wie

�

uberhaupt die

Einf

�

uhrung physikalis
her Begri�e und Gr

�

o�en zum Erfassen von Na-

turzusammenh

�

angen basiert prim

�

ar auf experimentellen Untersu
hun-

gen, d.h. auf Messungen. Dabei bedienen wir uns der vers
hiedensten

Me�methoden, wobei die Me�instrumente in der Regel als makrosko-

pis
he (d.h. klassis
he) Objekte ausgelegt sind, die folgli
h (mit hin-

rei
hend hoher Genauigkeit) klassis
h bes
hrieben werden k

�

onnen. Das

Ergebnis einer Messung stellt si
h dann als Ergebnis der We
hselwir-

kung des zu untersu
henden Objekts mit dem klassis
hen Objekt

"

Me�-

ger

�

at\ dar.

Dabei ist i. allg. sorgf

�

altig zwis
hen Einzelmessung und wieder-

holter Messung (au
h Ensemblemessung genannt) zu unters
hei-

den. Wird beispielsweise die Bewegung eines Elektrons untersu
ht und

zu diesem Zwe
k zu einem bestimmten Zeitpunkt der Ort des Elek-

trons festgestellt, so spri
ht man von einer Einzelmessung.

4

Wird diese

Einzelmessung hinrei
hend oft unter identis
hen Anfangsbedingungen

des Elektrons (bzw. mit einem Ensemble identis
h pr

�

aparierter Elek-

tronen) wiederholt, spri
ht man von einer wiederholten Messung bzw

Ensemblemessung.

Unter den vers
hiedenen Messungen (an einem Teil
hensystem)

spielt bekanntli
h die Messung der Koordinaten und Impulse eine zen-

trale Rolle. Die Bes
hreibung des Bewegungsablaufs eines Teil
hens im

Rahmen der klassis
hen Me
hanik mittels einer Bahnkurve bedeutet,

da� zu jedem Zeitpunkt eine wiederholte Messung von Teil
henkoor-

dinaten und -impulskomponenten Werte f

�

ur die Koordinaten und die

3

Die Situation ist in gewissem Sinne

�

ahnli
h der beim Verglei
h zwis
hen ni
htrelativistis
her

und relativistis
her Me
hanik. So kann die ni
htrelativistis
he Me
hanik bekanntli
h als Grenzfall

der relativistis
hen Me
hanik im Sinne von v=
! 0 aufgefa�t werden (v - 
harakteristis
he System-

ges
hwindigkeit, 
 - Vakuumli
htges
hwindigkeit).

4

Im Ergebnis einer sol
hen Messung kann somit der Ort des Elektrons �xiert werden.
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Impulskomponenten liefert, die (im Rahmen der klassis
hen Me�genau-

igkeit) als wohlde�niert angesehen werden k

�

onnen, wobei das Ergebnis

jeder Einzelmessung mit dem Ergebnis der wiederholten Messung (wie-

der im Rahmen der klassis
hen Me�genauigkeit)

�

ubereinstimmt.

Wird nun die Genauigkeit der Ortsmessung erh

�

oht und somit die

Position des Teil
hens (beispielsweise eines Elektrons) bei einer Einzel-

messung zu einem gewissen Zeitpunkt immer genauer �xiert, so stellt

man fest, da� die S
hwankungsbreite der unmittelbar dana
h wieder-

holt gemessenen Impulskomponenten des so r

�

aumli
h �xierten Teil-


hens und somit die Unbestimmtheit seiner Impulskomponenten (zum

betra
hteten Zeitpunkt) immer gr

�

o�er wird. Diese wa
hsende Uns
h

�

arfe

in der Bestimmung der Impulskomponenten f

�

uhrt s
hlie�li
h dazu, da�

es

�

uberhaupt keinen Sinn mehr ma
ht, dem Teil
hen irgendwel
he Im-

pulskomponenten zuordnen zu wollen. Das glei
he gilt nun au
h umge-

kehrt. Hat das Teil
hen im Ergebnis einer Einzelmessung zu einem ge-

wissen Zeitpunkt wohlde�nierte, s
harfe Impulskomponenten erhalten,

dann sind seine Koordinaten zu diesem Zeitpunkt v

�

ollig unbestimmt

5

und dem Teil
hen kann folgli
h keine bestimmte Position im Raum

zugeordnet werden. Da also Ort und Impuls ni
ht glei
hzeitig wohlde�-

nierte (s
harfe) Werte annehmen k

�

onnen, kann das Teil
hen o�ensi
ht-

li
h keine (an die glei
hzeitige Existenz wohlde�nierter Koordinaten-

und Impulswerte gebundene) Bahnkurve besitzen.

W

�

ahrend in der klassis
hen Theorie der Zustand eines (me
hani-

s
hen) Systems zu einem gegebenen Zeitpunkt dur
h Vorgabe aller

Koordinaten und Impulse (zu diesem Zeitpunkt) vollst

�

andig bes
hrie-

ben ist, ist eine sol
he Bes
hreibung in der Quantentheorie ni
ht mehr

m

�

ogli
h. Die Bes
hreibung des Zustands im Sinne von experimentell

feststellbaren, wohlde�nierten Werten physikalis
her Systemgr

�

o�en er-

folgt hier dur
h eine kleinere Anzahl von Gr

�

o�en als in der klassis
hen

Theorie; sie ist also ni
ht so eingehend wie die klassis
he. So wie die

Messung der Koordinaten und Impulse eines Systems ni
ht glei
hzeitig

wohlde�nierte Werte liefert, ist au
h ni
ht jeder andere Satz von phy-

sikalis
hen Gr

�

o�en in der Quantenme
hanik glei
hzeitig s
harf me�bar.

S

�

atze physikalis
her Gr

�

o�en, die eine maximale Anzahl von Gr

�

o�en ent-

5

Das hei�t, bei einer wiederholten Messung der Koordinaten eines Teil
hens, das vor jeder Mes-

sung wohlde�nierte (glei
he) Impulskoordinaten besitzt, ergibt si
h (in der Tendenz) eine unendli
h

gro�e S
hwankungsbreite der Koordinaten.
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halten, die glei
hzeitig s
harf me�bar sind (die also glei
hzeitig wohlde-

�nierte Werte annehmen k

�

onnen) werden als vollst

�

andige S

�

atze von

physikalis
hen Gr

�

o�en bezei
hnet.

Das erw

�

ahnte Beugungsbild, das beim Dur
hgang eines Elektro-

nenstrahls dur
h einen Spalt beoba
htbar ist, ist das Ergebnis einer

Ensemblemessung. Wird das Experiment mit einem Elektron nur ein-

mal dur
hgef

�

uhrt, so �ndet man auf dem S
hirm hinter dem Spalt

nur einen S
hw

�

arzungspunkt (den Ort des Elektrons beim Auftre�en

auf dem S
hirm),

�

uber dessen Lage im Vorfeld einer sol
hen Einzel-

messung keine Aussage m

�

ogli
h ist. Erst im Rahmen einer Ensemble-

messung bildet si
h das Beugungsbild heraus, und zwar entspre
hend

der relativen H

�

au�gkeit, mit der die Elektronen an den vers
hiedenen

Orten auf dem S
hirm auftre�en. W

�

ahrend die klassis
he Me
hanik

prinzipiell eine deterministis
he Theorie ist und Wahrs
heinli
hkeits-

betra
htungen in diesem Rahmen nur subjektiv bedingte Unkenntnis

zum Ausdru
k bringt, ist die Quantenme
hanik a priori ist eine statisti-

s
he Theorie. Die typis
he Aufgabenstellung in der Quantenme
hanik

ist folgli
h die Bestimmung der Wahrs
heinli
hkeit, dieses oder jenes

Ergebnis im Rahmen von Ensemblemessungen zu erhalten und somit

die Bestimmung der Mittelwerte der jeweils interessierenden physika-

lis
hen Gr

�

o�en eins
hlie�li
h ihrer S
hwankungen, au
h Quanten
uk-

tuationen genannt.

6

Sind insbesondere die Quanten
uktuationen aller

Koordinaten und Impulse hinrei
hend klein, so da� sie praktis
h ni
ht

au


�

osbar sind, liegt der klassis
he Grenzfall vor.

6

Es ist klar, da� die Wahrs
heinli
hkeit, bei der Messung einer Gr

�

o�e ein bestimmtes Ergeb-

nis zu �nden in man
hen F

�

allen glei
h 1 sein kann, so da� das Ergebnis eindeutig wird und die

entspre
hende Gr

�

o�e einen de�nierten Wert besitzt.



Kapitel 2

Axiomatis
he

Grundlagen

2.1 Me�werte, Wahrs
heinli
hkeitsampli-

tuden, Wahrs
heinli
hkeiten

Wir wollen f

�

ur die Gesamtheit der Koordinaten q

�

eines quantenme-


hanis
hen Systems { etwa eines ni
htrelativistis
hen Vielteil
hensy-

stems { so weit wie m

�

ogli
h die abk

�

urzende Bezei
hnung q verwenden,

q b= q

1

; q

2

; q

3

; : : :, wobei wir annehmen wollen, da� die q

�

kontinuierli
he

Variablen darstellen, die { wie die kartesis
hen Koordinaten eines Mas-

senpunktsystems { uneinges
hr

�

ankt jeden reellen Zahlenwert annehmen

k

�

onnen und einen orthogonalen Raum, den Kon�gurationsraum des Sy-

stems, festlegen. Entspre
hend bezei
hnen wir mit dq das Produkt der

Di�erentiale der Koordinaten, dq b=dq

1

dq

2

dq

3

: : :, d.h. das Volumenele-

ment des Kon�gurationsraums. Speziell im Fall eines freien Teil
hens

sind q und dq mit den drei kartesi
hen Ortskoordinaten x

1

�x, x

2

� y

und x

3

� z des Teil
hens und dem gew

�

ohnli
hen dreidimensionalen Vo-

lumenelement d

3

r=dxdydz zu identi�zieren.

Das zentrale Grundaxiom der Quantenme
hanik kann dann wie

folgt formuliert werden:

1

1

Da die folgenden Aussagen f

�

ur einen beliebig gew

�

ahlten Zeitpunkt t gelten, k

�

onnen wir das Zeit-

argument weglassen, solange wir uns ni
ht f

�

ur die zeitli
he Entwi
klung des Systems interessieren.

11
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Der Zustand eines quantenme
hanis
hes Systems kann (zu jedem

Zeitpunkt) dur
h eine im allgemeinen komplexwertige Koordinaten-

funktion  (q) { die Wellenfunktion

2

{ vollst

�

andig bes
hrieben wer-

den, wobei j (q)j

2

die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte ist, das System (zum

gew

�

ahlten Zeitpunkt) amOrt q des Kon�gurationsraums anzutre�en.

Entspre
hend der physikalis
hen Interpretation von

w(q) = j (q)j

2

(2.1)

als Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte ist

dW (q) = j (q)j

2

dq =  

�

(q) (q) dq

(2.2)

die Wahrs
heinli
hkeit, das System imVolumenelement dq amOrt q an-

zutre�en. W

�

ahrend bei klassis
hen Wahrs
heinli
hkeitsbetra
htungen

die Ausgangsgr

�

o�en Wahrs
heinli
hkeiten (bzw. Wahrs
heinli
hkeits-

di
hten) sind, basiert das quantenme
hanis
he Wahrs
heinli
hkeitskon-

zept auf Wahrs
heinli
hkeitsamplituden als den Ausgangsgr

�

o�en.

Wie wir no
h sehen werden, hat dieser Unters
hied weitrei
hende Kon-

sequenzen zur Folge. Die Interpretation von j (q)j

2

als Wahrs
heinli
h-

keitsdi
hte impliziert die Normierungsvors
hrift:

Z

dq j (q)j

2

=

Z

dq  

�

(q) (q) = 1

(2.3)

Die Wellenfunktion mu� also quadratis
h integrierbar sein. Wenn G

irgendeine physikalis
he Gr

�

o�e ist, die als Funktion der Koordinaten

de�niert ist,

G = f(q); (2.4)

2

1926 von E. S
hr

�

odinger eingef

�

uhrt. Wie wir no
h sehen werden (Abs
hnitt 5.1.3), mu� die

Wellenfunktion kein Skalar sein.
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dann kann mittels der Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte w(q) der Mittelwert

G einer sol
hen Gr

�

o�e auf dem

�

ubli
hen Weg bere
hnet werden:

G = f(q) =

Z

dq w(q)f(q) =

Z

dq  

�

(q) (q)f(q)

=

Z

dq  

�

(q)f(q) (q): (2.5)

Quantenme
hanis
he Mittelwerte werden

�

ubli
herweise als Erwar-

tungswerte bezei
hnet.

Im allgemeinen sind Systemgr

�

o�en Funktionen sowohl der Ko-

ordinaten q als au
h der Impulse p. Es sei G b= G

1

; G

2

; : : : ; G

f

ein

vollst

�

andiger Satz von unabh

�

angigen und (prinzipiell) me�baren Sy-

stemgr

�

o�en,

G = f(q; p); (2.6)

die { analog zu den Koordinaten q { alle glei
hzeitig s
harf me�bar

und somit miteinander vertr

�

agli
h sind.

3

Es stellt si
h dann die Frage,

wodur
h der Erwartungswert G gegeben ist. Ehe wir die Frage im ein-

zelnen beantworten k

�

onnen, ist es notwendig, zun

�

a
hst einige Vor

�

uber-

legungen anzustellen und in diesem Zusammenhang weitere wi
htige

Begri�e und Prinzipien der Quantentheorie einzuf

�

uhren. Die Werte, die

eine physikalis
he Gr

�

o�e bei einer (Einzel-)Messung annehmen kann,

werden in der Quantentheorie (aus no
h ersi
htli
hen Gr

�

unden) als Ei-

genwerte der Gr

�

o�e bezei
hnet, und die Gesamtheit der Eigenwerte

(d.h. die Gesamtheit der m

�

ogli
hen Me�werte) wird Spektrum der be-

tra
hteten Gr

�

o�e genannt. In der klassis
hen Bes
hreibung bilden die

Me�werte physikalis
her Gr

�

o�en in der Regel kontinuierli
he Spektren.

Aus quantentheoretis
her Si
ht gibt es ebenfalls physikalis
he Gr

�

o�en,

deren Me�werte kontinuierli
h verteilt sind. Ein typis
hes Beispiel sind

die Koordinaten q. Daneben gibt es jedo
h au
h (meist sehr fundamen-

tale) Gr

�

o�en, deren Spektren nur aus klassis
her Si
ht kontinuierli
h

sind und die si
h bei einer genauen (quantentheoretis
hen) Analyse als

diskret erweisen.

Wir wollen annehmen, da� (der betra
htete vollst

�

andige Satz von

prinzipiell me�baren Systemgr

�

o�en)G= f(p; q) ein diskretes Spektrum

3

Siehe au
h Abs
hnitt 2.8, in dem diese De�nition quantitativ untersetzt wird.
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besitzt

4

und bezei
hnen die Eigenwerte mit g

n

(n=0; 1; 2; : : :). Es sei

'

n

(q) die Wellenfunktion des Systems in dem Zustand, in dem G den

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

PSfrag repla
ements

Zustand vor Messung

 (q)

Zustand na
h Messung

'

n

(q)

Me�ger

�

at f

�

ur Gr

�

o�e G

g

n

Abbildung 2.1: Messung physikalis
her Gr

�

o�en.

Wert g

n

besitzt. Entspre
hend der Bezei
hnung Eigenwert f

�

ur g

n

wird

'

n

(q) Eigenfunktion der betra
hteten Gr

�

o�e genannt. Jede dieser

speziellen Wellenfunktionen mu� nat

�

urli
h der Normierungsbedingung

(2.3) gen

�

ugen,

Z

dq j'

n

(q)j

2

= 1: (2.7)

Wenn si
h das System in einem beliebigen Zustand mit der Wellen-

funktion  (q) be�ndet, dann kann eine an dem System ausgef

�

uhrte

(Einzel-)Messung der Gr

�

o�e G im allgemeinen jeden beliebigen der Ei-

genwerte g

n

(n=0; 1; 2; : : :) liefern. Der Zustand des Systems mit der

Wellenfunktion  (q) mu� si
h also aus allen Zust

�

anden mit den Wel-

lenfunktionen '

n

(q) aufbauen lassen. Es hat si
h gezeigt, da� f

�

ur Wel-

lenfunktionen das lineare Superpositionsprinzip gilt.

Wenn  

1

(q) und  

2

(q) die (normierten) Wellenfunktionen zweier

m

�

ogli
her Zust

�

ande eines quantenme
hanis
hen Systems sind, so

ist  (q)= 


1

 

1

(q)+ 


2

 (q) ebenfalls eine Wellenfunktion, die einen

m

�

ogli
hen Zustand des Systems repr

�

asentiert [wobei 


1

und 


2

so zu

w

�

ahlen sind, da� die Normierungsbedingung (2.3) erf

�

ullt ist℄.

4

Die Ergebnisse lassen si
h uns
hwer auf kontinuierli
he Spektren ausdehnen, indem die im dis-

kreten Fall auftretenden Krone
ker-Symbole dur
h entspre
hende Æ-Funktionen ersetzt werden (siehe

au
h Abs
hnitt 2.3).
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Somit kann  (q) insbesondere als lineare

�

Uberlagerung aller '

n

(q) dar-

gestellt werden:

 (q) =

X

n

 

n

'

n

(q)

(2.8)

Es ist naheliegend (und dur
h das Experiment best

�

atigt), die Entwi
k-

lungskoeÆzienten (

"

Gewi
htsfaktoren\)  

n

als Wahrs
heinli
hkeitsam-

plituden und dementspre
hend

W

n

= j 

n

j

2

=  

�

n

 

n

(2.9)

als Wahrs
heinli
hkeiten f

�

ur die Me�werte g

n

anzusehen. Dies impliziert

o�ensi
htli
h, da�

X

n

j 

n

j

2

=

X

n

 

�

n

 

n

= 1

(2.10)

gelten mu�.

Multiplizieren wir die aus (2.8) folgende Glei
hung

 

�

(q) =

X

n

 

�

n

'

�

n

(q) (2.11)

mit  (q) und integrieren

�

uber q, so erhalten wir zun

�

a
hst

Z

dq  

�

(q) (q)

| {z }

1

=

X

n

 

�

n

Z

dq '

�

n

(q) (q); (2.12)

woraus wegen der Normierungsbedingung (2.3)

X

n

 

�

n

Z

dq '

�

n

(q) (q) = 1 (2.13)
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folgt. Wir bilden die Di�erenz der Glei
hungen (2.10) und (2.13),

X

n

 

�

n

�

 

n

�

Z

dq '

�

n

(q) (q)

�

| {z }

0

= 0; (2.14)

woraus wir { da die Glei
hung (2.14) f

�

ur beliebige Wahrs
heinli
hkeits-

amplituden  

�

n

gelten mu� { auf

 

n

=

Z

dq  (q)'

�

n

(q)

(2.15)

s
hlie�en k

�

onnen. Setzen wir  (q) aus (2.8) in (2.15) ein,

 

n

=

X

n

0

 

n

0

Z

dq '

�

n

(q)'

n

0

(q)

| {z }

Æ

nn

0

; (2.16)

so k

�

onnen wir o�ensi
htli
h weiter s
hlu�folgern, da� die Eigenfunktio-

nen '

n

(q) der Orthogonalit

�

atsrelation

Z

dq '

�

n

(q)'

n

0

(q) = Æ

nn

0

(2.17)

gen

�

ugen m

�

ussen. Die Funktionen '

n

(q) bilden also ein Orthonormalsy-

stem. S
hlie�li
h k

�

onnen wir umgekehrt  

n

aus (2.15) in (2.8) einsetzen:

 (q) =

Z

dq

0

 (q

0

)

X

n

'

�

n

(q

0

)'

n

(q)

| {z }

Æ(q

0

� q)

: (2.18)

Es ist klar, da� die n-Summe f

�

ur alle q

0

6= q vers
hwinden und f

�

ur q

0

= q

unendli
h sein mu�, damit das q-Integral ni
ht vers
hwindet. Die n-

Summe kann folgli
h als eine Funktion von q

0

� q aufgefa�t werden, die
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f

�

ur alle von Null vers
hiedenen Werte des Arguments glei
h Null ist,

f

�

ur vers
hwindendes Argument divergiert und deren Integral mit einer

Testfunktion diese an der singul

�

aren Stelle liefert. Dies ist bekanntli
h

die De�nition der Æ-Funktion, und wir gelangen zu der Vollst

�

andigkeits-

relation:

X

n

'

�

n

(q)'

n

(q

0

) = Æ(q � q

0

)

(2.19)

O�ensi
htli
h repr

�

asentieren  (q) und  

n

�

aquivalente M

�

ogli
hkeiten,

den Zustand eines quantenme
hanis
hen Systems zu bes
hreiben.

Die Eigenfunktionen '

n

(q) sind also ni
ht nur orthogonal, sondern

au
h vollst

�

andig. Mathematis
h bilden sie somit die Basis eines Hilbert-

Raums. Ganz allgemein ist ein Hilbert-Raum ein endli
h- oder unend-

li
hdimensionaler Vektorraum

�

uber dem Grundk

�

orper der komplexen

Zahlen, in dem ein Skalarprodukt erkl

�

art ist, das speziell jedem Funk-

tionenpaar f

1

(q) und f

2

(q) einer linearen Funktionenmenge eine kom-

plexe Zahl 
 zuordnet:

5

Z

dq f

�

2

(q)f

1

(q) = 
: (2.20)

Die Wellenfunktionen eines quantenme
hanis
hen Systems sind folgli
h

Elemente einer Funktionenmenge in einem Hilbert-Raum.

2.2 Erwartungswerte und Operatoren

Wenden wir uns nunmehr der Beantwortung der Frage na
h der Bestim-

mung von Erwartungswerten physikalis
her Gr

�

o�en G(q; p) zu. Mit der

Interpretation von j 

n

j

2

als Wahrs
heinli
hkeit f

�

ur die Realisierung des

Wertes g

n

[und damit des Zustands mit der Wellenfunktion '

n

(q)℄ folgt

5

Wir kommen im Abs
hnitt 4.1 ausf

�

uhrli
her auf Hilbert-R

�

aume und ihre Eigens
haften zur

�

u
k.
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f

�

ur G na
h den

�

ubli
hen Regeln der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung:

G =

X

n

g

n

j 

n

j

2

=

X

n

 

�

n

g

n

 

n

(2.21)

Wir wollen G mit Hilfe der Wellenfunktion  (q) ausdr

�

u
ken. Wir ver-

wenden (2.15) und k

�

onnen (2.21) in der Form

G =

X

n

g

n

Z

dq  

�

(q)'

n

(q)

Z

dq

0

 (q

0

)'

�

n

(q

0

)

=

Z

dq  

�

(q)

Z

dq

0

"

X

n

g

n

'

�

n

(q

0

)'

n

(q)

#

| {z }

G(q; q

0

)

 (q

0

) (2.22)

bzw.

G =

Z

dq  

�

(q)

Z

dq

0

G(q; q

0

) (q

0

)

(2.23)

s
hreiben, wobei G(q; q

0

) gem

�

a�

G(q; q

0

) =

X

n

g

n

'

�

n

(q

0

)'

n

(q) (2.24)

gegeben ist. Da die g

n

reell sind, ist

G

�

(q; q

0

) = G(q

0

; q): (2.25)

Ferner l

�

a�t si
h uns
hwer die G

�

ultigkeit der Integralrelation

Z

dq

00

G(q; q

00

)G(q

00

; q

0

) =

X

n

g

2

n

'

�

n

(q

0

)'

n

(q) (2.26)

zeigen. Das Integral auf der linken Seite dieser Glei
hung ist demna
h

der Integralkern f

�

ur die Bere
hnung vonG

2

gem

�

a� der Vors
hrift (2.23).
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Es sei

^

G der der Gr

�

o�e G zugeordnete Operator, dessen Anwendung

auf eine (beliebige) Wellenfunktion  (q) gem

�

a�

'(q) =

^

G (q) =

Z

dq

0

G(q; q

0

) (q

0

)

(2.27)

erkl

�

art ist. O�ensi
htli
h kann

'(q) =

^

G (q) (2.28)

ebenfalls als Element der Funktionenmenge in dem betra
hteten Hil-

bert-Raum aufgefa�t werden, denn unter Ber

�

u
ksi
htigung von (2.25)

und (2.26) l

�

a�t si
h uns
hwer zeigen, da�

Z

dq j'(q)j

2

=

Z

dq j

^

G (q)j

2

=

X

n

g

2

n

j 

n

j

2

= G

2

(2.29)

gilt, da f

�

ur physikalis
he Gr

�

o�en (neben G au
h) G

2

als endli
h ange-

nommen werden darf.

Es ist o�ensi
htli
h, da�

^

G ein linearer Operator ist:

^

G [ 

1

(q) +  

2

(q)℄ =

^

G 

1

(q) +

^

G 

2

(q); (2.30)

^

G [
 (q)℄ = 


^

G (q) (2.31)

[ 

1

(q),  

2

(q),  (q) { beliebige Hilbert-Raum-Funktionen; 
 { beliebige

komplexe Zahl℄. Fassen wir (2.23) und (2.27) zusammen, so k

�

onnen wir

(2.23) in der folgenden kompakten Form s
hreiben:

G =

Z

dq  

�

(q)

^

G (q)

(2.32)

Die Glei
hung (2.32) ist nat

�

urli
h au
h auf den Spezialfall anwendbar,

wenn G= f(q) gilt. Aus einem Verglei
h von (2.5) mit (2.32) ist sofort

zu sehen, da� in diesem Fall

^

G einfa
h der multiplikative Operator

^

G = f(q) (2.33)
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ist. Es ist klar, da� der gefundene Sa
hverhalt f

�

ur jede physikalis
he

Gr

�

o�eA (als Element irgend eines vollst

�

andigen Satzes von miteinander

vertr

�

agli
hen physikalis
hen Gr

�

o�en) gilt. Zusammenfassend gelangen

wir somit zu folgender Aussage:

Be�ndet si
h ein quantenme
hanis
hes System in einem Zustand mit

der Wellenfunktion  (q), so kann jeder physikalis
hen Gr

�

o�e A ein

linearer Operator

^

A derart zugeordnet werden, da� der Erwartungs-

wert (Mittelwert) der Gr

�

o�e dur
h das Skalarprodukt der Funktion

 

A

(q)=

^

A (q) mit der Wellenfunktion  (q) gegeben ist.

Untersu
hen wir in diesem Zusammenhang die Wirkung von

^

G auf

die speziellenWellenfunktionen '

n

(q). Wir wenden die Glei
hung (2.27)

auf '

n

(q) an und erhalten mit (2.24) sowie (2.17)

^

G'

n

(q) =

Z

dq

0

"

X

n

0

g

n

0

'

�

n

0

(q

0

)'

n

0

(q)

#

'

n

(q

0

)

=

X

n

0

g

n

0

'

n

0

(q)

Z

dq

0

'

�

n

0

(q

0

)'

n

(q

0

)

| {z }

Æ

nn

0

= g

n

'

n

(q); (2.34)

d.h., die Funktionen '

n

(q) l

�

osen die Eigenwertglei
hung

^

G'(q) = �'(q): (2.35)

Die Eigenwerte g

n

sind also diejenigen (reellen) Zahlen �, f

�

ur die die

Glei
hung (2.35) L

�

osungen besitzt [n

�

amli
h die '

n

(q)℄, die den jeweils

erforderli
hen Bedingungen (insbesondere Normierbarkeit) gen

�

ugen:

^

G'

n

(q) = g

n

'

n

(q)

(2.36)
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Anmerkung

� In der Glei
hung (2.27) [zusammen mit der Glei
hung (2.24)℄ ist

der Operator

^

G dur
h Ausdr

�

u
ke de�niert, die die Eigenwerte und

Eigenfunktionen von

^

G enthalten, so da� aus (2.36) keine weiteren

S
hlu�folgerungen gezogen werden k

�

onnen, solange die explizite

Gestalt von

^

G bzw. die Eigenwerte und Eigenfunktionen ni
ht

bekannt sind. Wie wir no
h sehen werden, lassen si
h sowohl die

explizite Gestalt von Operatoren f

�

ur physikalis
he Grundgr

�

o�en

wie Ort und Impuls (siehe Abs
hnitt 3.1) als au
h ihre Eigen-

werte und Eigenfunktionen (siehe Abs
hnitt 4.4.1) aus anderen

�

Uberlegungen gewinnen. Wenn q̂

�

= q

�

und p̂

�

die den Koordina-

ten q

�

und Impulsen p

�

zugeordneten Operatoren sind und die

(klassis
h de�nierte) Gr

�

o�e G eine Funktion der Koordinaten und

Impulse ist, so kann angenommen werden, da� der der Gr

�

o�e G

zugeordnete Operator

^

G eine Funktion der Operatoren q̂

�

und p̂

�

ist.

� Gem

�

a� der de Broglie-Hypothese entspri
ht einem freien Teil
hen

mit dem Impuls p eine ebene Welle � e

ik�r

, deren Wellenzahlvek-

tor mit dem Teil
henimpuls

�

uber die Beziehung

p = ~k (2.37)

zusammenh

�

angt, wobei ~ gerade die Plan
ks
he Konstante ist

[siehe (1.1)℄. Setzen wir die (in p kontinuierli
hen) Impulseigen-

funktionen in der Form

'(p; r) = (2�~)

�3=2

e

ip�r=~

(2.38)

an, so da� die '(p; r) ein Orthonormalsystem bilden,

Z

d

3

r '

�

(p; r)'(p

0

; r) = Æ(p� p

0

) (2.39)

[vgl.(2.17), siehe die Fu�note auf Seite 14℄, so folgt f

�

ur p(r; r

0

)

p(r; r

0

) =

Z

d

3

pp(2�~)

�3

e

ip�(r�r

0

)=~

(2.40)
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[vgl. (2.24)℄, d.h.

p(r; r

0

) =

~

i

r

r

Æ(r� r

0

): (2.41)

Folgli
h gilt [vgl. (2.27)℄

^

p (r) =

Z

d

3

r

0

p(r; r

0

) (r

0

) =

~

i

r (r): (2.42)

Wie wir sp

�

ater sehen werden, ist die Wirkung von Impulsoperato-

ren auf Wellenfunktionen exakt gem

�

a� dieser Glei
hung gegeben,

so da� generell

q̂

�

 (q) = q

�

 (q); p̂

�

 (q) =

~

i

�

�q

�

 (q)

(2.43)

gilt.

Be�ndet si
h das quantenme
hanis
he System in einem Zustand,

dessen Wellenfunktion eine Eigenfunktion von

^

G ist,

6

 (q) = '

n

(q); (2.44)

so ist gem

�

a� (2.32) und (2.36) der Erwartungswert von G identis
h mit

dem Eigenwert g

n

,

G =

Z

dq '

�

n

(q)

^

G'

n

(q)

| {z }

g

n

'

n

(q)

= g

n

Z

dq '

�

n

(q)'

n

(q)

| {z }

1

= g

n

: (2.45)

Be�ndet si
h das System in einem Zustand, dessen Wellenfunktion  (q)

eine Linearkombination von Wellenfunktionen '

n

(q) ist, so da� gem

�

a�

(2.8)

 (q) =

X

n

 

n

'

n

(q) (2.46)

6

Ein sol
her Zustand wird au
h als Eigenzustand von

^

G bezei
hnet.
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gilt, dann liefert (2.32) zusammen mit (2.36)

G =

Z

dq  

�

(q)

^

G (q) =

X

n;n

0

Z

dq  

�

n

'

�

n

(q)

^

G 

n

0

'

n

0

(q)

=

X

n;n

0

 

�

n

 

n

0

Z

dq '

�

n

(q)

^

G'

n

0

(q)

| {z }

g

n

0

'

n

0

(q)

=

X

n;n

0

g

n

0

 

�

n

 

n

0

Z

dq '

�

n

(q)'

n

0

(q)

| {z }

Æ

nn

0

=

X

n;n

0

g

n

0

 

�

n

 

n

0

Æ

nn

0

=

X

n

g

n

j 

n

j

2

: (2.47)

Wie zu erwarten war, erhalten wir als Ergebnis die Glei
hung (2.21).

Unseren bisherigen

�

Uberlegungen haben wir physikalis
he Gr

�

o�en

(d.h. Gr

�

o�en, die prinzipiell me�bar sind) zugrunde gelegt, die nat

�

urli
h

nur relle Werte annehmen k

�

onnen. Das bedeutet reelle Eigenwerte

und somit au
h reelle Erwartungswerte.

7

Sol
he Gr

�

o�en werden in der

Quantentheorie

�

ubli
herweise Observablen genannt. Es kann

�

ofters

zwe
km

�

a�ig sein, komplexwertige Gr

�

o�en zu betra
hten. Der Erwar-

tungswert einer sol
hen Gr

�

o�e kann dann sinngem

�

a�

�

uber die Erwar-

tungswerte des Real- und des Imagin

�

arteils der Gr

�

o�e de�niert wer-

den, wobei dem Real- und dem Imagin

�

arteil entspre
hende Operato-

ren zugeordnet werden, Realteil und Imagin

�

arteil jedo
h i. allg. ni
ht

glei
hzeitig s
harf me�bar sind und demzufolge ni
ht zu dem glei
hen

vollst

�

andigen Satz vertr

�

agli
her Observablen geh

�

oren.

8

Wir wollen uns

�

uberlegen, wel
her Art die Operatoren sein m

�

ussen,

die Observablen zuzuordnen sind. Es sei

^

A der einer Gr

�

o�e A zuzuord-

nende lineare Operator,

^

A (q) =

Z

dq A(q; q

0

) (q

0

); (2.48)

wobei zun

�

a
hst nur vorausgesetzt werden soll, da�

Z

dq j

^

A (q)j

2

< jM j (2.49)

7

Aus der Glei
hung (2.21) ist sofort zu sehen, da� G reell ist, wenn die Eigenwerte g

n

reell sind.

Umgekehrt folgt aus der Forderung, da� G f

�

ur jeden Quantenzustand (d.h. f

�

ur beliebige j 

n

j

2

) reell

sein mu�, da� die Eigenwerte ebenfalls reell sein m

�

ussen.

8

Wie wir no
h sehen werden, k

�

onnen in diesem Fall Real- und Imagin

�

arteil kein gemeinsames

Eigenfunktionensystem besitzen.
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(jM j { endli
h) ist. Der zu

^

A hermites
h adjungierte Operator

^

A

y

ist

gem

�

a�

Z

dq  

�

1

^

A 

2

(q) =

Z

dq

�

^

A

y

 

1

(q)

�

�

 

2

(q) (2.50)

bzw.

�

Z

dq  

�

1

^

A 

2

(q)

�

�

=

Z

dq  

�

2

(q)

^

A

y

 

1

(2.51)

de�niert (sogenannte

�

Uberw

�

alzbedingung). Man

�

uberzeugt si
h un-

s
hwer, da� folgende Relationen gelten (
 - komplexe Zahl):

�

^

A

y

�

y

=

^

A; (2.52)

�

^

A+

^

B

�

y

=

^

A

y

+

^

B

y

; (2.53)

�




^

A

�

y

= 


�

^

A

y

; (2.54)

�

^

A

^

B

�

y

=

^

B

y

^

A

y

: (2.55)

Ein Operator

^

A hei�t hermites
h, wenn

^

A

y

=

^

A (2.56)

gilt.

Gem

�

a� (2.32) und (2.50) lautet der Erwartungswert von A

A =

Z

dq  

�

(q)

^

A (q) =

Z

dq

�

^

A

y

 (q)

�

�

 (q); (2.57)

und somit gilt wegen

A

�

=

Z

dq  

�

(q)

^

A

y

 (q) (2.58)

die Glei
hung

A�A

�

=

Z

dq  

�

(q)

�

^

A�

^

A

y

�

 (q): (2.59)

Wenn A eine Observable ist, mu� A reell sein, d.h., es mu�

A = A

�

;

Z

dq  

�

(q)

�

^

A�

^

A

y

�

 (q) = 0 (2.60)
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gelten, woraus [da  (q) beliebig℄

^

A =

^

A

y

(2.61)

folgt. Umgekehrt folgt nat

�

urli
h f

�

ur hermites
hes

^

A aus (2.59), da� A

reell ist.Observablen entspre
hen also hermites
he Operatoren.

Wir wollen annehmen, da� die Observable A zu dem betra
hteten

vollst

�

andigen Satz von vertr

�

agli
hen Observablen G geh

�

ort bzw. eine

Funktion von G ist, A= f(G). In diesem Fall geh

�

ort der hermites
he

Operator

^

A zu dem vollst

�

andigen Satz von hermites
hen Operatoren

^

G bzw. ist eine Funktion von diesen. Die Me�werte von A, d.h. die

Werte, die die Gr

�

o�e A annehmen kann, sind dann einfa
h die Werte

a

n

= f(g

n

), und es gilt die Eigenwertglei
hung

^

A'

n

(q) = f(g

n

)'

n

(q) = a

n

'

n

(q): (2.62)

Bekanntli
h hatten wir die Eigenwerte als reell und die Eigenfunktio-

nen '

n

(q) als zueinander orthogonal vorausgesetzt. Da wir nunmehr

wissen, da�

^

A hermites
h sein mu�, bleibt also no
h zu zeigen, da�

hermites
he Operatoren tats

�

a
hli
h reelle Eigenwerte und orthogonale

Eigenfunktionen besitzen. Mit der Eigenwertglei
hung

^

A'

n

(q) = a

n

'

n

(q) (2.63)

gilt die komplex konjugierte Glei
hung

�

^

A'

n

0

(q)

�

�

= a

�

n

0

'

�

n

0

(q): (2.64)

Wir multiplizieren (2.63) mit '

�

n

0

(q) sowie (2.64) mit '

n

(q) und inte-

grieren

�

uber q:

Z

dq '

�

n

0

(q)

^

A'

n

(q) = a

n

Z

dq '

�

n

0

(q)'

n

(q); (2.65)

Z

dq

�

^

A'

n

0

(q)

�

�

'

n

(q) = a

�

n

0

Z

dq '

�

n

0

(q)'

n

(q): (2.66)

Da na
h Voraussetzung

^

A=

^

A

y

ist, sind die re
hten Seiten der beiden

Glei
hungen einander glei
h, und folgli
h gilt

(a

�

n

0

� a

n

)

Z

dq '

�

n

0

(q)'

n

(q) = 0: (2.67)
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Speziell f

�

ur n=n

0

ergibt si
h

(a

�

n

� a

n

)

Z

dq j'

n

(q)j

2

| {z }

> 0

= 0; (2.68)

d.h., die Eigenwerte sind tats

�

a
hli
h reell,

a

�

n

= a

n

: (2.69)

Betra
hten wir nunmehr den Fall n 6=n

0

. Ist a

n

6= a

n

0

, so f

�

uhrt (2.67)

[zusammen mit (2.69)℄ auf

(a

n

0

� a

n

)

| {z }

6= 0

Z

dq '

�

n

0

(q)'

n

(q) = 0; (2.70)

d.h. die Orthogonalit

�

at der Eigenfunktionen,

Z

dq '

�

n

0

(q)'

n

(q) = 0: (2.71)

Da neben A no
h weitere Gr

�

o�en zu dem vollst

�

andigen Satz von ver-

tr

�

agli
hen Observablen G geh

�

oren k

�

onnen, k

�

onnen zu einem Eigenwert

von A mehrere Eigenfunktionen existieren. Existieren k vers
hiedene

Eigenfunktionen '

ni

(q) zum Eigenwert a

n

,

^

A'

ni

(q) = a

n

'

ni

(q) (i = 1; 2; 3; : : : ; k); (2.72)

kann der Wert a

n

der Gr

�

o�e A in k vers
hiedenen Zust

�

anden realisiert

werden. Man spri
ht in diesem Zusammenhang von einer k-fa
hen Ent-

artung des Zustands bez

�

ugli
h des Eigenwerts a

n

der Gr

�

o�e A. Bei den

Funktionen '

ni

(q) kann i. allg. ni
ht davon ausgegangen werden, da�

sie von vorn herein orthogonal sind,

Z

dq '

�

ni

(q)'

ni

0

(q) 6= 0 (i 6= i

0

): (2.73)

Es k

�

onnen jedo
h immer Linearkombinationen dieser Funktionen ge-

funden werden, die orthogonal sind. Es ist klar, da� die zu einem Ei-
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genwert a

n

geh

�

origen Eigenfunktionen '

ni

(q) als linear unabh

�

angig an-

genommen werden d

�

urfen, so da� si
h die Glei
hung

k

X

i=1




i

'

ni

(q) = 0 (2.74)

nur f

�

ur 


i

=0 (i=1; 2; 3; : : : ; k) erf

�

ullen l

�

a�t. W

�

are dies ni
ht der Fall,

so k

�

onnten eine oder mehrere Funktionen dur
h andere Funktionen

ausgedr

�

u
kt werden und die tats

�

a
hli
he Anzahl von Eigenfunktionen

w

�

are folgli
h kleiner als k. F

�

ur den Fall, da� die gefundenen '

ni

(q) ni
ht

orthogonal sind, kann eine lineare Transformation

'

0

ni

(q) =

k

X

j=1




ij

'

nj

(q) (i = 1; 2; 3; : : : ; k) (2.75)

dur
hgef

�

uhrt werden, wobei die transformierten Funktionen '

0

ni

(q)

ebenfalls einen m

�

ogli
hen Satz von Eigenfunktionen repr

�

asentieren,

^

A'

0

ni

(q) = a

n

'

0

ni

(q) (i = 1; 2; 3; : : : ; k): (2.76)

Die 


ij

k

�

onnen nun so bestimmt werden, da� die transformierten Wel-

lenfunktionen orthogonal sind,

Z

dq '

0

ni

�

(q)'

0

ni

0

(q) = Æ

ii

0

: (2.77)

Einsetzen von (2.75) in (2.77) liefert das Glei
hungssystem

k

X

j;j

0

=1




�

ij




i

0

j

0

s

jj

0

= Æ

ii

0

; (2.78)

wobei die s

jj

0

die gem

�

a�

s

jj

0

=

Z

dq '

�

nj

(q)'

nj

0

(q) (2.79)

de�nierten

�

Uberlappungsintegrale der Ausgangswellenfunktionen

sind. Ein praktis
hes Verfahren zur s
hrittweisen Konstruktion von or-

thogonalen Zust

�

anden ist das S
hmidts
he Orthogonalisierungsverfah-

ren.
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2.3 Darstellungen

Ausgangspunkt unserer bisherigen

�

Uberlegungen war die Wellenfunk-

tion  (q), d.h. die Wahrs
heinli
hkeitsamplituden f

�

ur Koordinatenmes-

sungen. Die (Gesamtheit der) Koordinaten spielte dabei die Rolle eines

vollst

�

andigen Satzes von vertr

�

agli
hen Observablen. Wie wir gesehen

haben, kann dann jeder Gr

�

o�e A= f(q; p) ein (im Falle einer Obser-

vablen hermites
her) Operator

^

A zugeordnet werden, und f

�

ur das k-te

Moment von A in dem Zustand mit der Wellenfunktion  (q) gilt:

A

k

=

Z

dq  

�

(q)

^

A

k

 (q)

(2.80)

Sind alle Momente von A bekannt, ist bekanntli
h die komplette Stati-

stik vonA bekannt. Ist speziell die Gr

�

o�eA eine reine Koordinatenfunk-

tion, A= f(q), so ist

^

A einfa
h der multiplikative Operator

^

A= f(q)

und (2.80) vereinfa
ht si
h zu

A

k

=

Z

dq f

k

(q) j (q)j

2

: (2.81)

Betra
hten wir nun wieder einen von den Koordinaten q vers
hie-

denen vollst

�

andigen Satz von vertr

�

agli
hen Observablen G mit den (als

diskret angenommenen) Me�werten g

n

. Wie wir gesehen haben, lassen

si
h die den Me�werten g

n

entspre
henden Wahrs
heinli
hkeitsampli-

tuden  

n

gem

�

a� (2.8) und (2.15) in eindeutiger Weise dur
h die Wahr-

s
heinli
hkeitsamplituden  (q) f

�

ur Koordinatenmessungen ausdr

�

u
ken.

Das hei�t, der Zustand des quantenme
hanis
hen Systems kann an-

stelle der Wahrs
heinli
hkeitsamplituden (Wellenfunktion)  (q) au
h

dur
h die Wahrs
heinli
hkeitsamplituden  

n

bes
hrieben werden. Ist

insbesondere A eine physikalis
he Gr

�

o�e, die si
h als Funktion von G

darstellen l

�

a�t, A= f(G), so ergibt si
h gem

�

a� (2.21) das k-te Moment

von A als

A

k

=

X

n

a

k

n

j 

n

j

2

=

X

n

f

k

(g

n

) j 

n

j

2

: (2.82)

Diese Glei
hung ist o�ensi
htli
h die (diskrete) Entspre
hung der Glei-


hung (2.81).
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Es stellt si
h die Frage, wie bei gegebenen Wahrs
heinli
hkeitsam-

plituden  

n

die Momente einer Gr

�

o�e A, die eine beliebige Funktion der

Koordinaten und Impulse ist und ni
ht zu dem betra
hteten vollst

�

andi-

gen Satz von vertr

�

agli
hen Observablen G geh

�

ort, zu bere
hnen sind.

Betra
hten wir zun

�

a
hst den Mittelwert von A. Wir verwenden (2.8)

und erhalten aus (2.80)

A =

Z

dq  

�

(q)

^

A (q)

=

X

n

 

�

n

X

n

0

�

Z

dq '

�

n

(q)

^

A'

n

0

(q)

�

| {z }

A

nn

0

 

n

0

; (2.83)

also

A =

X

n

 

�

n

X

n

0

A

nn

0

 

n

0

(2.84)

mit der Matrix

A

nn

0

=

Z

dq '

�

n

(q)

^

A'

n

0

(q); (2.85)

wobei [f

�

ur reelles A und somit hermites
hes

^

A℄

A

�

nn

0

= A

n

0

n

(2.86)

gilt [vgl. (2.23) { (2.25)℄.

9

Ordnen wir der Gr

�

o�e A einen (linearen)

Operator

^

A zu, dessen Anwendung auf  

n

gem

�

a�

^

A 

n

=

X

n

0

A

nn

0

 

n

0

(2.87)

de�niert ist [vgl. (2.27)℄, so kann die Mittelwertsglei
hung (2.84) in der

Form

A =

X

n

 

�

n

^

A 

n

(2.88)

9

Ist speziell A= f(q), dann ist A

nn

0

=

R

dq f(q)'

�

n

(q)'

n

0

(q); vgl. (2.24).
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ges
hrieben werden [vgl. (2.27)℄. Man

�

uberzeugt si
h uns
hwer davon,

da� die f

�

ur die Bere
hnung von A

2

relevante Matrix die Produktmatrix

X

n

00

A

nn

00

A

n

00

n

0

=

Z

dq '

�

n

(q)

^

A

2

'

n

0

(q) (2.89)

ist [vgl. (2.26)℄. Damit ergibt si
h f

�

ur das k-te Moment der Gr

�

o�e A

das folgende Ergebnis:

A

k

=

X

n

 

�

n

^

A

k

 

n

(2.90)

Es ist klar, da� diese Glei
hung die (diskrete) Entspre
hung der Glei-


hung (2.80) ist. Ist speziell A= f(G), so ist [in

�

Ubereinstimmung mit

(2.82)℄℄

^

A einfa
h ein multiplikativer Operator, d.h.

^

A= f(g

n

), und ent-

spre
hend ist

^

A

k

= f

k

(g

n

).

Die gefundenen Ergebnisse zeigen, da� sowohl die (kontinuierli
hen)

Wahrs
heinli
hkeitsamplituden (Wellenfunktion)  (q) als au
h die (dis-

kreten) Wahrs
heinli
hkeitsamplituden  

n

s

�

amtli
he erlangbare Infor-

mation

�

uber das quantenme
hanis
he System enthalten und somit den

Zustand des Systems vollst

�

andig bes
hreiben. Sie repr

�

asentieren somit

zwei m

�

ogli
he Darstellungen des glei
hen Zustands des Systems. Dieser

Sa
hverhalt l

�

a�t si
h zusammenfassend wie folgt formulieren:

Jeder vollst

�

andige Satz von vertr

�

agli
hen Observablen G eines quan-

tenme
hanis
hen Systems de�niert (

�

uber die Wahrs
heinli
hkeitsam-

plituden f

�

ur diese Observablen) eine spezielle Darstellung des Zu-

stands des Systems, die G-Darstellung. Die konkrete Gestalt quan-

tenme
hanis
her Operatoren h

�

angt folgli
h von der jeweils gew

�

ahlten

Darstellung ab.

Werden der Bes
hreibung eines quantenme
hanis
hen Systems die Ko-

ordinaten als vollst

�

andiger Satz vertr

�

agli
her Observablen zugrunde ge-

legt (so da� der Zustand des Systems dur
h eine Wellenfunktion  (q)
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harakterisiert werden kann), spri
ht man

�

ubli
herweise von der Orts-

darstellung, in der insbesondere die Wirkung von Koordinaten- und

Impulsoperatoren auf  (q) gem

�

a� (2.43) de�niert ist. Wie wir no
h se-

hen werden, gibt es beliebig viele Darstellungen, so da� die Gesetze der

Quantentheorie in unters
hiedli
hster Weise formuliert werden k

�

onnen.

In unseren bisherigen

�

Uberlegungen haben wir vorrangig angenom-

men, da� der vollst

�

andige Satz vertr

�

agli
her Observablen G ein dis-

kretes Spektrum besitzt. Dies mu� nat

�

urli
h ni
ht der Fall sein, wie

bereits das als Ausgangspunkt unserer

�

Uberlegungen gew

�

ahlte Beispiel

der Koordinaten zeigt. Ein anderes Beispiel f

�

ur einen vollst

�

andigen Satz

vertr

�

agli
her Observablen mit kontinuierli
hem Spektrum stellen die

Impulse dar. Wir wollen die f

�

ur vollst

�

andige S

�

atze von Observablen

mit diskreten Spektren gefundenen Ergebnisse auf sol
he mit kontinu-

ierli
hen Spektren verallgemeinern.

Es seiG ein sol
her vollst

�

andiger Satz vertr

�

agli
her Observablen mit

kontinuierli
hem Spektrum. Wir wollen die (kontinuierli
hen) Eigen-

werte mit g und die Eigenfunktionen mit '(g) bezei
hnen.

�

Ahnli
h wie

die Wellenfunktion  (q) eines quantenme
hanis
hen Systems na
h den

Eigenfunktionen von Observablen mit diskreten Spektren entwi
kelt

werden kann, kann sie au
h { diesmal jedo
h in Form von Integralen {

na
h Eigenfunktionen von Observablen mit kontinuierli
hen Spektren

entwi
kelt werden:

 (q) =

Z

dg  (g)'(g; q)

(2.91)

[vgl. (2.8)℄ Die

"

Gewi
htsfaktoren\  (g), die nunmehr Funktionen von

g sind, lassen si
h wieder als Wahrs
heinli
hkeitsamplituden in dem

Sinne interpretieren, da�

dW (g) = j (g)j

2

dg

(2.92)

die Wahrs
heinli
hkeit daf

�

ur ist, bei einer Messung von G den Wert

von g im Intervall g, g+dg zu �nden [vgl. (2.9)℄. Da mit Si
herheit
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irgendein Wert gefunden wird, mu� nunmehr

Z

dg j (g)j

2

=

Z

dg  

�

(g) (g) = 1

(2.93)

gelten [vgl. (2.10)℄. Analog der Argumentation, mit der auf die Glei-


hung (2.15) ges
hlossen werden konnte, erhalten wir die Umkehrung

der Glei
hung (2.91):

 (g) =

Z

dq  (q)'

�

(g; q)

(2.94)

Wir setzen  (q) aus (2.91) in (2.94) ein und erhalten

 (g) =

Z

dg

0

 (g

0

)

Z

dq '

�

(g; q)'(g

0

; q)

| {z }

Æ(g � g

0

)

: (2.95)

Das q-Integral mu� o�ensi
htli
h f

�

ur alle g

0

6= g vers
hwinden. F

�

ur g

0

= g

mu� es unendli
h sein, anderenfalls erg

�

abe die Integration Null. Das

hei�t, das q-Integral kann als eine Funktion von g� g

0

aufgefa�t werden,

die f

�

ur alle von Null vers
hiedenen Werte des Arguments glei
h Null

ist, f

�

ur vers
hwindendes Argument divergiert und deren Integral mit

einer Testfunktion diese an der singul

�

aren Stelle liefert. Dies ist jedo
h

genau wieder die De�nition der Æ-Funktion [vgl. die Argumentation

im Zusammenhang mit der Glei
hung (2.19)℄, und somit lautet die

Verallgemeinerung der Orthonormierungsbedingung (2.17) wie folgt:

Z

dq '

�

(g; q)'(g

0

; q) = Æ(g � g

0

)

(2.96)

Wie im Falle eines diskreten Spektrums sind die Funktionen '(g; q) und

'(g

0

; q) f

�

ur g

0

6= g zueinander orthogonal. Im Gegensatz zu einem dis-

kreten Spektrum divergieren die Integrale

�

uber die Quadrate j'(g; q)j

2
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im Sinne von Æ-Funktionen. S
hlie�li
h ergibt si
h in Verallgemeinerung

der der Vollst

�

andigkeitsrelation (2.19):

Z

dg '

�

(g; q)'(g; q

0

) = Æ(q � q

0

)

(2.97)

Die Glei
hungen (2.96) und (2.97) zeigen deutli
h die relative Be-

deutung von Orthogonalit

�

at und Vollst

�

andigkeit. W

�

ahrend in der q-

Darstellung mit (2.91) als Ausgangsglei
hung die Glei
hung (2.96) die

Rolle der Orthogonalit

�

atsrelation und die Glei
hung (2.97) die Rolle der

Vollst

�

andigkeitsrelation spielt, ist es in der G-Darstellung gerade um-

gekehrt. Hier ist (2.94) als Ausgangsglei
hung anzusehen, und folgli
h

�

ubernimmt die Glei
hung (2.96) die Rolle der Vollst

�

andigkeitsrelation

und entspre
hend die Glei
hung (2.97) die Rolle der Orthogonalit

�

ats-

relation.

Im allgemeinen hat man es mit vollst

�

andigen S

�

atzen vertr

�

agli
her

Observablen zu tun, die sowohl diskrete als au
h kontinuierli
he Spek-

tralanteile enthalten. So stellen beispielsweise die drei kartesis
hen Ko-

ordinaten (mit kontinuierli
hen Spektren) f

�

ur ein Teil
hen mit von Null

vers
hiedenem inneren Drehimpuls (Abs
hnitt 5.1.2) f

�

ur si
h allein ge-

nommen keinen vollst

�

andigen Satz vertr

�

agli
her Observablen dar. Erst

dur
h die Hinzunahme des inneren Drehimpulses mit seinem diskreten

Spektrum wird daraus ein vollst

�

andiger Satz. Ferner kann das Spek-

trum ein und derselben physikalis
hen Gr

�

o�e (wie etwa das Spektrum

der Energie eines Teil
hens in einem

�

au�eren Potential) in bestimmten

Energieberei
hen diskret und in anderen kontinuierli
h sein (Abs
hnitt

3.4.1). In all diesen F

�

allen sind die oben f

�

ur den rein diskreten bzw.

rein kontinuierli
hen Fall angegebenen Formeln sinngem

�

a� anzuwen-

den. Unabh

�

angig von der Art der konkreten Spektren wird der Ein-

fa
hheit und

�

Ubersi
htli
hkeit wegen h

�

au�g die diskrete S
hreibweise

bevorzugt.
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2.4 Die S
hr

�

odinger-Glei
hung

Wie wir gesehen haben, kann der Zustand eines quanteme
hanis
hen

Systems in der Ortsdarstellung zu einem beliebig herausgegri�enen

Zeitpunkt dur
h eine Wellenfunktion  (q) bes
hrieben werden. Wenn

das System einer zeitli
hen Entwi
klung unterliegt, werden si
h folg-

li
h die Wellenfunktionen  (q; t

1

) und  (q; t

2

), die die Zust

�

ande des

Systems zu zwei vers
hiedenen Zeitpunkten t

1

und t

2

bes
hreiben, i.

allg. unters
heiden. Auf Grund des Superpositionsprinzips f

�

ur Wellen-

funktionen kann davon ausgegangen werden, da�  (q; t) einer linearen

partiellen Di�erentialglei
hung gen

�

ugt.

Um diese zu �nden, sei zun

�

a
hst bemerkt, da� die Quantenme
ha-

nik die klassis
he Me
hanik als Grenzfall enthalten mu�. Betra
hten

wir beispielsweise ein Elektron. In der klassis
hen Me
hanik wird es

als (Punkt-)Teil
hen angesehen, das si
h l

�

angs einer Bahnkurve be-

wegt, die dur
h die Newtons
hen Bewegungsglei
hungen vollkommen

bestimmt ist. Demgegen

�

uber wird bei der quantenme
hanis
hen Zu-

standsbes
hreibung mittels einer Wellenfunktion das Elektron als ein

(Wellen-)Feld aufgefa�t. In der (klassis
hen) Elektrodynamik besteht

zwis
hen geometris
her Optik und Wellenoptik in gewissem Sinne ei-

ne analoge We
hselbeziehung wie zwis
hen klassis
her Me
hanik und

Quantenme
hanik. Die wellenm

�

a�ige Ausbreitung von Li
ht wird in der

Wellenoptik dur
h elektromagnetis
he Felder bes
hrieben, die die (ho-

mogenen) Maxwell-Glei
hungen als lineares partielles Di�erentialglei-


hungssystem in Raum und Zeit befriedigen. Dagegen wird im Grenzfall

der geometris
hen Optik die Li
htausbreitung entlang von bestimmten

Trajektorien, den Strahlen, bes
hrieben. Es liegt nahe anzunehmen,

da� der

�

Ubergang von der Quantenme
hanik zur klassis
hen Me
ha-

nik in gewisser Weise analog zum

�

Ubergang von der Wellenoptik zur

geometris
hen Optik ist.

In der geometris
hen Optik wird angenommen, da� si
h Fl

�

a
hen

konstanter Phase ausbreiten, deren orthogonale Trajektorien die Li
ht-

strahlen sind, und die Kr

�

ummungen der Fl

�

a
hen ni
ht zu gro� sind,

so da� kleine Teil


�

a
hen als Ebenen angesehen werden k

�

onnen. Es sei

n(r) der (reelle) Bre
hungsindex des transparenten Mediums, in dem
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die Li
htausbreitung erfolgt und u(r; t)

u(r; t) = a(r)e

i�(r;t)

(2.98)

eine (beliebige) Feldkomponente einer elektromagnetis
hen Welle gege-

bener Frequenz !, so da�

�(r; t) = �

0

(r)� !t (2.99)

gilt. Ist die Wellenl

�

ange �

0

= 2�=k

0

=2�
=! gen

�

ugend klein gegen

�

uber

der r

�

aumli
hen

�

Anderung des Bre
hungsindexes und der Amplituden-

funktion a(r), folgt aus der Wellenglei
hung f

�

ur u(r; t), da� die Pha-

senfunktion der Eikonalglei
hung

10

[r�

0

(r)℄

2

= k

2

0

n

2

(r) (2.100)

gen

�

ugt, woraus f

�

ur den Strahlgang r(s)

r�

0

(r) = k

0

n(r)

dr

ds

(2.101)

(s - Bogenl

�

ange) folgt. Mit

d�

0

(r)

ds

= k

0

n(r) (2.102)

erhalten wir somit die Strahlenglei
hung

d

ds

�

n(r)

dr

ds

�

=rn(r): (2.103)

Es l

�

a�t si
h zeigen, da� diese Strahlenglei
hung aus dem als Fermat-

s
hes Prinzip bekannten Extremalprinzip

Z

r

2

r

1

ds n(r) = Extremum (2.104)

10

In der geometris
hen Optik spri
ht man

�

ubli
herweise ni
ht von der Phase, sondern vom Eiko-

nal.
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herleitbar ist, das besagt, da� die optis
he L

�

ange eines Li
htstrahls

zwis
hen zwei festen Punkten r

1

und r

2

extremal (meistens minimal)

ist. Gem

�

a� (2.102) hei�t dies aber ni
hts anderes, als da� die Phase

�

0

(r) = k

0

Z

r

r

0

ds n(r) (2.105)

[und damit nat

�

urli
h au
h �(r; t) aus (2.99)℄ extremal wird. Da die Wel-

lenl

�

ange sehr klein ist, ist die Phase o�enbar sehr s
hnell ver

�

anderli
h

und nimmt dabei sehr gro�e Werte an.

Ebenso wie in der geometris
hen Optik eine Spur von Wellen in

Form von bewegten Wellen


�

a
hen { die die Strahlen zu konstruieren

gestatten { gibt es in Form vonWirkungswellen bereits eine Spur von

Wellen in der klassis
hen Punktme
hanik. Die 
harakteristis
hen, von

der Wellenl

�

ange abh

�

angigen Eigens
haften dieser Wellen (wie Interfe-

renz und Beugung) treten jedo
h ebensowenig in Ers
heinung wie die

entspre
henden Eigens
haften von Li
htwellen unter den Bedingungen

der geometris
hen Optik. So entspri
ht die Eikonalglei
hung (2.100)

der geometris
hen Optik genau der verk

�

urzten Hamilton-Jakobi-

Glei
hung der klassis
hen Me
hanik f

�

ur ein Teil
hen in einem kon-

servativen Kraftfeld,

[rS

0

(r)℄

2

= 2m[E � V (r)℄; (2.106)

wobei die verk

�

urzte Wirkungsfunktion S

0

(r) und die Wirkungsfunk-

tion S(r; t)

�

uber die Beziehung

S(r; t) = S

0

(r)� Et (2.107)

miteinander verkn

�

upft sind.

11

Entspre
hend eng ist die Analogie zum

Fermats
hen Prinzip (2.104): Die erlaubten Bahnkurven als orthogona-

le Trajektorien der Fl

�

a
hen S=
onst: folgen aus dem Extremalprinzip

Z

r

2

r

1

ds

p

E � V (r) = Extremum: (2.108)

Fassen wir die klassis
he Me
hanik als Grenzfall der Quantenme
ha-

nik im Sinne einer Wellenme
hanik auf, so liegt es nahe anzunehmen,

11

Siehe Abs
hnitt 4.5 der Me
hanik-Vorlesung.



2.4. DIE SCHR

�

ODINGER-GLEICHUNG 37

da� si
h in diesem Grenzfall die Wellenfunktion in der Form

 = ae

i�

(2.109)

mit einer nahezu konstanten Amplitude a und einer s
hnell ver

�

ander-

li
hen, gro�e Werte annehmenden Phase � s
hreiben l

�

a�t, wobei die

Phasenfunktion � in (2.109) proportional zur Wirkungsfunktion sein

sollte,

� � S: (2.110)

Der Proportionalit

�

atsfaktor ist von der Dimension her eine inverse Wir-

kung. Diese Wirkung mu� o�enbar hinrei
hend klein sein, damit � ent-

spre
hend gro� wird. Wie die Erfahrung gezeigt hat, ist diese Wirkung

gerade die Plan
ks
he Konstante,

� =

S

~

: (2.111)

Wir fassen die obigen

�

Uberlegungen zusammen und setzen [gem

�

a�

(2.109) und (2.111)℄ die Wellenfunktion eines

"

beinahe klassis
hen\

(quasiklassis
hen) Systems in der Form

 = ae

iS=~

(2.112)

an.

Wie wir wissen, ist der Zustand eines quantenme
hanis
hen Systems

zu einem beliebig gew

�

ahlten Zeitpunkt t dur
h die Vorgabe der Wellen-

funktion  (q; t) vollst

�

andig bestimmt. Die Erfahrung besagt nun, da�

das Axiom dahingehend vers
h

�

arft werden kann, da� dur
h Vorgabe

von  (q; t) ni
ht nur alle Eigens
haften des Systems zum gew

�

ahlten

Zeitpunkt t bestimmt sind, sondern au
h das Verhalten des Systems zu

allen zuk

�

unftigen Zeitpunkten bestimmt ist. Mathematis
h bedeutet

dies, da� die Werte der zeitli
hen Ableitung der Wellenfunktion � =�t

zu einem beliebig herausgegri�enen Zeitpunkt dur
h die Werte der Wel-

lenfunktion  zu genau diesem Zeitpunkt bestimmt sein m

�

ussen. Wegen

des Superpositionsprinzips mu� dieser Zusammenhang o�enbar linear

sein, so da� wir

i~

� (q; t)

�t

=

^

O (q; t) (2.113)
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s
hreiben k

�

onnen, wobei

^

O ein (zun

�

a
hst no
h unbekannter) linearer

Hilbert-Raum-Operator ist.

12

Sehen wir uns einige Eigens
haften des Operators

^

O an. Aus der zu

allen Zeiten geltenden Normierungsbedingung (2.3)

Z

dq j (q; t)j

2

= 1 (2.114)

folgt

d

dt

Z

dq j (q; t)j

2

= 0 (2.115)

bzw.

Z

dq

� 

�

(q; t)

�t

 (q; t) +

Z

dq  

�

(q; t)

� (q; t)

�t

= 0: (2.116)

Wir ersetzen hier die zeitli
hen Ableitungen von  

�

und  gem

�

a�

(2.113) und erhalten

�

Z

dq  (q; t)

^

O

�

 

�

(q; t) +

Z

dq  

�

(q; t)

^

O (q; t) = 0; (2.117)

woraus mit der De�nition (2.51) des hermites
h adjungierten Operators

�

Z

dq  

�

(q; t)

^

O

y

 (q; t) +

Z

dq  

�

(q; t)

^

O (q; t)

=

Z

dq  

�

(q; t)

�

^

O

y

�

^

O

�

 (q; t) = 0 (2.118)

folgt, d.h. (da  beliebig),

^

O mu� ein hermites
her Operator sein,

^

O

y

=

^

O; (2.119)

und somit einer Observablen (spri
h me�baren Gr

�

o�e) entspre
hen.

Um die Frage zu beantworten, wel
her physikalis
hen Gr

�

o�e der

Operator

^

O entspri
ht, betra
hten wir den im klassis
hen Grenzfall

12

Der Faktor i~ ist hier rein formal eingef

�

uhrt worden und k

�

onnte nat

�

urli
h (was si
h als ni
ht

zwe
km

�

a�ig erweisen wird) dem Operator

^

O zuges
hlagen werden.
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g

�

ultigen Ausdru
k (2.112) f

�

ur die Wellenfunktion. Zeitli
he Di�eren-

tiation liefert

� 

�t

=

�a

�t

|{z}

� 0

e

iS=~

+ ae

iS=~

i

~

�S

�t

'

i

~

�S

�t

ae

iS=~

| {z }

 

: (2.120)

Im (quasi-)klassis
hen Grenzfall mu� die Wellenfunktion also der Glei-


hung

i~

� 

�t

= �

�S

�t

 (2.121)

gen

�

ugen. Die Wirkung des Operators

^

O reduziert si
h also auf die ein-

fa
he Multiplikation mit der Gr

�

o�e ��S=�t. Wie bereits aus (2.107)

zu ersehen ist, ist diese Gr

�

o�e jedo
h ni
hts anderes als die Hamilton-

Funktion des Systems:

�

�S

�t

= E = H: (2.122)

Wir kommen somit zu dem S
hlu�, da� der (hermites
he) Operator

^

O in der Wellenglei
hung (2.113) der Operator ist, der der physikali-

s
hen Gr

�

o�e Hamilton-Funktion zuzuordnen ist, d.h.

^

O =

^

H: (2.123)

Der Operator

^

H wird

�

ubli
herweise als Hamilton-Operator bezei
h-

net. Ist die Gestalt des Hamilton-Operators bekannt, bestimmt die als

S
hr

�

odinger-Glei
hung bekannte Wellenglei
hung

i~

� (q; t)

�t

=

^

H (q; t)

(2.124)

zusammen mit der Normierungsbedingung

Z

dq j (q; t)j

2

= 1

(2.125)
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die zeitli
he Entwi
klung der Wellenfunktion und somit des Zustands

eines quantenme
hanis
hen Systems. Ist die Normierungsbedingung zu

irgendeinem (Angangs-)Zeitpunkt t= t

0

erf

�

ullt, ist sie zu allen Zeit-

punkten erf

�

ullt.

Den obigen

�

Uberlegungen haben wir die Ortsdarstellung zugrunde

gelegt. Es ist klar, da� von der S
hr

�

odinger-Glei
hung (2.124) in Orts-

darstellung zu der S
hr

�

odinger-Glei
hung in einer beliebigen Darstel-

lung

�

ubergegangen werden kann, d.h. zu der Glei
hung, die die zeitli-


he Entwi
klung beliebiger Wahrs
heinli
hkeitsamplituden bes
hreibt.

Ma
hen wir beispielsweise von (2.8) und (2.15) Gebrau
h [ 

n

! 

n

(t),

 (q)! (q; t)℄, so geht (2.124) o�ensi
htli
h in

i~

� 

n

(t)

�t

=

^

H 

n

(t)

(2.126)

�

uber, wobei die Anwendung des Hamilton-Operator

^

H auf  

n

(t) gem

�

a�

(2.87) [zusammen mit (2.85)℄ de�niert ist,

^

H 

n

(t) =

X

n

0

H

nn

0

 

n

0

(t); (2.127)

H

nn

0

=

Z

dq '

�

n

(q)

^

H'

n

0

(q): (2.128)

2.5 Zeitli
he Entwi
klung von Erwar-

tungswerten

Mit der S
hr

�

odinger-Glei
hung (2.124) sind wir nunmehr in der Lage,

Bewegungsglei
hungen f

�

ur Erwartungswerte der vers
hiedensten Sy-

stemgr

�

o�en zu formulieren. Betra
hten wir der Allgemeinheit wegen

eine explizit zeitabh

�

angige Gr

�

o�e A. Der ihr zugeordnete Operator sei

^

A = f(q̂; p̂; t): (2.129)

Die Ableitung von

^

A na
h dem (Zeit-)Parameter t sei gem

�

a�

�

^

A

�t

= lim

�!0

f(q̂; p̂; t+ �)� f(q̂; p̂; t)

�

(2.130)
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de�niert, und f

�

ur die Ableitung von

^

A beispielsweise na
h p̂ gelte

13

�

^

A

�p̂

= lim

�!0

f(q̂; p̂+ �

^

I; t)� f(q̂; p̂; t)

�

(2.131)

(

^

I - Einheitsoperator). Wir bere
hnen die (totale) Zeitableiung des Er-

wartungswerts

A(t) �




^

A(t)

�

=

Z

dq  

�

(q; t)

^

A (q; t) (2.132)

und erhalten zun

�

a
hst

d

dt




^

A

�

=

Z

dq  

�

(q; t)

�

^

A

�t

 (q; t)

+

Z

dq

� 

�

(q; t)

�t

^

A (q; t) +

Z

dq  

�

(q; t)

^

A

� (q; t)

�t

: (2.133)

Unter Verwendung der S
hr

�

odinger-Glei
hung (2.124) wird daraus

d

dt




^

A

�

=

Z

dq  

�

(q; t)

�

^

A

�t

 (q; t)

�

1

i~

Z

dq

�

^

H (q; t)

�

�

^

A (q; t) +

1

i~

Z

dq  

�

(q; t)

^

A

^

H (q; t); (2.134)

und wegen der Hermitezit

�

at des Hamilton-Operators folgt [vgl (2.50)℄

d

dt




^

A

�

=

Z

dq  

�

(q; t)

1

i~

�

^

A

^

H �

^

H

^

A

�

 (q; t)

+

Z

dq  

�

(q; t)

�

^

A

�t

 (q; t): (2.135)

Wir wollen mit

�

^

A;

^

B

�

=

^

A

^

B �

^

B

^

A (2.136)

13

Ist insbesondere q̂ der multiplikative Operator q, dann reduziert si
h die Operatorableitung na
h

q̂ auf eine gew

�

ohnli
he Paramterableitung gem

�

a� (2.130).
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den Kommutator zweier Operatoren

^

A und

^

B bezei
hnen. Die Glei-


hung (2.135) nimmt somit die folgende Gestalt an:

d

dt




^

A

�

=

1

i~


�

^

A;

^

H

��

+

�

�

^

A

�t

�

(2.137)

Wir wenden die Glei
hung (2.137) speziell auf die Koordinaten und

Impulse an und erhalten

d

dt




q̂

�

�

=

1

i~


�

q̂

�

;

^

H

��

; (2.138)

d

dt




p̂

�

�

=

1

i~


�

p̂

�

;

^

H

��

: (2.139)

Wie die S
hr

�

odinger-Glei
hung ist au
h die Glei
hung (2.137) in jeder

Darstellung g

�

ultig, was nat

�

urli
h au
h auf die Glei
hungen (2.138) und

(2.139) zutri�t. Ist

^

A ni
ht explizit zeitabh

�

angig und kommutiert

^

A mit

^

H, [

^

A;

^

H℄ = 0, so gilt

d

dt




^

A

�

= 0 ;




^

A

�

= 
onst.; (2.140)

d.h., A ist Erhaltungsgr

�

o�e.

Die quantenme
hanis
he Glei
hung (2.137) entspri
ht in gewisser

Weise der klassis
hen Glei
hung

dA

dt

=

�

A;H

	

+

�A

�t

(2.141)

mit

�

A;H

	

=

X

�

�

�A

�q

�

�H

�p

�

�

�H

�q

�

�A

�p

�

�

(2.142)

als der Poisson-Klammer der Systemgr

�

o�e A mit der Hamilton-Funk-

tion H des Systems. Speziell die Glei
hungen (2.138) und (2.139) ent-

spre
hen den klassis
hen kanonis
hen Bewegungsglei
hungen

dq

�

dt

= fq

�

; Hg; (2.143)
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dp

�

dt

= fp

�

; Hg: (2.144)

Der

�

Ubergang von der klassis
hen Me
hanik zur Quantenme
ha-

nik kann folgli
h in dem Sinne verstanden werden, da� klassis
h-

deterministis
he Bewegungsglei
hungen nunmehr als Glei
hungen f

�

ur

quantenme
hanis
he Mittelwerte zu interpretieren sind, wobei bei der

Mittelwertbildung mit der Systemwellenfunktion  (q; t) jede System-

gr

�

o�e A dur
h den ihr entspre
henden Operator

^

A und insbesondere

die Gr

�

o�e Poisson-Klammer fA;Hg dur
h den Operator (i~)

�1

[

^

A;

^

H℄

zu ersetzen sind. Sind A und B reelle Gr

�

o�en, ist fA;Bg ebenfalls reell.

Erwartungsgem

�

a� ist dann der Operator (i~)

�1

[

^

A;

^

B℄ hermites
h,

�

1

i~

h

^

A;

^

B

i

�

y

=

1

�i~

h

^

B

y

;

^

A

y

i

=

1

�i~

h

^

B;

^

A

i

=

1

i~

h

^

A;

^

B

i

: (2.145)

Es sei A= f(q; p; t) eine als Funktion der Koordinaten und Impul-

se (und gegebenenfalls der Zeit) zun

�

a
hst klassis
h de�nierte System-

gr

�

o�e. Wenn q̂ und p̂ die den Koordinaten und Impulsen zugeordneten

(hermites
hen) Operatoren sind, stellt si
h die Frage, ob

^

A= f(q̂; p̂; t)

als der der Gr

�

o�e A zugeordnete Operator aufgefa�t werden kann und

demzufolge q und p in einer klassis
hen Funktion f(q; p; t) einfa
h dur
h

ihre Operatorentspre
hungen q̂ und p̂ ersetzt werden d

�

urfen. O�en-

si
htli
h sollte dies in gewissem Sinne tats

�

a
hli
h m

�

ogli
h sein, da im

Grenzfall der klassis
hen (deterministis
hen) Me
hanik die Bewegungs-

glei
hung (2.137) in die Bewegungsglei
hung (2.141)

�

ubergehen sollte

und somit




^

A

�

=




f(q̂; p̂; t)

�

! f(hq̂i; hp̂i; t)! f(q; p; t) = A (2.146)

gelten sollte. Der

�

Ubergang zur klassis
hen Me
hanik bedeutet o�en-

bar verna
hl

�

assigbar kleine Quanten
uktuationen und somit Faktori-

sierbarkeit von Mittelwerten von Produkten, z.B.




q̂p̂

�

!




q̂

�


p̂

�

;




q̂

2

�

!




q̂

�

2

;




p̂

2

�

!




p̂

�

2

: (2.147)

Da die Gr

�

o�e f(hq̂i; hp̂i; t) der klassis
hen Funktion f(q; p; t) ent-

spre
hen sollte, kann si
h die Operatorfunktion f(q̂; p̂; t) von der 
-

Zahlfunktion f(q; p; t) eigentli
h nur dur
h die (in der klassis
hen Theo-
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rie bedeutungslose) Reihenfolge der Operatoren q̂ und p̂ unters
heiden,

d.h. dur
h Terme, die dur
h Kommutatoren [q̂; p̂℄ gegeben sind.

14

Generell k

�

onnen dieVertaus
hungsregeln zwis
hen Koordinaten-

und Impulsoperatoren (d.h. ihre Kommutatoren) als die zentrale Quan-

tisierungsvors
hrift angesehen werden, die letztli
h jede konkrete quan-

tenme
hanis
he Bewegung bestimmt. So ist ihre Kenntnis die wesent-

li
he Voraussetzung daf

�

ur, den Kommutator [

^

A;

^

H℄ in der Glei
hung

(2.137) bzw. die Kommutatoren [q̂;

^

H℄ und [p̂;

^

H℄ in den Glei
hungen

(2.138) und (2.139) f

�

ur ein gegebenes quantenme
hanis
hes Problem

zu bere
hnen und die entspre
henden Bewegungsglei
hungen f

�

ur die

(miteinander gekoppelten) Erwartungswerte der vers
hiedenen System-

gr

�

o�en aufzustellen. Entspre
hend den obigen

�

Uberlegungen erwarten

wir eine enge Analogie zwis
hen quantenme
hanis
hen Vertaus
hungs-

regeln und den klassis
hen Poisson-Klammern. Bevor wir diese Frage

genauer beantworten, wollen wir zun

�

a
hst die Konsequenzen f

�

ur die

Messung von Observablen diskutieren, deren zugeordnete Operatoren

ni
ht vertaus
hen.

2.6 Die Heisenbergs
he Uns
h

�

arferelati-

on

Es wurde bereits darauf hingewiesen, da� zwei physikalis
he Gr

�

o�en,

die ni
ht dem glei
hen vollst

�

andigen Satz vertr

�

agli
her Observablen

angeh

�

oren, ni
ht glei
hzeitig s
harf me�bar sind. Wie wir sehen wer-

den, ist dieser Sa
hverhalt unmittelbar mit der Ni
htvertaus
hbarkeit

der den Observablen zuzuordnenden Operatoren verkn

�

upft. Es seien

^

A und

^

B die den Observablen A und B entspre
henden hermites
hen

Operatoren. Ein Ma� f

�

ur die im Rahmen einer Ensemblemessung beob-

a
htete Me�uns
h

�

arfe beispielsweise der Gr

�

o�e A ist die in der Statistik

gebr

�

au
hli
he Varianz (mittleres S
hwankungsquadrat)


�

�

^

A

�

2

�

=




^

A

2

�

�




^

A

�

2

(2.148)

14

Ist insbesondere A eine Observable, d.h. eine physikalis
h me�bare und somit reelle Gr

�

o�e,

m

�

ussen die q̂ und p̂ in f(q̂; p̂; t) o�ensi
htli
h so angeordnet sein, da�

^

A hermites
h ist.
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mit

�

^

A =

^

A�




^

A

�

: (2.149)

Ist

^

O ein linearer Hilbert-Raum-Operator, so gilt o�ensi
htli
h




^

O

y

^

O

�

=

Z

dq  

�

(q)

^

O

y

^

O (q) =

Z

dq [

^

O (q)℄

�

^

O (q) � 0 (2.150)

und somit insbesondere


�

�

^

A

�

2

�

� 0: (2.151)

Wie zu erwarten ist, kann die Varianz ni
ht negativ werden.

Betra
hten wir den (ni
hthermites
hen) Operator

^

Q = �

^

A+ i��

^

B (� reell): (2.152)

Entspre
hend (2.150) gilt




^

Q

y

^

Q

�

� 0: (2.153)

Wir wollen diese Unglei
hung im Hinbli
k auf die Varianzen der Gr

�

o�en

A und B auswerten. Mit (2.152) erhalten wir zun

�

a
hst




^

Q

y

^

Q

�

=


�

�

^

A� i��

^

B

��

�

^

A+ i��

^

B

��

=


�

�

^

A

�

2

�

+ �

2


�

�

^

B

�

2

�

+ i�




�

^

A�

^

B ��

^

B�

^

A

�

: (2.154)

Wegen




�

^

A�

^

B

�

=




^

A

^

B

�

�




^

A

�


^

B

�

(2.155)

und der entspre
henden Relation f

�

ur h�

^

B�

^

Ai k

�

onnen wir




�

^

A�

^

B ��

^

B�

^

A

�

=




^

A

^

B �

^

B

^

A

�

=


�

^

A;

^

B

��

(2.156)

s
hreiben. Wir setzen (2.156) in (2.154) und �nden unter Ber

�

u
ksi
h-

tigung von (2.153)


�

�

^

A

�

2

�

+ �

2


�

�

^

B

�

2

�

+ i�


�

^

A;

^

B

��

� 0: (2.157)

Bekanntli
h gilt gem

�

a� (2.151) h(�

^

B)

2

i�0. Wir wollen annehmen, da�

h(�

^

B)

2

i> 0 ist. Falls das Glei
hheitszei
hen gilt, kann das unter der
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Annahme h(�

^

B)

2

i> 0 im folgenden herzuleitende Ergebnis im Sinne

eines Grenz

�

ubergangs untersu
ht werden. Falls h(�

^

A)

2

i>0 ist, k

�

onnen

die folgenden

�

Uberlegungen nat

�

urli
h au
h mit vertaus
hten

^

A und

^

B

dur
hgef

�

uhrt werden.

Wir s
hreiben (2.157) in der Form

P (�) � 0; (2.158)

wobei

P (�) = �

2

+ �




i

�

^

A;

^

B

��


�

�

^

B

�

2

�

+


�

�

^

A

�

2

�


�

�

^

B

�

2

�

(2.159)

ein Polynom 2. Grades in � ist. Da (2.158) f

�

ur beliebiges reelles �

gelten mu�, kann P (�) h

�

o
hstens eine Nullstelle im Reellen besitzen.

Aus (2.159) folgen die Nullstellen von P (�) als

� = �

1

2




i

�

^

A;

^

B

��


�

�

^

B

�

2

�

�

2

4

 

1

2




i

�

^

A;

^

B

��


�

�

^

B

�

2

�

!

2

�


�

�

^

A

�

2

�


�

�

^

B

�

2

�

3

5

1

2

; (2.160)

d.h.

 

1

2




i

�

^

A;

^

B

��


�

�

^

B

�

2

�

!

2

�


�

�

^

A

�

2

�


�

�

^

B

�

2

�

(

< 0 ; keine Nullstelle im Reellen;

= 0 ; eine Nullstelle im Reellen:

Somit mu� also

 

1

2




i

�

^

A;

^

B

��


�

�

^

B

�

2

�

!

2

�


�

�

^

A

�

2

�


�

�

^

B

�

2

�

� 0 (2.161)

bzw.


�

�

^

A

�

2

�
�

�

^

B

�

2

�

�

�

1

2




i

�

^

A;

^

B

��

�

2

(2.162)

gelten. Die als Heisenbergs
he Uns
h

�

arferelation bezei
hnete Unglei-
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PSfrag repla
ements

w(A)

�A

w(B)

�B

A

B

Abbildung 2.2: Uns
h

�

arferelation.


hung (2.162) { oft au
h in der Form

�A�B �

1

2

�

�


�

^

A;

^

B

��

�

�

(2.163)

ges
hrieben, �A =

q

h(�

^

A)

2

i { besagt, da� zwei Observablen ni
ht

glei
hzeitig s
harf (d.h. s
hwankungsfrei) gemessen werden k

�

onnen,

wenn die den Gr

�

o�en zuzuordnenden Operatoren ni
ht vertaus
hen.

15

Je de�nierter bei einer Ensemblemessung der Wert der einen Gr

�

o�e

ist, desto unbestimmter ist { wie in obiger Abbildung skizziert { (bei

glei
hem Ensemble) der Wert der anderen.

Bekanntli
h k

�

onnen in der Quantenme
hanik Ort und Impuls ei-

nes Teil
hens ni
ht glei
hzeitig wohlde�nierte Werte annehmen, so da�

der Begri� der Bahnkurve seinen eigentli
hen Sinn verliert. Entspre-


hend der allgemeinen Heisenbergs
hen Uns
h

�

arferelation (2.163) mu�

die spezielle Uns
h

�

arferelation

�q

�

�p

�

0

�

1

2

�

�




[q̂

�

; p̂

�

0

℄

�

�

�

(2.164)

gelten. Es hat si
h gezeigt, da� nur f

�

ur zusammengeh

�

orige Koordinaten

15

Der S
hlu� setzt voraus, da� der Ausdru
k auf der re
hten Seite der Unglei
hung (2.162) von

Null vers
hieden ist. Dies ist immer der Fall, wenn der (hermites
he) Operator i[

^

A;

^

B℄ bis auf einen

(von Null vers
hiedenen reellen) Faktor der Einheitsoperator ist oder nur positive bzw. nur negative

Eigenwerte besitzt. Ist i[

^

A;

^

B℄ beispielsweise ein Operator, zu dessen Eigenwerten die Null geh

�

ort,

vers
hwindet der Ausdru
k auf der re
hten Seite der Unglei
hung (2.162), wenn si
h da� System in

dem zu diesem Eigenwert geh

�

orenden speziellen Eigenzustand von i[

^

A;

^

B℄ be�ndet.
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und Impulse dasUns
h

�

arfeprodukt �q

�

�p

�

ni
ht beliebig klein wer-

den kann und der kleinstm

�

ogli
he Wert gerade dur
h das Plan
ks
he

Wirkungsquantum gem

�

a�

�q

�

�p

�

0

=

1

2

~Æ

��

0

(2.165)

festgelegt ist. Es ist klar, da� Wirkungen von der Gr

�

o�enordnung ~ bei

makroskopis
hen Ers
heinungen in der Regel von untergeordneter Be-

deutung sind, jedo
h im Mikrokosmos eine gro�e Rolle spielen k

�

onnen.

2.7 Kanonis
he Quantisierung

Ein Verglei
h von (2.164) und (2.165) legt nahe, f

�

ur die Koordinaten

und Impulsoperatoren die Vertaus
hungsregeln

[q̂

�

; p̂

�

0

℄ = i~Æ

��

0

(2.166)

zu postulieren.

16

Wie bereits ausgef

�

uhrt, k

�

onnen sowohl alle Koordi-

naten als ein vollst

�

andiger Satz vertr

�

agli
her Observablen glei
hzei-

tig de�nierte Werte annehmen als au
h alle Impulse als ein anderer

vollst

�

andiger Satz vertr

�

agli
her Observablen. In der Spra
he der Ver-

taus
hungsregeln hei�t dies:

[q̂

�

; q̂

�

0

℄ = [p̂

�

; p̂

�

0

℄ = 0

(2.167)

Die ausgehend von der de Broglie Hypothese gefundene Ortsdarstel-

lung (2.43) der Impulsoperatoren ist o�ensi
htli
h konsistent mit der

16

Das i ist o�ensi
htli
h notwendig, da der Kommutator zweier hermites
her Operatoren an-

tihermites
h ist. Streng genommen mu�te re
hts der Einheitsoperator stehen. Da seine Wirkung

trivialerweise auf die Multiplikation mit eins hinausl

�

auft, lassen wir ihn aus Bequemli
hkeit in der

Regel weg.
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Vertaus
hungsregel (2.166),

[q̂

�

; p̂

�

0

℄ =

~

i

�

q

�

�

�q

�

0

�

�

�q

�

0

q

�

�

=

~

i

�

q

�

�

�q

�

0

� Æ

��

0

� q

�

�

�q

�

0

�

= i~Æ

��

0

: (2.168)

Wie wir im Kapitel 4 sehen werden, implizieren die Vertaus
hungsre-

geln (2.166) [und (2.167)℄ sowohl kontinuierli
he Eigenwertspektren der

q̂

�

und p̂

�

als au
h die Ortsdarstellung (2.43) der p̂

�

und die analoge

Impulsdarstellung der q̂

�

.

Der

�

Ubergang von der klassis
hen Me
hanik zur Quantenme
hanik

kann also so vollzogen werden, da� den (vom Typ her kartesis
hen) Ko-

ordinaten q

�

und Impulsen p

�

hermites
he Hilbert-Raum-Operatoren

q̂

�

und p̂

�

zugeordnet werden, die den Vertaus
hungsregeln (2.166) und

(2.167) gen

�

ugen.

17

Man spri
ht in diesem Zusammenhang von kanoni-

s
her Quantisierung. Diese s
hlie�t o�ensi
htli
h eng an die kanonis
he

Formulierung (Poisson-Klammer-Formalismus) der klassis
hen Me
ha-

nik an:

fq

�

; p

�

0

g = Æ

��

0

!

1

i~

�

q̂

�

; p̂

�

0

�

= Æ

��

0

fq

�

; q

�

0

g = fp

�

; p

�

0

g = 0 !

1

i~

�

q̂

�

; q̂

�

0

�

=

1

i~

�

p̂

�

; p̂

�

0

�

= 0

(2.169)

Man

�

uberzeugt si
h uns
hwer, da� klassis
he Poisson-Klammern

und quantenme
hanis
he Kommutatoren die glei
hen algebrais
hen Re-

lationen erf

�

ullen, wobei jedo
h im Gegensatz zu den 
-Zahlen in den

Poisson-Klammerausdr

�

u
ken die Reihenfolge der Operatoren in den

Kommutatorausdr

�

u
ken ni
ht mehr beliebig ist. Es seien A;B;C; : : :

gewisse Systemgr

�

o�en und

^

A;

^

B;

^

C; : : : die ihnen zugeordneten Opera-

17

Es sei no
h einmal darauf hingewiesen, da� dies nur f

�

ur sol
he Koordinaten und Impulse als

Basisvariablen zutri�t, die wie die orthogonalen kartesi
hen Koordinaten uneinges
hr

�

ankt alle reellen

Werte annehmen k

�

onnen.
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toren:

18

fA;Bg = �fB;Ag  !

�

^

A;

^

B

�

= �

�

^

B;

^

A

�

; (2.170)

fA+ B;Cg = fA;Cg+ fB;Cg

 !

�

^

A+

^

B;

^

C

�

=

�

^

A;

^

C

�

+

�

^

B;

^

C

�

; (2.171)

fAB;Cg = AfB;Cg+ BfA;Cg

 !

�

^

A

^

B;

^

C

�

=

^

A

�

^

B;

^

C

�

+

�

^

A;

^

C

�

^

B; (2.172)

fA; fB;Cgg+ fB; fC;Agg+ fC; fA;Bgg = 0

 !

�

^

A;

�

^

B;

^

C

��

+

�

^

B;

�

^

C;

^

A

��

+

�

^

C;

�

^

A;

^

B

��

= 0: (2.173)

Die Quantisierungsvors
hrift (2.169) si
hert somit, da� einer System-

gr

�

o�e, die in der klassis
hen Me
hanik in Form einer Poisson-Klammer

(zweier anderer Gr

�

o�en) gegeben ist, in der Quantenme
hanik der ent-

spre
hende (dur
h i~ dividierte) Kommutator zuzuordnen ist:

C = fA;Bg !

^

C =

1

i~

�

^

A;

^

B

�

(2.174)

Es gilt

1

i~

�

q̂

�

; p̂

n

�

�

= np̂

n�1

�

=

�p̂

n

�

�p̂

�

: (2.175)

Der Beweis kann mittels vollst

�

andiger Induktion uns
hwer gef

�

uhrt wer-

den. O�ensi
htli
h ist die Behauptung f

�

ur n=0 ri
htig. Um zu zeigen,

da� sie f

�

ur n+1 ri
htig ist, wenn sie f

�

ur n ri
htig ist, ma
hen wir von

(2.172) Gebrau
h und s
hreiben

1

i~

�

q̂

�

; p̂

n+1

�

�

=

1

i~

�

q̂

�

; p̂

n

�

p̂

�

�

=

1

i~

�

q̂

�

; p̂

n

�

�

p̂

�

+

1

i~

p̂

n

�

�

q̂

�

; p̂

�

�

; (2.176)

18

Die Glei
hungen (2.173) sind au
h unter dem Namen Ja
obi-Identit

�

at bekannt.
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woraus mit (2.175)

1

i~

�

q̂

�

; p̂

n+1

�

�

= np̂

n�1

�

p̂

�

+ p̂

n

�

= (n+ 1)p̂

n

�

(2.177)

wird und somit die Behauptung (2.175) bewiesen ist. Da Koordinaten-

operatoren mit Impulsoperatoren vertaus
hen, wenn es si
h ni
ht um

kanonis
h konjugierte Paare handelt, kann anstelle von (2.175) au
h

1

i~

�

q̂

�

; p̂

n

�

0

�

= np̂

n�1

�

Æ

��

0

=

�p̂

n

�

0

�p̂

�

(2.178)

ges
hrieben werden. Es sei

^

A eine Funktion der q̂

�

und p̂

�

,

^

A= f(q̂

�

; p̂

�

),

wobei wir annehmen wollen, da� die Funktion

�

uber Potenzreihenent-

wi
klungen erkl

�

art ist. Anwendung von (2.178) liefert dann

19

1

i~

�

q̂

�

;

^

A

�

=

�

^

A

�p̂

�

: (2.179)

In v

�

olliger Analogie kann die G

�

ultigkeit der Glei
hung

1

i~

�

p̂

�

;

^

A

�

= �

�

^

A

�q̂

�

(2.180)

gezeigt werden. Die Glei
hungen (2.179) und (2.180) entspre
hen o�en-

si
htli
h den klassis
hen Glei
hungen

fq

�

; Ag =

�A

�p

�

; (2.181)

fp

�

; Ag = �

�A

�q

�

: (2.182)

Wir verwenden (2.179) und (2.180) und k

�

onnen die quantenme
ha-

nis
hen Mittelwertsglei
hungen (2.138) und (2.139) in die Form

d

dt




q̂

�

�

=

�

�

^

H

�p̂

�

�

; (2.183)

d

dt




p̂

�

�

= �

�

�

^

H

�q̂

�

�

(2.184)

19

Bea
hte, da� die Koordinatenoperatoren untereiander vertaus
hen.
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bringen. Erwartungsgem

�

a� korrespondieren diese Glei
hungen zu den

klassis
hen kanonis
hen Glei
hungen

dq

�

dt

=

�H

�p

�

; (2.185)

dp

�

dt

= �

�H

�q

�

: (2.186)

Die kanonis
hen Glei
hungen bleiben also im Sinne von Glei
hungen

f

�

ur Mittelwerte g

�

ultig, wenn der Hamilton-Operator bis auf die An-

ordnung die glei
he funktionale Abh

�

angigkeit von den Koordinaten-

und Impulsoperatoren besitzt wie die klassis
he Hamilton-Funktion

von den Koordinaten und Impulsen. Dies tri�t dann nat

�

urli
h au
h

auf die Bewegungsglei
hungen abgeleiteter Gr

�

o�en zu. Es ist klar, da�

die Koordinaten- und Impulsoperatoren im Hamilton-Operator so an-

geordnet werden m

�

ussen, da� dieser hermites
h ist, was si
h gegebe-

nenfalls dur
h Symmetrisieren der klassis
hen Hamilton-Funktion er-

rei
hen l

�

a�t.

2.8 Vollst

�

andige S

�

atze vertr

�

agli
her

Observablen

Wir sind nunmehr in der Lage, den bisher mehr verbal de�nierten und

verwendeten Begri� des vollst

�

andigen Satzes vertr

�

agli
her Observablen

zu quanti�zieren. Dazu betra
hten wir wieder zwei Observablen A und

B, denen die hermites
hen Operatoren

^

A und

^

B entspre
hen. Entspre-


hend der Heisenbergs
hen Uns
h

�

arferelation (2.163) ist es unm

�

ogli
h,

die beiden Gr

�

o�en glei
hzeitig s
harf zu messen, wenn die Operatoren

^

A und

^

B ni
ht kommutieren.

Wir nehmen an, da� si
h das betra
htete System (zu einem ge-

wissen Zeitpunkt t) in einem Zustand mit der Wellenfunktion  (q)

be�ndet. An dem System wird zun

�

a
hst eine Messung der Gr

�

o�e A

vorgenommen, wobei der Me�wert a

n

registriert wird.

20

Im Ergebnis

dieser (Einzel-)Messung be�ndet si
h das System in einem Zustand

20

Wir nehmen der Bequemli
hkeit halber diskrete Spektren an.
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���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

PSfrag repla
ements

Zustand vor Messung

 (q)

Zustand na
h Messung

�(q)

Me�ger

�

at f

�

ur Gr

�

o�e A

a

n

Abbildung 2.3: Messung einer Obeservablen A.

�(q), dessen Wellenfunktion eine Eigenfunktion von

^

A ist,

^

A�(q) = a

n

�(q): (2.187)

Wird die Messung der Gr

�

o�e A in dem Zustand mit der Wellenfunktion

�(q) wiederholt, ergibt si
h immer wieder der glei
he Me�wert a

n

. Wird

an dem System, da� si
h in dem Zustand mit der Wellenfunktion �(q)

be�ndet, eine Messung der Gr

�

o�e B vorgenommen, in deren Ergebnis

der Me�wert b

l

registriert wird, be�ndet si
h das System nunmehr in

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

PSfrag repla
ements

Zustand vor Messung

�(q)

Zustand na
h Messung

'(q)

Me�ger

�

at f

�

ur Gr

�

o�e B

b

l

Abbildung 2.4: Messung einer Observablen B unmittelbar na
h der

Messung der Observablen A in Abb. 2.3.

einem Zustand, dessen Wellenfunktion '(q) Eigenfunktion von

^

B ist,

^

B'(q) = b

l

'(q): (2.188)

Folgemessungen von B in dem Zustand mit der Wellenfunktion '(q)

liefern dann immer den glei
hen Me�wert b

l

.

Liefern Folgemessungen von A und B in dem Zustand mit der Wel-

lenfunktion '(q) immer die glei
hen Me�werte a

n

und b

l

, bedeutet
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dies, da� die beiden Gr

�

o�en glei
hzeitig wohlde�nierte Werte anneh-

men k

�

onnen und somit glei
hzeitig s
harf me�bar sind.

21

Die Funktion

'(q) mu� also sowohl Eigenfunktion von

^

A und

^

B sein,

^

A'(q) = a

n

'(q);

^

B'(q) = b

l

'(q): (2.189)

Mit anderen Worten, sind zwei Observablen glei
hzeitig s
harf me�bar,

m

�

ussen die ihnen zugeordneten hermites
hen Operatoren ein gemein-

sames Eigenfunktionensystem besitzen. Notwendige und hinrei
hende

Bedingung daf

�

ur ist die Vertaus
hbarkeit von

^

A und

^

B:

�

^

A;

^

B

�

= 0 ()

gemeinsames

Eigenfunktionensystem

Zum Beweis entwi
keln wir die Wellenfunktion  (q) na
h Eigen-

funktionen '

n

(q) des vollst

�

andigen Satzes von Observablenoperatoren,

zu denen

^

B geh

�

ort,

 (q) =

X

n

 

n

'

n

(q); (2.190)

^

B'

n

(q) = b

n

'

n

(q): (2.191)

Ferner entwi
keln wir die Wellenfunktionen

^

A'

n

(q) ebenfalls na
h den

'

n

(q),

^

A'

n

(q) =

X

m

A

mn

'

m

(q): (2.192)

Wir wenden

^

A

^

B auf  (q) an und erhalten mit (2.190) { (2.192)

^

A

^

B (q) =

X

n

 

n

^

A

^

B'

n

(q)

=

X

n

b

n

 

n

^

A'

n

(q) =

X

m;n

b

n

A

mn

 

n

'

m

(q) (2.193)

21

Anstatt zun

�

a
hst die Gr

�

o�e A dur
h eine Messung festzulegen, kann nat

�

urli
h au
h mit der

Festlegung der Gr

�

o�e B begonnen werden.
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Analog ergibt si
h f

�

ur die Anwendung von

^

B

^

A auf  (q)

^

B

^

A (q) =

X

n

 

n

^

B

^

A'

n

(q)

=

X

m;n

A

mn

 

n

^

B'

m

(q) =

X

m;n

b

m

A

mn

 

n

'

m

(q): (2.194)

Wir bilden die Di�erenz der beiden letzten Glei
hungen und erhalten

�

^

A;

^

B

�

 (q) =

X

m;n

(b

n

� b

m

)A

mn

 

n

'

m

(q): (2.195)

Gem

�

a� (2.195) folgt aus

�

^

A;

^

B

�

= 0 (2.196)

die Glei
hung

X

m;n

(b

n

� b

m

)A

mn

 

n

'

m

(q) = 0; (2.197)

d.h.

A

mn

= 0 f

�

ur b

n

6= b

m

: (2.198)

Damit lautet (2.192)

^

A'

n

(q) =

X

m

b

m

=b

n

A

mn

'

m

(q): (2.199)

Sind die Eigenwerte von

^

B ni
ht entartet, reduziert si
h die Glei
hung

(2.199) auf

^

A'

n

(q) = A

nn

|{z}

a

n

'

n

(q); (2.200)

d.h., die Eigenfunktionen '

n

(q) von

^

B sind au
h die Eigenfunktionen

von

^

A. Im Falle von Entartung liefert die Anwendung von

^

A auf ein

'

n

(q) gem

�

a� (2.199) eine Linearkombination der Eigenfunktionen, die

zum Eigenwert b

n

geh

�

oren. Der (betra
htete) Eigenwert b

n

sei k-fa
h

entartet, und die k Eigenfunktionen seien '

ni

(q) (i=1; 2; : : : ; k). Jede

Funktion

'

n

(q) =

k

X

i=1




i

'

ni

(q) (2.201)
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ist dann ebenfalls Eigenfunktion von

^

B zum Eigenwert b

n

. Insbesonde-

re k

�

onnen sol
he Linearkombinationen der '

ni

(q) gew

�

ahlt werden, die

au
h Eigenfunktionen von

^

A sind:

^

A

k

X

i=1




i

'

ni

(q) =

k

X

i=1

a


i

'

ni

(q): (2.202)

Wir multiplizieren beide Seiten dieser Glei
hung mit '

�

nj

(q), integrieren

�

uber q,

k

X

i=1

�

Z

dq '

�

nj

(q)

^

A'

ni

(q)

�

| {z }

A

ji




i

=

k

X

i=1

�

Z

dq '

�

nj

(q)'

ni

(q)

�

| {z }

Æ

ji

a


i

; (2.203)

und erhalten folgendes lineares, homogenes Glei
hungssystem f

�

ur die

Bestimmung der 


i

,

k

X

j=1

(A

ij

� aÆ

ij

) 


j

= 0: (2.204)

Das Vers
hwinden der KoeÆzientendeterminante als L

�

osbarkeitsbedin-

gung liefert die Bestimmungsglei
hung f

�

ur die Eigenwerte a von

^

A. Da-

mit ist der erste Teil der Behauptung gezeigt, n

�

amli
h da� vertaus
hba-

re Operatoren in jedem Fall ein gemeinsames Eigenfunktionensystem

besitzen.

Der zweite Teil der Behauptung, da� ein gemeinsames Eigenfunk-

tionensystem Vertaus
hbarkeit der Operatoren impliziert, ist s
hnell

gezeigt. In diesem Fall ist

A

mn

= Æ

mn

a

n

: (2.205)

Folgli
h vers
hwindet die re
hte Seite der Glei
hung (2.195) und damit

der Kommutator auf der linken Seite dieser Glei
hung.

Als vertr

�

agli
h hatten wir zwei Observablen A und B bezei
hnet,

wenn sie glei
hzeitig wohlde�nierte Werte annehmen k

�

onnen und so-

mit glei
hzeitig s
harf me�bar sind. Wir k

�

onnen nunmehr zwei (un-

abh

�

angige) Observablen A und B als vertr

�

agli
h bezei
hnen, wenn die
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ihnen zugeordneten (hermites
hen) Operatoren vertaus
hen: [

^

A;

^

B℄ = 0.

Dementspre
hend spre
hen wir von ni
htvertr

�

agli
hen Observablen,

wenn [

^

A;

^

B℄ 6=0 ist. Es sei

^

G b=G

(1)

; G

(2)

; : : : ; G

(n)

ein vollst

�

andiger

Satz vertr

�

agli
her (unabh

�

angiger) Observablen, denen die Operatoren

^

G

(1)

;

^

G

(2)

; : : : ;

^

G

(n)

zugeordnet sind. Vertr

�

agli
hkeit und Vollst

�

andigkeit

k

�

onnen dann wie folgt 
harakterisiert werden:

Vertr

�

agli
hkeit: [

^

G

(i)

;

^

G

(j)

℄ = 0 f

�

ur alle i; j.

Vollst

�

andigkeit: Existiert eine weitere Observable F mit [

^

F;

^

G

(i)

℄ = 0

f

�

ur alle i, so mu�

^

F = f(

^

G

(1)

;

^

G

(2)

; : : : ;

^

G

(n)

) sein.

Anmerkung

� Wird im Falle eines konservativen Systems ein vollst

�

andiger

Satz von Observablen verwendet, zu dem die Energie geh

�

ort,

^

G

(1)

=

^

H;

^

G

(2)

; : : : ;

^

G

(n)

und h

�

angen die

^

G

(i)

(i=2; 3; : : : ; n) ni
ht

explizit von der Zeit ab (was in der Regel der Fall ist), so re-

pr

�

asentieren [na
h (2.137)℄ alle Gr

�

o�en eines sol
hen vollst

�

andi-

gen Satzes Erhaltungsgr

�

o�en des Systems,

�

^

G

(i)

;

^

H

�

= 0 ;

d

dt




^

G

(i)

�

= 0: (2.206)

2.9 Station

�

are Zust

�

ande

Die zeitli
he Entwi
klung quantenme
hanis
her Erwartungswerte wird

dur
h die Glei
hung (2.137) bestimmt. Genaugenommen handelt es si
h

ni
ht um eine Glei
hung, sondern wegen des quantenstatistis
hen Cha-

rakters um eine ganze Hierar
hie von (in der Regel unendli
h vielen)

gekoppelten Glei
hungen, so da� eine direkte L

�

osung re
ht s
hwierig

sein kann. Auf den ersten Bli
k einfa
her ers
heint deshalb die L

�

osung

der S
hr

�

odinger-Glei
hung (2.124) und die na
htr

�

agli
he Bere
hnung

der Erwartungswerte der interessierenden Systemgr

�

o�en.

Im Falle eines konservativen Systems h

�

angt der Hamilton-Operator

des Systems ni
ht explizit von der Zeit ab, und folgli
h ist die Energie

eine Erhaltungsgr

�

o�e,

d

dt




^

H

�

= 0: (2.207)
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Be�ndet si
h das System speziell in einem Zustand mit einem wohlde-

�nierten (s
harfen) Energiewert, so bleibt dieser Wert f

�

ur alle Zeiten

unge

�

andert. Sol
he Zust

�

ande werden au
h als station

�

are Zust

�

ande be-

zei
hnet. Die m

�

ogli
hen Energiewerte dieser Zust

�

ande zusammen mit

den dazugeh

�

origen Wellenfunktionen werden o�ensi
htli
h dur
h die

Eigenwertglei
hung des Hamilton-Operators bestimmt:

22

^

H'

n

(q) = E

n

'

n

(q)

(2.208)

Die Glei
hung (2.208) hei�t au
h zeitfreie S
hr

�

odinger-Glei
hung.

Es ist klar, da� sie als Bestimmungsglei
hung f

�

ur die '

n

(q) und E

n

aufgefa�t dur
h die Bedingung der Normierbarkeit der '

n

(q) erg

�

anzt

werden mu�, d.h.

Z

dq '

�

n

(q)'

n

(q) = 1: (2.209)

Ist das Energieeigenwertproblem gel

�

ost, kann die L

�

osung der

S
hr

�

odinger-Glei
hung (2.124) etwa wie folgt konstruiert werden. For-

male Integration der S
hr

�

odinger-Glei
hung liefert

 (q; t) = exp

�

�

i

~

^

H(t� t

0

)

�

 (q; t

0

); (2.210)

wobei der unit

�

are Operator

^

U(t; t

0

) �

^

U(t� t

0

) = exp

�

�

i

~

^

H(t� t

0

)

�

;

^

U

y

=

^

U

�1

(2.211)

au
h als Zeitentwi
klungsoperator bezei
hnet wird. Wir entwi
keln

[gem

�

a� (2.8)℄  (q; t

0

) na
h den Energieeigenfunktionen,

23

 (q; t

0

) =

X

n

 

n

(t

0

)'

n

(q); (2.212)

22

Wir nehmen der Bequemli
hkeit halber ein diskretes Energiespektrum an.

23

Genaugenommen na
h den Eigenfunktionen eines vollst

�

andigen Satzes vertr

�

agli
her Observa-

blen, der die Energie enth

�

alt.
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so da� (2.210) in

 (q; t) = exp

�

�

i

~

^

H(t� t

0

)

�

X

n

 

n

(t

0

)'

n

(q)

=

X

n

 

n

(t

0

) exp

�

�

i

~

^

H(t� t

0

)

�

'

n

(q)

=

X

n

 

n

(t

0

) exp

�

�

i

~

E

n

(t� t

0

)

�

'

n

(q) (2.213)

�

ubergeht, und folgli
h die allgemeine L

�

osung der S
hr

�

odinger-Glei
hung

in der Form

 (q; t) =

X

n

 

n

(t

0

) exp

�

�

i

~

E

n

(t� t

0

)

�

'

n

(q)

(2.214)

ges
hrieben werden kann. Sie bestimmt die Wellenfunktion zu jedem

Zeitpunkt t, wenn sie zu einem gewissen Zeitpunkt t

0

bekannt ist. Es

ist uns
hwer zu sehen [Glei
hung (2.15)℄, da� die Entwi
klungskoeÆzi-

enten  

n

(t

0

) dur
h  (q; t

0

) gem

�

a�

 

n

(t

0

) =

Z

dq '

�

n

(q) (q; t

0

) (2.215)

festgelegt sind.

Die Glei
hung (2.214) kann als Entwi
klung der Wellenfunktion

 (q; t) na
h den Wellenfunktionen station

�

arer Zust

�

ande gem

�

a�

 (q; t) =

X

n

 

n

(t

0

) 

n

(q; t� t

0

)

(2.216)

aufgefa�t werden, wobei die Wellenfunktionen der station

�

aren Zust

�

ande

dur
h

 

n

(q; t) = e

�iE

n

t=~

'

n

(q)

(2.217)
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gegeben sind. Be�ndet si
h das System in einem station

�

aren Zustand,

so ist o�ensi
htli
h die Aufenthaltswahrs
heinli
hkeitsdi
hte im Kon�-

gurationsraum zeitli
h konstant,

j 

n

(q; t)j

2

= j'

n

(q)j

2

: (2.218)

Mehr no
h, der Erwartungswert jeder ni
ht explizit zeitabh

�

angigen Sy-

stemgr

�

o�e A ist zeitli
h konstant,




^

A

�

=

1

i~

Z

dq  

�

n

(q; t)

^

A 

n

(q; t) ;

d

dt




^

A

�

= 0; (2.219)

wie sofort dur
h Einsetzen von  

n

(q; t) aus (2.217) in (2.219) zu sehen

ist,

Z

dq  

�

n

(q; t)

^

A 

n

(q; t) =

Z

dq '

�

n

(q)

^

A'

n

(q): (2.220)



Kapitel 3

Ein Teil
hen im

konservativen Kraftfeld

Wir wollen die allgemeine Theorie auf den einfa
hsten Fall anwenden,

n

�

amli
h die Bewegung eines ni
htrelativistis
hen (Punkt-)Teil
hens in

einem konservativen Kraftfeld, d.h. in einem (

�

au�eren) zeitli
h konstan-

ten Potential V (r). Die klassis
he 1-Teil
hen-Hamilton-Funktion lautet

bekanntli
h

H =

1

2m

p

2

+ V (r) (3.1)

bzw. ausf

�

uhrli
h

H =

1

2m

�

p

2

x

+ p

2

y

+ p

2

z

�

+ V (x; y; z): (3.2)

Da keine aus Ort und Impuls gemis
hten Glieder auftreten, ist die

Konstruktion des Hamilton-Operators denkbar einfa
h:

^

H =

1

2m

^

p

2

+ V (

^

r) =

1

2m

�

p̂

2

x

+ p̂

2

y

+ p̂

2

z

�

+ V (x̂; ŷ; ẑ): (3.3)

O�ensi
htli
h ist

^

H hermites
h, und mit den Vertaus
hungsregeln

�

^

r;

^

p

�

= i~I; (3.4)

speziell

�

x̂; p̂

x

�

=

�

ŷ; p̂

y

�

=

�

ẑ; p̂

z

�

= i~; (3.5)

61
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sowie

�

^

r;

^

r

�

=

�

^

p;

^

p

�

= 0 (3.6)

wird der Ans
hlu� an die kanonis
hen Glei
hungen hergestellt.

Die Aufgabe besteht in der Regel darin, das Eigenwertproblem des

Hamilton-Operators zu l

�

osen und die station

�

aren Zust

�

ande zu bestim-

men, deren

�

Uberlagerung dann die allgemeine L

�

osung der S
hr

�

odinger-

Glei
hung ergibt. Wir wollen die Re
hnungen in der Ortsdarstellung

dur
hf

�

uhren. Im Abs
hnitt 2.3 hatten wir bereits

�

uber die de Broglie-

Hypothese im Vorgri� die Impulseigenfunktionen in der Ortsdarstel-

lung eingef

�

uhrt und mit deren Hilfe die Ortsdarstellung des Impulsope-

rators gefunden. Hier wollen wir zun

�

a
hst zeigen, da� die Herleitung

der Ortsdarstellung des Impulsoperators ni
ht unbedingt an die Kennt-

nis der Impulseigenfunktionen gekn

�

upft ist, sondern da� sie au
h aus

anderen

�

Uberlegungen gefunden werden kann.

3.1 Ortsdarstellung des Impulsoperators

Bekanntli
h ist in der Ortsdarstellung der Ortsoperator rein multipli-

kativ,

^

r (r; t) = r (r; t): (3.7)

Um

^

p (r; t) zu bestimmen, bemerken wir zun

�

a
hst, da� auf Grund

der Abges
hlossenheit des Systems der Hamilton-Operator ni
ht von

r abh

�

angt, so da� er si
h insbesondere bei einer in�nitesimal kleinen

r

�

aumli
hen Vers
hiebung

r! r+ Ær (3.8)

ni
ht

�

andert, w

�

ahrend die Wellenfunktion  (r; t) in die transformierte

Wellenfunktion

 (r+ Ær; t) =  (r; t) + Ær �r (r; t)

= (1 + Ær �r) (r; t) (3.9)

�

ubergeht. Wir s
hreiben die Transformation (3.9) in der Form

 (r+ Ær; t) =

^

D (r; t); (3.10)
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wobei der Operator

^

D der in�nitesimal kleinen Parallelvers
hiebung

dur
h

^

D = 1 + Ær �r (3.11)

de�niert ist. Da der Hamilton-Operator bei einer in�nitesimal kleinen

Parallelvers
hiebung unver

�

andert bleibt, mu� die Transformation der

Wellenfunktion

^

H (r; t) das glei
he Ergebnis liefern wie die Anwen-

dung von

^

H auf die transformierte Funktion  (r+ Ær; t). Es mu� also

^

D

^

H (r; t) =

^

H

^

D (r; t) (3.12)

gelten, und da  (r; t) eine beliebige Wellenfunktion ist, mu� sogar

^

D

^

H =

^

H

^

D ;

�

^

D;

^

H

�

= 0 (3.13)

gelten. Mit (3.11) lautet (3.13)

�

1;

^

H

�

+ Ær �

�

r;

^

H

�

= Ær �

�

r;

^

H

�

= 0; (3.14)

woraus

[r;

^

H

�

= 0 (3.15)

folgt, da Ær beliebig w

�

ahlbar ist.

Die Glei
hung (3.15) impliziert, da� die zu dem Operator �r ge-

h

�

orende Gr

�

o�e eine Erhaltungsgr

�

o�e sein mu�. Die Gr

�

o�e, die als Er-

haltungsgr

�

o�e aus der Homogenit

�

at des Raumes folgt, ist bekanntli
h

der Impuls. Die Glei
hung (3.15) kann daher als die Glei
hung angese-

hen werden, die die Impulserhaltung zum Ausdru
k bringt, so da� der

Operator r bis auf einen konstanten Faktor mit dem Impulsoperator

�

ubereinstimmen sollte,

^

p = �r: (3.16)

Der Faktor � kann dann aus der Vertaus
hungsregel

�

^

r;

^

p

�

= ��I = i~I (3.17)

zu �=�i~ bestimmt werden. Die die Glei
hung (3.7) f

�

ur die Wirkung

des Ortsoperators auf Wellenfunktionen erg

�

anzende Glei
hung f

�

ur die

Wirkung des Impulsoperators lautet somit:

^

p (r; t) =

~

i

r (r; t)

(3.18)
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3.2 S
hr

�

odinger-Glei
hung und Mittel-

werte

Mit (3.18) erhalten wir f

�

ur den Hamilton-Operator (3.7) in der Orts-

darstellung

^

H =

^

T +

^

V =

1

2m

^

p

2

+ V (

^

r) = �

~

2

2m

�+ V (r); (3.19)

so da� die S
hr

�

odinger-Glei
hung (2.124) die Gestalt

i~

� (r; t)

�t

=

�

�

~

2

2m

�+ V (r)

�

 (r; t)

(3.20)

annimmt. Dementspre
hend nimmt die zeitfreie S
hr

�

odinger-Glei
hung

(2.208) die Form

�

�

~

2

2m

�+ V (r)

�

'(r) = E'(r)

(3.21)

an, wobei nur sol
he L

�

osungsfunktionen '(r) gefragt sind, die quadra-

tis
h integrierbar sind, d.h.

Z

d

3

r j'(r)j

2

= N (3.22)

mit N <1, wobei der Grenzfall N!1 im Sinne von Æ-Singularit

�

aten

no
h erlaubt ist.

Ist die S
hr

�

odinger-Glei
hung (3.20) gel

�

ost und somit die zeitli
he

Entwi
klung der Wellenfunktion  (r; t) bekannt, kann bekanntli
h die

zeitli
he Entwi
klung der Erwartungswerte beliebiger Gr

�

o�en bere
hnet

werden. Es sei

^

A=f(

^

r;

^

p) eine sol
he Gr

�

o�e. Ihre zeitli
he Entwi
klung

ist dann dur
h




^

A

�

=

Z

d

3

r  

�

(r; t) f

�

r;

~

i

r

�

 (r; t) (3.23)



3.2. SCHR

�

ODINGER-GLEICHUNG UND MITTELWERTE 65

gegeben. Ist

^

_

A �

1

i~

�

^

A;

^

H

�

= g(

^

r;

^

p); (3.24)

so ergibt si
h [gem

�

a� (2.137)℄ die zeitli
he

�

Anderung

d

dt




^

A

�

=

1

i~


�

^

A;

^

H

��

(3.25)

der betra
hteten Gr

�

o�e als

1

d

dt




^

A

�

=

Z

d

3

r  

�

(r; t) g

�

r;

~

i

r

�

 (r; t): (3.26)

3.2.1 Ehrenfests
he S

�

atze

Die Ehrenfests
hen S

�

atze ma
hen Aussagen

�

uber die zeitli
he

�

Anderung

der Mittelwerte von Teil
henort und -impuls. Sie folgen unmittelbar aus

den allgemein g

�

ultigen Glei
hungen (2.183) und (2.184). So gilt gem

�

a�

(2.183)

d

dt

h

^

ri =

*

�

^

H

�

^

p

+

: (3.27)

Mit

�

^

H

�

^

p

=

�

�

^

p

�

1

2m

^

p

2

�

=

1

m

^

p (3.28)

geht (3.27) in

d

dt

h

^

ri =

1

m

h

^

pi

(3.29)

�

uber, so da� si
h speziell in der Ortsdarstellung f

�

ur die zeitli
he

�

Ande-

rung der mittleren Teil
henposition

d

dt

Z

d

3

r j (r; t)j

2

r =

1

m

Z

d

3

r  

�

(r; t)

~

i

r (r; t)

(3.30)

1

Wenn die Gr

�

o�e explizit von der Zeit abh

�

angt, mu� nat

�

urli
h die explizite Zeitableitung erg

�

anzt

werden [siehe (2.137)℄.
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ergibt.

Desweiteren gilt gem

�

a� (2.184)

d

dt

h

^

pi = �

*

�

^

H

�

^

r

+

: (3.31)

Da im vorliegenden Fall

�

^

H

�

^

r

=

�

^

V

�

^

r

(3.32)

ist, lautet die Glei
hung (3.31)

d

dt

h

^

pi =




^

F

�

(3.33)

mit:

^

F = �

�

^

V

�

^

r

(3.34)

Der Operator

^

F ist o�ensi
htli
h derjenige Operator, der der auf das

Teil
hen wirkenden Kraft entspri
ht. Speziell in der Ortsdarstellung gilt

also f

�

ur die zeitli
he

�

Anderung des mittleren Teil
henimpulses:

d

dt

Z

d

3

r  

�

(r; t)

~

i

r (r; t) = �

Z

d

3

r j (r; t)j

2

rV (r)

(3.35)

Die Kombination der Glei
hungen (3.29) und (3.33) liefert s
hlie�-

li
h die Newtons
he Bewegungsglei
hung als quantenme
hanis
he Mit-

telwertsglei
hung:

m

d

2

dt

2

h

^

ri =




^

F

�

(3.36)
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Speziell in der Ortsdarstellung gilt also:

m

d

2

dt

2

Z

d

3

r j (r; t)j

2

r = �

Z

d

3

r j (r; t)j

2

rV (r)

(3.37)

3.2.2 Kontinuit

�

atsglei
hung

Die Normierungsbedingung

Z

d

3

r j (r; t)j

2

= 1 (3.38)

impliziert

d

dt

Z

d

3

r j (r; t)j

2

= 0: (3.39)

Die Glei
hungen (3.38) und (3.39) sind Ausdru
k der Tatsa
he, da� die

Gesamtwahrs
heinli
hkeit eine Erhaltungsgr

�

o�e ist { das Teil
hen si
h

also mit Si
herheit irgendwo im Raum be�nden mu�. Folgli
h erwarten

wir f

�

ur die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte

w(r; t) = j (r; t)j

2

(3.40)

eine lokale Bilanzglei
hung von der Art der Kontinuit

�

atsglei
hung der

Elektrodynamik.

Wir bilden die zeitli
he Ableitung der Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte

und �nden unter Ber

�

u
ksi
htigung der S
hr

�

odinger-Glei
hung

�w(r; t)

�t

=

� 

�

(r; t)

�t

 (r; t) +  

�

(r; t)

� (r; t)

�t

=

1

i~

h

� (r; t)

^

H 

�

(r; t) +  

�

(r; t)

^

H (r; t)

i

: (3.41)

Da (in der betra
hteten Ortsdarstellung) der Operator der potentiellen

Energie rein multiplikativ ist, hebt er si
h in der zweiten Zeile von

(3.41) heraus und es verbleibt der Operator der kinetis
hen Energie



68KAPITEL 3. EIN TEILCHEN IMKONSERVATIVENKRAFTFELD

^

T =

^

p

2

=(2m),

�w(r; t)

�t

=

1

i~

h

� (r; t)

^

T 

�

(r; t) +  

�

(r; t)

^

T (r; t)

i

=

~

2im

[ (r; t)� 

�

(r; t)�  

�

(r; t)� (r; t)℄ : (3.42)

Wegen

 � 

�

=r �  r 

�

� (r ) �r 

�

(3.43)

und der komplex konjugierten Glei
hung gilt

 � 

�

�  

�

� =r � ( r 

�

�  

�

r ) ; (3.44)

und die Glei
hung (3.42) kann in die Form

�w(r; t)

�t

=

~

2im

r � [ (r; t)r 

�

(r; t)�  

�

(r; t)r (r; t)℄ (3.45)

gebra
ht werden. Mit

j(r; t) =

~

2im

[ 

�

(r; t)r (r; t)�  (r; t)r 

�

(r; t)℄

(3.46)

als der Wahrs
heinli
hkeitsstromdi
hte erhalten wir die gesu
hte

Bilanzglei
hung:

�w(r; t)

�t

+r � j(r; t) = 0

(3.47)

Die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte w(r; t) kann ebenfalls als Erwartungs-

wert einer Observablen �̂(r) aufgefa�t werden,

w(r; t) = h�̂(r)i; (3.48)

wobei

�̂(r) = Æ(

^

r� r) (3.49)
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ist. O�ensi
htli
h gilt

h�̂(r)i =

Z

d

3

r

0

 

�

(r

0

; t)Æ(

^

r� r) (r

0

; t)

=

Z

d

3

r

0

 

�

(r

0

; t)Æ(r

0

� r) (r

0

; t) = j (r; t)j

2

: (3.50)

Somit bes
hreibt die Kontinuit

�

atsglei
hung (3.47) die zeitli
he

�

Ande-

rung der 1-Teil
hen-Anzahldi
hte im Sinne einer

�

ubli
hen quanten-

me
hanis
hen Mittelwertglei
hung:

d

dt

h�̂(r)i =

1

i~


�

�̂(r);

^

H

��

(3.51)

3.3 Kr

�

aftefreie Bewegung

Beginnen wir mit der einfa
hsten Bewegung eines Teil
hens, n

�

amli
h

der kr

�

aftefreien Bewegung. In diesem Fall reduziert si
h der Hamilton-

Operator einfa
h auf den Operator der kinetis
hen Energie,

^

H =

^

T =

1

2m

^

p

2

=

1

2m

�

p̂

2

x

+ p̂

2

y

+ p̂

2

z

�

; (3.52)

so da� in der Ortsdarstellung

^

H = �

~

2

2m

� = �

~

2

2m

�

�

2

�x

2

+

�

2

�y

2

+

�

2

�z

2

�

(3.53)

ges
hrieben werden kann und die zeitfreie S
hr

�

odinger-Glei
hung auf

das Energieeigenwertproblem

^

H'(r) =

1

2m

^

p

2

'(r) = �

~

2

2m

�'(r) = E'(r) (3.54)

f

�

uhrt. Wegen

�

^

p;

^

H

�

= 0 (3.55)
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besitzen

^

H und p̂

x

, p̂

y

, p̂

z

ein gemeinsames Eigenfunktionensystem. Da

�

uberdies

^

H eine Funktion von p̂

x

, p̂

y

und p̂

z

ist, gen

�

ugt es, das Impuls-

eigenwertproblem zu l

�

osen. Da die Energieeigenwerte proportional zu

den Betragsquadraten der vektoriellen Impulseigenwerte sind,

E =

p

2

2m

=

1

2m

�

p

2

x

+ p

2

y

+ p

2

z

�

; (3.56)

erwarten wir ho
hgradig entartete Energieeigenzust

�

ande und somit

ho
hgradig entartete station

�

are Zust

�

ande.

Die Impulseigenfunktionen sind L

�

osungen der Eigenwertglei
hung

^

p'(r) = p'(r) ; r'(r) =

i

~

p'(r) (3.57)

bzw.

r'(r) = ik'(r); (3.58)

wobei

p = ~k

(3.59)

gilt. Die L

�

osungen von (3.58) sind ebene Wellen,

'(k; r) � e

ik�r

; (3.60)

wobei die Komponenten des Wellenzahlvektors k und somit die Kom-

ponenten des Impulses o�ensi
htli
h beliebig reell sein k

�

onnen. Dement-

spre
hend sind die Funktionen '(k; r) auf Æ-Funktionen zu normieren,

Z

d

3

r '

�

(k; r)'(k

0

; r) = Æ(k� k

0

); (3.61)

so da�

'(k; r) = (2�)

�3=2

e

ik�r

(3.62)
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gilt.

2

Erwartungsgem

�

a� wird die Energieeigenwertglei
hung (3.54)

dur
h die Impulseigenfunktionen '(k; r) gel

�

ost, wobei in

�

Ubereinstim-

mung mit (3.56) Energie und Wellenzahlvektor bzw. Impuls dur
h die

Beziehung

~

2

k

2

2m

= E =

p

2

2m

(3.63)

miteinander verkn

�

upft sind.

Gem

�

a� (2.217) lauten die Wellenfunktionen der station

�

aren L

�

osun-

gen

3

 (k; r; t) = (2�)

�3=2

e

�i(!t�k�r)

; (3.64)

wobei die Teil
henenergie E mit der (Kreis-)Frequenz ! der ebenen

Welle

�

uber die Beziehung

E = ~!

(3.65)

verkn

�

upft ist und somit gem

�

a� (3.63) die Dispersionsrelation

! =

~

2m

k

2

(3.66)

gilt.

Entspre
hend (2.216) kann dann die allgemeine L

�

osung der S
hr

�

o-

dinger-Glei
hung

i~

� (r; t)

�t

=

^

H (r; t) = �

~

2

2m

� (r; t) (3.67)

2

Wird anstelle des Wellenzahlvektors k der Impuls p als Variable verwendet, so ist aus (3.61)

uns
hwer zu sehen, da� die Funktionen ~

�3=2

'(p=~; r)! '(p; r) (als Funktionen von p aufgefa�t)

auf Æ(p�p

0

) normiert sind [vgl. (2.38)℄.

3

Bea
hte da� im Gegensatz zu der Annahme in (2.217) das Energiespektrum im vorliegenden

Fall kontinuierli
h ist.
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als Wellenpaket

 (r; t) =

1

(2�)

3=2

Z

d

3

k  (k; t

0

) e

�i[!(t�t

0

)�k�r℄

(3.68)

bzw.

 (r; t) =

Z

d

3

k f(k) e

�i(!t�k�r)

(3.69)

mit einer geeignet zu w

�

ahlenden Funktion f(k) und der Dispersionsre-

lation (3.66) dargestellt werden.

3.4 Eindimensionale Bewegung

Im eindimensionalen Fall reduziert si
h die zeitfreie S
hr

�

odinger-

Glei
hung (3.21) auf

�

~

2

2m

d

2

'(x)

dx

2

+ V (x)'(x) = E'(x): (3.70)

Aus der partiellen Di�erentialglei
hung zweiter Ordnung ist eine

gew

�

ohnli
he Di�erentialglei
hung geworden, wobei aus der L

�

osungs-

mannigfaltigkeit nur die gem

�

a� (3.22) quadratis
h integrierbaren Funk-

tionen '(x) von physikalis
hem Interesse sind, also speziell f

�

ur diskrete

Energieeigenzust

�

ande

Z

dx j'(x)j

2

= 1 (3.71)

gesetzt werden kann.

3.4.1 Allgemeine Aspekte

Wir wollen uns einen qualitativen

�

Uberbli
k

�

uber die erlaubten Ener-

gien und die dazugeh

�

origen Wellenfunktionen (und damit

�

uber die

m

�

ogli
hen station

�

aren Zust

�

ande des Systems) vers
ha�en und s
hrei-

ben die Glei
hung (3.70) in der Form

d

2

'(x)

dx

2

= �

2m

~

2

[E � V (x)℄'(x): (3.72)
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PSfrag repla
ements
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min

Abbildung 3.1: Eindimensionales Potential.

Bekanntli
h bestimmt d

2

'(x)=dx

2

die Kr

�

ummung der Kurve '(x). Aus

(3.72) lesen wir folgendes ab:

E > V (x) und '(x) > 0

E < V (x) und '(x) < 0

)

;

d

2

'(x)

dx

2

< 0; (3.73)

E < V (x) und '(x) > 0

E > V (x) und '(x) < 0

)

;

d

2

'(x)

dx

2

> 0: (3.74)

Das Vorzei
hen der Kr

�

ummung we
hselt also bei gegebenem Vorzei
hen

von '(x), wenn ein We
hsel

E > V (x)

�!

 �

E < V (x) (3.75)

eintritt, und es we
hselt bei gegebenem Vorzei
hen von E�V (x), wenn

ein We
hsel

'(x) > 0

�!

 �

'(x) < 0 (3.76)

eintritt.

Fall A:

Betra
hten wir zun

�

a
hst ein Potential etwa von der Form wie in

Abb. 3.2 skizziert. Wir wollen also insbesondere annehmen, da�

V (x)!1 f

�

ur jxj ! 1 (3.77)

gilt. In der klassis
hen Me
hanik gibt ein sol
hes Potential zu einer

periodis
hen Bewegung Anla�, wobei alle Energiewerte mit

E � V

min

(3.78)
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PSfrag repla
ements
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Abbildung 3.2: Eindimensionales Potential: Fall A.

erlaubt sind.

Wie in der klassis
hen Me
hanik kann au
h in der Quantenme
ha-

nik der Fall E<V

min

ausges
hlossen werden. Da f

�

ur E<V

min

generell

E<V (x) ist, gilt gem

�

a� (3.73) und (3.74)

'(x) < 0 ;

d

2

'

dx

2

< 0;

'(x) > 0 ;

d

2

'

dx

2

> 0:

(3.79)

Wenn also f

�

ur irgendein x=x

1

'(x

1

)> 0 ist, ist dies wegen der positi-

ven Kr

�

ummung f

�

ur alle x>x

1

der Fall, so da� lim

x!1

'(x)=1 folgt.

Analog �ndet man f

�

ur '(x

1

)< 0, da� lim

x!�1

'(x)=�1 folgt. Es ist

klar, da� derartige Funktionen '(x) mit Si
herheit ni
ht normierbar

sind und deshalb ausges
hlossen werden m

�

ussen.

Wenden wir uns nunmehr dem Fall E�V

min

zu. Drei vers
hiede-

ne Berei
he sind zu unters
heiden: �1<x<x

1

(I), x

1

�x�x

2

(II),

x

2

<x<1 (III). F

�

ur die quadratis
he Integrierbarkeit der gesu
hten

Funktionen '(x) ist ihr Verhalten f

�

ur jxj!1 ents
heidend, d.h. das

Verhalten in den Berei
hen I und III. Wir k

�

onnen deshalb ohne Ein-

s
hr

�

ankung der Allgemeinheit annehmen, da� si
h die gesu
hten Funk-

tionen '(x) im Berei
h I f

�

ur x!�1 hinrei
hend s
hnell an die x-A
hse

ans
hmiegen. Ferner k

�

onnen wir ohne Eins
hr

�

ankung der Allgemeinheit

annehmen, da� sie in diesem Berei
h positiv sind, so da� gem

�

a� (3.74)

dort d

2

'(x)=dx

2

> 0 gilt.
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Zust
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ande im eindimensionalen Potential.
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Beginnen wir mit einem Energiewert E

0

knapp oberhalb V

min

[(a)

und (e) in Abb. 3.3℄. Der Berei
h II ist no
h zu klein, um das bei x= x

1

einsetzende konkave Verhalten der Funktion '(x) so weit auszudehnen,

da� si
h die Funktion im Berei
h III auf Grund des bei x= x

2

einsetzen-

den konvexen Verhaltens (wieder von oben) an die x-A
hse s
hmiegen

kann. Die Funktion divergiert im Berei
h III und f

�

uhrt auf eine ni
ht

normierbare L

�

osung '

0

(x) der Eigenwertglei
hung (3.72), d.h., Energie-

werte E

0

unmittelbar oberhalb V

min

sind (im Gegensatz zur klassis
hen

Me
hanik) ni
ht erlaubt.

4

Mit wa
hsender Energie wird es dann einen Energiewert E

0

geben,

f

�

ur den die Ausdehnung des Berei
hes II gerade ausrei
hend ist, damit

der Kr

�

ummungsums
hlag bei x= x

2

zu einem Ans
hmiegen der Funk-

tion '(x) an die x-A
hse f

�

uhrt [(b) und (e) in Abb. 3.3℄. Im Ergebnis

entsteht die erste normierbare Funktion '

0

(x); E

0

ist somit der erste

erlaubte Energiewert.

Wird die Energie weiter vergr

�

o�ert, so entsteht im Berei
h II o�en-

bar eine Nullstelle, die ihrerseits zu einer Kr

�

ummungs

�

anderung Anla�

gibt. Liegt der gew

�

ahlte Energiewert E

00

ni
ht weit genug oberhalb E

0

[(
) und (e) in Abb. 3.3℄, so ist der verbleibende Berei
h II zu klein,

als da� die erneute Kr

�

ummungs

�

anderung bei x= x

2

zu einer si
h im

Berei
h III (nunmehr von unten) an die x-A
hse ans
hmiegenden Funk-

tion Anla� zu geben kann. Im Ergebnis entsteht eine ni
ht normierbare

Funktion '

00

(x), und folgli
h entsteht oberhalb E

0

(im Gegensatz zur

klassis
hen Me
hanik) zun

�

a
hst wieder ein verbotener Energieberei
h.

Mit no
h gr

�

o�er werdender Energie und somit gr

�

o�erer Ausdehnung

des Berei
hes II wird bei einem gewissen Energiewert E

1

die Nullstel-

le gerade so weit links in diesem Berei
h liegen, da� si
h wieder eine

normierbare Funktion '

1

(x) ergibt. Damit ist der zweite erlaubte Ener-

giewert bestimmt.

Es ist klar, da� die

�

Uberlegungen beliebig fortgef

�

uhrt werden

k

�

onnen. Im Ergebnis erh

�

alt man einen diskreten Satz von erlaubten

Energiewerten E

n

(n=0; 1; 2; : : :) und die dazugeh

�

origen Wellenfunk-

tionen '

n

(x). Die

�

Uberlegungen zeigen au
h, da� n gerade die Anzahl

der Nullstellen von '

n

(x) im Berei
h II { dem klassis
h erlaubten Be-

4

O�enbar w

�

urde die starke r

�

aumli
he Lokalisierung entspre
hend der Heisenbergs
hen Uns
h

�

arfe-

relation zu einer derart gro�en impulsm

�

a�igen Delokalisierung (Uns
h

�

arfe) f

�

uhren, die eine wesentli
h

gr

�

o�ere Energie als E

0

erfordert.
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rei
h zwis
hen den Umkehrpunkten x

1

und x

2

{ ist. Diese Nullstellen

werden au
h als Knoten bezei
hnet, und der genannte Sa
hverhalt

hei�t au
h Knotensatz.

Es ist bemerkenswert, da� die Aufenthaltswahrs
heinli
hkeitsdi
h-

te j'

n

(x)j

2

au
h au�erhalb des klassis
h erlaubten Berei
hes von Null

vers
hieden ist. In der Regel ist sie in diesem Berei
h jedo
h sehr klein,

da sie f

�

ur jxj!1 sehr s
hnell gegen Null strebt.

Fall B:

In unseren bisherigen

�

Uberlegungen haben wir angenommen, da� das

Potential V (x) f

�

ur endli
hes jxj ebenfalls endli
h ist und erst in der

Grenze jxj!1 unendli
h gro� wird. Betra
hten wir nunmehr den Fall,

PSfrag repla
ements

x

V

x

0

Abbildung 3.4: Eindimensionales Potential: Fall B.

da� V (x) bereits f

�

ur ein gewisses (endli
hes) x

0

unendli
h gro� wird.

Die obigen

�

Uberlegungen bleiben alle sinngem

�

a� ri
htig mit der Ein-

s
hr

�

ankung, da� '(x) bei x=x

0

vers
hwinden mu� und die Di�eren-

tialglei
hung (3.72) nunmehr unter dieser Randbedingung (zusammen

mit der Normierungsbedingung) zu l

�

osen ist.

5

Fall C:

Ein anderer wi
htiger Potentialtyp ist der in Abb. 3.5 gezeigte. Sein

wesentli
hes Merkmal ist, da� V f

�

ur jxj!1 endli
h bleibt,

5

Andernfalls w

�

urde V (x)'(x) bei x=x

0

divergieren und die Di�erentialglei
hung (3.72) verl

�

ore

ihren Sinn.
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PSfrag repla
ements
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Abbildung 3.5: Eindimensionales Potential: Fall C.

V (x)!

(

V

�1

f

�

ur x! �1;

V

+1

f

�

ur x! +1:

(3.80)

Aus den obigen

�

Uberlegungen ist klar, da� f

�

ur den Fall, da� die Po-

tentialdi�erenz V

�1

�V

+1

hinrei
hend gro� ist, in dem Energieberei
h

zwis
hen V

min

und V

+1

diskrete Energieniveaus vorhanden sein k

�

onnen.

Im Gegensatz dazu ist jeder beliebige Energiewert zwis
hen V

+1

und

V

�1

m

�

ogli
h. Es sei E ein sol
her Wert, d.h. V

+1

<E<V

�1

, wo-

bei V (x

1

)=E gelten m

�

oge. Eine si
h im Berei
h x<x

1

f

�

ur x!�1

an die x-A
hse ans
hmiegende Funktion nimmt na
h der ersten

Kr

�

ummungs

�

anderung an der Stelle x=x

1

und den dann folgenden,

mit Kr

�

ummungs

�

anderungen verbundenen Nulldur
hg

�

angen im Berei
h

x>x

1

einen oszillatoris
hen Charakter an. Sie sind zwar ni
ht im

�

ubli-


hen Sinn quadratis
h integrierbar, lassen si
h aber, da sie ni
ht diver-

gieren, im Sinne von Æ-Funktionen normieren. F

�

ur E>V

�1

bleibt das

Energiespektrum nat

�

urli
h kontinuierli
h, wobei jeder Energiewert nun-

mehr zweifa
h entartet ist { entspre
hend den zwei linear unabh

�

angigen

L

�

osungen der Di�erentialglei
hung (3.72).

Das Energiekontinuum kann als Grenzfall eines Quasikontinuums

(mit beliebig kleinen Energieniveauabst

�

anden) aufgefa�t werden, wo-

bei die zu den diskreten Energien des Quasikontinuums geh

�

orenden

Wellenfunktionen wieder im

�

ubli
hen Sinne normierbar sind. Zu die-

sem Zwe
k hat man das Potential links und re
hts zun

�

a
hst dur
h zwei

unendli
h hohe Potentialw

�

ande zu begrenzen und diese dann na
h links

bzw. re
hts ins Unendli
he zu vers
hieben.

6

6

Man bea
hte, da� man es in der experimentellen Praxis immer nur mit endli
hen r

�

aumli
hen

Berei
hen zu tun hat.
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PSfrag repla
ements

x

V

Abbildung 3.6: Potential mit Energiekontinuum als Grenzfall eines Po-

tentials mit Quasikontiuum.

So ma
ht beispielsweise im einfa
hsten Fall einer freien Bewegung

die Einf

�

uhrung von unendli
h hohen W

�

anden aus dieser Bewegung eine

Bewegung in einem Kastenpotential

V (x) =

8

>

<

>

:

1 f

�

ur x � x

1

;

0 f

�

ur x

1

< x < x

2

1 f

�

ur x � x

2

;

(3.81)

und die zeitfreie S
hr

�

odinger-Glei
hung

d

2

'(x)

dx

2

= �

2m

~

2

E'(x) (x

1

< x < x

2

) (3.82)

ist unter den Randbedingungen

'(x

1

) = '(x

2

) = 0 (3.83)

zu l

�

osen. Die allgemeine L

�

osung von (3.82) lautet bekanntli
h

'(x) = Ae

ikx

+ Be

�ikx

= a sin(kx+ b) (3.84)

mit

k

2

=

2mE

~

2

; E =

~

2

k

2

2m

(3.85)

[vgl. (3.63)℄. Wegen '(x

1

)=0 mu� b=�kx

1

sein, so da� aus (3.84)

'(x) = a sin[k(x� x

1

)℄ (3.86)
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PSfrag repla
ements
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Abbildung 3.7: Eindimensionaler unendli
h hoher Kasten.

wird. Die Forderung '(x

2

)=0 impliziert dann

k(x

2

� x

1

) = kl = n� ; k ! k

n

= n

�

l

(3.87)

und somit die diskreten Energien

E

n

=

~

2

k

2

n

2m

=

n

2

h

2

8ml

2

(3.88)

(n=1; 2; : : :).

7

Man

�

uberzeugt si
h uns
hwer davon, da� f

�

ur a=

p

2=l

die Eigenfunktionen

'

n

(x) =

r

2

l

sin[k

n

(x� x

1

)℄ (3.89)

auf eins normiert sind. Wir sehen, da� auf Grund der (unendli
h ho-

hen) Potentialw

�

ande der (im vorliegenden Fall eindimensionale) Wel-

lenzahlvektor k nur bestimmte diskrete Werte k

n

annehmen kann, deren

Abstand

�k = k

n+1

� k

n

=

�

l

(3.90)

mit wa
hsendem Abstand l der W

�

ande beliebig klein wird,

l !1 ; �k ! 0: (3.91)

7

Im Sinne des Knotensatzes kann nat

�

urli
h n!n+1 gesetzt werden, so da� nunmehr

n=0; 1; 2; : : : gilt.
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Dementspre
hend wird der Abstand bena
hbarter Energiewerte

�E

n

= E

n+1

� E

n

=

~

2

2m

�

k

2

n+1

� k

2

n

�

'

~

2

k

n

m

�k (3.92)

mit wa
hsendem l ebenfalls beliebig klein, so da� si
h f

�

ur l! 1 ein

kontinuierli
hes Spektrum ergibt. Mit wa
hsendem l wird die Wahr-

s
heinli
hkeit

W =

Z

�x

dx j'

n

(x)j

2

; (3.93)

das Teil
hen in einem x-Berei
h mit einer (endli
hen) Breite �x an-

zutre�en, beliebig klein im Verglei
h zu der Wahrs
heinli
hkeit, es in

dem restli
hen (gro�en) x-Berei
h anzutre�en.

Fall D:

Falls die Bewegung in einem Potential erfolgt, das si
h an einer gewis-

sen Stelle x= x

0

nahezu sprunghaft

�

andert, ist es

�

ubli
h, das Modell

eines Potentials mit Sprungstelle zu verwenden. In diesem Fall kann

II

PSfrag repla
ements

x

V

x

0
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Abbildung 3.8: St

�

u
kweise stetiges Potential.

die Di�erentialglei
hung (3.72) in den Berei
hen I und II separat gel

�

ost

werden. Die L

�

osungen '(x)='

I

(x) (im Berei
h I) und '(x)='

II

(x)

(im Berei
h II) sind dann so miteinander zu verkn

�

upfen, da� '(x) und

d'(x)=dx an der Sprungstelle stetig sind,

'

I

(x)j

x=x

0

= '

II

(x)j

x=x

0

; (3.94)

d'

I

(x)

dx

�

�

�

�

x=x

0

=

d'

II

(x)

dx

�

�

�

�

x=x

0

: (3.95)
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Es ist klar, da� sowohl die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte als au
h die Wahr-

s
heinli
hkeitsstromdi
hte an der Sprungstelle stetig ist.

3.4.2 St

�

u
kweise konstante Potentiale

Wir wollen die gema
hten Aussagen an einigen einfa
hen Beispielen

mit st

�

u
kweise konstanten Potentialen illustrieren.

3.4.2.1 Ein Teil
hen an einer Potentialstufe

Beginnen wir mit einer Potentialstufe

V (x) =

(

0 f

�

ur x < 0;

V

0

> 0 f

�

ur x � 0:

(3.96)

Wir l

�

osen die zeitfreie S
hr

�

odinger-Glei
hung (3.72) zun

�

a
hst in den

PSfrag repla
ements

x

V

V

0

x

0

Abbildung 3.9: Eindimensionale Potentialstufe.

Berei
hen x< 0 und x> 0 separat. Es ist uns
hwer zu sehen, da� f

�

ur

0 < E < V

0

(3.97)

die allgemeine L

�

osung

'(x) =

(

Ae

ikx

+ Be

�ikx

f

�

ur x < 0;

Ce

�x

+De

��x

f

�

ur x > 0

(3.98)

lautet, wobei

k =

p

2mE=~ ; E =

~

2

k

2

2m

(3.99)
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und

� =

r

2m

~

2

jV

0

�Ej =

1

l

0

s

�

�

�

�

1�

E

V

0

�

�

�

�

(3.100)

[l

0

=

p

~

2

=(2mV

0

)℄ ist und A, B, C,D zun

�

a
hst willk

�

urli
he Konstanten

sind. Da '(x) f

�

ur x!1 ni
ht divergieren darf, mu� o�ensi
htli
h

C = 0 (3.101)

gesetzt werden. Aus den

�

Ubergangsbedingungen (Stetigkeit von '(x)

und d'(x)=dx) bei x = 0,

A+ B = D; (3.102)

ik(A� B) = ��D; (3.103)

folgt f

�

ur die no
h unbestimmten KoeÆzienten A, B, D

B

A

=

k � i�

k + i�

(3.104)

und

D

A

=

2k

k + i�

: (3.105)

Da alle Energien E mit 0<E<V

0

erlaubt sind und si
h somit ein

kontinuierli
hes Spektrum ergibt, sind die resultierenden Energieeigen-

funktionen

8

ni
ht auf eins, sondern auf die Æ-Funktion normierbar.

Im Berei
h x< 0 setzt si
h '(k; x) aus einer einlaufenden Welle

Ae

ikx

und einer auslaufenden (re
ektierten) Welle Be

�ikx

zusammen.

Es ist lei
ht na
hzure
hnen, da� die Wahrs
heinli
hkeitsstromdi
hte

[Glei
hung (3.46)℄ f

�

ur ein Teil
hen in einem station

�

aren Zustand mit

der Wellenfunktion '(k; x)e

�iEt=~

j(x) =

~

2im

�

'

�

(k; x)

d'(k; x)

dx

� '(k; x)

d'

�

(k; x)

dx

�

= j

ein

(x) + j

re


(x) (x < 0) (3.106)

8

Man bea
hte, da� f

�

ur eine endli
he Potentialstufe das Teil
hen au
h in dem klassis
h ni
ht

erlaubten Berei
h x> 0 mit einer von Null vers
hiedenen Wahrs
heinli
hkeit anzutre�en ist. Im

Grenzfall einer unendli
h hohen Potentialstufe V

0

!1 und somit �!1 folgt aus (3.104) und

(3.105) B=A!�1 und D=A! 0, und der Berei
h x> 0 ist dem Teil
hen ni
ht mehr zug

�

angli
h.
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lautet, wobei

j

ein

(x) =

~k

m

jAj

2

(3.107)

und

j

re


(x) =

~k

m

jBj

2

(3.108)

als die Wahrs
heinli
hkeitsstromdi
hten f

�

ur ein einlaufendes und ein

re
ektiertes Teil
hen angesehen werden k

�

onnen. O�ensi
htli
h ist im

vorliegenden Fall

R �

jj

re


(x)j

jj

ein

(x)j

=

jBj

2

jAj

2

= 1; (3.109)

wobei R als Re
exionskoeÆzient bezei
hnet wird. Da die mit der im

Berei
h x> 0 g

�

ultigen Wellenfunktion De

��x

verkn

�

upfte Wahrs
hein-

li
hkeitsstromdi
hte j

trans

(x) f

�

ur ein in die Potentialstufe eindringendes

(transmittiertes) Teil
hen o�ensi
htli
h vers
hwindet,

j(x) = j

trans

(x) = 0 (x > 0); (3.110)

vers
hwindet erwartungsgem

�

a� der TransmissionskoeÆzient T ,

T �

jj

trans

(x)j

jj

ein

(x)j

= 0 (0 < x <1); (3.111)

denn T und R m

�

ussen (in

�

Ubereinstimmung mit der Kontinuit

�

atsglei-


hung) der Bedingung

R+ T = 1 (3.112)

gen

�

ugen.

Betra
hten wir nunmehr den Fall

V

0

< E; (3.113)

f

�

ur den [bei G

�

ultigkeit von (3.99) und (3.100)℄ aus (3.98)

'(x) =

(

Ae

ikx

+ Be

�ikx

f

�

ur x < 0;

Ce

i�x

+De

�i�x

f

�

ur x > 0

(3.114)

wird. Das Energiespektrum bleibt kontinuierli
h, wobei f

�

ur jeden Ener-

giewert nunmehr zwei linear unabh

�

angige L

�

osungen existieren (z. B. die
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1

1

Abbildung 3.10: Transmission an der Potentialstufe in Abb. 3.9.

eine f

�

urD=0 und die andere f

�

urA=0) und somit eine zweifa
he Entar-

tung auftritt. Nehmen wir beispielsweise die L

�

osungen, die jeweils einer

einlaufenden Welle Ae

ikx

von links, einer re
ektierten Welle Be

�ikx

und

einer na
h re
hts auslaufenden (transmittierten) Welle Ce

ikx

entspre-


hen [D=0 in (3.114)℄. Anstelle von (3.104) und (3.105) erhalten wir

nunmehr

B

A

=

k � �

k + �

(3.115)

und

C

A

=

2k

k + �

: (3.116)

Die entspre
henden Stromdi
hten lauten

j

ein

(x) =

~k

m

jAj

2

; (3.117)

j

re


(x) =

~k

m

jBj

2

=

~k

m

jAj

2

�

k � �

k + �

�

2

; (3.118)

j

trans

(x) =

~�

m

jCj

2

=

~�

m

jAj

2

�

2k

k + �

�

2

; (3.119)

woraus si
h f

�

ur den Re
exionskoeÆzienten

R =

jBj

2

jAj

2

=

�

k � �

k + �

�

2

(3.120)
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und f

�

ur den TransmissionskoeÆzienten

T =

�jCj

2

kjAj

2

=

�

k

�

2k

k + �

�

2

; (3.121)

ergibt und nat

�

urli
h (3.112) gilt.

9

3.4.2.2 Ein Teil
hen an einem Potentialwall (Tunnele�ekt)

Wie wir gesehen haben, kann ein auf eine Potentialstufe auftre�en-

des quantenme
hanis
hes Teil
hen, dessen Energie unterhalb der Stu-

fenenergie liegt, diese Barriere

�

uberwinden und bis zu einer gewissen

(kleinen) Tiefe in die Potentialstufe eindringen. Im Falle einer Poten-

tialbarriere endli
her Ausdehnung kann deshalb erwartet werden, da�

ein quantenme
hanis
hes Teil
hen diese (f

�

ur ein klassis
hes Teil
hen

un

�

uberwindbare) Barriere dur
hqueren kann. Betra
hten wir der Ein-

PSfrag repla
ements

x

V

V

0

x

0

�l=2

l=2

Abbildung 3.11: Eindimensionaler Potentialwall.

fa
hheit wegen einen re
hte
kigen Potentialwall

V (x) =

(

0 f

�

ur jxj > l=2;

V

0

> 0 f

�

ur jxj � l=2:

(3.122)

F

�

ur

0 < E < V

0

(3.123)

9

Es ist ein spezi�s
hes Resultat der Quantentheorie, da� ein Teil
hen mit einer Energie E >V

0

mit einer von Null vers
hiedenen Wahrs
heinli
hkeit re
ektiert werden kann. Bekanntli
h ist dies

klassis
h ni
ht m

�

ogli
h.
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lautet die allgemeine L

�

osung der zeitfreien S
hr

�

odinger-Glei
hung

(3.72) [anstelle von (3.122)℄ nunmehr

'(x) =

8

>

<

>

:

Ae

ikx

+ Be

�ikx

f

�

ur x < �l=2;

Ce

�x

+De

��x

f

�

ur �l=2 < x < l=2;

Fe

ikx

+Ge

�ikx

f

�

ur x > l=2;

(3.124)

wobei f

�

ur k und � wieder die Glei
hungen (3.99) und (3.100) gelten und

A, B, C, D, F , G zun

�

a
hst willk

�

urli
he Konstanten sind. Betra
hten

wir wieder den Fall von links einlaufenden Wellen und setzen dement-

spre
hend G=0.

10

Bis auf A sind dann die restli
hen vier Konstanten

B, C, D, F dur
h die vier

�

Ubergangsbedingungen bei x=�l=2 fest-

gelegt. Eine einfa
he aber etwas l

�

angli
he Re
hnung liefert das lineare,

inhomogene Glei
hungssystem

0

B

B

�

e

ikl=2

�e

��l=2

�e

�l=2

0

0 e

�l=2

e

��l=2

�e

ikl=2

�ike

ikl=2

��e

��l=2

�e

�l=2

0

0 �e

�l=2

��e

��l=2

�ike

ikl=2

1

C

C

A

0

B

B

�

B

C

D

F

1

C

C

A

=

0

B

B

�

�e

�ikl=2

A

0

�ike

�ikl=2

A

0

1

C

C

A

;

(3.125)

dessen L

�

osung auf

B

A

=

�

1

2

i(k=�� �=k) sinh(�l)e

�ikl


osh(�l)�

1

2

i(k=�� �=k) sinh(�l)

; (3.126)

und

F

A

=

e

�ikl


osh(�l)�

1

2

i(k=�� �=k) sinh(�l)

; (3.127)

f

�

uhrt. Somit gilt:

11

T =

jF j

2

jAj

2

=

1

1 + �

2

(3.128)

10

A=0 entspri
ht dann wieder dem Fall von re
hts einlaufenden Wellen. O�ensi
htli
h sind die

Energien zweifa
h entartet.

11

Die zugrunde liegenden Stromdi
hten j

ein

(x) und j

re


(x) beziehen si
h auf die einlaufende Welle

Ae

ikx

und die re
ektierte Welle Be

�ikx

im Berei
h x<�l=2, w

�

ahrend si
h die Stromdi
hte j

trans

(x)

auf die auslaufende Welle Fe

ikx

im Berei
h x> l=2 bezieht.
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Abbildung 3.12: Transmission am Potentialwall in Abb. 3.11.

R = 1� T =

jBj

2

jAj

2

=

�

2

1 + �

2

(3.129)

� =

1

2

�

k

�

+

�

k

�

sinh(�l)

(3.130)

Das Resultat zeigt, da� ein (von links) auf den Potentialwall ein-

fallendes Teil
hen ni
ht nur re
ektiert werden kann, sondern es wird

au
h immer mit einer gewissen Wahrs
heinli
hkeit den Wall dur
htun-

neln, au
h wenn seine Energie niedriger ist als die Wallh

�

ohe (klassis
h

m

�

u�te in diesem Fall R=1 und T =0 gelten). Obwohl in realen Sy-

stemen die Potentialverh

�

altnisse wesentli
h komplizierter sind als hier

angenommen, ma
ht das einfa
he Modell zum Tunnele�ekt bereits ei-

ne Reihe physikalis
her E�ekte prinzipiell verst

�

andli
h, wie das Ph

�

ano-

men der Radioaktivit

�

at, wenn si
h z.B. Kerne h

�

oherer Ordnungszahl

dur
h Emission von Alpha-Teil
hen in andere umwandeln. Die Alpha-

Teil
hen be�nden si
h ans
hauli
h im Potential des jeweiligen Kerns,

k

�

onnen aber dur
h dieses hindur
htunneln und si
h dann au�erhalb des

Kerns wegen der Coulomb-Absto�ung von diesem entfernen.
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Abbildung 3.13: Transmission am Potentialwall in Abb. 3.11.

F

�

ur E>V

0

gehen die Exponentialfunktionen e

��x

in (3.124) o�en-

si
htli
h in e

�i�x

�

uber, so da� die weiteren Re
hnungen mit der Erset-

zung �! i� dur
hzuf

�

uhren sind. Die Energien bleiben zweifa
h entartet

und die Glei
hung (3.127) nimmt [na
h Ersetzung von � dur
h i� in

(3.130)℄ die Gestalt

F

A

=

e

�ikl


os(�l)�

1

2

i(k=�+ �=k) sin(�l)

(3.131)

an. Dementspre
hend bleiben die Glei
hungen (3.128) und (3.129) wei-

terhin g

�

ultig, wobei jedo
h jetzt

� =

1

2

�

k

�

�

�

k

�

sin(�l) (3.132)

ist. Aus (3.128) zusammen mit (3.132) ist ersi
htli
h, da� f

�

ur

�l = n� ; � = �

n

= n

�

l

(3.133)

(n - nat

�

urli
he Zahl)

T = 1  ! R = 0 (3.134)



90KAPITEL 3. EIN TEILCHEN IMKONSERVATIVENKRAFTFELD

ist und somit das Teil
hen (bis auf einen Phasenfaktor) den Potential-

topf ungehindert passiert (siehe dazu au
h die Anmerkungen auf Seite

94). Die Teil
henenergien (Resonanzenergien), f

�

ur die dies m

�

ogli
h ist,

ergeben si
h aus (3.100) zusammen mit (3.133) als

12

E = E

n

=

~

2

�

2

n

2m

+ V

0

=

n

2

h

2

8ml

2

+ V

0

: (3.135)

3.4.2.3 Ein Teil
hen in einem Potentialtopf

Wir betra
hten ein Teil
hen in einem Kraftfeld mit der potentiellen

Energie

V (x) =

(

0 f

�

ur jxj > l=2;

�V

0

< 0 f

�

ur jxj < l=2:

(3.136)

F

�

ur

PSfrag repla
ements

x

V

�V

0

�l=2 l=2

Abbildung 3.14: Eindimensionaler Potentialtopf.

�V

0

< E < 0 (3.137)

lautet die allgemeine L

�

osung der zeitfreien S
hr

�

odinger-Glei
hung

(3.72)

'(x) =

8

>

<

>

:

Ae

kx

+ Be

�kx

f

�

ur x < �l=2;

Ce

i�x

+De

�i�x

f

�

ur �l=2 < x < l=2;

Fe

kx

+Ge

�kx

f

�

ur x > l=2;

(3.138)

wobei

k =

r

2m

~

2

jEj ; (3.139)

12

Bea
hte, da� die Energien V

0

+E

n

gerade die Energieeigenwerte (3.88) eines Teil
hens in einem

Kasten mit unendli
h hohen W

�

anden sind.
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� =

r

2m

~

2

(V

0

+E) =

1

l

0

r

1 +

E

V

0

(3.140)

gilt. O�ensi
htli
h mu�

B = F = 0 (3.141)

gesetzt werden, damit '(x) f

�

ur jxj!1 ni
ht divergiert. Die

�

Uber-

gangsbedingungen bei jxj= l=2 liefern dann das homogene, lineare Glei-


hungssystem

0

B

B

�

e

�kl=2

�e

�i�l=2

�e

i�l=2

0

0 e

i�l=2

e

�i�l=2

�e

�kl=2

ke

�kl=2

�i�e

�i�l=2

i�e

i�l=2

0

0 i�e

i�l=2

�i�e

�i�l=2

ke

�kl=2

1

C

C

A

0

B

B

�

A

C

D

G

1

C

C

A

= 0; (3.142)

zur Bestimmung der restli
hen Konstanten A, C, D, G, das nur dann

eine ni
httriviale L

�

osung besitzt, wenn die KoeÆzientendeterminante

det = 2ie

kl

�

k

2

� �

2

+ 2k� 
ot(�l)

�

(3.143)

vers
hwindet, d.h., wenn die Glei
hung

k

2

� �

2

+ 2k� 
ot(�l) = 0 (3.144)

erf

�

ullt ist, die f

�

ur

k = � tan(�l=2)

(3.145)

auf

D = C =

e

�kl=2

2 
os(�l=2)

A; G = A

(3.146)

['(x)='(�x)℄ und f

�

ur

k = �� 
ot(�l=2)

(3.147)



92KAPITEL 3. EIN TEILCHEN IMKONSERVATIVENKRAFTFELD

auf

D = �C =

e

�kl=2

2i sin(�l=2)

A; G = �A

(3.148)

['(x)=�'(�x)℄ f

�

uhrt.

Was no
h bleibt, ist die Auswertung der Glei
hungen (3.145) und

(3.147) hinsi
htli
h der erlaubten Energiewerte. F

�

uhren wir die dimen-

sionslosen Gr

�

o�en

� =

jEj

V

0

; (3.149)

� =

l

2

r

2m

~

2

V

0

; (3.150)

� = �l=2 = �

p

1� � ; (3.151)

� = kl=2 = �

p

� (3.152)

ein, dann lesen si
h die Glei
hungen (3.145) und (3.147) als

� = � tan � (3.153)

und

� = �� 
ot �; (3.154)

wobei jeweils

�

2

+ �

2

= �

2

(3.155)

gilt. Mit Hilfe der Glei
hung (3.155) kann in (3.153) [bzw. (3.154)℄ �

oder � eliminiert werden, so da� die �-Abh

�

angigkeit nur no
h

�

uber �

oder � in die transzendente Bestimmungsglei
hung f

�

ur � (und somit E)

eingeht.

Am einfa
hsten l

�

a� si
h das Problem numeris
h-graphis
h l

�

osen.

Dazu stellen wir in einem �-�-Koordinatensystem f

�

ur gegebenes � (d.h.

gegebenes Potential) die Funktionen (3.153) (in Abb. 3.15 rot), (3.154)

(in Abb. 3.15 blau) und (3.155) (in Abb. 3.15 gr

�

un) dar, wobei nur

positive Werte von � und � von Interesse sind. Die S
hnittpunkte des
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+ �
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= �
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ot � �� 
ot �

Abbildung 3.15: Graphis
he Auswertung der Glei
hungen (3.153) {

(3.155).

jeweiligen Viertelkreises mit den Funktionen (3.153) und (3.154) legen

dann gem

�

a� (3.151) oder (3.152) [zusammen mit (3.149)℄ die erlaubten

(diskreten) Energiewerte E= E

n

fest. Wie aus Abb. 3.15 zu ersehen

ist, existiert mindestens ein erlaubter Energiewert, insgesamt jedo
h

nur eine endli
he Anzahl. Beginnend mit einer symmetris
hen Wellen-

funktion f

�

ur den tiefsten Energiewert E

0

we
hseln si
h mit wa
hsender

Energie symmetris
he und antisymmetris
he Wellenfunktionen in re-

gelm

�

a�iger Folge ab. Die Zahl der diskreten Energieeigenwerte wird

dur
h den Potentialparameter � bestimmt und ergibt si
h zu [2�=�℄

+

,

wobei [2�=�℄

+

die n

�

a
hste auf 2�=� folgende nat

�

urli
he Zahl ist. Je

gr

�

o�er also � ist, d.h. je breiter und je tiefer der Potentialtopf ist, um

so gr

�

o�er ist die Anzahl der diskreten Energieeigenwerte.

13

F

�

ur

E > 0 (3.156)

13

Wird der Potentialtopf immer s
hmaler, jedo
h glei
hzeitig immer h

�

oher, so da� a= lV

0

konstant bleibt, gelangen wir in der Grenze l! 0 zu einem Æ-Potential V (x) =�aÆ(x). Wegen

�=

p

l

p

ma=(2~

2

) kann es f

�

ur l! 0 nur einen gebundenen Zustand geben. Aus (3.151) {(3.153) folgt

p

�=

p

1� � tan(�

p

1� �), so da� f

�

ur hinrei
hend kleines l mittels Entwi
klung

p

��

p

1� ��

p

1� �

s
hreiben k

�

onnen, d.h.

p

��� und somit ���

2

= lma=(2~

2

). Damit erhalten wir aus (3.149) f

�

ur l! 0

den gesu
hten Energiewert als E=�jEj=�ma

2

=(2~

2

) bzw. E=�~

2

k

2

=(2m) mit k=ma=~

2

.
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erhalten wir anstelle von (3.138)

'(x) =

8

>

<

>

:

Ae

ikx

+Be

�ikx

f

�

ur x < �l=2;

Ce

i�x

+De

�i�x

f

�

ur �l=2 < x < l=2;

Fe

ikx

+Ge

�ikx

f

�

ur x > l=2:

(3.157)

Dies ist jedo
h genau die Glei
hung (3.124), wenn dort � dur
h i� und

V

0

in (3.100) dur
h �V

0

ersetzt wird. Dementspre
hend folgt f

�

ur den

TransmissionskoeÆzienten T das Ergebnis (3.128) und f

�

ur den Re
exi-

onskoeÆzienten R das Ergebnis (3.129) mit � aus (3.132) [und � aus

(3.140)℄. Insbesondere errei
ht die Transmission maximal wieder den

(klassis
hen) Wert T =1 wenn �l=n� (n - nat

�

urli
he Zahl) ist. Die

entspre
henden Energien ergeben si
h gem

�

a� (3.135) (mit der Erset-

zung V

0

!�V

0

) als

E = E

n

=

~

2

�

2

n

2m

� V

0

=

n

2

h

2

8ml

2

� V

0

; (3.158)

wobei im Gegensatz zu (3.135) n hinrei
hend gro� sein mu�:

E > 0 ; n >

r

8ml

2

V

0

h

2

: (3.159)

Anmerkungen

� Gem

�

a� (3.131) ergibt si
h f

�

ur E> 0 die komplexe Amplitude der

transmittierten Welle als

T =

F

A

=

e

�ikl


os(�l)�

1

2

i(k=�+ �=k) sin(�l)

; (3.160)

wobei gem

�

a� (3.139) und (3.140)

k =

r

2m

~

2

E ; (3.161)

� =

r

2m

~

2

(V

0

+E) (3.162)
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gilt. Fassen wir T als Funktion von E in der komplexen T -E-

Ebene auf, so besitzt diese Funktion eine Reihe interessanter Ei-

gens
haften. Die Pole dieser Funktion ergeben si
h dur
h Null-

setzen des Nenners,


os(�l) =

1

2

i

�

k

�

+

�

k

�

sin(�l) (3.163)

bzw.


ot(�l=2)� tan(�l=2) =

i�

k

+

ik

�

: (3.164)

Diese Glei
hung ist entweder f

�

ur

tan(�l=2) = �

ik

�

(3.165)

oder


ot(�l=2) =

ik

�

(3.166)

erf

�

ullt. Betra
hten wir zun

�

a
hst reelles E. Ist E> 0, dann sind k

und � reell, und es gibt keine L

�

osungen von (3.163) und (3.164).

Ist E<�V

0

, dann sind k und � rein imagin

�

ar, und es gibt eben-

falls keine L

�

osungen von (3.163) und (3.164). Anders sieht es in

dem Berei
h �V

0

<E< 0 aus, in dem k imagin

�

ar und � reell ist

Mit E= jEje

i�

und

p

E=

p

jEje

i�=2

ergibt si
h aus (3.161) f

�

ur

�=�, d.h. E< 0,

k ! ik; k =

r

2m

~

2

jEj (3.167)

und somit gehen die Glei
hungen (3.161) und (3.162) exakt in die

Glei
hungen (3.145) und (3.147) zur Bestimmung der Energieei-

genwerte der gebundenen Zust

�

ande

�

uber. Die Funktion T (E) hat

also an den Stellen der Energien E

n

der gebundenen Zust

�

ande

Pole.

� Betra
hten wir

T (E) =

e

�ikl


os(�l)

1

1�

1

2

i(k=�+ �=k) tan(�l)

(3.168)
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in der N

�

ahe einer Resonanzenergie E

n

, wenn �l=n� ist und somit


os(�l)j

E

n

= (�1)

n

(3.169)

und

tan(�l)j

E

n

= 0 (3.170)

gilt. Wir verwenden die Taylor-Entwi
klung

1

2

�

k

�

+

�

k

�

tan(�l) =

2




n

(E � E

n

) + : : : (3.171)

und sehen, da� T (E)e

ikl

in der N

�

ahe von E

n

die Gestalt

T (E)e

ikl

= (�1)

n

i


n

=2

E � E

n

+ i


n

=2

(3.172)

annimmt, wobei

2




n

=

1

2

�

k

�

+

�

k

�

d�l

dE

�

�

�

�

E=E

n

(3.173)

gilt. Die Funktion R(E) besitzt also Pole bei den komplexen

Energiewerten

14

E = E

n

� i


n

=2: (3.174)

Da die Funktion

p

E (gem

�

a� unserer Festlegung) l

�

angs der po-

sitiven reellen A
hse einen Verzweigungss
hnitt besitzt, besitzt

die Funktion T (E) als Funktion von

p

E ebenfalls diesen Ver-

zeigungss
hnitt. Die Pole (3.174) geh

�

oren folgli
h zur analyti-

s
hen Fortsetzung von T (E) in das zweite Riemanns
he Blatt.

Mit (3.139) und (3.140) wird aus (3.173)

2




n

=

l

4

r

2m

~

2

2E

n

+ V

0

p

E

n

(E

n

+ V

0

)

: (3.175)

Speziell f

�

ur

E

n

� V

0

(3.176)

14

Eine genauere Bestimmung dieser Pole zeigt, da� der Realteil etwas kleiner als E

n

ist.
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(tiefer Potentialtopf) ergibt si
h

2




n

�

l

4

r

2m

~

2

1

p

E

n

; 


n

= 8

l

0

l

p

V

0

E

n

; (3.177)

d.h., f

�

ur Resonanzenergien knapp oberhalb des Potentialtopfs

(und hinrei
hend gro�es l) kann 


n

kann sehr klein werden.

� Die Ausgangsglei
hung (3.160) gilt au
h f

�

ur einen Potentialwall

(E>V

0

), wenn [in (3.140)℄ V

0

dur
h �V

0

ersetzt wird. In diesem

Fall besitzt T (E) f

�

ur reelles E o�ensi
htli
h keine Pole, sondern

nur f

�

ur die komplexen Energiewerte gem

�

a� (3.174) mit E

n

aus

(3.135) und

2




n

=

l

4

r

2m

~

2

2E

n

� V

0

p

E

n

(E

n

� V

0

)

: (3.178)

[Glei
hung (3.175) mit V

0

!�V

0

℄. Speziell f

�

ur

E

n

� V

0

� V

0

(3.179)

(hoher Potentialwall) erhalten wir

2




n

�

l

4

r

2m

~

2

p

V

0

E

n

� V

0

; 


n

� 8

l

0

l

(E

n

� V

0

); (3.180)

so da� knapp oberhalb des Potentialwalls 


n

sehr klein werden

kann (siehe die Abbildung auf Seite 89).

� Das TransmissionskoeÆzient in der N

�

ahe der E

n

lautet

T = jT (E)j

2

=

(


n

=2)

2

(E � E

n

)

2

+ (


n

=2)

2

: (3.181)

Die Funktion (3.181) stellt eine Lorentz-Kurve dar. Die Breite

der Resonanzstelle wird dur
h 


n

bestimmt. F

�

ur hinrei
hend klei-

nes 


n

approximiert die Lorentz-Kurve im Berei
h der Resonanz

das exakte Verhalten sehr genau (siehe Abb. 3.16, die das Reso-

nanzverhalten am Potentialwall f

�

ur n=3 zeigt; s
hwarze Kurve

- exaktes Resultat aus Abb. 3.13, rote Kurve - Lorentz-Kurve).
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PSfrag repla
ements

E=V

0

T

l=l

0

= 200

1:0018 1:0022
1:0026 1:003

0:2

0:4

0:6

0:8

1

n = 3

Abbildung 3.16: Transmission am Potentialwall in Abb. 3.14 (exakte

Kurve s
hwarz, Lorentz-Kurve rot).

Derartige Resonanzen treten au
h in realen Streuproblemen auf

und spielen eine gro�e Rolle. Sie deuten auf die Bildung einer Art

gebundener Zust

�

ande hin, die jedo
h ni
ht stabil sind, sondern

im Mittel na
h einer endli
hen Zeit �


�1

n

{ der Lebensdauer {

wieder zerfallen. Stellt man T (E) in der Form

T (E) = jT (E)je

iÆ(E)�ikl

(3.182)

dar, so folgt aus (3.168), da�

tan[Æ(E)℄ =

Im [T (E)e

ikl

℄

Re [T (E)e

ikl

℄

=

1

2

�

�

k

+

k

�

�

tan(�l) (3.183)

ist. Mit (3.171) ergibt si
h in Resonanzn

�

ahe

tan[Æ(E)℄ =

2




n

(E � E

n

); (3.184)

d.h. der f

�

ur Resonanzph

�

anomene typis
he Verlauf.
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3.4.3 Linearer harmonis
her Oszillator

Harmonis
he Oszillatoren spielen in der Physik bekanntli
h eine gro�e

Rolle. Das Potential

V (x) =

1

2

kx

2

=

1

2

m!

2

x

2

(3.185)

(!

2

= k=m) ist vom glei
hen Typ wie das Potential in der Abbildung

auf Seite 73. Wir erwarten folgli
h ein diskretes Energiespektrum. Mit

(3.185) nimmt die zeitfreie S
hr

�

odinger-Glei
hung (3.70) [bzw. (3.72)℄

die Gestalt

d

2

'(x)

dx

2

+

2m

~

2

�

E �

1

2

m!

2

x

2

�

'(x) = 0

(3.186)

an, und es besteht die Aufgabe, quadratis
h integrierbare L

�

osungen zu

�nden, die gem

�

a�

Z

dx j'(x)j

2

= 1 (3.187)

normiert werden k

�

onnen.

Wir versu
hen zun

�

a
hst, die Di�erentialglei
hung (3.186) mittels

einer Variablensubstitution

� = x=x

0

(3.188)

etwas zu vereinfa
hen. In der neuen Variablen lautet die Di�erential-

glei
hung

1

x

2

0

d

2

'

d�

2

+

2m

~

2

�

E �

m!

2

2

x

2

0

�

2

�

' = 0 (3.189)

bzw.

d

2

'

d�

2

+

2m

~

2

m!

2

2

x

4

0

| {z }

= 1 setzen!

�

2E

m!

2

x

2

0

� �

2

�

' = 0; (3.190)

so da� mit

m

2

!

2

~

2

x

4

0

= 1 ; x

2

0

=

~

m!

(3.191)
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und der abk

�

urzenden Bezei
hnung

� =

2E

m!

2

x

2

0

=

2E

~!

(3.192)

die Di�erentialglei
hung in der Form

d

2

'

d�

2

+

�

�� �

2

�

' = 0 (3.193)

ges
hrieben werden kann.

F

�

ur die Normierbarkeit einer Funktion '(�) ist ihr asymptotis
hes

Verhalten f

�

ur

� ! �1 ; �

2

!1 (3.194)

wesentli
h. Aus der asymptotis
hen Form der Di�erentialglei
hung

(3.193),

d

2

'

d�

2

= �

2

'; (3.195)

folgt die asymptotis
he Form der L

�

osungen

'(�) � e

��

2

=2

: (3.196)

Es ist klar, da� nur die L

�

osung mit der abklingenden Exponentialfunk-

tion physikalis
h relevant ist.

Dementspre
hend gehen wir mit dem Ansatz

'(�) = v(�) e

��

2

=2

(3.197)

in die Di�erentialglei
hung (3.193) ein. Es gilt

d'

d�

= e

��

2

=2

(��)v + e

��

2

=2

dv

d�

= ��'+ e

��

2

=2

dv

d�

(3.198)
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und folgli
h ist

d

2

'

d�

2

= �'� �

d'

d�

� �e

��

2

=2

dv

d�

+ e

��

2

=2

d

2

v

d�

2

= �e

��

2

=2

v + �

2

e

��

2

=2

v � �e

��

2

=2

dv

d�

� �e

��

2

=2

dv

d�

+ e

��

2

=2

d

2

v

d�

2

=

�

�

2

� 1

�

ve

��

2

=2

� 2�e

��

2

=2

dv

d�

+ e

��

2

=2

d

2

v

d�

2

: (3.199)

Wir setzen (3.199) in (3.193) ein und erhalten folgende Di�erentialglei-


hung f

�

ur v(�):

d

2

v

d�

2

� 2�

dv

d�

+ (�� 1)v = 0: (3.200)

Die L

�

osungen dieser Di�erentialglei
hung sind nat

�

urli
h bekannt. W

�

are

dies ni
ht der Fall, k

�

onnte die Di�erentialglei
hung gem

�

a� der allge-

meinen Theorie gew

�

ohnli
her Di�erentialglei
hungen gel

�

ost werden. So

kann im vorliegenden Fall die L

�

osung in Form einer Potenzreihe ange-

setzt werden,

v(�) =

1

X

�=0




�

�

�

: (3.201)

Mit

dv

d�

=

1

X

�=0

�


�

�

��1

; �

dv

d�

=

1

X

�=0

�


�

�

�

; (3.202)

und

d

2

v

d�

2

=

1

X

�=0

�(� � 1)


�

�

��2

=

1

X

�=0

(� + 1)(� + 2)


�+2

�

�

(3.203)

wird aus (3.200)

1

X

�=0

[(� + 1)(� + 2)


�+2

� (2� � �+ 1)


�

℄

| {z }

0

�

�

= 0: (3.204)

Da diese Glei
hung f

�

ur beliebiges � gelten soll, mu� f

�

ur jedes � der

Vorfaktor von �

�

vers
hwinden,

(� + 1)(� + 2)


�+2

� (2� � �+ 1)


�

= 0; (3.205)
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was auf die Rekursionsformel




�+2




�

=

2� � �+ 1

(� + 1)(� + 2)

(3.206)

f

�

uhrt. Bei Vorgabe von 


0

bzw. 


1

lassen si
h daraus in einfa
her Weise

s

�

amtli
he KoeÆzienten 


�

der Potenzreihe (3.201) bere
hnen. Insbeson-

dere entsteht von 


0

ausgehend eine gerade und von 


1

ausgehend eine

ungerade Funktion in �.

Bis jetzt ist der Parameter � und folgli
h die Energie E [siehe

(3.192)℄ no
h beliebig. Wir erwarten jedo
h, da� die gefundenen Funk-

tionen nur f

�

ur ganz bestimmte Energiewerte normierbar sind und somit

die gesu
hten L

�

osungen des Problems darstellen. Um die Frage na
h der

Normierbarkeit zu beantworten, haben wir das Verhalten der Potenz-

reihe (3.201) f

�

ur gro�es j�j zu untersu
hen, wobei die hohen Potenzen

(�!1) die ents
heidenden sind. Aus (3.206) ist ersi
htli
h, da�




�+2




�

!

2

�

f

�

ur � !1 (3.207)

gilt. Wie uns
hwer zu sehen ist, verhielte si
h somit v(�) asymptotis
h

wie e

�

2

bzw. �e

�

2

, so da� wegen (3.197) '(�) ni
ht normierbar w

�

are.

O�ensi
htli
h wird '(�) nur dann normierbar, wenn die Potenzreihe

(3.201) bei einem gewissen �=n abbri
ht und folgli
h v(�)! v

n

(�) ein

ein Polynom n-ter Ordnung darstellt. Gem

�

a� (3.206) ist dies aber nur

f

�

ur einen ganz bestimmten �-Wert m

�

ogli
h, n

�

amli
h denjenigen, f

�

ur

den 


n+2

vers
hwindet,




n+2

= 2n� �+ 1 = 0; (3.208)

d.h.

�! �

n

= 2n+ 1 (n = 0; 1; 2; : : :): (3.209)

Na
h (3.192) bedeutet dies jedo
h, da� nur die diskreten Energiewerte

E

n

= ~!

�

n+

1

2

�

(3.210)
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(n=0; 1; 2; : : :) m

�

ogli
h sind. Bemerkenswert ist ihre

�

aquidistante Lage

mit dem Abstand ~! sowie die Grundzustandsenergie (Nullpunktsener-

gie)

1

2

~!. Die Polynome � v

n

(�) sind unter dem Namen Hermites
he

Polynome bekannt und werden

�

ubli
herweise mit dem Symbol H

n

(�)

bezei
hnet, so da� die gesu
hten Energieeigenfunktionen in der Form

(3.197)

'

n

(�) = N

n

e

��

2

=2

H

n

(�) (3.211)

(n= 0; 1; 2; : : :) angegeben werden k

�

onnen, wobei N

n

ein no
h zu be-

stimmender Normierungsfaktor ist.

Gem

�

a� (3.200) und (3.209) lautet die de�nierende Di�erentialglei-


hung der Hermites
hen Polynome

d

2

H

n

(�)

d�

2

� 2�

dH

n

(�)

d�

+ 2nH

n

(�) = 0: (3.212)

Wie wir glei
h zeigen werden, gilt [wenn

�

uber die no
h unbestimmten

KoeÆzienten 


0

und 


1

(in Abh

�

angigkeit von n) entspre
hend verf

�

ugt

wird℄

S(�; z) =

1

X

n=0

z

n

n!

H

n

(�) = exp

�

�

2

� (z � �)

2

�

; (3.213)

wobei S(�; z) als Funktion von z au
h erzeugende Funktion hei�t, da

die H

n

(�) dur
h (einfa
he) Di�erentiation von S(�; z) na
h z gem

�

a� der

Regel

H

n

(�) =

�

n

S(�; z)

�z

n

�

�

�

�

z=0

(3.214)

erzeugt werden k

�

onnen. Unter Ber

�

u
ksi
htigung von

�

n

S(�; z)

�z

n

= e

�

2
�

n

�z

n

e

�(z��)

2

= (�1)

n

e

�

2
�

n

��

n

e

�(z��)

2

(3.215)

folgt aus (3.214)

15

H

n

(�) = (�1)

n

e

�

2

�

n

��

n

e

��

2

: (3.216)

15

Die Glei
hung (3.216) kann somit als De�nition der Hermites
hen Polynome aufgefa�t wer-

den. Die ersten f

�

unf Polynome lauten H

0

(�) =1, H

1

(�)= 2�, H

2

(�)=4�

2

� 2, H

3

(�) =8�

3

� 12�,

H

4

(�)= 16�

4

� 48�

2

+12.
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Zum Beweis von (3.213) bemerken wir zun

�

a
hst, da� die Exponen-

tialfunktion

S(�; z) = exp

�

�

2

� (z � �)

2

�

= exp

�

�z

2

+ 2�z

�

(3.217)

als Funktion von z immer in eine Potenzreihe gem

�

a� (3.213) entwi
kelt

werden kann, wobei die als no
h unbekannt anzusehenden KoeÆzienten

H

n

(�) Polynome in � sind. Da� es si
h um die Hermites
hen Polynome

handelt, sieht man wie folgt. So gilt einerseits

�S(�; z)

��

= 2ze

�z

2

+2�z

= 2z

1

X

n=0

z

n

n!

H

n

(�)

=

1

X

n=0

2

z

n+1

n!

H

n

(�) =

1

X

n=0

2n

z

n

n!

H

n�1

(�) (3.218)

und andererseits

�S(�; z)

��

=

1

X

n=0

z

n

n!

dH

n

(�)

d�

; (3.219)

woraus dur
h KoeÆzientenverglei
h

dH

n

(�)

d�

= 2nH

n�1

(�) (3.220)

folgt. Analog mu� sowohl

�S(�; z)

�z

= (�2z + 2�)e

�z

2

+2�z

= (�2z + 2�)

1

X

n=0

z

n

n!

H

n

(�)

=

1

X

n=0

[�2nH

n�1

(�) + 2�H

n

(�)℄

z

n

n!

(3.221)

als au
h

�S(�; z)

�z

=

1

X

n=0

n

z

n�1

n!

H

n

(�) =

1

X

n=0

z

n

n!

H

n+1

(�) (3.222)

gelten, woraus dur
h KoeÆzientenverglei
h

H

n+1

(�) = 2�H

n

(�)� 2nH

n�1

(�) (3.223)
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folgt. Eliminieren wir hier 2nH

n�1

(�) mittels (3.220), so erhalten wir

dH

n

(�)

d�

= 2�H

n

(�)� H

n+1

(�): (3.224)

Di�erentiation dieser Glei
hung liefert dann

d

2

H

n

(�)

d�

2

= 2H

n

(�) + 2�

dH

n

(�)

d�

�

dH

n+1

(�)

d�

; (3.225)

woraus mit (3.220) die Di�erentialglei
hung

d

2

H

n

(�)

d�

2

= 2H

n

(�) + 2�

dH

n

(�)

d�

� 2(n+ 1)H

n

(�) (3.226)

bzw.

d

2

H

n

(�)

d�

2

� 2�

dH

n

(�)

d�

+ 2nH

n

(�) = 0 (3.227)

wird, d.h. genau die Di�erentialglei
hung (3.212).

Mit Hilfe von (3.216) und n-maliger partieller Integration kann der

no
h unbekannte Normierungsfaktor N

n

in (3.211) uns
hwer bere
hnet

werden. Wir �nden zun

�

a
hst

1 =

Z

d� j'

n

(�)j

2

= N

2

n

Z

d� e

��

2

H

2

n

(�)

= (�1)

n

N

2

n

Z

d�H

n

(�)

d

n

e

��

2

d�

n

= N

2

n

Z

d�

d

n

H

n

(�)

d�

n

e

��

2

: (3.228)

Die n-te Ableitung von H

n

(�) ist o�ensi
htli
h dur
h die n-te Ableitung

des Terms mit �

n

gegeben. Wie aus (3.216) zu ersehen ist, ist dieser

gerade 2

n

�

n

, folgli
h gilt

d

n

H

n

(�)

d�

n

= 2

n

n!; (3.229)
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und aus (3.228) wird

1 = N

2

n

2

n

n!

Z

d� e

��

2

| {z }

p

�

= N

2

n

2

n

n!

p

� ; (3.230)

d.h.

N

2

n

=

1

2

n

n!�

1=2

: (3.231)

Damit lauten die Eigenfunktionen (3.211)

'

n

(�) =

e

��

2

=2

p

2

n

n!�

1=2

H

n

(�) (3.232)

bzw. unter Ber

�

u
ksi
htigung von (3.188) und (3.191)

'

n

(x) =

e

�

1

2

(x=x

0

)

2

p

2

n

n!�

1=2

x

0

H

n

(x=x

0

)

(3.233)

mit x

0

=

p

~=(m!) [siehe (3.191)℄. Da H

n

(x=x

0

) n vers
hiedene reelle

Nullstellen besitzt, besitzt '

n

(x) { als Ausdru
k des Knotensatzes {

ebenfalls n vers
hiedene reelle Nullstellen. Die Extrema von '

n

(x) und

damit die Maxima der Aufenthaltswahrs
heinli
hkeitsdi
hte w

n

(x) =

j'

n

(x)j

2

be�nden si
h innerhalb der klassis
hen Grenzen (d.h. zwis
hen

den klassis
hen Umkehrpunkten), jedo
h mit (kleinen) Ausl

�

aufern na
h

au�erhalb. Mit wa
hsendem n entspre
hen die absolut gr

�

o�ten Werte

der Aufenthaltswahrs
heinli
hkeitsdi
hte mehr und mehr den klassi-

s
hen Umkehrpunkten.

Gem

�

a� (2.217) lauten die Wellenfunktionen der station

�

aren Zust

�

an-

de

 

n

(x; t) = e

�i(n+

1

2

)!t

'

n

(x): (3.234)

Entspre
hend (2.32) ist dann die zeitli
he Entwi
klung eines beliebigen

Zustands dur
h eine Wellenfunktion

 (x; t) =

1

X

n=0

 

n

(t

0

)e

�i(n+

1

2

)!(t�t

0

)

'

n

(x) (3.235)
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- -

PSfrag repla
ements

x=x

0

V=(~!)

'

n

p

x

0

+E

n

=(~!)

E

0

E

1

E

2

E

3

E

4

1

2

22

3

4

44

5

Abbildung 3.17: Energieeigenwerte und -eigenfunktionen des linearen

harmonis
hen Oszillators.

gegeben, wobei

 (x; t

0

) =

1

X

n=0

 

n

(t

0

)'

n

(x) (3.236)

die Wellenfunktion des Zustands ist, in dem si
h der Oszillator zu dem

gew

�

ahlten (Anfangs-)Zeitpunkt t

0

be�ndet.

Es ist oft zwe
km

�

a�ig, anstelle der hermites
hen Orts- und Impuls-
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- -

PSfrag repla
ements

w

n

x

0

x=x

0

55

1010

0:1

0:2

0:3

0:4

0:5

n = 0

n = 5

n = 20

Abbildung 3.18: Aufenthaltswahrs
heinli
hkeitsdi
hten der Energieei-

genzust

�

ande des linearen harmonis
hen Oszillators.

operatoren die ni
ht hermites
hen Operatoren

â =

1

p

2

�

x̂

x

0

+

i

~

x

0

p̂

�

(3.237)

und

â

y

=

1

p

2

�

x̂

x

0

�

i

~

x

0

p̂

�

(3.238)

zu verwenden, wobei in der Ortsdarstellung

â =

1

p

2

�

x

x

0

+ x

0

d

dx

�

=

1

p

2

�

� +

d

d�

�

; (3.239)

â

y

=

1

p

2

�

x

x

0

� x

0

d

dx

�

=

1

p

2

�

� �

d

d�

�

(3.240)

gilt. Die Umkehrung von (3.237) { (3.240) lautet

x̂ =

x

0

p

2

�

â+ â

y

�

;

x

x

0

= � =

1

p

2

�

â+ â

y

�

; (3.241)
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i

~

p̂ =

1

x

0

p

2

�

â� â

y

�

; x

0

d

dx

=

d

d�

=

1

p

2

�

â� â

y

�

: (3.242)

Aus (3.237) und (3.238) folgt

�

â; â

y

�

=

1

2

�

x̂

x

0

+

i

~

x

0

p̂;

x̂

x

0

�

i

~

x

0

p̂

�

=

1

2

�

x̂;�

i

~

p̂

�

+

1

2

�

i

~

p̂; x̂

�

=

�

x̂;�

i

~

p̂

�

=

1

i~

[x̂; p̂℄

| {z }

^

I

; (3.243)

d.h., es gilt:

�

â; â

y

�

=

^

I

(3.244)

Wir wenden â auf '

n

(�) [Glei
hung (3.232)℄ an und �nden unter

Ber

�

u
ksi
htigung von (3.220)

â'

n

(�) =

1

p

2

�

�'

n

(�) +

d'

n

(�)

d�

�

=

1

p

2

�

�'

n

(�)� �'

n

(�) +N

n

e

��

2

=2

dH

n

(�)

d�

�

=

2n

p

2

N

n

e

��

2

=2

H

n�1

(�); (3.245)

woraus wegen

2n

p

2

N

n

=

p

nN

n�1

(3.246)

â'

n

(�) =

p

n'

n�1

(�)

(3.247)

folgt. Eine analoge Re
hnung zeigt, da�

â

y

'

n

(�) =

p

n+ 1'

n+1

(�)

(3.248)
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gilt. Es ist dann sofort zu sehen, da� die Anwendung des hermites
hen

Operators

n̂ = â

y

â

(3.249)

auf '

n

(�) gerade n'

n

(�) ergibt:

16

n̂'

n

(�) = n'

n

(�)

(3.250)

Aus den Glei
hungen (3.247) und (3.248) leitet si
h f

�

ur â die Be-

zei
hnung Verni
htungsoperator und f

�

ur â

y

die Bezei
hnung Er-

zeugungsoperator her. Entspre
hend hei�t der Operator â

y

â, dessen

Eigenwerte gerade die Anzahlen n der Energiequanten ~! in den er-

laubten Energieeigenzust

�

anden des harmonis
hen Oszillators sind,An-

zahloperator. Da der Anzahloperator und der Hamilton-Operator ein

gemeinsames Eigenfunktionensystem besitzen, vertaus
hen sie also. Es

ist [unter Zuhilfenahme von (3.241) und (3.242)℄ lei
ht na
hzure
hnen,

da�

^

H =

1

2m

p̂

2

+

m!

2

2

x̂

2

= ~!

�

â

y

â+

1

2

�

(3.251)

gilt.

Anmerkungen

� Aus (3.233) ist ersi
htli
h, da�

'

n

(�x) = (�1)

n

'(x) (3.252)

gilt, d.h.

'

n

(�x) =

�

'

n

(x) f

�

ur n gerade ; Parit

�

at +1;

�'

n

(x) f

�

ur n ungerade ; Parit

�

at �1:

(3.253)

16

Es ist klar, da� die Glei
hungen (3.247) { (3.248) au
h f

�

ur '

n

(x) gelten.
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Betra
hten wir ganz allgemein eine Spiegelung am Koordina-

tenursprung, bei der eine beliebige Wellenfunktion  (r) in die

transformierte Wellenfunktion

 

0

(r) =

^

P (r) =  (�r) (3.254)

�

ubergeht. Es ist sofort klar, da� der so de�nierte Operator

^

P {

der Parit

�

atsoperator { ein linearer Operator ist, der

�

uberdies

hermites
h ist,

^

P

y

=

^

P: (3.255)

Da ferner

^

P

2

 (r) =

^

P

�

^

P (r)

�

=

^

P (�r) =  (r) (3.256)

gilt, mu�

^

P

2

der Einheitsoperator sein,

^

P

2

=

^

I; (3.257)

d.h.,

^

P kann nur die beiden Eigenwerte �1 besitzen. Liegt ein

spiegelsymmetris
hes System vor, so da� der Hamilton-Operator

bei einer Spiegelung unver

�

andert bleibt, mu� [v

�

ollig analog zu

(3.13)℄ der Hamilton-Operator mit dem Parit

�

atsoperator vertau-

s
hen,

�

^

P;

^

H

�

= 0 (3.258)

und somit m

�

ussen

^

H und

�

^

P ein gemeinsames Eigenfunktionensy-

stem besitzen. Es ist klar, da� der behandelte lineare harmonis
he

Oszillator ein Beispiel f

�

ur ein spiegelsymmetris
hes System ist.

17

Die Glei
hung (3.252 [bzw. (3.253)℄ besagt folgli
h, da� die Ener-

gieeigenfunktionen '

n

(x) au
h Eigenfunktionen der Parit

�

at sind,

und zwar f

�

ur gerades n zum Parit

�

atseigenwert +1 geh

�

orig und f

�

ur

ungerades n zum Parit

�

atseigenwert�1 geh

�

orig. O�ensi
htli
h gilt

^

P = (�1)

n̂

= (�1)

â

y

â

: (3.259)

� Die vom klassis
hen Standpunkt aus ni
ht erkl

�

arbare (von Null

vers
hiedene) Grundzustandsenergie E

0

=~!=2 kann als eine un-

mittelbare Konsequenz der Heisenbergs
hen Uns
h

�

arferelation

17

Ein anderes Beispiel ist der im Abs
hnitt 3.4.2.3 behandelte Potentialtopf.



112KAPITEL 3. EIN TEILCHEN IM KONSERVATIVENKRAFTFELD

zwis
hen Ort und Impuls angesehen werden. Wir wollen die mitt-

leren S
hwankungsquadrate von Ort und Impuls in einem Ener-

gieeigenzustand mit der Wellenfunktion '

n

(x) bere
hnen. Aus

(3.241) und (3.242) zusammen mit (3.247) und (3.248) sowie der

Orthogonalit

�

at der '

n

(x) folgt sofort

hx̂i

n

= hp̂i

n

= 0; (3.260)

und somit ist




(�x̂)

2

�

n

=




x̂

2

�

n

(3.261)

und




(�p̂)

2

�

n

=




p̂

2

�

n

: (3.262)

Gem

�

a� (3.241) und (3.242) sowie unter Ber

�

u
ksi
htigung der Ver-

taus
hungsregel (3.244) k

�

onnen wir zun

�

a
hst

2

x̂

2

x

2

0

= â

y2

+ â

2

+ â

y

â+ ââ

y

= â

y2

+ â

2

+ 2â

y

â+

^

I (3.263)

und

2x

2

0

�

i

~

p̂

�

2

= â

y2

+ â

2

� â

y

â� ââ

y

= â

y2

+ â

2

� 2â

y

â�

^

I (3.264)

s
hreiben. Wenden wir die Beziehungen (3.247) { (3.250) an, und

ber

�

u
ksi
htigen wir ferner die Orthonormiertheit der '

n

(x), so

erhalten wir f

�

ur die gesu
hten Erwartungswerte

2

x

2

0




x̂

2

�

n

=




2â

y

â+

^

I

�

n

= 2n+ 1; (3.265)

�2x

2

0

�

i

~

�

2




p̂

2

�

n

=




2â

y

â+

^

I

�

n

= 2n+ 1; (3.266)

d.h. [mit (3.261) und (3.262)℄




(�x̂)

2

�

n

=




x̂

2

�

n

=

x

2

0

2

(2n+ 1); (3.267)
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(�p̂)

2

�

n

=




x̂

2

�

n

=

~

2

2x

2

0

(2n+ 1): (3.268)

Somit gilt [mit (3.261) und (3.262)℄ in

�

Ubereinstimmung mit der

Heisenbergs
hen Uns
h

�

arferelation




(�x̂)

2

�

n




(�p̂)

2

�

n

=

~

2

4

(2n+ 1)

2

�

~

2

4

: (3.269)

Das Glei
hheitszei
hen und damit das kleinstm

�

ogli
he Uns
h

�

arfe-

produkt

�

uberhaupt wird o�ensi
htli
h im Grundzustand mit der

Energie E

0

=~!=2 realisiert,




(�x̂)

2

�

0




(�p̂)

2

�

0

=

~

2

4

: (3.270)

� Man k

�

onnte annehmen, da� si
h die station

�

aren Zust

�

ande  

n

(x; t)

[Glei
hung (3.234)℄ f

�

ur hinrei
hend gro�es n, wenn der Energie-

niveauabstand hinrei
hend klein im Verglei
h zur Energie wird

(~!�E

n

), nahezu klassis
h verhalten. Das Gegenteil ist der Fall;

der Oszillator verh

�

alt si
h extrem ni
htklassis
h. So kann von ei-

ner Bahnkurve der Art

x = ~x 
os(!t+ �) (3.271)

mit einem (im Sinne eines quantenme
hanis
henMittelwerts) von

Null vers
hiedenen ~x au
h ni
ht n

�

aherungsweise die Rede sein,

denn gem

�

a� (3.260) und (3.267) gilt bekanntli
h f

�

ur den mittleren

Ort

hx̂i

n

= 0 (3.272)

sowie f

�

ur die mittlere Ortsuns
h

�

arfe

q




(�x̂)

2

�

n

=

x

0

p

2

p

2n+ 1 : (3.273)

Wie wir sehen, nimmt diese mit wa
hsendem n zu und ma
ht et-

was mehr als ein Drittel des (f

�

ur gegebenes n) klassis
h erlaubten

Berei
hs

�x


l

= 2x

0

p

2n+ 1 (3.274)
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aus.

18

Zust

�

ande, die nahezu klassis
h bes
hreibbar sind, m

�

ussen also

�

Uberlagerungen von station

�

aren Zust

�

anden sein. Betra
hten wir

die als koh

�

arente Zust

�

ande bezei
hneten

�

Uberlagerungen

 


oh

(x; t) =

1

X

n=0

 

n

(t)'

n

(x) (3.275)

mit

 

n

(t) =

�

n

p

n!

e

�j�j

2

=2

; (3.276)

wobei die Zeitphase !t in der Phase des komplexen Parameter �

inbegri�en ist,

� = j�je

i arg�

; � arg� = !t+ �: (3.277)

Wir wenden â auf  


oh

(x; t) und �nden mit Hilfe von (3.247)

â 


oh

(x; t) =

1

X

n=0

 

n

(t)â'

n

(x) =

1

X

n=0

 

n

(t)

p

n'

n�1

(x)

=

1

X

n=0

 

n+1

(t)

p

n+ 1

| {z }

� 

n

(t)

'

n

(x) = �

1

X

n=0

 

n

(t)'

n

(x); (3.278)

d.h., die koh

�

arenten Zust

�

ande sind die Eigenzust

�

ande von â,

â 


oh

(x; t) = � 


oh

(x; t): (3.279)

Unter Ber

�

u
ksi
htigung von (3.241) ergibt si
h somit f

�

ur den mitt-

leren Ort

hx̂i


oh

=

p

2j�jx

0

| {z }

~x


os(!t+ �); (3.280)

d.h. eine Glei
hung, die formal der klassis
hen Glei
hung (3.271)

entspri
ht, wenn die Gr

�

o�e

p

2j�jx

0

mit der klassis
hen Amplitu-

de ~x der S
hwingung identi�ziert wird. Ob sie tats

�

a
hli
h im Sin-

ne einer klassis
hen Bahnkurve interpretierbar ist, ents
heidet die

18

Analoge Aussagen gelten nat

�

urli
h au
h f

�

ur den Impuls.
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Gr

�

o�e der S
hwankung um den Mittelwert. Ber

�

u
ksi
htigen wir

(3.263), so �nden wir uns
hwer, da� die mittlere Ortsuns
h

�

arfe

eines in einem beliebigen koh

�

arenten Zustand angeregten Oszil-

lators immer dur
h die mittlere Ortsuns
h

�

arfe f

�

ur den Grundzu-

stand [Glei
hung (3.273) f

�

ur n=0℄ gegeben ist:

q




(�x̂)

2

�


oh

=

q




(�x̂)

2

�

0

=

x

0

p

2

: (3.281)

Mit anderen Worten, je gr

�

o�er die mittlere Amplitude des Oszil-

lators wird (und somit au
h seine mittlere Energie), desto kleiner

wird ihre relative S
hwankung, so da� sie s
hlie�li
h bei einer

makroskopis
hen Betra
htungsweise verna
hl

�

assigbar wird.

3.5 Teil
hen im Zentralkraftfeld

Im Falle der Bewegung eines Teil
hens in einem Zentralkraftfeld lautet

der Hamilton-Operator in der Ortsdarstellung

^

H =

^

T +

^

V =

1

2m

^

p

2

+ V (j

^

rj) = �

~

2

2m

�+ V (r) (3.282)

und dementspre
hend die zeitfreie S
hr

�

odinger-Glei
hung

�

�

~

2

2m

�+ V (r)

�

'(r) = E'(r): (3.283)

Wie wir wissen, stellt der Drehimpuls f

�

ur die Bewegung eines Teil
hens

in einem Zentralkraftfeld im Rahmen der klassis
hen Bes
hreibung ei-

ne Erhaltungsgr

�

o�e dar, was f

�

ur die L

�

osung des Problems sehr n

�

utzli
h

ist.

�

Ahnli
hes erwarten wir au
h f

�

ur die quantenme
hanis
he Bes
hrei-

bung. Ehe wir uns der L

�

osung der S
hr

�

odinger-Glei
hung im einzelnen

zuwenden, wollen wir deshalb zun

�

a
hst die Frage na
h der Drehimpuls-

erhaltung in der Quantenme
hanik beantworten.

3.5.1 Bahndrehimpuls

Da der Drehimpuls L = r � p als Vektorprodukt aus r und p nur

Ortskoordinaten x

j

und Impulskomponenten p

k

mit j 6= k verkn

�

upft,

L

i

= �

ijk

x

j

p

k

; (3.284)
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die in kommutierende Operatoren

�

ubergehen, kann die klassis
he De-

�nitionsglei
hung unmittelbar als quantenme
hanis
he Operatorglei-


hung

�

ubernommen werden:

L = r� p ;

^

L =

^

r�

^

p

(3.285)

In kartesis
hen Komponenten:

L

i

= �

ijk

x

j

p

k

;

^

L

i

= �

ijk

x̂

j

p̂

k

; (3.286)

ausf

�

uhrli
h:

^

L

x

= ŷp̂

z

� ẑp̂

y

; (3.287)

^

L

y

= ẑp̂

x

� x̂p̂

z

; (3.288)

^

L

z

= x̂p̂

y

� ŷp̂

x

: (3.289)

Wir bestimmen zun

�

a
hst { ausgehend von den Vertaus
hungsregeln

f

�

ur Ort und Impuls { die Vertaus
hungsregeln f

�

ur die Drehimpulskom-

ponenten untereinander. Eine einfa
he Re
hnung zeigt, da�

�

^

L

x

;

^

L

y

�

=

�

ŷp̂

z

� ẑp̂

y

; ẑp̂

x

� x̂p̂

z

�

=

�

ŷp̂

z

; ẑp̂

x

�

�

�

ŷp̂

z

; x̂p̂

z

�

�

�

ẑp̂

y

; ẑp̂

x

�

+

�

ẑp̂

y

; x̂p̂

z

�

= ŷ

�

p̂

z

; ẑp̂

x

�

+

�

ŷ; ẑp̂

x

�

| {z }

0

p̂

z

� ŷ

�

p̂

z

; x̂p̂

z

�

| {z }

0

�

�

ŷ; x̂p̂

z

�

| {z }

0

p̂

z

�ẑ

�

p̂

y

; ẑp̂

x

�

| {z }

0

�

�

ẑ; ẑp̂

x

�

| {z }

0

p̂

y

+ ẑ

�

p̂

y

; x̂p̂

z

�

| {z }

0

+

�

ẑ; x̂p̂

z

�

p̂

y

= �i~ŷp̂

x

+ i~x̂p̂

y

= i~ (x̂p̂

y

� ŷp̂

x

) = i~

^

L

z

(3.290)

ist und folgli
h ganz allgemein

�

^

L

i

;

^

L

j

�

= i~�

ijk

^

L

k

(3.291)
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gilt. Da die drei Drehimpulskomponenten ni
ht miteinander ver-

taus
hen, besitzen sie kein gemeinsames Eigenfunktionensystem und

k

�

onnen ni
ht glei
hzeitig de�nierte (d.h. s
hwankungsfreie) Werte an-

nehmen. Damit k

�

onnen die drei Drehimpulskomponenten ni
ht ein und

demselben vollst

�

andigen Satz vertr

�

agli
her Observablen angeh

�

oren.

Betra
hten wir als n

�

a
hstes die Kommutatoren des Drehimpulsqua-

drates

^

L

2

=

^

L

2

i

=

^

L

2

x

+

^

L

2

y

+

^

L

2

z

(3.292)

mit den Drehimpulskomponenten. Wir ber

�

u
ksi
htigen (3.291) und �n-

den

�

^

L

2

;

^

L

x

�

=

�

^

L

2

x

+

^

L

2

y

+

^

L

2

z

;

^

L

x

�

=

�

^

L

2

x

;

^

L

x

�

| {z }

0

+

�

^

L

2

y

;

^

L

x

�

+

�

^

L

2

z

;

^

L

x

�

=

^

L

y

�

^

L

y

;

^

L

x

�

+

�

^

L

y

;

^

L

x

�

^

L

y

+

^

L

z

�

^

L

z

;

^

L

x

�

+

�

^

L

z

;

^

L

x

�

^

L

z

= �i~

^

L

y

^

L

z

� i~

^

L

z

^

L

y

+ i~

^

L

z

^

L

y

+ i~

^

L

y

^

L

z

= 0; (3.293)

d.h.:

�

^

L

2

;

^

L

i

�

= 0

(3.294)

Das Quadrat des Drehimpulsbetrags und eine der drei Komponente des

Drehimpulses k

�

onnen also glei
hzeitig de�nierte Werte annehmen und

als Elemente eines vollst

�

andigen Satzes vertr

�

agli
her Observablen zur

Charakterisierung eines Quantenzustands herangezogen werden.

Die obigen Vertaus
hungsregeln sind nat

�

urli
h unabh

�

angig von der

gew

�

ahlten Darstellung g

�

ultig. Speziell in der Ortsdarstellung nimmt

der Drehimpulsoperator die Gestalt

^

L =

~

i

r�r

(3.295)

an, in kartesis
hen Komponenten

^

L

i

=

~

i

�

ijk

x

j

�

�x

k

: (3.296)
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Im Zusammenhang mit kugelsymmetris
hen Problemen ist es

zwe
km

�

a�ig, von kartesis
hen Koordinaten zu Kugelkoordinaten

�

uber-

zugehen, d.h.

x = r sin � 
os�; (3.297)

y = r sin � sin�; (3.298)

z = r 
os � (3.299)

und umgekehrt

r =

p

x

2

+ y

2

+ z

2

; (3.300)


os � =

z

p

x

2

+ y

2

+ z

2

; (3.301)

tan� =

y

x

: (3.302)

Mit (3.296) k

�

onnen die drei kartesis
hen Komponenten des Drehim-

pulsoperators in Kugelkoordinaten gem

�

a� der Regel

^

L

i

=

~

i

�

ijk

x

j

�

�r

�x

k

�

�r

+

��

�x

k

�

��

+

��

�x

k

�

��

�

(3.303)

bere
hnet werden. Wie uns
hwer na
hzure
hnen ist, ergeben si
h die

gesu
hten Ableitungen wie folgt:

�r

�x

= sin � 
os�;

�r

�y

= sin � sin�;

�r

�z

= 
os �; (3.304)

��

�x

=


os � 
os�

r

;

��

�y

=


os � sin�

r

;

��

�z

= �

sin �

r

; (3.305)

��

�x

= �

sin�

r sin �

;

��

�y

=


os�

r sin �

;

��

�z

= 0: (3.306)

Wir setzen (3.297) { (3.299) sowie (3.304) { (3.306) in (3.303) ein und

�nden

^

L

x

=

~

i

�

� sin�

�

��

� 
ot � 
os�

�

��

�

; (3.307)

^

L

y

=

~

i

�


os�

�

��

� 
ot � sin�

�

��

�

(3.308)
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sowie

^

L

z

=

~

i

�

��

: (3.309)

Damit wird aus (3.292)

^

L

2

= �~

2

�

1

sin �

�

��

�

sin �

�

��

�

+

1

sin

2

�

�

2

��

2

�

: (3.310)

Bekanntli
h lautet der Lapla
e-Operator in Kugelkoordinaten

� =

1

r

2

�

�r

�

r

2

�

�r

�

+

1

r

2

�

1

sin �

�

��

�

sin �

�

��

�

+

1

sin

2

�

�

2

��

2

�

: (3.311)

Verglei
hen wir (3.310) mit (3.311), so sehen wir, da� der Operator des

Drehimpulsquadrats bis auf den Faktor�~

2

mit dem winkelabh

�

angigen

Anteil

�

��

=

�

1

sin �

�

��

�

sin �

�

��

�

+

1

sin

2

�

�

2

��

2

�

(3.312)

des Lapla
e-Operators

�

ubereinstimmt,

^

L

2

= �~

2

�

��

: (3.313)

Folgli
h kann der Operator der kinetis
hen Energie in die Form

^

T = �

~

2

2m

� = �

~

2

2m

"

1

r

2

�

�r

�

r

2

�

�r

�

�

^

L

2

~

2

r

2

#

(3.314)

gebra
ht werden.

Aus (3.314) zusammen mit (3.309) und (3.313) ist sofort ersi
htli
h,

da�

^

T sowohl mit

^

L

z

als au
h

^

L

2

vertaus
ht,

�

^

T ;

^

L

z

�

=

�

^

T ;

^

L

2

�

= 0: (3.315)

Im Falle eines kugelsymmetris
hen Potentials, vertaus
ht nat

�

urli
h

au
h

^

V mit

^

L

z

und

^

L

2

,

�

^

V ;

^

L

z

�

=

�

^

V ;

^

L

2

�

= 0: (3.316)
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In diesem Fall bilden also die Energie, das Quadrat des Drehimpulsbe-

trags und eine beliebig gew

�

ahlte Komponente des Drehimpulses (hier

die z-Komponente) einen vollst

�

andigen Satz vertr

�

agli
her Observablen:

�

^

H;

^

L

z

�

=

�

^

H;

^

L

2

�

=

�

^

L

2

;

^

L

z

�

= 0

(3.317)

3.5.2 Separationsansatz

Aus der zeitfreien S
hr

�

odinger-Glei
hung (3.283) in Kugelkoordinaten,

�

1

r

2

�

�r

�

r

2

�

�r

�

+

1

r

2

�

��

�

'(r; �; �) =

2m

~

2

[V (r)� E℄'(r; �; �);

(3.318)

erhalten wir mit dem Separationsansatz

'(r; �; �) = R(r)Y(�; �) (3.319)

die Glei
hung

1

r

2

d

dr

�

r

2

dR(r)

dr

�

Y(�; �) +

1

r

2

R(r)�

��

Y(�; �):

=

2m

~

2

[V (r)� E℄R(r)Y(�; �) (3.320)

Wir multiplizieren beide Seiten dieser Glei
hung mit r

2

, dividieren sie

dur
h R(r)Y(�; �) und erhalten

1

R(r)

d

dr

�

r

2

dR(r)

dr

�

+

2m

~

2

[E � V (r)℄ r

2

= �

1

Y(�; �)

�

��

Y(�; �) = 
onst. = �

1

: (3.321)

Da die linke Seite eine Funktion allein von r ist und die re
hte Seite eine

Funktion allein von � und �, m

�

ussen beide Seiten konstant sein, wobei

die (hier mit �

1

bezei
hnete) Separationskonstante no
h ni
ht weiter

spezi�ziert ist. Aus (3.321) folgen somit die zwei Di�erentialglei
hungen

�

��

Y(�; �) = ��

1

Y(�; �); (3.322)
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1

r

2

d

dr

�

r

2

dR(r)

dr

�

+

2m

~

2

[E � V (r)℄R(r)�

�

1

r

2

R(r) = 0; (3.323)

wobei letztere nunmehr eine gew

�

ohnli
he Di�erentialglei
hung ist.

Wegen (3.313) stellt die (mit �~

2

multiplizierte) Glei
hung (3.322)

gerade die Eigenwertglei
hung f

�

ur das Quadrat des Drehimpulsbetrags

dar:

^

L

2

Y(�; �) = �~

2

�

��

Y(�; �) = L

2

Y(�; �) (L

2

= �

1

~

2

)

(3.324)

Zur L

�

osung der Di�erentialglei
hung (3.324) kann ebenfalls ein Sepa-

rationsansatz gema
ht werden, n

�

amli
h

Y(�; �) = �(�)�(�): (3.325)

Damit geht diese Glei
hung [zusammen mit (3.312)℄ in die Glei
hung

�(�)

sin �

d

d�

�

sin �

d�(�)

d�

�

+

�(�)

sin

2

�

d

2

�(�)

d�

2

= ��

1

�(�)�(�) (3.326)

�

uber, woraus na
h Multiplikation mit sin

2

� und Division dur
h

�(�)�(�)

sin �

�(�)

d

d�

�

sin �

d�(�)

d�

�

+ �

1

sin

2

� = �

1

�(�)

d

2

�(�)

d�

2

= 
onst. = �

2

(3.327)

wird. Die Argumentation ist die glei
he wie oben. Da die linke Seite der

Glei
hung (3.327) eine Funktion allein von � ist und die re
hte Seite

eine Funktion allein von �, m

�

ussen beide Seiten konstant sein, wobei

au
h hier die (mit �

2

bezei
hnete) Separationskonstante zun

�

a
hst no
h

unbestimmt ist. Wir erhalten somit aus (3.327) die zwei gew

�

ohnli
hen

Di�erentialglei
hungen

d

2

�(�)

d�

2

= ��

2

�(�); (3.328)

1

sin �

d

d�

�

sin �

d�(�)

d�

�

+ �

1

�(�)�

�

2

sin

2

�

�(�) = 0: (3.329)
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Zusammen mit (3.323) haben wir also insgesamt drei gew

�

ohnli
he Dif-

ferentialglei
hungen zu l

�

osen, wobei f

�

ur gebundene Zust

�

ande die Nor-

mierungsbedingung

Z

1

0

dr

Z

�

0

d�

Z

2�

0

d� r

2

sin � R(r)�(�)�(�) = 1 (3.330)

erf

�

ullt sein mu�.

Wir beginnen mit der Di�erentialglei
hung (3.328).M

�

ogli
he L

�

osun-

gen sind

�(�) � e

�i

p

�

2

�

: (3.331)

Wegen der Eindeutigkeitsbedingung

�(2�) = �(0) ; e

�2�i

p

�

2

= 1 (3.332)

mu� o�enbar

�

uber die Separationskonstante �

2

so verf

�

ugt werden, da�

nur die Werte

p

�

2

= 0; 1; 2; : : : (3.333)

zul

�

assig sind. Wir erhalten also [�(�)!�

m

(�), m=�

p

�

2

℄

�

m

(�) � e

im�

(m = 0;�1;�2; : : :) (3.334)

Wegen (3.309) gilt

^

L

z

�

m

(�) =

~

i

d�

m

(�)

d�

=

~

i

(im)�

m

(�): (3.335)

Die komplexwertig gew

�

ahlten L

�

osungen �(�) der Di�erentialglei
hung

2. Ordnung (3.328) sind also gerade die Eigenfunktionen der z-

Komponente des Drehimpulses:

^

L

z

�

m

(�) = m~�

m

(�)

(3.336)

Die gem

�

a�

Z

2�

0

d��

�

m

(�)�

m

0

(�) = Æ

mm

0

(3.337)
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orthonormierten Eigenfunktionen von

^

L

z

lauten somit

�

m

(�) =

1

p

2�

e

im�

(3.338)

und die dazugeh

�

origen Eigenwerte von

^

L

z

sind die ganzzahligen Viel-

fa
hen von ~:

L

z

= m~ (m = 0;�1;�2; : : :)

(3.339)

Wenden wir uns als n

�

a
hstes der Di�erentialglei
hung (3.329) zur

Bestimmung von �(�) zu, in der wir nunmehr �

2

=m

2

setzen k

�

onnen,

so da� [�(�)! �

m

(�)℄

1

sin �

d

d�

�

sin �

d�

m

(�)

d�

�

+ �

1

�

m

(�)�

m

2

sin

2

�

�(�) = 0 (3.340)

gilt. Mit der Variablensubstitution

sin � =

p

1� �

2

$ 
os � = � (3.341)

und folgli
h

d

d�

=

d�

d�

d

d�

= �

p

1� �

2

d

d�

(3.342)

wird daraus die Di�erentialglei
hung

d

d�

�

�

1� �

2

�

d�

m

(�)

d�

�

+

�

�

1

�

m

2

1� �

2

�

�

m

(�) = 0: (3.343)

Diese gew

�

ohnli
he Di�erentialglei
hung 2. Ordnung kann mit Stan-

dardmethoden [etwa

�

uber einen Potenzreihenansatz

�

ahnli
h wie im Ab-

s
hnitt 3.4.3 f

�

ur den Fall der Di�erentialglei
hung (3.193)℄ gel

�

ost wer-

den. Ihre L

�

osungen sind nat

�

urli
h seit langem bekannt und hinrei
hend

ausf

�

uhrli
h untersu
ht und tabelliert.
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Mittels des Ansatzes

�

m

(�) =

�

1� �

2

�

m=2

v

m

(�) (m � 0) (3.344)

wird die Di�erentialglei
hung (3.343) zun

�

a
hst auf die Di�erentialglei-


hung

�

1� �

2

�

d

2

v

m

(�)

d�

2

� 2(m+ 1)�

dv

m

(�)

d�

+ [�

1

�m(m+ 1)℄ v

m

(�) = 0

(3.345)

zur

�

u
kgef

�

uhrt. Wie uns
hwer zu sehen ist, f

�

uhrt die Di�erentiation bei-

der Seiten dieser Di�erentialglei
hung na
h � auf eine Di�erentialglei-


hung f

�

ur dv

m

=d�, die von der glei
hen Struktur wie die Ausgangsdif-

ferentialglei
hung ist, jedo
h mit m+1 anstelle von m:

�2�

d

2

v

m

(�)

d�

2

+

�

1� �

2

�

d

3

v

m

(�)

d�

3

� 2(m+ 1)

dv

m

(�)

d�

� 2(m+ 1)�

d

2

v

m

(�)

d�

2

+ [�

1

�m(m+ 1)℄

dv

m

(�)

d�

=

�

1� �

2

�

d

3

v

m

(�)

d�

3

� 2(m+ 2)�

d

2

v

m

(�)

d�

2

+ [�

1

� (m+ 1)(m+ 2)℄

dv

m

(�)

d�

: (3.346)

Wie k

�

onnen also

dv

m

(�)

d�

� v

m+1

(�) (3.347)

und somit

v

m

(�) �

d

m

v

0

(�)

d�

m

(3.348)

setzen. Folgli
h reduziert si
h das Problem auf die L

�

osung der Di�e-

rentialglei
hung (3.345) f

�

ur m=0, d.h.

�

1� �

2

�

d

2

v

0

(�)

d�

2

� 2�

dv

0

(�)

d�

+ �

1

v

0

(�) = 0: (3.349)
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Die einzigen L

�

osungen dieser Di�erentialglei
hung, die bei �=�1 be-

s
hr

�

ankt sind, sind die Polynoml

�

osungen, die si
h f

�

ur

�

1

= l(l + 1) (l = 0; 1; 2; : : :) (3.350)

ergeben. Diese Polynome werden als Legendre-Polynome P

l

(�) bezei
h-

net, und somit gilt

v

0

(�) ; v

0l

(�) � P

l

(�): (3.351)

Gem

�

a� (3.349) und (3.350) lautet die de�nierende Di�erentialglei
hung

der Legendre-Polynome

�

1� �

2

�

d

2

P

l

(�)

d�

2

� 2�

dP

l

(�)

d�

+ l(l + 1)P

l

= 0: (3.352)

Wie man si
h dur
h Einsetzen in diese Glei
hung

�

uberzeugen kann,

lassen sie si
h in der Form

P

l

(�) =

1

2

l

l!

d

l

d�

l

�

�

2

� 1

�

l

(3.353)

angeben,

19

und man kann zeigen, da� sie der Orthogonalit

�

atsrelation

Z

1

�1

d� P

l

(�)P

l

0

(�) =

2

2l + 1

Æ

ll

0

(3.354)

gen

�

ugen.

Aus den Legendre-Polynomen P

l

(�) lassen si
h gem

�

a� (3.344)

und (3.348) die zugeordneten (verallgemeinerten) Legendre-Funktionen

P

m

l

(�) (au
h Kugelfunktionen genannt) als L

�

osungen von (3.343) [mit

�

1

gem

�

a� (3.350)℄ gewinnen [�

m

(�)!P

m

l

(�)℄:

P

m

l

(�) = (�1)

m

�

1� �

2

�

m

2

d

m

P

l

(�)

d�

m

; (3.355)

P

m

l

(�) = (�1)

m

�

1� �

2

�

m

2

1

2

l

l!

d

l+m

d�

l+m

�

�

2

� 1

�

l

: (3.356)

19

P

0

(�) =1, P

1

(�) = �, P

2

(�)=

3

2

�

2

�

1

2

.
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Gem

�

a� (3.343) lautet die de�nierende Di�erentialglei
hung

d

d�

�

�

1� �

2

�

dP

m

l

(�)

d�

�

+

�

l(l + 1)�

m

2

1� �

2

�

P

m

l

(�) = 0: (3.357)

Wenn P

l

(�) ein Polynom l-ten Grades in � ist, so ist entspre
hend

(3.356) P

m

l

(�) ein Polynom (l�m)-ten Grades in � multipliziert mit

(�1)

m

(1� �

2

)

m=2

. F

�

ur gegebenes l kann also m maximal l sein, d.h.

m= 0; 1; 2; : : : ; l.

Da in die Di�erentialglei
hung (3.357) nur m

2

eingeht, m

�

ussen die

L

�

osungen f

�

ur negatives m proportional zu denen f

�

ur positives m sein,

P

�m

l

(�) � P

m

l

(�) (3.358)

�

Ubli
herweise wird

P

�m

l

(�) = (�1)

m

(l �m)!

(l +m)!

P

m

l

(�) (3.359)

gesetzt, so da� die Glei
hung (3.356) sowohl f

�

ur positives als au
h ne-

gatives m g

�

ultig ist, m= 0;�1;�2; : : : ;�l. Die Verallgemeinerung der

Orthogonalit

�

atsrelation (3.354) lautet

Z

1

�1

d� P

m

l

(�)P

m

l

0

(�) =

2

2l + 1

(l +m)!

(l �m)!

Æ

ll

0

: (3.360)

Wir fassen zusammen und sehen, da� die (2l+ 1)-fa
h entarteten,

normierten Eigenfunktionen (3.325) des Quadrats des Drehimpulsbe-

trags, die Kugel


�

a
henfunktionen,

Y(�; �) ! Y

lm

(�; �) � P

m

l

(
os �) e

im�

; (3.361)

Z

2�

0

d�

Z

�

0

sin � d�Y

�

lm

(�; �)Y

l

0

m

0

(�; �) = Æ

ll

0

Æ

mm

0

; (3.362)

die Gestalt

Y

lm

(�; �) =

s

(2l + 1)(l �m)!

4�(l +m)!

P

m

l

(
os �) e

im�

(3.363)
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0.05

0.075

PSfrag repla
ements

x

z

w

lm

(�; �)

l = 0

l = 1; jmj = 0 l = 1; jmj = 1

Abbildung 3.19: w

lm

(�; �) [Glei
hung (3.368)℄.

besitzen, wobei gilt:

^

L

2

Y

lm

(�; �) = l(l + 1)~

2

Y

lm

(�; �)

(3.364)

l = 0; 1; 2; : : : ; m = �l;�l+ 1; : : : ; 0; : : : ; l � 1; l

(3.365)

Die Quantenzahl l hei�t

�

ubli
herweise Bahndrehimpulsquan-

tenzahl (oder au
h Nebenquantenzahl) und m magnetis
he

Quantenzahl.

20

Gem

�

a� (3.364) und (3.365) kann das Quadrat des

Bahndrehimpulsbetrags also nur die diskreten Werte L

2

=~

2

l(l+1)

20

Diese Entartung wird in einem in z-Ri
htung orientierten Magnetfeld aufgehoben.
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-0.2
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0.2

0.3
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PSfrag repla
ements

l = 2; m = 0

l = 2; jmj = 1

l = 2; jmj = 2

Abbildung 3.20: w

lm

(�; �) [Glei
hung (3.368)℄.

(l=0; 1; 2; : : :) annehmen.

21

Die Projektion des Drehimpulses auf eine

gew

�

ahlte Vorzugsri
htung (hier die z-A
hse) kann ebenfalls nur diskrete

Werte annehmen, n

�

amli
h bei gegebenem l gem

�

a� (3.336) [bzw. (3.339)℄

und (3.365) die Werte L

z

=�~l;�~(l �1); : : : ; ~(l� 1); ~l. Dieser Zu-

sammenhang wird au
h als Ri
htungsquantelung bezei
hnet. Insbeson-

dere gilt

L

zmax

= l~ � L = ~

p

l(l + 1): (3.366)

Die Wahrs
heinli
hkeit, ein Teil
hen in einem Drehimpulseigen-

zustand mit der Wellenfunktion Y

lm

(�; �) im Raumwinkelelement

21

Man bea
hte, da� f

�

ur hinrei
hend gro�es l, wenn ~

2

l(l+1) als das Quadrat (~l)

2

angesehen

werden darf, L in ~l

�

ubergeht.
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-0.2

-0.15

-0.1

-0.05
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0.1

0.15

0.2

PSfrag repla
ements

l = 3; jmj = 0 l = 3; jmj = 1

l = 3; jmj = 2 l = 3; jmj = 3

Abbildung 3.21: w

lm

(�; �) [Glei
hung (3.368)℄.

d
= sin � d�d� anzutre�en, ist [mit (3.363)℄

dW

lm

(�; �) = jY

lm

(�; �)j

2

sin � d�d�

=

(2l + 1)(l�m)!

4�(l +m)!

�

�

P

m

l

(
os �)

�

�

2

sin � d�d�: (3.367)

Erwartungsgem

�

a� h

�

angt die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte

w

lm

(�; �) =

(2l + 1)(l �m)!

4�(l +m)!

�

�

P

m

l

(
os �)

�

�

2

(3.368)

ni
ht von � ab, und es gilt w

lm

(�; �)=w

ljmj

(�; �). Beispiele f

�

ur w

lm

(�; �)

sind in Abb. 3.19 { 3.21 angegeben.

Na
h der L

�

osung des Drehimpulseigenwertproblems und damit des

Eigenwertproblems des winkelabh

�

angigen Teils der kinetis
hen Energie
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verbleibt die Di�erentialglei
hung (3.323), die mit (3.350) nunmehr

1

r

2

d

dr

�

r

2

dR(r)

dr

�

+

2m

~

2

[E � V (r)℄R(r)�

l(l + 1)

r

2

R(r) = 0 (3.369)

bzw.

d

2

R(r)

dr

2

+

2

r

dR(r)

dr

+

2m

~

2

[E � V

l

(r)℄R(r) = 0 (3.370)

lautet, wobei

V

l

(r) = V (r) +

~

2

2m

l(l + 1)

r

2

(3.371)

als e�ektives (l-abh

�

angiges) Potential angesehen werden kann.

3.5.3 Wassersto�atom

Betra
hten wir speziell die Bewegung eines geladenen Teil
hens in ei-

nem anziehenden Coulomb-Potential, wie es f

�

ur die Bewegung des Elek-

trons im Wassersto�atom bzw. in einem wassersto�

�

ahnli
hen Ion ty-

pis
h ist. Das Potential eines Elektrons (Ladung �e, Masse m

e

) im Feld

eines Kerns (Ladung Ze) lautet bekanntli
h

V (r) = �

Ze

2

4�"

0

1

r

: (3.372)

Mit

r

0

=

1

Z

4�"

0

~

2

m

e

e

2

'

0:53

�

A

Z

(3.373)

lautet das Potential (3.371)

V

l

(r) =

~

2

2m

e

�

�

2

r

0

r

+

l(l + 1)

r

2

�

(3.374)

und die Eigenwertglei
hung (3.370) geht in

d

2

R

l

(r)

dr

2

+

2

r

dR

l

(r)

dr

+

�

��

2

+

2

r

0

r

�

l(l + 1)

r

2

�

R

l

(r) = 0 (3.375)
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Abbildung 3.22: E�ektives Potential V

l

(r) [Glei
hung (3.374)℄.

�

uber, wobei

� =

r

�

2m

e

E

~

2

(3.376)

gesetzt wurde.

Die wohlbekannte Di�erentialglei
hung (3.375) kann wieder mittels

Standardverfahren gel

�

ost werden. Speziell f

�

ur r! 0 nimmt sie die Form

d

2

R

l

(r)

dr

2

+

2

r

dR

l

(r)

dr

�

l(l + 1)

r

2

R

l

(r) = 0 (3.377)

an, woraus si
h mit dem Ansatz

R

l

(r) � r

�

;

R

l

r

2

� r

��2

(3.378)

dR

l

(r)

dr

� �r

��1

;

1

r

dR

l

(r)

dr

� �r

��2

(3.379)
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d

2

R

l

(r)

dr

2

� �(�� 1)r

��2

(3.380)

die determinierende Glei
hung

�(�� 1) + 2�� l(l + 1) = 0 ; �

2

+ �� l(l + 1) = 0 (3.381)

ergibt, deren Wurzeln

� = �

1

2

�

q

1

4

+ l(l + 1) = �

1

2

�

q

(l +

1

2

)

2

= �

1

2

� (l +

1

2

) (3.382)

lauten, d.h.

�

1

= l; �

2

= �(l + 1): (3.383)

Da R

l

(r) f

�

ur alle l im Koordinatenursprung ni
ht divergieren soll und

l+1> 0 ist, mu� �

2

o�ensi
htli
h ausges
hlossen werden, so da�

R

l

(r) � r

l

f

�

ur r ! 0 (3.384)

gelten mu�. F

�

ur r!1 geht die Di�erentialglei
hung (3.375) in

d

2

R

l

(r)

dr

2

= �

2

R

l

(r) (3.385)

�

uber, woraus

R

l

(r) � e

��r

(3.386)

folgt. Im Falle von gebundenen Zust

�

anden, d.h.

E < 0 ; � > 0; (3.387)

erfordert die Normierbarkeit, da�

R

l

(r) � e

��r

f

�

ur r!1 (3.388)

gelten mu�. Mit der Variablensubstitution

z = 2�r ; R

l

(r)! R

l

(z) = R

l

(z = 2�r) (3.389)

und dem aus dem asymptotis
hen Verhalten f

�

ur r! 0 und r!1 fol-

genden Ansatz

R

l

(z) = z

l

e

�z=2

u

l

(z) (3.390)
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erhalten wir aus (3.375) f

�

ur u

l

(z) die Di�erentialglei
hung

z

d

2

u

l

(z)

dz

2

+ (2l + 2� z)

du

l

(z)

dz

� (l + 1� n)u

l

(z) = 0; (3.391)

wobei

n =

1

�r

0

(3.392)

ist. Die allgemeine L

�

osung der Kummers
hen (oder kon
uenten hyper-

geometris
hen) Di�erentialglei
hung

z

d

2

u(z)

dz

2

+ (
 � z)

du(z)

dz

� �u(z) = 0 (3.393)

f

�

ur 
 6=0;�1;�2; : : : lautet

u(z) = 


1

F(�; 
; z) + 


2

z

1�


F(��
+1; 2�
; z); (3.394)

wobei f

�

ur die kon
uente hypergeometris
he Funktion F(�; 
; z) die Rei-

henentwi
klung

F(�; 
; z) = 1+

�




z

1!

+

�(� + 1)


(
 + 1)

z

2

2!

+

�(�+ 1)(�+ 2)


(
 + 1)(�+ 2)

z

3

3!

+ : : : (3.395)

gilt. Im vorliegenden Fall der Glei
hung (3.391) haben wir

� = l + 1� n; 
 = 2l + 2 (3.396)

zu setzen, so da� f

�

ur die (bei z=0 ni
ht divergierende) L

�

osung

u

l

(z) � F(l + 1� n; 2l + 2; z) (3.397)

gilt. Gem

�

a� (3.390) [zusammen mit (3.389)℄ erhalten wir also

R

l

(r) � r

l

e

��r

F(l + 1� n; 2l+ 2; 2�r): (3.398)

Aus der Reihenentwi
klung (3.395) ist uns
hwer das asymptotis
he Ver-

halten

r !1 ; F(l + 1� n; 2l + 2; 2�r) � e

2�r

(3.399)
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abzulesen, und folgli
h f

�

uhrt die Forderung na
h Normierbarkeit auf

die Abbru
hbedingung

� = l + 1� n = �n

r

; n

r

= 0; 1; 2; : : : (3.400)

und somit auf Polynome vom Grade n

r

(radiale Quantenzahl). Da l

und n

r

ni
ht negative ganze Zahlen sind, mu� n (Hauptquantenzahl)

o�enbar eine positive ganze Zahl sein:

n = n

r

+ l + 1; (3.401)

n

r

; l � 0; ganz ; n � 1; ganz; (3.402)

n = l + 1; l + 2; l + 3; : : : : (3.403)

Damit folgt gem

�

a� (3.376) und (3.392) (� ! �

n

, E ! E

n

)

�

n

=

1

nr

0

=

r

�

2m

e

E

n

~

2

; (3.404)

E

n

= �

~

2

2m

e

r

2

0

1

n

2

(3.405)

bzw. mit (3.373):

E

n

= �

1

2

Ze

2

4�"

0

r

0

1

n

2

(n = 1; 2; 3; : : :)

(3.406)

Bei vorgegebener Hauptquantenzahl n (n� 1) kann wegen

l = n� 1� n

r

(n

r

= 0; 1; 2; : : :) (3.407)

die Drehimpulsquantenzahl l o�ensi
htli
h die Werte

l = 0; 1; 2; : : :n� 1 (3.408)

dur
hlaufen.
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Mit (3.404) lassen si
h die radialen Wellenfunktionen (3.398) in der

Form

R

nl

(r) = N

nl

�

1

r

0

�

3

2

�

2r

r

0

n

�

l

exp

�

�

r

r

0

n

�

F

�

l+1�n; 2l+2;

2r

r

0

n

�

(3.409)

darstellen.

�

Uber die Beziehung

L

(m)

k

(z) = (�1)

m

(k!)

2

m!(k �m)!

F[�(k �m);m+ 1; z℄ (0 � m � k)

(3.410)

k

�

onnen die Polynomfunktionen F[l+1�n; 2l+2; 2r=(r

0

n)℄ dur
h zu-

geordnete (verallgemeinerte) Laguerre-Polynome L

(2l+1)

n+l

[2r=(r

0

n)℄ aus-

gedr

�

u
kt werden,

22

wobei

L

(m)

k

(z) =

k!

(k �m)!

e

z

d

k

dz

k

e

�z

z

k�m

= (�1)

m

k!

(k �m)!

e

z

z

�m

d

k�m

dz

k�m

e

�z

z

k

(3.411)

gilt. Speziell f

�

ur m=0 ergeben si
h die Laguerre-Polynome

L

k

(z) = k! F(�k; 1; z): (3.412)

Dur
h die zugeordneten Laguerre-Polynome ausgedr

�

u
kt lautet die

Glei
hung (3.409)

R

nl

(r) = �

~

N

nl

�

1

r

0

�

3

2

�

2r

r

0

n

�

l

exp

�

�

r

r

0

n

�

L

(2l+1)

n+l

�

2r

r

0

n

�

: (3.413)

Die in (3.409) und (3.413) auftretenden Faktoren N

nl

bzw.

~

N

nl

sind

dur
h die Normierungsbedingung

Z

1

0

dr r

2

R

2

nl

(r) = 1 (3.414)

22

Anstelle die gem

�

a� (3.410) de�nierten Funktionen L

(m)

k

(z) zu verwenden, ist es au
h

�

ubli
h, die

Funktionen L

m

k

(z)= (�1)

m

[(k+m)!℄

�1

L

(m)

k+m

(z) zu verwenden.



136KAPITEL 3. EIN TEILCHEN IM KONSERVATIVENKRAFTFELD

PSfrag repla
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Abbildung 3.23: Radiale Wellenfunktion R

nl

(r) [Glei
hung (3.409)℄.

festgelegt. Sie k

�

onnen unter Verwendung von (3.411) und partieller

Integration bere
hnet werden. Das Ergebnis ist

N

nl

=

2

n

2

(2l + 1)!

s

(n+ l)!

(n� l � 1)!

; (3.415)

~

N

nl

=

2

n

2

s

(n� l � 1)!

[(n+ l)!℄

3

: (3.416)

Zusammenfassend k

�

onnen die Energieeigenfunktionen (3.319) also in

der Form

'

nlm

(r) = R

nl

(r)Y

lm

(�; �)

= N

nl

�

1

r

0

�

3

2

�

2r

r

0

n

�

l

exp

�

�

r

r

0

n

�

F

�

l+1�n; 2l+2;

2r

r

0

n

�

Y

lm

(�; �)

(3.417)

mit den Kugel


�

a
henfunktionen Y

lm

(�; �) gem

�

a� (3.363) angegeben

werden. Die von den Quantenzahlen n sowie { entspre
hend unserer

Wahl { l und m abh

�

angenden Funktionen '

nlm

(r) sind die zu den Ener-

giewerten E

n

[(3.406)℄ geh

�

orenden Eigenfunktionen, wobei na
h (3.365)
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(r) [Glei
hung (3.409)℄.
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und (3.408)

0 � l � n� 1;

�l � m � l

(n = 1; 2; 3; : : :)

(3.418)

gilt. Folgli
h ist die Anzahl der zu einem EnergieeigenwertE

n

geh

�

origen

n = 1 l = 0 (s) m = 0 E

1

(1-fa
h)

n = 2 l = 0 (s) m = 0

E

2

(4-fa
h)

l = 1 (p) m = �1; 0; 1

n = 3 l = 0 (s) m = 0

l = 1 (p) m = �1; 0; 1 E

3

(9-fa
h)

l = 2 (d) m = �2;�1; 0; 1; 2

n = 4 l = 0 (s) m = 0

l = 1 (p) m = �1; 0; 1

E

3

(16-fa
h)

l = 2 (d) m = �2;�1; 0; 1; 2

l = 3 (f) m = �3;�2;�1; 0; 1; 2; 3

Eigenfunktionen

23

n�1

X

l=0

l

X

m=�l

1 =

n�1

X

l=0

(2l + 1) = n

2

; (3.419)

d.h., es liegt eine n

2

-fa
he Entartung der Energieeigenzust

�

ande vor.

Jeder dur
h die drei Quantenzahlen n; l;m festgelegte Zustand [mit der

Wellenfunktion '

nlm

(r)℄ stellt einen Eigenzustand dreier glei
hzeitig

s
harf me�barer Gr

�

o�en dar, n

�

amli
h der Energie, des Quadrats des

Drehimpulsbetrags und der z-Komponente des Drehimpulses,

^

H'

nlm

(r) = E

n

'

nlm

(r); (3.420)

23

P

n�1

k=0

(a+ kr)=

1

2

n[2a+(n� 1)r℄.
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^

L

2

'

nlm

(r) = l(l + 1)~

2

'

nlm

(r); (3.421)

^

L

z

'

nlm

(r) = m~'

nlm

(r): (3.422)

Die Zust

�

ande mit vers
hiedenen Drehimpulsquantenzahlen l wer-

den (von l=0 aufsteigend)

�

ubli
herweise na
h der folgenden Zu-

ordnung mit den Bu
hstaben des lateinis
hen Alphabets bezei
hnet:

s; p; d; f; g; h; i; k; : : :.

PSfrag repla
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Abbildung 3.25: w

nl

(r) [Glei
hung (3.425)℄.

Die Wahrs
heinli
hkeit, ein Elektron in einem Zustand mit der Wel-

lenfunktion '

nlm

(r) im Volumenelement

d

3

r = r

2

sin � drd�d� = r

2

drd
 (3.423)

anzutre�en, ist

w

nlm

(r; �; �)d

3

r = j'

nlm

(r; �; �)j

2

d

3

r

= r

2

R

2

nl

(r)

| {z }

w

nl

(r)

dr jY

lm

(�; �)j

2

d
: (3.424)

Integration

�

uber den Raumwinkel 
 liefert dann die radiale Wahr-

s
heinli
hkeit, d.h. die (Aufenthalts-)Wahrs
heinli
hkeit, das Elektron

zwis
hen zwei Kugel


�

a
hen mit den Radien r und r+dr zu �nden:

w

nl

(r)dr = r

2

R

2

nl

(r)dr: (3.425)
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hung (3.425)℄.
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Beispiele f

�

ur den Verlauf von R

nl

(r) und w

nl

(r) enthalten die Abb. 3.23

{ 3.26. Speziell f

�

ur den Grundzustand n=1 folgt mit R

10

(r) aus (3.409)

[bzw.(3.413)℄,

R

10

(r) = 2

�

1

r

0

�

3

2

exp

�

�

r

r

0

�

; (3.426)

als radiale Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte

w

10

(r) = 4r

2

�

1

r

0

�

3

exp

�

�

2r

r

0

�

: (3.427)

Wie uns
hwer zu sehen ist, wird sie f

�

ur

r = r

0

(3.428)

maximal. Das hei�t insbesondere, da� der Abstand vom Kern, an dem

das Elektron im Grundzustand eines Wassersto�atoms am wahrs
hein-

li
hsten anzutre�en ist, der si
h f

�

ur Z=1 ergebende (als Bohrs
her

Radius bezei
hnete) Abstand r

0

ist. Damit stellt (f

�

ur Z=1 ) 2r

0

ein

Ma� f

�

ur den

"

Dur
hmesser\ eines Wassersto�atoms im Grundzustand

dar.

Mit wa
hsender Hauptquantenzahl n vers
hiebt si
h das (Haupt-)

Maximum der Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit (Ladungsverteilung) des

Elektrons immer weiter na
h au�en; das Elektron ist immer s
hw

�

a
her

gebunden. Es gibt dann neben dem eigentli
hen (Haupt-)Maximum n

r

Nebenmaxima. Die ersten beiden Momente des Abstands des Elektrons

vom Kern bere
hnen si
h als

hr̂i =

Z

1

0

dr rw

nl

(r) =

1

2

r

0

�

3n

2

� l(l + 1)

�

(3.429)

und

hr̂

2

i =

Z

1

0

dr r

2

w

nl

(r) =

1

2

r

2

0

n

2

�

5n

2

+ 1� 3l(l + 1)

�

; (3.430)

woraus f

�

ur das mittlere S
hwankungsquadrat




(�r̂)

2

�

=

1

4

r

2

0

�

n

2

(n

2

+ 2)� l

2

(l + 1)

2

�

(3.431)

folgt. Die in Abb. 3.27 und 3.28 gezeigten Beispiele f

�

ur die Aufent-
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Abbildung 3.27: w

nlm

(r) [Glei
hung (3.424)℄.

haltswahrs
heinli
hkeitsdi
hte

24

j'

nlm

(r; �; �)j

2

zeigen diese in jeder die

z-A
hse enthaltenden Ebene (mit der A
hsenskalierung in Einheiten

von r

0

).

Na
h (3.406) gibt es abz

�

ahlbar unendli
h viele Energieniveaus E

n

zwis
hen dem Grundzustand mit E=E

1

und E=0. Die Abst

�

ande zwi-

s
hen zwei aufeinanderfolgenden Niveaus werden mit wa
hsendem n

immer kleiner. Bei Ann

�

aherung an den Wert E=0 werden sie immer

24

Siehe au
h http://webphysi
s.davidson.edu/fa
ulty/dmb/Hydrogeni
/Hydrogeni
Lab.html.
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di
hter und h

�

aufen si
h bei E=0. F

�

ur positives E erwarten wir dann

{ entspre
hend den qualitativen

�

Uberlegungen im Abs
hnitt 3.4 { ein

kontinuierli
hes Spektrum von Energieeigenwerten, das si
h bis Unend-

li
h erstre
kt. Die dur
h (3.376) und (3.392) de�nierten Gr

�

o�en werden

jetzt rein imagin

�

ar,

E > 0 ; � ! i�; (3.432)

n! �i

1

�r

0

� �

i

k

; (3.433)

ansonsten bleibt die Glei
hung (3.398) na
h wie vor g

�

ultig:

R

l

(r) � r

l

e

�i�r

F

�

l + 1 +

i

k

; 2l + 2; 2i�r

�

: (3.434)

Es ist klar, da� die Abbru
hbedingung (3.400) auf Grund des oszil-

latoris
hen Charakters (f

�

ur r!1) nunmehr entf

�

allt und somit jeder

ni
htnegative k-Wert und folgli
h au
h jeder ni
htnegative Energieei-

genwert E erlaubt ist. Jeder dieser Energieeigenwerte ist unendli
hfa
h

entartet, da unendli
h viele Zust

�

ande mit ganzzahligen l-Werten zwi-

s
hen Null und Unendli
h (und mit allen bei den gegebenen l-Werten

m

�

ogli
hen m-Werten) dazugeh

�

oren. Dementspre
hend lassen si
h die

dur
h den kontinuierli
hen Parameter k (bzw. E) 
harakterisierbaren

Eigenfunktionen

R

l

(k; r) = N

l

(k)

�

1

r

0

�

3

2

�

2ikr

r

0

�

l

exp

�

�ikr

r

0

�

F

�

l+1+

i

k

; 2l+2;

2ikr

r

0

�

(3.435)

nur im Sinne von

Z

1

0

dr r

2

R

�

l

(k; r)R

l

(k

0

; r) = Æ(k � k

0

) (3.436)

normieren. Es l

�

a�t si
h zeigen, da�

N

l

(k) =

(�i)

l

ke

�=(2k)

(2l + 1)!

r

2

�

�

�

�

�

�

�

l+1�

i

k

�

�

�

�

�

(3.437)

gilt. Ein Beispiel f

�

ur die radiale Aufenthaltswahrs
heinli
hkeitsdi
hte

w

l

(k; r) = r

2

jR

l

(k; r)j

2

(3.438)

ist in Abb. 3.29 gezeigt.
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Anmerkungen

� Die Entartung der Energieniveaus bez

�

ugli
h der Drehimpuls-

quantenzahl l ist eine Eigent

�

umli
hkeit des Coulomb-Potentials

� r

�1

. Abwei
hungen davon f

�

uhren zu einer Aufhebung dieser

Entartung.

� Die Energieeigenfunktionen in der Form (3.417) sind o�ensi
ht-

li
h ni
ht kugelsymmetris
h, obwohl das Wassersto�problem ku-

gelsymmetris
h ist. Die Hervorhebung der z-A
hse ist zuf

�

allig;

ebensogut h

�

atten wir die x- bzw. y-A
hse hervorheben k

�

onnen.

Jede Linearkombination der Energieeigenfunktionen '

nlm

(r) zum

Energiewert E

n

'

n

(r) =

n�1

X

l=0

l

X

m=�l




nlm

'

nlm

(r) (3.439)

ist ebenfalls eine Eigenfunktion zum Energiewert E

n

. Ist kei-

ne Raumri
htung ausgezei
hnet, stellt der Zustand, in dem alle

'

nlm

(r) mit dem glei
hen Gewi
ht




nlm

=

1

n

(3.440)
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eingehen [vgl. (3.419)℄, einen kugelsymmetris
hen Zustand dar.

� Be�ndet si
h ein Elektron in einem station

�

aren Zustand mit der

Wellenfunktion

 

nlm

(r; t) = '

nlm

(r)e

�iE

n

t=~

; (3.441)

so kann ihm gem

�

a� (3.46) die station

�

are Stromdi
hte

j(r) =

~

2im

e

['

�

nlm

(r)r'

nlm

(r)� '

nlm

(r)r'

�

nlm

(r)℄ (3.442)

zuges
hrieben werden. Wegen

'

nlm

� R

nl

(r)Y

lm

(�)e

im�

; '

�

nlm

� R

nl

(r)Y

lm

(�)e

�im�

; (3.443)

hat die Stromdi
hte o�ensi
htli
h keine r- und keine �-Kompo-

nente,

25

j

r

(r) = j

�

(r) = 0; (3.444)

und die �-Komponente lautet

j

�

(r) =

m~

m

e

r sin �

j'

nlm

(r)j

2

: (3.445)

Wir wollen das magnetis
he (Dipol-)Moment

26

m = �

1

2

e�

0

Z

d

3

r r� j(r) (3.446)

bere
hnen, das mit dieser Stromdi
hte verkn

�

upft ist. Mit

j(r) = j

�

(r)e

�

; r� j(r) = �rj

�

(r)e

�

(3.447)

sowie

e

�

= 
os � e

�

� sin � e

z

(3.448)

25

r= e

r

�

r

+ e

�

r

�1

�

�

+ e

�

(r sin �)

�1

�

�

26

Siehe Abs
hnitt 4.4 der Vorlesung Elektrodynamik.
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erhalten wir

m =

e�

0

m~

2m

e

�

Z

d

3

r 
ot �j'

nlm

(r)j

2

e

�

| {z }

0

�e

z

Z

d

3

r j'

nlm

(r)j

2

| {z }

1

�

(3.449)

(bea
hte, da� j'

nlm

(r)j

2

ni
ht von � abh

�

angt und somit das erste

Integral auf der re
hten Seite obiger Glei
hung vers
hwindet),

d.h.

m = m

z

e

z

; m

z

= �m�

B

(3.450)

mit

�

B

=

�

0

e~

2m

e

(3.451)

als dem Bohrs
hen Magneton. Mit L

z

=m~ k

�

onnen wir also

m

z

= �

�

B

~

L

z

(3.452)

s
hreiben. Dies ist aber ni
hts anderes als der quantenme
hani-

s
he Erwartungswert h

^

mi, wobei

^

m = �

�

B

~

^

L
(3.453)

als Operator des magnetis
hen Moments angesehen werden kann.

Das Ergebnis ist in

�

Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der klas-

sis
hen Theorie, na
h der eine Punktladung q, die si
h auf einer

ges
hlossenen Bahn in einem Zentralkraftfeld bewegt, zu einem

magnetis
hen Dipolmoment

m =

�

0

q

2m

q

L (3.454)

Anla� gibt.
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Abbildung 3.30: Terms
hema des Wassersto�atoms.

� Ein in einem angeregten Zustand der Energie E

n

(n > 1) be-

�ndli
hes Elektron kann unter Emission von elektromagnetis
her
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Strahlung in einen Zustand mit der Energie E

n

0

(n

0

< n)

�

uber-

gehen, wobei f

�

ur die Kreisfrequenz der Strahlung die Bohrs
he

Bedingung

!

nn

0

= (E

n

�E

n

0

)=~ (3.455)

gilt, d.h. mit (3.406)

!

nn

0

=

1

2

Ze2

4�"

0

r

0

~

�

1

n

02

�

1

n

2

�

(n

0

< n); (3.456)

bzw.

�

nn

0

=

!

nn

0

2�

= R

�

1

n

02

�

1

n

2

�

; (3.457)

wobei [mit r

0

aus (3.373)℄

R =

Ze2

(4�)

2

"

0

r

0

~

=

Z

2

e

4

m

e

(4�)

3

"

2

0

~

3

(3.458)

die Rydberg-Konstante ist. Die Gr

�

o�e E

n

=h=�R=n

2

wird

au
h Spektralterm genannt. Alle

�

Uberg

�

ange mit dem glei
hen

unteren Energieniveau (n) bilden eine Spektralserie. Die Se-

rien werden

�

ubli
herweise als Lyman-Serie (n=1), Balmer-Serie

(n=2), Pas
hen-Serie (n=3), Bra
ket-Serie (n=4) und Pfund-

Serie (n=5) bezei
hnet.
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Kapitel 4

Die Dira
-Formulierung

der Quantentheorie

Der Zustand eines quantenme
hanis
hen Systems kann bekanntli
h

dur
h die Wahrs
heinli
hkeitsamplituden f

�

ur einen vollst

�

andigen Satz

vertr

�

agli
her Observablen dargestellt werden, wobei in der Atom-

und Molek

�

ulphysik die Ortsdarstellung

�

ubli
herweise zur Anwendung

kommt. Die vielf

�

altigen M

�

ogli
hkeiten der Darstellung von quantenme-


hanis
hen Zust

�

anden kann in gewisser Weise mit der Vielfalt der kom-

ponentenm

�

a�igen Zerlegung { je na
h Wahl des Koordinatensystems

{ von Vektoren des dreidimensionalen Raums vergli
hen werden, wie

die auf Dira
 zur

�

u
kgehende abstrakte Vektorformulierung der Quan-

tentheorie zeigt. Dana
h wird der Zustand eines quantenme
hanis
hen

Systems dur
h einen normierbaren Vektor in einem dem System zu-

zuordnenden unit

�

aren Vektorraum (d.h. in einem linearen, komplexen,

metris
hen Vektorraum) repr

�

asentiert. Dabei ist es in der Regel not-

wendig, einen unit

�

aren Raum mit unendli
h vielen Dimensionen zu ver-

wenden, d.h. einen (sowohl eigentli
he als au
h uneigentli
he Elemente

umfassenden) erweiterten Hilbert-Raum.

4.1 Mathematis
he Grundlagen

Bevor wir den Zusammenhang mit der Quantenme
hanik darstellen,

wollen wir zun

�

a
hst kurz auf die mathematis
hen Grundlagen einge-

hen und eine Zusammenfassung der Eigens
haften von (erweiterten)

151
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Hilbert-R

�

aumen geben.

4.1.1 Hilbert-Raum-Vektoren

Die Erweiterung der Konzeption des

�

ubli
hen Vektorraumes ins

Komplexe f

�

uhrt zu einem endli
h-dimensionalen bzw. abz

�

ahlbar

unendli
h-dimensionalen unit

�

aren Vektorraum, einem Hilbert-Raum

H.

1

Wir wollen die Elemente eines sol
hen Raums mit j'i, j i, . . . ,

jai, jbi, . . . bezei
hnen. Das von Dira
 eingef

�

uhrte Symbol j i soll den

Vektor
harakter der Elemente zum Ausdru
k bringen.

� H ist ein linearer Raum. Seine Elemente sollen die aus

der gew

�

ohnli
hen Vektorre
hnung bekannten linearen Gesetze

erf

�

ullen. So ist der aus zwei Vektoren j i und j'i gebildete Sum-

menvektor j i+ j'i wieder ein Element des Hilbert-Raums,

j i + j'i = j�i 2 H; (4.1)

und f

�

ur die Vektoraddition gelten die Gesetze der Kommutati-

vit

�

at,

j i+ j'i = j'i+ j i; (4.2)

und der Assoziativit

�

at,

(j i + j'i) + j�i = j i + (j'i+ j�i) : (4.3)

Das Produkt einer komplexen Zahl 
 mit einem Vektor j i ist

wieder ein Hilbert-Raum-Vektor,

2


j i 2 H; (4.4)

wobei das Distributivgesetz gilt,


 (j'i+ j i) = 
j'i + 
j i; (4.5)

(


1

+ 


2

) j'i = 


1

j'i+ 


2

j'i: (4.6)

1

Strenggenommen hat man es in der Quantentheorie immer mit unendli
h-dimensionalen R

�

au-

men zu tun. Jedo
h ist es in vielen F

�

allen ausrei
hend, die Untersu
hungen auf endli
h-dimensionale

Unterr

�

aume zu bes
hr

�

anken, f

�

ur die nat

�

urli
h au
h die im weiteren zu bespre
henden Eigens
haften

von Hilbert-R

�

aumen sinngem

�

a� zur Anwendung kommen.

2

Die Vektoren j i und 
j i werden au
h als zueinander parallel bezei
hnet.
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� H ist ein metris
her Raum. Zwis
hen zwei Vektoren j i und j'i

aus H ist ein komplexwertiges Skalarprodukt erkl

�

art,

3

h'j i = 
 (
� komplexe Zahl); (4.7)

das folgende Eigens
haften besitzt:

(a) Das Skalarprodukt von j i = 
j�i und j'i (
 - komplexe

Zahl) ist

h'j i = 
h'j�i: (4.8)

(b) F

�

ur das Skalarprodukt von j i= j�i+ j�i und j'i gilt das

Distributivgesetz

h'j i = h'j�i + h'j�i: (4.9)

(
) Vertaus
hen der Reihenfolge der Vektoren im Skalarprodukt

liefert das konjugiert Komplexe des urspr

�

ungli
hen Skalar-

produkts,

h'j i = h j'i

�

; (4.10)

d.h., das Skalarprodukt ist i. allg. ni
ht assoziativ. Aus (4.10)

folgt sofort, da� h j i immer reell ist.

(d) Es wird nun gefordert, da�

0 � h j i <1 (4.11)

gilt, wobei das Glei
hheitszei
hen nur dann gelten soll, wenn

j i der gem

�

a�

j0

V

i+ j'i = j'i (4.12)

(j'i - beliebiger Vektor) de�nierte Nullvektor j0

V

i ist. Die

Forderung (4.12) bedeutet, da� Hilbert-Raum-Vektoren nor-

mierbar sind. Da h j i ni
ht negativ wird, ist es somit

m

�

ogli
h { in v

�

olliger Analogie zur

�

ubli
hen Vektoralgebra

{ die L

�

ange oder Norm eines Vektors zu de�nieren:

jj jj =

p

h j i : (4.13)

3

Die Vektoren j i und j'i werden als zueinander orthogonal bezei
hnet, wenn ihr Skalarprodukt

vers
hwindet, h'j i=0.
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� H ist vollst

�

andig. F

�

ur jede (abz

�

ahlbar unendli
he) konvergente

Folge von linear unabh

�

angigen Vektoren j 

n

i aus H existiert ein

Vektor j i aus H, so da�

lim

n!1

j 

n

i = j i (4.14)

gilt. Eine (abz

�

ahlbar unendli
he) Folge ist konvergent, wenn der

Abstand

jj 

n

�  

n

0

jj =

p

h 

n

�  

n

0

j 

n

�  

n

0

i (4.15)

(j 

n

�  

n

0

i = j 

n

i � j 

n

0

i) zweier Vektoren j 

n

i und j 

n

0

i der

Folge mit wa
hsendem n und n

0

beliebig klein gema
ht wer-

den kann. Die Vektoren j 

n

i und j 

n

0

i sind linear unabh

�

angig,

wenn f

�

ur beliebige komplexe Zahlen 


n

und 


n

0

der Summen-

vektor 


n

j 

n

i+ 


n

0

j 

n

0

i unglei
h dem Nullvektor ist (au�er wenn




n

= 


n

0

=0 ist).

� H ist separabel. Es existiert ein Satz linear unabh

�

angiger Vekto-

ren, die den ganzen Hilbert-Raum aufspannen. Zu jedem Vektor

j i aus H existiert somit eine (abz

�

ahlbar unendli
he) konvergen-

te Folge von linear unabh

�

angigen Vektoren j 

n

i aus H mit j i

als Grenzvektor,

j i = lim

n!1

j 

n

i: (4.16)

Komponentenm

�

a�ige Darstellung von Vektoren

Es sei fj'

n

ig ein Satz von linear unabh

�

angigen Vektoren, die den

Hilbert-Raum ganz aufspannen. Jeder Vektor j i kann dann in der

Form

j i =

X

n

 

n

j'

n

i (4.17)

angegeben werden. Die Vektoren j'

n

i k

�

onnen dabei als Basisvektoren

und die komplexen Zahlen  

n

als die Komponenten von j i bez

�

ugli
h

dieser Basis angesehen werden.

Wie bei gew

�

ohnli
hen Vektoren wird das Re
hnen besonders ein-

fa
h, wenn orthonormierte Basisvektoren zugrunde gelegt werden. Be-
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zei
hnen wir diese einfa
h mit jni, so lautet (4.17)

j i =

X

n

 

n

jni

(4.18)

wobei nunmehr

hnjn

0

i = Æ

nn

0

(4.19)

gilt. Wir bilden das Skalarprodukt von j i mit jn

0

i und erhalten aus

(4.18)

hn

0

j i =

X

n

 

n

hn

0

jni

| {z }

Æ

nn

0

=  

n

0

; (4.20)

d.h., die Komponenten  

n

sind { v

�

ollig analog zur gew

�

ohnli
hen Vektor-

re
hnung { die Skalarprodukte des Vektors j i mit den Basisvektoren

jni:

 

n

= hnj i

(4.21)

Wir setzen (4.21) in (4.18) ein und erhalten die Darstellung von j i in

der Basis der fjnig:

j i =

X

n

jnihnj i

(4.22)

Ein System von Basisvektoren wird als vollst

�

andiges Orthonormal-

system bezei
hnet, wenn si
h jeder Vektor des betra
hteten Hilbert-

Raums in der Form (4.22) darstellen l

�

a�t.
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Erweiterter Hilbert-Raum

W

�

ahrend in den obigen

�

Uberlegungen der Index n die Basisvektoren in

willk

�

urli
her Weise dur
hnumeriert, erfolgt bei einer konkreten quan-

tenme
hanis
hen Festlegung der Basisvektoren dur
h ein Eigenwert-

problem die Numerierung dur
h die entspre
henden Eigenwerte (oder

dur
h eine Funktion dieser). Der Index n erh

�

alt somit die Bedeutung ei-

ner physikalis
hen Gr

�

o�e l

�

angs einer n-A
hse oder allgemeiner einer Ge-

samtheit von physikalis
hen Gr

�

o�en in einem (mehrdimensionalen) n-

Raum. Diese dur
h das Eigenwertproblem de�nierten (reellen) n-Werte

k

�

onnen sowohl diskret (i. allg. ni
ht

�

aquidistant) als au
h kontinuierli
h

sein. Wenn n einem Kontinuum von Werten entspri
ht, wie es in der

Quantenme
hanik h

�

au�g der Fall ist, werden die Vektorkomponenten

 

n

zu einer komplexwertigen Funktion  (n) der (reellen) kontinuier-

li
hen Variablen n. Das System der Basisvektoren ist in diesem Fall

jedo
h ni
ht mehr abz

�

ahlbar unendli
h { im Gegensatz zu den Hilbert-

Raum-Axiomen. Die (physikalis
he) L

�

osung des Problems, bei der die

Axiome im Sinne einer Erweiterung des Hilbert-Raums etwas aufge-

wei
ht werden, geht auf Dira
 zur

�

u
k.

Betra
hten wir den Fall, da� n kontinuierli
h ist und dieses Wer-

tekontinuum {

�

ahnli
h wie beim

�

Ubergang von einer Fourier-Reihe zu

einem Fourier-Integral { aus dem Grenz

�

ubergang diskreter n-Werte

mit einem Abstand �n f

�

ur �n! 0 entsteht. Unser Ausgangspunkt

ist der diskrete Satz von Hilbert-Raum-Vektoren jn;�ni bei zun

�

a
hst

endli
hem Abstand �n bena
hbarter n-Werte. F

�

ur den

�

Ubergang zu

kontinuierli
hem n bilden wir in dem mit einem beliebigen Vektor j i

gebildeten Skalarprodukt hn;�nj i den Grenzwert

lim

�n!0

1

p

�n

hn;�nj i �  (n): (4.23)

Mit den Dira
-Vektoren

jni

D

= lim

�n!0

1

p

�n

jn;�ni (4.24)

kann  (n) als das Skalarprodukt von j i mit jni

D

aufgefa�t werden, so

da� in Verallgemeinerung von (4.21)

 (n) =

D

hnj i (4.25)
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gilt. Die Verallgemeinerung von (4.22) erhalten wir, indem wir in

j i =

X

n

jn;�nihn;�nj i (4.26)

den Grenz

�

ubergang �n! 0 vornehmen:

j i = lim

�n!0

X

n

�n

�

1

�n

jn;�nihn;�nj i

�

=

Z

dn jni

D D

hnj i =

Z

dn (n)jni

D

: (4.27)

Wir bilden von

j i =

Z

dn (n)jni

D

(4.28)

das Skalarprodukt mit jn

0

i

D

:

D

hn

0

j i =  (n

0

) =

Z

dn (n)

D

hn

0

jni

D

: (4.29)

O�ensi
htli
h mu� in Verallgemeinerung von (4.19)

D

hn

0

jni

D

= Æ(n� n

0

) (4.30)

gelten. Die L

�

ange der Dira
-Vektoren ist also unendli
h, jedo
h sind

Vektoren mit in�nitesimal bena
hbarten Argumenten bereits orthogo-

nal zueinander. Die Dira
-Vektoren sind daher keine eigentli
hen (d.h.

normierbaren), sondern uneigentli
he Vektoren des Hilbert-Raums. Ih-

re Hinzunahme stellt eine Erweiterung des Hilbert-Raums dar.

Im allgemeinen Fall kann das Basissystem sowohl diskrete als als

au
h kontinuierli
he Elemente enthalten, so da�

j i =

X

n

 

n

jni+

Z

dk  (k)jki

D

(4.31)

gilt. Wir wollen im weiteren auf die explizite Unters
heidung zwis
hen

eigentli
hen und (dur
h den Index D 
harakterisierten) uneigentli
hen
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Vektoren verzi
hten und unter j'i, j i, . . . , jai, jbi, . . . Vektoren des er-

weiterten Hilbert-Raums verstehen. Wir fassen die Glei
hungen (4.19)

und (4.30) zu

haja

0

i = Æ(a; a

0

) =

(

Æ

aa

0

im diskreten Fall;

Æ(a� a

0

) im kontinuierli
hem Fall

(4.32)

zusammen und s
hreiben (4.31) in der abk

�

urzenden Form

j i =

X

Z

a

jaihaj i

(4.33)

mit haj i als Spaltenmatrix im diskreten Fall bzw. Funktion im konti-

nuierli
hen Fall,

haj i =

(

 

a

im diskreten Fall;

 (a) im kontinuierli
hem Fall:

(4.34)

Ist j i ein normierbarer Vektor und gilt speziell

h j i = 1; (4.35)

so ist uns
hwer zu sehen, da� mit (4.10) aus (4.33) folgt:

X

Z

a

jhaj ij

2

= 1

(4.36)

Basiswe
hsel

Unter Verwendung von (4.33) kann das Skalarprodukt zweier Vektoren

j i und j'i dur
h die Komponenten dieser Vektoren in einer gegebenen

Basis fjaig wie folgt ausgedr

�

u
kt werden:

h'j i =

X

Z

a

h'jaihaj i: (4.37)
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Speziell im diskreten Fall kann die re
hte Seite dieser Glei
hung als

Matrixmultiplikation aufgefa�t werden, wobei die h'jai = haj'i

�

als

Elemente einer Zeilenmatrix und die haj i als Elemente einer Spalten-

matrix zu interpretieren sind.

Es seien fjaig und fjbig zwei vers
hiedene vollst

�

andige Orthonor-

malsysteme. Gem

�

a� (4.37) h

�

angen die Komponenten haj i und hbj i

eines Vektors j i in den beiden Basen wie folgt zusammen:

haj i =

X

Z

b

hajbihbj i

(4.38)

hbj i =

X

Z

a

hbjaihaj i

(4.39)

Fassen wir die Transformationsformeln (4.38) und (4.39) als Matrix-

glei
hungen auf, so vermittelt die Matrix

U b= (hajbi)

(4.40)

die Transformation der Vektorkomponenten beim

�

Ubergang von der jbi-

Basis zu der jai-Basis gem

�

a� (4.38). Die inverse Transformation (4.39),

d.h. der

�

Ubergang von der jai-Basis zu der jbi-Basis, wird dur
h die

Matrix

U

�1

b= (hbjai)

(4.41)

vermittelt. Wegen

hajbi = hbjai

�

(4.42)
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[siehe (4.10)℄ entsteht die Matrix U

�1

aus der Matrix U dur
h Trans-

ponieren und

�

Ubergang zum konjugiert Komplexen:

U

�1

= U

+

(4.43)

Sol
he Matrizen werden als unit

�

ar bezei
hnet. Der

�

Ubergang zwis
hen

zwei (orthonormierten) Basissystemen wird also dur
h eine unit

�

are

Transformation vermittelt.

Die Glei
hungen (4.38) und (4.39) gestatten es, die Komponenten

eines Vektors in einem gegebenen Basissystem in die Komponenten des

glei
hen Vektors in einem anderen Basissystem umzure
hnen, d.h. von

einer Darstellung des Vektors in eine andere

�

uberzugehen. Steht speziell

a f

�

ur kontinuierli
he und b f

�

ur diskrete Gr

�

o�en,

haj i =  (a); hbj i =  

b

; hajbi = '

b

(a); (4.44)

so nehmen die Glei
hungen (4.38) und (4.39) die Gestalt

 (a) =

X

b

 

b

'

b

(a); (4.45)

und

 

b

=

Z

da (a)'

�

b

(a) (4.46)

an, wobei bei G

�

ultigkeit von (4.36) die Normierungsbedingungen

Z

da j (a)j

2

= 1 (4.47)

und

X

b

j 

b

j

2

= 1 (4.48)

gelten. O�ensi
htli
h kann j (a)j

2

als Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte und

j 

b

j

2

als Wahrs
heinli
hkeit angesehen werden. Identi�zieren wir bei-

spielsweise a mit q aus Abs
hnitt 2.1 und b mit n aus Abs
hnitt 2.1, so

sehen wir, da� (4.45) in (2.8) und (4.46) in (2.15)

�

ubergeht. Dement-

spre
hend gehen die Normierungsbedingungen (4.47) und (4.48) in die

Normierungsbedingungen (2.3) und (2.10)

�

uber.
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bra- und ket-Vektoren (bra
ket-Formalismus)

F

�

ur die Formalisierung der Re
hnungen erweist es si
h als vorteilhaft,

dem Zei
hen h'j im Skalarprodukt h'j i der beiden Vektoren j i und

j'i eine eigenst

�

andige Bedeutung zu geben. Dazu wird jedem Vektor

j i aus dem (erweiterten) Hilbert-Raum H ein Vektor h j aus einem

dualen RaumH

0

zugeordnet. Das Skalarprodukt h'j i (bra-
-ket) kann

somit als aus dem bra-Vektor h'j und dem ket-Vektor j i gebildet auf-

gefa�t werden. Ist ein ket-Vektor j i dur
h seine Komponenten haj i

in einer gewissen Basis fjaig in H festgelegt,

j i =

X

Z

a

jaihaj i; (4.49)

so bestimmen si
h die Komponenten h jai des entspre
henden bra-

Vektors

h j =

X

Z

a

h jaihaj (4.50)

in der Basis fhajg in H

0

gem

�

a� (4.10):

h jai = haj i

�

: (4.51)

Die eindeutige Zuordnung der R

�

aume H und H

0

ergibt si
h aus der

Angabe der si
h entspre
henden Re
henregeln:

j i $ h j; (4.52)

j i = j'i+ j�i $ h j = h'j+ h�j; (4.53)

j i = 
j'i $ h j = h'j


�

: (4.54)

Produktr

�

aume

Im Hinbli
k auf physikalis
he Probleme, bei denen man si
h ein Ge-

samtsystem in mehrere unabh

�

angige Teilsysteme zerlegt denken kann,

ist die Verwendung von Produktr

�

aumen von Vorteil. Die wesentli-


hen Z

�

uge lassen si
h bereits an einem aus zwei Teilr

�

aumen bestehen-

den Produktraum erkennen. Betra
hten wir zwei (erweiterte) Hilbert-

R

�

aume H

1

und H

2

; die entspre
henden ket-Vektoren seien j 

1

i und

j 

2

i. Die Eigens
haften der Vektoren

j i = j 

1

;  

2

i (4.55)
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aus dem Produkraum

H = H

1

�H

2

(4.56)

sind dur
h folgende Beziehungen 
harakterisiert:

j 

1

;  

2

i = j 

1

ij 

2

i = j 

2

ij 

1

i; (4.57)

j 

1

i = j'

1

i+ j�

1

i ; j 

1

;  

2

i = j'

1

ij 

2

i+ j�

1

ij 

2

i; (4.58)

h'

1

; '

2

j 

1

;  

2

i = h'

1

j 

1

ih'

2

j 

2

i: (4.59)

Das Produkt (4.55) hei�t au
h direktes Produkt. Es ist o�ensi
htli
h

kommutativ und distributiv bez

�

ugli
h der Addition.

4.1.2 Hilbert-Raum-Operatoren

Die Verallgemeinerung der gew

�

ohnli
hen Vektoralgebra auf den linea-

ren, komplexen, metris
hen Raum f

�

uhrte zu Vektoren im erweiterten

Hilbert-Raum. Die entspre
hende Verallgemeinerung der Vektorzuord-

nung mittels Tensoren f

�

uhrt auf lineare Operatoren. Wird ein Vektor

j i auf einen anderen Vektor j'i abgebildet, so wollen wir dieser Ab-

bildung einen Operator

^

A in dem Sinne zuordnen, da�

j i �! j'i =

^

Aj i (4.60)

ist. Linearit

�

at bedeutet, da� die Beziehungen

^

A (j'i+ j i) =

^

Aj'i+

^

Aj i (4.61)

und

^

A (
j i) = 


^

Aj i (
� komplexe Zahl) (4.62)

gelten.

Ein Operator

^

A ist vollst

�

andig bestimmt, wenn seine Wirkung auf

alle Vektoren j i des De�nitionsgebiets D des Operators bekannt ist.

Zwei Operatoren

^

A und

^

B sind glei
h,

^

A =

^

B; (4.63)

wenn

^

Aj i =

^

Bj i 8 j i 2 D (4.64)
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gilt.

4

Wi
htige spezielle Operatoren sind der Nulloperator

^

0,

5

^

0j i = j0

V

i; (4.65)

und der Einheitsoperator

^

I,

^

Ij i = j i: (4.66)

Die Summen- und Produktbildung von Operatoren sind gem

�

a�

�

^

A+

^

B

�

j i =

^

Aj i+

^

Bj i (4.67)

und

�

^

A

^

B

�

j i =

^

A

�

^

Bj i

�

(4.68)

de�niert. W

�

ahrend f

�

ur die Addition Kommutivit

�

at und Assoziativit

�

at

gelten,

^

A+

^

B =

^

B +

^

A; (4.69)

�

^

A+

^

B

�

+

^

C =

^

B +

�

^

A+

^

C

�

; (4.70)

gilt f

�

ur die Multiplikation nur die Assoziativit

�

at,

�

^

A

^

B

�

^

C =

^

A

�

^

B

^

C

�

: (4.71)

Fehlende Kommutativit

�

at der Multiplikation bedeutet bekanntli
h, da�

der Kommutator zweier Operatoren vom Nulloperator vers
hieden ist,

�

^

A;

^

B

�

�

�

^

A;

^

B

�

�

=

^

A

^

B �

^

B

^

A 6=

^

0: (4.72)

Die Bezei
hnung [

^

A;

^

B℄

�

f

�

ur den Kommutator wird benutzt, um den

Kommutator vom Antikommutator

�

^

A;

^

B

�

+

=

^

A

^

B +

^

B

^

A (4.73)

zu unters
heiden, der in der Quantentheorie ebenfalls eine wi
htige Rol-

le spielt.

4

Hier und im folgenden wollen wir { falls ni
hts anderes gesagt ist { immer Operatoren mit dem

glei
hen De�nitionsgebiet betra
hten.

5

Die Glei
hungen (4.65) und (4.66) gelten f

�

ur beliebige Vektoren j i 2 H.
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Mit der Summe und dem Produkt von Operatoren sind au
h Ope-

ratorfunktionen in Form von Polynomen und Potenzreihen erkl

�

art,

^

B = f(

^

A) = 


0

^

I + 


1

^

A+ 


2

^

A

2

+ : : : ; (4.74)

z.B. die Operatorexponentialfunktion

e

^

A

=

1

X

k=0

1

k!

^

A

k

: (4.75)

Analog k

�

onnen Funktionen von mehreren Operatoren de�niert werden,

die nat

�

urli
h au
h no
h von 
-Zahl-Parametern abh

�

angen k

�

onnen,

^

B = f(

^

A

1

;

^

A

2

;

^

A

3

; : : : ; z

1

; z

2

; z

3

; : : :): (4.76)

Die partiellen Ableitungen sol
her Funktionen na
h den 
-Zahlparame-

tern und den Operatoren sind gem

�

a� (2.130) und (2.131) de�niert,

�

^

B

�z

i

= lim

�!0

�

�1

�

f(: : : ; z

i

+ �; : : :)� f(: : : ; z

i

; : : :)

�

; (4.77)

�

^

B

�

^

A

i

= lim

�!0

�

�1

�

f(: : : ;

^

A

i

+ �

^

I; : : :)� f(: : : ;

^

A

i

; : : :)

�

; (4.78)

und es ist uns
hwer zu zeigen, da� die Produktregel gilt.

Ausgehend von der De�nition der Wirkung eines linearen Operators

^

A auf einen ket-Vektor j i,

^

Aj i = j 

0

i; (4.79)

kann die Wirkung von

^

A auf einen bra-Vektor h'j de�niert werden,

h'j

^

A = h'

0

j; (4.80)

und zwar so, da�

h'

0

j i = h'j 

0

i (4.81)

gilt. Das hei�t, es gilt das Assoziativgesetz der Multiplikation f

�

ur das

Dreifa
hprodukt aus h'j,

^

A und j i. Somit kann auf eine Klammer-

setzung in diesem Produkt verzi
htet und einfa
h h'j

^

Aj i ges
hrieben

werden.
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Ist

^

A

1

ein Operator, der nur auf Vektoren aus H

1

eines Produkt-

raums H=H

1

�H

2

wirkt,

^

A

1

j 

1

i = j'

1

i; (4.82)

so liefert die Anwendung von

^

A

1

auf einen gem

�

a� (4.55) de�nierten

Produktraumvektor j 

1

 

2

i

^

A

1

j 

1

 

2

i = j'

1

 

2

i: (4.83)

Wenn ein Operator

^

A

1

nur auf Vektoren aus H

1

wirkt und ein Ope-

rator

^

A

2

nur auf Vektoren aus H

2

, so vertaus
hen diese Operatoren

o�ensi
htli
h in H,

�

^

A

1

;

^

A

2

�

= 0: (4.84)

Dyadis
he Darstellung des Einheitsoperators

Analog zur gew

�

ohnli
hen Vektor- und Tensorre
hnung kann aus einem

ket-Vektor und einem bra-Vektor ein dyadis
hes Produkt gebildet wer-

den, das im Gegensatz zum Skalarprodukt einen Operator

^

O = j'ih�j (4.85)

darstellt, dessen Anwendung auf einen beliebigen Vektor j i einen Vek-

tor liefert, der parallel zu j'i ist,

6

^

Oj i = j'i h�j i

| {z }




(4.86)

(
 - komplexe Zahl). Es ist klar, da� f

�

ur j'i 6= j�i das dyadis
he Produkt

(4.85) ni
ht kommutativ ist.

Gem

�

a� (4.33) k

�

onnen wir

j i =

X

Z

a

jaihaj i =

�

X

Z

a

jaihaj

�

| {z }

^

I

j i (4.87)

6

Ist j i senkre
ht zu j�i, liefert die Anwendung von

^

O auf j i den Nullvektor.
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s
hreiben, und folgli
h mu� f

�

ur ein (beliebiges) vollst

�

andiges Orthonor-

malsystem fjaig die Beziehung

^

I =

X

Z

a

jaihaj

(4.88)

gelten.

7

Von der Beziehung (4.88) wird sehr h

�

au�g Gebrau
h gema
ht,

da in einer Vektor- und/oder Operatorglei
hung stets Einheitsopera-

toren einges
hoben werden k

�

onnen, ohne die G

�

ultigkeit der Glei
hung

zu verletzen. Das einfa
hste Beispiel ist die komponentenm

�

a�ige Dar-

stellung (4.33) eines Vektors j i selbst, die sofort aus der Identit

�

at

j i=

^

I j i mit

^

I gem

�

a� (4.88) folgt. Ein anderes einfa
hes Beispiel ist

die komponentenm

�

a�ige Darstellung (4.37) des Skalarprodukts zweier

Vektoren j i und j'i:

h'j i = h'j

^

Ij i = h'j

�

X

Z

a

jaihaj

�

j i =

X

Z

a

h'jaihaj i: (4.89)

Komponentenm

�

a�ige Darstellung von Operatoren

Die komponentenm

�

a�ige Darstellung eines Operators

^

A �ndet man

dur
h beidseitiges Multiplizieren mit dem Einheitsoperator in der Form

(4.88):

^

B =

^

I

^

B

^

I =

X

Z

a

X

Z

a

0

jaihaj

^

Bja

0

iha

0

j

(4.90)

Die komplexen Zahlen haj

^

Bja

0

i stellen die Komponenten des Operators

^

B { au
h Matrixelemente des Operators genannt { in der gew

�

ahlten

Basis fjaig dar. Der Operator
harakter kommt dur
h die dyadis
hen

Produkte jaiha

0

j zum Ausdru
k.

Multiplizieren wir die Glei
hung

j'i =

^

Bj i (4.91)

7

Die Glei
hung (4.88) wird au
h als Vollst

�

andigkeitsrelation bezei
hnet.
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von links mit haj und s
hieben wir den Einheitsoperator ein (

^

B!

^

B

^

I),

so erhalten wir mit (4.88) die Abbildung der Vektorkomponenten haj i

auf die Vektorkomponenten haj'i:

haj'i =

X

Z

a

0

haj

^

Bja

0

iha

0

j i

(4.92)

Ist a diskret, kann (4.92) als Matrixglei
hung aufgefa�t werden,

'

a

=

X

a

B

aa

0

 

a

0

; (4.93)

B

aa

0

= haj

^

Bja

0

i: (4.94)

Ist a kontinuierli
h, stellt (4.93) eine Integralglei
hung dar,

'(a) =

Z

da

0

B(a; a

0

) (a

0

); (4.95)

B(a; a

0

) = haj

^

Bja

0

i: (4.96)

Identi�zieren wir a beispielsweise mit q aus Abs
hnitt 2.2, so sehen wir,

da� die Glei
hung (4.95) genau der Glei
hung (2.27) entspri
ht.

8

Spur eines Operators

Unter der Spur eines Operators wird die Summe (bzw. das Integral)

�

uber seine Diagonalmatrixelemente bez

�

ugli
h einer gegebenen Basis

verstanden:

Tr

^

A =

X

Z

a

haj

^

Ajai

(4.97)

8

Die Glei
hung (4.95) kann nat

�

urli
h au
h in der kompakten Form '(a)=

^

B (a) ges
hrieben wer-

den, wobei der Operator

^

B nunmehr nur die Integraltransformation gem

�

a�(4.95) bedeutet. Streng-

genommen m

�

u�te f

�

ur einen Operator dieser Art, der si
h auf eine spezielle Darstellung bezieht, ein

anderes Symbol als f

�

ur den

"

abstrakten\ Operator in (4.91) verwendet werden.
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Die Spur ist unabh

�

angig vom gew

�

ahlten Basissystem:

Tr

^

A =

X

Z

a

haj

^

Ajai

=

X

Z

a

X

Z

b

X

Z

b

0

hajbihbj

^

Ajb

0

ihb

0

jai

=

X

Z

b

X

Z

b

0

hbj

^

Ajb

0

i

�

X

Z

a

hb

0

jaihajbi

�

=

X

Z

b

X

Z

b

0

hbj

^

Ajb

0

iÆ(b; b

0

); (4.98)

d.h.

Tr

^

A =

X

Z

b

hbj

^

Ajbi: (4.99)

Analog l

�

a�t si
h zeigen, da�

Tr

�

^

A

^

B

�

= Tr

�

^

B

^

A

�

(4.100)

gilt und somit unter der Spur zyklis
h vertaus
ht werden darf,

Tr

�

^

A

^

B

^

C

�

= Tr

�

^

B

^

C

^

A

�

= Tr

�

^

C

^

A

^

B

�

: (4.101)

Inverse, hermites
h-adjungierte und unit

�

are Operatoren

Ist die Vektorzuordnung

j'i =

^

Aj i (4.102)

umkehrbar eindeutig, so ist dur
h die Umkehrung

j i =

^

A

�1

j'i (4.103)

der zu

^

A inverse Operator

^

A

�1

de�niert, wobei folgende Beziehungen

gelten:

^

A

^

A

�1

=

^

A

�1

^

A =

^

I; (4.104)

�

^

A

�1

�

�1

=

^

A; (4.105)

�




^

A

�

�1

= 


�1

A

�1

(
� komplexe Zahl); (4.106)
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�

^

A

^

B

�

�1

=

^

B

�1

^

A

�1

: (4.107)

Es sei

^

A eine Funktion von einem Parameter z; folgli
h ist au
h

^

A

�1

eine Funktion von z. Die Ableitung von

^

A

�1

na
h z kann

�

uber die

Produktregel bere
hnet werden:

0 =

d

^

I

dz

=

d

�

^

A

^

A

�1

�

dz

=

d

^

A

dz

^

A

�1

+

^

A

d

^

A

�1

dz

(4.108)

und folgli
h

d

^

A

�1

dz

= �

^

A

�1

d

^

A

dz

^

A

�1

: (4.109)

Als der zu dem Operator

^

A hermites
h-adjungierte Operator

^

A

y

wird derjenige Operator bezei
hnet, f

�

ur den bei G

�

ultigkeit der Glei-


hung

j'i =

^

Aj i (4.110)

die Glei
hung

h'j = h j

^

A

y

(4.111)

folgt, d.h.

h�j'i = h�j

^

Aj i (4.112)

und

h'j�i = h j

^

A

y

j�i: (4.113)

Wegen

h'j�i = h�j'i

�

(4.114)

[Glei
hung (4.10)℄ gilt also:

9

h j

^

A

y

j�i = h�j

^

Aj i

�

(4.115)

Ein Operator

^

A ist bekanntli
h hermites
h, wenn

^

A =

^

A

y

(4.116)

9

Bea
hte, da� die Glei
hung (4.115) genau der De�nition (2.51) entspri
ht. Dementspre
hend

gelten nat

�

urli
h au
h die Relationen (2.52) { (2.52). Ferner gilt (j ih'j)

y

= j'ih j.
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gilt. Entspre
hend hei�t ein Operator antihermites
h, falls

^

A = �

^

A

y

(4.117)

ist. Von einem unit

�

aren Operator wird gespro
hen, wenn der hermi-

tes
h-adjungierte Operator glei
h dem inversen Operator ist,

^

A

y

=

^

A

�1

; (4.118)

und folgli
h

^

A

^

A

y

=

^

A

y

^

A =

^

I (4.119)

gilt.

Aus (4.115) ist ersi
htli
h, da� (in einer diskreten Basis) die Kom-

ponentenmatrix eines Operators

^

A

y

glei
h der adjungierten (d.h. trans-

ponierten und komplex konjugierten) Matrix des Operators

^

A ist. Da

dies au
h f

�

ur die Elemente der zu Vektoren j i und h j geh

�

orenden

(Spalten- bzw. Zeilen-)Matrizen gilt, kann

h j = (j i)

y

; j i = (h j)

y

(4.120)

ges
hrieben werden.

Projektionsoperatoren

Die Projektion eines beliebigen Vektors j i auf einen vorgegebenen

Vektor j'i,

j i �! j'ih'j i; (4.121)

kann dur
h den Projektionsoperator

^

P

j'i

= j'ih'j (4.122)

bes
hrieben werden,

^

P

j'i

j i = j'ih'j i: (4.123)

O�ensi
htli
h gilt

^

P

2

j'i

= j'ih'j'ih'j = h'j'i

^

P

j'i

; (4.124)

so da� im Falle der Projektion auf einen (eigentli
hen) Einheitsvektor

die Beziehung

^

P

2

j'i

=

^

P

j'i

(4.125)
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erf

�

ullt ist.

Es sei fjaig eine vollst

�

andige Orthonormalbasis. Der der Projektion

eines beliebigen Vektors j i auf einen herausgegri�enen Einheitsvektor

jai zugeordnete Projektionsoperator ist

^

P

jai

= jaihaj

(4.126)

und es gilt

^

P

jai

^

P

ja

0

i

= jai haja

0

i

| {z }

Æ(a; a

0

)

ha

0

j; (4.127)

d.h.

^

P

jai

^

P

ja

0

i

=

^

P

jai

Æ(a; a

0

); (4.128)

ausf

�

uhrli
h:

^

P

jai

^

P

ja

0

i

=

(

^

P

jai

Æ

aa

0

im diskreten Fall;

^

P

jai

Æ(a� a

0

) im kontinuierli
hen Fall

(4.129)

Es ist klar, da� (4.125) dem diskreten Fall entspri
ht.

Neben der Projektion eines Vektors j i auf nur einen der Einheits-

vektoren fjaig ist die Projektion auf einen Unterraum S �H von In-

teresse:

^

P

S

=

X

Z

a

0

jaihaj

(4.130)

Der Stri
h bedeutet, da� die Summation (Integration) nur

�

uber Basis-

vektoren jai 2S zu erstre
ken ist. O�ensi
htli
h gilt dann immer:

^

P

2

S

=

^

P

S

(4.131)



172KAPITEL 4. DIE DIRAC-FORMULIERUNGDERQUANTENTHEORIE

4.1.3 Eigenwertproblem hermites
her Operatoren

Von speziellem Interesse sind f

�

ur einen gegebenen Operator

^

A diejeni-

gen Vektoren j�i, f

�

ur die

^

Aj�i parallel zu j�i ist,

^

Aj�i = �j�i (4.132)

(� - komplexe Zahl). Der Vektor j�i hei�t re
htsseitiger Eigenvektor

bzw. einfa
h Eigenket von

^

A zum Eigenwert �. Die Gesamtheit der

Eigenwerte bildet das Eigenwertspektrum des Operators

^

A. Entartung

liegt vor, wenn zu einem Eigenwert mehrere (linear unabh

�

angige) Ei-

genkets existieren. Ist

^

B = f(

^

A) (4.133)

und gilt die Eigenwertglei
hung (4.132), so ist j�i au
h ein Eigenket

von

^

B, und zwar zum Eigenwert f(�),

^

Bj�i = f(

^

A)j�i = f(�)j�i: (4.134)

Wie wir bereits wissen, kommt hermites
hen Operatoren eine ganz

besondere Bedeutung zu. Dabei gelten f

�

ur das Eigenwertproblem her-

mites
her Operatoren die bereits in den Abs
hnitten 2.2 und 2.8 ange-

gebenen S

�

atze, deren Herleitung im (abstrakten) bra
ket-Formalismus

v

�

ollig analog zu der in den genannten Abs
hnitten gegebenen kompo-

nentenm

�

a�igen Herleitung ist. Betra
hten wir beispielsweise zwei Ei-

genkets j�

1

i und j�

2

i, die zu den Eigenwerten �

1

und �

2

geh

�

oren,

^

Aj�

1

i = �

1

j�

1

i; (4.135)

^

Aj�

2

i = �

2

j�

2

i: (4.136)

Multiplikation der Glei
hung (4.135) von links mit dem bra-Vektor h�

2

j

ergibt

h�

2

j

^

Aj�

1

i = �

1

h�

2

j�

1

i: (4.137)

Die zu (4.136) hermites
h adjungierte Glei
hung

h�

2

j

^

A

y

= h�

2

j�

�

2

(4.138)

multiplizieren wir von re
hts mit dem ket-Vektor j�

1

i und erhalten

h�

2

j

^

A

y

j�

1

i = h�

2

j�

1

i�

�

2

: (4.139)
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Subtraktion der Glei
hung (4.139) von der Glei
hung (4.137) f

�

uhrt f

�

ur

^

A

y

=

^

A auf die zu (2.67) analoge Glei
hung

�

�

1

� �

�

2

�

h�

2

j�

1

i = 0; (4.140)

woraus ges
hlossen werden kann, da� die Eigenwerte eines hermite-

s
hen Operators reell und die Eigenkets, die zu vers
hiedenen Eigen-

werten geh

�

oren, zueinander orthogonal sind. Falls Entartung vorliegt,

k

�

onnen { v

�

ollig analog zu den

�

Uberlegungen im Abs
hnitt 2.2 { die zu

einem Eigenwert geh

�

orenden (linear unabh

�

angigen) Eigenkets orthogo-

nalisiert und nat

�

urli
h au
h no
h normiert werden. Sind

^

A und

^

B zwei

voneinander unabh

�

angige hermites
he Operatoren, deren Kommutator

vers
hwindet,

^

A =

^

A

y

;

^

B =

^

B

y

;

�

^

A;

^

B

�

= 0;

^

B 6= f(

^

A); (4.141)

so besitzen sie gem

�

a� Abs
hnitt 2.8 ein gemeinsames Eigenvektorensy-

stem, und umgekehrt impliziert ein gemeinsames Eigenvektorensystem

Vertaus
hbarkeit der Operatoren. Damit kann jedem vollst

�

andigen Or-

thonormalsystem ein Satz von vertaus
hbaren hermites
hen Operato-

ren so zugeordnet werden, da� deren Eigenvektorensystem gerade dur
h

dieses Orthonormalsystem gegeben ist.

4.1.4 Unit

�

are Transformationen

Eine Vektorzuordnung der Art

j 

0

i =

^

U j i

(4.142)

mit

^

U

�1

=

^

U

y

(4.143)

wird als unit

�

are Transformation bezei
hnet. Gem

�

a� (4.110) und (4.111)

impliziert die Glei
hung (4.142)

h 

0

j = h j

^

U

y

; (4.144)
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und somit gilt f

�

ur das Skalarprodukt zweier Vektoren j i und j'i bei

einer unit

�

aren Transformation

h'

0

j 

0

i = h'j

^

U

y

^

U

|{z}

^

I

j i = h'j i: (4.145)

Folgli
h stellt das Skalarprodukt zweier Vektoren bei unit

�

aren Trans-

formationen eine Invariante dar. Dies gilt nat

�

urli
h au
h f

�

ur das Ska-

larprodukt von Vektoren

^

Aj i und j'i, das in der Form

h'j

^

Aj i = h'j

^

I

^

A

^

Ij i = h'j

^

U

y

^

U

^

A

^

U

y

^

U j i = h'

0

j

^

U

^

A

^

U

y

j 

0

i (4.146)

ges
hrieben werden kann, so da�

h'j

^

Aj i = h'

0

j

^

A

0

j 

0

i

(4.147)

ist, wobei

^

A

0

=

^

U

^

A

^

U

y

(4.148)

o�ensi
htli
h als Transformationsgesetz f

�

ur Operatoren angesehen wer-

den kann.

10

Betra
hten wir die Transformation eines Operators

^

B,

^

B

0

=

^

U

^

B

^

U

y

; (4.149)

der als eine Operatorfunktion

^

B = f(

^

A

1

;

^

A

2

;

^

A

3

; : : :) (4.150)

de�niert ist. Wie uns
hwer zu zeigen ist,

11

gilt dann

^

B

0

=

^

U

^

B

^

U

y

= f(

^

U

^

A

1

^

U

y

;

^

U

^

A

2

^

U

y

;

^

U

^

A

3

^

U

y

; : : :)

= f(

^

A

0

1

;

^

A

0

2

;

^

A

0

3

; : : :): (4.151)

10

Wird j 

0

i=

^

U

y

j i gesetzt, gilt o�ensi
htli
h

^

A

0

=

^

U

y

^

A

^

U .

11

Man s
hiebe zwis
hen bena
hbarte Operatoren

^

A

i

und

^

A

i+1

den Einheitsoperator gem

�

a�

^

A

i

^

A

i+1

=

^

A

i

^

U

y

^

U

^

A

i+1

ein. Bea
hte, da� die Glei
hung (4.151) generell f

�

ur Transformationen der

Art

^

B

0

=

^

U

^

B

^

U

�1

g

�

ultig ist, au
h wenn

^

U

�1

6=

^

U

y

ist.
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4.1.5 G-Darstellung

Es sei

^

G b=

^

G

(1)

;

^

G

(2)

; : : : ;

^

G

(n)

ein Satz von hermites
hen Operato-

ren, der in dem Sinne vollst

�

andig ist, da� sein Eigenvektorensystem

fjgi =̂ jg

(1)

; g

(2)

; : : : ; g

(n)

ig als ein vollst

�

andiges Orthonormalsystem (im

erweiterten Hilbert-Raum) angesehen werden kann:

^

Gjgi = gjgi; (4.152)

hgjg

0

i = Æ(g; g

0

); (4.153)

X

Z

g

jgihgj =

^

I: (4.154)

Jeder Vektor j i 2 H kann dann gem

�

a� (4.33) in der komponen-

tenm

�

a�igen Form

j i =

X

Z

g

jgihgj i (4.155)

dargestellt werden, wobei f

�

ur diskretes g die Komponenten

 

g

= hgj i (4.156)

bekanntli
h als Elemente einer Spaltenmatrix angesehen werden k

�

on-

nen, die f

�

ur kontinuierli
hes g in eine Funktion

�

ubergeht,

 

g

!  (g) = hgj i: (4.157)

Man spri
ht von hgj i als von j i in der G-Darstellung. Gem

�

a� (4.89)

[und (4.10)℄ lautet das Skalarprodukt zweier Vektoren j i und j'i

h'j i =

X

Z

g

h'jgihgj i =

X

Z

g

hgj'i

�

hgj i: (4.158)

Es sei

^

A ein beliebiger (ni
ht notwendigerweise hermites
her) Ope-

rator. Gem

�

a� (4.90) gilt

^

A =

X

Z

g

X

Z

g

0

jgihgj

^

Ajg

0

ihg

0

j: (4.159)

Unter dem Operator

^

A in der G-Darstellung werden die au
h Ma-

trixelemente genannten diskreten bzw. kontinuierli
hen Komponenten
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hgj

^

Ajg

0

i verstanden, wobei es si
h f

�

ur diskretes g und g

0

um Matrixele-

mente im eigentli
hen Sinne handelt,

A

gg

0

= hgj

^

Ajg

0

i; (4.160)

die f

�

ur kontinuierli
hes g und g

0

in eine Funktion von g und g

0

�

uberge-

hen,

A

gg

0

! A(g; g

0

) = hgj

^

Ajg

0

i: (4.161)

Ist speziell

^

A= f(

^

G), so resultiert die als Spektraldarstellung bezei
h-

nete diagonale Darstellung

hgjf

�

^

G

�

jg

0

i = f(g) Æ(g; g

0

); (4.162)

und die Glei
hung (4.159) nimmt die Gestalt

^

A =

X

Z

g

f(g) jgihgj (4.163)

an. Gem

�

a� (4.92) geht die Vektorzuordnung

j'i =

^

Aj i (4.164)

in der G-Darstellung in die Matrix- bzw. Integralglei
hung

hgj'i =

X

Z

g

0

hgj

^

Ajg

0

i hg

0

j i (4.165)

f

�

ur die komponentenm

�

a�ige Zuordnung hgj i!hgj'i

�

uber, f

�

ur die

h

�

au�g au
h abk

�

urzend

hgj'i =

^

A hgj i (4.166)

ges
hrieben wird (siehe die Fu�note auf Seite 167). Ist wieder speziell

^

A= f(

^

G), so reduziert si
h die Glei
hung (4.165) o�ensi
htli
h auf

hgj'i = f(g) hgj i; (4.167)

und der Operator

^

A in (4.166) ist einfa
h ein multiplikativer Operator.
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Es sei

^

H b=

^

H

(1)

;

^

H

(2)

; : : : ;

^

H

(n)

ein anderer (von

^

G vers
hiedener)

Satz von hermites
hen Operatoren, der zu dem (von fjgig vers
hiede-

nen) vollst

�

andigen Orthonormalsystem fjhi =̂ jh

(1)

; h

(2)

; : : : ; h

(n)

ig An-

la� gibt. Ist

^

A= f(

^

H), so besteht folgender Zusammenhang zwis
hen

der G-Darstellung des Operators

^

A und seiner Spektraldarstellung:

hgjf

�

^

H

�

jg

0

i =

X

Z

h

f(h) hgjhihhjg

0

i

=

X

Z

h

f(h) hg

0

jhi

�

hgjhi: (4.168)

4.2 Der formale Aufbau der Quanten-

theorie

Im Kapitel 2 sind wir von der Wellenfunktion als einer M

�

ogli
hkeit

der Bes
hreibung des Zustands eines quantenme
hanis
hen Systems

ausgegangen und haben daran ankn

�

upfend die Grundprinzipien der

Quantentheorie entwi
kelt. Wie wir wissen, entspri
ht eine sol
he Be-

s
hreibung einer ganz speziellen Darstellung, n

�

amli
h der Ortsdarstel-

lung. Ein Vorzug des Dira
s
hen bra
ket-Formalismus besteht darin,

da� si
h die Theorie ganz allgemein, ohne eine bestimmte Darstellung

zu favorisieren, formulieren l

�

a�t.

4.2.1 Grundprinzipien

Ankn

�

upfend an Kapitel 2 l

�

a�t si
h die Quantentheorie etwa wie folgt

axiomatis
h einf

�

uhren.

(1) Der Zustand eines physikalis
hen Systems wird dur
h einen Vek-

tor j i im erweiterten Hilbert-RaumH des Systems bes
hrieben.

Vektoren physikalis
h realisierbarer Zust

�

ande sind auf 1 normier-

bar, h j i=1.

(2) Die dynamis
hen, me�baren physikalis
hen Gr

�

o�en (Observa-

blen) werden dur
h hermites
he Operatoren in H bes
hrie-

ben. Das zu einem vollst

�

andigen Satz vertr

�

agli
her Observablen-

operatoren

^

G b=

^

G

(1)

;

^

G

(2)

; : : : ;

^

G

(n)

geh

�

orende Eigenvektorsystem
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fjgi =̂ jg

(1)

; g

(2)

; : : : ; g

(n)

ig bildet eine vollst

�

andige Orthonormal-

basis in H:

12

hgjg

0

i = Æ(g; g

0

);

X

Z

g

jgihgj =

^

I

(4.169)

j i =

X

Z

g

jgihgj i

(4.170)

(3) Die Me�werte von Observablen sind die Eigenwerte ihrer her-

mites
hen Operatoren. Es sei

^

A=

^

G

(i)

der hermites
he Opera-

tor einer zu messenden (zu einem gewissen vollst

�

andigen Satz

^

G geh

�

orenden) Systemobservablen. Wird bei einem individuellen

Me�akt am System in einem Zustand j i der Eigenwert g

(i)

re-

gistriert, dann ist das System im Ergebnis der Messung in den

Unterraum S

(i)

� H, der die zu dem Eigenwert g

(i)

geh

�

orenden

Eigenzust

�

ande jgi von

^

G

(i)

enth

�

alt, projiziert worden:

j'i =

^

P

S

(i)

j i

jj

^

P

S

(i)

j ijj

=

^

P

S

(i)

j i

q

h j

^

P

S

(i)

j i

(4.171)

^

P

S

(i)

=

X

Z

g

0

jgihgj; jgi 2 S

(i)

(4.172)

Die mit dem Me�proze� verkn

�

upfte Projektion (4.171) wird au
h

Zustandsreduktion genannt. Der Unterraum S

(i)

wird au
h als

Eigenraum von

^

G

(i)

bezei
hnet. Wir setzen voraus, da� der infolge

12

Zur Erinnerung: g 
harakterisiert einen Punkt im Raum der Eigenwerte von

^

G

(1)

;

^

G

(2)

; : : : ;

^

G

(n)

.
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der Messung entstandene Zustand j'i in (4.171) als physikalis
her

Zustand normierbar ist. Ist g

(i)

kontinuierli
h, dann ist die Glei-


hung (4.171) so zu verstehen, da� der Projektionsoperator S

(i)

in

(4.172) au
h Eigenvektoren von

^

G

(i)

mit voneinander vers
hiede-

nen Eigenwerten g

(i)

enth

�

alt, und zwar diejenigen Eigenvektoren,

f

�

ur die die Eigenwerte in einem in�nitesimal kleinen, jedo
h (we-

gen der prinzipiell begrenzten Me�genauigkeit immer) endli
hen

Intervall �g

(i)

(! dg

(i)

) liegen.

(4) F

�

ur diskrete (bzw. kontinuierli
he) Eigenwerte von

^

G

(i)

ist die

Wahrs
heinli
hkeitW

g

(i)

[bzw. dW (g

(i)

)℄, bei einer Ensemblemes-

sung den Eigenwert g

(i)

(bzw. einen Eigenwert im Intervall g

(i)

,

g

(i)

+dg

(i)

) zu registrieren, h j

^

P

S

(i)

j i:

13

h j

^

P

S

(i)

j i =

(

W

g

(i)

im diskreten Fall;

dW (g

(i)

) = w

�

g

(i)

�

dg

(i)

im kontinuierli
hen Fall

(4.173)

Es seien j i und j'i zwei physikalis
h realisierbare Zustandsvek-

toren,

h j i = h'j'i = 1: (4.174)

F

�

ur die Wahrs
heinli
hkeiten, mit der j'i in j i und umgekehrt

j i in j'i enthalten ist, gilt o�ensi
htli
h

h j

^

P

j'i

j i = h'j

^

P

j i

j'i = jh'j ij

2

: (4.175)

(5) Sind q b= q

1

; q

2

; q

3

; : : : und p b= p

1

; p

2

; p

3

; : : : die (generalisierten)

Koordinaten und Impulse eines Systems, die { wie die kartesi-

s
hen Koordinaten und Impulse eines Massenpunktsystems { je-

den reellen Zahlenwert annehmen k

�

onnen und entspre
hen den

Gr

�

o�en A und B als Funktionen von q und p die Operatoren

^

A

13

Dies ist gerade der Erwartungswert von

^

P

S

(i)

; siehe Abs
hnitt 4.2.2. O�ensi
htli
h ist w

�

g

(i)

�

in (4.173) die entspre
hende Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte.
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und

^

B, dann entspri
ht der Poisson-Klammer

C = fA;Bg =

X

�

�

�A

�q

�

�B

�p

�

�

�A

�p

�

�B

�q

�

�

(4.176)

der Operator

^

C =

1

i~

�

^

A;

^

B

�

; (4.177)

d.h.:

C = fA;Bg ;

^

C =

1

i~

�

^

A;

^

B

�

(4.178)

Es ist klar, da� f

�

ur hermites
he Operatoren

^

A und

^

B, der Ope-

rator

^

C ebenfalls hermites
h ist. Insbesondere impliziert die

Poisson-Klammer

fq

�

; p

�

0

g = Æ

��

0

(4.179)

die Vertaus
hungsregel

[q̂

�

; p̂

�

0

℄ = i~Æ

��

0

^

I: (4.180)

4.2.2 Erwartungswerte

Es sei

^

A der einer Observablen A zugeordnete hermites
he Opera-

tor, wobei ohne Eins
hr

�

ankung der Allgemeinheit angenommen werden

kann, da� die Observable eine Funktion der Observablen eines gewissen

vollst

�

andigen Satzes von Observablen ist. Bezei
hnen wir den entspre-


henden Satz von Operatoren wieder mit

^

G (b=

^

G

(1)

;

^

G

(2)

; : : : ;

^

G

(n)

), so

k

�

onnen wir also annehmen, da�

^

A = f

�

^

G

�

(4.181)

ist und folgli
h

^

Ajgi = f

�

^

G

�

jgi = f(g) jgi = a jgi (4.182)
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gilt. Es sei S

(a)

der Unterraum des erweiterten Hilbert-Raums H, der

die zu einem bestimmten Eigenwert a= f(g) geh

�

orenden Eigenzust

�

ande

jgi von

^

A enth

�

alt. Be�ndet si
h das System in einem Zustand j i, dann

stellt na
h Axiom (4)

h j

^

P

S

(a)

j i =

X

Z

g

0

h jgihgj i =

X

Z

g

0

�

�

hgj i

�

�

2

(jgi 2 S

(a)

) (4.183)

die Wahrs
heinli
hkeit W

a

[bzw. dW (a)=w(a)da℄ dar, bei einer

(Ensemble-)Messung der Observablen den Me�wert a= f(g) (bzw.

einen Me�wert im Intervall a, a+ da) zu registrieren,

h j

^

P

S

(a)

j i =

(

W

a

im diskreten Fall;

dW (a) im kontinuierli
hen Fall.

(4.184)

Folgli
h ist na
h den Regeln der Wahrs
heinli
hkeit der Mittelwert (Er-

wartungswert) der Gr

�

o�e A dur
h




^

A

�

=

X

Z

a

a h j

^

P

S

(a)

j i =

X

Z

g

f(g)

�

�

hgj i

�

�

2

(4.185)

gegeben. Wir s
hreiben diese Glei
hung in der Form




^

A

�

=

X

Z

g

f(g) h jgijhgj i

= h j

�

X

Z

g

f(g) jgijhgj

�

j i; (4.186)

ma
hen von der Spektraldarstellung von

^

A Gebrau
h,

^

A =

X

Z

g

f(g) jgihgj (4.187)

[vgl. (4.163)℄, und erhalten:

14




^

A

�

= h j

^

Aj i

(4.188)

14

Entspre
hend ergibt si
h das k-te Moment von A als h

^

A

k

i= h j

^

A

k

j i. Speziell f

�

ur die Varianzen

h(�

^

A)

2

i= h

^

A

2

i� h

^

Ai

2

und h(�

^

B)

2

i= h

^

B

2

i� h

^

Bi

2

zweier Observablen A und B kann { v

�

ollig analog

zu der Herleitung im Abs
hnitt 2.6 { gezeigt werden, da� die Heisenbergs
he Uns
h

�

arferelation

(2.162) gilt.
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Die Glei
hung (4.187) gilt f

�

ur jede Observable A, da diese immer als

Element eines vollst

�

andigen Satzes von Observablen angesehen werden

kann. Sie gilt au
h f

�

ur komplexwertige Gr

�

o�en A=ReA+ iImA, da sie

sowohl f

�

ur ReA als au
h f

�

ur ImA gilt. Der Erwartungswert einer Gr

�

o�e

A ist also das Skalarprodukt aus

^

Aj i und j i (d.h. das Dreierprodukt

aus dem bra-Vektor h j, dem Operator

^

A und dem ket-Vektor j i).

Wir wollen die Glei
hung (4.188) in eine etwas andere Form bringen.

Dazu s
hieben wir re
hts (oder au
h links) von

^

A den Einheitsoperator

^

I in dyadis
her Darstellung gem

�

a� (4.88) ein,




^

A

�

= h j

^

Aj i = h j

^

A

^

Ij i

=

X

Z

b

h j

^

Ajbihbj i =

X

Z

b

hbj ih j

^

Ajbi (4.189)

(fjbig - beliebiges vollst

�

andiges Orthonormalsystem), und sehen, da�

der Erwartungswert einer beliebigen Gr

�

o�e A die Spur des Produkts

aus j ih j und

^

A ist:




^

A

�

= Tr

�

j ih j

^

A

�

= Tr

�

^

Aj ih j

�

(4.190)

4.2.3 Zeitli
he Entwi
klung

Es sei A= f(q; p) (q; p b=fq

�

; p

�

g) eine (ni
ht notwendigerweise reel-

le) Systemgr

�

o�e, der in der Quantentheorie der Operator

^

A= f(q̂; p̂)

(q̂; p̂ b= fq̂

�

; p̂

�

g) zuzuordnen ist.

15

. Wie wir bereits wissen, wird der

Erwartungswert der Gr

�

o�e i. allg. ni
ht zeitli
h konstant,

16

sondern ei-

ne mehr oder weniger komplizierte Funktion der Zeit sein. Bezei
hnen

wir diese mit h

^

A(t)i, so haben wir i. allg.

h

^

A(t)i 6= h

^

A(t

0

)i (t 6= t

0

): (4.191)

Klassis
h ergibt si
h die Zeitabh

�

angigkeit von A bekanntli
h aus der

Zeitabh

�

angigkeit der Koordinaten und Impulse, A(t) = f [q(t); p(t)℄.

15

Zur Erinnerung: Beim

�

Ubergang von der 
-Zahl-Funktion f(q; p) zur operatorwertigen Funktion

f(q̂; p̂) mu� die Ni
htvertaus
hbarkeit von q̂ und p̂ bea
htet werden mu�

16

Es sei denn, es handelt si
h um eine Erhaltungsgr

�

o�e.
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Demgegen

�

uber stehen wegen




^

A

�

= h j

^

Aj i (4.192)

in der Quantentheorie sowohl der Zustandsvektor j i als au
h der Ope-

rator

^

A als m

�

ogli
he zeitabh

�

angige Gr

�

o�en zur Verf

�

ugung,




^

A(t)

�

= h (t)j

^

A(t)j (t)i; (4.193)

wobei die Zeitabh

�

angigkeit zwis
hen beiden in unters
hiedli
her Weise

"

aufgeteilt\ werden kann. Dies f

�

uhrt zu den vers
hiedenen Bildern

der Quantentheorie.

17

Nehmen wir also an, da� sowohl j i als au
h

^

A

eine gewisse Zeitabh

�

angigkeit tragen: j i! j (t)i,

^

A!

^

A(t). F

�

ur die

zeitli
he

�

Anderung des Erwartungswerts h

^

A(t)i gilt dann

d

dt




^

A(t)

�

=

d

dt

h (t)j

^

A(t)j (t)i

=

�

d

dt

h (t)j

�

^

A(t)j (t)i+ h (t)j

d

^

A

dt

j (t)i

+ h (t)j

^

A(t)

d

dt

j (t)i: (4.194)

Es ist klar, da� si
h in jedem Fall die glei
he zeitli
he Entwi
klung der

Erwartungswerte ergeben mu�.

4.2.3.1 Heisenberg-Bild

Im Heisenberg-Bild werden die Zustandsvektoren (j i! j 

H

i) als zeit-

li
h unver

�

anderli
h betra
htet:

dj 

H

(t)i

dt

= 0 ; j 

H

(t

1

)i = j 

H

(t

2

)i (t

1

6= t

2

)

(4.195)

Demgem

�

a�m

�

ussen die Operatoren parametris
h dergestalt von der Zeit

abh

�

angen, da� sie die volle Information

�

uber die zeitli
he Entwi
klung

der jeweiligen Erwartungswerte tragen.

17

Die vielf

�

altigen M

�

ogli
hkeiten, quantenme
hanis
he Systeme zu bes
hreiben r

�

uhrt zum einen

aus der Vielfalt der Darstellungen und zum anderen aus der Vielfalt der Bilder her.
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Das Heisenberg-Bild s
hlie�t folgli
h unmittelbar an die klassis
he

Theorie an, in der die zeitli
he

�

Anderung von A bekanntli
h dur
h die

Poisson-Klammer von A mit der Hamilton-Funktion H des Systems

gegeben ist,

dA

dt

= fA;Hg: (4.196)

Da na
h Axiom (5) die

�

Ubersetzungsvors
hrift

fA;Hg ;

1

i~

�

^

A;

^

H

�

(4.197)

gilt, kann der Operator der zeitli
hen

�

Anderung von

^

A mit (i~)

�1

[

^

A;

^

H℄

glei
hgesetzt werden, so da� im Heisenberg-Bild,

^

A = f(q̂; p̂) !

^

A

H

(t) = f [q̂

H

(t); p̂

H

(t)℄; (4.198)

die Bewegungsglei
hung

d

^

A

H

dt

=

1

i~

�

^

A

H

;

^

H

H

�

(4.199)

gilt. Ist die Gr

�

o�e A explizit zeitabh

�

angig, so ist der zugeordnete Ope-

rator

^

A ebenfalls explizit zeitabh

�

angig,

^

A(t) = f(q̂; p̂; t) !

^

A

H

(t) = f [q̂

H

(t); p̂

H

(t); t℄; (4.200)

und die klassis
he Bewegungsglei
hung

dA

dt

= fA;Hg+

�A

�t

(4.201)

geht in die quantenme
hanis
he Bewegungsglei
hung

d

^

A

H

(t)

dt

=

1

i~

�

^

A

H

(t);

^

H

H

(t)

�

+

�

^

A

H

(t)

�t

(4.202)

�

uber. Die Bewegungsglei
hungen f

�

ur Operatoren im Heisenberg-Bild

werden au
h Heisenbergs
he Bewegungsglei
hungen genannt. Speziell

f

�

ur die Koordinaten und Impulse lauten sie

dq̂

�H

(t)

dt

=

1

i~

�

q̂

�H

(t);

^

H

H

(t)

�

; (4.203)
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dp̂

�H

(t)

dt

=

1

i~

�

p̂

�H

(t);

^

H

H

(t)

�

: (4.204)

Gem

�

a� (4.194), (4.195) und (4.202) gilt f

�

ur die zeitli
he

�

Anderung

des Erwartungswerts einer Gr

�

o�e A:

d

dt




^

A(t)

�

=

1

i~




 

H

(t)

�

�

�

^

A

H

(t);

^

H

H

(t)

�

�

�

 

H

(t)

�

+




 

H

(t)

�

�

�

^

A

H

(t)

�t

�

�

 

H

(t)

�

(4.205)

Ist

�

^

A

H

(t);

^

H

H

(t)

�

=

^

0; (4.206)

so folgt aus (4.202)

d

^

A

H

(t)

dt

=

�

^

A

H

(t)

�t

: (4.207)

Ist dar

�

uberhinaus die Gr

�

o�e A und damit au
h der Operator

^

A ni
ht

explizit zeitabh

�

angig,

�

^

A

�t

= 0; (4.208)

so stellt die betra
htete Gr

�

o�e eine Erhaltungsgr

�

o�e dar,

d

dt




^

A

�

= 0 ;




^

A

�

= 
onst. (4.209)

Insbesondere gilt f

�

ur den Hamilton-Operator immer

d

^

H

H

dt

=

�

^

H

H

�t

: (4.210)

Ist er ni
ht explizit zeitabh

�

angig, gilt erwartungsgem

�

a� Energieerhal-

tung. Sind also

^

A und

^

H ni
ht explizit zeitabh

�

angig,

�

^

A

�t

=

�

^

H

�t

=

^

0; (4.211)

so ist neben der Energie au
h A Erhaltungsgr

�

o�e, wenn (zu jedem Zeit-

punkt) der Kommutator von

^

A und

^

H vers
hwindet,

18

�

^

A;

^

H

�

= 0 ;




^

A

�

= 
onst. (4.212)

18

Diese Aussage ist unabh

�

angig vom gew

�

ahlten Bild (vgl. Abs
hnitt 2.5).
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4.2.3.2 Zeitentwi
klungsoperator

Wir wollen die dur
h die Bewegungsglei
hungen (4.202) { (4.204) be-

stimmte zeitli
he Entwi
klung eines Operators im Heisenberg-Bild,

^

A(t) = f(q̂

�

; p̂

�

; t) !

^

A

H

(t) = f [q̂

�H

(t); p̂

�H

(t); t℄ (4.213)

etwas genauer untersu
hen. Dazu gehen wir von den Koordinaten- und

Impulsoperatoren zu irgendeinem Zeitpunkt t

0

aus,

t = t

0

: q̂

�H

(t

0

); p̂

�H

(t

0

): (4.214)

Damit ist au
h der Operator

^

A(t

0

; t) � f

�

q̂

�H

(t

0

); p̂

�H

(t

0

); t

�

(4.215)

gegeben und insbesondere

^

A

H

(t

0

) =

^

A(t

0

; t

0

) = f

�

q̂

�H

(t

0

); p̂

�H

(t

0

); t

0

�

: (4.216)

Wie wir sehen werden, kann

^

A

H

(t) aus

^

A(t

0

; t) mittels einer unit

�

aren

Transformation gewonnen werden:

^

A

H

(t) =

^

U

y

(t; t

0

)

^

A(t

0

; t)

^

U(t; t

0

)

(4.217)

^

U

y

(t; t

0

) =

^

U

�1

(t; t

0

);

^

U(t

0

; t

0

) =

^

I

(4.218)

Speziell f

�

ur ni
ht explizit zeitabh

�

angige Gr

�

o�en gilt

^

A

H

(t) =

^

U

y

(t; t

0

)

^

A

H

(t

0

)

^

U(t; t

0

): (4.219)

Die Forderung

^

U(t

0

; t

0

)=

^

I si
hert, da� f

�

ur t! t

0

der Operator

^

A

H

(t)

tats

�

a
hli
h in den Ausgangsoperator

^

A

H

(t

0

)

�

ubergeht. Die Unitarit

�

at

der Transformation,

^

U

y

(t; t

0

)=

^

U

�1

(t; t

0

), si
hert, da� si
h

^

A(t

0

; t) in der

glei
hen Weise wie

^

A

y

(t

0

; t) transformiert,

^

A

y

H

(t) =

^

U

y

(t; t

0

)

^

A

y

(t

0

; t)

^

U(t; t

0

); (4.220)
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und somit ein hermites
her Operator zu allen Zeiten hermites
h

bleibt,

19

^

A

y

(t

0

; t) =

^

A(t

0

; t) ;

^

A

y

H

(t) =

^

A

H

(t): (4.221)

Ferner gilt nat

�

urli
h (4.213):

^

A

H

(t) =

^

U

y

(t; t

0

)f

�

q̂

�H

(t

0

); p̂

�H

(t

0

); t

�

^

U(t; t

0

)

= f

�

^

U

y

(t; t

0

)q̂

�H

(t

0

)

^

U(t; t

0

);

^

U

y

(t; t

0

)p̂

�H

(t

0

)

^

U(t; t

0

); t

�

= f

�

q̂

�H

(t); p̂

�H

(t); t

�

(4.222)

[siehe (4.151)℄. Insbesondere geht der Kommutator

�

^

A

H

(t

0

);

^

B

H

(t

0

)

�

=

^

C

H

(t

0

) (4.223)

in

�

^

A

H

(t);

^

B

H

(t)

�

=

^

C

H

(t) (4.224)

�

uber, und folgli
h bleiben glei
hzeitige Vertaus
hungsregeln erhalten.

Ein Operator vom Typ

^

U(t; t

0

) hei�t Zeitentwi
klungsoperator. Im

vorliegenden Fall gen

�

ugt er der Di�erentialglei
hung

20

d

dt

^

U(t; t

0

) =

1

i~

^

H(t

0

; t)

^

U(t; t

0

)

(4.225)

mit der Anfangsbedingung

^

U(t

0

; t

0

)=

^

I.

21

Um dies zu zeigen, di�eren-

zieren wir die Glei
hung (4.217) f

�

ur

^

A

H

(t) na
h der Zeit und erhalten

19

W

�

are dies ni
ht der Fall, w

�

are die entspre
hende Gr

�

o�e ni
ht zu allen Zeiten me�bar.

20

Ist der Hamilton-Operator ni
ht explizit zeitabh

�

angig, h

�

angt er au
h ni
ht von dem (willk

�

urli
h

gew

�

ahlten) Zeitpunkt t

0

ab, so da� anstelle von

^

H(t

0

; t) einfa
h

^

H ges
hrieben werden kann.

21

Im allgemeinen kann hier au
h ein anderer (Anfangs-)Zeitpunkt stehen und somit

^

U(t

0

; t

0

)=

^

I

gelten (t

0

6= t

0

); siehe (4.231).
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unter Ber

�

u
ksi
htigung von (4.225)

d

^

A

H

(t)

dt

=

d

^

U

y

(t; t

0

)

dt

^

A(t

0

; t)

^

U(t; t

0

)

+

^

U

y

(t; t

0

)

d

^

A(t

0

; t)

dt

^

U(t; t

0

)

+

^

U

y

(t; t

0

)

^

A(t

0

; t)

d

^

U(t; t

0

)

dt

=

1

i~

h

�

^

U

y

(t; t

0

)

^

H(t

0

; t)

^

A(t

0

; t)

^

U(t; t

0

)

+

^

U

y

(t; t

0

)

^

A(t

0

; t)

^

H(t

0

; t)

^

U(t; t

0

)

i

+

^

U

y

(t; t

0

)

d

^

A(t

0

; t)

dt

^

U(t; t

0

): (4.226)

Gem

�

a� (4.222) gilt

^

U

y

(t; t

0

)

^

H(t

0

; t)

^

A(t

0

; t)

^

U(t; t

0

)

=

^

U

y

(t; t

0

)

^

H(t

0

; t)

^

U(t; t

0

)

^

U

y

(t; t

0

)

^

A(t

0

; t)

^

U(t; t

0

)

=

^

H

H

(t)

^

A

H

(t); (4.227)

so da� [mit dem analogen Ausdru
k f

�

ur

^

U

y

(t; t

0

)

^

A(t

0

; t)

^

H(t

0

; t)

^

U(t; t

0

)℄

d

^

A

H

(t)

dt

=

1

i~

�

^

A

H

(t);

^

H

H

(t)

�

+

^

U

y

(t; t

0

)

d

^

A(t

0

; t)

dt

^

U(t; t

0

) (4.228)

folgt. S
hlie�li
h k

�

onnen wir f

�

ur den zweiten Term auf der re
hten Seite
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dieser Glei
hung [unter Bea
htung von (4.213), (4.215) und (4.222)℄

^

U

y

(t; t

0

)

d

^

A(t

0

; t)

dt

^

U(t; t

0

)

=

^

U

y

(t; t

0

)

df [q̂

�H

(t

0

); p̂

�H

(t

0

); t℄

dt

^

U(t; t

0

)

=

^

U

y

(t; t

0

)

�f [q̂

�H

(t

0

); p̂

�H

(t

0

); t℄

�t

^

U(t; t

0

)

=

�f [q̂

�H

(t); p̂

�H

(t); t℄

�t

=

�

^

A

H

�t

(4.229)

s
hreiben, und aus (4.228) wird

d

^

A

H

(t)

dt

=

1

i~

�

^

A

H

(t);

^

H

H

(t)

�

+

�

^

A

H

(t)

�t

; (4.230)

d.h. genau die Heisenbergs
he Bewegungsglei
hung (4.202).

Wir wollen die L

�

osung der Di�erentialglei
hung (4.225) konstruie-

ren, wobei wir glei
h den etwas allgemeineren Fall

d

dt

^

U(t; t

0

) =

1

i~

^

H(t

0

; t)

^

U(t; t

0

)

(4.231)

[

^

U(t

0

; t

0

)=

^

I℄ betra
hten wollen. Falls der Hamilton-Operator ni
ht ex-

plizit von der Zeit abh

�

angt,

^

H(t

0

; t)=

^

H,

22

f

�

uhrt die L

�

osung der Di�e-

rentialglei
hung (4.225) einfa
h auf einen Exponentialoperator:

^

U(t; t

0

) = exp

�

1

i~

^

H(t� t

0

)

�

(4.232)

Falls der Hamilton-Operator explizit zeitabh

�

angig ist, kann die Di�e-

rentialglei
hung (4.225) dur
h formale Integration in die Integralglei-

22

Siehe die Fu�note 20 auf Seite 187.
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hung

^

U(t; t

0

) =

^

I +

1

i~

Z

t

t

0

dt

1

^

H(t

0

; t

1

)

^

U(t

1

; t

0

) (4.233)

�

uberf

�

uhrt werden, deren L

�

osung mittels sukzessiver Approximation auf

die Reihe

^

U(t; t

0

) =

^

I +

1

i~

Z

t

t

0

dt

1

^

H(t

0

; t

1

) + : : :

+

1

(i~)

n

Z

t

t

0

dt

1

Z

t

1

t

0

dt

2

� � �

Z

t

n�1

t

0

dt

n�1

dt

n

^

H(t

0

; t

1

)

^

H(t

0

; t

2

) � � �

^

H(t

0

; t

n

)

+ : : : (4.234)

f

�

uhrt, die (formal) als zeitgeordnete Exponentialfunktion

^

U(t; t

0

) = T exp

�

1

i~

Z

t

t

0

d�

^

H(t

0

; �)

�

(4.235)

ges
hrieben werden kann, wobei T das (Dysons
he) Zeitordnungs-

symbol ist:

T

^

A(t

1

)

^

B(t

2

) =

(

^

A(t

1

)

^

B(t

2

) f

�

ur t

1

> t

2

^

B(t

2

)

^

A(t

1

) f

�

ur t

1

< t

2

(4.236)

Es ist klar, da� f

�

ur ni
ht explizit zeitabh

�

angiges

^

H die zeitgeordnete Ex-

ponentialfunktion (4.235) auf die Exponentialfunktion (4.232) f

�

uhrt.

23

23

Ohne T -Ordnung entspr

�

a
he (4.235) der klassis
hen 
-Zahl-L

�

osung der entspre
henden Di�e-

rentialglei
hung vom Typ (4.225). Die Zeitordnung ist notwendig, da i. allg. [

^

H(t

0

; t

1

);

^

H(t

0

; t

2

)℄ 6=

^

0

f

�

ur t

1

6= t

2

ist.
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4.2.3.3 S
hr

�

odinger-Bild

Gem

�

a� (4.195) und (4.217) ergibt si
h der Erwartungswert einer Gr

�

o�e

A im Heisenberg-Bild als




^

A(t)

�

= h 

H

(t)j

^

A

H

(t)j 

H

(t)i

= h 

H

(t)j

^

U

y

(t; t

0

)

^

A(t

0

; t)

^

U(t; t

0

)j 

H

(t)i (4.237)

mit

d 

H

(t)

dt

= 0: (4.238)

In der Glei
hung (4.237) kann der Vektor

j 

S

(t)i =

^

U(t; t

0

)j 

H

(t)i

(4.239)

als zeitabh

�

angiger Zustandsvektor aufgefa�t werden, so da� mit

^

A

S

(t) �

^

A(t

0

; t) =

^

U(t; t

0

)

^

A

H

(t)

^

U

y

(t; t

0

)

(4.240)

der Erwartungswert von A als




^

A(t)

�

= h 

S

(t)j

^

A

S

(t)j 

S

(t)i

(4.241)

ges
hrieben werden kann. O�ensi
htli
h r

�

uhrt die Zeitabh

�

angigkeit von

^

A

S

(t) einzig von der expliziten Zeitabh

�

angigkeit der betra
hteten Gr

�

o�e

her:

d

^

A

S

(t)

dt

=

�

^

A

S

(t)

�t

(4.242)
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F

�

ur die zeitli
he

�

Anderung von j 

S

(t)i gilt gem

�

a� (4.239)

dj 

S

(t)i

dt

=

d

^

U(t; t

0

)

dt

j 

H

(t)i; (4.243)

woraus mit (4.225)

dj 

S

(t)i

dt

=

1

i~

^

H(t

0

; t)

| {z }

^

H

S

(t)

^

U(t; t

0

)j 

H

(t)i

| {z }

j 

S

(t)i

(4.244)

folgt, d.h., j 

S

(t)i gen

�

ugt der S
hr

�

odinger-Glei
hung:

dj 

S

(t)i

dt

=

1

i~

^

H

S

(t)j 

S

(t)i

(4.245)

Gem

�

a� (4.194), (4.242) und (4.245) gilt f

�

ur die zeitli
he

�

Anderung des

Erwartungswerts einer Gr

�

o�e A:

d

dt




^

A(t)

�

=

1

i~




 

S

(t)

�

�

�

^

A

S

(t);

^

H

S

(t)

�

�

�

 

S

(t)

�

+




 

S

(t)

�

�

�

^

A

S

(t)

�t

�

�

 

S

(t)

�

(4.246)

Die Glei
hungen (4.242) und (4.245) de�nieren das S
hr

�

odinger-

Bild, in dem den Zustandsvektoren die systemimmanente (dynami-

s
he) Zeitentwi
klung aufgepr

�

agt ist, w

�

ahrend die Operatoren nur ex-

plizit zeitabh

�

angig sein k

�

onnen. Der

�

Ubergang vom Heisenberg-Bild

zum S
hr

�

odinger-Bild, der dur
h die Glei
hungen (4.239) und (4.240)

bes
hrieben wird, entspri
ht einer unit

�

aren Transformation mit dem

Zeitentwi
klungsoperator gem

�

a� (4.235) (t

0

! t

0

). Der

�

Ubergang vom

S
hr

�

odinger-Bild zum Heisenberg-Bild wird dur
h die inverse Transfor-

mation vermittelt:

j 

H

(t)i =

^

U

y

(t; t

0

)j 

S

(t)i

(4.247)
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^

A

H

(t) =

^

U

y

(t; t

0

)

^

A

S

(t)

^

U(t; t

0

)

(4.248)

Heisenberg-Bild und S
hr

�

odinger-Bild stimmen o�enbar f

�

ur t= t

0

�

uberein:

^

A

H

(t

0

) =

^

A

S

(t

0

) =

^

A(t

0

; t

0

) = f

�

q̂

�H

(t

0

); p̂

�H

(t

0

); t

0

�

; (4.249)

j 

H

(t)i = j 

H

(t

0

)i = j 

S

(t

0

)i; (4.250)

so da� die Transformationsvors
hrift (4.239) au
h als

j 

S

(t)i =

^

U(t; t

0

)j 

S

(t

0

)i (4.251)

ges
hrieben werden kann. Ist im S
hr

�

odinger-Bild der Zustands-

vektor zu einem gewissen (Anfangs-)Zeitpunkt t= t

0

gegeben,

j 

S

(t)ij

t=t

0

= j 

S

(t

0

)i, dann stellt j 

S

(t)i aus (4.251) o�enbar die L

�

osung

der S
hr

�

odinger-Glei
hung (4.245) mit dieser Anfangsbedingung dar,

wobei f

�

ur die Di�erentialglei
hung (4.225) und ihre L

�

osung (4.235) (f

�

ur

t

0

= t

0

) wegen (4.240) au
h

d

dt

^

U(t; t

0

) =

1

i~

^

H

S

(t)

^

U(t; t

0

)

(4.252)

und

^

U(t; t

0

) = T exp

�

1

i~

Z

t

t

0

d�

^

H

S

(�)

�

(4.253)

ges
hrieben werden kann.

Der (Anfangs-)Zeitpunkt t

0

, zu dem der Zustandsvektor im S
hr

�

o-

dinger-Bild als gegeben angenommen wird, kann nat

�

urli
h vers
hieden

vom Zeitpunkt t

0

sein, zu dem S
hr

�

odinger- und Heisenberg-Bild

�

uber-

einstimmen. Die L

�

osung der S
hr

�

odinger-Glei
hung (4.245) f

�

ur j 

S

(t)i
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bei gegebenem j 

S

(t

0

)i kann o�ensi
htli
h immer in der Form

j 

S

(t)i =

^

U(t; t

0

)j 

S

(t

0

)i

(4.254)

mit dem Zeitentwi
klungsoperator

^

U(t; t

0

) = T exp

�

1

i~

Z

t

t

0

d�

^

H

S

(�)

�

(4.255)

dargestellt werden, wobei na
h wie vor

^

H

S

(t)=

^

H(t

0

; t) ist.

24

Aus

(4.254) [zusammen mit (4.255)℄ ist ersi
htli
h, da� einerseits

j 

S

(t)i =

^

U(t; t

1

)j 

S

(t

1

)i (4.256)

und andererseits

j 

S

(t)i =

^

U(t; t

2

)j 

S

(t

2

)i =

^

U(t; t

2

)

^

U(t

2

; t

1

)j 

S

(t

1

)i (4.257)

ist, woraus die n

�

utzli
he Beziehung

^

U(t; t

1

) =

^

U(t; t

2

)

^

U(t

2

; t

1

) (4.258)

folgt. Ist der Zeitpunkt t

0

vers
hieden von dem Zeitpunkt t

0

, zu dem

S
hr

�

odinger- und Heisenberg-Bild

�

ubereinstimmen, so gilt wegen

j 

S

(t

0

)i =

^

U(t

0

; t

0

)j 

S

(t

0

)i (4.259)

und

j 

S

(t

0

)i = j 

H

(t)i (4.260)

der folgende Zusammenhang zwis
hen j 

S

(t

0

)i und j 

H

(t)i:

j 

S

(t

0

)i =

^

U(t

0

; t

0

)j 

H

(t)i; (4.261)

j 

H

(t)i =

^

U

y

(t

0

; t

0

)j 

S

(t

0

)i: (4.262)

24

Genaugenommen m

�

u�te f

�

ur den Zeitentwi
klungsoperator (4.255) ein anderes Symbol als f

�

ur den

Zeitentwi
klungsoperator (4.253) verwendet werden, da sie (im Falle eines explizit zeitabh

�

angigen

Hamilton-Operators) f

�

ur t

0

6= t

0

vers
hieden sind.
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Anmerkungen

� Es sei

^

A=f(q̂

�

; p̂

�

) ein Observablenoperator. Die L

�

osung des Ei-

genwertproblems im S
hr

�

odinger-Bild,

^

A

S

j�

S

i = �

S

j�

S

i; (4.263)

f

�

uhrt f

�

ur ni
ht explizit zeitabh

�

angiges

^

A

S

auf zeitunabh

�

angige Ei-

genvektoren j�

S

i und zeitunabh

�

angige Eigenwerte �

S

. Wir gehen

in das Heisenberg-Bild

�

uber,

^

U

y

(t; t

0

)

^

A

S

j�

S

i =

^

U

y

(t; t

0

)�

S

j�

S

i; (4.264)

und �nden

^

U

y

(t; t

0

)

^

A

S

^

U(t; t

0

)

| {z }

^

A

H

(t)

^

U

y

(t; t

0

)j�

S

i

| {z }

j�

H

(t)i

= �

S

^

U

y

(t; t

0

)j�

S

i

| {z }

j�

H

(t)i

; (4.265)

d.h.

^

A

H

(t)j�

H

(t)i = �j�

H

(t)i (4.266)

mit

�

S

= �

H

� �: (4.267)

Erwartungsgem

�

a� sind nunmehr die Eigenzust

�

ande j�

H

(t)i

zeitabh

�

angig, w

�

ahrend die Eigenwerte unver

�

andert bleiben und

somit bildunabh

�

angig sind.

� Wir wollen annehmen, da�

^

A zu einem gewissen vollst

�

andigen

Satz vertr

�

agli
her (ni
ht explizit zeitabh

�

angiger) Observablenope-

ratoren

^

G geh

�

ort. Unter der G-Darstellung wird dann

�

ubli
her-

weise die Darstellung in der dur
h das zeitunabh

�

angige ortho-

normierte Eigenvektorsystem fjgi = jg

S

ig von

^

G =

^

G

S

de�nier-

ten (und somit zeitunabh

�

angigen) Basis verstanden. Nur dann

sind im Heisenberg-Bild die Komponenten hgj 

H

i des Zustands-

vektors j 

H

i zeitunabh

�

angig, und die dynamis
he Zeitabh

�

angig-

keit einer beliebigen Gr

�

o�e B ist in ihren Operatorkomponenten

hgj

^

B

H

jg

0

i enthalten. Dementspre
hend sind au
h nur dann im

S
hr

�

odinger-Bild die Komponenten hgj 

S

i des Zustandsvektors
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j 

S

i zeitabh

�

angig, w

�

ahrend die Operatorkomponenten hgj

^

B

S

jg

0

i

nur no
h eine explizite Zeitabh

�

angigkeit tragen k

�

onnen.

25

Die hier

im Zusammenhang mit Bli
k auf das S
hr

�

odinger-Bild und das

Heisenberg-Bild getro�enen Feststellungen tre�en sinngem

�

a� auf

alle Bilder zu und insbesondere au
h auf das im n

�

a
hsten Ab-

s
hnitt zu behandelnde Dira
-Bild.

4.2.3.4 Dira
-Bild

W

�

ahrend im Heisenberg-Bild die dynamis
he Zeitentwi
klung eines

quantenme
hanis
hen Systems vollst

�

andig dur
h zeitabh

�

angige Ope-

ratoren repr

�

asentiert wird, ist die Situation im S
hr

�

odinger-Bild ge-

nau umgekehrt: die dynamis
he Zeitentwi
klung wird allein dur
h

zeitabh

�

angige Zustandsvektoren repr

�

asentiert. Im Dira
-Bild (au
h

We
hselwirkungsbild genannt) wird eine (problemangepa�te) Auftei-

lung der Zeitabh

�

angigkeit zwis
hen Operatoren und Zust

�

anden vorge-

nommen.

Es sei

^

H

S

(t) =

^

H

1S

(t) +

^

H

2S

(t) (4.268)

der (gegebenenfalls explizit zeitabh

�

angige) Hamilton-Operator eines

quantenme
hanis
hen Systems im S
hr

�

odinger-Bild. Wir s
hreiben ihn

als

^

H

S

(t) =

^

H

1S

(t) + (1� �)

^

H

2S

(t)

| {z }

^

H

(0)

S

(t)

+�

^

H

2S

(t)

| {z }

^

H

(1)

S

(t)

=

^

H

(0)

S

(t) +

^

H

(1)

S

(t) (4.269)

(0��� 1). Im Dira
-Bild,




^

A(t)

�

= h 

S

(t)j

^

A

S

(t)j 

S

(t)i

= h 

S

(t)j

^

U

(0)

(t; t

0

)

^

U

(0)y

(t; t

0

)

^

A

S

(t)

^

U

(0)

(t; t

0

)

^

U

(0)y

(t; t

0

)j 

S

(t)i

= h 

D

(t)j

^

A

D

(t)j 

D

(t)i (4.270)

25

Man kann nat

�

urli
h au
h eine Darstellung mit Hilfe der zeitabh

�

angigen Basisvektoren de�nie-

ren. Dann sind diese Aussagen ni
ht ri
htig. Die zeitli
he Entwi
klung von Erwartungswerten ist

o�ensi
htli
h v

�

ollig unabh

�

angig davon, ob die zeitli
h konstante oder die zeitli
h ver

�

anderli
he Basis

verwendet wird.
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[

^

U

(0)y

(t; t

0

) =

^

U

(0)�1

(t; t

0

)℄, ist die Zeitabh

�

angigkeit zwis
hen Zustands-

vektoren und Operatoren entspre
hend der Vors
hrift

j 

D

(t)i =

^

U

(0)y

(t; t

0

)j 

S

(t)i

(4.271)

^

A

D

(t) =

^

U

(0)y

(t; t

0

)

^

A

S

(t)

^

U

(0)

(t; t

0

)

(4.272)

aufgeteilt, wobei der Zeitentwi
klungsoperator

^

U

(0)

(t; t

0

) der Di�eren-

tialglei
hung

d

dt

^

U

(0)

(t; t

0

) =

1

i~

^

H

(0)

S

(t)

^

U

(0)

(t; t

0

)

(4.273)

mit der Anfangsbedingung

^

U

(0)

(t

0

; t

0

)=

^

I gen

�

ugen soll.

26

Entspre
hend

(4.253) [

^

H

S

(t)!

^

H

(0)

S

(t),

^

U(t; t

0

)!

^

U

(0)

(t; t

0

)℄ gilt dann:

^

U

(0)

(t; t

0

) = T exp

�

1

i~

Z

t

t

0

d�

^

H

(0)

S

(�)

�

(4.274)

Es ist uns
hwer zu sehen [vgl. die Herleitung der Glei
hung (4.230)℄,

da�

^

A

D

(t) der folgenden Di�erentialglei
hung gen

�

ugt:

d

^

A

D

(t)

dt

=

1

i~

�

^

A

D

(t);

^

H

(0)

D

(t)

�

+

�

^

A

D

(t)

�t

(4.275)

26

O�ensi
htli
h stimmen Dira
-, S
hr

�

odinger- und Heisenberg-Bild f

�

ur t= t

0

�

uberein.
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Um die Di�erentialglei
hung, der j 

D

(t)i gen

�

ugt, zu �nden, di�erenzie-

ren wir beide Seiten der Glei
hung (4.271) na
h der Zeit,

dj 

D

(t)i

dt

=

d

^

U

(0)y

(t; t

0

)

dt

j 

S

(t)i+

^

U

(0)y

(t; t

0

)

dj 

S

(t)i

dt

; (4.276)

verwenden die Glei
hungen (4.273) und (4.245) und �nden

dj 

D

(t)i

dt

=

1

i~

h

�

^

U

(0)y

(t; t

0

)

^

H

(0)

S

(t)j 

S

(t)i+

^

U

(0)y

(t; t

0

)

^

H

S

(t)j 

S

(t)i

i

=

1

i~

^

U

(0)y

(t; t

0

)

^

H

(1)

S

(t)j 

S

(t)i

=

1

i~

^

U

(0)y

(t; t

0

)

^

H

(1)

S

(t)

^

U

(0)

(t; t

0

)

| {z }

^

H

(1)

D

(t)

^

U

(0)y

(t; t

0

)j 

S

(t)i

| {z }

j 

D

(t)i

; (4.277)

d.h., die gesu
hte Di�erentialglei
hung lautet wie folgt:

dj 

D

(t)i

dt

=

1

i~

^

H

(1)

D

(t)j 

D

(t)i

(4.278)

Selbst f

�

ur ni
ht explizit zeitabh

�

angige Operatoren

^

H

(0)

S

und

^

H

(1)

S

ist

^

H

(1)

D

(t) i. allg. zeitabh

�

angig, so da� die L

�

osung der [zu (4.245) analogen℄

Di�erentialglei
hung (4.278) [analog zu (4.254) und (4.255)℄ als

j 

D

(t)i =

^

U

(1)

(t; t

0

)j 

D

(t

0

)i

(4.279)

mit dem Zeitentwi
klungsoperator

^

U

(1)

(t; t

0

) = T exp

�

1

i~

Z

t

t

0

d�

^

H

(1)

D

(�)

�

(4.280)

ges
hrieben werden kann.
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Anmerkungen

� Die Glei
hung (4.279) lautet f

�

ur t

0

= t

0

j 

D

(t)i =

^

U

(1)

(t; t

0

)j 

D

(t

0

)i: (4.281)

Glei
hsetzen von (4.281) und (4.271) liefert

^

U

(1)

(t; t

0

)j 

D

(t

0

)i =

^

U

(0)y

(t; t

0

)j 

S

(t)i; (4.282)

woraus

j 

S

(t)i =

^

U

(0)

(t; t

0

)

^

U

(1)

(t; t

0

)j 

D

(t

0

)i (4.283)

folgt, so da� wegen j 

D

(t

0

)i= j 

S

(t

0

)i

j 

S

(t)i =

^

U

(0)

(t; t

0

)

^

U

(1)

(t; t

0

)j 

S

(t

0

)i (4.284)

ist. Da andererseits

j 

S

(t)i =

^

U(t; t

0

)j 

S

(t

0

)i (4.285)

gilt [siehe (4.251)℄, folgt die als Feynmans
hes Entwirrungs-

theorem bekannte Faktorisierungsvors
hrift

^

U(t; t

0

) =

^

U

(0)

(t; t

0

)

^

U

(1)

(t; t

0

)

(4.286)

mit [siehe (4.255), (4.274) und (4.280)℄:

^

U(t; t

0

) = T exp

�

1

i~

Z

t

t

0

d�

^

H

(0)

S

(�) +

1

i~

Z

t

t

0

d�

^

H

(1)

S

(�)

�

(4.287)

^

U

(0)

(t; t

0

) = T exp

�

1

i~

Z

t

t

0

d�

^

H

(0)

S

(�)

�

(4.288)
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^

U

(1)

(t; t

0

) = T exp

�

1

i~

Z

t

t

0

d�

^

U

(0)y

(�; t

0

)

^

H

(1)

S

(�)

^

U

(0)

(�; t

0

)

�

(4.289)

Ist speziell

^

H

S

zeitli
h konstant,

^

H

S

(t

1

) =

^

H

S

(t

2

) �

^

H =

^

H

(0)

+

^

H

(1)

(4.290)

(t

1

6= t

2

), so sind

^

U(t; t

0

) und

^

U

(0)

(t; t

0

) einfa
he Exponentialope-

ratoren,

^

U(t; t

0

) = exp

�

�

i

~

^

H(t� t

0

)

�

= exp

�

�

i

~

�

^

H

(0)

+

^

H

(1)

�

(t� t

0

)

�

(4.291)

^

U

(0)

(t; t

0

) = exp

�

�

i

~

^

H

(0)

(t� t

0

)

�

; (4.292)

und nur

^

U

(1)

(t; t

0

) kann ein zeitgeordneter Exponentialoperator

sein,

^

U

(1)

(t; t

0

) = T exp

�

�

i

~

Z

t

t

0

d� e

i

~

^

H

(0)

(��t

0

)

^

H

(1)

e

�

i

~

^

H

(0)

(��t

0

)

�

:

(4.293)

Gem

�

a� (4.286) gilt dann

exp

�

�

i

~

�

^

H

(0)

+

^

H

(1)

�

(t� t

0

)

�

= exp

�

�

i

~

^

H

(0)

(t� t

0

)

�

� T exp

�

�

i

~

Z

t

t

0

d� e

i

~

^

H

(0)

(��t

0

)

^

H

(1)

e

�

i

~

^

H

(0)

(��t

0

)

�

:(4.294)

� Die Aufteilung des Hamiltonoperators

^

H

S

(t) in zwei Teile wur-

de in (4.269) (formal) mittels des Parameters � vorgenommen.

F

�

ur �! 0 geht das Dira
-Bild o�ensi
htli
h in das Heisenberg-

Bild und f

�

ur �! 1 in das S
hr

�

odinger-Bild

�

uber. In der Praxis
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wird die Aufteilung

�

ubli
herweise so vorgenommen, da�

^

H

(0)

ei-

nem exakt l

�

osbaren Problem entspri
ht und

^

H

(1)

eine (m

�

ogli
hst

kleine) St

�

orung bes
hreibt, die eine n

�

aherungsweise Auswertung

von

^

U

(1)

(t; t

0

) gestattet (siehe au
h Abs
hnitt 5.3.2).

4.3 Symmetrietransformationen

Es sei

^

A der einer Observablen eines quantenme
hanis
hen Systems

zugeordnete (hermites
he) Operator. Werden der Zustandsvektor j i

und der Operator

^

A einer unit

�

aren Transformation

27

j 

0

i =

^

U j i ; h 

0

j = h j

^

U

y

; (4.295)

^

A

0

=

^

U

^

A

^

U

y

(4.296)

^

U

y

=

^

U

�1

unterworfen, so

�

andert si
h bekanntli
h der Erwartungswert

von

^

A ni
ht,




^

A

�

= h 

0

j

^

A

0

j 

0

i = h j

^

Aj i (4.297)

(Abs
hnitt 4.1.4). Die gemeinsamen Transformationen von Zustands-

vektoren und Operatoren sind physikalis
h jedo
h ni
ht sehr bedeut-

sam.Was in der Regel interessiert, sind Aussagen

�

uber das Ergebnis von

Messungen, bei denen nur der Zustandsvektor bei fester Me�anordnung

oder alternativ die Me�anordnung bei unver

�

andertem Zustandsvektor

ge

�

andert wird, d.h.

j 

0

i =

^

U j i;

^

A

0

=

^

A

(4.298)

bzw.

j 

0

i = j i;

^

A

0

=

^

U

y

^

A

^

U

(4.299)

27

Neben unit

�

aren und linearen Transformationen k

�

onnen im Zusammenhang mit diskreten Sym-

metrietransformationen au
h antiunit

�

are und antilineare Transformationen eine Rolle spielen.
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so da� die ver

�

anderten Erwartungswerte jeweils glei
h sind:

h 

0

j

^

Aj 

0

i = h j

^

A

0

j i

(4.300)

Ist insbesondere (f

�

ur jedes j i)

h 

0

j

^

Aj 

0

i = h j

^

A

0

j i = h j

^

Aj i; (4.301)

dann gilt

^

A

0

=

^

A =

^

U

y

^

A

^

U: (4.302)

S
hreiben wir

^

U = e

�i

^

B

; (4.303)

so ist

^

B o�ensi
htli
h ein hermites
her Operator und entspri
ht folgli
h

einer prinzipiell me�baren Gr

�

o�e.

Wir wollen mit � eine bestimmte Transformation bezei
hnen, die

am System dur
hgef

�

uhrt wird (etwa eine r

�

aumli
he Translation oder ei-

ne Drehung). Dieser Transformation entspri
ht dann im Hilbert-Raum

eine unit

�

are Transformation

^

U =

^

U(�) = e

�i

^

B(�)

: (4.304)

F

�

uhrt man zwei Transformationen �

1

und �

2

der glei
hen Art hinter-

einander aus und ist das Ergebnis wieder eine Transformation � der

betra
hteten Art, f

�

ur die speziell

� = �

1

+ �

2

(4.305)

gilt, so mu� o�enbar

^

U(�) =

^

U(�

2

)

^

U(�

1

) (4.306)

gelten, woraus folgt, da�

^

B(�) linear von � abh

�

angen mu�,

^

B(�) = �

^

C; (4.307)
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und (4.304) in der Form

^

U(�) = e

�i�

^

C

(4.308)

ges
hrieben werden kann.

Verfolgen wir die zeitli
he Entwi
klung eines abges
hlossenen Sy-

stems, wobei wir ohne Eins
hr

�

ankung der Allgemeinheit das S
hr

�

odin-

ger-Bild zugrunde legen k

�

onnen. Wenn

^

H der (im Falle eines abge-

s
hlossenen Systems ni
ht explizit zeitabh

�

angige) Hamilton-Operator

des Systems ist, dann gilt bekanntli
h

j (t)i =

^

U(t)j i; (4.309)

wobei

^

U(t) = e

�

i

~

^

Ht

(4.310)

der Zeitentwi
klungsoperator und j i der Zustandsvektor zum Zeitnull-

punkt ist [Glei
hungen (4.254) und (4.255) f

�

ur t

0

=0 und

^

H

S

(�)=

^

H℄.

Es sei � eine Symmetrietransformation, d.h. eine Transformation, bei

der si
h die Hamilton-Funktion und damit au
h der Hamilton-Operator

des Systems ni
ht

�

andert. Das bedeutet, da� zu jedem Zeitpunkt die

Anwendung von

^

U(�) auf den Zustand j (t)i=

^

U(t)j i f

�

ur jeden Zu-

stand j i das glei
he Ergebnis liefern mu� wie die Anwendung von

^

U(t)

auf den Zustand

^

U(�)j i, d.h.

^

U(�)

^

U(t) =

^

U(t)

^

U(�)

(4.311)

bzw.

^

U

y

(�)

^

U(t)

^

U(�) =

^

U(t): (4.312)

Wir verwenden (4.310), s
hreiben (4.312) unter Ber

�

u
ksi
htigung von

(4.151) als

exp

�

�

i

~

^

U

y

(�)

^

H

^

U(�)t

�

= exp

�

�

i

~

^

Ht

�

(4.313)
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und sehen, da� erwartungsgem

�

a�

^

U

y

(�)

^

H

^

U(�) =

^

H

(4.314)

gilt, der transformierte Hamilton-Operator also glei
h dem untransfor-

mierten ist und somit

^

H mit

^

U(�) vertaus
ht:

�

^

H;

^

U(�)

�

= 0

(4.315)

Mit

^

U(�) vertaus
ht nat

�

urli
h au
h der hermites
he Operator

^

C in

(4.308) mit

^

H:

�

^

H;

^

C

�

= 0

(4.316)

Die Observable C ist also Erhaltungsgr

�

o�e.

4.3.1 Zeitli
he Translationsinvarianz

Die dur
h den Zeitentwi
klungsoperator (4.310) vermittelte unit

�

are

Transformation kann bereits mit einer Symmetrietransformation in

Verbindung gebra
ht werden. In einem abges
hlossenen System kann

auf Grund der Homogenit

�

at der Zeit eine zeitli
he Translation

t

0

= t+ � (4.317)

vorgenommen werden, ohne da� si
h die physikalis
hen Gesetze

�

andern.

Wir ordnen der zeitli
hen Translation in der Quantenme
hanik gem

�

a�

(4.304) einen unit

�

aren Operator

^

U(�) = e

�i

^

B(�)

(4.318)

zu. Werden zwei zeitli
he Translationen �

1

und �

2

hintereinander aus-

gef

�

uhrt, so ergibt dies eine zeitli
he Translation

� = �

1

+ �

2

; (4.319)
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so da� gem

�

a� (4.305) und (4.306)

^

U(�) =

^

U(�

2

)

^

U(�

1

) (4.320)

gelten mu�. Somit hat

^

U(�) gem

�

a� (4.308) die Gestalt

^

U(�) = e

�i

^

C�

; (4.321)

wobei der hermites
he Operator

^

C ni
ht von � abh

�

angt. O�ensi
htli
h

kann

^

C au
h ni
ht von dem Zeitpunkt, von dem aus vers
hoben wird,

und dem Zeitpunkt, zu dem vers
hoben wird, abh

�

angen, da sonst keine

Translationsinvarianz vorl

�

age (die zeitli
he Translation bes

�

a�e ni
ht zu

allen Zeiten t die glei
he Form). Betra
hten wir die zeitli
he Translation

t

0

! t = t

0

+ � (4.322)

mit ihrer quantenme
hanis
hen Entspre
hung

j (t)i =

^

U(�)j (t

0

)i = e

�i

^

C(t�t

0

)

j (t

0

)i: (4.323)

Da

^

C zeitli
h konstant ist, ist die dem Operator

^

C entspre
hende Ob-

servable also die physikalis
he Gr

�

o�e, die wegen der zeitli
hen Transla-

tionsinvarianz eine Erhaltungsgr

�

o�e ist,

d

dt




^

C

�

= 0: (4.324)

Da dies in der klassis
hen Me
hanik die Energie ist, kann der

"

Ener-

gieoperator\

^

H proportional zu

^

C gesetzt werden,

^

H = ~

^

C; (4.325)

so da� (4.321) die Gestalt

^

U(�) = e

�

i

~

^

H�

(4.326)

annimmt.
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4.3.2 R

�

aumli
he Translationsinvarianz

In einem abges
hlossenen System sind wegen der Homogenit

�

at des

Raums die physikalis
hen Gesetze invariant unter einer r

�

aumli
hen

Translation

r

0

= r+ d: (4.327)

In der Quantenme
hanik entspri
ht eine sol
he Translation einer

unit

�

aren Transformation mit

^

U(d) = e

�i

^

B(d)

(4.328)

O�ensi
htli
h gilt wieder die Multiplikationsregel (4.306)

d = d

1

+ d

2

;

^

U(d) =

^

U(d

2

)

^

U(d

1

); (4.329)

so da� gem

�

a� (4.307)

^

B = d �

^

C (4.330)

gilt. R

�

aumli
he Translationsinvarianz bedeutet dann, da� gem

�

a�

(4.316) der Operator

^

C mit dem Hamilton-Operator vertaus
ht,

�

^

C;

^

H

�

= 0; (4.331)

und folgli
h die dem hermites
hen Operator

^

C entspre
hende vekto-

rielle Observable eine Erhaltungsgr

�

o�e ist. Diese Erhaltungsgr

�

o�e ist

in der klassis
hen Me
hanik gerade der Impuls. Dementspre
hend wird

der Impulsoperator

^

p proportional zu

^

C gesetzt,

^

p = ~

^

C; (4.332)

und aus (4.328) [zusammen mit (4.330)℄ wird:

^

U(d) = e

�

i

~

d�
^
p

(4.333)

Aus (4.329) ist ersi
htli
h, da� wegen

^

U(d

1

+ d

2

) =

^

U(d

2

+ d

1

) (4.334)
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^

U(d

1

) und

^

U(d

2

) miteinander vertaus
hen m

�

ussen,

^

U(d

1

)

^

U(d

2

) =

^

U(d

2

)

^

U(d

1

): (4.335)

Dies impliziert wegen (4.333) die bekannte Vertaus
hungsregel

[p̂

k

; p̂

k

0

℄ = 0: (4.336)

Betra
hten wir den Ort r eines Teil
hens als Observable, so da� f

�

ur

den ihr zugeordneten Operator

^

r bei einer r

�

aumli
hen Translation d

^

r

0

=

^

U

y

(d)

^

r

^

U(d) =

^

r+ d (4.337)

und somit wegen (4.333)

e

i

~

d�
^
p

^

r e

�

i

~

d�
^
p

=

^

r+ d

(4.338)

gelten mu�. F

�

ur kleines d ergibt die Taylor-Entwi
klung bis eins
hlie�-

li
h des linearen Glieds

^

r+ d '

�

1 +

i

~

d �

^

p

�

^

r

�

1�

i

~

d �

^

p

�

'

^

r�

i

~

�

^

r;d �

^

p

�

; (4.339)

d.h.

�

^

r;d �

^

p

�

= i~d; (4.340)

woraus mit d

k

= Æ

kk

0

a die bekannte Vertaus
hungsregel

[x̂

k

; p̂

k

0

℄ = i~Æ

kk

0

(4.341)

folgt.

Anmerkung

� Sind q̂

�

und p̂

�

beliebige (Koordinaten- und Impuls-)Operatoren

mit

[q̂

�

; p̂

�

0

℄ = i~Æ

��

0

; (4.342)

und ist

^

D

q

�

(d) = e

�

i

~

dp̂

�

; (4.343)
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dann gilt immer:

^

D

y

q

�

(d) q̂

�

^

D

q

�

(d) = q̂

�

+ d

(4.344)

Zum Beweis multiplizieren wir diese Glei
hung von links mit

^

D

q

�

(d) und erhalten

�

q̂

�

;

^

D

q

�

(d)

�

= d

^

D

q

�

(d): (4.345)

Dies ist aber genau das Ergebnis der Anwendung der bekannten

Regel (2.179):

�

q̂

�

;

^

D

q

�

(d)

�

= i~

�

^

D

q

�

(d)

�p̂

�

= d

^

D

q

�

(d): (4.346)

Operatoren des Typs (4.343) werden au
h Vers
hiebungsope-

ratoren genannt.

4.4 S
hr

�

odingers
he Wellenme
hanik

Wir wollen zeigen, wie die auf zeitabh

�

angigen Wellenfunktionen  (q; t)

basierende Quantenme
hnik, wie sie in den Kapiteln 2 und 3 dargelegt

und zur Anwendung gebra
ht wurde, im Sinne einer speziellen Darstel-

lung und eines speziellen Bildes { der Ortsdarstellung im S
hr

�

odinger-

Bild { aus der allgemeinen Theorie folgt.

4.4.1 Ortsdarstellung

Beginnen wir mit der Ortsdarstellung, wobei wir uns der

�

Ubersi
htli
h-

keit halber auf den eindimensionalen Fall bes
hr

�

anken wollen.

28

Es sei

q̂ der der Koordinate q zugeordnete hermites
he Operator (q̂= q̂

y

) und

p̂ der dem Impuls p zugeordnete hermites
he Operator, wobei

[q̂; p̂℄ = i~ (4.347)

28

Die Verallgemeinerung auf den mehrdimensionalen Fall kann uns
hwer vollzogen werden, indem

das direkte Produkt der (den einzelnen Koordinaten entspre
henden) Hilbert-R

�

aume betra
htet

wird.
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gilt. Trivialerweise ist ein m

�

ogli
her vollst

�

andiger Satz von vertr

�

agli
hen

Observablen dur
h die Koordinate q gegeben, und somit ist dur
h die

Eigenvektoren jqi des Operators q̂,

q̂jqi = qjqi; (4.348)

eine vollst

�

andige Orthonormalbasis des zu betra
htenden (erweiter-

ten) Hilbert-Raums de�niert. Alle Operatoren und Zustandsvektoren

k

�

onnen in dieser Basis dargestellt werden; das Ergebnis ist die Orts-

darstellung.

Dabei stellt si
h zun

�

a
hst die Frage, ob das Spektrum der Eigen-

werte von q̂ diskret oder kontinuierli
h ist. Wir erwarten nat

�

urli
h ein

kontinuierli
hes Spektrum. Zum Beweis untersu
hen wir die Anwen-

dung des Vers
hiebungsoperators

^

D

q

(d) = exp

�

dp̂

i~

�

(d� reelle Zahl) (4.349)

auf jqi. Mit (4.345) �nden wir

q̂

^

D

q

(d)jqi =

^

D

q

(d)(q̂ + d)jqi; (4.350)

woraus wegen (4.348)

q̂

^

D

q

(d)jqi =

^

D

q

(d)(q + d)jqi = (q + d)

^

D

q

(d)jqi (4.351)

folgt, d.h.,

^

D

q

(d)jqi ist ebenfalls Eigenvektor von q̂, und zwar zum

Eigenwert q+ d. Da d eine beliebige reelle Zahl ist, sind somit au
h die

Eigenwerte von q̂ beliebig reell; q̂ besitzt folgli
h ein kontinuierli
hes

Eigenwertspektrum.

29

Somit gilt

hqjq

0

i = Æ(q � q

0

); (4.352)

Z

dq jqihqj =

^

I: (4.353)

Es ist klar, da� die obigen

�

Uberlegungen sinngem

�

a� au
h f

�

ur den

Impuls und sein Eigenwertproblem

p̂jpi = pjpi (4.354)

29

Bea
hte, da� dies letztli
h eine Konsequenz der Vertaus
hungsregel (4.347) ist.
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gelten. De�nieren wir in Analogie zu (4.349) den Vers
hiebungsoperator

f

�

ur den Impuls,

^

D

p

(d) = exp

�

�

dq̂

i~

�

(d� reelle Zahl); (4.355)

so gilt in Analogie zu (4.345)

�

p̂;

^

D

p

(d)

�

= �i~

�

^

D

p

(d)

�q̂

= d

^

D

p

(d); (4.356)

so da� die zu (4.351) analoge Glei
hung

p̂

^

D

p

(d)jpi = (p+ d)

^

D

p

(d)jpi (4.357)

lautet. So wie q̂ besitzt au
h p̂ ein kontinuierli
hes Eigenwertspektrum,

und die Eigenvektoren jpi k

�

onnen (wie die jqi) als ein vollst

�

andiges

Orthonormalsystem angesehen werden,

hpjp

0

i = Æ(p� p

0

); (4.358)

Z

dp jpihpj =

^

I: (4.359)

In der Ortsdarstellung gilt f

�

ur Zustandsvektoren j i, Operatoren

^

A

und Abbildungen j'i=

^

Aj i (siehe Abs
hnitt 4.1.5)

j i =

Z

dq jqi hqj i

| {z }

 (q)

=

Z

dq  (q)jqi; (4.360)

^

A =

Z

dq

Z

dq

0

jqi hqj

^

Ajq

0

i

| {z }

A(q; q

0

)

hq

0

j

=

Z

dq

Z

dq

0

A(q; q

0

)jqihq

0

j; (4.361)

hqj'i = hqj

^

Aj i ; '(q) =

Z

dq

0

A(q; q

0

) (q

0

): (4.362)
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Um A(q; q

0

) zu bestimmen, bere
hnen wir zun

�

a
hst hqjq̂jq

0

i und hqjp̂jq

0

i.

Trivialerweise wirkt q̂ in der Ortsdarstellung wie ein multiplikativer

Operator:

hqjq̂jq

0

i = q Æ(q � q

0

)

(4.363)

Wie wir bereits wissen, gen

�

ugt es hqjpi zu bere
hnen, um hqjp̂jq

0

i zu

bestimmen (siehe Abs
hnitt 2.2). Gem

�

a� (4.351) und (4.357) gilt

jqi = e

�

i

~

qp̂

jq = 0i; (4.364)

jpi = e

+

i

~

pq̂

jp = 0i: (4.365)

Aus (4.364) und (4.365) [zusammen mit (4.348) und (4.354)℄ folgt

30

hqjpi = hq = 0je

i

~

qp̂

jpi = e

i

~

qp

hq = 0jpi

= e

i

~

qp

hq = 0je

i

~

pq̂

jp = 0i = e

i

~

qp

hq = 0jp = 0i; (4.366)

d.h.

hqjpi = 
e

i

~

qp

(
 = hq = 0jp = 0i): (4.367)

Der (von q und p unabh

�

angige) Faktor 
 kann wie folgt bere
hnet wer-

den. Wir verwenden die Vollst

�

andigkeitsrelation (4.353), s
hreiben

hpjp

0

i =

Z

dq hpjqihqjp

0

i; (4.368)

und erhalten mit (4.367)

hpjp

0

i = j
j

2

Z

dq e

�

i

~

q(p�p

0

)

= j
j

2

2�Æ[(p� p

0

)=~℄ = j
j

2

2�~Æ(p� p

0

);

(4.369)

woraus ersi
htli
h ist, da� wegen (4.352) j
j

2

=1=(2�~) gelten mu�. Da-

mit nehmen die Impulseigenfunktionen in der Ortsdarstellung hqjpi die

bekannte Gestalt

hqjpi = (2�~)

�1=2

e

iqp=~

(4.370)

30

Wegen hq

0

j

^

D

y

q

(d)

^

D

q

(d)jqi= hq

0

jqi= Æ(q� q

0

) ist o�enbar

^

D

q

(d)jqi= jq+ di.
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an. Mit (4.370) ist es nun einfa
h, hqjp̂jq

0

i zu bere
hnen. Wir ma
hen

von der Vollst

�

andigkeitsrelation (4.359) [zusammen mit (4.354)℄ Ge-

brau
h und �nden

hqjp̂jq

0

i =

Z

dp hqjp̂jpihpjq

0

i =

1

2�~

Z

dp pe

ip(q�q

0

)=~

=

~

i

�

�q

1

2�~

Z

dp e

ip(q�q

0

)=~

| {z }

Æ(q � q

0

)

; (4.371)

d.h., p̂ wirkt in der Ortsdarstellung als Di�erentialoperator:

31

hqjp̂jq

0

i =

~

i

�

�q

Æ(q � q

0

)

(4.372)

Mit (4.363) gilt nat

�

urli
h au
h

hqjq̂

n

jq

0

i = q

n

Æ(q � q

0

)

(4.373)

Um hqjp̂

n

jq

0

i zu bestimmen, s
hreiben wir

hqjp̂

n

jq

0

i = hqjp̂

^

Ip̂

n�1

jq

0

i =

Z

dq

00

hqjp̂jq

00

ihq

00

jp̂

n�1

jq

0

i

=

~

i

Z

dq

00

�Æ(q�q

00

)

�q

hq

00

jp̂

n�1

jq

0

i =

~

i

�

�q

hqjp̂

n�1

jq

0

i; (4.374)

und folgli
h gilt:

hqjp̂

n

jq

0

i =

�

~

i

�

�q

�

n

Æ(q � q

0

)

(4.375)

31

Auf dieses Ergebnis kann au
h wie folgt ges
hlossen werden. Es gilt i~hqjq

0

i = i~hqj

^

Ijq

0

i =

hqj[q̂; p̂℄jq

0

i= hqjq̂p̂jq

0

i�hqjp̂q̂jq

0

i=(q� q

0

)hqjp̂jq

0

i und somit Æ(q� q

0

)=(q� q

0

)(i~)

�1

hqjp̂jq

0

i, woraus

(i~)

�1

hqjp̂jq

0

i= ��Æ(q � q

0

)=�q gefolgert werden kann.
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Ist

^

A = f(q̂; p̂) (4.376)

im Sinne einer Potenzreihenentwi
klung erkl

�

art, folgt mit (4.373) und

(4.376) f

�

ur die Ortsdarstellung von

^

A:

A(q; q

0

) = hqj

^

Ajq

0

i = f

�

q;

~

i

�

�q

�

Æ(q � q

0

)

(4.377)

Damit wird aus (4.362):

hqj'i=hqj

^

Aj i=hqjf

�

q̂; p̂

�

j i ; '(q) =

^

A (q)=f

�

q;

~

i

�

�q

�

 (q)

(4.378)

Der Erwartungswert von

^

A im Zustand j i,




^

A

�

= h j

^

Aj i = h j

^

I

^

Aj i =

Z

dq h jqihqj

^

Aj i; (4.379)

ist somit dur
h




^

A

�

=

Z

dq  

�

(q) f

�

q;

~

i

�

�q

�

 (q)

(4.380)

gegeben.

Wie bereits bemerkt, lassen si
h die obigen

�

Uberlegungen au
h auf

den Fall mehrerer Koordinaten- und Impulsoperatoren q̂

�

und p̂

�

an-

wenden. So entspri
ht die Wirkung eines Operators

^

A = f(q̂; p̂) � f

�

q̂

1

; q̂

2

; : : : ; p̂

1

; p̂

2

; : : :

�

(4.381)

auf einen Zustandsvektor j i in der Ortsdarstellung der Wirkung des

Operators

^

A = f

�

q;

~

i

�

�q

�

� f

�

q

1

; q

2

; : : : ;

~

i

�

�q

1

;

~

i

�

�q

2

; : : :

�

(4.382)
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auf die Wellenfunktion

 (q) �  (q

1

; q

2

; : : :) = hq

1

; q

2

; : : : j i: (4.383)

Die Kenntnis der Vertaus
hungsregeln zwis
hen Koordinaten- und Im-

pulsoperatoren rei
ht also im wesentli
hen aus, die explizite Wirkung

von (als Funktionen der Koordinaten- und Impulsoperatoren de�nier-

ten) Operatoren auf Wellenfunktionen zu bestimmen.

Anmerkung

� Die Impulsdarstellung kann v

�

ollig analog zur Ortsdarstellung be-

handelt werden. Wegen

hpjqi = hqjpi

�

= (2�~)

�1=2

e

�iqp=~

(4.384)

sind in den auf (4.371) folgenden Glei
hungen die Koordinaten

(Impulse) einfa
h dur
h die Impulse (Koordinaten) und die ima-

gin

�

are Einheit i dur
h �i zu ersetzen. Anstelle von (4.363) und

(4.372) erhalten wir nunmehr

hpjp̂jp

0

i = p Æ(p� p

0

) (4.385)

und

hpjq̂jp

0

i = �

~

i

�

�p

Æ(p� p

0

) (4.386)

und anstelle von (4.378)

hpj'i=hpj

^

Aj i = hpjf

�

q̂; p̂

�

j i

; '(p) =

^

A (p) = f

�

�

~

i

�

�p

; p

�

 (p) (4.387)

( (p)= hpj i). Erwartungsgem

�

a� wirkt in der Impulsdarstellung

der Impulsoperator als multiplikativer Operator und der Koordi-

natenoperator als Di�erentialoperator.
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4.4.2 S
hr

�

odinger-Bild

Im S
hr

�

odinger-Bild gen

�

ugt der Zustandsvektor eines quantenme
ha-

nis
hen Systems gem

�

a� (4.245) der Glei
hung

32

i~

dj (t)i

dt

=

^

Hj (t)i; (4.388)

wobei f

�

ur ein ni
htabges
hlossenes System der Hamilton-Operator ex-

plizit von der Zeit abh

�

angen kann,

^

H = f(q̂; p̂; t): (4.389)

In der Ortsdarstellung wird mit

hqj

d

dt

j (t)i =

� (q; t)

�t

(4.390)

und

hqj

^

H j (t)i = f

�

q;

~

i

�

�q

; t

�

 (q; t) (4.391)

aus (4.388) die bekannte, von S
hr

�

odinger eingef

�

uhrte und na
h ihm

benannte wellenme
hanis
he Bewegungsglei
hung:

i~

� (q; t)

�t

=

^

H (q; t);

^

H = f

�

q;

~

i

�

�q

; t

�

(4.392)

Zusammen mit den Vors
hriften aus dem vorigen Abs
hnitt sind

damit die wesentli
hen Glei
hungen der S
hr

�

odingers
hen Wellenme-


hanik bereitgestellt.

4.5 Heisenbergs
he Matrizenme
hanik

Betra
hten wir der Einfa
hheit halber wieder ein eindimensionales Sy-

stem, und zwar die Bewegung eines Teil
hens in einem Potential von

32

Wir lassen hier den Index S weg, da wir uns auss
hlie�li
h im S
hr

�

odinger-Bild bewegen.



216KAPITEL 4. DIE DIRAC-FORMULIERUNGDERQUANTENTHEORIE

dem auf Seite 73 skizzierten Typ. Wie wir wissen, besitzt die Energie

eines sol
hen (konservativen) Systems ein diskretes Spektrum. Das Ei-

genvektorsystem des Hamilton-Operators und damit das Eigenvektor-

system jedes Operators, der mit dem Hamilton-Operator vertaus
ht,

bildet dann als vollst

�

andiges Orthonormalsystem ein diskretes Ba-

sissystem des Hilbert-Raums und de�niert eine diskrete (Matrizen)-

Darstellung.

Das denkbar einfa
hste System dieses Typs stellt ein harmonis
her

Oszillator dar (Abs
hnitt 3.4.3), dessen Hamilton-Operator in der Form

^

H

os


=

1

2m

p̂

2

+

m!

2

2

q̂

2

= ~!

�

â

y

â +

1

2

�

(4.393)

[Glei
hung (3.251)℄ ges
hrieben werden kann, wobei f

�

ur den Verni
h-

tungsoperator

â =

1

p

2

�

q̂

q

0

+

i

~

q

0

p̂

�

(4.394)

[Glei
hung (3.237), q

0

=

p

~=(m!)℄ und den Erzeugungsoperator

â

y

=

1

p

2

�

q̂

q

0

�

i

~

q

0

p̂

�

(4.395)

[Glei
hung (3.238)℄ die Vertaus
hungsregel

�

â; â

y

�

=

^

I

(4.396)

[Glei
hung (3.244)℄ gilt.

33

Analog zur Ortsdarstellung rei
ht au
h hier die Kenntnis der (aus

der Vertaus
hungsregel f

�

ur q̂ und p̂ folgenden) Vertaus
hungsregel

(4.396) im wesentli
hen aus, um das Eigenwertproblem des Anzahl-

operators

n̂ = â

y

â (4.397)

(und damit das Energieeigenwertproblem des harmonis
hen Oszilla-

tors) zu l

�

osen.

33

Die Glei
hungen (4.393) { (4.396) gelten o�ensi
htli
h ganz allgemein und ni
ht nur in der im

Abs
hnitt 3.4.3 betra
hteten Ortsdarstellung.
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Wir wollen die Eigenwerte von n̂ mit n und die Eigenkets mit jni

bezei
hnen,

n̂jni = njni: (4.398)

Wegen

�

n̂; â

y

�

=

�

â

y

â; â

y

�

= â

y

�

â; â

y

�

| {z }

^

I

�

�

â

y

; â

y

�

| {z }

^

0

â = â

y

(4.399)

gilt

n̂â

y

jni = â

y

�

n̂+

^

I

�

jni (4.400)

und folgli
h

n̂â

y

jni = (n+ 1)â

y

jni; (4.401)

d.h., â

y

jni ist Eigenzustand von n̂ zum Eigenwert n+1,

â

y

jni = 
jn+ 1i (4.402)

(
 - komplex). Um 
 zu bestimmen, bilden wir das Skalarprodukt von

â

y

jni mit si
h selbst. Gem

�

a� (4.402) gilt

hnjââ

y

jni = j
j

2

hn+ 1jn+ 1i

| {z }

1

; (4.403)

woraus f

�

ur auf eins normierte Eigenzust

�

ande [unter Ber

�

u
ksi
htigung

von (4.396) und (4.398)℄

j
j

2

= hnjââ

y

jni = hnj

�

â

y

â+

^

I

�

jni = (n+ 1) ; 
 =

p

n+ 1

(4.404)

folgt. Damit nimmt die Glei
hung (4.402) die Form

â

y

jni =

p

n+ 1 jn+ 1i

(4.405)

an, die in der Ortsdarstellung o�ensi
htli
h auf die uns bereits bekannte

Glei
hung (3.248) f

�

uhrt.

Analog f

�

uhrt

�

n̂; â

�

= �â (4.406)
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�

uber

n̂âjni = â

�

n̂�

^

I

�

jni = (n� 1)âjni (4.407)

auf

âjni =

p

n jn� 1i

(4.408)

[Glei
hung (3.247) in der Ortsdarstellung℄.

Zu kl

�

aren bleibt no
h, wel
he Werte n tats

�

a
hli
h annehmen kann.

Da die Norm eines Hilbert-Raum-Vektors ni
ht negativ sein kann, kann

n ebenfalls ni
ht negativ sein,

hnjn̂jni = hnjâ

y

âjni � 0 ; n � 0: (4.409)

Nun lassen si
h dur
h sukzessive Anwendung von â auf jni die Zust

�

ande

jn� 1i, jn� 2i usw. erzeugen, so da� k-fa
he Anwendung auf

â

k

jni =

p

n(n� 1) � � � [n� (k � 1)℄ jn� ki (4.410)

und folgli
h

hnjâ

yk

â

k

jni

| {z }

� 0

= n(n� 1) � � � [n� (k � 1)℄ hn� kjn� ki

| {z }

� 0

(4.411)

f

�

uhrt. O�ensi
htli
h kann n nur (ni
htnegative) ganze Zahlen anneh-

men, denn nur dann kann eine negative Norm ausges
hlossen werden:

n = 0; 1; 2; : : :

(4.412)

Da im Falle eines harmonis
hen Oszillators der Hamilton-Operator

dur
h (4.393) gegeben ist, ist sofort klar, da� die Energieeigenwerte

in

�

Ubereinstimmung mit (3.78) E

n

=(n+

1

2

)~! lauten.

Das vollst

�

andige Orthonormalsystem fjnig,

hnjn

0

i = Æ

nn

0

; (4.413)
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1

X

n=0

jnihn

0

j =

^

I; (4.414)

de�niert nat

�

urli
h f

�

ur jedes (eindimensionale) System eine Darstellung.

Mit den aus (4.405) zusammen mit (4.413) folgenden Matrizen

hnjâ

y

jn

0

i =

p

n

0

+ 1 Æ

nn

0

+1

; (4.415)

und

hnjâjn

0

i =

p

n

0

Æ

nn

0

�1

(4.416)

ergeben si
h [gem

�

a� (4.394) und (4.395)℄ die Matrizen von

q̂ =

q

0

p

2

�

â+ â

y

�

(4.417)

und

p̂ =

~

i

p

2q

0

�

â� â

y

�

(4.418)

wie folgt:

q

nn

0

= hnjq̂jn

0

i =

q

0

p

2

�

p

n

0

Æ

nn

0

�1

+

p

n

0

+ 1 Æ

nn

0

+1

�

(4.419)

p

nn

0

= hnjp̂jn

0

i =

~

i

p

2q

0

�

p

n

0

Æ

nn

0

�1

�

p

n

0

+ 1 Æ

nn

0

+1

�

(4.420)

Insbesondere gilt:

[q̂; p̂℄ = i~

^

I ; hnj[q̂; p̂℄jn

0

i =

1

X

n

00

=0

(q

nn

00

p

n

00

n

0

� p

nn

00

q

n

00

n

0

) = i~Æ

nn

0

:

(4.421)

Ausgehend von (4.419) und (4.420) k

�

onnen die Matrizen f

�

ur beliebige

Potenzen von Ort und Impuls gem

�

a�

hnjq̂

k

jn

0

i

1

X

n

00

=0

hnjq̂

k�1

jn

00

ihn

00

jq̂jn

0

i (4.422)
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und

hnjp̂

k

jn

0

i

1

X

n

00

=0

hnjp̂

k�1

jn

00

ihn

00

jp̂jn

0

i (4.423)

konstruiert werden und s
hlie�li
h die Matrizen

A

nn

0

= hnj

^

Ajn

0

i = hnjf(q̂; p̂; t)jn

0

i (4.424)

von als Funktionen von q̂ und p̂ de�nierten Operatoren

^

A= f(q̂; p̂; t).

Mit

 

n

= hnj i (4.425)

als Komponenten eines Spaltenvektors wird dann aus j'i=

^

Aj i in der

n-Darstellung

hnj'i = hnj

^

Aj i ; '

n

=

1

X

n

0

=0

A

nn

0

 

n

0

(4.426)

und f

�

ur den Erwartungswert von

^

A gilt:




^

A

�

= h j

^

Aj i ;




^

A

�

=

1

X

n=0

1

X

n

0

=0

 

�

n

A

nn

0

 

n

0

(4.427)

Speziell die L

�

osung des Eigenwertproblem eines (hermites
hen) Ope-

rators

^

A f

�

uhrt auf ein (unendli
h-dimensionales) lineares, homogenes

Glei
hungssystem:

1

X

n

0

=0

�

A

nn

0

� �Æ

nn

0

)'

n

0

= 0

(4.428)
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Im Heisenberg-Bild

34

sind gem

�

a� (4.195) mit dem Zustandsvektor

j i au
h seine Komponenten  

n

zeitli
h konstant,

d 

n

dt

= 0; (4.429)

und die Zeitabh

�

angigkeit wird gem

�

a� (4.202) dur
h die Operatoren und

ihre Matrixelemente getragen, deren Bewegungsglei
hungen

dA

nn

0

dt

=

1

i~

1

X

n

00

=0

(A

nn

00

H

n

00

n

0

�H

nn

00

A

n

00

n

0

) +

�A

nn

0

�t

(4.430)

lauten. Speziell die Matrixelemente von q̂ und p̂ gen

�

ugen den kanoni-

s
hen Glei
hungen

dq

nn

0

dt

=

1

i~

1

X

n

00

=0

(q

nn

00

H

n

00

n

0

�H

nn

00

q

n

00

n

0

) =

 

�

^

H

�p̂

!

nn

0

; (4.431)

dp

nn

0

dt

=

1

i~

1

X

n

00

=0

(p

nn

00

H

n

00

n

0

�H

nn

00

p

n

00

n

0

) = �

 

�

^

H

�q̂

!

nn

0

; (4.432)

Ist das betra
htete System selbst ein harmonis
her Oszillator (der

Kreisfrequenz !), dann reduzieren si
h die Bewegungsglei
hungen

(4.430) wegen

H

nn

0

= E

n

Æ

nn

0

=

�

n+

1

2

�

~! Æ

nn

0

(4.433)

auf

dA

nn

0

dt

=

1

i~

(A

nn

0

E

n

0

�E

n

A

nn

0

) +

�A

nn

0

�t

(4.434)

bzw.

dA

nn

0

dt

= i!

nn

0

A

nn

0

+

�A

nn

0

�t

(4.435)

mit den

�

Ubergangsfrequenzen

!

nn

0

= (E

n

� E

n

0

) =~ = (n� n

0

)!: (4.436)

34

Wir lassen den Index H an den Zust

�

anden und Operatoren weg.
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Speziell f

�

ur ni
ht explizit zeitabh

�

angige Operatoren wird aus (4.435)

dA

nn

0

dt

= i!

nn

0

A

nn

0

; (4.437)

und somit gilt

A

nn

0

(t) = e

i!

nn

0

(t�t

0

)

A

nn

0

(t

0

); (4.438)

wobei die A

nn

0

(t

0

) mit den gem

�

a� (4.419) { (4.424) bestimmten

Matrixelementen identi�ziert werden k

�

onnen, so da� insbesondere die

zeitabh

�

angigen Matrizen f

�

ur Ort und Impuls

q

nn

0

(t) =

q

0

p

2

�

p

n

0

Æ

nn

0

�1

+

p

n

0

+ 1 Æ

nn

0

+1

�

| {z }

q

nn

0

(t

0

)

e

i(n�n

0

)!(t�t

0

)

(4.439)

und

p

nn

0

(t) =

~

i

p

2q

0

�

p

n

0

Æ

nn

0

�1

�

p

n

0

+ 1 Æ

nn

0

+1

�

| {z }

p

nn

0

(t

0

)

e

i(n�n

0

)!(t�t

0

)

(4.440)

lauten. Es ist uns
hwer zu sehen, da� sie in

�

Ubereinstimmung mit

(4.431) und (4.432) den kanonis
hen Glei
hungen

_q

nn

0

= m

�1

p

nn

0

; (4.441)

_p

nn

0

= �m!

2

q

nn

0

(4.442)

gen

�

ugen.

Die Formulierung der Quantenme
hanik als Matrizenme
hanik, d.h.

in Form von zeitabh

�

angigen Matrizen, geht auf Heisenberg zur

�

u
k. Er

ersetzte die klassis
hen Gr

�

o�en q und p dur
h Matrizen q

nn

0

und p

nn

0

und entspre
hend die klassis
hen kanonis
hen Oszillator-Glei
hungen

dur
h die Glei
hungen (4.441) und (4.442), wobei er an die L

�

osung die

Forderung stellte, da� (zu jedem Zeitpunkt) die Bedingung

1

X

n

00

=0

(q

nn

00

p

n

00

n

0

� p

nn

00

q

n

00

n

0

) = i~Æ

nn

0

(4.443)
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erf

�

ullt sein mu�, d.h. die Vertaus
hungsregel (4.421). Der L

�

osungsan-

satz

q

nn

0

(t) = e

i!

nn

0

(t�t

0

)

q

nn

0

(t

0

); p

nn

0

(t) = e

i!

nn

0

(t�t

0

)

p

nn

0

(t

0

) (4.444)

f

�

ur die Matrizen f

�

uhrte dann auf ihre explizte Form gem

�

a� (4.439) und

(4.440).

Anmerkungen

� Den Glei
hungen in diesem Abs
hnitt wurde ein spezielles dis-

kretes Orthonormalsystem zugrunde gelegt, n

�

amli
h das Eigen-

vektorsystem von n̂= â

y

â. Es ist klar, da� alle Glei
hungen [wie

etwa die Glei
hungen (4.421) { (4.432)℄, in denen ni
ht explizit

auf dieses Basissystem Bezug genommen wird, f

�

ur jedes diskrete

Basissystem eines beliebigen quantenme
hanis
hen Systems gel-

ten.

� Die Matrizenme
hanik kommt

�

ubli
herweise in folgender Varian-

te zur Anwendung. Gegeben sei ein quantenme
hanis
hes System

(Hamilton-Operator

^

H), dessen (diskretes) Energiespektrum ge-

su
ht ist, was bekanntli
h auf die L

�

osung des Eigenwertproblems

^

Hj'i = Ej'i (4.445)

hinausl

�

auft. Nehmen wir an { wie es in der Regel der Fall ist {

der Hamilton-Operator hat die Form

^

H =

^

H

(0)

+

^

H

(1)

(4.446)

und das Eigenwertproblem

^

H

(0)

jni = E

(0)

n

jni (4.447)

sei gel

�

ost, so da� die E

(0)

n

und die jni als bekannt vorausgesetzt

werden k

�

onnen. Kann

^

H

(0)

als Element eines vollst

�

andigen Sat-

zes vertr

�

agli
her Observablenoperatoren mit insgesamt diskretem

Spektrum aufgefa�t werden, so k

�

onnen die jni als vollst

�

andiges

Orthonormalsystem aufgefa�t werden, das eine diskrete Basis de-

�niert. Wenn

H

(1)

nn

0

= hnj

^

H

(1)

jn

0

i (4.448)



224KAPITEL 4. DIE DIRAC-FORMULIERUNGDERQUANTENTHEORIE

die Matrixelemente von

^

H

(1)

in der H

(0)

-Darstellung sind, so geht

die Eigenwertglei
hung (4.445) in dieser Darstellung,

hnj

^

H j'i = Ehnj'i; (4.449)

unter Ber

�

u
ksi
htigung von (4.446) { (4.448) in das lineare, ho-

mogene Glei
hungssystem ('

n

= hnj'i)

X

n

0

h

H

(1)

nn

0

�

�

E �E

(0)

n

�

Æ

nn

0

i

'

n

0

= 0 (4.450)

�

uber [vgl. (4.428)℄. Dieses im Prinzip unendli
h-dimensionale

Glei
hungssystem kann f

�

ur praktis
h relevante Probleme in der

Regel dur
h

"

Abs
hneiden\ n

�

aherungsweise endli
h-dimensional

gema
ht und dann mit Standardmethoden gel

�

ost werden.

35

Spe-

ziell die L

�

osbarkeitsbedingung

det

�

�

�

H

(1)

nn

0

�

�

E �E

(0)

n

�

Æ

nn

0

�

�

�

= 0 (4.451)

stellt die Bestimmungsglei
hung f

�

ur die gesu
hten Energieeigen-

werte dar (siehe au
h Abs
hnitt 5.3.1).

� Die zeitli
he Entwi
klung des obigen quantenme
hanis
hen Sy-

stems kann analog behandelt werden. So geht im S
hr

�

odinger-Bild

die Bewegungsglei
hung

dj i

dt

=

1

i~

^

Hj i =

1

i~

�

^

H

(0)

+

^

H

(1)

�

j i (4.452)

f

�

ur den Zustandsvektor j i in der H

(0)

-Darstellung in das lineare

Di�erentialglei
hungssystem ( 

n

= hnj i)

_

 

n

=

1

i~

X

n

0

h

H

(1)

nn

0

+ E

(0)

n

Æ

nn

0

i

 

n

0

(4.453)

�

uber.

35

Anstelle des gesamten Hilbert-Raums wird nur der Unterrraum betra
htet, der f

�

ur ein gegebenes

Problem physikalis
h relevant ist.



Kapitel 5

Ausgew

�

ahlte Probleme

5.1 Bahndrehimpuls und Spin

Gegeben sei ein Satz hermites
her Operatoren

^

J

1

=

^

J

x

;

^

J

2

=

^

J

y

;

^

J

3

=

^

J

z

; (5.1)

die als kartesis
he Komponenten eines Vektoroperators

^

J =

^

J

x

e

x

+

^

J

y

e

y

+

^

J

z

e

z

(5.2)

aufgefa�t werden k

�

onnen und der Vertaus
hungsregel

�

^

J

i

;

^

J

j

�

= i~�

ijk

^

J

k

(5.3)

gen

�

ugen. Sol
he Operatoren hei�en Drehimpulsoperatoren. Eine spe-

zielle Realisierung der

^

J

i

stellen die im Abs
hnitt 3.5.1 untersu
hten

Bahndrehimpulskomponenten

^

L

i

[Glei
hung (3.286)℄ dar. Da f

�

ur die

Herleitung der Vertaus
hungsregel (3.294) nur die Vertaus
hungsregel

(3.291) verwendet wurde, gilt nat

�

urli
h au
h

�

^

J

2

;

^

J

i

�

= 0

(5.4)

225
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�
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mit

^

J

2

=

^

J

2

i

=

^

J

2

x

+

^

J

2

y

+

^

J

2

z

: (5.5)

Das hei�t,

^

J

2

und (beispielsweise)

^

J

z

besitzen ein gemeinsames Eigen-

vektorsystem.

5.1.1 Drehimpulseigenwertproblem

Wir wollen das entspre
hende Eigenwertproblem wieder allein aus der

Kenntnis der Vertaus
hungsregeln (und nat

�

urli
h der Kenntnis der Ei-

gens
haften von Hilbert-Raum-Vektoren) heraus l

�

osen. Dazu f

�

uhren wir

zun

�

a
hst die (ni
ht hermites
hen) Operatoren

^

J

�

=

^

J

x

� i

^

J

y

(5.6)

ein. O�ensi
htli
h ist

^

J

+

=

^

J

y

�

; (5.7)

und wegen (5.4) gilt:

�

^

J

2

;

^

J

�

�

= 0

(5.8)

Unter Verwendung der Vertaus
hungsregel (5.3) l

�

a�t si
h uns
hwer die

Vertaus
hungsregel

�

^

J

z

;

^

J

�

�

= �~

^

J

�

(5.9)

herleiten. Wiederholte Anwendung von (5.9) liefert dann

�

^

J

z

;

^

J

n

�

�

= �n~

^

J

n

�

(n = 0; 1; 2; : : :): (5.10)

Ferner gilt mit (5.3)

^

J

�

^

J

�

=

�

^

J

x

� i

^

J

y

��

^

J

x

� i

^

J

y

�

=

^

J

2

x

+

^

J

2

y

� i

�

^

J

x

;

^

J

y

�

| {z }

i~

^

J

z

; (5.11)



5.1. BAHNDREHIMPULS UND SPIN 227

woraus wegen (5.5)

^

J

�

^

J

�

=

^

J

2

x

+

^

J

2

y

| {z }

^

J

2

�

^

J

2

z

�~

^

J

z

(5.12)

und somit

^

J

�

^

J

�

=

^

J

2

�

^

J

2

z

� ~

^

J

z

(5.13)

folgt.

Wir wollen die (no
h unbekannten) Eigenwerte von

^

J

2

mit �~

2

und

die von

^

J

z

mit m~ bezei
hnen. Die gemeinsamen Eigenvektoren j�;mi

von

^

J

2

und

^

J

z

gen

�

ugen dann den Glei
hungen

^

J

2

j�;mi = �~

2

j�;mi; (5.14)

^

J

z

j�;mi = m~j�;mi: (5.15)

Das weitere Vorgehen ist analog dem Vorgehen bei der L

�

osung der Ei-

genwertprobleme von Ort und Impuls (Abs
hnitt 4.4.1) und der Ener-

gie des harmonis
hen Oszillators (Abs
hnitt 4.5). Wir wenden

^

J

z

auf

^

J

n

�

j�;mi an und erhalten unter Verwendung der Vertaus
hungsregel

(5.10) sowie der Eigenwertglei
hung (5.15)

^

J

z

^

J

n

�

j�;mi =

�

^

J

n

�

^

J

z

� n~

^

J

n

�

�

j�;mi = (m� n)~

^

J

n

�

j�;mi: (5.16)

Da gem

�

a� (5.8)

^

J

2

mit

^

J

n

�

vertaus
ht, gilt ferner

^

J

2

^

J

n

�

j�;mi =

^

J

n

�

^

J

2

j�;mi = �~

2

^

J

n

�

j�;mi: (5.17)

Wenn also j�;mi ein Eigenvektor von

^

J

2

und

^

J

z

ist, dann ist dies of-

fensi
htli
h au
h der Vektor

^

J

n

�

j�;mi,

^

J

n

�

j�;mi � j�;m� ni (n = 0; 1; 2; : : :); (5.18)

sofern er die allgemeine Bedingung einer ni
htnegativen Norm erf

�

ullt,




�;m

�

�
^

J

n

�

y

^

J

n

�

�

�

�;m

�

� 0 (n = 0; 1; 2; : : :): (5.19)
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Wir ber

�

u
ksi
htigen (5.7) sowie (5.13) und s
hreiben




�;m

�

� ^

J

n+1

�

y

^

J

n+1

�

�

�

�;m

�

=




�;m

�

� ^

J

n+1

+

^

J

n+1

�

�

�

�;m

�

=




�;m

�

� ^

J

n

+

^

J

+

^

J

�

^

J

n

�

�

�

�;m

�

=




�;m

�

�
^

J

n

+

�

^

J

2

�

^

J

2

z

+ ~

^

J

z

�

^

J

n

�

�

�

�;m

�

; (5.20)

woraus wegen (5.16) und (5.17)




�;m

�

� ^

J

n+1

�

y

^

J

n+1

�

�

�

�;m

�

=




�;m

�

�
^

J

n

+

~

2

�

�� (m� n)

2

+m� n

�

^

J

n

�

�

�

�;m

�

= ~

2

�

�� (m� n)

2

+m� n

�


�;m

�

� ^

J

n

+

^

J

n

�

�

�

�;m

�

(5.21)

wird. Falls

^

J

n

�

�

�

�;m

�

ein Vektor mit positiver Norm ist, ist die Norm

von

^

J

n+1

�

�

�

�;m

�

o�enbar nur dann ni
htnegativ, solange die Bedingung

�� (m� n)

2

+m� n � 0 (5.22)

erf

�

ullt ist. Da diese Bedingung f

�

ur gegebenes � und m f

�

ur hinrei
hend

gro�e Werte von n si
her ni
ht erf

�

ullbar ist, k

�

onnen nur sol
he Vektoren

^

J

n

�

�

�

�;m

�

Eigenvektoren von

^

J

2

und

^

J

z

sein, f

�

ur die n einen gewissen

Maximalwert n

0

ni
ht

�

ubersteigt,

n � n

0

; (5.23)

wobei si
h gem

�

a� (5.22) n

0

aus der Glei
hung

�� (m� n

0

)

2

+m� n

0

= 0 (5.24)

bestimmt. Der minimale Eigenwert von

^

J

z

=~ ist dann dur
h

m

min

= m� n

0

(5.25)

gegeben.

V

�

ollig analog kann gezeigt werden, da� mit j�;mi au
h

^

J

k

+

j�;mi

ein Eigenvektor von

^

J

2

und

^

J

z

ist,

^

J

k

+

j�;mi � j�;m+ ki (k = 0; 1; 2; : : :); (5.26)
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sofern er ebenfalls die allgemeine Bedingung einer ni
ht negativen Norm

erf

�

ullt,




�;m

�

� ^

J

k

�

y

^

J

k

�

�

�

�;m

�

� 0 (k = 0; 1; 2; : : :); (5.27)

die nunmehr auf die Unglei
hung

k � k

0

(5.28)

mit

�� (m+ k

0

)

2

� (m+ k

0

) = 0 (5.29)

f

�

uhrt. Damit ergibt si
h f

�

ur den maximalen Eigenwert von

^

J

z

=~

m

max

= m+ k

0

: (5.30)

Wir bilden die Di�erenz von m

max

aus (5.30) und m

min

aus (5.25)

und sehen, da� diese Di�erenz nur ni
htnegative, ganze Zahlen anneh-

men kann:

m

max

�m

min

= k

0

+ n

0

� l (l = 0; 1; 2; : : :): (5.31)

Andererseits folgt aus (5.24) und (5.29) [zusammen mit (5.25) und

(5.30)℄ sowie (5.31)

m

2

max

+m

max

= m

2

min

�m

min

=

�

m

max

� l

�

2

�

�

m

max

� l

�

= m

2

max

� (2l + 1)m

max

+ l(l + 1); (5.32)

d.h.

2(l + 1)m

max

= l(l + 1) ; m

max

=

1

2

l; (5.33)

und folgli
h ist

m

max

= j; (5.34)

wobei

j = 0;

1

2

; 1;

3

2

; : : :

(5.35)

gilt. Der gr

�

o�tm

�

ogli
he (ni
ht negative) Eigenwert von

^

J

z

=~ (bei gege-

benem j) kann also nur ganz- oder halbzahlig sein. Dementspre
hend

folgt aus (5.31)

m

min

= m

max

� l =

1

2

l � l = �

1

2

l; (5.36)
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d.h.

m

min

= �j: (5.37)

Folgli
h gilt f

�

ur die Eigenwerte von

^

J

z

=~ (bei gegebenem j):

m = j; j � 1; : : : ;�j + 1;�j

(5.38)

Die Glei
hung (5.29) [zusammen mit (5.30)℄ liefert

� = m

max

�

m

max

+ 1

�

; (5.39)

so da� mit (5.34) die m

�

ogli
hen Eigenwerte von

^

J

2

=~

2

folgen:

� = j(j + 1)

(5.40)

Wir fassen die Ergebnisse zusammen (j�;mi! jj;mi):

^

J

2

jj;mi = j(j + 1)~

2

jj;mi

�

j = 0;

1

2

; 1;

3

2

: : :

�

(5.41)

^

J

z

jj;mi = m~jj;mi (m = j; j � 1; : : : ;�j + 1;�j)

(5.42)

Entspre
hend (5.18) und (5.26) gilt

^

J

�

jj;mi = 


�

jj;m� 1i; (5.43)

wobei der Faktor 


�

aus der Glei
hung

j


�

j

2

= hj;mj

^

J

�

^

J

�

jj;mi (5.44)

bestimmt werden kann. Wir verwenden (5.13) und erhalten

j


�

j

2

= hj;mj

�

^

J

2

�

^

J

2

z

� ~

^

J

z

�

jj;mi; (5.45)
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woraus wegen (5.41) und (5.42)

j


�

j

2

= ~

2

�

j(j + 1)�m(m� 1)

�

(5.46)

folgt und somit

^

J

�

jj;mi =

p

j(j + 1)�m(m� 1)~jj;m� 1i

(5.47)

gesetzt werden kann.

W

�

ahrend die Drehimpulsvertaus
hungsregel (5.3) sowohl ganzzah-

lige als au
h halbzahlige Drehimpulsquantenzahlen j erlaubt, sind f

�

ur

den Bahndrehimpuls

^

J!

^

L =

^

r�

^

p; j ! l; m! m

l

(5.48)

bekanntli
h nur ganzzahlige Drehimpulsquantenzahlen erlaubt (Ab-

s
hnitt 3.5.2),

^

L

2

jl;m

l

i = l(l + 1)~

2

jl;m

l

i (l = 0; 1; 2; : : :); (5.49)

^

L

z

jl;m

l

i = m

l

~ jl;m

l

i (m

l

= l; l � 1; : : : ;�l + 1;�l): (5.50)

Es stellt si
h somit die Frage na
h der Bedeutung und Realisierung von

halbzahligen Drehimpulsquantenzahlen.

5.1.2 Der Spin (eines Elektrons)

In der klassis
hen, ni
htrelativistis
hen Theorie sind die dynamis
hen

Basisgr

�

o�en zur Bes
hreibung eines als punktf

�

ormig anzusehenden Teil-


hens { etwa eines Elektrons { sein Ort r und sein Impuls p. Alle ande-

ren (dynamis
hen) Gr

�

o�en sind abgeleitete Gr

�

o�en, insbesondere seine

Hamilton-Funktion

H = f(r;p): (5.51)

Sind Ort und Impuls des Teil
hens zu einem bestimmten Zeitpunkt

bekannt, so sind sie gem

�

a� den kanonis
hen Glei
hungen

_

r =

�H

�p

;

_

p = �

�H

�r

(5.52)
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zu allen anderen Zeiten bekannt.

In der (ni
htrelativistis
hen)Quantenme
hanik sind Ort und Impuls

die ni
ht vertaus
hbaren, hermites
hen Operatoren

^

r und

^

p zugeordnet.

Der Hamilton-Operator, der eine ganz zentrale Rolle f

�

ur die zeitli
he

Entwi
klung eines quantenme
hanis
hen Teil
hens spielt, wurde nun so

konstruiert, da� er im quasiklassis
hen Grenzfall (~! 0) der klassis
hen

Hamilton-Funktion entspri
ht,

^

H = f(

^

r;

^

p); (5.53)

wobei die funktionale Abh

�

angigkeit von

^

r und

^

p { bis auf eventuell

notwendige Symmetrisierungen { die glei
he wie die von r und p im

klassis
hen Fall ist.

Dieser Zugang zur Quantenme
hanik impliziert, da� der Hilbert-

Raum, dessen Vektoren alle m

�

ogli
hen Teil
henzust

�

ande bes
hreiben,

dur
h das Eigenvektorsystem des Ortsoperators,

^

rjri = rjri; (5.54)

aufgespannt werden kann. Die Begr

�

undung des Hamilton-Operators

(5.53)

�

uber den quasiklassis
hen Grenzfall bedeutet jedo
h nur, da� er

genaugenommen nur im Limes ~! 0 als ri
htig angesehen werden darf.

Gibt es beispielsweise

"

reine\ Quantene�ekte, d.h. sol
he, die dur
h

Observablenoperatoren bes
hrieben werden, die im Limes ~! 0 ver-

s
hwinden, so ist klar, da� der unmittelbar an die klassis
he Hamilton-

Funktion (5.51) ans
hlie�ende Hamilton-Operator (5.53) (und nat

�

urli
h

au
h jede andere Gr

�

o�e, die in analoger Weise in einen Operator

�

uber-

setzt wird) sol
hen E�ekten ni
ht Re
hnung tragen kann. Ein sol
her

Quantene�ekt ist der Spin eines Elektrons. So besitzen Elektronen

wie au
h andere Elementarteil
hen neben dem (aus der klassis
hen

Theorie bekannten) Bahndrehimpuls no
h einen inneren Drehimpuls,

Eigendrehimpuls oder Spin genannt.

1

1

Wird ein geb

�

undelter Strahl von (im elektronis
hen Grundzustand be�ndli
hen) Atomen (Al-

kali-, H- oder Ag-Atome { das urspr

�

ungli
he Stern-Gerla
h-Experiment (1921-22) wurde mit Sil-

beratomen dur
hgef

�

uhrt { dur
h ein inhomogenes Magnetfeld ges
hi
kt, so wird eine Aufspaltung

in zwei Teilstrahlen beoba
htet. Das bedeutet, da� die Atome ein magnetis
hes Moment besitzen,

wel
hes nur zwei Einstellungsm

�

ogli
hkeiten bez

�

ugli
h der Ri
htung der Inhomogenit

�

at des Magnet-

feldes aufweist. Das ist zun

�

a
hst unverst

�

andli
h, weil die Atome ein s-Elektron auf der

�

au�eren

S
hale mit dem Bahndrehimpuls Null besitzen und damit kein magnetis
hes Moment (na
h den
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Der Spin ist ni
ht im bisher betra
hteten Hilbert-Raum H

Bahn

der

Bahnbewegung eines Teil
hens { etwa aufgespannt dur
h die jri { be-

s
hreibbar, sondern in einem separaten Spinraum H

S

, der von den

Spineigenvektoren aufgespannt wird. Dieser ist f

�

ur Elektronen { ebenso

wie f

�

ur Protonen, Neutronen und viele andere Elementarteil
hen { ein

zweidimensionaler Drehimpulseigenraum. Der gesamte Hilbert-Raum

H kann dann als direktes Produkt von H

Bahn

und H

S

gebildet werden,

H = H

Bahn


H

S

: (5.55)

Ein beliebiger Zustand eines Teil
hens (mit von Null vers
hiedenem

Spin) entspri
ht somit einem Vektor j i in diesem Produktraum.

Der Spin eines Elektrons ist wie gesagt ein Drehimpuls; die Kom-

ponenten

^

S

i

des entspre
henden Spinoperators

^

S =

^

S

x

e

x

+

^

S

y

e

y

+

^

S

z

e

z

(5.56)

erf

�

ullen alle f

�

ur Drehimpulsoperatoren abgeleiteten Relationen. Die

Zweidimensionalit

�

at des Spinraums bedeutet, da� den aus den Ver-

taus
hungsregeln ganz allgemein abgeleiteten halbzahligen Werten der

Drehimpulsquantenzahl eine ganz reale physikalis
he Bedeutung zu-

kommt:

^

J!

^

S; j ! s =

1

2

; m! m

s

= �

1

2

(5.57)

^

S

2

�

�

s =

1

2

;m

s

�

=

3

4

~

2

�

�

s =

1

2

;m

s

�

(5.58)

^

S

z

�

�

s =

1

2

;m

s

�

= m

s

~

�

�

s =

1

2

;m

s

�

(m

s

= �

1

2

)

(5.59)

�

ubli
hen Vorstellungen). Die (von Goudsmith und Uhlenbe
k 1925 gegebene) Erkl

�

arung ist, da� das

Elektron (und dieses ist f

�

ur den E�ekt verantwortli
h) einen Eigendrehimpuls besitzen mu� und

damit verbunden ein magnetis
hes Moment.
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[vgl. (5.41) und (5.42)℄. Da s fest vorgegeben ist, wollen wir die beiden

Spinzust

�

ande abk

�

urzend einfa
h mit j�i (�=1; 2) bezei
hen:

j1i =

�

�

s =

1

2

;m

s

=

1

2

�

; (5.60)

j2i =

�

�

s =

1

2

;m

s

= �

1

2

�

: (5.61)

Verwenden wir anstelle der

^

S

i

die dimensionslosen Pauli-Operatoren

�̂

i

= 2

^

S

i

=~

�

[�̂

i

; �̂

j

℄ = 2i�

ijk

�̂

k

�

; (5.62)

so k

�

onnen wir gem

�

a� (5.58) und (5.59)

�̂

2

j�i = 3j�i (� = 1; 2); (5.63)

�̂

z

j1i = j1i; (5.64)

�̂

z

j2i = �j2i (5.65)

s
hreiben. Die j�i de�nieren als vollst

�

andiges Orthonormalsystem,

h�j�

0

i = Æ

��

0

; (5.66)

2

X

�=1

j�ih�j =

^

I; (5.67)

eine Basis im 2-dimensionalen Spinraum H

S=1=2

. Jeder Zustandsvektor

in diesem Raum kann in dieser Basis dargestellt werden,

j i =

2

X

�=1

j�ih�j i =  

1

j1i+  

2

j2i; (5.68)

wobei die Spinor-Komponenten

 

�

= h�j i (5.69)

die Wahrs
heinli
hkeitsamplituden f

�

ur die Spinprojektionen sind und

somit j 

1

j

2

(bzw. j 

2

j

2

) die Wahrs
heinli
hkeit ist, bei einer Ensem-

blemessung der z-Komponente des Spins { d.h. der Projektion des Ei-

gendrehimpulses auf die z-A
hse { den Wert ~=2 (bzw. �~=2) zu re-

gistrieren. Entspre
hend kann jeder auf einen sol
hen Zustandsvektor

wirkende (Spin-)Operator

^

A = f(

^

S

x

;

^

S

y

;

^

S

y

) (5.70)
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in dieser Basis dargestellt werden,

^

A =

2

X

�=1

2

X

�

0

=1

j�ih�j

^

Aj�

0

ih�

0

j =

2

X

�=1

2

X

�

0

=1

A

��

0

j�ih�

0

j: (5.71)

Um die Matrixelemente A

��

0

eines beliebigen Operators zu konstru-

ieren, rei
ht es o�ensi
htli
h aus, die Matrixelemente der drei Spinope-

ratoren

^

S

x

,

^

S

y

und

^

S

z

bzw. der entspre
henden Pauli-Operatoren �̂

x

,

�̂

y

und �̂

z

zu kennen. Aus (5.64) { (5.66) folgt sofort

(�

z

)

ij

b=

�

1 0

0 �1

�

(5.72)

Um die Matrixelemente von �̂

y

und �̂

z

zu bestimmen, bestimmen wir

zun

�

a
hst die Matrixelemente von �̂

+

und �̂

�

,

^

S

�

=

^

S

x

� i

^

S

y

; �̂

�

= �̂

x

� i�̂

y

: (5.73)

Gem

�

a� (5.47) gilt

�̂

+

j1i = 0; (5.74)

�̂

+

j2i = 2j1i; (5.75)

so da� mit (5.66) f

�

ur die Matrix von �̂

+

(�

+

)

ij

b=

�

0 2

0 0

�

(5.76)

folgt. Analog folgt aus

�̂

�

j1i = 2j2i; (5.77)

�̂

�

j2i = 0; (5.78)

f

�

ur die Matrix von �̂

�

(�

�

)

ij

b=

�

0 0

2 0

�

: (5.79)
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Aus (5.76) und (5.79) lassen si
h dann gem

�

a� (5.73) die gesu
hten

Matrizen von �̂

x

und �̂

y

wie folgt bestimmen:

(�

x

)

ij

b=

�

0 1

1 0

�

(5.80)

(�

y

)

ij

b=

�

0 �i

i 0

�

(5.81)

Die Matrizen (5.72), (5.80) und (5.81) werden au
h als Pauli-

Matrizen bezei
hnet. Es ist uns
hwer zu

�

uberpr

�

ufen, da� die Pauli-

Operatoren (und damit au
h die Pauli-Matrizen) den folgenden Rela-

tionen gen

�

ugen:

�̂

2

�

= 0; (5.82)

�̂

2

x

= �̂

2

y

= �̂

2

z

=

^

I; (5.83)

�̂

x

�̂

y

= ��̂

y

�̂

x

= i�̂

z

: (5.84)

5.1.3 Die Pauli-Glei
hung

Im Zusammenhang mit der quantenme
hanis
hen Behandlung des

Wassersto�atoms (Abs
hnitt 3.5.3) haben wir die Bewegung eines ge-

ladenen Punktteil
hens (Elektron) im dur
h ein skalares Potential be-

s
hreibbaren Coulomb-Feld einer zweiten Punktladung mit entgegen-

gesetztem Ladungsvorzei
hen (Proton) untersu
ht. In vielen F

�

allen hat

man es mit der Bewegung von geladenen Teil
hen in allgemeineren elek-

tromagnetis
hen Feldern zu tun. Betra
hten wir den Fall, da� neben

einem elektris
hen Feld [skalares Potential �(r)℄ no
h ein Magnetfeld

[Vektorpotential A(r)℄ vorhanden ist. Von der Elektrodynamik wis-

sen wir, da� die Bewegung einer Punktladung q (Masse m

q

) dur
h die

Hamilton-Funktion

H =

1

2m

q

[p� qA(r)℄

2

+ q�(r) (5.85)
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bestimmt wird.

2

Ordnen wir wie

�

ubli
h r und p die (hermites
hen)

Operatoren

^

r und

^

p zu, so geht die Hamilton-Funktion (5.85) in den

Hamilton-Operator

^

H =

1

2m

q

[

^

p� qA(

^

r)℄

2

+ q�(

^

r)

(5.86)

mit

[

^

p� qA(

^

r)℄

2

=

^

p

2

� q[

^

p �A(

^

r) +A(

^

r) �

^

p℄ + q

2

A

2

(

^

r) (5.87)

�

uber. O�ensi
htli
h ist

^

H hermites
h. Wegen

1

i~

[A

i

(x̂); p̂

j

℄ =

�A

i

(

^

r)

�x̂

j

; (5.88)

[siehe (2.180)℄ gilt speziell in der Coulomb-Ei
hung,

r �A(r) = 0; (5.89)

die Vertaus
hungsregel

^

p �

^

A(

^

r) =

^

A(

^

r) �

^

p; (5.90)

so da� (5.87) einfa
h als

[

^

p� qA(

^

r)℄

2

=

^

p

2

� 2qA(

^

r) �

^

p+ q

2

A

2

(

^

r) (5.91)

ges
hrieben werden kann und der Hamilton-Operator (5.86) die Form

^

H =

1

2m

q

^

p

2

+ q�(

^

r)�

q

m

q

A(

^

r) �

^

p+

q

2

2m

q

A

2

(

^

r)

(5.92)

2

Wir bes
hr

�

anken uns hier auf statis
he Felder. Die Glei
hung (5.85) gilt bekanntli
h ganz allge-

mein, also au
h f

�

ur beliebig zeitabh

�

angige Felder �(r; t) und A(r; t).
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annimmt. Mit (5.86) [bzw. (5.92)℄ lautet [in Verallgemeinerung von

(3.20) mit V (r)= q�(r)℄ die (1-Teil
hen-)S
hr

�

odinger-Glei
hung in der

Ortsdarstellung:

i~

� (r; t)

�t

=

(

1

2m

q

�

~

i

r� qA(r)

�

2

+ q�(r)

)

 (r; t)

=

�

�

~

2

2m

q

�+ q�(r) +

i~q

m

q

A(

^

r) �r+

q

2

2m

q

A

2

(r)

�

 (r; t)

(5.93)

Wir wollen speziell ein konstantes B-Feld annehmen.

3

In diesem

Fall kann das Vektorpotential in der Form

A(r) = �

1

2

r�B (5.94)

angesetzt werden,

r�A(r) = �

1

2

r� (r�B) = �

1

2

�

B �rr

| {z }

B

�Br � r

| {z }

3B

�

= B: (5.95)

Der dritte Term im Hamilton-Operator (5.92) lautet dann

^

H

par

= �

q

m

q

A(

^

r) �

^

p =

q

2m

q

(

^

r�B) �

^

p = �

q

2m

q

(

^

r�

^

p)

| {z }

^

L

�B; (5.96)

d.h.

^

H

par

= �

q

2m

q

^

L �B (5.97)

bzw.

^

H

par

= �

^

m

L

�B=�

0

(5.98)

mit

^

m

L

=

�

0

q

2m

q

^

L (5.99)

3

Konstant in dem Sinne, da� es in dem Raumberei
h, in dem die Elektronenbewegung statt�n-

det, als konstant angesehen werden kann. Im Falle von lokalisierten Atomen entspr

�

a
he dies einem

Raumberei
h von der Gr

�

o�enordnung des Atomvolumens.
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als dem Operator des mit der Bahnbewegung des Teil
hens verkn

�

upf-

ten magnetis
hen Moments.

4

Der Beitrag

^

H

par

zum Hamilton-Operator

wird au
h als Operator der paramagnetis
henWe
hselwirkungsenergie

bezei
hnet. Der vierte Term in (5.92) s
hlie�li
h liefert den Operator

der diamagnetis
hen We
hselwirkungsenergie

^

H

dia

=

q

2

8m

q

(B�

^

r) � (B�

^

r) = �

q

2

8m

q

[

^

r� (

^

r�B)℄ �B; (5.100)

d.h.

^

H

dia

= �

1

2

^

m

ind

�B=�

0

(5.101)

wobei

^

m

ind

=

�

0

q

2

4m

q

^

r� (

^

r�B) (5.102)

der Operator des (dur
h das Magnetfeld) induzierten Dipolmoments

ist. Im betra
hteten Fall kann der Hamilton-Operator (5.92) also au
h

in der Form

^

H =

1

2m

q

^

p

2

+ q�(

^

r) +

^

H

par

+

^

H

dia

=

1

2m

q

^

p

2

+ q�(

^

r)�

^

m

L

�B=�

0

�

1

2

^

m

ind

�B=�

0

=

1

2m

q

^

p

2

+ q�(

^

r)�

q

2m

q

^

L �B�

q

2

8m

q

�

^

r� (

^

r�B)

�

�B (5.103)

aufges
hrieben werden.

Wir wollen f

�

ur in Atomen gebundene Elektronen die beiden We
h-

selwirkungsenergien auf der Grundlage einer klassis
hen Abs
h

�

atzung

gr

�

o�enordnungsm

�

a�ig miteinander verglei
hen. Legen wir die z-A
hse

parallel zum B-Feld, so gilt gem

�

a� (5.100)

H

dia

=

q

2

8m

q

(x

2

+ y

2

)B

2

(5.104)

4

Siehe Abs
hnitt 4.4 der Vorlesung Elektrodynamik.
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und folgli
h ist

�

�

�

�

H

dia

H

par

�

�

�

�

=

�

�

�

�

q(x

2

+ y

2

)B

4L

z

�

�

�

�

=

�

�

�

�

B

B

atom

�

�

�

�

(5.105)

mit

jB

atom

j �

4~

er

2

0

� 10

6

Vs/m

2

(5.106)

(q= e, L

z

�~, x

2

+ y

2

= r

2

0

). F

�

ur (experimentell) errei
hbare Felder von

etwa 10

1

Vs/m

2

,

�

�

�

�

H

dia

H

par

�

�

�

�

� 10

�5

; (5.107)

sind also unter Laborbedingungen diamagnetis
he E�ekte in der Regel

wesentli
h kleiner als paramagnetis
he.

5

Andererseits liefert eine ana-

loge Abs
h

�

atzung des Verh

�

altnisses von paramagnetis
her Energie und

Coulomb-Energie

�

�

�

�

H

par

q�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

B

qm

q

=(2�"

0

r

0

L

z

)

�

�

�

�

� 2� 10

�14

m

2

V

�1

s

�1

jBj; (5.108)

d.h., die

�

Anderungen atomarer Energieniveaus unter dem Ein
u� von

Magnetfeldern unter Laborbedingungen sind gering.

Im Falle eines Elektrons (q=�e, m

q

=m

e

) wird der Operator des

magnetis
hen Moments (5.99)

�

ubli
herweise in der Form

^

m

L

= ��

B

^

L=~ (5.109)

mit

�

B

=

�

0

e~

2m

e

(5.110)

als dem aus dem Abs
hnitt 3.5.3 bereits bekannten Bohrs
hen Magne-

ton angegeben [siehe au
h die Anmerkung auf Seite 146 und speziell die

Glei
hungen (3.451) und (3.453)℄. Da der Bahndrehimpuls eines Elek-

trons Anla� zu einem magnetis
hen Moment m

L

gibt, liegt es nahe,

5

Es gibt jedo
h au
h Situationen, in denen diamagnetis
he und paramagnetis
he E�ekte ver-

glei
hbar sein k

�

onnen (z.B. f

�

ur Metallelektronen und freie Elektronen oder unter sol
hen extremen

Bedingungen, wie sie etwa auf der Ober


�

a
he von Neutronensternen herrs
hen: B bis zu 10

8

Vs/m

2

).
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dem Spin des Elektrons, der ebenfalls den Charakter eines Drehimpul-

ses { des Eigendrehimpulses { besitzt mit einem magnetis
hen Moment

m

S

zu verkn

�

upfen,

^

m

S

�

^

S: (5.111)

Die Erfahrung besagt, da� [im Gegensatz zu (5.109)℄

^

m

S

= �2�

B

^

S=~

(5.112)

gilt. Das Auftreten des in (5.109) fehlenden Faktors 2 wird au
h als

magnetome
hanis
he Anomalie bezei
hnet. F

�

ur andere Elementar-

teil
hen kann der Zusammenhang zwis
hen

^

m

S

und

^

S in der Form

^

m

S

= g

S

�

0

q

2m

q

^

S

(5.113)

angegeben werden, wobei g

S

als gyromagnetis
her Faktor bezei
h-

net wird. W

�

ahrend f

�

ur Elektronen g

S

� g

e

=2 ist,

6

gilt f

�

ur Protonen (p)

und Neutronen (n), die ebenfalls den Spin 1=2 besitzen,

g

S

� g

p

= 5:59; g

S

� g

n

= �3:83; (5.114)

wenn in (5.113) f

�

ur q die positive Elementarladung e und f

�

urm

q

die Pro-

tonenmasse m

p

bzw. Neutronenmasse m

n

eingesetzt wird. Die Gr

�

o�e

�

K

=

�

0

e~

2m

p

(5.115)

wird in diesem Zusammenhang au
h als Kernmagneton bezei
hnet.

7

Entspre
hend (5.99) und (5.113) ergibt si
h der Operator des ge-

samten magnetis
hen Moments eines (Elementar-)Teil
hens mit Spin

6

Genaugenommen ist g

e

=2:0023, wobei die kleine Abwei
hung von 2 von der We
hselwirkung

des Elektrons mit dem quantisierten elektromagnetis
hen Feld herr

�

uhrt und ein Beleg daf

�

ur ist, da�

au
h das elektromagnetis
he Feld quantisiert werden mu�.

7

Wegen der Protonenmasse ist �

K

rund 1840mal kleiner als �

B

.
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S ganz allgemein als:

^

m =

^

m

L

+

^

m

S

=

�

0

q

2m

q

�

^

L+ g

S

^

S

�

(5.116)

Der Operator der paramagnetis
hen We
hselwirkungsenergie lautet

dann

^

H

par

= �

^

m �B=�

0

; (5.117)

und der (spinfreie) Hamilton-Operator (5.103) ist dur
h den (den Spin

enthaltenden) Hamilton-Operator

^

H =

1

2m

q

^

p

2

+ q�(

^

r)

�

q

2m

q

�

^

L+ g

S

^

S

�

�B�

q

2

8m

q

�

^

r� (

^

r�B)

�

�B (5.118)

zu ersetzen, allgemeiner

^

H =

1

2m

q

[

^

p� qA(

^

r)℄

2

+ q�(

^

r)�

g

S

q

2m

q

^

S �B(

^

r): (5.119)

Weitere Terme des Hamilton-Operators, die den Spin enthalten,

sind relativistis
he Korrekturen. Ein wi
htiges Korrekturglied ist das

der Spin-Bahn-Kopplung:

^

H

LS

=

g

S

q

4m

2

q




2

[r�(

^

r)�

^

p℄ �

^

S

(5.120)

F

�

ur ein kugelsymmetris
hes Potential �(r) kann es au
h in der Form

^

H

LS

=

g

S

q

4m

2

q




2

1

r̂

d�(r̂)

dr̂

^

L �

^

S (5.121)

ges
hrieben werden.
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Bezei
hnen wir mit

^

H

0

den Teil des Hamilton-Operators, der die

Spinvariablen ni
ht explizit enth

�

alt,

^

H

0

= f

0

(

^

r;

^

p) =

1

2m

q

[

^

p� qA(

^

r)℄

2

+ q�(

^

r); (5.122)

so lautet der Hamilton-Operator unter Ber

�

u
ksi
htigung der We
h-

selwirkung des Teil
henspins mit einem Magnetfeld sowie der Spin-

Bahnkopplung:

^

H = f

0

(

^

r;

^

p)�

g

S

q

2m

q

B(

^

r) �

^

S+

g

S

q

4m

2

q




2

[r�(

^

r)�

^

p℄ �

^

S

(5.123)

Im S
hr

�

odinger-Bild gen

�

ugt der Zustandsvektor j i eines quanten-

me
hanis
hen Systems bekanntli
h der Bewegungsglei
hung

i~

dj (t)i

dt

=

^

Hj (t)i: (5.124)

Im Falle eines Teil
hens mit Spin 1=2 ist der zugrunde liegende Hilbert-

Raum der Produktraum H

Bahn

� H

S=1=2

. W

�

ahlen wir

^

r und

^

S

z

als

vollst

�

andigen Satz vertr

�

agli
her Observablenoperatoren, so bildet die

Gesamtheit der Eigenvektoren

jr; �i = jrij�i (� = 1; 2) (5.125)

[mit jri und j�i gem

�

a� (5.54) und (5.60), (5.61)℄ eine m

�

ogli
he Basis

des Hilbert-Raums. In dieser Darstellung stellen die Komponenten von

j (t)i,

hr; �j i =  

�

(r; t) (5.126)

zweikomponentige Feldfunktionen dar, deren zeitli
he Entwi
klung

gem

�

a�

i~

� 

�

(r; t)

�t

=

2

X

�

0

=1

Z

d

3

r

0

hr; �j

^

Hjr

0

; �

0

i 

�

0

(r

0

; t) (5.127)
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erfolgt. Speziell f

�

ur

^

H aus (5.123) erhalten wir (

^

r! r,

^

p!�i~r):

i~

� 

�

(r; t)

�t

=

2

X

�

0

=1

�

f

�

r;

~

i

r

�

Æ

��

0

�

g

S

q

2m

q

B(r) � S

��

0

+

g

S

q

4m

2

q




2

�

r�(r)�

~

i

r

�

� S

��

0

�

 

�

0

(r; t)

(5.128)

Die (zwei gekoppelten) Glei
hungen stellen die Verallgemeinung der

spinfreien S
hr

�

odinger-Glei
hung (5.93) f

�

ur die skalare Wellenfunktion

 (r; t) dar. Die zwei (Wellen)-Funktionen  

1

(r; t) und  

2

(r; t) bilden

die Komponenten eines Spinorfeldes, dessen zeitli
he Entwi
klung der

Pauli-Glei
hung (5.128) folgt.

5.1.4 Addition von Drehimpulsen

Der Gesamtdrehimpuls eines Teil
hens setzt si
h additiv aus Bahndreh-

impuls und Spin zusammen,

^

J =

^

L+

^

S: (5.129)

Da

^

L und

^

S in vers
hiedenen R

�

aumen wirken, ist

�

^

L

i

;

^

S

j

�

= 0: (5.130)

Gen

�

ugen die

^

L

i

und die

^

S

i

jeweils Vertaus
hungsregeln vom Typ (5.3),

dann gen

�

ugen folgli
h au
h die

^

J

i

sol
hen Vertaus
hungsregeln und

stellen also tats

�

a
hli
h Drehimpulskomponenten dar. Es ist lei
ht zu

zeigen, da� die Vertaus
hungsregeln

�

^

L

2

;

^

J

i

�

= 0;

�

^

L

2

;

^

J

2

�

= 0; (5.131)

�

^

S

2

;

^

J

i

�

= 0;

�

^

S

2

;

^

J

2

�

= 0 (5.132)

gelten. Die Vertaus
hungsregeln (5.4), (5.131) und (5.132) implizieren,

da� (beispielsweise)

^

J

2

,

^

J

z

,

^

L

2

und

^

S

2

miteinander vertaus
hen und
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somit ein gemeinsames Eigenvektorsystem besitzen. Bezei
hnen wir die

Eigenvektoren mit jl; s; j;mi, so gilt

^

J

2

jl; s; j;mi = j(j + 1)~

2

jl; s; j;mi; (5.133)

^

J

z

jl; s; j;mi = m~jl; s; j;mi; (5.134)

^

L

2

jl; s; j;mi = l(l + 1)~

2

jl; s; j;mi; (5.135)

^

S

2

jl; s; j;mi = s(s+ 1)~

2

jl; s; j;mi: (5.136)

Die Vektoren jl; s; j;mi liegen o�ensi
htli
h in dem Produktraum der

Vektoren jl;m

l

i und js;m

s

i,

^

L

2

jl;m

l

i = l(l + 1)~

2

jl;m

l

i; (5.137)

^

L

z

jl;m

l

i = m

l

~jl;m

l

i; (5.138)

^

S

2

js;m

s

i = s(s+ 1)~

2

js;m

s

i; (5.139)

^

S

z

js;m

s

i = m

s

~js;m

s

i; (5.140)

so da�

jl; s; j;mi =

X

m

l

X

m

s

C

m

l

m

s

m

lsj

jl;m

l

; s;m

s

i (5.141)

(jl;m

l

; s;m

s

i= jl;m

l

ijs;m

s

i) gilt.

Die obigen

�

Uberlegungen gelten nat

�

urli
h ni
ht nur f

�

ur die Addition

von Bahndrehimpuls und Spin, sondern generell f

�

ur die Addition von

miteinander vertaus
hbaren Drehimpulsen (wie etwa im Falle mehre-

rer Teil
hen die Addition ihrer Drehimpulse). Es seien

^

J

1

und

^

J

2

zwei

miteinander vertaus
hbare Drehimpulse,

�

^

J

1i

;

^

J

2j

�

= 0: (5.142)

Dann besitzen

^

J

2

,

^

J

z

,

^

J

2

1

und

^

J

2

2

ein gemeinsames System von Eigen-

vektoren jj

1

; j

2

; j;mi:

jj

1

; j

2

; j;mi =

X

m

1

X

m

2

C

m

1

m

2

m

j

1

j

2

j

jj

1

;m

1

; j

2

;m

2

i

(5.143)
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Die KoeÆzienten C

m

1

m

2

m

j

1

j

2

j

hei�en au
h Clebs
h-Gordan-Koef�zien-

ten. Es l

�

a�t si
h zeigen, da� sie nur f

�

ur

m = m

1

+m

2

j = j

1

+ j

2

; j

1

+ j

2

� 1; : : : ; jj

1

� j

2

j

(5.144)

von Null vers
hieden sind.

5.2 Reine und gemis
hte Zust

�

ande

Der quantenme
hanis
he Zustand eines Systems ist bekanntli
h dur
h

die Messung eines vollst

�

andigen Satzes vertr

�

agli
her Observablen fest-

legbar, wobei mit wa
hsender Anzahl von Teil
hen die Anzahl der Ob-

servablen zunimmt. Wie in der klassis
hen Physik wird es ab einer

gewissen Anzahl von Teil
hen praktis
h ni
ht mehr m

�

ogli
h sein, alle

diese Gr

�

o�en zu messen, so da� notgedrungen auf Information

�

uber das

System verzi
htet werden mu�.

8

Dieser Verlust an Information f

�

uhrt

sowohl bei der klassis
hen als au
h der quantenme
hanis
hen Bes
hrei-

bung des Systems dazu, da� nur no
h Wahrs
heinli
hkeitsaussagen

ma
hbar sind. Da die Quantentheorie an si
h nur Wahrs
heinli
hkeits-

ausssagen gestattet, werden diese i. allg. dur
h eine weitere Statistik

�

uberlagert, die der mangelnden Information

�

uber das System Re
hnung

tr

�

agt. Die Wahrs
heinli
hkeiten, die dur
h diese (zweite) Statistik in die

Quantentheorie eingef

�

uhrt werden, sind von derselben Natur wie in der

klassis
hen Theorie und sind wohl zu unters
heiden von jenen, die der

Quantentheorie zugrunde liegen.

5.2.1 Der Di
hteoperator

Wir wollen unter einem reinen Zustand eines quantenme
hanis
hen Sy-

stems einen Zustand verstehen, der dur
h einen Zustandsvektor (im

Hilbert-Raum des Systems) bes
hreibbar ist.

9

Ist der reine Zustand und

8

Obwohl der vollst

�

andige Satz von Observablen in der Quantentheorie i. allg. kleiner als in

der klassis
hen Theorie ist, f

�

allt dies bei Systemen aus makroskopis
h vielen (� 10

23

) Teil
hen

o�ensi
htli
h ni
ht ins Gewi
ht.

9

Das klassis
he Analogon w

�

are ein Punkt im Phasenraum des Systems.
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damit der Zustandsvektor j i ni
ht genau bekannt, kann h

�

o
hstens die

Aussage getro�en werden, da� der Zustandsvektor zu einer Gesamtheit

von Zustandsvektoren

fj 

�

ig b= j 

1

i; j 

2

i; : : : j 

�

i; : : : (5.145)

mit den relativen H

�

au�gkeiten (d.h. Wahrs
heinli
hkeiten)

fp

�

g b= p

1

; p

2

; : : : ; p

�

; : : : (5.146)

geh

�

ort. Das hei�t, p

�

ist die Wahrs
heinli
hkeit, da� si
h das System in

dem dur
h j 

�

i bes
hriebenen reinen Zustand be�ndet, wobei i. allg.

nur verlangt wird, da� j 

�

i normierbar ist,

h 

�

j 

�

i = 1; (5.147)

und somit au
h ni
htorthogonale Zust

�

ande,

h 

�

j 

�

0

i 6= 0; (5.148)

erlaubt sind. Entspre
hend ihrer Bedeutung als Wahrs
heinli
hkeiten

gen

�

ugen die p

�

den folgenden Bedingungen:

p

�

� 0;

X

�

p

�

= 1

(5.149)

Die Gesamtheit von reinen Zust

�

anden fj 

�

ig mit Wahrs
heinli
hkeiten

fp

�

g wird als gemis
hter Zustand bezei
hnet.

Be�ndet si
h das System in einem reinen Zustand j 

�

i, dann ist der

Erwartungswert einer Gr

�

o�e A bekanntli
h dur
h




^

A

�

�

= h 

�

j

^

Aj 

�

i (5.150)

gegeben. Ist j 

�

i Element eines Gemis
hes von Zust

�

anden, dessen re-

lative H

�

au�gkeit p

�

ist, mu� no
h

�

uber alle Erwartungswerte (5.150)

gemittelt werden:




^

A

�

=

X

�

p

�

h

^

Ai

�

=

X

�

p

�

h 

�

j

^

Aj 

�

i: (5.151)
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Es sei fjgig ein beliebiges vollst

�

andiges Orthonormalsystem, so da�

gem

�

a� (4.154)

^

I =

X

Z

g

jgihgj (5.152)

gilt. Damit formen wir die re
hte Seite von (5.151) wie folgt um:




^

A

�

=

X

�

p

�

X

Z

g

h 

�

j

^

Ajgihgj 

�

i

=

X

Z

g

X

�

p

�

hgj 

�

ih 

�

j

^

Ajgi

=

X

Z

g

hgj

�

X

�

p

�

j 

�

ih 

�

j

^

A

�

jgi = Tr

�

X

�

p

�

j 

�

ih 

�

j

^

A

�

: (5.153)

Mit der De�nition

%̂ =

X

�

p

�

j 

�

ih 

�

j

(5.154)

lautet die Glei
hung (5.153):




^

A

�

= Tr

�

%̂

^

A

�

(5.155)

Der (ni
ht negative) Operator %̂ hei�t Di
hteoperator oder au
h stati-

stis
her Operator. Liegt ein reiner Zustand j i= j 

�

i vor (p

�

=1 f

�

ur

�=� und p

�

=0 sonst), so reduziert si
h %̂ auf

%̂ = j ih j: (5.156)

Die Wahrs
heinli
hkeit, das System in einem beliebigen reinen Zu-

stand j'i zu �nden, ist




^

P

j'i

�

= Tr

�

%̂

^

P

j'i

�

= h'j%̂j'i (5.157)
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(h'j'i=1). Die Diagonalmatrixelemente des Di
hteoperators in einer

beliebigen Basis haben also die physikalis
he Bedeutung von Wahr-

s
heinli
hkeiten (bzw. Wahrs
heinli
hkeitsdi
hten, falls die j'i Dira
-

Vektoren sein sollten).

10

Erwartungsgem

�

a� gilt

0 � h'j%̂j'i =

X

�

p

�

�

�

h'j 

�

i

�

�

2

�

X

�

p

�

= 1: (5.158)

Aus (5.147) und (5.149) [zusammen mit (5.152)℄ folgt, da�

Tr %̂ = 1

(5.159)

ist, wie uns
hwer zu zeigen ist:

Tr %̂ =

X

Z

g

X

�

p

�

hgj 

�

ih 

�

jgi

=

X

�

p

�

X

Z

g

h 

�

jgihgj 

�

i

=

X

�

p

�

h 

�

j 

�

i =

X

�

p

�

= 1: (5.160)

Ferner gilt

Tr %̂

2

= Tr

�

X

�

X

�

0

p

�

p

�

0

j 

�

ih 

�

j 

�

0

ih 

�

0

j

�

=

X

�

X

�

0

p

�

p

�

0

h 

�

j 

�

0

iTr (j 

�

ih 

�

0

j)

=

X

�

X

�

0

p

�

p

�

0

�

�

h 

�

j 

�

0

i

�

�

2

�

X

�

X

�

0

p

�

p

�

0

= 1 (5.161)

und somit

Tr %̂

2

� Tr %̂ = 1

(5.162)

10

In der Glei
hung (4.173) ist h j

^

P

S

(i)

j i dur
h Tr (%̂

^

P

S

(i)

) zu ersetzen.
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O�ensi
htli
h gilt das Glei
hheitszei
hen im Falle eines reinen Zu-

stands,

%̂ = j ih j ; Tr %̂

2

= 1: (5.163)

5.2.2 Die von Neumann-Glei
hung

Da im Heisenberg-Bild (Abs
hnitt 4.2.3.1) die Zustandsvektoren zeit-

unabh

�

angig sind,

dj 

�

(t)i

dt

= 0; (5.164)

gilt gem

�

a� (5.154)

d%̂

dt

=

X

�

_p

�

j 

�

ih 

�

j: (5.165)

�

Ubli
herweise kann angenommen werden, da� (im betra
hteten Zeit-

intervall) die zugrunde gelegte Gesamtheit von Zust

�

anden si
h selbst

�

uberlassen bleibt, die Wahrs
heinli
hkeiten p

�

also ni
ht (dur
h einen

Me�eingri� von au�en) ver

�

andert werden,

_p

�

= 0; (5.166)

und folgli
h der Di
hteoperator zeitli
h konstant ist:

d%̂

dt

= 0: (5.167)

Anders sieht es im S
hr

�

odinger-Bild (Abs
hnitt 4.2.3.3) aus, in dem

dj 

�

(t)i

dt

=

1

i~

^

H(t)j (t)i (5.168)

gilt, wenn

^

H(t) der System-Hamilton-Operator ist.

11

Mit der De�nition

11

Bea
hte, da� der Hamilton-Operator explizit zeitabh

�

angig sein kann.
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von %̂ gem

�

a� (5.154) folgt dann f

�

ur die zeitli
he Ableitung von %̂

d%̂

dt

=

X

�

�

p

�

�

dj 

�

i

dt

h 

�

j+ j 

�

i

dh 

�

j

dt

�

+ _p

�

j 

�

ih 

�

j

�

=

1

i~

X

�

h

p

�

�

^

Hj 

�

ih 

�

j � j 

�

ih 

�

j

^

H

�

+ _p

�

j 

�

ih 

�

j

i

=

1

i~

�

^

H; %

�

+

X

�

_p

�

j 

�

ih 

�

j: (5.169)

Nehmen wir wieder zeitunabh

�

angige p

�

an, folgt die zeitli
he Ent-

wi
klung des Di
hteoperators im S
hr

�

odinger-Bild der von-Neumann-

Glei
hung:

d%̂(t)

dt

=

1

i~

�

^

H(t); %̂(t)

�

(5.170)

Es ist uns
hwer zu zeigen, da� die L

�

osung dieser Glei
hung in Form der

unit

�

aren Transformation

%̂(t) =

^

U(t; t

0

)%̂(t

0

)

^

U

y

(t; t

0

)

(5.171)

mit dem Zeitentwi
klungsoperator

^

U(t; t

0

) = T exp

�

1

i~

Z

t

t

0

d�

^

H(�)

�

(5.172)

[Glei
hung (4.255)℄ angegeben werden kann.

5.2.3 We
hselwirkende Systeme

Gegeben sei ein Gesamtsystem (Hamilton-Operator

^

H), das aus zwei

miteinander we
hselwirkenden Teilsystemen (Hamilton-Operatoren

^

H

1

und

^

H

2

) besteht,

^

H =

^

H

1

+

^

H

2

+

^

H

int

: (5.173)
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PSfrag repla
ements

System 1 System 2

%̂

1

%̂

2

We
hselwirkung

Gesamtsystem

j i

Abbildung 5.1: Gemis
hte Zust

�

ande in we
hselwirkenden Systemen.

Der Hilbert-Raum H des Gesamtsystems, aufgespannt dur
h das Ba-

sisvektorsystem fjgig, sei das direkte Produkt der Hilbert-R

�

aume H

1

und H

2

der beiden Teilsysteme, deren Basisvektorsysteme fjg

1

ig und

fjg

2

ig seien,

H = H

1


H

2

; (5.174)

jgi = jg

1

; g

2

i = jg

1

ijg

2

i: (5.175)

Von besonderem Interesse seien nur die Eigens
haften des einen

Systems (z.B. des Systems 1), so da� auf die Kenntnis der das andere

System 
harkterisierenden Gr

�

o�en bewu�t verzi
htet werden kann. Es

sei A

1

eine Gr

�

o�e des interessierenden Systems 1. Die Matrixelemente

des zugeordneten Operators

^

A

1

in der gew

�

ahlten Basis,

hgj

^

A

1

jg

0

i = hg

1

; g

2

j

^

A

1

jg

0

1

; g

0

2

i = hg

1

j

^

A

1

jg

0

1

i Æ(g

2

; g

0

2

) (5.176)

sind dann diagonal bez

�

ugli
h der Basis von H

2

. Wir wollen zun

�

a
hst

annehmen, da� si
h das Gesamtsystem in einem reinen Zustand j i

be�ndet. F

�

ur den Erwartungswert von A

1

folgt dann mit (5.176)




^

A

1

�

=

X

Z

g

1

X

Z

g

2

hg

1

; g

2

j ih j

^

A

1

jg

1

; g

2

i

=

X

Z

g

1

X

Z

g

2

hg

1

jhg

2

j ih jg

2

i

^

A

1

jg

1

i

=

X

Z

g

1

hg

1

j

�

X

Z

g

2

hg

2

j ih jg

2

i

�

^

A

1

jg

1

i; (5.177)
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und somit gilt:




^

A

1

�

= Tr

�

%̂

1

^

A

1

�

(5.178)

%̂

1

=

X

Z

g

2

hg

2

j ih jg

2

i

(5.179)

Der Operator %̂

1

besitzt alle Eigens
haften eines Di
hteoperators des

Systems 1. Insbesondere repr

�

asentiert er i. allg. keinen reinen Zustand

j 

1

i des Systems 1. Wir stellen den als rein angenommenen Zustand

des Gesamtsystems in der Form

j i =

X

Z

g

1

X

Z

g

2

jg

1

; g

2

ihg

1

; g

2

j i (5.180)

dar und �nden

�

�

'

(g

2

)

1

�

� hg

2

j i =

X

Z

g

1

jg

1

ihg

1

; g

2

j i: (5.181)

O�ensi
htli
h ist j'

1

(g

2

)i ein no
h von g

2

abh

�

angender Vektor in H

1

,

der no
h ni
ht auf 1 normiert ist. Es gilt




'

(g

2

)

1

�

�

'

(g

2

)

1

�

= p

(g

2

)

(5.182)

mit

p

(g

2

)

=

X

Z

g

1

�

�

hg

1

; g

2

j i

�

�

2

; (5.183)

0 � p

(g

2

)

� 1; (5.184)

als der Wahrs
heinli
hkeitW

g

2

[bzw. Wahrs
heinli
hkeitsdi
hteW (g

2

)℄,

das System 1 in dem Zustand jg

1

i anzutre�en. Wir f

�

uhren die auf 1

normierten Vektoren

�

�

 

(g

2

)

1

�

=

�

�

'

(g

2

)

1

�

p

p

(g

2

)

; j'

(g

2

)

1

�

=

p

p

(g

2

)

�

�

 

(g

2

)

1

�

(5.185)
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ein und sehen, da� die De�nitionsglei
hung (5.179) f

�

ur %̂

1

auf die Form

%̂

1

=

X

Z

g

2

�

�

'

(g

2

)

1

�


'

(g

2

)

1

�

�

=

X

Z

g

2

p

(g

2

)

�

�

 

(g

2

)

1

�


 

(g

2

)

1

�

�

(5.186)

gebra
ht werden kann. Diese entspri
ht aber genau der De�nition

(5.154), wie sie im Zusammenhang mit dem statistis
hen Zugang {

n

�

amli
h Mittelung

�

uber ein Ensemble von Systemzust

�

anden mit vor-

gegebenen statistis
hen Gewi
hten { verwendet wurde.

Die Verallgemeinerung von (5.179) auf den Fall, da� f

�

ur das Ge-

samtsystem ni
ht ein reiner Zustand, sondern bereits ein gemis
hter

Zustand mit einem Di
htoperator %̂ anzusetzen ist, liegt auf der Hand:

%̂

1

=

X

Z

g

2

hg

2

j%̂jg

2

i = Tr

2

%̂

(5.187)

(Tr

2

- Spurbildung bez

�

ugli
h des Systems 2). Aus der Konstruktion des

Di
hteoperators %̂

1

ist in Verbindung mit (5.173) unmittelbar ersi
ht-

li
h, da� im S
hr

�

odinger-Bild %̂

1

i. allg. ni
ht einer Bewegungsglei
hung

vom Typ (5.170) [mit

^

H

1

anstelle von

^

H℄ gen

�

ugt, da i. allg.

d%̂

1

dt

=

1

i~

Tr

2

n

�

^

H; %̂

�

o

6=

1

i~

�

^

H

1

; %̂

1

�

(5.188)

ist.

5.3 St

�

orungstheorie

Wie in der klassis
hen Theorie sind au
h in der Quantentheorie (und

hier no
h viel st

�

arker als in der klassis
hen Theorie) nur sehr wenige

Probleme streng l

�

osbar, so da� auf N

�

aherungsverfahren zur

�

u
kgegri�en

werden mu�. Eine typis
he Situation ist die folgende. Gegeben sei ein

physikalis
hes System, dessen Hamilton-Operator

^

H si
h additiv aus

zwei Termen zusammensetzt,

^

H =

^

H

(0)

+

^

H

(1)

; (5.189)
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wobei die L

�

osung des dur
h

^

H

(0)

de�nierten Problems bekannt ist, je-

do
h das eigentli
he, dur
h

^

H de�nierte Problem ni
ht streng l

�

osbar ist,

bzw. die L

�

osung ni
ht bekannt ist. Kann

^

H

(1)

als kleine St

�

orung aufge-

fa�t werden,

12

ist es in vielen F

�

allen m

�

ogli
h, dur
h Entwi
klung na
h

Potenzen des Kleinheitsparameters akzeptable N

�

aherungsl

�

osungen zu

erhalten.

5.3.1 S
hr

�

odingers
he St

�

orungstheorie

Wir wollen ein abges
hlossenes System betra
hten, so da� der

Hamilton-Operator

^

H ni
ht explizit zeitabh

�

angig ist. Gesu
ht seien die

Eigenwerte und Eigenkets von

^

H, d.h. die L

�

osung des Eigenwertprob-

lems

^

Hj'i = Ej'i: (5.190)

Bekannt sei die L

�

osung des Eigenwertproblems von

^

H

(0)

,

^

H

(0)

jn; �i = E

(0)

n

jn; �i; (5.191)

wobei wir annehmen wollen, da�

^

H

(0)

zu einem vollst

�

andigen Satz

von Observablenoperatoren geh

�

ort, dessen Eigenvektoren jn; �i den

Hilbert-Raum des betra
hteten Systems ganz aufspannen. Da au�er

^

H

(0)

no
h weitere Operatoren zu dem gew

�

ahlten Satz von Operatoren

geh

�

oren m

�

ogen, ist mit Energieentartung zu re
hnen, was dur
h die

"

Quantenzahlen\ � zum Ausdru
k gebra
ht wird. Eine Aufgabenstel-

lung dieser Art ist typis
h f

�

ur die Bestimmung der diskreten station

�

aren

Zust

�

ande von (aus mehreren Elektronen und Kernen bestehenden) Ato-

men und Molek

�

ulen. Wir wollen uns deshalb auf diskretes n und �

bes
hr

�

anken.

13

In der Darstellung mit den jn; �i geht (5.190) in

hn; �j

^

Hj'i = Ehn; �j'i (5.192)

�

uber, woraus das Glei
hungssystem

X

n

0

;�

0

hn; �j

^

Hjn

0

�

0

ihn

0

; �

0

j'i = Ehn; �j'i (5.193)

12

Das hei�t, die f

�

ur das Problem relevanten Matrixelemente von

^

H

(1)

sind betragsm

�

a�ig klein im

Verglei
h zu den entspre
henden Matrixelementen von

^

H

(0)

.

13

Dies bedeutet f

�

ur Atome und Molek

�

ule, da� der Hilbert-Raum auf den Unterraum der gebunde-

nen Zust

�

ande reduziert wird. Ist dies ni
ht m

�

ogli
h, sind in den folgenden Glei
hungen die Summen

dur
h entspre
hende Integrale zu ersetzen bzw. zu erg

�

anzen.
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resultiert. Wir ber

�

u
ksi
htigen (5.189) und (5.191) und erhalten s
hlie�-

li
h:

X

n

0

;�

0

h

hn; �j

^

H

(1)

jn

0

; �

0

i �

�

E �E

(0)

n

�

Æ

nn

0

Æ

��

0

i

hn

0

; �

0

j'i = 0

(5.194)

Die L

�

osbarkeitsbedingung dieses (unendli
h-dimensionalen) homoge-

nen, linearen Glei
hungssystem,

det

�

�

�

hn; �j

^

H

(1)

jn

0

; �

0

i �

�

E � E

(0)

n

�

Æ

nn

0

Æ

��

0

�

�

�

= 0; (5.195)

stellt dann bekanntli
h die Bestimmungsglei
hung f

�

ur die gesu
hten

Energieeigenwerte E dar (siehe au
h Punkt 2 der Anmerkungen auf

Seite 223).

Kann

^

H

(1)

als kleine St

�

orung angesehen werden { die dur
h

^

H

(1)

be-

dingten Modi�kationen der Energieniveaus E

n

sind klein im Verglei
h

zu den Energieniveaus selbst { dann kann versu
ht werden, das Eigen-

wertproblem (5.190) im Sinne einer st

�

orungstheoretis
hen Entwi
klung

zu l

�

osen. Eine m

�

ogli
he Methode stellt die S
hr

�

odingers
he St

�

orungs-

theorie dar.

Ni
htentartete ungest

�

orte Energieniveaus

Um die formale Re
hnung

�

ubersi
htli
her zu gestalten, s
hreiben wir

anstelle (5.189)

^

H =

^

H

(0)

+ �

^

H

(1)

(5.196)

so da� Ordnen na
h Potenzen der St

�

orung einfa
h Ordnen na
h Poten-

zen des (�ktiven) Parameters � bedeutet, wobei am S
hlu� der jeweili-

gen Re
hnungen dann wieder �=1 zu setzen ist. Wir su
hen die L

�

osung

der Eigenwertglei
hung (5.190) in Form der Reihenentwi
klungen

E =

1

X

m=0

�

m

E

(m)

n

; (5.197)

j'i =

1

X

m=0

�

m

�

�

'

(m)

n

�

; (5.198)
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wobei wir von der L

�

osung des ungest

�

orten Energieeigenwertproblems

ausgehen und versu
hen wollen, die dur
h die St

�

orung bedingten Kor-

rekturen zu bere
hnen. Wir setzen die Entwi
klungen (5.197) und

(5.198) in (5.190) ein und erhalten [zusammen mit (5.196)℄

^

H

(0)

�

�

'

(0)

n

�

+

1

X

m=1

�

m

�

^

H

(0)

�

�

'

(m)

n

�

+

^

H

(1)

�

�

'

(m�1)

n

�

�

=

1

X

m=0

m

X

m

0

=0

�

m

E

(m

0

)

n

�

�

'

(m�m

0

)

n

�

: (5.199)

Wir verglei
hen glei
he Potenzen von � und erhalten in nullter Ordnung

die Glei
hung

^

H

(0)

�

�

'

(0)

n

�

= E

(0)

n

�

�

'

(0)

n

�

(5.200)

und in m-ter Ordnung (m> 0)

^

H

(0)

�

�

'

(m)

n

�

+

^

H

(1)

�

�

'

(m�1)

n

�

=

m

X

m

0

=0

E

(m

0

)

n

�

�

'

(m�m

0

)

n

�

(m > 0): (5.201)

Das resultierende Glei
hungssystem ist nun S
hritt f

�

ur S
hritt zu l

�

osen.

Sind die Energieniveaus in nullter N

�

aherung ni
ht entartet,

jn; �i = jni; (5.202)

liefert die Glei
hung (5.200) einfa
h

j'

(0)

n

i = jni (5.203)

Um die Glei
hung (5.201) auszuwerten, bemerken wir zun

�

a
hst, da�

die (mathematis
he) Eigens
haft Eigenvektor zu sein nat

�

urli
h ni
ht

daran gebunden ist, da� der betre�ende Vektor (unter physikalis
hen

Gesi
htspunkten bereits) auf eins normiert ist. F

�

ur die Bere
hnung der

Energiekorrekturen E

(m)

n

ist es deshalb oft bequem, die intermedi

�

are

Normierung




'

(0)

n

�

�

'

n

�

= 1 (5.204)

(j'

n

i� j'i) und somit in jeder Ordnung (m> 0)




'

(0)

n

�

�

'

(m)

n

�

= 0 (5.205)
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zu fordern. Wie uns
hwer zu sehen ist, garantiert sie die Normierung

h'

n

j'

n

i=1 bis zur ersten Ordnung eins
hlie�li
h,

j'

n

i �

�

�

'

(0)

n

�

+

�

�

'

(1)

n

�

; (5.206)

h'

n

j'

n

i �




'

(0)

n

�

�

'

(0)

n

�

+




'

(1)

n

�

�

'

(0)

n

�

+




'

(0)

n

�

�

'

(1)

n

�

=




'

(0)

n

�

�

'

(0)

n

�

= 1: (5.207)

Bei h

�

oheren Ordnungen mu� diese Normierung na
htr

�

agli
h dur
h-

gef

�

uhrt werden.

Beginnen wir mit m=1 (St

�

orungstheorie 1. Ordnung). In diesem

Fall lautet (5.201)

^

H

(0)

�

�

'

(1)

n

�

+

^

H

(1)

�

�

'

(0)

n

�

= E

(0)

n

�

�

'

(1)

n

�

+ E

(1)

n

�

�

'

(0)

n

�

(5.208)

bzw.

�

^

H

(0)

�E

(0)

n

�

�

�

'

(1)

n

�

=

�

E

(1)

n

�

^

H

(1)

�

�

�

'

(0)

n

�

: (5.209)

Wir multiplizieren diese Glei
hung von links mit h'

(0)

n

j und erhalten

unter Ber

�

u
ksi
htigung von (5.200), (5.203) sowie (5.205):

E

(1)

n

= hnj

^

H

(1)

jni

(5.210)

Um j'

(1)

n

i zu bestimmen, multiplizieren wir die Glei
hung (5.209) von

links mit h'

(0)

n

0

j (n

0

6=n), erhalten

�

E

(0)

n

0

�E

(0)

n

�


n

0

�

�

'

(1)

n

�

=




n

0

�

� ^

H

(1)

�

�

n

�

; (5.211)

woraus




n

0

�

�

'

(1)

n

�

=




n

0

�

� ^

H

(1)

�

�

n

�

E

(0)

n

� E

(0)

n

0

(n

0

6= n)

(5.212)
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folgt.

Wir f

�

uhren den Projektionsoperator

^

P

n

=

X

n

0

jn

0

ihn

0

j

| {z }

^

I

�jnihnj =

^

I � jnihnj (5.213)

ein,

^

P

n

jn

0

i =

(

jn

0

i f

�

ur n

0

6= n;

j0

V

i f

�

ur n

0

= n;

(5.214)

s
hreiben (5.212) in der Form




n

0

�

�

'

(1)

n

�

=




n

0

�

� ^

P

n

^

H

(1)

�

�

n

�

E

(0)

n

�E

(0)

n

0

; (5.215)

wobei n

0

nunmehr au
h n sein kann,

14

und sehen, da�

X

n

0

�

�

n

0

�


n

0

�

�

'

(1)

n

�

=

X

n

0

�

�

n

0

�


n

0

�

�
^

P

n

^

H

(1)

�

�

n

�

E

(0)

n

�E

(0)

n

0

=

X

n

0

jn

0

ihn

0

j

1

E

(0)

n

�

^

H

(0)

^

P

n

^

H

(1)

jni (5.216)

gilt und somit j'

(1)

n

i wie folgt dargestellt werden kann:

�

�

'

(1)

n

�

=

^

P

n

E

(0)

n

�

^

H

(0)

^

H

(1)

jni

(5.217)

Wir wollen abs
hlie�end no
h die Energiekorrektur 2. Ordnung be-

re
hnen. F

�

ur m=2 lautet (5.201)

^

H

(0)

�

�

'

(2)

n

�

+

^

H

(1)

�

�

'

(1)

n

�

= E

(0)

n

�

�

'

(2)

n

�

+ E

(1)

n

�

�

'

(1)

n

�

+ E

(2)

n

�

�

'

(0)

n

�

(5.218)

14

Genaugenommen vor der Division dur
h E

(0)

n

�E

(0)

n

0

.



260 KAPITEL 5. AUSGEW

�

AHLTE PROBLEME

Wir multiplizieren diese Glei
hung von links mit h'

(0)

n

j und erhalten

wegen (5.205)




'

(0)

n

�

�
^

H

(1)

�

�

'

(1)

n

�

= E

(2)

n

; (5.219)

woraus mit (5.217)

E

(2)

n

=




'

(0)

n

�

� ^

H

(1)

^

P

n

E

(0)

n

�

^

H

(0)

^

H

(1)

�

�

'

(0)

n

i

(5.220)

folgt.

Entartete ungest

�

orte Energieniveaus

Ist das ungest

�

orte Ausgangsenergieniveau E

(0)

n

(f

�

ur gegebenes n) k-

fa
h entartet, dann ist j'

(0)

n

i in (5.200) als Linearkombination der jn; �i

anzusetzen

�

�

'

(0)

n

�

=

X

�

�

�

n; �

�


n; �

�

�

'

(0)

n

�

; (5.221)

und in der Basis der jn; �i wird aus (5.209)

�

E

(0)

n

0

� E

(0)

n

�


n

0

; �

�

�

'

(1)

n

�

=

X

�

0

�

E

(1)

n

Æ

nn

0

Æ

��

0

�




n

0

; �

�

�
^

H

(1)

�

�

n; �

0

�

�




n; �

0

�

�

'

(0)

n

�

: (5.222)

F

�

ur n

0

=n erhalten wir somit ein aus k Glei
hungen bestehendes ho-

mogenes, lineares, algebrais
hes Glei
hungssystem zur Bestimmung der

Korrekturen der Energieeigenwerte in erster Ordnung und zur Festle-

gung der der St

�

orung angepa�ten Eigenvektoren in nullter Ordnung:

X

�

0

�

E

(1)

n

Æ

��

0

�




n; �

�

� ^

H

(1)

�

�

n; �

0

�

�




n; �

0

�

�

'

(0)

n

�

= 0

(5.223)
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Die Energiekorrekturen in erster Ordnung sind somit die Wurzeln der

folgenden S

�

akularglei
hung:

det

�

�

�

E

(1)

n

Æ

��

0

�




n; �

�

� ^

H

(1)

�

�

n; �

0

�

�

�

�

= 0

(5.224)

Die L

�

osung des Eigenwertproblems (5.223) liefert somit (f

�

ur gegebe-

PSfrag repla
ements

E

1

E

2

^

H

(1)

Abbildung 5.2: Teilweise Aufhebung der Entartung in 1. Ordnung St

�

o-

rungstheorie.

nes n) k Energiekorrekturwerte E

(1)

n�

(�=1; 2; 3; : : : ; k) und k Vektoren

j'

(0)

n�

i. Speziell f

�

ur die Energieeigenwerte gilt also bis eins
hlie�li
h der

ersten Ordnung

E

n

! E

n�

= E

(0)

n

+ E

(1)

n�

: (5.225)

Da au
h mehrfa
he Wurzeln der Glei
hung (5.224) vorkommen k

�

onnen,

mu� die Entartung (in dieser Ordnung) ni
ht vollst

�

andig aufgehoben

werden. Bei der Bere
hnung h

�

oherer Korrekturen kann gegebenenfalls

wieder die St

�

orungstheorie f

�

ur ni
htentartete Niveaus angewendet wer-

den, wobei es zwe
km

�

a�ig ist, von den Energien E

n�

gem

�

a� (5.225) und

den j'

(0)

n�

i als (neuer) nullter N

�

aherung auszugehen.

5.3.2 Dira
s
he St

�

orungstheorie

Gegeben sei ein quantenme
hanis
hes System, dessen Zustand zu einem

gewissen Zeitpunkt t

0

als bekannt vorausgesetzt werden kann und na
h
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dessen (weiterer) zeitli
her Entwi
klung gefragt wird. Der Hamilton-

Operator des Systems habe wieder die Form

^

H =

^

H

(0)

+

^

H

(1)

: (5.226)

Legen wir das S
hr

�

odinger-Bild zugrunde, so tr

�

agt bekanntli
h der

Zustandsvektor die dynamis
he Zeitabh

�

angigkeit. Gem

�

a� (4.254) und

(4.255) h

�

angt der Zustandsvektor zur Zeit t mit dem Zustandsvektor

zum Zeitpunkt t

0

�

uber eine unit

�

are Transformation zusammen,

j (t)i =

^

U(t; t

0

)j (t

0

)i; (5.227)

(

^

U

y

=

^

U

�1

), wobei speziell f

�

ur ni
ht explizit zeitabh

�

angiges

^

H

^

U(t; t

0

) = exp

�

1

i~

^

H(t� t

0

)

�

(5.228)

gilt. Es sei fjaig ein vollst

�

andiges Orthonormalsystem, das au
h Eigen-

vektorsystem von

^

H ist,

^

H jai = E

a

jai: (5.229)

Ist ein sol
hes Orthonormalsystem bekannt, so l

�

a�t si
h j (t)i na
h

den (dann ebenfalls bekannten) station

�

aren Zust

�

anden entwi
keln und

in der Form

j (t)i =

X

Z

a

^

U(t; t

0

)jaihaj (t

0

)i =

X

Z

a

e

�

i

~

E

a

t

jaihaj (t

0

)i (5.230)

mit bekannten

haj (t)i = e

�

i

~

E

a

t

haj (t

0

)i (5.231)

darstellen. Das hei�t, mit j (t

0

)i ist au
h j (t)i f

�

ur beliebiges t bekannt

(siehe au
h Abs
hnitt 2.9).

Wie bereits im Abs
hnitt 5.3.1 erw

�

ahnt, ist in der Regel nur ein Ba-

sisvektorsystem fjgig verf

�

ugbar, dessen Elemente Eigenvektoren eines

gewissen ungest

�

orten Hamilton-Operators

^

H

(0)

sind,

^

H

(0)

jgi = E

g

jgi: (5.232)
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In dieser Basis nimmt j (t)i in (5.227) die Gestalt

j (t)i =

X

Z

g

X

Z

g

0

jg

0

ihg

0

j

^

U(t; t

0

)jgihgj (t

0

)i (5.233)

an, und somit lauten die Komponenten von j (t)i

hg

0

j (t)i =

X

Z

g

hg

0

j

^

U(t; t

0

)jgihgj (t

0

)i: (5.234)

Diese sind bei bekannten Anfangskomponenten hgj (t

0

)i bekannt, wenn

die Matrixelemente

15

U

g

0

g

(t; t

0

) = hg

0

j

^

U(t; t

0

)jgi (5.235)

des Zeitentwi
klungsoperators bekannt sind. Die zentrale Aufgabe ist

also die Bere
hnung der Matrixelemente des Zeitentwi
klungsoperators.

Wir wollen zun

�

a
hst die physikalis
he Bedeutung dieser Matrixele-

mente kl

�

aren. Dazu betra
hten wir den Fall, da� das System zu dem

Zeitpunkt t

0

in einem Zustand jgi des zugrunde gelegten Orthonormal-

systems pr

�

apariert ist,

16

j (t

0

i = jgi: (5.236)

Gem

�

a� (5.233) be�ndet si
h das System zur Zeit t dann in folgendem

Zustand:

j (t)i =

X

Z

g

0

jg

0

ihg

0

j

^

U(t; t

0

)jgi

(5.237)

Somit ist die Wahrs
heinli
hkeitsamplitude, das System zum Zeitpunkt

t wieder in einem Zustand des Orthonormalsystems zu �nden, n

�

amli
h

jg

0

i, gerade das entspre
hende Matrixelement (5.235) des Zeitentwi
k-

lungsoperators,

hg

0

j (t)i = hg

0

j

^

U(t; t

0

)jgi; (5.238)

15

Wir benutzen der Einfa
hheit wegen die Indexs
hreibweise A

g

0

g

f

�

ur Matrixelemente hg

0

j

^

Ajgi

unabh

�

angig davon, ob es si
h bei g (und g

0

) um diskrete oder kontinuierli
he Gr

�

o�en handelt.

16

Wenn g kontinuierli
h ist, ist ein hinrei
hend kleines g-Intervall zu betra
hten.
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und dementspre
hend ist

jhg

0

j (t)ij

2

= jhg

0

j

^

U(t; t

0

)jgij

2

(5.239)

die Wahrs
heinli
hkeit (bzw. Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte), das System

zum Zeitpunkt t in dem Zustand jg

0

i zu �nden, wenn es si
h zum Zeit-

punkt t

0

in dem Zustand jgi befunden hat.

Die Glei
hung (5.239) ist ein Spezialfall der allgemein g

�

ultigen Glei-


hung

hg

0

j%̂(t)jg

0

i = Tr

�

%̂(t)

^

P

jg

0

i

�

= Tr

�

%̂(t)jg

0

ihg

0

j

�

(5.240)

f

�

ur die Wahrs
heinli
hkeit (bzw. Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte), das Sy-

stem zum Zeitpunkt t in dem Zustand jg

0

i zu �nden, wobei %̂(t) der

Di
hteoperator des Systems zu diesem Zeitpunkt ist [siehe (5.157)℄. Mit

(5.171) wird aus (5.240)

hg

0

j%̂(t)jg

0

i = Tr

�

^

U(t; t

0

)%̂(t

0

)

^

U

y

(t; t

0

)jg

0

ihg

0

j

�

(5.241)

bzw.

hg

0

j%̂(t)jg

0

i = Tr

�

%̂(t

0

)

^

U

y

(t; t

0

)jg

0

ihg

0

j

^

U(t; t

0

)

�

=

X

Z

g

hgj%̂(t

0

)

^

U

y

(t; t

0

)jg

0

ihg

0

j

^

U(t; t

0

)jgi

=

X

Z

g

X

Z

g

00

hgj%̂(t

0

)jg

00

ihg

00

j

^

U

y

(t; t

0

)jg

0

ihg

0

j

^

U(t; t

0

)jgi (5.242)

wobei %̂(t

0

) der Di
hteoperator zum Zeitpunkt t

0

ist. O�ensi
htli
h geht

(5.242) f

�

ur den Spezialfall

hg

0

j%̂(t

0

)jg

00

i = hgj%̂(t

0

)jgiÆ(g; g

0

)Æ(g; g

00

) (5.243)

in (5.239)

�

uber. Entspre
hend ihrer physikalis
hen Bedeutung werden

die Betragsquadrate jhg

0

j

^

U(t; t

0

)jgij

2

f

�

ur g 6= g

0

als

�

Ubergangswahr-

s
heinli
hkeiten (f

�

ur jgi! jg

0

i) bezei
hnet.

Wir wollen im weiteren annehmen, da� der ungest

�

orte Hamilton-

Operator

^

H

(0)

ni
ht explizit zeitabh

�

angig ist, jedo
h eine explizite
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Zeitabh

�

angigkeit des St

�

orterms

^

H

(1)

zulassen.

17

Entspre
hend (4.286)

{ (4.289) kann dann der Zeitentwi
klungsoperator wie folgt faktorisiert

werden:

^

U(t; t

0

) =

^

U

(0)

(t; t

0

)

^

U

(1)

(t; t

0

); (5.244)

^

U

(0)

(t; t

0

) = exp

�

�

i

~

^

H

(0)

(t� t

0

)

�

; (5.245)

^

U

(1)

(t; t

0

) = T exp

�

�

i

~

Z

t

t

0

d�

^

H

(int)

(�)

�

; (5.246)

^

H

(int)

(t) =

^

U

(0)y

(t; t

0

)

^

H

(1)

(t)

^

U

(0)

(t; t

0

)

= e

i

~

^

H

(0)

(t�t

0

)

^

H

(1)

(t)e

�

i

~

^

H

(0)

(t�t

0

)

: (5.247)

Damit und unter Ber

�

u
ksi
htigung von (5.232) ergibt si
h f

�

ur die ge-

su
hten Matrixelemente:

hg

0

j

^

U(t; t

0

)jgi = e

�

i

~

E

g

0

(t�t

0

)

hg

0

j

^

U

(1)

(t; t

0

)jgi

(5.248)

Somit verbleibt das Problem der Bere
hnung der Matrixelemente von

^

U

(1)

(t; t

0

).

18

O�ensi
htli
h ist es dem St

�

orterm

^

H

(int)

(t) ges
huldet,

wenn hg

0

j

^

U

(1)

(t; t

0

)jgi 6=0 f

�

ur g

0

6= g ist und somit ein

�

Ubergang des

Systems aus dem Zustand jgi in den Zustand jg

0

i m

�

ogli
h wird.

Die Bere
hnung der Matrixelemente hg

0

j

^

U

(1)

(t; t

0

)jgi ist i. allg. in

ges
hlossener Form ni
ht m

�

ogli
h. In der Dira
s
hen St

�

orungstheorie

wird

^

U

(1)

(t; t

0

) in Form der zeitgeordneten Exponentialfunktion (5.246)

17

Dies ist beispielsweise der Fall, wenn von au�en kontrollierte, zeitabh

�

angige elektromagnetis
he

Felder mit einem Atom we
hselwirken.

18

Bea
hte, da�

^

U

(1)

(t; t

0

) der Zeitentwi
klungsoperator f

�

ur die Zust

�

ande im Dira
-Bild ist.
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in eine Potenzreihe entwi
kelt:

^

U

(1)

(t; t

0

) =

1

X

n=0

1

n!

T

�

�

i

~

Z

t

t

0

d�

^

H

(int)

(�)

�

n

=

^

I +

�

�

i

~

�

Z

t

t

0

d�

1

^

H

(int)

(�

1

)

+

�

�

i

~

�

2

Z

t

t

0

d�

1

Z

t

t

0

d�

2

T

^

H

(int)

(�

1

)

^

H

(int)

(�

2

) + : : :

(5.249)

Die Matrixelemente k

�

onnen dann in jeder Ordnung n der St

�

orungstheo-

rie separat bere
hnet werden. Sie geben Auskunft

�

uber die

�

Uberg

�

ange,

die in den einzelnen Ordnungen m

�

ogli
h sind. Wenn die St

�

orung hinrei-


hend s
hwa
h ist, ist es oft ausrei
hend, si
h auf die niedrigste Ordnung

zu bes
hr

�

anken, das hei�t auf diejenige Ordnung, in der der jeweilige

�

Ubergang erstmals erlaubt ist.

PSfrag repla
ements

jgi

jg

0

i

hg

0

j

^

U

(1)

(t; t

0

)jgi

t

0

t

Abbildung 5.3:

�

Ubergang eines Systems aus einem Anfangszustand jgi

in einen Endzustand jg

0

i.

Wir wollen uns im weiteren auf die erste Ordnung bes
hr

�

anken.

19

F

�

ur g 6= g

0

k

�

onnen wir dann (n

�

aherungsweise)

hg

0

j

^

U

(1)

(t; t

0

)jgi = �

i

~

Z

t

t

0

d�

1

hg

0

j

^

H

(int)

(�

1

)jgi (5.250)

setzen, so da� mit (5.248) die Wahrs
heinli
hkeit f

�

ur einen

�

Ubergang

jgi! jg

0

i (g

0

6= g)

�

�

hg

0

j

^

U(t; t

0

)jgi

�

�

2

=

1

~

2

Z

t

t

0

d�

1

Z

t

t

0

d�

2

H

(int)

g

0

g

(�

1

)H

(int)

gg

0

(�

2

) (5.251)

19

Die nullte Ordnung entspri
ht dem (als bekannt vorausgestzten) ungest

�

orten Problem.
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lautet (H

(int)

gg

0

(t) = hgj

^

H

(int)

(t)jg

0

i). Wir verwenden (5.247), ber

�

u
k-

si
htigen (5.232) und erhalten mit den Variablensubstitutionen

�

1(2)

! t

0

+ �

1(2)

aus (5.251)

�

�

hg

0

j

^

U(t; t

0

)jgi

�

�

2

=

1

~

2

Z

t�t

0

0

d�

1

Z

t�t

0

0

d�

2

e

�

i

~

(E

g

0

�E

g

)(�

2

��

1

)

H

(1)

g

0

g

(t

0

+ �

1

)H

(1)

gg

0

(t

0

+ �

2

):

(5.252)

O�ensi
htli
h gilt

�

�

hg

0

j

^

U(t; t

0

)jgi

�

�

2

=

�

�

hgj

^

U(t; t

0

)jg

0

i

�

�

2

: (5.253)

Die Wahrs
heinli
hkeiten f

�

ur die

�

Uberg

�

ange jgi! jg

0

i und jg

0

i! jgi

sind also glei
h gro�.

Ist

^

H

(1)

ni
ht explizit zeitabh

�

angig, dann ist

H

(1)

g

0

g

(t

0

+ �

1

)H

(1)

gg

0

(t

0

+ �

2

) =

�

�

H

(1)

g

0

g

�

�

2

(5.254)

unabh

�

angig von t

0

+ �

1

und t

0

+ �

2

, so da� (5.252) in

�

�

hg

0

j

^

U(t; t

0

)jgi

�

�

2

=

1

~

2

�

�

H

(1)

g

0

g

�

�

2

Z

t�t

0

0

d�

1

Z

t�t

0

0

d�

2

e

�

i

~

(E

g
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�E

g

)(�

2

��

1

)

(5.255)

�

ubergeht und die verbleibenden Zeitintegrale einfa
h ausgere
hnet wer-

den k

�

onnen. Wir wollen dies ni
ht f

�

ur die

�

Ubergangswahrs
heinli
hkeit

selbst, sondern f

�

ur die

�

Ubergangswahrs
heinli
hkeit pro Zeitein-

heit, au
h

�

Ubergangsrate genannt,

w

g

0

$g

(t� t

0

) �

d

dt

�

�

hg

0

j

^

U(t; t

0

)jgi

�

�

2

=

1

~
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�

�
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g
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�

�
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�
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~

(E
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�E
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)
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0

0

d�

2

e

�

i
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(E

g
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�E

g

)�

+ 
.
.

�

(5.256)
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tun.

20

Eine einfa
he Re
hnung liefert

e

i

~
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�E
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)(t�t
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�
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.
.

�

= 2

sin[(E
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�E
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)(t� t

0

)=~℄

(E

g

0

� E

g

)=~

; (5.257)

und somit gilt in niedrigster (d.h. erster) Ordnung der Dira
s
hen

St

�

orungstheorie f

�

ur die

�

Ubergangswahrs
heinli
hkeit pro Zeiteinheit

zwis
hen den Zust

�

anden jgi und jg

0

i:

w

g

0

$g

(t� t

0

) =

2

~

2

�

�

H

(1)

g

0

g

�

�

2

sin[(E

g

0

� E

g

)(t� t

0

)=~℄

(E

g

0

�E

g

)=~

(5.258)

Wir sehen, da� mit wa
hsender Zeit t� t

0

�

Uberg

�

ange, f

�

ur die E

g

0

6=E

g

ist, immer unwahrs
heinli
her werden. Mit anderen Worten, f

�

ur hinrei-


hend gro�e Zeiten t� t

0

k

�

onnen nur sol
he

�

Uberg

�

ange statt�nden, f

�

ur

die Energieerhaltung gilt.

Be�ndet si
h das System zum Zeitpunkt t

0

in einem (gemis
hten)

Zustand mit der diagonalen Di
htematrix

hgj%̂(t

0

)jg

00

i = p

g

Æ(g; g

00

); [p

g

� hgj%̂(t

0

)jgi℄ (5.259)

dann ist [unter Ber

�

u
ksi
htigung von (5.242)℄ die

�

Ubergangswahr-

s
heinli
hkeit pro Zeiteinheit f

�

ur den

�

Ubergang aus diesem Anfagszu-

stand in alle m

�

ogli
hen Endzust

�

ande jg

0

i dur
h

w

fg

0

g fgg

(t� t

0

) =

X

Z

g

X

Z

g

0

p

g

w

g

0

$g

(t� t

0

) (5.260)

20

Im Falle von kontinuierli
hen Zust

�

anden jgi und/oder jg

0

i ist w

g

0

$g

nat

�

urli
h eine Di
hte

bez

�

ugli
h g und/oder g

0

.
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gegeben.

Bekanntli
h kann die Æ-Funktion Æ(x) als Grenzwert

Æ(x) = lim

�!1

1

�

sin(�x)

x

(5.261)

aufgefa�t werden. Dementspre
hend kann f

�

ur t� t

0

!1 im Falle von

kontinuierli
hen End- und/oder Anfangszust

�

anden, wenn in (5.260)

�

uber g

0

und/oder g integriert wird, in der Glei
hung(5.258)

Æ

t�t

0

(E

g
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� E
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) �
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�~
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� E
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)=~℄

(E

g

0

� E

g
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! Æ(E

g

0

�E

g

)

(5.262)

gesetzt werden. In diesem Sinne �ndet man diese Glei
hung

�

ubli
her-

PSfrag repla
ements
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Abbildung 5.4: Æ(x) als Grenzwert von sin(�x)=(�x) f

�

ur �!1.

weise in der Form
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und dementspre
hend wird die Glei
hung (5.260) in der Form

w

fg
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g fgg
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~
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(5.264)

angegeben, so da� speziell f

�

ur die

�

Ubergangswahrs
heinli
hkeit pro

Zeiteinheit f

�

ur den

�

Ubergang aus einem diskreten Angangszustand jgi

in ein Kontinuum von Endzust

�

anden

w

fg

0

g g

=

2�

~

Z
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0

�

�
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g

0

g
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Æ(E
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) (5.265)

gilt.

Es ist klar, da� die unter dem Namen Fermis goldene Regel be-

kannte Ersetzung (5.262) eine N

�

aherung ist, da die Zeitdi�erenz (t� t

0

)

ni
ht beliebig gro� werden kann. Betra
hten wir die G

�

ultigkeit der For-

mel (5.265) etwas genauer. Es sei �E ein Ma� f

�

ur die Energieskala,

auf der si
h jH

(1)

g

0

g

�

�

2

als Funktion von E

g

0

merkli
h

�

andert. Die damit

verkn

�

upfte Zeit

�




= ~=�E (5.266)

wird au
h als Korrelationszeit bezei
hnet. Das entspre
hende Ma� f

�

ur

die Funktion Æ

t�t

0

(E

g

0

�E

g

) ist o�ensi
htli
h ~(t� t

0

)

�1

. Ist

t� t

0
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; (5.267)

so kann jH

(1)

g

0

g

�

�

2

im Verglei
h mit Æ

t�t

0

(E

g

0

�E

g

) als langsam ver

�

ander-

li
he Funktion angesehen werden und in (5.260) vor das resultierende

Energieintegral in gezogen werden. Das verbleibende Energieintegral

�

uber Æ

t�t

0

(E

g

0

�E

g

) ergibt dann eins.

Die Glei
hung (5.258) und die Folgeglei
hungen (5.263) und (5.264)

lassen si
h sinngem

�

a� au
h dann anwenden, wenn der St

�

oropera-

tor explizit zeitabh

�

angig ist. Speziell im Falle einer harmonis
hen

Zeitabh

�

angigkeit,

^

H

(1)

g

0

g

(t) !

^

H

(1)

g

0

g

e

�i!(t�t

0

)

; (5.268)
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entstehen aus (5.255) im Falle von energetis
h hinrei
hend vers
hie-

denen Zust

�

anden jgi und jg

0

i unter Verna
hl

�

assigung ni
htresonanter

Terme die zwei potentiell resonanten Terme

�

�

hg

0

j

^

U(t; t

0

)jgi

�

�

2

=

1

~

2

�

�

H

(1)

g

0

g

�

�

2

Z

t�t

0

0

d�

1

Z

t�t

0

0

d�

2

e

�

i

~

(E

g

0

�E

g

�~!)(�

2

��

1

)

;

(5.269)

und aus (5.258) wird

w

(�)

g

0

$g

(t� t

0

) =

2

~

2

�

�

H

(1)

g

0

g

�

�

2

sin[(E

g

0

� E

g

� ~!)(t� t

0

)=~℄

(E

g

0

� E

g

� ~!)=~

(5.270)

bzw. im Sinne von Fermis goldener Regel:

w

(�)

g

0

$g

=

2�

~

�

�

H

(1)

g

0

g

�

�

2

Æ(E

g

0

�E

g

� ~!)

(5.271)

O�ensi
htli
h repr

�

asentiert w

(+)

g

0

$g

die

�

Ubergangswahrs
heinli
hkeit pro

Zeiteinheit zwis
hen den Zust

�

anden jgi und jg

0

i, wenn

E

g

= E

g

0

+ ~! ; E

g

> E

g

0

(5.272)

gilt, wobei der

�

Ubergang jgi ! jg

0

i, d.h. der

�

Ubergang vom energetis
h

h

�

oher liegenden in den energetis
h tiefer liegenden Zustand, mit der

Emission und der

�

Ubergang jg

0

i ! jgi, d.h. der

�

Ubergang vom energe-

tis
h tiefer liegenden in den energetis
h h

�

oher liegenden Zustand, mit

der Absorption eines Energiequants ~! verbunden ist. Entspre
hend re-

PSfrag repla
ements

jgijgi

jg

0

i

jg

0

i

w

(+)

g

0

!g

w

(+)

g

0

 g

~!~!

Abbildung 5.5: Absorption und Emission eines Quants ~!=E

g

�E

g

0

.

pr

�

asentiert w

(�)

g

0

$g

die

�

Ubergangswahrs
heinli
hkeit pro Zeiteinheit zwi-

s
hen den Zust

�

anden jgi und jg

0

i, wenn

E

g

0

= E

g

+ ~! ; E

g

0

> E

g

(5.273)
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gilt und somit die Rollen von jgi und jg

0

i vertaus
ht sind.

Strahlungs

�

uberg

�

ange in Atomen

Betra
hten wir den wi
htigen Fall der We
hselwirkung elektromagneti-

s
her Wellen mit Atomen. Im einfa
hsten Fall, wie etwa imWassersto�-

atom, hat man es mit der We
hselwirkung eines gebundenen Elektrons

mit einer elektromagnetis
hen Welle zu tun.

21

Der Hamilton-Operator

ist dann gem

�

a� (5.86) gegeben, wobei in Coulomb-Ei
hung das nun-

mehr zeitabh

�

angige Vektorpotential die elektromagnetis
he Welle

A(

^

r; t) =

~

Ae

i(k�
^
r�!t)

+ 
.
. (5.274)

bes
hreibt, unter deren Ein
u� das betra
htete Atom steht. Be-

s
hr

�

anken wir uns hinsi
htli
h der Vektorpotentials auf den linearen

Term in (5.92), so k

�

onnen mit Bli
k auf (5.268) die Identi�kation

H

(1)

g

0

g

= �

q

m

q

~

A � hg

0

je

ik�
^
r

^

pjgi (5.275)

ma
hen.Wir wollen dieses Matrixelement in elektris
her Dipoln

�

ahe-

rung f

�

ur gebundene Zust

�

ande des Elektrons und optis
he Wellenl

�

angen

auswerten, d.h.

k � r . 2�

r

0

�

� 1 (5.276)

[r

0

gem

�

a� (3.373)℄. Folgli
h gilt

e

ik�
^
r

�

^

I ! hg

0

je

ik�
^
r

^

pjgi � hg

0

j

^

pjgi; (5.277)

und wir k

�

onnen in guter N

�

aherung

H

(1)

g

0

g

= �

q

m

q

~

A � hg

0

j

^

pjgi (5.278)

setzen.

22

Wir wenden die Glei
hung (2.179) an, ber

�

u
ksi
htigen, da�

^

H

(0)

�

uber die kinetis
he Energie quadratis
h von

^

p abh

�

angt und �nden

1

i~

�

^

r;

^

H

(0)

�

=

�

�

^

p

^

H

(0)

=

1

m

p

^

p: (5.279)

21

Bei komplizierteren Atomen kann man si
h h

�

au�g au
h auf ein Elektron { das sogenannte

Leu
htelektron { bes
hr

�

anken, das si
h in einem e�ektiven Feld des Atomrumpfs bewegt.

22

Die Dipoln

�

aherung setzt nat

�

urli
h voraus, da� das verbleibende Matrixelement hg

0

j
^
pjgi von

Null vers
hieden ist. Vers
hwindet es, m

�

ussen die n

�

a
hsten Entwi
klungsglieder von e

ik�
^
r

ber

�

u
k-

si
htigt werden. Die Regeln, die angeben, f

�

ur wel
he

�

Uberg

�

ange jgi$ jg

0

i die entspre
henden (

�

Uber-

gangs-)Matrixelemente von Null vers
hieden sind, werden als Auswahlregeln bezei
hnet.



5.3. ST

�

ORUNGSTHEORIE 273

Folgli
h k

�

onnen wir [unter Ber

�

u
ksi
htigung von (5.232)℄

1

m

p

hg

0

j

^

pjgi =

1

i~




g

0

�

�

�

^

r;

^

H

(0)

�

�

�

g

�

=

1

i~

(E

g

� E

g

0

)hg

0

j

^

rjgi (5.280)

bzw.

q

m

q

hg

0

j

^

pjgi = �iq

E

g

�E

g

0

~

hg

0

j

^

rjgi (5.281)

s
hreiben. Mit

^

d = q

^

r (5.282)

als Operator des elektris
hen Dipolmoments und der De�nition

!

gg

0

= (E

g

� E

g

0

)=~ (5.283)

erhalten wir s
hlie�li
h

q

m

q

hg

0

j

^

pjgi = �i!

gg

0

hg

0

j

^

djgi = �i!d

g

0

g

: (5.284)

Wir setzen dies in (5.278) ein und �nden

�

�

H

(1)

g

0

g

�

�

2

= !

2

gg

0

j

~

A � d

g

0

g

j

2

: (5.285)

Damit nimmt (5.271) die Gestalt

w

(�)

g

0

$g

=

2�

~

2

!

2

gg

0

j

~

A � d

g

0

g

j

2

Æ(!

gg

0

� !)

(5.286)

an. Speziell f

�

ur !

gg

0

> 0 bes
hreibt w

(+)

g

0

 g

{ entspre
hend obiger Diskus-

sion { die induzierte Emission und w

(+)

g

0

!g

=w

(+)

g

0

 g

die Absorption eines

Energiequants ~!.

23

Aus den Ergebnissen k

�

onnte ges
hlossen werden, da� ein

�

Ubergang

zwis
hen zwei atomaren Energieniveaus unter Emission bzw. Absorp-

tion von elektromagnetis
her Strahlung nur m

�

ogli
h ist, wenn sol
he

23

Dies kann als eine Re
htfertigung des (im Vorfeld der Quantentheorie aufgestellten) Bohr-

s
hen Postulats angesehen werden, wona
h bei einem

�

Ubergang zwis
hen zwei station

�

aren Atom-

zust

�

anden der EnergienE

g

und E

g

0

die vom Atom absorbierte bzw emittierte Strahlung die Frequenz

�= jE

g

�E

g

0

j=h besitzt.
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bereits vorhanden ist, d.h.

~

A 6=0 ist. Eine quantentheoretis
he Be-

handlung elektromagnetis
her Strahlung zeigt, da� (bei ni
htvers
hwin-

dendem

�

Ubergangsmatrixelement) ein

�

Ubergang von einem energe-

tis
h h

�

oher liegenden Zustand in einen energetis
h tiefer liegenden Zu-

stand unter Emission eines entspre
henden elektromagnetis
hen Ener-

giequants mit einer gewissen (endli
hen) Wahrs
heinli
hkeit au
h dann

erfolgt, wenn das elektromagnetis
he Strahlungsfeld anfangs ni
ht an-

geregt ist (spontane Emission).

5.4 Systeme identis
her Teil
hen

Identis
he Teil
hen stimmen in allen physikalis
hen Eigens
haften voll-

kommen

�

uberein und verhalten si
h entspre
hend unter glei
hen phy-

sikalis
hen Bedingungen. In der klassis
hen Me
hanik kommt derarti-

gen Teil
hen auf Grund der Existenz von wohlde�nierbaren (stetigen)

Bahnkurven trotz ihrer identis
hen physikalis
hen Eigens
haften

"

Indi-

vidualit

�

at\ zu. Da in der Quantenme
hanik der Begri� der Bahnkurve

seinen Sinn verliert, verlieren identis
he Teil
hen g

�

anzli
h jegli
he In-

dividualit

�

at. Sie sind prinzipiell ununters
heidbar. Nehmen wir an,

zu einem gewissen Zeitpunkt t

0

seien die Koordinaten aller Teil
hen

(exakt) bestimmt. Dann sind zu diesem Zeitpunkt die Impulskompo-

nenten der Teil
hen v

�

ollig unbestimmt. Wird zu einem sp

�

ateren (belie-

big wenig von t

0

vers
hiedenen) Zeitpunkt t (t> t

0

) an einem gewissen

Raumpunkt ein Teil
hen lokalisiert, so kann dieses o�ensi
htli
h ni
ht

mit einem bestimmten Teil
hen zu dem fr

�

uheren Zeitpunkt t

0

identi�-

ziert werden.

Die prinzipielle Ununters
heidbarkeit identis
her Teil
hen bedingt

die Forderung, da� alle physikalis
hen Eigens
haften des Vielteil
hen-

systems gegen beliebige Teil
henpermutationen invariant sein m

�

ussen.

Es sei

^

P

p

der unit

�

are Operator, der bei einer beliebigen Permutation

p der Teil
hen den Zustandsvektor j i des Vielteil
hensystems in den

Zustandsvektor j 

0

i transformiert,

j 

0

i =

^

P

p

j i (

^

P

y

p

=

^

P

�1

p

): (5.287)

Da si
h die Erwartungswerte beliebiger Observablen des Vielteil
hensy-

stems bei einer sol
hen Symmetrietransformation ni
ht

�

andern d

�

urfen,
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mu� die Anwendung von

^

P

p

auf einen beliebigen Zustandsvektor j i

diesen bis auf einen Phasenfaktor reproduzieren und somit Eigenzu-

stand von

^

P

p

sein:

j 

0

i =

^

P

p

j i = 


p

j i; j


p

j = 1

(5.288)

Statt der Zust

�

ande k

�

onnen bekanntli
h au
h die Observablenoperato-

ren des Vielteil
hensystems transformiert werden. Es sei

^

A ein sol
her

Operator. Aus

h 

0

j

^

Aj 

0

i = h j

^

P

y

p

^

A

^

P

p

j i = h j

^

A

0

j i (5.289)

lesen wir zun

�

a
hst

^

A

0

=

^

P

y

p

^

A

^

P

p

(5.290)

ab [vgl. (4.298) { (4.300)℄. Da wegen (5.288)

h 

0

j

^

Aj 

0

i = h j

^

Aj i (5.291)

ist, mu� folgli
h wegen (5.289) zusammen mit (5.290)

^

A

0

=

^

P

y

p

^

A

^

P

p

=

^

A (5.292)

gelten, d.h.

^

A und

^

P

p

m

�

ussen vertaus
hen:

�

^

P

p

;

^

A

�

= 0

(5.293)

Die prinzipielle Ununters
heidbarkeit identis
her Teil
hen bedeutet al-

so, da� alle Observablenoperatoren

^

A mit allen Permutationsopera-

toren

^

P

p

vertaus
hen und es somit keine Observable gibt, wel
he die

Individualit

�

at der Teil
hen festlegt.
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5.4.1 Symmetris
he und antisymmetris
he Zu-

st

�

ande

Der Zustand eines aus n Teil
hen bestehenden Systems kann dur
h

einen Vektor in einem Produkt-Hilbert-Raum bes
hrieben werden,

dessen Faktorr

�

aume dur
h vollst

�

andige 1-Teil
hen-Basissysteme auf-

gespannt werden. Wir wollen die Gesamtheit der Operatoren eines

vollst

�

andigen Satzes vetr

�

agli
her Observablen eines Teil
hens mit Spin

S dur
h den (mehrkomponentigen) Operator

^

G bezei
hnen, beispiels-

weise

^

G b= (

^

r;

^

S

z

) oder

^

G b= (

^

p;

^

S

z

): (5.294)

Die Eigenzust

�

ande jgi von

^

G bilden dann ein Basissystem f

�

ur den Fak-

torraum eines Teil
hens,

^

Gjgi = gjgi; (5.295)

hgjg

0

i = Æ(g; g

0

); (5.296)

X

Z

g

jgihgj =

^

I: (5.297)

Bezei
hnen wir die Basisvektoren des �-ten Faktorraums mit jgi

(�)

, so

bilden die Vektoren

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i = jg

1

i

(1)

jg

2

i

(2)

� � � jg

n

i

(n)

(5.298)

ein Basissystem des n-Teil
hen-Hilbert-Raums,

hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

jg

0

1

; g

0

2

; : : : ; g

0

n

i = Æ(g

1

; g

0

1

)Æ(g

2

; g

0

2

) : : : Æ(g

n

; g

0

n

); (5.299)

X

Z

g

1

X

Z

g

2

: : :

X

Z

g

n

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

ihg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j =

^

I: (5.300)

O�ensi
htli
h repr

�

asentiert der Vektor jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i einen Zustand des

n-Teil
hen-Systems, in dem Teil
hen 1 im 1-Teil
hen-Zustand jg

1

i, Teil-


hen 2 im 1-Teil
hen-Zustand jg

2

i, . . . und Teil
hen n im 1-Teil
hen-

Zustand jg

n

i ist. Es ist klar, da� der tats

�

a
hli
he Zustandsvektor j i

des Systems i. allg. vers
hieden von einem Vektor dieser Gestalt sein

wird { ni
ht zuletzt auf Grund der Teil
henwe
hselwirkung unterein-

ander. In jedem Fall kann jedo
h j i in der Basis der Vektoren (5.298)

dargestellt werden.



5.4. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN 277

Die Wirkung eines Permutationsoperators

^

P

p

auf einen beliebigen

Zustandsvektor j i ist folgli
h erkl

�

art, wenn seine Wirkung auf die Ba-

sisvektoren (5.298) erkl

�

art ist. Das einfa
hste Beispiel ist die Vertau-

s
hung der 1-Teil
hen-Zust

�

ande der Faktorr

�

aume � und �. Wir wollen

diese Permutation als p=(��) bezei
hnen. Die Wirkung des entspre-


henden Permutationsoperators

^

P

(��)

ist dann gem

�

a�

24

^

P

(��)

jg

1

; g

2

; : : : ; g

�

; : : : ; g

�

; : : : ; g

n

i = jg

1

; g

2

; : : : ; g

�

; : : : ; g

�

; : : : ; g

n

i

(5.301)

de�niert. Betra
hten wir nunmehr eine allgemeine Permution

p b=

�

1 2 3 � � � n

�

1

�

2

�

3

� � � �

n

�

; (5.302)

bei der �

1

an die Stelle von 1, �

2

an die Stelle von 2, . . . und �

n

an

die Stelle von n tritt. Der zugeordnete Permutationoperator sei

^

P

p

. Der

inversen Permutation

p

�1

b=

�

�

1

�

2

�

3

� � � �

n

1 2 3 � � � n

�

(5.303)

ist dann der Operator

^

P

p

�1

zugeordnet. O�ensi
htli
h gilt

^

P

p

�1

=

^

P

�1

p

: (5.304)

Aufeinanderfolgende Permutationen p und p

0

liefern wieder eine Per-

mutation p

00

,

p

00

= p

0

p ;

^

P

p

00

=

^

P

p

0

^

P

p

(5.305)

Da die Anwendung von

^

P

p

auf einen Basisvektor (5.298) eineindeutig

wieder einen Vektor dieser Basis ergibt, mu�

^

P

p

bekanntli
h unit

�

ar sein,

^

P

p

^

P

y

p

=

^

P

y

p

^

P

p

=

^

I: ;

^

P

y

p

=

^

P

�1

p

: (5.306)

Wenden wir uns nun der Wirkung von

^

P

p

auf einen beliebigen Zu-

standsvektor j i zu, wobei f

�

ur ein System identis
her Teil
hen (5.288)

24

Um die Bezei
hnung ni
ht

�

uberm

�

a�ig zu verkomplizieren, wollen wir verabreden, da� die Reihen-

folge der 1-Teil
hen-Faktorr

�

aume immer die glei
he bleibt und bei fester Reihenfolge die jeweiligen

"

Quantenzahlen\ permutiert werden.
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gelten mu�. Beginnen wir wieder mit einer Zweierpermutation p=(��).

O�ensi
htli
h gilt

25

^

P

2

(��)

=

^

I; (5.307)

da zweimalige Anwendung der Permutation p=(��) wieder die ur-

spr

�

ungli
he Situation wiederherstellt. Gem

�

a� (5.288) und (5.307) mu�

also

^

P

2

(��)

j i = 


2

(��)

j i = j i (5.308)

gelten, woraus




2

(��)

= 1 (5.309)

und somit




(��)

= �1 (5.310)

folgt. Jede Zweierpermuation kann als Ergebnis der Hintereinander-

ausf

�

uhrung anderer Zweierpermutationen angesehen werden, speziell

(
Æ) = (
�)(Æ�)(��)(Æ�)(
�) (5.311)

(
 6= Æ 6=� 6=�) und folgli
h

^

P

(
Æ)

=

^

P

(
�)

^

P

(Æ�)

^

P

(��)

^

P

(Æ�)

^

P

(
�)

: (5.312)

Wir wenden

^

P

(
Æ)

auf j i an und erhalten mit (5.288) und (5.309)

^

P

(
Æ)

j i = 


(
Æ)

j i = 


2

(
�)

|{z}

1




2

(Æ�)

|{z}

1




(��)

= 


(��)

j i; (5.313)

d.h., alle 


(��)

besitzen den glei
hen Wert,




(
Æ)

= 


(��)

: (5.314)

Somit sind entweder alle 


(��)

glei
h +1 oder glei
h �1. Nun l

�

a�t si
h

jedo
h eine beliebige Permution p als Produkt von Zweierpermutatio-

nen s
hreiben,

p =

Y

k

(�

k

�

k

) ;

^

P

p

=

Y

k

^

P

(�

k

�

k

)

(5.315)

25

Damit gilt also

^

P

y

(��)

=

^

P

�1

(��)

=

^

P

(��)

.
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(�

k

6=�

k

), und folgli
h gilt

^

P

p

j i = 


p

j i; (5.316)

wobei




p

=

(

1 wenn 


(��)

= 1

�

p

= �1 wenn 


(��)

= �1

(5.317)

und

�

p

=

(

1 f

�

ur gerades N

(��)

�1 f

�

ur ungerades N

(��)

(5.318)

ist (N

(��)

- Anzahl der Zweierpermutationen). Zust

�

ande mit 


p

= 1

f

�

ur alle p hei�t symmetris
he Zust

�

ande und entspre
hend Zust

�

ande

mit 


p

= �

p

antisymmetris
he Zust

�

ande. Damit kommen wir zu

dem Ergebnis, da� es f

�

ur ununters
heidbare Teil
hen nur zwei m

�

ogli
he

Arten von Zust

�

anden geben kann, die die Physik ri
htig bes
hreiben,

n

�

amli
h symmetris
he und antisymmetris
he.

Aus den Permutationsoperatoren

^

P

p

k

�

onnen Projektionsoperatoren

^

P

+

=

1

n!

X

p

^

P

p

(5.319)

^

P

�

=

1

n!

X

p

�

p

^

P

p

(5.320)

gebildet werden. O�ensi
htli
h projiziert

^

P

+

einen beliebigen Vektor

in den Unterraum der symmetris
hen Vektoren, und entspre
hend pro-

jiziert

^

P

�

in den Unterraum der antisymmetris
hen Vektoren. Wird
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n

�

amli
h

^

P

+

oder

^

P

�

mit irgendeinem Permutationsoperator

^

P

p

multi-

pliziert, so l

�

a�t si
h in den Summen

^

P

p

^

P

+

=

1

n!

X

p

0

^

P

p

^

P

p

0

(5.321)

und

^

P

p

^

P

�

=

1

n!

X

p

0

�

p

0

^

P

p

^

P

p

0

(5.322)

jedes Produkt von Zweierpermutationen dur
h eine resultierende Per-

mutation ersetzen, wobei dann die Summen wieder

�

uber alle n! Permu-

tationen laufen. Das Ergebnis ist

26

^

P

p

^

P

+

=

^

P

+

^

P

p

=

^

P

+

; (5.323)

^

P

p

^

P

�

=

^

P

�

^

P

p

= �

p

^

P

�

: (5.324)

Da in den Summen in (5.319) und (5.320) der

�

Ubergang von

^

P

p

na
h

^

P

y

p

=

^

P

�1

p

ledigli
h den

�

Ubergang zur inversen Permutation bedeutet,

bei dem gerade Permutationen gerade und ungerade Permutationen

ungerade bleiben, gilt

^

P

y

�

=

^

P

�

: (5.325)

Ferner besitzen die Operatoren

^

P

�

als Projektionsoperatoren die Ei-

gens
haften

^

P

2

�

=

^

P

�

(5.326)

und

^

P

�

^

P

�

= 0: (5.327)

Bezei
hnen wir symmetris
he Zustandsvektoren mit j i

+

und antisym-

metris
he mit j i

�

, so da� gem

�

a� (5.316) { (5.318)

^

P

p

j i

+

= j i

+

; (5.328)

^

P

p

j i

�

= �

p

j i

�

(5.329)

26

Ist p eine gerade Permutation (gerade Anzahl von Zweierpermutationen!), so ist

^

P

p

^

P

�

=

^

P

�

,

weil das Produkt zweier gerader Permutationen gerade, das Produkt einer geraden Permutation

mit einer ungeraden Permutation ungerade ist. F

�

ur eine ungerade Permutation p hingegen wird

^

P

p

^

P

�

=�

^

P

�

.
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gilt, so l

�

a�t si
h uns
hwer zeigen, da� die Anwendung der Operatoren

^

P

�

auf diese Zust

�

ande erwartungsgem

�

a�

^

P

�

j i

�

= j i

�

(5.330)

sowie

^

P

�

j i

�

= 0

(5.331)

liefert. Zum Beweis betra
hten wir beispielsweise die zweite der Rela-

tionen (5.330). Mit (5.320) und (5.329) erhalten wir

^

P

�

j i

�

=

1

n!

X

p

�

p

^

P

p

j i

�

=

1

n!

X

p

�

2

p

|{z}

1

j i

�

=

1

n!

X

p

1

| {z }

n!

j i

�

= j i

�

: (5.332)

Die G

�

ultigkeit der anderen Relationen l

�

a�t si
h analog zeigen. Die zu

den Projektoren

^

P

�

geh

�

orenden Unterr

�

aume des betra
hteten Produkt-

Hilbert-Raums sind tats

�

a
hli
h die Unterr

�

aume der symmetris
hen

bzw. antisymmetris
hen Zust

�

ande. Im Falle von zwei Teil
hen bilden

die beiden orthogonalen Unterr

�

ume zusammen den gesamten Produkt-

Hilbert-Raum. F

�

ur n> 2, ist dies ni
ht mehr der Fall. Es sei

^

P

0

=

^

I �

^

P

�

�

^

P

+

(5.333)

der restli
he Projektionsoperator. Wir verwenden die Glei
hungen

(5.326) und (5.327) und sehen, da� diese dur
h die Glei
hungen

^

P

0

^

P

�

=

^

P

�

^

P

0

=

^

P

�

�

^

I �

^

P

�

�

^

P

+

�

=

^

P

�

�

^

P

2

�

= 0 (5.334)

und

^

P

02

=

�

^

I �

^

P

�

�

^

P

+

�

^

P

0

=

^

P

0

(5.335)

zu erg

�

anzen sind.
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5.4.2 Das Pauli-Prinzip

Wie wir gesehen haben, kann si
h ein System identis
her Teil
hen nur

in symmetris
hen und antisymmetris
hen Zust

�

anden be�nden. Na
h

Pauli besteht nun ein Zusammenhang zwis
hen dem Spin der Teil
hen

und der Permutationssymmetrie der Mehrteil
henzust

�

ande:

27

l Identis
he Teil
hen mit ganzzahligem Spin (Bosonen) werden dur
h

symmetris
he Zust

�

ande bes
hrieben, w

�

ahrend identis
he Teil
hen mit

halbzahligem Spin (Fermionen) dur
h antisymmetris
he Zust

�

ande

bes
hrieben werden.

Die orthonormierte Basis des Unterraums der antisymmetris
hen

Zust

�

ande kann dur
h Projektion der Basisvektoren (5.298) in diesen

Unterraum konstruiert werden:

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

�

^

P

�

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

(5.336)

Wir verwenden die De�nition (5.320) von

^

P

�

und setzen

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

=

p

n!

^

P

�

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

=

1

p

n!

X

p

�

p

^

P

p

jg

1

i

(1)

jg

2

i

(2)

� � � jg

n

i

(n)

; (5.337)

d.h.:

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

=

1

p

n!

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

jg

1

i

(1)

jg

1

i

(2)

: : : jg

1

i

(n)

jg

2

i

(1)

jg

2

i

(2)

: : : jg

2

i

(n)

: : : :

: : : :

: : : :

g

n

i

(1)

jg

n

i

(2)

: : : g

n

i

(n)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(5.338)

27

Von Pauli 1940 in einer grundlegenden Arbeit zur relativistis
hen Invarianz von Quantenfeld-

theorien begr

�

undet.
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Die Determinante in (5.338) hei�t Slater-Determinante. Aus ihr

kann das Pauli-Prinzip im Sinne des sogenannten Pauli-Verbots abge-

lesen werden: K

�

onnen die Zust

�

ande eines aus n identis
hen Fermionen

bestehenden Systems s
hon dur
h die Angabe eines Satzes von Beset-

zungszahlen von diskreten Einteil
henzust

�

anden jgi 
harakterisiert

werden, so sind nur sol
he Systemzust

�

ande m

�

ogli
h, f

�

ur die n vers
hie-

dene 1-Teil
hen-Zust

�

ande einfa
h besetzt (und alle anderen unbesetzt)

sind.

F

�

ur das Skalarprodukt der Zust

�

ande (5.336) [bzw. (5.338)℄ ergibt

si
h

28

�

hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

jg

0

1

; g

0

2

; : : : ; g

0

n

i

�

= n!hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j

^

P

y

�

^

P

�

jg

0

1

; g

0

2

; : : : ; g

0

n

i

= n!hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j

^

P

�

jg

0

1

; g

0

2

; : : : ; g

0

n

i

=

X

p

�

p

hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j

^

P

p

jg

0

1

; g

0

2

; : : : ; g

0

n

i

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Æ(g

1

; g

0

1

) Æ(g

2

; g

0

1

) : : : Æ(g

n

; g

0

1

)

Æ(g

1

; g

0

2

) Æ(g

2

; g

0

2

) : : : Æ(g

n

; g

0

2

)

: : : :

: : : :

: : : :

Æ(g

1

; g

0

n

) Æ(g

2

; g

0

n

) : : : Æ(g

n

; g

0

n

)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

; (5.339)

und somit sind sie f

�

ur diskretes g auf eins normiert.

Analog zu (5.336) kann dur
h Projektion der Basisvektoren (5.298)

in den Unterraum der symmetris
hen Zust

�

ande ein orthonormiertes

Basisvektorsystem konstruiert werden:

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

+

�

^

P

+

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

(5.340)

In diesem Fall m

�

ussen f

�

ur diskretes g die g

�

ni
ht alle voneinander

vers
hieden sein, sondern k

�

onnen mehrfa
h vorkommen. Das Pauli-

Prinzip l

�

a�t si
h dann au
h wie folgt formulieren: K

�

onnen die Zust

�

ande

28

Bea
hte, da� gem

�

a� (5.325) und (5.326)

^

P

y

�

=

^

P

�

und

^

P

2

�

=

^

P

�

gilt.
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eines aus n identis
hen Bosonen bestehenden Systems s
hon dur
h

die Angabe eines Satzes von Besetzungszahlen von diskreten Einteil-


henzust

�

anden jgi 
harakterisiert werden, so k

�

onnen die 1-Teil
hen-

Zust

�

ande au
h mehrfa
h besetzt sein.

Anmerkungen

� Sowohl die symmetris
hen Basisvektoren jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

+

als au
h

die antisymmetris
hen Basisvektoren jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

lassen si
h

f

�

ur diskretes g dur
h die Anzahlen der besetzten 1-Teil
hen-

Zust

�

ande eindeutig 
harakterisieren. Demgegen

�

uber ist es zur

Charakterisierung der Produktvektoren jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i in (5.298)

notwendig anzugeben, wel
hes Teil
hen den jeweiligen 1-Teil
hen-

Zustand besetzt. Die Tatsa
he, da� im Falle identis
her Teil-


hen zwis
hen Zust

�

anden jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i, die si
h nur dur
h die

Teil
hennumerierung unters
heiden, ni
ht unters
hieden werden

kann, wird als Austaus
hentartung bezei
hnet.

� Betra
hten wir ein System identis
her Teil
hen, deren We
h-

selwirkung untereinander (in gewisser N

�

aherung) verna
hl

�

assigt

werden kann, so da� si
h der Hamilton-Operator

^

H des Gesamt-

systems additiv aus den jeweils glei
hen 1-Teil
hen-Hamilton-

Operatoren

^

H

�

zusammensetzt,

^

H =

n

X

�=1

^

H

�

; (5.341)

und folgli
h [in

�

Ubereinstimmung mit (5.293)℄

�

^

P

p

;

^

H

�

= 0 (5.342)

gilt.W

�

ahlen wir einen vollst

�

andigen Satz vertr

�

agli
her 1-Teil
hen-

Observablen, in dem der 1-Teil
hen-Hamilton-Operator enthal-

ten ist, so k

�

onnen die Eigenzust

�

ande des Hamilton-Operators

des Gesamtsystems (und damit die station

�

aren Zust

�

ande des

Gesamtsystems) eindeutig dur
h die Angabe eines Satzes

von Besetzungszahlen der 1-Teil
hen-Eigenzust

�

ande dieser 1-

Teil
hen-Observablen 
harakterisiert werden. Es ist klar, da� f

�

ur
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den so gew

�

ahlten vollst

�

andigen Satz vertr

�

agli
her 1-Teil
hen-

Observablen die Produktvektoren jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i Eigenvektoren

von

^

H sind. O�ensi
htli
h existieren im Falle diskreter 1-Teil
hen-

Zust

�

ande genau n!=

Q

n

�=1

n

g

�

! Zust

�

ande, die zum glei
hen Ener-

giewert geh

�

oren. Diese Austaus
hentartung wird gerade dur
h das

Pauli-Prinzip aufgehoben.

5.4.3 Elektronen in atomaren Systemen

Der der klassis
hen Hamilton-Funktion eines aus mehreren punktf

�

ormi-

gen Teil
hen bestehenden konservativen Systems entspre
hende Hamil-

ton-Operator lautet:

29

^

H =

X

�

^

p

2

�

2m

�

+ V (

^

r

1

;

^

r

2

; : : : ; ): (5.343)

Im Falle von Atomkernen und Elektronen in atomaren Systemen setzt

si
h die potentielle Energie additiv aus der Coulomb-We
hselwirkungs-

energie je zweier Ladungen zusammen. Indizieren wir die Atomkerne

mit � und die Elektronen mit i und bezei
hnen wir der

�

Ubersi
htli
hkeit

halber die Ortsvektoren, Impulsvektoren und Massen der Kerne mit

Gro�bu
hstaben, so geht (5.343) in

^

H =

^

T

K

+

^

T

El

+

^

V

K�K

+

^

V

El�El

+

^

V

K�El

(5.344)

�

uber, wobei die einzelnen Terme wie folgt lauten:

^

T

K

=

X

�

^

P

2

�

2M

�

(5.345)

29

Spin-Terme und andere relativistis
he Korrekturen sind hier ni
ht ber

�

u
ksi
htigt.
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^

T

El

=

X

i

^

p

2

i

2m

e

(5.346)

^

V

K�K

=

e

2

8�"

0

X

�;�

0

0

Z

�

Z

�

0

j

^

R

�

�

^

R

�

0

j

(5.347)

^

V

El�El

=

e

2

8�"

0

X

i;i

0

0

1

j

^

r

i

�

^

r

i

0

j

(5.348)

^

V

K�El

= �

e

2

4�"

0

X

�;i

Z

�

j

^

R

�

�

^

r

i

j

(5.349)

Die verwendeten Teil
henkoordinaten beziehen si
h zun

�

a
hst auf ein

raumfestes Koordinatensystem. Bei Atomen und Molek

�

ulen ist es

zwe
km

�

a�ig, die Translationsbewegung abzuspalten und in ein Koor-

dinatensystem

�

uberzugehen, dessen Ursprung mit dem Massenmittel-

punkt des si
h bewegenden Atoms bzw. Molek

�

uls zusammenf

�

allt und

dessen A
hsenorientierung jedo
h raumfest bleibt. Wegen der relativen

Kleinheit der Elektronenmasse im Verglei
h zu den Kernmassen kann

der Massenmittelpunkt in guter N

�

aherung mit dem Massenmittelpunkt

der Atomkerne glei
hgesetzt werden.

Bei einem Atom kennzei
hnet der Massenmittelpunkt folgli
h ein-

fa
h die Kernlage. Bei gegebener Kernlage und n Elektronen kann dann

der (ni
htrelativistis
he) Hamilton-Operator des Elektronensystems in
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der Form

^

H =

n

X

i=1

�

^

p

2

i

2m

e

�

Ze

2

4�"

0

j

^

r

i

j

�

+

e

2

8�"

0

X

i;i

0

0

1

j

^

r

i

�

^

r

i

0

j

(5.350)

angesetzt werden (der Atomkern be�ndet si
h im Koordinatenur-

sprung), wobei speziell in der Ortsdarstellung

^

r

i

= r

i

;

^

p

i

=

~

i

r

i

(5.351)

gilt.

30

Wir sehen, da� f

�

ur n> 1 im Verglei
h zum Wassersto�atom

als wesentli
h neuer Beitrag zum Hamilton-Operator die absto�en-

de Coulomb-We
hselwirkung zwis
hen den Elektronen hinzugekommt.

Diese verkompliziert das mathematis
he Problem der L

�

osung der (zeit-

freien) S
hr

�

odinger-Glei
hung ganz wesentli
h, so da� analog zur klas-

sis
hen Me
hanik keine analytis
hen L

�

osungen mehr zu erhalten sind

und N

�

aherungsverfahren erforderli
h werden.

5.4.3.1 Das Helium-Atom

Betra
hten wir als einfa
hsten Fall eines Mehrelektronenatoms das He-

liumatom mit zwei Elektronen. In nullter N

�

aherung, d.h. ohne Ber

�

u
k-

si
htigung der Coulomb-We
hselwirkung der beiden Elektronen unter-

einander,

^

H

(0)

=

2

X

i=1

�

^

p

2

i

2m

e

�

Ze

2

4�"

0

j

^

r

i

j

�

(Z = 2); (5.352)

k

�

onnen die L

�

osungen der zeitfreien S
hr

�

odinger-Glei
hung aus 1-

Teil
hen-Wellenfunktionen (genauer 1-Teil
hen-Spinoren) unter Be-

r

�

u
ksi
htigung des Pauli-Prinzips aufgebaut werden, wobei die 1-

Teil
hen-Wellenfunktionen einfa
h die Wellenfunktionen des Wasser-

sto�atoms (unter Ber

�

u
ksi
htigung der ge

�

anderten Kernladungszahl)

30

r

i

bedeutet den Nabla-Operator bez

�

ugli
h der Koordinaten des i-ten Teil
hens.
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sind. Es sei j'i ein 1-Teil
hen-Vektor; in der Orts- und Spindarstellung

(bzgl. S

z

) wird daraus das Spinorfeld

'

�

(r) = hr; �j'i (� = 1; 2) (5.353)

(siehe Abs
hnitt 5.1.2). Repr

�

asentiert j'i einen 2-Teil
hen-Zustand,

dann werden daraus in der Orts- und Spindarstellung die von r

1

und

r

2

funktional abh

�

angigen Spinorkomponenten

'

�

1

�

2

(r

1

; r

2

) = hr

1

; �

1

; r

2

; �

2

j'i: (5.354)

Da der Spin ni
ht explizit in den Hamilton-Operator (5.350) eingeht,

kann '

�

1

�

2

(r

1

; r

2

) gem

�

a�

'

�

1

�

2

(r

1

; r

2

) = '(r

1

; r

2

)'

�

1

�

2

(5.355)

in einen Bahn- und einen Spinanteil separiert werden, wobei ein sym-

metris
her (antisymmetris
her) Ortsanteil '(r

1

; r

2

) einen antisymme-

tris
hen (symmetris
hen) Spinanteil '

�

1

�

2

impliziert, damit '

�

1

�

2

(r

1

; r

2

)

in

�

Ubereinstimmung mit dem Pauli-Prinzip antisymmetris
h ist:

'(r

1

; r

2

) = �'(r

2

; r

1

)  ! '

�

1

�

2

= �'

�

2

�

1

(5.356)

Bekanntli
h k

�

onnen die Energieeigenzust

�

ande des Wassersto�atoms

dur
h die Quantenzahlen n, l undm

l

�m sowie die dazugeh

�

origen Wel-

lenfunktionen '

nlm

(r) 
harakterisiert werden (Abs
hnitt 3.5.3). Setzen

wir die beiden Elektronen des Heliumatoms in den glei
hen 1-Teil
hen-

Zustand mit der Wellenfunktion '

nlm

(r), dann m

�

ussen si
h beide Elek-

tronen o�enbar in ihrer Spinprojektion unters
heiden, so da� speziell

f

�

ur den Zustand mit '

100

(r)

'

�

1

�

2

(r

1

; r

2

) = '

100

(r

1

)'

100

(r

2

)

| {z }

'(r

1

; r

2

)

1

p

2

(Æ

�

1

1

Æ

�

2

2

� Æ

�

2

1

Æ

�

1

2

)

| {z }

'

�

1

�

2

(5.357)
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gilt. Da si
h die Spins der beiden Elektronen gegenseitig kompensieren,

liegt ein sogenannter Singulett-Zustand vor. Das bedeutet folgendes.

Betra
hten wir den Operator des Gesamtspins

^

S =

^

S

1

+

^

S

2

; (5.358)

so l

�

a�t si
h uns
hwer zeigen, da� '

�

1

�

2

Eigenspinor von

^

S

2

und

^

S

z

mit

jeweils vers
hwindendem Eigenwert ist (siehe au
h Abs
hnitt 5.1.4),

^

S

2

'

�

1

�

2

= 0;

^

S

z

'

�

1

�

2

= 0: (5.359)

Betra
hten wir nunmehr den Fall, da� si
h eines der beiden Elektro-

nen im Grundzustand mit der Wellenfunktion '

100

(r) und das andere in

einem angeregten Zustand mit der Wellenfunktion '

nlm

(r) (n> 1) be-

�ndet. Dann k

�

onnen folgende 2-Elektronen-Zust

�

ande konstruiert wer-

den:

'

�

1

�

2

(r

1

; r

2

) =

1

p

2

['

nlm

(r

1

)'

100

(r

2

) + '

nlm

(r

2

)'

100

(r

1

)℄�

�

1

p

2

(Æ

�

1

1

Æ

�

2

2

� Æ

�

2

1

Æ

�

1

2

) ; (5.360)

'

�

1

�

2

(r

1

; r

2

) =

1

p

2

['

nlm

(r

1

)'

100

(r

2

)� '

nlm

(r

2

)'

100

(r

1

)℄�

�

1

p

2

(Æ

�

1

1

Æ

�

2

2

+ Æ

�

2

1

Æ

�

1

2

) ; (5.361)

'

�

1

�

2

(r

1

; r

2

) =

1

p

2

['

nlm

(r

1

)'

100

(r

2

)� '

nlm

(r

2

)'

100

(r

1

)℄ Æ

�

1

1

Æ

�

2

1

;

(5.362)

'

�

1

�

2

(r

1

; r

2

) =

1

p

2

['

nlm

(r

1

)'

100

(r

2

)� '

nlm

(r

2

)'

100

(r

1

)℄ Æ

�

1

2

Æ

�

2

2

:

(5.363)

Der Zustand (5.360) ist o�ensi
htli
h wieder ein Singulett-Zustand. Die

drei Zust

�

ande (5.361) { (5.363) sindTriplett-Zust

�

ande. Man

�

uberzeugt

si
h uns
hwer, da� f

�

ur diese Zust

�

ande

^

S

2

'

�

1

�

2

(r

1

; r

2

) = 1(1 + 1)~

2

'

�

1

�

2

(r

1

; r

2

) = 2~

2

'

�

1

�

2

(r

1

; r

2

); (5.364)
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^

S

z

'

�

1

�

2

(r

1

; r

2

) = m

s

'

�

1

�

2

(r

1

; r

2

) (5.365)

gilt, wobeim

s

=0 im Falle (5.361),m

s

=1 im Falle (5.362) undm

s

=�1

im Falle (5.363) ist. Die drei Zust

�

ande sind also Eigenzust

�

ande zum

Gesamtspin 1 und seiner Projektion auf die z-A
hse.

Wie bereits erw

�

ahnt, sind die Singulett-Zust

�

ande mit den Wellen-

funktionen (5.357) und (5.360) sowie die Triplettzust

�

ande mit den

Wellenfunktionen (5.361) - (5.363) als Eigenzust

�

ande von

^

H

(0)

nur

n

�

aherungsweise au
h Eigenzust

�

ande des no
h die Coulomb-We
hsel-

wirkungsenergie

^

H

(1)

=

e

2

4�"

0

1

j

^

r

1

�

^

r

2

j

(5.366)

enthaltenden exakten (ni
htrelativistis
hen) Hamilton-Operators

^

H =

^

H

(0)

+

^

H

(1)

: (5.367)

Die Wellenfunktionen (5.357) { (5.363) der ungest

�

orten Zust

�

ande

31

und die dazugeh

�

origen (ungest

�

orten) Energien k

�

onnen als nullte N

�

ahe-

rung einer S
hr

�

odingers
hen St

�

orungstheorie (Abs
hnitt 5.3.1) zur Be-

re
hnung der exakten Energien und Wellenfunktionen verwendet wer-

den. Man �ndet, da� die Singulett-Zust

�

ande (5.360) eine etwas gr

�

o�e-

re Energie als die entspre
henden Triplett-Zust

�

ande (5.361) - (5.363)

(wel
he untereinander energetis
h glei
hwertig sind) besitzen. Beide Ar-

ten von Zust

�

anden bes
hreiben angeregte Zust

�

ande. Zu dem Singulett-

Zustand (5.357) (Grundzustand) existiert o�ensi
htli
h kein entspre-


hender Triplett-Zustand. Mit Absorption oder Emission elektroma-

gnetis
her Strahlung verbundene

�

Uberg

�

ange (Seite 272) sind jedo
h

nur zwis
hen Triplett-Zust

�

anden bzw. Singulett-Zust

�

anden erlaubt, so

da� si
h zwei lei
ht unters
hiedli
he Typen von Spektren ergeben.

5.4.3.2 Das Wassersto�molek

�

ul

Die quantenme
hanis
he Behandlung von Molek

�

ulen (und sinngem

�

a�

au
h die von Festk

�

orpern) ges
hieht

�

ubli
herweise wie folgt. Zun

�

a
hst

wird eine geeignete Kernkon�guration, die dur
h die Lage der Atom-

r

�

umpfe im betra
hteten Molek

�

ul bestimmt ist, gew

�

ahlt, f

�

ur die (d.h. bei

31

Es ist klar da� mit den Zust

�

anden (5.357) { (5.363) ni
ht alle m

�

ogli
hen antisymmetris
hen

Eigenzust

�

ande von

^

H

(0)

ausges
h

�

opft sind.
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festgehaltener Kernkon�guration) das elektronis
he Energieeigenwert-

problem gel

�

ost wird. Die Energieeigenwerte als Funktionen der Kern-

koordinaten k

�

onnen dann als die potentiellen Energien f

�

ur die Kernbe-

wegung angesehen werden. Insbesondere ist die Kernkon�guration des

elektronis
hen Grundzustands dur
h das Minimum der entspre
henden

potentiellen Energie festgelegt. Ein Molek

�

ul ist nur dann stabil, wenn

sol
h ein Minimum existiert und dieses deutli
h unter der Dissoziations-

energie liegt. F

�

ur angeregte Elektronenzust

�

ande ist die Situation etwas

komplizierter. Existiert kein Minimum, so ist das Molek

�

ul in einem sol-


hen Zustand instabil. Es gibt au
h Zust

�

ande mit (relativen) Minima,

die sowohl oberhalb der Dissoziationsenergie liegen k

�

onnnen (und zu

metastabilen Molek

�

ulzust

�

anden Anla� geben) oder wie im Grundzu-

stand unterhalb der Dissoziationsenergie.

Wenn die Elektronenenergie ein Minimum bei einer speziellen Kern-

kon�guration besitzt, dann kann sie (als Funktion der Kernkoordina-

ten) na
h den Auslenkungen aus dieser (Glei
hgewi
hts-) Kernkon�gu-

ration entwi
kelt werden, und es ergibt si
h in niedrigster Ordnung eine

in den Kernauslenkungen quadratis
he potentielle Energie. Dynamis
h

bedeutet dies harmonis
he S
hwingungen der Kerne um die Glei
hge-

wi
htslagen, deren We
hselwirkung mit elektromagnetis
her Strahlung

Anla� zu (typis
herweise) Infrarotspektren gibt. Eine Normals
hwin-

gungsanalyse (siehe Abs
hnitt 2.3.7.2 der Me
hanik-Vorlesung) f

�

uhrt

auf ein System von ungekoppelten harmonis
hen Oszillatoren, die stan-

dardm

�

a�ig behandelt werden k

�

onnen.

S
hlie�li
h k

�

onnen Molek

�

ule (wenn sie ni
ht dur
h bena
hbarte dar-

an gehindert werden) au
h wie starre K

�

orper Rotationsbewegungen

ausf

�

uhren und damit zu weiteren diskreten Energieniveaus Anla� ge-

ben, die infolge der We
hselwirkung mit elektromagnetis
her Strahlung

ebenfalls zu Spektren (aber mit no
h geringeren Frequenzen als bei

den S
hwingungen) f

�

uhren. Da si
h bei einem

�

Ubergang zwis
hen zwei

Elektronenzust

�

anden au
h die S
hwingungs- und Rotationszust

�

ande in

vielf

�

altiger Weise

�

andern k

�

onnen, bestehen die Elektronenspektren der

Molek

�

ule in der Regel aus (breiten)Banden anstelle (s
hmaler) Linien,

wie sie f

�

ur Atome typis
h sind.

Betra
hten wir den einfa
hsten Fall eines aus zwei Wassersto�ato-

men gebildeten Wassersto�molek

�

uls. Es ist ein Beispiel f

�

ur ein Molek

�

ul
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mit kovalenter Bindung der beiden Atome, die (im Gegensatz zur

ionis
hen Bindung wie etwa im HCl-Molek

�

ul) nur quantenme
ha-

nis
h erkl

�

art werden kann, wobei das Pauli-Prinzip eine ganz wesent-

li
he Rolle spielt. Der ni
htrelativistis
he Hamilton-Operator f

�

ur die

Elektronenbewegung bei festgehaltenen Kernlagen R

1

und R

2

lautet

gem

�

a� (5.344) { (5.349) (ohne

^

T

K

)

^

H = �

~

2

2m

e

�

1

�

e

2

4��

0

1

jr

1

�R

1

j

�

e

2

4��

0

1

jr

1

�R

2

j

�

~

2

2m

e

�

2

�

e

2

4��

0

1

jr

2

�R

1

j

�

e

2

4��

0

1

jr

2

�R

2

j

+

e

2

4��

0

1

jr

1

� r

2

j

+

e

2

4��

0

1

jR

1

�R

2

j

: (5.368)

Eine gute N

�

aherung f

�

ur die Wellenfunktion des energetis
h tiefsten Zu-

stand ist dur
h den auf auf Heitler und London zur

�

u
kgehenden Ansatz

'

�

1

�

2

(r

1

; r

2

) �

h

'

(1)

100

(r

1

)'

(2)

100

(r

2

) + '

(1)

100

(r

2

)'

(2)

100

(r

1

)

i

�

1

p

2

(Æ

�

1

1

Æ

�

2

2

� Æ

�

2

1

Æ

�

1

2

) (5.369)

gegeben, wobei '

(1)

100

(r) und '

(2)

100

(r) (elektronis
he) Grundzustandswel-

lenfunktionen vom Typ der Wellenfunktionen von (als voneinander ge-

trennt geda
hten) Wassersto�atomen an den Orten R

1

bzw. R

2

sind.

Das Minimum der damit bere
hneten elektronis
hen Grundzustands-

energie, d.h. des Erwartungswerts von

^

H mit der (normierten) Wellen-

funktion '

�

1

�

2

(r

1

; r

2

), liegt bei einem Kernabstand jR

1

�R

2

j � 1; 64 r

0

,

der in etwa dem tats

�

a
hli
hen Kernabstand im Wassersto�molek

�

ul ent-

spri
ht.

32

Damit ist die kovalente Bindung imWassersto�molek

�

ul dur
h

die Quantenme
hanik prinzipiell erkl

�

art. Die Wellenfunktion (5.369) re-

pr

�

asentiert einen Singulett-Zustand, in dem si
h die Spins der beiden

Elektronen gegenseitig kompensieren und keine Zuordnung der Elek-

tronen zu den Kernen gema
ht werden kann. Denkbar w

�

are nat

�

urli
h

au
h ein Ansatz f

�

ur die Wellenfunktion mit symmetris
hem Spinanteil

32

Die Dissoziationsenergie ergibt si
h als E

diss

� 3; 14 eV.
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und antisymmetris
hem Bahnanteil. Dieser w

�

urde jedo
h zu keinem

stabilen Wassersto�molek

�

ul f

�

uhren.

Physikalis
h begr

�

undete Ans

�

atze wie etwa der Ansatz (5.369) bil-

den in der Regel den Ausgangspunkt f

�

ur Variationsverfahren zur

n

�

aherungsweisen Grundzustandsbestimmung. Betra
hten wir ganz all-

gemein ein quantenme
hanis
hes System mit einem Hamilton-Operator

^

H und nehmen wir der Einfa
hheit halber an, da� die L

�

osung des Ei-

genwertproblems

^

Hjni = E

n

jni (5.370)

auf diskrete Zust

�

ande jni f

�

uhrt und somit au
h auf ein diskretes Ener-

giespektrum. Ist j'i ein beliebiger auf eins normierter Zustandsvektor

des Hilbert-Raums, dann kann er bekanntli
h na
h den Zust

�

anden jni

entwi
kelt werden,

j'i =

X

n




n

jni; (5.371)

X

n

j


n

j

2

= 1; (5.372)

und der Erwartungswert der Energie des Systems im Zustand j'i lautet

h'j

^

H j'i =

X

n

E

n

j


n

j

2

: (5.373)

Ist E

0

die Energie des Grundzustands, d.h. E

n

�E

0

, dann gilt o�en-

si
htli
h

h'j

^

H j'i � E

0

X

n

j


n

j

2

= E

0

: (5.374)

Das Ergebnis besagt, da� der Erwartungswert der Energie des Sy-

stems in einem beliebigen (auf 1 normierten) Zustand j'i gr

�

o�er

oder h

�

o
hstens glei
h dem tiefsten Energieeigenwert des Systems ist.

Dur
h einen physikalis
h begr

�

undeten Ansatz j'i f

�

ur den Grundzu-

stand mit zun

�

a
hst unbestimmten Parametern kann h'j

^

Hj'i als Funk-

tion dieser Parameter bere
hnet werden. Dur
h Variation der Parame-

ter kann dann das Minimum dieser Funktion bestimmt werden. Auf

diese Weise kann (bei geeignetem Ansatz) die (ni
ht negative) Di�e-

renz h'j

^

H j'i�E

0

hinrei
hend klein gema
ht werden, so da� j'i und

h'j

^

H j'i als gute N

�

aherungen f

�

ur den Grundzustand und die Grundzu-

standsenergie angesehen werden k

�

onnen.
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5.4.4 2. Quantisierung (Feldquantisierung)

In unseren bisherigen

�

Uberlegungen haben wir die Anzahl der Teil-


hen stets als vorgegeben betra
htet. Der entspre
hende Hilbert-Raum

geh

�

orte somit zu einer festen Teil
henzahl n. Um Probleme mit varia-

bler Teil
henzahl zu behandeln, kann aus den Hilbert-R

�

aumen H

n

, die

zu vers
hiedenen n geh

�

oren, ein gr

�

o�erer Raum H konstruiert werden.

5.4.4.1 Fermionen

Der Zustandsvektor j i eines aus n Teil
hen bestehenden Systems kann

bekanntli
h na
h den Basisvektoren (5.298) entwi
kelt werden,

j i =

Z

g

1

;g

2

;:::;g

n

X

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

ihg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j i; (5.375)

so da� insbesondere f

�

ur einen Vektor

j i

�

�

^

P

�

j i (5.376)

[mit

^

P

�

aus (5.320)℄

j i

�

=

Z

g

1

;g

2

;:::;g

n

X

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

ihg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j i

�

(5.377)

gilt. Wenden wir auf j i

�

in dieser Glei
hung den Projektionsoperator

^

P

�

an, so erhalten wir wegen (5.330)

j i

�

=

Z

g

1

;g

2

;:::;g

n

X

^

P

�

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

ihg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j

^

P

�

j i

�

; (5.378)

woraus mit (5.337)

j i

�

=

1

n!

Z

g

1

;g

2

;:::;g

n

X

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

� �

hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j i

�

(5.379)

folgt und somit

^

I

�

=

1

n!

Z

g

1

;g

2

;:::;g

n

X

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

� �

hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j (5.380)
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die Vollst

�

andigkeitsrelation im Raum der antisymmetris
hen Zust

�

ande

eines n-Teil
hen-Systems darstellt.

Die zu vers
hiedenen Teil
henzahlen n geh

�

orenden Hilbert-R

�

aume

k

�

onnen dur
h orthogonales Aneinanderf

�

ugen der jeweiligen Zust

�

ande

zu einem gr

�

o�eren Hilbert-Raum zusammengefa�t werden. Es sei j0i

der Vakuumzustand, d.h. der Zustand mit keinem Teil
hen. Wir f

�

ugen

zu diesem Zustand orthogonal die Zust

�

ande jgi mit einem Teil
hen

hinzu, so da� ein Zustandsvektor in diesem Raum

j i

�

= j0ih0j i

�

+

X

Z

g

jgihgj i

�

(h0jgi = 0) (5.381)

lautet. Im n

�

a
hsten S
hritt f

�

ugen wir orthogonal die antisymmetris
hen

2-Teil
hen-Zust

�

ande jg

1

; g

2

i

�

hinzu. Wir fahren entspre
hend fort und

erhalten f

�

ur einen allgemeinen Zustandsvektor j i

�

die Zerlegung

j i

�

= j0ih0j i

�

+

X

Z

g

jgihgj i

�

+ : : :

: : :+

1

n!

Z

g

1

;g

2

;:::;g

n

X

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

��

hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j i

�

+ : : : ; (5.382)

wobei

�

hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

jg

0

1

; g

0

2

; : : : ; g

0

n

0

i

�

= 0 f

�

ur n 6= n

0

(5.383)

gilt. Dementspre
hend lautet die dyadis
he Darstellung des Einheits-

operators (d.h. die Vollst

�

andigkeitsrelation) in diesem Raum:

^

I

�

= j0ih0j+

X

Z

g

jgihgj + : : :

+ : : :

1

n!

Z

g

1

;g

2

;:::;g

n

X

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

��

hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j+: : :

(5.384)

Der

�

Ubergang von einem Zustand mit n Teil
hen in einen Zustand mit
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n+1 bzw. n� 1 Teil
hen kann mittels Erzeugungsoperatoren


̂

y

g

= jgih0j +

X

Z

g

1

jg; g

1

i

�

hg

1

j+ : : :

+ : : :

1

n!

Z

g

1

;g

2

;:::;g

n

X

jg; g

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

��

hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j+: : :

(5.385)

bzw. Verni
htungsoperatoren


̂

g

= j0ihgj +

X

Z

g

1

jg

1

i

�

hg; g

1

j+ : : :

+ : : :

1

n!

Z

g

1

;g

2

;:::;g

n

X

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

��

hg; g

1

; g

2

; : : : ; g

n

j+: : :

(5.386)

vollzogen werden.

O�ensi
htli
h bewirkt die Anwendung von 
̂

y

g

auf einen Zustand mit

n Teil
hen den

�

Ubergang zu einem Zustand mit n+1 Teil
hen:


̂

y

g

j0i = jgi; (5.387)


̂

y

g

jg

1

i = jg; g

1

i

�

; (5.388)

:

:

:


̂

y

g

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

= jg; g

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

: (5.389)

Dementspre
hend �nden wir


̂

y

g


̂

y

g

0

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

= jg; g

0

; g

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

(5.390)

und


̂

y

g

0


̂

y

g

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

= jg

0

; g; g

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

= �jg; g

0

; g

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

; (5.391)

woraus

�


̂

y

g


̂

y

g

0

+ 
̂

y

g

0


̂

y

g

�

jg; g

0

; g

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

= 0 (5.392)
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und somit au
h

�


̂

y

g


̂

y

g

0

+ 
̂

y

g

0


̂

y

g

�

j i

�

= 0 (5.393)

f

�

ur beliebiges j i

�

folgt. Folgli
h gilt

�


̂

y

g

; 
̂

y

g

0

℄

+

= 0 =

�


̂

g

; 
̂

g

0

�

+

(5.394)

mit [

^

A;

^

B℄

+

=

^

A

^

B+

^

B

^

A als dem Antikommutator.

Die Anwendung von 
̂

g

auf einen Zustand mit n Teil
hen bewirkt

den

�

Ubergang in einen Zustand mit n� 1 Teil
hen. Unter Ber

�

u
ksi
h-

tigung von (5.339) �nden wir


̂

g

j0i = 0; (5.395)


̂

g

jg

1

i = Æ(g; g

1

)j0i; (5.396)


̂

g

jg

1

; g

2

i

�

=

X

Z

g

0

1

�

hg; g

0

1

jg

1

; g

2

i

�

jg

0

1

i

=

X

Z

g

0

1

[Æ(g; g

1

)Æ(g

0

1

; g

2

)� Æ(g

0

1

; g

1

)Æ(g; g

2

)℄ jg

0

1

i

= Æ(g; g

1

)jg

2

i � Æ(g; g

2

)jg

1

i; (5.397)

:

:

:


̂

g

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

= Æ(g; g

1

)jg

2

; g

3

; : : : ; g

n

i

�

� Æ(g; g

2

)jg

1

; g

3

; : : : ; g

n

i

�

� : : : : (5.398)

Wir ma
hen von (5.389) und (5.398) Gebrau
h und �nden


̂

g


̂

y

g

0

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

= 
̂

g

jg

0

; g

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

= Æ(g; g

0

)jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

� Æ(g; g

1

)jg

0

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

� : : : (5.399)
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sowie


̂

y

g

0


̂

g

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

= 
̂

y

g

0

�

Æ(g; g

1

)jg

2

; g

3

; : : : ; g

n

i

�

� Æ(g; g

2

)jg

1

; g

3

; : : : ; g

n

i

�

� : : :

�

= Æ(g; g

1

)jg

0

; g

2

; g

3

; : : : ; g

n

i

�

� Æ(g; g

2

)jg

0

; g

1

; g

3

; : : : ; g

n

i

�

� : : : ; (5.400)

woraus nunmehr

�


̂

g


̂

y

g

0

+ 
̂

y

g

0


̂

g

�

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

= Æ(g; g

0

)jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

(5.401)

folgt. Damit gilt f

�

ur beliebiges j i

�

�


̂

g


̂

y

g

0

+ 
̂

y

g

0


̂

g

�

j i

�

= Æ(g; g

0

)j i

�

; (5.402)

und wir gelangen zu folgender Vertaus
hungsregel:

�


̂

g

; 
̂

y

g

0

�

+

= Æ(g; g

0

)

(5.403)

Betra
hten wir s
hlie�li
h die Operatoren

n̂

g

= 
̂

y

g


̂

g

: (5.404)

Aus (5.400) ist ersi
htli
h, da�


̂

y

g


̂

g

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

= Æ(g; g

1

)jg; g

2

; g

3

; : : : ; g

n

i

�

� Æ(g; g

2

)jg; g

1

; g

3

; : : : ; g

n

i

�

� : : :

= Æ(g; g

1

)jg; g

2

; g

3

; : : : ; g

n

i

�

+ Æ(g; g

2

)jg

1

; g; g

3

; : : : ; g

n

i

�

+ : : : (5.405)

gilt. Somit sind alle Vektoren jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

, f

�

ur die kein g

�

mit g

�

ubereinstimmt, Eigenvektoren von n̂

g

zum Eigenwert 0. Entspre
hend

sind im diskreten Fall alle Vektoren jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

, f

�

ur die irgend-

ein g

�

mit g

�

ubereinstimmt, Eigenvektoren von n̂

g

zum Eigenwert 1.
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Die Operatoren stellen o�ensi
htli
h dieAnzahloperatoren bzw.An-

zahldi
hteoperatoren der Teil
hen dar (au
h Besetzungszahl- bzw.

Besetzungszahldi
hteoperatoren genannt). Der Anzahl der Teil
hen ins-

gesamt entspri
ht somit der Operator

n̂ =

X

Z

g

n̂

g

: (5.406)

Bei praktis
hen Re
hnungen ist es oft zwe
km

�

a�ig, von diskreten

1-Teil
hen-Zust

�

anden auszugehen und im Falle von kontinuierli
hen

Zust

�

anden den entspre
henden Grenzproze� erst am Ende der Re
h-

nungen dur
hzuf

�

uhren. Im diskreten Fall nehmen die Vertaus
hungsre-

geln (5.394) und (5.403) die Gestalt (g! k)

�


̂

y

k

; 
̂

y

k

0

℄

+

= 0 =

�


̂

k

; 
̂

k

0

℄

+

(5.407)

�


̂

k

; 
̂

y

k

0

℄

+

= Æ

kk

0

(5.408)

an, wobei k (k=1; 2; 3; : : :) die 1-Teil
hen-Zust

�

ande in geeigneter Wei-

se dur
hnumerieren soll. Bezei
hnen wir in diesem Fall die Eigen-

zust

�

ande der Anzahloperatoren mit jn

1

; n

2

; n

3

; : : :i, dann k

�

onnen wir

gem

�

a� (5.405)

n̂

k

jn

1

; n

2

; n

3

; : : : ; n

k

; : : :i = n

k

jn

1

; n

2

; n

3

; : : : ; n

k

; : : :i

(5.409)

s
hreiben, wobei die n

k

nur die Werte 0 und 1 annehmen k

�

onnen.

Dementspre
hend nimmt die Glei
hung (5.389) die Gestalt


̂

y

k

jn

1

; n

2

; n

3

; : : :i = (�1)

�

k

p

1� n

k

jn

1

; n

2

; n

3

; : : : ; n

k

+ 1; : : :i

(5.410)
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und die Glei
hung (5.398) die Gestalt


̂

k

jn

1

; n

2

; n

3

; : : :i = (�1)

�

k

p

n

k

jn

1

; n

2

; n

3

; : : : ; n

k

� 1; : : :i

(5.411)

an, wobei

�

k

=

k�1

X

i=1

n

i

; (5.412)

ist.

Wir wollen zu einem anderen vollst

�

andigen Satz F von vertr

�

agli
hen

1-Teil
hen-Observablen

�

ubergehen,

^

F jfi = f jfi; (5.413)

hf jf

0

i = Æ(f; f

0

); (5.414)

X

Z

f

jfihf j =

^

I: (5.415)

Dann gilt

33

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i =

Z

f

1

;f

2

;:::;f

n

X

jf

1

; f

2

; : : : ; f

n

ihf

1

; f

2

; : : : ; f

n

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

=

Z

f

1

;f

2

;:::;f

n

X

jf

1

; f

2

; : : : ; f

n

ihf

1

jg

1

ihf

2

jg

2

i : : : hf

n

jg

n

i

(5.416)

und folgli
h au
h

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

=

Z

f

1

;f

2

;:::;f

n

X

jf

1

; f

2

; : : : ; f

n

i

�

hf

1

jg

1

ihf

2

jg

2

i : : : hf

n

jg

n

i:

(5.417)

33

hf

�

jg

�

i�

(�)

hf

�

jg

�

i

(�)

.
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Wir betra
hten ein Glied in der De�nitionsglei
hung (5.386) f

�

ur 
̂

g

,

1

n!

Z

g

1

;g

2

;:::;g

n

X

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

��

hg; g

1

; g

2

; : : : ; g

n

j

=

1

n!

Z

g

1

;g

2

;:::;g

n

X

Z

f

1

;f

2

;:::;f

n

X

Z

f;f

1

;:::;f

n

X

jf

1

; f

2

; : : : ; f

n

i

�

� hf

1

jg

1

ihf

2

jg

2

i : : : hf

n

jg

n

i : : :

�

�

hf; f

0

1

; : : : ; f

0

n

j hgjfihg

1

jf

0

1

i : : : hg

n

jf

0

n

i

=

X

Z

f

�

1

n!

Z

f

1

;f

2

;:::;f

n

X

jf

1

; f

2

; : : : ; f

n

i

� �

hf

1

; f

2

; : : : ; f

n

j

�

hgjfi;

(5.418)

und sehen, da� folgender Zusammenhang zwis
hen den Verni
htungs-

operatoren 
̂

g

und 
̂

f

besteht:


̂

g

=

X

Z

f


̂

f

hgjfi

(5.419)

Es sei

^

A ein gewisser Observablenoperator des Vielteil
hensystems.

O�ensi
htli
h gilt f

�

ur

^

A im Raum der antisymmetris
hen Zust

�

ande

^

A =

^

I

�

^

A

^

I

�

=

�

j0ih0j+ : : :+

1

n!

Z

g

1

;g

2

;:::;g

n

X

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

� �

hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j : : :

�

^

A

�

�

j0ih0j+ : : :+

1

n!

Z

g

1

;g

2

;:::;g

n

X

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

� �

hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j : : :

�

;

(5.420)

so da� insbesondere

^

A mit

^

P

�

^

A

^

P

�

identis
h ist,

^

P

�

^

A

^

P

�

=

^

A: (5.421)
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Ist speziell

^

A diagonal bez

�

ugli
h der Teil
henzahlen,

�

hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j

^

Ajg

0

1

; g

0

2

; : : : ; g

0

n

0

i

�

= 0 f

�

ur n 6= n

0

; (5.422)

so folgt aus (5.420)

^

A =

X

n

1

n!

1

n!

Z

g

1

;g

2

;:::;g

n

X

Z

g

0

1

;g

0

2

;:::;g

0

n

X

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

�

�

hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j

^

Ajg

0

1

; g

0

2

; : : : ; g

0

n

i

� �

hg

0

1

; g

0

2

; : : : ; g

0

n

j; (5.423)

wobei o�enbar

1

n!

�

hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j

^

Ajg

0

1

; g

0

2

; : : : ; g

0

n

i

�

= hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j

^

P

�

^

A

^

P

�

jg

0

1

; g

0

2

; : : : ; g

0

n

i

= hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j

^

Ajg

0

1

; g

0

2

; : : : ; g

0

n

i (5.424)

ist.

Betra
hten wir den einfa
hsten Fall, da�

^

A si
h additiv aus 1-

Teil
hen-Operatoren zusammensetzt,

34

^

A =

X

n

^

A

n

;

^

A

n

=

n

X

�=1

â

�

: (5.425)

Wir �nden

hg

1

; g

2

; : : : ; g

n

j

^

A

n

jg

0

1

; g

0

2

; : : : ; g

0

n

i

= hg

1

jâ

1

jg

0

1

iÆ(g

2

; g

0

2

) : : : Æ(g

n

; g

0

n

) + : : :

: : :+ Æ(g

1

; g

0

1

) : : : Æ(g

n�1

; g

0

n�1

)hg

n

jâ

n

jg

0

n

i; (5.426)

34

Zur besseren Unters
heidung von Vielteil
hen- und Einteil
hengr

�

o�en wollen wir hier und im

folgenden letztere dur
h kleine Bu
hstaben kennzei
hnen.
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und somit geht (5.423) in

^

A =

X

n

�

1

n!

Z

g

1

;g

2

;:::;g

n

X

Z

g

0

1

;g

0

2

;:::;g

0

n

X

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

�

�

hg

1

jâ

1

jg

0

1

iÆ(g

2

; g

0

2

) : : : Æ(g

n

; g

0

n

) + : : :

: : :+ Æ(g

1

; g

0

1

) : : : Æ(g

n�1

; g

0

n�1

)hg

n

jâ

n

jg

0

n

i

�

�

hg

0

1

; g

0

2

; : : : ; g

0

n

j

�

(5.427)

�

uber. Wir formen (5.427) etwas um,

^

A =

X

n

�

1

n!

Z

g

1

;g

0

1

X

Z

g

2

;g

3

;:::;g

n

X

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

hg

1

jâ

1

jg

0

1

i

�

hg

0

1

; g

2

; : : : ; g

n

j

+ : : :+

1

n!

Z

g

n

;g

0

n

X

Z

g

1

;g

2

;:::;g

n�1

X

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

hg

n

jâ

n

jg

0

n

i

�

hg

1

; g

2

; : : : ; g

0

n

j

=

1

(n� 1)!

Z

g

1

;g

0

1

X

Z

g

2

;g

3

;:::;g

n

X

jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

�

hg

1

jâ

1

jg

0

1

i

�

hg

0

1

; g

2

; : : : ; g

n

j

�

;

(5.428)

und sehen, da� mit (5.389)

^

A =

X

n

�

1

(n� 1)!

Z

g

1

;g

0

1

X

Z

g

2

;g

3

;:::;g

n

X


̂

y

g

1

jg

2

; g

3

; : : : ; g

n

i

�

hg

1

jâ

1

jg

0

1

i

�

hg

2

; g

3

; : : : ; g

n

j
̂

g

0

1

�

(5.429)

gilt. Unter Ber

�

u
ksi
htigung der Vollst

�

andigkeitsrelation (5.384) erhal-

ten wir also das folgende Ergebnis:

^

A =

Z

g

1

;g

0

1

X


̂

y

g

1

hg

1

jâ

1

jg

0

1

i 
̂

g

0

1

(5.430)
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Im Falle eines Observablenoperators, der si
h additiv aus 2-

Teil
hen-Operatoren zusammensetzt,

^

A =

1

2

X

�

1

;�

2

â

�

1

�

2

; (5.431)

kann analog verfahren werden. Das Ergebnis lautet:

^

A =

1

2

Z

g

1

;g

0

1

X

Z

g

2

;g

0

2

X


̂

y

g

1


̂

y

g

2

hg

1

; g

2

jâ

12

jg

0

1

; g

0

2

i 
̂

g

0

2


̂

g

0

1

(5.432)

Mit (5.430) und (5.432) kann insbesondere der Hamilton-

Operator eines Zweierwe
hselwirkungen unterliegenden Vielteil
hen-

systems dur
h Erzeugungs- und -verni
htungsoperatoren ausgedr

�

u
kt

und somit in einer der Behandlung von Vielteil
henproblemen ad

�

aqua-

ten Form angegeben werden. Im weiteren k

�

onnen dann die bekann-

ten quantenme
hanis
hen Untersu
hungen dur
hgef

�

uhrt werden, wie

die L

�

osung von Eigenwertproblemen, die Behandlung von station

�

aren

und instation

�

aren Problemen, wobei in den vers
hiedenen Bildern ge-

arbeitet werden kann.

Betra
hten wir beispielsweise die quantenme
hanis
hen Bewegungs-

glei
hungen f

�

ur die Erzeugungs- und -verni
htungsoperatoren im Hei-

senberg-Bild,

d
̂

g

dt

=

1

i~

�


̂

g

;

^

H

�

; (5.433)

im Falle eines Systems identis
her Fermionen, dessen Hamilton-

Operator si
h additiv aus 1-Teil
hen-Operatoren zusammensetzt,

^

H =

X

�

^

h

�

: (5.434)

Gem

�

a� (5.430) lautet er dur
h Erzeugungs- und -verni
htungsoperato-

ren ausgedr

�

u
kt

^

H =

Z

g; g

0

X


̂

y

g

hgj

^

hjg

0

i 
̂

g

0

: (5.435)
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Damit folgt aus (5.433) unter Ber

�

u
ksi
htigung der Vertaus
hungsre-

geln (5.394) und (5.403)

d
̂

g

dt

=

1

i~

Z

g

0

;g

00

X

hg

0

j

^

hjg

00

i

�


̂

g

; 
̂

y

g

0


̂

g

00

�

=

1

i~

Z

g

0

;g

00

X

hg

0

j

^

hjg

00

i

�


̂

g


̂

y

g

0


̂

g

00

� 
̂

y

g

0


̂

g

00


̂

g

�

=

1

i~

Z

g

0

;g

00

X

hg

0

j

^

hjg

00

i

�

Æ(g; g

0

)
̂

g

00

� 
̂

y

g

0

(
̂

g


̂

g

00

+ 
̂

g

00


̂

g

)

| {z }

0

�

; (5.436)

d.h., die Operatoren 
̂

g

gen

�

ugen im Heisenberg-Bild der folgenden Be-

wegungsglei
hung:

d
̂

g

dt

=

1

i~

X

Z

g

0

hgj

^

hjg

0

i 
̂

g

0

(5.437)

F

�

ur Teil
hen mit innerem Drehimpuls stellen die Operatoren r̂,

^

S

z

bekanntli
h einen vollst

�

andigen Satz vertr

�

agli
her Observablenopera-

toren eines Teil
hens dar, so da� wir speziell f

�

ur Fermionen mit s=1=2

(wie etwa Elektronen)

jgi = jr; �i (� = 1; 2) (5.438)

setzen (siehe Abs
hnitt 5.1.2) und dementspre
hend


̂

g

= 
̂

�

(r) �

^

 

�

(r) (5.439)

s
hreiben k

�

onnen. In dieser Darstellung nehmen die Matrixelemente

eines 1-Teil
hen-Hamilton-Operators vom Typ

^

h =

p̂

2

2m

+ V (

^

r) (5.440)
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bekanntli
h die Gestalt

hgj

^

hjg

0

i = Æ

��

0

�

�

~

2

2m

�

r

+ V (r)

�

Æ(r� r

0

) (5.441)

an. Dementspre
hend geht der Hamilton-Operator (5.435) in

^

H =

X

�

Z

d

3

r

^

 

y

�

(r)

�

�

~

2

2m

�+ V (r)

�

^

 

�

(r)

(5.442)

�

uber, wobei gem

�

a� (5.394) und (5.403) f

�

ur die Feldoperatoren

^

 

�

(r)

die Antikommutatorbeziehungen

�

^

 

�

(r);

^

 

�

0

(r

0

)

�

+

=

�

^

 

y

�

(r);

^

 

y

�

0

(r

0

)

�

+

= 0

(5.443)

�

^

 

�

(r);

^

 

y

�

0

(r

0

)

�

+

= Æ

��

0

Æ(r� r

0

)

(5.444)

gelten. Im Heisenberg-Bild gen

�

ugen sie gem

�

a� (5.437) der (nunmehr

operatorwertigen) S
hr

�

odinger-Glei
hung:

35

i~

�

^

 

�

(r; t)

�t

=

�

�

~

2

2m

�+ V (r)

�

^

 

�

(r; t)

(5.445)

S
hreiben wir den Hamilton-Operator (5.442) in der Form

^

H =

X

�

Z

d

3

r

^

H

�

(r); (5.446)

35

Wird die 1-Teil
hen-S
hr

�

odinger-Glei
hung als klassis
he Feldglei
hung f

�

ur das S
hr

�

odinger-

Feld  (r; t) aufgefa�t, so kann der

�

Ubergang zu dem Feldoperator

^

 (r; t) und der operatorwertigen

S
hr

�

odinger-Glei
hung (5.445) als Quantisierung des S
hr

�

odinger-Feldes aufgefa�t werden. Deswegen

wird in diesem Zusammenhang au
h von zweiter Quantisierung gespro
hen.
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so bedeutet

^

H

�

(r) =

^

 

y

�

(r)

�

�

~

2

2m

�+ V (r)

�

^

 

�

(r) (5.447)

o�ensi
htli
h den Operator der Hamilton-Di
hte (Energiedi
hte) f

�

ur die

Teil
hen mit Spinprojektion �, und entspre
hend stellt

^

 

y

�

(r)

^

 

�

(r) den

Operator der Anzahldi
hte dieser Teil
hen dar.

Sind die Zust

�

ande jgi insbesondere Eigenzust

�

ande des 1-Teil
hen-

Hamilton-Operators

^

h,

^

hjgi = �

g

jgi (5.448)

(�

g

- Einzelteil
henenergien), so ist

hgj

^

hjg

0

i = �

g

Æ(g; g

0

): (5.449)

In diesem Fall nimmt der Hamilton-Operator (5.435) die einfa
he Form

^

H =

X

Z

g


̂

y

g


̂

g

�

g

=

X

Z

g

n̂

g

�

g

(5.450)

an, so da� im Heisenberg-Bild gem

�

a� (5.437) einfa
h

_


̂

g

= �i!

g


̂

g

; 
̂

g

(t) = 
̂

g

(t

0

)e

�i!

g

(t�t

0

)

(5.451)

(!

g

= �

g

=~) gilt. Da die Anzahloperatoren (bzw. Anzahldi
hteoperato-

ren) mit dem Hamilton-Operator vertaus
hen, besitzen sie ein gemein-

sames Eigenvektorsystem. Ist speziell g diskret, so haben wir [g! k;

siehe (5.407) { (5.412)℄

^

H =

X

k


̂

y

k


̂

k

�

k

=

X

k

n̂

k

�

k

(5.452)

und k

�

onnen unter Verwendung der Zust

�

ande jn

1

; n

2

; n

3

; : : :i einfa
h

^

Hjn

1

; n

2

; n

3

; : : :i = E

fn

k

g

jn

1

; n

2

; n

3

; : : :i

(5.453)
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s
hreiben, wobei

E

fn

k

g

=

X

k

n

k

�

k

(5.454)

gilt. Erwartungsgem

�

a� ist die Anzahl der Teil
hen (hier 0 oder 1) in

jedem 1-Teil
hen-Zustand mit der entspre
henden Energie dieses Zu-

stands zu multiplizieren und

�

uber alle 1-Teil
hen-Zust

�

ande zu summie-

ren.

Im einfa
hsten Fall freier Teil
hen mit Spin 1=2 kann

jgi = jp; �i (� = 1; 2) (5.455)

mit p als dem Teil
henimpuls gew

�

ahlt werden. Der Vielteil
hen-Hamil-

ton-Operator lautet dann

^

H =

X

�

Z

d

3

p n̂

�

(p)�(p)

(5.456)

wobei

n̂

�

(p) = 
̂

y

�

(p)
̂

�

(p); (5.457)

�


̂

�

(p); 
̂

y

�

0

(p

0

)

�

= Æ

��

0

Æ(p� p

0

) (5.458)

gilt und die 1-Teil
hen-Energie die kinetis
he

�(p) =

p

2

2m

(5.459)

ist. Gem

�

a� (5.419) ist der Zusammenhang zwis
hen

^

 

�

(r) und 
̂

�

(p)

dur
h

^

 

�

(r) =

X

�

Z

d

3

p 
̂

�

(p) hrjpi (5.460)

gegeben, d.h.:

^

 

�

(r) =

1

(2�~)

3=2

X

�

Z

d

3

p 
̂

�

(p) e

ip�r=~

(5.461)
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5.4.4.2 Bosonen

Die

�

Uberlegungen im Falle von Bosonen k

�

onnen in enger Analogie

zu denen f

�

ur Fermionen dur
hgef

�

uhrt werden, wobei den Re
hnun-

gen nunmehr die symmetris
hen Vektoren jg

1

; g

2

; : : : ; g

n

i

+

und j i

+

zugrunde zu legen sind. Die Tatsa
he, da� im Falle von Bosonen die

1-Teil
hen-Zust

�

ande mehrfa
h besetzt sein k

�

onnen, hat zur Folge, da�

die Verni
htungs- und Erzeugungsoperatoren 
̂

g

und 
̂

y

g

den (Kommuta-

tor-)Vertaus
hungsregeln

�


̂

g

; 
̂

y

g

0

�

= Æ(g; g

0

)

(5.462)

�


̂

y

g

; 
̂

y

g

0

℄ = 0 =

�


̂

g

; 
̂

g

0

�

(5.463)

gen

�

ugen. Insbesondere lassen si
h wieder Feldoperatoren einf

�

uhren und

(im Heisenberg-Bild) entspre
hende Feldglei
hungen formulieren.

F

�

ur diskrete 1-Teil
hen-Zust

�

ande wird aus (5.462)

�


̂

k

; 
̂

y

k

0

�

= Æ

k;k

0

: (5.464)

In diesem Fall stellen die

n̂

k

= 
̂

y

k


̂

k

(5.465)

Anzahloperatoren dar, und analog zu (5.409) gilt:

n̂

k

jn

1

; n

2

; n

3

; : : : ; n

k

; : : :i = n

k

jn

1

; n

2

; n

3

; : : : ; n

k

; : : :i

(5.466)

Im Gegensatz zu (5.409) sind die Werte der n

k

ni
ht mehr auf 0 und

1 bes
hr

�

ankt, sondern k

�

onnen beliebige (ni
htnegative) ganze Zahlen

sein. Die Vektoren jn

1

; n

2

; n

3

; : : :i k

�

onnen als Basisvektoren des Raums

der symmetris
hen Zust

�

ande angesehen werden. Die zu (5.410) und
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(5.411) analogen Glei
hungen lauten:

36


̂

y

k

jn

1

; n

2

; n

3

; : : :i =

p

n

k

+ 1 jn

1

; n

2

; n

3

; : : : ; n

k

+ 1; : : :i

(5.467)


̂

k

jn

1

; n

2

; n

3

; : : :i =

p

n

k

jn

1

; n

2

; n

3

; : : : ; n

k

� 1; : : :i

(5.468)

|||||||||{

36

Diese Glei
hungen entspre
hen (wegen des glei
hen Typs von Vertaus
hungsregeln) den Glei-


hungen (4.405) und (4.408) f

�

ur harmonis
he Oszillatoren.


