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Wo alle gleich denken,
denkt keiner sehr viel.

Walter Lippmann

Kapitel 1

Einfiithrung

Wiirde man versuchen, die Gesetzméfigkeiten der klassischen Mecha-
nik zusammen mit denen der (klassischen) Elektrodynamik auf Erschei-
nungen atomarer Gréflenordnungen anzuwenden, so gelinge man zu
Ergebnissen, die nicht nur im krassen Gegensatz zu experimentellen
Befunden stehen, sondern sich prinzipiell einer klassischen Deutung ent-
ziehen. Betrachten wir als einfaches Beispiel das klassische Atommodell,
bei dem (analog zur Bewegung der Planeten im Gravitationsfeld der
Sonne) die Elektronen im (abgeschirmten) Coulomb-Feld des Atom-
kerns Bahnkurven um den Kern durchlaufen. Eine solche Bewegung

Abbildung 1.1: Instabiles , klassisches® Atom.

ist eine beschleunigte Bewegung, die nach den Gesetzen der Elektro-
dynamik zu einer Abstrahlung elektromagnetischer Wellen und somit

5



6 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

einer Energieabstrahlung fithren mufl. Um diese Energie muf} sich be-
kanntlich die kinetische Energie der Elektronen verringern. Verlieren
die Elektronen kinetische Energie, verringert sich im Laufe der Zeit
ihr (mittlerer) Abstand vom Kern, so daf§ sie schlielich in den Kern
sturzen.

Da die auf der Vorstellung von Bahnkurven beruhende klassische
Theorie somit auf instabile Atome fiihrt, kann eine solche Theorie be-
reits die Existenz von Atomen als den zentralen Bausteinen der uns um-
gebenden Materie und damit die Existenz dieser stabilen Materie (uns
einbegriffen) nicht erkldaren. Der Aufbau einer Theorie zur Beschreibung
atomarer Erscheinungen erfordert offensichtlich eine radikale Anderung
grundlegender klassischer Vorstellungen und Gesetze.!

Ein anderer Hinweis auf das Versagen der klassischen Mechanik im
Mikrokosmos ist die Tatsache, dal Teilchen wie beispielsweise Elek-
tronen zu physikalischen Effekten Anlafl geben koénnen, die iiblicher-
weise Wellen zugeschrieben werden. Ein eindrucksvolles Beispiel ist die
Beugung von Elektronenstrahlen am Einfach- und Doppelspalt. So ent-

Elektronenstrahl

— Spalt

Schirm

Abbildung 1.2: Beugung von Elektronenstrahlen.

steht beim Durchgang eines homogenen Elektronenstrahls durch einen
hinreichend schmalen Spalt (in einem ansonsten fiir Elektronen un-
durchlissigen Medium) hinter dem Spalt auf einem Schirm ein Bild von
Intensitdtsmaxima und -minima vo6llig analog zu dem Beugungsbild im
Falle elektromagnetischer Wellen. Unter gewissen Bedingungen weist

! Unter atomaren Erscheinungen wollen wir grob gesprochen das physikalische Verhalten von Teil-
chen sehr kleiner Masse in sehr kleinen Raumgebieten verstehen. Zu denken ist etwa an Elektronen
(Masse ~ 1073%kg) in Atomen (rdumliche Linearausdehnung ~ 10~'%m).



also das Verhalten von Elektronen Ziige auf, die fiir Wellenvorginge
typisch sind und mit dem Teilchenbild nicht vertriglich sind? und in
keiner Weise mit der Vorstellung iiber die Bewegung der Elektronen
langs Bahnkurven in Einklang gebracht werden kann.

Die fiir die genannten und andere mikroskopischen Erscheinungen
zustindige Mechanik — die Quantenmechanik — muf} also Vostellungen
tiber die Bewegung von Teilchen (wie etwa Elektronen) entwickeln, die
von den Vorstellungen der klassischen Mechanik prinzipiell verschieden
sind. Gleichzeitig muf} die Quantenmechanik als iibergeordnete Theorie
die fiir makroskopische Erscheinungen zusténdige klassische Mechanik
als Grenzfall enthalten; sie mufl die klassische Mechanik dahingehend
verallgemeinern, dafl die neue Mechanik auch im atomaren Bereich an-
wendbar ist.

Ein quantitatives Kriterium fiir das Versagen der klassischen Me-
chanik und damit die Notwendigkeit der Anwendung der Quantenme-
chanik kann mit Hilfe des Planckschen Wirkungsquantums

_h
o

(auch Plancksche Konstante genannt) gegeben werden. Es sei W ein
Maf fiir die charakteristischen Wirkungen, die mit den betrachteten
physikalischen Erscheinungen verkniipft sind. Solange

W > h (1.2)

h (h = 6.6256 x 10734 Js). (1.1)

ist, hat man es in der Regel mit makroskopischen Erscheinungen zu
tun und die klassische Betrachtungsweise ist ausreichend. Wird W ver-
gleichbar mit h,

W = h, (1.3)

hat man es in der Regel mit mikroskopischen Erscheinungen zu tun,
und die Quantenmechanik liefert das addquate Werkzeug zur ihrer Be-
schreibung. Die klassische Mechanik kann somit als Grenzfall der Quan-
tenmechanik im Sinne des Grenziibergangs

h
— —0 1.4
= (14)

2Das Phénomen, unter bestimmten Bedingungen Teilcheneigenschaften und unter anderen Wel-
leneigenschaften zu zeigen, wird bekanntlich als Welle-Teilchen-Dualismus bezeichnet.
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aufgefaft werden.? Die Quantenmechanik als iibergeordnete Theorie ist
i. allg. wesentlich komplizierter handhabbar als die klassische Mecha-
nik. Man wird sie deshalb in der Praxis nur dann heranziehen, wenn
klassische Betrachtungen definitiv versagen.

Es wurde bereits darauf hingewiesen, dafl in der Quantenmecha-
nik der Begriff der Bahnkurve, so wie er in der klassischen Mecha-
nik verwendet wird, seine Bedeutung verliert, strenggenommen iiber-
haupt nicht existiert. Der Begriff der Bahnkurve wie iiberhaupt die
Einfiihrung physikalischer Begriffe und Gréflen zum Erfassen von Na-
turzusammenhéingen basiert primér auf experimentellen Untersuchun-
gen, d.h. auf Messungen. Dabei bedienen wir uns der verschiedensten
Mefimethoden, wobei die Mefiinstrumente in der Regel als makrosko-
pische (d.h. klassische) Objekte ausgelegt sind, die folglich (mit hin-
reichend hoher Genauigkeit) klassisch beschrieben werden kénnen. Das
Ergebnis einer Messung stellt sich dann als Ergebnis der Wechselwir-
kung des zu untersuchenden Objekts mit dem klassischen Objekt ,, Mef3-
gerdt® dar.

Dabei ist i. allg. sorgfiltig zwischen Einzelmessung und wieder-
holter Messung (auch Ensemblemessung genannt) zu unterschei-
den. Wird beispielsweise die Bewegung eines Elektrons untersucht und
zu diesem Zweck zu einem bestimmten Zeitpunkt der Ort des Elek-
trons festgestellt, so spricht man von einer Einzelmessung.* Wird diese
Einzelmessung hinreichend oft unter identischen Anfangsbedingungen
des Elektrons (bzw. mit einem Ensemble identisch préaparierter Elek-
tronen) wiederholt, spricht man von einer wiederholten Messung bzw
Ensemblemessung.

Unter den verschiedenen Messungen (an einem Teilchensystem)
spielt bekanntlich die Messung der Koordinaten und Impulse eine zen-
trale Rolle. Die Beschreibung des Bewegungsablaufs eines Teilchens im
Rahmen der klassischen Mechanik mittels einer Bahnkurve bedeutet,
dafl zu jedem Zeitpunkt eine wiederholte Messung von Teilchenkoor-
dinaten und -impulskomponenten Werte fiir die Koordinaten und die

3Die Situation ist in gewissem Sinne dhnlich der beim Vergleich zwischen nichtrelativistischer
und relativistischer Mechanik. So kann die nichtrelativistische Mechanik bekanntlich als Grenzfall
der relativistischen Mechanik im Sinne von v/c — 0 aufgefait werden (v - charakteristische System-
geschwindigkeit, ¢ - Vakuumlichtgeschwindigkeit).

“Im Ergebnis einer solchen Messung kann somit der Ort des Elektrons fixiert werden.



Impulskomponenten liefert, die (im Rahmen der klassischen Meflgenau-
igkeit) als wohldefiniert angesehen werden kénnen, wobei das Ergebnis
jeder Einzelmessung mit dem Ergebnis der wiederholten Messung (wie-
der im Rahmen der klassischen MeBgenauigkeit) iibereinstimmt.

Wird nun die Genauigkeit der Ortsmessung erhéht und somit die
Position des Teilchens (beispielsweise eines Elektrons) bei einer Einzel-
messung zu einem gewissen Zeitpunkt immer genauer fixiert, so stellt
man fest, dal die Schwankungsbreite der unmittelbar danach wieder-
holt gemessenen Impulskomponenten des so rdumlich fixierten Teil-
chens und somit die Unbestimmtheit seiner Impulskomponenten (zum
betrachteten Zeitpunkt) immer grofier wird. Diese wachsende Unschérfe
in der Bestimmung der Impulskomponenten fiihrt schliellich dazu, dafl
es iiberhaupt keinen Sinn mehr macht, dem Teilchen irgendwelche Im-
pulskomponenten zuordnen zu wollen. Das gleiche gilt nun auch umge-
kehrt. Hat das Teilchen im Ergebnis einer Einzelmessung zu einem ge-
wissen Zeitpunkt wohldefinierte, scharfe Impulskomponenten erhalten,
dann sind seine Koordinaten zu diesem Zeitpunkt vollig unbestimmt?
und dem Teilchen kann folglich keine bestimmte Position im Raum
zugeordnet werden. Da also Ort und Impuls nicht gleichzeitig wohldefi-
nierte (scharfe) Werte annehmen kénnen, kann das Teilchen offensicht-
lich keine (an die gleichzeitige Existenz wohldefinierter Koordinaten-
und Impulswerte gebundene) Bahnkurve besitzen.

Wihrend in der klassischen Theorie der Zustand eines (mechani-
schen) Systems zu einem gegebenen Zeitpunkt durch Vorgabe aller
Koordinaten und Impulse (zu diesem Zeitpunkt) vollstandig beschrie-
ben ist, ist eine solche Beschreibung in der Quantentheorie nicht mehr
moglich. Die Beschreibung des Zustands im Sinne von experimentell
feststellbaren, wohldefinierten Werten physikalischer Systemgrofien er-
folgt hier durch eine kleinere Anzahl von Groflen als in der klassischen
Theorie; sie ist also nicht so eingehend wie die klassische. So wie die
Messung der Koordinaten und Impulse eines Systems nicht gleichzeitig
wohldefinierte Werte liefert, ist auch nicht jeder andere Satz von phy-
sikalischen Groflen in der Quantenmechanik gleichzeitig scharf mefibar.
Satze physikalischer Grofien, die eine maximale Anzahl von Gréflen ent-

5Das heift, bei einer wiederholten Messung der Koordinaten eines Teilchens, das vor jeder Mes-
sung wohldefinierte (gleiche) Impulskoordinaten besitzt, ergibt sich (in der Tendenz) eine unendlich
grofle Schwankungsbreite der Koordinaten.
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halten, die gleichzeitig scharf mefibar sind (die also gleichzeitig wohlde-
finierte Werte annehmen koénnen) werden als vollstéindige Sétze von
physikalischen Gréflien bezeichnet.

Das erwahnte Beugungsbild, das beim Durchgang eines Elektro-
nenstrahls durch einen Spalt beobachtbar ist, ist das Ergebnis einer
Ensemblemessung. Wird das Experiment mit einem Elektron nur ein-
mal durchgefiihrt, so findet man auf dem Schirm hinter dem Spalt
nur einen Schwirzungspunkt (den Ort des Elektrons beim Auftreffen
auf dem Schirm), iiber dessen Lage im Vorfeld einer solchen Einzel-
messung keine Aussage moglich ist. Erst im Rahmen einer Ensemble-
messung bildet sich das Beugungsbild heraus, und zwar entsprechend
der relativen Haufigkeit, mit der die Elektronen an den verschiedenen
Orten auf dem Schirm auftreffen. Wiahrend die klassische Mechanik
prinzipiell eine deterministische Theorie ist und Wahrscheinlichkeits-
betrachtungen in diesem Rahmen nur subjektiv bedingte Unkenntnis
zum Ausdruck bringt, ist die Quantenmechanik a priori ist eine statisti-
sche Theorie. Die typische Aufgabenstellung in der Quantenmechanik
ist folglich die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, dieses oder jenes
Ergebnis im Rahmen von Ensemblemessungen zu erhalten und somit
die Bestimmung der Mittelwerte der jeweils interessierenden physika-
lischen Groflen einschliellich ihrer Schwankungen, auch Quantenfluk-
tuationen genannt.® Sind insbesondere die Quantenfluktuationen aller
Koordinaten und Impulse hinreichend klein, so dafl sie praktisch nicht
auflosbar sind, liegt der klassische Grenzfall vor.

6Es ist klar, dal die Wahrscheinlichkeit, bei der Messung einer Grofie ein bestimmtes Ergeb-
nis zu finden in manchen Fillen gleich 1 sein kann, so dafl das Ergebnis eindeutig wird und die
entsprechende Grofie einen definierten Wert besitzt.



Kapitel 2

Axiomatische
Grundlagen

2.1 MeBwerte, Wahrscheinlichkeitsampli-
tuden, Wahrscheinlichkeiten

Wir wollen fiir die Gesamtheit der Koordinaten g, eines quantenme-
chanischen Systems — etwa eines nichtrelativistischen Vielteilchensy-
stems — so weit wie moglich die abkiirzende Bezeichnung g verwenden,
q =q1,q2,Q3, ..., wobei wir annehmen wollen, daf die ¢, kontinuierliche
Variablen darstellen, die — wie die kartesischen Koordinaten eines Mas-
senpunktsystems — uneingeschriankt jeden reellen Zahlenwert annehmen
kénnen und einen orthogonalen Raum, den Konfigurationsraum des Sy-
stems, festlegen. Entsprechend bezeichnen wir mit dg das Produkt der
Differentiale der Koordinaten, dg =dgi;dgodgs . . ., d.h. das Volumenele-
ment des Konfigurationsraums. Speziell im Fall eines freien Teilchens
sind ¢ und dg mit den drei kartesichen Ortskoordinaten 1=z, o=y
und x3 = z des Teilchens und dem gewohnlichen dreidimensionalen Vo-
lumenelement dr = dzdydz zu identifizieren.

Das zentrale Grundaxiom der Quantenmechanik kann dann wie
folgt formuliert werden:!

!Da die folgenden Aussagen fiir einen beliebig gewihlten Zeitpunkt ¢ gelten, konnen wir das Zeit-
argument, weglassen, solange wir uns nicht fiir die zeitliche Entwicklung des Systems interessieren.

11



12 KAPITEL 2. AXIOMATISCHE GRUNDLAGEN

Der Zustand eines quantenmechanisches Systems kann (zu jedem
Zeitpunkt) durch eine im allgemeinen komplexwertige Koordinaten-
funktion 1(q) — die Wellenfunktion®~ vollstéindig beschrieben wer-
den, wobei |1)(q)|* die Wahrscheinlichkeitsdichte ist, das System (zum
gewahlten Zeitpunkt) am Ort q des Konfigurationsraums anzutreffen.

Entsprechend der physikalischen Interpretation von

w(q) = [¥(a) [ (2.1)

als Wahrscheinlichkeitsdichte ist

dW (q) = [¥(q)[*dg = ¢*(q)¥(q) dg (2.2)

die Wahrscheinlichkeit, das System im Volumenelement dg am Ort ¢ an-
zutreffen. Wahrend bei klassischen Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen
die Ausgangsgrofien Wahrscheinlichkeiten (bzw. Wahrscheinlichkeits-
dichten) sind, basiert das quantenmechanische Wahrscheinlichkeitskon-
zept auf Wahrscheinlichkeitsamplituden als den Ausgangsgroéfien.
Wie wir noch sehen werden, hat dieser Unterschied weitreichende Kon-
sequenzen zur Folge. Die Interpretation von |)(q)|? als Wahrscheinlich-
keitsdichte impliziert die Normierungsvorschrift:

/ dg [(q)? = / dg v (@)(q) = 1 (2.3)

Die Wellenfunktion mufl also quadratisch integrierbar sein. Wenn G
irgendeine physikalische Grofe ist, die als Funktion der Koordinaten
definiert ist,

G = f(Q)7 (2'4)

21926 von E. Schrodinger eingefiihrt. Wie wir noch sehen werden (Abschnitt 5.1.3), muf§ die
Wellenfunktion kein Skalar sein.




2.1. MESSWERTE UND WAHRSCHEINLICHKEITSAMPLITUDEN13

dann kann mittels der Wahrscheinlichkeitsdichte w(g) der Mittelwert
G einer solchen Grofle auf dem iiblichen Weg berechnet werden:

G =g = / dgw(g)f(g) = / dqv* (@)0(9) £ (q)
_ / v (0) () (a). (2.5)

Quantenmechanische Mittelwerte werden iiblicherweise als Erwar-
tungswerte bezeichnet.

Im allgemeinen sind Systemgroflen Funktionen sowohl der Ko-
ordinaten ¢ als auch der Impulse p. Es sei G = G1,Gy,...,Gy ein
vollstdandiger Satz von unabhédngigen und (prinzipiell) mefibaren Sy-
stemgréBen,

G = f(g,p), (2.6)

die — analog zu den Koordinaten g — alle gleichzeitig scharf mefbar
und somit miteinander vertréglich sind.® Es stellt sich dann die Frage,
wodurch der Erwartungswert G gegeben ist. Ehe wir die Frage im ein-
zelnen beantworten kénnen, ist es notwendig, zunéchst einige Voriiber-
legungen anzustellen und in diesem Zusammenhang weitere wichtige
Begriffe und Prinzipien der Quantentheorie einzufiihren. Die Werte, die
eine physikalische Grofle bei einer (Einzel-)Messung annehmen kann,
werden in der Quantentheorie (aus noch ersichtlichen Griinden) als Ei-
genwerte der Grofle bezeichnet, und die Gesamtheit der Eigenwerte
(d.h. die Gesamtheit der moglichen Mefwerte) wird Spektrum der be-
trachteten Grofle genannt. In der klassischen Beschreibung bilden die
MefB3werte physikalischer Gréflen in der Regel kontinuierliche Spektren.
Aus quantentheoretischer Sicht gibt es ebenfalls physikalische Groflen,
deren MeBBwerte kontinuierlich verteilt sind. Ein typisches Beispiel sind
die Koordinaten g. Daneben gibt es jedoch auch (meist sehr fundamen-
tale) Groflen, deren Spektren nur aus klassischer Sicht kontinuierlich
sind und die sich bei einer genauen (quantentheoretischen) Analyse als
diskret erweisen.

Wir wollen annehmen, daf (der betrachtete vollstindige Satz von
prinzipiell mefibaren Systemgrofien) G = f(p, ) ein diskretes Spektrum

3Siehe auch Abschnitt 2.8, in dem diese Definition quantitativ untersetzt wird.
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besitzt? und bezeichnen die Eigenwerte mit g, (n=0,1,2,...). Es sei
©n(q) die Wellenfunktion des Systems in dem Zustand, in dem G den

Mefgerat fiir Grofle G

Zustand vor Messung  ¢(q) —= §—‘ 9n

Zustand nach Messung ¢, (q)

Abbildung 2.1: Messung physikalischer Grofien.

Wert g,, besitzt. Entsprechend der Bezeichnung Eigenwert fiir g, wird
¢n(q) Eigenfunktion der betrachteten Grofle genannt. Jede dieser
speziellen Wellenfunktionen muf} natiirlich der Normierungsbedingung
(2.3) geniigen,

/ A pu)|? = 1. (2.7)

Wenn sich das System in einem beliebigen Zustand mit der Wellen-
funktion t(q) befindet, dann kann eine an dem System ausgefiihrte
(Einzel-)Messung der Grofle G im allgemeinen jeden beliebigen der Ei-
genwerte g, (n=0,1,2,...) liefern. Der Zustand des Systems mit der
Wellenfunktion ¢ (¢) muf sich also aus allen Zustdnden mit den Wel-
lenfunktionen ¢, (q) aufbauen lassen. Es hat sich gezeigt, dafl fiir Wel-
lenfunktionen das lineare Superpositionsprinzip gilt.

Wenn 11(q) und t9(q) die (normierten) Wellenfunktionen zweier
moglicher Zustidnde eines quantenmechanischen Systems sind, so
ist ¥(q) = c1¢1(q) + c2¥(q) ebenfalls eine Wellenfunktion, die einen
moglichen Zustand des Systems représentiert [wobei ¢; und ¢y so zu
wéhlen sind, daf8 die Normierungsbedingung (2.3) erfiillt ist].

4Die Ergebnisse lassen sich unschwer auf kontinuierliche Spektren ausdehnen, indem die im dis-
kreten Fall auftretenden Kronecker-Symbole durch entsprechende §-Funktionen ersetzt werden (siehe
auch Abschnitt 2.3).
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Somit kann v(g) insbesondere als lineare Uberlagerung aller ¢,,(q) dar-
gestellt werden:

= Yuenl9) (2.8)

Es ist naheliegend (und durch das Experiment bestétigt), die Entwick-
lungskoeffizienten (, Gewichtsfaktoren*) 1), als Wahrscheinlichkeitsam-
plituden und dementsprechend

W = Il = U (2.9)

als Wahrscheinlichkeiten fiir die MeSwerte g,, anzusehen. Dies impliziert
offensichtlich, dafl

Yol =D =1 (2.10)

gelten muf.
Multiplizieren wir die aus (2.8) folgende Gleichung

= 4 ei(q) (2.11)

mit ¢ (¢q) und integrieren iiber ¢, so erhalten wir zunéchst

[ vt =S [ wsi@ita) (2.12)

T

woraus wegen der Normierungsbedingung (2.3)

Z¢ /dqson () =1 (2.13)
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folgt. Wir bilden die Differenz der Gleichungen (2.10) und (2.13),

> [ [aasitaia] <o (2.14)

7

0
woraus wir — da die Gleichung (2.14) fiir beliebige Wahrscheinlichkeits-
amplituden ¢} gelten mufl — auf

%:/@wm@@ (2.15)

schlieflen konnen. Setzen wir ¢(q) aus (2.8) in (2.15) ein,

¢n - Z¢n’/dq 90n QDn/(Q), (216)

g

-~

5nn’

so konnen wir offensichtlich weiter schlufifolgern, dafl die Eigenfunktio-
nen ¢,(q) der Orthogonalititsrelation

/ dg @y (q)en (q) = dnw (2.17)

geniigen miissen. Die Funktionen ¢, (¢) bilden also ein Orthonormalsy-
stem. Schliefllich konnen wir umgekehrt 1, aus (2.15) in (2.8) einsetzen:

Y(q) = /dqw Zson : (2.18)

~”

0(¢' —q)

Es ist klar, daf§ die n-Summe fiir alle ¢’ # q verschwinden und fiir ¢’ =¢q
unendlich sein muf, damit das g-Integral nicht verschwindet. Die n-
Summe kann folglich als eine Funktion von ¢’ — g aufgefafit werden, die
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fiir alle von Null verschiedenen Werte des Arguments gleich Null ist,
fiir verschwindendes Argument divergiert und deren Integral mit einer
Testfunktion diese an der singulédren Stelle liefert. Dies ist bekanntlich
die Definition der §-Funktion, und wir gelangen zu der Vollstédndigkeits-
relation:

> eh(@)enld) =6(q—q) (2.19)

Offensichtlich représentieren ¢ (q) und 1, dquivalente Moglichkeiten,
den Zustand eines quantenmechanischen Systems zu beschreiben.

Die Eigenfunktionen ¢, (¢) sind also nicht nur orthogonal, sondern
auch vollstadndig. Mathematisch bilden sie somit die Basis eines Hilbert-
Raums. Ganz allgemein ist ein Hilbert-Raum ein endlich- oder unend-
lichdimensionaler Vektorraum iiber dem Grundkorper der komplexen
Zahlen, in dem ein Skalarprodukt erklart ist, das speziell jedem Funk-
tionenpaar fi(q) und fi(q) einer linearen Funktionenmenge eine kom-
plexe Zahl ¢ zuordnet:?

/ dq £5(0) fula) = - (2.20)

Die Wellenfunktionen eines quantenmechanischen Systems sind folglich
Elemente einer Funktionenmenge in einem Hilbert-Raum.

2.2 Erwartungswerte und Operatoren

Wenden wir uns nunmehr der Beantwortung der Frage nach der Bestim-
mung von Erwartungswerten physikalischer Grolen G(q, p) zu. Mit der
Interpretation von |1, | als Wahrscheinlichkeit fiir die Realisierung des
Wertes g, [und damit des Zustands mit der Wellenfunktion ¢,,(g)] folgt

*Wir kommen im Abschnitt 4.1 ausfiihrlicher auf Hilbert-Réume und ihre Eigenschaften zuriick.
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fiir G nach den iiblichen Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung:

G=> gnltul =D Uhgnthn (2.21)

Wir wollen G mit Hilfe der Wellenfunktion 1(q) ausdriicken. Wir ver-
wenden (2.15) und konnen (2.21) in der Form

G=)> g / dg ¢ (a)en(q) / dg' ¢(q')#n(q)

n

— /dq¢*(Q)/dq’ [Zgn%i(q/)tpn(q)] W(q) (2.29)

g

G(q,q)
bzw.
G~ [d0uta) [adGla.d)i) (2.23)
schreiben, wobei G(q,q') geméaf
= g5 (d)en(q) (2.24)

gegeben ist. Da die g, reell sind, ist

G*(¢,4") = G(d, ). (2.25)

Ferner 148t sich unschwer die Giiltigkeit der Integralrelation
/ dq" G(q,q" Zgnson (2:26)

zeigen. Das Integral auf der linken Seite dieser Gleichung ist demnach
der Integralkern fiir die Berechnung von G? gem#8 der Vorschrift (2.23).
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Es sei G der der Grofe G zugeordnete Operator, dessen Anwendung
auf eine (beliebige) Wellenfunktion 1(g) geméaf

A

o(q) = Gip(q) = / dq' G(q, ¢ )¢ (q) (2.27)

erklart ist. Offensichtlich kann
o(q) = Gi(q) (2.28)

ebenfalls als Element der Funktionenmenge in dem betrachteten Hil-
bert-Raum aufgefafit werden, denn unter Beriicksichtigung von (2.25)
und (2.26) 148t sich unschwer zeigen, dafl

/ dgo(q)? = / AlGv@P =Y @l =G (229)

gilt, da fiir physikalische Gréfien (neben G auch) G2 als endlich ange-
nommen werden darf. )
Es ist offensichtlich, dafl G ein linearer Operator ist:

G [¥1(q) + v2(q)] = Ge1(q) + Gaa(q), (2.30)

G et(q)] = cGip(q) (2.31)

[¥1(q), ¥2(q), ¥(q) — beliebige Hilbert-Raum-Funktionen; ¢ — beliebige
komplexe Zahl]. Fassen wir (2.23) und (2.27) zusammen, so kénnen wir
(2.23) in der folgenden kompakten Form schreiben:

G- / dq9*(g)G(q) (2.32)

Die Gleichung (2.32) ist natiirlich auch auf den Spezialfall anwendbar,
wenn G = f(q) gilt. Aus einem Vergleich von (2.5) mit (2.32) ist sofort
zu sehen, daf} in diesem Fall G einfach der multiplikative Operator

A

G = f(q) (2.33)
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ist. Es ist klar, dafl der gefundene Sachverhalt fiir jede physikalische
Grofle A (als Element irgend eines vollstédndigen Satzes von miteinander
vertriaglichen physikalischen Grofien) gilt. Zusammenfassend gelangen
wir somit zu folgender Aussage:

Befindet sich ein quantenmechanisches System in einem Zustand mit
der Wellenfunktion (q), so kann jeder physikalischen Gréfe A ein
linearer Operator A derart zugeordnet werden, dafl der Erwartungs-
wert (Mittelwert) der GréBe durch das Skalarprodukt der Funktion
Y a(q) = A(q) mit der Wellenfunktion v(q) gegeben ist.

Untersuchen wir in diesem Zusammenhang die Wirkung von G auf
die speziellen Wellenfunktionen ¢,,(¢q). Wir wenden die Gleichung (2.27)
auf ¢,(¢) an und erhalten mit (2.24) sowie (2.17)

= guipw(q) / dq @5 (q")en(d) = gnien(q), (2.34)

! d J/
n ~\”

5nn’

d.h., die Funktionen ¢, (q) l6sen die Eigenwertgleichung

Go(q) = Ap(q)- (2.35)

Die Eigenwerte g, sind also diejenigen (reellen) Zahlen A, fiir die die
Gleichung (2.35) Losungen besitzt [ndmlich die ¢, (q)], die den jeweils
erforderlichen Bedingungen (insbesondere Normierbarkeit) geniigen:

Gen(q) = gnpn(a) (2.36)
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Anmerkung

e In der Gleichung (2.27) [zusammen mit der Gleichung (2.24)] ist
der Operator G durch Ausdriicke definiert, die die Eigenwerte und
Eigenfunktionen von G enthalten, so da aus (2.36) keine weiteren
Schlufifolgerungen gezogen werden kénnen, solange die explizite
Gestalt von G bzw. die Eigenwerte und Eigenfunktionen nicht
bekannt sind. Wie wir noch sehen werden, lassen sich sowohl die
explizite Gestalt von Operatoren fiir physikalische Grundgréfien
wie Ort und Impuls (siehe Abschnitt 3.1) als auch ihre Eigen-
werte und Eigenfunktionen (siche Abschnitt 4.4.1) aus anderen
Uberlegungen gewinnen. Wenn §, = g, und p, die den Koordina-
ten ¢, und Impulsen p, zugeordneten Operatoren sind und die
(klassisch definierte) Grofie G eine Funktion der Koordinaten und
Impulse ist, so kann angenommen werden, dafl der der Groéfle G
zugeordnete Operator G eine Funktion der Operatoren ¢, und p,
ist.

e Gemaf der de Broglie-Hypothese entspricht einem freien Teilchen
mit dem Impuls p eine ebene Welle ~ e’*™, deren Wellenzahlvek-
tor mit dem Teilchenimpuls iiber die Beziehung

p = hk (2.37)
zusammenhingt, wobei A gerade die Plancksche Konstante ist

[siehe (1.1)]. Setzen wir die (in p kontinuierlichen) Impulseigen-
funktionen in der Form

o(p,x) = (2rh) 32w/ (238)
an, so dafl die ¢(p,r) ein Orthonormalsystem bilden,
/d37“ ¢"(p,1)(p’,r) = d(p — P) (2.39)

[vgl.(2.17), siehe die Fufinote auf Seite 14], so folgt fiir p(r,r’)

p(r, ') = / Bp p(2mh) e )/ (2.40)
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[vgl. (2.24)], d.h.
/ h /
p(r,r') ==V, i(r—1'). (2.41)
0

Folglich gilt [vgl. (2.27)]

pulr) = [ 4 prr)ul) = T VU (242)

Wie wir spéter sehen werden, ist die Wirkung von Impulsoperato-
ren auf Wellenfunktionen exakt geméafl dieser Gleichung gegeben,
so dafl generell

h 0

Ga¥(q) = q¥0(q),  Pat(q) = ;gtb(q) (2.43)

gilt.

Befindet sich das quantenmechanische System in einem Zustand,
dessen Wellenfunktion eine Eigenfunktion von G ist,’

P(q) = en(q), (2.44)

so ist gemif (2.32) und (2.36) der Erwartungswert von G identisch mit
dem Eigenwert g,

G= /dq o (q) Geonlq) = gnf dg @;(Q)wn(qz = gn - (2.45)
Inen(q) Y

Befindet sich das System in einem Zustand, dessen Wellenfunktion ¢ (q)
eine Linearkombination von Wellenfunktionen ¢, (q) ist, so da} geméaf
(2.8)

Y(g) = bnen(q) (2.46)

6Ein solcher Zustand wird auch als Eigenzustand von G bezeichnet.
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gilt, dann liefert (2.32) zusammen mit (2.36)

G = /dq¢ Z/dqw q)Gtbwipw(q)
_ Z¢;¢n,/dq<pn( Ggon ng W/dqson( )ew(q)

>

n,n’ ! (‘pn/(q) 5;;,
= Zgn’wzwn’&m’ - Zgn |¢n|2 (247)

Wie zu erwarten war, erhalten wir als Ergebnis die Gleichung (2.21).

Unseren bisherigen Uberlegungen haben wir physikalische Grofen
(d.h. Grofen, die prinzipiell mefibar sind) zugrunde gelegt, die natiirlich
nur relle Werte annehmen konnen. Das bedeutet reelle Eigenwerte
und somit auch reelle Erwartungswerte.” Solche Gréfilen werden in der
Quantentheorie iiblicherweise Observablen genannt. Es kann 6fters
zweckméBig sein, komplexwertige Groflien zu betrachten. Der Erwar-
tungswert einer solchen Gréfle kann dann sinngeméf iiber die Erwar-
tungswerte des Real- und des Imaginérteils der Grofle definiert wer-
den, wobei dem Real- und dem Imaginérteil entsprechende Operato-
ren zugeordnet werden, Realteil und Imaginérteil jedoch i. allg. nicht
gleichzeitig scharf mef3bar sind und demzufolge nicht zu dem gleichen
vollstindigen Satz vertriglicher Observablen gehoren.®

Wir wollen uns iiberlegen, welcher Art die Operatoren sein miissen,
die Observablen zuzuordnen sind. Es sei A der einer Gréfie A zuzuord-
nende lineare Operator,

Ag(q) = / dg A(q, 4 )(d), (2.48)

wobei zunéchst nur vorausgesetzt werden soll, dafl

/ dg | Av(g)? < |M] (2.49)

"Aus der Gleichung (2.21) ist sofort zu sehen, daf G reell ist, wenn die Eigenwerte g,, reell sind.
Umgekehrt folgt aus der Forderung, daf G fiir jeden Quantenzustand (d.h. fiir beliebige [1,|?) reell
sein muf}, daf} die Eigenwerte ebenfalls reell sein miissen.

8Wie wir noch sehen werden, konnen in diesem Fall Real- und Imaginirteil kein gemeinsames
Eigenfunktionensystem besitzen.
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(|M| — endlich) ist. Der zu A hermitesch adjungierte Operator A ist
gemaf

/ dq )} Arpa(g) = / dg [Alr(g)]"a(q) (2.50)
bzw.

[aavidn) = [wswat (251)

definiert (sogenannte Ubervvéilzbedingung). Man iiberzeugt sich un-
schwer, dafl folgende Relationen gelten (c - komplexe Zahl):

(Ah' = 4, (2.52)
(A+B) = At + B, (2.53)
(cA)' = ¢ Al (2.54)
(AB)' = BIAT. (2.55)

Ein Operator A heiBt hermitesch, wenn
A=A (2.56)

gilt.
Gemif (2.32) und (2.50) lautet der Erwartungswert von A

A= [wv@ive = [aliv@]ve, @)
und somit gilt wegen
1= v @A) (2.58)
die Gleichung
A-A = /dq " (q) (A — AN y(q). (2.59)

Wenn A eine Observable ist, mufl A reell sein, d.h., es muf

*

A=~ [aw@@-s@=0  (260)
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gelten, woraus [da ¢(q) beliebig]
A i (2.61)

folgt. Umgekehrt folgt natiirlich fiir hermitesches A aus (2.59), dafi A
reell ist. Observablen entsprechen also hermitesche Operatoren.

Wir wollen annehmen, dafl die Observable A zu dem betrachteten
vollstandigen Satz von vertriaglichen Observablen G gehort bzw. eine
Funktion von G ist, A= f(G). In diesem Fall gehort der hermitesche
Operator A 7u dem vollstdndigen Satz von hermiteschen Operatoren
G bzw. ist eine Funktion von diesen. Die MeBwerte von A, d.h. die
Werte, die die Grofle A annehmen kann, sind dann einfach die Werte
a, = f(gn), und es gilt die Eigenwertgleichung

Aﬂon(q) = f(9n)en(q) = anpn(q). (2.62)

Bekanntlich hatten wir die Eigenwerte als reell und die Eigenfunktio-
nen ¢,(q) als zueinander orthogonal vorausgesetzt. Da wir nunmehr
wissen, daB A hermitesch sein muB, bleibt also noch zu zeigen, dafl
hermitesche Operatoren tatséchlich reelle Eigenwerte und orthogonale
Eigenfunktionen besitzen. Mit der Eigenwertgleichung

gilt die komplex konjugierte Gleichung
[Apw(@)]” = apor(a). (2.64)

Wir multiplizieren (2.63) mit ¢, (q) sowie (2.64) mit ¢, (¢) und inte-
grieren iiber g:

/ dq 0% (q) Apn() = an / dq 0 (@)on(a), (2.65)

/ dq [Aew(9)] enlq) = a, / dg ¢ (q)en(q). (2.66)

Da nach Voraussetzung A=At ist, sind die rechten Seiten der beiden
Gleichungen einander gleich, und folglich gilt

(ap — an) /dq on(9)en(q) = 0. (2.67)
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Speziell fiir n =n' ergibt sich

(a5, — an) /dq onl(q))* =0, (2.68)

\ 7

> 0

d.h., die Eigenwerte sind tatséchlich reell,
ar = ay . (2.69)

Betrachten wir nunmehr den Fall n#n'. Ist a, # a,, so fithrt (2.67)
[zusammen mit (2.69)] auf

(aw — ay) / dg o5 (q)en(q) =0, (2.70)
£0

d.h. die Orthogonalitit der Eigenfunktionen,

[ daen@pata) =0, (2.71)

Da neben A noch weitere Groflen zu dem vollstédndigen Satz von ver-
traglichen Observablen GG gehoren kénnen, konnen zu einem Eigenwert
von A mehrere Eigenfunktionen existieren. Existieren k£ verschiedene
Eigenfunktionen ¢,;(¢) zum Eigenwert a,,

Apni(q) = anenile)  (1=1,2,3,....k), (2.72)

kann der Wert a,, der Groflie A in k verschiedenen Zustinden realisiert
werden. Man spricht in diesem Zusammenhang von einer k-fachen Ent-
artung des Zustands beziiglich des Eigenwerts a,, der Grofle A. Bei den
Funktionen ¢,;(¢) kann i. allg. nicht davon ausgegangen werden, dafl
sie von vorn herein orthogonal sind,

/ dg ol (@)eni(q) 0 (i #1). (2.73)

Es konnen jedoch immer Linearkombinationen dieser Funktionen ge-
funden werden, die orthogonal sind. Es ist klar, dafl die zu einem Ei-
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genwert a, gehorigen Eigenfunktionen ¢,,;(¢) als linear unabhéngig an-
genommen werden diirfen, so daf sich die Gleichung

¢i Pui(q (2.74)

Mw

=1

nur fiir ;=0 (i=1,2,3,..., k) erfiillen 148t. Wéare dies nicht der Fall,
so konnten eine oder mehrere Funktionen durch andere Funktionen
ausgedriickt werden und die tatsichliche Anzahl von FEigenfunktionen
wére folglich kleiner als k. Fiir den Fall, daf} die gefundenen ¢,,;(¢) nicht
orthogonal sind, kann eine lineare Transformation

k
Qplm'(q) - ZCU QDnj(q) (2 =1,2,3,. "7k) (2'75)

j=1

durchgefithrt werden, wobei die transformierten Funktionen ¢! .(q)
ebenfalls einen moglichen Satz von Eigenfunktionen représentieren,

Agl () = angi(q) (1=1,2,3,...,k). (2.76)

Die ¢;; konnen nun so bestimmt werden, daf die transformierten Wel-
lenfunktionen orthogonal sind,

/ dq 5(0) 0 (a) = Giv (2.77)

Einsetzen von (2.75) in (2.77) liefert das Gleichungssystem

k
Z C;(jCinISjjl = 5@'1"7 (278)

J,y'=1

wobei die s;; die geméf

Sjjr = / dg ¢3,;(2)nj (q) (2.79)

definierten Uberlappungsintegrale der Ausgangswellenfunktionen
sind. Ein praktisches Verfahren zur schrittweisen Konstruktion von or-
thogonalen Zustédnden ist das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfah-
ren.
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2.3 Darstellungen

Ausgangspunkt unserer bisherigen Uberlegungen war die Wellenfunk-
tion ¥ (q), d.h. die Wahrscheinlichkeitsamplituden fiir Koordinatenmes-
sungen. Die (Gesamtheit der) Koordinaten spielte dabei die Rolle eines
vollstandigen Satzes von vertrédglichen Observablen. Wie wir gesehen
haben, kann dann jeder Grofle A= f(q,p) ein (im Falle einer Obser-
vablen hermitescher) Operator A zugeordnet werden, und fiir das k-te
Moment von A in dem Zustand mit der Wellenfunktion ¢ (q) gilt:

- / dq¥*(g) A" (q) (2.80)

Sind alle Momente von A bekannt, ist bekanntlich die komplette Stati-
stik von A bekannt. Ist speziell die Grofle A eine reine Koordinatenfunk-
tion, A= f(q), so ist A einfach der multiplikative Operator A:f(q)
und (2.80) vereinfacht sich zu

F = / dg £*(q) [1()|” (2.81)

Betrachten wir nun wieder einen von den Koordinaten ¢ verschie-
denen vollstandigen Satz von vertriglichen Observablen G mit den (als
diskret angenommenen) MeBwerten g,,. Wie wir gesehen haben, lassen
sich die den MeBlwerten g, entsprechenden Wahrscheinlichkeitsampli-
tuden 1, gemaB (2.8) und (2.15) in eindeutiger Weise durch die Wahr-
scheinlichkeitsamplituden ¢ (q) fiir Koordinatenmessungen ausdriicken.
Das heif3t, der Zustand des quantenmechanischen Systems kann an-
stelle der Wahrscheinlichkeitsamplituden (Wellenfunktion) (g) auch
durch die Wahrscheinlichkeitsamplituden ,, beschrieben werden. Ist
insbesondere A eine physikalische Grofle, die sich als Funktion von G
darstellen 148t, A= f(G), so ergibt sich gemif (2.21) das k-te Moment

von A als -
AR = "al [l = Fgn) Wal® (2.82)

Diese Gleichung ist offensichtlich die (diskrete) Entsprechung der Glei-
chung (2.81).
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Es stellt sich die Frage, wie bei gegebenen Wahrscheinlichkeitsam-
plituden 1, die Momente einer Grofle A, die eine beliebige Funktion der
Koordinaten und Impulse ist und nicht zu dem betrachteten vollstandi-
gen Satz von vertriglichen Observablen G gehort, zu berechnen sind.
Betrachten wir zunéchst den Mittelwert von A. Wir verwenden (2.8)
und erhalten aus (2.80)

A= / dq*(q) Av(q)

=D ) [ / dg wi(q)ﬁsonr(q)] Ut (2.83)

n' o

~

Ann’

also

mit der Matrix

Ao = [ dagi@Aenta) (2:85)
wobei [fiir reelles A und somit hermitesches A
A = A (2.86)

gilt [vegl. (2.23) — (2.25)].2 Ordnen wir der GréBe A einen (linearen)
Operator A zu, dessen Anwendung auf ¢, geméif

A’Zhbn = ZAnn’wn’ (287)

definiert ist [vgl. (2.27)], so kann die Mittelwertsgleichung (2.84) in der
Form

A=Y grAy, (2.88)

9Tst speziell A= f(q), dann ist A, = [ dq f(q)h(@Q)en (q); vel. (2.24).
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geschrieben werden [vgl. (2.27)]. Man iiberzeugt sich unschwer davon,

daf} die fiir die Berechnung von A2 relevante Matrix die Produktmatrix
Z Ann//An//n/ = /dq @;(q)AQQOn/(q) (289)

ist [vgl. (2.26)]. Damit ergibt sich fiir das k-te Moment der Grofle A
das folgende Ergebnis:

AR = yr Al y, (2.90)

Es ist klar, daf} diese Gleichung die (diskrete) Entsprechung der Glei-
chung (2.80) ist. Ist speziell A= f(G), so ist [in Ubereinstimmung mit
(2.82)]] A einfach ein multiplikativer Operator, d.h. A= f(g,), und ent-
sprechend ist A* = f*(g,).

Die gefundenen Ergebnisse zeigen, dafl sowohl die (kontinuierlichen)
Wahrscheinlichkeitsamplituden (Wellenfunktion) ¢(q) als auch die (dis-
kreten) Wahrscheinlichkeitsamplituden 1), sdmtliche erlangbare Infor-
mation iiber das quantenmechanische System enthalten und somit den
Zustand des Systems vollstdndig beschreiben. Sie reprisentieren somit
zwei mogliche Darstellungen des gleichen Zustands des Systems. Dieser
Sachverhalt 148t sich zusammenfassend wie folgt formulieren:

Jeder vollstdndige Satz von vertriaglichen Observablen GG eines quan-
tenmechanischen Systems definiert (iiber die Wahrscheinlichkeitsam-
plituden fiir diese Observablen) eine spezielle Darstellung des Zu-
stands des Systems, die G-Darstellung. Die konkrete Gestalt quan-
tenmechanischer Operatoren hingt folglich von der jeweils gewéhlten
Darstellung ab.

Werden der Beschreibung eines quantenmechanischen Systems die Ko-
ordinaten als vollstdndiger Satz vertréglicher Observablen zugrunde ge-
legt (so daf} der Zustand des Systems durch eine Wellenfunktion (q)
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charakterisiert werden kann), spricht man iiblicherweise von der Orts-
darstellung, in der insbesondere die Wirkung von Koordinaten- und
Impulsoperatoren auf ¥(q) gemaf (2.43) definiert ist. Wie wir noch se-
hen werden, gibt es beliebig viele Darstellungen, so dafi die Gesetze der
Quantentheorie in unterschiedlichster Weise formuliert werden konnen.

In unseren bisherigen Uberlegungen haben wir vorrangig angenom-
men, dafl der vollstindige Satz vertrédglicher Observablen G ein dis-
kretes Spektrum besitzt. Dies mufl natiirlich nicht der Fall sein, wie
bereits das als Ausgangspunkt unserer Uberlegungen gewihlte Beispiel
der Koordinaten zeigt. Ein anderes Beispiel fiir einen vollstdndigen Satz
vertriaglicher Observablen mit kontinuierlichem Spektrum stellen die
Impulse dar. Wir wollen die fiir vollstindige Sidtze von Observablen
mit diskreten Spektren gefundenen Ergebnisse auf solche mit kontinu-
ierlichen Spektren verallgemeinern.

Es sei G ein solcher vollstandiger Satz vertriaglicher Observablen mit
kontinuierlichem Spektrum. Wir wollen die (kontinuierlichen) Eigen-
werte mit g und die Eigenfunktionen mit ¢(g) bezeichnen. Ahnlich wie
die Wellenfunktion (q) eines quantenmechanischen Systems nach den
Eigenfunktionen von Observablen mit diskreten Spektren entwickelt
werden kann, kann sie auch — diesmal jedoch in Form von Integralen —
nach Eigenfunktionen von Observablen mit kontinuierlichen Spektren
entwickelt werden:

Y(q) = /dgw(g)w(g,Q) (2.91)

[vegl. (2.8)] Die ,,Gewichtsfaktoren* v(g), die nunmehr Funktionen von
g sind, lassen sich wieder als Wahrscheinlichkeitsamplituden in dem
Sinne interpretieren, dafl

dW(g) = [¥(9)” dg (2.92)

die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, bei einer Messung von GG den Wert
von ¢ im Intervall g, g+ dg zu finden [vgl. (2.9)]. Da mit Sicherheit
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irgendein Wert gefunden wird, mufl nunmehr

/ dg [ (g)[ = / dg 9" (9)i(g) = 1 (2.93)

gelten [vgl. (2.10)]. Analog der Argumentation, mit der auf die Glei-
chung (2.15) geschlossen werden konnte, erhalten wir die Umkehrung
der Gleichung (2.91):

$(g) = / dg9(q) " (9, 4) (2.94)

Wir setzen ¢(q) aus (2.91) in (2.94) ein und erhalten

b(g) = / dg' (g / dg (9, 9)0(d',q) (2.95)

(9 —9')

Das g-Integral muf} offensichtlich fiir alle ¢’ # g verschwinden. Fiir ¢’ =g
mufl es unendlich sein, anderenfalls ergdbe die Integration Null. Das
heifit, das g-Integral kann als eine Funktion von g — ¢’ aufgefa3t werden,
die fiir alle von Null verschiedenen Werte des Arguments gleich Null
ist, fiir verschwindendes Argument divergiert und deren Integral mit
einer Testfunktion diese an der singuldren Stelle liefert. Dies ist jedoch
genau wieder die Definition der é-Funktion [vgl. die Argumentation
im Zusammenhang mit der Gleichung (2.19)], und somit lautet die
Verallgemeinerung der Orthonormierungsbedingung (2.17) wie folgt:

/dq ©*(9,9)0(g’,q) = (g —¢) (2.96)

Wie im Falle eines diskreten Spektrums sind die Funktionen (g, ¢) und
©(g',q) fir ¢’ # g zueinander orthogonal. Im Gegensatz zu einem dis-
kreten Spektrum divergieren die Integrale iiber die Quadrate |¢©(g, q)|?
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im Sinne von §-Funktionen. Schliellich ergibt sich in Verallgemeinerung
der der Vollstédndigkeitsrelation (2.19):

/dg ©*(9,9)¢(9,4) = (¢ — ) (2.97)

Die Gleichungen (2.96) und (2.97) zeigen deutlich die relative Be-
deutung von Orthogonalitit und Vollstindigkeit. Wahrend in der g¢-
Darstellung mit (2.91) als Ausgangsgleichung die Gleichung (2.96) die
Rolle der Orthogonalitétsrelation und die Gleichung (2.97) die Rolle der
Vollstindigkeitsrelation spielt, ist es in der G-Darstellung gerade um-
gekehrt. Hier ist (2.94) als Ausgangsgleichung anzusehen, und folglich
tibernimmt die Gleichung (2.96) die Rolle der Vollstiandigkeitsrelation
und entsprechend die Gleichung (2.97) die Rolle der Orthogonalitéts-
relation.

Im allgemeinen hat man es mit vollstindigen Satzen vertraglicher
Observablen zu tun, die sowohl diskrete als auch kontinuierliche Spek-
tralanteile enthalten. So stellen beispielsweise die drei kartesischen Ko-
ordinaten (mit kontinuierlichen Spektren) fiir ein Teilchen mit von Null
verschiedenem inneren Drehimpuls (Abschnitt 5.1.2) fiir sich allein ge-
nommen keinen vollstadndigen Satz vertraglicher Observablen dar. Erst
durch die Hinzunahme des inneren Drehimpulses mit seinem diskreten
Spektrum wird daraus ein vollstdndiger Satz. Ferner kann das Spek-
trum ein und derselben physikalischen Gréfie (wie etwa das Spektrum
der Energie eines Teilchens in einem dufleren Potential) in bestimmten
Energiebereichen diskret und in anderen kontinuierlich sein (Abschnitt
3.4.1). In all diesen Fillen sind die oben fiir den rein diskreten bzw.
rein kontinuierlichen Fall angegebenen Formeln sinngeméifl anzuwen-
den. Unabhingig von der Art der konkreten Spektren wird der Ein-
fachheit und Ubersichtlichkeit wegen hiufig die diskrete Schreibweise
bevorzugt.
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2.4 Die Schrodinger-Gleichung

Wie wir gesehen haben, kann der Zustand eines quantemechanischen
Systems in der Ortsdarstellung zu einem beliebig herausgegriffenen
Zeitpunkt durch eine Wellenfunktion (q) beschrieben werden. Wenn
das System einer zeitlichen Entwicklung unterliegt, werden sich folg-
lich die Wellenfunktionen (g, t;) und (g, ts), die die Zustédnde des
Systems zu zwei verschiedenen Zeitpunkten ¢; und s beschreiben, i.
allg. unterscheiden. Auf Grund des Superpositionsprinzips fiir Wellen-
funktionen kann davon ausgegangen werden, daf ¢(g,t) einer linearen
partiellen Differentialgleichung geniigt.

Um diese zu finden, sei zunichst bemerkt, daf§ die Quantenmecha-
nik die klassische Mechanik als Grenzfall enthalten muf}. Betrachten
wir beispielsweise ein Elektron. In der klassischen Mechanik wird es
als (Punkt-)Teilchen angesehen, das sich lings einer Bahnkurve be-
wegt, die durch die Newtonschen Bewegungsgleichungen vollkommen
bestimmt ist. Demgegeniiber wird bei der quantenmechanischen Zu-
standsbeschreibung mittels einer Wellenfunktion das Elektron als ein
(Wellen-)Feld aufgefaft. In der (klassischen) Elektrodynamik besteht
zwischen geometrischer Optik und Wellenoptik in gewissem Sinne ei-
ne analoge Wechselbeziehung wie zwischen klassischer Mechanik und
Quantenmechanik. Die wellenméfige Ausbreitung von Licht wird in der
Wellenoptik durch elektromagnetische Felder beschrieben, die die (ho-
mogenen) Maxwell-Gleichungen als lineares partielles Differentialglei-
chungssystem in Raum und Zeit befriedigen. Dagegen wird im Grenzfall
der geometrischen Optik die Lichtausbreitung entlang von bestimmten
Trajektorien, den Strahlen, beschrieben. Es liegt nahe anzunehmen,
daB der Ubergang von der Quantenmechanik zur klassischen Mecha-
nik in gewisser Weise analog zum Ubergang von der Wellenoptik zur
geometrischen Optik ist.

In der geometrischen Optik wird angenommen, dafl sich Flachen
konstanter Phase ausbreiten, deren orthogonale Trajektorien die Licht-
strahlen sind, und die Kriimmungen der Flachen nicht zu grof3 sind,
so dafl kleine Teilflichen als Ebenen angesehen werden konnen. Es sei
n(r) der (reelle) Brechungsindex des transparenten Mediums, in dem
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die Lichtausbreitung erfolgt und u(r, t)
u(r,t) = a(r)e ™ (2.98)

eine (beliebige) Feldkomponente einer elektromagnetischen Welle gege-
bener Frequenz w, so daf

B(r, ) = do(r) — wt (2.99)

gilt. Ist die Wellenlénge \g = 27/ko = 2mc/w geniigend klein gegeniiber
der raumlichen Anderung des Brechungsindexes und der Amplituden-
funktion a(r), folgt aus der Wellengleichung fiir u(r,t), dafl die Pha-
senfunktion der Eikonalgleichung'

[V o(r)]” = k2n(r) (2.100)

geniigt, woraus fiir den Strahlgang r(s)

Vo(r) = kon(r) % (2.101)
(s - Bogenlédnge) folgt. Mit
d¢§s(r) — kon(r) (2.102)

erhalten wir somit die Strahlengleichung

< [n(r) %] — V(). (2.103)

Es 148t sich zeigen, dafl diese Strahlengleichung aus dem als Fermat-
sches Prinzip bekannten Extremalprinzip

/ dsn(r) = Extremum (2.104)

19Tn der geometrischen Optik spricht man iiblicherweise nicht von der Phase, sondern vom Eiko-
nal.
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herleitbar ist, das besagt, daf3 die optische Linge eines Lichtstrahls
zwischen zwei festen Punkten r; und ry extremal (meistens minimal)
ist. Gemé&$ (2.102) heifit dies aber nichts anderes, als daf§ die Phase

Po(r) = ko / dsn(r) (2.105)

[und damit natiirlich auch ¢(r, t) aus (2.99)] extremal wird. Da die Wel-
lenldnge sehr klein ist, ist die Phase offenbar sehr schnell verdnderlich
und nimmt dabei sehr grofle Werte an.

Ebenso wie in der geometrischen Optik eine Spur von Wellen in
Form von bewegten Wellenflichen — die die Strahlen zu konstruieren
gestatten — gibt es in Form von Wirkungswellen bereits eine Spur von
Wellen in der klassischen Punktmechanik. Die charakteristischen, von
der Wellenldnge abhéngigen Eigenschaften dieser Wellen (wie Interfe-
renz und Beugung) treten jedoch ebensowenig in Erscheinung wie die
entsprechenden Eigenschaften von Lichtwellen unter den Bedingungen
der geometrischen Optik. So entspricht die Eikonalgleichung (2.100)
der geometrischen Optik genau der verkiirzten Hamilton-Jakobi-
Gleichung der klassischen Mechanik fiir ein Teilchen in einem kon-
servativen Kraftfeld,

[V So(r)]* = 2m[E — V(r)], (2.106)

wobei die verkiirzte Wirkungsfunktion Sy(r) und die Wirkungsfunk-
tion S(r,t) iiber die Beziehung

S(r,t) = Sy(r) — Et (2.107)

miteinander verkniipft sind.!! Entsprechend eng ist die Analogie zum
Fermatschen Prinzip (2.104): Die erlaubten Bahnkurven als orthogona-
le Trajektorien der Flachen S = const. folgen aus dem Extremalprinzip

/ ds+/E — V(r) = Extremum. (2.108)

Fassen wir die klassische Mechanik als Grenzfall der Quantenmecha-
nik im Sinne einer Wellenmechanik auf, so liegt es nahe anzunehmen,

"Siehe Abschnitt 4.5 der Mechanik-Vorlesung.
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daf sich in diesem Grenzfall die Wellenfunktion in der Form
Y = ae (2.109)

mit einer nahezu konstanten Amplitude a und einer schnell verinder-
lichen, grofle Werte annehmenden Phase ¢ schreiben l48t, wobei die
Phasenfunktion ¢ in (2.109) proportional zur Wirkungsfunktion sein
sollte,

¢~ S. (2.110)

Der Proportionalitatsfaktor ist von der Dimension her eine inverse Wir-
kung. Diese Wirkung muf offenbar hinreichend klein sein, damit ¢ ent-
sprechend grofl wird. Wie die Erfahrung gezeigt hat, ist diese Wirkung
gerade die Plancksche Konstante,

S
b=

(2.111)

Wir fassen die obigen Uberlegungen zusammen und setzen [gemiB
(2.109) und (2.111)] die Wellenfunktion eines ,beinahe klassischen®
(quasiklassischen) Systems in der Form

Y = ae™/" (2.112)

an.

Wie wir wissen, ist der Zustand eines quantenmechanischen Systems
zu einem beliebig gewdhlten Zeitpunkt ¢ durch die Vorgabe der Wellen-
funktion (g, t) vollstindig bestimmt. Die Erfahrung besagt nun, daf
das Axiom dahingehend verschérft werden kann, daff durch Vorgabe
von 1(q,t) nicht nur alle Eigenschaften des Systems zum gewihlten
Zeitpunkt ¢ bestimmt sind, sondern auch das Verhalten des Systems zu
allen zukiinftigen Zeitpunkten bestimmt ist. Mathematisch bedeutet
dies, daf die Werte der zeitlichen Ableitung der Wellenfunktion 0t /0t
zu einem beliebig herausgegriffenen Zeitpunkt durch die Werte der Wel-
lenfunktion ¢ zu genau diesem Zeitpunkt bestimmt sein miissen. Wegen
des Superpositionsprinzips mufl dieser Zusammenhang offenbar linear
sein, so daf} wir

0v(g,1)

i
ot

= O1(q, 1) (2.113)
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schreiben kénnen, wobei O ein (zunéchst noch unbekannter) linearer
Hilbert-Raum-Operator ist.!?

Sehen wir uns einige Eigenschaften des Operators O an. Aus der zu
allen Zeiten geltenden Normierungsbedingung (2.3)

/ dq (g )P =1 (2.114)
folgt
d
= [ dal(a, 0P =0 (2115)
bzw.

[6™55 ) w0+ [aewr@n ™20 <0, @i

Wir ersetzen hier die zeitlichen Ableitungen von ¢* und ¢ geméif
(2.113) und erhalten

- / dg (g, )0 (g, 1) + / dg o (g, )00(q,1) =0, (2.117)

woraus mit der Definition (2.51) des hermitesch adjungierten Operators

- / dg 1 (q, )01 (g, 1) + / dg*(q, )0 (a, 1)

~

— /dq¢*(q,t)(OT —~O0)(g,t) =0  (2.118)

folgt, d.h. (da 1 beliebig), O muB ein hermitescher Operator sein,
o' =0, (2.119)

und somit einer Observablen (sprich meibaren Grofie) entsprechen.
Um die Frage zu beantworten, welcher physikalischen Grofle der
Operator O entspricht, betrachten wir den im klassischen Grenzfall

12Der Faktor ih ist hier rein formal eingefiihrt worden und konnte natiirlich (was sich als nicht
zweckmiBig erweisen wird) dem Operator O zugeschlagen werden.
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giiltigen Ausdruck (2.112) fiir die Wellenfunktion. Zeitliche Differen-
tiation liefert

oY _ da eiS/h+aei5/h£§ L OS5 s

= aY ae™’" . (2.120)
ot 8t0 h ot h ot T

Im (quasi-)klassischen Grenzfall muf} die Wellenfunktion also der Glei-
chung

ih—— = ———1) (2.121)

geniigen. Die Wirkung des Operators O reduziert sich also auf die ein-
fache Multiplikation mit der Grofle —0S/0t. Wie bereits aus (2.107)
zu ersehen ist, ist diese Grofle jedoch nichts anderes als die Hamilton-

Funktion des Systems:

0S
—— =F=H. 2.122

Wir kommen somit zu dem SchluB, daf der (hermitesche) Operator

O in der Wellengleichung (2.113) der Operator ist, der der physikali-
schen Grofle Hamilton-Funktion zuzuordnen ist, d.h.

~ ~

O=H. (2.123)

Der Operator H wird iiblicherweise als Hamilton-Operator bezeich-
net. Ist die Gestalt des Hamilton-Operators bekannt, bestimmt die als
Schrédinger-Gleichung bekannte Wellengleichung

0v(q,t)

h
LA

. (2124)

zusammen mit der Normierungsbedingung

/dq (g, t)]* =1 (2.125)
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die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion und somit des Zustands
eines quantenmechanischen Systems. Ist die Normierungsbedingung zu
irgendeinem (Angangs-)Zeitpunkt t =t erfiillt, ist sie zu allen Zeit-
punkten erfiillt.

Den obigen Uberlegungen haben wir die Ortsdarstellung zugrunde
gelegt. Es ist klar, da8 von der Schrodinger-Gleichung (2.124) in Orts-
darstellung zu der Schrodinger-Gleichung in einer beliebigen Darstel-
lung iibergegangen werden kann, d.h. zu der Gleichung, die die zeitli-
che Entwicklung beliebiger Wahrscheinlichkeitsamplituden beschreibt.
Machen wir beispielsweise von (2.8) und (2.15) Gebrauch [¢,, — ¥, (t),
¥(q) — (g, t)], so geht (2.124) offensichtlich in

vh

On(t)
o= Hap, (1) (2.126)

iiber, wobei die Anwendung des Hamilton-Operator H auf P (t) gemaf
(2.87) [zusammen mit (2.85)] definiert ist,

Hpn(t) = Hypth(t), (2.127)
Ho = [ dai@) Honta). (2.128)

2.5 Zeitliche Entwicklung von Erwar-
tungswerten

Mit der Schrodinger-Gleichung (2.124) sind wir nunmehr in der Lage,
Bewegungsgleichungen fiir Erwartungswerte der verschiedensten Sy-
stemgrofen zu formulieren. Betrachten wir der Allgemeinheit wegen
eine explizit zeitabhéngige Grofle A. Der ihr zugeordnete Operator sei

A= (G, p,t). (2.129)
Die Ableitung von A nach dem (Zeit-)Parameter ¢ sei gemiif
0A i, p,t +€) — £(d,p,t
oA _ . fl@pt+e) = f(d,p) (2.130)

ot e—0 €
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definiert, und fiir die Ableitung von A beispielsweise nach p gelte!?

A i,p+ el t) — £(4,p,t
0A _ . fl@p+elt) — f(d,D.?)

2.131
aﬁ e—0 € ( )

(I - Einheitsoperator). Wir berechnen die (totale) Zeitableiung des Er-
wartungswerts

At)

(A) = [ dav (. 0dvian (2.132)
und erhalten zunachst

d, . A

A = [dav@n 5 vl

+/dqwﬁ¢(q,t) Jr/(ﬂlqiﬁ*(q,t)f1 (wéi’t)- (2.133)

ot

Unter Verwendung der Schrodinger-Gleichung (2.124) wird daraus
d, . 0A
—(A) = | dgv¢* (¢, t) = t
= (4) / a9 (a,t) 5 (e 1)
1 . . 1 o
~ o [da [t 0] Avta.) + 5 [ dav (@) ARV 1), (2130

und wegen der Hermitezitit des Hamilton-Operators folgt [vgl (2.50)]

d, . Loim_ aa
A = [ daw @) 5 (Af - B2t

. 0A
+/dq¢ (a,1) 5, (g 1). (2.135)
Wir wollen mit
[A,B] = AB - BA (2.136)

13Ist insbesondere ¢ der multiplikative Operator ¢, dann reduziert sich die Operatorableitung nach
¢ auf eine gewohnliche Paramterableitung gemif (2.130).
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den Kommutator zweier Operatoren A und B bezeichnen. Die Glei-
chung (2.135) nimmt somit die folgende Gestalt an:

d, v 1, : 2 oA
F = A a + (5) (2137

Wir wenden die Gleichung (2.137) speziell auf die Koordinaten und
Impulse an und erhalten

a0 = 5w H]), (2.139)
300 = ([, ] (2.139)

Wie die Schrodinger-Gleichung ist auch die Gleichung (2.137) in jeder
Darstellung giiltig, was natiirlich auch auf die Gleichungen (2.138) und
(2.139) zutrifft. Ist A nicht explizit zeitabhingig und kommutiert A mit
H, [A, H]=0, so gilt
d, - .
5@4} =0 ~ (A) = const., (2.140)
d.h., A ist Erhaltungsgrofie.
Die quantenmechanische Gleichung (2.137) entspricht in gewisser
Weise der klassischen Gleichung

dA 0A

-~ AHE+ ¥ (2.141)
it 9AOH OH A
A= za: <3qa Opa 4o 3pa> (2:142)

als der Poisson-Klammer der Systemgrofle A mit der Hamilton-Funk-
tion H des Systems. Speziell die Gleichungen (2.138) und (2.139) ent-
sprechen den klassischen kanonischen Bewegungsgleichungen

dga

I — g0, H}, (2.143)



2.5. ZEITLICHE ENTWICKLUNG VON ERWARTUNGSWERTEN43

dpa
=2 — {p,, H). 2.144

Der Ubergang von der klassischen Mechanik zur Quantenmecha-
nik kann folglich in dem Sinne verstanden werden, dafl klassisch-
deterministische Bewegungsgleichungen nunmehr als Gleichungen fiir
quantenmechanische Mittelwerte zu interpretieren sind, wobei bei der
Mittelwertbildung mit der Systemwellenfunktion (q,t) jede System-
groBe A durch den ihr entsprechenden Operator A und insbesondere
die GroBe Poisson-Klammer {A, H} durch den Operator (ih)~'[A, H]
zu ersetzen sind. Sind A und B reelle Groflen, ist { A, B} ebenfalls reell.

Erwartungsgemés ist dann der Operator (ih)'[A, B] hermitesch,

(zlh [‘4 BDT T i [BT AT] i [B fl] = [A B] (2.145)

Es sei A= f(q,p,t) eine als Funktion der Koordinaten und Impul-
se (und gegebenenfalls der Zeit) zunéchst klassisch definierte System-
groBle. Wenn ¢ und p die den Koordinaten und Impulsen zugeordneten
(hermiteschen) Operatoren sind, stellt sich die Frage, ob A=f (q,p,t)
als der der Grofle A zugeordnete Operator aufgefafit werden kann und
demzufolge ¢ und p in einer klassischen Funktion f(q, p, t) einfach durch
ihre Operatorentsprechungen ¢ und p ersetzt werden diirfen. Offen-
sichtlich sollte dies in gewissem Sinne tatséchlich moglich sein, da im
Grenzfall der klassischen (deterministischen) Mechanik die Bewegungs-
gleichung (2.137) in die Bewegungsgleichung (2.141) iibergehen sollte
und somit

(A) = (f(@,p,1)) = f(@), (B),1) = flap,t) = A (2.146)

gelten sollte. Der Ubergang zur klassischen Mechanik bedeutet offen-
bar vernachlassigbar kleine Quantenfluktuationen und somit Faktori-
sierbarkeit von Mittelwerten von Produkten, z.B.

(ap) = (@)(B), () = (@), (") = () (2.147)

Da die GroBe f((q),(p),t) der klassischen Funktion f(q,p,t) ent-
sprechen sollte, kann sich die Operatorfunktion f(g,p,t) von der c-
Zahlfunktion f(q, p,t) eigentlich nur durch die (in der klassischen Theo-
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rie bedeutungslose) Reihenfolge der Operatoren ¢ und p unterscheiden,
d.h. durch Terme, die durch Kommutatoren [¢, p] gegeben sind.!*

Generell kénnen die Vertauschungsregeln zwischen Koordinaten-
und Impulsoperatoren (d.h. ihre Kommutatoren) als die zentrale Quan-
tisierungsvorschrift angesehen werden, die letztlich jede konkrete quan-
tenmechanische Bewegung bestimmt. So ist ihre Kenntnis die wesent-
liche Voraussetzung dafiir, den Kommutator [121, H | in der Gleichung
(2.137) bzw. die Kommutatoren [§, H] und [p, H] in den Gleichungen
(2.138) und (2.139) fiir ein gegebenes quantenmechanisches Problem
zu berechnen und die entsprechenden Bewegungsgleichungen fiir die
(miteinander gekoppelten) Erwartungswerte der verschiedenen System-
grofen aufzustellen. Entsprechend den obigen Uberlegungen erwarten
wir eine enge Analogie zwischen quantenmechanischen Vertauschungs-
regeln und den klassischen Poisson-Klammern. Bevor wir diese Frage
genauer beantworten, wollen wir zunéchst die Konsequenzen fiir die
Messung von Observablen diskutieren, deren zugeordnete Operatoren
nicht vertauschen.

2.6 Die Heisenbergsche Unschirferelati-
on

Es wurde bereits darauf hingewiesen, daf3 zwei physikalische Groflen,
die nicht dem gleichen vollstindigen Satz vertrdglicher Observablen
angehoren, nicht gleichzeitig scharf melbar sind. Wie wir sehen wer-
den, ist dieser Sachverhalt unmittelbar mit der Nichtvertauschbarkeit
der den Observablen zuzuordnenden Operatoren verkniipft. Es seien
A und B die den Observablen A und B entsprechenden hermiteschen
Operatoren. Ein Ma#B fiir die im Rahmen einer Ensemblemessung beob-
achtete Meflunschérfe beispielsweise der Grofle A ist die in der Statistik
gebriuchliche Varianz (mittleres Schwankungsquadrat)

((A4)°) = (&%) - (4)° (2.148)

14Tst insbesondere A eine Observable, d.h. eine physikalisch mefbare und somit reelle Grofe,
miissen die ¢ und p in f(§,p,t) offensichtlich so angeordnet sein, dal A hermitesch ist.
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mit X X X

AA=A—(A). (2.149)
Ist O ein linearer Hilbert-Raum-Operator, so gilt offensichtlich

(010) = [ dgu*(@0'0u(e) = [ da[Ov(@IOv(a) >0 (2150

und somit insbesondere

((AA)%) > 0. (2.151)

Wie zu erwarten ist, kann die Varianz nicht negativ werden.
Betrachten wir den (nichthermiteschen) Operator

Q=AA+iAAB (X reell). (2.152)
Entsprechend (2.150) gilt
(Q'Q) > 0. (2.153)

Wir wollen diese Ungleichung im Hinblick auf die Varianzen der Gréflen
A und B auswerten. Mit (2.152) erhalten wir zunéchst

(Q'Q) = ((AA —iAAB) (AA +iAAB))
= ((AA4)%) + 22((AB)*) +iA(AAAB — ABAA).  (2.154)

Wegen
(AAAB) = (AB) — (A)(B) (2.155)

und der entsprechenden Relation fiir (ABAA) kénnen wir
(AAAB — ABAA) = (AB — BA) = ([A, B]) (2.156)

schreiben. Wir setzen (2.156) in (2.154) und finden unter Beriicksich-
tigung von (2.153)

((AA)?) + X2((AB)*) +iM([4, B]) > 0. (2.157)

Bekanntlich gilt gemi (2.151) ((AB)?)>0. Wir wollen annehmen, daB
((AB)?) > 0 ist. Falls das Gleichheitszeichen gilt, kann das unter der
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Annahme ((AB)?) > 0 im folgenden herzuleitende Ergebnis im Sinne
eines Grenziibergangs untersucht werden. Falls ((AA)?) >0 ist, kénnen
die folgenden Uberlegungen natiirlich auch mit vertauschten Aund B

durchgefiihrt werden.
Wir schreiben (2.157) in der Form

P(X) >0, (2.158)
wobei
P(A) =X+ <<([A 1)3;; - Egig;% (2.159)

ein Polynom 2. Grades in A ist. Da (2.158) fiir beliebiges reelles A
gelten muB, kann P(\) hochstens eine Nullstelle im Reellen besitzen.
Aus (2.159) folgen die Nullstellen von P()) als

A=

. (2.160)

(A B]) |
< 2

(AB)") ( G );>>> il

((aB ((aB)")

_Lela, By
2
d.h.

(1 <2[A, B} >)2 - <(AA)2> { < 0 ~» keine Nullstelle im Reellen,
2((aB)") ) |

Somit muf} also

= 0 ~ eine Nullstelle im Reellen.

1GIABD) ((A4))
(Fa) ~ s = e
bzw.
(AA))((2B)") = (3[4 B])) (2.162)

gelten. Die als Heisenbergsche Unschérferelation bezeichnete Unglei-
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w(A) w(B)

A B

Abbildung 2.2: Unschérferelation.

chung (2.162) — oft auch in der Form

AAAB > I|{[A, B])| (2.163)

geschrieben, AA = {/((AA)?) — besagt, daB zwei Observablen nicht

gleichzeitig scharf (d.h. schwankungsfrei) gemessen werden konnen,
wenn die den GréBen zuzuordnenden Operatoren nicht vertauschen.!”
Je definierter bei einer Ensemblemessung der Wert der einen Grofle
ist, desto unbestimmter ist — wie in obiger Abbildung skizziert — (bei
gleichem Ensemble) der Wert der anderen.

Bekanntlich kénnen in der Quantenmechanik Ort und Impuls ei-
nes Teilchens nicht gleichzeitig wohldefinierte Werte annehmen, so daf3
der Begriff der Bahnkurve seinen eigentlichen Sinn verliert. Entspre-
chend der allgemeinen Heisenbergschen Unschérferelation (2.163) muf
die spezielle Unschérferelation

Ao Apor > 5|([Gas Par]) | (2.164)

gelten. Es hat sich gezeigt, dafl nur fiir zusammengehérige Koordinaten

"Der SchluB setzt voraus, dal der Ausdruck auf der rechten Seite der Ungleichung (2.162) von
Null verschieden ist. Dies ist immer der Fall, wenn der (hermitesche) Operator i[A, B] bis auf einen
(von Null verschiedenen reellen) Faktor der Einheitsoperator ist oder nur positive bzw. nur negative
Eigenwerte besitzt. Ist Z[A,B] beispielsweise ein Operator, zu dessen Eigenwerten die Null gehort,
verschwindet der Ausdruck auf der rechten Seite der Ungleichung (2.162), wenn sich daf§ System in
dem zu diesem Eigenwert gehorenden speziellen Eigenzustand von i[A, B] befindet.
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und Impulse das Unschéarfeprodukt Ag,Ap, nicht beliebig klein wer-
den kann und der kleinstmogliche Wert gerade durch das Plancksche
Wirkungsquantum geméf

Aga Apar = %héaa’ (2.165)

festgelegt ist. Es ist klar, dal Wirkungen von der Gréflenordnung A bei
makroskopischen Erscheinungen in der Regel von untergeordneter Be-
deutung sind, jedoch im Mikrokosmos eine grofle Rolle spielen kénnen.

2.7 Kanonische Quantisierung

Ein Vergleich von (2.164) und (2.165) legt nahe, fiir die Koordinaten
und Impulsoperatoren die Vertauschungsregeln

[Gos Por] = RS0 (2.166)

zu postulieren.'® Wie bereits ausgefiihrt, konnen sowohl alle Koordi-
naten als ein vollstdndiger Satz vertrdglicher Observablen gleichzei-
tig definierte Werte annehmen als auch alle Impulse als ein anderer
vollstandiger Satz vertriaglicher Observablen. In der Sprache der Ver-
tauschungsregeln heifit dies:

[éa:cja’] - [ﬁa:ﬁa’] =0 (2167)

Die ausgehend von der de Broglie Hypothese gefundene Ortsdarstel-
lung (2.43) der Impulsoperatoren ist offensichtlich konsistent mit der

6Das i ist offensichtlich notwendig, da der Kommutator zweier hermitescher Operatoren an-
tihermitesch ist. Streng genommen mufite rechts der Einheitsoperator stehen. Da seine Wirkung
trivialerweise auf die Multiplikation mit eins hinauslduft, lassen wir ihn aus Bequemlichkeit in der
Regel weg.
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Vertauschungsregel (2.166),

A )
Qo Pa'| = ; Gua aqa/ 8(](1' o

h 0 0
= — a — Oaa! — (o — h aal - 21
; (q 90 ) q 8%,) iho, (2.168)

Wie wir im Kapitel 4 sehen werden, implizieren die Vertauschungsre-
geln (2.166) [und (2.167)] sowohl kontinuierliche Eigenwertspektren der
do und p, als auch die Ortsdarstellung (2.43) der p, und die analoge
Impulsdarstellung der ¢,.

Der Ubergang von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik
kann also so vollzogen werden, dafl den (vom Typ her kartesischen) Ko-
ordinaten ¢, und Impulsen p, hermitesche Hilbert-Raum-Operatoren
o und p, zugeordnet werden, die den Vertauschungsregeln (2.166) und
(2.167) geniigen.!” Man spricht in diesem Zusammenhang von kanoni-
scher Quantisierung. Diese schlief3t offensichtlich eng an die kanonische
Formulierung (Poisson-Klammer-Formalismus) der klassischen Mecha-
nik an:

{Qaa pa’} - 5040/

%
{quqa'} = {pcwpa’} =0 — %[quqa'] = %—L[ﬁaaﬁa’} =0

(2.169)

Man {iiberzeugt sich unschwer, dafl klassische Poisson-Klammern
und quantenmechanische Kommutatoren die gleichen algebraischen Re-
lationen erfiillen, wobei jedoch im Gegensatz zu den c-Zahlen in den
Poisson-Klammerausdriicken die Reihenfolge der Operatoren in den
Kommutatorausdriicken nicht mehr beliebig ist. Es seien A, B,C, ...
gewisse Systemgroflen und A, B,C, ... die ihnen zugeordneten Opera-

I"Es sei noch einmal darauf hingewiesen, daf dies nur fiir solche Koordinaten und Impulse als
Basisvariablen zutrifft, die wie die orthogonalen kartesichen Koordinaten uneingeschrinkt alle reellen
Werte annehmen koénnen.
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toren:!8

{A,B} = {B,A} <+— [AB]=-[B,A], (2.170)

{A+B,C}={A,C}+{B,C}
«— [A+B,C]=[AC)+[B,C], (2.171)

{AB,CY} = A{B,C} + B{A,C}
«— [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B, (2.172)

{A,{B,C}}+{B,{C,A}}+{C,{A,B}} =0
«—  [A[B,C]] + [B,[C,A]] + [C,[4, B]] =0. (2.173)

Die Quantisierungsvorschrift (2.169) sichert somit, dafl einer System-
grofle, die in der klassischen Mechanik in Form einer Poisson-Klammer
(zweier anderer Groflen) gegeben ist, in der Quantenmechanik der ent-
sprechende (durch iA dividierte) Kommutator zuzuordnen ist:

L1
C={AB} - C=—[iH] (2.174)
3
Es gilt
1 .. o1 ODN
~ "] = nprt = L 2.1
= 4o, P4] = i, . (2.175)

Der Beweis kann mittels vollstadndiger Induktion unschwer gefiihrt wer-
den. Offensichtlich ist die Behauptung fiir n =0 richtig. Um zu zeigen,
daf sie fiir n + 1 richtig ist, wenn sie fiir n richtig ist, machen wir von
(2.172) Gebrauch und schreiben

F T L (VRN (U
ih [Qaapa ] A [Qaypapa] ik [Qa,pa]pa + Z.hpa [qa,pa}, (2.176)

8Die Gleichungen (2.173) sind auch unter dem Namen Jacobi-Identitéit bekannt.
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woraus mit (2.175)

Ly . -1 . .
p (o DT = nb P + Bl = (n + 1)p) (2.177)
wird und somit die Behauptung (2.175) bewiesen ist. Da Koordinaten-
operatoren mit Impulsoperatoren vertauschen, wenn es sich nicht um
kanonisch konjugierte Paare handelt, kann anstelle von (2.175) auch

1 opl,

_ 2.178
ih [ OPa ( )

AoAn An—1
Qo P ] = 1Pl O =

geschrieben werden. Es sei A eine Funktion der §, und p,, A= f (Gvs Par),
wobei wir annehmen wollen, daf3 die Funktion iiber Potenzreihenent-

wicklungen erklirt ist. Anwendung von (2.178) liefert dann'®
1 . 0A
= G, A] = 72— 2.179
i 4o 4] = 5~ (2.179)
In volliger Analogie kann die Giiltigkeit der Gleichung
1 . 9A
— [py, A] = =& 2.180
iy [Por Al = =5 (2.180)

gezeigt werden. Die Gleichungen (2.179) und (2.180) entsprechen offen-
sichtlich den klassischen Gleichungen

0A
W Ab =12 2.181
{00, 4} = 5 (2.181)
0A
w AV = 2.182
(A} =5 (2.182)

Wir verwenden (2.179) und (2.180) und kénnen die quantenmecha-
nischen Mittelwertsgleichungen (2.138) und (2.139) in die Form

%(%} _ <aﬁ1>’ (2.183)

Opa
d, . /oH
&<pa> — _<aqa> (2.184)

19Beachte, da8 die Koordinatenoperatoren untereiander vertauschen.
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bringen. Erwartungsgemifl korrespondieren diese Gleichungen zu den
klassischen kanonischen Gleichungen

dg. OH

a7 2.1
dp, OH

—_— = 2.1

dt 0q, (2.186)

Die kanonischen Gleichungen bleiben also im Sinne von Gleichungen
fiir Mittelwerte giiltig, wenn der Hamilton-Operator bis auf die An-
ordnung die gleiche funktionale Abhingigkeit von den Koordinaten-
und Impulsoperatoren besitzt wie die klassische Hamilton-Funktion
von den Koordinaten und Impulsen. Dies trifft dann natiirlich auch
auf die Bewegungsgleichungen abgeleiteter Grolen zu. Es ist klar, dafl
die Koordinaten- und Impulsoperatoren im Hamilton-Operator so an-
geordnet werden miissen, dafl dieser hermitesch ist, was sich gegebe-
nenfalls durch Symmetrisieren der klassischen Hamilton-Funktion er-
reichen l&83t.

2.8 Vollstindige  Sitze  vertriglicher
Observablen

Wir sind nunmehr in der Lage, den bisher mehr verbal definierten und
verwendeten Begriff des vollstdndigen Satzes vertriaglicher Observablen
zu quantifizieren. Dazu betrachten wir wieder zwei Observablen A und
B, denen die hermiteschen Operatoren Aund B entsprechen. Entspre-
chend der Heisenbergschen Unschéirferelation (2.163) ist es unmoglich,
die beiden Groflen gleichzeitig scharf zu messen, wenn die Operatoren
A und B nicht kommutieren.

Wir nehmen an, daf§ sich das betrachtete System (zu einem ge-
wissen Zeitpunkt ¢) in einem Zustand mit der Wellenfunktion (q)
befindet. An dem System wird zunéchst eine Messung der Groéfle A
vorgenommen, wobei der MeBwert a,, registriert wird.?’ Im Ergebnis
dieser (Einzel-)Messung befindet sich das System in einem Zustand

20Wir nehmen der Bequemlichkeit halber diskrete Spektren an.
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Mef3gerat fiir Grofle A

Zustand vor Messung  4)(q) —= §—\ a,

Zustand nach Messung x(q)

Abbildung 2.3: Messung einer Obeservablen A.

x(q), dessen Wellenfunktion eine Eigenfunktion von A ist,

Ax(g) = anx(q)- (2.187)

Wird die Messung der Gréfle A in dem Zustand mit der Wellenfunktion
X (q) wiederholt, ergibt sich immer wieder der gleiche Mewert a,,. Wird
an dem System, daf sich in dem Zustand mit der Wellenfunktion x(q)
befindet, eine Messung der Grofle B vorgenommen, in deren Ergebnis
der Mef3wert b; registriert wird, befindet sich das System nunmehr in

Mef3gerat fiir Grofle B

Zustand vor Messung  y(q) —= §— by

Zustand nach Messung  (q)

Abbildung 2.4: Messung einer Observablen B unmittelbar nach der
Messung der Observablen A in Abb. 2.3.

einem Zustand, dessen Wellenfunktion ¢(g) Eigenfunktion von B ist,

By(q) = bip(aq). (2.188)

Folgemessungen von B in dem Zustand mit der Wellenfunktion ¢(q)
liefern dann immer den gleichen Mef3wert b;.

Liefern Folgemessungen von A und B in dem Zustand mit der Wel-
lenfunktion ¢(g) immer die gleichen Mefwerte a, und b;, bedeutet
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dies, dafl die beiden Groflen gleichzeitig wohldefinierte Werte anneh-
men kénnen und somit gleichzeitig scharf mefibar sind. 21 Die Funktion
¢(q) muB also sowohl Eigenfunktion von A und B sein,

~ A~

Ap(q) = anp(q), Be(q) = bip(q). (2.189)

Mit anderen Worten, sind zwei Observablen gleichzeitig scharf mefibar,
miissen die ihnen zugeordneten hermiteschen Operatoren ein gemein-
sames Eigenfunktionensystem besitzen. Notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir ist die Vertauschbarkeit von A und B:

A gemeinsames
[A,B] =0 <+ , ,
Eigenfunktionensystem

Zum Beweis entwickeln wir die Wellenfunktion ¢(q) nach Eigen-
funktionen ¢, (¢q) des vollstandigen Satzes von Observablenoperatoren,

zu denen B gehort,

= an@n(Q), (2.190)

B‘Pn(Q) = bnﬂpn(Q)- (2191)

Ferner entwickeln wir die Wellenfunktionen Ay, (q) ebenfalls nach den
on(q),
= Apnom(q)- (2.192)

Wir wenden AB auf 1(¢) an und erhalten mit (2.190) — (2.192)

ABy(q Z%AB% q)

= Z bnthn Agn (g Z bn A nom (@) (2.193)

2 Anstatt zuniichst die GroBe A durch eine Messung festzulegen, kann natiirlich auch mit der
Festlegung der Grofle B begonnen werden.
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Analog ergibt sich fiir die Anwendung von BA auf 1(q)
BAy(q Z YnBAp(q)

= ApntuBom(@) = buAmntam(@).  (2.194)

Wir bilden die Differenz der beiden letzten Gleichungen und erhalten
(A, B]4(@) =Y (ba — bm) Amntbnom(a)- (2.195)

m,n

Geméf (2.195) folgt aus

[A,B] =0 (2.196)
die Gleichung
> (by = bi) Apntnom(q) =0, (2.197)
d.h.
Appn =0 fiir b, # by, . (2.198)
Damit lautet (2.192)
Apn(q Z Anpm(q (2.199)
bm bn

Sind die Eigenwerte von B nicht entartet, reduziert sich die Gleichung
(2.199) auf

Apn(q) = Ann en(a), (2.200)

an

d.h., die Eigenfunktionen ¢, (q) von B sind auch die Eigenfunktionen
von A Im Falle von Entartung liefert die Anwendung von A auf ein
©n(q) gemif (2.199) eine Linearkombination der Eigenfunktionen, die
zum Eigenwert b, gehoren. Der (betrachtete) Eigenwert b, sei k-fach
entartet, und die k& Eigenfunktionen seien ¢,;(q) (i=1,2,...,k). Jede
Funktion

-~ Z Citoni(q) (2.201)
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ist dann ebenfalls Eigenfunktion von B zum Eigenwert b,,. Insbesonde-
re konnen solche Linearkombinationen der ¢,;(q) gewihlt werden, die
auch Eigenfunktionen von A sind:

k

k
A Z cipni(q) = Z acieni(q)- (2.202)

1=1

Wir multiplizieren beide Seiten dieser Gleichung mit ¢, ; (q), integrieren
iiber g,

i qusom ) Ani(q ] i [/dqcpm @ni(q)] ac;, (2.203)

1=1 =1 O S/

~” ~”

und erhalten folgendes lineares, homogenes Gleichungssystem fiir die
Bestimmung der ¢;,

zk: = 0. (2.204)

j=1

Das Verschwinden der Koeffizientendeterminante als Losbarkeitsbedin-
gung liefert die Bestimmungsgleichung fiir die Eigenwerte a von A. Da-
mit ist der erste Teil der Behauptung gezeigt, ndmlich daf vertauschba-
re Operatoren in jedem Fall ein gemeinsames FEigenfunktionensystem
besitzen.

Der zweite Teil der Behauptung, dafl ein gemeinsames Eigenfunk-
tionensystem Vertauschbarkeit der Operatoren impliziert, ist schnell
gezeigt. In diesem Fall ist

Amn = dmn an . (2.205)

Folglich verschwindet die rechte Seite der Gleichung (2.195) und damit
der Kommutator auf der linken Seite dieser Gleichung.

Als vertrédglich hatten wir zwei Observablen A und B bezeichnet,
wenn sie gleichzeitig wohldefinierte Werte annehmen kénnen und so-
mit gleichzeitig scharf mefibar sind. Wir kénnen nunmehr zwei (un-
abhéngige) Observablen A und B als vertréglich bezeichnen, wenn die
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ihnen zugeordneten (hermiteschen) Operatoren vertauschen: [A, B] =0.
Dementsprechend sprechen wir von mchtvertraghchen Observablen,
wenn [A, B]#0 ist. Es sei G=GW,G® ... G™ ein vollstindiger
Satz vertriglicher (unabhéngiger) Observablen, denen die Operatoren
GH,.GY, ... G zugeordnet sind. Vertraglichkeit und Vollsténdigkeit
konnen dann wie folgt charakterisiert werden:

Vertriglichkeit: [G), GW)] =0 fiir alle 1, ;.

Vollstindigkeit: Existiert eine weitere Observable F' mit [F, G()] =
fiir alle ¢, so muf F:f(é(l), GO, ... é(”)) sein.

Anmerkung

e Wird im Falle eines konservativen Systems ein vollstindiger
Satz von Observablen verwendet, zu dem die Energie gehort,
GO =H,G?, . .. G™ und hingen die GO (1=2,3,...,n) nicht
explizit von der Zeit ab (was in der Regel der Fall ist), so re-
préisentieren [nach (2.137)] alle Groen eines solchen vollstandi-
gen Satzes Erhaltungsgrofien des Systems,

(GO H] =0 ~ %<é<i>> = 0. (2.206)

2.9 Stationire Zustande

Die zeitliche Entwicklung quantenmechanischer Erwartungswerte wird
durch die Gleichung (2.137) bestimmt. Genaugenommen handelt es sich
nicht um eine Gleichung, sondern wegen des quantenstatistischen Cha-
rakters um eine ganze Hierarchie von (in der Regel unendlich vielen)
gekoppelten Gleichungen, so dafl eine direkte Losung recht schwierig
sein kann. Auf den ersten Blick einfacher erscheint deshalb die Lésung
der Schrodinger-Gleichung (2.124) und die nachtrigliche Berechnung
der Erwartungswerte der interessierenden Systemgroflen.

Im Falle eines konservativen Systems hiangt der Hamilton-Operator
des Systems nicht explizit von der Zeit ab, und folglich ist die Energie
eine Erhaltungsgrofe,

—(H) =0. (2.207)
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Befindet sich das System speziell in einem Zustand mit einem wohlde-
finierten (scharfen) Energiewert, so bleibt dieser Wert fiir alle Zeiten
ungeédndert. Solche Zustinde werden auch als stationdre Zustédnde be-
zeichnet. Die moglichen Energiewerte dieser Zustinde zusammen mit
den dazugehorigen Wellenfunktionen werden offensichtlich durch die
Eigenwertgleichung des Hamilton-Operators bestimmt:??

f{@n(Q) - Engon(Q) (2'208)

Die Gleichung (2.208) heifit auch zeitfreie Schréodinger-Gleichung.
Es ist klar, daf sie als Bestimmungsgleichung fiir die ¢,(¢) und E,
aufgefafit durch die Bedingung der Normierbarkeit der ¢, (q) ergéinzt
werden muf, d.h.

/ dg ¢;,(q)en(q) = 1. (2.209)

Ist das Energieeigenwertproblem gelost, kann die Losung der
Schrodinger-Gleichung (2.124) etwa wie folgt konstruiert werden. For-
male Integration der Schrédinger-Gleichung liefert

blant) = exp| 3 B = )] w0, t), (2:210)
wobei der unitidre Operator
Ut,t) = Ut —t') = exp [—% H(t — t’)] , Ul=U0"1 (2211

auch als Zeitentwicklungsoperator bezeichnet wird. Wir entwickeln
[gemiB (2.8)] 1(q,t') nach den Energieeigenfunktionen,??

Y(g,t) = a(t)eula), (2.212)

2Wir nehmen der Bequemlichkeit halber ein diskretes Energiespektrum an.
ZGenaugenommen nach den Eigenfunktionen eines vollstéindigen Satzes vertriiglicher Observa-
blen, der die Energie enthalt.
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so daf (2.210) in

=3t exp _—% Bt — t’)] onlg)  (2213)

ibergeht, und folglich die allgemeine Losung der Schrédinger-Gleichung
in der Form

Z"‘W eXP[—— n(t —t’)] n(q) (2.214)

geschrieben werden kann. Sie bestimmt die Wellenfunktion zu jedem
Zeitpunkt ¢, wenn sie zu einem gewissen Zeitpunkt ¢’ bekannt ist. Es
ist unschwer zu sehen [Gleichung (2.15)], daf die Entwicklungskoeffizi-
enten v, (t') durch ¢(q,t") gemif

balt!) = / dg o (@)% (a, ) (2.215)

festgelegt sind.
Die Gleichung (2.214) kann als Entwicklung der Wellenfunktion
¥(q,t) nach den Wellenfunktionen stationédrer Zustande geméif

Z% Jn(g,t — 1) (2.216)

aufgefa3t werden, wobei die Wellenfunktionen der stationidren Zusténde
durch

Un(g,t) = ety () (2.217)
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gegeben sind. Befindet sich das System in einem stationdren Zustand,
so ist offensichtlich die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte im Konfi-
gurationsraum zeitlich konstant,

Wn(a, )" = lea(a)[. (2.218)

Mehr noch, der Erwartungswert jeder nicht explizit zeitabhingigen Sy-
stemgrofle A ist zeitlich konstant,

(A) = %/dqw;';(q,t)flwn(q,t) ~ %<A> =0, (2.219)

wie sofort durch Einsetzen von v,,(q,t) aus (2.217) in (2.219) zu sehen
ist,

/ dg ¥ (q,t)Avn(q,t) = / dq ¢} (a)Apn(q). (2.220)



Kapitel 3

Ein Teilchen 1m
konservativen Kraftfeld

Wir wollen die allgemeine Theorie auf den einfachsten Fall anwenden,
namlich die Bewegung eines nichtrelativistischen (Punkt-)Teilchens in
einem konservativen Kraftfeld, d.h. in einem (&dufleren) zeitlich konstan-
ten Potential V' (r). Die klassische 1-Teilchen-Hamilton-Funktion lautet
bekanntlich

1
H=—p’+V 3.1
5 P (r) (3.1)
bzw. ausfiihrlich
1
H=_— (pl+p,+p2)+V(z,y 2) (3.2)

2m

Da keine aus Ort und Impuls gemischten Glieder auftreten, ist die
Konstruktion des Hamilton-Operators denkbar einfach:

A T B
H= p 4 V()= (i +5+02) + V(29,2 (33)

Offensichtlich ist H hermitesch, und mit den Vertauschungsregeln
t,p| =hl, (3.4)

speziell
[iaﬁx] = [gaﬁy} = [2,]52] = ih, (35)
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sowie
£, 8] = [p,p] =0 (3.6)
wird der Anschlufl an die kanonischen Gleichungen hergestellt.

Die Aufgabe besteht in der Regel darin, das Eigenwertproblem des
Hamilton-Operators zu losen und die stationdren Zustande zu bestim-
men, deren Uberlagerung dann die allgemeine Lésung der Schrodinger-
Gleichung ergibt. Wir wollen die Rechnungen in der Ortsdarstellung
durchfiihren. Im Abschnitt 2.3 hatten wir bereits iiber die de Broglie-
Hypothese im Vorgriff die Impulseigenfunktionen in der Ortsdarstel-
lung eingefiihrt und mit deren Hilfe die Ortsdarstellung des Impulsope-
rators gefunden. Hier wollen wir zunéchst zeigen, dafl die Herleitung
der Ortsdarstellung des Impulsoperators nicht unbedingt an die Kennt-
nis der Impulseigenfunktionen gekniipft ist, sondern daf} sie auch aus
anderen Uberlegungen gefunden werden kann.

3.1 Ortsdarstellung des Impulsoperators

Bekanntlich ist in der Ortsdarstellung der Ortsoperator rein multipli-
kativ,

r(r,t) = ry(r,t). (3.7)

Um pi(r,t) zu bestimmen, bemerken wir zunichst, daf§ auf Grund
der Abgeschlossenheit des Systems der Hamilton-Operator nicht von
r abhingt, so dafl er sich insbesondere bei einer infinitesimal kleinen
rdumlichen Verschiebung

r—r+0r (3.8)

nicht dndert, wihrend die Wellenfunktion ¢ (r,¢) in die transformierte
Wellenfunktion

Y(r 4 6r,t) = Y(r,t) + or - Vi(r,t)
= (14+4r-V)(r,t) (3.9)

tibergeht. Wir schreiben die Transformation (3.9) in der Form

W(r + or,t) = Dip(r, 1), (3.10)
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wobei der Operator D der infinitesimal kleinen Parallelverschiebung
durch

A

D=1+4+4r-V (3.11)
definiert ist. Da der Hamilton-Operator bei einer infinitesimal kleinen
Parallelverschiebung unveréndert bleibt, muf§ die Transformation der
Wellenfunktion H(r,t) das gleiche Ergebnis liefern wie die Anwen-
dung von H auf die transformierte Funktion ¢ (r + dr, ). Es muf} also

DH(r,t) = HDip(r,t) (3.12)
gelten, und da ¢ (r, ) eine beliebige Wellenfunktion ist, muf} sogar
DH=HD ~ [D,H]=0 (3.13)
gelten. Mit (3.11) lautet (3.13)
(1, H] +6r- [V, H] =6ér [V,H|] =0, (3.14)
woraus A
[V,H] =0 (3.15)

folgt, da dr beliebig wahlbar ist.

Die Gleichung (3.15) impliziert, da} die zu dem Operator ~ V ge-
horende Grofle eine Erhaltungsgréfie sein mufl. Die Grofle, die als Er-
haltungsgrofle aus der Homogenitdt des Raumes folgt, ist bekanntlich
der Impuls. Die Gleichung (3.15) kann daher als die Gleichung angese-
hen werden, die die Impulserhaltung zum Ausdruck bringt, so daf§ der
Operator V bis auf einen konstanten Faktor mit dem Impulsoperator
iibereinstimmen sollte,

p=aV. (3.16)
Der Faktor o kann dann aus der Vertauschungsregel
t,p| = —al =ikl (3.17)

zu o = —ih bestimmt werden. Die die Gleichung (3.7) fiir die Wirkung
des Ortsoperators auf Wellenfunktionen ergénzende Gleichung fiir die
Wirkung des Impulsoperators lautet somit:

pY(r,t) = ?V@D(r, t) (3.18)
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3.2 Schrodinger-Gleichung und Mittel-
werte

Mit (3.18) erhalten wir fiir den Hamilton-Operator (3.7) in der Orts-
darstellung

A 1 h?
H=T+V=_—p"+V(t)= —o - A+ V(D) (3.19)
m

2m

so dafl die Schrodinger-Gleichung (2.124) die Gestalt

vh

2m

WD) - s v e (3.20)

annimmt. Dementsprechend nimmt die zeitfreie Schréodinger-Gleichung
(2.208) die Form

2m

- A V)] olo) = Bt (3:21)

an, wobei nur solche Losungsfunktionen ¢(r) gefragt sind, die quadra-
tisch integrierbar sind, d.h.

/ Br o) = N (3.22)

mit N < oo, wobei der Grenzfall N — oo im Sinne von §-Singularitdten
noch erlaubt ist.

Ist die Schrodinger-Gleichung (3.20) geldst und somit die zeitliche
Entwicklung der Wellenfunktion ¢ (r,¢) bekannt, kann bekanntlich die
zeitliche Entwicklung der Erwartungswerte beliebiger Groflen berechnet
werden. Es sei A= f (t, p) eine solche GroBe. Thre zeitliche Entwicklung
ist dann durch

(A) = / d3r ¥ (r, t) f(r, ?V)iﬁ(r,t) (3.23)
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gegeben. Ist

2 1.~ 4 o
so ergibt sich [gemif (2.137)] die zeitliche Anderung
<A> <[f1 H]) (3.25)
der betrachteten Gréfe als!
h
A> /d?’rw r,t) (r —V>¢(r t). (3.26)

3.2.1 Ehrenfestsche Sitze

Die Ehrenfestschen Sitze machen Aussagen iiber die zeitliche Anderung
der Mittelwerte von Teilchenort und -impuls. Sie folgen unmittelbar aus
den allgemein giiltigen Gleichungen (2.183) und (2.184). So gilt geméaf

(2.183)
d . OH
Mit A
OH 0 1 ., 1 .
— 7 —p?) == 2
op op <2mp ) mp (3.28)
geht (3.27) in
d 1
e — 3.29
L= L ip) (3.20

iiber, so daB sich speziell in der Ortsdarstellung fiir die zeitliche Ande-
rung der mittleren Teilchenposition

d

o &r [¢(r,t)]” —/d?’rw rt) Vi(r, t) (3.30)

'Wenn die Grofle explizit von der Zeit abhiingt, muf} natiirlich die explizite Zeitableitung ergéinzt
werden [siehe (2.137)].
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ergibt.
Desweiteren gilt gemif (2.184)
d 0H
—(p) = — : 3.31
() < - > (3.31)
Da im vorliegenden Fall A A
oH oV
= 3.32
or  oOr (3:32)
ist, lautet die Gleichung (3.31)
i@ = (F) (3.33)
dt
mit:
F = oV (3.34)
or

Der Operator F ist offensichtlich derjenige Operator, der der auf das
Teilchen wirkenden Kraft entspricht. Speziell in der Ortsdarstellung gilt
also fiir die zeitliche Anderung des mittleren Teilchenimpulses:

d

i d3r¢*(r,t)§v¢(r,t) = —/dgr WP Vv | (3.35)

Die Kombination der Gleichungen (3.29) und (3.33) liefert schlief-
lich die Newtonsche Bewegungsgleichung als quantenmechanische Mit-
telwertsgleichung:

4>, A
m@<r> = (F) (3.36)
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Speziell in der Ortsdarstellung gilt also:

m—/d3r [p(r,t)r = —/d?’r p(r,t) > VV(r) (3.37)

3.2.2 Kontinuitidtsgleichung

Die Normierungsbedingung

/ &r |, )P = 1 (3.39)

impliziert
d
— | & [¢(r,t)]* =0. (3.39)
dt
Die Gleichungen (3.38) und (3.39) sind Ausdruck der Tatsache, daf§ die
Gesamtwahrscheinlichkeit eine Erhaltungsgrofie ist — das Teilchen sich
also mit Sicherheit irgendwo im Raum befinden muf3. Folglich erwarten
wir fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte

w(r, t) = |¢(r, )] (3.40)

eine lokale Bilanzgleichung von der Art der Kontinuitédtsgleichung der
Elektrodynamik.

Wir bilden die zeitliche Ableitung der Wahrscheinlichkeitsdichte
und finden unter Beriicksichtigung der Schrédinger-Gleichung

0Y(r,t)
ot

Ow(r,t)  OP*(r,t)
o ot

:%[—¢(r,t)ﬁ¢*(r,t)—|—¢*(r,t)ﬁ¢(r,t) . (341)

7

(v, 1) +9"(r, t)

Da (in der betrachteten Ortsdarstellung) der Operator der potentiellen
Energie rein multiplikativ ist, hebt er sich in der zweiten Zeile von
(3.41) heraus und es verbleibt der Operator der kinetischen Energie
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~

T= 132/(2m)a
ow(r,t 1 A . .
Y L R )
h
= e A e - e AvE ). (342
Wegen
PAY = V -V — (Vi) - Ty (3.43)
und der komplex konjugierten Gleichung gilt
PAPT =P AY =V - (PVPT =TV Y, (3.44)
und die Gleichung (3.42) kann in die Form
ow(r,t h * *
Y G e )V (e ) - v )V s] (3.45)

gebracht werden. Mit

§(,8) = [ (e, V(1) — B(r, )V ()] | (3.46)

21m

als der Wahrscheinlichkeitsstromdichte erhalten wir die gesuchte
Bilanzgleichung;:

Jw(r,t)

- — 3.47
Y +V-jr,t)=0 (3.47)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte w(r,t) kann ebenfalls als Erwartungs-
wert einer Observablen (r) aufgefalt werden,

w(r, ) = (5(r)), (3.48)

wobei

o(r) =46(r —r) (3.49)
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ist. Offensichtlich gilt
6 = [ 1w (4,086 = )01
_ / &' g (1, )5 — ), 8) = [(r, ). (3.50)

Somit beschreibt die Kontinuititsgleichung (3.47) die zeitliche Ande-
rung der 1-Teilchen-Anzahldichte im Sinne einer iiblichen quanten-
mechanischen Mittelwertgleichung:

—(0(r)) = —([o(r), H]) (3:51)

3.3 Kriftefreie Bewegung

Beginnen wir mit der einfachsten Bewegung eines Teilchens, ndmlich
der kraftefreien Bewegung. In diesem Fall reduziert sich der Hamilton-
Operator einfach auf den Operator der kinetischen Energie,

. 1
HeT= = 52— = (212142 3.52
b =5~ (0, +5,+ 1), (3.52)

. h? R [ 0? 0? 0?
= - 2m A= 2m (83:2 i dy? i 822> (3:53)

geschrieben werden kann und die zeitfreie Schrodinger-Gleichung auf
das Energieeigenwertproblem

Fo(r) = - po() = — 1 Ap(r) = Bo() (354

2m

fithrt. Wegen
[f), H} =0 (3.55)
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besitzen H und Dz, Dy, D- €in gemeinsames Eigenfunktionensystem. Da
iiberdies H eine Funktion von Dz, Dy und p, ist, geniigt es, das Impuls-
eigenwertproblem zu losen. Da die Energieeigenwerte proportional zu
den Betragsquadraten der vektoriellen Impulseigenwerte sind,

2
p Ly 2 2
E=-—=_"—_ , 3.56
o = 5 (o + 1, 1) (3.56)
erwarten wir hochgradig entartete Energieeigenzustinde und somit
hochgradig entartete stationédre Zustédnde.

Die Impulseigenfunktionen sind Losungen der Eigenwertgleichung

7

pp(r) = pp(r) ~  Vo(r)= - pp(r) (3.57)
bzw.
Vo(r) = ikp(r), (3.58)
wobel
p = hk (3.59)

gilt. Die Losungen von (3.58) sind ebene Wellen,
o(k, 1) ~ kT (3.60)
wobei die Komponenten des Wellenzahlvektors k und somit die Kom-

ponenten des Impulses offensichtlich beliebig reell sein konnen. Dement-
sprechend sind die Funktionen ¢(k, r) auf 6-Funktionen zu normieren,

/d3r o*(k, 1)k, r) = 6(k — k'), (3.61)

so daf

p(k,r) = (2m) 32T (3.62)
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gilt.? Erwartungsgemif wird die Energieeigenwertgleichung (3.54)
durch die Impulseigenfunktionen ¢(k, r) gelést, wobei in Ubereinstim-
mung mit (3.56) Energie und Wellenzahlvektor bzw. Impuls durch die
Beziehung

21,2 2
LS (3.63)
2m 2m

miteinander verkniipft sind.
Geméf (2.217) lauten die Wellenfunktionen der stationdren Losun-
gen?
P(k,r,t) = (2m) 32 7iWi7kT), (3.64)

wobei die Teilchenenergie £ mit der (Kreis-)Frequenz w der ebenen
Welle iiber die Beziehung

E = hw (3.65)

verkniipft ist und somit geméf (3.63) die Dispersionsrelation

we g (3.66)

2m

gilt.
Entsprechend (2.216) kann dann die allgemeine Losung der Schro-
dinger-Gleichung

OY(r, . h?
il 1”; ):Hw(r,t):—%Aw(r,t) (3.67)

2Wird anstelle des Wellenzahlvektors k der Impuls p als Variable verwendet, so ist aus (3.61)
unschwer zu sehen, daB die Funktionen h=3/2¢(p/h,r) = o(p,r) (als Funktionen von p aufgefaft)
auf d(p — p’) normiert sind [vgl. (2.38)].

3Beachte dafl im Gegensatz zu der Annahme in (2.217) das Energiespektrum im vorliegenden
Fall kontinuierlich ist.
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als Wellenpaket

000 = sy [ @rul )0k (s

bzw.

W(r,t) = / 3k f(k) e ik (3.69)

mit einer geeignet zu wiahlenden Funktion f(k) und der Dispersionsre-
lation (3.66) dargestellt werden.

3.4 Eindimensionale Bewegung

Im eindimensionalen Fall reduziert sich die zeitfreie Schrodinger-
Gleichung (3.21) auf

_:—md(ﬁ(;) + V(z)p(z) = Ep(z). (3.70)

Aus der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung ist eine
gewohnliche Differentialgleichung geworden, wobei aus der Losungs-
mannigfaltigkeit nur die gemif (3.22) quadratisch integrierbaren Funk-
tionen ¢(z) von physikalischem Interesse sind, also speziell fiir diskrete
Energieeigenzustande

/d:z: o) =1 (3.71)

gesetzt werden kann.

3.4.1 Allgemeine Aspekte

Wir wollen uns einen qualitativen Uberblick iiber die erlaubten Ener-
gien und die dazugehorigen Wellenfunktionen (und damit iiber die

moglichen stationédren Zustdnde des Systems) verschaffen und schrei-
ben die Gleichung (3.70) in der Form

d290(513) _ 2m
w2 = gz B V()le(). (3.72)
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v

Vmin

T

Abbildung 3.1: Eindimensionales Potential.

Bekanntlich bestimmt d*p(z)/dz? die Kriimmung der Kurve ¢(z). Aus
(3.72) lesen wir folgendes ab:

E>V(z) und o)
E<V(z) und o)
)

E<V(z) wd ¢z >0} L de()

>0 } L Tl 0, (3.73)
<

> 0. 3.74
E>V(z) und ¢(z) <0 dz? (3.74)

Das Vorzeichen der Kritmmung wechselt also bei gegebenem Vorzeichen
von ¢(z), wenn ein Wechsel

E>V() — E<V() (3.75)

F

eintritt, und es wechselt bei gegebenem Vorzeichen von E — V' (z), wenn
ein Wechsel
() <0 (3.76)

eintritt.
Fall A:

Betrachten wir zunichst ein Potential etwa von der Form wie in
Abb. 3.2 skizziert. Wir wollen also insbesondere annehmen, daf

V(z) — oo fiir |z|— o0 (3.77)

gilt. In der klassischen Mechanik gibt ein solches Potential zu einer
periodischen Bewegung Anlaf}, wobei alle Energiewerte mit

E Z Vmin (378)
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v
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Abbildung 3.2: Eindimensionales Potential: Fall A.

erlaubt sind.

Wie in der klassischen Mechanik kann auch in der Quantenmecha-
nik der Fall F <V, ausgeschlossen werden. Da fiir E < Vi, generell
E <V(x) ist, gilt gemaB (3.73) und (3.74)

d2<,0
Py (3.79)
e(r) >0 ~ 2> 0.

Wenn also fiir irgendein . =27 ¢(z1) > 0 ist, ist dies wegen der positi-
ven Kriilmmung fiir alle > x; der Fall, so daf} lim,_,, ¢(z) = oo folgt.
Analog findet man fiir ¢p(z;) <0, dal lim,_,_, ¢(z) = —oo folgt. Es ist
klar, daf§ derartige Funktionen ¢(x) mit Sicherheit nicht normierbar
sind und deshalb ausgeschlossen werden miissen.

Wenden wir uns nunmehr dem Fall £ > V,;, zu. Drei verschiede-
ne Bereiche sind zu unterscheiden: —oco <z <z; (I), 1 <z <zy (II),
z9 <z <oo (III). Fiir die quadratische Integrierbarkeit der gesuchten
Funktionen ¢(z) ist ihr Verhalten fiir |x| — oo entscheidend, d.h. das
Verhalten in den Bereichen I und III. Wir kénnen deshalb ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit annehmen, daf} sich die gesuchten Funk-
tionen ¢(z) im Bereich I fiir z — —oo hinreichend schnell an die z-Achse
anschmiegen. Ferner konnen wir ohne Einschriankung der Allgemeinheit
annehmen, daf sie in diesem Bereich positiv sind, so dafl gemif} (3.74)
dort dp(z)/dz?> 0 gilt.
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' <,0’
(2) : 3
il 572 T
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(b) | | 20y
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Abbildung 3.3: Energieeigenwerte und -eigenfunktionen gebundener
Zustinde im eindimensionalen Potential.
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Beginnen wir mit einem Energiewert E’ knapp oberhalb Vi, [(a)
und (e) in Abb. 3.3]. Der Bereich II ist noch zu klein, um das bei z = z;
einsetzende konkave Verhalten der Funktion ¢(z) so weit auszudehnen,
daf sich die Funktion im Bereich III auf Grund des bei z = x5 einsetzen-
den konvexen Verhaltens (wieder von oben) an die z-Achse schmiegen
kann. Die Funktion divergiert im Bereich III und fiihrt auf eine nicht
normierbare Losung ¢'(x) der Eigenwertgleichung (3.72), d.h., Energie-
werte F' unmittelbar oberhalb Vj,;, sind (im Gegensatz zur klassischen
Mechanik) nicht erlaubt.?

Mit wachsender Energie wird es dann einen Energiewert Fj geben,
fiir den die Ausdehnung des Bereiches II gerade ausreichend ist, damit
der Kriimmungsumschlag bei z = x5 zu einem Anschmiegen der Funk-
tion ¢(z) an die z-Achse fithrt [(b) und (e) in Abb. 3.3]. Im Ergebnis
entsteht die erste normierbare Funktion ¢g(z); Ej ist somit der erste
erlaubte Energiewert.

Wird die Energie weiter vergrofiert, so entsteht im Bereich II offen-
bar eine Nullstelle, die ihrerseits zu einer Kriimmungsinderung Anlafl
gibt. Liegt der gewihlte Energiewert E” nicht weit genug oberhalb Fj
[(c) und (e) in Abb. 3.3], so ist der verbleibende Bereich II zu klein,
als daf die erneute Kriimmungsidnderung bei x = x5 zu einer sich im
Bereich III (nunmehr von unten) an die z-Achse anschmiegenden Funk-
tion Anlafl zu geben kann. Im Ergebnis entsteht eine nicht normierbare
Funktion ¢”(z), und folglich entsteht oberhalb Ej (im Gegensatz zur
klassischen Mechanik) zunéchst wieder ein verbotener Energiebereich.

Mit noch grofler werdender Energie und somit groflerer Ausdehnung
des Bereiches II wird bei einem gewissen Energiewert F4q die Nullstel-
le gerade so weit links in diesem Bereich liegen, dafl sich wieder eine
normierbare Funktion ¢;(z) ergibt. Damit ist der zweite erlaubte Ener-
giewert bestimmt.

Es ist klar, daB die Uberlegungen beliebig fortgefithrt werden
konnen. Im Ergebnis erhédlt man einen diskreten Satz von erlaubten
Energiewerten F,, (n=0,1,2,...) und die dazugehorigen Wellenfunk-
tionen ¢, (). Die Uberlegungen zeigen auch, daB n gerade die Anzahl
der Nullstellen von ¢, (z) im Bereich II — dem klassisch erlaubten Be-

*Offenbar wiirde die starke réumliche Lokalisierung entsprechend der Heisenbergschen Unschiirfe-
relation zu einer derart grofen impulsméfBigen Delokalisierung (Unschirfe) fithren, die eine wesentlich
grofiere Energie als E' erfordert.
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reich zwischen den Umkehrpunkten z; und zs — ist. Diese Nullstellen
werden auch als Knoten bezeichnet, und der genannte Sachverhalt
heifit auch Knotensatz.

Es ist bemerkenswert, daf3 die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdich-
te |, (z)|? auch auBerhalb des klassisch erlaubten Bereiches von Null
verschieden ist. In der Regel ist sie in diesem Bereich jedoch sehr klein,
da sie fiir |z| — 0o sehr schnell gegen Null strebt.

Fall B:

In unseren bisherigen Uberlegungen haben wir angenommen, da8 das
Potential V' (z) fiir endliches |z| ebenfalls endlich ist und erst in der
Grenze |z| — oo unendlich grofl wird. Betrachten wir nunmehr den Fall,

v

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
l
Zo T

Abbildung 3.4: Eindimensionales Potential: Fall B.

daB V(z) bereits fiir ein gewisses (endliches) zy unendlich gro§ wird.
Die obigen Uberlegungen bleiben alle sinngemi8 richtig mit der Ein-
schrankung, dafl ¢(z) bei z=1z( verschwinden mufl und die Differen-
tialgleichung (3.72) nunmehr unter dieser Randbedingung (zusammen
mit der Normierungsbedingung) zu l6sen ist.’

Fall C:

Ein anderer wichtiger Potentialtyp ist der in Abb. 3.5 gezeigte. Sein
wesentliches Merkmal ist, da8 V' fiir |z| — co endlich bleibt,

® Andernfalls wiirde V (z)¢(z) bei = zq divergieren und die Differentialgleichung (3.72) verlore
ihren Sinn.
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T
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x

Abbildung 3.5: Eindimensionales Potential: Fall C.

V_ fir x — —oo,

V(z) — { ) (3.80)

Vie fir z — 4o0.

Aus den obigen Uberlegungen ist klar, da fiir den Fall, daf8 die Po-
tentialdifferenz V_., — V hinreichend grof ist, in dem Energiebereich
zwischen Vi, und V, o, diskrete Energieniveaus vorhanden sein kénnen.
Im Gegensatz dazu ist jeder beliebige Energiewert zwischen V, ., und
V_» moglich. Es sei E ein solcher Wert, d.h. V, < E<V_,, wo-
bei V(z1) = FE gelten moge. Eine sich im Bereich z <z fiir x — —o0
an die xz-Achse anschmiegende Funktion nimmt nach der ersten
Kriimmungsénderung an der Stelle x =z; und den dann folgenden,
mit Kriimmungsédnderungen verbundenen Nulldurchgidngen im Bereich
x > r1 einen oszillatorischen Charakter an. Sie sind zwar nicht im {ibli-
chen Sinn quadratisch integrierbar, lassen sich aber, da sie nicht diver-
gieren, im Sinne von J-Funktionen normieren. Fiir £ > V_, bleibt das
Energiespektrum natiirlich kontinuierlich, wobei jeder Energiewert nun-
mehr zweifach entartet ist — entsprechend den zwei linear unabhingigen
Losungen der Differentialgleichung (3.72).

Das Energiekontinuum kann als Grenzfall eines Quasikontinuums
(mit beliebig kleinen Energieniveauabstinden) aufgefait werden, wo-
bei die zu den diskreten Energien des Quasikontinuums gehdrenden
Wellenfunktionen wieder im iiblichen Sinne normierbar sind. Zu die-
sem Zweck hat man das Potential links und rechts zunéchst durch zwei
unendlich hohe Potentialwénde zu begrenzen und diese dann nach links
bzw. rechts ins Unendliche zu verschieben.®

6Man beachte, dal man es in der experimentellen Praxis immer nur mit endlichen riumlichen
Bereichen zu tun hat.
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\\V

X

Abbildung 3.6: Potential mit Energiekontinuum als Grenzfall eines Po-
tentials mit Quasikontiuum.

So macht beispielsweise im einfachsten Fall einer freien Bewegung
die Einfithrung von unendlich hohen Wanden aus dieser Bewegung eine
Bewegung in einem Kastenpotential

oo fir xz <,
V(z)=4¢ 0 fir z1 <z <z (3.81)
oo fir x> xo,

und die zeitfreie Schrédinger-Gleichung

d*p(z 2m
iﬂg ) _ ~ZF Be(x)  (m<z <) (3.82)
ist unter den Randbedingungen
p(z1) = @(z2) =0 (3.83)

zu losen. Die allgemeine Losung von (3.82) lautet bekanntlich

o(z) = Ae'*™ 4+ Be ™" = gsin(kx + b) (3.84)
- 2mE h2k?
5 2m B
="~ BE=s (3.85)

[vgl. (3.63)]. Wegen ¢(z1) =0 mufl b= —kz; sein, so dafl aus (3.84)
o(z) = asinlk(z — x1)] (3.86)
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T L2 T

Abbildung 3.7: Eindimensionaler unendlich hoher Kasten.

wird. Die Forderung ¢(z9) =0 impliziert dann

k(xe —z1) =kl=nm ~ k—>kn:n§ (3.87)
und somit die diskreten Energien
R’k2 n’h?
b, = e 3.88
2m  8ml? (3.88)
(n=1,2,...)." Man iiberzeugt sich unschwer davon, da8 fiir a = /2/I

die Eigenfunktionen

on(z) = \/g sin[ky, (z — 1)] (3.89)

auf eins normiert sind. Wir sehen, dafl auf Grund der (unendlich ho-
hen) Potentialwinde der (im vorliegenden Fall eindimensionale) Wel-

lenzahlvektor £ nur bestimmte diskrete Werte k,, annehmen kann, deren
Abstand

™

Ak =k — k, = 7 (3.90)
mit wachsendem Abstand [ der Wande beliebig klein wird,
[ > ~ Ak —0. (3.91)

"Im Sinne des Knotensatzes kann natiirlich n—n+1 gesetzt werden, so daf nunmehr
n=0,1,2,... gilt.



3.4. EINDIMENSIONALE BEWEGUNG 81

Dementsprechend wird der Abstand benachbarter Energiewerte

h? h2k,
(kipg — ko) ~ —2 Ak (3.92)

AEn: n+1_En:—
2m m
mit wachsendem [ ebenfalls beliebig klein, so dafl sich fiir [ — oo ein
kontinuierliches Spektrum ergibt. Mit wachsendem [ wird die Wahr-
scheinlichkeit

W= [ dole(o), (3.93)

Az

das Teilchen in einem z-Bereich mit einer (endlichen) Breite Az an-
zutreffen, beliebig klein im Vergleich zu der Wahrscheinlichkeit, es in

dem restlichen (groen) z-Bereich anzutreffen.
Fall D:

Falls die Bewegung in einem Potential erfolgt, das sich an einer gewis-
sen Stelle x = xy nahezu sprunghaft dndert, ist es iiblich, das Modell
eines Potentials mit Sprungstelle zu verwenden. In diesem Fall kann

v

I1 N~ I

i z
Abbildung 3.8: Stiickweise stetiges Potential.

die Differentialgleichung (3.72) in den Bereichen I und II separat gelost
werden. Die Losungen ¢(x)=pi(z) (im Bereich I) und ¢(z)=pn(z)
(im Bereich IT) sind dann so miteinander zu verkniipfen, dal ¢(z) und
dp(z)/dz an der Sprungstelle stetig sind,

o1(2) ey, = o11(2) |1y » (3.94)
der(z) _ den(z)
g . =4 . i (3.95)
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Es ist klar, da3 sowohl die Wahrscheinlichkeitsdichte als auch die Wahr-
scheinlichkeitsstromdichte an der Sprungstelle stetig ist.

3.4.2 Stiickweise konstante Potentiale

Wir wollen die gemachten Aussagen an einigen einfachen Beispielen
mit stiickweise konstanten Potentialen illustrieren.

3.4.2.1 Ein Teilchen an einer Potentialstufe

Beginnen wir mit einer Potentialstufe

V(z) = (3.96)

0 fir z <0,
Vo >0 fir z>0.

Wir 16sen die zeitfreie Schrodinger-Gleichung (3.72) zunéchst in den

v

Vo

X

Abbildung 3.9: Eindimensionale Potentialstufe.
Bereichen z < 0 und x > 0 separat. Es ist unschwer zu sehen, daf§ fiir
0< E <V (3.97)

die allgemeine Losung

(3.98)

(2) Ae'kr 1 Be~hr  fiir < 0,
€Tr) =
4 Ce"™ + De ™™  fir x>0

lautet, wobei
R2k?
k=vV2mE/h ~ FE=— (3.99)

2m
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und

> 1 E
m:¢lm%—Ehﬁ—‘l——— (3.100)
0

Vo

[lo=+/h?/(2mV})] ist und A, B, C, D zunéchst willkiirliche Konstanten
sind. Da ¢(z) fiir  — oo nicht divergieren darf, muf} offensichtlich

C=0 (3.101)

gesetzt werden. Aus den Ubergangsbedingungen (Stetigkeit von ¢(z)
und dy(z)/dz) bei z = 0,

A+ B=D, (3.102)
ik(A— B) = —kD, (3.103)

folgt fiir die noch unbestimmten Koeffizienten A, B, D

B k—ik

— = 3.104

A k+ik ( )
und

D_ 2k (3.105)

A k+ir '

Da alle Energien E mit 0< E <V} erlaubt sind und sich somit ein
kontinuierliches Spektrum ergibt, sind die resultierenden Energieeigen-
funktionen® nicht auf eins, sondern auf die 6-Funktion normierbar.

Im Bereich z <0 setzt sich ¢(k,z) aus einer einlaufenden Welle
Ae’*® und einer auslaufenden (reflektierten) Welle Be~** zusammen.
Es ist leicht nachzurechnen, dafl die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

[Gleichung (3.46)] fiir ein Teilchen in einem stationdren Zustand mit
der Wellenfunktion ¢(k, x)e—ZEt/h

i) = 50 [ (h, ) S () 02D
- jein(x) + jreﬁ(x) (35 < 0) (3106)

8Man beachte, dafl fiir eine endliche Potentialstufe das Teilchen auch in dem klassisch nicht
erlaubten Bereich z >0 mit einer von Null verschiedenen Wahrscheinlichkeit anzutreffen ist. Im
Grenzfall einer unendlich hohen Potentialstufe Vj — oo und somit x— co folgt aus (3.104) und
(3.105) B/A— —1 und D/A— 0, und der Bereich z > 0 ist dem Teilchen nicht mehr zugénglich.
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lautet, wobei
in(2) = 2 |ap (3.107)
ein\l) = — .
J m

und I
Ore — B 2 3-108
Jreft () | B| (3.108)

als die Wahrscheinlichkeitsstromdichten fiir ein einlaufendes und ein
reflektiertes Teilchen angesehen werden konnen. Offensichtlich ist im
vorliegenden Fall
jren ()| |BJ?
= = = =1, (3.109)
‘]ein(x)| |A‘2

wobei R als Reflexionskoeffizient bezeichnet wird. Da die mit der im
Bereich x >0 giiltigen Wellenfunktion De™"* verkniipfte Wahrschein-
lichkeitsstromdichte jians(2) fiir ein in die Potentialstufe eindringendes
(transmittiertes) Teilchen offensichtlich verschwindet,

]($) = jtrans(x) =0 (37 > 0), (3110)

R

verschwindet erwartungsgeméfl der Transmissionskoeffizient T,

— ‘jtrans (iL’) ‘

T ==~
‘]ein(x)|

=0 (0<z< o0), (3.111)

denn T und R miissen (in Ubereinstimmung mit der Kontinuitétsglei-
chung) der Bedingung
R+T=1 (3.112)

genugen.
Betrachten wir nunmehr den Fall

Vp < E, (3.113)

fiir den [bei Giiltigkeit von (3.99) und (3.100)] aus (3.98)

(3.114)

( Aetkr 4 BehT fiir gz < 0,
) = . .
7 Ce"™ + De ™ fir x>0

wird. Das Energiespektrum bleibt kontinuierlich, wobei fiir jeden Ener-
giewert nunmehr zwei linear unabhéngige Losungen existieren (z. B. die
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0.6 |

0.4 |

0.2 ¢

1 2 3 4 E/Vy 5
Abbildung 3.10: Transmission an der Potentialstufe in Abb. 3.9.

eine fiir D =0 und die andere fiir A= 0) und somit eine zweifache Entar-
tung auftritt. Nehmen wir beispielsweise die Losungen, die jeweils einer
einlaufenden Welle Ae’** von links, einer reflektierten Welle Be~"** und
einer nach rechts auslaufenden (transmittierten) Welle Ce’** entspre-
chen [D=0 in (3.114)]. Anstelle von (3.104) und (3.105) erhalten wir

nunmehr

B k-
e (3.115)
A k+&k
und c 2%
& , 3.116
A k+&k ( )
Die entsprechenden Stromdichten lauten
hk
o () = — | A2, 3.117
Jein(2) = — | A] ( )
hk hk k—r\’
() = — | B> = — |AJ? 3.118
uale) = 1P = a2 ((55) L s
Ak Ak 2k 1\’
rans (1) = — |C]7 = — |AJ? 3.119
fosle) = CP =20 () g

woraus sich fiir den Reflexionskoeffizienten

B2 [(k—r\"
- = 12
B=r= \evs (8-120)
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und fiir den Transmissionskoeffizienten

KICP2 k[ 2k \°
= = — 121
BARZ <k+n> ’ (8.121)

ergibt und natiirlich (3.112) gilt.”

3.4.2.2 Ein Teilchen an einem Potentialwall (Tunneleffekt)

Wie wir gesehen haben, kann ein auf eine Potentialstufe auftreffen-
des quantenmechanisches Teilchen, dessen Energie unterhalb der Stu-
fenenergie liegt, diese Barriere {iberwinden und bis zu einer gewissen
(kleinen) Tiefe in die Potentialstufe eindringen. Im Falle einer Poten-
tialbarriere endlicher Ausdehnung kann deshalb erwartet werden, dafl
ein quantenmechanisches Teilchen diese (fiir ein klassisches Teilchen
uniiberwindbare) Barriere durchqueren kann. Betrachten wir der Ein-

v

—1/2 l/2 T
Abbildung 3.11: Eindimensionaler Potentialwall.

fachheit wegen einen rechteckigen Potentialwall

0 fir |z >1/2,
V(z) = (3.122)
Vo >0 fir |z <I/2.
Fiir
0<E <V, (3.123)

9Fs ist ein spezifisches Resultat der Quantentheorie, daf ein Teilchen mit einer Energie E >V
mit einer von Null verschiedenen Wahrscheinlichkeit reflektiert werden kann. Bekanntlich ist dies
klassisch nicht moglich.
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lautet die allgemeine Losung der zeitfreien Schrédinger-Gleichung
(3.72) [anstelle von (3.122)] nunmehr

Ae™ + Be= 'k fiir r < —1/2,
p(x) =< Ce™ 4+ De ™  fir —1/2<z<l/2, (3.124)

Fe** - Ge™™  fiir x> 1/2,
wobei fiir k und x wieder die Gleichungen (3.99) und (3.100) gelten und
A, B, C, D, F, G zunichst willkiirliche Konstanten sind. Betrachten
wir wieder den Fall von links einlaufenden Wellen und setzen dement-
sprechend G = 0.1 Bis auf A sind dann die restlichen vier Konstanten
B, C, D, F durch die vier Ubergangsbedingungen bei = = +[/2 fest-

gelegt. Eine einfache aber etwas ldngliche Rechnung liefert das lineare,
inhomogene Gleichungssystem

ez'kl/2 _e—nl/2 _enl/2 0 B _e—ikl/QA
0 elil/Q e—nl/2 _eikl/2 C B 0
_ikeik‘l/Z —lﬁe_ﬂl/Q /ie“l/2 0 D - _Z'k,e—ik'l/ZA
0 Henl/2 _He—nl/2 _ikeikl/2 a 0
(3.125)
dessen Losung auf
B _ —%z(k//ﬁl— k/k) sinh(nl).e_““l | (3.126)
A cosh(kl) — 5i(k/k — K/k) sinh(kl)
und - o
~ —— _ , (3.127)
A cosh(kl) — 5i(k/k — K/k) sinh(kl)
fithrt. Somit gilt:!!
PP 1
T = — 3.128
A2 14 a? ( )

10 4 =0 entspricht dann wieder dem Fall von rechts einlaufenden Wellen. Offensichtlich sind die
Energien zweifach entartet.

UDie zugrunde liegenden Stromdichten jei, () und jreq(z) beziehen sich auf die einlaufende Welle
Ae'*® und die reflektierte Welle Be "% im Bereich # < —[/2, wihrend sich die Stromdichte jians(z)
auf die auslaufende Welle Fe?*® im Bereich 2 >1/2 bezieht,.
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Abbildung 3.12: Transmission am Potentialwall in Abb. 3.11.

‘B‘Z Oé2
=1-T= = 3.129
f AP T Tt a? (8:129)
L[k K\ .
a=3| = + P sinh(kl) (3.130)

Das Resultat zeigt, dafl ein (von links) auf den Potentialwall ein-
fallendes Teilchen nicht nur reflektiert werden kann, sondern es wird
auch immer mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit den Wall durchtun-
neln, auch wenn seine Energie niedriger ist als die Wallhohe (klassisch
miifite in diesem Fall R=1 und T'=0 gelten). Obwohl in realen Sy-
stemen die Potentialverhiltnisse wesentlich komplizierter sind als hier
angenommen, macht das einfache Modell zum Tunneleffekt bereits ei-
ne Reihe physikalischer Effekte prinzipiell verstindlich, wie das Phéno-
men der Radioaktivitidt, wenn sich z.B. Kerne héherer Ordnungszahl
durch Emission von Alpha-Teilchen in andere umwandeln. Die Alpha-
Teilchen befinden sich anschaulich im Potential des jeweiligen Kerns,
konnen aber durch dieses hindurchtunneln und sich dann auflerhalb des
Kerns wegen der Coulomb-Abstolung von diesem entfernen.
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Abbildung 3.13: Transmission am Potentialwall in Abb. 3.11.

Fiir £ >Vj gehen die Exponentialfunktionen e*** in (3.124) offen-
sichtlich in e iiber, so daf die weiteren Rechnungen mit der Erset-
zung k — 1k durchzufiithren sind. Die Energien bleiben zweifach entartet

und die Gleichung (3.127) nimmt [nach Ersetzung von k durch ik in
(3.130)] die Gestalt

F o ikl
A~ cos(kl) — 3i(k/k + k/k) sin(kl) (3.131)

an. Dementsprechend bleiben die Gleichungen (3.128) und (3.129) wei-
terhin giiltig, wobei jedoch jetzt

az%(ﬁ—%>$MM) (3.132)

K

ist. Aus (3.128) zusammen mit (3.132) ist ersichtlich, da8 fiir

(3.133)

T
kKl =nm ~ H:lin:TLT

(n - natiirliche Zahl)

T=1 <— R=0 (3.134)
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ist und somit das Teilchen (bis auf einen Phasenfaktor) den Potential-
topf ungehindert passiert (siehe dazu auch die Anmerkungen auf Seite
94). Die Teilchenenergien (Resonanzenergien), fiir die dies moglich ist,
ergeben sich aus (3.100) zusammen mit (3.133) als'?

R’k n?h?

Vo =
2m + Yo 8ml?

E=¢§, = + V5. (3.135)

3.4.2.3 Ein Teilchen in einem Potentialtopf

Wir betrachten ein Teilchen in einem Kraftfeld mit der potentiellen
Energie

0 fir |z| >1/2,
V(z) = (3.136)
Vo< 0 fir |z|<l/2.
Fiir
v
—1/2 l/2

—V

Abbildung 3.14: Eindimensionaler Potentialtopf.

Vo< E<0 (3.137)

lautet die allgemeine Losung der zeitfreien Schrédinger-Gleichung
(3.72)

Aek? 4 Be™* fiir r < —1/2,
o(z) =< Ce™ + De™ ™ fiir —1/2<z<1/2, (3.138)
Fek 4 Ge ™" fiir z>1/2,
wobei

2m

12Beachte, da die Energien Vj + &, gerade die Energiecigenwerte (3.88) eines Teilchens in einem
Kasten mit unendlich hohen Wénden sind.
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2m 1 E
— 4/ EY=—4/14+— 14
K \/h2 (Vo + E) lo” -|-V0 (3.140)

gilt. Offensichtlich muf

B=F=0 (3.141)

gesetzt werden, damit (z) fiir |z| — oo nicht divergiert. Die Uber-
gangsbedingungen bei |z| =1/2 liefern dann das homogene, lineare Glei-
chungssystem

e—kl/2 _e—ik;l/Q _eml/Q 0 A
0 ei/@l/? e—ik;l/? _e—kl/Q C
0 ik _igeit2 gk )\ G

zur Bestimmung der restlichen Konstanten A, C', D, G, das nur dann
eine nichttriviale Lésung besitzt, wenn die Koeffizientendeterminante

det = 2ie" [k* — K* + 2kk cot(kl)] (3.143)

verschwindet, d.h., wenn die Gleichung

k* — k% + 2kk cot(kl) = 0 (3.144)
erfiillt ist, die fiir
k = ktan(kl/2) (3.145)
auf
o—kl/2

- A =A 3.146
¢ 2cos(kl/2) “ ( )

k = —k cot(kl/2) (3.147)
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auf

o—kl/2

D=-C=—--—=A
¢ 2isin(kl/2)

G=—A (3.148)

[p(z) = —p(—)] fithrt.

Was noch bleibt, ist die Auswertung der Gleichungen (3.145) und
(3.147) hinsichtlich der erlaubten Energiewerte. Fiithren wir die dimen-
sionslosen Groflen

_ 12l

— 3.149
=T (3.149)
[ [2m
E=kl/2=IV1—k€, (3.151)
n==Fkl/2=\/e (3.152)
ein, dann lesen sich die Gleichungen (3.145) und (3.147) als
n=E§tang (3.153)
und
n = —&coté, (3.154)
wobei jeweils
4+t =)\ (3.155)

gilt. Mit Hilfe der Gleichung (3.155) kann in (3.153) [bzw. (3.154)] n
oder £ eliminiert werden, so dafl die e-Abhingigkeit nur noch iiber &
oder 7 in die transzendente Bestimmungsgleichung fiir € (und somit F)
eingeht.

Am einfachsten 148 sich das Problem numerisch-graphisch losen.
Dazu stellen wir in einem &-n-Koordinatensystem fiir gegebenes A (d.h.
gegebenes Potential) die Funktionen (3.153) (in Abb. 3.15 rot), (3.154)
(in Abb. 3.15 blau) und (3.155) (in Abb. 3.15 griin) dar, wobei nur
positive Werte von ¢ und n von Interesse sind. Die Schnittpunkte des
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Etan  —Ecotf  Etanf  —Ecoté

Abbildung 3.15: Graphische Auswertung der Gleichungen (3.153) —
(3.155).

jeweiligen Viertelkreises mit den Funktionen (3.153) und (3.154) legen
dann gemé&$ (3.151) oder (3.152) [zusammen mit (3.149)] die erlaubten
(diskreten) Energiewerte F = E, fest. Wie aus Abb. 3.15 zu ersehen
ist, existiert mindestens ein erlaubter Energiewert, insgesamt jedoch
nur eine endliche Anzahl. Beginnend mit einer symmetrischen Wellen-
funktion fiir den tiefsten Energiewert E wechseln sich mit wachsender
Energie symmetrische und antisymmetrische Wellenfunktionen in re-
gelmiBiger Folge ab. Die Zahl der diskreten Energieeigenwerte wird
durch den Potentialparameter A bestimmt und ergibt sich zu [2\ /7],
wobei [2\/7]+ die ndchste auf 2A\/7 folgende natiirliche Zahl ist. Je
grofler also A ist, d.h. je breiter und je tiefer der Potentialtopf ist, um
so grofer ist die Anzahl der diskreten Energiceigenwerte.!3
Fiir
E>0 (3.156)

13Wird der Potentialtopf immer schmaler, jedoch gleichzeitig immer hoher, so daB a=1V}
konstant bleibt, gelangen wir in der Grenze [—0 zu einem J-Potential V(z)=—ad(z). Wegen
A= V/1\/ma/(2h?) kann es fiir | — 0 nur einen gebundenen Zustand geben. Aus (3.151) ~(3.153) folgt
Ve=+/1—etan(A/1 — €), so daB fiir hinreichend kleines I mittels Entwicklung /e~ /1 — eA\y/1 — €
schreiben kénnen, d.h. /e ~ X und somit € ~ A2 =ma/(2h?). Damit erhalten wir aus (3.149) fiir { — 0
den gesuchten Energiewert als E = —|E|=—ma®/(2h%) bzw. E = —h?k>/(2m) mit k =ma/Rh>.
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erhalten wir anstelle von (3.138)

Ae* 4 Be~r  fiir < —1/2,
o(z) = Ce™ + De™™* fiir —1/2 <z <1/2, (3.157)
Fe'* 4+ Ge™**  fiir x> 1/2.

Dies ist jedoch genau die Gleichung (3.124), wenn dort & durch ix und
Vo in (3.100) durch —Vj ersetzt wird. Dementsprechend folgt fiir den
Transmissionskoeffizienten 7" das Ergebnis (3.128) und fiir den Reflexi-
onskoeffizienten R das Ergebnis (3.129) mit « aus (3.132) [und x aus
(3.140)]. Insbesondere erreicht die Transmission maximal wieder den
(klassischen) Wert T'=1 wenn kl=nm (n - natiirliche Zahl) ist. Die
entsprechenden Energien ergeben sich gemifl (3.135) (mit der Erset-
zung Vo — —V}) als

h2 k2 n2h?
2 2m Yo 8ml? Yo (3.158)

wobei im Gegensatz zu (3.135) n hinreichend gro8 sein mu$:

18ml2V

e Gemaf (3.131) ergibt sich fiir F > 0 die komplexe Amplitude der
transmittierten Welle als

Anmerkungen

F ekl
= _— = 3.160
T A cos(kl) — Yi(k/k + k/k) sin(kl) ’ ( )
wobei gemaf (3.139) und (3.140)
2m
2m
k=)= (Vo + E) (3.162)
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gilt. Fassen wir 7 als Funktion von E in der komplexen 7T-FE-
Ebene auf, so besitzt diese Funktion eine Reihe interessanter Ei-
genschaften. Die Pole dieser Funktion ergeben sich durch Null-
setzen des Nenners,

k
cos(kl) = ki (— + %) sin(kl) (3.163)
K
bzw. : ”
cot(kl/2) — tan(kl/2) = % + (3.164)
K
Diese Gleichung ist entweder fiir
k
tan(xl/2) = —— (3.165)
K
oder
ik
cot(kl/2) = — (3.166)
K

erfiillt. Betrachten wir zunichst reelles E. Ist £ >0, dann sind k
und & reell, und es gibt keine Losungen von (3.163) und (3.164).
Ist < -V}, dann sind k£ und & rein imaginér, und es gibt eben-
falls keine Losungen von (3.163) und (3.164). Anders sieht es in
dem Bereich —V[) < E <0 aus, in dem k imagindr und « reell ist
Mit E=|E|e’® und vE =/|E|e*/? ergibt sich aus (3.161) fiir

d—r dh E<O,
. 2m

und somit gehen die Gleichungen (3.161) und (3.162) exakt in die
Gleichungen (3.145) und (3.147) zur Bestimmung der Energieei-
genwerte der gebundenen Zustéinde iiber. Die Funktion 7 (E) hat

also an den Stellen der Energien F, der gebundenen Zusténde
Pole.

e Betrachten wir
e—ikl 1

cos(kl) 1 — Li(k/k + K/k) tan(kl)

T(E) = (3.168)
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in der Nahe einer Resonanzenergie &,, wenn sl =nm ist und somit

cos(kl)|g = (=1)" (3.169)
und
tan(kl)|o =0 (3.170)
gilt. Wir verwenden die Taylor-Entwicklung
1k & 2
— |-+ = =—(F— 171
5 (H + k) tan(kl) %( En) + (3.171)

und sehen, dal 7 (E)e*! in der Néhe von &, die Gestalt

. Y/ 2
B)eit! = (—1)r— o/ 3.172
TE = ()Gt (47
annimmt, wobei
2 1 /(k k) dkl
—=—|—-4+=)— 1
Tn 2 (Ii N k) dE E=¢, (3 73)

gilt. Die Funktion R(E) besitzt also Pole bei den komplexen
Energiewerten'
E =& —iv/2 (3.174)

Da die Funktion vE (gemiB unserer Festlegung) lings der po-
sitiven reellen Achse einen Verzweigungsschnitt besitzt, besitzt
die Funktion 7(E) als Funktion von v/E ebenfalls diesen Ver-
zeigungsschnitt. Die Pole (3.174) gehoren folglich zur analyti-
schen Fortsetzung von T (F) in das zweite Riemannsche Blatt.
Mit (3.139) und (3.140) wird aus (3.173)

2 [ 2m 2&,+ V)

— =- : 3.175
W =iV Ve ) (3175)

Speziell fiir
En < W (3.176)

'Eine genauere Bestimmung dieser Pole zeigt, dafl der Realteil etwas kleiner als &, ist.
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(tiefer Potentialtopf) ergibt sich

> 1 [2m 1 z
o =87 VVl, (3.177)

R PN

d.h., fiir Resonanzenergien knapp oberhalb des Potentialtopfs
(und hinreichend grof3es /) kann +, kann sehr klein werden.

Die Ausgangsgleichung (3.160) gilt auch fiir einen Potentialwall
(E>V), wenn [in (3.140)] Vi durch —Vj ersetzt wird. In diesem
Fall besitzt 7 (F) fiir reelles E offensichtlich keine Pole, sondern
nur fiir die komplexen Energiewerte gemafl (3.174) mit &, aus
(3.135) und

2 I 2m 2&,—-V)

— = - : 3.178
w AV VEE W) AT

[Gleichung (3.175) mit Vj — —Vp]. Speziell fiir
En—Vo < Wy (3.179)

(hoher Potentialwall) erhalten wir

2 ) 2m AV LO l()
— = _h n~ 06— (Cn— ) 1
\/ 7= v ~ Y, 8 7 (& o) (3.180)

Yo 4

so dal knapp oberhalb des Potentialwalls +,, sehr klein werden
kann (siehe die Abbildung auf Seite 89).

Das Transmissionskoeffizient in der N&dhe der &, lautet

T = |T(E)] = = ;,j)z/i)(%ﬂ)? , (3.181)

Die Funktion (3.181) stellt eine Lorentz-Kurve dar. Die Breite
der Resonanzstelle wird durch v, bestimmt. Fiir hinreichend klei-
nes v, approximiert die Lorentz-Kurve im Bereich der Resonanz
das exakte Verhalten sehr genau (siehe Abb. 3.16, die das Reso-
nanzverhalten am Potentialwall fiir n =3 zeigt; schwarze Kurve
- exaktes Resultat aus Abb. 3.13, rote Kurve - Lorentz-Kurve).
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0.6 |
1/ly = 200

0.4 ¢

0.2 |

1.0018  1.0022  1.0026 _ _ 1.003
E/V,

Abbildung 3.16: Transmission am Potentialwall in Abb. 3.14 (exakte
Kurve schwarz, Lorentz-Kurve rot).

Derartige Resonanzen treten auch in realen Streuproblemen auf
und spielen eine grofie Rolle. Sie deuten auf die Bildung einer Art
gebundener Zustidnde hin, die jedoch nicht stabil sind, sondern
im Mittel nach einer endlichen Zeit ~+v,! — der Lebensdauer —
wieder zerfallen. Stellt man 7 (E) in der Form

T(E) = |T(E)|e?®B-H (3.182)

dar, so folgt aus (3.168), dafl

T Re[T(E)e*] 2

tan[6(E)] Im[T(E)e™] (li

=t %) tan(kl) (3.183)

ist. Mit (3.171) ergibt sich in Resonanznéhe

tan[§(E)] = 73 (E—¢,), (3.184)

d.h. der fiir Resonanzphidnomene typische Verlauf.
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3.4.3 Linearer harmonischer Oszillator

Harmonische Oszillatoren spielen in der Physik bekanntlich eine grofie
Rolle. Das Potential

V(z) = tkz® = Imw®2? (3.185)

(w? =k/m) ist vom gleichen Typ wie das Potential in der Abbildung
auf Seite 73. Wir erwarten folglich ein diskretes Energiespektrum. Mit
(3.185) nimmt die zeitfreie Schrodinger-Gleichung (3.70) [bzw. (3.72)]
die Gestalt

d’o(z) L ( £ lmw2x2> o(z) =0 (3.186)

an, und es besteht die Aufgabe, quadratisch integrierbare Losungen zu
finden, die gemaf

/dx lp(z)* =1 (3.187)

normiert werden konnen.
Wir versuchen zunéchst, die Differentialgleichung (3.186) mittels
einer Variablensubstitution

{=uz/xg (3.188)

etwas zu vereinfachen. In der neuen Variablen lautet die Differential-
gleichung

2 2
%%JFQH—? [E—%@%g?] =0 (3.189)
b A’ 2mmw? 2K
@ o T [mw%% — §2] p =0, (3.190)
= 1 setzen!
so dafl mit e .
=1 ~ zi=— (3.191)
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und der abkiirzenden Bezeichnung

2K 2K
A= = 3.192
mw?z?  hw ( )

die Differentialgleichung in der Form

d2<p
—— + (A=) p=0 3.193
geschrieben werden kann.

Fiir die Normierbarkeit einer Funktion () ist ihr asymptotisches
Verhalten fiir
£ doo ~ £ 50 (3.194)
wesentlich. Aus der asymptotischen Form der Differentialgleichung
(3.193),
d2<P 2
— = 3.195
e £, ( )

folgt die asymptotische Form der Lésungen
p(€) ~ 12, (3.196)

Es ist klar, dafl nur die Losung mit der abklingenden Exponentialfunk-
tion physikalisch relevant ist.
Dementsprechend gehen wir mit dem Ansatz

(&) = v(g) eV (3.197)
in die Differentialgleichung (3.193) ein. Es gilt

g2 dv

dy _ 6_52/2(—5)114—6 i

de

= —§<’0 _|_ 6_52/2 @

r (3.198)
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und folglich ist

d2cp dep e dv 2 d2v
dv 4P o epdt  epdV
@ Pl e T ETe @
) ) 20 d 20 d 21 d2
= —6_5 /2’U + €2€_£ /2U — 56_5 /2 d—z_ — fe_f /2 d_z + 6_5 /2 d—fz
2 2 d’U 2 d2’U
_(¢2 —£2/2 —£2/2 —£2/2
= (€ —1)ve /2 -2t/ ate / @ (3.199)

Wir setzen (3.199) in (3.193) ein und erhalten folgende Differentialglei-
chung fiir v(§): )

d“v dv

& 2¢ a +(A=1)v=0. (3.200)
Die Losungen dieser Differentialgleichung sind natiirlich bekannt. Wire
dies nicht der Fall, konnte die Differentialgleichung gemifl der allge-
meinen Theorie gewdhnlicher Differentialgleichungen gel6st werden. So
kann im vorliegenden Fall die Losung in Form einer Potenzreihe ange-
setzt werden,

v(€) =) el (3.201)
Mit N - .
- S et £ > vt (3202
und
j%’ - fj (v — 1)e, e = i(v +1) (v +2)cp28”  (3.203)
wird aus (3.2V0:(;)) h
; (v + 1) (v + 2o — (20— A+ 1)c,] € = 0. (3.204)
L -

0

Da diese Gleichung fiir beliebiges & gelten soll, muf fiir jedes v der
Vorfaktor von &” verschwinden,

(v+1)(v+2)cyeo— 2v — A+ 1)c, =0, (3.205)
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was auf die Rekursionsformel

C,/_|_2_ 2V—)\+1
o, (wH+H1D(v+2)

(3.206)

fithrt. Bei Vorgabe von ¢y bzw. ¢; lassen sich daraus in einfacher Weise
sdmtliche Koeffizienten ¢, der Potenzreihe (3.201) berechnen. Insbeson-
dere entsteht von ¢y ausgehend eine gerade und von c¢; ausgehend eine
ungerade Funktion in &.

Bis jetzt ist der Parameter A\ und folglich die Energie E [siehe
(3.192)] noch beliebig. Wir erwarten jedoch, dafl die gefundenen Funk-
tionen nur fiir ganz bestimmte Energiewerte normierbar sind und somit
die gesuchten Lésungen des Problems darstellen. Um die Frage nach der
Normierbarkeit zu beantworten, haben wir das Verhalten der Potenz-
reihe (3.201) fiir groBes |£| zu untersuchen, wobei die hohen Potenzen
(v — 00) die entscheidenden sind. Aus (3.206) ist ersichtlich, dafl

Cu+2

— fir v— o0 (3.207)
Cy v

gilt. Wie unschwer zu sehen ist, verhielte sich somit v(§) asymptotisch
wie e’ bzw. £ef’, so daB wegen (3.197) ¢(€) nicht normierbar wiire.
Offensichtlich wird ¢(¢) nur dann normierbar, wenn die Potenzreihe
(3.201) bei einem gewissen v =n abbricht und folglich v(&) — v, (&) ein
ein Polynom n-ter Ordnung darstellt. Geméa8 (3.206) ist dies aber nur
fiir einen ganz bestimmten A-Wert moglich, ndmlich denjenigen, fiir
den ¢, verschwindet,

Cny2 =2n— A+ 1=0, (3.208)

d.h.
A=A =2n4+1 (n=0,1,2,...). (3.209)

Nach (3.192) bedeutet dies jedoch, dal nur die diskreten Energiewerte

By = fos (n+ 1) (3.210)
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(n=0,1,2,...) moglich sind. Bemerkenswert ist ihre dquidistante Lage
mit dem Abstand hw sowie die Grundzustandsenergie (Nullpunktsener-
gie) 3hw. Die Polynome ~ v,(€) sind unter dem Namen Hermitesche
Polynome bekannt und werden iiblicherweise mit dem Symbol H,(¢)
bezeichnet, so dafl die gesuchten Energieeigenfunktionen in der Form
(3.197)

@n(g) = Nn€_£2/2Hn(f) (3.211)
(n=0,1,2,...) angegeben werden kénnen, wobei N,, ein noch zu be-
stimmender Normierungsfaktor ist.

Geméf (3.200) und (3.209) lautet die definierende Differentialglei-
chung der Hermiteschen Polynome

d*H,,(€) dH,, (§)
de2 - % d¢

Wie wir gleich zeigen werden, gilt [wenn iiber die noch unbestimmten
Koeffizienten ¢y und ¢; (in Abhingigkeit von n) entsprechend verfiigt
wird]

+ 2nH,(§) = 0. (3.212)

&)
ZTL

S(6,2) =) — Ha(8) =exp[€® — (2 - ¢)7], (3.213)

n=0

wobei S(&, z) als Funktion von z auch erzeugende Funktion heifit, da
die H,, (&) durch (einfache) Differentiation von S(&, z) nach z gemafi der
Regel

o"S(&, z)
H,(¢{) = —————= 3.214
©="5" (3214)
erzeugt werden konnen. Unter Beriicksichtigung von
anS(f,Z) 52 871 _( _6)2 62 871 _( _6)2
—— L = —e Y =(=1)" —e " 3.215
T (' g (3.215)
folgt aus (3.214)%
2 an 2
H,(£) = (—1)"¢¢ 8_5”6_5' (3.216)

15Die Gleichung (3.216) kann somit als Definition der Hermiteschen Polynome aufgefafit wer-
den. Die ersten fiinf Polynome lauten Hg(¢) =1, Hy(€) =2¢, Ha(€) =4€2 —2, Hz(£) =863 —12¢,
Hy (&) = 166* — 48¢% +12.
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Zum Beweis von (3.213) bemerken wir zunéchst, dafl die Exponen-
tialfunktion

S(&,z) = exp [52 — (z— 5)2} = exp(—z2 + 2¢2) (3.217)

als Funktion von z immer in eine Potenzreihe gemif (3.213) entwickelt
werden kann, wobei die als noch unbekannt anzusehenden Koeffizienten
H,,(¢) Polynome in £ sind. Daf} es sich um die Hermiteschen Polynome
handelt, sieht man wie folgt. So gilt einerseits

85(57 Z) _ 22€—Z2+2€Z =2z Z Z_n Hn(g)

o0& —~ n!
2, - 2"
=>"2 ' £) = 22"5}1”—1(5) (3.218)
n=0 n=0
und andererseits
0S(€,2) = 2" dH,(¢)
— - 3.219
o0& ;0 n!  dfé ( )
woraus durch Koeffizientenvergleich
dH,
(&) = 2nH,,_1(§) (3.220)

dg
folgt. Analog mufl sowohl

0S(&, 2) gl % n
—, = (P22 +2)e A = (222 4+ 2¢) ;EH”
o0 Zn
= 2 [2nHana(€) + 261 6)) (3.221)
als auch
85(5, Z) - Zn_l o Py
8z ; . H,(€) = ; nl Hpp1(8) (3.222)

gelten, woraus durch Koeffizientenvergleich

Hy+1(€) = 26H,,(€) — 2nH, -1 (€) (3.223)
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folgt. Eliminieren wir hier 2nH,_1(&) mittels (3.220), so erhalten wir

dH,(¢)
dg

Differentiation dieser Gleichung liefert dann

— 26H,,(€) — Hyut (€). (3.224)

d°H,(€) _ dH, (&) _ dHn(6)
i O R e (3.225)
woraus mit (3.220) die Differentialgleichung
d*H,(§) _ dH, (¢)
= WO 2T 2t DHL(O)  (3.226)
bzw.
d*H,(€) dH, () _
X (€ =0 (3.227)

wird, d.h. genau die Differentialgleichung (3.212).

Mit Hilfe von (3.216) und n-maliger partieller Integration kann der
noch unbekannte Normierungsfaktor N, in (3.211) unschwer berechnet
werden. Wir finden zunéchst

- / a¢ |on(€)2 = N2 / d¢ e CH (¢)

d"e ¢
_ (_1)nN3/dan(g) defn

= N? / d¢ Mgl_gn(g) e ¢, (3.228)

Die n-te Ableitung von H,,(&) ist offensichtlich durch die n-te Ableitung
des Terms mit £" gegeben. Wie aus (3.216) zu ersehen ist, ist dieser
gerade 2"¢", folglich gilt

d"H,, (&)
dgr

— 2", (3.229)
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und aus (3.228) wird

1 = N22"p) / dée ¢ = N22"nly/7, (3.230)
N —
T
d.h. .
2 _
N =i (3.231)
Damit lauten die Eigenfunktionen (3.211)
6_52/2
on(§) = —7=——==Ha(¢) (3.232)

vV 2rn!rt/2

bzw. unter Beriicksichtigung von (3.188) und (3.191)

o= (@/zo)’
on(7) = H, (z/x0) (3.233)

\/ 2rnl i 2g

mit o= +/h/(mw) [siehe (3.191)]. Da H, (z/x¢) n verschiedene reelle
Nullstellen besitzt, besitzt ¢,(x) — als Ausdruck des Knotensatzes —
ebenfalls n verschiedene reelle Nullstellen. Die Extrema von ¢, (z) und
damit die Maxima der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte w,(z) =
lon(z)|? befinden sich innerhalb der klassischen Grenzen (d.h. zwischen
den klassischen Umkehrpunkten), jedoch mit (kleinen) Ausldufern nach
auBerhalb. Mit wachsendem n entsprechen die absolut grofiten Werte
der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte mehr und mehr den klassi-
schen Umkehrpunkten.
Gemif (2.217) lauten die Wellenfunktionen der stationdren Zustén-
de
Un(z,t) = e (1), (3.234)

Entsprechend (2.32) ist dann die zeitliche Entwicklung eines beliebigen
Zustands durch eine Wellenfunktion

(o, t) = 3 ga(t)e 0, () (3.235)
n=0
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V/(hw) Pn\/To + B/ (hw)
5 |
BN :
\ L\
.
Ey
)
Ey
4 _y T, ;

x/xg
Abbildung 3.17: Energieeigenwerte und -eigenfunktionen des linearen

harmonischen Oszillators.

gegeben, wobei
w(ZE, tl) = Z wn(tl)()@n(x) (3236)
n=0

die Wellenfunktion des Zustands ist, in dem sich der Oszillator zu dem
gewahlten (Anfangs-)Zeitpunkt ¢’ befindet.
Es ist oft zweckméafBig, anstelle der hermiteschen Orts- und Impuls-
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Wn T
n=2~0
0.
0.
03 [ n —= 5
n = 20
“10 i 5 20 10

Abbildung 3.18: Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten der Energieei-
genzustinde des linearen harmonischen Oszillators.

operatoren die nicht hermiteschen Operatoren

1 z )
a=—\|—+ —zop 3.237
und
1 z )
AT S P 3.238
a xr .

zu verwenden, wobei in der Ortsdarstellung

.1 T d _i i
a—ﬁ<x—0+$0£>—\/§<f+d€>, (3.239)

1 [z d 1 d
/\'l' o o
P A R 3.240
V2 (:m ’ dx) V2 (5 d£> 3240
gilt. Die Umkehrung von (3.237) — (3.240) lautet

Lo

@:_§@+w) ~ —=¢=—=(a+a), (3.241)
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7 1 d d 1
N S | _ _ S |
—D = a—a ~ rpg—=—=—[(a—a'"). 3.242
YT V2 ( ) "de A V2 ( ) | )
Aus (3.237) und (3.238) folgt
) — 9 0 A op, 0 A op
1 ) 1 1
Z A
I
d.h., es gilt:
4,0 = I (3.244)

Wir wenden a auf ¢,(§) [Gleichung (3.232)] an und finden unter
Beriicksichtigung von (3.220)

pu(€) = = <§<pn(§) + d¢”(§)>

V2 dé
_ L _ =y M)
= 2 (60m(0) ~ €a(®) + Mo I
= 2_\/% Nn€_€2/2Hn_1(§), (3-245)
woraus wegen
27% No = /n Ny (3.246)
apn(§) = Vnon-1(€) (3.247)

folgt. Eine analoge Rechnung zeigt, dafl

i'0n(€) = Vi + Lpni1 (€) (3.248)
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gilt. Es ist dann sofort zu sehen, dafl die Anwendung des hermiteschen
Operators

ot (3.249)
auf ¢, () gerade nyp,(§) ergibt:!0
fipn(€) = non(©) (3.250)

Aus den Gleichungen (3.247) und (3.248) leitet sich fiir a die Be-
zeichnung Vernichtungsoperator und fiir a! die Bezeichnung Er-
zeugungsoperator her. Entsprechend heifit der Operator a'a, dessen
Eigenwerte gerade die Anzahlen n der Energiequanten Aw in den er-
laubten Energieeigenzustianden des harmonischen Oszillators sind, An-
zahloperator. Da der Anzahloperator und der Hamilton-Operator ein
gemeinsames Eigenfunktionensystem besitzen, vertauschen sie also. Es
ist [unter Zuhilfenahme von (3.241) und (3.242)] leicht nachzurechnen,
daf

A 1 5 mw? .9 L
H:%p —|—T:n :hw(aTajL%) (3.251)
gilt.
Anmerkungen
e Aus (3.233) ist ersichtlich, da8
on(—z) = (=1)"p(x) (3.252)
gilt, d.h.

¢n(z) fiir ngerade  ~» Paritit +1,
pn(—z) =

—pn(z) fur n ungerade ~» Paritit —1.
(3.253)

6Es ist klar, daf die Gleichungen (3.247) — (3.248) auch fiir ¢, (z) gelten.
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Betrachten wir ganz allgemein eine Spiegelung am Koordina-
tenursprung, bei der eine beliebige Wellenfunktion ¢ (r) in die
transformierte Wellenfunktion

¢(x) = Py(r) = ¢(-r) (3.254)

iibergeht. Es ist sofort klar, dafl der so definierte Operator pP-
der Paritidtsoperator — ein linearer Operator ist, der iiberdies
hermitesch ist,

~

pt=P. (3.255)

Da ferner
P2)(r) = P[Py(r)] = Pi(—r) = 4(r) (3.256)

gilt, mufl P2 der Einheitsoperator sein,

A

pPr=1, (3.257)

d.h., P kann nur die beiden Eigenwerte +1 besitzen. Liegt ein
spiegelsymmetrisches System vor, so dafl der Hamilton-Operator
bei einer Spiegelung unverdndert bleibt, muf} [véllig analog zu
(3.13)] der Hamilton-Operator mit dem Paritétsoperator vertau-
schen,

[P, H] =0 (3.258)

und somit miissen H und []5 ein gemeinsames Eigenfunktionensy-
stem besitzen. Es ist klar, daf3 der behandelte lineare harmonische
Oszillator ein Beispiel fiir ein spiegelsymmetrisches System ist.!”
Die Gleichung (3.252 [bzw. (3.253)] besagt folglich, dafl die Ener-
gieeigenfunktionen ¢, (z) auch Eigenfunktionen der Paritét sind,
und zwar fiir gerades n zum Paritédtseigenwert +1 gehorig und fiir
ungerades n zum Paritétseigenwert —1 gehorig. Offensichtlich gilt

P =(-1)"=(-1)"%, (3.259)

e Die vom klassischen Standpunkt aus nicht erkliarbare (von Null
verschiedene) Grundzustandsenergie Fy = hw/2 kann als eine un-
mittelbare Konsequenz der Heisenbergschen Unschérferelation

'"Ein anderes Beispiel ist der im Abschnitt 3.4.2.3 behandelte Potentialtopf.
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zwischen Ort und Impuls angesehen werden. Wir wollen die mitt-
leren Schwankungsquadrate von Ort und Impuls in einem Ener-
gieeigenzustand mit der Wellenfunktion ¢, (z) berechnen. Aus

(3.241) und (3.242) zusammen mit (3.247) und (3.248) sowie der
Orthogonalitat der ¢, (z) folgt sofort

()n = (P)n =0, (3.260)
und somit ist
(Az)?), = (&), (3.261)
und
(Ap)?), = (p%), - (3.262)

Gemif (3.241) und (3.242) sowie unter Beriicksichtigung der Ver-
tauschungsregel (3.244) kénnen wir zunéchst

—a?+a*+2ifa+1 (3.263)

und
i 2
212 (—ﬁ) —a?+a%—ala—aal

—a?+a’—2ata—1I (3.264)

schreiben. Wenden wir die Beziehungen (3.247) — (3.250) an, und
beriicksichtigen wir ferner die Orthonormiertheit der ¢, (z), so
erhalten wir fiir die gesuchten Erwartungswerte

2

2
Lo

(#%) = (2a'a+1) =2n+1, (3.265)

-\ 2
—2z} (%) (p*), = (2a'a+1) =2n+1, (3.266)

d.h. [mit (3.261) und (3.262)]

(a2)?), = (a%), = 2 (2n+1), (3.267)
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h2
((Ap)*) = (2*) =-—(2n+1). (3.268)
Somit gilt [mit (3.261) und (3.262)] in Ubereinstimmung mit der
Heisenbergschen Unschérferelation

h? h?
((A2)%) ((Ap)?), = - (@n+ 1)% > T (3.269)
Das Gleichheitszeichen und damit das kleinstmogliche Unschérfe-
produkt iiberhaupt wird offensichtlich im Grundzustand mit der
Energie Ey= hw/2 realisiert,

((22)) (A5, = = (3.270)

e Man konnte annehmen, dafi sich die stationdren Zustande ¢, (z, t)
[Gleichung (3.234)] fiir hinreichend grofies n, wenn der Energie-
niveauabstand hinreichend klein im Vergleich zur Energie wird
(hw < E,), nahezu klassisch verhalten. Das Gegenteil ist der Fall;
der Ostzillator verhélt sich extrem nichtklassisch. So kann von ei-
ner Bahnkurve der Art

r = T cos(wt + @) (3.271)

mit einem (im Sinne eines quantenmechanischen Mittelwerts) von
Null verschiedenen z auch nicht ndherungsweise die Rede sein,
denn gemaf (3.260) und (3.267) gilt bekanntlich fiir den mittleren
Ort

(Z), =0 (3.272)

sowie fiur die mittlere Ortsunscharfe

(A%)?), = 7 V2n +1. (3.273)

Wie wir sehen, nimmt diese mit wachsendem n zu und macht et-
was mehr als ein Drittel des (fiir gegebenes n) klassisch erlaubten
Bereichs

Az =2z0V2n +1 (3.274)
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aus.ls

Zusténde, die nahezu klassisch beschreibbar sind, miissen also
Uberlagerungen von stationéiren Zustdnden sein. Betrachten wir
die als kohédrente Zustiande bezeichneten Uberlagerungen

Yoo (2,1) = Y tn(t)ipn () (3.275)
mit "
dn(t) = —— eI/ (3.276)

Vn!

wobei die Zeitphase wt in der Phase des komplexen Parameter o
inbegriffen ist,

o =|ale!™8Y  —arga = wt + ¢. (3.277)
Wir wenden a auf ¢con(z,t) und finden mit Hilfe von (3.247)

a¢coh T, t Z ¢n = Z ¢n(t)\/ﬁ<;0n—1($)
n=0
Z tivn + 1o, (z) = Z Un(t)on(x), (3.278)
= a%( )

d.h., die kohdrenten Zustinde sind die Eigenzustinde von a,
aeon(x,t) = atheon(, t). (3.279)
Unter Beriicksichtigung von (3.241) ergibt sich somit fiir den mitt-

leren Ort
(#)eon = V2|a|zg cos(wt + ¢), (3.280)
————

xr

d.h. eine Gleichung, die formal der klassischen Gleichung (3.271)
entspricht, wenn die GroBe v/2|a|zy mit der klassischen Amplitu-
de = der Schwingung identifiziert wird. Ob sie tatsdchlich im Sin-
ne einer klassischen Bahnkurve interpretierbar ist, entscheidet die

18 Analoge Aussagen gelten natiirlich auch fiir den Impuls.
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Grofle der Schwankung um den Mittelwert. Beriicksichtigen wir
(3.263), so finden wir unschwer, da§ die mittlere Ortsunschérfe
eines in einem beliebigen koh&drenten Zustand angeregten Oszil-
lators immer durch die mittlere Ortsunschérfe fiir den Grundzu-
stand [Gleichung (3.273) fiir n =0] gegeben ist:

R N Lo
2)on =V ((AL)2) = 75 (3.281)
Mit anderen Worten, je grofler die mittlere Amplitude des Oszil-
lators wird (und somit auch seine mittlere Energie), desto kleiner
wird ihre relative Schwankung, so dafl sie schliefSlich bei einer
makroskopischen Betrachtungsweise vernachléssigbar wird.

3.5 Teilchen im Zentralkraftfeld

Im Falle der Bewegung eines Teilchens in einem Zentralkraftfeld lautet
der Hamilton-Operator in der Ortsdarstellung

O | h?
H=T+V=—p"+ V() =~ - A+ V(r) (3.282)
m
und dementsprechend die zeitfreie Schrédinger-Gleichung
h2
——A+V =F : 3.283
o A+ V()| ple) = Bl (3,289

Wie wir wissen, stellt der Drehimpuls fiir die Bewegung eines Teilchens
in einem Zentralkraftfeld im Rahmen der klassischen Beschreibung ei-
ne Erhaltungsgrofie dar, was fiir die Losung des Problems sehr niitzlich
ist. Ahnliches erwarten wir auch fiir die quantenmechanische Beschrei-
bung. Ehe wir uns der Losung der Schrédinger-Gleichung im einzelnen
zuwenden, wollen wir deshalb zunéchst die Frage nach der Drehimpuls-
erhaltung in der Quantenmechanik beantworten.

3.5.1 Bahndrehimpuls

Da der Drehimpuls L =r x p als Vektorprodukt aus r und p nur
Ortskoordinaten z; und Impulskomponenten p;, mit j # k verkniipft,

Li = €jkT;Pk, (3284)
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die in kommutierende Operatoren iibergehen, kann die klassische De-
finitionsgleichung unmittelbar als quantenmechanische Operatorglei-
chung iibernommen werden:

L=rxp ~ fJ:f'xf) (3.285)
In kartesischen Komponenten:
L; = ejrxipr  ~ L= €k Pk, (3.286)
ausfiihrlich:
£y = 965 — £y, (3.287)
L, = 3p, — @p. (3.288)
L.=&p, — ps. (3.289)

Wir bestimmen zunéchst — ausgehend von den Vertauschungsregeln
fiir Ort und Impuls — die Vertauschungsregeln fiir die Drehimpulskom-
ponenten untereinander. Eine einfache Rechnung zeigt, dafl

(Lo, L) = [95: — 2By, 2P — 5]
- [gﬁz: 2]395] o [3)1527@132] o [éﬁyaéﬁx} + [éﬁyajﬁz}

=y [pza 2ﬁm] + [gy 2]533] P:— Y [pza Zﬁpz} - [:&7 Zﬁpz} 2B
S—— S——

——
0 0 0
—Z [ﬁy: éﬁx} _ [27 éﬁx] ﬁy + z [ﬁy: iﬁz} + [27 jﬁz} ﬁy
——  — ——
0 0 0
= —ihyp, + ihip, = ik (ip, — Jp,) = ihl. (3.290)

ist und folglich ganz allgemein

[f/i; ﬁj] = iheijkf/k (3.291)
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gilt. Da die drei Drehimpulskomponenten nicht miteinander ver-
tauschen, besitzen sie kein gemeinsames Eigenfunktionensystem und
konnen nicht gleichzeitig definierte (d.h. schwankungsfreie) Werte an-
nehmen. Damit kénnen die drei Drehimpulskomponenten nicht ein und
demselben vollstdndigen Satz vertriglicher Observablen angehoren.

Betrachten wir als niachstes die Kommutatoren des Drehimpulsqua-
drates

P=1=12+12+12 (3.292)

mit den Drehimpulskomponenten. Wir beriicksichtigen (3.291) und fin-
den

(L% L) = [L2+ L2+ 12,1, = [L2, L] +[L2, L,] + [L?

= —ihlL,L, —ihL,L, +4hL.L,+ihl,L, =0, (3.293)

d.h.:

(L% L] =0 (3.294)

Das Quadrat des Drehimpulsbetrags und eine der drei Komponente des
Drehimpulses konnen also gleichzeitig definierte Werte annehmen und
als Elemente eines vollstindigen Satzes vertrédglicher Observablen zur
Charakterisierung eines Quantenzustands herangezogen werden.

Die obigen Vertauschungsregeln sind natiirlich unabhéngig von der
gewahlten Darstellung giiltig. Speziell in der Ortsdarstellung nimmt
der Drehimpulsoperator die Gestalt

i-vw (3.295)
2

an, in kartesischen Komponenten

- h 0
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Im Zusammenhang mit kugelsymmetrischen Problemen ist es
zweckméfBig, von kartesischen Koordinaten zu Kugelkoordinaten iiber-
zugehen, d.h.

x = rsinf cos ¢, (3.297)
y = rsinfsin ¢, (3.298)
z=rcosf (3.299)
und umgekehrt
r=+/22+y?+ 22, (3.300)
cos ) = : , (3.301)
Va4 y?+ 22
tan ¢ = % . (3.302)

Mit (3.296) konnen die drei kartesischen Komponenten des Drehim-
pulsoperators in Kugelkoordinaten gemé&fl der Regel

;b ara+aea+a¢a
i==€ikTi |\ a -t a " as T 3 A
i FTI\ Grpor T 0z, 00 ' Oz1, 00

berechnet werden. Wie unschwer nachzurechnen ist, ergeben sich die
gesuchten Ableitungen wie folgt:

(3.303)

or , or , , or
P sin 6 cos ¢, oy sin @ sin @, 5, = Cos 9, (3.304)
00 coslcos¢p 00 cosflsing 00  sinf
or r " Oy r 0z ] (3.305)
0p _ _sm¢  0p _cos¢ 99 _ (3.306)

0r  rsinf’ Ay rsinf’ 0z
Wir setzen (3.297) — (3.299) sowie (3.304) — (3.306) in (3.303) ein und
finden

R h ., 0 9,
L,=— (— sin ¢ 5 cot 0 cos ¢ 8—¢> , (3.307)

1

. h 0 ., 0
L, = - (cosqb i cot  sin ¢ 8—¢> (3.308)
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sowie -
L,=~-—. 3.309
i 90 (3.309)
Damit wird aus (3.292)
. 1 9 0 1 92
[?= -1 — (sinf— | + —— —=1|. 31
Line a0 (Sm ae) T SinZo a¢2] (3:310)

Bekanntlich lautet der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

10 0 11 0 0 1 02
A= — — | = 0 — —— — | - (3.311
2 or (T ar> e Line 26 (Sm ae) T sinZe a¢2] (8:311)
Vergleichen wir (3.310) mit (3.311), so sehen wir, dafl der Operator des
Drehimpulsquadrats bis auf den Faktor —A? mit dem winkelabhingigen

Anteil )
10 9 19

Npy = — — _— 312

6 Line 26 (Sme ae) T SinZe a¢2] (8:312)

des Laplace-Operators iibereinstimmt,

[P = —h2Agg . (3.313)

Folglich kann der Operator der kinetischen Energie in die Form

. h? 1o . 12
T=—_" AN=__" [7“2 5 ( 87“) _ W] (3.314)

gebracht werden.
Aus (3.314) zusammen mit (3.309) und (3.313) ist sofort ersichtlich,

daf T sowohl mit L als auch L2 vertauscht,
[T,L.] = [T,L%] =0. (3.315)

Im Falle eines kugelsymmetrischen Potentials, vertauscht natiirlich
auch V mit L, und L?,

V,L,] =[V,L*] =o. (3.316)
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In diesem Fall bilden also die Energie, das Quadrat des Drehimpulsbe-
trags und eine beliebig gewihlte Komponente des Drehimpulses (hier
die z-Komponente) einen vollstandigen Satz vertriglicher Observablen:

A~ ~

(H,L,)=[H1* =[I*L]=0 (3.317)

3.5.2 Separationsansatz

Aus der zeitfreien Schrédinger-Gleichung (3.283) in Kugelkoordinaten,

[L o < 2) - A9¢] o(r,6,0) = 2 [V(r) ~ B p(r,,6),
(3.318)

erhalten wir mit dem Separationsansatz

o(r,8,¢) = R(r)Y(0, ¢) (3.319)
die Gleichung

1d » dR(r)
r2 dr r dr

] Y(0,6) + 5 R(r) MY (0, 6).

2m

TR

Wir multiplizieren beide Seiten dieser Gleichung mit 72, dividieren sie
durch R(r)Y (6, ¢) und erhalten

1 d [ ,dR(r) 2m )
— E-V
R(r) dr [T dr ] T BVl
1
= ——— Ny Y (0, ) = const. = \;. 3.321

Y(@, ¢) ¢ ( ) ( )
Da die linke Seite eine Funktion allein von r ist und die rechte Seite eine
Funktion allein von # und ¢, miissen beide Seiten konstant sein, wobei
die (hier mit A; bezeichnete) Separationskonstante noch nicht weiter
spezifiziert ist. Aus (3.321) folgen somit die zwei Differentialgleichungen

A9¢Y(97 ¢) - _/\IY(97 ¢)7 (3322)

[V(r)— E]R(r)Y(6, ¢) (3.320)
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:12% [73 d}d%far)] N 2h72n E— V()| R(r) - M R(r) =0, (3.323)

2
r
wobei letztere nunmehr eine gewohnliche Differentialgleichung ist.
Wegen (3.313) stellt die (mit —A? multiplizierte) Gleichung (3.322)
gerade die Eigenwertgleichung fiir das Quadrat des Drehimpulsbetrags
dar:

LPY (6, ) = —h* Ny Y (6, 0) = L*Y(0,¢)  (L* = \h%) | (3.324)

Zur Losung der Differentialgleichung (3.324) kann ebenfalls ein Sepa-
rationsansatz gemacht werden, ndmlich

Y(6,6) = 6(6) 3(6). (3.325)
Damit geht diese Gleichung [zusammen mit (3.312)] in die Gleichung

20) 41,200, 0 £
sinf df do sin?@  d¢?

= —M0(0)8(¢)  (3.326)

{iber, woraus nach Multiplikation mit sin?# und Division durch

0(0) 4(¢)

sinf d [ . dO(h) o,
6(0) df [sm@ 0 ]—l—)\lsm 0=

1 d2d(9)
B(¢) dg?

= const. = A9

(3.327)
wird. Die Argumentation ist die gleiche wie oben. Da die linke Seite der
Gleichung (3.327) eine Funktion allein von 6 ist und die rechte Seite
eine Funktion allein von ¢, miissen beide Seiten konstant sein, wobei
auch hier die (mit Ay bezeichnete) Separationskonstante zunéchst noch
unbestimmt ist. Wir erhalten somit aus (3.327) die zwei gewthnlichen
Differentialgleichungen

> ®(¢
d¢(2 ) = -\ ®(9), (3.328)
1 d[. ,do) Ao B
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Zusammen mit (3.323) haben wir also insgesamt drei gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen zu l6sen, wobei fiir gebundene Zusténde die Nor-
mierungsbedingung

/OOO ar / 40 / dgr?sinf R(r)6(6) (9) = 1 (3.330)

erfiillt sein mu#.
Wir beginnen mit der Differentialgleichung (3.328). M6gliche Lésun-
gen sind

B(p) ~ eV, (3.331)
Wegen der Eindeutigkeitsbedingung
B(27) = B(0) ~» VR = (3.332)
muf} offenbar iiber die Separationskonstante Ay so verfiigt werden, dafl
nur die Werte
VA =0,1,2,... (3.333)
zuléissig sind. Wir erhalten also [®(¢p) — @,,(4), m = £/ A9
Bp(p) ~ €™ (m=0,41,42,..)) (3.334)
Wegen (3.309) gilt

L) =" Mgf) =" (im) 2,,9). (3.335)

Die komplexwertig gewihlten Losungen @(¢) der Differentialgleichung
2. Ordnung (3.328) sind also gerade die Eigenfunktionen der z-
Komponente des Drehimpulses:

L. @, (¢) = mh @,u(¢) (3.336)

Die gemif3 )
/0 46 82,() B () = S (3.337)
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orthonormierten Eigenfunktionen von L, lauten somit

b, () = eime (3.338)

und die dazugehorigen Eigenwerte von L, sind die ganzzahligen Viel-
fachen von h:

L, =mh (m=0,%+1,42,...) (3.339)

Wenden wir uns als néchstes der Differentialgleichung (3.329) zur
Bestimmung von ©(f) zu, in der wir nunmehr \y =m? setzen kénnen,

so da [O(0) = ©,,(0)]

Sii ; % [sin@ dQ(?g(@)] M\ O(0) — S;fg 0B)=0  (3.340)
gilt. Mit der Variablensubstitution
sinf =+4/1—-¢€2 <« cosf=¢ (3.341)
und folglich
%:%d%:_ 1_52% (3.342)

wird daraus die Differentialgleichung

d 2 d@m (g) m2
" [(1 ) 10 ] N <)\1 " 52) On(E) = 0. (3.343)
Diese gewoOhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung kann mit Stan-
dardmethoden [etwa iiber einen Potenzreihenansatz dhnlich wie im Ab-
schnitt 3.4.3 fiir den Fall der Differentialgleichung (3.193)] gelost wer-
den. Ihre Lésungen sind natiirlich seit langem bekannt und hinreichend
ausfiihrlich untersucht und tabelliert.
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Mittels des Ansatzes

On(€) = (1= )" v,(6)  (m>0) (3.344)

wird die Differentialgleichung (3.343) zunéchst auf die Differentialglei-
chung

- )T oy e @O L D)) = 0

d¢
(3.345)
zuriickgefithrt. Wie unschwer zu sehen ist, fiihrt die Differentiation bei-
der Seiten dieser Differentialgleichung nach ¢ auf eine Differentialglei-
chung fiir dv,,/d¢, die von der gleichen Struktur wie die Ausgangsdif-
ferentialgleichung ist, jedoch mit m + 1 anstelle von m:

_25 v (§) i (1 B 52) dgvm(f) —2(m+1) dv,, (§)

d§2 g3 d¢
2Um dvm
—2(m + 1)¢ d£2(€) + [\ — m(m + 1)] df(g)
A3, (€ d*v (€
(1-¢) Zg?f)_2(m+2)§ 352()
A = (m + 1)(m +2)] “gf) . (3.346)
Wie konnen also
Lot ~ i) (3.347)
und somit .
om(€) ~ T20l8) (3.348)

d¢m
setzen. Folglich reduziert sich das Problem auf die Losung der Diffe-
rentialgleichung (3.345) fir m =0, d.h.

(1-¢%) v 5 ggg) — 26 d””ég) + Avp(€) = 0. (3.349)
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Die einzigen Losungen dieser Differentialgleichung, die bei £ =41 be-
schrankt sind, sind die Polynomlésungen, die sich fiir

M=I11+1)  (1=0,1,2,..) (3.350)

ergeben. Diese Polynome werden als Legendre-Polynome P, (§) bezeich-
net, und somit gilt

W) ~  (€) ~ Pile). (3.351)

Gemif (3.349) und (3.350) lautet die definierende Differentialgleichung
der Legendre-Polynome

d’Py(¢) dPy(§)
(1_52) de2 —2¢ d¢

+1(l+1)P, =0. (3.352)

Wie man sich durch Einsetzen in diese Gleichung iiberzeugen kann,
lassen sie sich in der Form

1 d

= 3 38 (€ —1) (3.353)

P;(€)

angeben,' und man kann zeigen, daf sie der Orthogonalitiitsrelation

1
2
d¢ Pi(&)Pr(€) = o 3.354
[ ePoPie) = 5o (3.354)
genugen.

Aus den Legendre-Polynomen P;(¢) lassen sich gemidfl (3.344)
und (3.348) die zugeordneten (verallgemeinerten) Legendre-Funktionen
P7"(€¢) (auch Kugelfunktionen genannt) als Losungen von (3.343) [mit

A1 gemaB (3.350)] gewinnen [0,,(£) — P (§)]:

PI(E) = (-1)" (1-€)* d“;lzisg) , (3.355)
o\ I 1 dl+m ) :
(&) = (0" (- o qer (&2 -1). (3.356)

BPo(6) =1, P1(&) =€, Py(&) = %f2 _ %
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Gemif (3.343) lautet die definierende Differentialgleichung

d o dP7"(€) m? .
Az [( — &) T ] + [l(l+ 1) — 1_52] P (€)=0.  (3.357)
Wenn P;(¢) ein Polynom [-ten Grades in ¢ ist, so ist entsprechend
(3.356) P*(€) ein Polynom (I —m)-ten Grades in ¢ multipliziert mit
(—1)™(1— €2)™2. Fiir gegebenes | kann also m maximal [ sein, d.h.
m=20,1,2,...,1[.

Da in die Differentialgleichung (3.357) nur m* eingeht, miissen die
Lésungen fiir negatives m proportional zu denen fiir positives m sein,

2

Prm(€) ~ Pi(€) (3.358)
Ublicherweise wird
-m m (l B m)’ m
P (€) = (1) (e F(6) (3.359)

gesetzt, so daf die Gleichung (3.356) sowohl fiir positives als auch ne-
gatives m giiltig ist, m= 0, £1, +2,..., +[. Die Verallgemeinerung der
Orthogonalitatsrelation (3.354) lautet

[ AePrOPRO = g e (3300

Wir fassen zusammen und sehen, daf die (2[4 1)-fach entarteten,
normierten Eigenfunktionen (3.325) des Quadrats des Drehimpulsbe-
trags, die Kugelflichenfunktionen,

Y(0,6) —  Yuu(8,9) ~ P*(cosh)e™?, (3.361)

2w
/ d¢/ sin 6 df Ylm(e ¢)Yl’m’( ¢) — 5ll’5mm’ ) (3362)
die Gestalt

Yim(0, ¢) = \/(2l 10— :n)' P (cos ) e™? (3.363)
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wlm(07 ¢)

0.025 0.05 0.075 x

[=1, m|=0 =1, |m|=1
0.2 0.1
0.1 0.05
0.2 0.1 0.1 0.2 0.1 0.05 0. 05 0.1
0.1 -0.05
0.2 -0.1

Abbildung 3.19: wy,,, (0, ¢) [Gleichung (3.368)].

besitzen, wobei gilt:

LY i (0, 6) = 1(1 + 1)R’Y 1 (6, ¢) (3.364)

1=0,1,2,..., m=—1,~1+1,...,0,....01—1,1 | (3.365)

Die Quantenzahl [ heifit iiblicherweise Bahndrehimpulsquan-
tenzahl (oder auch Nebenquantenzahl) und m magnetische
Quantenzahl.? Gemaf (3.364) und (3.365) kann das Quadrat des
Bahndrehimpulsbetrags also nur die diskreten Werte L?=h%[(l+ 1)

20Diese Entartung wird in einem in z-Richtung orientierten Magnetfeld aufgehoben.
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ol =2, m=0 o1

-0.4-0.3-0.2-0: 1 0.2 0.3 0.4 -0.1 -0.0 0.05 0.1

[=2,|m|=1
0.15 l:2, \m|:2

-0.\15 -0.1 -0.05 0.05 0.1 0/15

-0.05

-0.1

-0.15

Abbildung 3.20: w;, (0, ¢) [Gleichung (3.368)].

(1=0,1,2,...) annehmen.?! Die Projektion des Drehimpulses auf eine
gewéhlte Vorzugsrichtung (hier die z-Achse) kann ebenfalls nur diskrete
Werte annehmen, namlich bei gegebenem [ gemif (3.336) [bzw. (3.339)]
und (3.365) die Werte L, = —hl,—h(l —1),...,h(l—1),hl. Dieser Zu-
sammenhang wird auch als Richtungsquantelung bezeichnet. Insbeson-
dere gilt

Lomax = h < L=h/1(I+ 1). (3.366)

Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen in einem Drehimpulseigen-
zustand mit der Wellenfunktion Yy, (6,¢) im Raumwinkelelement

2!Man beachte, daf fiir hinreichend grofies I, wenn h2?[(I + 1) als das Quadrat (hl)? angesehen
werden darf, L in Al iibergeht.
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=3, |m|=0 oz [ =3, Im|=1

0.2 0.4 -0.2-0.15-0: - - 71 0.15 0.2

[=3, |m|=2 021 =3, |m| =3

-0.1 -0 05 0.1 -0.270.15-0.1-0. 05 0.050.10.15 0.2
-0.05

-0.1 -0.15

-0.2

Abbildung 3.21: wy, (0, ¢) [Gleichung (3.368)].

dQ = sin 6 dfd¢ anzutreffen, ist [mit (3.363)]

AWim (9, ¢) = [Yim(0, ¢)|” sin 6 dfde

_ (2l4jr(1l)f ?;)7!")! P (cos6)[*sinfdfdg.  (3.367)

Erwartungsgeméaf hingt die Wahrscheinlichkeitsdichte

204+ 1)l —m

SR (3369

wlm(07 QS) =

nicht von ¢ ab, und es gilt wy,, (0, ¢) =wym (0, ¢). Beispiele fiir wy,, (0, ¢)
sind in Abb. 3.19 — 3.21 angegeben.

Nach der Losung des Drehimpulseigenwertproblems und damit des
Eigenwertproblems des winkelabhéngigen Teils der kinetischen Energie
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verbleibt die Differentialgleichung (3.323), die mit (3.350) nunmehr

S [ 2 e v e - T Ry =0 (2309
bzw.
d*R(r)  2dR(r) 2m B
2 T T B V)] R(r) =0 (3.370)
lautet, wobei
Vifr) =V(r) + :—ml(l; D (3.371)

als effektives (l-abhingiges) Potential angesehen werden kann.

3.5.3 Wasserstoffatom

Betrachten wir speziell die Bewegung eines geladenen Teilchens in ei-
nem anziehenden Coulomb-Potential, wie es fiir die Bewegung des Elek-
trons im Wasserstoffatom bzw. in einem wasserstoffihnlichen Ion ty-
pisch ist. Das Potential eines Elektrons (Ladung —e, Masse m,) im Feld
eines Kerns (Ladung Ze) lautet bekanntlich

Ze? 1
Vir)=— —. 3.372
(r) dmeg r ( )
Mit ) i
1 4megh 0.53
=G 2 (3.373)
lautet das Potential (3.371)
h? 2 I(l+1)
- - 374
Vi(r) 2Me [ ror * r2 ] (3.374)

und die Eigenwertgleichung (3.370) geht in

dr? r dr ror
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0.4

0.3 |

Vimer /b2

0.2}

0.1

0.1}

0.2}

-0.3 |

-04"

Abbildung 3.22: Effektives Potential V;(r) [Gleichung (3.374)].

iiber, wobei

2meFE
B=1/— 72 (3.376)

gesetzt wurde.
Die wohlbekannte Differentialgleichung (3.375) kann wieder mittels
Standardverfahren gelost werden. Speziell fiir » — 0 nimmt sie die Form

d?Ry(r) L2 dR(r) 1(1+1)

12 P p Ri(r)=10 (3.377)
an, woraus sich mit dem Ansatz
R
R(r)~rt ~ o~ (3.378)
r
dR 1dR
—1(7“) ~ AT S —1(7“) ~ A2 (3.379)
dr r dr



132KAPITEL 3. EIN TEILCHEN IM KONSERVATIVEN KRAFTFELD

d*Ry(r)
dr?
die determinierende Gleichung

~ AN — 1) (3.380)

AMA=1D+22 =1 +1)=0 ~ XN +A-IIl+1)=0 (3.381)

ergibt, deren Wurzeln
A=t Ll +1) =2+, /(1+12=-L£(1+1) (3.382)

lauten, d.h.
M=, X= —(l + 1). (3383)

Da Ry(r) fiir alle [ im Koordinatenursprung nicht divergieren soll und
[+ 1> 0 ist, mufl A9 offensichtlich ausgeschlossen werden, so daf}

Ri(r) ~r! fir r—0 (3.384)

gelten muB. Fiir 7 — oo geht die Differentialgleichung (3.375) in

dQRl(r) 2
2 = B“Ry(r) (3.385)
iiber, woraus
Ry(r) ~ " (3.386)

folgt. Im Falle von gebundenen Zustdnden, d.h.
E<0 ~ p>0, (3.387)
erfordert die Normierbarkeit, dafl
Ri(r) ~e " fiir r— oo (3.388)
gelten muf}. Mit der Variablensubstitution
z2=20r ~ Ri(r)— Ri(z) = Ri(z=20r) (3.389)

und dem aus dem asymptotischen Verhalten fiir » — 0 und r — oo fol-

genden Ansatz
Ri(z2) = Zle ™ Puy(2) (3.390)
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erhalten wir aus (3.375) fiir u;(z) die Differentialgleichung

d? d
z ézgz) + (21 +2 - 2) lgiz) —(l+1-n)w(z)=0, (3.391)
wobei
! (3.392)
n—=-— .
Bro

ist. Die allgemeine Losung der Kummerschen (oder konfluenten hyper-
geometrischen) Differentialgleichung

d? d
z duz(;) + (v —2) Z(ZZ) —au(z) =0 (3.393)
fiir v#£0,—1,—2,... lautet
u(z) = aF (a,7; 2) + oz "Fla—y+1,2—7; 2), (3.394)

wobei fiir die konfluente hypergeometrische Funktion F(a, 7; z) die Rei-
henentwicklung
az ala+1)2? ala+1)(a+2) 23

v 1! Wg vy + D(a+2) §+ (3.395)

gilt. Im vorliegenden Fall der Gleichung (3.391) haben wir
a=[+1-—n, vy=2l42 (3.396)
zu setzen, so daf fiir die (bei z =0 nicht divergierende) Losung
u(z) ~F(l+1—n,2l+2;2) (3.397)
gilt. Gemaf (3.390) [zusammen mit (3.389)] erhalten wir also
Ri(r) ~ e " F (141 —n, 21 + 2;28r). (3.398)

Aus der Reihenentwicklung (3.395) ist unschwer das asymptotische Ver-
halten

r—o0o ~ F(l+1—n,2042;28r)~ e (3.399)
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abzulesen, und folglich fiihrt die Forderung nach Normierbarkeit auf
die Abbruchbedingung

a=Il+1-n=-n., n,=0,1,2,... (3.400)
und somit auf Polynome vom Grade n, (radiale Quantenzahl). Da [

und n, nicht negative ganze Zahlen sind, mufl n (Hauptquantenzahl)
offenbar eine positive ganze Zahl sein:

n=mn,+1+1, (3.401)
n.,l >0, ganz ~ n>1, ganz, (3.402)
n=I1+11+21+3,.... (3.403)

Damit folgt geméf (3.376) und (3.392) (5 — Bn, £ — E,)

1 2mo k),
= —— =4/ — , 3.404
B nro h?2 ( )
21
E,=— — 3.405
2merg n? ( )
bzw. mit (3.373):
B L2 L 123, (3.406)
" 24megry n? NS '
Bei vorgegebener Hauptquantenzahl n (n > 1) kann wegen
l=n—1-n, (n, =0,1,2,...) (3.407)
die Drehimpulsquantenzahl [ offensichtlich die Werte
[=0,1,2,...n—1 (3.408)

durchlaufen.
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Mit (3.404) lassen sich die radialen Wellenfunktionen (3.398) in der

Form
1 2\ 5
Ruu(r) = Nu <—> (—r> exp(—i> F<l+1—n,21+2;—r>
(3.409)

M98

ro

darstellen. Uber die Beziehung

Fl(k—mhm+tLz] (O<m<h
| (3.410)

konnen die Polynomfunktionen F[l+ 1 —n, 20+ 2;2r/(ron)] durch zu-

geordnete (verallgemeinerte) Laguerre-Polynome Lﬁ?l)[% /(ron)] aus-
gedriickt werden,?? wobei

(m) . : z —z k—m
L, (Z)_(k—m)!e i
m k! zZ.,—m dk_m —z

gilt. Speziell fiir m =0 ergeben sich die Laguerre-Polynome
Li(z) = k' F(=k, 1; 2). (3.412)

Durch die zugeordneten Laguerre-Polynome ausgedriickt lautet die

Gleichung (3.409)
!
2 2
(L) exp(_L) &+ <_)  (3.413)
ron ron ron

mey:—~m<%)

Die in (3.409) und (3.413) auftretenden Faktoren N,; bzw. N,; sind
durch die Normierungsbedingung

M5V

/ drr?R2,(r) = 1 (3.414)
0

22 Anstelle die gemiif (3.410) definierten Funktionen Lgcm) (z) zu verwenden, ist es auch iiblich, die

Funktionen Lj*(2) = (-1)"[(k+ m)!]_lL,(enl)m (z) zu verwenden.
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3/2

12 14
/70

Abbildung 3.23: Radiale Wellenfunktion R,;(r) [Gleichung (3.409)].

festgelegt. Sie konnen unter Verwendung von (3.411) und partieller
Integration berechnet werden. Das Ergebnis ist

_ 2 (n+1)!
Mo = n2(20 + 1)!\/(n —1—1) (3:415)

- 2 [(n—=1-1)
an_n2\/[(n+l)!]3 . (3.416)

Zusammenfassend konnen die Energieeigenfunktionen (3.319) also in
der Form

Spnlm(r) — Rnl(r)Ylm(ea ¢)

2 [
1\2/2 2
= N, <—> <_7“> exp(—L> F<l—|—1—n,2l—|—2;—r> Y (6, 9)
To ron ron ron

(3.417)
mit den Kugelflachenfunktionen Yy, (6, ¢) gemif (3.363) angegeben
werden. Die von den Quantenzahlen n sowie — entsprechend unserer
Wahl — [ und m abhéngenden Funktionen ¢,,;,,(r) sind die zu den Ener-
giewerten F, [(3.406)] gehorenden Eigenfunktionen, wobei nach (3.365)
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g 1.1=0
S n = = :0
e ) n;
0.3 |
0.2 |
n=2101=1
0.1
n=3,1=2
2 4 6 8 10 12 14
n:2,l:0 nrzl
02!
0.1 n=31=1
n=4,1=2
%\j//i:fEAE:jZ:E:
~0.1 "
0081 | n=3,1=0 ny =2
0.04 | n=4,1=1
n=>5,1=2
5 10 ‘ 25 30
/7o
~0.04 |

Abbildung 3.24: Radiale Wellenfunktion R,,;(r) [Gleichung (3.409)].
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und (3.408)

0<I<n-—1,

n=123,... 3.418
L <m< ( ) (3.418)

gilt. Folglich ist die Anzahl der zu einem Energieeigenwert F,, gehorigen

n=1[1=0 (s) | m=0 FEy (1-fach)
n=201=0 (8) m =20 E2 (4—faCh)
=1 (p) |m=-1,0,1
n=3[1=0 (s) | m=0
=1 (p) |m=-1,0,1 FE3 (9-fach)
(=2 (d)|m=-2-1,01,2
n=4/1=0 (s) | m=0
[=1 (p)|m=-1,0,1 Fs5 (16-fach)
[=2 (d)|m=—-2-1,0,1,2
[=3 (f)|m=-3-2-1,0,1,2,3
Eigenfunktionen??
n-1 n—1
do1=) (2+1)=n (3.419)
1=0 m=—1 1=0

d.h., es liegt eine n2-fache Entartung der Energieeigenzustinde vor.
Jeder durch die drei Quantenzahlen n, [, m festgelegte Zustand [mit der
Wellenfunktion o, (r)] stellt einen Eigenzustand dreier gleichzeitig
scharf melbarer Groflen dar, ndmlich der Energie, des Quadrats des
Drehimpulsbetrags und der z-Komponente des Drehimpulses,

Hpnim(r) = Epuim(r), (3.420)

2322;3 (a+kr)= %n[Za—i— (n—1)r].
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L0t (r) = 11 + 1) B0 (1), (3.421)

[A/Zgonlm(r) = MmhYnim(r). (3.422)

Die Zustidnde mit verschiedenen Drehimpulsquantenzahlen [ wer-
den (von [=0 aufsteigend) iiblicherweise nach der folgenden Zu-
ordnung mit den Buchstaben des lateinischen Alphabets bezeichnet:

S?p?d?f7g?h?i7k’7""

WniTo

2 4 6 8 10 12 14
r/ro

Abbildung 3.25: wy(r) [Gleichung (3.425)].

Die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron in einem Zustand mit der Wel-
lenfunktion @y, (r) im Volumenelement

d*r = r?sin O drdfd¢ = r* drdQ (3.423)
anzutreffen, ist
Wi (7,0, )1 = @i (r, 60, 9)|” d*r
2 p2 2
= r?R%,(r) dr |Yin(0, ¢)|7 d2. 3.424
r°Ry(r) dr [Yi, (6, ¢)| ( )
Wy (1)

Integration iiber den Raumwinkel €2 liefert dann die radiale Wahr-
scheinlichkeit, d.h. die (Aufenthalts-)Wahrscheinlichkeit, das Elektron
zwischen zwei Kugelflichen mit den Radien r und r + dr zu finden:

Wy (r)dr = r2R2,(r)dr. (3.425)
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WpiTo
(@]
Ot
3
I
=
I
(e}

©
N

0.2 n=21=1
0.1} n=3,1=2

0.15 ¢

0.05 ¢

0.1
0.08 |
0.06 | n=4,1=1

0.04 n=>51=2

0.02 |

10 20 30 40 50

/7o

Abbildung 3.26: wy(r) [Gleichung (3.425)].
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Beispiele fiir den Verlauf von R,;(r) und wy,;(r) enthalten die Abb. 3.23
— 3.26. Speziell fiir den Grundzustand n =1 folgt mit Ryo(r) aus (3.409)

baw.(3.413)], 3
Rio(r) = 2 (r—lo> 5 exp(—%) , (3.426)

als radiale Wahrscheinlichkeitsdichte

wio(r) = 4r? <l>3 exp (—%> : (3.427)

Wie unschwer zu sehen ist, wird sie fiir
r=rg (3.428)

maximal. Das heiflt insbesondere, dafl der Abstand vom Kern, an dem
das Elektron im Grundzustand eines Wasserstoffatoms am wahrschein-
lichsten anzutreffen ist, der sich fiir Z =1 ergebende (als Bohrscher
Radius bezeichnete) Abstand ry ist. Damit stellt (fiir Z=1 ) 2r( ein
Maf fiir den ,,Durchmesser” eines Wasserstoffatoms im Grundzustand
dar.

Mit wachsender Hauptquantenzahl n verschiebt sich das (Haupt-)
Maximum der Aufenthaltswahrscheinlichkeit (Ladungsverteilung) des
Elektrons immer weiter nach auflen; das Elektron ist immer schwécher
gebunden. Es gibt dann neben dem eigentlichen (Haupt-)Maximum n,
Nebenmaxima. Die ersten beiden Momente des Abstands des Elektrons
vom Kern berechnen sich als

(r)y = /000 dr rwy(r) = %7“0 [3112 —I(l+ 1)] (3.429)
und
(#*) = /00 dr r’wy(r) = 3rn® [5n? + 1 = 31(1 + 1)] (3.430)

woraus fiir das mittlere Schwankungsquadrat
((AF)?) = 37§ [n*(n® +2) = IP(1 + 1)7] (3.431)

folgt. Die in Abb. 3.27 und 3.28 gezeigten Beispiele fiir die Aufent-
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Abbildung 3.27: wy,(r) [Gleichung (3.424)].

haltswahrscheinlichkeitsdichte?! |, (7, 8, ¢)|? zeigen diese in jeder die
z-Achse enthaltenden Ebene (mit der Achsenskalierung in Einheiten
von 7).

Nach (3.406) gibt es abzéhlbar unendlich viele Energieniveaus E,
zwischen dem Grundzustand mit £ = F; und E =0. Die Abstinde zwi-
schen zwei aufeinanderfolgenden Niveaus werden mit wachsendem n
immer kleiner. Bei Anndherung an den Wert £ =0 werden sie immer

?4Siehe auch http://webphysics.davidson.edu/faculty /dmb/Hydrogenic/HydrogenicLab.html.
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Abbildung 3.28: wy, (r) [Gleichung (3.424)].
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dichter und h&ufen sich bei F=0. Fiir positives I/ erwarten wir dann
— entsprechend den qualitativen Uberlegungen im Abschnitt 3.4 — ein
kontinuierliches Spektrum von Energieeigenwerten, das sich bis Unend-
lich erstreckt. Die durch (3.376) und (3.392) definierten GroBen werden

jetzt rein imaginar,

E>0 ~ B-if, (3.432)
1 7

—— = —— 3.433

n — 257“0 L ( )

ansonsten bleibt die Gleichung (3.398) nach wie vor giiltig:
Ri(r) ~ rle™F <l +1+ %, 21 + 2; 22'51") : (3.434)

Es ist klar, dal die Abbruchbedingung (3.400) auf Grund des oszil-
latorischen Charakters (fiir r — oo0) nunmehr entfallt und somit jeder
nichtnegative k-Wert und folglich auch jeder nichtnegative Energieei-
genwert F erlaubt ist. Jeder dieser Energieeigenwerte ist unendlichfach
entartet, da unendlich viele Zustédnde mit ganzzahligen [-Werten zwi-
schen Null und Unendlich (und mit allen bei den gegebenen [-Werten
moglichen m-Werten) dazugehoren. Dementsprechend lassen sich die
durch den kontinuierlichen Parameter k (bzw. E) charakterisierbaren

Eigenfunktionen
1\2 (2ikr\'  [—ik ' 2ik
Ri(k,7) = Ni(k) (-) ( ! r) exp( ! 7~> F<z+1+3,2l+2;ﬂ>
To To To k To
(3.435)
nur im Sinne von
/ dr r? Ry (k,r)Ry(K',r) = §(k — k) (3.436)
0

normieren. Es 148t sich zeigen, dafl

(—i) ke™/ ) [2

Nilk) = o ;F(Hl—%)‘ (3.437)

gilt. Ein Beispiel fiir die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
wy(k,r) = r?|Ry(k,r)|? (3.438)

ist in Abb. 3.29 gezeigt.
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20 40 60 80 100 120
r/ro

Abbildung 3.29: w;(k,r) [Gleichung (3.438)].

Anmerkungen

e Die Entartung der Energieniveaus beziiglich der Drehimpuls-
quantenzahl [ ist eine Eigentiimlichkeit des Coulomb-Potentials
~ r~1. Abweichungen davon fiihren zu einer Aufhebung dieser
Entartung.

e Die Energieeigenfunktionen in der Form (3.417) sind offensicht-
lich nicht kugelsymmetrisch, obwohl das Wasserstoffproblem ku-
gelsymmetrisch ist. Die Hervorhebung der z-Achse ist zuféllig;
ebensogut héitten wir die xz- bzw. y-Achse hervorheben kénnen.
Jede Linearkombination der Energieeigenfunktionen ¢,,,,(r) zum
Energiewert F),

gOn(I') - i Z Cnlmﬂpnlm(r) (3439)

=0 m=-1

ist ebenfalls eine Eigenfunktion zum Energiewert FE,. Ist kei-
ne Raumrichtung ausgezeichnet, stellt der Zustand, in dem alle
©nim(r) mit dem gleichen Gewicht

1
nlm — — 3.440
Calm = (3.440)
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eingehen [vgl. (3.419)], einen kugelsymmetrischen Zustand dar.

e Befindet sich ein Elektron in einem stationaren Zustand mit der
Wellenfunktion

wnlm(r? t) = (Pnlm(r)e_iEnt/h, (3441)
so kann ihm gemé&$ (3.46) die stationdre Stromdichte

j(r) = d [P () V o (v) = i (r) Viopy,, (r)] - (3.442)

21me

zugeschrieben werden. Wegen
Pnim ~ Rut(r)Yim(0)e™, 0ty ~ Rut(r)Yim(6)e ™™, (3.443)

hat die Stromdichte offensichtlich keine r- und keine #-Kompo-
mente,25

jr(r) = Jo(r) =0, (3.444)

und die ¢-Komponente lautet

: mh 2
=M s () 3.445
Jolt) =~ ) (3.445)
Wir wollen das magnetische (Dipol-)Moment?®
m = —Ley, / drr x j(r) (3.446)

berechnen, das mit dieser Stromdichte verkniipft ist. Mit

j(r) =js(r)ey, ~ rxjr)=—rjs(r)eg (3.447)

sowle
ey = cosfe, —sinfe, (3.448)

BV = e,0, + egr 10y +ey(rsinf) 10,
26Giehe Abschnitt 4.4 der Vorlesung Elektrodynamik.
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erhalten wir

h
m = A Ud3r cot 0] nm(r)%e,

2Mme

g

-~

0

e / dr |<,0nlm(r)|ﬂ (3.449)

L -

-~

1

(beachte, daB |©y1, (r)|? nicht von ¢ abhiingt und somit das erste
Integral auf der rechten Seite obiger Gleichung verschwindet),

d.h.
m=nm.,e,, Mm.,= —MUp (3.450)
mit
p—— (3.451)
2Mme

als dem Bohrschen Magneton. Mit L, =mh koénnen wir also

1B
— L.
schreiben. Dies ist aber nichts anderes als der quantenmechani-
sche Erwartungswert (m), wobei

(3.452)

m="2f (3.453)

als Operator des magnetischen Moments angesehen werden kann.
Das Ergebnis ist in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der klas-
sischen Theorie, nach der eine Punktladung ¢, die sich auf einer
geschlossenen Bahn in einem Zentralkraftfeld bewegt, zu einem
magnetischen Dipolmoment

m=7g (3.454)

- 2m,

Anlaf} gibt.
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Abbildung 3.30: Termschema des Wasserstoffatoms.

n=7"7T
n==~06
n==>5
n=4
n=3
n=>2
n=1

e Ein in einem angeregten Zustand der Energie E, (n > 1) be-

findliches Elektron kann unter Emission von elektromagnetischer
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Strahlung in einen Zustand mit der Energie E, (n’ <n) tber-
gehen, wobei fiir die Kreisfrequenz der Strahlung die Bohrsche

Bedingung
Wpn = (B — Ep) /R (3.455)
gilt, d.h. mit (3.406)
1 Ze2 1 1 ,
! = — — - — : 3.456
“ 2 dmegroh <n’2 n2> (' <n) ( )
bzw. . .
Wnn!

wobei [mit 7y aus (3.373)]

zZe2 Z2e4m,

R pu— pu—
(47)2eqroh  (4m)3e3h3

(3.458)

die Rydberg-Konstante ist. Die Gréfle E,/h=—R/n? wird
auch Spektralterm genannt. Alle Uberginge mit dem gleichen
unteren Energieniveau (n) bilden eine Spektralserie. Die Se-
rien werden iiblicherweise als Lyman-Serie (n=1), Balmer-Serie
(n=2), Paschen-Serie (n=3), Bracket-Serie (n=4) und Pfund-
Serie (n =5) bezeichnet.
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Kapitel 4

Die Dirac-Formulierung
der Quantentheorie

Der Zustand eines quantenmechanischen Systems kann bekanntlich
durch die Wahrscheinlichkeitsamplituden fiir einen vollstindigen Satz
vertriglicher Observablen dargestellt werden, wobei in der Atom-
und Molekiilphysik die Ortsdarstellung iiblicherweise zur Anwendung
kommt. Die vielfaltigen Moglichkeiten der Darstellung von quantenme-
chanischen Zusténden kann in gewisser Weise mit der Vielfalt der kom-
ponentenméfigen Zerlegung — je nach Wahl des Koordinatensystems
— von Vektoren des dreidimensionalen Raums verglichen werden, wie
die auf Dirac zuriickgehende abstrakte Vektorformulierung der Quan-
tentheorie zeigt. Danach wird der Zustand eines quantenmechanischen
Systems durch einen normierbaren Vektor in einem dem System zu-
zuordnenden unitiaren Vektorraum (d.h. in einem linearen, komplexen,
metrischen Vektorraum) reprisentiert. Dabei ist es in der Regel not-
wendig, einen unitdren Raum mit unendlich vielen Dimensionen zu ver-
wenden, d.h. einen (sowohl eigentliche als auch uneigentliche Elemente
umfassenden) erweiterten Hilbert-Raum.

4.1 Mathematische Grundlagen

Bevor wir den Zusammenhang mit der Quantenmechanik darstellen,
wollen wir zunéchst kurz auf die mathematischen Grundlagen einge-
hen und eine Zusammenfassung der Eigenschaften von (erweiterten)

151
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Hilbert-Raumen geben.

4.1.1 Hilbert-Raum-Vektoren

Die Erweiterung der Konzeption des {iblichen Vektorraumes ins
Komplexe fiihrt zu einem endlich-dimensionalen bzw. abzihlbar
unendlich-dimensionalen unitiren Vektorraum, einem Hilbert-Raum
H.! Wir wollen die Elemente eines solchen Raums mit |p), |¢), ...,
la), |b), ...bezeichnen. Das von Dirac eingefithrte Symbol | ) soll den
Vektorcharakter der Elemente zum Ausdruck bringen.

e H ist ein linearer Raum. Seine Elemente sollen die aus
der gewohnlichen Vektorrechnung bekannten linearen Gesetze
erfiillen. So ist der aus zwei Vektoren |¢) und |¢) gebildete Sum-
menvektor |1) + |p) wieder ein Element des Hilbert-Raums,

) +1e) =1x) € A, (4.1)
und fiir die Vektoraddition gelten die Gesetze der Kommutati-
vitat,

[¥) + 1) = o) + ¥, (4.2)
und der Assoziativitat,

(1) +12)) +1x) = [¥) + (le) + [x)) - (4.3)

Das Produkt einer komplexen Zahl ¢ mit einem Vektor [¢) ist
wieder ein Hilbert-Raum-Vektor,?

cl) € H, (4.4)

wobei das Distributivgesetz gilt,
c(le) + 1)) = clp) +cly), (4.5)
(c1+ ) [) = cilp) + ealp). (4.6)

IStrenggenommen hat man es in der Quantentheorie immer mit unendlich-dimensionalen Riu-
men zu tun. Jedoch ist es in vielen Fillen ausreichend, die Untersuchungen auf endlich-dimensionale
Unterrdume zu beschrinken, fiir die natiirlich auch die im weiteren zu besprechenden Eigenschaften
von Hilbert-Rdumen sinngemif zur Anwendung kommen.

Die Vektoren [1) und ¢|i)) werden auch als zueinander parallel bezeichnet.
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e 7{ ist ein metrischer Raum. Zwischen zwei Vektoren |¢) und |¢)
aus H ist ein komplexwertiges Skalarprodukt erklirt,?

(ply =c (¢ — komplexe Zahl), (4.7)
das folgende Eigenschaften besitzt:

(a) Das Skalarprodukt von |¢)) = ¢|x) und |¢) (¢ - komplexe

Zahl) ist
(pl) = e{elx)- (4.8)
(b) Fiir das Skalarprodukt von [¢) =|x) + |A) und |p) gilt das
Distributivgesetz
(plY) = {plx) + (plA)- (4.9)

(c) Vertauschen der Reihenfolge der Vektoren im Skalarprodukt
liefert das konjugiert Komplexe des urspriinglichen Skalar-
produkts,

(el¥) = (&le)”, (4.10)
d.h., das Skalarprodukt ist i. allg. nicht assoziativ. Aus (4.10)
folgt sofort, da3 (¢|¢)) immer reell ist.

(d) Es wird nun gefordert, daf3
0 < (¥[Y) < oo (4.11)

gilt, wobei das Gleichheitszeichen nur dann gelten soll, wenn
14) der geméif

0v) + [0) = lo) (4.12)
(l¢) - beliebiger Vektor) definierte Nullvektor |Oy) ist. Die
Forderung (4.12) bedeutet, daf Hilbert-Raum-Vektoren nor-
mierbar sind. Da (¢[¢)) nicht negativ wird, ist es somit
moglich — in volliger Analogie zur iiblichen Vektoralgebra
— die Lange oder Norm eines Vektors zu definieren:

1]l =V {&l) - (4.13)

3Die Vektoren [)) und |p) werden als zueinander orthogonal bezeichnet, wenn ihr Skalarprodukt
verschwindet, (o) =0.
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e 7 ist vollstindig. Fiir jede (abzdhlbar unendliche) konvergente
Folge von linear unabhéngigen Vektoren [i,) aus H existiert ein
Vektor |¢) aus H, so dafl

lim [y) = 1)) (4.14)

n—oo

gilt. Eine (abzdhlbar unendliche) Folge ist konvergent, wenn der
Abstand

H% - %'H = \/<¢n - wn’hﬁn - wn’> (415)
(|t — Yn) = |tn) — |tn)) zweier Vektoren [|i¢,) und |i,) der

Folge mit wachsendem n und n’ beliebig klein gemacht wer-
den kann. Die Vektoren |¢,,) und |¢,) sind linear unabhingig,
wenn fiir beliebige komplexe Zahlen ¢, und ¢, der Summen-
vektor ¢, |1y,) + ¢y |ty ) ungleich dem Nullvektor ist (auBer wenn
¢n=cp =0 ist).

e H ist separabel. Es existiert ein Satz linear unabhéngiger Vekto-
ren, die den ganzen Hilbert-Raum aufspannen. Zu jedem Vektor
|¢) aus H existiert somit eine (abz&hlbar unendliche) konvergen-
te Folge von linear unabhingigen Vektoren |¢,,) aus H mit |¢)
als Grenzvektor,

[¥) = Lim [ihn). (4.16)

n—oo

Komponentenmaiflige Darstellung von Vektoren

Es sei {|pn)} ein Satz von linear unabhingigen Vektoren, die den
Hilbert-Raum ganz aufspannen. Jeder Vektor [¢) kann dann in der
Form

angegeben werden. Die Vektoren |¢,,) konnen dabei als Basisvektoren
und die komplexen Zahlen v, als die Komponenten von [¢) beziiglich
dieser Basis angesehen werden.

Wie bei gewohnlichen Vektoren wird das Rechnen besonders ein-
fach, wenn orthonormierte Basisvektoren zugrunde gelegt werden. Be-



4.1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 155

zeichnen wir diese einfach mit |n), so lautet (4.17)

) = thnln) (4.18)

wobel nunmehr

(n|n') = Spm (4.19)

gilt. Wir bilden das Skalarprodukt von [¢) mit |n’) und erhalten aus
(4.18)

(') =t = Y, (4.20)

!/
(;L )

d.h., die Komponenten 1, sind — v6llig analog zur gewdhnlichen Vektor-
rechnung — die Skalarprodukte des Vektors |¢)) mit den Basisvektoren

n):

U = (n|) (4.21)

Wir setzen (4.21) in (4.18) ein und erhalten die Darstellung von [¢) in
der Basis der {|n)}:

() = In)(nle) (4.22)

Ein System von Basisvektoren wird als vollstindiges Orthonormal-
system bezeichnet, wenn sich jeder Vektor des betrachteten Hilbert-
Raums in der Form (4.22) darstellen 148t.



156 KAPITEL 4. DIE DIRAC-FORMULIERUNG DER QUANTENTHEORIE

Erweiterter Hilbert-Raum

Wihrend in den obigen Uberlegungen der Index n die Basisvektoren in
willkiirlicher Weise durchnumeriert, erfolgt bei einer konkreten quan-
tenmechanischen Festlegung der Basisvektoren durch ein Eigenwert-
problem die Numerierung durch die entsprechenden Eigenwerte (oder
durch eine Funktion dieser). Der Index n erhilt somit die Bedeutung ei-
ner physikalischen Gréfle langs einer n-Achse oder allgemeiner einer Ge-
samtheit von physikalischen Grofien in einem (mehrdimensionalen) n-
Raum. Diese durch das Eigenwertproblem definierten (reellen) n-Werte
konnen sowohl diskret (i. allg. nicht dquidistant) als auch kontinuierlich
sein. Wenn n einem Kontinuum von Werten entspricht, wie es in der
Quantenmechanik haufig der Fall ist, werden die Vektorkomponenten
Y, zu einer komplexwertigen Funktion v (n) der (reellen) kontinuier-
lichen Variablen n. Das System der Basisvektoren ist in diesem Fall
jedoch nicht mehr abzahlbar unendlich — im Gegensatz zu den Hilbert-
Raum-Axiomen. Die (physikalische) Losung des Problems, bei der die
Axiome im Sinne einer Erweiterung des Hilbert-Raums etwas aufge-
weicht werden, geht auf Dirac zuriick.

Betrachten wir den Fall, dal n kontinuierlich ist und dieses Wer-
tekontinuum — dhnlich wie beim Ubergang von einer Fourier-Reihe zu
einem Fourier-Integral — aus dem Grenziibergang diskreter n-Werte
mit einem Abstand An fiir An— 0 entsteht. Unser Ausgangspunkt
ist der diskrete Satz von Hilbert-Raum-Vektoren |n, An) bei zunichst
endlichem Abstand An benachbarter n-Werte. Fiir den Ubergang zu
kontinuierlichem n bilden wir in dem mit einem beliebigen Vektor |1)
gebildeten Skalarprodukt (n, An|¢) den Grenzwert

1

Jim T (n, Anly) = ¢(n). (4.23)
Mit den Dirac-Vektoren
) 1
In)p = Alvlzrilo T |n, An) (4.24)

kann ¢ (n) als das Skalarprodukt von [¢) mit |n)p aufgefafit werden, so
daB in Verallgemeinerung von (4.21)

¥(n) = p(nfy) (4.25)
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gilt. Die Verallgemeinerung von (4.22) erhalten wir, indem wir in

) = Z n, An)(n, An|y) (4.26)

n

den Grenziibergang An — 0 vornehmen:

— /dn\n>DD<n\¢> = /dnzﬁ(n)\nb (4.27)
Wir bilden von
) = [ dnv@ln)o (4.28)

das Skalarprodukt mit |n/)p:

() = b() = [ dn () pla' ol (4.20)
Offensichtlich muf} in Verallgemeinerung von (4.19)
p{n'In)p = d(n —n’) (4.30)

gelten. Die Lange der Dirac-Vektoren ist also unendlich, jedoch sind
Vektoren mit infinitesimal benachbarten Argumenten bereits orthogo-
nal zueinander. Die Dirac-Vektoren sind daher keine eigentlichen (d.h.
normierbaren), sondern uneigentliche Vektoren des Hilbert-Raums. Th-
re Hinzunahme stellt eine Erweiterung des Hilbert-Raums dar.

Im allgemeinen Fall kann das Basissystem sowohl diskrete als als
auch kontinuierliche Elemente enthalten, so daf

) =3 uln) + / dk (k) k) (4.31)

gilt. Wir wollen im weiteren auf die explizite Unterscheidung zwischen
eigentlichen und (durch den Index D charakterisierten) uneigentlichen
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Vektoren verzichten und unter |p), [¢), ..., |a), |b), ... Vektoren des er-
weiterten Hilbert-Raums verstehen. Wir fassen die Gleichungen (4.19)
und (4.30) zu

Oaa im diskreten Fall,

(ala’y = b(a,a’) = {

d(a —a’) im kontinuierlichem Fall

(4.32)

zusammen und schreiben (4.31) in der abkiirzenden Form

) = Y lalalv) (4.33)

mit (aly) als Spaltenmatrix im diskreten Fall bzw. Funktion im konti-
nuierlichen Fall,

(s im diskreten Fall,
{aly) =

4.34
Y(a) im kontinuierlichem Fall. (4.34)

Ist 1) ein normierbarer Vektor und gilt speziell

(Yly) =1, (4.35)
so ist unschwer zu sehen, daf§ mit (4.10) aus (4.33) folgt:

Iuaw 1 (4.36)

Basiswechsel

Unter Verwendung von (4.33) kann das Skalarprodukt zweier Vektoren
|4)) und |¢) durch die Komponenten dieser Vektoren in einer gegebenen
Basis {|a)} wie folgt ausgedriickt werden:

(el) = Y fele)alo). (4.37)
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Speziell im diskreten Fall kann die rechte Seite dieser Gleichung als
Matrixmultiplikation aufgefafit werden, wobei die (p|a) = (a|p)* als
Elemente einer Zeilenmatrix und die (a|¢) als Elemente einer Spalten-
matrix zu interpretieren sind.

Es seien {|a)} und {|b)} zwei verschiedene vollstindige Orthonor-
malsysteme. Geméf (4.37) hingen die Komponenten (a|¢)) und (b|¢))
eines Vektors [¢) in den beiden Basen wie folgt zusammen:

(al) = Zﬁ<a\b><b|w> (4.38)

ol) = Y wa)alu) (439

Fassen wir die Transformationsformeln (4.38) und (4.39) als Matrix-
gleichungen auf, so vermittelt die Matrix

U = ({alt)) (4.40)

die Transformation der Vektorkomponenten beim Ubergang von der |b)-
Basis zu der |a)-Basis geméafl (4.38). Die inverse Transformation (4.39),
d.h. der Ubergang von der |a)-Basis zu der |b)-Basis, wird durch die
Matrix

U= ((bla)) (4.41)

vermittelt. Wegen
(alb) = (bla)’ (4.42)
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[siehe (4.10)] entsteht die Matrix U~ aus der Matrix U durch Trans-
ponieren und Ubergang zum konjugiert Komplexen:

U—l — U+ (443)

Solche Matrizen werden als unitir bezeichnet. Der Ubergang zwischen
zwei (orthonormierten) Basissystemen wird also durch eine unitére
Transformation vermittelt.

Die Gleichungen (4.38) und (4.39) gestatten es, die Komponenten
eines Vektors in einem gegebenen Basissystem in die Komponenten des
gleichen Vektors in einem anderen Basissystem umzurechnen, d.h. von
einer Darstellung des Vektors in eine andere {iberzugehen. Steht speziell
a fiir kontinuierliche und b fiir diskrete Groflen,

(al) =4(a), Q) =, (alb) = pi(a), (4.44)
so nehmen die Gleichungen (4.38) und (4.39) die Gestalt

Y(a) = vyes(a), (4.45)
b

und
w= [ dav(e)ifa) (4.46)
an, wobei bei Giiltigkeit von (4.36) die Normierungsbedingungen

/da p(a)]” =1 (4.47)

und

Sl =1 (4.48)
b

gelten. Offensichtlich kann [+)(a)|? als Wahrscheinlichkeitsdichte und
1| als Wahrscheinlichkeit angesehen werden. Identifizieren wir bei-
spielsweise a mit ¢ aus Abschnitt 2.1 und b mit n aus Abschnitt 2.1, so
sehen wir, dal (4.45) in (2.8) und (4.46) in (2.15) iibergeht. Dement-
sprechend gehen die Normierungsbedingungen (4.47) und (4.48) in die
Normierungsbedingungen (2.3) und (2.10) iiber.
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bra- und ket-Vektoren (bracket-Formalismus)

Fiir die Formalisierung der Rechnungen erweist es sich als vorteilhaft,
dem Zeichen (p| im Skalarprodukt (¢|i)) der beiden Vektoren |¢) und
|©) eine eigenstindige Bedeutung zu geben. Dazu wird jedem Vektor
|4)) aus dem (erweiterten) Hilbert-Raum H ein Vektor (1| aus einem
dualen Raum H’ zugeordnet. Das Skalarprodukt (¢|¢) (bra-c-ket) kann
somit als aus dem bra-Vektor (| und dem ket-Vektor |i) gebildet auf-
gefalt werden. Ist ein ket-Vektor |¢)) durch seine Komponenten (a|t))
in einer gewissen Basis {|a)} in H festgelegt,

) = Y la)alo) (4.49)

so bestimmen sich die Komponenten (¢|a) des entsprechenden bra-
Vektors

wl = Y (wla)a (450
in der Basis {(a|} in H' gemiB (4.10):
(vla) = (alv)". (451)

Die eindeutige Zuordnung der Ridume H und H’ ergibt sich aus der
Angabe der sich entsprechenden Rechenregeln:

¥) < (], (4.52)
) =le) +1x) < @ = (el +(x], (4.53)
[¥) = clp) < (P] = (gl (4.54)

Produktraume

Im Hinblick auf physikalische Probleme, bei denen man sich ein Ge-
samtsystem in mehrere unabhéngige Teilsysteme zerlegt denken kann,
ist die Verwendung von Produktrdumen von Vorteil. Die wesentli-
chen Ziige lassen sich bereits an einem aus zwei Teilrdumen bestehen-
den Produktraum erkennen. Betrachten wir zwei (erweiterte) Hilbert-
Riume H; und Hj; die entsprechenden ket-Vektoren seien |¢) und
|102). Die Eigenschaften der Vektoren

) = |41, 92) (4.55)



162KAPITEL 4. DIE DIRAC-FORMULIERUNG DER QUANTENTHEORIE

aus dem Produkraum

H = 7‘[1 X 7‘[2 (4.56)

sind durch folgende Beziehungen charakterisiert:
(1, th2) = [h1) |tha) = |ba) |ihn), (4.57)
(Y1) = le) +Ix1) ~ ldnde) = len)lde) + Ixa)lde),  (4.58)
(o1, pal o1, 1ha) = (r]hr){alt2). (4.59)

Das Produkt (4.55) heif3t auch direktes Produkt. Es ist offensichtlich
kommutativ und distributiv beziiglich der Addition.

4.1.2 Hilbert-Raum-Operatoren

Die Verallgemeinerung der gewohnlichen Vektoralgebra auf den linea-
ren, komplexen, metrischen Raum fiihrte zu Vektoren im erweiterten
Hilbert-Raum. Die entsprechende Verallgemeinerung der Vektorzuord-
nung mittels Tensoren fiithrt auf lineare Operatoren. Wird ein Vektor
|9b) auf einen anderen Vektor |p) abgebildet, so wollen wir dieser Ab-
bildung einen Operator A in dem Sinne zuordnen, dafl

W) — o) = Al) (4.60)
ist. Linearitdt bedeutet, dal die Beziehungen
A(l) + ¥)) = Alg) + Aly) (4.61)
und ) )
A(cl)) = cAly) (¢ — komplexe Zahl) (4.62)
gelten.

Ein Operator A ist vollstandig bestimmt, wenn seine Wirkung auf
alle Vektoren |¢) des Definitionsgebiets D des Operators bekannt ist.
Zwei Operatoren A und B sind gleich,

A

A= B, (4.63)

wenn

Ay = Bly) VY |¢)eD (4.64)
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gilt.* Wichtige spezielle Operatoren sind der Nulloperator 0,

0l¢) = [Ov), (4.65)
und der Einheitsoperator I ,
I1y) = ). (4.66)
Die Summen- und Produktbildung von Operatoren sind geméaf
(A+ B)lw) = Ajv) + Bly) (4.67)
und o o
(AB) ) = A(BI0)) (4.68)

definiert. Wahrend fiir die Addition Kommutivitat und Assoziativitat
gelten, o o
A+ B =B+ A, (4.69)

(A+B)+C =B+ (A+0), (4.70)
gilt fiir die Multiplikation nur die Assoziativitét,
(AB)C = A(BC). (4.71)

Fehlende Kommutativitiat der Multiplikation bedeutet bekanntlich, dafl
der Kommutator zweier Operatoren vom Nulloperator verschieden ist,

[A,B] = [A,B] =AB—- BA#0. (4.72)

Die Bezeichnung [A, B]_ fiir den Kommutator wird benutzt, um den
Kommutator vom Antikommutator

A,B], = AB+ BA (4.73)

zu unterscheiden, der in der Quantentheorie ebenfalls eine wichtige Rol-
le spielt.

“Hier und im folgenden wollen wir — falls nichts anderes gesagt ist — immer Operatoren mit dem
gleichen Definitionsgebiet betrachten.
°Die Gleichungen (4.65) und (4.66) gelten fiir beliebige Vektoren |1) € H.
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Mit der Summe und dem Produkt von Operatoren sind auch Ope-
ratorfunktionen in Form von Polynomen und Potenzreihen erklart,

B = f(/i) = Cof + ClA + 02A2 +..., (474)
z.B. die Operatorexponentialfunktion
- 1

— 4.75

Analog kénnen Funktionen von mehreren Operatoren definiert werden,
die natiirlich auch noch von c-Zahl-Parametern abhingen konnen,

B = f(Al,AQ,Ag,,...,21,22,23,...). (476)

Die partiellen Ableitungen solcher Funktionen nach den c-Zahlparame-
tern und den Operatoren sind gemif (2.130) und (2.131) definiert,

A

0B

2, :lg%e_l[f(---;zi-l-ﬁ,...)—f(...,zi,...)], (4.77)
dB . . .
A, —g%e 1[f(...,A,-+eI,...)—f(...,A,-,...)}, (4.78)

und es ist unschwer zu zeigen, dafl die Produktregel gilt.

~ Ausgehend von der Definition der Wirkung eines linearen Operators
A auf einen ket-Vektor [),

Al) = [¥), (4.79)
kann die Wirkung von A auf einen bra-Vektor (| definiert werden,
(plA = (o], (4.80)
und zwar so, dafl
(@'l) = (pl¢') (4.81)

gilt. Das heift, es gilt das Assoziativgesetz der Multiplikation fiir das
Dreifachprodukt aus (@[, A und |¢). Somit kann auf eine Klammer-
setzung in diesem Produkt verzichtet und einfach (¢|Alt)) geschrieben
werden.
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Ist A, ein Operator, der nur auf Vektoren aus H; eines Produkt-
raums H = Hq X Ho wirkt,

Ailhr) = |g), (4.82)

so liefert die Anwendung von A; auf einen gem#B (4.55) definierten
Produktraumvektor |11)9)

As[1ta) = [ip13hn). (4.83)

Wenn ein Operator Ay nur auf Vektoren aus H; wirkt und ein Ope-
rator As nur auf Vektoren aus Hs, so vertauschen diese Operatoren

offensichtlich in H,
(A, A;] = 0. (4.84)

Dyadische Darstellung des Einheitsoperators

Analog zur gewohnlichen Vektor- und Tensorrechnung kann aus einem
ket-Vektor und einem bra-Vektor ein dyadisches Produkt gebildet wer-
den, das im Gegensatz zum Skalarprodukt einen Operator

A

O = |p) (x| (4.85)

darstellt, dessen Anwendung auf einen beliebigen Vektor |¢) einen Vek-
tor liefert, der parallel zu |¢p) ist,’

Ol) = 1) (xlv) (4.86)

(¢ - komplexe Zahl). Es ist klar, daB fiir |p) # |x) das dyadische Produkt
(4.85) nicht kommutativ ist.
Geméf (4.33) konnen wir

o) = Ylo)alv) = (Z} a\) ) (4.87)

61st |¢b) senkrecht zu |x), liefert die Anwendung von O auf |¢) den Nullvektor.
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schreiben, und folglich mu8 fiir ein (beliebiges) vollstandiges Orthonor-
malsystem {|a)} die Beziehung

. I|a>(a\ (4.88)

gelten.” Von der Beziehung (4.88) wird sehr hiiufig Gebrauch gemacht,
da in einer Vektor- und/oder Operatorgleichung stets Einheitsopera-
toren eingeschoben werden konnen, ohne die Giiltigkeit der Gleichung
zu verletzen. Das einfachste Beispiel ist die komponentenméflige Dar-
stellung (4.33) eines Vektors |¢) selbst, die sofort aus der Identitét
) = I|4p) mit [ geméB (4.88) folgt. Ein anderes einfaches Beispiel ist
die komponentenméifige Darstellung (4.37) des Skalarprodukts zweier
Vektoren [¢)) und |¢):

(oli) = (ol 1) = (gl (gﬁawa\) ) = Ytelaalu).  (459)

Komponentenméiflige Darstellung von Operatoren

Die komponentenméfige Darstellung eines Operators A findet man
durch beidseitiges Multiplizieren mit dem Einheitsoperator in der Form

(4.88):
B=IBI= ii a)(a| Bla')(d| (4.90)

Die komplexen Zahlen (a|B|a’) stellen die Komponenten des Operators
B — auch Matrixelemente des Operators genannt — in der gewahlten
Basis {|a)} dar. Der Operatorcharakter kommt durch die dyadischen
Produkte |a)(a’| zum Ausdruck.

Multiplizieren wir die Gleichung

l¢) = Bly) (4.91)

"Die Gleichung (4.88) wird auch als Vollstéindigkeitsrelation bezeichnet.
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von links mit (a| und schieben wir den Einheitsoperator ein (B — BI),
so erhalten wir mit (4.88) die Abbildung der Vektorkomponenten (a|t)
auf die Vektorkomponenten (a|p):

(ale) = Y (alBla) 1) (4.92)

Ist a diskret, kann (4.92) als Matrixgleichung aufgefafit werden,

Pa = Z Baa’wa’ ) (493)

Buw = (a| Bld). (4.94)

Ist a kontinuierlich, stellt (4.93) eine Integralgleichung dar,
pla) = [ 4o’ Bla,a)u(a), (4.95)

Bl(a,d') = (a|B|d'). (4.96)

Identifizieren wir a beispielsweise mit ¢ aus Abschnitt 2.2, so sehen wir,
dafl die Gleichung (4.95) genau der Gleichung (2.27) entspricht.®

Spur eines Operators

Unter der Spur eines Operators wird die Summe (bzw. das Integral)
iiber seine Diagonalmatrixelemente beziiglich einer gegebenen Basis
verstanden:

Tr A = imﬁu@ (4.97)

8Die Gleichung (4.95) kann natiirlich auch in der kompakten Form o(a)= B (a) geschrieben wer-
den, wobei der Operator B nunmehr nur die Integraltransformation gemif}(4.95) bedeutet. Streng-
genommen miifite fiir einen Operator dieser Art, der sich auf eine spezielle Darstellung bezieht, ein
anderes Symbol als fiir den ,,abstrakten Operator in (4.91) verwendet werden.
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Die Spur ist unabhingig vom gewéhlten Basissystem:

Trd = Z@\Am
=LY Yt oA 1
=YY ) (Lwan)
- Y e, (4.98)

TrA= 2;@\21\@. (4.99)

Analog 148t sich zeigen, dafl

d.h.

Tr (AB) = Tr (BA) (4.100)
gilt und somit unter der Spur zyklisch vertauscht werden darf,

Tr (ABC) = Tr (BCA) = Tr (CAB). (4.101)

Inverse, hermitesch-adjungierte und unitire Operatoren

Ist die Vektorzuordnung

) = Al) (4.102)
umkehrbar eindeutig, so ist durch die Umkehrung
[b) = A7) (4.103)

der zu A inverse Operator A~! definiert, wobei folgende Beziehungen
gelten:

AATY=ATA=1, (4.104)
(AN =4, (4.105)
(cfl)_1 —clA™? (¢ — komplexe Zahl), (4.106)
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(AB)™' = B'AY, (4.107)

~ Es sei A eine Funktion von einem Parameter z; folglich ist auch
A~" eine Funktion von z. Die Ableitung von A~! nach z kann iiber die
Produktregel berechnet werden:

I d(AA7Y) 44 ., L dAT!
0= — — — AL A 4.108
dz dz dz + dz ( )
und folglich
dA-1 . dA .
— AT AT 4.109
dz dz ( )

Als der zu dem Operator A hermitesch-adjungierte Operator Af
wird derjenige Operator bezeichnet, fiir den bei Giiltigkeit der Glei-
chung

o) = Aly) (4.110)
die Gleichung
(pl = (] AT (4.111)
folgt, d.h.
(xle) = (x| Aly) (4.112)
und
(plx) = (¥|AT|x). (4.113)
Wegen
(elx) = (xlo)* (4.114)
[Gleichung (4.10)] gilt also:”
(W[ ATx) = (x|Al)* (4.115)

Ein Operator A ist bekanntlich hermitesch, wenn

A=A (4.116)

9Beachte, daf§ die Gleichung (4.115) genau der Definition (2.51) entspricht. Dementsprechend
gelten natiirlich auch die Relationen (2.52) — (2.52). Ferner gilt (|¢/){¢])" = |o)(¢)|.
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gilt. Entsprechend heifit ein Operator antihermitesch, falls
A=A (4.117)

ist. Von einem unitiren Operator wird gesprochen, wenn der hermi-
tesch-adjungierte Operator gleich dem inversen Operator ist,

Al = A1 (4.118)
und folglich

~

AAT=ATA=1 (4.119)

gilt.

Aus (4.115) ist ersichtlich, daf (in einer diskreten Basis) die Kom-
ponentenmatrix eines Operators Af gleich der adjungierten (d.h. trans-
ponierten und komplex konjugierten) Matrix des Operators A ist. Da
dies auch fiir die Elemente der zu Vektoren [¢) und (1| gehérenden
(Spalten- bzw. Zeilen-)Matrizen gilt, kann

W=D~ )= ()] (4.120)

geschrieben werden.

Projektionsoperatoren

Die Projektion eines beliebigen Vektors [¢) auf einen vorgegebenen
Vektor |¢),

) — le)ely), (4.121)
kann durch den Projektionsoperator
Py = o)l (4.122)
beschrieben werden, A
B l¥) = lo){ely). (4.123)
Offensichtlich gilt
P2y = |o) (el el = (ole) By, (4.124)

so dafl im Falle der Projektion auf einen (eigentlichen) Einheitsvektor
die Beziehung

A

PI@) Py (4.125)
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erfiillt ist.

Es sei {|a)} eine vollstdndige Orthonormalbasis. Der der Projektion
eines beliebigen Vektors |¢) auf einen herausgegriffenen Einheitsvektor
la) zugeordnete Projektionsoperator ist

Py = |a)(al (4.126)
und es gilt
pa Aa, = la) (ala’) (d'|, 4.127
Py =la) {ala) (d] (4.127)
d(a,a’)
d.h. o A
P|a> |a’) = P|a>5(a,a'), (4128)
ausfiihrlich:
.. 15|a>5aa/ im diskreten Fall,
BBy ={ 0 (4.129)
Pyd(a —a’)  im kontinuierlichen Fall

Es ist klar, da8 (4.125) dem diskreten Fall entspricht.

Neben der Projektion eines Vektors |¢) auf nur einen der Einheits-
vektoren {|a)} ist die Projektion auf einen Unterraum & CH von In-
teresse:

Py = I 4l (4.130)

Der Strich bedeutet, da§ die Summation (Integration) nur iiber Basis-
vektoren |a) € S zu erstrecken ist. Offensichtlich gilt dann immer:

P2 = Ps (4.131)
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4.1.3 Eigenwertproblem hermitescher Operatoren

Von speziellem Interesse sind fiir einen gegebenen Operator A diejeni-
gen Vektoren |y), fiir die A|x) parallel zu |x) ist,

Alx) = Alx) (4.132)

(A - komplexe Zahl). Der Vektor |x) heifit rechtsseitiger Eigenvektor
bzw. einfach Eigenket von A zum Eigenwert A. Die Gesamtheit der
Eigenwerte bildet das Eigenwertspektrum des Operators A. Entartung
liegt vor, wenn zu einem Eigenwert mehrere (linear unabhingige) Ei-

genkets existieren. Ist ) )
B = f(A) (4.133)

und gilt die Eigenwertgleichung (4.132), so ist |x) auch ein Eigenket
von B, und zwar zum Eigenwert f(\),

Blx) = f(A)x) = FNx)- (4.134)

Wie wir bereits wissen, kommt hermiteschen Operatoren eine ganz
besondere Bedeutung zu. Dabei gelten fiir das Eigenwertproblem her-
mitescher Operatoren die bereits in den Abschnitten 2.2 und 2.8 ange-
gebenen Sitze, deren Herleitung im (abstrakten) bracket-Formalismus
vollig analog zu der in den genannten Abschnitten gegebenen kompo-
nentenméafigen Herleitung ist. Betrachten wir beispielsweise zwei Ei-
genkets |x1) und |x2), die zu den Eigenwerten A; und Ay gehoren,

Alxa) = Mlxa), (4.135)
Alxa) = Xalxa). (4.136)

Multiplikation der Gleichung (4.135) von links mit dem bra-Vektor (s
ergibt A
(x2|Alx1) = Mi{xz2lx1)- (4.137)

Die zu (4.136) hermitesch adjungierte Gleichung
(el AT = (xalA; (4.138)

multiplizieren wir von rechts mit dem ket-Vektor |x1) und erhalten

(2l AT[xa) = (xalxa)Xs. (4.139)
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Subtraktion der Gleichung (4.139) von der Gleichung (4.137) fiihrt fiir
Al = A auf die zu (2.67) analoge Gleichung

(M =A%) (alxa) =0, (4.140)

woraus geschlossen werden kann, dafl die Eigenwerte eines hermite-
schen Operators reell und die Eigenkets, die zu verschiedenen Eigen-
werten gehoren, zueinander orthogonal sind. Falls Entartung vorliegt,
koénnen — vollig analog zu den Uberlegungen im Abschnitt 2.2 — die zu
einem Eigenwert gehorenden (linear unabhéngigen) Eigenkets orthogo-
nalisiert und natiirlich auch noch normiert werden. Sind A und B zwei
voneinander unabhéngige hermitesche Operatoren, deren Kommutator
verschwindet,

A=Af, B=8', [4,B]=0, B#fA) (4.141)

so besitzen sie gemafl Abschnitt 2.8 ein gemeinsames Eigenvektorensy-
stem, und umgekehrt impliziert ein gemeinsames Eigenvektorensystem
Vertauschbarkeit der Operatoren. Damit kann jedem vollstadndigen Or-
thonormalsystem ein Satz von vertauschbaren hermiteschen Operato-
ren so zugeordnet werden, dafl deren Eigenvektorensystem gerade durch
dieses Orthonormalsystem gegeben ist.

4.1.4 Unitare Transformationen

Eine Vektorzuordnung der Art

) = 1) (4142

mit

-1 — {rt (4.143)

wird als unitare Transformation bezeichnet. Gemé$ (4.110) und (4.111)
impliziert die Gleichung (4.142)

('] = (|UT, (4.144)
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und somit gilt fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren [¢)) und |p) bei
einer unitéren Transformation

() = (o TIT 1) = (ol). (4.145)
i

Folglich stellt das Skalarprodukt zweier Vektoren bei unitdren Trans-
formationen eine Invariante dar. Dies gilt natiirlich auch fiir das Ska-
larprodukt von Vektoren A|iy) und |p), das in der Form

(plAl) = (oL ALlp) = (p|UTTAUTU|y) = (¢|UAUTY)  (4.146)

geschrieben werden kann, so dafl

(plAly) = (| A1) (4.147)

ist, wobei

A — TAD (4.148)

offensichtlich als Transformationsgesetz fiir Operatoren angesehen wer-
den kann.!" )
Betrachten wir die Transformation eines Operators B,

B = UBU, (4.149)
der als eine Operatorfunktion
B = f(Ay, Ay, As,..) (4.150)
definiert ist. Wie unschwer zu zeigen ist,!! gilt dann
B'=UBU"
= f(UA U, UAUT, UAUT, .. )
= f(A}, Ay AL ). (4.151)

10Wird |¢p') = Ut|y)) gesetzt, gilt offensichtlich A’ =UtAU.

I'Man schiebe zwischen benachbarte Operatoren A, und Ai+1 den Einheitsoperator gemif}
fLAiH :AiUTUfLH ein. Beachte, dal die Gleichung (4.151) generell fiir Transformationen der
Art B'=UBU" giiltig ist, auch wenn U~! £ U1 ist.
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4.1.5 G-Darstellung

Es sei G= G(l), é(2), e G ein Satz von hermiteschen Operato-
ren, der in dem Sinne vollstdndig ist, dal sein Eigenvektorensystem
{19) =19, g®, ..., g™} als ein vollstindiges Orthonormalsystem (im
erweiterten Hilbert-Raum) angesehen werden kann:

Glg) = gl9), (4.152)
(9l9") = (9,9 ) (4.153)

Ilg = (4.154)

Jeder Vektor |¢) € H kann dann geméif (4.33) in der komponen-

tenméBigen Form
= Yool (4.155)
7

dargestellt werden, wobei fiir diskretes g die Komponenten

by = (9l¥) (4.156)

bekanntlich als Elemente einer Spaltenmatrix angesehen werden kon-
nen, die fiir kontinuierliches ¢ in eine Funktion iibergeht,

Yy = Y(g) = (gl). (4.157)

Man spricht von (g|¢) als von |¢) in der G-Darstellung. Gemaf (4.89)
[und (4.10)] lautet das Skalarprodukt zweier Vektoren [¢) und |p)

(el) = Y telontols) = Ytole) ol (4.158)

Es sei A ein beliebiger (nicht notwendigerweise hermitescher) Ope-
rator. Geméaf (4.90) gilt

Azggmwwww (4.159)

Unter dem Operator A in der G-Darstellung werden die auch Ma-
trixelemente genannten diskreten bzw. kontinuierlichen Komponenten
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(g|A|g') verstanden, wobei es sich fiir diskretes g und ¢’ um Matrixele-
mente im eigentlichen Sinne handelt,

Agg’ = <9‘A‘gl>a (4-160)

die fiir kontinuierliches g und ¢’ in eine Funktion von ¢ und ¢’ iiberge-
hen,

Aggy  — A(g,g'):<g\f1\9'>- (4.161)

Ist speziell A= f (@), so resultiert die als Spektraldarstellung bezeich-
nete diagonale Darstellung

(9l f(@)lg') = fl9)6(g,9), (4.162)

und die Gleichung (4.159) nimmt die Gestalt

A= Iﬂg) l9)al (4.163)

an. Gemaf (4.92) geht die Vektorzuordnung

) = Al) (4.164)

in der G-Darstellung in die Matrix- bzw. Integralgleichung

(leh = Y tolls) (1) (4.165)

fiir die komponentenméfige Zuordnung (g|¢) — (g|¢) iber, fir die
haufig auch abkiirzend

(gl) = A(gly) (4.166)

geschrieben wird (siehe die FuBnote auf Seite 167). Ist wieder speziell
A= f(G), so reduziert sich die Gleichung (4.165) offensichtlich auf

(gle) = f(g) (gl¥), (4.167)

und der Operator A in (4.166) ist einfach ein multiplikativer Operator.
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Es sei H=HO H® . H® ein anderer (von G verschiedener)
Satz von hermiteschen Operatoren, der zu dem (von {|g)} verschiede-
nen) vollstindigen Orthonormalsystem {|h) = [V AP .. KM} An-
laB gibt. Ist A= f(H), so besteht folgender Zusammenhang zwischen
der GG-Darstellung des Operators A und seiner Spektraldarstellung;:

(alf ()l = E;f(h) (g1} hld')
- g;ﬂh) (/)" gl). (4.168)

4.2 Der formale Aufbau der Quanten-
theorie

Im Kapitel 2 sind wir von der Wellenfunktion als einer Md&glichkeit
der Beschreibung des Zustands eines quantenmechanischen Systems
ausgegangen und haben daran ankniipfend die Grundprinzipien der
Quantentheorie entwickelt. Wie wir wissen, entspricht eine solche Be-
schreibung einer ganz speziellen Darstellung, ndmlich der Ortsdarstel-
lung. Ein Vorzug des Diracschen bracket-Formalismus besteht darin,
dafl sich die Theorie ganz allgemein, ohne eine bestimmte Darstellung
zu favorisieren, formulieren 1483t.

4.2.1 Grundprinzipien

Ankniipfend an Kapitel 2 148t sich die Quantentheorie etwa wie folgt
axiomatisch einfiithren.

(1) Der Zustand eines physikalischen Systems wird durch einen Vek-
tor |¢) im erweiterten Hilbert-Raum H des Systems beschrieben.
Vektoren physikalisch realisierbarer Zustidnde sind auf 1 normier-

bar, ([) = 1.

(2) Die dynamischen, meBbaren physikalischen Grélen (Observa-
blen) werden durch hermitesche Operatoren in #H beschrie-
ben. Das zu einem vollstindigen Satz vertraglicher Observablen-
operatoren G= G(l), CA¥(2), cee G gehorende Eigenvektorsystem
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{lg) = g™M, g@, ..., g™)} bildet eine vollstindige Orthonormal-
basis in #H:'?

(9l9") = (g,9'), i\gxgl =1 (4.169)

) = Y lo) ol (4.170)

(3) Die MeBiwerte von Observablen sind die Eigenwerte ihrer her-
miteschen Operatoren. Es sei A=G® der hermitesche Opera-
tor einer zu messenden (zu einem gewissen vollstindigen Satz
G gehorenden) Systemobservablen. Wird bei einem individuellen
MeBakt am System in einem Zustand |¢) der Eigenwert g re-
gistriert, dann ist das System im Ergebnis der Messung in den
Unterraum S C #, der die zu dem Eigenwert ¢() gehérenden
Eigenzustinde |g) von G enthilt, projiziert worden:

o) = ) Fold) (4.171)
1Bsale)l /1 Pocs 45) |

Poy = i Dl lg) e 89 (4.172)
g

Die mit dem MefiprozeB verkniipfte Projektion (4.171) wird auch
Zustandsreduktion genannt. Der Unterraum & @) wird auch als
Eigenraum von G*) bezeichnet. Wir setzen voraus, da8 der infolge

12Zur Erinnerung: g charakterisiert einen Punkt im Raum der Eigenwerte von Go , G'(Q), ceey Gm,
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der Messung entstandene Zustand |¢) in (4.171) als physikalischer
Zustand normierbar ist. Ist ¢¥ kontinuierlich, dann ist die Glei-
chung (4.171) so zu verstehen, da8 der Projektionsoperator S in
(4.172) auch Eigenvektoren von G mit voneinander verschiede-
nen Eigenwerten ¢ enthilt, und zwar diejenigen Eigenvektoren,
fiir die die Eigenwerte in einem infinitesimal kleinen, jedoch (we-
gen der prinzipiell begrenzten MeBgenauigkeit immer) endlichen
Intervall Ag) (— dg®) liegen.

(4) Fiir diskrete (bzw. kontinuierliche) Eigenwerte von G ist die
Wahrscheinlichkeit W [bzw. AW (g\))], bei einer Ensemblemes-

sung den Eigenwert g(i) (bzw. einen Eigenwert im Intervall g(i),
g% +dg™) zu registrieren, (1| Pg [1p):'3

W im diskreten Fall,

P i — ! : ; j
(Y1 Psol¢) { AW (¢@) = w(g(’)) dg® im kontinuierlichen Fall

(4.173)

Es seien |¢) und |p) zwei physikalisch realisierbare Zustandsvek-
toren,

YY) = (elp) = 1. (4.174)

Fiir die Wahrscheinlichkeiten, mit der |¢) in |¢) und umgekehrt
|¢)) in |p) enthalten ist, gilt offensichtlich

(WP |9) = (el Puyle) = [elv) . (4.175)

(5) Sind ¢=q¢1,92,43,... und p=p1,p2,ps,... die (generalisierten)
Koordinaten und Impulse eines Systems, die — wie die kartesi-
schen Koordinaten und Impulse eines Massenpunktsystems — je-
den reellen Zahlenwert annehmen koénnen und entsprechen den
GréBen A und B als Funktionen von ¢ und p die Operatoren A

13Dies ist gerade der Erwartungswert von ps(n; sieche Abschnitt 4.2.2. Offensichtlich ist w(g(i))
in (4.173) die entsprechende Wahrscheinlichkeitsdichte.
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und B , dann entspricht der Poisson-Klammer

OA OB OA OB
C ={A, B} Ea ( a0 o o (9qa> (4.176)

der Operator

R 1 .~ .
C=— (A, B], (4.177)

d.h.:

C={A,B} ~ C=-—[ADB] (4.178)

1
vh

Es ist klar, daf3 fiir hermitesche Operatoren A und B, der Ope-
rator C ebenfalls hermitesch ist. Insbesondere impliziert die
Poisson-Klammer

{Qaapa’} — 5040/ (4179)

die Vertauschungsregel

[éaaﬁa’] = 2.héaa’j- (4180)

4.2.2 Erwartungswerte

Es sei A der einer Observablen A zugeordnete hermitesche Opera-
tor, wobei ohne Einschrinkung der Allgemeinheit angenommen werden
kann, daf} die Observable eine Funktion der Observablen eines gewissen
vollstdndigen Satzes von Observablen ist. Bezeichnen wir den entspre-
chenden Satz von Operatoren wieder mit G (= EONEC . G(”)), SO
konnen wir also annehmen, dafl

A= f(G) (4.181)

ist und folglich

Alg) = f(G)lg) = f(9)lg) = alg) (4.182)
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gilt. Es sei 8@ der Unterraum des erweiterten Hilbert-Raums A, der
die zu einem bestimmten Eigenwert a = f(g) gehérenden Eigenzustinde

lg) von A enthilt. Befindet sich das System in einem Zustand |¢), dann
stellt nach Axiom

(4 )
(W Bo ) = Y (19 (gl) = I\glw (lg) € 8@y (4.183)

die Wahrschemhchkelt W, [bzw. dW(a)=w(a)da] dar, bei einer
(Ensemble-)Messung der Observablen den Mefwert a= f(g) (bzw.
einen Mewert im Intervall a, a + da) zu registrieren,

<¢‘]5 ) W, im diskreten Fall,
s dW(a) im kontinuierlichen Fall.

Folglich ist nach den Regeln der Wahrscheinlichkeit der Mittelwert (Er-

wartungswert) der Groe A durch
2
0 =Yl @y
g

(4.184)

(4) = I () Pst

gegeben. Wir schreiben diese Gleichung in der Form

- iﬂg) (19 |{gl)
— (| (j‘,f(g) \g>|<g\) %), (4.186)

machen von der Spektraldarstellung von A Gebrauch,

A= j‘,f(g) 9l (4.187)

[vgl. (4.163)], und erhalten:'4

(A) = (I Aly) (4.188)

"“Entsprechend ergibt sich das k-te Moment von A als (AkY = (1p| AF|¢p). Speziell fiir die Varianzen
((AA)?) = (A2) — (A)? und ((AB)?) = (B?) — (B)? zweier Observablen A und B kann - vollig analog
zu der Herleitung im Abschnitt 2.6 — gezeigt werden, dafl die Heisenbergsche Unschérferelation
(2.162) gilt.
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Die Gleichung (4.187) gilt fiir jede Observable A, da diese immer als
Element eines vollstdndigen Satzes von Observablen angesehen werden
kann. Sie gilt auch fiir komplexwertige Groflen A=Re A+1:Im A, da sie

sowohl fiir Re A als auch fiir Im A gilt. Der Erwartungswert einer Gréfle
A ist also das Skalarprodukt aus Al¢) und |¢) (d.h. das Dreierprodukt

aus dem bra-Vektor (¢|, dem Operator A und dem ket-Vektor 11)).

Wir wollen die Gleichung (4.188) in eine etwas andere Form bringen.
Dazu schieben wir rechts (oder auch links) von A den Einheitsoperator
I in dyadischer Darstellung gemif (4.88) ein,

(A) = (| AJg) = ($|Al[y)
- 2;<wvi\b><b|w> - Zﬁ<b|¢><¢wb> (4.180)

({|b)} - beliebiges vollstindiges Orthonormalsystem), und sehen, daf
der Erwartungswert einer beliebigen Grofle A die Spur des Produkts
aus |¢)(¢| und A ist:

(A) = Tr (J9) (] A) = Tr (A]p) () (4.190)

4.2.3 Zeitliche Entwicklung

Es sei A= f(q,p) (¢,p={qa,pa}) eine (nicht notwendigerweise reel-
le) Systemgrofle, der in der Quantentheorie der Operator A=f (4,p)
(4,9 = {Ga,Pa}) zuzuordnen ist.'>. Wie wir bereits wissen, wird der
Erwartungswert der GroBe i. allg. nicht zeitlich konstant,'® sondern ei-
ne mehr oder weniger komplizierte Funktion der Zeit sein. Bezeichnen

~

wir diese mit (A(t)), so haben wir i. allg.

AW) # () (1), (4.191)

Klassisch ergibt sich die Zeitabhingigkeit von A bekanntlich aus der
Zeitabhingigkeit der Koordinaten und Impulse, A(t) = flq(t), p(t)].

15Zur Erinnerung: Beim Ubergang von der ¢-Zahl-Funktion f(g,p) zur operatorwertigen Funktion
f(G,p) muB die Nichtvertauschbarkeit von ¢ und p beachtet werden muf}
16Es sei denn, es handelt sich um eine Erhaltungsgrofe.
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Demgegeniiber stehen wegen

(4) = (vl Af) (4.192)

in der Quantentheorie sowohl der Zustandsvektor |¢) als auch der Ope-
rator A als mogliche zeitabhéngige Groflen zur Verfiigung,

(A®t)) = WOIA®)D (), (4.193)

wobei die Zeitabhéngigkeit zwischen beiden in unterschiedlicher Weise
yaufgeteilt® werden kann. Dies fiihrt zu den verschiedenen Bildern
der Quantentheorie.!” Nehmen wir also an, daf sowohl |¢)) als auch A

eine gewisse Zeitabhiingigkeit tragen: [¢) — [)(t)), A— A(t). Fiir die
zeitliche Anderung des Erwartungswerts (A(t)) gilt dann

d, . d .
“{A®) = W OIAWI()

:[%wan]ﬁwwu» () S w<>>

+HOIA®) L) (4.194)

Es ist klar, daf§ sich in jedem Fall die gleiche zeitliche Entwicklung der
Erwartungswerte ergeben muf3.

4.2.3.1 Heisenberg-Bild

Im Heisenberg-Bild werden die Zustandsvektoren (|¢)) — |¢y)) als zeit-
lich unverénderlich betrachtet:

dyu(t))

=0~ [nt)=Wal) (b#b) (4.195)

Demgeméif miissen die Operatoren parametrisch dergestalt von der Zeit
abhingen, daf} sie die volle Information iiber die zeitliche Entwicklung
der jeweiligen Erwartungswerte tragen.

1"Die vielfiltigen Moglichkeiten, quantenmechanische Systeme zu beschreiben riihrt zum einen
aus der Vielfalt der Darstellungen und zum anderen aus der Vielfalt der Bilder her.
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Das Heisenberg-Bild schliefit folglich unmittelbar an die klassische
Theorie an, in der die zeitliche Anderung von A bekanntlich durch die
Poisson-Klammer von A mit der Hamilton-Funktion H des Systems
gegeben ist,

dA
—={A H\. 4.1
i {A, H} (4.196)
Da nach Axiom (5) die Ubersetzungsvorschrift
1 N
{AH}Y ~ %[A,H} (4.197)
7

gilt, kann der Operator der zeitlichen Anderung von A mit (ih)~'[A, H]
gleichgesetzt werden, so dafl im Heisenberg-Bild,

A=fGp) —  Au(t) = flgu(t), pu()], (4.198)
die Bewegungsgleichung

ddy 1 .. -
—— = — |Ayq, H 4.199
gilt. Ist die Grofle A explizit zeitabhéingig, so ist der zugeordnete Ope-
rator A ebenfalls explizit zeitabhingig,

A(t) - f(qA)ﬁa t) — AH(t) - f[qAH(t)aﬁH(t)a t]a (4200)
und die klassische Bewegungsgleichung
dA 0A
— ={AH} + — 4.201
L= m+ (4201

geht in die quantenmechanische Bewegungsgleichung

ddu(t) _ L g o 0Au(t) .
= o An(), Ha()] + — (4.202)

iiber. Die Bewegungsgleichungen fiir Operatoren im Heisenberg-Bild
werden auch Heisenbergsche Bewegungsgleichungen genannt. Speziell
fiir die Koordinaten und Impulse lauten sie

QWenll) _ - (qntt), Hu)], (4.209
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dﬁcg(t) _ % o (t), Hu(t)]. (4.204)

Cemif (4.194), (4.195) und (4.202) gilt fiir die zeitliche Anderung
des Erwartungswerts einer Grofle A:

AW) = = o] [An(0), B o) + (on01 222D (0
(4.205)
Ist
[An(t), Hu(t)] = 0, (4.206)
so folgt aus (4.202) A X
dAu(t) _ 0Au(t) (4.207)

ot
Ist dariiberhinaus die GréBe A und damit auch der Operator A nicht
explizit zeitabhingig,

0A
— =0 4.208
at ) ( )
so stellt die betrachtete Grofle eine Erhaltungsgrofie dar,
d, - .
&<A> =0 ~ (A)=const. (4.209)
Insbesondere gilt fiir den Hamilton-Operator immer
dHy  OHy
= _ 4.210
dt ot ( )

Ist er nicht explizit zeitabhiingig, gilt erwartungsgemifl Energieerhal-
tung. Sind also A und H nicht explizit zeitabhingig,

0A  OH
= =5 =0 (4.211)

so ist neben der Energie auch A Erhaltungsgroﬁe wenn (zu jedem Zeit-
punkt) der Kommutator von A und H verschwindet,'®

[A, H} =0 ~ <A> = const. (4.212)

18Djese Aussage ist unabhingig vom gewihlten Bild (vgl. Abschnitt 2.5).
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4.2.3.2 Zeitentwicklungsoperator

Wir wollen die durch die Bewegungsgleichungen (4.202) — (4.204) be-
stimmte zeitliche Entwicklung eines Operators im Heisenberg-Bild,

~

A(t) - f(cja,ﬁa: t) — AH(t) — f[(_?aH(t)aﬁaH(t)a t] (4213)

etwas genauer untersuchen. Dazu gehen wir von den Koordinaten- und
Impulsoperatoren zu irgendeinem Zeitpunkt ¢’ aus,

t=1t"": Gor(t'), Pam(t’). (4.214)
Damit ist auch der Operator
A(t'31) = f [Gann(t'), Pan(t'), 1] (4.215)
gegeben und insbesondere
Au(t') = A(t;t)) = f[Gan(t"), (), ]. (4.216)

Wie wir sehen werden, kann Ag(t) aus A(#;t) mittels einer unitéiren
Transformation gewonnen werden:

A

An(t) = Ut(t, ) A(t; ) U (L, t) (4.217)

Ulie,t)y=0""t,t), U t)=1 (4.218)

Speziell fiir nicht explizit zeitabhingige Groflen gilt
Au(t) = UT(t,t) Ax(t U (t,1). (4.219)

Die Forderung U (t', ') = I sichert, da8 fiir t — ¢’ der Operator Ag(t)
tatsédchlich in den Ausgangsoperator AH(t’ ) iibergeht. Die Unitaritat
der Transformation, U'(¢,#)=U""(t,t'), sichert, daB sich A(¢';¢) in der
gleichen Weise wie AT (t';t) transformiert,

Al () = U (¢, AT 1)U (8, 1), (4.220)
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und somit ein hermitescher Operator zu allen Zeiten hermitesch
bleibt,

ATt t) = A(tst) ~  Al(t) = Au(b). (4.221)
Ferner gilt natiirlich (4.213):
Au(t) = U6, ) f [Gau (), Ban(t)), ] U (¢, 1)

(
= fIUM &) dan (@)U (4, ), U (8, )par () U (8, 1), 1]
= f [CjaH(t)aﬁaH(t)a t} (4222)
[siehe (4.151)]. Insbesondere geht der Kommutator
[Au(t'), Bu(t')] = Cu(t) (4.223)
in
[Au(t), Bu(t)] = Cu(t) (4.224)
iiber, und folglich bleiben gleichzeitige Vertauschungsregeln erhalten.

Ein Operator vom Typ U (¢,t") heiit Zeitentwicklungsoperator. Im
vorliegenden Fall geniigt er der Differentialgleichung?’

d -~ 1 - R
—U(t.t)Y==H({t: YUt 4.225
= U t) = — H{t5)0(t,¢) (4.225)

7

mit der Anfangsbedingung U (¢,t)=1.2' Um dies zu zeigen, differen-
zieren wir die Gleichung (4.217) fir Ag(t) nach der Zeit und erhalten

19Wire dies nicht der Fall, wiire die entsprechende Grofe nicht zu allen Zeiten mefbar.
*%Tst der Hamilton-Operator nicht explizit zeitabhéingig, héingt er auch nicht von dem (willkiirlich
gewiithlten) Zeitpunkt ¢’ ab, so daf anstelle von H(#';t) einfach H geschrieben werden kann.

21m allgemeinen kann hier auch ein anderer (Anfangs-)Zeitpunkt stehen und somit U (to, to) =1
gelten (to #1t'); siehe (4.231).
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unter Beriicksichtigung von (4.225)

dAn(t)  dUT(t,t)
dt —  dt

At 1)U (t,t)

~

dA(t;t
dt

N—

+ Uttt U(t,t)

A~

dU (¢, )
dt

+ U (t, t)A(t'; 1)

1 A A o A
== Ut YH{; ) A )U (1)
7
+ UM, YA ) H(E; 0) U (¢, )

~

dA(t; 1)
dt

+U(t,t) U(t,t). (4.226)

Geméf (4.222) gilt

Ut tYH (' ) A )U (L, 1)
= UT(t, ) H(; ) U, U (t, AW 1)U (L, 1)
= Hy(t)An(t), (4.227)

so daB [mit dem analogen Ausdruck fiir Ut(¢t, ¢ VA, t)H(t'; )U(¢t,t")]

~

dA(t; 1)
dt

dAH(t) _ i [AH(t), ﬁ[H(t)] + UT(t,t')

Ult. ¢ 4.228
Y - (t,t) ( )

folgt. SchlieBllich kénnen wir fiir den zweiten Term auf der rechten Seite
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dieser Gleichung [unter Beachtung von (4.213), (4.215) und (4.222)]

- dA(t;t) -
T ! ) /
(e, 1) Y gy 1)
— UT(t, tl) df[QaH(t BiatpaH(t )7 t] U(t, t/)
_ UT(t’tl) af[QaH(t )7paH(t )at] U(t,t/)
ot
Of[Gan(t), Ponr(t),t]  0An
= = 4.22
ot ot (4:229)
schreiben, und aus (4.228) wird
dAu(t) 1 ., . O Aw(t)
Tt [Au(t), Hu(t)] + T (4.230)

d.h. genau die Heisenbergsche Bewegungsgleichung (4.202).
Wir wollen die Losung der Differentialgleichung (4.225) konstruie-
ren, wobei wir gleich den etwas allgemeineren Fall

N 1 - N
Ult.ty)) = — H(t: t\U(t,t 4.231
dt ( ) 0) ih ( ) ) ( 3 0) ( )

~ A,

[U(to, to) = I] betrachten wollen. Falls der Hamilton-Operator nicht ex-
plizit von der Zeit abhéngt, H(t';t) = H,* fiihrt die Losung der Diffe-
rentialgleichung (4.225) einfach auf einen Exponentialoperator:

~

U (t, 1) = exp [% At — to)] (4.232)

Falls der Hamilton-Operator explizit zeitabhéingig ist, kann die Diffe-
rentialgleichung (4.225) durch formale Integration in die Integralglei-

22Gjehe die Fufinote 20 auf Seite 187.
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chung
O(tty) = T+ — / At (¥ 4) 0 (1, 1) (4.233)

iiberfithrt werden, deren Losung mittels sukzessiver Approximation auf
die Reihe

. .1 [t
Ult,t)) =1+ — [ dtH(t';t1) + ...
ih [y,

t ty th-1 . . .
dt; [ dty-- / dt, dt, H(t';t)H(t';t2) - - H(t'; t,)
to to to
(4.234)
fithrt, die (formal) als zeitgeordnete Exponentialfunktion
. Y
ih Jy,

geschrieben werden kann, wobei T das (Dysonsche) Zeitordnungs-
symbol ist:

A(t))B(ty) fiir t; >ty

R (4.236)
B(tz)A(tl) fir t; <ty

T A(ty)B(ty) = {

Es ist klar, daf} fiir nicht explizit zeitabhingiges H die zeitgeordnete Ex-
ponentialfunktion (4.235) auf die Exponentialfunktion (4.232) fiihrt.??

230hne T-Ordnung entspriiche (4.235) der klassischen c-Zahl-Losung der eptsprechenden Diffe-
rentialgleichung vom Typ (4.225). Die Zeitordnung ist notwendig, da i. allg. [H(t';1), H(t'; t2)] #0
fiir tl ;étQ ist.
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4.2.3.3 Schrodinger-Bild

Geméf (4.195) und (4.217) ergibt sich der Erwartungswert einer Grofle
A im Heisenberg-Bild als

(A()) = (u(t)| Au(t)u(t))
= (Yu(O)|UT (¢, YA ) Ut ) |[u(t)) (4.237)
mit
dpu(t)
dt

In der Gleichung (4.237) kann der Vektor

= 0. (4.238)

[¥s(t)) = U6, ) |en(t) (4.239)

als zeitabhéngiger Zustandsvektor aufgefa3t werden, so dafl mit

Ag(t) = A t) = U, t) Au(t)UT (¢, ) (4.240)

der Erwartungswert von A als

(A(t)) = (s (t)| As(8)[s(t)) (4.241)

geschrieben werden kann. Offensichtlich riihrt die Zeitabhéngigkeit von
Ag(t) einzig von der expliziten Zeitabhéngigkeit der betrachteten Grofie
her:

dt ot
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Fiir die zeitliche Anderung von |t5(t)) gilt gemiB (4.239)

dls(t)) dU(t t')

dt [Yn(t), (4.243)
woraus mit (4.225)
ds®)) 1 o,
ST H(t'5 ) U 1)[n(t)) (4.244)

folgt, d.h., |1s(t)) geniigt der Schrédinger-Gleichung:

WSO _ 2 frs(eyss(e) (4245

Gemif (4.194), (4.242) und (4.245) gilt fiir die zeitliche Anderung des
Erwartungswerts einer Grofle A:

d

8A
T A(t)) slt

:iﬁ<¢S(t)|[As(t),ﬁs(t)}|¢s(t)>+<¢s( \ WS ()

(4.246)
Die Gleichungen (4.242) und (4.245) definieren das Schrodinger-
Bild, in dem den Zustandsvektoren die systemimmanente (dynami-
sche) Zeitentwicklung aufgepragt ist, wihrend die Operatoren nur ex-
plizit zeitabhingig sein konnen. Der Ubergang vom Heisenberg-Bild
zum Schrodinger-Bild, der durch die Gleichungen (4.239) und (4.240)
beschrieben wird, entspricht einer unitiren Transformation mit dem
Zeitentwicklungsoperator gemiB (4.235) (to —t'). Der Ubergang vom
Schrédinger-Bild zum Heisenberg-Bild wird durch die inverse Transfor-
mation vermittelt:

[u(t)) = U (¢, ¢)[us(1)) (4.247)




4.2. DER FORMALE AUFBAU DER QUANTENTHEORIE 193

An(t) = Ut (t, ) As() U (L, t') (4.248)

Heisenberg-Bild und Schrédinger-Bild stimmen offenbar fiir t = ¢/
iiberein:

~ ~

A(t') = As(t) = A(t';t) = Flgan(t), pan(t'), 1], (4.249)

[Yu(t)) = [¥u(t) = [¥s(t), (4.250)

so dal die Transformationsvorschrift (4.239) auch als

[s(t)) = U(t, ¢)[¢s(t) (4.251)

geschrieben werden kann. Ist im Schrédinger-Bild der Zustands-
vektor zu einem gewissen (Anfangs-)Zeitpunkt ¢=t" gegeben,
s () |i=¢ = |15 (t)), dann stellt |1)g(t)) aus (4.251) offenbar die Losung
der Schrodinger-Gleichung (4.245) mit dieser Anfangsbedingung dar,
wobei fiir die Differentialgleichung (4.225) und ihre Losung (4.235) (fir
to=1") wegen (4.240) auch

d -~ 1 . .
—U(t.t)==Hqt)U(t, t 4.252
1 U1) = o Hs(OU (1) (4.252)
und
. 1 [t .
U(t,t') =T exp [_h/ dTHs(T)] (4.253)
7 t

geschrieben werden kann.

Der (Anfangs-)Zeitpunkt ¢y, zu dem der Zustandsvektor im Schro-
dinger-Bild als gegeben angenommen wird, kann natiirlich verschieden
vom Zeitpunkt ¢’ sein, zu dem Schrodinger- und Heisenberg-Bild tiber-
einstimmen. Die Losung der Schrédinger-Gleichung (4.245) fiir |ig(t))
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bei gegebenem |¢5(ty)) kann offensichtlich immer in der Form

[Ws(t)) = U(t, o) s (to)) (4.254)

mit dem Zeitentwicklungsoperator

Ult,tg) =T exp [% /t: dr FIS(T)] (4.255)

dargestellt werden, wobei nach wie vor Hg(t)=H(t;t) ist.>* Aus
(4.254) [zusammen mit (4.255)] ist ersichtlich, dafl einerseits

s (t)) = U (t, 1) [ebs (t1)) (4.256)
und andererseits
Us(t)) = UL b)is(t)) = U6, 12)0 (e, ) s(t))  (4.257)
ist, woraus die niitzliche Beziehung
Ut ty) = U(t, ta)U(ts, t1) (4.258)

folgt. Ist der Zeitpunkt #; verschieden von dem Zeitpunkt ¢, zu dem
Schrédinger- und Heisenberg-Bild {ibereinstimmen, so gilt wegen

[s(to)) = Ulto, t)|es(t)) (4.259)
und
[¥s(t) = [¢u(t)) (4.260)
der folgende Zusammenhang zwischen |¢s(t)) und |[¢g(t)):
[s(to)) = U(to, )[4 (1)), (4.261)
[u(t)) = U (to, ') s (t0)). (4.262)

24Genaugenommen miiBte fiir den Zeitentwicklungsoperator (4.255) ein anderes Symbol als fiir den
Zeitentwicklungsoperator (4.253) verwendet werden, da sie (im Falle eines explizit zeitabhingigen
Hamilton-Operators) fiir ¢ # ¢ verschieden sind.
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Anmerkungen

e Essei A=f (Gas Pa) €in Observablenoperator. Die Losung des Ei-
genwertproblems im Schrodinger-Bild,

As|xs) = Asxs), (4.263)

fiihrt fiir nicht explizit zeitabhédngiges Ag auf zeitunabhingige Ei-
genvektoren |xg) und zeitunabhingige Eigenwerte Ag. Wir gehen
in das Heisenberg-Bild iiber,

Ut(t, 1) As|xs) = UT(t, ') As|xs), (4.264)
und finden
Ut(t, ¢ AU (¢, ) Ut (¢, ¢/ = \s UT(t, )| xs), 4.265
U'( A)Vs (t,t) U'( v)\XsZ sU'(E,1)|xs) ( )
An(t) Ixu(t)) xu(t))
d.h. )
Au(t)|xu(t)) = Alxn(t)) (4.266)
mit
)\s = )\H =\ (4267)

Erwartungsgeméfl sind nunmehr die Eigenzustinde |yu (%))
zeitabhingig, wahrend die Eigenwerte unveréndert bleiben und
somit bildunabhingig sind.

e Wir wollen annehmen, daB A zu einem gewissen vollstdndigen
Satz vertriglicher (nicht explizit zeitabhéngiger) Observablenope-
ratoren G gehort. Unter der G-Darstellung wird dann {iblicher-
weise die Darstellung in der durch das zeitunabhédngige ortho-
normierte Eigenvektorsystem {|g) = |gs)} von G = G definier-
ten (und somit zeitunabhingigen) Basis verstanden. Nur dann
sind im Heisenberg-Bild die Komponenten (g|¢y) des Zustands-
vektors |1y) zeitunabhingig, und die dynamische Zeitabhingig-
keit einer beliebigen Grofle B ist in ihren Operatorkomponenten
(g|Bulg’) enthalten. Dementsprechend sind auch nur dann im
Schrodinger-Bild die Komponenten (glig) des Zustandsvektors
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|1s) zeitabhédngig, wihrend die Operatorkomponenten <g\Bs| q)
nur noch eine explizite Zeitabhingigkeit tragen kénnen.?® Die hier
im Zusammenhang mit Blick auf das Schrédinger-Bild und das
Heisenberg-Bild getroffenen Feststellungen treffen sinngeméfl auf
alle Bilder zu und insbesondere auch auf das im nichsten Ab-
schnitt zu behandelnde Dirac-Bild.

4.2.3.4 Dirac-Bild

Wiéhrend im Heisenberg-Bild die dynamische Zeitentwicklung eines
quantenmechanischen Systems vollstindig durch zeitabhidngige Ope-
ratoren reprisentiert wird, ist die Situation im Schrédinger-Bild ge-
nau umgekehrt: die dynamische Zeitentwicklung wird allein durch
zeitabhéingige Zustandsvektoren reprasentiert. Im Dirac-Bild (auch
Wechselwirkungsbild genannt) wird eine (problemangepafite) Auftei-
lung der Zeitabhéngigkeit zwischen Operatoren und Zustinden vorge-
nommen.
Es sei A A )

Hs(t) = His(t) + Has(t) (4.268)
der (gegebenenfalls explizit zeitabhéngige) Hamilton-Operator eines
quantenmechanischen Systems im Schrédinger-Bild. Wir schreiben ihn
als

~

Hs(t) = ﬁ1s(t) + (1 - /\)ﬁzs(tl-l- AHas(t)

= 2O (t) + B (t) (4.269)
(0<A<1). Im Dirac-Bild,

(A1) = (¥s(t)|As(t) [vs(t))
= (gs(6)[UO (1, )T (2, 8) As (1) 0O (2, 8 UOT (8, ¢') [ys (t))

= (¢n(t)| Ap(t)l¢n(t)) (4.270)

25Man kann natiirlich auch eine Darstellung mit Hilfe der zeitabhingigen Basisvektoren definie-
ren. Dann sind diese Aussagen nicht richtig. Die zeitliche Entwicklung von Erwartungswerten ist
offensichtlich vollig unabhingig davon, ob die zeitlich konstante oder die zeitlich verdnderliche Basis
verwendet wird.
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[TOF(¢,¢) =T O-1(¢,¢)], ist die Zeitabhiingigkeit zwischen Zustands-
vektoren und Operatoren entsprechend der Vorschrift

¥ (1)) = UYL, ) lgs(t)) (4.271)

Ap(t) = UO1(t, ") Ag () U0 (t, 1) (4.272)

aufgeteilt, wobei der Zeitentwicklungsoperator U(©) (¢,t") der Differen-
tialgleichung

d . 1
— U0t = =

7 UV = 5 B 00O 1) (4.273)
7

mit der Anfangsbedingung U (¢, ') =1 geniigen soll.?® Entsprechend
(4.253) [Hs(t) — HL (1), U(t,t') — UO(t, ¢')] gilt dann:

. I A
UO(t,t) =T exp [—/ dr Héo) (T)] (4.274)
7 t

Es ist unschwer zu sehen [vgl. die Herleitung der Gleichung (4.230)],
dal Ap(t) der folgenden Differentialgleichung geniigt:

dAp(t) 1 ; 0 94 (t) |
= 7 A Hy ()] + — (4.275)

26 Offensichtlich stimmen Dirac-, Schrodinger- und Heisenberg-Bild fiir # =#' iiberein.
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Um die Differentialgleichung, der |¢p(t)) geniigt, zu finden, differenzie-
ren wir beide Seiten der Gleichung (4.271) nach der Zeit,

d|¢(113t(t)> _ dU ;T(t 1) s (t)) + 70 (t t') |¢§t( ) : (4.276)

verwenden die Gleichungen (4.273) und (4.245) und finden

dw(]i)t(t» _ % [ OOt (¢, ) B () s () + OOF (t,t’)ﬁs(t)\¢s(t)>]

= Lo, ey B8O (1) s (t))

1

Dﬁ'

p<><tt)Hg>() Ot,t) UON ) |us(t),  (4.277)

-~

a0 () [¥n(t))

d.h., die gesuchte Differentialgleichung lautet wie folgt:

= |

dign(t)) 1 4
i —an o OYn(t) (4.278)

Selbst fiir nicht explizit zeitabhingige Operatoren f[éo) und ﬁél) ist
f[lgl)(t) i. allg. zeitabhingig, so daf die Losung der [zu (4.245) analogen]
Differentialgleichung (4.278) [analog zu (4.254) und (4.255)] als

[ (t)) = UW(t, to) [vhp (o)) (4.279)

mit dem Zeitentwicklungsoperator

. 1 [t
UW (¢t o) = T exp [E / dTH]g”(T)] (4.280)
to

geschrieben werden kann.
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Anmerkungen

e Die Gleichung (4.279) lautet fur ¢, =1’

[¥p(t)) = UV(t, ) [y (t)). (4.281)
Gleichsetzen von (4.281) und (4.271) liefert

OO, ) o () = UV, ¢)]us(1)), (4.282)
[s(t)) = U (¢, ) U (¢, 1) e (t)) (4.283)

folgt, so dal wegen |¢p(t)) = |1s(t'))
[ds(t)) = U (¢, ) UD (¢, ) |ws(¢)) (4.284)

ist. Da andererseits

[s(t)) = Ut 1) |ys() (4.285)

gilt [siehe (4.251)], folgt die als Feynmansches Entwirrungs-
theorem bekannte Faktorisierungsvorschrift

Ut,t) = U0, ¢\ UD(t,t) (4.286)

mit [siche (4.255), (4.274) und (4.280)]:

[ ]

~ 1 t R 1 t R
U(t,t’) =T exp [_h/t, dr HéO)(T) + _h/tl dr Hél)(T)]

(4.287)

. I LA
UO(t,t) =T exp [—/ dr Héo)(’l')] (4.288)
tl
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. 1 [t . .
UD(t,#) =T exp [,— / dr U (r, ) B (1) OO (1, 1)
tl

7

(4.289)
Ist speziell Hg zeitlich konstant,

fs(ty) = Bs(ty) = £ = AO 4+ A0 (4.290)

(ty #t2), so sind U(t, ') und UO(¢,#) einfache Exponentialope-
ratoren,

Ut t') = exp —%f[(t — t’)]

— exp —%(H(O) + HO)(t - t’)] (4.291)

UO(t, ) = exp [—% 2Ot - t’)] , (4.292)

und nur U (D (t,#') kann ein zeitgeordneter Exponentialoperator
sein,

y 3 . oA . A
OO (t,#) =T exp [_1 / dr et 1) ﬁﬂ)e‘%H(O)(T_tl)] |
Gemif (4.286) gilt dann

exp [—%(ﬁ[“)) + HO)(t - t’)] = exp [— CHO@G — )

' ¢ i 77(0 n o2 i 77(0 ’
x T exp [—% / dr et (=) fr(1) o= HO (r=t) .(4.294)
t 1

e Die Aufteilung des Hamiltonoperators Hg(t) in zwei Teile wur-
de in (4.269) (formal) mittels des Parameters A vorgenommen.
Fiir A — 0 geht das Dirac-Bild offensichtlich in das Heisenberg-
Bild und fiir A—1 in das Schrédinger-Bild iiber. In der Praxis
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wird die Aufteilung iiblicherweise so vorgenommen, daf HO ei-
nem exakt lésbaren Problem entspricht und " eine (méglichst
kleine) Stérung beschreibt, die eine naherungsweise Auswertung
von UM (¢, ) gestattet (siche auch Abschnitt 5.3.2).

4.3 Symmetrietransformationen

Es sei A der einer Observablen eines quantenmechanischen Systems
zugeordnete (hermitesche) Operator. Werden der Zustandsvektor |t)

und der Operator A einer unitiren Transformation?’
W)y =TUl) ~ (@)= ([0 (4.295)
A= UAU? (4.296)

Ut = (] ~! unterworfen, so dndert sich bekanntlich der Erwartungswert
von A nicht,

(A) = (W A') = (Y| Al) (4.297)

(Abschnitt 4.1.4). Die gemeinsamen Transformationen von Zustands-
vektoren und Operatoren sind physikalisch jedoch nicht sehr bedeut-
sam. Was in der Regel interessiert, sind Aussagen iiber das Ergebnis von
Messungen, bei denen nur der Zustandsvektor bei fester Meflanordnung
oder alternativ die Meflanordnung bei unverdndertem Zustandsvektor
geandert wird, d.h.

W)y =Uly), A=A (4.298)

bzw.

W)y =), A =U'AU (4.299)

2"Neben unitéiren und linearen Transformationen konnen im Zusammenhang mit diskreten Sym-
metrietransformationen auch antiunitire und antilineare Transformationen eine Rolle spielen.
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so daf} die verdnderten Erwartungswerte jeweils gleich sind:

WA = (| A'|¢) (4.300)

Ist insbesondere (fiir jedes [|¢))

(WAl = (W A'l) = (®|Aly), (4.301)
dann gilt
A'=A=UTAU. (4.302)
Schreiben wir )
U=eB (4.303)

so ist B offensichtlich ein hermitescher Operator und entspricht folglich
einer prinzipiell mefibaren Grofle.

Wir wollen mit « eine bestimmte Transformation bezeichnen, die
am System durchgefiihrt wird (etwa eine rdumliche Translation oder ei-
ne Drehung). Dieser Transformation entspricht dann im Hilbert-Raum
eine unitare Transformation

A~

U="U(a)= e~ iB(@), (4.304)

Fithrt man zwei Transformationen oy und s der gleichen Art hinter-
einander aus und ist das Ergebnis wieder eine Transformation a der
betrachteten Art, fiir die speziell

a=a) + ay (4.305)

gilt, so muf} offenbar
Ula) = U(as)U(ay) (4.306)

gelten, woraus folgt, daB B(a) linear von a abhiingen mus,

B(a) = aC, (4.307)



4.3. SYMMETRIETRANSFORMATIONEN 203

und (4.304) in der Form

O(a) = e~ioC (4.308)

geschrieben werden kann.

Verfolgen wir die zeitliche Entwicklung eines abgeschlossenen Sy-
stems, wobei wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit das Schrédin-
ger-Bild zugrunde legen konnen. Wenn H der (im Falle eines abge-
schlossenen Systems nicht explizit zeitabhingige) Hamilton-Operator
des Systems ist, dann gilt bekanntlich

[ (1)) = Ut)]W), (4.309)

wobei

U(t) = e il (4.310)

der Zeitentwicklungsoperator und |¢) der Zustandsvektor zum Zeitnull-
punkt ist [Gleichungen (4.254) und (4.255) fiir £y =0 und Hgs(r) = H].
Es sei a eine Symmetrietransformation, d.h. eine Transformation, bei
der sich die Hamilton-Funktion und damit auch der Hamilton-Operator
des Systems nicht dndert. Das bedeutet, dafl zu jedem Zeitpunkt die
Anwendung von U(a) auf den Zustand |1(t)) = U(t)[4) fiir jeden Zu-
stand |t) das gleiche Ergebnis liefern muB wie die Anwendung von U (%)
auf den Zustand U(a)[4), d.h.

U(a)U(t) = U(t)U(a) (4.311)

bzw.

Ut (@)U ()0 (a) = U(t). (4.312)

Wir verwenden (4.310), schreiben (4.312) unter Berticksichtigung von
(4.151) als
exp —%UT(a)ﬁU(a)t] = exp [—%ﬁt] (4.313)
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und sehen, dafl erwartungsgemaif

Ul()HU (o) = H (4.314)

gilt, der transformierte Hamilton-Operator also gleich dem untransfor-
mierten ist und somit H mit U(«) vertauscht:

(H,U(a)] =0 (4.315)

Mit U () vertauscht natiirlich auch der hermitesche Operator C in
(4.308) mit H:

[,6] =0 (4316

Die Observable C' ist also Erhaltungsgrofie.

4.3.1 Zeitliche Translationsinvarianz

Die durch den Zeitentwicklungsoperator (4.310) vermittelte unitére
Transformation kann bereits mit einer Symmetrietransformation in
Verbindung gebracht werden. In einem abgeschlossenen System kann
auf Grund der Homogenitit der Zeit eine zeitliche Translation

t=t+r1 (4.317)

vorgenommen werden, ohne daf sich die physikalischen Gesetze dndern.
Wir ordnen der zeitlichen Translation in der Quantenmechanik gemafl
(4.304) einen unitdren Operator

U(r) = e7iB0) (4.318)

zu. Werden zwei zeitliche Translationen 74 und 7» hintereinander aus-
gefiihrt, so ergibt dies eine zeitliche Translation

T=T+T7, (4.319)
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so dafl gemif (4.305) und (4.306)

~ ~ ~

U(T) = U(TQ)U(Tl) (4320)
gelten muB. Somit hat U(7) gemiB (4.308) die Gestalt
U(r) = e™iCT, (4.321)

wobei der hermitesche Operator C' nicht von 7 abhingt. Offensichtlich
kann C auch nicht von dem Zeitpunkt, von dem aus verschoben wird,
und dem Zeitpunkt, zu dem verschoben wird, abhingen, da sonst keine
Translationsinvarianz vorlage (die zeitliche Translation beséfle nicht zu
allen Zeiten ¢ die gleiche Form). Betrachten wir die zeitliche Translation

to>t=to+T1 (4.322)
mit ihrer quantenmechanischen Entsprechung
[W(t)) = U()[v(te)) = e (). (4.323)

Da C zeitlich konstant ist, ist die dem Operator C entsprechende Ob-
servable also die physikalische Grofle, die wegen der zeitlichen Transla-
tionsinvarianz eine Erhaltungsgrofie ist,

%(é) = 0. (4.324)

Da dies in der klassischen Mechanik die Energie ist, kann der ,Ener-
gieoperator® H proportional zu C gesetzt werden,

H=nC, (4.325)

so dafl (4.321) die Gestalt

U(r) = e~ HHT (4.326)

annimmt.
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4.3.2 Raumliche Translationsinvarianz

In einem abgeschlossenen System sind wegen der Homogenitit des
Raums die physikalischen Gesetze invariant unter einer rdumlichen

Translation
r =r+d. (4.327)

In der Quantenmechanik entspricht eine solche Translation einer
unitdren Transformation mit

U(d) = e 'B@ (4.328)
Offensichtlich gilt wieder die Multiplikationsregel (4.306)
d=d;+dy; ~ U(d)=U(dy)U(dy), (4.329)

so dafl gemif (4.307)
B=d.-C (4.330)

gilt. Réumliche Translationsinvarianz bedeutet dann, dafi gemé&f
(4.316) der Operator C mit dem Hamilton-Operator vertauscht,

[C,H] =0, (4.331)

und folglich die dem hermiteschen Operator C entsprechende vekto-
rielle Observable eine Erhaltungsgrofle ist. Diese Erhaltungsgrofle ist
in der klassischen Mechanik gerade der Impuls. Dementsprechend wird
der Impulsoperator p proportional zu C gesetzt,

p = hC, (4.332)

und aus (4.328) [zusammen mit (4.330)] wird:

U(d) = e #4P (4.333)

Aus (4.329) ist ersichtlich, dal wegen

U(dy +dy) = U(dy + dy) (4.334)
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U(d;) und U(dsy) miteinander vertauschen miissen,

U(d1)U(dg) = U(d2)U(dy). (4.335)
Dies impliziert wegen (4.333) die bekannte Vertauschungsregel
B, ] = 0. (4.336)

Betrachten wir den Ort r eines Teilchens als Observable, so daf fiir
den ihr zugeordneten Operator r bei einer rdumlichen Translation d

i/ = UNd)#U(d) = +d (4.337)

und somit wegen (4.333)

erdPfe=7dP — § 4 g (4.338)

gelten muf. Fiir kleines d ergibt die Taylor-Entwicklung bis einschlief3-
lich des linearen Glieds

Pde <1+3d-p>f~<1—1d-p> gf—%[f-,d-p}, (4.339)

h h
d.h.
[#,d - p] = ihd, (4.340)
woraus mit d = dpra die bekannte Vertauschungsregel
(2, D] = thdgr (4.341)
folgt.
Anmerkung

e Sind ¢, und p, beliebige (Koordinaten- und Impuls-)Operatoren
mit

[Cja:ﬁa’] - 2.h(sacu’ y (4342)

und ist

A

D, (d) = e~ 7% (4.343)
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dann gilt immer:

A

D} (d) 4 Dy, (d) = Go +d (4.344)

Zum Beweis multiplizieren wir diese Gleichung von links mit

ﬁqa(d) und erhalten
(G0, Dy, (d)] = dDy, (d). (4.345)

Dies ist aber genau das Ergebnis der Anwendung der bekannten
Regel (2.179):

. oD, (d .
o Dy, ()] = 0 222D ap, (a) (1.346)
Pa
Operatoren des Typs (4.343) werden auch Verschiebungsope-
ratoren genannt.

4.4 Schrodingersche Wellenmechanik

Wir wollen zeigen, wie die auf zeitabhiangigen Wellenfunktionen (g, t)
basierende Quantenmechnik, wie sie in den Kapiteln 2 und 3 dargelegt
und zur Anwendung gebracht wurde, im Sinne einer speziellen Darstel-
lung und eines speziellen Bildes — der Ortsdarstellung im Schrodinger-
Bild — aus der allgemeinen Theorie folgt.

4.4.1 Ortsdarstellung

Beginnen wir mit der Ortsdarstellung, wobei wir uns der Ubersichtlich-
keit halber auf den eindimensionalen Fall beschrinken wollen.?® Es sei
g der der Koordinate g zugeordnete hermitesche Operator (§=¢") und
p der dem Impuls p zugeordnete hermitesche Operator, wobei

(4, p] = ih (4.347)

28Die Verallgemeinerung auf den mehrdimensionalen Fall kann unschwer vollzogen werden, indem
das direkte Produkt der (den einzelnen Koordinaten entsprechenden) Hilbert-Réume betrachtet
wird.
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gilt. Trivialerweise ist ein moglicher vollstdndiger Satz von vertrédglichen
Observablen durch die Koordinate g gegeben, und somit ist durch die
Eigenvektoren |q) des Operators g,

dlq) = qlq), (4.348)

eine vollstindige Orthonormalbasis des zu betrachtenden (erweiter-
ten) Hilbert-Raums definiert. Alle Operatoren und Zustandsvektoren
konnen in dieser Basis dargestellt werden; das Ergebnis ist die Orts-
darstellung.

Dabei stellt sich zunéchst die Frage, ob das Spektrum der Eigen-
werte von ¢ diskret oder kontinuierlich ist. Wir erwarten natiirlich ein
kontinuierliches Spektrum. Zum Beweis untersuchen wir die Anwen-
dung des Verschiebungsoperators

D,(d) = exp (4—5) (d — reelle Zahl) (4.349)

auf |¢). Mit (4.345) finden wir
iD,(@)la) = Dyfd)(d+ d)a), (4.350)
woraus wegen (4.348)
Dy(d)lg) = Dy(d)(g+ d)lq) = (¢+ d)Dy(d)lg) (4.351)

folgt, d.h., ﬁq(d)|q> ist ebenfalls Eigenvektor von ¢, und zwar zum
Eigenwert ¢ + d. Da d eine beliebige reelle Zahl ist, sind somit auch die
Eigenwerte von ¢ beliebig reell; ¢ besitzt folglich ein kontinuierliches
Eigenwertspektrum.?? Somit gilt

{ald') = d(a — d), (4.352)

/ dglghlal = 1. (4.353)

Es ist klar, daB8 die obigen Uberlegungen sinngemiB auch fiir den
Impuls und sein Eigenwertproblem

plp) = plp) (4.354)

29Beachte, daf dies letztlich eine Konsequenz der Vertauschungsregel (4.347) ist.
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gelten. Definieren wir in Analogie zu (4.349) den Verschiebungsoperator
fiir den Impuls,

D,(d) = exp (—i) (d — reelle Zahl), (4.355)

so gilt in Analogie zu (4.345)

OD,(d)

[, Dy(d)] = —ih = = dD,(d), (4.356)

q

so dafl die zu (4.351) analoge Gleichung
BDy(d)|p) = (p+d) D, (d) ) (4.357)

lautet. So wie ¢ besitzt auch p ein kontinuierliches Eigenwertspektrum,
und die Eigenvektoren |p) konnen (wie die |g)) als ein vollstindiges
Orthonormalsystem angesehen werden,

(plp') = d(p — '), (4.358)

[ wlpil=1. (4.359)

In der Ortsdarstellung gilt fiir Zustandsvektoren [¢)), Operatoren A
und Abbildungen |p) = Aly)) (siehe Abschnitt 4.1.5)

) = [ dala) vy = [ davtala) (4.360)
Y(q)
A= / dq / dq'|) (alAlg) (¢
Alq,q)
- / dq / dq' Alg,)|a)(d, (4.361)

(ale) = (glAlp)  ~ w(q)=/dq’A(q,q’)¢(q')- (4.362)
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Um A(q, ¢') zu bestimmen, berechnen wir zunéchst (q|q|q’) und {(q|p|q’).
Trivialerweise wirkt ¢ in der Ortsdarstellung wie ein multiplikativer
Operator:

(qldla’) = qd(qa—q') (4.363)

Wie wir bereits wissen, geniigt es (g|p) zu berechnen, um (g|p|q’) zu
bestimmen (siehe Abschnitt 2.2). Gemé&f (4.351) und (4.357) gilt

lq) = 7% |q = 0), (4.364)
p) = e" i |p = 0). (4.365)
Aus (4.364) und (4.365) [zusammen mit (4.348) und (4.354)] folgt3°
(alp) = (g = 0[ei?[p) = ¢i™{g = O|p)

= e (g = 0]ei?|p = 0) = ei®(qg = 0]p = 0),  (4.366)

d.h. '

(alp) = cet®™ (¢ = (g =0[p=0)). (4.367)
Der (von g und p unabhéngige) Faktor ¢ kann wie folgt berechnet wer-
den. Wir verwenden die Vollstidndigkeitsrelation (4.353), schreiben

(plp) = / dg (plg)(qlp’), (4.368)

und erhalten mit (4.367)

l) = Ief? [ a0 = o 2mbl(p — )] = e 2mhilo 1),
(4.369)
woraus ersichtlich ist, dal wegen (4.352) |c|*> = 1/(27h) gelten muf. Da-

mit nehmen die Impulseigenfunktionen in der Ortsdarstellung (g|p) die
bekannte Gestalt

{q|p) = (27rh)_1/2eiqp/h (4.370)

30Wegen (¢'|D}(d)Dy(d)|q) = (¢'|q) = (g — ¢') ist offenbar D, (d)|q) = |q + d).
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an. Mit (4.370) ist es nun einfach, (q|p|q’) zu berechnen. Wir machen
von der Vollstdndigkeitsrelation (4.359) [zusammen mit (4.354)] Ge-
brauch und finden

. R 1 o
(alpld") =/dp (a|plp)(pld’) = %/dppe pla—d')/h

ho 1 o
=—— — [ dpePla=a)/h 4.371
iogamh | T° > (4.371)

0(g —¢)
d.h., p wirkt in der Ortsdarstellung als Differentialoperator:3!
h 0
olgy = —— 5(q — ¢ 4.372
alpla) = 55,0 =a) (4.372)
Mit (4.363) gilt natiirlich auch

(ald"1d") = 4" 6(a —q') (4.373)

Um (q|p"|¢’) zu bestimmen, schreiben wir
(alp"|d') = (alpIp"Id') = / dg” {alpla"){a"Ip" " 1d')

h 95(g—q") , y 0 ho |, ..
_ g 2PN ) sty gy = P9 a1 4 37
2/ q 97 (q"[p" " d) i 9a (alp" " 1d'), ( )

und folglich gilt:

h 0

(qlp"|d") = <;a—q>n 5(q—q) (4.375)

3LAuf dieses Ergebnis kann auch wie folgt geschlossen werden. Es gilt ihi(qlq’) = ih{q|I|¢') =
(alld, plla") = (alapla’) — (alpdle’) = (q — ¢'){alplg’) und somit 6(q —¢") = (g — ¢')(ih)~*{g|plg), woraus
(ih) = {q|plq'y = —05(q — q')/Dq gefolgert werden kann.
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Ist X

A= 10 (1.376)
im Sinne einer Potenzreihenentwicklung erklért, folgt mit (4.373) und
(4.376) fiir die Ortsdarstellung von A:

Alg,q) = (glAl¢) = <q, ?(%) 5(qg—q) (4.377)
Damit wird aus (4.362):
(o) =A@ D)1) ~ ola) = Avia)=F (1 55 )vlo

Der Erwartungswert von A im Zustand V),

(A) = (| A]p) = <¢|171\¢>Z/dq<¢\q><q|fi|¢>, (4.379)

ist somit durch

(@) = [aw (o5 ) v (4.350)

q

gegeben.

Wie bereits bemerkt, lassen sich die obigen Uberlegungen auch auf
den Fall mehrerer Koordinaten- und Impulsoperatoren ¢, und p, an-
wenden. So entspricht die Wirkung eines Operators

A:f((-?7ﬁ) Ef(cjh(_?%:ﬁlaﬁ%) (4381)

auf einen Zustandsvektor [¢)) in der Ortsdarstellung der Wirkung des
Operators

9 d h o
—f<q, Ea_q> Ef(élhélz,---,é—,z—,...) (4.382)
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auf die Wellenfunktion

V(g) =Y(q, @, --.) = (q1, 02, - - - ). (4.383)

Die Kenntnis der Vertauschungsregeln zwischen Koordinaten- und Im-
pulsoperatoren reicht also im wesentlichen aus, die explizite Wirkung
von (als Funktionen der Koordinaten- und Impulsoperatoren definier-
ten) Operatoren auf Wellenfunktionen zu bestimmen.

Anmerkung

e Die Impulsdarstellung kann véllig analog zur Ortsdarstellung be-
handelt werden. Wegen

(plg) = (qlp)* = (2wh) =2 iar/h (4.384)

sind in den auf (4.371) folgenden Gleichungen die Koordinaten
(Impulse) einfach durch die Impulse (Koordinaten) und die ima-
gindre Einheit ¢ durch —¢ zu ersetzen. Anstelle von (4.363) und
(4.372) erhalten wir nunmehr

plplp’) =pdp —p) (4.385)
und
. ho ,
(plalp’) = “iop o(p—p') (4.386)

und anstelle von (4.378)

(plo) = (p|Alp) = (p|f (4, D))

~ o(p) = Ap(p) = f<—§(%,p> W(p)  (4.387)

(¥(p) = (p|¢)). Erwartungsgemif wirkt in der Impulsdarstellung
der Impulsoperator als multiplikativer Operator und der Koordi-
natenoperator als Differentialoperator.
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4.4.2 Schrodinger-Bild

Im Schrodinger-Bild geniigt der Zustandsvektor eines quantenmecha-
nischen Systems gemif (4.245) der Gleichung??

L dy(t) 2
ih ==k = HI(t)), (4.388)

wobei fiir ein nichtabgeschlossenes System der Hamilton-Operator ex-
plizit von der Zeit abhingen kann,

H = f(q,p,t). (4.389)

In der Ortsdarstellung wird mit

() = 2200 (4.390)
und -
(o) = £ (. F50.t) v1a.0 (4.301)

aus (4.388) die bekannte, von Schrodinger eingefithrte und nach ihm
benannte wellenmechanische Bewegungsgleichung:

awgi’t) = fhﬁ(q,t), H= f<q, h 0 t) (4.392)

- h o
! i0q’

Zusammen mit den Vorschriften aus dem vorigen Abschnitt sind
damit die wesentlichen Gleichungen der Schrodingerschen Wellenme-
chanik bereitgestellt.

4.5 Heisenbergsche Matrizenmechanik

Betrachten wir der Einfachheit halber wieder ein eindimensionales Sy-
stem, und zwar die Bewegung eines Teilchens in einem Potential von

32Wir lassen hier den Index S weg, da wir uns ausschlieflich im Schrédinger-Bild bewegen.
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dem auf Seite 73 skizzierten Typ. Wie wir wissen, besitzt die Energie
eines solchen (konservativen) Systems ein diskretes Spektrum. Das Ei-
genvektorsystem des Hamilton-Operators und damit das Eigenvektor-
system jedes Operators, der mit dem Hamilton-Operator vertauscht,
bildet dann als vollstdndiges Orthonormalsystem ein diskretes Ba-
sissystem des Hilbert-Raums und definiert eine diskrete (Matrizen)-
Darstellung.

Das denkbar einfachste System dieses Typs stellt ein harmonischer
Oszillator dar (Abschnitt 3.4.3), dessen Hamilton-Operator in der Form

. 1 mw?
Hoe = 5 P+ 75

[Gleichung (3.251)] geschrieben werden kann, wobei fiir den Vernich-
tungsoperator

¢* = hw (a'a + 1) (4.393)

L (G
a=—|—+=qyp 4.394
V2 (qO hqop> ( )

[Gleichung (3.237), gy = +/h/(mw)] und den Erzeugungsoperator

. L (q 1
ot = = <% - q0p> (4.395)

[Gleichung (3.238)] die Vertauschungsregel

a,l] = 7 (4.396)

[Gleichung (3.244)] gilt.?

Analog zur Ortsdarstellung reicht auch hier die Kenntnis der (aus
der Vertauschungsregel fiir ¢ und p folgenden) Vertauschungsregel
(4.396) im wesentlichen aus, um das Eigenwertproblem des Anzahl-
operators

~

n=a'a (4.397)

(und damit das Energieeigenwertproblem des harmonischen Oszilla-
tors) zu losen.

33Die Gleichungen (4.393) — (4.396) gelten offensichtlich ganz allgemein und nicht nur in der im
Abschnitt 3.4.3 betrachteten Ortsdarstellung.
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Wir wollen die Eigenwerte von n mit n und die Eigenkets mit |n)
bezeichnen,

n|n) = nin). (4.398)
Wegen
[7,a'] = [a'a,a"] = a' [a,4"] - [aT,a'] a = &' (4.399)
S—— =
I 0
gilt X
na'ln) = a' (a + I)|n) (4.400)
und folglich
ad'|n) = (n+ 1)a'|n), (4.401)

d.h., af|n) ist Eigenzustand von 7 zum Eigenwert n + 1,
a'ln) = cjn + 1) (4.402)

(¢ - komplex). Um ¢ zu bestimmen, bilden wir das Skalarprodukt von
a'|n) mit sich selbst. Gemaf} (4.402) gilt

(n|aa'|n) = |c\2$n +1|n +1)

, (4.403)
1

woraus fiir auf eins normierte Eigenzustdnde [unter Beriicksichtigung

von (4.396) und (4.398)]

lc|* = (nlaa’n) = (n|(a'a + f)\n> =(n+1) ~ c=vn+1
(4.404)

folgt. Damit nimmt die Gleichung (4.402) die Form

afln) = vn+1|n+1) (4.405)

an, die in der Ortsdarstellung offensichtlich auf die uns bereits bekannte
Gleichung (3.248) fiihrt.
Analog fiihrt
[n,a] = —a (4.406)
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iiber

naln) = a(n — I)[n) = (n — 1)a|n) (4.407)

auf

aln) = vn|n—1) (4.408)

[Gleichung (3.247) in der Ortsdarstellung].

Zu klaren bleibt noch, welche Werte n tatsidchlich annehmen kann.
Da die Norm eines Hilbert-Raum-Vektors nicht negativ sein kann, kann
n ebenfalls nicht negativ sein,

(n|a|n) = (nlafaln) >0 ~ n>0. (4.409)

Nun lassen sich durch sukzessive Anwendung von a auf |n) die Zusténde
In—1), |n —2) usw. erzeugen, so dafi k-fache Anwendung auf

aflny = /n(n—1)---[n— (k—1D]|n — k) (4.410)

und folglich

(n|a"*a*n) =n(n—1)---[n — (k- D] {n — kln — k) (4.411)
>0 >0

fithrt. Offensichtlich kann n nur (nichtnegative) ganze Zahlen anneh-
men, denn nur dann kann eine negative Norm ausgeschlossen werden:

n=012,... (4.412)

Da im Falle eines harmonischen Oszillators der Hamilton-Operator
durch (4.393) gegeben ist, ist sofort klar, dal die Energieeigenwerte
in Ubereinstimmung mit (3.78) E, = (n+ 1)Aw lauten.

Das vollstandige Orthonormalsystem {|n)},

(n|n') = (4.413)
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> n)n/| =1, (4.414)

definiert natiirlich fiir jedes (eindimensionale) System eine Darstellung.
Mit den aus (4.405) zusammen mit (4.413) folgenden Matrizen

(naf|ny = Vn' + 16,41, (4.415)
und
(n|d\n’> = Wénn’—l (4416)
ergeben sich [gemif} (4.394) und (4.395)] die Matrizen von
A qo . ~t
= —(a+a 4.417
und 5
s sl
D= - a—a (4.418)
Zﬂq()( )
wie folgt:

dnn' = <n‘qA‘n/> - %(Wénnl_l T\ n' + 1 6"”""1) (4419)

h
P = (lpln') = —— (VI St = VW F 18r) | (4.420)
'L\/qu

Insbesondere gilt:

o0

[(jaﬁ] - th > <N‘[(j,]§]|n,> - Z (an”pn”n’ - pnn”Qn”n’) = Zhénn’ .
n''=0

(4.421)
Ausgehend von (4.419) und (4.420) konnen die Matrizen fiir beliebige
Potenzen von Ort und Impuls geméaf

o0

(nld"|n) D (nlg"*|n")(n"|dln") (4.422)

n'"=0
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und
(0]

(nlp®|n) D (nfp""|n") (n"|pln’) (4.423)

n'"=0

konstruiert werden und schliefllich die Matrizen
Ap = (n|Aln'Y = (n|f (G, p, t)|n') (4.424)

von als Funktionen von ¢ und p definierten Operatoren A= f (4,p,1t).
Mit
Un = (n[Y) (4.425)

als Komponenten eines Spaltenvektors wird dann aus |¢) = A[¢)) in der
n-Darstellung

(nlp) = (nlA[)  ~  on=) Awthw (4.426)
n'=0

und fiir den Erwartungswert von A gilt:

(A) = WIA[)  ~  (A) ="t Awwtbw (4.427)

U

Speziell die Losung des Eigenwertproblem eines (hermiteschen) Ope-
rators A fiihrt auf ein (unendlich-dimensionales) lineares, homogenes
Gleichungssystem:

> (Anw = Ap) o =0 (4.428)
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Im Heisenberg-Bild3* sind gemif (4.195) mit dem Zustandsvektor
|4b) auch seine Komponenten v, zeitlich konstant,

dtn
d¢

=0, (4.429)

und die Zeitabhangigkeit wird gemaf (4.202) durch die Operatoren und
ihre Matrixelemente getragen, deren Bewegungsgleichungen

dAnn aAnn’

ot

1 o0
== Z vt Hoyit — Hypr Aot ) + (4.430)

lauten. Speziell die Matrixelemente von ¢ und p geniigen den kanoni-
schen Gleichungen

dan’ 1 EOO: 8H
= — nn!' Hnun —_— nnll n! N y 4431
dpnn’ 1 = af{
= — ,n,nllHnllnl —_ Hnnu n''n! = — N 3 4432
e ih e (b Prnt) ( 94 ) , (4.432)

Ist das betrachtete System selbst ein harmonischer Oszillator (der
Kreisfrequenz w), dann reduzieren sich die Bewegungsgleichungen
(4.430) wegen

Hyw = Bl = (n+ %) hew 8y (4.433)
auf dA 1 9A
" _ (A E,—FE A nn’ 4.434
dt ih("" " nénnt) + ot (4.434)
bzw. 1A 94
dt — 2wnn/Ann: + ot (4435)

mit den Ubergangsfrequenzen

Wt = (B — Ep) Jh= (n — n)w. (4.436)

34Wir lassen den Index H an den Zustéinden und Operatoren weg.
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Speziell fiir nicht explizit zeitabhéngige Operatoren wird aus (4.435)

dA,. .
= A (4.437)
und somit gilt _
Ann/ (t) = e'“nn! (1=t )Annl (t/), (4438)

wobei die A, () mit den geméaf (4.419) — (4.424) bestimmten
Matrixelementen identifiziert werden konnen, so dafl insbesondere die
zeitabhdngigen Matrizen fiir Ort und Impuls

Gt (8) = 2 (V1 St + V1 F L) €07"90-1) (4.430)

Y2 y
G (1)
und
h/ ; ! !
P () (VN Syt — VI Loyp1) €@ (4.440)

B iV/2qq

7

~”

P (1)

lauten. Es ist unschwer zu sehen, daf sie in Ubereinstimmung mit
(4.431) und (4.432) den kanonischen Gleichungen

Qnn' = m_lpnn’ ) (4441)

pnn’ — _mO-)Qan’ (4442)

genugen.

Die Formulierung der Quantenmechanik als Matrizenmechanik, d.h.
in Form von zeitabhingigen Matrizen, geht auf Heisenberg zuriick. Er
ersetzte die klassischen Groflen ¢ und p durch Matrizen ¢, und p,,,
und entsprechend die klassischen kanonischen Oszillator-Gleichungen
durch die Gleichungen (4.441) und (4.442), wobei er an die Losung die
Forderung stellte, daf (zu jedem Zeitpunkt) die Bedingung

0@}

Z (qnn”pn”n’ - pnn”qn”n’) = thopy (4443)

n'"=0
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erfiillt sein muf, d.h. die Vertauschungsregel (4.421). Der Losungsan-
satz

an’(t) _ eiwnn/(t—tl)qnnl (t/), pnn'(t) _ eiwnn/(t—t/)pnn,(t/) (4.444)

fiir die Matrizen fiithrte dann auf ihre explizte Form geméaf (4.439) und
(4.440).

Anmerkungen

e Den Gleichungen in diesem Abschnitt wurde ein spezielles dis-
kretes Orthonormalsystem zugrunde gelegt, ndmlich das Eigen-
vektorsystem von n =a'a. Es ist klar, da8 alle Gleichungen [wie
etwa die Gleichungen (4.421) — (4.432)], in denen nicht explizit
auf dieses Basissystem Bezug genommen wird, fiir jedes diskrete
Basissystem eines beliebigen quantenmechanischen Systems gel-
ten.

e Die Matrizenmechanik kommt iiblicherweise in folgender Varian-
te zur Anwendung. Gegeben sei ein quantenmechanisches System
(Hamilton-Operator H), dessen (diskretes) Energiespektrum ge-
sucht ist, was bekanntlich auf die Losung des Eigenwertproblems

Hlp) = E|p) (4.445)

hinauslauft. Nehmen wir an — wie es in der Regel der Fall ist —
der Hamilton-Operator hat die Form

H=HY 4+ FY (4.446)
und das Eigenwertproblem
HOn) = EO|n) (4.447)

sei gelost, so daB die E\” und die |n) als bekannt vorausgesetzt
werden kénnen. Kann H© als Element eines vollstandigen Sat-
zes vertriglicher Observablenoperatoren mit insgesamt diskretem
Spektrum aufgefafit werden, so konnen die |n) als vollstindiges
Orthonormalsystem aufgefafit werden, das eine diskrete Basis de-
finiert. Wenn

HY = (n|HV|n/) (4.448)

nn' —
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die Matrixelemente von HY in der H (0)_Darstellung sind, so geht
die Eigenwertgleichung (4.445) in dieser Darstellung,

(n|H|p) = E{n|p), (4.449)

unter Beriicksichtigung von (4.446) — (4.448) in das lineare, ho-
mogene Gleichungssystem (¢, = (n|p))

> H) — (B~ ED)ou] ow =0 (4.450)

nl

tiber [vgl. (4.428)]. Dieses im Prinzip unendlich-dimensionale
Gleichungssystem kann fiir praktisch relevante Probleme in der
Regel durch ,,Abschneiden“ ndherungsweise endlich-dimensional
gemacht und dann mit Standardmethoden geldst werden.?> Spe-
ziell die Losbarkeitsbedingung

det ‘H,S}j, — (B = E™)§,u| =0 (4.451)

stellt die Bestimmungsgleichung fiir die gesuchten Energieeigen-
werte dar (siehe auch Abschnitt 5.3.1).

e Die zeitliche Entwicklung des obigen quantenmechanischen Sy-
stems kann analog behandelt werden. So geht im Schrodinger-Bild
die Bewegungsgleichung

dly) 1 - 1 -
Sk = — ) = — (A + AV ) (4.452)

fiir den Zustandsvektor [t)) in der H®-Darstellung in das lineare
Differentialgleichungssystem (1, = (n|y))

i 1 (1) (0)
n = — E H W+ FE 5nn/] n! 4.453
v 1h ~ [ nn n ¥ ( )

iber.

35 Anstelle des gesamten Hilbert-Raums wird nur der Unterrraum betrachtet, der fiir ein gegebenes
Problem physikalisch relevant ist.



Kapitel 5

Ausgewihlte Probleme

5.1 Bahndrehimpuls und Spin

Gegeben sei ein Satz hermitescher Operatoren

~ ~

Ji=Jp, Jo=J,, J3=J., (5.1)
die als kartesische Komponenten eines Vektoroperators
J=Je, + jyey + Je. (5.2)

aufgefafit werden kénnen und der Vertauschungsregel

[ji, jj} = iﬁeijkjk (53)

geniigen. Solche Operatoren heiflen Drehimpulsoperatoren. Eine spe-
zielle Realisierung der J; stellen die im Abschnitt 3.5.1 untersuchten
Bahndrehimpulskomponenten L; [Gleichung (3.286)] dar. Da fiir die
Herleitung der Vertauschungsregel (3.294) nur die Vertauschungsregel
(3.291) verwendet wurde, gilt natiirlich auch

[jQ, jz] =0 (5.4)
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mit X X X X X

=T =T+ I+ UL (5.5)
Das heifit, J? und (beispielsweise) J. besitzen ein gemeinsames Eigen-
vektorsystem.

5.1.1 Drehimpulseigenwertproblem

Wir wollen das entsprechende Eigenwertproblem wieder allein aus der
Kenntnis der Vertauschungsregeln (und natiirlich der Kenntnis der Ei-
genschaften von Hilbert-Raum-Vektoren) heraus 16sen. Dazu fithren wir
zunéchst die (nicht hermiteschen) Operatoren

= J, i, (5.6)
ein. Offensichtlich ist R X

J.=Jt, (5.7)
und wegen (5.4) gilt:

[J2, 0] =0 (5.8)

Unter Verwendung der Vertauschungsregel (5.3) 148t sich unschwer die
Vertauschungsregel

[J., Jo] = +hJs (5.9)

herleiten. Wiederholte Anwendung von (5.9) liefert dann
[J.,J1] = 4nhJ?  (n=0,1,2,...). (5.10)

Ferner gilt mit (5.3)
Fodi = (ot id) (T id)= 2 2rilhnd)],  (511)
H,A—/
ihJ,
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woraus wegen (5.5)

Jode=J2+ J £hJ. (5.12)
J2_ g2
und somit
Jide =J = J*+ hJ, (5.13)
folgt.

Wir wollen die (noch unbekannten) Eigenwerte von .J2 mit Ah? und
die von J, mit mh bezeichnen. Die gemeinsamen Eigenvektoren |\, m)
von J2 und J, geniigen dann den Gleichungen

J2 N, m) = A2\, m), (5.14)
J. I\, m) = mh|\, m). (5.15)

Das weitere Vorgehen ist analog dem Vorgehen bei der Losung der Ei-
genwertprobleme von Ort und Impuls (Abschnitt 4.4.1) und der Ener-
gie des harmonischen Oszillators (Abschnitt 4.5). Wir wenden .J, auf
jﬁ\A,m) an und erhalten unter Verwendung der Vertauschungsregel
(5.10) sowie der Eigenwertgleichung (5.15)

LI m) = (J"J, — nhJ") |\, m) = (m —n)RJ"[A,m).  (5.16)
Da geméB (5.8) J2 mit J” vertauscht, gilt ferner
J2I N, m) = JVTP A, m) = ARET|A, m). (5.17)

Wenn also |\, m) ein Eigenvektor von J? und J, ist, dann ist dies of-
fensichtlich auch der Vektor J"|A, m}),

JUIA,m) ~ |\, m —n) (n=0,1,2,...), (5.18)
sofern er die allgemeine Bedingung einer nichtnegativen Norm erfiillt,

(| J11

Am)y>0 (n=0,1,2,...). (5.19)
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Wir beriicksichtigen (5.7) sowie (5.13) und schreiben

<)\, m ijTJAfHP\, m>

= (A, m|JI I N m) = (A, m| LT T A, m)

= (A m|J7(J? = T2+ BJ.) T[N, m), (5.20)
woraus wegen (5.16) und (5.17)
(N, m] N m)
= (A m|JTH [\ — (m —n)? +m —n] J| A, m)
= B[ = (m—n)’ +m —n] (X, m|JLJ"

Amy  (5.21)

wird. Falls J”
von jf+1|/\, m> offenbar nur dann nichtnegativ, solange die Bedingung

/\,m> ein Vektor mit positiver Norm ist, ist die Norm

A—(m—n)4+m—-n>0 (5.22)

erfiillt ist. Da diese Bedingung fiir gegebenes A und m fiir hinreichend
grofle Werte von n sicher nicht erfiillbar ist, konnen nur solche Vektoren
Jn /\,m> Eigenvektoren von J2 und J, sein, fiir die n einen gewissen
Maximalwert n’ nicht iibersteigt,

n <n, (5.23)
wobei sich gemaf$ (5.22) n’ aus der Gleichung
A—(m—n)’+m-n"=0 (5.24)
bestimmt. Der minimale Eigenwert von J, /A ist dann durch
Mpygin = M — 0/ (5.25)

gegeben. )
Véllig analog kann gezeigt werden, dafl mit |\, m) auch J¥|\, m)
ein Eigenvektor von J? und J, ist,

JEAm) ~ (A m+k) (k=0,1,2,..)), (5.26)
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sofern er ebenfalls die allgemeine Bedingung einer nicht negativen Norm
erfiillt,

A m|JFTTE A m) >0 (k=0,1,2,...), (5.27)
die nunmehr auf die Ungleichung
k<K (5.28)
mit
A—=(m+kE)Y—(m+k)=0 (5.29)

fithrt. Damit ergibt sich fiir den maximalen Eigenwert von J, /h
Mpax = M + k. (5.30)

Wir bilden die Differenz von my,y aus (5.30) und my;, aus (5.25)
und sehen, daf} diese Differenz nur nichtnegative, ganze Zahlen anneh-
men kann:

Mumax — Mpin = &k +n' =1 (1=0,1,2,...). (5.31)

Andererseits folgt aus (5.24) und (5.29) [zusammen mit (5.25) und
(5.30)] sowie (5.31)

mr2nax + Mmax = mfnin — Mpin = (mmax - l)2 - (mmax - l)
= m2, — (204 D)mpyay + (1 + 1), (5.32)
d.h.
20+ Vmmax = L1+ 1)~ Migax = 31, (5.33)
und folglich ist
Mmax — j; (534)
wobei
] :0?%? 1?%?"' (5'35)

gilt. Der groBtmogliche (nicht negative) Eigenwert von J,/h (bei gege-
benem j) kann also nur ganz- oder halbzahlig sein. Dementsprechend
folgt aus (5.31)

Munin = Minax — | = 21— 1 = —11, (5.36)
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d.h.
Mmin = _j-

Folglich gilt fiir die Eigenwerte von .J,/h (bei gegebenem j):

mZ]:]_laa_]_I_l:_]

Die Gleichung (5.29) [zusammen mit (5.30)] liefert

A= Mmax (mmax + 1)7

so daB mit (5.34) die méglichen Eigenwerte von J2/h? folgen:

A= +1)

Wir fassen die Ergebnisse zusammen (|\, m) — |7, m)):

Pliym) =G+ DR5m)  (1=0,313..)

Llj,m) =mhlj,m)  (m=j,j—1,...,—j+1,—))

Entsprechend (5.18) und (5.26) gilt
Teljym) = cxljm £1),
wobei der Faktor ci aus der Gleichung
e = (G, m|J5 Jxlj, m)
bestimmt werden kann. Wir verwenden (5.13) und erhalten

lex [ = (j,m|(J* — J2 F hJ.)|j,m),

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)
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woraus wegen (5.41) und (5.42)
lcs|* =R*[5(j + 1) —m(m £ 1)] (5.46)

folgt und somit

Jilj,m) =30 +1) —m(m £ 1) hlj,m £ 1) (5.47)

gesetzt werden kann.

Wiéhrend die Drehimpulsvertauschungsregel (5.3) sowohl ganzzah-
lige als auch halbzahlige Drehimpulsquantenzahlen j erlaubt, sind fiir
den Bahndrehimpuls

JoL=txp, j—oI, m-om (5.48)

bekanntlich nur ganzzahlige Drehimpulsquantenzahlen erlaubt (Ab-
schnitt 3.5.2),

LAl my) =11+ DRHL,m)  (1=0,1,2,...), (5.49)

L.l m) = mh|l,m))  (my=11—1,...,=l+1,=1).  (5.50)

Es stellt sich somit die Frage nach der Bedeutung und Realisierung von
halbzahligen Drehimpulsquantenzahlen.

5.1.2 Der Spin (eines Elektrons)

In der klassischen, nichtrelativistischen Theorie sind die dynamischen
Basisgréflen zur Beschreibung eines als punktformig anzusehenden Teil-
chens — etwa eines Elektrons — sein Ort r und sein Impuls p. Alle ande-
ren (dynamischen) Groen sind abgeleitete Grofien, insbesondere seine
Hamilton-Funktion

H = f(r,p) (5.51)
Sind Ort und Impuls des Teilchens zu einem bestimmten Zeitpunkt
bekannt, so sind sie gemé&fl den kanonischen Gleichungen

0H : 0H

== =_Z= 52

r
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zu allen anderen Zeiten bekannt.

In der (nichtrelativistischen) Quantenmechanik sind Ort und Impuls
die nicht vertauschbaren, hermiteschen Operatoren r und p zugeordnet.
Der Hamilton-Operator, der eine ganz zentrale Rolle fiir die zeitliche
Entwicklung eines quantenmechanischen Teilchens spielt, wurde nun so
konstruiert, dafl er im quasiklassischen Grenzfall (A — 0) der klassischen
Hamilton-Funktion entspricht,

H = f(t,p), (5.53)

wobei die funktionale Abhéingigkeit von r und p — bis auf eventuell
notwendige Symmetrisierungen — die gleiche wie die von r und p im
klassischen Fall ist.

Dieser Zugang zur Quantenmechanik impliziert, da} der Hilbert-
Raum, dessen Vektoren alle moglichen Teilchenzustinde beschreiben,
durch das Eigenvektorsystem des Ortsoperators,

rr) =r|r), (5.54)

aufgespannt werden kann. Die Begriindung des Hamilton-Operators
(5.53) iiber den quasiklassischen Grenzfall bedeutet jedoch nur, daf er
genaugenommen nur im Limes A — 0 als richtig angesehen werden darf.
Gibt es beispielsweise ,reine“ Quanteneffekte, d.h. solche, die durch
Observablenoperatoren beschrieben werden, die im Limes h— 0 ver-
schwinden, so ist klar, dafl der unmittelbar an die klassische Hamilton-
Funktion (5.51) anschlieende Hamilton-Operator (5.53) (und natiirlich
auch jede andere Grofle, die in analoger Weise in einen Operator iiber-
setzt wird) solchen Effekten nicht Rechnung tragen kann. Ein solcher
Quanteneffekt ist der Spin eines Elektrons. So besitzen Elektronen
wie auch andere Elementarteilchen neben dem (aus der klassischen
Theorie bekannten) Bahndrehimpuls noch einen inneren Drehimpuls,
Eigendrehimpuls oder Spin genannt.!

'Wird ein gebiindelter Strahl von (im elektronischen Grundzustand befindlichen) Atomen (Al-
kali-, H- oder Ag-Atome — das urspriingliche Stern-Gerlach-Experiment (1921-22) wurde mit Sil-
beratomen durchgefiihrt — durch ein inhomogenes Magnetfeld geschickt, so wird eine Aufspaltung
in zwei Teilstrahlen beobachtet. Das bedeutet, dal die Atome ein magnetisches Moment besitzen,
welches nur zwei Einstellungsmoglichkeiten beziiglich der Richtung der Inhomogenitét des Magnet-
feldes aufweist. Das ist zunéchst unverstindlich, weil die Atome ein s-Elektron auf der dufleren
Schale mit dem Bahndrehimpuls Null besitzen und damit kein magnetisches Moment (nach den
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Der Spin ist nicht im bisher betrachteten Hilbert-Raum Hgan, der
Bahnbewegung eines Teilchens — etwa aufgespannt durch die |r) — be-
schreibbar, sondern in einem separaten Spinraum Hg, der von den
Spineigenvektoren aufgespannt wird. Dieser ist fiir Elektronen — ebenso
wie fiir Protonen, Neutronen und viele andere Elementarteilchen — ein
zweidimensionaler Drehimpulseigenraum. Der gesamte Hilbert-Raum
‘H kann dann als direktes Produkt von Hp.n, und Hg gebildet werden,

H = Hpann ® Hg. (5.55)

Ein beliebiger Zustand eines Teilchens (mit von Null verschiedenem
Spin) entspricht somit einem Vektor |¢) in diesem Produktraum.

Der Spin eines Elektrons ist wie gesagt ein Drehimpuls; die Kom-
ponenten S; des entsprechenden Spinoperators

S = S,e, + Syey + S.e, (5.56)

erfiillen alle fiir Drehimpulsoperatoren abgeleiteten Relationen. Die
Zweidimensionalitdt des Spinraums bedeutet, dafl den aus den Ver-
tauschungsregeln ganz allgemein abgeleiteten halbzahligen Werten der
Drehimpulsquantenzahl eine ganz reale physikalische Bedeutung zu-
kommt:

J—=S, jos=1 momy=+1 (5.57)

Sefs = §ym) = 4025 = b, (559

5 = %, m5> = msh|s = %, m5> (mg = i%) (5.59)

iiblichen Vorstellungen). Die (von Goudsmith und Uhlenbeck 1925 gegebene) Erkldrung ist, dafl das
Elektron (und dieses ist fiir den Effekt verantwortlich) einen Eigendrehimpuls besitzen mufl und
damit verbunden ein magnetisches Moment.
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[vgl. (5.41) und (5.42)]. Da s fest vorgegeben ist, wollen wir die beiden
Spinzusténde abkiirzend einfach mit |v) (v =1, 2) bezeichen:

1) = s = §,m, = 1), (5.60)
2) =[5 = 4m, ==} (5.61)
Verwenden wir anstelle der S; die dimensionslosen Pauli-Operatoren
6;=2Si/h ([61,6]) = 2ieijr0%), (5.62)
so konnen wir geméaf (5.58) und (5.59)
&%v) = 3|v) (v =1,2), (5.63)
5.11) = 1), (5.64)
6:|2) = —[2) (5.65)

schreiben. Die |v) definieren als vollstdndiges Orthonormalsystem,

(v|v') = duw, (5.66)

Z|1/><1/\ =1, (5.67)

eine Basis im 2-dimensionalen Spinraum Hg—1 /2. Jeder Zustandsvektor
in diesem Raum kann in dieser Basis dargestellt werden,

W) = W) ele) = ¢ul1) + ¢212), (5.68)

wobei die Spinor-Komponenten

Yy = (v[th) (5.69)

die Wahrscheinlichkeitsamplituden fiir die Spinprojektionen sind und
somit [11|> (bzw. |1)s]?) die Wahrscheinlichkeit ist, bei einer Ensem-
blemessung der z-Komponente des Spins — d.h. der Projektion des Ei-
gendrehimpulses auf die z-Achse — den Wert h/2 (bzw. —h/2) zu re-
gistrieren. Entsprechend kann jeder auf einen solchen Zustandsvektor
wirkende (Spin-)Operator

~

A=f(5,,5,,5,) (5.70)
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in dieser Basis dargestellt werden,

=Y AN = A (5T

Um die Matrixelemente A,,  eines beliebigen Operators zu konstru-
ieren, reicht es offensichtlich aus, die Matrixelemente der drei Spinope-
ratoren Sy, S und S, bzw. der entsprechenden Pauli-Operatoren &,
o, und &, zu kennen Aus (5.64) — (5.66) folgt sofort

@)= (o 1) (5:72)

Um die Matrixelemente von ¢, und ¢, zu bestimmen, bestimmen wir
zunichst die Matrixelemente von ¢, und ¢_,

Si=28,+iS, ~ Gi=0,+i0,. (5.73)

Geméf (5.47) gilt
6.1y =0, (5.74)
6.12) = 2|1), (5.75)

so dafl mit (5.66) fiir die Matrix von &

(04)ij = ( 8 3 > (5.76)

folgt. Analog folgt aus

fir die Matrix von o_
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Aus (5.76) und (5.79) lassen sich dann gemif (5.73) die gesuchten
Matrizen von ¢, und &, wie folgt bestimmen:

(02); 2 ((1) é) (5.80)

I

(y)ij

( 2 _8 > (5.81)

Die Matrizen (5.72), (5.80) und (5.81) werden auch als Pauli-
Matrizen bezeichnet. Es ist unschwer zu iiberpriifen, dafl die Pauli-
Operatoren (und damit auch die Pauli-Matrizen) den folgenden Rela-
tionen geniigen:

61 =0, (5.82)
Gi=6l=62=1, (5.83)
5oy = —0y0, = 06 . (5.84)

5.1.3 Die Pauli-Gleichung

Im Zusammenhang mit der quantenmechanischen Behandlung des
Wasserstoffatoms (Abschnitt 3.5.3) haben wir die Bewegung eines ge-
ladenen Punktteilchens (Elektron) im durch ein skalares Potential be-
schreibbaren Coulomb-Feld einer zweiten Punktladung mit entgegen-
gesetztem Ladungsvorzeichen (Proton) untersucht. In vielen Fillen hat
man es mit der Bewegung von geladenen Teilchen in allgemeineren elek-
tromagnetischen Feldern zu tun. Betrachten wir den Fall, dafl neben
einem elektrischen Feld [skalares Potential ¢(r)] noch ein Magnetfeld
[Vektorpotential A(r)] vorhanden ist. Von der Elektrodynamik wis-
sen wir, daf8 die Bewegung einer Punktladung ¢ (Masse m,) durch die
Hamilton-Funktion

H=—1[p— qA®) + ¢d(r) (5.85)

- 2my
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bestimmt wird.? Ordnen wir wie iiblich r und p die (hermiteschen)
Operatoren  und p zu, so geht die Hamilton-Funktion (5.85) in den
Hamilton-Operator

H = 50— qAR)]" + gb(F) (5.86)

mit
D — qA(F)]* =p* —q[p- A(F) + A(E) - p] + ¢*A*(F) (5.87)

iiber. Offensichtlich ist A hermitesch. Wegen

). 0] = 250, (589
[siehe (2.180)] gilt speziell in der Coulomb-Eichung,
V. A(r) =0, (5.89)
die Vertauschungsregel
p-A(f) = A(t) - b, (5.90)
so dafl (5.87) einfach als
[ — gA(F)]” = p* — 29A(F) - b+ ¢*A%(F) (5.91)

geschrieben werden kann und der Hamilton-Operator (5.86) die Form

2

2 L . . q A\ A q 24
H=_—""p2 _ L AR P+ LA 5.92
S, p° + qo(r) e (t)-p+ 2 (7) (5.92)

2Wir beschriinken uns hier auf statische Felder. Die Gleichung (5.85) gilt bekanntlich ganz allge-
mein, also auch fiir beliebig zeitabhiingige Felder ¢(r,t) und A(r,t).
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annimmt. Mit (5.86) [bzw. (5.92)] lautet [in Verallgemeinerung von
(3.20) mit V(r) =g¢(r)] die (1-Teilchen-)Schrodinger-Gleichung in der

Ortsdarstellung:
oY(r,t 1 [h ?
ih ¢é§ ) — {qu [; V- qA(r)] + ng(r)} P(r,t)
) . 2
_ [_h_ At gor) + M Am) v 4+ L AQ(I‘)] W (r, 1)
qu mq 2mq

(5.93)

Wir wollen speziell ein konstantes B-Feld annehmen.? In diesem

Fall kann das Vektorpotential in der Form
Ar)=—3rxB

angesetzt werden,

_ 1 _ 1 _
VXAlr)=-3VXx(rxB)=—-3(B:Vr-BV.r)=B.
B 3B
Der dritte Term im Hamilton-Operator (5.92) lautet dann
F q A\ A qa . A
Hyow = ———A(F) - p=5—(ExB)-p=—— (£ xp)B,
a my my q .
L
d.h. A A
Hyw=——--1 B
2my
bzw.
f{par = _th : B/MO
mit X
m, = L0 T,
2my

3Konstant in dem Sinne, daf es in dem Raumbereich, in dem die Elektronenbewegung

(5.94)

(5.95)

(5.98)

(5.99)

stattfin-

det, als konstant angesehen werden kann. Im Falle von lokalisierten Atomen entspriche dies einem

Raumbereich von der Groéflenordnung des Atomvolumens.
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als dem Operator des mit der Bahnbewegung des Teilchens verkniipf-
ten magnetischen Moments.* Der Beitrag Hpar zum Hamilton-Operator
wird auch als Operator der paramagnetischen Wechselwirkungsenergie
bezeichnet. Der vierte Term in (5.92) schlieflich liefert den Operator
der diamagnetischen Wechselwirkungsenergie

2 2
Hain = 8q— Bxi) - Bxt)=———[tx(xB)]-B, (5100)
my

My
d.h.
Heio = —3 g - B/po (5.101)
wobei )
g = Zo—n‘;r x (& x B) (5.102)

der Operator des (durch das Magnetfeld) induzierten Dipolmoments
ist. Im betrachteten Fall kann der Hamilton-Operator (5.92) also auch
in der Form

1

IA{:—AQ r f{ar f{ia
2y P +qé(t) + Hpar + Hy
|
2—p +Q¢() mL B/:UO mlnd B/,UO
:ip%q(ﬁ(f)—it-B—q—Q[m(f«xB)]-B (5.103)
2m 2m, 8m,,

aufgeschrieben werden.

Wir wollen fiir in Atomen gebundene Elektronen die beiden Wech-
selwirkungsenergien auf der Grundlage einer klassischen Abschédtzung
grofenordnungsméflig miteinander vergleichen. Legen wir die z-Achse
parallel zum B-Feld, so gilt gemif (5.100)

2

q 2 2 2
Hyw = — (22 + ¢*)B 5.104
dia 8mq( y) ( )

Siehe Abschnitt 4.4 der Vorlesung Elektrodynamik.
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und folglich ist

Hgi, q(z* +1*)B B
_ — 5.105
‘ Hpar ‘ 4LZ Batom ( )
mit n
| Batom| ~ —5 = 105 Vs/m” (5.106)
€Ty

(q=e, L,~h, x? + y*=rd). Fiir (experimentell) erreichbare Felder von
etwa 10! Vs/m?

~ 1077, (5.107)

‘ H dia
Hyor

sind also unter Laborbedingungen diamagnetische Effekte in der Regel
wesentlich kleiner als paramagnetische.” Andererseits liefert eine ana-
loge Abschétzung des Verhéltnisses von paramagnetischer Energie und
Coulomb-Energie

_ ‘ B
qmg/(2megroL,)

Har — — —
‘ D ~2x 107" m?V- s B|,  (5.108)

q¢

d.h., die Anderungen atomarer Energieniveaus unter dem EinfluB von
Magnetfeldern unter Laborbedingungen sind gering.

Im Falle eines Elektrons (¢ =—e, m,;=m.) wird der Operator des
magnetischen Moments (5.99) iiblicherweise in der Form

my, = —upg L/h (5.109)
mit 5
Ho€
— 5.110
oo =5 (5.110)

als dem aus dem Abschnitt 3.5.3 bereits bekannten Bohrschen Magne-
ton angegeben [siehe auch die Anmerkung auf Seite 146 und speziell die
Gleichungen (3.451) und (3.453)]. Da der Bahndrehimpuls eines Elek-
trons Anlafl zu einem magnetischen Moment mj, gibt, liegt es nahe,

°Es gibt jedoch auch Situationen, in denen diamagnetische und paramagnetische Effekte ver-
gleichbar sein konnen (z.B. fiir Metallelektronen und freie Elektronen oder unter solchen extremen
Bedingungen, wie sie etwa auf der Oberfléiche von Neutronensternen herrschen: B bis zu 108 Vs/m?).
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dem Spin des Elektrons, der ebenfalls den Charakter eines Drehimpul-
ses — des Eigendrehimpulses — besitzt mit einem magnetischen Moment
mg zu verkniipfen,

g ~ S. (5.111)

Die Erfahrung besagt, daf [im Gegensatz zu (5.109)]

IflS = —2,UB S/h (5112)

gilt. Das Auftreten des in (5.109) fehlenden Faktors 2 wird auch als
magnetomechanische Anomalie bezeichnet. Fiir andere Elementar-
teilchen kann der Zusammenhang zwischen mg und S in der Form

mg = gg 5— S (5.113)

angegeben werden, wobei gg als gyromagnetischer Faktor bezeich-
net wird. Wihrend fiir Elektronen gg = g, = 2 ist,° gilt fiir Protonen (p)
und Neutronen (n), die ebenfalls den Spin 1/2 besitzen,

gs = g, = 5.59, gs = g, = —3.83, (5.114)

wenn in (5.113) fiir ¢ die positive Elementarladung e und fiir m, die Pro-
tonenmasse m,, bzw. Neutronenmasse m,, eingesetzt wird. Die Gréfie

_ oeh

e (5.115)

a 2m,,

wird in diesem Zusammenhang auch als Kernmagneton bezeichnet.”
Entsprechend (5.99) und (5.113) ergibt sich der Operator des ge-
samten magnetischen Moments eines (Elementar-)Teilchens mit Spin

6Genaugenommen ist g, = 2.0023, wobei die kleine Abweichung von 2 von der Wechselwirkung
des Elektrons mit dem quantisierten elektromagnetischen Feld herriihrt und ein Beleg dafiir ist, daf3
auch das elektromagnetische Feld quantisiert werden muf.

"Wegen der Protonenmasse ist px rund 1840mal kleiner als ug.
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S ganz allgemein als:

m = my, + mg = o (L + gsS) (5.116)

Der Operator der paramagnetischen Wechselwirkungsenergie lautet
dann

Hyoe = —1h - B/, (5.117)

und der (spinfreie) Hamilton-Operator (5.103) ist durch den (den Spin
enthaltenden) Hamilton-Operator

~ 1
H=—p A
T +qé(t)

2
_QL@JFQSS) B- L [tx(#xB)]-B  (5.118)

my 8my
zu ersetzen, allgemeiner

= b~ gA®)] +ao(f) - 218 B() (5.119)
myq myq

Weitere Terme des Hamilton-Operators, die den Spin enthalten,
sind relativistische Korrekturen. Ein wichtiges Korrekturglied ist das
der Spin-Bahn-Kopplung;:

3 gsq . A1 A
Hys = Im2c? [Vé(r) x p]- S (5.120)

Fiir ein kugelsymmetrisches Potential ¢(r) kann es auch in der Form

7o 9s¢ 1d(7) 5 &

Hps = = 5.121
BT am2e ¢ dr (5.121)

geschrieben werden.
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Bezeichnen wir mit Hy den Teil des Hamilton-Operators, der die
Spinvariablen nicht explizit enthélt,

1

Hy = fo(t,p) = Ll qA(B)]° + ag(t), (5.122)

so lautet der Hamilton-Operator unter Beriicksichtigung der Wech-
selwirkung des Teilchenspins mit einem Magnetfeld sowie der Spin-
Bahnkopplung:

. oy 950 myey &, 954 RS
H = fo(t,p) =5 ~B(E) S+ 5 [Vo(E) xp]-S | (5.123)
q q

Im Schrodinger-Bild geniigt der Zustandsvektor |¢) eines quanten-
mechanischen Systems bekanntlich der Bewegungsgleichung

dlo(t)) _ »

ih = = HI(1)). (5.124)

Im Falle eines Teilchens mit Spin 1/2 ist der zugrunde liegende Hilbert-
Raum der Produktraum Hpawn X Hg—1/o. Wéhlen wir r und S, als
vollstandigen Satz vertrdglicher Observablenoperatoren, so bildet die
Gesamtheit der Eigenvektoren

)= (v=1,2) (5.125)

[mit |r) und |v) geméfB (5.54) und (5.60), (5.61)] eine mogliche Basis
des Hilbert-Raums. In dieser Darstellung stellen die Komponenten von

¥ (1)),
(v, v[1) =1y (r,t) (5.126)

zweikomponentige Feldfunktionen dar, deren zeitliche Entwicklung
geméf

. 3¢u(r,t)_ & / 3.7 S /
ih—> _VZZI B’ (v, v|H|E v, (0, 1) (5.127)
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erfolgt. Speziell fiir H aus (5.123) erhalten wir (& —r, p— —ihV):

L) g h 94
ZHT—Z f I',—,V 5VVI_2—%B(r)'SVVI

I/I

(5.128)

959 [V¢(r) % ?V] : s} b (r, 1)

élmgc2

Die (zwei gekoppelten) Gleichungen stellen die Verallgemeinung der
spinfreien Schrodinger-Gleichung (5.93) fiir die skalare Wellenfunktion
Y(r,t) dar. Die zwei (Wellen)-Funktionen ;(r,¢) und ts(r,¢) bilden
die Komponenten eines Spinorfeldes, dessen zeitliche Entwicklung der
Pauli-Gleichung (5.128) folgt.

5.1.4 Addition von Drehimpulsen

Der Gesamtdrehimpuls eines Teilchens setzt sich additiv aus Bahndreh-
impuls und Spin zusammen,

J=L+S. (5.129)
Da L und S in verschiedenen Riumen wirken, ist
[L:,S;] = 0. (5.130)

Geniigen die L; und die S; jeweils Vertauschungsregeln vom Typ (5.3),
dann geniigen folglich auch die J; solchen Vertauschungsregeln und
stellen also tatsdchlich Drehimpulskomponenten dar. Es ist leicht zu
zeigen, dafl die Vertauschungsregeln

(L% J) =0, [L*%JY =0, (5.131)
(8%, 0] =0, [$% =0 (5.132)

gelten. Die Vertauschungsregeln (5.4), (5.131) und (5.132) implizieren,
da8 (beispielsweise) J?, J., L? und S? miteinander vertauschen und
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somit ein gemeinsames Eigenvektorsystem besitzen. Bezeichnen wir die
Eigenvektoren mit |, s, j, m), so gilt

J1, s, 5,m) = j(j + 1)L, s, §, m), (5.133)
J.|1, s, 7, m) = mhll, s, j,m), (5.134)
LA, s,5,m) = 11+ 1)R2|l, s, §, m), (5.135)
S?|l,s,5,m) = s(s + 1)R?|l, s, §, m). (5.136)

Die Vektoren |l, s, j, m) liegen offensichtlich in dem Produktraum der
Vektoren |I,m;) und |s, my),

LA|1,my) = 11+ 1)1, my),
i/z“: my

)=
)
52ls, my)
) =

myhl|l, my),

(5.137)
(5.138)
s(s + 1)h?|s, my), (5.139)
(5.140)

§Z|s,ms mghl|s, mg),

so daf3
; S, M) (5.141)

Ls,gymy =2 Cpm™"
mp Mg

(11, my; 5, ms) = |1, my)|s, my)) gilt.

Die obigen Uberlegungen gelten natiirlich nicht nur fiir die Addition
von Bahndrehimpuls und Spin, sondern generell fiir die Addition von
miteinander vertauschbaren Drehimpulsen (wie etwa im Falle mehre-
rer Teilchen die Addition ihrer Drehimpulse). Es seien J 1 und J 9 Zwel
miteinander vertauschbare Drehimpulse,

[J1i, Jo;] = 0. (5.142)

Dann besitzen j2, jz, j12 und j22 ein gemeinsames System von Eigen-
vektoren |71, ja, 7, m):

‘jlaj2aj7 m> = ZZC;?;$2m‘jlaml;j2)m2> (5143)
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Die Koeffizienten C’;Eﬂm heiflen auch Clebsch-Gordan-Koeffizien-
ten. Es la8t sich zeigen, daf sie nur fiir

m = mj + my
o o (5.144)
J=n+in+ie—1,...,51—

von Null verschieden sind.

5.2 Reine und gemischte Zustinde

Der quantenmechanische Zustand eines Systems ist bekanntlich durch
die Messung eines vollsténdigen Satzes vertrdglicher Observablen fest-
legbar, wobei mit wachsender Anzahl von Teilchen die Anzahl der Ob-
servablen zunimmt. Wie in der klassischen Physik wird es ab einer
gewissen Anzahl von Teilchen praktisch nicht mehr mdéglich sein, alle
diese Groflen zu messen, so dafl notgedrungen auf Information iiber das
System verzichtet werden mufB.® Dieser Verlust an Information fiihrt
sowohl bei der klassischen als auch der quantenmechanischen Beschrei-
bung des Systems dazu, dafl nur noch Wahrscheinlichkeitsaussagen
machbar sind. Da die Quantentheorie an sich nur Wahrscheinlichkeits-
ausssagen gestattet, werden diese i. allg. durch eine weitere Statistik
iiberlagert, die der mangelnden Information iiber das System Rechnung
tragt. Die Wahrscheinlichkeiten, die durch diese (zweite) Statistik in die
Quantentheorie eingefiihrt werden, sind von derselben Natur wie in der
klassischen Theorie und sind wohl zu unterscheiden von jenen, die der
Quantentheorie zugrunde liegen.

5.2.1 Der Dichteoperator

Wir wollen unter einem reinen Zustand eines quantenmechanischen Sy-
stems einen Zustand verstehen, der durch einen Zustandsvektor (im
Hilbert-Raum des Systems) beschreibbar ist.? Ist der reine Zustand und

80bwohl der vollstindige Satz von Observablen in der Quantentheorie i. allg. kleiner als in
der klassischen Theorie ist, fillt dies bei Systemen aus makroskopisch vielen (~ 1023) Teilchen
offensichtlich nicht ins Gewicht.

9Das klassische Analogon wiire ein Punkt im Phasenraum des Systems.



5.2. REINE UND GEMISCHTE ZUSTANDE 247

damit der Zustandsvektor [¢)) nicht genau bekannt, kann hochstens die
Aussage getroffen werden, dafl der Zustandsvektor zu einer Gesamtheit
von Zustandsvektoren

{[a)} = [1), [2), - [a), - - (5.145)
mit den relativen Haufigkeiten (d.h. Wahrscheinlichkeiten)
{pa} 2pla P2, .-y Pay - - (5146)

gehort. Das heifit, p,, ist die Wahrscheinlichkeit, daf sich das System in
dem durch |¢,) beschriebenen reinen Zustand befindet, wobei i. allg.
nur verlangt wird, daf |¢,) normierbar ist,

(Yaltha) = 1, (5.147)
und somit auch nichtorthogonale Zustande,
(Yaltpar) # 0, (5.148)

erlaubt sind. Entsprechend ihrer Bedeutung als Wahrscheinlichkeiten
geniigen die p, den folgenden Bedingungen:

Pa = 0, Zpa =1 (5.149)

Die Gesamtheit von reinen Zustédnden {|¢,)} mit Wahrscheinlichkeiten
{pa} wird als gemischter Zustand bezeichnet.

Befindet sich das System in einem reinen Zustand |, ), dann ist der
Erwartungswert einer Gréfle A bekanntlich durch

(A), = (WalAlta) (5.150)

gegeben. Ist |¢,) Element eines Gemisches von Zustinden, dessen re-
lative Haufigkeit p, ist, mufl noch iiber alle Erwartungswerte (5.150)
gemittelt werden:

(A) =) " palA)a = PalthalAltba). (5.151)
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Es sei {|g)} ein beliebiges vollstandiges Orthonormalsystem, so dafl

geméf (4.154)
=Yl (5.152)

gilt. Damit formen wir die rechte Seite von (5.151) wie folgt um:

(A) = Zpaj,%wg (gl
- Iggpa@wwawm
Ig\(zpawa (al4) 1) - (Zpawa (alA). (5159

Mit der Definition

0= Paltoa)(tal (5.154)

lautet die Gleichung (5.153):

(A) = Tr (pA) (5.155)

Der (nicht negative) Operator ¢ heifit Dichteoperator oder auch stati-
stischer Operator. Liegt ein reiner Zustand |¢) = |¢),) vor (pg=1 fiir
B =a und pz =0 sonst), so reduziert sich ¢ auf

o= [¥) (. (5.156)

Die Wahrscheinlichkeit, das System in einem beliebigen reinen Zu-
stand |¢) zu finden, ist

(Byy) =Tr (6B,) = (¢lole) (5.157)
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({(¢]p) =1). Die Diagonalmatrixelemente des Dichteoperators in einer
beliebigen Basis haben also die physikalische Bedeutung von Wahr-
scheinlichkeiten (bzw. Wahrscheinlichkeitsdichten, falls die |¢) Dirac-
Vektoren sein sollten).! Erwartungsgeméiﬁ gilt

0 < (plole) = Zpa (Plva)]” <Y pa=1. (5.158)

Aus (5.147) und (5.149) [zusammen mit (5.152)] folgt, daB

Tro=1 (5.159)

ist, wie unschwer zu zeigen ist:

Tro= Y3 palli) (alg)

= Zpa I %\9 g|¢a>
= palthalta) =) pa=1. (5.160)

Ferner gilt

T = T | 3 bt bl (|

[0}

= Z Zpapa’<¢a|wa’> Tr (\%H%' D
= Zzpapa’ < ’ < Z Zpapa’ =1 (5'161)

|¢a’>

und somit

Tro’<Tro=1 (5.162)

19Ty der Gleichung (4.173) ist (¢|Ps [¢0) durch Tr (§Pge)) zu ersetzen.
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Offensichtlich gilt das Gleichheitszeichen im Falle eines reinen Zu-
stands,

=)W ~ Tro*=1. (5.163)

5.2.2 Die von Neumann-Gleichung

Da im Heisenberg-Bild (Abschnitt 4.2.3.1) die Zustandsvektoren zeit-
unabhéingig sind,

d[a(t))
dt

—0, (5.164)
gilt geméas (5.154)

do .

= 3 bt (. (5.165)
Ublicherweise kann angenommen werden, daf8 (im betrachteten Zeit-
intervall) die zugrunde gelegte Gesamtheit von Zustdnden sich selbst

tiberlassen bleibt, die Wahrscheinlichkeiten p, also nicht (durch einen
MeBeingriff von aufien) verindert werden,

und folglich der Dichteoperator zeitlich konstant ist:

do
) 1
= =0 (5.167)

Anders sieht es im Schrédinger-Bild (Abschnitt 4.2.3.3) aus, in dem

() _ 1
o= S HOWO) (5.168

gilt, wenn H (t) der System-Hamilton-Operator ist.'" Mit der Definition

"Beachte, daB der Hamilton-Operator explizit zeitabhingig sein kann.
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von ¢ gemaf (5.154) folgt dann fiir die zeitliche Ableitung von o

1 _ ¢~ [pa (d‘w (ol + [150) d“”a') +pa|¢a><¢a|]

dt dt dt

(07

= ihz P (H150) (V] = 1) (Wal ) + Balta) (0l

= — (A, 0]+ Y paltba) (tl (5.169)

vh
Nehmen wir wieder zeitunabhingige p, an, folgt die zeitliche Ent-
wicklung des Dichteoperators im Schrédinger-Bild der von-Neumann-
Gleichung;:

= — —[H(1), 6()] (5.170)

Es ist unschwer zu zeigen, dafl die Losung dieser Gleichung in Form der
unitdren Transformation

o(t) = U(t, o) a(to) U' (¢, to) (5.171)

mit dem Zeitentwicklungsoperator

U(tty) = T exp [% /t t dTﬁ(T)] (5.172)

[Gleichung (4.255)] angegeben werden kann.

5.2.3 Wechselwirkende Systeme

Gegeben sei ein Gesamtsystem (Hamilton-Operator H ), das aus zwei
miteinander wechselwirkenden Teilsystemen (Hamilton-Operatoren H;
und Hs) besteht,

H=H, + Hy+ Hyy . (5.173)
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System 1 | System 2 — Gesamtsystem
o1 ; 02 1))
Wechselwirkung

Abbildung 5.1: Gemischte Zustinde in wechselwirkenden Systemen.

Der Hilbert-Raum H des Gesamtsystems, aufgespannt durch das Ba-
sisvektorsystem {|g)}, sei das direkte Produkt der Hilbert-Radume H;
und #, der beiden Teilsysteme, deren Basisvektorsysteme {|g;)} und

{Jgs)} seien,
H=Hi®Hs, (5.174)

9) = g1, 92) = |g1)]g2)- (5.175)

Von besonderem Interesse seien nur die Eigenschaften des einen
Systems (z.B. des Systems 1), so daf auf die Kenntnis der das andere
System charkterisierenden Groflen bewufit verzichtet werden kann. Es
sei Ay eine Grofle des interessierenden Systems 1. Die Matrixelemente
des zugeordneten Operators Ay in der gewahlten Basis,

(91 Ailg") = (g1, 92l A}, 5) = (g1l Arlgh) (g2, g5) (5.176)

sind dann diagonal beziiglich der Basis von Hs. Wir wollen zunéchst
annehmen, daf§ sich das Gesamtsystem in einem reinen Zustand [¢)
befindet. Fiir den Erwartungswert von A; folgt dann mit (5.176)

(A1) = % % (91, 92|} (W] A1 [ g1, g2)
- i I (9111 (812} A1)
Yl (Zj ()l ) Aar). (5177)
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und somit gilt:

(A1) = Tr (6:4) (5.178)

o1 = gﬁ (92116 (1) (5.179)

g2

Der Operator g; besitzt alle Eigenschaften eines Dichteoperators des
Systems 1. Insbesondere représentiert er i. allg. keinen reinen Zustand
|41) des Systems 1. Wir stellen den als rein angenommenen Zustand
des Gesamtsystems in der Form

g1 g2
dar und finden

1)) = (galv) = I |91) (91, g29)- (5.181)

g1

Offensichtlich ist |p1(g2)) ein noch von go abhingender Vektor in H;,
der noch nicht auf 1 normiert ist. Es gilt

<<ng2) ‘(pggz)> _ p(gz) (5.182)
mit
2
P =Y (g1, e2l)" (5.183)
an
0<p) <1, (5.184)

als der Wahrscheinlichkeit W, [bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte W (g2)],
das System 1 in dem Zustand |g;) anzutreffen. Wir fithren die auf 1
normierten Vektoren

(92) >

o) =l =) Gas)
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ein und sehen, daf§ die Definitionsgleichung (5.179) fiir ¢; auf die Form

o= Y [ ) ei™] = I P | (i) (5.186)
g2

g2

gebracht werden kann. Diese entspricht aber genau der Definition
(5.154), wie sie im Zusammenhang mit dem statistischen Zugang —
namlich Mittelung iiber ein Ensemble von Systemzustinden mit vor-
gegebenen statistischen Gewichten — verwendet wurde.

Die Verallgemeinerung von (5.179) auf den Fall, daf8 fiir das Ge-
samtsystem nicht ein reiner Zustand, sondern bereits ein gemischter
Zustand mit einem Dichtoperator ¢ anzusetzen ist, liegt auf der Hand:

o1 = I (92/0lg2) = Tra 0 (5.187)
g2

(Trs - Spurbildung beziiglich des Systems 2). Aus der Konstruktion des
Dichteoperators g1 ist in Verbindung mit (5.173) unmittelbar ersicht-
lich, dafl im Schrédinger-Bild gy i. allg. nicht einer Bewegungsgleichung
vom Typ (5.170) [mit H; anstelle von H] geniigt, da i. allg.

do; . Lo

don _ 1o {0} # - [, 5.188

a1 h 2 [ Q] #ih[lgl} ( )

1st.

5.3 Storungstheorie

Wie in der klassischen Theorie sind auch in der Quantentheorie (und
hier noch viel stirker als in der klassischen Theorie) nur sehr wenige
Probleme streng losbar, so dafl auf Naherungsverfahren zuriickgegriffen
werden muf}. Eine typische Situation ist die folgende. Gegeben sei ein
physikalisches System, dessen Hamilton-Operator H sich additiv aus
zwel Termen zusammensetzt,

H=H09 47V (5.189)
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wobei die Losung des durch HO definierten Problems bekannt ist, je-
doch das eigentliche, durch H definierte Problem nicht streng losbar ist,
bzw. die Losung nicht bekannt ist. Kann H® als kleine Storung aufge-
faft werden,'? ist es in vielen Fallen méglich, durch Entwicklung nach
Potenzen des Kleinheitsparameters akzeptable Naherungslosungen zu
erhalten.

5.3.1 Schroédingersche Storungstheorie

Wir wollen ein abgeschlossenes System betrachten, so dafl der
Hamilton-Operator H nicht explizit zeitabhéngig ist. Gesucht seien die
Eigenwerte und Eigenkets von H, d.h. die Lésung des Eigenwertprob-
lems

H|p) = Elp). (5.190)
Bekannt sei die Losung des Eigenwertproblems von HO)
HOp, v) = EW|n, v), (5.191)

wobei wir annehmen wollen, daf HO® zu einem vollstdndigen Satz
von Observablenoperatoren gehort, dessen Eigenvektoren |n,v) den
Hilbert-Raum des betrachteten Systems ganz aufspannen. Da aufler
H®O noch weitere Operatoren zu dem gewiahlten Satz von Operatoren
gehoren mogen, ist mit Energieentartung zu rechnen, was durch die
,Quantenzahlen“ v zum Ausdruck gebracht wird. Eine Aufgabenstel-
lung dieser Art ist typisch fiir die Bestimmung der diskreten stationéren
Zustande von (aus mehreren Elektronen und Kernen bestehenden) Ato-
men und Molekiilen. Wir wollen uns deshalb auf diskretes n und v
beschriinken.!? In der Darstellung mit den |n,v) geht (5.190) in

(n,v|H|p) = BE(n, v|p) (5.192)
iiber, woraus das Gleichungssystem
S, vl By ') = E{n, vlo) (5.193)

12Das heifit, die fiir das Problem relevanten Matrixelemente von H(!) sind betragsmiiBig klein im
Vergleich zu den entsprechenden Matrixelementen von HO.

13Dies bedeutet fiir Atome und Molekiile, daf§ der Hilbert-Raum auf den Unterraum der gebunde-
nen Zustinde reduziert wird. Ist dies nicht moglich, sind in den folgenden Gleichungen die Summen
durch entsprechende Integrale zu ersetzen bzw. zu ergénzen.
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resultiert. Wir beriicksichtigen (5.189) und (5.191) und erhalten schlief3-
lich:

S [, v HOW, ) = (B = ED)bunbis] (0',1']0) = 0

! !
n'v

(5.194)
Die Losbarkeitsbedingung dieses (unendlich-dimensionalen) homoge-
nen, linearen Gleichungssystem,

det | (n, v|HD|n',v") — (B — EY) 86,0

— 0, (5.195)

stellt dann bekanntlich die Bestimmungsgleichung fiir die gesuchten
Energieeigenwerte E dar (siehe auch Punkt 2 der Anmerkungen auf
Seite 223).

Kann HY als kleine Storung angesehen werden — die durch H® be-
dingten Modifikationen der Energieniveaus F, sind klein im Vergleich
zu den Energieniveaus selbst — dann kann versucht werden, das Eigen-
wertproblem (5.190) im Sinne einer storungstheoretischen Entwicklung
zu losen. Eine mogliche Methode stellt die Schrodingersche Storungs-
theorie dar.

Nichtentartete ungestorte Energieniveaus

Um die formale Rechnung iibersichtlicher zu gestalten, schreiben wir
anstelle (5.189)
H=HY 4+ AW (5.196)

so dafl Ordnen nach Potenzen der Stérung einfach Ordnen nach Poten-
zen des (fiktiven) Parameters € bedeutet, wobei am Schluf§ der jeweili-
gen Rechnungen dann wieder e=1 zu setzen ist. Wir suchen die Losung
der Eigenwertgleichung (5.190) in Form der Reihenentwicklungen

E=) "B, (5.197)
m=0
o) = "o, (5.198)
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wobei wir von der Losung des ungestorten Energieeigenwertproblems
ausgehen und versuchen wollen, die durch die Storung bedingten Kor-

rekturen zu berechnen. Wir setzen die Entwicklungen (5.197) und
(5.198) in (5.190) ein und erhalten [zusammen mit (5.196)]

HOp®) 4 i om ( HOpm) 4 g<1)|¢1gm—1>>>
m=1

— i zm: €™ B | pm=m)y, (5.199)
m=0m'=0

Wir vergleichen gleiche Potenzen von € und erhalten in nullter Ordnung
die Gleichung )
O = B |o) (5.200)

und in m-ter Ordnung (m > 0)

™™y (m > 0).  (5.201)

HO|pm)) 4 AW pm-1y = zm: E)
m'=0

Das resultierende Gleichungssystem ist nun Schritt fiir Schritt zu l6sen.
Sind die Energieniveaus in nullter Ndherung nicht entartet,

In,v) = |n), (5.202)
liefert die Gleichung (5.200) einfach
[oh”) = In) (5.203)

Um die Gleichung (5.201) auszuwerten, bemerken wir zunéchst, daf
die (mathematische) Eigenschaft Eigenvektor zu sein natiirlich nicht
daran gebunden ist, dafl der betreffende Vektor (unter physikalischen
Gesichtspunkten bereits) auf eins normiert ist. Fiir die Berechnung der
Energiekorrekturen E,sm) ist es deshalb oft bequem, die intermediire
Normierung

(W]p,) =1 (5.204)

(lon) =l¢)) und somit in jeder Ordnung (m > 0)

(P]elM) =0 (5.205)



258 KAPITEL 5. AUSGEWAHLTE PROBLEME

zu fordern. Wie unschwer zu sehen ist, garantiert sie die Normierung
(onlpn) =1 bis zur ersten Ordnung einschlielich,

o) = ) + |, (5.206)

(nlon) = (D] + (P ]eO) + (0|0
= (p0]p0) = 1. (5.207)

Bei hoheren Ordnungen mufl diese Normierung nachtriaglich durch-
gefithrt werden.

Beginnen wir mit m=1 (Storungstheorie 1. Ordnung). In diesem
Fall lautet (5.201)

(0)‘%(11)> + g(l)w?(lo)> — E,SO)|go7(}>> 4 E7(11)‘807(10)> (5.208)
bzw. A )
(H(O) _ E,(lo)) ‘907(11)> — (E7(11) _ H(l)) |%(10)>_ (5.209)

Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit <(p7(10)| und erhalten
unter Beriicksichtigung von (5.200), (5.203) sowie (5.205):

EM = (n|HD|n) (5.210)

Um |<p,(ll)> zu bestimmen, multiplizieren wir die Gleichung (5.209) von
links mit ((pgf)| (n’ #n), erhalten

(BY — BO) (n| o) 70 |n), (5.211)
woraus
ayy _ (W [HD]n)
<n/|90n > = ES)) _ E,(l: (n" #n) (5.212)
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folgt.
Wir fithren den Projektionsoperator
Py =Y In)y(n'[=In)(n| = I — n)(n] (5.213)
n’ ,
I
ein,
. n'y fir n' #n,
P,n') = ) 7 (5.214)
0y) fir n' =n,

schreiben (5.212) in der Form

n'|P,H® ‘n>

(n'ley)) = <

20 0 (5.215)
wobei n/ nunmehr auch n sein kann,' und sehen, daf
il ><n \P H®]n)
Z‘”’X""@” Z 0
1 5 f7()
= Z In')( —A P,HW|n) (5.216)
— HO
gilt und somit \go%”) wie folgt dargestellt werden kann:
P, .
1)y — n_ o fgM 21
‘9071 > 2O _ 0 H7[n) (5.217)

Wir wollen abschlieflend noch die Energiekorrektur 2. Ordnung be-
rechnen. Fiir m =2 lautet (5.201)

(0)|(P1g2)> + g(1)|¢7(11>> — E£O)|<P%2)> + Eél)‘¢;1)> + E£2)‘¢510)> (5.218)

' Genaugenommen vor der Division durch E(O) ET(;,)).
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Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit <907(10)| und erhalten
wegen (5.205)

(0|0 = B (3219
woraus mit (5.217)
E® = (0| aY b, — HO o) (5.220)
T B - RO '

folgt.

Entartete ungestorte Energieniveaus

Ist das ungestorte Ausgangsenergieniveau E7(10) (fiir gegebenes n) k-
fach entartet, dann ist |<,0,(10)> in (5.200) als Linearkombination der |n, v)

anzusetzen
oy =" |n,v){n,v]el), (5.221)
und in der Basis der |n,v) wird aus (5.209)
(B — EO) (', v]el)

— Z (ES)(SMI@V: — <n', I/|f{(1)

n, 1/'>) (n, V/|<,07(10)>. (5.222)

Fiir n’ =n erhalten wir somit ein aus k£ Gleichungen bestehendes ho-
mogenes, lineares, algebraisches Gleichungssystem zur Bestimmung der
Korrekturen der Energieeigenwerte in erster Ordnung und zur Festle-
gung der der Storung angepafiten Eigenvektoren in nullter Ordnung;:

>~ (B8 = (n,v| HO[n, ') (m,v'[07) = 0 (5.223)

I/I
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Die Energiekorrekturen in erster Ordnung sind somit die Wurzeln der
folgenden Sékulargleichung:

det, ‘E,(ll)(?,,,/ —(n, V‘H(1)|’I’L, V')

=0 (5.224)

Die Losung des Eigenwertproblems (5.223) liefert somit (fir gegebe-

Es

Fq

Abbildung 5.2: Teilweise Aufhebung der Entartung in 1. Ordnung Sto-
rungstheorie.

nes n) k Energiekorrekturwerte E&) (k=1,2,3,...,k) und k Vektoren
\go%%. Speziell fiir die Energieeigenwerte gilt also bis einschlie3lich der
ersten Ordnung

E, — E,=E"+E}. (5.225)

Da auch mehrfache Wurzeln der Gleichung (5.224) vorkommen konnen,
muf} die Entartung (in dieser Ordnung) nicht vollstdndig aufgehoben
werden. Bei der Berechnung hoherer Korrekturen kann gegebenenfalls
wieder die Storungstheorie fiir nichtentartete Niveaus angewendet wer-
den, wobei es zweckmiBig ist, von den Energien E,, geméf (5.225) und

den |<,0,(32> als (neuer) nullter Ndherung auszugehen.

5.3.2 Diracsche Storungstheorie

Gegeben sei ein quantenmechanisches System, dessen Zustand zu einem
gewissen Zeitpunkt ¢y als bekannt vorausgesetzt werden kann und nach
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dessen (weiterer) zeitlicher Entwicklung gefragt wird. Der Hamilton-
Operator des Systems habe wieder die Form

H=H" 4+ 70, (5.226)

Legen wir das Schrodinger-Bild zugrunde, so triagt bekanntlich der
Zustandsvektor die dynamische Zeitabhingigkeit. Gemafl (4.254) und
(4.255) hangt der Zustandsvektor zur Zeit ¢ mit dem Zustandsvektor
zum Zeitpunkt ¢y iiber eine unitire Transformation zusammen,

[¥(2)) = Ut to) v (to)), (5.227)

A~ A~

(Ut =U"1), wobei speziell fiir nicht explizit zeitabhiingiges H
N 1 -
Ul(t,ty) = exp [_h H(t— to)] (5.228)
i

gilt. Es sei {|a)} ein vollstdndiges Orthonormalsystem, das auch Eigen-
vektorsystem von H ist,

Hla) = &,la). (5.229)

Ist ein solches Orthonormalsystem bekannt, so 148t sich |¢)(¢)) nach
den (dann ebenfalls bekannten) stationidren Zustdnden entwickeln und
in der Form

h(t)) = Iaﬁ(t,toﬂaﬂaw(to» — Iae—%&lt

mit bekannten

a){al(ty)) (5.230)

i

(aly(t)) = e7ialy(t)) (5.231)

darstellen. Das heifit, mit [1)(%y)) ist auch |¢(¢)) fiir beliebiges ¢ bekannt
(siehe auch Abschnitt 2.9).

Wie bereits im Abschnitt 5.3.1 erwédhnt, ist in der Regel nur ein Ba-
sisvektorsystem {|g)} verfiigbar, dessen Elemente Eigenvektoren eines
gewissen ungestorten Hamilton-Operators HO sind,

H\g) = Ey|g). (5.232)
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In dieser Basis nimmt |¢(¢)) in (5.227) die Gestalt

w©) = LY 160wl (6.233)

an, und somit lauten die Komponenten von |¢(t))

o) = Y0 wlaloe). (6230

Diese sind bei bekannten Anfangskomponenten (g|¢(¢)) bekannt, wenn
die Matrixelemente®

Ugy(t, t0) = (¢'|U (¢, 0)|9) (5.235)

des Zeitentwicklungsoperators bekannt sind. Die zentrale Aufgabe ist
also die Berechnung der Matrixelemente des Zeitentwicklungsoperators.

Wir wollen zunéchst die physikalische Bedeutung dieser Matrixele-
mente kldren. Dazu betrachten wir den Fall, dafl das System zu dem
Zeitpunkt ¢ in einem Zustand |g) des zugrunde gelegten Orthonormal-
systems pripariert ist,©

¥ (to) = 19)- (5.236)

Gemif (5.233) befindet sich das System zur Zeit ¢ dann in folgendem
Zustand:

p(t)) = Z} )50 (2 0) ) (5.237)

Somit ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude, das System zum Zeitpunkt
t wieder in einem Zustand des Orthonormalsystems zu finden, ndmlich
|g’), gerade das entsprechende Matrixelement (5.235) des Zeitentwick-
lungsoperators,

(g'10(t) = (41U (t,t0)]9), (5.238)

5Wir benutzen der Einfachheit wegen die Indexschreibweise A, fiir Matrixelemente (g'|4|g)
unabhiingig davon, ob es sich bei g (und ¢') um diskrete oder kontinuierliche Grofien handelt.

6Wenn g kontinuierlich ist, ist ein hinreichend kleines g-Intervall zu betrachten.
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und dementsprechend ist

(gD =g, to)lg) [ (5.239)

die Wahrscheinlichkeit (bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte), das System
zum Zeitpunkt ¢ in dem Zustand |¢’) zu finden, wenn es sich zum Zeit-
punkt ¢y in dem Zustand |g) befunden hat.

Die Gleichung (5.239) ist ein Spezialfall der allgemein giiltigen Glei-
chung

A~

(g'lo(t)lg’) = Tr [6(t) Pyy] = Tr [o(t)|g'){d'I] (5.240)

fiir die Wahrscheinlichkeit (bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte), das Sy-
stem zum Zeitpunkt ¢ in dem Zustand |¢') zu finden, wobei o(¢) der
Dichteoperator des Systems zu diesem Zeitpunkt ist [siehe (5.157)]. Mit
(5.171) wird aus (5.240)

(g|o(t)]g") = Tr [U(t, o) o(to)UT (L, t0)|g') (g'|] (5.241)

bzw.

(g'lo(t)|g")

I
H

r [8(t) U (¢, 0)19") (o' |U (2, t0)]

(916(to)U'(t,20)19") (g U (¢, t0)|g)

4. 4

Z; (gla(to)lg")g" U (,t0)19)(g'|U (¢, t0)lg) (5.242)

wobei 9(t) der Dichteoperator zum Zeitpunkt ¢, ist. Offensichtlich geht
(5.242) fiir den Spezialfall

(g'|0(to)lg") = (gl6(to)9)0(g,9")0(g,9") (5.243)

in (5.239) iiber. Entsprechend ihrer physikalischen Bedeutung werden
die Betragsquadrate |(g’ 14 (t,t0)|g)|? fiir g# ¢ als Ubergangswahr-
scheinlichkeiten (fiir |g) — |g’)) bezeichnet.

Wir wollen im weiteren annehmen, dafl der ungestorte Hamilton-
Operator HO® nicht explizit zeitabhingig ist, jedoch eine explizite
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Zeitabhingigkeit des Storterms H(1) zulassen.!” Entsprechend (4.286)
— (4.289) kann dann der Zeitentwicklungsoperator wie folgt faktorisiert
werden:

Ut to) = U, to)UW (¢, 1), (5.244)
UO(t,t9) = exp [—% 2Ot - to)] : (5.245)
. i [t .
UM (t, ) = T exp [_ﬁ / dr H(mt)(T)] , (5.246)
to

HO0 (1) = TO (¢, 40) HO (£)T O, )

etH =0 1) () =il V0=t (5.247)

Damit und unter Beriicksichtigung von (5.232) ergibt sich fiir die ge-
suchten Matrixelemente:

(g'|U(t,t0)|g) = e~ #Fo E=00) (g"|UW (¢, 1) |g) (5.248)

Somit verbleibt das Problem der Berechnung der Matrixelemente von
UM (¢, 4)).1® Offensichtlich ist es dem Stérterm H@9(¢) geschuldet,
wenn <g'\U(1)(t,t0)|g> #£0 fiir ¢’ #g ist und somit ein Ubergang des
Systems aus dem Zustand |g) in den Zustand |g’) moglich wird.

Die Berechnung der Matrixelemente <g'\f](1)(t,t0)|g> ist i. allg. in
geschlossener Form nicht moglich. In der Diracschen Storungstheorie
wird UM (¢, ty) in Form der zeitgeordneten Exponentialfunktion (5.246)

"Dies ist beispielsweise der Fall, wenn von auflen kontrollierte, zeitabhiingige elektromagnetische
Felder mit einem Atom wechselwirken.
18Beachte, daf U(l)(t, to) der Zeitentwicklungsoperator fiir die Zustinde im Dirac-Bild ist.
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in eine Potenzreihe entwickelt:

n

00 1 . t .

_ ] (—1) / "y 20 ()
(——> /dﬁ/ dry T HEY (7)) HE) (7)) 4 .

(5.249)
Die Matrixelemente kénnen dann in jeder Ordnung n der Stérungstheo-
rie separat berechnet werden. Sie geben Auskunft iiber die Uberginge,
die in den einzelnen Ordnungen moglich sind. Wenn die Stérung hinrei-
chend schwach ist, ist es oft ausreichend, sich auf die niedrigste Ordnung
zu beschrianken, das heiffit auf diejenige Ordnung, in der der jeweilige
Ubergang erstmals erlaubt ist.

NOD (¢, ¢t
<g | ( 0)|g> ‘gl>
to t

9)

Abbildung 5.3: Ubergang eines Systems aus einem Anfangszustand |g)
in einen Endzustand |¢’).

Wir wollen uns im weiteren auf die erste Ordnung beschrinken.!”
Fiir g # ¢’ konnen wir dann (nidherungsweise)

. t
N 72 o
(G100 to)lg) = 7 / dry (g/ |0 (1) g) (5.250)

to

setzen, so daB mit (5.248) die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang
9) = 19") (9'#9)

(g'|U (¢, t0)|g)|” = == /t dr /t dry HG (r)HE () (5.251)

9Die nullte Ordnung entspricht dem (als bekannt vorausgestzten) ungestérten Problem.
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lautet (H;i;t)(t) = (g|H™)(t)|¢")). Wir verwenden (5.247), beriick-
sichtigen (5.232) und erhalten mit den Variablensubstitutionen

T1(2) — to + T1(2) aus (5.251)

|<9/|U(t,t0)|g>|2

t—to t—to
- dT1/ dTQ e ﬁ )(TQ_TI)Hg(,lg) (to + Tl)Hg(;2 (to + T2).
(5.252)
Offensichtlich gilt
- 2 ~ 2
(g 1U(t, t0)l9)|” = [(glU (t, 1) g")|". (5.253)

Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Uberginge |g) — |¢’) und |¢') — |g)
sind also gleich gro8.

Ist H™ nicht explizit zeitabhéngig, dann ist
HO (ty + ) HO (b + 1) = [H))| (5.254)

unabhéngig von ¢y + 7 und ¢y + 72, so da} (5.252) in

t—to
(10t to)lg)|” —hQ\ I / dn/ dry e~ i By =E)n=1) (5 255)

iibergeht und die verbleibenden Zeitintegrale einfach ausgerechnet wer-
den kénnen. Wir wollen dies nicht fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit
selbst, sondern fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeitein-
heit, auch Ubergangsrate genannt,

= S (g |0 (¢, 1) g)

wngg(t T to) dt

Ly
- ﬁ|Hg’g

t—t
2 [ #(By—Eq )(t_tO)/ (()17-2 e~ i By =BT 4 ¢ e (5.256)
0
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tun.? Eine einfache Rechnung liefert

t—t
%w/Exwﬂ/ dry e HE BT 4 oo
0

1 (1 ;
_ _t —&%—Ewu—m>< — (B —E,)(t—ty) _ )
— eh\Hg e n\y 1)+ c.c.
(Ey —E))/h | i ]
1 (1 ;
e — 1 — eE(Eg'_Eg)(t_t0)> _|_ C.C.
(Ey —E,)/h| 1 (
in[(E, — E)(t —ty)/h
—9 Sln[( g g)( 0)/ ] : (5257)

(Eg’ - Eg)/h

und somit gilt in niedrigster (d.h. erster) Ordnung der Diracschen
Storungstheorie fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit
zwischen den Zustdnden |g) und |¢’):

(1) |2 sin[(Ey — Ey)(t — o)/

(Ey — By)/h (5.258)

Wyresg(t — to) = 72 ‘

Wir sehen, dal mit wachsender Zeit t — t Ubergénge, fiir die E, # E,
ist, immer unwahrscheinlicher werden. Mit anderen Worten, fiir hinrei-
chend groBe Zeiten ¢t — ¢y konnen nur solche Uberginge stattfinden, fiir
die Energieerhaltung gilt.

Befindet sich das System zum Zeitpunkt ¢y in einem (gemischten)
Zustand mit der diagonalen Dichtematrix

(gloto)lg”) = pyd(g,9"),  Ipg = (glo(to)lg)] (5.259)

dann ist [unter Beriicksichtigung von (5.242)] die Ubergangswahr-
scheinlichkeit pro Zeiteinheit fiir den Ubergang aus diesem Anfagszu-
stand in alle moglichen Endzusténde |g') durch

W{gpe{g}(t II PgWyesg(t — o) (5.260)

2Tm Falle von kontinuierlichen Zustéinden |g) und/oder |g'} ist wy ., natiirlich eine Dichte
beziiglich g und/oder ¢'.
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gegeben.
Bekanntlich kann die d-Funktion §(z) als Grenzwert

5(z) = lim ~50OT)

a—00 T €T

(5.261)

aufgefait werden. Dementsprechend kann fiir t — ¢y — oo im Falle von
kontinuierlichen End- und/oder Anfangszustinden, wenn in (5.260)
iber ¢’ und/oder g integriert wird, in der Gleichung(5.258)

1 sin[(Ey — Ey)(t —to)/R]

o (By — FE —
el = B = B, )

0(Ey — Ey)
(5.262)

gesetzt werden. In diesem Sinne findet man diese Gleichung {iiblicher-

1 sin(ax) af

T [
2.5/f

Abbildung 5.4: 6(z) als Grenzwert von sin(ax)/(7wz) fiir a — oo.

weise in der Form

*§(E, — E,) (5.263)

2T (1)
ngHg = f |Hg/g
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und dementsprechend wird die Gleichung (5.260) in der Form

27T 1)12
WigYefg) = 7 II pg\H;;I 6(Ey — Ey) (5.264)

g v9

angegeben, so dafl speziell fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit pro
Zeiteinheit fiir den Ubergang aus einem diskreten Angangszustand |g)
in ein Kontinuum von Endzustinden

27

1)12
Wigyeg =7 [ dg’ HS) 6By — E,) (5.265)

gilt.

Es ist klar, dal die unter dem Namen Fermis goldene Regel be-
kannte Ersetzung (5.262) eine Ndherung ist, da die Zeitdifferenz (¢ — ty)
nicht beliebig grofl werden kann. Betrachten wir die Giiltigkeit der For-
mel (5.265) etwas genauer. Es sei AE ein Maf fiir die Energieskala,
auf der sich |H g(,lg)
verkniipfte Zeit

2 als Funktion von F, merklich &ndert. Die damit

7o = h/AE (5.266)

wird auch als Korrelationszeit bezeichnet. Das entsprechende Maf fiir
die Funktion &_,,(E, — E,) ist offensichtlich h(t —ty)~". Ist

t—ty> 1., (5.267)

so kann |H g(,lg) * im Vergleich mit St—t,(Ey — E,) als langsam verander-
liche Funktion angesehen werden und in (5.260) vor das resultierende
Energieintegral in gezogen werden. Das verbleibende Energieintegral
tiber §;_4,(Ey — E,) ergibt dann eins.

Die Gleichung (5.258) und die Folgegleichungen (5.263) und (5.264)
lassen sich sinngeméfl auch dann anwenden, wenn der Storopera-
tor explizit zeitabhingig ist. Speziell im Falle einer harmonischen
Zeitabhingigkeit,

A4 - H) ettt (5.268)

9'g
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entstehen aus (5.255) im Falle von energetisch hinreichend verschie-
denen Zustidnden |g) und |¢g’) unter Vernachldssigung nichtresonanter
Terme die zwei potentiell resonanten Terme

t—to

(g0t to)lg)| = 2 ) dT1 dry ¢~ A (Ey—Eythe) (ro=m)
(5.269)
und aus (5.258) wird
+) 2 Sin[(Eg/ — Eg 4+ hw)(t _ to)/h]

) Hy, 5.270
g<—>g( 0 h2 | (Eg/ — Eg T hw)/h ( )

bzw. im Sinne von Fermis goldener Regel:

+ 27T 1)12
wli, = 7 [HY, | 8By — By + hw) (5.271)
(+)

Offensichtlich représentiert w,  die Ubergangswahrscheinlichkeit pro
Zeiteinheit zwischen den Zustinden |g) und |¢'), wenn

Eg = Egl + hw ~> Eg > Egl (5272)

gilt, wobei der Ubergang |g) — |¢'), d.h. der Ubergang vom energetisch
hoher liegenden in den energetisch tiefer liegenden Zustand, mit der
Emission und der Ubergang |¢’) — |g), d.h. der Ubergang vom energe-
tisch tiefer liegenden in den energetisch hoher liegenden Zustand, mit
der Absorption eines Energiequants hw verbunden ist. Entsprechend re-

9) 9)

e ~ A w' ) AARA
9’y

Wy'—g

l9") g)
Abbildung 5.5: Absorption und Emission eines Quants hw=E, — E,.
prasentiert w(,_g , die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit zwi-

schen den Zusténden |g) und |¢), wenn

Ey=E,4+hw ~ Ey>E, (5.273)
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gilt und somit die Rollen von |g) und |¢') vertauscht sind.

Strahlungsiiberginge in Atomen

Betrachten wir den wichtigen Fall der Wechselwirkung elektromagneti-
scher Wellen mit Atomen. Im einfachsten Fall, wie etwa im Wasserstoff-
atom, hat man es mit der Wechselwirkung eines gebundenen Elektrons
mit einer elektromagnetischen Welle zu tun.?! Der Hamilton-Operator
ist dann geméaf (5.86) gegeben, wobei in Coulomb-Eichung das nun-
mehr zeitabhingige Vektorpotential die elektromagnetische Welle

A, t) = Aef®t=D ¢ c. (5.274)

beschreibt, unter deren EinfluB das betrachtete Atom steht. Be-
schrinken wir uns hinsichtlich der Vektorpotentials auf den linearen
Term in (5.92), so konnen mit Blick auf (5.268) die Identifikation

1 q x ik A
Hyy = ——A - (g/|e*"plg) (5.275)
q
machen. Wir wollen dieses Matrixelement in elektrischer Dipolnéihe-

rung fiir gebundene Zustéinde des Elektrons und optische Wellenldngen
auswerten, d.h.

k-r s 2%% <1 (5.276)
[ro gemafB (3.373)]. Folglich gilt
Ml = (g€ Dlg) ~ (g'[Dl), (5.277)
und wir kénnen in guter Naherung
1 q x -
Hy) = _EA -(g'Iplg) (5.278)

setzen.”? Wir wenden die Gleichung (2.179) an, beriicksichtigen, daf
H© iiber die kinetische Energie quadratisch von p abhingt und finden

1 5 o - 1
[, HO = Z O =~ 5 5.279
o HY ap — (5.279)

21Bei komplizierteren Atomen kann man sich hiufig auch auf ein Elektron — das sogenannte
Leuchtelektron — beschréinken, das sich in einem effektiven Feld des Atomrumpfs bewegt.

22Die Dipolniherung setzt natiirlich voraus, dafi das verbleibende Matrixelement (g'|p|g) von
Null verschieden ist. Verschwindet es, miissen die nichsten Entwicklungsglieder von e’ beriick-
sichtigt werden. Die Regeln, die angeben, fiir welche Uberginge |g) < |¢') die entsprechenden (Uber-
gangs-)Matrixelemente von Null verschieden sind, werden als Auswahlregeln bezeichnet.
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Folglich kénnen wir [unter Beriicksichtigung von (5.232)]

1, 1
— = = E E, 5.280
— (g'Iplg) = = O gy = )g'[Blg)  (5.280)
bzw. B, E,
q /oA )
— = —qQ ———— 5.281
e (d'Iblg) = ~ig —— L (d'|t|g) (5.281)
schreiben. Mit X
d=gr (5.282)
als Operator des elektrischen Dipolmoments und der Definition
weg = (Eg — Eg)/h (5.283)
erhalten wir schlie3lich
q N . ~ .
——{9'IPlg) = —iwgy(g'ld|g) = —iwdy, . (5.284)

q

Wir setzen dies in (5.278) ein und finden

HV? = w2 |A - dyy (5.285)
Damit nimmt (5.271) die Gestalt
271'
wgag 7 2 A - dyg?0(wey F w) (5.286)

(+) . :
g« — entsprechend obiger Diskus-

sion — die induzierte Emission und w; _)> g = w; l g die Absorption eines

an. Speziell fiir wyy > 0 beschreibt w,,

Energiequants hw.?

Aus den Ergebnissen konnte geschlossen werden, daff ein Ubergang
zwischen zwei atomaren Energieniveaus unter Emission bzw. Absorp-
tion von elektromagnetischer Strahlung nur méglich ist, wenn solche

2Dies kann als eine Rechtfertigung des (im Vorfeld der Quantentheorie aufgestellten) Bohr-
schen Postulats angesehen werden, wonach bei einem Ubergang zwischen zwei stationiren Atom-
zustinden der Energien £, und E, die vom Atom absorbierte bzw emittierte Strahlung die Frequenz
v=|E, — Ey|/h besitzt.
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bereits vorhanden ist, d.h. A #0 ist. Eine quantentheoretische Be-
handlung elektromagnetischer Strahlung zeigt, dafl (bei nichtverschwin-
dendem Ubergangsmatrixelement) ein Ubergang von einem energe-
tisch hoher liegenden Zustand in einen energetisch tiefer liegenden Zu-
stand unter Emission eines entsprechenden elektromagnetischen Ener-
giequants mit einer gewissen (endlichen) Wahrscheinlichkeit auch dann
erfolgt, wenn das elektromagnetische Strahlungsfeld anfangs nicht an-
geregt ist (spontane Emission).

5.4 Systeme identischer Teilchen

Identische Teilchen stimmen in allen physikalischen Eigenschaften voll-
kommen iiberein und verhalten sich entsprechend unter gleichen phy-
sikalischen Bedingungen. In der klassischen Mechanik kommt derarti-
gen Teilchen auf Grund der Existenz von wohldefinierbaren (stetigen)
Bahnkurven trotz ihrer identischen physikalischen Eigenschaften ,,Indi-
vidualitat® zu. Da in der Quantenmechanik der Begriff der Bahnkurve
seinen Sinn verliert, verlieren identische Teilchen génzlich jegliche In-
dividualitat. Sie sind prinzipiell ununterscheidbar. Nehmen wir an,
zu einem gewissen Zeitpunkt t; seien die Koordinaten aller Teilchen
(exakt) bestimmt. Dann sind zu diesem Zeitpunkt die Impulskompo-
nenten der Teilchen vollig unbestimmt. Wird zu einem spéteren (belie-
big wenig von ¢, verschiedenen) Zeitpunkt ¢ (¢ >ty) an einem gewissen
Raumpunkt ein Teilchen lokalisiert, so kann dieses offensichtlich nicht
mit einem bestimmten Teilchen zu dem fritheren Zeitpunkt ¢, identifi-
ziert werden.

Die prinzipielle Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen bedingt
die Forderung, dafl alle physikalischen Figenschaften des Vielteilchen-
systems gegen beliebige Teilchenpermutationen invariant sein miissen.
Es sei ﬁp der unitare Operator, der bei einer beliebigen Permutation
p der Teilchen den Zustandsvektor |¢)) des Vielteilchensystems in den
Zustandsvektor [¢) transformiert,

W) =Hhlv) (B =F"). (5.287)

p

Da sich die Erwartungswerte beliebiger Observablen des Vielteilchensy-
stems bei einer solchen Symmetrietransformation nicht &ndern diirfen,
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mufl die Anwendung von Pp auf einen beliebigen Zustandsvektor |1))
diesen bis auf einen Phasenfaktor reproduzieren und somit Eigenzu-
stand von P, sein:

W) = Bol) = eplth), el =1 (5.288)

Statt der Zusténde konnen bekanntlich auch die Observablenoperato-
ren des Vielteilchensystems transformiert werden. Es sei A ein solcher
Operator. Aus

WAl = (G|PIAB, ) = (| A'|p) (5.289)

lesen wir zunachst

A’ = PIAP, (5.290)
ab [vgl. (4.298) — (4.300)]. Da wegen (5.288)
(WAl = (I AW) (5.291)
ist, muf folglich wegen (5.289) zusammen mit (5.290)

A'=PIAP,= A (5.292)

[Py, Al =0 (5.293)

Die prinzipielle Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen bedeutet al-
so, daf3 alle Observablenoperatoren A mit allen Permutationsopera-
toren Pp vertauschen und es somit keine Observable gibt, welche die
Individualitét der Teilchen festlegt.
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5.4.1 Symmetrische und antisymmetrische Zu-
stdnde

Der Zustand eines aus n Teilchen bestehenden Systems kann durch
einen Vektor in einem Produkt-Hilbert-Raum beschrieben werden,
dessen Faktorrdume durch vollstindige 1-Teilchen-Basissysteme auf-
gespannt werden. Wir wollen die Gesamtheit der Operatoren eines
vollstandigen Satzes vetraglicher Observablen eines Teilchens mit Spin
S durch den (mehrkomponentigen) Operator G bezeichnen, beispiels-
weise

G = (t,5.) oder G = (p,5S.). (5.294)

Die Eigenzustiinde |g) von G bilden dann ein Basissystem fiir den Fak-
torraum eines Teilchens,

Glg) = glg), (5.295)
(glg") = (g, g) (5.296)

Ilg = (5.297)

Bezeichnen wir die Basisvektoren des a-ten Faktorraums mit | g>(0‘), SO
bilden die Vektoren

191,92, - gn) = lg1)V[g2)P -+ | gn) ") (5.298)

ein Basissystem des n-Teilchen-Hilbert-Raums,

(91,92, -, 9nlGh, 95s - - -, 90) = 6(91,91)6(92,95) - - -6(gn, g3,),  (5.299)

I I ‘917927"'7gn><gl 92;---,9n‘ —I (5300)
g1 g2 dn

Offensichtlich représentiert der Vektor |g1, g2, - - ., g,) einen Zustand des
n-Teilchen-Systems, in dem Teilchen 1 im 1-Teilchen-Zustand |g1), Teil-
chen 2 im 1-Teilchen-Zustand |g3), ...und Teilchen n im 1-Teilchen-
Zustand |g,,) ist. Es ist klar, da} der tatsdchliche Zustandsvektor [i))
des Systems i. allg. verschieden von einem Vektor dieser Gestalt sein
wird — nicht zuletzt auf Grund der Teilchenwechselwirkung unterein-
ander. In jedem Fall kann jedoch |¢) in der Basis der Vektoren (5.298)

dargestellt werden.
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Die Wirkung eines Permutationsoperators ﬁp auf einen beliebigen
Zustandsvektor |¢) ist folglich erklirt, wenn seine Wirkung auf die Ba-
sisvektoren (5.298) erklért ist. Das einfachste Beispiel ist die Vertau-
schung der 1-Teilchen-Zustinde der Faktorrdume o und g. Wir wollen
diese Permutation als p= (af3) bezeichnen. Die Wirkung des entspre-
chenden Permutationsoperators P(ag) ist dann gemaf?*

P(aﬁ)‘ghg%"'7ga7"'7gﬂa"'7gn> - |glag27"'7gﬂ7"'7ga7"'7gn>
(5.301)

definiert. Betrachten wir nunmehr eine allgemeine Permution

p3(1 ’ 3") (5.302)

a1 Qg A3 --- Ay

bei der a; an die Stelle von 1, as an die Stelle von 2, ...undAozn an
die Stelle von n tritt. Der zugeordnete Permutationoperator sei F,. Der
inversen Permutation

-1 ~ ap Qg Az --- Ay
p —(1 5 3n> (5.303)

ist dann der Operator prl zugeordnet. Offensichtlich gilt

A A

Po=P (5.304)

p p

Aufeinanderfolgende Permutationen p und p’ liefern wieder eine Per-

mutation p”, A o
p” = p,p ~> Ppn = PpIPp (5305)

Da die Anwendung von P, auf einen Basisvektor (5.298) eineindeutig
wieder einen Vektor dieser Basis ergibt, mufl P, bekanntlich unitér sein,

p=I1. ~ Pi=p" (5.306)

Wenden wir uns nun der Wirkung von Pp auf einen beliebigen Zu-
standsvektor |¢) zu, wobei fiir ein System identischer Teilchen (5.288)

24Um die Bezeichnung nicht iibermiBig zu verkomplizieren, wollen wir verabreden, daf die Reihen-
folge der 1-Teilchen-Faktorraume immer die gleiche bleibt und bei fester Reihenfolge die jeweiligen
»Quantenzahlen® permutiert werden.
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gelten muf}. Beginnen wir wieder mit einer Zweierpermutation p = (af3).

Offensichtlich gilt25 . .
P(2aﬁ) = (5.307)

da zweimalige Anwendung der Permutation p= (af) wieder die ur-
spriingliche Situation wiederherstellt. Gemaf$ (5.288) und (5.307) muf}
also

PLol) = e li) = [) (5.308)
gelten, woraus
Clapy = 1 (5.309)
und somit
Clap) = E1 (5.310)

folgt. Jede Zweierpermuation kann als Ergebnis der Hintereinander-
ausfithrung anderer Zweierpermutationen angesehen werden, speziell

(v8) = (va) (38) (aB) (88)(var) (5.311)
(y#6#a# ) und folglich

A A A A A

Pysy = PlyayPop) Plap) Plos) P

D) (5.312)

Wir wenden ]5(75) auf |¢) an und erhalten mit (5.288) und (5.309)

Pas)lt) = c)l¥) = ra) gy Clas) = Cap) 1) (5.313)
=
1 1
d.h., alle c(,p) besitzen den gleichen Wert,
€(18) = C(ap)- (5.314)

Somit sind entweder alle c(,43) gleich +1 oder gleich —1. Nun 148t sich
jedoch eine beliebige Permution p als Produkt von Zweierpermutatio-
nen schreiben,

=118 ~ B=]]Pasn (5.315)
k k

25 Damit gilt also P(TQB) = 15(;15) = p(aﬁ)'
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(ax # Br), und folglich gilt

Pp|¢> - cp|¢>7
wobei
1 wenn g = 1
Cpr —
P np==x1 wenn c¢p = —1
und

1 fir gerades N(,p)
—1 fiir ungerades N,z

279

(5.316)

(5.317)

(5.318)

ist (N(p) - Anzahl der Zweierpermutationen). Zustinde mit ¢, =1
fiir alle p heifit symmetrische Zustinde und entsprechend Zusténde
mit ¢, = n, antisymmetrische Zustinde. Damit kommen wir zu
dem Ergebnis, daf} es fiir ununterscheidbare Teilchen nur zwei mogliche
Arten von Zustdnden geben kann, die die Physik richtig beschreiben,
ndmlich symmetrische und antisymmetrische.

Aus den Permutationsoperatoren ﬁp konnen Projektionsoperatoren

. 1 .
P+:HZPP
p

(5.319)

(5.320)

gebildet werden. Offensichtlich projiziert P, einen beliebigen Vektor
in den Unterraum der symmetrischen Vektoren, und entsprechend pro-
jiziert P_ in den Unterraum der antisymmetrischen Vektoren. Wird



280 KAPITEL 5. AUSGEWAHLTE PROBLEME

nadmlich ]5+ oder P_ mit irgendeinem Permutationsoperator ]3p multi-
pliziert, so 148t sich in den Summen

. 1 ..
ByPe=— Z P,b, (5.321)
p
und 1
BP =~ > ny BBy (5.322)
pl

jedes Produkt von Zweierpermutationen durch eine resultierende Per-
mutation ersetzen, wobei dann die Summen wieder iiber alle n! Permu-
tationen laufen. Das Ergebnis ist?®

p,p, = P.P,=P,, (5.323)

A~

p,P.=P_P,=n,P (5.324)
Da in den Summen in (5.319) und (5.320) der Ubergang von P, nach
Pg :Pp_1 lediglich den Ubergang zur inversen Permutation bedeutet,
bei dem gerade Permutationen gerade und ungerade Permutationen

ungerade bleiben, gilt A A
Pl =P, (5.325)

Ferner besitzen die Operatoren Py als Projektionsoperatoren die Ei-
genschaften

Pl=P (5.326)
und o
P.P. =0. (5.327)

Bezeichnen wir symmetrische Zustandsvektoren mit |¢); und antisym-
metrische mit |¢)_, so dal geméaB (5.316) — (5.318)

Bl = 1)+, (5.328)
Poltp)— = mple)) - (5.329)

2615t p eine gerade Permutation (gerade Anzahl von Zweierpermutationen!), so ist P,P_ = P_,
weil das Produkt zweier gerader Permutationen gerade, das Produkt einer geraden Permutation
mit einer ungeraden Permutation ungerade ist. Fiir eine ungerade Permutation p hingegen wird
PP =—-P_.
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gilt, so 1aBt sich unschwer zeigen, dafi die Anwendung der Operatoren
P, auf diese Zustinde erwartungsgemaf

Pylp)s = |¥)+ (5.330)

sowie

Py =0 (5.331)

liefert. Zum Beweis betrachten wir beispielsweise die zweite der Rela-
tionen (5.330). Mit (5.320) und (5.329) erhalten wir

N 1 .
Pg) =3 Bl
p

=S = = (5332)
Pl N

n!

Die Giiltigkeit der anderen Relationen 148t sich analog zeigen. Die zu
den Projektoren P, gehorenden Unterrdume des betrachteten Produkt-
Hilbert-Raums sind tatsédchlich die Unterrdume der symmetrischen
bzw. antisymmetrischen Zustinde. Im Falle von zwei Teilchen bilden
die beiden orthogonalen Unterriime zusammen den gesamten Produkt-
Hilbert-Raum. Fiir n > 2, ist dies nicht mehr der Fall. Es sei

P=I-P —P, (5.333)

der restliche Projektionsoperator. Wir verwenden die Gleichungen
(5.326) und (5.327) und sehen, daf diese durch die Gleichungen

PP = PP =P, (i P 15+) — P P2=0  (5.334)

und ) A ) A
P2 = (1 _p - P+> P =P (5.335)

zu ergianzen sind.
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5.4.2 Das Pauli-Prinzip

Wie wir gesehen haben, kann sich ein System identischer Teilchen nur
in symmetrischen und antisymmetrischen Zustinden befinden. Nach
Pauli besteht nun ein Zusammenhang zwischen dem Spin der Teilchen
und der Permutationssymmetrie der Mehrteilchenzusténde:?’

I Identische Teilchen mit ganzzahligem Spin (Bosonen) werden durch
symmetrische Zustdnde beschrieben, wahrend identische Teilchen mit
halbzahligem Spin (Fermionen) durch antisymmetrische Zustéinde
beschrieben werden.

Die orthonormierte Basis des Unterraums der antisymmetrischen
Zustande kann durch Projektion der Basisvektoren (5.298) in diesen
Unterraum konstruiert werden:

|917927"'7gn>— NP—|91,92,...,gn> (5336)

Wir verwenden die Definition (5.320) von P_ und setzen

‘glag%" 'agn>— - mp— ‘glag%" agn>

1 » n
= 7 2 hp19)Vlga)® - -lg)™, - (5.337)
P

d.h.:
g)® 1g)® g™
) ® 1g)@ g™
‘91,92,---,9n>—:ﬁ : (5.338)
g)V g)@ L gy

2TVon Pauli 1940 in einer grundlegenden Arbeit zur relativistischen Invarianz von Quantenfeld-
theorien begriindet.
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Die Determinante in (5.338) heifit Slater-Determinante. Aus ihr
kann das Pauli-Prinzip im Sinne des sogenannten Pauli-Verbots abge-
lesen werden: Konnen die Zusténde eines aus n identischen Fermionen
bestehenden Systems schon durch die Angabe eines Satzes von Beset-
zungszahlen von diskreten Einteilchenzustinden |g) charakterisiert
werden, so sind nur solche Systemzustiande moglich, fiir die n verschie-
dene 1-Teilchen-Zustéinde einfach besetzt (und alle anderen unbesetzt)
sind.

Fiir das Skalarprodukt der Zustidnde (5.336) [bzw. (5.338)] ergibt
sich?®

—<917927 SR 7gn|giagl27 . . '797I1>—
=nl{g1, 92, - -, 9| P P_|g}, 6b, .., g})
- n!<gl7927 .- agn‘p—|gi79é7 S 791/1>

= Zn;D(gla g2, .., gn‘pp‘glla g,2a ) 97,1>
p

0(g91,91) 6(92,91) - 0(gn,91)
0(g91,95) 6(92,95) - 0(gn,95)

_ | . (5.339)
6(91,9,) 0(92,95) --- 6(gn,g,)

und somit sind sie fiir diskretes g auf eins normiert.

Analog zu (5.336) kann durch Projektion der Basisvektoren (5.298)
in den Unterraum der symmetrischen Zustidnde ein orthonormiertes
Basisvektorsystem konstruiert werden:

|91792)---;gn>+ Np+‘91,92,---,gn> (5340)

In diesem Fall miissen fiir diskretes g die g, nicht alle voneinander
verschieden sein, sondern konnen mehrfach vorkommen. Das Pauli-
Prinzip 148t sich dann auch wie folgt formulieren: Kénnen die Zusténde

28Beachte, daf gemif (5.325) und (5.326) PT = P_ und P? =P_ gilt.
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eines aus n identischen Bosonen bestehenden Systems schon durch
die Angabe eines Satzes von Besetzungszahlen von diskreten Einteil-
chenzustanden |g) charakterisiert werden, so kénnen die 1-Teilchen-
Zustinde auch mehrfach besetzt sein.

Anmerkungen
e Sowohl die symmetrischen Basisvektoren |g1, go, - . ., gn)+ als auch
die antisymmetrischen Basisvektoren |g1, go, . .., g,)— lassen sich

fiir diskretes g durch die Anzahlen der besetzten 1-Teilchen-
Zustande eindeutig charakterisieren. Demgegeniiber ist es zur
Charakterisierung der Produktvektoren |g1, g2, ..., gn) in (5.298)
notwendig anzugeben, welches Teilchen den jeweiligen 1-Teilchen-
Zustand besetzt. Die Tatsache, dafl im Falle identischer Teil-
chen zwischen Zusténden |g1, 92, ..., 9gn), die sich nur durch die
Teilchennumerierung unterscheiden, nicht unterschieden werden
kann, wird als Austauschentartung bezeichnet.

e Betrachten wir ein System identischer Teilchen, deren Wech-
selwirkung untereinander (in gewisser Ndherung) vernachléssigt
werden kann, so dafl sich der Hamilton-Operator H des Gesamt-
systems additiv aus den jeweils gleichen 1-Teilchen-Hamilton-
Operatoren H, zusammensetzt,

H=) H,, (5.341)
a=1

und folglich [in Ubereinstimmung mit (5.293)]
[P, H] =0 (5.342)

gilt. Wahlen wir einen vollstdndigen Satz vertraglicher 1-Teilchen-
Observablen, in dem der 1-Teilchen-Hamilton-Operator enthal-
ten ist, so konnen die Eigenzustinde des Hamilton-Operators
des Gesamtsystems (und damit die stationdren Zustidnde des
Gesamtsystems) eindeutig durch die Angabe eines Satzes
von Besetzungszahlen der 1-Teilchen-Eigenzustinde dieser 1-
Teilchen-Observablen charakterisiert werden. Es ist klar, daf fiir
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den so gewihlten vollstindigen Satz vertréglicher 1-Teilchen-
Observablen die Produktvektoren |g1, go,...,g,) Eigenvektoren
von H sind. Offensichtlich existieren im Falle diskreter 1-Teilchen-
Zusténde genau n!/ [[._; n, ! Zustinde, die zum gleichen Ener-
giewert gehoren. Diese Austauschentartung wird gerade durch das
Pauli-Prinzip aufgehoben.

5.4.3 Elektronen in atomaren Systemen

Der der klassischen Hamilton-Funktion eines aus mehreren punktformi-
gen Teilchen bestehenden konservativen Systems entsprechende Hamil-
ton-Operator lautet:?

V(1 B, ...y ). (5.343)

Im Falle von Atomkernen und Elektronen in atomaren Systemen setzt
sich die potentielle Energie additiv aus der Coulomb-Wechselwirkungs-
energie je zweier Ladungen zusammen. Indizieren wir die Atomkerne
mit A und die Elektronen mit ¢ und bezeichnen wir der Ubersichtlichkeit
halber die Ortsvektoren, Impulsvektoren und Massen der Kerne mit
Grobuchstaben, so geht (5.343) in

H= TK + TEI + VK—K + VEI—EI + VK—El (5.344)

iiber, wobei die einzelnen Terme wie folgt lauten:

Te=2 our (5.345)
A

29Gpin-Terme und andere relativistische Korrekturen sind hier nicht beriicksichtigt.
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. P2
Iy = : 2”26 (5.346)
Vk_k = 8:; %: '% (5.347)
Vel-E1 = 876; Z ' B _1 o] (5.348)
V-1 = _4;280 ; |R)\Zi o (5.349)

Die verwendeten Teilchenkoordinaten beziehen sich zunéchst auf ein
raumfestes Koordinatensystem. Bei Atomen und Molekiilen ist es
zweckméfBig, die Translationsbewegung abzuspalten und in ein Koor-
dinatensystem iiberzugehen, dessen Ursprung mit dem Massenmittel-
punkt des sich bewegenden Atoms bzw. Molekiils zusammenfallt und
dessen Achsenorientierung jedoch raumfest bleibt. Wegen der relativen
Kleinheit der Elektronenmasse im Vergleich zu den Kernmassen kann
der Massenmittelpunkt in guter Naherung mit dem Massenmittelpunkt
der Atomkerne gleichgesetzt werden.

Bei einem Atom kennzeichnet der Massenmittelpunkt folglich ein-
fach die Kernlage. Bei gegebener Kernlage und n Elektronen kann dann
der (nichtrelativistische) Hamilton-Operator des Elektronensystems in
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der Form

ﬁ: f)z2 - Z€2A I 62 Z’ _ 1A
, 2me  4dmeg|t| 8me |t; — Ty

il

(5.350)
angesetzt werden (der Atomkern befindet sich im Koordinatenur-
sprung), wobei speziell in der Ortsdarstellung

h
f‘i =T, f)l = = VZ (5351)
4

gilt.?® Wir sehen, daB fiir n>1 im Vergleich zum Wasserstoffatom
als wesentlich neuer Beitrag zum Hamilton-Operator die abstoflen-
de Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Elektronen hinzugekommt.
Diese verkompliziert das mathematische Problem der Losung der (zeit-
freien) Schrodinger-Gleichung ganz wesentlich, so dafl analog zur klas-
sischen Mechanik keine analytischen Losungen mehr zu erhalten sind
und Naherungsverfahren erforderlich werden.

5.4.3.1 Das Helium-Atom

Betrachten wir als einfachsten Fall eines Mehrelektronenatoms das He-
liumatom mit zwei Elektronen. In nullter Ndherung, d.h. ohne Bertick-
sichtigung der Coulomb-Wechselwirkung der beiden Elektronen unter-
einander,

HO = Z ( pi __Z¢ > (Z =2), (5.352)

2me N 47T80|f‘i|
1=1

konnen die Losungen der zeitfreien Schrédinger-Gleichung aus 1-
Teilchen-Wellenfunktionen (genauer 1-Teilchen-Spinoren) unter Be-
riicksichtigung des Pauli-Prinzips aufgebaut werden, wobei die 1-
Teilchen-Wellenfunktionen einfach die Wellenfunktionen des Wasser-
stoffatoms (unter Beriicksichtigung der geinderten Kernladungszahl)

30V, bedeutet den Nabla-Operator beziiglich der Koordinaten des i-ten Teilchens.
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sind. Es sei |¢) ein 1-Teilchen-Vektor; in der Orts- und Spindarstellung
(bzgl. S,) wird daraus das Spinorfeld

o, (r) = (r,v]p) (v=1,2) (5.353)

(sieche Abschnitt 5.1.2). Repréasentiert |p) einen 2-Teilchen-Zustand,
dann werden daraus in der Orts- und Spindarstellung die von r; und
ro funktional abhéngigen Spinorkomponenten

Puiwy (1, T2) = (1, V15 T2, Vo). (5.354)

Da der Spin nicht explizit in den Hamilton-Operator (5.350) eingeht,
kann ¢,,,,(r1, ry) gemif

Puy (T1,T2) = ©(T1,T2)Pu 00 (5.355)

in einen Bahn- und einen Spinanteil separiert werden, wobei ein sym-
metrischer (antisymmetrischer) Ortsanteil ¢(rq,r2) einen antisymme-
trischen (symmetrischen) Spinanteil ¢, ,, impliziert, damit ¢, (r1, r2)
in Ubereinstimmung mit dem Pauli-Prinzip antisymmetrisch ist:

90(1'1, 1'2) = :tgp(rg, 1'1) <——> Py = FPuou, (5356)

Bekanntlich kénnen die Energieeigenzustinde des Wasserstoffatoms
durch die Quantenzahlen n, [ und m; =m sowie die dazugehorigen Wel-
lenfunktionen @, (r) charakterisiert werden (Abschnitt 3.5.3). Setzen
wir die beiden Elektronen des Heliumatoms in den gleichen 1-Teilchen-
Zustand mit der Wellenfunktion ¢, (r), dann miissen sich beide Elek-
tronen offenbar in ihrer Spinprojektion unterscheiden, so dafl speziell
fiir den Zustand mit q0o(r)

1

Ou, (L1, T2) = 90100(1'1)90100(1‘2) —2( 111012 — 01,101,2) (5.357)

A - g

(,0(1'1, r2) SOZVQ
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gilt. Da sich die Spins der beiden Elektronen gegenseitig kompensieren,
liegt ein sogenannter Singulett-Zustand vor. Das bedeutet folgendes.
Betrachten wir den Operator des Gesamtspins

S=85,+8,, (5.358)

so laBt sich unschwer zeigen, dafl ¢,,,, Eigenspinor von S? und S, mit
jeweils verschwindendem Eigenwert ist (siehe auch Abschnitt 5.1.4),

~

S20,,. =0, S.pu., =0. (5.359)

Betrachten wir nunmehr den Fall, daf} sich eines der beiden Elektro-
nen im Grundzustand mit der Wellenfunktion ¢109(r) und das andere in
einem angeregten Zustand mit der Wellenfunktion ¢,,,,,(r) (n> 1) be-
findet. Dann konnen folgende 2-Elektronen-Zustinde konstruiert wer-
den:

[©nim (1) @100(T2) + @nim (r2)@100(r1)] X

Sil-

(pV1V2 (rl? r2) =

1
X —— (61,100,2 — 01,10,2) , 5.360
NG (60,100,2 10,,2) ( )
1
901/11/2(1“1, 1“2) = —2 [@nlm(rl)wloo(h) - SOnlm(P2)<P100(I“1)] X
SR SO SIS S (5.361)
\/5 V11 1/22 1/21 1/12 ) .
1
wulug(rl, I‘2) = —2 [Spnlm(rl)Soloo(rQ) - Sonlm(I'Q)SOlOO(rl)] 5;/115;/21 )
(5.362)
1
Qv (T1,T2) = NG [©nim (T1)©100(r2) — @nim(r2)©100(r1)] 0,200,2 -
(5.363)

Der Zustand (5.360) ist offensichtlich wieder ein Singulett-Zustand. Die
drei Zustande (5.361) — (5.363) sind Triplett-Zustinde. Man iiberzeugt
sich unschwer, daf} fiir diese Zustiande

520, 0, (r1,12) = 1(1 + 1)B20,,0, (r1,T2) = 2120y, (r1, 1),  (5.364)
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~

SZQOVU/Q (rla r2) = MsPur v,y (rla r2) (5365)

gilt, wobei ms; =0 im Falle (5.361), ms =1 im Falle (5.362) und m,; = —1
im Falle (5.363) ist. Die drei Zusténde sind also Eigenzustiande zum
Gesamtspin 1 und seiner Projektion auf die z-Achse.

Wie bereits erwéahnt, sind die Singulett-Zustdnde mit den Wellen-
funktionen (5.357) und (5.360) sowie die Triplettzustinde mit den
Wellenfunktionen (5.361) - (5.363) als Eigenzustiinde von H© nur
ndherungsweise auch Eigenzustédnde des noch die Coulomb-Wechsel-

wirkungsenergie
. 2 1
O = _°©

— 5.366
471'60 ‘f’l — f‘2| ( )

enthaltenden exakten (nichtrelativistischen) Hamilton-Operators
H=H9 4+ WO, (5.367)

Die Wellenfunktionen (5.357) — (5.363) der ungestérten Zustinde!
und die dazugehorigen (ungestorten) Energien kénnen als nullte Néhe-
rung einer Schrédingerschen Stérungstheorie (Abschnitt 5.3.1) zur Be-
rechnung der exakten Energien und Wellenfunktionen verwendet wer-
den. Man findet, daf die Singulett-Zustinde (5.360) eine etwas grofie-
re Energie als die entsprechenden Triplett-Zustdnde (5.361) - (5.363)
(welche untereinander energetisch gleichwertig sind) besitzen. Beide Ar-
ten von Zustidnden beschreiben angeregte Zustinde. Zu dem Singulett-
Zustand (5.357) (Grundzustand) existiert offensichtlich kein entspre-
chender Triplett-Zustand. Mit Absorption oder Emission elektroma-
gnetischer Strahlung verbundene Uberginge (Seite 272) sind jedoch
nur zwischen Triplett-Zustidnden bzw. Singulett-Zustidnden erlaubt, so
daf sich zwei leicht unterschiedliche Typen von Spektren ergeben.

5.4.3.2 Das Wasserstoffmolekiil

Die quantenmechanische Behandlung von Molekiilen (und sinngemé&s
auch die von Festkorpern) geschieht iiblicherweise wie folgt. Zunéachst
wird eine geeignete Kernkonfiguration, die durch die Lage der Atom-
riitmpfe im betrachteten Molekiil bestimmt ist, gewahlt, fiir die (d.h. bei

'Es ist klar da mit den Zusténden (5.357) — (5.363) nicht alle moglichen antisymmetrischen
Eigenzustinde von H(©) ausgeschdpft sind.
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festgehaltener Kernkonfiguration) das elektronische Energieeigenwert-
problem gelést wird. Die Energieeigenwerte als Funktionen der Kern-
koordinaten kénnen dann als die potentiellen Energien fiir die Kernbe-
wegung angesehen werden. Insbesondere ist die Kernkonfiguration des
elektronischen Grundzustands durch das Minimum der entsprechenden
potentiellen Energie festgelegt. Ein Molekiil ist nur dann stabil, wenn
solch ein Minimum existiert und dieses deutlich unter der Dissoziations-
energie liegt. Fiir angeregte Elektronenzusténde ist die Situation etwas
komplizierter. Existiert kein Minimum, so ist das Molekiil in einem sol-
chen Zustand instabil. Es gibt auch Zustédnde mit (relativen) Minima,
die sowohl oberhalb der Dissoziationsenergie liegen kénnnen (und zu
metastabilen Molekiilzustanden Anla8 geben) oder wie im Grundzu-
stand unterhalb der Dissoziationsenergie.

Wenn die Elektronenenergie ein Minimum bei einer speziellen Kern-
konfiguration besitzt, dann kann sie (als Funktion der Kernkoordina-
ten) nach den Auslenkungen aus dieser (Gleichgewichts-) Kernkonfigu-
ration entwickelt werden, und es ergibt sich in niedrigster Ordnung eine
in den Kernauslenkungen quadratische potentielle Energie. Dynamisch
bedeutet dies harmonische Schwingungen der Kerne um die Gleichge-
wichtslagen, deren Wechselwirkung mit elektromagnetischer Strahlung
Anlaf8 zu (typischerweise) Infrarotspektren gibt. Eine Normalschwin-
gungsanalyse (siehe Abschnitt 2.3.7.2 der Mechanik-Vorlesung) fiihrt
auf ein System von ungekoppelten harmonischen Oszillatoren, die stan-
dardméfBig behandelt werden konnen.

Schlielich kénnen Molekiile (wenn sie nicht durch benachbarte dar-
an gehindert werden) auch wie starre Korper Rotationsbewegungen
ausfithren und damit zu weiteren diskreten Energieniveaus Anlafl ge-
ben, die infolge der Wechselwirkung mit elektromagnetischer Strahlung
ebenfalls zu Spektren (aber mit noch geringeren Frequenzen als bei
den Schwingungen) fithren. Da sich bei einem Ubergang zwischen zwei
Elektronenzustinden auch die Schwingungs- und Rotationszustinde in
vielfaltiger Weise dndern konnen, bestehen die Elektronenspektren der
Molekiile in der Regel aus (breiten) Banden anstelle (schmaler) Linien,
wie sie fiir Atome typisch sind.

Betrachten wir den einfachsten Fall eines aus zwei Wasserstoffato-
men gebildeten Wasserstoffmolekiils. Es ist ein Beispiel fiir ein Molekiil
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mit kovalenter Bindung der beiden Atome, die (im Gegensatz zur
ionischen Bindung wie etwa im HCl-Molekiil) nur quantenmecha-
nisch erkliart werden kann, wobei das Pauli-Prinzip eine ganz wesent-
liche Rolle spielt. Der nichtrelativistische Hamilton-Operator fiir die
Elektronenbewegung bei festgehaltenen Kernlagen Ry und Ry lautet
gemiB (5.344) — (5.349) (ohne Tk)

. h? e? 1 e? 1
H=— L — _
2me 471'60 ‘I’l — R1| 47T€0 |I‘1 — R2|
h? e? 1 e? 1
2me 2 47T€0 |I‘2 — R1| 471'60 ‘I’Q — RQ‘
e? 1 e? 1

: 5.368
47‘1’60 ‘I‘l—I‘Q‘ +47T60 ‘Rl—R2| ( )

Eine gute Ndherung fiir die Wellenfunktion des energetisch tiefsten Zu-
stand ist durch den auf auf Heitler und London zuriickgehenden Ansatz

1 2 1 2
Puua(r1,2) ~ [ Plo(r0)elin(r) + el (r2)eiin(r)]

1
X —— (S0 1802 — Buiby, 5.369
¢ﬂ 10,2 101,2) ( )

gegeben, wobei go%)o(r) und @%%)O(r) (elektronische) Grundzustandswel-

lenfunktionen vom Typ der Wellenfunktionen von (als voneinander ge-
trennt gedachten) Wasserstoffatomen an den Orten Ry bzw. Ry sind.
Das Minimum der damit berechneten elektronischen Grundzustands-
energie, d.h. des Erwartungswerts von H mit der (normierten) Wellen-
funktion ¢, ,,(r1, r2), liegt bei einem Kernabstand |R; — Ra| &1, 64 r,
der in etwa dem tatséchlichen Kernabstand im Wasserstoffmolekiil ent-
spricht.?? Damit ist die kovalente Bindung im Wasserstoffmolekiil durch
die Quantenmechanik prinzipiell erklart. Die Wellenfunktion (5.369) re-
prasentiert einen Singulett-Zustand, in dem sich die Spins der beiden
Elektronen gegenseitig kompensieren und keine Zuordnung der Elek-
tronen zu den Kernen gemacht werden kann. Denkbar wére natiirlich
auch ein Ansatz fiir die Wellenfunktion mit symmetrischem Spinanteil

32Dje Dissoziationsenergie ergibt sich als Egiss ~ 3, 14eV.
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und antisymmetrischem Bahnanteil. Dieser wiirde jedoch zu keinem
stabilen Wasserstoffmolekiil fiihren.

Physikalisch begriindete Ansétze wie etwa der Ansatz (5.369) bil-
den in der Regel den Ausgangspunkt fiir Variationsverfahren zur
ndherungsweisen Grundzustandsbestimmung. Betrachten wir ganz all-
gemein ein quantenmechanisches System mit einem Hamilton-Operator
H und nehmen wir der Einfachheit halber an, da die Losung des Ei-
genwertproblems

H|n) = E,|n) (5.370)
auf diskrete Zustdnde |n) fithrt und somit auch auf ein diskretes Ener-
giespektrum. Ist |¢) ein beliebiger auf eins normierter Zustandsvektor
des Hilbert-Raums, dann kann er bekanntlich nach den Zustanden |n)
entwickelt werden,

o) =S caln), (5.371)

n

D el =1, (5.372)

n

und der Erwartungswert der Energie des Systems im Zustand |¢) lautet
(plHlp) = ZE el (5.373)

Ist Ey die Energie des Grundzustands, d.h. E,, > Ej, dann gilt offen-
sichtlich

(plHlp) > By Y leal® = Eo. (5.374)

Das FErgebnis besagt, dal der Erwartungswert der Energie des Sy-
stems in einem beliebigen (auf 1 normierten) Zustand |p) groBler
oder hochstens gleich dem tiefsten Energieeigenwert des Systems ist.
Durch einen physikalisch begriindeten Ansatz |¢) fiir den Grundzu-
stand mit zunichst unbestimmten Parametern kann (¢|H|¢) als Funk-
tion dieser Parameter berechnet werden. Durch Variation der Parame-
ter kann dann das Minimum dieser Funktion bestimmt werden. Auf
diese Weise kann (bei geeignetem Ansatz) die (nicht negative) Diffe-
renz (¢|H|p) — Ey hinreichend klein gemacht werden, so daB |¢) und
(p|H|¢p) als gute Niherungen fiir den Grundzustand und die Grundzu-
standsenergie angesehen werden konnen.
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5.4.4 2. Quantisierung (Feldquantisierung)

In unseren bisherigen Uberlegungen haben wir die Anzahl der Teil-
chen stets als vorgegeben betrachtet. Der entsprechende Hilbert-Raum
gehorte somit zu einer festen Teilchenzahl n. Um Probleme mit varia-
bler Teilchenzahl zu behandeln, kann aus den Hilbert-Raumen H,,, die
zu verschiedenen n gehoren, ein groflerer Raum H konstruiert werden.

5.4.4.1 Fermionen

Der Zustandsvektor |¢) eines aus n Teilchen bestehenden Systems kann
bekanntlich nach den Basisvektoren (5.298) entwickelt werden,

) = Zﬁ 191,925+, gn) (91, 92, - - -, Gn| ), (5.375)

91,925+ gn

so daf} insbesondere fiir einen Vektor

) ~ P_[¢) (5.376)
[mit P_ aus (5.320)]

¥)- = i 191,92, -+ -, Gn) (91, 92, - - -, Gn|P) - (5.377)

91,925+, 9n

gilt. Wenden wir auf [¢)_ in dieser Gleichung den Projektionsoperator
P_ an, so erhalten wir wegen (5.330)

|¢>— = i P—|91>92;---:9n><91792,---agn|p—|¢>—a (5378)

91792 ..... gn
woraus mit (5.337)
1
[¥)-=— 2 91,92, -+ Gn)— —(g1, 92, - - - » Gu| ) - (5.379)
91792 ..... gn

folgt und somit

A 1
[__

ol

i ‘91,92,---,9n>——<91,92,---,9n| (5380)

91,925---,9n
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die Vollstandigkeitsrelation im Raum der antisymmetrischen Zustédnde
eines n-Teilchen-Systems darstellt.

Die zu verschiedenen Teilchenzahlen n gehérenden Hilbert-Raume
konnen durch orthogonales Aneinanderfiigen der jeweiligen Zusténde
zu einem grofleren Hilbert-Raum zusammengefalit werden. Es sei |0)
der Vakuumzustand, d.h. der Zustand mit keinem Teilchen. Wir fiigen
zu diesem Zustand orthogonal die Zustdnde |g) mit einem Teilchen
hinzu, so dafl ein Zustandsvektor in diesem Raum

) = [0)(0]) I\g Yolv)-  ((0lg) =0) (5.381)

lautet. Im néchsten Schritt fiigen wir orthogonal die antisymmetrischen
2-Teilchen-Zusténde |g1, go)— hinzu. Wir fahren entsprechend fort und
erhalten fiir einen allgemeinen Zustandsvektor [¢))_ die Zerlegung

) = [0){0])) }ﬁ\g (1)

1
ot i 91,92, - gn) -~ (91,92, - - - gn|0) - + ..., (5.382)
gl,gg ..... gn
wobei
(91,92, ---, 90191, 93 - -, g)— =0 fiir n#n (5.383)

gilt. Dementsprechend lautet die dyadische Darstellung des Einheits-
operators (d.h. die Vollstandigkeitsrelation) in diesem Raum:

0\+I\g gl + -

—I_n' 2 ‘91792,---,gn>——<gl7927-.-7977/‘_'_-..

91,925+ gn

(5.384)

Der Ubergang von einem Zustand mit n Teilchen in einen Zustand mit
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n+ 1 bzw. n — 1 Teilchen kann mittels Erzeugungsoperatoren

=100l + Y g, 91)-(o1] +- ..
g1

1
‘|‘g 19, 91,92, -+ -5 Gn)— (91, 925 - -+, G|+ - -
gl,gg ..... gn
(5.385)
bzw. Vernichtungsoperatoren
¢y =10)gl + Y lg1)-{g, o] + ...
g1
1
‘|‘g 91,92, -+ Gn)——(9, 91,925 -+, G|+ - -
91,92,--:9n
(5.386)

vollzogen werden.
Offensichtlich bewirkt die Anwendung von ég auf einen Zustand mit

n Teilchen den Ubergang zu einem Zustand mit n + 1 Teilchen:

éh10y = |g), (5.387)
étlgr) = lg, g1)-, (5.388)
g g2, gn)— =19, 91,92, gn)—- (5.389)

Dementsprechend finden wir

chellgn go, - gn)-=19.9", 91,92, -, gn)- (5.390)
und
é;émgl: g2, ... ;gn>— - ‘gla 9,91,92,---, gn>—
= _|g7g/7917927"'7gn>—7 (5391)
woraus

(é;é;' + é;r]’é;) |g7 9/7 91,92, -, gn>— =0 (5392)
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und somit auch
(ehel, +éleh) ey =0 (5.393)

fiir beliebiges |¢)_ folgt. Folglich gilt

[627 é;r;’]-i- =0= [ég: ég’]+ (5.394)

mit [A, B, = AB+ BA als dem Antikommutator.

Die Anwendung von ¢, auf einen Zustand mit n Teilchen bewirkt
den Ubergang in einen Zustand mit n — 1 Teilchen. Unter Beriicksich-
tigung von (5.339) finden wir

¢y|0) =0, (5.395)
Cglg1) = 6(g,91)[0), (5.396)
Colgr, g2) - = I {9, 1191, 92)— |g1)

91

= i [6(9, 91)8(91, 92) — 0(g1, 91)6(9, 92)] |91)

!

91

= 0(9,91)92) — (g, 92)|91), (5.397)

Colg1, 92, gn)— = 6(9,91)92, 93, - - -+ Gn) -
_5(9792)‘917937agn>—i (5398)

Wir machen von (5.389) und (5.398) Gebrauch und finden
Colh g1, 92,y gu)— = Colg' 91,92, -, Gn) -

=6(9,9)|91,92,-- -, gn)—
_5(9791)‘917927---79n>— +. .. (5399)
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sowie

cheglar, g2,y g0)- = ¢ [0(g, 01)l92, 93, - - gu) -

- 5(9,92)|91,g3, .. -,gn>_ + .. }
=0(9,91)9', 92,93, - - - gn)—
_5(9792)‘917917937---;gn>— + ceey (5400)

woraus nunmehr

(el + e g1, 92, 0)— = 6(9,9) g1, 92, .-, gn)—  (5.401)
folgt. Damit gilt fiir beliebiges |¢)

(egch, + e eg) ) - = 6(g, ")), (5.402)

und wir gelangen zu folgender Vertauschungsregel:

[69762’]4. — 5(9’91) (5403)

Betrachten wir schlie8lich die Operatoren

Ry = ¢léy. (5.404)

Aus (5.400) ist ersichtlich, daf

éheglgr, ga, -y gn)— = 0(9, 9119, 92,93, -, Gn) -
—0(9,92)|9, 91,93, -, gn)—- £ ...
= 6(9,91)19, 92,93, - - -, gn) -
+0(9,92)191,9, 93, - -+, Gn)— + ... (5.405)

gilt. Somit sind alle Vektoren |g1,92,...,9,)—, fir die kein g, mit g
tibereinstimmt, Eigenvektoren von n, zum Eigenwert 0. Entsprechend
sind im diskreten Fall alle Vektoren |g1,92,...,9,)—, fiir die irgend-
ein g, mit g iibereinstimmt, Eigenvektoren von n, zum Eigenwert 1.
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Die Operatoren stellen offensichtlich die Anzahloperatoren bzw. An-
zahldichteoperatoren der Teilchen dar (auch Besetzungszahl- bzw.
Besetzungszahldichteoperatoren genannt). Der Anzahl der Teilchen ins-
gesamt entspricht somit der Operator

A= iﬁg. (5.406)
g

Bei praktischen Rechnungen ist es oft zweckméflig, von diskreten
1-Teilchen-Zustdnden auszugehen und im Falle von kontinuierlichen
Zustanden den entsprechenden Grenzprozefl erst am Ende der Rech-
nungen durchzufiithren. Im diskreten Fall nehmen die Vertauschungsre-
geln (5.394) und (5.403) die Gestalt (g — k)

(€], el)s = 0 = [, éuls (5.407)

(&, ¢L]0 = O (5.408)

an, wobei k (k=1,2,3,...) die 1-Teilchen-Zustande in geeigneter Wei-
se durchnumerieren soll. Bezeichnen wir in diesem Fall die Eigen-
zustinde der Anzahloperatoren mit |nq,ng, ns,...), dann kénnen wir

gemaf (5.405)

Nglny, no,ng, ... Nk, ...y = nglny, na,ng, .. g, L) (5.409)

schreiben, wobei die n; nur die Werte 0 und 1 annehmen koénnen.
Dementsprechend nimmt die Gleichung (5.389) die Gestalt

éunl,ng,ng,, .. > = (—1))"“\/ 1-— ng |n1,n2,n3, e, Nt 1, .. >

(5.410)
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und die Gleichung (5.398) die Gestalt

ék|n1,n2,n3, .. > = (—1)/\’f\/nk \nl,ng,ng, ceey N — 1, .. >
(5.411)
an, wobei
k-1
A= m, (5.412)
1=1

ist.
Wir wollen zu einem anderen vollstindigen Satz F' von vertriaglichen
1-Teilchen-Observablen iibergehen,

F|f) = fIf), (5.413)
(FIfy =6(f. 1), (5.414)
Z: Y =1 (5.415)

Dann gilt3?

|91792;---;gn>: i |f17f27"'7fn><f17f27'--:fn‘917927-"7gn>
fiofo,esfn

_ i f1, for s fa) (frlg) (falga) - - - (falgn)

fisfossfn
(5.416)

und folglich auch

190,90 r ) = j s fo oo F)—(Filgn) (Falge) - (falgn).

fi:fossfn
(5.417)

33(fulga) = @ (falga)®.
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Wir betrachten ein Glied in der Definitionsgleichung (5.386) fiir ¢,,

1
‘glag% .- 'agn>——<gagl7927 ce- 7gn‘

n!
91,92,---,9n

— S X N hnef

91592590 f1,f250es fr frfiyeensfn
X (filg1)(falg2) - - - (fulgn) - -
X f fie Bl gl ) ol f1) - - - gnl f)

:i[% 2 FiFore s f)frs for o Ful [ 1),

F fiforts
(5.418)

und sehen, daf} folgender Zusammenhang zwischen den Vernichtungs-
operatoren ¢, und ¢y besteht:

Cg = I ¢r(9lf) (5.419)

f

Es sei A ein gewisser Observablenoperator des Vielteilchensystems.
Offensichtlich gilt fiir A im Raum der antisymmetrischen Zustdnde

A=1_AI

1 .
(00 ++ 2 S g ) 4

91792 ..... gn
1
X ‘0><0|++E ‘gl,gQa"'7gn>——<gla92a"'agn|'-' )
gl,gg ..... gn
(5.420)

so daB insbesondere A mit P_AP_ identisch ist,
P_AP_ = A. (5.421)
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Ist speziell A diagonal beziiglich der Teilchenzahlen,

91,02, 9ulAlgh by ) = 0 fir n#a, (5.422)
so folgt aus (5.420)

A 11
A:ZEE i z ‘917927-"7gn>—
n

g1,925---:9n gi,géa,gk

X —<gl7 g2, ... 7gn|*’21‘glla géa SRS g;1>— —<g/1a gl2a S 91I1|7 (5423)

wobei offenbar

1 .
i (91,92, -, 9nlAlg1, 925 - -, G) -

= <917927 SR 7gn‘P—AP—|gllagéa < 7g;1>

= (91,92 9alAlg1, 55 -, 91) (5.424)
ist.
Betrachten wir den einfachsten Fall, dafl A sich additiv aus 1-
Teilchen-Operatoren zusammensetzt,*
A=A, A=) . (5.425)
n a=1

Wir finden

(91,92 - > Gul Aulgl, Gbs - - -5 Gb)
= (g1]a1l91)0(g2,93) - - -0(gn, g),) + - - -
4 0(91,91) - 0(gn=1, Gp_1){gnlanlgy),  (5.426)

34Zur besseren Unterscheidung von Vielteilchen- und EinteilchengréBen wollen wir hier und im
folgenden letztere durch kleine Buchstaben kennzeichnen.
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und somit geht (5.423) in

- {n' i i 1915925+ -+ Gn)—

I

91,925--:9n.9" ,Gh -9

x [{g1la1]gt)0(g2, gb) - - - 6(gn, gp) + - - -

A 0(g1,91) -+ 0(9n-1, 9h—1){9nl@nlgr)] {91, 95, - - ,g;\} (5.427)

tiber. Wir formen (5.427) etwas um,

~ 1 A
A:Z{ai 23 91,92, gu)—{olanlgh) (gt 92, -, g
n

g1 ;gi 92,93,---,9n

1 ~
+ m I I ‘917927 .- -agn>—<gn|an‘gg>_<gl,gg, .. ,g;L|

GnsGly 91:925--:9n—1

1 ~ / /
RO 91, 92, - - -, gn)—(91la1|g1) (91, 92, - - -, gnl ¢

91,97 92,935---:9n

(5.428)

und sehen, dafl mit (5.389)

A=Y { z i \92,93,---,9n>—<91|d1|91>_<92,93,---,gn\égi}

91,9, 92,93 --:9n

(5.429)

gilt. Unter Berticksichtigung der Vollstédndigkeitsrelation (5.384) erhal-
ten wir also das folgende Ergebnis:

A= i ¢l (gilarlgr) éy, (5.430)

91,9}
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Im Falle eines Observablenoperators, der sich additiv aus 2-
Teilchen-Operatoren zusammensetzt,

.1 R
=3 > oy, (5.431)

a1,

kann analog verfahren werden. Das Ergebnis lautet:

= i 2 Cy, 92 (91, g21a12191, 93) €y Cy (5.432)

g1 7g1 92792

Mit (5.430) und (5.432) kann insbesondere der Hamilton-
Operator eines Zweierwechselwirkungen unterliegenden Vielteilchen-
systems durch Erzeugungs- und -vernichtungsoperatoren ausgedriickt
und somit in einer der Behandlung von Vielteilchenproblemen addqua-
ten Form angegeben werden. Im weiteren kénnen dann die bekann-
ten quantenmechanischen Untersuchungen durchgefiihrt werden, wie
die Losung von Eigenwertproblemen, die Behandlung von stationéren
und instationidren Problemen, wobei in den verschiedenen Bildern ge-
arbeitet werden kann.

Betrachten wir beispielsweise die quantenmechanischen Bewegungs-
gleichungen fiir die Erzeugungs- und -vernichtungsoperatoren im Hei-
senberg-Bild, .

¢ 1 .
d_tg == [ég, H], (5.433)
im Falle eines Systems identischer Fermionen, dessen Hamilton-
Operator sich additiv aus 1-Teilchen-Operatoren zusammensetzt,

1= ha. (5.434)

Gemif (5.430) lautet er durch Erzeugungs- und -vernichtungsoperato-
ren ausgedriickt

H= i ¢l (glhlg') ¢y . (5.435)

!

9,9
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Damit folgt aus (5.433) unter Beriicksichtigung der Vertauschungsre-
geln (5.394) und (5.403)

S _ L SP (g hlo") e,

99"
_1 NEIANTa ot A At A A

= (g'|hlg >[cgcg,cgu — cg,cgucg]

99"

_ % (o 1hlg") [6(g, 6)egr — &, (64t +épéy)], (5.436)

g'.9" 0

d.h., die Operatoren ¢, geniigen im Heisenberg-Bild der folgenden Be-
wegungsgleichung:

dég . 1 7 I\ ~
at in e 9hlg ey (5.437)
gl

Fiir Teilchen mit innerem Drehimpuls stellen die Operatoren 7, S,
bekanntlich einen vollstindigen Satz vertrdglicher Observablenopera-
toren eines Teilchens dar, so dal wir speziell fiir Fermionen mit s =1/2
(wie etwa Elektronen)

) =r,v)  (v=1,2) (5.438)
setzen (siehe Abschnitt 5.1.2) und dementsprechend
&g = é,(r) = U, (1) (5.439)

schreiben konnen. In dieser Darstellung nehmen die Matrixelemente
eines 1-Teilchen-Hamilton-Operators vom Typ

h=2 4V (5.440)



306 KAPITEL 5. AUSGEWAHLTE PROBLEME

bekanntlich die Gestalt

(glhlg") = 6, [—%Ar + V(r)] 5(r — 1) (5.441)

an. Dementsprechend geht der Hamilton-Operator (5.435) in

H=Y" / d3r 4 (r) [—%A + V(r)] b, (1) (5.442)

iiber, wobei geméB (5.394) und (5.403) fiir die Feldoperatoren ), (r)
die Antikommutatorbeziehungen

[(x), ()], = [} (r), 9} (x)], =0 (5.443)

[ (x), 9}, ()], = 6,6(x — 1) (5.444)

gelten. Im Heisenberg-Bild geniigen sie gemaf (5.437) der (nunmehr
operatorwertigen) Schrédinger-Gleichung:3d

mw _ [_%A + V(r)] dy(r, ) (5.445)

Schreiben wir den Hamilton-Operator (5.442) in der Form

H=Y" / d3r H,(r), (5.446)

35Wird die 1-Teilchen-Schrédinger-Gleichung als klassische Feldgleichung fiir das Schrédinger-
Feld 1 (r, t) aufgefaBt, so kann der Ubergang zu dem Feldoperator @(r, t) und der operatorwertigen
Schrodinger-Gleichung (5.445) als Quantisierung des Schrédinger-Feldes aufgefafit werden. Deswegen
wird in diesem Zusammenhang auch von zweiter Quantisierung gesprochen.
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so bedeutet 2
#,(r) = B () [——A ¥ v<r>] du(r) (5.447)

2m

offensichtlich den Operator der Hamilton-Dichte (Energiedichte) fiir die
Teilchen mit Spinprojektion v, und entsprechend stellt ] (r)e, (r) den
Operator der Anzahldichte dieser Teilchen dar.

Sind die Zusténde |g) insbesondere Eigenzustinde des 1-Teilchen-
Hamilton-Operators iL,

hlg) = &lg) (5.448)
(€4 - Einzelteilchenenergien), so ist
(glhlg’) = €, 8(g,9).- (5.449)

In diesem Fall nimmt der Hamilton-Operator (5.435) die einfache Form

H= I clege, = I M€, (5.450)
g g

an, so dafl im Heisenberg-Bild gem&f (5.437) einfach
g = —iwgly ~> Eyt) = ¢y(t)e Wit (5.451)

(wy, =¢€,/h) gilt. Da die Anzahloperatoren (bzw. Anzahldichteoperato-
ren) mit dem Hamilton-Operator vertauschen, besitzen sie ein gemein-

sames Figenvektorsystem. Ist speziell g diskret, so haben wir [g — k;
siehe (5.407) — (5.412)]

0= Z &l erer = Z €}, (5.452)
k

k

und kénnen unter Verwendung der Zusténde |ni, no, ng, . ..) einfach

Iﬁ[‘nla na,ns, .. > — E{nk}|n1; n9, N3, .. > (5453)
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schreiben, wobei

Ejpy = Y nicx (5.454)
k

gilt. Erwartungsgemaf ist die Anzahl der Teilchen (hier 0 oder 1) in
jedem 1-Teilchen-Zustand mit der entsprechenden Energie dieses Zu-
stands zu multiplizieren und iiber alle 1-Teilchen-Zustidnde zu summie-
ren.

Im einfachsten Fall freier Teilchen mit Spin 1/2 kann

9) =|p,v) (v=12) (5.455)

mit p als dem Teilchenimpuls gewahlt werden. Der Vielteilchen-Hamil-
ton-Operator lautet dann

H=>" / d’p v, (p)e(p) (5.456)

wobei
i, (p) = é,(p)é(p), (5.457)
[él/(p)7 éil(pl)} = 5VV’5(p - pl) (5458)
gilt und die 1-Teilchen-Energie die kinetische
p?
=5 5.459
(p) =2 (5.459)

ist. GeméB (5.419) ist der Zusammenhang zwischen ), (r) und é,(p)
durch

) =Y [ e le) i) (5.460)

gegeben, d.h.:

~

Wy (r) = (%—;)3/2; / d*pé,(p) e/ (5.461)
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5.4.4.2 Bosonen

Die Uberlegungen im Falle von Bosonen kénnen in enger Analogie
zu denen fiir Fermionen durchgefiihrt werden, wobei den Rechnun-
gen nunmehr die symmetrischen Vektoren |g1,92,...,9,)+ und |¢),
zugrunde zu legen sind. Die Tatsache, dafl im Falle von Bosonen die
1-Teilchen-Zustande mehrfach besetzt sein kénnen, hat zur Folge, daf3
die Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren ¢, und é; den (Kommuta-
tor-) Vertauschungsregeln

(6, ¢0] =d(9,9) (5.462)

[é;f]’ é;’] =0= [ég: ég’] (5.463)

geniigen. Insbesondere lassen sich wieder Feldoperatoren einfiihren und
(im Heisenberg-Bild) entsprechende Feldgleichungen formulieren.
Fiir diskrete 1-Teilchen-Zusténde wird aus (5.462)

(e, L] = O (5.464)

In diesem Fall stellen die
Ay = ¢l e (5.465)

Anzahloperatoren dar, und analog zu (5.409) gilt:

ﬁk\nl, No, N3y ooy Ny -« > = nk\nl, No, N3y .oy Ny -« > (5-466)

Im Gegensatz zu (5.409) sind die Werte der nj nicht mehr auf 0 und
1 beschriankt, sondern kénnen beliebige (nichtnegative) ganze Zahlen
sein. Die Vektoren |ni,ng, ng,...) konnen als Basisvektoren des Raums
der symmetrischen Zustédnde angesehen werden. Die zu (5.410) und



310 KAPITEL 5. AUSGEWAHLTE PROBLEME

(5.411) analogen Gleichungen lauten:3°

éL|n17n27n37 . e > =Vni + 1 \m,ng,ng, ey N+ 1, . > (5467)

Crlni,na, ns, . ..) = \/mg|ny,no,ng, ., — 1,000 (5.468)

36Diese Gleichungen entsprechen (wegen des gleichen Typs von Vertauschungsregeln) den Glei-
chungen (4.405) und (4.408) fiir harmonische Oszillatoren.



