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1 Grundlagen der Thermodynamik1.1 Einige Begri�eDie Thermodynamik und die Statistische Physik betrachten makroskopische Systeme mit sehrvielen (mikroskopischen) Freiheitsgraden.Zur Bezeichnungsweise:� Abgeschlossene Systeme: Keine Wechselwirkung mit der Umgebung (weder Materie-noch Energieaustausch)� thermisch isolierte Systeme: Kein Materieaustausch oder W�arme�ubertrag, aberArbeitsleistung m�oglich� O�ene Systeme: Materie- und Energieaustausch mit der UmgebungIn der Thermodynamik werden zur Beschreibung eines Systems makroskopische Gr�o�enverwendet, die als Mittelwerte von mikroskopisch de�nierten Gr�o�en aufzufassen sind oder- wie die Entropie - nur f�ur makroskopische Systeme de�niert werden k�onnen. Beispielethermodynamischer Gr�o�en: Druck p, Volumen V, Energie E, Temperatur T, Entropie S,Sto�menge N, chemisches Potential �, Magnetisierung, spezi�sche W�arme, ...� Extensive Gr�o�en sind proportional zur Teilchenzahl: V, E, S, ...� Intensive Gr�o�en sind nicht proportional zur Teilchenzahl: T, p, �, ...Einige Gr�o�en lassen sich direkt aus mechanischen/mikroskopisch de�nierten Gr�o�en ableiten(E, V, N, ...), andere sind nur f�ur makroskopische Systeme de�niert (S, T, p, ...).Ein abgeschlossenes System be�ndet sich im thermodynamischen Gleichgewicht, wenn sichdie thermodynamischen Gr�o�en zeitlich nicht �andern.Mikroskopisch �nden auch im thermodynamischen GGW Ver�anderungen statt."Nullter Hauptsatz": Wenn System A sich im thermodynamischen GGW mit B be�ndet, undB im GGW mit C ist, so sind auch A und C miteinander im GGW.1.2 Die Haupts�atze der ThermodynamikDer Erste Hauptsatz ist der Energieerhaltungssatz:In einem abgeschlossenen System (kein Energieaustausch mit der Umgebung) bleibt die innereEnergie E erhalten: E = constWenn an dem System von au�en mechanische Arbeit �A verrichtet und W�arme �Q zugef�uhrtwird, so gilt: dE = �A+�Q"dE" ist hierbei die �Anderung der thermodynamischen Zustandsgr�o�e E, w�ahrend �A, �Qdie (kleinen) Betr�age an zugef�uhrter mechanischer Arbeit bzw. W�armeenergie sind. Arbeit undW�arme sind keine Zustandsgr�o�en.Unter zugef�uhrter mechanischer Arbeit versteht man dabei die Energieerh�ohung des Systemsaufgrund der �Anderung von (makroskopischen) mechanischen Freiheitsgraden. Nach dem"Adiabatensatz" produziert eine sehr langsame, "quasistatische" �Anderung dieser Freiheitsgrade(bezeichnet mit xi) keine W�arme. Es gilt dann f�ur die Energie�anderung des Systems:3



dE =Xi @E@xi dxi � �Xi KidxiDas letzte Gleichheitszeichen de�niert die "generalisierten Kr�afte" Ki. Die generalisierte Kraftbez�uglich des "Freiheitsgrades" Volumen V ist der Druck p. In dieser Schreibweise lautet derErste Hauptsatz folgenderma�en: dE = �Q�Xi KidxiDiese Form gilt jedoch nur f�ur quasistatische �Anderungen, die so langsam ablaufen, da� dasSystem zu jedem Zeitpunkt als im thermodynamischen GGW be�ndlich angesehen werden kann.Der Zweite Hauptsatz stellt eine weitere Einschr�ankung der in der Natur m�oglichen Prozessedar. Bei diesen mu� nicht nur die Energie erhalten bleiben, sondern es gilt zus�atzlich:Es gibt eine extensive Zustandsgr�o�e S=S(E,V,N,...), genannt "Entropie", die bei allen in einemabgeschlossenen System ablaufenden Prozessen nicht abnehmen kann.Dazu �aquivalente Formulierungen sind:Es gibt keine periodisch arbeitende Maschine, die keine andere Ver�anderung in der Welthervorruft, als W�arme von einem kalten zu einem warmen K�orper zu �uberf�uhren. (Clausius)Es gibt keine periodisch arbeitende Maschine, die nur W�arme in Arbeit umwandelt. (Kelvin)Eine solche Maschine w�urde man als "Perpetuum mobile 2. Art" bezeichnen. Der ZweiteHauptsatz verneint demnach die Existenz einer solchen Maschine.Wenn in einem abgeschlossenen System ein Proze� mit dS > 0 abl�auft, so ist der umgekehrteProze� durch den Zweiten Hauptsatz verboten, der Proze� ist also irreversibel. Wenn dagegendS = 0 gilt, so ist auch der umgekehrte Proze� prinzipiell m�oglich, es liegt ein reversiblerProze� vor.Eine Folge des Zweiten Hauptsatzes ist:Im thermodynamischen GGW nimmt S ein Maximum an, unter Ber�ucksichtigung der gegebenenRandbedingungen (z.B. Energieinhalt, Volumen des Systems).Die Entropie ist eine nichtmechanische Gr�o�e, die nicht f�ur mikroskopische Systeme de�niertwerden kann. Alle anderen nichtmechanischen Gr�o�en (T,p,�, ...) sind aus S herleitbar.Der Dritte Hauptsatz (Nernst'sches Theorem), besagt, da� die Entropie jeder Substanzgegen Null geht, wenn die Temperatur bei ansonsten festen Bedingungen gegen Null strebt.(Dies wird in der Statistischen Physik begr�undet: Am absoluten Nullpunkt ist das System imquantenmechanischen Grundzustand, d.h. die statistische Verteilung ist auf diesen einzigen Zu-stand konzentriert)1.3 Temperatur, Druck, chemisches PotentialDie TemperaturBetrachtet wird ein abgeschlossenes System aus zwei Teilsystemen, die miteinander imthermischen Kontakt stehen. Damit ist W�armeaustausch m�oglich. Die Volumina undTeilchenzahlen (sowie evtl. weitere Parameter) seien jedoch fest.Aus dem Ersten Hauptsatz folgt, da� hier f�ur die Energie�anderungen der Teilsysteme beimW�armeaustausch gilt: dE1 = �dE2. Die Extensivit�at der Entropie bedeutet, da� die Entropiedes Gesamtsystems gleich der Summe der Entropien der Teilsysteme ist:S = S1(E1) + S2(E2)4



Im Gleichgewicht mu� f�ur alle m�oglichen Prozesse gelten: dS = 0. Hier bedeutet das, da� beimW�arme�ubertrag die Entropie des Gesamtsystems sich in erster Ordnung nicht �andert:0 = dS = @S1@E1 dE1 + @S2@E2 dE2 == � @S1@E1 � @S2@E2� dE1Im GGW mu� demnach (als notwendige Bedingung!) gelten:@S1@E1 = @S2@E2Dies benutzt man zur De�nition der absoluten (thermodynamischen) Temperatur:� @S@E�V;N � 1TDamit ergibt sich, da� im thermodynamischen GGW die Temperaturen von miteinander imKontakt be�ndlichen K�orpern einander gleich sind.Eichung (Festlegung der Temperaturskala):
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Die Temperatur des Tripelpunktes (1) von H2O,in dem die feste, �ussige und gasf�ormige Phasegleichzeitig miteinander im GGW sind, wird aufT � 273; 16Kfestgelegt.Wenn die Temperaturen verschieden sind, wird W�arme vom einen zum anderen K�orper ie�en.Die Richtung dieses W�armestromes ist dadurch festgelegt, da� bei dem Proze� die Entropie desGesamtsystems zunehmen mu�:0 < dS = @S1@E1 dE1 + @S2@E2 dE2 = ( 1T1 � 1T2 )dE1F�ur T1 < T2 ist der Ausdruck in der Klammer positiv, so da� auch dE1 positiv sein mu�: DieW�arme ie�t vom hei�en K�orper (h�ohere Temperatur T2) zum k�alteren (niedrigere TemperaturT1).Der DruckAu�er W�armeaustausch soll nun auch eine Volumenver�anderung der Teilsysteme m�oglich sein,wobei gilt: dV1 = �dV2Die Volumenzunahmedes einen Systems ruft also eine gleich gro�e Volumenabnahmedes anderenSystems hervor (z.B. beweglicher Stempel, der die Gasvolumina trennt). Dann erh�alt man als5



notwendige Bedingung f�ur das thermodynamische GGW des Gesamtsystems:0 = dS = � @S1@E1 � @S2@E2� dE1 ++�@S1@V1 � @S2@V2� dV1Die erste Klammer ist genau dann Null, wenn T1 = T2 gilt: Das ist wieder die oben schonabgeleitete Gleichgewichtsbedingung f�ur die Temperaturen. Mit der De�nition des Druckesp � T � @S@V �E;Nwird die Bedingung an das Verschwinden des zweiten Klammerausdruckes zup1T1 = p2T2 = p2T1 , p1 = p2Der Druck in angrenzenden K�orpern, deren Volumen auf die beschriebenWeise ver�andert werdenkann, ist im thermodynamischen GGW gleich.Das chemische PotentialWenn nun auch Teilchenaustausch zugelassen ist (Ver�anderung von N1; N2 mit dN1 = �dN2),so ergibt sich aus dS = 0: @S1@N1 = @S2@N2Mit der De�nition des chemischen Potentials� � �T � @S@N �E;Vist das �aquivalent zu �1 = �2Mit diesen drei De�nitionen gilt: dS = dET + pT dV � �T dNDaraus erh�alt man f�ur das totale Di�erential der inneren Energie E(S,V,N):dE = TdS � pdV + �dNDiese Relation kann jedoch nur angewendet werden, wenn das System w�ahrend desbetrachteten Prozesses tats�achlich st�andig im thermodynamischen GGW bleibt ("quasistatischeProze�f�uhrung"). Nur dann ist die Energie eine eindeutige Funktion von S,V,N. Nur dann kannman also auch schreiben �Q = TdS6



F�ur irreversible Prozesse gilt dagegen, da� die Entropie des Systems st�arker zunehmen kann, alses alleine durch die W�armezufuhr gegeben w�are:TdS > �QDie Formulierung des Ersten Hauptsatzes in der Form dE = �A + �Q ist dagegenallgemeing�ultig.Mit dieser Beziehung f�ur dE kann man Temperatur, Druck und chemisches Potential nun auchals Ableitungen der Energie E schreiben (in dieser Form werden sie meistens gebraucht):T � �@E@S �V;Np � ��@E@V �S;N� � � @E@N �V;S1.4 Spezi�sche Gr�o�en, Gibbs-Duhem-RelationWenn man extensive Gr�o�en durch die Teilchenzahl dividiert, kommt man zu den sogenanntenspezi�schen Gr�o�en. Diese werden i. allg. durch einen kleinen Buchstaben gekennzeichnet:v = VN ; e = EN ; s = SNBei der Berechnung des totalen Di�erentials einer spezi�schen Gr�o�e mu� man bedenken, da�auch die Teilchenzahl zu di�erenzieren ist.Zum Beispiel erh�alt man aus der Extensivit�at der Entropie:S(E;V;N) = Ns(EN ; VN )Wenn man in dieser Beziehung auf beiden Seiten das totale Di�erential nimmt, so ergibt sich:1T dE + pT dV � �T dN == N @s@ed(EN ) +N @s@v d(VN ) + sdN= @s@edE + @s@vdV + (s+N @s@e � (� EN2 ) +N @s@v � (�VN2 ))dNKoe�zientenvergleich beider Seiten f�uhrt auf1T = @s@epT = @s@v� �T = s� e@s@e � v @s@vDie letzte Gleichung wird als "Gibbs-Duhem-Relation" bezeichnet.Die ersten beiden Gleichungen legen das Di�erential ds fest:ds = 1T de+ pT dv7



1.5 Satz von Euler �uber homogene FunktionenEine Funktion mehrerer Variablen mit der Eigenschaftf(�x1; : : : ; �xn) = �mf(x1; : : : ; xn)hei�t homogene Funktion m-ten Grades (man kann also einen gemeinsamen Faktor allerArgumente vor die Funktion ziehen, wo er in der m-ten Potenz erscheint). Wenn man dieseGleichung nach � ableitet und anschlie�end � = 1 setzt, erh�alt mannXi=1 xi @f@xi = mfDies ist der Satz von Euler �uber homogene Funktionen. In der Thermodynamik braucht manden Spezialfall einer homogenen Funktion ersten Grades. Z.B. gilt f�ur die Entropie bei einemhomogenen System (aus der Extensivit�at):S(�E; �V; �N) = �S(E;V;N)S ist also eine homogene Funktion ersten Grades. Der Satz von Euler besagt dann, da�� @S@E�V;N E + � @S@V �E;N V + � @S@N �E;V N = S) ET + V pT �N �T = SDaher gilt auch E(S; V;N) = TS � pV + �NDie daraus ableitbaren Folgerungen f�ur andere thermodynamische Potentiale �ndet man im"�Uberblick �uber die thermodynamischen Potentiale" (1.6.7).Ein Beispiel einer Situation, wo S(E,V,N) nicht eine homogene Funktion darstellt, ist einFl�ussigkeitstropfen:Wenn man bei diesemTeilchenzahl, Energie und Volumen verdoppelt, so wirddie Entropie nicht einfach verdoppelt. Es gibt n�amlich noch einen von der Ober�ache abh�angigenAnteil, der damit nicht proportional zum Volumen ist. Das System ist nicht mehr homogen, wennOber�achene�ekte wichtig werden.1.6 Die thermodynamischen PotentialeF�ur viele Rechnungen in der Thermodynamik erweist es sich als zweckm�a�ig, statt der innerenEnergie E(S,V,N) andere thermodynamische Potentiale zu betrachten, die genauso wie dieEnergie Zustandsgr�o�en sind, aber von anderen "nat�urlichen Variablen" abh�angen. Der �Ubergangzwischen diesen Gr�o�en erfolgt mit Hilfe der "Legendre-Transformation".1.6.1 Die Legendre-TransformationEine Funktion f(x,y) hat das totale Di�erentialdf = @f@xdx+ @f@y dy8



Die beiden partiellen Ableitungen sind dabei wieder Funktionen von x und y:@f@x � g(x; y) und @f@y � h(x; y)Durch den Ansatz einer neuen Funktion F in der Form F = f � gx gelangt man zu dem totalenDi�erential von F auf folgende Art ("Legendre-Transformation"):dF = d(f � gx) = gdx + hdy � gdx� xdg = �xdg + hdyWenn man also F nicht als Funktion von x,y, sondern als Funktion von g, y au�a�t, sind diepartiellen Ableitungen von F(g,y) einfach durch -x bzw. h gegeben.1.6.2 Die freie Energie FMit Hilfe der Legendre-Transformation gelangt man von der Energie E(S,V) zu einer neuenFunktion, die von den Variablen T,V abh�angt:dE = TdS � pdV) d(E � TS) = TdS � pdV � TdS � SdT = �SdT � pdVDie Funktion F = F (T; V ) � E � TS hat also die partiellen Ableitungen�@F@T �V = �S�@F@V �T = �pF wird freie Energie genannt. (Zur Bedeutung siehe den Abschnitt zu denGleichgewichtsbedingungen)1.6.3 Enthalpie HF�ur die durch H � E + pV erkl�arte Funktion hat man folgendes totales Di�erential:dH = d(E + pV ) = TdS � pdV + pdV + V dp = TdS + V dpDie Enthalpie H(S,p) hat demnach die partiellen Ableitungen�@H@S �p = T�@H@p �S = V1.6.4 Freie Enthalpie GG � E � TS + pV , also:dG = d(E � TS + pV ) = TdS � pdV � TdS � SdT + pdV + V dp = �SdT + V dpDie Ableitungen der ("Gibbsschen") freien Enthalpie lauten also:�@G@T �p = �S�@G@p �T = V9



1.6.5 Thermodynamisches Potential im gro�kanonischen EnsembleBisher betrafen die Umformungen nicht die Abh�angigkeit von der Teilchenzahl; in dentotalen Di�erentialen von E,F,H,G taucht immer der Term +�dN auf, wenn man eineTeilchenzahl�anderung zul�a�t. Man kann jedoch auch eine Legendre-Transformation bez�uglichdieser Abh�angigkeit von N ansetzen und erh�alt mit� � E � TS � �Ndas thermodynamische Potential im gro�kanonischen Ensemble:d� = d(E � TS � �N)= TdS � pdV + �dN � TdS � SdT � �dN �Nd�= �SdT � pdV �Nd�1.6.6 Ein Beispiel zur Umrechnung thermodynamischer PotentialeGegeben sei die freie Enthalpie G(T; p;N). Gesucht ist die innere Energie E(S; V;N). Zuerstbescha�t man sich S,V als partielle Ableitungen von G:S(T; p;N) = ��@G@T �p;NV (T; p;N) = �@G@p �T;NMan hat somit S,V als Funktionen von T,p,N gegeben. Diese beiden Gleichungen l�ost man jetztnach T,p auf: T = T (S; V;N)p = p(S; V;N)Mit G = E � TS + pV erh�alt man als EndresultatE = G+ TS � pV = G(T (S; V;N); p(S; V;N); N) + T (S; V;N)S � p(S; V;N)V1.6.7 �Uberblick �uber die thermodynamischen PotentialeGr�o�e Name Di�erentialE(S; V;N) (innere) Energie dE = TdS � pdV + �dNS(E;V;N) Entropie dS = 1T dE + pT dV � �T dNF (T; V;N) = E � TS Freie Energie dF = �SdT � pdV + �dNH(S; p;N) = E + pV Enthalpie dH = TdS + V dp+ �dNG(T; p;N) = E�TS+pV Freie Enthalpie dG = �SdT + V dp+ �dN�(T; V; �) = E�TS��N thermodyn.Potential im gro�-kanon. Ensemble d� = �SdT � pdV �Nd�
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Aus dem Satz von Euler �uber homogene Funktionen (1.5) erh�alt man folgende Aussagen:E = TS � pV + �NS = ET + V pT � N�TF = �pV + �NH = TS + �NG = �N� = �pVInsbesondere ist also die spezi�sche freie Enthalpie g gleich dem chemischen Potential �.Achtung: Nur bei Kenntnis der Abh�angigkeit eines thermodynamischen Potentials von seinennat�urlichen Variablen kann man alle thermodynamischen Gr�o�en des Systems berechnen. DieBeziehung � = �pV reicht z.B. nicht aus, denn die nat�urlichen Variablen von � sind nichtp,V, sondern T; V; �. (Sonst w�are ja auch dieses Potential f�ur jedes thermodynamische Systemdasselbe.)1.7 Die Maxwell-RelationenAus der Tatsache, da� dE = TdS � pdVein totales Di�erential der Funktion E(S; V ) darstellt, folgt, da� notwendigerweise� @T@V �S = �� @p@S�Vgilt ("Integrabilit�atsbedingung" aus @2E@S@V = @2E@V @S ).Genauso gilt wegen dH = d(E + pV ) = TdS + V dp:�@T@p �S = �@V@S �pUnd f�ur dF = d(E � TS) = �SdT � pdV :� @S@V �T = � @p@T �VDasselbe kann man auch f�ur das totale Di�erential der freien Enthalpie dG = d(E�TS+pV ) =�SdT + V dp anwenden: �@S@p�T = ��@V@T �pWenn man auch die Teilchenzahl�anderung betrachtet, so folgt zum Beispiel aus dE = TdS �pdV + �dN (zus�atzlich zur oben angegebenen Relation):� @T@N �S;V = �@�@S�V;N�� @p@N �V;S = � @�@V �S;N11



Genauso kann man sich aus den totalen Di�erentialen f�ur die anderen thermodynamischenPotentiale weitere Bedingungen dieser Art herleiten. Diese hei�en allgemein "Maxwell-Relationen".Zur praktischen Anwendung: Angenommen, in einer Rechnung taucht die Ableitung einer Gr�o�e wie T; S; V; p; �;Nnach anderen solchen Gr�o�en auf und man m�ochte die unabh�angige Variable, nach der abgeleitet wird,"auswechseln" (z.B. um auf eine bekannte Formel f�ur spezi�sche W�arme, Kompressibilit�at etc. zu kommen).Zu der Variablen, nach der abgeleitet wird, und zu den restlichen, die dabei konstant gehalten werden, gibt es einthermodynamisches Potential, dessen "nat�urliche Variablen" dadurch gegeben sind. Dessen totales Di�erentialschreibt man sich auf, um dann nach dem �ublichen Schema vorzugehen: "df=A dx + B dy, also Ableitung von Anach y gleich Ableitung von B nach x".1.8 "Statische Suszeptibilit�aten"DieW�armekapazit�at eines Systems gibt die W�armemenge an, welche zur Temperaturerh�ohungum ein K zugef�uhrt werden mu�. Die W�armekapazit�at h�angt davon ab, unter welchenBedingungen dieser Proze� abl�auft: Wenn der Druck w�ahrend der W�armezufuhr konstantgehalten wird, so bedeutet das eine Ausdehnung des Systems. Die zugef�uhrte W�armemengewird also auch noch teilweise zur Arbeitsleistung gegen den Au�endruck verwendet, so da� dieW�armekapazit�at bei konstantem Druck Cp gr�o�er ist als die W�armekapazit�at bei konstantemVolumen, CV . CV � T �@S@T �V = �@E@T �V = �T @2F@T 2Cp � T �@S@T �p = �@H@T �p = �T @2G@T 2Die Kompressibilit�at gibt an, welche relative Volumen�anderung sich bei Druckerh�ohung (bzw.-erniedrigung) ergibt. Auch in diesem Fall kommt es darauf an, unter welchen Bedingungen dieKompression statt�ndet: adiabatisch (�S) oder isotherm (�T ).�S � � 1V �@V@p �S�T � � 1V �@V@p �TDer Ausdehnungskoe�zient (f�ur das Volumen) gibt die relative Volumen�anderung beiTemperaturerh�ohung unter konstantem Druck an:� � 1V �@V@T �pDie magnetische Suszeptibilit�at gibt die �Anderung der MagnetisierungM bei Erh�ohung desMagnetfeldes H (bei konstanter Temperatur) an (siehe dazu "Thermodynamik im Magnetfeld -Magnetische Energie", 3.1) �M � �@M@H �TMan beachte: Die verschiedenen angegebenen Suszeptibilit�aten sind nicht unabh�angig. Aus denMaxwell-Relationen (1.7) ergeben sich Abh�angigkeiten (siehe 1.10).
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1.9 Die Jacobi-DeterminanteEs seien zwei Funktionen f,g von zwei Variablen x,y gegeben. Wenn man (f,g) als die beidenKomponenten einer vektorwertigen Funktion F von x,y au�a�t, dann istDF = " @f@x @f@y@g@x @g@y #die Funktionalmatrix (Jacobi-Matrix) dieser Funktion F.Nach der Kettenregel f�ur vektorwertige Funktionen kann man die Funktionalmatrix einerzusammengesetzten Funktion H(x; y) = G(F (x; y)) als Produkt der Funktionalmatrizen vonG und F schreiben: DH = DG DF . Diese Eigenschaft ist wichtig f�ur die sogenannte Jacobi-Determinante, d.h. die Determinante der Funktionalmatrix:@(f; g)@(x; y) � det" @f@x @f@y@g@x @g@y #Eigenschaften der Jacobi-DeterminanteEine Determinante wechselt ihr Vorzeichen bei Vertauschung zweier Spalten:@(f; g)@(x; y) = �@(f; g)@(y; x)Weil f�ur zwei Matrizen A,B gilt det(AB) = det(A)det(B), hat man f�ur die Jacobi-Determinantefolgende Kettenregel: @(f; g)@(x; y) = @(f; g)@(u; v) @(u; v)@(x; y)Einen Spezialfall dieser Kettenregel erh�alt man, wenn man ausnutzt, da� die Hintereinander-ausf�uhrung der Funktion und ihrer Umkehrfunktion die Identit�at (mit der Einheitsmatrix alsFunktionalmatrix) ergibt: 1 = @(f; g)@(x; y) @(x; y)@(f; g)Au�erdem kann man partielle Ableitungen mit Hilfe der Jacobi-Determinante schreiben:@(f; y)@(x; y) = �@f@x�y1.10 Beziehung zwischen den W�armekapazit�atenMan kann die W�armekapazit�at bei konstantem Druck, Cp, durch diejenige bei konstantemVolumen, CV , ausdr�ucken. Dazu geht man unter Benutzung der Jacobi-Determinanten zuerst aufdie unabh�angigen Variablen T,V (statt T,p) �uber und verwendet dann eine Maxwell-Relation,um statt einer Ableitung der Entropie eine Ableitung des Druckes zu erhalten:Cp = T �@S@T �p = T @(S; p)@(T; p) == T @(S; p)@(T; V ) @(T; V )@(T; p) == T � @p@V ��1T (�@S@T �V � @p@V �T � � @S@V �T � @p@T �V )= CV � T � @p@V ��1T � @S@V �T � @p@T �V= CV � T � @p@V ��1T � @p@T �2V13



Hierdurch ist der Zusammenhang zwischenCp und CV gegeben, wenn man die Zustandsgleichungkennt. Insbesondere folgt aus der Tatsache, da� die isotherme Kompressibilit�at immer positiv ist(siehe den Abschnitt zu den Stabilit�atsbedingungen, 1.14), folgende Ungleichung:� @p@V �T < 0Also gilt immer: Cp > CVDie W�armekapazit�at bei konstantem Druck ist gr�o�er als die W�armekapazit�at beikonstantem Volumen. (Man mu� bei der Erw�armung unter konstantem Druck f�ur dieselbeTemperaturerh�ohung mehr W�arme zuf�uhren, weil ein Teil davon als mechanische Arbeit gegenden Stempeldruck bei der Expansion verbraucht wird)F�ur ein ideales Gas mit pV = NkT kann man den Zusammenhang explizit angeben:Cp = CV � T (�NkTV 2 )�1(NkV )2 = CV +NkMit Hilfe der De�nitionen von isothermer Kompressibilit�at �T = � 1V �@V@p �T undVolumenausdehnungskoe�zient � = 1V �@V@T �p kann man die Beziehung zwischen Cp und CVanders formulieren, nach einer kurzen Nebenrechnung:� @p@T �V = @(p; V )@(T; V ) = @(p; V )@(p; T ) @(p; T )@(T; V ) == ��@V@T �p� @p@V �TDamit gilt: Cp = CV � T � @p@V �T (�V �)2) Cp = CV + V T �2�T1.11 Das ideale GasBei nicht zu gro�en Dichten und nicht zu niedrigen Temperaturen gilt f�ur Gase angen�ahertfolgende Zustandsgleichung, die Zustandsgleichung des "idealen Gases":pV = NkTDie Isothermen des idealen Gases (Linien mit T=const) im pV-Diagramm sind gleichseitigeHyperbeln:
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p
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In der Statistischen Physik wird gezeigt, da� diese Zustandsgleichung f�ur ein System aus N nichtwechselwirkenden Teilchen gilt, die sich in einem Kasten des Volumens V nach den Gesetzender klassischen Mechanik bewegen. In der Realit�at hat man nat�urlich erstens Wechselwirkungzwischen den Teilchen und zweitens mu� man die Gesetze der Quantenmechanik beachten(insbesondere also die Besonderheiten bei einem idealen Gas aus Bosonen oder Fermionen).Beides spielt aber im Grenzfall niedriger Dichten und h�oherer Temperaturen keine Rolle: Dannsind die Teilchen im Mittel so weit entfernt, da� die Wechselwirkung in erster N�aherungvernachl�assigt werden kann. Auch die Quantene�ekte werden bei geringen Dichten (undgleichzeitig nicht zu niedrigen Temperaturen) unwesentlich, weil es dann im Mittel pro Teilchenviele unbesetzte Einteilchenzust�ande gibt und eventuelle Mehrfachbesetzung eines Zustandes (diebei Fermionen ausgeschlossen w�are) deshalb keine Rolle spielt. (Vgl. die Abschnitte "Klassischestatistische Mechanik des idealen Gases", 5.3; "Reale Gase (klassisch): Virialentwicklung", 5.5;"Ideales Fermi-/Bose-Gas", 6.2)Die Zustandsgleichung allein reicht aber nicht aus, um alle thermodynamischen Gr�o�en desSystems zu berechnen. Wenn man feste Teilchenzahl voraussetzt, so braucht man noch z.B. dieAngabe der spezi�schen W�arme, um ein thermodynamisches Potential (z.B. E(S,V)) bestimmenzu k�onnen.Da CV die Ableitung der Energie nach der Temperatur bei konstantem Volumen angibt, kannman aus Kenntnis von CV (T; V ) die Energie E(T,V) bestimmen, wenn man zus�atzlich noch dieAbh�angigkeit der Energie vom Volumen berechnet:�@E@V �T = @@V (F + TS)= �p+ T � @S@V �T= �p+ T � @p@T �V= �p+ T NkV= �p+ p = 0(Dabei wurden die Maxwellrelation � @S@V �T = � @p@T �V und die Zustandsgleichung benutzt)Die Energie des idealen Gases h�angt also nicht vom Volumen ab! Das gilt nat�urlich erst recht f�urdie W�armekapazit�at CV als Ableitung der Energie.So ergibt sich die Energie in Abh�angigkeit von der Temperatur aus Kenntnis der Funktion CV (T ):E = E(T ) = E(T0) + TZT0 CV (T 0)dT 0Die Entropie erh�alt man wegen �@S@T �V = CV (T )T� @S@V �T = � @p@T �V = NkVzu S(T; V ) = TZT0 CV (T 0)T 0 dT 0 + VZV0 NkV 0 dV 0 + S(T0; V0)= TZT0 CV (T 0)T 0 dT 0 +Nk ln( VV0 ) + S(T0; V0)15



Weil man jetzt S(T,V) kennt, kann man im Prinzip die Gleichung S = S(T; V ) nach Tau�osen (T = T (S; V )) und das in E(T) einsetzen, um E(S,V) zu erhalten. Weil E(S,V) einthermodynamisches Potential, ausgedr�uckt in seinen nat�urlichen Variablen ist, kennt man damitalle interessierenden Gr�o�en des Systems - bei fester Teilchenzahl.Wenn man speziell ein System aus Atomen hat, die weder rotieren k�onnen noch sonstige innereFreiheitsgrade haben, dann ist ihre W�armekapazit�at nach dem Gleichverteilungssatz (5.2):CV (T ) = 32Nk(Allgemeiner steht statt 32 der Ausdruck f2 , wobei f die Anzahl der Freiheitsgrade der Teilchenangibt. Dabei mu� es sich um quadratisch in die Hamiltonfunktion eingehende kanonischeVariablen handeln.)Es gilt in diesem Fall also E = 32NkTNun kann man die Entropie des idealen Gases explizit berechnen, entweder nach der obenangegebenen Methode oder in dieser Form:dE = TdS � pdV )dS = 1T dE + pT dV= 1T 32NkdT + NkV dV) S(T; V ) = 32Nk ln TT0 +Nk ln VV0 + S(T0; V0)Man erkennt hieran: Die Entropie des idealen Gases nimmt zu bei isothermer Ausdehnung undisochorer (V=const) Temperaturerh�ohung. Durch die Kenntnis von S ist es jetzt auch m�oglich,die adiabatische Ausdehnung (keine W�armezufuhr, S=const) zu behandeln. Um das Ergebnisgleich in allgemeinerer Form angeben zu k�onnen, steht im folgenden CV statt 32Nk:S = CV ln TT0 +Nk ln VV0 +S(T0; V0) � const) CV ln TT0 +Nk ln VV0 � const) T CVNk V � constWeil f�ur das ideale Gas gilt CP = CV +Nk, kann man das auch alsT CVCP�CV V � const, TV CP�CVCV � const, TV �1 � constschreiben. Dabei wurde der sogenannte Adiabatenexponent  � CPCV = f+2f eingef�uhrt. Beieinem adiabatischen Proze� gilt f�ur das ideale Gas demnach:TV �1 � const, pV  � const, Tp 1�1 � const16



In den folgenden pV-Diagrammen sind die Adiabaten und Isothermen f�ur einen Adiabaten-exponenten  = 53 (links) bzw.  = 75 (rechts) gezeigt. Die Adiabaten (durchgezogeneLinien) verlaufen immer steiler als die Isothermen (gestrichelt). Das linke Bild entspricht einemeinatomigen Gas (3 translatorische Freiheitsgrade), das rechte einem Gas aus zweiatomigenMolek�ulen (3 translatorische und 2 rotatorische Freiheitsgrade).
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Die Abh�angigkeit der Entropie von der TeilchenzahlOben wurde die Entropie des idealen Gases bei fester Teilchenzahl abgeleitet. Wenn man dieseals ver�anderlich zul�a�t, mu� man allgemein schreiben:S(T; V;N) = TZT0 CV (T 0)T 0 dT 0 +Nk ln( VV0 ) + S(T0; V0; N)Es ist also die Funktion S(T0; V0; N) zu bestimmen, die die Abh�angigkeit der Entropie des idealenGases von der Teilchenzahl angibt (zus�atzlich zu der in den ersten beiden Termen steckendenAbh�angigkeit). In der Statistischen Physik wird gezeigt, da�S(T0; V0; N) = const N �Nk lnNgilt (siehe 5.3). Der letzte Term kommt von der Ununterscheidbarkeit der Teilchen des Gases.ZusammenfassungDie Zustandsgleichung des idealen Gases lautet: pV = NkTAus der Zustandsgleichung folgt: Die spezi�sche W�arme und die Energie des idealen Gasesh�angen nicht vom Volumen ab. Wenn speziell die spezi�sche W�arme konstant gleich k f2 ist(Gleichverteilungssatz), dann gilt: E = f2NkTDie Entropie betr�agt dann S = f2Nk ln TT0 + Nk ln VV0 + S(T0; V0; N) , mit S(T0; V0; N) =const N �Nk lnN .Mit dem Adiabatenexponent  = CpCV = f+2f gilt f�ur adiabatische Expansion eines idealen Gasesdie Adiabatengleichung: pV  = const1.12 Der Joule-Thomson-Proze�Beim Joule-Thomson-Proze� �andert sich die Temperatur eines Gases durch Expansion. Andersals bei der adiabatischen Expansion, die auch beim idealen Gas zur Abk�uhlung f�uhrt, ist derJoule-Thomson-E�ekt (Abk�uhlung oder Erw�armung!) nur bei realen Gasen zu beobachten.
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Eine Gasmenge, die sich bei Beginn des Prozesses im Volumen V1 beim Druck p1 befundenhat, wird durch eine Drosselstelle in das Volumen V2 gepre�t, in dem das Gas dem Druck p2ausgesetzt ist. Die Drosselstelle verhindert, da� der Druckgradient zwischen den Teilgef�a�en zueiner endlichen Str�omungsgeschwindigkeit f�uhrt, die bei der Energiebilanz mit ber�ucksichtigtwerden m�u�te.Am System wird die Arbeit p1V1 verrichtet, w�ahrend das System selbst gegen den Stempeldruckp2 Arbeit p2V2 leisten mu�. F�ur die Energie�anderung des Systems gilt also:E2 �E1 = p1V1 � p2V2, E2 + p2V2 = E1 + p1V1Die Enthalpie H = E + pV ist demnach w�ahrend des Prozesses konstant geblieben. Wenn p1, p2und V1 vorgegeben sind, so kann man aus der Zustandsgleichung des Gases und der BedingungH = const die Gr�o�en V2 und T2 berechnen. Insbesondere erh�alt man die Temperatur�anderungdT des Gases bei einem Proze� mit einer in�nitesimalen Druckdi�erenz dp = p2 � p1 alsdT = �@T@p �H dpDie Gr�o�e �@T@p �H wird als Joule-Thomson-Koe�zient �JT bezeichnet. Wenn �JT positivist, so wird bei einer Expansion (dp < 0) Abk�uhlung (dT < 0) eintreten, ansonsten Erw�armung.Zur Berechnung von �JT geht man zu den unabh�angigen Variablen p,T �uber und verwendeteinmal eine Maxwell-Relation.Rechnung im Detail:Bei der Berechnung des Joule-Thomson-Koe�zienten geht man zuerst auf die Variablen p,T �uber undbenutzt dann H = G + TS, um die Ableitungen von H nach p,T zu bestimmen. Man verwendet dabeifolgende Beziehungen:�@H@p �T = �@G@p �T + T �@S@p�T = V + T �@S@p�T�@H@T �p = �@G@T �p + S + T �@S@T �p = �S + S + T �@S@T �p = T �@S@T �pAu�erdem ben�otigt man die Maxwell-Relation � @S@p �T = � � @V@T �p (aus dG = �SdT + V dp).Damit gilt: �JT = @(T;H)@(p;H) = @(T;H)@(p; T ) @(p; T )@(p;H) = ��@H@p �T (�@H@T �p)�1= �(V + T �@S@p�T )(T �@S@T �p)�1 = �(V � T �@V@T �p)C�1p= VCp (�T � 1)Es wurden hier die De�nitionen Cp = T � @S@T �p und � = 1V � @V@T �p benutzt.Ergebnis: �JT = �@T@p �H = VCp (�T � 1)18



Es tritt genau dann Abk�uhlung bei Expansion ein (�JT ist genau dann positiv), wenn gilt:�T � 1 > 0, � > 1TBeim idealen Gas ist � = 1V �@V@T �p = 1V Nkp = NkNkT = 1TAlso gilt �JT = 0: Der Joule-Thomson-Proze� f�uhrt beim idealen Gas nicht zu einerTemperatur�anderung.F�ur ein reales Gas, das hier n�aherungsweise durch die VdW-Zustandsgleichung (p+ aV 2 )(V �b) =NkT beschrieben werden soll (siehe 2.6), ergibt sich f�ur den Volumenausdehnungskoe�zienten:� = 1V Nkp + aV �3(2b� V )Die Bedingung � < 1T f�uhrt auf p < 2abV � 3aV 2Die rechte Seite gibt die Inversionskurve p(V) im pV-Diagramm an. Unterhalb dieser Kurveergibt sich bei Expansion Abk�uhlung, oberhalb Erw�armung. Man kann die Inversionskurve auchim pT-Diagramm darstellen. Dann sieht man, da� oberhalb einer gewissen Temperatur, der"Inversionstemperatur", immer nur Erw�armung eintreten kann. Aber auch unterhalb dieserTemperatur darf der Druck nicht zu hoch sein, damit die Expansion zur Abk�uhlung f�uhrt.Diese Inversionstemperatur erh�alt man, wenn man die Funktion der Inversionskurve p(V ) beigro�en Volumina betrachtet. Dann kann man den Term mit 1=V 2 vernachl�assigen und denDruck gleich NkTinv=V setzen, da bei gro�en Volumina die VdW-Gleichung wieder in dieZustandsgleichung des idealen Gases �ubergeht. Es ergibt sich f�ur Tinv in Abh�angigkeit von derkritischen Temperatur des VdW-Gases (siehe 2.6):Tinv = 2abNk = 6; 75 � Tkrit
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Die Inversionskurve im pT-Diagramm Der Wertvon � @T@p �H , d.h. die Gr�o�e der Temperatur�anderungbeim Joule-Thomson Proze�, ist durch die Schattierungdargestellt. Im Gebiet unterhalb der Inversionskurve trittAbk�uhlung bei Expansion ein. (Rechnung f�ur VdW-Zustandsgleichung mit cv=k = 5=2. Im Bereich unterhalbder kritischen Temperatur und des kritischen Druckes, indem auch die Dampfdruckkurve liegt, sind keine Werteberechnet. Die Werte in der Farbskala sind in Einheitenvon b/Nk gegeben.)
V

p
Tinv

Die Inversionskurve im pV-DiagrammEingezeichnet sind auch noch die Isotherme zurkritischen Temperatur (gestrichelt) und die Isothermezur Inversionstemperatur, die sich asymptotisch an dieInversionskurve anschmiegt.
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1.13 GleichgewichtsbedingungenBei einem abgeschlossenen System (kein Energie- und Teilchenaustausch mit der Umgebung)stellt sich im thermodynamischen Gleichgewicht derjenige Zustand ein, der unter den gegebenenRandbedingungen die gr�o�te Entropie aufweist. Unter "gegebenen Randbedingungen" sindinsbesondere konstant vorgegebene Energie, Teilchenzahl und Volumen des Systems zu verstehen.Der Ausdruck S(E,V,N) gibt dann diesen Gleichgewichtswert der Entropie an. Auf dem Wegins Gleichgewicht k�onnen in dem abgeschlossenen System nur solche Prozesse ablaufen, f�ur diedS � 0 gilt. Um aus diesem Prinzip tats�achlich spezielle Aussagen ableiten zu k�onnen, mu� mandie Abh�angigkeit der Entropie von irgendwelchen "inneren Freiheitsgraden" des Systems kennen,deren Werte im Gleichgewicht sich dann aus der Bedingung S = max ergeben.Wenn man nun innerhalb des Systems Teilsysteme betrachtet, die z.B. untereinander W�armeaustauschen k�onnen, so gilt f�ur ein solches Teilsystem sicher nicht, da� dessen Entropie imthermodynamischen GGW "unter den gegebenen Randbedingungen" ein Maximum annimmt.Denn die Randbedingungenw�urden es in diesem Falle ja zulassen, da� das betrachtete Teilsystemseiner Umgebung immer mehr W�arme entzieht, um seine Entropie zu steigern. Das wird abernicht geschehen, denn tats�achlich w�urde dadurch die Entropie des Gesamtsystems nicht zueinem Maximum werden.Ein wichtiger Spezialfall ist, da� das Gesamtsystem aus einem "W�armebad"mit unendlich gro�erW�armekapazit�at und der deshalb festen Temperatur T0 und einem kleineren System besteht.Diese sollen sich in thermischem Kontakt be�nden. Die Frage ist, welche Bedingung das GGWdieses Systems im W�armebad charakterisiert.System im W�armebad
T0

∆QWenn das System vomW�armebad die W�armemenge�Q aufnimmt, so sinkt dadurch die Entropiedes W�armebades um �QT0 . Dagegen kann man nicht behaupten, da� bei allen m�oglichen Prozessendie Entropie des Systems selbst nur um �QT zunimmt (wobei T die Temperatur des Systemsist). Denn es k�onnen innerhalb des Systems, das sich noch nicht im GGW be�ndet, irreversibleProzesse ablaufen, die von sich aus schon eine Entropieerh�ohung des Systems bewirken. Aufjeden Fall gilt aber, da� die Entropie des abgeschlossenenGesamtsystems bei jedem m�oglichenProze� nicht abnehmen kann:0 � �S0 +�S = ��QT0 +�S = ��ET0 +�S= ��E � T0�ST0 = ��(E � T0S)T0Hierbei wurde einerseits vorausgesetzt, da� die Energie des Systems nur um �Q zunimmt(keine Arbeitsleistung) und andererseits ber�ucksichtigt, da� die Temperatur T0 des W�armebadeskonstant bleibt (�T0 � 0). Bei allen m�oglichen Prozessen mu� also die Gr�o�e E�T0S abnehmen.Sobald das System auf der GleichgewichtstemperaturT0 ist, die durch das W�armebad vorgegebenwird, ist das gerade die freie Energie F des Systems. Es gilt also:�(E � T0S) = �F � 0Die freie Energie F eines Systems, das sich im thermischen Kontakt mit einem W�armebad vongegebener Temperatur T0 be�ndet, ist im thermischen GGW minimal (unter den gegebenenRandbedingungen, bei der festen Temperatur T0). Man bezeichnet dieses GGW als "isothermesGGW". 20



Bem.: Die Funktion F(T,V) gibt immer schon den sich einstellenden GGW-Wert an; d.h. umdiesen Satz anwenden zu k�onnen, mu� man F als Funktion irgendwelcher weiterer Parameterkennen (z.B. Volumenanteil einer Phase am Gesamtvolumen beim Phasen-GGW). DieseParameter sind dann bei gegebenem T,V so zu variieren, da� F minimal wird.
∆Q

∆A

T0Wenn man eine Situation betrachtet, bei der das System Arbeit verrichten kann (an derUmgebung au�erhalb des Gesamtsystems), so erh�alt man mit �E = �Q � �A eine obereSchranke f�ur die vom System geleistete Arbeit �A (die hier positiv gez�ahlt wird, wenn dasSystem Arbeit verrichtet):0 � �S0 +�S = ��QT0 +�S = ��E +�AT0 +�S) �A � ��(E � T0S) = ��FDie von einem System, das sich im W�armebad be�ndet, nach au�en abgegebene Arbeit �A istalso h�ochstens so gro� wie die bei dem Proze� erfolgte Abnahme der freien Energie des Systems(sie wird kleiner sein, wenn der Proze� irreversibel abl�auft).System im W�armebad, mit Druckausgleich
T0, p0

∆Q

∆VDas System soll jetzt auch noch ein ver�anderliches Volumen haben, so da� ein Druckausgleichmit dem W�armebad erfolgen kann. Im GGW ist also das System auf der Temperatur T0,beim Druck p0 des W�armebades. Dabei wird angenommen, da� das W�armebad ein (praktisch)unendlich gro�es Volumen hat, so da� eine Volumen�anderung beim W�armebad keine (merkliche)Druck�anderung hervorruft. Aus der grundlegenden Ungleichung �uber das Vorzeichen derEntropie�anderung bei den m�oglichen Prozessen des Gesamtsystems folgt nun, ganz wie oben,unter Benutzung von �E = �Q� p0�V :0 � �S0 +�S = ��QT0 +�S == ��E + p0�VT0 +�S = ��(E + p0V � T0S)T0Also (f�ur Prozesse bei p0; T0): �(E + p0V � T0S) = �G � 0Ein System, bei dem Druck und Temperatur fest vorgegeben sind (durch den beschriebenenKontakt mit einem W�armebad bei erlaubter Volumen�anderung), hat im thermischen GGWminimale freie Enthalpie G ("isotherm-isobares GGW"). Wenn wieder zugelassen wird, da� das21



System an der Umgebung Arbeit �A verrichtet, so folgt mit �E = �Q ��A� p0�V :�A � ��GDie w�ahrend eines Prozesses, der bei fester Temperatur und festem Druck abl�auft, vom Systemverrichtete Arbeit ist nach oben begrenzt durch die Abnahme der freien Enthalpie G w�ahrenddes Prozesses.System im W�arme- und Teilchenbad
∆Q

∆N

T0, µ0Durch den nun zugelassenen Teilchenaustausch (durchl�assige Membran) nimmt das chemischePotential des Systems im GGW den Wert �0 des "Teilchenbades" an. In gleicher Form wie obenfolgt: 0 � �S0 +�S = ��QT0 +�S == ��E � �0�NT0 +�S = ��(E � �0N � T0S)T0Also �(E � �0N � T0S) = �� � 0Ein System, bei dem chemisches Potential und Temperatur fest vorgegeben sind, hat imthermodynamischen GGW ein Minimum des thermodynamischen Potentials �.F�ur die maximale Arbeitsleistung folgt in diesem Fall mit �E = �Q��A+ �0�N :�A � ���1.14 Stabilit�atsbedingungenEin System, das sich im W�armeaustausch mit der Umgebung be�ndet, wird im thermischenGGW die gleiche Temperatur wie die Umgebung haben. Wenn es sein Volumen ver�andern kann,wird sich auch ein Druckgleichgewicht zwischen dem System und der Umgebung einstellen. Dassind notwendige Bedingungen f�ur ein thermodynamisches GGW, die sich daraus ergeben, da� dieEntropie im GGW ein Maximum hat und deshalb sich in erster Ordnung beim W�armeaustauschoder bei der Volumen�anderung nicht ver�andern darf. Dies ist jedoch nur eine notwendige, keinehinreichende Bedingung f�ur ein Maximum der Entropie. Aus der Forderung, da� tats�achlich einMaximum vorliegt, erh�alt man Bedingungen an die zweiten Ableitungen der thermodynamischenPotentiale:Wenn sich das System in Kontakt mit einem W�armebad der Temperatur T0 und desDruckes p0 be�ndet, so folgt f�ur die m�oglichen Prozesse aus dem Zweiten Hauptsatz (vgl. dieGleichgewichtsbedingungen): �(E � T0S + p0V ) � 0 (�)22



In diesem Fall interessiert man sich gar nicht f�ur m�ogliche irreversible Prozesse innerhalb desSystems, sondern nur f�ur solche, bei denen das System in jedemAugenblick im GGW ist (bezogenauf das System selbst, nicht im GGW mit der Umgebung). Nur dann ist n�amlich die Energie desSystems eindeutig als Funktion von S,V (und evtl. anderer Parameter) gegeben. Die �Anderungvon E, die durch �Anderungen �S, �V hervorgerufen wird, lautet (jetzt bis zur 2. Ordnungentwickelt!): �E = @E@S �S + @E@V �V ++12(@2E@S2�S2 + 2 @2E@S@V �S�V + @2E@V 2�V 2)Die Ableitungen sind dabei alle an der GGW-Stelle, also bei T0, p0, auszuwerten (bzw. bei dendazugeh�origenWerten S, V ). Die Bedingung daf�ur, da� das System tats�achlich in einem stabilenGGW ist, besagt gerade, da� keine mit einer Vergr�o�erung der Gesamtentropie verkn�upftenProzesse m�oglich sein sollen, da� also f�ur alle Werte von �S, �V gilt:�(E � T0S + p0V ) > 0Das bedeutet, da� die Bedingung (*) f�ur keinen Proze� erf�ullt sein darf. Wenn man dieEntwicklung von �E in diese Ungleichung einsetzt, so ergibt sich:(@E@S � T0)�S + (@E@V + p0)�V +12(@2E@S2�S2 + 2 @2E@S@V �S�V + @2E@V 2�V 2) > 0Die Koe�zienten bei den linearen Gliedern �S, �V m�ussen auf jeden Fall verschwinden, weiles sonst immer m�oglich w�are, das Vorzeichen von �S bzw. �V so zu w�ahlen, da� der ganzeAusdruck negativ wird und die Ungleichung verletzt ist. Das ergibt jedoch nur die schon bekannteBedingung, da� im GGW das System Druck und Temperatur des W�armebades annehmen mu�.Es bleibt die Bedingung, da� f�ur alle Werte von �S, �V der Anteil mit den quadratischenGliedern gr�o�er als Null sein mu�.Das bedeutet aber gerade, da� die Matrix" @2E@S2 @2E@S@V@2E@S@V @2E@V 2 #positiv de�nit ist. (Das ist nat�urlich die Hesse-Matrix der zweiten partiellen Ableitungen vonE(S,V), welche in der Taylorentwicklung von E auftaucht)Dies f�uhrt zu den drei Ungleichungen @2E@S2 > 0@2E@V 2 > 0@2E@S2 @2E@V 2 �� @2E@S@V �2 > 0Die erste Ungleichung ergibt wegen T = �@E@S �V und CV = T � @S@T �V :�@T@S�V = TCV > 023



Da die Temperatur positiv ist, mu� die W�armekapazit�at bei konstantem Volumen, CV ,ebenfalls positiv sein. Im entgegengesetzten Fall w�urde eine Zufuhr von W�arme die Temperaturdes Systems verringern, woraufhin wegen des entstehenden Temperaturgradienten noch mehrW�arme vom W�armebad zuie�en w�urde, usw. ...Die zweite Ungleichung bedeutet wegen p = � �@E@V �S , da�� @p@V �S < 0sein mu�, d.h. bei einer adiabatischen Kompression mu� der Druck immer zunehmen: Dieadiabatische Kompressibilit�at �S = � 1V �@V@p �S ist positiv.Um die dritte Ungleichung umzuformen, schreibt man die Ableitungen der Energie nach S undV als Temperatur und Druck, fa�t alle Terme als Funktionaldeterminante von T,p nach S,Vzusammen, geht zu den unabh�angigen Variablen T,V �uber und kommt so unter der Benutzungder Ausdr�ucke f�ur die isotherme Kompressibilit�at �T und die W�armekapazit�at bei konstantemVolumen cV zu folgendem Resultat : TCV 1V �T > 0Rechnung im Detail:Die Bedingung der positiven De�nitheit an die Hesse-Matrix f�uhrt zu folgender Ungleichung:@2E@S2 @2E@V 2 �� @2E@S@V �2 > 0Durch Verwendung von p = � � @E@V �S und T = � @E@S �V ergibt sich:��@T@S �V � @p@V �S + � @T@V �S � @p@S�V > 0@(T; p)@(V; S) > 0@(T; p)@(T; V ) @(T; V )@(V; S) > 0�� @p@V �T �@T@S �V > 0TCV 1V �T > 0Im letzten Schritt wurden die De�nitionen CV = T � @S@T �V und �T = � 1V � @V@p �T verwendet (vgl. 1.8).Weil der erste Faktor sich ohnehin schon als positiv herausgestellt hat, mu� die isothermeKompressibilit�at positiv sein: �T > 0Das kann man benutzen, um zu zeigen, da� Cp > CV gilt (siehe 1.10). Daraus folgt dannau�erdem �T > �S und nat�urlich Cp > 0 wegen CV > 0.
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Beweis von �T > �S :Mit den De�nitionen �T = � 1V � @V@p �T , �S = � 1V � @V@p �S , CV = T � @S@T �V , Cp = T � @S@T �p erh�alt man:�S�T = � @V@p �S� @V@p �T = @(V; S)@(p; S) @(p; T )@(V; T ) == @(V; S)@(V; T ) @(p; T )@(p; S) = �@S@T �V �@T@S �p = � @S@T �V� @S@T �p = CVCp < 1denn Cp > CV (und CV > 0).1.15 KreisprozesseWenn man einem System W�arme zuf�uhrt, so kann diese vollst�andig in mechanische Arbeitumgewandelt werden: Man denke nur an die isotherme Expansion eines idealen Gases, bei derdie gegen den Stempeldruck geleistete Arbeit gerade gleich der zugef�uhrtenW�arme ist. Das stehtnat�urlich nicht in Widerspruch zum Zweiten Hauptsatz, denn am Ende des Vorgangs nimmt dasGas ein gr�o�eres Volumen ein als zu Anfang, so da� man hier nicht behaupten kann, es sei W�armevollst�andig in Arbeit �uberf�uhrt worden, ohne da� irgendeine sonstige Ver�anderung stattgefundenhabe.Um eine f�ur Anwendungen relevante Bilanz von zugef�uhrter W�arme und geleisteter Arbeitaufzustellen, ist es daher n�otig, einen Proze� zu betrachten, bei dem das System, durch welchesW�arme in Arbeit verwandelt wird, wieder in seinen Anfangszustand zur�uckkehrt: Diesen Vorgangnennt man einen Kreisproze�.Dabei be�ndet sich zwar nach Beendigung des Zyklus das "Arbeitsmedium" (im einfachstenModell also ein ideales Gas in einem Kasten mit Stempel) wieder in seinem urspr�unglichenZustand (festgelegt in diesem Fall durch Angabe von Druck und Volumen), aber insgesamthat eine Ver�anderung stattgefunden: Es ist z.B. nach Beendigung des Zyklus eine gewisseW�armemenge einem hei�en W�armereservoir entnommen worden, wovon ein Teil in Arbeitumgewandelt worden ist und der Rest einem k�alterenW�armereservoir zugeossen ist. Dies ist derE�ekt einer W�armekraftmaschine, die zugef�uhrte W�arme teilweise in Arbeit �uberf�uhrt. Fallsdagegen die W�arme einem k�alteren Reservoir entnommen und einem w�armeren zugef�uhrt wird,so spricht man von einer Kraftw�armemaschine (bzw. "K�altemaschine" oder "W�armepumpe",je nach Anwendung).
T2

T1

Q2
Q1

AIm einfachsten Fall sind nur zwei W�armereservoirs an einem Kreisproze� beteiligt: T2 > T1.Schematisch stellt man eine solche W�armekraftmaschine wie im Diagramm gezeigt dar. Da sichdas System nach Ende des Zyklus wieder im Anfangszustand be�ndet und deshalb insbesondereauch die gleiche Energiemengewie zu Beginn enth�alt, mu� die zugef�uhrteW�armemengeQ2 wiedervollst�andig abgegeben worden sein, teilweise in Form von Arbeit A, teilweise als W�armemengeQ1, welche dem k�alteren Reservoir (T1) zuie�t.Der Wirkungsgrad gibt f�ur eine W�armekraftmaschine das Verh�altnis von geleisteter Arbeit zuzugef�uhrter W�arme an: � = AQ2Falls es sich um eine reversibel zwischen zwei Temperaturniveaus arbeitendeMaschine handelt,kann man den Wirkungsgrad allein aufgrund der beiden Haupts�atze berechnen, ohne auf dieKenntnis des Arbeitsmediums und des genauen Proze�ablaufes angewiesen zu sein:25



Der Proze� l�auft reversibel ab, also ist die gesamte Entropie�anderung des Systems gleich Null;d.h. die Entropiezunahme durch die Zufuhr der W�armemengeQ2 bei der (h�oheren) TemperaturT2 mu� gerade kompensiert werden durch die Entropieabnahme bei Abgabe der W�armemengeQ1 an das Reservoir mit Temperatur T1:0 = �Sges = Q2T2 � Q1T1) Q1Q2 = T1T2) �rev � AQ2 = Q2 �Q1Q2 = 1� Q1Q2 = 1� T1T2Eine Darstellung der w�ahrend des Prozesses durchlaufenen Werte der Variablen T und S ("TS"-Diagramm) sieht f�ur den Spezialfall des sogenannten Carnot-Proze� sehr einfach aus: Die Kurvebesteht aus zwei Adiabaten (S = const) und zwei Isothermen (T = const):
T

S

1 2

34 ∆Q=T∆S

T2

T1

∆S

1 ! 2: Isotherme Expansion, W�arme Q2 beiTemperatur T2 zugef�uhrt (Kontakt mit demhei�eren W�armereservoir)2 ! 3: Entkopplung vom W�armereservoir,adiabatische Expansion und Abk�uhlung3! 4: IsothermeKompression,W�armeQ1 beiTemperatur T1 abgef�uhrt (Kontakt mit demk�alteren W�armereservoir)4! 1: Adiabatische Kompression,Erw�armungDer Verlauf der Kurve im pV -Diagramm h�angt von der speziellen Art des Arbeitsmediums ab.(F�ur ein ideales Gas mu� der Adiabatenkoe�zient  = cp=cv gegeben sein)
V

p

2

1

3

4Aus dem pV -Diagramm kann man insbesondere die insgesamt vom System w�ahrend desKreisprozesses geleistete Arbeit ablesen. Diese ist gleich der Fl�ache innerhalb der Kurve:A = I pdVIm TS-Diagramm ist die Fl�ache innerhalb der Kurve ebenfalls gleich der geleisteten Arbeit, weilnach dem Energieerhaltungssatz gilt:0 = �Eges = I TdS � I pdVWirkungsgrad bei K�altemaschine und W�armepumpeBei diesen Maschinen wird durch Arbeitszufuhr W�arme von einem k�alteren zu einem hei�erenW�armereservoir bef�ordert. Der "Nutze�ekt" ist bei der K�altemaschine die dem k�alteren Reservoirentzogene, bei der W�armepumpe die dem hei�eren Reservoir zugef�uhrteW�arme. Dieser Tatsache26



kann man durch eine spezielle De�nition desWirkungsgrades f�ur die jeweilige Maschine Rechnungtragen:K�altemaschine : �(K:M:) � Q1AW�armepumpe: �(W:P:) � Q2AF�ur eine reversibel zwischen zwei Temperaturniveaus arbeitende Maschine ergibt sich damitjeweils, wieder mit Hilfe von A = Q2 �Q1 und Q1Q2 = T1T2 :�(K:M:) � T1T2 � T1�(W:P:) � T2T2 � T1(Der solcherma�en de�nierte Wirkungsgrad �(K:M:) kann o�enbar Werte zwischen 0 und 1annehmen; �(W:P:) ist auf Werte im Bereich 1 bis 1 beschr�ankt)ZusammenfassungDer Wirkungsgrad einer reversibel zwischen zwei Temperaturniveaus T2 > T1 arbeitendenW�armekraftmaschine ist immer gegeben durch�rev(� AQzu ) = 1� T1T2Dies folgt aus dem Energieerhaltungssatz und der Tatsache, da� die Gesamtentropie�anderungbeim reversiblen Proze� verschwindet. Der Wirkungsgrad einer irreversibel zwischen diesenTemperaturniveaus arbeitenden Maschine ist immer kleiner.Beispiele f�ur KreisprozesseIm folgenden sind (zus�atzlich zum idealisierten Carnot-Proze�) einigesogenannte "Vergleichsprozesse" aufgef�uhrt, die den Arbeitszyklus realer W�armekraftmaschinenangen�ahert beschreiben sollen.
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4Carnot-Proze�:isotherm - adiabatisch -isotherm - adiabatisch Stirling-Proze�:isotherm - isochor -isotherm - isochor Otto-Proze�:adiabatisch - isochor -adiabatisch - isochor Diesel-Proze�: isobar -adiabatisch - isochor -adiabatisch27



2 Phasengleichgewichte und L�osungen2.1 PhasengleichgewichteVerschiedene Zust�ande eines Sto�es, die gleichzeitig im Gleichgewicht miteinander existierenk�onnen, werden als verschiedene Phasen dieses Sto�es bezeichnet.Beispiele f�ur verschiedene Phasen:gasf�ormig, �ussig, fest, ferromagnetisch, paramagnetisch, antiferromagnetisch, normal-leitend/supraleitend, normaluid/suprauid, kubisch-raumzentriert/kubisch �achenzentriert,"Eis 8"/"Eis 9"Im Phasendiagramm tr�agt man ein, welche Phase einer Substanz bei gegebenen Werten vonp,T stabil ist. Eine Kurve, in der sich die Gebiete zweier Phasen ber�uhren, hei�t Grenzkurve.Auf ihr liegen die Punkte (p,T), f�ur die ein Gleichgewicht zwischen den beiden Phasen m�oglichist.Beispiel: Phasendiagramm von H2O
flüssig

gasf.
fest

p

T

1

2

(1) Tripelpunkt: Bei diesen Werten von p,T k�onnen alle dreiPhasen miteinander im GGW existieren.(2) kritischer Punkt: Hier endet die Grenzkurve �ussig-gasf�ormig. Wenn man von der �ussigen in die gasf�ormigePhase �ubergeht auf einem Weg oberhalb des kritischen Punktes,der die Grenzkurve nicht schneidet, so �ndet dabei keinPhasen�ubergang statt. Oberhalb der kritischen Temperaturund oberhalb des kritischen Druckes ist eine Unterscheidungzwischen �ussiger und gasf�ormiger Phase nicht mehr m�oglich.Im kritischen Punkt werden die Dichten von Fl�ussigkeit undGas gleich gro�.Wenn zwei Phasen miteinander im Gleichgewicht stehen, dann ist zwischen ihnenW�armeaustausch, Teilchenaustausch und Druckausgleich m�oglich. Es gilt deshalb:T1 = T2p1 = p2�1 = �2Bei Phasen�uberg�angen 1. Ordnung springt die erste Ableitung eines thermodynamischenPotentials, bei Phasen�uberg�angen 2. Ordnung die zweite Ableitung.F�ur die freie Enthalpie G(T,p) bedeutet das bei einem Phasen�ubergang erster Ordnung:� �@G@T �p = �S springt, d.h. es gibt eine Entropiedi�erenz �S zwischen beiden Phasen. Dementspricht eine "latente W�arme" �Q = T�S, die beim �Ubergang von der einen in dieandere Phase zugef�uhrt werden mu�. Insbesondere ist durch Angabe von (T,p) allein beimPhasen�ubergang die Entropie des Systems nicht eindeutig festgelegt.� �@G@p �T = V springt, d.h. es gibt eine Di�erenz der spezi�schen Volumina, also der Dichten,der beiden Phasen. Das bedeutet, da� durch Angabe von (T,p) allein das Volumen desSystems nicht eindeutig festgelegt ist: Solange die beiden Phasen im GGW miteinanderexistieren, kann das Volumen ver�andert werden, ohne da� sich (T,p) �andern m�ussen: Beiisothermer Kompression wird z.B. mehr Gas kondensieren, so da� der Druck gleich bleibt.
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S

T

∆S

S als Funktion von T (bei festem p) springt bei der�Ubergangstemperatur. Genauso ergibt sich derSprung, wenn man S als Funktion von p bei festemT auftr�agt. (Bem.: S nimmt - wie im Diagrammgezeigt - mit wachsendem T immer zu, weil cp > 0ist)
∆V

V

p

V als Funktion von p (bei festem T) springtbeim Druck des Phasen�uberganges. Entsprechendergibt sich dieser Sprung in einem Diagramm vonV als Funktion von T bei festem p. (Bem.: V mu�mit wachsendem p abnehmen, weil �T > 0 ist)2.2 Die Clausius-Clapeyron-GleichungF�ur das GGW zweier Phasen gilt: T1 = T2 � T , p1 = p2 � p und au�erdem�1(p; T ) = �2(p; T )
p

TGrenzkurve im pT-Diagramm Diese Gleichung stellt eine Beziehung zwischen p und T her,die f�ur alle Punkte (p,T) auf der Grenzkurve erf�ullt sein mu�.Bei expliziter Kenntnis der chemischen Potentiale der beidenPhasen k�onnte man also im Prinzip hieraus die Grenzkurvebestimmen.Aber auch dann, wenn man nur die �Ubergangsw�armeund die Di�erenz der spezi�schen Voluminader beiden Phasen (im Punkt des �Ubergangs) kennt, kann man einen Ausdruck f�ur die Grenzkurveherleiten. Dabei ist nat�urlich von einem Phasen�ubergang erster Ordnung die Rede, denn nur danntritt eine �Ubergangsw�arme auf (Sprung in S).Wegen G(T; p;N) = N�(T; p) das chemische Potential � gleich der spezi�schen freien Enthalpieg. Entlang der Grenzkurve gilt also g1 = g2 und somitd(g1 � g2) � 0Aus dieser Gleichung l�a�t sich mit Hilfe von dg = �sdT + vdp ein Ausdruck f�ur die Steigung derGrenzkurve p(T ) ableiten. Dazu betrachtet man p als Funktion von T und di�erenziert nach T:0 � d(g1 � g2)dT = @@T (g1 � g2) + dpdT @@p (g1 � g2)= �(s1 � s2) + (v1 � v2) dpdTDaraus ergibt sich die Clausius-Clapeyron-Gleichung f�ur die Grenzkurve p(T) bei einemPhasen�ubergang erster Ordnung: dpdT = s2 � s1v2 � v1 = 1T �Qv2 � v1Dabei ist �Q = T (s2 � s1) die �Ubergangsw�arme (pro Teilchen) f�ur den �Ubergang von 1 nach2. Wenn dabei dem System W�arme zugef�uhrt werden mu�, so ist �Q positiv. Die Clausius-Clapeyron Gleichung stellt eine Di�erentialgleichung erster Ordnung f�ur die Funktion p(T) dar.Beispiel: DampfdruckkurveIm allgemeinen h�angen die �Ubergangsw�arme und die Di�erenz der spezi�schen Volumina derbeiden Phasen von der Temperatur ab. Erst bei Kenntnis dieser Abh�angigkeit kann man dieClausius-Clapeyron Gleichung l�osen. Unter einigen vereinfachenden Annahmen kann man dieDampfdruckkurve p(T), also die Grenzkurve f�ur den �Ubergang �ussig-gasf., explizit hinschreiben:29



� Annahme 1: vgas � vfl, so da� man vfl vernachl�assigen kann� Annahme 2: �Q h�angt nicht von T ab� Annahme 3: vgas h�angt von (p,T) �uber die Zustandsgleichung des idealen Gases ab: pvgas =kTDamit ergibt sich: dpdT = 1T �Q�v = 1T �Qvgas � vfl� 1T �Qvgas = 1T 2 pk�Q) dpp = �Qk dTT 2) lnp = ��Qk 1T + const) p(T ) = p0e��QkTBeispiel: Pomerantschuk-K�uhlung
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30
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p 3HeDie Grenzkurve zum �Ubergang zwischen festem und �ussigem Helium-3 verl�auft in einemgewissen Bereich mit einer negativen Steigung. Aus der Clausius-Clapeyron-Gleichung erkenntman, da� in diesem Bereich die Entropie der festen Phase gr�o�er sein mu� als die der �ussigen:dpdT = sfl � sfestvfl � vfest < 0) sfest > sflDaher gilt �Q > 0 beim �Ubergang von der �ussigen zur festen Phase. (Man beachte denUnterschied zum Wasser: Zwar ist die Steigung der Grenzkurve �ussig-fest beim Wasser auchnegativ, aber nicht etwa weil die Entropie des Eises gr�o�er w�are, sondern weil das spezi�scheVolumen der �ussigen Phase geringer ist. Um Eis zu schmelzen mu� man W�arme zuf�uhren.)Man sieht daran:� Festes Helium-3 hat in diesem Bereich eine gr�o�ere Entropie als die �ussige Phase� Fl�ussiges He-3 kann durch W�armezufuhr fest werden� Durch adiabatische Kompression, bei der der �Ubergang �ussig-fest statt�ndet, kann dasSystem abgek�uhlt werden (Prinzip der "Pomerantschuk-K�uhlung")
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2.3 Systeme mit mehreren KomponentenBei einem homogenen System, das mehrere Komponenten (verschiedene Sto�e) enth�alt, sindanstatt nur einer Teilchenzahl N nun die Teilchenzahlen N1; : : : ; Nk aller k Komponentenanzugeben: E = E(S; V;N1; : : : ; Nk)Zu jeder Komponente geh�ort ein chemisches Potential:�i = @E@NiBei dieser Ableitung sind S,V und alle Teilchenzahlen mit Ausnahme von Ni konstant zu halten.Aus dem Satz von Euler �uber homogene Funktionen kann man sich jetzt wieder in bekannterWeise Aussagen �uber die thermodynamischen Potentiale bescha�en:S(�E; �V; �N1 ; : : : ; �Nk) = �S(E;V;N1 ; : : : ; Nk)) S = E @S@E + V @S@V + kXi=1Ni @S@Ni= ET + pT V � 1T kXi=1 �iNiF�ur die freie Enthalpie G = E � TS + pV erh�alt man daraus:G = kXi=1 �iNiDas thermodynamischePotential im gro�kanonischen Ensemble ist nun folgenderma�en de�niert:�(T; V; �1; : : : ; �k) � E � TS � kXi=1 �iNiDurch Einsetzen des Ergebnisses f�ur S erh�alt man hier wieder: � = �pV , also dasselbe Ergebniswie bei einer Komponente. Es sei aber darauf hingewiesen, da� p,V nicht die nat�urlichenVariablen dieses Potentials sind.Statt der TeilchenzahlenNi kann man auch die Konzentrationen ci betrachten, die durch ci = NiNde�niert sind. Dabei ist N =PNi die Gesamtteilchenzahl. Es gilt nat�urlichP ci = 1.Um f�ur dieses System ein Phasendiagramm zu erstellen, mu� man nicht nur wie bisher dieAbh�angigkeit des Systems von p,T, sondern zus�atzlich noch von den Konzentrationen ciber�ucksichtigen. Dabei ist jedoch zu beachten, da� diese wegen P ci = 1 nicht unabh�angigvoneinander sind, so da� tats�achlich nur k-1 unabh�angige Konzentrationen vorzugeben sind.Zusammen mit p,T besitzt das System demnach 2 + k � 1 = k + 1 Freiheitsgrade.
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2.4 Systeme mit mehreren Komponenten und PhasenF�ur ein System aus k Komponenten und r Phasen ergeben sich im GGW folgende Bedingungen.Dabei numeriert der obere Index die Phasen und der untere die Komponenten durch.p(1) = p(2) = : : : = p(r) � pT (1) = T (2) = : : : = T (r) � T�(1)1 = �(2)1 = : : : = �(r)1... ...�(1)k = �(2)k = : : : = �(r)kF�ur die chemischen Potentiale hat man damit k(r� 1) Gleichungen: F�ur k Komponenten jeweilsr � 1 Gleichungen. Wenn man schon ber�ucksichtigt, da� T,p f�ur alle Phasen gleich sind, sobleiben noch k � 1 unabh�angige Konzentrationen f�ur die r Phasen, also insgesamt r(k � 1) + 2unabh�angige Variablen (die c(j)i und T,p). Da diese Variablen aber �uber die k(r�1) Gleichungenf�ur die chemischen Potentiale verkn�upft sind, ergibt sich schlie�lich f�ur die Zahl der Freiheitsgradedes Systems: f = 2 + r(k � 1)� k(r � 1),f = 2 + k � rDies ist die Gibbs'sche Phasenregel. (k: Zahl der Komponenten, r: Zahl der Phasen)Die Zahl der Freiheitsgrade gibt an, wieviele unabh�angige Variablen ge�andert werden d�urfen,so da� das System immer noch in dem Phasen-GGW mit der gegebenen Zahl von Phasen undKomponenten bleibt. Alle anderen Gr�o�en sind dann von diesen Variablen abh�angig. Mit anderenWorten: Die Zahl der Freiheitsgrade ergibt die Dimension der Mannigfaltigkeit, auf der die Punkte(p; T; c(1)1 ; : : : ; c(r)k ) liegen d�urfen, damit das System in diesem Phasen-GGW ist.Beispiele:Einkomponentiges System (k=1)� Eine Phase (r=1): f=2+1-1=2: Das Gebiet einer Phase im (p,T)-Diagramm ist eine Fl�ache(zweidimensional), innerhalb der (p,T) beliebig variiert werden kann� Zwei Phasen (r=2): f=2+1-2=1: Die Punkte (p,T), in denen das GGW der beiden Phasenm�oglich ist, bilden eine Kurve(eindimensional): Wenn man T �andert und auf der Kurvebleiben m�ochte, mu� p entsprechend ver�andert werden: p=p(T)� Drei Phasen (r=3): f=2+1-3=0: Ein GGW aller drei Phasen ist nur in einem Punkt (p,T)m�oglich, dem Tripelpunkt. Jede Ver�anderung von (p,T) f�uhrt aus diesem GGW heraus.Mischungen (hier mit k=2 Komponenten)� Eine Phase (r=1): f=2+2-1=3: Es k�onnen p,T,c variiert werden� Zwei Phasen (r=2): f=2+2-2=2: Es k�onnen z.B. p,T variiert werden. Die Konzentrationen,die sich einstellen m�ussen, damit weiterhin beide Phasen im GGW existieren, sind danndurch p,T festgelegt2.5 Verd�unnte L�osungenF�ur das reine L�osungsmittel sei die freie Enthalpie G0 = G0(p; T;N), wobei N die Teilchenzahldes L�osungsmittels ist. Nach Zugabe einer kleinen Teilchenzahl n0 eines l�osbaren Sto�es stellt32



das System eine Mischung dar, deren freie Enthalpie G(p; T;N; n0) betr�agt. In der StatistischenPhysik wird gezeigt, da� f�ur eine geringe Zahl n0 von gel�osten Teilchen (verd�unnte L�osung) gilt:G(p; T;N; n0) = G0(p; T;N) + n0kT ln n0eN + n0	(p; T ) + : : :Man beachte, da� dies wegen dem ln-Term nicht einfach eine Taylorentwicklung von G nachn'/N ist: G ist als Funktion von n0 bei n0 = 0 nichtanalytisch. Aus G kann man das chemischePotential des L�osungsmittels berechnen, das sich nach Zugabe des gel�osten Sto�es ergibt:�LM = � @G@N �T;p;n0= �@G0@N �T;p � kT n0N � �0 � kTcDabei ist �0 das chemische Potential des reinen L�osungsmittels und c = n0N die Konzentrationdes gel�osten Sto�es.Diese Beziehung zwischen �LM und c reicht aus, um Gesetze f�ur den osmotischen Druck, Gefrier-punktserniedrigung, Siedepunktserh�ohung und Dampfdruckerniedrigung abzuleiten.Osmotischer DruckWenn durch eine semipermeable Membran zwischen zwei Teilen eines Fl�ussigkeitsgef�a�es nurdas L�osungsmittel, nicht aber der darin gel�oste Sto� treten kann, wird sich eine Druckdi�erenzaufbauen, falls die Konzentrationen des gel�osten Sto�es in beiden Teilen unterschiedlich sind.Diese Druckdi�erenz hei�t "Osmotischer Druck".Die GGW-Bedingungen lauten: T1 = T2�LM;1 = �LM;2Dagegen gilt nicht p1 = p2, denn die Membran ist nicht beweglich, so da� keineVolumen�anderung und damit auch kein Druckausgleich erfolgen kann. Au�erdem ist daschemische Potential des gel�osten Sto�es auf beiden Seiten der Membran i.allg. verschieden, weilf�ur diesen Sto� kein Teilchenaustausch durch die Membran hindurch erfolgen kann.Aus der Bedingung �LM;1(p1; T; c1) = �LM;2(p2; T; c2) folgt mit �LM = �0 � ckT :�0(p1; T ) � c1kT = �0(p2; T )� c2kTF�ur eine kleine Druckdi�erenz p1 � p2 kann man entwickeln:�@�0@p �T (p1 � p2) = (c1 � c2)kTv�p = �ckT�p = �ckTv33



Wenn nur auf einer Seite der Membran der Sto� gel�ost ist (c2 = 0; c1 = c = �c), so ergibt sichf�ur den osmotischen Druck ("van't Ho�sches Gesetz"):�p = ckTv = n0kTVDabei ist n0 die Anzahl der Teilchen des gel�osten Sto�es und V das Volumen des L�osungsmittels.Dieses Gesetz sieht aus wie die Zustandsgleichung eines idealen Gases, wobei allerdings eineDruckdi�erenz an die Stelle des Druckes tritt.Ber�uhrung von Phasen des L�osungsmittelsDie Situation ist jetzt v�ollig anders als beim osmotischen Druck: Dort hatte man eine einzigePhase des L�osungsmittels auf beiden Seiten einer Membran (mit p1 6= p2), hier liegen zweiverschiedene Phasen (mit p1 = p2 = p) vor.Die GGW-Bed. lauten nun: p1 = p2T1 = T2�LM;1 = �LM;2�GS;1 = �GS;2(�GS ist das chemische Potential des gel�osten Sto�es)Nach der Gibbschen Phasenregel hat dieses System mit zwei Komponenten und zwei Phasen2+2-2=2 Freiheitsgrade: Bei Vorgabe von p,T sind die Konzentrationen des gel�osten Sto�es inbeiden Phasen eindeutig festgelegt.Die Bedingung f�ur das chemische Potential des L�osungsmittels in beiden Phasen lautet nun, mit�LM = �0 � ckT : �0;1(p; T )� c1kT = �0;2(p; T )� c2kT (1)Durch diese Gleichung wird die Grenzkurve p(T) des Phasen-GGWs der beiden L�osungsmittel-Phasen bei Anwesenheit des gel�osten Sto�es festgelegt. Es geht nun um die Frage, wie sich dieseGrenzkurve durch Zugabe des l�osbaren Sto�es ver�andert hat. Sei also (p0; T0) ein Punkt derGrenzkurve des reinen L�osungsmittels. Daf�ur mu� gelten:�0;1(p0; T0) = �0;2(p0; T0) (2)
p

T
(p0,T0)

(p,T)
Grenzkurven der L�osung und des reinenL�osungsmittelsUnter der Annahme, da� (p; T ) auf der Grenzkurve der L�osung nur wenig von (p0; T0) verschiedenist, kann man eine Entwicklung von �0(p; T ) nach �p � p�p0 und �T � T �T0 ansetzen. DurchKombination der beiden Gleichungen (1) und (2) erh�alt man dann:�@�0;1@p �T �p +�@�0;1@T �p�T � c1kT = �@�0;2@p �T �p+ �@�0;2@T �p�T � c2kT34



Mit der spezi�schen Entropie s = � @�@T und dem spezi�schen Volumen (des L�osungsmittels)v = @�@p ergibt sich: (s2 � s1)�T + (v1 � v2)�p = (c1 � c2)kTDurch Einsetzen der �Ubergangsw�arme �Q = T (s2 � s1) (Energie, die pro Teilchen desL�osungsmittels f�ur den �Ubergang von Phase 1 nach Phase 2 zugef�uhrt werden mu�) erh�alt man:�QT �T + (v1 � v2)�p = (c1 � c2)kT�p und �T bedeuten hier die Abweichung von der Grenzkurve des reinen L�osungsmittels (undnicht etwa eine am System me�bare Druckdi�erenz wie beim Osmotischen Druck).Spezialf�alle:� Wie ver�andert sich die Temperatur des Phasen�uberganges bei Zugabe des l�osbaren Sto�esbei fest vorgegebenem Druck p?�p = 0) �T = c1 � c2�Q kT 2Falls z.B. 1 die �ussige und 2 die feste Phase ist und der zugegebene Sto� sich in der festenPhase nicht l�ost (c2 = 0), so gilt mit c1 = c:�T = kT 2 c�QDa beim Gefrieren (1 ! 2) W�arme abgegeben wird, ist �Q < 0 und damit �T < 0:Gefrierpunktserniedrigung!Wenn 1 die �ussige und 2 die gasf�ormige Phase darstellt und der in der �ussigenPhase gel�oste Sto� nicht�uchtig ist (c2 = 0), so gilt wegen �Q > 0 nun �T > 0:Siedepunktserh�ohung!� Wie ver�andert sich der zum Phasen�ubergang bei festem T geh�orende Druck, wenn manden l�osbaren Sto� zugibt? �T = 0) �p = c1 � c2v1 � v2 kTWenn 1 die gasf�ormige und 2 die �ussige Phase ist, dann ergibt sich wegen v2 � v1:�p � cgas � cflvgas kT � p0(cgas � cfl) � �p0cflHierbei wurde f�ur das Gas die ideale Gasgleichung pv = kT mit p � p0 verwendet.Au�erdem wurde cgas = 0 vorausgesetzt: Der l�osbare Sto� soll nur im �ussigenL�osungsmittel vorliegen. Damit gilt f�ur die Dampfdruckerniedrigung bei L�osungen("Raoul'sches Gesetz"): �pp0 = �cc ist die Konzentration des l�osbaren Sto�es in der �ussigen Phase, p0 der urspr�unglicheDampfdruck des reinen L�osungsmittels. 35



2.6 Die Van-der-Waals ZustandsgleichungDie Van-der-Waals Gleichung ist eine Zustandsgleichung, die gen�ahert das Verhalten realerGase beschreibt. Dabei wird, im Gegensatz zur Zustandsgleichung des idealen Gases, dieWechselwirkung der Teilchen (und damit auch deren Eigenvolumen) ber�ucksichtigt.(p+ aV 2 )(V � b) = NkTDie Koe�zienten a, b h�angen dabei von der Teilchenzahl N ab (b ist proportional zu N, a zuN2). �Ublicherweise werden a, b auf ein Mol bezogen.In der Statistischen Physik wird gezeigt:Die Van-der-Waals Gleichung steht in engem Zusammenhang mit der "Virialentwicklung" (5.5),d.h. einer Entwicklung des Druckes nach Potenzen der Dichte.Mit aN2 � a0, bN � b0 und der Dichte n � NV ergibt sich aus der VdW-Gleichung mittels Divisiondurch V: (p+ a0n2)(1� b0n) = nkT) p = nkT1� b0n � a0n2) pkT = n1� b0n � a0kT n2) pkT � n + (b0 � a0kT )n2 + : : :Die Koe�zienten dieser Entwicklung von p nach n k�onnen nun mit dem Ergebnis derVirialentwicklung verglichen werden. Daraus ergibt sich:b0 = 4 � 4�3 ��2 �3a0 = �2� 1Z� r2V (r)dr
V(r)

r
σV(r) ist dabei das Wechselwirkungspotential der Teilchen, das als eine Funktion des Abstandes rder Teilchenzentren angesetzt wird. � bedeutet den Wert von r, f�ur den V(r) eine Nullstelle hat.Man kann �2 als Teilchenradius au�assen.Die Bedeutung der beiden Koe�zienten a,b kann demnach anschaulich so zusammengefa�twerden:� b h�angt mit dem Eigenvolumen der Teilchen zusammen. Dieses mu� vom Volumen desGasbeh�alters abgezogen werden, um das Volumen zu erhalten, das den Teilchen f�ur ihreBewegung tats�achlich zur Verf�ugung steht. Deshalb steht in der VdW-Gleichung V � banstelle von V.� a ist eine Konsequenz der attraktiven Wechselwirkung zwischen den Teilchen. Dertats�achlich innerhalb des Gasvolumens herrschende Druck ("Binnendruck") ist gr�o�erals der Druck p, welcher auf die Beh�alterwand ausge�ubt wird, weil die gegen die Wandanlaufenden Teilchen von den anderen Teilchen im Gasvolumen "zur�uckgezogen" werden.Deshalb steht in der VdW-Gleichung p+ aV 2 anstelle von p.36



2.6.1 PV-Diagramm zur Van-der-Waals Zustandsgleichung
p

VIn diesem pV-Diagramm sind die Isothermen zur VdW-Zustandsgleichung gezeigt. Diegestrichelte Linie gibt das minimale Volumen b an.An der positiven Steigung der Kurven in einigen Bereichen erkennt man, da� die VdW-Gleichungnicht f�ur alle Werte von (p; V ) eine zul�assige Zustandsgleichung eines Sto�es darstellt. Dennin diesen Bereichen w�are wegen �T = � 1V �@V@p �T;N die isotherme Kompressibilit�at negativ,was f�ur einen thermodynamischen Gleichgewichtszustand eines Sto�es nicht sein kann (1.14).Zumindest in diesen Bereichen mu� also das pV-Diagramm einer Substanz, die durch dieVdW-Gleichung (n�aherungsweise) beschrieben wird, anders aussehen. Tats�achlich steigt beiKompression (Volumenverminderung) zuerst der Druck p des Gases an, bis der Dampfdruckder jeweiligen Temperatur erreicht ist. Bei weiterer Volumenverringerung kondensiert Gas zuFl�ussigkeit und der Druck bleibt konstant gleich dem Dampfdruck. Erst wenn sich nur nochFl�ussigkeit in dem Gef�a� be�ndet, steigt der Druck wieder an. Dies ist in dem folgendenDiagramm gezeigt:
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PV-Diagramm f�ur das VdW-Gas mitZweiphasengebiet: Kritische Isotherme(gestrichelt) und Grenzkurve desZweiphasengebietes (punktiert). F�ureine spezielle Isothermesind exemplarisch die Grenzen A,Ddes Zweiphasengebietes eingezeichnet.B,C sind Punkte mit horizontalenTangenten. Die Maxwell-Konstruktionbesagt, da� die markierten Fl�achenoberhalb und unterhalb von AD gleichgro� sein m�ussen.Man erkennt in diesem Diagramm, da� ein Zweiphasengebiet, in dem Gas und Fl�ussigkeitkoexistieren, nur f�ur Temperaturen unterhalb einer sogenannten kritischen Temperaturexistiert. Die dazugeh�orige Isotherme ist im Diagramm gestrichelt eingezeichnet. DasZweiphasengebiet zieht sich bei Ann�aherung an diese kritische Temperatur auf einen Punktim pV-Diagramm zusammen. pkrit, Vkrit und Tkrit kennzeichnen diesen sogenannten kritischenPunkt der Substanz. Oberhalb der kritischen Temperatur sind Fl�ussigkeit und Gas nicht mehrzu unterscheiden. Das Kennzeichen des kritischen Punktes im pV-Diagramm ist, da� er f�ur diezugeh�orige Isotherme einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente darstellt. Das liegt daran,da� f�ur die kritische Isotherme die Punkte B und C (Punkte mit horizontaler Tangente) undder Wendepunkt im kritischen Punkt zusammenfallen. Druck, Temperatur und Volumen amkritischen Punkt lassen sich deshalb aus folgenden Gleichungen bestimmen:@p@V (Vkrit; Tkrit) = 0@2p@V 2 (Vkrit; Tkrit) = 0Daraus ergibt sich: Tkrit = 827 aNkb37



Vkrit = 3bpkrit = 127 ab2Punkte der Isotherme in den Bereichen zwischen A und B bzw. zwischen C und D k�onnen alsmetastabile Zust�ande realisiert werden ("�uberhitzte Fl�ussigkeit" bzw. "unterk�uhlter Dampf").2.6.2 Die Maxwell-KonstruktionDie Gr�o�e des Dampfdruckes zu einer gegebenen Temperatur (also die Lage des horizontalenGeradenst�ucks AD in der Isothermen) erh�alt man nach der sogenannten "Maxwell-Konstruktion": Die Fl�achen zwischen Isotherme und Horizontale ober- und unterhalb derHorizontalen m�ussen gleich gro� sein.Die Begr�undung daf�ur ergibt sich folgenderma�en: Im Phasen-GGW zwischen der Fl�ussigkeit (I)und dem Gas (II) mu� Gleichheit der chemischen Potentiale der beiden Phasen bestehen:�(vII ; T ) = �(vI ; T )v bedeutet hierbei das spezi�sche Volumen der jeweiligen Phase. Unter Benutzung von �(v; T ) =g = f + pv erh�alt man aus dieser Bedingung:0 = �(vII)� �(vI) = Z vIIvI �@�@v�T dv == Z vIIvI �@f@v�T + p+ v�@p@v�T dv= Z vIIvI v�@p@v�T dv= vp jvIIvI �Z vIIvI p(v)dv= (vII � vI)pD � Z vIIvI p(v)dvWeil das gleich Null sein soll, ist die Bedingung f�ur das Phasengleichgewicht beim DampfdruckpD: (vII � vI)pD = Z vIIvI p(v)dvDieses Argument ist jedoch problematisch, weil darin die Zustandsgleichung in einem Bereich benutzt wird, in demsie nicht mehr g�ultig sein kann (zwischen B und C). Das gilt erst recht f�ur eine andere Version dieser Begr�undungmithilfe eines gedachten Kreisprozesses entlang der Horizontalen AD und zur�uck �uber das Kurvenst�uck DCBA.Denn dann m�u�ten w�ahrend des Kreisprozesses Zust�ande mit negativer isothermer Kompressibilit�at durchlaufenwerden (zwischen C und B), die auf jeden Fall instabil sind.Anstatt das chemische Potential � (bzw. g) als Funktion des Volumens zu betrachten, wie es obengetan wurde, kann man auch die spezi�sche freie Enthalpie g in Abh�angigkeit von p untersuchen.Entlang einer Isotherme gilt daf�ur: dg = �sdT + vdp � vdpMan erh�alt also g(p) = g(p0) + R pp0 v(p)dp. Dabei ist allerdings zu beachten, da� dp im Bereichzwischen den Punkten B und C negativ wird (vgl. das PV-Diagramm), so da� sich f�ur g nichteine eindeutige Funktion von p ergibt. g hat vielmehr die unten dargestellte Form.38
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pDp0In dem links gezeigten Diagramm sieht man, wie sich g(p) als Fl�ache unter der v(p)-Kurve ergibt.Im rechten Diagramm sind die dadurch erhaltenen Werte von g aufgetragen:Zuerst nimmt g bei wachsendenWerten von p zu, um dann zwischen den Punkten C und B wiederkleiner zu werden, bei gleichzeitig abnehmendem Druck p. Ab dem Punkt B wachsen g und pwieder an. Man deutet den Ast bis zum Punkt C als Kurve der spezi�schen freien Enthalpief�ur das Gas, w�ahrend der Ast ab dem Punkt B zur Fl�ussigkeit geh�ort. Dort, wo sich beide�Aste schneiden, sind die spezi�schen freien Enthalpien (also auch die chemischen Potentiale)von Fl�ussigkeit und Gas gleich. Das bedeutet, da� der Druck in diesem Punkt der Druck desPhasen-GGWs ist, also der Dampfdruck pD. Dies ist nur eine andere Darstellung der Maxwell-Konstruktion.2.6.3 Verhalten der freien Energie beim Phasen�ubergangWenn im System nur eine Phase vorliegt, gilt f�ur die freie Energie (bei fester Temperatur T):F (V ) = Nf(v)Falls jedoch bei fester Temperatur f�ur einen gewissen Bereich des Volumens, V1 < V < V2, zweiPhasen (1,2) gleichzeitig vorliegen, ist die freie Energie des Systems gleich der Summe der freienEnergien der beiden Phasen: F (V ) = N1f1(v1) +N2f2(v2)v1 � V1N , v2 � V2N sind dabei die spezi�schen Volumina der beiden Phasen. Diese bleiben f�ur dengesamten Bereich des Phasen�ubergangs konstant. Es gilt nat�urlich:N1 +N2 = NN1v1 +N2v2 = VAus diesen zwei Gleichungen erh�alt man die Anteile beider Phasen, die sich bei gegebenemVolumen V einstellen. Mit N2N � x und N1N = 1� x ergibt sich aus der zweiten Gleichung:x = V=N � v1v2 � v1Damit gilt f�ur die freie Energie:F = N ((1� x)f1(v1) + xf2(v2)) = N (f1(v1) + x(f2(v2)� f1(v1)))Im Bereich des Phasen�ubergangs verl�auft also F(V) als Geradenst�uck zwischen den Punkten(V1; F (V1)) und (V2; F (V2)). Die Steigung dieses Geradenst�ucks gibt wegen � @F@V �T = �p geradeden Dampfdruck an. 39
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Das rechte Diagramm zeigt die spezi�sche freie Energie f als Funktion des spezi�schenVolumens des Gesamtsystems, v (=V/N). Links ist zum Vergleich das zugeh�orige pv-Diagrammaufgetragen. Die Kurve f(v) ist nach oben gekr�ummt, bis auf den Bereich zwischen B und C, indem die isotherme Kompressibilit�at negativ w�urde. Im Bereich des Phasen�ubergangs (zwischenA und D) folgt f(v) jedoch nicht der Kurve, sondern dem Geradenst�uck AD: Das System hat indiesem Bereich eine niedrigere freie Energie, wenn beide Phasen gleichzeitig vorliegen.3 Thermodynamik im Magnetfeld, Teil 1 23.1 Magnetische EnergieZur Erinnerung: Die Energiedichte des (statischen) Magnetfeldes im Vakuum betr�agt (mit ~Bals "magnetischer Induktion"): ~B28�(CGS-System)Bei Anwesenheit von Materie hat man f�ur das Magnetfeld ~H (erzeugt durch die "freien Str�ome")und die Magnetisierung ~M (magnetisches Moment pro Volumeneinheit):~B = ~H + 4� ~MDie Energiedichte ist dann ~H ~B8�Es geht darum, die Arbeit zu berechnen, welche durch die Spannungsquelle einer Spule geleistetwerden mu�, um einen K�orper (in der Spule) zu magnetisieren.Das durch den Strom I erzeugte Magnetfeld ist wegenI ~Hd~s = 4�c Z ~jd~fgleich H = 4�cl NI(l: Spulenl�ange, N: Windungszahl)W�ahrend des Vorgangs soll sich das B-Feld in der Spule �andern. Durch diese �Anderung desmagnetischen Flusses wird eine Spannung induziert, die bei zunehmender Stromst�arke gegenden Strom wirkt (Lenzsche Regel): 40



I ~Ed~s = �1c Z _~Bd~f) Uind = �Nc _BA(A: Querschnitts�ache der Spule)Damit der Stromu� aufrechterhalten wird, mu� die Spannungsquelle eine gleich gro�e,entgegengesetzt gerichtete Spannung aufbringen. Es werden hierbei die Ohmschen Verlustevernachl�assigt. Diese w�urden dazu f�uhren, da� die Spannungsquelle noch eine etwas h�ohereSpannung aufbringen m�u�te (U = �Uind+RI). Die zus�atzlich geleistete Arbeit w�urde als W�arme"verlorengehen". Wenn man also annimmt, da� keine Ohmschen Verluste auftreten, so mu� dieSpannungsquelle nur dann Arbeit leisten, wenn sich das Magnetfeld �andert. Nur dann ist dieSpannung ungleich Null. Diese Arbeit dient sowohl zur Erh�ohung der Energie des Magnetfeldesin der Spule als auch zur Magnetisierung des K�orpers. Sie betr�agtW = Z UIdt = Z cl4�NHNc A _Bdt == V4� Z HdBWenn man dieses Integral vom Anfangszeitpunkt zum Endzeitpunkt erstreckt, erh�alt mandie gesamte von der Spule geleistete Arbeit. Nun k�onnte man dies als Energie�anderung desbetrachteten magnetischen Systems ansehen. Da aber selbst ohne den K�orper in der Spule einegewisse Arbeit aufgebracht worden w�are (um das Magnetfeld H in der Spule aufzubauen), spaltetman W in zwei Anteile auf: Ein Anteil ergibt die (�Anderung der) Feldenergie f�ur eine leere Spule,der andere wird als Energie�anderung des Systems angesehen:W = V4� Z Hd(H + 4�M)= V4� Z d�H22 �+ V Z HdM= V8� (H22 �H21 ) + V 2Z1 HdM1 und 2 bezeichnen dabei Anfangs- und Endzustand (-zeitpunkt). Der erste Term ergibt dieEnergie, die das Feld allein (ohne anwesenden magnetisierbaren K�orper) hinzugewonnen h�atte.Der zweite Term kann deshalb als Energie aufgefa�t werden, die der K�orper hinzugewonnen hat:dE = V HdMDiese Aufspaltung ist aber etwas willk�urlich. Man kann auf anderem Wege die Energie�anderung"des Systems" berechnen und kommt aufdE = �V MdBMagnetische Energie (im Detail)Die Leistung, die das elektromagnetische Feld an einer Ladung verrichtet, welche den Betrag q und dieGeschwindigkeit ~v hat, ist ~F~v = q ~E~vWenn man eine Ladungsdichte betrachtet, dann ist die Dichte der Leistung� ~E~v = ~E~j41



(mit der Stromdichte ~j = �~v)Dies ist die Energie, die dem Feld pro Volumenelement und Zeiteinheit verlorengeht. Das sieht man andem Energieerhaltungssatz f�ur das elektromagnetische Feld, wie er bei Anwesenheit von Ladungen zuschreiben ist: @@t � ~E2 + ~B28� �+ div� c4� ( ~E � ~B)� = � ~E~jDie Arbeit, die das elektromagnetische Feld an den Ladungen leistet, dient zur Erh�ohung der kinetischenEnergie der Ladungen. Wenn trotzdem deren Geschwindigkeit im Mittel konstant bleibt, dann bedeutetdas, da� sie diese Energie wieder abgeben (z.B. durch St�o�e mit anderen Teilchen). Auf jeden Fall aber istdies die Energie, welche dem System, das die Ladungen enth�alt, vom elektromagnetischen Feld zugef�uhrtwird.Die dem magnetischen System insgesamt w�ahrend des betrachteten Zeitraums zugef�uhrte Energie betr�agtalso: �E(System) = Z Z ~E~jdV dt~j stellt dabei die Stromdichte innerhalb des Systems dar. Die entspricht keinen "freien Str�omen" im Sinneder �ublichen De�nition, sondern es sind Str�ome, die zur Magnetisierung ~M des K�orpers zusammengefa�twerden. Es ist (Def. von ~M !): ~j = c rot ~MWenn man das probehalber in die Maxwell-Gleichungrot ~B = 4�c ~j = 4� rot ~Meinsetzt, sieht man, da� f�ur ~H � ~B � 4� ~M tats�achlichrot ~H = 0gilt, wie es sein soll, wenn keine freien Str�ome ie�en.Man hat also f�ur die Energie�anderung des Systems�E(Sys) = cZ Z ~E rot ~MdV dtUm ausschlie�lich magnetische Gr�o�en im Endergebnis zu haben, m�ochte man unter dem Integral rot ~Eerhalten. Denn es gilt schlie�lich rot ~E = �1c @@t ~BZu diesem Zweck benutzt man div( ~M � ~E) = ~E rot ~M � ~M rot ~EDenn damit kann man den Satz von Gau� anwenden:Z ~E rot ~MdV = Z div( ~M � ~E) + ~M rot ~EdV= Z ( ~M � ~E)d~f + Z ~M rot ~EdVDas Ober�achenintegral verschwindet, wenn man die Ober�ache au�erhalb des Systems legt, wo ~M = 0ist. Das zweite Integral enth�alt rot ~E, wie gew�unscht:42



�E(Sys) = cZ Z ~M rot ~EdV dt= �Z Z ~M @@t ~BdtDV= �Z Z ~Md~BdVDas ist nicht gleich der Arbeit der Spule, denn diese verrichtet nat�urlich auch noch am Feld Arbeit.Wegen der Energieerhaltung gilt aber jedenfalls:W (Spule) = �E(Sys) + �E(Feld)ZusammenfassungArbeit der Spule: 14� Z Z ~Hd~BdVErh�ohung der Energie des Systems : �Z Z ~Md~BdVErh�ohung der Feldenergie (ausW (Spule)��E(Sys) oder direkt aus der De�nition der Energiedichtedes elektromagnetischen Feldes im Vakuum):14� Z Z ~Bd~BdVErh�ohung der Feldenergie, wenn der magnetisierbare K�orper nicht anwesend w�are:14� Z Z ~Hd ~HdVArbeit der Spule abz�uglich dieser letztgenannten Feldenergie :Z Z ~Hd ~MdVLetzteres stellt somit eine alternative De�nition der Energie des Systems dar, wenn man eine andereAufspaltung in Feldenergie und Systemenergie w�ahlt.Es gibt daher (mindst.) zwei m�ogliche De�nitionen f�ur die Energie des magnetischen Systemsim Feld, die sich durch die Art der Aufspaltung in Feld- und Systemenergie unterscheiden (dieEnergieangabe soll sich im folgenden auf die Volumeneinheit beziehen, so da� der Faktor Volumenfortgelassen werden kann): E1 = E1(S;B)dE1 = TdS �MdBoder E2 = E2(S;M)dE2 = TdS +HdMDie Di�erenz betr�agt 2�M2 �MB (+evtl. eine Konstante). Das sieht man wie folgt:43



d(E1 �E2) = (TdS �MdB)� (TdS +HdM)= �MdB �HdM= �MdB � (B � 4�M)dM= �MdB �BdM + 4�MdM= �d(MB) + 2�d(M2)= d(2�M2 �MB)In der Statistischen Physik ist die Energie der statistische Mittelwert �uber die Energien dereinzelnen Quantenzust�ande. Der Wert der Energie h�angt also davon ab, welche Energiebeitr�ageman in den Hamiltonoperator (die Hamiltonfunktion) aufnimmt. Bei der Betrachtung vonmagnetischen Systemen stehen im Hamiltonoperator i.allg. nur Terme der Form�~� ~Bf�ur jedes magnetische Moment des Systems. Das f�uhrt auf eine Energie E(S;B), die dasDi�erential dE = TdS �MdBhat, entsprechend der ersten oben angegebenen Form.Diese Willk�ur in der De�nition der Energie�anderung "des Systems" kommt bei Kreisprozessen(z.B. Hystereseschleife) gar nicht zum Tragen, denn dann gilt H1 = H2, so da� der"Feldenergieanteil" verschwindet. Mehr noch: WegenI MdM = I d�M22 � = 0ergibt sich (f�ur Kreisprozesse, die in denselben Zustand zur�uckf�uhren!):I HdM = I (B � 4�M)dM � I BdMIn analoger Weise erh�alt man folgende Gleichungskette:I BdH = �I HdB = 4� I MdB = �4� I BdM == 4� I MdH = �4� I HdMDas bedeutet, da�man statt dE = HdM genausogut dE = �MdH oder dE = �MdB verwendenk�onnte, wenn es nur auf die gesamte Energie�anderung bei einem solchen Kreisproze� ankommt.3.2 Beispiele zur Thermodynamik im MagnetfeldDie Energie des magnetischen Systems soll als Funktion der Magnetisierung (des gesamtenSystems, nicht pro Volumen), der Entropie, des Volumens und der Teilchenzahl gegeben sein:EH = EH(S; V;N;M)dEH = TdS � pdV + �dN +HdMDie freie Energie soll durch FH � EH � TS �HMde�niert werden, so da� gilt: 44



FH = FH(T; V;N;H)dFH = �SdT � pdV + �dN �MdHDer Index H weist darauf hin, da� dies die "freie Energie mit H" ist, im Gegensatz zur durch~F � EH � TSde�nierten freien Energie, die eine Funktion der Magnetisierung M w�are. In der StatistischenPhysik wird H als Parameter des Hamiltonoperators und damit der Zustandssumme angesehen,so da� sich dort FH ergibt, wenn man �kT lnZ bildet.3.2.1 Adiabatische EntmagnetisierungWenn man ein magnetisches System "imW�armebad" (bei fester Temperatur) betrachtet, so wirdbei Zunahme des externen Magnetfeldes die Entropie sinken.Das wird deutlich, wenn man die Besetzung der durch das externe Magnetfeld aufgespaltenenQuantenzust�ande bei fester Temperatur, aber wachsendem Magnetfeld betrachtet:Bei gro�emB-Feld ist die Aufspaltung so stark, da� praktisch nur noch die energetisch g�unstigsten(tiefsten) Zust�ande besetzt sind. Die Entropie S ist deshalb kleiner geworden.Wenn man nun das System in diesem Zustand thermisch isoliert, um dann adiabatisch (S =const, keine W�armezufuhr) das Magnetfeld wieder zu verkleinern, so wird die Temperatur sinken.Denn die Besetzung der Quantenzust�ande bleibt weiterhin im wesentlichen auf den unterstenkonzentriert, obwohl die Aufspaltung geringer wird. Das entspricht einer Gibbs-Verteilung zueiner niedrigeren Temperatur:Die Abnahme der Temperatur bei adiabatischer Entmagnetisierung betr�agt, bezogen auf die�Anderung des Magnetfeldes: � @T@H�SNun m�ochte man dies mit anderweitig me�baren Gr�o�en, z.B. der W�armekapazit�at und derMagnetisierung, in Beziehung setzen:� @T@H�S = @(T; S)@(H;S) = @(T; S)@(T;H) @(T;H)@(H;S)= �� @S@H �T� @S@T �HDen Ausdruck im Z�ahler, � @S@H �T , kann man �uber eine Maxwell-Relation umformen:dFH = �SdT �MdH) � @S@H�T = �@M@T �HMan ben�otigt also die Magnetisierung M(T,H). F�ur den Nenner scha�t man sich zun�achst einmaleine De�nition. Die W�armekapazit�at bei konstantem Magnetfeld istCH(T;H) � T �@S@T �H = �@E@T �H45



Wenn man jedoch die Magnetisierung M(T,H) schon kennt, so ist es nicht n�otig, CH(T;H) f�uralle Werte von T,H zu bestimmen. Denn es gilt folgender Zusammenhang:�@CH@H �T = @@H �T @S@T �= T @2S@H@T = T @@T � @S@H�T == T @@T �@M@T �H(Dabei wurde noch einmal die oben angegebene Maxwell-Relation verwendet)Wenn also CH(T; 0) (W�armekapazit�at ohne Magnetfeld) bekannt ist, so kann man sich CH(T;H)aus CH(T;H) = CH(T; 0) + HZ0 T @2@T 2M(T;H 0)dH 0bescha�en.Um die Temperatur�anderungbei adiabatischer Entmagnetisierung zu berechnen, gen�ugt es daher,die W�armekapazit�at ohneMagnetfeldCH(T; 0) und die Abh�angigkeit derMagnetisierungM (oderder Suszeptibilit�at �) von T,H zu kennen.Den ganzen Vorgang der adiabatischen Entmagnetisierung kann man �ubersichtlich in einemDiagramm darstellen, in dem S als Funktion von T,H aufgetragen wird. In dem Diagrammsind einige der Kurven S(T,H) f�ur nichtverschwindendes Magnetfeld H eingetragen.
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TiTfBei dem betrachteten Proze� wird zuerst bei fester Temperatur Ti (i="initial") magnetisiert(1-2) und dann bei konstanter Entropie, also adiabatisch, entmagnetisiert (2-3). Dabei sinkt dasMagnetfeld vom Wert Hi auf Hf . Die Temperatur nimmt ebenfalls ab und betr�agt nach Endeder Entmagnetisierung Tf (f="�nal"). Beim ersten Schritt (1-2) ist TdS negativ, das Systemgibt also W�arme ab. Beim zweiten Schritt �ndet kein W�armeaustausch statt. Und bei einemdritten Schritt (3-1 entlang der oberen Kurve, bei H = Hf) wird das System wieder W�arme vonder Umgebung aufnehmen (und dadurch seine Umgebung abk�uhlen!).
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TiTfDie dunkle Fl�ache entspricht der dem System beim letzten Schritt (von der abzuk�uhlendenUmgebung) zugef�uhrtenW�arme. Das ganze Rechteck (dunkle und helle Fl�ache zusammen) ergibtdie im ersten Schritt vom System nach au�en abgegebene W�arme. Die helle Fl�ache als Di�erenzgibt den �Uberschu� an nach au�en abgegebener W�arme an.46



3.2.2 Supraleitung
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TCEs sollen hier nur Typ-I-Supraleiter betrachtet werden, bei denen im supraleitenden Zustanddas Magnetfeld v�ollig aus dem Supraleiter hinausgedr�angt ist ("Mei�nerzustand"). Bei Typ-II-Supraleitern gibt es zus�atzlich noch die supraleitende Shubnikov-Phase (EindringenmagnetischerFlu�schl�auche in den Supraleiter).Bezeichne ~Ha das �au�ere Magnetfeld, ~B die magnetische Induktion innerhalb des supraleitendenMaterials und ~M dessen gesamtes magnetisches Moment (so da� ~M=V die Magnetisierung ist).Dann gilt (CGS): ~B = ~Ha + 4� ~MVIm normalleitenden Zustand kann n�aherungsweise ~M � 0 gesetzt werden, weil die magnetischeSuszeptibilit�at sehr klein ist. Im supraleitenden Zustand dagegen gilt~B � 0) ~M = � V4� ~HaDie Magnetisierung wird also gerade gro� genug, um das �au�ere Feld zu kompensieren.Es ist nun die Aufgabe, die Grenzkurve zwischen normalleitender und supraleitender Phase im(T,H)-Diagrammzu bestimmen. Dazu benutztman wieder die bekannte Tatsache, da� ein Systemim W�armebad (bei vorgegebener Temperatur und vorgegebenem Volumen) seine freie Energieminimiert. Das Di�erential der zu minimierenden freien Energie F (T;H) ist dabei gegeben durchdF = �SdT �MdHWenn als innere Energie diejenige Gr�o�e gew�ahlt wird, welche das Di�erentialdE = TdS +HdMhat, so gilt F = E � TS �HMDann, wenn man von einer inneren Energie mit dem Di�erential dE = TdS �MdB ausgeht,ergibt sich zwar ein anderer Zusammenhang zwischen F und E, aber die zu minimierende freieEnergie hat immer das Di�erential dF = �SdT �MdH. 2Gleichgewicht eines Systems bei vorgegebenem Magnetfeld HEs soll die Bedingung aufgestellt werden, welche das Gleichgewicht eines Systems in vorgegebenemMagnetfeld, bei fester Temperatur (und festem Volumen) charakterisiert. Wie im Abschnitt �uber dieGleichgewichtsbedingungen gezeigt, betrachtet man dazu alle m�oglichen Prozesse, bei denen die Entropiedes Gesamtsystems (aus W�armebad und dem System selbst) nicht abnimmt. Sei also S0 die Entropiedes W�armebades und S diejenige des Systems:0 � �S0 +�S = ��QT0 +�SDabei soll �Q die dem System vomW�armebad zugef�uhrte W�armemenge sein. Wenn man die magnetischeArbeit als +H�M ansetzt (aus dE = TdS +HdM), gilt:47



�Q = �E �H�MAlso folgt aus der oben gegebenen Ungleichung, bei fester Temperatur T0 und festem Magnetfeld H:0 � 1T0 (T0�S ��E +H�M)) �(E � T0S �HM) � 0Die Gr�o�e F (T;H) = E � TS � HM mit dF = �SdT � MdH nimmt also im thermodynamischenGGW ein Minimum an. Dabei sind T, H fest vorgegeben und das Minimalprinzip bezieht sich auf dieAbh�angigkeit von anderen Parametern.Wie im Abschnitt �uber die magnetische Energie (3.1) erkl�art, gibt es in der De�nition der inneren Energieeines K�orpers im Magnetfeld eine gewisse Willk�ur, weil die Aufspaltung in einen "Feldenergieanteil" undeinen Anteil der inneren Energie nicht eindeutig vorgegeben ist.Neben der De�nition dE = TdS +HdMist demnach auch d ~E = TdS �MdBkonsistent. Es soll nun gepr�uft werden, ob die aus der zweiten De�nition erhaltene GGW-Bedingung mitder oben abgeleiteten �ubereinstimmt. Die W�armezufuhr kann in diesem Fall als�Q = � ~E +M�Bgeschrieben werden. Dann folgt aus der Ungleichung f�ur die Ver�anderung der Entropie desGesamtsystems: 0 � �S0 +�S = 1T0 (T0�S �� ~E �M�B)Alle Gr�o�en sollen sich hier auf die Volumeneinheit beziehen, so da� man schreiben kann B =H + 4�M (sonst m�u�te man zwischen dem gesamten magnetischen Moment und der Magnetisierungunterscheiden). Daraus folgt bei konstantem H:M�B =M�(H + 4�M) = 4�M�M = 2��M2Die Ungleichung ist also �aquivalent zu�( ~E � T0�S + 2�M2) � 0Demnach strebt die Gr�o�e ~F = ~E � TS + 2�M2im GGW einem Minimum zu. Das sieht zun�acht anders aus als die oben gegebene Beziehung F =E � TS + HM . Man hat aber zu beachten, da� die Energie ~E ebenfalls unterschiedlich de�niert war.Wenn man das totale Di�erential von ~F berechnet, so ergibt sich:d ~F = d ~E � TdS � SdT + 2�d(M2)= �SdT �MdB + 4�MdM= �SdT �MdH48



Es gilt also (evtl. bis auf eine Konstante) F = ~F... so wie es sein soll.Im Phasen-GGW m�ussen die freien Energien von supraleitender und normalleitender Phase�ubereinstimmen: FS(T;HC) � FN (T;HC)HC bedeutet dabei die von der Temperatur abh�angige kritische Feldst�arke. In einem st�arkerenMagnetfeld bricht die Supraleitung zusammen.Mit dFN � dFS � 0 (entlang der Grenzkurve) gilt�SNdT �MNdHC � �SSdT �MSdHCDaraus folgt, unter Benutzung von MN � 0 und MS = � V4�HC :(SS � SN )dT � V4�HCdHC) dHCdT � 4�V HC (SS � SN )dTMan kann diese Beziehung umformulieren mit der latenten W�arme Q = T (SN � SS) des�Ubergangs von der supraleitenden in die normalleitende Phase:dHCdT � � 4�V HCT QdTWeil am absoluten Nullpunkt nach dem Dritten Hauptsatz ("Nernstsches Theorem") dieDi�erenz der Entropien der beiden Phasen, SN � SS , verschwindet, ist dort auch die Ableitungdes kritischen Feldes nach der Temperatur gleich Null: Die Grenzkurve l�auft horizontal in dieH-Achse.Au�erdem sieht man an dieser Gleichung, da� f�ur HC = 0 (Schnittpunkt derPhasen�ubergangskurve mit der T-Achse) die latente W�arme verschwindet (es sei denn, es giltdHCdT ! 1, was aber nicht der Fall ist). Das bedeutet, da� in diesem Punkt der �Ubergang vonder supraleitenden zur normalleitenden Phase ein Phasen�ubergang 2. Ordnung sein kann.Man kann das kritische Feld HC(T ) in Beziehung setzen zur Di�erenz FS(T; 0) � FN(T; 0) derfreien Energien der beiden Phasen bei verschwindendem Feld.Aus dF = �SdT �MdH folgt f�ur die freie Energie der supraleitenden Phase:FS(T;H) = FS(T;H = 0)� HZ0 M(H 0)dH 0= FS(T;H = 0) + V8�H2Dabei wurde M = � V4�H benutzt. In der normalleitenden Phase verh�alt es sich einfacher, weildort die Magnetisierung als Null angen�ahert werden kann:FN (T;H) = FN(T;H = 0)Im Phasen-GGW gilt FS(T;HC) = FN (T;HC) = FN(T;H = 0)Also FS(T;H = 0) = FN(T;H = 0)� V8�H2CAn dieser Beziehung sieht man, um wieviel die freie Energie der (thermodynamisch stabilen)supraleitenden Phase unter der freien Energie der (instabilen) normalleitenden Phase liegt (f�urH = 0). 49



4 Grundlagen der Statistischen Physik4.1 Erinnerung an die QuantenmechanikDer Zustand eines quantenmechanischen Systems wird beschrieben durch Angabe derWellenfunktion 	(q). q steht hier f�ur einen vollst�andigen Satz von Koordinaten und evtl.Quantenzahlen. Zum Beispiel w�urde man f�ur q im Falle eines Systems aus N Elektronen alle3N Koordinaten der Elektronen sowie N Quantenzahlen mit den Werten + 12 oder � 12 (f�ur dieSpins) einsetzen.Einem Operator Â (der allgemein eine gegebene Wellenfunktion in eine andere �uberf�uhrt) ordnetman seinen Erwartungswert bez�uglich des Zustandes 	 zu:< 	jÂj	 >� Z 	�(q)(Â	)(q)dqDie Schreibweise (Â	)(q) soll darauf hinweisen, da� man zuerst den Operator Â auf dieWellenfunktion 	 wirken lassen mu�, um dann das Ergebnis (eine neue Wellenfunktion) an derStelle q auszuwerten. Falls in q auch "diskrete Koordinaten" (also Quantenzahlen, wie z.B. � 12f�ur den Spin) enthalten sind, mu� man bez�uglich dieser Koordinaten keine Integration, sonderneine Summation ausf�uhren - so wie das jetzt gleich allgemeiner gezeigt wird.Man kann jede Wellenfunktion 	 nach einem beliebigen vollst�andigen Orthonormalsystementwickeln : 	 =Xi ci�iDie Entwicklungskoe�zienten von 	 nach den Funktionen �i sind dabei gegeben durchci =< �ij	 > .F�ur den Erwartungswert von Â bezg�uglich 	 hat man dann :< 	jÂj	 > = <Xi ci�ijÂjXj cj�j >= Xi;j c�i cj < �ijÂj�j >� Xi;j c�i cjAijWegen ci =< �ij	 > kann man das auch noch in der einpr�agsamen Form< 	jÂj	 >=Xi;j < 	j�i >< �ijÂj�j >< �j j	 >schreiben. Man hat dabei also j�i >< �ij, j�j >< �j j eingef�ugt und �uber i,j summiert.Eine besonders einfache Form nehmen die Beziehungen an, wenn man nach einer Basis ausEigenfunktionen des Operators Â entwickelt ("Spektralzerlegung"):Â�j = aj�jDie aj sollen die Eigenwerte von Â darstellen. In der Basis seiner Eigenfunktionen ist die Matrixzum Operator Â diagonal, denn es gilt:Aij =< �ijÂj�j >=< �ijaj�j >= aj�ijIm letzten Schritt hat man benutzt, da� die �i orthogonal sind. Â mu� in diesem Fall demnachein hermitescher (selbstadjungierter) Operator sein - sonst k�onnte man ihn nicht in einerOrthogonalbasis auf Diagonalgestalt bringen. 50



Der Erwartungswert von Â ergibt sich in der Basis seiner Eigenfunktionen zu:< 	jÂj	 >�Xi jcij2aiDie Zahl jcij2 wird als Wahrscheinlichkeit interpretiert, den Wert ai bei einer "Messung" zu�nden, welche den Wert der "Observablen" A bestimmen soll:P (00A = a00i ) = jcij24.2 Gemischte Zust�andeDie Einf�uhrung "gemischter Zust�ande" bedeutet eine Art Mittelung �uber quantenmechanische,"reine" Zust�ande. Man kann auf zwei Arten zu solch einer Mittelung gelangen: Entweder manbetrachtet ein kleineres Teilsystem eines quantenmechanischen Systems, oder man untersuchtein "statistisches Ensemble" aus gleichartigen Systemen. Beide Zug�ange f�uhren letztendlich aufdie Dichtematrix, die die Grundlage f�ur die statistische Beschreibung quantenmechanischerSysteme bildet.4.2.1 Statistisches Ensemble (quantenmechanisch) 2Man betrachtet mehrere gleichartige Systeme (d.h.: gleicher Hamiltonoperator), die jedochin unterschiedlichen quantenmechanischen Zust�anden sein k�onnen. Alle Wahrscheinlichkeiten,Erwartungswerte etc. de�niert man dann als Mittelwerte �uber diese Systeme. Im folgenden sollendie N Systeme zum betrachteten Zeitpunkt in den Zust�anden 	1;	2; :::;	N sein. Diese Zust�andesollen nach irgendeiner Basis �i entwickelt werden:	l =Xi cli�iEs gilt dann f�ur den Erwartungswert < Â > eines Operators Â:Bei einem System: < Â >=< 	jÂj	 >=Xi;j c�i cj < �ijÂj�j >Im statistischen Ensemble:< Â > = 1N Xl < 	ljÂj	l >= 1N Xl;i;j cl�i clj < �ijÂj�j >= Xi;j  1N Xl cl�i clj! < �ijÂj�j >Man sieht: Dort, wo bei der Berechnung des Erwartungswertes eines Systems das Produkt c�i cjauftaucht, steht beim Mittelwert �uber mehrere Systeme die Gr�o�e�ji � 1N Xl cl�i clj(Man beachte die unterschiedliche Reihenfolge von i,j auf beiden Seiten)�̂ wird als Dichtematrix des Systems bezeichnet. Wenn der Zustand eines Systems in dieserWeise als Mittelung �uber viele quantenmechanische Zust�ande beschrieben wird, spricht manvon einem sogenannten "gemischten" Zustand. Den "Normalfall" eines Zustandes, der durchAngabe einer Wellenfunktion festgelegt wird, bezeichnet man dagegen als "reinen" Zustand.51



Man kann mit Hilfe der Dichtematrix den Erwartungswert von Â folgenderma�en schreiben:< Â >=Xi;j �ji < �ijÂj�j >=Xi;j �jiAij = Sp(�̂Â)("Sp" steht f�ur die Spur der Matrix, also die Summe der Diagonalelemente)Die Wahrscheinlichkeit, den Zustand i zu �nden, wenn man an einem zuf�allig gew�ahlten Systemdes Ensembles eine "Messung" durchf�uhrt, betr�agtP (i) = 1N Xl jclij2 = �iiDie Summe dieser Wahrscheinlichkeiten ergibt 1, wie es sein mu�:Xi P (i) =Xi �ii = 1N Xl Xi jclij2 = 1N Xl 1 = 1Demnach: Sp(�̂) = 1Die Dichtematrix ist hermitesch: �ji = 1N Xl cl�i clj = ��ijDas bedeutet, da� man sie in einer Orthogonalbasis auf Diagonalgestalt bringen kann. Da dieDiagonalelementeWahrscheinlichkeiten darstellen (P (i) = �ii), m�ussen sie nichtnegativ sein. DieDichtematrix hat also nichtnegative Eigenwerte und ist deshalb positiv semide�nit.Die Wahrscheinlichkeit, bei einer "Messung" den Eigenwert ai des Operators Â zu "�nden",ist in dessen Eigenfunktionsbasis gleich �ii. Formal kann man diese Wahrscheinlichkeit auch inbasisunabh�angiger Form schreiben:P (00A = a00i ) = Sp(�(Â� ai)�̂)4.2.2 Zeitentwicklung der DichtematrixMan betrachtet N gleichartige Systeme, die ein statistisches Ensemble bilden. F�ur jedes derSysteme lautet die Schr�odingergleichung, aufgeschrieben in einer willk�urlich gew�ahlten Basis �i:i�h @@tcli =Xj Hijclj(Beachte, da� an der Matrix Hij des Hamiltonoperators kein Index l steht: Bedeutung von"gleichartige Systeme"! )Durch Einsetzen der SGL erh�alt man die Zeitableitung der Dichtematrix:@@t�ji = 1N Xl @@t (cl�i clj)= 1N Xl   � i�hXn Hincln!� clj + cl�i  � i�hXn Hjncln!!= 1N Xl;n i�h �H�incl�n clj �Hjncl�i cln�= i�hXn (�jnHni �Hjn�ni)= i�h [�̂; Ĥ ]ji 52



Die Zeitableitung der Dichtematrix wird also durch einen Kommutator beschrieben:@@t �̂ = i�h [�̂; Ĥ ]Dann, wenn sich die Dichtematrix zeitlich nicht �andern soll (station�arer Fall), mu� gelten:@@t �̂ = i�h [�̂; Ĥ ] = 0Der Kommutator des Hamiltonoperators mit der Dichtematrix verschwindet also in diesem Fall.Da beides hermitesche Operatoren sind, kann man ein gemeinsames Eigenfunktionensystemw�ahlen: Es gibt eine Orthogonalbasis aus station�aren Zust�anden (Eigenfunktionen von Ĥ), diegleichzeitig Eigenfunktionen der Dichtematrix sind. Die Angabe der Dichtematrix bedeutet alsoim station�aren Fall die Angabe eines statistischen Gewichtes wi = �(i; i) f�ur jeden Energie-Eigenzustand des Systems.Drei verschiedene spezielle Arten der statistischen Verteilung werden im folgenden dargestellt:Das "Mikrokanonische Ensemble" (4.4), das "Gibbssche (kanonische) Ensemble" (4.6) und das"Gro�kanonische Ensemble"(4.8).4.2.3 Ein Teilsystem eines gr�o�eren quantenmechanischen Systems 2Folgende Situation ist in der statistischen Physik von Bedeutung: Man betrachtet einquantenmechanisches System, welches nicht abgeschlossen ist, sondern als Bestandteil einesgr�o�eren (abgeschlossenen) Systems vorliegt. Es soll mit den restlichen Bestandteilen diesesSystems in (schwacher) Wechselwirkung stehen. (F�ur das Folgende ist es zwar noch nicht wichtig,da� die Wechselwirkungsenergie klein gegen�uber den Energien der einzelnen Systembestandteileist. Aber immer dann, wenn man die Energie des Gesamtsystems als Summe der Energienseiner Teilsysteme angibt, setzt man voraus, da� die Energie der Wechselwirkung zwischenden Teilsystemen vernachl�assigt werden kann. Andererseits mu� nat�urlich eine gewisseWechselwirkung vorhanden sein, damit die Teilsysteme dem Zustand des thermodynamischenGGWs untereinander zustreben)Die Basiszust�ande des betrachteten Teilsystems sollen mit dem Index i durchnumeriertwerden, die des "Rests" mit l. Man kann sich z.B. als Basis die station�aren Zust�ande(Energieeigenfunktionen) des jeweiligen Systems vorstellen, die man f�ur den Fall nichtvorhandener Wechselwirkung erhalten w�urde.Wenn man nun jedes System f�ur sich betrachtet (keine Wechselwirkung, separate quanten-mechanische Systeme), dann wird f�ur jedes Teilsystem die Angabe der Entwicklungskoe�zientenci der Wellenfunktion 	 nach einer speziellen Basis ausreichen, um den quantenmechanischenZustand vollst�andig anzugeben.Sobald jedoch die beiden Systeme miteinander in Wechselwirkung stehen, bedeutet einevollst�andige quantenmechanische Beschreibung nicht, da� man f�ur jedes Teilsystem separat dieAmplituden ci seiner Basiszust�ande angibt. (Wenn beide Teilsysteme N Zust�ande h�atten, dannw�aren das 2N komplexe Zahlen) Es ist vielmehr so, da� man jedem Zustand des Gesamtsystems,gegeben als Kombination (i; l) von Zust�anden der Teilsysteme, eine komplexe Amplitudezuordnen mu� (N2 komplexe Zahlen). Diese Amplituden werden im folgenden als c(i; l)bezeichnet. Die Matrixelemente eines Operators Â bez�uglich dieser Basis des Gesamtsystemsm�ussen dann in der Form < i0; l0jÂji; l >gegeben sein."Gemischte Zust�ande" werden dann bedeutsam, wenn man Operatoren betrachtet, die sichnur auf das Teilsystem separat beziehen. Es stellt sich n�amlich heraus, da� man zur Berechnungder Erwartungswerte solcher Operatoren und auch zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten dereinzelnen Eigenwerte nicht die vollst�andige Information �uber den quantenmechanischen Zustanddes Gesamtsystems (enthalten in den c(i; l)) ben�otigt.Ein Operator, der sich nur auf das Teilsystem bezieht, hat die Eigenschaft, da� er die Zust�andedes "restlichen" Systems unver�andert l�a�t:< i0; l0jÂji; l >�< i0jÂji > �l0;lDer Erwartungswert von Â bez�uglich des Gesamtzustandes 	 ist:53



< 	jÂj	 >= Xi;l;i0;l0 c�(i0; l0)c(i; l) < i0; l0jÂji; l >Mit Hilfe der speziellen Eigenschaft von Â, nicht auf die Zust�ande des "restlichen Systems" zuwirken, erh�alt man: < 	jÂj	 >= Xi;l;i0 c�(i0; l)c(i; l) < i0jÂji >Die Summation �uber l ist hierbei unabh�angig von den Matrixelementen< i0jÂji > des OperatorsÂ. Deshalb kann man folgende De�nition einf�uhren:�(i; i0) �Xl c�(i0; l)c(i; l)(Die Reihenfolge von i; i0 ist rechts und links verschieden!)Damit nimmt der Erwartungswert von Â diese Form an:< 	jÂj	 >=Xi;i0 �(i; i0) < i0jÂji >Die Summe �uber die Zust�ande l des restlichen Teilsystems ist somit in das Gebilde �(i0; i)verlagert worden. Man bezeichnet �̂ wieder als "Dichtematrix" des Teilsystems. Sie stellt dieBeschreibung eines gemischten Zustandes dar.Weil die Gesamtheit der Entwicklungskoe�zienten c(i; l) normiert istXi;l jc(i; l)j2 � 1ergibt sich f�ur die Dichtematrix die Eigenschaft:Xi �(i; i) = Sp(�̂) = 1(mit Sp als Bezeichnung f�ur die Spur der Matrix, also die Summe der Diagonalelemente)Man kann auch hier schreiben: < 	jÂj	 >= Sp(�̂Â)Der Erwartungswert eines Operators, der sich nur auf ein Teilsystem einesgr�o�eren Systems bezieht, kann berechnet werden, wenn man die Dichtematrix desTeilsystems kennt.Die Spur einer Matrix h�angt nicht von der speziellen Wahl der Orthogonalbasis ab, in der mansie darstellt. Somit sieht man an dieser Form der Darstellung noch einmal, da� die De�nitionvon < 	jÂj	 > basisunabh�angig ist.Dann, wenn die Amplituden c(i; l) als Produkt aus Amplituden f�ur die einzelnen Teilsystemegeschrieben werden k�onnen, ergibt sich f�ur die Dichtematrix die Form, die sie f�ur einensogenannten reinen Zustand hat:c(i; l) � a(i)b(l)) �(i; i0) = Xl c�(i0; l)c(i; l) =Xl a�(i0)b�(l)a(i)b(l)= a�(i0)a(i)(...denn die Summe �uber l ergibt 1, wegen der Normierungsbedingung an die Amplituden b)54



Es gilt f�ur die Wahrscheinlichkeit, bei einer "Messung" den Zustand i zu �nden (zu dem derEigenwert ai von Â geh�ort): P (00A = a00i ) = �(i; i)Die Berechnung von Erwartungswerten und Wahrscheinlichkeiten verl�auft also im Dichtematrix-formalismus immer in gleicher Weise, egal ob es sich um einen reinen oder einen gemischtenZustand handelt.W�ahrend aber die Dichtematrix eines reinen Zustandes immer in der Form�(i; i0) = c�(i0)c(i)geschrieben werden kann (mit den Entwicklungskoe�zienten c(i)), ist das f�ur einen gemischtenZustand i.allg. nicht der Fall (man kann einen gemischten Zustand nicht als reinen Zustand mitpassend gew�ahlten Koe�zienten au�assen).4.2.4 Statistisches Ensemble (klassisch)Anstatt die Bewegung eines einzelnen Systems zu untersuchen, betrachtet man in derStatistischen Mechanik ein "Ensemble" aus vielen gleichartigen Systemen, die jedochunterschiedliche Anfangsbedingungen ihrer Bewegung haben sollen.
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p

qDer Zustand jedes dieser Systeme wird festgelegt durch Angabe eines Punktes im Phasenraum(Angabe von (p1; p2; : : : ; pn; q1; q2; : : : ; qn) = (p; q)). Wenn man diese Punkte alle in ein-und demselben Phasenraum eintr�agt, so ver�andert sich diese "Punktwolke" gem�a� denBewegungsgleichungen des Systems. Man kann sich vorstellen, da� so die Unkenntnis �uber dengenauen Anfangszustand eines einzelnen Systems dargestellt wird. Es liegt nahe, eine Dichtedieser Punkte zu de�nieren, um dann die Mittelwertbildung auf diese Dichte � zu beziehen.�(p; q)dpdqist die Wahrscheinlichkeit, da� sich ein zuf�allig herausgegri�enes System des Ensembles imVolumenelement dpdq an der Stelle (p; q) des Phasenraumes be�ndet.Die Dichte ist normiert: Z �(p; q)dpdq � 1F�ur den Mittelwert einer Funktion A(p; q) gilt:< A >� Z A(p; q)�(p; q)dpdqDie Wahrscheinlichkeit, f�ur A bei der Messung an einem zuf�allig herausgegri�enen System desEnsembles einen Wert zwischen a und b zu erhalten, ist gleich dem Integral �uber die Dichte imentsprechenden Volumen des Phasenraumes:P (a � A � b) = Za�A(p;q)�b �(p; q)dpdqDie Wahrscheinlichkeitsdichte f�ur A istw(A = a) = Z �(A(p; q)� a)�(p; q)dpdqw(A = a)da gibt die Wahrscheinlichkeit daf�ur an, einen Wert a � A � a + da zu �nden.55



Zeitentwicklung der DichteDa im Verlauf der Zeitentwicklung des Ensembles kein System "verlorengeht" oder "dazukommt",mu� f�ur die zeitliche Ver�anderung der Dichte eine Kontinuit�atsgleichung gelten:Z�V @�@t dpdq = �I � � _p_q � � n̂doDie zeitliche �Anderung des Integrals �uber die Dichte in einem Volumen �V des Phasenraumesist gleich dem Strom der Dichte durch die Ober�ache des Volumens. Da die Systempunkte sichjeweils mit der Geschwindigkeit [ _p; _q] im Phasenraum bewegen, ist die zugeh�orige Stromdichtegleich �[ _p; _q] ("Stromdichte gleich Dichte mal Geschwindigkeit"). Das Ober�achenintegral auf derrechten Seite ergibt deshalb tats�achlich den Dichtestrom durch die Ober�ache.In di�erentieller Form lautet diese Kontinuit�atsgleichung:@@t�+ div(�[ _p; _q]) = 0Dabei ist die Divergenz bez�uglich der Koordinaten p,q in der Formdiv([a(p; q); b(p; q)]) = @a@p + @b@qzu nehmen.Man kann nun benutzen, da� div[ _p; _q] = 0 gilt. Das folgt aus den HamiltonschenBewegungsgleichungen des Systems: _p = �@H@q_q = @H@p) div[ _p; _q] = � @2H@p@q + @2H@q@p = 0Deshalb nimmt die Kontinuit�atsgleichung folgende Gestalt an:@@t�+ [ _p; _q] � grad� = 0, @@t�+ _p@�@p + _q@�@q = 0, @@t� = @H@q @�@p � @H@p @�@qMit den "Poissonschen Klammern" fA;Bg � @A@q @B@p � @A@p @B@q lautet diese Gleichung:@@t� = fH; �gMan beachte die formale �Ahnlichkeit zur Bewegungsgleichung der Dichtematrix in derQuantenmechanik: i�h @@t �̂ = [Ĥ; �̂]Zu einer interessanten Aussage kommt man bei Betrachtung der zeitlichen Ver�anderung derDichte entlang einer Trajektorie: 56



ddt�(p(t); q(t); t) = @�@p _p+ @�@q _q + @@t� = 0Die Dichte, genommen am Ort eines mitbewegten Systempunktes, �andert sich zeitlich nicht.Das bedeutet: Wenn man ein von einer Menge aus "Systempunkten" im Phasenraum gebildetesVolumen im Zeitverlauf betrachtet, so kann es zwar seine Form, nicht aber den Volumeninhalt�andern - sonst w�urde sich ja auch die Dichte �andern.Man kann die zeitliche Entwicklung der Dichte � im Phasenraum deshalb mit der Str�omung einerinkompressiblen Fl�ussigkeit vergleichen.
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1 2

3 4Das Volumen �andert bei der Bewegung imPhasenraum zwar seine Form, aber nichtden Volumeninhalt.Die Beziehung d�dt = 0 wird als Liouville-Theorem bezeichnet.Falls insbesondere die Dichte sich im Zeitverlauf nicht �andert ( @@t� = 0), so kann man aus d�dt = 0schlie�en, da� entlang einer Trajektorie die Dichte konstant sein mu�.4.3 Schwankungen makroskopischer Gr�o�enZu zwei Observablen Â, B̂ (mit [Â; B̂] = 0) wird die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilungdurch w(a; b) � Sp h�̂�(a� Â)�(b� B̂)ide�niert (mit der Dichtematrix �̂).Â, B̂ hei�en statistisch unabh�angig, falls gilt:w(a; b) = w(a) � w(b)Dann �ndet man f�ur den Mittelwert des Produkts:< ÂB̂ >= Z ab w(a; b)d(a; b) = �Z a w(a)da� ��Z b w(b)db� =< Â >< B̂ >Gr�o�en, die dieser Gleichung < ÂB̂ >=< Â >< B̂ > gen�ugen, hei�en unkorreliert.Unabh�angige Gr�o�en sind (wie hier gezeigt) immer unkorreliert, aber unkorrelierte Gr�o�en sindi.a. nicht unabh�angig.Der Wert einer additiven (makroskopischen) Gr�o�e kann als Integral �uber das Systemvolumengeschrieben werden: A = Z a(~r)d3~r57



a(~r) ist die zugeh�orige Dichte. F�ur den Mittelwert von A gilt:< A >= Z < a(~r) > d3~r � V �aF�ur die quadratische Schwankung von A �ndet man, unter Ber�ucksichtigung der Tatsache, da�a(~r) und a(~r0) an unterschiedlichen Orten nicht unbedingt unabh�angig voneinandersind: < (�A)2 > � < (A� < A >)2 >=< A2 > �2 < A >< A > + < A >2= < A2 > � < A >2= < �Z a(~r)d3~r�2 > � < Z a(~r)d3~r >2= Z Z < a(~r)a(~r0) > d3~rd3~r0 ��Z < a(~r) > d3~r� � �Z < a(~r0) > d3~r0�= Z Z < a(~r)a(~r0) > � < a(~r) >< a(~r0) > d3~rd3~r0Dann, wenn a(~r) und a(~r0) unabh�angig sind (f�ur ~r0 6= ~r), vereinfacht sich dieses Integral zuZ < a(~r)2 > � < a(~r) >2 d3~r � V �2Im letzten Schritt wurde eine �uber das Volumen konstante Dichte der Schwankung �2angenommen. Bezogen auf den Mittelwert < A > ist die Schwankung demnachp< (�A)2 >< A > = pV �V �a � 1pVMit zunehmender Systemgr�o�e wird deshalb die relative Schwankung von A gegen Null gehen.Falls jedoch eine Abh�angigkeit zwischen a(~r) und a(~r0) an unterschiedlichen Orten ~r;~r0 besteht,mu� man zus�atzliche Annahmen tre�en, um dieses Ergebnis zu erhalten.Die Korrelationsl�ange l gibt qualitativ den Wert des Abstandes j~r � ~r0j an, oberhalb dessen< a(~r)a(~r0) > � < a(~r) >< a(~r0) >� 0gilt. Genauer gesagt bestimmt die Korrelationsl�ange die Skala, auf der diese Gr�o�e asymptotischexponentiell mit � exp(�j~r � ~r0j=l) abklingt.Die Korrelationsl�ange l liegt typischerweise - au�er nahe bei Phasen�uberg�angen - in derGr�o�enordnung 0.1-1 nm.Mit der Korrelationsl�ange l kann man das oben gegebene Integral absch�atzen, in dem zu jedemPunkt des Systems nur ein Volumen von der Gr�o�e l3 einen nichtverschwindenden Beitrag liefert:< (�A)2 >� �a2l3VDie relative Schwankung ist hierp< (�A)2 >< A > � �al3=2pV�aV = l3=2pVIm Thermodynamischen Grenzfall l�a�t man die Systemgr�o�e gegen unendlich streben (V !1; N ! 1), derart, da� die Dichten konstant bleiben (EV � const:; NV � const). Dann werdendie relativen Schwankungen additiver Gr�o�en vernachl�assigbar klein (und in realen Systemensind sie typischerweise von der Gr�o�enordnung 10�10).58



4.4 Das Mikrokanonische EnsembleBetrachtet wird eine statistische Verteilung, die auf ein kleines Energieintervall konzentriert ist:�(i; i) � wi = 1M f�ur E � Ei � E +�E= 0 sonstM sei dabei die Zahl der Zust�ande mit Energien im Intervall von E bis E +�E. Hierdurch wirdalso ein Ensemble beschrieben, in dem jeder station�are Zustand mit einer Energie im Intervall[E;E +�E] gleich wahrscheinlich vertreten ist.
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Ei
E E+∆EF�ur die klassische statistische Mechanik ist die Dichte des Mikrokanonischen Ensemblesfolgenderma�en de�niert:�(p; q) = 1
 f�ur (p; q) mit E � H(p; q) � E +�E= 0 sonst
 soll das Volumen im Phasenraum bedeuten, in dem E � H(p; q) � E +�E gilt.
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E≤H(p,q)≤E+∆E 24.5 Statistische De�nition der EntropieBetrachtet wird ein Gesamtsystem, welches aus N gleichartigen Teilsystemen bestehen. Diesek�onnen sich in den Energiezust�anden 1..n be�nden. Auch wenn die Gesamtenergie vorgegebenist, so gibt es noch viele verschiedene M�oglichkeiten f�ur die Verteilung dieser Energie auf dieeinzelnen Teilsysteme.Zum Beispiel k�onnte eines der Systeme die volle Energie des gesamten Systems aufnehmen,so da� die restlichen im Grundzustand vorliegen (wobei hier angenommen w�urde, da�diese Grundzustandsenergie gleich Null ist). Es gibt N quantenmechanische Zust�ande desGesamtsystems, die solch einer Situation entsprechen, denn jedes der N Teilsysteme kann sich indem angeregten Zustand be�nden.Allgemeiner kann man einen "Makrozustand" betrachten, in dem jeweils Mi Teilsysteme imEnergie-Eigenzustand i sind. Die Anzahl der zugeh�origen "Mikrozust�ande" (quantenmechanischeZust�ande des Gesamtsystems) betr�agt dann N !M1!M2! � : : : �Mn!Das sieht man so: Falls jedes der Systeme in einem von N verschiedenen Zust�anden i1; i2; : : : ; iN ist, sogibt es genau N ! M�oglichkeiten, diese in irgendeiner Reihenfolge auf die N Systeme zu verteilen. Wennjedoch die ersten Mi Zust�ande gleich sind (i1 = i2 = : : : � i), so m�ussen alle Permutationen, die sichnur in der Reihenfolge dieser Zust�ande unterscheiden, zusammengefa�t werden. Mit anderen Worten:Die urspr�ungliche Z�ahlung hat die Gesamtzahl der M�oglichkeiten um den FaktorMi! zu gro� angegeben,entsprechend der Anzahl der Permutationen dieser Mi Zust�ande untereinander.Wenn angenommen werden darf, da� das Gesamtsystem durch eine mikrokanonischeVerteilung beschrieben wird, so ist jeder quantenmechanische Zustand innerhalb eines kleinenEnergieintervalls gleich wahrscheinlich. Das bezieht sich auf die Zust�ande des Gesamtsystems,59



welche den "Mikrozust�anden" der obigen Bezeichnungsweise entsprechen. Die Anzahl derMikrozust�ande ist in diesem Fall direkt proportional zum statistischen Gewicht des zugeh�origenMakrozustandes, welcher gegeben ist durch Angabe von M1;M2; : : : ;Mn.Wenn man den Makrozustand mit dem gr�o�ten statistischen Gewicht heraus�ndet, wird manMittelwerte �uber die mikrokanonische Verteilung des Gesamtsystems ann�ahern k�onnen durchMittelwerte bezgl. dieses Makrozustandes.Zu maximieren ist also die Gr�o�e N !M1!M2! � : : : �Mn!unter der Nebenbedingung konstanter Energie (das Verfahren kann analog f�ur andere Arten vonNebenbedingungen verwendet werden).Es ist g�unstiger, den Logarithmus dieses Zustandes zu maximieren, weil man dann die Stirling-N�aherung lnN ! � N lnN (f�ur gro�e N) verwenden kann. Au�erdem ergibt sich auf diese Weiseeine additive Gr�o�e (siehe unten):ln N !M1! � : : : �Mn! � N lnN �M1 lnM1 � : : : �Mn lnMn = N lnN � nXi=1Mi lnMiWenn man die H�au�gkeiten der einzelnen Zust�ande alswi = MiNde�niert, dann gilt:nXi=1Mi lnMi = nXi=1Nwi ln(Nwi) == nXi=1Nwi(lnN + lnwi) = N lnN +N nXi=1 wi lnwiDurch Einsetzen in die obige Formel erkennt man, da� die Gr�o�e� nXi=1 wi lnwizu maximieren ist. Der konstante VorfaktorN durfte dabei weggelassen werden. Dieses Verfahrenwird benutzt werden, um spezielle statistische Verteilungen (kanonische und gro�kanonische)abzuleiten.Man de�niert S = �k nXi=1 wi lnwi � �k < lnwi >als die statistische Entropie einer gegebenen Verteilung. Die (willk�urlich festgelegte)multiplikative Konstante k wird als Boltzmann-Konstante bezeichnet und hat den Wertk = 1:38 � 10�23 JKIm Rahmen des Dichtematrixformalismus kann manS = �kSp(�̂ ln�̂)schreiben. Dies ist o�enbar richtig in der speziellen Basis, in welcher �̂ Diagonalgestalt hat. Damitstimmt es auch in jeder anderen Basis, weil die Spur basisunabh�angig ist.60



In der klassischen statistischen Mechanik ist die Entropie folgenderma�en de�niert:S = �k Z �(p; q) ln�(p; q) d(p; q)Dabei ist noch zu beachten, da� man einen Term �kN lnN zu S addieren mu�, wenn es sichum ein System von N identischen Teilchen handelt (vgl. auch "klassische Zustandssumme",5.1). Dies liegt daran, da� in der Quantenmechanik die Zahl der Zust�ande des Systems (z.B. ineinem gegebenen Energieintervall) gegen�uber dem Fall unterscheidbarer Teilchen um den Faktor1=N ! reduziert ist, weil nur korrekt symmetrisierte / antisymmetrisierte Mehrteilchenzust�andez�ahlen (vgl. "Fermionen und Bosonen", 6.1). Falls man die Entropie durch �Ubergang aus derquantenmechanischen De�nition ableitet, so ergibt sich ein weiterer Term �nk lnh, wobei ndie Gesamtzahl der Koordinaten und h das Planck'sche Wirkungsquantum bezeichnet. (vgl."Klassische statistische Mechanik des idealen Gases", 5.3, - das Wirkungsquantum steht dort inder thermischen de Broglie Wellenl�ange) .Eigenschaften der Entropie1. Die Entropie ist nichtnegativ: S � 02. Zust�ande mit statistischem Gewicht Null tragen nicht zur Entropie bei: S(0; w1; w2; : : :) =S(w1; w2; : : :)3. Wenn die Verteilung auf einen Zustand konzentriert ist, dann ist die Entropie gleich Null:wi = �ij ) S = 04. S wird maximal f�ur die Gleichverteilung, d.h. f�ur wi = 1n .5. Die Entropie eines Gesamtsystems mit den Zust�anden (i; j) ist gleich der Summe derEntropien der Teilsysteme, wenn diese unkorreliert sind, d.h. wenn gilt: wi;j = piqj . Dabeisollen pi; qj die Verteilungen der Teilsysteme darstellen.Beweis von (4):Man geht aus von der Beziehung lnx � x � 1:ln( 1nwi ) � 1nwi � 1, �wi(lnn+ lnwi) � 1n � wi) �k lnn+ S � 0, S � k lnn = S( 1n; : : : ; 1n )Hierbei wurde zuerst mit wi multipliziert und dann �uber i summiert (nach zus�atzlicher Multiplikationmit k).Beweis von (5): S = �kXi;j wi;jlnwi;j= �kXi;j piqj ln(piqj)= �kXi;j piqj(lnpi + lnqj)= �kXi pilnpi � kXj qj lnqj � S1 + S2Bem. zu (5): Wenn die Teilsysteme korreliert sind, so ist die Gesamtentropie immer kleiner alsdie Summe der Teilentropien.Die Eigenschaften (2), (4) und (5) legen die Funktion S bis auf eine multiplikative Konstantefest. 61



4.6 Das Gibbssche (kanonische) EnsembleGesucht wird eine Dichtematrix, welche die Entropie bei vorgegebener Energie maximiert. Essoll also f�ur die statistischen Gewichte wi der station�aren Zust�ande mit den Energiewerten Eifolgendes gelten: �Xi wilnwi = maxXi wiEi = EXi wi = 1Man sucht demnach ein Maximum der Funktion F (w1; w2; : : :) = �Pi wilnwi unter denNebenbedingungen g(w1; w2; : : :) = Pi wiEi = E und h(w1; w2; : : :) = Pi wi = 1. Dies f�uhrtnach der Methode der Lagrange-Multiplikatoren auf folgende Bedingung:@F@wi = � @g@wi + � @h@wi� und � stellen die Lagrange-Multiplikatoren dar. Diese Beziehung mu� f�ur alle i erf�ullt sein., �lnwi � 1 = �Ei + �) wi = exp(��� 1� �Ei)Die Parameter �, � sind aus den Nebenbedingungen zu bestimmen. Bei gegebenem � erh�alt man� aus der Normierungsbedingung:1 =Xi wi = exp(�� � 1)Xi exp(��Ei)Also exp(��� 1) = 1Pi exp(��Ei)) wi = exp(��Ei)Pi exp(��Ei)Die im Nenner auftauchende Summe (welche f�ur die Normierung sorgt), wird als"Zustandssumme" Z bezeichnet.Die Bedeutung von � wird klar, wenn man mit Hilfe vonS = �kXi wilnwiE = Xi wiEiwi = 1Z exp(��Ei)die Temperatur T = @E@S62



berechnet: 1T = @S@E = @S@� @�@E ==  �kXi (@wi@� (��Ei � lnZ) + @wi@� )! � Xi (@wi@� )Ei!�1=  k�Xi (@wi@� )Ei + k(lnZ � 1)Xi @wi@� ! Xi (@wi@� )Ei!�1= k�Denn Pi @wi@� = @@�Pi wi = @@�1 = 0.Es gilt demnach � = 1kTOft wird f�ur die Gr�o�e 1=kT die Abk�urzung � verwendet.Die Gibbssche Verteilung (Verteilung des kanonischen Ensembles) lautet demnach:wi = 1Z exp(�EikT )mit der Zustandssumme Z =Xi exp(�EikT )Daraus kann man alle thermodynamischen Gr�o�en berechnen, sobald man die Energieniveaus Eides quantenmechanischen Systems kennt. Mit der Bezeichnung � = 1kT hat man:E = Xi wiEi = 1Z Xi Eiexp(��Ei)= � 1Z Xi @�exp(��Ei) = � 1Z@�Z = �@�lnZS = �kXi wilnwi = �kXi wi(��Ei � lnZ)= k�Xi wiEi + k lnZXi wi= ET + k lnZDaraus kann man auch die freie Energie F = E � TS berechnen:F = E � TS = E � T (ET + klnZ) = �kT lnZWeil die freie Energie aus der Zustandssumme so einfach berechnet werden kann und auchnoch direkt in ihren nat�urlichen Variablen (T und evtl. V als Parameter der Zustandssumme)gegeben ist, benutzt man meist diese Gleichung f�ur die freie Energie, um sich die restlichenthermodynamischen Gr�o�en zu bescha�en. 63



Die W�armekapazit�at (bei konstantem Volumen, wenn V als Parameter in den Energieniveaus Eiauftaucht) erh�alt man durch zweimalige Ableitung der freien Energie, oder durch Ableitung derEnergie nach der Temperatur: C = @E@T = @E@� @�@T == � 1kT 2 @E@� = k�2@2�lnZGr�o�en wie das Volumen kommen als Parameter in der Zustandssumme vor, weil dieEnergieniveaus davon abh�angen. Den Druck k�onnte man als Ableitung der Energie nach demVolumen bei konstanter Entropie berechnen. Da aber die Energie hier nicht als Funktion von S,V,sondern von T,V gegeben ist, bezieht man sich besser auf die freie Energie mit dF = �SdT�pdV :p = ��@F@V �T = � @@V (�kT lnZ) = kT �@lnZ@V �TIn der klassischen statistischen Mechanik ist die kanonische Zustandssumme als Integral �uberden Phasenraum zu nehmen: Z = Z e��H(p;q)d(p; q)Hierbei stehen p; q f�ur die Gesamtheit aller kanonischen Impulse und Koordinaten. Wenn mandiese Zustandssumme als Grenzfall aus der quantenmechanischen Zustandssumme herleitet, gibtes noch einen Faktor h im Nenner f�ur jede vorkommende Koordinate. Dieser Faktor ist z.B.f�ur die Festlegung des Entropienullpunktes wichtig. Au�erdem mu� bei identischen Teilchen dieUnunterscheidbarkeit beachtet werden, die zu einem weiteren Faktor N ! im Nenner f�uhrt (siehe"Klassische Zustandssumme von N Teilchen", 5.1).4.7 Ein Beispiel zur Gibbsschen Verteilung: ZweiniveausystemGegeben ist ein quantenmechanisches System mit nur zwei Energieniveaus: E1 und E2.
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Die Besetzung der beiden Niveaus beiwachsender Temperatur nachder Gibbsschen Verteilung. (Es sinddimensionslose Einheiten verwendet:T=1 entspricht kT = �E)Aus der Zustandssumme Z = e��E1 + e��E2berechnet man die freie Energie:F = �kT lnZ = ���1lnZ= ���1ln �e��E1 + e��E2�= ���1ln�e��E1(1 + e��(E2�E1))�= E1 � ��1ln �1 + e���E�Die Entropie erh�alt man aus der Ableitung der freien Energie nach der Temperatur:S = �@F@T = � @�@T @@� �E1 � ��1ln(1 + e���E)�= 1kT 2 ���2ln(1 + e���E)� ��1 e���E(��E)1 + e���E �= kln(1+ e���E) + �ET 1e+��E + 164



F�ur den Grenzfall T ! 0 (� !1) ergibt sich S ! 0. Bei hohen Temperaturen (T !1; � ! 0)geht das Argument im ln gegen 2 (dagegen verschwindet der zweite Term, weil dort T im Nennersteht): S ! k ln2Dieses Ergebnis k�onnte man auch direkt aus der statistischen De�nition von S ablesen:S = �k < ln�̂ >= �kXi wilnwi = k ln2Denn bei hohen Temperaturen sind beide Niveaus gleich besetzt: wi ! 12 .Dies ist ein allgemeines Ergebnis: Bei einem System mit einer endlichen Anzahl N vonEnergieniveaus geht die Entropie im Grenzfall hoher Temperaturen gegen k lnN .Die W�armekapazit�at kann man z.B. �uber die Ableitung der Entropie nach der Temperaturerhalten: C = T @S@T = : : : = �E2kT 2 e���E(1 + e���E)2F�ur T ! 0 geht C gegen 0, genauso wie f�ur hohe Temperaturen. Dazwischen hat dieW�armekapazit�at ein Maximum (f�ur kT � :4 ��E). Dieses Verhalten ist ebenfalls charakteristischf�ur ein System mit einer endlichen Zahl von Energieniveaus.Die Energie kann man entweder aus F = E�TS (bei Kenntnis von F,S), oder aus der Mittelung�uber die Energieniveaus erhalten:E = 1Z Xi Eie��Ei = E1e��E1 + E2e��E2e��E1 + e��E2= E1 + E2e���E1 + e���E
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W�armekapazit�at, Entropie undEnergie beim Zweiniveausystem. DieEntropie geht f�ur hohe Temperaturengegen kln2, die Energie gegen �E=2(Gleichbesetzung).Es ist hier angenommen, da� dasuntere Energieniveau bei Null liegt.Sonst verschiebt sich die Energieentsprechend.
4.8 Das gro�kanonische EnsembleEs wird nun ein System mit variabler Teilchenzahl betrachtet (das also im Teilchenaustauschmit der Umgebung steht). Die Energieniveaus eines Systems h�angen damit zus�atzlich ab vonder variablen Teilchenzahl n und sind durch En;i gegeben. Die Mittelwerte der Energie und derTeilchenzahl, E und N , seien festgelegt. Die Bedingungen an die gesuchte Verteilung lautendemnach: �Xn;i wn;ilnwn;i = maxXn;i wn;iEn;i = E65



Xn;i wn;in = NXn;i wn;i = 1Nach der Methode der Lagrange-Multiplikatoren kommt man in �ublicher Weise auf eineVerteilung der Form wn;i = exp(�� � 1� �En;i � �n)(Beachte den zus�atzlichen Term ��n im Exponenten)Die Normierungsbedingung f�uhrt aufwn;i = exp(��En;i � �n)Pn;i exp(��En;i � �n)Der Nenner wird hier als "gro�kanonische Zustandssumme" bezeichnet.Durch die Beziehungen T = �@E@S �N� = � @E@N �Serh�alt man f�ur die Lagrange-Multiplikatoren �; �:� = 1kT� = � �kTDie Verteilung im gro�kanonischen Ensemble lautet demnach:wn;i = 1Z exp(��(En;i � �n))mit der gro�kanonischen Zustandssumme:Z =Xn;i exp(��(En;i � �n))F�ur die Entropie erh�alt man daraus:S = �kXn;i wn;ilnwn;i= �kXn;i wn;i(��En;i + ��n � lnZ)= ET � �T N + k lnZDurch Vergleich mit dem Ausdruck f�ur das "thermodynamische Potential im gro�kanonischenEnsemble" � = E � TS � �N ergibt sich� = �kT lnZ� tritt im gro�kanonischen Ensemble an die Stelle, die die freie Energie beim kanonischenEnsemble einnimmt (daher auch der Name von �). Aus der Kenntnis von �(T; �) (bzw.�(T; V; �)) kann man alle weiteren thermodynamischen Gr�o�en berechnen.Das gro�kanonische Ensemble wird z.B. benutzt, um die Fermi-Dirac- und Bose-Einstein-Verteilungen herzuleiten. 66



4.9 Quantenmechanische / klassische ErwartungswerteUm Zustandssummen und statistische Erwartungswerte auszurechnen, mu� man die Spur einesOperators auswerten: Z = Sp(�̂); < B̂ >= Sp(�̂B̂)(�̂: Dichtematrix)Man kann den �Ubergang zu den Phasenraumintegralen der klassischen statistischen Mechanikdurchf�uhren, indem man formal eine Entwicklung nach Potenzen von h ansetzt. Dazu ist esg�unstig, die Impuls- und die Ortsbasis zu benutzen:jp > � exp(i p�hx)jy > � �(x� y)y steht hier wie eine Art Index, der die verschiedenen Wellenfunktionen der Ortsbasisdurchnumeriert, w�ahrend x das Argument der Wellenfunktion ist. Die Impulsbasisfunktionensind noch nicht normiert.Um die Spur eines Operators Â in der Impulsbasis zu schreiben, ist es g�unstig, zuerst vom Falleines endlich gro�en Kastens der L�ange L auszugehen. Dann ergibt sich f�ur das Betragsquadratder Impulsbasiszust�ande: < pjp >= LZ0 1dx = LDie m�oglichen Werte der Wellenzahl k lauten (bei periodischen Randbedingungen):k = m2�L ; p = �hk = hLmm = 0;�1;�2;�3; : : :Die Spur des Operators Â erh�alt man nun in dieser Basis durch eine Summe �uber alle Werte vonm, entsprechend allen Zust�anden der Impulsbasis. Wenn man dann die L�ange des Kastens gegenunendlich gehen l�a�t, kann man die Summe in ein Integral umwandeln. Um die Umwandlungdurchzuf�uhren, betrachtet man m als Integrationsvariable, und ersetzt �m = 1 in der Summedurch dm im Integral. Man mu� bei der Spurbildung noch beachten, da� die Zust�ande jp > nichtnormiert sind, so da� sich der Faktor 1L ergibt.Sp(Â) = 1L +1Xm=�1 < pjÂjp > �m! 1L +1Z�1 < pjÂjp > dm(dp = hLdm) = 1h +1Z�1 < pjÂjp > dpDamit ist man bereits auf das Integral �uber den Impulsraum gekommen, welches in der Bildungvon Erwartungswerten in der klassischen statistischen Mechanik auftaucht. Das Integral �uberden Ortsraum erh�alt man so:< pjÂjp > = +1Z�1 exp(� i�hpy)�Âexp( i�hpy)� dy67



= +1Z�1 8<: +1Z�1 exp(� i�hpx)�(x� y)dx9=; �8<: +1Z�1 �(x� y)�Âexp( i�hpx)�dx9=; dy= +1Z�1 < pjy >< yjÂjp > dyDenn jy >= �(x � y). Man hat hier also noch eine Entwicklung nach der Ortsbasis eingef�ugt.Um zu den Erwartungswerten der klassischen statistischen Mechanik zu kommen, mu� man nunden Integrand < pjy >< yjÂjp >mit der Funktion A(p; y)vergleichen, welche in den Phasenraumintegralen vorkommt.Der Operator Â kann als Term A(x̂; p̂) dargestellt werden, der die Operatoren x̂ und p̂ enth�alt.Es gelten f�ur x̂, p̂ die Beziehungen x̂jy > = yjy >p̂jp > = pjp >Falls im Operator Â nur x̂ vorkommt, so kann man schreiben< yjÂjp > = < yjA(x̂)jp >= < A�(x̂)yjp >= A(y) < yjp >Dabei wurde benutzt, da� der zu A(x̂) hermitesche Operator gegeben ist durch A�(x̂), und da�A�(x̂)jy >= A�(y)jy > gilt.�Ahnlich ist die Situation, wenn in Â nur p̂ vorkommt:< yjÂjp > = < yjA(p̂)jp >= A(p) < yjp >Etwas schwieriger wird es, wenn in Â gemischte Terme der Artx̂p̂2x̂etc. auftauchen. Solche Terme kommen vor, wenn man A(x̂; p̂) in eine Taylorreihe in x̂ und p̂entwickelt. Durch sukzessive Vertauschungen kann man diesen Ausdruck zux̂2p̂2umformen. Der Ausdruck < yjÂjp > kann leicht ausgewertet werden, wenn der Operator Â solcheine Form hat (siehe unten). Jedoch erh�alt man bei jeder dieser Vertauschungen zus�atzlicheTerme: 68



p̂x̂ = x̂p̂+ p̂x̂� x̂p̂= x̂p̂+ [p̂; x̂]= x̂p̂� i�hAlle diese Zusatzterme sind aber mindestens von erster Ordnung in h. Deshalb ist es m�oglich,die Mischterme in Â durch Vertauschungen auf die geordnete Form zu bringen, wobei man nureinen "Fehler" der Ordnung h1 macht: x̂mp̂n + O(h)Das Skalarprodukt < yjx̂mp̂njp > kann leicht ausgewertet werden:< yjx̂mp̂njp >= < x̂myjp̂np >= ympn < yjp >Also kann man zusammenfassend schreiben:< yjÂjp >=< yjA(x̂; p̂)jp >= (A(y; p) +O(h))� < yjp >Jetzt ist es schlie�lich m�oglich, die quantenmechanische Spurbildung mit dem klassischen Integral�uber den Phasenraum zu verkn�upfen:Sp(Â) = 1h +1Z�1 < pjÂjp > dp= 1h +1Z�1 +1Z�1 < pjy >< yjÂjp > dydp= 1h +1Z�1 +1Z�1 (A(y; p) + O(h))dydpDa es sich jedoch nur um eine formale "Entwicklung" handelt (h hat einen festen, endlichenWert),mu� man in jedem Einzelfall pr�ufen, ob die klassische statistische Mechanik n�aherungsweiseanwendbar ist, d.h. ob man den Term "O(h)" weglassen kann.5 Klassische statistische Mechanik5.1 Klassische Zustandssumme von N TeilchenDie klassische Zustandssumme von N identischen Teilchen mit der HamiltonfunktionH(~p1; : : : ; ~pN ; ~x1; : : : ; ~xN ) ist gegeben durchZ = 1N ! 1h3N Z exp(��H)d3~p1 : : : d3~pNd3~x1 : : : d3~xNOder kurz Z = 1N ! 1h3N Z exp(��H(~p; ~x))d(~p; ~x)(~p; ~x stehen f�ur die Gesamtheit aller Impulse bzw. Koordinaten)Der Faktor h3N entsteht durch den �Ubergang von der quantenmechanischen Spurbildung derDichtematrix zum Phasenraumintegral (siehe 4.9). Die Division durch N ! ist n�otig, weil die69



Anzahl der quantenmechanischen Zust�ande eines Systems identischer Teilchen um diesen Faktorreduziert ist gegen�uber einem System unterscheidbarer Teilchen.F�ur eine Hamiltonfunktion der FormH = 12m NXi=1 ~p2i + V (~x1; : : : ; ~xN )kann man die Integration �uber die Impulse sofort ausf�uhren:+1Z�1 exp(� �2mp2)dp =r2m�� = p2m�kTAlso gilt Z = (2m�kT)3N=2 1N ! 1h3N Z exp(��V (~x))d~x= 1�3N 1N ! Z exp(��V (~x))d~xwobei hier die "thermische de-Broglie-Wellenl�ange"� � hp2�mkTeingef�uhrt worden ist. � gibt die Materiewellenl�ange eines Teilchens der Masse m mit der EnergieE = �kT an.5.2 GleichverteilungssatzSei y eine Koordinate oder ein Impuls, der in der Hamiltonfunktion H eines Systems vorkommt.Der Mittelwert der Gr�o�e y @H@yergibt sich zu: < y@H@y >= 1Z Z Z y @H@y exp(��H(Y; y))dydYY soll dabei f�ur die restlichen Koordinaten und Impulse stehen. Faktoren wie N ! und h (vgl.5.1) sind hier sowohl in der Zustandssumme als auch im Phasenraumintegral fortgelassen, da siebei der Mittelwertbildung herausfallen. Nun wird vorausgesetzt, da� der Ausdruck y exp(��H)f�ur y ! 1 schnell genug gegen Null geht. Dann ist es m�oglich, mit partieller Integration dasIntegral �uber y auszuwerten:+1Z�1 y�@H@y exp(��H(Y; y))�dy == � 1� y exp(��H(Y; y)) j+1�1 +1� +1Z�1 exp(��H(Y; y))dy= 1� +1Z�1 exp(��H)dy 70



Wegen Z = Z Z exp(��H)dydYf�allt im Ausdruck f�ur < y @H@y > nun fast alles weg, bis auf ��1:< y@H@y >= 1� = kTEin wichtiger Spezialfall ergibt sich dann, wenn die Koordinate/ der Impuls y nur an einereinzigen Stelle in der Hamiltonfunktion in der Form eines quadratischen Terms auftaucht:H(Y; y) = f(Y ) +Cy2Der Beitrag, den dieser Term zur Energie liefert, ergibt sich zu< Cy2 >= 12 < y@H@y >= kT2Jede kanonische Variable (Koordinate oder Impuls), welche quadratisch in die Hamiltonfunktioneingeht, liefert einen Beitrag kT2 zur Gesamtenergie.Dies ist der sogenannte Gleichverteilungssatz. Er gilt nur in der klassischen statistischenMechanik.Insbesondere �ndet man damit f�ur die mittlere kinetische Energie eines Teilchens< ~p22m >= 32kT(Im Dreidimensionalen geh�oren drei Impulskomponenten zu ~p)Dann, wenn das Teilchen im Potential eines harmonischen Oszillators schwingt oder wenn man(wie beim Festk�orper) durch Transformation auf neue Koordinaten und Impulse ein System vonunabh�angigen harmonischen Oszillatoren erh�alt, ist die mittlere potentielle Energie, die zu jedereindimensionalen Koordinate geh�ort, ebenfalls durch kT2 gegeben:< m!22 x2 >= kT2F�ur den Festk�orper f�uhrt das zum Gesetz von Dulong-Petit(siehe auch 6.8.3):E(Gitter) = 3NkTN ist dabei die Anzahl der Atome, so da� es insgesamt 3N Normalschwingungskoordinatengibt. (Genau genommen entsprechen 3 Koordinaten der Translation und weitere 3 der Rotationdes ganzen K�orpers, was aber f�ur N � 1023 vernachl�assigt werden kann) Zu jeder dieserSchwingungsmoden ergibt sich eine mittlere Energie kT , wobei jeweils die H�alfte auf diepotentielle bzw. kinetische Energie entf�allt.5.3 Klassische statistische Mechanik des idealen GasesAls "ideales Gas" bezeichnet man ein System aus identischen Molek�ulen/Atomen, zwischendenen keine Wechselwirkung vorhanden ist. Das bedeutet auch, da� die Teilchen als punktf�ormigbetrachtet werden. Nat�urlich kann das nur eine N�aherung sein, denn eine - wenn auch nurschwache - Wechselwirkung ist notwendig, damit das System �uberhaupt ins thermodynamischeGleichgewicht kommt.Die klassische Zustandssumme ist f�ur den Fall einer Hamiltonfunktion71



H = 12m NXi=1 ~p2i + NXi=1W (~xi)gegeben durch Z = 1N ! 1�3N Z exp(�� NXi=1W (~xi))d3(~x1; : : : ; ~xN )(mit der thermischen de-Broglie-Wellenl�ange � = h(2�mkT )�1=2, siehe 5.1)Das Gas soll sich in einem Kasten des Volumens V be�nden. Das Potential ist alsoW (~xi) = 0 im Kasten, W (~xi) =1 au�erhalb) ZRaum exp(��W (~xi)d3~xi = ZKasten 1d3~xi = VEs ergibt sich damit f�ur die Zustandssumme des (klassischen) idealen Gases:Z = 1N ! V N�3NFreie Energie F: F = �kT lnZ = kT lnN ! �NkT ln� V�3�Mit der Stirling-N�aherung f�ur lnN ! erh�alt man:F � NkT ln�Ne ��NkT ln� V�3�= �NkT ln� V eN�3�Druck: p = ��@F@V �T = NkTV) pV = NkTEntropie: S = ��@F@T �V = Nk ln� V eN�3�+NkT @@T ln� V eN�3�= Nk ln� V eN�3�� 3NkT� � @�@TMit � = h(2�mkT )�1=2 ergibt sich:@�@T = �h2 (2�mk)�1=2T�3=2 = � �2T72



) S = Nk ln� V eN�3�+ 32Nk= Nk ln� VN�3�+ 52NkUm das mit dem in der Thermodynamik hergeleiteten Ausdruck f�ur die Entropie des idealenGases zu vergleichen (siehe 1.11), kann man noch eine feste TemperaturT0 und ein festes VolumenV0 als Bezugspunkte einf�uhren:S = 32Nk ln TT0 +Nk ln VV0 ++Nk�ln�V0�30�+ 52 � lnN��0 soll die thermische de-Broglie-Wellenl�ange zur Temperatur T0 sein.Energie: E = F + TS = 32NkTW�armekapazit�at (bei konstantem Volumen): CV = �@E@T �V = 32NkDann, wenn man noch innere Freiheitsgrade der Teilchen (Rotation, Schwingung) ber�ucksichtigenmu�, ist die Zustandssumme gegeben durchZ = 1N ! V N�3N � ZiNDabei ist Zi die Zustandssumme, die zu den inneren Freiheitsgraden eines Teilchens geh�ort:Zi =P exp(���j), wobei �j die Energieniveaus des Teilchens sein sollen.Zu allen weiteren thermodynamischen Gr�o�en (E;F; S;CV ; Cp) mu� dann noch der Anteil dieserinneren Freiheitsgrade hinzugez�ahlt werden.5.4 Maxwell-Boltzmannsche GeschwindigkeitsverteilungAnnahme: Die Hamiltonfunktion zerf�allt in kinetische und potentielle Energie:H(p; q) = T (p) + V (q)(p,q stehen f�ur alle Impulse bzw. Koordinaten des Systems)Die Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum kann dann als Produkt geschrieben werden:w(p; q) = exp(��H(p; q))R R exp(��H(p; q))dpdq= exp(��T (p))R exp(��T (p))dp � exp(��V (q)R exp(��V (q))dqDie Wahrscheinlichkeitsdichte bezgl. der Impulse erh�alt man generell, indem man �uber dieKoordinaten integriert: w(p) = Z w(p; q)dqHier f�uhrt das dazu, da� die Impulsverteilung nur von T (p) abh�angt:w(p) = exp(��T (p))R exp(��T (p))dp73



Es ist daf�ur v�ollig unerheblich, ob zwischen den Teilchen des Systems Kr�afte wirken, oder obsich jedes dieser Teilchen unabh�angig von den anderen in einem Potential bewegt.Wenn nun insbesondere die kinetische Energie als Summe der kinetischen Energien der einzelnenTeilchen geschrieben werden kann, dann gilt f�ur jedes einzelne Teilchen:w(~p) = Cexp(�� ~p22m)Die Konstante C ist �uber die Normierungsbedingung f�ur w(~p) festgelegt:C = �Z exp(�� ~p22m)d3~p��1= (2�mkT )�3=2Also gilt w(~p) = (2�mkT )�3=2exp(�p2x + p2y + p2z2mkT )Man kann zur Geschwindigkeitsverteilung �ubergehen durch ~p = m~v. Wenn man die schonberechnete Verteilung der Impulse jetzt zur Unterscheidung mit ~w(~p) bezeichnet, dann ergibtsich die Geschwindigkeitsverteilung w(~v) aus der Bedingung:~w(~p)d3~p = w(~v)d3~v = w(~v)m3 d3~pAlso w(~v) = m3 ~w(~p): w(~v) = � m2�kT �3=2 exp��m~v22kT �Dies ist die Maxwell-Boltzmannsche Geschwindigkeitsverteilung.
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Die Maxwell-Boltzmannsche Geschwindig-keitsverteilung bez�uglicheiner Komponente der Geschwindigkeit zuverschiedenen Temperaturen (die hier imVerh�altnis 1:3:5:7:9:13 stehen). Die Breiteder Verteilung w�achst mit zunehmenderTemperatur wie pT . Genauer betr�agtdie volle Halbwertsbreite �vx � 2:36 �pkT=m.F�ur den Geschwindigkeitsbetrag j~vj erh�alt man die Verteilung W durch Multiplikation derVerteilung w(~v) mit dem Volumenelement 4�v2dv einer Kugelschale im Geschwindigkeitsraum:W (v)dv = 4�v2w(~v)dvAlso W (v) = 4�v2 � m2�kT �3=2 exp��mv22kT �74
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vDie Verteilung des Geschwindigkeitsbetrages, rechts in Abh�angigkeit derTemperatur (T im Verh�altnis 1:3:5:7:9:13, wie angegeben). Das Maximumder Verteilung verschiebt sich zu h�oheren Geschwindigkeiten proportional zupT , die H�ohe des Maximums f�allt mit 1=pT , die Fl�ache unter der Kurvebleibt konstant.Das Maximum der Verteilung liegt beivmax = p2 �rkTmDer Mittelwert von j~vj ergibt sich zu< j~vj >= 1Z0 v �W (v)dv =r 8� �rkTmDen Mittelwert von v2 kann man auch durch Integration oder einfacher aus demGleichverteilungssatz erhalten:< v2 >= 3kTm . Damit erh�alt man f�ur die Wurzel aus demmittlerenGeschwindigkeitsquadrat ("root mean square"=RMS):vRMS = p< v2 > = p3 �rkTm5.5 Reale Gase (klassisch): VirialentwicklungWenn die Wechselwirkung zwischen den Teilchen eines Gases in Betracht gezogen wird, hat diekanonische Zustandssumme folgende Form:ZN (T; V ) = 1N ! 1�3N ZV exp(��Xi<j V (j~xi � ~xj j))d3(~x1; : : : ; ~xN )(�: thermische de Broglie Wellenl�ange)V(r) gibt das abstandsabh�angige Potential der Wechselwirkung an. F�ur manche Gase istdas Lennard-Jones-Potential eine gute N�aherung, welches ein anziehendes Van-der-Waals-Potential mit einer starken Absto�ung f�ur kleine Abst�ande verbindet:
V(r)

r
σV (r) = 4� ���r �12 � ��r �6�(� entspricht dem Nulldurchgang des Potentials und das Potentialminimum hat den WertVmin = ��)Weil die Berechnung der Zustandssumme bei einem realen Gas nicht mehr exakt durchgef�uhrtwerden kann, ist man an einer Entwicklung nach der Dichte interessiert, welche die75



Korrekturen zur Zustandsgleichung des idealen Gases liefert. Diese Virialentwicklung f�ur dieZustandsgleichung hat die Form:pkT = NV +B2(T )�NV �2 + B3(T )�NV �3 + : : :Die Bj werden als Virialkoe�zienten bezeichnet.Zur Herleitung der Virialkoe�zienten setzt man eine Entwicklung nach der Fugazit�atz = exp(��) an. (Weiter unten wird sich zeigen, da� f�ur ein ideales Gas die Fugazit�at beikonstanter Temperatur proportional zur Dichte ist)Zuerst wird das thermodynamische Potential � = �pV = �kT lnZgk nach z entwickelt, umdann �uber die Beziehung zwischen der Teilchenzahl N und der Ableitung von � nach � denZusammenhang zwischen z und der Dichte bis zur gew�unschten Ordnung zu erhalten. Die alsFunktion der Dichte geschriebene Fugazit�at setzt man anschlie�end in die Entwicklung von� = �pV ein, um auf die oben gegebene Darstellung der Zustandsgleichung als Potenzreihein der Dichte zu kommen.Die im folgenden ben�otigte gro�kanonische Zustandssumme Zgk kann als Summe �uber ZNausgedr�uckt werden: Zgk = 1Xj=0 zjZj(T; V )(Zj ist die oben angegebene kanonische Zustandssumme f�ur j Teilchen)Entwicklung von � nach z:pVkT = ��kT = lnZgk == ln0@1 + 1Xj=1 Zj(T; V )zj1A� V�3 �b1(T )z + b2(T )z2 + : : :	Die Koe�zienten b1, b2, (...) sind dabei durch die Entwicklung des Logarithmus de�niert. Esergibt sich f�ur b1: b1(T ) � �3V Z1(T; V )= �3V ZV d3~x1�3 = 1(Z1 enth�alt die Wechselwirkung noch gar nicht, da es die klassische Zustandssumme einesTeilchens im Kasten des Volumens V ist; vgl. "klassische Zustandssumme", 5.1)b2(T ) � �3V �Z2(T; V )� 12Z1(T; V )2�- mit der Zustandssumme f�ur 2 Teilchen:Z2(T; V ) = 12! ZV exp(��V (j~x1 � ~x2j))d3~x1d3~x2�6Die Berechnung von b2 wird weiter unten vorgenommen.Um nun die Fugazit�at �uber die Dichte auszudr�ucken, benutzt man die Darstellung derTeilchenzahl als Ableitung von � nach �: 76



N = ��@�@��T;V = �@�@z @z@�= V�3 �z + 2b2(T )z2 + : : : + jbj(T )zj + : : :	(mit @z@� = zkT und der oben gegebenen Entwicklung von �)Also gilt NV � n = 1�3 �z + 2b2(T )z2 + : : :	Daraus berechnet man nun z bis zur zweiten Ordnung in der Dichte n:) z = �3thn � 2b2(T )z2 + : : :) z = �3thn � 2b2(T )�6thn2 +O(n3)Das kann man in die Entwicklung f�ur pVkT einsetzen und erh�alt (nach Division durch V):pkT = 1�3th ��3thn� 2b2(T )�6thn2 + b2(T )�6thn2 + O(n3)	pkT = n � �1� b2(T )�3thn+O(n2)�Das ist die Virialentwicklung bis zur zweiten Ordnung in der Dichte n. Der oben de�nierte zweiteVirialkoe�zient B2(T ) betr�agt also B2(T ) = ��3thb2(T )Beim idealen Gas verschwinden alle Virialkoe�zienten au�er B1, so da� sich dort insbesonderef�ur die Fugazit�at ergibt: z = �3thnDa �th nur von der Temperatur abh�angt, ist die Fugazit�at beim idealen Gas proportional zurDichte (wie oben behauptet).Es soll nun b2(T ) bzw. B2(T ) berechnet werden.Wenn man Z2 und Z1 in den Ausdruck f�ur b2 einsetzt, erh�alt man:b2(T ) = 12V �3 �Z exp(��V (j~x1 � ~x2j))d3(~x1; ~x2)� V 2�= 12V �3 Z [exp(��V (j~x1 � ~x2j))� 1] d3(~x1; ~x2)Da der Integrand nur vom Abstand der Teilchen abh�angt, m�ochte man das Integral in ein Integral�uber die Relativ- und Schwerpunktskoordinaten umwandeln. Wenn man allerdings zu gegebenemSchwerpunkt die Relativkoordinate �uber den ganzen Raum laufen l�a�t, werden dadurch auchPositionen der Teilchen beschrieben, die au�erhalb des vorgegebenen Kastens liegen. Weil aberder Integrand f�ur gro�e Abst�ande der Teilchen schnell gegen Null geht, kann man den dadurchgemachten Fehler vernachl�assigen und das Integral alsZ [exp(��V (j~rj))� 1] d3(~R;~r)schreiben (~R: Schwerpunkt, l�auft �uber das Kastenvolumen V; ~r: Relativkoordinate, l�auft �uberden ganzen Raum). Das Integral �uber ~R kann sofort ausgewertet werden und ergibt das Volumen77



V. Es bleibt das Integral �uber ~r, welches als Integral �uber den Abstand j~rj � r geschrieben werdenkann: 4� 1Z0 r2 [exp(��V (r))� 1] drInsgesamt ergibt sich f�ur b2:b2 = 12�3th 4� 1Z0 r2 [exp(��V (r))� 1] drDer zweite Virialkoe�zient ist dann durch B2(T ) = ��3thb2(T ) gegeben.
σ

exp(-βV(r))-1
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0F�ur ein Potential vom Lennard-Jones-Typ kann man B2 weiter vereinfachen, indem man benutzt,da� im Bereich 0 < r < � das Potential sehr gro� und deshalb der Term exp(��V (r)) sehr kleinist (vgl. das obige Diagramm). Au�erdem verwendet man eine Entwicklung nach 1=T , um B2 aufeine Form zu bringen, welche direkt mit der Van-der-Waals Zustandsgleichung verglichen werdenkann: B2(T ) = 2� � 1Z0 r2 [1� exp(��V (r))]dr� 2� �8<: �Z0 r2dr + 1Z� r2 [1� exp(��V (r))]dr9=;� 2� �8<:�33 + 1Z� r2�V (r)dr9=;= 12 4�3 �3 + 2� 1Z� r2V (r)kT drDa die VdW-Zustandsgleichung (p+ aV 2 )(V � b) = NkT auch in der FormpkT = NV �1 + NV � bN � aN2kT �+ : : :�geschrieben werden kann (siehe 2.6), erh�alt man durch direkten Vergleich mitpkT = NV +B2(T )�NV �2 + B3(T )�NV �3 + : : :folgende Beziehungen f�ur a und b:bN = 12 4�3 �3 = 4 � 4�3 ��2 �3aN2 = �2� 1Z� r2V (r)drW�ahrend b also (bis auf einen Faktor 4) das Volumen eines Teilchens mit dem Durchmesser �angibt (und so von der "hard-core"-Absto�ung kommt), beschreibt a den attraktiven Teil derWechselwirkung. 78



6 Quantenstatistik 26.1 Fermionen und BosonenEin System aus N Teilchen wird durch eine Wellenfunktion beschrieben, die von den NTeilchenkoordinaten abh�angt. (Darin sollen auch evtl. innere Freiheitsgrade wie der Spin derTeilchen enthalten sein): 	(~x1; ~x2; : : : ; ~xN )Falls die Teilchen identisch sind, so k�onnen zwei verschiedene Situationen, in denen nur die"Numerierung der Teilchen" anders ist, nicht unterschieden werden. Deshalb giltj	(~x1; ~x2; : : : ; ~xN )j2 = j	(~x2; ~x1; : : : ; ~xN )j2Das bedeutet: Die Wahrscheinlichkeit einer gegebenen Kon�guration der Teilchen �andert sichnicht, wenn man die Teilchenkoordinaten austauscht. Das hei�t nicht, da� die Wellenfunktionselbst bei Vertauschung zweier Teilchenkoordinaten gleich bleibt. Sie kann vielmehr mit einer Zahlvom Betrag 1 (also einer Zahl der Form ei�) multipliziert werden. Bei nochmaliger Vertauschungergibt sich wieder der urspr�ungliche Wert, so da� man fordern mu�:(ei�)2 = 1) ei� = �1Teilchen, f�ur die die Wellenfunktion bei Vertauschung zweier Teilchenkoordinaten ihr Vorzeichenwechselt, hei�en Fermionen, solche, bei denen der Wert von 	 unver�andert bleibt, Bosonen.Eine beliebige vorgegebene Mehrteilchenwellenfunktion erf�ullt diese Forderungen im allgemeinennicht. Man kann aber zu jeder Wellenfunktion � durch "Symmetrisieren" bzw. "Anti-symmetrisieren" eine bosonische / fermionische Wellenfunktion 	 konstruieren:F�ur Fermionen summiert man dazu �uber alle Vertauschungen (Permutationen) derTeilchenkoordinaten und versieht jeden dieser Summanden mit dem Signum der PermutationP als Vorfaktor. Die Gr�o�e sign(P ) hat den Wert +1, wenn man die durch P angegebeneReihenfolge der Zahlen 1,2,...,N durch eine gerade Anzahl von Vertauschungen in dieStandardreihenfolge 1,2,...,N bringen kann, ansonsten ist sign(P ) = �1.	(~x1; ~x2; : : : ; ~xN ) =XP sign(P )�(~xP (1); ~xP (2); : : : ; ~xP (N))Die so entstandene Wellenfunktion 	 wechselt ihr Vorzeichen bei Vertauschung beliebigerTeilchenkoordinaten (ist hier aber noch nicht normiert). F�ur Bosonen mu� das sign(P )weggelassen werden: Alle Summanden gehen mit positivem Vorzeichen ein.Wenn eine Basis �i aus Einteilchenwellenfunktionen gegeben ist, dann kann man eine Basis vonMehrteilchenwellenfunktionen konstruieren, indem man Produkte aus den Einteilchenzust�andenbildet: �i1(~x1) � : : : � �iN(~xN)(wobei die Indices i1; : : : ; iN alle Einteilchenzust�ande durchlaufen)Nat�urlich erf�ullen diese Funktionen noch nicht die Symmetrie-/ Antisymmetriebedingungen beimVertauschen zweier Teilchenkoordinaten. Durch Symmetrisieren kommt man bei Bosonen zu denfolgenden Mehrteilchenbasisfunktionen:	i1;:::;iN(~x1; ~x2; : : : ; ~xN ) =XP �i1(~xP (1)) � : : : � �iN(~xP (N))(diese sind hier noch nicht normiert)Es sind dabei die Zust�ande i1; : : : ; iN "besetzt". Bei Bosonen kann ein Zustand in dieser Listemehrfach vorkommen. Dagegen w�urde in solch einem Fall bei Fermionen die antisymmetrisierteWellenfunktion Null ergeben, weil dann in der Summe z.B. neben �i(~r1) � �i(~r2) auch ��i(~r2) ��i(~r1) steht. In den fermionischen Mehrteilchenbasiszust�anden darf demnach ein Zustandh�ochstens einfach besetzt sein. Diese Basiszust�ande haben allgemein die Form79



	i1;:::;iN (~x1; ~x2; : : : ; ~xN ) =XP sign(P )�i1(~xP (1)) � : : : � �iN (~xP (N))Das entspricht der De�nition einer Determinante, die in diesem Fall "Slater-Determinante"genannt wird. F�ur zwei Fermionen in den (Einteilchen-)Zust�anden �1 und �2 ist das z.B.det � �1(~x1) �1(~x2)�2(~x1) �2(~x2) � = �1(~x1) � �2(~x2)��1(~x2) � �2(~x1)(Wenn dagegen ein Zustand doppelt besetzt ist, sind zwei Zeilen der Determinante gleich, so da�sie Null ergibt)Das systematische Rechnen in dieser Mehrteilchenbasis ist Gegenstand der "zweitenQuantisierung" ("Besetzungszahldarstellung").6.2 Ideales Fermi-/Bose-GasEine Mehrteilchenbasis f�ur Bosonen/Fermionen entsteht aus der Einteilchenbasis durchProduktbildung und anschlie�endes Symmetrisieren/Antisymmetrisieren. F�ur ein System ausN identischen Fermionen/Bosonen kann man die Zust�ande der Mehrteilchenbasis in der Formjn1; n2; : : : >kennzeichnen, wobei ni die Besetzungszahl des i-ten Einteilchenzustandes darstellt. BeiFermionen kann ni die Werte 0 oder 1 annehmen, bei Bosonen gilt ni = 0; 1; 2; 3; : : :. Au�erdemmu� die Summe aller ni die Gesamtteilchenzahl N ergeben:Xi ni = NDann, wenn keine Wechselwirkung zwischen den Teilchen vorhanden ist, spricht man vomidealen Fermi-/Bose-Gas.In diesem Fall w�ahlt man als Einteilchenbasis die Basis der station�aren Einteilchenzust�ande.Die sich daraus ergebenden Mehrteilchenzust�ande sind dann automatisch Eigenfunktionen zumHamiltonoperator des Gesamtsystems. Der Energieeigenwert zum Zustand jn1; n2; : : : > istE =Xi ni�iwobei �i die Energie des i-ten Einteilchenniveaus ist.Die Zustandssumme eines solchen Systems aus N Teilchen lautet im kanonischen Ensemble:Zkan = Xn1;n2 ;:::0exp(��Xi ni�i)Der Strich an der Summe soll bedeuten, da� nur �uber alle Kombinationen von Besetzungszahlenni summiert werden soll, f�ur welche die BedingungXi ni = Nerf�ullt ist. Au�erdem ist f�ur Fermionen nat�urlich die Einschr�ankung ni = 0; 1 zu beachten.Die kanonische Zustandssumme kann jedoch nicht weiter vereinfacht werden. Deshalb w�ahlt manaus rechnerischen Gr�unden die Beschreibung im gro�kanonischen Ensemble:80



Zgk = 1XN=0 Xn1;n2;:::0exp ��(Xi ni�i � �N)!= Xn1;n2;::: exp ��(Xi ni�i � �Xi ni)!= Yi Xni exp(��ni(�i � �))Die Summe in der zweiten Zeile l�auft �uber alle m�oglichen Kombinationen der Besetzungszahlenni, ohne die Einschr�ankung Pni = N . Das macht es m�oglich, die Summe als Produkt zuschreiben: Dieses Produkt umfa�t alle Einteilchenzust�ande (Index i). Jeder Faktor ist eine Summe�uber alle m�oglichen Werte der Besetzungszahl ni dieses Einteilchenzustandes: F�ur Fermionenni = 0; 1; f�ur Bosonen ni = 0; 1; 2; : : :. Wenn man diese Summe ausf�uhrt, dann ergibt sich f�urFermionen: Zgk = Yi Xni=0;1 exp(��ni(�i � �))= Yi [1 + exp(��(�i � �)]Bosonen: Zgk = Yi 1Xni=0 exp(��ni(�i � �))= Yi 11� exp(��(�i � �))(Summenformel f�ur die geometrische Reihe)Aus der Zustandssumme im gro�kanonischen Ensemble kann man das thermodynamischePotential � berechnen: �(T; V; �) = �kT lnZgkFermionen: � = �kTXi ln [1 + exp(��(�i � �))]Bosonen: � = +kTXi ln [1� exp(��(�i � �))]Wenn man � f�ur ein spezielles System von Einteilchenniveaus �i berechnet hat, kann man alleweiteren thermodynamischen Gr�o�en erhalten:N = ��@�@��T;V ; S = ��@�@T ��;Vp = �� @�@V �T;� ; E = �+ TS + �N; : : :81



Da in den Formeln f�ur � statt T der Ausdruck � = 1kT auftaucht, und die Abh�angigkeit von � in der"Fugazit�at" z = exp(��) steht, ist es n�utzlich, auch die Ableitungen von � nach diesen Gr�o�en zubetrachten:Es gilt z = exp(��), also � @�@z ��;V = 1�z . Damit erh�alt man:�@�@z ��;V = �@�@���;V �@�@z ��;V = �@�@��T;V 1�z = �N�zDemnach gilt N = ��z �@�@z ��;VAls weitere Beziehung erh�alt man �@(��)@� �V;z = EDas ergibt sich wie folgt. Es gilt �@�@��z = @(�; z)@(�; z) = @(�; z)@(T; �) @(T; �)@(�; z)und @(�; z)@(T; �) = � 1kT 2 �z@(�; z)@(T; �) = �S�z +N�z �� 1kT 2�Also �@�@��z = kT 2S +N�kT = ��1(TS + �N)) �@(��)@� �V;z = �+ ��@�@��V;z == � + TS + �N = EFermi-Dirac- und Bose-Einstein-VerteilungEs soll nun die mittlere Besetzungszahl < ni > eines Einteilchenniveaus im thermodynamischenGleichgewicht berechnet werden. Dazu ben�otigt man die Kenntnis der Wahrscheinlichkeitw(ni = n), da� das i-te Niveau mit n Teilchen besetzt ist:w(ni = n) = X0w(n1; n2; : : : ; ni�1; n; ni+1; : : :)= 1Z 0@Yj 6=iXnj exp(��nj(�j � �))1A � exp(��n(�i � �))Die erste Summe l�auft �uber alle Kombinationen der Besetzungszahlen, wobei jedoch ni = nfest gehalten wird. Wenn auch �uber ni summiert w�urde, h�atte man in der Klammer wieder diegro�kanonische Zustandssumme Z stehen, so wie im Nenner. Hier aber steht anstelle des FaktorsXni exp(��ni(�i � �))nun 82



exp(��n(�i � �))Alle anderen Faktoren sind genauso wie in Z = Zgk, so da� sie wegfallen. Es bleibt:w(ni = n) = exp(��n(�i � �))Pni exp(��ni(�i � �))Man k�onnte dieses Ergebnis auch erhalten, wenn man jedes Einteilchenniveau als System im gro�-kanonischen Ensemble betrachtet (mit nur einem quantenmechanischen Zustand, aber variablerTeilchenzahl).Speziell erh�alt man f�urFermionen: w(ni = n) = exp(��n(�i � �))1 + exp(��(�i � �))Also w(ni = 1) = 1exp(�(�i � �)) + 1und w(ni = 0) = 1�w(ni = 1)Bosonen: w(ni = n) = exp(��n(�i � �)) � (1� exp(��(�i � �)))F�ur die mittlere Besetzungszahl hat man dann beiFermionen: < ni >= 0 � w(ni = 0) + 1 � w(ni = 1)< ni >= 1exp(�(�i � �)) + 1Dies ist die Fermi-Dirac-Verteilung.
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Die Funktion f(x) = (e�x + 1)�1 f�ur verschiedeneWerte des Parameters �. KleinereWerte von � geh�orenzu den acheren Kurven. Der Graph der Funktionist punktsymmetrisch bez�uglich des Wendepunktes bei(0; 12 ).
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Bosonen: < ni >= 1Xn=0nw(ni = n)Die Auswertung dieser Summe wird beim harmonischen Oszillator (6.8.2) gezeigt. Als Ergebniserh�alt man < ni >= 1exp(�(�i � �))� 1Dies ist die "Bose-Einstein-Verteilung"Einf�uhrung der ZustandsdichteIm gro�kanonischen Ensemble ist die mittlere Teilchenzahl eine Funktion des chemischenPotentials � (und der anderen Parameter T,V). N ergibt sich zuN =Xi 1exp(�(�i � �))� 1(+: Fermionen/ -: Bosonen)Oft gibt man sich die Teilchenzahl vor und berechnet dann �uber diese Gleichung das dazugeh�origechemische Potential.Durch Einf�uhrung einer Einteilchenzustandsdichte D(�) kann man die Summe in ein Integralumwandeln: Xi 1exp(�(�i � �))� 1 ! +1Z�1 D(�)d�exp(�(�� �))� 1(D(�)d� ergibt die Zahl der Einteilchenzust�ande im Intervall (�; � + d�))Dieser Schritt ist jedoch nur dann zul�assig, wenn die Verteilung langsam variiert auf der Skalader Energieabst�ande der Einteilchenniveaus. Insbesondere bei Bosonen kann diese Ersetzung derSumme durch ein Integral unter Umst�anden falsch sein, was beim Ph�anomen derBose-Einstein-Kondensation eine Rolle spielt.Mit Hilfe der Zustandsdichte erh�alt man:N = +1Z�1 D(�)d�exp(�(�� �))� 1E = +1Z�1 �D(�)d�exp(�(�� �))� 1� = �kT +1Z�1 ln [1� exp(��(�� �))]D(�)d�(oberes Vorzeichen: Fermionen)
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6.3 Zustandsdichte eines freien Teilchens 2F�ur ein Elektron im eindimensionalen Kasten der L�ange L �ndet man in der Quantenmechanikdie Eigenfunktionen 	n = sin�n�L x� ; n = 1; 2; 3; : : :mit den Eigenwerten En = �h2k22m = �h2�22mL2 � n2 .Meist betrachtet man jedoch bei solchen Problemen periodische Randbedingungen, d.h. es sollf�ur die Wellenfunktion gelten 	(x+ L) = 	(x) . Dann sind die Eigenfunktionen gegeben durch	n = exp(in2�L x); n = 0;�1;�2; : : :mit den Eigenwerten En = �h2k22m = h2n22mL2 .Diese Eigenwerte sind (bis auf n=0) zweifach entartet. Im Grenzfall einer gro�en Kastenl�angeund vieler Teilchen kann man zur Beschreibung durch die Zustandsdichte �ubergehen.Die Zustandsdichten f�ur periodische und nichtperiodische Randbedingungen sind gleich, soda� man von vornherein (jedenfalls im Hinblick auf die Zustandsdichte) mit periodischenRandbedingungen arbeiten kann, die rechnerisch bequemer sind.Im Dreidimensionalen sind die Eigenfunktionen	(nx; ny ; nz) = exp(i~k~r) = exp(i2�L (nxx+ nyy + nzz))Die erlaubten Werte des Wellenvektors lauten also~k = 2�L (nx; ny ; nz)
kx

kyUm die Zustandsdichte zu berechnen, benutzt man, da� im ~k -Raum zu jedem erlaubten Wertdes Wellenvektors ein Volumen � 2�L �3 geh�ort. Man kann also die Zahl der Zust�ande mit j~kj � kn�aherungsweise ausrechnen, indem man das Volumen der zugeh�origen Kugel im ~k -Raum durchdieses "Volumen eines Zustandes" dividiert:N(k) = 43�k3� 2�L �3 = L36�2 k3 = V6�2k3Nat�urlich ist diese N�aherung nur dann sinnvoll, wenn eine gen�ugend gro�e Zahl von Zust�andenim Kugelvolumen ist: Die Beschreibung der wenigen energetisch tieiegenden Zust�ande durcheine kontinuierliche Zustandsdichte ist nicht ausreichend, wenn es wesentlich auf die Verteilung�uber diese Zust�ande ankommt.Wenn man die Dispersionsrelation �(k) kennt, kann man damit N(k) auf N(�) , d.h. die Zahl derZust�ande mit Energien � �, umrechnen:N(�) = V6�2 k(�)3Die Zustandsdichte D(�) erh�alt man dann durch Di�erentiation, denn D(�) gibt die Anzahl dNder Zust�ande pro Energieintervall d� an:D(�) = dNd� = V6�23k(�)2 dk(�)d�85



Zum Beispiel erh�alt man f�ur ein freies Elektron in einem Kasten des Volumens L3 mitperiodischen Randbedingungen: � = �h2k22m , k2 = 2m��h2Also folgt N(�) = V6�2 �2m��h2 �3=2) D(�) = dNd� = V6�2 � 32p� ��2m�h2 �3=2D(�) = �2m�h2 �3=2 V4�2p�Im Falle eines Elektrons gibt es pro ~k -Wert noch zwei verschiedene Spineinstellungen, so da� dieZustandsdichte f�ur freie Elektronen (beider Spinrichtungen) im Dreidimensionalen tats�achlichdas Doppelte betr�agt: D(�) = 2 � �2m�h2 �3=2 V4�2p�Wichtig ist, da� die Zustandsdichte des freien Elektrons im Dreidimensionalen mit p� steigt. DerExponent der Zustandsdichte h�angt sowohl von der Dimension ab (weil das Volumen der Kugelim k-Raum mit kd geht), wie auch von der Dispersionsrelation. In der folgenden Tabelle ist derVerlauf der Zustandsdichte f�ur verschiedene Dimensionen und Abh�angigkeiten der Energie vomWellenvektor angegeben.Dispersionsrelation 1D 2D 3D� � k2 (nichtrel. Teilchen) 1=p� 1 p�� � k (Photonen, niederfreq.Phononen, rel. Teilchen) 1 � �26.4 Fermi-Gas am absoluten TemperaturnullpunktBei T=0 werden die niedrigsten Einteilchenniveaus mit der gegebenen Zahl von Elektronenbesetzt. Der zugeh�orige Mehrteilchenzustand ist der quantenmechanische Grundzustand desSystems. Die Fermi-Dirac-Verteilung zu T=0 ist eine Stufenfunktion, welche f�ur � = � von 1auf 0 f�allt. Das chemische Potential �(T = 0) gibt also die Energie des h�ochsten besetztenEinteilchenniveaus an. �(T = 0) wird Fermienergie �F genannt und ist �uber die Teilchenzahlfestgelegt: N � �FZ�1 D(�)d�Die Energie des (Mehrteilchen-)Grundzustandes istE = �FZ�1 D(�)�d�Im ~k-Raum werden die besetzten Zust�ande von den unbesetzten durch die sogenannte Fermi-Fl�ache getrennt. F�ur das freie Elektronengas im Dreidimensionalen ist das eine Kugelober�ache86



mit Radius kF . �hkF wird als Fermiimpuls bezeichnet. Das Volumen dieser Kugel ist das Produktaus der Teilchenzahl N und dem Volumen eines Zustandes im ~k-Raum:43�k3F = N � 12 � �2�L �3kF = �3�2 � NV �1=3(Der Faktor 1/2 kommt von der Spinentartung)Der Fermiimpuls ist also proportional zur dritten Wurzel aus der Dichte N=V .Die Fermienergie �F ist hier�F = �h2k2F2m = �h22m �3�2 � NV �2=3 � �NV �2=3Die Energie des Gesamtsystems erh�alt man durch Integration �uber die besetzten Zust�ande:E = �FZ�1 D(�)� d� = � �FZ0 �3=2d� = 25��5=2� soll der konstante Vorfaktor zur Zustandsdichte D(�) = �p� sein. Man kann dieses Integralnun mit der Teilchenzahl vergleichen:N = �FZ0 D(�)d� = � �FZ0 p�d� = 23��3=2Also ist die mittlere Energie pro Teilchen: EN = 35�FF�ur Elektronen im periodischen Potential eines Kristallgitters ist die Dispersionsrelationkomplizierter, so da� auch die Fl�achen E = const im ~k-Raum nicht mehr einfacheKugelober�achen sind.6.5 Das ideale Fermi-Gas freier ElektronenAus der Zustandsdichte freier Elektronen im DreidimensionalenD(�) = 2 � �2m�h2 �3=2 V4�2p� � �p�k�onnen mit Hilfe der Fermi-Dirac-Verteilung alle thermodynamischen Gr�o�en berechnet werden.
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ε

Produkt aus Zustandsdichte undFermi-Dirac-Verteilung f�ur freieElektronen im Dreidimensionalen,bei verschiedenen Temperaturen
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Es ergibt sich f�ur das thermodynamische Potential im gro�kanonischen Ensemble:� = �kT +1Z�1 ln[1 + exp(��(�� �))]D(�)d�= �kT� 1Z0 ln[1 + exp(��(�� �))]p�d�Die Energie erh�alt man durch Mittelwertbildung mit Hilfe der Fermi-Dirac-Verteilung:E = � 1Z0 p� � �exp(�(�� �)) + 1d�Beide Integrale (f�ur E und �) sind nicht durch elementare Funktionen darstellbar. Man kann aberdurch partielle Integration das Integral f�ur die Energie so umformen, da� ein Zusammenhangmit� sichtbar wird. Dazu benutzt mandd� ln[1 + exp(��(�� �))] = exp(��(�� �))1 + exp(��(�� �)) � (��)= ��exp(�(�� �)) + 1Also gilt mit partieller Integration:E = ��� �3=2ln[1 + exp(��(�� �))] j+10 ++32 �� 1Z0 ln[1 + exp(��(�� �))]p�d�Der erste Term verschwindet, weil bei � = 0 der Faktor �3=2 gegen Null geht und f�ur �!1 gilt:ln[1 + exp(��(�� �))] � exp(��(�� �))! 0(schneller, als �3=2 gegen unendlich strebt)Durch Vergleich mit dem Ausdruck f�ur � erkennt man, da� der zweite Term gleich � 32� ist:E = �32� = �32(�pV ) = 32pV(Analog kann man einen solchen Zusammenhang herleiten f�ur jede Zustandsdichte, die als Potenzvon � geschrieben werden kann)Grenzfall hoher TemperaturenF�ur T ! 1 �ndet man, da� das chemische Potential � gegen �1 geht. Die Fermi-Dirac-Verteilung wird dann durch die Boltzmann-Verteilung < n > (�) � exp(���) angen�ahert und esergibt sich die Zustandsgleichung eines (klassischen) idealen Gases. Diese Ergebnisse erh�alt manaus einer Entwicklung nach der "Fugazit�at" z = exp(��), die im Grenzfall hoher Temperaturengegen Null geht: 88



N � 1Z0 D(�)exp(�(�� �)) + 1d�= 1Z0 zD(�)exp(��) + z d�(z << 1) � 1Z0 zD(�)exp(���)d�) exp(��) � z � N �0@ 1Z0 D(�)exp(���)d�1A�1Der Term in der Klammer kann exakt ausgewertet werden und ist bis auf einen durch dieSpinentartung bedingten Faktor 2 gleich der klassischen Zustandssumme f�ur ein Teilchen imKasten (siehe "klassisches ideales Gas", 5.3):exp(��) = z � N ��2 � V�3��1 = 12NV �3Da � � 1=pT ist (vgl. "klassische Zustandssumme", 5.1), geht die rechte Seite f�ur hoheTemperaturen tats�achlich gegen Null. Der Exponent �� auf der linken Seite mu� also gegen�1 gehen und das f�uhrt wegen � ! 0 auf �! �1, wie oben behauptet.Damit ergibt sich nun f�ur das thermodynamische Potential im gro�kanonischen Ensemble:�pV = � = �kT 1Z0 ln[1 + exp(��(�� �))]D(�)d�� �kT 1Z0 exp(��(�� �))D(�)d�= �NkT(Der letzte Schritt folgt aus der oben angesetzten Normierungsbedingung f�ur N)Also pV � NkTDamit folgt aus der f�ur alle Temperaturen exakten Beziehung E = 32pV :E � 32NkT(Die Korrekturen zu diesen Gr�o�en sind jeweils von O(z))6.6 Sommerfeld-EntwicklungF�ur sehr tiefe Temperaturen weicht die Fermi-Dirac-Verteilung nur in einem kleinen Bereichum �F merklich von der Verteilung f�ur T = 0 ab. Diese Tatsache benutzt man, um eineTieftemperaturentwicklung f�ur Gr�o�en wie �;E;CV ; Cp herzuleiten.Sei f(�) eine beliebige Funktion mit einer Stammfunktion89



F (�) � �Z�1 f(�0)d�0n(�) soll die Fermi-Dirac-Verteilung (exp(�(�� �)) + 1)�1 bezeichnen.Das Integral �uber das Produkt aus n und f (wie es auftaucht bei der Berechnung derobengenannten thermodynamischen Gr�o�en) kann mit partieller Integration wie folgt umgeformtwerden: I = +1Z�1 n(�)f(�)d� = n(�)F (�) j+1�1 � +1Z�1 n0(�)F (�)d�Der erste Term auf der rechten Seite verschwindet, weil an der oberen Grenze n und an derunteren Grenze F gleich Null wird.Die unter dem Integral auftauchende Ableitung der Fermi-Dirac-Verteilung istn0(�) = �� exp(�(�� �))(exp(�(�� �)) + 1)2 n(ε)

n’ (ε)

µDa n0(�) auf einen kleinen Bereich um � � � konzentriert ist, kann man F um � entwickeln:I = +1Z�1 � exp(�(�� �))(exp(�(�� �)) + 1)2F (�)d�(x = �(�� �)) = +1Z�1 ex(ex + 1)2F (�+ xkT )dx= +1Z�1 ex(ex + 1)2 [F (�) + xkTF 0(�) + 12(xkT )2F 00(�) + : : :]dx= 1Xj=0 (kT )jj! F (j)(�)Ijmit Ij � +1Z�1 xj ex(ex + 1)2dxDa es sich bei ex � (ex+1)�2 = (ex=2+ e�x=2)�2 um eine gerade Funktion handelt, verschwindenalle Integrale, in denen der Faktor xj eine ungerade Potenz j hat. F�ur gerades j ergibt sich:I0 = 1; I2 = �23 ; I4 = 715�4; : : :Damit lauten die ersten Terme der Sommerfeldentwicklung:I = +1Z�1 f(�)d�exp(�(�� �)) + 1 = �Z�1 f(�)d� + �26 (kT )2f 0(�) + O(T 4)90



Um mit Hilfe dieser Entwicklung die Energie E(T) und die W�armekapazit�at eines idealen Fermi-Gases f�ur T � 0 zu bestimmen, mu� man zuerst die Abh�angigkeit des chemischen Potentials vonder Temperatur kennen:N � +1Z�1 D(�)d�exp(�(�� �)) + 1 = �Z�1 D(�)d�+ �26 (kT )2D0(�) +O(T 4)Weil das chemische Potential f�ur T � 0 nur wenig von der Fermienergie abweicht, kann man dierechte Seite nach der Di�erenz � � �F entwickeln:N � �FZ�1 D(�)d�+ (�� �F )D(�F ) + �26 (kT )2D0(�F ) +O(T 4)Nach De�nition von �F ist das erste Integral auf der rechten Seite gleich N, so da� sich ergibt:� � �F � ��26 (kT )2D0(�F )D(�F ) +O(T 4)Falls also (wie beim freien Elektronen-Gas in 3D) die Zustandsdichte an der Fermikante ansteigt(D0(�F ) > 0), so f�allt � bei wachsender Temperatur unter den Wert �(T = 0) = �F .Dieses Ergebnis benutzt man, um E(T) f�ur T � 0 zu berechnen:E(T ) = +1Z�1 D(�)�exp(�(�� �)) + 1d� = �Z�1 D(�)�d�+ �26 (kT )2(D(�) + �D0(�)) +O(T 4)= E(T = 0) + (� � �F )D(�F )�F + �26 (kT )2(D(�F ) + �FD0(�F )) +O(T 4)= E(T = 0) + �26 (kT )2D(�F ) +O(T 4)(Im letzten Schritt wurde der oben hergeleitete Ausdruck f�ur � � �F benutzt)Die W�armekapazit�at CV f�ur ein ideales Fermi-Gas w�achst bei tiefen Temperaturenlinear mit T: CV = �@E@T �V � �23 k2D(�F )T +O(T 3)6.7 Bose-Einstein-KondensationW�ahrend f�ur Fermionen das chemische Potential � keiner Beschr�ankung unterliegt, mu�es f�ur ein ideales Bose-Gas immer kleiner oder gleich dem niedrigsten vorkommendenEinteilchenenergieniveau sein (also Null, bei entsprechender Wahl des Energienullpunkts). Dassieht man an der Form der Bose-Einstein-Verteilung:< n > (�) = 1exp(�(�� �))� 1Wenn � positiv w�are, so erg�abe diese Verteilungsfunktion f�ur Energieniveaus � < � negativeWerte, weil dann exp(�(�� �)) < 1 gilt.F�ur freie Teilchen im Dreidimensionalen �ndet man eine Zustandsdichte proportional zur Wurzelaus der Energie : D(�) = �0Vp�91



�0 soll dabei die restlichen konstanten Faktoren zusammenfassen:�0 = g4�2 � �2m�h2 �3=2g bezeichnet den Entartungsgrad der Niveaus aufgrund des Spins s der Teilchen: g = 2s+ 1.Um bei fester Teilchenzahl N die thermodynamischen Gr�o�en zu verschiedenen Temperaturen zuberechnen, mu� man das chemische Potential aus der Normierungsbedingung f�ur N bestimmen:N � +1Z�1 D(�)exp(�(�� �))� 1d�Wenn man in diese Gleichung die Zustandsdichte freier Teilchen im DreidimensionalenD(�) = �0Vp� einsetzt und alle konstanten Faktoren auf die linke Seite bringt, ergibt sich:N�0V � 1Z0 p�exp(�(�� �))� 1d�Dies kann man noch etwas weiter vereinfachen, indem man im Integral die Substitution x = ��durchf�uhrt und die Fugazit�at z = exp(��) benutzt:N�3=2�0V � 1Z0 pxz�1ex � 1dxAus dieser Gleichung kann man nun die Fugazit�at (und damit das chemische Potential) f�urbeliebige Werte der Dichte N=V und der Temperatur T zu bestimmen versuchen, indem mandas Integral auf der rechten Seite als Funktion von z auswertet.
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Das Ergebnis ist in diesem Diagramm gezeigt: Da daschemische Potential bei Bosonen nicht gr�o�er als Null werdenkann, bleibt die Fugazit�at z = exp(��) auf den Bereich0 � z � 1 beschr�ankt. Im Spezialfall freier Teilchen in 3D (miteiner Zustandsdichte� p�) hat auch das Integral I(z), welchesoben auf der rechten Seite steht, nur einen beschr�anktenWertebereich: Wenn bei fester Dichte N/V die Temperaturzu niedrig oder bei festem T die Dichte N/V zu gro� gew�ahltwird, gibt es keinenWert der Fugazit�at z (des chem. Potentials�), der die Normierungsbedingung f�ur die Teilchenzahl erf�ullt!Das ist anders bei Fermionen, f�ur die das entsprechendeIntegral I(z) ebenfalls dargestellt ist (mit z�1ex + 1 imNenner des Integranden). Dort kann die Fugazit�at beliebiggro� werden und entsprechend gibt es zu jedem vorgegebenemWert von I(z) (also jeder Dichte/Temperatur) ein z, welchesdie Gleichung erf�ullt.Diese Aussagen kann man auch an einem Diagramm des chemischen Potentials gegen die Temperaturerkennen. Hier sind Temperatur T 0 und chem. Potential �0 dimensionslos gemacht worden:T 0 = kT � h�0VN i2=3 ; �0 = � � h�0VN i2=3
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Beim idealen Fermi-Gas geht das chemische Potentialbei einer gewissen Temperatur durch Null und nimmtunterhalb dieser Temperatur positive Werte an. AmTemperaturnullpunkt geht es gegen die Fermienergie.Dagegen kann man ein chemisches Potential f�urdas ideale Bose-Gas nach der oben gegebenenNormierungsbedingung nur berechnen, solange dieTemperatur T nicht unter T0 f�allt, wo � gleichNull wird. Die dritte Kurve zeigt das Verhalten deschemischen Potentials f�ur ein klassisches ideales Gas.92



Um diese kritische Temperatur T0 zu berechnen, kann man in der Normierungsbedingung z = 1entsprechend � = 0 einsetzen. Das f�uhrt auf N � �0V (kT0)3=2I(z = 1). Nach Auswertung desIntegrals I(z = 1) ergibt sich f�ur T0 in Abh�angigkeit von der Dichte:T0 � 3:31 � �h2mkg�2=3�NV �2=3Bis auf einen Zahlenfaktor kann man diese Bedingung auch in der FormV�30 � Nschreiben, mit der thermischen de-Broglie-Wellenl�ange �0 zur Temperatur T0: Die kritische Tem-peratur wird dann erreicht, wenn die Teilchenabst�ande vergleichbar mit der Materiewellenl�angewerden, die den Teilchen aufgrund ihrer W�armebewegung zugeordnet werden kann.Was passiert f�ur T � T0?Die Bosonen besetzen in zunehmender Zahl den Grundzustand. Diesen Vorgang bezeichnet manals "Bose-Einstein-Kondensation". Zur Beschreibung dieses Verhaltens ist die kontinuierlicheZustandsdichte nicht mehr ausreichend: Die Ersetzung der Summe durch das IntegralXi 1exp(�(�i � �))� 1 ! Z D(�)exp(�(�� �))� 1d�ist nicht mehr zul�assig, wenn die Verteilungsfunktion sich schnell �andert auf der Skala desAbstandes der Einteilchenenergieniveaus. Das ist der Fall, sobald die Verteilung auf denGrundzustand konzentriert ist.Um das wahre Verhalten in erster N�aherung richtig zu beschreiben, spaltet man von dem Integralden Grundzustandsterm ab:Z D(�)exp(�(�� �))� 1d�! 1exp(�(0� �))� 1 + Z RestDas Integral �uber die restlichen Zust�ande wird weiterhin wie oben angegeben ausgewertet. Es istgleich �0V (kT )3=2I(z = 1)Da die Bedingung f�ur die kritische Temperatur gerade N = �0V (kT0)3=2I(z = 1) war, kann manden Wert des Integrals auch so ausdr�ucken:N � TT0�3=2Die Grundzustandsbesetzung N(� = 0) ergibt sich dann aus der Normierungsbedingung f�ur dieTeilchenzahl: N = N(� = 0) +N � TT0�3=2Also folgt N(� = 0)N = 1� � TT0�3=2
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Da die Energie des Einteilchengrundzustandes gleich Null ist, tragen zur Gesamtenergie desSystems nur diejenigen Teilchen bei, die nicht im Kondensat (im Grundzustand) sind.Diese Energie ergibt sich durch Mittelwertbildung mit Hilfe der kontinuierlichen Zustandsdichte:E = Z D(�)�exp(��)� 1d�= �0V 1Z0 �3=2exp(��)� 1d�= �0V ��5=2 1Z0 x3=2ex � 1dxWenn man das Integral auswertet und die konstanten Vorfaktoren durch T0 ausdr�uckt, erh�altman: E = 0:77 �NkT �� TT0�3=2Durch Di�erenzieren nach T �ndet man die W�armekapazit�at bei konstantem Volumen CV :CV = 52 � 0:77 �Nk� TT0�3=2 = 52 ET�Uber CV = T � @S@T �V �ndet man damit auch die Temperaturabh�angigkeit der Entropie:S = 53 ETE und S setzt man in die freie Energie ein:F � � = E � TS = �23EDie Gleichheit von F und � folgt aus � � 0. Wegen � = �pV hat man also auch hier, genausowie beim idealen Fermi-Gas: pV = 23EEinsetzen der Beziehung f�ur E ergibt, da� der Druck f�ur T � T0 unabh�angig vom Volumenwird und f�ur T ! 0 gegen Null geht. Dies ist verst�andlich, weil die Teilchen im Kondensat keineKraft auf die Beh�alterwand aus�uben:p = 23 EV = 0:085 �m3=2�h�3g(kT )5=2Weitere Ergebnisse (die hier nicht hergeleitet werden):� verschwindet quadratisch f�ur T ! T0 + 0 und hat eine unstetige zweite Ableitung. Alletypischerweise berechneten thermodynamischen Gr�o�en (bis zu den zweiten Ableitungen derPotentiale) sind stetig. Jedoch springt die Ableitung der W�armekapazit�at nach T.
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Verlauf der W�armekapazit�at f�ur das ideale Bose-Gas im Drei-dimensionalen: Bei der Phasen�ubergangstemperatur T0 hatC(T ) einen Knick und f�allt dann auf 0 f�ur T ! 0.
p

V

Isothermen des idealen Bose-Gases: Am Phasen�ubergangs-punkt ist die zweite Ableitung des Druckes nach dem Volumenunstetig. F�ur kleinere Volumina bleibt der Druck konstant,denn bei Kompression wird nur die Zahl der Teilchen imKondensat erh�oht. (Beide Diagramme sind freundlicherweisevon Alexander Weisse zur Verf�ugung gestellt worden)Alle hier gezeigten Ergebnisse sind g�ultig f�ur ein ideales Bose-Gas im Dreidimensionalen(F�ur niedrigere Dimensionen wird � bei endlichen Temperaturen nicht gleich Null). Nat�urlichgibt es in der Natur kein ideales, d.h. wechselwirkungsfreies, Gas aus Bosonen (...mitTeilchenzahlerhaltung; bei Photonen z.B. hat man � � 0 f�ur alle Temperaturen). Im allgemeinensetzt schon bei viel h�oheren Temperaturen als T0 die Kondensation des Gases zur Fl�ussigkeit ein,welche durch die Wechselwirkung und nicht durch die Quantene�ekte bedingt ist. Deshalb mu�man zur Beobachtung der Bose-Einstein-Kondensation Teilchen mit schwacher Wechselwirkungw�ahlen und die Dichte des Gases relativ klein halten. Das bedeutet aber auch, da� dieKondensationstemperatur T0 � (N=V )2=3 sehr niedrig wird. 1995 ist die Bose-Einstein-Kondensation von Cs, Rb, Na-Atomen experimentell verwirklicht worden.F�ur ein ideales Bose-Gas handelt es sich bei der Bose-Einstein-Kondensation um einenPhasen�ubergang dritter Ordnung, in der Realit�at �ndet man einen �Ubergang zweiter Ordnung.6.8 Gitterschwingungen6.8.1 Einf�uhrung Longitudinale Gitterschwingungen(mit einem Wellenvektor, der nichtparallel zu einer der Kristallachsen ist)Kleine Auslenkungen eines Systems aus einer stabilen Gleichgewichtslage f�uhren zu harmonischenSchwingungen. In der Mechanik transformiert man auf die sogenannten "Normalkoordinaten"des Systems. Jede dieser Koordinaten f�uhrt eine harmonische Schwingung aus. Das Systemkann in dieser Weise als Ansammlung von unabh�angig schwingenden harmonischen Oszillatorenbetrachtet werden. Dieses Ergebnis bleibt auch in der Quantenmechanik g�ultig.Speziell f�ur einen Kristall ergibt sich wegen der Translationssymmetrie, da� jeder "Eigenmode"des Systems ein Wellenvektor ~k zugeordnet werden kann, der zu einer ebenen Welle derForm exp(i~k~r) geh�ort. Die Angabe des Wellenvektors gen�ugt jedoch nicht, um die Eigenmodevollst�andig zu kennzeichnen. Man mu� au�erdem die verschiedenen Schwingungs-"Zweige"durchnumerieren. Bei einem Kristall mit nur einem Teilchen in der Basis gibt es drei Zweige.Diese werden "akustische" Zweige genannt, da sie den Schallwellen im Festk�orper entsprechen.Bei mehreren Teilchen in der Basis kommen weitere Zweige, die sogenannten "optischen" Moden,hinzu. Wenn allgemein n die Anzahl der Teilchen in der Basis bezeichnet, dann hat man 3nZweige. F�ur jeden Wert des Wellenvektors gibt es dann 3n Werte der Frequenz !. Die erlaubten~k-Werte stammen aus der (ersten) Brillouinzone des reziproken Gitters und haben die Form~k = 1M (nx~ax + ny~ay + nz~az)Dabei sollen ~ax, ~ay , ~az die Basisvektoren des reziproken Gitters sein. In bezug auf dieBasisvektoren ~ai des realen Gitters erf�ullen diese die Bedingung ~ai~aj = 2��ij. M gibt dieKantenl�ange des Kristalls in Einheiten der Gitterkonstanten an. Es gibt insgesamt M3 erlaubte~k-Werte in der Brillouinzone. Wenn man einen gr�o�eren Kristall betrachtet, so �andert sich nichts95



an der Gr�o�e der Brillouinzone, nur die m�oglichen Wellenvektoren liegen dichter beisammen. Daman in allen Rechnungen �ublicherweise periodische Randbedingungen voraussetzt, betrachtetman in Wahrheit sowieso nur einen kleinen Ausschnitt eines echten Kristalls.Um die Thermodynamik der Gitterschwingungen zu untersuchen, mu� man zuerst denHarmonischen Oszillator behandeln.6.8.2 Harmonischer Oszillator
En=hω (n+  )1

2
_-

|Ψn|2Ein quantenmechanischer (eindimensionaler) harmonischer Oszillator wird durch denHamiltonoperator Ĥ = p̂22m + m!22 q2beschrieben. Als Ergebnis aus der Quantenmechanik wird im Folgenden nur ben�otigt, da� dieEnergieeigenwerte des harmonischen Oszillators gleichEn = �h!(n+ 12); ; n = 0; 1; 2; : : :sind. Formal kann man deshalb den Hamiltonoperator alsĤ = �h!(n̂+ 12)schreiben. n̂ ist dabei gerade derjenige Operator, welcher, angewandt auf die Eigenfunktionendes harmonischen Oszillators, die Zahlen 0,1,2,... als Eigenwerte liefert. Wenn der harmonischeOszillator einer Schwingungsmode eines Kristalls im n-ten (n=0,1,2,...) Eigenzustand ist, sospricht man davon, da� sich in der entsprechendenMode n "Phononen" be�nden. Der Operatorn̂ ist deswegen der Z�ahloperator, welcher die Zahl der Phononen in einer Schwingungsmodeangibt. Falls das System nicht in einem station�aren Zustand ist, kann es auch sein, da� z.B. eine�Uberlagerung eines 2-Phononen- und eines 3-Phononen-Zustandes vorliegt. Der Erwartungswertdes Z�ahloperators dieser Schwingungsmode w�urde dann eine Zahl zwischen 2 und 3 ergeben.Die Behandlung des harmonischen Oszillators in der Statistischen Physik beginnt wie �ublichmit der Berechnung der (kanonischen) Zustandssumme. Die stellt sich in diesem Fall alsgeometrische Reihe heraus: Z = Sp(exp(��Ĥ))= 1Xn=0 exp(���h!(n + 12))= exp(�� �h!2 )1� exp(���h! )Besetzungswahrscheinlichkeit:w(n) = 1Z exp(���h!(n + 12))= e���h!n(1� e���h!)96
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∆E=1

T=

(k=1) Besetzung der Energieniveaus desharmonischen Oszillators mitwachsender TemperaturF�ur die Energie soll hier der Weg �uber die Mittelwertbildung gezeigt werden. Etwas schnellerzum Ziel w�urde man aber durch Berechnung von F,S und Anwendung von F = E�TS kommen.E = 1Xn=0Enw(n) =X �h!(n+ 12)w(n)= �h!2 + �h!Xnw(n)Die darin auftauchende Summe 1Pn=0 nw(n) stellt man als Ableitung dar:1Xn=0nw(n) = (1� e���h!)Xne���h!n= (1� e���h!) 1��h! @@� X e���h!n= (1� e���h!) 1��h! @@� 11� e���h!= (1� e���h!) 1��h! ��h!e���h!(1� e���h!)2= e���h!1� e���h! = 1e��h! � 1Also ergibt sich f�ur die Energie: E = �h!2 + �h! 1e��h! � 1Freie Energie: F = �kT lnZ = �h!2 + kT ln(1� e���h!)Entropie: S = �@F@T = �k ln(1� e���h!)� kT1� e���h! �h!e���h!(� 1kT 2 )= �k ln(1� e���h!) + �h!T 1e��h! � 1(Man k�onnte das nat�urlich auch aus F,E �uber F = E �TS erhalten. Oder umgekehrt zuerst F,Sausrechnen, um dann E zu bekommen)Grenzf�alle bez�uglich der Entropie:F�ur T ! 0(� !1) geht die Entropie gegen Null, denn das Argument des ln strebt gegen 1 undder Nenner des Quotiententerms geht exponentiell gegen Unendlich, so da� auch das 1=T nichtsausmacht. F�ur T !1(� ! 0) erh�alt man durch Taylorentwicklung (e��h! � 1 + ��h!):S � �k ln(��h!) + k � k ln(kT�h! )!197



W�armekapazit�at: C = @E@T = � �h!(e��h! � 1)2 e��h!�h! @�@T= (�h!)2kT 2 e��h!(e��h! � 1)2Grenzf�alle bez�uglich C:Bei T ! 0 bleibt im Nenner ein e��h! �ubrig, das mit der exponentiellen Divergenz daf�ur sorgt,da� C ! 0 (trotz des 1=T 2-Terms). F�ur T ! 1 hat man (wieder mit Taylorentwicklung vone��h!): C � (�h!)2kT 2 1(��h!)2 = kDie W�armekapazit�at eines harmonischen Oszillators geht im Grenzfall hoherTemperaturen gegen die Boltzmannkonstante k. Dieses Ergebnis f�uhrt bei den Phononenzum "Dulong-Petit"-Gesetz. Es kann auch aus dem klassischen Gleichverteilungssatz abgeleitetwerden.
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Thermodynamische Gr�o�en des harmonischen Oszillators inAbh�angigkeit von der Temperatur. Es ist von der Energiedie Nullpunktsenergie abgezogen worden. E verl�auft linear f�urgro�e Temperaturen, C geht gegen die Boltzmannkonstante(hier =1 gesetzt).
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Bei niedrigen Temperaturen �ndet man bei allen hier be-trachteten thermodynamischen Gr�o�en exponentielles Ver-halten. Bei der hier gezeigten Kurve f�ur die Energie istebenfalls bereits die konstante Nullpunktsenergie abgezogenworden.6.8.3 Die Zustandsdichte der GitterschwingungenDer Hamiltonoperator des schwingenden Kristallgitters (in "harmonischer N�aherung") ist dereines Systems aus unabh�angig schwingenden harmonischen Oszillatoren:Ĥ =X~k;i �h!(~k; i)(n̂~k;i + 12)~k ist der Wellenvektor, dessen (diskrete) erlaubte Werte in der 1. Brillouinzone liegen, ikennzeichnet den Schwingungszweig (insgesamt 3n, wenn es n Teilchen in der Basis gibt).Alle thermodynamischen Gr�o�en erh�alt man demnach als Summe �uber die entsprechendenGr�o�en der einzelnen harmonischen Oszillatoren. Z.B. gilt f�ur die Energie:E = E(T ) =X~k;i EOsz(!(~k; i); T )EOsz(!; T ) ist die Energie eines harmonischen Oszillators der Frequenz ! bei der TemperaturT. Da die Energie von ~k; i nur �uber die Frequenz ! abh�angt und au�erdem im Grenzfall einesunendlich gro�en Kristallgitters die erlaubten ~k-Werte beliebig dicht liegen, ist es m�oglich, dieSumme durch ein Integral �uber die Frequenz zu ersetzen. Dazu mu� man eine Zustandsdichteeinf�uhren: �(!)d! soll die Gesamtzahl der Schwingungsmoden mit Frequenzen im Intervall[!; ! + d!] angeben, dividiert durch das Volumen des Kristalls. Da es bei N Atomen insgesamt3N Schwingungsmoden gibt, mu� gelten: 98



1Z0 �(!)d! = 3NVMit Hilfe dieser Dichte kann man z.B.E(T ) = X~k;i EOsz(!(~k; i); T ) � V 1Z0 EOsz(!; T )�(!)d!= Z �(!)�h!(12 + 1e��h! � 1)d!schreiben.Dulong-Petit-GesetzF�ur die W�armekapazit�at CV ergibt sichCVV = Z COsz(!; T )�(!)d!F�ur hohe Temperaturen geht die W�armekapazit�at jedes einzelnen harmonischen Oszillatorsgegen die Boltzmannkonstante k. Deshalb erh�alt man in diesem Grenzfall unter Benutzung derNormierungsbedingung f�ur die Zustandsdichte:CV ! 3NkDies ist das sogenannte "Dulong-Petit"-Gesetz. Es folgt auch aus dem Gleichverteilungssatz(5.2) der klassischen statistischen Mechanik.Wenn man nicht im Grenzfall hoher Temperaturen ist, so ben�otigt man zur Berechnung derthermodynamischen Gr�o�en die Kenntnis der Zustandsdichte. Die kann im allgemeinen sehrkompliziert sein. Sie ist im Prinzip aus der Dispersionsrelation berechenbar, welche wiederum ausden zwischen den Atomen wirkenden Kr�aften ("verallgemeinerte Federkonstanten") zu erhaltenist. Diese h�angen ab von der elektronischen Struktur des Festk�orpers.F�ur niedrige Temperaturen jedoch gibt es eine allgemeing�ultige N�aherung, das sogenannteDebye-Modell.6.8.4 Das Debye-ModellBei niedrigen Temperaturen sind die Schwingungsmoden mit h�oheren Frequenzen praktischnicht angeregt. Dann kommt es nur auf die Zustandsdichte f�ur niedrige Frequenzen an. Dieseverl�auft immer wie !2, weil f�ur niedrige Frequenzen (kleine k, akustische Moden) eine lineareDispersionsrelation gilt:Da im k-Raum ein Zustand auf ein Volumen ( 2�L )3 kommt, ergibt sich f�ur die Zahl der Zust�andemit j~kj-Werten kleiner als k: N(k) = 43�k3( 2�L )3 = L36�2k3Bei einer linearen Dispersionsrelation ! = sj~kj (mit der Schallgeschwindigkeit s) erh�alt man sodirekt die Zahl der Zust�ande mit einer Frequenz kleiner als !:N(!) = L36�2 !3s3Di�erenzieren (und hier Division durch das Volumen) ergibt die Zustandsdichte f�ur einen Zweigder Dispersionsrelation: 99



�(!) = 1V dN(!)d! = 12�2 !2s3Die Zustandsdichte f�ur alle drei akustischen Zweige zusammen (zwei davon transversal, einerlongitudinal) lautet deshalb: �(!) = !22�2 � 1s31 + 1s32 + 1s33�Mit der De�nition einer Art "gemittelten Schallgeschwindigkeit"1�s3 � 13 � 1s31 + 1s32 + 1s33�erh�alt man: �(!) = 32�2 !2�s3Zwar wird diese Zustandsdichte nur f�ur niedrige Frequenzen ben�otigt. Da sie aber normiert seinsoll, darf sie nur bis zu einer gewissen oberen "Abschneidefrequenz" g�ultig sein. Diese Frequenzwird als Debye-Frequenz !D bezeichnet. Sie ergibt sich aus der Normierungsbedingung1Z0 �D(!)d! � 3NVDas ergibt 1�s3 32�2 !DZ0 !2d! = 12�2 1�s3!3D � 3NVDeshalb folgt f�ur die Debye-Frequenz in Abh�angigkeit von der Dichte und derSchallgeschwindigkeit: !D = �s�6�2NV �1=3F�ur die Zustandsdichte des Debye-Modells gilt dann:�D(!) = 32�2 !2�s3 f�ur ! � !D= 0 f�ur ! > !D
ω2∼

ρD(ω)

ω
ωD

Zustandsdichte des Debye-Modells
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Mit Hilfe dieser Zustandsdichte kann man nun die thermodynamischen Gr�o�en eines Kristallsf�ur niedrige Temperaturen ausrechnen (bzgl. des Gitteranteils). Insbesondere ergibt sich f�ur dieW�armekapazit�at: CVV = 1kT 2 1Z0 (�h!)2 e��h!(e��h! � 1)2 �(!)d!� 1kT 2 1Z0 (�h!)2 e��h!(e��h! � 1)2 32�2 !2�s3 d!Man mu� also nach einer Substitution x = ��h! ein Integral der Form1Z0 x4 ex(ex � 1)2 dxauswerten. Das f�uhrt auf: CVV = Nk� kT�h!D�3 12�45Dies ist das "Debyesche Gesetz" f�ur die Phononen-W�armekapazit�at bei niedrigenTemperaturen. Wesentlich hieran ist, da� CV mit � T!D �3 geht.Zur Debye-Frequenz kann man die sogenannte Debye-Temperatur de�nieren:k�D � �h!DDas Debye-Modell ist dann eine zuverl�assige N�aherung, wenn die Temperatur deutlich unterhalb�D liegt.
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Verlauf der W�armekapazit�at einesKristallgitters nach dem Debye-Modell
Beim �alteren Einstein-Modell wird angenommen, da� es nur eine Oszillatorfrequenz gibt,entsprechend einem Delta-Peak in der Zustandsdichte. Das kann als N�aherung f�ur die optischenModen verwendet werden, deren Zustandsdichte auf einen kleinen Bereich (bei h�oherenFrequenzen) konzentriert ist.6.9 Statistische Mechanik des Strahlungsfeldes6.9.1 Das Plancksche StrahlungsgesetzBei der Entwicklung des elektromagnetischen Feldes nach ebenen Wellen (Volumen mitKantenl�ange L, periodische Randbedingungen) ergeben sich pro erlaubtem Wellenvektor ~k zweiSchwingungsmoden. ~k = 2�L (mx;my ;mz)mx;my ;mz = 0;�1;�2; : : :101



Zu jeder dieser Moden geh�ort die Bewegungsgleichung eines (1D) harmonischenOszillators f�ur diezugeh�orige zeitabh�angige Amplitude. Dieses Ergebnis �ubertr�agt sich auf die Quantenmechanik:Der Hamiltonoperator des elektromagnetischen Feldes im Vakuum beschreibt ein System vonunabh�angig schwingenden harmonischen Oszillatoren:Ĥ = X~k;j=1;2 �h!(~k)(n̂~k;j + 12)j = 1; 2 kennzeichnet die beiden zu einem ~k-Wert geh�orenden (transversalen) Moden, also diebeiden Polarisationsrichtungen. Die Frequenz ! h�angt linear vom Betrag des Wellenvektors ab:!(~k) = cj~kjWeil die thermodynamischen Gr�o�en eines harmonischen Oszillators bereits berechnet wurden,ben�otigt man nur noch die Zustandsdichte, um insbesondere die spektrale Energiedichte zuberechnen.Im ~k-Raum entf�allt auf einen m�oglichen ~k-Wert ein Volumen � 2�L �3, so da� die Anzahl der ModenN(k) mit j~kj � k gegeben ist durchN(k) = 2 � 43�k3� 2�L �3 == 2 � L36�2 k3 = V3�2k3(V = L3: Volumen) Der Faktor 2 kommt von den beiden Polarisationsrichtungen zu jedem ~k-Wert. Mit ! = ck ist die Anzahl der Moden mit Frequenzen unterhalb von !:N(!) = V3�2 !3c3Die Zustandsdichte erh�alt man durch Di�erentiation:D(!) = dN(!)d! = V�2 !2c3Um auf die spektrale Energiedichte zu kommen, ben�otigt man nur noch den mittlerenEnergieinhalt eines harmonischen Oszillators bei der Temperatur T. Der ist gegeben durch�h!2 + �h! � 1exp(��h!)� 1Der erste Summand stellt die konstante Nullpunkts-(d.h. Grundzustands-)energie des Oszillatorsdar.Nun entsteht dadurch scheinbar ein Problem, weil die Anzahl der Moden unendlich gro� ist: DerWellenvektor ~k nimmt zwar nur diskrete Werte an, jedoch gibt es keine obere Schranke f�ur dieKomponenten von ~k. Das ist anders als im Fall der Phononen, wo ~k in der ersten Brillouinzone liegenmu�. Diese Einschr�ankung ergibt sich dort aus der Tatsache, da� es wegen des endlichen Gitterabstandeseine minimale Wellenl�ange gibt. Beim elektromagnetischen Feld ist das nicht der Fall. So w�urde alsobei Summation �uber diese unendliche Zahl von Schwingungsmoden ein unendlicher gro�er Beitragvon der Nullpunktsenergie stammen. Da man aber den Energienullpunkt beliebig w�ahlen kann undtats�achlich nur die Energiedi�erenzen wichtig sind, ist es hier m�oglich, den Beitrag der Nullpunktsenergiefortzulassen.Es bleibt nur der zweite Term. Wenn der Oszillator im n-ten angeregten Zustand ist, so spricht mandavon, da� sich in der betre�enden Schwingungsmode n "Photonen" be�nden. Da die Vernichter- undErzeugeroperatoren des harmonischen Oszillators den Vertauschungsrelationen f�ur Bosonen-Erzeuger-/Vernichteroperatoren gehorchen, handelt es sich dabei um Bosonen. In diesem Teilchenbild ist der zweiteTerm in der Energie des harmonischen Oszillators das Produkt aus der Energie �h! eines Photons mit102



der mittleren Zahl von Photonen in der entsprechenden Schwingungsmode. Die hier angegebene mittlereBesetzungszahl entspricht tats�achlich der Bose-Einstein-Verteilung, wenn das chemische Potential � = 0ist, und zwar f�ur alle Werte der Temperatur. Normalerweise h�angt das chemische Potential mit derNormierung der Verteilung zusammen und ist bei gegebener Teilchenzahl N gerade so zu w�ahlen, da�das Integral �uber das Produkt von Verteilungsfunktion und Zustandsdichte N ergibt. Hier aber ist� = 0, so da� bei ver�anderter Temperatur auch die �uber dieses Integral berechnete Photonenzahl einenanderen Wert annimmt: F�ur die Photonen gilt keine Teilchenzahlerhaltung (genauso wie f�ur Phononen,Magnonen usw.). Wenn man von dieser Tatsache ausgeht, kann man andererseits die Gleichung � = 0ableiten, indem man ausnutzt, da� f�ur ein System im W�armebad die freie Energie minimal wird - beiVariation aller Parameter, die nicht durch die Randbedingungen festgelegt sind. Da in diesem Fall auchN variabel ist, gilt @F@N = 0) � = 0Die spektrale Energiedichte u(!) (Energie/Frequenzintervall) erh�alt man durch Multiplikationvon D(!) mit �h!n(!), wobei n(!) die oben bereits angegebene mittlere Besetzungszahl ist:u(!) = V !2�2c3 � �h! � 1exp(��h!)� 1u(!) = V �h�2c3 !3exp(��h!)� 1Dies ist das Plancksche Strahlungsgesetz .
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Verlauf der spektralen Energiedichte nach demPlanckschen Strahlungsgesetz Spektrum bei verschiedenen Temperaturen.Bei h�oheren Temperaturen verschiebt sich dasMaximumnach rechts und die Fl�ache unter derKurve w�achst an (mit der vierten Potenz vonT: Stefan-Boltzmann-Gesetz).Die Frequenz !max, bei der das Maximum der Verteilung liegt, ist direkt proportional zurTemperatur: �h!max � 2:82kT(" Wiensches Verschiebungsgesetz ")F�ur niedrige Frequenzen �h! � kT erh�alt man aus dem Planckschen Strahlungsgesetz durchEntwicklung des Nenners das Rayleigh -Jeans-Gesetz:u(!) � kT V !2�2c3Dieses Ergebnis wurde nach der klassischen StatistischenMechanik erwartet: Es steht hier einfachdas Produkt aus der mittleren Energie eines klassischen harmonischen Oszillators, kT , und derZustandsdichte. Diese mittlere Energie des Oszillators ergibt sich aus dem Gleichverteilungssatz.Wenn aber die Temperatur bezogen auf die Frequenz zu klein wird, werden quantenmechanischeE�ekte wichtig und die mittlere Energie ist nicht mehr durch kT gegeben. Das Divergierendes Rayleigh-Jeans-Gesetzes bei hohen Frequenzen ("Ultraviolettkatastrophe") hat also die103



gleiche Ursache wie das Versagen der klassischen Statistischen Mechanik bei der Berechnungder spezi�schen W�arme der Gitterschwingungen eines Festk�orpers bei niedrigen Temperaturen:Dann sind die hohen Frequenzen praktisch nicht angeregt, denn daf�ur ist eine Minimalenergie von�h! n�otig. Weil es aber beim Festk�orper nur endlich viele Schwingungsmoden gibt, sind dort dieGesetze der klassischen Statistischen Mechanik zumindest f�ur h�ohere Temperaturen anwendbar(Dulong-Petit-Gesetz). Im Falle des Strahlungsfeldes wird das Spektrum nur im niederfrequentenBereich ann�ahernd nach der klassischen Verteilung beschrieben.Bei hohen Frequenzen �h! � kT erh�alt man das Wiensche Gesetz:u(!) � V �h�2c3!3exp(���h!)Der Gesamtenergieinhalt des elektromagnetischen Feldes in einem Volumen V erweist sich alsproportional zur vierten Potenz der Temperatur:E(T; V ) = 1Z0 u(!)d! = 4cV �T 4Dies ist das "Stefan-Boltzmann-Gesetz", mit der Stefan-Boltzmann-Konstante� = �2k460c3�h3Rechnung im Detail: E(T; V ) = 1Z0 u(!)d! = V �h�2c3 1Z0 !3exp(��h!)� 1d!(x = ��h!) = 1(��h)4 V �h�2c3 1Z0 x3ex � 1dx= (kT )4V�h3�2c3 � �415= 4c V �T 4Der Zusammenhang zwischen pV und E ergibt sich analog zur Rechnung beim idealen Fermigas(dazu mu� nur die Form der Zustandsdichte � �2 bekannt sein, siehe 6.5):
 � F = �pV = �13E(Das erste Gleichheitszeichen kommt von � � 0) F�ur das Photonengas gilt demnach:pV = 13E6.9.2 Winkelabh�angigkeit der W�armestrahlungEs soll die winkelabh�angige Intensit�at der W�armestrahlung berechnet werden, die aus einerkleinen �O�nung eines Hohlraumes tritt. Die �O�nung soll die Fl�ache dA haben. Nat�urlich kannman nicht danach fragen, wieviel Leistung unter einem genau festgelegten Winkel abgestrahltwird (das w�urde Null ergeben), sondern mu� einen Raumwinkelbereich d
 vorgeben.
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Die pro Zeitintervall dt durch die �O�nung tretende Energie dE ergibt sich wie folgt: Manbetrachte den Anteil der Strahlung, der unter einemWinkel � auf die �O�nung f�allt. Das Volumen,in dem die "Photonen" zu Beginn des Zeitintervalls gewesen sein m�ussen, um w�ahrend dt die�O�nung zu passieren, ist gegeben durch(V olumen) = cdt � cos� � dADer Energieinhalt der Strahlung pro Frequenzintervall und Volumenelement istu(!)V � �(!)(Die spektrale Energiedichte u war auf das ganze Volumen V bezogen worden)Hier wird davon nur ein Anteil d
=4� betrachtet, wobei von der Isotropie der Strahlung Gebrauchgemacht wird.Die insgesamt durch die �O�nung tretende Energie dE, bezogen auf das Frequenzintervall d!, denRaumwinkelbereich d
, die Zeitspanne dt und die Fl�ache der �O�nung dA, ist deshalbdE = �(!)cos� � cdtd
4� dAd!Die von der �O�nung dA in den halben Raumwinkel nach au�en abgestrahlte Leistung (dE/dt)pro Frequenzintervall erh�alt man durch Integration dieses Ausdruckes:dEdtd!dA = ZHalbraum cos� c4��(!)d
= 2�Z0 d� �=2Z0 sin�d�cos� c4��(!)= c4�(!)Integration �uber alle Frequenzen ergibt die insgesamt abgestrahlte Leistung. Das Integral �uber�(!) ist oben schon berechnet worden und hatte 4c�T 4 ergeben, mit der Stefan-Boltzmann-Konstante �. F�ur die nach au�en abgestrahlte Leistung hat man demnachdEdt = �T 4dA(In dieser Fassung wird das Stefan-Boltzmann-Gesetz �ublicherweise formuliert: Deshalb tauchenhier neben � keine weiteren konstanten Faktoren auf)7 Thermodynamik im Magnetfeld, Teil 27.1 Freie Spins im MagnetfeldWenn der Gesamtspin eines Teilchens (Elektron, Atom, Kern, ...) nicht gleich Null ist, dannenth�alt der Hamiltonoperator des Teilchens im Magnetfeld einen Term��̂ ~Bwobei �̂ der Operator des magnetischenMomentes ist. Wenn man f�ur dieses �̂ = �g�BŜ einsetzt,so erh�alt man im Hamiltonoperator 105



g�BŜ ~B(g: "Land�e-Faktor" (ca. 2 beim Elektron); �B � e�h2me [SI] � e�h2mec [CGS]: "Bohr'schesMagneton", Ŝ: Spinoperator)Bem.: Das negative Vorzeichen bei �g�BŜ entspricht dem Fall eines Elektrons, das eine negativeLadung tr�agt, so da� Drehimpuls (=Spin) und magnetisches Moment entgegengesetzt gerichtet sind.Das Vorzeichen wird dazu f�uhren, da� bei einem B-Feld in positiver z-Richtung die negativen Eigenwertevon Ŝz zu den energetisch niedriger liegenden Niveaus geh�oren. Man k�onnte dieses Vorzeichen auch inden Spinoperator mit aufnehmen.Der Spinoperator Ŝ soll hier keinen Faktor �h enthalten, d.h. die Eigenwerte seines Quadrates Ŝ2lauten S(S + 1)(und nicht etwa �h2S(S + 1))Der Spinoperator ist ein Vektoroperator mit den Komponenten Ŝx, Ŝy , Ŝz . Diese kommutierenmit Ŝ2, jedoch nicht untereinander. Die Eigenwerte dieser Operatoren sind gleichm = �S;�S + 1; : : : ; S � 1; S(mit der magnetischen Quantenzahl m)Wenn man die Koordinatenachsen so w�ahlt, da� die Richtung des Magnetfeldes mit der z-Achsezusammenf�allt, so sind die station�aren Zust�ande des Spins im B-Feld gerade die Eigenzust�andedes Ŝz-Operators. Die zugeh�origen Energieeigenwerte lauten danng�BBm
+1/2
+3/2

-1/2
-3/2

m=

g µBBEs ergeben sich im Magnetfeld also 2S + 1 Niveaus von unterschiedlicher Energie. Der Abstandzweier aufeinanderfolgender Niveaus ist g�BB. Die Aufspaltung h�angt damit linear vomMagnetfeld ab.Die Behandlung dieses Systems in der Statistischen Physik beginnt mit der Berechnungder Zustandssumme. Es soll dabei f�ur den Term g�BB die Abk�urzung b verwendet werden("reduziertes Magnetfeld"). Z = +SXm=�S e��bm= 2SXj=0 e��b(j�S)= e�bS 2SXj=0 e��bjDas kann man mit der Formel nPj=0 qj = 1�qn+11�q auswerten:Z = e�bS 1� exp(��b(2S + 1))1� exp(��b)= exp(�b(S + 12 )exp(� b2 ) 1� exp(��b(2S + 1))1� exp(��b)= exp(�b(S + 12 ))� exp(��b(S + 12))exp(� b2 )� exp(�� b2 )= sinh(�b(S + 12 ))sinh(� b2 )106



Wie �ublich erh�alt man die freie Energie aus dem Logarithmus der Zustandssumme:F = �kT lnZDie freie Energie h�angt vom ParameterMagnetfeldst�arke ab, weil diese in den Energieniveaus unddamit in der Zustandssumme vorkommt. Der statistische Mittelwert des magnetischenMomentesergibt sich als Ableitung der freien Energie nach der Magnetfeldst�arke< �z >= �@F@BDas sieht man folgenderma�en:< �z > = 1Z +SXm=�S �z(m)e��(��z(m)B)= 1Z X�z(m)e+��z(m)B= 1Z 1� @@BX e+��z(m)B= 1� 1Z @Z@B = 1� @lnZ@B = @@B (kT lnZ)= �@F@BBei N unabh�angigen Spins ergibt sich das gesamte magnetische Moment zu M = N < �z >.Dann gilt also M = �@F@B bzw. dF = �MdB, wie das auch in der Thermodynamik f�ur die vonB abh�angende freie Energie eingef�uhrt wurde.Konkret erh�alt man mit den Abk�urzungen u = �(S + 12) und w = �2 durch Ableiten desLogarithmus der Zustandssumme Z = sinh(ub)=sinh(wb):@lnZ@b = 1Z @Z@b= sinh(wb)sinh(ub) � � cosh(ub)sinh(wb)u� sinh(ub)sinh2(wb)cosh(wb)w�= ucoth(ub)� wcoth(wb)Daraus folgt < �z > = �@F@B = � @b@B @F@b = g�BkT @lnZ@b= g�B(S + 12)coth(�(S + 12)b)� 12g�Bcoth(�2 b)Man f�uhrt hier die De�nition der BrillouinfunktionBS(x) � 2S + 12S coth(2S + 12S x)� 12S coth( 12Sx)ein, um schreiben zu k�onnen < �z > = g�BSBS(�bS)= g�BSBS(g�BSk BT )107



Wichtig hieran ist insbesondere, da� das mittlere magnetische Moment von Temperatur undMagnetfeldst�arke nur �uber den Quotienten BT abh�angt.
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Die Brillouinfunktion. Mit "unendlich" ist die-jenige Kurve markiert, die sich im Grenz-fall einer unendlich gro�en Spinquanten-zahl ergibt. Das entspricht dem klassischenGrenzfall eines magnetischen Momentes imMagnetfeld.Abh�angigkeit des mittleren magnetischen Momentes vomQuotienten B/T bei verschiedenen Werten f�ur den SpinS. Vorausgesetzt ist hierbei ein gleich gro�er g-Faktor.Der Wert x=1 entspricht kT = g�BB: Dann sinddie "thermische Energie" kT und der Abstand zweierEnergieniveaus gleich gro�. Die nach oben aufgetragenenWerte sind in Einheiten von g�B angegeben. DasElektron mit Spin 1/2 hat z.B. ein magnetisches Moment(entsprechend dem S�attigungswert im Diagramm) voneinem Bohrschen Magneton, weil der g-Faktor gleich 2 ist. S*BS(S*x)
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.5Abh�angigkeit des Mittelwertes der z-Kompo-nente des Spins (Spin 1/2) von der Tem-peratur, bei verschiedenen Magnetfeldst�arken.Diese sind in bezug auf den Energieabstandzwischen zwei Niveaus angegeben. Die dickeLinie entspricht �E = 1. F�ur Energie undTemperatur sind dimensionslose Einheitenverwendet worden.
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(k=1)F�ur kleine Werte des Arguments (entsprechend hohen Temperaturen/ niedrigen Feldst�arken)kann man die Brillouinfunktion mit Hilfe von xcoth(x) = 1 + 13x2 � 145x4 + : : : entwickeln:BS(x) = S + 13S x� 145 (2S + 1)4 � 1(2S)4 x3 + : : :Das bedeutet: F�ur g�BSB=kT << 1 ist das mittlere magnetische Moment ann�ahernd gegebendurch < �z >� (g�B)2S(S + 1)3k BTDie magnetische Suszeptibilit�at einer Probe mit N solchen magnetischen Momenten proVolumeneinheit ist demnach � = N CT mit C � (g�B)2S(S + 1)3kDies ist das sogenannte Curie-Gesetz f�ur die magnetische Suszeptibilit�at eines Paramagneten.C ist die Curie-Konstante. 2Entropie/W�armekapazit�at beim SpinsystemDie Entropie erh�alt man aus der Ableitung der freien Energie nach der Temperatur:S = �@F@T = @@T (kT lnZ)= k lnZ + kT @@T lnZ108



Man m�ochte den letzten Term nun �uber die schon bekannte Magnetisierung M (= N < �z >) ausdr�ucken.Weil die Zustandssumme Z eine Funktion von B=T ist, kann man schreiben@@T lnZ(BT ) = 1ZZ 0(BT )(� BT 2 )Andererseits @@B lnZ(BT ) = 1ZZ 0(BT ) 1TDamit ergibt sich als Beziehung zu M:M = �@F@B = kT @@B lnZ(BT )= k 1ZZ 0(BT ) = �kT 2B @@T lnZ(BT )Deshalb @@T lnZ(BT ) = � BkT 2MDas setzt man im letzten Term der Entropie ein:S = k lnZ + kT (� BkT 2M)S = k lnZ � BT MDie W�armekapazit�at CV (bei konstantem Magnetfeld) erh�alt man �uber die Ableitung der Entropienach der Temperatur: CV = T @S@T = kT @@T lnZ + BT M �B@M@TWeil sich oben ergeben hat kT @@T lnZ = �BT Mfallen die ersten beiden Terme weg, und man bekommtCV = �B@M@TMan kann nun noch benutzen, da� M nur eine Funktion von B=T ist:CV = �B @@T M(BT ) = (�B)M 0(BT ) � (� BT 2 )CV = (BT )2 �M 0(BT )An dieser Form erkennt man, da� auch die W�armekapazit�at nur von B=T abh�angt. Es ergibt sich, da�CV f�ur T ! 0 bzw. T !1 gegen Null strebt und im Zwischenbereich ein Maximum aufweist.In dem Bereich niedriger Magnetfelder / hoher Temperaturen, wo man die Curie-N�aherungM = NCBTbenutzen kann (C soll hier die Curie-Konstante bezeichnen), f�uhrt das aufCV = NC(BT )2109



7.2 Molekularfeldtheorie des FerromagnetismusDas Heisenberg-Modell beschreibt ein Gitter von Spins, die untereinander �uber dieAustauschwechselwirkung gekoppelt sind. Au�erdemwirkt auf die Spins ein externes Magnetfeld.Der Hamiltonoperator dieses Modells ist gegeben durchĤ = �Xj g�B ~̂Sj ~B �Xj;i Jji ~̂Sj ~̂Si(Beachte, da� die Vorzeichen hier so gew�ahlt sind, da� die Richtung des Spins und desmagnetischenMomentes �ubereinstimmen, so da� also gro�eWerte der Sz-Komponente bevorzugtwerden, wenn man ein B-Feld in positiver z-Richtung anlegt.)Die Indices laufen �uber alle Gitterpl�atze. Der erste Term im Hamiltonoperator stellt diepotentielle Energie der magnetischen Momente im B-Feld dar. Die Austauschwechselwirkungim zweiten Term f�uhrt dazu, da� die parallele Ausrichtung zweier Spins energetisch bevorzugtist, wenn die entsprechende Austauschkonstante Jji gr�o�er als Null ist. Bei Jji < 0 gibt esentsprechend eine Tendenz zur antiparallelen Ausrichtung.F�ur J � 0 hat man den bereits behandelten Fall freier Spins im Magnetfeld vorliegen. DasErgebnis f�ur den Erwartungswert < Ŝz > bei einem Magnetfeld, da� in z-Richtung orientiert ist,lautet: < Ŝz >= SBS(�Sg�BB)(S:Spin, BS : Brillouinfunktion zum Spin S)Dieses Ergebnis gilt nat�urlich f�ur den Wert von < Ŝz > an jedem Gitterplatz.Bei vorhandener Wechselwirkung zwischen den Spins (J 6= 0) wird das Problem sehr vielschwieriger. Die station�aren Zust�ande sind nicht etwa durch bestimmte Kon�gurationen vonup/down-Spins auf dem Gitter gegeben, sondern stellen komplizierte �Uberlagerungen solcherZust�ande dar.In der Molekularfeldn�aherung ersetzt man die Wechselwirkung durch ein "e�ektivesMagnetfeld", das die Austauschwechselwirkung pauschal durch einen von < Ŝ > abh�angigenTerm ber�ucksichtigt. Dann kann man das Ergebnis f�ur den Fall freier Spins anwenden, indemman dieses e�ektive Feld anstelle des dort auftauchenden externen B-Feldes einsetzt:Ĥ = �Xj g�B ~̂Sj ~B �Xj;i Jji ~̂Sj ~̂Si= �Xj g�B ~̂Sj  ~B + 1g�B Xi Jji ~̂Si!Wenn man nun die N�aherung ~̂Si =< ~̂Si >=< ~̂S > in dem Klammerausdruck einf�uhrt, dannwird dieser zu einer Konstante, dem sogenannten "e�ektiven Magnetfeld". Als "internen Anteil"bezeichnet man dabei den von der Austauschwechselwirkung herr�uhrenden Term. (Jedoch hatdie Austauschkopplung nichts mit der gegenseitigen Ausrichtung von magnetischen Dipolen inihrem Magnetfeld zu tun!)~Beff � ~B + 1g�B Xi Jji < ~̂Si >� ~B + 1g�B J(0) < ~̂S >Die Gr�o�e J(0) bezeichnet dabei die SummePi Jji. Aus dem Ergebnis f�ur freie Spins folgert mandann, da� bei Anwesenheit eines B-Feldes in z-Richtung der Erwartungswert von Ŝz gegeben istdurch < Ŝz >= SBS(�Sg�B(B + 1g�B J(0) < Ŝz >))(< Ŝx >=< Ŝy >= 0) 110



Dies stellt eine implizite Gleichung f�ur < Ŝz > dar. Man kann sich durch eine gra�scheKonstruktion einen �Uberblick �uber das Verhalten der L�osung bei verschiedenen Temperaturenverscha�en. Das ist hier dargestellt f�ur ein verschwindend geringes B-Feld in z-Richtung:
<Sz> ( linke Seite)

( in rechter Seite)
<Sz>

Gra�sche L�osung der "Selbstkonsistenzbedingung" f�ur< Sz > Die steileren Kurven geh�oren zu niedrigerenTemperaturen, die Kurve zur kritischen Temperaturist gestrichelt gezeichnet.
Die rechte Seite der Gleichung ist hier als Funktion von < Ŝz > aufgetragen, f�ur verschiedeneWerte der Temperatur. Die Gleichung ist erf�ullt f�ur denjenigen Wert von < Ŝz >, bei dem dieKurve die Diagonale schneidet (rechte Seite=linke Seite). F�ur hohe Temperaturen ist die Steigungder Kurve so ach, da� der einzige Schnittpunkt bei < Ŝz >= 0 liegt. F�ur T < TC mit einer"kritischen Temperatur" TC gibt es einen weiteren Schnittpunkt f�ur einen endlichen Wert von< Ŝz >. Das bedeutet, da� eine gegenseitige Ausrichtung der magnetischenMomente statt�ndet,auch ohne �au�eres Magnetfeld. Die kritische Temperatur wird gerade dann erreicht, wenn dieSteigung der Kurve im Ursprung 1 betr�agt: Dann f�allt die Tangente der Kurve im Ursprung mitder Diagonale zusammen (vgl. Diagramm).
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Verhalten des Mittelwerts der Spinkomponente Szin Abh�angigkeit von Temperatur und Magnetfeld.F�ur die Temperatur sind dimensionslose Einheitenverwendet worden, bezogen auf TC . Unterhalb TC�ndet man spontane Magnetisierung, die auch beiverschwindendem B-Feld vorhanden ist.Die Richtung, in die die Magnetisierung weist, ist nur bei endlichem (beliebig kleinem) Magnetfeld vorgegeben.Dann, wenn tats�achlich ~B = 0 gilt, sind aus Symmetriegr�unden zun�achst einmal alle Richtungen gleich m�oglich.Tats�achlich ergibt sich bei Rechnung mit der kanonischen Verteilung (ohne diese Molekularfeldn�aherung) ausdiesem Grunde immer M = 0 f�ur B = 0, egal wie niedrig die Temperatur ist. Dennoch zeigt sich in der Naturdas Verhalten, was qualitativ schon durch die Molekularfeldn�aherung beschrieben wird: Es gibt magnetischeMaterialien mit spontaner Magnetisierung unterhalb einer kritischen Temperatur. Bez�uglich des Verhaltens einesrealen Systems, das bei Unterschreiten von TC eine bestimmte Magnetisierungsrichtung "ausw�ahlt", spricht manvon "spontaner Symmetriebrechung".Um die kritische Temperatur in der Molekularfeldn�aherung zu erhalten, mu� man die Steigungder oben de�nierten Kurve im Ursprung berechnen. Aus der Entwicklung der Brillouinfunktionerh�alt man daf�ur: S(S + 1)3 1kT J(0)Bei der kritischen Temperatur ist diese Steigung gleich 1, also giltTC = S(S + 1)3k J(0)Die kritische Temperatur hei�t in diesem Fall (bei einem ferromagnetischen System) auch"Curie-Temperatur". 111



Verhalten der Magnetisierung oberhalb der kritischen TemperaturMit der Entwicklung der Brillouinfunktion (bzw. dazu �aquivalent: Verwendung des Curie-Gesetzes) ergibt sich f�ur schwache Magnetfelder:< Ŝz >= S(S + 1)3kT �g�BB + J(0) < Ŝz >�Das kann man nach < Ŝz > au�osen:< Ŝz > = S(S + 1)3k g�BBT � S(S+1)3k J(0)= S(S + 1)3k g�BBT � TCDie MagnetisierungM = Ng�B < Ŝz > betr�agt demnachM = NCT � TCB) � = NCT � TCHierbei ist C die bereits bei der Behandlung der freien Spins eingef�uhrte Curie-Konstante(C � (g�B)2S(S+1)3k ). Diese Formel f�ur die Magnetisierung/ magnetische Suszeptibilit�at wird als"Curie-Wei�-Gesetz" bezeichnet.In einer allgemeineren Schreibweise f�ur das Verhalten der Suszeptibilt�at � in der N�aheder kritischen Temperatur f�uhrt man einen sogenannten "kritischen Exponenten" derSuszeptibilit�at, , ein: � = C 0�T � TCTC ��F�ur die Molekularfeldn�aherung hat man o�enbar immer  � 1 (unabh�angig vom Gittertyp unddem genauen Aussehen der Kopplungskonstanten!). Experimente und bessere Rechungen ergebendavon (nach oben) abweichende Werte.Spontane Magnetisierung unterhalb der kritischen TemperaturUm die Temperaturabh�angigkeit der spontanen Magnetisierung unterhalb der kritischenTemperatur zu bestimmen, verwendet man die Entwicklung der Brillouinfunktion bis zur drittenOrdnung: < Ŝz >� S(S + 1)3kT J(0) < Ŝz > � 145S (2S + 1)4 � 1(2S)4 � SkT J(0) < Ŝz >�3Division durch < Ŝz > ergibt eine Gleichung f�ur < Ŝz >2. Zur Vereinfachung benutzt man dabeidie oben schon berechnete kritische TemperaturTC = S(S + 1)3k J(0)Das f�uhrt auf < Ŝz >2= �TC � TTC �� TTC�2� 310 S2 + (S + 1)2S2(S + 1)2 ��1112



F�ur T � TC (also knapp unterhalb der kritischen Temperatur - nur dort ist diese Entwicklungg�ultig) ist der zweite Term in erster Ordnung konstant und man erh�alt:< Ŝz >� b� 12 �TC � TTC �1=2(b bezeichnet den oben auftauchenden konstanten Faktor)Auch hier f�uhrt man einen kritischen Exponenten (f�ur die Magnetisierung) ein:M =M0�TC � TTC ��
TC

M TC-T
TC

___
β

~M

TIn der Molekularfeldn�aherung gilt hier � = 12 . Die tats�achlichen Werte liegen darunter.F�ur die Energie �ndet man in der Molekularfeldn�aherung:E = �Ng�BBeff < Ŝz >= �Ng�BB < Ŝz > �NJ(0) < Ŝz >2Daraus erh�alt man die W�armekapazit�at CB bei konstantem Feld B � 0:CB = @E@T = �NJ(0)@ < Ŝz >2@TOberhalb der kritischen Temperatur ist das gleich Null, weil dort keine spontane Magnetisierungvorliegt (< Ŝz >� 0). Unterhalb TC kann man f�ur T � TC die N�aherung< Ŝz >2= TC � TTC � TTC �2 b�1benutzen (siehe oben). Das bedeutet (in dieser N�aherung) eine konstante W�armekapazit�at f�urT � TC : CB � NJ(0)bTCAllgemeiner kann man auch hierf�ur ein Potenzgesetz mit einem kritischen Exponenten � bzw.�0 formulieren: CB = const � jT � TCTC j��=��0Der Exponent ist dabei entweder � oder �0, je nachdem ob T > TC oder T < TC . In derMolekularfeldn�aherung ist � � �0 � 0.
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