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1 Grundlagen der Thermodynamik

1.1 Einige Begriffe
Die Thermodynamik und die Statistische Physik betrachten makroskopische Systeme mit sehr
vielen (mikroskopischen) Freiheitsgraden.

Zur Bezeichnungsweise:

e Abgeschlossene Systeme: Keine Wechselwirkung mit der Umgebung (weder Materie-
noch Energieaustausch)

e thermisch isolierte Systeme: Kein Materieaustausch oder Wirmeiibertrag, aber
Arbeitsleistung méglich
¢ Offene Systeme: Materie- und Energieaustausch mit der Umgebung
In der Thermodynamik werden zur Beschreibung eines Systems makroskopische Grofien
verwendet, die als Mittelwerte von mikroskopisch definierten Gréfien aufzufassen sind oder
- wie die Entropie - nur fiir makroskopische Systeme definiert werden koénnen. Beispiele

thermodynamischer Groflen: Druck p, Volumen V, Energie E, Temperatur T, Entropie S,
Stoffmenge N, chemisches Potential i, Magnetisierung, spezifische Warme, ...

¢ Extensive Groéflen sind proportional zur Teilchenzahl: V. E, S, ...

¢ Intensive Groflien sind nicht proportional zur Teilchenzahl: T, p, p, ...

Einige Grofen lassen sich direkt aus mechanischen/mikroskopisch definierten Grofien ableiten
(E, V, N, ...), andere sind nur fiir makroskopische Systeme definiert (S, T, p, ...).

Ein abgeschlossenes System befindet sich im thermodynamischen Gleichgewicht, wenn sich
die thermodynamischen Gréfien zeitlich nicht dndern.

Mikroskopisch finden auch im thermodynamischen GGW Verdnderungen statt.

”Nullter Hauptsatz”: Wenn System A sich im thermodynamischen GGW mit B befindet, und
B im GGW mit C ist, so sind auch A und C miteinander im GGW.

1.2 Die Hauptsitze der Thermodynamik

Der Erste Hauptsatz ist der Energieerhaltungssatz:

In einem abgeschlossenen System (kein Energieaustausch mit der Umgebung) bleibt die innere
Energie E erhalten:

E = const

Wenn an dem System von aufien mechanische Arbeit AA verrichtet und Warme AQ zugefiihrt
wird, so gilt:

dE = AA+ AQ

?dE” ist hierbei die Anderung der thermodynamischen Zustandsgréfe E, wihrend AA, AQ
die (kleinen) Betrage an zugefiihrter mechanischer Arbeit bzw. Wirmeenergie sind. Arbeit und
Wiérme sind keine Zustandsgrofien.

Unter zugefiihrter mechanischer Arbeit versteht man dabei die Energieerh6hung des Systems
aufgrund der Anderung von (makroskopischen) mechanischen Freiheitsgraden. Nach dem
” Adiabatensatz” produziert eine sehr langsame, ” quasistatische” Anderung dieser Freiheitsgrade
(bezeichnet mit x;) keine Warme. Es gilt dann fiir die Energieanderung des Systems:



dE = Z gf, de; = — ZIxzdlz

Das letzte Gleichheitszeichen definiert die ”generalisierten Krifte” K;. Die generalisierte Kraft
beziiglich des ”Freiheitsgrades” Volumen V ist der Druck p. In dieser Schreibweise lautet der
Erste Hauptsatz folgendermafien:

dE = AQ =) Kidu;

Diese Form gilt jedoch nur fiir quasistatische Andorungon, die so langsam ablaufen, dafl das
System zu jedem Zeitpunkt als im thermodynamischen GGW befindlich angesehen werden kann.

Der Zweite Hauptsatz stellt eine weitere Einschrankung der in der Natur méglichen Prozesse
dar. Bei diesen muf} nicht nur die Energie erhalten bleiben, sondern es gilt zuséitzlich:

Es gibt eine extensive Zustandsgrofe S=S(E,V.N,...), genannt ” Entropie”, die bei allen in einem
abgeschlossenen System ablaufenden Prozessen nicht abnehmen kann.

Dazu dquivalente Formulierungen sind:

Es gqibt keine periodisch arbeitende Maschine, die keine andere Verdnderung in der Welt
hervorruft, als Wirme von einem kalten zu einem warmen Kérper zu dberfihren. (Clausius)

Es gibt keine periodisch arbeitende Maschine, die nur Wirme in Arbeit umwandelt. (Kelvin)

Eine solche Maschine wiirde man als ”Perpetuum mobile 2. Art” bezeichnen. Der Zweite
Hauptsatz verneint demnach die Existenz einer solchen Maschine.

Wenn in einem abgeschlossenen System ein Prozefl mit dS > 0 ablduft, so ist der umgekehrte
Prozefl durch den Zweiten Hauptsatz verboten, der Prozef} ist also irreversibel. Wenn dagegen
dS = 0 gilt, so ist auch der umgekehrte ProzeB prinzipiell méglich, es liegt ein reversibler
Prozef vor.

Fine Folge des Zweiten Hauptsatzes ist:

Im thermodynamischen GGW nimmt S ein Maximum an, unter Beriicksichtigung der gegebenen
Randbedingungen (z.B. Energieinhalt, Volumen des Systems).

Die Entropie ist eine nichtmechanische Grofle, die nicht fiir mikroskopische Systeme definiert
werden kann. Alle anderen nichtmechanischen Grofien (T,p,u, ...) sind aus S herleitbar.

Der Dritte Hauptsatz (Nernst’sches Theorem), besagt, daB die Entropie jeder Substanz
gegen Null geht, wenn die Temperatur bei ansonsten festen Bedingungen gegen Null strebt.
(Dies wird in der Statistischen Physik begriindet: Am absoluten Nullpunkt ist das System im
quantenmechanischen Grundzustand, d.h. die statistische Verteilung ist auf diesen einzigen Zu-

stand konzentriert)

1.3 Temperatur, Druck, chemisches Potential

Die Temperatur

Betrachtet wird ein abgeschlossenes System aus zwei Teilsystemen, die miteinander im
thermischen Kontakt stehen. Damit ist Wiarmeaustausch mdoglich. Die Volumina und
Teilchenzahlen (sowie evtl. weitere Parameter) seien jedoch fest.

Aus dem Ersten Hauptsatz folgt, daB hier fiir die Energieinderungen der Teilsysteme beim
Wirmeaustausch gilt: dE; = —dFE,. Die Extensivitét der Entropie bedeutet, dafl die Entropie
des Gesamtsystems gleich der Summe der Entropien der Teilsysteme ist:

S'=51(E) + S2(Ey)



Im Gleichgewicht muf fiir alle méglichen Prozesse gelten: dS = 0. Hier bedeutet das, dafl beim
Wirmeiibertrag die Entropie des Gesamtsystems sich in erster Ordnung nicht &ndert:

. _ 08 a5, B
0 = dS= E)EldE1+ @EQdEZ_

S, 05
= (222 -2 \aE
(aE1 6E2> !

Im GGW mufl demnach (als notwendige Bedingung!) gelten:

05, _ 05,
OE, ~ OE,

Dies benutzt man zur Definition der absoluten (thermodynamischen) Temperatur:

o5y _1
90E ),y T

Damit ergibt sich, dafl im thermodynamischen GGW die Temperaturen von miteinander im
Kontakt befindlichen Kérpern einander gleich sind.

Eichung (Festlegung der Temperaturskala):

Die Temperatur des Tripelpunktes (1) von H»O,
in dem die feste, fliissige und gasférmige Phase
gleichzeitig miteinander im GGW sind, wird auf

T=273,16K

festgelegt.

Wenn die Temperaturen verschieden sind, wird Wirme vom einen zum anderen Kérper flieflen.
Die Richtung dieses Warmestromes ist dadurch festgelegt, dal bei dem Prozef3 die Entropie des
Gesamtsystems zunehmen muf3:

a8, 05, 1 1.
dsS = 22 dE, + 222dE, = (— — —)dE
0<dS 9E, 1+8E2 2 = (; JdEy

Fir T, < T5 ist der Ausdruck in der Klammer positiv, so dafl auch dF); positiv sein muf}: Die

Wirme fliefit vom heifien Kérper (héhere Temperatur T5) zum kélteren (niedrigere Temperatur

Tl).

Der Druck

Aufler Wirmeaustausch soll nun auch eine Volumenverdnderung der Teilsysteme méglich sein,
wobel gilt:

dVy = —dV,

Die Volumenzunahme des einen Systems ruft also eine gleich grofie Volumenabnahme des anderen
Systems hervor (z.B. beweglicher Stempel, der die Gasvolumina trennt). Dann erhilt man als



notwendige Bedingung fiir das thermodynamische GGW des Gesamtsystems:

0S, 95
= as= (&L _22) g
0 s (aEl 8E2>( vt

05, 05\
~ 922 gy
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Die erste Klammer ist genau dann Null, wenn 7} = 15 gilt: Das ist wieder die oben schon
abgeleitete Gleichgewichtsbedingung fiir die Temperaturen. Mit, der Definition des Druckes

oS
p=T (—)
oV ) pn

wird die Bedingung an das Verschwinden des zweiten Klammerausdruckes zu

pL_ P _ P
T, 15 T

Der Druck in angrenzenden Korpern, deren Volumen auf die beschrieben Weise verdndert werden
kann, ist im thermodynamischen GGW gleich.

Das chemische Potential

Wenn nun auch Teilchenaustausch zugelassen ist, (\/’er}inderung von Ny, Ny mit dN; = —dNy),
so ergibt sich aus dS = 0:

95, _ 05,

ON,  ON,

Mit der Definition des chemischen Potentials

a8
pu=-T (—/_)
ON ) pv

ist das dquivalent zu

M = 2
Mit diesen drei Definitionen gilt:

dEE  p no
dS = — + =dV — =dN
S T -I-T ! T

Daraus erhalt man fiir das totale Differential der inneren Energie E(S,V,N):

dE =TdS — pdV + pdN

Diese Relation kann jedoch nur angewendet werden, wenn das System wihrend des
betrachteten Prozesses tatsichlich stindig im thermodynamischen GGW bleibt (" quasistatische
ProzeBfithrung”). Nur dann ist die Energie eine eindeutige Funktion von S,V,N. Nur dann kann
man also auch schreiben

AQ = TdS



Fiir irreversible Prozesse gilt dagegen, dafy die Entropie des Systems stédrker zunehmen kann, als
es alleine durch die Warmezufuhr gegeben wire:

TdS > AQ

Die Formulierung des Ersten Hauptsatzes in der Form dE = AA 4+ AQ ist dagegen
allgemeingiiltig.

Mit dieser Beziehung fir dE kann man Temperatur, Druck und chemisches Potential nun auch
als Ableitungen der Energie E schreiben (in dieser Form werden sie meistens gebraucht):

9E
T = (==
(as)uN
O
y = — | =—
! V) s x

oF
N/, .

1.4 Spezifische Grofien, Gibbs-Duhem-Relation

7

Wenn man extensive Gréfien durch die Teilchenzahl dividiert, kommt man zu den sogenannten
spezifischen Groflen. Diese werden i. allg. durch einen kleinen Buchstaben gekennzeichnet:

V. _E _S§
CTNCTNTTN

Bei der Berechnung des totalen Differentials einer spezifischen Gréfie mufi man bedenken, dafl
auch die Teilchenzahl zu differenzieren ist.
Zum Beispiel erhilt man aus der Extensivitat der Entropie:

E V

N) = Ns(=, —
S(E.V.N) = Ns(5. %)

Wenn man in dieser Beziehung auf beiden Seiten das totale Differential nimmt, so ergibt sich:

1 -
TdE+wi2-%mvz

T
ds E Os V
= N—d(= N—d(—= sdN
g1 )+ N g t) + o
s Os Os E gs =V
= —dE+4+ —dV+4+(s+ N— - (——=)+ N— - (=))dN
Oe +8L7 VAls+ Oe ( N?)+ v (N2 )
Koeffizientenvergleich beider Seiten fithrt auf
10
T  Oe
po_ 9
T  Ov
ko Os  Os
T Oe  Ov

Die letzte Gleichung wird als ”Gibbs-Duhem-Relation” bezeichnet.

Die ersten beiden Gleichungen legen das Differential ds fest:

1
ds = Tr]e + %d?:



1.5 Satz von Euler iiber homogene Funktionen

FEine Funktion mehrerer Variablen mit der Eigenschaft

Fxr, . .o Az,) = A" (e, ..o, xn)

heiflt homogene Funktion m-ten Grades (man kann also einen gemeinsamen Faktor aller
Argumente vor die Funktion ziehen, wo er in der m-ten Potenz erscheint). Wenn man diese
Gleichung nach A ableitet und anschliefend A = 1 setzt, erhilt man

Dies ist der Satz von Euler tiber homogene Funktionen. In der Thermodynamik braucht man
den Spezialfall einer homogenen Funktion ersten Grades. Z.B. gilt fiir die Entropie bei einem
homogenen System (aus der Extensivitat):

S(AE,AV,AN) = AS(E,V,N)

S ist also eine homogene Funktion ersten Grades. Der Satz von Euler besagt dann, dafl

() £o(Z) va(Z) w-s
OE )y v oV E,N 01 EV
E Vp M
AR S Vo R
“TtT 7T s

Daher gilt auch
E(S,.V,N)=T8 —pV + uN

Die daraus ableitbaren Folgerungen fiir andere thermodynamische Potentiale findet man im
"Uberblick iiber die thermodynamischen Potentiale” (1.6.7).

Ein Beispiel einer Situation, wo S(E,V,N) nicht eine homogene Funktion darstellt, ist ein
Fliissigkeitstropfen: Wenn man bei diesem Teilchenzahl, Energie und Volumen verdoppelt, so wird
die Entropie nicht einfach verdoppelt. Es gibt ndmlich noch einen von der Oberfliche abhéingigen
Anteil, der damit nicht proportional zum Volumen ist. Das System ist nicht mehr homogen, wenn
Oberflacheneffekte wichtig werden.

1.6 Die thermodynamischen Potentiale
Fiir viele Rechnungen in der Thermodynamik erweist es sich als zweckméfig, statt der inneren
Energie E(S,V,N) andere thermodynamische Potentiale zu betrachten, die genauso wie die

Energie Zustandsgrofien sind, aber von anderen ”"natiirlichen Variablen” abhéngen. Der Ubergang
zwischen diesen Grofien erfolgt mit Hilfe der ”Legendre-Transformation”.

1.6.1 Die Legendre-Transformation

Eine Funktion f(x,y) hat das totale Differential



Die beiden partiellen Ableitungen sind dabei wieder Funktionen von x und y:

of _ or _ .,
B = g(z,y) und 9y = h(z,y)

Durch den Ansatz einer neuen Funktion F in der Form F' = f — ga gelangt man zu dem totalen

Differential von F auf folgende Art ("Legendre-Transformation” ):

dF = d(f — gx) = gde + hdy — gdx — xdg = —xdg + hdy

Wenn man also F nicht als Funktion von x.,y, sondern als Funktion von g, y auffalt, sind die

partiellen Ableitungen von F(g.,y) einfach durch -x bzw. h gegeben.

1.6.2 Die freie Energie F

Mit Hilfe der Legendre-Transformation gelangt man von der Energie E(S,V) zu einer neuen

Funktion, die von den Variablen T,V abhingt:

dE TdS — pdV
=>dE-TS) = TdS—pdV —TdS — SdT = —-SdT — pdV

Die Funktion F = F(T,V) = E — TS hat also die partiellen Ableitungen

OF
(ﬁ)v = °

oFN
ov), — 7"

F  wird freie Energie genannt. (Zur Bedeutung siehe den Abschnitt zu
Gleichgewichtsbedingungen)

1.6.3 Enthalpie H
Fir die durch H = E + pV erklérte Funktion hat man folgendes totales Differential:
dH = d(E+pV) =TdS — pdV + pdV + Vdp = TdS + Vdp

Die Enthalpie H(S,p) hat demnach die partiellen Ableitungen

aH)
P = 7T
(as ,

(), -
op /¢

1.6.4 Freie Enthalpie G
G=FE-TS5+ pV, also:
dG=d(E—-TS+pV)=TdS — pdV — TdS — SdT + pdV + Vdp = —SdT + Vdp

Die Ableitungen der (”Gibbsschen”) freien Enthalpie lauten also:

oG
<0T)p =
=), -
op )

den



1.6.5 Thermodynamisches Potential im grofikanonischen Ensemble
Bisher betrafen die Umformungen nicht die Abhéngigkeit von der Teilchenzahl; in den
totalen Differentialen von E,FH,G taucht immer der Term +4updN auf, wenn man eine

Teilchenzahlanderung zuldft. Man kann jedoch auch eine Legendre-Transformation beziiglich
dieser Abhingigkeit von N ansetzen und erhilt mit

b=FE-TS—uN
das thermodynamische Potential im gro3kanonischen Ensemble:
dd = d(E—-TS — uN)

= TdS —pdV + udN —TdS — SdT — udN — Ndu
= —=5dT — pdV — Ndp

1.6.6 Ein Beispiel zur Umrechnung thermodynamischer Potentiale

Gegeben sei die freie Enthalpie G(T,p, N). Gesucht ist die innere Energie E(S,V,N). Zuerst
beschafft man sich 5.V als partielle Ableitungen von G:

oG
S(T,p, A/Y) = - <_)
or p,N
oG
V(T,p.N) = (&
( b ) (ap)T,zV

Man hat somit S,V als Funktionen von T.,p.N gegeben. Diese beiden Gleichungen 16st man jetzt
nach T,p auf:

= T(S,V,N)
p = p(S.V.N)

Mit G = E—TS + pV erhilt man als Endresultat
E=G+TS=pV =G(T(S,V.N),p(S,V.N).N) + T(S,V.N)S = p(S,V, )V

1.6.7 Uberblick iiber die thermodynamischen Potentiale

Grofie Name Differential
E(S,V,N) (iunere) Energie dE =TdS — pdV + udN
S(E V,N) Entropie dS = £dE + £dV — £dN
F(T,VVN)=E-TS Freie Energie dF = =5dT — pdV + pdN
H(S,p,N)=FE +pV Enthalpie dH =TdS + Vdp + pdN
G(T,p,N) = E—TS+pV | Freie Enthalpie dG = =5dT + Vdp + pdN
(T, V,u) = E—TS—uN | thermodyn. d® = —-5dT — pdV — Ndu
Potential im grof3-
kanon. Ensemble

10



Aus dem Satz von Euler iiber homogene Funktionen (1.5) erhélt man folgende Aussagen:

E = TS—pV+uN

6 - E, Vo N
T T T

F = —pV+uN

H = TS+4+uN

G = uN

® = —pV

Insbesondere ist also die spezifische freie Enthalpie g gleich dem chemischen Potential .

Achtung: Nur bei Kenntnis der Abhéingigkeit eines thermodynamischen Potentials von seinen
natiirlichen Variablen kann man alle thermodynamischen Gréfien des Systems berechnen. Die
Beziehung ® = —pV reicht z.B. nicht aus, denn die natiirlichen Variablen von @ sind nicht
p,V, sondern T, V, u. (Sonst wire ja auch dieses Potential fiir jedes thermodynamische System
dasselbe.)

1.7 Die Maxwell-Relationen
Aus der Tatsache, daf}

dE =TdS — pdV

ein totales Differential der Funktion E(S, V) darstellt, folgt, daB notwendigerweise

arN __ (o
). \as),

. S . . 2 2
gilt (" Integrabilititsbedingung” aus % = %)

Genauso gilt wegen dH = d(E + pV) = TdS + Vdp:

op)s \0S »
Und fiir dF = d(E — T'S) = —SdT — pdV:

o5\ _ (o

ov), \or/,

Dasselbe kann man auch fiir das totale Differential der freien Enthalpie dG = d(E—TS5 +pV) =

—8dT + Vdp anwenden:
05\ __(av
op/)r N oT v

Wenn man auch die Teilchenzahlinderung betrachtet, so folgt zum Beispiel aus dE = TdS —
pdV + pdN (zusétzlich zur oben angegebenen Relation):

()., - (&)

ON ) v 95 ) . x

-(),. - &)
ON ), V) n
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Genauso kann man sich aus den totalen Differentialen fiir die anderen thermodynamischen
Potentiale weitere Bedingungen dieser Art herleiten. Diese heiflen allgemein ”Maxwell-
Relationen”.

Zur praktischen Anwendung: Angenommen, in einer Rechnung taucht die Ableitung einer Grofle wie T, S, V, p, u, N
nach anderen solchen Gréflen auf und man mochte die unabhéngige Variable, nach der abgeleitet wird,
"auswechseln” (z.B. um auf eine bekannte Formel fiir spezifische Wiarme, Kompressibilitat etc. zu kommen).
Zu der Variablen, nach der abgeleitet wird, und zu den restlichen, die dabei konstant gehalten werden, gibt es ein
thermodynamisches Potential, dessen "natiirliche Variablen” dadurch gegeben sind. Dessen totales Differential
schreibt man sich auf, um dann nach dem iiblichen Schema vorzugehen: "df=A dx + B dy, also Ableitung von A
nach y gleich Ableitung von B nach x”.

1.8 ”Statische Suszeptibilititen”

Die Wirmekapazitit eines Systems gibt die Wiarmemenge an, welche zur Temperaturerhéhung
um ein K zugefiihrt werden mufl. Die Wéarmekapazitit hingt davon ab, unter welchen
Bedingungen dieser Prozefi abliuft: Wenn der Druck wihrend der Warmezufuhr konstant
gehalten wird, so bedeutet das eine Ausdehnung des Systems. Die zugefithrte Wirmemenge
wird also auch noch teilweise zur Arbeitsleistung gegen den Auflendruck verwendet, so dafi die
Wirmekapazitit bei konstantem Druck C), grofer ist als die Warmekapazitit bei konstantemn
Volumen, Cy .

oS OF *F
Cv=T[= = |lz5) =T+
i <8T) v (ar) v oT?
[0S OH 2G
=T (8_T) = (a—T> =T

Die Kompressibilitit gibt an, welche relative Volumenidnderung sich bei Druckerhéhung (bzw.
-erniedrigung) ergibt. Auch in diesem Fall kommt es darauf an, unter welchen Bedingungen die
Kompression stattfindet: adiabatisch (ks) oder isotherm (k).

_L (v
vV \ap).

1o
ro= V\dp ),

Der Ausdehnungskoeffizient (fir das Volumen) gibt die relative Volumeninderung bei
Temperaturerhthung unter konstantem Druck an:

1 (ov
v\er),

Die magnetische Suszeptibilitét gibt die Anderung der Magnetisierung M bei Erhéhung des
Magnetfeldes H (bei konstanter Temperatur) an (siche dazu ” Thermodynamik im Magnetfeld -

Magnetische Energie”, 3.1)
_ (OM
XM = oH ),

Man beachte: Die verschiedenen angegebenen Suszeptibilitdten sind nicht unabhingig. Aus den
Maxwell-Relationen (1.7) ergeben sich Abhéngigkeiten (siche 1.10).

Rs

«
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1.9 Die Jacobi-Determinante

Es seien zwel Funktionen f,g von zwei Variablen x,y gegeben. Wenn man (f,g) als die beiden
Komponenten einer vektorwertigen Funktion F von x.y auffafit, dann ist

ar  of

_ Ox 01
DE=1 %9 o
ox oy

die Funktionalmatrix (Jacobi-Matrix) dieser Funktion F.
Nach der Kettenregel fiir vektorwertige Funktionen kann man die Funktionalmatrix einer
zusamunengesetzten Funktion H(z,y) = G(F(#,y)) als Produkt der Funktionalmatrizen von
G und F schreiben: DH = DG DF. Diese Eigenschaft ist wichtig fiir die sogenannte Jacobi-
Determinante, d.h. die Determinante der Funktionalmatrix:

2l 2}
o5.9) _ l £ 4 ]

99 99

ox oy
Eigenschaften der Jacobi-Determinante

Eine Determinante wechselt ihr Vorzeichen bei Vertauschung zweier Spalten:

f,g) _ _9(f.9)

w,y) Ay, x)

Weil fiir zwei Matrizen A.B gilt det(AB) = det(A)det(B), hat man fiir die Jacobi-Determinante
folgende Kettenregel:

af,a) _ A(f,q9) O(u,v)
Nr,y)  O(u,v)d(x,y)

Einen Spezialfall dieser Kettenregel erhilt man, wenn man ausnutzt, dafi die Hintereinander-
ausfiihrung der Funktion und ihrer Umkehrfunktion die Identitit (mit der Einheitsmatrix als

Funktionalmatrix) ergibt:

o))

a(f,g) O(,
Iz, y) O(f

<
=

1=

S
&

Auflerdem kann man partielle Ableitungen mit Hilfe der Jacobi-Determinante schreiben:

o= ().

1.10 Beziehung zwischen den Wiarmekapazititen

Man kann die Wiarmekapazitit bei konstantem Druck, Cp, durch diejenige bei konstantem
Volumen, C'y, ausdriicken. Dazu geht man unter Benutzung der Jacobi-Determinanten zuerst auf
die unabhingigen Variablen T,V (statt T,p) tiber und verwendet dann eine Maxwell-Relation,
um statt einer Ableitung der Entropie eine Ableitung des Druckes zu erhalten:

o5\ _ 0(S.p) _
T( )p_Ta(T,p)_

c,




Hierdurch ist der Zusammenhang zwischen C), und Cy gegeben, wenn man die Zustandsgleichung
kennt. Insbesondere folgt aus der Tatsache, daf die isotherme Kompressibilitidt immer positiv ist
(siehe den Abschnitt zu den Stabilitdtsbedingungen, 1.14), folgende Ungleichung:

Op
- 0
<0V) T <
Also gilt immer:

C,, > Cly

Die Wiarmekapazitidt bei konstantem Druck ist gréfler als die Warmekapazitit bei
konstantem Volumen. (Man muf} bei der Erwarmung unter konstantem Druck fiir dieselbe
Temperaturerhthung mehr Warme zufiihren, weil ein Teil davon als mechanische Arbeit gegen
den Stempeldruck bei der Expansion verbraucht wird)

Fiir ein ideales Gas mit pV = NkT kann man den Zusammenhang explizit angeben:

—NET _, Nk . B}
Cp=Cy = T(—=7—) " (57) =Cv + Nk
Mit Hilfe der Definitionen von isothermer Kompressibilitit spr = —‘L (%) und
) T
Volumenausdehnungskoeffizient o = ‘i (g—‘})p kann man die Beziehung zwischen C),, und Cy

anders formulieren, nach einer kurzen Nebenrechnung:

(O_P) _ owV) _ o V) op,T)

oT ANT.V)  o(p.T)oT.V)

_ _(@) (@)
ar ) \av ),

Damit gilt:

Op 9
» = Cy =T —Va
C], CV (a‘r) - ( Q)
a?
=0, = Cv+VI—
KT

1.11 Das ideale Gas

Bei nicht zu grofien Dichten und nicht zu niedrigen Temperaturen gilt fiir Gase angendhert
folgende Zustandsgleichung, die Zustandsgleichung des ”idealen Gases”:

pV = NET

Die Isothermen des idealen Gases (Linien mit T=const) im pV-Diagramm sind gleichseitige

Hyperbeln:
P &
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In der Statistischen Physik wird gezeigt, dafl diese Zustandsgleichung fiir ein System aus N nicht
wechselwirkenden Teilchen gilt, die sich in einem Kasten des Volumens V nach den Gesetzen
der klassischen Mechanik bewegen. In der Realitdt hat man natirlich erstens Wechselwirkung
zwischen den Teilchen und zweitens mufi man die Gesetze der Quantenmechanik beachten
(insbesondere also die Besonderheiten bei einem idealen Gas aus Bosonen oder Fermionen).
Beides spielt aber im Grenzfall niedriger Dichten und héherer Temperaturen keine Rolle: Dann
sind die Teilchen im Mittel so weit entfernt, dafl die Wechselwirkung in erster N&herung
vernachliassigt werden kann. Auch die Quanteneffekte werden bei geringen Dichten (und
gleichzeitig nicht zu niedrigen Temperaturen) unwesentlich, weil es dann im Mittel pro Teilchen
viele unbesetzte Einteilchenzusténde gibt und eventuelle Mehrfachbesetzung eines Zustandes (die
bei Fermionen ausgeschlossen wire) deshalb keine Rolle spielt. (Vgl. die Abschnitte ”Klassische
statistische Mechanik des idealen Gases”, 5.3; "Reale Gase (klassisch): Virialentwicklung”, 5.5;

"Ideales Fermi-/Bose-Gas”, 6.2)

Die Zustandsgleichung allein reicht aber nicht aus, um alle thermodynamischen Gréfien des
Systems zu berechnen. Wenn man feste Teilchenzahl voraussetzt, so braucht man noch z.B. die
Angabe der spezifischen Warme, um ein thermodynamisches Potential (z.B. E(S,V)) bestimmen
zu kénnen.

Da Cy die Ableitung der Energie nach der Temperatur bei konstantem Volumen angibt, kann
man aus Kenntnis von Cy (T, V) die Energie E(T,V) bestimmen, wenn man zusitzlich noch die
Abhéngigkeit der Energie vom Volumen berechnet:

<6E)’T - 21y

v
o8
= —p+T (=

p (aV)T

NE
= 1+l

= —p+p=0

(Dabei wurden die Maxwellrelation (g‘f)T = (3—17’) und die Zustandsgleichung benutzt)
\4

Die Energie des idealen Gases hingt also nicht vom Volumen ab! Das gilt natiirlich erst recht fiir
die Warmekapazitat Cy als Ableitung der Energie.

So ergibt sich die Energie in Abhéngigkeit von der Temperatur aus Kenntnis der Funktion Cy (T'):

T

E =E(T)=E(T) —|—/CV(T')(]T’
Ty
Die Entropie erhilt man wegen
[ Cv(T)
or ),

95Y  _ (dp) _ Nk
o), ~ \oT),  V

zu

. v
Oy (T Nk
S(T,V) = / ‘T(/ Jar + / 7V + 5(To,V0)
T, Vo
T. C T/ Lr
/ L(ZT’ + Nk In(—) + S(Tp, Vo)
T Vo
T
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Weil man jetzt S(T,V) kennt, kann man im Prinzip die Gleichung S = S(T,V) nach T
auflosen (T' = T(S,V)) und das in E(T) einsetzen, um E(S,V) zu erhalten. Weil E(S,V) ein
thermodynamisches Potential, ausgedriickt in seinen natiirlichen Variablen ist, kennt man damit
alle interessierenden Groéfien des Systems - bei fester Teilchenzahl.

Wenn man speziell ein System aus Atomen hat, die weder rotieren kénnen noch sonstige innere
Freiheitsgrade haben, dann ist ihre Wirmekaparzitit nach dem Gleichverteilungssatz (5.2):

3
C’V (T) = 5[\[}%’

(Allgemeiner steht statt % der Ausdruck E,* wobei f die Anzahl der Freiheitsgrade der Teilchen

angibt. Dabei mufl es sich um quadratisch in die Hamiltonfunktion eingehende kanonische
Variablen handeln.)

Es gilt in diesem Fall also

E= §NL?T
2

Nun kann man die Entropie des idealen Gases explizit berechnen, entweder nach der oben
angegebenen Methode oder in dieser Form:

dE = TdS —pdV =
1 D
dS = =dE+ =dV
T + T
13 Nk
= —==NkdT av
T2 + 1% !

= S(T,V)

3T :
51\’].? lnﬁ + Nk ]77,% + 5(71(],‘/())

Man erkennt hieran: Die Entropie des idealen Gases nimmt zu bei isothermer Ausdehnung und
isochorer (V=const) Temperaturerhchung. Durch die Kenntnis von S ist es jetzt auch méglich,
die adiabatische Ausdehnung (keine Warmezufuhr, S=const) zu behandeln. Um das Ergebnis

gleich in allgemeinerer Form angeben zu kénnen, steht im folgenden Cy statt %Nk:

T \%
S=CyvIln—+ NklIn— +5(To, Vo) = const
Ty Vo
T \%
= C\/’ lnT—O + NEk In v = const
Cy
=T~V = const

Welil fiir das ideale Gas gilt C'p = C'v + Nk, kann man das auch als

Cy
TTr-vV

= const
Cp-Cy
STV ov = const
e TVl = const
schreiben. Dabei wurde der sogenannte Adiabatenexponent v = (C—f’ = % cingefiihrt. Bei

einem adiabatischen Prozef} gilt fiir das ideale Gas demnach:

TV'~Y = const
< pV? = const
& T]o%r*l = const
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In den folgenden pV-Diagrammen sind die Adiabaten und Isothermen fiir einen Adiabaten-
exponenten v = % (links) bzw. v = % (rechts) gezeigt. Die Adiabaten (durchgezogene
Linien) verlaufen immer steiler als die Isothermen (gestrichelt). Das linke Bild entspricht einem
einatomigen Gas (3 translatorische Freiheitsgrade), das rechte einem Gas aus zweiatomigen
Molekiilen (3 translatorische und 2 rotatorische Freiheitsgrade).

Die Abhéingigkeit der Entropie von der Teilchenzahl
Oben wurde die Entropie des idealen Gases bei fester Teilchenzahl abgeleitet. Wenn man diese

als verdnderlich zuldfit, mufl man allgemein schreiben:

T
el /
S(T,V.N) = / %dr + Nk In(

To

N
%
7

L()

)+ S(T, Vo, N)

Es ist also die Funktion S(Zp, Vo, N) zu bestimmen, die die Abhangigkeit der Entropie des idealen
Gases von der Teilchenzahl angibt (zusétzlich zu der in den ersten beiden Termen steckenden
Abhéngigkeit). In der Statistischen Physik wird gezeigt, dafl

S(Ty, Vo, N) = const N — Nk InN

gilt (siehe 5.3). Der letzte Term kommt von der Ununterscheidbarkeit der Teilchen des Gases.

Zusammenfassung

Die Zustandsgleichung des idealen Gases lautet: pV = NET

Aus der Zustandsgleichung folgt: Die spezifische Wirme und die Energie des idealen Gases
héngen nicht vom Volumen ab. Wenn speziell die spezifische Warme konstant gleich k‘% ist
(Gleichverteilungssatz), dann gilt: E = %NkT

Die Entropie betragt dann S = %Nk? ln% + NE lnc—; + S(To, Vo, N) , mit S(Tp, V5, N) =
const N — Nk InN.

Mit dem Adiabatenexponent ~v = (C—€ = f_}rz gilt fiir adiabatische Expansion eines idealen Gases
die Adiabatengleichung: pV'7 = const

1.12 Der Joule-Thomson-Prozef}

Beim Joule-Thomson-Prozefl dndert sich die Temperatur eines Gases durch Expansion. Anders
als bei der adiabatischen Expansion, die auch beim idealen Gas zur Abkiihlung fiihrt, ist der
Joule-Thomson-Effekt (Abkiihlung oder Erwirmung!) nur bei realen Gasen zu beobachten.

Vi

—p
pl e,




Eine Gasmenge, die sich bei Beginn des Prozesses im Volumen V) beim Druck p; befunden
hat, wird durch eine Drosselstelle in das Volumen V, geprefit, in dem das Gas dem Druck po
ausgesetzt ist. Die Drosselstelle verhindert, daf3 der Druckgradient zwischen den Teilgefafien zu
einer endlichen Strémungsgeschwindigkeit fiihrt, die bei der Energiebilanz mit berticksichtigt
werden miifite.

Am System wird die Arbeit p; V; verrichtet, wihrend das System selbst gegen den Stempeldruck
p2 Arbeit po Vs leisten mufl. Fiir die Energieinderung des Systems gilt also:

Ey—FEr = piVi —paVa
S E+pVo = Ei4+piV)

Die Enthalpie H = E 4 pV ist demnach wihrend des Prozesses konstant geblieben. Wenn pq, p»
und V] vorgegeben sind, so kann man aus der Zustandsgleichung des Gases und der Bedingung
H = const die Grolen Vo und 15 berechnen. Insbesondere erhilt man die Temperaturianderung
dT des Gases bei einem Prozel mit einer infinitesimalen Druckdifferenz dp = po — py als

oT
dl = (3_])) . dp

Die Grofie (%) wird als Joule-Thomson-Koeffizient pjp bezeichnet. Wenn pyr positiv
H
ist, so wird bei einer Expansion (dp < 0) Abkiithlung (dT < 0) eintreten, ansonsten Erwiarmung.

Zur Berechnung von py7 geht man zu den unabhéngigen Variablen p,T iiber und verwendet
einmal eine Maxwell-Relation.

Rechnung im Detail:

Bei der Berechnung des Joule-Thomson-Koeffizienten geht man zuerst auf die Variablen p,T iiber und
benutzt dann H = G + TS, um die Ableitungen von H nach p,T zu bestimmen. Man verwendet dabei
folgende Beziehungen:

oY (06) (05 _y (05
Op ; Op ; Op T p 1

0H oG S 98 98
7)) = (55) +s+7(5) =-s+s5+7(57) =7(5;)
(aT),, (8T),,+ +i\ar), to+ I o7), ar),
AuBlerdem bendtigt man die Maxwell-Relation (g—i) =" (%)p (aus dG = —SdT + Vdp).

Damit gilt:

oT,H) O(T.H)Jdp,T) _ 0H 0H —1
9 __< >T(( )p)

HITT B(pH) T 3(p.T) O(p. H) op ), \oT

- —(v+:r<g—15))T)(T (g—f,))* =—(V—T(g¥)p)qf1
= g(aT—l)

P

Es wurden hier die Definitionen C, =T (%)P und o = \]—/ (‘3‘[)1) benutzt.

Ergebnis:

orT vV ‘
== = T —1
a < op ) u G (o )
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Es tritt genau dann Abkiihlung bei Expansion ein (p 7 ist genau dann positiv), wenn gilt:

1
T-1 —
« >0<:>a>T

Beim idealen Gas ist

1 [0V 1 NE NE 1

O‘:V(ﬁ)pzvp TNET T T

Also gilt pyr = 0: Der Joule-Thomson-Prozef§ fiihrt beim idealen Gas nicht zu einer
Temperaturanderung.

Fiir ein reales Gas, das hier ndherungsweise durch die VdW-Zustandsgleichung (p+ 7% )(V —b) =
NET beschrieben werden soll (siehe 2.6), ergibt sich fir den Volumenausdehnungskoeffizienten:

1 Nk
a= —
Vp+aV=3(2b-V)

Die Bedingung o < % fithrt auf

b < 2a  3a
PSyv —ve

Die rechte Seite gibt die Inversionskurve p(V) im pV-Diagramm an. Unterhalb dieser Kurve
ergibt sich bei Expansion Abkiihlung, oberhalb Erwarmung. Man kann die Inversionskurve auch
im pT-Diagramm darstellen. Dann sieht man, dafl oberhalb einer gewissen Temperatur, der
”Inversionstemperatur”, immer nur Erwirmung eintreten kann. Aber auch unterhalb dieser
Temperatur darf der Druck nicht zu hoch sein, damit die Expansion zur Abkiihlung fiihrt.

Diese Inversionstemperatur erhilt man, wenn man die Funktion der Inversionskurve p(V) bei
grofien Volumina betrachtet. Dann kann man den Term mit 1/V? vernachlissigen und den
Druck gleich NET;,,/V setzen, da bei grofien Volumina die VAW-Gleichung wieder in die
Zustandsgleichung des idealen Gases iibergeht. Es ergibt sich fiir T;,, in Abhéngigkeit von der
kritischen Temperatur des VAW-Gases (siehe 2.6):

2a

Tinw =
‘ bNE

= 06,75 Tyrit

Die Inversionskurve im pT-Diagramm Der Wert

#1100 yon (%)H, d.h. die Grofle der Temperaturédnderung

beim Joule-Thomson Prozef}, ist durch die Schattierung

dargestellt. Im Gebiet unterhalb der Inversionskurve tritt

Abkiihlung bei Expansion ein. (Rechnung fiir VAdW-

Zustandsgleichung mit ¢, /k = 5/2. Im Bereich unterhalb

der kritischen Temperatur und des kritischen Druckes, in

dem auch die Dampfdruckkurve liegt, sind keine Werte
0 berechnet. Die Werte in der Farbskala sind in Einheiten
015 von h/Nk gegeben.)

Die Inversionskurve im pV-Diagramm
Eingezeichnet sind auch noch die Isotherme zur
kritischen Temperatur (gestrichelt) und die Isotherme
zur Inversionstemperatur, die sich asymptotisch an die
Inversionskurve anschmiegt.
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1.13 Gleichgewichtsbedingungen

Bei einem abgeschlossenen System (kein Energie- und Teilchenaustausch mit der Umgebung)
stellt sich im thermodynamischen Gleichgewicht derjenige Zustand ein, der unter den gegebenen
Randbedingungen die grofite Entropie aufweist. Unter ”gegebenen Randbedingungen” sind
insbesondere konstant vorgegebene Energie, Teilchenzahl und Volumen des Systems zu verstehen.
Der Ausdruck S(E,V.N) gibt dann diesen Gleichgewichtswert der Entropie an. Auf dem Weg
ins Gleichgewicht kénnen in dem abgeschlossenen System nur solche Prozesse ablaufen, fiir die
dS > 0 gilt. Um aus diesem Prinzip tatsichlich spezielle Aussagen ableiten zu kénnen, mufl man
die Abhéngigkeit der Entropie von irgendwelchen ”inneren Freiheitsgraden” des Systems kennen,
deren Werte im Gleichgewicht sich dann aus der Bedingung S = max ergeben.

Wenn man nun innerhalb des Systems Teilsysteme betrachtet, die z.B. untereinander Warme
austauschen konnen, so gilt fiir ein solches Teilsystem sicher nicht, daff dessen Entropie im
thermodynamischen GGW "unter den gegebenen Randbedingungen” ein Maximum annimmt.
Denn die Randbedingungen wiirden es in diesem Falle ja zulassen, dafy das betrachtete Teilsystem
seiner Umgebung immer mehr Wéarme entzieht, um seine Entropie zu steigern. Das wird aber
nicht geschehen, denn tatsichlich wiirde dadurch die Entropie des Gesamtsystems nicht zu
einem Maximum werden.

Fin wichtiger Spezialfall ist, da} das Gesamtsystem aus einem ” Warmebad” mit unendlich grofler
Warmekapazitit und der deshalb festen Temperatur 7j und einem kleineren System besteht.
Diese sollen sich in thermischem Kontakt befinden. Die Frage ist, welche Bedingung das GGW
dieses Systems im Wirmebad charakterisiert.

System im Wirmebad

Wenn das System vom Wirmebad die Warmemenge A@Q) aufnimmt, so sinkt dadurch die Entropie
des Wirmebades um %. Dagegen kann man nicht behaupten, dafl bei allen moglichen Prozessen
die Entropie des Systems selbst nur um % zunimmt (wobei T die Temperatur des Systems
ist). Denn es kdénnen innerhalb des Systems, das sich noch nicht im GGW befindet, irreversible
Prozesse ablaufen, die von sich aus schon eine Entropieerhéhung des Systems bewirken. Auf
jeden Fall gilt aber, daf3 die Entropie des abgeschlossenen Gesamtsystems bei jedem moglichen
Prozef nicht abnehmen kann:

A AE
0<AS +AS = —29  as—_2F 4
Ty Ty
_ _AE-TAS _ A(E-T,5)
- T, - T

Hierbei wurde einerseits vorausgesetzt, dafl die Energie des Systems nur um AQ@Q zunimmt
(keine Arbeitsleistung) und andererseits berticksichtigt, daf die Temperatur Ty des Warmebades
konstant bleibt (ATy = 0). Bei allen moglichen Prozessen muf also die Grofie E— TS abnehmen.
Sobald das System auf der Gleichgewichtstemperatur T ist, die durch das Warmebad vorgegeben
wird, ist das gerade die freie Energie F des Systems. Es gilt also:

AE-TyS)=AF<0
Die freie Energie F eines Systems, das sich im thermischen Kontakt mit einem Wirmebad von
gegebener Temperatur Ty befindet, ist im thermischen GGW minimal (unter den gegebenen

Randbedingungen, bei der festen Temperatur Tj). Man bezeichnet dieses GGW als ”isothermes

GGW”.
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Bem.: Die Funktion F(T,V) gibt immer schon den sich einstellenden GGW-Wert an; d.h. um
diesen Satz anwenden zu kénnen, mufl man F als Funktion irgendwelcher weiterer Parameter
kennen (zB. Volumenanteil einer Phase am Gesamtvolumen beim Phasen-GGW). Diese
Parameter sind dann bei gegebenem T,V so zu variieren, daf$ F minimal wird.

To AQ

X AA
e (1
Il
Wenn man eine Situation betrachtet, bei der das System Arbeit verrichten kann (an der
Umgebung auflerhalb des Gesamtsystems), so erhilt man mit AE = AQ — AA eine obere

Schranke fiir die vom System geleistete Arbeit AA (die hier positiv gezdhlt wird, wenn das
System Arbeit verrichtet ):

A AE+4AA
OSASO+AS:—TQ+AS:—++AS
0 0

= AA < —A(E—-TyS) = —AF

Die von einem System, das sich im Wé&rmebad befindet, nach auflen abgegebene Arbeit AA ist
also hochstens so grof wie die bei dem Prozefl erfolgte Abnahme der freien Energie des Systems
(sie wird kleiner sein, wenn der ProzeB irreversibel ablauft).

System im Wirmebad, mit Druckausgleich

AQ
YI[AV
e

Ty Po

Das System soll jetzt auch noch ein verdnderliches Volumen haben, so dafl ein Druckausgleich
mit dem Wiarmebad erfolgen kann. Im GGW ist also das System auf der Temperatur Tj,
beim Druck py des Wirmebades. Dabel wird angenommen, dafi das Warmebad ein (praktisch)
unendlich grofles Volumen hat, so daf eine Volumenénderung beim Warmebad keine (merkliche)
Druckénderung hervorruft. Aus der grundlegenden Ungleichung iiber das Vorzeichen der
Entropiednderung bei den moglichen Prozessen des Gesamtsystems folgt nun, ganz wie oben,
unter Benutzung von AE = AQ — pgAV:

_30

0<AS;+AS = T + AS =
0
Ty Ty

Also (fiir Prozesse bei pg, Tj):
A(E+pV—-TpS)=AG<0

Ein System, bei dem Druck und Temperatur fest vorgegeben sind (durch den beschriebenen
Kontakt mit einem Wirmebad bei erlaubter Volumeninderung), hat im thermischen GGW
minimale freie Enthalpie G (”isotherm-isobares GGW”). Wenn wieder zugelassen wird, daB das
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System an der Umgebung Arbeit A A verrichtet, so folgt mit AE = AQ — AA — poAV:
AA < -AG

Die wihrend eines Prozesses, der bei fester Temperatur und festem Druck ablauft, vom Systemn
verrichtete Arbeit ist nach oben begrenzt durch die Abnahme der freien Enthalpie G wihrend
des Prozesses.

System im Wirme- und Teilchenbad

AN | A=s=eee s

Durch den nun zugelassenen Teilchenaustausch (durchlissige Membran) nimmt das chemische
Potential des Systems im GGW den Wert piy des ” Teilchenbades” an. In gleicher Form wie oben
folgt:

0
Ty Ty

Also
A(E — puoN —Tp8) = AP <0

Ein System, bei dem chemisches Potential und Temperatur fest vorgegeben sind, hat im
thermodynamischen GGW ein Minimum des thermodynamischen Potentials ®.

Fiir die maximale Arbeitsleistung folgt in diesem Fall mit AE = AQ — AA + g AN:

AA< —AD

1.14 Stabilitdtsbedingungen

Ein System, das sich im Wérmeaustausch mit der Umgebung befindet, wird im thermischen
GGW die gleiche Temperatur wie die Umgebung haben. Wenn es sein Volumen verindern kann,
wird sich auch ein Druckgleichgewicht zwischen dem System und der Umgebung einstellen. Das
sind notwendige Bedingungen fiir ein thermodynamisches GGW, die sich daraus ergeben, daf} die
Entropie im GGW ein Maximum hat und deshalb sich in erster Ordnung beim Warmeaustausch
oder bei der Volumenédnderung nicht verdndern darf. Dies ist jedoch nur eine notwendige, keine
hinreichende Bedingung fiir ein Maximum der Entropie. Aus der Forderung, daf3 tatsichlich ein
Maximum vorliegt, erhilt man Bedingungen an die zweiten Ableitungen der thermodynamischen
Potentiale:

Wenn sich das System in Kontakt mit einem Wiarmebad der Temperatur Ty und des
Druckes py befindet, so folgt fiir die mdéglichen Prozesse aus dem Zweiten Hauptsatz (vgl. die
Gleichgewichtsbedingungen):

AE-TyS +pV) <0 (><)
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In diesem Fall interessiert man sich gar nicht fiir mégliche irreversible Prozesse innerhalb des
Systems, sondern nur fiir solche, bei denen das System in jedem Augenblick im GGW ist (bezogen
auf das System selbst, nicht im GGW mit der Umgebung). Nur dann ist nédmlich die Energie des
Systems eindeutig als Funktion von S,V (und evtl. anderer Parameter) gegeben. Die Anderung
von E, die durch Anderungen AS, AV hervorgerufen wird, lautet (jetzt bis zur 2. Ordnung
entwickelt!):

OF oF

AE=2EAg 1 BNy
SSAS oAV 4
1 0°F 9°F O2E
AS? 42 ASAV + L2 Ay
+2(352 tosav + 5 AV

Die Ableitungen sind dabei alle an der GGW-Stelle, also bei Tp, pg, auszuwerten (bzw. bei den
dazugehorigen Werten S, V'). Die Bedingung dafiir, daf} das System tatséichlich in einem stabilen
GGW ist, besagt gerade, dafi keine mit einer Vergroflerung der Gesamtentropie verkniipften
Prozesse moglich sein sollen, daf} also fiir alle Werte von AS, AV gilt:

A(E ) -|—])0‘/) >0

Das bedeutet, dafl die Bedingung (*) fiir keinen ProzeB erfiillt sein darf. Wenn man die
Entwicklung von AFE in diese Ungleichung einsetzt, so ergibt sich:

OF OF
(85 T())AS—i—(m- +po)AV  +
1 0%E , OF OE
Eas? s ASAV + L ZAp? 0
5752 2550V toEat) >

Die Koeffizienten bei den linearen Gliedern AS, AV miissen auf jeden Fall verschwinden, weil
es sonst immer moglich wére, das Vorzeichen von AS bzw. AV so zu wihlen, dafl der ganze
Ausdruck negativ wird und die Ungleichung verletzt ist. Das ergibt jedoch nur die schon bekannte
Bedingung, dafl im GGW das System Druck und Temperatur des Wiarmebades annehmen muf3.

Es bleibt die Bedingung, daf} fiir alle Werte von AS, AV der Anteil mit den quadratischen
Gliedern groBer als Null sein muf.

Das bedeutet aber gerade, dafi die Matrix

62]; 8’ E
o5? a5V
'K oK

950V avz

positiv definit ist. (Das ist natiirlich die Hesse-Matrix der zweiten partiellen Ableitungen von
E(S,V), welche in der Taylorentwicklung von E auftaucht)

mm@

Dies fithrt zu den drei Ungleichungen

9°F

052 0

O’E

W > 0
9’E 0°E 92E \~° -
282 V2 S0V

Die erste Ungleichung ergibt wegen T = (d—p)v und Cy =T (C)—)‘

T T
—) =—>0
5), = oy

TN
Q|
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Da die Temperatur positiv ist, mufi die Warmekapazitidt bei konstantem Volumen, Cy,
ebenfalls positiv sein. Im entgegengesetzten Fall wiirde eine Zufuhr von Wérme die Temperatur
des Systems verringern, woraufhin wegen des entstehenden Temperaturgradienten noch mehr
Wirme vom Wirmebad zuflieen wiirde, usw. ...

dafl

Die zweite Ungleichung bedeutet wegen p = — (d‘/ )

dp
(OV) s <!

sein muf}, d.h. bei einer adiabatischen Kompression mufi der Druck immer zunehmen: Die

adiabatische Kompressibilitit rg = —L (%) ist positiv.

Um die dritte Ungleichung umzuformen, schreibt man die Ableitungen der Energie nach S und
V als Temperatur und Druck, faft alle Terme als Funktionaldeterminante von T.,p nach S,V
zusammen, geht zu den unabhingigen Variablen T,V iiber und kommt so unter der Benutzung
der Ausdriicke fiir die isotherme Kompressibilitiat s und die Warmekapazitéat bei konstantem
Volumen cy zu folgendem Resultat, :

Rechnung im Detail:

Die Bedingung der positiven Definitheit an die Hesse-Matrix fithrt zu folgender Ungleichung;:

PEPE (PEN'_ |
957 9v? ~ \ @50V

Durch Verwendung von p = — (§¢) , und T = (35, ergibt sich:
~(5s). (r)+ (50). (53), >
s 7
TS ¢
(), (), > 0
e > 0
Im letzten Schritt wurden die Definitionen Cyv = T (53) |, und rr = —4 (7). verwendet (vel. 1.8).

Weil der erste Faktor sich ohnehin schon als positiv herausgestellt hat, mufl die isotherme
Kompressibilitidt positiv sein:

wr >0

Das kann man benutzen, um zu zeigen, dafl C), > Cy gilt (siche 1.10). Daraus folgt dann
aulerdem xp > rg und nattrlich C), > 0 wegen Cy > 0.
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Beweis von k7 > Ks:

Mit den Definitionen k1 = —% (%)T, Kg = —% (a—g)q, Cy =T (g;)v C,=T (%)P erhalt man:
ws _ (5)s _ o) a1
KT (‘;’)‘P’ , a(p,S) o(V,T)
_o(V,S) a(p,T) (BS) (O_T) )y o -1
oWV, T)d(p,S) 0T /v \9S/, (%) T q,
P

denn C, > Cv (und Cv > 0).

1.15 Kreisprozesse

Wenn man einem System Wirme zufithrt, so kann diese vollstindig in mechanische Arbeit
umgewandelt werden: Man denke nur an die isotherme Expansion eines idealen Gases, bei der
die gegen den Stempeldruck geleistete Arbeit gerade gleich der zugefiihrten Warme ist. Das steht
natiirlich nicht in Widerspruch zum Zweiten Hauptsatz, denn am Ende des Vorgangs nimmt das
Gas ein groferes Volumen ein als zu Anfang, so dal man hier nicht behaupten kann, es sei Warme
vollstéindig in Arbeit {iberfithrt worden, ohne daf} irgendeine sonstige Verdnderung stattgefunden
habe.

Um eine fiir Anwendungen relevante Bilanz von zugefiihrter Warme und geleisteter Arbeit
aufzustellen, ist es daher nétig, einen Prozef} zu betrachten, bei dem das System, durch welches
Wirme in Arbeit verwandelt wird, wieder in seinen Anfangszustand zuriickkehrt: Diesen Vorgang
nennt man einen Kreisprozef3.

Dabei befindet sich zwar nach Beendigung des Zyklus das ” Arbeitsmedium” (im einfachsten
Modell also ein ideales Gas in einem Kasten mit Stempel) wieder in seinem urspriinglichen
Zustand (festgelegt in diesem Fall durch Angabe von Druck und Volumen), aber insgesamt
hat eine Verdnderung stattgefunden: Es ist z.B. nach Beendigung des Zyklus eine gewisse
Wiarmemenge einem heiflen Warmereservoir entnommen worden, wovon ein Teil in Arbeit
umgewandelt worden ist und der Rest einem kélteren Wirmereservoir zugeflossen ist. Dies ist der
Effekt einer Warmekraftmaschine, die zugefithrte Wérme teilweise in Arbeit tiberfiihrt. Falls
dagegen die Wéarme einem kélteren Reservoir entnommen und einem wérmeren zugefiihrt wird,
so spricht man von einer Kraftwirmemaschine (bzw. ”Kiltemaschine” oder ”Warmepumpe”,
je nach Anwendung).

Qy

Qy

Im einfachsten Fall sind nur zwei Wirmereservoirs an einem Kreisprozef3 beteiligt: T, > T).
Schematisch stellt man eine solche Warmekraftmaschine wie im Diagramm gezeigt dar. Da sich
das System nach Ende des Zyklus wieder im Anfangszustand befindet und deshalb inshesondere
auch die gleiche Energiemenge wie zu Beginn enthilt, muf die zugefiihrte Warmemenge Q2 wieder
vollstéindig abgegeben worden sein, teilweise in Form von Arbeit A, teilweise als Warmemenge
1, welche dem kélteren Reservoir (1) zufliefit.

Der Wirkungsgrad gibt fiir eine Warmekraftmaschine das Verhiltnis von geleisteter Arbeit zu

zugefiihrter Wérme an:

_A
=0

Falls es sich um eine reversibel zwischen zwei Temperaturniveaus arbeitende Maschine handelt,
kann man den Wirkungsgrad allein aufgrund der beiden Hauptsdtze berechnen, ohne auf die
Kenntnis des Arbeitsmediums und des genauen Prozeflablaufes angewiesen zu sein:
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Der Prozef} lauft reversibel ab, also ist die gesamte Entropieinderung des Systems gleich Null;
d.h. die Entropiezunahme durch die Zufuhr der Warmemenge )2 bei der (héheren) Temperatur
Ty muf gerade kompensiert werden durch die Entropieabnahme bei Abgabe der Wiarmemenge
()1 an das Reservoir mit Temperatur 77:

Q2 O
=A ges = —_— — =
0 Sy T T
(1 Ty
> —_— = —
Q)2 T
A Q2 — O Q) T
= Nrev = —— = - =1-==1—- —
=%, Q- Qs T,

Eine Darstellung der wihrend des Prozesses durchlaufenen Werte der Variablen T und S ("T'5”-
Diagramim) sieht fiir den Spezialfall des sogenannten Carnot-Proze$ sehr einfach aus: Die Kurve
besteht aus zweil Adiabaten (S = const) und zwei Isothermen (T = const):

1 — 2: Isotherme Expansion, Warme () bei

Temperatur Ty zugefiihrt (Kontakt mit dem

T, 1 2 heiBeren Warmereservoir)

2 — 3: Entkopplung vom Wéirmereservoir,

adiabatische Expansion und Abkiihlung

3 — 4: Isotherme Kompression, Warme )| bei

T

T Temperatur 77 abgefiihrt (Kontakt mit dem
4 AQ=TAS 3 kalteren Warmereservoir)
—AS 4= 1: Adiabatische Kompression,
S Erwirmung

Der Verlauf der Kurve im pV-Diagramm hingt von der speziellen Art des Arbeitsmediums ab.
(Fiir ein ideales Gas mufl der Adiabatenkoeffizient v = ¢, /¢, gegeben sein)

\

Aus dem pV-Diagramm kann man insbesondere die insgesamt vom System wihrend des
Kreisprozesses geleistete Arbeit ablesen. Diese ist gleich der Fliche innerhalb der Kurve:

A= % pdV

Im T'S-Diagramm ist die Fliche innerhalb der Kurve ebenfalls gleich der geleisteten Arbeit, weil
nach dem Energieerhaltungssatz gilt:

0=AFEg;s = %TdS — %pdV

Wirkungsgrad bei Kiltemaschine und Wirmepumpe

Bei diesen Maschinen wird durch Arbeitszufuhr Warme von einem kélteren zu einem heifieren
Warmereservoir befordert. Der ”Nutzeffekt” ist bei der Kaltemaschine die dem kalteren Reservoir
entzogene, bei der Warmepumpe die dem heifleren Reservoir zugefiihrte Warme. Dieser Tatsache
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kann man durch eine spezielle Definition des Wirkungsgrades fiir die jeweilige Maschine Rechnung
tragen:

Kéltemaschine : n(K.M.) = QA—‘
Wiarmepumpe: n(W.P.) = %

Fiir eine reversibel zwischen zwei Temperaturniveaus arbeitende Maschine ergibt sich damit

jeweils, wieder mit Hilfe von 4 = Q2 — @7 und % = %:
. T\

KM)= ——

n( V=TT
T

W.P)= ————

nW.P) = 7

(Der solchermaBen definierte Wirkungsgrad n(K.M.) kann offenbar Werte zwischen 0 und oo
annehmen; n(W.P.) ist auf Werte im Bereich 1 bis oo beschrankt)

Zusammenfassung

Der Wirkungsgrad einer reversibel zwischen zwei Temperaturniveaus T, > T7 arbeitenden
Warmekraftmaschine ist immer gegeben durch
A T

A

Dies folgt aus dem Energieerhaltungssatz und der Tatsache, dafi die Gesamtentropieinderung
beim reversiblen Prozefl verschwindet. Der Wirkungsgrad einer irreversibel zwischen diesen
Temperaturniveaus arbeitenden Maschine ist immer kleiner.

Beispiele fiir Kreisprozesse
Im folgenden sind (zusétzlich Zum idealisierten Carnot-Prozef}) einige
sogenannte " Vergleichsprozesse” aufgefiihrt, die den Arbeitszyklus realer Warmekraftmaschinen
angendhert beschreiben sollen.

p p p|
1 P 1 2
3
,
4 - 2
] 4 4
.
3
\Y \ V \%
T T| 1 2 T 1 T 2
T, 1 2
3
T 4 1
4] AQ=TAS 3 x 3 2
—AS 3 4
S S S S
Carnot-Prozef}: Stirling-Prozef: Otto-Prozef: Diesel-Prozef}: isobar -
isotherm - adiabatisch- | isotherm - isochor - | adiabatisch - isochor - | adiabatisch - isochor -
isotherm - adiabatisch isotherm - isochor adiabatisch - isochor adiabatisch
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2 Phasengleichgewichte und L6sungen

2.1 Phasengleichgewichte

Verschiedene Zustinde eines Stoffes, die gleichzeitig im Gleichgewicht miteinander existieren
koénnen, werden als verschiedene Phasen dieses Stoffes bezeichnet.

Beispiele fiir verschiedene Phasen:

gasformig, flissig, fest, ferromagnetisch, paramagnetisch, antiferromagnetisch, normal-
leitend/supraleitend, normalfluid/suprafluid, kubisch-raumzentriert/kubisch flichenzentriert,
"Eis 8” /"Eis 9”

Im Phasendiagramm trigt man ein, welche Phase einer Substanz bei gegebenen Werten von
p.T stabil ist. Eine Kurve, in der sich die Gebiete zweier Phasen bertihren, heiit Grenzkurve.
Auf ihr liegen die Punkte (p,T), fiir die ein Gleichgewicht zwischen den beiden Phasen moglich
ist.

Beuspiel: Phasendiagramm von HyO

(1) Tripelpunkt: Bei diesen Werten von p,T kénnen alle drei
Phasen miteinander im GGW existieren.

(2) kritischer Punkt: Hier endet die Grenzkurve fliissig-
gasformig. Wenn man von der flissigen in die gasférmige
Phase iibergeht auf einem Weg oberhalb des kritischen Punktes,
der die Grenzkurve nicht schneidet, so findet dabei kein
Phaseniibergang statt. Oberhalb der kritischen Temperatur
und oberhalb des kritischen Druckes ist eine Unterscheidung
zwischen fliissiger und gasformiger Phase nicht mehr mdoglich.
Im kritischen Punkt werden die Dichten von Fliissigkeit und
Gas gleich grofl.

Wenn zwei Phasen miteinander im Gleichgewicht stehen, dann ist zwischen ihnen
Warmeaustausch, Teilchenaustausch und Druckausgleich méglich. Es gilt deshalb:

T = T
pr = P2
HL = M2

Bei Phasentiibergingen 1. Ordnung springt die erste Ableitung eines thermodynamischen
Potentials, bei Phaseniibergingen 2. Ordnung die zweite Ableitung.

Fiir die freie Enthalpie G(T,p) bedeutet das bei einem Phaseniibergang erster Ordnung;:

. (S(T’)p = —98 springt, d.h. es gibt eine Entropiedifferenz AS zwischen beiden Phasen. Dem
entspricht eine "latente Wirme” AQ = TAS, die beim Ubergang von der einen in die
andere Phase zugefiihrt werden muf. Insbesondere ist durch Angabe von (T,p) allein beim

Phasentibergang die Entropie des Systems nicht eindeutig festgelegt.

op
der beiden Phasen. Das bedeutet, dafl durch Angabe von (T,p) allein das Volumen des
Systems nicht eindeutig festgelegt ist: Solange die beiden Phasen im GGW miteinander
existieren, kann das Volumen verdndert werden, ohne daf sich (T.p) dndern miissen: Bel
isothermer Kompression wird 7z.B. mehr Gas kondensieren, so dafy der Druck gleich bleibt.

. (3(;) = V springt, d.h. es gibt eine Differenz der spezifischen Volumina, also der Dichten,
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S als Funktion von T (bei festem p) springt bei der
Ubergangstemperatur. Genauso ergibt sich der
O O O
AS Sprung, wenn man S als Funktion von p bei festem
T auftragt. (Bem.: S nimmt - wie im Diagramm
gezeigt - mit wachsendem T immer zu, weil ¢, > 0
ist)

V als Funktion von p (bei festem T) springt
v beim Druck des Phaseniiberganges. Entsprechend
ergibt sich dieser Sprung in einem Diagramm von
V als Funktion von T bei festem p. (Bem.: V muf

AV mit wachsendem p abnehmen, weil k7 > 0 ist)

2.2 Die Clausius-Clapeyron-Gleichung
Fir das GGW zweier Phasen gilt: Th =T, =T, p1 = p2 = p und auflerdem

pi(p,T) = p2(p,T)

Diese Gleichung stellt eine Beziehung zwischen p und T her,

P die fir alle Punkte (p,T) auf der Grenzkurve erfiillt sein mu8.
/ Bei expliziter Kenntnis der chemischen Potentiale der beiden
T Phasen kénnte man also im Prinzip hieraus die Grenzkurve

bestimmen.
Grenzkurve im pT-

Diagramm

Aber auch dann, wenn man nur die Ubergangswirme und die Differenz der spezifischen Volumina
der beiden Phasen (im Punkt des Ubergangs) kennt, kann man einen Ausdruck fiir die Grenzkurve
herleiten. Dabei ist natiirlich von einem Phasentibergang erster Ordnung die Rede, denn nur dann
tritt eine Ubergangswirme auf (Sprung in S).

Wegen G(T,p, N) = Nu(T,p) das chemische Potential p gleich der spezifischen freien Enthalpie
g. Entlang der Grenzkurve gilt also gy = ¢» und somit

d(g1 —g2) =0

Aus dieser Gleichung 148t sich mit Hilfe von dg = —sdT + vdp ein Ausdruck fiir die Steigung der
Grenzkurve p(T') ableiten. Dazu betrachtet man p als Funktion von T und differenziert nach T:

d(m - g2)

0 dT T

0
(g1 — g2)

w:
(g1 —g2) + T op

d
= —(s1—s2)+ (1 — ’172)%

Daraus ergibt sich die Clausius-Clapeyron-Gleichung fiir die Grenzkurve p(T) bei einem
Phasentibergang erster Ordnung:

dp  sa—s51 1 AQ

AT~ vy —vy T vy —n

Dabel ist AQ = T(s2 — s1) die Ubergangswirme (pro Teilchen) fiir den Ubergang von 1 nach
2. Wenn dabei dem System Wéirme zugefiihrt werden mufl, so ist AQ positiv. Die Clausius-
Clapeyron Gleichung stellt eine Differentialgleichung erster Ordnung fir die Funktion p(T) dar.
Beispiel: Dampfdruckkurve

I allgemeinen hingen die Ubergangswirme und die Differenz der spezifischen Volumina der
beiden Phasen von der Temperatur ab. Erst bei Kenntnis dieser Abhingigkeit kann man die

Clausius-Clapeyron Gleichung 16sen. Unter einigen vereinfachenden Annahmen kann man die
Dampfdruckkurve p(T), also die Grenzkurve fiir den Ubergang fliissig-gasf., explizit hinschreiben:
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¢ Annahme 1: vyqs > vy, so dafl man vy; vernachlassigen kann
e Annahme 2: AQ hingt nicht von T ab
¢ Annahme 3: v44, hdngt von (p,T) tber die Zustandsgleichung des idealen Gases ab: PUgas =

kT

Damit ergibt sich:

dp 1TAQ 1 AQ
AT~ T Av ~ T vgas — vy
1 AQ 1p
Twvges T?k @
l AQdT
5 2QdD
p kT
AQ 1
=Inp = —TQf+const
AQ

= p(T) = poe™ F

~

Beispiel: Pomerantschuk-Kiihlung

p
30
bar flissig
K T

Die Grenzkurve zum Ubergang zwischen festem und fliissigem Helium-3 verlduft in einem

gewissen Bereich mit einer negativen Steigung. Aus der Clausius-Clapeyron-Gleichung erkennt

man, daf} in diesem Bereich die Entropie der festen Phase gréfler sein muf} als die der fliissigen:
dp  sfi— Sfest

=—— <0
AT’ vf — Ufest

= Sfest > Sfl

Daher gilt AQ > 0 beim Ubergang von der fliissigen zur festen Phase. (Man beachte den
Unterschied zum Wasser: Zwar ist die Steigung der Grenzkurve fliissig-fest beim Wasser auch
negativ, aber nicht etwa weil die Entropie des Eises gréfier wire, sondern weil das spezifische
Volumen der fliissigen Phase geringer ist. Um Eis zu schmelzen mufi man Wirme zufiihren.)

Man sieht daran:

o Festes Helium-3 hat in diesemn Bereich eine gréfiere Entropie als die fliissige Phase
o Fliissiges He-3 kann durch Warmezufuhr fest werden

e Durch adiabatische Kompression, bei der der Ubergang fliissig-fest stattfindet, kann das
System abgekiihlt werden (Prinzip der ”Pomerantschuk-Kihlung”)



2.3 Systeme mit mehreren Komponenten

Bei einem homogenen System, das mehrere Komponenten (verschiedene Stoffe) enthilt, sind
anstatt nur einer Teilchenzahl N nun die Teilchenzahlen Niy,...,N; aller k Komponenten
anzugeben:

E=E(5V.N,....Ny)

Zu jeder Komponente gehort ein chemisches Potential:

oE

Hi=?\,-i

Bei dieser Ableitung sind S,V und alle Teilchenzahlen mit Ausnahme von N; konstant zu halten.

Aus dem Satz von Euler iiber homogene Funktionen kann man sich jetzt wieder in bekannter
Weise Aussagen tiber die thermodynamischen Potentiale beschaffen:

SNE,A\V.ANL,... ) ANW) = AS(E,V.Ni,...,Ny)
k
as o8 a8
_ g9y N,
=5 ot Var t 2 VNigy,

1=

k
E »p 1 -
= — VYV — = g ‘J\’/i
T + Tl T ficti

i=1

Fiir die freie Enthalpie G = E — T'S + pV erhilt man daraus:

k
G= E i N
i=1

Das thermodynamische Potential im grofikanonischen Ensemble ist nun folgendermafien definiert:

k
S(T,Vipir, .oy pi) = E-TS — i N;
i=1

Durch Einsetzen des Ergebnisses fiir S erhélt man hier wieder: ® = —pV, also dasselbe Ergebnis
wie bei einer Komponente. Es sei aber darauf hingewiesen, dafi p,V nicht die natiirlichen
Variablen dieses Potentials sind.

Statt der Teilchenzahlen /V; kann man auch die Konzentrationen ¢; betrachten, die durch ¢; = ,N\:
definiert sind. Dabei ist N = > N; die Gesamtteilchenzahl. Es gilt natiirlich Y~ ¢; = 1.

Um fiir dieses System ein Phasendiagramm zu erstellen, mufi man nicht nur wie bisher die
Abhéngigkeit des Systems von p,T, sondern zusétzlich noch von den Konzentrationen c¢;
berticksichtigen. Dabei ist jedoch zu beachten, daBl diese wegen > c¢; = 1 nicht unabhingig
voneinander sind, so dafi tatsdchlich nur k-1 unabhéingige Konzentrationen vorzugeben sind.
Zusammen mit p,T besitzt das System demnach 2 + k — 1 = k + 1 Freiheitsgrade.



2.4 Systeme mit mehreren Komponenten und Phasen

Fiir ein System aus k Komponenten und r Phasen ergeben sich im GGW folgende Bedingungen.
Dabei numeriert der obere Index die Phasen und der untere die Komponenten durch.

PV =p® = = =
TW =7® = =70 = T
(1 2
/‘i)://'(l):--- = //,(lr)
(1 2) )
,uk):u/(,l, =... = ,uér

Fiir die chemischen Potentiale hat man damit k(r — 1) Gleichungen: Fiir k Komponenten jeweils
r — 1 Gleichungen. Wenn man schon berticksichtigt, dafi T.p fiir alle Phasen gleich sind, so
bleiben noch k — 1 unabhéingige Konzentrationen fiir die r Phasen, also insgesamt r(k — 1) + 2
unabhingige Variablen (die ci-] ) und T.p). Da diese Variablen aber tiber die k(r — 1) Gleichungen
fiir die chemischen Potentiale verkniipft sind, ergibt sich schlief8lich fiir die Zahl der Freiheitsgrade
des Systems:

I 24rk—-1)—k(r—1) &
f = 24+k—r
Dies ist die Gibbs’sche Phasenregel. (k: Zahl der Komponenten, r: Zahl der Phasen)

Die Zahl der Freiheitsgrade gibt an, wieviele unabhingige Variablen geindert werden diirfen,
so dal das System immer noch in dem Phasen-GGW mit der gegebenen Zahl von Phasen und
Komponenten bleibt. Alle anderen Gréfien sind dann von diesen Variablen abhéngig. Mit anderen
Worten: Die Zahl der Freiheitsgrade ergibt die Dimension der Mannigfaltigkeit, auf der die Punkte
(p, T, (‘%1) - ,cg‘:)) liegen diirfen, damit das System in diesem Phasen-GGW ist.

Beispiele:
Einkomponentiges System (k=1)
¢ Eine Phase (r=1): f=2+1-1=2: Das Gebiet einer Phase im (p,T)-Diagramm ist eine Fliche

(zweidimensional), innerhalb der (p,T) beliebig variiert werden kann

o Zwel Phasen (r=2): f=2+41-2=1: Die Punkte (p,T), in denen das GGW der beiden Phasen
moglich ist, bilden eine Kurve(eindimensional): Wenn man T &ndert und auf der Kurve
bleiben mochte, muf} p entsprechend verdndert werden: p=p(T)

¢ Drei Phasen (r=3): {=2+41-3=0: Ein GGW aller drei Phasen ist nur in einem Punkt (p,T)

moglich, dem Tripelpunkt. Jede Verénderung von (p,T) fithrt aus diesem GGW heraus.
Mischungen (hier mit k=2 Komponenten)

e Eine Phase (r=1): f=2+42-1=3: Es kénnen p,T,c variiert werden

o Zwei Phasen (r=2): f=2+42-2=2: Es konnen 7.B. p.T variiert werden. Die Konzentrationen,
die sich einstellen miissen, damit weiterhin beide Phasen im GGW existieren, sind dann
durch p,T festgelegt

2.5 Verdiinnte Losungen

Fiir das reine Losungsmittel sei die freie Enthalpie Go = Go(p, T, N), wobei N die Teilchenzahl
des Losungsmittels ist. Nach Zugabe einer kleinen Teilchenzahl n’ eines 18sharen Stoffes stellt
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das System eine Mischung dar, deren freie Enthalpie G(p, T, N,n’) betrigt. In der Statistischen
Physik wird gezeigt, daB fiir eine geringe Zahl n’ von geldsten Teilchen (verdiinnte Lésung) gilt:
n'

eN

G(p,T,N,n") = Go(p,T,N) + n'kT In +n'U(p,T)+...

Man beachte, daBl dies wegen dem In-Term nicht einfach eine Taylorentwicklung von G nach
n’/N ist: G ist als Funktion von n’ bei n’ = 0 nichtanalytisch. Aus G kann man das chemische
Potential des Losungsmittels berechnen, das sich nach Zugabe des gelésten Stoffes ergibt:

< i )
Hiv = T
ON T.,p,n'
OG() n’
= — kT — = po — kTc
<0N . N e
Dabei ist g das chemische Potential des reinen Losungsmittels und ¢ = %, die Konzentration

des gelosten Stoffes.

Diese Beziehung zwischen g7 und ¢ reicht aus, um Gesetze fiir den osmotischen Druck, Gefrier-
punktserniedrigung, Siedepunktserh6hung und Dampfdruckerniedrigung abzuleiten.

Osmotischer Druck

Wenn durch eine semipermeable Membran zwischen zwei Teilen eines Fliissigkeitsgefdfies nur
das Losungsmittel, nicht aber der darin geldste Stoff treten kann, wird sich eine Druckdifferen
aufbauen, falls die Konzentrationen des gelésten Stoffes in beiden Teilen unterschiedlich sind.
Diese Druckdifferenz heifit ” Osmotischer Druck”.

Die GGW-Bedingungen lauten:

N = 15
HLM1 = HLM?2
Dagegen gilt nicht p; = py, denn die Membran ist nicht beweglich, so dafi keine

Volumenédnderung und damit auch kein Druckausgleich erfolgen kann. Auflerdem ist das
chemische Potential des gelosten Stoffes auf beiden Seiten der Membran i.allg. verschieden, weil
fiir diesen Stoff kein Teilchenaustausch durch die Membran hindurch erfolgen kann.

Aus der Bedingung g (p1, T, c1) = pom 2 (p2, T, c) folgt mit pupr = po — ckT:
to(p1, T) — 1 kT = pio(p2, T) — cokT

Fiir eine kleine Druckdifferenz p; — p» kann man entwickeln:

0
(ﬂ) (pi—p2) = (1 —co)hT
,

dp
vAp = AckT
kT

Ap = Ac



Wenn nur auf einer Seite der Membran der Stoff gelost ist (c2 = 0,¢; = ¢ = Ac), so ergibt sich
fiir den osmotischen Druck ("van’t Hoffsches Gesetz”):

kT kT
Ap=c— = " ~
v V

Dabei ist n’ die Anzahl der Teilchen des gelésten Stoffes und V das Volumen des Lésungsmittels.
Dieses Gesetz sieht aus wie die Zustandsgleichung eines idealen Gases, wobei allerdings eine
Druckdifferenz an die Stelle des Druckes tritt.

Beriihrung von Phasen des Ldsungsmittels

Die Situation ist jetzt vollig anders als beim osmotischen Druck: Dort hatte man eine einzige
Phase des Losungsmittels auf beiden Seiten einer Membran (mit p; # p2), hier liegen zwei
verschiedene Phasen (mit p; = p2 = p) vor.

Die GGW-Bed. lauten nun:

= p2

nn =1
MHLM1 = HMLM2
HGs1 = HGS:2

(1gs ist das chemische Potential des geldsten Stoffes)

Nach der Gibbschen Phasenregel hat dieses System mit zwel KKomponenten und zwei Phasen
2+4-2-2=2 Freiheitsgrade: Bei Vorgabe von p,T sind die Konzentrationen des geldsten Stoffes in
beiden Phasen eindeutig festgelegt.

Die Bedingung fiir das chemische Potential des Lésungsmittels in beiden Phasen lautet nun, mit
pLMm = po — kT

to1(p,T) — c1kT = po 2(p,T) — cokT (1)
Durch diese Gleichung wird die Grenzkurve p(T) des Phasen-GGWs der beiden Losungsmittel-
Phasen bei Anwesenheit des gelosten Stoffes festgelegt. Es geht nun um die Frage, wie sich diese

Grenzkurve durch Zugabe des lésbaren Stoffes veriindert hat. Sei also (py,Ty) ein Punkt der
Grenzkurve des reinen Losungsmittels. Dafiir muf} gelten:

o1 (po.To) = o 2(po, To) (2)

p Grenzkurven der Lésung und des reinen
(F),T)y/ Lésungsmittels
T

Unter der Annahme, daf (p, T) auf der Grenzkurve der Losung nur wenig von (pg, Tp) verschieden
ist, kann man eine Entwicklung von g (p, T) nach Ap = p—pg und AT = T —Tj ansetzen. Durch
Kombination der beiden Gleichungen (1) und (2) erhilt man dann:

8/10 1 0/«'1).1 0/10 2 Oll/u 2
: A : AT — kT = : A : AT — kT
( ap )f p+( or ),, “ ( p /o PE\Car » .

34




. . v . o . r 1. .- ~ . R
Mit der spezifischen Entropie s = —3% und dem spezifischen Volumen (des Losungsmittels)

o= 28 aroibt sich:
v=73, ergibt sich:

(s2 —51)AT + (v —v2)Ap = (c1 — c2)kT

Durch Einsetzen der Ubergangswirme AQ = T(sy — s1) (Energie, die pro Teilchen des
Losungsmittels fiir den Ubergang von Phase 1 nach Phase 2 zugefiihrt werden muf}) erhélt man:

A
TQAT + {(v1 —v2)Ap = (c1 — )T

Ap und AT bedeuten hier die Abweichung von der Grenzkurve des reinen Losungsmittels (und

nicht etwa eine am System mefbare Druckdifferenz wie beim Osmotischen Druck).

Spezialfille:

e Wie verdndert sich die Temperatur des Phaseniiberganges bei Zugabe des 16sbaren Stoffes
bei fest vorgegebenem Druck p?

Cc] — C»
Ap = AT = ——=
p=0=> AQ

kT?
Falls z.B. 1 die fliissige und 2 die feste Phase ist und der zugegebene Stoff sich in der festen
Phase nicht 16st (co = 0), so gilt mit ¢; = ¢:

¢

/ —_ T2
AT = kT A0

Da beim Gefrieren (1 — 2) Wiarme abgegeben wird, ist AQ < 0 und damit AT < 0:
Gefrierpunktserniedrigung!

Wenn 1 die flissige und 2 die gasférmige Phase darstellt und der in der fliissigen
Phase geloste Stoff nichtfliichtig ist (c2 = 0), so gilt wegen AQ > 0 nun AT > 0:
Siedepunktserhéhung!

o Wie verdndert sich der zum Phaseniibergang bei festemn T gehorende Druck, wenn man
den l6sbaren Stoff zugibt?

AT =0= Ap = T

v — U2
Wenn 1 die gasférmige und 2 die fliissige Phase ist, dann ergibt sich wegen vy < v;:

Cgas — Cfl
Ap =~ Zgas T & po(Cgas — Cp1) = —pocyi

Ugas
Hierbei wurde fiir das Gas die ideale Gasgleichung pv = KT mit p = pg verwendet.
Auflerdem wurde cgqs = 0 vorausgesetzt: Der Iosbare Stoff soll nur im fliissigen

Loésungsmittel vorliegen. Damit gilt fiir die Dampfdruckerniedrigung bei Lésungen
("Raoul’sches Gesetz”):

Ap

Po

—C

c ist die Konzentration des 16sbaren Stoffes in der fliissigen Phase, py der urspriingliche
Dampfdruck des reinen Losungsmittels.



2.6 Die Van-der-Waals Zustandsgleichung

Die Van-der-Waals Gleichung ist eine Zustandsgleichung, die gendhert das Verhalten realer
Gase beschreibt. Dabei wird, im Gegensatz zur Zustandsgleichung des idealen Gases, die
Wechselwirkung der Teilchen (und damit auch deren Eigenvolumen) berticksichtigt.

a - .
(p+ W)(L - b) = NkT

Die Koeffizienten a, b hingen dabei von der Teilchenzahl N ab (b ist proportional zu N, a zu
N?). Ublicherweise werden a, b auf ein Mol bezogen.

In der Statistischen Physik wird gezeigt:

Die Van-der-Waals Gleichung steht in engem Zusammenhang mit der ”Virialentwicklung” (5.5),
d.h. einer Entwicklung des Druckes nach Potenzen der Dichte.

Mit <& =d’, % = b/ und der Dichte n = ‘l ergibt sich aus der VdW-Gleichung mittels Division

durch V:

(p+dn*)(1=bn) = nkT
’ nkT )y
=p = 71 —n —an
p n a
=L - _°_ _ "5
KT 1—tn kI
!
i% ~ 71+(b/_k?f)712+"'

Die Koeffizienten dieser Entwicklung von p nach n kénnen nun mit dem FErgebnis der
Virialentwicklung verglichen werden. Daraus ergibt sich:

/ 3
po— 4. AT fi)

3 \2
ad = —27T/7“2V(r)clr
V() |

V(r) ist dabei das Wechselwirkungspotential der Teilchen, das als eine Funktion des Abstandes r
der Teilchenzentren angesetzt wird. o bedeutet den Wert von r, fiir den V(r) eine Nullstelle hat.
Man kann 7 als Teilchenradius auffassen.

Die Bedeutung der beiden Koeffizienten a,b kann demnach anschaulich so zusammengefafit
werden:

e b hingt mit dem Eigenvolumen der Teilchen zusammen. Dieses mufl vom Volumen des
Gasbehilters abgezogen werden, um das Volumen zu erhalten, das den Teilchen fiir ihre
Bewegung tatsichlich zur Verfiigung steht. Deshalb steht in der VAW-Gleichung V — b
anstelle von V.

e a ist eine Konsequenz der attraktiven Wechselwirkung zwischen den Teilchen. Der
tatsiichlich innerhalb des Gasvolumens herrschende Druck (”Binnendruck”) ist grofer
als der Druck p, welcher auf die Behilterwand ausgeiibt wird, weil die gegen die Wand
anlaufenden Teilchen von den anderen Teilchen im Gasvolumen ”zuriickgezogen” werden.
Deshalb steht in der VAW-Gleichung p + % anstelle von p.
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2.6.1 PV-Diagramm zur Van-der-Waals Zustandsgleichung

In diesem pV-Diagramm sind die Isothermen zur VdW-Zustandsgleichung gezeigt. Die
gestrichelte Linie gibt das minimale Volumen b an.

An der positiven Steigung der Kurven in einigen Bereichen erkennt man, da die VAW-Gleichung
nicht fiir alle Werte von (p,V) eine zuldssige Zustandsgleichung eines Stoffes darstellt. Denn

in diesen Bereichen wire wegen xr = —% (%L) die isotherme Kompressibilitit negativ,
TN

was fiir einen thermodynamischen Gleichgewichtszustand eines Stoffes nicht sein kann (1.14).
Zumindest in diesen Bereichen muf3 also das pV-Diagramm einer Substanz, die durch die
VdW-Gleichung (nidherungsweise) beschrieben wird, anders aussehen. Tatsichlich steigt bei
Kompression (Volumenverminderung) zuerst der Druck p des Gases an, bis der Dampfdruck
der jeweiligen Temperatur erreicht ist. Bei weiterer Volumenverringerung kondensiert Gas zu
Fliissigkeit und der Druck bleibt konstant gleich dem Dampfdruck. Erst wenn sich nur noch
Flissigkeit in dem Gefal befindet, steigt der Druck wieder an. Dies ist in dem folgenden
Diagramm gezeigt:

PV-Diagramm fiir das VAdW-Gas mit
Zweiphasengebiet: Kritische Isotherme

(gestrichelt) und Grenzkurve des
Zweiphasengebietes (punktiert). Fiir

eine spezielle Isotherme

sind exemplarisch die Grenzen A,D

des Zweiphasengebietes eingezeichnet.

B,C sind Punkte mit horizontalen

Tangenten. Die Maxwell-Konstruktion

besagt, dafl die markierten Flachen
| .
Vi oberhalb und unterhalb von AD gleich
grof} sein miissen.

Man erkennt in diesem Diagramm, dafl ein Zweiphasengebiet, in dem Gas und Fliissigkeit
koexistieren, nur fiir Temperaturen unterhalb einer sogenannten kritischen Temperatur
existiert. Die dazugehorige Isotherme ist im Diagramm gestrichelt eingezeichnet. Das
Zweiphasengebiet zieht sich bei Anndherung an diese kritische Temperatur auf einen Punkt
im pV-Diagramm zusammen. pjpis, Virie und T,.;; kennzeichnen diesen sogenannten kritischen
Punkt der Substanz. Oberhalb der kritischen Temperatur sind Fliissigkeit und Gas nicht mehr
zu unterscheiden. Das Kennzeichen des kritischen Punktes im pV-Diagramm ist, daf} er fiir die
zugehorige Isotherme einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente darstellt. Das liegt daran,
daB fiir die kritische Isotherme die Punkte B und C (Punkte mit horizontaler Tangente) und
der Wendepunkt im kritischen Punkt zusammenfallen. Druck, Temperatur und Volumen am
kritischen Punkt lassen sich deshalb aus folgenden Gleichungen bestimmen:

8—5(‘”27‘51-,TA‘74/) = 0
p
W(Vkrit:Tkrit) = 0
Daraus ergibt sich:
8 «a
T'M' = = AT
kit 97 Nkb



Vieir = 3b
1 a
Pkrit = =75

(8]
=1
fuag

Punkte der Isotherme in den Bereichen zwischen A und B bzw. zwischen C und D konnen als
metastabile Zustinde realisiert werden ("{iberhitzte Fliissigkeit” bzw. "unterkiihlter Dampf”).

2.6.2 Die Maxwell-Konstruktion
Die Grofie des Dampfdruckes zu einer gegebenen Temperatur (also die Lage des horizontalen
Geradenstiicks AD in der Isothermen) erhdlt man nach der sogenannten ”Maxwell-

Konstruktion”: Die Flachen zwischen Isotherme und Horizontale ober- und unterhalb der
Horizontalen miissen gleich grof} sein.

Die Begriindung dafiir ergibt sich folgendermafen: Im Phasen-GGW zwischen der Fliissigkeit (I)
und dem Gas (II) mufl Gleichheit der chemischen Potentiale der beiden Phasen bestehen:

N(UIDT) = N‘(UMT)

v bedeutet hierbei das spezifische Volumen der jeweiligen Phase. Unter Benutzung von p(v,T) =
g = f 4+ pv erhilt man aus dieser Bedingung:

vrr 8
0 =p(orr) —plvr) = / (8_/3> dv =
JUr g T
"UIT [ J
= / (07‘) +p+uv (@) dv
o ov ) . ov ),
= / v <0—p) dv
vr OU T

vUrr
=y = [ poe
vy

V11

= ('UII—'UI)PD—/ p(v)dv

v

Weil das gleich Null sein soll, ist die Bedingung fiir das Phasengleichgewicht beim Dampfdruck
pbp:

vrr
(vip—vr)pp = / p(v)dv
v

I

Dieses Argument ist jedoch problematisch, weil darin die Zustandsgleichungin einem Bereich benutzt wird, in dem
sie nicht mehr giiltig sein kann (zwischen B und C). Das gilt erst recht fiir eine andere Version dieser Begriindung
mithilfe eines gedachten Kreisprozesses entlang der Horizontalen AD und zuriick iiber das Kurvenstiick DCBA.
Denn dann miiliten wiahrend des Kreisprozesses Zustiande mit negativer isothermer Kompressibilitdt durchlaufen
werden (zwischen C und B), die auf jeden Fall instabil sind.

Anstatt das chemische Potential p (bzw. g) als Funktion des Volumens zu betrachten, wie es oben
etan wurde, kann man auch die spezifische freie Enthalpie ¢ in Abhéngigkeit von p untersuchen.
ntlang einer Isotherme gilt dafiir:

dg = —sdT + vdp = vdp
Man erhlt also g(p) = g(po) + f;zi) v(p)dp. Dabei ist allerdings zu beachten, daf§ dp im Bereich

zwischen den Punkten B und C negativ wird (vgl. das PV-Diagramm), so daB sich fir g nicht
eine eindeutige Funktion von p ergibt. g hat vielmehr die unten dargestellte Form.



In dem links gezeigten Diagramm sieht man, wie sich g(p) als Flache unter der v(p)-Kurve ergibt.
Im rechten Diagramm sind die dadurch erhaltenen Werte von g aufgetragen:

Zuerst nimmt g bei wachsenden Werten von p zu, um dann zwischen den Punkten C und B wieder
kleiner zu werden, bei gleichzeitig abnehmendem Druck p. Ab dem Punkt B wachsen g und p
wieder an. Man deutet den Ast %15 zum Punkt C als Kurve der spezifischen freien Enthalpie
fir das Gas, wihrend der Ast ab dem Punkt B zur Fliissigkeit gehort. Dort, wo sich beide
Aste schneiden, sind die spezifischen freien Enthalpien (also auch die chemischen Potentiale)
von Fliissigkeit und Gas gleich. Das bedeutet, daf3 der Druck in diesem Punkt der Druck des
Phasen—GéVVs ist, also der Dampfdruck pp. Dies ist nur eine andere Darstellung der Maxwell-
Konstruktion.

2.6.3 Verhalten der freien Energie beim Phaseniibergang
Wenn im System nur eine Phase vorliegt, gilt fiir die freie Energie (bei fester Temperatur T):
F(V)y=Nf(v)

Falls jedoch bei fester Temperatur fiir einen gewissen Bereich des Volumens, Vi < V < Vs, zwei
Phasen (1,2) gleichzeitig vorliegen, ist die freie Energie des Systems gleich der Summe der freien
Energien der beiden Phasen:

F(V) = Nifi(v1) + Ny fa(v)

vy = LNJ-, vy = "N? sind dabei die spezifischen Volumina der beiden Phasen. Diese bleiben fiir den

gesamten Bereich des Phasentbergangs konstant. Es gilt natiirlich:

Ni+No = N
Nivy + Ngvy =V

Aus diesen zwei Gleichungen erhilt man die Anteile beider Phasen, die sich bei gegebenem

Volumen V einstellen. Mit TTZ =z und ?Tl = 1 — z ergibt sich aus der zweiten Gleichung:

o .V/J\/— — U1

Vp — U1

xr

Damit gilt fiir die freie Energie:
F=N((1=-2)fi(v1) + 2f2(v2)) = N (fi(vr) + z(fa(v2) = f1(v1)))

Im Bereich des Phaseniibergangs verlauft also F(V) als Geradenstiick zwischen den Punkten
(Vi, F(V1)) und (V3, F(V2)). Die Steigung dieses Geradenstiicks gibt wegen (‘3—F)T = —p gerade

v
den Dampfdruck an.



Das rechte Diagramm zeigt die spezifische freie Energie f als Funktion des spezifischen
Volumens des Gesamtsystems, v (=V/N). Links ist zum Vergleich das zugehérige pv-Diagramm
aufgetragen. Die Kurve f(v) ist nach oben gekriimmt, bis auf den Bereich zwischen B und C, in
dem die isotherme Kompressibilitit negativ wiirde. Im Bereich des Phaseniibergangs (zwischen
A und D) folgt f(v) jedoch nicht der Kurve, sondern dem Geradenstiick AD: Das System hat in
diesemn Bereich eine niedrigere freie Energie, wenn beide Phasen gleichzeitig vorliegen.

3 Thermodynamik im Magnetfeld, Teil 1

3.1 Magnetische Energie

Zur Erinnerung: Die Energiedichte des (statischen) Magnetfeldes im Vakuum betriigt (mit B
als "magnetischer Induktion”):

(CGS-System )

Bei Anwesenheit von Materie hat man fiir das Magnetfeld H (erzeugt durch die "freien Strome”)
und die Magnetisierung M (magnetisches Moment pro Volumeneinheit):

B=H+4rM

Die Energiedichte ist dann

&

-
H
8w
Es geht darum, die Arbeit zu berechnen, welche durch die Spannungsquelle einer Spule geleistet
werden muf}, um einen Kérper (in der Spule) zu magnetisieren.

Das durch den Strom I erzeugte Magnetfeld ist wegen

. A1 [
7{ Hds= =L / Jaf
. c

gleich

H=—NI

cl

(1: Spulenlinge, N: Windungszahl)
Withrend des Vorgangs soll sich das B-Feld in der Spule dndern. Durch diese Anderung des
magnetischen Flusses wird eine Spannung induziert, die bei zunehmender Stromstirke gegen
den Strom wirkt (Lenzsche Regel):
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R 1 /5 o
}{Edg = ——/Bdf
c

N .
= Lrind =—-—DBA
C

(A: Querschnittsfliche der Spule)

Damit der Stromflufi aufrechterhalten wird, mufi die Spannungsquelle eine gleich grofie,
entgegengesetzt gerichtete Spannung aufbringen. Es werden hierbei die Ohmschen Verluste
vernachlassigt. Diese wiirden dazu %ihren, daf3 die Spannungsquelle noch eine etwas héhere
Spannung aufbringen miifite (U = —U;,q+RI). Die zusatzlich geleistete Arbeit wiirde als Warme
"verlorengehen”. Wenn man also annimmt, dafl keine Ohmschen Verluste auftreten, so muf die
Spannungsquelle nur dann Arbeit leisten, wenn sich das Magnetfeld dndert. Nur dann ist die
Spannung ungleich Null. Diese Arbeit dient sowohl zur Erhchung der Energie des Magnetfeldes
in der Spule als auch zur Magnetisierung des Korpers. Sie betrigt

cl N .
w = Uldt = H—ABdt =
/ / 4N ¢
14
= — | HdB
4r .

Wenn man dieses Integral vom Anfangszeitpunkt zum Endzeitpunkt erstreckt, erhilt man
die gesamte von der Spule geleistete Arbeit. Nun kénnte man dies als Energieinderung des
betrachteten magnetischen Systems ansehen. Da aber selbst ohne den Korper in der Spule eine
gewisse Arbeit aufgebracht worden wire (um das Magnetfeld H in der Spule aufzubauen), spaltet
man W in zwei Anteile auf: Ein Anteil ergibt die (Anderung der) Feldenergie fiir eine leere Spule,
der andere wird als Energieinderung des Systems angesehen:

W = 27 / Hd(H + 47M)
4 ' 2
= l—ﬁ_ /d <HT> —}-V/HrLM
v | :
= ?(Hg - H)+V / HdM
1

1 und 2 bezeichnen dabei Anfangs- und Endzustand (-zeitpunkt). Der erste Term ergibt die
Energie, die das Feld allein (ohne anwesenden magnetisierbaren Korper) hinzugewonnen hétte.
Der zweite Term kann deshalb als Energie aufgefafit werden, die der Korper hinzugewonnen hat:

dE =V HdIM

Diese Aufspaltung ist aber etwas willkiirlich. Man kann auf anderem Wege die Energieinderung
"des Systems” berechnen und kommt auf

dE = -VMdB

Magnetische Energie (im Detail)
Die Leistung, die das elektromagnetische Feld an einer Ladung verrichtet, welche den Betrag q und die
Geschwindigkeit ¥ hat, ist

Fo=qEw

Wenn man eine Ladungsdichte betrachtet, dann ist die Dichte der Leistung



(mit der Stromdichte ; = p7)

Dies ist die Energie, die dem Feld pro Volumenelement und Zeiteinheit verlorengeht. Das sieht man an
dem Energieerhaltungssatz fiir das elektromagnetische Feld, wie er bei Anwesenheit von Ladungen zu
schreiben ist:

0 (B2+B\ (e o2 s\ o
o (8—> +div ({=(Ex B)) = -E]

Die Arbeit, die das elektromagnetische Feld an den Ladungen leistet, dient zur Erhéhung der kinetischen
Energie der Ladungen. Wenn trotzdem deren Geschwindigkeit im Mittel konstant bleibt, dann bedeutet
das, daf} sie diese Energie wieder abgeben (z.B. durch Stéfie mit anderen Teilchen). Auf jeden Fall aber ist
dies die Energie, welche dem System, das die Ladungen enthilt, vom elektromagnetischen Feld zugefiihrt
wird.

Die dem magnetischen System insgesamt wihrend des betrachteten Zeitraums zugefiihrte Energie betrigt
also:

AE(System) = //Ededt

;stellt dabei die Stromdichte innerhalb des Systems dar. Die entspricht keinen ”freien Strémen” im Sinne
der iiblichen Definition, sondern es sind Strome, die zur Magnetisierung M des Kérpers zusammengefafit
werden. Es ist (Def. von M!):

; =c roth
Wenn man das probehalber in die Maxwell-Gleichung
rotB = 4(_7r; =d4n  rotM
einsetzt, sieht man, daf} fiir H = B — 47 M tatsichlich
rotH =0

gilt, wie es sein soll, wenn keine freien Strome flieflen.

Man hat also fiir die Energieinderung des Systems
AEww):i//E rotMdV dt

Um ausschliefilich magnetische Gréflen im Endergebnis zu haben, mdchte man unter dem Integral rotE
erhalten. Denn es gilt schliellich

rotE = —

ol

0 =
—B
ot
Zu diesem Zweck benutzt man
div(Mx Ey=E rotM —M rotE

Denn damit kann man den Satz von Gaufl anwenden:

/E rotMdV /div(.ﬁ X E)Y+ M rotEdV

:kﬂﬂx@ﬁ4fﬂ rotEdV

Das Oberflachenintegral verschwindet, wenn man die Oberfliche aulerhalb des Systems legt, wo M=0
ist. Das zweite Integral enthilt rotE, wie gewiinscht:
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AE(Sys) = (://A? rotEdVdt

- / / .ﬁgﬁdtDV
ot
= - / / MdBav

Das ist nicht gleich der Arbeit der Spule, denn diese verrichtet natiirlich auch noch am Feld Arbeit.
Wegen der Energicerhaltung gilt aber jedenfalls:

W (Spule) = AE(Sys)+ AE(Feld)

Zusammenfassung

Arbeit der Spule:

1 2=
el / | / HdBav
- / / MdBav

Erhéhung der Feldenergie (aus W (Spule)— AE(Sys) oder direkt aus der Definition der Energiedichte
des elektromagnetischen Feldes im Vakuum):

L//édé(ﬂ”
4w

Erhéhung der Feldenergie, wenn der magnetisierbare Korper nicht anwesend ware:

S / / HdBdv
47r' i

Arbeit der Spule abziiglich dieser letztgenannten Feldenergie :

/ / Haxtav

Letzteres stellt somit eine alternative Definition der Energie des Systems dar, wenn man eine andere
Aufspaltung in Feldenergie und Systemenergie wahlt.

Erhéhung der Energie des Systems :

Es gibt daher (mindst.) zwei mdogliche Definitionen fiir die Energie des magnetischen Systems
im Feld, die sich durch die Art der Aufspaltung in Feld- und Systemenergie unterscheiden (die
Energieangabe soll sich im folgenden auf die Volumeneinheit beziehen, so dafl der Faktor Volumen
fortgelassen werden kann):

E, = EFEi(S,B)
dE, = TdS— MdB
oder
Ey, = EyS, M)
dEy = TdS+ HdM

Die Differenz betriigt 2rM? — M B (+evtl. eine Konstante). Das sieht man wie folgt:
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d(Ey — Ey) = (TdS— MdB)— (TdS + HdM)
—MdB — HdM

—MdB — (B — 4xM)dM
—MdB — BdM + Az MdM

= —d(MB)+2rd(M?)

= d(2xM? — MB)

In der Statistischen Physik ist die Energie der statistische Mittelwert iiber die Energien der
einzelnen Quantenzustinde. Der Wert der Energie hiingt also davon ab, welche Energiebeitrige
man in den Hamiltonoperator (die Hamiltonfunktion) aufnimmt. Bei der Betrachtung von
magnetischen Systemen stehen im Hamiltonoperator i.allg. nur Terme der Form

—fiB

fiir jedes magnetische Moment des Systems. Das fithrt auf eine Energie E(S,B), die das
Differential

dE =TdS — MdB
hat, entsprechend der ersten oben angegebenen Form.
Diese Willkiir in der Definition der Energiednderung ”des Systems” kommt bei Kreisprozessen

(z.B. Hystereseschleife) gar nicht zum Tragen, denn dann gilt Hy = H,, so daB der
"Feldenergicanteil” verschwindet. Mehr noch: Wegen

A2
j{MdM = j{d (15 ) =0

ergibt sich (fiir Kreisprozesse, die in denselben Zustand zurﬁd\:fﬁhren!):

%H(ZM’ = j{(B —4xM)dM = %BdM'

In analoger Weise erhilt man folgende Gleichungskette:

jé BdH

—f HdB = 477]4 MdB = —47rj{ BdM =

= 47r7{M'dH = —4m 7{ HdM

Das bedeutet, dal man statt dEE = HdM genausogut dF) = —MdH oder dEl = —MdB verwenden
koénnte, wenn es nur auf die gesamte Energieinderung bei einem solchen Kreisprozefl ankommt.

3.2 Beispiele zur Thermodynamik im Magnetfeld

Die Energie des magnetischen Systems soll als Funktion der Magnetisierung (des gesamten
Systems, nicht pro Volumen), der Entropie, des Volumens und der Teilchenzahl gegeben sein:

Ey = En(S,V.N.M)
dEy = TdS —pdV + pudN + HdM

Die freie Energie soll durch
Fgy=Ep-TS—-HM

definiert werden, so daf} gilt:
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Fy Fu(T.V,N,H)
dFy = =8dT —pdV 4+ pndN — MdH

Der Index H weist darauf hin, daf} dies die "freie Energie mit H” ist, im Gegensatz zur durch
F=FEy-TS

definierten freien Energie, die eine Funktion der Magnetisierung M wére. In der Statistischen
Physik wird H als Parameter des Hamiltonoperators und damit der Zustandssumme angesehen,
so daf} sich dort Fyy ergibt, wenn man —kTInZ bildet.

3.2.1 Adiabatische Entmagnetisierung

Wenn man ein magnetisches System ”im Warmebad” (bei fester Temperatur) betrachtet, so wird
bei Zunahme des externen Magnetfeldes die Entropie sinken.

Das wird deutlich, wenn man die Besetzung der durch das externe Magnetfeld aufgespaltenen
Quantenzustinde bei fester Temperatur, aber wachsendem Magnetfeld betrachtet:

—

—_—
—_—

—_—
-—

——

Bei grofiem B-Feld ist die Aufspaltung so stark, daf} praktisch nur noch die energetisch giinstigsten
(tiefsten) Zustiande besetzt sind. Die Entropie S ist deshalb kleiner geworden.

Wenn man nun das System in diesem Zustand thermisch isoliert, um dann adiabatisch (S =
const, keine Wiarmezufuhr) das Magnetfeld wieder zu verkleinern, so wird die Temperatur sinken.
Denn die Besetzung der Quantenzustinde bleibt weiterhin im wesentlichen auf den untersten
konzentriert, obwohl die Aufspaltung geringer wird. Das entspricht einer Gibbs-Verteilung zu
einer niedrigeren Temperatur:

—_—

= =

—
—

Die Abnahme der Temperatur bei adiabatischer Entmagnetisierung betrigt, bezogen auf die

And(‘l‘ung ClCS h’lagn(‘,‘f(‘ld(‘,s:
OH S

Nun mgchte man dies mit anderweitig meflbaren Grofen, z.B. der Wirmekapazitat und der
Magnetisierung, in Beziehung setzen:

or _T1.S) _ AT,S) o(T, H)
<ﬁ> ~ O(H.S) ~ o(T.H)O(H.S)
_ _(em)y
(57) n

Den Ausdruck im Zihler, (ﬁ) o+ kann man tiber eine Maxwell-Relation umformen:

dFgy = -=-8dT — MdH
L (25) _ (oM
oH), — \or ),

Man benétigt also die Magnetisierung M(T,H). Fiir den Nenner schafft man sich zunéchst einmal
eine Definition. Die Warmekapazitit bei konstantem Magnetfeld ist

, . (9S\ _ (0B
curm=r(3) (%),
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Wenn man jedoch die Magnetisierung M(T,H) schon kennt, so ist es nicht nétig, Cy (T, H) fiir
alle Werte von T H 7zu bestimmen. Denn es gilt folgender Zusammenhang;:

OCu\  _ 0 (05
OH ), — OH \" 0T
2
7 25 _p9 (95 _
OHOT ~ ~ 0T \0H ),

0 (OM
T—
i (o),

(Dabei wurde noch einmal die oben angegebene Maxwell-Relation verwendet)

Wenn also C'y(T,0) (Wirmekapazitat ohne Magnetfeld) bekannt ist, so kann man sich Cy (T, H)
aus

H
g 2
Cy(T.H) = C’H(T,0)+/T%M(TW H')dH'
0

beschaffen.

Um die Temperaturdanderung bei adiabatischer Entmagnetisierung zu berechnen, gentigt es daher,
die Warmekapazitit ohne Magnetfeld C'y (T, 0) und die Abhéngigkeit der Magnetisierung M (oder
der Suszeptibilitdt y) von T.H zu kennen.

Den ganzen Vorgang der adiabatischen Entmagnetisierung kann man tbersichtlich in einem
Diagramm darstellen, in dem S als Funktion von T,H aufgetragen wird. In dem Diagramm
sind einige der Kurven S(T,H) fiir nichtverschwindendes Magnetfeld H eingetragen.

T Ti

Bei dem betrachteten Prozefl wird zuerst bei fester Temperatur T; (i="initial”) magnetisiert
(1-2) und dann bei konstanter Entropie, also adiabatisch, entmagnetisiert (2-3). Dabei sinkt das
Magnetfeld vom Wert H; auf H;. Die Temperatur nimmt ebenfalls ab und betrégt nach Ende
der Entmagnetisierung Ty (f="final”). Beim ersten Schritt (1-2) ist T'dS negativ, das System
gibt also Wirme ab. Beim zweiten Schritt findet kein Wirmeaustausch statt. Und bei einem
dritten Schritt (3-1 entlang der oberen Kurve, bei H = Hy) wird das System wieder Warme von
der Umgebung aufnehmen (und dadurch seine Umgebung abkiihlen!).

Die dunkle Fliche entspricht der dem System beim letzten Schritt (von der abzukiihlenden
Umgebung) zugefithrten Warme. Das ganze Rechteck (dunkle und helle Fliche zusammen) ergibt
die im ersten Schritt vom System nach auflen abgegebene Wirme. Die helle Fliche als Differenz

gibt den UberschuB an nach auBen abgegebener Wirme an.
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3.2.2 Supraleitung

normalleitend

Es sollen hier nur Typ-I-Supraleiter betrachtet werden, bei denen im supraleitenden Zustand
das Magnetfeld vollig aus dem Supraleiter hinausgedrangt ist (”Meifinerzustand”). Bei Typ-1I-
Supraleitern gibt es zusitzlich noch die supraleitende Shubnikov-Phase (Eindringen magnetischer
FluBischliuche in den Supraleiter).

Bezeichne H, das duBere Magnetfeld, B die magnetische Induktion innerhalb des supraleitenden
Materials und M dessen gesamtes magnetisches Moment (so dal M/V die Magnetisierung ist).

Dann gilt (CGS):

Im normalleitenden Zustand kann ndherungsweise M =~ 0 gesetzt werden, weil die magnetische
Suszeptibilitit sehr klein ist. Im supraleitenden Zustand dagegen gilt

V— —

B=0=M=—-—*H,
47

Die Magnetisierung wird also gerade grofy genug, um das dufiere Feld zu kompensieren.

Es ist nun die Aufgabe, die Grenzkurve zwischen normalleitender und supraleitender Phase im
(T,H)-Diagramm zu bestimmen. Dazu benutzt man wieder die bekannte Tatsache, daf} ein System
im Wiarmebad (bei vorgegebener Temperatur und vorgegebenem Volumen) seine freie Energie
minimiert. Das Differential der zu minimierenden freien Energie F(T, H) ist dabel gegeben durch

dF = —-5dI' — MdH

Wenn als innere Energie diejenige Grofie gewdhlt wird, welche das Differential
dE=TdS + HdM

hat, so gilt
F=FE-TS-HM

Dann, wenn man von einer inneren Energie mit dem Differential dE = TdS — MdB ausgeht,
ergibt sich zwar ein anderer Zusammonhang zwischen F und E, aber die zu minimierende freie

Energie hat immer das Differential dF = —SdT — MdH.

Gleichgewicht eines Systems bei vorgegebenem Magnetfeld H

Es soll die Bedingung aufgestellt werden, welche das Gleichgewicht eines Systems in vorgegebenem
Magnetfeld, bei fester Temperatur (und festem Volumen) charakterisiert. Wie im Abschnitt iiber die
Gleichgewichtsbedingungen gezeigt, betrachtet man dazu alle moglichen Prozesse, bei denen die Entropie
des Gesamtsystems (ans Wirmebad und dem System selbst) nicht abnimmt. Sei also Sy die Entropie
des Warmebades und S diejenige des Systems:

05A50+A5:—?—Q+A5
0

Dabei soll AQ die dem System vom Warmebad zugefithrte Warmemenge sein. Wenn man die magnetische
Arbeit als + HAM ansetzt (aus dE = T'dS + HdM), gilt:
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AQ=AE—-HAM

Also folgt aus der oben gegebenen Ungleichung, bei fester Temperatur Ty und festem Magnetfeld H:

1
0 < T(TOAS —AE+ HAM)
0
= AE-T,S—-—HM) <0
Die Grofle F(TH) = E — TS — HM mit dF = —SdT — MdH nimmt also im thermodynamischen

GGW ein Minimum an. Dabei sind T, H fest vorgegeben und das Minimalprinzip bezieht sich auf die
Abhangigkeit von anderen Parametern.

Wie im Abschnitt iiber die magnetische Energie (3.1) erklart, gibt es in der Definition der inneren Energie
eines Korpers im Magnetfeld eine gewisse Willkiir, weil die Aufspaltung in einen ” Feldenergieanteil” und
einen Anteil der inneren Energie nicht eindeutig vorgegeben ist.

Neben der Definition

dE =TdS + HdM
ist demnach auch

dE =TdS — MdB

konsistent. Es soll nun gepriift werden, ob die aus der zweiten Definition erhaltene GGW-Bedingung mit
der oben abgeleiteten iibereinstimmt. Die Warmezufuhr kann in diesem Fall als

AQ =AE+ MAB

geschrieben werden. Dann folgt aus der Ungleichung fiir die Verdnderung der Entropie des
Gesamtsystems:

0<ASy+AS = 1{ (TbAS — AE — MAB)

0
Alle Groflen sollen sich hier auf die Volumeneinheit beziehen, so dafl man schreiben kann B =

H + 47 M (sonst miiflite man zwischen dem gesamten magnetischen Moment und der Magnetisierung
unterscheiden). Daraus folgt bei konstantem H:

MAB = MA(H + 4n M) = 4n MAM = 2r AM’
Die Ungleichung ist also dquivalent zu
A(E = TyAS +27M?*) < 0
Demnach strebt die Grofle
F=E-TS+2xM*

im GGW einem Minimum zu. Das sicht zun#cht anders aus als die oben gegebene Beziehung F =
E —TS 4+ HM. Man hat aber zu beachten, dafl die Energic E ebenfalls unterschiedlich definiert war.
Wenn man das totale Differential von F' berechnet, so ergibt sich:

dF = dE—TdS — SdT + 2rd(M?)
—8dT — MdB + 4z MdM
= —-5dT - MdH
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Es gilt also (evtl. bis auf eine Konstante)

.. so wie es sein soll.

Im Phasen-GGW miissen die freien Energien von supraleitender und normalleitender Phase
iibereinstimmen:

Fs(T,H¢) = Fn(T,Hc)

H¢ bedeutet dabei die von der Temperatur abhéngige kritische Feldstarke. In einem stirkeren
Magnetfeld bricht die Supraleitung zusammen.

Mit dFy — dFs =0 (entlang der Grenzkurve) gilt

—SN(ZT — A/Z[N(ZHC = —SSdT — AfsdHC

Daraus folgt, unter Benutzung von My = 0 und Mg = —LH(jv:
’ o} 47

|4
(Ss—SN)dT = 4—HCCIHC

dH() 4
drT VHe

(Ss — SN)CIT

Man kann diese Beziechung umformulieren mit der latenten Warme @ = T(Sy — Ss) des
Ubergangs von der supraleitenden in die normalleitende Phase:
dHc 4

T = — VHOT QdT

Weil am absoluten Nullpunkt nach dem Dritten Hauptsatz (”Nernstsches Theorem”) die
Differenz der Entropien der beiden Phasen, Sy — Sg, verschwindet, ist dort auch die Ableitung
des kritischen Feldes nach der Temperatur gleich Null: Die Grenzkurve liuft horizontal in die
H-Achse.

Auflerdem sieht man an dieser Gleichung, dal fiir He = 0 (Schnittpunkt der
Phasentibergangskurve mit der T-Achse) die latente Warme verschwindet (es sei denn, es gilt
d clth( — 00, was aber nicht der Fall ist). Das bedeutet, daf in diesem Punkt der Ubergang von
der supraleitenden zur normalleitenden Phase ein Phasentibergang 2. Ordnung sein kann.

Man kann das kritische Feld He(T') in Beziehung setzen zur Differenz Fs(T,0) — Fy(T,0) der

freien Energien der beiden Phasen bei verschwindendem Feld.
Aus dF = —SdT — MdH folgt fiir die freie Energie der supraleitenden Phase:

H
Fs(TH) = Fs(T,H=0)— /.M(H’)dH’
0
= FT.H=0)+ K
o S\ A 8
Dabei wurde M = — X H benutzt. In der normalleitenden Phase verhalt es sich einfacher, weil

ir
dort die Magnetisierung als Null angené&hert werden kann:

Fy(T,H)=Fx(T,H =0)
Im Phasen-GGW gilt
Fs(T,Hc)=Fn(T,Hc) = Fn(T,H = 0)
Also

‘//’
Fs(T,H=0)=Fx(T,H=0)— _Hg
o

An dieser Beziehung sieht man, um wieviel die freie Energie der (thermodynamisch stabilen)
supraleitenden Phase unter der freien Energie der (instabilen) normalleitenden Phase liegt (fiir

H=0)
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4 Grundlagen der Statistischen Physik

4.1 Erinnerung an die Quantenmechanik

Der Zustand eines quantenmechanischen Systems wird beschrieben durch Angabe der
Wellenfunktion ¥(g). q steht hier fiir einen vollstindigen Satz von Koordinaten und evtl.
Quantenzahlen. Zum Beispiel wiirde man fir q i Falle eines Systems aus N Elektronen alle
3N Koordinaten der Elektronen sowie N Quantenzahlen mit den Werten —1—% oder —% (fiir die
Spins) einsetzen.

Einem Operator A (der allgemein eine gegebene Wellenfunktion in eine andere iiberfiihrt) ordnet
man seinen Erwartungswert beziiglich des Zustandes V¥ zu:

<\

Al >= /‘P*(Q)(44‘1’)(q)dq

Die Schreibweise (:l\Il)(q) soll darauf hinweisen, dafl man zuerst den Operator A auf die
Wellenfunktion ¥ wirken lassen muf, um dann das Ergebnis (eine neue Wellenfunktion) an der
Stelle q auszuwerten. Falls in q auch ”diskrete Koordinaten” (also Quantenzahlen, wie z.B. :I:%
fiir den Spin) enthalten sind, mufl man beziiglich dieser Koordinaten keine Integration, sondern
eine Summation ausfithren - so wie das jetzt gleich allgemeiner gezeigt wird.

Man kann jede Wellenfunktion ¥ nach einem beliebigen vollstindigen Orthonormalsystem
entwickeln :

U = Z C,j(I);

Die Entwicklungskoeffizienten von ¥ nach den Funktionen ®; sind dabel gegeben durch
c; =< (I)i|‘IJ >

Fiir den Erwartungswert von A bezgiiglich ¥ hat man dann :

A

Z Cj(I)j >

J
filq)j >

< UIA|T > < ch@i

= ZC;CJ < ®;

ij

E C,',fc‘,jAl'j

i

Wegen ¢; =< ®;|¥ > kann man das auch noch in der einprigsamen Form

<UAT >=)" < U[d; >< Bi[A

iJ

D >< ;|0 >

schreiben. Man hat dabei also |®; >< ®;|, |®; >< @] eingefiigt und iiber i,j summiert.

Fine besonders einfache Form nehmen die Beziehungen an, wenn man nach einer Basis aus
Eigenfunktionen des Operators A entwickelt (”Spektralzerlegung” ):

f’AlCI’j =a;®;

Die a; sollen die Eigenwerte von A darstellen. In der Basis seiner Eigenfunktionen ist die Matrix
zum Operator A diagonal, denn es gilt:

A,jj =< P; fi

O >=< ¥jfa;®; >= a;di

Im letzten Schritt hat man benutzt, dafi die ®; orthogonal sind. A muB in diesemn Fall demnach
ein hermitescher (selbstadjungierter) Operator sein - sonst kénnte man ihn nicht in einer
Orthogonalbasis auf Diagonalgestalt bringen.
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Der Erwartungswert von A ergibt sich in der Basis seiner Eigenfunktionen zu:

U >= Z |cil?a;

2

< U4

Die Zahl |¢;|? wird als Wahrscheinlichkeit interpretiert, den Wert a; bei einer "Messung” zu
finden, welche den Wert der ”Observablen” A bestimmen soll:

P("A=dl) = el

4.2 Gemischte Zustinde

Die Einfiihrung ”gemischter Zustinde” bedeutet eine Art Mittelung {iber quantenmechanische,
"reine” Zustiande. Man kann auf zwei Arten zu solch einer Mittelung gelangen: Entweder man
betrachtet ein kleineres Teilsystem eines quantenmechanischen Systems, oder man untersucht
ein "statistisches Ensemble” aus gleichartigen Systemen. Beide Zuginge fiihren letztendlich auf
die Dichtematrix, die die Grundlage fiir die statistische Beschreibung quantenmechanischer
Systeme bildet.

4.2.1 Statistisches Ensemble (quantenmechanisch)

Man betrachtet mehrere gleichartige Systeme (d.h.: gleicher Hamiltonoperator), die jedoch
in unterschiedlichen quantenmechanischen Zusténden sein konnen. Alle Wahrscheinlichkeiten,
Erwartungswerte etc. definiert man dann als Mittelwerte tiber diese Systeme. Im folgenden sollen

die N Systeme zum betrachteten Zeitpunkt in den Zustinden W', U2, ..., ¥V sein. Diese Zustinde
sollen nach irgendeiner Basis ®; entwickelt werden:

=)o,

13

Es gilt dann fiir den Erwartungswert < A > eines Operators A:

Bei einem System:

<A>=< YA >= cic; < ;]AD; >
¥
Im statistischen Ensemble:
i 1 I Al

<A> = TZI:<\IJ Alwt >
= i et < ®,|A|D; >
- j\r £ 2] J

1ij
1 B N
= Z (J\_T ZC?A(,‘;) < P;|A (I)J‘ >
¥ l

Man sieht: Dort, wo bei der Berechnung des Erwartungswertes eines Systems das Produkt ¢jc;
auftaucht, steht beim Mittelwert {iber mehrere Systeme die Gréfie
1 ;
— RESN)
Pji = A/\_/Y C; CJ
!

(Man beachte die unterschiedliche Reihenfolge von i,j auf beiden Seiten)

6 wird als Dichtematrix des Systems bezeichnet. Wenn der Zustand eines Systems in dieser
Veise als Mittelung iiber viele quantenmechanische Zustinde beschrieben wird, spricht man
von einem sogenannten ”gemischten” Zustand. Den "Normalfall” eines Zustandes, der durch
Angabe einer Wellenfunktion festgelegt wird, bezeichnet man dagegen als “reinen” Zustand.
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Man kann mit Hilfe der Dichtematrix den Erwartungswert von A folgendermaflen schreiben:

<A>="pi < ®i|A|d; >= pjidi; = Sp(pA)

i.j i

("Sp” steht fiir die Spur der Matrix, also die Summe der Diagonalelemente)

Die Wahrscheinlichkeit, den Zustand i zu finden, wenn man an einem zufillig gewihlten System
des Ensembles eine "Messung” durchfiihrt, betragt

) 1
P(i) =+ D lell? = pii
!

Die Summe dieser Wahrscheinlichkeiten ergibt 1, wie es sein muf3:

ZP(i)=ZPM=%XZ:Z ZZ%"XI:l:l

N
C;

Demnach:

Sp(p) =1
Die Dichtematrix ist hermitesch:

1
IEN) *
Pji = N § :Ci Cj _pz]
{

Das bedeutet, dal man sie in einer Orthogonalbasis auf Diagonalgestalt bringen kann. Da die
Diagonalelemente Wahrscheinlichkeiten darstellen (P(i) = p;;), miissen sie nichtnegativ sein. Die
Dichtematrix hat also nichtnegative Eigenwerte und ist deshalb positiv semidefinit.

Die Wahrscheinlichkeit, bei einer "Messung” den Eigenwert a; des Operators A zu "finden”,

ist in dessen Eigenfunktionsbasis gleich p;;. Formal kann man diese Wahrscheinlichkeit auch in
basisunabhéngiger Form schreiben:

P("A =al) = Sp(6(A —ai)p)

4.2.2 Zeitentwicklung der Dichtematrix

Man betrachtet N gleichartige Systeme, die ein statistisches Ensemble bilden. Fiir jedes der
Systeme lautet die Schrodingergleichung, aufgeschrieben in einer willkiirlich gewéhlten Basis ®;:

.0 .
zhaci = zj:Hijcj

(Beachte, dafi an der Matrix H;; des Hamiltonoperators kein Index / steht: Bedeutung von
" gleichartige Systeme”! )

Durch Einsetzen der SGL erhélt man die Zeitableitung der Dichtematrix:

0 1 g Uk 1

5l = N : Ot(cz c5)

l

_ iZL(H* clrel — Hiy,ebeel)

2 C
mn 13 n
N h J

l,n

?
= gZ(p]anz _Hjnpni)
_ 1 [p ];f[] .
- 7 P ji
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Die Zeitableitung der Dichtematrix wird also durch einen Kommutator beschrieben:
= 115 ]
h ==,

Dann, wenn sich die Dichtematrix zeitlich nicht &ndern soll (stationirer Fall), muf} gelten:

0. i
EP—E[P»H]—O

Der Kommutator des Hamiltonoperators mit der Dichtematrix verschwindet also in diesem Fall.
Da beides hermitesche Operatoren sind, kann man ein gemeinsames Eigenfunktionensystem
wihlen: Es gibt eine Orthogonalbasis aus stationdren Zustinden (Eigenfunktionen von H), die
gleichzeitig Eigenfunktionen der Dichtematrix sind. Die Angabe der Dichtematrix bedeutet also
im stationdren Fall die Angabe eines statistischen Gewichtes w; = p(i,i) fiir jeden Energie-
Eigenzustand des Systems.

Drei verschiedene spezielle Arten der statistischen Verteilung werden im folgenden dargestellt:
Das "Mikrokanonische Ensemble” (4.4), das " Gibbssche (kanonische) Ensemble” (4.6) und das
” Grofikanonische Ensemble” (4.8).

4.2.3 Ein Teilsystem eines grofieren quantenmechanischen Systems

Folgende Situation ist in der statistischen Physik von Bedeutung: Man betrachtet ein
quantenmechanisches System, welches nicht abgeschlossen ist, sondern als Bestandteil eines
groferen (abgeschlossenen) Systems vorliegt. Es soll mit den restlichen Bestandteilen dieses
Systems in (schwacher) Wechselwirkung stehen. (Fiir das Folgende ist es zwar noch nicht wichtig,
daf3 die Wechselwirkungsenergie klein gegeniiber den Energien der einzelnen Systembestandteile
ist. Aber immer dann, wenn man die Energie des Gesamtsystems als Summe der Energien
seiner Teilsysteme angibt, setzt man voraus, dafl die Energie der Wechselwirkung zwischen
den Teilsystemen vernachlissigt werden kann. Andererseits mufl natiirlich eine gewisse
Wechselwirkung vorhanden sein, damit die Teilsysteme dem Zustand des thermodynamischen
GGWs untereinander zustreben)

Die Basiszustinde des betrachteten Teilsystems sollen mit dem Index i durchnumeriert
werden, die des "Rests” mit 1. Man kann sich z.B. als Basis die stationdren Zustinde

(Energieeigenfunktionen) des jeweiligen Systems vorstellen, die man fiir den Fall nicht
vorhandener Wechselwirkung erhalten wiirde.

Wenn man nun jedes System fiir sich betrachtet (keine Wechselwirkung, separate quanten-
mechanische Systeme), dann wird fiir jedes Teilsystem die Angabe der Entwicklungskoeffizienten
¢; der Wellenfunktion ¥ nach einer speziellen Basis ausreichen, um den quantenmechanischen
Zustand vollstandig anzugeben.

Sobald jedoch die beiden Systeme miteinander in Wechselwirkung stehen, bedeutet eine
vollstdndige quantenmechanische Beschreibung nicht, daffi man fiir jedes Teilsystem separat die
Amplituden ¢; seiner Basiszustidnde angibt. (Wenn beide Teilsysteme N Zustdnde hatten, dann
waren das 2NV komplexe Zahlen) Es ist vielmehr so, dafl man jedem Zustand des Gesamtsystems,
gegeben als Kombination (7,1) von Zustinden der Teilsysteme, eine komplexe Amplitude
zuordnen mufi (N? komplexe Zahlen). Diese Amplituden werden im folgenden als c(i,1)

bezeichnet. Die Matrixelemente eines Operators A beziiglich dieser Basis des Gesamtsystems
miissen dann in der Form

< i U'|AJi,l >

gegeben sein.

"Gemischte Zustidnde” werden dann bedeutsam, wenn man Operatoren betrachtet, die sich
nur auf das Teilsystem separat beziehen. Es stellt sich namlich heraus, dafl man zur Berechnung
der Erwartungswerte solcher Operatoren und auch zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten der
einzelnen Eigenwerte nicht die vollstandige Information tiber den quantenmechanischen Zustand
des Gesamtsystems (enthalten in den ¢(i,1)) bendtigt.

FEin Operator, der sich nur auf das Teilsystem bezieht, hat die Eigenschaft, daf} er die Zustinde
des "restlichen” Systems unverindert la3t:

< 7:/7ll *4|7/7l >E< 7/ fill > 51',1

Der Erwartungswert von A beziiglich des Gesamtzustandes ¥ ist:
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<UlA A

U>= Y (i )i 1) <l

ARG

il >

Mit Hilfe der speziellen Eigenschaft von :l nicht auf die Zustande des "restlichen Systems” zu
wirken, erhilt man:

< Ali >

U= (i el ) <

i

A

Die Summation iiber / ist hierbei unabhingig von den Matrixelementen < ¢’| A|i > des Operators

A. Deshalb kann man folgende Definition einfiihren:

plisi') = 3 (i )eli)
]
(Die Reihenfolge von 4,7’ ist rechts und links verschieden!)

Damit nimmt der Erwartungswert von A diese Form an:

AW >= " p(ii) < i

i il

< Ali >

Die Summe {iber die Zustinde [ des restlichen Teilsystems ist somit in das Gebilde p(i’, )

verlagert worden. Man bezeichnet p wieder als "Dichtematrix” des Teilsystems. Sie stellt die
Beschreibung eines gemischten Zustandes dar.

Weil die Gesamtheit der Entwicklungskoeffizienten ¢(7,!) normiert ist
> e =1
il

ergibt sich fiir die Dichtematrix die Eigenschaft:

Zp(i»i) = Sp(p) =1

(mit Sp als Bezeichnung fiir die Spur der Matrix, also die Summe der Diagonalelemente)

Man kann auch hier schreiben:

< U|A|T >= Sp(pA)

Der Erwartungswert eines Operators, der sich nur auf ein Teilsystem eines
grofleren Systems bezieht, kann berechnet werden, wenn man die Dichtematrix des
Teilsystems kennt.

Die Spur einer Matrix héngt nicht von der speziellen Wahl der Orthogonalbasis ab, in der man
sie darstellt. Somit sieht man an dieser Form der Darstellung noch einmal, dafy die Definition
von < U|A|¥ > basisunabhingig ist.

Dann, wenn die Amplituden c(4,7) als Produkt aus Amplituden fir die einzelnen Teilsysteme

geschrieben werden kénnen, ergibt sich fiir die Dichtematrix die Form, die sie fiir einen
sogenannten reinen Zustand hat:

c(i,l) = ald)b(l)
= p(i,i) = > (i De(i 1) = a* (@) (ali)b(l)

1

= a*(i")a(s)

(...denn die Summe tiber ! ergibt 1, wegen der Normierungsbedingung an die Amplituden b)
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Es gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, bei einer "Messung” den Zustand i zu finden (zu dem der
Eigenwert a; von A gehort):

P("A = a}) = pli.i)

Die Berechnung von Erwartungswerten und Wahrscheinlichkeiten verlduft also im Dichtematrix-
formalismus immer in gleicher Weise, egal ob es sich um einen reinen oder einen gemischten
Zustand handelt.

Wihrend aber die Dichtematrix eines reinen Zustandes immer in der Form

geschrieben werden kann (mit den Entwicklungskoeffizienten ¢(i)), ist das fiir einen gemischten
Zustand i.allg. nicht der Fall (man kann einen gemischten Zustand nicht als reinen Zustand mit
passend gewidhlten Koeffizienten auffassen).

4.2.4 Statistisches Ensemble (klassisch)

Anstatt die Bewegung eines einzelnen Systems zu untersuchen, betrachtet man in der
Statistischen Mechanik ein ”Ensemble” aus vielen gleichartigen Systemen, die jedoch
unterschiedliche Anfangsbedingungen ihrer Bewegung haben sollen.

p

P
q

I
Der Zustand jedes dieser Systeme wird festgelegt durch Angabe eines Punktes im Phasenraum
(Angabe von (p1,p2,- s Prs@1,92:-++5qn) = (p,q)). Wenn man diese Punkte alle in ein-
und demselben Phasenraum eintrégt, so verdndert sich diese ”"Punktwolke” geméfi den
Bewegungsgleichungen des Systems. Man kann sich vorstellen, dafl so die Unkenntnis {iber den

gi'(_%nauen Anfangszustand eines einzelnen Systems dargestellt wird. Es liegt nahe, eine Dichte
dieser Punkte zu definieren, um dann die Mittelwertbildung auf diese Dichte p zu beziehen.

p(p,q)dpdq

ist die Wahrscheinlichkeit, da3 sich ein zufillig herausgegriffenes System des Ensembles im
Volumenelement dpdq an der Stelle (p, ¢) des Phasenraumes befindet.

Die Dichte ist normiert:

/ p(p.q)dpdg =1

Fiir den Mittelwert einer Funktion A(p,q) gilt:

<A>= /A(paQ)p(paq)dpdq

Die Wahrscheinlichkeit, fiir A bei der Messung an einem zufillig herausgegriffenen System des
Ensembles einen Wert zwischen a und b zu erhalten, ist gleich dem Integral iiber die Dichte im
entsprechenden Volumen des Phasenraumes:

Pla<A<b) = / p(p,q)dpdq

a<A(p,q)<b

Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir A ist
w(a=a)= [ 5(a00.0) - aplp.)ipds

w(A = a)da gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, einen Wert a < A < a + da zu finden.
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Zeitentwicklung der Dichte

Daim Verlauf der Zeitentwicklung des Ensembles kein System ”verlorengeht” oder ” dazukommt”,
muf fiir die zeitliche Verinderung der Dichte eine Kontinuitétsgleichung gelten:

/ %dpdq: —.%p [ 5 ] - ndo
AV

Die zeitliche Anderung des Integrals iiber die Dichte in einem Volumen AV des Phasenraumes
ist gleich dem Strom der Dichte durch die Oberfliche des Volumens. Da die Systempunkte sich
jeweils mit der Geschwindigkeit [p,q] im Phasenraum bewegen, ist die zugehorige Stromdichte
gleich p[p, ¢] (" Stromdichte gleich Dichte mal Geschwindigkeit” ). Das Oberflichenintegral auf der
rechten Seite ergibt deshalb tatséchlich den Dichtestrom durch die Oberfliche.

In differentieller Form lautet diese Kontinuititsgleichung:

d e
;7 +diviplp.d)) =0

Dabei ist die Divergenz beziiglich der Koordinaten p,q in der Form

; .0 Ob
div([a(p.q).b(p.q)]) = 5 + 5
zu nehmen.
Man kann nun benutzen, dal div[p,q] = 0 gilt. Das folgt aus den Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen des Systems:
. OH
p = dq
. _ OH
4 = ap
0*H  0*H
= dwlp.q] = - =
ilp. ] Opdq ~ Oqdp

Deshalb nimmt die Kontinuitdtsgleichung folgende Gestalt an:

%P%—[p?(ﬂ.gmdp — 0
0 Op  Op
& atﬂ +p8p_|_q8q - 0
o0, _ Y oHp
at’ = Bqdp  Bp og

Mit den ”Poissonschen Klammern” {4, B} = 2428 _ 9A 9B 1, tet diese Gleichung:
’ dq Op dp Oq

1%}
—p=1{H
50 = 1.0}

Man beachte die formale Ahnlichkeit zur Bewegungsgleichung der Dichtematrix in der
Quantenmechanik:

9 .
ih—p = [H, p
ihgep = [H.p]

Zu einer interessanten Aussage kommt man bei Betrachtung der zeitlichen Verdnderung der
Dichte entlang einer Trajektorie:
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ottty = Ly 24 2

ar’ Op 0q ot

Die Dichte, genommen am Ort eines mitbewegten Systempunktes, dndert sich zeitlich nicht.
Das bedeutet: Wenn man ein von einer Menge aus 7Sy stempunkten” im Phasenraum gebildetes
Volumen im Zeitverlauf betrachtet, so kann es zwar seine Form, nicht aber den Volumeninhalt
dndern - sonst wiirde sich ja auch die Dichte &ndern.

Man kann die zeitliche Entwicklung der Dichte p im Phasenraum deshalb mit der Strémung einer
inkompressiblen Fliissigkeit ver gleldlen

Das Volumen &ndert bei der Bewegung im
Phasenraum zwar seine Form, aber nicht
den Volumeninhalt.

Die Beziehung fi—t = 0 wird als Liouville-Theorem bezeichnet.

Falls insbesondere die Dichte sich im Zeitverlauf nicht &ndert ( % p = 0), so kann man aus do —

dt
schlieBen, daf} entlang einer Trajektorie die Dichte konstant sein muf.

4.3 Schwankungen makroskopischer Gréfien

Zu zwei Observablen A, B (mit [:l B] = 0) wird die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung
durch

w(a,b) = Sp |pd(a — A)d(b— B)

definiert (mit der Dichtematrix p).

A, B heifien statistisch unabhéingig, falls gilt:
w(a,b) = w(a) - w(b)

Dann findet man fiir den Mittelwert des Produkts:

< AB >= /ab w(a,b)d(a,b) = (/a w(a)da> : (/b w(b)db) =<A><B>

GréBen, die dieser Gleichung < AB >=< A >< B > geniigen, heifen unkorreliert.
Unabhéngige Grofien sind (wie hier gezeigt) immer unkorreliert, aber unkorrelierte Grofien sind
1.a. nicht unabhéngig.

Der Wert einer additiven (makroskopischen) Groéfie kann als Integral iiber das Systemvolumen
geschrieben werden:



a(F) ist die zugehorige Dichte. Fiir den Mittelwert von A gilt:
<A>:/<a( ) > d*7 = Va

Fiir die quadratische Schwankung von A findet man, unter Beriicksichtigung der Tatsache, daf3
a(F) und a(/) an unterschiedlichen Orten nicht unbedingt unabhéingig Vonelnander
sind:

< (AA)? <(A=<A>)P>=< A’ > 2<A><A>+ < A>?

= <A’>—<A>?

< (/a(F)dBF)2> </ (P
//<0 (7) > d*rad’7 —
</<a(f’)>d3f) : (/<a(ﬁ’) >d37?’)

//<a (7) > — < a(F) >< a() > d*Fd* 7

Dann, wenn a(7) und a(#) unabhingig sind (fiir # # 7), vereinfacht sich dieses Integral zu

/<a( 7)? > — < alF) >* d*F=Vo?

Im letzten Schritt wurde eine {iber das Volumen konstante Dichte der Schwankung o?

angenommen. Bezogen auf den Mittelwert < A > ist die Schwankung demnach

SRATS  JTo 1

<A> Va  JV

Mit zunehmender Systemgroéfie wird deshalb die relative Schwankung von A gegen Null gehen.

Falls jedoch eine Abhéangigkeit zwischen a(7) und () an unterschiedlichen Orten 7,7 besteht,
muf} man zusitzliche Annahmen treffen, um dieses Ergebnis zu erhalten.

Die Korrelationslinge I gibt qualitativ den Wert des Abstandes |7 — 7| an, oberhalb dessen

—

< a(Pa() > = < a(F) >< a(F) >= 0
gilt. Genauer gesagt bestimmt die Korrelationslange die Skala, auf der diese Grofle asymptotisch
exponentiell mit ~ exp(—|F — #|/1) abklingt.

Die I\01relat10nslange l liegt typischerweise - aufler nahe bei Phaseniibergingen - in der
GroBenordnung 0.1-1 nm.

Mit der Korrelationsldnge ! kann man das oben gegebene Integral abschétzen, in dem zu jedem
Punkt des Systems nur ein Volumen von der Gréfie [® einen nichtverschwindenden Beitrag liefert:
< (AA) ><a* PV

Die relative Schwankung ist hier

<(AAZ > aPPyvo P2
<A> T av T Jv

Im Thermodynamischen Grenzfall 146t man die SystemgroBe gegen unendlich streben (V' —

oo, N = o), derart, daff die Dichten konstant bleiben (‘E ~ const., % ~ const). Dann werden

die relativen Schwankungen additiver Grofien vernachlissigbar klein (und in realen Systemen
sind sie typischerweise von der Gréfienordnung 10~ 1°).
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4.4 Das Mikrokanonische Ensemble

Betrachtet wird eine statistische Verteilung, die auf ein kleines Energieintervall konzentriert ist:

1
p(i,1) = w; vffirEgE,;gE—i—AE

Vi

= () sonst

M sei dabei die Zahl der Zustédnde mit Energien im Intervall von E bis £'4+ AE. Hierdurch wird
also ein Ensemble beschrieben, in dem jeder stationidre Zustand mit einer Energie im Intervall

[E, E + AE] gleich wahrscheinlich vertreten ist.

Wi

E
E E+AE

Fiir die klassische statistische Mechanik ist die Dichte des Mikrokanonischen Ensembles
folgendermaflen definiert:

1
plpq) = a fir (p,q) mit E < H(p,q) < E+ AE

= 0 sonst

2 soll das Volumen im Phasenraum bedeuten, in dem E < H(p,q) < E+ AFE gilt.
P

q

E<H(p,q)<E+AE

4.5 Statistische Definition der Entropie

Betrachtet wird ein _Gesamtsystem, welches aus N gleichartigen Teilsystemen bestehen. Diese
koénnen sich in den EneIgleAustanden 1.1 befinden. Auch wenn die Gesamtenergie vorgegeben
ist, so gibt es noch viele verschiedene Méglichkeiten fiir die Verteilung dieser Energie auf die
einzelnen Teilsysteme.

Zum Beispiel kénnte eines der Systeme die volle Energie des gesamten Systems aufnehmen,
so daB die restlichen im Grundzustand vorliegen (wobei hier angenommen wiirde, daf§
diese Grundzustandsenergie gleich Null ist). Es gibt N quantenmechanische Zustinde des
Gesamtsystems, die solch einer Situation entsprechen, denn jedes der N Teilsysteme kann sich in
dem angeregten Zustand befinden.

Allgemeiner kann man einen "Makrozustand” betrachten, in dem jeweils M; Teilsysteme im
Energie-Eigenzustand i sind. Die Anzahl der zugehérigen ”Mikrozusténde” (quantenmechanische
Zustande des Gesamtsystems) betragt dann

N!
MM M)

Das sieht man so: Falls jedes der Systeme in einem von N verschiedenen Zustanden i1, 12,...,in5 ist, so
gibt es genau N! Moglichkeiten, diese in irgendeiner Reihenfolge auf die N Systeme zu verteilen. Wenn
jedoch die ersten M; Zustinde gleich sind (i3 = is = ... = 1), so miissen alle Permutationen, die sich
nur in der Reihenfolge dieser Zustdnde unterscheiden, zusammengefafit werden. Mit anderen Worten:
Die urspriingliche Ziahlung hat die Gesamtzahl der Moglichkeiten um den Faktor M;! zu grof angegeben,
entsprechend der Anzahl der Permutationen dieser M; Zusténde untereinander.

Wenn  angenommen werden darf, dal das Gesamtsystem durch eine mikrokanonische
\e1‘r911ung beschrieben wird, so ist Jeder quantenmechanische Zustand innerhalb eines kleinen
Energieintervalls gleich wahrscheinlich. Das bezieht sich auf die Zustinde des Gesamtsystems,
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welche den ”Mikrozustédnden” der obigen Bezeichnungsweise entsprechen. Die Anzahl der
Mikrozustinde ist in diesem Fall direkt proportional zum statistischen Gewicht des zugehérigen
Makrozustandes, welcher gegeben ist durch Angabe von My, M, ... M,.

Wenn man den Makrozustand mit dem groBten statistischen Gewicht herausfindet, wird man
Mittelwerte {iber die mikrokanonische Verteilung des Gesamtsystems annidhern kénnen durch
Mittelwerte bezgl. dieses Makrozustandes.

Zu maximieren ist also die Grofie

N!
MM - oo My!

unter der Nebenbedingung konstanter Energie (das Verfahren kann analog fiir andere Arten von
Nebenbedingungen verwendet werden).

Es ist giinstiger, den Logarithmus dieses Zustandes zu maximieren, weil man dann die Stirling-
N&herung InN! = N InN (fiir groBe N) verwenden kann. AuBerdem ergibt sich auf diese Weise
eine additive Grofie (siehe unten):

~ N InN — M, InM; — ... — M,, InM,, = N InN — Z M; InM;
=1

1 N
N M)

Wenn man die Haufigkeiten der einzelnen Zusténde als

M;
w; = N
definiert, dann gilt:
n n
S M;inM; = > Nuw; In(Nw;) =

i=1 =1

n n
= Z Nw;(InN + Inw;) = N InN + N Z w; Inw;

i=1 =1

Durch Einsetzen in die obige Formel erkennt man, dafi die Grofe

n
— E w; Inw;
i=1

7zu maximieren ist. Der konstante Vorfaktor N durfte dabei weggelassen werden. Dieses Verfahren
wird benutzt werden, um spezielle statistische Verteilungen (kanonische und grofkanonische)
abzuleiten.

Man definiert

S =-k Z w; lnw; = -k < lnw; >

=1

als die statistische Entropie einer gegebenen Verteilung. Die (willkiirlich festgelegte)
multiplikative Konstante k wird als Boltzmann-Konstante bezeichnet und hat den Wert

oa J
E=138-10"2=
K

Im Rahmen des Dichtematrixformalismus kann man
S = —kSp(p Inp)

schreiben. Dies ist offenbar richtig in der speziellen Basis, in welcher p Diagonalgestalt hat. Damit
stimmt es auch in jeder anderen Basis, weil die Spur basisunabhingig ist.
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In der klassischen statistischen Mechanik ist die Entropie folgendermafien definiert:

S=—k /p(zx q) Inp(p,q) d(p,q)

Dabei ist noch zu beachten, dal man einen Term —kN [n/N zu S addieren muf}, wenn es sich
um ein System von N identischen Teilchen handelt (vgl. auch "klassische Zustandssumme”,
5.1). Dies liegt daran, daf§ in der Quantenmechanik die Zahl der Zustinde des Systems (z.B. in
einem gegebenen Energieintervall) gegeniiber dem Fall unterscheidbarer Teilchen um den Faktor
1/N! reduziert ist, weil nur korrekt symmetrisierte / antisymmetrisierte Mehrteilchenzustinde
zéhlen (vgl. ”Fermionen und Bosonen”, 6.1). Falls man die Entropie durch Ubergang aus der
quantenmechanischen Definition ableitet, so ergibt sich ein weiterer Term —nk Inh, wobei n
die Gesamtzahl der Koordinaten und h das Planck’sche Wirkungsquantum bezeichnet. (vgl.
"Klassische statistische Mechanik des idealen Gases”, 5.3, - das Wirkungsquantum steht dort in
der thermischen de Broglie Wellenlénge) .

Eigenschaften der Entropie

1. Die Entropie ist nichtnegativ: § > 0

2. Zustande mit statistischem Gewicht Null tragen nicht zur Entropie bei: S(0, wy,ws,...) =

S{wy,wa,...)

3. Wenn die Verteilung auf einen Zustand konzentriert ist, dann ist die Entropie gleich Null:
'wz':O,'j:>S:0

4. § wird maximal flir die Gleichverteilung, d.h. fiir w; = ,1—1

5. Die Entropie eines Gesamtsystems mit den Zusténden (7,7) ist gleich der Summe der
Entropien der Teilsysteme, wenn diese unkorreliert sind, d.h. wenn gilt: w; ; = p;g;. Dabei
sollen p;,g; die Verteilungen der Teilsysteme darstellen.

Beweis von (4):

Man geht aus von der Beziehung lnz < x — 1:

1
In( ) < -
nw; nw;
1
& —wi(lnn +Inw;) < = —wy
n
= —kinn+S < 0
&S5 < k‘lnn:S(l,...7l)
n n

Hierbei wurde zuerst mit w; multipliziert und dann tber 7 summiert (nach zusdtzlicher Multiplikation
mit k).

Beweis von (5):

S = —ka;.J‘lnwi,j
(¥
= —kZPinln(Pi%')
i
= —kZpiqj(lnp; + Ing;)

ij
= —kZpilnp,‘ - qujlnqj =5 +5
i i

Bem. zu (5): Wenn die Teilsysteme korreliert sind, so ist die Gesamtentropie immer kleiner als
die Summe der Teilentropien.

Die Eigenschaften (2), (4) und (5) legen die Funktion S bis auf eine multiplikative Ionstante
fest.
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4.6 Das Gibbssche (kanonische) Ensemble

Gesucht wird eine Dichtematrix, welche die Entropie bei vorgegebener Energie maximiert. Es
soll also fiir die statistischen Gewichte w; der stationiren Zustande mit den Energiewerten E;
folgendes gelten:

— E wilnw; = max
i
E w;F; = FE
i
E w; = 1
i
Man sucht demnach ein Maximum der Funktion F(ws,ws,...) = —Y wilnw; unter den

Nebenbedingungen g(wi,ws,...) = > w;F; = E und h(wi,ws,...) = Z/wi = 1. Dies fiihrt
i i
nach der Methode der Lagrange-Multiplikatoren auf folgende Bedingung:

oF  Jg n oh
ow; Ow; UOU:,»

A und o stellen die Lagrange-Multiplikatoren dar. Diese Beziehung muf fiir alle i erfiillt sein.

& —lnw;—1 = AE;+o0
=>w; = erp(—oc—1—\E;)

Die Parameter A, o sind aus den Nebenbedingungen zu bestimmen. Bei gegebenem A erhélt man
o aus der Normierungsbedingung;:

1= Z w; = exp(—o —1) Ze,rp(—)\E,j)

Also
(~o 1) =
exp(—o — =
p > exp(—AE;)
op(—\E;
=>w; = cap( )

Z exp(—AE;)

Die im Nenner auftauchende Summe (welche fiir die Normierung sorgt), wird als
”Zustandssumme” Z bezeichnet.

Die Bedeutung von A wird klar, wenn man mit Hilfe von

S = —kailnwi
E = Eu!,‘El‘

1
w; = Eewp(—/\Ei)

die Temperatur

o
08
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berechnet:

105 _osor _
T  OE OMNOE
—1
OLLZ Ow; Ow;
= ( kz —InZ)+ == > : (Z(aT)E)
~1
Ou,; ow;  Ow;
= <L/\E VE; + k(InZ — 1) : 8A> (Z( ) )EZ)
= kA
Denn dus — 2 2w =0.

Es gilt demnach

Oft wird fiir die GroBe 1/ET die Abkiirzung 3 verwendet.

Die Gibbssche Verteilung (Verteilung des kanonischen Ensembles) lautet demnach:

1 E; .
w; = —exp(——

A kT

mit der Zustandssumme
E;
Z = E exp(——

Daraus kann man alle thermodynamischen Gréfien berechnen, sobald man die Energieniveaus E;
des quantenmechanischen Systems kennt. Mit der Bezeichnung § = ﬁ hat man:

E = Z w; B = %Z Ejexp(—BE;)

i

1 ; 1
-7 Za,gef;vp(—ﬂEi) = _5(‘4)82 = —9pInZ

S = —kz wilnw; = —kz wi(—=BE; —InZ)
= k,Bz w; B, + kInZ Z w;

= ?—I—ls InZ

Daraus kann man auch die freie Energie F' = E — T'S berechnen:
E
F=E-TS=FE - T(T +kinZ)=—kT InZ

Weil die freie Energie aus der Zustandssumme so einfach berechnet werden kann und auch
noch direkt in ihren natiirlichen Variablen (T und evtl. V als Parameter der Zustandssumme)
gegeben ist, benutzt man meist diese Gleichung fiir die freie Energie, um sich die restlichen
thermodynamischen Gréflen zu beschaffen.
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Die Wirmekapazitit (bei konstantem Volumen, wenn V als Parameter in den Energieniveaus F;
auftaucht) erhilt man durch zweimalige Ableitung der freien Energie, oder durch Ableitung der
Energie nach der Temperatur:

o _ OB _ oo _
9T 93 aT
_ L OE oo

Groflen wie das Volumen kommen als Parameter in der Zustandssumme vor, weil die
Fnergieniveaus davon abhingen. Den Druck kénnte man als Ableitung der Energie nach dem
Volumen bei konstanter Entropie berechnen. Da aber die Energie hier nicht als Funktion von S,V,

> . . . S . Oy . . 7
sondern von T,V gegeben ist, bezieht man sich besser auf die freie Energie mit dF = —S5dT'—pdV:

oF 0 olnZz
=—[—=) =——(—kTlnZ)=kT | ——
p (0V>T 81/’( nZz) < ov )T

In der klassischen statistischen Mechanik ist die kanonische Zustandssumme als Integral {iber
den Phasenraum zu nehmen:

7 = /c_'BH(p‘Q)d(p,q)

Hierbei stehen p, ¢ fiir die Gesamtheit aller kanonischen Impulse und Koordinaten. Wenn man
diese Zustandssumme als Grenzfall aus der quantenmechanischen Zustandssumme herleitet, gibt
es noch einen Faktor h im Nenner fiir jede vorkommende Koordinate. Dieser Faktor ist z.B.
fiir die Festlegung des Entropienullpunktes wichtig. Auflerdem muf} bei identischen Teilchen die
Ununterscheidbarkeit beachtet werden, die zu einem weiteren Faktor N!im Nenner fiihrt (siehe
”Klassische Zustandssumme von N Teilchen”, 5.1).

4.7 Ein Beispiel zur Gibbsschen Verteilung: Zweiniveausystem

Gegeben ist ein quantenmechanisches System mit nur zwei Energieniveaus: E; und Es.
Die Besetzung der beiden Niveaus bei
7E2 Ei _kjl______________ wachsender Temperatur nach
_ der Gibbsschen Verteilung. (Es sind
AE=Ex-Eq dimensionslose Einheiten verwendet:
7El Sl T T T=1 entspricht kI’ = AE)

Aus der Zustandssumme

berechnet man die freie Energie:

F = —kTInZ=-p"'InZ

= -3 'n (eﬂfwl 4 e*/f?bz)
= —/3*lln ((,7,’3’E| (1+ Cf,d(Eny])))

= F— ,"f))illn (1 + C*,ﬁAE)

Die Entropie erhilt man aus der Ableitung der freien Energie nach der Temperatur:

OF 08 0
- - - __= E. — 8711 (1 /7/3AE
5 o7 = “ar gy (B 0 In(1+ e RE))
1/, o e PAP(CAR)
A ("3 n(+e ) =0 e

AE 1
B —BAE -
= kin(l+e )+ T etPAE 4 1
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Fiir den Grenzfall T — 0 (3 — o) ergibt sich S — 0. Bei hohen Temperaturen (T' — oo, 3 — 0)
geht das Argument im In gegen 2 (dagegen verschwindet der zweite Term, weil dort T im Nenner
steht):

S — kIn2

Dieses Ergebnis konnte man auch direkt aus der statistischen Definition von S ablesen:

S=—-k<linpg>= —kz w;ilnw; =k In2

i

Denn bei hohen Temperaturen sind beide Niveaus gleich besetzt: w; — 15

Dies ist ein allgemeines Ergebnis: Bei einem System mit einer endlichen Anzahl N von
Energieniveaus geht die Entropie im Grenzfall hoher Temperaturen gegen k InN.

Die Wirmekapazitiat kann man z.B. tiber die Ableitung der Entropie nach der Temperatur
erhalten:

A 2 —BAE
c=12 - -2k
T KT? (14 ¢ PAE)2

Fir T — 0 geht C gegen 0, genauso wie fiir hohe Temperaturen. Dazwischen hat die
Wirmekapazitit ein Maximum (fiir kT = .4- AE). Dieses Verhalten ist ebenfalls charakteristisch
fiir ein System mit einer endlichen Zahl von Energieniveaus.

Die Energie kann man entweder aus F' = E—T'S (bei Kenntnis von F,S), oder aus der Mittelung
iiber die Energieniveaus erhalten:

E 1 B _8E Elcfﬂljl + E267,A3E2
= — N —
VA Z ¢ e—BF1 + e—BFs
2
El + E2€,*/3AE
- 1+ ¢ PAE
In 2 Warmekapazitat, Entropie und

Energie beim Zweiniveausystem. Die

(AE=1, k=1) Entropie geht fiir hohe Temperaturen
gegen kin2, die Energie gegen AFE/2
F0.5 c (Gleichbesetzung).

Es ist hier angenommen, dafl das
untere Energieniveau bei Null liegt.
Sonst  verschiebt sich die Energie
entsprechend.

T

2 4 6 8 1 12 14 16 18 2

4.8 Das grofikanonische Ensemble

Es wird nun ein System mit variabler Teilchenzahl betrachtet (das also im Teilchenaustausch
mit der Umgebung steht). Die Energieniveaus eines Systems héngen damit zusétzlich ab von
der variablen Teilchenzahl n und sind durch F, ; gegeben. Die Mittelwerte der Energie und der

Teilchenzahl, EZ und N, seien festgelegt. Die Bcdmgungcn an die gesuchte Verteilung lauten
demnach:

—g Wy flnwy,,; = max

E u’nz n,t.  — E
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E wyin = N

Nach der Methode der Lagrange-Multiplikatoren kommt man in iiblicher Weise auf eine
Verteilung der Form

Wy i = exp(—o —1— AE, ; — kn)

(Beachte den zusétzlichen Term —rn im Exponenten)

Die Normierungsbedingung fiihrt auf

exp(—AE, ; — kn)
Srexp(—AEy i — kn)

Wy i =

Der Nenner wird hier als ”"grofilkanonische Zustandssumme” bezeichnet.
E
r = (98
as N

_ (%E
o= \oN),

erhilt man fiir die Lagrange-Multiplikatoren A, x:

Durch die Beziehungen

1
A = —
T
o
" KT

Die Verteilung im grofikanonischen Ensemble lautet demnach:
1 (—B(E,,; —un))
wy,; = —exp(—F(E, ; — un
: 7 Tl i

mit der grofSkanonischen Zustandssumimne:

7 = Z exp(—B(E, ; — pn))

n,t

Fiir die Entropie erhilt man daraus:

—k E Wy i Inwy ;
n,t

—k Z Wy i(—BE, ; + Bun —InZ)

S

E
7—%N+km2

Durch Vergleich mit dem Ausdruck fiir das ”thermodynamische Potential im grofikanonischen

Ensemble” ® = E — TS — ulN ergibt sich

S =—-kT InZ

® tritt im groflkanonischen Ensemble an die Stelle, die die freie Energie beim kanonischen
Ensemble einnimmt (daher auch der Name von ®). Aus der Kenntnis von ®(T,u) (bzw.
®(T,V,u)) kann man alle weiteren thermodynamischen Gréfien berechnen.

Das grofikanonische Fnsemble wird z.B. benutzt, um die Fermi-Dirac- und Bose-FEinstein-
Verteilungen herzuleiten.
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4.9 Quantenmechanische / klassische Erwartungswerte

Um Zustandssummen und statistische Erwartungswerte auszurechnen, mufl man die Spur eines
Operators auswerten:

Z = Sp(p),< B >= Sp(pB)

(p: Dichtematrix)

Man kann den Ubergang zu den Phasenraumintegralen der klassischen statistischen Mechanik
durchfiihren, indem man formal eine Entwicklung nach Potenzen von h ansetzt. Dazu ist es
giinstig, die Impuls- und die Ortsbasis zu benutzen:

D
p> = F’;L])(lﬁl)
ly> = d(z—-y)

y steht hier wie eine Art Index, der die verschiedenen Wellenfunktionen der Ortsbasis
durchnumeriert, wihrend x das Argument der Wellenfunktion ist. Die Impulsbasisfunktionen
sind noch nicht normiert.

Um die Spur eines Operators A in der Impulsbasis zu schreiben, ist es giinstig, zuerst vom Fall

eines endlich grofien KKastens der Linge L auszugehen. Dann ergibt sich fiir das Betragsquadrat
der Impulsbasiszustinde:

L

<plp>= / lde =L
0

Die mdglichen Werte der Wellenzahl k lauten (bei periodischen Randbedingungen):

2 h
k= m%,p =hk = Z]m
m = 0.,+£1,£2,43,...

Die Spur des Operators A erhélt man nun in dieser Basis durch eine Summe tiber alle Werte von
m, entsprechend allen Zusténden der Impulsbasis. Wenn man dann die Linge des Kastens gegen
unendlich gehen 146t, kann man die Summe in ein Integral umwandeln. Um die Umwandlung
durchzufiihren, betrachtet man m als Integrationsvariable, und ersetzt Am = 1 in der Summe

durch dm im Integral. Man muf bei der Spurbildung noch beachten, daf} die Zusténde |p > nicht

normiert sind, so daf} sich der Faktor % ergibt.

+o00
A 1 -
Sp(A) = 7 Z <p|lAlp > Am
a
— I / < p|A|p > dm

— o0

+oo
h . 1
(dp = zdm) = 3 / <p

— o0

A

p > dp

Damit ist man bereits auf das Integral {iber den Impulsraum gekommen, welches in der Bildung
von Erwartungswerten in der klassischen statistischen Mechanik auftaucht. Das Integral iber
den Ortsraum erhilt man so:

+oo . .
. i 7
<plAlp> = / e;vp(—%py) (Ae;ﬂp(ﬁpy)) dy

— o0
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+oo ( oo
= / { / exp( ——pr Yo(z — y)dw
+oo .
/ 5z —vy) (-161})(7_[)1')) da % dy
h

— 0

—+oo

-/

— o0

Denn |y >= d{(z — y). Man hat hier also noch eine Entwicklung nach der Ortsbasis eingefigt.
Um zu den Erwartungswerten der klassischen statistischen Mechanik zu kommen, mufl man nun
den Integrand

< pls

mit der Funktion
‘4(1)7 y)

vergleichen, welche in den Phasenraumintegralen vorkommt.

Der Operator A kann als Term A(#,p) dargestellt werden, der die Operatoren # und p enthilt.
Es gelten fiir z, p die Beziehungen

ly > yly >
plp> = plp>

Falls im Operator A nur & vorkommt, so kann man schreiben

(@)|p >
<A(MW>
= A(y)<ylp>

Dabei wurde benutzt, dal der zu A(#) hermitesche Operator gegeben ist durch A*(#), und daf
A*(#)ly >= A"(y)ly > silt.

Ahnlich ist die Situation, wenn in A nur p vorkommt:

<y44

p >

AP)lp >
= A(p)<vylp>

Etwas schwieriger wird es, wenn in A gemischte Terme der Art

]31“

etc. auftauchen. Solche Terme kommen vor, wenn man A(#,p) in eine Taylorreihe in & und p
entwickelt. Durch sukzessive V er’rauqchungen kann man diesen Ausdruck zu

#2p?

umformen. Der Ausdruck < y|r;1|p > kann leicht ausgewertet werden, wenn der Operator A solch
eine Form hat (siehe unten). Jedoch erhélt man bei jeder dieser Vertauschungen zusitzliche
Terme:

68



pr = ap+pr—ap
p + [p,
Fp—ih

Alle diese Zusatzterme sind aber mindestens von erster Ordnung in h. Deshalb ist es méglich,
die Mischterme in A durch Vertauschungen auf die geordnete Form zu bringen, wobei man nur
einen "Fehler” der Ordnung h' macht:

2"p" + O(h)

Das Skalarprodukt < y|#™p"|p > kann leicht ausgewertet werden:

<ylz™p"|p >
7 T

= <&Myp"p >=y"p" <ylp>

Also kann man zusammenfassend schreiben:

A

< ylAlp >=< ylA(z.p)lp >= (A(y.p) + O(h))- < ylp >

Jetzt ist es schliefilich moglich, die quantenmechanische Spurbildung mit dem klassischen Integral

tiber den Phasenraum zu verkniipfen:

+oo
A 1 7/ -
Sp(4) = 7 / < plAlp > dp

— o0

+oo oo

1
= I—//<p|y><y
h

—_—0 =0

+oo +oo
=+ | [+ o

— 00 =0

A

p > dydp

Da es sich jedoch nur um eine formale ” Entwicklung” handelt (h hat einen festen, endlichen Wert),
mufl man in jedem Einzelfall priifen, ob die klassische statistische Mechanik ndherungsweise
anwendbar ist, d.h. ob man den Term ”O(h)” weglassen kann.

5 Klassische statistische Mechanik
5.1 Klassische Zustandssumme von N Teilchen

Die klassische Zustandsgummc von N identischen Teilchen mit der Hamiltonfunktion
H(py,....pN,Z1,...,Tn) ist gegeben durch

1 ,
= VTN / exp(—BH)*p ... d*pnd*3, ... d*Fy
INTh2HY

Oder kurz

(P, T stehen fur die Gesamtheit aller Impulse bzw. Koordinaten)

Der Faktor h*V entsteht durch den Ubergang von der quantenmechanischen Spurbildung der
Dichtematrix zum Phasenraumintegral (siehe 4.9). Die Division durch N! ist notig, weil die
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Anzahl der quantenmechanischen Zusténde eines Systems identischer Teilchen um diesen Faktor
reduziert ist gegeniiber einem System unterscheidbarer Teilchen.

Fiir eine Hamiltonfunktion der Form

N

1
H=_——) pi+V(@,....%n
27” ;pl + (Tl, /‘T\/)

kann man die Integration iiber die Impulse sofort ausfiihren:

+o0
" /3 B 2
/ exp(—=——p?)dp = an = V2mnkT
2m J6]
Also gilt
N I AU ]
Z = (2mnkT) — | exp(=0V(Z))dz

NI B3N

—1 1 . QY7 2 —
= )\3N1\_r|/e'7’p(—/ﬂ” (T))f]r

wobei hier die "thermische de-Broglie-Wellenlinge”

h

A\ —
V2rmkT

eingefiihrt worden ist. A gibt die Materiewellenldnge eines Teilchens der Masse m mit der Energie

FE = 7kT an.

5.2 Gleichverteilungssatz

Sei v eine Koordinate oder ein Impuls, der in der Hamiltonfunktion H eines Systems vorkommt.
Der Mittelwert der Grofie

o
y(?y

ergibt sich zu:

< y(?a_];[ >= %/ ./yaa—.];[emp(—ﬂH(Y, y))dydY

Y soll dabei fiir die restlichen Koordinaten und Impulse stehen. Faktoren wie N! und h (vgl.
5.1) sind hier sowohl in der Zustandssumme als auch im Phasenraumintegral fortgelassen, da sie
bei der Mittelwertbildung herausfallen. Nun wird vorausgesetzt, daf der Ausdruck y exp(—FH)
fir y — oo schnell genug gegen Null geht. Dann ist es mdéglich, mit partieller Integration das
Integral iiber y auszuwerten:

+oco
/ y (%ewp(—,aﬂaiy))) dy =
Oy )

+o0
1 1
= —5yerp(=PH(Y.y)) £ +3 / exp(—BH(Y,y))dy
+oo

1
= 5/017])(—/3[{)(11/

/
— 00



Wegen

7 = //emp(—ﬁH)dde

fallt im Ausdruck fiir < y %_{f > nun fast alles weg, bis auf 37 ':

OH 1
Yy— >= — = kT
<y3y > /3

Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich dann, wenn die Koordinate/ der Impuls y nur an einer
einzigen Stelle in der Hamiltonfunktion in der Form eines quadratischen Terms auftaucht:

H(Y,y) = f(Y)+Cy
Der Beitrag, den dieser Term zur Energie liefert, ergibt sich zu

L) S
9 yay -

< Cy? >= 5

¢
Z

Jede kanonische Variable (IKoordinate oder Impuls), welche quadratisch in die Hamiltonfunktion
eingeht, liefert einen Beitrag % 7zur Gesamtenergie.

Dies ist der sogenannte Gleichverteilungssatz. Er gilt nur in der klassischen statistischen
Mechanik.

Insbesondere findet man damit fiir die mittlere kinetische Energie eines Teilchens

5 .
P 3
— >= kT
2m > 2

(Im Dreidimensionalen gehéren drei Impulskomponenten zu )

Dann, wenn das Teilchen im Potential eines harmonischen Oszillators schwingt oder wenn man
(wie beim Festkorper) durch Transformation auf neue Koordinaten und Impulse ein System von
unabhingigen harmonischen Oszillatoren erhélt, ist die mittlere potentielle Energie, die zu jeder
eindimensionalen Koordinate gehort, ebenfalls durch kTT gegeben:

mw2"2 KT
2 7T

Fiir den Festkorper fiihrt das zum Gesetz von Dulong-Petit(siehe auch 6.8.3):
E(Gitter) = 3NET

N ist dabei die Anzahl der Atome, so dafi es insgesamt 3N Normalschwingungskoordinaten
gibt. (Genau genommen entsprechen 3 Koordinaten der Translation und weitere 3 der Rotation
des ganzen Korpers, was aber fiir N & 10%% vernachlissigt werden kann) Zu jeder dieser
Schwingungsmoden ergibt sich eine mittlere Energie ET, wobei jeweils die Hélfte auf die
potentielle bzw. kinetische Energie entfallt.

5.3 Klassische statistische Mechanik des idealen Gases

Als 7ideales Gas” bezeichnet man ein System aus identischen Molekiilen/Atomen, zwischen
denen keine Wechselwirkung vorhanden ist. Das bedeutet auch, dafl die Teilchen als punktformig
betrachtet werden. Natiirlich kann das nur eine N&herung sein, denn eine - wenn auch nur
schwache - Wechselwirkung ist notwendig, damit das System tiberhaupt ins thermodynamische
Gleichgewicht kommt.

Die klassische Zustandssumime ist fiir den Fall einer Hamiltonfunktion
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N N
1
H=— A W(%;
2m ;pl + ; (%)
gegeben durch

N
11 f N o
7 = NI N / exp(—8 E W(#)d*(Z1,...,%N)
i=1

(mit der thermischen de-Broglie-Wellenléinge A = /L(Zmrz,k'T)_l/zq siehe 5.1)
Das Gas soll sich in einem Kasten des Volumens V befinden. Das Potential ist also

W(#;) = 0 im Kasten, W(Z;) = oo auferhalb

Raum Kasten

Es ergibt sich damit fiir die Zustandssumme des (klassischen) idealen Gases:

_ 1 'L,"]V
T N3N

Freie Energie F:
. - Vv
F = —kT InZ = KT InN! — NET In X

Mit der Stirling-Niherung fiir [nN! erhilt man:

N V
F =~ NETIn|—)—-NET In| =
V

e
_NET In [ —=
" <NA3>

Druck:
OF NET
b= \av),. T v
T
=pV = NET
Entropie:
OF Ve 0 Ve
= —( = =Nkl NET—I 7
S <8T) y " (NAB) AT <N)\3)
Ve 3NET O\
= Nkin(—=) 228 22
" <N/\3) X or
Mit X = h(2xmkT) /2 ergibt sich:
g—; = —3(271'771]{:)71/27"73/2 = —%



) Vel 3.
=S5 = Nklin (W) + 51\’]&'

. 1% 5
= J\’I{f ln (W) + Ez\]{

Um das mit dem in der Thermodynamik hergeleiteten Ausdruck fiir die Entropie des idealen
Gases zu vergleichen (siehe 1.11), kann man noch eine feste Temperatur T und ein festes Volumen
Vb als Bezugspunkte einfiihren:

3 T ‘//'
S = -Nkln—+4+Nkliln—+
5 n - n Vo

. Vo 5 .
+Nk {ln (/\—g> + 3~ ln]\’}

Ao soll die thermische de-Broglie-Wellenldnge zur Temperatur Ty sein.
Energie: E=F +TS = %J\kaT

Wirmekapazitit (bei konstantem Volumen): Cy = (%) v = %Nk:

Dann, wenn man noch innere Freiheitsgrade der Teilchen (Rotation, Schwingung) beriicksichtigen
muf, ist die Zustandssumme gegeben durch

1 VN N
" T ONTASN Zi

Dabei ist Z; die Zustandssumme, die zu den inneren Freiheitsgraden eines Teilchens gehort:
Z; =Y exp(—Pe;), wobei ¢; die Energieniveaus des Teilchens sein sollen.

Zu allen weiteren thermodynamischen Groien (E, F, S, Cy, Cp) mufl dann noch der Anteil dieser
inneren Freiheitsgrade hinzugez&hlt werden.
5.4 Maxwell-Boltzmannsche Geschwindigkeitsverteilung

Annahme: Die Hamiltonfunktion zerfallt in kinetische und potentielle Energie:

H(p,q) =T(p)+V(q)

(p,q stehen fiir alle Impulse bzw. Koordinaten des Systems)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum kann dann als Produkt geschrieben werden:

exp(—BH(p.q))
| [ exp(=BH(p,q))dpdq
exp(—S8T(p)) ' exp(—4V{q)
Jexp(—BT(p))dp [exp(—BV(q))dgq

wip.q) =

Die Wahrscheinlichkeitsdichte bezgl. der Impulse erhdlt man generell, indem man iiber die
Koordinaten integriert:

w(p) = / w(p, q)dgq
Hier fiihrt das dazu, daf§ die Impulsverteilung nur von T'(p) abhingt:

exp(—58T(p))
J exp(=BT(p))dp

w(p) =
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Es ist dafiir v6llig unerheblich, ob zwischen den Teilchen des Systems Krafte wirken, oder ob
sich jedes dieser Teilchen unabhéngig von den anderen in einem Potential bewegt.

Wenn nun insbesondere die kinetische Energie als Summe der kinetischen Energien der einzelnen
Teilchen geschrieben werden kann, dann gilt fiir jedes einzelne Teilchen:

7
(p) = Cexp(—pB—
w(f) = Ceap(—3L)

Die Konstante C ist iiber die Normierungsbedingung fiir w(p) festgelegt:

- —1
v o P 3 =
Cc = xp(—F—)d
(,/GIP( ’ 27}1,) p)
= (27mzrl<;T)73/2

Also gilt

2 2 2
- Py + Dy + D
w(p) = 2rmkT) 3 2eap(—2—Y "=
(7) = ( ) =)
Man kann zur Geschwindigkeitsverteilung iibergehen durch g = md. Wenn man die schon
berechnete Verteilung der Impulse jetzt zur Unterscheidung mit () bezeichnet, dann ergibt
sich die Geschwindigkeitsverteilung w(#) aus der Bedingung:

w(7)

(PP = w(T)d*T = 3

&p

Also w(@) = m3w(p):

. m \3/? mu?
w(”):(mT) P\ Tor

Dies ist die Mlaxwell-Boltzmannsche Geschwindigkeitsverteilung.

Die Maxwell-Boltzmannsche Geschwindig-
keitsverteilung beziiglich
einer Komponente der Geschwindigkeit zu
verschiedenen Temperaturen (die hier im
Verhéltnis 1:3:5:7:9:13 stehen). Die Breite
der Verteilung wéchst mit zunehmender

w(vy)

Temperatur wie \/T Genauer betragt
die volle Halbwertsbreite Av, ~ 2.36 -

kT /m.

Fiir den Geschwindigkeitsbetrag || erhilt man die Verteilung W durch Multiplikation der

. . 9 . > . . . .
Verteilung w(?) mit dem Volumenelement 4mvdv einer Kugelschale im Geschwindigkeitsraum:

W(v)dv = 4mv*w(T)dv

Also

T — A2 m \3/2 ’ _muz
W(v) = 4 (ZMT) cap (120
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W(v)

~v2 exp(-mv2/2kT)

<v>

Die Verteilung des Geschwindigkeitsbetrages, rechts in Abhéangigkeit der
Temperatur (T im Verhéltnis 1:3:5:7:9:13, wie angegeben). Das Maximum
der Verteilung verschiebt sich zu héheren Geschwindigkeiten proportional zu
VT, die Héhe des Maximums fallt mit 1/'ﬁ, die Flache unter der Kurve
bleibt konstant.

Das Maximum der Verteilung liegt bei

kT
Umaz = \/E AV

m

Der Mittelwert von |7] ergibt sich zu

r /8 kT
>= /71 . W”v(z;)(]z; — =4 =
™ m

0

Den Mittelwert von ©? kann man auch durch Integration oder einfacher aus dem
Gleichverteilungssatz erhalten: < v? >= ‘””—IT Damit erhélt man fiir die Wurzel aus dem mittleren
Geschwindigkeitsquadrat ("root mean square”=RMS):

—|

< |v

kT
varms = V<v?>=+3- —

m

5.5 Reale Gase (klassisch): Virialentwicklung

Wenn die Wechselwirkung zwischen den Teilchen eines Gases in Betracht gezogen wird, hat die
kanonische Zustandssumme folgende Formn:

_ 1 1 ) o R 3,4 R
ZN(T, V) = mﬁ/cmp(—p'zv (|17; — F;))d*(Z1, ..., Fn)
v i<j

(A: thermische de Broglie Wellenlinge)
V(r) gibt das abstandsabhingige Potential der Wechselwirkung an. Fir manche Gase ist
das Lennard-Jones-Potential eine gute Niherung, welches ein anziehendes Van-der-Waals-
Potential mit einer starken Abstoflung fiir kleine Abstéinde verbindet:

V() |

o

Vs
V(r) = 4e [(12)12 - (’Z)G]

(¢ entspricht dem Nulldurchgang des Potentials und das Potentialminimum hat den Wert

L/Tmin, = _€)

Weil die Berechnung der Zustandssumme bei einem realen Gas nicht mehr exakt durchgefiihrt
werden kann, ist man an einer Entwicklung nach der Dichte interessiert, welche die
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Korrekturen zur Zustandsgleichung des idealen Gases liefert. Diese Virialentwicklung fiir die
Zustandsgleichung hat die Form:

2 3
p N N N
- = By (T Bs(T .-

Die B; werden als Virialkoeffizienten bezeichnet.

Zur Herleitung der Virialkoeffizienten setzt man eine Entwicklung nach der Fugazitét
z=exp(fu) an. (Weiter unten wird sich zeigen, daB fiir ein ideales Gas die Fugazitit bei
konstanter Temperatur proportional zur Dichte ist)

Zuerst wird das thermodynamische Potential ® = —pV = —kT InZy, nach z entwickelt, um

dann iber die Beziehung zwischen der Teilchenzahl N und der Ableitung von ® nach p den
Zusammenhang zwischen 7 und der Dichte bis zur gewiinschten Ordnung zu erhalten. Die als
Funktion der Dichte Feschriebene Fugazitiat setzt man anschlieffend in die Entwicklung von

= —pV ein, um auf die oben gegebene Darstellung der Zustandsgleichung als Potenzreihe
in der Dichte zu kommen.

Die im folgenden bendétigte grofikanonische Zustandssumme 7y kann als Summe iiber Zy
ausgedriickt werden:

(o]

Zgo =Y FZj(T.V)

i=0

(Z; ist die oben angegebene kanonische Zustandssumme fiir j Teilchen)

Entwicklung von ¢ nach z:

pv = - _
i
= In|1+) Zj(T,V)s!
j=1
~ Vo iy .2 1

Die Koeffizienten by, bo, (...) sind dabei durch die Entwicklung des Logarithmus definiert. Es
ergibt sich fiir b;:

/\3

-

; Zl (T V’)

= v e =

\4

by (T)

7, enthalt die Wechselwirkung noch gar nicht, da es die klassische Zustandssumine eines
e}
Teilchens im Kasten des Volumens V ist; vgl. "klassische Zustandssumme”, 5.1)

3

bo(T) = ?— {ZZ(T, V) - %Zl(T: V)z}

- mit der Zustandssumme fiir 2 Teilchen:

d3 1?1 (13 Iz

1 = =
Zy(T, V) = o1 /cmp(—,’ﬂ/ﬂml — 1)) I

Die Berechnung von by wird weiter unten vorgenominen.

Um nun die Fugazitéit {iber die Dichte auszudriicken, benutzt man die Darstellung der
Teilchenzahl als Ableitung von ® nach p:
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v - _ 020z
T 0/1 0z du

= A— 2b2(T) A b (T ...}
(mit g—ﬂ = 75 und der oben gegebenen Entwicklung von ®)
Also gilt
N 1 L9

Daraus berechnet man nun z bis zur zweiten Ordnung in der Dichte n:

=z = Ayn—2b(T)z* +

=z A3 — 202 (T)\S n? + O(n?)

. . . .. Voo .. P
Das kann man in die Entwicklung fiir 2 einsetzen und erhilt (nach Division durch V):
K1

]f_T — )\3 (A3, = 205 (T)AG N + b (T)AG0? + O(n®)}
% = n-[L=b(T)Nyn + O(n?)]

Das ist die Virialentwicklung bis zur zweiten Ordnung in der Dichte n. Der oben definierte zweite
Virialkoeffizient Bo(T') betrigt also

Bo(T) = —\},b2(T)

Beim idealen Gas verschwinden alle Virialkoeffizienten aufler By, so dafl sich dort insbesondere
fiir die Fugazitit ergibt:

z=\n
Da Ay nur von der Temperatur abhingt, ist die Fugazitit beim idealen Gas proportional zur
Dichite (wie oben behauptet).
Es soll nun be(T) bzw. B2 (T') berechnet werden.

Wenn man Z; und Z; in den Ausdruck fir b, einsetzt, erhdlt man:

1 SR . L. »
bo(T) W (/emp(—/ﬂ/ (|7 — ;T:2|))d3(,771,,772) — V2>

= 2V )\; / [6 Z‘p %3‘,(|l'1 — l‘2|)) — ]_]dS( , T )

Da der Integrand nur vom Abstand der Teilchen abhéngt, méchte man das Integral in ein Integral
tiber die Relativ- und Schwerpunktskoordinaten umwandeln. Wenn man allcrdlng< zu gegebenem
Schwerpunkt die Relativkoordinate iiber den ganzen Raum laufen 1it, werden dadurch auch
Positionen der Teilchen beschrieben, die aulerhalb des vorgegebenen Kastens liegen. Weil aber
der Integrand fiir grofie Absténde der Teilchen schnell gegen Null geht, kann man den dadurch
gema(‘hten Fehler vernachléssigen und das Integral als

/ [exp(—BV(

schreiben (ﬁ Schwerpunkt, 1duft iiber das Kastenvolumen V; 7: Relativkoordinate, 1auft iiber

) = 1 d*(R,7)

den ganzen Raum). Das Integral iiber R kann sofort ausgewertet werden und ergibt das Volumen

~I
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V. Es bleibt das Integral iiber 7%, welches als Integral iiber den Abstand || = r geschrieben werden
kann:

dr | r? leap(=BV(r)) — 1] dr
/

Insgesamt ergibt sich fiir by:

r

Fiir ein Potential vom Lennard-Jones-Typ kann man By weiter vereinfachen, indem man benutzt,
daf im Bereich 0 < r < ¢ das Potential sehr grofl und deshalb der Term exp(—FV (r)) sehr klein
ist (vgl. das obige Diagramm). Auflerdem verwendet man eine Entwicklung nach 1/T, um By auf

eine Form zu bringen, welche direkt mit der Van-der-Waals Zustandsgleichung verglichen werden
kann:

By(T) = 2m- / r2[1 — exp(=BV(r))] dr

Q

0
27 - /7*2clr + /r2 [1 — eaxp(—pV(r))]dr
0 o

o’ .
~ 2. ?—1— /rz,/ﬂ/’(r)dr
14 T
e

Da die VdW-Zustandsgleichung (p + 1% )(V — b) = NKT auch in der Form

p N 1+N b a N
KTV VAN N2ET

geschrieben werden kann (siehe 2.6), erhalt man durch direkten Vergleich mit

2 3
p N N N
— ==+ B(T) | = Bs(T) | =

folgende Beziehungen fiir a und b:

b l4m 4 4r ro\3
Lot
N 23 3 \2

_7\(% = 27 /7“21/(7“)617“

Wiéhrend b also (bis auf einen Faktor 4) das Volumen eines Teilchens mit dem Durchmesser o
angibt (und so von der "hard-core”-Abstofiung kommt), beschreibt a den attraktiven Teil der
Wechselwirkung.



6 Quantenstatistik

6.1 Fermionen und Bosonen
Ein System aus N Teilchen wird durch eine Wellenfunktion beschrieben, die von den N

Teilchenkoordinaten abhingt. (Darin sollen auch evtl. innere Freiheitsgrade wie der Spin der
Teilchen enthalten sein):

U(#, ..., TN)

Falls die Teilchen identisch sind, so kénnen zwei verschiedene Situationen, in denen nur die
5 . Y - 2 ) e L k
Numerierung der Teilchen” anders ist, nicht unterschieden werden. Deshalb gilt

|\IJ(:Z’1W:Z’2,. N q:i’N)|2 = |‘I/(f2,,?1 ,fN) 2

Das bedeutet: Die Wahrscheinlichkeit einer gegebenen Konfiguration der Teilchen dndert sich
nicht, wenn man die Teilchenkoordinaten austauscht. Das heifit nicht, dafi die Wellenfunktion
selbst bei Vertauschung zweier Teilchenkoordinaten gleich bleibt. Sie kann vielmehr mit einer Zahl
vom Betrag 1 (also einer Zahl der Form ¢'”) multipliziert werden. Bei nochmaliger Vertauschung
ergibt sich wieder der urspriingliche Wert, so dafl man fordern muf}:

() =1=¢" =41

Teilchen, fiir die die Wellenfunktion bei Vertauschung zweier Teilchenkoordinaten ihr Vorzeichen
wechselt, heiflen Fermionen, solche, bei denen der Wert von ¥ unveréndert bleibt, Bosonen.

FEine beliebige vorgegebene Mehrteilchenwellenfunktion erfiillt diese Forderungen im allgemeinen
nicht. Man kann aber zu jeder Wellenfunktion @ durch ”Symmetrisieren” bzw. ”Anti-
symmetrisieren” eine bosonische / fermionische Wellenfunktion ¥ konstruieren:

Fiir Fermionen summiert man dazu iiber alle Vertauschungen (Permutationen) der
Teilchenkoordinaten und versieht jeden dieser Summanden mit dem Signum der Permutation
P als Vorfaktor. Die Grofle sign(P) hat den Wert 41, wenn man die durch P angegebene
Reihenfolge der Zahlen 1,2....N durch eine gerade Anzahl von Vertauschungen in die
Standardreihenfolge 1,2,....N bringen kann, ansonsten ist sign(P) = —1.

\P(fhﬂ?z, e ,,fN) = Z mgn(P)(I)(?p(l).?p(z), Ca 1'7?P(]V))
P

Die so entstandene Wellenfunktion ¥ wechselt ihr Vorzeichen bei Vertauschung beliebiger
Teilchenkoordinaten (ist hier aber noch nicht normiert). Fiir Bosonen mufi das sign(P)
weggelassen werden: Alle Summanden gehen mit positivem Vorzeichen ein.

Wenn eine Basis ®; aus Einteilchenwellenfunktionen gegeben ist, dann kann man eine Basis von
Mehrteilchenwellenfunktionen konstruieren, indem man Produkte aus den Einteilchenzustinden

bildet:
(OFH (?1) Lt (I),;N(."FN)

(wobei die Indices 4y,. ..,y alle Einteilchenzustéinde durchlaufen)

Natiirlich erfiillen diese Funktionen noch nicht die Symmetrie-/ Antisymmetriebedingungen beim

Vertauschen zweier Teilchenkoordinaten. Durch Symmetrisieren kommt man bei Bosonen zu den
folgenden Mehrteilchenbasisfunktionen:

Wit v (T, B, BN) =D @ (Fp)) oo Rin(Tp())
P

(diese sind hier noch nicht normiert)

Es sind dabei die Zustinde ¢1,...,725 "besetzt”. Bei Bosonen kann ein Zustand in dieser Liste
mehrfach vorkommen. Dagegen wiirde in solch einem Fall bei Fermionen die antisymmetrisierte
Wellenfunktion Null ergeben, weil dann in der Summe z.B. neben ®;(7) - ®;(7) auch —®;(7) -
®,;(71) steht. In den fermionischen Mehrteilchenbasiszustinden darf demnach ein Zustand
hochstens einfach besetzt sein. Diese Basiszustinde haben allgemein die Form
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Wit in(F1, T2, FN) = Z sign(P)®i1(Zpy) .. Pin(Zp())
P

Das entspricht der Definition einer Determinante, die in diesem Fall ”Slater-Determinante”
genannt wird. Fiir zwei Fermionen in den (Einteilchen-)Zusténden ®; und ®; ist das z.B.

(I)l(fl) (I)l( 2)
, P

z
o (72)

] = O (F1) - Py(2) — 1 (7o) - Po(d)

(Wenn dagegen ein Zustand doppelt besetzt ist, sind zwei Zeilen der Determinante gleich, so daf3
sie Null ergibt)

Das systematische Rechnen in dieser Mehrteilchenbasis ist Gegenstand der ”zweiten
Quantisierung” (”Besetzungszahldarstellung”).

6.2 Ideales Fermi-/Bose-Gas

Eine Mehrteilchenbasis fiir Bosonen/Fermionen entsteht aus der Einteilchenbasis durch
Produktbildung und anschliefendes Symmetrisieren/Antisymmetrisieren. Fiir ein System aus
N identischen Fermionen/Bosonen kann man die Zustéinde der Mehrteilchenbasis in der Form

|TL1,TL2,... >

kennzeichnen, wobei n; die Besetzungszahl des i-ten Einteilchenzustandes darstellt. Bei
Fermionen kann n; die Werte 0 oder 1 annehmen, bei Bosonen gilt n; = 0,1.2.3..... AuBlerdem
muf} die Summe aller n; die Gesamtteilchenzahl N ergeben:

E n; =N

2

Dann, wenn keine Wechselwirkung zwischen den Teilchen vorhanden ist, spricht man vom
idealen Fermi-/Bose-Gas.
In diesem Fall wihlt man als Einteilchenbasis die Basis der stationéren Einteilchenzusténde.

Die sich daraus ergebenden Mehrteilchenzustinde sind dann automatisch Eigenfunktionen zum
Hamiltonoperator des Gesamtsystems. Der Energieeigenwert zum Zustand |ny,ng,... > ist

E = E n;€;
i

wobei ¢€; die Energie des i-ten Einteilchenniveaus ist.

Die Zustandssumme eines solchen Systems aus N Teilchen lautet im kanonischen Ensemble:

Zhan = Z/ewp(—,ﬁ' Z n€;)

n1,Na,... i

Der Strich an der Summe soll bedeuten, daf} nur iiber alle Kombinationen von Besetzungszahlen
n; summiert werden soll, fiir welche die Bedingung

E n; =N

i
erfiillt ist. Auflerdem ist fiir Fermionen natiirlich die Einschrinkung n; = 0,1 7zu beachten.

Die kanonische Zustandssumme kann jedoch nicht weiter vereinfacht werden. Deshalb wihlt man
aus rechnerischen Griinden die Beschreibung im grofikanonischen Ensemble:
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Zg, = f: Z/exp (—,B(Zniei—/JN))

N=0n1,ny,... I

= Z exp (—J(Z ni€; — p Z rz,i)>

n1,M9,...

H Z exp(—pni(e; — 1))

7

Die Summe in der zweiten Zeile lduft iiber alle méglichen Kombinationen der Besetzungszahlen
n;, ohne die Einschrinkung > n; = N. Das macht es moglich, die Summe als Produkt zu
schreiben: Dieses Produkt umfaft alle Einteilchenzusténde (Index i). Jeder Faktor ist eine Summe

iiber alle moglichen Werte der Besetzungszahl n; dieses Einteilchenzustandes: Fiir Fermionen
n; = 0, 1; fiir Bosonen n; = 0,1,2,.... Wenn man diese Summe ausfiihrt, dann ergibt sich fir

Fermionen:

N
ol
Il

H Z exp(—pBni(e; — p))

7 m:O,l

T 12+ eap(=5(ei — )]

)

Bosonen:

Zgy = H Z exp(—Pni(e; — p))

t n;=0

1
N H 1—exp(—p(ei — 1))

i
(Summenformel fiir die geometrische Reihe)
Aus der Zustandssumme im grofilkanonischen Ensemble kann man das thermodynamische
Potential ® berechnen:
(T, V,pu) = —kT InZy,

Fermionen:

b =—kT Z In[l+ exp(—pF(e; — p)))

1

Bosonen:

b = +kT Z In[l —exp(—pF(e; — p)))

1

Wenn man @ fiir ein spezielles System von Einteilchenniveaus ¢; berechnet hat, kann man alle
weiteren thermodynamischen Grofien erhalten:

), ()
’ o T:V7 orj, v

p = — O_<I>’ JE=®4+TS +uN,...
oV T
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Da in den Formeln fiir & statt T der Ausdruck 3 = 7% auftaucht, und die Abhiingigkeit von g in der
"Fugazitit” =z = exp(Bu) steht, ist es niitzlich, auch die Ableitungen von ® nach diesen GroBen zu
betrachten:

Es gilt z = exp(Bpu), also (E)B v= ﬂ% Damit erh&lt man:

(23 (o) (my _(m) i_ ¥
dz/)sv  \ O sV 0z/)sv  \ Ou 3z Bz

v/

Demnach gilt

N = -3z (8@)
075 R

Als weitere Beziehung erhilt man

Das ergibt sich wie folgt. Es gilt

93) .~ 33,5 ~ o(T,;) 2(3.)
und
0.2) _ _ 1 .
(T, 1) kT2
0(@72) = —S8z4+ Nuz (_L)
(T, p) TR
Also

%) =kT?S + NukT = 87 (TS + uN)
/< .
o3

3P) _ o _
:>< 9B )v‘z_(I)—l—’B(%)VZ B

—®4+TS+uN = E

Fermi-Dirac- und Bose-Einstein-Verteilung

Es soll nun die mittlere Besetzungszahl < n; > eines Einteilchenniveaus im thermodynamischen
S S : g > € cher 1 1 ynar 3
Gleichgewicht berechnet werden. Dazu bendétigt man die Kenntnis der Wahrscheinlichkeit

w(n; = n), daB das i-te Niveau mit n Teilchen besetzt ist:

w(n; =n) = Z W(Ny, Mo,y NG, N g1,y )

% H Z exp(—pnj(e; — ) | - exp(—pnle;i — p))

i#i n;

Die erste Summe lduft iiber alle Kombinationen der Besetzungszahlen, wobei jedoch n; = n
fest gehalten wird. Wenn auch iber n; summiert wiirde, hitte man in der Klammer wieder die
groﬁﬁanoms(’he Zustandssumme 7 stehen, so wie im Nenner. Hier aber steht anstelle des Faktors

Z exp(—pFni(e; — 1))

g

nun
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exp(—pPn(e; — u))

Alle anderen Faktoren sind genauso wie in Z = Z;,, so daf} sie wegfallen. Es bleibt:

exp(—pnle; — )
> exp(—Pni(e; — w))

n;

w(n;=n) =

Man koénnte dieses Ergebnis auch erhalten, wenn man jedes Einteilchenniveau als System im grof3-
kanonischen Ensemble betrachtet (mit nur einem quantenmechanischen Zustand, aber variabler

Teilchenzahl).

Speziell erhilt man fiir

Fermionen:
cxp(—0On(e; —
w(n; =n) = exp(—, N(F, ")
1+ (ﬁl‘p(—ﬂ(ei — /J))
Also
1
wn; = 1) = _
( ) exp(B(e;i—p)) +1
und
w(n;=0)=1—w(n; =1)
Bosonen:

w(n; =n) = exp(—Fnle; — p)) - (1 — exp(—p3(e; — p)))

Fiir die mittlere Besetzungszahl hat man dann bei

Fermionen:

<n;>=0-w(n;=0)+1-w(n; =1)

1
exp(Be; —p)) + 1

< n; >=

Dies ist die Fermi-Dirac-Verteilung.

Die Funktion f(z) = (e®® + 1)~! fiir verschiedene
1 f(x) Werte des Parameters 3. Kleinere Werte von 3 gehéren
zu den flacheren Kurven. Der Graph der Funktion
ist punktsymmetrisch beziiglich des Wendepunktes bei
(0, %)
0
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Bosonen:

o>
<n; >= Z nw(n; =n)

n=0

Die Auswertung dieser Summe wird beim harmonischen Oszillator (6.8.2) gezeigt. Als Ergebnis
erhilt man

1
<n; >=
cap(Ale — ) — 1

Dies ist die ” Bose-Einstein-Verteilung”

Einfiihrung der Zustandsdichte

Im grofikanonischen Ensemble ist die mittlere Teilchenzahl eine Funktion des chemischen
Potentials p (und der anderen Parameter T,V). N ergibt sich zu

1
[\/Y = -
zi: exp(Ble;—p)) £1
(4+: Fermionen/ -: Bosonen)

Oft gibt man sich die Teilchenzahl vor und berechnet dann iiber diese Gleichung das dazugehorige
chemische Potential.

Durch Einfiihrung einer Einteilchenzustandsdichte D(e) kann man die Summe in ein Integral
umwandeln:

400

1 D(e)de
2 e EL " | wt

(D(e)de ergibt die Zahl der Einteilchenzusténde im Intervall (e, e 4 de))

Dieser Schritt ist jedoch nur dann zuléssig, wenn die Verteilung langsam variiert auf der Skala
der Energieabsténde der Einteilchenniveaus. Insbesondere bei Bosonen kann diese Ersetzung der
Sumnme durch ein Integral unter Umstinden falsch sein, was beim Phinomen der Bose-Einstein-
Kondensation eine Rolle spielt.

Mit Hilfe der Zustandsdichte erhalt man:

+o0 .
- D(e)de

T / exp(Ble—p)) £ 1

—0

+o0
eD(e)de

Bo= / cxp(Ble—p)) £ 1

+oo
d = :Fk‘T/ln[l:I:e;L'p(—,B(e—y))]D(e)de

—

( oberes Vorzeichen: Fermionen)
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6.3 Zustandsdichte eines freien Teilchens

Fiir ein Elektron im eindimensionalen Kasten der Lange L findet man in der Quantenmechanik
die Eigenfunktionen

i  eTIWer _ B’k _ h’x% 2
mit den Eigenwerten B, = %5 = 5-05 - n

Meist betrachtet man jedoch bei solchen Problemen periodische Randbedingungen, d.h. es soll
fiir die Wellenfunktion gelten ¥(x + L) = ¥(z) . Dann sind die Eigenfunktionen gegeben durch

2
v, = el‘p(irz,%x), n=0,%£1,42,...

h2 k2 _ h2n?
2m — 2ml?

mit den Eigenwerten E,, =

Diese Eigenwerte sind (bis auf n=0) zweifach entartet. Iin Grenzfall einer grofien Kastenlinge
und vieler Teilchen kann man zur Beschreibung durch die Zustandsdichte {ibergehen.
Die Zustandsdichten fiir periodische und nichtperiodische Randbedingungen sind gleich, so
daB man von vornherein (jedenfalls im Hinblick auf die Zustandsdichte) mit periodischen
Randbedingungen arbeiten kann, die rechnerisch bequemer sind.

Im Dreidimensionalen sind die Eigenfunktionen
o 2w
U(n,,n,,n.) = exp(ikF) = emp(’i,f(n;,,m +ny,y+n.z))

Die erlaubten Werte des Wellenvektors lauten also

k= —W(n{v,ny,nz)

L

Um die Zustandsdichte zu berechnen, benutzt man, dafi im k -Raum zu jedem erlaubten Wert
des Wellenvektors ein Volumen ( 2%)3 gehort. Man kann also die Zahl der Zustande mit |IZ| <k

nadherungsweise ausrechnen, indem man das Volumen der zugehérigen Kugel im k -Raum durch
dieses ” Volumen eines Zustandes” dividiert:

4 1.3 3 .
AT gmkt LY 5 Vg
N(k) = e k= ok

Natiirlich ist diese Ndherung nur dann sinnvoll, wenn eine geniigend grofie Zahl von Zust&nden
im Kugelvolumen ist: Die Beschreibung der wenigen Cnorgctisc% ticf‘Tiogcndon Zustinde durch
eine kontinuierliche Zustandsdichte ist nicht ausreichend, wenn es wesentlich auf die Verteilung
iiber diese Zustinde ankommt.

Wenn man die Dispersionsrelation (k) kennt, kann man damit N (k) auf N(e) , d.h. die Zahl der
Zustande mit Energien < e, umrechnen:

N(e) = v E(e)?

6m?2

Die Zustandsdichte D(e) erhilt man dann durch Differentiation, denn D(e) gibt die Anzahl dN
der Zustinde pro Energieintervall de an:




Zum Beispiel erhilt man fiir ein freies Elektron in einem Kasten des Volumens L3 mit
periodischen Randbedingungen:

_ K2 k2 o= 2me

2

€

2m h

Also folgt
N = 2 (2me) ™
6’/72 hZ

AN V 2m\ %/

de ~ 67w 2 B2

D) = ( 2)/ L e

n?)  4x?

Im Falle eines Elektrons gibt es pro % -Wert noch zwei verschiedene Spineinstellungen, so daf} die
Zustandsdichte fiir freie Elektronen (beider Spinrichtungen) im Dreidimensionalen tatsdchlich
das Doppelte betragt:

2m 3/2 1%
po=2 () v

Wichtig ist, daf die Zustandsdichte des freien Elektrons im Dreidimensionalen mit /e steigt. Der
Exponent der Zustandsdichte hangt sowohl von der Dimension ab (weil das Volumen der Kugel
im k-Raum mit k% geht), wie auch von der Dispersionsrelation. In der folgenden Tabelle ist der

‘erlauf der Zustandsdichte fiir verschiedene Dimensionen und Abhéngigkeiten der Energie vom
Wellenvektor angegeben.

| Dispersionsrelation | 1D | 2D | 3D |
€ ~ k? (nichtrel. Teilchen) 1/Ve| 1 | Ve
€ ~ k (Photonen, niederfreq. 1 € €?
Phononen, rel. Teilchen)

6.4 Fermi-Gas am absoluten Temperaturnullpunkt

Bei T=0 werden die niedri%qsten Finteilchenniveaus mit der gegebenen Zahl von Elektronen
besetzt. Der zugehorige Mehrteilchenzustand ist der quantenmechanische Grundzustand des
Systems. Die Fermi-Dirac-Verteilung zu T=0 ist eine Stufenfunktion, welche fiir ¢ = y von 1
auf 0 fillt. Das chemische Potential y(7T° = 0) gibt also die Energie des hichsten besetzten
Einteilchenniveaus an. u(T = 0) wird Fermienergie e, genannt und ist iiber die Teilchenzahl
festgelegt:

°r
N = / D(e)de
Die Energie des (Mehrteilchen-)Grundzustandes ist

€F
E = /D(e)ede

Im k-Raum werden die besetzten Zustinde von den unbesetzten durch die sogenannte Fermi-
Flache getrennt. Fiir das freie Elektronengas im Dreidimensionalen ist das eine Kugeloberfliche
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mit Radius kp. hkp wird als Fermiimpuls bezeichnet. Das Volumen dieser Kugel ist das Produkt
aus der Teilchenzahl N und dem Volumen eines Zustandes im k-Raum:

4 1 /27\°
_]{3 = N.—-.| —
g E 2 <L>

A /3
3. —
(” x)

(Der Faktor 1/2 kommt von der Spinentartung)

kp

Der Fermiimpuls ist also proportional zur dritten Wurzel aus der Dichte N/V.

Die Fermienergie ep ist hier

REL Rt (., N\ NN
€F = L=—(3r% = ~ | =
2m 2m V V

Die Energie des Gesamtsystems erhilt man durch Integration iiber die besetzten Zusténde:

€ €
i ; " 2
E = / D(e)e de = a/ /2 de = 3@‘65/2

0

« soll der konstante Vorfaktor zur Zustandsdichte D(e) = «+/€ sein. Man kann dieses Integral
nun mit der Teilchenzahl vergleichen:

’:F.‘ €p 2 ,
N = /D(e)de:a/\/zd(,: ga(,s/‘
0 0

Also ist die mittlere Energie pro Teilchen:

Fiir Elektronen im periodischen Potential eines Kristallgitters ist die Dispersionsrelation
komplizierter, so dafl auch die Fliachen E = const im k-Raum nicht mehr einfache
Kugeloberflichen sind.

6.5 Das ideale Fermi-Gas freier Elektronen

Aus der Zustandsdichte freier Elektronen im Dreidimensionalen

9, 3/2 -
ﬂ) V. ezaye

72 42

D(e)=2- <
konnen mit Hilfe der Fermi-Dirac-Verteilung alle thermodynamischen Grofien berechnet werden.

Produkt aus Zustandsdichte und

D(g) Fermi-Dirac-Verteilung fiir freie
Be) D(g) FElektronen im Dreidimensionalen,
1+e bei verschiedenen Temperaturen
3
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Es ergibt sich fiir das thermodynamische Potential im groflkanonischen Ensemble:

+ oo
—kT / In[1 + exp(—p(e — p))]|D(e)de

— o0

&

o0

—kTa/ln[l + exp(—pB(e — p))]Vede

0

Die Energie erhélt man durch Mittelwertbildung mit Hilfe der Fermi-Dirac-Verteilung:

T e
E= "0/ exp(Ble —p)) +1

de

Beide Integrale (fir E und @) sind nicht durch elementare Funktionen darstellbar. Man kann aber
durch partielle Integration das Integral fiir die Energie so winformen, dafl ein Zusammenhang mit
® sichtbar wird. Dazu benutzt man

d / / . exp(—pe—p)) /
%ln[l +exp(—pB(e—p))] = T4 enp(—B(e— 1)) (=B)
-3

exp(Ble —p)) +1

Also gilt mit partieller Integration:

E = —%e“/zm[l+ewp(—,8(€—/~‘))] 0+
/
3« T
_|_573 / In[1 + exp(—pB(e — p))]Vede

0
Der erste Term verschwindet, weil bei € = 0 der Faktor ¢%/2 gegen Null geht und fiir € — oo gilt:
In[l + exp(—P(e — )] = exp(—F(e — ) = 0

(schneller, als €/ gegen unendlich strebt)

Durch Vergleich mit dem Ausdruck fiir @ erkennt man, dafy der zweite Term gleich —%(I) ist:
3 3 3
EF=——&=——(—pV)=_pV
5 5(=pV) =3P

(Analog kann man einen solchen Zusammenhang herleiten fiir jede Zustandsdichte, die als Potenz
von € geschrieben werden kann)

Grenzfall hoher Temperaturen

Fir T — oo findet man, dafl das chemische Potential p gegen —oo geht. Die Fermi-Dirac-
Verteilung wird dann durch die Boltzmann-Verteilung < n > (€) ~ exp(—f3¢) angenihert und es
ergibt sich die Zustandsgleichung eines (klassischen) idealen Gases. Diese Ergebnisse erhilt man
aus einer Entwicklung nach der "Fugazitit” z = exp(3p), die im Grenzfall hoher Temperaturen
gegen Null geht:
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D(e)
exp(Ble —p))+1

r

de

s

zD(e) e
exp(Pe) + z

(xl) = zD(€)exp(—PBe)de

I 1l
o\g o\g o\g

—1

= erp(fu)=z= N - /D(e)emp(—ﬂe)de
0

Der Term in der Klammer kann exakt ausgewertet werden und ist bis auf einen durch die
Spinentartung bedingten Faktor 2 gleich der klassischen Zustandssumme fiir ein Teilchen im

Kasten (siehe "klassisches ideales Gas”, 5.3):

vV OIN
exp(Bp) =z~ N - (2 . —3> = —7)\3

Da A ~ l/ﬁ ist (vgl. "klassische Zustandssumme”, 5.1), geht die rechte Seite fiir hohe

Temperaturen tatsdchlich gegen Null. Der Exponent Sp auf der linken Seite muf3 also gegen
—oo gehen und das fithrt wegen 8 — 0 auf y — —oo, wie oben behauptet.

Damit ergibt sich nun fiir das thermodynamische Potential im groffkanonischen Ensemble:

—pV=® = —kT /ln[l + exp(—p3(e — )| D(e)de
0

—k?T/ exp(—pB(e — u))D(e)de
0

= —NEkT

Q

(Der letzte Schritt folgt aus der oben angesetzten Normierungsbedingung fiir N)
Also
pV = NET
=3

Damit folgt aus der fir alle Temperaturen exakten Bezichung E = $pV:

Ex §NkT
2
(Die Korrekturen zu diesen Gréfien sind jeweils von O(z))

6.6 Sommerfeld-Entwicklung

Fiir sehr tiefe Temperaturen weicht die Fermi-Dirac-Verteilung nur in einem kleinen Bereich
um ey merklich von der Verteilung fiir 7' = 0 ab. Diese Tatsache benutzt man, um eine
Tieftemperaturentwicklung fiir GréBen wie p, E, Cy, €, herzuleiten.

Sei f(e) eine beliebige Funktion mit einer Stammfunktion

89



F(e)= / F(e')de

n(e) soll die Fermi-Dirac-Verteilung (exp(3(e — p)) + 1)~! bezeichnen.

Das Integral tiber das Produkt aus n und f (wie es auftaucht bei der Berechnung der
obengenannten thermodynamischen Gréfien) kann mit partieller Integration wie folgt umgeforms
werden:

+o0 4o
I= / n(e)f(e)de =n(e)F(e) [T — / n'(e)F (e)de

Der erste Term auf der rechten Seite verschwindet, weil an der oberen Grenze n und an der
unteren Grenze F gleich Null wird.

Die unter dem Integral auftauchende Ableitung der Fermi-Dirac-Verteilung ist

exp(B(e - )
(exp(B(e—p)) + 1)2 e

n/(e) = —,/3
Da n/(¢€) auf einen kleinen Bereich um e ~ u konzentriert ist, kann man F um p entwickeln:

L eap(Ble—p)
r= / P ewn(3(e— 1) + 12

F(e)de

“+oo

(0=Ple=p) = [ Pt okT)is

= [ S E G + kT F )+ ST E )+ e

mit

“+o0o

I = 1) ———dz
J /T (c“‘—|—1)2 x

—_—0

Da es sich bei e” - (e* +1)72 = (e*/? 4 e_"’/2)_2 um eine gerade Funktion handelt, verschwinden
alle Integrale, in denen der Faktor 2’ eine ungerade Potenz j hat. Fiir gerades j ergibt sich:

w2 T 4
IQZ].,IQZ?WIi:l—.S’/T 5o

Damit lauten die ersten Terme der Sommerfeldentwicklung:

+oo u
_ f(e)dﬁ _ e 7_[__2 ' ) L ,
I__/ exp(Ble—p))+1 __/ fle)de + G (ET)*f'(p) + O(T)
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Um mit Hilfe dieser Entwicklung die Energie E(T) und die Warmekapazitét eines idealen Fermi-

Gases fiir T = 0 zu bestimmen, mufl man zuerst die Abhéngigkeit des chemischen Potentials von
der Temperatur kennen:

+ oo
D(e) de , -
N = D(e)d KTV2D (11 T
/ R e / Jie+ T (KD () + O(T)

Weil das chemische Potential fiir T' &~ 0 nur wenig von der Fermienergie abweicht, kann man die
rechte Seite nach der Differenz p — ep entwickeln:

72
D(e)de + (1 —ep)D(ep) + E(L?T)QD'(ep) +0(T")

S
Nach Definition von ep ist das erste Integral auf der rechten Seite gleich N, so daf} sich ergibt:

2 D'(er)

oo R (LT) Dler) +0(TY)

Falls also (wie beim freien Elektronen-Gas in 3D) die Zustandsdichte an der Fermikante ansteigt
(D'(ep) > 0), so fallt p bei wachsender Temperatur unter den Wert p(7 = 0) = ep.

Dieses Ergebnis benutzt man, um E(T) fiir T = 0 zu berechnen:

+oo H 9
E(T) = / emp(ﬁfz(j);)) n 1de = / D(e)ede + %(kT)Z(D(y) + pD'(p)) + O(T")
= E(T=0)+ (u—er)D(er)er + = (RT*(Dler) + er D'(er)) + O(T")
= E(T=0)+ %(kT) D(ep) + O(TY)

(Im letzten Schritt wurde der oben hergeleitete Ausdruck fiir g — ey benutzt)

Die Wiarmekapazitiat Cy fiir ein ideales Fermi-Gas wéichst bei tiefen Temperaturen
linear mit T:

6.7 Bose-Einstein-Kondensation

Wihrend fiir Fermionen das chemische Potential p keiner Beschrinkung unterliegt, muf}
es fiir ein ideales Bose-Gas immer kleiner oder gleich dem niedrigsten vorkommenden

Einteilchenenergieniveau sein (also Null, bei entsprechender Wahl des Energienullpunkts). Das
sicht man an der Form der Bose-Einstein-Verteilung;:

1
exp(Ble—p)) —1

<n>(€)=

Wenn y positiv wire, so ergibe diese Verteilungsfunktion fiir Energieniveaus e < p1 negative
Werte, weil dann exp(8(e — u)) < 1 gilt.

Fiir freie Teilchen im Dreidimensionalen findet man eine Zustandsdichte proportional zur Wurzel
aus der Energie :

D(e) = apV /e
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ag soll dabei die restlichen konstanten Faktoren zusammenfassen:

W g (2"
07 4n2 R2

g bezeichnet den Entartungsgrad der Niveaus aufgrund des Spins s der Teilchen: g = 2s + 1.

Um bei fester Teilchenzahl N die thermodynamischen Grofien zu verschiedenen Temperaturen zu
berechnen, mufi man das chemische Potential aus der Normierungsbedingung fiir N bestimmen:

T D

€
N = ; le
/ exp(Be —u)) — 17

— o

Wenn man in diese Gleichung die Zustandsdichte freier Teilchen im Dreidimensionalen
D(e) = agV /€ einsetzt und alle konstanten Faktoren auf die linke Seite bringt, ergibt sich:

N ] Je
aV o ) exp(Ble—p))—1
0

de

Dies kann man noch etwas weiter vereinfachen, indem man im Integral die Substitution x = Je
durchfiihrt und die Fugazitiat z = exp(8p) benutat:

AT 33/2 ®
N2 Vi,
oV T ) zler — 14

Aus dieser Gleichung kann man nun die Fugazitidt (und damit das chemische Potential) fiir
beliebige Werte der Dichte N/V und der Temperatur T zu bestimmen versuchen, indem man
das Integral auf der rechten Seite als Funktion von z auswertet.

Das Ergebnis ist in diesem Diagramm gezeigt: Da das
I(2)= | chemische Potential bei Bosonen nicht grofier als Null werden
N ideales : kann, bleibt die Fugazitit z = exp(Sp) auf den Bereich
ag Vv (kT)32 Bose-Gas)/ | 0 < z < 1 beschréankt. Im Spezialfall freier Teilchen in 3D (mit
: einer Zustandsdichte ~ y/€) hat auch das Integral I(z), welches
oben auf der rechten Seite steht, nur einen beschrankten
Wertebereich: Wenn bei fester Dichte N/V die Temperatur
zu niedrig oder bei festem T die Dichte N/V zu grofl gewéhlt
wird, gibt es keinen Wert der Fugazitéiit z (des chem. Potentials
1), der die Normierungsbedingung fiir die Teilchenzahl erfiillt!
Das ist anders bei Fermionen, fiir die das entsprechende
Integral 1(z) ebenfalls dargestellt ist (mit 2~ 'e” + 1 im
Nenner des Integranden). Dort kann die Fugazitit beliebig
grofl werden und entsprechend gibt es zu jedem vorgegebenem
Wert von 1(z) (also jeder Dichte/Temperatur) ein z, welches
die Gleichung erfiillt.

N
n

ideales Fermi-Gas :

4

o =
v b

Diese Aussagen kann man auch an einem Diagramm des chemischen Potentials gegen die Temperatur
erkennen. Hier sind Temperatur 7' und chem. Potential ' dimensionslos gemacht worden:

aoV 2/3 aoV 2/3
T/:kT.[jVi| 7:“’,:N.[A7Vi|

Beim idealen Fermi-Gas geht das chemische Potential
bei einer gewissen Temperatur durch Null und nimmt
unterhalb dieser Temperatur positive Werte an. Am
Temperaturnullpunkt geht es gegen die Fermienergie.
Dagegen kann man ein chemisches Potential fiir
das ideale Bose-Gas nach der oben gegebenen
Normierungsbedingung nur berechnen, solange die
Temperatur T nicht unter Ty fallt, wo p gleich
Null wird. Die dritte Kurve zeigt das Verhalten des
chemischen Potentials fiir ein klassisches ideales Gas.

id. Fermigas

L To id. Bosegas
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Um diese kritische Temperatur Ty zu berechnen, kann man in der Normierungsbedingung z = 1
entsprechend g = 0 einsetzen. Das fithrt auf N = «y V(kTo)3/2I(z = 1). Nach Auswertung des
Integrals I(z = 1) ergibt sich fiir Ty in Abhéngigkeit von der Dichte:

R . [N\
Ty =3.31- —g_z/3 —
mk V

Bis auf einen Zahlenfaktor kann man diese Bedingung auch in der Form

-
L ~N

AS

schreiben, mit der thermischen de-Broglie-Wellenldnge Ay zur Temperatur Tj: Die kritische Tem-
peratur wird dann erreicht, wenn die Teilchenabsténde vergleichbar mit der Materiewellenldange
werden, die den Teilchen aufgrund ihrer Warmebewegung zugeordnet werden kann.

Was passiert fir 7T <77

Die Bosonen besetzen in zunehmender Zahl den Grundzustand. Diesen Vorgang bezeichnet man
als ”Bose-Einstein-Kondensation”. Zur Beschreibung dieses Verhaltens ist die kontinuierliche
Zustandsdichte nicht mehr ausreichend: Die Ersetzung der Summe durch das Integral

1 D(e) )
S e 1 et

ist nicht mehr zuldssig, wenn die Verteilungsfunktion sich schnell &ndert auf der Skala des
Abstandes der Einteilchenenergieniveaus. Das ist der Fall, sobald die Verteilung auf den
Grundzustand konzentriert ist.

Um das wahre Verhalten in erster Ndherung richtig zu beschreiben, spaltet man von dem Integral
den Grundzustandsterm ab:

' D(e) 1 ‘
/ exp(Ble —p)) — ld6 - exp(B(0—p))—1 + /Reat

Das Integral iiber die restlichen Zustinde wird weiterhin wie oben angegeben ausgewertet. Es ist
gleich

aV(KT)*I(z = 1)

Da die Bedingung fiir die kritische Temperatur gerade N = « V(k:To)3/ 2J(z = 1) war, kann man
den Wert des Integrals auch so ausdriicken:

3/2
)
To

Die Grundzustandsbesetzung N(e = 0) ergibt sich dann aus der Normierungsbedingung fiir die
Teilchenzahl:

T\ 3/
N=N(e=0 N | —
(e=0)+ (T)

Also folgt
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Da die Energie des Einteilchengrundzustandes gleich Null ist, tragen zur Gesamtenergie des
Systems nur diejenigen Teilchen bei, die nicht im Kondensat (im Grundzustand) sind.

Diese Energie ergibt sich durch Mittelwertbildung mit Hilfe der kontinuierlichen Zustandsdichte:

E = /—J%Qi—&

exp(Be) — 1
- 3/2
= ‘/7 d
ao /e;Lp Be)—1 ‘
0

Wenn man das Integral auswertet und die konstanten Vorfaktoren durch 7y ausdriickt, erhélt
marn:

Durch Differenzieren nach T findet man die Warmekapazitat bei konstantem Volumen Cy-:

- N 3/2
5 T 5 E
Cy=2-077-NE | — =—-=
V7o <E) 2T
Uber Cy =T (%) v findet man damit auch die Temperaturabhéngigkeit der Entropie:

5 FE
S=3T

<

E und S setzt man in die freie Energie ein:
2
FE<I>:E—TS:—§E

Die Gleichheit von F und @ folgt aus g = 0. Wegen ® = —pV hat man also auch hier, genauso
wie beim idealen Fermi-Gas:

2
oV = ZE
PY =3

Einsetzen der Bezichung fiir E ergibt, dafl der Druck fiir T < Tj unabhéingig vom Volumen
wird und fiir T — 0 gegen Null geht. Dies ist versténdlich, weil die Teilchen im Kondensat keine
Kraft auf die Behilterwand austiben:

2 F 3/ :
p= 2 = 0085 M2 g(T)

Weitere Ergebnisse (die hier nicht hergeleitet werden):

1 verschwindet quadratisch fir T — Ty + 0 und hat eine unstetige zweite Ableitung. Alle
typischerweise berechneten thermodynamischen GroBen (bis zu den zweiten Ableitungen der
Potentiale) sind stetig. Jedoch springt die Ableitung der Warmekapazitéit nach T.
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Verlauf der Wirmekapazitit fiir das ideale Bose-Gas im Drei-
C/Nk dimensionalen: Bei der Phaseniibergangstemperatur Tp hat
C(T) einen Knick und fillt dann auf 0 fiir T — 0.

NIw

Isothermen des idealen Bose-Gases: Am Phaseniibergangs-
punkt ist die zweite Ableitung des Druckes nach dem Volumen
unstetig. Fiir kleinere Volumina bleibt der Druck konstant,
denn bel Kompression wird nur die Zahl der Teilchen im
Kondensat erhoht. (Beide Diagramme sind freundlicherweise
von Alexander Weisse zur Verfiigung gestellt worden)

Alle hier gezeigten Ergebnisse sind gliltig fiir ein ideales Bose-Gas im Dreidimensionalen
(Fir niedrigere Dimensionen wird p bel endlichen Temperaturen nicht gleich Null). Nattrlich
gibt es in der Natur kein ideales, d.h. wechselwirkungsfreies, Gas aus Bosonen (...mit
Teilchenzahlerhaltung; bei Photonen z.B. hat man y = 0 fiir alle Temperaturen). Im allgemeinen
setzt schon bei viel h6heren Temperaturen als Ty die Kondensation des Gases zur Fliissigkeit ein,
welche durch die Wechselwirkung und nicht durch die Qflanteneﬂekte bedingt ist. Deshalb muf3
man zur Beobachtung der Bose-Einstein-Kondensation Teilchen mit schwacher Wechselwirkung
wihlen und die Dichte des Gases relativ klein halten. Das bedeutet aber auch, dafi die
Kondensationstemperatur Tp ~ (N/V)Q/3 sehr niedrig wird. 1995 ist die Bose-Einstein-
Kondensation von Cs, Rb, Na-Atomen experimentell verwirklicht worden.

Fiir ein ideales Bose-Gas handelt es sich bei der Bose-Einstein-Kondensation um einen
Phasentibergang dritter Ordnung, in der Realitét findet man einen Ubergang zweiter Ordnung.

6.8 Gitterschwingungen

6.8.1 Einfiihrung Longitudinale Gitterschwingungen
(mit einem Wellenvektor, der nicht

parallel zu einer der Kristallachsen ist)
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Kleine Auslenkungen eines Systems aus einer stabilen Gleichgewichtslage fiihren zu harmonischen
Schwingungen. In der Mechanik transformiert man auf die sogenannten ”Normalkoordinaten”
des Systems. Jede dieser Koordinaten fiihrt eine harmonische Schwingung aus. Das System
kann in dieser Weise als Ansammlung von unabhéngig schwingenden harmonischen Oszillatoren
betrachtet werden. Dieses Ergebnis bleibt auch in der Quantenmechanik giiltig.

Speziell fir einen Kristall ergibt sich wegen der Translationssymmetrie, daf} jeder ”Eigenmode”
des Systems ein Wellenvektor k zugeordnet werden kann, der zu einer ebenen Welle der

—

i
Form exp(ik7) gehort. Die Angabe des Wellenvektors geniigt jedoch nicht, um die Eigenmode
vollstindig 7zu kennzeichnen. Man mufi auflerdem die verschiedenen Schwingungs-”Zweige”
durchnumerieren. Bei einem Kristall mit nur einem Teilchen in der Basis gibt es drei Zweige.
Diese werden ”akustische” Zweige genannt, da sie den Schallwellen im Festkorper entsprechen.
Bei mehreren Teilchen in der Basis kommen weitere Zweige, die sogenannten ” optischen” Moden,
hinzu. Wenn allgemein n die Anzahl der Teilchen in der Basis bezeichnet, dann hat man 3n
Zweige. Fiir jeden Wert des Wellenvektors gibt es dann 3n Werte der Frequenz w. Die erlaubten

k-Werte stammen aus der (ersten) Brillouinzone des reziproken Gitters und haben die Form

T

— (Naly + nyly +n-a.)

- M

Dabei sollen d,, d,, G. die Basisvektoren des reziproken Gitters sein. In bezug auf die
Basisvektoren @; des realen Gitters erfiillen diese die Bedingung d;a; = 2md;;. M gibt die
Kantenliinge des Kristalls in Einheiten der Gitterkonstanten an. Es gibt insgesamt M? erlaubte
E-Werte in der Brillouinzone. Wenn man einen grofieren Kristall betrachtet, so dndert sich nichts
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an der Grofie der Brillouinzone, nur die méglichen Wellenvektoren liegen dichter beisammen. Da
man in allen Rechnungen iiblicherweise periodische Randbedingungen voraussetzt, betrachtet
man in Wahrheit sowieso nur einen kleinen Ausschnitt eines echten Kristalls.

Um die Thermodynamik der Gitterschwingungen zu untersuchen, mufli man zuerst den
Harmonischen Oszillator behandeln.

6.8.2 Harmonischer Oszillator

Ein quantenmechanischer (eindimensionaler) harmonischer Oszillator wird durch den
Hamiltonoperator

~2 ., Ly
& D mw’

H =
2m+ 2

beschrieben. Als Ergebnis aus der Quantenmechanik wird im Folgenden nur benétigt, dafl die
Energieeigenwerte des harmonischen Oszillators gleich

1
En:hw(n—i—§), ,n=0,1,2,...

sind. Formal kann man deshalb den Hamiltonoperator als

H = hw(i+ )

N |

¥

schreiben. n ist dabei gerade derjenige Operator, welcher, angewandt auf die Eigenfunktionen
des harmonischen ()smﬁators, die Zahlen 0,1,2.... als Eigenwerte liefert. Wenn der harmonische
Oszillator einer Schwingungsmode eines Kristalls im n-ten (n=0,1,2,...) Eigenzustand ist, so

spricht man davon, daf sich in der entsprechenden Mode n " Phononen” befinden. Der Operator
n ist deswegen der Zihloperator, welcher die Zahl der Phononen in einer Schwingungsmode
angibt. Falls das System nicht in einem stationiren Zustand ist, kann es auch sein, daf} z.B. eine

Uberlagerung eines 2-Phononen- und eines 3-Phononen-Zustandes vorliegt. Der Erwartungswert
des Zahloperators dieser Schwingungsmode wiirde dann eine Zahl zwischen 2 und 3 ergeben.

Die Behandlung des harmonischen Oszillators in der Statistischen Physik beginnt wie iiblich
mit der Berechnung der (kanonischen) Zustandssumme. Die stellt sich in diesem Fall als
geometrische Reihe heraus:

Z = Splexp(—pH))

o0

1
= Z exp(—phw(n + ;))

n=0
e,rp(—ﬁ%)
1 — exp(—Bhw
Besetzungswahrscheinlichkeit:

1 1
win) = Eewp(—,ﬁhw(n+§))

— Cf,dhwn(l _ Cf,ﬁhw)
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Besetzung der Energieniveaus des
harmonischen Oszillators mit
wachsender Temperatur

—_—— e —
—_———— — — —
—_—————————— —
—_——————————

——————— —— —— — ——

T=2 4 6 8 1. 121416 18 2

Fiir die Energie soll hier der Weg iiber die Mittelwertbildung gezeigt werden. Etwas schneller
zum Ziel wiirde man aber durch Berechnung von F.S und Anwendung von F' = E— TS kommen.

=
Il

Z E,w(n)= Z hw(n + %)w(n)

hw
o + hw Z nw(n)

(o)
Die darin auftauchende Summe > nw(n) stellt man als Ableitung dar:
n=0

Emu(n) = (1_6—,6hW)Zn€_3hm

—pbhw 1 0 —Chwn
(1—e " )—FMO_/?EG "

e 101
= (1—6 A )—hwa_ﬂl—e*/%’“’
- - ef’%”) 1 —h,;uez*/dh‘f
—hw (1 — e~ hw)2
(,7/3hw 1

1 — e—Bhw — oBhe _q

Also ergibt sich fiir die Energie:

Freie Energie:
, hw ,  Bhw
F=—-kTInZ = 3 + kT In(1 — e™7")
Entropie:

kT 1

B F —Bhw e Bhw L
S = —om=—kin(l—e” ™) - ———gmhwe M (- )
hw 1

o _ —Bhwy , W
= —kiIn(l—e )+ T ebhw _

(Man kénnte das natiirlich auch aus F\E {iber F' = E — TS erhalten. Oder umgekehrt zuerst F,S
ausrechnen, um dann E zu bekommen)

Grenzfille beziiglich der Entropie:

Fiir T — 0(8 — oo) geht die Entropie gegen Null, denn das Argument des In strebt gegen 1 und
der Nenner des Quotiententerms geht exponentiell gegen Unendlich, so daff auch das 1/7T nichts
ausmacht. Fiir T'— co(8 — 0) erhélt man durch Taylorentwicklung (e ~ 1+ Bhw):

. kT
S & —kIn(Bhw)+k=k 171(F) — 00
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Wirmekapazitit:

OF hw . OB

e —Y L Yoy

¢ ar = (ePw—12° "ar
(hw)2 e,dhw

KT? (ePhe —1)2

Grenzfille beziiglich C:

Bei T — 0 bleibt im Nenner ein e iibrig, das mit der exponentiellen Divergenz dafiir sorgt,
da C' — 0 (trotz des 1/T*-Terms). Fiir T — oo hat man (wieder mit Taylorentwicklung von
LBhw
e’he)

Bhw

C~ (hw)? 1

KT? (Bhw)?

Die Wirmekapazitidt eines harmonischen Oszillators geht im Grenzfall hoher
Temperaturen gegen die Boltzmannkonstante k. Dieses Elégebnis fithrt bei den Phononen
zum " Dulong-Petit”-Gesetz. Es kann auch aus dem klassischen Gleichverteilungssatz abgeleitet
werden.

B Thermodynamische Gréfien des harmonischen Oszillators in
(k:l, AE:l) E-hw/z Abhéngigkeit von der Temperatur. Es ist von der Energie
die Nullpunktsenergie abgezogen worden. E verlauft linear fiir
S grofle Temperaturen, C geht gegen die Boltzmannkonstante
R (hier =1 gesetzt).

Bei niedrigen Temperaturen findet man bei allen hier be-
trachteten thermodynamischen Gréfien exponentielles Ver-
halten. Bei der hier gezeigten Kurve fiir die Energie ist

S E-he/2 ebenfalls bereits die konstante Nullpunktsenergie abgezogen
worden.

01 (k=lAE=1)

0.1 0.2] T

6.8.3 Die Zustandsdichte der Gitterschwingungen

Der Hamiltonoperator des schwingenden Kristallgitters (in “harmonischer Niherung”) ist der
eines Systems aus unabhingig schwingenden harmonischen Qszillatoren:

)

DN | =

H=> hw(ki)(i;, +
B

E ist der Wellenvektor, dessen (diskrete) erlaubte Werte in der 1. Brillouinzone liegen, i
kennzeichnet den Schwingungszweig (insgesamt 3n, wenn es n Teilchen in der Basis gibt).

Alle thermodynamischen Gréfien erhilt man demnach als Summe iiber die entsprechenden
Groflen der einzelnen harmonischen Oszillatoren. Z.B. gilt fir die Energie:

ki

Eos.(w, T') ist die Energie eines harmonischen Oszillators der Frequenz w bei der Temperatur
2
T. Da die Energie von k,: nur iiber die Frequenz w abhingt und auflerdem im Grenzfall eines

unendlich grofien Kristallgitters die erlaubten E-Werte beliebig dicht liegen, ist es mdglich, die
Summe durch ein Integra? iber die Frequenz zu ersetzen. Dazu mufli man eine Zustandsdichte
einfithren: p(w)dw soll die Gesamtzahl der Schwingungsmoden mit Frequenzen im Intervall
[w,w + dw] angeben, dividiert durch das Volumen des Kristalls. Da es bei N Atomen insgesamt
3N Schwingungsmoden gibt, muf} gelten:
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oo

,7\/
/p Ydw = — v

0

Mit Hilfe dieser Dichte kann man z.B.

E(T) > Bow(w(k,i).T) =V /EOV (w,T)p(w)dw
k X

1 1 ;
= /p(u))ﬁw(E + (ﬁﬂT)dw
schreiben.

Dulong-Petit-Gesetz

Fir die Warmekapazitit Cy ergibt sich
(V
vV

/Cos (w, T)p(w)dw

Fiir hohe Temperaturen geht die Wéarmekapazitéit jedes einzelnen harmonischen Oszillators
%Ieden die Boltzmannkonstante k. Deshalb erhélt man in diesem Grenzfall unter Benutzung der
ormierungsbedingung fiir die Zustandsdichte:

Cy — 3Nk

Dies ist das sogenannte ” Dulong-Petit”-Gesetz. Es folgt auch aus dem Gleichverteilungssatz
(5.2) der klassischen statistischen Mechanik.
Wenn man nicht im Grenzfall hoher Temperaturen ist, so bendtigt man zur Berechnung der

thermodynamischen Gréfien die Kenntnis der Zustandsdichte. Die kann im allgemeinen sehr
kompliziert sein. Sie ist im Prinzip aus der Dispersionsrelation berechenbar, welche wiederum aus

den zwischen den Atomen wirkenden Kréften (”verallgemeinerte Federkonstanten” ) zu erhalten
ist. Diese hangen ab von der elektronischen Struktur des Festkorpers.

Fiir niedrige Temperaturen jedoch gibt es eine allgemeingiiltige Niherung, das sogenannte

Debye-Modell.

6.8.4 Das Debye-Modell

Bei niedrigen Temperaturen sind die Schwingungsmoden mit hdheren Frequenzen praktisch
nicht angeregt. Dann kommt es nur auf die Zustandsdichte fiir niedrige Frequenzen an. Diese

verlduft immer wie w?, weil fiir niedrige Frequenzen (kleine k, akustische Moden) eine lineare
Dispersionsrelation gilt:
Da im k-Raum ein Zustand auf ein Volumen (T”r) kommt, ergibt sich fiir die Zahl der Zustinde

mit |k|-Werten kleiner als k:

’T(k:) _ %Wkg _ L_g 3
- (2%); 672

Bei einer linearen Dispersionsrelation w = s|I:| (mit der Schallgeschwindigkeit s) erhiilt man so
direkt die Zahl der Zustinde mit einer Frequenz kleiner als w:

672 §3

N(w) =

Differenzieren (und hier Division durch das Volumen) ergibt die Zustandsdichte fiir einen Zweig
der Dispersionsrelation:
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Die Zustandsdichte fiir alle drei akustischen Zweige zusammen (zwei davon transversal, einer

longitudinal) lautet deshalb:

w111
= \g gty

Mit der Definition einer Art ”gemittelten Schallgeschwindigkeit”

L_1(1 .1 1

erhéilt man:

)= s

Zwar wird diese Zustandsdichte nur fiir niedrige Frequenzen benétigt. Da sie aber normiert sein
soll, darf sie nur bis zu einer gewissen oberen ” Abschneidefrequenz” giiltig sein. Diese Frequenz

wird als Debye-Frequenz w;, bezeichnet. Sie ergibt sich aus der Normierungsbedingung

I 3N
/pD(w)(iw =
0

Das ergibt

Deshalb folgt fiir die Debye-Frequenz in Abhédngigkeit von der Dichte und
Schallgeschwindigkeit:

Fiir die Zustandsdichte des Debye-Modells gilt dann:

3 W
polw) = Pl fir w <wp

= 0flrw>uwp

Pp(w)

W Zustandsdichte des Debye-Modells
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Mit Hilfe dieser Zustandsdichte kann man nun die thermodynamischen Gréflen eines Kristalls
fiir niedrige Temperaturen ausrechnen (bzgl. des Gitteranteils). Inshesondere ergibt sich fiir die

Wirmekapazitét:

Bhw
e )?p(w)r]w

Q

eBhw 3 w2
T2 /(h“ (,dhu —1)2 272 5 P

Man muf} also nach einer Substitution # = Shiw ein Integral der Form

4 e’
rt——————dx
/r e —1) x
0

auswerten. Das fithrt auf:

/( e v 3 2774
C—E SR LR
V th

Dies ist das ”"Debyesche Gesetz” fiir die Ph0110ncn Wirmekapazitét

Temperaturen. Wesentlich hieran ist, dai C'y mit (du) geht.

Zur Debye-Frequenz kann man die sogenannte Debye-Temperatur definieren:

k(iu = th)

bei

niedrigen

Das Debye-Modell ist dann eine zuverldssige Naherung, wenn die Temperatur deutlich unterhalb

fp liegt.

Verlauf der Waiarmekapazitidt eines

Kristallgitters nach dem Debye-Modell

Beim élteren Einstein-Modell wird angenommen, dafi es nur eine Oszillatorfrequenz gibt,
entsprechend einem Delta-Peak in der Zustandsdichte. Das kann als Niherung fiir die optischen
Moden verwendet werden, deren Zustandsdichte auf einen kleinen Bcrmch (bei hoheren

Frequenzen) konzentriert ist.

6.9 Statistische Mechanik des Strahlungsfeldes

6.9.1 Das Plancksche Strahlungsgesetz

Bei der Entwicklung des elektromagnetischen Feldes nach ebenen Wellen (Volumen mit

Kantenlinge L, periodische Randbedingungen) ergeben sich pro erlaubtem Wellenvektor k zwei

Schwingungsmoden.

g

E T (mJj My, M)

My, my,m, = 0,£1,£2,...
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Zu jeder dieser Moden gehort die Bewegungsgleichung eines (1D) harmonischen Oszillators fiir die

zugehdrige zeitabhéngige Amplitude. Dieses Ergebnis iibertrégt sich auf die Quantenmechanik:
Der Hamiltonoperator des elektromagnetischen Feldes im Vakuum beschreibt ein System von
unabhingig schwingenden harmonischen Oszillatoren:

A=Y ﬁ/W(?)(ﬁE,jJr%)

k,j=12

7 = 1,2 kennzeichnet die beiden zu einem k-Wert gehorenden (transversalen) Moden, also die
beiden Polarisationsrichtungen. Die Frequenz w héngt linear vom Betrag des Wellenvektors ab:

-

() = el

Weil die thermodynamischen Gréfien eines harmonischen Oszillators bereits berechnet wurden,
bendtigt man nur noch die Zustandsdichte, um insbesondere die spektrale Energiedichte zu
berechnen.

2#)3

Im k-Raum entfillt auf einen moglichen E-Wert ein Volumen ( F) s s0 daf} die Anzahl der Moden

N(k) mit |I:| < k gegeben ist durch

4,13
Nk) = 2. 32” ;=
(%F)
3 v
= 2. 3= K
672 32

(V = L3: Volumen) Der Faktor 2 kommt von den beiden Polarisationsrichtungen zu jedem k-
Wert. Mit w = ck ist die Anzahl der Moden mit Frequenzen unterhalb von w:

vV ow?

32 ¢

N(w) =

Die Zustandsdichte erhalt man durch Differentiation:

Um auf die spektrale Energiedichte zu kommen, benttigt man nur noch den mittleren
Energieinhalt eines harmonischen Oszillators bei der Temperatur T. Der ist gegeben durch

2 - exp(Bhw) — 1

Der erste Summand stellt die konstante Nullpunkts-(d.h. Grundzustands-)energie des Oszillators
dar.

Nun entsteht dadurch scheinbar ein Problem, weil die Anzahl der Moden unendlich grofi ist: Der
Wellenvektor & nimmt zwar nur diskrete Werte an, jedoch glb‘r es keine obere Schranke fiir die
Komponenten von E. Das ist anders als im Fall der Phononen wo k in der ersten Brillouinzone liegen
mufl. Diese Einschrénkung ergibt sich dort aus der Tatsache, dafl es wegen des endlichen Gitterabstandes
eine minimale Wellenlange gibt. Beim elektromagnetischen Feld ist das nicht der Fall. So wiirde also
bei Summation iiber diese unendliche Zahl von Schwingungsmoden ein unendlicher grofier Beitrag
von der Nullpunktsenergie stammen. Da man aber den Energienullpunkt beliebig wihlen kann und
tatséchlich nur die Energiedifferenzen wichtig sind, ist es hier mdglich, den Beitrag der Nullpunktsenergie
fortzulassen.

Es bleibt nur der zweite Term. Wenn der Oszillator im n-ten angeregten Zustand ist, so spricht man
davon, daf} sich in der betreffenden Schwingungsmode n "Photonen” befinden. Da die Vernichter- und
Erzeugeroperatoren des harmonischen Oszillators den Vertauschungsrelationen fiir Bosonen-Erzenger-
/Vernichteroperatoren gehorchen, handelt es sich dabei um Bosonen. In diesem Teilchenbild ist der zweite
Term in der Energie des harmonischen Oszillators das Produkt aus der Energie hiw eines Photons mit
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der mittleren Zahl von Photonen in der entsprechenden Schwingungsmode. Die hier angegebene mittlere
Besetzungszahl entspricht tatsidchlich der Bose-Einstein-Verteilung, wenn das chemische Potential ¢ = 0
ist, und zwar fiir alle Werte der Temperatur. Normalerweise hiangt das chemische Potential mit der
Normierung der Verteilung zusammen und ist bei gegebener Teilchenzahl N gerade so zu wihlen, dafl
das Integral iiber das Produkt von Verteilungsfunktion und Zustandsdichte N ergibt. Hier aber ist
1 =0, so dafl bei verénderter Temperatur auch die {iber dieses Integral berechnete Photonenzahl einen
anderen Wert annimmt: Fiir die Photonen gilt keine Teilchenzahlerhaltung (genauso wie fiir Phononen,
Magnonen usw.). Wenn man von dieser Tatsache ausgeht, kann man andererseits die Gleichung p = 0
ableiten, indem man ausnutzt, dafl fiir ein System im Wéirmebad die freie Energie minimal wird - bei
Variation aller Parameter, die nicht durch die Randbedingungen festgelegt sind. Da in diesem Fall auch
N variabel ist, gilt

Die spektrale Energiedichte u(w) (Energie/Frequenzintervall) erhilt man durch Multiplikation
von D(w) mit hwn(w), wobel n(w) die oben bereits angegebene mittlere Besetzungszahl ist:

() = Vw? o 1
)= T T exp(fhw) — 1
Vh ’.dﬁ

u(w) = m2¢? exp(Bhw) — 1

Dies ist das Plancksche Strahlungsgesetz

u(w)

1 2" "282 hw
kT ‘ %)

Verlauf der spektralen Energiedichte nach dem  Spektrum bei verschiedenen Temperaturen.

Planckschen Strahlungsgesetz Bei hoheren Temperaturen verschiebt sich das
Maximum nach rechts und die Flache unter der
Kurve wéchst an (mit der vierten Potenz von
T: Stefan-Boltzmann-Gesetz).

Die Frequenz wpmqz, bei der das Maximum der Verteilung liegt, ist direkt proportional zur
Temperatur:

hwmae = 2.82ET
(" Wiensches Verschiebungsgesetz ")

Fir niedrige Frequenzen hw < kT erhélt man aus dem Planckschen Strahlungsgesetz durch
Entwicklung des Nenners das Rayleigh -Jeans-Gesetz:

Dieses Ergebnis wurde nach der klassischen Statistischen Mechanik erwartet: Es steht hier einfach
das Produkt aus der mittleren Energie eines klassischen harmonischen Oszillators, k7', und der
Zustandsdichte. Diese mittlere Energie des Oszillators ergibt sich aus dem Gleichverteilungssatz.
Wenn aber die Temperatur bezogen auf die Frequenz zu klein wird, werden quantenmechanische
Effekte wichtig und die mittlere Energie ist nicht mehr durch kT gegeben. Das Divergieren
des Rayleigh-Jeans-Gesetzes bei hohen Frequenzen (”Ultraviolettkatastrophe”) hat also die
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gleiche Ursache wie das Versagen der klassischen Statistischen Mechanik bei der Berechnung
der spezifischen Warme der Gifterschwingungen eines Festkorpers bei niedrigen Temperaturen:
Dann sind die hohen Frequenzen praktisch nicht angeregt, denn dafiir ist eine Minimalenergie von
hw notig. Weil es aber beim Festkorper nur endlich viele Schwingungsmoden gibt, sind dort die
Gesetze der klassischen Statistischen Mechanik zumindest fiir héhere Temperaturen anwendbar
(Dulong-Petit-Gesetz). Im Falle des Strahlungsfeldes wird das Spektrum nur im niederfrequenten
Bereich annidhernd nach der klassischen Verteilung beschrieben.

Bei hohen Frequenzen hiw 3> kT erhilt man das Wiensche Gesetz:

Vh ;
(w) ~ —w exp(—LBhw
u(w) .3 exp(— )

Der Gesamtenergieinhalt des elektromagnetischen Feldes in einem Volumen V erweist sich als
proportional zur vierten Potenz der Temperatur:

T 4

E(T, V)= /u(;u)clw =-VoT*
) c
0

Dies ist das ”Stefan-Boltzmann-Gesetz”, mit der Stefan-Boltzmann-Konstante

w2kt

7 50 h®

Rechnung im Detail: oo

Vh w?
P Ndw = dw
/u(w)( T2¢8 / ea’p(ﬁfuu) — 1(

s 73
(x = Bhw) - 1; ‘/jl / L dx
( t) e
4

E(T,V)

Der Zusammenhang zwischen pV und E ergibt sich analog zur Rechnung beim idealen Fermigas
(dazu muf} nur die Form der Zustandsdichte ~ €2 bekannt sein, siche 6.5):

1
Q=F=—pV=—2-F
3
(Das erste Gleichheitszeichen kommt von ¢ = 0) Fir das Photonengas gilt demnach:

pV =E

6.9.2 Winkelabhingigkeit der Warmestrahlung

Es soll die winkelabhingige Intensitdt der Warmestrahlung berechnet werden, die aus einer
kleinen Offnung eines Hohlraumes tritt. Die Offnung soll die Fliche dA haben. Natiirlich kann
man nicht danach fragen, wieviel Leistung unter einem genau festgelegten Winkel abgestrahlt
wird (das wiirde Null ergeben), sondern muf} einen Raumwinkelbereich d§? vorgeben.

dQ
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Die pro Zeitintervall dt durch die Offnung tretende Energie dE ergibt sich wie folgt: Man

betrachte den Anteil der Strahlung, der unter einem Winkel § auf die Offuung fillt. Das V olumen,
in dem die ”Photonen” zu Beginn des Zeitintervalls gewesen sein miissen, um wihrend dt die

Offnung zu passieren, ist gegeben durch
(Volumen) = cdt - cost - dA

Der Energieinhalt der Strahlung pro Frequenzintervall und Volumenelement ist

(Die spektrale Energiedichte u war auf das ganze Volumen V bezogen worden)

Hier wird davon nur ein Anteil dQ2/4x betrachtet, wobei von der Isotropie der Strahlung Gebrauch
gemacht wird.

Die insgesamt durch die Offiung tretende Energie dE, bezogen auf das Frequenzintervall dw, den
Raumwinkelbereich d€, die Zeitspanne dt und die Flache der Offnung dA, ist deshalb

dQ2
dE = p(w)cosh - cdt—d Adw
‘ 4m

Die von der Offnung dA in den halben Raumwinkel nach aufien abgestrahlte Leistung (dE /dt)
pro Frequenzintervall erhdlt man durch Integration dieses Ausdruckes:

dE " c
— = ‘080 —p(w)dS
dtdwd A / C0894ﬂ'p( Jas

Halbraum
27 w/2
¢
= 1 sinfdfcosd—
/(Q/blll cos 47Tp(w)
0 0
c
= ZP(»‘)

Integration tiber alle Frequenzen ergibt die insgesamt abgestrahlte Leistung. Das Integral Gber
p(w) ist oben schon berechnet worden und hatte %0T4 ergeben, mit der Stefan-Boltzmann-
Konstante o. Fiir die nach auflen abgestrahlte Leistung hat man demnach

@ =oT*dA
dt

(In dieser Fassung wird das Stefan-Boltzmann-Gesetz {iblicherweise formuliert: Deshalb tauchen
hier neben ¢ keine weiteren konstanten Faktoren auf)

7 Thermodynamik im Magnetfeld, Teil 2

7.1 Freie Spins im Magnetfeld

Wenn der Gesamtspin eines Teilchens (Elektron, Atom, Kern, ...) nicht gleich Null ist, dann
enthélt der Hamiltonoperator des Teilchens im Magnetfeld einen Term

—iB

wobei fi der Operator des magnetischen Momentes ist. Wenn man fiir dieses ji = —gupS einsetzt,
so erhdlt man im Hamiltonoperator



gupSB

(g0 "Landé-Faktor” (ca. 2 beim Elektron): pi = 57- h1ST] =
Magneton”, S: Spinoperator)

[CGS]: ”Bohr’sches

- Zm c

Bem.: Das negative Vorzeichen bei —ngg entspricht dem Fall eines Elektrons, das eine negative
Ladung tragt, so dal Drehimpuls (=Spin) und magnetisches Moment entgegengesetzt gerichtet sind.
Das Vorzeichen wird dazu fithren, daf bei einem B-Feld in positiver z-Richtung die negativen Eigenwerte

von S, zu den energetisch niedriger liegenden Niveaus gehoren. Man konnte dieses Vorzeichen auch in
den Spinoperator mit aufnehmen.

Der Spinoperator S soll hier keinen Faktor /i enthalten, d.h. die Eigenwerte seines Quadrates 52
lauten

S(S+1)

(und nicht etwa h?S(S + 1))

Der Spinoperator ist ein Vektoroperator mit den Komponenten S, Sy, S.. Diese kommutieren
mit $?, jedoch nicht untereinander. Die Eigenwerte dieser Operatoren sind gleich

m=-5-5+1,....5-1,8

(mit der magnetischen Quantenzahl m)

Wenn man die Koordinatenachsen so wéhlt, dafl die Richtung des Magnetfeldes mit der z-Achse
zusammenfillt, so sind die stationiren Zustinde des Spins im B-Feld gerade die Eigenzustinde

des S.- Operators. Die zugehorigen Energieeigenwerte lauten dann

gupBm

m=

+3/2
=
g HpBi=l -3/2

Es ergeben sich im Magnetfeld also 25 + 1 Niveaus_ von unterschiedlicher Energie. Der Abstand
zweler aufeinanderfolgender Niveaus ist gupB. Die Aufspaltung hingt damit linear vom
Magnetfeld ab.

Die Behandlung dieses Systems in der Statistischen Physik beginnt mit der Berechnung
der Zustandssumme. Es soll dabei fiir den Term gupB die Abkiirzung b verwendet werden
("reduziertes Magnetfeld”).

+5

7 = § P*,’%m

m=—5

28

= Y -9

i=0
28

—  Bs z o—0bj

i=0

Das kann man mit der Formel Z ¢ = —L auswerten:
j=0
7 = 0bs 1 — eap(—pb(25 + 1))
1 — exp(—pb)

exp(Bb(S+ §) 1 — exp(—=pBb(2S + 1))

exp(B2) 1 — exp(—p3b)
eap(Bb(S+ 3)) — eap(—Bb(S + 1))

exp(BL) — exp(—p2)

sinh(Bb(S + §))

sinh(3%)
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Wie iiblich erhdlt man die freie Energie aus dem Logarithmus der Zustandssumme:
F=—-kTInZ

Die freie Energie hingt vom Parameter Magnetfeldstirke ab, weil diese in den Energieniveaus und
damit in der Zustandssumme vorkommt. Der statistische Mittelwert des magnetlsc%en Momentes
ergibt sich als Ableitung der freien Energie nach der Magnetfeldstérke

<> OF
by >= ———
e OB
Das sieht man folgendermafien:
| s
- ’ —pB(—p=(m)B)
<p:> = 5 1z{m)e
i 7 H;qlu( )

— i Z H,(m)ﬁrﬁuz(m)B
7 , c

_ 110 +Bu~(m)B
7505 2-°

110Z 10Ilnz %)
_0F
oB

Bei N unabhingigen Spins ergibt sich das gesamte magnetische Moment zu M = N < p, >.
Dann gilt also M = —g—FB bzw. dF = —MdB, wie das auch in der Thermodynamik fiir die von
B abhingende freie Energie eingefiihrt wurde.

Konkret erhilt man mit den Abkiirzungen v = 3(S + %) und w = g durch Ableiten des
Logarithmus der Zustandssumme Z = sinh(ub)/sinh(wb):
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b Z b
sinh(wb) cosh(ub) stnh{ub)
sinh{ub) ' (sinh(wb) ‘T sinh?(wb

= wucoth(ub) — wcoth(wb)

3 cosh(w b)w)

Daraus folgt

or __ovor . p0nZ
oB ~ " oB o MBS o

1 1 1 3
= gup(S+ s)coth,(ﬂ(s + 5)()) — iguBcoth,(?b)

<pz > =

Man fiihrt hier die Definition der Brillouinfunktion

_25+1 25+1 | I I
Bs(z) = 55 coth( 5C x)— ﬁwth(ﬁm)
ein, um schreiben zu kénnen
<p:> = gupSBs(BbS)
gupS B
= gupSBs(% AB T)



Wichtig hieran ist insbesondere, dafi das mittlere magnetische Moment von Temperatur und
Magnetfeldstérke nur tiber den Quotienten TB, abhangt.

Die Brillouinfunktion. Mit "unendlich” ist die-
jenige Kurve markiert, die sich im Grenz-
fall einer wunendlich groflen Spinquanten-
zahl ergibt. Das entspricht dem klassischen
Grenzfall eines magnetischen Momentes im
Magnetfeld.

Abhéngigkeit des mittleren magnetischen Momentes vom
Quotienten B/T bei verschiedenen Werten fiir den Spin
S. Vorausgesetzt ist hierbei ein gleich grofier g-Faktor.
Der Wert x=1 entspricht kT = gupB: Dann sind
die "thermische Energie” kT und der Abstand zweier
Energieniveaus gleich groff. Die nach oben aufgetragenen
Werte sind in Einheiten von gup angegeben. Das
Elektron mit Spin 1/2 hat z.B. ein magnetisches Moment
(entsprechend dem Séttigungswert im Diagramm) von
einem Bohrschen Magneton, weil der g-Faktor gleich 2 ist.

Abhéangigkeit des Mittelwertes der z-Kompo-

nente des Spins (Spin 1/2) von der Tem- - <SZ> AE:g Hp B=2
peratur, bei verschiedenen Magnetfeldstarken. .5 S

Diese sind in bezug auf den Energieabstand
zwischen zwei Niveaus angegeben. Die dicke
Linie entspricht AF = 1. Fiir Energie und
Temperatur sind dimensionslose Einheiten
verwendet, worden. /

AE=.1
(k=1) T 1

Fiir kleine Werte des Arguments (entsprechend hohen Temperaturen/ niedrigen Feldstédrken)
kann man die Brillouinfunktion mit Hilfe von zcoth(z) =1+ %IQ — 41—51'4 + ... entwickeln:

S+l 1S+ -1

Be(z) = 20 —
() === 5 (29)7 +

Das bedeutet: Fiir gupSB/kT << 1 ist das mittlere magnetische Moment annihernd gegeben
durch
(9np)*S(S+1) B

< He 2R 3 T

Die magnetische Suszeptibilitit einer Probe mit N solchen magnetischen Momenten pro
Volumeneinheit ist demnach

(gpB)*S(S+1)

C
/:[\/Y_ -‘ =
X T mit C' o

Dies ist das sogenannte Curie-Gesetz fiir die magnetische Suszeptibilitdt eines Paramagneten.
C ist die Curie-Konstante.
Entropie/Wirmekapazitit beim Spinsystem

Die Entropie erhilt man aus der Ableitung der freien Energie nach der Temperatur:

oF _ 0

19}
= kinZ+ kTa_Tan
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Man méochte den letzten Term nun iiber die schon bekannte Magnetisierung M (= N < . >) ausdriicken.
Weil die Zustandssumme Z eine Funktion von B/T ist, kann man schreiben

0, . B, 1,,B,., B
Andererseits
0 B 1., B, 1
a5\ 1) = 77 )7
Damit ergibt sich als Bezichung zu M:
P OF 0 B
M = BB_kT{')Ban(T)
_ 1, B kI? 9 B
= 7=y
Deshalb
g B B
—InZ(=Z) = M
ar "2\ =~ M
Das setzt man im letzten Term der Entropie ein:
S = kb Z-I-I”T(—i’\f)
= klin 5 w7z
B
S = klnZ—-=M
n T

Die Warmekapazitat Cyv (bei konstantem Magnetfeld) erhdlt man iiber die Ableitung der Entropie
nach der Temperatur:

. =08 . 0 B oM
Weil sich oben ergeben hat
g B
kTa_Tan = —?J\/[

fallen die ersten beiden Terme weg, und man bekommt

oM

'v = —B
Cv oT

Man kann nun noch benutzen, daBl M nur eine Funktion von B/T ist:

o= 9 (B = wi(By. B

Cy = —BOT]L[(T)_(—B).M(T) ( TZ)
By B

Cv = (F)M(F)

An dieser Form erkennt man, dafl auch die Warmekapazitit nur von B/T abhangt. Es ergibt sich, daf}
Cy fir T'— 0 bzw. T — oo gegen Null strebt und im Zwischenbereich ein Maximum aufweist.

In dem Bereich niedriger Magnetfelder / hoher Temperaturen, wo man die Curie-Ndherung
B
M =NC—=
T

benutzen kann (C soll hier die Curie-Konstante bezeichnen), fiihrt das auf

B
Cy = J\’C(T)Q
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7.2 Molekularfeldtheorie des Ferromagnetismus

Das Heisenberg-Modell beschreibt ein Gitter von Spins, die untereinander iiber die
Austauschwechselwirkung gek()})pelt sind. Auerdem wirkt auf die Spins ein externes Magnetfeld.
Der Hamiltonoperator dieses Modells ist gegeben durch

H= —Z.QIlB§jé — iji§j§i
j Jsi

(Beachte, dafl die Vorzeichen hier so gewihlt sind, dafi die Richtung des Spins und des
magnetischen Momentes {ibereinstimmen, so daf} also grofie Werte der S*-Komponente bevorzugt
werden, wenn man ein B-Feld in positiver z-Richtung anlegt.)

Die Indices laufen iber alle Gitterplitze. Der erste Term im Hamiltonoperator stellt die
potentielle Energie der magnetischen Momente im B-Feld dar. Die Austauschwechselwirkung

umn zweiten Term fiihrt dazu, dafl die parallele Ausrichtung zweier Spins energetisch bevorzugt
ist, wenn die entsprechende Austauschkonstante J;; grofier als Null ist. Bei J;; < 0 gibt es

entsprechend eine Tendenz zur antiparallelen Ausrichtung.
Fir J = 0 hat man den bereits behandelten Fall freier Spins im Magnetfeld vorliegen. Das

FErgebnis fir den Erwartungswert < §* > bei einem Magnetfeld, daf} in z-Richtung orientiert ist,
lautet:

< 5% >= SBs(8SgupB)

(S:Spin, Bs: Brillouinfunktion zum Spin S)

Dieses Ergebnis gilt natiirlich fiir den Wert von < 57> an jedem Gitterplatz.

Bei vorhandener Wechselwirkung zwischen den Spins (J # 0) wird das Problem sehr viel
schwieriger. Die stationfiren Zustidnde sind nicht etwa durch bestimmte Konfigurationen von
up/down-Spins auf dem Gitter gegeben, sondern stellen komplizierte Uberlagerungen solcher
Zusténde dar.

In der Molekularfeldndherung ersetzt man die Wechselwirkung durch ein ”effektives

Magnetfeld”, das die Austauschwechselwirkung pauschal durch einen von < S > abhingigen
Term berticksichtigt. Dann kann man das Ergebnis fiir den Fall freier Spins anwenden, indem
man dieses effektive Feld anstelle des dort auftauchenden externen B-Feldes einsetzt:

H = —Zg,uBS'jI_ﬁ" — Z J;15;5
j Jyi
% - 1 %

Wenn man nun die Niherung S i =< S i >=< S > in dem Klammerausdruck einfiihrt, dann
wird dieser zu einer Konstante, dem sogenannten ”effektiven Magnetfeld”. Als ”internen Anteil”
bezeichnet man dabei den von der Austauschwechselwirkung herrithrenden Term. (Jedoch hat
die Austauschkopplung nichts mit der gegenseitigen Ausrichtung von magnetischen Dipolen in
ihrem Magnetfeld zu tun!)

_, _, 1 s % _, 1 2
B.sr =B+ — Ji<Si>=B+—J0)< S >
1 g/lfazi: ! 9B ©)

Die GroBe J(0) bezeichnet dabei die Summe Y .Jj;. Aus dem Ergebnis fiir freie Spins folgert man

dann, daB bei Anwesenheit eines B-Feldes in z-Richtung der Erwartungswert von 5= gegeben ist
durch

N 1 "
'B

(< 8% >=< §Y >=0)
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Dies stellt eine implizite Gleichung fiir < S§% > dar. Man kann sich durch eine grafische
Konstruktion einen Uberblick {iber das Verhalten der Losung bei verschiedenen Temperaturen
verschaffen. Das ist hier dargestellt fiir ein verschwindend geringes B-Feld in z-Richtung:

Grafische Losung der ”Selbstkonsistenzbedingung” fiir
<SZ> (linke Seite) < §% > Die steileren Kurven gehéren zu niedrigeren
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Temperaturen, die Kurve zur kritischen Temperatur
ist gestrichelt gezeichnet.

<SZ>
(in rechter Seite)

Die rechte Seite der Gleichung ist hier als Funktion von < 5 > aufgetragen, fiir verschiedene
Werte der Temperatur. Die Gleichung ist erfiillt fiir denjenigen Wert von < S >, bei dem die
Kurve die Diagonale schneidet (rechte Seite=linke Seite). Fiir hohe Temperaturen ist die Steigung

der Kurve so flach, dafi der einzige Schnittpunkt bei < SZ >= 0 liegt. Fiir T" < T mit einer
"kritischen Temperatur” T gibt es einen weiteren Schnittpunkt fiir einen endlichen Wert von

< 57 >. Das bedeutet, daf} eine gegenseitige Ausrichtung der magnetischen Momente stattfindet,
auch ohne dufieres Magnetfeld. Die kritische Temperatur wird gerade dann erreicht, wenn die
Steigung der Kurve im zUrsprung 1 betragt: Dann fallt die Tangente der Kurve im Ursprung mit
der Diagonale zusammen (vgl. Diagramm).

Verhalten des Mittelwerts der Spinkomponente S#
<SZ> in Abhéngigkeit von Temperatur und Magnetfeld.
0.5 Fiir die Temperatur sind dimensionslose Einheiten
verwendet worden, bezogen auf Tc. Unterhalb T¢
findet man spontane Magnetisierung, die auch bel
verschwindendem B-Feld vorhanden ist.

Die Richtung, in die die Magnetisierung weist, ist nur bei endlichem (beliebig kleinem) Magnetfeld vorgegeben.
Dann, wenn tatséichlich B =0 gilt, sind aus Symmetriegriinden zunéchst einmal alle Richtungen gleich méglich.
Tatséchlich ergibt sich bei Rechnung mit der kanonischen Verteilung (ohne diese Molekularfeldniherung) aus
diesem Grunde immer M = 0 fiir B = 0, egal wie niedrig die Temperatur ist. Dennoch zeigt sich in der Natur
das Verhalten, was qualitativ schon durch die Molekularfeldndherung beschrieben wird: Es gibt magnetische
Materialien mit spontaner Magnetisierung unterhalb einer kritischen Temperatur. Beziiglich des Verhaltens eines
realen Systems, das bei Unterschreiten von T¢ eine bestimmte Magnetisierungsrichtung ”auswahlt”, spricht man
von "spontaner Symmetriebrechung”.

Um die kritische Temperatur in der Molekularfeldndherung zu erhalten, mufl man die Steigung
der oben definierten Kurve im Ursprung berechnen. Aus der Entwicklung der Brillouinfunktion
erhdlt man dafiir:

S(S+1) 1
— 5 T (0)

Bei der kritischen Temperatur ist diese Steigung gleich 1, also gilt

o S(S+1)
Te = =227 (0)

Die kritische Temperatur heifit in diesem Fall (bei einem ferromagnetischen System) auch
"Curie-Temperatur”.
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Verhalten der Magnetisierung oberhalb der kritischen Temperatur

Mit der Entwicklung der Brillouinfunktion (bzw. dazu &dquivalent: Verwendung des Curie-
Gesetzes) ergibt sich fiir schwache Magnetfelder:

S(S5+1)

<5 >= g

(.q,uuB +J(0) < 57 >)

Das kann man nach < §7 > auflésen:

S(S+1) gupB

<8"> = L
3k T_ %](0)
~ S(S+41) gupB
- 3k T-Tc

Die Magnetisierung M = Ngup < S > betrdgt demnach

NC
M = B
T—T.
L. _ AcC
NT T CITL

Hierbei ist C die bereits bei der Behandlung der freien Spins eingefiihrte Curie-Konstante
2

(C = W) Diese Formel fiir die Magnetisierung/ magnetische Suszeptibilitit wird als

”Curie-Weifl-Gesetz” bezeichnet.

In einer allgemeineren Schreibweise fiir das Verhalten der Suszeptibiltit y in der Nihe
der kritischen Temperatur fiihrt man einen sogenannten “kritischen Exponenten” der

Suszeptibilitit, 7, ein:
T—-Tc\""
=0 (7(>
Tc

Fiir die Molekularfeldniherung hat man offenbar immer v = 1 (unabhéngig vom Gittertyp und
dem genauen Aussehen der Kopplungskonstanten!). Experimente und bessere Rechungen ergeben
davon (nach oben) abweichende Werte.

Spontane Magnetisierung unterhalb der kritischen Temperatur

Um die Temperaturabhéngigkeit der spontanen Magnetisierung unterhalb der kritischen
Temperatur zu bestimmen, verwendet man die Entwicklung der Brillouinfunktion bis zur dritten
Ordnung;: )

. 1 .
<57 > mJ(O) <S> —

1 .25+1)'=1/S
3kT

3
555y I (0) < $ >)

Division durch < 57 > ergibt eine Gleichung fiir < 5% >2 Zur Vereinfachung benutzt man dabei
die oben schon berechnete kritische Temperatur

- S(S41)
T(j'— T](U)

Das fiithrt auf

cgra (Te=TY (TV (38 +(5+1\"
- Tc Tc 10 52(5+1)2
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Fiir T =~ T¢ (also knapp unterhalb der kritischen Temperatur - nur dort ist diese Entwicklung
giiltig) ist der zweite Term in erster Ordnung konstant und man erhilt:

N T.—T 1/2
<§ > ( . )

(b bezeichnet den oben auftauchenden konstanten Faktor)

Auch hier fiihrt man einen kritischen Exponenten (fiir die Magnetisierung) ein:

Te —T\"
M = M, ( = )
C

B
M| IeT

T T

In der Molekularfeldnidherung gilt hier 8 = % Die tatsichlichen Werte liegen darunter.

Fiir die Energie findet man in der Molekularfeldndherung;
E = —A/Y.C],UBBCff < 5" >= —A/Y.C]IUBB < S > —JV-](O) < S' >2
Daraus erhilt man die Warmekapazitit C'p bei konstantem Feld B = 0:

OF L 0 <877
'p= — = —N. —_—
“s = 1057
Oberhalb der kritischen Temperatur ist das gleich Null, weil dort keine spontane Magnetisierung
vorliegt (< 5% >= (). Unterhalb T¢ kann man fir T = T die Niherung

benutzen (siehe oben). Das bedeutet (in dieser N&herung) eine konstante Warmekapazitét fiir
T ~ T()i

NT(0)

Cp =~
BT

Allgemeiner kann man auch hierfiir ein Potenzgesetz mit einem kritischen Exponenten o bzw.
o’ formulieren:

T-T :
C'g = const - |—T ¢ | o/~
-

Der Exponent ist dabei entweder a oder o', je nachdem ob T > T¢ oder T < T¢. In der

Molekularfeldniherung ist a = o’ =
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