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Vorwort

In der Vorlesung Thermodynamik und Statistik geht es um die Beschreibung
thermodynamischer Gleichgewichtszustdnde und in diesem Sinne eigentlich nur um
Gleichgewichts-Thermodynamik. Die Art und Weise, wie thermodynamisches Gleich-
gewicht zustande kommt, wird nicht untersucht. Trotzdem l&8t sich folgende zentrale
Aussage der Thermodynamik (aus plausiblen Grundannahmen) ableiten:

Ein adiabatischer thermodynamischen Proze8 — ganz gleich, welche Art
von Zwischenzustdnden das System dabei durchlduft — ist nicht realisier-
bar, wenn die Entropie des Anfangszustandes groflier als die des Endzu-
standes ist.

Wihrend diese Aussage fiir quasistationédre Prozesse trivial ist, liegt ihre eigentliche
Bedeutung in ihrer Anwendbarkeit auf irreversible Prozesse. Dies macht verstdnd-
lich, daf§ sich thermodynamische Gleichgewichtszusténde stets durch (zu gegebenen
Randbedingungen) groBtmogliche Entropie auszeichnen.

Leider fehlt die Zeit, um auch Transportprozesse und damit verbundenen Phéno-
mene abzuhandeln.

Warnung:

e Die Ubungsaufgaben sind als wesentlicher Bestandteil der Vorlesung
anzusehen.

e Das vorliegende Skript ist nicht zum Selbststudium gedacht.

Literaturempfehlung: (Fermi, 1956) (Planck, 1954) (Huang, 1964) (Kubo, 1968)
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Teil 1

Klassische
Gleichgewichts-Thermodynamik






Kapitel 1

Allgemeiner Formalismus

1.1 Grundbeziehungen der Thermodynamik

1.1.1 Gegenstand der Thermodynamik

Die klassische Thermodynamik beschéftigt sich grundsétzlich mit makroskopi-
schen Systemen.

Als makroskopisches System bezeichnet man eine (der physikalischen Rea-
litdt und Fragestellung angemessene) Idealisierung eines physikalischen Systems
als Kontinuum, dessen charakteristische Eigenschaften sich (von idealisierten Grenz-
flachen abgesehen) nur iiber makroskopische Raum-Zeit-Distanzen wesentlich &ndern.

Das tatsédchliche physikalische System S kann man dadurch identifizieren, dafl
man zu jedem Zeitpunkt ¢ das (makroskopische) Raumgebiet Gs(t) angibt, innerhalb
dessen sich alle Substanz des Systems und sonst nichts befindet.

Vorteil einer makroskopischen Theorie:!  direkte Uberpriifbarkeit.

Ein (makroskopisches) System S heifit geschlossen, wenn zu keinem Zeitpunkt
chemische Substanz hinzukommt, abgezogen oder ausgetauscht wird. Andernfalls
nennt man das System offen.

S heifit homogen, falls seine charakteristischen Kontinuumseigenschaften nicht
vom Ort (innerhalb Ggs(t) zum Zeitpunkt ¢) abhéngen.

Unter einer Phase (von S) versteht man ein maximales, homogenes, makrosko-
pisches Teilsystem von S.

Wenn S aus mehreren (endlich vielen) Phasen besteht, nennt man S heterogen
(Beispiel: Hy0).

Unter dem (momentanen) Zustand von S versteht man die Menge aller (mo-
mentan geméf Modell) zuzuordnenden Eigenschaften. Den Zustand nennt man sta-
tiondr, wenn er sich im Laufe der Zeit nicht &ndert. Andert sich der Zustand

Version vom 7. Mirz 2009

!Eine mikroskopische Theorie liefert dafiir u.U. ein ‘tieferes’ Verstindnis.
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wihrend des Zeitintervalls [t1, 5], so sagt man, S durchlaufe (wéhrend dieses Zei-
tintervalls) einen Prozefl. Stimmen die Zustdnde zu Anfangs- und Endzeitpunkt
iiberein, so spricht man von einem Kreisprozef$. Man sagt, zwei Systeme S1,55
in gegebenen stationdren Zustédnden (nicht unbedingt TDGZ’s) befinden sich mit-
einander im thermischen Gleichgewicht,? falls sich an Teilsystemen von S; und
Ss nicht dadurch Zustandsénderungen bewirken lassen, dal man sie lediglich in rein
thermischen Kontakt® bringt.

Man sagt, ein System in einem stationdren Zustand habe eine einheitliche
Temperatur, wenn es sich mit sich selbst im thermischen Gleichgewicht befindet.

Man sagt von zwei Systemen in stationédren Zustdnden einheitlicher Temperatur,
dafl sie gleiche Temperatur haben, wenn sie sich miteinander im thermischen
Gleichgewicht befinden. Diesen Sprachgebrauch rechtfertigt:

Axiom 1 (0. Hauptsatz der Thermodynamik) Seien S;, S, Ss
Systeme in stationdren Zustinden einheitlicher Temperatur. Wenn sich
sowohl 8 und Sy als auch Sy und Ss miteinander im thermischen
Gleichgewicht befinden, dann befinden sich auch &, und S miteinander
im thermischen Gleichgewicht.

Die Thermodynamik basiert auf folgender Beobachtung:

Teilsysteme vollsténdig isolierter makroskopischer Systeme gehen mit
der Zeit stets in stationére Zusténde iiber.

Stationdre Zusténde dieser Art bezeichnet man als thermodynamische Gleich-
gewichtszustinde (TDGZ’s) (Beispiel: Gas im isolierten Behélter). Man sagt, S
befinde sich im Gebiet G C Gs lokal im thermodynamischen Gleichgewicht,
wenn sich das in G befindliche Teilsystem (gedanklich) zu einem makroskopischen
System S’ ergénzen 1afit, das sich in einem TDGZ befindet.

Unter einem Temperatur-Zustand sei stets ein thermodynamischer Gleichge-
wichtszustand einheitlicher Temperatur verstanden.

Thermodynamische Grdifien sind solche makroskopischen Zustandsgrofien,
die makroskopische Systeme in Temperatur-Zustéinden (dem Modell entsprechend)
charakterisieren.” Ein thermodynamischer Prozef ist ein ProzeB, bei dem die
Zusténde zu Anfangs- und Endzeitpunkt Temperatur-Zustande sind.

Ein thermodynamischer Prozef3 heifit quasi-statisch, wenn er so ablauft, daf3
zu jedem Zeitpunkt ein Temperatur-Zustand existiert, von dem sich der tatséchliche
Zustand nicht wesentlich unterscheidet.

Version vom 7. Miérz 2009
2Thermisches Gleichgewicht impliziert nicht thermodynamisches Gleichgewicht (z.B. sind
Druck-Dichte-Variationen im Gas auch bei einheitlicher Temperatur moglich).
3Der Begriff des rein thermischen Kontaktes wird in Abschnitt 1.1.2 erklart.

4Praktische Moglichkeiten, das zu iiberpriifen, ergeben sich aus dem 0. Hauptsatz.
5 Auf die iibliche Unterscheidung von inneren und #ufleren Zustandsgréfien wollen wir verzichten.
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Hauptgegenstand der (Gleichgewichts-) Thermodynamik:
1. Relationen zwischen den thermodynamischen Parametern.

2. Anderung der thermodynamischen Parameter bei quasi-statischen
Prozessen.

3. Energie-Austausch und -Umwandlung (Wérme!) bei thermodynami-
schen Prozessen.

Abschlielende Bemerkung: Im iibrigen spielt auch die Geometrie
des makroskopischen Systems meist keine wesentliche Rolle. Typische
Ausnahme: elastische Materialien.

1.1.2 Begriff der Wiarmemenge

Die Einwirkung zweier (makroskopischer) Systeme aufeinander (im Sinne einer Zu-
standsénderung) wird direkt genannt, wenn Systeme, die diese Einwirkung ver-
mitteln (z.B. geeignete Zwischenwénde), aus den Modellbetrachtungen ganz aus-
geschlossen werden konnen — da sie im wesentlichen nur die Art des Kontaktes
bestimmen (und in entspr. Bilanzgleichungen vernachlissigt werden kénnen).

Man nennt zwei (makroskopische) Systeme S, S» gegeneinander mechanisch
tsoliert, wenn die Systeme nirgendwo direkt aneinander makroskopische Arbeit
(aufgrund mechanischer oder elektrodynamischer Krifte) verrichten. Man nennt
sie gegeneinander chemsisch isoliert, wenn sie untereinander in keiner Weise
direkt chemische Substanz verlagern.

Man sagt, zwischen &7 und S bestehe rein thermischer Kontakt, wenn die
Systeme direkt aufeinander einwirken, obwohl sie gegeneinander mechanisch und
chemisch isoliert sind (Beispiel: Gasthermometer).

Erfahrungsgeméif existieren Materialien (z.B. Asbest), die thermischen Kontakt
weitgehend verhindern. Falls §; und S, mithilfe solcher Materialien gegeneinander
(hinreichend) abgeschirmt sind, sagt man, die Systeme seien gegeneinander (weitge-
hend) thermisch isoliert.

Man sagt, zwischen zwei Systemen bestehe rein mechanischer Kontakt,
wenn sie direkt aufeinander einwirken, obwohl sie gegeneinander thermisch und che-
misch isoliert sind.

Erfahrungsgemaf3 gilt:
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Axiom 2 (1. Hauptsatz der Thermodynamik) Systemen m
Temperatur-Zustinden lafst sich eine Zustandsgrofle, die sog. innere
Energie U, zuordnen , die formal den Charakter einer zwar umuverteil-
baren, in ihrer Gesamtheit jedoch erhaltenen Substanz hat und folgender
Bedingung geniigt:

Der Anteil AU an innerer Energie, der einem System Sy durch (direkten)
rein mechanischen Kontakt von einem System Sy zugefiihrt wird, ist stets
gleich der makroskopischen Arbeit AA, die Sy aufgrund dieses Kontaktes
an Sy verrichtet:

AU = AA bei rein mechanischem Kontakt.

Fiir direkte Einwirkung von S; auf Ss bezeichnet man

AQ LEAU — AA bei gegenseitiger chemischer Isolierung (1.1)

als die Wéarmemenge.® die S; bei dieser Einwirkung von Sy zugefiihrt wird (wobei
AA wieder die makroskopische Arbeit bezeichnet, die S; an S, verrichtet).

Vor 1824 wurde die Wéarmemenge als eine Art Fliissigkeit verstanden, da sie sich
hinsichtlich rein thermischer Kontakte sonst isolierter Systeme entsprechend verhélt:

S
Die von S auf S’ iibertragene
Wérmemenge ist — bei festgeleg-

S Sy Sz - S, ten Anfangs- und Endzustdnden von
/ 8,8’ — unabhéngig von Art und An-
zahl der Zwischentréager S1,Ss, ...
S/

In diesem Sinne fiithrte man fiir die Warmemenge eine eigene Einheit, die sog.
Kalorie (cal) ein:

def { diejenige Warmemenge, die notig ist, um 1g Wasser (1.2)

leal = unter Normaldruck von 14° C auf 15° C zu erwirmen

Sei C; ein thermodynamischer Prozef§ des Systems S, der durch rein thermischen
Kontakt zustande kommt, und sei AQ; die S wihrend dieses Prozesses zugefiihrte
Wiérmemenge. Dann ist es durchaus moglich, dafl ein zweiter Prozef§ existiert, der

Version vom 7. Mérz 2009

6Diese Definition ist von der konkreten Wahl fiir U unabhiingig, wenn sich — wie in der Praxis
stets der Fall — je zwei Temperatur-Zustinde eines geschlossenen Systems durch rein mechani-
sche Kontakte mit der Umgebung aus einunddemselben Temperatur-Zustand (niedrigerer innerer
Energie) herstellen lassen.
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durch rein mechanischen Kontakt zustande kommt und trotzdem gleichen Anfangs-
und Endzustand hat wie C;. In solchen Situationen gilt stets:

AA, AQ
~ 4. 185 .
Ws ’

cal
In diesem Sinne also:

cal = 4,185Ws.| (1.3)

(Beispiel: Erwérmung eines Wasserbehélters einmal durch ein Reibungssystem, zum
anderen durch einen Tauchsieder.)

Abschlielende Bemerkung: Der 1. Hauptsatz verbietet ein Perpetuum
Mobile 1. Art, d.h. ein (geschlossenes) System, das mit seiner Umgebung
in rein mechanischem Kontakt steht und dabei im Mittel positive Arbeit
leistet.

1.1.3 Waiarmekraftmaschinen

Unter einem Widrmespeicher versteht man ein (makroskopisches) System ein-
heitlicher Temperatur, das seinen Zustand durch rein thermischen Kontakt nicht
wesentlich #ndert.”

Als (thermodynamische) Maschine, die zwischen zwei Wiarmespeichern Sy, Sy
arbeitet, bezeichnet man ein (geschlossenes) System M, das bei Aufhebung sonst
vollstandiger Isolierung durch folgende 3 Kontakte eine (im wesentlichen) rein peri-
odische Zustandsanderung erfahrt:

1. Rein thermischer Kontakt mit einem
5o 10 Warmespeicher Sy, dem M wéhrend jeder
2 Periode die Warmemenge ()o > 0 entzieht.

\ 2. Rein mechanischer Kontakt mit einem Sy-

M woR stem R, dem M wihrend jeder Periode die
H

‘frei verfiigbare mechanische Energie’ W > 0
H—‘— zufiihrt.

10 3. Rein thermischer Kontakt mit einem
S Wiérmespeicher §;, dem M wihrend jeder
Periode die Wirmemenge () > 0 zufiihrt.®

Nach dem 1. Hauptsatz mufl dabei
W+Q1—Q=0 (1.4)

Version vom 7. Miérz 2009

7 7.B. aufgrund eines geeigneten Durchflutungssystems.
8Die Bedingung @, > 0 wiirde auch automatisch aus dem 2. Hauptsatz folgen.
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gelten.
Erfahrungsgemés gilt auBerdem:”

Axiom 3 (2. Hauptsatz der Thermodynamik) Sei M eine Maschi-
ne, die zwischen den Widarmespeichern 81, Sy arbeitet. Dann haben entweder
S1 und Sy gleiche Temperatur oder Sy gibt bei rein thermischem Kontakt
mit S; stets Wirme ab.'°

Als Wirkungsgrad einer Maschine bezeichnet man den Quotienten

ot W _Q2—C@1_, G
T, T T Q:

Unter einer CARNOT-Maschine versteht man eine idealisierte Maschine, die
zwischen zwei Wéarmespeichern Sy, Sy arbeitet und folgenden drei Bedingungen gentigt:

€[0,1). (1.5)

(Cl) o<n<1

(C2) Die Arbeitsweise der Maschine éndert sich nicht, wenn man die Warmespeicher
gegen solche gleicher Temperatur austauscht.

(C3) M 1Bt sich auch so als Warmepumpe (Kiithlmaschine) Pp betreiben, dafl P
periodisch arbeitend:

1. & die Warmemenge @5 > 0 zufiihrt,
2. &1 die Warmemenge (1 > 0 entzieht,
3. R die mechanische Energie W < 0 entzieht.

Seien S, Sy Wirmespeicher. Dann schreiben wir §; < S,, falls eine CARNOT-
Maschine (als Grenzfall realer Maschinen) existiert, die zwischen &) und S, arbeitet.

Satz 1.1.1 (CARNOT) Der Wirkungsgrad n einer Maschine M, die zwischen den
Wirmespeichern Sy < Sg unterschiedlicher Temperatur arbeitet, kann nicht gréfier
als der Wirkungsgrad n' einer CARNOT-Maschine M’ sein, die zwischen S; und Ss
arbeitet.!!

Beweisskizze: Im Falle > 7/ sollte sich folgendermaflen ein Widerspruch zu
den Hauptsitzen ergeben:

Version vom 7. Miérz 2009
9Die hier gewihlte Formulierung vermeidet die vorzeitige Verwendung des Begriffs ‘héhere Tem-
peratur’.
10Bygl. squivalenter Formulierungen siche Ubungsaufgabe 4
HEine Maschine mit Wirkungsgrad 1 (d.h. Q; = 0) wiire ein sog. Perpetuum Mobile 2. Art.
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| NO, So N Wfsnn m.an % — WW/ > 0 hinreichend klein
2 wahlt, gilt nach Gleichung (1.5)
J L J N’ W’ NW
N'Q,— NQsy = — >0,
NW_-N'W’ N'W " g
und somit nach Gleichung (1.4) (1. Haupt-
satz!)
N'Q, —NQy >0,
N N/ !/
LN Sy Vo1 im Widerspruch zum 2. Hauptsatz. |

Folgerung 1.1.2 Der Wirkungsgrad n(S1,Ss) einer CARNOT-Maschine, die zwi-
schen den Wirmespeichern &y < Sy arbeitet, hingt einzig und allein von der Tem-
peratur der Speicher 81, Sy ab.

1.1.4 KEeLvVINsche Temperatur-Skala

Zur Einfiihrung der sog. absoluten thermodynamischen Temperatur-Skala benoti-
gen wir eine Reihe von Arbeitshypothesen:!'?

Arbeitshypothese 1

81483 }:{ 81-<82
53 <8 —1(81,82) = (1 = n(S1,83))(1 —n(S3,8S2))

Version vom 7. Miérz 2009

12Wenn man voraussetzt, dafl zwischen je zwei Wirmespeichern unterschiedlicher Temperatur (in
entsprechender Anordnung) eine CARNOT-Maschine arbeiten kann, geniigt Arbeitshypothese 1.
Ohne diese Voraussetzung sind auch die Arbeitshypothesen 2-5 notwendig, um die Hauptaussage
von Satz 1.1.3 sicherzustellen, daB ~ eine Aquivalenzrelation ist. Tatsdchlich ist aufgrund der
Moglichkeit ‘negativer’ Temperaturen (siche Aufgabe 23) entsprechende Vorsicht geboten.
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Plausibilitidtsbetrachtung:

1 Q2

N

Mszo We

f

1Qs
1Qs

N

Miz W

f

1@

(8)(%)

= 1 777(Sja8k)

S3

Slese

S1

Arbeitshypothese 2

83 =< Sl Sl < 82
83 < 8 - 1— 77(83782)

1 (81, 8) = ~N03:92)
(S5, 81) = 1(S3,S2) 151, 52) 1—n(8S;,81)

Plausibilititsbetrachtung:

TQ2

S1

Q1
- @/
" 1=n(Sj, Sk)

W Mz W, Psy

Ry

1Q3 — TQ3
S3

oL o
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Arbeitshypothese 3
81 =< Sg S <85
82 =< 83 — - 77(81783)
1—n(851,8) = ——F—7F—%
(82, S3) < (S, S3) (51, 52) 1 — (82, 83)
Plausibilititsbetrachtung:
S3
1Qs «— 1Q3
W Mz W, Pys
& - @/@&
Qi _
'O, or = 1—n(S; Sk

s, 1@

Arbeitshypothese 4

S1 < 83
Sy < 83 -
1(S2,S3) = n(S1,Ss)

{

Es existiert eine Maschine mit Wirkungs-
grad 0, die zwischen S und Sy arbeitet.

17

Plausibilitdtsbetrachtung: Entsprechend derjenigen zu Arbeitshypothese 3.

Arbeitshypothese 5

S3< 8
S3 <8 » =
77(83781> = 77(83782>

{

Es existiert eine Maschine mit Wirkungs-
grad 0, die zwischen S und Sy arbeitet.




18 KAPITEL 1. ALLGEMEINER FORMALISMUS

Plausibilitdtsbetrachtung: Entsprechend derjenigen zu Arbeitshypothese 2.

Die Schreibweise &1 ~ Sy soll stets besagen, dafl mindestens eine der folgenden
drei Aussagen richtig ist:

(T1) S; und S, haben gleiche Temperatur.
(T2) &1 < Ss.
(T3) Sy < S

Aus dem 2. Hauptsatz ergibt sich damit aufgrund o.a. Arbeitshypothesen'® folgender

Satz 1.1.3 ~ ist eine Aquivalenzrelation und im Falle S; ~ S, gilt stets genau
eine der Aussagen (T1) — (T3).

Beweis als Ubungsvorschlag.

Mit der (offensichtlich konsistenten) Definition'*

(S S)dif 1—1/(1—7’](81,82)), falls S1 < Sy
Moz 1) = 0, falls §; und S, gleiche Temperatur haben

ergibt sich
1

SlNSQ — 1—77(81,82):m

(1.6)
und daraus mit Arbeitshypothese 1:

Folgerung 1.1.4 Seien S, S, S5 Wirmespeicher mit S; ~ Sy ~ Ss. Dann gilt

1— 77(817 83)

1=n(51,8) = T (S0, 8s)

Beweis: Wenn die drei Temperaturen der Speicher nicht paarweise verschieden
sind, folgt die Behauptung sofort aus (1.6).

Im Falle &7 < 83 < Ss folgt die Behauptung direkt aus Arbeitshypothese 1 und
(1.6) (angewandt auf n(Ss, S3) statt 7(Ss, S1)).

Die restlichen Félle unterscheiden sich von letzterem nur durch Permutation der
Indizes. Nach (1.6) bleibt aber die nachzuweisende Gleichung stets giiltig, wenn man
die Indizes 1,2 vertauscht oder alle drei Indizes zyklisch permutiert. i

Unter den Voraussetzungen dieser Folgerung haben also §; und §; dann und nur
dann gleiche Temperatur, wenn 7(S1, S3) = 17(S2, S3) gilt. Daher ist die Tempera-
tur von

Version vom 7. Mirz 2009
I3Man beachte FuBnote 12.
HPiir §; < Sy stimmt 7(Ss, S1) mit dem (negativen) Wirkungsgrad einer als Warmepumpe zwi-

schen Sy als ‘unterem’ und S; als ‘oberem’ Wirmespeicher betriebenen Carnot-Maschine {iberein.
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SelS (s :8 ~ 85}

bei fest vorgegebenem Ss, T'(S3) eindeutig durch den Parameter

7(S) = (1—=n(S,83))T(S3) (1.7)

festgelegt und gem. ob. Folgerung gilt unabhingig von der Wabhl fiir S;,7'(S;):

1(81,8,) =1 — ;Eg = T(SZ%(;S(&) . (1.8)

Der Wirkungsgrad einer CARNOT-Maschine stimmt also mit der relativen ab-
soluten Temperaturdifferenz der entspr. Warmespeicher iiberein, und ist damit
zur Messung von Temperaturunterschieden im Bereich extrem niedriger T-Werte
bestens geeignet!

Die sog. KELVINsche Temperatur-Skala ist durch den gemifl (1.7) fiir den
Spezialfall

S3 im thermischen Gleichgewicht mit HoO im 3-Phasen-Zustand ,

e 1.9
T(S;) & 273,16 K (1.9)

definierten Temperatur-Parameter T' gegeben. )
Sie erfafit natiirlich nur die Temperatur derjenigen Wéarmespeicher, die zur Aqui-
valenzklasse von S3 gehoren. In diesem Sinne zeigt die Erfahrung, daff man

(T(S)/K: S~ 83} = (0,+00) (1.10)

annehmen kann. Wir wollen uns im folgenden stets auf diesen erfahrungsgeméf
stabilen Temperaturbereich beschrinken.

Der Wert T'(S3) = 273,16 K wurde gewéhlt, damit der Temperaturunterschied
zwischen Gefrier- und Siedepunkt des Wassers unter Normaldruck 100 K betréagt.

1.2 Einfachste thermodynamische Systeme

1.2.1 Modell-Beschreibung

Die einfachsten thermodynamischen Systeme sind geschlossene Systeme, deren
Temperatur-Zustande Z sich 1-1-deutig den Punkten im offenen 1. Quadranten ei-
ner T-V-Ebene so zuordnen lassen, dafl benachbarte Punkte annidhernd gleichen
Zustinden entsprechen:'®
Version vom 7. Marz 2009

51 muf nicht immer das Volumen des Systems, sondern konnte z.B. auch die Auslenkung einer
Feder sein.
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y Anmerkung: Wihrend Temperatur 7" und Gesamt-
volumen V' die Temperatur-Zusténde geschlossener Sy-
Z steme chemisch reiner Substanzen ‘gewdhnlich’ eindeu-
e tig charakterisieren, ist das weder fiir das Parameter-
Paar (Druck,Volumen) noch fiir das Parameter-Paar
(Temperatur,Druck) der Fall:
Wasser von 4° C unter Normaldruck dehnt sich sowohl
bei Erwérmung als auch bei Abkiithlung aus, so dafl zu
gegebenem Druck und Volumen zwei Temperaturwerte
existieren konnen.
Falls Temperatur und Druck Werte annehmen, fiir die
H30 sowohl in der Dampf- als auch in der Fliissig-
keitsphase existieren kann, &ndert sich der Druck nicht,
wenn man bei konstanter Temperatur das Volumen
~ vergroBert (es entsteht lediglich mehr Dampf).

Quasistatische Prozesse sind dann solche Prozesse, die einfachen Bahnkurven
C = {(T(t),V(t) : t € [ti,ta]} in der T-V-Ebene entsprechen. Wir betrachten
hier nur solche Systeme, fiir die zu jeder einfachen Bahnkurve auch tatséchlich ein
entsprechender quasistatischen Prozef existiert.'

Die wéhrend eines quasistatischen Prozesses C am System geleistete makro-
skopische Arbeit AA sei von der Form!”

AA = /CA(T, V)-d (‘7;) dof /tb A(T(), V(1)) - (%58) d (111)

., 1

~~

=dA

mit A(T,V) & (_P(OT’ V)> :

wobei die genaue (hinreichend gutartige) Zuordnung
T,V — P(T,V)
(thermische Zustandsgleichung) vom jeweiligen System abhéngt.

Anmerkungen:

e In den Anwendungen ist P i.d. Regel der Druck — also direkt mef-
bar.

Version vom 7. Méarz 2009
16Ein quasistatischer Prozef ist in der Regel nur dann realisierbar, wenn er hinreichend langsam
ablduft.
"Dadurch ist die Menge der zugelassenen mechanischen Kontakte natiirlich stark eingeschrinkt!
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e Um die Schreibweise nicht zu umsténdlich zu gestalten, verwenden
wir ‘Vektoren” mit Komponenten unterschiedlicher physikalischer
Dimension.

e Auf einer Menge vom Mafle Null i.d. T-V-Ebene diirfen partielle
Ableitungen von P durchaus Unstetigkeiten aufweisen.

Ebenso richtet sich die genaue Zuordnung der inneren Energie U
T,V — U(T,V)

(kalorische Zustandsgleichung) nach dem jeweiligen System. Sie legt geméifl
1. Hauptsatz die wiahrend eines quasistatischen Prozesses C dem System zugefiihrte

Wirmemenge AQ fest:'®
T
AQ:AU—AA:/Q(T,V)-d(V> (1.12)
c
—dQ
. 2.U(T,V)
mit Q(7T,V o ( or ’ ) .

QL V) LU(T,V)+ P(T,V)

Einen quasistatischen Proze C = {(T'(t),V (t)) : t € [t1, 2]} nennt man

isochor:" falls LV(t) =0 fiir alle t € [ty,to]
adiabatisch: falls® LQ(t) =0 fiiralle t € [ty, )]
isotherm: falls LT(t) =0 fiir alle ¢ € [t1, 1]
isobar: falls  SP(T(t),V(t)) =0 fiirallet € [ty,to]

Wir betrachten nur solche Systeme, fiir die

B
FFU(T.V) >0 (1.13)

gilt.?! Dann folgt mit (1.12):

Version vom 7. Méarz 2009
8Das Vektorfeld A 4+ Q ist als Gradient von U natiirlich konservativ. Dagegen sind aber die
Einzelfelder A, Q i.d. Regel nicht konservativ.
9Durch isochore Prozesse wird also am System keine mechanische Arbeit verrichtet (dA(t) = 0).
20Prizise formuliert:

aro.vo)- 5 (1)) =0

21Sonst lieBe sich durch wechselnden rein thermischen Kontakt mit einem solchen System Wirme
von einem kélteren in einen wirmeren Warmespeicher transportieren — im Widerspruch zum
2. Hauptsatz.
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C = {(T(V),V): Ve[Vi,V}
C adiabatisch <= ¢ aT(V)  ZU(T.V)irero) +P(T(V),V)  (1.14)
dv DU(T, V) ir=rv)

(fiir hinreichend gutartige Zustandsgleichungen).

Zu geg. (T,V) existiert also stets nur eine Adiabate durch diesen Punkt d.h.
eine Linie maximaler Ausdehnung im offenen 1. Quadranten der T-V-Ebene, ldngs
derer nur adiabatische Prozesse ablaufen konnen.

1.2.2 Entropie

Unter einem CARNOT-Prozejf$. versteht man einen quasistatischen Kreisprozef3 C,
der sich aus zwei isothermen Prozessen C;, C; und zwei adiabatischen Prozessen Cy,C
so zusammensetzt, daf§ die Ungleichung fc dA < 0 gilt:

y

Ty — — G C=C+C+C+C

Seine Bedeutung beruht auf folgender Arbeitshypothese:

Arbeitshypothese 6 Zu  jedem CARNOT-Prozef C existiert eine
CARNOT-Maschine mit

Q2 = +/c d@, T(S) =1T>.

und

le—/c 10, TS =T
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Plausibilitatsbetrachtung:

15

Asbest-Schieber |

Arbeitssubstanz e

[ Asbest-Schieber | [

T

Aus (1.8) und (1.5) folgt die sog. CLAUSIUSsche Gleichung

Q1 _ @

T T fiir CARNOT-Maschinen (1.15)

und somit gemafl Arbeitshypothese 6:

/S(T, V)-d (5) = 0 fiilr CARNOT-Prozesse, (1.16)
c

1
=1dQ

of 1
wobei S(T, V) ¥ FQT.V).

Wir nennen einen Punkt (75, Vp) (des offenen 1. Quadranten der T-V-Ebene)
normal, falls P und U in einer Umgebung von (7p, Vp) 2-mal stetig differenzierbar
sind und den Bedingungen??

(N1) 2 P(T, Vo), # 0,
(N2) P(Tp, Vo) + 2U(To, V) =y, # 0

geniigen.

Lemma 1.2.1 Zu jedem normalen Punkt (Ty, Vi) existiert eine offene Umgebung
O mit folgenden Figenschaften:

1. Es existiert ein (hinreichend gutartiges, lokales) Koordinatensystem fir O,
dessen Koordinatenlinien stets auf Isothermen oder Adiabaten liegen.

2. Der (entsprechend orientierte) Rand jedes von wvier unterschiedlichen Koor-
dinatenlinien begrenzten Flichenstiicks F C O stellt einen CARNOT-Prozefs
dar.

Version vom 7. Mirz 2009

2Nur dann, wenn (N1) und (N2) dquivalent sind, kann S konservativ sein (siehe Satz 1.2.4).
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Beweisskizze: Nach (N2) und (1.14) laufen die Adiabaten aus jeder hinrei-
chend kleinen Umgebung O von (T}, Vj) heraus, mit von Null verschiedener Steigung
und ohne sich zu beriihren. Also sind die Adiabaten zusammen mit den Isothermen
zur Koordinatisierung von O geeignet. Damit die erwédhnten Kreisprozesse CARNOT-
Prozesse sind (n > 0), miissen die Bilder der zugehorigen orientierten Flachenstiicke
F in der P-V-Ebene nichtverschwindenden Flécheninhalt haben. Das folgt aber fiir
hinreichend kleines O aus (N1), wonach eine Umgebung (77, t2) x (V4, V5) von (1y, Vo)
mit folgender Eigenschaft existiert: Fiir jeweils festes V' € (V3, V3) ist die Abbildung
T P(T,V) iiber (T, T5) riickeindeutig.”

Folgerung 1.2.2 Zu jedem normalen Punkt (Ty, Vo) existiert eine Umgebung,
innerhalb derer S(T, V') konservativ ist (sofern das Modell dem 2. Hauptsatz nicht
widerspricht).

Wir nennen ein System S der in 1.2.1 betrachteten Art schlicht, falls es folgen-
den drei Bedingungen geniigt:

(S1) S(7,V) ist iiberall (im offenen 1. Quadranten der 7-V-Ebene) stetig.

(S2) Jedes einfache Flichenstiick F (im offenen 1. Quadranten der 7-V-Ebene) 148t
sich so in einfache Flachenstiicke Fi, ..., F, zerlegen, dafl im Inneren der F;
nur normale Punkte liegen.

(S3) S widerspricht nicht dem 2. Hauptsatz.

Folgerung 1.2.3 Wenn S schlicht ist, dann existiert eine Zustandsgriofie S(T, V),
die sog. Entropie, die die Bedingung

(7). V(1) - 5(T(e),V(e) = [ 1Qrv)-a ()
fiir jeden quasi-statischen Prozef
C={(T(t),V(t): telt,ts]}

erfillt und dadurch bis auf eine additive Konstante festgelegt ist.

Satz 1.2.4 Seien P und U in dem offenen Gebiet O 2-mal stetig differenzierbar.
Dann st S in O genau dann konservativ, wenn

LUT,V)+P(T,V)=TZP(T,V)

fir alle (T, V) € O gilt.

Version vom 7. Marz 2009
23Die Bilder der Randkurven 9F in der P-V-Ebene sind also doppelpunktfrei und deshalb tragen
alle Fldchenanteile mit gleichem Vorzeichen zum Gesamtflicheninhalt bei.
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Beweis: Aus 5
S = iQ = l ( 5 arV )
1.16T 112 T \ 37U+ P
(als unabhéngige Variablen sind 7',V gewahlt) folgt

a (10 o (1,0
k ti — | ===U )= === P
S konservativ <= 5V (T@TU> 5T (T(8VU+ ))
:%a\?zTU :%(m‘?sz—f—%P)—ﬁ(%U—i-P)

und somit die Behauptung. I

Anmerkungen:

1. Fiir ein schlichtes System mit P(7,V) = Tg(V) folgt also U =
U(T).
2. Fir ein schlichtes System haben nach (1.14) Adiabate und Isother-

me in Punkten mit 2 P(7, V) = 0 (nicht normall) gleiche Tangen-
ten.

Als (geschlossenes) ideales Gas bezeichnet man ein (nur angenéhert lokal reali-
sierbares) schlichtes thermodynamisches System, dessen innere Energie U nur von
T abhéngt und das dem sog. BOYLE-MARIOTTEschen Gesetz

PV = f(T) fiir geeignetes f

geniigt.?*

Folgerung 1.2.5 Fir ideale Gase ist das Produkt von Druck und Volumen stets
proportional zum Parameter T der absoluten Temperatur-Skala.

Beweis:  Fiir festes V gilt

d 0
und damit dank 2-U(7,V) = 0 und BOYLE-MARIOTTEschem Gesetz nach Satz
1.2.4:

d
T f(T) = (7).
Daraus folgt
In H(1) =1In ﬁ
f(13) 15

und damit die Behauptung. i

Version vom 7. Mérz 2009

24 Auf die iibliche Zusatzforderung Cy =const. sei zunichst verzichtet.



26 KAPITEL 1. ALLGEMEINER FORMALISMUS

Anmerkungen:

1. Die Proportionalitétskonstante unterliegt keiner Einschriankung.

2. Dal U fiir hinreichend verdiinnte Gase i.w. nur von 7' abhéngt,
bestétigt das sog. JOULEsche Expansionsexperiment (siche 1.2.4).

3. Folgerung 1.2.5 bildet die Grundlage fiir die Messung der absoluten
Temperatur mithilfe von Gas-Thermometern in entspr. Tempera-
turbereichen.

Aus der Definition der Entropie S folgt gemafi (1.12) (siehe Beweis von Satz
1.2.4):

0 1
—S(T,V)==Cy(T,V) >0 , 1.17
SFSITV) = FOATV) >0 (117
wobei: Cy(T,V) o é%U (T,V) Wirmekapazitit bei konstantem Volumen
0 0
—S(T,V) = —P(T,V). 1.1
ZSILY) = PV (119

1.2.3 Thermodynamische Potentiale

Seien f,qq, ..., q, thermodynamische Gréf8en. Dann seien bei Verwendung der Schreib-
weise f(qi,...,q,) stets folgende beiden Bedingungen vorausgesetzt:
1. Die ¢y, ..., @, sind unabhéngig voneinander (haben also insbesondere paarwei-

se unterschiedliche physikalische Dimension).?’

2. Wenn die qy, ..., q, festgelegt sind, so ist auch f festgelegt und hat den Wert
f<q17 s aQn)

Anmerkung: Wenn ¢j,...,q, ein anderer Satz unabhéngiger ther-
modynamischer Groflen ist, der die ¢y, ..., g, eindeutig festlegt, gilt also
obiger Konvention entsprechend:

fldivqn) = flalar, - q0)s s anldrs -0 q) -
Insbesondere gilt z.B.

fla, . qn) = f(qw(1)7 e 7q7r(n))

fiir jede Permutation 7w von (1,...,n). Die Verwendung unterschiedli-
cher Funktionssymbole (zur Festlegung der unabhéngigen Variablen) ist
aufgrund der physikalischen Dimension der Argumente iiberfliissig.

Version vom 7. Méarz 2009
25Fiir die hier zunichst nur betrachteten einfachsten thermodynamischen Systeme ist also n = 2.
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Fiir hinreichend gutartige f(qi,. .., ¢,) definieren wir die Operationen (9, )g,, - - - 1qn
durch:
def 9,

(am)llw c ot gn f = _f<q17 cee 7%1) .
Entsprechend obiger Anmerkung gilt dann Z.B.

of O
(aq2)q17(I37'”7qnfd_f q2f(QI7~-;Qn)'

Fiir Produkte partiell abgeleiteter Groflen ist auch die {ibliche Schreibweise

O Nz san = D)z« - van |

niitzlich.
Falls Ay,..., A,, By, ..., B, thermodynamische Gréflen sind, dann ist mit

> A;dB; =0 (1.19)
j=1

stets gemeint, dafl (wenigstens lokal) fiir jeden quasistatischen Prozef}

C={(T@),V(t): te€lt,ts]}
die Gleichung

d .
ZA dtBj(T(t)’ V(t)) =0 fiir alle t € [ty, o]

gilt.

Unabhéingig von (1.19) bezeichnet man einen Ausdruck der Form 77 | A;dB;
als Differential. Insbesondere bezeichnet man dB; (bzw. im Falle (1.19), 4, =1
auch — 3, ArdBy) als das vollstdndige Differential von B;, wenn letzteres
eine Zustandsgrofe ist.

Wihrend d@) = TdS und dA = —PdV keine vollstindigen Differentiale sind, ist
ihre Summe das vollstédndige Differential der inneren Energie U :

|dU = TdS — PdV . (1.20)

Hieraus folgt insbesondere
(0sU)y = T, (1.21)
(WwU)s = —P, (1.22)

weshalb man U zweckmifiger durch die Variablen S, V statt durch 7', V ausdriickt:?¢

Version vom 7. Mérz 2009

26Man geht davon aus, da8 U(S, V) i.d. Regel konvex ist (vgl. Folgerung 1.3.4).
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U als Funktion U(S,V) seiner sog. natiirlichen Variablen S,V legt bereits
P(S,V) und somit das gesamte (dem Modell entsprechende) thermodynamische
Verhalten des Systems hinsichtlich quasistatischer Prozesse fest.?”

Da S im Gegensatz zu T' nicht direkt mefibar ist, geht man noch zweckméfBiger
zur LEGENDRE-Transformierten —F (7, V') von U(S, V') hinsichtlich S iiber:

def

F(T,V)=U(S(T,V),V)=TS(T,V) freie Energie. (1.23)

Anmerkung: Siehe z.B. Satz 3.1.2 von (Liicke, mech). Man beachte, dafl nach
(1.21) und (1.17) die Voraussetzung (0s)y (OsU)y > 0 fiir die LEGENDRE-Transformation
erfiillt ist.

Das vollstindige Differential von F ist*®
|dF = —SdT — PdV . (1.24)
Daraus folgt insbesondere
(OrF)y = =S, (1.25)
(OvF)r = —P. (1.26)

Daran sieht man direkt, dafl auch die freie Energie F' als Funktion ihrer natiirli-
chen Variablen T,V das gesamte (dem Modell entsprechende) thermodynamische
Verhalten des Systems hinsichtlich quasistatischer Prozesse bestimmt.

Anmerkung: Nach (1.24) und (1.11) stimmt bei isothermen quasista-
tischen Prozessen die Anderung von F mit der am System verrichteten
makroskopischen Arbeit AA iiberein.

Ausgehend von der Annahme, dafl

e 1 . . -
ks & —V(apV)S adiabatische Kompressibilitit (1.27)
1 1
1.22) V (0v)s(ov)sU

stets positiv ist, ist auch die LEGENDRE-Transformation von U(.S, V') hinsichtlich V'
moglich:

H(S,P) & U(S,V(S,P)) + £ VI(S.P) Enthalpie. (1.28)
=—(0vU)s

Version vom 7. Mérz 2009
27 Als Funktion von T,V dagegen legt U den Druck noch nicht fest (vgl. Anmerkung 1 zu Satz
1.2.4).
BGemiB d(T'S) = SAT + TdS und (1.20).



file:mech.pdf#mech-T2

1.2. EINFACHSTE THERMODYNAMISCHE SYSTEME 29

Analog zu (1.24-1.26) folgt:*

dH = TdS+VdP. (1.29)
dQ

(0sH)p = T, (1.30)

(OpH)s = V. (1.31)

Fiir Zustandsbereiche, fiir die das Paar P, T einen vollstdandigen Satz thermodyna-
mischer Parameter darstellt, sind die Definitionen

def

Cp = (0OrH)p Wirmekapazitit bei konstantem Druck (1.32)
und )
al V((?TV)p tsobarer Ausdehnungskoeffizient (1.33)
erlaubt, und mit (1.29) folgt
dT CpdV
dS = Cp— = —£=" fiir isobare quasistatische Prozesse mit a # 0.
T oT'V

Da mit (1.17) und

def 1

g = F(ﬁTP)V tsochorer Spannungskoeffizient (1.34)

aus (1.20) analog

drr CydpP . N .
ds = CV? = ﬁ_T? fiir isochore quasistatische Prozesse mit § # 0
folgt, gilt also:
CydP CpdV
ds = B—;? + ﬁv fiir quasistatische Prozesse mit o, 3 # 0. (1.35)

Uber einfachen Gebieten, in denen (9y P)y iiberall positiv und damit

oL
V(OvP)r

B 1 1
(1.26) V (0v)r(0v)rF

K1 isotherme Kompressibilitit

(1.36)

Version vom 7. Méarz 2009
29Nach (1.29) stimmt bei isobaren quasistatischen Prozessen die Anderung von H mit der dem
System zugefithrten Wérmemenge AQ iiberein (H ist also experimentell leicht bestimmbar).
30Da P, T i.a. kein vollstindiger Satz thermodynamischer Parameter ist (vgl. Anmerkung zu
Beginn von 1.2.1), ist (0pV)r i.a. nicht definiert, wohl aber (Oy P)r .
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erklért ist, ist auch die LEGENDRE-Transformation von F'(T, V') hinsichtlich V moglich:*!

G(T,P) ¥ F(T,V(T,P))+ PV GiBBssches Potential . (1.37)
Analog zu (1.24)—(1.26) folgt:
|dG = —8dT + VdP, (1.38)
(0rG)p = -5, (1.39)
(0pG)r = V. (1.40)

Die Relationen (1.20)-(1.22), (1.24)—(1.26), (1.29)—(1.31) und (1.38)—(1.40) las-
sen sich bequem in folgendem Diagramm zusammenfassen:

Vv F T Zu beiden Seiten des jeweiligen Potentials stehen seine natiirli-
chen Variablen, die durch Pfeile mit dem e-fachen des zugeord-
neten ‘kanonisch konjugierten Impulses’ verbunden sind. Dabei

U G ist

| 41, falls der Pfeil von der natiirl. Variablen wegzeigt
€= —1, falls der Pfeil zu der natiirl. Variablen hinzeigt.

Abschlielende Bemerkung: Auch die Entropie in Abhéngigkeit der zu ihr
gehorigen natiirlichen Variablen U, V' (beachte (1.13)) wiirde das thermodynamische
Verhalten vollstindig beschreiben:*

1 P
dS = —dU + —dV . 1.41
7V + (1.41)

1.2.4 Irreversible Prozesse

Da bei quasistatischen Prozessen per Definition dS = % gilt, ist klar, dal sich
die Entropie bei quasistatischen adiabatischen Prozessen nicht d&ndert. Aber nicht
zu jedem adiabatischen thermodynamischen Prozef** existiert ein quasistatischer
adiabatischer Prozefl mit gleichem Anfangs- und gleichem Endzustand, wie z.B. das
JOULEsche Expansionsexperiment fir ein ideales Gas zeigt:

Version vom 7. Méarz 2009

3!Man kann —G(T, P) auch als (lokale) LEGENDRE-Transformierte von U(S,V) bzgl. beider
Variablen auffassen.

32Bzgl. der zugehorigen LEGENDRE-Transformationen siehe z.B.(Kubo, 1968, §§ 3.1 und 3.2)
oder Ubungsaufgabe 10.

33Man beachte, daB sich das System lediglich zu Beginn und zum Ende des Prozesses in einem
Temperatur-Zustand befinden mu$.
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Innerhalb einer Hélfte einer vollstéindig isolierten Doppel-Kammer be-
finde sich ein ideales Gas, das durch eine kleine Offnung in die zunichst
evakuierte zweite Kammerhélfte strome. Nach (asymptotischer) Wieder-
herstellung thermodynamischen Gleichgewichts mufl das System die glei-
che (absolute) Temperatur wie im Ausgangszustand haben, da sich die
innere Energie aufgrund der Isolation nicht indern kann.** Da sich die re-
sultierende Zustandsédnderung des Gases somit auch auf quasistatischem
Wege durch isotherme Expansion erreichen 1a8t, mufl die Entropie des
Endzustandes grofier als die des Endzustandes sein.® Durch einen adia-
batischen quasistatischen Prozef 143t sich diese Zustandsdnderung so-

mit nicht erreichen.

Ein (nicht notwendig quasistatischer) thermodynamischer Prozefl P werde als re-
produzierbar bezeichnet, wenn sich auf dem Wege stiickweise entweder isothermer
oder adiabatischer quasistatischer Prozesse die Ausgangssituation wiederherstel-
len und P (zeitlich verschoben) erneut in Gang setzen lafit.

Arbeitshypothese 7

schen Prozefl eines thermisch isolierten Systems der in 1.2.1 betrachteten
Art mit Anfangszustand 2, und Endzustand Z.. gilt stets:

Fiir einen reproduzierbaren thermodynami-

S(Zin) S S(Zout) .

Plausibilitéitsbetrachtung:*°

A

Tout T — ~

N\
\
\

Im Falle S(Z;,) > S(Zou) sollte sich
Zowt  ein Perpetuum Mobile 2. Art (Maschi-
ne mit @1 = 0) zu

Q2 = Tout : (S(Z,) - S(Zout))
> 0 (wegen S(Z') = S(Zi))

konstruieren lassen.

Version vom 7. Mdrz 2009

34Und fiir ein ideales Gas ist die innere Energie ja eine streng monoton wachsende Funktion der

Temperatur.

B Wegen (0y S)r 1?11) %(&/U)T + % fiir quasistatische Prozesse.

36Der Fall komplizierterer Riickfithrung wird (mithilfe von (1.15)) allgemeiner in 1.3.1 behandelt.
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Folgerung 1.2.6 Flir reproduzierbare thermodynamische Prozesse thermisch
isolierter Systeme gilt (entspr. (1.23)) stets:

Tout - 7—1

< Fi,.
Uout:Ui }:>Fout_En

Anmerkungen: Die Voraussetzungen fiir Folgerung 1.2.6 sind z.B. fiir
das JoULEsche Expansionsexperiment erfiillt.

Sei P ein thermodynamischer Prozef3, den S bei festgelegten direkten Kontakten
durchlauft. Dann nennt man P bzgl. dieser Kontakte reversibel, wenn die ent-
sprechende Zustandsdnderung von & gemeinsam mit den Zustandsdnderungen der
direkten Kontaktsysteme auch in umgekehrter Zeitfolge ablaufen kann.

Folgerung 1.2.7 Thermodynamische Prozesse thermisch isolierter Systeme, bei
denen sich die Entropie dndert, ‘sollten’ grundsdtzlich (hinsichtlich welcher Kontakte
auch immer) nicht reversibel sein.

1.3 Beliebig komplizierte thermodynamische Sy-
steme

1.3.1 Allgemeine thermodynamische Prozesse geschlossener
Systeme
Satz 1.3.1 (CLAUSIUS) FEin (beliebig kompliziertes) geschlossenes System S durch-

laufe einen (reproduzierbaren) Kreisprozef, wihrend dessen es Wirme nur mit Wirme-
speichern S; gegebener Temperatur T; austauscht (j =1,...,n). Dann gilt

n AQ]
2

<0
7—“]' — )

J=1

wobei AQ); jeweils die Wirmemenge bezeichnet, die S im Endeffekt dem Wdrme-
speicher S; entzieht.

Plausibilitatsbetrachtung:
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So
BoR - aQ.p
efr) (s
Nach dem 2. Hauptsatz sollte
o sl n
To
AQ;— <0
S S, Z QJT]» -
Jj=1
TAQ, . AQ,T gelten.
S

Anmerkung: Fiir quasi-statische Prozesse hingt AQ (im Gegensatz zu den Tj)

nicht von den genaueren Prozefibedingungen (Kontakten) ab. Daher 148t sich die
Ungleichung

— T}
j=1

natiirlich verletzen, indem man entsprechende 7} einsetzt. Mit Wérmespeichern sol-
cher Temperaturen ist dann aber der KreisprozeB von S nicht realisierbar.?”

Diese Anmerkung gilt entspr. fiir die folgenden Betrachtungen.

33

Arbeitshypothese 8  Sei S ein geschlossenes System, das wdihrend des
Zeitintervalls [t1,t] den (reproduzierbaren) Kreisprozefs P durchlaufe, wo-
bei die Umgebung von & zum Zeitpunkt t jeweils die einheitliche Temperatur

T.(t) habe. dann gilt
" Q)
dt <0,
/t; Te(t) N

wobei Q(t) — Q(ty) die von S wihrend des Zeitintervalls [t1,ts] aufgenom-
mene Wiarmemenge bezeichnet.

Plausibilitatsbetrachtung:  Man approximiere P durch Kreisprozesse
im Satz von CLAUSIUS betrachteten Art.

Version vom 7. Mirz 2009

3TFiir AQ; > 0 ist 7; nach unten beschriinkt, fiir AQ; < 0 nach oben.

der
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Folgerung 1.3.2 Sei S ein geschlossenes System, das einmal einen reversiblen
Prozef3 C, zum anderen einen (nicht notwendig reversiblen) reproduzierbaren Prozefs
P durchlaufe. Falls sowohl die Anfangs- als auch die Endzustinde beider Prozesse

tibereinstimmen, gilt
L= l%
< ;
> To — Jo T,

wobetr T, die jeweilige Temperatur der Umgebung bezeichnet.

Beweis: Da C reversibel ist, gilt entsprechend Arbeitshypothese 8

02/7>+<—c>%:/p%+/_c%:/p%_/c%

und somit die Behauptung. i

1.3.2 Absolute Entropie

Da sich (wenn iiberhaupt) quasi-statische Prozesse (idealisiert) stets so realisieren
lassen, dafl die Temperatur T, der Umgebung beliebig genau mit der Temperatur 7'
des Systems selbst iibereinstimmt, ergibt sich aus Folgerung 1.3.2 unmittelbar die
Existenz einer Zustandsgréfie S mit:

d
S(Zouw) — S(Zm) = —Q fiir jeden realisierbaren quasi-statischen Prozef3 C
c T

(1.42)
Durch (1.42) ist S(Z) jedoch nur auf jeder Aquivalenzklasse®®
def
2] =
bis auf eine additive Konstante festgelegt. Fiir Anwendungen ist die Abhéngigkeit
dieser Konstante von der Aquivalenzklasse haufig relevant. Diesbeziiglich gilt laut
NERNST und PLANCK erfahrungsgemif3:*”

{Z' : Es existiert ein quasi-statischer Prozefi C mit Z;, = Z, Z,, = 2’}

Axiom 4 (3. Hauptsatz der Thermodynamik) Sei S ein (beliebig
kompliziertes) geschlossenes System. Dann ezistiert eine Zustandsgrifie S,
die sog. absolute Entropie, die durch (1.42) und folgende Bedingung ein-
deutig festgelegt ist:

Fir jede Folge {2, },ez, von Temperatur-Zustinden von S, fir die die ent-
spr. Substanzdichten nirgends gegen Null konvergieren, gilt

T(Z,) =2 0= 5(2,)=230.

Version vom 7. Miérz 2009
387.B. Zustiinde, die durch schnelle chemische Reaktionen (Explosion) entstehen, lassen sich in
der Regel nicht auf quasistatischem Wege erreichen.
39Zur quantenmechanischen Begriindung siehe Satz 3.2.1.
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Anmerkung: Z.B. folgt aus dem 3. Hauptsatz fiir Systeme der in 1.2.1
betrachteten Art, dafl auch

gilt, da nach (1.17) und (1.42):

S(T.V) = S(Ty, V) = / TV g

rn, I

Die iibliche Annahme Cy = const. > 0 fiir (geschlossene) ideale Gase ist
also —falls auf die gesamte KELVIN-Skala bezogen— mit dem 3. Hauptsatz
unvereinbar.

Im folgenden sei unter Entropie stets die absolute Entropie verstanden.

Als Entropie eines offenen Systems S im Temperatur-Zustand Z definiert
man die (absolute) Entropie S(Z) desjenigen geschlossenen Systems, das sich aus S
durch chemische Isolation im Zustand Z ergibt.*’

Damit ist fiir ein beliebiges System & im Temperatur-Zustand Z auch die freie
Energie

F(Z2)YU(z) -T(2)8(2) (1.43)

definiert, wobei U(Z) die innere Energie gemif 1. Hauptsatz bezeichnet.

Warnung: Nur fiir geschlossene Systeme stimmt die Anderung von F
bei isothermen, quasi-statischen Prozessen allgemein mit der am System
verrichteten makroskopischen Arbeit AA {iberein.

1.3.3 Thermodynamisches Gleichgewicht geschlossener Sy-
steme

Wir sagen, ein System S befinde sich in einem bestimmten thermodynamischen

Zustand Z, wenn es sich aus (nicht notwendig geschlossenen) Teilsystemen Sy, ..., S,

zusammensetzt, deren makroskopische Zustande Z;, ..., Z, alle Temperatur-Zustéinde

sind. In diesem Falle definiert man die innere Energie U, die Entropie S und die freie
Energie F' von S konsistent als extensive (d.h. additive) Grofien:

Uiz € Yruz,),
S(z) € Yr 82,
F(z) € I F(2,).

Version vom 7. Mérz 2009
40Wobei mechanische und thermische Kontakte weiterhin zugelassen sind.
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Anmerkungen:

1. U, resp. S, resp. F, bezeichnet jeweils die innere Energie resp. Entro-
pie resp. freie Energie von S,.

2. Es wird stillschweigend vorausgesetzt, daf§ o.a. Definition von der
genauen Art der Zerlegung von S in Teilsysteme Si,...,S, un-
abhéngig ist. Die Normierungskonstanten extensiver Gréfen fiir die
i.a. offenen Teilsysteme S, miissen dazu aufeinander abgestimmt
sein! Speziell fiir die Entropie 16st der 3. Hauptsatz dieses Problem
(siche Aufgabe 18).

3. Als intensiv bezeichnet man diejenigen Grofien, die sich dem Ge-
samtsystem nur dann global zuordnen lassen, wenn sie fiir alle
Teilsysteme gleich sind.

Im folgenden seien nur noch solche Prozesse betrachtet, bei denen Anfangs- und
Endzustand thermodynamische Zusténde (nicht unbedingt Temperatur-Zusténde)
sind.

Arbeitshypothese 9  Sei S ein geschlossenes System, das den reali-
sierbaren (nicht unbedingt thermodynamischen) ProzefS P bei einheitlicher
Umgebungstemperatur T, durchlaufe. Dann gilt in der Bezeichnungsweise
von Folgerung 1.3.2:

1
|5 =520 = 5(20).

Plausibilitdtsbetrachtung: Fiir reproduzierbare Prozesse P, fiir die sich
Anfangs- und Endzustand durch einen reversiblen quasi-statischen Prozef3 verbin-
den lassen, ergibt sich die Behauptung direkt*' aus Folgerung 1.3.2 und Gleichung
(1.42). Aulerdem bestétigt sich der behauptete Sachverhalt in allen Spezialfillen all-
gemeinerer Prozesse. Z.B. gilt fiir Warmeleitung' zweier Teilsysteme S;, Sy von

S:

d@Q;  dQ 1 1
dsS =dS dSy = — 4+ —=| — — — | d 0.
I ) <T1 TQ) @ >

Anmerkungen:

1. Arbeitshypothese 9 wird in der Literatur zwar oft als 2. Hauptsatz
angesprochen, geht aber tatséchlich weit dariiber hinaus.

Version vom 7. Méarz 2009
41C 148t sich stets so einrichten, daf Umgebungs- und System-Temperatur zu jedem ProzeB-
Zeitpunkt beliebig genau tibereinstimmen.
42Diffusion (chemischer Kontakt) innerhalb eines geschlossenen Systems wird in den Ubungen
abgehandelt.
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2. Im Falle konstanter Temperatur 7' = T, folgt mit (1.23) und (1.1):

AF <AA

Motiviert durch Arbeitshypothese 9 (bzw. statistische Uberlegungen) stiitzen
sich thermodynamische Berechnungen in der Regel auf die Annahme folgender
Gleichgewichtsbedingung:

Arbeitshypothese 10  Wird ein System S isoliert, so stellt sich im End-
effekt stets ein stabiler®® thermodynamischer Gleichgewichtszustand Z ein,
der die Bedingung S(Z') < S(Z) fir alle thermodynamischen Zustinde Z'
von S erfillt, die mit den Anfangs- und konkreten Isolationsbedingungen
vertrdglich sind.

Anmerkungen:

1. Die Anfangs- und Isolationsbedingungen fixieren insbesondere U (Z’)
und (fiir die in 1.2.1 betrachteten Systeme) in der Regel auch V(2’)
(Gegenbeispiel: JOULEsches Expansionsexperiment).

2. Es konnen sich u. U. zwischenzeitlich stabile Zusténde Z einstellen,
die die Bedingung S(2’) < S(Z) nur fiir solche Z’ erfiillen, die sich
nicht ‘zu sehr’ von Z unterscheiden (relatives Entropie -Maximum).
Solche Gleichgewichtszustdnde nennt man metastabil. (Beispiele:
unterkiihlte Fliissigkeit, iiberséttigter Dampf)

3. Schlieflich gibt es noch labile Gleichgewichtszustéinde, fiir die die
Entropie nicht einmal ein lokales Maximum, sondern lediglich einen
Extremwert (evtl. sogar ein Minimum) annimmt und die deshalb
auflerst schwierig realisierbar sind. (Beispiel: Tropfen in Dampf; sie-

he Aufgabe 15.)

1.3.4 Thermodynamisches Gleichgewicht bei festen dufleren

Bedingungen
Um konkreter zu sein, wollen wir nur solche (nicht notwendig geschlossene) Systeme
S betrachten, die sich aus Teilsystemen S, (v = 1,...,n) zusammensetzen, fiir die
jeweils*

S, V,M*, ... M/

Version vom 7. Miérz 2009

43Tm Falle absolut stabilen Gleichgewichts sollte sogar S(Z’) < S(Z) gelten.
44Dje oberen Indizes sollten nicht mit Exponenten verwechselt werden.
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die natiirlichen Variablen der inneren Energie im Sinne von 1.2.3 sind:*

dU, =dQ, + dA, + dZ, fir quasi-statische Prozesse C, von S, , (1.44)
wobei:
dQ, def T,dS, Differential fiir Warmezufuhr
dA, def —P,dVv, Differential fiir ‘mechanische’ Energiezufuhr
dz, o ;;1 pldM?  Differential fiir chemische Energiezufuhr
mit:
T, def (0s, UV)VV,Myl,...,MJ Temperatur
P, def —(aVuUV)S,,,M,},...,Mj Druck
i, ¢ 00 U)s,vumas... aii. ..aaf chemische Potentiale *°

weglassen

Das Gesamtsystem S sei nur dann geschlossen, wenn

ZMi =const. fir j=1,...,f
v=1
gilt.
Falls § sogar isoliert ist, gilt zusétzlich

n
Z U, = const.
v=1

und (Standard-Zusatzannahme):

n
Z V., = const.
v=1

Selennun Z = (Z4,...,2,)und 2’ = (Z'4,..., 2',) thermodynamische Zusténde
von &, die beide mit gegebenen Anfangs- und Isolationsbedingungen vertréglich sei-
en. Auflerdem existiere ein (nicht tatsdchlich ablaufender) quasi-statischer Prozefl
C, von S, mit Anfangszustand Z,, und Endzustand Z’,,, wihrend dessen sich T,,, P,
und die gl ..., puf nicht wesentlich &ndern. Dann folgt mit (1.44), falls S isoliert ist:

T,AS, = AQ, = AU,—AA,—AZ,
= =Y UIAU, - P AV Y S AM
(1.45)

Version vom 7. Mérz 2009
4Die Zusitze dZ, in (1.44) gegeniiber (1.1) sind notig, weil die S, nicht mehr als geschlossen
vorausgesetzt sind.
46Tn der Quantenstatistik sind die chemischen Potentiale durch T,V und die entsprechende
(mittlere) Teilchenzahl geméf (3.41) festgelegt.
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Dies fiihrt auf folgende

Arbeitshypothese 11  Sei S ein System der oben beschriebenen Art, das
sich im Zustand Z mit der Umgebung mit der Temperatur T,, dem Druck
P, und den chemischen Potentialen p! im stabilen Gleichgewicht befinde.
Dann gilt fiir alle anderen mit eventuellen Isolationsbedingungen vertrdgli-
chen thermodynamischen Zustinde Z' von S:

0 < T(S(Z) - S(2) ~ (U(Z) - U(Z) ~ B(V(Z) - V()
+ YL W (MI(2) - MI(2).

Plausibilitdtsbetrachtung: Man denke sich S aus Teilsystemen Sy,...,S, 1
zusammengesetzt und ersetze die Umgebung durch ein weiteres System S,,, mit dem
zusammen S ein isoliertes System bilde. Dabei denke man sich &, so grof}, daf sich
die Ausgangswerte T, P., p/ durch Einstellung des Gleichgewichts nicht wesentlich
dndern, und benutze (1.45) im Zusammenhang mit Arbeitshypothese 10.

Falls zu den Isolationsbedingungen, die zur Ableitung von Arbeitshypothese 11
benutzt wurden, keine weiteren hinzukommen,*” dann erkennt man durch TAYLOR-
Entwicklung von U leicht:*®

Im Gleichgewicht mit der Umgebung mufl das System einheitliche Tem-
peratur, einheitlichen Druck und einheitliche chemische Potentiale ha-
ben, und die entsprechenden Werte miissen mit denjenigen der Umge-
bung {ibereinstimmen.

Aus Arbeitshypothese 11 ergibt sich dementsprechend®’ die

Folgerung 1.3.3 Seir S ein geschlossenes System o.a. Art. Dann nimmt das
GiBBSsche Potential™

GEYU-—TS+ PV
bzgl. aller thermodynamischen Zustinde einheitlicher Temperatur T und einheitli-
chen Drucks P, die mit eventuellen Isolationsbedingungen vertrdglich sind, im ther-

Version vom 7. Mdrz 2009

4"Wenn, wie z.B. in 2.2.1 und 2.3.2, Einschrénkungen der Teilvolumina hinzukommen, dann sind
die Driicke der Einzelsystem i.a. unterschiedlich.

48Man erinnere sich an die physikalische Bedeutung der ersten Ableitungen von U nach den
natiirlichen Variablen.

49Wir gehen also davon aus daf Druck und Temperatur fiir System und (unmittelbare) Umge-
bung iibereinstimmen.

®0Siehe Gleichung (1.37).
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modynamischen Gleichgewicht einen Extremwert (im stabilen Gleichgewicht ein Mi-
nimum,) an.

AuBlerdem ergibt sich durch TAYLOR-Entwicklung von U aus Arbeitshypothese 11:

Folgerung 1.3.4 Falls die innere Energie U in einer Umgebung des Temperatur-
Zustands

Z=(S,V,M"',...,M")
von § hinreichend requldr ist, gilt

f
0< (205 +ydy + > 20> U(S,V, M., M7)

j=1
fiir alle x,y, 2%, ..., 2/ (entspr. phys. Dimension).
Entsprechend gilt
f .
0> ('0y +ydy + Y _ 20w)* S(UV, M, ..., M)
j=1

fiir alle x',y, 2%, ..., 27 (entspr. phys. Dimension), wenn die Entropie S eine hinrei-
chend regulire Funktion ihrer natirlichen Variablen U, V,M*,... M7 ist.

1.4 Zusammenfassung

0. Hauptsatz:

Die Relation thermischen Gleichgewichts ist transitiv (‘gleiche Tempe-
ratur’).

1. Hauptsatz:

Es existiert eine (extensive) Zustandsgrofe innere Energie U mit

AU = AAY am System verrichtete ‘mechanische’ Arbeit

bei rein ‘mechanischem’ Kontakt.

Damit ist die Definition

dem System zugefithrte Warmemenge AQ AU - AA
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fiir geschlossene Systeme erlaubt.

Wirkungsgrad n einer Warmekraftmaschine:

def pro Zyklus an Umgebung geleistete ‘mechanische’ Arbeit W

N pro Zyklus dem Wirmespeicher Sy entzogene Wirmemenge Qo '

2. Hauptsatz:

Eine Warmekraftmaschine kann nur dem warmeren der beiden Warme-
speicher (positive) Energie (als Wérme) entzichen.

CARNOT-Maschine:

Warmekraftmaschine, die auch als Warmepumpe betrieben werden kann
(bei gleichen Kontakten).

Absolute Temperatur T :

T (kélterer Speicher)
T (wirmerer Speicher) -
T'(H20 im 3-Phasen-Zustand) = 273,16 K (KELVIN) .

Wirkungsgrad einer CARNOT-Maschine = 1 —

Entropie S : Durch

AS — T AQ fiir isotherme quasistatische Prozesse
10 fiir adiabatische quasistatische Prozesse

fiir gechlossene Systeme bis auf eine additive Konstante Sy festgelegte, extensive
Zustandsgrofle.

3. Hauptsatz: Sy so wihlbar, dafl

Thnio S(T,V) =0 fiir geschlossene Systeme.

MaXWELLsche Relationen (P = ‘Druck’):

Oy U)s =—P, (0sU)y = +T,
U o (Ov F)r=—-P, (OrF)y =-S5,
(0OrG)p = =S5, (0pU)r =4V,
(OpH)s =4V, (0sH)p=+4T.
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F : freie Energie,
G : GiBBSsches Potential ,
. Enthalpie .

Fiir reproduzierbare (nicht notwendig quasistatische Prozesse) gilt stets

S(Zin) < S(Z5ut) bei thermischer Isolation .

Chemische Potentiale:

i def
j def .
i = (Ons U)S,V,Ml ..... MI, .. MS
weglassen
(M7 : additive Mengenparameter).

Gleichgewichtsbedingung:

Bzgl. aller mit gegebenen Nebenbedingungen vertriaglichen Temperatur-
zustéande ist

TeS—U—PeV+ZugMj maximal

J

(T,, P,, 11 : entsprechende (intensive) ZustandsgroBen der unmittelbaren
Umgebung).

T =T, beithermischem Kontakt mit der Umgebung,
P =P, bei ‘mechanischem’ Kontakt mit der Umgebung,
! = ul  Dbei entspr. chemischem Kontakt mit der Umgebung .



Kapitel 2

Anwendungsbeispiele

2.1 Heterogene Systeme

2.1.1 1-komponentige Systeme in verschiedenen Aggregat-
zustidnden

Die (thermische) Zustandsgleichung fiir ein sog. VAN-DER-WAALS-Gas ist von der
Form

(P+%)(V—b) — )T

und seine Isothermen sind im P-V-Diagramm etwa von folgender Form:!

Version vom 7. Méarz 2009
'Hohere Linien entsprechen héherer Temperatur.

43
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Die Isothermen mit Minima? beschreiben instabile Zustéinde und sind daher durch
die sog. MAXWELL-Konstruktion zu korrigieren:

[F1| = [ F2]
,r"/w.\"‘m
,,,,,, Fy
P(T) |-\
N F I\
NG N
} } \ T =const
! !
| | -
\ \
\ \
| | -
Vi(T) Va(T)
Begriindung fiir F; = F,: Wenn man annimmt, dafl ein reversibler

Kreisprozefl (wenn auch nur sehr schwer) realisierbar ist,® der die Flichen
F} und F, berandet, dann muf} dafiir

o:]{dsz%j{dQ

Ozj’{dU:]{(dQerA):j’{dA:|F1|_|B‘

und somit

gelten.

Diese Konstruktion entspricht folgendem, fiir 1-komponentige Systeme typischem,
Verhalten:

e Bei konstanter Temperatur 7" ist das System fiir V' > V5(7T") homogen und
befindet sich im gasformigen Aggregatzustand. Bei V' = V4(T') erreicht das
System den sog. Sdttigungsdampfdruck P(T), der sich bei weiterer Verrin-
gerung von V' zunéchst nicht &ndert.

Version vom 7. Marz 2009
2Man beachte, daB die Kompressibilitit rechts eines Minimums negativ wére.
3Fir die Einzelflichen F}; wére eine solche Annahme dagegen unsinnig, weil die Gleichgewichts-
verhiiltnisse am Beriihrungspunkt beider Flidchen ganz unterschiedlich sind (1-phasig/2-phasig), je
nachdem, auf welchem Wege man die entsprechenden Werte fiir P und T erreicht.
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e Weiteren Druckanstieg verhindert das System dabei durch Ubergang in einen
heterogenen Zustand, indem ein Teil des Gases kondensiert; d.h. in den fliissi-
gen Aggregatzustand iibergeht.

e Wenn schlieflich bei V' = V;(T) alles Gas kondensiert ist, ist das System wieder
homogen, jetzt aber vollstandig im fliissigen Aggregatzustand. Die Kompressi-
bilitdt ist nun wesentlich geringer, das (—1)-fache der Steigung der Isothermen
im P-V-Diagramm entsprechend steiler.

Im Phaseniibergangsbereich besteht das System also aus zwei Teilsystemen:
S, ¢ Fliissigkeit, S, : Dampf (Gas).

Mit M, bezeichnen wir die Substanzmenge (z.B. im Falle von Wasser und Wasser-
dampf die Menge an HyO.) von S, , fiir v = 1,2. Dann gilt entspr. Folgerung 1.3.3
die Gleichgewichtsbedingung:*

G1(T,P(T), My) + Go(T, P(T), Ms) bei festem 7' minimal ,

wobei: G, L GiBBssches Potential von S, .

Der Geschlossenheit entspricht die Nebenbedingung;:

M M, + My = const.

Partielle Differentiation nach M; (wobei M, geméfl Nebenbedingung als Funktion
von M aufzufassen ist) liefert also

0 - 8M1G1<T,P(T)7 Ml) - 8M2G2(T, P(T),MQ) .

Partielle Differentiation dieser Gleichung nach T ergibt

0= {(aMl)T,P <£8T—)}}2£3+di—? EaP—)Té\ﬁQ }p=pm — {2 statt 1}|P=P(T)

und damit die sog. CLAUSIUS-CLAPEYRONSsche Gleichung:

dP(T) A(T)
dr (0a(T) — v (T)) T’ (2.1)
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4 Aufgrund der Homogenitit der Phasen sowie der Extensivitit des GiBBSschen Potentials ist
G,(P,T,M,) = g,(P,T)M, fiir v = 1,2, wobei g, das spezifische GiBBSsche Potential von S,
bezeichnet. g; — fiir sich allein betrachtet — ist bis auf eine additive Konstante festgelegt. Addiert
man jedoch fiir konsistent normierte g1, g zu ¢; eine Konstante a (zu G; also die Funktion a M),
so mufl man zu go dieselbe Konstante addieren, um die Konsistenz der Normierung zu erhalten
(vgl. Anmerkung 2 vor Arbeitshypothese 9 in Abschnitt 1.3.3). Nur dadurch beschrinkt sich die
Freiheit bzgl. der Definition von G = G| + G4, wie fiir ein geschlossenes System erforderlich, auf
die Addition einer Konstanten (némlich aM).
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wobei:
) & ((aMz)T7p82 — (3M1)T1p51) T latente spezifische Um-
|P=P(T) wandlungswdrme ,
v; def (On,)1,PV spezifisches Volumen von §; .
Anmerkungen:

1. Gleichung (2.1) findet natiirlich auch fiir Schmelz- und Sublimati-
onsprozesse Anwendung.

2. In obiger Ableitung wurde aber stillschweigend vorausgesetzt, dafl
die Phasen homogen sind und z.B. ihre Geometrie keine Rolle spielt.

3. Zur Beschreibung von Tropfchenbildung (metastabile Zusténde) sind
diese Annahmen zu korrigieren, weil dann Oberflichenspannung
und Tropfchenradius eine wichtige Rolle spielen (Aufgabe 15).

2.1.2 Mehrkomponentige Systeme mit beliebig vielen Pha-
sen

Betrachtet sei ein aus Phasen S, ..., S, im Sinne von Abschnitt 1.3.4 zusammenge-
setztes geschlossenes System S einheitlicher Temperatur 7' und einheitlichen Drucks
P. Dafiir gilt geméf Folgerung 1.3.3 die Gleichgewichtsbedingung:

G = Z G, minimal.
v=1

Aus der Geschlossenheit von S ergeben sich fiir die Massen M der j-ten Kompo-
nente von S, die Nebenbedingungen:

ZMZ:const. firg=1,...,f.
v=1

Durch Variation von M; und M 41 unter Beachtung der entsprechenden Nebenbe-
dingung ergibt sich aus der Gleichgewichtsbedingung

DrgGolT P My M) = 0,5 Guia (T, P M M)
firv=1,...,.n—1und j=1,...,f.

In der Regel sind diese (n — 1) f Funktionengleichungen, wenn man nun
auch 7" und P als Variable ansieht, voneinander unabhéngig.
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Die Zahl der unabhéngigen Parameter, die nétig ist, um die Beschaffenheit (nicht
die Volumina) aller Phasen S, ..., S, zu charakterisieren, bezeichnet man als Grad
der Variabilitdt von S.

Fiir die E}eschaffenheit der Phase sind — neben 7" und P — nur die Verhéltnisse
%Z;,...,M]é; von Belang.® Insgesamt reichen also 2 + (f — 1)n Parameter, von
denen sich Eedoch (n — 1) f mithilfe der Gleichgewichtsbedingungen als Funktionen
der tibrigen (2+ (f —1)n) — (n — 1)f = 2+ f — n darstellen lassen. Daraus ergibt

sich die sog.

GiBBSsche Phasenregel: FEin f -komponentiges, aus n Phasen zusam-
mengesetztes Gleichgewichtssystem hat in der Regel® einen Grad der Varia-
bilitét 2+ f —n.

Diese Regel erklart z. B., warum H,O im 3-Phasen-Zustand eine ganz bestimmte
Temperatur” (und ganz bestimmten Druck) haben muf:

Va Das Gesamtsystem besteht aus n = 3 Teil-
,,,,, / systemen (Eis, Wasser, Dampf) mit f = 1
P . Komponenten (ndmlich HyO). Der Grad
der Variabilitdt ist also 0; d.h. Druck und

Temperatur liegen fest.

2.2 Gas-Reaktionen

2.2.1 Massenwirkungsgesetz

Sei § eine in einem groflen Gasbehilter konstanten Volumens V' und konstanter
Temperatur T befindliche Mischung (nahezu) idealer Gase unterschiedlicher Sorten
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5Die Angabe von M} wiirde z. B. nur das Volumen von S, festlegen.

5Da die 5'Mlgl- G aufgrund der Homogenit#t der Phasen mit den chemischen Potentialen 1/, {iber-
einstimmen (Aufgabe 14), sollten die abgeleiteten (n—1) f Funktionengleichung auch Gleichgewicht
garantieren. Sonst wire der Grad der Variabilitit kleiner. Rein mathematisch betrachtet wiére
z.B. der Fall puo(P, T, My, M3) = pu1 (P, T, M{, M?)+ (M} — A)2+ (ME - B)2 denkbar. Dann wiire
die eine Bedingung po(P, T, M3, M3) = ui(P,T, M{, M?) #quivalent zu den zwei Bedingungen
M} = A, M? = B und der Grad der Variabilitiit entsprechend kleiner. Solche Fille sollten jedoch
in der Praxis nicht auftreten.

"Diejenige des Tripelpunktes, die zur Definition der KELVIN-Skala diente.
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Al ... AT fiir die u.a. die Reaktionen

v A+ A=A L A (2.2)
mdoglich seien. Dabei trete A’ jeweils hochstens auf einer Seite effektiv auf:
vivi =0firj=1,...f. (2.3)
Mit
v det 1/;r — I/j_
gilt also
- —Uj falls v; < O, + {—|—Vj falls Vj > O,
Vi T { 0 sonst, Vi = 0 sonst. (24)

Beispiel® (Planck, 1954, §§245-248):
f=4, (A, . AY = (HJ Hy, Jp,J),
(—2, 1, 1,0) fir 2HJ = Hy + Js,

(v1,...,v4) =1 (0,0,—1,2) fiir J, = 2J,
(-2,1,0,2) fiir 2H.J = Hy + 2.

Nun werde folgendes Gedankenexperiment an einem erweiterten System S
(VAN’T HOFFscher Reaktionskasten) durchgefiihrt:

vy Al v Al
. quasistatisch,isotherm Zout (3 )
A i

S enthalte nur ideale Gase unterschiedlicher Sorten A', ..., A/ . Der j-te Zusatz-
zylinder sei jeweils mit S durch eine nur fiir A7 durchlissige Membran® verbunden.
Der Druck im j-ten Zylinder stimmt dann im Gleichgewicht jeweils mit

nd
n'+...+nf
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8Fiir die Reaktion 2H.J = Hy + 2J ergeben sich die v; jeweils durch Addition derjeni-
gen fiir die Reaktionen 2HJ = Hs; + Jo und J, = 2J. Die Massenwirkungskonstante

K(T) 570 H;;l (%{)P”) " fiir die erste Reaktion stimmt deshalb konsistenterweise mit dem
(2.10)
Produkt der Massenwirkungskonstanten der beiden letztgenannten Reaktionen iiberein.
97.B. heiBe Platinfolie fiir Wasserstoff.

pi et P Partialdruck von A7 in S, (2.5)
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wobei: 1/ % Zahl der Mole von A7 in S ,

P % Druck von S.
iiberein. Da der Proze quasistatisch und isotherm ist, gilt!’
AF(S) = AA(S). (2.6)

Die resultierende Anderung der Gasmenge im j-ten Zylinder betrage jeweils v; Mole.
Da die P? wihrend des gesamten Prozesses i.w. konstant bleiben,! gilt dann:

~

NA(S) = E Pjujvj(T, P7)
Gase_—ideal _RT z Vj ’ (27)
wobei: o/ & o7 molares Volumen von A’
R = universelle Gaskonstante .

Unter der plausiblen Annahme, dal Anfangs- und Endzustand von S gleich sind,
gilt
AF(8) =Y v /(T PY) (2.8)
j=1

mit: 2

o , 7 i .
fP=dT+w —T (¢, In T + R+ a’) molare freie Energie von A7, (2.9)
—— N 0 Vo P

—=gJ

wobei: c7V © molare Wirmekapazitit von A’ bei konstantem Volumen .

Aus Gleichungen (2.6)-(2.9) folgt'® durch elementare Rechnung das sog.

Massenwirkungsgesetz:'*

H( TPJ> H(UJTPJ) | (2.10)
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0Man kann ja die Zusatzzylinder einzeln nacheinander komprimieren bzw. expandieren und S
dabei jeweils als System der in Abschnitt 1.2 betrachteten Art behandeln.

Man nehme S hinreichend gro an.

12Die Entropien gemif Folgerung 1.2.3 ergeben sich durch elementare Integration (siehe Aufgabe
11, wo allerdings mit U(T) = Cy T gerechnet wurde.) unter Beachtung der idealen Gasgleichung
und Gleichung (1.12). Hinsichtlich der inneren Energien ist die Konstanz der Wirmekapazitéiten
¢, vorausgesetzt. Die Konstanten Tp, vg kénnen bei entsprechender Kompensation durch die Nor-
mierungskonstanten a’ (aber auch nur dann) beliebig geiindert werden.

3Exponentiation von 0 = %TAA(S) ergibt 1 = K(T) H;.c:l (%)7 .
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(1) e (2) o

wobelt: C o exXp (Z;‘c:l(R + ij - aj>Vj/R> )

lef 1 f ]
B = R Zj:l I/jCJV y

def 1 f j
D = R Zj:l vjw’ .

=
=
I

Anmerkung: Eine alternative Ableitung'® dieses Ergebnisses beruht
auf der Annahme, dafl das mechanisch und chemisch isolierte Gasge-
misch vorgegebener Temperatur diejenigen Konzentrationsverhéltnisse
annimmt, fiir die die freie Energie minimal ist. Das entspricht zwar bei
oberflichlicher Betrachtung Arbeitshypothese 11, aber das Gasgemisch
unterscheidet sich von den dort angesprochenen Systemen auf zweierlei
Weise:

1. Die chemische Isolationsbedingung (Geschlossenheit) ist aufgrund
der Reaktionsmoglichkeiten komplizierter.

2. Die Teilgase entsprechen nicht raumlich getrennten Teilsystemen.

Man beachte, daB fiir die konkrete Bestimmung der Massenwirkungskonstanten
K(T) die Normierungskonstanten a/ der absoluten molaren Entropie und w’ der
molaren inneren Energie weitgehend bekannt sein miissen.'¢

2.2.2 Prinzip von LE CHATELIER

Der Einfachheit halber sei angenommen, dafl nur eine einzige der Reaktionen (2.2)
(in beide Richtungen) moglich sei. Aufgrund der Geschlossenheit von S geniigen
dann die Gleichgewichts-Molzahlen n’ bei konstantem Volumen V' der Beziehung

! (T) =n’(Ty) + v; (T, Tp) fiir j=1,..., f

mit einer geeigneten Funktion 7, die positiv ist, falls sich das Reaktionsgleichgewicht
bei der Temperatur-Anderung 7y — 7" mehr auf die rechte Seite von (2.2) verlagert.
Mit v/ = V/n’ folgt daraus

(Uj)uj — Vz/1+..A+zxf7A_<T) 7

f
=1

J
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MMan beachte, dafl 1/v7 jeweils die Konzentration von A7 darstellt. Damit ist (2.10) auch aus
streutheoretischer Sicht durchaus plausibel.

15Vgl. (Fermi, 1956, Abschnitt 23).

167ur experimentellen Bestimmung von a’ siehe Aufgabe 18. In der Quantenstatistik wird oh-
nehin die absolute Entropie als Funktion ihrer natiirlichen Variablen U, V... berechnet, wobei U
so normiert ist, daf limy_, o U(T') = 0 (siehe Teil II).
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/
wobei:  #(T) € T (0 (To) + v 7(T. Tp)) ™™ .

Mit

d In (T . d (Vj)2 ) T. T
7 n7(7T) | __an(To)( (T, 0))‘T:TO
T=T
ergibt sich somit:

H;.c:l(vj)”ﬂ' fallt (bzw. wichst), wenn sich bei konstantem V' das Re-
aktionsgleichgewicht mehr auf die rechte (bzw. linke) Seite von (2.2)
verlagert.

Andererseits folgt aus (2.11):

d _q(T)
T K(T) =2 (2.12)

wobei:
def

¢(T) = R(BT—D)=-Y1_v(dT+uw)
Reaktionswdrme fir
A+ v A S A A
bei konstantem Volumen .

Mit obigem Ergebnis folgt daraus:

Bei Temperaturerhthung (und konstantem Volumen) verlagert sich das
Reaktionsgleichgewicht mehr auf die rechte resp. linke Seite von (2.2),
falls die Reaktion von links nach rechts endotherm (d.h. ¢(T) < 0)
resp. exotherm (d.h. ¢(T') > 0) verlauft.

Diese Aussage (die iiber die Aussage Cyr > 0 hinausgeht) ist Teil'” des folgenden
allgemeingiiltigen Prinzips:

Prinzip von LE CHATELIER:  Wenn sich die Umgebungsbedingungen
eines thermodynamischen Systems S &dndern, so dndert sich der Gleichge-
wichtszustand von S in einer Weise, die der Anderung der intensiven Um-
gebungsparameter entgegenwirkt.
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17Siehe auch Aufgabe 17.
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2.3 Verdiinnte L6sungen

2.3.1 Grundannahmen

Als (reaktionsfreie) verdiinnte Ldsung bezeichnet man ein homogenes System
S der in (1.44) (als S1) betrachteten Art, in dem die erste Komponente (Ldsungs-
mittel in beliebigem Aggregatzustand) alle iibrigen (geldste Stoffe) bei weitem
iiberwiegt:

n<n firj=1,...,f, (2.13)

wobei:  n? % Zahl der Mole der j-ten Komponente .

Fiir die Variablen M7 wihlt man zweckmiifig die Molzahlen n/.
Extensive Gréflen E von § sind dann aufgrund der Homogenité
Form

t'® stets von der

) s - n? n'
E(T,Pn,....,n")=mn e(T,P,m,...,F),
mit ) ; ) ;
~ n n def n n
€(T,P,m,...,ﬁ):E(T,P,l,ﬁ,...,ﬁ).

Falls die ersten Ableitungen von F nach den n?,...n/ an der Stelle n' = 1,n% =

... =n! = 0 stetig sind, folgt somit wegen (2.13) in guter Niherung

f
E~Y né&(T,P)
j=1
mit
.y aet | (T, P,0,...,0) firj=1,
(T, P) = (0 6(T, P&, €1), o firj> 1
2=...=¢f=0
Daher geht die Theorie verdiinnter Losungen von der entsprechenden Form
f . .
U=> nl@(T,P) (2.14)
j=1

der inneren Energie U und der entsprechenden Form

f
V=> n(T,P) (2.15)

j=1
des (Gesamt-) Volumens V' aus. Fiir die Entropie S wire eine entsprechende An-

nahme nicht sinnvoll. Das erkennt man an der fiir hohe Temperaturen und niedrige

Version vom 7. Méarz 2009
187 B. Oberflicheneffekte seien vernachlissigt!
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Driicke' guten (bereits in (2.9) benutzten) Niherung

s=Yw (cfv ln(jj:)—i-Rln (]fjfo) —|—aj> (2.16)

j=1 0

aus der Divergenz der Ableitungen

. f
8, (nj Iy BT ) ~ 9, (nJ n u)

Pivg nd
n'+ ... +nf n’
n :

= 1 —1
nJ +n1+...+nf

fiir n/ — 0. Nach (2.14) und (2.15) sollte die Entropie jedoch i.w. von der Form?’

f
S=>"nw (T P)+Cn',... ,n) (2.17)

=1

sein.

Begriindung: Nach (1.41) folgt aus (2.14) und (2.15)

f N N
cdu? + Pdo?
dsS = R
27
J=1
fir konstante?' n',...,n/. Da dS fiir belichige Wahl der n',...,nf
ein vollstandiges Differential ist, gilt dasselbe (unter der Einschriankung

di + Pdo)
(2.13)) i.w. fiir alle % Daraus folgt (2.17) durch Wegintegra-

tion. i

Nun sei angenommen,*” daf} sich (vom zu untersuchenden Bereich ausgehend) qua-
sistatisch unter Beibehaltung der Homogenitit bei konstanten n’ die Temperatur
so erhohen und gleichzeitig der Druck so erniedrigen 148t, daf§ schlieflich eine Mi-
schung nahezu idealer Gase vorliegt. Dann gelten fiir entsprechende T-P-Werte die
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. . . . . . s i def j
YWenn also i.w. ein Gemisch (i.w.) idealer Gase mit den Partialdriicken PJ = ﬁ

vorliegt.

20Tatsichlich ist fiir die iiblichen Anwendungen (siehe z.B. 2.3.1 und 2.3.2) C(n!,... ,nf) der
wesentliche Term.

2n (1.41) war ja ein geschlossenes System vorausgesetzt.

22Diese etwas unrealistische Annahme ist z.B. in (Planck, 1954, Seite 228 unten) ausfiihrlicher
diskutiert.

P



54 KAPITEL 2. ANWENDUNGSBEISPIELE

Gleichungen (2.16) und (2.17) gemeinsam und somit bei entsprechender Normierung

der &7 :
C(nt,...,nf) = Z;Zlnj <ln(£€o>‘—ln<§i)>

_ _ iy —nd
o R Zj:l n’ In nit..4nl

] —-R f_ ndln 2
2.13) 2 n!

S ist also geméf (2.17) von der Form

/ j
s=Y"w (éj(T, P)—Rln %) (2.18)
j=1

Die Gleichungen (2.14),(2.15) und (2.18) bilden die Grundlage der Theorie
verdiinnter Losungen .

2.3.2 Osmotischer Druck

Zwei fliissige, verdiinnte Losungen S;, Sy der in 2.3.1 betrachteten Art seien durch
eine nur fiir das Losungsmittel (1. Komponente) durchlidssige Membran getrennt. S,
bestehe nur aus Losungsmittel:

nh=0firj=2,...,f.

Verschiebt man bei konstantem Gesamtvolumen V; + V5 und konstanter einheitli-
cher Temperatur die Membran hinreichend langsam, so durchlauft das aus S; und
Sy zusammengesetzte geschlossene System einen reversiblen Prozef, fiir den ent-
sprechend der 2. Anmerkung zu Arbeitshypothese 9

AF = AA (2.19)

gelten muB.?® GeméiB (2.14), (2.15), (2.18) und (1.43) gilt

f .
YN nd
F,(T,P,n),....n}) =Y n (fJ(T, P,)+ RTIn F)
Jj=1 v
mit N ' ‘
(T, P) ¥ 4/(T, P) - T §(T, P).
Falls §; und S hinreichend grofl sind, bleiben P; und P, wéhrend des Prozesses

(i.w.) konstant. Wegen
def

An = An = —Anl,
An{:n*;:()ﬁirj:Q,...,f
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ZMan vergleiche mit Abschnitt 2.2.1, Gleichung (2.6).
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gilt somit (i.w.)
~ A~ f .
AF = An (fl(T7 Py) — fN(T, Pl)) — RTz:nj1 (In(ny — An) —Inny) .
=2

Da andererseits (i.w.)

= (P — R)AVs
= (P, — R (T, P)An

gilt, folgt mit (2.19) im Grenzfall An — 0 fiir den sog. osmotischen Druck
P1 — PQI

RT(n2+...+nl) fUT,P)— fY(T, P)
ntoW(T, Py) oW(T, P)

P — P, = (2.20)
Fiir fliissige, verdiinnte Losungen sind die @7, § und damit die f/ vom Druck nahe-
zu unabhéngig (vgl. (Fermi, 1956, Fuinote auf Seite 117)). Da auBlerdem fiir reak-
tionsfreie, fliissige, verdiinnte Losungen das Volumen von der Menge der gelosten
Stoffe i.w. unabhéngig ist (vgl. (Planck, 1954, §253)), folgt aus (2.20):

s RT

Fiir fliisssige verdiinnte Losungen entspricht also der osmotische Druck der
Vorstellung, dafl sich die gel6sten Stoffe im Losungsmittel nahezu wie idea-
le Gase verhalten!

2.3.3 Dampfdruckerniedrigung

Betrachtet sei ein geschlossenes System S, das sich im Sinne von Abschnitt 1.3.4
aus zwei Teilsystemen &7 und S, zusammensetze:

S1 ¢ Afliissige, 2-komponentige, verdiinnte Losung ,
Sy ¢ verdampftes reines Losungsmittel .

Der geloste Stoffe (2. Komponente) sei (i.w.) nicht fliichtig und gehe mit dem
Losungsmittel keine Reaktion ein:

n? = const. , n3=0,

ni + né = const.

Die Gleichgewichtsbedingung fiir konstante einheitliche Temperatur 7" und konstan-
ten einheitlichen Druck P lautet geméfl Folgerung 1.3.3:

Ggesamt = G1(T, P, n%, n%) + Go(T, P, n%, ng) minimal .
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Da nach (1.12) und (2.18)

G\(T, P.nk,nd) = nkgi(T, P)+nd (T, P)+ RT %) |
Go(T,P,n},0) = n?

gilt, folgt aus den Gleichgewichts- und Nebenbedingungen durch Variation von ni:

2

N ~ n

31 (T, P) = g,(T. P) = RTn—}~ (2.22)
1

Setzt man in (2.22) fiir P den Séttigungsdampfdruck P(T,n},ni, n?) ein, so ergibt
sich durch partielle Ableitung nach n?

RT  OP(T,ni,ni,n?)
T ) 9 9 a ~1 o ~1
n% 871% (( P)T(gl 92))‘P:P(T7n%’n%’n%)

und somit AP(n? RT 2
P(n}) — P(0) =~ n? (1) _ st

(2.23)

2 il
dng Uy — Vg Ny

. def ..
wobei: v, = (0p)rg. = molares Volumen von S, fiir n3 = 0.

Wegen v; < vy erniedrigt sich also der Dampfdruck durch Erhéhung der Kon-
zentration des gelosten Stoffes.?*
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24Fiir nichtfliichtige Losungsmittel 148t sich das mithilfe des osmotischen Druckes sehr anschau-
lich nachvollziehen; siche (Huang, 1964, Band I, Abb. 2.14).
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Kapitel 3

Allgemeiner Formalismus

3.1 Quantenmechanische Grundlagen

3.1.1 Zustandsbeschreibung

Die (bzgl. der Menge aller betrachteten Observablen) reinen Zustéinde ! eines quan-

tenmechanischen Systems S lassen sich stets 1-1-deutig Teilrdumen Zy o {A\U: e
C} eines geeigneten komplexen HILBERT-Raumes Hg, des sog. Zustandsraumes zu-
ordnen.”

Verabredung I1.1 Wir werden (von der sog. grofflkanonischen Gesamtheit abgese-
hen) nur den Fall betrachten, daf alle 1-dim. Teilrdume von Hs reinen Zustinden
entsprechen (konventionelle Quantenmechanik). Damit sind Superauswahlregeln
und damit mogliche Effekte wie z.B. spontane Symmetriebrechung aus den Be-
trachtungen vorerst ausgeschlossen.’

Man sagt, das System S befinde sich mit Sicherheit im Zustand® Wy, falls es zu
einer Gesamtheit (gleichartiger Systeme) gehort, die so pripariert ist, dal jedes Ein-
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1Sei A die betrachtete Observablenmenge. Die Zustéinde bzgl. A entsprechen dann linearen
Abbildungen w : A — R, die normiert (d.h. w(1) = 1) und positiv sind: w(A*A) >0VA e A.
Zustéinde, die sich (i.a. nicht eindeutig) in der Form w = Awj + (1 — Nwa, A € (0,1), mit
unterschiedlichen Zustinden wq,ws darstellen lassen, nennt man gemischt. Als rein bezeichnet
man einen Zustand, falls er nicht gemischt ist. Experimentell realisierbare Zustéinde sind in aller
Regel gemischt (siehe auch Fufinote 8).

2Ein komplexer Hilbertraum H ist ein komplexer Vektorraum mit innerem Produkt (.|.) , bzgl.
dessen ‘H wvollstdndzig ist, d.h.:

U, [h— 00

def
1= V(W -0, [T, —T,) =70

[0, =W,

= Es existiert ein ¥ € Hmit [|[¥ - ¥, =3 0.

3Siehe diesbeziiglich (Liicke, ¢ft).
4Gemeint ist eigentlich Zy

in*

99
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zelsystem der Gesamtheit bei optimaler Uberpriifung im Zustand ¥;, vorgefunden
wird.

Eigentiimlich fiir die Quantenmechanik ist, daf§ selbst dann, wenn W;, mit Si-
cherheit vorliegt, bei optimaler Uberpriifung der (etwas unangemessenen) Frage, ob

l1.a.
denn W, vorliege, fiir einen Bruchteil wy, (Vo) # 0 der Mitglieder der Gesamtheit
die Antwort ‘ja’ resultiert:

p \Ijin 2 L . . .
wy,, (Vour) = % Ubergangswahrscheinlichkeit fir Zy,, — 2y, ,
(3.1)
wobei: Py, = ”é'z—x”> <|I$S—Ez|l Projektor auf Zy_, ,
. » — \Ilout \Ijout 1
dh: Py ® = <”%ut” ®) Lot fiir alle @ € Hs.
Modellvorstellung: Bei o.a. Uberpritffung ~ wird  aus
einem  Teilstrahl Wy,  der  Intensitit  [|¥y,[[*  der  Teil-
strahl Py, Py,  der  Intensitiit | Py, Pm||*  ausgeblendet:
w— Ausgangsintensitit
Zy,.. ? _ ~ Eingangsintensitit
qjin - P\I/out\llin
aktiver Filter

Die folgenden beiden Gleichungen sind dquivalent zu (

‘I’out

qjln
weali) = (e

> (32)
] >

J/

out
vt = | (g 1l

U be’rgangs amptitude

Fiir hinreichend gutartige lineare Operatoren (lineare Abbildungen von H) in H ist
die Definition .
) 4ot Z (0, A\p,,> , (3.4)

wobei:  {W¥,}  maximales Orthonormalsystem ,

der sog. Spur (englischA: trace) von der speziellen Wahl der ¥, unabhéngig und es
gilt (zumindest, wenn B beschrénkt ist):

tr(AB) = tr(BA). (3.5)
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Anmerkung: Beides erkennt man formal leicht durch geeignete Einschiibe des Ein-
heitsoperators 1 = -2 | [W,,) (¥,,| . Bzgl. mathematischer Details siehe Abschn. 3.1.3
von (Liicke, fuan).

Aus (3.5) folgt (fiir hinreichend gutartige ¥, A)

tr(PyA) = ( —| A—r .
() = (g A 30
und daraus mit (3.2):
wy, (Voue) = tr(Py, Py.,,). (3.7)
= wqjout(\:[jin)

In der nichtrelativistischen Quantenmechanik, die hier — von den in 4.2.3 be-
handelten Photonen abgesehen — ausschliellich verwendet werden soll, kann man
sich auf das sog. SCHRODINGER-Bild beschrinken, in dem 1-dim. Teilrdume Zy
von ‘H lediglich Momentanzustinde charakterisieren, wobei die Interpretationsvor-
schriften unabhéngig vom jeweiligen Zeitpunkt sind.

Sei z.B. A eine physikalische Grofle, die (nicht explizit zeitabhingig ist und)
prinzipiell nur die unterschiedlichen diskreten Werte a4, ..., ay annehmen kann. Der
Zustand Zy, , in dem A den exakten Wert a, hat, sei jeweils eindeutig. Dann ist
nach (3.7) o

Wy (t) (A = CL,,) = tI'(P\p(t)Pq;au)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf bei idealer Messung am Zustand Zy ;) der Wert
a, festgestellt wird. Daraus folgt fiir den Erwartungswert wgy)(A) von A im
Momentan‘zustand’ W(¢)?

Wy (1) (A) = tr(P\p(t)A) , (3.8)

wobei

die sog. Spektraldarstellung der A entspr. Observablen A ist.

Anmerkung: Bzgl. der allgemeinen Spektraldarstellung siehe Abschn. 3.2.3 von
(Liicke, fuan).

Wenn man z.B. nicht genau sagen kann, welcher der paarweise orthogonalen

Zusténde Zy, (1), Zw,@), - - - momentan ‘vorliegt’, sondern nur die entpr. Wahrschein-
lichkeiten A1 (t), Aa(%), . .. dafiir® kennt, dann gilt:
wip(A) = tr(T()A), (3.9)

Version vom 7. Méarz 2009
Beachte (3.6).
5Die \,(t) sind zeitlich konstant, falls die W, (t) Losungen der SCHRODINGER-Gleichung
ihW,(t) = HU,(t) sind.
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wobei

den sog. statistischen Operator des Momentanzustands bezeichnet.”

Ein (Momentan-) Zustand, dessen statistischer Operator (englisch: density ma-
triz) nicht Projektor auf einen 1-dim. Teilraum von Hs ist, ist gemischt.®

Anmerkungen:

1. Fiir den statistischen Operator T gilt stets T =17 T >0 und

A

tr(7) = 1.

2. Nach (3.6) und (3.5) ist 7' durch die Erwartungswerte (3.9) stets
eindeutig festgelegt.

3. (3.9) gilt natiirlich auch fiir allgemeinere A = A* sofern der Erwar-
tungswert von A im T'(t) entspr. Zustand existiert.

Die Zeitentwicklung des statistischen Operators ist durch die Observable der
Energie, den sog. HAMILTON-Operator H(t)im SCHRODINGER-Bild, formal gemaf
der sog. VON NEUMANN-Gleichung

d -~ . -~ e . -~ -~ kol
ih g, T(t) = [H (), T(1))- CAGTE) — T H®) (3.10)
bestimmt, die sich im Falle T(t) = Py,, [|¥(t)| = 1 aus der SCHRODINGER-
Gleichung A
ih@t\lft - H(t) \Ilt
ergibt.

Anmerkung: Bzgl. mathematischer Details sieche Erlduterung zu Gleichung (2.15)
in (Liicke, fuan).

Verabredung I1.2 Im folgenden sei nur der Fall betrachtet, dajf H zeitunabhdngig
ist (dufSere Felder zeitunabhdngig, falls vorhanden).

Version vom 7. Méarz 2009

"Fiir einen Spurklasseoperator schreiben wir i.a. T , wenn die Spur 1 ist, p sonst.
8Z.B. kann man sich eine T'(t) entsprechende Gesamtheit aus den Py, (;) entsprechenden Ge-
samtheiten mit den relativen Anteilen A, () zusammengesetzt (gemischt) denken. Die Zerlegung

T(t) 2 ny:l )\l,(t)Pq,V(t) des statistischen Operators fiir gemischte Zusténde ist jedoch i.a. weder
mathematisch eindeutig, noch ist eine Moglichkeit der Zerlegung physikalisch ausgezeichnet (wie
man am Beispiel partieller Zustéinde zusammengesetzter korrelierter Systeme sieht).
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Fiir zeitunabhéingiges H ist (3.10) (mathematisch entsprechend prizisiert) dqui-
valent zu

~ 7

T(t) = et T(0) etillt

Von fundamentaler Bedeutung fiir die (Anwendungen auf die) Thermodynamik
ist folgender Sachverhalt:

Sei S ein (realistisches, quantenmechanisches) System endlicher Ausdeh-
nung. Dann lassen sich nur diskrete Energiewerte Fy < Fy < Ey < ...
fiir § feststellen und die Dimensionen der zugehérigen Figenrdume

H, (U eHs: HV = E, T} (3.11)

sind endlich.”

3.1.2 PLANCKs Ansatz

Nach Teil I der Vorlesung kommt es fiir die Gleichgewichts -Thermodynamik i.w. nur
darauf an, die absolute Entropie S(Z) fiir makroskopische Systeme in Temperatur-
Zusténden zu bestimmen, die durch die entspr. natiirlichen Variablen U, V. .. etc. (vgl. Auf-
gabe 10) charakterisiert sind. Insofern 16st die folgende Hypothese grundsitzlich das
Problem der Riickfithrung der Thermodynamik auf die mikroskopische quantenme-
chanische Beschreibung ((Planck, 1923, Seiten 119 - 123)).

PrLANCKsche Hypothese:  Fiir die absolute Entropie S(Z) eines Sy-
stems S endlicher Ausdehnung unendlich vieler Freiheitsgrade gilt — bei hin-
reichend detaillierter quantenmechanischer Beschreibung von & — im Rah-
men makroskopischer Mefigenauigkeit

S(2)=k nQ(Z),

wobei k& > 0 die sog. BOLTZMANN-Konstante und §2(Z) die Dimensi-
on des Teilraums von Hg ist, der von all denjenigen Eigenvektoren ¥ des
HAaMILTON-Operators aufgespannt wird, deren zugeordnete Zustdnde Zy
i.w. der durch Z charakterisierten makroskopischen Situation entsprechen.

Version vom 7. Mérz 2009

9Fiir ein Photonengas im Kasten mit den zwar mathematisch bequemen, aber physikalisch
unrealistischen, periodischen Randbedingungen ist der Eigenraum zum Energie-Eigenwert 0 al-
lerdings unendlich-dimensional. Bei entsprechender Behandlung mithilfe der grofikanonischen Ge-
samtheit stellt das jedoch kein Problem dar.
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Plausibilitdtsbetrachtung: Bei adiabatischer quasistatischer Volumenénde-
rung sollte sich 2 nicht #ndern, sondern sich nur die Energieniveaus E,, verschieben.'’
AuBlerdem sollte 2 sowohl bei isochorer quasistatischer (Wérme-) Energiezufuhr (am
geschlossenen System) wie auch bei normalem Zusammensetzen von Systemen wach-
sen. Mit anderen Worten:

Es ist plausibel, daf € immer genau dann wéchst (bzw. féllt), wenn das
fiir die Entropie der Fall ist.

Das fiihrt auf folgende Vermutung:

Es existiert eine universelle Funktion f mit
f(5(2)) =In(Q(2)) (3.12)
die stetig und monoton wachsend ist.

Falls S aus zwei isolierten Teilsystemen &7, S; zusammengesetzt ist, gilt
S:S1+82 Q29192
und somit aufgrund der (vermuteten) Universalitidt von f:

f(S1+82) = f(S1) + f(S2)-

Sei Sy ein beliebiger, positiver Entropiewert. Da die absolute Entropie beliebige
positive Werte (entspr. phys. Dimension) annehmen kann, folgt somit

(s = s = 1 (3 (530) ) =it (3)

fiir beliebige [,7 € N, d.h.

def

f(ASo) = ASp/k mit k= So/f(So)

fiir beliebige positiv rationale A und somit aufgrund der Stetigkeit von f fiir belie-
biges A > 0. Da f nur fiir positives £ monoton wachsend sein kann, folgt also mit
(3.12) tatséchlich:

S=klnQ, k>0. i

Anmerkungen:

Version vom 7. Mérz 2009

10Bei hinreichend langsamer Volumeniénderung — ohne sonstige Einwirkung (Gedankenexperi-
ment!) — ist die Wechselwirkung mit der Umgebung (jedenfalls bei nicht entartetem Energiespek-
trum) zu gering, um einen Quantensprung zu ermoglichen. In diesem Sinne bezeichnet man in der
Quantenmechanik die durch die Forderung H(t) U(t) = E(t) U(t) charakterisierte Niherungslosung
W(t) der SCHRODINGER-Gleichung zu mit der Zeit ‘langsam’ variierendem H(t) gewdhnlich als
adiabatische Ndherung.
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1. Die eigentliche Rechtfertigung fiir die PLANCKsche Hypothese liegt
in ihrem praktischen Erfolg.

~16erg
0-16<rE

3. Die konkrete Anwendbarkeit der PLANCKschen Hypothese beruht
wesentlich darauf, dafi 2(Z) nur sehr grob abgeschétzt zu werden
braucht:

Z.B. éndert sich S nur um k In(e'%) ~ 1,4-10713%5 | wenn
man fiir Q den e!%%-fachen Wert einsetzt.'!

2. Die experimentelle Erfahrung zeigt: £k ~ 1,4 -1

3.1.3 Die mikrokanonische Gesamtheit

Sei S ein mikroskopisches System endlicher Ausdehnung,'? das nur fiir unterschiedli-
che Werte der inneren Energie U betrachtet werde; die {ibrigen natiirlichen Variablen
der Entropie seien konstant gehalten. H sei der HAMILTON-Operator einer entspre-
chend detaillierten quantenmechanischen Beschreibung von §.

Gesucht ist nun Q(Z(U,V,...)) in (nicht zu) grober Néherung. Dabei erheben
sich folgende beiden

Fragen:

1. Wie a8t sich der Temperaturzustand Z(U,V,...) quantenmecha-
nisch beschreiben?

2. Welche reinen Zustédnde entsprechen hinsichtlich makroskopischer
Beobachtungen i.w. Z(U,V,...)?

Sei P, jeweils der Projektor auf den Eigenraum Hs im Sinne von (3.11). Sei weiter-
hin A eine mikroskopisch hinreichend grofie, aber makroskopisch vernachléssigbare
Energieunschiirfe. Dann geniigt der zeitunabhiingige statistische Operator!?

PVAN o
7o, L opeis g, o - e —w-a)= Y B,

V...
tr(PU,V,...) . [?]:OA .
LeU—A,

(3.13)
der Bewegungsgleichung (3.10) und die durch ihn charakterisierte sog. mikroka-
nonische Gesamtheit besitzt fiir alle heutzutage bekannten (relevanten) Modelle
im normalen Temperaturbereich folgende Eigenschaften:

Version vom 7. Méarz 2009
"Die Entropie von einem Mol H,; unter Normalbedingungen betriagt dagegen etwa
30 %l ~ 30-4, 185% = 125,55 - 10+7% (siehe z.B. (Zeise, 1954, S. 53)).
(1.3)
121, A. wird das System durch ein geeignetes Potential auf ein endliches Volumen beschriinkt.

yeee

tion des Intervalls [U — A, U] bezeichnet.
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1. Solange A nicht zu klein gewahlt wird, ist der genaue Wert unwesentlich, da die

Zahl der reinen Zustidnde genauer Energie < U mit U lawinenartig anwéchst
(siche dazu Aufgabe 21).

2. Fiir alle relevanten makroskopischen Zustandsgrofen ist der Erwartungswert
endlich und die Streuung dieser Grofie klein im Vergleich zu ihrem Erwar-
tungswert (Gesetz der grofien Zahlen).

Aus diesen Eigenschaften folgt, dafl praktisch alle reinen Zusténde mit genauer
Energie < U der durch TUA v... gegebenen makroskopischen Situation entsprechen'?
Mit anderen Worten:

Unter allen makroskopischen Zusténden des isolierten Systems (fest vorgegebe-
ner innerer Energie) charakterisiert T(?OV denjenigen mit maximalem €2, d.h. gemé&f
PrLANcCKscher Hypothese denjenigen gréffitmoglicher Entropie. Daher:

Auch der zur mikrokanonischen Gesamtheit gehorige Makrozustand stimmt
(i.w.) mit dem thermodynamischen Gleichgewichtszustand (entsprechender

[P

‘Anschauliche’ Formulierung: Die Vorstellung, dafl im thermody-
namischen Gleichgewicht stets ein reiner quantenmechanischer Zustand
genauer Energie vorliege, jedoch aufgrund unvermeidlicher ‘Fluktuatio-
nen’ jeder reine Zustand mit genauer Energie zwischen U — A und U mit
gleicher a priori Wahrscheinlichkeit, steht nicht im Widerspruch
zur tatsichlichen makroskopischen Situation.!”

Aus obiger Uberlegung folgt unmittelbar:

AZ(U,V,..)) Y tr (e(U AW, .))) =Y dim(H,). (3.14)

v=
E,<U

Mit (3.14) und der PLANCKschen Formel
Smkr(Z) = k InQ(Z) (3.15)

ist damit die Bestimmung der Entropie als Funktion ihrer natiirlichen Variablen
U,V,...zuriickgefiihrt auf die Summation der Entartungsgrade der Eigenwerte E, <
U des HAMILTON-Operators ﬁv einer geeigneten quantenmechanischen Beschrei-
bung des Systems.

Abschlie3ende Bemerkungen:

Version vom 7. Marz 2009
14Sonst konnten die makroskopischen Zustandsgréfien nicht alle praktisch genaue Werte haben.
5Man beachte jedoch Fufinote 8.
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1. Fiir homogene System sollte konsistenterweise der sog. thermo-
dynamaische Limes

1
lim —S(al,aV,...)
a—o0 (X
existieren, fiir den man sich hauptséchlich interessiert.

2. In der klassischen Statistik tritt an die Stelle der Zustandssumme €2
— von einem unwesentlichen Vorfaktor abgesehen — das entsprechen-
de Phasenraumvolumen. Allerdings ergibt sich dann — selbst nach
Einfiihrung des BoLTZMANN-Faktors (vgl. 3.1.4) — i.a. ein Wider-
spruch zum 3. Hauptsatz, weil das Phasenraumvolumen beliebig
klein werden kann.

3.1.4 Das GiBBssche Paradoxon

S bestehe aus N unterscheidbaren Teilchen gleicher Masse m ohne innere Frei-
heitsgrade,'® deren einzige Wechselwirkung darin bestehe, dafl sie an den Winden
eines Wiirfels der Kantenldnge L, in dem sie sich befinden, ideal reflektiert werden.

Es ist also R ,
i3 (0) 61
und, bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems,
Hs = L*([0, LI*N, dxy, ..., dxy). (3.17)
Dabei miissen die Energie-Eigenfunktionen folgende Randbedingungen erfiillen:
Up(xy,...,xy) =0, falls 2/ € {0, L} fiir geeignete v, j . (3.18)

Das folgende ist also ein maximales (noch nicht normiertes) orthogonales Sy-
stem von Energie-Eigenfunktionen:

N 3 .
: e . ; fl?f,
{\I[nl,---nN }n£>0 , wobei: \I/nl,,_.nN (Xl, .. .XN) o :[[1 ]lelen(nflﬂ'f) ,
v=1j3=
N
F Ip(n,)|? . det NTH
H\Ilnl,...nN = ; qunly"'n]\’ s mit: p(n) = T .

Anmerkung: Die Vollstandigkeit ergibt sich aus der Theorie der FOURIER-Reihen;
siehe Abschn. 6.2.1 von (Liicke, ein).

Version vom 7. Marz 2009
16Fiir Gase von Teilchen’ mit inneren Freiheitsgraden rechnet man besser mit der kanonischen
Gesamtheit. Siehe dazu (Landau und Lifschitz, 1966b, §§47-51).
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Es gilt also
Q(U,V,N) = > 1

O<n% ,,,,, n:;’v ganz

(p(n1))?+..4+(p(ny))2<2mU

und somit fiir V = L3
QU,V,N) = (

-

= (27Th)_3N f(p1)2+-~+(PN)2§2mU dp1 tee dedql s qu .
ng[OvL]

3N
) f Pl >0 dp;---dpnx
(P1)*+..+(pn)*<2mU

= Jiory2 st (o2 <2my dP1 - - AP

I~

N
|~

Resultat: Die quantenmechanische Zustandszahl Q(U,V, N) ergibt sich
(angenéhert), indem man das entsprechende klassische Phasenraumvolumen
durch (2h)3N dividiert.'”

Der Inhalt einer 3N-dimensionalen Kugel mit dem Radius v2mU ist

2 m2N
dp; - - - dpy = — (2mU)2N (3.19)
/(p1)2+...+(pN)2§2mU 3N T'(5N)
und somit - N
2 m2 V 3
QU,V,N) ~ — 2mU)2 ) 3.20

Beweis von (3.19): Der Inhalt

| B (r)| déf/ dgy - dé,
( 1)2+“'+(£n)2§r2

einer n-dimensionalen Kugel B,,(r) vom Radius r ist offensichtlich proportional zu
'

| B, ()] = Cpr™.

Version vom 7. Mérz 2009

TVergleiche 2. abschlieBende Bemerkung zu 3.1.3.
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C,, ergibt sich gemiB'®

n
a2 = H /6_52 d¢
v=1
_ e~ (€% +4)%) gg, ... de,
L[ e i,
r=0 50 r ,
= nC’n/ P leT™ dr
r=0
C, /DO s 1e=5 ds
= 5C, T (%) (: 5Oy (% — 1)! flir gerades n)

2 7.1.77,/2
za —

nr(p)

Aufgrund der fiir komplexe z giiltigen STIRLINGschen Formel "

1
larg 2| < 1 = T'(z) = #Y/DMmz=2/o07 (1 + =+

TP 28822+O(z3)), (3.21)

gilt also nach (3.15) fiir groes N (und U) mit wachsender relativer Genauigkeit:

4 7m U\?\ 3

Eine direkte Konsequenz ist:

GiBBSsches Paradoxon:  Fiir die Entropie gemif (3.22) existiert der
thermodynamische Limes nicht!

Die Ursache ist leicht ersichtlich:  Denkt man sich ein Gas unterscheidbarer
Teilchen aus zwei zueinander offenen Teilsystemen zusammengesetzt, so gilt nicht
Q= 00y, sondern deutlich Q > ;95 , also eine wesentliche Verletzung der Ex-
tensivitat.

Wenn man dagegen (nach GIBBS, ad hoc) 2 in (3.15) durch

1

Version vom 7. Méarz 2009

8Die erste Gleichung ergibt sich geméif

[ (e (o) e

(LANDAU-Integral).
YSiehe z.B. (Naas und Schmid, 1967, S. 647).
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ersetzt, so ergibt sich fiir die Entropie i.w.?’ die homogene Funktion

Ss(U,V,N) = Nk (g +ln (% (g (27;—7;)2%) )) . (3.24)

Das (Modell-) System, das durch die sog. SACKUR-TETRODE-Gleichung (3.24)
beschrieben wird, nennt man BOLTZMANN-Gas. Gase gleichartiger ‘Teilchen’ ohne
innere Freiheitsgrade verhalten sich iiber weite Temperaturbereiche nahezu wie ein
BoLTtzMANN-Gas.?! Klassisch ist das nicht verstindlich, wohl aber quantenmecha-
nisch:

Bei nicht zu niedrigen Temperaturen ‘befindet sich’ praktisch jedes der N
‘Teilchen’ in einem anderen Zustand. Die relevanten reinen N-Teilchen-
Zustande genauer Energie lassen sich daher i.w. zu Familien von jeweils
N! paarweise othogonalen Zusténden zusammenfassen, die sich jeweils
nur durch Permutation der Teilchen unterscheiden. (3.20) gibt i.w. die
Zahl dieser Familien multipliziert mit N! an. In der Quantenmechanik
sind aber ‘Teilchen’ einheitlicher Sorte als nicht unterscheidbar zu
behandeln, d.h. die Zustandsvektoren in Hs miissen eine entsprechende
Permutationssymmetrie haben (siehe Kapitel 4). Deshalb ist aus jeder
der (fiir hohe Temperaturen) relevanten N!-elementigen Zustandsfamili-
en i.w. nur jeweils ein Zustand quantenmechanisch zuléssig.

3.2 Die kanonische Gesamtheit

3.2.1 Herleitung aus der mikrokanonischen Gesamtheit

S bestehe aus N’ vollig gleichartigen, nicht miteinander wechselwirkenden Systemen
Si,..., SN, die jeweils gleiches festes Volumen Vi, gleiche feste Teilchenzahl Ny
usw. haben. Gesucht ist die sog. kanonische Gesamtheit?* von S; zu U, Vi, Ny ,
d.h. der partielle Zustand von &; fiir die mikrokanonische Gesamtheit von & zu
U=NU,V=N1V,N=N N im Grenzfall N' — oo bei konstantem Uj:

Zu vorgegebenen Werten Vi, Ny, ... fir S sei {\I/M}M€Z+ ein MONS (maximales
Orthonormalsystem) von Hg, mit:

Hs U, =E WV, Ey<E <E<...
Version vom 7. Mirz 2009

2Tn der nach (3.21) fiir grofe N gerechtfertigten Niiherung T'(z) ~ /2= (2)".

z €

21Es handelt sich um ein ideales Gas mit Cy = 3N £ (siche Aufgaben 11 und 22b)).
22Im thermodynamischen Limes liefern kanonische und mikrokanonische Gesamtheit gleiche ther-
modynamische Potentiale.
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Damit ist
(U, 0.0,

K1y Nt EZ+

ein MONS von Hg mit

N/
AP, ®...0W, = (ZE > U, ®..00,,.
v=1

Die entsprechende mikrokanonische Gesamtheit wird also geméf (3.13) durch den
statistischen Operator

N'Uy,N'Vi,... — —tr(,ﬁ) )

. def 5
wobei: p = E Py, 0.0,

im Sinne von (3.9) charakterisiert.?® Da fiir Observable A; von S

tr(pq;M@m@\p#N,Al I®...® i) )
= (U ®...0%, [(A0l®...e1)¥, ®...0T, )

(2.1.5)
= <\I’u1 |A1\Iju1> Hf/\;z <\IJNV‘\IJNV>
=1
= tl"(f)\pm 1211>

(2.1.5)
gilt, charakterisiert folglich

wobei:

den zugehorigen partiellen Zustand von &;. Der entsprechende statistische Opera-
tor ist also

TN _ Z /\(N’)p% : (3.25)

wobei

/
A(N) def Eu+ 3,0, By SN'UL
i - )
Z Hlseees M €Ly ]-
S0l By SN'UY
Version vom 7. Méarz 2009

23DaB die quantenmechanische Energie-Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir makroskopisches S;
tatséichlich eng um U; herum konzentriert ist, wird am Schluf} von 3.2.2 und in Aufgabe 24 gezeigt.
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und geht fiir N — oo iiber in
rkan def . / A~

wobei:

eln ALY = kIn > 1| -k oo

I !
SN Eu, <N'Ui—E, SN EL, <N'Up

= S(N'U, — E,,(N' = DVy,...) = Smk (N'U;, N'V;, ... .
3.14.3.15 (N'Uy — By, ( Wi, ) (N'U,,N'WA, .. )

Dabei bezeichnet S™¥ die Entropie von S und S die Entropie des aus Ss, ..., Sy
zusammengesetzten Systems. Wenn S; die Entropie von §; bezeichnet, folgt somit
aufgrund der Extensivitit der Entropie:**

, U —E
kIn AN = (N' = 1)S1(Uy + N—_l“ Vi,.o) = N'Si(Un, Vi, ).

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt fiir geeignetes E' mit |E’| <
Ui —
A 1 (und hinreichend gutartiges S;)
U,—FE

U, —
Vi) = Su(UL Vi) + S f‘aUsl(le,...)

Si(U; +

lv=v,+8 °
o

(ljil)ifﬁf%ﬂij
Damit ergibt sich

_ By Uy -sikwy vy,
lim )\ =e Fig R P (3.26)
N'—o0 ~
M-unabhéngig

und somit folgendes Resultat:

Der partielle Zustand von S; entspricht (i.w.) dem statistischen Operator

~kan
A an def  PT,V,N,...
T,V,N,... — T’
(PTVN )

(3.27)

. def _ H _Eu(V.N,.. )A
wobei: pl}aﬁN = e M = E e~ kT v,

fir T = T, (U, Va,...),V = Wi,....

Version vom 7. Méarz 2009

24Streng genommen ist die Entropie erst im thermodynamischen Limes extensiv. Falls letzterer
existiert, konvergiert der daraus resultierende relative Fehler aber mit wachsender ‘Grofie’ von Sy
gegen Null.
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Der statistische Operator (3.27) beschreibt also die kanonische Gesamtheit.

Auch der zur kanonischen Gesamtheit gehorige Makrozustand stimmt mit
einem thermodynamischen Gleichgewichtszustand iiberein.

Wegen tr(T™)) = 1 ergibt sich aus (3.26) und (3.25) gemiB (1.43) die freie
Energie

def

(T, V,N,..) < —kTIn Z(T,V,N,...) (3.28)

mit der sog. kanonische Zustandssumme (englisch: partition function)

ZTVN,..) S (etr) =30 - (3.29)

=0

Warnung: Man beachte, daf hier 4 ein MONS von Energie-Eigenzu-
stdnden indiziert. Im Gegensatz zu (3.11) (fiir die mikrokanonische Ge-
samtheit benutzt) kann hier also £, = E, fiir v # p gelten!

3.2.2 Konsistenzbetrachtungen

Auch die (3.28) gemaf (1.25) zugeordnete Entropie
ST V,N,..) Y op (kTIn Z(T,V,N,...)) (3.30)

héngt (im Gegensatz zu F' und U) tatsdchlich nicht von der willkiirlichen Wahl des
Energie-Nullpunktes ab.

An die Stelle des 3. Hauptsatzes tritt in der Quantenmechanik genau genom-
men der folgende

Satz 3.2.1 Fualls die Zustandssumme (3.29) fir alle T > 0 existiert, ist die Defi-
nition (3.30) erlaubt und damait gilt:*

%im Skn(T VN, ...) = kln(Entartungsgrad des Grundzust. zu geg. V,N,...).

—0

Version vom 7. Mérz 2009
%Der thermodynamische Limes der rechten Seite ist — dank quantenmechanischer Permutati-

onssymmetrie — in aller Regel (falls existent) Null.
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Beweisskizze: Nach (3.30) und (3.29) ist

Ep
00 1 ooi E e 7t
S=kln{) e T |+ —Z“*O—“E : (3.31)
T §oee e~ T
pu=0 n=0

Mit n sei der Entartungsgrad des Grundzustandes bezeichnet, d.h.:
E():El:...: n—1<Eu ‘v’,uZn

Wenn man aulerdem (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) Ey = 0 voraussetzt,
ergibt sich aus (3.31)

00 _En o0 7EH_En
_Ep _Bu—Bn e~ kT ZM:O E,e” 7
S=kln(n+e *r E e KT + —
Ty e
H=T pn=n

—_——
mit 7 fallend

und damit die Behauptung. i

Frage zum Verstindnis: Wie erklart sich der Widerspruch zur Sackur-Tetrode-
Gleichung (3.24), derzufolge S fiir T — 0 (nach Aufgabe 22b) dquivalent zu U — 0)
divergiert?

Antwort: Bei der Herleitung wurde nicht exakt abgezéhlt, sondern das entsprechen-
de Phasenraumvolumen durch die Dichte der Eigenzustinde dividiert. Fiir U — 0 ist
diese Naherung unsinnig, weil man dadurch fiir 2 beliebig kleine Werte erhilt.

Daf} die kanonische Gesamtheit eine formal konsistentere Beschreibung der mi-
kroskopischen quantenmechanischen Situation als die mikrokanonische Gesamt-
heit liefert, zeigt der folgende?

Satz 3.2.2 Die (jetzt nicht notwendig gleichartigen) nicht miteinander wechselwir-
kenden Systeme Sy, ..., Sy jeweils fester Teilchenzahl befinden sich alle im Zustand
threr kanonischen Gesamtheit zur einheitlichen Temperatur T', falls dasselbe fiir das
aus Sy, . ..,Sn (ohne zusditzliche Wechselwirkung) zusammengesetzte System gilt.

Beweis fiir N/ = 2 : Als Zustandsraum dient das Tensor-Produkt der Zu-
standsraume fiir die Teilsysteme:

Hs =Hs, @ Hs, -

Version vom 7. Méarz 2009

26Die Umkehrung von Satz 3.2.2 gilt nur dann, wenn man verlangt, dafi der quantenmechani-
sche Zustand von § das Produkt der partiellen Zustinde der Teilsysteme Si,...,Sys ist (keine
Korrelationen der Teilsysteme untereinander).
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Aufgrund der fehlenden Wechselwirkung der Teilsysteme miteinander gilt auflerdem
(in offensichtlicher Bezeichnungsweise)

H=Ho1+1% H,.
Damit folgt
_H .
tr (6 kT (A1®A2))

tr (Tgan(,ail ® 212)) -

_H
tr(e” ¥T)

tr ((e—il%,cil)@(e—f%,iz))

und somit die Behauptung. i

Die (3.28) geméf (1.23) zugeordnete innere Energie ist nach (3.30) (und Produkt-
Regel der Differentiation):

Ukt = kT?0:n Z(T,V, N, . ..). (3.32)
Nach (3.29) gilt also

Eu(V,N,...)

Do By T

o _Bu(V,N,.)
Zuzo €

U™ (T, V,N,...)

und somit nach (3.27)
U (T, V,N,...) = tr (leia“}NH) , (3.33)

im Einklang mit der quantenmechanischen Vorschrift (3.9).

Abschlielende Bemerkung: In der kanonischen Gesamtheit ist die
Energie-Wahrscheinlichkeitsverteilung zwar unbeschrankt, aber im ther-
modynamischen Limes konvergiert die relative Energieunschérfe gegen
Null.

3.3 Die groflkanonische Gesamtheit

3.3.1 Herleitung aus der kanonischen Gesamtheit

S bestehe aus N’ vollig gleichartigen, nicht miteinander wechselwirkenden Syste-
men Sy, ...,Sy, die jeweils festes Volumen V; usw. haben. Nun sei aber nur die

Version vom 7. Mérz 2009

2TSiehe Aufgabe 24.
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Teilchenzahl®® N’N; von S, nicht dagegen die Verteilung auf die Sy, ..., Sy fixiert.
Hs, besitze ein MONS {Uy ;} N jez, AUS Vektoren, die reinen Zustdnden genauer

Energie und genauer Teilchenzahl entsprechen;* d.h.:
HUy; = En;¥ny,
NUy; = NUy;,

wobei: H Observable der Energie von Sy,

N Observable der Teilchenzahl von S; .
Gesucht ist die sog. grofikanonische Gesamtheit>’ von S; zu T, V;, Ny, d.h. der

partielle Zustand von & fiir die kanonische Gesamtheit von S zu 7,V = N "Vi,N =
N’ Ny im Grenzfall N/ — oo bei konstantem Ny:

det
det

Seien H ,N , {@N,j} ,E]AVJ die entsprechenden Gréflen fiir das aus Ss, ..., Sy

zusammengesetzte System S. Fiir hinreichend gutartige Observable A von & gilt
dann:

T e~ 22558 )
r(e
wTkan/ IN A ® 1) — Aol+iol
RN (B.9.B27)  ue- =l
i, P
= Y e, (gl e AUy e
(3.4) N+N=N'N, S
Der statistische Operator des partiellen Zustandes von Sy ist also im Limes N/ — oo
- def . (N')y —ENj ~
Ty = > (Jim dy)e™ 7 Py, (3.34)
N.jeZy

" de Zs(T,(N'-1)V1,N'N1—N,...) -
wobei: d%v) &f { s Zs(T,N’Vll,N’Nll,...) falls N < N'INy

sonst
Mit (3.28) folgt daraus aufgrund der Extensivitit®! der Freien Energie (ihnlich wie
in 3.2.1):

KTndy” = —F(T,(N' = 1)Vi,N'Ny = N,...) + F*(T, N'V;, N'N, ..)
—(N' = 1)Fy(T, Vi, Ny + =2 )+ N'Fy (T, Vi, Ny, ...)

N'—1>
/_) — —
N_>°O (N — Nl)aNlFl(T, ‘/1, Nl, .. ')|N1:1\71 + Fl(T, Vi, Nl, .. ) .

Version vom 7. Méirz 2009

28Hier sei N, positiv ganzzahlig vorgegeben. Man beachte jedoch Fufinote 32.

2Linearkombination von Vektoren unterschiedlicher Teilchenzahl entsprechen — zumindest im
Falle geladener Teilchen — allerdings gemischten Zusténden.

30Im thermodynamischen Limes liefern auch groBkanonische und kanonische Gesamtheit gleiche
thermodynamische Potentiale. Wihrend aber die statistischen Operatoren der mikrokanonischen
und der kanonischen Gesamtheit im gleichen Zustandsraum wirken, ist der quantenmechanische
Zustandsraum der groBkanonischen Gesamtheit wesentlich erweitert (um alle Teilchenzahlen zuzu-
lassen).

31Fufinote 24 gilt hier entsprechend.
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Da nach (1.43) und (1.44) in Verallgemeinerung von (1.24) jetzt*?

dF = —SdT — PdV + udN + ... (3.35)
und somit (T, Vi, Ny,...) = On, F(T, Vi, Ny, .. .)|N1:N1 gilt, folgt somit3?
/—00 —

unabhéngig von N

Resultat:
Der partielle Zustand von S; entspricht (i.w.) dem statistischen Operator

AQT
Tgr def pT V},L
TV,

tr(p7 v, B | (3.37)

Der statistische Operator TA:%TV%_“ beschreibt also bei geeigneter Wahl von p die
grof3kanonische Gesamtheit.

Die Bedingung tr(7) = 1 ist nach (3.34) und (3.36) dquivalent zu

> Nu—EN,j —Nip
- (Z e )‘;'gl | (3.38)

Die freie Energie als Funktion ihrer natiirlichen Variablen ist daher fiir die grofika-
nonische Gesamtheit durch

F&(T,V,N(T,V,pt,...),..) C uN(T, V,p,...) = kT Z¥(T,V,ps,...)  (3.39)

zu definieren, wobei

e Nu—Ep ;(V,..)
25 Vo) Sy, )= D e i (3.40)

N,jeZy

die sog. grofskanonische Zustandssumme (englisch: grand partition functi-
on) und

N(T.V,p,...) € (T8, N)=kT 9, nZ%(T,V, p,...) (3.41)
Version vom 7. Méarz 2009

32Die Variable N ist nicht diskret, da sie nur dem (von 7,V und , ... abhiingigen) quantenme-
chanischen Erwartungswert der Teilchenzahl entspricht (siehe (3.41)).
33Im Sinne von Fufinote 24.
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den Erwartungswert fiir die Teilchenzahl bezeichnet.?* Fiir den ‘Druck’ P ergibt sich

—(OvE)r 5

(335) -
= —N (aVIU)TVN -+ kT (av)T7M In 78" + kT (OV/L)T,N (GM)T,V In 78"
3.39) —
_ N
3.4,
und somit
P(T,V,p,...) = kT Oy ln Z5(T,V,p,...) . (3.42)

Daraus ergibt sich schlieBlich fiir homogene Systeme?®

P(T,V,u)V =kT InZ®(T,V,;1) im thermodynamischen Limes. (3.43)

Die genaue Bedeutung von (3.43) ist:

1 1
lim X P(T AV, )V = kT )\lim X In Z8(T, AV, ) .

A—+00 — 400

Der Formalismus 148t sich leicht verallgemeinern. Z.B. ergibt sich fiir Teilchen meh-
rerer Sorten 1,..., f

Fgr<T7‘/7:u17"'7Mf>
:/“’LlNl(T"/v?/"L177[’Lf)+/"Lfo(T"/’/‘L1’7Mf) _kT1n<Zgr<T7V7M17"'7luf)>

mit

piNi4..u g Np—H(V)
Zgr(T,V,ul,...,W)d:eftr(e it )

und

Ni(T,V,pa, ... pp) = kTO,, I Z8 (T, V, pua, ..., py) fiir g=1,...,f.

Version vom 7. Méarz 2009

34DaB (im thermodynamischen Limes) tatsichlich tr (Tgr

T,Vi,u(T,V1,N1,...)
man durch Differentiation von (3.38) nach p unter Beachtung von

N) = N ist, erkennt

und (3.37).
1
35In den Variablen T,V,p ist )\lir+n — InZ8(T,\V, ) der thermodynamische Limes von
In 78" (T, V, u) und fiir diesen Grenzfall gilt:

In Z# (T, V, 1) = O\(AIn Z% (T, V, 1)) = (OxIn Z& (T, AV, ), =V (OV)r, I Z8(T,V, n) .

A=1
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3.3.2 Konsistenzbetrachtungen

Aus (3.35), (3.39) und (3.41) folgt

ST,V p,...) =0p (KT In Z8 (T, V, i, ...)) . (3.44)
Beweis:
S = — (O F)y n
3.35) (_T )V,N,...
(3:39) —N(aTM)v,N,... + Or (KT In Z#(T, V, p, '))W:M(T,V,N,...)
+(8TM)V,N,... Z{:Ta,u In ZgI"(T7 V7 My . ')|,u:,u(T,V,N,.‘.) : I
I
3.41

Da sich In Z&(T,V, p,...) nicht dndert, wenn man H durch H + poN + epl und
gleichzeitig v durch 4+ g ersetzt, wobei g und ey beliebige konstante Energiewerte
sind, gilt dasselbe nach (3.44) fiir die Entropie.

Entsprechend Satz 3.2.1 gilt nun

Satz 3.3.1 Fulls die groflkanonische Zustandssumme (3.40) fir alle T > 0 exi-
stiert,*® sind die Definitionen (5.59), (5.39) erlaubt und damit gilt:

hmT_,() Sgr(T’ ‘/, My .. )
= kIn(Entartungsgrad des niedrigsten Figenwertes von KY - ,uN) .

Beweis: 7% kann nur konvergieren, wenn K einen niedrigsten Eigenwert hat

und dessen Entartung endlich ist. Wegen Z&" = tr(e_%A), Z = tr(e_%) folgt daher
die Behauptung durch Anwendung von Satz 3.2.1 auf K anstelle von H. i

Analog zu Satz 3.2.2 gilt

Satz 3.3.2 Die (jetzt nicht notwendig gleichartigen) nicht miteinander wechselwir-
kenden, zueinander offenen Systeme Sy, ... Sy befinden sich alle im Zustand ihrer
groffkanonischen Gesamtheit zu einheitlicher Temperatur T und einheitlichem che-
mischem Potential u, falls dasselbe fiir das aus Sy, ...Sn: (ohne zusdtzliche Wech-
selwirkung) zusammengesetzte System gilt.

Version vom 7. Méarz 2009

36].a. darf dafiir 1 nicht zu groB sein, wenn das System nicht nur aus Fermionen besteht.
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Das mittlere Schwankungsquadrat fiir die Teilchenzahl ist nach (3.41):

def A oT ~ _ 9
(AN & (Tjgw%m]\[?)_(N(T,V,u,...))

/ (3.45)
— KT(8,N)ry...

Im thermodynamischen Limes gilt andererseits®’
(OuN)ry,. = N? %T (3.46)

und somit konsistenterweise
RT 2 O

sowie (fiir ky < 00):

AN

~ 0 im thermodynamischen Limes .*®

Beweisskizze zu (3.46): Im thermodynamischen Limes gilt
F(T,V,N) = O\F(T,A\V,AN)|,_,
= V(avF)TJ\‘/ + N(aNF)T,V (347)
und folglich

(OnF)r,v = (Vovoy + 0y + N (8y)%) F(T,V,N).

Somit gilt - - -
N%2(0y))F =  —NVOyogxF(T,V,N)

(=Vov +Voy Voy) F(T,V,N)
V2(0v)*F(T,V,N)
—V2(0vP)r -

Da nach (3.35)

gilt, folgt also

0, N = =
(0uN)rv (Oxp)T,v V2 (OvP)ryv

und daraus mit (1.36) die Behauptung. g

Wie man aus (3.41)/(3.40) leicht erkennt, ist zu gegebenen T,V die Funktion

f(p) = N(T,V,p) fir jedes endliche System tatséchlich iiber jedem offenen -
Intervall differenzierbar, iiber dem Z& (T, V, 1) konvergiert. Mit (3.46) folgt daraus:

Version vom 7. Méarz 2009

of -1
3TEs sei an die Definition (1.36) erinnert: kp ef W .
v )T

38Gemeint ist hier:

V=AVy, N=ANy, A = +o0 (VQ,NO fest).
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Ein k7 = oo entsprechender Phaseniibergang ist — zumindest bei Beschrei-
bung durch die groffkanonische Gesamtheit — nur fiir unendliche Systeme
(d.h. im thermodynamischen Limes) moglich!

3.4 Zusammenfassung

Zunachst werden die quantenmechanischen Systeme stets auf ein endliches Raum-
gebiet vom Volumen V' beschrinkt, damit das Energiespektrum des HAMILTON-
Operators H diskret ist. In der Regel interessiert man sich nur fiir solche Systeme,
fiir die der thermodynamische Limes existiert. Dieser Grenziibergang, der die ma-
kroskopische Gleichgewichtsthermodynamik homogener Systeme beschreibt, ist von
der genauen Wahl der Randbedingungen unabhéngig.

Zur mikroskopischen Beschreibung des thermodynamischen Gleichgewichts ver-
wendet man in der Regel entweder die mikrokanonische oder die kanonische oder die
groflkanonische Gesamtheit. Im thermodynamischen Limes liefern alle drei Gesamt-
heiten (fiir nichtrelativistische Systeme) die gleichen Ergebnisse, so dafl man fiir die
Berechnung thermodynamischer Gréflen homogener Systeme die jeweils zweckmafig-
ste Gesamtheit verwenden kann.

Die mikrokanonische Gesamtheit

Statistischer Operator:

A
- Puy.,.. R -
TUA,V,... = A ; Pﬁ,v,... = Xw-au/(H). (3.13)
tr(pU,V,...)
Zustandssumme:>?
QAU V) = tr(pgy,.) - (3.14)

Absolute Entropie:

Smikr (17, V) = k In Q%(U, V).

Thermodynamischer Limes:

1 .
S(U, V)= lim XSm‘kr'()\U, V).

A——+o00

Version vom 7. Mérz 2009

39F{ir ‘normale’ Systeme (7' > 0) kann man A = 400 verwenden: ) = Q> .
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Die kanonische Gesamtheit

Statistischer Operator:

~kan
S Prv,N ~k _ A
Ty = — NN = €T 3.27
T,V,N tr(ﬁl}"}%\,) y  PrvN = € ( )
Zustandssumme:
Z(T,V,N) = tr(35% ). (3.20)
Freie Energie:
Fkan(T, V,N)=—kTInZ(T,V,N). (3.28)

Thermodynamischer Limes:

F(T,V.N) = lim ~ F(T,\V,AN).

A——+oo A

Die grof3kanonische Gesamtheit

Statistischer Operator:*°

AgT o
T8, = trf;# I (3.37)
Zustandssumme:
Z8(T,V, ) = tr(ﬁ%v’u) . (3.40)
Freie Energie:
Fa(T,V, 1) = p N¥(T,V, ) — kT n Z5(T, V, ), (3.39)
Ne(T, V) = kT 0, In Z (T, V, ) . (3.41)

Thermodynamischer Limes:*!

1
F(T,V.p) = lim £ F¥(T,AV,p),

1
j\[(jna‘/;/L) = A}i{{to 5{ ]\[gr(jnv'xx/;/t)

Version vom 7. Marz 2009
4ODer quantenmechanische Zustandsraum der grofkanonischen Gesamtheit ist natiirlich wesent-
lich grofler als der der kanonischen und mikrokanonischen Gesamtheit.
“Um die freie Energie als Funktion ihrer natiirlichen Variablen 7,V und N zu erhalten, ist fiir
jeweils feste T,V die Umkehrfunktion von N(T,V, u) bzgl. p zu bestimmen.




Kapitel 4

Anwendungen der Statistischen
Mechanik

4.1 Ideale Fermi-Gase

4.1.1 Allgemeine Grundbeziehungen

S bestehe aus gleichartigen Fermionen variabler Anzahl, die nicht miteinander

wechselwirken. {W,},c, sei ein MONS fiir den 1-Teilchen-Raum HS) mit:

APU, =BV, ; E,<E <...,

wobei:! I:I(l) det

Mit der Definition

1-Teilchen-Hamilton-Operator von S .

o def 1 firN=0,
Aty \/LNi' D oresy SenmV, @ ... @V, . sonst.
ist
{\Ile 77777 an - N,CYl,...,CYNEZ+, CY1<042<...<04N}
ein MONS von Hg mit
Hsl?, Z Eo, U2, o0
Nach (3.37) gilt also?
AgT MN*ElI,Vzl Eau ~
Pus= D, ¢ Ry (4.1)

N,aq,...y aN€Z+
ap<a<..<an

Version vom 7. Marz 2009
. P . 0
2Wir verwenden die iibliche Konvention Y, _, E,, = 0.
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und nach (3.40):?

|| (1+e“2?“> . (4.2)

OLGZ+
Einsetzen von (4.2) in (3.41) liefert
N(T, ) = Na(T,p1), (4.3)
a€Zy
wobei .
G def e | Erwartungswert fiir Zahl der
1> No(T, pn) = 14 lsre - { Teilchen im Zustand ¥, .

Beweis fiir N, (T, ) = tr(T# N,) : Die Observable N, fiir die Zahl der Teilchen im
Zustand ¥, ist durch

& def [ 0 fallsa# oy firv=1,...,N,
Na¥a,.... O‘N_{\I/1 oy SOnst

charakterisiert. Damit folgt

tr(T% N,) —kT Op,, In Z%"

(4.1)?3.40)

und daraus mit (4.2) die fiir V,, gegebene Interpretation. |

AuBlerdem ergibt sich durch Einsetzen von (4.2) in (3.43):

P(T,V,u)V =kT Z In (1 + e“25a> im thermodynamischen Limes.
a€Z4

(4.4)

4.1.2 Freies Elektronengas im thermodynamischen Limes

Die Fermionen seien nun nichtrelativistische Elektronen, deren Wechselwirkung nur
darin bestehe, daf} sie an den Wénden eines Wiirfels der Kantenldnge L, in dem
sie sich befinden, reflektiert werden. In offensichtlicher Verallgemeinerung von 3.1.4
existiert dann ein MONS

{\I’Uvn}zlz,izl,n3=1,2,...

von Hg) mit:*

ﬁél)qja,n -

Version vom 7. Mérz 2009
3Hier zeigt sich der Vorteil der grolkanonischen Gesamtheit!
40 beschreibt den zusitzlichen Spin-Freiheitsgrad.
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Mit (4.4) ergibt sich daher im thermodynamischen Limes (L — +o00) wegen V = L3

P 2 /L 3/ i
- = = ln(l—i—e ) dp
kT L3 (7‘(‘77,) pl p2,p3>0
2 u —p?
— In(1+etresar |d
<%m343“(+f”6”ﬂ P

8 o —p?

- fs(edr),

o 4 [T 2
fs(z et —/ 2?2 In(1+ ze ) dw,
@ % [ e )

def 2mh?

NT) = thermische DE-BROGLIE- Wellenlinge® .

mkT

Analog folgt aus (4.2) im thermodynamischen Limes

N 8« /°° , e d
V N (27Th)3 0 p M—ﬁ p

1+e 77
und somit N(T Vo
y Vs b 2 B
v e e
wobel ,

det 4z [ e
C L |
f3(2) Jrly 1rzee ™
fa (z) ist tiber (—1, +00) offensichtlich monoton, also umkehrbar:

W(T,V,N) = kT In (fgl (Amgﬂ)) .

2V
Durch (4.5) und (4.7) ist der thermodynamische Limes
F(TLV,N) = u(T,V,N)N = P(T,V,N)V

(3.39),(3.43)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

der freien Energie als Funktion ihrer natiirlichen Variablen — und damit die gesamte
Thermodynamik des freien Elektronengases — im Prinzip vollstindig bestimmt.

Version vom 7. Mérz 2009

®Die Bezeichnungsweise ist im Hinblick auf (4.11) gewiihlt.

5Die DE-BROGLIE-Wellenléinge eines Teilchens der Masse m mit dem Impuls p # 0 ist bekannt-

: 2wh __ 2mh?2
lich 55F = V7 /b

~1,77
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4.1.3 Naherungsweise Auswertung

Wegen
+o0o
Jro= / e da (4.9)
Kap. (3)7 —00
Fufin. 18
gilt’
4 /Oo 2 —la? -3
v Jo
und somit:
© 1)1 35
fi(z) = 121 ( l’3 28 fiir 2| <1 und k = 25" (4.11)
Beweis: Es sei |z| < 1. Aus
—x2\ - (71)l+1 —x? t
In (1 +ze > = ; ; (z e )
folgt dann
; _ = (_1)l+1 li/OO 2 —lx?
f%(z)—; 7 Zﬁo xe dx
und daraus mit (4.10) Gleichung (4.11) fiir den Fall k = 5. Aus
1 B e _z2 v
1+zeﬂfzy§0(ze )
folgt
- 4 [ >
5 _ _ll+ll7/ 2fla:d
RE=C0 L [Tt
und daraus mit (4.10) schlieBlich (4.11) fiir den Fall k = 2. 1
Aus (4.11) folgt
2,2
fa(z) =2 — P + ..., falls |z| hinreichend klein ,® (4.12)
2

Version vom 7. Méarz 2009

"Denn:

—+00 3 [e%e]
—z? —x? 2 —z?
(/ e dx) :/ e dx:47r/ T7e dx .
oo R3 0

8Da f% monoton wachsend ist, gilt nach (4.6) fiir festes N :

<Tﬂ oo> <— (e”(T’%W> — 0 > .
(0) (00)
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und daraus mit (4.7) durch TAYLOR-Entwicklung”

e TYN 1 (MTPNY N
G _ A(T) V+—§ ()\( ) —) + ..., falls \(T)? v hinreichend klein ."°
2

2 Vv
(4.13)
GeméB (4.5) und (4.11) ergibt sich damit

P 1 T)> N N
lev =1+ 27 <—)\(2) V) + ... falls /\(T>3V hinreichend klein . (4.14)

Die niedrigste Néherung in (4.13), (4.14) entspricht der SACKUR-TETRODE-Glei-
chung fiir ‘Teilchen’ mit 2-fach entartetem (innerem) Grundzustand.'!

Zur angendherten Bestimmung von f%(z) fiir groBBe z (V, N fest, T hinr. klein)
benutzen wir das folgende

Lemma 4.1.1 Sei g(z+1y) fir x > 0 analytisch und polynomial beschrinkt. Dann

qilt
0 Inz > (2v+1) 0o 241
m 2" 9(2) / g (lnz)/ ¢
lim 2'~¢ ————dx — rz)dx — 2 d
z—400 /0 €$—1n2—|—1 0 g( ) ; (2V—|—1)' 0 €£+1 6
=0 fir allee > 0.
Beweisskizze: Fiir z > 0 gilt
fooo 1+g£€)lnz d,’L‘ gzlflnz f In s 11:_2:&_5) dé
= folnz g(ll_ril_:_f) de¢ + foo g(llrre-is_g) e

= ez -6 (1 ke ) de Sy At d

In z In nz nz e—
= [ g(nz—g)de + [ F ezt ognzml) ey oz,

Durch Taylor-Entwicklung'? folgt hieraus die Behauptung. g

Version vom 7. Miérz 2009

9 Allgemein ist die TAYLOR-Entwicklung der inversen Funktion gegeben durch

) o Ly W0 w) v
hl(yo+y) = h (y0)+h’(h—1(yo))1 (W (h~ (yo)))3 20
+:z(h" (h = (y0)))* = 1’ (h=(y0)) B (h*l(yo))yj#.
(b (h=(30)))° 3!

ONach (4.6) mufl dann ja auch z = %™ Klein sein.

U Entsprechend Ubungsaufgabe 22, b) und d).
2Da g(x + dy) nur fiir x > 0 analytisch vorausgesetzt wurde, integrieren wir nur bis In Z statt
Inz.
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Mit"?
/oo gt a — /OO gl =¢ i(_l)u e e
o l+et 0 =0
= (1-27"H v+ ¢2v+2),
wobei

[ee]
= 27"
=1

die RIEMANNSCHE (-Funktion bezelchnet, fiir die insbesondere'

gilt, ergibt sich aus Lemma 4.1.1 fiir

f32) (4.6) \/_/ —lez+1 x\/_/ yh‘“rldy

folgende asymptotische Entwicklung'® fiir z — oo:

ol

2

fo(2) ~ % ((lnz) 4 %2 (Inz)~3 +) |

Entsprechende Behandlung von

fs(2) = %/Om\/gln(l—kze_y)dy
= %/mln(l%—ze_y)(diyyg)dy

3
4
part. Int. 3\/_ ey~ lnz + 1 J
Version vom 7. Miérz 2009

BMan beachte, dafl

oo

S e yen Tty

Jj=1 J=1 Jj=1
j gerade

und somit
o0

s—x = 1— ar -
> Z i =2y
; =1

j ungerade j gera

u

HMSiehe z.B. (Jahnke et al., 1960). Vgl. auch Ableitung von (4.49) in Abschnitt 4.2.3.

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

15Bei asymptotischer Entwicklung mufl die unendliche Reihe nicht konvergieren, aber die
Teilsummen miissen die ‘entwickelte’ Funktion im entspr. Grenziibergang ‘schnell’ approximieren.
7.B. stellt die TAYLOR-Entwicklung einer unendlich oft differenzierbaren, aber nicht analytischen,
Funktion eine asymptotische Entwicklung dieser Funktion fiir den Grenzfall dar, daf} ihr Argument

gegen die Stelle strebt, um die entwickelt wird.
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liefert folgende asymptotische Entwicklung fiir z — +oc:

f3(2) ~ 158ﬁ ((1nz)3 + gﬁ (Inz)? + .. ) . (4.19)
Mit der Definition
_ 2
def R? s N\ 2 N .
=5 (37r V) (= TeV fiir Kupfer) (4.20)

der sog. FERMI-Energie des Elektronengases folgt aus (4.6) und (4.17) durch
einfaches Einsetzen

und somit'®

2 (kT\°
pre (1o (2R fiir T < T, (4.21)
12 €r
wobei .
Tp EF (~ 10*K fiir Kupfer)
die sog. FERMI-Temperatur bezeichnet. Mit (4.2) folgt daraus
= 1 .
Na ~ W fur T < TF (422)
e w +1

70 1fir B, < ep
OfﬁI'Ea>EF.

Am absoluten Nullpunkt sind also — im Einklang mit dem PAULI-Prinzip!” — die
niedrigsten Energiezusténde bis zur FERMI-Grenzenergie ep mit je einem Elektron
besetzt. Fiir 0 < T' < Tr hat N, etwa folgenden Verlauf:

Version vom 7. Méarz 2009
2

16Wegen (1 —z)s ~ 1 — 2z.

"Man beachte:

N 5 2 DAY 2
E:/ dn <— R:R(N)déf <3N) ; 1(71MW> = €p.
2 In|<R

ny,mg,n3>0
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lNa
T — 0
1+ L _
~
N0
ol o
[ E,

Gleichung (4.21) 148t sich z.B. dazu verwenden, die Elektronenemission aus Glithka-
thoden (RICHARDSON-Effekt) zu berechnen (siche z.B. (Sommerfeld, 1965, §39. D.)).
Fiir die Zustandsgleichung ergibt sich

m 3 2 N
: (4%5) 2 (3m2) (RT)? f%<ekT)
2 2m 2 5 5
~ 2+ 2(7kT)? )
4.19) 157r2(h2) (“ +8(7T )+
_ 2N.%
4.20)° V"

und damit nach (4.21):*®

2N 5 ET\?
P~ 1+ —72 | — fir T < T . 4.23
5V€F( g7 (EF)> tir T < Ty (4.23)

Selbst am absoluten Nullpunkt hat also das Elektronengas noch einen nicht ver-
schwindenden Druck (= 3,8 - 10° Atm fiir Kupfer)."
Fiir die innere Energie ergibt sich (vgl. (4.2))

Version vom 7. Méarz 2009

18Wegen (1 —2)% ~ 1 — Sx.

Man spricht in diesem Zusammenhang von statistischer Abstoflung.
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und somit analog (

4.5)
v
%

d.h.:

im thermodynamischen Limes

kT 4[> , ewr "
)\3 ﬁ 0 1_{_6%—1‘2
KT 4 [ y%

S| e dy
N VmJy el 41

dx

2

2

3
U=_-PV.
2

Mit (4.23) folgt daraus im Einklang mit dem 3. Hauptsatz

2

kT

€r

4.2 Ideale Bose-Gase

4.2.1 Allgemeiner Formalismus

91

(4.24)

(4.25)

S bestehe aus gleichartigen Bosonen variabler Anzahl, die nicht miteinander wech-
selwirken. {W,},c; . sei ein MONS fiir den 1-Teilchen-Raum Hfgl) mit:

Y0, =E, 0, ; Ey<E <...,

wobei:  H él) o 1-Teilchen-Hamilton-Operator von & .

Nach (3.37) gilt also

Eco!ozo No(p—FEa) A
AQT _ —Za=0" =7 T/
Prps = > e T B, (4.26)

Ng,N1,...€Z4
No=0 fiir hinr. groie a

und nach (3.40):%"

zETp =T | 3 ™5 | . (4.27)

leq<y/m No€Zy

(4.27) ist nur im Falle
—E,
e <1 (4.28)
Version vom 7. Méarz 2009
20Man beachte, daf (4.27) in die Gleichung (4.2) fiir Fermionen iibergeht, wenn man fiir die
N, nur die Werte 0, 1 zulafit.
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endlich, in dem dann

28T = [ —

1 r—Eq
a€Z4 — € AT

(4.29)
gilt. Analog (4.2) resp. (4.4) folgt durch Einsetzen von (4.29) in (3.41) resp. (3.43):

(4.30)
= def B
wobei:  No(T,p) =

- Erwartungswert fiir die Zahl der
- Teilchen im Zustand ¥, ,
P(T, p) 1

> im thermodynamischen Limes. (4.31)

Abschlielende Bemerkung: Nach (4.28) und (4.30) ist der Erwar-
tungswert fiir die Zahl der Teilchen oberhalb des Grundniveaus durch
S No"(T) beschrinkt, wobei:

Namax (T) def

lim N, (T, p)
n—Eo

B Supremum fiir die Zahl der Teilchen
a im Zustand ¥, bei der Temperatur 7 .
Dagegen divergiert No(T, u1) fiir 4 — FEy. Dieses Phinomen bezeichnet

man —etwas mifiverstandlich — als BOSE-EINSTEIN- Kondensation.

4.2.2 Quantisierung des elektromagnetischen Feldes

Aquivalent zu den MAXWELLschen Gleichungen

1
divB=0, rotE=-—-0,B
1

(im HEAVISIDEschen Mafisystem, siche Anhang A.3.4 von (Liicke, edyn)) ist die
Moglichkeit, das elektromagnetische Feld

0

-E, —E, —E,
oy~ | *B- 0 —B. 4B,
+E, +B. 0 —B,
+E. —B, +B, 0


file:edyn.pdf#edyn-A.1.4
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gemaf
1
B=rotA, E=—grad® - -0,A (4.32)
c

durch Potentiale (A*) = (¢, A) auszudriicken. Die Existenz solcher Potentiale ist
garantiert, z.B. durch die sog. POINCARE-Konstruktion

At (z) = /o sz, F'*(sz)ds, (z,) = (ct,—x).

Im folgenden sei stets der freie Fall p = 0, 3 = 0 vorausgesetzt. Dann fiihrt die
PoINCARE-Konstruktion auf die LORENTZ-Eichung

1
O+ divA =0, (4.33)

die bekanntlich die verbleibenden beiden MAXWELLschen Gleichungen &quivalent
zu den Wellengleichungen
1
—(0)’® - AD = 0,
f (4.34)

macht. Damit 1&8t sich zeigen, dafl auch die sog. Strahlungseichung
®=0, divA=0 (4.35)
(fiir p =10, 3 =0) stets existiert.
Beweis: Aus den Wellengleichungen (4.34) folgt

t
of 1
8tD/ B, #) At =00(x,1) =0, 0% 5@~ A,
0

und somit
t
O / c®(x,t')dt’ = h(x) fiir geeignetes h, unabhingig von ¢.
0
Wiihlt man also eine Losung g(x) der PoissoN-Gleichung?!
Ag=nh
und definiert .
fox0) ™ [ capet)ar + g0,
0
dann fiithrt die Eichtransformation
10
(x,t) Y B(xt)— ——f(x,t
I R T
Aot A +arad flx 1)

Version vom 7. Mérz 2009
2Eine solche Lésung existiert fiir beliebiges Verhalten von h(x) im Unendlichen (Liicke, 1995).
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wegen

1 ! 1
A f(x,t) = (—D + 5 (8,5)2> / c®(x,t')dt’ + A g(x) = - (x,t)
C 0 C
mit (4.33) auf
=0, divA'=0. g

Die allgemeinste reelle Losung von (4.34) und (4.35) in einem Wiirfel der Kan-
tenldnge L zu periodischen Randbedingungen?®

A(x,t) = A(x + Ln,t) fiir ganze n',n? n? (4.36)

ist — bis auf eine additive Vektorkonstante — von der Form

A=AW ¢ (A(+))(*) ,  wobei:

def
T T D 2rpn|L32 jei(pn)et
new

n;é(07070)

Pn = Tn; {el(pn)7e2<pn)7

(Ipnlct—pn-x)

—n} rechtshindige Orthonormalbasis von R

[Px

(4.37)

Anmerkung: Die fiir die Thermodynamik unwesentlichen Faktoren /,/c und \/W

sind elngefugt damit (4.39) gilt und im thermodynamischen Limes bei Verwendung

von k, = Pn/ h die Reihe in das iibliche Integral der Quantenelektrodynamik (siehe
Kap. 4 von (Liicke, ¢ft)) iibergeht.

i 3 .. .
/ o (Pny—Pny)x Jy — J L7 firmy =my
Kasten 0  sonst

Pn X An| = [Pl |An| falls pn- A, =0
ergibt sich fiir den elektromagnetischen Energieinhalt

1

H= /Kt (B, ) + B(x, £)]%) dx (4.38)

und

des Kastens durch Einsetzen von (4.32) und (4.37)

H= g ¢ |Pnl ap j0n,; - (4.39)
n7j
Version vom 7. Méarz 2009

22Periodische Randbedingungen sind natiirlich unrealistisch. Fiir den thermodynamischen Limes
kommt es jedoch auf die Wahl der Randbedingungen nicht an.
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In der Theorie des quantisierten elektromagnetischen Feldes wird der 1- Photon-
Zustandsraum H™) aus den komplexen positiv-frequenten Anteilen A (x, ) der
reellen Losungen (4.37) mit der HILBERT-Raum-Norm

AP D Jan

n7j

def h2c VP
(6 1) = [y eaPw) € PR

{q)naj}i:elzﬁ{o} MONS von H" .

gebildet. Mit

1st somit

Die Zeitentwicklung der A(*)(x,t) laBt sich dquivalent durch die SCHRODINGER-

Gleichung A
iho, A (x,t) = HYV AP (x, 1)

festlegen, wobei der 1-Photon-HAMILTON-Operator H® durch
I’Tl(l)q)n’j =C |pn| (I)n,j

charakterisiert ist, dessen Erwartungswert im Zustand A (x,t) jeweils mit der
Energie (4.39) der entsprechenden (reellen) elektromagnetischen Welle A (x,t) +
(AM)(x,t))" iibereinstimmt.?

Man interpretiert ®,, ; jeweils als 1-Photon-Zustand mit genauem Impuls py,
genauer Energie c|p,| und linearer Polarisation in e;(py)-Richtung. Der volle Zu-
standsraum (beliebige Photonenzahl) wird wie in 4.2.1 gebildet:

Mit den Definitionen

o def [ 1 : fir N =0,
n )‘ jeees11 )' o —_— y y
L1550 IN 7 ZWESN P ®...Q Py ., sonst,
s def 1 s
|{Nn,j}> - ng, Jos - - - ; N0, JO;N1, J15 - - 301, J15e.
(N )' N ~ N\ ~ /
n,j n,j N“Oij_mal an’jl —mal

ist also

{|{Nn,j}>s : Zi\infj/ < oo} MONS von ‘H mit:

M oel. (4.40)
H[{No;})* =Y Nujclpal {Nas})®
n7j

Version vom 7. Marz 2009
23Warnung: Der Erwartungswert fiir das elektromagnetische Feld der voll quantisierten Theorie
ist fiir Zustdnde genauer Photonenzahl stets Null!
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Anmerkung: Das quantisierte Vektorpotential A(x, t) = A(x, t)* ergibt sich,
indem man in (4.37) anstelle der komplexen Zahlen ay ; resp. ay, ; die durch

N s def s
ingjo {Nni 1) = V/Nagjo {Nnj = Onineijo 1)

charakterisierten Vernichtungsoperatoren ay ; resp. die dazu adjungierten Er-
zeugungsoperatoren aj, ; einsetzt (2. Quantisierung). Die Observablen E(x,t),
E(x, t) fiir das quantisierte elektromagnetische Feld im Heisenberg-Bild erge-

ben sich dann aus A(x,t) gemi$ (4.32) und geniigen damit allen MAXWELLschen
Gleichungen. Die Vertauschungsrelationen

[fln’j, d;,j] = 5n,n’ Sj,j/

entsprechen denjenigen eines (durch n, j indizierten) Satzes ungekoppelter 1-dim. Os-
zillatoren, wofiir der Gesamt-HAMILTON-Operator bekanntlich?*

H= E hwn j Gy jGn j +const.
n,j —
_Nn]

ist, im Einklang mit (4.39) fiir

n
Wn,; =C Ti =

Im thermodynamischen Limes ergibt sich eine relativistisch konsistente Theorie.

4.2.3 Hohlraumstrahlung
Aus (4.40) folgt geméiB (4.26)

AQT L . ; —C|Pn ®
P%’Vu Z o7 g Vo (1—clpnl) Biinn 1y » (4.41)
{Nn,j}
geméaB (4.29)
W(Z5(T.V.p) =2 Y In (1 _ et éé?“‘) , (4.42)
neZ3\{0}
und geméf (4.30)
1
Nn’j = “cpnl-s (443)
ekt —1
Wegen
U = F+TS
(1.10) -
= uN — kT In Z8 +T Orp (kT In Z%)
= F - s
- 3.39) 3.44,
=  uN+kT?9rIn Z&(T,V, 1)
Version vom 7. Méarz 2009
24Der HAMILTON-Operator H = % + %mwzch nimmt mit ¢ < % die Form H =

he (a*a+ aa*) an.
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folgt aus (4.42)

|Pu| — 1
U - 'uN + QZ clpn|—p
a € —1
¢|pal
_ 2§ CGPnl 4.44
(4.43),(4.30) ; B (1.44)

im Einklang mit der Interpretation von (4.43).

Nach Anmerkung zu (3.43) gilt

—2¢c
P = kT 0y (In 2% - = by lpal .
v )T’“(4.42)¥e”’£}‘“ 1 v IPal

Mit (4.44) und

d 1
Oy lpn] = 2xhiln|——V Y3 = —— |p,
v|p|(4.37) n| 37 5y Pal

folgt daraus die Zustandsgleichung

1
PV = 2U. (4.45)

Im thermodynamischen Limes ergibt sich aus (4.43)/(4.44) aufgrund der Dichte
(ﬁ)S der p,-Vektoren (im Impulsraum):

% = /Rgc|p|n(p) dp, (4.46)

. def 2 1
wobei: n(p) = ) B

B { Erwartungswert fiir die Photonen-

zahldichte im Phasenraum .

Erfahrungsgemds8 ist der thermodynamische Zustand eines geschlossenen Photo-
nengases bereits durch 7" und V festgelegt. Daher®® sollte sich N so einstellen, daf
die freie Energie minimal wird. Wegen (OyF')r,v 3  ist das fiir g = 0 der Fall.

(9.99)

Damit ergibt sich durch Auswertung von (4.46) in Polarkoordinaten:

Version vom 7. Mérz 2009

2Vgl. 2. Anmerkung zu Arbeitshypothese 9.
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PLANCKsche Strahlungsformel:?°
af D w?
ww,T) = —5 %
TeC? ewr — 1
. Gesamtenergie im Kreisfrequenzintervall (w,w + Aw)
= im
Aw—+0 V Aw
Energiedichte fiir die Kreisfrequenz w zur Temperatur T'.
(4.47)
Begriindung: Der Energieanteil der Strahlung mit Kreisfrequenz

W€ (w,w~+ Aw) ist

h
8me clwrbw) 3
clpln(p)dp = / dp.
/PE'Z(w,w—I—Aw) ‘ ‘ ( ) (4.46) (27Th)3 ET‘*’ err — 1

Durch Substitution p — o’ o L folgt daraus die Behauptung. i

Wegen e ~ 1+ z fiir x < 1 folgt aus (4.47) die Strahlungsformel von

RAYLEIGH-JEANS:
uw, T~ ——w fir hw < kT

von h unabhéngig!

Im anderen Extremfall ergibt sich die WiENsche Strahlungsformel:
uw(w, T) ~ ——=w e it fiir kT < hw .

AufBlerdem folgt aus (4.47) sog. WiENsche Verschiebungsgesetz:

Die Frequenz, fiir die die Verteilungsfunktion ihr Maximum annimmt,
ist proportional zu T.2"

Durch 1-fache resp. 3-fache Integration®® der FOURIER-Reihe?”

éoo sin (2v+1L)z) [ +1 fiir z € (0,7)
[l 2v+1 | —1firze (—m0)

Version vom 7. Méarz 2009

26Die sog. kosmologische Hintergrundstrahlung entspricht einer Temperatur von ca. 3K.

. . . . 3 .
27Und zwar ist wyax = )\maxk%, wobei Apax die Stelle bezeichnet, an der 6;\771 iiber der rechten

Halbachse maximal ist.
28Dije Stammfunktionen sollen jeweils bei z = 0 verschwinden.
PSiehe z.B. (Bronstein et al., 2001, S. 78, Nr. 5).
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ergibt sich

Zl—COS 2V—|—1)) ’|
— = |T

(2v+1
resp.
4g~cos((2v+1)a) —1+ 5 2v+1)%2% |z|®
3 (2v + 1) 6

Auswertung an der Stelle x = 7 ergibt

> 2 > 4

™ s
P D DA (4.48)
v=0 v=0
und somit
| 72 =1 m
— E - E 5 — ﬁ - % (449)
(im Einklang mit (4.16)), sowie
o0 133 7T4
/0 pr— dr = 5 (4.50)
Beweise: (4.49) folgt aus
PO = Zooj:; It ZO;:; "

S F—T —x —x
FuBn. (13) Zu,]g =1 J DERY

fiir = 2 resp. x = 4. Damit folgt (4.50) aus

J e A de = S Tt e e

oo

= Z<v+1)‘4/ yle Vdy . g
L

v=0
%,_/

4.49, 0

=3!

Aus (4.47) und (4.50) ergibt sich fiir die gesamte raumliche Strahlungsdichte:
U = (kT)*

Vo 15 (he)3

(4.51)

Der zum Raumwinkel d2 gehorige Anteil der (isotropen) Energiestromdichte ist

c%i—ﬂ, die gesamte Energiestromdichte I(7') der Strahlung einer schwarzen Ober-

fliche (Loch im Hohlraum) also

c U 27 5
I(T) = —= (/ cos ¥ sin v dﬁ)dgp
A V' [, 0 T~
:%%singﬁ
_ v
o4V
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Mit (4.51) folgt daraus das sog.:

STEFAN-BOLTZMANN-Gesetz:
I(T)=0T*, (4.52)
2 7.4
.50 _det KT -8
wobei:?" o C02Te 5,7-10 T
Also z. B.: -
I(300K) =~ 450 ok
~27 °C
Der Druck des Photonengases ist nach (4.45), (4.51) und (4.52):
4o
P(T)=—T" 4.53
()= (1.53)

Also z. B.:%! N
P(300K) ~2-10"°— ~1,5-107° Torr.
m

Version vom 7. Mérz 2009
30Siehe z.B. (Ebert, 1967, Abschnitt 124.52).
31Der Ultrahochvakuumbereich liegt bei 10~7 — 10~ Torr ; 760 Torr ~ 105%.




Anhang A

Ubungsaufgaben

Aufgabe 1 (Mischungstemperatur) Zwei zunéchst abgeschlossene Systeme S
und Sy in Temperaturzustinden mit den Temperaturen 7T resp. T, werden mit-
einander so in rein thermischen Kontakt gebracht, daff das Gesamtsystem in einen
Temperatur-Zustand der Temperatur 7' iibergeht. Die Warmekapazitdten C re-
sp. Cy von S resp. S, seien als konstant (und positiv) angenommen.

a) Man zeige, dal dann aufgrund des 1. Hauptsatzes T' = M und somit

Cy + Oy
T < T :>T1<T<T2gllt

b) Man diskutiere die Anwendung dieses Resultats auf die Mischung von Fliissig-
keiten.

Aufgabe 2 (Hysteresisverluste) Ein Eisenkern werde thermisch isoliert so ei-
nem verdnderlichen, rdumlich homogenen, dufleren Magnetfeld ausgesetzt, dafl er
einen thermodynamischen Prozef3 durchlduft, wihrend dessen die Hysteresis-Schleife
mit dem Flacheninhalt F' genau N-mal durchlaufen werde.

a) Welcher Art von thermodynamischem Kontakt ist der Eisenkern ausgesetzt?

b) Man zeige, daB sich die Temperatur des Eisenkerns wihrend des Prozesses um
den Betrag NV F/C erhoht, wobei V' sein Volumen und C' seine — als konstant
vorausgesetzte — Warmekapazitit bezeichnet.

Aufgabe 3 (Wirkungsgrad von Maschinen-Aggregaten) Zwei unabhéngig von-
einander arbeitende Maschinen M resp. M’ mit den Wirkungsgraden 7,7’ seien als
eine einzige Maschine mit dem Wirkungsgrad 71 aufgefaft.

a) Man zeige, daf§ dann

Lowoow o
ﬁ_W—l—W’n W'+ W'y

101
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gilt, wobei W resp. W' die Arbeit bezeichnet, die M resp. M’ wahrend einer
Arbeitsperiode leistet.

b) Man diskutiere die Falle W = W’ und W/W’' — oo.

¢) Man zeige

R 1
Qr=0Q1 = 7725(77"‘77/)7

wobei Q)5 resp. Q5 die Energie (bzw. Warmemenge) bezeichnet, die M resp. M’
wahrend einer Arbeitsperiode zugefiihrt wird.

Aufgabe 4 (2. Hauptsatz) Wie die physikalische Erfahrung zeigt, existiert im
Prinzip zu jedem Wéarmespeicher

1. ein tnverses Perpetuum Mobile 2. Art, d.h. ein Apparat, der mechani-
sche Arbeit vollstdndig in Wérme umwandeln und diesem Wéarmespeicher
zufiithren kann, und

2. ein zweiter Warmespeicher, der bei rein thermischem Kontakt mit ersterem
(positive) Warme abgibt.

Man erldutere diesen Sachverhalt und zeige damit:

a) Die in der Vorlesung gewéhlte Formulierung des 2. Hauptsatzes ist dquivalent
zur sog. KELVINschen Awussage:

Es existiert keine thermodynamische Maschine mit dem Wirkungs-
grad 1 (Perpetuum Mobile 2. Art).

b) Bei der in der Vorlesung gewéhlten Formulierung des 2. Hauptsatzes kann man
sich auf den Fall W = 0 (CrLAuSIUSsche Aussage) beschrinken.

Aufgabe 5 (Isotherme Zustandsidnderung) Gegeben sei ein einfaches thermo-
dynamisches System der in Abschnitt 1.2.1 der Vorlesung betrachteten Art. In Ab-
schnitt 1.2.3 der Vorlesung wird dafiir gezeigt werden, dal mit der sog. freien
Energie F(T,V) die Bezichung

0

P(T,V) = _WF(T’ V)

gilt.

a) Man zeige, dal bei isothermen, quasistatischen Prozessen die Zunahme der
freien Energie mit der am System geleisteten mechanischen Arbeit iiberein-
stimmt:

AF = AA.
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b) Was folgt daraus fiir die iibertragene Warmemenge, wenn die innere Energie
nur von der Temperatur 7" abhéngt?

Aufgabe 6 (CARNOT-Prozef) Ein thermodynamisches System der in Abschnitt
1.2.1 der Vorlesung betrachteten Art geniige der thermischen Zustandsgleichung

PV = £(T).

f(T) und die innere Energie U(T,V) = U(T) seien streng monoton wachsende
Funktionen der absoluten Temperatur 7. Das System durchlaufe als Arbeitssubstanz
einer CARNOT-Maschine im Sinne von Abschnitt 1.2.2 der Vorlesung einen CARNOT-
Prozefl mit den Grenztemperaturen 77,75 .

a) Man zeige, daB fiir den Wirkungsgrad dieser Maschine'

f(1)
f(T)

gilt.

b) Man zeige, dafl f(7T) somit proportional zu T ist und diskutiere die Bedeutung
dieses Resultats fiir den Zusammenhang der Temperaturskala eines Gasther-
mometers mit der KELVINschen Temperaturskala.

Aufgabe 7 (STIRLING-Motor) Gegeben sei ein System S der in Abschnitt 1.2.1
der Vorlesung betrachteten Art mit konstanter Wiarmekapazitat bei konstantem
Volumen

e 8
Cy a—TU(T, V) = const. >0,
das der idealen Gasgleichung
PV .
—— = const.
T

gentigt.

a) Man zeige mithilfe von Satz 1.2.4 der Vorlesung, dafl die innere Energie auf-
grund der idealen Gasgleichung nur von der absoluten Temperatur abhéingt
(ideales Gas): U = U(T).

b) Man berechne den Wirkungsgrad n einer Maschine M, die S optimal so als
Arbeitssubstanz benutzt, daf§ S wihrend jeder Arbeitsperiode einen Kreispro-
ze3 durchlauft, der sich aus je zwei isothermen Prozessen zu den Temperaturen
T, < Ty und zwei isochoren Prozessen zu den Volumina V; < V5 zusammen-
setzt (STIRLING-Prozej3).

Version vom 7. Mirz 2009

'Hinweis: Man beachte Aufgabe 5b) und zeige mithilfe von Gleichung (1.14) der Vorlesung,
daf fc % nur von Anfangs- und Endtemperatur abhéingt, wenn C ein (zusammmenhéngendes)
Teilstiick einer Adiabaten ist.
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¢) Man zeige, dal n kleiner ist, als der Wirkungsgrad einer CARNOT-Maschine,
und begriinde, wieso das moglich ist, obwohl sich der STIRLING-Prozefl mithilfe
geeigneter Kontakte umkehren 148t.

d) Wie hiangt n qualitativ von Cy ab?

e) Man vergleiche die Arbeit, die die unter b) beschriebene Maschine leisten kann,
qualitativ mit der Arbeit, die eine Maschine leisten kann, bei der S (wie in Ab-
schnitt 1.2.2 der Vorlesung beschrieben) als Arbeitssubstanz einen CARNOT-
Prozef durchlduft, der innerhalb des Gebietes (11, T3) x (Vi, V2) liegt.

Aufgabe 8 (Materialgroflen) Gegeben sei ein System S der in Abschnitt 1.2.1
der Vorlesung betrachteten Art.

a) Man zeige , daf§ fiir die Warmekapazitéiten

Cp = (OrH)p , Cv = (OrU),

die Beziehung
Cp—Cyv =(P+(0vU)g) (0rV)p

gilt.
b) Mithilfe von Satz 1.2.4 der Vorlesung zeige man, dafl
CP — CV =TV Paﬁ

gilt, wobei
def 1
Y OrV)p
den isobaren Ausdehnungskoeffizienten und
def 1
5 = (0rP),

den isochoren Spannungskoeffizienten bezeichnet.

¢) Unter der Voraussetzung, dafi jede der drei Grofien T, V) P eine hinreichend
gutartige Funktion der {ibrigen ist, zeige man, dafl die isotherme Kompressi-
bilitét

Ky = (9pV)p

1
v
(im Falle § # 0) durch

gegeben ist.?

Version vom 7. Miérz 2009

*Hinweis: Man untersuche (9r)y, V(P(VO, T), T) .




105

d) Mithilfe der Gleichung (1.35) der Vorlesung zeige man, daf (im Falle o # 0 #
3) die adiabatische Kompressibilitat

1
Ks = —V(aPV)s
durch
Kg = K & <K
s = TCP T

gegeben ist.

e) Fiir (geschlossene) ideale Gase zeige man:

1
a:ﬁzf, Cp — Cy = const.

Aufgabe 9 (Konkavitit der Entropie) Gegeben sei ein System S der in Ab-
schnitt 1.2.1 der Vorlesung betrachteten Art, fir das auch das Paar (U, P) ein
vollstdndiger Satz thermodynamischer Parameter sei.

a) Man gebe physikalische Plausibilitdtserkldrungen fiir die Ungleichungen

e 1
KU d:f —V(apV)U > kg >0
und )
— Yy, T)y > 0.
ay

b) Man zeige (fiir normale Punkte im Zustandsraum):

-1 1 1 1 P

=g, OIS == v

(Ov)v(9v)vS
¢) Man zeige, dafl eine symmetrische, reelle 2 x 2-Matrix M die Bedingung

(Zj) 7§ 0 = MHIZ + (M12 +M21)$y+ M22y2 <0

(fiir reelle x,y entsprechender physikalischer Dimension) genau dann erfiillt,
wenn ihre Spur negativ und ihre Determinante positiv ist.

d) Man zeige, daf (fiir normale Punkte im Zustandsraum) auch die Gleichungen

(av%)U — () (O0)vS = (O0)v(Oy)uS = (3U%)V (%)%)V

(Ov)u(Ov)uS = (8V§>T * (av%)U <8(%)§>V

und

gelten.
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e) Fiir endliche, positive k7, Ky und nichtnegatives 1/ay zeige man:

<§>#”):: QN&AU+y&h%J2S<O

(fiir reelle z, y entsprechender physikalischer Dimension).

Aufgabe 10 (LEGENDRE-Transformation) Gegeben sei wieder ein System S
der in Abschnitt 1.2.1 der Vorlesung betrachteten Art. Man zeige unter den Voraus-
setzungen von Aufgabe 9e):

a) Mit der MASSIEU-Funktion

F
@g_?
der PLANCK-Funktion
ol G
T
und
T
gilt das folgende — im Sinne von Abschnitt 1.2.3 zu interpretierende — Dia-
gramim:

Vv s % Zu beiden Seiten des jeweiligen Potentials stehen seine natiirlichen
Variablen, die durch Pfeile mit dem e-fachen der zugehérigen par-
tiellen Ableitung verbunden sind. Dabei ist

S )

| 41, falls der Pfeil zur partiellen Ableitung hinzeigt
b €= —1, falls der Pfeil von der partiellen Ableitung wegzeigt.
U 1 T
b) Es gilt
1 V
do=—-Hd| = | — =dP
und deshalb ist auch das Paar (1/7, P) als Satz natiirlicher Variabler von ®
verwendbar.

¢) Auch @ als Funktion von 1/7" und P legt sowohl die thermische als auch die
kalorische Zustandsgleichung fest.
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Aufgabe 11 (Entropie des idealen Gases) Gegeben sei ein (abgeschlossenes)
ideales Gas S mit konstanter Warmekapazitat Cy und limy_, o U(T) = 0.
Man zeige, dafl die Entropie von S bis auf eine additive Konstante durch

U PV V

S(U, V) = CV hl(m) + T 1D<VO) s (Uo, ‘/0) beheblg,

gegeben ist,® und iiberpriife die Ergebnisse von Aufgabe 9 konkret an diesem Bei-
spiel.

Aufgabe 12 (JouLE-THOMSON Effekt) Gegeben sei ein (hinreichend gutartiges)
thermodynamisches System der in Abschnitt 1.2 der Vorlesung betrachteten Art.

a) Man beweise die Gleichungen®
(OpH)r =V =T(0rV)p

und®

T(O:V)p -V

T)y =
(0pT)m n

JOULE-THOMSON-Koeffizient .

b) Fiir den Spezialfall

UHW%XV—M:pT,a®>O”

(VAN-DER-WAALS-Gas) zeige man, dafl der JOULE-THOMSON-Koeffizient ge-
nau dann positiv ist, wenn die Ungleichung

2a (V — b\’
T'< — | ——
m( 4 )
gilt’ und diskutiere den Grenziibergang zum idealen Gas.

Version vom 7. Miérz 2009

3Hier gilt also

—— = const.,

S — BV (¥
U(V,S) = exp (T SN
Cv
im Einklang mit U(T') = Cy T und den Gleichungen (1.21)/(1.22) der Vorlesung.
4Man beachte die Gleichungen (1.30)/(1.31) sowie (1.39)/(1.40) der Vorlesung und verwende
(0r)p(0p)r = (OP)T(O1)P -
SMan beachte, dafi (OrH)p(0uP)r(0pT)y = —1 gilt, wenn jede der GréBen T, H, P eine
hinreichend gutartige Funktion der beiden anderen ist.
SMan wende zunichst den Operator (9r)p auf die VAN-DER-WAALS-Gleichung an.
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Aufgabe 13 (JoUuLE-THOMSON-Experiment) Ein Gas (geschlossenes System
der in Abschnitt 1.2 der Vorlesung betrachteten Art) werde mit dem konstan-
ten Druck P; langsam und adiabatisch durch eine pordse Wand gedriickt, und
(wéhrend des gesamten Prozesses) auf deren Gegenseite unter dem konstanten Druck
P, < Py gehalten. Man zeige:

a) Die Enthalpie des Gases dndert sich bei diesem Prozef nicht, obwohl Gleichung
(1.29) der Vorlesung hier nicht anwendbar ist.

b) Man zeige, dafl der ProzeB, den das Gas durchliuft, irreversibel im Sinne
von Folgerung 1.2.7 der Vorlesung ist.”

¢) Man diskutiere die Temperaturdnderung eines ohne Enthalpiednderung expan-
dierenden VAN-DER-WAALS-Gases (Moglichkeit von Verfliissigungsanlagen) in
Abhéngigkeit seines JOULE-THOMSON-Koeffizienten und im Vergleich zu ei-
nem idealen Gas.

d) Man zeige, daf fiir VAN-DER- WAALS-Gase stets

T (V)

T _ P
(ap )5 Cp >0

gilt und vergleiche die Temperaturédnderung bei (reversibler) quasistatischer
adiabatischer Druckerniedrigung mit derjenigen entsprechend c).

Aufgabe 14 (Chemische Potentiale) Gegeben sei ein Teil-System S, der in
Abschnitt 1.3.4 der Vorlesung betrachteten Art.

a) Man zeige, daB fiir sein GiBBSsches Potential
GV - Uz/ - SI/TI/ + PI/VV

stets
(aMgGV)PV,T,,,Ml},_., ML ML T ,uf, fiir j =1,..., f
~—~

v

weglassen

im Sinne von Gleichung (1.44) der Vorlesung gilt.

b) Man diskutiere, unter welchen Umstédnden G, eine homogene Funktion der
Massen M}, ... M/ sein, d.h.

G, (P,, T, \M}, ... A\M))=\G,(P,,T,, M}, ..., M) fiir \>0

gelten sollte.

Version vom 7. Méarz 2009
"Man untersuche dazu (0pS)m unter Beachtung der 2. Fufinote zu Aufgabe 12a) sowie der
Gleichungen (1.30) und (1.31) der Vorlesung.
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¢) Man zeige, dafl im Falle entsprechender Homogenitit die DUHEM-GIBBS-

Relation ;

0=2S,dT, =V, dP, + > _ M) du
j=1
gilt.®

Aufgabe 15 (Oberflicheneffekt bei Kondensation) Fiir die innere Energie

eines Wassertropfen der Temperatur 7" und Masse M sollte unter dem Auflendruck
P néherungsweise

UTropfen(Pa T7 M) = uWasser(Pia T) M + URand<P7 Ta M)

gelten, wobei:

Uwasser — spezifische innere Energie von Wasser
ohne Oberflacheneffekte
P, " Druck im Inneren des Tropfens,
URand &t Energie der gespannten Oberfléche .

Dabei behandelt man die Tropfenoberfliche als unendlich diinn (keine Warmekapa-
zitét) und das Tropfeninnere als homogen. Weiterhin seien Oberflichenspannung ~
und Massendichte p ndherungsweise als konstant und uwasser(Pi, 1) & twasser (P, 1))
(geringe Kompressibilitdat von Wasser) angenommen.

a) Man zeige, dal dann das GiBBssche Potential des Tropfens durch
GTropfen(Pa Ta M) - gWasser(P7 T) M + 4777 T2(Pa T7 M)

gegeben ist, wobel gwasser das spezifische GiBBssche Potential von Wasser (oh-
ne Oberflacheneffekte) und r den Tropfenradius bezeichnet.

b) Man zeige, daff im thermodynamischen Gleichgewicht mit Dampf des Druckes
P und der Temperatur 7" entsprechend o.a. Nédherung der Radius r(P,T") des
(nun realistisch als offenes System betrachteten) Tropfens durch

Gpampt (P, 1) of spezifisches GiBBSsches Potential des Dampfes

= gWasser(Pa T) + + 90

_Ar
pr(P,T)

gegeben ist, wenn man die Konstante gg in Abhéngigkeit von der Normierung
VO gpampf UNA Gwasser Tichtig wéhlt.

Version vom 7. Mérz 2009

8Man zeige zunichst G, = 25:1 M7 1 und untersuche dG,, .
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¢) Man zeige, daf} sich durch Differentiation dieser Gleichgewichtsbedingung nach
dem Dampfdruck bei konstanter Temperatur? die Niherungsgleichung

RT pr? o
(Opr)r =——= pr , m % Molekulargewicht des Wassers
mP 2y

ergibt, wenn man fiir den Dampf die ideale Gasgleichung
Pmupampt = RT

als hinreichend genau und das spezifische Volumen vpampr des Dampfes als
grofl gegeniiber demjenigen des Wassers ansieht.

d) Man zeige, daff gemiB ¢) fiir den Gleichgewichtsdampfdruck P,(T) eines Trop-
fens mit dem Radius r bei der Temperatur 7' die Beziehung

P _ (222 1)

P(T) RTp r

(in entsprechender Nédherung) gilt und diskutiere die Konsequenzen des Er-
gebnisses fiir Kondensationsvorginge.

Aufgabe 16 (Reziprozititssidtze) Sei S ein System der in Abschnitt 1.2.1 der
Vorlesung betrachteten Art. Man zeige fiir quasistatische Prozesse die Giiltigkeit
folgender Aussagen:

a) Wenn Wirmezufuhr bei konstantem Volumen zu Druckerhhung fiihrt, dann'”
fithrt adiabatische Ausdehnung zu Temperatursenkung.

b) Wenn Wirmezufuhr bei konstantem Druck zu Volumenvergroferung fiihrt,
dann'! fiihrt adiabatische Druckerhéhung zu Temperaturerhthung.

¢) Wenn Temperaturerhhung bei konstantem Druck zu Volumenverringerung
fithrt (wie z.B. bei Eis), dann fithrt isotherme Druckerhthung zu Wérmeauf-
nahme. Auflerdem ist dann die Positivitét der (endlich vorausgesetzten) iso-
thermen Kompressibilitidt s dquivalent zur Negativitdt des isochoren Span-
nungskoeffizienten (.

d) Der isochore Spannungskoeffizient ist genau dann positiv, wenn das System
bei isothermer Expansion Wéirme aufnimmt.

Version vom 7. Miérz 2009

9Man zeige zuniichst, dafl fiir Wasser und Dampf (9p g)r jeweils mit dem spezifischen Volumen
v tlibereinstimmt.

0Man verwende (9s)yv(dv)s = (0v)s(ds)y und erinnere sich an die partiellen Ableitungen
erster Ordnung der inneren Energie nach ihren natiirlichen Variablen.

' Man erinnere sich an das Differential der Enthalpie.
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Aufgabe 17 (Prinzip von LE CHATELIER) Fiir das in Abschnitt 2.2.1 der Vor-
lesung betrachtete System, dessen Volumen nun allerdings nicht fixiert sei, be-
griinde'? und diskutiere man folgende Aussage:

Bei isothermer Expansion verlagert sich das Reaktionsgleichgewicht mehr auf die
rechte resp. linke Seite von Gleichung (2.2) der Vorlesung, wenn Zj.c:l vj > 0 resp.

Z;C:l v; <0 gilt.

Aufgabe 18 (Bestimmung der chemischen Konstanten) Betrachtet sei ein
Gleichgewichtssystem S der in Abschnitt 2.1.1 der Vorlesung betrachteten Art, das
aus einer fliissigen Phase &; und einer dampfférmigen Phase S, bestehe.

a) Unter der Voraussetzung, dafi die Temperatur von S; bei konstantem Druck bis
zum absoluten Nullpunkt abgesenkt werden kann, zeige man, daf§ das molare
GiBBSsche Potential von S; durch

T 1 PT/
g'(P,T) = h'(P,T) — T/ ce(BT) g

0 1
gegeben ist'®) wenn h! seine molare Enthalpie und ¢k seine molare Wirmeka-
pazitit bei konstantem Druck bezeichnet.

b) Man zeige, dal das molare GiBBSsche Potential von Sy, als ideales Gas be-
trachtet, von der Form

T P

2 2 2 2 2

g =w"=1T <c In——RIn—+a"—c > , Py=—),
P TO PO P 0

ist,'* wobei a? die sog. chemische Konstante von S, entsprechend Gleichung
(2.9) der Vorlesung ist.

¢) Man leite fiir die molare Verdampfungswirme die Gleichung
MP,T)=c»T+w®—h'(P,T)
ab.

d) Man zeige, dafl somit — aufgrund der Gleichgewichtsbedingung — fiir den Satti-
gungsdampfdruck P(7T) die Gleichung

vy, APOT) [[HED)

2 _
CPIHTO—RIHTO—FCL = T T/

Version vom 7. Mérz 2009
12Man gehe wie in Abschnitt S1.2.2.b der Vorlesung vor und beachte die Unabhiingigkeit der
Massenwirkungskonstanten von V.
13Man bestimme zunéchst die absolute Entropie aus ¢} mithilfe des 3. Hauptsatzes.
MMan gehe von Gleichung (2.9) der Vorlesung aus und beachte das Ergebnis von Aufgabe 8d).
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gilt und die chemische Konstante daher fiir hinreichend kleine Temperaturen,
bei denen die Eigenschaften eines idealen Gases fiir Sy noch hinreichend giiltig
sind, angenéhert durch

APrLT) Py, T
a’ = T—i—Rln 2) — 5 lnT0

gegeben ist.

Aufgabe 19 (Statistischer Operator fiir Spin-%-Systeme) Betrachtet sei ei-
ne einzige Sorte quantenmechanischer ‘Teilchen’ mit ‘Spin %’. Wenn man sich nur fiir
den Spin-Freiheitsgrad interessiert, kann man als Zustandsraum Hs den Raum C?
der komplexen 2er-Vektoren mit dem iiblichen Skalarprodukt wéhlen. Die (Vektor-)
Observable des Spins ist dann bekanntlich

~ def
S =

. qdef (0 1 odef (0 —1 3def (1 0 ) .
wobei: o —(1 O)’J _<z' O)’U =lg 1) PauLi-Matrizen .

Sei Tspin der statistische Operator, der im Sinne von Gleichung (3.9) der Vorlesung
zu einem vorgegebenen Zeitpunkt den momentanen Spin-Zustand einer entspr. Ge-
samtheit beschreibt. Man zeige:

Lo
2

a) Es existiert genau ein x € R? mit
- o def 1 1 0 o
Tspin = Tx = 3 <(0 1) —l—ijaj) .
j=1
b) Fiir den sog. Polarisationsgrad |x| des T, entsprechenden Zustandes gilt
x| <1

und
x| =1 <= T} entspricht einem reinen Zustand .

c¢) Fiir beliebige ¥ € [0,27], ¢ € [0,27) gilt

TeM\IfeW = \Ilew , TQM\IJ,QW =0
und
R h
(919#7 ’ S) \Ileﬂ,q; - iiq]eﬂ,w )
mit
sin ¥ cos e
U oS det (€% cos?
ey, = | sindsing | , Vey, = e 9 |-
: et2sin &
cos U 2
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d) Fiir beliebiges x € R? mit |x| < 1 gilt

und

Aufgabe 20 (Lemma von PFEIL) Gegeben sei ein beliebiger Satz endlich vie-
def

ler'® Fragen Q1,...,Q, . Man definiere eine Abbildung f : {Q1,...,Qn} — & =
{0,1}" durch

FQ)VY{E=(E,...,E,)€E: E,=+1}

und zeige:

a) Zu jedem Satz von Wahrscheinlichkeiten W, dafiir, auf die Frage @), die Ant-
wort ‘ja’ zu bekommen, existiert eine Gesamtheit W, deren Individuen je eine
‘Eigenschaft’ E € £ so zugeordnet ist, dafl die relative Anzahl der Individuen
von ¥ mit £ € f(Q,) jeweils W, ist (fiir v =1,...,n).1°

b) Falls )» die Negation der Frage (); und also konsistenterweise W, = 1 —
Wy ist, dann stimmt die relative Anzahl der Individuen mit £ € f(Q,) fiir
Gesamtheiten gem. a) mit der relativen Anzahl der Individuen mit £ € &£ \

f(Q2) iiberein, obwohl £\ f(Q2) # f(Q1) .

Man diskutiere die Bedeutung solcher Méglichkeiten fiir die Interpretation der Quan-
tenmechanik.

Aufgabe 21 (Thermodynamischer Limes fiir das BOLTZMANN-Gas) Sei € ein
beliebig vorgegebener positiver Energiewert. Man zeige mithilfe der STIRLINGschen
Formel "
Jim < n (Q*AU AL AN)) = Sp(U,L*,N) VA >e
——400

Version vom 7. Mérz 2009
15Die Beschriinkung auf endlich viele Fragen dient lediglich der technischen Vereinfachung.
6Man zeige zunichst, daB es konsistent ist, den Individuen mit der ‘Eigenschaft’ E =

(E1,...,En) jeweils die relative Hiufigkeit []'_; A, (E,) zuzuordnen, wobei:

AW, A0 1-w,.
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fiir )
A 3 def
QAU LP,N) < i > 1

0<n% ,,,,, n‘?v ganz

U-A<,E SN (merh ) <y

=9m v=1

wobei Sg(U, L3, N) die absolute Entropie des BOLTZMANN-Gases gemify Gleichung
(3.24) der Vorlesung bezeichnet.

Aufgabe 22 (SACKUR-TETRODE-Gleichung)

a) Man zeige, daB sich bei Ubertragung der Uberlegungen von Abschnitt 3.1.4
der Vorlesung auf Atome mit w-fach entartetem (innerem) Grundzustand die
allgemeine SACKUR-TETRODE-Gleichung

o= (Gon (o5 () )

ergibt und sich der Wert von w somit nur auf die chemische Konstante!” aus-
wirkt.

b) Man bestimme fiir diese Entropie-Funktion geméf Gleichung (1.41) der Vor-
lesung, bzw. Aufgabe 10, Temperatur 7" und Druck P als Funktion von U und
V' (zu gegebenem N) sowie die zugehorige thermische Zustandsgleichung.

t18

¢) Man bestimme die Warmekapazitit'® Cp und die mittlere Energie pro Teilchen

als Funktion der Temperatur.

d) Man zeige, dafl das chemische Potential (bzgl. der Teilchenzahl) durch

3
Vv ™n 2

gegeben ist.

Aufgabe 23 (Negative absolute Temperaturwerte) S sei ein System N un-
terscheidbarer ‘Teilchen’, die nicht miteinander wechselwirken und nur die nicht
entarteten Energiewerte +¢ annehmen kénnen.

a) Man zeige, dal die Zahl der Zustidnde von & mit Gesamtenergie U durch
N!

AN = T o e - )

Version vom 7. Marz 2009
1Tygl. Aufgabe 18
8Beachte dazu Aufgabe 8.
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gegeben ist."
b) Man zeige, daf§ sich fiir die PLANCKsche Entropie S(U, N) © kn Q(U,N)

dementsprechend der thermodynamische Limes

1
lim — S(AU,AN)
A—400

:k(Nln(zN)—l v Uy _Llin_ Y U)

2(N—i— )ln(N—i-?)——(N——)ln(N——)

€ 2 € €

ergibt.?
¢) Man berechne und diskutiere die durch £ o (Oy)nS definierte absolute Tem-

peratur 71" als Funktion der inneren Energie U im thermodynamischen Limes.
Insbesondere zeige man, daf§ T auch negative Werte annimmt.

d) Man zeige, dafl umgekehrt U als Funktion von 7" und N durch

2
1 — ewr

U = Ne 5
14 ewr

gegeben ist.

e) Man bestimme und diskutiere die entsprechende Wiarmekapazitét C o (OrU)n.

f) Man diskutiere, inwieweit sich die Betrachtungen von Abschnitt 3.1.3 der Vor-
lesung auf das vorliegende System anwenden lassen.

Aufgabe 24 (Energie-Unschirfe der kanonischen Gesamtheit)

a) Unter der Voraussetzung, daf der thermodynamische Limes

1
lim — U™(T AV. AN, ...
Jim (T,A\V,AN,...)

existiert, zeige man,?! daf die quantenmechanisch berechnete relative Energie-
Unschérfe im thermodynamische Limes verschwindet:

. R . N2
tr(Tzlg?,{lV,,\N,‘..Hz) - (tr(TzlEi{lv,,\N,...HD

. N2
<tr(T715?)?V,)\N,...H )>

A—00

Version vom 7. Mirz 2009

90 € (—Ne, +Ne) sei hier ein ganzzahliges Vielfaches von € und N + % sei gerade. Man berechne
erst die Zahl N der Teilchen mit Energie +¢ und iiberlege, wieviele N -Teilmengen eine N-Menge
besitzt.

20Man beachte Gleichung (3.21) der Vorlesung.

21Man beachte die entspr. A-Abhéngigkeit von CX(T, AV, AN, ...) & 9, U (T, AV, AN, . .))
und Gleichung (3.33) der Vorlesung.
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b) Man diskutiere die Bedeutung dieses Ergebnisses im Hinblick auf makroskopi-
sche Aquivalenz von mikrokanonischer und kanonischer Gesamtheit.

Aufgabe 25 (Makrosk. Aquiv. von mikrokan. und kanon. Gesamtheit)

Man zeige fiir das in Aufgabe 23 behandelte System S, dafl auch die zur ka-

nonischen Zustandssumme Z(T', N) gehérige innere Energie U = U*(T, N) o

kKT?0rIn Z(T, N) durch

U = Ne ﬁ
1+ exT
gegeben ist.

Aufgabe 26 (LANDAUscher Diamagnetismus) Sei S ein Gas der in Abschnitt
3.1.4 der Vorlesung betrachteten Art. Die Gaspartikel mogen nun aber die elektrische
Ladung ¢ besitzen und einem konstanten homogenen magnetischen Kraftfluifeld
vom Betrage B ausgesetzt sein. Zustidnde, die sich nur durch Teilchen-Permutation
unterscheiden, seien wieder im Sinne der Boltzmann-Abzdhlung identifiziert. Die
Temperatur sei nicht zu tief, so daf§ Zustdnde mit mehrfach besetzten 1-Teilchen-
Niveaus vernachliissigt werden kénnen. Man kann zeigen,?” dafi (im GAuUssschen
MaB-System) die moglichen Energie-Eigenwerte i.w. durch

2
def 1 (mwhn . 1. lq|h _
g, L (T S ez

7 Qm(L) +(]+2)mc " )€ by

und ihre Entartungsgrade i.w. durch

. def o |Q|B
e = L _—
gegeben sind.

a) Man zeige, dafi die magnetische Suszeptibilitéit durch

1 o .
X(T, V) = ((3B)T,v,u <—VTF (T%,V,M,B@B)VHV,BD)

kT .
= 5 ((aB)QTW In 2% (T, V, n, B))

|B=0

lB=0

gegeben ist.?
Version vom 7. Mérz 2009

ZGiehe z.B. (Landau und Lifschitz, 1966a, Kap. XV §111).

Z3Man erinnere sich daran, wie der B-abhingige Anteil des Wechselwirkungsoperators fiir 1-
Teilchen-Systeme zu interpretieren ist.
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b) Man zeige, daf§ fiir 4 < 0 und groles L = Vi>0in guter Ndaherung

Foo X2 n—E;(p)
In Z& (T, \V, u, B / Zln(l—l—e G )dp,

gilt, wobei

2
def P . 1 |Q\h
Ej(p) - 2_m+(‘7+§)%

¢) Man zeige, daf} fiir T — oo, bei fester mittlerer Teilchenzahl N, y — —oo
gelten muB?* und daher fiir hohe Temperaturen

oo I k- BB _
2@ Vn By g [ 3, Nz @)
s

gilt.

d) Man werte Integration und Summation in ¢) aus und zeige durch Betrachtung

des Grenzfalles B — 0, daf fiir hohe Temperaturen das CURIEsche Gesetz
_ C(V,N
X (T,V, (T, V,N)) = %

gilt, wobei die sog. CURIE-Konstante in diesem Falle

et 1IN [ qh\?
VN =3y (%)

ist.?"

Version vom 7. Méarz 2009
24Man beachte Gleichung (3.41) der Vorlesung.
25Fiir ein Elektronengas wird die CURIE-‘Konstante’ positiv, wenn man den Elektronenspin s
und das entsprechende magnetische Moment 2 52—s mit beriicksichtigt (Paramagnetismus).
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Anhang B

Losungsvorschlige

Zu Aufgabe 1: Aus

(T'—T1) Cy = AQ, = —AQy = —(T - 1T5) Cy
1. Hauptsatz
folgt
ClTl + CQTQ 02 (T2 — Tl) Cl (TQ — Tl)
T =—"~- =2 _T s =T, s
Cr+ O ot T TG

Zu Aufgabe 2: Der thermische Kontakt ist als rein ‘mechanisch’ anzusehen, da
weder chemischer noch thermischer Kontakt besteht. Die ‘mechanische’ Leistung, die
das magnetische Feld H am Eisenkern verrichtet, ist durch H - % (=V' M) gegeben
(siche Abschn. 3.2.2 von (Liicke, edyn)), wobei H das duBere Magnetfeld und M
die magnetische Dipoldichte des Eisenkerns bezeichnet. Mit

M=Me, H=He
ergibt sich
def b2 d
W:—V/ (H-—M)dt:VF,

wenn F' den Flécheninhalt der Hysteresisschleife (M-H-Diagramm) bezeichnet, die
wihrend des Zeitintervalls [t1, 5] einmal durchlaufen wird. N W ist die Arbeit, die
geméf 1. Hauptsatz wiahrend des gesamten Prozesses im Eisenkern vollstindig in
Wiérme umgesetzt wird. Die Temperaturdnderung des Eisenkerns ist demnach

AT =W/C =NV F/C.

Zu Aufgabe 3: Die Formel fiir 1/7 folgt direkt aus

W, W WAW
n=-, 0=, =
Q2 Q5 Q2 + Q5

119
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Fiir W = W' addieren sich die Kehrwerte der Wirkungsgrade zum Kehrwert von 7)/2
—in Analogie zu Widersténden in Parallelschaltung (U =W, R=n, [ = Q). Fiir
W/W'" — oo geht 7 in 7 iiber (M dominiert M’). Einsetzen von W = nQq, W' =
n'Q% in die Formel fiir n liefert 7 = fo%n + Qfé% n' und somit 1 = (n+n')/2 fir
Q2 = QY (27 entspricht dann der Parallelschaltung der ‘Widerstédnde’ n und 7). Bei
gleicher mittlerer Energiezufuhr fiir beide Maschinen stimmt also der Wirkungsgrad

der Kombinationsmaschine mit dem Mittelwert der Einzelwirkungsgrade iiberein.

Zu Aufgabe 4a): Im Falle = 1 konnte man auf den unteren Wirmespei-
cher verzichten (bzw. denselben in die Maschine integrieren) und um einen Apparat
erweitern, der W vollstéandig in Warme umwandelt, die er einem ‘wérmeren” Warme-
speicher Sz zufiihrt. Auf diese Weise ergébe sich eine Maschine M’ die zwischen
Sy = Sz und S = S, arbeitet. Die Kelvin’sche Aussage folgt also aus dem 2. Haupt-
satz (sogar bereits aus der CLAUSIUSschen Aussage).

Wire der 2. Hauptsatz ungiiltig, konnte man eine entsprechende Maschine zu
einem Perpetuum Mobile 2. Art erginzen, indem man zusétzlich zwischen beiden
Speichern eine normale Maschine laufen 148t, die die vom Perpetuum Mobile 2. Art
‘hochgepumpte’ Wirmemenge vollstindig verbraucht (und evtl. teilweise an den
anderen Wirmespeicher ableitet). Die Kelvin’sche Aussage konnte also nicht richtig
sein, wenn der 2. Hauptsatz falsch wire.

Zu Aufgabe 4b): Indem man die Maschine ergénzt durch einen Apparat, der
W vollstindig in Warme umwandelt, die er dem oberen Wéarmespeicher Sy zufiihrt,
ergibt sich im Falle n < 1 eine Maschine mit W = 0, die zwischen denselben
Wiérmespeichern arbeitet. Im Falle n = 1 wire der 2. Hauptsatz ohnehin verletzt,
wie unter a) gezeigt.

Zu Aufgabe 5: Allgemein gilt

AF = / <<aTF) AT+ (OVF) dv)

_ /(8TF) AT + AA.

Fiir isotherme Prozesse (d7" = 0) folgt daraus direkt die Behauptung a). Im Falle
U = U(T) éndert sich U bei isothermen Prozessen nicht, woraus

AQ = —AA = —AF

folgt; d.h. die Zunahme an freier Energie stimmt — bei konstanter innerer Energie —
mit der Warmemenge iiberein, die isotherm an die Umgebung abgegeben wird.

Zu Aufgabe 6: Aus Gleichung (1.14) folgt fiir Adiabaten
{(T(V),V): Ve,V
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zunéchst
dar P
d %U
und somit
[
Im Sinne der Skizze von 1.2.2 gilt also
v__ [
oV c, V
und deshalb
v dVv
aV oV
Da geméfl Aufgabe 5
dVv dVv
(2 f(Q)CQV’Ql f<1)c1V

gilt, folgt daraus die Behauptung a). Mit Gleichung (1.7) der Vorlesung folgt daraus

und somit auch die Behauptung b).

Zu Aufgabe 7a): Aufgrund der idealen Gasgleichung gilt

T(Or)vP = T(Or)y (T)

= P.

Mit Satz 1.2.4 folgt daraus (0y)rU = 0.

Zu Aufgabe 7b): Die Substanz nimmt wéhrend der isothermen Expansion die
Wirmemenge (021 aus dem warmeren Speicher auf, die aufgrund der Konstanz von
U gemafl 1. Hauptsatz mit der Arbeit iibereinstimmt, die das System an seiner
Umgebung verrichtet:

" av
Qo :const.T/ —_—.
2,1 w v

AuBerdem nimmt es wihrend der isochoren Erwarmung die Warmemenge

Q22 = Cy (T, —T1)
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aus dem warmeren Speicher auf. Es gilt also

" av
Q2 = const. Tg/ — + CV (TQ - Tl) .
v V

Analog ergibt sich fiir die an den kélteren Wéarmespeicher abgegebene Wérmemenge:

ng
leconst.Tl/ —V+CV(T2—T1).
v V

Der Wirkungsgrad der Stirling-Maschine ist also

- Lh-T def Cv (T —T7)

77 - 9 A - .
T+ A const. ‘ZQ 4
Zu Aufgabe 7c): Wegen A > 0 gilt
Ty — T
<n(81,8) = )
1n <n(S1,8s) i T

Tatséchlich ist die Maschine nicht reversibel da zur Umkehrung der isochoren Teil-
prozesse die Speicher vertauscht werden miifiten.

Zu Aufgabe 7d): Der Wirkungsgrad fillt mit wachsender Warmekapazitét.

Zu Aufgabe Te): Die Arbeit, die eine entsprechende CARNOT-Maschine wihrend
eines Umlaufs verrichten kann, ist kleiner, weil der entsprechende CARNOT-Prozefl
in der P-V-Ebene nur eine Teilfliche im Vergleich zu STIRLING-Maschine umléuft.

Zu Aufgabe 8a): Aus H YU+prv folgt geméf verallgemeinerter Kettenregel

Cp = (0r)pU +P (d7)pV
——

:(BT)VU+(8T)pV (av)TU

und daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe 8b): Nach Satz 1.2.4 der Vorlesung folgt weiter
Cp—Cy = (T (0r)vP) (0r)pV
und damit aufgrund der Definitionen von o und ( die Behauptung.

Zu Aufgabe 8c): Aus

V(P(VO,T),T) —Vy VT >0
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folgt gemaB verallgemeinerter Kettenregel (siehe Gleichung 4.10 von (Liicke, ein))

0= ((aT)VoP) ((aP>TV)P:P(VO,T) + ((aT)PV)P:P(VO,T)

fiir beliebiges V. Mit den Definitionen der Materialkonstanten folgt daraus die
Behauptung.

Zu Aufgabe 8d): Aus Gleichung (1.35) der Vorlesung folgt fiir v # 0 # 3
Gv a
Cp BP’
da Cp gemédfB b) und Gleichung (1.13) der Vorlesung stets positiv ist. Mit ¢) und
der Definition von kg folgt daraus die Behauptung.

(Op)sV ==V

Zu Aufgabe 8e): Aus

PV ;
—— = const.
T
folgt
const.
a=f=—7 /

und daraus mit b)

P
Cp—Cy = VT = const.

Zu Aufgabe 9a): Daf} sich das Volumen bei adiabatischer Kompression ver-
kleinert, also kg > 0, ist wohl physikalisch direkt plausibel. Dadurch erhoht sich
aber nach dem 1. Hauptsatz die innere Energie. Um die innere Energie konstant zu
halten, mufl man also zusétzlich zu einer Druckerh6hung Warme ableiten. Dadurch

sollte sich das Volumen noch mehr verringern.
Wenn

(OvT)y == (0uT)y (OvU)r = —(OvU)7 [Cy
negativ wire, wiirde sich die innere Energie U bei isothermer Expansion — also (im
Falle P > 0) dadurch, dafl man es Arbeit verrichten 148t — erhohen. Ein solches
Verhalten wire sehr merkwiirdig, wenn auch prinzipiell wohl nicht ausschlieSbar.

Zu Aufgabe 9b): Z.B. aus Gleichung (1.23) der Vorlesung ergibt sich
(OuS)y =1)T.
Mit 1 1 _q
T i O TW 2 = T2 00y,
folgt daraus .

(Ov)v(Ou)vS = 20,


file:ein.pdf#ein-2.2.10
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Entsprechend folgt

1 1 1 P
OO )os = =0 9T ~ 4 VT2
aus p
(a{/S)U = ?
und p ) )
Ov=)v = = OvP)y +P (Ov=)u
T Produktr. T’ —— T
~1/(9pV)u —

- =1
Ket;anr. T2 (8VT)U

mit den Definitionen fiir ky und 1/ay .

Zu Aufgabe 9c): Zu jeder symmetrischen, reellen 2 x 2-Matrix M existieren
eine unitdre Matrix U und reelle Zahlen M;, my (ihre Eigenwerte) mit

vimy= (™ Y
0 mo ’

Aus
0>tr(M)=tr (MUU") =tr (U " MU) =mq +my
und
0 < Det M =Det (U M U) =myms
folgt
my; < 0> mgy
und daraus

/

/
(;,) £0 = (2,y)U'MU (;j,) =mi 2 +my? <0.

Angewandt auf

ergibt sich daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe 9d): In b) wurde bereits (9y)yS = 7 gezeigt, woraus

@t = (g )

unmittelbar folgt. Entsprechend folgt

@uv(ov)s = (o )

\%
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und mit .
(aU)V Ket?enr. (aUT> % <6%>V
daraus . .
eomans=(oz), (Purr),
Mit

folgt auflerdem

(Ov)u(Ov)uS = (&/%)U = (&/;)T - (&/%)U (8(%)2)‘/ .

Zu Aufgabe 9e): Nach c) geniigt der Nachweis, daf

_( Ov)uv)uS  (Ou)v(dv)uvS
M= ((8V)U(5U)v5 (3U)v(5U)vS)

negative Spur und positive Determinante hat. Dafl die Spur negativ ist, folgt direkt
aus b). Mit

s = ()

folgt andererseits aus d):

Det (M) = (aé)T (aU%)V _ (8V§>T (O )y ()vS -

P 1
(8VT)T N _TKT

und a) folgt daraus unter den gegebenen Voraussetzungen' Det (M) > 0.

Zu Aufgabe 10a): Bzgl. S ist die Interpretation des angegebenen Diagramms
durch Gleichung (1.41) der Vorlesung gegeben, die die beiden bereits zur Losung
von Aufgabe 9 benutzten Aussagen

1 P
(OuS)y = T (OvS)y = T (*)
zusammenfafit.

Version vom 7. Mérz 2009
Im Phaseniibergangsbereich fiir Dampf und Wasser ist allerdings 1/kr = 0.
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GemiB Aufgabe 9e) ist ihre LEGENDRE-Transformation (siehe z.B. Satz 3.1.2 von
(Liicke, mech)) sowohl hinsichtlich U oder V' als auch hinsichtlich beider Variablen
gleichzeitig moglich.

Die LEGENDRE-Transformation hinsichtlich U ist durch

def
Vv =U(@yS)y—-S = F
(x),(1.23)

gegeben und fiir ihre natiirlichen Variablen 1/T,V gilt

= (OvS)y =

1
T

(ag)v — U, (90

was durch die Interpretation

P
dv = -U d dVv
T 7 T
des angegebenen Diagramms hinsichtlich ¥ zusammengefaf3t wird.
Entsprechend ist die LEGENDRE-Transformation hinsichtlich V' durch
P G-U

=V (S =V = — 8 S
1 <V)U(*> T "a3na23 T

gegeben und fiir ihre natiirlichen Variablen U, P/T gilt

1
— (ay})U =V, —(Qun)v=—(0uS)v —7

zusammengefafit durch die Interpretation

P 1
dn=-Vd= dU
T T T
des Diagramms bzgl. n
Die von S LEGENDRE-Transformation hinsichtlich des Tupels (U, V') schliellich

ist durch
U VP

def U
—-d = -grad S(U,V S— ) = G/T
(V) & ( ) - (%) T T (1.37),(1.23) /

gegeben und fiir ihre natiirlichen Variablen 1/T, P/T gilt

1 P U
gradCID(T T) _<V) ,

zusammengefalt durch die Interpretation

d® = -U d% — Vd; (%)
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des Diagramms bzgl. & .

Zu Aufgabe 10b): Wir betrachten einen (normalen) Zustandsbereich, in dem
jeweils zwei der Groflien T, V, P die dritte eindeutig bestimmen.
Nach (**) und Gleichung (1.28) der Vorlesung gilt

1 1 P
dq):—HdT+V<Pd?—dT) .

Mit p ) ]
T Prod:uktr. T ar + P d?

1\ Vv
do=-Hd( |- —=dP.

folgt daraus

Das ist dquivalent zu

Vv
(a%cp)P —H, (0p); = .
Mithilfe von (0p®) 1 kann man also V" aus 1 /T und P berechnen. Die thermische
Zustandsgleichung ist dadurch festgelegt. Wenn man aber den Zusammenhang zwi-

schen V', 1/T und P bestimmt hat, kann man (im Prinzip) auch

1
T

U(lzg)H PV = (0%<I>>P — PV

als Funktion von 7" und V — also die kalorische Zustandsgleichung — mithilfe (der
enstpr. Ableitung) von ® bestimmen.

Zu Aufgabe 11: Wenn U nur von T abhingt und (0;U)y = Cy konstant
ist, dann mu auch U — Cy T konstant sein. Mit limy_, o U(T) = 0 folgt daraus
U = Cy T und somit geméfl Gleichung (1.41) der Vorlesung

dU PV dV
d —= _ _ .
S C’VU—l— TV

Da auch PV/T als konstant vorausgesetzt ist, folgt daraus

U ! \% /
U’ PV [Vdv

S—5 = C
° V/UO 0T /V v

= Oy In(U/Uy) + % In(V/Vy),

wobei der Zustand (Up, Vp) und die dazu gehorige Entropie

def

SO - S(U07 VYO)
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beliebig gewiihlt werden kénnen. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung fiir S .2
Damit gilt im Einklang mit Aufgabe 9:

Ky U:EVT -V (apV)T ;g 1% >0,
2 VT, =0,
(8U)%/S = (aUCTV)V %7
Ov)ES = (vEv=%0OvPlu=—+~%
(OV)u(Ov)vS = (8V§7V)U =0,
(8U)V(E)V)US = (GUT)V G;gl 0.

AuBlerdem folgt

t.
V(0 P)g = — <1 + Cogj ) P

aus

P
P+ V(oyP = (OyPV = const. (T = —const. —
( v )SProduktr.( v )S Gasgl. ( v )5(1.14),U:CVT Cy

und damit

B —1 1 . const. c (O )
e B Kir) -
T V(oyP)y P Cy "

Zu Aufgabe 12a): Zunichst gilt

OpH)r = OpH(P,S(P.T))
= (OpH)s + (OsH)p (OpS)r

verallg. Kettenr.

= V 4+ T (0pS
(1.30y/(1.31) (9pS)r
— V — T (0p) (0
(1.39) (Or)r(0r
= VT @)r(0p
VT (0:V)p.

)rG
)rG

(1.?10)
Weiterhin gilt

(a T) . (apH)T . T(&TV)P -V
P H Fu_ﬁn. (8TH)P S.0., D_ef. Cp CP .

Zu Aufgabe 12b): Anwendung von (0r)p) auf die VAN-DER-WAALS-Gleichung
liefert

a  2ab
(P— W+W) (OrV)p=p.

Version vom 7. Méarz 2009

2Auf die Problematik von limp_, S (U(T,V),V) im Hinblick auf den 3. Hauptsatz soll hier
nicht eingegangen werden.
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Nach a) gilt (0pT" )y > 0 also genau dann, wenn
a  2ab
Tp><p_w+w)v (+)
gilt. Aufgrund der VAN-DER-WAALS-Gleichung

_ T _a
P_V—b V2

ist das gleichbedeutend mit
1 1 2 2ab
pT<___) L 20 2ab

d.h. (im angenommenen Falle pb # 0) mit

2a [V —b\?
T<p—Z(—V > . ()

Fiir ideale Gase gilt (*) stets mit ‘="statt ‘>, d.h. der JOULE-THOMSON-Koeffizient
ist stets Null. Der Grenziibergang a,b — 40 zum idealen Gas darf deshalb nur so
durchgefiihrt werden, dafl auch (**) zu einer Gleichung wird.

Zu Aufgabe 13a): Der Anfangszustand (noch kein Gas durch die porése Wand
gedriickt) sei Z;, der Endzustand (das gesamte Gas durch die porése Wand ge-
driickt) Z5. Nach dem 1. Hauptsatz gilt dann

U(Zy) —U(Z) =P V(Z) - PV(Z).

Mit
= U(Z;)+ P V(Z;
1.28) (Z5) i VI(Z;)
folgt daraus
H(Z,)— H(Z,)=0.

Zu Aufgabe 13b): Entsprechend Fufinote gilt

—1 \V4
(0rS)u (0sH)p (OuP)s (1.30,1.31) T

Der Endzustand hat also groflere Entropie, der Prozefl somit geméf Folgerung 1.2.7
der Vorlesung nicht reversibel.

Zu Aufgabe 13c): Wenn ein VAN-DER-WAALS-Gas bei gegebenem (hohem)
Druck schon hinreichend vorgekiihlt ist, ist sein JOULE-THOMSON-Koeffizient gemaf
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Aufgabe 12 positiv, d.h. es kiihlt sich entspr. a) weiter ab, wenn man es durch eine
Drossel austreten la8t. Das wird beim sog. LINDE- Verfahren (siehe z.B. H. Vogel,
GERTHSEN Physik, S. 271) zur Gasverfliissigung ausgenutzt.

Zu Aufgabe 13d): Aus

V. = (0pH)r+ (0rH)p(0pT)s

(15)1) SN——
= Cp
1.32)
folgt
V —(0pH
(0p1)s = L= rH)r
P

und daraus nach Aufgabe 12a)

T (aTV)P

(0pT)s = cn

DaB die (fiir jedes Gas zu erwartende) Ungleichung
(aTV) p > 0

aus der VAN-DER- WAALS-Gleichung folgt, ist leicht zu sehen. . ..

Zu Aufgabe 14a): Entsprechend den Erlauterungen zu Gleichung (1.44) der
Vorlesung gilt

(8M£ U)P T, ,M},..., M. M
weglassen
= (aMZ U>su Vi, ML M. M
weglassen

.....

M (O Sl'>1Du,TD,MV1 Mo M
~

------

M (O VV>PD,TV,M3 ..... Mo M
~—~

~~~~~~

weglassen

~~~~~~

_ PI/ (aMgVV>Py,Ty,ML}

,,,,,

weglassen

Mit
GI/ - Uy _SVTV+PVVU

folgt daraus die Behauptung.
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Zu Aufgabe 14b): Zunichst einmal sollte das System aus einer einzigen Pha-
se bestehen, damit P,,T,, M}, ..., MJ das GiBBSsche Potential iiberhaupt eindeu-
tig beschreiben. AuBerdem sollten Geometrie (Elastizitit,Elektromagnetismus) und
Oberfliacheneffekte (siehe Aufgabe 15) keine wesentliche Rolle spielen.

Zu Aufgabe 14c): Durch Differentiation der Gleichung aus b) nach A ergibt
sich

/
> M} (0,,G)p, 1an = G,(P,,T,, M}, ... M)
j=1

M M v
vttty ’ k)
weglassen
und daraus mit a)
f
G(P,, T, My,... M) ="M ul(P,,T,, M), ..., M).
j=1

Damit erhalten wir
f
> (M dpd, + i, AM]) = dG

j=1

v

. = V,dP,—S,dT,+ Y i dM;
(1.38).(1.44) Z“

j=1

woraus die DUHEM-GIBBs-Relation folgt.?

Zu Aufgabe 15a): Da die Entropie der Oberfliche vernachlissigt werden und
Uwasser (B, T') mit Uwasser (P, T') identifiziert werden soll, gilt

GTropfen(P7 T7 M) - gWasser(Pa T) M + URand(P7 T, M) . (*)

Die Oberflachenspannung v ist die Kraft pro Randlédnge, die notwendig ist, um ein
herausgeschnittenes Flichenstiick gespannt zu halten. Die Arbeit die zu leisten ist,
um den Inhalt eines solchen Flichenstiicks um A|F| zu dndern ist daher

AA =~ AlF| .

Die aus der Oberflachenspannung v resultierende potentielle Energie der Oberfliche
einer Kugel vom Radius r ist also — bei sinnvoller Normierung — durch ~ 47r? gege-
ben.! Daraus folgt mit (*) die abzuleitende Gleichung.

Version vom 7. Miérz 2009
3Warnung: Aus

f
ZMJMVP T, M}, ..., MJ)=> Mjul(P,T,, \M},...,\MJ) YA>0
Jj=1
kann man nicht schlieBen, daB die ) von den M}, ..., MS vollig unabhiingig seien.

Vielmehr hingen die chemischen Potentiale von &, i.a. nichttrivial von den Quotienten
ME/M2?, ..., MI='/MJ ab.

4Das entspricht auch dem zur Aufrechterhaltung der Oberflichenspannung notwendigen inneren
Uberdruck 2v/R.
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Zu Aufgabe 15b): Nach Folgerung 1.3.3 nimmt M im thermodynamischen
Gleichgewicht des geschlossenen Systems Wasserdampf + Tropfen® einen Wert an,
fiir den

GDampf(Pa T7 Mges - M) + GTropfen(Pa T7 M)
:) gDampf(Pa T) (Mges - M) + 9o M + gWasser<P: T) M + 471”7 T2<M)

(zu geg. P,T) minimal ist. Es muf also

dr?
—YDampf + 9o + gWasser(Py T) + 477-/7 m =0 (**)

gelten. Aus

4
M = pgm“?’

folgt andererseits

und somit

dr? 3 2/3M\? 1
dM  4mp 3
Mit (**) folgt daraus die Behauptung.

47p - 2rpr

Zu Aufgabe 15c): Wenn das GiBBssche Potential G — wie bei Wasser und
Dampf — homogen von der Masse M abhingt, also von der Form G(P,T, M) =
g(P,T) M ist, dann gilt

1
(Opg)r = i (0p G)rm = 7=

Dementsprechend liefert Anwendung von (0p)r auf die in b) angegebene Gleichge-
wichtsbedingung

2y
UDampf = UWasser — W (aP T)T

und somit ) )
pr pr
(aP T)T = % (UWasser - UDampf) ~ _E UDampf -
Aus der idealen Gasgleichung folgt andererseits
RT
UDampf ~ ﬁ

und damit die abzuleitende Ndherungsgleichung fiir (Op )z .

Version vom 7. Marz 2009
5Man sieht iibrigens leicht, daf sich der gleiche Tropfenradius ergeben wiirde, wenn man mehr
als einen Tropfen in das geschlossene System einbeziehen wiirde.
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Zu Aufgabe 15d): Aus ¢) folgt zunéchst

o b (T)  2my 1
P.(T)  RTpr?

und daraus durch Integration iiber r von ry bis ry

1 (Prz(T)) 2mry <1 1)
n = ——— .
P.(T) RTp \ry m
Indem man ry = r setzt und r; gegen +o0o gehen lafit, ergibt sich daraus durch

Exponentiation die angegebene Gleichung. Man erkennt daraus folgendes (fiir festes
T):

e Der Sattigungsdampfdruck P.(T") eines Tropfchens vom Radius 7 ist hoher als
der Séttigungsdampfdruck P (7") von Wasser (ohne Oberfliacheneffekt).

e Fiir zu groBle Tropfchen ist der tatsédchliche Dampfdruck grofler als der Satti-
gungsdampfdruck der Tropfchen; d.h. die Tropfchen werden noch grofier.

e Fiir zu kleine Tropfchen ist der tatsdchliche Dampfdruck kleiner als der Satti-
gungsdampfdruck der Tropfchen; d.h. die Tropfchen werden noch kleiner.

e Das Gleichgewicht von Tropfchen und Dampf ist also labil.

e Wenn nur dibersdttigter Dampf vorliegt,® dann miissen zunichst hinrei-
chend grofle Wassertropfen gebildet werden, um den Kondensationsvorgang
einzuleiten. Der Gleichgewichtszustand iiberséttigten Dampfes ist also meta-
stabil.

Zu Aufgabe 16a): Es ist

(6UP)V >0 = (avT>5 <0

zu zeigen, was gemafl

(WT)s =

I
S
&

|

|
SPRRUNSE)

-

folgt.

Version vom 7. Miérz 2009

5D.h. wenn der tatsiichliche Dampfdruck hoher ist als der Sittigungsdampfdruck von Wasser.
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Zu Aufgabe 16b): Entsprechend (1.29) ist hier
(aHV)p >0 = (aPT)S >0

zu zeigen, was gemafl
(0pT)s = (Op)s(0sH)p
= (0s)p (OpH)s
0
)

Vv
ogV)pT

)
>
b

NN N N

T

folgt.

Zu Aufgabe 16¢): Hier ist zunéchst
(8TV)p <0 = (apS)T >0

zu zeigen, was gemafl
(0pS)r = (9p)7 (0rG)p
= —(0r)p (9rG)r
= —(0rV)p
folgt. Dafl auBerdem”
a<0 = (kp <= [<0)
gilt, folgt unmittelbar aus der in Aufgabe 8c) hergeleiteten Beziehung
«

KT:/B—P.

Zu Aufgabe 16d): Hier ist
(8TP)V > (0 <— (a\/S)T >0

zu zeigen. Tatséchlich gilt sogar

(OrP)vy = —(0r)v(Ov)rF
—(Ov)r(Or)v F
- (aVS)T

Zu Aufgabe 17: Aufgrund der Geschlossenheit von S geniigen die Gleichgewichts-
Molzahlen n’ bei konstanter Temperatur 7 der Beziehung

nj(V):nj(Vg)—i-Vja(V,Vo) fir j=1,...,f

Version vom 7. Miérz 2009

"Zur Erinnerung:

def 1 def 1

of 1
-5 = 0rV)e A% 5

R = (GPV)T 5

% orP), .



135

mit einer geeigneten Funktion o, die positiv ist, falls sich das Reaktionsgleichgewicht
bei der Volumen-Anderung Vi, — V mehr auf die rechte Seite von (2.2) verlagert.
Wegen v/ = V/n/ gilt also

f f

[Ty = v TT (w0 (Vo) + v o (V. Vi) ™

j=1 j=1

Da die linke Seite geméfl (2.10) von V' unabhéngig ist, folgt daraus

f
0 = Oy ln (V”1+"'+"f H (n(Ty) + vio(V, Vo))_yj)

j=1
2

f
_ g JV — anvo +u] (M%)ava(v,%).

Fiir V' =V} liefert das wegen o(Vp, Vp) =0

_ ij:l Vj
veve VL 02 /mi(Vy)

<3VU(V7 Vo))

und damit die Behauptung.

Eine Volumenvergrofierung sollte sich durch Erniedrigung des Umgebungsdrucks
ergeben. Das System reagiert darauf — im Sinne des Prinzips von LE CHATELIER —
mit einer Erhohung der Molzahl, die dem Druckabbau entgegenwirkt.

Zu Aufgabe 18a): Aus

def
cp = (Orh = T(0rs
P(1.32)( g 1)P(1.29) (Or 1)

folgt

P.T
sl(T)—sl(To):/ %dﬁ YT, Ty >0
To

und daraus mit dem 3. Hauptsatz

T’

fiir die absolute molare Entropie s; von &;. Mit g = hy — T s; folgt daraus die
Behauptung.

31<T):/0 cePT) gy = 0

Zu Aufgabe 18b): Nach Gleichung (2.9) der Vorlesung gilt fiir ideale Gase®

2 2 2 2 T v 2
f°=cgT+w =T |cyIn—+RIn—+a
T Vo

T TP,
R1 2.
T (P TO) o )
Version vom 7. Miérz 2009

8Fs sei daran erinnert, daf wir obere Indizes verwenden, die man nicht mit Potenzen verwechseln
darf!

= &T+w —T (¢} In—
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Da nach Aufgabe 8e) fiir ideale Gase auch

gilt, folgt somit
2= _RT+w?>—-T (& lnz—Rln L
f Bn :
0

und daraus mit
g2:f2—|—P’U2:f2+RT
schliefllich die Behauptung.’

Zu Aufgabe 18c): Die molare Enthalpie des Dampfes ist nach Gleichung (1.28)
der Vorlesung

R=u*+Pv = uwW+RT = ¢ T+w+ Rl =c»T +w.
id. Gasgl. (29) S.0.

Gemaéf FuBinote zu Gleichung (1.29) der Vorlesung folgt daraus die Behauptung.
Zu Aufgabe 18d): Aus Folgerung 1.3.3 der Vorlesung ergibt sich wie bei der

Herleitung der CLAUSIUS-CLAPEYRONschen Gleichung (2.1) die Gleichgewichtsbe-
dingung ¢g' = ¢2, hier also

T P Teh(P T
T<c331n——mn—+a2>:c;T+w2—h1+T/ MdT’.

TO PO 0 T/
Mit c) folgt hieraus

T P(T) A(P(T), T) T L(P,T)
2ln— — Rln——2 2_ N 7 /P—’dT’
R T T T )y T
und damit wegen
T 1 1
lim MdT’ —0
T—+0 Jo T’

(siehe a)) die angegebene Niherung fiir die chemische Konstante.!”

Zu Aufgabe 19a): Es ist klar, daB sich jede selbstadjungierte komplexwertige
Matrix der Spur 1 in der Form

3
~ 1 1 0 . 1/ 1+2® 2t —ia?
T~ ol | == .
x2<(0 1 +; 2\ at +iz? 1-—2a3
Version vom 7. Mirz 2009
9Es sei angemerkt, dal die molaren GiBBSschen Potentiale mit den chemischen Potentialen
bzgl. der Molzahl iibereinstimmen.

10Siehe auch (Planck, 1954, §295). Dort wird allerdings a — ¢ als chemische Konstante bezeich-
net.
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mit eindeutigem x € R? darstellen l:ft.

Zu Aufgabe 19b): Wegen
det (Tx> —1— x|
muB ||x|| < 1 sein, damit T, nur nichtnegative Eigenwerte hat (vgl. 9c)), also einen
statistischen Operator darstellt. Die Abbildung
x - T

ist also eine Bijektion der abgeschlossenen Einheitskugel auf die Menge der statisti-
schen Operatoren. Dabei gilt offensichtlich

)\Txl -+ (1 — )\),j;2 = T)\x2+(1_>\)x2 v/\ & <O7 ]_) ,

und folglich beschreibt T genau dann einen gemischten Zustand, wenn x im Inneren
der Einheitskugel liegt, also ||x|| < 1 gilt.

Zu Aufgabe 19c): Es gilt

A

. . L
7oy 1 [ 14 cos? sinde™™? e "2 cosg
St = €, 2 \gindet® 1 —cos? i

L
et sin §
& ) S
) <e Z (cos§(1+cosz9)+sm§ 81m9))
e
2

2\ et (cos 2 sin®) + sin 2 (1 — cos ¥)))
Mit!?
cos — cos v + sin§ sint = cosg , cosg sin ¢ — sing cost = sing
folgt daraus R
e@,w\Deﬁ,w = \I]eﬁ,w :
Mit Y
V. o~ ( —sin 5 e_zi >
i +cos 2 eti3
folgt analog A
Teﬁ,gaqj_eﬂ,w =0,

d.h. 1, 5., 18t der Projektor auf den von W, — aufgespannten Teilraum. Mit
. - h (1 0
eﬁw.s:hTeﬁW—g (0 1)

0 0,
22 —sin® -, sinﬁz?sinécosf.
2 2 2 2

Version vom 7. Méarz 2009
1 Beachte:

cos ¥ = cos
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folgt daraus weiterhin

h
=4V

9,0 2 €9,

(€s, - 8) W

W, , entspricht also dem Quantenzustand der Spin-Polarisation in Richtung ey, .

Zu Aufgabe 19d): Aus der Definition von Ty und der leicht nachzupriifenden
Beziehung
tr(oc”) =26" Vu,ved{0,...,3},

wobel

folgt

Die Beziehung

die auch noch einmal zeigt, daB Ty fiir [|x[| < 1 einer Mischung entspricht, folgt fast
unmittelbar aus der Definition von 7 .

Zu Aufgabe 19e): Mithilfe von
otot =0 Vueio,...,3}

sieht man leicht

A A
%U”:C()Sg—iSiIlEUu VM€{07‘°'73}7

_i ¥ .
e e’z 0 92 cos? —gin?
150° __ 150 __ 2 2
e 2" = 18 , € 27 = ) 9
0 ets —|—sm§ Cos 5

und somit

Zu Aufgabe 20a): Man betrachte eine Gesamtheit ¥ von Individuen z, denen
jeweils ein n-Tupel
E(z) = (Ey(x),...,E.(x)) € €

zugeordnet ist. Die Frage @), sei fiir x € ¥ genau dann mit ‘ja’ zu beantworten,
wenn E,(x) =1; d.h. wenn E(z) € f(Q,).
Wenn man (versuchsweise) davon ausgeht, dafl die Alternativen
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2Fir=1oder £y =0 ... _E,=1oder F, =0
statistisch unabhingig sind, dann mufl die Wahrscheinlichkeit fiir
CE(z)=FE und ... und E,(v)= E,“

fiir ein zufillig ausgewihltes © € ¥ zu gegebenem E € £ mit der Produktwahr-
scheinlichkeit

n

w(B) = [ M(E)

v=1

iibereinstimmen, wobei

M(E) ' Wahrscheinlichkeit fiir ZE,(r)=E,*“

_ w, fir £, =1,
1—w, firE,=0.

Tatséchlich gilt mit diesen Definitionen

Bee Ei,. Ene{0,1} v=1
- II o)
ve{l,...,n} :1
= 1

und

Eef(Quy) El,A..éEnel{O,l} v=1
I./O:

= Ay(1) = wy,

fir alle £ € £ und vy € {1,...,n}. Man kann also die x so ‘auf die E' € & verteilen’,
dafl
w, = relative Anzahl der x mit E(z) € f(Q,)

fir v e {1,...,n} gilt. D.h.:

Zu Aufgabe 20b):

Nach a) kann man die quantenmechanischen Wahrscheinlichkeiten also im Prin-
zip stets in eine klassische Wahrscheinlichkeitstheorie einbetten; solange man keine
Zusatzforderung an letztere — wie etwa in der Theorie der lokalen verborgenen
Parameter'? — stellt.

Version vom 7. Méarz 2009

12Giehe dazu N. GISIN und B. GISIN, A local hidden variable model of quantum correlation
exploiting the detection loophole, quant-ph/9905018.
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Gleichzeitig sieht man, daff man mit vermeintlich logischen Schluflfolgerungen
sehr vorsichtig sein muf:

7.B. kann man fiir quantenmechanische Aussagen 1, Qo nicht ohne weiteres
schlieBen, daB @, die Negation von @; (bis auf logische Aquivalenz) ist, wenn man
nur weif3, dafl sich die Wahrscheinlichkeiten fiir (); und ()5 in jeder experimentell
realisierbaren Gesamtheit (i.w.) zu 1 summieren. Bei der unter a) angegebenen
Konstruktion addieren sich ndmlich auch die relativen Anzahlen der x mit E(z) €

f(@1) und derjenigen mit E(x) € £\ f(Q1) zu 1, obwohl £\ f(Q1) # f(Q2).

Zu Aufgabe 21: Offenbar geniigt es, die Aussage fiir

A def 1
QMU L N) = — > 1
N
0<n% ..... n?’v ganz
1 N yh\2
U-A<z2 S0 (27h) <u

statt Q2(U, L?, N) zu zeigen:

Mit '3
D, e Y 1
0<71,...,Jn ganz
1Gr+1sesdn+ DI <r
gilt dann
NIQAU, L3, N) = > 1
Ogn% ..... n‘?\, ganz
N 22:1(n§+1)262m(ﬂ%)2(U7A,U]
L\’ L\’
= D3N 2m | — Ul - D3N 2m | — (U— A) .
wh wh
Mit

< \/ﬁ) V3,9 er”

(st <1ve = |l =1

Dreiecksung]l.

sieht man leicht

L, (r—2v/n) < D,(r) < I, (r +2v/n) ,

wobei
def
I?’L(T> frng / dgl .« e dgn
0§€1 yee gn
€1, énlI<r
2
= 27" 2 ' r"
(3.19) nI(3)
Version vom 7. Mirz 2009
13Hier bezeichnet ||.|| die iibliche Norm im R™ :

||(ju+1a-~-ajn+1)”: Z(jv+1)2-
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Damit folgt

Iow ( om (L)°U — 2\/3_N) . (\/Qm (L) (U -0+ 2\/3_N)

< NIQAU, L N) < Iy (,/zm (WAR)QUJFNB_N) :
und dementsprechend
En (ﬁ[m (WG ( 2m (L) U — A3 2\/3_N>)
— o I ()\5/6 (\/Qm (L) (U -9 +As 2\/3_N)>)
In <Q (AU, AL?, /\N

)
In (( TN <)\5/6( U+>\—32\/_>)>

()

IN
>l

IN
>l

Einerseits gilt

d n—1T (%)
I(r) < —1 — 2 I,
n(r) d?” n(r> 2 1—\(%) ﬁ n 1(71)
~ fn-—1 ";%]n_ r (fur roﬁen)
und andererseits gilt
im i [ g 25/ Jom (L 2U = Sp(U,V,N)
Ao (AN)' 3AN h — OB\Y, V,

(im Sinne von (3.24)), wegen
1 5/6
()\N)!I:a,\zv (Afx)
2 DAL AN
~ 3ANT(AN — 1) T(3AN/2) ( 2 )

) 5 4\ 3AN
(331)W(A?\/\_’1)AN 1 <<%>2 (:v /_7r/6> ) <ﬁ'1r grofe N)-

Bei Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung auf

L
I | X6 (h) U—\"32V3N
\/ T

LY’ L e
—Ig)\N )\5/6 \/2m <%> (U—§)+>\_§2 3N
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in (*) erkennt man damit leicht die Giiltigkeit der Behauptung.
Zu Aufgabe 22a): Wenn sich (‘normalen’ Temperaturen entsprechend) alle
Atome im Grundzustand befinden, ist Q mit w’ zu multiplizieren, da die Ent-

artung der Energieniveaus der Einzelatome das w-fache derjenigen entsprechender
Einzel‘teilchen’ ohne innere Freiheitsgrade ist. Dementsprechend ist

o= (oo (5 (i) )

V(4 mm U\? N
§+ln (N (5—(27%)2 N) )) + kln (o)

— Nk <g+ln (“% (%%%)»

zu ersetzen, also nur R In(w) zur chemischen Konstanten hinzuzufiigen.'*

durch

SB(U7 ‘/7 N)

I
=
=N
VR
ot

Zu Aufgabe 22b): Die reziproke Temperatur ergibt sich nach Gleichung (1.41)
der Vorlesung zu

% = (v SB)V,N = ; % ()
Entsprechend folgt
= (0 Sphuw = e
also die ideale Gasgleichung in der Form!
PV =NET.
Konsistenz mit der molaren Form
Pv
- = R

verlangt, daf3 % die Molzahl des Gases ist.
Die Gleichen Schlufifolgerungen lassen sich natiirlich auch durch Vergleich mit
Ergebnis von Aufgabe 11 ziehen.

Zu Aufgabe 22c): Nach b) gilt

5
OP - :CV—I—N]{?:—N]{,’
Aufg.Se) 2

Version vom 7. Méarz 2009

14Man beachte, da &% die Molzahl des Gases ist (vgl. Teil b) dieser Aufgabe).

5Es gilt also P = 25
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Gleichung (xx) ist dquivalent zu

kT
U=3N—
2
Die mittlere Energie pro ‘Teilchen’ und Freiheitsgrad betrigt also &-

— im Einklang
\ 2
mit der kinetischen Gastheorie.'¢

Zu Aufgabe 22d): Entsprechend der zweiten FuBnote zu Aufgabe 12a) gilt'”

(0sU)nv (0u N)sv (On S)uv = —1.

Damit folgt
= (OnU)sy

per Def.

- _(aS U)N,V (aN S)U,V
= -T (8]\[ S)U,V

und somit fiir S = Sp :

o= T( SB+Nk: ln(N 5/2))
= 2 Gso iy

3
T 2
— —kT'In (w 4 (g T %) ) .

Mit b) folgt daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe 23a): Fiir einen Zustand mit genau N, Teilchen der Energie +¢
mufl

eNy —e(N—-N,)=U

1
2 €

und somit

gelten. Da es genau ( ]f,V ) verschiedene Auswahlen von NV, Teilchen aus den insgesamt
N Teilchen gibt, folgt “daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe 23b): Nach Gleichung (3.21) (bzw. Fufinote 20 zu Kapitel 3) der
Vorlesung gilt

In(n!) = ( n+1>
n(2r) ~ In(n+1)) + (n+ ) (In(n+1) = 1) + 0 ()
= (43 Im(l+n) = (n+1)+5m@r) +0(3)

Version vom 7. Méarz 2009
16Die Entartung des (inneren) Grundzustandes der Atome ist nicht in diesem Sinne als Frei-
heitsgrad anzusehen.
"Man beachte, dafl U, S, N in den Faktoren zyklisch vertauscht sind.

1
2
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und somit

1n<Q(U,N)> = (N+HIn(N+1)

Daraus folgt

A——400

und damit die Behauptung.

ANHANG B. LOSUNGSVORSCHLAGE

lim l1n<Q(AU,AN)) — NN

Zu Aufgabe 23c): Gemif b) folgt (im thermodynamischen Limes)

1
T €

und somit

k U k U k N-Y
— = = " I(N+=)+—In(N=-=)=="1 ¢
(OuS)n 5 n( + e)+2e n< e) 5 H<N—|—%>

¢ N—%
T:?/IH<N+%>

fir U € (—eN,0) U (0,4€N). Fiir festes N ist also T'(U, N) sowohl iiber (—eN,0)

als auch iiber (0, +€eN) eine

streng monoton wachsende, glatte Funktion von U . An

der Stelle U = 0 springt T" von 400 nach —oco.

Zu Aufgabe 23d): Gemif c) gilt

und somit

Daraus folgt die Behauptung.

Zu Aufgabe 23e): Gemif d) gilt

und folglich

(0rU)n —

Kettenr.

U(T,N) = —Ne tanh (%)

1 s € _Nf & 2
cosh® (%) kT k \Tcosh(5))

kT T
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Fiir festes IV ist die Warmekapazitéit also eine symmetrische, nichtnegative, glatte
Funktion von T iiber R, die fiir 7" — =£0 ebenso wie fiir 7' — £oo rasch gegen Null
konvergiert.

Das Verschwinden von (07 U)y fiir T' — 40, das fiir den 3. Hauptsatz (vgl. An-
merkung dazu) notwendige Voraussetzung ist, entspricht einem Detail des Graphen
von T'(U, N), das man einem groben Plot desselben nicht unbedingt ansieht.

Zu Aufgabe 23f): Die interpolierte Funktion
I'(1+N)
FA+iN+9)T(a+3(v-Y))

€

QU,N) <

ist fiir festes N bzgl. U gerade, positiv und iiber (—N, 0] (streng) monoton wach-
send. Deshalb gilt fiir natiirliches N und U € €(—N,+N) und (N + UJe)/2 €
{1,...,N =1}

Q(U,N) = tr (X{U}(ﬁ)) < QAU N) = tr (X[U,A,U](ﬁ)) < NQU,N) falls U <0,

Q(U,N) < tr (X[U,Uw(ﬁf)) < NQWU,N) falls U >0.

Bei der getroffenen Festlegung des Energienullpunktes sind daher fiir U < 0 alle
Betrachtungen von Abschnitt 3.1.3 der Vorlesung (zumindest im Hinblick auf den
thermodynamischen Limes) auf das vorliegende System anwendbar. Fiir den Bereich
negativer Temperaturen, sollte man dagegen

QAU N) M 4 (X[U7U+A](IA{)> fiir U > 0

zu definieren, um

lim lln(Q‘X’(U,N)): lim iln(Q(U,N))

A—400 A—+00

zu garantieren.

Anmerkung: Wenn man ein System im Zustand negativer Temperatur
mit einem normalen System (positiver Temperatur) in rein thermischen
Kontakt bringt, dann gibt das System negativer Temperatur Energie
ab.'® Dabei sinkt seine Temperatur ab, bis sie schliefflich in den Bereich
positiver Temperaturen iiberspringt.

Zu Aufgabe 24: Aus

E
e’} K
ZMZO E,Ue kT
Ep

U (T,V,N,...) = tr(ﬂlﬁa{}]\,”fo -
(327) ZZO:()@_W

(3.33)

Version vom 7. Marz 2009
8Das war der Grund fiir die etwas umsténdlich wirkende Formulierung des 2. Hauptsatzes
(vgl. FuBnote 9 zu Kapitel 1).




146 ANHANG B. LOSUNGSVORSCHLAGE
folgt
. R . N2
BT (D) U = tr(T5 o, A1) = (0 (T an, D))
Deshalb folgt die Behauptung mit (3.33) aus

Nop U (T V.N...)
=0,

L OnURMTAVAN,.)
-
A=0 (Ukan(T, AV, AN, .. .)) A=H0 ()\ Ukan(T,V, N, .. .))

Zu Aufgabe 25: Wie bereits in Aufgabe 23a) gezeigt, lassen sich die Energie-
niveaus durch die Anzahl N, der Teilchen mit Energie +¢ indizieren, wobei das

Energieniveau
En, = Nie— (N — N.)e

jeweils ( ]\],\i )-fach entartet ist. Demnach ist die kanonische Zustandssumme
N
N\ _Evy
- B0
N;=0
N
B N _e NNt/ L e \N-Ny
> (y) € )
Ni=0 V' T

Daraus folgt

glen €29 1Mz
_ pren R e

e"'ﬁ + @_ﬁ

= Ne tanh (ﬁ) )

Zu Aufgabe 26a): Der B-abhéngige (additive) Anteil des HAMILTON-Operators
eines einzelnen Teilchens ist die Observable der potentiellen Energie des magneti-
schen Dipolmomentes M im gegebenen B-Feld, d.h. die Observable von —M - B..

Anmerkung: Im Gaussschen Mafisystem (siehe Anhang A.3.2 von (Liicke, edyn))
gilt fiir die Vakuumfelder H = B .

Da das B-Feld homogen vorausgesetzt ist, mufl der Erwartungswert des magne-
tischen Dipolmomentes parallel zu B sein, also der Observablen —dpH 1-1.(B) %
entsprechen. Der Erwartungswert des induzierten magnetischen Dipolmomentes des
Gases ist also

B

—Tr (Tjg«fv,u73(83)vf:]v73> H s


file:edyn.pdf#edyn-A.1.2
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die induzierte magnetische Dipoldichte —% Tr <T7%rv " B(@g)vlflv, B) 8] Da die ma-

gnetische Suszeptibilitdt die Ableitung der |%—Komponen‘ce der induzierten magne-
tischen Dipoldichte nach B = |B| an der Stelle B = 0 ist, folgt daraus

I (T C TR o))

kT
- B In Z% (T, V, 1, B
3.37.3.40) V. (O8)2v, T,V 1, B))

[B=0
|B=o

Zu Aufgabe 26b): Unter der Voraussetzung, dafl i.w. kein 1-Teilchen-Niveau
mehrfach besetzt ist, folgt Gleichung (4.2) aus Gleichung (3.41), also

—E;(pn)
InZ8(T,V,pu, B) = w Z In (1+e kT >,

n,jE€Ly

wobel
P = — VneN.

Daraus folgt die Behauptung aufgrund des bereits in Abschnitt 3.1.4 der Vorlesung
benutzten Ndherungsverfahrens (siche auch Aufgabe 21).

Zu Aufgabe 26¢): Entsprechende Anwendbarkeit findet hier Gleichung (4.3)
der Vorlesung, also

#E(Pn)
_ —F
N<T"/"u’ _w z: NE<Pn =w z: E(pn)u
n,jELy 1+e T n,j€ZLy € + 1

Fiir feste V, p, B wiirde demnach N(T,V, u, B) mit T unbeschrinkt anwachsen. Bei
konstanten V, B 148t sich das nur dadurch verhindern, daf§ man p in Abhéngigkeit

von T so wéihlt, dafl

wT) T o

hinr. schnell
gilt. Mit
In(1+4x) =2+ O(2?) fiirz >0

folgt daraus geméfl b) zunéchst

Foo 0 I E(p)
In Z% (T, V, i, B / Ze R

und daraus mit Gleichung (3.41) der Vorlesung

N(T,V,p, B) ~ In Z&(T,V, i, B) .
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Zu Aufgabe 26d): In der Ndherung von ¢) gilt

L — it 2
In Zglf(jj7 V'“u’ B) = ;}ﬂ-h @% e_Q‘ﬂkaT ZO <e_7|13‘crll£“> /OO e_QrZW dp
1= N J
_ 1 =V2mnkT
—lglhB
1—e mckT
—1/(2 sinh(J42E))
lg|hB
_ 2mckT
- f(T7 V7 H) . \q|hB (*)
sinh 2mckT
Mit einer geeigneten Funktion f, die wir nicht ndher bestimmen miissen. Aus
sinh(x) 1, 1
=1+= — O(x”
z T gy o)
folgt!?
’ =1— -2 +0(2%)
sinh(x) 6
und somit

Mit (*) ergibt sich daraus

L ( lgln \?
>InZ8(T B = —f(T -
((9s)? 0 2% (T, V, 1, B),, | Fvon 5 (e
L( laln \?
= —InZ%(T,V,u,0) =
n ( Y 7/'1’7 )3 <2mckT>
: L( laln \?
= —N(T,V, 11,0) =
9 (T.Vom0) 3 <2mck;T>
und daraus geméf a) die Behauptung.
Version vom 7. Mérz 2009
19Man beachte:
P@)=1+bx+ca’+0(*) = %:l—bx+(b2—c)x2+0(x3)

(siehe z.B. (Bronstein et al., 2001, S. 257)).
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